O ZBEKISTON RESPUBLIKASI OLIY VA O'RTA
MAXSUS TA'LIM VAZIRLIGI

TOSHKENT DAVLAT IQTISODIYOT UNIVERSITETI

Sh.Shoraxmetov, D.S.Asroqulova, J.J.Qurbonov

IQTISODCHILAR UCHUN OLIY
MATEMATIKADAN
MASALALAR TO PLAMI

O’zbekitson Respublikasi Oliy va o'rta maxsus ta’lim vazirligii [lmiy-
uslubiy va o quv-uslubiy birlashmalari faoliyatini muvofiglashtiruvchi
kengashi tomonidan iqtisodiyot yo nalishidagi oliy o'quv yurtlari
talabalari uchun o'quv go'llanma .
2010-yil 17-1yun 234-sonli buyrug’i asosida berilgan 234-23-guvoxnoma
asosida tavsiya etilgan

TOSHKENT - IQTISODIYOT - 2011



Shorahmetov Sh., Asroqulova D.S., Qurbonov J.J. Iqtisodchilar
uchun oily matematikadan masalalar to plami: O quv go'llanma. —
T.: Igtisodiyot, 2011. 283 b.

O'quv qo'llanma oliy matematikadan iqtisodchilarga moljallangan
noan’anaviy dasturlar asosida yaratildi. Unda Oliy matematikaning chiziqli
algebra, analitik geometriya, differensial va integral hisobi, differensial
tenglamalar, qatorlar kabi bo'limlariga tegishli masala va misollar
(jumladan iqtisodiy mazmundagi masalalar) berildi. Har bir bo'limda
qisqacha nazariy ma'lumotlar keltirilib, ularning qo'llanishi ko plab
mashqlarda tushuntirildi.

O'quv gollanma igtisodiyot yo nalishidagi talabalar uchun
mo ljallangan.

Mas’ul muharrir: f.m.f.n., dots. Gulomov A.

Tagrizchilar: f.m.f.n., dots. Qurbonov O.,
prof. Abdushukurov A. -O'zMu “Ehtimollar
nazariyasi” kafedrasi mudiri

Ilopaxmeton III., Acpokyaosa /I.C., Kypoanos K.7K. CoopHuk
3aJ]lady = MO0 BbICHIed MaTeMaTHKe I JKOHOMHCTOB: YueOHOe€
nocooue. — T.: UkTucoamér, 2011. 283 ctp.

B cootBeTcTBUUM ¢ y4eOHOUN MPOrpaMMOM MOJATOTOBKU 3KOHOMHCTOB
B COOpPHUK BKJIIOYEHBI 3ajauyd (B TOM 4YHCJE 3aJa4d 3KOHOMUYECKUM
COJIEp)KaHUEM) II0 OCHOBHBIM pa3lelioM OOIIEro Kypca BbICIICH
MaTeMaTUKU:  aHAINTUYECKass  TIeoMEeTpus, JIMHEeWHas  anredpa,
muddepeHnaibHOe U UHTErpAIbHOE HCYHUCTeHUs, AuddepeHnranbHbIe
YPaBHEHHUS, PSJIBL.

B Havame kaxmoro pasdena MOPUBOIUTCS  HEOOXOIUMBIN
TEOPETUUYECKUN MUHUMYM M TOAPOOHO Pa3bsICHIETCA €r0 UCIOJIb30BAHUE
Ha 0OJIBIIIOM KOJIMYECTBE MPUMEPOB.

OTBeTCTBEHHBIN pelaKkTop: K.p.M.H., 1ou. ['yisimoB A.

Penenzenrni: K.¢.M.H., 1ou. Kypoanos O.,
npod. AOaymykypoB A. 3aBeaywouiei kadeapou
«Teopuu BepossTHocT» HY VY3

ISBN 978-9943-333-38-3
© “Iqgtisodiyot” nashriyoti, 2011.



Mundarija

SO ZBOShI. . 7
1-bob DASTLABKI TUSHUNCHALAR. ..., 9
1.1. Matematik modellashtirish.......................o 9
1.2. Iqtisodiy obyektlarining matematik modellari............... 10
1.3. Funksiya va uning berilish usullari.............................. 19
1.4. Funksiya Xossalari..........ccooviviiiiiiiiiiiiiiieianannen, 20
1.5. Elementar funksiyalar...................coooiiiii i, 22
1.6. Grafiklarni almashtirish.................o 23
1.7. Igtisodiyotda uchraydigan funksiyalar........................ 24
Mavzu yuzasidan savollar...................cooiiiin. 26
Adabiyotlar...........coo 26
2-bob  MATRITSA VA DETERMINANTLAR. ..., 28
2.1. Matritsalar. Diaganal va birlik matritsalar..................... 28
2.2. Matritsalarni qo shish, ayirish va songa ko paytirish......... 28
2.3. Matritsalarni ko paytirish......................oonl. 30
2.4. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinant..................... 35
2.5. Minor. Algebraik to'ldiruvchi..................oo. 36
2.6. Yugori tartibli  matritsaning determinanti va uning
XOSSALATT. .ot 36
2.1. Teskari matritsa. Xosmas matritsa...............coevveennnn... 40
2.8. Matritsaning rangi. Elementar almashtirishlar............... 42
2.9. Matritsalar algebrasining iqtisodiyotda qo llanilishi......... 46
Mavzu yuzasidan savollar....................oooiiiiii, 50
Adabiyotlar.............o 50
3-bob  ChIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI. .................. 52
3.1. Chiziqli tenglamalar sistemasi va uning yechimi .............. 52
3.2. Chizigli  tenglamalar  sistemasini  Kramer usulida
yechish. ... o 52
3.3. Chiziqli tenglamalar sistemasini teskari matritsa usulida
yechish... ..., 95
3.4, Umumiy ko'rinishdagi tenglamalar sistemasini Gauss
usulida yechish. .............o 56
3.5. Kroneker — Kapelli teoremasi. .............ccoooeviiiiiiinaannn, 58
Mavzu yuzasidan savollar. ..., 68
Adabiyotlar............oo 69
4-bob  CHIZIQLI FAZO ELEMENTLARI. ..o, 70
4.1. Tekislik va fazoda vektorlar. ...l 70
4.2. Vektorlarning vektor va aralash ko paytmalari. ............... 76

3



4.3.
4.4,

4.5.
4.6.
4.7.
4.8.

5-bob

5.1
5.2.

5.3.

6-bob
6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.
6.6.

7-bob
7.1.
7.2.
7.3.
7.4,
7.5.

8-bob

8.1.
8.2.

Chiziqli fazo va uning o'lchovi. ..., 78
Vektorlarning chizigli bog'ligligi va chizigli erkliligi.
n-0'lchovli chiziqli fazo bazisi va koordinatalari. ............ 80
Chiziqli fazoda skalyar ko paytma tushunchasi. ............ 81
Chizigli operator. ...........ccooiiiiiiii i 81
Kvadrattik formalar. .................... 83
Igtisodiyotda chiziqli modellar. Savdoning chiziqgli
MOdeli......oooiii 85
Mavzu yuzasidan savollar. ..., 89
Adabiyotlar.............oo 90
ANALITIK GEOMETRIYANING ASOSIY
TUSHUNCHALARI VA USULLARI. .........coooiinn.l. 91
Tekislikda to'g'ri chiziqlar...................oooooiii, 91
Ikkinchi tartibli egri chiziglar Aylana, ellips, giperbola va
parabolatenglamalar....................oo 98
Fazo tekislik va to'g'ri chiziq tenglamalari.................. 102
Mavzu yuzasidan savollar......................ooo 114
Adabiyotlar............oo 115
LIMITLAR. e 116
Sonli ketma-ketliklar va ularning limiti. ..................... 116
Cheksiz kichik va cheksiz katta miqdorlar. ................... 117
Yaqinlashuvchi ketma — ketlikning xossalari. ................ 117
Funksiyaning limiti. ... 119
Noanigliklar. ... 119
Bir tomonlama limitlar........................... 120
Mavzu yuzasidan savollar......................oooo, 131
Adabiyotlar............oo 131
FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGL. ... 133
Funksiya uzluksizligini hisoblash usullari. ..................... 133
Funksiyaning uzilishi va uning turlari ........................... 134
[X] {x}, sin X, X(x) funksiyalar........................ooonl, 136
Uzluksiz funksiyalarning asosiy xossalari...................... 137
Bolsano Koshining teoremalari................................. 137
Mavzu yuzasidan savollar.....................ooooi 142
Adabiyotlar.............o 142
BIR O ZGARUVCHILI FUNKSIYANING
DIFFERENSIAL HISOBI........ooi, 144
Funksiya hosilasi..............cooiiiiiiiiii i 144
Hosilaning geometrik ma’nosi............c.ooeeviiiiiiiniinn..e 145

4



8.3.
8.4.
8.5.

8.6.
8.7.
8.8.
8.9.
8.10.
8.11.

9-bob
9.1.
9.2.
9.3.
9.4,
9.5.
9.6.
9.7.
9.8.
9.9.

10-bob
10.1.
10.2.
10.3.
10.4.
10.5.
10.6.

11-bob
11.1.

11.2.
11.3.

Hosila olish qoidalari. ..., 148
Teskari va murakkab funksiyalarning hosilasi. ............... 149
Funksiya differentsiali va uning tarkibiy hisoblashlardagi

tatbiqlari. ... ..o 152
Yugori tartibli hosilalar. ... 154
Differensial hisobning asosiy teoremasi. ...................... 155
Teylor formulasi. ..., 156
Lopital qoidasi. ........cooviiiiiii i, 156
Funksiya ekstremumlari....................oooiiiiL L, 157
Funksiyani hosila yordamida tekshirish......................... 158
Mavzu yuzasidan savollar......................ooooi, 169
Adabiyotlar...........coo 169
KO'P O'ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR. .................. 171
Ko'p o'zgaruvchi funksiya va uning berilish usullari......... 171
Ko'p 0 zgaruvchili funksiya limiti............................... 172
Funksiyaning uzluksizligi. ... 175
Xususiy hosilalar. ... 176
Ko'p o zgaruvchili funksiya differensiali. ..................... 179
Yugori tartibli hosila. ..., 180
Ko'p o'zgaruvchi funksiyalarning lokal ekstremumlari. ... 181
Shartli ekstremum.................oooiiii 183
Ko'p  o'zgaruvchili  funksiyalarning  iqtisodiyotda

qo'Hanilishi...........oooi 188
Mavzu yuzasidan savollar.....................ooooiiiii 193
Adabiyotlar...........o.o 194
INTEGRAL HISOB. ..., 196
Boshlang'ich funksiya va integral.......................... ... 196
Noaniq integral xossalari................ooviiiiiiiiiiiiieennennn. 196
Elementar funksiyalar noaniq integrallari jadvali............ 196
Integrallashning asosiy usullari. .........................coe e 197
Kasr ratsional funksiyalarni integrallash........................ 206
Aniqintegral..........cooiiiiiii e 208
Mavzu yuzasidan savollar.....................ooooii 213
Adabiyotlar...........o.o 214
DIFFERENSIAL TENGLAMALAR. ...t 216
Differensial tenglama haqida tushuncha. Umumiy yechim,

umumiy integral.............oooi 216
O’zgaruvchisi ajraladigan tenglamalar.......................... 217
Bir jinsli differensial tenglamalar.......................... ... 220

5



11.4.
11.5.
11.6.

11.7.
11.8.

12-bob
12.1.
12.2.
12.3.
12.4.
12.5.
12.6.
12.7.
12.8.

Birinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar............ 222

Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar........................ 223
O'zgarmas  koeffitsientli  ikkinchi  tartibli  chizigli

differensial tenglamalar......................o 224
Yugori tartibli chiziqli differensial tenglamalar................ 226
Igtisodiyotda differensial tenglamalar apparati................. 229
Mavzu yuzasidan savollar.....................oooii 245
Adabiyotlar............oo 245
QATORLAR. . e 247
Sonli qatorlar, asosiy tushunchalar.............................. 247
Yaginlashuvchi sonli qatorlar va ularning xossalari........... 247
Musbat haqgli qatorlar..................coooiiiiii 250
Ishorasi almashinuvchi gatorlar. Leybnis teoremasi........... 259
Ishorasi ixtiyoriy bo'lgan sonli qatorlar......................... 261
Funksional qatorlar..................iiii 261
Darajali qatorlar. ... 264
Funksiyani darajali qatorga yoyish.............................. 268
Mavzu yuzasidan savollar.....................ooooiii 270
Adabiyotlar.............oo 271
Foydalanilgan adabiyotlar.....................oocoooiiiil, 212



SO'Z BOSHI

Jahon ta’lim tizimida matematika fanidan ma’lum bir soha (xususan
ijtimoly gumanitar, iqtisod sohalari) talabalari uchun maxsus darslik,
o quv go llanma yaratish yangilik emas. Bunday kitoblarlarning o'ziga
xosligi shundan iborat:

- bir tomondan matematika — MATEMATIKAIigicha qolib,
fundamental fan sifatida matematik tushunchalar, aksiomalar,
teoremalarning uzviy bog'lanishda mantiqiy izchilligida gatiy bayon
gilinishi zarur. Talabalarda mantigiy, algoritmik, abstrakt fikrlashlarning
sintezi bo’lgan — matematik fikrlashni shakllantirishga xizmat qilishi
kerak;

- 1kkinchi tomondan muayyan sohaning talab va ehtiyojlaridan kelib
chigib, uning o°ziga xos jihatlarini aks ettirishi lozim. Talabalarning
matematikani maqsadli o'rganishini ta'minlash bilan birga o'zlashtirishini
osonlashtirishi kerak.

Masalaning bu ikki tomoni malum mutanosiblikda shunday
uyg'unlashuvi kerakki, natijada kurs malum sohaning  muayyan
masalalarini yechishga retsetlar beruvchi qo’llanma yoki talabalarda
matematika fagat hisoblashlarni o'rganadigan fan degan tushunchani hosil
qilmasligi kerak. Mana shu tamoyildan kelib chiqib, matematikaga “tabiat
hagidagi barcha bilimlarimizni sistemaga soluvchi, tabiat va jamiyatdagi
jarayonlarning matematik modellarini o rganuvchi fan” deb ta’rif berilgan.

Ushbu o quv go'llanma oliy matematikadan maxsus iqtisodchilar
uchun yozilgan bo’lib, ko'p hollarda matematik tushunchalarning igtisodiy
talgini berildi va iqtisodiy mazmundagi masala, misollar keltirildi.

O'quv qo'llanmada modellashtirish, matritsa va determinantlar,
chizigli tenglamalar sistemasi, chiziqgli fazo elementlari, limitlar nazariyasi,
bir 0 zgaruvchili va ko p o zgaruvchili funksiyalarning differensial hisobi,
integral hisob elementlari, oddiy differensial tenglamalar va gatorlarga
doir misol va masalalar berilgan.

Barcha bo'limlarda qisqa nazariy ma’lumotlar keltirilgan. Qator
masalalar yechimlari bilan berilgan nazorat ishlari hamda mustagil yechish
uchun misol va masalalar tavsiya etilgan.

Mualliflar masalalar to plamini yozishda bergan maslahatlari, fikr
mulohazalari hamda yordamlari uchun TDIY “Oliy matematika” kafedrasi
professor-o-qituvchilari va laborantlariga o'z minnatdorchiligini bildiradi.

Mazkur kitob ozbek tilidagi igtisodchilar uchun maxsus yozilgan
dastlabki masalalar to plami bo’lganligi uchun kamchiliklardan xoli

7



bo'lImasa kerak. Kamchiliklarni bartaraf etish va kitobning sifatini
yaxshilash borasidagi fikr-mulohazalarini bildirgan o rtoglarga mualliflar
oldindan o’z minnatdorchiligini bildiradilar.



1-bob. DASTLABKI TUSHUNCHALAR

1.1. Matematik modellashtirish

Jamiyatning rivoj topishi cheklangan resurslar (xomashyo, texnika
vositalari, kapital go'yilmalari, yer, suv va boshgalar)dan oqgilona
foydalanish, optimal yechimlar topish, iqtisodiy jarayonning matematik
modelini tuzish, uni tahlil gilish, prognoz berishni tagozo giladi.

Matematik model — real ishlab chigarish jarayonini aks ettiruvchi
formal munosabatlar majmuidir. Real hayotda uchraydigan jarayonlarni
mugobil matematik modelini yaratish g oyatda murakkab vazifa. Shu
sababli ba'zi shartlar bilan tuzilgan matematik model asl holdan biroz farq
qiladi. Biror jarayon uchun model tuzilayotganda gancha ko'p ta’sir
etuvchi faktorlar e'tiborga olinsa (ko'p o'zgaruvchi funksiyalar sifatida
garalganda), tuzilgan model shuncha anigroqg bo"ladi.

Biz bilgan y=ax+b chizigli, y=ax*+bx+c kvadratik, y=x* (X<R)
darajali,  y=a* ko'rsatkichli va boshga elementar funksiyalar igtisodiy
jarayonlarning matematik modeli sifatida ko p go llaniladi.

Model so'zi lotincha ,,modulus” so zidan olingan bo'lib, o’lchov,
me’yor, miqdor degan manolarni anglatadi. Iqtisodiyotdagi obyektlarni
matematik modellashtirish yordamida iqtisodiy jarayonlarni kuzatish va
tahlil gilish mumkin. Igtisodchilar modellarni qurayotib muhim faktorlarni
ajratib olishadi va qo'yilgan masalani echish uchun uncha muhim
bo Imagan parametrlarni hisobga olishmaydi.

Matematik modellar ahamyatini quyidagilarda ko rish mumkin:

e igtisodiy matematik modellar yordamida moddiy, mehnat va pul
resurslaridan ogilona foydalanish;

e matematik modellar va usullar iqgtisodiy va tabiiy fanlarni
rivojlantirishda yetakchi vosita bo’lib xizmat giladi;

e matematik modellarga, ularning iqtisodiy jarayonni adekvat aks
ettirishi yetarli bo’Imaganda tuzatish kiritish mumekin;

e matematik modellar yordamida iqgtisodiy jarayonlar fagatgina chuqur
tahlil qgilinibgina qolmasdan, balki ularning yangi o rganilmagan
gonuniyatlarini ham ochish imkoniyati yaratiladi. Shuningdek, ular
yordamida igtisodiyotning kelgusidagi rivojlanishini oldindan bashorat
gilish mumkin bo"ladi;

e matematik modellar hisoblash ishlarini mexanizasiyalash va
avtomatlashtirish bilan birga aqgliy mehnatni yengillashtiradi, iqtisodiy
soha xodimlarining mehnatini ilmiy asosini tashkil etadi va ularni
boshqgarib turadi.



1.2. Iqtisodiy obyektlarning matematik modellari

Igtisodiy obyektlarning ~ matematik modellarini tuzish quyidagi
bosgichlardan iborat:

1) iqtisodiy jarayon har tomonlama o rganib chiqgiladi. Nazariy va sifat
jihatdan tahlil gilinib, uning parametrlari ichki va tashqgi informatsion
alogalar, ishlab chigarish resurslari, rejalashtirish davri kabi ko rsatkichlar
aniglanadi;

2) izlanayotgan noma’lum o'zgaruvchilar ganday maqsadni ko'zda
tutilishi, natija nimalarga olib kelishi aniglanadi;

3) modellashtirilayotgan jarayonning igtisodiy matematik modeli
tenglama, tengsizliklar tizimi shaklida ifodalanadi;

4) tuzilgan matematik modelning miqdoriy yechimini aniglaydigan usul
tanlanadi;

5) masalani yechish uchun kerak bo’lgan barcha iqgtisodiy (umumiy)
ma’lumotlar to'planadi;

6) olingan ma’lumotlar statistik tahlil gilinib, tanlangan usul va
matematik model orgali go'yilgan vazifa yechiladi;

7)olingan natija har tomonlama (igtisodiy) tahlil qilinib, optimal
variant tanlanadi.

Yuqorida aytib o'tilgan bosgichlar bir-biri bilan chambarchars bog lig
bo'lib, biri ikkinchisini to’ldirib turadi va bu usullar har ganday
masalalarni hal gilishda eng optimal yo Ini tanlashda qo llaniladi.

Igtisodiy jarayonning birinchi modeli fransuz olimi F. Kene
tomonidan vyaratilgan. U 1758-yilda “Iqtisodiy jadval”, 1766-yilda
“Arifmetik formula” nomli asarlarini chop ettirgan. F. Kene o'z asarlarida
jamiyatda takror ishlab chigrishning asosiy bosqgichlarini matematik model
shaklida ifodalagan.

XIX asrda modellashtirish sohasiga L. Val'ras, O. Kurno, V. Pareto,
F. Edjvort kabi matematiklar o zlarining katta hissalarini qo shganlar.
1930-1950-yillarda bu sohada o'sish darajasi sezilmadi. 1960-1980-
yilllarda iqgtisodiy matematik modellashtirish yo'nalishi deyarli gayta
tugildi.

XX asrda Nobel mukofotining sovrindorlari D. Xiks, R. Solou,
V. Leontyevlarning ilmiy tadgiqotlari ham iqgtisodiyotda matematik
modellar qo llanilishi bilan bog’liq edi. Bu jarayon davom etgan keyingi
yillarda ham igtisod sohasidagi Nobel mukofotlarining ko pchiligi
matematik modellarga berildi. Iqgtisodchilar turli iqgtisodiy hodisalarni
o' rganish uchun uni iqgtisodiy model deb ataladigan sodda, formal
ko rinishidan foydalanadilar.
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Har ganday iqgtisodiy tekshirish, nazariya (igtisodiy model) va
amaliyot (statistik ma’lumotlar)ning birlashmasidan iborat. Kuzatilayotgan
hodisalarni  tushuntirish va tasvirlash uchun nazariy modeldan
foydalaniladi, modelni qurish va asoslash uchun esa statistik ma’lumotlar
yig iladi.

Igtisodiy jarayonlarning matematik modellari tenglama, tengsizlik,
formula ko'rinishida ifodalanadi. Masalan: Bank aholidan quyidagi
shartlar bilan omonat gabul giladi: bankning yillik foiz stavkasi R (R —
o'nli kasrda ifodalangan foiz stavkasi, ya’ni, agar R=0,12 bo’lsa, stavka 12
%ni tashkil etadi); foizlarni go shib hisoblashlar yiliga k marta amalga
oshiriladi (agar k=4 bo’lsa, foizlar har kvartalda, agar k=12 bo’lsa, foizlar

har oyda go shib hisoblanadi va h.k.). U holda har bir go shib hisoblash

davrida qo’yilgan omonat i =% foizga ortadi.

Faraz gilaylik, omonatchi bank hisobiga A, so'm qo'ygan bo’lsa, u
holda birinchi go shib hisoblash davridan keyingi summa:
A=A+ Axi=A(L+i),
ikkinchi davr oxirida
A, =A+Axi=A@L+i)=A@+i)1+i)=A@Q+i),
xuddi shunday n — qoshib hisoblash davridan keyin
A, = AL+i) (1.1)
hosil bo’ladi.

Shunday qilib A, A, A, A,.. elementlar ketma-ketligi b =A @+i),
mahraji q=(+i) bo lgan geometrik progressiyani tashkil giladi.

1. Yillik stavkasi 8 % bo'lgan bankka 100000 so'm omonat
go'yiladi. Foizlar har kvartalda go shib hisoblanadi. Hisobda 5 yildan
keyin ganday summa hosil bo’ladi?

Yechish. Masalani yechish uchun avval uning matematik modelini
tuzib olamiz. Masalaning shartiga ko'ra, A =100000 SO'mM, R=008, k=4,
n=4.5=20.

5 vyil davomidagi o shib hisoblashlar soni (1.1) formuladan
foydalanib:

20
A,, =100000 (1 + %J =100000 (1,02)°° ~ 146595 SO M.

Javob: Bank hisobida 5 yildan keyin 146 595 so m hosil bo"ladi.

2. Aziza har 3 oyning oxirida bankka 30 000 so'm goyadi, bankning
yillik stavkasi 10 % foizlarni har kvartalda go shib hisoblaydi. Azizaning
hisobida 5 yildan keyin ganday summa hosil bo"ladi?

11



Yechish.
Berilgan
P = 30000

Yig indining

Demak, n=20 marta omonat go yiladi.n — omonat
P som, (n-1) esa bankda bir to’lov davri

saglangan, mos foizlarni qo shib hisoblanganidan
keyin P@+i) som. n-2— omonat bankda 2 davr

saglangan p@+i)2 so'm va h.k. Xuddi shuningdek,
1-omonat P-@+i)"* so mga aylanadi. Hisobdagi

umumiy summa:
S, =P+PL+i)+P@A+i)*+...+ PA+i)""

hadlari  b;=P, qg=(1+i) bo’lgan geometrik

progressiyani tashkil giladi.

_ PA-@+D)")  PA-@+D)") P(@+i)" -1
1-(@+i) i - i '

Demak, masalaning matematik modeli ifodasi:

S, = PE°-D) (1.2)

Bu formuladan foydalanib:

S =30000

((1+0,025)*° 1)
0,025

~300-2554 5~ 766340 SO M

Javob: Azizaning hisobida 5 yildan so'ng 766340 so'm hosil bo ladi.
Bunda bankdan foizlar hisobiga olingan summa 766340-30 000-4-5 =

166 340 so m.

3. Alisher o'z qizini kelgusi 4 yil davomida har oyda 10 000
so'mdan renta bilan ta’minlab turish uchun bankka gancha pul qo'yishi
kerak? Bankning foiz stavkasi yiliga 12 %, go shib hisoblashlar har oyda

amalga oshiriladi.

Yechish.
Berilgan
P =10 000
n=12-4=48
i=22 oo
12

A48-?

Qo yiladigan omonat summasi A ni
A=A+A +A +...+A

ko'rinishda ifodalab olamiz. (bu vyerda A; -
omonatning birinchi davrida orttirib olinadigan
gqismi, A, — ikkita davrda ortganidan keyin
olinadigan gismi, va h.k.). Agar P renta kattaligi
bo'lsa, u holda

P=A+i)

P=A1+i)



Bu yerda i — bitta gqo shib hisoblash davridagi bank foizi. Bundan
P, P P
AT AT A T @y
va natijada,

1 1 1 1 ).
A:A&+A2+A3+"'AHZP(1H+(1+i)2+(1+i)3+'"+(1+i)”]'

gavs ichidagi ifoda b1=1—1i va q=$ bo"Igan geometrik progressiyaning

birinchi n ta hadi yig indisidan iborat. Natijada, S, = ﬂll_‘—c?) formulaga

ko'ra:

P 1_&;}” P(a+iy-1) P 1-(L+i)"
A=1+i - 1 B iL+i) :T(l_(1+l) ):p.f_
1+i
Shunday qilib, n marta P so'mdan olib turish uchun bir marta

go yiladigan omonat kattaligi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

A= P-ﬂ. (1.3)
|
Demak, masalaning matematik modeli tuzildi, endi son giymatlarini
qo yamiz: A=10000. 120U ~ 3797396

Javob: Bankka 379739,6 so m qoyilishi kerak.

Nominal va real stavka bir-biridan farglanadi. Real foiz stavkasi - yil
davomida bank hisobidagi summaning hagigiy osishi. Nominal stavka esa
— bank e’lon qilgan stavka.

4., R = 0,06 va k = 12 bo'lgan bank uchun real foiz stavkasini
aniqglang.

Yechish. Masalaning shartiga ko'ra, bankning nominal stavkasi 6%,
foizlar yiliga 12 marta go shib hisoblanadi. Faraz gilaylik, boshlang’ich
summa A, so m, u holda bir yildan keyin bank hisobidagi summa (12
oydan keyin)

A, = A0(1+ %} = A(1,005)"* = A, -1,0617 ,
omonatning bir yilda o'sish foizi quyidagi proporsiyadan topiladi:
A, —100%
A,-A - x%
x=22"% 10006 =10 A A 10006 — 617%.

Shunday qilib, real foiz stavkasi - 6,17%.
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5. Quyidagi jadvalda bank e’lon qilgan nominal foiz stavka R,
boshlang ich omonat summasi A, va Yillik foiz go'yib hisoblashlar soni k
berilgan n ta to'lov davridan keyin bank hisobida hosil boladigan
summani aniglang.

Variant| R, Ao K n Variant| R, Ao K n
% ming | Mart % | (ming | Marta
s0°m) a s0°m)
1 12 80 6| 24 16 15 50 3| 12
2 6 120 4| 20 17 12| 140 5[ 20
3 8| 150 3| 15 18 8| 100 10| 32
4 9| 100 4| 20 19 10| 100 6| 24
5 14| 200 4| 16 20 12 60 6| 12
6 18| 140 2| 10 21 14 70 5/ 20
14 20 80 3| 15 22 15 60 4 8
8 15| 150 4| 20 23 10 80 2| 16
9 20| 120 4| 20 24 8 80 41 20
10 20| 100 6| 24 25 6 36 6| 24
11 25 80 41 12 26 16 | 320 7| 28
12 16 75 2| 36 27 12| 240 8| 32
13 14| 120 4| 28 28 8 20 3| 12
14 12| 140 6| 42 29 6| 160 4| 40
15 14| 150 8| 16 30 12| 120 10| 36

6. Komil universitetga kirganida, ota-onasi uni chet elda o qgishni
davom ettirishi uchun 6 000$ yig moqchi bo’lishdi. Bu summani
ta’minlash uchun ota-ona 2006-yil 1-sentabrdan to 2010-yil 1-martgacha
har oyda bankka pul qo’yib turmogchi bo’lishdi. Tanlangan bankning
yillik foiz stavkasi 9 %, har oyda to'laydi. Har oyda ular bankka
ganchadan pul go'yib turishlari kerak.

7. Bill 35 yoshida yiliga 9 %ni har oyda qo'shib hisoblaydigan
sug urta kompanyasi bilan shunday shartnoma tuzdi: Bill 65 yoshgacha
har oyda 350% to'lab turadi. Nafagaga chiqgandan keyingi 10 vyil
davomida hosil bo'lgan fonddan har oy bir xil migdorda pul olib turadi.
Bill har oyda ganchadan pul olib turadi?

8. Bank murakkab foizlar bo'yicha vyiliga 24 %dan qo shib
hisoblashlarni har oyda bajaradi. Boshlang'ich summa 360 pul birligi
bo’Isa, 8 oydan keyin go yilgan omonat summasi gancha bo"ladi?

9. Erkin har oyning oxirida bankka 500$ dan qo'yib turadi. Bank e¢’lon
gilgan nominal stavka 7 %, yiliga 2 marta qo shib hisoblanadi. 8 yildan
keyin uning bankdagi hisobida ganday summa hosil bo"ladi?
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Transport masalasining matematik modeli. m ta obyektda a,, a,, ..., a,

miqdorda bir xil mahsulot bor. Bu mahsulotlarni n ta iste’'molchiga
b, b,, ....b, Migdorda yetkazib berish zarur. c,(i=1 2,...., m; j=12 .., n) —
bir birlik yukni har bir i — obyektdan j — iste’molchiga yetkazib berish
narxi ma’lum. Yuk tashishning shunday rejasini tuzish kerakki, bunda
barcha obyektlardagi mahsulotlar to'la targatilsin, iste’molchilarning talabi
to'laligicha gondirilsin hamda barcha yuklarni tashishga ketgan xarajat
minimal bo’lIsin.
Transport masalasining jadval shaklidagi ko rinishi quyidagicha:

b:
L by
I
ajp Cu1 Ci2 C1in
dp Co1 Co2 Con
a~m le Cm2 Cmn

Transport masalasining noma’lumlari

X;(i=12 ..., m j=12 ...,n)

bilan har bir 1 — obyektdan j — iste’molchiga yetkazib beriladigan yuk
miqgdorini belgilab, model tuzamiz. Barcha m ta obyektdagi yuklar to'la
targatilishini quyidagi tenglamalar sistemasi bilan ifodalaymiz:

X+ X+ 4+ X, =

Xy + X+ +X,, =4,

Xyt X+t X, =4a,

Barcha n ta iste’molchi talablari to'la qondirilishini keyingi tenglamalar
sistemasi bilan ifodalaymiz:

Masalaning igtisodiy ma’nosiga ko'ra x,>0(=1m, j=1m, j=1n) va

barcha mahsulotni tashish uchun ketgan xarajatlar:
Y =c X, +CoX+...+C X, +Cy Xy +C, Xy +...+Co Xy .. 4+C X +Co X o +

m

+oot Crn X =Zzn:cijxij

i=l j=1
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funksiyani minimallashtirish kerak. Odatda bu funksiya magsad funksiyasi
deyiladi. Bularning barchasini birlashtirgan holda transport masalasining
umumiy ko rinishdagi matematik modelini hosil gilamiz:

injzai (i:l,_m)

Quyidagi transport masalasini matematik tahlillar asosida yechimini
keltirib o tamiz.

10. A, A,, A,- korxonalarga B, va B, omborlardan mahsulot yetkazib
berish xarajatlari va B, B, omborlarning mahsulot zaxiralari hamda har bir
korxonaning mahsulotga bo"lgan talablari quyidagi jadvalda berilgan:

A; 50 70 100
Bi
100 1 3 2
120 5 2 4

Reja ganday tuzilganda har bir B, ombordagi mahsulotlar to'lig
tagsimlanadi va A, korxona talabi to'la gondirilgan holda yukni tashish
uchun gilingan xarajatlar minimal bo"ladi.

Yechish. B, ombordan A, korxonaga x, miqdorda mahsulot yetkazib
berilsin. (i = 1,2; j =1, 2, 3). U holda B; ombordagi jami mahsulotlar
miqgdori:

X+ X, + X3 =100
{x21+x22+x23:120
tenglamalar sistemasi orqgali ifodalanadi. Har bir A, korxonaga keltirilgan

mahsulotlar esa quyidagi tenglamalar sistemasi orqali ifodalanadi:

X1, + X,y =50

|x12+ X,, =70

X5+ X5 =100

barcha yuklarni tashish uchun gilingan sarf xarajatlar esa
Y =X, +3X,+2X;+5X,,+2X,,+4X,,

ga teng Dbo'ladi. Demak, masalaning shartiga ko'ra unga tuzulgan
matematik model quyidagicha bo’ladi:
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X+ X, + X3=100
X, + X, +X,,=120
X+ X,, =50
X, +X,,=70
X3+ X, =100

Y =X, +3X, +2X;+5X,, +2X,, +4X,; —> min
X;20 (i=1,2j=13).
Magsad funksiyani quyidagi ko rinishda yozib olamiz:
Y = (X + X+ X)) +2(X 0+ Xy + Xog) +2X, + X3 +3X,,+2X,, =
=100 + 240 + (X, + X 5) + X, + 2(X,; + X,5) + X, =340 +100 — X, + X, +2(120 — X,,) + X, =
=680 — X, + (70 — X,,) — 2 X, + (50 — X;,) =800 — 2X,, —3X,,

Demak, Yy =800-2X,-3X,,—>min bo’lishi uchun x, va X,

noma’lumlar eng katta bolishi kerak:
Xy +Xpu =50 (X, <50 [max X, =50
b = e S0 e o
Demak, masalaning optimal yechimi:
X,, =50, X;, =0, X, =50, X,, =0, X,, =70, X,,=50.

11. Korxonada uch xil xomashyodan foydanalanib ikki turdagi
mahsulot ishlab chigariladi. Quyidagi jadvalda har bir turdagi mahsulotga
ketadigan xarajatlar, xomashyo zaxiralari va ulardan olinadigan foyda
ko rsatilgan. Eng ko p foyda olish modelini tuzing.

= min(Y) =800 —100 — 210 = 490

Har bir turdagi bir-birlik
Xomashyo zahirasi| mahsulot uchun gilingan xarajat
Nel No2
20 2 1
12 1 1
30 1 3
Olinadigan foyda 40 50

Quyidagi misollarni yeching:
12.
Z(x) =3X,-2X, + X; > max
2X,-3X,<-1
3X, —4X, +2X,>6
X, +2X,=X;>2
X, 20 i=123
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13.
X, 42X, =X, +X, >4
X, —X,+3X,<5
2X,+3X,—2X, >4
X, +3X,=8
Z(x)=2X,+ X, +3X,;+ X, - max
X, 20 i=1234
14,
- X+ X, +2X,-X,=2
{9X1—X2—6X3—5X4:6
Z(x)=4X,-X,+3X,+4X, - max
X, >0 i=1,2,3,4
15,
— X, 42X, + X, = X, +2X, =3
X +2X, +2X;+2X,+9X, =3
2X, —3X, = X, +2X, - X, =1
Z(x) =9X, —11X, —3X, +8X, +5X, — max
X, >0 i=1,23,4,5
16.
- X, + X, + X, -4X,+2X, =5
3X, =X, +2X,;+7X,+9X, =8
2X, +2X, = X, +9X, +3X, =15
Z(x) =X, + X, + X; =X, +3X; - max
X; 20 1=1,2,3/4,5
Quyidagi transport masalalarining matematik modelini tuzing:
17,

b; 40 20
a
20 7 4
30 5 5
10 6 8
18.
J 100 50 50
d;

S
£~ |00 |©
N O
W
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19.

a_bi 200 | 150 | 80 | 110
1
40 | 8 | -5 [ 15 | 12
250 | 10 | 12 | 7 8
120 | 9 4 8 7
130 | 5 9 6 3
20.
& 250 | 300 | 200 | 200
1
200 | 9 8 3 1
350 | 7 | 10 | 6 4
400 | 2 3 8 | 12

1.3. Funksiya va uning berilish usullari

Barcha ratsional (Q) va irratsional (1) sonlar to plami birgalikda
hagigiy sonlar to plamini tashkil giladi. Haqgigiy sonlar to plami R harfi
bilan belgilanadi. x va Y lar haqiqgiy sonlarning biror gism to plamlari
bo’lib, x va y mos ravishda shu to plamlar elementlari xex, yey bo'lsin.

Ta’rif. Agar x to'plamdagi har bir x songa biror goida yoki
gonunga ko'ra Y to plamning bitta y soni mos qo'yilgan bo’lsa, X
to'plamda funksiya berilgan (aniglangan) deb ataladi va f:x —»y YyoKi
y=f(x) kabi belgilanadi. Bu ta’rifdagi X va Y lar orasidagi bog’lanish
funksional bog’lanish deyiladi.

X to'plam funksiyaning aniglanish sohasi deyiladi. Y to'plam, ya’ni
X ning har bir x elementiga mos kelgan f(x) elementlar to plami
funksiyaning o zgarish sohasi deyiladi.

Funksiyalar jadval, grafik, analitik usullarda berilishi mumkin:
y=f(x) funksiya analitik usulda berilganda uning X va Y sohalari
berilmagan bo'lishi mumkin, ammo ular f(x) funksiyaning xossalaridan
foydalanib aniglanadi.

Agar X sohani Y sohaga akslantirganda o zaro bir giymatli moslik,
ya’ni y=f(x) funksiya bajarilsa, u holda x ni y orgali x=g(y) kabi
ifodalash mumkin. Oxirgi funksiya y=f(x) funksiyaga teskari funksiya
deyiladi.
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x=g(y) funksiya uchun Yy aniglanish sohasi X esa funksiyaning
0 zgarish sohasi bo'ladi. g(f(x))=x va f(g(y))=y bo lgani uchun y=f(x) va
x=g(y) funksiyalar o"zaro teskari funksiyalar bo"ladi.
21. Funksiyaning giymatlar to plamini toping:
1
Y= 3sin2x + 4cos2x |

Yechish. Maxrajda gavsdan tashgariga +3?+4*=5 ni chigaramiz:

y= L E:coﬁ,gzs ig deb faraz qilib (bunday bo'lishi

5(§sin 2x+ic052x) 5
5 5

4

mumkin, chunki (gjz{gjz:l), quyidagini olamiz: 1

5(cos Bsin 2x +sin Scos2x) |

yoki y=—— *+ .
5sin(2x + )
kesmada) barcha mumkin bo lgan giymatlarni gabul gilishini hisobga olib

quyidagini topamiz: ye(—oo;é]u[é;+oo)

sin(2x+ B) ifoda [-11] kesmada (yoki 5sin(2x+ ) [-5;5]

22 ¥=107 funksiyaning giymatlar to plamini toping.

Yechish. Berilgan funksiyaga teskari funksiyaning# aniqglanish
sohasi, shu funksiyaning giymatlar to plamidan iborat. y=1 funksiyaga
teskari funksiyani topamiz, x ni y orqgali ifodalab, -2x*=1gy Yyoki

xzz—%lgy, x*> >0 bo’lgani uchun —%Igyzo bundan igy<o va ye(0;1], ya’ni

topilgan yarim interval berilgan funksiyaning giymatlar to plami bo"ladi.
Funksiyalarning aniglanish sohasini toping:

23 y:5,/|g(x+1)+2m 24 y:616—x2
' x—1 ' lg(x —1)?
25. y=4-xtgx 206. y:—\,sinx—O,S_

27 v_ arcsin(x —1)
Y= g x
Funksiyalarning giymatlar sohasini toping:

28. y=5sin x+2cosx. 29. y=e 2
3X 3
30. = 31_ =
T y (sin X + cosx)* + 2

1.4. Funksiya xossalari
a) Aniglanish sohasi x dan iborat bo’lgan f(x) funksiya uchun har
ganday xex uchun -xex bo’lib, hamda f(-x)=f(x) tenglik bajarilsa
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funksiya juft f(-x)=—f(x) bo'lsa toq, aks holda f(x) umumiy ko rinishdagi
funksiya deyiladi.

b) Biror Xx oraligda y=f(x) funksiya uchun argumentning Kkatta
giymatiga funksiyaning katta (kichik) giymati mos kelsa, funksiya
o'suvchi (kamayuvchi) deyiladi. O suvchi yoki kamayuvchi funksiyalar
monoton funksiyalar deb ataladi.

c) f(x) funksiya uchun shunday o zgarmas T(T =0) son topilsaki, vxe X
da x-T,x,x+Tex bo’lib f(x-T)=f(x)=f(x+T) bo’lsa, u holda f(x) davriy
funksiya, musbat T lar ichida eng kichigi funksiyaning davri deyiladi.

d) Agar shunday ™M >0 son mavjud bo'lsaki, barcha xex uchun
[f(x)|<M tengsizlik bajarilsa, f(x) X oraligda chegaralangan deyiladi. Aks
holda funksiya chegaralanmagan deyiladi.

e) u=¢(x) funksiyaning aniglanish sohasi D, giymatlar to'plami v
bo'lsin, y=f(u) funksiyaning aniglanish sohasi v bo’lib, 0 zgarish sohasi
E bo'lsin. U holda, y=f(¢(x)) funksiya aniglanish sohasi D va 0 zgarish
sohasi E bo'lgan murakkab funksiya bo ladi.

f) y=f(x) ko'rinishdagi funksiya oshkor funksiya, F(x, y)=0 tenglama
bilan ifodalangan funksional bog lanish oshkormas funksiya deyiladi.

Funksiyalarning juft-toqgligini aniglang:

31. y= X ~1-x2

COS X
Yechish. Ta’rifga asosan tekshiramiz.
VR = ooy V0 = =i =y

Demak, berilgan funksiya o°zining aniglanish sohasida juft funksiya
ekan.

32. y=3"sinx

Yechish. y(-x)=37sin(-x)=-3*sinx. Ta rifga asosan, y(-x)=y(x) va y(-
X)=-y(x) bo’lganligi uchun berilgan funksiya umumiy ko rinishdagi
funksiya.

33. Funksiyaning eng kichik musbat davrini toping: y = 2 sin 4x

Yechish. Davriy funksiyaning ta’rifiga ko'ra barcha x va T=0 lar
uchun y(x+T) = y(x) bo’lishi kerak. Demak, 2sin(4(x+T)) = 2sin4x, yoki
sin(4(x+T))-sindx =0, bundan

. AX+ 4T —4x 4X + 4T + 4x
2sin cos > =

0
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Ya’ni, sin 2T cos(4x+2T)=0. Hosil gilingan tenglik barcha x lar uchun
bajariladi, gachonki o0 zgarmas ko paytuvchi sin2T = 0 bo'lganda. Demak,

eng kichik musbat davri esa T = %

T >0son f(x) funksiya uchun eng kichik musbat davr bo'lsin. U holda
y=f(kx+b) funksiyaning eng kichik musbat davri l% bo’ladi.
Funksiyalarning juft-togligini aniglang.

34. y=x+sinx 35. y=xsinx
_x? ) 3
36. y=191-X) ¢ 37. y=X%X inx
COS X X
38. y=1Ig 2-x° 39 _sinx
' 2+x° SRR
40. y =(sin?x + cosx)x? 41. y=x*Inx
42. y=3"x*+cosx 43. y=— tg>2<
x* + X2 + X
4
44, y=X i1+ x?) 45, y= _CZOSX
sin X sin“x+1

Funksiyalarning eng kichik davrini toping yoki davriy emasligini
isbotlang

46. y:4cos(%+3x) 47. y=3tgix+1
48. y=sin®x 49, y:sin%
50. y=xsinx 51. y=sin?4x

1.5. Elementar funksiyalar

Quyidagi funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deyiladi:

a) Darajali funksiya y = x" (x >0)

b) Ko rsatkichli funksiya y=a*,a>0,a+1(x & (—0;+); y € (0;+ )

¢) Logarifmik funksiya y =log, x,a>0,a #1(x € (0;+w); y & (—o0;-+0)

d) Trigonometrik y = sinx, y = cosx,funksiyalar (-o0;+o0) da

aniglangan. Qiymatlar to'plamiesa -1<y<1.

e) Teskari trigonometrik y = arcsinx, y = arccosx funksiyalarning
aniglanish sohasi -1 <x <1, giymatlar to plami esa mos ravishda —w/2 <
y< n/2vaO<y<m.

y = arctgx,funksiyaning aniqglanish sohasi (-co;+0), giymatlar
to plami esa
—m/2<y< m/2, y = arcctgx. Funksiyaning aniglanish to plami (-oo;+c0),
qiymatlar sohasi esa 0<y<.
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Elementar funksiya deb asosiy elementar funksiyalardan chekli
sondagi arifmetik amallar yordamida tuzilgan murakkab funksiyalarga
aytiladi.

1.6. Grafiklarni almashtirish

y = f (x) funksiyaning grafigi uchun quyidagi almashtirishlar mavjud:

a) y = f (x+a) — funksiyaning grafigini Ox o'qiga parallel [a birlikka
siljitadi, (a>0- chapga, a <0-0"ngga);

b) y = f (x)+b — funksiya grafigini Oy o qi bo'yicha pp| birlikka
siljitadi, (b > 0 — yugoriga, b < 0 pastga);

c)y =cf (X) (cx0) — grafik ¢ > 1 da Oy o0giga nishatan ¢ marta
cho ziladi, 0 < ¢ <1 daesac marta gisgaradi; ¢ < 0 da grafik Ox
0 giga nisbatan simmetrik akslanadi.

d)y =f (kx) (k=0) — grafik k > 1 da 'y = f (x) ning grafigidan Ox o0°giga
nisbatan k marta cho'ziladi, 0 < k < 1 da k marta gisqaradi. k < 0 da
grafik Oy o"giga nisbatan simmetrik akslanadi.

Funksiyalar grafigini chizing:

52. y=1-2x?-4x

Yechish. To'la kvadrat ajratamiz.
y=-2x2 —4x+1=-2(x* + 2x +1) + 3=-2(x +1)? + 3. Grafiklarni almashtirishdan
foydalanamiz. (Grafik 1)

a) y = x* funksiyaning grafigini
chizamiz:

b) y = (x+1)* ning grafigini, y = x* ni bir
birlik chapga siljitish bilan hosil gilamiz. | ”

c) y = 2(x+1)° grafigini y = (x+1)° \
grafikni Oy o'qi bo'yicha 2 marta cho zish
bilan hosil gilamiz.

d) y=-2(x+1)° grafigini yasash uchun y = 2(x+1)°ning grafigini Ox
0 giga nisbatan simmetrik akslantiriladi.

e) y = -2(x+1)*+3 grafigi y=-2(x+1)’ning grafigini Oy 0°qi bo'yicha 3
birlik yuqoriga siljitish bilan hosil gilinadi.

53. y(x):% funksiya berilgan. y(%)ni toping.

1

Yechish. y(%)ni topish uchun funksiya ifodasidagi x o°rniga ;ni
1
qo yish lozim &y = Pl oki yty = 1+
y - Y E 4 Y YO = T

-2
X
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54. Ma’lumki, y(x) = 2x+5 va y(3-2z(x)) = 10-6x. z(x)ni toping.
Yechish. Bir tomondan y(3-2z(x)) ni y(x)dan x o'rniga (3-2z(x)) ni
goyib hosil gilish mumkin; boshga tomondan shartga ko'ra y(3-2z(x)) =
10-6x. Shunday qilib quyidagi tenglamaga ega bo lamiz:
2(3-2z(x))+5 = 10-6x
z(x) = 1,5x+0,25.
1+x : ; 4—X, i :
55. vy funksiya berilgan, (ol toping.

56. y=2* berilgan, y(log,, x) ni toping.

1+ z(x))_l
2 7 x’

58. Ma’lumki, y =3, y(4z(x)) = Xi z(X) ni toping.

Z(X) ni toping.

57. Ma’lumki, y(x)=2;§, y(

Funksiyalarning grafiklarini chizing.

59. y = 7+6X-X° 60. y=3X=2
X+1

61. y=3.2¢" 62. y=2log,(4+x)
Vs 1-5x
63. y:2cos(2x+5) 64. V=2 e,

1.7. Igtisodiyotda uchraydigan funksiyalar
Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

P — (price) narx; Fc — (fixed cost) 0 zgarmas xarajat;
Q — (quantity) miqdor; vc — (average cost) 0'zgaruvchan
xarajat;

R — (revenue) daromad,; TC = FC+VC

= — (profit) foyda;

TC — (total cost) umumiy xarajat;

Igtisodiyotda talab va taklif, daromad, xarajat, foyda, Kobb Duglas,
Lorens funksiyalaridan foydalaniladi. Iste’molchilar tomonidan sotib
olingan tovar miqdori Q,va tovar narxi orasidagi bo'g’lanish Q, = f(P)
talab funksiyasi deyiladi. Ishlab chigarilgan mahsulot migdori @, va tovar
narxi orasidagi bo"g’lanish Q, = g(P) taklif funksiyasi deyiladi.

{QD =f(P)
Qs =9(P)

Ishlab chigaruvchining daromadi tovar narxi P bilan sotilgan migdori
Q ning ko paytmasidan iborat R=PQ foyda funksiyasi zdaromad va
umumiy xarajat funksiyalarining ayirmasidan iborat = =r-TcC.

Muvozanat narxni topish uchun sistema yechiladi.
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65. Tovarga bo’lgan talab darajasi oilaning daromad darajasi x bilan

yza—XL+C formula bilan bog langan. Oila daromadining darajasi 158 p.b.

bo'lganda tovarga bo lgan talab darajasini toping. x =50 bo'lganday = 0,
X=74bo’lganda, y=0,8vax=326bo’lganday=2,3 ekanligi ma’lum.

Yechish:
b b b(74 +c—50 —c)

_ - _ it S A 1
A 50rc 0 S0re (50 +C)(74 + ) w
ai b _og b __b g b(326 +¢-50-¢c) _,, @

74+c 50+c 74+c (50 +¢)(326 +¢)
b b b b
e 50sc 3%ic = . &)
24b = 0,8(c +50)(c + 74) ) 30b = (c +50)(c + 74) )
276 = 2,3(c +326)(C +50) (2) 120b = (c +326)(c + 50) )

30b __(e+50)cx7d) 1_c+7  gan =10 kelib chigadi
120b  (c+3260)(c+50) 4 c+326 '

yugoridagilardan esa b=168, a=2,8 ekanligi kelib chigadi.

Demak, talabning daromadga bog’liq grafigi y=2,8 - % ga teng
ekan.
X=158 p.b bo'lganda talab migdori y=2,8

bolar ekan.

Javob: 1,8.

66. Firma sport tovarlari ishlab chigaradi, sport kostyumining narxi
P,=30 p.b. bo'lganda, bir kunlik sotilish migdori Q;=50 ta, narx P,=32 p.b.
bo'lganda esa sotilish miqdori Q,=40 ta. Talab funksiyasi chizigli. Bu
tovarni ishlab chiqgarishga ketgan xarajat TC =20+6Q. Agar kunlik foyda
580 p.b. bo’lsa, bir kunda ishlab chigarilgan va sotilgan tovar miqgdorini
aniglang. Tovar ganday narxda sotilgan?

Yechish. Talab chizigli bo'lganligi uchun ikki nugta orgali o tuvchi
to'g’r1 chiziq tenglamasi Q-Q _ F'?_Pl dan foydalanib, talab funksiyasi
P=40-0,2Q% ni topamiz.

R=PQ=(40-0,2Q)Q=40Q-0,2Q"

Ishlab chigaruvchining foydasi » =R -TC =40Q - 0,2Q* - 20 - 6Q.

Masalaning shartiga ko ra foyda 580 p.b. ekanligidan

-0,2Q%°+34Q-20=580 | - (-5)

Q2-17OQ+SOOO:O kvadrat tenglamani yechib Q.=150; Q,=20 ni
topamiz.

168
158+10

=1,8 ga teng
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Unga mos keluvchi narxlar esa talab funksiya P;=10, P,=36.

67. B tovar ishlab chigaruvchining umumiy xarajati TC=36+6Q, bu
tovarga bo'lgan talab funksiyasi esa P=20-0,5Q ifoda bilan berilgan, bu
yerda Q ming birlikda ishlab chigarilgan va sotilgan tovar miqgdori, P
tovarning birlik narxi. Foyda 60000 so mdan kam bo Imasligi uchun
nechta tovar ishlab chigarish kerak?

68. Quyidagi berilganlardan foydalanib masalani yeching: P=30-0,25Q,
TC=200+5Q va foyda 400000 so mdan kam bo Imasligi kerak?

69. Uyali telefon ishlab chigaradigan firmaning Xxarajat funksiyasi
TC=10+4Q bu yerda Q bir oyda ishlab chigarilgan telefonlar miqdori.
Firmaning daromad funksiyasi R=0,125Q°+ 7Q.Agar bir oyda 28000
telefon ishlab chigarilgan va sotilgan bo’lsa , foydani toping.

Mavzu yuzasidan savollar
Matematik modelning mohiyati nimadan iborat?
2. Igtisodiy obyektlarning matematik modelini tuzish bosgichlarini
sanab o'ting.
3. Transport masalasining matematik modeli ganday tuziladi?

=
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2-bob. MATRITSA VA DETERMINANTLAR

2.1. Matritsalar. Diagonal va birlik matritsalar
Sonlarning m ta satr va n ta ustundan iborat to'g'ri to rtburchak
shaklida tuzilgan jadvali mxn o Ilchamli matritsa deyiladi. U
all a12 a1n

A= a'21 a22 a‘2n (2.1)

ko'rinishida yoziladi. Bunda a;- hagigiy sonlar (i=1m; j=1n) Vva
matritsaning elementlari hisoblanib i va j lar mos ravishda gator va ustun
indekslari, mxn— A matritsaning o Ichami deb ataladi. (2.1) formuladagi A
matritsaning gisqacha ko rinishi quyidagicha yoziladi:
A=Hain’ @ :]-,_m; J :L_n)

Agar matritsaning barcha elementlari nolga teng bo’lsa, u holda bu
matritsa nol matritsa deb ataladi.

Matritsaning qatorlar soni ustunlar soniga teng bo'lsa, bu matritsa
kvadrat matritsa deyiladi.

Kvadrat matritsaning bosh diagonaldan tashgari barcha elementlari
nolga teng bo lsa, bunday matritsa diagonal matritsa deb ataladi.

Diagonal matritsaning bosh diagonalidagi barcha elementlari birga
teng bo"lsa, bunday matritsa birlik matritsa deyiladi.

Agar ikkita A va B matritsalarning o'lchamlari bir xil bolib,
elementlari ham mos ravishda o'zaro teng, yani a; = bjji=1m j=1n)
bo'lsa, ular 0 zaro teng matritsalar deyiladi.

2.2. Matritsalarni go shish, ayirish, songa ko paytirish

Bir xil o’lchamli A = (a;;) va B = (b;;) matritsalarning yig indisi deb
mos elementlar yig indisi c;j = aj+bj; ga teng bo’lgan C = (c;;) matritsaga
aytiladi. Matritsalarning bunday qo shishning kommutativligi va
assosiativligi ravshandir. Matritsalar ustida ayirish amali ham mavjud
bo'lib, natijada elementlari berilgan matritsaning mos elementlari
ayirmasiga teng bo lgan matritsa hosil bo"ladi.

Matritsalarni songa ko paytirish uchun uning har bir elementi shu

songa ko paytiriladi.

N 01w
I

A N ow

o N

2
1. A va B matritsalarning yig indisini hisoblang. A={6
1
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2 3) (3 8) (2+3 3+8 5 11
Yechish. A+B=|6 5|+|7 2|=|6+7 5+2|=|13 7
1 2 4 6 1+4 246 5 8
) i . 3 -1 4 1 2 3
2. Quyidagi amallarni bajaring. 2 ~3 .
Quyidag J g 2 5 0 2 1 4

Yechish. 2(3 -1 4}_3[1 2 3}2(6 -2 8]_(3 6 9J=(3 -8 —1}
2 5 0 2 1 4 4 10 O 6 3 12 -2 7 -12

72165 54 30
3. Agar A=(3-2 4—3} B=[2 3-2 1} bo’lsa, %B—%Ani hisoblang.
2 11 2 1024
4. Dokonga birinchi hafta 3 turdagi tovar keltirildi: muzlatkich,
televizor va kir yuvish mashinalari. Quyidagi
X1=(10; 12; 8)
vektor 10 ta muzlatkich, 12 ta televizor va 8 ta kir yuvish mashinalari
keltirilganligini bildiradi. Agar 2-hafta bu tovarlar quyidagi
X, = (5; 8; 10)
migdorda keltirilgan bo’lsa, umumiy tovarlar migdorini aniglang.
Yechish. Matritsalarni qo shish qoidasiga asosan umumiy miqdor
quyidagiga teng bo'ladi:
X1 +X, = (10; 12; 8) + (5; 8; 10) = (15; 20; 18).
5. 2.4. masala shartidagi do'konlar soni ikkita bo'lsin, u holda
tovarlarni keltirishni ikkata satr va uchta ustunli matritsa yordamida
ifodalash mumkin. Birinchi satr 1-do konga, ikkinchisi 2-do konga

keltirilgan mahsulotlar miqgdori. Tovarlarning ikkita do'konga birinchi
10 12 8

marta olib kelinishi quyidagi Al=(5 20 14

] matritsa bilan, ikkinchi marta

- st 5 8 10
olib kelinishi esa A, =
12 5 10

ja'mi tovarlar miqdorini aniglang.

6. Tarmoqgdagi m ta zavod n turdagi mahsulot ishlab chigaradi. Ay,
matritsa — har bir zavodning birinchi kvartalda beradigan mahsulot hajmi,
Bnxn Mmatritsa esa zavodlarning ikkinchi kvartalda beradigan mahsulot
hajmi. (a;; bjj) — 1 - zavodning j - turdagi mahsulotdan ishlab chigarish
hajmi. Quyidagilarni aniglang:

a) ikkala kvartaldagi mahsulot hajmi;

b) ikkinchi va birinchi kvartalda har zavodlar ishlab chigargan tovarlar
hajmi orasidagi farq;

c) agar bir birlik mahsulotning giymati A bo'lsa, yarim yillikda ishlab
chigarilgan mahsulot giymatini toping.

J matritsa bilan berilgan bo’lsa, keltirilgan
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2.3. Matritsalarni ko paytirish

mxk O Ichamli A matritsaning kxn o'lchamli B matritsaga
ko paytmasi deb mxn o’lchamli shunday C = A-B matritsaga aytiladiki,
uning c; elementi A matritsaning i-satr elementlarini B matritsaning j-
ustunidagi mos elementlariga ko paytmalari yig indisiga teng, ya ni

Cij = QitbgjFaphy+... Taiby;

Agar AB = BA bo'lsa, u holda A va B matritsalar o'rni
almashinadigan yoki kommutativ matritsalar deyiladi. Matritsalarning
kommutativlik sharti ba zi hollardagina bajariladi. Masalan:

1 0 2 6 2 6
A=13 1 0 B=|105 6 3| matritsalar uchun
02 0 3 6 3
1 0 2 6 2 6 1-6+0-105+2-3 1-2+0-6+2-6 1-6+0-105+2-3
A-B=|3 1 0(x|105 6 3|=|3-6+1-105+0-3 3-2+1-6+0-6 3-6+1-3+0-3 |=
0 2 0 3 6 3 0-6+2-105+0-3 0-2+2-6+0-6 0-6+2-3+0-3

6 2 1 0 2) (61+2:3+6:0  6-0+2-1+6:2  6:2+2-0+6-0
B-A=|105 6 3|x|3 1 0|=|105-1+6-3+3.0 105-0+6-1+3-2 10,5-2+6-0+3-0 |=
(3 6 J (o 2 o} {3-1+6-3+3-0 3.0+6-1+3-2 3-2+6-O+3-0}
12 14 12
=285 12 21}
21 12 6

AB=BA bo'lib, A va B matritsalarning kommutativlik sharti bajarildi.
Matritsalarni ko paytirishda quyidagi hollar mavjud:

1) A.-B ko paytma aniglanmagan;

2) A-B ko paytma aniglangan lekin A-B=B-A;

3) shunday A va B matritsalar borki, ular uchun aA.s ko paytma
aniglangan va A.-B=8B-A boladi.

Matritsalarni ko paytirish kommutativ emas, lekin assotsiativ yani
umumiy holda A-B=B-A

A-(B-C)=(A-B)-C
4) shunday A#0, B#0 matritsalar mavjudki A-B=0 bo ladi.

HERER-
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7. Matritsalarning ko paytmasini aniglang.
2 3 4 -5 32
A=l 1 2 -3 4| B=
-1 -2 3 1
Yechish.

{2-3+3-4+4-15-2 2.-2+3:1+4-3-5.0 2-13-1+4-25-1]
A’BZ =

1
-1
2
1

N P D
o W -

1-3+2-4-3-1+4.2 1.2+2-1-3-3+4-0 1-1-2-1-3-2+4-1
-1.3-2-4+3-1+1-2 -1-2-2-1+3-3+1-0 -1-1+2-1+3-2+1-1

12 19 2
=16 -5 -3
-6 5 8

2 -1 3 1
8. A=|4 2 0} B—{zlbo‘lsa,A-Bnitoping.
-1 1 1 -1
2 -1 3\(1 2.1-1.2-3-1 -3
Yechish. AB=|4 2 oJ-{z}P-uz-zo&J :( 8}
-1 1 1)(-1) (-11+1.2-11 0

9. Bozordan 4 hafta davomida xarid gilingan 3 xil mahsulot; gosht,
guruch, yog™ miqgdori A matritsa va ularning narxlari esa B matritsa bilan

berilgan.
1000
B=| 600
300

Tort hafta davomida bu mahsulotlarni sotib olish uchun
sarflanadigan xarajatni aniglang.

Yechish.
8; &, 8 by,
A= (aﬂ 8y, azs} B= (bﬂ}
83, 3 g b,

matritsalarni garaymiz, a,— i-haftada j - turdagi xarid gilingan
mahsulotning miqdori, b,esa j - turdagi mahsulotning narxi. A va B
matritsalarni ko paytirishdan hosil bo’lgan C matritsa elementlari ¢, esa i -

N o1 NN W
~ o AN

haftada gilingan xarajatni anglatadi. Umumiy Xxarajat esa icu ga teng
bo ladi. Demak,
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2 3 2 4400
1000
13 2 4 5400
C=A.B = | 600 |=
2 5 6 6800
300
3 2 4 5400

Demak, mos ravishda 1, 2, 3, 4 - haftalarda gilinadigan xarajatlar C
matritsaning elementlari shaklida hosil bo’ldi. Umumiy xarajat esa
4400+5400+6800+5400 = 22000 ga teng.

10. Zavoddan yangi ishlab chigarilgan dvigatellarning 40 %i qayta
ta mirlashga beriladi, qolgani foydalanishga chigarib yuboriladi. Statistik
ma’lumotlarga garaganda ta'mirlangan dvigatellarning 65 %i yana gayta
ta 'mirlashga gaytariladi va 35%i yaxshi ishlab ketadi. Qayta ta’mirlashni
talab gilmagan dvigatellarning 20%i 1 oydan keyin gayta ta mirlashni
talab giladi. Qolgani esa yaxshi ishlab ketadi. 2 oydan keyin yaxshi ishlab
ketadigan va gayta ta’mirlash kerak bo'lgan dvigatellar qismini aniqlang.
Masala sharti xuddi shu tarzda davom etsa 3 oydan keyingisini ham
aniqglang.

Yechish. Ishlab chigarilgandan keyin barcha dvigatellarning 0,6 gismi
yaxshi ishlaydi, 0,4 gismi esa gayta ta mirlashni talab giladi. Bir oydan
keyin yaxshi ishlab ketadigan dvigatellar ulushi 0,6 90,8+0,440,35 = 0,62
ni, qayta ta’mirlanishi kerak bo'lgan dvigatellar wulushi esa
0,640,2+0,440,65 = 0,38 ni tashkil etadi. t—holatdagi aniglikni beruvchi X;
gatorni kiritamiz. X; = ( Xy;Xo), bunda Xxq— t - momentdagi yaxshi ishlab
ketadigan dvigatellar ulushi. X, - t momentdagi gayta ta mirlanishi kerak
bo’lgan dvigatellar ulushi. Quyidagi matritsani garaymiz;

A:[ail a'lzj
a21 a22
bunda a;; — dvigatellar ulushi, i — dvigatellar holati (ishlab ketishi yoki
yo gligi: 1- yaxshi ishlab ketadi, 2- ta mirlash kerak), j - bir oydan keyingi

holati. Ko rinib turibdiki, matritsaning gatoridagi elementlari yig indisi 1

ga teng bo lishi kerak va barcha elementlar nomanfiy.
X, =(0,6 0,4), A=[0’8 0.2 j;
0,35 0,65
bir oydan keyin
_ _ 08 0,2 _ _
X1=XoA=(0,6 0,4) [0’35 O,GSJ = (0,62 0,38);

ikki oydan keyin
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0,35 0,65
=(06 0,4)><£°'71 0,29 ]:(0,629 1 0,371),
0,5075 0,4925
X3 = XoxA = XoA® = (0,634 0,366). Umumiy holda X, = X, xA' formula
o rinli.

Matritsani transponirlash — A matritsadan satrlari va ustunlari o'rni
almashgan A" matritsaga o'tishdir. A " matritsa A matritsaga nisbatan
transponirlangan deyiladi.

Ta’rifdan kelib chigadiki, agar A matritsani o'lchami mxn bo’lsa, u
holda transponirlangan matritsaning o’lchami nxm bo’ladi.

Masalan:
5 10
57 9 1.
A= CA'=|7 8
Lo 8 20} ]

9 20
Transponirlashning xossalari:
1) (Ay=A 3)(A+B)=A+B
2) (JA)Y = A 4) (AB) = B'A
11. Korxona uch turdagi mebel ishlab chigarib, mahsulotini 4 ta
tumanda sotadi.

_ _ 2 _ 08 02 08 02
X, = X; %A = XoxA2 = (06 0,4)><(0’35 0,65]{ ]

2 51 2
B=|1 8 3 4
2 41 3
matritsada b; — i — turdagi mebelning j - tumandagi giymati. Agar

200
A[ 80 Jmatritsa orgali bir oyda tumanlarga targatilgan mebellar miqdori
100

berilgan bo’lsa, korxonaning har bir tumandan oladigan pul miqgdorini
aniglang.

Yechish. B matritsani transponirlaymiz, ya’ni diagonal atrofida buramiz
va A matritsaga ko paytirsak har bir tumandan ganchadan pul miqgdori
tushishi kelib chigadi:

2 1 2 680
200
, 5 4 8 2040
C=B"-A= x| 80 |= )
1 31 540
100
2 4 3 1020

bunda c, - i tumandan mebellarni sotishdan tushgan pul migdori.

12. Korxona 4 xil xomashyodan foydalanib, 3 turdagi mahsulot ishlab
chigaradi. A matritsaning elementlari a; (i=14;j=13)orqali j - turdagi
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mahsulotni ishlab chigarish uchun sarflanadigan i - xomashyo miqdori
aniglanadi. B matritsa korxonaning ma’lum bir vaqt oralig'ida ishlab
chigargan mahsulot miqgdorini ifodalaydi.

2 5 3
100
0 18
A= ;, B=| 80
1 31
110
2 2 3

mahsulot ishlab chigarishga sarflanadigan umumiy xom ashyo migdorini
toping.

13. Telefon apparatlarini ta’mirlovchi usta 70 % telefonlarni past
darajada, 20 % o 'rta darajada va 10 % to liq ta mirdan chigardi. Statistik
ma’lumotlarga ko'ra 70 % past darajada ta mirlangan telefonlarni bir
yildan keyin gayta 10 % past darajada, 60 % o rta darajada, 30 % ni to'lig
ta’mirlanadi. O'rta darajada ta’mirlangan telefonlarni bir yildan keyin
gayta 20 % past darajada, 50 % o'rta, 30 % ni to'lig ta’mirlashadi. Toliq
ta’mirlangan telefonlarni bir yildan keyin gayta 60 % past darajada, 40 %
0 rta darajada ta’mirlashadi. Agar masala sharti shu tarzda davom etsa, 1,
2, 3 — yillardan keyingi har bir darajada ta’mirlangan telefonlar ulushini
aniqglang.

14. 1kki turdagi yog~ mahsuloti uchta do konda sotiladi. Birinchi va
ikkinchi kvartallarda ikki turdagi yog ning uchta do konda sotilish hajmini
mos ravishda A va B matritsalar bilan berilgan.

20 30 10 15
A=110 20 B|14 12 |.
25 20 16 15

1) ikkala kvartal davomida sotilgan mahsulotlar hajmini aniglang.

2) Ikkinchi kvartalda sotilgan mahsulot hajmining birinchi kvartalda

sotilgan mahsulot hajmidan fargini aniglang.

15. Korxona ikki turdagi xom ashyodan foydalanib, 3 xil mahsulot
ishlab chigaradi. A matritsa bilan j - xil mahsulotga 1 - turdagi
xomashyoning ishlatilish hajmi berilgan. B matritsa esa bir kvartalda
ishlab chigarilgan mahsulotlar hajmi. Xomashyo birligining narxi P
matritsa bilan berilgan. Quyidagilarni aniglang.

1) ishlatilgan jami xomashyo miqdorini aniglovchi C matritsani;

2) sarflangan jami xomashyoning umumiy narxi;

1 1 11
A—(S 2 2].8[2 1}p(6-3) b)A—(Z 3 2}8{1 1, P=(3;5)
AA=, 53 4 B= TR 4 3 2) o
11 11
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16. Zavod tikuv mashinalarini ishlab chigaradi va ishlab chigarilgan
mashinalar ikki holatda boladi. 1) yaxshi ishlab ketadigan mashinalar, 2)
ta’mirlashni talab qiladigan mashinalar. Ishlab chigarilgan mashinalarning
P %i yaxshi ishlab ketadigan va (100-P) %i gayta ta’mirlashni talab
giladigan mashinalar hisoblanadi. Statistik ma’limotlarga garaganda
yaxshi ishlab ketgan mashinalarning 1 oydan keyin 70%i yaxshi ishlaydi
va 30 %i gayta ta mirlashni talab giladi. Qayta ta’mirlangan mashinalar
esa bir oydan keyin 60 %i yaxshi ishlab ketadigan va 40 %i gayta
ta'mirlashni talab giladi. Yana bir oydan keyin bu mashinalarning ishlab
ketish holatlari ganday bo ladi?

a) P=80 b)P =50¢c¢) P =20

17. Quyidagi amallarni bajaring:

3(3 -1 4]_2(1 2 3}
2 5 0 2 1 4

18. A va B matritsalar berilgan, A-B=(c,) matritsaning c,,elementini

toping.

3 2
3 2 4 5
4 -1
A={9 2 -3 4| B= .
1 -3
-1 -5 3 11
5

2.4. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar
Ikkinchi tartibli matritsaning determinanti deb quyidagi songa aytiladi:
2y, @,
a21 a22
uchinchi tartibli matritsaning determinanti deb quyidagi songa aytiladi.
all a12 a13
aZl a22 a23

=a;8y —aydyp (21)

= alla22a33 + a31a12a23 + a21a32a13 - a13a22a31 - a21a12a33 - a32a23a11 (22)

a3l a32 a33
2.19. Berilgan matritsalarni determinantini hisoblang.

3 2 5 8 520
a) A:( J b) A:( j c) A[4 5 3]
5 4 47
2 1 4
Yechish.
3 2
a) |A|=5 4 =34-2:5=2

b) |A|:i 3=5~7—4~8=3
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3 2 8
4 5 3
2 1 4

c) |A= =3.5-4+2.3-2+4-1.8-8.5-2-3.3-1-4-2-4=-17

2.5. Minor. Algebraik to'ldiruvchi
Determinant a;, elementining M;, minori deb, bu element turgan gator
va ustunni o chirish natijasida hosil bo'lgan determinantga aytiladi.
Determinant a;, elementining algebraik to"ldiruvchisi
A= (_1)i+kMik (23)
munosabat bilan aniglanadi.
Har ganday determinant ixtiyoriy satri (ustuni) elementlarining mos
algebraik to"ldiruvchilariga ko paytmalarining yig indisidan iborat, ya’ni:

A, 3, ..,

a; Q, ... &, :ailAi1+ai2Ai2+"'+ainAin (24)

a,; da,, .. da,

A - Qe

21 e Ay e @y 25
=alelj+a2jA2j+...+anjAnj ( . )

a‘nl a'nj a‘nn

(2.4) va (2.5) tengliklar mos ravishda determinantning i-satr va j-ustun
elementlari bo’yicha yoyilmasi deyiladi. (2.4) va (2.5) formulalar
matritsalarning determinantlarini hisoblash uchun qo’llaniladi.

2.6. Yugori tartibli matritsaning determinanti va uning xossalari
Kvadrat matritsa uchun shu matritsaning elementlaridan tuzilgan n -
tartibli determinantni hisoblash mumkin. Bu determinant det A yoki |A

orgali belgilanadi:

all a12 aln
det A=|A|= [Pzt B2z - B (2.6)
anl an2 a‘nn

36



Determinantning asosiy xossalari

1. Agar determinantning barcha satr elementlarini ustun elementlariga
(yoki aksincha), almashtirilsa, uning giymati o' zgarmaydi (det A=det A').

2. Agar determinantning ikki  yonma-yon turgan satr (ustun)
elementlari o' rnini mos ravishda almashtirsak, determinantning giymati
garama-qarshi ishoraga o zgaradi.

3. Agar determinantning biror satr (ustun) elementlari umumiy k
ko paytuvchiga ega bo'lsa, u holda bu ko paytuvchini determinant
tashgarisiga chigarish mumkin.

4. Agar determinantning biror satr (ustun) elementlari mos ravishda
boshga yo'l (ustun)  elementlariga proporsional bo'lsa, u holda
determinant qiymati nolga teng bo ladi.

5. Agar determinantning satr  (ustun) elementlari ikki ifodaning
yig’indisi ko'rinishida bo’lsa, u holda determinant ikki determinant
yig indisi ko rinishida yozish mumkin.

6. Agar determinantning biror ustun (satr) elementlariga boshga ustun
(satr)ning mos elementlarini umumiy ko paytuvchi m soniga ko paytirib
go shilsa, uning giymati o"zgarmaydi.

20. Berilgan determinantni to rtinchi satr elementlari bo'yicha yoyib
hisoblang.

2 -1 0
-5 3 -2
-3 -2 0 4
1 5 -4 2

Yechish. 1) Tortinchi satr elementlari bo"yicha yoyib yechamiz:
|A| =8, A +a,A, +aA A, =-a M, +a,M, -8, M+, M, =

-1.3 0] [2 3 0 2 -1 0 2 -1 3
-3 1 -2+5-5 1 -2/+4-5 3 -2+2-5 3 1/=546
-2 0 4| -3 0 4| |-3 -2 4| |-3 -2 0
2) Uchunchi ustun elementlarini nolga aylantirish usuli bilan
hisoblaymiz:
— 17 -10 0 6
25 31 :13 02 5 3 1 5 17 -10 6 17 -10 6
_3 2 0 _4 Tls o0 4T3 TR AR 2 4e
o B ~19 17 -6 |2 7 0
1 5 -4 2 -19 17 0 -6
~10 6 _[17 6
= 2‘ +7 ‘ = 2(—40 +12) + 7(68 +18) = 546
—2 4 |-3 4
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3
-5
-3
8
-3
~2
—4

-2
0
1

3

~1 4
5

3
3

5 2
o 2
6 -2 9
4 -2 4
01 2 3
1135
5 3 1 1
3210

-5 1 10

|2

3
—7
—4

-1 0

4

-3

-1
11

1

1
-1 4 3

3

5

2 3

2 1

2 -3 41
-2 3 2

1111

1 2 11

1 1 1 4

4
3

4 3 1
13 19 6 9
6 17 11 3
6

1

13 14 15 13

18 18 23 22
7

25 29 30 26

n 13 1

2.
it

—4
2

0
3
1

2
3

-3
5
2
-1 2
6

1

1

21. Berilgan determinantlarni hisoblang.
-1 1

4

0
1110

2
1 10 1
101 1
0111

0
3

14.

11_4
N d d ™M

M 1 4 N

< | —

13
13

1.

13

1
-5
-10

-1
-5 9

-1
18

-2 -5

2 -7
2 2 0 1
2 1 3 4
2 12 0 2
5 2 1 0

40 55
21 40
-13 24
-55 84
0
-3
-2
38

44
64
-20
45
1
0
6 3 1
3 3 1

27
20
113
46
20.

-17
3
17

13

9 15 21
-3 1 0

9 9 13
10 15 22
-1

16.
19.



1 7 -1 0 -2 6 -2 4 8 5 -1
2 6 2 - -4 2 2 6 5 3 1
22. 23. 24.
1 -3 4 0 2 12 10 8 0 4 -7 -6
4 5 1 3 6 0 -6 32 -1 0
-1 1 01 -2 7 4 2 3 5 -6 10 -7 -2
0 -1 3 3 -1 -3 2 9 -2 -3 4 -2 2 =2
25/-1 2 -1 1 3 26,-3 7 5 2 3 271-2 2 -4 5 -3
- -1 3 1 -1 -2 2 3 -2 6 -8 7 -4 -1
-2 2 2 31 -1 -4 1 1 -2 2 1 7 0 5
-2 4 0 X, X, Xy X, Xg a, 0 0 .. O
-2 3 5 -1 a, 0 a 0 O , 8, 0 0
28/-4 -2 5 -2 -4 29/b, 0 b, 0 O 30Jfa,, a;,, a5 .. O
-6 5 2 -4 ¢c, 0 ¢, 0 O
-3 3 2 1 -2 y1 yz y3 y4 y5 anl anz ans ann
22.
1 a bc
1 b ac|=(b-a)c—-a)c-b) ekanligini isbotlang.
1 ¢ ab
Yechish.
1 a bc
1 b ac|=1-b-ab+a-ac-1+1-c-bc—bc-b-1-ac-c-1-1-a-ab=Db*a+a’c+c’h—
1 ¢ ab

—b*c-c’a-a2b=b’(a—-c)+ac(a—c)-b(a-c)(a+c)=(a—-c)(b*+ac—ab-bc) =
=(c-a)(c—b)(b-a)

3 -1 0 3
5 1 4 -7|, -« s

23. A= bo"lsa |Ani hisoblang.
5 -1 0 2
1 -85 3

24. Berilgan determinantni uch usul bilan hisoblang:

a) i-satr bo yicha yoyib;

b) j-ustun elementlari bo yicha yoyib;

¢) Oldin j - ustundagi bittadan boshga elementlarini nolga aylantirib,
so ngra shu ustun elementlari boyicha yoyib.
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2 1 -3 2 6y 4 3 -4 2
-3 -1 2 3 5
2 4 0 3 5 -1 2 -3
i=3 j=2 i=4, j=1
2 3 X
25. Tenglamani yeching. 4 2 1]|=2
3 x-1 0

1 x-2 2
3 X 4
2 1 0

toping va grafigini chizing.

26. y= to gri chiziq funksiysianing burchak koeffitsiyentini

2.7. Teskari matritsa. Xosmas matritsa

A kvadrat matritsa uchun A-A*=A*.A=g tenglik bajarilsa, u holda
A matritsa A matritsaga teskari matritsa deyiladi.(E birlik matritsa).

A kvadrat matritsaning determinanti noldan fargli, ya'ni |A=0 bolsa,
u holda A matritsa xosmas matritsa deb ataladi.

A kvadrat matritsaning teskari matritsasi mavjud (va yagona) bo’ladi,
fagat va fagat bu matritsa xosmas bo'lsa.Teskari matritsa quyidagi
munosabat yordamida hisoblanadi.

Ar Ay A,
a1 A A Ay
Al ..

An Ao o Ay

bu yerda |Al- A matritsaning determinanti, A;; esa a;; elmentining algebraik

to"Idiruvchisi.
27. Berilgan matritsaga teskari matritsani toping.

1 2 1
A=|3 -5 3
2 7 -1

1 2 1 A,=-16, A, =9, A, =31
Yechish. |A=3 -5 3/=5+12+21+10-21+6=33; V& A, =9, A,=-3 A, =-3
2 7 -1 A, =11, A, =0, A, =-11
6 3 1
~16 9 11 16 9 11) | 33 11 3
Al_i[g ’, OJ_A[Q ’, o]_ E R
A 3 11 1n
31 -3 -11 31 -3 -11) |31 1 1
33 11 3
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Tekshirib ko ramiz;
16 9 11)(1 2 1 —16427+22 -32-45+77 -16+27-11

9 -3 0 |-|3 -5 3 :% 9-9+0 18+15+0 9-9+0 |=
31 -3 -11)\2 7 -1 31-9-22 62 +15-77 31-9+11

33 0 O 1 00

1

At A=—
33

110 33 o|=j0 1 o|=E
0 0 33) (001
28. Quyidagi berilgan matritsaga teskari matritsani aniglang.
1 5 1
A=3 2 1
6 -2 1
Yechish.
Al=1-2-1+5.1-6-3-2-1-6-2-1+2-1-1-3.5-1=1
A Ay A, 4 -7 3 4 -7 3
A-lz/i/s&2 A, A32:1 3 -5 2 |=| 3 -5 2
A, A, A, -18 32 -13) (-18 32 -13
29. Quyidagi matritsali tenglamani yeching:
-3 1 2 -2 1 2
1 0 -1]-X=|1 -1 3
-4 3 0 1 -1 4
Yechish.
-3 1 2 -2 1 2
A= 1 0 -1|; B=[1 -1 3
-4 3 0 1 -1 4
Demak, AX=B = A*-A-X=A*B (A*-A=E)E-X=A*.B=>X=A'.B
36 -1) (36 -1 36 -1)(-2 1 2 -1 -2 20
\A\:l:A*:H 8 -1|=|4 8 -1|=X=|4 8 -1||1 -1 3|=X=|-1 -3 28
35 -1 |35 -1 35 -1)(1 -14 -2 -1 17
30. Quyidagi matritsalarning teskari matritsasini aniglang.
2 -6 2 6 0 3 4 35
1.8 4 -2 2./0 3 -15 3|6 7 1
2 0 4 6 0 0 9 1 8
0 4 8 -1 -1 -1 2 3 4
4114 -4 -4 5/-1 4 7 6./0 4 11

4 8 0 8§ 1 -1 7 -5 0

41



3 -5 3 1 -4 -2 4 1 -3

701 2 1 8./3 -5 -6 9./8 3 -6
1 -7 -2 3 1 1 11 -1
2 -5 0 6 1 3
133 5 -1 142 1 6 15.(-2 -5 2
1 -4 2 3 3 13 3 0 2
5 8 1 2 3 1 -1
163 -2 6 1702 3 -1 183 4 6
2 1 -1 31 -4 1
1 2 3 2 4 2 3 -2 1
19/4 0 5 206 -10 6 212 -3 -2
-1 6 4 4 14 -2 -1 4
4 -1 -5 4 2 -2 1 2 -3
223 -2 -1 23/0 4 -6 2412 1 1
1 1 -4 10 -8 -4 1 -1 4
12 3 01 2 0 -1 -2
254 5 6 26./3 4 5 27/-3 -4 -5
7 89 6 7 8 -6 -7 -8
-1 -2 -3 4 5 7 10 11 12
28/-4 -5 -6 298 12 1 30/9 8 7
-7 -8 -9 1 2 3 1 2 3
31. Quyidagi matritsalarni teskari matritsasini toping
1 4 2 3 -2 1 -3 1
1 -2 1 -2 -1 1 -2 2
a) b)
1 -1 1 1 1 -3 1 -4
0 -10 -2 -5 -3 3 -5 5

2.8. Matritsaning rangi. Elementar almashtirishlar
mxn 0 Ichamli A matritsaning rangi deb, uning noldan fargli
minorining eng yuqori tartibiga aytiladi va rang(A) yoki r(A) kabi
belgilanadi.
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Matritsa ustidagi quyidagi almashtirishlar elementar almashtirishlar deb
ataladi:

a) fagat nollardan iborat satrni (ustunni) o chirish;

b) ikki satr (ustun)ning o rnini almashtirish;

c)  Dbir satr (ustun)ning barcha elementlarini biror ko paytuvchiga
ko paytirib, boshga satr (ustun) elementlariga qoshish;

d) satr (ustun)ning barcha elementlarini noldan fargli bir xil songa
ko paytirish;
Elementar almashtirishlar matritsa rangini o zgartirmaydi.

e) matritsani transponirlash

32 Berilgan matritsaning rangini toping.

5 2 1 3
3 -11 2
A=
1 2 48
3 -11 2
Yechish.

> 2 L3 a][a 5 2 1 3) (1 2 5 2|1
3 -1 1 2 N 2 30 -1] |0 -3 -2 -l |,
1 2 438 71219 -6 0 -4| |0 -6 -19 =
3 -11 2 -2 -3 0 -1) 0 -3 -2 -1

O O O -
o O

|

[

(6}

|

N

Demak, r(A) = 3.

33. Berilgan matritsalarning rangini aniglang.
1 3 1 4 1

34.
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35. Matritsalarning rangini toping.

25 1 0
-1 0 2
4 3 4
-3 1 10

6 11
3.7 8 15
31 36 67

2 14

15 13 21
-7 5 -4
23 31 38

-1 3 7
11, 9 18 27

12
13.

~2 4 -3

12.

44

R N Ol

D 0 b~ P W

9
3
2

23
11
24
58
46

-2
2
10

6
3

~3 -4

11 7

1 -4

15 20 25

8 10
4 5

43 63
21 31
44 64
108 158
86 126

1 3

g = N O

o b~ P, N

83
41
84
208
166




4
15.| 2
12

-3
17| 2
-2

19, 3

2
-1
21.
4
-3

23.

1 2

-1 3

0 10

-1 4
2 1
2 10

oW o K
N

10

6 11
8 15

31 36 67

25.

27.

29.

13 21
5 -4
31 38
18 17

3 2
—2 -3
9 11

-2 -1
16.. 5 4
6 6

8 9 10
18/5 6 8
6 7 8

22.

A O P DN
[EEY

5 9
2 3
1 2

17 -3

8 5

{
( :

45

6
3

-3

o1 o1 kDN

15 20 25
8 10
5

-1

-3
-3
6

-8 5
-3
10

o~ N O

-1

-6
—4
.



2.9. Matritsalar algebrasining igtisodiyotda qo’llanilishi
36. Korxona 3 xil xomashyodan foydalanib 5 xil mahsulot ishlab
chigaradi. Xomashyo sarflash me’yori A matritsa bilan berilgan.

4 21 3 6
A=3 2 4 5 3
2 15 2 4

Xomashyoning birlik narxi B = (10 25 30) matritsa bilan berilgan. Agar
ishlab chigarish rejasi (90, 110, 140, 180, 200) bo'lsa, korxonaning
umumiy xarajatini toping.

Yechish. Avvalo ishlab chigilgan mahsulotlar har bir turining bir

birligiga ketadigan xarajatni topamiz. Buning uchun B va A matritsalarni
ko paytiramiz:

4 2 1
C=B-A=(10 2530)-|3 2 4
2 15

N O W

6
3} — (175 100 260 215 255)
4

90
110
D =| 140
180
200
Umumiy xarajatni topish uchun C va D matritsalarni ko paytiramiz.
90
110
X=(175 100 260 215 255)-| 140 | == 152850
180
200

37. Korxona 2 xil xomashyo sarflab 3 xil mahsulot ishlab chigaradi.
Xom- ashyo sarflash normasi quyidagi matritsa bilan berilgan:

2 3
A=|5 4
1 6

Bu yerda a; (i = 1,2,3, j = 1,2 ) element i - mahsulot birligiga j -
xomashyodan gancha sarflanishini ko rsatadi. Mahsulot ishlab chigarish
rejasi satr matritsa bilan berilgan

C = (80; 120; 100). Har bir tur xomashyoning narxi ustun matritsa bilan
berilgan. B=[§8J quyidagilarni aniglang:

1) mahsulot ishlab chigarish rejasiga zarur bo’lgan xomashyo
miqgdori,
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2) xomashyoning umumiy narxi.
Yechish. Xomashyo migdorini topish uchun C va A matritsalarni
ko paytiramiz:

2 3
D=C-A=(180 120 100)-{5 4}(860 1320).
16

Xomashyoning umumiy narxini topish uchun D va B matritsalarni
ko paytiramiz:

30
X =D-B=(860 1320)- 50 = 91800 .

38. Hafta davomida bozordan xarid qilinadigan uch turdagi
mahsulotga sarflanadigan pul migdorini hisoblash kerak boIsin. A matritsa
bilan har hafta sotib olinadigan mahsulot migdori, har bir mahsulot birlik
narxi esa B matritsa bilan berilgan:

3 4 2
1000
5 3 4
A= B=(600}.
6 2 5
300
4 3 6
Yechish. A va B matritsalarni ko paytirishdan har haftada sarf gilingan
3 4 2 6000
: e 5 3 4[] |s000
pul migdori kelib chigadi. c=A.-B= | 600 |=
6 2 5 8700
300
4 3 6 7600
C matritsani har bir elementini qo shib chigsak umumiy xarajat kelib

chigadi.
X= 6000+8000+8700+7600 = 30300

39. Korxona 2 xil xomashyoni sarflab 3 xil mahsulot ishlab
chigaradi. Xom ashyo sarflash normasi A matritsa bilan berilgan. Har bir
xomashyo turining narxi ustun matritsa B bilan berilgan. Mahsulot ishlab
chigarish rejasi satr matritsa C bilan berilgan. Mahsulot ishlab chigarish
rejasiga kerak bo’lgan xomashyo migdorini va uning umumiy narxini
aniqglang.

A=

6 2
30
4 3| C=(120 150 70) B=| 10
3 2

Yechish. C va A matritsalarni ko paytirib har bir tur xomashyoning
ganchadan ishlatilishini aniglaymiz. Umumiy narxini aniglash uchun esa D
va B matritsalarni ko paytiramiz, bunda

47



6 2
D=C-A=(120 150 70)-{4 3](1530 830) X =D-B=(1530 830)-(23:79100
3 2
40. Korxona 2 xil xomashyo turini sarflab 3 xil mahsulot ishlab
chigaradi. Xom ashyo sarflash normasi A matritsa bilan, mahsulot ishlab
chigarish rejasi esa satr matritsa C bilan berilgan. Har bir xomashyo
turining narxi ustun matritsa B bilan berilgan. Mahsulot ishlab chigarish
rejasiga kerak bo lgan xomashyo miqdorini va narxini aniglang.

° 3} 20
A=|1 2 C = (120 150 60) B=( J
30
31
Yechish. C va A matritsalarni ko paytirib har bir tur xomashyoning
5 3
ganchadan ketganligini topamiz: bD=c-A(120 150 60)-[1 2}:(930 720) Xom
31

ashyoning umumiy narxini aniglash uchun D va B matritsalarni
N 20
ko paytiramiz: X =D-B=(930 720)-[30}40200

41. Korxona 3 xil xomashyodan foydalanib 4 turdagi mahsulot
ishlab chigaradi. Quyidagi jadvalda korxonaning kunlik mahsulot ishlab
chigarish hajmi, sarflanadigan xomashyo miqgdori, narxi va kunlik ish
miqgdori berilgan.

Mahsulot Korxonaning kunlik Xomashyo sarfi
turi mahsulot ishlab chigarish | (ogirlik birligida)
unumdorligi

1 13 10 8 13 5 2 13 13

2 13 4 6 5 13 5 2 1

3 4 13 2 1 5 13 1 13

4 13 13 1 1 4 4 13 13

Yillik ish kuni Xomashyo narxi

200 300 160 150 200 50 60 40

Quyidagilarni topish talab gilinadi:
1) har bir korxonaning mahsulot turlari bo"yicha yillik mahsuldorligi;
2) har bir korxonaning xomashyo turlariga bolgan ehtiyoji;
3) har bir korxonaning korsatilgan turdagi va migdordagi mahsulotni
ishlab chigarishga zarur bo " Igan xomashyoni sotib olish uchun yillik
kredit summasi.
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Yechish. Korxonaning kunlik mahsulot ishlab chigarish unumdorligi A,
xom ashyo sarfi B, yillik ish kunini C va xomashyo narxini D matritsa
bilan belgilaymiz.

13 10 8 13 5 2 13 13

|13 46 5 3 5 5 2 1
4 13 2 1 5] 13 1 131

13 13 1 1 4 4 13 13

C =(200 300 160 150 200), D=(50 60 70)

1) korxonaning yillik mahsuldorligini topish uchun C matritsani ustun
matritsa shaklida yozib olamiz va s = Axc™ ni hisoblaymiz.

200

13 10 8 13 5 9830
300

13 4 6 5 13 8110

S = x| 160 |=

4 13 2 5 6170
150

13 13 1 1 4 7610

2) Korxonaning xom ashyo turlatiga bo'lgan ehtiyojini topish uchun A
matritsani transpornirlaymiz, ya'ni diagonal atrofida buramiz va B
matritsaga ko paytiramiz:

13 13 4 13 195 368 403
2 13 13
10 4 13 13 5 9 1 261 320 472
Q=A'xB={8 6 2 1 |x =| 76 131 149
13 1 13
13 5 1 1 68 193 200
4 13 13
5 13 5 4 156 148 195

3)Har bir korxonaning ko'rsatilgan turdagi va migdordagi maxsulotni
ishlab chigarishga ketadigan xomashyoni sotib olish uchun zarur bo’lgan
yillik kredit summasini topish uchun D matritsani ustun matritsa shaklida

yozib olamiz va p=QxD" ni hisoblaymiz.
195 368 403 47950

261 320 472 [50} 5113

P=|17 131 149 || 60 |=| 17620

68 193 200 | |40 22980
156 148 195 24480

42. 1kki turdagi resursdan foydalanib, 3 xil mahsulot ishlab
chigariladi. A matritsa bilan j - turdagi mahsulotga, i- turdagi resursning
ishlatilish hajmi berilgan. X matritsa esa bir kvartal davomida ishlab
chigariladigan mahsulotlar hajmi. Har bir resurs birligining narxi P
matritsa bilan berilgan.

1) jami ishlatilgan resurslarni aniglovchi S matritsani aniglang;
2) jami sarflangan resurslarni umumiy narxini aniglang.
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3 2 2 2 3 2 4 2 2
a) A— b) A= c) A—

2 3 4 4 3 2 2 1 1

101 11 2 1
X =2 1 X =|1 1 X =1 1

101 11 1 1

P =(6:3) P =(3:;5) P=(2:4)

43. Korxonada ikki xil xom ashyodan foydalanib 3 turdagi mahsulot
ishlab chiqariladi. Bir birlik mahsulot ishlab chigarish uchun sarflanadigan
xom ashyo normasi

(2 3 1}
A=
1 4 2

matritsa bilan berilgan. Agar har bir turdagi xomashyo narxi p=(2 3) va
ishlab chigarilgan tovarlar hajmi

§

matritsalar bilan berilgan bo'lsa, u holda mahsulot ishlab chigarish uchun
gilingan jami xarajatlarni aniglang.

Mavzu yuzasidan savollar
1. Matritsa deb nimaga aytiladi va matritsalar ustida ganday amallar
aniglangan? Uchinchi tartibli determinant deb nimaga aytiladi?
Kvadrat matritsaning determinanti va xossalri.
Minor va algebraik to’Idiruvchi nima?
Teskari matritsa nima?
Matritsaning rangi nima?
Matritsalar ustida ganday elementar almashtirishlarni bilasiz?
Matritsaning iqtisodiyotda go"llanilishi.
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3-bob. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI

3.1. Chizqgli tenglamalar sistemasi va uning yechimi
Noma’lumlar soni n ta bolgan m ta chizigli tenglamalar
sistamasining umumiy ko rinishi quyidagicha:

X+ anX,+.. + a,Xx, = b
A%+ X, +... + a,X, = b, (3 1)
auX + a,X+... + a, X, = b,

bu yerda a;; — noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlar; b; lar esa sistemaning
ozod hadlari (i=1,2,...m; j=1,2,...n) deyiladi.

(3.1) tenglamalar sistemasida Xy, Xo, ..., X, lar o’rniga mos ravishda
x%,x3,...,x2 0°'zgarmas sonlarni go'yish natijasida berilgan tenglamalar

sistemasi ayniyatlar sistemasiga aylansa, u holda x°x},.x° lar (3.1)
sistemaning yechimi deb ataladi.

Kamida bitta yechimga ega tenglamalar sistemasi birgalikdagi
tenglamalar sistemasi deyiladi. Yechimga ega bo’lmagan tenglamalar
sistemasi birgalikda emas deb ataladi. Agar ikkita tenglamalar sistemasi
bir xil yechimga ega bo’lsa, yoki ikkisi ham yechimga ega bo'Imasa, ular
teng kuchli deb ataladi.

3.2. Chizigli tenglamalar sistemasini Kramer usulida yechish
(3.1) tenglamalar sistemasini matritsa ko rinishda quyidagicha
ifodalash mumkin: A.x =B bunda,

all a12 ain Xl bl
A ay,, A, .. &, X = X, B b, (3 2)
a a a X b

ml m2

Chizigli tenglamalar sistemasida noma’lumlar soni tenglamalar
soniga teng ( m = n) va sistema matritsasi A — xosmas, ya’ni detA=0
bo’lIsa, bu sistema yagona yechimga ega bo ladi.

Bu holda sistemaning Kramer usulidagi yechimi quyidagicha
bo ladi:

X, :%,xz _ B2 x = AAH .Bunda  a-  sistema  matritsasining

mn n m

determinanti, a,- sistema determinantining k - ustunini ozod hadlar ustuni

bilan almashtirishdan hosil bo’lgan determinant.
Agar A= o0 bolsa, sistema yagona yechimga ega bo"ladi.
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Agar A=ova A, =0(=12.n) bo'lsa, berilgan tenglamalar sistemasi
cheksiz ko’p yechimga ega bo ladi.

Agar A=0 bo’lib, A;lardan kamida bittasi noldan fargli bolsa, sistema
yechimga ega bo Imaydi.

1. Berilgan tenglamalar sistemasini Kramer usulida yeching.
3X + X, +3%;, =2
S5X, —2X, +2x; =1
2X, +2X, + 3%, =1

Yechish.
3 1 3
A=|5 -2 2|=-18+4+30+12-12-15=1+#0
2 2 3
2 1 3
Aj=|1 -2 2|=-12+2+6+6-8-3=-9
1 2 3
3 23
A,=[5 1 2|=9+8+15-6-6-30=-10
2 1 3
3 1
A,=|5 -2 1|=—6+2+20+8-6-5=13
2 2
x1=%=_T9=—9 x2=%=—10 x3=%=13.

2. Tenglamalar sistemalarini Kramer usulidan foydalanib yeching.
2
X, + X, —2Xy =—
SX, +8X, + X3 =2
32
1. 4x, +6x, —14x, -5 2. 3% —2X, +6x, =7

_ 2%, + X, — X3 = —5.
5X, +2X, +2X, _=3%

3X, +2X, + X3 =5 2%, —3X, + Xy =—7
3. 92x, — X, + X, =4 4. Ix +4x,+2x,=-1
X, +5X, +2X; = 1. X, —4X, — Xy =—3.
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7.

SX, +2X, —3X, :2—89
=X +3X, + X, =-1

2X, +4X, —6X; =

N | w

X, =X, +X; =6
X, —2X, +X; =9
X, —4x, —2x, =4

3X, + X, +3X; =2

9.5X, —2X, +3X; =1

11.

13.

15.

17.

19.

21.

2X, +2X, +3X, =6

X, +2X, + X, =7
2%, +3X, +X; =8
2%, + X, +3X, = -8

X, —2X, +3%; =-11
2%, +3X, —4X, =17
3X, —2X, —5%Xy =7

2X, +2X, + X, =4
X, —3X, +X; =3
3X, +5X, +2X, =8

7%, +5X, +3X; =23
2%, + X, =X, =11
X, +8X, —6X, =38

5X, +6X, —2X; =-9
2X, +5X, =3%; =-1
4%, —3X, +2X, =15

5%, +7x,10%, =33
X, —3X, +4X, =17
2%, +5X, +3X; =8

3 4l L, 5
2 2 ° 4 ° 4

2X, — X, —2X; =5

4%, +2X, — X3 =1
8. 45X, +3X, —2X; =2
3X, +2X, —3%X, =0

S5X, +2X, +5%, =4
10. ¢3x; +5x, =3x; =-1
—2X, —4X, +3X; =1

4x, +6Xx, +3X; =-5
12. 12X, +6X, +5X; =3
3%, +6X, +4%x, =-1

3%, —3X, —X; =—4
14.593x, +5X, +4X; =32
4x, —2X, +3X, =16

2%, + X, —=5X; =3
16. 13x, —2X, +3X; =1
3X, — X, +2X, =4

4x, +3X, +2X; =19
18.92X, +2X, =X, =2
2X, + X, +3%; =17

SX, + 77X, —3X; =2
20. ¢3X, +2X, +3X; =-5
X — X, =-3

2%, — X, +5%, =10
22.45X, +2X, -13x; =21
3X, — X, +5X%; =12
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X, —2X, +3X, =—12
X, +6X, +3x, =34

23.93X%, +5X%, +7X; =40 24.
5X, +4X, +3X, =32

4x, +3X, —X; =13
2X, —5X, +3X, =—17

2%, +5X, +4x; =29 X, +2X, —2X, =18
25.9% — X, +2X; =5 26. 92X, +3X, —3X; =29

X + X, +2X, =13 X, — X, + X3 =—-3

X, +2X, —3Xy, =7 2X; — X, +4X, =21
27.42X, +3X, —4x; =12 28. %X, —2X, —3X, =—8

X + X, —2X, =4 2%, + X, +4X; =19

2%, + 17X, —3%X, =13 2X; + X, —=3%, =0
29.9%, —2X, + X, =2 30.9 X, +2X, =5X; =-1

5%, —2X, + 3%, =16 3X, —2X, + 2%, =-1

3.3. Chiziqli tenglamalar sistemasini teskari matritsa usulida yechish
Agar tenglamalar sistemasining (m = n) matritsasi xosmas, ya’ni
detA=o0 bo’lsa, u holda sistemaning matritsa ko rinishdagi yechimi
quyidagicha bo’ladi:
X=A"B
bunda, A*- (3.2) munosabatdagi A matritsaning teskari matritsasi, B esa
0zod hadlar matritsasi.
3. Quyidagi tenglamalar sistemasini matritsa usulida yeching.
2%, +3X, +4x%, =1
X, +2X, +3X;, =0
3% +4X, + 6%, =1

Yechish.
2 3 4 1 X,
A=|1 2 3| B=|0¢ X =|X,
3 46 1 X,
1 A11 A21 A31 0 -2 1
|A|=24+27+16-24-24-1=1#0 :>A’1=Z A, A, A,|=| 3 0 -2

A13 A23 A33 -2 1 1



demak, x; =1, X, =1, X3=-1.
4. Matritsali tenglamani yeching.

11 0 5 -1 2
2 1 2|-X=|-6 4 6|
HEEEEE]
110 5 -1 2
Yechish. A(z 1 2} B(—G 4 6]
011 -2 0 7
11 1
-1 -1 1 3 3 3
AX =B Al-L 211 221 2:1 U | P U A
A 3 3 3 3
Az Ay Ag 2 -1 -1 2 1 1
'3 3 3
11 1 1 1
33 3[(5 -12) |3 1 3
x=patp=| 2 _L1 2 -(6 4 6}= 4 -2 4}
3 3 3
> 1 1 |l-2 0 7) |-6 2 3
3 3 3
2
Demak, X=| 4 -2 4
-6 2 3

3.4. Umumiy ko rinishdagi tenglamalar sistemasini
Gauss usulida yechish

Tenglamalar sistemasini Gauss usulida yechish deganida biz
sistemadagi noma’lumlarni ketma-ket yo gotish usuli bilan sistemani
yechishni tushunamiz. Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan
yechganda, berilgan sistema uchburchak shaklini yo trapetsiya shaklini
yoki sistemada ishtirok etayotgan biror-bir tenglama o=a(a=0) ko rinishini
olib goladi.

Agar sistema uchburchak shakliga keltirilgan bo'lsa, u cheksiz ko’p
yechimga ega bo"ladi.

Agar sistemadagi biror-bir tenglama o=a(a=0) ko rinishga ega bo'lsa,
sistema yechimga ega boladi.

Birgalikda bo’lgan tenglamalar sistemasining (m=n bo’lishi shart
emas) Gauss usulida yechishning mohiyati shundan iboratki, unda
noma’lumlar ketma-ket yo qotilib, sistema uchburchaksimon shaklga
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keltiriladi. Agar sistema uchburchaksimon shaklga kelsa, u yagona
yechimga ega bo'ladi va uning noma’lumlari oxirgi tenglamadan boshlab
topib boriladi (sistema cheksiz ko'p yechimga ega bo'lsa, noma’lumlar
ketma-ket yo qgotilgach, u trapetsiyasimon shaklga keladi.).
5. Sistemani Gauss usuli bilan yeching.
2X, + X, — X3 +3X, =20
X, — X, +2X%, — X, =17
—3X, +2X, = X; +2X, =1

X, — X, +4X, —2X, =-4
Yechish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozib olamiz:
Birinchi gadamda a,=0 bo'lishi zarur, lekin a,=1 hisoblashlar uchun
qulaydir. Shuning uchun birinchi  va to'rtinchi satrlarning ornini
almashtiramiz

2 1 -1 320 1 -1 4 -2~ 1% 1 3
5 -1 2 -417| |5 -1 2 -1t o g
-3 2 -1 21 -3 2 -1 2/ 1
1 -1 4 -2|-4 2 1 -1 320

1-gadam. Birinchi satr elementlarini -5, 3 va -2 ga ko paytirib,
ularni mos ravishda ikkinchi, uchinchi va to'rtinchi satrlarga go shamiz,
chunki magsad a;; element ostida nollardan iborat “ zina ™ hosil bo'Isin.

2-qadamni o'tkazish uchun, ya’ni matritsada a,, =0, lekin a,, =1 yoki
a,,=—1bo’lgani qulayrogq. Shuning uchun ikkinchi va uchinchi satrlar

o rnini almashtiramiz:
-1 4 -2-4 1 -1 4 -2/-4

[N

0 4 -18 9|37 0 -1 11 -4{13
\g 4 3
0| -1 11 —-4]13 0 4 -18 937 |,
o0 3 -9 728 0 3 -9 7128
4—

2-gadam. Ikkinchi satr elementlarini 4 va 3 ga ko paytirib mos
ravishda uchinchi va to rtinchi satr elementlariga gqo'shamiz, natijada a,,
element tagida ikkinchi ustunda “zina” hosil bo ladi.
3-gadam. Hosil bo’lgan matritsada a,,=26=0, uchinchi satr elementini
—% = —% ga ko paytirib, to rtinchi satrga qo shamiz. Natijada:
1 -1 4 -2/-4 1 -1 4 -2/-4
0 -1 11 -4-11 0 -1 11 -4-11

<> :
_Exo 0 26 —-7-7 Q 0 26 -7/-7

13 19| 19
q _5| — q —| =
0 24 —-5/-5 9_3 13| 13
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Kengaytirilgan matritsa zinapoya ko rinishiga keltirildi. Unga mos
keluvchi sistemaning ko rinishi quyidagicha:

X — X, +4X, —2X, =4
- X, —11x, —4x, =-11
26X, —TX, =—7
19 19
—X4 _—
137 13

oxirgi tenglamadan x,=1, uchinchidan x3=—72+67x4=o, ikkinchidan

x, =11+11x, —4x, =7 Va birinchidan x, =-4+x, —4x,+2x, =5 yechimlarni olamiz.
Javob: (5;7;0;1)
6. Berilgan tenglamalar sistemasini Gauss usulida yeching:

X +3X, +4X, —2X, = 2
—3X, =X, —8X; +2x, =4
2%, — X, + 3%, =4
2%, +4x, +4x, =3
Yechish.
1 3 4 -2|2 1 3 4 -22 1 3 4 -22
-3 -7 -8 22—4~0 2 4 42110 2 4 -42
2 -1 3 0 |4 0 -7 -5 4]-2 0 -7 -5 4|-2/
2 4 4 0 |3 0 -2 -4 4|-1 0 0 0 0]-1
X, +3X, +4X;, — 2X, = 2
0-X, + 2X, +4X, — 4X,= 2
0-X, —7X, — 5%, — 4x,=-2
0-x,+0-X,+0-%,+0-%x,=-1
oxirgi tenglikdan ko'rinadiki, 0-x,+0-x,+0-x,+0-x,=-1< 0 = -1 bunday
bo lishi mumkin emas, demak yechim yo-q.

Bundan

3.5. Kroneker — Kapelli teoremasi
(3.1.) Tenglamalar sistemasida koeffitsiyentlardan iborat A matritsa
ozod hadlari bilan birgalikda

a, a, .. a, b

a a ... a b
A — 21 22 2n 2

a a a b

ml m2 mn

olinsa, kengaytirilgan matritsa deb ataladi.

Kroneker - Kapelli teoremasi: (3.1) sistema yechimga ega bo lishi
uchun rangA=rangB bo lishi zarur va yetarlidir.
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Agar (3.1) da barcha b; i=(1... n) ozod hadlari nolga teng bo'lsa, bu
tenglamalar sistemasi bir jinsli tenglamalar sistemasi deyiladi.

Quyidagi e, :

bir jinsli tenglamalar sistemasini garaylik. Bu sistema har doim yechimga
ega. Chunki uning hech bo'Imaganda 1ta trivial x;=0 (i=1,2,...n) yechimi
bor. Uning trivial bo’lmagan yechimi mavjud bo’lishi uchun
r(A)=r<min(m,n) bo lishi zarur va yetarlidir

7. Quyidagi berilgan tenglamalar sistemasini Gauss usulida yeching:

6X, +X, +3X; =4
1. {-2x, -5x,+2x,=8
3, +  2x;=3.

X, + X, + X, + X, =10
3. X+ X, =Xy =X, =—4
X; =X, + Xy — X, =—2

X +2X, = X;+X, =4
3X, =X, + 2%, — X, =-1
2%, — X, + 3X;+2X, =3

2%, +3X, —2X; + X, =6

2X, = 2X, + X3 — X, ==3

X, +2X, = X3 +X, =6

4x, —10x, +5x, —5x, =-21
2%, —14X, + 71Xy — 71X, =—33

X, —2X, +X; =X, =4
2X; + X, = X3 +2X, =2
3X, —2X, = X3 + X, =0
2X, —5X, + X; —2X, =6

2X, + X, + X3 —2X, ==5
11 13x, +8x, +4x, -3x, =0

S5X, +4X, +2X, -3X, =6
3X; +2X, + X3 — X, =—1

X, —3X, +2X, = -2
2. {3, + X, —5x, = -4
4x, —2X, — 33X, = —11.

X, +2X, +3X, =8
4. {2x, +3x, — 4%, =5
X + X, + X, =2

X, + X, +3Xy —2X, =2
6. 2%, +2X, +4X, =X, =7
3x, +3X, +5%; —2x, =10
2%, +2X, +8%; —3x, =13
SX, + 71X, +4X, +6X, =28
3. 15x, +30x, + 7x, +8x, =97
9x; +6X, +5X; +8x, =35
6X, +9x, + 3%, +4x, =33
15x, +2x, +4x, —3x, =19
10. 3x, +20x, +5x, —2x, =11
3X, +6X, +2X, — X, =8
9x, +4x, +3x; —2x, =21
13x, —4x, —x, —4x,=-11
12. 11X, —2X, + X; —2X, =—7

SX, +4X, + 71X, +4X, =5
X +2X, +5X; +2x, =1
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13.

15.

17,

19.

21.

23.

25.

217.

X, =X, —2X; + 2X, =3

2%, +3X, + X3 + 6%, =-14
2X; + X, +4X; + 2X, =2

3X, +2X, +5X; +4X, =-5

X, +2X, +3X; +2X, =2
3X, +2X, + X3 +2X, =2

TXl +3X, + X, + X, =8

4%, +3X, +2X, +3X, =3

X, +2X, =3X; + X, =4
5%, —=5x, +12x, +11x, =30

2X, — X, + X3 +4%x, =4
X, —3X, + 6%, +3x, =-2

2%, — X, + X3 —3X, =—6
X, +3X, —2X; + 5%, =24

{3xl+x2 —-2X, +X, =8

3X, —2X, + 7X; —5X, =-3

X, +2X, =3X; +2X, =5
X, —X, —3X; —4x, =-1
2X, +3X, + X3 —5x, =22
X, —2X, —2X; —3X, =—5

X, —5X, +3X; —4x, =-19
X, +2X, = X3 + X, =8
X, — X, +2X; —3X, =—6

X, =X, + X3 —2X, =3

2%, +3X, + 5%, —4x, =6
X, — X, +2X; +3X, =5

3X, +7X, +8x; —11x, =7
2%, +3X, + 5%, —4x, =6

8x, —4x, +3X; + 6%, =25
10X, —5x, + 5%, +9x, =34
4x, —2X, + X3 +2x, =11
2%, — X, +3X; + 7X, =14

14,

16.

18.

20.

22.

24.

26.

28.
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3X, — X, +3X; +2x, =15
5%, —3X, + 2%, +3x, =18
X, —3X, —5X; —x, =-12
TX, —5X, + X, +4x, =21

— X, +3X, +3X; +4x, =19
6X, +2X, +2X; — X, =5
—3X, +2X, + X3 +2X, =-5
11x, + 3%, + 3%, + X, =10

X, + X, —3%X; — X, =—2
X, — X, +2X; — X, =3
4x, — 2X, + 6%, +3x, =17
2X, —4X, —2X, +4X, =6

X, +2X, +3X; —2X, =—6
3X, + 6X, + 5%, —4x, =-10
X, +2X, + 77X, —4x, =-14
2%, +4X, + 2%, —3X, =—6

9%, + 7X, +5X; +6x, =35
8X; +4X, + 2%, +3x, =24
5X; +3X, + X; +2x, =15

X, + 95X, +3X, +4x, =25

6X, + X, —3X; +9x, =16
6%, +5X, —3X; +9x, =20
2%, +4X, —X; +3X, =9
4x, + 71X, — 2X, +6x, =17

X, —4X, —4X; + X, =-22
X, + 77X, + X3 —2X, =12

9x, +8x, +4x, —3x, =18
X, + 95X, +2X; —2X, =16

5%, +6X, + X, +10x, =41
S5X; + X, +2X; +5x, =21
4X, +3X, + 7X, +5X; =35
3X, +2X, + X, +4x, =17



2X, + X, +3X; = 3%, =0 X, +2X, + X3 —3X, =6

30.

4x, —7X, +5%; — X, =-30 X, + X, +2X; +2X, =9

X, —3X, + X3 — X, =—-12 2%, + X, + X5 + X, =13

29.

X, —4X, + X3 + X, =-13 2%, +3X, —=5X;, —=17x, =-1

8. Bir jinsli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlar
sistemasini toping.
33X, + X, —8X%X; +2X, + X5 =0
2X, —2X, —3X3 — 717X, +2%; =0
X, +11Ix, —12X%X, +34x%x, —5%X;, =0
X, —5X, + 2%, —16%X, + 3%, =0
Yechish. Sistemaning oxirgi tenglamasini birinchi o'ringa yozamiz,
S0 ngra uni zinapoya shakliga keltiramiz:
1 -5 2 -16 3) (1 -5 2 -16 3) (1 -5 2 -16 3
3 1 -8 2 1| |0 16 -14 5 8| |0 8 -7 25 -4
2 -2 -3 -7 2|08 -7 25 -4/ jo 0 0o 0 o0
1 11 -12 3 -5/ (0 16 -14 5 -8) \0 0 0 0 O
Matritsaning rangi r = r(A) = 2. X3, X, 0 zgaruvchilarning bazis minori
‘(1) _85¢o; X1, Xo NI asosiy 0 zgaruvchilar sifatida tanlab olamiz va ularni
asosiy bo'lmagan xs, X4, X5 lar orgali ifodalaymiz:
{xl —5X, +2X; —16X, +3%; =0

8X, —7X; + 25X, —4X, =0
Fundamental yechimlar sistemasi ey, e,, €3 ni hosil gilish uchun asosiy
bo’Imagan o'zgaruvchi Xs, X4, X5 larni birlik matritsa E; satr elementlari
bilan almashtiramiz. x; = 1, X, = 0, x5 = 0 da sistemaning ko rinishi
quyidagicha bo’ladi:

X, —5X,+2=0
8x, —7=0
b 19 7 , - . . . . . 19 7
undan X =5 X% =g yamn bazis yechimni hosil qilamiz: e = 5 g 200

1) Shunga o0 xshash yana ikkita bazis yechimni topamiz:

X3=0; X4=1; xs=0da e;(%;-%; o,1,oj;

x3=0; x,=0; xs=1da esz(—%;%; o,o,1j.

Topilgan yechimlar (vektorlar) e,, e,, 3 fundamental sistemani tashkil
giladi. ey, e,, es yechimlarning komponentlarini mos ravishda 8, 8, 2 ga
ko paytirib butun komponentli yechimlar sistemasini hosil gilamiz:

(19; 7, 8; 0; 0), (3; -25; 0; 8; 0), (-1; 1; 0; O; 2).
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Ko p tarmogli igtisodiyotning Leontev modeli

Ko'p tarmogqli xo’jalikni boshqarish alohida tarmoqlar orasidagi
balansni talab giladi. Har bir tarmoq, bir tomondan ishlab chigaruvchi,
Ikkinchi tomondan boshga tarmoqg ishlab chigargan mahsulotning
iste’molchisidir. Tarmogqlar orasidagi turli mahsulotlarni ishlab chiqarish
va iste’mol qilish orgali bog lanishni hisoblash masalasi ancha murakkab.
Bu masalani birinchi bo’lib mashhur amerika iqgtisodchisi V.V. Leontev
1936-yil matematik model korinishida ifodalagan. U 1929-1932-yillarda
amerikadagi iqgtisodiy depressiyani tahlil gilishga urungan bu model
matritsalar algebrasiga asoslagan.

Balans munosabatlar
Quyidagi
X =% 4y, (=1n)

tenglama balans munosabat deyiladi. Bu yerda x; — i tarmog mahsulotining
umumiy hajmi (yalpi ishlab chigarish) xj; — j — tarmoqgning X; — mahsulotni
ishlab chigarish mobaynida iste’mol qilingan i — tarmogning mahsulot
miqgdori; y; — 1 — tarmogning ishlab chigarishdan tashgariga realizatsiya
(iste’mol) uchun moljallangan mahsulot miqdori yoki chekli iste’mol
mahsuloti. Sodda ko rinishda balans munosabatning ko rinishi:
Xi = Xj1 + X2 + ... T xjn 1Y, =12, .., n. (34)
(3.4) tenglamalar balans tenglamalar deyiladi. Leontev quyidagi
muhim faktni o'rnatgan: a, =x,/x;; uzoq vaqt davomida juda sekin
0 zgaradi, uni o'zgarmas son sifatida garash mumkin. Bu tushunarli
chunki ishlab chigarish texnologiyasi uzoqg vaqt bir xil darajada saglanib
goladi, natijada j — tarmogning 0"z mahsuloti x; migdorni ishlab chigarishi
uchun i - tarmoqgning iste’mol qilish hajmi o0’zgarmas son.
(3.4) tenglamani quyidagicha yozish mumkin:
X, =a X +aLX, +.+q, X, +Y;
X, =8, X +aX, +...+a, X, +Y, (35)
X, =au X +a,X, +...+a,.X, +Y,
Matritsa ko rinishida esa
X =A-X+Y (3.6)
yoki
(E-A)-X =Y (3.7)
bu yerda
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Xl ail aiZ ain yl

a21 a22 a2n y2

A= , Y= .

a, a, .. a, Ya

X - yalpi mahsulot, A - to g ridan-to g ri xarajatlar koeffitsiyentining
matritsasi, Y - chekli iste’mol. (3.6) munosabat tarmoqlararo modelning
chizigli tenglamasi deyiladi. Tarmoglararo modelning asosiy vazifasi A
matritsa ma’lum bo'Isa va berilgan Y vektorni ta'minlansa , yalpi mahsulot
ishlab chigarish vektori X ni topishdan iborat. X quyidagi formula bo yicha
topiladi:

X =(E-A)Y =8, (3.8)

sS=(E-A)* matritsa to la xarajatlar matritsasi deyiladi. Agar ixtiyoriy v >0
vektor uchun, (3.7) tenglamaning shunday x >0 yechimi mavjud bo’lsa

,A>0 matritsa samarali deyiladi. Agar a, >0 barcha i,j=1n, max >a,<1Vva
j=L2,..,n -y

shunday j nomer mavjud bo’lib, Zn;aij<1 bo'lsa, A matritsa samarador

deyiladi, ya’ni a; >0 bo’lsa, ixtiyoriy ustun (satr) elementlari yig indisi
birdan kichik bo’lsa, A matritsaning samaradorligi saglanadi. Qiymatli
balans holi garalganda o rganilayotgan j xo'jalik mahsulotini tannarxi 1
so'mdan oshmasligi uni rentabilligini bildiradi. Masalan quyidagi
matritsada ifodalangan mahsulot samarador:

03 02 04
A{o,l 0,6 0,2}
04 01 03
9. Quyidagi matritsalar mahsuldorligini tekshiring.
[0,6 0,5J [0,6 o,2j
a) A= b) A=
07 08 02 08
02 03 0 01 09 04
¢) A(O,l 0 0,3} d) A{O,S 05 0,5J
06 05 07 03 11 03

Tarmogning yalpi mahsulot migdori va barcha tarmoglarga bo'lgan
pul xarajatlari orasidagi farq tarmoqgning sof mahsuloti deyiladi.
10. Quyidagi jadvalda tarmoglarning reja davriga mo ljallangan xarajat
koeffitsiyentlari va chekli mahsuloti shartli pul birligida berilgan.
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ot Iste mql Chekli
| sanoat q|§_hlc_)q_ mahsulot
X0 jaligi
Ishlab s-anoat 0,3 0,25 300
chigarish | 91190 | 595 | 012 100
X0 jaligi
Quyidagilar:
a) tarmoglarning  rejalashtirilgan  yalpi  mahsulot  miqdorini,

tarmoqlararo mahsulot yetkazib berish, tarmoglarning sof mahsuloti;

b) agar gishlog xo jaligining chekli mahsuloti 20 %ga, sanoatniki 10
%aga oshirilsa, har bir tarmogning zarur yalpi ishlab chigarish migdorini
topish kerak.

Yechish. a) To g ridan-to g ri xarajatlar koeffitsiyentini A matritsa va
chekli mahsulot vektori Y ni yozib olamiz:

:(0,3 0,25} y :(3ooj
015 012 100
Jmatritsani yozib olamiz.
U holda to’la xarajatlar matritsasi
1 (088 015) (152 0,26
0,5785 (0,25 o,7) (0,43 1,21}
(3.8) formula bo yicha yalpi mahsulot vektori X ni aniglaymiz:
152 0,26) (300 (482
:(0,43 1,21]{100} (250}

Tarmoglar mahsulot yetkazib berish miqgdori

formuladan topamiz. Masalan x,=a,,-x =0.3-482 =144 6.

Tarmoglarning yalpi mahsuloti, tarmoqglararo mahsulot yetkazib
berish, shuningdek tarmogqlarning sof mahsulotlarini hisoblab topib,
quyidagi jadvalni tuzamiz:

1-03 -0,25 0,7 -0,25

bundan E- A= -
015 1-012) |-015 0,88

S=(E-A)'=

Xij Nt x, =a;-x

Tarmo » Ililsor}Io Chekli | alpl
g sanoat| 1199 mahsulotmahsulot
X0 jaligi
Ichlab sanoat | 1446 | 62,5 300 482
chigarish %M1%4| 703 | 30 | 100 | 150
X0 jaligi
Sof mahsulot | 265,1| 157,5
Yalpi mahsulot | 482 | 250
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(b) shartga ko'ra chekli mahsulot vektori:
y _[300-11)_(330
- (100 -1,2} - (120}
U holda (3.8) formulaga asosan mahsulot vektori quyidagicha boladi:
(1,52 o,zaj (330} (532,8j
X=5Y= : - ,
043 121)(120) |2871
Shunday qilib, sanoatdagi ishlab chigarishni 532,8 shartli pul
birligigacha, gishlog xo'jaligida 287,1 shartli pul birligigacha oshirish
kerak.
11. Oyoq kiyimlari ishlab chigaradigan fabrika S;, S,, S3 xomashyodan

foydalanib 3 xil mahsulot ishlab chiqaradi. Har bir juft oyoq kiyimiga
xomashyodan sarflanish me’yori quyidagi jadvalda berilgan:

Xomashyo Bir juft oyoq kiyimiga Bir kunda
turi sarflanadigan xomashyo miqgdori | sarflanadigan
etik krasovka tufli xomashyo
S; 4 2 3 1700
S, 1 3 1 1100
S3 7 1 4 2100

Bir kunda ishlab chiqariladigan har bir turdagi oyoq kiyimning sonini
hisoblang.

Yechish. Xy, X5, X3 - mos ravishda etik, krasovka, tuflidan bir kunda
ishlab chiqgariladin oyoq kiyimlar soni. U holda har bir turdagi
xomashyoning sarflanishiga mos quyidagi sistemani tuzamiz:

4x, +2X, +3X%, =1700
{xl +3X, + X, =1100
7%, +3X, +4X, = 2100
tuzilgan tenglamalar sistemasini Kramer usulidan foydalanib yechamiz:

4 2 3 1700 2 3 4 1700 3
A=l 3 1/=-10 A, =[1100 3 1/=-1500 A, =1 1100 1|=-2500
71 4 2100 1 4 7 2100 4
4 2 1700
AZI. . A2 . AS
Ag=|L 3 1100/=-2000 =X, =~ =150; x, =% =250; x, == =200
7 1 2100

12. Korxona 3 xil xomashyodan foydalanib 3 xil mahsulot ishlab
chigaradi. Ishlab chigarishning tavsifi quyidagi jadvalda berilgan:
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Xomashyo | Hr bir mahsulotga sarflanadigan | Xomashyo
turi xomashyo (og irlik birligida) zaxirasi
1 2 3 (o girlik
birligida)
1 6 4 5 2400
2 4 3 1 1450
3 5 2 3 1550

Berilgan xomashyo zaxirasidan foydalanib har bir tur mahsulotning
ishlab chigarish hajmini aniglang.

Yechish. Mahsulot ishlab chigarish hajmlarini x;, X5, X3 lar bilan
belgilaymiz. Zaxirani to"la sarflash sharti bilan har bir tur xomashyo uchun
balans munosabatlarni quyidagi 3 ta noma’lumli 3 ta tenglamalar sistemasi
ko rinishda yozib olamiz.

6X, + 4X, + 5%, = 2400 6 4 5)(x 2400
4x, +3X, + X, =1450 =4 3 1| X, |=]1450
5X, + 2X, + 3%, =1550 5 2 3) X 1550

6 4 5 X, 2400
demak A=|4 3 1| X=|x, | B=|1450 | ho'lsa, 4-X=B =X=A'B
(5 2 3} {xj [1550}
1 2 11
3 21 21 | (2400) (150) (x
X=Al.p=| L 1 _2 -[1450}[250}{&}
3 3 3
1 8 2 1550 100 Xq
3 21 21

13. Firma ikkita bo'limdan iborat. Otgan yilgi umumiy foyda 12 min.
p/b ni tashkil giladi. Bu yil birinchi bo’lim  foydasini 70 %oga,
iIkkinchisinikini esa 40 % ga oshirish rejalashtirilgan. Natijada umumiy
foyda 1,5 marta ortishi kerak.
Har bir bo’limning: a) o'tgan yildagi; b) bu yildagi foydasi ganday
kattalikda?
Yechish. Faraz gilaylik, x va y — birinchi va ikkinchi bo limlarning o tgan
yildagi foydasi. U holda masala shartini quyidagi sistema ko rinishida
yozish mumkin.
X+ y=12,
{1,7x+1,4y=18.
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Sistemani yechib, x=4, y=8 ni hosil gilamiz. Natijada a) birinchi
bo limning o tgan yildagi foydasi — 4 min. p/b, ikkinchi bo limniki esa — 8
min. p/b; b) bu yil birinchi bo'limning foydasi 1,7-4 = 6,8 min. p/b,
ikkinchisiniki esa 1,4-:8=11,2 mln. p/b ni tashkil qgiladi.
14. Ofisni jihozlash uchun firma 29 predmet: narxi 20 ming p/b
bolgan bir nechta kompyuter, 8,5 ming p/b dan ofis stollari, narxi 1,5 p/b
bo'lgan stullar sotib olishga 236 ming p/b ajratdi. Keyinroq ma’lum
bo lishicha boshga joyda kompyuterlarni 19,5 ming p/b dan, stollarni 8 p/b
dan, stullarni esa oldingi narxda olish mumkin. Har bir jihozdan arzon
narxlarda ganday migdorda sotib olinganligini aniqglang.
Yechish. Faraz qgilaylik Xq, X, X3 mos ravishda kompyuter, stol va
stullar soni. Quyidagi tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:
X+ X+ Xy =29 X, o+ X+ X;=29
{20x1 +85X, + 15x,=236 @{zwl +8,5%, +1,5x, = 236
19,5x, + 8(x, +1)+1,5x, =236 19,5x, + 8x,+1,5%, =228

Hosil gilingan tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechamiz:

1 1 1 29 1 1 1 29 1 1 1 29)0)
A=| 20 85 15 236|=| 20 85 15 236| =|20 85 15 236 =
(2)

195 8 15 228 -05 -05 0 -8 -1 -1 0 -16

1 1 1 29 X, + X, +  X;=29 X, =13
=[o ~115 -185 344}@ { ~11,5x, —18,5x, =344 < {xz =9
0 0 1 13 1-x, =13
Demak, firma 7 ta kompyuter, 10 ta stol va 13 ta stul sotib olgan.

15. Tikuv fabrikasi 3 kun davomida kostyum, plash va kurtkalar

ishlab chigardi. 3 kun mobaynida ishlab chiqariladigan mahsulot miqgdori
va ishlab chigarish uchun sarflanadigan pul xarajatlari quyidagi jadvalda

X, =7

berilgan:
Kunlar Mahsulot ishlab chigarish migdori Xarajatlar
kostyumlar | plashlar | kurtkalar (ming pul
birligida)
Birinchi 50 10 30 176
Ikkinchi 35 25 20 168
Uchinchi 40 20 30 184

Har bir mahsulot tannarxini toping.
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16. Korxona uch xil xomashyodan foydalanib uch xil mahsulot
ishlab chigaradi. Xomashyo sarfi va xomashyo zaxirasi quyidagi jadvalda
berilgan. Har bir mahsulotdan ishlab chigarish migdorini aniglang.

a)

Xomashyo Mabhsulot turlari bo yicha Xomashyo
turi xomashyo sarfi, mahsulot zaxirasi (og irlik
birligining og irligi birligida)
1 2 3
1 5 12 7 2350
2 10 6 8 2060
3 9 11 4 2270
b)
Xomashyo Har bir mahsulotga sarflanadigan Xomashyo
turi xomashyo (og irlik birligida) zaxirasi
1 2 3 (og irlik
birligida)
1 6 5 4 2200
2 10 8 3 3350
3 7 12 5 3390
c)
Xomashyo Mabhsulot turlari bo’yicha Xomashyo
turi xomashyo sarfi, mahsulot zaxirasi
birligining og irligi (o girlik
1 2 3 birligida)
1 8 4 10 3000
2 6 7 4 2700
3 13 2 3 2650
d)
Xomashyo Har bir mahsulotga sarflanadigan Xomashyo
turi xomashyo (og irlik birligida) zaxirasi
1 2 3 (o girlik
birligida)
1 4 4 7 2900
2 5 3 5 2260
3 7 2 9 3500

Mavzu yuzasidan savollar
1. Kramer formulasi ganday ko rinishga ega va gachon go'llaniladi?
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2. Chiziqgli algebraik tenglamalr sistemasi ganday shart bajarilganda
yagona yechimga ega bo ladi?

3. Uchta noma’lumli ikkita tenglamadan iborat chizigli tenglamalar
sistemasi ganday yechiladi?

4. Qanday shart bajarilganda n noma’lumli n ta chizigli bir jinsli
tenglamalar sistemasi notrivial yechimga ega?

5. Chizigli tenglamalar sistemasi matritsalar usuli bilan ganday
yechiladi?

6. Kroneker — Kapelli teoremasi ganday ifodalanadi?
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4-bob. CHIZIQLI FAZO ELEMENTLARI

4.1. Tekislik va fazoda vektorlar
1. Ta’rif. Boshi A nugtada, oxiri B nuqgtada bo'lgan yo naltirilgan
kesma vektor deb ataladi va aAByoki a kabi belgilanadi.
a vektorning uzunligi uning moduli deb ataladi va |a| kabi belgilanadi.

Oxiri boshi bilan ustma — ust tushadigan vektor nol vektor deb ataladi va o
bilan belgilanadi. Agar \5\ =1 bo’lsa, u holda a birlik vektor deyiladi.

Bir to g ri chizgda yoki parallel to'g ri chiziglarda yotuvchi vektorlar
kolleniar vektorlar deyiladi.
Agar ikki vektor o'zaro kolleniar, bir xil yo nalgan va modullari teng
bo’lIsa, bu vektorlar teng vektorlar deyiladi.
Bir tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi vektorlar
komplanar vektorlar deyiladi.
2. a vektorning A soniga ko'paytmasi deb, a ga kolleniar, (A > 0 da u
bilan yo nalishdosh,
A < 0 da esa yo'nalishi qarama — garshi) hamda moduli |7|-|a|ga teng

bo'lgan Aa (yoki a)) vektorga aytiladi.

Ikkita a va
b vektorlarning yig indisi deb o c=a<h
uchburchak yoKi
parallelogramm goidasi
boyicha aniglanadigan b
c=a+b vektorga aytiladi. (4.1-rasm)
(4.1-rasm)
Bir  tekislikda  yoki
parallel tekisliklarda PR
yotmagan a, b, ¢, c SN

vektorlarning yig'indisi a, b,
c, vektorlarga  qurilgan
parallelipiped dioganalini
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Ikkita a va b
vektorlarning ayirmasi deb
c=a+(-b) vektorga aytiladi
(4.3—rasm)

(4.3 — rasm)

3. a vektorning (X, y, z) koordinatalari deb, boshlang’ich nugtasi
koordinata boshi Dbilan ustma - ust tushganda, oxirgi nugtasining
koordinatalariga aytiladi.

a=(X, Y, z) vektorni a=xi+yj+zk, (4.1)
ko rinishida ifodalanishi mumkin, bu yerda i, j,k - birlik vektorlar

(ortlar), mos ravishda Ox, Oy, Oz o glarining musbat yo nalishi bilan mos
tushadi:

= =F=t.
4. |a| vektorning uzunligi
‘5‘:1/x2+y2+22 (4.3)

formula bilan aniglanadi (4.4 - rasmga garang).

Z
Ic
M
1k ——" E}
A y
M!
X
(4.4 —rasm)

Misol. Uchta vektor berilgan: a=(@-1), b= -2), c=(@ 7). p=a+b+c ni
yasang, uning uzunligini toping va pvektorni a va b vektorlar bo'yicha
yoying.

Yechish. p=a+b+c vektorni yasash ko pburchak qoidasiga asosan
rasmda ko'rsatilgan. U holda vektorni (4.3) formulaga asosan
p=+32+42 =5 p vektorni a va b vektorlar bo'yicha yoyish, uni quyidagi
ko rinishda ifodalashdir: p=ca+ b, bu yerda « va g - hagigiy sonlar uni
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aniglash uchun (3, 4)=«a(3, -1)+ 8@ -2) Yyoki quyidagi {43_:3“2/3 tenglamalar
sistemasini yozib olamiz. Olingan sistemani yechib, «=2 g=-3 ya’ni
p=2a-3b ni olamiz. Demak, pvektorning a va b vektorlar bo'yicha

yoyilmasi 2a va -3b vektorlarga qurilgan parallelogramm dioganalidan
iborat (4.5-rasmda ko rsatilgan).

yA
poa+bic
6],
5 4] \gk
2 Y.E. >
0 6 X
N T 24
(4.5 —rasm)

5. Vektorning yo naltiruvchi kosinuslari deb, cose, cospg, cosy sonlariga
aytiladi, bunda mos ravishda «, g, y—a vektorning Ox, Oy, Oz oqglari bilan
hosil gilgan burchaklari:

X y
COSQ=——o—, COSf=—o2—, (4.4)
X2 +yi4z? X +y*+72
z
C057=m; bunda COSza+COSZﬁ+COSZQ/=1 (4'5)

6. Ikkita a=(x,y,,z)Vva b=(x,, y,, z,) yig’indisining koordinatalari va a
vektorning 2 songa ko paytmasi quyidagi formulalar bo yicha aniglanadi:

5+5=(x1, Yir Z) +(Xp, Yoo Z,) = (X + Xy, Yy + Y5, 2+ 2,) (4-6)
/15=/1(X1, Yir 21) = (A%, Ay, 42,) (47)

7. a vektorning | o°qdagi proyeksiyasi deb pr, a
pnaz‘a‘-coao (4.8)

songa aytiladi, bu yerda ¢ a vektor va | 0°q orasidagi burchak.
8. Ikkita ava b vektorlarning skalyar ko paytmasi (a, b) deb
(a,b)=a-b= \EHB\ .COSQ (4.9)
songa aytiladi. a=(x,y,,z) va b=(x,y, z,) Vektorlarning skalyar
ko paytmasi:
(a,b)y=a-b=xx,+Vy,y, +22, (4.10)
formula bilan aniglanadi.
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Vektorning skalyar kvadrati

(3, a)=a :‘5‘2 =x?+y?+7° (4.11)
yoKi
la| =+/a? (4.12)
9. a=(x, v, z) Va b=(x,, v, z,) vektorlar orasidagi burchak
cosp = (@, b) XX, +Y,Y, +7,Z, (4.13)

Ell \/xlz +y +z° \/xzz +y, +17,

formula orgali aniglanadi.

10. Ikkita ava b vektorlar ortogonal deyiladi, agar ularning skalyar
ko paytmasi nolga teng bo'lsa, ya’ni a-b=0.

11. Ikkita a=(x,y,z) Vva b=(x,y, z,) Vvektorlarning kolleniarlik
(parallellik) sharti

P XY, 7, 1
b=ka, YOKi PR (4.14)
ortogonallik (perpendikulyarlik) sharti
ab=0 YOKi xx,+v,y, +27,=0 (4.15)
Misollar.
1. Berilgan a=(2; -1, -2) va b=(8; —4; 0) vektorlar bo yicha quyidagilarni
toping:
a) c=2a Va d=b-a; b) ¢ va d vektorlarning
uzunliklarini;
c) d vektorning skalyar kvadratini; d) (c,d) vektorlarning skalyar

ko paytmasini
e) c va d vektorlar orasidagi burchakni
Yechish. a) Ta’rifga asosan c=2a=(4;,-2;,-4); d=b-a=(6; -3; 2).
b) (4.3) formulaga asosan, ¢ va d vektorlarning uzunliklarini
H:\/42 +(=2)% +(-4)? =6 \E\:Jez +(=3)2+22 =7.
c) Vektorning skalyar kvadrati (4.11) formulaga asosan
d dy=d"=[d] =72 =40.
d) Vektorlarning skalyar ko paytmasi (4.10) formulaga asosan,
(c,d)=4-6+(-2)(-3)+(-4)-2=22
e) Vektorlar orasidagi burchak (4.13) formulaga asosan

(@ d)_ 22 45 bundan ¢ =arccos 0.52 ~ 58"
cld| 6-7

2. Quyidagi a va b vektorlar berilgan. Berilgan vektorlar modullarini,
ularning chizigli kombinatsiyasi ¢ vektor koordinatalarini va uzunligini, a

Cos g =
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va b vektorlarning skalyar ko paytmasini, ular orasidagi burchak
kattaligini, o zaro ortogonalligini aniglang:
(oii

], b=(-12 -2), c=3J/2a-b.
2 2

Yechish. \5\:\/0% g +{g} =1 \6\=\/(—1)2+22+(-2)2 =3

0 -1} (1
c=3v/2a-b=3v2- % [ 2}{1} ya’ni 6:(1,1,5).\6\=\/12+12+52 =33
J2 5

2

(a-b)=0-(-1)+ f 2+ £ (-2)=0 bo’lgani uchun berilgan a va b vektorlar

ortogonal, ya’ni ular orasidagi burchak kattaligi: (a b)= 900(5)

3. a=(2;1;-1) vektorga kolleniar va (a,b) = 3 shartni ganoatlantiruvchi
b vektorni toping.
Yechish. Faraz qilaylik, b=(x,,y,.z,) bo’lsin, u holda (ab)= 3 =

2%, +y,—z,. Kolleniarlik sharti esa X—sz%zz—bzt ni beradi. Bundan

x, =2t, y, =t, z, =-t; ularni birinchi tenglikka go'yib turib t=0,5 ni hosil

gilamiz va x, =1y, =05, z, =—-0,5. Demak, b=(1; %; -%)
4. a=(5 2;5)vektorning b=(2,—1; 2) vektor o gidagi proyeksiyasini toping.
Yechish. pra- (a,b)_2-5+(-1)-2+5-2 18 _
" b 22 (c1f +22 3

3. Agar a+2b va 5a-4b vektorlar o'zaro perpendikulyar bo’lsa, a
va b birlik vektorlar orasidagi burchakni toping.

Yechish. (a+2b)(5a-4b) = 5a +6ab-8b =6ab—3=0, :655:3:55:%_ U
holda

COS(D=_a—'b_=l
el 2
4. Quyidagi b=(8; -3;-10;10) vektorni
a,=(00,43)a=(-23L4) a,=(LL -45)
a, =@ -20,3) vektorlar sistemasining chizigli kombinatsiyasi
ko rinishida yoyish mumkin yoki yo qgligini tekshiring.
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Yechish. ax +a,x,+a,x,+a,x, =b Vvektor tenglamani koordinatalarda

chizigli tenglamalar sistemasi korinishida yozib olamiz va uni Gauss
usuli bilan yechamiz:

] -2 1 1 8 1 -2 1 1 8 1 -50 3 1
0 3 1 -2 -3 0 3 [ -2 -3 0 3 1 -2 -3

— — —
4 1 -4 0 -10 0 9 -8 -4 -41 0 33 0 -20 -66
3 4 5 3 10 0 10 2 0 -14 0 4 0 4 -8
1 -50 3 1 100 8 1 1000
0 3 1 -2 -3 001 -5 0010 3

— — —
0 33 0 -20 —66 000 [-53 0 0001 0
0o il o 1 -2 010 1 =2 0101 -2
1000 1 x, =1
0100 -2, [x,=-2 .

P - yagona yechimi.

0010 3 X, =
0001 O x, =0

Demak, b vektor berilgan a, a,, a,, a,vektorlar sistemasi orgali yagona
usulda yoyilishi mumkin: b=a, —2a, +3a,+0-a,.

7.a=(5;1;-2)vab = (1, 5; -2) vektorlar berilgan. 3a-b vektorning:

a) 3a—b vektorning koordinata o qglarida hosil gilgan proyeksiyalarini;

b) uzunligini;

¢) yo naltiruvchi kosinuslarini toping.

8. Quyidagi a va b vektorlar berilgan. Berilgan vektorlar modullarini,
ularning chizigli kombinatsiyasi ¢ vektor koordinatalarini va uzunligini, a
va b vektorlarning skalyar ko paytmasini, ular orasidagi burchak
kattaligini, o zaro ortogonalligini aniglang:

a) a=(0,0,-11), b=(1,1,11) c=2a+b.

b) a=@12,3), b=(-532), c=—4a+3b.

9. a=2m+4n va b=m-n vektorlar berilgan, bu yerda mvan birlik
vektorlar, ular orasidagi burchak 120°. a va b vektorlar orasidagi burchakni
toping.

10. Tekislikda uchta a,b,c vektorlar berilgan. Ma’lumki,

A

[a]=2 |p|=3[c/=3 (ab)=60",

(bc)=60", d=—a+b—c vektor uzunligini toping.
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11. « va p ning ganday giymatlarida a=-2i+3j+gk Vva b=ai-6j+2k
vektorlar:  a) kolleniar, b) ortogonal?
12. oA vektor OX, OY va OZ o’glari bilan mos ravishda Z %

T

’ 4
burchaklar hosil giladi. Agar 8(2; 2,-2v2) bo'lsa, 0A va OB vektorlarning
perpendikulyarligini isbotlang.

13. Uchta a(2; -2), b(2; -1), c(2; 4) vektorlar berilgan. p=2a-b+c vektorning

koordinatalarini toping hamda a va b vektorlar bo yicha yoying.

14. To rtta vektor berilgan:

a=(2,10), b=(1-12), c=(2;2-1), d=(3, 7,-7). a vektorni b, c, d
vektorlar bo'yicha yoying.

15. a=2i+3j-6kvektorning uzunligini va yo naltiruvchi kosinuslarini
toping.

16. m ning ganday giymatlarida a=mi-3j+2k va b=i+2j-mk vektorlar
0 zaro perpendikulyar bo ladi?

17. a=i+j+2k  vektorning  b=i-j+4kvektor  yo nalishidagi
proyeksiyasini toping.

18. a=3i-6j-k, b=i+4j-5k va c=3i+4j+2k Vvektorlar berilgan. a+c
vektorni b+cvektorga proyeksiyasini toping.

4.2. Vektorlarning vektor va aralash ko paytmalari
a vektorning b vektorga vektor ko 'paytmasi deb, c=axb
ko'rinishda belgilanuvchi va quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi
vektorga aytiladi:

1. ¢ vektor a va b vektorlarga perpendikulyar;

2. ¢ vektor uchidan garalganda a vektordan b vektorga eng gisga
burilish soat mili yo nalishiga teskari yo nalishda kuzatiladi (a, b, c
vektorlarning bunday joylashuvini 0'ng uchlik deyiladi);

3. ¢ vektorning moduli a va b vektorlarga qurilgan
parallelogrammning S yuzasini ifodalovchi songa teng, ya’ni

c|=s =[alp|sinp (¢ - a va b vektorlar orasidagi burchak).

Vektor ko paytmasining asosiy xossalari:
1. axb=-bxa;

3. ax(b+c)=axbraxc
4. Agar a=0, yoki b=0, yoki al[b bo’lsa, u holda axb=0. Xususan

axa=0.
Koordinata o"glari ortlarining vektor ko paytmasi:

76



ixi=0,jxj=0kxk=0 a=a,i+a, j+ak, .
A=A =R agar D T bo'lsa, u holda
i xj=k, jxk=i,kxi=] b=b,i +b, j+b,k
i ok
axb=la, a, a,
b, b, b,
—_ _ - N a
Agar a va b vektorlar kolleniar bo'Isa, u holda 2—X=b—y=i
X y z
19. a=i+3j va b=3j-4k vektorlarga qurilgan parallelogramm yuzasini

hisoblang.
Yechish. a va b vektorlarga qurilgan parallelogrammning S yuzasi shu
vektorlarning vektor ko paytmasining moduliga teng: S = \5x6\. Vektor

ko paytmani topamiz:

i
axb=[1 3 0[|=-12i +4j-9k.
30 -4

Demak, s =./(-12)? +4 +(-9)* =144 +16+ 81 =~/241 kv birlik.

a, b, c¢ vektorlarning aralash ko paytmasi (abc) deb, (axb) vektor
ko’paytmaning c¢ vektorga skalyar ko paytmasiga aytiladi. Aralash
ko paytmaning xossalari:

Bu xossadan aralash ko paytmani abc ko'rinishda belgilash mumkin
ekanligi kelib chigadi.

5. abc=bca=cab, ya’ni ko'paytiriluvchi vektorlar o'rinlari doiraviy
almashtirilganda aralash ko paytma giymati 0" zgarmaydi;

6. abc=-bca, abc=-cba, abc=-acb, ya’ni qo shni ikkita vektorlarning
o rinlari alamshtirilganda aralash ko paytma ishorasini 0" zgartiradi;

7.agar vektorlardan aqalli bittasi nol vektor yoki a, b, c vektorlar
komplanar bo’lsa, u holda abc=0 bo ladi.

Agar

bo’lsa, u holda

Agar a, b, c¢ vektorlar komplanar bolsa, u holda
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a, a, a,
b, b, b,|=0.
¢, ¢ ¢,

Aralash ko paytma ko paytiriluvchi vektorlarga qurilgan parallelopiped
hajmiga ishora aniqgligiga teng, ya’ni V = +(abc).
20. Uchlari A(1, 2, 0); B(-1, 2, 1); C(0; -3; 2) va D(1, 0, 1) nugtalarda
bo lgan piramidaning hajmini hisoblang.
Yechish. Piramidaning A uchidan chiggan girralariga mos keluvchi
vektorlarni topamiz:

AB={-2;0;1}, AC={-1,-5,2}, AD={0;-2;1}. Piramidaning hajmi shu
vektorlarga qurilgan parallelopiped hajmining % gismiga teng bo lganligi

sababli
-2 0 1
ve+i_1 _5 2=1.4-2 kub birlik.
6 6 3
0O -2 1

21. a va b vektorlar 0°zaro ¢=45'li burchak tashkil qilib, \5\:\6\:5

bolsa, p=a-2b va qg=3a+2b vektorlarga qurilgan uchburchak yuzini
hisoblang.

22. Uchlari A(7, 3, 4), B(1, 0, 6), C(4, 5, -2) nugtalardan iborat
uchburchak yuzini hisoblang.

23. Piramidaning uchlari berilgan: A(2, 3, 1), B(4, 1, -2), C(6, 3, 7),
D(-5, -4, 8). Uchburchakning D uchidan tushirilgan balandligi uzunligini
toping.

24. Uchburchakning uchlari berilgan: A(1, -1, 2), B(5, -6, 2), C(1, 3, -
1). Uning B uchidan AC tomoniga tushirilgan balandligining uzunligini
hisoblang.

25. Uchlari A(2, -1, 1), B(5, 5, 4), C(3, 2, -1), D(4, 1, 3) nuqtalarda
bo’Igan piramida hajmini hisoblang.

4.3. Chiziqgli fazo va uning o Ichovi
Barcha kompleks sonlarning gism to plami P quyidagi Xossalarni
bajarsa, sonli maydon deyiladi:
e Agar o gepP, uholda a+peP va a-BeP;

e Agar aeP, Uholda (-a)eP;

e AgaraeP vaa=0,Uholda lep
(24

Barcha ratsional, haqigiy, kompleks sonlar to plami sonli maydon bo'la
oladi. Elementlari x, y, z,... bo’lgan V toplam ustida vektor fazo
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aniglangan deyiladi, agar x+yev, va xeVv, vaeP uUchun «-xev bo'lsa va
quyidagi munosabatlar o'rinli bo’lsa:

l.x+y=y+x;

2.(x+y)+z=Xx+(y +2);

3. shunday 30ev element mavjud bo lsaki, vxev uchun x+0 = x bo’lsa;
vxeV uchun 3—xev, x+(x) =0;
1-x=x%, 1eP, xeV;
a(fX)=(@p)x;, a,feP; xeV;
a(X+Yy)=ax+ay, aecP;XxyeV,;

8. (a+B)x=ax+ X

Vektor fazoning elementlari vektorlar deb ataladi.

Haqiqiy (kompleks) koordinatali barcha n o Ichovli vektorlar to plami
R" (C") orgali belgilanadi. Quyidagi tartiblangan (a,.....«,)n - likka, n-
o’Ichovli vektor deyiladi.

To plamdagi n — o"Ichovli vektorlarni go shish va songa ko paytirish:

(o, 0,00) + (B, Por- ) =+ Bty + Py 0ty + B),

Moy, ay,..ap) = (Ao, Aa,,.. . Aa,)

amallari uni vektor yoki chizigli fazoga aylantiradi.

26. Quyidagi to plamlardan gaysi biri sonli to'plam bolishini

aniglang:

a) barcha butun sonlar to plami;

b) a+bs3 ko'rinishdagi barcha sonlar to plami, bu yerda a va b —
ratsional sonlar;

C) m+n+/3 ko rinishdagi barcha sonlar to plami, bu yerda m va n — butun
sonlar;

d) a+bi ko'rinishdagi kompleks sonlar, bu yerda a va b — ratsional
sonlar.

27. Quyidagi to plamlarning vektor fazo bo lishini aniglang (to plam
elementlarini qo'shish va ularni songa ko paytirish odatdagiday
aniglangan).

a) elementlari hagigiy yoki kompleks sonlardan iborat barcha kvadrat
matritsalar;

b) darajasi n bo"lgan barcha ko phadlar;

c) f (2) = 0 shartni ganoatlantiradigan barcha ko phadlar to"plami;

d) f (2) = 1 shartni ganoatlantiradigan barcha ko phadlar to plami;

e) [a; b] kesmada uzluksiz barcha funksiyalar;

f) barcha haqiqiy sonlar;

g) barcha kompleks sonlar.

S
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4.4, Vektorlarning chizigli bog ligligi va chizigli erkliligi.
n- 0 Ichovli chizigli fazo bazisi va koordinatalari
X1, Xo, ..., Xn Vektorlarning chizigli kombinasiyasi deb
x=A4x + % +..+ 4, x, formula bilan aniglanuvchi x vektorga aytiladi, bunda
Ay As... 4,-tayin sonlar.
Agar x,x,...x, vektorlar sistemasi uchun kamida bittasi noldan fargli
shunday 4, 4,..., 4,sonlar mavjud bo'lib,
A X+t A X, =0 (4.16)
shart bajarilsa, bu sistema chizigli bog'ligli deyiladi. Agar yuqoridagi
tenglik fagat 4,=..=1,=0 bo'lganda o'rinli bo'lsa, x;, X, ..., X, vektorlar
sistemasi chiziqli erkli deyiladi.
Ikkita kolleniar vektor har doim chizigli bo gliglidir. Uchta komplanar
vektor har doim chizigli bogligli.
n ta chizigli bog'ligmas vektorlar sistemasi e.e,..e, berilgan bolib,
ixtiyoriy x vektorni ularning chizigli kombinatsiyasi, ya’ni
X=a.e +..+a,e, (4.17)
shaklida ifodalash mumkin bo’lsa, u holda berilgan sistema basiz
deyiladi.

(4.17) tenglik x vektorning e,e,.e, basis bo'yicha yoyilmasi
deyiladi. Fazoda chizigli bog'liq bo Imagan har ganday uchta e, e, ,e, vektor
bazis tashkil giladi, shu sababli fazodagi har ganday x vektor shu bazis
bo'yicha yoyilishi mumkin. n o’lchovli V fazoda e, e,..e, bazisni ajratib
olamiz wxevuchun x=age +ae,+..+ae, Yyagona Yyoyilma mavjud.
a,,a,...a,50nlar x vektorning koordinatalari bo’lib, bunday yoziladi:

X:{al,az,...an }
Agar bazisning vektorlari 0 zaro perpendikulyar va birlik uzunlikka ega
bo’lsa, bu bazis ortonormallangan bazis deyiladi va u ortlar deb ataluvchi

I, J, K, ...n vektorlar orgali belgilanadi.
28. &(1357), @&(3571) , @(5,7,1,3), @(7,1,35) vektorlar chizigli

bog’ligmi?
Yechish:
1357
3571
A:
57 1 3
7135
A= 0 bo’lgani uchun a;, a, a@;, @; vektorlar chizigli erkli.
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29. Barcha n — o’Ichovli vektorlardan iborat r" fazoning o’lchamini
aniglang va bazisini tioping.

Yechish. Dioganal sistemalarning vektorlari e, =(1,0, ...,0),e, =(0,1,...,0),
..,e. =(0,0,...,2) chiziqli bog'ligsiz va har bir n — o’Ichovli vektor ¢, e,, ....e
sistema bo yicha yoyiladi. Demak, ¢ e,,...e, - R" bazis va dmR"=n.

30. Darajasi n dan oshmaydigan barcha p,(t) ko phadlar fazosining
o lchamini aniglang va bazisni toping.

Yechish. 1t,t%,...t"ko phadlar chizigli bog ligsiz sistemasi tashkil giladi,
va darajasi n dan yugori bo'Imagan har bir ko phad bu sistema bo yicha
yoyiladi. Demak 1,t,t%,...,t" - P,(t) fazoning bazisi va dim P,(t)=n+1.

n

4.5. Chiziqli fazoda skalyar ko paytma tushunchasi
n o'lchovli V fazoda x=(«,a,..2,) Va y=(8.5,...5,) vektorlar berilgan

bo’Isin. Ularning skalyar ko paytmasi x-y=ap, +a,8, +..a,8,formula bilan
aniqlanadi va quyidagi xossalarga ega:

1)xy = yx

2)(X +y)z=xz +Vz;

3) ()y = a(xy);

4) xx>0, agar x=0;

Evklid fazosi. Haqigiy sonlar to plami ustida aniglangan vector fazoda
skalyar ko paytma aniglangan bolsa u Evklid fazosi deyiladi. Vektorning
uzunligi [ =x-x =’ +o,° +..2,> . Uzunligi birga teng vektor birlik vektor
deyiladi.

e.e,..e, bazis orto deyiladi, agar i=jda e-e;=0 bo’lsa, Evklid
fazosining vektorlari uchun Koshi-Bukyakovskiy va uchburchak
tengsizligi bajariladi:

xy| < [x]y|
X+ y| < || +]y]

4.6. Chizigli operator
Chizigli operator ustida amallar. Chizigli operatorning xos sonlari va
Xo0s vektorlari.

Agar fazodagi har bir x vektorga o sha fazoning aniq y = Ax vektori
mos go yilgan bo’lib, u ushbu A(x, +4,%,) =4 Ax +4,Ax, chiziglilik shartiga
bo ysunsa u holda A chizigli operator deyiladi, bu yerda x; va x, fazoning
ixtiyoriy vektorlari 2 va, ixtiyoriy sonlar. Agar shunday noldan farqli
xeR" vektor mavjud bo’lsaki,
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AX = X (4.18)
tenglik bajarilsa 2son A chizigli operatorning xos soni, x esa xos vektor
deyiladi. Boshgacha aytganda matritsani uning xos vektoriga ko paytmasi,
bu vektorni 2 baravar, cho'zish (1>1)yoki siqish (1<1) dan iborat. 21=1da
vektor o"zgarmaydi.
(4.18) tenglikning boshgacha ko rinishi
(A—JE)x=0
E — birlik matritsa, 0 — vektor, A matritsaning elementlari a; — bo’lsa, A
chizigli operatorning e,,....e, bazisdagi matritsasi yana A harfi bilan

belgilanadi.

a-4 &, .. A,
A—JE = 8y A=A .. 8yn
a, a, ... a,—4
xarakteristik matritsa deyiladi. A-2e =otenglama xarakteristik tenglama

deyiladi.
31. Matritsaning xos son va xos vektorini toping.
A:(s 2}
1 4
Yechish. Matritsaning xarakteristik tenglamasi
3-4 2
1 4-2
bundan #2-72+10=0, 4 =2, 4,=5. X0s vektorni topish uchun:

[aﬂ aﬁ](xl}ﬂ(xl] (au—ﬂ a J[xl :[Oj {(au—ﬂ)Xﬁauxz:O
Ay Ap N\ X Xz, ay azz_/1 X, 0/ a21xl+(a22_/1)X2=0

4, =2 ga mos keluvchi xos vektor

:0,

{ijﬁiig sistemaning yechimi bo'ladi, bu bitta tenglama, X, = b deb

olsak, x; = (-2b, b) = b(-2, 1) boladi.
2, =5 X0S songa mos keluvchi xos vektor
- 2% +2x,=0
{ X —X, =0
erkli o"zgaruvchini x, = ¢ deb olsak. x, = (c, ¢) = ¢(1, 1). b va c ixtiyoriy
sonlar bo’lgani uchun bitta xos songa bir nechta har xil uzunlikdagi xos
vektorlar mos kelishi mumkin. Masalan, bir jinsli sistemaning fundamental
yechimlariga mos keluvchi xos vektorlar
X1=(-2, 1), x=(1, 1).
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4.7. Kvadratik formalar
Kvadratik forma deb L(x, x,, ...x,) nta Xy, Xo, ..., X, noma’lumlarning
har bir qo shiluvchisi bir noma’lumning kvadrati, yoki ikkita turli
noma’lumning ko'paytmasidan iborat yig'indiga aytiladi. Kvadratik
formani L =x'AX vyoki L(x, xz,...,xn)=iia”xixjko‘rinishida yozish

mumkin. Kvadratik formaning kanonik ko‘r_in_ishi deb, noma’lumlarning
ko paytmasini 0°z ichiga olmagan berilgan kvadratik formaga ekvivalent
formaga aytiladi.

L:Zn:zn:a”xixj kvadrtik forma kanonik ko'rinishga ega deyiladi, agar

i=1 j=1

barcha i=jda a, =0 bo’lsa, ya'ni: L=a,x’+a,x, +..+a,x, => ax’.
i=1

Har ganday kvadratik formani noma lumlarni chizigli almashtirish X =
SY (bu yerda X =(x, x,, ...x,) - 0 zgaruvchilarning ustun matritsasi)
yordamida kanonik ko rinishga keltirish mumkin.

Agar barcha x=0 da L(x) > O(L(x) < 0) bo'lsa, u holda L(x) musbat
(manfiy) aniglangan kvadratik forma deyiladi.
32. Kavdratik formaning matritsasini yozing.

F= 2x7 —5x2 +8X2 +4x%,X, — 2X,X; +6X,X;.

Yechish. xx =xx (i=k)  ko'paytmalarning  koeffitsiyentlarini
a, +a,bilan belgilaymiz, bunda a,=a,. (a,+a,)xx hadni a,xx +a,xx
ko'rinishda yozib olamiz. Bunda F  kvadratik formani quyidagi
ko rinishda yozish mumkin:

F = 2x2 +2xx, — %X, + 2%,X, —5x% +3%,X, — X, X, +3%.%, +8x2. Endi F kvadratik

2 2 -1
formaning A matritsasi: A:( 2 -5 3] ko rinishda bo’ladi.
-1 3 8

Ixtiyoriy kvadratik formaning o zgaruvchilarini nomaxsus chizigli
almashtirish yordamida kanonik ko rinishga keltirish mumkin.

Buni misolda namoyish etamiz. L=2x;°+4x;X,-3%,* kvadratik formani
olamiz. x;* oldidagi koeffitsiyent noldan fargli bo"lgani uchun x, bo’yicha
to liq kvadratga keltiramiz:

L:2(X12+2X1X2)-3X22:2(X12+2X1X2+ X22- X22)-3 X22:2(X1+ X2)2-5X22

Agar y1=X 1+X,, Yo=X, desak, L=2y,;°-5y,> kanonik ko rinish hosil
bo ladi.
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33. Quyidagi matritsaga mos kvadratik formani toping.

1 -2 3
A=|-2 5 -1
3 -1 0

1 -2 3\x

Yechish. L = XAX =(x, %,, X;) =2 5 =1 X, |=X2+5x2 —4%,X, +6X,X; — 2X,X,.
3 -1 0

Quyidagi kvadratik formalarning matritsasini yozing.

X3

34, F = —xZ +2x2 —3xZ +2%,X, + 4%, X, 35. F = 2%, + 4X.X, — 6X,X,

36. F =x2+x2 —2%,X, +5%X, 37. F=3x2+x2-xX,

Quyida berilgan kavdratik formalarni kanonik ko rinishga keltiring.
38. F = x2+3x2 +4X2 +2X,X, + 2X,X; + 6X,X,

39. F =2x7 —3x2 —4x,x, + 4%,X; — 8X,X,

40. F = x2 +2%,X, + 2X,X,

A1, F =x? —4x,x, + X2

42. Uchlari A, B, C nugtalarda bo’lgan uchburchakning yuzini toping.

Ne A B C
1 (1,-1,1) (-1, 1, 2) (2,-2,4)
2 4,5, 2) (-5, 0, -2) (1,-4,0)
3 (8, 2, -6) 0, -5,1) 4,1, -3)
4 (5, 4, 3) (-2,2,1) 0, 4, 4)
5 (-10, 8, -4) (-7,7, -3) (-9, 5, -7)
6 (3, 6, -3) (2,5, -2) (1, 4,-3)
7 (-5,3,1) (-2,0,1) (-1, 4,-1)
8 4, -2, 2) (3,2, 2) 4, 2,-4)
9 (2,-1, 2) 0,-1,1) (-3,0,1)
10 (6, 2, 5) (5, 2,4) (7, 3,5)
11 (-1, 2, 2) (-3, 6, 2) (2,-3,1)
12 (5, 4, 10) 4,5, 9) (1,6, 11)
13 (8, 4, -4) (7, 2, -3) (9,4,1)
14 (2,5, -1) (3,6, -1) (-1, 4, -3)
15 (1,1,-1) (2, -3, -4) (2,1,-2)
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43. Piramidaning uchlari A, B, C, D nugtalarda yotadi. Piramidaning
hajmini toping.

Ne A B C D
1 (2,-1,00 | (1,-2,-2) |(-1,2,1) | (1,0,2)
2 (-3,-1,0) | (-1,-1,6) | (2,2,1) | (0,2,1)
3 6,1,-2) | (0,-4,5) |(-3,2,1) | (1,0,1)
4 (1,-3,7) | (-3,0,3) |(2,3,0) | (0,3,1)
5 (5, 3,-4) (1,0,2) |(2,3,0) |(-1,3,10)
6 0,2,5 | (-2,-1,2) | (2,5,1) |(7,6,10)
/ (1,2,1) (-6,0,5) |(-3,0,0) | (-1, 2,4)
8 (-8,5,-2) | (2,1,-4) |(-2,-1,7)| (-3,6,4)
9 (2,4,8) (3,6,9) |(-1,0,0) | (1,0,0)
10 (4,2,-1) | (-2,-1,3) |(10,0,-1)| (1,1,1)
11 (1, 2, 3) (2,3,4) |(3,4,5) | (4,5,6)
12 | (-1,-3,-2) | (-4,-3,2) | (2,2,0) | (-1,0,7)
13 | (0,-1,-2) | (5,3,4) |(-1,1,1) ]| (3,0,3)
14 (2,2,2) |(-3,-3,-3) | (1,2,0) |(-2,-3,1)
15 (1,0, 2) (5,3,-2) | (2,1,4) |(-2,-3,8)

4.8. Igtisodda chizigli modellar. Savdoning chizigli modeli
n ta mamlakatning budjeti x;, X,,... X, tovarlar sotib olishga
sarflanadi. Biz ayriboshlashning chizigli modeli - xalgaro savdo modelini
garaymiz.
J — mamlakatning i — mamlakat tovarini sotib olishga sarflaydigan x; —
budjetning bir gismi a;; koeffitsiyentlar matritsasini kiritamiz.

d;; d, . Qg
a a e da

A — 21 22 2n (419)
a'nl an2 ann

U holda bor budjet mamlakatning ichidan va tashgarisidan tovar sotib
olishga sarflansa,

Ya, -1 (4.20)

o rinli bo’ladi. (4.19) matritsa (4.20) shart bilan savdoning strukturaviy
matritsasi deyiladi. i — mamlakatning ichki va tashqi savdodan daromadi:
Pi = aj1X1+ QigXot. .. FainXn
Balanslashtirilgan  (defitsitsiz) savdo sharti tabily ravishda
quyidagichadir: har bir mamlakatning budjeti savdodan tushadigan
daromaddan oshmasligi kerak, p > x,, ya’ni
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ailX1t apXot...tainXn>X; i=1n. Bu shartda tengsizlik belgisi bo’lishi
mumkin emasligi isbotlanadi va
A X +a,X, . +a, X, =X
A,X +8,,X, FoF A, X, =X, (4.21)
Ay X Fa,X, +...+a,.X, =X,
(4.21) sistema matritsa ko rinishida
AX =X YOKI (A-E)X =0 (4.22)
Matritsaning xos soni 2=1 ga mos keluvchi xos vektor tagchilliksiz
xalgaro savdoning budjetlaridan iborat bo"ladi.

Misol. To rtta mamlakat savdosining strukturaviy matritsasi
02 03 02 02
04 03 01 02

03 03 05 02
01 01 02 04
budjetlar yig'indisi x; + X, + X3 + X4 = 6270 (shartli pul birligi) bolsa,
bu mamlakatlarning budjetini toping.
Yechish. Berilgan strukturaviy matritsa A ning X0s soni i=1ga mos
keluvchi xos vektor xni
topish kerak, (A-E)x=0 ya'ni tenglamani yechish kerak.
-08 03 02 02Yx) (0
04 -07 01 02 |x| [0
03 03 -05 02 [x| |0
01 01 02 -06Jx) (0
bu sistemaning rangi uchga teng bo'lgani uchun, noma’lumlardan
bittasi erkli o'zgaruvchi va u orgali qolganlari ifodalanadi. Sistemani

Gauss usuli bilan yechib xos vektor x ning komponentlarini topamiz:
xiz&c, xzzﬁc, x3=§c, X, =C.
121 121 11

Topilgan giymatni berilgan budjetlar yig'indisiga qo'yib ¢ kattalikni
topamiz: ¢ = 1210, bundan defitsitsiz savdoda mamlakatlar budjetining
izlanayotgan kattaligini topamiz.

X1 = 1400, Xo = 1460, X3 = 2200, Xg = 1210.

44. Berilgan vektorlar sistemasi chizigli bog'lig yoki erkli ekanligini

aniqglang.
A1=(3,514), A,=(-2,1,-5-7), A3=(-1,-2,0,-1).

Yechish. Aix; + Axx, + Asxs = 0 bundan quyida tenglamalar sistemasini

hosil gilamiz:
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3% —2X,—%X; =0
SX, + X, —2X, =0 X, = 5X,
x1—5x2+0~x3:0:>{x3=13x2
4%, —TX, =X, =0
Oxirgi hosil gilingan tenglamalar sistemasining nolmas yechimlari ham
mavjud. (Masalan x;= 5, X, = 1, X3 = 13). Demak, A;, A,, Az vektorlar
chizigli bog lig ekan.
45. Quyida berilganlarga ko'ra B=(2, 7, 11, 6) vektorni A;=(2, 4, 0, 3)
Ar,=(-3,0,1, 3), As(1, -1, 10, -3) vektorlar orgali ifodalash mumkinmi?
Yechish. Aix; + Axx, + Asxz = B tenglamaning umumiy yechimini
topamiz. Bundan
(2,4,0,3)x.+(-3,0,1,3)x, + (1, -1, 10, -3)x3=(2, 7, 11, 6) =
2X, —3X, + X3 =2
4% +0-X, =X, =7
= X, =2, X, =1 x;=1
0-x, +x,+10x; =11
3-X, +3X, —3X, =6
Demak, B = 2A; + A, + Az
46. Quyida berilgan uchta vektorlar bazis hosil gilishini tekshiring.
a={0,31},b={1,-2,0}, c={1,01}.
0-4-2,=0 A +2,=0
Yechish, 5216/126=0:>{3+241o-,12=o:>{211=3
1-0-4-4,=0 2, =1
Bundan ko'rinadiki berilgan yugoridagi sistemani yechimi yo-q.
Demak a,b,c vektorlar chizigli erkli.
47. Berilgan vektorlar orasidagi burchak kosinusini aniglang va

skalyar ko paytmasini toping.

Yechish. a-b=1-(-1)+1-1+3-3=9
) = V1 +1°+8 =11 |p|=@)* + @) +3° =11

5-5=‘5‘-‘5‘-003¢

formuladan 9=+11-+11-cosp cosp= %

48. Agar A, — A; va Az — A, vektorlar proporsional bo Imasa, u holda
A4, A,, Az vektorlar chizigli bog’lig emasligini ko’rsating.
Yechish. Al(al, bl, C1) Az(ag, bz, C2) Ag(ag, b3, Cg)
A; — Ap = (a2—ag; by — by ¢ —€1), A3 — Ay = (az—ay; bz —Dby; C3—Cy).
A, — A, va A; — A; vektorlar proporsional emasligidan
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a,—a, #A(a, —a,) (A1-Da,—-1a,+a,#0
%bs —b, = A(b,-b) = {(/1 ~1)b, — Ab, +b, =0
c,—¢C, #A(c, —¢) (A-1c,-4c, +c, =0
Aa, + A8, # 4,8,
Demak, lﬂibﬁ/’tzbz + b, bo’lib, Ay, Ay, Az vektorlarning chizigli bog'lig
AC + A,C, # AC,
emasligi kelib chigadi.
Kvadratik formani kanonik ko rinishga keltiring.
49. F = X% + 2X,° + TX3” + 2X1Xo + AXoXa + 2XaXq
Yechish. Nomalum x; ni o'z ichiga olgan hadlarni guruhlab, to'la
kvadrat ajratamiz:
F = X, +(2X X+ 2X1X3) +2X0° +TXg” +A%oXa=X1 2 +2X1(Xp + X3) + (Xo+ X3)° -
- (Ko Xa) + 2% + TXa” + AXoXa = (Xq + (Xo + X)) + Xo© + 65" + 2xXpXg =
(Xi+ Xo + Xa)” + (X2 + X3)° + 5X5”
Endi x4, X,, X3 0" zgaruvchilardan y, y,, y3 0 zgaruvchilarga
Yi =X+ X, + X,
0 tamiz. !yz =X, + X,
Y3 = X3
natijada kvadratik formaning kanonik ko rinishini hosil
gilamiz: F =y, +v,” +5y,°.
50. F = X, + 3%,° + 4X3° + 2X1Xp + 6XoX3 + 2XaXy
Yechish.
F= X12 + X22 + X32 + 2X1Xo + 2XoX3 + 2X3Xq1 + 2X22 + ?)X?,2 + 4XoX3 = (X1+ Xo
+Xg) + 2(Xp +X3) HXg”
Vi =X+ X+ X
Belgilash kiritamiz, {yz =X, +%X = F=y’+2y’+y]

Y3 = X3
Berilgan vektorlar sistemasi chizigli bog lig yoki erkli ekanligini
aniqglang.
51. a,=(2-1 3 5), a,=(6-3, 3,15) 52. a =(-4, 2 8),a,=(14,-7,-28)

53. a,=(-7,5,19), a, =(-5,7,-7), a, = (-8, 7,14)

54. a,=(0,1,1,0), a,=(1,1,3,1), a,=(1 3,51, a,=(0,11 2).

Barcha shunday a sonlarni topingki bunda, B vektor, A, Ay, ... , A,
vektorlarga chizgli bog'lig bo’lsin.

95. b=(2,a,3),a,=(21),a,=(345),a =(457).

56. b=(15,6,a), a, =(5,2,1), a,=(10, 4, 2).

57.b=(3,5a), a,=(2,4,3), a,=(16,5), a,=(15, 4)
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58 Nol bo’Imagan b vektor a;, a,, a; va ay, as, ag vektorlar bilan mos
ravishda chizqli bog'lig bo’lsa, u holda a;, a,, a3, a4, as, ag vektorlar chizgli
bog lig vektorlar sistemasi ekanligini isbot giling.

59. Quyidagi berilgan vektorlarni bazis hosil gilishini tekshiring.

60. ;={1,0,4}, b={-113} c={1-2,0}
61. a={1,2,-1}, b={-3,0,2}, c={1,-1 4}
62. a={1,2,-1}, b={2,3,0}, c={11,2}

Berilgan vektorlarninig skalyar ko paytmasini va uzunliklarini
aniglang.
63. a={9,10,1}, b={4,0,-4}. 64. a={7,0,6}, b
6. a=

={-2,-1,5}
65. a={2,5-3}, b={0,7,3}. 66. a={17,-18}, b=

{-2,-1,5}

Quyida berilgan formulalarni kanonik ko’rinishga keltiring.
67. F = 2X,° - 3Xo7 - 4%y Xo - 8XoXg + 4XaX;  68. F = X% + 2X1Xp + 2%oX3
69. F = X12 + 4X22 + X32 + 2X1Xo + 2XoX3 + 8X3Xq

Mavzu yuzasidan savollar

1. Vektor deb nimaga aytiladi?

2. Vektorning moduli uning koordinatalari orgali ganday

ifodalanadi?

3.Vektorlar uchun ganday chizigli amallar aniglangan?

4. Vektorlarning yo naltiruvchi kosinuslari uning koordinatalari
orgali ganday ifodalanadi?

5. Vektorlarning kolleniarlik shartlari.

6. Bazis deb nimaga aytiladi?

7. Vektorlarning skalyar ko paytmasi deb nimaga aytiladi?

8. Ikki vektor orasidagi burchak nima?

9. Ikkita vektorning vektor ko paytmasi nima?

10. Vektorlarning aralash ko paytmasi deb nimaga aytiladi?

11. Vektorlarning perpendikulyarlik va parallellik shartlari.

12. Qanday vektorlar komplanar deb ataladi?

13. Vektor va aralash ko paytmaning geometrik ma’nosi.

14. Chiziqli fazoning ta’rifi.

15. n o'lchovli fazoda vektorning uzunligi, vektorlarning skalyar
ko paytmasi, ular orasidagi burchak ganday aniglanadi?
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5-bob. ANALITIK GEOMETRIYANING ASOSIY
TUSHUNCHALARI
VA USULLARI

5.1. Tekislikda to g ri chiziglar
Tekislikda to g ri chizigning umumiy tenglamasi

Ax+By+C=0  (A?+B2=0) (5.1)
Burchak koeffitsiyentli tenglamasi
y=kx+b, (5.2)

(k — burchak koeffitsiyenti, b — boshlang ich ordinati).
Kesmalarga nisbatan tenglamasi
X,y
E+B:1 (5.3)
(a va b Ox va Oy o glarda ajratgan kesmalar).
Mi(X1; Y1) va Ma(Xo; y») nugtalar orgali o tuvchi to'g ri chizig tenglamasi
quyidagicha aniglanadi:
X=X Y=Y
X, =% Yo=Y
Ikkita to'g'ri chizigy = kx+b; vay = kox+b, yoki Ajxx+B,y+C; =0 va
Ax+Boy+C, = 0 tenglamalar bilan berilgan bo’lsin, ular orasidagi ¢
burchak

k, —k
oki __*(AA +BB,)
Yo Ny
formulalar bilan topiladi.
To g ri chiziglarning parallellik sharti:
ke -k, yoKi %:% (5.5)
To g ri chiziglarning perpendikulyarlik sharti:
k2=—ki yoki A-A +B-B,=0 (5.6)

Mo(Xo; Yo) nugtadan Ax+By+C =0 to g ri chiziggacha bo lgan masofa
J- |AX, + By, +C|
~ JaziB?
formula bilan aniglanadi.
Misollar.
1. My(2, 0) va My@3, 4) nugtalardan o'tuvchi to'gri chiziqg
tenglamasini tuzing.
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=% _ Y= % formulaga ko'ra,
X =X Yo=Y

x—2 y-0 x=2_y

Yechish.

- =< — =

3-2 4-0 1 4
2. Berilgan to'gri chiziglarni o'zaro parallel va perpendikulyar
bolgan juftliklarga ajrating.
1)2y+3x+5=0 2) 6y + 9x—25=0
3)2y +x+8=0 4)y-2x+10=0
Yechish.A; =3 A,=9 A;=1 A,=-2
81:2 82:6 83:2 B4:1
(5.6) formulaga ko'ra AA,+B,B, =0 tenglik o rinli ekanligidan 3) va 4) —
to'g ri chiziglar o zaro perpendikulyar. (5.5) formulaga ko'ra %=%=%
tenglik ganoatlanganligidan 1) va 2) to g ri chiziglar o zaro parallel.
3. M(0;3) nugtadan o'tuvchi va a = {2,1} vektorga parallel togri
chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish. M(0,3,) nugtadan o'tuvchi biror to'g'ri chiziq tenglamasini
garaymiz. Demak bu to gri chiziq M(0,3,) va My(X,y) nugtalardan o tadi
hamdaa ga parallel bo'ladi. U holda MM, va a vektorlar kolleniar.

Vektorlarning kolleniarlik shartidan gzyT_3 to'g'ri chizig tenglamasi
hosil bo ladi.

4., 3x +y—6=0togrichizig va A(-3; 1), B(3; 3) nuqgtalar orgali
o0 tuvchi to'g ri chiziglar orasidagi burchakni aniglang.
Yechish. A(-3; 1) va B(3; 3) nugtalar orgali o'tuvchi to'g'ri chiziq

tenglamasi
y = kx + b bo’lsin, u holda
1=-3k+b 2b =4 1
= =k==
3=3k+b b=2 3

Demak, y = -3x + 6 va y:%x+2 to'g'ri chiziglar orasidagi burchakni

aniglaymiz.
1 3,
(5.4) formualga ko'ra (k; = -3, k, = §) tge = 1_13 :»(p=% ekanligi
kelib chigadi.

5. C(1; 1) nugtadan o tuvchi va koordinata burchagidan yuzasi 2 kv.
birlik bo’lgan uchburchak ajratadigan to g ri chiziq tenglamasini tuzing.
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Yechish. lzlanayotgan to'gri chizig tenglamasini kesmalarga

nisbatan yozib olamiz. §+%=1 a va b ni topish kerak. To g ri chizig C(1;

1) nugtadan o'tgani uchun uning koordinatalari bu to'gri chizig

tenglamasini ganoatlantiradi:

1.1 yoki a+b = ab.
a b

Koordinata burchagidagi uchburchakning yuzi iS:%ab yoki ab = +4

shunday qilib, ikkita tenglamar sistemasini yechish kerak:
1{aer:4, 2.{aer:—4,

ab=4, ab=-4;
Bu sistemalarni yechib:
)b=4-a,a4-a)=4, a’-4a+4=0;a,=2,b =2.
2)b=-4-a,a(4+a)=4 a2 +4a—4=0; a,, =—2+2/2. a,=-2+24/2,b, =—2-2+/2,
a,=-2-2v2,b,=-2+22.
Demak, masala shartini ganoatlantiruvchi uchta to'g ri chiziq mavjud:

X Y _.. X y . X y
1) 5+5t ) 2t Tt ) S ontnat

6. Uchlari A(7; 9), B(2; -3), C(3; 6) nugtalarda bo'lgan

uchburchakning:
a) M medianalar kesishish nugtasi koordinatalarini
b) A uchidan chigib BC tomonini E nuqtada kesib o'tuvchi AE
bessektrisasi asosi E nuqta koordinatalarini aniglang.

Yechish. a) D nugta BC tomonni o rtasi bo lganligi uchun (1-rasm)
_ X+ Xg :3+2_5

D 2 2 2
2 2 2 2'2

M medianalar kesishish nugta bo’lganligi uchun bu AD kesmani
2=2:1(uchburchak uchidan boshlab hisoblanganda) nisbatda boladi.

Demak M nugtani koordinatalari quyidagicha aniglanadi:

5 3
71+2-— 9+2-—
_XA+/1XD= 2=4y =yA+/1yD= 2:4

M1+ 4 1+2 M 1+ 142
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AY
10 | A(7;9)
8 |
6| C@3;
4] E

Dy
1 y 5 7 X
(2; -3)
(1- rasm)

Demak, M(4;4).

b) Ikki nugta orasidagi masofa formulasiga ko ra:
AC|=+/(7-3)* +(9-6) =5,|AB| = y/(7—2) +(9+3)* =13.

AE bissektrisa BC tomonni quyidagicha nisbatda bo"ladi:

5 5
ZEZMZE N E:XC+AXB:3+13.2:4_9 yE:yc+lyB:6+13.(_3):Z
[EB| |AB| 13 1+4 1.0 18 1+4 1.2 2
13 13

Demak, E(%; % :

7. Uchlari  A(-7; 2); B(5; -3); C(8; 1) nugtalarda bo’lgan ABC
uchburchakni B wuchidan chigarilgan mediana, balandlik, bissektrisa
tenglamalarini tuzing.

Yechish. B(5; -3) nugtadan o tuvchi to g ri chiziglar to plami
quyidagi ko rinishda bo"ladi (2-rasm):

y+3=k(x-5) (*)
8| —
6| —
4l _
A(-7; 2) 2 D FE  C(81)
BTSN DN Y A >
T\
-4 — B(5; -3)
— (2 - rasm)
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BD mediana tenglamasini tuzamiz. Buning uchun avval D nugtaning
koordinatalarini aniglab, B va D nugtalar orgali o'tuvchi to'g'ri chizig
tenglamasini tuzamiz. D nuqta AC tomonning o'rtasi ekanligidan uning

koordinatalari x, = Xa*% _=7+8_1 ' _Ya*yc 2+1_3

2 2'°° 2 2 2
D(—;— bo'ladi. BD mediana burchak  koeffitsiyenti  esa

o YooY 223 povjadi
X5 — Xg y 5
(*) formulaga k =-1 ni goyib BD mediana tenglamasini
quyidagicha tuzib olamiz:
y+3=—(x-5) YoKi x+y-2=0.
BE balandlik tenglamasini tuzamiz, bunda AC va BE togTi
chiziglarning perpendikulyarlik shartidan foydalanamuiz. AC to'gri

chizig burchak koeffitsiyenti k,, —Ye=Ya_1=2__1
Xe =X, 8+7 15
AC va BE to'g ri chiglar perpendikulyar bo’lganligi uchun (5.6) formulaga

ko'ra kg, =—ki=15.

Demak, (*) formulaga ko'ra BE to'gri chizig tenglamasi quyidagicha
boladi:

y+3 = 15(x-5) yoki 15x-y-78 = 0.
BE bissektrisa tenglamasini tuzamiz:

ZMBF = /FBC = tg/ABF =tg/FBC = (5.4)
4 5
< _ {\_ kBF T 5 T 4 PBF
formulaga ko'ra: T _KapKee -1t
1+ Kge - Koo 14+Kug - Kge 1+ 7k 1-_ >k
BF 12 BF
33kZe +11kg: —33=0 (Kge ), 3 (Kee ), = 3 BF bissektrisa Ox 0 g bilan

3 11
0 tmas burchak tashkil gilganligi uchun (|<BF)1:—1_31 yechimni olamiz.

Demak BF bissektrisa tenglamasi y+3=—%(x—5) yoki 11x+3y-46 = 0

ko rinishda bo’ladi.

8. Quyidagi jadvalda muzgaymoqgning narxi va unga mos keluvchi bir
kunlik sotilish migdori berilgan.
P sotilish narxi | 100 200 300 [400 |500
Q sotilish 900 |700 |500 300 (100
miqgdori
o P =1(Q) funksiya grafigini chizing.
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o Muzgaymogqga bo lgan talab funksiyasini toping.
Yechish. Talab funksiyasi chizigli bo lgani uchun ixtiyoriy ikki nuqgta
orgali o'tuvchi to'g'ri chizig tenglamasidan foydalanib, uni ko rinishini
topamiz.

A

500 -

300
200

0 100 300 500 7007900

3 —rasm

Q-Q _P-P. Q-900 _ P-100 Q-900 _P-100 54,
Q,-Q, P,—P’ 300—-900 400-100" —600 300
Q-900

=P -100 :P:—%+550. k:—%;b:550

9. IKkki turdagi transport vositasi bilan yuk tashish xarajatlari
P=100+4Q va P=200+3Q funksiyalar bilan ifodalangan. Bunda Q — yuz
kilometrlardagi masofa, P — pul birligidagi transport xarajatlari. Qaysi
masofadan boshlab ikkinchi yuk tashish mashinasida birinchisiga
garaganada yuk tashish arzonga tushadi.

Yechish. {P:4Q+100 tenglamalar sistemasini yechib to'g'ri
P =3Q+200

chiziglarning kesishish nugtasini topamiz M(100; 500). Rasmdan ko rinib
turibdiki Op 0°q bo'yicha (xarajat narxi) garalganda M nugtadan yuqorida
ikkinchi mashina uchun sarf-xarajat birinchi mashinanikiga garaganada
pastda joylashgan. Demak, M(100; 500) dan boshlab uning yugori gismida
ikkinchi mashina xarajatlari kam bo"ladi.

400
200_|

»
»

o' 100 200 300 Q
(4 —rasm)
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10. 5x—y +10=0va 8x + 4y + 9 = 0 to'g ri chiziglarning kesishish
nuqgtasidan o'tuvchi va x+3y = 0 to'g'ri chizigga parallel bo’lgan to'g ri
chiziq tenglamasini tuzing.

11. 3x +4y -1 =0vadx - 3y + 5 =0 tenglamalar bilan berilgan ikki
to g ri chiziglar orasidagi burchakni toping.

12. Parallelogramm ikkita tomonining tenglamalari x+y+5=0 va
X - 4y = 0 bo'lib, diagonallarining kesishish nuqtasi O(2;-2) bolsa, golgan
tomonlarining tenglamalarini tuzing.

13. A(-4; 1) nugtadan o tuvchi va koordinata o"qlariga parallel bo’Igan
to g ri chiziglar tenglamalarini tuzing.

14. Uchlari A(1; -3) va B(4; 3) nugtalarda bo Igan kesmani uchta teng
gismlarga ajrating va bolinish nugtalaning koordinatalarini aniglang.

15. Agar uchburchak tomonlari o'rtalari koordinatalari A(-2; 1),
B(2; 3), C(4; -1) lar bo’lIsa, uning uchlari koordinatalarini aniglang.

16. (3; -1) nugta orgli o'tuvchi va Ox o°qi bilan 45° burchak tashkil
giluvchi to g ri chizig tenglamasini tuzing.

17. A(-3; 1) va B(3; 3) nugtalar orgali o'tuvchi to'g'ri chiziq va
3x+y-6=0 to'g'ri chiziglar orasidagi burchak bissektrisa tenglamasini
tuzing.

18. Uchburchakning A(-1; 2), B(3; -1), C(0; 4) uchlaridan uning
garama — garshi tomoniga parallel to'g'ri chiziq o'tkazing va shu to'g'ri
chiziglarning tenglamalarini tuzing.

19. Uchburchakning uchta uchi koordinatalari A(-1; 3), B(3; -2),
C(5; 3) lar berilgan. a) uchta tomoni tenglamasi, b) B uchidan chiggan
medianasi, ¢) C uchidan AB tomoniga tushirilgan balandlik tenglamalarini
tuzing.

20.  Uchburchak ikki uchi koordinatalari A(-2; 1), B(3; -4) va
balandliklari kesishish nugtasi D(5; -1) berilgan. Berilgan uchburchak
tomonlari tenglamalarini tuzing.

21. Diagonallari 10 sm va 6 sm, katta diagonali Ox o gida, kichigi
esa Oy o gida joylashgan romb tomonlari tenglamasini tuzing.

22. Tovar ishlab chigarish xarajatlari quyidagicha: mahsulot miqdori
100 ta bo’lganda xarajat 200 p/b, 300 ta bo'lganda 500 p/b, agar xarajat
funksiyasi chizigli bo’lsa, 500 ta mahsulot ishlab chigarishga gancha
xarajat sarflanishini aniglang.

23. Ishlab chigaruvchiga 60 ta tovardan 300 p/b, 100 ta dan esa 800
p/b foyda keladi. Agar foyda funksiyasi chizigli bo'lsa, u holda 500 ta
tovarni sotishdan keladigan foydani toping.
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24. Tovarni ikkita magazinda sotishdan keladigan foyda P = -2+3Q
va P = -3+%Q funksiyalar bilan ifodalanadi. Bunda Q — yuz donada

miqdor, P — foyda birligi, ming so mda. Qaysi migdordan boshlab ikkinchi
magazinda savdo gilish foydali bo"ladi?

25. Firma tovarining narxi 2000 so'm bo’lganda, bu tovardan 400 ta,
4000 so'm bo’lganda esa 700 ta ishlab chigaradi. Bu mahsulotga bo lgan
taklif funksiyasini toping.

26. Gvozdikaga bo’lgan talab narx 100 so'm bo lganda xarid 2000
dona, 200 som bo'lganda esa 1500 dona. Gvozdikaga bolgan talab
funksiyani toping.

27. B tovarni ishlab chigarishga sarflanadigan o zgaruvchan xarajat
quyidagicha:

Q |20 |40
VC 500 |650
O zgarmas xarajat esa 9000 p/b bolsa, xarajat funksiyasini toping.

28. 1kki turdagi transport vositasi bilan yuk tashish xarajatlari y =
150+50x va y = 250+25x tenglamalar bilan ifodalanadi. Qaysi masofadan
boshalab ikkinchi turdagi transport vositasiga ketgan xarajatlar
birinchisiga nisbatan kam bo’ladi?

29. Ishlab chigarish hajmi y ni mehnat unumdorligi x ga bog ligligi
chizigli va x =3 day = 185, x =5 da y = 305 bo’lsa, ishlab chigarish
tenglamasini toping. x = 20 da ishlab chigarish hajmini aniglang.

5.2. Ikkinchi tartibli egri chiziglar. Aylana, ellips, giperbola va
parabola tenglamalari
Ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasi:
AX? +Bxy+Cx+Dy? + Ey+F =0 (A?+B? #0) (5.7)
Aylana. Berilgan nugtadan bir xil R masofada joylashgan nuqtalar
to'plamning geometric o'rniga aylana deyiladi. Berilgan nugta uning
markazi r, masofa esa uning radiusi deyiladi.
Radiusi R ga teng, markazi C(XoYo) va O(0;0) nugtalarda bo'lgan
aylanalarning mos ravishda tenglamalari quyidagi ko rinishda boladi:
(X-X0) + (Y- Yo)* = R? (5.8)
X*+y° = R (5.9)
30. Quyidagi tenglama bilan Dberilgan aylana markazining
koordinatalari va radiusini toping.
x> +y? —8x+6y-11=0
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Yechish. Hadlarni guruhlab, to’'la kvadrat  ajratamiz.
x? —8x+16-16+y2 +6y+9-9-11=0 YOKI (x-4)*+(y+3)*=36. Bundan aylana
markazi C(4; -3) va radiusi R = 6.

31. Markazi (0; 3) nuqgtada bo'lgan (3; 7) nugtadan o tuvchi aylana
radiusini toping.

Yechish. (5; 8) formulaga ko'ra: (3 - 0)*+ (7 — 3)°=R% 3*+ 4°=R?; R®
=5 R=5.

32. Radiusi +13 ga teng hamda (1; 0) va (0; -1) nuqgtalardan o tuvchi
aylana tenglamasini tuzing.

Yechish. (x — Xo)*> + (Y — Yo)* = 13 (5.8). Aylana (1; 0) va (0; -1)

(1-x,)2+(0-y,)? =13 {(xO —1)?+y, =13
= =

(0-%,)°+(-1-Yy,)* =13 |x, +(y,+1)* =13

(Xg— 1)*+ Yo =Xo" + (Yo+ 1)°

Xo™- 2o+ 1+ Yo' = Xo© + Yo' + 2y + 1

Xo=Yo =>(Yo-1)°+yo =13

2V +2Y0-12=0 yo*+Yo-6=0

y0:-3 => Xo:3

y0:2 => Xo:-z
demak, masala sharitni ganoatlantiruvchi 2 aylana:

(x=3f +(y+3) =3(x+2)* +(y-2) =13

33. Uchta A(-4; 1), B(2; 7), C(8; 1) nugtalardan o'tuvchi aylana

tenglamasini tuzing.

Yechish. (5.8)ga ko'ra va A, B, C nugtalar aylanada yotganligi uchun,
ularning koordinatalari bu (5.8) tenglikni ganoatlantiradi:

(-4-%) +{-y,) =R’
(2_)(0)2 +(7_yo)2 =R’
(8-x ) +{L-y,) =R

Birinchi tenglamadan ikkinchisi, keyin uchinchisini ayirib (mustagil)
Xo = 2, Yo =1, keyin esa bu sonlarni birorta tenglamaga go'yib, R = 6
ekanligini topamiz. Demak, aylananing umumiy tenglamasi  (x-2)* +(y-1)°
= 36 bo'ladi.

34. Markazi A(4; 7) nugtada bo’lgan va 3x-4y+1=0 to'gri chizigga
urinadigan aylana tenglamasini yozing.

Yechish. Aylananing radiusi A nuqgtadan 3x-4y+1=0 togTri
chiziqgacha bo’lgan masofadan iborat. Bu masofani nuqtadan to gri
chiziggacha bo'lgan masofa formulasidan foydalanib topamiz (5-rasm).
Bunda A(4; 7) nugatadan 3x-4y+1=0 to g ri chiziggacha bo lgan masofani
topamiz.

nugtalardan o tganligi uchun {
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’ [34-47+9 15

3 = R=3. Demak, aylana tenglamasi (x-4y +(y-7)* =9.

A

(5 - rasm)

Ellips. Ellips deb, uning ixtiyoriy nuqtasidan fokuslari deb ataluvchi
ikki F,F, nugtalarigacha bo lgan masofalar yig indisi 0" zgarmas bo’lgan
nuqtalarning geometrik o'rniga aytiladi (6-rasm).

A

T

Al F 2(-C; O) c F 1(C, 0) Ag

v

B>

(6 - rasm)

Ellipsning kanonik tenglamasi (koordinata o qglari ellips o qglari bilan
ustma-ust tushganda):
XZ y2
FOR S (5.10)
bu yerda a va b — ellips yarim o qglari.
Agar a>b bo’lsa,
b = a*- ¢, (5.11)
F 1(C; 0) va F »(C; 0) — ellips fokuslari.
Ellips ekssentritsiteti (e < 1 ellips uchun)

e C (5.12)



Ellipsnig M(x, y) nugtasidan fokuslarigacha bo’lgan masofa (fokal
radiuslar) quyidagi formulalar bo"yicha topiladi:

rr=a-—ex, rp-a-+ex (5.13)
Ellipsning direktrisalari tenglamalari
a a’
y—ig—i? (5.14)

35. ox?+25y2 =225 ellips berilgan. Uning yarim oqglari, fokuslari
koordinatalarini, ekssentritsitetini, direktrisalari tenglamalarini toping.

X2

Yechish. ox?+25y? =225= >£+y§=1 a=5 b=3-oyqlari
a>b =>(5.11) formuladan c?=a?-b?>=25-9=16 C = +4
Fokuslari: F1-(4; 0)vaF ,-(-4; 0)

c +Ja®-b? _4

Ekssentritsiteti e=-=
a a 5

(5.14) formualga kora direktrisalari tenglamalari y = i% =+

25

-+
4

gl | o

36. O’z harakati davomida x = 9 to'g'ri chizigga nisbatan A(1; 0)
nugtaga uch marta vyaginrog bo'lgan nugtalarning trayektoriyasini
aniqglang.

Yechish. |AM|=/(x-1} +y?, [MM,|=4/(9-x)> M; bilan M nugtadan x = 9
to g ri chizigga tushirilgan perpendikulyarning asosi belgilangan. U holda
3.J(x-1) +y? =4/(0-x}* . Tenglikning ikkala tomonini kvadratga ko tarib,

8x? +9y? =72 YoKi %2+y?2=1 tenglamani hosil gilamiz, bu yerda a = 3; b =
2V2.

37. Agar 2x-5y-30 = 0 to'g'ri chizig ;_;;_;:1 ellipsga urinib o'tishi
ma’lum bo'lsa, shu urinish nuqtaning koordinatalarini toping.

Yechish. 2x-5y-30 = 0 to"g ri chiziq va %+§=1 ellipsning umumiy

X2 y2 ~

nuqtasini 7508t tenglamalar sistemasini yechib topamiz. Togri
2x-5y-30=0

chiziq ellipsga uringanligi uchun ular bitta umumiy nugtaga ega. Demak,

tenglamalar sistemasi bitta yechimga ega bo'lishi kerak.
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[5y+3oj2
x* yz_ 2 2 2 2
{%*Z‘l S LR AR VA1) D GV I W T, —y=-—4 X = 5.
24 12 24
2x-5y-30=0 X_5y+3o
-2
Demak, urinish nugta M(5; -4) bo ladi.

Giperbola. Ixtiyoriy nuqgtasidan  fokuslar deb ataluvchi
nuqgtalargacha bo’lgan masofalar ayirmasining absolyut giymati o zgarmas

sondan iborat nugtalarning geometrik o'rni giperbola deyiladi.

1

(7 —rasm)

Giperbolaning kanonik tenglamasi (koordinata o glari giperbola
0 glari bilan ustma-ust tushadi)
X2 y2
g—b—fl (5.15)
a, b — mos ravishda gipebolaning haqigiy va mavhum yarim o qglari (7 —
rasm)
¢ = a’+ b’ (5.16)
F(c;0), F,(-c;0)- giperbola fokuslari, c>a, giperbola ekssentritsiteti (e > 1)
(5.12) formula bilan topiladi.
Giperbolaning M(x; y) nugtasidan fokuslarigacha bo lgan masofalar:

r, = |ex-al, r, = |ex + a| (5.17)
Giperbolaning ikkita assimtotasi mavjud:
y _+Dy (5.18)

a
Giperbolaning direktrisalari tenglamalari:

yzibzi% (5.19)

e
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38. 16x? -9y’ =144 giperbola berilgan. Uning yarim o qini, fokuslari
koordinatalarini,  ekssentritsitetini,  dirktrisasi va  assimptotalari
tenglamasini toping.

Yechish. Berilgan giperbolaning kanonik korinishdagi tenglamasini
yozib olamiz.

X?_i/_a:l =>a’=9 b*=16 => oglari a=3, b =4 (5.16) formulaga

kora c?=a*+b?=25 ¢ = +5. Fokuslari: F ((5; 0) va F ,(-5; 0) (5.12)

formuladan ekssentrisisenti e = % - g .

Direktrisasi  (5.14) formulaga ko'ra y=i%2=i§, assimptotalari
tenglamalari (5.18) formulaga ko'ra y=igx=i§x

Fokuslari absissa o°qida, koordinata boshiga nisbatan simmetrik va
uchlari orasidagi masofa 2c=20, asimtota tenglamalari y:i%x bolgan

giperbola tenglamasini tuzing.
b

Yechish. Asimptota tenglamalari y=+—x==+

x bo’lgani uchun
a

Wb

b=4k, a=3k, k>0,

(k — proporsionallik koeffisenti)ni c=+va?+b*> formulaga qo'yib k = 2 ni
topamiz, u holda b = 8, a = 6 bo ladi. Demak biz izlayotgan giperbolaning
umumiy tenglamasi %-é’-i:lbo‘ladi.

40. Tenglamasi %2+y?2=1bo‘lgan ellips berilgan. Uchlari ellipsning

fokuslaridan, fokuslari esa uning uchlarida bo"lgan giperbola tenglamasini
tuzing.

Yechish. Masala shartiga ko'ra a, =c,, c,=a, a, =8, b,=+5 shuning
uchun a,=c,=+/8-5=v3, b,=,c2-a’=+5; demak izlanayotgan giperbola

2 2
tenglamasi X?—y?=l, boladi.

Parabola. Ta’rif. Berilgan nugta (fokus) dan va berilgan to'g'ri
chizig (direktrisa) dan bir xil uzoglikda joylashgan nugtalar to plamining
geometrik o'rniga parabola deyiladi. (8 — rasm).

Uchi koordinatalar boshida bo’lgan (agar y Ox o'giga simmetrik
bo’Isa) parabola tenglamasi

y* = 2pX (5.20)

103



p<6 f M(X, )
p>0
o2 O'\F (p2; 0) x>
’///, \\2:%
(8 —rasm)
agar y Oy o°qiga simmetrik bo"lsa
X*=2py (5.21)
yoki
y = AX? (5.22)
A y
A >0
= AX?
el =x
A <0
(9 —rasm)
bu yerda p yoki A=% - parabola parametrlari. (9 — rasm)

Parabola fokusi F(E;O)dan Ox 0°gigacha bo'lgan masofa (fokal- radius)

r:x+§ (5.23)
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formula bo yicha topiladi.
Parabolaning direktrisasi:

K== (5.24)

41. Agar parabolaning uchi koordinatalar boshida bo'lib, u A(2; 4)
nugtadan o'tsa va Ox 0°qiga nisbatan simmetrik bo"lsa, uning tenglamasini
tuzing va fokusini toping.

Yechish. Ox o giga simmetrik va O(0; 0) nugtadan o tganligi uchun
(5.20) formulaga ko'ray*=2px => 4°=4p

p=4 => y?’=8x va F=(2,0) => F(2;0)

42. Uchi koordinata boshida bo’lgan parabola A(2; 4) nugta orgali
0 tadi va Ox 0°qgiga nisbatan simmetrik. Parabolaning tenglamasi, fokuslari
va direktrisalarini toping.

Yechish. Parabola O(0; 0) nugtadan o'tgani uchun, Ox o0°giga
simmetrik bo'lgani uchun uning tenglamasi y* = 2px ko'rinishda. A
nugtaning koordinatasini bu tenglamaga qo'yib 42 = 2p-2, ya’ni p = 4
ekanligini topamiz. Demak parabola tenglamsi y* = 8x, uning direktrisasi
esa x = -2, fokusi F (2; 0).

43. Berilgan F(2; 0) nugtadan va y = 2 to g'ri chizigdan bir xil
uzoglikda joylashgan nuqtalar geometrik o rnining tenglamasini tuzing

Yechish. M(x, y) izlanayotgan chizigning ixtiyoriy nuqtasi bo’lsin, u
holda [MF|=MA yoKi /(x-2)*+y? =(y-2)* bu yerda A(x, 2), M nugtadan y =
2 to'g'ri chiziqgga o'tkazilgan perpendikulyarning kesishish nugtasi. Bu
tenglikning ikkala tomonini kavadratga ko'tarib x*-4x+4+y?=y?—-4y+4

yoki y:—%x2+x parabola tenglamasini hosila gilamiz.

5.3. Fazoda tekislik va to g ri chizig tenglamalari
Berilgan My(Xq, Yo, Zo) Nugta orgali o'tuvchi va n=(A, B, C) vektorga
perpendikulyar tekislik tenglamasi

AX —Xo) + B(Y — Y0)+C(z — 20)=0 (5.25)
Kesmalarga nisbatan tenglamasi esa
§+X+E:1 (526)
a b c

(a, b, c mos ravishda Ox, Oy, Oz o glaridan ajratilgan kesmalar);
Tekislikning umumiy tenglamasi
Ax+By+Cz+D
A(Xo, Yo, Zo) nugtadan Ax + By + Cz + D
masofa

0 (5.27)
0 tekislikkacha bo'lgan
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| A%, + By, +Cz, +D|

Ikkita tekislik Ax + Bly + Ciz+ D;-0 vaAx + Bzy + Coz+D,=0
berilgan bo’lsin. lIkkita tekislik orasidagi burchak kosinusi ¢ quyidagi
munosabatdan topiladi:

d

_ AA +BB,+CC, 5.28
e J_r\/AerBf+Cf\/A22+B§+C22 ( )
Ikkita tekislikning parallellik sharti:

AGH (5.29)
A2 BZ C2
Tekisliklarning perpendikulyarlik sharti:
AA,+ BB, + C,C,-0 (5.30)

Fazoda to g ri chizig tenglamasi:
Ikkita tekislikning kesishish chizig'i sifatida:
Ax +By+Cz+D, =0
{A2x+ B,y+C,z+D, =0
Berilgan mM(x,y,,z,) nugta orgali o'tuvchi va yo naltiruvchi vektori
S=(m,n, p) bo’lgan.
To g ri chizigning kanonik tenglamasi

(5.31)

X=X% _¥Y=Y%_12-%4 (532)
m n p
to g ri chizigning parametrik tenglamasi
X=X +mt,
y=y,+nt, (5.33)
z=17,+pt

Berilgan ikki nugta My(Xq, Y1, Z1) va My(Xy, Vo, Z,) orgali o'tuvchi
to'g ri chizig tenglamasi.
X=% _¥Y=% _2-17 (5.34)
X=X Yo Y1 4,74
Ikkita to'g'ri chizigning yo naltiruvchi vektorlari s (m,n,p) Vva
s,(m,, n,, p,) berilgan bo’lsin. Ikkita to'g'ri chiziqg orasidagi burchak
quyidagi munosabatdan topiladi:
cosp =2 Ml ¥ MMy + Py P, (5.35)
Jm? +nf + p? yJm? +nZ + p
Fazoda ikkita to g ri chizigning parallellik sharti:

LI R (5.36)

m, N, P,

Fazoda ikkita to"gri chizigning perpendikulyarlik sharti:
mim; + NaNy + pP1Pz =0 (5.37)
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X;nxl - y;yl = Z‘pzl tog'ri chiziq va Ax + By + Cz + D = 0 tekislik berilgan

bolsin.

Togri chiziq va tekislik orasidagi burchak ¢ quyidagi
munosabatdan aniglanadi:

|Am+Bn+Cp| (538)
\/A2+BZ+C2\/m2+n2+p2
To g ri chiziqg va tekislikning parallellik sharti:

singp =

Am+Bn+Cp=0 (5.39)
To g ri chizig va tekislikning perpendikulyarlik sharti:
A_B_C (5.40)
m n p

44. a) M(1; -2; 3) nugtadan o'tuvchi va n = (3; -4; 5) vektorga
perpendikulyar,
b) M(1; -2; 3) nuqgtadan o tuvchi va 3x — 4y + 5z + 6 = 0 tekislikka
parallel bo"lgan tekisliklarning tenglamasini tuzing.
Yechish.
a) (5.25) formulaga ko'ra A=3, B=-4, C=5va xo=1, yo=-2, =3
=>3(x-1)-4(y+2)+5z-3)=0
3X—4y+52-26=0
b) Ax + By + Cz + D = 0 tenglama bilan berilgan tekislik M(1; -2; 3)
nugtadan o'tsin va 3x — 4y + 5z + 6 = 0 tekislikka parallel bo’Isin. U holda

(5.30) formulaga asosan

A_B _C A g 50D ho'lsin =>3x—4y +52+4=0

3 -4 5 5 5’ C

M nuqta shu tekislikka tegishli ekanligidan 3.1-4.(-2)+5.3+4=0=>4 =- 26
demak 3x —4y +5z2-26=0

45. X1_1=y2+122_+11 to'g’ri chiziq va M(2; 0; 1) nugtadan o'tuvchi

tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish. Tekislik M nugtadan o'tganligi uchun (5.25 formula)
Ax-2)+B(y) +C(z-1) =0 S =(1; 2; -1) yo’naltiruvchi vektor n =
(A; B; C) tekislikning normal vektoriga perpendikulyar =s-n=0
A+2B-C =0
Ikkinchi tomondan A(1; -1; -1) nugta to"g ri chizigda yotadi, demak u
tekislikka ham tegishli
A(l1-2)+B(-1) +C(-1-1) =0
-A-B-2C=0
{A+ZB—C=O _s {B=3C
A+B+2C=0 A=-5C
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Demak,
(-5x-2)+3y+(z-1)c=0 (c=0)
X-3y-z-9=0

46. Berilgan A(4; 4) nugta va x*+y?+4x-4y=o0aylana bilan y = - x
to'g'ri chizigning kesishish nugtasi orgali otuvchi aylana tenglamasini
yozing.

47. Koordinata boshidan x2+y?-8x-4y+16=0aylanaga o tkazilgan
urinma tenglamasini yozing.

48. Quyidagi aylanalarning markazlari va radiuslarini toping.
a) x> +y?—6x+4y—23=0 D) x?+y? +5x—7y+25=0
C) X*+y2+7y=0 d) x?+y?—2x+8y-19=0

49. A(-3; 0), B(3; 6) nugtalar berilgan. Diametri AB kesmadan iborat
bo lgan aylana tenglamasini yozing.

50. Koordinata boshidan va x+y+a = 0 to'gri chizigning
x? +y? =a?aylana bilan urinish nugtalari orgali o tuvchi aylana tenglamasini
yozing.

51. Berilgan A(1; -2), B(0; -1) va C(-3; 0) nugtalar orgali o tuvchi
aylanaga koordinata boshidan o'tkazilgan urinma tenglamasini yozing.

52. x*+y?—-4x+6y-5=0aylananing Ox o qi bilan kesishish nugtalariga
0 tkazilgan radiuslari orasidagi burchakni toping.

53. A(3; 0) nugtax? +y?-4x+2y+1=0aylanani ichida yotishini ko rsating
va A nugtada teng ikkiga bolinadigan vatar tenglamasini yozing.
(Ko'rsatma: izlanayotgan vatar OA ga perpendikulyar, bunda O -
aylananing markazi.)

54. 3x"+ 3y”- 6x + 8y = 0 tenglama bilan berilgan aylana radiusini va
markazini aniglang.

55. A(3; 1) va B(-1; 3) nugtalardan o'tuvchi va markazi 3x -y -2=0
to g ri chizigda yotuvchi aylana tenglamasini tuzing.

56. x°+ y*+ 4x - 4y = 0 va x + y = 0 tenglamalarning kesishishidan
hosil bo’lgan va M(4; 4)nugadan o tuvchi aylana tenglamasini tuzing.

57. Yarim o°qi 5, ekssentritsiteti % ga teng bolgan ellipsning kanonik

tenglamasini yozing.

58. Ver ellips bo'yicha harakatlanadi va uning fokuslaridan birida
quyosh joylashgan. Erdan quyoshgacha bo’lgan eng gisga masofa
taxminan 147,5 million kilometr, eng katta masofa esa 152,5 million
kilometr. Yer orbitasining katta yarim o°qi va ekssentritsitetini toping.
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59. Koordinata o"glariga nisbatan simmetrik ellips M(2; +/3) va B(0; 2)
nugtalar orgali o'tadi. Uning tenglamasini yozing va M nugtadan
fokuslarigacha bo lgan masofani toping.

60. Koordinata o'glariga nisbatan simmetrik, fokuslari Ox o°gida
joylashgan, M(2; +21) nugta orgali o tuvchi ellipesning ekssentritsiteti

g=%. Ellips tenglamasini yozing va uning fokal radius vektorini aniglang.

(Ko rsatma: f okal radius vektorlar, ya 'ni M(x, y) nugtadan f ikuslargacha
bo’lgan masof alar r; = a—ex, r,-a + ex f ormulalar bilan topiladi)

61. Fokal radiuslarini yig'indisi 25, fokuslari F 1(-2; 0), F »(2; 0)
nugtalarda bolgan ellips tenglamasini yozing.

62. Fokuslari orasidagi masofa katta va kichik yarim oqlari orasidagi
masofaga teng bo lgan ellipsning ekssentritsitetini toping.

63. x*+4y” = 4 ellipsga uchlaridan biri katta yarim o°gning oxiri bilan
ustma — ust tushadigan to'g'ri burchakli uchburchak chizilgan. Uning
golgan ikki uchining koordinatalarini toping. (Ko'rsatma: tomonlaridan
biri k = tg30° og'ma tenglamasi yozilib, ellips bilan kesishish nugtasi
topiladi.)

64. 9x*+25y°=225 ellipsda, o'ng fokusigacha bo’lgan masofa chap
fokusigacha bo lgan masofadan to'rt marta uzun bo lgan nugtani toping.

65. x*+y’=36 aylananing barcha ordinatalarini uch marta
gisqartirishdan hosil bo’lgan egri chizigning tenglamsini yozing.

66.0°z harakati davomida A(0; 1) nuqgtagacha bo'lgan masofa y-4=0
to'g'ri chiziggacha bo’lgan masofadan ikki marta gisga bo’lgan M
nuqtaning trayektoriyasini aniglang.

67. x?-4y?=16Qiperbolani yasang, asimptotalarini toping. fokuslari,
ekssentritsiteti, asimptotalari orasidagi burchakni toping.

68. x?-4y?=16giperbolada ordinatasi 1 bo’lgan M nugta olingan. Undan
fokuslargacha bo"lgan masofani toping.

69.Giperbolaning kanonik tenglamasini yozing: a) fokuslari orasidagi
masofa 10, uchlari orasidagi masofa esa 8 ga teng. b) hagigiy o'q a = 25,
ekssentritsiteti esa e = J/1,2.

70. Uchlari %ﬂé:l ellepsning fokuslarida, fokuslari esa uning

uchlarida bo’lgan giperbola tenglamasini yozing.

71. Berilgan ™, (2v7; -3} M,(-7;-6v2) nugtalar orgali o'tuvchi koordinata
0 glariga nisbatan simmetrik giperbola tenglamasini yozing.

72. Asimptotasi y:igx va Mfo;-343) nugtadan o'tuvchi giperbola
tenglamasini yozing.
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73. F (0; 2) nugtadan va y = 4 to gri chizigdan baravar uzoqglikda
joylashgan nugtalar geometrik o'rnining tenglamasini yozing.

74. a) y*=4x; b) y*=-4x; C) x*=4y; d) x*=-4y tenglamalar bilan
berilgan parabolani chizing, fokuslari, direktritsa tenglamasini yozing.

75. y?=4xparabolada, fokal radiusi 4 bo lgan nugtani toping.

76. Agar parabola x+y = 0 to'g'ri chiziq va x*+y*+4y = 0 aylananing
kesishish nuqtalari orgali o'tsa hamda Oy o'giga nisbatan simmetrik
bo'lsa, uning kanonik tenglamasi va direktritsasini yozing.

77. A(0; 0), B(-1; 2) nugtalar orgali o'tuvchi va Ox o°giga nisbatan
simmetrik bo lgan parabola tenglamasini yozing.

78. A(0; 0), B(2; 4) nugtalar orgali otuvchi va Oy o°giga nisbatan
simmetrik bo lgan parabola tenglamasini yozing.

79. Diametri 80 m va chuqurligi 10 m bo lgan parabola shaklidagi
chuqurlik gazilgan. Bu chuqurlikning quyi nugtasidan markaz bo'yicha
ganday masofada parabolaning fokusi joylashgan.

80. a) Ox o°qi va A(1; -1; 3) nuqta orgali o tuvchi tekislik tenglamasini
tuzing.

b) Oy o'qgi va B(2; 1; -1) nugta orgali o tuvchi tekislik tenglamasini
tuzing.

81. My(2; -3; 1) nuqgta orgali o'tuvchi va x - 4y + 5z + 1 = 0 tekislikka
parallel tekislik tenglamasini tuzing.

82. M(2; -15; 1) va My(3; 1; 2) nugtalar orgali o tuvchi va 3x —y -4z =0
tekislikka perpendikulyar tekislik tenglamasini tuzing.

83. My(2;-1;-1) va M,(3; 3; -1) nugtalar orgali otuvchi to'g'ri chiziq
tenglamasini tuzing.

84. A(1; 2; 1) nugtaning %Zzllz%l to'g'ri chiziqdagi proyeksiyasini
toping.

85. M(4; -4; 2) nugta orgali o tuvchi va xOz tekisligiga parallel tekislik
tenglamasini tuzing.

86. Ox va Oy o'glaridan a = 1, b = -1 kesma ajratuvchi va A(2; 3; 4)
nuqta orgali o tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

87. Berilgan egri chiziglarning kanonik tenglamasini tuzing va grafigini

chizing.

Variant Masala sharti Variant Masala sharti
x> —4x+y’ —6y+4=0 x> 10X+ y? +2y+22=0
9x% +25y* —225=0 9x® +16y* —144 =0

1. 25x* —49y® —1225 =0 10. 9x* —49y* —441=0
y? =9x y? =8x
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x> +6x+y>-10y+30=0
4x* +49y* -196 =0

x* +10x+y* 12y +45=0
4x* +25y*-100=0

2. 16x% — 25y — 400 =0 11. | 25x*-36y2-900=0
y? =7x y® =-9x
X*+2x+y*—4y-11=0 X2 —2x+y’ +10y+25=0
25x% +36y*—-900=0 16x* +36Yy* —576 =0

3. 25x% —64y% —1600 =0 12. 4x* —25y® ~100 =0
y? =5x y? =-7x
x> —6x+y’>+8y=0 X*+2x+y?-6y-15=0
16x* +25y* —400 =0 Ox® +49y* —441=0

4. 25x* —49y* 1225 =0 13. 16x* —49y* -784 =0
y* =16x y? =-5x
X* +6Xx+Yy>+6y+14=0 X —6x+y>—4y-23=0
25x° +49y? —1225 =0 25x* +64y* —1600 =0

5. 9x*-36y°-324=0 14. 4x*-9y*-36=0
y? =3x y? =-16x
X =2X+Yy>+2y+1=0 X +4x+y°+8y—-29=0
4x* +16y° -64=0 16x? +49y* —784 =0

6. 4x* —9y*-36=0 15. 36X —64y? —2304 =0
y? = 4x y? =-3x

Variant Masala sharti Variant Masala sharti
X2 +4x+y?-2y-31=0 X* —6x+y*—4y+4=0
4x* +9y*-36=0 25x* +9y? —225=0

7. 4x2 -16y2-64=0 16. 49y* — 25x* —1225 =0
y? =2x y? = —4x
x> —8x+y>+4y—-29=0 x* —10x+y?+6y+30=0
36x° +49y* 1764 =0 49x° +4y* -196 =0

8. 9x* —25y* -225=0 17. 25y* -16x*-400=0
y? =6x y? =-2x
X*+8x+y*-6y=0 X*+2x+Yy?-10y-22=0
25x° +16y* —400 =0 16x* +9y? -144 =0

19. 64y? —25x* —1600 =0 25. 49y* —9x* —441=0
y? =—x x* =3y
x> —6x+y>—6y+14=0 x> —12x+y® +10y+45=0
49x* +25y* 1225 =0 25x +4y? -100 =0

20. 36y? -9x* —324=0 26. | 36y’ -25x*~900 =0

y? =-8x

x> =4y
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X>+2X+y>—2y+1=0 x? +10x+y? -2y +25=0

16x° +4y*—64=0 36x° +16y° -576 =0
21. 92 —4y? -36=0 27. 25y% —4x* -100 =0

x? =9y x? =2y

X*—2x+y*+4y-31=0 x? —6Xx+y*+2y-15=0

Ox* +4y*-36=0 49x* +9y® —441=0
22. 16y? —4x*—64 =0 28. 49y* -16x* - 784 =0

X2 =7y x* =6y

x> +4x+y?-8y-29=0 x> —4x+y?-6y-23=0

49x* +36y* -1692 =0 49x* +16y*>—-784 =0
23. 25y —9x* —-225=0 20. 36y*—4x*-144=0

x* =5y x> =y

x> —8x+Yy*+8y+23=0 X +8x+Yy?+4y-29=0

36x° +9y* —324 =0 64x” +25y? 1600 =0
24. 36y —16x% =576 =0 30. 64y% —36x2 —2304 =0

x2 =16y x* =8y

Uchburchakning yuzini hisoblash
Faraz gilaylik, M, (x;y,), M,(x;y,), M(x5;y,) - uchburchak uchlari. U

holda yuza quyidagi formula bilan hisoblanadi:

iSzixl_xz Yi— Y, (5.41)
2 X, = X3 Yo=Y
Ay M 2
|\/|1
o o
2
6/ o
(5 - rasm)
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Uchburchak yuzasi
S =%ab-sin¢=%MlM2-Mlesin(oc1
M,M;-cosa, =X, —X;,

M,M,-cosa, =X, — X,

5 =L,y 0 ) )=

1

—a,) =EM1M2 MM, (sin e, cosar, —sin az, cos ;)

M,M;-sina, =y, —V,,
M,M;-sing, =y, —Ys,
1

2

X=X

yl_Y3
X, = X3 Yo=Y,

agar M koordinata boshi bilan ustma-ust tushsa, u holda x; =y; =0 va

451

2

N

X2 Y2

agar uchta nuqta bir to"g ri chiziqgda yotsa, u holda uchburchakning yuzi
nolga teng va biz bundan uch nugtaning bir to g ri chizigda yotish shartini
hosil gilamiz:

ko rsating.
Yechish.

0-1 2-4
2-1 6-4

X, —

X3

Y1_y3
X=X3 Y= Ys

-1 -2

=0

2

‘:-2-(-2):0

(5.42)
88. My(0; 2); Mx(2; 6); Ms(1; 4) nuqgtalar bir to'g ri chizqda yotishini

89. Uchlari M(3;-2); M,(-4;0); M3(2;5) nugtalarda bo'lgan uchburchak

yuzasini hisoblang.

Yechish. (5.41) formulaga kora:

+S==

3-2
—4-2

-2-5 1|1
0-5

2

-7
~6 -5

1
2

Z.(-47)=>S=235

90. Quyidagi nugtalar bir to g ri chizigda yotishini tekshiring.

Variant| M; M, M Variant| M; M, M
1. 0% | (L3) | (1) 16. | (91) | (12) | (21)
2. (15 | (-2-1) | (3:9) 17. | (L5) | (63) | (25-1)
3. | (1-9) | (2:6) | (3:11) 18. 1 (3:2) ] (0:2) | (1,5
4. (-1;2) | (2:11) | (3;14) 19. | (2:8) | (-2;2) | (4:11)
°. 05 | (-1;1) | (2:13) 20. | (1;0) | (0:8) | (-1;3)
6. 0-2) | (2,0) | (3:1) 21. | (-1;-3)| (-2;-1) | (0;-5)
7. (2;5) (1;3) | (-2;-3) 22. (0,54)| (-2;-4) | (4;0,5)
8. 05 | (1;8) | (-1,2) 23. | (1) | (-1;5) | (-3;10)
9. ©0:;7) | (-1)9) | (2:3) 24. | (1-3) | (2-8) | (0;2)
10, (2;5) (7;2) | (-1;3) 25. | (2;12) | (-1;-12) | (0O;-4)
11, (1;2) | (-1;14) | (-2;20) 26. 0;5) | (1;12) | (2;19)
12, (3;5) | (-2;5) | (4;4) 217, (1;3) | (-1;-9) | (3;15)
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13. | (0;1) | (1:10) | (-1;8) 28. | (0:1) | (1:3) | (-1;-1)
14. (6:3) | (2,4) | (6;5) 29. | (0:3) | (1;8) | (-2;-7)
15. (1;8) 0;5) | (2;11) 30. (1;5) | (0;-2) | (-2;-16)
91.Uchlari quyidagi nuqtalarda bo lgan ucburchak yuzini hisoblang.
Variant M, M, M; Variant| M; M, M,
1] (@25 | (12) | (31) 16. | (1:6) | (35) | (24)
2. | (39) | (-2;-1) | (3;10) 17. 1 (057) | (48) | (3)9)
3. | (F10;-5) | (G:3) | (41) 18. | (1;8) | (356) | (3:4)
4, (-1;2) (2;5) | (3;10) 19. | (3;2) | (2;11) | (3;20)
5. 1 (0:2) | (31) | (34) 20. | (35 | (-11) | (2:3)
6. | (0:2) | (20) | (42) 21. | (2-2) | (3:1) | (42)
7. (25 | (33) | (-2:-3) 22. | (59) | (1;2) | (-2;-2)
8. | (15 | (28) | (-1;3) 23. | (55) | (9:8) | (3,0
9 27) | 64 | (23 24. | (-0;7) | (552) | (2-2)
10. | (35) | (1:2) | (-1}4) 25. | (2,5) | (-2;2) | (-8;-4)
11, (3;2) | (-1;10) | (-2;12) 26. | (3;2) | (-1;10) | (-2;11)
12. | (45 | (-23) | (44) 27. | (3;4) | (5:6) | (7;8)
13. | 31) | (25) | (-1}4) 28. | (0;1) | (1;2) | (-1;9)
14. | (6:4) | (25) | (63) 29. | (53) | (34) | (7:9)
15, (1;0) 0;5) | (2;11) 30. | (1;8) | (10;5) | (2;15)

va sanab o'ting.

Mavzu yuzasidan savollar
1. Texkislikdagi analitik geometriyaning sodda masalalarini ko rsating

2. Tekislikdagi to'g ri chizig tenglamalarini yozing.
3. Nugtadan to"g ri chiziggacha bo Igan masofa.

4. Parallel to"g'ri chiziglar orasidagi masofa.
5. Tekislikdagi 2 ta to g ri chiziqg orasidagi burchak.
6. Tekislikdagi 2 ta to'g ri chizigning parallelik va perpendikulyarlik

shartlari.

7. Tekislikdagi to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentini aniglash

formulalari.

8. Tekislikda to g ri chiziglar dastasining tenglamasini yozing.
9. Ikki nugta orgali o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasidan foydalanib

talab va taklif funksiyasinini toping.

10. Tekislik tenglamasi Ax + By + Cx + D = 0 bo’lIsa, u koordinatalar

sistemasiga nisbatan quyidagi hollarda ganday joylashadi?

a) D=0; b) 4=0; v) A=0, B=0; g) 4=0, B=0, D=0; d) 4=0, D=0.
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11. Tekislik tenglamasini yozing.

12. Nugtadan tekislikkacha bo lgan masofa.

13. Ikkita parallel tekislik orasidagi masofa.

14. Tekisliklarning parallellik va perpendikulyarlik shartlari.

15. Ikki tekislik orasidagi burchak.

16. To g ri chiziq va tekislikning kesilish nugtasi ganday topiladi?
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6-bob. LIMITLAR

6.1. Sonli ketma- ketliklar va ularning limiti
Agar har bir natural n songa biror goida yoki gqonun asosida bitta a,
son mos go Yyilgan bolsa, u holda {a,} sonli ketma — ketlik deyiladi:
aj, ay,...,an,.... (6.1)
Boshqgacha gilib aytganda sonli ketma-ketlik n- natural argumentning
funksiyasidir: a, = f (n).

Masalan:{%}; {zi} 1+ 00} yoki

Agar har ganday ¢>0 son uchun shunday N = N(¢) > 0 son mavjud
bo lsaki, barcha n>nN lar uchun
la, —al<e
tengsizlik bajarilsa, u holda o'zgarmas a son {a,} ketma-ketlikning
limiti deyiladi va quyidagicha yoziladi:

lim a, =a.

n—oo

Agar shunday M musbat son mavjud bo’lib, har ganday natural n soni
uchun
la,|<M

bo’lsa, u holda {a,} chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.

Limitga ega bo'lgan ketma-ketlik yaginlashuvchi, aks holda
uzoglashuvchi deyiladi.
Agar har ganday natural n son uchun
An+1”>an
tengsizlik bajarilsa, {a,} o suvchi;
An+1<ay
bo'lsa {a,} kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi. Fagat o suvchi yoki
kamayuvchi ketma-ketlik monoton ketma-ketlik deyiladi.
Agar {a,} ketma-ketlik monoton o suvchi (kamayuvchi) va yugoridan
(quyidan) chegaralangan bo’lsa, u limitga ega.
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6.2. Cheksiz kichik va cheksiz katta migdorlar
Limiti nolga teng bo'lgan ketma-ketlik cheksiz kichik migdor deyiladi.
Chegaralanmagan ketma-ketlik chekli limitga ega bo Imaydi, lekin uning
limiti cheksiz bo lishi mimkin:
lim a, = oo.

N—o0

Agar {a,} — cheksiz kichik migdor bolsa, u holda {1/a,} - cheksiz katta
miqdor bo ladi va aksincha.

1. {L} - yaginlashuvchiligini tekshiring.

n+1

Yechish. fim - = jim ”1 ~ lim 11= ! _1 demak yaginlashuvchi.
n—on+1 n—>oon(1+7) n—>oo1+7 1+0
n n

2. {a,}=(-1", yoki-1,1, -1, 1, ... limitga ega emasligini ko 'rsating.
Yechish. Hagiqgatan, limit sifatida ganday sonni tasavvur gilmaylik 1
yoki — 1, £<0,5 da, |x,-a/<e tengsizlik ganoatlantirilmaydi. Bu ketma-

ketlikning barcha toq ragamlari — 1, juftlari 1 ga teng.

6.3.Yaqginlashuvchi ketma — ketlikning xossalari

1) Yaginlashuvchi ketma-ketlik fagat bitta limitga ega boladi.

2) Yaginlashuvchi ketma-ketlik chegaralangandir.

3) Yaginlashuvchi {a,} va {b,} ketma-ketliklarining yig indisi
(ayirmasi) yaginlashuvchi ketma-ketlik va uning limiti {a,} va {b.}
ketma-ketliklar limitlarining yig indisiga tengdir.

4) Yaginlashuvchi {a,} va {b,} ketma-ketliklarning ko paytmasi yana
yaqginlashuvchi ketma-ketlik bo'ladi, uning limiti {a,} va {b.}
limitlarining ko™ paytmasiga tengdir.

5) Ikkita {a,} va {b,} yaginlashuvchi, ketma-ketliklarning bo’linmasi,
limb, =0 bo lganda yaginlashuvchi ketma-ketlik va uning limiti {a,} va

nN—o

{b,} ketma-ketliklar limitlarining nisbatiga tengdir.

6) Agar yaginlashuvchi {x,} ketma-ketlikning elementlari biror n
ragamdan boshlab, x,>b (x,<b) tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda bu
ketma- ketlikning a limiti ham a>b (a<b) tengsizlikni ganoatlantiradi.

7) Cheksiz kichik miqdorning chegaralangan ketma-ketlikka yoki
songa ko paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlikdir.

8) Chekli sondagi cheksiz kichik migdorning yig indisi, ayirmasi va
ko paytmasi cheksiz kichik migdordir.

3. Ketma-ketlikning limitini toping.

im 3n22+ 2n+4
> 4n°+n-3
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Yechish. Kasrning surat va maxrajini n° ga bo'lib, bo’linma va
yig indining limiti qoidalaridan foydalanamiz.
lim (3+2/n+4/n*) lim 3+lim(2/n)+lim(4/n°) 3,040 3
rI1imoo(4+1/n —3/n?) - r!i”lo4+ rI1imoo(1/n) _rl,in;'o(?’/nz) T 4+0-0 4
4. Ketma-ketlikning limitini toping.
Jn
X, =——.
n+1
Yechish. Kasrning surat va maxraji chekli limitga ega bo Imaydi,
shuning uchun almashtirishni bajaramiz, surat va maxrajni n ga bo'lib:
lim x, =lim = 2=

n—>o0 n—»o0 1+]7/n a lim1+Ilim ]/n.

N—o0 n—o

cheksiz kichik va chegaralangan ketma-ketliklarning limitidan foydalanib
lim x, _ 9% _oni hosil gilamiz.
n—>0 0+1
5. Ketma-ketlikning n—e dagi limitini hisoblang.
X, =vVn+1-+n
Yechish. Bu yerda yig indining limiti hagidagi 4-xossadan foydalanib
bo Imaydi, chunki ketma-ketliklar yaginlashuvchi emas. Shuning uchun x,
ni ifodasini uning qo shmasiga ko paytirib bo lamiz.
im x = fim SMFL=VMEN TV o nedon L 1
now " new Jn+1l++/n oxnal+/n roedn+1++4/n
lim (1//n) 0
" lim (\/1+]/n)+1=1+1: '

N>

6. Quyidagi limitlarni hisoblang.

2 tim (0 42)3+(2n—2)3 b lim 3N —4n+8
e Nt 4+2n° -1 n>=4n°4+5n-9
n+(n + 2)) d) lim 3+6+9+...+3n
e (N —1)H(n + 2)! oo n’ +4
e) Linl% f) !irrlox/ﬁ(\/n+2—\/n—3)
7. Quyidagi limitlarni hisoblang.
_ (n+1)’ = (n+1) : (3-n)’
| b) |
A 1 —(ne1) ) 1f —(n 1)
) lim (2n+1)4(2n + 2) 4) lim (n+4)—(n+2)
> (2n 4+ 3)(2n + 2)! n—o (n+3)!
) lim > 2 f) lim i+t +2 - n?3)

Nes oo 3n—1 + 2n
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6.4. Funksiyaning limiti
Agar har ganday ¢ > 0 son uchun shunday s=s()>0 son mavjud
bo'lsaki, [x-a<s bo’lganda |f(x)-bj<e tengsizlik bajarilsa, b soni f (x)

funksiyaning x — a dagi limiti deyiladi va quyidagicha yoziladi:
lim f(x)=b.

X—a

Agar ixtiyoriy ¢ > 0 uchun shunday N = N(¢) > 0 son mavjud
bo'lib, barcha |x>N lar uchun |f(x)-b<¢ tengsizlik bajarilsa, b soni f (x)

funksiyaning x — « dagi limiti deyiladi va
lim (x) =b.

X—0

kabi belgilanadi.

6.5. Noaniqliklar
Umuman =, 8 -0, 0.0, 0° ¥ 1%, noanigliklar mavjud va ularni

0

ochishni misollarda ko rsatamiz.
Misol: |imH2( 4 -L} limitni toping.

x2—4 x-2

Yechish: agar x o'rniga 2 ni qo’ysak, o —o, Kko'rinishidagi
noaniglik hosil bo’ladi. Bu noaniglikni ochish uchun gavs ichidagi

ifodani umumiy maxrajga keltiramiz. Natijada gmz(—%j, yani 2

ko rinishdagi noaniq hosil bo'ladi. Agar x-2=0 deb kasr gisqgartirilsa,
berilgan limit quyidagiga teng bo"ladi:

- 3 =X +5 g -
Misol: 1im 22— " limitni toping.
A3 X —x Ping

Yechish:  Bu holda = ko rinishidagi noaniglikka ega bo lamiz. Uni

hisoblash uchun limit belgisi ostidagi kasrning surat va maxrajini x*ga

bo lamiz.

1 5
3-—+— ] ) o o ) ) .
Xlimw%yuqorldagl keltirilgan limitlar hagidagi teoremalarga ko ra

x x*
quyidagilarga ega bo lamiz:
im 3 tm L+ fim >
im 3x*—x*+5 o T T3

=3
x>+ 3% 4 X% — X

o o1 1
im1+lim = +Ilim —
X—0 X—00 X X—00 X
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6.6. Bir tomonlama limitlar
Agar x—a da x> abo’lsa, u holda x—»a+0 belgi, agar x»a da x<a
bo'lsa, u holda x—a-0 belgi go llaniladi. f(x) funksiyaning a nuqtadagi
chap va o'ng limitlari deb mos ravishda
f(@a-0)= lim f(x)va f(a+0)= lim f(x)

sonlarga aytiladi (agarda bu limitlar mavjud va chekli bo lsa).

Limitni hisoblash goidalari

agar C o zgarmas bo lsa,
lim C =C.

agar lim f(x) va lim g(x) mavjud bo’lsa, u holda
lim ( (x) + g(x)) = lim £ () + lim g(x).
agar lim f (x) va lim g(x) mavjud bo’lsa, u holda
lim (F(x)- g(x)) = lim f (x)-lim g(x).
agar fim f(x), lim g(x) mavjud va lim g(x) # 0 bo’lsa, u holda
im 00 _ I T
=ag(x)  limg(x)
e) murakkab funksiya limiti:
agar lim f(x)=b va limg(x)=a bo'lsa, u holda
lim £ (g(x))=b bo’ladi.

Quyidagi ketma-ketliklarning limitini hisoblang.

8.
| (3n + 2)'°
= (30 —1)*%(n + 2)°
Yechish.
3100n100(1+ 2jloo [1+ 2jloo
3n —lim 9 3n _

Ilm 98 2 98 2
g 1) (1,2 1- 1) 142
3n n 3n n

9 iim 7x* +2x* -1
Tonoe3x2 - 2x 4+ X

Yechish.

. 2 1
Cpey . THEoL m(7a2l)
fim X 2Ly x x x x)_ T _ 38
o0 3% —2x*+x e 3 1 (3 1) -2




10.
Jx -8
x—>64i/_ 4
Yechish. Belgilash kiratamiz. %x=t bunda x—64=t—2 demak

xa643X_4
3 2 2
i 8 (=2t +2t+d) . (Cro+d) o
212 -4 52 (t-2)t+2) 2| t+2
11. - 22. Limitni hisoblang.
2 2
11, tim X 73+2 12, jim X X0
-l X*+X—-2 x>-2 X“ 4+ 6X+8
2 2
13. lim 2% 14, fim X 23%+4
x>2 X2 —4X + 4 x>4 X -16
-1 x4+ 27
15. i X 16. lim
)!Tl\/_ 1 o, x2 -9
17. fim X% 18, i VX202
xa7\/— \/_ x—1 X° —4
19, fim X =2 —5x+6 20. fim ¥X=171
x>l X°—TX+6 -2 X—2
21. fim %=L 22. fim¥¥=2-2
x>13[x +1 X2 \/_ \/_
Ajoyib limitlar
|im03'”“ ~1- birinchi ajoyib limit;
a—> a

lim (1+%jx = lim (1+a)a —e — Ikkinchi ajoyib limit,

X—>00 a—0

Bundan tashgari quyidagi umumiy holdagi formulalarni keltirib
0 tamiz:

X—a

f(x)
1. Iim[1+%x)j —e, bunda x—»abo’lganda f (X)» .

2. lim (1+p(x )) j=e, bunda x—abo’lganda ¢ (x)— O.

X—»00

3. |im[1+5j =e""; Iirr})%“\/1+kx:lirr})(1+kx)%:
X X—> X—>

23. Berilgan limitlarni hisoblang.

. sin7x sin Ax . sin"«a
a) lim ;b)) lim c) lim ——-;
x=0 X x-0 sin BX | a-035In o
2X—sin X ) X 1-cosx
d) lim 2X=3NX &) lim 29X £) lim =5
X—>00 X+3COSX x>0 X x—0 X
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sin 7x sin 7x

Yechish. a) lim =7lim =7-1=7.
x—0 X x>0 77X
. Sin Ax . Axsin Ax Bx 1 A, AxsinAx . Bx A A
b) lim = =lim -— -—=—1Iim lim — =—-1.1=—.
x=0 §jn BXx x>0 AX sinBx Bx B x>0 AX x>0siInBx B B

0, agar n>m,

. - n

. sin"a ,. (sina a” 1 .al . _

¢) lm ——=lm| — | -a":| —— |-—=1Iim d=lim "™ =41, agarn=m,;
a=>0SIN a—0 o SN & o a—=0 o a—0

0, agarn<m.

2 1sinx
_2x-sinx .y 2-0
d) im ———=1Iim 3 = =2.
x>% X +3C0S X =109 cosx 1+0
X
x>0 X x=>0 X COS X

2
2sin? * 1 sin * 1
=lim—2="1lim| —2 | ==
20 (x/2)] 2

. 1-cosx
f) lim 5
x—0 X x—0 X

12 :1.
2

24, ||mm(§:f;j " limitni hisoblang.

Yechish. Kasrning suratini maxrajiga bolib, butun gismini ajratib
olamiz.
2x+1:(2x—3)+4:1+ 4 .
2x—-3 2x—3 2x—-3
x—>o da berilga funksiya asosi birga intiluvchi, ko rsatgichi esa
cheksizlikka intiluvchi darajani ifodalaydi, ya'ni 1% korinishdagi
noaniqlikka ega bo lamiz.

1
4(4x-1) 4=
2x-3 2x-3 2x-3

4x-1 4x-1 —_— 2_§
im( 2 Zjim(1s 2 —im|[1e %" P e
x—o| 2X —3 X0 2X -3 X0 2x -3 2X -3

x—>wo da 30 bo lgani sababli sababli ikkinchi ajoyib limitga
ko'ra:

2x-3 4(4_1j
Iim[1+ 4 j“ e, lim 3"

=8 ekanini hisobga olib, yakuniy javob

X—>0 2X—3 X—>0 5.3

X
(oax+Y Kanini :
)I(IE\)O %3 =e° eKanini topamlz.

25. Limitni hisoblang. Iim(zx2_3j_ |

x| 2x% +1
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2 3]
2 X T2
Yechish.  Agar |im(2xz‘3j:m(—x=|im

X—>00

2x°+1

bilan yechadigan bo’lsak, bunda [1”] tipidagi noaniglikka kelamiz.

2 2
2x° -3 2X +1—4_1 —4; (x)=- 4 ;X =0 = a(x)—>0

= =1+ a
2x% +1 2x% +1 2x% +1 2x% +1

lim (1+ a(x))ﬁ —e formuladan foydalanamiz:

a(x)-0

22 _3 -3¢ 4 4 .2X24+1(73x2) 4 ﬂ;l 2241 12x2
_ — 2x2+ - - - 2
A:Iim[zxz 1] :Iim(1+2 _ 1) = lim (1+2 _ J = lim 21 =
X—>0 X + X—>0 X + X—>0 X + X—>0
i 12 oox 12X 12 12
g2+ =¢® pundaa=Ilim ——=Iim =lim ——=—=6
x>0 2K +1  xow 2 1 X—>o0 1
X2+ 2+ —
X X
Demak A = ¢°.
1 - -
26. lim(cosx)e Ni hisoblang.
Yechish.
) 1 1 1 ocosx-1 Iim& |im_25i2n
Ilmo(cosx)x2 :I|m0(1+(cosx—1))x2 =||m0(1+(COSX—1))cosx—l o o=et X =gt x
—Iim{smxéin;
2x-0 X X 1
e Lz z)_go_ 1
Je
Limitni hisoblang.
X 7X
27. lim ﬂj 28. Iim(2x+1j
x—o| X4 2 x—o| 2X+5
9 5x° 9 3x
29, lim| X *2 30. lim| 2 *3
x>0l 4x° -1 xon| 2X° —4
X>+x-1) 5x¢ 2\
31. fim| X XL 32. lim| X
x| X —2X+5 x—oo| §x° 41
3 9 5x° 10 —2x¥°
33. fim| X X+ x+l 34. fim| X =3
x>0l 2X7 —3X° —2X+3 x>u| TX +2

12x?

Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar

Agar «(x) va g(x) x— x, holda cheksiz kichik funksiyalar bo’lib,

im M =
)
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bo'lsa, u holda ular ekvivalent deyiladi va x—x, da «(x) ~ g(x) kabi

belgilanadi. Masalan, iim*"*_1 shu sababli x>0 da sinx ~ X. Shunga

=0 X

0 xshash x— o da quyidagi cheksiz kichik funksiyalar ekvivalentdir:
Sinx ~ tgx~arcsinx ~ arctgx ~ In(1+x) ~ e*-1 ~ x, 1-cosx ~ —2, e ~ 1+x,

2
a* ~1+ xIna, (1+X)™ ~ 1+mx, Yirx=(1+x)s~1+ %, logto = MA+X)_ x
m Ina In a
_ H
35.Limitlami toping. 1) fim M 2)lim 17 C%" X

IN?(1+2x)" "0 x?
2 2
Yechish. 1) jim SN~ 3 :Iin})(l sin 3x J :nmo(%j _9
=00 N X—>

=0 In?(L+2x) (1+2x) 2x) 4
2 2
2 1im 2" X iy 1-Q-05¢) . 11405 oo
x—0 X x—=0 X x—0 X

Ajoyib limitlar iqtisodiyotning statistika, bank kredit, korxona va
tashkilotlarning hisoblash jarayonlarida samarali foydalaniladi. Aynigsa,
bank va kredit sohalarida murakkab foizlarni hisoblashda ikkinchi ajoyib
limitdan, e soniga keltirish orqali hisoblash keng ko'lamda amalga
oshiriladi. Bunga misol qilib quyidagilarni keltiramiz.

Uzluksiz foizni hisoblash masalasini ko rib chigamiz .

Bankka qo'yilgan boshlang’ich summa Q, bo’lsin. Bank vyiliga
jamg armaning p% ini tolaydi. t vyildan so ng to'lanadigan Q
jang armaning qiymati topilsin. Oddiy foizlardan foydalanilganda vyillik

P

jang armaning miqgdori 100 giymatga 0 sadi,
P ) P . -
lecgo( 100)Q2 QO( 100) ...,Qt:Qo[l+ﬁj. Amaliyotda ko pincha

murakkab foizlardan foydalaniladi. Bunday holatda jamg armaning yillik
miqgdori quyidagicha giymatga o sadi.

P Y P
Ql_QO( 100JQ2 Qo[ 100} e Qp = Qo(l ﬁj
Agar jamg armaning foiz miqgdorini yilda fagat bir marta emas, n

marta hisoblansa, yillik p% o’ sishda migdorning % gismi yilning E% ini,
jamg armaning t yildagi migdori esa nt ni tashkil giladi:

p nt
Q-]

Faraz qgilaylik , foizlar har yarim yilda qo shib hisoblansa k = 2, har
kvartalda k = 4, har oyga k =12, har kuniga k = 365, har soatiga k =
8760 va hokazo . U holda jamg arma miqdori t yilda
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nt % lloto pt
Q, = lim Q(1+ij —lim Q [1+Lj "l =Q, el
tokoel LT 100k koo 0 100k 0

bu tenglik ko rsatkichli (eksponensial) o'sish (p > 0 da) yoki kamayish
(p < 0da) gonunini ifodalaydi.

Izoh. Moliya-kredit amaliyotida foizni uzluksiz hisoblashdan kamdan
— kam foydalanilsa ham, u murakkab moliyaviy vazifalarning tahlilida,
Xususan investitsion masalalarni tanlash va asoslashda foydali hisoblanadi.

36. Agar yiliga go shib hisoblashlar soni cheksiz o zgarsa, u holda
real stavka ganday o zgaradi? (Boshgacha aytganda k —«da A, nimaga
intiladi?)

] = Ae™ =A™ buyerda t

Yechish. lim A, =lim A0(1+%jn — —lim A"[{“E}R

- bank foizlari qo’shib hisoblangan yil migdori. Shunday qilib, agar bank
foizlari uzluksiz ravishda go'shib hisoblansa, u holda hisobdagi summa
A=A, -e®, bu yerda A, bohslang ich omonat miqgdori, e= 2,718...,R—
yillik foiz stavkasi.

37. Inflyatsiya darajasi kuniga 1% ni tashkil gilsa, yarim yildan
keyin boshlang ich summa ganchaga kamayadi.

Yechish. Murakkab protsentlar formulasidan Q=Q0[1—i] ,

100
bunda Qg — dastlabki summa miqdori, 182 — yarim yildagi kunlar soni.

182

Bu formulani shaklini o'zgartirib, limitga o'tadi Q:Q{(l—ﬁj_ Toze?gz.

Demak yarim yildan keyin dastlabki summa 6 marta kamayadi (e ~6).

38. Limitlarni hisoblang.

L lim 3x*+4x—-6
o0 2x3 72 42
3. lim 2x% —3x+1

0 X2 +2X+3

22Xt =3x% + X
5. lim £ X *X
x> 4X°4+3X—5

_Bx?P-2x+1
rAim
x> 2X" 4+ X +5
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o xY—4Ax+1

x—=o 2X" +3X° + X
3 J—

4. lim —3’j +2)2‘ >
x>0 X" 45X +1

8. 1lim —_—
x>0 6 +5X — 3X



11.

13.

15.

17.

19.

. lim

5x*—3x*+4
x>o BX3+x-5

. 14x%% +3x
x>0 TX" +2X -8

o xP—3x2+7
im e — 5
x>o 3X° 4+ 4X° -2

im 7x* —2x% +2
x>o Xt —3x

_3-2x*-x*
im - =
x>0 4 4+ X° +5X

. 3x' —4x°+3
M 5 ex?
x>0 X + 3X” —6X

8x°® -1

21. lim

23. Iim

25.

27.

29. lim

39. Limitni hisoblang.

1. lim
=4 X +12 —\[3x + 4

3.

x>0 4x* —5x°

2x3+x-5
oo 4x3 -7

o ox®—4x+1
m s
x>0 3X° +2X° =5

. 8x*—4x*+3
xow o 2XT+1

x>0 ]-2X—5x°

Ux?-16

10x° —5x% +7

3/2-3x-8/6-x

lim
X——2 3 8+ X3

4 2
. XT+3x° =X
x=0 X — X7 + 3X

4 2
12 tim & =4 +5
x>0 2X° —3X° +1

2_
14. 1im 3X° —-2x+5

x»o 2x3 —3x% +1

2
16, i 3~ 4x+5
o= 6X° +3X — 7

2
18. fim 2~ 7X*>
x> 24+ X —4X

2
20, im X ~3%~1
x>0 3X° +5X -2

3 2
2. 2 =2X +3
x=0 3—4x —-10X

4 2
24, fim X 3% +1
x>® 14+3X° =X

2_
26. lim w
x>0 55X +3Xx -8

3_
28. "m4x3—3x2+2
x> 5X” +4x° -3

2
30. lim X+ 4X=2
x—=0 G —2X —3X

_ AJ4x—-3-+/5x—6
2. lim

_ AJ4x+5—+/6x-5
4. lim

o5 J4+x —2x-1
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. 3x -2
5. lim
-8 \J2x+9 —/3x+1

2 lim 35+ x -3/5-x

X0 §/X2 x4

_ 3/x-3-3/2x-7
9. lim
>4 \J1+2x -3
2_ —
111 4x° -3x -1

im
o1 342X —/X+4

. A3+ X—+/5+3x
13.lim

1 4x°+3x-1

. AA+X—+/2x-1
15.1im

x5 X?—4x-5

 A2x+1-+/9-2x
17.lim 5
=2 3X°—2x-8

19 lim «/4xz3—\/2x+3
-3 X°-2Xx-3

2
21 1im X°—=10x+9

-9 \[2x +7 —+/3x =2

23 Iimﬂ
oL 2x+7 -3

oF fim \/x—zl—\/Bx—ll
x5 X 4+3x—-40

. A/ X+1-4/3x-5
27.lim 5

x—3 X —

29.jim 4x% -3x-10
o2 \[3x—4 —+x
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327+ x-3/27 —x
6. lim

0 3/8+x —38-X

\/1+x—\/2x—l
8. lim -2 3

xa% 3\/ 3x-2

3 3
10. lim 3/6+ x —%/10 + 3x

2 2-x-2

2 —
12 fim X_tX-12

x—3 m

. Al2X+1—+/X+6
14 .lim

x5 x?—-8x+15

16. fim VXx+20 —/12 - x

x>4 x> 4+3x—4

18 1m \/x—22—\/3x—10
x4 X“-16
3x2 +4x-7

20.lim
18+ X —+/4x+5

29 fim \/4+23x—\/2+x
x>-1  X°—7x-8

3 —
24.lim X -8

X2 JAX+1—/X+7

26. lim \/5+x3—\/2x+9
x4 X" +64
28, lim 3% +5x+2

-1 /4 -3x —/6-x

2
30, fim X +X—2

>24/3-X —+1-2x




40. Hisoblang.
1, |im(4x_ljsx+2
x—>x\ 4X+3

3. lim (4x=1)In(x+2)-In(x-1))

X—>—00

5. lim (2x—1)%

x—1

5x-3
7. Iim(2X+5
x—ol 2X +1

9. lim (2x+3)In(x+2)~In(x))

X—>+00

11. lim (2x —3)%

X—2

4x+3
13, Iim(2_3xj
x>0\ §—3X

15. lim (2x - 7)In(3x +4)—In(3x))

X—>+00

17. 1im (4 — 3x )1

x—1

4x+5
19. fim [ 3=
x>o\ 2 —5X

21.1im (3—x)In(1—x)-In(2-x))

X—>—00

2

23. lim (5x — 4)x

x—1

5x-1
25 lim[ X1
x>=\ 3X +4
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2. lim (3x - 2)%

x—1

2x-1
4. fim 5"_1}
x—o\ 5X 4 2

6. lim (x+2)(In(2x +3)—In(2x 1))

X—>0

8. lim (3 2x)ix

x—1

2Xx-5
10. fim| X =4
x>\ 3X+ 2

12. lim (3x +5)In(x +5)—In(x))

X—>+00

14. lim (2— x)ix

X—>-1

16. Iim(

X—»00

3x -2\
3X+5

18. lim (3x—2)(In(2x —1)— In(2x +1))

X—>+00

20. lim (2x+3)vs

Xx—>-1

4x+3
22. Iim(3x+7j
x>0\ 3X =5

24. lim (x—3)(In(2—-3x)-In(5-3x))

X—>—00

26. lim (3 5x )6 2
5



3-2x
27.1im (2x~1)(In(L-3x)~In(2-3x)) 03, "m@—in
3x
29. lim (4x +5)1 30. im (x—4)(in(3—2x)~In(5— 2x))

41. Limitlarni hisoblang.

_ 3
1. Iiml co§6x 2 im COS X cz:os X
x—0 4x x—0 3x
. CO0S5Xx—cos X . sin3x—sin X
3. Ilm—2 4, lim>>""">7"
x—0 2X x—0 4x
. 1-cos? . 2X—sin 2
5. Ilm—1 cos X 0. Ilm—tg X zsm X
x>0 thx x—0 X
2 2
. . - 2
7. lim _ 5X_ 8. lim cos X ZCOS X
x=0 §In X + SIN 7X x>0 X
. tgx 10. lim arcfsin 3X
x-0 3sjn 3X x-0  §jn 5x
2 =2 3
11. lim sin© 2x 2sm X 12. lim cos4x c;‘os 6X
x—0 3x x—0 4x
. 1- . 1-
13. [im 120086 14, lim 126055
x>0 4X2 x—0 3X2
_ 5
15. lim arctg2x 16. lim COS X _cos X
x>0 tg3X x>0 Xsin X
17 m| -1 -1 18. fm P¥~SnX
-0 sin 2X  tg°X x>0 X
19. lim(@1-x)yg = 20. fim 2reSIN>X
x—1 2 x>0 X* —X
. COSX—sin X . 1-cos5x
21. lim—=> >~ 22. im———
H% 1-tgx x=0 §In 3X +SiN X
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23, fim 120084 24. lim (Z - thgx
x>0 1 —cos8x -z 2

25. fim YeoX~1 26. lim X193
x>0 X x>0 COS X — COS X
27 jim SOS3X —COSX 28 lim (L—sin x)
x>0 1-CcosX x-? T —2X
29 jim V1+sinx -1 30. lim xtg4x
" o0 1—cos2X " x>0 arctg3x

42. 1986- yilning boshida orol aholisi soni 7500 kishini tashkil etar
edi. Agar yiliga 2,5% dan ko paysa, 1995-yil oxiriga kelib, orol aholisi
soni qanchaga yetishi aniqlansin.

43. Yuk mashinasining boshlang’ich narxi 30000$. Yiliga
amortizatsiya ajratmasi 15% bo’lsa. Yuk mashinasining narxi ikki yildan
so ng gancha bo ladi? 5 yil, 8 yildan so"ng-chi?

44, 1987- yili orolda quyonlar soni 20000 tani tashkil etardi. Agar
ular yiliga 30% dan ko paysa, orolda gachon 60000 ta quyon bolishi
aniglansin.

45.  Korxona 24 ming so'mga avtomobil sotib oldi. Yillik
amortizatsiya avtomobil narxining 10% ini tashkil giladi. t vaqtga bog liq
holda avtomobil narxini aniqlovchi tenglama tuzilsin. Avtomobilning a) 5
yildan; b) 6 yil 3 oydan keyingi narxi aniglansin.

46. Gaz plitasi — 800 (ming) so mga sotib olindi. Yillik amortizatsiya
boshlang ich narxning 15% ini tashkil giladi:

a) t vagtdan so ng gaz plitasining narxi;
b) gaz plitasidan foydalanilgandan 6 yildan keyingi narxi;
c) gaz plitasining xizmat muddati aniglansin.

47. Inflyatsiya darajasi kuniga 1 % ni tashkil gilsin, yarim yildan
keyin boshlang ich summa ganchaga kamayadi?

48. Mamlakat aholisining o’sishi yiliga p % ni tashkil giladi. Necha
yildan keyin davlat aholisi 2 barobar ko'payadi? 1) p=5%, 2)p =15 %.

49. Inflyatsiya darajasi oyiga 6 %, kreditdan keladigan foyda yiliga
12 % ni tashkil gilishi uchun bank beradigan vyillik stavka ganday foizda
bolishi kerak?
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50. Korxonaning ish hagini berish uchun xizmat giladigan tijorat
banki, unga tegishli bo lgan summani kamida 9 oy ushlab turadi. Bu vaqt
davomida bank bu pullarni gisga muddatli kredit ko'rinishida 3 marta
aylantirib oladi. Qisga muddatli kreditlarni xususiy tadbirkorlarga 3 oy
muddatga oyiga 3 % dan beradi. Bank bu amallarni bajarib gancha foyda
oladi?

51. 50-masalaning shartiga ko'ra bankka quyidagi ikki usullardan
gaysi biri foydaliroq:

1) korxonaning shaxsiy mulkidan yillik foiz stavkasi 20 % bo’lgani;
2) oyiga 3 % dan 3 oyda go yilgani.

Mavzu yuzasidan savollar

1. Funksiya ta’rifi va misollar.
2. Funksiyaning berilish usullari.
3. Qanday funksiyalar elementar funksiyalar deyiladi?
4. Ketma-ketlik limitining ta’rifi.
5. Ajoyib limitlar:

a) birinchi ajoyib limit;

b) ikkinchi ajoyib limit.
6. Cheksiz kichik va cheksiz katta migdorlar nima?
7. Noanigliklarni ochish.
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7-bob. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

7.1. Funksiya uzluksizligini hisoblash usullari
f(x) funksiya X, nuqtada uzluksiz deyiladi, agar u quyidagi uchta
shartni ganoatlantirsa:
Xo nuqtada aniqlangan (ya’ni f(Xp)mavjud);
x—x,70 ,x— x,-0 chekli limitlarga ega;
bu limitlar funksiyaning x, nugtadagi giymatiga teng, ya’ni:

lim
X+

X—>Xo+0

f(x)= tlim f(x )= lim £ (x)= f (x,)

1. Quyidagi funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring:

2

a) y—l' b) _|x+1, agar x=0,, C) Xx“, agar x=0, . d) y=x2
X’ ] agar x<0 ' 1, agar x=0 ' '

Y Ya y 4 y 4
L L U
Kj ;( / -1 'x 0 X 0 X

a) b) c) d)

v

Yechish. a) Berilgan y:% funksiya (a — rasmga garang) x = 0 nugtada

uzilishga ega, chunki uzluksizlikning birinchi sharti buzilgan — f(0) mavjud
emas.

Xx+1, agar x>0, : o —
b) yz{X_L 2gar X <0 funksiya (b — rasmga garang) x = 0 nuqtada

uzilishga ega, chunki uzluksizlikning birinchi sharti bajarilgan, f(0)
mavjud (f(0) = 1), lekin uchinchi shart buziladi (bu yerda funksiyaning bir
tomonlama limitlari mavjud chapdan lim f(x)=-1, 0 ngdan lim f(x)=1, lekin
ular teng emas).

C) VZ{XZ' agar x#0. fynksiya (c — rasmga garang) X = 0 nugtada
1, agar x=0

uzilishga ega uzluksizlikning ikkita sharti bajariladi, ya’ni f(0) aniglangan
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(f(0) = 1) va limf(x)=0 chekli limit mavjud, lekin uchinchi asosiy shart
buzilgan: lim £ (x) = f(0).

y = x* funksiya (d — rasmga garang) x = 0 nuqtada uzluksiz, chunki
uzluksizlikning uchala sharti bajariladi.

lim f(x)= f(0)=0.

7.2. Funksiyaning uzilishi va uning turlari
f(x) funksiya uchun uzluksizlik shartlaridan agalli bittasi bajarilmasa,
bu funksiya x nuqgtada uzilishga ega deyiladi.
Agar f (x) funksiya berilgan X, nuqtada uzluksiz bo’Imasa, bu
uzilishga ega deyiladi.
Uzilish turlari quyidagicha:
| — tur uzilish — funksiyaning chap va o ng chekli limitlari mavjud,
lekin ular teng emas (7.1. b) misol.
Il — tur uzilish — bir tomonlama chap va o'ng limitlardan biri cheksiz
yoki mavjud emas (7.1 a) misol).
| — tur uzilishga bartaraf gilinadigan uzilish deyiladi, bunda x — X, da
funksiyaning limiti mavjud, lekin funksiyaning X, nuqtadagi giymatiga
teng emas (7.1 c) misol).
2. y=Ax) funksiyani x=1 nugtada uzluksizlikka tekshiring.

Uzluksizlikka ega bo lgan holda x=1 nuqtadagi xarakterini aniglang.
x—1, agar x>1
X+1 agar x<1

a) y0-"21 b)) yw=210 ©) yw=x-1;  d) y(x)z{

x—1'

Yechish. a) y(x) = X3_3§2_+13X_1 funksiya x=1da aniglanmagan. Demak

bu nugtada uzilishga ega.
x* —3x* +3x -1

Funksiya limitini hisoblaymiz: lim

= lim (x-1)* = lm (L-1)° = 0,

ya’ni chekli limit mavjud, demak x=1 bartaraf gilinadigan 1-tur uzilish
(7.2 —rasm).

Funksiyani x=1 nuqtada aniqlanishini to'Idirib, ya’ni f(1)=0 deb faraz
qilib,

x® —3x* +3x-1
F(x) = x—1
0, x=1 da
funksiyani hosil gilamiz. Bu funksiya x=1 nuqtada uzluksiz.

Xx=1 da
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b) y(x)=ﬁ funksiya x=1 nuqgtada aniglanmagan va x=1 nuqtada

uzilishga ega chunki

lim X =40, VA lim = oo (7.3-rasm)
x40 X —1]

x-1-0 x —1

Bir tomonlama limitlar (bitta limit mavjud bo’lsa ham vyetarli edi)
cheksiz bo lgani uchun x=1 2-tartibli uzilish nuqtasi.

C) y(X)=x-1 funksiya x=1 da aniglangan,
lim (x-)=0, lim (x-)=0,  y(1)=0, ya’ni
Jlim y(x) = lim y(x) =y(1) =0
demak funksiya x=1 nugtada uzluksiz. (7.4 — rasm)

B x—1, agar x>1 . — : -
d) y(x)_{Hl’ agar x <1 funksiya x=1 da aniglangan y(1)=0,
JﬁLyU):ﬁTJx+D:2,Jﬁky&):ﬁméx—nzo,JHLyOQ¢Jq%yU)gaega

bo lamiz, shunday qilib, x=1 nugtada funksiya bartaraf gilinadigan
uzilishga ega (7.5 — rasm).

A

y y 4 L y 4 y 4
1 1
EAZZ(_, 4//)L//// .

o 1 X o\ 1 «x o1 X o1 x

7.2-rasm 7.3-rasm 7.4-rasm 7.5-rasm

3. Funksiyani uzluksizlikka tekshiring, uzilish nugtalarini aniglang.
Yechish. y=—1
1+ex
X = 0 da funksiya aniglanmagan. Uzilish turini aniglash uchun x = 0 da
bir tomonlama limitlarni topamiz:

(x—»-oda ko rsatkich darajasi 1, e —ouchun).
X

) 1 1
lim

x—0-0 1 :1_|_0 -
1+ex

1
(x—+oda ko rsatkich darajasi X — o, e -+ Uchun, —__0)
X

1+ex
lim :
x—0+0

1+eX

=0
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Chap va o'ng limitlar teng bo " Imagani uchun funksiya x = 0 nugtada 1-
tur uzilishga ega

4, V=" funk5|yan|ng uzilish nugtasini toping va uzilish turini
aniqglang.
Yechish. x = 3 nuqgta berilgan funksiyaning uzilish nugtasi. Chunki
lim f(x)= lim —— =0, lim f(x)= lim —— = +o.
x—3-0 x>3-0 X —3 x—3+0 x>3+0 X — 3

Demak, ta’rifga ko'ra berilgan funksiya Xo=3 nuqtada ikkinchi tur
uzilshga ega.
-1, agar x<0;
5. Agar f(x)=signx=1 0, agar x=0; b0 lsa, f(x) ning uzilish nuqgtasini va
1, agar x>0.
uzilish turini aniglang.
Yechish. Ko rinib turibdiki, berilgan funksiyaning uzilish nugtasi x,=0
nugta va Jim £()=-1, lim £(x)=1, f(x)=0 hamda f(x) =f(xo - 0) =f(xo + 0)

ekanligidan ta'rifga ko ra berilgan funksiya x=0 nugtada 1-tur uzishiga
ega.
6. f(X)= o funksiyani u2|I|sh nuqtasi va turlari bo" ylcha tekshiring.

1

Yechish. xo =0 da f(x,)= ex° = +o0 I|m (e*)=0va lim (e )=+ demak X, =0

X—>Xy+0

nuqgtada funksiya 2-tur uzilishga ega.

7.3. [x], {x}, sinx, z(x) funksiyalar
f(x)=[x] (o'qilishi “ant’e X), bu yerda [x] — X sonining butun gismi,
ya’'ni X dan katta bo Imagan eng katta butun son (masalan, [2.6] = 2, [-2.6]

=-3). x—— nugtada f(x) = [x], funksiya uzluksiz, yoki lim f(x)= f@j=1, X =

x>
2

1 nugtada esa funksiya aniglangan f(1) = 1, lekin uzilishga ega, chunki
iim f(x) mavjud emas (anigrog’i bir-biriga teng bo Imagan chap va o' ng

chekli limitlar mavjud lim_f(x)=0 va lim_(x =1).

f(x) = [x] barcha hagigiy sonlar to'plamida aniglangani bilan,
elementar funksiya emas, chunki barcha butun sonlarda uzulishga ega ( 7.1
— rasm).
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y =[]
__4 :_h
13 —>
_ 2
H '
L o
10,01 234 5 X
7.1- rasm.

7.4. Uzluksiz funksiyalarning asosiy xossalari

Agar funksiya gqaralayotgan oraligning hamma nuqgtasida uzluksiz
bo'lsa, u holda funksiya shu oraligda uzluksiz deyiladi. Elementar
funksiyalarning barchasi o zlarining aniglanish sohalarida uzluksizdir.

1. Agar f(x) va ¢(x) funksiyalar x, nugtada uzluksiz bo'lsa, u holda
ularning yig'indisi, ko paytmasi, bo'linmasi (maxraj noldan fargli
bolganda) shu nugtada uzluksiz bo’ladi.

2. Agar y = f(u) funksiya uy = ¢ (Xo) nugtada, uzluksiz bo’lsa u = ¢(x)
funksiya esa X, nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda y = f [p(X)] murakkab
funksiya X, nugtada uzluksiz boladi.

3. Agar funksiya biror oraligning har bir nugtasida uzluksiz bo’lsa, u
shu oraligda uzluksiz deyiladi. Barcha elementar funksiyalar o°zining
aniglanish sohasida uzluksizdir.

7.5. Bo'lsano Koshi teoremalari

Bo'lsano Koshining 1-teoremasi. Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda
aniglangan, uzluksiz bo’lib, segmentning chetki nuqtalarida har xil ishorali
giymatlarga ega bo'lsa, u holda shunday ¢ (a< c< b) nugta topiladiki, u
nuqtada funksiya nolga aylanadi:

f(c) = 0.

Bo'lsano Koshining 2-teoremasi. Agar f (x) funksiya [a, b] segmentda
aniglangan va uzluksiz bo'lib, uning chetki nugtalarida f(a) =A, f(b)=B
giymatlarga ega va A=B bo'lsa, A va B sonlari orasida har ganday C son
olinganda ham a bilan b orasida shunday c nugta topiladiki, bunda f(c)=C
bo ladi.
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Veyershtrasning 1-teoremasi. Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda
aniglangan va uzluksiz bo'lsa, funksiya shu segmentda chegaralangan
bo ladi.

Veyershtrasning 2 - teoremasi . Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda
aniglangan va uzluksiz bo’'lsa, funksiya shu segmentda o zining anig
yuqori hamda quyi chegaralariga erishadi.

6. f(x):'ﬂ% funksiyani uzluksizligini tekshiring.
Yechish |x|— X, agar x>0 bo'lsa,
" "7 )=x  agar x<0bo'lsa.

Bundan ko rinadiki,

1

0, agar x>0bo'lsa,
f(x)=
—= agar x<0bo'lsa.
X

X = 0 nuqgtada funksiya aniglanmagan bolib, im f(x)=0va lim f(x) =+
munosabat o rinli. Demak, x = 0 nugqta f(x) funksiya uchun ikkinchi tur
uzilish nuqtasi.

7. Quyidagi funksiyani uzluksizligini tekshiring va grafigini chizing.
f(X)zsinlxz
8. Berilgan funksiya a ning ganday giymatida uzluksiz boladi.

T
X-ctgx, agar x =0 va |x| < =bo'lsa,
f(x){ % a9 <3

a,agar x=0bo'lsa.
Funksiyaning uzilish nugtasini toping

1
9. f(x)=45 10. f(x)=6*3
, 3x+4, agar x<1bo'lsa,
11. f(x) =3 12. f(x)=4x*-2, agar —1<x<2bo'lsa,
X, agar x>2 bo'lsa.

X+1, ~ agar x<0bo'lsa,
13.  f(x)={(x+1)? agar0<x<2bo'lsa,
4-x, agarx>2 bo'lsa.
Berigan funksiyalarni uzilish nugtasini va turini aniglang
X—2, agar x<0 bo'lsa, x—2, agar x<0 bo'lsa,
14. f(x){Z, agar x=0 bo'lsa, 15. f(x){—z, agar x=0 bo'lsa,

x? —2, agar x >0 bo'lsa. —x—2,agar x> 0 bo'lsa.

16. f(x):’i_*z2 17. f(x) = )‘2‘22

X"+
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18.

20. f(X)z{x—z, agar x<2 bo'lsa,

f(x):sinl
X

19. f(0= 1

X2 + X

x—3, agar x<0 bo'lsa,

21. f = 1 <x<4bho'l
X+2, agar x>2 bo'lsa. () =1x+1 agar 0<x<4bo'lsa,

3+ \/;, agarx>4 bo'lsa.

22 -28. Funksiyani uzluksizlikka tekshiring va grafigini chizing.

3 —_—
2.y 23, y-x
_ 5. a) y = x—|x|
24,  AY=T 25, "
b) y =tgx. b)y=3—;.
26, Vv 27, V=2
b) y=1-3*. b) y=5-4%,

28. Funksiyaning uzilish nugtalarini toping. Uning uzilish nuqtasi

atrofidagi shaklini chizing.

L (=2t 2 £
3 1= T
5. f(x)=dr? 6. f(x)=62
7. f(x)=5% 8. f(x)=53ilx
9. f(x)=4é 10. f(x):4%
11 f(x)=9‘:x 12. f(x)=6$
13. f(x):73i‘ 14. f(x):?é
15. f(x)=6ﬁ 16. f(x)=9$
17. f(x)=5ij 18. f(x):G%
19. f(x)=4é 20. f(x)=8ﬁ
21. f(x):343X 22. f(x):S%
23. f(x)=54: 24, f(x)=5é
25. 1=(x)=6é 26. f(x):53%4x
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3

2
27. f(x)= 4~ 28. f(x)=3"1

3

2
29. f(x)=64* 30. f(x)=6*2

Berilgan funksiyani uzilish nugtalarini toping. Ularning grafigini
chizing

2 agar x=2 x—1 agar x=>1

1. f(x)=42* agar 0<x<2 2. f(xX)=4x* agar0<x<l1
x+1 agar x<0 x* agar x<0
cosx agar x <0 2x agar x>0

3. f(x)={x+1 agar0<x<?2 4. f(x)={-x* agar-1<x<0
2 agar x> 2 —X agar x<-1
x—3 agar x>3 x> agar 0<x<2

5. f(x)=4x> agar 0<x<3 6. f(x)=4x—-1 agar x<0
X agar x<0 X+2 agar x> 2
sin x agar x>0 1-x agar x=>1

7. f(x)=4x* agar -1<x<0 8. f(x)=4log, x*agar —1<x<1
X agar x<-1 X+3 agar x<-1
X agar x>0 x> agar x<1

9. f(x)=1(x+3) agar-2<x<0 10. f(x)={lgx agar 1< x<10
X+3 agar x<-2 11-x agar x>10
x—1agar x>1 x’+1 agar 0<x<1

11. f(x)={x* agar0<x<1 12. f(x) =41 agar x>1
—X agar x<0 Xx+1 agar x<0
3x agar 0<x<l1 X+2 agar x>2

13. f(x)=+<2 agar x2>1 14. f(x)=42x agar 0<x<2
x+1 agar x<0 Xx+3 agar x<0
sinx agar x>0 cosx agar x<0

15. f(x)=9x agar -2<x<0 16. f (x)=qx—-1 agarO0O<x<1
2 agar x<-2 x—1 agar x>1
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17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

f(x) =

f(x) =

f(x)=

f(x)=

f(x) =

f(x) =

f(x)=

1 agar x=>1
x> +1 agar —1<x<1
X+3 agar x<-1

x-1 agar x>2
(x-1)° agar 0<x<2
X agar x<0

X agar x>3
(x—2) +2 agar 1< x<3
- X agar x<1
sinx agar x<0

Jx agar 0<x<4
Xx—3 agar x>4

x+2 agar x<0

X+1 agar 0<x<2
x—1 agar x>2

Xx+1 agar x<0
Jx+1 agar 0<x<4

5—-x agar x>4

X agar x>2

x> agar 0<x<2

sinx agar x<0

18. f (x) =

—X agar x<0
2x* agar 0<x<1

X+2 agar x>1

3 agar x>1

20. f(x)=4(x+1)" agar —2<x<1

22. f(x)=

24. f(x) =

26.f (x) =

28. f(x) =

30. f(x) =

X+3 agar x<-2
Xx—1 agar x<-1
x*+1 agar —-1<x<1
X agar x>1

—X agar x<0

x agar 0<x<8
9-x agar x>8

T
1 agar x=—
4
sin x T /4
—— agar —-—<x<—
COS X 4 4
T
—-X agar x<-—-—
4
9-x agar x>8
Ux+2

agar -1<x<8

§+1 agar x<-1

7 _x agar x>2Z
2 2

T
cosx agar 0§x<§

sinx agar x<0

29. Funksiyaning uzilish nuqgtasini toping. Uning uzilish nugtasi
atrofidagi shaklini chizing.

2

1. f(x)=4x3

1

2. f(x)=6%*
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2

-
(2]

3. f(x)=5%2 4. f(x)=3*

5, f(x)=2724 6. f(x):7734
7. f(><)=87ix 8. f(x):gé
9, f(x)=6f?2x 10. f(x):B%
11. f(x):3$ 12. f(x):4?3x
13. f(x)=75%4x 14, f(x)=95fsx
15. f(x):zaé 16. f(x)zsé
17. f(x):55% 18. f(x)=4£
19. f(x):7flx 20. f(x):e;?Zx
21. f(x):sﬁ 22. f(x):gﬁ
23. f(x)zsé 24. f(x):G%
25. f(X)=3% 26. f(x)=4i
27. f(x):?flx 28. f(x)zgé
29. f(x):BTix 30. f(x):3%

Mavzu yuzasidan savollar
Funksiya uzluksizligining ta’rifi.
Uzluksiz funksiyaning xossalari.
Elementar funksiyalarning uzluksizligi.
Funksiyaning uzilishi, uzilish turlari.
Bolsano Koshining teoremalari.
Veyershtras teoremasi.
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8-bob. BIR O ZGARUVCHILI FUNKSIYALARNING
DIFFERENSIAL HISOBI

8.1. Funksiya hosilasi
Aytaylik, y=f(x) funksiya biror x sohada aniglangan bo'lib, x,e x va
x, +Axe X bo'lsin.
f (X, +AX)— T(x,)
AX '
nisbatning limiti mavjud va chekli bo’lsa, bu limit y=f(x) funksiyaning x,

nugtadagi hosilasi deyiladi. Hosilaning belgilanishi:

Ta rif. Agar ax—oda y

dy df
f
Y, (Xo) I
Demak, ta’rifga ko'ra
Ay f (X, +Ax)— f(x,)

f '(x,) = lim = = lim :
A0 AX  Ax—0 AX (8 1)

Agar y=f(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo'lsa, u holda f(x)
funksiya x, nugtada differensiallanuvchi deyiladi, hosilani topish jarayoni
differensiallash deyiladi.

1. y=x* funksiyaning hosilasini hisoblang.

Yechish. Awval x ga axorttirma beramiz va funksiya orttirmasi ay
ni topib (8.1) - formulaga qo " yamiz:

Ay = (X +AX) = T (%,) = (X + AX)" = x? = X® + 2XAX + AX® — X% = 2XAX + AX? = AX(2X + AX).
(8.1) formulaga ko ra:
£ = lim &Y _ fim MXEXAY)

Ax—0 AX  Ax—0 AX

I|m (2x+Ax) 2X.

2. y:% funksiyaning hosilasini hisoblang.

Yechish. Ay = f(x+Ax)— f(x) = — L _X=XZ&x___ AX
X+AX X X(X+AX) X(X + AX)

(8.1) formulaga ko ra:

Ay L AX 1 . 1 . 1 1
f (xO)_Ilm—:hm - .~ =—lim = —lim — =
20 AX M0 X(X+AX) ) AX -0 X(X 4+ AX) A0 X 4 X - AX X

3. y=sinx funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. Ay =sin(x+ Ax)—sin x = 2sin % : cos(x + %)

(8.1) formulaga ko'ra:

. AX AX
2sin == . cos| X+ — sin 2X
Do AY L 2 2 2 AX
y'=lim — = lim = lim -lim cos| X+ — |=1-cosx=C0S X
Ax—0 AX  Ax—>0 AX -0 AX a0 2
2

Demak: (Sinx)’ = cosx
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4. y = 2X+3
2x+1
hisoblang.
Yechish. x ga ax orttirma berib, funksiya orttirmasi ay ni topamiz:
2(x+AX)+3  2x+3  (2(x+AX) +3)(2x+1)— (2(x + Ax) +1)(2x +3)
2(x+AX)+1 2x+1 (2(x+Ax) +1)(2x +1)

funksiyaning hosilasini hosilaning ta’rifidan foydalanib

Ay =T (X+Ax)— f(x) =

_ 4AX _
— (2x+2ax+1)(2x+1)"

(8.1) formulaga ko'ra:

= tim =~ fim | - 44 lim | — 4 S
S o0 Ax o0 AX(2x+2Ax+1)2x+1) ) a0 (2x+2Ax+1)2x+1) ) (2x+1)

5. y=[x funksiya hosilasini hisoblang.

Yechish. x = 0 nuqtada argumentga Ax orttirma beramiz, u holda
funksiya Ay orttirma oladi:
—AX, agar Ax<0 bo'lsa,

Ay =|AX| ={ '
AXx, agarAx>0 bo'lsa.
Ay |-1 agar Ax<0 bo'lsa,
E_{ 1 agarAx>0 bo'lsa.
Ko'rinib turibdiki, Ax = 0 nugtada y=|x| funksiya hosilaga ega emas,

chunki % nisbatning Ax— 0 dagi limiti mavjud emas.

8.2.Hosilaning geometrik ma’nosi

Tekislikda berilgan y = f(x) funksiya grafigining M ( X ; Yo ), (bu
yerda yo=f(Xo) nugtasiga o tkazilgan urinmani garaymiz. Bu urinmani hosil
gilish uchun quyidagi (1- rasm) chizmada avval MK to'g'ri chiziq
0 tkazamiz. So'ngra - orttirmani nolga garatsak, grafikdagi K nugta M
nugtaga yaginlasha borib, MK to'gri chizig MN - urinma holatini
egallaydi. ax—o0 da MK to'g'ri chizig OX — o gining musbat yo nalishi
bilan hosil gilgana(ax) burchagi, MN - urinma hosil gilgan » burchakka
intiladi. Bu yerda MN - to'g'ri chizigning tenglamasi y-y, =tge (X-Xo)
ko rinishda bo'lib, X-xo = axvatge=k — MN to g ri chizig OX — o0°gining
musbat yo nalishi bilan hosil gilgan burchak koeffitsiyenti ekanligini
¢’tiborga olsak, MN to'g'ri chiziq tenglamasi y=kax+y, korinishda
bo'ladi. 1 - chizma MKB - uchburchak uchun MB =ax, KB= Ay va tg

aay= 2 Demak,
AX

£(x) = lixrﬂo%  lim tga(AX) =tgp =k (8.2)
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ya’ni f"(xg)=k tenglikni hosil gilamiz.

Va
f(Xo+ Ax) (Xo+ax; f(Xp+ax))
4@# Ax ;g a(Ax) o)
X0} Yo)
Yo=f (Xo) B( Xo+ax; Yo)

v

O Xo  Xot Ax X
/]

(1-rasm)

Shunday qilib, geometrik nuqtai nazardan y=f(x) funksiyaning x=xq
nuqgtadagi f (xo) hosilasi uning grafigiga M(x, Yo) nuqtasida o'tkazilgan
urinmaning OX o gining musbat yo nalishi bilan hosil gilgan burchagining
tangensiga teng. MN - urinmaning y=kax+yy tenglamasida ax= X — Xq, Yo
= f(xo) va k=f"(xg). U holda y=f(x) funksiya grafigining M(xo, Yo) nuqgtasida
o0 tkazilgan urinma tenglamasi quyidagi ko rinishda bolar ekan

Y= £106) - (x=%) + f (%,). (8.3)

6. y=x°+3 funksiya grafigiga M(1;4) nuqgtadan o'tkazilgan
urinmaning burchak koeffitsiyentini toping.

Yechish. (8.2)-formulaga ko'ra: k=tgp=f'(x,)=2x,=2-1=2

7. y=x*+3x+4 funksiya grafigiga M (-1; 2) nugtadan o'tkazilgan
urinma tenglamasini tuzing.

Yechish. (8.3) - formulaga ko'ra: y=f'(x,)-(x—x,)+ f(x,) bunda

f'(x)=f'(-)=2-(-1)+3=1, f(x)=f(-1)=2
Demak,
y=1(x-(-1))+2
y=Xx+3

8. y=2x*+1funksiya grafigining M(1; 3) nugtasiga o tkazilgan
urinmaning burchak koeffisiyentini toping.

Yechish. (8.2) formulaga kora:

146



k=tgp=f (x,)=6x2, X, =1. k=f (1)=6-12=6
Demak , k = 6.
9.  y=sinx+cosx funksiyaning  x, :% nugtasidan o tkazil;gan

urinmaning tenglamasini tuzing.
Yechish. (8.3) formulaga ko'ra: y=f'(x,)-(x—x,)+  (x,) bunda,

T . T T . T
f(x)=f| = |=sin=4+cos==1 f'(x,)=cosx,—sinx,=-1. y=1-1 x—=— |
(%) (2) > > (%) 0 0 y J-( 2)

Demak, y = % +1-x.

10. y=Inx (x > Q) funksiyaning X,=1 nuqtasidan o tkazilgan urinma
Ox 0" gning musbat yo nalishi bilan ganday burchak hosil giladi.
Yechish. (8.2) formulaga ko ra:
tgg = 1'06), F06)=—. tgp= D=1 yoki p==.

0

Demak, ¢ = %.

Hosilaning iqtisodiy ma’nosi

Shuni ta’kidlash lozimki, hosilaning iqtisodiy ma’nosi ko'p qirrali
bo’lib, muayyan obyektga yo naltirilgan magsaddan kelib chigadi. Biz shu
masalalardan birini keltiramiz. U=U(t) funksiya t - vaqt davomida ishlab
chigarilgan mahsulot hajmi o zgarishini bildirsin. Ishlab chigarishning t=t,
vaqtdagi mehnat unumdorligini topish masalasini ko raylik. Buning uchun
t - vagtga At- orttirma beramiz, u holda mana shu vaqt davomida ma’lum
migdordagi Au =u(t, +At)-U(t,) mahsulot ishlab chigariladi, o rtacha mehnat
AU

unumdorlik z,,. = tenglik orgali topiladi. t = ty vaqtdagi mehnat

unumdorligi uchun quyidagi tenglikni hosil gilamiz:
2(t)=lim 2 =U'(t)

Demak, mahsulot hajmini vaqt bilan bog lovchi U(t) funksiyaning
vaqt bo’yicha U (t) hosilasi ishlab chigarishning Z(t) unumdorligini berar
ekan, ya’'ni

U (t) = Z(t)

Hosilaning mexanik ma’nosi
Moddiy nugtaning harakati S = f (t) qoida bilan aniglangan bolsin,
bunda t vaqgt, S bosib o'tilgan yo'l. Vaqgtning ty va ty + At giymatlarida (At
> 0)-S = f (tp) funksiya giymatlari f (tp) va f (to + At) ga teng, f (to + At) - f
(to) ayirma At vaqt oralig'ida o"tilgan AS yo’Ini aniglaydi:
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AS = f (to+ At) - f (ty).
Demak, At vaqt ichida moddiy nugta AS yo'lni o'tadi. Unda %

nisbat moddiy nuqta harakatining o'rtacha tezligini bildiradi, At — 0 da
% ning limiti moddiy nuqtaning ty paytdagi oniy tezligini ifodalaydi.

e AS L f(t A ()
o) =lim St ) (84)

Shunday qilib, S = f (t) funksiyaning t; nugtadagi hosilasi mexanik
nugtai nazardan S = f (t) goida bilan harakatlanayotgan moddiy nuqgtaning
ty paytdagi oniy tezligini bildirar ekan, ya’ni s'(t)=o(t) Moddiy nuqgtaning
oniy tezligidan olingan hosila esa, uning oniy tezlanishga teng bo'ladi,
v'(t) = alt)

11. s=2t?+t(m) gonuniyat bilan harakatlanayotgan moddiy nuqgtaning t
= 3 (sek) dagi oniy tezligini toping.
AS S(t+At)-S(t) _

- 2 _ 2 _
Yechish. o(t) = lim £ = lim jim 2L AY+ (4 At -2t —t
At—0 At At—0 At At—0 At

Demak, (3) =4-3 + 1 =13 m/sek, v =13 m/sek.

12. s=t*-t*-t+1(m) gonuniyat bo’yicha harakatlanayotgan moddiy
nugta gancha vaqtdan keyin to xtaydi.

Yechish. o) =3t> —2t—1 (m/sek) moddiy nugta harakatlanmasligi uchun
uning tezligi nolga teng bo'lishi kerak, ya’ni. 3t?—2t-1=0 (t > 0) bundan, t
= 1 ekanligini topamiz.

Demak, moddiy nuqgta 1 sekunddan keyin to xtar ekan.

=4t +1

8.3. Hosila olish qoidalari

1. Agar f (x) funksiya x = X, nugtada hosilaga ega bo'lsa, u holda
istalgan 0°zgarmas a soni uchun ¢ (x)=a f (x) funksiya ham x = x, nuqtada
hosilaga ega bolib, bu hosila quyidagi tenglik orgali topiladi:

¢' (%) =af ' (x,) (8.5)

Agar f(x) va g(x) funksiyalar x =xgnugtada hosilaga ega bo’lsa, u

holdap(x) = f (x) £ g(x)
funksiya ham x = x, nugtada hosilaga ega bo"ladi,
0 (%) = (%) £ 9" (%) (8.6)

3. T (x) va g(x) funksiyalar x=x, nuqtada hosilaga ega bo’lsa, u holda
o(x) = f(x)-g(x) funksiya ham x=x, nugtada hosilaga ega bolib, bu hosila
quyidagi tenglik orgali topiladi:

9'(%) = F'(X0)- 9 (%) + T (%) 9" (%) (8.7)
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4. Agar f (x) va g(x) funksiyalar x = x,nuqtada hosilaga ega bolib,
g(x)= 0 bo’lsa, u holda go(x)=M funksiya x = x, nugtada hosilaga ega

g(x)
bo’ladi va bu hosila quyidagi formula bilan topiladi:
(p'(XO)= f (Xo)'g(xgzzxg)(xo)' f(xo) (88)

Elementar funksiyalarning hosilalari jadvali

1.y=C,y=0. 2.y=U+V+w, Yy =u+V+W.
3.y=Cu, y'=Cu". 4.y=uv, y=u.
5'y:un,yr=nun—lur. 6-y:E’y,:uv—2UV
v v
7.y=a",y'=a"lna-u. 8.y=e", y=¢e"U"
Qyzmu,y:9<u>0 1Qy:bgﬁhy:94maeu>0
u u
11. y=sinu, y'=u’cosu. 12. y=cosu, y'=—u'sinu.
13. y=tgu, y' = u2. 14. y=ctgu, y'=- 92
COS“ X sin“u
15. y=arcsinu, y' = 16. y =arcsinu, y'=—
1-u? 1-u®
17y—amwuy”-u' 18. y =arcctgu, y'=— v
' ' 1+u?’ ' ’ 1+u?’
19.y = f(u), u=u(x), y'= f,/(u)-u 20. x=x(t), y=y(t), y, =2

t

13. y= (3x+1)(§ +3) funksiyaning hosilasini hisoblang.
Yechish. f (x)=3x+1, g(x):(g +3) (8.7)-formulaga ko'ra:
Y =F (0900+g (OF0)=(3x+1) (5 +3)+(5 +3) (3x+1)=3(5 +3)+ (3x+1)=

=3x+91
2

14. =8x+1
2-3x
Yechish. f (x)=8x+1, g(x)=2-3x (8.8) - formulaga ko'ra:
(%) g(x)-g'(x)- F(x)  (Bx+1)'(2-3x)-(2-3x)'(8x+1) 8(2-3x)+3(8x+1) 19
= 9%(x) - (2-3x)? - (2 -3x)? ~ (2-3x)?

funksiyaning hosilasini hisoblang.

8.4. Teskari va murakkab funksiyalarning hosilasi
y = f (x) funksiya (a, b) oraligda berilgan va unga teskari x= ¢ (y)
funksiya mavjud bo’lsin.
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Agar y = f (x) funksiya xo (Xo<(a,b)) nugtada f (X,) hosilaga ega bo’lib
f(Xo) #0 bo’lsa, u holda bu funksiyaga teskari bo’lgan x= ¢ (y) funksiya
yo=f (Xo) nuqgtada hosilaga ega va

(Vo) = (8.9)

tenglik o rinli boladi.
15. y = arsinx (-1<x<1) funksiyani hosilasini aniglang.
Yechish. y=arcsinx funksiya x=siny funksiyaga nisbatan teskari
funksiyadir.
1

(8.9) - formuladan f'(yo)zm formulani olamiz. Bunda f (x) =arcsinx,

o (y)=siny. Demak,
1 1 1

(iny) cosy fi-sin’y Vi-x

16. y = arccosx funksiyaning hosilasini hisoblang.

Yechish. x = cosy ni x bo'yicha differensiallab 1=-siny-y. ni hosil
gilamiz.

Bundan, y =-

(arcsinx)'=

T 11
siny J1-cos’y k]

17. y = arctgx funksiyaning hosilasini hisoblang.
18. y = arcctgx funksiyaning hosilasini hisoblang.

Murakkab funksiyaning hosilasi
y = o) funksiya X to'plamda, u = f (y) funksiya esa Y (Y =
lp(x); xe x}) to plamda aniglangan bo'lib, u = f (¢ (x)) murakkab funksiya
berilgan bo’lsin. Agar y =¢(X) funksiya xq nugtada ¢ (X;) hosilaga ega
bo’lib, u=f (y) funksiya esa yy (Yo =¢(Xg)) nugtada f "(yo) hosilaga ega
bo’lsa, u holda u = f (¢ (x)) murakkab funksiya ham x, nugtada hosilaga
ega boladi va quyidagi formula bilan hisoblanadi;

(F @0 0 = F(5,) 0 (%) = (%)) ' (%) (8.10)
19-25. funksiyalarning hosilasini hisoblang.
19. y = cos’x

Yechish. u=cosx deb belgilashni kiritsak, y=u® hosil bo"ladi. (8.10)
— formulaga ko'ra:
y'=(Uu?)'=3u®-u’, u'=(cosx)'=-sinx, y'=-3sin x-cos® X.
20. y = (1+ sin*2x)"*
Yechish.

y' =4(1+sin>2x) % (1+sin*2x)’ = 4(1+sin>2x)>3sin * 2x - c0s2X - 2 =24c0s2X -sin *x(1+sin *2x)°
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21.y=tg?@™).

—X

e

Yechish. y' = 2tg(e™)- e

1 Xy _ X
F(e’x).(_e )=-2tg(e™)

@+ x)*3/@-x)?
(XZ + 4)4e—sinx )
Yechish.iny=In(t+x) +In3/L-x) —In(x* +4)’ —Ine".

2 1, 2 2 X
y':2In(l+x)+§In(1—x)—4ln(x2+4)+sin x,;y = - - + COS X,

1+x 31-x) x*+4
_@eRa-xf 2 2
(k2 +4fes™ [1+x 3(1-x) x*+4

23. y = xarctg®5x + In tgx.
Yechish.

22.y=

+ COS X}

1 15xarctg®5x L1 1

' = arctg®5x + 3xarctg®5x +—. = arctg®5x + - .
y g J 1+25%*  tgx cos® X J 1+ 25x° sin X Cos X
24. y=arcsecx
Yechish.

1 ' 1 sin , ., cos’ 1 1 1

cmseoy =, () <[ L), oSV sy L1 1

cosy cosy cos’ y siny X \/1_1 X —1
2
X

25. y=x%-¢" -sin 2x.
Yechish.

y' =3x2-e* sin 2x + x3(2x-exz)-sin 2%+ x°-eX 2-cos2x = x? - e sin 2x(3+ 2x% + 2x-ctg 2x)

Yashirin funksiya hosilasi

Ikkita x va y o'zgaruvchilar orasidagi bog’lanish  F(X,y)=0
tenglama ko'rinishida berilgan bo’lsin.  F(x,y)=0 yashirin funksiyani
oshkor ko'rinishga keltirmasdan hosilasini topish goidasini ko rsatamiz.
y ni X ning funksiyasi deb F(x,y)=0 tenglamaning ikkala gismini
differensiallash, so'ngra hosil gilingan tenglamani y [ ni topish kerak.
Buni quyidagi misolda ko rsatamiz.

Misol: x*+y*-3xy=0  yashirin funksiyaning y O hosilasini
hisoblang.

Yechish: y ni x ning funksiyasi deb belgilangan tenglamasining
ikkala  qismini  differensiallaymiz  4x®*+4y*y'-3y-3xy'=0 bundan esa
y' = (4x® -3y )/(3x—4y®) ni topamiz.
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26 —28. funksiyalarning hosilasini hisoblang.
26. x-e’+y-e*=xy.

Yechish: (x-ey+y-ex)’:(xy)’, el +xe’y' +y e +y-eX=y+xy,
—(e¥ + ve
y’~(xey+ex—x)=—ey—y~ex+y, bundan y’:—y (e +ye)

e’ +x(e’ -1)
27. In(x?+y?) =2arctg Y,
X
Yechish.
2X+2yy' 1 Xy'—y , , , X4y
= : , X+Yyy =xy' -V, = .
X2 + y? 1+(y?/x?) X2 W=y Y X—Yy
28. y=x"

Yechish: y=x* logarifmlab, iny=x-inxni olamiz. Uni x bo'yicha
differensiallab,

ly'=|nx+x-£=|nx+l, y = x*(In x +1).
X

hosil bo'ladi. Tenglamani avval logarifmlab, keyin differensiallash hosila
olishni ancha soddalashtiradi.

8.5. Funksiya differensiali va uning tagribiy hisoblashlardagi
tatbiglari

Hosila ta’rifiga ko'ra, y' = lim &Y limitning ta’rifiga asosan esa

Ax—0 AX
%:y'ﬁ(x) yoki ay=y'+s(x)ax ifodaga ega bo'lamiz. lim &(x)=0 tenglikdan

ko rinib turibdiki, funksiya orttirmasi Ay ni ikki gismga ajratish mumkin.
Birinchi gism erkli ozgaruvchining orttirmasi Ax ga nisbatan chizigli
bo'lgan, ikkinchi gismi Ax ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik
migdordan iborat. Birinchi gqism y [JAx funksiya orttirmasining asosiy
gismi (bosh gismi) yoki differensiali deyiladi va
dy=y [JAx
(8.11)
kabi belgilanadi. Erkli o’zgaruvchining differensiali uning orttirmasiga
teng, ya’ni  dx=Ax. U holda (8.11) ifoda dy=y [Jdx yoki dy=fT]
[(x)dy kabi yoziladi.
d(y)=ydx, dy=f'(x)dx (8.12)
29. y = x*+2x*+2 funksiyaning differensialini hisoblang.
Yechish. (8.11) formulaga ko'ra:
dy = y'dx = (x* + 2x* + 2)'dx = (3x* + 4x)dx.
30. y = e + cox2x funksiya differensialini toping.
Yechish. dy =y dx formulaga ko ra:
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dy=(e* + cos2x) dx = ((2x)"e® + (cos2x)")dx = (2e* -2sin2x)dx = 2(e* -
sin2x)dx.
31. y=mn(e* +x+1) funksiyaning differensialini toping.

' 2X
Yechish. dy=dIn(e> +X+1)=[In(ezx +x+1)] dx=#.dx
e’ +x+1
2x
demak, dy= 28"+ gy
e’ +x+1

Faraz gilaylik, u(x) va v(x) funksiyalar (a, b) intervalda berilgan
bo'lib, xe(ab)nugtada differensiallanuvchi  bo’lsin. U  holda,

u(x)£v(x), u(x)-v(x), hamda % (v(x)=0) funksiyalar ham shu intervalda

differensiallanuvchi bo'ladi, ya’ni,
d[u(x) £v(x)] = du(x) £ dv(x)
d[u(x) - v(x)] = v(X) - du(x) +u(x) - dv(x).
d[“(x)} _ V(- du(o) ~u(x) - dvix) w(x)=0) bo'ladi.
v(X) vo(X)
Funksiyaning differensialidan uning giymatlarini taqribiy hisoblashda
foydalaniladi. f(x,+Ax)~ f(x,)+ f'(x,)-Ax munosabatdan tagribiy hisoblashda
foydalaniladi.
32. %/28 miqdorni tagribiy hisoblang.
Yechish. Bu migdorni f (x) = ¥/x funksiyani x = 28 nugtadagi giymati
deb garash mumkin. Agar X, =27 deb olsak, unda ax=x-x,=1 bo’lib,
yugorida korib o’tilgan formulaga asosan

328 ~ f(x,)+ '(x,)AX i/_+351 3+—~30037 Demak /28 ~3,0037.

Parametrik ko rinishda berilgan funksiyaning hosilasi

Faraz gilaylik, y funksiyaning x argumentga bo g ligligi {?{:‘t()t)

tenglamalar bilan parametrik shaklda berilgan bolsin. Masalan:

1) x=x,+I-t, y=y,+m-t —t0 g ri chizigning parametrik tenglamasi.

2) x=x,+R-cost, y=y,+r-sint —aylananing parametrik tenglamasi (x-x,) va
(y-y,) larni kvadratga ko tarib, go shish natijasida (hagigatan ham
(x—x )V +(y-y,F =R?*— markazi My(Xg, Yo)nugtada bo’lgan aylana
tenglamasini hosil gilamiz).

3) Xuddi shuningdek, x = a-cost, y = b-sint — ellipsning parametrik
tenglamasi, 2 va % ni kvadratga ko'tarib qo shib, :—z+ ;’—5:1 tenglamani

hosil gilamiz.
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Parametr t ga at orttirma beramiz, mos ravishda axva ay orttirmalar
hosil bo"ladi. U holda y dan x bo"yicha hosila:

Ay
y; = lim ﬂ: lim A:L yokl ﬂ: yt(t)
Ax—0 AX Ax—0 & Xt’ dx Xtr(t)

At

33. x=e’cos’t, y=e?sin’t; y' hosilani hisoblang.
Yechish. x/ =2e* cos®t +e* (—2cost -sint) = 2e*(cost —sin t)cost,
y, =2e*sin’t+e” -2cost -sin t = 2e*(cost +sin t)sin t,

y, =Y _ygp SNEFCOS_ o, 1HIGE =tgt-tg(t+£), (t¢£+7zk, t¢£+7zkj.
X cost—sint 1-tgt 4 4 2

34. x=a(t-sint), y=a(-cost); y =7
sint

Yechish. x' =a(l-cost), y/ =asint, y. =
X =a(l-cost), y, Y= I cost

:ctg% (t=27k) .

35-37.y, hosilasini hisoblang.

35. x=acost, y=asinx;
3

t
36. x=t? y=—-t;
Y73

37. x=e*, y=¢%.

8.6. Yugori tartibli hosilalar

Birinchi tartibli hosiladan olingan hosila ikkinchi tartibli hosila deyiladi
va y [ OO0, f O 0 (x), ET belgilarning biri bilan belgilanadi.

Ikkinchi tartibli hosilaning hosilasiga uchinchi tartibli  hosila
deyiladi va y O O 00O, £ 0O O O (x), :T (8.12) belgilarning biri bilan
belgilanadi.

Umuman, y=f(x) funksiyaning n-tartibli hosilasi deb, uning (n-1) - tartibli
hosilasining hosilasiga aytiladi va y®™, f, £2 (8.13) belgilarning biri
bilan belgilanadi.

y = f (x) funksiya differensiali dy ning differensiali berilgan
funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deb ataladi va d% yo'ki d*f (x)
kabi belgilanadi:

dy =d(dy) yoki d*f (x) = d(df (x)) (8.14)

Funksiyaning differensialini uning hosilasi orgali ifodalovchi dy =

y dx formulaga kora:
dy = d(dy) = d(y dx) = dxd(y) = dx(y’) dx = y "dx’

Demak, funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali funksiyaning
ikkinchi tartibli hosilasining argument differensiali kvadrat ko paytmasiga
teng.
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Umumiy holda funksiyaning n — tartibli differensiali uning (n-1) —
tartibli differensialining differensialidan iboratdir:
dy = d(d"y), d"f (x) = d(d"*f (x)) (8.15)
38. y =¢e* + x* funksiyaning uchinchi tartibli hosilasini toping.
Yechish. (8.13) — formulaga ko'ran =3 da y® = (y@)’
Y=) =" +2)) = +2x) =€ +2
yO = +2) =e*+0=¢

8.7. Differensial hisobining asosiy teoremalari
1. Ferma teoremasi. f(x) funksiya quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin:

a) [a b] kesmada uzluksiz;

b) (a, b) oraliqda differensiallanuvchi;

c) kesmaning oxirlarida f (a) = f (b) teng giymatlar gabul gilsa, u holda,
agalli bitta shunday x = ¢ (a < ¢ < b) nugta mavjudki, unda f(c)=0
bo ladi.

2. Roll teoremasi. Agar f (xX) funksiya quyidagi shartlarni
ganoatlantirsa:

a) [a, b] kesmada uzluksiz;

b) (a, b) oraligda differensiallanuvchi bo'lsa, u holda berilgan oraliqda
aqalli bitta x = ¢ (a < ¢ < b) nugta mavjudki,

f (b)-f (2)=Ff' (c)(b-a) bo ladi.
3.Lagranj teoremasi. y = f (x) va y =g(x) quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin;

a) [a,b] kesmada uzluksiz;

b) (a, b) oraligda differensialanuvchi;

C) g'(x)#0, xelab]

u holda bu oraliqda agalli bitta shunday x = ¢ (a < ¢ < b) nuqta mavjudki,
f(b)-fd_f'c)
g(b)-g(@ g

bo ladi.

4. Koshi teoremasi. Agar f (x) funksiya x oraligning ichki nuqtasi Xq
da o0°zining eng katta (eng kichik) giymatiga erishsa, hamda shu xq hugtada
chekli hosilaga ega bo’lsa, u holda funksiya hosilasining xo nugtadagi
qiymati nolga teng bo'ladi, ya’ni:

f(x)=0
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8.8. Teylor formulasi
Teylor teoremasi: Agar y = f (X) funksiya x = a nugtada aniglangan
va uning biror atrofida (n+1) — tartibgacha hosilaga ega bo'lsa, u holda
shunday x=¢ nugta mavjudki unda Teylor formulasi o rinli bo’ladi:

f(x) = f(a)+ f'(a)(x—a)+ (a)(x a)? + (a)(x a)° + n(la)(x—a)”+
(n+1)(§) _ n+l
ERTTETRA

£ nugta x va a orasida yotadi, ya'ni £=a+6(x—a) va 0<6<1. Teylor
formulasidagi oxirgi go shiluvchi Lagranj shaklidagi qoldiq had deyiladi.
a = 0 da Teylor formulasi Makloren formulasi deyiladi:

f(x)=f)+f (0)x+f ©) X* + () X2 +... f"(()) X" + o) X" 0<0<1
2! 3 n! (n+1)!

39 f0=—"7 funk5|yan| x-1 ning darajasi ko rinishida ifodalang.

Yechlsh. FunkS|ya a=1 nugtada aniglangan va bu nugtaning atrofida
barcha hosilalari mavjud. Bu nuqgtada funksiyaning giymatini va beshinchi
tartibgacha bo"lgan hosilasini hisoblaymiz.

1 ~1-2
f()=-1 f'( =-1 f"O=|—| =-2,..., f°(Q) =
o= 0[] - re-() Y
[—1-2-3-4-5

(X - 2)6 ]H =-120

U holda Teylor formulasiga ko‘ra X-1 ga nisbatan ko phadni hosil gilamiz:

(e 2 (- - o (- = 2D T (x4 Ry =1 (D) -
2 (v 1N _(v_14 _(v_1\5 _ o! _1) =
(x-1)% - (x-1)°-(x-1)* = (x-1)° + R, bunda R, [—6!()(_2)61_5 (x-1)
(x-1)

sval<g<x

8.9. Lopital qoidasi
f (x) va g(x) funksiyalar (a, b) oraligda aniglangan bolsin.

Agar: lim (=0 lmg(y=-0 bo'lsa, u holda x—a da % nisbat (%)

ko rinishdagi noaniglik bo"ladi.
Agar IXinlf(x):oo,IXirrlg(x)zoobO\Ba, u holda x—» a da % nisbat

(E] ko rinishdagi noaniglik bo'ladi.
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Agar berilgan funksiyalar hosilaga ega bo’lsa, yugoridagi
noanigliklarni ochish mumkin. Bunda Lopital goidasidan foydalaniladi.

f (xX) va g(x) funksiya x = a nuqgta atrofida mavjud va
differensiallanuvchi bolib,
lim  (x) = g(a) =0, yoKi .

lim g(x) = g(a) =0, yoki « va g (X) =0 bo’lsa, u holda

fim 1) _ iy 10 (8.17)
S g0 s g/(x)

tenglik o rinli boladi.

40. lim & ‘Xl ni hisoblang.

Yechish. Iim eX‘llim% tipidagi noaniqlik bolib, Lopital goidasiga

x=0 SN X
kora:
im &=L i &Yy & Ly
x>0 sinx x>0 (sinx)" x0cosx 1
41. 1tim 2=2"X limitni hisoblang.

2

x—0 X
Yechish. Lopital goidasini bir martta go llasak
im X‘st'” X :Iirrl)l_;ssx bo'lib, hosil bo’lgan limit ham (%) tipidagi noaniqlik
bo’lganligi uchun Lopital qoyidasini ya’ni bir marta qo'llaymiz, Demak,
. X—=sinx . 1l-cosx . sinx O
lim >— =lim =lm——=—-=0
x—0 X x—0 2X x>0 2 2

8.10. Funksiya ekstremumlari

Agar X ning yetarlicha kichik atrofidagi barcha nuqgtalar uchun
f(Xo)>f (X) bo'lsa, y = f (x) funksiya uchun x = xo lokal maksimum nuqta
deb ataladi.

Agar Xo ning yetarlicha kichik atrofidagi barcha nugtalar uchun
f(Xo)<f (X) bo'lsa, x =Xq lokal minimum nuqgtasi deb ataladi. Funksiyaning
maksimum va minimumi uning ekstremal giymatlari yoki ekstremumlari
deyiladi.

Differensiallanuvchi funksiyaning ekstremum nugqtasidagi hosilasi
nolga teng bo ladi.

Funksiyaning ekstremumlarini topish.

y =f "(x) topiladi.
f'(x)=0 tenglama yechilib, statsionar nugtalarning x; x,; ..., x, absissalari
topiladi.
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f 7 (x) = 0 tenglama yechimlari x; , X, bilan f (x) funksiya ishoralari
aniglanadi va f ""(xq) >0 da x = x; minimum, f "(x,) <0 da esa x = X,
maksimum nugqta boladi.

4

42. y:%—% 3%Jrl funksiyani hosila yordamida tekshiring.

Yechish. f'(x)=x®-4x?+3x, f"(x)=3x*>-8x+3
f(X) =0 = x(X-1)(x-3) =0 = x=0, x,=1, x3=3
f(0=3>0, f(1))=-2<0, f(3) =6>0 demak x,=1 maksimum

nuqta.
£ (X)=0=3x?-8x+3=0=> x, 4+f . - %
VXe(—oo;Ar_gﬁ] uchun f"(x)>0 VXE(4_3\/_;4+3\/7J uchun f"(x)<0
VXG[4+3ﬁ;+wj uchun f'(x)>0
Demak, funksiya grafigi (_w;4‘3ﬁjva (4+3ﬁ;+ooJ oraliglarda botig,
4—\/7_4+x/7
3 7 3

oraliqda esa gavariq bo"ladi.

8.11. Funksiyani hosila yordamida tekshirish
1 to"g’ri chiziq y=f(x) funksiyaning grafigiga asimptota deyiladi, agar
(x,f(x)) nugtadan bu to’g’ri chiziggacha bo'lgan masofa, grafikning nuqtasi
koordinata boshidan cheksiz uzoqglashganda nolga intilsa, funksiya
grafigining vertikal, gorizontal va og ma asimptotalari bo"ladi.
Agar chap yoki o'ng lim £ (x) === limitlardan hech bo Imaganda bittasi

+woQa teng bo'lsa x = x, to'g’ri chiziq vertikal asimptota deyiladi.

Agar uzilish nugtasi yoki aniglanish sohasining chegaraviy nugtasi
bo'lsa x=x, to'g ri chiziq y=f(x) funksiyaning vertikal asimptotasi bo lishi
mumkin,

Agar 1imof(x):bb0\|8a y=b to'g'ri chiziq gorizontal asimptota
deyiladi.

Agar lim —* M _y .ova lim [ (x) —kx]= bbo'lsa , u holda y=kx+b to'gri

X—>00 X

chizig y= f(x) funksiya grafigiga og ma asimptota bo ladi.
Funksiyani tekshirishning umumiy sxemasi
1) funksiyaning aniglanish sohasini topish;
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2) funksiyani tog yoki juftligini tekshirish;

3) vertikal asimptotalarni topish;

4) funksiyani cheksizlikda tekshirish; gorizontal va og ma
asimptotalarni topish;

5) funksiyaning ekstremumlari va monoton oraliglarini topish;

6) funksiyaning gavariqlik, botiglik oraliglari, bukilish nugtalarini
topish;

7) funksiya grafigining koordinata o glari bilan kesishish nuqtalarini
topish;

Funksiyani tekshirish grafikni chizish bilan bir vaqtda olib boriladi.

Funksiya hosila yordamida monotonlikka, ekstremumga va
grafigining gavarig hamda botiqligi tekshiriladi.

f'(x—h) | f'(x+h) Kritik nuqgta hagida
+ - Max
- + Min
+ + Ekstremum yo g, funksiya o suvchi

- - Ekstremum yo'g, funksiya
kamayuvchi.

43. y = 2x* -9%* + 12x — 2 funksiyaning ektremumlarini toping.
Yechish.
y = 6x°—18x + 12
2) vV =6x°—18x+12=06(x*—3x+2)=0 = 6(x -1)(x-2) = 0, x;=
1, X, =2
3) a) X = X; — 1 nugtaning atrofida y  ning ishorasi ganday
0 zgarishini tekshiramiz.
h=-0,2 bo’lsin.
y =1(0,8) =6(0,8-1)(0,8-2)>0.
y =1(1,2)=6(1,2-1)(1,2-2) <0.
Hosilaning ishorasi (+) dan (-) ga o zgaryapti, demak x = 1 kritik nugta
maksimumdir,
b)x,=2daf(1,8) <0vaf(2,2) >0
Demak x = 2 min nuqta.
Quyidagi funksiyalarning hosilasini hisoblang.
44, y- 11 45. y=4frrsinx

X

46. y =ctg®x — 3ctgx + 3x 47. y=sin*x+cos* x
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48.y- =3 49, y—xim
Vx-1p(x - 4)*
Quyidagi berilgan funksiyalarni ikkinchi tartibli hosilalarini hisoblang.

50. y=sin?x 51. y=- 23
X° =5
52. y=tgx 53. y=ctgx
54, y =11+ 2 -arctgx 99. y =arctgx
Berilgan funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli differensalini hisoblang.
56. y=arctgx S57. y=tgx
58. y=sin2x+cosx 59.y=Inx?

60. y=e"? +tg2x.
Lopital goidasidan foydalanib quyidagi limitlarni hisoblang.

g™
61. fim>—° 62. lim —2
x>0 In( X +1) =1 In(1-x)
63. Iim(1+§jX 64. lim e?X_l
X X x-0 sin 3x
Funksiyalarni monotonlik oraliglarini toping.
65. y=x*+2x-3 66. y:x(1+\/;)
67. y=2-sinx, 0<x<2r
Funksiyaning ekstremumlarini toping.
x® —4x In x
68. y= — 69. y="r-
70. y=xv4-x* 71. y = X—cosx
Funksiyaning gavariq va botiglik oraliglarini toping.
72, y-3=X 73. y =3 + 43+ 1
X+ 2
x* 2 9 B X
74. y=7—2x -2 75.y_lnm—1
76. y=xInx 77. y=x-Inx

78. Berilgan funksiyalarning hosilasini hisoblang va absissasi Xg
nuqtadan o tkazilgan urinma tenglamasini tuzing.

Variant | f (x) funksiya va xo nugta | Variant | f (x) funksiya va x, nugta

1. [ f(x) = x*+3x°-6x+4, Xo =1. 16. [f(X) =e**+2inx, Xq = 2.

2. | f(X) = 2x"+5x+2, Xo= -2. 17, 1§ (%) =x—cosx, Xp=".
4
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3. [F()=xM35x-7, %0=-1. | 18 |f(x)=x_six Xo="
: T
4, f (X) :Xg +2X% 6, Xo= 4. 19. f (X) =x* +In(x—1), Xo =2.
5. f(X)=2"+2?%, Xo=2. 20. |[f(X) =x*+3x+2, X =0.
6. |[f(X)=3"+3, X=2. 21. | f(x) =Inx, xg=-e.
7. f (x) —X_+3 Xo = 4. 22. | T(X) =log™?, Xg= 2.
8. [f(X)=x*+Inx, Xo=€. f (X) =log >, Xo=2.
23.
9. | f(X) =cos3x+5X ;Xo=mn/3 24. | f(x) = cos3x, Xo= Z.
6
10. [ f(X) =Vx, Xo=2, 25 |f(x )_2X+3 Xo = 3.
x—11
11. | f(X) =sin2x—In(x+1), Xo=O0. 26. | T(X) =—log**°, Xo=-1.
12. | f(X) =4Jx, Xo=3. 27. [T (X)=9-x*, Xo= 2.
13, | (x) =sinx, Xo=Z. 28. | f(x) =4Inx-3x, Xo= 4.
4
14, | f(X) =e*+x*, Xp=L. 29. |f (X) =sin x +cos2x, Xg :%.
15. | f(X) =3 +x3, X =2. 30. |f(x)=X"1 x,=2.
3x-5

79. Quyida berilgan funksiyalar hosilalarini differensiyalash qoidalari va
formulalardan foydalanib hisoblang.

Variant Funksiya Variant Funksiya

1. y = x?sin 2x 16. y = arctg Moo
2. y =e*tg2x 17. y = (sin 2x)™**
3. y =3x% +sin® x 18. y:(x2 +1)CtgzX
4, y =+ x* +1-ct?3x 19. 3 (x-2)

y =

(x-1)°(x-3)"

5. y = 370087 3x 20. x-1

y =

3(x+2)
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0. y:efarcsin\/? 21. y=X2 1—x2
7. y:(3x3_ctg4x)3 22 _ 4x+1
XZ
8. y=|n3(\/;—2*xz) 23. y =sin* x+cos* x
9. y =Intg/x 24. y =41+ cos? x
10. y =g Vo3 25. _sin®x
COS X
11. y =sh’x’® 26. y =tg°x —3tgx + 3x
12. y =arctgv1+ %2 27. y= 3+/x
VX2 +2
13. y=(2x3—tg“2x)3 28. y=2 1-/x
1++/x
14. y = x’th®x 29. y =sin* x+3c0s2x—cos* x
15. y=|g4(x5—sin52x) 30. _( sin x jz
Y= T+ cosx

80. Lopital goidasidan foydalanib quyidagi limitlarni hisoblang.

Variant Funksiya Variant Funksiya
1. X —Tx2 +4x+2 16. lim (sin x)*
lim 3 x—>0
-l X°—-5x+4
2. im th—?In X 17. im 1+cosx
x>0 X —sin X 1T X—1T
5x 3 2
3. jim & -1 18. lim x3+3x2—2
x>0 5in 3X x>-1X* —4X°+5
4. lim (1— 1 j 19. ¥ _g?
-0l x e*—1 im —
=0 In(1+ x)
5. lerﬁnO tgx-In x 20. tim 7= zarctgx
ex -1
6. lim (tgx) 21 | e
X—»00 X
7. | ( 3)* 22. | Inx
lim|1+— MV
X—»00 X
8. et —e" 23. i In x
3 in(L+ x) =0 1x
7TX X
9. tg — 24. lim s
I|m 2 X—>00 X
o1 In(1-x)
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10. mQamﬁnx-dgx 25. rnctg(x—l)
- o1 In(1— x)
11. (1 2 26. In(x -5)
"L”(x_ - Xj 5 In(e" — e%)
12, | tim (7 - 20 27. | lim(xe)
13. | (. 28. In X
EQ&+2) XILnO1+2Insinx
14, 29.
lim x* In x lim (arcsin x - ctgx)
15. lim x—Xssin X 30 | jim ((1—x)-tg %)

81. Berilgan funksiyalarni ekstremumlarini toping.

Variant

Funksiya

Variant

Funksiya

6.

y =x* +8x% +16x°

N 2
2. y = x> —9x* +24x 15 7. yoxt+txi Ly
3 4
3 5 O 3 8 1(hs ay2
. 55y : == (2x*—6x? ~18x+15
y 3 y 10( )
 5y3 2 _ 4
4. y =2x%+3x? -12x-5 9. yo1-x2-X
5. | y=(x-3’(x-2 10. | y=—4x+x
11. _ x-1 21. _e”
x> — 2X Y=
12. |, _2-4¢ 22. | y=(x-2)e™
1-4x°
13. y = 2x° 23. y:2X3_3X2
4x* -1
2x+1 In x
14, y=2% 24, y=mnX
X X
15. y:X3—1 25. y=3" e
4x?
16. (x+2j2 26. _e
y=|— =
X—1 3-X
17. _ x% +16 27 Y=(4—X)eX73
X
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18. y= 4x 28. y = Xxv4—x?
(x+1)?
19. y=X2—3X+3 29. y=Inv2x* +4x+3
x—1
20' y = 4 30' y:XZ'el/X
X* +2x—3

Igtisodiyotda differensial hisobning go’llanilishi

1. Chegaraviy Kkattaliklar. Hosilaning iqgtisodiyotda qo’llanishi
igtisodiy obyekt yoki jarayonlarning chegaraviy xarakteristikasini olish
imkonini beradi. Chegaraviy kattaliklar iqtisodiy obyektlarning holatini
emas, balki vagt bo'yicha yoki boshqga tekshirilayotgan faktorga nisbatan
0 zgarish tezligini xarakterlaydi.

2. Ishlab chigarish xarajatlari. Agar ishlab chigarishning xarajat
funksiyasi y ni ishlab chigarilgan mahsulot migdori x ning funksiyasi
sifatida qaralsa, ya’ni y=Cc(x) U holda, y=c'(x) ishlab chigarishning
chegaraviy xarajatini ifodalaydi va taxminan bir birlik go shimcha
mahsulot ishlab chigarish uchun sarflanadigan o°zgaruvchan xarajatni
o sishini xarakterlaydi. O'rtacha xarajat bir birlik mahsulot ishlab

chigarishga sarflanadigan xarajatdir. Ya’ni:
C(x)

y==""
X

3. Iste’mol va jamg arma funksiyasi. Agar x milliy daromad, c(x)
iste’mol funksiyasi (daromadning sarflanadigan qismi), S(x) - jamg arma

funksiyasi bo'lsa, u holda
X=C(x)+S(x)

bo’ladi. Uni x bo’yicha differensiallab:
ac  ds _

dx dx

tenglamani hosil gilamiz, bu yerda ?j_(; Iste’molga bo'lgan chegaraviy

1

moyillik; 3-?( jamg armaga bo lgan chegaraviy moyillik.

4.Elastiklik. Bir o zgaruvchan kattalikni boshgasining o zgarishiga
ta’sirchanlik o'lchovidir. Funksiyaning elastikligi bitta o'zgaruvchining 1
% ga o0 zgarishi natijasida boshga o'zgaruvchi necha foizga o zgarishini
ko rsatadi. Funksiyaning elastikligi quyidagi munosabat bilan aniglanadi:

Ex(y>=§-y; yoki E, (y)=xT,
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bu yerda T, =(in y)':%-y'

X

— funksiyaning nisbiy o zgarish tezligi (tempi,

sur’ati).

Funksiyaning elastikligi narxga bog'lig bo'lgan talab va taklifning
tahlilida go’llaniladi. U talab va taklifni, narxning o'zgarishiga ta’sirini
ko rsatadi va narx 1 % ga o zgarganda talab va taklif taxminan ganday
foizga o zgarishini ko rsatadi. Agar |g,(y)>1 bo'lsa, u holda talab elastik,
agar | (y)=1 bo’lsa, birlik elastik (neytral), agar [E,(y)<1 bo’lsa, talab
noelastik bo ladi.

82. Firmaning mahsulot ishlab chigarishga sarflanadigan xarajat

funksiyasi quyidagicha:
y(x)=01x* -1,2x* +5x+250  (pul birlik)

Ishlab chigarishning o'rta va chegaraviy xarajatini toping va uning x

= 10 dagi giymatini toping.

Yechish. Funksiyaning y'(x) hosilasini va uning x = 10 da y'(10)
giymatini  topamiz. Ishlab chigarishning chegaraviy xarajatlari:
y'(x)=0,3x* —2,4x+5, y'(10)=30-24+5=11
y(x) 01x®-12x* +5x+ 250 250

O'rtacha xarajatlar: y= =0,1x? —1,2X+5+ =,
X X X

y:%f)zlo_mms:zsbu berilgan ishlab chiqarish darajasida bir birlik

mahsulot ishlab chigarishga sarflanadigan o'rtacha xarajatdir. Funksiya
orttirmasini tagribiy hisoblash formulasiga ko'ra Ac~dc=c’(x)ax, C'(10)
kattalikni shunday ifodalash mukin: agar 10 ta mahsulot ishlab chigarilgan
bo’lsa, u holda o'n birinchi mahsulot ishlab chigarish bo"yicha go shimcha
xarajatlar taxminan c'(10)=9 ga teng.

83. Mamlakatning iste’mol funksiyasi C(x)=10+0,47x+0,36x** bu
yerda X — jami milliy daromad (pul birligida) iste’molga bo'lgan
chegaraviy moyillikni;
agar milliy daromad 15 milliard p/b. bo’lsa, jamg armaga bo’lgan

chegaraviy moyillikni toping.

Yechish. Iste’molga bo’lgan chegaraviy moyillik: C’(x)=0,47+0,27x_%;

; . . . 1 N <
uning giymati esa (C'(15)=047+027--—~057 Jamg'armaga bo lgan

315
chegaraviy moyillik: s'(x)=1-c'(x)=0,43.
84. To'g'ri to'rtburchak shaklidagi 2,4x15m?kartondan gopgogsiz quti
yasash talab gilinadi. Kartonning to'rttala burchagidan tomoni ganday
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bo’lgan kvadrat kesib olinganda, yasalgan qutining hajmi maksimal
bo ladi.

Yechish. tomoni x m bo lgan kvadrat girgib olinsin. U holda
kvadratning tomonlari uzunliklari 2,4-2x va 1,5-2x m dan bo'lib goladi.
Hosil gilingan to g ri burchakli parallelopiped (1,5-2x) uchun h = x,
asosining tomonlari 2,4-2x va 1,5-2x m bo ladi. Demak, hosil qlllngan
qutining hajmi V (x)= x(2,4-2x)( 1,5-2x) bo lib bu NP
funksiyaning maksimum giymatini topamiz. (2,4-2x) /

V (X)= x(2,4-2x)( 1,5-2X) = 4x* -7,8x? +3,6x
V'(x)=12x2 -15,6x+3,6 V(X) maksimumini v'(x)=0
tenglamani yechib,v(x,) giymatlarning eng kattasi \

olinadi. 12x* -15,6x+36=0=x, =1, x,=03. x, =1 bo’lganda
V(x) funksiyaning giymati manfiy boladi,(hajm manfiy
son bo Imaydi) demak, girgib olingan kvadrat tomoni x=0,3

85.Agar erta pishar kartoshka terimini avgustning boshida boshlansa
u holda har bir sotihdan 200 kg dan hosil olish mumkin va har bir
kilogrami 12 p/b. dan sotiladi. Terimni bir haftaga kechiktirish har
sotihdan 50 kg dan hosildorlikni oshiradi, lekin narx har hafta 2 p/b. ga
arzonlashadi. Agar terim muddati 5 hafta bo Isa, kartoshkani sotishdan
olinadigan foyda eng ko p bo lishi uchun hosilni gaysi haftada yig ib olish
kerak.

Yechish. Hosilni t — haftada yig'ib olganda foyda eng ko'p
bo’lsin(1<t<s5). U holda shu haftada kartoshkani bir kilogramining narxi
12-2(t-1) = 14-2t p/b. bo ladi. Hosildorlik esa har gektaridan 200+50(t-1)
= 150+50t kg dan bo’ladi. Bir gektar hosilni umumiy foyda tenglamasini
tuzib olamiz: 7(t)= (200 + 50(t —1) 12 — 2(t —1)) =100(3+ t 7 —t) =100(21 + 4t —t°).
Demak, umumiy foyda eng ko p bo’lishi uchun z(t)=100(21+4t-t?)funksiya
maksimum giymatini topish kerak. Buning uchun esa z'(t)=otenglamani

yechib, aniglangan t sonini umumiy foyda tenglamsiga qo'ysak har bir
gektar yerdan olinadigan max daromad Kkelib chigadi.
7'(t)=0=4-2t=0, t,=2. Demak (2)=100(21+8-4)=2500 mavsum davomida
bir gektar yerdan olinshi mumkin bo’lgan eng ko p daromad. Shunday
qgilib hosilni ikkinchi haftada yig ib olish kerak ekan.

86. Korxona ishlab chigarayotgan mahsulot narxi p va unga bo'lgan
talab g orasidagi bog lanish q=18-./p tenglik bilan ifodalangan. Talabning
elastikligini toping. Narxning gqanday qiymatlarida talab elastik, neytral va
noelastik bo'ladi. Narx p = 100; p = 150 pul birligi bolganda korxona
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rahbarlariga bir birlik tovar narxi hagida ganday maslahatlar berish
mumkin?

Yechish. Talabning elastikligi formulasiga ko ra:

P g fpfo__ P
Ep(q)_18_\/6<18 \/E) w

Talab neytral holati gachon bo lishini |, (q)=1tenglamani yechi narxning

giymati aniqlanadi. \Equ:l:ﬁ:L p=144. Keyin p>0vaq>0(p
< 324) ekanligini hisobga olib, agar 0 < p < 144 bo’lsa talab noelastik; 144
< p < 324 da esa talab elastik.

87. Konfet sotishdan kelgan daromad R=50x-05x?, bu yerda x —
sotilgan mahsulot hajmi (birligi minglarda). Agar: a) 10 ming birlik; b) 60
ming birlik mahsulot sotilgan bo’lsa, o'rta va chegaraviy daromadni
toping.

88. Ishlab chigarilgan mahsulot migdori x ning xarajat funksiyaga
bog ligligi
y=100x-0,2x* ko’rinishida berilgan. Mahsulot hajmi 10 birlik bo’lganda
0 rtacha va chegaraviy xarajatni aniglang.

89. Mahsulotning tannarxi y va ishlab chigailayotgan mahsulot hajmi
X orasidagi bo'glanish y=6in(1+3x) tenglama bilan ifodalangan. Ishlab
chigarilayotgan hajmi 10 birlik bo’lganda o'rtacha va chegaraviy
tannarxni aniglang.

90. Brigadaning mehnat unumdorligi y=-25t>+15t+100 tenglama
bilan berilgan. Bu yerda 0 < t < 8 — ish vaqti (soatlarda). Mehnat
unumdorligining t = 2 va t = 7 da tezlik va temp o zgarishini aniglang.

91. Mamlakatning iste’mol funksiyasi C(x)=13+0,25x+0,375,bu yerda X
— jami milliy daromad. a) iste’molga bo'lgan chegaraviy moyillikni; b)
agar milliy daromad 32 ga teng bo'lsa, jamgarmaga chegaraviy
moyillikni toping.

92. Mamlakatning jamg arma funksiyasi S(x):25—0,53x—0,41x§,bu
yerda x jami milliy daromad. Topish kerak: a) iste’molga chegaraviy
moyillik; b) agar milliy daromad 27 bo'lsa, jamg armaga chegaraviy
moyillik.

93. Korxonaning tayyor mahsuloti tannarxi y (min. so'm) va
mahsulot hajmi orasidagi bog'lanish y=Jx+4-2tenglama bilan
ifodalanadi. Korxona 12 ming dona mahsulot ishalab chagargandagi
narxning elastikligini toping. Korxona rahbarlariga ishlab chigarilayotgan
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mahsulot miqdorini 0 zgartirish hagida ganday maslahatlar berish
mumkin.

94.Tarmogning korxonalari uchun ishlab chigarilayotgan partiyadagi
detallar migdori x (ming birlik) va ularni tayyorlashga ketgan xarajat y

(ming so'm) y=%+6tenglama bilan ifodalanadi. Partiyada 10 ming

donadan detal ishlab chigarayotgan korxonalar uchun xarajat elastikligini
toping.

95.Talab funksiyasining berilgan narxdagi elastikligini toping.

a) g+10p=50, p=3;

b) 5q+3p=70, p=70;

C) p®+p+4q=26, p=2va p=4.

96. Quyidagi talab funksiyalar uchun, talab elastik bo"ladigan p ning
giymatlarini toping:

a) 2p+3q=12; b) q=5005-p): C) q=3/3600 - p°
97. Tovarga bo’lgan talab va taklif funksiyalarining narx x ga
bog'ligligi q= 2% s-25-X*4  tenglamalar bilan berilgan. Topish

1+10x 1+10x
kerak:

a) muvozanat narxni;

b) talab va yaklifning muvozanat narxdagi elastikligi;

C) muvozanat natx 5% ga o zgarganda daromadning o zgarishini.

98. Tunika bo"lagidan silindr shaklidagi to’la sirti S bo’lgan qopgoqli
chelak yasash talab gilinadi. Maksimal hajmdagi chelakning o Ichamlari
ganday bo'lishi kerak?

99. Bir tomoni devor bilan o ralgan to g ti to rtbuchakli yuzani o'rash
talab gilinadi. Devorga parallel tomonni oraydigan panjaraning har bir
metrining narxi 60 p/b.; golgan ikkita tomonini o'raydigan panjaraning har
bir metri esa 90 p/b. turadi. 10800 p/b. ga ega bo’la turib, ganday
maksimal yuzani o rab olish mumkin.

100. To'g'ri to'rt burchakli sohani panjara bilan o'rash talab
gilinadi. Kichik tomonga parallel to'siq bilan ajratilgan. Tashqarini
0 raydigan panjaraning metri 900p.b, ichkarini o'raydigan panjaraning
metri 1600p.b maydonning yuzasi esa 153m? bo'lsa, o'rash narxini
minimallashtiradigan maydon o"lchamlarini toping.

101. tovarga bo'lgan talab P =-Q*+20Q+2, (10 < Q < 20) uni ishlab
chigarishga ketadigan xarajat funksiyasi TC = 4+15Q ko rinishida bo’lsa,
foyda maksimal bo"ladigan mahsulot migdori va narxini aniglang.
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Mavzu yuzasidan savollar
1. Hosilaning ta’rifi: geometrik ma’nosi, iqtisodiy ma’nosi, mexanik
ma’nosi.
2. Quyidagi tasdiglardan gaysi biri to'g ri
a) agar funksiya biror nuqgtada uzluksiz bo'lsa, u holda shu nugtada
funksiya differensiallanuvchi bo"ladi.
b) agar funksiya biror nugtada differensiallanuvchi bo'lsa, u holda
shu nugtada funksiya uzluksiz bo ladi.
3. Elementar funksiyalarning hosilalari jadvalini yozing.
4. Murakkab, teskari, yashirin ko rinishdagi, parametrik ko rinishdagi
funksiyalarning xosilalari.
5. Funksiyaning differensiali deb nimaga aytiladi?
6. O rta gqiymat hagidagi teoremalar:
a) ferma teoremasi.
b) roll teoremasi.
c) Lagranj teoremasi.
d) Koshi teoremasi.
e) Lopital teoremasi.
7. Hosilaning igtisodiyotda go llanilishi.
8. O'suvchi va kamayuvchi funksiyalar ta’riflari.
9. Funksiyaning ekstremumi nima va u ganday topiladi.
10. Ekstremumning zaruriy shartlari.
11. Ekstremumning yetarli shartlari.
12. Funksiyaning gavariq va botigliligi, bukulish nuqtalari ganday
topiladi?
13. Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlari ganday
topiladi?
14. Funksiya ganday sxema bilan tekshirilib, grafigi chiziladi?

Adabiyotlar
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PUJIOKEHHUS B 9KOHOMHYECKOM oOpazoBanud. - M.: Jlemo, 2000.
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9-bob. KO'P O ZGARUVCHILI FUNKSIYA

9.1. Ko p o zgaruvchili funksiya va uning berilish usullari
Agar biror D to plamning har bir (x, y) haqiqiy sonlar juftligi biror
goida bilan Z to plamdagi yagona z hagiqiy songa mos go yilgan bo'lsa, u
holda D to plamda ikki 0 zgaruvchining funksiyasi z aniglangan deyiladi
va quyidagi ko rnishlarda belglanadi:
z=1(x,y), z=2(x,y), z=F (x,¥), va h.k.

Bu yerda x va y erkli o zgaruvchilar yoki argumentlar, z esa erksiz
o zgaruvchi yoki funksiya deb ataladi. D - to plam bu funksiyaning
aniglanish sohasi deyiladi. Z - to'plam funksiyaning o°zgarish sohasi
deyladi.

z=f (x, y) funksiyaning argumentlarining tayin x = X, va y = Y
giymatlarida gabul qgiladigan z, xususiy giymatini topish quyidagicha
yoziladi :

20=2|.,, Yoki zo=f (Xo, Yo).

Geometrik nugtai nazardan z=f (x, y) funksiyaning o,, to'gTi
burchakli koordinatalar sistemasidagi tasviri (funksiyaning grafigi) biror
sirtdan ( nugtalar to plamidan ) iborat.

1. z=J4+4x+2y-x?-y?> funksiyaning aniglanish sohasini toping.

Yechish.
2=JA+4x+2y— x> —y? =/9— (4—Ax+x2) —(1—-2y + y?) =9 (x—2)? — (y - 1)?

Demak 9-(x-2) >-(y-1)* >0, ya’ni (x-2)° + (y-1)* <9 shartda berilgan
funksiya hagiqgiy giymatlar gabul giladi. Demak, funksiyaning aniglanish
sohasi markazi (2; 1) nugtada, radiusi 3 ga teng bo'lgan doiradan,
0 zgarish sohasi esa [0, 3] sohadan iborat.

Istalgan  chekli sondagi o°zgaruvchining funksiyasi ham
yugoridagidek aniglanadi n o'zgaruvchili funksiyasining aniglanish sohasi
n ta hagiqgiy sonning (x,, x,, ..., x,) sistemasidan tuzilgan D to plamdan iborat
bo ladi, n ta 0"zgaruvchining funksiyasi quyidagicha belgilanadi.

y =1 (X, X2, .0y Xn), Y = Y(Xg, X2, ...y Xn).

2. Funksiyalarning aniglanish sohasini toping va grafigini chizing:

a) z=x*+y?; b) z=R?—x*—y?
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Yechish. a) Bu funksiya x va y ning barcha giymatlarida
aniglangan —cw<x<+w; —w<y<+wo. Uning grafigi

aylanma paraboloid deb ataladigan ikkinchi tartibli sirtdan
iborat. Aylanma paraboloid y? =2pz parabolani Oz o' qi
atrofida aylantirishdan hosil bo'ladi. Bu esax?+y?=2pz

funksiyaning grafigidan iborat boladi (1 - rasm).

b) z=,R?-x?—y? Funksiyaning aniglanish sohasi ildiz
ostidagi ifodaning nomanfiy bo"ladigan barcha giymatlari
ya'ni x*+y?<R? dan iborat. Bu funksiyaning grafigi
radiusi R bo’lgan sferaning yugori yarmi bo"lgan

ikkinchi tartibli sirtdir. Chunki funksiya 0" zining
aniglanish sohasida fagat nomanfiy giymatlar gabul giladi. (2 - rasm).

Quyida Dberilgan funksiyalarni aniglanish sohasini toping va
garafigini chizing.

3. z=x+y 4, z:;
/9_X2_y2

5. z=xy 6. z=yJx

7. zZ :ﬁ 8. Z:arCSin(X+ y)

9. z=In(x*+y?+2>-1) 10. u=yx+y+z

9.2. Ko p 0 zgaruvchili funksiya limiti
Agar ikki o'zgaruvchining z = f (x, y) = f (P) funksiyasi Py=P(Xo;Yo)
nuqtaning biror atrofida aniglangan bo'lsa va ¢ >0 son uchun shunday 6 >
0 son topilsaki d(p; P,)<s (d — ikki nugta orasidagi masofa) tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha P(x,y) nuqgtalar uchun
fcy)-A<e
tengsizlik bajarilsa, u holda A o'zgarmas son z=F (x, y) funksiyaning
Po(Xo, Yo) nuqtadagi limiti deyiladi. A sonining z = f (x,y) funksiyaning
P(x,y) - P(Xo,Yo ) dagi limiti bolishi quyidagicha yoziladi
lim y = A yoKi lim f(x,y)= A
Uch va undan ortiq o zgaruvchining limiti ta’rifi shunga o xshash
Kiritiladi.
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Agar bir necha o zgaruvchi funksiyasining limiti nolga teng bo’lsa, u
holda u cheksiz kichik deb ataladi. Bir o zgaruvchining funksiyasi uchun
limitlar hagidagi barcha asosiy teoremalar bir necha o zgaruvchining
funksiyasi uchun ham o rinlidir.

11. Quyidagi limitni hisoblang.
im In(1— x> —y?)
N
Yechish. x va y nuqtalar orasidagi masofa p=x*+y? (p=4x*+y?
deb belgilash kiritamiz). x—0, y—0 dan p—0 ekanligi kelib chigadi.
1
Demak, fim "E=X =YD _j, NA=PT _ i, (AP, Ly P -0
B EeyE o orop et e .
Limitga ega bo lgan ikki o'zgaruvchili funksiyalarning bir necha
xossalarini keltirib o tamiz:
1) Agar lim £ (x,y) limit mavjud va chekli bo’lsa, u holda f (x, y)

Y=Yo

funksiya (Xo,Yo) nugtaning etarlicha kichik atrofda chegalangan bo"ladi.

2) Agar lim f(x,y)=A, lim g(xy)=B limitlar mavjud bo'lsa, u holda
f(x, y)xg(x, y) funksiyaning ham limiti mavjud va lim [f(x,y) £ g(x, y)] = A£B.
bo ladi.

3) Agar lim f(x,y)=A, Im g(x,y) =B limitlar mavjud bo’lsa, u holda
f(x, y)-g(x, y) funksiyaning ham limiti mavjud va im [ (x,y)-g(x, y)]= A-B
bo ladi.

4) Agar lim f(x,y)=A, lim g(x, y) = B limitlar mavjud bo’lib, lim g(x, y) #0

Y—=Yo Yy—=Yo Y—=Yo

bo'lsa, u holda 1Y) funksiya ham limtga ega va fim ~*¥) _ A po*|adi.
g(x,y) % g(x,y) B

Ikki o°zgaruvchili funksiyaning limitini hisoblash bir o zgaruvchili
funksiya limitini hisoblashga nisbatan ancha murakkab. Buning sababi
to'gri chiziqda fagat ikkita yo nalish bor, argument limit nuqtaga fagat
ikki tarafdan o'ng va chapdan intiladi. Tekislikda bunday yo nalishlar
cheksiz ko'p va funksiyaning limiti turli yo nalishlar bo’yicha ustma-ust
tushmasligi mumekin.
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.2 i - N
12. |"Dx2+yyz limit mavjud emasligini isbotlang.
y—0

Yechish. (0, 0) nugtaga y = kx to g ri chiziq boyicha yaginlashamiz.

Agar y = kx bo'lsa, u holda fim 29 —iim 2K _ 2 Jimit to'g'ri
ooxt 4yt o0 x4+ (kx)! 1+k

chizigning burchak koeffisentiga boglig chigdi. Lekin funksiyaning limiti
(x, y) nugtaning (0, 0) ga gaysi yo nalishda yaginlashishiga bog lig
bo Imasligi kerak. Demak, garalayotgan limit mavjud emas.

13. Limitlarni hisoblang

XZ

H v -3x
a) tim 2" b) fim (x2 + y2 ¥, C) |Xim(1+1j ' d) tim sin—"_, ) fim NX*e )

0 0 ) 1 2 2
e Y e joal X e 2xXHy T el Xy
; 2 2
- .sinxy . Xy . : _ : (x + ) —
Yechish. a) lim Y—tim XY —lim y =a, b) lim (x2 + yz)e (49) = fim Y ) =0,
x—0 X x—0 X y—a X—> X—> (x+y)
00 00 e
y—a y—a y—>0 y—>00
XZ
: VY oy e X o7
C) lim{1+=|  =lme* =lime' =e, d) lim sin =lim —=1,
X—»00 X—»00 y—a X—>0 2X + y yoe 2
y—a y—a y—o
_In(x+e™®)  In(1+e°
e) lim ( ) _In( ):In2.

xol \/x2+y2 - J1i+0

y—0

14. — 23. Limitlarni hisoblang

2,,3
14. lim (xy. 1+ xy) 15. lim ;( y -
x—0 x—=0 X° 4 y
y—0 y—0
16. lim sin(x +y) 17. lim[xy-Inxy]
x—1 X+ y x—0
y—>-1 y—0
1 _
18. lim(x+2y)e- 19. lim—=—L
x—0 x>l X° — y
y—0 y—1
y
20. fim = 21. 1im LgY
x> ] 4 X7 x>0 Xy = 1+ Xy
y—+0 y—o©
_ XP+y? .
22. lim Ty 23. leinlologx(x+y)
y—0 y—>
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9.3. Funksiyaning uzluksizligi
z = f (x, y) funksiya M to plamda berilgan bo’lib (o, Yo) nugta shu M
to plamning limit nugtasi bo"lsin.
Agar
lgn fOGy) = (X, Yo) (9.1)
Y—=Yo
bo’lsa, u holda f (x, y) funksiya (Xq, Yo) nugtada uzluksiz deb ataladi.
Agar ixtiyoriy E > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son topilsaki,
d {(x, y¥), (X0, Yo)} < 0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha (X, y)eM
nuqgtalar uchun |f(x,y)- f(x,, v,/ <E bo’lsa, u holda f (X, y) funksiya (Xo, Yo)

nugtada uzluksiz deb ataladi.

Agar f (x, y) funksiya M to plamanng har bir nugtasida uzluksiz
bo'lsa, u holda funksiya shu M to plamda uzluksiz deyiladi.

Agar argument orttirmalari Ax va Ay nolga intilganda funksiyaning
to'lig orttirmasi Af (Xo, Yo) = f(x,+Ax Yy, +Ay)-f(x, y,) ham nolga intilsa,
ya’ni lim (Af (x,, y,) =0 bo'lsa, u holda f (x, y) funksiya (xo, Yo) nugtada

Ay—0

uzluksiz deb ataladi.
24. f(x,y) = xI + yI funksiyaning uzluksizligini tekshiring.
Yechish. (Xo; Yo) nuqgtani hamda (X + Ax; Yo + Ay) ni olib,
funksiyaning tolig orttirmasini hisoblaymiz :
Af (Xo, Yo) =f (Xo+Axo; Yo+Ayo) -f (Xo, Yo)=(Xo+Axo)[+(Yo+ Ayo)l - Xol - Yol =
= 2Axx + AxI + 2Ayy + Ayl = Ax(2x + Ax) + Ay(2y + Ay).
bundan esa im (AF (%, o) = lim (Ax(2x+ AX) + Ay(2y +Ay) =0 ekanligini topamiz.

Yuqoridagi ta’riflarga ko'ra f (X, y) funksiya (Xo, Yo) nuqtada uzluksiz.

Ikki 0"zgaruvchili uzluksiz funksiyalarning ba’zi xossalari:

f (x, y) va g(x, y) funksiyalar M to plamda berilgan bo’lib, (Xo; Vo) <M
bolsin:

1) Agar f (x, y) va g(x, y) funksiyalarning har biri (Xo; Yo) nuqtada
uzluksiz bo’lsa, u holda f (x, y) £+ g(x, y) funksiya ham shu (Xo; yo) nugtada
uzluksiz bo’ladi.

2) Agar f (x, y) va g(x, y) funksiyalarning har biri (Xo; Yo) nuqgtada
uzluksiz bo'lsa, u holda f(x)-g(x) funksiya ham (xo; yo) nugtada uzluksiz
bo ladi.

3) Agar f (x, y) va g(x, y) funksiyalarning har biri (Xo; yo) nugtada

uzluksiz bo’lib, g(xo; Yo)=0 bo'lsa, u holda % funksiya ham shu (Xo;Yo)

nugtada uzluksiz bo"ladi.
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4) Agar f (%, y) funksiya chegaralangan yopig M to plamda uzluksiz
bo’lIsa, u holda funksiya shu to plamda chegaralangan boladi.
25. Funksiyani Mg(1; 1) nuqgtada uzluksizlikka tekshiring.
z=x°y+10x%y .
Yechish. Uzluksizlikni (9.1)ga ko'ra tekshiramiz:
lim (xy +10x*\/y)=1°1+10-1>-v1=11. Demak, funksiya My(1; 1) nuqtada

x—1
y—1

uzluksiz.
26. Funksiyani (0; 0) nugtada uzlusizlikka tekshiring. z =

X+Yy

X=y
Yechish. (0; 0) nuqtaga y = kx to'gri chiziglar bo’yicha

yaqginlashamiz. U holda

lim 2. — fim X*”:%. Limitlarning giymati turli k larda turlicha boladi,

0 X — 0 X — —
OEX—y  x0X kx 1

demak ikki o zgaruvchili funksiyaning limiti mavjud emas va (0; 0) nugta
funksiyaning uzilishish nuqgtasi.

9.4. Xususiy hosilalar

z = f (x, y) funksiya M to plamda berilgan bo’lsin. Bu M to plamda
(Xo; Yo) Va (Xo+Ax; yo) nugtalarni olib, bu nuqgtalardagi funksiya giymatlari
ayirmasini hisoblaymiz:

f (Xo+Ax; Yo) - T (Xo; Yo)

Bu ayirma f (x, y) funksiyaning (xo; Yo) nuqtadagi x o zgaruvchi
bo'yicha xususiy orttirmasi deyiladi va A,f (Xo; Yo) kabi belgilanadi: A, f
(Xo; Yo) = T (XotAx; Yo) - T (Xo; Yo)-

Xuddi shunga o0"xshash Af (Xo; Yo) =f (X0, Yo+Ay) - f (Xo; Yo) ayirma f
(x, y) funksiyaning (Xo; Yo) hugtadagi y argument bo'yicha xususiy
orttirmasi deyiladi.

Agar Ax—0da

Ax f (XO’ yo)
e (9-2)

nisbatning limiti mavjud va chekli bo'lsa, bu limit f (x, y) funksiyaning
(Xo; Yo) nugtadagi x argument bo yicha xususiy hosilasi deb ataladi va pf

(Xo; Yo)/(px) yoki £ (x,;y,) qisqacha qilib ( pf') / ( px ) yoki f'x kabi

belgilanadi
8f(XOJ/o) — f (X y ): lim Axf(XO’yO) — lim f(xo +AX, yo)_ f(XO’yO) (93)
ox RTINS0 AX x>0 AX
Xuddi shunga o"xshash Ay—0 da

Ay (X5 Yo)
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nisbatning limiti mavjud va chekli bo’lsa, bu limit f(x, y) funksiyaning (Xo;
Yo) hugtasidagi y argument bo'yicha xususiy hosilasi deb ataladi va
gisgacha qilib (p/)/(py) yoki f, kabi belgilanadi
of (Xo’ yo) _ AIE,TO f(xo’ Yo +AAy;_ f(Xm yo) (95)
27. Funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblang  f (x, y)=x’

Yechish. (6 1)/(ex)=(x) = y-x"%, @)(@y)=(x), =x"Inx.

28. Funksiyalarning %va% xususiy hosilalarini toping.

2

z:x2+3xﬂ—y+y7.
Yechish%xususiy hosila hisoblanayotganda (y) ni o zgarmas deb
garaladi.

'
2

0z _(42) WO ' I Y.
aX_(x )x+(3xﬁ)x yx+(XJx 2x+3y -0 L 2X+3\y 7
Endi (x) 0 zgaruvchini o'zgarmas Kkattalik deb garaymiz:

' U , 2
%=(xz)y+(3xﬁ)y—y y+(y7j y =0+3xi—1+2—y=3xi—1+27y.

2.y X 2.y
29. z=xy-e¥.
Yechish.

% ~(xy) e +(ex2’y2)x (xy)=y-e¥ 7 +2x-eX 7 -(xy)= y(exz’y2 +2x%e° Y );

%: (xy)’y e 4 (exz‘yz ) y (xy)’ —x-e¥ Y —2y.e¥Y . (xy)= x(exz‘yz —2y%eX Y’ )

30. Funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalarini hisoblang.
a) u=2x2y+3x°y?+xyz’; D) u=2v; C) u=x’+y".

Yechish. a) Avval x bo'yicha hosilani hisoblaymiz, bunda z va y ni
o0zgarmas deb olamiz. u = (2x2y+3x3y2 +xy25)’X = (szy),x +(3x3y2)'x +<xy25),x,
u, =4xy+9x’y?+yz°. 'y bo’yicha xususiy hosilani topish uchun x va z ni
0 zgarmas deb garaymiz.

u, = (2x2y+3x3y2 + xyz*"),y = (2x2y)’y + (3x3y2)’y + (xyz5)’y =2x* +6x%y + xz°.

z bo’yicha hosila ham shunday hisoblanib quyidagi tenglik
aniglanadi: u, = (2x2y+3x3y2 + xyzs)'Z = (szy)’z +(3x3y2)'z +(xy25),Z = 5xyz”.

b) u=2z9, u, :(zxy)’X =29l z(xy)x=yz¥ Inz, u, :(zxy)'y —2%Inz(xy)y =x2¥ Iz,

!
u, =(z27). =xy- 2%
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! ! !

Clu=x’+y*; u=2% u, = +y ) =(x*)x+(y*)x =y +y*Iny;
u, :(xy +yx) y :(xy) y +(yx) y =xVInx+xy**,

31. Funksiyalarning xususiy hosilalarini toping.

1.2=2x"—xy* +3x°y=2y° +3x—4y+1  2.u=yxX’+xz2° +y’z

2

3.u=s%cos4t 4.7=2 4+
y X

5.z=ln(x2+y2) 6. 7=
X+Y

7.u:exyz(x2+y2+22) S u=e’+e?

9.z2=x Y+L 10. z = xye*?

x
11.z=In(x+Iny) 12, 7 = @¥+2y"

13.u= exytg(ij 14. z =arcsin \/E

y+12

15. 7 =" (2x-1) 16. 7 =sin (x+/y
17.z=xe’ +x’ 18.z=In\/ﬁy2
19.z:In(\/;+\/§) 20.z=x"

2l.z2= arctg(% +1] 22.z = xye”

23.2= coiyz 24.7 = arcsinﬁ

25. 7 = (5x+ 3y \12x—7y) 26. 7 = (4x2 —3y)2x+9y*)
27.2=7x%> 28.z7=In4x+7yl|

(3x+4y)7x-8y)

29. 7z = x%y%? 30.z=
5x -2y
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9.5. Ko p o zgaruvchili funksiya differensiali
z = f (x, y) funksiya M to plamda berilgan bo’lsin. Bu M to plamda
(Xo; Yo) Va (Xo+Ax; Yo+Ay) nugtalarni olib, funksiyaning to'lig orttirmasini
aniglaymiz:

Af (Xo, Yo) = f (Xo+Axo; Yo +Ay0) - f(Xo, Yo) (9.6)
Agar f (%, y) funksiyaning (Xo, Yo) nugtadagi orttirmasi
Af (Xo; Yo) = AAx+BAy+aAx+BAy (9.7)

ko'rinishda ifodalansa, u holda funksiya (X,, Vo) hugtada
differensiallanuvchi deb ataladi, bunda A, B - 0 zgarmaslar, a va f esa Ax
va Ay ga bog'liq, hamda Ax—0, Ay—0 da a—0, f—0 bo ladi.

Yuqoridagi (9.7) formulada A=f/(x,; y,)  B=f/(x:; ¥o)A = fx(Xo; Yo),
B= 1, (Xo; Yo).

Agar f (Xo; Yo) funksiya (Xo; Yo) nugtada fx(Xo; Yo), fy (Xo; Yo) Xususiy
hosilalarga ega bo'lib, bu xususiy hosilalar (Xo; Yo) nugtadada uzluksiz
bo'lsa, u holda f (x, y) funksiya (Xo; Yo) nugtada differensiallanuvchi
boladi. Z = f (x; y) funksiya (Xo; Yo) nuqgtada differensiallanuvchi bo’lsa

Af (Xo, yo):Z—iAx+%-Ay+a-Ax+ﬂ-Ay (9.8)

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu ifodadagi %AX%.M yiglindi f (x; V)

funksiyaning (Xo; Yo) nuqtadagi differensiali deb ataladi va y df (xo; Yo) yoki
dz kabi belgilanadi:

cv)= dz= e Yoe) 4, L OF (Xo, o) |
df (xo; yo)=dz A o Ay (9.9)
Agar Ax = dx, Ay = dy bo’lishini e’tiborga olsak, u holda
df = Lax+ & ay (9.10)
OX oy

32. z = xly - xyI funksiyaning differensialini toping.
i oz 2 2\ _ 2 @z 2 w2) — 2 _
Yechish. &:(x y — Xy )x =2xy—y?, o (x y — Xy )y X2 —2xy.

(9.10) formulaga ko'ra dz = (2xy-yD)dx + ( xI-2xy)dy
33. Funksiyaning differensialini toping.
a) z=e""" sin(x’y?) b) u=arctg(xyz)
Yechish. a) Differensiallash goidasidan va (9.10) formuladan
foydalanib:
dz=[2xe**"" -sin (x2y2)+ 2xy? - eX Y’ cos(xzyz)]dx+[2y-exz*y2 -sin (x2y2)+ 2yx2-e¥ Y x
x cos(xzyz)]dy = e Y L2x[sin(x2y?) + y? cos(x2y?)]dx + 2y[sin( x2y?) + x* cos(x2y?)]dy}:
yzdx N xzdy N xydz 1

b) du= 1+(xy2) 1+(xy2)  1+(xyz2f 1+ (xyzf

(yz-dx+ xz-dy+ xy-dz).
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34. — 45. Quyidagi funksiyalarning differensiallarini toping.

34, z=2x>-xy+3y° 35. z=x?-y?

36. z=In(3x+2y) 37. z2=29

38. z=x’ 39. z=-arcsin =Y
2X+Y

40.z:nwamw% 41. 7=¢"’

42, 7-ews k) 43. u=e"

44, y=tgz 45. u=e*(cosy+zsinx)

z

9.6. Yugqori tartibli hosilalar
z=f(x,y) funksiya M to plamda berilgan va u (x;y,) nuqtada

differensiallanuvchi boIsin.

z=f(x, y) funksiyaning xususiy xosilalari f;, f; dan olingan of; of

ox 0y

‘Z—z, Z_l;; xususiy hosilalarga berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli
xususiy hosilasi deyiladi va

2f 9%f  0'f  O°f

x* ' oxoy oydy' oy

” " " " 1 a
fo fo. £ £l yoki ©

kabi belgilanadi.

o f o (of 0% f o (of
Demak: f7 ==— = (f/(x, ':_(—j; fay = = (f/(x, ':—(—j
o= o - (Y =—1 o Y = ooy (f,(x y))y o\ ax
o* f o (of i o (of
f”: — fr , r:__ ; fﬂzz — f’ , r:__
yX 8y6X ( Y(X y))x ax(ayj y 6y2 ( y(X y))y ay(ay]
- AN - N, = 2 2 - -
Yugorida ko rsatib o tilgan 0T yq xususiy hosilalar aralash
oxoy 0yoX

hosilalar deb ataladi. Bu aralash hosilalar (x; y) nugtada uzluksiz bo’lsa,
bir-biriga teng bo"ladi.

Xuddu shuningdek z=f(x, y) funksiyaning uchinchi, to'rtinchi va
hokazo tartibli xususiy hosilalar aniglanadi.

46. f (x,y) = xi+yi funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari
hisoblansin
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Yechish.

af 0 3 3 2 af 0 3 3 2
—=—X"+y’)=3x", —=—IIxX"+Yy")=3
OX ax( y) oy ay( y) g
Demak,
2 2
0 Z :i(ﬂjzﬁ(sxz)zex, 2:3 o =3(3y2)=6y,
ox®  ox\ox) ox oy oy\oy) oy
o f 8(61‘

-2 —j:ﬁ(sxz):o.
oxoy oy\ox) oy

47. Ikki o’ zgaruvchili z=In(1+x+2y) funksiyaning xususiy hosilalarini
hisoblang

Yechish. Birinchi tartibli xususiy hosilalarning ko rinishi:

2_ Hosil gilingan
1+ x+2y 1+ x+2y

funksiyalarni ikki 0 zgaruvchining yangi funksiyasi sifatida garaymiz.

z, =In(1+x+2y), =

y 2y =In(1+x+2y)| =

, 1

1 :
Z), = K=
“ (1+x+2yJ (L+x+2y)

z

1 (2 2
I 1 x+2y ) l+x+2y) (1+x+2y)’

!

, 2 4
Z = y = .
o (1+x+2yj (@+x+2y)
48. Funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilasilalarini hisoblang

X
y=xy-In—
y
49. Agar z=sinx-tgy bo’Isa, u holda 22 - 9% ekanligini isbotlang.
oxdy  dyox

50 — 57. Berilgan funksiyalarni ikkinchi tartibli hosilalarini hisoblang

50. z=3x?+2xy? —4xy+x’y—y° 51. u=e®

52. u:sin(%j 53. z=arcsin(x+y)

54, z=|ntg%§ 55. z=xsin xy+ ycosxy

56. z=x*In(x+y) 57. z=x%sin,[y

9.7. Ko p o zgaruvchili funksiyalarning lokal ekstremumlari

Agar z=f(x y) funksiyaning P=(xq; Yo) nuqtadagi giymati uning shu
nuqgtaning biror atrofiga tegishli ixtiyoriy P(x, y) giymatidan katta (kichik)
bo'lsa Py (Xo; Vo) nugta maksimum (minimum) nuqgta deyiladi.
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Lokal maksimum va minimum nugqtalar lokal ekstremum nugqtalar
deyiladi. Bunda z=f(x, y) funksiya Po( Xo; Yo) nugtada lokal ekstremumga
erishadi.

Teorema: Agar z=f(x, y) differensiallanuvchi funksiya Pg(Xo, Yo)
nugtada lokal ekstremumga erishsa, u holda uning bu nuqgtadagi birinchi
tartibli xususiy hosilalari nolga teng bo"ladi:

ar)_o (R _
OX oy

Birinchi tartibli xususiy hosilalari 0 ga teng (yoki mavjud bo Imagan
nugtalar), kiritik nugtalar deyiladi. Ularni ekstremumga tekshirish, ikki
o zgaruvchili funksiya ekstremumi mavjudligining vyetarlilik shartlari
yordamida tekshiriladi.

Po(Xo, Yo) Nugta z=f(x,y) funksiyaning statsionar nuqtasi bo’lsin,
Po(Xo, Yo) nuqgtadagi  ikkinchi  tartibli ~ xususiy  hosilalari
FaR)_, &2R)_, %R

ox? ox.- &y oy’
tekshiriladi. z=f(xy) funksiyaning Pg(Xo, Vo) statsionar nuqtada
ekstremumining yetarlilik sharti quyidagicha ifodalanadi:

1) A>0 - ekstremum mavjud bo’lib, bunda agar A>o0 (yoki A =0 da
C > 0) bo’lsa Py(Xo, Yo) nugtada funksiya lokal minimumga, agar A<O (yoki
A=0 da C<0) bolIsa lokal maksimumga ega bo"ladi.

2) A<0 - lokal ekstremum yo'q;

3) a=0 - go shimcha tekshirishlarni talab giladi.

58. Berilgan u:xy+@+@,x¢o,y¢ofunksiyaning ekstremumlarini
Xy

0.

A B
-C uchun A=
B,C

‘ — AC - B*determinant

toping.
Yechish. Kritik nugtani topish uchun birinchi tartibli Xxususiy

hosilalarini O ga tenglashtiramiz:

My oM _x Dy

2

2

x X oy y
Bu sistemani yechib x*y=50, xy>=20, X = 5; y = 2 ekanligini topamiz.
Shunday qilib Mq(5, 2) kritik nugta.
Ikkinchi tartibli hosilalarni va ularni My(5, 2) nuqtadagi giymatlarini

aniglaymiz: u;;:@, " ,2)2@—5- uy =1, uy(52)=1; u; _ 40
X

125 5’ Wy
40 _
8

uy(6.2)- 2 -5
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A=%>o va A:AC—BZZg~5—12=3>0 dan funksiya My(5, 2) nugtada

minimumga ega. u,,, =u(, 2):5-2+%+%=3o.

9.8. Shartli ekstremumlar

z=f(x, y) funksiyaning shartli ekstremumi deb bu funksiyaning x va
y 0 zgaruvchilarning boglash tenglamasi deb ataluvchi ¢(x, y) = 0
tenglama bilan bog langanlik shartida erishadigan ekstremumga aytiladi.

Nugtalarni bog lovchi tenglamalar sistemasi:
G={(x,»)|¥:.(x.»)i = 1,2,..m} ni ganoatlantiradigan G sohada aniqglangan va
differensialanuvchi z=f(x, y) funksiyani garaymiz. Bu sohada shunday
My(x:) Nugtani topish kerakki v M(x,y) € G uchun f(a,)=f(M) shart
bajarilishi  kerak. Bunday masalalar z=f(x,y) funksiyanig shartli
eksremumini topish masalasi deyiladi.

Shartli  ekstremumni  topish uchun Lagranjning noma’lum
koeffisiyentlar usulini keltiramiz

L(Xiyl‘li) = f(X,y) + EL AN ()

Lagranj funksiyasi ekstremumini zaruruiy shari quyidagi ko rinishga

ega:
L(x,y,4) = f(x,y)+Ae(X,y)

dx  dx + =1 gy 0 LX O
aL_ af . ar; _ —
0 3v + ?;IE =0 Ly—O
2E= Yi(x,y) =0 ?()=0
1=1,2,....m

Bu m+2 no’malumli tenglamadan iborat sistemadan Xx,y,A,(i=1,2,...m)
no malumlarning topiladi. 2,sonlar Lagranj koeffitsiyenlari deyiladi.

59. z = xy funksiyaning x va y lar 2x+y-3=0 tenglama bilan
bog langanlik sharti ostidagi ekstremumini toping.

Eng kichik kvadratlar usuli
1. Masalaning qo'yilishi. x va y ozgaruvchili n marta
(x,, v, (%, ¥,)-a(x,, y,)tajriba o'tkaziladi. x va y lar orasida bog lanish
y=ax+b Ko'rinishda deb faraz qilinadi. Eng kichik kvadratlar usuliga
asosan xatoliklar kvadratlarining yig indisi
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s=§<f<xi>—yi>2 (9.11)

eng kichik y=ax+b bo’ladigan _qilib f(x) funksiyaning parametrlari a va b
tanlab olinadi.

2. Agar f(x) - chizigli funksiya bo'lsa, ya’ni y = ax + b bo’lsa, u
holda

2

S:i(axi +b_Yi)

i=1
a va b parametrlarga ega. Uning ekstremumini topamiz.
Normal tenglamalar sistemasi:
0s
=
9s _
ob

0

0

Eefe(Er o

(gxi ]a+nb=gyi . (9.12)

dan olamiz.
Qulaylik uchun quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

ixf =S, Zn:xi =X, Zn:xi y, =P, iyi =Y; u holda sistemaning ko rinishi:

i=1 i=1 i=1 i=1

{Sk+ Xb=P (9.13)
Xk+nb=Y
Ikkita x, y 0 zgaruvchili (9.14) ikki tenglamalar sistemasini yechib,
(_NP=XY _SY-PX (9.14)
nS—X?' ns—X?

ni hosil qgilamiz. y=kx+b tenglama koeffisentlari (9.15) bo’yicha
hisoblanadi va bu tenglik regressiya tenglamasi deyiladi.
3. Agar f(x) kvadratik funksiya bo’lsa, u holda y=ax?+bx+cbo’lib,

5= (ax? +bx +c—y,J'bo’ladi. a, b, c parametrlar normal tenglamar

i=1

sisitemasidan aniglanadi:

0s
.
0s
o=
os
o=

0

0

0
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Zn:x{‘ a+ zn:xf b+[ixf]c:ixfyi,
Zn:xf a+ Zn:xf b+[zn:xiJc=Zn:xi Yi, (9.15)

> xEfa+] DX, b+nc:zn:yi.
i=1

60. Avtomobil poygasi haqida quyidagi ma’lumotlar bor: x -
masofa(ming km.) va y — yonilg’i sarfi (I /ming km.),

x | 50| 70| 90]110]|130
vy 102 05| 08]11] 13

X va y o zgaruvchilar orasidagi bog lanishni chizigli ekanligini bilgan
holda, empirik formula y = ax + b ni eng kichik kvadratlar usuli bilan
toping.

Yechish. Zarur yigindilarni topib olamiz

_Zn)xi, Zn:yi, Zn:xf, Zn:xiyi. Oradagi hisoblashlar quyidagi jadvalda ko rsatilgan.

[ X Yi XiYi X}

1 50 0,2 10 2500
2 70 0,5 35 4900
3 90 0,8 72 8100
4 110 1,1 121 12100
5 130 1,3 169 16900
> 450 3,9 407 44500

Normal tenglamalar sistemasi esa (9.13) formulaga ko'ra
quyidagicha bo’ladi:
44500 a + 450b = 407
{450a +5b=39

Uning yechimi  a=0014, b=—048. Shunday qilib, chizigli
bog lanishning tuzilishi
y =0,014x — 0,48 ko rinishda boladi.
61. Ishlab chigaruvchi 2007-2013-yillar davomida 0"z mahsulotiga
guyidagi miqdorda buyurtma gabul giladi:
Yil | 2007|2008 |2009|2010| 2011|2012 |2013
Migdor| 22| 20| 21| 23| 19| 25| 23
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Topish kerak: a) regressiya teglamalarini, b) 2014-yil uchun buytrma
miqdori.

Yechish. Hisoblashlarni soddalalashtirish uchun:
Yil | 2007|2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013
X -3 -2 -1 0 1 2 3

Berilganalarga mos keluvchi hisoblashalar quyidagi jadvalda
Kiritilgan:

N X; Yi X! XY,
1 -3 22 9 -66
2 -2 20 4 -40
3 -1 21 1 -21
4 0 23 0 0

5 1 19 1 19
6 2 25 4 50
7 3 23 9 69
7 0 153 28 11

Shunday qilib, n =7, X =0, Y =153, P = 11, S = 28. bundan esa
o (120193 11 g3, p- 281587110 153 5 g6, Regressiya
7.28-0 28 7-28-0 7
tenglamasining ko rinishi:

%—ém?. 2004 yil bu belgilashlarda x = 4 ga to'g'ri keladi. Uni
11 = 153

regressiya tenglamasiga qo'yib, vy BT IRARE R AXE ni hosil gilamiz.

62. Jadvalda reklamaga sarf X (ming p/b.), mahsulot migdori Y (ming
dona) haqida ma’lumot berilgan.

X, [ 1 2 3 4 5
v 16 | 4 | 74 12 18

X va y 0 zgaruvchilar orasida kvadrat bog lanish y=ax*+bx+c mavjud

bo’'lsa, a, b, ¢ parametrlar giymatini eng kichik kvadratlar metodi bilan
toping.
Yechish. Yechim uchun zarur bo"lgan yig indilarni topamiz.

Zn:Xi’ Zn:Xi21 Zn:X?, Zn:XiA1 Zn:yiv Zn:XiYiv Zn:XiZYi-
i1 i1 i1 i1 i1 i1 i1

Hisoblash natijalari jadvalda keltirilgan.
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N

4

[ Xi Yi Xi X; Xi XY XY,
1 1 1,6 1 1 1 1,6 1,6
2 2 4 4 8 16 8 16
3 3 7,4 9 27 81 22,2 | 66,6
4 4 12 16 64 256 48 196
5 5 18 25 125 625 90 450
> 15 43 55 225 | 979 | 169,8 | 680,2

(9.13) formulaga ko'ra normal tenglamasi quyidagicha boladi:
979a+ 225h + 55¢ = 680,2

225a+55b +15¢c =169,8
55a+15b+5c =49

bu tenglamalar sistemasining yechimi a=03 b=048; c=506.
izlanayotgan bog lanishning ko rinishi: y=0,3x? +0,48x+5,06.

63 — 68. Berilgan nuqgtalar uchun regressiya tenglamasini tuzing.

63. (1;6), (2; 8), (3;9), (4; 10).

64. (-2;-12), (0; -7), (2; -3), (4; 2).

65. (-2; 10), (-1;9), (0; 8), (1; 7), (2; 6).

66. (2;5), (3; 6), (4; 8), (5; 10), (6; 11).

67. (-4;12), (-1; 6), (2; 0), (5; -6), (8; -13).

68. (-5;-6), (-3;-2), (-1; 3), (1;7), (3; 12).

Quiyida berilgan masalalarda x va y o zgaruvchilar chizigli bogliqg
ekanligi ma’lum bo'lsa, eng kichik kvadratlar metodi bilan emperik
formulani toping.

69. x — tovarning narxi (p/b.), y — sotilish miqdori (ming dona).

x | 304015016070
y; | 200 | 160 | 120 | 90 | 80

Demak,

70. Korxonada elektr energiyasi iste’mol darajasi — x (mIn. kVt.s); y
— mabhsulot birligining narxi.
x| 1,2
yi 20,0

1,3
18,8

1,4
18,2

1,5
18,1

1,6
18,0

71. x — dvigatelning quvvati, y — ekspulatatsiyaning o rtacha muddati
(oy);

X.

30

40

50

60

70

Yi

18

20

21

24

25
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Tajriba natijalariga ko'ra eng kichik kvadratlar metodi bilan y = ax + b
emperik bog lanishni mugobil (alternativ) funksiya bilan solishtiring,
ulardan gaysi biri tajriba ma’lumotlariga mos keladi:

72.

X 2 |25 3 |35 4
i |42 [55(69| 8 |95
Mugobil (alternativ) bog lanish y=2x+01x2.

73.

X 1 2 3 4 5
y, 110 (14|17 |20 22
Mugqobil (alternativ) bog lanish y=1/x.

74.

x 10|15 |20]25]| 30
y; 10,50/0,30(0,25{0,18 0,12
Mugqobil (alternativ) bog lanish y=2-.

75. Ishlab chigarilgan mahsulot miqdori x va xarajatlar y (ming p/b.)
haqidagi tajriba natijalari ma’lum.
x| 10 | 20 | 30 | 40 | 50
y; | 2,059 (12,0{20,030,0

Xarajat funksiyasi y=ax+b ko rinishda izlanadi. Eng kichik
kvadartlar metodi bilan a va b parametrlarni aniglang.

76. Avtomobilni ekspulatatsiya qilish muddati va uni ta’mirlash
xarajatlari orasidagi bog lanishni tekshirish natijalari jadvalda keltirilgan.
x, | 100 | 120 | 140 | 160 | 180 | 200
y; | 100 | 114 | 130 | 146 | 163 | 180

Bu yerda: x — avtomobilni ekpulatatsiya gilish muddati (yillar), y —
xarajatlar summasi. Topish kerak: a) regressiya tenglamasi; b) avtomobilni
o nyillik ekspulatatsiyasiga sarflanadigan xarajat summasi.

9.9. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalarning iqtisodiyotda qo llanishi
Umumiy holda X tovarga bo'lgan talab ko'p o'zgaruvchi funksiya
bo'ladi, ya’ni sotib olinayotgan tovarning miqdori Qy uning narxi Py,

ikkilamchi xomashyo narxi — P, iste’'molchining o'rtacha daromad
darajasi Y, yil fasllari t va hokazolarga bog'liq.
oQ,,

= xususiy hosila Qy talabning fagat P, tovar narxi o' zgarganda

X

o zgarish tezligining o'Ichov birligi bo'lib xizmat qiladi, bu holda qolgan
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barcha o'zgaruvchilar o'zgarmas deb faraz qilinadi. Xuddi shunga

2,

o xshash xususiy hosila xomashyoning narxi Py 0'zgarganda X

y
tovarga bo'lgan talab qanday tezlikda o' zgarishini ko rsatadi.
Xususiy hosilalarning ishorasidan foydalanib, X va Y tovarlarning
xarakterini topish mumkin, aynan:

o o . .
agar, P >0 va Qv _ O bo'lsa, X va Y tovarlar orin
P, OP,
bosuvchi.
oQ
o y N .
agar, 22 < ( va >p — Obo'lsa, X va Y tovarlar o'rin
Y4 X

to"ldiruvchi tovarlar hisoblanadi.

[/7. Avtomobillarga ehtiyot qismlari ishlab chigaradigan firma o'z
mahsulotini ichki va tashqi bozorga chigarish imkoniyatiga ega. Tashqi
bozorda talab quyidagi ifoda bilan berilgan:

P, + 8Q; =421,

Ichki bozorda esa:

P2 + 2,5Q2 = 80.

Bu yerda: Q; va Q, mos ravishda bir hafta davomida tashqi va ichki
bozorda sotib olinadigan miqdor; P; va P, tashqi va ichki bozordagi
narxlar. Firmaning umumiy harajatlari

TC =250 + 5Q;
buerda Q = Q;+ Q.
Agar
1) firma narxlarning o'zgartirish siyosatini o 'tkazish imkoniyatiga
ega bo'lsa,

2) ikkita bozordagi narxlar bir xil bo'lsa.

Maksimal foydaga ega bo’'lish uchun har qaysi bozorda firmaning
mahsulotiga qanday narx o'rnatilishi kerak. Har bir holda firmaning
foydasini aniglang.

Yechish.

Masalaning birinchi qismi firma o'zininng iste’molchilarni ajratishi
mumkin va har bir bozorda o'ziga eng ma’qul narxini qo yishi mumkin
deb faraz qilinadi. Tashqi bozordagi talab funksiyasi P, + 8Q, = 421, ichki
bozorda esa P, + 2,5Q, = 80 firmaning umumiy daromadi tashqi va ichki
bozordagi daromadlar yig indisiga teng:

R=R;+ Ry, =P1Q; + P,Q>= (421 - 8Q1)Q:1 + (80 - 2,5Q2)Q, = =421Q
~8Q:" +80Q; - 2,5Q;"
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Firmaning umumiy xarajati:

TC =250 + 5(Q; + Qy)
demak, foyda funksiyasi

7=R—TC = 421Q; — 8Q;* + 80Q, — 2,5Q,°— 250 — 5Q; — 5Q,.

Biz Q ga bog'lig bo'lgan foyda funksiyasini hosil qildik. Endi
firmaning foydasi maksimum bo'lganda Q; va Q, larning qiymatini
aniglash masalasini garaymiz. Buning uchun Q; va Q, bo'yicha xususiy
hosilalarni topib Oga tenglaymiz.

or/oQ, = 421-16Q,-5, 416 —16Q, =0
{8#/8Q2 =80-5Q, —5; {75—5(32 =0
Bu tenglamalar sistemasini echib Q; = 26, Q, = 15 ni topamiz.
Ikkinchi shartni tekshiramiz:
O*/0Q2 = -16, 6°m/0Q, =-5, 8*m/6Q1Q,=0.

o’r O'rm o’r

oQ’ 0Q,’ ‘(anaQZ
va m/0Q.=-16<0

Demak, foyda funksiyasining maksimumga erishish sharti bajariladi.
Shunday qilib, firma maksimum foydaga ega bo'lishi uchun tashqi
bozorga 26 ta ichki bozorga 15 ta mahsulot chiqarishi kerak. Q; va Q, ning
bu giymatilarini talab funksiyasiga qo'yib P; va P, narxlarni topamiz

P, =421 -8Q; =421 — 8x26 = 213,
P, =80-2,5Q,=80-2,5x15=425

Demak tovarning tashqi bozordagi narxi 213 pul birligi, ichki

bozordagi narxi esa 42,5 pul birligi bo’lib, firmaning foydasi:
7= 421Q, -8Q;* + 80Q, — 2,5Q,° — 5Q — 5Q, = 421 x26 — 8x26° + 80x15
— 2,5x15°— 250 — 5x26 — 5x15 = 5720,5 pul birligi.

Firmaning haftalik foydasi - narx o'zgarish siyosatini o'tkazish
shartlarida 7= 5720,5 pul birligini tashkil giladi.

Iste’molchilar bozorini ajratish imkoniyati bo'lmagan holda ichki va
tashqi narx bir xil bo'ladi: P; = P, = P. U holda tashqi va ichki bozorga
chiqariladigan tovar migdori teng bo'ladi:

Q, = 421-F _ 55 625 -0,125p; Q. == = —32-04P

Umumiy miqdori Q = Q; + Q, = 84,625 — 0,525P, bunda

P 84'(‘)52525; Q - yagona bozor uchun yangi talab funksiyasi.

Yagona bozordagi daromad:

Tz(-lG)-(—S)—O=80>0

80 -P,
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TR=PO~= 84,625 -Q o- 84625 Q?
0,525 0525 0525

Umumiy harajatlar
TC =250 +5Q;
Firmaning foyda funksiyasi:
_ 84,625 Q°
= o525 Coss 20
Foyda maksimum bo’ladigan birinchi tartibli shartga asosan Q ning
qiymatini topish zarur.

or 84,625 2Q
o0Q 0,525 0,525
Q = 41;

shartga asosan.

0°m10Q% < 0 maksimum sharti.
Demak, Q =41 nuqtada foyda funksiyasi maksimumga erishadi.

r(41) = 84625  41- M2 5505541220519
0,525 0,525

Endi birlashgan bozorda tovarning narxini aniqlash kerak. Buning

uchun birlashgan talab funksiyasidan foydalanamiz.
84,625 - 41
P(41) =
0,525

E’tibor qilamizki, birinchi va ikkinchi hollarda bozorda
chiqarilayotgan tovarning miqdori bir xil. Lekin birinchi holda firmaning
tovarlariga bo'lgan narx har xil, natijada foyda olish imkoniyatiga ega

bo'ladi.

~ 83,10.

m =5720,5,  =2951,9.

78. Korxona ikki turdagi A va B tovarlar ishlab chigaradi. Firmaning
kunlik foydasi quyidagi ifoda bilan berilgan:

7(Q,, Qg)=-3Q2 +6Q,Q, —4,5Q2 —90Q, +150Q, —700.

Bu yerda qQ,va @, - bir kundaishlab chigariladigan A va B
tovarlarning miqgdori. Foydani maksimallashtirish uchun korxona A va B
tovarlardan nechtadan ishlab chigarishi kerak.

79. A va B mahsulotlarni ishlab chigaruvchi firmaning daromadi
quyidagi ifoda bilan beriladi:r=-2Q%-8Q,Q, —4,75Q2 — 240Q, +400Q, + 200 .
Daromadni maksimallashtiradigan A va B tovarni ishlab chigarish
miqgdorini aniglang. Firmaning maksimal foydasini toping.

80. Ikki turdagi mahsulot ishlab chigaradigan firmaning umumiy
xarajatlari quyidagi tenglama bilan berilgan:
T(C)=2x* +4xy+3y* —224x—294y +8140 .
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Bu yerda x va y mos ravishda A va B tovarlarning migdori. Topish
kerak:

Firma xarajatini minimallashtiradigan A va B tovarlarning miqdori;
Minimal xarajatning kattaligi.

81. Kichik nonvoyxona ikki turdagi non pishiradi. Oddiy non 100

p/b., shirmoy non 300 p/b. Nonvoyxonaning to"la xarajatlari:
TC = 20x* —30xy +20y® —3760x — 2270y +186700 .

Bu yerda: x — oddiy non miqgdori, y — shirmoy non miqdori. Topish kerak:
1) Foyda maksimal bo’lishi uchun nonvoyxona har bir turdagi nondan
nechtadan pishirishi kerak.

2) Nonvoyxonaning kunlik maksimal foydasini toping.

82. A va B turdagi tennis raketkalarini ishlab chigaradi. @, va Q,
sondagi raketkalarni sotishdan kunlik daromad TrR=70Q,+9%0Q,. Bu
raketkalarni ishlab chigarishga sarflanadigan kunlik xarajatlar

TC =5Q% - 4Q,Q; +Q? +20Q, +88Q, +30.

Foydani maksimallashtirish uchun firma A va B raketkalardan
nechtadan ishlab chigarish kerak. Firmaning kunlik foydasi ganday.

83. Ishlab chigaruvchining ikkita fabrikasi bor. Birinchi fabrikadagi
xarajatlari:

C, =0,2Q2 +50Q, +125 . Ikkinchi fabrikaning xarajatkari: c, =0,4Q? +40Q, + 250 .

Bu yerdag, va @, mos ravishda birinchi va ikkinchi fabrikadagi ishlab
chigarish hajmi. Mahsulot esa P=20-0,2(Q,+Q,) narx bilan sotiladi. Ishlab
chigaruvchi umumiy foydasini maksimallashtiruvchi har bir fabrikaning
ishlab chigarish hajmini toping. Mahsulot birligining narxi va maksimal
foydani aniglang.

84.— 89. Funksiyani shartli ekstremumlarini toping.

84. 7= X°~xy+ y* + Ox— 6y + 20  85. z = xy* —xy+xy>(x>0; y>0)

86. z=3x"— X"+ 3y* + 4y 87. z= yJx-y*-x+6y

88. z:e;(x+y2). 89. z=4-3x+y?

90 — 94 misollarda birinchi tartibli xususiy hosilalar topilsin.

90 a) z=5x"—13xy + 6y% b) z=4x3 + 2x%y° — 8y*;
c) z=7w’ +6wx +4x* — 8xy -3y d) z=2w*+7wxy—3x*+4y°,

91. a) z = (5x + 3y)(12x — 7y): b) z=(4x* — 3y)(2x + 9y°);
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) z= (4w -3x +7y)(7W* + 11x* = 3y°);  d) z = 13x/ (9x — 4y).

— Aw+7xX+2y — _ 3.
92.a) z= w2+ 3y b) z=(5x-7y);
c) z=4¢e: d) z= Infax+7y|
_ (Bx+7y)* | _ (Bx+4y)(7x-8y)
93.a) z= 2x_3y b) z= 5x_ 2y ,
¢) z = (12x-5y)*(6x-7y); d) z = (2x+11y)/ (5x+4y);
94.3a) z = 7xe; b) z = 6xy/e”™*;

95- 100 misollarda funksiyaning ekstrimumlarini aniglang
95. f (X, y) = X* + 3xy +2,5y° —5x — 6y + 1,5

96. f (x, y) = x* + 3xy + 2,5y° —5x — 8y + 3,5

97.f (x, y) = -x* + 2xy — 1,5y* + 0,5y +5

98. f (X, y) = -X° + 2xy — 1,5y°— 2x + 5y + 0,5

99. f (x, y) = 3x* + 2xy +0,25y* — 10x + 3y + 4

100. f (X, y) = -2x* + 2xy — 1,6y* + 75x — 12,5y + 9375.

101. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni toping

a) z = x4y + 5x: b) 2 = (3xy — 4y?)(X - 4);
°) 2= Xy + 3y ) 2= (+y J(x-Y);
e) 2= In[(* - y)/(X* + y)]; fz= e 29

102. Ekstremal nuqtalarni aniqlang.

a) z = 60X + 34y — 4xy — 6x° — 3y* + 30;
b) z = 6x° + 6y° — 12xy;

c) z = 5x° + 3x° + Bxy — 2y° — 2.5;

d) z = -6x° + 8xy — 2y* + 5x + 3y +17.

Mavzu yuzasidan savollar
1. Ko p o zgaruvchili funksiya.
2. Ko'p o zgaruvchili funksiya limiti, uzluksizligi.
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3. Ko'p o'zgaruvchi funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilasi.

4. Ko p o zgaruvchi funksiyaning to"la differensiali.

5. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning yuqgori tartibli hosilalari ganday
hisoblanadi?

6. Ikki o zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari ganday hisoblanadi?

7. Ko'p o zgaruvchili funksiya ekstremumlarining zaruriy va yetarli
shartlari.

8. Ikki o zgaruvchili funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlari
ganday topiladi?

9. Ikki o°zgaruvchili funksiyaning shartli ekstremumlari qanday
topiladi?

10. Eng kichik kvadratlar usuli nimalardan iborat?
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10-bob. INTEGRAL HISOB

10.1. Boshlangich funksiya va integral

Berilgan f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo’lsin. Agar F
(x)=f(x) (bunda Xxe (b)) tenglik orinli bo’lsa, F(x) funksiya f(x)
funksiyaning (a,b) intervaldagi boshlang’ichi  deyiladi. Berilgan f(x)
funksiyaning ixtiyoriy ikkita boshlang’ich funktsiyasi bir-biridan
0 zgarmas songa farg qiladi.

f(x) funksiyaning F(x)+c (bunda c- o'zgarmas son) boshlang’ich
funksiyalar to'plami f(x) funksiyaning noaniq integrali deyiladi va
[ f(0dx=F(x)+C ko'rinishida ifodalanadi

10.2. Noaniq integral xossalari
L ([ 100dx)’ = f(x), [ F/(9dx=f()+C, bu yerda C — ixtiyoriy 0" zgarmas

son.
2. jAf (x)dx = Aj f (x)dx, bu yerda A — 0’ zgarmas son.

3. j [f,(x) % f,(x)]dx= j f, (X)dx+ j f,(x)dx
4. Agar [fydx=F(x+C va X = y(t) differensiallanuvchi funksiya
bo’lsa, u holda | f (y()dy) =F(y)+c.

Xususan, j f (at+b)dt = é F(at+b)+C,(a=0).

10.3 Elementar funksiyalarning noaniq integrallari jadvali

n+1

X
x"dx = +C,(n#-1); | 1.dx=x+C; .
1. —+C.(n=-1) |
dx
2. |—==1 :
Ix n|x/+C
3. Jaxdx= 2 +C,(a>0,a¢l);jexdx=ex+c.
Ina

4, Isin xdx=—-cosx+C .

5. 'fcosxdx:sin X+C.
6.j tgxdx=—In[cosx|+C .

7.J ctgxdx= Insin x|+ C .

8-I d>2< =tgx+C .
COS“ X
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9.f _d2< = —ctgx+C.,

sin? x
10.[——=hjg=|+C.

J.smx ‘gz
11. Initg (S +Z)[+C

J.cosx " g(2+4) "
12. j = 1arctg§+C = y dxz = arctgx+C .

a’+x* a a X
13, [ - LnX"2lc @20,

x*—a’ 2a |x+a
14. =In|x++vx*+al+C,(a=0).

I 5 AL
15. .[ _arcsm Xic.

\/7

10.4. Integralashning asosiy usullari
Bevosita integrallash. Bunda integral ostidagi ifoda elementar
almashtirishlar bilan jadvalga keltiriladi. So'ngra integral xossalaridan
foydalanib, boshlang ich funksiya topiladi.
42ax~/x —5bx? +14x + 20

X2

Yechish. Darajaning va noaniq integralning xossalaridan foydalanib:

dx .

1. Integralni hisoblang: 1, = |

1
l, = 42ajx_5dx—5bjdx+14j X "dx+ ZOI x2dx = 84a+/x —5bx+14In|x —2—)? +C.

2. Integralni hisoblang: 1, _Hli)
Yechish. Integral ostidagi ifodaning suratini

(L+x?)=1+2x+x* =(1+x* )+ 2x korinishda yozib olamiz va maxrajga hadma-

had bo'lamiz. 1,- [ : 2
X + X

~dx=1In|x/+2-arctgx+C.

3. Integralni hisoblang: 1, = [(a"o’ )dx:l(ma%+c

YeChiSh I(ambn)xdxz (ambn)x Co a™p"

In(a™b") In(a™b" i+C'

j C0S 2X dx.

4. Integralni hisoblang: 1 =
g g sin? xcos? x

Yechish.

C0S 2X cos? x—sin? x 1
|=J.ﬁdx=.|. 5 2 dX:J. dX J.
sin? xcos” X sin? xcos? x sin? x

dx =—ctgx—tgx+C .
cos’

dx.

5. Integralni hisoblang: 1 —j

X2 +1
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Yechish.

| :J' X;jilldxzj (x? _1><)(2X-i;1) :J' X2 1)dx+j :—3—x+arctgx+C
6. IX+1

1 3 1 1
Yechish. .[X+1dx:j{x 2 4 x 2]dx:Zx2 —2x 2 +C:2\/;—%+C.
X

2.0°rniga qo yish usuli. Ixtiyoriy o zgaruvchi x ni boshga ixtiyoriy x
ga bog I'iq differensiallanuvchi funksiya bilan almashtirish mumkin.
Integrallarni hisoblashda quyidagi goidalarni hisobga olish foydalidir:

1) Agar [ f(dx=F(x)+c,u holda | f(ax+b)dx=§F(ax+b)+C. Masalan:
a) | sinxdx=—cosx+C, bo’lgani uchun jsin ax+b)dx:—§cos(ax+b)+c

1In|ax+b|+C.
ax+b a

2) Agar integral ostidagi ifodani f(x) f'(x) yoki f'(x): f(x) korinishida
ifodalash mumkin bo’lsa, u holda f(x)dx=df(x)ekanligidan quyidagilar
kelib chigadi:

b) j— In[x+C, bo’lgani uchunj

: 1., : (%) gy 9F(x) _
If(x)f (x)dx:.[f(x)df(x):zf (x)+C; j 1E(X)dx—j f(X)_In|f(x)|+C
3) j [£/(x)o(x)+ f (x)o'(x)] dx = j (f - @) dx= I )=f(x)-@(x)+C.
4) J'xf ——jxfx x:—jt-ftdt, bunda t = x2.
5) J' —J' df(x) 1arctgf(x) C.
a’ +f a’+f%(x) a a
B na+f(x)+
6) j 2x “2a |a- ()x) “ 1
(x f(x
) ,[\/a _.[ \/a ; B a C.
°) j\/f X)*al _IJf )+a2=m‘f(x) e

7. Integralni hisoblang:

arctgx asin x —bsin x sin x
a) -[ 1+ x? dx b) -[ asin x +bsin de <) I cos’ x

Yechish. a) I ?rctxgzx dx = .[ (arctgx) arctgxdx = .f arctgxd (arctgx) = % arctg’x+C.
+

) I acosx—bsinde:J- (acos x+bsin x) dx:j d(acosx +bsin x)

- - - =In|asin x+bcos x|+ C.
asin x+bcos x asin x+bcos x asin x+bcos x
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sin x (cos x) d cos x 1
C) [ 2 gx=—[ S22 gx=— = C.
)-[cos7x X -[ cos’ x X -[ cos’ x 6cos‘3xJr

8. Integralni hisoblang: j('” 1+X)+arCthjdx.

1+ x? 1+Xx
Yechish.

I (Inl(i;z)() + alritngdx =I [In 1+ x)(arctgx)’ +arctgx(n(1+ x))l }dx =I [In(1+ x)(arctgx)]' dx =

=In(1+ x)-arctgx+C.
9. Integralni hisoblang: 1 = [ cos9x-dx.

Yechish. dx:d[%jzld(gx):lzj cosgx-dxij cos9x-d(9X) = sin 9x +C.
9) 9 9 9

10. Integralni hisoblang: 1 = [ e xdx

Yechish.
xdx:—%(—ZX)dx:—%d(— x?)=> 1| :J' exzxdxz_%J' e d(- XZ):_%exz .c

xdx

J10-x?

Yechish. d(10-x?)=-2x-dxekanligidan

d 1 1
I =_[ \/13%)(2 =—§_[ (10—x2) 2d(10—x2)=—\/10—x2 +C.

11. Integralni hisoblang:1 = |

12. Integralni hisoblang: a)i1 = [ —9¥ b) I = dx
’ Fal Al
Yechish.a) 1-[ -2 _Lpadx 1 j d@x+b) _ L rb+c.
ax+b a“Y ax+b ax+b a

) (i V1) -(x v —1f =[[x+x _1).(x_m)]z=(x ~(x ~1)f =1 ekanligidan
I:I ()Hdﬁfzj( —\/H)de:Z'[ xzdx—ZJ xm-dx—.[ dx:§x3—x—

—I (x2 —l)%d(x2 —l)— §x3 —X— g(x2 —1)g +C.

3. Ozgaruvchilarni_almashtirish usuli. Agar noaniq integral jadval
ko rinishida bo’lmasa, u holda ba’zan o'rniga qo'yish usuliga murojaat

etiladi. | f(x)dx ni topish kerak bo'lsa x=p(t)almashtirish bajariladi.
o(t) funksiya uzluksiz, uzluksiz hosilaga ega va teskari funksiyasi
mavjud. dx=¢/(t)dtbo’lgani uchun [ f(x)dx=] f(p®)-¢/(t)dt. Qanday gilib

qulay almashtirishni olish mumkin degan savolga umumiy javob berish
mumkin emas. Qulay almashtirishni topish mashglar bilan o zlashtiriladi.
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Noaniq integralda o zgaruvchilarni almashtirish usuliga gator misollar
keltiramiz.

i hi —_— dx
13. Integralni hisoblang: 1 = | NPT

Yechish. lldiz ostidagi ifodalardan ozod bo lish uchun x=t®belgilashni
Kiritamiz.

dx=d(t*)=(*) dt=6t° -dt ekanligidan 1= S jtdt jtst‘_lfldt=6jt3—‘1+

t3

+ —_6j t? +t+1Ht+6lnft—1 = 2t° + 3¢ +6t+6|n|t 1 =2x+3x+6x+6f/x ~1+C.
14. Integralni hisoblang: 1 =| “10;)‘ dx.

Yechish. Belgilashni quyidagicha qilamiz: +vio+x?=t, bundan
x2=t2 -10. Bu tenglikni ikkala tomonini integrallab 2xdx = 2tdt YOKi xdx=tdtga

dx xdx  tdt
~ - t—10+10 |t—\/ I
| = jttz =n j dt_J’dt+10j =TS 2\/_ ‘H\/_‘

— V1042 + \/_||\/10+x \/_|
o ‘\/10+x +\/_‘
Ko'rsatma: Ja>-x?,Ja2+x?, Jx’—a®>  ko'rinisdagi  funksiyalarni
integrallashda quyidagi belgilashlar kiritiladi:
1) Ja?-x* funksiya uchraganda x=a-sint, belgilanib +a®-x* =a.cost
topiladi. dx=a-cost-dt, t=arcsin(x/a). Bunda -a<x<a, —g<t<%.

2) a?+x* ko rinishdagi funksiyalar uchraganda X = atgt belgilanadi.

Bundan va?+x* =/a’(l+tg?)=—", dx=
cost cos’

3)  Jx*-a? ko'rinishdagi funk5|yalar uchraganda  x=-2_kabi

cost

dt t_arctg— T Z
2 2

belgilanadi. Bundan vx?—aZ -atgt, dx—asmtdt t=arccos®, -7 <t<”
COS

15. Integralni hisoblang: 1 =| &
V@ -
Yechish. x=asint belgilashni Kiritamiz, Bundan esa
dx—acost dt (O<t<7r/2) va
acost-dt acost-dt 1 dt gt
'—I -=] | =] ]

Va?—a?sin? )3 va‘cos’t @

+C.

—=
a 2 cos’t a
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- - - N X x) Ja?-x2 X
Yuqgoridagi belgilashga ko'ra sint=2=, cost= 1—(—) = , tgt= ,
a a a a?—x2

bo'lib, integralning oxirgi ko rinishi 1=— X . c.
a’va®-x*
- - 2
16. Integralni hisoblang: 1 = VAT X 4
X
2dt 4+4t9°t  2dt

Yechish. x=2tgt, bundan dx= (0<t<7r/2) vai=|
C% t

16tg°t  cos’t

costdt s"1t
=== _ X - = smt
4Itg4t~c033x 4I sin” t -[ sin*t ) = T 12sin’t

ekanligidan sint=—9" - X va |- 13\/(4+X2)3+C-
Jl+tg’t a4+ X 12x

X
+C, tgt=—
g 2

S . dx
17. Integralni hisoblang: IZIT (x>3).
Yechish. x- = belgilashni kiritamiz. Bundan dx 33'”tdt 0<t<7/2)
COoS
va
I:j o 3sint dt :lj costdt:ésint+C. cost:E,:sintzvl—coszt:
X

/ 9 g'cost
cos? t cos’t

1/1—— X =% demak 1 =X

18. Integralni hlsoblangj efdx_

1+e

Yechish. Birinchi usu|:jﬁﬂ j‘ljlﬂx jdﬁi:):z\/muc.
+€ +€ +€

Ikkinchi usul: Faraz gilaylik 1+e*= t. Bundan e*dx = dt. Natijada,
[— e'dx jdt —2ft+C=2/1+e +C.

V1+e*

Integrallarni hisoblang.

19, [A-30dx 20, [2* 3y 21, [X oy,
3+2x° 2x+1 X—-1

22, [ 2 23, [ X 24, [ X0
x?-5" C ) (x+1)? Tl xS
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25, [ 26, [Jxrhx g 27. [ O
[ o I ee
dx xdx xdx
28 [ . 29. |57 = 30. [ 2%
xdx x2dx arcsin x
31. -[1+x8' 32.j — 33.j e
X
arctg—~ U
34.'[ 2x . 35. _[e D ydx . 36. je dx .
4+ x? X2
37. (% ax 38, [ 2o 39. [cosvx &
[T JELS . =
40. jsin(lg x)d—xx 41. J‘% 42. IXSin(l—Xz)dX
43. IthdX . 44, jctgxdx. 45, jsin36xcos6xdx
46. [ S g 47. (N9 o 48. [S97"% gy,
3+ C0s3x COos“ X sin® x
dx dx
49, | ——. 50. [———. 51.
j\/x2+2x+8 I\/1—2x—x2 I Jax—x2

4. Bo’laklab integrallash. Agar u(x) va v(x) — differensiallanuvchi
funksiyalar bo'lsa, u holda ular ko paytmasining differensiali
d(uv)=udv+vdu. Bu ifodaning ikkala ~ tomonini ibtegrallab

jd(uv)zj udv+j vdu yoki judv:uv—j vdu formulani olamiz.

Bo'laklab integrallash usuli turli sinfdagi funksiyalar ko paytmalarini
integrallashda foydalaniladi:

j P (x)e“*dx, I P (x)cosaxdx, _[ P (x)sin axdx, '[ P (x)arctgxdx, '[ P (x)arcsin x dx,
I P (x)arccosxdx, j x)In x dx.

Dastlabki uchta integralda u uchun p,(x) ko phad gabul gilinadi,
oxirgi tortta integralda uchun esa mos ravishda arctgx, arcsinx, arccosx,
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Inx lar qabul qilinqdi. Ba’zi hollarda bo’laklab integrallash formulasini bir
necha marta go’llash zarur bo’ladi.

52. Integralni hisoblang: | x-e**dx
Yechish. u = x va dv = e>dx deb olamiz, u holda

u=x, du=dx

_[xe’sxdx: . . 1 . :—ie’5xdx—ie’5x+c.
dv=e xdx,v:.[e de:—ge g 5 25

v ni topishda integrallash doimiysini har doim nolga teng deb hisoblash
mumkin.

53. [ arctgxdx ni hisoblang.
Yechish. u=arctgx deb olamiz, u holda

u = arctgx,du = dx
- - 2
_[ arctgxdx = T+x7 L2 x-arctgx—j XdX2 = x-arctgx—lln‘1+ x2‘+C
1+Xx 2
dv=dx,v=f dx = x

54 . (x*+1)cosx-dx integralni hisoblang.

Yechish. Bu misolda bo’lakalab integrallash formulasini ikki marta
go llashga to g ri keladi.

=x%+1, du=2xdx _ _ .
j(x2+l)cosxdx: u=x"+l du x.dx, = (%2 +1)sin x—ZI xsin xdx = (x? +1)sin x—
dv=cosxdx, v=sinx
a=x, da=dx; ) .
. —2(—xcosx+f cosxdx):(x +1)S|n x+2xcosx—2J' cosxdx =
sin xdx=db, b =—-cosx
(X2 +1)sin x+ 2xcos x — 2sin X+ C = 2xcos X+ (x* —1)sin x + C.

55. Noaniq integralni hisoblang: [ e cos pxdx.

Yechish. Bu integralni ikki marta bolaklab integrallaymiz:
u=e”, du=a-e”dx;
Ie"“cosﬂxdx: 1 :ie"x'sin,b’x—gj e” sin Axdx =
dv:cosm-dx,v:zsinﬂx yij B
u=e”, du=a-e”dx

Lo gin -2 L s _
dV=Sin,b’xdx,v=—%cos/3x =5 sin /X ,B( ﬁcosﬂx+ﬂje cosﬂxdxj

e(ZX
2

(Bsin ﬂx+acosﬁx)—;;—2j e™ .cos Axdx.

Bundan I= e~ cos pxdx deb ushbu tenglikka ega bo " lmaiz:
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I=;i:(ﬂsinﬂx+acosﬂx)—;—zl bu tenglamani | ganisbatan yechib,

ax

(Bsin px+acos gx)+C yechimni olamiz,

J' e” cos Axdx=

a2+ﬂ2

56. Integralni hisoblang: 1 = x"Inxdx, n»-1.

n+l

Yechish. u = Inx, dv=x"dx bundan du=9* v=] x"dx="

X n+1’
n+1 n+l n+1
I:X -Inx—i_[ x“dx:x Inx_ X > +C.
n+1 n+1 n+1  (n+1)

57. Integralni hisoblang: [ xsin xdx.

Yechish. Faraz gilaylik u = x, sinx dx = dv. Bundan du = dx, v = -
cosx. Natijada, jxsin xdx:—xcosx+_[cosxdx=—xcosx+sin x+C.

Integrallarni hisoblang:
58. Iexcosxdx. 59. [In xdx. 60. [ xIn(x—1)dx.

61. I(5x+6)cos2xdx. 62. [xarctgxdx. ~ 63. [xedx .

X oi d xdx
64. _[e sin xdx 65. J.si)r(ﬁxx' 66. Icoszx'
67. j\/l—xzdx. 68. Iarcsinxdx. 69. J.In—;(dx.
X
In x ) arcsin xdx
70. Jﬁdx. 71. ] (In x)*dx. 2. | N
73. Ielxdx. 74, J-x-2‘xdx 75. I’;i‘;"f;‘dx.

5. Kvadrat uchhadni o'z ichiga olgan ba’zi funksivyalarni integrallash.
Quyidagi integrallarni garaymiz:

|:IL |:J‘ﬂd)§ |:J'L |:I&dx
b ax+bx+c ax® +bx+c ) Jaebxrc ¢ Jadebxsc

Bu integrallarni hisoblash uchun maxrajdagi uchhaddan to'la kvadrat

ajratamiz.
2 2
ax2+bx+c:a(x2+9x+£]=a x2+£x+3+b—2—b—2 =a(tzim2),
a a 2a a 4da° 4a
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2
bu yerda t=x+2, -2 _im?.
2a a 4a’

dx
4X* +4x+5
Yechish. To la kvadrat ko rinishga keltirib olamiz:

76. Integralni hisoblang 1, = |

2
4x* +Ax+5=4| x +1 2. x+E 11 =4 x+1 +1 :4(t2+1)bundat:x+1,dx:dt.
2 4 4 4 2 2

Demak Ilzlj' zd—tziarctgHCziarctgzx+l+c.
47 t°+1 4 4 2

77. Integralni toping: 1, =| dx

J243x—2x2
Yechish.
—2x2+3x+2=—2(x2—2-§x+3—g—1j= Z(t —§j:2(m2—t2), t=x-3,
4 10 16 16 4
t —
, dt=dx Bundan I, = arcsin — arcsin +C.
\/_I Jm? \/_ m \/_

I, — mtegralnl topish uchun suratda maxrajning hosilasini ajratib olamiz va
yig indining hosilasini topamiz:

_2a, 2ax+bob_2ax4b_ b\ polda ax+B =2 (2ax+b)+B-22,
2a 2a 2a 2a 2a 2a
Bundan
A Ab A Ab
—(2ax+b B-——||dx " B—— [dx
{Za( )+ ( ZaH 2a(2ax+b) ( 2a) A ¢ (2ax+b)dx
'z—J 2 = 2 dX+Iz—:_J—
ax® +bx+c ax” +bx+c ax-+bx+c 2a“Y ax-+bx+c
(B_A_bJI dx A (2?x+b)dx+(B Ab) .
2a ) ax? +bx+c 2a° ax“+bx+c 2a
I (2ax + bjdx _[ ax +bx+c) In‘ax2+bx+c‘,:I2=A-In‘ax2+bx+c‘+(B—A—b]-Il.
ax? +bx+c ax’ +bx+c 2a 2a

I, — integral ham xuddi shunday aniglanadi.

78. Integralni hisoblang IL X
4x +17
Yechish. (4x? —ax+17) =8x—4, bundan 3x—1:3-w—1:§(8x—4)+% va
ax? —ax17 =4 x? 2. X 1L 4(t2+4) t_x—— :—I 8X 4
2 4 4 4 4x+17
_J' L d(4x —ax+17) N rctg—:§ln‘4x2— —~+C.
41 8) 4 _axi17 8 2 8

Integrallarni hisoblang
79.I6x5dx. 80. f(5x2+7x—g)dx .
X
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81.[* =2 ax. 82. [ gy,

X X

83. [(x+2/x)dx. 84, J’(%—%)dx.
X 4/x8
85 (DU, 86. [*—Lax.
X
87. [y X 88. [S=20x g
" Jsin? xcos? x ' cos? X '
89, [ 90, [
'-[x2+8' 'IX2_5'
91. [ & . 2. [
N4+ x? V12 — X2
93. [tg?xdx. 94, jctgzxdx.

10.5. Kasr ratsional funksiyalarni integrallash

gm_gg ifoda, bu yerda Pp(x), Qu(X) — mos ravishda m, n — darajali

ko phadlar, ratsional kasr (yoki funksiya) deyiladi. Agar m < n bo'lsa
ratsional kasr to'g'ri, m > n bo'lganda esa noto"g ri deyiladi.
Agar integral ostidagi kasr noto'gri bo'lsa, bo'lish usuli bilan

bo linuvchidan bo’linma va qoldigni ajratib olish mumkin.

2
Masalan, 2X—+2=X—1+ 22“1 :
X“+x-1 X“+x-1
Har ganday ko'phadni chizigli va kvadratik ko paytuvchilarga
ajratilsa mumkin. Q,(x)=(x—a)“(x* + px+q)”...  bo’lsa, u holda
quyidagi yoyilma orinli
P(x) A A A MiXHN
(x—a)*(x*+ px+q)”... x—a (x—-a)®> = (x—-a)* x*+px+q
M,x+N, M, x+N,

+ o+ Fo.
(x* + px+Qq)* (x* + px+Qq)”

95. Integralni hisoblang j%
X+1)(2x +
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Yechish. Integral ostidagi funksiyani sodda kasrlari yig indisi

ko rinishida ifodalaymiz.
X A N B
(X+1)(2x+1) x+1 2x+1

A va B o'zgarmaslarni x=A(2x+1)+B(x+1)=(2A+B)x+(A+B)
ayniyatdan topamiz.
2A+B=1, A+B=0 sistemani yechib , A=1 ; B=-1 ni topamiz.
1 1 ~ 1 L [x+1
I(x—+1_ 2X+1)dx_ In|x +1) > In2x +1/+C =In N +C
96. Integralni hisoblang

J (7x-5)dx dx

x* +x% —6x

Yechish. Kasrning maxrajini ko paytuvchilarga  ajratib

x* +x% —6x = X(X—2)(x+3) x5 _A B C
X(X=2)(x+3) x x—-2 x+3

7X-5=A(X-2)(x+3)+Bx(x+3)+CxX(X-2)= x*(A+B+C)+x(A+3B—-2C)—6A
X ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarini tenglab A+B+C=0 , -
6A=-5 , A+3B-2C=7 ni hosil gilamiz va A= g,Bz%,c}%

j(E-1 9 1 By Oy Linfx-2-Lhx+3+C.
6 10 15

Integrallarni hisoblang.

97. [ X _ux. 98. [ x.
X+3 x>+ 4
x° dx
99- J.X3_8dX. 100- J‘m.
01 jL 102 fX;“dx
T x+D(x+3) " (x=2)(x-3)
103, [ 2247 gy, 104, [ 23,
x>+ X—2 x® — X
2x* +x+4 2x—3
105. J.x3+x2+4x+4dX' 106. J.(X2—3X+2)3 X
6x* +10x + 2
107. I2x3+5x2+2x X
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Trigonometrik funksiyalarni integrallash

J‘sinm X-cos" xdx,m,ne Z

ko rinishdagi

integral quyidagicha

hisoblanadi. Agar m va n — juft musbat sonlar bo’lsa darajani pasaytirish
formulalaridan foydalaniladi.

. o 1—cos2x > 1+cos2x . sin 2x
SIN® X =—,CO0S X=T;SII’IX-COSX= .
Universal almashtirish
t=tgt, -w<x<= bu almashtirish natijasida sinx =25, cosx
— 1—t2
1+t2 ,
X = 2arcctgt dx = u holda [ R(sinx, cosx)dX =J R( i ;Ej 7117’

108. Integralni hisoblang [cos® x-sin® xdx.

Yechish. J.cos2 X -sin 2 xdx:j

1 1¢1+cosdx

4

1+cos2x 1—cos2x
2

1
8

Integrallarni hisoblang

109. Isinzidx
2

112. _[sin5xdx

115. [sin* xdx

118. jcos6 3xdx

121. J-COS X

sSin” X

124. Icos5 xdx

Faraz qgilaylik, y=f(x) funksiya
kesmani nta bo'lakka bo'lamiz. a=x,<x <x, <...<

110. '[coszédx
2
113. _[sin 2 xcos® xdx
116. J.sinzﬁcoszzdx
2 2

1109. _[sina x cos® xdx

sin® X
dx
cos” X

122. [ =

125. Ixsinz x2dx

10.6. Aniq integral
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dx = J.% (1—cos® 2x)dx =

=—X—-= dx=—x——x—ijcos4xd(4x):lx—isin4x+c
32 8 32

111. Icos3 xdx
114, Isin3gcos5gdx
117. _[sinzxcos“ xdx
120. Icos7 xdx
123. [sin® xdx

126. jex cos® e*dx.

[a,b] kesmada aniglangan. [a,b]
x, =b. Har bir [x_, x]



oraligda ixtiyoriy &; nugtani olamiz va Zn:f(éi)Axi yig'indini tuzamiz,

bu yerda  AX{=Xi-Xj.1. if(gi)Axi ko'rinishidagi  yig'indi integral

yig'indi deyiladi, uning max Axj —0 dagi limiti (mavjud va chekli bo'lsa)
f(x) funksiyaning a dan b gacha oraliqdagi aniq integrali deyiladi va
quyidagicha belgilanadi:

b

Jf(xdx lim  lim Zf

max A x; -0

Bu holda f(x) funk3|ya [a,b] kesmada integrallanuvchi deyiladi.
F(x) funksiyaning [a,b] kesmada uzluksiz yoki bir necha uzilish
nugtalariga  ega bo’lishi, wuning integrallanuvchi bo’lishi uchun
yetarlidir.
Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz, J'f(x)dx=F(x)+c anigmas

b

integrali mavjud bo"lsa u holda jf(x)dX= F(b)-F(a) Nyuton-Leybnis formulasi

o rinli bo‘Iadi

1) jcf X)dx = CJf()dx bu yerda c-0'zgarmas son.

5) T(f(x)dx:ff(x)dx+jf(x)dx, a<c<b

c

a
Bir nechta misollar keltiramiz:

b
dx 1, _ 1 1 b-a
—="—|la=—+-=——(ab=0
1) ;!:XZ X a b a ab ( )
¢ dx - n
2).[ z:arCtQ{%arCtgl—arcth:__0:_
01+X 4 4
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=arcsin x

. . V4 T
>®=arcsin 0,5~ arcsin 0 = . 0==

% dx
0 6

3 [

7 4 7 4 7l 4
4) le+sm 2x d jJsm X +c0s” X + 2sin xcosdx = j(sin X+ €08 X)dx =—cos X +sin x| 7 *=1
0

0 0

¢ de*
é+2j‘1+e“ =1+ 2arctge*|;

0

I(1+e )? -1[1+ezx+2eX

dx = x
1+e? . l+e¥

=1- % + 2arctge

Aniq integralning igtisodiyotda qo llanilishi

Ishlab chigarishning va iste’molchining yutug 1.

Talab va taklif funksiyalarining kesishgan nuqgtasi muvozanat nuqtasi
deyiladi. Tovarni o'z narxidan ko'ra ancha arzon muvozanat narxida sotib
olgan iste’molchi yutuqqa erishadi. Barcha iste’molchilar tomonidan
tejalgan pullarning yig'indisi iste’mol yutug'i deyiladi.

Talab egri chizig'i P=f(Q) va P=p. - tovarning muvozanat narxi
bo'lsin. Iste’mol yutug'i yuqoridan talab egri chizig'i, quyidan p=p.
to'g'ri chizig bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzini
beradi (rasmdagi shtrixlangan yuza).

3,

P. KE

O Q. Q

Iste’mol (xarid) yutug ini hisoblash formulasi
P=9(Q)
1¥.= [*[f(@ - P. JiQ. Xuddi shuningdek

ishlab chigaruvchining tovarni moljallaganidan P A,
yuqori muvozanat narxida sotishdan olgan
go shimcha summasi ishlab chiqaruvchi (sotuv)

yutug'i deyiladi va sy.=[*[P. - g(Q)JdQ a Q >
formula bilan hisoblanadi.
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127. Tovarga bo lgan talab va taklif funksiyalari berilgan:
P, =—q°>-5q+249, P, =q* +4q+6, 0<q<13. Bu yerda q — tovar miqdori, P — esa
tovarning so mdagi narxi.

Topish kerak:

a) Tovarning muvozanat narx va miqdori; b) Xarid yutug'i; c)
Sotuv yutugi.

Yechish. a) Muvozanat narxi va migdor talab va taklif teng bo lgan
nuqgtadir, ya’ni: P, =P,
{PD =0 5a 249 2q% +9q—243=0 kvadrat ~ tenglamaning ildizlari

P, =q*+4q+6
q,=-135; q,=9. 4 = 9 ni tenglamalar sistemasiga qo'yib, tovarning
muvozanat narxini hosil gilamiz P = 123. Demak muvozanat nugtasi P(9;
123).
b) Iste’mol yutug'i

3 2 9
LY. :j;’(—qz — 50 +249 ~123)dq = {— q3 —52+126q}/ —683,5.
0

249
c) Ishlab chigaruvchining yutug’i 123

sY.=[*[P. ~0(@Q)dQ
formulaga ko 'ra

3 9
SY.= jog[123—q2 —4q-6]dg :(117q —q3—2q2J/ — 648 .
0

128. Tovarni ishlab chigaruvchi yakka hokimlikka ega. Talab
funksiyasi P=-q?-25q+2000,0<q<13; xarajat funksiyasi TC =0,1q?+572q+ 250,
bu yerda P — tovarning narxi, q — bir kunda ishlab chigariladigan tovar
miqdori. Topish kerak:

a) foydani maksimallashtiradigan tovar narxi va miqdori;

b) foydani maksimallashtiradigan narxdagi iste’mol yutug'i.

Yechish. Yakka hokim ishlab chigaruvchi oz mahsulotiga foydani
maksimallashtiradigan narx qo'yadi. Shuning uchun avval foyda
funksiyasini  tuzib uning ekstremumlarini aniglaymiz. Daromad
TR=P-.q=-q°-25q%+2000q, U holda foyda funksiyasi

7 =TR-TC =—g* -25g° +2000q — 0,192 —572q — 250 = —q° — 25,19° +1428q — 250.

B |

Z_ZZ ~39*-50,20+1428 =0 = q, =-31,73 @, =15.

Musbat yechim uchun ikkinchi tartibli hosila ishorasini tekshiramiz:
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o
dg? -
maksimumga erishadi. p(15)-15% - 25.15+2000 =1400. Shunday qilib, har kuni
15 dona mahsulot ishlab chiqgariladi va 1400 p/b. dan sotiladi.

b) Xarid yutug'i: HY.=['[P,(a)-P.Ja= [ (- - 25q+2000 ~1400 Jdq =

3 2
E_q_%q+600qj/ 5062 5p/b.
3 2 .

129. — 147-misollarda berilgan talab va taklif funksiyalari uchun
a) muvozanat narx P va mahsulot migdor q;

b) xarid yutug i;

c) ishlab chigaruvchining yutug ini toping.

(-6q-50,2)/ .45 ~-140,2<0,demak bu nuqtada foyda funksiyasi

129. P, =4+q, P, =16-2g,0<q<8.

130. P, =5+0,5Q, P,21-1,5Q.

131. P, =q*+5q, P, =—q* -5q+1000, 0 < q < 29.

132. P, =x*+10x+2, P, = —x? +2x+332, 0 < x <19.
133. P, =q*+4q+6, P, =—q* —5q+249, 0< q <13.
134. P, =x? +10x+20, P, = —x* —2x+580, 0 < x < 23.
135. P, =x*+7x+5, P, = —x* —9x+365, 0 < x <15.
136. P, =q*+3q+5, P, =—q> —11q+5705, 0 < q < 70.
137. P, =q°+g®+100, P, = g* —900q +9200, 0 < q <17.

138. P, =q®+5q+212, P, =q°-109° + 25q +1412.
139. P, =%+4, P = /236 —215q, 0<q <10.

140. p, =§+6, P, =117 — 4x, 0 < x < 29.

212



141. P, =/5x+9, P, =+/737 - 2x, 0 < x < 368.
142. P, =,/10q+25, P, = /2425 -10q, 0 < x < 242.
143. P, =(q+8)/4, P, =(583-12q)"*, 0 < x < 48.

144. P, =q+30, P, =225/(0,29+2).

145. P, - 20q +1000’ P - 1225 ~
q+30 (019+2)

146. p _209+2250 , 3200
s q+30 ' ° (0,2q+3)
147. p, =%, P, =e* %,
148 — 152 misollarda yakka hokimning tovariga bo'lgan talab va
xarajat funksiyasi berilgan. Quyidagilarni topish kerak:
a) foydani maksimallashtiradigan narxni;
b) iste’mol yutug'ini toping.
148. TC =0,59% +200, P =140 —-3q, 0<q < 40.

149. TC =29? +500, P=300-4q, 0<q<75.

150. TC =0,29? +210, P=78-11q, 0<(q<54.

151. TC =% +2q+600, P=—q*>—-3q+382, 0<q<18.
152. TC =q?+4q+700, P =-01q% —2q+214, 0<q< 40.

Mavzu yuzasidan savollar

Funksiyaning boshlang ichi va noaniq integral deb nimaga aytiladi?
Noaniq integralning asosiy xossalari.
Funksiyani integrallashning asosiy usullarini sanab o"ting.
Noto g ri kasr ganday integrallanadi?
Bo'laklab integrallash formulasi.

6. Qanday funksiyalarni integrallashda noaniq koeffitsentlar usulidan
foydalaniladi?

7. Sodda trigonometrik funksiyalarni integrallash usullari.

SARE A .
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8. [a; b] kesmada f(x) funksiyani anig integrallash deb nimaga
aytiladi.

9. Aniq integralning geometrik ma’nosi.

10. Aniq integralning asosiy xossalari.

11. Nyuton Leybines formulasini keltirib chigaring.

12. Anig integralni hisoblashning asosiy usullari.
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11 - bob. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

11.1. Differensial tenglama hagida tushuncha.
Umumiy yechim, umumiy integral
n-Tartibli oddiy differensial tenglama deb,
F(x, v, v,y ..., y™)=0 (11.1)
ko rinishidagi tenglamaga aytiladi, bu yerda y = y(x)-noma’lum funksiya.
(11.1) tenglamani ayniyatga aylantiradigan har ganday y=g(x)
funksiya bu tenglamaning yechimi deyiladi. Agar yechim &(x, y)=0 kabi
yopiq ko rinishda berilsa, u (11.1) tenglamaning integrali deyiladi.

Agar tenglamadagi funksiya bir argumentli bo’lsa, bunday
tenglama oddiy differensial tenglama deyiladi. Agar tenglamadagi
funksiya, ko'p o0'zgaruvchan bo’lsa uning xususiy hosilalari ham
ishtirok etadi. Bunday tenglama xususiy hosilali differensial tenglama
deyiladi. Biz fagat oddiy differensial tenglamalarni o'rganamiz va
kelgusida gisgalik uchun diffensial tenglama deb ataymiz.

Differensial tenglamaga kiruvchi hosila (differensial)larning eng
yuqgori tartibi differensial tenglamaning tartibi deyiladi. Masalan:
y'=x+y, Y =x-cosx+y - birinchi tartibli differensial tenglamalar, y"+y=x -
esa ikkinchi tartibli differensial tenglama.

Differensial tenglamaning yechimi deb, tenglamani ayniyatga
aylantiradigan differensiallanuvchi y = y(x) funksiyaga aytiladi.

n — tartibli differensial tenglamaning n ta ixtiyoriy o zgarmaslarga
bog'liq bo'lgan yechimi, bu tenglamaning umumiy yechimi deyiladi. Bu
0 zgaruvchilarning aniq son giymatlarida olingan yechim differensial
tenglamaning xususiy yechimi deyiladi.

(11.1) tenglama uchun Koshi masalasi boshlang’ich shartlar deb

ataluvchi - ushbu Y| =Yo: ¥’ (n-1)

e = Yor - YU = Yo" shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini topishdan iboratdir.

Differensial tenglamaning yechimini topish uni integrallash

deyiladi. Yechimning grafigi integral egri chizig'i deyiladi.

1. Berilgan y=c,e*+ c,e” (1) funksiya

y'-3y'+2y=0 (2)

tenglamaning yechimi ekanligini isbotlang.

Yechish. (1)-funksiyani ketma—ket differensiallab quyidagi
y'=ce* +2c,e”, y'=ce*+4ce* tengliklarga kelamiz. Bu sistemani
c.e* va c,e™ ga nishatan yechib:
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ce =2y -y", cze”:%(y"—y'). Bu ifodalarni (1) ga qoyib (2) ni hosil

gilamiz.

2. Berilgan y® —cx® +3xy =0 (3) funksiya y® —(xy? + x?)y’ +2xy =0
(4) tenglamaning yechimi bolishini tekshiring.

Yechish. (3)  tenglamani X  bo'yicha  differensiallab
y’y' —cx? +y+xy’' =0 (5)

bundan cx®* =y?y' +y+xy'=y+(y>+x)y’ (6)
tenglikka kelamiz, cx°ning ifodasini (3) ga qoyib
Y —(Y2Y' +xy' +y)x+3xy=0 (7) y®-y'(xy®+x?)+2xy=0, tenglamani
hosil gilamiz.

3.y =2xe* tenglamaning  y(0)=1 boshlang'ich  shartni
ganoatlantiruvchi yechimini toping.

Yechish. Anigmas integralning ta’rifiga ko'ra, berilgan

tenglamaning umumiy yechimi

y= 'foedex (8)
Differensial ostidagi o zgaruvchini almashtirib quyidagini olamiz:
y = J‘2xexzdx2 —eX 1¢ (9).

Boshlang ich shartni hisobga olib, 1=1+C, tenglikka kelamiz, bundan

¢ = 0. Shunday qilib izlanayotgan xususiy yechimning ko rinishi:

y=xe* .

Topilgan funksiya differensial tenglamaning (0; 1) nugtadan o tuvchi
integral egri chizigini ifodalaydi.

Quyidagi funksiyalar differensial tenglamaning integrali ekanliginini
tekshiring.

4. x* —xy+y* =c* (x—-2y)y =2x—y.

5. X4/1+y? =cy,xy' —y = y°3.
1

6.y2—2=C-eX2x2yy' +y2 =2,
2

7. y=C/In x—XZ+CZ,x(y”+l)+y’=0.

11.2. O zgaruvchisi ajraladigan tenglamalar
Ushbu,

M(x)dx + N(y)dy =0 (11.2)
ko rinishdagi tenglama o zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar
deyiladi, bu yerda M(x), N(y) — uzluksiz funksiyalar.

Tenglama hadma - had integrallash yo'li bilan yechiladi:
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jM(x)dx+jN(y)dy:c.
8.y =% differensial tenglamani yeching.

Yechish. Tenglama o zgaruvchisi ajraladigan differensial tenglama,

uni quyidagi ko'rinishga keltiramiz: %:i dyy 9% Tenglikning ikkala

tomonini integrallab, njy|=m|x+inl umumiy integral va y = cx — umumiy
yechimni hosil gilamiz.

9. (x*-1)y’+2xy* =0 differensial tenglamaning y(0)=1 boshlang ich
shartni ganoatlantiradigan xususiy yechimni toping.

Yechish. (x? —1)dy = —2xy?dx => j% = fzxﬂ); -1

Shunday gilib umumiy integral y(in|x* -1+c) =1 boshlangich shartni y(0) =

=1niqgoyib:

1(0+C) = 1 => C = 1. Bundan xususiy integral y(ln\x2 —ﬂ+1) =1 ni topamiz.
10. Tenglamani yeching: yx*dy—Inxdx=0.

Yechish. Berilgan tenglamani quyidagi ko rinishda yozib olamiz:
In x In x

= In‘x2 —1‘+C.

ydy == dx. Bu tenglikni ikkala tomonini integrallab J.ydy j dx ni hosil
qllamlz. Tenglikni 0'ng tomonini bo’laklab integrallaymiz,
2 2
u=Inx, dv:d—z(:du:l, v:—lzy—:—llnxﬂ‘x’zdx y—:l(lnx+1)+C.
X X X 2 X 2 X

11. Tenglamani yeching: y'+1=/x+y+1.
Yechish. z=x+y-+1almashtirishdan foydalanamiz, bu yerda z= z() U

holda z=y+1 va berilgan tenglamaning korinishi z'=vz, yoki Tzdx
z

ya’ni Z 0 zgaruvchiga nisbatan o zgaruvchlll ajraladlgan differensial

tenglamaga keldi, uni yechib [z? 'z [x, 222 =x4C. Avvalgi
0 zgaruvchilarga gaytib, 2,/x+y+1=x+C, YOKi y=0,25(x+C) —x—1..

Differensial tenglamalarni yeching. Agar boshlang ich shart berilgan
bo Isa xususiy yechimini toping:

12. Tenglamani yeching. 1- y2dx- ydy=0

Yechish:  O“zgaruvchilarni ajratib, dx= _ydy_ tenglikni hosil

1-y?
gilamiz, uni integrallab x+c=-J1-y> yoKki (x+c) +y?=1 yechimni topamiz.
13. Tenglamani yeching. e7(+y')=1
Yechish: O zgaruvchilarni ajratib quyidagilarni hosil gilamiz.
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1+y(:ey’ y':e)’_]_, %:ey—l, dy :d ’ dy_
dy e’ -1 e’(1-e”)

=dx uni integrallaymiz

e[Sy [ npeo]  bundan xicomped  yok

- -
1-e? =e"®=Ce* bunda c,=¢¢ umumiy yechimni quyidagi ko inishda
yozish mumkin.
C,e*+e¥=1 yoki exzci(l-e'y):Cz(l-e'y) va y=o0
Tenglamalarni yeching

14. (3x—1)dy+ y*dx=0 15. 3x?ydx+ 24— x3dy =0

16. xy'+2y =2xyy’ 17. e#(y? —1)dy—dx=0

18. x*(y'-1)=2y’ 19. e*Ydx+ydy=0

20. y'=(x+y) 21. (2x+3y—-1)dx+(4x+6y—-5)dy=0
22. xydx+(x+1)dy =0 23. y'ctgx+y=2,y(0)=-1

24. \[y* —1dx = xydy 25. xy’ +y=V%y(1)=0,5

26. xyy' =1-x° 27. v'y(1+e’) = ¥, y(0) = 1

28. xy' -y =Yy’ 29. (xy*+x)dx + (x°y —y )dy = 0,y(0)=4
30. y'=./ax+2y-1 31. /=10

32.y'=cos(y—x) 33. yreigx+y=2; y(0)=-1

34. y =3y y(2)=0 35.xy'+y=y?% y@)=05
36.(x+2y)y'=1 y(0)=-1 37. [L+x?)y*dx—(y? —1pcdy =0; y(1)=-1

38. (o +Vx)ly'-y=0; ya)=1  39. x*(2yy'-1)=1; y{1)=0

219



11.3. Bir jinsli differensial tenglamalar
Agar f(ix,ay)=a"f(x, y) ayniyat o'rinli bo'lsa, f(x,y) m darajali bir
jinsli funksiya deyiladi. Masalan:

2 2 - - - - - -
xcosY; x—ycos?; 3fx+y*: XY funksiyalar bir jinsli funksiyalardir.
X X Xy

1) Agar P(xy) va Q(x,y)bir xil o’Ichovli bir jinsli funksiyalar bo’lsa, u
holda
P(x, y)dx+Q(x, y)dy =0 (*)
birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglama deyiladi.
(*) tenglamay=uxalmashtirish yordamida, bu yerda u yangi noma’lumli
funksiya, o zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiriladi.

40. Tenglamani yeching. y 0= ;‘:5
Yechish: Tenglama bir jinsli bo’lgani uchun y=ux almashtirishni
bajaramiz, natijada y [l=u+xu [ ni hosil gilamiz. Tenglama u+xu

_1+u . , 1+u2 N .- . . N . . . .
D—l— yoki  xu'= - ko rinishini oladi. O zgaruvchilarni ajratib
_u j—
11‘“2 du= ¥ ni hosil gilamiz. Uni integrallab  arctgu
+Uu X

_%ln(1+u:):|n|X|+C1 ni topamiz.

Oldingi o"zgaruvchilarga gaytib arctg 2= In(1+i'—:)+ln|x|+C yoki

arctg == Inx*+y> +C ni hosil gilamiz. _
41. Tenglamani yeching. y Dz%%
Yechish: y=ux almashtirishni bajarib u+xu U= 1/u+u yoki xu

[1== ni hosil gilamiz. Bundan udu =% yoki % u’=In|Cx|. Dastlabki

0'zgaruvchilarga qaytib  y*=x°In(C°x®) yoki y=+x./in(c?x?) hosil bo’ladi.
42. Tenglamani yeching. xdy=(x+y)dx.

Yechish. Bir jinsli tenglamada y=uxalmashtirishni bajaramiz. U

holda dy = udx+ xdu. Bu tenglikni tenglamaga go'vib,

x(udx+xdu)=(x+ux)dx; xdu=dxni olamiz. Hosil bo’lgan o0 zgaruvchilari

ajraladigan tenglamani yechamiz. du=%, u=h|x+C. Eski 0"zgaruvchilarga
X

qaytib, y=x(in|x+c) ni hosil gilamiz.

2) y':f(wj ko'rinishdagi tenglama koordinatalar boshini
ax+by+c

ax+by+c, =0 va to'gri chiziglarning kesishish nugtasiga ko chirish bilan
bir jinsli tenglamaga keltiriladi. Agar bu to g ri chiziglar kesishsa, u holda
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ax+by=k(ax+by); natijada tenglamaning ko'rinishi y=F(ax+by) Vva
z=ax+by  almashtirish bilan o zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga

keltiriladi.
3) Ba’zan tenglamalar y=:" almashtirish bilan bir jinsli tenglamaga

keltiriladi. Bu yerda m oldindan ma’lum bo'lmagan son.

43. Tenglamani yeching. y' ="+ (y__lj

X+1 x-1
Yechish: Y=l x+y-(x+1)_x+y , bo'lgani uchun  berilgan
X+1 X+1 X+1

tenglamaning o'ng tomoni XLZ ifodaning funksiyasi bo'ladi. x+y=0 va
X+

x+1=0 chiziglar (-1 1) nuqtada kesishgani uchun koordinata o'qlarini bu
nuqtaga parallel ko chirib, yangi o' zgaruvchilarga o’ tamiz: t=x+1, z=y-1.
Izlanayotgan funksiya z =z(t).
- dz_dz dx_dy y’ bo'lgani uchun berilgan tenglama z’:1+5+[5j2
dt dx dt dx t t
ko'rinishga keladi. Hosil bo'lgan bir jinsli tenglamani yechish uchun

u=z/t almashtirishni bajaramiz, bu yerda u=u(t). U holda z=ut, z’=u't+u
duz _at ko'rinishga keladi, ya’ni
1+u t
o zgaruvchisi ajraladigan tenglama boladi.
Tenglikni hadma-had integrallab,

arctg u =lufu|+c,

va tenglama ut=1+u?, YOKi

yoki
u=tg(inft|+c).

u=2-Ylpy lgani uchun

t x+1
y=1+(x+1)tg (In|x +1 +c) hosil bo'ladi.
44. Tenglamani yeching. (x?—2xy)dy—(xy—y?)dx=0.
Yechish. y =xualmashtirish kiritamiz. dy=xdu+udx. =
(x2 —2x- xu)dy +(1—2u)udx=(u—u?Jdx = x(1—2u)du =u’dx.

O zgaruvchilarni ajratamiz: 1‘22“ du=2_ Ikkala tomonini integrallaymiz:
u X
-1
jl 20 gy = (&, j—d j—d _j Y 2hu=hx+hC, —Z=hu*+h+ihC
u? X -1 u

2 2 X ) . .
n(uxC)=—2: u=Y. m Y .xc |=—X Y& _¢v. demak vechim quyidagicha
Yoo X x2 ! y X

bo'ladi. Y %ev _1-0.
X
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45. Tenglamalarni yeching.

1. (x+y)dx+xdy=0 2. xy’dy—(x* +y? Jdx=0
3. xy?dy—(x°+yJdx=0 4, xcosldyj{x—ycosljdx:o
X X
y y
5. x3y’=y(y2+x2) 6. (xyex+x2]dy—y2Cde=0
1. (xy—xz)y':y2 8. xyzdy:(x3+y3)dx
9. Xy':yln§ 10. y—xy'=x+yy'
11. xdy—ydx=+/x*+y? dx 12.(4x2+xy+y2)dx+(4y2+3xy+x2)dy:0
13. y'=% 14. (y+2)dx=(2x+y—4)dy
15. (y'+1)In XX Y X 16. y'= y+2+tg y = 2X
X+3 X+3 x+1 X+1

11.4. Birinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar
46. Tenglamani yeching. y'+2y=4x
y'+2y=0 tenglamani yechimini topamiz.
D = —2dx, Iny = —2x + €,y = c(x)e~> Uni berilgan tenglamaga qo yamiz.
J y' +2y—4x=C'e™® —2Ce ™ +2Ce ™™ —4x=0
C(x)=4xe™,  C(x)=4[xe”dx=e"(2x-1)+C, umumiy yechim esa
y=C(x)e™® =2x-1+C,e™®, C,-IXtiyoriy 0 zgarmas son.

47. Differensial tenglamani yeching. vy’ —% y =2x°,

Yechish. Avval y'—Z y=0 ni yechamiz.
X

dy_2y _ dy_2dx_
X

> In|y|=2In|x|=>y =cx*.
dx x y
Faraz gilaylik, c=c(x), u holda y=c(x)x* uni berilgan tenglamaga

qo yib, u(x) ni topamiz:

C'x? —2xC —%xZC =2x°*=>C'=2x=>C =x*+C, bundan berilgan tenglamaning

umumiy yechimini topamiz. y=(x*+c,)x*.

48-53-misollarda differensial tenglamalarni yeching, boshlang ich sharti
berilgan bo"lsa, xususiy yechimini toping.

48. y’+thX=$ 49.x° y+xy+1=0

50.y =X(y" - X cosx) 51. (2x+1) y' =4x + 2y
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52. y'—l_yxz ~1-x=0,y(0)=0 53.xy’ +y+¢e*70,y(a)=h.

Bernulli tenglamasi
y'—p(x)y =y"q(x) ko'rinishidagi differensial tenglamaga (n=0,n=1).
Bernulli tenglamasi deyiladi. Berilgan tenglamani z = y* ~ " almashtirish
yordamida chizigli differensial tenglama ko rinishiga keltiriladi.

54. Differensial tenglamani yeching. y+2Y - yx.
X

Yechish. Ravshanki y=o0 berilgan tenglamaning yechimi bo'ladi. y=o0
dan fargli yechimlarini topish uchun berilgan tenglamaning ikkala
tomonini y2 ga bo lib yuborib,

Y 2.1_, tenglamaga kelamiz.
y© o xy
1

—i=1 almashtirishni bajarsak, gy bo'lib, tenglama quyidagi chizigli

2

tenglamaga keladi:
zl—§z=x bu tenglamani yechib,

-1 ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

__xzkﬂxy+cx2
Demak, berilgan tenglamaning yechimlari

y=0vay=———+ ho'lar ekan.
x? In|x| +cx

Differensial tenglamalarni yeching.
55. y' +2y=y°e" 56. (1 + x%) y' +2xy = xy*, y(0) = 0,5
57. y' =y cosx + ytgx.

11.5. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar
Ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama deb

F(xy.y',y")=0 (11.3)
ko rinishdagi tenglamaga aytiladi. Agar differensial tenglama
F(x,y,y")=0 (11.4)

ko rinishida bo'lsa, u holda tenglamaning tartibi darajani pasaytirish z=y’
almashtirish yordamida bittaga pasaytirish mumkin. Bu holda z-=y"
boladi.
Agar tenglamaning ko rinishi
F(y,y,y")=0 (11.5)
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bo’lsa, u holda z=y’ almashtirishdan foydalaniladi va z = z(y) y ning
funksiyasi sifatida garaladi. Bunda y"=d—y,=E=z%
dx dy dy
58. Tenglamani yeching: y” = y'ctgx.
Yechish. Faraz qilaylik, z=y'. U holda y"=(y) =2z, berilgan
%zctgx-dx yoki E:d?mX
z z Sin X

hadma—had integrallab, m|z|=msin x| +Inc,, bu yerda c; > 0, yoki z = c; sinx.
z = 0 tenglamaning yechimi bo lgani uchun, uning ixtiyoriy yechimi z
= €y Sinx, ¢y ixtiyoriy son.
z =% bo lgani uchun dy = c, sinx dx. Oxirgi tenglikni integrallab y =

tenglamaning ko rinishi z/=z.ctgx,z=0 bo’lsin.

- €1 COS X + C, ni olamiz.
Tenglamalarni yeching.

59, yr__X 60. xy"+y =0 61. xy”=y’|n%.
y
11.6. O zgarmas koeffitsiyentli ikki tartibli chizigli differensial
tenglamalar
O zgarmas koeffitsiyentli ikki tartibli chizigli differensial tenglama
deb
y"+ py' +ay = r(x) (11.6)
ko rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bu yerda p va q — hagiqiy sonlar, r(x) —
biror funksiya. Agar r(x) aynan nolga teng bo’lsa, berilgan tenglama bir
jinsli, aks holda bir jinsli emas deyiladi.
Bir jinsli differensial tenglamaga

y'+py +qy=0 (11.7)
Quyidagi xarakteristik tenglama mos go yiladi.
A+ pi+q=0 (11.8)

A - 0°zgaruvchi.
Quyidagi hollar yuz berishi mumkin:
1) Agar (11.8) xarakteristik tenglama haqigiy 14, 4, ildizlarga ega
bo'lsa, u holda (11.7) tenglamaning umumiy yechimi
y =c,e™ +c,e™” (11.9)
ko rinishda bo’ladi.
2) Agar (11.8) xarakteristik tenglama bitta 4 ikki karrali yechimga
ega bo’lsa, u holda (11.7) tenglamaning yechimi
y = (¢, +C,x)e™ (11.10)
ko rinishda bo’ladi.
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3) Agar (11.8) xarakteristik tenglama kompleks yechimga ega bolsa,

2

A=a=xif, bu yerda a=—§,ﬂ= OI—pT, u holda (11.7) tenglamaning
umumiy yechimi
y = c,.e”sin X+ c,e” cos X (11.11)

ko rinishda bo ladi.
62. Diferensial tenglamalarni yeching.
a) 2y"—y' —y=0; b) 4y"+4y +y=0; C) y'+2y'+5y=0.
Yechish. a) Xarakteristik tenglama 24 -1-1=0 turli ildizlarga ega
A4 =1 A4,=-0.5, shuning uchun differensial tenglamaning umumiy

yechimi y =c,e*+c,e™?.

b) Bu holda xarakteristik tenglama 44 +41+1=0 bitta ikki karrali 2 =-
1/2 yechimga ega bo’ladi, shuning uchun izlanayotgan umumiy yechim
y :Cle—xlz +C29_X/2.

C) 2 +22+5=0 Xarakteristik tenglama 4 =- 1+ 2i kompleks ildizlarga
ega bo’ladi, shuning uchun y = ce™sin 2x+c,e ™ cos 2x.

Bir jinsli bo"Imagan differensial tenglamaning yechimini garaymiz.

Birinchi usul. Ixtiyoriy o zgarmasni variatsiyalash usuli.
Faraz gilaylik (11.6) differensial tenglamaga mos (11.7) bir jinsli
tenglamasining yechimi

y(X)=cy:(x)+c,y,(x) (11.12)

bo’Isin. U holda (11.6) berilgan tenglamaning yechimi (11.12) ko rinishda
bo ladi, bu yerda c; va ¢, — x 0 zgaruvchining funksiyalari. Bu funksiyalar
e (11.13)
Ciy, +Cy, =r1
sistemani yechish natijasida topilishi mumkin.

69. Tenglamani yeching. y"+y= Colsx :

Yechish. Xarakteristik tenglama 2*+1=0 ning yechimlari kompleks
(2=+ 2), u holda bir jinsli y"+y=0 tenglamaning umumiy yechimi
y =¢,Sin X+C, CoSX (11.14)
Berilgan tenglamaning umumiy yechimini (11.14) ko rinishida
gidiramiz, ¢; va ¢, — x o0 zgaruvchining funksiyalari, ularni (11.13)
sistemadan topamiz:;
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C/sinx+C,cosx=0

11.15
Cl'cosx—cgsinx=L ( )
COS X

(11.15) ni yechib  ¢=1c;=t9x. U holda c,=x+c, va

d cos x
C, = | (+tgx)dx =
, = [ (~tgn) jcosx

Demak, umumiy yechim y = (x+C,)sin x+ (In|cos x|+ C,)cos X .
Shunday qilib berilgan tenglamaning umumiy yechimi
y = (x+C;)sin x+ (In|cos x|+ C, ) cos X,
bu yerda Cs, C, — ixtiyoriy 0" zgarmaslar.
70. Tenglamani yeching. y  -y'-2y=x -e*
Yechish: y -y -2y=0 tenglamaning umumiy yechimini topamiz.

Xarakteristik tenglama

k*-k-2=0 ildizlari k;=-1, k,=2 Bu tenglamaning umumiy
yechimi esa

y=C.e™+Ce% endi y -y -2y=x -e* xususiy yechimi y* ni
topamiz.

Tenglamaning o'ng tarafi birinchi darajali ko'p had bo'lgani va « =1
xarakteristik tenglamaning yechimi bo’lgani uchun xususiy yechimni
y*=(Ax+B)e”* ko'rinishida gidiramiz. (eslatib o tamizki, nolinchi darajali
ko'p had 0 zgarmas sondan iborat, birinchi darajadagisi (Ax+B) , ikkinchi
darajadagisi esa Ax*+Bx+C, va hokazo...)

A va B o0°zgarmas sonlarni topish uchun birinchi va ikkinchi tartibli
hosilalarni topamiz, va berilgan tenglamalarga qo yamiz.

(y*) =Ae"+(Ax+B)e*, (y*) =Ae"+Ae"+(Ax+B)e*;

2Ae"++(Ax+B)e”-(Ae*++(Ax+B)e")-2(Ax+B)e*=xe"

X ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirish
2A+B-A-B-2B=0, A-A-2A=1 yoki A-2B=0, -2A=1 =>A=-7,B=Z4=—

Bundan xususiy yechim  y*=(- 2x —He" umumiy yechim esa

y= C1e”+Cye™ - L (2x + 1)e*
Tenglamalarni yeching.

=In|cosx|+C, -

71. y"-9y=0 72. y"-2y'"+2y=0
73. ¥Y'-2y'+y=2¢e" 74. y"'+y —6y = xe**
75.y"+Yy =cosX 76. y"+Yy =sin®x.

11.7. Yuqori tartibli chizigli differensial tenglamalar
y™=f (x) differensial tenglama.
77. Tenglamani yeching y® (x) = sin x.
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Yechish. Berilgan tenglamani 4 marta
integrallaymiz: [ y* (x)dx = [sin xdx+C, ,
y"(x) =—cosx+C,, I(y”’(x))dx:j(—cosx+C1)+C2,

2 3 2
y"(X) =-sin x+C,x+C,, y’(x):cosx+C1X?+C2x+C3, y(x) =sin x+Cl%+C2X?+C3x+C4

Tenglamalarni yeching.
78. x" =1. 79. y"=

V=2 y &) -o.
cos X 4

80. y®? =sinx. 81. y’”=F,y(1)=2,y(1)=1, y'(1) =1,

y"=f(x y)tenglama vy’ =z(x),y"=z'(x) almashtirish bilan birinchi tartibli
tenglama keltiriladi.

y'=f(y.y)
tenglama quyidagi
dy _ d’y _dp_dy_
o PO "oy ax PP

almashtirish bilan p(y) funkS|yaga nisbatan birinchi tartibli tenglamaga
keltiriladi. pf:%f(y, ).

82. Koshi masalasini yeching.
r_pdp o _dp
V'=Pay P ax
y'+2yy'=0,y(0)=2,y'(0)=—4.
Yechish. y' =p, almashtirishdan keyin p(y) ga nisbatan birinchi

tartibli tenglamani O|ami223—§+2yp:0, yoki j—sz—zy. Bundan pni topamiz:

dp _
dy

boshlang |ch giymatlarni qo'yib -4=-4+C,=>C,=0. Demak, vy =-y?,

dy .- . N 1
= dx - _ *

7 M =X y= v Boshlang ich shartni qo'yib 2= e
Shunday gilib xususiy yechimy-—2_.
2x+1

-2y, [dp=—[2ydy+C,, p=-y2+C,. Demak, y'=-y*+C,. Bunga

=>C2=

Tenglamalarni yeching.
3\, 1 ' 1
83. yy"+(y)* =0. 84. vy =1y() =1y () =1.

Yugori tartibli chizigli bir jinsli o'zgarmas koeffitsiyentli differensial
tenglamalar.

YO+ py P+ p,y " 4+ pLy Py =0 (11.16)
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bu yerda p, p,.... p,—0zgarmas sonlar. (11.16) ning yechimi p=¢e*
ko rinishida gidiramiz va (2" + p,A"™* + p,A" % +...+ p, .4+ p,)e” =0, yoki
P.(A)=2"+p A+ p, A"+ +pA+p, =0 (11.17)
tenglama xarakteristik tenglama deyiladi.
Turli hollarni garaymiz:

1) Agar xarakteristik tenglamaning yechimlari haqiqiy va turlicha

bo’lsa, u holda,
y,=e*,y, =e™ .y =e™*,

(11.16) ning chizigli bog ligsiz yechimlari, umumiy yechim esa,

yum = i Cieﬂix
i=1

ko rinishda yoziladi.
2) Agar xarakteristik tenglama yechimlari orasida bir juft kompleks

ildizlar bo’lsa:

A, =h+iw, ,=h-iw
bu yerda i =+/-1, u holda ularga ikkita kompleks ildiz mos keladi.

y, =e** =e™(cos X +isin ax),

y, =e™* =e™(cos wx —isin ax).

Ulardan ikkita chiziqgli bog ligsiz haqigiy yechimlar tuzish mumkin:

+
y, =tz > Y2 _ M cosax,

Y, = o ;ibz
3) Agar xarakteristik tenglama yechimlari orasida k karrali 2=a
yechim bo’lsa, u holda y, =x%*,s=0,1,..., k-1 (11.16) tenglamaning yechimi
bo’ladi.
Differensial tenglamani yeching.
85. y"-2y"—y' +2y=0.
Yechish. Xarakteristik tenglama 2 -2 —1+2=0 ni yechib
A, =14, =-1,4, =2 ni hosil gilamiz. U holda umumiy yechimning ko rinishi
Y, =Ce”+Ce ™ +Ce’.
86. y"—-4y" -6y +-4y=0.
Yechish. Xarakteristik tenglama 2° -4 +61-4=0,
A =24, =1%i,2, =1-i.
Umumiy yechimning ko rinishi y,, = C,e** +e*(C, cosx + C,sin x).
87.y" +4y"+8y"+8y' +4y=0.
Yechish. Xarakteristik tenglamani ko paytuvchilarga ajratib
A 4428 +824° +81+4=0

=e™sin ax .
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(2 +24+2)* =0, Xxarakteristik tenglamaning yechimlari

2121,2:—1+i’/,{3:/14:_1_i.
Demak, umumiy yechim vy, =e(C, cosx +C,xcos x + C, sin x + C,xsin x) .

88.y"+y -2y=0 89. vy -2y +y=0

90. y"—4y'+13y =0 91. y"-8y=0

92. y"—y=0 93. y""—-6Yy""+9y" =0
94. y"+2y"+y=0 95. y"—5y"+4y=0.

11.8. Iqtisodiyotda differensial tenglamalar apparati
Faraz qilaylik, y=y(t) biror ishlab chigaruvchining t vagt mobaynida
realizatsiya giladigan tovar migdori. Tovarning narxi o zgarmas bo lsin. U
holda y=y(t) funksiya

y' =ky (11.18)
tenglamani ganoatlantiradi, bu yerda k=mpl, m- investitsiya normasi,
p - sotilish narxi, I- investitsiya kattaligi va mahsulot ishlab chigarish

tezligi orasidagi proporsionallik koeffisiyenti.
(11.18) tenglama 0" zgaruvchisi ajraladigan differensial tenglamadir.

Uning yechimi

y = Yoe ™ (11.19)
bu yerda y, = y(t,)

(11.18) tenglama aholining osishi, dinamikasini ifodalaydi.

96. Agar y' =ky tenglamadagi proporsionallik koeffisiyenti 0,1 ga teng
bo'lsa, realizatsiya gilingan mahsulot migdori boshlang ich vaqtdagi bilan
solishtirilganda, gancha vagt o tgandan keyin ikki marta ko payadi?

Realizatsiya gilingan mahsulot migdorini ikkilanishiga ketadigan vaqt
20 %ga kamayishi uchun investitsiya normasini gancha foizga oshirish
kerak?

Yechish. (11.22) da t,=0, k=0,1,y=2y, deb faraz qilsak2y,=y,e""
tenglikka kelamiz, bundan t =10In 2 ~ 6,93 (vaqt birligi). Endi t; = 0,8t, k; =
k/0,8 = 1,25k, ya’ni investitsiya normasini 25% ga oshirish kerak.

Narxning o zgarmasligi haqidagi faraz vaqgtning gisga oralig’i uchun
o rinli. Umimiy holda p narx migdor y ga bog liq kamayuvchi funksiyadir
p=p(y).
U holda y’ = ky tenglamaning ko rinishi
y' =mip(y)-y (11.20)
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o0 zgaruvchilari ajraladigan tenglama bo"lib golaveradi.

(11.20) ko'rinishidagi tenglama bilan aholi soninig o'sishi, epidemiya
rivojlanishining dinamikasi, reklama targalish jarayoni va hokazolar
ifodalanadi.

97. Talab va taklif funksiyalari mos ravishda y=25—2p+3%,
x:15—p+4%.
Agar boshlang'ich momentida p=9 bolsa, muvozanat narxining narxga
bog ligligini toping.
Yechish. Talab va taklifning tengligidan 25—2p+3%=15—p+4%,

bundan %:10—p, ya’ni o zgaruvchilari ajraladigan tenglamani hosil

gilamiz. Bu tenglamani yechib, p = 10 — Ce ~' tenglamani hosil gilamiz.
p(0) = 9 shartdan, ¢ = 1 kelib chigadi, nihoyat p = 10 — Ce ~ ' va
lim p = lim (10 &™) =10 = const, bo lib, narx turg unlikka ega.

t—oo

98. Tovar narxi p(y) = (5+3e”) y*; m=0,6, 1=0,4, y(0)=1 tenglama bilan
berilgan y=y(t) ishlab chigarilgan mahsulot miqdorining vaqgtga
bog ligligini toping.

99. Tovarga bo’lgan talab va  taklif  funksiyasining
ko‘rinishi:y=5o_2p_4%, x:70+2p_5%. Agar p(0) = 10 bo’lsa,

1) Muvozanat narxning vaqtga bogligligini toping.
2) Muvozanat narxi turg unmi ?

100. Biror tovarga bo’lgan talab va taklif funksiyasi y=30- p—4% :

Xx=20+ p+@.

dt

a) Muvozanat narxning vaqtga bog lanishini toping.

b) Muvozanat narxi turg unmi ?

Differensial tenglamalar nazariyasini iqtisodiyotning uzluksiz
modellarida qo’llanishiga doir misollarni garaymiz, bu yerda erkin
0 zgaruvchi t — vagt. Bunday modellar uzog vagt mobaynida iqtisodiy
sistemalar evolyutsiyasini  tekshirishda foydali : ular iqgtisodiy
dinamikaning tekshirish predmetidir.

Ishlab chigarishning tabiiy o sish modeli.

Birinchi tartibli differensial tenglamalar.

Faraz gilaylik, gandaydir mahsulot p narxda sotiladi Q(t) — t —vaqtda
ishlab chigarilgan mahsulot miqdori desak, u holda bu vaqt davomida
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pQ(t) ga teng daromad olinadi. Faraz gilaylik, ko rsatilgan daromadning

bir gismi mahsulot ishlab chigarish investitsiyaga sarf bo"lsin, ya’ni
1())=mpQ(Y) (1)

m — investitsiya normasi va 0 <m < 1.

Agar bozorni yetarlicha ta'minlangan degan tasavvurdan Kkelib
chiqgilsa, u holda ishlab chigarishda foydalaniladi. Bu yana ishlab chigarish
tezligini (akselleratsiya) oshishiga olib keladi, ishlab chigarish tezligi esa
investitsiyaning o sishiga proporsional, ya’ni

Q=1 (2)
bu yerda 1/l — akselleratsiya normasi. (1) formulani (2) qo’yib
Q' =kQk =ImpQ 3)

ni olamiz. (3) differensial tenglama o zgaruvchilari ajraladigan tenglama.
Bu tenglama umumiy yechimining korinishi Q = Ce®, bunda C — ixtiyoriy
0 zgarmas.

Faraz qilaylik, boshlang’ich moment t = t; da mahsulot ishlab
chigarish hajmi Qq berilgan. U holda bu shartdan o zgarmas C ni ifodalash
mumkin:

Q,=ce® bunda c=qQe™ Bundan (3) tenglamaning xususiy
yechimini topamiz:

Q=Qe" ¥ Q

Shunga e’tibor berish kerakki, matematik modellar umumiylik
xossasiga ega. Biologik tajribalardan kelib chiqgadiki, bakteriyalarning
ko'payish protsessi (4) tenglama bilan ifodalanadi. Radioaktiv
parchalanish protsessi ham (4) formula bilan bilan ifodalanadigan
gonuniyatga bo ysunadi.

Ragobat sharoitida ishlab chigarishning osishi

Faraz qilaylik, p = p(Q) — kamayuvchi funksiya, ya’ni mahsulot
hajmining ortishi bilan bozorda uning narxi kamayadi : dp/dQ < 0. Endi
(1)-(3) formulalardan Q ga nisbatan chizigli bo’Imagan o zgaruvchilari
ajraladigan birinchi tartibli differensial tenglama olamiz:

Q=ap@)-Q (5)

Bu tenglamaning o'ng tomonidagi barcha ko paytuvchilar
musbatligidan ¢ >0, ya’ni Q(t) funksiya o suvchi.
Funksiya o'sish xarakteri uning ikkinchi hosilasi bilan aniglanadi. (5)
tenglamadan

Q" =apQ)Q.
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Talab elastikligini ~ Kiritib, bu tenglikni  o°zgartirish ~ mumkKin:
_ dQp —aqpf1+ Q) yoki 92 .o, bo'Igani <
E(p) = OIIOQ,bundan Q an(1+ dej, yoKi o <0, bo’lgani uchun E < 0,

nihoyat
Q”=aQ'p(1—éJ (6)

(6) tenglamadan elastik talabda @”>o0, ya’ni |[E|/>1 ekanligi kelib
chigadi va Q(t) funksiyaning grafigi pastga gavariq. Bu esa progressiv
0 sishi-ni bildiradi.

Noelastik talabda [g|<1 va bu holda Q"<0-Q() funksiya yuqoriga
gavariq, bu sekin o'sishini ( yetarlicha ta’minlangan ) bildiradi.

Soddalik uchun p(Q) bog lanishni chizigli funksiya ko rinishda gabul

ilamiz.
! P(Q)=a-bQ,a>0,b>0.U holda (5) tenglamaning ko rinishi:
Q' =a(a-bQ)Q (7)
bundan
Q =aQ(a-2bQ) (8)

(7) va (8) munosabatlardan : @ =00=0 da va Q = a/b da

Q" <0,Q>a/2b da; Q=Q(t) funksiya grafigini egilish nugtasi Q = a/2b.

Keynsning dinamik modeli

Dinamikaning asosiy komponentlari bo’lgan igtisodiyotning daromad
va harakat gismlari sodda balans modelini garaymiz. Faraz gilaylik, Y(t),
E(t), S(t), I(t) — mos ravishda milliy daromad, davlat chigimlari, iste’mol
va investitsiya. Bu kattaliklarning barchasi t vaqgtning funksiyasi sifatida
garaladi. U holda quyidagi munosabatlar o’rinli :

Y(t)=S(t)+1(t)+E(),

s(t)=a(t)v (t)+b(t), (9)
I(t) K(t) y'@t) bu yerda a(t) — iste’molga moyillik koeffitsiyenti (0 < a(t) <
1), b(t) — chekli iste’mol, K(t) — akseleratsiya normasi. (9) tenglamaga
kiradigan barcha funksiyalar musbat.

(9) tenglamalarning ma’nosini oydinlashtiramiz. Barcha xarajatlarning
yig'indisi milliy daromadga teng bo’lishi kerak — bu balans birinchi
tenglamada akslantirilgan. Xalg xo'jaligida umumiy iste’mol milliy
daromadning bir gqismi bo'lgan ichki iste’mol va chekli iste’moldan iborat
mana shu tashkil etuvchilar ikkinchi tenglamada ko'rsatilgan. Nihoyat
investitsiya kattaligi ixtiyoriy bo’lishi mumkin emas: u davlat
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texnologiyasi va infratuzilmasi xarakterlaydigan Kkattalik akseleratsiya
normasini oxirgi milliy daromadga ko paytmasi bilan aniglanadi.

Faraz gilaylik, a(t), b(t), k(t), E(t) funksiyalar berilgan — ular davlat
evolyutsiyasi va faoliyatini xarakterlaydi. Milliy daromad dinamikasi y(t)
ni topish talab gilinadi.

Ikkinchi tenglamadan S(t) ni va uchinchi tenglamadan I(t) ni birinchi
tenglamaga qo'yamiz. Y(t) funksiyaga nisbatan chizigli bir jinsli
bo " Imagan birinchi tartibli differensial tenglama olamiz :

, 1-a(t), b(t)+E()
Y'= O Y - O (10)

Biz asosiy parametrlar a, b, k ni o'zgarmas sonlar deb faraz qilib,
ancha sodda holni tekshiramiz. U holda (10) tenglama o0 zgarmas
koeffitsiyentli birinchi tartibli chizigli differensial tenglamaga kelib
soddalashadi:

,_1-a, b+E
VIRELVLE: (11)

Ma’lumki, bir jinsli bo'lmagan tenglamaning umumiy yechimi uning
gandaydir xususiy yechimi va unga mos bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi yig indisidan iborat. (11) tenglamaning xususiy yechimi sifatida
y'=0 dagi, ya’ni muvozanat yechimini olamiz, ya’ni

Y=t (12)
Ko'rish giyin emaski, bu kattalik musbat. Bir jinsli tenglamaning

umumiy yechimi v :Cexp(l_Tatj formula bilan beriladi. (11) tenglamaning
umumiy yechimi quyidagi ko rinishda :
Y(t) = 2* E cer! (13)

Adgar vaqtning boshlang ich momentida Y, < Y, bo’lsa, u holda C =Y, -
Yp< 0 va egri chiziglar (12) muvozanat yechimidan pastga keladi, ya’ni
milliy daromad vagt o tishi bilan masalaning berilgan parametrlari a,b,k va
E da kamayadi, chunki (13) da eksponenta darajasi musbat. Agar Y, > Y,
bo’lsa, u holda C > 0 va vagt o'tishi bilan milliy daromad osadi, integral
egri chiziglar Y = Y, muvozanat to g ri chizigidan yuqoriga ketadi.

O sishning noklassik modeli
Faraz gilaylik, Y = F (K,L) milliy daromad, bu yerda F — bir jinsli
birinchi tartibli ishlab chigarish funksiyasi: (F (tK, tL) = F (K,L)), K —
sarflangan mablag” hajmi, L — mehnat sarfi hajmi. Fond qurollanish
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kattaligi k = K/L bo'lsin. U holda ishlab chigarish unumdorligi quyidagi
formula bilan aniqlanadi :

f (k) =

F(T_'L) =F(K,1) (14)

Bu bo'limda garalayotgan masalaning magsadi qurollanish fond
dinamikasini vaqtning funksiyasi sifatida ifodalashdir.
Har ganday model ma’lum farazlarga asoslanganligi uchun biz ham
ba’zi bir parametrlarni Kiritishimiz zarur.
Quyidagilar bajariladi, deb faraz gilamiz :
1. Mehnat resurslari vagtida tabiiy o sish o rinli
L'=al (15)
2. Mablag™ ishlab chigarish fondiga va amortizatsiyaga sarflanadi,
ya'ni | =K'+ g, bu yerda g - amortizatsiya normasi.
Agar | — investitsiya ( sarflangan mablag™ ) normasi bolsa, u holda
| =IY =K'+ K Yoki K'=IF(K,L)-  (16)
k — fond qurollanish ta’rifidan kelib chiqadiki, Ink=InK — InL.
Bu tenglikni t bo yicha differensiallab,

k' =1f (X) - (a+ Bk (17)
tenglamani olamiz, bu yerda f (x) funksiya (14) formula bo’yicha
aniglangan. Olingan (17) munosabat o zgaruvchilari ajraladigan birinchi
tartibli chizigli bo’lmagan differensial tenglama. Bu tenglamaning
statsionar yechimini aniglaymiz: k'=o shartdan,

If (k) - (o + B)k =0 (18)
ya’ni K = const — 0'zgarmas Kkattalik, chizigli bo'Imagan (18) algebraik
tenglamaning yechimi.

Ishlab chigarish funksiyasi F(k,L)=+vKL uchun (17) tenglamaning
integral egri chiziglari va statsionar yechimini toping.
(14) dan f(k)=+k, u holda (17) tenglamaning ko rinishi

%:lﬁ—(mﬁ)k.

Bu tenglamaning statsionar yechimi quyidagi tenglikdan kelib chigadi:
IVk - (a+ )k =0, bundan (17) tenglamaning nol bo Imagan xususiy yechimi
ky = 1% /(a+ B)2.
(17) differensial tenglamani “o’zgaruvchilarni ajratish” usuli bilan

yechamiz.
dk

. =d
VK|l = (@ + p)VK] t
Bu tenglamani Jk =z almashtirishdan so'ng integrallab, umumiy
yechimining oxirgi ko rinishini olamiz.
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2

k(t) :Lciﬂ +Cexp[—#tﬂ (19)

Demak, o zgarmaydigan parametrlarda 1,a,4 fond qurollanish
funksiyasi 0'z statsionar giymatiga boshlang’ich shartlardan bogligsiz
ravishda turg'un bargaror intiladi. Bu statsionar nugta k = kg bargaror
muvozanat nuqgtasi boladi.

Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar

Oldindan aytib beriladigan narxlar bilan bozor modeli. Prognoz
gilinadigan narxlar bilan bozor modelini garaymiz. Oddiy bozor
modellarida talab va taklif odatda tovarning shu kundagi narxi bilan
bog'lig bo'ladi. Lekin talab va taklif anig hollarda narxning tashkil
gilinishi va narxning o zgarishi tempi bilan bog lig bo ladi. t vagt bo'yicha
uzluksiz va differensiallanuvchi funksiyalar modelida bu xarakteristikalar
mos ravishda p(t) narx funksiyasini birinchi va ikkinchi hosilalarini
tavsiflaydi.

: Faraz qilaylik, talab funksiyasi D va taklif funksiyasi S, narx
funksiyasi p va uning hosilalari bilan quyidagicha bog lanishga ega
bo’lIsin.

D(t) =3p:— p,'—2p+18, (20)
Sit)=4p"+p'+3p+3
(20) da gabul gilingan bog lanishlar to'la realistik (amaliy): buni narx
funksiyasining hosilalari go shiluvchilarda oydinlashtiramiz.

1. Talab narxning o'zgarishi bilan “qizdiriladi”. Agar temp o0'ssa
(p’'>0), u holda bozorning talabga giziqgishi ortadi va aksincha. Narxning
tez o sishi xaridorni go rgitadi, shuning uchun narx funksiyasining birinchi
hosilasi manfiy ishora bilan kiradi.

2. Taklif yana ko prog o’lchamda narxning o’zgarish tempi bilan
kuchaytiriladi, shuning uchun S(t) funksiyadagi p” ning koeffisiyenti D(t)
dagiga nisbatan katta. Shuningdek narxning o'sishi taklifni oshiradi,
shuning uchun p’ ni 0°z ichiga oluvchi go shiluvchi S(t) ning ifodasiga (+)
ishora bilan kiradi.

Narxning vaqtga bog lanishini o'rnatish talab gilinsin. Bozorning
muvozanat holati D=S tenglik bilan xarakterlanganligi uchun (20)
tenglamaning o'ng tomonlarini tenglashtiramiz va soddalashtirib,
quyidagini yechamiz:

p"+2p +5p=15 (21)
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(21) munosabat p(t) funksiyaga nisbatan chizigli bir jinsli bo Imagan
iIkkinchi tartibli differensial tenglama. Bunday tenglamaning umumiy
yechimi biror xususiy yechimi va unga mos bir jinsli

p"+2p' +5p=0 (22)
tenglamaning umumiy yechimi yig indisidan iboratdir.
(22) uchun xarakteristik tenglama; k? + 2k + 5 = 0. Uning ildizlari go"shma
kompleks sonlar: k;, = - 1+2i va natijada (22) tenglamaning umumiy
yechimi quyidagi formula bilan beriladi: p(t) =e™(c, cos2t +c¢, sin 2t), bu yerda
Cy1 Va C, — ixtiyoriy o zgarmaslar.

Bir jinsli bo Imagan (21) tenglamaning xususiy yechimi sifatida p=py
— narxni belgilaydigan o°zgarmas kattalikni olamiz. Buni (21) ga go ysak,
Pst NI giymatini olamiz:

Pst = 3. Shunday qilib, (21) tenglama umumiy yechimining ko rinishi

P(t) = 3 + e Y(C; cos2t +C, sin2t) (23)
Ko'rish giyin emaski, t—>o da pt)— p,=3, ya’ni barcha integral egri
chiziglar p=3 gorizontal asimptotaga ega va uning atrofida tebranadi. Bu
barcha narxlar o'rnatilgan pg narxga intilishini va uning atrofida
tebranishini bildiriladi, bu tebranishlarning amplitudasi vagt o'tishi bilan
0 sa boshlaydi.

Bu masalaning xususiy yechimlarini ikki variantda keltiramiz:

1. Koshi masalasi. Faraz gilaylik, boshlang’ich momentda narx va
uning o' zgarish tendensiyasi ma’lum : t = 0, p = 4, p’=1. Birinchi shartni
(23) formulaga qo'yib p(0) = C; + 3 = 4, bundan C; = 1 ni olamiz, ya’ni:
p(t) = 3 + e (cos2t +C, sin2t)

Buni differensiallaymiz :

p'(t) = e (2C, — 1)cos2t — (C, +2)sin2t] (24)
Endi Koshi masalasining ikkinchi shartini go’llaymiz: p’ (0)=2C,—
1=1, bundan C, = 1.
Nihoyat Koshi masalasi yechimining ko rinishi quyidagicha bo"ladi:
P(t)=3+e™(cos2t + sin2t); yoki ancha qulay
ko rinishda p(t) =3++/2e " cos(2t — =/ 4).

2. Aralash masala. Faraz gilaylik, vagtning boshlang ich momentida
talab va taklif ma’lum: t=0,p =4, D = 16.

Birinchi boshlang’ich shart oldingidek bolgani uchun, bu yerda ham
(24) yechimga ega bo'lamiz. U holda p(t) funksiyaning hosilalari quyidagi
formulalar bilan ifodalanadi:

p'(t) = e [(2C, — 1)cos2t — (C, +2)sin2t],
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p" (t) = - e [(4C, +3)cos2t — (3C, — 5)sin2t].
Bundan p'(0)=2C,-1va p"(0)=-4C, - 3.

Bu tengliklarni D(t) ning (20) ko'rinishini hisobga olgan holda
masalaning ikkinchi D(0)=16 shartiga qoyib, C,=-1 ni olamiz. Shunday
qilib, berilgan masala yechimining korinishi p(t) = 3 + e ~'(cos2t - sin2t)
yoki ancha qulay formada:

p(t) =3—~/2e " sin(2t —  / 4) (25)

101. Usti ochiq rezervuardagi suvning dastlabki harorati 70°S edi, 10
minutdan so’ng suvning harorati 65°S bo’ldi, rezervuarni o’rab turgan
muhitning harorati 15°S. 1) Boshlang'ich momentdan 30 minut keyin
rezervuardagi suvning haroratini toping; 2) qaysi vaqtda rezervuardagi
temperatura 20°S bo'lishini toping.

Yechilishi. 1. Suvning o'zgaruvchi haroratini 7 bilan belgilab,
suvning sovish qonuni funksiyasini vaqtning funksiyasi sifatida
belgilaymiz. Suvning sovish tezligi t va T larni bog'lovchi funksiyaning

o zgarish tezligidir, ya’ni u %—I hosila bo’ladi.

dT . ) C o D
o tezlik rezervuardagi suv harorati bilan rezervuarni o'rab olgan

muhit harorati orasidagi ayirmaga proporsional, ya’ni R(T -15°), bunda R -
proporsionallik koeffitsiyenti. U holda

dT 0
— =R(T -15°).
[ =R(r-15°)
O zgaruvchilarni ajratamiz:
At ot
T-15

2. (2) tenglamani integrallaymiz:

9T _[RdT, In(T -15°)=Re+C
T-15
yoki
T-15=e%+C=¢e"e® =e®'C,, bundan T =C.e® +15 (3)

Sovush qonunini hosil qildik, bu yerda t - vaqt va T - suv harorati —
chekli o’zgaruvchilar.

3. Berilgan Dboshlang'ich shartlar t=0,T=70°C da C o'zgarmas
miqdorni topamiz.

Quyidagiga ega bo'lamiz:

70° =C,e™® +15° yoki 55° =Ce’ =C, -1=C,, C, =55° (4)

(4) tenglikdagi c, ning qiymatini (3) tenglikka qo'yib, quyidagini

hosil gilamiz:
T =55%" 4+15° (5)
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4, R o'zgarmas miqdorni topamiz. Masalaning shartida t=10
minutdan so'ng T=65°C bo’lishi berilgan. Bu giymatlarni (5) tenglamaga
qo yib, ushbuni hosil qilamiz:

65° =55°e"*° +15

yoki
50° — 55°gl0R ,
yoki
10 10R
e (6)

(6) tenglikni logarifmlab, yozamiz:
lg10-Ig11=10R Ige,

bundan
n_1-lgll_1-10414 _ 00414

= = = = —0,009532 (7)
10lge  10-0,4343 4,343

R ning qiymatini (5) tenglamaga qo’yib t va T o zgaruvchilarni
bog lovchi sovish qonunini hosil gilamiz:
T= 550 e—0,009531 + 150 ) (8)
5. Suvning boshlang'ich momentdan 30 minut keyingi haroratini
topamiz. (8) tenglamaga t =30 minut gqiymatni qo'yamiz:
T= 550e—0,00953230 +150 ,
bundan
T =55%%°115°,
Hisoblaymiz:
x=55-e %% Igx=1Igx=1Ig55—-0,286 Ige=17404 — 0,286 x 0,4343 =1,7404 — 0,1242 =1,6162,
x=41,32 ~ 41
U holda
T =41° +15° =56°.
6. Qancha vaqtdan keyin rezervuardagi suvning harorati 20°S
bolishini topamiz. (8) tenglamaga T =20° qiymatni qo yamiz:
200 — 550e—0,009532t _|_150 y0k| 50 — 550e—0,009532t ,
bundan

1 - >
e 700%%%% = = ~0,0909  yoki -0,009532 t Ig e =19 0,0909 = 2,9586,

2,9586 1,041
- 0,009532 - 0,4343 - 0,009532 - 0,4343
102. Radiyning yemirilish tezligi berilgan har bir vaqt momentida
radiyning dastlabki miqdoriga proporsional ekanligi tajribada aniglangan.

-251min =4 soat 11 mMin.
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Boshlang'ich vaqt momentida t=0 R, gramm radiy bor edi. Radiy
miqdorini istalgan t vaqt momenti uchun hisoblash formulasini tuzing.
Yechilishi: 1. Radiy yemirilish qonunining funksiyasini tuzamiz.
Faraz qilaylik, proporsionallik koeffitsiyenti R ma’lum bo'lsin (R>0). t
vaqt momentida hali yemirilmagan radiy miqdorini R bilan belgilaymiz. R
ni tning funksiyasi sifatida topish talab qilinadi. Radiyning yemirilish
tezligi t va R ni bog lovchi funksiyaning o'zgarish tezligidir, bu esa %

hosiladir. Masalaning shartida

dR
a = —kR (1)
berilgan.
Minus ishora R funksiyaning kamayuvchi ekanligini ko'rsatadi,
demak, %R<0, kR>0, chunki k>0 va R>0.
(1)tenglikdan:
%R = —kdt (2)
2. (2) tenglamaning ikkala qismini integrallaymiz:
[ [Rat,
R
bundan
INnR=-kt+InC (3)
yoki
InR—1InC =—kt,
bundan
R
In - —kt. (4)
(4) tenglikni potensirlaymiz:
2: e yoki R=Ce ™ (5)

Radiy yemirilishining umumiy qonunini hosil qildik, bu yerda t-
vaqt va R - shu vaqt momentida hali yemirilmagan radiy miqdori.

3. Berilgan boshlang'ich shartlar t=0, R=R, da ¢ 0'zgarmas miqdor
C ni topamiz. Bu giymatlarni (5) tenglamaga qoyib,

R, =Ce™®°, C=R’

ni hosil gilamiz.

U holda izlanayotgan funksiya

R=R,e ™™

bo’ladi.
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103. Radiy o’zining dastlabki miqdoriga proporsional tezlik bilan
yemiriladi. Hozirgi momentda bor bo'lgan miqdorining yarmisi gancha
vaqtdan keyin yemiriladi. Radiy uchun proporsionallik koeffitsiyenti
R=0,00044 ekanligi aniglangan (vaqt o'Ilchov biriligi ~ yil).

104. Suyuglikda aylanayotgan diskning burchak tezligi ishqalanish
hisobiga sekinlashadi. Ishqalanish burchak tezlikka proporsional ekanligi
aniglangan. 1)iagar disk t=0 bo'lganda 12 rad/sek tezlik bilan aylangan
bo'lib, t=10 sekundda esa uning tezligi 8 rad/sek bo’lgan bo'lsa, disk
t=120 sek momentda qanday tezlik bilan aylanishini toping;

2) vaqtning gaysi momentida uni 1 rad/sek tezlik bilan aylinishini toping.

Yechilishi: 1. Diskning aylanish qonunini t vaqtning funksiyasi
sifatida tuzamiz. »-disk aylanishining burchak tezligi bo'lsin, u holda

diskning aylanishi ishqalanish kuchlari ta’siri ostida sekinlashishi Z—‘t" bo

ladi.

Masalaning shartiga ko ra:
do

bunda k —proporsionallik koeffitsiyenti. O'zgaruvchilarni bo'lamiz:

do
S~ kat (2)
2. (2) tenglamaning ikkala qismini integrallaymiz:
d—“’:kjdt, Inw=kt+C (3)
w
bundan
w = eRtC  w= aRteC ,
w=e®C, YOKI w=Ce" (4)

3. t=10 sek va w=12 rad/sek boshlang'ich shartlarda o'zgarmas
miqdor C, ni topamiz. Bu qiymatlarni (4) tenglamaga qo'yib, c,ni
topamiz:

12=C,e®’, 12=cC,.

4. Dastlab berilganlar t=10 sek, »=8 rad/sek ga muvofiq, R ning soni
qiymatini topamiz. Bu qiymatlarni (5) tenglamaga qo’yamiz:

8=12e"",
bundan

e'® :g, 10RIge=1Ig2—1g3,

R— lg2-1g3 _ Ilg3-Ig2 _ 0,4771-0,3010

=-0,0405 .
10lge 10lge 10-0,4343
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R ning giymatini (5) tenglamaga qo'yamiz:
w = 1200408 (6)
5. Diskning t=120 sek vaqt momentidagi aylanish tezligini topamiz.
(6) tenglamaga t=120 sek qiymatni qo'yamiz:

=12e70040%120 190749 =009 rad.sek.

6. Disk 1 rad/sek tezlik bilan aylanadigan vaqt momentini topamiz.
(6) tenglamaga »=1 qiymatni qo'yamiz va t ni topamiz:

1=12e7%%% 'bundan e % :% :
_0,0405tlge=lgl-lg12, t=— 92 _g1sek.
0,04051g e

105. Suyuglikda aylanayotgan  diskka ta’sir  qilayotgan
sekinlashtiruvchi kuch burchak tezlikka proporsional. Agar disk t=0da 20
rad/sek tezlik bilan, t=8 da esa 16 rad/sek tezlik bilan aylansa, diskning 2
rad/sek tezlik bilan aylanadigan vaqt momentini toping.

Differensial tenglamalarning iqtisodiyotda qo’llanlishi
Faraz qilaylik, y=y(t) - ishlab chiqarilgan va vaqtning t onida
sotilgan mahsulot miqdori. Bu tovar narxi (qaralayotgan vaqt oralig'ida
o'zgarmas). U holda y=y(t) funksiya

y'=Ry (1)
tenglamani qanoatlantiradi, bu yerda R=mpl, m-investitsiya normasi,
p-sotilish narxi, I-investitsiya kattaligi va mahsulot ishlab chiqarish

tezligi orasidagi proporsionallik koeffitsiyenti.
(1) tenglama o' zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama. Uning
yechimi:
y = yoek(t—to)
bu yerda Yo = y(to) (2)
Shuningdek, (1) tenglama aholining ko'payishi, doimiy inflatsiya
jarayonida narx — navoning o 'sishini bildiradi.

106. Qancha vaqt oralig'ida realizatsiya qilingan mahsulot miqdori
boshlang'ich miqdor bilan solishtirilgan ikki baravar ko'payadi, (1)
tenglamadagi proporsionallik koeffitsiyenti R=01. Realizatsiya qilingan
mahsulot miqdori ikki marta oshishi uchun zarur bo’ladigan vaqt oralig’i
20% ga qisqartirish uchun investisiya normasini necha foiz orttirish kerak.

Yechish: Faraz qilaylik, (2) tenglamada t,=0, k=01 y=2y, bo’lsa, u
holda
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2y, = Yo" ga kelamiz, bundan t=10Ih2~693 (vaqt birligi) t, =08t deb faraz

qilib  k, =k/08~125k ni, ya’ni investisiya normasini 25 % orttirish
kerakligini hosil gilamiz.

Tajribadan ma’lumki, narxning o zgarmasligi haqidagi faraz
(to’yinmagan bozor) fagat vaqtning qisqa oralig'iga tegishli.

Umumiy holda p narx realizatsiya gilingan mahsulot migdori y ning
(p=p(y) kamayuvchi funksiyasi.

y'=mip(y)-y, 3)

yana o zgaruvchisi ajraladigan tenglama bo’lib qoladi.

Shuningdek, (3) tenglama aholining ko payishi, epidemiyaning
tarqalishi, reklama tarqatilish jarayoni va h.k.larni ifodalaydi.

2. Tog'- ko'l posyolkasi aholisi sonining vaqt o tishi bilan quyidagi
tenglama bilan yoziladi:

y'=03y(2-10"y)

bu yerda y=y(t), t - vaqt (yil). Vaqtning boshlang'ich onida posyolki
aholisi 500 kishi. Uch yildan keyin aholi soni gancha bo'1 adi.

Yechish: tenglamadagi o’zgaruvchilarni ajratib, quyidagi tenglamaga
kelamiz.

dy

03y(2-10"y) at
va bu tenglikni hadma — had integrallab
n—Y |-o6t+C,,
2-10""y
yoki ——2——=Ce" (4)

2-10"'y

ni hosil gilamiz.

C o'zgarmasning qiymati boshlanOich shartdan topiladi: y(0)=500
bo’'lgani uchun.
Cu256,4. (4)tenglikdan u funksiyaning ifodasi

5128
Y 1002564 7

U holda y(3)=5128e"*/(1-0,02564 e**)~ 2685 .

Eslatib o'tamiz, talabaning elastikligi (narxga nisbatan)

_ pdy
Ba’zi hollarda elastiklik berilganda talab funksiyasi qiziqish uyg otadi.
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107. Agar E,=-2=const va y(3)=% bo’lganda talab funksiyasini

toping.
Yechish: elastiklik ta’rifidan
Y
y dp’

ya’ni izlanayotgan funksiya o'zgaruvchilari ajraladigan tenglama bilan
beriladi.
Bu tenglamani yechib

-2

p~=cy.
Boshlangich shart y(3)=1/6 ni hisobga olib, ¢ =2/3ni hosil gilamiz.
108. Talab va taklif (mos ravishda)

dp
=25-2p+3—,
y P+3:

Xx=15- p+4%
dt

Boshlang'ich vaqtda p=9 bo'lsa muvozanat narxning, vaqtga
bog'ligligini toping.
Yechish. Talab va taklifning tengligidan

25—2p+3@=15— p+4@
dt dt

bundan % =10-p,

ya’ni o’zgaruvchisi ajraladigan diffetensial tenglamani hosil gilamiz.
Bu tenglamani yechib
p=10—-cl™.
p(0)=9 shartdan, c=s kelib chiqadi
p=10—-1"
lim p =1lim(10 —e™*)=10 = const, narx turg’un.

t—so0 t—ow

109. Talab funksiyasi p(y)=2-y; I=1 y(0)=05 berilgan, sotilgan
mahsulot haymining ifodasini toping.
Yechish. Bu holda (3) tenglamaning ko rilishi.
y'=(2-y)-y YokKi Qij—yy)y =dt ko’rinishga ega bo’ladi.

Hadma — had integrallab, quyidagini hosil gilamiz.

In - 2t+c,, buerda C=1e"

y
y(0)=05 ekanligini hisobga olib, ¢=-3 ni topamiz. U uchun quyidagi
ifodani hosil gilamiz.
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y= 2
1+3e %"
Bu funksiyaning grafigi

1
2
0 tf
(bu holda talabning elastikligini (y):y—_2 funksiya bilan, egri
P y
chizigning bukilish nuqtasining holatini aniglovchi ) (y)=-1 shart, y=1 ni

beradi).

Rasmda tasvirlangan egri chiziq logistik deyiladi. Bu kabi egri
chiziglar axborotning tarqalishi (reklama), epidemiya dinamikasi,
chegaralangan muhitda bakteriyalarning ko payish jarayonini ifodalaydi.

110. Biror tarmoq vaqtning tonida olgan daromadi
Y(t) 1(t)-1investisiya va C(t)-1ste’mol kattaligining yig indisidan iborat.

Y(t)=1(t)+C(t) (5)

Daromadning o'sish kattaligini investisiya kattaligiga proporsional,

ya’ni
b Y'(t)=1(t) (6) bu
yerda b-daromad o’sishining kapital sig'im koeffitsiyenti.

Faraz qilaylik, c(t) olinayotgan daromadning ajratilgan qismi:
C(t)=(1-m)t), bu erda m-investisiya normasi. U holda (5) va (6) dan

%Y (7)

bu esa (1) tenglamaga teng kuchli.
111. TIste’mol kattaligi c=2t, daromad o sishining kapital sig imi

Y'=

koeffitsiyenti b:%, y(0)=2, ma’lum bo'lsa daromad funksiyasi Y =Y(t) ni
toping.

Yechish. (5) va (6) munosabatlardan Y(t):%Y'(t)+ 2t tenglamani hosil
qilamiz, ya’ni daromad funksiyasi birinchi tartibli chizigli bir jinsli

bo'lmagan tenglamani ganoatlantiradi. Uni yYechish uchun yechimni
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Y(t)=u(t)-v(t) ko’rinishida qidiramiz. U holda u(t)=2te™® +e® +c, v=e?ni
hosil qilamiz. O’zgarmas c¢ ning qiymatini boshlang'ich shartlardan
topamiz. y(0)=u(0N0)=2, bo'lgani uchun c=1. Bundan Y(t)=2t+e* +1 ni
hosil gilamiz.

112. To yilmagan bozor sharoitida, agar vaqtning boshlang’ich onida
ishlab chiqarish hajmi y, =y(0)=24 (sh.b), investisiya normasi 0,6, sotilish
narxi 0,15 (sh.b) va 1=04 bo'lsa 6 oydan keyingi ishlab chigarish hajmini
aniglang.

113. Tovarning narxi p(y)=(5+3e~ )y, m=06 =06, 1=04 y(0)=1.

Mavzu yuzasidan savollar

1. Qanday tenglamalar differensial tenglamalar deyiladi?

2. Differensial tenglamaning yechimi deb nimaga aytiladi?

3. Differensial tenglamaning ganday yechimi umumiy, ganday
yechimi xususiy deyiladi?

4. Qanday tenglama o'zgaruvchisi ajraladigan differensial tenglama
deyiladi?

5. Qanday tenglama bir jinsli differensial tenglama deyiladi?

6. Qanday tenglama chizigli differensial tenglama deyiladi?

7. O zgarmasni variatsiyalash usuli nima?

Adabiyotlar
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3. Iluckynos  U.C.  [duddepenumansHoe U HHTErPajIbHOE
ucyucienue st BTy30B. — M.: Hayka. 1978.

4. Knumenko FHO.W. Beiciias maTeMatuka aJjisi 5)KOHOMUCTOB TEOPHS,
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12-bob. QATORLAR

12.1. Sonli gatorlar, asosiy tushunchalar
Sonli a;, ay, as, ..., a,,... ketma-ketlik hadlaridan tuzilgan

a1+a2+a3+...+an+...:ian (12.1)

ifodaga sonli gator deyiladi. Bu yerda a;, a,, as, ..., a,...qator hadlari, a,
esa gatorning umumiy hadi deyiladi.

12.2. Yaqinlashuvchi sonli gatorlar va ularning xossalari
Qatorning chekli sondagi hadlari yig indisini ko ramiz:
S,=u;, S,=u, +u,,..., S,=U, +U, +...+U,

S,,S,,.... S, ...—xususiy yigindilar ketma-ketligi deyiladi.

Ta'rif; Agar xususiy yig'indilar ketma - ketligining chekli limiti
mavjud bo'lsa, ya’'ni

lim,_.S,=S, S-cheklison.
tenglik o'rinli bo’lsa, gator yaginlashuvchi, S esa uning vyig indisi
deyiladi. Bu holda ¥2, u,=S deb yozsa bo’ladi.
Aks holda, ya’ni xususiy yig'indilar ketma-ketligi chekli limitga

ega bo’Imasa yoki limiti mavjud bo Imasa gator uzoglashuvchi_ deyiladi.
1. Qatorning umumiy hadini toping. §+g+%+...
Yechish. Kasrlarning suratlariga e’tibor beradigan bo’lsak ular
birinchi hadi 2 ga va ayirmasi ham 2 bo’lgan arifmetik progressiyani
tashkil giladi. Mahraji esa birinchi hadi 5 va ayirmasi 4 bo'lgan arifmetik

progressiya tashkil giladi. Ishonch hosil qgilish giyin emaski, gatorning

. . 2n
umumiy hadi u, = el

3 8 15 24

. 2 _ 2 _ n—1 2
Yechish, 3-2 -1 8 _3 -1, _(=1) [(n+2y” —1]
5 2241710 3%+1 " (n+1)° +1

3. Geometrik progressiyaning hadlaridan tuzilgan geometrik gatorning
yaqginlashuvchiligini tekshiring.

a+aq+aq2+...+aq”‘1Jr...:i:aq”‘l (12.2)
n=1

Yechish. Progressiya mahraji g ning (ianday giymatlarida (12.2)
gator yaginlashadi, qaysi giymatlarida gator uzoglashishini aniglash kerak.

247



Bizga ma’lumki q-1 da S, — xususiy yig'indisi s -2@ =9

formula

bo’yicha hisoblanadi. Quyidagi hollar bo"lishi mumkin:

1) agar |q|<1 bo’lsa, u holda iim g" =0, lim Snzlim(aql— aJ:la , ya'ni
n—o0 n—oo n—o0 q_ q_ _q

qator yaginlashadi va uning yig'indisi =ﬁ;

2) agar |q|>1 bo'lsa, u holda lim q" =, demak, lms, =« va gator

uzoglashadi;
3) agar g=1 bolsa u holda berilgan gatorning ko'rinishia+a+ ...a +
..., uning n — xususiy yig'indisiS, =a+a+..+a=na va limS, =limna=oo,

nN—o0 N—o0

ya’ni qator uzoqlashadi;

4) agar g=-1 bo'lsa, u holda berilgan gatorning korinishi a—a+a-
a+...+ (-1)™a+... n juft bo'lganida S,=0, n toq bo’lganida S,=a, demak
lims, mavjud emas a=obo'lsa va gator uzoglashadi. Shunday qilib,

geometrik gator |o <1da s=ﬁ yig'indiga yaginlashadi va |g>1 da

uzoglashadi.

4. Qator yig'indisini toping. £+i L 1

+—+...+
2-3 3.4 n(n+1)

i : . c e g 1 1 1 1
Yechish. rning n-xususiy yig indisiS, =—+_-—+-—+
echish.Qatorning ususiy yig indisis, 1575332 A1)

tr o 111 11 r 1.1

1-2 2" 2.3 2 3 34 3 47 nh+1) n n+1’

1, 1 1, 1 1 1 1 1 n

S, =l-—)+(=—")+E=—")+...+(—- =1- = .
= 2) (2 3) (3 4) (n n+1) n+1 n+1

Bundan lim s, = lim Ll =1, ya’ni berilgan gatorning yig'indisi S = 1.

N—o0 n~>con+

Yaginlashuvchi gatorlarning xossalari, gatorning yaqginlashish
belgilari
1. Qatorning chekli sondagi hadlarini tashlab yuborish yoki go shish
uning yaginlashishiga ta’sir gilmaydi.

2. Agar ian:sa, ibn:sbyaqinlashuvchi gatorlar bo’lsa, u holda

n=1

S (a, +b,) yaginlashadi va (&, +b,)=5%+S" bo'ladi.
n=1 n=1
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3.Agar yaginlashuvchi gator va o'zgarmas son ¢ berilgan bo'lsa, u
holda ican yaginlashadi va icaﬁ —cS*bo ladi.

1. Sonli gator yaqginlashishining Koshi alomati.
iam gator yaginlashishi uchun, ixtiyoriy E > 0 da shunday N nomer

n=1

to-pilsaki, barcha m > n > N lar uchun |a, +a

bajarilishi zarur va yetarlidir.
2. Qator yagqinlashishining zaruriy sharti:

Agar Zw“an gator yaqginlashsa, u holda uning umumiy hadi nolga

+..+a,|<E shartning

n+1

intiladi, ya’ni lima, =0.

n—

1 1 1 1
+ + + +...

1.2 2.3 3.4 n(n+1)

Yechish. Qator yaginlashishining zaruriy shartiga asosan lima, =0,

t 1 ekanligini hisobga olsak bu gatorning xususiy yig indisi

nn+1) n n+1
11y, 1
n n+l n+1

S":1+Zn:k(k+1 kZ( k+1)j 1+( _;}+@_:1sj+“'+

ko'rinishda bo'ladi, u holda im Sn:Iim(Z—lJ:Z—Iiml:Z, shuning
n—»o0 n—o0 n+1 n—>on+1

5. Qatorning yaginlashishini tekshiring. 1+

uchun bu gator yaginlashadi va uning yig indisi 2 ga teng bo"ladi.

n=1

Yechish. a, = " . im " -1bo’lgani uchun gator uzoglashadi.
n+10 nr>>n+10

7. i2g3 gatorlarni yaginlashishini tekshiring

Yechish. a, _2 3 :(1j +(;J =b, +c,. Y_b,va > c, qatorlar maxraji q <

n 3 n=1 n=1
1 bo’lgan geometrik progressiya tashkil gilgani uchun yaginlashadi.
Ularning yig indisi mos ravishda

s - b 1
1-q 2
teng.
Quyidagi gatorning yig indisini toping.
g 1-1.1 1, (OO, 9. C+D+ G+t

2 4 8 2"t 2" 3
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10. L+ L. L L 1y 2
1-4 4.7 710 (3n—2)(3n+1) =4n+8n+3

(Ko rsatma: Umumiy had a, ni elementar kasrlarga ajrating.)

1 11 1
(3n—2)(3n+1) _5(3n—2 3n +1j'
Qatorlarning uzoglashuvchi ekanligini isbotlang:
12.1-1+1-1+1-1+..

< 1, n-to
(Ko'rsatma. s, ={ o9
0, n— juft
13. 1+1+l+£+...+1+...
n
1

14, \/_ \/_ \/_ +T+... (Ko'rsatma. Koshi  kriteriysidan

foydalanamiz)

15. |an+..+a2n|—‘ o |> L o= =\/E.
Jn J2n|” 2n Jon Jan N2
1 1 1 1
16 +...

"2 23 za T Jn(n+1)
17.- 22. Qatorlarning yigi ndisini toping.

01 -
17 nz_lln(n+1)' 18. ;3n 1)(3n+2)
25" +2" > 2n+1

19. Zl“ T 20. Y e1f
o 1 -
21 ;(Zn—l)(2n+5)' 22. 21: 3n- 2)(3n+4)

12.3. Musbat hadli gatorlar
Agar Za gatorning barcha hadlari a,>0 bo’lsa, musbat hadli gator

yoki qlsqacha musbat gator deyiladi.
Musbat qatorlar Za ning yaginlashuvchi bo’lishi uchun uning

gismiy yig'indilari ketma — ketligi {S,} ning yugoridan chegaralangan
bolishi zarur va yetarli.
Musbat gatorlarni taggoslash alomati.
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Ikkita 5. va s°p musbat gatorlar berilgan bo'lsin.

1) Agar n ning biror n,(n,>1) giymatidan boshlab barcha n>n, lar

n

uchun a,<b, tengsizlik o'rinli bo’lsa, u holda> b, gatorning
n=1

yaginlashuvchi bo’lishidan s a gatorning ham yaginlashuvchi bo’lishi

yoki Zan gatorning uzoqlashuvchi bo lishidan an gatorning ham
n=1 n=1

uzoglashuvchi bo lishi kelib chigadi.
2) Agar n—>«» da Z_ nisbat ushbu im 2 =k, (0<k<+x) limitga ega

n—oo
n

bo'lsa k<« bo’lganida ibnqatorning yaqginlashuvchi bolishidan iam

n=1 n=1

gatorning yagqinlashuvchi bo’lishi, k > 0 bo’lganda ibn gatorning

uzoglashuvchi bo’lishidan ian gatorning uzoglashuvchi bo'lishi kelib

chigadi. _
3) Agar barcha n lar uchun hs% tengsizlik o'rinli bo’lsa, u holda

n n

anqatorning yaqginlashuvchi  bo’lishidan Zan gatorning  ham
n=1 n=1

yaqginlashuvchiligi yoki Zan gatorning uzoglashuvchi bolishidan an
n=1 n=1

gatorning ham uzoglashuvchi bo’lishi kelib chigadi.

23. Ushbu 1+ =+ —+ ——+ .-+ =+ ——+... qator yaqinlashuvchimi?

1.2.3 | 1.2.3.4 n | (n#1)!
Yechish: Bu gatorning yaqinlashuvchi ekanligi ma’lum bo'lgan
(Sh=lt s+ 45+ Amx===2) I+ + -+ +...+x+-qatorbilan

2 B

1

tagqoslaymiz. — <

Il
=

MM
|r'|ﬂ|H|r'|ﬂ|H|J|H
I
M

el e e

Berilgan qatorning har bir hadi yaginlashuvchi gatorning mos hadidan
katta emasligidan uning ham yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.
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24. = +—=+—=+--+—=+- qator yaginlashuvchimi?

W2 EY

Yechish. Bu misolni  -+-+-+--+-+- bilan tagqoslab yechish
mumkin.

Koshi alomati: Musbat hadli gatorlar Zan uchun timsg/a, =g mavjud
n=1 n—o

bolsin.
agar g < 1 bo’lsa, gator yaginlashadi;
agar g > 1 bo'lsa, gator uzoglashadi;
garqg = 1 yaginlashish haqgidagi savol ochiq goladi.

25. Z4n +8n qatornlng yaqinlashishini tekshiring.
26. Zan gatorning yaginlashishini tekshiring.
00 2 n o0 2
1) nzi‘(nﬁlj < ) Z[n+lj '

Yechish. 1) Iim n\/a_ 2+1=o. Qator yaginlashadi.

n—w

2) yrr!oqﬁﬂmlm:o. Qator yaqlnlashadi.

n—o nN—o0 n—o

3) lim 1/a, = lim (nilj ~ lim [1+ﬂ_n - e <1. Qator yaginlashadi.

217, Qatorning yaqginlashuvchanligini isbot giling va yig indisini toping.
2 1

D Yo )2t a
) ;Z«_)1:49n2 —1f4n—48' Y ;n +5n+6

5) % 4o O S ooz
7) ;_1149rﬁ+77n—12 8) ;m

o 10) S,

)§4n2+32n+63 ~n?in-2

> 3
my 12) 3o 5y

= n +7n+12
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13)y 1
) §9n2+15n+4

(1)) A
) %149.“2 +7n-12

= 6
17) §9n2 +6n-8
19) >

2) %

= n°+13n+42

)3 i

n +9n+20°

1

2 S
) nZﬂ:an +21n+10

27) Z

n+n 12

2) 3.

n +4n’

16n2 -8n-15

1

14 :
) nZ:(;4n2 +24n+35

%)y, =+

= n°+15n+56

f1:) ) S N
) ,,Z:(:‘4n2 +16n+15

20) 3 s

9n +21n-8

22) S ! |
) ;49n2+35n—6

24) Z

= An® + 4n — 3
26)y 3
);9n2—3n—2

8)3

“n +4n+3'

30) 3.

“n +6n+5'

28. Qatorning yaqginlashishini tekshiring

SRS

nln

Y

~n“—Inn

5) Zarcsm( +3)5/2

NSl

+n-1

Z)Zx/ﬁ
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23) Sn.sin
)nz=1:n sm%W

25) 22 +C0Sn

3" +sinn’

27) Zw:nstg5i

29) Z y

='n n+5

© 2
10) S ™ *+3,
)nzllnn2+4

n+3

12) Z arctg e

nl\

27
14) z 2n+1_

16) i nl—l arctg

18)Z n®+1

“~n?in+2

20) gn[ei _1J2.

22)2 n®+2

“n° +sin 2"

C n
24) Z;In gl
26) iarctg

28) 3

“~n—cos’6n

1
30) X

29. Qatorning yaqginlashishini tekshiring.
2) Z1 3-5-...-(2n-1)

1) Z (” _1)

1
3In-1

1
(n—18/n% +1

~ 3 n+1)l

3n
4) Z (n+1)
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= 2.5.8-..-(3n-1)
10) nzzllln 3-7-11-...-(4n-1)

£3.5.7-...-(2n +1)
26) ;2-5-8-...-(3n—1)'

28) 3" (2n+1)g z



30. Qatorning yaginlashishini tekshiring.

=(n+2Y =( n Y
1) ;[%—1) 2) ;(Sn +1j '
3) ;iﬁ(;n_flj . 4) g(arcsm 2n+3j
= (n+3Y - "
) Zl( 2n j ) ;(tg 5j
S on n? o n 2n+l
7) ;[4n+3j 8) nz_;‘(?m +1J
9) i@:_;jn . 10) i(arcsm 1nj3n
s o5 4
= 1\ 1 = (2n+3\"
13) g(unj = 14) ;[Mj |
2 ps.3 2 (5n—1\"
15) §(2n+1)”' 16) Z‘( 5n J
© (302 +4n+5)" n \
17) nz_;‘(an—Sn—lj 18) ;(3n +1)
19) i(arcsin 1nj2n 20) i(Zg;lj”
21) Zw;(arctg 2n1+1jn 22) ;(an;z:ll}
23) z(j’;jij( _1y 24) 32" e
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2

25) Z(tg : ”+1j”. 26) 214 (Mj |
) 52 0] i 28) 322 o1y
29) 3 & JJ 30) 3 it )”/2

Dalamber alomati. Musbat hadli u;+u,+us+...+u,+ Up4qt... qator
uchun keyingi hadning oldingi hadga nisbatining n cheksizga o sgandagi

Uppq
lim

limiti 2% mavjud bo’lsin. U holda 1) agar l<1 bo'lsa gator
yaqginlashuvchi; 2) I=1 bo’lsa, qgator uzoglashuvchi bo'ladi. 3) I=1
bo'lganda esa bu alomat gatorning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi
ekanligini hal gila olmaydi.
Quyidagi gatorlarning yaginlashuvchiligini tekshiring.
31 a, ==

Yechish: a,==; an+1=- im = s
lim,, .. E:—:' =lim, .. nII:::—I_:- = lnnn_,,:,C E =0< 1 qator yaqinlashadi.
32. a,=L%
Yechish: A= %, A= = lim, 82 = Jim, . " = > <1 qator
yaqlnlashadl )
33. a,=
YeChISh: lim, .. a, = ;—1 = {owo|eo}=lim, .. 5‘:—”5 = lim,, .. 51:—”5 =

yaginlashishning  zaruriy sharti  bajarilmaganligi  sababli  qator
uzoglashadi.
34. Dalamber alomati bo ylcha quyldagl misolni tekshiring.

Yechish: a,==; ap1= — deﬁnak |—nl1m 5t = lim, . =,
i—hmn_,,x——hmn_,,x[l—n 1] 1 ya’'ni I=1 ekan Lekln bizga ma’lumki,
bu garmonik gator uzoglashunchi.
35. Ushbu gatorga f—g—i+———ﬁ— Dalamber alomatini
go llang. |
Yechish: Bizda a,= ﬁ 1= rrp s

nes g (Zn—1)(2n+1) .. In—-1
=lim, ,. —————— =lim, _, =1
-1 MU (In+1)(2n+3) L

|I=lim,, _,
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Lekin, bu gator yuqorida ko rsatganligimizga muvofig yaginlashuvchidir.
Bulardan ko'rinadiki, I=1 bo’lgan holda qator yaqinlashuvchi yoki
uzoglashuvchiligini boshga usul bilan tekshirish kerak ekan.

36 an+1 = |’n—1 -

1in

Yechish: Dalamber alomati gatorning yaginlashuvchi  yoki
uzoqglashuvchi ekanining  aniglashga imkon  bermaydi.  Uning
yaqinlashuvchiligini boshga usulda tekshiramiz.

1+2 CHIE ST I FI . SR lim, .. a,=0 bo’lgani uchun

2.3 34 nin_+1)

! =%— — ekanligini hisobga olib, gatorning xususiy yig indisi

nintl)

Sl e s = 1+ e (- ) = 1H(1 - G- + -+ G- ) =2 - U

k+1 n n+l n+l

1
lim 5, = lim (2- ——J =2 — lim
holda, n—= n—ee n+ e +

Shuning uchun bu gator yaginlashadi va uning yig indisi 2 ga teng.

37. a==
Yechish: a,==;
By = = (U U “ti = lim, .. (1 ) =1 gator
uzoglashadi. ‘ |

Koshining integral alomati
Musbat hadli u;+u,+us+... +u,+Up41+... gatorda u,=f(n)=f(x) bolib
f(x)=0 kamayuvchi funksiya bo'lsa, hamda [~ f(x)ax yaginlashuvchi
bo’lsa, u holda a1+a2+ .tay+... ham albatta yaginlashuvchi bo’ladi.

Misol:  I++—+--+ n=1-1 + - gator yaginlashuvchimi?
. 1 1 1 1
Yechish: S I T T T Eg T hamda
f:c xfii =lim, .. arcrgxlbl =lim,, . arctgh — arctgl ='ﬂ:—§ :% demak, gator

yaginlashuvchi ekan
> 1 1 1 1
= + + +...+
38. ;n-Z” 1.2 2.2° 3.2° n-2"

+...

: 21 .
Yechish. a, = 12 21_ b,ekanligi  ravshan. Zz—n gator maxraji
n-: n=1

q:%<1 bo’lgan geometrik progressiya hadlari yig indisidan iborat va u

yaginlashuvchi. Taqgoslash alomatiga ko ra berilgan gator yaginlashuvchi.

39. 1+1+1+...+i+...
4 9

n’

(Ko rsatma. Z gator bilan tagqoslash alomatini qo’llang.)

1)
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1 1 1 1 1
40. 1+ —+—+. .+ —+.,a22. 3. I+ =+F—=+..+F—=+...
2« ge e 2 33 i

Ko rsatma. Taggoslash uchun i% garmonik gatordan foydalaniladi.

Dalamber yoki Koshi alomatidan foydalanib, gatorlarning yaginlashishini

tekshiring.
1 2% 3 n’
41, =+ S+ —+..+ —+...
2 2% 2 2"
- - N 2
Yechish. Dalamber alomatiga  ko'ra Iimhzlimuzg<l.
n—o0 a‘n n—ow n

Demak, gator yaginlashuvchi.

Yechish. Koshi alomatiga ko'ra lim g/a, = lim ¢ 3— _lim 2 —0<1. Demak,

n—oo n—oo n n—o N

gator yaginlashuvchi.
100 100% 100° 100" o 3 A nl

43. 0T Ty et 45. 1+2_2-+3_3+4_‘;+'"+F+'"
2, 2"n! © 30l
44. 3= 46. 321
n=1 n 1 N
0 2n+l 0 4n_3
47. 48.
nZ:1:(3n)n nZ:;\/n—B”
49. 3" 50. 372 aze,a50
. =1 1. . ~ n" ’ .
n= (n+§) n=1

12.4. Ishorasi almashinuvchi gatorlar. Leybnis teoremasi
Agar ixtiyoriy n uchun >.a, sonli gatorning a, va an.; hadlari turli
n=1

ishoraga ega bo’lsa, bunday gatorga ishorasi almashinuvchi gator deyiladi
va quyidagi ko rinishda yoziladi.

i (_1) n+1 Cn
n=1

bu yerda c,> 0.
Leybnis alomati: agar ishorasi almashinuvchi gatorda har bir had
absolyut giymati bo"yicha o°zidan oldingi haddan kichik va
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lim a, =0bo"Isa qator yaginlashuvchi bo’ladi.
51. Quyidagi gatorlarni yaginlashishini tekshiring.

DES AT zr (")
4) r:O (_ 1)n (::jﬂ(nl); 5) 2(_ 1)n+1 nnn!+ep " ; 6) nﬁ; 5 +§; 1)”

1

Yechish. 1) 1>7>..> *>.. va lm -obo’lgani uchun 3’
n n=1

n—oo n

qator

Leybnis alomatiga ko ra yaginlashadi.

11 1 1 N ENE .
2) A HT TR va mﬁ_o bolgani uchun Zl N gator Leybnis
alomatiga ko ra yaginlashadi.

3) lim a, = lim (”*1) = lim (1+ 1jn —e=0- gator yaqginlashishining zaruriy sharti

nN—oo nN—o0 n n—o n

bajarilmaganligi uchun uzoglashadi.

n—1 n(n-1) [E—ljn(n—l) _2n(n-1) . .
4) lim (J = lim '™ —lime ™ =lme™ =0, gator yaginlashadi.

n—ol N +1 n—w n—o n—w

p> ; da 0; gator yaqinlashali.

p< ; da oo; gatoruzoglashad.

6) 2: cheksiz kamayuvchi (g < 1) geometrik progressiya yaginlashadi va

i(‘l)n Leybnis teoremasiga ko'ra yaginlashadi, demak berilgan gator

n
n=0

yaginlashadi.

1 1 1 (-1)"
54, — + -t +..
2In2 3In3 4In4 ninn
S Ly N S na 2N+1
5. X" 56. 20" D
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. v
sin [(Zn—l)z}
n(n+1)

57. > (-5 58. 3"

12.5. Ishorasi ixtiyoriy bo lgan sonli gatorlar
Agar i|an| gator yaqinlashuvchi bo’lsa, ian gator absolyut

yaqginlashuvchi deyiladi.
Agar Y2, yaqinlashuvchi, lekin Y_|a,] uzoglashuvchi bo'lsa, 3 a,

gator shartli yaginlashuvchi deyiladi.

Absolyut yaginlashuvchi va shartli yaginlashuvchi gatorlar orasidagi
farq quyidagicha: Absolyut yaginlashuvchi gatorlar asosan, hadlari tez
kamayuvchi bo’lgani uchun yaginlashadi. Shartli yaginlashuvchi gator esa
musbat va manfiy hadlar uchun yaginlashadi.

Absolyut va shartli yaginlashuvchi qatorlar bir-biridan keskin farq
giladi. Absolyut yaginlashuvchi va shartli yaginlashuvchi gatorning
xossalari ham bir-biridan keskin farg qiladi. Absolyut yaginlashuvchi
gatorlar 0"z xossalari bo yicha chekli yig indini eslatadi, bunday gatorlarni
goshish, ko paytirish va hadlarini o’rnini almashtirish mumkin. Shartli
yaginlashuvchi gatorlar bunday xossalarga ega emas.

Masalan, shartli yaginlashuvchi 1—%+%—%+...+ Hr?
garaymiz. Uning hadlarini o’rnini almashtirib, quyidagicha guruhlaymiz:
1 1 1 1 1 1 1 1 i i H “rini 17

A==+ G P+ G151 Qatorni quyidagi ko rinishda yozamiz:
1 11 1 1

11, 1 1, ,1 1 1 > s e e
(D)4 (- )+ ==(-=+>--=4>_=4 ), ya’'ni qator hadlarini o'rnini
G276 9 247273745 6 » Y q

almashtirishdan uning yig indisi 2 marta kamaydi. Ko rsatish mumkinki (
Riman teoremasi ) shartli yaqginlashuvchi gator hadlarini o'rnini
almashtirish  bilan oldindan berilgan ixtiyoriy yig'indini, hatto
uzoglashuvchi gatorni hosil gilish mumkin.

+... qatorni

12.6. Funksional gatorlar
Hadlari x ning funksiyalaridan iborat bo"lgan

U (X)+ U, (X)+ ..U, (X) +... = iun(x) gator funksional gator deyiladi.

O o n 2 3 = sinnx . sin 2x  sin 3x
1)Zln X=Inx+I*x+In"x+... 2)2 — =sin x+ 5 + 2 +..
n=1 n=1 n
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Agar iun(xo) sonli gator yaqinlashsa, funksional gator x = X, nuqtada

yaqinlashuvchi
deyiladi. Funksional gator yaginlashuvchi bo ladigan barcha x lar to plami
uning yaginlashish sohasi deyiladi.
S,(x)=u,(x)+u,(x)+...+u,(x) yig'indi funksional qatorning n — qismiy
yig indisi deyiladi.
s(x)=lims,(x) ~ funksiya funksioanal  gatorning yigindisi  deb,
R (x)=5(x)-S,(x) ayirma esa gator qoldigli deyiladi.

59. Quyidagi gatorlarni yaginlashish sohasini toping.

1) isin Ln; 2) ie—ﬂzx
n=1 2 n=1
Yechish. 1) u (x)=sin *: unﬂ(x):sinil; | iiﬂﬁll)=| im2 <1
on on n—o fn(x) n—w s X
2n

chunki

n—>oo:2Xn—>0 cheksiz kichik migdor, u holda s,inzii1 ~ sinzxn ~ 2X U

holda

| f 1(X)‘ L xo x| 1 . -

lim ;+(X) =lim e =5 <L Demak, gator butun sonlar o'gida -« <x<« da
yagin-lashadi.

0 agarx >0,

2) ie—nzx U ()=e" U, (x)=e ™ lim e @Y :{
n=1 n—o

o agarx < 0.
X =0 da u,(x)=1=0gator uzoglashadi.

Funksional gatorning tekis yaginlashishi
Agar vyagqginlashuvchi iun(x) funksional gator uchun har ganday

¢ >0berilganda ham shunday N(s)topish mumkin bo Isaki, n>N bo’lganda
[a, b] kesmadagi istalgan X uchun R (x)<estengsizlik bajarilsa, berilgan
funksional gator [a, b] da tekis yaginlashuvchi deyiladi.

Veyershtras alomati. Agar iun(x)qator uchun hadlari musbat sonli

shunday icn gator mavjud bo’lib, xe[a, b] da |u, (X)|= ¢,bo’Isa, u holda

funsional gator bu [a, b] kesmada tekis yaqginlashadi.
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60. COSX COS2X COoS NX
12 22 n?

yaginlashishini isbotlang.

Yechish. u, ()=

bo Igani uchun berilgan gator barcha x lar uchun tekis yaginlashadi.

gator barcha x lar uchun tekis

<7 va 1+21+31+ +i+ .gator yaginlshuvchi
n’ n

Tekis yaginlashuvchi funksional gatorlarning xossalari
1) Agar tekis yaginlashuvchi funksioanal gatorning hadlari [a, b]
kesmada uzluksiz bo’lsa, u holda uning yig indisi S(x) ham bu kesmada
uzluksiz bo’ladi;
2) Agar tekis yaginlashuvchi funksioanal gatorning hadlari [a, b]
kesmada uzluksiz bo’lib, gator bu kesmada tekis yaqinlashuvchi bolsa, u
holda

js X)dx = ju dx+ju X)dx + . +_[u X)dx + . ijlu x)dx, bu yerda s(x) - gator

a n=1

yig |nd|5|,
3) ifun(x)dx funksioanal gatorning hadlari [a, b] kesmada

n=l g

aniglangan va bu kesmada u/(x) uzluksiz hosilalarga ega bo’lsin. Agar bu
kesmada berilgan gator yaginlashuvchi va uning hadlari

hosilalaridan tuzilgan iu;(x): u!(x)+uy(x)+...+u’ (x)gator tekis yaginlashuvchi

bo’lsa, u holda funksional qatorning yig'indisi s(x) ham [a, b] kesmada
hosilaga ega bo"ladi va s'( Zu

Quyidagi gatorlarni yaqlnlashlsh xarakterini aniglang.

61. i(l—x)x”, 0<x<1 62. iﬁ 0 < X < +oo.
n=0 = N
0 Xn o 1
63 ;n—z —1<x<1 64. ;X2+n2, — 0 < X < 40
65. Zm: 1 , —2< X< 4o, 66. ii(x“+x’”), Es\x\sz.
n1 X+ 2" /Nt 2
67. icosnx’ —00 < X < +o0, 68. i Sin nx . —00< X < 400,
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12.7. Darajali gatorlar

co+c1(x—a)+...+cn(x—a)”+...:icn(x—a)”
ko rinishdagi qgator darajali gator deyiladi, bu ye_rda c(n=0,1,2 .. -
0 zgarmaslar. Bu gator chizigli almashtirish yordamida

Co+CX+.+C X" +...= D C X"
n=0

gator ko rinishiga keltiriladi.

Darajali gatorning xossalari
a) Agar f(x) — darajali gatorning yig indisi bo"lsa, u holda f(x Zc x" ning

yaginlashish oralig’i (-R; R) ichidagi ixtiyoriy [a, b] kesmada f(x) funksiya
uzluksiz, darajall gatorni esa bu kesmada hadma-had integrallash mumkin:

jlf Jdx = J'codx+J'cxdx+ +_[cxdx+ ™

b) yaqlnlashlsh oralig® |da darajali gatorni hadma-had differensiallash
mumeKin:
f/(x)=c, +2¢,x +3c,x> +...4+nc, X" +... (**)
Bunda (*) va (**) gatorlarning yaqinlashish radiusi berilgan gatorlarniki
kabi R bo’ladi.

Abel teoremasi. Agar darajali gator biror x=x, =0 da yaginlashsa, u
holda u barcha |x<|x,| giymatlarida absolyut yaginlashadi.

69. —2x+4x*-6x"+8x" —...+(-1)"-2n-x*"*+... gatorning xe(-11) oraliqda

yig indisini toping.

Yechish. Qatorni ([0, x] bu yerda xe(-11)) oraligda integrallash
geometrik gatorga olib keladi. —x*+x*—x*+x*—.+(D)"x*"+.. bu esa
geometrik progressiyaning yig |nd|sm| beradi.

b, —x2

1-q¢ 1+x

Berilgan gatorga gaytamiz, uning yig indisini esa S(x) ni differensiallab
topamiz: S,(X)=£_><22] =—(12X2

1+ X +X2) .

blz—x q=-x"=S=

2 3

70. Qatorning x < (-11) oraligda yigindisini toping: x+X2+ X3+

Yechish. Qator yaginlashish oralig’ida hadma — had differensiallanib
geometrik qgator ko'rinishiga Kkeltiriladi.  s'(x)=1+x+x*+x*+..., uning
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yig indisi 3=1_1X(b1=1,q=x). Qatorning vyig indisini [0; x] oraligda
(bundax e (-1;2)) integrallab topamiz:
S(x):JX’S’(x)dx:Il(iXX:—Inl—x

71-74. Qatorlarni hadma — had differensiallab, yig indisini toping.

71X X 72, 3 XX XL
3 5 3 5 7
13. 1+ﬁ+£+... 74, X + X’ + X +...
21 4 1.2 2.3 3.4
75. Qatorning yaginlashish sohasini toping.
1) z':ﬂx 2) anf .
= (n+1)sx" = (),
DI 4) 2 (20}
=20 (n+1)x
) nzlln(n+1)x ) = 2"(n* +1
B 937
957 057
X" = 1\,
1)y X 12) Zl(“nj N
13)3 ™y 14) i(”j”xn
nl(n+1)n n=1 n+
15) 3 ¥ 16) szn
n’ . = (2n)
17) me 18) Z X
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2 nr1)
21) z " f’l)n " 22) g(:axi)!.
23) z3ﬁ 24) zn (:+l)
25) zfx 26) zﬁifm
27) le n+1 ' 28) ni:zxr:n_ll
29) Zn 3" 30) gzxr:njl'

Agar gator biror x=x, # 0 da uzoglashsa u barcha |x > |x,| da uzoglashadi.

Shunday R son mavjudki, (u 0 ham « ham bo’lishi mumkin).
a) |x|<R,(R=0) da gator absolyut yaginlashadi.

b) [x>R,(R<=) da gator uzoglashadi.

R soni darajali gatorning vyaginlashish radiusi, (-R, R) oralig esa
yaqginlashish oralig’i deyiladi.
Darajali gatorning yaginlashish radiusi quyidagi formulalar boyicha
topiladi.

R=lim = Rl
Darajali gatorning yaginlashish oralig'ini aniglang va oraligning
chekkalarida uning yaqinlashishini tekshiring.

2 3 n

X
70. 1+x+2—p+3—p+...+F+...,p>O.

=lim
n—

nN—o0

Yechish. Rr=iim| 2

(n:—pl)p‘zl. Shunday gqilib, qator |x<1 da

yaginlashadi va [x>1 da uzoqglashadi. Endi oraligning chegaralarida

gatorning yaqinlashishini tekshiramiz. Faraz qgilaylik, x = -1, u holda gator

VR PO S e
27 3P n®
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Ishorasi almashinuvchi gator p > 1 da absolyut va 0 < p < 1 da shartli
yaqginlashadi.

X = 1 da gatorning ko‘rinishi:2+i+i+...+i+... va p > 1 da

2P 3p np
yaginlashadi,
0 < p <1 da uzoglashadi.
X NG x3 X"
1 . ..
Mo et gt T3+
2X 4x° 8x3 2"x"
78. 1+ + + S S
33 5232 723 (2n +1)24/3"
o z (-D"x"
79. x .
9 Z;‘n 80 ;3n3—1
00 Xn 0 0 N
81. . 82. > (-D)"(2n+1)*x" |
n=1 2 n! n=0

+...

(x+1> (x+1)° (x+1)"
83. (x+1)+ 24 gz Tt
Ko'rsatma. t = x + 1 almashtirish bajaring.

84. (2x—5)— (2x-5)? N (2x-5)° - (D" (2x-5)" L
5 2n-1

1- X 4 X X +...+(_1)kX2k_l+

"7 52 53 54 s<Vk+1

Yechish. Yaginlashish radiusini topish formulasi barcha ¢, #0
bo'lganda o'rinli. Bu holda cy= 0, k>1. Dalamber alomati bo'yicha
gatorni har bir x uchun absolyut yaqginlashishga tekshiramiz:

2k+1
X

51k +2

2k-1
X

5“Vk +1
Demak, gator X?z<1 da yaginlashadi va X?Z>1da (gator yaginlashishining

zaruriy sharti bajarilmaydi) gator uzoglashadi. Shunday qilib berilgan
darajali gator x<(--/5,-/5) da yaqginlashadi.
Quyidagi darajali gatorlarning yaginlashish sohasini toping:
o (x=D)" = (x+1)"
86. Z(Zn—l)“ . 87. ¥ o

n=1 n=1

85

. la ] 1
lim [=*L] = lim :gxz .

k—)oo| ak | k—o0
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38, i (x —nl)“

(2x-3)"
2n-1

902

n!x"
7 (n+1)"

922

8. > ()"

o1. in!x"*1

2 n-1 2n—1

{ (4n-3)"

932

12.8. Funksiyani darajali gatorga yoyish

Agar f(x) funksiya x

a nugtaning atrofida (n+1) tartibligicha

hosilalarga ega bo'lsa, u holda quyidagi Teylor formulasi o rinlidir.

F(X) = f (%) + f'(l:(O)

bu yerda R, (x)=

(X=X,)+
f D (X, +O(X—X,))

f ”(XO)

pA

(X=%p)* +---+%(X_Xo)n +R, (X)

(x—%,)",(0<0<1).

(n+1)!

Rn(X)-Teylor formulasining Lagranj shaklidagi goldiq hadi deyiladi.

R, (X) = (%) +

f”(xo)
21

(X=x,)% +

f(n)(x )

n

ot

(x=x,)", ko phad y=f(x)

funk5|yan|ng n darajall Teylor ko phadi deyiladi.
X = 0 da Teylor formulasining xususiy holi — Maklaren formulasi hosil

bo ladi.
' " (n)
f(x)=f(0)+ f (O)x+ f (O)x2+...+ f (O)x“+Rn(x)
1 2! n!
bu yerda
(n+1)
R, = f (gx)x”,(0<9<1) ,
(n+1)!

Elementar funksiyalarni Maklaren gatoriga yoyilmasi.

2 n

o1 XX L :
1) e _1+]_'+ o +..+ v +..(-0o<X<0) ;
3 5 2n+l
2) S|nx:§—x— x_ A+ X +..(-o<X <o) ;
LI (2n+1)!
X2 X4 2n
cosx=1-—+——...+(-1" (Fo<x <)
3) 21 4 ) (2n)! ( X
X2 3 n

4) I x(1+x) = x—7+%—...+(-1)”*1%...(—1< x <1)
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m(m—l)x2+ +m(m—1)...(m—n+1)xn
2! n!
94. Elementar funksiyalarni gatorga yoyilmasidan foydalanib, quyidagi
funksiyalarni darajali gatorga yoying. f(x)=1In ii :

O o lex o= (v XX X _
Yechish: f(x)_lnm_ln(ux) In(1-x) = (x >t 4+5+...)

5) @+x" =1+%X+ +..(-1<x<1)

4 5 3 5
—(-x—"-— —Xf—x——...):2x+zi+2i+...
4 5 3 5

XlO

95. f(x)=e™ . 96. f(><)=1

97. — 114. Funksiyalarni x ning darajalari bo yicha darajali gatorga
yoying.

97. y=e™* 98. y=sin;
99. y=x%cosx 100. y=In(1+5x)
101. y=In(5+2x) 102. y=-1+x?
1 3
103. V=1 104. V=
105. y=x%?* 106. y = xarctgx
107. y =@+ x)n{+x) 108. y:“'”x(}‘x)
109. y- "n@+x) 110. y = e*In(1+x)
1+x
111 y=e*sinx 112. y = xarctgx—In(1+ x?)
113. y=(arctgxy’ 114. y=In(6+x—x?)

115. Ba’zi funksiyalarning darajali qatorga yoyilmasi quyidagicha:
1) tgx = X+ x4+ 2o Ly
3 15 315
X2 X
2) sin(x+a)=sin a+xcosa—" sina—’, cosat..
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: x? x>
3) cos(x +a)=cosa— xsin a- cosa+ sina+..

4
4) cos? X = =+ Tcos2x=1—x + X~ L x4
2 2 3 45

9) e =14 x+ o+
2 8

10) in 1+—X—2 20020 2y
—X 3 5 7

11) In(x+\/m)=—ln(\/m—x)=x—ﬁ+ix5—ix7 +

6 40 112
x* 6
12) Injsin x| = In|x| - > X ., 0<<m
180 2835
2 4 6 8
13) neosx=— X X WX _ T T
2 12 45 2520 2 2

14) Inftgx| = In\x\+ X4yt 92 g 0<x<Z.
90 2835 2

Mavzu yuzasidan savollar

1. Yaginlashuvchi sonli gatorning yig indisi deb nimaga aytiladi?

2. Yaginlashuvchi gatorlarning asosiy xossalarini sanab o°ting.

3. Qator yaginlashishining zaruriy sharti ganday?

4. Musbat hadli gator yaqginlashishining yetarlilik shartlari qganday?

5. Ishorasi almashinuvchi qatorlarning yaginlashishi ganday
tekshiriladi?

6. Qanday sonli gatorlar absalyut yaginlashuvchi, gandaylari shartli
yaginlashuvchi deyiladi?

7. Funksional gator nima?

8. Funksional gatorning yaginlashishi ganday tekshiriladi?
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9. Qanday gator darajali gator deyiladi?
10. Darajali gatorning yaginlashish sohasi ganday topiladi?
11. Funksiya darajali gatorga yoyilishi uchun qganday shartni

ganoatlantirishi kerak?

12. Teylor va Makloren qatorlari ganday gatorrlar?
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Qurbonov Jalol Jabborovich
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“Igtisodiyot” - 2010.

Mubharrir Vahobova M.M.
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