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SO‘Z BOSHI

Mazkur qo'llanma mualliflarning ko'p yillar davomida kompleks
ozgaruvchili funksivalar nazariyasi fanidan  O‘zbekiston Milliv universiteti
matematika fakulteti talabalariga o'qigan ma'ruzalan asosida vozildi.  Bu
qollanma matematika, mexanika va matematik modellashtirish  yo'nalishlari
bo'vicha ta'lim olavotgan talabalarga moljallangan. Mualliflar har bir mavzuni
qisqa. matematik qat’iy, o'z navbatida talabalarga tushunarli bo'lishiga harakat
qildilar.

Ushbu qo'llamma oltita bobdan iborat. Unda dastlab kompleks sonlar, kom-
pleks argumentli Mnksiyalar liniti. uzluksizligi. differensiallanuvehanligi. elemen-
tar funksiyalar va ular yordamida bajariladigan akslantirishlar, kompleks argu-
mentli funksivalarning integrallari. Koshi teoremasi, Koshining integral formulasi.
Teylor va Loran gatorlari, golomorf funksivaning maxsus nuqtalari, chegirmalar
va ularning tadbiglari, analitik davom ettirish, analitik funksivalar argument prin-
sipi. kompaktlik prinsipi. konform izomorfizm va avtomorfizmlar bavon etilgan.
Har bir mavzudan keyin berilgan tushunchalarni mustahkamlash uchun mashglar
berilgan bo'lib, ular asosan nazariy savollardan iborat.

Kitob qo‘lyozmasini sinchiklab o‘qib chiqib, uning ilmiv va metodik jihatdan
yaxshilanishga o'z hissalarini qo‘’shgan hamkasblarimizga, jumladan I.A.Tkramov.
T.T.Tuychiyev, J.K.Tishabayev, J.Sh.Abdullayev, M.R.Eshimbetovlarga
o'zimizning chuqur minnatdorchiligimizni bildiramiz.

Qo llanmaning  sifatini  yaxshilashga qaratilgan o'z fikr-mulohazalarini

hildirgan hamkasblarga oldindan minnatdorchilik izhor otamiz.

Mualliflar
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GOLOMORF FUNKSIYALAR

1.1 Kompleks sonlar, kompleks sonning ko‘rinishlari,
kompleks tekislik

1.1.1 Kompleks son tushunchasi

Tekislikda Oy Dekart koordinatalar sistemasi berilgan bo'lsin. Abssissalar
o‘yida joylashgan nugtalar to‘plamini R,. ordinatalar o'yida joylashgan nugtalar
to‘plamini R, orqali belgilaylik. Ixtivoriy = € R;. y € R, haqjiqiv sonlardan (. y)
juftlikni hosil gilamiz. Bunda, agar y = 0 bo'lsa, (.0) = z deb garaymiz.

Bunday juftliklardan tashkil topgan
C={(z.y):xeR,. ye Ry}
to'plamda quyidagicha juftliklarning tengligi tushunchasi va arifinetik amallarni
kiritamiz. Agar (ry.4n) € C, (x2.y2) € C juitliklar wehun &y = o, g1 = 42
bo'lsa, bu juftliklar o‘zaro teng deyiladi va (1, y1) = (w2, y2) kabi belgilanadi.
Ixtiyoriy ikkita (1, ) € C va (r2. y2) € C juftliklarning vig'indisini va ayirmasini
quyidagicha aniglaymiz:
(tr.n) £ (T2, 42) = (Ty L2 1 L ya).
Tkkita juftlikning ko‘paytmasini quyidagicha kiritamiz:
(1. ) - (x2.92) = (2122 — Yiy2. Ty + 1oy

ko‘paytirish amali yordamida ikkita juftlikning nisbati

(xr.) _ (et Nl Lok — Xidp 2, 9
) "\ ArE g ) >0

9
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bolishini hosil ¢ilamiz.

Shunday qilib, C to'plam clementlari nstida to'rt amal qoshish, ayirish,
kopaytirish va bo'lish amallari kiritildi.  Qo'shish va ko'pavtirish amallari
quyidagi xossalarga cga:

1°. Kommutativlik;

2°. Assotsialivlik;

3°. Distributiviik.

Yugorida keltirilgan
C={(r.y):rek,. yek,}

to'plam clementlari ustida arifimet ik amallarning bajarilishi va ularning yuqoridagi
1-3 xossalarga ega ckanligi, tabiiy ravishda C to'plam clementlarini son deb qarash
imkonini ynzaga keltiradi va € to‘plam clementi (r.y) juftlik kompleks son

deyiladi va u bitta harf z = (r.y) bilan belgilanadi. Ma'lumki. + € R, uchun

(z.0) = z. Bu esa hagiqiv son kompleks sonning xususiy holi ekanini bildiradi.

i

,! 1.1.2 Kompleks sonning ko‘rinishlari

‘ Dastlab i = (0.1) belgishlashni kiritamiz.  Shani ta'kidlaymizki, ¢ nchun
% quyidagi

g i2=(0.1)(0,1) = (-1.0) = -1

4 munosabat o'tinli. Demak ¢ haqigiy son emas, bundan kevin uni mavhwin birlik

deb ataymiz. Bu belgilash yordamida = = (z. y) kompleks sonni quyidagicha
- z=(z, ) =(x.0)+(0.y)=2-(1.0)+y-(0.1) =2+ iy

vozamiz, bu kompleks sonning alyebraik ko'rinishi deyiladi. Bu verda .r songa =
kompleks sonning haqiqgiy gismi deyiladi va £ = Re 2 kabi belgilanadi. hamda y
songa = kompleks sonning mavhum gismi deyiladi va y = Im = kabi belgilanadi.
z = z + iy kompleks son berilgan bo‘lsa. £ — iy kompleks son uning go'shmasi

deyiladi va 2 = 1 — iy orqali belgilanadi.

Quvidagi tengliklar o'rinlidir:
)z +Z=2Rez.2-2=2Imz.

1.1. KOMPLEKS SONLAR, KOMPLEKS SONNING KO'RINISHLARI. 11
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N +2=T1+2 s1i— =21~ 4

Endi ixtiyoriy z = x + iy komplcks sonni olaylik. Tekislikda. O(0,0) koor-
dinatalar boshi va koordinatalari » hamda y bo'lgan A (r.y) nuqgtani garaymiz.
Ushbu O}I vektor A nugtaning radius-vektori deyiladi (1-chizma). Bu radius-
vektorning uzunligi r, uning Or o'qining musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan
burchagi ¢ bo'lsin. l-chizmada tasvirlangan OAIB to'g'ri burchakli nchburchak-
dan topamiz:

r=rcosy. y=rsing (0< o< 27).

Bundan esa = = r + iy ko'rinishdagi kompleks son quyidagicha
s=utiy=r-cosg+i-r-sing =r(cosg +i-sing)

ifodalanadi. Kompleks sonning bu ifodasi uning trigonometrik ko‘rinishi deyiladi.
bunda » musbat son z kompleks sonning moduli deyilib, |z} kabi belgilanadi.
burchak csa = kompleks sonning argumenti deyilib, arg : kabi belgilanadi. Shuni
ta’kidlashimiz kerakki. kompleks sonning moduli bir giymatli. argnmenti esa ko'p
giymatli bo'lib. argumentlar bir-biri bilan 27k migdorga farq qiladi. Ya'ni bosh-
lang'ich argumentni  desak. n holda qolgan barcha .lrgz argumentlar uchun

quyidagi munosabat o'rinli:
Argz =p+2nk, k=0 £1. £2. ...

Yugoridagi OM B uchburchakdan,

r=lz= v+ (0<r<+oe).

hamda
arctgh. > 0.y >0.

o= arctgt + 7. x <0
arctgh +2m.x > 0.y <0

holishini topamiz.

S
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1-chizma
Faraz gilaylik. = € C sonning moduli r (0 < r < +a) argumenti csa ¢ (0 <

¥ < 27) bo'lsin. Unda bu kompleks son

z=r(cosy b oising)
trigonometrik korinishga ega bo'ladi. Kompleks analiz kursida muhim bo'lgan
quyidagi

¢ =cosyg 4 ising
Eyler formulasidan foydalansak, = kompleks sonning ushhu

2 =re'

ifodasiga kelamiz. Bu kompleks sonning ko ‘rsatkichli ko'rinishi deyiladi. Aytaylik,

2 = e’ 2y = rye'? ho'lsin: u holda

|

— D_(’(;I £

2 ro

(1 +y2)

1=y e

(%]

munosabatlar o‘rinlidir. Bulardan quyidagi tengliklar kelib chiqadi:

[z1- 22| = [=1] - 22
arg(z) - 22) = arg ) + arg 2.
2| = Lﬂl (22 #0)

2| |zl
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1.1.3 Kompleks sonni darajaga ko‘tarish va undan ildiz chigarish
Aytavlik. z1. 2. ... 2, kompleks sonlar berilgan bo‘lsin. Ikkita kompleks son-
lar ko'paytmasi singari bu n ta kompleks sonlar ko'paytinasi uchun ushbu

TR RE-NE_E SN SRS A eHrityatoten)

tenglik o‘rnili bo‘ladi. bunda
g=rpcet k=1.2,...n.
Xususan, agar 3; = 2 = ... = 3, = £ bo'lsa. u holda yuqoridagi tenglik ushbu
. rnu’n,:
ko'rinishga cga bo'lib. bu = kompleks sonning n-darajasi deyiladi. Ravshanki,
e = " (cosny + isinng).
Demak,

2" = 1" (cosn + isinny).

Bu formula Muavr formulasi deyiladi.
Avtaylik, z € C kompleks son va tayinlangan n € N sonlar berilgan bo'lsin.

Ushbn

M=z
tenglikni ganoatlantiruvehi € kompleks son = kompleks sondan olingan n-darajali
ildiz deyiladi va n /= kabi belgilanadi:
§= 2
Berilgan kompleks son quyidagi
z=r(cosp + ising)
trigonometrik ko‘rinishda bo'lsin. § kompleks sonni ushbu
€ = p(cosy +isiny)
ko'rinishda izlaymiz. u holda ynqoridagi munosabatlarga ko'ra

[p(cos v+ isiny)]" = r(cos ¢ +ising)

e
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boladi. Endi
.. 1 i H
[pleos v + isine)]" = p"(cos ni + 7 sin ny)

formulani e'tiborga olib, quyidagi
fHeos g +asinng) = reos s 4 tsin )

+

tenglikka kelamiz.

Bundan esa, izlanayotgan { kompleks sonning moduli va argimenti nshbu

formulalar
- 27K
n= \/I_ U = ——————o, (l. =) ]2” = ])
1"
vordamida topilishi kelib chigadi.  Demak. = kompleks sonning 11—

arifmetik ildizlari uchun quyidagi

_ s+ 2k o4 2%k
€=z = {rlcos —=— 1 isin ) (k=012 - 1)
n I

formula o rinlidir.

1.1.4 Kompleks sonlar ketma-ketligi va uning limiti

Matematik analiz kursida haqiqiv sonlar ketma-ketligi va nning limiti

tushunchalari kiritilib. ular hatafsil organilgan edi. Xuddi shunga o xshash kom-

pleks sonlar ketma-ketligi va uning limiti tushunchalari kiritiladi.

Faraz qilaylik. f har bir n (n € N) natural songa biror z, kompleks sonni

(z, € T) mos qo'vavehi akslantivish ho'lsin:
J:N=oC(yoki fin—z,).
Bu akslantirish tasvirlaridan tuzilgan
Rl @2y &y cvns Sppy wes

ifoda kompleks sonlar ketma-ketligi deyiladi va n {z,} kabi belgilanadi.

Masalan.
{:”}:{%—f-i%}.‘1-‘-!'.%44'%..%4-1'.1 ..... 1l .

kompleks sonlar ketma-ketligidir.

L1, KOMPLEKS SONLAR. KOMPLEKS SONNING KO'RINISHLARI, - - 15
KOMPLEKS TEKISLIK

I Jiror

Z1s B9y She svne Spps aan

1-

kompleks sonlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin.
1.1.1-ta’rif. Agar shunday musbat o'zgarmas M son mavjud bo'lsaki, Vn € N

uchun |z, < M tengsizlik o'rinli bo'lsa. {2, } ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

n L n
5 — e — e
{zu} | +u? l + n°

. il z & -1 W ~ BN v
kompleks sonlar ketma-ketligi chegaralangan, chunki Vo € N uchun

[ 2 2

| n n
-~ | Tl ! I — L + -)) - /E 2
Il = T+n2 ' 1+n2| \/ L+ n? 1+n° 1+n®

bo'ladi,

Masalan, nshbu

{z} kompleks sonlar ketma-ketligi hamda ¢ kompleks son berilgan bo'lsin.

1.1.2-ta’rif. Agar V- > 0 son olinganda ham shunday natnral ng = ng (<) son
topilsaki, barcha n > ny natural sonlar uchun |2, - a| < = (a # oc) tengsizlik
hajarilsa. a kompleks son {z,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va

limi 2, =a

n—=x

}'n]ii
n—=ocdaz, 2o
kabi belgilanadi.

Agar {z,} ketma-ketlik limitga ega bo'lsa, n yvaqinlashuvehi ketma-ketlik
deyiladi.

1.1.3-ta’rif. Agar ¥z > 0 son olinganda ham shunday natural ny = ny (£) son
topilsaki, barcha n > ny natural sonlar nchun |z0] > & tengsizlik bajarilsa. {z,}

ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi va

lim 2, = 20

n—og

voki
n — oc da 2, — o kabi belgilanadi.
Misol. Ushbu {z,} = {e"}. (e €C. lal < 1) kompleks sonlar ketma-

ketligining limitini toping,.
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Ye > 0 sonni olib, unga ko'ra ny, natural son quyidagicha

m = ny(c) = [h:g o _‘]
aniglansa, ([a|" < = tengsizlikni vechil topiladi:

la]* < = = log, la|" > log, z = n > log,.. £).

T . . . - « < up
wholda barcha n > tig uchun |z, < Ja|" < - tengsizlik bajariladi. Bu esa 9-1a rifga

hinoan

lim z, = llum =)
HiEdn e g &

bolishini bildiradi,
Endi vaqginlashuvehi ketma-ketliklarning xossalarini keltiramiz,
1, Agar {z,} ketma-ketlik v vaqginlashnvehi ho'lsa. n chegaralangan bo'ladi,

Ishot. {z,} ketma-ketlik vaginlashuvehi hotlib, lnn 2 = a (a € C) bo'lsin,

Unda ta'rifga binoan v: - () berilganda ham 5humhn g € N son topiladiki.

=y tengsizlikni qanoatlantiruveli barcha natural sonlar uelnm
|20 —a| < £
ho'ladi. By tengsizlikdan foydalanily, topainiz;

2l = (20 = @) + al < |20 = a| + Ja] < < | Ja] .

Demak. {z,} ketina-ketlikning (ng+1) - hadidan kevingi barcha hadlari uehnn

|zn] < & + |af

tengsizlik bajariladi.
Agar
+lal. |z1], |z).. ... ]
sonlaming eng kattasini A/ desak. u holda ¥n € N uchun [z2] < M bo'ladi. Bu
esa, {z,) ke-lma—kctlikning chegaralanganligini bildiradi,

U Agar {z,} va {z} ketma-ketliklar vaqinlashuvehi ho'lib,

lim 2, = q, lnn Ly=d(aeC.d €Q)

H=x -

1.1. KOMPLEKS SONLAR, KOMPLEKS SONNING KO'RINISHLARI. 17
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bo'lsa, n holda )
() da-4h {2} 20

ketma-ketliklar ham yaqginlashuvehi hoslib,

1)
lim (2, +z,)=a+a
N—=*2C
2)
lm (z,-2)=0a-d
N
3)

lml (:—:’) - (u = ()

: e —
Bu tengliklarni isbotlash ¢ivin emas.  Biz ulardan birini. masalan, 1)-ning
(=) "

boladi.

ishotini keltiramiz.
Avtavlik,

. ! !
limz, =a, limz, =«
n—ax n—x

i imit ta'rifica binoan Ve rilganda ham 5 songa ko'ra shunday
bo'lsin. Limit tarifiga binoan ¥ > 0 berilganda ham 5 g

1y € N son topiladiki, barcha n > ng lar uchun

|5 —al < 5 1)

boladi.

< (P
' . 5 Gt av n’ i iladiki, barcha n > ny lar
Shimingdek. 5 songa ko'ra shunday nj, € N son topilad ¢

3
uchun

—ri} < (1.2)

|ll

B m

boladi, ] .
<0 7= deb olsak a barcha n >
Endi ng va nj, natural sonlardan kattasini 7; deb olsak, unda barc I
. 14 sizliklar o'rinli ho'ladi. Demak. n > 1y
lar uchun bir vagtda (1.6) va (1.2) tengsizliklar o'rinli bo'l
holganda

(2, £20) — (@ £ a)| =|(24 — @) £ (2, - 2] €

<z —al £z —d| < 3+ SHFENOV TADGIRKORLIK

VA PEDAGCOGIKA
INSTLT dTI ARM
Ne, 347256
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bo'lib, undan

lim (z, + ::,) =a+a
o
bo'lishi kelil, chicgacli.
Endi kompleks sonlar ketma-ketligi limitining mavindligi hagidagi teoremani
keltiramiz,
Faraz qilaylik, {z}, (n = 1.2..) kompleks sonlar ketma-ketligi berilgan
bo'lib, z,, (n = 1.2..) ning haqgiciv qismi e = e (0= 120, mavhum

dgismi Imz, -, w(n=1.92 horlsin:
l W

oy =0, 4+ iy (n= 1:9. J

Natijada ikkita {r,} hamda {y.} haqgigiv sonlar ketma-ketliklariga ega
bo'lamiz,
L.1.1-teorema. {zu} = {xn + 1y, } kompleks sonlar ketma-ketligi @ = a + ;3
(e e C) limitga ega ho'lishi uchun {x,} va {u.} haciqiv sonlar ketma-ketliklari
limitgy coa bo'lily,
limzr, =a. limy, = 3
g LI s @

bo'lishi zarur vy vetarli.

Ishot, Zarurligi, Avtaylik. {z,} ketma-ketlik limitga ega bo'lsin:

lim z, = .
n=—3

lim (2, +iy,) = +44.

-2
. . T g . g 3 H ; € \ l i ¢ iki
Limit taifiga binoan ve ~ berilganda ham shunday n, € N son topiladiki.
barcha n > ny lar uelu,

J:u - ”I <E€
tengsizlik bajarilacj
Ravshanki,

|2, - | = [ &+ yn) = (a +13)| =

- (.J',, a (}) +i (?{“ - 'J)i == J(-Tn - l’l):! + (.Un - i)l

Demalk,

NI WO RINIS AR 19
LI, KOMPLEKS SONLAR. KOMPLEKS SONNING KO'RINISHLARI, )
KOMPLEKS TEKISLIK

Keyingi tengsizlikdan
2 2 N2 . .2
(tn—a)" <& (g — 8) <€
va'ni
le, —af <&y — 3l <<
i n wetma-ketliklar limitga cga va
bolishi kelib chiqadi. Bu esa {a,} va {ya} ketma 5
limr, =a. limy, =73
[ n—»xC
bolishini bildiradi. _—
wtliklar hmitega cga bo'hib.
Yetarliligi. Avatvlik {x,} va {y,} ketma-ketliklar limitga cg
limur, = limy, =3
n=+x =% l
i a ham = ga ko'ra shunday
bo'lsin. Limit ta'rifiga binoan ¥ > 0 berilganda ham 5 songa ko
. . - « nl‘ <«

R TWOE .
my € N son topiladiki. barcha n > ny lar nchw

|z —nI<i (1.3)

boladi. o
: S g "
- ‘Ta s ay ny, € N son topiladiki, barcha n > ny Lo
Shimingdek. 5 songa ko'ra shunday nyj, € ]

]
nchun

(1.4)

[y = 3] < -

t3i

* € « « ¢ e i, s ArCliie = 7 1]
. ‘ 1 '1(]”]'“(1'”1 ]\'lll'\\]l" il (l(‘l] Ul‘w\l\ l“l(ll ])“
‘\h 1 g val ”ll naturat s « ) h L n 1

lar uchun bir vagtda (1.3) va (1.4) tengsizliklar orinli bo'ladi.

Ravshanki |
an - Ui = ;[.1',, + ‘..Uu) —(a+ "7))] =

— - = o]+ |y — 3]
(20— @) +1 (g — 3 < al + |y = 3l
- . Tk 7= I
Y idagi (1.3) hamda (1.1) tengsizliklardan foydalanib, barcha n > 7y la
ugoridagi (1.3) hamda (1.

nchun

ta) m

i— — ”| < |.1‘” — ﬁl + IHH - 11| <
o <

wotma-ketlik limitga ega va
bolishini topamiz. Bu esa {z,} ketma-ketlik limitga cg

limz, =a
n—=ac
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ckanligini bildiradi. Teorema ishot holdj.

Eslatma. B teorcmaning vetarliliging vainlashive)y ketma-ketliklarning 29
= Xossasidan foydalanib ham ishotlash mumkin,
Keltirilgan teorema kompleks sonlar ketma-ketligining
haqiqiy sonlar ketma-ke

Misol. Ushhbu

limitini o' rganishni

tligining limitini organishea keltirilishing ifodalaydi.

-2 9, -
{:,,}:{'M = :-::—”——’}.{n = 1,9 ...
In+3 on— 1

kompleks sonlar ketma-ketligining limitini toping,

Ravshanki.
3n-+2 -5
n = i (n=12))
dnt 4+ 3 on — 1

kompleks sonning hagigiy ¢ismi

mavhum qismi esa

I = < | T
m — |

bo'ladi.
;‘\.!.{;u'

. . dn+2 3

limr, = lim ——= ==,

n—x n—xqn -+ . 1

; . 2n-5 2

lim iy, = lim —— = =2

"X n-x on — | i

ekaninj u'l,ihurgu olsak. unda teoremaga ko'ra berilgan kompleks sonlar ketmi-

kvtligining limiti -: + 42

]

; . an+2  2n-35 302
lim z, = Jim il | el
H=#2g | | B

ga teng bo'lishini topamiz:

-
1.1.5  Sonli qatorlar
Biror

21+ %9, 23, ., Por TR

kompleks sonlar I{(rl.lnn—k('lligi berilgan ho'lsin. Bu ketma-ket lik hadlaridan tuzil-

gan ushhu

Qtatn4 4oz, 4

1.1, KOMPLERKS SONLAR. KOMPLERKS SONNING KO'RINISHLARL.
KOMPLEKS TEKISLIK

x
ifoda gator (sonli gator) deviladi va ¥ =, kabi belgilanadi:

n=1

= -
T T T S (1.5)

n

5 ator
bunda =, 2, 23 oo Zne . kompleks sonlar qatorning hadlari deyiladi. (1. ) qat

hadlaridan tashkil topgan quyidagi

vig'indilar (1.5) gatorning gismiy vig'indilari deyiladi.
. = : . P '_,",.' —"“ 3 at Y Fiy a-
1.1.4-ta’rif. Agar (1.5) qatorning gismiy vig'indilaridan iborat {5,} ketma
ketlik vaqinlashuvehi bo'lib,
lims, =8

n—x
bolsa, u holda (1.5) gator vaginlashmvehi gator deyiladi, S esa qator vig'indisi
deyilacdi va
' X
o =8
n=1
kabi voziladi.
Agar {S,} ketma-ketlik uzoglashuvehi bo'lsa. u holda (1.5) gator
et n ¢
uzoglashuvehi deyiladi.
Avtavlik.
I =12
so=ay+igm (@ ER R =12 i)

bolsin. U holda

n n d

Sn - k= Z (.I';‘- - *‘9‘1) = z;flf;\- + ?IZ! Y

k=1 k=1 &

Y . ——— U e ke e R
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bo'ladi.

1.1.2-teorema. Ushbu

x

E =Tt -, -

n-l
qatorning yaginlashuvchi bolishi uchun

x
ZJ‘” =0 a0 + Jyg+ .+ Iy + ...

n -1

x
Zyn =Y+ + Yat ...+ Yu + ...
n=1

qatorlarning yaqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli. Bunda

x ~ ~
E n = E Lyt E Yn
-l nol n-=]

holadi.

Bu teoremadan matematik analiz kursida o'rganilgan qatorlar va wlarhaqidagi
ma’lumotlar haclari kompleks sonlardan iborat bo'lgan qatorlar uchun ham o rinli
bo'lishi kelib chigadi.

Jumladan quyidagi tasdiglar o'rinli bo'ladi:

1) Agar

x
Z:“ =0t tm4 .+,
n=]

gator yaqginlashuvehi bo'lib, uning yigiindisi § bo'lsa, u holda
x
E 02y =aZy+az +azy + ..+ az, + ...
n=1
qator ham yaqginlashuvchi bo'lib. uning vig'indisi a - S ga teng bo'ladi. bunda « -

o'zgarmas kompleks son.

2) Agar
x
Z;" =zn+2m+ut.o+z, o
n=1 -
x -
qu =64 &+EG .t
n=1

1.1. KOMPLEKS SONLAR. KOMPLEKS SONNING KO'RINISHLARI B
KOMPLEKS TERISLIK

. C s tavishda S1 va S» bo'lsa.
qatorlar vaqginlashuvehi bo'lib, ularning vig'indisi mos ravishda 5) va 52 ¢
1 holda

i (Gut &) =(a+&) + 2+ Q)+ (m+&) o+ (@t &)+
n1

i R o, > wa teng bo'ladi.
qator ham vaqinlashuvehi bo'lib, uning vigiindisi S + S5 ga teng h

3) Avtavlik.
~x
Z;"=:1+22+53+...+Z,.+... (16)
n=1
qator herilgan bo'lsin.
Agur
- -~ i
>zl = 12l = leal # sl + o o] = o

n-l

X 3 - - 3 M 1 H
Gator yaginlashuvchi bo'lsa. Y z, qator ham vaginlashuvehi bo ladi.
n=1

U holda i 2, absolyut yaqinlashuvehi qator deyiladi.
n- 1 T RIS
Shuningdek. quyidagi teorema o'rinli bo'ladi,

1.1.3-teorema (Koshi). Ushbu

x
Z;n—_-:|+:‘_»+:3+-~+:"+"'

n=1

ishi 3 insanda ham shunday
qatorning yaqginlashuvehi bo'lishi uchun, Ve > 0 son olinganda ham ay

natural ny son topilib, Va > ny va m = 1,2, 3. ... bo’lganda

‘:,Hq + Zppo+ o+ zn+ml <eg

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Xususan. (1.6) gator yaginlashuvchi bo‘lsa,

|:u+1| <e

bo'lib,

mz, =0
n—x

bo'ladi. Bu (1.6) gator vaginlashuvchiligining zaruriy shartini ifodalayi.




I
(53]
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e el 1.1.5-misol. Irtiyoriy n € N. a € R sonlar uchun quyidagi ayniyatlar o*rinli
17 bolishini ishotlang: L
o B _ Lt # 2wk (k€ Z),
qatorni yaqinlashishga tekshiring, S) =sina +sin2a 4+ ... - sinna = an =27k(k € 7).
Bu qatorning iy hadi

/ 81 i sin 22 cos B=a Lol e 7).
" cosn-isinn cosn sinn L Lo # 2k(k € Z)
ey =— = == * ) —_— v + cos2a + ... eosna = 2 a
" n n 1 il Sa = cosa + cos2a o0 Snkilie 2,
bo'ladi, Malmnki
~ x . o ’ ketlikning limitine hisoblang:
E :"“'“‘” E: S 1.1.6~misol. Ketma-ketlikning
no n ) . -
n=| n=1 _L-(]—(".+(-JF“‘~--‘JE‘{l)”(“.)}"”\‘r’\""
gatorlar yaginlashuvehi. 1.1.3-teoremadan fovdalanih berilgan qatorning yagin- v

lashuvehi bolishini topamiz.

1.1.7-misol. limz, = A # o be'lsa.

Misol va masalalar -

lim ——— — =i
e n
1.1.1-misol. Ko‘paytmani hisoblang. hosil bo‘lgan kompleks sonning moduli va o s
A ‘ _ - tenglikni isbotlang.
argumenline Lopeng, wne komplets tekistilda lasvirlung:
L.1.8-misol. Hisoblang:
i1 : 2 ‘ -
(l-:)l-(l {-z\/g) ) 1 - - 1 nm
. | lim (14 =cos—+ €08 5 + oo F o €08 —) I
1.1.2-misol. Ushbu ”'x( ’ L i 2 |
71— 2

s e e, § =
L1.9-misol. Agar |z,| < M -n " (n > ng). @ > L, M < o0 bo'lsa. 3. =

n=1

ildizning barcha giymatlarin laping.

qatorning yaqinlashuvchi ekanligint isbotlang.

1.1.3-misol. Agar

B 3
1.1.10-misol. Agar lim [” (] 'LiD] =a>1bolsa. 3 =z, qetorning yaqin-

= < n=1

|21 = Jza] = |zg] = 1. (21.22.25 € C) lashuwvchi ekanligini isbotlang.
bo'lsa, u holda zy. zy. = nugtalar teng lomonti wchburchakning uchlarida yoltshi
wehun quyideg

STt y= 0
tenglik bajarilishi zarur va yetarliligine isbotlang.
1.1.4-misol. Iutiyoriy n > 2 natural son wchun quyidagi aynigal o'vinki chaning
ishotlang:

T . 2z (n—1)r n

§in — sin —.., sin = —
n n n 2n-1




26 BOB I GOLOMORF FUNKSIVALAR

1.2 Stereografik proyeksiya, Riman sferasi, kengaytirilgan
kompleks tekislik
Kengaytirilgan kompleks sonlar tekisligi © kompleks sonlar tekisligi C ni
cheksiz nzoglashgan nuqta oc bilan to'ldivish natijasida hosil gilinadi. C tekislikni
stereografik proyeksiva vordamida hosil ¢ilish mnmkin.
Buning uchun B? fazoda (&.11.C) Dekart koordinatal
fazoda

ar sistemasini olavlik. B

| ! oA 2, oy
S=qEn ) eR 44+ (g - 3) - (1.7)

sferani qaraymiz,
Faraz gilaylik. € va 1 o'glar mos ravishda x va y o'qlari bilan ustma-ust tushsin
(2-chizma).

£(0,0.1)

2-chizima

Ravshanki. qaralayotgan S sfera Oy tekishigiga koordinata boshida urinadi. C
kompleks tekislikeda

tasi hil

2o = g ~ dyp nugta olib, e ngtani sferaning £2(0. 0. 1) nug-
an to'g'ri chiziq kesmasi vordamida birlashtiramiz (sferaning bhu P (0.0.1)

nnqtasing uning quihi dely ataymiz). Natijada, bu to'gri chiziq sferani M (&o. 1. o)

nugtada kesadi. By A/ uuqtani -2y = uxy + oy nugtaning sferadagi tasviri sifatida
qabul gilamiz. Demak, ¢ kompleks tekislikdagi har bir nuqta S sferadagi hivor

nugta bilan ifodalanadi:

C - S\{P}.

[V
~]

1.2, STEREOQGRAFIK PROYERSIYA, R!.\f._\.\' SI':!‘.'H.\HI.
KENGAYTIRILGAN KOMPLERS TEKISLIK
\ksincha. agar sferaning Ay nugtasini sfera quthi P bilan tutashtiruvehi nurni

tekislik bilan kesisheuncha davom ettirsak. w holda tekislikda gandaydir 2 nugtani
3 Y ‘ ] Iy =

hosil qilamiz. uni sferaning M/ nugtasiga mos nugta sifatida gabul gilamiz:
S\{P} = C.

Natijada kompleks sonlar tekisligining barcha nuqtalari va sferaning nugtalari
(qutbidan tashqari) orasida o'zaro bir qivmatli moslik o‘rnatiladi. Bunda chek-
stz nzoglashgan nugtaning sferadagi tasviri sifatida P nugtani olamiz, Shunday
qilib, kengavtirilgan kompleks tekislikuing barcha nuqtalari va sferaning barcha
muqtalari orasida o'zaro bir qiviatli moslik ornatish munkin ckan:

S « CuU{oc} =T

Odatda. bu moslik stereografik proyeksiya deyiladi. Nugtalari barcha kompleks
sonlar va cheksiz nzoglashgan nuqtani ifodalovchi sfera Riman sferast deyiladi.

Endi sferadagi nuqta koordinatalari bilan kompleks tekislikdagi mos nuqt;?
koordinatalari orasidagi boglanishni topamiz. Avtaylik, kompleks tekislikdagi

: = 1+ iy nuqtaga S sferadagi A = A(€.7.¢) nugta mos kelsin. Ravshanki,
~ o B . 2 [ LS, R
P=P0.0.1) € Shamda = =r+wW € C nugtalar orqali o'tuvehi to'g'ri chiziq

tenglamasi (parametrik fenglamasi) quyidagicha

& =%
n=ty (18)
C=1-t

bo'ladi, bunda ¢ — ¢ bo'lganda P nugta. { = 1 bo'lganda esa z nugta hosil bo'ladi.
Rompleks tekislikdagi - nugtaning + va y koordinatalari ma’lum bo'lganda A
nugtaning £.7. ¢ koordinatalari quyidagicha aniglanadi.

Ma'lumki, A = A(&,7.¢) nugta ham (1.8) togri chizigda ham 5 sferada
votadi, Shuni e'tiborga olib, §=ta, n= ty, ¢ =1~1 nugtalarni (1.7) sfera
1(‘11{.‘,1'(1111:\Hidngi £ k(l()l'tlillzlt‘?llil[‘l’lillg‘ o'rniga qo‘yib topamiz:

1

a9 9 a0 ]- 2 9 9
"o+ Uy + i L4 "= 1 Sl +y +1)=1=>
:>f(l:|2+l)-'1=>!—-ﬁ-.,.
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Demak,
“ ']

holadi.

Sferadagi A nuqtaning £. 9. ¢ koordinatalari ma’hun bo'lganda tekislikdagi =
nugtaning koordinatalari r va y lar quyidagicha aniglanadi; (1.8) torgri chizig
tenglamasidan ( = 1 - ¢ bolishini topib. uni (1.8) sistemaning birinchi ikkita

tenglamasidagi 1 ning o‘rniga qo'yamiz:

£=(1~()r,
n=1(1-¢)y.
Bu tengliklardan
C
r = 2 L= ”
1 ¢ Il -¢

bo'lishi kelily chicjadi.
Endi C kompleks tekislikda 2y = 7y 4 iy, 20 = 10 + 112 niglalarni olaylik. Bn
nuqtalarga mos keluvehi sferadagi nigtalar, yani nlarning stereoarafik provek-

sivalari Ay = A(&. 1. ¢). Ny ~ Au(Ea. 2. () bolsin, Ushbu

d(z1.22) = |21 — 2| = \/(-1‘-_» —r) (- m)?

miqdor zyva 2y migtalar orasidagi masofa yoki Evklid masofas: deyviladi. A, =
Ai(&m. 1) vady = Ao(an . C) mulalar orasidagi masofa zpva 2y migtalar
orasidagi sferik masofa yoki Riman masofast (voki Ronan metrikasi) deb ataladi
va p(21. 22) kabi belgilanadi. Ravshanki. Ay = A& ) va Ao = Ao, (o)

nuqtalar orasidagi masofa

Plarz) = (& = &)° + (1 = m)* + (G2 = Q1)
boladi. Yuqorida keltirilgan (1,!)) formulaga ko‘ra
¢ o A 21 |3
S~ 73 = ——— ] ———,
ol T TP T T P

1.2, STEREOGRAFIK PROYERKSIYA, RIMAN SFERASIL ) 29

KENGAYTIRILGAN KOMPLEKS TERISLIK

2 . |3-.’|2

= i ey

14 |nff 1+ |z

9 =

oy T
<2 2
1+ ||
bolishini e'tiborga olib 2y va 22 nuqtalar orasidagi sferik masofani topamiz:

|21 — 2]

= (1.10)

p(:l-Z‘_’) = m \m

1.10) formula z; va z; nuqtalar orasidagi Riman masofast

Demak. yuqgoridagi (
ckan. Bu formula orqali kompleks tekislikdagi ixtivorly nuqta va = = oo nuqta
i« . € «
orasidagi masofa quyidagicha

: (1.11)

,J(Z. D(.) =

L+ P
ko‘rinishda bo'lishini topamiz.

Misol va masalalar
1.2.1-misol. C kompleks tekislikdagi ushbu nugtalarning S Riman sferasidagi
obrazlarini toping:

@)z =1+ i3
b)z=-3+2.
1.2.2-misol, C } filis h,‘g‘.j.,.;ii.-riuqi quyidagi to'plamlarga Riman sferasida qan-
<& nusol, O bompleks PehE ! iy
day lo'plamlar mos kelishini aniglang:
a) {Rez > 0},
b) {Rez < 0},
¢) {Imz > 0}.
d) {Imz < 0}.
DA > 1)
g) {l=1 <1}

1.2.3-misol. Stercografik proyeksiyada C kompleks tekislikning har bir aylanast
sferaning aylanasiga o'tishini va aksincha, Riman sferasining har bir aylanast C

kompleks tekislikning aylanasiga o'lishini ishotlang.
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1.2.4-misol. Kompleks sonlar tekisligi C dage ushbu te nysezliflarni
qanoatlantivuvehi nuqtalar to*plamim: toping:

@) p(z.00) <e. 0<e<1 (2 nugtani = atrofi).

b)p(z.1) > 7

1

1.3 Kompleks tekislikda egri chiziglar va sohalar

1.3.1 Kompleks tekislikda yo‘l va chiziglar

L3.1-ta’rif. Hagiqiy sonlar o'gidan ohngan o, 1 (o< 3) kesmaning kompleks
sonlar tekisligi C ga uzluksiz akslantivish yordumidagi obrazi~ — ~(1) = [o. 3] — C

yo'l deyiladi.

Demak, v = 5(1) (o < ¢ < J) weluksiz funksiva [, ] © B kesmani kompleks
tekislik C nuqgtalariga akslantiradi va bu nugtalar to'plami © da vo'lni ifodalavdi.
Bunda vy = ~(a) nugta yo'lning boshlang'ich. v = ~(J) esa bu vo'lning oxirgi

nuqtasi deyiladi. Agar v(a) = +(4) bolsa, bhu yo'l vopiq vo'l deviladi.

1.3.2-ta’rif. ~; : [, 1] = C va 39 ¢ . bo| =+ C yollar berilgan bo*lib, shunday
uzluksiz qat iy o'suvchi [y, 3] kesmani (oo, 3] kesmani ustiga akslantiruvchi va
wliyoriy L € (o, 3] uchun ~o(7(1)) = (1) shartni qanoatlantiruvehi + Sunksiya

mavjud bo'lsa, vy va vy yo'llar ekvivalent ~) ~ =~y deyiladi (3-chizina).

I e W

J-chizima

1.3.1-misol. Quyidagi yo'llarni-qoraymiz: (1) = 1. 1 € [0.1]: 7(t) =sint. t e
[0.5]: ~lt) = cost. £ € [0.5]: w(t) = sint. ¢ € |o. s mll = 1,2,3.4)

I :‘

funksiyalarning qiymatlar sohasi [0.1] kesmadan thorat.  Bu yo'llarni faqat
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o~ A Ay va g yo'llar bu yollarge ekvivalent emas, shu bilan birga ular

o‘zaro ham ekvivalent emas (§-chizma).

>— O

0 e Ta 1
< O

0 s 1
2 < > @]

4-chizma

1.3.2-misol. Quyidagi yollarning qaysi biri o*zaro ekvivalent?
)y =¢"" 0<t<1,
Yyp=e™, 0<€t<],
3y =T 0<t <,

,Fl) ,.Il:(!m:-inr. O‘Sf S%
1.3.3-ta’rif. Ekvivalent yo'llar sinfi egri chiziq deyiladi.

1.3.4-ta’rif. Agar z = z(1) yo'lda t o‘zgaruvchining ikkita turli t; va ts () # t2)
qiymatlariga 10s keladigan z(8) va z(t2) nugtalar ham turlicha bo'lsa, w holda bu
yo'l Jordan yo'li deyiladi.

1.3.5-ta’rif. Agar v (1) = « (1) + iy(l) funksiya {o. 3] seqgmentda wzluksiz dif-
ferensiallanuvehi bo'lib, ~'(1) = &'(t) + iy'(t) # 0 shartni qanoatlantivsa. v holda
v(t) = x(t)+iy(t) yo'l silliq egri chiziq deyiladi. Agar [a. 5] oraliqni chekli sondagi
[t,-1.t;] oraliqlarga bo'lganda. har bir [L;-1, ;] oraligda y(t) sillig bo'lsa. =(1) chizig

bo*lakli silliq yo'l deyiladi.

1.3.2 Kompleks tekislikda ochig va yopiq to‘plamlar
Biror 2, € C nugta va = > 0 son berilgan bolsin.

1.3.6-ta’rif. Ushbu

M(:u.:') = {C eC: i: == :1!1 (;}

__
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to‘plamga 2y € C nugtaning c-atrofi deyiladi.

Shunga o'xshash. agar z, € C bo'lsa. bu nuytaning --atrofi ushhm

U(Z().F) = {.’.’ eC: /)(:.:.,) < :"} .
to'plamdan iborat. Bu verda pl(z.zy) (1.1) formula bilan aniglangan Riman
metrikasi.

(1.5) formuladan ko'rinib turibdiki. cheksiz uzoglashgan x nuqtaning 7 atrofi
tekislikda |z| > \/l ~ 1 tengsizlik yordamida aniqlanadi. va'ni x nuqtaning =
atrofiga tekislikda markazi koordinata hoshida bo'lgan doiraning tashqarisi mos
keladi,

Aytaylik, C kompleks tekislikda biror D to'plam berilgan bo'lsin.

1.3.7-ta’rif. Agar z, € 1) nugla ozining biror atrofi bilan D to'plamga tegishli

bolsa, zy nugta D to plamning ichki nugtast deyiladi.
1.3.8-ta’rif. Barcha nuglalari ichki nugtalardan thorat toplam ochig to'plam
deyilad;,

1.3.9-ta’rif. Agar =y € C (24 € C) nuglaning ictiyoriy atrofide D ¢ C (D c )
to‘plamning 2y nugtadan Jarqli kamida bitta nuqtasi bo'lsa, =y nugta 1) Lo plamning

limil nugtasi deyiladi.

1.3.10-ta’rif. Agar ) toplamning barcha limit nuglalari shu to'plamga tegishli

bolsa. w holda D toplam yopiq to*plam deyiladi.

1.3.11-ta’rif. D to'plamn hamda wning barcha limit nugtaleridan ithovat bolgan

to'plam D to‘plarmning yopilmasi (yopig't) deyiladi va D kabi belgilanadi.

1.3.3-misol. Ushbu D = {ze€C: |- 2| <7} toplamni kompleks tekislikda

tasvirlang, bu yerda z, = a + ib berilyan nugta, r esa musbat son.

Ma'lumki z = = + iy desak, u holda z — zp = (z — a) + i(y — b) bo'lib, demak,

|z =2l =z - a) +i(y - b)| = \/(z—ﬂ)2+(!/—b)2<"°

= (r—a)’+(y - )’ < r?
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boladi bu esa. markazi (a.b) mqtada bo'lgan r radiusli doira nugtalaridan ibo-
ratdir (5-chizma). Shunday «ilib, bu tengsizlikning geometrik ma'nosi markazi 2

nugtada bo'lgan r radiusli doiradan iborat ekan.

5-chizma

1.3.4-misol. Ushbu D = {z € C: ro<|z— x| <n} toplamni kompleks tek-
islikda tasvirlang. bu yerda zp € C berilgan nugia. vo va ry lar musbat sonlar
(ro <)

Bu to'plam ochiq to‘plam bo'ladi. D to‘plam markazi z, nuqtada. radiuslari
7y va 1y (ry < 1) bolgan aylanalar bilan chegaralangan halgani ifodalaydi (G-
chizma).

Hagigatdan ham, z = x + iy, 30 = a + b bo'lsa,

2 2
rg<|z—ml<n=>1< \/(-"7 —a) +(y- b)o <n

sri<(r—al+(y-b’<ri

bo‘ladi.

G-chizima

P
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Endi kompleks tekislikda soha tushunchasini keltiramiz.

1.3.12-ta’rif. D < C (D < C) to'plam berdgan bolsin, Agar Dyu Dy = D,
DinDy =@, DND, = @ shartlarni qanoatlantiruvehi, bosh bo*hnagan Dy va

Da to'plamlar mavjud bolmasa, D to'plam boylamli to ‘plam deyilad:,

L.3.13-ta’rif. Agar D« C(Dc T) to ‘plamuing irttgoriy ikkita =y va 2o nugla-
lavini I to‘plamda to'liq yotuvchi yo'l bilan tutashiivish wumkan bo'lsa. 1 to ‘plamm

chezigli boglamli deyilad;.

1.3.14*t&]’l'if. “'!_r]flf' D cC frl'[?!(HH /J’) & E) ham Ur'hrr! ham h[}.[{ll””'{!'l ho'lsa. u

soha del atalad;.

1.3.1-tcorema. Ocliag 1o plamiar wehun bog-lamblik tushunchast bilan chizigli

bog lamlilil: tushunchasi wstua-ust fushadi.

Ishot. Aytaylik. 1) to plam ochiq va chizigli bog lamli holsin, 1 to'plammning
boglamli ekanligini ko'rsatamiz. Faraz qilavlik, bhog'lamli bo'lmasin. va'ni shun-
day Dy € Dva Dy C D ochiq to'plamlar borki. Dy 0 Dy = @, DyU Dy = D

bo'ladi (7-chizma).

D &

1

T-chizma

@ € Db e Dy ixtiyoriy nugialar bo'lsin, 1 chizigli bog'lamli ho'lganligi nehn
v:[0,1] - D, 0) = a.4(1) = b nzluksiz vo'l mavjnd. Quyidagi (o' planmi
(araymiz:

K={t€lab:v(t)e D}, tg=sup{t : 1 € K'}.
Ravshanki. ;. Dy to'plamlar ochiq ho'lganligi sababli 0 < 4, < 1 holadi. Shu
bilan birga zy = (fy) muqta Dy to'plamga ham 1, to'plamga ham tegishli

bolmaydi. Haqgigatdan ham. agar zy € Dy bo'lsa, barcha vetarlicha kichik = > 0

. T d— I .
e - N
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sonlar uchun ty, - ¢ € K bo'ladi. Agar z; € Dy bo'lsa, harcha yetarlicha kichik
£ > 0 sonlar uchun fy — = € K bo'ladi. Demak. () ¢ D. Bu v vo'lning

aniglanishiga zid. Ziddiyvat esa D bog'lamli ekanligini ko'rsatadi.

Endi 1 to'plam ochiq va boglamli bo'lsin. 2y € ) nugtani tayinlab. D,
orqali z, nugtani 4 : [0, 1] = D uzluksiz yo'l bilan birlashtirish mumkin bo‘lgan
= € D nugtalar toplamini belgilaymiz. 2 ochiq to’plam bo‘lganligi uchun har
ganday = € D nuqta markazi shu nugtada bo'lgan biror doira bilan D ga te-
gishli ho‘ladi. Doiraning har bir nugtasini doira markazi bilan radius bo‘yicha
birlashtirish mumkin bo'lganligi sababli D) ochiq to'plam va D, # @ bo'ladi.
Dy = D\ D, bo'lsin. U holda Da ochiq to'plam bo'ladi. D bog'lamli bo'lganligi
uchun 1y = @ bo'ladi. Demak, D chizigh bog lamli toplam. O

Bu teoremadan quyidagi tasdig kelib chigadi.

1.3.2-teorema. Aytaylik. G C C soha bo'lib. ¥ C G bo'sh bo'lmagan gism
to‘plam bolsin. Agar F bir payining o'zide G sohada ochig va yopiq bo'lsa. u

holda IF = G bo‘ladu.

1.3.15-ta'rif. D c C (D C C) sohaning o‘ziga tegishli bo‘lmagan limit nugtasi

uning chegaravty nugtasi deyiladi.

1.3.1G-ta’rif. D sohaning barcha chegaraviy nugtalari to'plamiga uning chegarasi

deyiladi va 31 ko'‘rinishda belgilanad:.

1.3.17-ta'rif. Agar D sohaning chegarasi 0D bog'lamli toplam bo'lsa. D) bir

bog‘lamli. aks holda esa ko'p bog'lamli soha deyiladi.

1.3.18-ta’rif. ) soha chegarast D sohaning bog'lamli kemponenilari soniga

qaralb 1) sohawi bir bog*lamli, tkki bog'lamli va hakozo n bog'lamli soha deyiladi.

Bundan keyin soha chegarasining musbat vo'nalishi del shunday yornalishni
qabul gilamizki. knzatuvehi bu yo'nalish bo'ylab harakat gilganda soha unga nis-
batan har doim chapda joylashgan bo'ladi. Quyidagi rasmlarda bir bog‘lamli va

ko'p bog*lamli sohalar ko'rsatilgan (8-chizina).
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| 1.3.10-misol. Kompleks tekislibda quyidagi shartni qanoatlantiruvchi nugtalar

to'plamini ko‘rsating:

t—2
I<arg——<

m.] E|

1.3.11-misol. Kompleks tekislikda quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi nugta-
larning geometrik o‘rnilarini toping ko'rsating:
7y s 37
—% <arg(z+1-1i) < ——ll—

1.3.12-misol. Komplcks tekislibda quyidagi shartlarmi ganoatlantiruvchi nugta-

larning geometrik o rnidaring toping:

|z] + Rez < L.

8-chizma. a) bir bog'lamli: b) ikki bog‘lamli: ¢) besh bog lamli
Misol va masalalar

1.3.5-misol. Ushhu = = 3 — lit. —1 < 1 < 2 funksiya aniglagan cgri chizigni

b

N
1

"*f 1.3.6-misol. Kompleks telastibda quyidage shartni qanoatlantiruechi nugtolar
) toplamini ko'rsating:

i o) Iin ==L = )

i h) Re ==L = ().
! 1.3.7-misol. Ushbu

loping va komplehs {ekistikda tasverlang.

lenglama aylananing tenglamasi ckanliging isbotlang va bu aylana markazining

koordinatlari hamda radiusin loping.

1.3.8-misol. Ushbu z =a (1 ~1—ie "). —o0 < | < +xc.a > 0 funksiya anigla-

gan egri chiziqni toping va kompleks tekislikda lasvirlang.

L.3.9-misol. Kompleks tekislikda quyidagi shartni qanoatlantireochi wugtalar
to‘plamini ko‘rsating:

0 < Im(iz) < 1.
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1.4 Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar. Funksiya limiti

va uzluksizligi
Aytaylik, C kompleks tekislikda biror /2 to'plam berilgan bolsin.

Lad-ta’rif. Agar I to'plamdagi har bir - kompleks songa biror [ qoida yok
qonunga ko'ra bitta w kompleks son mos qo'yilgan bo'lsa, I to'plamda funksiya
berdgan deyiladi va u [+ = — w yoke w = [(z) kabe belgdanade. Bunda I
Junksiyaning aniglanish to ‘plami. z erkli o'zgaruvehi yoky Sfunksiya arqumenti. f

esa 2 o'zgaruwvchining funksiyast deyiladi.

Aytaylik, w = [ (z) funksiya biror IZ (12 ¢ T) to'plamda herilgan bo'lsin, va'ni
T qoidaga ko'ra har bir z = x +1y € F songa bitta = u + i (w1 € ) son mos

qo'vilgan bo'lsin. Demak.
w=u+w=[(r+iy

bo'lar ekan. Oxirgi tenglikdan v = u (1. y) va v = v (roy) bolishi kelib chigadi.
Demak. [ to'plamda w = [ (z) fanksiyaning berilishi shu to plamda 2 va y haqgiqiv
ozgaruvchilamning u = u (x.y). v = v (z.y) haqiqiy funksivalarining berilishidek
ekan. Odatda, uw = u (r.y) funksiya f(z) funksivaning haqiqiv qismi. v = va.y)

esa f (z) funksiyaning mavhum gismi deviladi va quyidagicha helgilanadi:
u(r.y)=Ref(z), v(r.y)=Imf(z).

Erkli z ozgaruvehi F toplamda o zgarganda w — [(z) Mnksivaning mos

qivmatlaridan iborat to'plam
F={f(F)=u+iv:z=u+iyeE)

bo'lsin.  Odatda. F to'plam funksiva giymatlari to'plami deviladi. Demak, F
to'plamda w = f (z) funksiyaning berilishi C kompleks tekislikdagi £ toplamni
I to'plamga aks ettirishdan iborat ekan. Shu sababli w = [(z) funksiyvani [
to'plamning I to'plamga akslantirishi deb ham vuritiladi.

Faraz qilaylik, w = f(z) funksiya I c C to'plamda berilgan ho'lsin,
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1L.4.2-ta’rif. Agar = argumentning F to'plamdan olingan turli qiymatlarida f (z)

Junksiyaning mos qiymatlari ham turlicha bo'lsa. ya'ni f (z)) = [ (z2) tenglikdan =,

= 2o lenglik (zy, z0 € ) kelib chigsa, [ (2) funksiya E to'plamda bir yaprogli

Junksiya deyilad:.

1.4.1-misol. Ushbu f(z) = -5 funksiyaning £ = {z € C : |2| < 1} to‘plamda

bir yaprogli bo‘lishini ko‘rsating.

Bu misol yechimi uchun quyidagi hisoblashlarni olib boramiz. yani 2.2 € £
uchun

1 1
'r(:'):'“:"'):;‘_mq*l =——g=a-l=gn-lsa=2s

Demalk,
f)=f(n)=5==n

buesa herilgan funksivaning /2 sohada bir vaprogli ckanligini bildiradi.

1.4.1  Funksiya limiti

Faraz qilaylik. w = f(2) funksiva £ C C to'plamda berilgan bo'lib. z, € C

nugta £ to'plamning limit nugtasi bo'lsin.

L4.3-ta’rif. Agar V= > 0 son uchun shunday 0 = 6(z) > 0 son topilsaki. =
argumentning 0 < |z - 3| < & tengsizlikni qanoatlantivuvehy barcha z € E qiy-
matlarida

[f(z)-A]<e
tengsizlil: bajarilsa, A € C kompleks son f () Junksiyaning = — z dagi imiti deb
atalad; va

lim f(z)=A
kabi belgilanadi.
Tzoh. Agar 2y = oc (A = o) bo'lsa. |z — 2| (|f (2) - A}) Evklid metrikasining
o'rniga p(z.00) (p(f(2). oc)) Riman metrikasi qaraladi.

Aytaylik, A=a 413, f{z)=u(r.y)+iv(e.y) va 2y = 2, + iy bo'lsin,

—
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1.4.1-teorema. w = f(z) funksiyaning = — 2, da A limatqga,
lim f(z) =4
ega bo'lishi uchun

lim w(r.y)=a.  lim v(r.y) = 3
Iy I—ay
f,‘ m WSy

bolishi zarur va yetarli.
Ishot. Zarurligi. Avtayvlik.

lim f(z) = A
bolsin, Limit ta'rifiga binoan ¥= > 0 son olinganda ham 30 — d () > 0 son
topiladiki, z argnmentning 0 < |z — 2| < § tengsizlikni qanoatlantirnvehi barcha
z & IV qiymatlarida

If(z) - A| <=

tengsizlik bajariladi. Ravshanki.

|z — 2| = \/(.ff -n) + (¥ — ).

I/ (z) = Al = \/(_H (x.y) = a)® + (v (2. y) - 432
bo'lib, |z = z)| < & belishidan |« — x| < 8. |y — w| < & bolishi kelib chigadi.

Ikkinchi tomondan quyidag;
u(r,y) —al=[Re(f(z) = ) <|[(z) - 4| < -
o (e.y) = Al =Im(f(z) - A <|f(z) - A < =
tengsizliklar orinli bo'ladi (chunki [Rez| < |z]). Demak.
Ve>0.30=60(s) > 0. e — o) < 8. ly—w| <8

bo'lganda

Ju(z.y)—a| <z,

[{r.y) = 3| < ¢
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tengsiziiklar bajariladi. Bu esa

lim u(z.y) =a, ,-““;1 v(r.y)=3
I=*I L=rIp
=i =31

ekanligini bildiradi.

Yetarliligi. Avtavlik,

i ry)=a. limv(ry) =3
Jim w (. y) Jim v (ry)
Y=+ Y=y
bo'lsin. Funksiya limiti ta'rifign asosan.
e>0.30 > 0. |xr — 2| < 0. |y—wo| <6

tengsizliklarni qanoatlantiruvehi ixtivoriy r. y nuqtalarda

[ {z.y) - o] < ==,
V2

[v(x.y) = 3] < E
tengsizliklar bajariladi. Bulardan foydalanib topamiz:

If(2) = A =|u(z.y) +iv(z.y) = (a+i3)] =

[(u(x.y) —a)+i(v(z.y) - 3= }/(“ (r.y) =) + (v(x.y) - i) <

< V T“ “}‘ __,-: <.
Demak. lim f(2) = A O
Avtavlik, Jf-'”(:) hamda g (2) hnksivalar 2 C C to'plamda herilgan bo'lib, =
nugta I7 to plamning limit nnqgtasi bo'lsin.
-"\:.’,nl'
lim f(z) = A limg(z) =B
bo'lsa, w holda quyidagi

lim [f(2) £g(2)]=A£B,

*2)

lim [f(z)-g(z)] = A B.

]

- [fE@_4
lim [-q—-} =7 (B #0).

munosabatlar orinli bo'ladi.



2
12 BOB I. GOLOMORF FUNKSIYALAR

1.4.2  Funksiya uzluksizligi

Faraz gilaylik, w = [ (z) funksiva £ C C to'plamda berilgan bo'lib. 2y € E

nuqta shu to'plamning limit mgtasi ho'lsin.

y - / 2 "
1.4.4-ta’rif. Agar ¥z > 0 son uchun shunday 6 = 6 () > O son topusaki. = ar-
qumentning |z — zy| < & tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha = € E qymatlarida

|/ (2) = [(z0)| < £ lengsizlik bajarilsa. f(z) funksiya 2y nugtada uzluksez deyiad

Bot- H : 5 3 :
14.5-ta’rif. Agar f(z) funksiya I to'plamning har bir nugtasida uzluksiz bo sa.

[(2) funksiya I to'plamda uzluksiz deyiladi.

Aytaylik, f(z) = ulx.y) + iv(r.y) fanksiva 2y = xy + nuqgtaning biror

atrofida aniglangan ho'lsin.

1.4.2-teorema. [(z) funksiya zo nuglada uzluksiz bolishe wchun
Re f(z) = u(r.y).
Im f(z) = v(x.y)

funksiyalar (xg, yy) nugtada wzluksiz bo'lishi zarur va yetarli.

Bu teorema 1.4.1-teoremaga o xshash ishotlanadi.
Kompleks arguientli uzluksiz funksivalar quyidagi xossalargi ega:

1) Agar f(z) va g(z) funksivalar z, nuqtada uzluksiz holsa. u holda

f(2) £ g(2). f (2) '!1(3)-“—:-’ (9(z) # 0)

[unksivalar ham zy nugtada uzluksiz ho'ladi.
2) Agar f(z) funksiva vopiq va chegaralangan 1 to'plamda uzluksiz bo'lsa. bu
funksiva D da chegaralangan bo'ladi, ya'ni shunday ozgarmas M(M # ) son

mavijudki, ixtivoriy = € D uchun
If(z) <M

holadi.
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3) Agar f(z) funksiya yopiq va chegaralangan D to'plamda nzluksiz bo'lsa.
funksiva moduli D da o'zining aniq vugori hamda aniq quyi chegaralariga erishadi.

va'ni shunday 21, 2 € D nugtalar topiladiki, ixt ivorly z € D uchun
VIGIESIENE
|F() = /(=)

o'rinli holadi.
1) Agar f(z) funksiya 2 nugtada uzluksiz bo'lsa. [f(z)| funksiva ham shu 2

nuqtada uzluksiz bo'ladi.
Bu xossalar 1.4.2-teorema yordamida ishotlanadi.  Bu xossalari sbotlashni

orquvehiga havola gilamiz,
Avtavlik. w = f () funksiva £ C C toplamda berilgan bo'lsin.

1.4.6-ta’rif. Agar Vo > 0 son uchun shunday & = d(g) > 0 son topiladiki,

to'plamning 0 < |2' =" < § tengsizlikni qanoatlantiruvchi wtiyoriy 2’ 2" €

E nugtalari uchun |f () ~ [ (") < € tengsizlik bajarilsa. f(z) funksiya E
to'plamda tekis uzluksiz deyiladi.

Yopiq vi chegaralangan to'plamda nzluksiz funksiva nchun quyidagi Kantor
teoremasi o'rinli.
1.4.3-teorema. Agar f(z) funksiya cheguralangan yoprq to*plamda uzluksiz

bo'lsa. u holda bu funksiya shu to'plamda tekis waluksiz boladi.
Bu teorema ham 1.4.2-teorema yordamida isbotlanadi.

Misol va masalalar

1.4.2-misol. [(z) = 2° funksiyani E = {lmz > 0} sohada bir yaproglilikha
tekshiring.

1.4.3-misol. f(z) = 3(z Ly funksiyant E = {|z] < 2} sohada bir yaproglilikka
tekshiring.

1.4.4-misol. Quyidagi fm;!.-.siurrlrrr berilgan  sohada  bir yaproghi - emasligin

ko‘rsating:
=24 D={z:Imz >0} 2w=¢e, D= {z: Imz>0}
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1.4.5-misol. Quyidagi limitlarni hisoblung:
a) lim =
20 =<
b) lim ,—
= 1~
¢) lim I_ Im z:
= 11
d) li:n}% -Rez.
230 1+

L.4.6-misol. Ushbu [(z) = ¢ 3 Junksiyane I = {0 < |z| < R} toplumda tekis

uzluksizlikka tekshiring.

L.4.7-misol. Ushbu [ (z) = % Junksiyani 12 = {|z| < 1} to'plamda tekis uzluk-

sizlikka tekshiring,

1.5 Funksiyaning differensiallanuvchanligi

Aytaylik, [ = u + i funksiva z, — rg -+ 1y mugtaning hiror U (z).2) =
{zeC: |z = 2z < =} atrofida herilgan bo'lsin. 2y nnuglaga <Inmdav Az orttirma

beraylikki, z, + Az € U(z. 2) bo'lsin.

L5.1-ta’rif. Agar hagigey o zgeraochide u(e.y) va e y) funksiyalar (. y) nug-
tada differensiallanuvehi bo'lsa, f = u+ 1 funksia 2o = xy + iy, nugtada hagiqiy
analiz manosida differensiallanuvehi (yoki qisqacha B differensiallanuvchi) deyi-

ladi

Masalan. ushbu J(z) = |z]*+i(Rez - Im 2)” funksiva haqigiy analiz ma’nosida
differensiallanuvchidir, Hagigatdan ham, bu funksivaning haqigiy va mavhum
gismlari quyidagi

u(r.y) = J:‘! =y 49

v(e.y) = [Rez- I ,:',: = (r-y)
ko'rinishda bo'lib, bu funksivalar ixtivoriy (x.y) € B? nugtada differensiallanuvchi
(ularning barcha xususiy hosilalari maviud va nzluksiz).
Ushbu
f(z) = VRez Tm =, (:=a+1iy)

funksiva = = 0 nngtada B mamoda differensiallanuvehi emas. chunki

u(r.y) = Vg, vie,y) =0

_
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bo'lib, u(r. ) funksiva (0.0) € R? mqtada differensiallanuvehi emas.

1.5.2-ta’rif. Agar ushbu

. Sz Az) - f(-‘-n)

lim
=0 Z

limit mavjud va chekli bo'lsa. bu Limit kompleks o‘zgaruvchili f(=) funksiyaning 2o

nuqtadagi hosilasi deyiladi va ['(zp) kabi belgilanadi:

_li:l.]}u fo! A;l i - ‘{f(:”) (].]2}

[(2) funksiya esa zy nugtada kompleks analiz ma nosida differensiallanuvvchi (yoki

gisqacha C differensiallanuechi) deyiladi.

L.5.3-ta’rif. Agar [(z) funksiya D sohaning har bir nugtaside C differensiallanu-

vehi bo'lsa, f(z2) funksiya D sohada T differensiallanuvehi deyiladi.

Agar Af = f(z + Az) = f(z0) bo'lsa, u holda (1.12) formulani quyidagi
ko'rinishda yozamiz:

Jim 2= 7). (L13)

Demak. Ve > 0 son uchun shunday d(s) > 0 son topiladiki, 0 < |Az] < &

tengsizlikni qanoatlantiruvehi Az nchun

A .

H'A_j:- = T (3”); <fg
tengsizlik bajariladi. (1.13) tenglikdan Af = ['(z0)Az + a(zg. Az)Az bo'lishini
hosil gilamiz. bu verda Az — 0 intilganda a(zo. Az) ham nolga intiladi.

Agar [(z) funksiyaning Af(z) ortirmasi

Af = AAz + a2 Az)Az (1.14)

oarinas zp. Az) nolga intiladi agar
ko'rinishda ifodalansa. bu yerda 1 - o'zgarmas son, a(z0. Az) nolg ra

Az = 0, u holda f(z) funksiva nugtada C differensiallanuvehi va A = ['(z))

holadi.
Natijada quyidagi tasdiqqa kelamiz.

1.5.1-tcorema. [(z) funksiyaning o nugtada C-differensiallanuvchi bo'lishi

uchun (1.14) tenglikning bajarilishi zarur va yetarl.,
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1.5.1-misol. Ushbu f(z) = 2* funksiyaning V= € C nuqtadage hosilasini toping.

Yechish. z nugtaga A: orttirma berib. shu migtadagi funksiva orttirmasini
hisoblaymiz:

Af(2)=f(z4Az) - f(2) = (2 t Az)' = 22 =22 Az - (Az)?

Unda
—_li—(;—)- =221 Az
ho'lib.
CA()
A 7

bo'ladi. Demak, f'(z) = 2z bho'ladi.

Biz yuqorida kompleks ozgaruvchili funksivaning hosilasi hamda differen-
siallanuvehi bo'lishi tushunchalarining kiritilishi haqiqiv o'zgaruvchili funksivan-
ing hosilasi hamda differensiallanuvchi bo'lishi tushunchalarining kiritilishi kabi
ckanligini ko‘'rdik. Demak. kompleks o-zgaruvehili funksivalarning hosilalarini
hisoblashda hacjigiy o'zgaruvehili funksivaning hosilalarini hisoblashdagi ma’lum
qoida va jadvnlil".\rdau foydalanish mumkin.

Ba'zi qoidalarni keltiramiz:

1) Agar f(z) = ¢ - consl bo'lsa, f'(z) = 0 bo'ladi.

2) (k- f(z)) =k-['(z). k= const.

3) (f(z) £ g(2)) = ['(z) £ 4/(2).

) (f(2) 9(z)" = ['(z) - 9(=) + S (2) - o' (2)-

5) (L) = LRl hdl () 2,

6) Agar w = f(z) va F' = p(ur) bo'lib. F = 2(f(2)) bo'lsa. u holda

PUE)) =¢'(w) - J(2)
boladi.

7) Agar w = f(z) va z = f'(w) bolsa.

a] . I _ 1 L
() = g (2 #0)

boladi.
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Garchi kompleks hamda haqigiy ozgaruvehili funksiyalar hosilalari tushun-
chalarining kiritilishi bir xil bo‘lsa ham, kompleks o'zgaruvchili funksivaning hosi-
laga ega bo'lsin deyilishi (binobarin differensiallanuvehi bo‘lsin deyilishi) talabi
ancha kuchli talab hisoblanadi. Bitta sodda misol qaravlik.

Ushbu
f(z2)=x

funksiyani olaylik. Agar bu funksivani haqigy o'qda joylashgan E to‘plamda
(E C R) qaralsa, ravshanki, n hosilaga ega bo‘lib, f/(z) = 1 ho'ladi.
Endi f(z) = r funksiyani kompleks tekislik C da qaravlik. Ravshanki, bu
funksiva uchun
J(z) - f(z0) _ &=y
=20 (& = xo) + i(y — w)
boladi. Bu nisbat : = 2y da limitga cga cmas, chunki, r = . y # yo da

nishat 0 ga teng. r # 2. y = yo da nisbat 1 ga teng. Demak. f(z) = & funksiya
differensiallanuvehi emas.

Oldingi paragrafda f = u+iv kompleks o'zgaruvchili funksivaning 2y = zo+iyy
miqtada wzluksizligi u(x. y) va v(r.y) funksivalarning (zy. yo) nuqtada uzluksi-
zligiga teng kuchli ckanligi aytilgan edi xuddi shunday tasdiq differensiallanuvchi-

lik uchun o'rinli emas.

1.5.2-teorema. Kompleks o'zgaruvchili f(2) funksiyaning =y nugtada C differen-
stallanuvchi bo'lishi uchun
1) [ = u+iv funksiyaning zp = ro+iyo nugtada R differensiallanuvchi bo lishi,

2) (x0- ) nugtada ushbu

du _ v

ar iy (1.15)
A

ar = iy

tengliklarning bajarilishi zarur va yetarli,

Isbot. Zaruriyligi. f(=) funksiva zp nugtada C differensiallanuvchi bo'lsin, u

holda (1.14) tenglikka ko'ra

Af = [(20)- Az + afz0.A2) - Az (1.16)
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tenglik o'rinli bo'ladi. bu yerda Az — 0 da a(z. Az) — 0. Agar quyidagicha
Af = Au(zx,y) + iAv(z.y) f'(z0) = A+iB. Az = Ar + 1Ay, 0z = a) + 10,

belgilashlarni kiritsak, n holda (1.16) tenglikni quyidagicha vozamiz:
Au+ile = (A+iB)( A+ iAy) ~ oy + 0.

bu verda ay. oy — |[Az| migdorga nisbatan cheksiz kichik miqgdorlar.
Bu oxirgi tenglikdan hagiqiv va mavlnon gismlarni fenolab. guvidasi mnnos-
o I l o l A (=l

abatlarni topamiz:
Au = AAr - BAy + oy, Av = BAz + AAy + as (1.17)

Demak, u(r,y) va (e, y) funksiyalar (. ) mugtada differensiallanuvehi. Ayni
paytda f(z) funksiya z, nugtada & diflerensiallanmvehi hosladi. Yuqgoridagi (1.17)

tenglikdan topamiz:

A= dl -3 = ﬂi
ir dy
v e
[ = = ] = =
ilr iy

bu tengliklardan (1.15) mnnosabatni hosil qilamiz.
Yetarliligi. Aytaylik, u(x. y) va v(x. y) funksivalar (. yo) nugtada differensial-
lanuvehi va (1.15) tengliklar bajarilsin. U holda (1.17) tengliklar o'rinli bo'ladi.

Bu tengliklarning ikkinchisini ¢ soniga ko'paytirib birinchisi bilan qo'shib ushbu
A A 1Av = AAr - BAy+ «(BAr + AAy) + o +ing.

munosabatni, ya'nui quyidagi Af = (A 4+ (B)Az + aAz tenglik orinli ckanligini
hosil gilamiz. 1.5.1-teoremaga kora f(z) lnksiva 2y mqgtada differensiallanuvehi
ho'ladi, Teorcma ishot ho'ldi. O
Bu 1.5.2-teoremada keltirilgan (1.15) shartlar Koshi-Riman shartlari deyiladi.
Yugorida keltirilgan teoremadan hosilani hisoblash formulasi kelib chiqadi:

i du v dv du du Du v v

J(z20) = = Ficm = — — e = — — i = — 4 i—.

dr dr Ay dy  dr Ay dy  dr

1.5.2-misol. Ushbu [(z) = z* + = funksiyaning iztiyoriy = € C nugtada C differ-

ensiiallanuvchi bolishing ko rsating.
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Buning nehun dastlab, berilgan funksivani quyidagicha yozily olamiz:
Jiz)=(z+ i) +o+iy=(" -y +a)+ i(2ey +y).

Bundan Re f(z) = u(z.y) = 2° - y? + 2. Im f(2) = v(x.y) = 22y + y bo'lishini
topamiz. Ravshanki. u(z,y) va v(x.y) funksi\'a]'lr ixtivoriy (r.y) € B* nugtada

. . i < 5 ) T ) .
differensiallanuvehi. Ikkinchi tomondan 57 = =241, $=-2=-2

)r -h: iy
bo'ladi. Demak, f(z) = 2%+ z funksiva ixtiyoriy = € C nuqtada C differensial-
Tanuvchi bo'ladi.
Agar [ = u + iv funksiva zp = vy + iyg mugtada B differensiallanuvehi bo'lsa.
nshbu

df (z0) = du(wo. yo) + tdv(xo. yo)

itoda f(2) funksivaning =z, nuqtadagi differensiali deviladi.

Ravshanki.
() )
du = iu’: - r—?iu‘h;
o
()
dv = :rh + -—du
Natijada ’f 2
i ( .
= 2l £ 1.18
df = e+ 5 dy (1.18)

ckanligini topamiz. hu verda
af  ow A df  du o
=, = i,
dr dr dr dy dr; Ay
Endi da vady larni ushbu dz = dr+idy.  dz = dr—idy ko'rinishda ifodalasak

(L18) tenglikdan topamiz:

Cvof af,  1af  Of 1.19)
df = ,H(()_"_ 'ﬁw“ ' ‘_7,(()4 ()J) ’ (

Agar
df 1 r)j r)j tJf l df r)f
O LA - iZym =55 +ino)
0= 2'0x f)l; 9z 2 dr ()r;
differensial operatorlarni kiritsak unda [(z) funksiya diflerensiali nehun
f af

df = —-dz+ 52dz

tenglikka kelamiz,
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Agar u(zx.y) va v(a, ) funksivalar z, nugtada (1.15) Koshi-Riman shartlarini

bajarsa unda bu nugtada

af 1 du o todve du

——) 4 —(— { S [
Jdz  2dr  dy 2 dr  dy

I3
J

bo'ladi. Aksincha J(z) funksiva biror z, nugtada :—:—- = 0 shartni ganoatlantirsa,
unda (4. yy) mqtada Koshi-Riman shartlari bajariladi.  Demak, Koshi-Riman
shartlarini :—:1 = 0 ko'rinishda vozish mumkin ckan.  Koshi-Riman shartlarini
quth koordinatalar sistemasida yozamiz. Ravshanki. » = pe. T= pe~'¥. Bu
tengliklarni Z bo'vicha differensiallab

dr g

f
[

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistemani yeehib topamiz:

droe'r de 't

RN I T W

Unda murakkal funksivaning hosilasini topish formulasiza ko'ra

1ilf

rdy

Of _or ol dp of _af
97 0T o D Dy 2 ‘or
tenglik orinli bo'ladi.  Demak. Koshi-Riman shartlari quth koordinatalar sis-
temasica

u 1 (')r'_ 1 du

Ar rI ar

vy
ko'rinishda bo'ladi.
L5.4-tarif. Agar [(z) funksiya zo € 1) nuglaning biror atrofida T differensial-

lanuwvchi ho'lsa, [(=) funksiya 0 nuglada golomorf deb atalad,

L5.5~ta’rif. Agar [(z) funksiya 1 sohaning har bir nugtasida golomorf ho'lsa,
J(z) funksiya D sohada golomor| deyiladi.

Odatda I sohada golomorf bolgan funksivalar sinfi @ (1) kabi helgilanadi.
Avtaylik, f(z) funksiya z = oc nugta atrofida berilgan ho'lsin.
1.5.6-ta'rif. Agar g(z) = .['(%) funksiya = = 0 nugtada golomorf bo‘lsa, f(2)

funksiya >¢ nugtada golomorf deyiladi.
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1.5.7-ta’rif. Aytaylik, [(z) funksiya 2y € T nugtada oc ga teng bo'lsin.  Agar
F(z) = ﬁ funksiya zy nugtada golomorf bo'lsa. u holda [(z) funksiya zy nugtada
golomorf deyiladi.
1.5.3-misol. f(z) 2= 2 -y = 2ry funksiya 2 = 0 nugtada golomorf
bo*ladime?

Ravshanki, 5%%’- =2z, f:—,; = -2y, %- = —2y, :-;‘7 = —2x bo'ladi. Koshi-Riman

shartlari fagat © = y = 0 nuqtada bajariladi. Demak. f(z) = * funksiva z = 0

nuqtada C differensiallanuvehi. lekin bu nugtada golomorf emas.

L.5.1-izoh. Odatda. f(z) funksiya E yopiq to'plamda golomorf deyilganda bu

Junksiyaning E to*plamning biror airvofida golomorfligi tushuniladi.

1.5.1  Yo'nalish bo‘yicha hosila

Avtavlik, [(2) = wu(x.y) + iv(r.y) funksiva 2y = 2y + iy nugtada B-
differensiallanuvehi ho'lsin. U holda nshbn

) of
Af(z) = [(z0 + A2) = J(20) = :)—{(:u)ﬁi + (.TJ;(:u)AE + 0(Az)

tenglik orrinli bosladi. A= ortirmani ko'rsatkichli shaklda
Az = |Az|e?

vozib Az orttirmani topamiz: Az = |Az]e *? = Az ¢ % Natijada
Afiz) = (J’ 20) + ==(20)e”" ) Az + o(Az)
iz 0z
boladi. Bu tenglikni A= ga bolib, Az = 0, arg Az = 0 = const bo'lganda limitga
o'tib f(z) funksivaning @ yo'nalish bo'yicha hosilasini topamiz:

A (=) ﬂ("u) af(iu)“ = flo(=0).

0z

A]i”}u Az 8z

arg =
Oxirgi tenglikdan korinadiki. agar f(zo) funksiya z nugtada B differensial-
lanuvehi ho'lsa, hu migtada f(z) funksivaning 0 yonalish bo'vicha hosilasi mavjud
bo'ladi va ¢ argument 0 dan 27 gacha o'zgarsa I'o(20) markazi %{'(:“) da. radiusi

’%‘f‘(in)| bolean avlanani ikki marta ayvlanib o'tadi. Demak, f(z) funksiva z;
€ (o} "
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nugtada B differensiallannvehi bo'lsa. uning 0 yo'nalish bovicha [, hosilasi 0

vonalishga bog'liq ho'ladi. Aga %(En) = 0 bo'lsa. vani f(z) funksiva z, nug-
tada C differensiallanuvehi ho'lsa. hamma vonalishlar bovicha hesila 2, nugtada

bir xil bo'lib,

o)
_’II(JII} = {{:li] = fru('.'n)
oz

boladi (9-chizma),

fﬁ:

Jz
. o

O-chizina

Misol va masalalar
1.5.4-mi 7 2y 2 . . . y
oddemisol. Ushbu f(z) = |2|"[Rez]” funksiyane © differensiallanurcchanlikka
ffii\?.‘if,l,;rlrj”g.
1.5.5-misol. f(z) = z - Tm = funksiyane C differensiallanuchanbibka tekshirmg.

1.5.6-misol. [/s/ihy J(2) = eyl funksiya wchun = = 0 nugleda Koshi-
Riman .a'fuu'.f.!rr,r'iﬂi‘rr.f] bajavilishini. lekin sha nuglada funksiyaning hosilasi mavjud
cmasligini ishotlany.

1.5.7-misol. Ushbu f(z) = +ay+i(bx+ey) funksiyani golomorflikka tekshirmng.
1.5.8-misol. Aylaylik [(z) € O (D) bo'lsin. Agar ¥z € 1 uchun |[ (z)] = const
ho'lsa. u holda Vz € 1) uchun f(z) = const bolishini isbotlang.

1.5.9-misol. Ushbu [ (z) = |z — y[* + 2i lzy| funksiya golomorf bo'lgan sohalarni

Loping.

1.6. HOSILA MODULI VA ARGUMENTINING GEOMETRIK MA'NOSI.
KONFORM AKSLANTIRISHLAR

1.6 Hosila moduli va argumentining geometrik ma’nosi.

Konform akslantirishlar
Faraz qilaylik, w = f(z) funksiya biror I C C sohada berilgan bo'lsin.
Bu funksiyani C. tekislikning miqgtalarini C,;. tekislik nuqtalariga akslantirish deb
qaraymiz. Bu w = f (z) funksiya 2y € D nugtada f'(z) hosila ega va ['(z) # 0
ho'lsin. Hosila ta'rifidan fovdalanib. topamiz:

|f(2) = f(20) i |w — wy|

m —-
] l: -

|z = = 2=

If, l’:n)l - ‘lil'l_l‘.

(wo = f{-?n])-

Ravshanki. bu fenglikdan
lw = wol = |/ (z0)l |2 = 20| + 0 (]z = 20])

bolishi kelib chigadi.

Demak. |z — zg| vetarlicha kichik bo'lganda |z — zo hamda |w - wo| migdorlar
proportsional bo'lib, |/*(z¢) esa shu proportsionallik koeffitsiyentini ifodalaydi.
Bu w = f(z) akslantirish yordamida |z — =] = r aylana, cheksiz kichik mie-

dor o]z zy|) anigligida |w - wel = [/ (z0)] - r avlanaga (aylanaga yaqin yopiq

chizigqga) akslanadi (10-chizima).

10-chizma

Agar |/"(z0)] < 1 bo'lsa, unda |z - 2| = r aylana sigiladi /" (z)l > 1
bo'lganda esa choziladi. Demak. Mnksiya hosilasining moduli w = f (=) akslan-
lirishda cho'zilish koeffitsiyentini hildirar ekan (chozilishning saqlanishi).Odatda
Jeilanadi: & = |f" (z0)] -

chozilish koeffitsiyenti & hilan be
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Endi hosila argumentining geometrik ma’nosiga to’xtalamiz.

Faraz qilaylik, v = f (2) akslantirish z, nugtaning biror atrofida hosilaga ega
bo'lib. f'(2y) # 0 bo'lsin. Bu zy nugtadan otuvchi silligy ={z(1). {1 <t < by}
egri chizigni olib. uning vo'nalishi bo'vicha shu egri chiziqga 2, = z (1) nuqtada
urinma o‘tkazamiz. Bu urinmaning haqiqiy o‘qning musbat gismi hilan tashkil
etgan burchagi o bo'lsin: a = arg 2’ (fy). w = f (z) akslantirish esa - egri chizigni
C.. tekislikdagi I" egri chizigqa o°tkazsin.

Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasiga ko'ra w’ = [f"(z)="(1)
bo'lib. ¢ = ¢, nuqtada

w' (to) = [ (20) - 2" (to) (1.20)

bo'ladi. Shartga ko'ra f’(z) # 0 va 2’ () # 0 ( ~ chiziqning silligligidan) bo‘lgani
uchun w'(ly) # 0 bo'ladi.  Binobarin, wy = f () nugtada I" egri chizigning,
urinmasi mavjud. Bu urinmaning burchak kocffitsiventini 3 bhilan belgilaymiz:

1= argu’ (1y). Yuqoridagi (1.20) tenglikdan
arg ' (ty) = arg [’ (zy) + arg 2" (1)

va'ni
J=arg f' (z) + (1.21)

bo'lishi kelib chigadi.

Demak, funksiya hosilasining argumenti w = f (z) akslantirishda 4 chizigni
qanday burchakka buralishini bildirar ekan (burchakning saglanishi).

Agar zy nugtadan o‘tuvchi ikki v va v2 egri chiziglar orasidagi burchak ¢
bo'lsa, w = [(z) akslantirishda bu chiziglarning akslari Ty va T egri chiziglar
orasidagi burchak hamn o bo'ladi. bu quyidagi mulohazalardan keliby chiqaci (11-

chizma).

— M

7,

u';_][’z)
v

o

11-chizma
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Qy — Oy = .'I-_g - 3.
= arg [ (20) + a2

Odatda buralish burchagi o (2) kabi belgilanadi: o () = arg /' ()

{ S =arg [ (z0) +ai. Feang ()

1.6.1-izoh. f'(z) # 0 shart w = [(2) akslantirishning yakobiani zy nugtada nolga

teng emasliging bildiradi.

Haqiqatdan ham, w = f(z) = u(x.y) + iv(x. y) akslantirish u(x,y), o(r.y)

akslantirishga ckvivalent. Keying akslantirishning vakobiani

oyl o o
Mol gy v dr O

] = drooy _ 7 20 T ou
' s Y — - =
o5 Or 9y or oy

boladi. f(z) funksiya € differensiallamvehi bo'lgani uchun

dul’ o’
+

=G Gy
tenglik o'rinli bo‘ladi. Ikkinchi tomondan
, du v
f(z)= E + I’CTI.
tenglikdan a 2
dus  0v.’”

(= 2 = ( =—— — [ —
=G -
bo'lishi kelib chigadi. Demak, J(z0) = |f'(z0)]* # 0.

Endi kompleks analizda muhim ahamiyatga cga bo‘lgan ta'rifni keltiramiz.

1.6.1-ta’rif. Agar w = [(2) akslantirish nugtada bir zil cho'zish va burchakni

saglash xossalaviga cga bo'lsa. bunduy akslantivishge nuqtada konform® akslan-
tivish deyiladi.

Yuqoridagilardan ko'rinadiki, agar w = [(z) funksiya zp nuqtaning biror
atrofida golomorf bo'lib. f/(z0) # 0 bo'lsa, w = f (2) akslantirish zy nuqtada
konform ho'ladi.

Sohada konformlik ta'rifi quyidagicha kiritiladi.

3 . . : i *lih. o'xshash deg ‘noni beradi.
YKonformelotineha confermis so‘zidan olingan bo'lib. o'xshash degan ma'noni bers
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1.6.2-ta’rif. Agar w = f(z) akslantivish 1) sohada bir gaprogle bo'lib, sohanimy

har bir nugtasida konform bo'lsa. u 1D sohada konform akslantivish deyilad.
Endi x nugtada konformlik tushunchasini kiritamiz.

1.6.3-ta’rif. Agar g(z) = f (1) funksiya 0 nugtada konform bo'lsa, u holda f (=)

Junksiya sc nugtada konform deyilad.

1.6.2-izoh. Agar f(z) Junksiya zg nuglada C differensiallanavehe bo'lib, f'(z,) = 0
bolsa. w = J(z) akslantirish =, nugtada konform bo Tmaydi. f(z) = z* funksiyan-

ing hosilast 2 = 0 nuglada nolga teng. = = 0 nugladan cliguvehi arg 2 = o va

ATF 2 = Jerni g = o2 o : ;
arg z = 3 nurlarni w = z° akslantiresh mos ravishda arg ' = 2a va argw = 23
nurlarga akslantiradi. argz = o va argz = 3 nurlar orasidagi burchak (3 — )

boladi.  Bu nurlarning obrazlare orasidage burchak csa 2(.3 — ) ga leng, ya'ni
= 0 nuglada burchak saglanmaydi. Demalk, w = 2 akslantivish = = 0 nuglada
konform emas,

Konform akslantirishlar nazarivasida asosan quyidagi ikki masala o rganiladi;

1. 1) € C, sohada w = f(z) akslantirish berilgan holda 1) ning aksi D° =
(D) ni topish:

2. Ikkita D C C. va C,. sohalar berilgan holda. ) sohani (¢ sohaga
konform akslantiradigan w = f (z) funksiyani topish.

Bu masalalar ikkinchi va oltinchi boblarda o'rganiladi,

Misol va masalalar

1.6.1-misol. Faraz gilaylik,  chizig 2y nugladan chiquech arg(z — 2)) =~ nar
bolsin. Ushbu maisollardagi akstanbirishlor wehun 2y nugtadage cho‘zilish kocfjit-
siyenti R(2) va burilish burchagi a(2) ni toping.

\ R "
a)w=2z", n=1+1.

b)) — ]—:- = -1,

f:} w o~ 32 =1
1.6.2-misol. Ushbu [(z) = 122 = 8z funksiyaning konformlik sohasini toping.
1.6.3-misol. Ushbu w = =*+ 2z akslantirish natijasida tekislikning qaysi gismida

siqiladi va gaysi qismida cho ziladi?
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Ushbu bobda golomorf funksivalarning ba'zi sinflarini alohida o'rganib
chiqamiz:  kasr-chizigli funksiva.  Jukovskiy funksivasi. darajali  funksiya.

ko'rsatkichli. trigonometrik funksivalar va boshqalar.

2.1  Chiziqli funksiya

Ushin
w=az+Db (2.1)
ko'rinishdagi funksiva chiziqli funksiva (chiziqgli akslantirish) deyiladi, bu yerda

a.b o'zgarmas kompleks sonlar va @ # 0. Bu hnksiya C. to'plamda aniqlangan,

unga teskari ho'lpan funksiva ham chizigh funksiya bo'lib. u quyidagi
1 b :

s o= = =

T oa a

®)
=
N

ko'rinishga cga.  Yugoridagi (2.1) va (2.2) akslantirishlardan C. va C,, tekislik

aro bir giviatli moslikda ekanligi kelib chigadi. Bunda z = oo da

nugtalari o'z
w = ~o ho'ladi va aksincha. Ravshanki,

w = (az+ D =a#0.

Demak. w = az +Db akslantirish T. tekislikni T, tekislikka konform akslanti-

ak. = (< D H

radi. T ‘
Ixtivoriy = € C. nugtani olavlik. Bu z nugta (2.1) akslantivish vordamida w
xhoyonry = P i }

ngtaga (€ C,) o'tadi.

a7

R T T D R IR
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Chiziali PR T, L
iziqli funksiya yordamida bajariladigan akslantirishni aniglash uchun avvalo

uning xususiy hollarni qaraymis.
1°. Aytavlik.

w=2z+b (2.3)
bo'lsin. Agar kompleks son vektor orqali ifodalanishini ¢‘tiborga olsak. unda (2.3)

akslantirish = va b vektorlar yig'indisi orqali topilishini ko ramiz. Demak. bu holda

z ga ko‘ra uning aksi w parallel ko‘chirish orqali topilar ckan.
2°. Aytaylik,
=" (0 €R)
bo'lsin, Avvalo
"' = cosa+isina
ckaninj e’tiborga olily, S‘o'ng
= z](cos ¢ + tsing)
tenglikdan foydalanily topamiz:
wzz "z = (cosa + isina) - |z] (cos 2+ sing) =
= z| - (cos(z + a) = isin(y + a)).
Demak,
|| = |z]. arg' wr=yg+a=ag:+a
bo'ladi. Bu holda = ga ko‘ra uning aksi w. = vektorni a burchakka burish bilan
topilar ekan.
3°. Aytaylik,
w=kz (k>0)
bo'lsin. U holda z ga ko'ra uning aksi w, = vektorni chozish (& > 1) yoki siqish
(k < 1) orqali topiladi.
Yuqorida keltirilgan hollardan ko rinadiki,

w=az+b

chizighi funksiya yordamida akslantirish C. tekislikdagi  sohani “parallel
ko*chirish™. “burchakka burish” hamda “cho'zilish yoki siqilish™ni amalga oshi-

rar ckan.

it y
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Faraz qilaylik. w = f(z) funksiya biror D sohada (D ¢ C) berilgan bo‘lsin.
Agar ¢ € D nugtada
J(@)=ua
tenglik bajarilsa, u holda = = a nuqta w = f(z) akslantirishning qo‘zg‘alinas

nuqtasi deyiladi. Yugorida keltirilgan

w=az+b

chizigli akslantirish a = 1 bo'lganda z = 00 qo‘zg'almas nuqtaga. a # 1 bo‘lganda

0S4 2] =00, 1 = 1_'-'.7 qu'zg'almas nuqtalarga ega bo'ladi.
Misol va masalalar

2.1.1-misol. Berilgan D ={z€C:|: -i-1|< \/‘_3} sohaning w =2iz +1 -1
Junksiya yordamidagi aksini toping.

2.1.2-misol. Ushbu D = {z€C:-2<Rez< -1, 1<Imz <3} sohani w =
2z + 5+ 1 chizigli funksiya ganday sohaga akslantiradi?

2.1.3-misol. Uchlari A = 3+2i. B =7+2i, C = 5+4i nugtalarda bo‘lgan ABC
uchburchakning ushbu w = iz + 1 chizigli funksiya yordamidagi aksini toping.

2.1.4-misol. C. tekislikdagi D = {z € C: |z — 2| < v} doirani C,. tekislikdagi
U= {weC:|uw|< 1} birlik dotraga akslantivuvchi chizigli funksiyani toping.

2.2 Kasr-chizigli funksiya va uning xossalari

Ushbu b
az
y = 2.4
u cz+d (24)

ko‘rinishdagi funksiya kasr-chizigli funksiya deyiladi, bunda «.b. ¢. d koeflitsiyent-

lar o‘zgarmas kompleks sonlar bo'lib, ular uchun ad — be # 0 shart bajariladi. Bu

shart bajarilmasiligi w funksiyani o‘zgarmas bo‘lishiga olib keladi.

Hagiqatdan ham, § = § = k bo‘lsa. u holda

_bkedb b
W dkztd 4 o
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boladi. Agar ¢ = 0.d # 0 ho'lsa, u holda {2.1) akslantirish yuqoridagi (2.1)

ko'rinishdagi

wo et ei
tegtg B

chizigli funksiyaga aylanadi. Bu chizigli funksiva xossalarini yuqorida keltirih
o'tdik. Agar ¢ 7& 0 bo'lganda (2.4) kasr-chizigli akslamtirish C. kompleks tek-
islikning 2 # -4 va : # oo nqtalarida aniglangan bo'ladi. Biz (2.-1) kasr-chiziqli
akslantishni C;~ kengaytirilgan kompleks tekislikda aniglashimiz nchun quyidag-

ilarni gabul gilamiz:

] d
w(x) = e w (~;-) =20. (¢ #0). (2.5)

Bu (2.5) munosabatni hisobga olib quyidagi tasdigning orinli ekaniligini
ko‘rsatamiz:
2.2.1-teorema. (2 1) kasr-chiziglt akslantirish C. ning nugtalarin C. ning nag-
talariga gomeomorf (ya ni. o-zare bir giymatli. uzluksiz va teskasivi ham uzluksiz

akslantirads.

Isbhot. Yucorida ¢ = 0 bo'lganda teorema orinli bolishini korsatgan edik.
Shuning uchun, ¢ # 0 bo'lganda ham teorema o'rinli bolishini ko'rsatamiz. Kasr-

chizighi funksiy: herilishidan va vaqoridagi (2.5) munosabatlardan ushbu

z___)"_““’;-—u' (:# -4 z# )
,Td —0c = 1.
aC = ’I-‘ =
mosliklarga egamiz.
Endi (2.4) munosabatni = o‘zgaruvchiga nisbatan yechish natijasida berilgan

kasr-chizighi funksiyaga nisbatan teskari bo'lga

- —dw +b (2.6)
cw — ¢
funksiyaga kelamiz, bu yerda ham ¢ # 0 bo'lganda. = (<) = -24.z (¢) = oo deb

qaraymiz. Bundan esa quyidagi moslikka ega bo‘lamiz:

w —p Sduth _ o (w#t w#ox).

cu a
-d
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Demak. (2.4) kasr-chizighi funksiya C. to'plamda, (2.6) funksiya csa C,
to‘plamda aniglangan, bo'lib (2.4) kasr-chiziqli funksiya C. to*plam nuqtalarini C,,
to’plam nuqtalariga o°zar bir qiymatli akslantiradi. Endi bu funksiyani kengaytir-
ilgan kompleks tekislikda uzluksizligini ko‘rsatamiz. Dastlab, w = 'r"—:'; funksiya

uchun garaymiz. Bu funksiyaning C. \{ . oc} to'plamda nzluksizligi ravshan.

Berilgan funksiyaning z = —:—f va z = oc nuqtalarda uzluksizligini quyidagicha
ko'rsataniz: ;
az+0
lnn w lim =oc.
-4 (=) = :—)—%L‘Z-i‘d
az+b a
lim w (z) = lim =-.
19 (= )= axcs+d ¢
Demak. w = 24 ¢ C (C.) ekan. Xuddi shunday bu funksiyaga teskari bo‘lgan

funksivaning ham kengaytrilgan kompleks tekislikda uzluksizligi ko‘rsatildi. O
Endi kasr-chizigli akslantirishning konform akslantirish bo‘lishi haqidagi

quyidagi teoremani keltiramiz.
2.2.2-teorema. (2.4) kasr-chizigli akslantirish C. tekislik nugtalarini C,. tekislik

nuqtalariga konform akslantiradil.

Isbot. Dastlab ¢ # 0 bo‘lgan holda w = 248 funksiyani z € C\ {~, 00}

nugtalarda konformlikka tckshiramiz:

M": (G:+b) = (Cz+d)a—C(.?:+b) = ad"bcg fﬂ((ld—b(‘#())
cz4d (cz +d)° (cz+d)

bo‘lganligi uchun w = X2 *" akslantirish C\ {—‘-‘ oo} to‘plamda konform ckan.

Endi (2.4) akb]antmshmng = —4 va z = oo nuqtalarda konform bo‘lishini
ko‘rsatamiz. Bu (2.4) akslantirishni 2 = —{ d hugtada konform bo'lishini ko‘rsatish
uchun ushbu |

YT

funksivani qaraymiz. Ravshanki,

cx+d be — ad
Wi = 3

az+b (az +b)

wy =

tn konformlik deganda fagat burchuk saglanish xossasi tushuniladi.

'Clicksiz uzoglashgan mqui
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bo'lib. quyidagi
, d -
wi(-=)=—— %0
( (') be - ad 7
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Demak. qaralayotgan akslantirish = = =4 nuqgtada
: . - . . . . ‘
konform bo'ladi. Endi (2.4) akslantirishni = - nugtada konform bolishini
ko'rsatish uchun esa 2, = 1 almashtirish bajaramiz. U holda
a+b:
u (Z] )= ! .
c+dz
be — ad
w'(z)) = "
(¢ -dz)*
bolib. z; = 0 bo'lganda o’ (0) = !"7"—" # 0 boladi. Demak, (2.1) akslantirish
: = o mqtada konform bo‘ladi. Shunday qilily, - = :‘—-:’l' akslantirish T, tckislik
mugtalarini C,,. tekislik nugtalariga konform akslantirar ckan. O

Agar barcha (2.4) ko'rinishdagi kasr-chiziqli akslantirishlar sinfini biror A bilan
belgilasak. U holda ikkita I.,. L, € A.

(l|::—b|

L] Ly = - (l,(l; - [)]('| #0
(’|~'T'l[|

[ (27 + by b= b

oty = ————= (atdy — buey #£ 0.
e dy 2l 2 #0

kasr-chizigli akslantirishlarning kompozitsiyasi bo‘lgan akslantirish 1, = Lioly(2)

ham kasr-chizigli bo‘ladi:

a
L:w=

~

= +3. ad — be = (aydy = byey) (aady — baes) # 0.

Bundan tashqari yuqoridagi 2.2.1-teoremani ishotlash jarayonida ko‘rdikki.
kasr-chizigli L akslantirishning teskarisi L ' ham kasr-chizigli bo'ladi. Shunday
gilib. yuqorida tuzilgan A sinf uchun quyidagi xossalar o'rinli:

1° Assosativlik. Ixtivoriy uchta L;. Ly. Ly € A kasr-chizigli akslantirish uchun
quyidagi

Lyo(LyoLy)=(Liola)o Ly
xossa (assosativlik) o'rinfi.-
Yuqoridagi tenglikning ikkala tarafi ham ushbu L, {1, {13 (z)]} kasr-chizigli

funksiyani aniglaydi.
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2° Birlik elementning mavjudligi (ayniy akslantirishning mavjudligi).

Agara = 1.b=0.¢ = 0.d = 1 deyilsa. u holda
E:w(z)=z€A

ayniy akslantirish ham A sinfga tegishli bo'ladi.

3° Teskari clementning mavjudligi. Ixtiyoriy L € A uchun shunday L'e

A mavjudki. ular uchun quyidagi
LoL—l:L-lOL=E

mumosabat orinli bo'ladi.  Yuqoridagi (2.4) ko'rinishdagi akslantirishga teskari
akslantirish (2.6) ko‘rinishda bo'ladi. Demak, barcha kasr-chizigli akslantirish-
lar to'plami A kompazitsiya amaliga nisbatan gruppa tashkil qiladi. Bu gruppa
kommmutativ emas. Masalan, Ly : wy () = 2+ 1. Ly : wa(2) = + desak u holda

Inoly:uy(ua(z))=L1+1valaoly:ws (uy (2)) = -:% bo'lib,
LioLy# Lao Ly

ho'ladi. bu esa A kommutativ grappa emasligini bildiradi.

2.2.1 Kasr-chizigli akslantirishning xossalari

Endi kasr-chiziqli akslantirishning geometrik xossalari bo'lgan doiraviylik va
simmetriyani saqlashi xossalarini keltiramiz. Bu xossalar kasr-chiziqli funksiya
yordamida bajaraladigan akslantirishlarga doir masalalarda keng tadbiq qilinadi.
Kasr-chiziqli akslantirishning xossalaridan biri
doiraviylik xossasidir. Shuni ta’kidlab o'tishimiz kerakki, C kengaytirilgan kom-
pleks tekislikdagi aylana deganda, C tekislikdagi aylana yoki to'g'ri chiziq tushu-

niladi. Demak. biz aylana haqgida gapirganimizda to'g'ri chiziglarni ham radiusi

Doiraviylik xossasi.

cheksiz bo‘lgan aylana deb garaymiz.

2.2.3-tcorema. (Kasr-chizigli akslantirishning doiraviylik zossasi). Iz-

tiyoriy kasr-chizigh w = ‘r-'—;'—"; (ad — be # 0) akslantivish C. tekislikdagi har gan-

day aylanani C,. tekistibdagi aylanage akslantiradi.
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bolib, quyidagi

w'y (-(—[) = —(;-— #0
c be - ad
munosabatlar o'rinli bo‘ladi. Demak. qaralayvotgan akslantirish = = -4 nuqtada
konform bo'ladi. Fndi (2.4) akslantirishni = — x nuqgtada kmlform"lm'lishini
ko‘rsatish uchun esa z; = 1 ahmashtirish bajaramiz. U holda
w(z)) = a +b:|'
c+dz
W (2) = be ~ ml')
(¢ = dzy)”
bo'lib, z; = 0 bolganda «' (0) = %54 # 0 bo'ladi. Demak. (2.4) akslantirish
= nnqti(la konform ho‘ladi. Shunday gilib, ' = :‘—% akslantirish T. tekislik
nugtalarini C,, tekislik nngtalariga konform akslantirar ckan. O

Agar barcha (2.4) ko'rinishdagi kasr-chizigli akslantirishlar sinfini biror A hilan
belgilasak. U holda ikkita ;. ., € A.

ays +

Lycw = A (ll. aydy; = bie #0
L 2z + by .
9 iy = ————— (ady — bay #
21Uy pv— tady ~ by # 0.

kasr-chizigli akslantirishlarning kompozitsiyasi bo‘lgan akslantirish . = LjoLa(2)
ham kasr-chizigli bo‘ladi:

=+b
L:w= £~_—d ad — be = (aydy = byey) (agdy = baea) # 0.

Bundan tashqari yuqoridagi 2.2.1-teoremani isbotlash jarayonida ko'rdikki.
kasr-chizigli L akslantirishning teskarisi £ ' ham kasr-chizigli bo'ladi. Shunday
gilib. yuqorida tuzilgan A sinf uchun quyidagi xossalar o'rinli: ‘

1° Assosativlik. Ixtivoriy uchta Lj. La. Ly € A kasr-chizigli akslantirish uchun
quyidagi

Lio(LyoLy) = (Lioly)olLy
xossa (assosativlik) o‘rinli.-
Yuqoridagi tenglikning ikkala tarafi ham ushbu £ {/. [13(z)]} kasr-chizigli

funksiyani aniglaydi.

|
|
|
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2° Birlik elementning mavjudligi (ayniy akslantirishning mavjudligi).

Agara = 1.b = 0.c = 0.d = 1 deyilsa. u holda
E:w(z)=z€A

avniv akslantirish ham A sinfga tegishli ho'ladi.
3° Teskari clementning mavjudligi. Ixtiyoriy L € A uchun shunday .7} €

A mavjudki. ular nchun quyidagi
Lol '= LloL=F

mumosabat orinli bo'ladi.  Yuqoridagi (2.4) ko'rinishdagi akslantirishga teskari
akslantirish (2.6) ko'rinishda bo'ladi. Demak, barcha kasr-chiziqli akslantirish-
lar to'plami A kompazitsiya amaliga nisbatan gruppa tashkil qiladi. Bu gruppa

kommutativ cmas. Masalan, Iy wy(2) = 2+ 1. Ly tun(2) = 1 desak u holda
’ -

Lyo Ly :w(ua(z)) = % +1valpolyiuwe(uy(2)) = :l—]- bo‘lib,

LloL-_:;éLgoLl

holadi. bu esa A kommutativ gruppa emasligini hildiradi.

2.2.1 Kasr-chizigli akslantirishning xossalari

trik xossalari bo'lgan doiraviylik va

Endi kasr-chizigli akslantirishning geome
funksiya

simmetrivani saglashi xossalarini keltiramiz. Bu xossalar kasr-chizigli
yordamida bajaraladigan akslantirishlarga doir masalalarda keng tadbiq gilinadi.

Kasr-chiziqli akslantirishning xossalaridan  biri
"kidlab o‘tishimiz kerakki, C kengaytirilgan kom-
C tekislikdagi aylana yoki to‘g'ri chiziq tushu-
ganimizda to‘'g'ri chiziglarni ham radiusi

Doiraviylik xossasi.
doiraviylik xossasidir. Shuni ta
pleks tekislikdagi aylana deganda,
niladi. Demak. biz aylana haqida gapir
cheksiz bo‘lgan aylana deb qaraymiz.

2.2.3-teorema. (Kasr-chiziqli akslantirishning doiraviylik zossasi). Iz-
azib (qd — be # 0) akslantivish C. tekislikdagi har qan-

pLEE S

tiyoriy kasr-chizighi w = 5.

day aylanani C,,. tekislikdagt aylanage akslantiradi.
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Isbot. Ravshanki. ¢ = 0 bo'lganda teoremaning orinli bo'lishi. chizigli
funksiyanig cho'zilish va burchak saqlash xossalaridan darhol kelil chigadi. Shun-
ing uchun. ¢ # 0 bo‘lgan holda teoremani ishotlavmiz. Kasr-chizigli akslantirishni

quyidagicha yozib olamiz:

az+b a  ad-bhe a —ulh B
Liw=s—"—-xus = — = 4y .
c: + (I «C ('((’: -+ {I) e s _"_l s+ ('

Demak, kasr-chizigli akslantirish quvidagi uchta akslantirishining kompozit-

sivasidan iborat ckan:
I
Iy(z)= A4 Bz Loz} == L) =2+ C L=LyoLyoly

Bu akslantrishlardan. ;. s chizigli akslantirish bo‘lganligi sababli doiraviv-
1 3 { o o A
lik xossasiga ega. shuning uchun teoremani L»(z) = 1 akslantirish uchun is-

botlaymiz.  Analitik geometriya kursidan ma’lumki. T tekislikda ayvlananing

tenglamasi quyidagicha ko‘rinishda boladi:
A+ +2Br+20y + D=0

(bunda A = 0 holganda to'gri chiziqui. A # 0. B2 + (% = AD > 0 bolganda
aylana {englamasini heradi).

Agar r=r+ 1’3,{ Sf=1r - j]/ Im]gilnshlm'dml
‘ 1
(42, y=5(z-

ty

I = ).:::?=.’l:2+y2

o] =

ekanini e'tiborga olsak, u holda yuqoridagi aylana tenglamasi quyidagicha boladi:
DA+ ) 2B+ 20y + D =0=
2 A2Z+B(z13) C(: H+D=0=
= AzZ4+(B-iC)z+ (B+iC)Z+ D —0.

Agar oxirgi tenglamada M = B+iC desak. u holda C. kengaytirilgan kompleks

tekislikda aylana tenglamasi quyidagi ko'rinishda bo‘ladi:
Azz+Mz+Mz4+D=0.

Endi bu aylananing w = 1 yordamidagi obrazini topamiz:

. 1 —1 1
Az 4 A=+ Mz D=0=2Ad—+ M=+ M=+D=0=
ww w w
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|
|
| = Dww + Muw + M+ A=0.
l (]

Bu esa C,. tekislikdagi aylana tenglamasing beradi.

‘ Simmetriyaning saqlanishi. DBu xossani keltirishdan avval, bir ncchta
! tushunchalarni kiritamiz. Ayvtaylik, bizga ' = {z € C: |z - 2| = R} aylana beril-
|

gan ho'lsin (12-chizina).

12-chizima

* nugtalar I aylana markazidan chiggan bitta nurda yotib.
zigacha masofalar ko'paytmasi aylane radiusining

* nugtalar T aylanage nisbatan siminetrik

2.2.1-ta’rif. Agarz vaz
bu nugtalardan aylana marka
kmdmtiyu teng bolsa. u holda = va =
nugtalar deyiladi.

i i rik nu
Bu ta'rifdan ko-rinadiki z va & nuqtalar I avlanaga nishatan simmelrik nud-
€ €

talar ho'lsa. u holda quyidagi munosabatlar o'rinli:
(5" — 20)
arg (= — %0) = a1g (=7 = 20)-

o

|2 — 2ol |2 = 2l = A

Bu ikkala tenglikni bitta qilib ushbu
RZ

- — q———
T = =

-2

: ; il i 1g)-
ko‘rinishda yozish mumkin (mustail isbotlaz 8)

* nugtaler I’ a ylanaga nisbatan simmelrik nugtalar bolsa,

. 2.2.1-izoh. Agar z va 2 ) °
w holda odatda = — =* akslantirish (ya’ni. har bir z € C nugtaga T aylanaga
a Tl o I
‘ nisbatan simmetrik bo‘lgan =7 nuqgta mos qo ‘yilyan) inversiya deb ham yuritiladi.
\ isbatan simmet
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Endi berilgan ikkita nugta gachon biror aylanaga nisbatan simmetrik bo'lishi
kriterivasini keltiramiz.
2.2.1-lemma. Berilyan = va ' :
lemma. Berilgan =z va 2° nugtelarnig U aylanaga nisbatan simmetrik
bolishi we he ‘ ] |
lishi uchun shu nugtelar orgali o‘tuvchi har qanday ~ aylananing 17 aylanaga

nisbatan ortogonal bo'lishi zarur va yelarlidir.

Isbot. Zaruriyligi. Aytaylik. = va = nugtalarning I' ayvlanaga nisbatan sim-

metrik nugtalar ho‘lsin:
arg(z —zp) =arg(z" - ). |z = 2ll2" = 2 R

Shu = va z* mugtalar orgali o'tuvehi 4 ayvlanani qaravmiz. 2, nugtadan 7
aylanaga urinma o'tkazaimiz (13-chizma). Urinish nugtasi @ bo'lsing n holda ele-
mentar geometrivadan malumki |20 — af* = |20 — 2]+ |20 = 7] bo'ladi. Yuqoridagi
munosabatlardan esa [z, — ”Iz = 1% holishi kelib chigadi. Demak zg nngtadan ~

aylanaga o'tkaziloan nrinmaning s gismi I’ avlananing radinsi ckan:

lzo ] =12

13-chizina

Yetarliligi. Faraz gilaylik, z va z” nugtalardan o'tuvehi 4 va I aylanalar or-
togonal bo'lsin (14-chizina). Nususan. bu aylana z va z° nuqtalardan o' tuvehi
=2* to'gri chizig ham bolishi mumkin. U holda zz* torgri chiziq I' aylanaga

ortogonal ho'lgani uchun n z) nugtadan o'tadi, ya'ni

arg(z — z)) = arg (z° — )
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boladi. Tkkinehi tomondan, yana urinma va kesuvchi hagidagi teoremaga kora

|z = 29| |z~ = 20| = R* bo'ladi.

| {-chizma

an simmetrik nugtalar bo'ladi.

a

Demak. = va =* nuqtalar I aylanaga nisbat
Lemma to'liq isbot bo'ldi.
Endi kast-chizigli akslantirishni simmetrik nugtalarni saglashi xossasii keltiri-

amiz.

; azth , - orhiziali akslantivish,
2.2 d-tcorema. lriyoriy w = s (ad = be #0) kast chizigli akslantivish
biror 17 (1"« E) aylanaga nishatan simmetrik =z va z° nugtalarni, bu 1 ay-
lananing obrazi bolgan w (') (ur'(l'] C "C_,“) aylanaga nisbatan sinumetrik bolgan

w (w=w(z)) vaw® (W =w {(z*)) nugtalarga akslantiradi.

Ishot. Dastlab, = va =™ nual alardan o‘tuvchi barcha aylanalar oilasini {r}
bilan belgilaylik. Ravshanki. yuqorida isbot gilingan 2.2.1-lemmaga ko'ra bu ay-
lanalay T aylanaga ortogonal bo'ladi.  Kasr-chizigli akslantirishming doiraviylik
xossasiga ko'ra 9 aylananing aksi w (7) ham aylana bo'ladi va kasr-chizigli w
akslantirishning konformligidan bu w (7) aylanalarning w (1) aylanaga ortogonal
ckanligi kelib chigadi (1-13-(-hi7,m=l)- Bundan 2.2.1-lemmaga ko'ra ' va u nugtalar
w (") aylanaga nisbalan simmetrik bo'lishi kelib chicadi. L
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I
15-chizma
Ma'lumki.
az+b
L:w= (_:_'.(l.(a(l— be #0)

ko'rinishdagi kasr-chizigli funksivada 4 ta parametr a.b. c. d o'zgarmas kompleks
sonlar bo'lsada. bu akslantirish aslida 3 ta parametrga bog'liq bo'ladi (chunki. @
voki ¢ parametrlar bir vagtda nol bo'lmagani uchun parametrlar sonini bittaga
gisqartirish munkin, buning uchun kasr-chizigli akslantirishni surat va maxrajini
o'sha noldan fargli parametrga bo'lish kifoya). Shisababli kasr-chizighi funksivani

. O, . - . e b age . A .
aniqlash nchun, uning 3 ta turli nngtadagi qivmatlarini bilish vetarli bo‘ladi.

2.2.5-teorema. Berilgan turli uwchte z).z0.23 € C. nugtalarni tarli uchta
wiwgwy € C, nugtalarga akslantiviochi L. (L(z2) = wy bk = 1,2.3.) kasi-

chizighi akslantivish mayjud va v yagona bo'ladi.

Isbot. Dastlab. bu L. (L(z:) = wi. k = 1.2.3.) kasr-chizigh akslanatirish
mavjudligini ko'rsatamiz. Buning uchun C, kompleks tekislikni qaraymiz.,

Ushbu
z ot B 0
Lie) = 22

T=20 32
. . ~ . - Hleazach
akslantirish z;. za. z3 nuqtalarni mos ravishda 0.0c. 1 € C nugtalarga otkazadi.

Xuddi shunday
w-wy Wy - we

Ly(w) =

w—wr g — Wy
akslantirish w). ws.ws € C, nugtalarni mos ravishda 0.0c.1 € € nuqlalarga

o'tkazadi. U holda L = L,' o L;. akslantirish uchun

T—z oy Wow Wy uy (2.7)
2= mon Wy wy- wy’

- 0

i
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munosabat orinli bolib, [ akslantirish 21. 22,23 muqtalarni mos ravishda
wy. wy. wy nugtalarga akslantiradi.

Endi bu akslantirishning vagona ckanligini isbotlaymiz. Buning uchun boshqa
bir A (\(z) = wi. k= 1.2.3.) kasr-chiziqli funksiya mavjud bo'lsin deb faraz qil-
amiz. Bu akslantirish va yuqoridagi Ly va L- akslantirishlar yordamida ushbu p =
LyoXo L, kasr-chizigli akslantirish qaraylik. Natijada, 0.c0 va 1 nugtalar bu p
akslantrish uchun qo'zg almas nuqtalar bo'ladi: p (oc) = 00, p{0) =0. p(1) =1

U holda bu akslantirish uchun quyidagi xossalar kelib chiqadi
j(oc) = 00 = () = ag + 3

p(0)=0=>3=0

p()=1=a=1
Shunday qilib, g = ¢ ckan, ya'ni L2 o Ao L' = E~ayniy akslantirish ckan.
Demak. bundan A = Ly ' o Ly ckanligi, ya'ni A = L bo'lishi kelib chiqadi. g

yoki wy, nugtalardan birortasi 0o bolsa. u holda (2.7) munos-

2.2.2-izoh. Agar 2 -
nashganligi

: 14 arrajda gat
abatda bu nugtaler bir marta suratde va bir marte mazrajda g

. “ ‘it cin. Masalan.
uchun uler quitnashgan kasrning surat va marrajja 1 go‘yish mumkin Mas

2= wy = ¢ bo'lsa. 2.0 formula quyidagi

1 33— 22 u“wl_l

- — Tw—wy 1

ko‘rinishga keladi. Demak. 2.2.5 teorema C tekislik nugtalari uchun ham o rindi.

2.2.2-ta’rif. (2.7) tenglik angarmonik munosabat deyiladi.

i i lar
2.2.2 Kasr-chizigli jzomorfizm va avtomorfizm

Jlikdagi D sohani D” sohaga akslantiruvchi kasr-

2.2.3-ta’rif. Kompleks tekis o . s en L
chizigli akslantirish kasr-chiziql izomorfizm deyiladi, D va I sohalar esa kasr-
chizigli izomorf sohalar deyiladi.

2.2.4-ta’rif. Kompleks tekislikdagi D sohani 0'zind 0'ziga akslantiruchi kasr-

chizigli akslantirish kasr-chiziglt avtomorfizm deydladi.
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2.2.6-tcorema. {- <
a, {M EC.:Imz> U} yuqori yarim el sl
{fwecg,: [w] < 1} birlik doir ‘ i
} dorraga akslantirupeh, kasr-chizigly Sunksiya ushi
2 sty wshhy
w=¢r2""
= ¢ (veR.Ima > ()

« =

ko ‘rinishda bo lad;,

Ish GO vyt iy
shot. Yuqori yarim tekislikela yotuvehi a nugtani (¢ {:

' 2eC.:lmz>
olaylik, Ravshanki, Ly ¢ migtaga OX o'qig e

-

a ho'ladi. Izlanayotgan akslantirish - —

markazj 1 = i
arkazi w = () nugtaga o'tkazadigan ho'lsa. ki
metriklik xossasipn ko'r: i
xossasiga ko'ra » = g mugta w = 0 nuqtaga birlik av|
g avlianag;

simmetrik bo‘lo; ; .
trik bo'lgan w = ~o nuetaga o tishi lozim (16-chizma)

1G-chizma
Demalk ay irishni haj
Cinalk, bunday akslantirishni bajaruvehi funksiva

s—a
mw = (y——

-7

ko'rinishda bo‘ladi, Ayni paytda bu akslantirish haqiciy o
pit Y Lo ;i

muigtani C,, tekislikdagi Jw| = 1 birlik avlana nugtasiga o'tkazishi kerak. Demak

= ol = o[£ 8)

=1

borladi. Haqiqiv & ne r T
ey couchnn e — f = [ — bo'lganligi saballi (2.8) mumosabatdan

al =1, yami @ = ¢ (e B) bo'lishi kelib elvirmd:
af yan o =¢'7 (e B) ho'lishi kelily chicadi. Shunday qilib. viqori yarim

tekislikni birlik doiraga akslantiruvehi kasr-chizigli funksiva

el
) =pM e
Z-—q

korinishda bo'lar ekan. [

C, fr’ﬂ'.iﬁ.".'/.'r/u_qf

0})

ga nishatan simmetrik bo'lgan nugta
© = a nugtani C, tekislikdagi birlik doira
asr-chizigli ;lkHJ:Illlil'iH}llljll;_', sim-

e2a nishatan

a jovlashgan 2 = o

220 KASR-CHIZIQLI FUNKSIYA VA UNING XOSSALARI ) 7l

C— kengavtirilgan kompleks tekislik avtomorfizmlari gruppasi barcha kasr-

™

chizigh akslantivishlar gruppasi A bilan ustma-ust tushadi. C ochiq kompleks
tekislik avtomorfizmlari grappast Ay C A-barcha chizigh akslantirishlar gruppasi

hilan ustma-ust tushadi. Iindi birlik doira avtomorfizmlari gruppasini topamiz.

2.2.7-teorema. C. kompleks tekislikdagi {z € C. : |z| < 1} birlik doirani C,, tek-

islikdagi {w € C, : Jw| < 1} birlik doiraga akslantiruvchi kasr-chizigli funksiya

ushbu
i 20 )
w=c"—— (g €R.|a <1)
l1-az
ko‘runshda bo'ladi.

Isbot. Biror a@ € {2 € C,:|z| < 1} mugtani olib, uni @ = re'” ko'rinishda
ifodalavmiz. Unda ¢ nugtaga birlik aylanaga nisbatan simmetrik bo‘lgan nuqta
@ = Lov = L. = L hyiadi. Izlanayotgan akslantirish z = a nuqtani C,

r re s i

tekislikdagi birlik doira markazi w = 0 nuqtaga o'tkazadigan bo'lsa. kasr-chiziqli
.. s - DA et ea batra v o= 1 AR o
akslantirishning simmetriklik xossasiga ko'ra, 2 = 7 nugtani w = oc nuqtaga

o‘tkazishi lozim (17-chizma).

| 7-chizma

Demak. bunday akslantirishni bajaruvchi funksiva

z—a Z = Qa 0 —
W= 0 l'—'“'lTE." (0 = —fny)

i
ko'rinishda bo'ladi.

Endi |2

— 1 bo'lganda |w| =1 holishidan foydalanib. quyidagilarni topamiz:

lu'l = |rs|

| -7z

|z =a _,  |z—d (2.9)
) o =

| = la| |
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(chunki, z = ¢'r = 1 _ p-ir _ Z).
Ravshanki, |z — af = [Z—a| bo'ladi. U holda (2.9) munosabatdan la] = 1.
s - . . "A s 6 = ‘v . . . ‘
Yama = e (p € R) bolishini hosil gilamiz.
Shnadas WIE: 5. ST i i e 5 B .
nnday gilib, C. tekislikdagi birlik doirani T tekislikdagi birlik doiraga ak-

slantiruvehi kasr-chizigli funksiva ushhu

ko'rinishda bo'ladi. t
Misol va masalalar

2.2.1-misol. Ushbu D ={ze€C:1 < [z| < 2} soha (halga) w = = Lasr-chizigli

Junkswa yordamida qanday sohaga akslanad:?

2.2.2-misol. Beridgan 1)~ {0 < Rez < 1} sohaning w — =1 akslantirish yor-

damidag: aksini loping.

2.2.3-misol. Ushbu w(-1) = i.w(i) = . w(l+1) = | shartlarni qanoal-

lantiruoehi kasr-chiziqli w (z) akslantirishni toping.

2.2 4-misol. U'shbu = = 1 + i nugtaning I [z € C:|z| = 1} aylanaga nisbatan
sumanelrik o lgan =™ nugltani Loping.
2.2.5-misol. 11 {zeC:lmz >0} yugori yarim tekislikni U =

{fweC:lwl <1} bulik doirage  akslantivacchi shunday kasr-chizigh akslan-

tirish quringhi. bu akslantivish wehun w (0) = 0. argw' (1) = 2 bo'lsin.

2.3 Jukovskiy funksiyasi va uning xossalari

|
(4’ + ;) (2.9)

funksiyaga Jukovskiy funksiyasi deviladi. Ravshanki, bu funksiva T\ {0} da golo-

Ushbu

u =

LI —

morf funksiya bo'ladi va uning hosilasi
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ho'lganliei nehun, Jukovskiy funksivast ¢ = 0. =1 nugtalardan fargli barcha chekli

mgtalarda konform bo'ladi. Birog bu funksivaning = = 0 nugtada konformligi
: " S {8 e e L

ta'rifea kora kelib chigadi. Hagigatdan ham, W = & = =5 funksivani z = 0

nugtada kontormlikka tekshiramiz:
2(1 - 27
"'z = (., _,)
(z2+1)

— (0 nugtada konform ckan. Shuningdek.

= W' (0)=2+#0.

Demak. Jukovskiy funksiyasi £
Jukovskiv funksivasi uchun filz) = [z i .
a ham konformligi kelib chigadi. Endi Jukovskiy

amiz. Buning

L) munosabat bajarilgani sababli bu

funksivaning = = ~ nugtad
funksivasining = = +1 kritik nugtalarda konform emasligini ko'rsat

uchun biz bu funksivani quyidagi
w—1 (- l)'
w+1 s+ 1

m bo'lsak, n holda u quyidagi uchta

ko'rinishda yvozadig:

-1 . | +a
k:;ﬁ_:-kl'dzg' “—1—0

i ‘lishini ko'rami: :sivalardan
funksivanine superpozitsivasidan hosil bo'lishini ko'ramiz. Bu funksiyalards
R ‘ o ‘ - .. i - . d o 3
hunchisi) kasr-chizigli akslantirish bo‘lgani nchun nlar bu
esa (o' (0) =0

~o da konform

ikkitasi (birinchi va
tun T tekislikda konform

bolgani uehun) bu aleslantirish ¢ = 0 nuqt ad .
alarga mos keluvehi 2

akslantirish bo'ladi. ¢ = ¢* akslantirish
a va shuningdek ¢ =
an esa bumugt = 41 nugtalarda
si kelib chigadi (bu nugtalarda burchak

emasligi kelib chigadi. Bund
(2.9) Jukovskiy funksiyasi konform emaslig

saglanish xossasi o'rinli ho lmaydi).

oA I
asi bir vaprogli bo‘ladigan sohalarini topaniz. Ta'rifga

Endi Jukovskiy funksiy

. 2 . : alatlarea coamiz:
binoan biz quyidagi imunosabatlarga ¢g

1 =, l =1 :-;-.l-i)@
fz)=f(z2) @5\ 173 PN

(-a)l=22) gl 77
e of B L’g:-_;*].

bof P
: o YR o
wksivasi biror 1) sohada bir vaprogli ho‘lishi nchun soha
siyas

Demak. Jukoskiy fi e
antiruvehi 21 2o mgtalarnio zida saq
« e &

amasligi zarur

ing 7z, = 1 tenglikni qanoatl

e A N S
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va yetarli holishi kelib chiadi. Masalan. birlik doirada (shuningdek birlik doiran-

ing tashqarisidagi sohada) Jukovskiy funksivasi bir vaprogli bo'ladi (18-chizma).

y4

.

2!

-]
Z!
—1 0 1 T

—-L .Z? =5 —
“1

18-chizina

Aytaylik, D = {z € T :|z| > 1} bo'lsin. Bu sohada yotgan {12] = 1o} (1o > 1)

avlananing Jukovskiy funksivasi vordamida aksini topish uehun. dastlab, - =

z=rc

¥

w = uw = ¢ deb olamiz, U holda (2.9) munosabatdan quyidagilarga cga

LA A I N
n=glr+)eosp v=gr--Jsing. (2.10)

Demak, Eu (2.10) munosabatdan ko'rinadiki Jukovskiy funksivasi C. tek-

bo‘lamiz:

islikdagi {(z] = ry} (ry > 1) aylanani C,,. tekislikdagi varim o'qlari
| 1 1 1
== v+ — . lr‘,“ — e
ay., 5 (Iu r;,) ) D) ('u 1'u)

(—1.0). (1.0). (chunki ”;2\. - b;—:l = [)

va fokuslari

nngtalarda bo'lgan # - f; = 1 ellipsga akslantiradi. Bu ellipslar oilasi quyidagi

chizmada tasvirlangan (19-chizma):

A v

©\A TN

19-chizma

2.3 JUKOVSKIY FUNKSIYASI VA UNING XOSSALARI i}

Brndan ko'rinadiki. agar rg = 1 da by, =0 bo'lgani uchun yugoridagi ellip-

ilasi 1 c R s gadar siqil: -adi. Avar ry vetarlicha katta
slar oilasi [~ 1. 1] € R scgmentga qadar sigila boradi. Agar ry ye :
b, = L ayirma vetarlicha kichik bo‘lgani uchun yuqoridagi

bo'lsa u holda ay, — by, = 7
cllipslar oilasi ayvlanaga devarli vaqin bo'ladi. Endi vuqoridagi D sohada yot-
nine oskiv funksiva vordamida aksini topadigan
pan {p = 2. | <1 < o} nurning Jukoskiy funksiya -
i s dnki ‘idagi
holsak. (2.10) munosabat yordamida darhol topish mumkinki. bu nur quyidag

—

2 2
: — =1
l'“:*"]-,-'n SIM~Pp
siperbolaga otishi kelib chigadi (19-chizma).
Yuqorida biz ko'rdikki. Jukoskiy funksivasini quyidagi

-1 ) l1+a

w=

" o — ]'-:C.'.
5 1 £

a4 1-0

svngl sifati s qin edi. Bu yoyilmani
uchta funksivaning superpozitsivasi sifatida qarash mumkin edi. Y03

qo'llab Jukovskiy funksiyasi quyidagi chizmada tasvirl
larda haqiqiy og bil

angan 7 aylananing (bu ay-

-chak tas -'l
lana + 1 nngtalardan o'tadi va shu nuqta an o burchak tlashl\l
qiladdi) tashqarisini aylana yoyining (nchlari +1 nuqt 'rll?ll‘(li.i .hu‘lgan u. _- 1\1;11:-
tada haqigiv oq bilan 2 burchak hosil qiluvehi) tashqarisiga k()lffoiuT (-11.1_“;“.‘1
tirishni amalga oshirishiga ishonch hosil qilamiz. Bundan tashqari, ..\_\- BAG
ana shu akslantirish nati-

tishini

an urinuvehi ayl

+1 nugtalardan birortasida tashqarid : ol ‘
atuvehi vopiq chiziqqa o

jasida samolvot qanoti ko'rinishini (profilini) esl iy
. aalar NE ovskivea samol ¢
ko'rish mumkin (20-chizma). Bu mulohazalar N I Jukovskiyt

1ni el imkonini bergan.
¥ y + 4 .. [ETRUR TE "]l'ﬂllhl] ||nl\ﬂ]111]1 be &
I'rll'] il('l'l)flllh"lllnk il]‘.‘il)])”lll]g hirine hi llmll]llll Vi

@ 'y v A @

20)-chizma
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76 BOB 2. ELEMENTAR FUNKSIYALAR
Misol va masalalar

2.3.1-misol. Jukouvskiy funlksiyas: yordamida
P S in
[= { eC:argz = —I}

2.3.2-misol. Julouvsliy funksiyaste yordamida

o T
[={zeC:lzl=1 — < argz < -
{ = I I 1 g | }

woyning aksini loping.

nurning aksini toping.

(9]

2.3.3-misol. Ushbu w = == akslantirish yordamida I/ = {z € C: |z| < 1} so-

haning aksini toping.

2.4 DARAJALI FUNKSIYA VA UNING XOSSALARI T

2.4 Darajali funksiya va uning xossalari

Ushbu
=" (2.11)

ko'rinishdagi funksiva darajali funksiva deviladi, bu yerda n € N. Ravshanki, bu

. . / arde .,U -~ _—
funksiva w (z) € O(C) bo'ladi. Bu funksiva hosilasi z # 0 nuqtalarda w'(2)

n=" ' # 0.(n > 1) bo'lganligi uchun w = =", (n > 1) funksiva C\ {0} sohadagi

har bir 2 nuqgtada konform ekanligi kelib chigadi.

Endi (2.11) funksivani qutb koordinatalar sistemasida yozamiz:
= reiare= o). BIgR S = pt =" > p= ol = ng.

w = pc't. p = w|. argw = v

Demak. bulardan

—
(3]

)

9.11) akslantirish C.

-'J.
p=r g =ng (2
bolishi kelib chigadi. (2.12) munosabatdan ko‘rinadiki, (

: 7 o B i C, tekislikdagi
tekislikdagi = = 0 nuqtadan chiquvehi 1 = {arg z =y} nurm Cu " Cl'

Jantirishi kelib elngad
w = 0 nugtadan chiguvehi L = {argw = ny} nurga akslantirishi kelib chiq

(21-chizia).

@!‘J

21-chizma

iri 1 emas, Endi
1 aleslantirish konform ¢mas.
Shuning uchuu ham = = 0 nugtada w =2 akslantit
. ial
» iyani ! - wnhasini topantiz.
bu funksivaning konformlik sohasini topé ‘
sohasini topamiz:

Buning uchun, dastlab ta'rif yor-

1g; bir ynproqli]ik

=zy = (rﬂ"'"‘)" = (1‘20’7'3)" =

damida bu funksiyanii

[(a)=f(z2) =4

}']:I"_f =
rn=n = - 7
= = B ah :U 1 ....”‘1
> f”""::f_'“*.? ‘.JJ Yl_‘r‘l-‘—"'lu }\
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76 BOB 2. ELEMENTAR FUNKSIYALAR
Misol va masalalar

2.3.1-misol. Jukovskiy funksiyast yordamida

Kty
[=<¢:e€C argz = —
{ C:arg 4}

nurning aksini toping.

2.3.2-misol. Jukouskiy funksiyasi yordamida

S T
l={:eC:|:|=].—l<zlx';,:<Ll-}

yoyning aksini loping.

2.3.3-misol. Ushbu w = 5 akslantirish yordamida E = {z € C:|z| < 1} so-

haning aksini loping.

2.4 DARAJALI FUNKSIYA VA UNING XOSSALARI T

2.4 Darajali funksiya va uning xossalari

Ushbu
w=z" (2.11)
ko‘rinishdagi funksiva darajali funksiva deviladi, bu yerda n € N. Ravshanki, bu
: oo S~ =
) € O(C) bo'ladi. Bu funksiya hosilasi z # 0 nuqtalarda v’ (z) =

funksiva w (2
‘ ( =", (n > 1) funksiya C\ {0} sohadagi

nz" ' £ 0.(n > 1) holganligi uchun w =
har bir 2 nugtada konform ckanligi kelib chiqadi.

Endi (2.11) funksiyani qutb koordinatalar sistemasida yozamiz:

s=rcror = |z argz =4 N pt’i°" = o p =t = g,
w - pct. p=jwl argw =

Demak. bulardan
p=1" =y (2.12)

bolishi kelib chiqudi. (2.12) munosabatdan ko'rinadiki, (2.11) z\kslantlrlls;ldc;'
. ‘,‘~ 3 !
l(‘kislikdugi R llllqlildml (‘hi(]ll\'('hi | = {nrg: = ‘P} nurn Cu t](tlﬂ;u e;gﬁ
e irishi ke *hiqa
w = 0 mugtadan chiguvehi L = {argw = ny} nurga akslantirishi kelib ¢hiq

(21-chizma).

@ Y }i% o @
MRS
S Y , ) u

21-chizma

ada w = 2" akslantirish konform cmas. Endi
Sluming uelnm ham = =0 nugtada

N : ini topamiz.
bu funksiyaning konformlik sohasini top

. L . 11k sohasini topamiz:
damida bu funksivaning bir yaproglilik sol:

fley=f) ==

Buning uchun, dastlab ta'rif yor-

= (rle""‘)" = (re™)" =
;

ry =12 = 0
. 21 h = an—1
= { ciur‘l = 6‘.70;2 . ('.‘ﬂ’l { ‘)jl = (p.l + A n' k 0. 1’

...
I

=l
nN
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78 BOB 2. ELEMENTAR FUNKSIYALAR
2nk
[z1] = [z2] . arg 2 = arg 20 + —. (2.13)
I
Demak, darajali funksiya biror 1) ¢ C sohada bir yvaprogh holishi achun b
sohaning ixtiyoriy z;.zy nugtalari (2.13) shartlarni ganoatlantirmasligi zarur va
vetarlidir.

w = z" akslantirish ushbu
e
D= { eC:l<argz< _—“}
n

D ={0<argw < 27}

sektomi

sohaga (ya'ni D° = C\[0. 4-00) sohaga) gomeomorf akslantiradi (22-chizma).

22-chizina

Shnningdek,

2k % (k + 1
D= {-_ cargze TEFY 4 0L (n- 1)}
i i

har bir sekiorni yana
D" =C\[0. +20)

sohaga akslantiradi (23-chizma).

i)
L

23-chizma

2.5 KO'RSATKICHLI FUNKSIYA Y

Misol va masalalar

2.4.1-misol. Ushbu . |

f::{:E‘C:]m::u}{n>ﬂ].

to'g'ri chizigning w = =* akslantirish yordamidagi aksini toping.

. i Aol 7 B = E
2.4.2-misol. Ushbu w = z* darajalt Junksiya U”IT{HTTPItfﬂ- C. tekislikdagt E li
{:eC:arg:= ll} nurning C, tekislikdagt akstni toping. \Ii
| 1
2.4.3-misol. Ushbu w = = darajali funkswya yordamida C; tekislikdagi E = 11
{: eC: |z <L : <arg: < :!} sohaning C,, tekislikdag aksmni toping. |
x ‘ . §i o= 3“ Il
2.4.4-misol. Ushhe 1) = {: eEC:|z|=2 F<agz< q} to plamuing u ij
E
|

funksiya yordumidayi aksini toping.

2.4.5-misol. Ushbu D = {z€C:|z|<1.Imz> 0} yarim doirani G
{Imw > 0} yugori yarim tekislikka shunday akslantiringht. natijada w(=1) =

0. w(0) = 1. w(l) =2 bolsin.

2.5 Ko‘rsatkichli funksiya

Ushbu : . . _:_)” (2.14)
" = lim ( ion

n—oc ‘ ] b
funksiva deviladi, bunda z € C. Dastlab,

ko'rinishidagi funksivaga ko'rsatkichli
; ‘ ii ilamiz. Buning uchun
lligini isbot qilamiz. uning

V= € © son uchun yugoridagi limitning mavjuc B e
wgi limit ostidagi ifodaning

|

i ] ine o'ng tomond .

2= o+ iy deb olib (2.14) munosabatning 0Ng |
. . . . l

mocduli va argmmentini topatnz: |‘
n x 2 4 13 2 .1‘

n |

'(14;) lﬁ- i n* |

v

A 1}) et n |

z\" o 2 was) =narctf— 5 ,

arg (| +’) = ”'u“(l+n+ n 1'*‘ﬁ i
° n

; W WIS P, = jfodaning

Shumi takidlab o-tamizki, 1 sonining vetarlicha katta qivmatlarida 1+ ifodaning |

Shunit fa Kidiah ot sl . ¥ : g .o ‘
A e (1s-2 anining

ivmatlari o'ng yarim tekislikda votadi. Shuning uchun. arg (1+3) ifod: B

giymatlari o'ng y: KIS !

o e R R
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2k .
|21] = |z2| . arg 2y = arg 2y - (2.13)

Demak, darajali funksiya hiror 12 € € sohada bir yaprogli bolishi uchun bu
sohaning ixtiyoriy zj. 2y nuqtalari (2.13) shartlarni ganoatlantirmasligi zarar va
vetarlidir.

w = " akslantirish ushbu

D={z€C:U<arg:<%—T}
sektomi
D ={0<argw < 2%

sohaga (ya'ni D = C\[0. +0c) sohaga) gomeomorf akslantiradi (22-chizma).

@?/

22-chizma

Shiningdek, .
2wk 27 (h +1
- {ﬂ cargz< 2D 0 - 1)}
n n
har bir scktorni yana
D" =C\[0. +¢)

sohaga akslantiradi (23-chizma).

23-chizima

T4
2.5, KO'RSATKICHLI FUNKSIYA : Y

Misol va masalalar

2.4.1-misol. Ushbu
1={:€C:lm:=u} (a>0),
to'g'ri chizigning w = =2 akslantivish yordamidagi aksini toping.

2.4.2-misol. Ushbu w = =% darajuli funksiya yordamida C. tekislikdagi E =
{:eC:arg:= 1’} nurning T tekislikdagi aksini toping.

2.4.3-misol. Ushbu w = z* darajali funksiya yordamida C. tekislikdagi E =

{: €C: |z <l f<argz< -’;} sohaning C,. tekislikdagi aksini toping.

H A6
: ws L 2 ¢ jing W = 2
2.4.4-misol. Ushbu ) = {2 €C:|:|=2 F<argz< 3} to'plamning

Junksiya yordamidagi aksini toping.

2.4.5-misol. Ushbu D = {:€C:|s|<l. Imz> 0} yarim doirani G

o . (—1) =
{Imw > 0} yugori yarim tekislikka shunday akslantiringhi. natijada w(-1)

0. w(0) = L. w(l) = oc bolsin.

2.5 Ko‘rsatkichli funksiya

Ushbu
AN 2.14)
e’ = lim (l + —) (
n—x n
bunda z € C. Dastlab,

wdligini isbot qilamiz. Buning uchun

dagi limit ostidagi ifodaning

e ey s . et LT siva deviladi
ko‘rinishidagi funksiyaga ko rsatkichli funksiya de )

V= € C son uchun yugoridagi limitning mavjt
: = r+iy debolib (2.14) munosabatning o'ng tomon

moduli va argumentini topamiz:

94 21%
N 2r J;-'{"yJ
= = 1+‘_‘+ 2 *
|(1+n)| { n n
n

-\ z ‘-y-)=narctq -.
an~g(1+§) ="ﬂfg(‘+n“n T+t

i svmatlarida 14 ifodanin
izki. n sonining yetarlicha katta qivmatlarida 1+ ifodaning
AlNZKL, 788 E

Shuni ta'kidlab o't o\ .
huni ta kidlab o yotadi. Shuning uchun, arg (1 + ;) ifodanining

giymatlari o'ng yarim tokislikda
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givinatlarini (—1,:,) oraliqda olamiz. Bn mmnosabatlardan nlarning limitlarini

0SONEIna topamiz:

lim

=X

& " b n
(]-i— —) ‘ =g’ lim ;u';_l,(l + —) = j
1 o n
: : n
lim (l - —)
H=+7C 1l

shnday ¢ilil. ushbu

limit mavind ckan. Demak.

ec = lim (I +=) =c¢"(cosy ~ tsiny).
Hr X T
vani
e = " (cosy + isiny) (2:15)
formula o'rinli ekan. (2.13) tenglikda = 0 ho'lsa. n holda quyidagi
¢ — (cosy + 1siny)
Eyler formmnlasini hosil qilamiz.
Korsatkichli funksiya quyidagi xossalarga cga.
1, Korsatkichli w = ¢ funksiva bulun © kompleks tekislikda golomorf
boladi.  Hagiqatdan ham, w = ¢ =u(r.y) +w(r.y) deb (2.15) nmmosabat-
dan foydalanib, u = ¢’ cosy. v = " siny bo'lishini topamiz.  Ravshanki, bu

funksiyalar B2 ma noda differensiallamuvehi boladi. Ayni paytda. bn fnksiyalar

nchnn butun kompleks tekislikda Koshi-Riman shartlari bajariladi, ya'ni

Ju ;
—_—= — =" COS Y.
de o dy
h du .
— = —— = ¢ siny.
cla dy

Demak. 1.5.2-teoremaga kora w = ¢ funksiya butun C kompleks tekislikda
solomorf boladi.

2°. Ko'rsatgichli w = ¢* funksiva kompleks tekislikning har bir nugtasida hosi-
laga ega va (¢*) = e bo'ladi.

I bobuing 1.5-paragrafida keltirilgan formuladan foydalanib topamiz:

g -) - l;' 2 is . . -
(eF) = _; (e7) = —j (c¢"(cosy +isiny)) = e"(cosy + isiny) =
o or

TN, sl
25 KORSATKICHLI FUNKSIYA

s v—= et csiva vordamida bajariladigan akslan-
le:] = ¢ > 0 ho'lganligi nchun w = ¢ funksiya yordamida bajariladigan aksk

tirish kompleks tekislikning har bir nugtasida konform bo'ladi.

3 Ixtivoriv zp. 2 nugtalar uchun

formula o'rinli. Hagigatdan ham,

ele™ = ¢"(cos yyisin y1 )€ (cos it sinyp) =€ '"'"'(i'US(yr!-!leH'f5“1(!!1‘?1!‘3)) =

_”-:_.-ri“"l:) i rll‘C_‘_

3 i ociv davri 271 ga teng. Haqgiqat-
1. ¢ funksiva davriy funksiya ho'lib, uning asosty davri 271 ga teng. Haqq

.. e .~eeao KO Ta
T L O, Gy JQeanlivi uehun 37— x0SsSaga ko'
dan ham, 27 = cos(2k) + isin(2k7) = I ho'lganlig

: ar 4T = ¢ ho'lsa, bu
cirm _ prpkm — pf ho'ladi. Ikkinchi tomondan agar € €~ DO
- 3 ‘ TRy |2 . A l _,\”;u- T' — Tl =T I’F_}
tenelikning ikkala tomoninn ¢ © 2 ko paytirsak ¢ . Ag

\Ty) = 1 tenglikdan cosTy = 1. sinTy = 0 kelib

R A1 ailamiz. Shuning
chigadi. Bu tengliklardan 77 = 0 T, = 2k7 bo'lishim hosil gilamiz. Shunmng
adi. sliklard: T

Gl B v BodadL:

wehun T = Ty + iTy = 0 + i2kw = 2kiw bo'ladi. Demak, 27t asos1y davr bo'ladi
Apar D sohada 2 — 22 = oheri (k = £1.£2....
akslantirish bu D sohad:

ho'lsa, u holda ¢%(cos To + isit

) ﬁ(’ll”liklli (]imU;lllulliil'adlgilll
st =}

tal ! s, W = € 1 bir _\'a]n‘uqli (bir varaqli)
Z1. 22 nugtalar Yo 1asa. =

bo'ladi. Al 4
_ _ 91 vo'lakni olish mumkin.
Bunday sohaga misol sifatida ) = [z:0<Imz< 2} yo'le

. . g wls — o va
almashtirishlar olsak, p = ¢ V& i
woiri chiziq ko‘rsatkichli funksiya

topamiz. Bundan esa {y = 0.0 < % < 97} torg'ri chizig ko'rsé
tll)dllll/_. i Si i ! C o 27\'} i[!il'l'\'ﬂl csa

i ichi & inodek J‘::.l'u.ﬂ-(y‘-«
vordamida {0 = yo} nurga o tishi, shuningdek {

= y ckanligini
Agar w = pc'" va z =&+ 1Y

= <Y< 27}

avlanaga o'tishi kelib chigadi.
Demak. .
D= {::U<Im: < 2}
isli s akan (94
3 tekislikka akslanar ekan (2
lak hat im o'q chigarib tashlangan (w) tekislikka aksle
vo'lak musbat yarmnit i
chizma). a0
i mi an ko'rinadikl
Demak. vuqoridagi misoldan kornac

{::U<hnz<ﬁ}

e
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volak esa yuqori yarim tekislikka akslanadi.

© . |
2ar B r 1 f 0 "
li ;Jk {\ f /\ 1 ’ , i I‘ ‘:
At ' PRI
HE LA S L R
T i | I | T I.‘L

24-chizima

Misol va masalalar

<lm:<‘_’;}

sohaning w = ¢* akslantirish yordamidagt aksimi toping.

2.5.1~-misol. Quyidag:

37

N

I){:CQ:H-:H:-:< I

t

2.5.2-misol. Ushbu w = ¢ akstantirish yordomida C. elstibdage
D={z:€C.: Rez>0. —7<Imz < 7}

sohaning C,, tekislikdayi aksing toping.

2.5.3-misol. Ko'rsatkichli w = ¢* funksiya C. tekistikdage
D={z€C.:1<Rez<2 | <Imz < 2}

sohani. C,. tekislikdagi qanday sohaga akslantiradi?

2.6 Trigonometrik va giperbolik funksiyalar

Trigonometrik hamda giperbolik funksiyalar ko‘rsatkichli funksiya orgali kir-

itiladi,

2.6.1-ta’rif. Ushbu

et et — it
08y = ————. Sl = ————
2 2i
sin z et —e cosz . ef+4e™
lnz = == e —, clgz = — =1
cosz - (g o SN = et — et

ko vinishdagi funksiyalar trigonometrik funksiyalar deyiladi.

B e Eee v g 8- B 1T

26, TRIGONOMETRIK VA GIPERBOLIK FUNKSIYALAR 83
= sinz va = C0SZ funksivalar butun kompleks tekislik C da aniqlangan.
w = tgz funksiya

T

C\{: eC:z :k;.}”‘;-_k:t),il.i‘l....}

toplamda, w = ctgz funksiya csa
C\ {: € C i ’{77: A = D +]. +2 }
to'plamda aniglangan.

2.6.2-ta'rif. Ushbu

e €€
(‘h_ .7_———*.)—‘ -‘\hw— 2
sh ¢ —=¢7F y ('h':_(: t
A e = ——, 2=~ 5 2
b ch ¢ +e - shz € —¢

ko ‘rimshda aniglangun funkswyalar giperbolk f“”i"-"‘fy”h“' deyiladi.

T : : . ccivalar o'zaro quyidagi
Trigonometrik hamda giperbolik funksiyalar o'zaro quyiias

cos = = chiz. sinz = —ishiz, thz = ~ilgez.

chs = cosiz, shz = —isin i=. clhz = iclgiz.

cos (r +1y) = cos rchy — isinxshy.

sin (@ + 1Y) = sinachy + icosvshy

munosabatlar bilan bog'langan.

;s Jichini ko'rsatamiz. Buning
Biz ulardan birini. masalan shz = —ismiz. ho'lishini ko'rsats

-1l I raagl munnos l‘)(l”l l(l 1 ]l)\ d'll(‘lll!]) fopamiz:
2 1[ 1 l )5¢ ATl € a
& r 5

uchun ynqoridagi 2.6.1 va 2.6.

o I 7008} =
siniz = (¢ ¢

Demalk.

shz = —isiniz

bo'ladi. o ;- e
‘ Ko'rsatkichli funksiya orqali ta rillanganidan. ularn

%3 -1 1 ¥ Loy v ]‘
Iriconometrik funksivala T e A,
i a ho'lishi kelib chigadi. Ayni paytda

' ichli ivalar xossalariga €8
ing ko'rsatkichli funksiyalal
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trigonometrik funksiyalar orasida haqgigiy argnmentli trigonometrik funksivalar
orasidagi munosabatlar kabi formulalar ovinli holadi.

Endi trigonometrik funksiyalarning ba'zi xossalarini keltirih o tamiz.

1", Ushbn

- 9 ¥ )
sin“z 4 cos™z = 1,
sin{zy | za) = sinzycoszo + o5 2 8in .

cos(z) + za) = o8 21 Co8 2p — SiN 2 sin 2y,

sin(z + %) =cosz. cos(z + i;—) = —sin z.
sin(z+ %) = —sinz.  cos(z4+7) = —cosz

forimulalar o'rinli.
Bu formulalarning o'rinli ho'lishini ko'rsatish qivin emas.

w o= sm 2 va w = cos = funksivalalrming ta'riflaridan foydalanib topamiz:

sin’z + cos’z = (—5—) +(—%5—)
I T T
- l | x =1

Qolzan ‘tengliklar ham shinga o'xshash ishotlanadi.

2°. = sin z tog Tunksiya, w = cosz esa juft funksiya bo'ladi. Bu xossaning
o'rinli bo'lishi w = sin 2. funksivalarning ta'riflaridan keliby chigadi.

37, Trigonometrik funksivalar davriv bo'lib, w = sinz. w = cos = funksiyalarn-
ing davri 27 ga w = lgz. w = ctgz funksiyaning davri esa 7 ga teng,

Hagicatdan ham, w = sin = lunksiya tavifi hamda

w(z 4 27) = sin(z + 27) = L (pilet2n) _ o-ilz42m)y
: : —3:~ = sinz = w(z).
Demak,

sin(z + 27) = sin z.

Bu esa w — sin = davriy funksiva va uning davri 27 ga teng bolishini bildiradi.

oL
o

26, TRIGONOMETRIK VA GIPERBOLIK F1 INKSIYALAR

= tgz funksiva ta'rifidan foydalanib. ushbu

I,.;._| ’ (24w #‘I'Ell: £, 2::} o
tglz + 7) = —itEmmge T — (et e )
= —itTer = gz

tenglikka kelamiz. Demak, tg(z 4 7) = Lg(z)-

o cienlarning davriy funksiva ekanini
Shunga o'xshash w = cosz, w = clg= funksiyalarning davri

ko'rsatadi. | )
— cos = funksivalar ixtivoriy 2 ¢ C nuqtalarda hosilaga ega

1w =sinzvaw =

bo'lib, (sinz)" = cos z. (cos 5) = —sinz ho'ladi. )
-, B P S1aga
w = lgz funksiya V2 € C\{z € C: 2= ke + 51k = 0,%1,%2....} da hosilag

ega botlib. 1 (2.16)

(tg2) = —5=

holadi. soual
iw = clgz Mnksiva Vz € C\{z€l:z= ks =021 %2, ...} da hostlaga €8
holib, ; (2.17)
(('{(,'?.]’ =5
’ sin”z
holadi.
Haqigatdan ham.
(CI 1 ¢~ o oS =
. ' ( f ' i =
(sinz) = (T) = '_Jl(( A 1) 9
ie i ‘(rl:_,‘-’*:) e
i R ,;,ff_(' € ):____‘___—,—:anv.
(o) = (EE2Y = i) =y T 3

: o Loepiliod ko'rsalila(li.
Xuddi shunga o'xshash (2.16) va (2.17) formulalarnming {o'g'ilig
] shunga o'xshash (2.

i ta'kl ‘tamizki, haqigiy ar mtli y = sine, ¥ = .
) a'kidle amizki, hagiqiy argumentli 1 '
Shuni ta'kidlab o'ta jiqiv arg g s

cos T funksiyalarn-

Jiehing bilamiz. Ammo,
ing givmatlan (-1.1] kesmada ho'lishini hilamiz. katta ham ho'lishi
' . el . irdan Kat & <

sin =. cos = funksivalarning qiymatlari modul jihatdan birdan k

mumkin: ' | +r o
1(‘()5 1| = z: 2 .

] joan akslan-
amida !m_]nrnlacllgdn aksla

cos z, tgz va clgz yord | o
. yordamida hajari-

ichli v ovskiv funksiyalar
tirishlar chizigli hamda, korsatkichli va Jukovskiy funksn !
12 s'uln'rpuzitsi;\';mi sifatida garalad.
o

Amaliv masalalarda, sin 2.

ladligan akslantirishlarni
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Masalan, w = sinz funksiya vordamida akslantirish bajarishimiz uchnn
quyidagi akslantirishlar ketma-ketligini bajaramiz:

. wy na 1 1
wy=1z.ur=c . uyg=—.w=<luwyt —|.
: ! 2 iy

92 funksiva yordamida akslantirish bajarishimiz uchun. uni ushbu

korinishidan foydalanib, quyidagi akslantirishlar ket ma-ketligini bajaramiz:
. . g — |
wy =2z, wy =" ow o= —f——,
wy + 1

Misol. Ushbu

w=sinz
funksiya yordamida bajariladigan akslantirish C. 1ckisligidagi
7 w
D= {:GC;:—-2—< Rr:<§. Im:>0}

sohani (yarim yo'lakni) C,. tekislikdagi ganday sohaga akslantiradi?
Berilgan w = sin = funksiya vordamida bajariladigan akslantirish bizga ma’lum

bo'lgan
e

wy =iz Wy =e" wy = —
:

akslantirishlar superpozitsivasidan iborat bo'lib,

, 1 1
w=Smzzs ==y +—
2 wy

bo'ladi. Binobarin, bu akslantirishlarni. ketma-ket bajarish natijasida w — sin z
uchun w (D) topiladi:
1) D soha wy = iz akslantirish natijada

7 7
D, = {"’1 € C,, : Rewy <0, ——2'— < Imiry < 5}

sohaga o'tadi. )
2) D; soha wy = ¢" akslantirish natijasida

7 7
D, = {wz €C,,  |un) < 1. —-12‘- < argiwy < 5}

—mrg

[«
-1

2.6. TRIGONOMETRIK VA GIPERBOLIK FUNKSIYALAR

varim doiraga o'tadi.

3) Dy soha wy = 2 akslantirish natijasida
Dy = {3 € Cy, s jug| < 1. 7 <argay < 27}

sohaga otadi.
i e = L[+ L) ak irish natijasida
1) Dy soha w =sinz =3 (ll 3+ ,,.J) akslantirish natijasida

w(D) = {w € Cy: Imuw> 0}

sohaga o'tadi.
Demak. w = sin = akslantirish C. tekislikdagi

, Imz > 0}

[N

D={:€C;:—€-<Rc:<

sohani C,,. tekislikdagi
w(D) = {w € Cy: Imuw > 0}

yuqori varim tekislikka akslantirar ekan (25-chizma).

925-chizma

Misol va masalalar

2.6.1-misol. Ushbu D ={z€C: 0 < Rez < 7} yo'lakni w = cosz funksiya yor-

.6.1-misol. {'s =1

damida aksini toping.

2.6.2-misol. Ushbu D = {z € C:1<Rez<2. 1< nz< 2} kvadratning w =
.6.2-misol. Ush ={z <

sinz — i funksiya yordamidayt akslantivilgan sohani toping.
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2.6.3-misol. Ushbu 1) = {2 C: -2 -
| uw 1) = {.. eC:—-7<BRez< —]} sohaning w = lgz funks
yordamida aksini toping. | s
2.6.4-misol. Us = 2
Ushbu D = {z€C: -1 <Rez <2 | <lmz <1} kvadratuing

W= Co5z S yoT ] ‘ ]
0s = funksiya yordamidag aksini toping

BOB 3

GOLOMORF FUNKSIYALARNING
XOSSALARI

> . . . .. . . .
Bu bobda golomorf funksivalarning vossalarini o'rganishning eng nmuthim

usullarini ko'ri P, o . .
ullarini ko'rib chiqamiz. Bu usullar asosan. golomorf funksiyalarni maxsus in-
egrallar (Koshi integrallari) shaklida voki ba'zi qgatorl
aks ettirishga asoslangan. Dastlab kompleks

arning vig'indilari shak-

lida (Tevlor va Loran qatorlari)

rzgaruvehining funksivalari integrali tushunchasini ko'rib chiqamiz.

3.1 Kompleks argumentli funksiyalarning integrali

Integral tushunchasi. Aytaylik, 7 = v (1) (v: o 3] -+ C) silliq (voki
bolakli sillig) yo'l berilgan holsin. 7 (1) yo'lda kompleks qivmatli f(z) funksiya
berilgan bo'lib, f o+ funksiya [a. 7] scgmentda uzluksiz bo'lsin (26-chizma). U
segmentda Riman ma’nosida integrallanuvchi

funksiyaning 7 vo'l bo'yicha integrali dey-

holda f(~4(1)) - ~'(1) funksiva [, 3]
ho'ladi. Bu funksivaning integrali f()

iladi va

‘/'f(:)d: 2 /fo-; (t) -~ (t)dl (3.1)

kabi belgilanadi.
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2(G-chizma
Agar integral ostidagi funksiyaning hagiqiy va mavhum qgismini ajratib [ o
A (1) -~" (1) = g1 (1) + iga2 (1) yozadigan bo'lsak. n holda (3.1) integral quyidagicha

ko'rinishda boladi:
i i

/f(:)d: = /_q] (L)l + 4 /_f}gf-‘}ril. (3.2)

Demak. (3.2) formuladan korinadiki. kompleks ozgaruvehili [ funksiyadan
~ sillig vo'l bo'yicha olingan integralni oxirgi tenglikning o'ng tomonidagi aniq
integral (Riman integrali) orqali hisoblash mumkin ekan. Agar f(2) = u (z.y) +

i (r.y) va dz = dr + idy desak, u holda (3.1) integralni quyidagicha ham yozish

/frf: = /ud.r —vdy + i / vda A wudy. (3.3)

mumkin bo‘ladi:

3.1.1-izoh. Kompleks o zgaruvchil f(z) funksiyanimg yugoridagt (3.1) emtegraling
~ yo'lni ushbu

m=v0). z=vl). o z2a=7(3). (a=hh<h<.. <= 1)
bo'laklarga bo'lib. & = (7). 7 € [li-lin] deb quyidagicha ham aniqlashunz

mumkin:
n-1

[ sz = 1 > J@)d

bu yerda Az = zpo1 - 250 = mﬁlxi.ﬁzﬂ. k=01 ..n-1

4____
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Fndi kompleks analizning nazariy va amaliv masalalarida ko'p ishlatiladigan

ba'zi misollarni keltiramiz.

3.1.1-misol. shbu

J, = /(: —a)"dz (n=0, £1. +2....). (3.4)

e C: lz—=al = aylanadan
imtegralng fusoblang. bu yerdn 7 = 1zel: |2 al =p. p> 0} ay

thorat.

Farvaetine Jamasini ddagicha yozib
Yechish. Buning uchun dastlab 7 aylananing tenglamasini quylAAgIcHs
olamiz va shunga asosan bir qancha soddalashtirishlar bajaramiz:

= ip("'(f(. =

! it
s=:()=a+pe" (0 < 27). = dz =d(a+pe )

Qe

= J,=[(z- a)"dz = ip""! [ ettrtidt.
pe ]

Apar n # —1 bo'lsa.

'l.' ‘,fflli"]] 2
. it gy — 50+l ———— = ().
J, =1p P dt =1p mr D,

i

Agar n = —1 bo'lsa, N
Jy =1 /d! = 27l.
0
Demak.
R = (3.5)

/(3f“)”‘[‘-‘:{ ori, n=—1.

3.1.2-misol. (shhu integralni hisoblang:

[ote ezt

I i (1) (1€, 3]) - bolakli sillig ol (agar n < 0 bolsa, 2 =0
neoyerda Y = #

nugtdan o‘tmaydigan bo Jakti sillig yol)
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Yechish. Ravshanki.

i i

-_,nr__ ~n , o I -(" fan+1 - I nl ' n+l
/ /m‘/ (1) A (1) de TT/W ()] ;——1[ (3) =" ()] .

I "

3.1 1-natija. Agar~ yopiq yo'l bo'lsa. u holda

/:"rl: =0.(n#-1)

holadi.

Integralning xossalari.  Yuqorida ko'rdikki, f(z) kompleks o'zgaruvehili
funksivaning 4 vo'l boyicha integrali anig integralga kelar ekan. Shuning uchun
f(z) fnksivaning 5 yo'l bo'yicha integrali ham aniq integrallar xossalari kabi
xossalarga ega holadi.

1 Chiziglilik xossasi. Agar [va g lunksivalar 5 silliq (voki bo'lakli silliq)

vo'lda uzluksiz ho'lsa, u holda ixtivoriy a.b € € uchun ushbu

/((1 ) 4 by(z))dz ﬂr/[ z)dz £ / g(z)d
tenglik o'rinli.

20 Additivlik xossasi. Aytaylik, v : [oq. )] = Cvag: [ ) = C

bolakli sillig yo'llar nchun, 1 (31) = 72 (4) bo'lib. v = v Uy ho'lsing ya'ni

1 (1) . agar t € [ay. J)].
Ao (1), agar t € (3. a].

v(1)

n(f) = nf)

27-chizma

R -~ o O (LR T
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Odatda v vo'l 3 va 72 yo'llarning birlashmasi deyiladi. Bu 7 yo'lda ixtiyoriy !

uzlnksiz funksiva uchun quyidagi
fft:m‘: = /f(:)d: +]ft:)rf: (36)

tenglik orindi bholadi.

3.1.2-izoh. Bu (3.6) formula mN72 =@ bo‘lsa ham, o‘rinli boladi (mustaqil

wshotlang).

3" Invariantlik xossasi.

~

;3] = C bo'lakli sillig yo'l 1 * a3 = C

3.1.1-tcorema. Aytaylik. 7
hosil bo'lgan bo'lsin.

bolakli sidliq yoldan parametrne almashtirish yordamida

siz differ-
yalni v = 4y 6 7, bu yerds 7 (. 3] = lor. 31 qat'iy o'suvchi uz 2luksiz diff

Y fii Sluksiz bo'lsa.
ensiallanuvchi funksiya (28-chizma). Agar [(2) funksiya 5 da uzluks

Junksiya ~, da ham wzluksez ho'ladi va
3.7
/f(;]dt = [_f(i}d3 o0

tenglik o rinli bolade.

28-chizma

et koA
Isbot. Integralning ta rifiga ko'T¢

/‘f(-?)ft = jfo’}l (r) -y (r)dr




.
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tenglik o'rinli ho'ladi. vy o7 (1) = ~ (1) va 5y [+ (1)]d7 (1) = =" (1) dt bo'lganligi
sababli integralda o'zgarnvehini almashtirish formulasiga kora
1 1

/fo"fi(f’)'".-'i (r)dr = / oy () -+ (t)dt = /_[(:'lrf:.

ny n

Demak. [ f(z)dz= [ [(z)dz.

O

3.1.3-izoh. Malumki. bo'lakli silliq egrt chiziglar teoremada ko'rsatilgan 7
parametrni almashtirishga nisbatan ckvwalent bolgan bo'lakli silliq yo'llar cd:.
Integralning 3-rossasi yo'l bo'yicha integralni egre chizig bo'yicha integral deb

qarashga imbkon beradi.,

1 Oriyentrlanganlik. Dastlab. v~ bilan= : [a. 3] — C bho'lakli silliq yo'ldan

f— o+ 3 — { almashtirishdan hosil bo‘lgan yo'ni belgilaymiz. va'ni
¥ ()= (a+T=t).l € . J].

Agar [ funksiva 7 yo'lda uzluksiz ho'lsa. u holda gquyidagi formula o'rinli

/'f(:;Jrl.: = /f(:)n’:.

Bundan keyin, - yo'lni v yo'lning oriventatsiyvasini (vornalishini)

boladi

o zpartirishdan hosil bolgan vo'l deb ataymiz (29-chizma).

Yy

M

29-chizina

—4_
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I, Integralni baholash.
3.1.2-tcorema. Bo'lakli sillig 7 ‘. 3] = C yo'lda berilgan ixtiyoriy [ uzluksiz

funksiya wehun quyidagi baholash o'rindi:

}l_/f“)fk = flf(:)!-lff::-

b yenda [17(2)- sl = U GO~ (Oldt 1] fumksiyadan yo'l bo‘yicha

olingan [-tur egri chiziqli integral.
Ishot. J = [ f(z)dz bo'lsin. Endi | € C ni ko'rsatkichli shaklda yozib olamiz
shot. .J = | f(z)iz s L

idagi {klarea ega ho'lamiz:
R.S 05 idaei tengliklarga ega bo la
J = |J|e.0 € R. Shunga asosan quyidagi teng oa ep

orrs = e fh (t)dt.
|J| = ¢ "',1:.[(- @ fdz ﬂ‘[c G

1]

iqiv s sani nehnn quyidagilarni
Bu oxirei numosabatda chap tomonda haqiquy son turga q
() 5 el e %

topamiz:

‘ ' / ~ O )] dt = |f] - |dzl.
7] = [m-{( “f (mq’m}rfté_“[if{U).H (0l [

0 D

vy - 1olib chiqadi.
Bu teoremadan quyidag natija kelib té

il barcha shartlart bhajarilib, da

L georemaiiin
3.1.2-natija. Agar y”‘[‘”-rd{[.{j.’. teorer

[/()] < M bolsa. u holda

/f(:)u'; < M-l

bo'ladi, bunda || -7 yo'l wzunlig- | l
) funksiya D ¢ C sohada uzluksiz bo'ltib, v C 1

Faraz qif(rﬂ“f.'. f(Z .‘w'(n’h”,‘/ﬂ t((j'f‘-hh

U/ holda Y

3.1.1-lemma.

bolakli silli [ ho‘lsin s> 0 son olinganda ham D
holakli silliq yo'l DO ISHE
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hamde wellari v chizigda bolyan shunday P siniq chizig topeladike. ushbu

|
' Heste] e
‘/ﬂ,.w.- 'p/m’ |

munosabat o‘renli bo ladi,
3 lemma birinehi marta . Gursa' tomonidan ishotlangan. Shuning nehim
u Gursa lemmasi dab ataladi. Bu lemmaning isboti ushbu (10, 125-bet] ishda
berilgan.
Misol va masalalar
3.1.3-misol. Ushbu [ rdz integralni hisoblang. bu yerda 5 ushbu = = 2+ 1 nug-
taning vadins vektord.

3.1.4-misol. Quyiday: ] (22 4 iy*)dz integralnd =y = 1410 2y = 2430 nuglalarni

tutashiivuvehi ~ to'gri chiziq kesmasi bo yicha hisoblang.

3.1.5-misol. Agar v = {r=3cosl. y=2sinl. 0 <t <27} clips bo'lsa. u

holda quyidag

/ (4 + 3iy)dz

integralng hisblang.
3.1.6-misol. Ushbu [ <dz integralni hisoblang.  Bu yerda ~ quyidage chizmada

tasvirlangan yo'l ($0-chizma).

S0-chizma

Fduard Gursa (18581936)—mashhur fransuz matematik

e o R T
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3.2 Boshlang‘ich funksiya tushunchasi. Koshi teoremasi

Boshlang'ich funksiya tushunchasi

Faraz qilavlik. f(z) funksiva D (D C C) sohada aniqlangan bo'lsin.

3.2.1-ta’rif. Agar D sohada ‘]“tomm-f(m'!gmz F (z) funksiyaning hostlasi f (=) ga

uchun

F'(z) = f(2)

teng botlsa, ya 'na wtiyoriy 2 € D

bo'lsa, I (z) funksiya 1) sohada [(2) funksiyaning hoshlang‘ich funksiyasi deiy-

ladi.

Avtaylik. Fy(z) va Fa(2) funksivalarn ‘
U holda Fi(z) — Fy(z) )
(') = 1{3) Fla(z) = f(2) tenglik o'rinli
=0(z € D)

ing har biri D cohada f(z) funksiya uchun
: = (., (C-o'zgarmas son)
boshlang ich funksiya ho'lsin.

Al
boladi. Hagigatdan ham. D sohada /"1
2) funksive
deb olsak. unda D sohada

. ing hosilasi ®'(z)
holgani uchnn ®(z) = Fi(2) = B g

boladi. Agar @(z) = u(x.y)+ (e y) _
ou Ou_0v _ f_)_l_ ~ 0

ar

Sy ov Ay I

. woarmas ckanligh kelib chigadi.
boladi, Bund m(MWMmmMDmmM"@mM““‘n 1
yo'lady, undan z 51 : .

[ : 5 [ (=) funksiyaning

Demak. 17 (2) funksiya D sohada [ (2) 3 R -
( : . kompleks son) funksivalar f (z) funksiyai

‘zgarmas kom . '

ar sinfini aniglaydi.

boshlang'ich funksiyasi ho'lsa,
gD
L=}

F(2)+ ¢ (€ ixtiyoriy o
sohadagi boshlang'ich nksiyal
A (ac
qun golomorf funksival

hon mavjud bo'lishligi hagidagi masalani

Endi boshlangtich funksiy R

J ] 3 17 i ‘! . . . .
o rganishga o’'tamiz. Buning uc ¥ i i eeltiridh:

an ILoshi teoremasining €
« ks

(fundamental) teorema bo'lg

dan boshlaymiz.

3.2.1 Koshi {coremasi

Agar [ (2)

mksiyaning D sohada yotu

nolga teng bo ‘ladi

o funksiya bir boglamli D sohada (D C C)
8.2.1-beorsna (Koshi). ) f vehi har qanday silliq
u hotda f(2) I

yo'l bo gicha integrali

[ etz =

golomorf bo'lsa,

(bolakli sillig) v yopid




GOLOMORL |

Ishot. By teoremani bir nechts

1-hol. Yopiq ho'lakli

bu ur'hhnu-]mkuing pe

a bosqichda ishot qilaniz,

lisilliq yo'l 4 — aA nuchburchak chegarasi (konturi) ho'lih,

Teoremani isbotlash nehun.
artlari bajarilsing. leki

rimetri { soniga teng bo'lsin,
teskarising faray Gilamiz. yva'ni teorema sh:

bo'lsin, Endj A nchburehakni, uning tomonlari o'rtalaring hirlashtirnvehi to'g'ri
chiziq kesmalari vordamida | 1a

AFII .A":” A(.‘ii Aflj
uchburchaklarga ajratamiz. A uchburchak va hosil bo'lgan AM, AR A A)
uchburchaklar chegaralarida vonalishni soat strelkasiga qarama- =qarshi olamiz (31-

Ravshanki. oA bo'yicha f(

z) lanksivadan oling
lar OA™ AR gAB AWM ¢

an integral kichik uchburchak-

chegaralari bo‘yicha olingan integralning vigrindisiga

: + / f(z)dz + / S (z)dz.

teng ho'ladi:

/.f(:)d': = / f(z)dz + ‘

AN Ot T NTAQ ]
BOSHLANGICH FUNKSIYA TUSHUNCHASL KOSHI TEOREMASI
3.2. BOSHLANG NRKSIY.

U7 holda,

|

: ! "
M = \/ ,-(;),;:! <[ I r,
|

[f )dz| + /1 izl +| [ 1z

[ bae JAT
|- DA

tenesty ¥ 2 1ae 5 .( € c © [T(-'\‘ _- lill] I\il.hl]\
L{ S On 11 1 (O 'lli]l]\('h]]'"d'ln ]\‘ul”(ll b] 151 1 L

i 24 tomonide *
- '1ﬂ]]]\1|.”l:._, 11} o

1] 17 et I
i sb belgilaymiz, yan
bo'Imavdi. shn uchburchakni Ay de b belgila

" M
f(z)dz) 2 =
]
1A, 'y
{ iene boladi, Endi A, uchburchakni
ho'lib, A hburchakning perimetri 5 g2 teng
1w b, - ue H
1 o “ 1
vuqoridagi usul bilan vana - te A
. (2) [+ 4)
_\:”.Al ..31 -Al
‘hburchaklar
1 kora, bu uc
i Yuqoridagl xossalargi é e
chalklargy aatiis ha [(z) funksiyad:
uchburchaklarga aj el
ning cheg:
wiudki, u

i
orasida shunday nehburchak 1

chakni As deb
1i. Bu uchburc
lnh AL Jan kichik bo'lmayt
T10¢
olingan integralning

belgilayimiz. Demak.

/f( o\ >

1Ay

ctri -—. soniga tengdir.
boladi. A, uchburchakning perim

o T Si l i ¢ ‘1“““11
1 1 U.] l(ld l( h]l]ﬂ 1C ]1 ]U_\ lr_l-. bt
navl)c
et “\ il

| N igi 51 Jadi.  Bu
o o haklar ket ma-ketligi hosil bo'le
- i hburchakle - EiEn
yopig 1 | 7
R idagi xossalar
+o1 uchun quyldagl :
dar ketma-ketligi ucht
uchburchaklar ketma [
=~ By
l) Al :)-AQDA:;, An t
i srimetr
2) A, uchburchakning perit
intiladi;

i =1.2.3....
3) Har bir &, (n = 1.2

lzanda ; -0
n — oc inll

oa mng vl

i ,7 sonig

) uchburchak uchun

M (3.8)
[ f(:)d; 2 “1”
1A, ey barcha
, - asdiglardan
y i 1) va 2) fasc
Yuqoridagi

1 B yagona 2| EA(AC
1 ll'll’l'l]"’ﬂ t[‘.;!,’iﬁh]] ho l}’,dn yagon 1
11(.‘}1 YU CHE RIS
..31. Az. A;g. A,,.

inli Jadi.
mmosabat o rinli ho'l:
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migta mavind bholishi kelily chiqadi. - Shartga kora f(z) funksiva oy migtada
golomorf. Demak. V- > 0 son olinganda ham shunday o — 0{2) son topiladiki.

U={lz-2|< d} doirada yotuvehi barcha = nugtalar nehun
/(z) - [ (z0) = [ (20) (= - Zu) Foa(2) (z - 2) (3.9)

tenglik orinli boladi, by verda = € U nchun |o (2)] < = Endi tuzilishiga ko'ra
vetarlicha katta n Jar uchun A, ¢ U boladi. U holda (3.9) munosabatga asosan

nshbu tenglik

/.I'(:Jfl:, = / S (z0)dz+ / f'(z) (2= z)dz + /”{;](; - ) d-

a4, A, 0A, oA,

o'rinli bo'ladi. Endi bizga ma'lumki,

/ H’? = () / :r,l',j_' =)

A, JA,
Demak, ushhn . .
/ flzs)dz = / o (z)(z - z) d>
9A, JA
tenglik o'rinli. z € 9A, uchun |a(z)| < . Bundan tashqari ixtivoriv = € A,

muglalarda |z — 2| migdor A, uchburchak perimetridan oshmaydi. shuning uchun

integralni baholash hagidagi teoremaga ko'ra

] ; { ] 12
/ f(2)dz]| = /‘“(:)(:7:“),;: - ,-27.2_”_ F (3.10)
JA 5

A

boladi. Yoqoridagi (3.8) va (3.10) munosabatlardan

’:—fs /_f(:m; /;—
A

bo'lishi kelib chigadi. Demak, M < &% bo'lib. bu tengsizlik M > 0 deb qilingan
farazga zid (chunki = ixtiyoriy kichik musbat son). Ziddiyatlik bo'lmasligi uchun
M =0 bolishi kerak. Shunday qilib M = 0. vani

/ F(z)dz=0

A
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boladi.
2-hol. Endi 7 cgri chizig : .
Ravshanki. ko pburchak chekli sondagi uchburchaklarga ajraladi va

[f(:]rl:
J

i ar vigtindisiga teng bo'ladi.
gan integrallar vig indisiga teng bo'l:

P—ko'pburchak konturidan iborat bo'lsin.

i halklar bo'vicha olin
wral es: uchburchaklar bo'yie . |
e ga binoan nolga teng

Jean integrallarning har biri 1-holy
o

Uchburchalari ho'vicha oli1

boladi (32-chizma).

392-chizma

Binobarin,

[ r@z=0

};
Hadi s ‘1si wralning
boladi. i vok bolakli silliq yopid yo 1 bo'lsin. Im.(b.l 1 g
9-hol. Endi ~ ixtiyorly si 1q burchak topiladik, 31.1-

wishli bolgan shunday £ ko'p

l/'j'(;)d;-}[f(i)d:1

. N aoa 1o
Xossasiga ko'ra [) sohaga t

Jemmaga ko'ra,
< E




~ey b A _,:
i, Sh

#,
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boladi, hunda == ixtiyoriy musbat son. Yuqoridagi 2-holea hinoan

-/l f(z)dz =0
'rl

]
j/ f(.:)r!.:i < €
| |

/f(:]r.": =)

horlishi kelily chiqadi. Teorema to'lig ishot ho'ldi.

bolgani nchnn,

boladi. Bundan esa

Koshining bn teoremasidan qnyidagi natija kelily chigadi.

3.2.1-natija. Agar f(z) funksiya bir bog'lumli 1D sohada (D © T) golomorf bolsa,
u holda f(z) funksiyaning integrale integrallash yo'liga bogliq bolmaydi. yarni

boshlang ich va orirgi nugtalari umumey hamda D sohada yotuvehe ~, va 4o yo'llar

wchun . .
/.f(i)n’: = /j(:)r.":;

8
Loladi.

Ishot. 1) sohada yotgan z, va zp mgtalarni tutashtirnveli va sho sohaga

tegishli bo'lgan ixtivoriv 7y va 3o silliq yo'llarni olaylik (33-chizma). Natijada =,

va 7, vollar D sohaga tegishli 7 vopig bo'lakli sillig yvo'lni tashkil etadi.

33-chizina
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Koshi teoremasiga ko'ra

[f(:]u':=]f\:)d:—/f(:)d::l).

i O
Demak, [ f(:)dz = [ f(z)d= bo'ladi.

3.2.1-i ll ) 0 [-teoremada sohaning bir bog‘lamli bo'lish sharti muhim. Hagqiqat-
d.o.1=1720N. g2 -0 ! !

Biss § f(2) = L funksiya p={:zeC: 3<lzl < 2} sohada golomorf. birog
dan ham. g St

/' LA RIE

‘.:‘ !

- irish
3.2.2 IKoshi teoremasini umumlashtiri

e

o ¢ B S ¥ i lan' .3 teore
I ] In'l‘\'i“i]l lllll‘lblll\'}lllli S 1{0(1:\&0\(1] q ‘\ lag ) ;.
] “(ll \Uhhl feorenas B umt 1 1 ) | ‘ |
ll N J) ) ( 1€ ']11 112al ])ll l)t)h‘ anl
i I l\ ]I l] ) U’t'ln“/ ‘\\ tﬂ_\'l]}\. (1 C ‘L«) (] (n"¢ s : mil
mani 1shotsiz Ko ‘ = . e | H r . 0 d- <
g 28 S i c sihiq yo DI & yrat
1mnim l']lt rarasl (}I) bl“](l _l'l)l\l I)D l]]\]l li ] A I a
s )hil lN).l]h. 1 a8 Balds Y n

holsin,

' bo‘lsa. u holda
3.9.9-tcorema. (Koshi). Agar f(z)e0(D)NC (D) bo'lsa

ff(:)d; =

ap g g ’
oll-asi yo'nalishiga qﬂ.lhfu. otngan.
1’ }’) 'h{'f]r“'{l’{.’l(f ljl’"”f.l“-‘ih .‘Qfm.f .‘vh(”\”.ﬁf y(l na J'
bo'ladi, hu yerda e che [

‘nalis shunday
. D da oriyentirlangan yo nalish deb shunda;
as aor

i 3 i : ’llr HH q J& «
Eslatib o tamiz, I soha chegd :oha chegarada harakat gilinganda soha
aqplish hovicha ChEEHE
: tilaiki, bu yo'nalish
vornalishga aytiladiki, b

. a qoladi, S Qakli

har doim chap tomonda qo esis Vgah Yo, Yo T - " n\\\\\\ \‘nu lakhi
0 : e 1] 1av( ;_,} 10y Hly = =

: TR ol 0'zaro Kesishind Ol ~, tashqi

Faraz qilaylik. [ soha 0 bog'lamli soha Do lib, 7o ta

araz ] «o'p boglaml soh:

. Teeralangan ko'p bog X sl

illiq) vopiq vo'llar bilan chegl e wehanki. [ sohaning

eliy] yoply S5 [lar esa ichki chegara bo'lsin. Ravshank

) yo'llar esi

chegara, ~p. 72 oo 0

i

chegarasi , -
i (.)])__-:,(]U’}lur'lu"'u"

i vo'nalishiga qarshi
ynalish soal strelkasi yo'nalishiga ¢
a Yo Hallk S

D1 '(};](1 o it 3
holadi,  Bunda 7o yopd 3 lih soat strolkasi vonalishi bo'yicha oli
gy VO Malisiy 50aL sht 5
opiq yollarda ¢t ¥ : o qisqacha musbat
1. Y, oae Yo YOPI YO yentirlangan yo nalish yoki qisqacha
or (jate

nadi. Odatda bunday .‘-"T”"hﬁh

o nalish deyiladi (3 I-chizma).




et el INCIIAST KOSHI TEOREMAS. 105
101 BOB 3. GOLOMOREF FUNKSIYALARNING XOSSALARI 32, BOSHLANGICH FUNKSIYA TUSHL NCHASI KOSHI TEOREMASI

‘o
g‘ ( : |
Y, \
D
\) 25-chizina
|
3d-chiznu ) 1
Fchizma Natijada {
5 5.8 . il > , . - = s oo :)d;):ff(;)d::ll
3.2.3-teorema. (Ko !-” bog [(-'-'?H.'! »52’.'(.' url-hu.n Kosht teoremasi).  Agar [ (z) / fi2)dz = /j'(:)d: +Z[/ f(z)dz F/ f( g
! Sunksiya ko'p boglamli 1 sohaning 1D yopig'da golomaorf bo'lsa, u holda ) kst A
an &
‘?i: /ff;’)ff;‘ — () munosabatni hosil gilamiz. 0

5 - 1aei teoremani keltiramiz.
: ksi m‘l\'jlldli‘_','i ]mqulﬂgl teoremant keltir:
(slya 1l £

bR .

] ' ' / Endi boshlang'ich fun "
hatadi. Bu yerda integral 1) ning ovigentivlangan yo nalishe boyieha olimgan. b bog lamli D c C sohada golomorf bo'lsa,
funkstya :

3.2.4~tcorema. Agar f(2) _ i e boladh
3 ! — illi ' sohada poshlang‘ich funkstyaga €4
o Isbot. v, yo'lni 7. ya. ... 7, vo'llar yordamida Ay A Ao A, L AL A silliq vorllar u holda f(=) funksiya shu soha I e
: : e ” B . . L~ 1. ularni shu sohada yott
bilan shunday tutashtiramizki, natijada [ bir boglamli soha hosil bo'lsin. D so- D sohad - ixtivoriy = pugtalarn olib.
| i i¢ : . Isbot. sohada zp va IXULYEER o L ,‘
, haning chegarasi &0 va Ap. Ay Ao Ay oA A yorllarning birlashmasidan iborat birlashtiramiz (3()—(111/5!“ ) ‘

] silliqq (bo'lakli silliq) yo'l bilan
boladi (35-chizma). U holda 3.2.2-teoremaga ko'ra sillig (bo'lakli sitliq

- /fl"zjr."u:fl |

N
. = . . |
boladi. A\, va A, yollarda (b = 1.....n) yvonalish garama-garshi ho'lganligi |
sababli |
/f(:)fL = — /-f(:)rfz
i ’

306-chizma

_____

tenglik orinli.
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U holda ‘
/ fe)de

0

integral =z g;{ bog‘liq bo'ladi. Uni #(z) orqali belgilavmiz:
F(z) - /,[(E)/Iﬁ (3.11)

Koshi teoremasining natijasiga ko'ra bu integral integrallash vo'liga bog'li
bolmaydi. Binobarin, £(z) funksiya 1 sohada bir givmatda aniglanadi.

Endi (3.11) funksiva D sohada berilgan f(z) funksivaning boshlang'ich
funksiyasi ho'lishini ko'rsatamiz. z nugtaga shundav Az orttirma beraylikki.

z + Az nugta = mugtaning 1) sohaga tegishli vetarlicha kichik atrofida votsin.

U holda F(z) funksivaning orttirmasi uchun quyidagiga

s+ Ar M te A
Feian - Fo = [ peie- [ree- [ o cen)
ega Ho'lamiz. Bu tenglikning har ikki tomonini Az ga bo'lamiz:
Pz v A~ FG) 1 [
F(z + Az) = F(z
A =K;/QHO& (3.12)
Ravshanki.
1A:
/ f()de = f(z)- Az
va'ni
:-Az
Kl' / () = f(z) (3.13)
bo'ladi. (3.12) va (3.13) munosabatlardan foydalanib
]‘( A)F‘() . 1AL | THA:
(2 +Az)-f(z
o je -5z [ o -5 [ st

3.2 BOSHLANG'ICH FUNKSIYA TUSHUNCHASI. KOSHI TEOREMASI 107
+A:
1
=— [ (f( - J(=)dE
= / (/e
ifodani fopamiz. Oxirgi tenglikdan
TtAe
FE-2)=FE_ple ot [w@-s@ik o ew
. Az = |Azl ) I

. . . ~ R - - ni
holishi kelib chigadi. Koshi teoremast natijasiga ko'ra, = va 2 + A‘.. nuq.talar .
yotuvehi yo'l sifatida shu nugtalarni birlashtiruvchi

birlashtiruvehi va D sohada Ve
ida € o'zgaruvchining [z.2 + Az] kesmaga tegishli

kesmani olishimiz mumkin. Ur (22
—g <Az tengsizlikka ega bo'lamiz.

bolishidan ushbu |2 '
| nugtada uzluksiz. Demak, Ve > 0 son

i ) z siva £
Teorema shartiga ko‘ra f(2) funksive
%) 5 iladiki,
olinganda ham shunday 0 > 0 son topile

1f€) - f(@) <

(3.14) munosabatdan topamiz:

|Az] < 4 bo‘lganda

boladi. Shuni e'tiborga olib,

44z
e+ 892 PO ] < g [ 1006 - Selae <
|*‘—’r"' ~ Al
2tA: -
Lo [ gl =g taE=E
< re, |Az)
Demak, ‘M - f2)| <&
ey
Bundan esa . ﬂf_f_é_f’_)__’__ﬁ_(ﬁ)_ = f(2),
A";"Jo Az
va'ni F(z) = J(z)

0

. ishot bo'ldi.
Tichi kelily chiqadi. Teorcmna 18 . . . ;
horlishi kelib chic » ma lumki, agar J(z) funksiya bir bog lamli D

sohada yotuvchi itiyorty yopiq bo‘lakli sillig
ng bo‘lsa. u holda f(z) funksiye D sohada

3.2.2-izoh. 3.2.4-teorenmt ishotida
va b f'xml.'.siyudau D

egral n olga te

sohada uzluksiz
yo'l bo'yicha olingan int

boshlang‘ich funkstyaga €g¢ bo'ladi.

e




A .

i,
¥
1
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»/. J(E)de

~il

U holda

mntegral = ga bog'liq bo'ladi. Uni F(z) orqali helgilavmiz:

F ) = / F(€)de (3.11)

Koshi teoremasining natijasiga ko'ra bu integral integrallash voliga boglig
bo'lmaydi. Binobarin, £#7(z) funksiva D sohada bir givmatda aniglanadi.

Endi (3.11) funksiva D sobada berilgan f(z) funksivaning boshlang‘ich
funksivasi bo'lishini ko'rsatamiz. = nugtaga shundav As orttirma beraylikki,
z b Az mgta z nugtaning 1) sohaga tegishli vetarlicha kichik atrofida votsin,

U holda F(z) funksivaning orttirmasi nchun quyidagiga

z4Az 2 tHA:
Flz+Az2)- F(z) = / J(&)de /f(gy!{ / [(&)de. (€€ D)

ega no'lamiz. Bu tenglikning har ikki tomonini Az ga bo*lamiz:

F(z + Az) - FF(2)
Az

[ J(2)de

Ii

| Az
Al / J(€)de (3.12)
Ravshanki.

fl2) - Az
va'ni

: A

~ [ e =) (3.13)

bo'ladi. (3.12) va (3.13) munosabatlardan foydalanib

z b As
Flz+Az)-F(z) . 1 - | .
Az - [(z) _A:“ / f(&)de — ‘A_: / flz)de

D
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z .A
l /
T Az,

ifodani topamiz. Oxirgi tenglikdan

(F(&) = f(=))dE

|Plet )~ Fl8) - 76)
I

44z
1 r v S
< —— | f(&)— £(2))1 |4 (3.14)
, Al J
i natijasiga ko'ra, z va z + Az nuqgtalarni
holishi kelib chiqadi. Koshi teoremast natijasiga ko'ra, = va [-‘ .
bidlastiti hi va D sohada yot avehi vo'l sifatida shu nugtalarni birlashtiruvehi
irlashtiruvehi va D s a ) : el
-chining [2. 2 + Az] kesmaga tegishli
kesmani olishimiz mumkin Unda & o'zgaruvchining 2.z + Az] kesmaga teg
smiani olis ; .
mosizlikka ega bolamiz.
ho'lishidan ushbu |z = §| < |Az] tengsizlikka ega bk T XTI o0
B hartiga ko'ra f(2) funksiva z nugtada nzluksiz. Demak, Ve §
eorema shartig: a f(z 4

~ () son topiladiki, |Az|

1f(&) - S <e

(3.14) munosabatdan topamiz:

y < 4 bo'lganda
olinganda ham shunday 9

hodadi, Shuni e'tiborga olib,

Fz+42) = FG) _ g

+Az
et &) = f(2))]1d€] <
) <33 / WGE

Demak, Pz Az) - F(2) i) <&

\ z
Bundan esa F(z+ Az) - F(z) _ 1(2)

lim =

Az
Vam I ,[;) = [(:)

. O
Teorema ishot ho'ldi.

holishi kelib chiqadi. . » E—

’ o isholidan ma Yumki. agar [(2) funksiya bir hog Iru-rn £
3.2.2-izoh. J.2.J-fcorct Jan D sohada yolu pehi ixtiyoriy yopiq bo Qakli silliq
v bu funkstypa funlesiya D sohada

solida ualisiz 1 bo'lsa, holda f(z)

oaral nolga ter
o'l boyicha olimgan integral 19

- Jadi.
boshlang‘ich funksiyaga €4 M
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Shunday «ilib, f(z) funksiyvaning 1 sohadagi ixtivoriy hoshlang'ich funksivasi

F(z) quyidagi ko'rinishda ho'ladi:
F(z) = /j[f)(l& + € (€' = kompleks konstanta). (3.15)

Agar (3.15) formuladan. avval z = z, deb
Flz) =C

bolishini. so'ngra = — 2, deb

F(z) = / JE)E 1 ¢ = / J(E)E + F(z)

tenglikni topamiz. Oxirgi tenglikdan csa
[ et~ Fie - e (3.16)
bo'lishi kelib chiqadi. Odatda (3.16) formmla Nvuton-Levbnits formulasi deyiladi.

Aytaylik, f(z) va g(z) funksivalari D sohada golomorl bo'lsin.  Ma lumki.
ushbu

U()-g(z) = J'(2) - 9(2) + [(2) - 4 (2).

tenglik o'rinli. Bu tenglikni integrallab, topamiz:

/U(Z) g(2)'dz = /f’(i') cg(z)dz + /f(:) - g'(2)dz. (3.17)

Agar
/[f(z) -g(z)]'dz = f(z1) - g(z1) = f(z0) - 9(z0) = [£(€) - 9())] [

bo'lishini ¢'tiborga olsak, u holda (3.17) tenglik ushbu

[ 169 =@ -aten|z - [ 1) stz

<n <0

tenglikka keladi. Bu bo'laklab integrallash formulasidir.
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Misol va masalalar

3.2.1-misol. l/'shbu‘. j|-—l (—::—;?d: integralni hisoblang.

3.2.2-misol. Agar f(z) funksiya ushbu D = {z€C:r<|z~a| <R} sohada
(halgada) golomorf bo'lsa. u holda ushbu

/ f(z)dz ”

|z-al=p
. s ients rdar < p< R.
integralning qiymali p soniga bog'lig 8‘”‘“’?""‘ ko'rsating, bu ye P

s

. g : [ zcoszdz
3.2.3-misol. Ushbu integralni hisoblang: J cos2

3.2.4-misol. Quyidagi funksiyalar berilgan sohalarda boshlang'ich funksiyalarga
.2.4-misol. Q: :

cga emasligini ko‘rsating.
1) f(z)=1 D={0<] < och

2) f(z)=L- 5. p={o< <1}
9 f(z) =t D= {1 < el <o)
4) () = ey D=10< 2] < 1}.
i - 1aai tasdiglarni isbotlang. |
.2.5-misol. Quyidagi tas | o
3 Mm‘ f(z) funksiya U = {I= = a| < R} doirada golomorf bo'lib
Agar f(=

i jari Vzy. 22 € U nugtalar uchun
nasizlik bajarilsa, u holda
uch )| < M tengsizlik
uchun | f( )] "
/ J()dz| € M2 =2l
H

tengsizlik o vinli bo ladi.
B) Agar f(z) funksiya U=
wchun Re f(z) > M >0 tengsizlik bajar ilsa. 1

iz

tengaizlik 'vinl bo'lod ; tasdig Ref(z) =2 M, (= € U) sharint

0 v anredaai wasaladag ‘ o .
; }""l"”d“g:”B)h:'t pilan o'zgartirilganda ham o'z kuchini saqlaydi (bu
t] b nd > Sh ¢ . . .
Refe /() 2 nugtaning tanlanishiga bog liq emas)-

{lz - al < R} doirada golomorf bo‘lib, vze U
, holda V21, 22 € U nugtalar uchun

> M|z - 2

shartdagi o haqiqiy 501 =

—
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Misol va masalalar

Shunday «ilih, f(z) funksiyaning 1) sohadagi ixtivoriy hoshlang'ich funksivasi

17(z) quyidagi korinishda bo'ladi:

3.2.1-misol. Ushbu [ —‘:l—’:d: inteqralni hisoblung.
sol. I e

=]

= i . : = {zeC:r z — S
i e /j(&]rn’f 287 {0~ Seiplehs erstagta), (3.15) 3.2.2-misol. Agar f(z) funksiya ushbu D = {z€C:r<|z—a|< R} sohada
- (halgada) golomorf bo'lsa. u holda ushbu
Agar (3.15) formuladan. avval z = z, deb ] f(2)dz
F(z) = € o B - R
o integralning qiymatt p soniga bog'liq emasligini ko‘rsating, bu yerda r < p < K.
bo'lishini. so'ngra z — z; deb u o

Flz) = /.I(E]r!;f i) = /.Jr[g)f,r{ b EF(z0)

~0

tenglikni topamiz. Oxirgi tenglikdan esa

[ e = ¥y - Pl (3.16)

3.2.3-misol. Ushbu integralni iisoblang: j zcoszdz

3.2.4 ol. Quyidage frm.l.surzlm herilgan sohalarda boshlang‘ich funksiyalarga
. -mis

cga emasliging ko rsaliny.
1) f(z) =1 p={0<|z <o}
2) [z )“'—ﬁ—-. D—{U<| | < 1},
3) f(z) = 751+ ])*{l(] | < oo},

i | )= g, D= 0<lzl <1}
; bo'lihi kelib chigadi. Odatda (3.16) formula Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi. 4) f(z) = -3 { botlang-
| . . - | - i larni isbotlar
Aytavlik. f(z) va g(z) hmksivalari 12 sohada golomorl bo'lsin, - Ma honki, 3.2.5-misol. Quyidagi tasdiq f{ll e Al T
’ A) Agar unksiya U = 112~ @
ushbu A) Agar [(= ) J ik bajarilsa. u holda ¥z1.22 €U nugtalar uchun
¥, /(= T=Mz)g9(z) 4 f(2) - (2) uchun |[(z) €M tengsiz
| tenglik orinli. B tenglikni integrallab. topamiz: / [ < o -
v /

/U )]'dz /I( g(z)dz + /j 2)dz. (3.17)

Agar
[;( Wz = f(z1) - 9(z1) = flz0) - 9(z0) = [€) - 9(€)] |2

bo'lishini e’tiborga olsak, n holda (3.17) tenglik ushbu

[ 11 gents = U@ st - /;( i

tenglikka keladi. Bu bo'laklal integrallash formulasidir.

e I R

lengsizlik orinli holedi.

B) Agar f(2) Junksiya U = {Iz
wchun Re f(z) = M=>0 f(u_q.s.uhk bujar

[f(:)ri: > M|z - 21

flz) 2 M, (z € U) shartni

wchini saqlaydi (bu

2} doirade golomorf boib, Vz € U

= ni <R
ilsa, u holda ¥z1, 22 € U nugtalar uchun

tengsizlik o'rinli bo ‘ladi.
¢) Yuqoridagi B) maselas

- { bilan 0
Re {¢t ~)l > M shar L
; {’ ’ It » hagiqiy son = nugtaning tanlanishiga bog lig emas).
shartdage

lagi tasdiq Re
*ana‘lrilqa-rarln ham o'z ki
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Shunday qilih, f(z) funksivaning 1) sohadagi ixtivoriy bhoshlang'ich funksivasi

F(z) quyidagi ko'rinishda ho'ladi:

CF(z) = /f(f)df = C(C ~ kompleks konstanta). (3.15)

~t)

Agar (3.15) formuladan. avval z = zy deb
I (»?u) =

bolishini. so‘ngra z — 2; deb

<

F(z1) = / J(E)e 1 ¢ = / J(E)IE + F (=)

tenglikni topamiz. Oxirgi tenglikdan csa

[ s~ e - Fea (3.16)
bo'lishi kelib chiqadi. Odatda (3.16) formmula Nvuton-Levbnits formulasi deyiladi.
Aytaylik. f(z) va g(z) funksivalari D sohada golomorf bolsin.  Malumki.
ushbu
[F(z)-9(=) = J'(=) - 9(=) + [(2) - ¢/(2).

tenglik o'rinli. Bu tenglikni integrallab. topamiz:
/[f(:) g(2)]'dz = /f'(SJ g(z)d=z + /f(:)'_q'(:)(l:. (3.17)

Agar

/{[(z) -g(;)]'d: = f(z1) - 9(z1) = f(z0) - 9(z0) = If(f) ‘/('f)i l;:('.

0

bolishini ¢’tiborga olsak, u holda (3.17) tenglik ushbu
-5y <y
[ 761 g =@ sz - [ 1) gt

tenglikka keladi. Bu bolaklab integrallash formulasidir.
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3.2.1-misol.

3.2.2-misol.

(halgada) golomorf bo'lsa. u holda ushbu

inlegralning qiymali p soniga bog'lig emasligini ko

3.2.3-misol.

3.2.4-misol.

ega emasligini ko‘rsaling.

L p={0<]:} <o}

1) [(z) =

4) f(z) =
3.2.5-misol.

A) Agar f(z) funksiya U=
< M tengsizlik bajarilsa,

uchun | f()i

tengsizlik o°rinli boladi.
B) Agar f(z) funksiya U=
uchun Re f(=

tengsizlik o'rinli bo'ladi.
C) Yuqoridagi B) !
Ref{c'7f(z)} =2 M shart bl

shartdagi i haqiqiy son =

9) f(s) = L— . D={0< [ <1},

_:_:f.nz{l<];l<00}.~

3)[(z) =

Misol va masalalar

T < dz integralni hisoblang.
Ushbu f e {]

j= =l

Agar f(z) funksiya ushbu D = {z€C:r<|z-a| < R} sohada

‘rsating, bu yerdar < p< R.

Ushbu integralni hisoblang: [ zcoszdz

0
Quyidagi fi unksiyalar berilgan sohalarda boshlang'ich funksiyalarga
u

i D={0< 3l < 1}.

:dagi tasdiglarni isbotlang. |
piS —a|< R} doirada golomorf bo'lib, Vz € U

i holda ¥z 22 €U nugtalar uchun
‘ / J()dz| € Mz - =l
M

{lz - al < R} doirada golomorf bo'lib, V2 € U

V[ > 0 tengsizlik bajarilsa, u holda Vz1, 2o € U nugtalar uchun
) 2 A > CTYS L~

JECLE
: € U) shartni

masaladagi tasdiq Ref(z) =2 M, (H. . -
an o'zgartirilqunda ham o'z kuchini saglaydi (bu

> M|z — 2l

. . .
nuqlaning tanlanishiga bog‘lig emas).

’_____-_
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Shunday qilib, f(z) funksiyaning 1) sohadagi ixtivoriv hoshlang'ich funksivasi

F(z) quyidagi ko rinishda bo'ladi:

Fz)= /f(f)ﬂ'{; = O (O = kompleks konstanta). (3.15)
Agar (3.15) formuladan. avval z = z, deb
Fzy) =(
bolishini, so'ngra z — z; deb

o= /fff)fff HC = /'f(c)rif F ()

“ 20

tenglikni topamiz. Oxirgi tenglikdan esa

/f Jd§ = F(z1) = F(z) (3.16)

boliehi kelib chiqadi. Odatda (3.16) formnla Nyvuton-Levbnits formulasi deviladi.
Avtavlik, f(z) va g(z) lunksivalari 12 sohada golomorl bo'lsin, - Mahonki,

ushbu
U(z)-gz) = J'(2)-9(z) + () - §(2)

tenglik orinli. Bu tenglikni integrallah. topamiz:

/ [f(z) - g(2)]'d= /f( g(z)dz + [J'f ) - ¢’ (z)dz. (3.17)

Agar
/ /( fn(.., = f.(:i) !](:]) = f(.’;n) '_ _” = “'(k (]( J

bolishini e’tiborga olsak, n holda (3.17) tenglik nshbu

/ 1) o' (2)dz = [J(E) - 9] |2 — / )

tenglikka keladi. Bu bho'laklal integrallash formulasidir.

e R
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Misol va masalalar

3.2.1-misol. Ushbu [ t—:l-;:ﬂjd: integralni hisoblang.

:-il=1
3.2.2-misol. Agar f(z) funksiya ushbu D = {z€C:r < |z—a| < R} sohada

(halgada) golomorf bo'lsa. u holda ushbu

/‘ [(2)ds

|z—aj=p
integralning qiymal p soniga bog‘liq emasligini ko‘rsating, bu yerdar < p < R.
‘ ‘ ]
3.2.3-misol. Ushbu integralni hisoblang: ! zeoszdz
I

3.2.4-misol. Quyidagi frm!mquhu' herilgan sohalarda boshlangich funksiyalarga
3.2.4-misol. QQuyidal S !

cqa cmasligine ko'rsaling.

Hft-)-f D={0<|z| <oc}

9 f()=L1-HD n={0<lz <1}
3) [ )-_—.1)—{1 < |z| < oo}
.f’)f(]-—-—L-—‘D—{U<iSL<]}-

i tasdiglarni ishotlang.
{]=-= a| < R} doirada golomorf bo b, ¥z € U

U nugtalar uchun

3.2.5-misol. Quyidagi

A) Agar [(2) Junksiya U = v
uchun |[(z) € M tengsizlik hajarilsa, u holda ¥zy. 22 €

/ )z € Mz -2l

<1

tengsizlik orinli holadi.

a| < R} doirada golomorf bo'lib, vze U

Agar ksiga U = {lz -
B) Ayt a2 {:rm 0 tengsizlik hajarilsa, u holda Vz1, 22 €U nugtalar wchun
f(zy=M?> engsiz

]f(:)rf: > M|z - 21l

fiz) 2 M, (= € U) shartni
y kuchini saglaydi (bu

uehun Re

tengsizlik o'rinli bo ladi.
¢) Yuqoridagi B) masale
Re{evf(z)} = M shart bilan ©

nuglaning tan

wdagi lasdiq Re
':qn-r'n'.irilga-n.dn ham o

hartdaoi o | on Z Janishiga bog‘liq emas).
shart aqe « .'(lqlfﬂj B ~
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3.3 Koshining i { i
! ng integral formulas -
Bre ulasi ho'lishi kelib chigadi. Demak, quyidagi tenglik o'rinli bo'ladi:
B arnmraids. Bodds tase ; : , ity L
e paragrafda Koshi teoremasidan fovdalanib kompleks o zgaruvehili —l— J€) dé = —!"‘ _f(%) d§. (3.19)
424 mif E—2 i ) £-2
4D ol

funksivalar nazarivasid: i ; Coshi

valar nazariyasida muhim bo'lgan Koshining integral formmlasini keltiramiz
o _, ..

L kompleks tekislikda chegaralanga sohani qaravlik. Uni i silli e : I yv

o ngan 1 sohani qaravlik. Uning chegarasi sillig Endi p — 0 intilganda (3.19) tenglikni o'ng tomoni f(z) funksivaga intilshini

(voki borlakli sillig ) vo'ldan iborat bolsin. ’ o
o rsatamiz.

3.3.1-teorema. Agar [(z) funksiya 1 sohaning yopigt D da go £ bo'ls Ma'Tumki
q yopry golomorf bo'lse.u de
holda wxtiyoriy = € I nugta uchun [ 7 = = 2ni
1 BT
Imi. 5_1 (3.18) mmm;mnmmmnmnwnmmmnﬂﬂwkﬂwﬂmmﬂ
ian
Sormula ovinli bo'ladi. Bu yerda integral D sohanimg oriyentrlangan chegaras: /f G
. ‘ _ gara; = omi
hoyicha olingan. L
Tshot. Ixtiyoriy = € D nuqta olib, ming shunday U, = Demak. (3.19) va (3. 20) munosabatlarga ko'ra
. [l -
{€: 1€ = z| = p. p > 0} atrofini qaraymizki. U, € ) bo'lsin (37-chizma). Ushbu ) ! /_Jr_i-{fg —1— [ (©) d§ (3.21)
: 2 2mi
WU,

Binobarin.

>

¥
af

D, = D\J, sohani qaraymiz. Ravshanki, bu sohaning vopigid: 11
= X 4
funksiva z nugtada golomonf,

A

Ikkinchi tomondan. f(z2)

z. ¥z > () son olinganda ham shunday d > 0 son

golomorf ho'ladi.
holadi,

funksiva shu nuqtada uzluksi
g ixtiyoriy

L

atlantiruvehi p radiusli U, aylananing

topiladiki. p < § tengsizlikni ¢anos
- f(a)| <€ - tengsizlik bajariladi. Bu tasdiqlarga asosan.

£ nugtasi uchun |f(&) —

.."

a ega ho’ lamiz:

quyidagi munosabatlarg

"
D
/ KL<z | "
‘)m & I.‘J‘F >
37-chizni ) e
7 10 oL ;/i,f5|:5_-;,;=;
—2r P TP
HU,.

Ko'p boglamli soha uchun Koshi teoremasiga ko'ra
munosabatning chap tomoni nolga intilishi kelib

5 (0 intilganda (3.21)
iga bog'liq emasligini hisobga

I'C
g =10 yani p - g
i, dmm.mmuxm)mwwmﬁdm”mmm”m”
voki olsak. yetarlicha Kichik p lar uchun quyidag!
' ; ) {
/‘ ( 2N = ,_l_- j( = al
/ - / = . / f—j(&{d{ / ”H / = -0 )= 2m é 6 o ) =
an, in * % - o |
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|
munosabatni hosil gilamiz. Demak, 2 ‘
1 i -
1(2) I J(€) 1e =5 /f(a-%-pe")dtp.
)= — EATe g
2mi J £ - :“~ 0
ol) D
tenglik orinli. Teorema ishot bo'ldi. g
3.3.1-teoremadagi (3.18) formulaning o'ng tomonidagi integral KNoshi integrals. Misol va masalalar
integral ostidagi ratsional ifoda =~ Koshe yadros: deviladi. (3.18) formula esa ’ seavalni hisobl
oshining i D TPV . -mi rsht = integralni hisoblang.
Koshining integral formulasi deviladi. Koshining integral formulasi f(2) golomorf 3.3.1-misol. Ushbu }._._,J:lz._, 49
funksiyaning D sohadagi givinatlarini uning 0D chegarasidagi givinatlari orqali
DY : At atl: BTy agl gqivmal lari or ali . . .
) . Bl & b 61t ! 3.3.2-misol. Quyidagi .
ifodalaydi. / sinz
i P
| 3.3.1-izoh. Agar 3.3, I-lcoremaning sharilavi byaridganda = € C\D bo'lsa 3.2.5- : i
Il ‘f Koshi teoremasiga ko' integralni hisoblang. Bunda
! | J()
1 S — . .
| el y={zeC:|z+il=3}
g ap
: ] , bo'ladi. aylanadan iboral.
3' ! Endi Koshining ingegr: asid: idaet o'rta giviat hagidagi teore-
fi f ' ’ ‘)s'mnng iniegral formulasidan quyvidag 1 Qi) jdag 4.3.3-misol. Ushbu 2
;I mamng o'rinli bo'lishini ko rsatamiz. —dz
| (z+3)
‘ B
= = -3 nugtani 0°z

3.3.2-tcorema. (O‘rta gqiymat hagide) Agar [(z) funksige 1) sohada golo- T
( ™ wida) A ~ chiziq C komleks tekislikdagi = =

s
|
r . oo
{ ( morf bo'lsa, w holda f(z) funksiyaning ixtiyoriy a € D nugtadage qiymatt unimg

ﬁp(ﬂ) ={z€ D:|z~a| < p} C D yopiq doira chegarasudagt giymatlarining o'rta

integralni hisoblang. bunda

ichiga oladigan ixliyorty yopiq kontur.
ning integral formulasidan foydalanib quyidagi integrallarni

’ arifimetigiga teny:

f
j o 3.3.4-misol. Kosh
’ [(a) — ;{‘_’/ﬂ" + pe'r)de. hisoblang:
‘ “ . (TTT;}—:de:

i e roshi inteer: Ja-1f=2 .
;! : Isl])ot. Ufa) ={: e D:|:-q < p} C D doira uchun INoshi integral 2 | C’Tmﬁdz
/! ormulasiga ko'ra _ I 11=2 ing chegarasi bo'lib, f(2) €
f; Ja) - 1@ d 3.3.5-misol. Aytaylik. 1 chiziq chegaralangan D sohaning chegarasi bo'lib, f(2)
i 2 -« e ) ‘Isa. u holda ushbu
“ Tl"”ﬂ ¢ O (C\D) bo'lsin- Agar 0 € D bo'lsa.
. bo'ladi. Ravshanki, dU, aylanada € = a + pe'?. (0 < p < 27) ho'lib. dS = ipc'idg 1 f(2) 0.ceD

AT Ma¢p

bo'ladi. U holda, quyidagi tengliklardan teorema o'rini bolishi kelib chigadi: omi ] az -
) .
2 ) '
] dE 1 + pe'7)ipcitd L ]
f(a) = — L(QL: - [la+p i), perdy ing o-rinli ckanligint isbotlang
2ri ) £ pets formulaning

—-a 271

é

N

b '

P e

: t 2y 0
R
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3.3.6-misol. Agar D = {[z| < 1} bo'lib, va f(2). g(z) € O(D) N (' (D) bo'lsa. u

holda ushbu
_’l: / (f(:) N ag(z) ) iy — fla).]a] < 1
27 z—a ax-—1 g[%), la] > 1

Jormulaning orinli ekanliqini isbotlang.

3.4 Teylor gatorlari

Ushbu paragrafda Koshining integral formulasidan foydalanib golomorf
funksiyalarni darajali gatorning vig'indisi ko'rinishida tasvirlash mumkinligini is-
botlaymiz. Buning uchun dastlab matematik analiz kursidan gatorlar nazarivasiga
tegishli ayrim tushuncha va tasdiglarni eslatib o'tamiz. Hadlari kompleks sonlar-

dan iborat
x

> a (3.22)

n=l

Ti
= Y nning qismiy yig'indisi ho'lsin.
k=]

A 1-ta’rif. Agar (3.22) qatarning qismiy yig*indilaridan ihoret {S,} ketma-

qator berilgan ho'lib, S,

ketlik yaginlashuochi bo'lib, lim S, = S bo‘lsa. w holda (3.22) qator yaginlashuvehi

n—xX

qator deyiladi, S esa qator yig'indisi deyiladi va ): a, = S kabi yoziladr.
n=1

Aytaylik, fi(z), (k = 1.2....) funksiyalar J; C C to‘plamda berilgan ho'lsin.
Agar z; € E nugtada {fi(z)} sonli ketma-ketlik yaqinlashuvehi hotlsa. {fi(2)}
funksional ketma-ketlik z, nuqtada yaginlashuvehi deyiladi.

Aytaylik, M c ¢ C to'plam {f1(z)} funksional ketma-ketlikning vaqinlashish

to'plami bo'lsin. Ravshanki, bu holda, har bir z € A nuql.ul.l hm fi(z) limil

mavjud bo'lib, w z o'zgaruvchiga bog'liq boladi. U {fi(z)} hml"‘m"dl Ralute:
ketlikning limit funksivasi deyiladi, va'ni llm Tie(2) = f(2).
k-

Hadlari M € C to* ‘plamda berilgan [,.(z) l'mll\sn alardan iborat

55 w2
k=1
funksional qator berilgan ho'lsin.
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3.4.2-ta'rif. Agur (3.23) funksional qatorning gismiy yig tndilart ketma-ketligi
{8,(z)} = {T il }} M ¢ C to‘plamda yaginlashuvchi bo lib. lml Su(z)=5(2)

bo'lsa. u holda (3.23) funksional qator M toplamda l,'aqmlmhmfhz S(z) funksiya

st uning yigindisi deyiladi.

3.4.3-ta’rif. Agar tiyoriy = > U son olinganda ham shunday natural ny son

topilsaki. ixliyorty n > ny va barcha =

1Sa(2) = S(2) <<

€ M uchun

lengsizlik bajarilsa. Y jA( ) funksional gator M to'plamda S(z) ga tekis yagin-

£
lashad; deytladi.
3.4.1-teorema. (Veyershirass) Agar ) jk( funksional qatorning har bir

f}[ ) (k = 1.2...) hadi M to'plamda Ij;,( )| < ay tengsizlikni qanoatlantirib.

Zuk sonli qator yaginlshuvehi bo'lsa. u holda Z fi(z) funksional gator M
1

m ‘plamda tekis yaginlashuvchi bo Qadi.

3.4.2-tecorema. -lgar }: filz ) funksional qatorning har bir [i(z) (k = 1.2...)

hadi M to'plamda uz !uf.s.u bo'lib. bu qator Al to'plamda tekis yaginlashuvchi

bo'lsa, « holda qator yigindisi S(z) ham M to'plamda uzluksiz boladi.

Z fi(2) ) funksional gatorning har bir filz) (k=12)..)

=1

hadi M to'plamda wzluksiz bo ‘b, bu qator M to'plamda tekis yaginlashuvchi
bo'lsa. u holda bu qatorni M sohada yotwvehi har ganday silliq (bo Jakli sillig)
~ yo'l boyicha hadma-had integrallash mumkin.

/ S (e = \ [ Jil2)dz

k=1

3.4.3-tcorema. Agar

ya ni. ushbu

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Quyida bir o'zgaruvehili funksivalar nazarivasida muhim teoremalardan birini
Ads )2

keltiramiz.
3.4.4-tcorema. (Teylor teoremasi) Agar [(z) funksiya D C C sohada
w holda D sohadagt irtiyoriy U = {z€C: [z - al< R} C

golomorf bolsa.
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D markazi zy nugteda bo'lgan doirada f(z) funksiyani darayali gatorga yoyish

matmbkin:
xX
F) =) eulz - 2)". (3.24)
n=I)
Isbot. = € U nugtani tavinlaymiz. songra |z~ =z < r < R shartni

qanoatlantiruvehi r sonni olib, 7, = {¢ € D : | — 29| = r} avlanani qaraymiz (38-

chizma). Koshining integral formulasiga ko'ra ushbu

[(z) = ‘L ‘Mr.’ﬁ

2mi ) (- :

formmla o'rindi Ho‘ladi.

38-chizima

—zl<r=|C=->3 o O e L
ol € = zy| bo'lishini e tiborga olih integral ostidagi i—“—J funksiyani

|z

zeometrik progressiyaga yoyamiz:

/(©) /() = /(¢ '

EA\ AN () N §)(z = 20)
7 (C-zo)(1 - ) Z ) =

aholash mumkin:

=2 Q) M) (la - |)

(¢ =z)™" | r r

-3
(-] n=(}

T i - -
Bu qatorning wmuniy hadini quyidagicha 1
myidagich:

bu yerda M(r) = max [/(C)]. Ushbn

L <=1

|z = zy)
=]
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munosabat orinli bo'lgani uehun Veyrshtrass teoremasiga ko'ra (3.25) qator 7,
avlanada ¢ bo'vicha tekis yaginlashuvehi bo'ladi. U holda (3.25) tenglikni 7,
bo'vicha hadlab integrallab, hosil bo'lgan tenglikning har ikkala tomonini 27 ga

bo'lib, quyidagi tenglikni hosil qilamiz:

fl2) =) elz—a)",
n=0
bu verda
1 FQ)d¢ iy G
Cy = E—;/w (n = 0. 1 2. ) (i?.())

holadi, O
3.4.4-ta’rif. Koeffisiyentlari (3.26) formula bilan aniglanadigan (3.21) darajal
qatorga [(z) funksiyaning = = 2o nugla atrofidagi Teylor qatori deyiladi.

Shuni ta'kiblab o'tamizki, Koshi teoremasiga ko'ra (3.26) formula bilan
aniqlanadigan Teylor gatori koeffitsiventlari v, aylana radiusiga bog'liq ho‘lmaydi.
3.4.1-natija. (Koshi tengsizliklari) Agar [(2) funksiya U, = {lz— 20| €7}

doirada golomorf bo*lib, JU, aylanada uning modult M sonidan katta bo‘lmasa. u

holda [(z) funksiyaning o atrofidagi Teylor galori kocffitsiyentlart uchun

\/

|f‘nl < — (” =0,1.2...) ('527)
i

tengsizliklar o*rinli bo'ladi.

Isbot. Barcha ¢ € AU, uchun |£(¢)] £ M bo'lganligi uchun (3.26) formuladan

ho'lishini hosil gilamiz.

Koshi tengsizliklaridan quyidagi tasdiq kelib chiqadi.

(z) funksiya butun C kompleks sonlar tekistigida
w holda f(z) = const bolad:.

3.4.5-teorema. (Liuvill) Agar [

golomorf va chegaralangan bo‘lsa,
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Isbot. 3.4.4-tcorcmaga ko'ra f(z) funksiva ixtivoriy T = {|z] < K}. (R <
oc) yopiq doirada Teylor qatoriga yoyiladi.

a o
z)= ch:"

n=0
bu gatorning koeffitsiyentlari R soniga bog'liq emas. Butun C kompleks tekislikda
I/(2)] £ M ckanligidan Koshi tengsizliklariga ko'ra

Al
len] € R—i

bo'lishini hosil qilamiz. Agar R — +oc intilganda n = 1.2. ... bo'lganda ¢, = 0

(n=0.1.2....)

ckanligi kelib chigadi. ¢, koeffitsiventlar R soniga hog'liq ho'lmaganligi nchun

JE) =  (co = const)

bo‘ladi. 0O

Bu teoremani quyidagicha ham keltirish mumkin.

3.4.6-teorema. (Liuvilll ;teoremasi). Agar f(z) € O(T) bo'lsa. u holda

f(2) = const bo‘ladi. ‘ 1\

‘ .
Bu tcoremaning o‘rinli Bo‘lishi ynqoridagi Liuvill teoremasidan kelib chigadi
(mustaqil ishotlang).

.
i Misol va masalalar

3.4.1-misol. Quyidagi funksional qatorlarning berilgan to'plamda tekis yagin-
lashishini ko-rsating:

1, 2,2~ D ={|z > 1}.

Il.—

2. Z ne™. D= {lz] <p<i}.

n=

3.4.2-misol. Ushbu -

x
E __nl

n=1

funksional qatorni D = {Iz| < 1} doirada tekis yaginlashishga lekshiring.

—— |
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3.4.3-misol. Quyidagi berilgan misollarda f (2) funksiyaning z = a nugtaning
atrofida Teylor qatoriga yoyilmasida birinchi beshta hadini toping.

L f(z)=¢e"" a=0;

2 f(:)=(1+2). a=0

g f(z)=cn(l+2). a=

4f(z) = eosz. a=0.V1=1
3.4.4-misol. Aytaylik. chegarasi chekli sondagi yopiq. bolakli-silliq chiziglardan
iborat bo'lgan chegaralangan D C C soha berilgan bo'lib, f(z) € O(D)NC (D)

bo'lsin. M = max |f(2)|. = nugtadan D sohaning chegarasigacha bo‘lgan masofani

p va D) soha fh(qamsr to'liq uzunligint [, bilan belgilaymiz. U holda D sohada

ushbu

f(ll)( ) ML =19 ..
} al | T 2mprtt (n=1.2-)

tengsizlikning o'rinli bo lishini ishotlang.
3.4.5-misol. Faraz gilaylik, D = {|z] < R} bolib, f(2) € O (D)NC (D) bo'lsin.
Agar Al = max |f(z)| bo'lsa, u holda D sohada

: [2|=R

‘f(u)( )' AIR “+] (n =12 )

n

tengsizlikning o'vinli bo ‘lishini I.s'bntlan_q.
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3.5 Abel teoremasi. Koshi-Adamar formulasi

‘ Oldingi paragraflarda golomorf fnksivalarni qatorga vovish mumkinligini
korib chiggandik.  Endi bunga teskari masalani qaravlik: darajali qatorning
vig'indisi golomorf funksivani ifodalaydimi? Bu savolga javoh berish uchun dara-
Jali qatorlarning matematik analiz kursidan ma Tum bo'lgan xossalarini keltiramiz.

Ushbn

x

ctci(z—a)+..+eplz-a)"+...= Zr‘,,(; —a)" (3.28)

n=M

ko'rinishdagi darajali qator herilgan bho'lsin.

Dastlab quyidagi Abe) teoremasini keltiramiz.

3.5.1-teorema, (Abel), Agar (3.28) darajali qator zy € C nugtada yaginlashu-
vehi bo'lsa, w holda (3.28) qator ushbu U = {z€ C: |z a| < |29 ~ «a|} doirada
absolyut yaginlashuvchi va U doirada kompakt yotuvehi ixtigoriy K € U to*plamda

tekis yaginlashuvehi boladi,

IShOt. © sa chartsd ‘ q ¢ . H 1
Teorema shartiga ko'ra (3.28) qatorning zy miqgtada vaginlashuvehi
bo'lgani uchun, qator vaginlas Tigini ; i
foe , qator yaqml;lhlmvc-lnllglmng zaruriv shartiga ko'ra bu mugtada
gatorning wmumniy hadi chvguralnugnn bo'ladi. vani 3M > 0. Vu ¢ N U {0}
uchun |e,(zg — a)" / AL .
len(z0 — @)"| < M bo'ladi. End; 20 # a. yani |zp — a| = p > 0 deb olamiz,
chunki aks holda U doira bo'sh to'plam ho'ladi

Aytaylik, K € U bo'lsin, u holda V= ¢ ¢ uelitiii

2 - a| ﬁ|z*u[

o] = 5 Su<l

holadi (39-chizma).

4.5. ABEL TEOREMASI KOSHI-ADAMAR FORMULASI

39-chizma

Natijada. ¥z € K va ¥n € NU {0} uchun ushbu

lea(z —@)"[ £ lea| p"q" < Mq"
munosabatga cga bo'lamiz. Demak. (3.28) gatorning har bir hadi yaginlashu-
vehi M i " qator hadlari bilan baholanvapti. U holda Veyershtrass teoremasiga

o e . - talkic vadinlashuvehi botladi. Teore-
asosan (3.28) qator I to'plamda absolyut va tekis vaqinlashuvchi bo‘ladi. Teore

maning ikkinehi sulosasi isbotlandi. Endi ixtiyoriy 2 € U nugtani qaraymiz. Bu
nugta biror U = {z € C: |z —a| < . pl < p} doirada yotadi. ' doira U doirada
o o ikkinehi xulosasiga ko‘ra (3.28) qator U’
komplat votganligi uchun teoremaiing ikkinchi xulosasiga ko'ra (3.28) ¢
. . S 0
da absolvut va tekis yaqinlashuvehi bo ladi.

3.5.2-teorema. (Koshi-Adamar). Aytaylik. (3.28) darajali gator uchun

s 1 i
Tim /|cn] = 7 (3.29)

Hn—>2x

— 0 deb hisoblaymiz). U holda (3.28) qator
C\U={z€C:|z—-a| >R}

: 1
bo'lsin (bu yerda % = oo va g

U={:eC:|z—qa|< R} doirada yaginlashuvchi,

to‘plamda uzoglashuvchi bo‘ladi.
Isbot. Dastlab, ketma-ketlikning yugqori limiti ta'rifiga kora, yani r‘111\1’11 T, =
A tenglikdan quyidagi ikkita wnlosa kelib chigishini eslatib o'tamiz:

1) Shunday {ry, } qismiy ketma ketlik mavijudki x,, — A bo'ladi:




¢
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2) V= . 3 :
2) ¥z > 0 uchun shunday ny nomer topiladiki. ¥n > n, uchun r, < A~

ho'ladi.
Aytaylik, 0 < R < 420 bo'lsin. U holda yuqoridagi 2) xulosaga ko'ra Vo > ()

uchun shunday ny nomer topiladiki, ¥n > ngy uchnn

W T
I('u'l < = +E

R

i ] n
lea(z —a)"| < {(7} + ) |z - ui} (:3.30)

Agar |z —a| < Tz ~ SOnni i i
gar |z —al < Rho lganda, = sonni shunday vetarlicha kichik olish mumkinki,

bo'ladi va hundan

bo'lishini topamiz.

bo'ladi, U 0 (2
i. U holda (3.30) munosabtga ko'ra (3.28) darajali qatorning hadlari n > ny
bo'leand: :

ganda cheksiz kamayuvehi ¢ geometrik progressiva hadlari bilan mojoran-
talanadi ; - ;i )
alanadi. Bundan esa (3.28) darajali qator U = {z € C: |z - a| < R} doirada
yaqinlashuvehi bolishi kelily chicadi.

Yuqori limitni

mit e e fonte T .
' tning 1) vossasiga ko'ra £ > 0 olinganda ham shunday { i i(:,,,|}

qismiy ketma-ketlik mavindki. " - i
\ aketlik mavjudki, "{/|c,,| > % — ¢ bo'ladi. Bundan

1 | "
len (z = )| > {(7? f) |z - fr|} (3.31)
bo'lishi kelib chiqadi.
‘;\U'; o O W} e
gar |z — a| > R bo'lganda = sonni shunday vetarlicha kichik olish mumkinki.

(7-2)l-a>

bo'ladi. U holda (3.31) munosabatdan

&, (2~ 2| ».1

bolishi kelily chigaci 33

s ] 1. % - 2 B! . . . .
‘ R jadi. Demak, (3.28) gaton vaqginlashishining zaruriy sharti bajar-
ilmaydi, ya'ni '

C‘\ﬁ—{JEC:|:—n|> R}

3.5, ABEL TEOREMASIL KOSHI-ADAMAR FORMULASI
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ashuvehi. Teoremani R = 0 va R = oc hollarda ham o'rinli

O

to'plamda qator uzogl
holishini mustagqil ishotlang®.
Odatda (3.29) formulaga Koshi-Adamar formulasi deyiladi.

3.5.1-izoh. (3.28) qutor dU = {|z - a| = R} ~ aylana nugtalarida yaqginlashishi

ham, uzoglashishi hamn mumbkin.

3.5.1-ta’rif. (3.28) darajali qatorning E yaginlashish to'plamining E ochig

yadrosiga® (3.28) darajali qatorning yaginlashish sohast deyiladi.

3.5.2-teoremadan quyidagi teorema orinli bo'lishi kelib chigadi.

gatorning yaginlashish ~ sohasi U

3.5.3-tcorema. (3.28)  darajali
hu doiraning radiust (3.29) Koshi-

{z€T:|z~-a| < R} doiradan iborat bolib,

Adamar formulasidan topiladi.

Demak. (3.28) darajali qatorning vaginlashish sohasi doiradan iborat (agar

ho'sh bo'lmasa) bo‘lar ckan. Bu doira (3.28)
qatorning vaginlashish radiusi deyiladi. Dara-

gatorning vaqinlashish doirasi deyi-

laddi va doiraning radiusi esa (3.28)
ashish sohasi va vaqinlashish to‘plamlariga doir hir qancha

jali qatorning vaqinl
misollar keltiramiz.

3.5.1-misol. Quyidag qatorlarning yagintashish sohalarini teping:
P ~x

X ~x
y 3 )
a) S (2)"b) 32" ) Yy, (nz)".
n=1 n=1 n=1
sa ko'ra bu qatorlarning vaqinlashish ra-

Yechish. Koshi-Adamar formulasig

diuslari mos ravishda oc. 1 va 0 ga teng. Shu sababli bu a) qatorning yaqui-
lashish sohasi € kompleks tckislikdan iborat. b) qatorning yaqinlashish so-

: s . Toti ine vaqinlashish sohasi bo‘sh
hasi {|z| < 1} —birlik doiradan iborat. ¢) ling yaqinlashish soh

qatorr

to‘plamdan iborat ho'ladi.

3.5.2-misol. Quyidagi rirzlor!rrl‘fl'i?ly ]‘Ifff}f?llﬂ-”‘fli”'ll sohalarini toping va sohaning

chegarasida gatorlarni yrrqiu[a.s'h'r.s'hgn. t
: X

a) 3 2" b) 5\3’ )Y &

ekshiring.

n=l n=1
= ifi dalanine
2I3n Tollarda Koshi alomatidan va v i limituing ta‘rifidan foydalaning,
aridan tuzilgan to'plamga, berilgan

3 i sk 2 splamning achiq yadrosi deyi-
Heslatima. To'plamning barcha ichki nugtal to*plamning 1 i

ladi.
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Yechish. Koshi-Adamar formulasiga ko'ra bu gatorlarning vaqinlashish so-
hasi {|z| < 1} ~ birlik doiradan iborat bo'ladi. Ammo vaginlashish toplami har
xil boladi. Hagiqatdan ham, {|z| = 1} aylanada a) qatorning wimuniy hadi nolga
intilmaganligii uchun bu aylanada u uzoglashuvehi. b) qator {|z| = 1} aylanan-
ing ba'zi nuqtalarida vaqinlashuvehi (masalan = = —1 nugiada), ba'zi nuqtalarida
uzoqlashuvchi (masalan = = 1 nuqgtada). ¢) qator hadlarining moduli {|z| = 1}
x

aylananing barcha nngtalarida ZI ;'— gator hadlaridan oshmaganligi sababli (ma-
rn

joranta bo'lgani nchun) bu qator {]z| = 1} avlanada vaginlashuvehi holadi,

ndi (3.28) darajali qatorning vig'indisining colomorfligi hagidagi teoremani
keltiramiz.

3.5.4-teorema. Ushhu

xX

f(z) = Z‘,,”(: — )" (3.32)

n=0

darajali gatorning yigtindisi [{z) bu galorning yaginlashesh doiasida golomorf

Junksiya bo*ladi,

Ishot. Aytaylik, (3.32) darajali gatorning yaginlashish radiusi 2 > 0 bo‘lsin.
(3.32) qat orning hosilasidan tuzilgan ushbu

X

ei+20(z—a)+...= Z neg(z —a)” Vi @ (2) (3.33)

n=|

qatorni garaylik. Ushbu
T =n | . "
lim /e, = lim /e,
1 X n—x

tenglik o‘rinli bo'lganligi nehun. (3.33) qator ham U = {z € C: |z - a| < R}
doirada yaginlashuvchi bo'ladi va bu doirada kompakt yotuvehi ixtiyoriy
to'plamda tekis yaginlashadi, Demak. 2(2) funksiva U doirada uzluksiz boladi.
(3.33) qator tekis vaqinlashuvchi bo‘lgani uehun bu doirada kompakt votgan ix-
tiyoriy 7 € U yopiq silliq (voki bo'lakli silliq) yo'l bo'yicha (3.33) qatorni hadlab

integrallaymiz va 3.1.1-misolga ko'ra quyidagi tenglikka cga bolamiz:

[,, (z)dz = i ne, / (z—a)" 'z =0.

n=1

45, ABEL TEOREMASL KOSHI-ADAMAR FORMULASI
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Uzluksiz funksivaning boshlang‘ich  funksiyasi mavjudligi  haqgidagi  3.2.4-

teoremaga berilgan 3.2.2 izohga ko'ra

xX x

f 2(Q)d¢ = Z ney, / (C—a)" l¢ = Zc:,,(: —a)",

n=1 itz n=1
a.z et |

U nuqtada hosilaga ega bo'ladi va bu hosila £ (2) ga teng bo'ladi

anildi). U holda

funksiva = €

(bu verda ham tekis vaginlashishdan foydal

;m:m+f;mm

[a.z]
() hosilaga cga bo'ladi.

funksiva ham ixtiyoriy z € U nugtalarda f'(z) = ¥ i

Demak, f(z) € O(U) bo'ladi.
Misol va masalalar

; is idaai darajali Aarning yig indisini toping.
3.5.3-misol. Quyidag darajali qato la g Y19

X 0 s - ’ o)
L3 ey (1D 8 et
h:-n n=1 - x ,;’:i:_,"
I ST S 3

o 7 B
'.:.] nin+1) = ael

3.5.4-misol. Ushbu

n.n

142+ '3“]:2 - PA4 0"+

durajali qutorni yaginlashishge tekshiring.

3.5.5~misol. Ushbu 3 -
g o o B ik
R Rt e
darajali qalorni yaginlashishga tekshiring.
3.5.6-misol. 5 .3 o
e B e
2t o5 ;34 o

- ‘ adiusi lopilsin.
qatorning yagmlashish radiusi topils

3.5.7-misol. Ushbu

. a3 n
X n 92 | 3 4 ne .,
il st —E
Y, g =atmt v o
1n: L

yaqinlashish radiusint loping.

qatorning
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3.6 Golomorf funksiyalarning xossalari

Ushbu paragrafda darajali qator vigindisining golomorfligi haqidagi teore-
madan foydalanib. golomorf funksiyaning bir nechta xossalarini keltiramiz.

3.6.1-teorema. Ltiyoriy [ (z) € O (D) funksiyaning hosilasi ham I sohada golo-
morf bo‘ladi.

Ishot. Ixtiyoriy =, € 1) miqta olib
U={:eC:|z-z)|< RyeD

doirani arayIniz Wi ] 1 1 E 2o v
loirani qaraymiz. Golomor funksivani vaqginlashuvehi darajali qatorga vovish
mumkinligi hagidagi 3.4.4-teoremaga ko'ra bu funksivani U doirada vaginlashu-
vchi

X
. \ - i
[(z) =) culz—z)
n—1
darajali datorga yoyiladi. Oldingi paragraflardan maTumki. bu funksivaning hosi-

lasi bo'lgan

xX

= Zm',,(: —a)"!

n=1

f.' — ;r_w =) + 2(-2 (: _ “)

funksiya ham aynan shu U doirada yaginlashuvehi darajali gatorga yoyiladi. Dara-
jali qator yigiindisi golomorfligi hagidagi 3.5.4-teoremaga ko'ra w funksiya U
doirada golomorf ho'ladi. Jumladan, @(z) funksiva z, nugtada ham golomorf
boladi. z, nuqtaning ixtiyorivligidan esa ¢ € O (D) ekanligi kelib chigadi, ]

Bu teoremadan bevosita. kompleks o'zgaruvehili funksivaning boshlang'ich

unksiyasi mavjud bo‘lishi uchun zarurly shart kelib chigadi.

3.6.1-natija. Agar D sohada uzluksiz bo lgan [ funksiya bu sohada I boshlang‘ich
funksiyaga ega bo'lsa, u holda [ € O(D) bo'ladi.

Bundan  tashqari yuqoridagi 3.6.1-tcoremani  takror qo'llash natijasida.
quyidagi teorema kelil chigadi.
3.6.2-teorema. Irtiyory [ (z) € O ('D]f“f“'\"‘!'i,!}m:.iu_f,v istalgan tartibli hosilasi ham
1Y sohadu golomorf funksiya boladi,

3.0,
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Quyidagi teorema esa. biror [ Mmnksiyaning berilgan nuqta atrofidagi darajali

gatorga voyilmasi yagona ckanligini bildiradi.

3.6.3-teorema. Agar [ funksiya

U:{:EC‘.|:——:0|<H}

doirada .

fE) =Y olz— ) (3.34)

n=0
na koefMitsiyentlari quyidagi
darajali gatorga yoyilgan bo'lsa, u holda bu qaorning koeffitsiyentlart quiidag
O RO (3.35)
[ § .
" n!

Jormula yordamuda bir qiymath aniglanadi.
[ (z0) bo'lishi kelib

Isbot. Agar (3.34) voyilmada dastlab z = zp desak, ¢ = -
rensiallaymiz:

chicadi. Kevingi qadamda (3.31) munosabatni hadlab diffe

_,r" (:] = + 2('3 (Z = :u) Aiis
ini i jarayonni
— ["(z9) ckanini topamiz. Bu jarayont

va bu verda ham z = 2 desak, ¢ sonn
r . rensiallasak. quy idagiga

e arta diffe
davom qildirib, ya'ni (3.34) munosabatni n marta d
cpa bolamiz:

gl (z) = nle, + el (= - z0) -

va b yerda ham = = 2 desak,

] ()
=

(i

bo'lishini topamiz. .
is un: Har qanday yaqin-

3.6.1-izoh. 3.6.3-teoremant quyidagicha ham aytish mumkin :

3.6.1-1zoh. 5.0.5-leore e

‘qjq"imfi':a‘im”.{l Tgylm‘ qa.lm‘i bo‘lad.

lashuvchi darajali gator o‘zuund
ar funksivalarni Teylor gatoriga yoy-

i . - 1alanib, element
Bu (3.35) formuladan foydalan

ishimiz mumkin. Masalan,

2} ~1
l:_;]_{_;+:—2T-LA...+-?Efi-..'-
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L2 A
cosz =1~ o + F —
- 5

S B ranog

Bu uchta yoyilma ham butun € kompleks tekislikda o'rinli (ularning vaqinlashish

radiusi # = o ga teng).

Bu 3.6.3-tcoremadagi (3.35) formnla bilan, oldingi paragrafda vozilgan ushbu

L /(€)
Cn “‘Eﬁ_l.:/-{g—k‘—:UjT__id{

formulalarni solishtiril, golomorf funksiyaning ixtiyoriy fartibli hosilasi nelum

quyidagi formulaga esa ho'lamiz:

. o[ (&) de
ff )(ZU):%:/({—*T?'%;_—' (n = 125 i),

(3.36)

Endi golomorf funksiyaning istalgan tartibli hosilasi uchun ham Koshining

quyidagi ko‘rinishdagi integral formulasi o'rinli holishini korsalamiz.
Faraz qilaylik, D c ¢ chegarasi silliq (voki bo‘lakli silliq) soha bo'lsin.
3.6.4-teorema. Agar f(2) e @ (D) bolsa, u holda whiyoriy = € D nugla va
n=1223,.. sonlar uchun ushbu

n! /()
fl'n' (;) =} E /’F‘})”T]d{ (337)
an -
Jormula o*rinli bo‘iadi. Bu yerde OD— D sohaning oriyentirlangan chegarasi,

Ishot. Ixtiyoriy : € D muqgta olamiz. R > ) sonn shunday tanlaymizki,
Ur = {€€C: - <R} € D bo'lsin, Ma'lumki. I

z) hunksivaning U
doiradagi Teylor qatoridagi koeffitsivent|

ari 3.4.4 va 3.6.3-teoremalarga asosan
quyidagi formula bilan aniqlanadi:

1 b it () (o
Cp = By L({);"ET va ¢, = j_(‘*—).?l =0.1.2 .. E
2m ) (&= 2) n!
g

Bu munosabatlardan

) (2) = 2 / [ (€) de
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tenglikni hosil gilamiz. .
[ i soha ue coshi teoremasi
Ko'p bog'lamli soha nchun K

11( © ( 1 dlge '..,"“E]. l 0 \]('ha
11 nie 1 S mne j) & l'l\'(l““ld“"d" (h( g S
. . ) Uhﬂ"l".ﬂ, f) (8] i £ bl

‘n' f b :

O

oa ko'ra oxirgi tenglikda dUg
(=) s s

bovicha oling:
htiris .
olingan integralga almashtirish mumk

rd [ l,i,-\ silasi a \” S 1 l‘l)l'llllilﬂh‘i (10_\'.l—
: la @ lomor flll! S1va hl). llrl.] ¢ hlll'l I (0} 1
()(l&nllél {:;-ii) formula 20 R

ladi.
Misol va masalalar

f (' < 43:4 |:-’)J: integralni hisoblang.
B .
i (242)

3.6.1-misol. Quyidag
+3]=1

3.6.2-misol. Ushbu

ttegralne hisoblanyg.

3.7 Morera teoremasl

iri bo‘lgan
i emalardan biri bo'lg
Ushl ragrafda kompleks analizda muhim  teoreme
Ishbhu paragrafck ‘
Morera teoremasini keltiramiz. v
z) funksiya D (DcC.) sohada

3.7.1-teorema. (Morera teoremast). Agar [ ( (hotai silli)

bu sohada yotuvchi ixtiyoriy sillig

aniglangan va uzluksiz bo'lib, ral nolga teng bo'lsa

: i , ante
yopiq ~ yo'l bo‘yicha f(z) funksiyadan olingan

/It%h:“

norf boladi.

2 lz—a|l<r} C D
ib. ushbu U = {2 € C:lz—a| <t} '
‘ A-teoremadagi

w holda [ (2) funksiya 1 sohada golor

Isbot. Ixtiyoriy a € [ nugtamn ol

j igi i a 'i l%.z
] l]l X i('ll f'l“]khl\ﬂ. lnil\".]n(l]ln"] h(l( lll g
‘U.“' H[l:_, b §

doirani ¢araymiz.

- TT Joirada ushbu
izohga ko'ra. [ (z) funksiva U doirada

P = [ 1O«

[m.2]
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ko'rinishdagi hos G ;
| rinishdagi hoshlang‘ich funksivaga cga ho'ladi. Boshlane‘ich F(2) € o)
»o'lishidan, o ’ e . ’ PHIANGICH e [
: idan, golomorf funksiyaning hosilasi hamn golomorf ckanligi hagidagi 3.6.1
eoremaga ko'r: ] G ANUET agudagl 5.0.1-
i "f" ra f(z) € O(U) bo'ladi. Demak. J(z) funksiya @ € D nuqgtada
solomorl. a € D nuqtaning ixtivorivliei ; . o
anmng ixtiyoriyligidan f(z) funksivani 1 soh: ,
ekanligi kelib chiqadi, gidan J(z) funksiyani D sohada goloworf
0

3.7.1-izoh. Vi ida
.7, oh. Yugorida kel
rema bo ‘(i goric Adh“[ﬂ””" Morera teoreimasi Koshi teorema stga leskart teo
ema vo'lib, bu teore; ] 207, . ) -
losasi o¢ ’l 01 r:mu{l'rr_r;z uzluksizlik: sharti muhim, aks holda teore maneng T

st o rinli bo‘ln 1shi ] .

. . wy qolishi mumbin, Hrr.wqaldrm ham agar f(*] Sfunks '
puyidagicha LAl Z) Junkstyan
0. agar z € \ {rr} .

L. agar z = u
ho'lsa, 4 o ’*h .

s, u holda by Sunksi it «

] ihsiyadan irt WYy € oy silly 1 /
/] yorty C wopiq silliq yo'l bo ‘icha olingan

integrali 1 ; .
4 wolga teng, lekin by funksiya golomorf emas.

F]l(li T ¥l 11
LI _\"( (8]} [([i-] T She f i ascdi { i
. ! gl I8 IJJt]al]l}.’,,[” [’:lh(h(]!il]'fliln fovdalanily golomorf funksiyvani
rln_v](laﬁi |l('hl?l t,‘-l_i{. f . ) nKsiyanmmy
=} AL € ene knehli 5
[ “h l\nf-]llf ((‘I(VE\'EII(’]”) (‘](il]lligil]i k(‘]fi]‘?l]l]i? 1\\"']\'“[\'

J(2) funksiva acC i
81y neyts iror : i i
{taning biror afrofida aniqlangan ho'lsin.

3.7.2-teorema. (;
sma. Golomort firm e
Golomorf funksiya uchun quyidagi uchta ta'rif teng kuchlidir:

(R)-Riman nosi
Sy : ‘
C differensiall manosida: Agar f(z) funksiya @ € C nugtaning biror U alrofida
= sialtanuvchi Mo ) A
g uz..':r,h.' bo’lsa, u holda f (2) Junksiya a nugtada golomorf deyiladi:
{0 Sh ma nosida: Agar 2N formdees ' k s d
uzluksiz holih, gar [(z) funksiya a € C nugtaning biror U atrofida
bolakli sillig 7
W sillig) chizig bo*yicha 4
yieha inlegral nolga teng bo'ls 0 (-
nugtada golomorf deyiladi: g q sa. u holda f(z) funksiya a

bu funksi : : )
Junksiyadan shu atrofda yotuvchi istiyoriy yopiq sillig (yoki

(W)-Veyers
yershirass ma 'nosida:
. asida: Agar [ (=) funksiy ' '
. I (2) funksiya a € C nugtan
atrofida yaginlashuvchi darajali i

quatorga ilon e ;
golomorf deyilad;, fatorge yoyilsa, w holda [ (z) funksiya a nuqtada

Isho : i
t.  Teoremaning tascigiini ishot]

foydalanamiz: (R)=(C) ash uchun quyidagi implikatsiyadan

orinli bo'lishi Keach:
0'lishi, Koshi teoremasidan, (C)=(W) o'rinli

bo'lishi. gol ; L
shi. golomorf funksivani vaqi
yan yadginlashnvel darajali qatorga vovish nmumkinligi

. B YOy unkinligi

haqgidagi 3.4.4-tcoremad: vV :
8 wdan, (W):}’(R) o'rinli ho'lishi. darajali qator yig'indisining
& Rl =] &

golomorfligi haqidagi 3.5.-
o g1 haqidagi 3.5.4-leoremaga as
8a asosan kelib chigacli
(]mll. 0
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3.8 Golomorf funksiyaning nollari
C sohada berilgan bo'lib, @ € D bo'lsin. Agar

3.8.1-ta’rif. f(z) funksiya D T C
[(a) =0 bo'lsa. a € D nugla [(z) funksiyaning nolt deyiladi.

Golomor! funksivaning nollari haqida quyidagi tasdiq o'rinli.

bhu nugtaning hech bir atrofida aynan nolga

3.8.1-tcorema. Agar a € C nugla.
(z) funksiyaning noli bo'lsa, u

teng bo'lmagan va a nugtada golomorf bo'lgan f

holda shunday n € N natural son fopiladiki, e n wqtaning biror atrofida ushbu

J(2) = (z - a)"9(2)
tenglik o'rinli bo‘ladi.bu yerda p(2)— @ nugtaning biror atrofida golomorf va shu

atrofda noldan farqh funksiya.

Isbot. Teorema shartiga kora f(z) funksiya a nugtaning biror U atrofida
a voviladi. Bu qatorning ozod hadi ¢p = f(a) =
1g uchun eng kichik nomerli

Tevlor gatoriy 0, barcha hadi
s « 1y
nolga teng emas. chunki U atrofda f(z) # 0. Shunn

¢ 7 0 koeflitsivent topiladi. U holda. (=) funksiyaning a nugta atrofidagi Feylor

gatori quyidagicha bo'ladi:

7(z) = ea(z = )" +eana(z - ) ft T

agar biz quyidagicha
.-(h) = Oy “f‘“.,.](l o fi') + ...

%
: . oor ot ham U doirada ya inlashadi.
belgilash olsak. u holda bu munosabatdagi gator ham U doirada yaq

funksiva U doirada golomorl bo'lib, ¢(a) =

Demak, bu gatorning vig'indisi w(z)
¢, # 0 va U doirada
’ | L oy
(z) = (z = @)"p(2)
Jganligi uchun U doirani shunday

]

a U doirada wzluksiz bo
funksiva U doirada noldan fargli ho'ladi.
U atrofida f(z) funksiyaning @ dan boshqa

bo'ladi. o(z) funksiy
tanlash mumkinki, ©(2)

Bu teorcmadan @ nugtaning

li.

noli yorq ckanligi kelil chiqac Demak, aynan nolga teng ho'lmagan golomorf

angail (diskret) bo'lar ckan.

funksiyaning nollari yakkal
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3.9.4-misol.
- H I
[ (z) = sin-

unksi | o :

Junksiya 0(0.0) nugtaga intiluvehi chelsiz lo ‘p sondagi z, = 1 A' 1.2
talarda () ga = T 2. nug-
ga aylanadi, lekin f (z) 0. Bu fakt yagonalik: teor sl 2l st

3.9.5-mis L .
ol. Aytaylik, davriy T(2) funksiya = = ~ nugtani o'z ichida saglovchi

birorta D s ; f
sohada golomorf bo'lsin. U holda [ (2) = consi ekanligini isbotlang

3.9.6-mi idagi ;
i misol.  Quyidayi misollardagi  a, (n = 1.2...)  ketma-ketlitlar  ucl
3 2.0 -ketlil: hun
} birtik doirada golomorf bo‘lyan va f( ) = |ay| shartlarni qanoatlantivu-
vehi f (2 ) funksiya mavjudmng? |

(L)(I” W (_l)”: f’)(‘,fl = u

3.9.7-misol. Us z 2:) ;
ol. Ushbu f(z) = f(22) funksional tenglana = = 0 nuglada golomorf

va o'zgar masday qli 5 5§
. . L t 3 ¥ > 1 /
ﬁ”!]!l bo [.(j(l.?l, ‘I,’t.{.f.’.IIH_rju. caga bolisht m wumkin r:rrm.'lir}ini f.‘b()”{”lrj

3.10 Veyershtrass teoremasi

Aytaylik, bizga ) = C sohada

funksional qator he rilgan bo'lsin,

3. = -
10.1-teorema. (Veyershirass). Agar

z) = Z Ju (2) (3.38)

n=]

funksional qatorning har biy [(z), (n =123.

) hadi D sohada golomorf

bolib bu g
: qator D soh
sohada ’nomprri,f yoluvchi wwliyorty to ‘plamda tekis yagqinlashu-

vehi bo'lsa, u holda
1) bu funksional gator yigindisi f (neo (D) bolad
2y

3} hu funﬁ‘s-im Til 5
g wwhiyoriy nuqtasida istalgan marta hadlab

differensiallash mumibin:

(m: (k) el
J Bz Zf (2). k=1.2... (3.39)

n=1
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Ishot. D sohada votuvchi ixtivoriy zo nuqtani olib. uning shunday Us(z) =

2=z <6 0> 0} atrofini qaraymizki. Us(z) € D bo'lsin. Teorema

{zel.:
shartiga ko'ra (3.38) qator Us(zo
qatorning har bir f,(z). (n = — 1.2.3....) hadi D sohada golomorf bo'lgani uchun
w Us(z) toplamda ham golomorf bo* ladi. Binobarin f,(z). (n = 1.2 3
=) uzluksiz, u holda qator yig'indisi

) to'plamda tekis vaginlashuvchi. Berilgan (3.38)

funksivalar ketma-ketligining har bir hadi Us(

7(z) funksiva ham Us(zq) doirada uzluksiz bo‘ladi. Endi Us(zo) da votuvchi yopiq

silliq 4 vo'lni olavlik (7 C Us(z0))- (3.38) gatorni 7 chiziq bo‘yicha hadlab inte-

erallab topamiz:

[_I'{ )dz = [ Zf..( )M"# [f,, (z)d=. (3.40)

n=1

Koshi teoremasiga ko'ra

(3.41)

—

/f-.l ydz=0, (n=12

holadi. (3.10) va (3.11) munosabatlardan

[rz=o0

Morera teoremasidan foydalanib f(2
Qaralayotgan 2o nifta

ishi keli igadi s sivaning Us(2
bolishi kelih chigadi. ) Munksiy (z0)
ada golomorl bo’ lishini topamiz.

da va demak, zz nuqt
funksiyaning [ sohad

a golomorf
D sohaning itiyoriy nuqtasi bo‘lganligidan f(z) g

Teoremaning 2) qismini isbotl:
nl<r} €D doirani qaraymiz va 7r

Koshi integral formulasiga (3.6.4-

holishi kelib chigadi. ash uchun, ixtiyoriy 2o €
= JU

D nugtani olib, ushbu U = {|z -
deb belgilab olamiz. U holda hosilalar uchun
teoremaga) ko'ra quyidagi
[0(zp) = _!'_ __ﬂj_}‘_li__j_(;,-z {955 (3.42)
i ul (: = Zl])
1ishbu

tenglik o'rinli ho'ladi. Teorema shartiga ko'ra, 1

= fn( ) 9 A4
A i (3.43)
(3 —H) n=1 ( "”)}‘ s
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( 'ltOT T J1a) 1 1re 3 - 1 3
jator U doirada tekis yaqinlashuvehi bo'lgani uchun (hu qator (3 38)-qatordan
ixtiyoriy z € v, nugtalard: fral | ‘ ‘
” (; l 7 mugtalarda moduli it songa teng bo'lgan ko'paytuvehiga farq qi-
aci), {3.43) ifodani (3.40) formnul: 'vi
; ) ifodani (3.40) formulaga qo'vib. hadma-had integrallashimiz mumkin

Endi (3.42) formulani ‘ '
di (3.42) formulani Ju(z) funksivalarga qo-llab, quyidagi formulani hosil il-

amiz:
f“.)(f-“n) I — / n )d L [,H) (26).
Il

n=
n=1

‘” "ql 11 ]}“ ]Vh”]ddn (3 ;tJ) te
n L }LL I H"hk”I“][]( l\r”ll]”] !’\( h])(!l ]r i L [
1C (h. I('““‘l“’l { ‘]"l
1" Jot )0’ ]!’h | )
D

3.11 Loran qatorlari

i kBlZ golomorf funksiyani - darajali qatorga (Teylor) vovish  mmkinlig-
il ﬂx‘g'rtn(hk, Bu paragrafda golomort funksivalarni umnmiv bo'lgan qa-
torga, ya'ni golomorf funksiyani darajali manfiy va musbat bo'lgan darajali
Yatorga yoyish masalasini ko'rily chiqamiz.  Aylaylik, [(z) fnksiva l" =

€ —
{zeC:r< |z —a| < R} halqada aniglangan ho'lsin.

3139 45 :
corema. (Loran) Agar [ (=) € O(V) bo'lsa u holda bu funksiyani V =

- Q < |-
{zeC:r<« |z —a] < R} halqada yaginlashuychi
[(z) = Z ta(z —a)" (3.44)

qatorga yoyisi i ]
yoyish mumkin, bu yerda ¢, koeffitsiyentlar kompleks sonlar bolib,

gt /(€)
2mi (E—a)™* Idé n=04+1.42.... r< p< R. (j.l5)

|z- al=p

Jormula orqali ifodalanadi,

Ishot. Ixtiyoriy 2 € V nugtani olib, 1, — {€eC:r < |6~ a| < R} halqani
qaraymiz, bunda r < ) < B < R bo'lib, z ¢ Vi. Ravshanki V;, € V bo'ladi

(40-chizma). Koshining integral formulasiga-asosan

g e L F SHE)
2 / i (3.16)

v
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', U=, — chegara Vi halqaning oriyentirlangan

boladi, bu yerda 01
U holda (3.46) integralni

chegarasi. Ty = {J6 —a|=Ri}. 1 = {6 - a|l =mn}.

quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

P e [ﬂdsa,i./—@)—da (3.47)
i J €—z 2m —-&+ 2
i T

40-chizma

Endi (3.17) tenglikning o'ng tomonidagi har bir qo‘shiluvchini darajali qatorga

voyamiz. Ravshanki, £ € I, nuqtalarda

s —q |z — a ;
Tl = ——<ygx<l
£E—a M
; I R T -adrosini Adagi gatorga yovamiz.,
bo'lgani uchnn birinchi integralning yadrosini ¢uy idagi gatorga |
oc {~ . (1)“

l l ! £ e o 3.48)
= Z (E o a)nv»l (

=

E__‘_: T E-a—-(:-0a) (¢-a) (1 = E—::) n=0

a absolyut va tekis yaqinlashadi.

i bo'yicha ', aylanad

(3.48) qator § o'zgaruvehi

Bu qatorni 5= f (€) ifodaga kopay tirib, Ty bo‘yicha hadlab integrallaymiz (chunki
4 ,__F aga

i Janada chegaralangan bo'lib u tekis yaqin-

7=/ (§) funksiya modul jihatdan 'y ay Janada chega o vaq

lashishga halaqit qilmaydi):

et

.

fn
[}

i —a)" (3.49)

o
=
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bu yerda
! 1)
27 (E=a)™H!
I

Cy =

£ :
dE.n=0.1.2.. (3.50)

Xuddi shunga o*xshash, € € ~, nnqtalarda

[€ — a

"1

E—-a
—al sqa<l

[}U [”:‘l]. ol i \.[] {or ¥ = o N IR

- 11 ']l 311 1{\1 CL1 Immteger: IS { [

(=) l 1 (}_.]rlh”“}., _\'H(h'(l.'“ll (ln\] ]?lnlf']l}l (|il1(ll g \"’l“li’/‘
) [ A

n=1

I I — '

g (€~ a)'

“E+2 (- n)(i = g_”) Z (z—a)" #a1)

=

(3.51) gator ~; ayl; i

; ] : 71 aylanada tekis yaginlashuvehi bolgani uchun, bu gatorni vana

5d (§) miqdorga ko'paytirib, - vi i :
paytirih, 7; bo'vicha hadlab integrallavimiz va quyidagi

munosabatlarga ega ho'lamiz:

1 J(§) =
=0 L I . i
i) Teva Z;t: il (3.52)
bu yerda
Lo
{h:§3/1m@*”V“M =8 G (3.53)

‘\"'l]‘ ] ir —
115e NI ¢ d ‘ achtirie >
n 1 (]hl]rlhlnlilhh ]JZ]_]HI’SH]\'. 1 ll()l(lﬂ (3‘33) [‘UI']“U]HI“ (lll\‘i(li’l”'i('h?]
A (=]

yvozainiz;
(.H = d = _l_ f e n—1
"= om | JEE-a) d. n=-1.-2,... (3.51)

Demak. vaqoridae;
> - yuqgoridagy (3.52) vovi
yuqoridagi (3.52) yoyilma ushbn ko'rinishda ho'ladi

oo
o

L of Fe) =
i | Seastts Lo 55

n 1

Shunday qilily. (3.49) va (2 55 y
wlay qilib. (3.49) va (3.55) voyilmalarga asosan biz ushbn

X

f(:) — Z‘r”(: i ”)u

n X
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vovilmaga ega bo'ldik. bu voyilmaning koeflitsiventlari (3.50) va (3.54) formula
vordamida hisoblanadi.  Ammo. Koshi teoremasiga kora' bu koeffitsiventlarni

nshbu

nal
£-a)

l €
— /' SO e p—0.+1.42...r<p<R

z-al=p

O

formula yordamida topish mumkin,

3.11.1-ta'rif. Koeffitsiyentlari (3.45) formula bilan ifodalanuvchi (3.44) gatorga
[(2) funksiyaning V' = {zeC:r< |z —a| < R} -halyadagi Loran qatori deb

aytilad.

Ravshanki,
o0

Y, elz =0

n= x

Loran qatori quyvidagi ikkita

Vil

. it A 5 . B ¢ . . : MITINE
qatorlarning yig'indisidan iborat bo'ladi. Odatda (3.56) gator Loran gatorining
to'g'ri gismi, (3.57) qator esa Loran qatorning bosh qismi deyiladi. Loran gatorl

X

Z'"‘(: —~a)"

n=0
to'g'ri qismining  yaqinlashish cohasi Abel teoremasiga ko'ra {|z - al < B}
doiradan iborat bo'lib, yaqinlashish radinsi ushbu

1 _ T t/leal (3.58)
R N0
ko'ta  topiladi. Shuningdek,  (3.56) qator

Koshi-Adamar  [ormulasiga

{|lz —a] < By (B < R)} doirada {ckis vaqinlashuvehi bo‘ladi.

aral teoremasiga binoan (3.50) va (3.54) formulalarda integrallash

lay integrallarning qivinati aylana

nte,
avlamani olish ki cliumki b

wehun Koshining

Cilz—al=n}

chiziglari sifatida 5, = {zeC

- YKo bog Tambi suhadar

radiusiga hog'lig emas
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R gismi ho'lgan ushib yopiq to'plamda tekis vaqinlashuvehi bo'ladi. Vevershtrass teoremasiga ko'ra Lo-
- ran gatorining yig'indisi f (z) funksiya
Z f'“(C = (l]“
el {:Gc:r'<|:--u|<h’}
qatorda .
| | halgada golomorf boladi.
. . N ‘- (I = . . .
almashtirish bajarilsa. u holda bu qator 3.11.1 Loran gatorining yagonaligi
= n Bl'/
_
N ‘L':{:EC:J'<1:-(1|<R}
n=1
(O e = ‘ " ‘ . ey ..‘.-; .'I
ko'rinishga ega bo'ladi. Bu gator Abel te remasiga ko'ra {|w| < 1} doirada yaqin- halgada golomorf holgan har ganday f (z) funksiyaning
T o
lashuvehi bo'lib, yaginlashish radinsi Koshi-Adamar formulasiga ko'ra e . )
N Z eulz — d)
i X
= lim y [(‘ ”I (-f-).[J) n ‘ ' A - | !
bo'lad o Loran gatoriga voyilishini ko‘rdik. Ravshanki, [ (z) funksiyaning Loran gatori
wiladi. Demalk, e o '
x (Tevlor gatori singari) 0z koeflitsiventlari
n .
Zf',a(:*{f) . 1 f(&) de ”;U 149, .
Cn = 5 N+l s’ !
e o ] €-a)

qator {|z — al > +1 clha : : . i ) )
fator {|z —a| > r} sohada yaginlashuvehi bo'ladi. Yuqoridagi mulohazalarga : e inasiis &
asoslani idagi . . . s Endi flz -eivamine Loran gatoriga yoyimasida ¢,
asoslanib quyidagi xulosalarga kelamiz, bilan to'lig aniglanadi. Endi / (z) funksiyaning Loran (atoris S e
s arsehing, vani f () funksiva turl usullar bi-
1- N ¢ o : ; ; offitsiventlar vagona holda aniglanishini. yamni [(z) funksh
hol.  Agar r > A bolsa, Loran qalorining vaginlashish sohasi bo'sh koeflitsiyentlar yagona ’ i

; i eiventlar he im bir xil bolishini
to'plamdan iborat. lan Loran qgatoriga voyilganda ham koeffitsiventlar har doim bi
2-hol. 7 < R bo'lsa, n holda ko'rsatamiz.
x 3.11.2-teorema. Agar f (z) funksiya V = {zeC:r< |z —a| < R} halgada
2 & i T oy ~ (2 AR
Z (2~ a) (3.44) qator yig'indisi sifatida yoyilsa, u holda bu qatorning koeffitsiyentlari (3.45)
n=-nc Hel
an qalorining i : ;g mula bilan aniglanadi.
Loran gatorining yaqinlashish sohasi 1V = {€C:r< |~ a| < R}-halqadan ib- formula bilar plan - | -
rat bo'ladi v : ; P _ ) (r < p < R)aylanani qaraymiz. Ushbu
orat bo‘ladi va bu verdagi R, r-radiuslar mos ravishda (3.58) va (3.59) formulalar Isbot. Ixtiyoriy 7 = {2 — a|=p}(r<p
orqali hisoblanadi, ) Z‘: aile ”)i__
s . i . * (: _— .A' =
Agar [ (z) fanksiyaning Loran qatori 4 i
& 74 -n-1 . ' L
- i ikki z— Jaga ko'paytirishd:
V={zeCir<|z- al < R) qator va bu tenglikning har ikki tomonini (z — a) ifodaga ko'paytirishdan
halgada yaqinlashuvchi bo‘lsa, Abel teoremasiga kora gator hoeal g f(2) . konol

Vi={zeCoin<lz=a<R}. r<r <R <R) (z —a) o
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qator v aylanada tekis yaqginlashadi. Hosi ; i
A a tekis yaginlashadi.  Hosil bo'lgan qatorni 4 avlana ho'yvicha

hadlaly integrallah,

/ (z—a)'dz = Db =~

ik = =1
- "'H

tenglikdan foydalanib, ushbu

8 ’—’-'I—, " f(=)dz
2 Jo(2 a)’’

(n=0.£1.42...)

tenglik o'rinli bo'lishini i
glik o'rinli ho'lishini topamiz. B esa teoremani ishotlaydi.

O

3.11.1-iz i fec il ;
zoh. Funksiyalarni Loran qatorgn yoyish masalasi uning o, kocffitsiyent-

Taring il Bl . . .
arine aniqlash bilan hal qilmadi. Bu ¢, koeffitsiyentlar imtegrallarne hisoblashlar

orqali topiladi. Ko‘pine 1 ‘ ‘ 1
q piladi. Ko pincha bunday ilegrallarn hisoblash qryin bo ladi. Yugoradagi
teorema S : : .
-f””]v-‘!-'yfh"rum Loran qulrmyrz ;jr;;ﬂxhr!rr huxhqu usullardan fm/riulum.wh
imkoniyaling ’ i 5 ; ; ; ;
yating yaratadi. Shuwing wehun funksigalarni Loran qatoriga yoyishda turli

usullardan foydalanish mumkin bo'ladi.

3.11.1-misol. Ushbu

funksiyani  quyidagi vV, = {0<zl <1}, W

9 < |-
{2 <|z| < o0} halgalarda Loran qatoriga yoyinyg.

Yechimi. Dastlah funksiyani ushhu

ko'rinishda vozib olamiz,

Flli]i bu funksiyani 1}
s 51 i V] halgad: ¥ : ] | 1 i(3.6
1 fada Loran (atoriga voyish uchun _\'ut]ul'l(l;v_,'l (3.60)-

vie'indining birinchi qo‘shiluvchisi idagi
vig a (0" shiluvehisi quyvidagicha

(3.61)
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qatorga voyiladi.  Bu (3.61) qator {|z] <2} doirada yaginlashadi. (3.60)-

vig'indining ikkinchi qo'shiluvehisi esa quyidagicha

,:_17 - i o (3.62)

=0

qatorga yovilib bu qator {|z] < 1} doirada vaginlashuvehi.  Bulardan berilgan

[ () funksiyaning V) halgadagi Loran qatori quyidagicha ko'rinishda bo'lishini

hosil gilamiz:
X

f@=) ( ~ _7-1—]) 2" (3.63)

n=0
Demak. (3.63)-voyilmada = o zgaruvchining faqat musbat darajalari qatnash-
gani uchun f(z) funksivaning 1, halqadagi Loran qatoriga voyilmasi Teylor qa-
toridan iborat bo'lar ekan.
Endi f(z) funksivani Va halgada gatorga voyishimiz uchun (3.60) formuladagi
birnchi yigiindini (3.61) ko'rinishda gatorga yoyib, ikkinchi qo'shiluvchini esa
quyidagicha

(3.64)

qatorga yoyamiz.
Bu qator {|z] > 1} sohada vacinlashuvehi. Bulardan [ () Funksivani V5
halqadagi Loran gatori ushbu

(3.65)

ko‘rinishda bo'ladi.
Nihoyat, f(z) funksiyani Vi
(3.60) tenglikning birinchi qo'shiluveh

x a\ " X  9n
’ =27 --3 ( ) =Y — (3.66)

z— & Yo T n=0 n=0 "~

halqada Loran qatoriga yoyishimiz uchun esa.

isini quyidagicha

{|z] > 2} sohada yaqinlashuvchi.

ko'rinishda bo'ladi.  Bu (3.66) gator'esk B

Tkkinchi qo‘shiluvchini esa (3.64) ko'rinishda qatorga yoyamiz. Bulardan [ (z)

halgadagi Loran qatori ushbu

oL 1) (3.67)

2:1-]

funksiyvani V3
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ko'rinishda bo‘ladi.

3.11.3-teorema. (Koshi tengsizliklari) Faraz giluylit. [(=) funksiya \" =
{z€C:r<|z-a| < R} halgada golomorf bo'lib,

max lfe)=M~,={lz—a|l=p}.r<p< R

bo'lsin. U holda [(z) funksiyaning V bt Forans g

X
f(z)= Z ez — a)"
koeffilsiyentlari uchun ushbu
M ) .
en] < > (n=0.41.4243...) (3.68)

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi,

Ishot. Haqigatdan ham. [oran aatori koeflitsiventlari nchun

1 JE)
M R —_— [f:
( /& ’

n+l
—a

bo'lishini e'tiborga olily.

el .
|f:1| = 9mi / |£ — altm 161‘-.

o .
E=al=p E—a|=p

tA

L / ——I&}-l—hlﬁ\(—y—-z—.pzﬁ
27 € 2rpht

B ”|n~|

bo'lishini topamiz. Demak. ushbu

M _
len] < F.(u =0:£1,42 £3:)
tengsizliklar o'rinli. O

Bu (3.68) tengsizliklar Koshi tengsizliklari deyilaci.

3.11.2 Loran va Furye qatorlari orasidagi boglanish haqida

Har qanday yaginlashuvehi Loran qatorini Furye gatori sifatida garash

mumkin. Masalan. agar f(z) funksiya V = {1 — ¢ < |z| < 1 + 2. = > 0} halgada
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solomorf bo'lsa. w holda f(z) funksivaning Loran qatori n-koeffitsiventi ¢, ni
I s,
quyidagicha yozish mumkin:

G

l o i i
o= [ sl 0= o [ A Mt

£t

0

Ravshanki, ¢, koeffitsivent £(1) = (¢ funksiyaning [0.27] kesmadagi Furye

.. z Pt
. L B NEIT q shadi : altorming NUSS'H](.I&HI € )
qatori n- koeffitsiventi bilan nstma-ust tushadi. Loran gatorining Xoss J

1 [ 1 27] kesmada tekis vaginlashadi. Umu-
funksivaning Furve gatori bu funksiyaga [0.27] kesmada tekis vaqinlashadi. U

qatori topiladiki. n biror funksiyvaning Loran gatorl

man olganda shunday Furve
v € LY(0.27) funksiya uchun

H— N 3 P ¥ . ar v ¢1\I
ho'lmasligi mumkin, Haqigatdan ham har qanday

ing I i1si -+ anvidaei formula bilan aniglash mumkin:
uning, Furye koeffitsiventlarini quy idagi formula bilan anig

Do

] in
en = Tn-_/;(”[ ‘dt.

0

e Tario ) was D a-

Ma ki, agar ¢ € (0. 27) bo'lib, (). '(1). ¥"(1) funksiyalar 0 va 27 nugta
Jarda bir xil givmat gabul gilsa. u holda bu funksivaning quyvidagi Furye gator

na

E : !
{_”‘m

n=-=2C

o heolvut va tekis vaginlashadi. Lekin nshbu
0. 27| kesmada 2(f) funksivaga absolyut va yaq

~

§ : tnt
(‘”(‘

n=—o

— -+ a vaginlashishi uchun ¢(t)
B - - < |zl < 1+¢} halgada yaginlashis o
Loran gatorining biror {l—E=X 2|

funksiyaning analitik holishi zarur.
Misol va masalalar

= —L— funksiyani @ = 2 nugtaning afrofida

3.11.2-misol. Quyidagi [(= -2 S T
Loran qatoriga yoying ve qatorning yaqinlashish sohasini toping.

3.11.3-misol. Quyidagi f(2) = 2y funksiyani V = {0 < |z = 2| < 1} halqade
3.11.3-misol. (Juyea 2 22-3z+2

Loran gatoriga yoyug.
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{

\ 3.12  Yakkalangan maxsus nuqtalar va ularning turlari munosabat o'rinki.

| J 3.1 i I 2) = e siga C\ {1} fo'plamda golomorf. z =1
\ Ushbu paragrafda golomorflik sharti buziladigan migta (maxsns nuqta) 3.12.4-misol. Ushbu [(z) = — funksiya \{1} ; l{’-{‘”' g0:ey 1

| i ini i Si : healas narsus nugta bo'lib

; atrofida funksiva xossalarini o'rganamiz. nugla bu funksiya uchun yakkalangan 1 |

| 1

lim——=n1c

.1:4

| 3.12.1-ta’rif. Agar f(z) funksiya a € T nuglaning biror o'yilgan atrofida golo-

TIE " 1o F - v . P : el 1 7 , ;
orf bo'lsa, u holda a nugta f(z) uchun yakkalangan mazrsus nugta deyiladi (bu L funksiyaning qutb mazsus nugtasi bo‘ladi.
-1 R

holganligi sababli bu nugia f(z) =

| ; ; . ;
| yerda a € C nugtaning o‘yilgan atrofi deganda {0 < z=a| <r} toplam tushuni-
‘ -
| ; . . : ok > 5 = wh LTSS
! ladi, a = o0 nugta uchun R < |z| < > halga tushuniladi). 3.12.5-misol. Ushbu f(z) = e funkswya uchun = = 0 nugta mulim mazs
; 7 . : . ‘ . ; ) mavjud emas.
1A 3.12.1-misol. Ushbu f(z) = —17 funksiyane qaraylk.  Ravshanke, bu funksiya nugta. chunki ]”Jﬁf[ ) 1
I 2—1 : ; e i m. quyidagi
\ {0<lz-i]< r} sohada golomorf. « = i nugta L. Junksiyaning yakkalangan Hagitatdan ham. quyidag
. 1
| maxsus nuglasi. lim e =480, !ullll ez =10
‘ i s :.r:_,xi'l.-ﬂ =<l
‘ 3.12.2—]]11501. Ushiu f(:) =" frmf.‘.v.iy(r {:‘ cC:R< |:| < *\(_} sohada gnl{mm.ﬂf
| o5 : ; : . " ; i 2) mavjuda emas.
l @ =0 nugta ¢ funksiya uchun yokkalangan marsus nuglasi boladi. mulohazalarga asosan, ]llllljf( ) 7
gl | “ni : ivani i i . ) - Jala marsus nugtalari ham mavjud bo lishi
o | Endi yakkalangan maxsus o nuqta atrofidagi f () funksiyaning xususiyatlariga 3.12.1-izoh. Funksiyaning yakkalanmagan mars fl
¥ I = p
=] | qarab, hu yakkalangan maxsus nugtalarni turlarga ajratamiz. mimkin.
% | o
bl | AXSIS alarea misollar keltiramiz:
| 3.12.2-ta’rif. Quyida yakkalanmagan maxsus nuqtalarga misolk
| Jn ]
o g . " y EE— s it s
v (O S I Wi Rl oo sl ailec v TRRISCR 1™ 3.12.6-misol. Ushbu f(z) = ——-.ll-. funkstya uchun z, = 3 (n = £1.£2,...) nug
¥ S . . e 1 ) ‘ % 0= bs . . “ sin T - , . x
1 latilisht mumlkin (qutilib bo'ladigan yoki bartaraf ctiladigan) bo*lgan mazsus nugla talar qutb mazsus nugtalardir. Ammo = = 0 nugta f(2) funksiya uchun yakkalan
| yiladi; ' o RPN, Pt ofi siyaning quih moa-
:‘ deyiludi; magan mazsus nugladir, bu nuglaning ivtiyordy atrofida funksiyaning q
| (1) Agar ushbu limit d s Yokt ' o lar to'plamining limit nugiast
| Agar ushbu limit lim [ (2) = bo‘lsa, a nugtaga quit marsus nugta (yoki e 0 quth nugtalar to°pls .
!I _ . ¥ #n f(z) = bo'lsa Jrage o 1 sus nuglalari yotadi, ya'ni = = 0 nugte q
| quibi) deyiluci; .
:l (1) A hi ni bo ladi.
f Agar ushbu limit i 2) mavy g ; L nhim ' N o
] w limit lll,l'l.‘f (z) mavjud bo‘lmasa. w holda a nugtage 5: £ s (dareali qator yig ——
| PN . n * Te ) = z . >
I (yoki o‘ta muhim) mazsus n ugta deyiladi. 3.12.7-misol. Ushbu f() =
| ‘akkanlang axs i ; : ; mazsus nugtalarme topiig.
| Yakkanlangan maxsus nugtalarga bir qancha misollar keltiravlik. / K ixtivori I i s g
| *oshi v formulasini qo'llasak, ixtivoriy n uchun ¢, = 1.
: 3.12.3-misol. Ushbu f (z) = 422 funksi ] == 0 n hetlatilishi whin Bu qatorga Koshi-Adamar 10 . . '
. f‘(v) T Junksiya uchun = = 0 nugta chetlatilishi mun | I o AT {[:] w1} doftads vaginlashuvchi.
- bolgan mazsus nugtadir. Chunki. lim /]c| = 1. R= ;e . o die too o e
nAe -} funksiva birlik doirada golomorf. Tuzilishiga kora x €
sin 2 22 2t Shuning uchun f(z) funkst
| =] = —4-Zu
){' E 3! | 51 bo'lsa, ” N
* ekanligidan ushbu
. sinz
lim =1
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tengsizlik ixtiyoriy .V natural son nchun orinlidir. Bu tengsizlikdan
oc
- " ‘) ¢ »
) =) =142+ 454,
n=I)
funksiya uchun ]_i_n} f(z) = +oc ekanligi. ya'ni f(z) funksiva uchun = = | nugta

r— =0
maxsus niqta bo'ladi. Shuningdek, ushbu

F(2) = 22+ f(z2)

tenglikdan “‘”!f(:) = oc¢ ckanligi. va'ni z = —1 nugta ham f(z) funksiva uchun
<

maxsus nuqta ekanligi kelib chigadi. Endi yuqoridagi qonunivatlarni takrorlab

JE=fP)+2 =24 [() = () =1+ 2+ +..=J(z) - P =

ushbu

munosabat orinli ekanidan
lim [ (z) = oc. lim f(z) =0oc
31—+t S=k=1

bo'lishini topamiz, va'ni = = -+ nugtalar ham f(z) funksiva uchun maxsus nuqta

ckanligi kelib chigadi. Umuman olganda [ (z) funksiva uchun

tenglik o'rinli bo'lishidan, ushbu

lim f(z) =o0c. (k=0.1...2"~1)

bo'lishi va
iy = r“ri (},- =0,1,..2"— I)

nuqtalar ham maxsus nuqta bo'lishi kelib chiqadi. Bu z, mqtalar to'plami 2] = 1
aylanani hamma joyda zich bolgan to'plamni tashkil etadi. vani wlar yakkalanma-
gandir. Shuning uchun |2[ = 1 aylananing harcha nugtalari f(z) funksiya nchun

maxsts nuqgtalaridir (bu birlik aylana funksiya uchun maxus chizig bo'ladi).
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3.12.1 Maxsus nugtalar va Loran gatori orasidagi bog‘lanishlar
Yakkalanzan maxsus nugta turlari bilan maxsus nugta atrofidagi Loran qa-
akkalangan maxsus

tori nzviy bog'langan.

= C nugta f(2) funksiya uchun, bartaraf etiladigan (qutilib

3.12.1-teorema. o € L -L
2 p - o S i 4,
boladigan) marsus nugta bolishi uchun f (2) funksiyaning a nuqla atrofidagi

sy d il e R
ran gatorining bosh qusmi mavjud bo‘lmasligt zarur va yetar

Ishot. Zarurligi. Avtaylik, o nugta f(z) funksivaning bartaraf etiladigan
. U holda i -} = A (A-chekli) bo'lib a nuqtaning shun-
maxsus nuqtasi bo'lsin. U holda !_11_}lf(v) = A (A-chekli) bo'li 3':’1 }l .
day {0 < |z — a] < R} atrofi topiladiki, bu atrofda f(z) funksiya chegaralangs
hu.'l'uli vani [f(z)] < M (M > 0) boladi. 0 <p < R tengsizlikni qanoatlantiri-

Loshi sizliklariga ko'ra Loran gatori
vehi ixtivoriy p sonni olaylik, 1w holda Koshi tengsizliklariga ko'ra Loran

koeffitsiventlari uchnn

|en] € li (n=0.%1, +2,..)
] = [Jn

. . Vv > . \_[ e
—1.-2.... bo'lib, p — 0 intilganda 3]15}[1} o

tengsizliklar o'rinli boladi. Agar =
0 ho‘lishini inobatga olsak,

gy =6 g:(-,;,:_..:('_,,_fl

ini 3 ) ..' i as ig ( 'lnl‘iZ.
i I()I) nl]i? Vel l.li. Lﬂl'ﬂll ‘1“ { ”.'111]110‘ hUJh (is1l 1 0 l]l!tl ]lml ] ©
L‘l ) 1 thn I iy V1 1L b S112111 1‘) ) i
| . 4 i ! Vel U a atr agl I.U "all (]dh] 120 VOV l[-
] eta—l lil'lg'!. \\"] '[\'l]l\ J{( ) flllll\."vl\ 1 1111(11 a wiro 1d 5 ¥ OV
) . 1 L il o

masining hosh qismi mavjud bo'lmasn

X

f(z)= Zm.(: _a)=taz-otelz- a)* 4

n=0 .
~<hi kelib chigadi. Demak, = = a bartaraf eti-
likdan lim f(z) = o bo'lishi kelib chigadi. Demak :
siiolilecls %
BBu tenglike lim l\

1 p—— o ekan.
ladigan maxsnus nugta ekal . T .D
; lagi t \aning isbotiga asoslanib bu teoremani quyidagicha ham
Yugoridagi teoremaning 13

kL‘hi!‘iSh mlllllkin.
~t o 3 [ C n H(!’fﬂ' ,r(....) fll—”;\.r‘!‘f.ﬂﬂfi “‘f'h wn, hl.’“‘llf“'ﬁf l"“’fldl‘_f;l’”l ((Il'”l'lrf“

"} 12.2 teorema. a 17 LLE . . . h |
i SUS l' . J i o) 1t ] T Laner mror
’ ! ! } LESILS 1L 1 “().“th ‘n'l-f'h”‘” o (-} f it lﬂf”” HH!} . IHL a '“"I an '.'T
" ”(,'{f]ﬂ‘”' TIMLLS - o

{!‘ f (141 ‘lis 1 Tur v e {-” rh l'h'r.
”»”T)ji ac )-f?.qf”‘flll'”?.} 11 \’JU [L hf arur va Yy
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Bu tcoremaning ishoti 3.12.1-tcorema ishoti kabidir.

3.12.2-izoh. Bu ¢ € C bartaraf etiladigan maxsus nugtada luuf(z) [ (a)
deb olib, ya'ni funksiyani uzluksiz Junksiyagacha davom 41:Idnsrzl. u holda f(2)
funksiya o nugtade golomor f bo'ladi. bunda funksiyaning a nuqtadagi marsus-
ligi bartamf etiladi. Shuning uchun bu bartaraf etiladigan marsus nugtani f (2)
Sunksiyaning to* 9°ri nugtasi deb ham garash mumbkin (ya'ni bu nugta funksiyaning
mazsus nugtasi emas deb qarash mumbkin).

3.12.3-teorema. f (2) funksiyaning yakkalangan marsus a € C nugtasi uning
qutb mazsus nugta bolishli wehun f(2) funksiyaning z — a nuqgla alrofidagi Lo-
ran qatori bosh gismida chekil; sondagi noldan fargli hadlarining bo'lishi zarur va
yetarli.

Ishot. Zarurligi, Aytaylik. a quth maxsns nugta bho'lsin: lim f(z)=00. U
holda, a nugtaning shunday o'yilgan atrofi m])llndll\l bu .\ll’()f(idmf( =) golomorf
bo‘ladi va noldan fargli bo'ladi. Bu verda w(z) = ﬂ ) golomorf va hm,.,( y=10
bo'ladi. Demak, a nugtani t,J( ) funksiva uchun bartaraf etiladigan maxsus nugta
yoki noli deb ham garash mpumkin. U holda. ¢ nuqta atrofida o (z) funksiyani
qatorga yoysak, by = 0 bo‘ladi. Birinchi uchragan noldan fargli koeffitsivent by
bo'lsin, ya’ni

bi=by=..=byv_1=0. by #0

bo'lsin, Demak, bu ¢ (=) funksiya uchun ushbu
(ID(Z) = bN(z - a)‘v + b,‘VJ,I(: _ a).\'+l + ...
il ‘rinli bo'lad;
Yyoytima o'rinli bo‘ladi. Bundan esa, f (2) funksiya uchun quyidagiga cga bo‘lamiz:

1
f (Z) = T . = 1
4 4) bA\,'(Z —_ u) + I)A\'-I»I( _ u)A\ +1
= . 1
(z-a)¥ by +byo(z—a)+..
Bu yerdagi. ikkinchi ko'paytmaning maxrajidagi by + by, (z - a) + ... funksiya

p—

- 1ali . - s ‘ . .
darajali gatorning yig‘indisi bo‘lgani uchun, y o muqta atrofida golomorf (dara-

jali qatorning vig'indisining golomorfligi hacjidagi 3.5.4-1coremaga ko‘ra) va bu
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nuqtada noldan fargli. Demak, ikkinchi ko'paytuvchi
1
by +byir(z-a)+ ...

a nuqianing biror atrofida golomorf. U holda. uni a nuqtaning biror atrofida

Teylor gatoriga yoyishimiz mumkin

1 1
=Cc_v+C_N :_a)+.,..(('_..=__#0).
by rbyiGoa . v A

Natijada, quyidagi tenglikni hosil gilamiz:

[(z)= —V(C vAean(z-a+.) .=
= Z\ Cn- "+2Cu —(l)".

n=-1 n=0

Demak. a € C nugta f(z) funksiyaning qutb nuqtasi bo‘lsa, uning a nugta
atrofidagi Loran gatori bosh gismida chekli sondagi noldan fargli hadlari bo‘lar

ckan.
Yetarliligi. Aytaylik. f(z) funksiyaning a nugta atrofidagi Loran gatori bosh

qismi cheklita haddan iborat. bo'lsin:

(=Y el -+ Yl -
n=-1 n=0

bu yerda e_y # 0 . U holda,

e(x) =(z—a)"f(5)=cy+e-vn (z-a)+ ...
funksiya darajali gator yig'indisi ko‘rinishida bo‘lgani uchun ¢ nuqtaning biror

wdan e
atrofida golomorf va ]1_1'11,,,, (z) = c-x # 0 bo' ladi. Bundan esa
<

P
i = lim ————s =%
!11’1‘1‘]( 2) —*"(’—ah

ckanligi, ya'ni a nnqta f(2) funksiyaning quth maxsus nuqtasi ekani kelib chiqadi.
) ) ; -

Bu tcorcmaning isbotidan golomorf funksiyaning noli va quth maxsus nugtasi

orasidagi bog'lanishni ifodalovehi quyidagicha teorema kelib chigadi.
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3.12.4-teorema. a € C nugta f(z) funksiya uchun quth mazsus nugta bo'lishligi
. —1 S . . ’
uchun, p = 7 (¢ # 0) funksiya = = a nugtaning biror atrofida golomorf va ¢ (a) =

0 bo'lishi zarur va yetarls.

Bu . . , . . : .
qutb maxsus nuqta va nol orasidagi bog‘lanishdan quth maxsus nuqtaning

tartibi tushunchasini keltiramiz. Avtaylik. ¢ nugta ¢ () funksiyaning noli bo‘lsin.

3.12.3-ta’ri Dby op(n L
12.3-ta’rif. Ushbu p(2) = ﬁ Junksiyaning a nuqtadagi nolining tartibiga.
f(z) funksiyaning a qutb mazsus nugtasining tartibi deyiladi.

3.12.8-misol. Ushbu

1
I = 2422~ 2h:

Junksiyaning a = 0 qutbining tartibini anigluny.

Yechimi. Yuqoridagi ta'rifga asosan  (z) = 75 = 2+ 2%~ 2chz funksiyaning

a=10 5 noling e . . : Lo
nuqtadagi nolini tartibini topamiz. Buning nchun quyidagi munosabatlarga
cgamiy:

¢"(2) = ~2shz. = L"(0)=0.
w N
e (z) = —2chz. = HIV) 0)=-24£0.
Demak, a = 0 nugta ¢ (2) funksiyaning to‘rtinchi tartibli noli ckan. Bundan csa
= o .. . .. . .
a = 0mnuqta f(z) funksiyaning to'rtinchi qutbi ckanligi kelib chigadi.
Yugoridagi keltirilgan 3.12.1 va 3.12.3-tcoremalarga asosan, muhim maxsus

nuqgta i orasidagi ishni if i quyidagi ol
9‘ va Loran gatori orasidagi bog'lanishni ifodalovehi quyidagi teorema o'rinli
bo'lishi bevosita kelib chiqadi.

3-12-5-t y.

- corema. ¢« € C nuglta f (::) funksiya uchun muhim mazsus nugle

0'lishligi uchuc 4 ksi 3 = ! ; ]
igi uchuch f (;.) Jun swyanng 2 « nugle atrofidagi Loran qalori yoyil-

masida manfiy darajalari i . . .
fiy darajalari hadlarining cheksiz ko'p sonda bo‘lishi zarur va yetarli.
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Misol va masalalar

3.12.9-misol. Quyidagi funksiyalarning barcha mazsus nugtalarini toping, ularn-

ing harakterini aniglang va funksiyalarni z = oo nugtada tekshiring (qutblar uchun

ulurning tartibini ko'rsating).
) — 1 A\ — 6
1L1(2) = spwen 2 T () = e

3.13 Soxotskiy teoremasi

Ushbu paragrafda e muhim maxsus miqta atrofida f(2) funksiyaning

xnsusiyatlarini o'rganamiz.
3.13.1-tcorema. (Sozotskiy’) Agar a € C nugta f(2) funksiya uchun muhim
mazsus nugta bo'lsa. w holda har qunday A € T son olinganda ham, a ga intiluvchi

(lim z, = a) ketma-ketlik topiladiki, ushbu tenglik
n—x

lim f(z,)=A
n—+x

shunday {z,}

o'rinli bo'ladi.

Isbot. Dastlab tcoremani A = oo bo‘lgan holda isbotlaymiz. 3.12.2-tcoremaga’
ko‘ra a nuqtaning ixtiyoriy {o<|z—al<T} atrofida f(z) funksiva chegaralan-
magan bo'ladi. Shuning uchun shunday 2z € {0 < |2 —a| <} nugta topiladiki,
If(z1)] > 1 orinli bo'ladi. Xuddi shuningdek, 40 < |z —a] < J:'-,}‘ﬂ} atrofda shun-
day 23 nuqta topiladiki, uning uchun |f(z2)] > 2 bo‘ladi va hakozo. Bu jara.yonni
davom gildirsak, n ta qadamdan keyin @ nuqtaning ushbu {0 <|z—a| < 5= }
atrofida shunday z, nuqta topiladiki, uning uchun |f(z,)| > n o'rinli bo'ladi.
Shunday qilib biz z, — @ Ketma-ketlikka ega bo'ldik va_ lim [(za) = oo bo'ladi.
A = oc bo‘lgan holda teorema isbot bo‘ldi.

Endi A € C (A-chekli kompleks son) bo
)= A ten glama yechimga ega bo'lsa, bu yechimlardan

‘sin. Agar « nuqtaning ixtiyoriy

o'yilgan atrofida J(z

lim z, =a
n—%x

S " f . zib quldirgan, ammo rus matematigi Yuliyan Vaselivich Soxot-
3By teoremani o'z vaqtida Veyershtruss hain yozib quldirg o

skiy (1812-1929) o'zining (magistrlik) ¢
qilingan.  Shuningdek Soxotskiy bilan
adabiyotlania Soxots

lissertatsiyasida ishotlagan va Veyershirass asaridan sakkiz yil oldin nashr
Vir qatorda italyan matematigi F.Kazorati ham bu tevremani ishotlagan

(shuning wehun ba'zi kiy-Kazorati nomlari bilan ham yuritiladi).
<h e 4 M
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bo‘ladigan shunday {z,} ketma-ketlik tuzish mumkinki, uning uchun lm f(z ) =
A bo'ladi. Agar a nugtaning biror {0 < |2 - o < r} atrofida f(z) =":ln;cngl:\nla
yechimga ega bo'lmasa, ya'ni ixtivoriy : € {0< |z - al < r} nugtalar uchun
f(2) # A bo'lsin. U hol‘da quyidagi yordamchi funksivani tuzamiz
1
w(z) = A
Bu o(z) funksiya uchun ham q nuqta muhim maxsus nugta bo‘ladi. Hagqigatdan
;:;mjz :f)ﬂz éli%:c;z)]:;f:l:vokx f-l'leksfiz bo'lsa, f(z) = A+3’§ funksiya uchun ham
. siz bo'lardi. Bu esa @ nugta f (2) Munksiyaning muhim
Mmaxsus nuqta ckaniga zid. Teoremaning birinchi qismida isbot gilinganga ko‘ra
shunday 2, — ¢ ketma-ketlik topiladiki, bunda lim ¢(z,) = oc bo'ladi. Shiming
uchun by kctma-kcplik uchun o
Jin Jo) = fin [+ 2] = 4
bo‘ladi. / a
Aytaylik, a niuqta J () funksiyaning vakkalangan maxsus nuqtasi bo‘lsin.

3.13.1-ta'if o b o ) _ .
o 'ta .I'lf. a ga intiluvchi hor il { zu} ketma-ketliklar bo ‘yicha f (2) funksiyan-
i !il .zmzt Ql!/matla%\" to‘plami bu funksiyaning a nugtadagi anigmaslik to ‘plami dey-
adi.
b ‘:\gar ¢ nuqta f(z) funksiyaning bartaraf ctiladigan yoki quth maxsus nuqtasi
o g i 3 = . - .
o l:, u holda by fwﬂcslyamug a mqtadagi aniqmaslik to‘plami bitta maqtadan
t et yoki cheksiz) ihorat ho‘ladi. Agar a muhim maxsus nuqta ho'lsa, Soxotskiy
coremasi ‘. o

X asigako'ra f (2) funksiyaning bu nuqtadagi aniqmaslik to'plami kengaytril-
gan kompleks tckislik T bilan ustma-ust tushadi.

Misol va masalalar
3.13.1-misol. Agar L
: {’m ¢ nugta f(z) Junksiyaning muhim mazsus nugtasi bo'lsa,
9(2) = 775 funksiya a nugtadq ganday mazsuslikka ega bo'ladi?

3.13.2-misol. =et S .
misol. f .(f) ¢ f“"L"tya‘nmg mulim mazsus nuglasi bo*lgan z = 0 nugla
va iztiyoriy A € C soni uchun Sovotskiy teoremasining shartini qanoatlantiruvehi

{zu} ketma-ketlikni toping.
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MAXSUS NUQTA BO'LGAN HOL
3.13.3-misol. Aytaylik, z = a ngzqtam'n_q biror alrofida f (z) funksiya qutbdan

boshga mazsus nugtaga ega bo‘lmasdan, a nugta qutb nugtalarning limit nugtast

bo‘lsin. Bu holda ham Sozotskiy teoremasining o ‘rinli bolishini (ya'niVA € C soni

uchun3 {z,}: za = a valim f {zu} = A bolishini ) isbotlang.
IS¢

3.14 Cheksiz uzoglashgan nuqta yakkalangan maxsus
nugta bo‘lgan hol

Faraz gilaylik, = = oo nugta f(z) funksiyaning vakkalangan maxsus nuqtasi
bo'lsin. ya'ni f(z) funksiva {|z| > R} (R>0) sohada golomorf bo'lsin. Bu holda
ham maxsus nuqta tipini Loran qatori yordamida aniqlash mumkin. Agar z =
> muqta V = {R < |z| < oo} halqada golomorf f () funksiyaning yakkalangan

maxsus nuqtasi bo'lsa. f(z) funksiya V halqada quyidagicha

=3 e (3.69)

n=-x

Loran qatoriga yoviladi. U holda

a) = = oo nuqta f(z) funksivaning bartaraf etiladigan maxsus nuqtasi bo'lishi
uchun (3.69) munosabatda n > 1 bo‘lganda ¢, =0 bo'lishi zarur va yetarli.
) z = oc nugta f(z) funksivaning qutb nuqtasi bo'lishi uchun (3.69) munos-
abatda shunday N > 1 nomer topilib, ey # 0 van 2 N +1 boflganda ¢, = 0

bo'lishi zarur va yetarli. '
¢) £ = oc nuqta f(z) funksiyaning muhim maxsus nuqtasi bo‘lishi uchun (3.69)

. (3 M 3 e
munosabatda n > 1 bo‘lgan cheksiz natural sonlar to‘plamida ¢, # 0 bo'lishi z‘::l"
N jvani = trofida
va yetarli. Bu natijalardan ko'rinadiki, f(z) funksiyaning z = 00 nugta atrofica.

Loran qatorining bosh qismi quyidagi
o

n=

qatordan, to'g'ri qismi csa ushbn

gatordan iborat bo'ladi.
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3.15 Butun va meromorf funksiyalar

Bu paragr; :
rafda go mskivalarni 71 si
gralda golomorf funskiy alarning ba'zi sinflarini keltiramiz.

3.15.1-ta’ri L of (2 ]
3 -rlf. Agar [(2) funksiya butun C kompleks tekislikda golomorf ho‘lsa
I(2) funksiya butun Junksiya deyilad, - |

DL"]ﬂl\ & = X2 nuaqts t SIV Vil f S1S (qla

. mu jl. hu 1un hl]l] ivi

; € ' (SIVil Hf'h]”] [ l\]\il]‘ll] 1all ¢ ‘
1 k g THaxs1e H“l

3.15.1-tasdiq. Agar » —
4. Agar z = oo nugla butun f(2) funksiya uehun bartaraf etiladigan

Yoki quth marsus ; g
b mazsus nugta bo'lsa, u holda f(2) polinom bolad;
Ishot z) funksi x
3 i 2 'I 3 . T e — -~ = H 1
il ‘f( ) funksiyaning - = nuqgta o'yilgan atrofidagi Loran gatorining
hosh qismi quyidagi )

N
plz) = Z(‘,,,:”

Iif"ll'i“i”]*dﬂ bo'lsin. 3.15 paragrafda ke'ftirilgfun tasdiqaa kora p(z) ko'phad ho'ladi.
h’ﬂﬂ'{‘;:;’tﬂ?}t)hf. ‘f(:) ~. p(:.) funksiya butun funksiva bo'lib, = = oo nugta bu
. ‘ g artatal etiladigan nugtasi bo'ladi. Linvill teoremasiga ko'ra g(z) =
const bo'ladi. Demak. J(z) ko'phad bo'ladi. 0

3.15.2-ta’rif. Butun | islil
if. Butun kompleks tekislik C da qutbdan boshga mazrsusliklarge eqa

b() ;Imﬂ'( T o i f 3 } Sy [ .J
(an qoton i 57 ( Ti nor unksi cyLiadl
J Ui LOT ff[ni-.'n’yﬂ_r[rl C (I(f merone ff[ v / (.l. ’j! 1

Butun funksi
unksivalar sinfi i infini
] ksiyalar sinfi meromorf funksiyalar sinfining gisi bo'ladi. Chunki
mtun funksivalar Jc . N
L styalar kompleks tekislikda maxsuslikka cga emas.  Quib nnqgtalar
Yakkalangan bo'lvani ; :
gan bo'lgani nuchun, ularning soni € da ko'pi bilan sanoqli ho'lishi

mumkin. Meromorf funksiyalarga

funksiyalar misol bo'ladi

ctg (1) funksiva C da me ; i
2 : meromorf emas, chunki z = 0 nuqta ctg (1) funksiva

qutblarining limit nuqtasi ho‘ladi.
3.15.2-tasdiq. Agar C CrOmor:
iq. Agar C da meromorf I(z) funksiya wchun = = oo nugta bartaraf

etiladigan yoki quth mazsus nugta bo‘lsa (yq ', f(2) funksiya C d i
yane f(z 52 w meromor,

bo'lsa). w holda [(z) ratsional funksiya bolad;,
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Ishot. [(z) funksiyaning C dagi qutblari yakkalangan bo‘lgani uchun ular

chekli sondagi ay. aa. ... a,, nugtalardan iborat bo'ladi. Bu quiblarning o'yilgan
atrofidagi Loran gatorining bosh gismini

",

Pz) =3 eplz—a) " j=12..m

k=1

z = x nugla atrofidagi Loran qatorining bosh qismini

v
P(z) = Z(‘A-Sk
k=1
I)ililll Ill‘lgi]il_\””iz— lT hU]llil q(_-) = f‘ — [P(:] - Pl(:} % e + I)n(:)) f“nkSi-.\'a C
adi.

- — ~e da bartaraf etiladigan maxsuslikka ega funksiya bo'l

da golomorf va = =
Liuvill teoremasiga ko'ra g(z) = const bo'ladi. Demak,

[=(P(z)+Pz)+ ..+ P,(z)) + const
O

ratsional funksiva.
3.15.1-misol. Aytaylik. [(z) Junksiya butun funkstya bo'lib. :]if{};f(i) = 0J
holsin, U holda kompleks tekishkda ushbu f(z) = 2023 tenglama yechimga ega

bolishini isbotlang.
3.15.2-misol. Iztiyoriy f(z) € O({|z] > 1}) funksiya uchun

lim (/=) -g(z))=0

boladigan g (z) butun funkstya mavjudmi?
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CHEGIRMALAR NAZARIYASI VA
ULARNING TATBIQLARI

4.1 Chegirmalar va ularni hisoblash

f(z) funksiva a € C nuqtaning o'yilgan V

Faraz qilaylik, z
funksivan-

{0 < |z = a| < r} atrofida golomorf bo'lsin. vani a € C nugta f(z)

ing vakkalangan maxsus nuqtasi ho'lsin.

4.1.1-ta’rif. Ushbu
—~.], / f()dz=.0<p<r (4.1
2

lz—a|=p

miqdor [(z) funksiyaning yakkalangar
deyiladi va res [ (z) kabi belgilanadi:
=01

r:'(':f(i) = '_2%; / f(z)ds

jz—a=p
vonalish bo'yicha olingan. Koshi

, marsus a nugtedagi chegirmast (qoldig*i)
(4.2)

Bu yerda integral soat st relkasiga qarshi

teoremasiga ko'ra (4.1) integral p ga hog'liq emas.

4.1.1-teorema. Faraz gilaylik. [(2) funksiya D c T sohada yakkalangan marsus
4 barcha nugtalarda golomorf bo Asin.
a olgan hamda chegarasida

.(: ‘Sl-l) .-',"' 4
nugtalardan tashqa G € D esa chegarasi 0G
bolakli silliq va ay. as. ..., MATSIES nugtalarnt 0°z ichig
Isin. U holda

n

ff{c) d¢ = ZHJZH: I (4.3)

j=1

maxsus nuglalar yolmagan soha bo

i
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bolad;.

Ish t ]} { . . [ ” q v ~ ( r . [-
. remam isbotlash n I] £ 2 ) SOnn "s‘h 111 l;l ¥ ¢ 1 /\l
0 11 teorema S 5 crnn S0 SIcay 1 r\_\ 7K1,

BJ(”J) = {: € 'C . l.: o ”_{J < :} . l' = Ij
Bj(a;) € ¢ bo'lsin (41-chizma).

i doiralar o'zaro kesishmasin va

1-chizima

n
Agar (7 = (} L : :
gar (7. = G\ Ui 3; deb belgilasak, ko'p bog'lamli sohalar uchiun Koshi feore-
. =
masiga ko'ra,

U—ff Q)d( = /fC)r.f( Z/f )d¢ = /qu

Ji;, a6 ‘)” Je

In

Z res f.
"

Bu tenglik teoremani ishotlaydi. B

4.1.2-te . \ . ;
corema. [(z) funksiyaning yakkalangan mazsus a € C nuglasidagi che-
qgirmasi f(zY fint-ci : . . o E

g i [(2) funksiyaning a nugla alrofidagi Lovan galorining ¢ | koefJitsiyentiga
teng. ’ v ’ ’

Isbot. Ma'lwnki, a nugtaning o'vilgan V = {0 < |  a| < r} atrofida f(z)

funksiya Loran qatoriga yoyiladi:

o

= Z culz

B qator vetarlicha kichi
I yetarlicha kichik £ <1 uchuan {]z — a| = p} avlanada tekis yaginlashadi.

Shuning uchun

.'(»[—2—1— / [ (= -

f[: T _*‘- / Z eulz —a)"dz =

‘: i )
f
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I & n Tfi g
:E:,:; Cn / (.: rr} ([.Z:?'?';‘ETT.!-(‘,;:('.]
n ~ j=£
al=p
O

boladi.

4.1.1-natija. dgarz =a € C nugla f(z) funksiyaning bartaraf ctiladigan mazsus

nuglasi bo'lsa. u holda bu funksiyaning a nugtadagt chegirmast nolga teng bo‘ladi.

Endi f(z) funksivaning quth maxsus nuqtasidagi chegirmasini hisoblash for-

mulasini topamiz.

1-hol. a nuqta f(z) Mmksivaning birinchi tartibli qutbi bo'lsin. Ma'Tumki,

bu holda f(z) funksiyaning a nugta atrofidagi Loran gator ushbu

a) L ir',,{: - a

J(z) =calz
n=0
ko'rinishda bo'ladi. Bu munosabatdan
ca=(E-a)f(z)- (- n)Z(‘,.(i -a)"
n=>0

holishi kelib chigadi. Bu tenglikdan = — @ da limitga o'tib
e =lim(z - a)f(z)
e 1]

i ivaning irinchi tartibli . axsus
funksivaning « birinchi tartibli qutb m

bo'lishini topamiz. Demak. f(z)
nuqtadagi chegirmasi
) (4.4)

[(sf }—]ml[ —a) [(2)]

boladi.
Agar [(z) =

golomorf, p(a) # 0

o(2) va ¥(z) funksiyalar a nuqgtaning biror atrofida
a f(z) funksiyan-

() =0, ¥ (a) #0 ho'lsa, u holda a nuqta

5 g s R AT T 1 ine uchun
ing birinchi tartibli qutb nuqtast bo‘ladi. Shuning uc

o il o2) _ ola)
e (0 = iy ES O = I e = )

holadi. " )
2-hol. Faraz qilaylik. @ migta f(2) funksivaning m—tartibli quth nugtasi
-hol. laraz avlik. g )
a atrofidagi Loran qatori ushbu

Bu holda [(z) funksivaning a nuqta

ho'lsin.
. pom o Comil Ty
J'(il'm (z—a)" ) z—a
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taote(z—a)+eaz—a) + .. + oz -a)" + ...

ko‘rinishga ega bo‘ladi.  Oxirgi tenglikning har ikki tomonini (z —a)" ga
ko'paytirib quyidagi

f(z)(z -~ (l)"’ = ('fv"l + i (: a) ..+ Az - “)m— |+

m

ta(z~a)" +alz=a)" + ez —a)" P+ 4 cu(z—a)"" " 4.

tenglikka kelamiz. Bu oxirgi tenglikni (m — 1) marta differensiallash natijasida

(lnhl
dzm=1 ((z~a)"f(2)] = (m - 1)le | + 1—‘0( —-a)+

2
1

M(‘|(.: —a) + ..

2

tenglikni hosil gilamiz. Keyingi tenglikda = — a da limitga o'tib

m -

1 m
,,, d=m- ll(" - n) f( )]

1=

!
(m - 1)..:

formulani topamiz. Demak. bu holda f(z) funksivaning = = a nuqtadagi chegir-
masi

! 1 I 1 m
,mgf(:)-ﬁ(;h,,, H(z - )" f(2)] (4.5)
bo'ladi. Xususan,
f(z) = (=)

bo'lib, (z) funkmva a nuqtada golomorf va (a) # 0 bo'lsa, unda (.1.5) munos-
abatdan

resf( )—- res ~(‘p_(:“1))”' = ( —1' l)|7‘“" 1)(

= r=a (2

bo‘lishi kelib chigadi.

4.1.1-izoh. Agar z = q nuqla muhim mazsus nuqta bo'lsa, chegirmani hisoblash-
ning umumiy formulasi ¥0°q. Bu holda chegirmani hisoblash uchun funksiyani o

nugta atrofide Loran qatoriga yoyib, ¢ y kocffitsiyentni topish kerak.

Endi f(2) funksiyaning 2 = oo nuqgtadagi chegirmasi tushunchasini keltiramiz.

Aytaylik. = = o0 nuqta f(2) funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtasi ho'lsin,

yani f(z) funksiya {|z| > Ry} sohada golomorf ho‘lsin.
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4.1.2-ta’rif. Ushbu
5 / f(2)dz
wt

miqdor f(z) funksiyaning = = o nuqtadagz chegirmasi deyiladi va res f(2) kabi

belgilanadi:
dz,
res 1) = 57 / e

bu yerda R > Ry, integral yp = {|z2| = R} aylana bo'yicha soat strelkast

yo nalishida olingan.

f(z) lunksiyaning z = oo nugta atrofidagi Loran gatorim ypganuz:

Bu gatorni vz bo'vicha hadlab integrallab
res f(z) = —ca
x

a barat: tiladigan
bo'lishini topamiz. Bu holda ko‘rinib turibdiki, z = co nugta barataraf e kfn
]sa ham bu nuqtada chegirma nolga. teng bo‘lmasligi mum

maxsus nuqta bo* o
chekli va cheksiz  nzoglashgan nuqtadagi  chegirmal

Endi barcha
bog'laydigan teoremani keltiramiz.

‘o yig‘indisi hagida) f(2) funksiya

..z nugtalardan boshga barcha nug-

., 2n nugtalardagi va = =00

4.1.3-tcorema. (Chegirmalarning to
kompleks tekistik C ning chekli sondagt =i

talarda golomorf bo'lsin. U holda bu funl-styamng Z1s e

nuqtadagi chegirmalar yig‘indisi nolga teng bo'ladt:

n

ngsf+fgsf=0

k=1 |
day yr = {|z| = Rt} aylanani
likda R radiusli shun
Isbot. Kompleks tekislike e 1) et

rlana 1
olamizki, z1, ..., 2y nuqtalar shu ayla

ko‘ra
/fz l~=2mZ7ebf
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bo'ladi. Ikkinchi tomondan

/f(:)rf: =-— ./f(:)rf: = =27 res f(z).

I I

Demak,

n

ZJ'f s f(z) = —res f(z).

-k x

k=1
Teorema ishotlandi. [

Misol va masalalar
4.1.1-misol. Ushbu f(z) = f—'—” Junksiyaning = = | nugladagi chegirmasini
loping.

4.1.2-misol. Ushhy
J(2) = tsin =

.]i'frr!'.'.‘-‘fyumulr; *=oo0 nugladage chegarmasoee topani,

4.1.3-misol. /sy f(z) = maandi o funksiyaning barcha marsus nugtalaridag

(2241)(z 1)
chegirmalaring | tsoblany.

4-1.d-misol. Agar z = oo nugla [(z) funksiyaning bartaraf ctiladigan mazsus

nuqtase bo'lsa, u holda
res f(z) = _]il_rl z(f (00) = f(2)

bolishini ko ‘rsating.

1.2, CHEGIRMALARNING TATBIQLARI 165

4.2 Chegirmalarning tatbiglari
Chegirmalar bir qancha tatbiglarga ega, biz ushbu paragrafda chegirmalarn-
o

. - . inenarallarni his achlaraa tathicini keltir: 'Z
ing ba'zi aniq va Xosmas 11te grallarni hisoblashlarga tatbigini keltirami

421 [= }‘ R (cos . sing) dy ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash
[

i o sinyg csiyani 27] oraliq bo‘yicha ani
Aviavlik. ratsional R (cosy.siny) funksiyaning [0,27] oraliq bo'; q

integrali N
[ = /R(('ns 2.smg)dy

0 " d

\sin. Buning uchun z = 7. 0< 9 S

berilgan bo'lsin va uni hisoblash talab qilit
gacha o‘zgarganda z

o'zgaruvchi 0 dan 27

27 almashtirish bajaramiz. Bunda » .
anani hosil giladi, Ravshanki,

o'zgaruvehi mushat yo'nalishdagi hirlik ayl

iv . e 1 |
) el —p™™ I | _q,ﬂr 5 = - .';'|'_)
Bifly = e = o | B O o TG 2 z,

t 2

: : i do = 42 ho'ladi. Natijada,
bo'lib, dz = ie¥dyg = izdp ya'ni dp = ho'ladi. Natijack

/ R (cosp.sing) dyp = / It (l) (; . l) ’lf (: ' %)) f)_ 2 / e

0 2]=1 .
. . R s vordamida hisoblanadi
hosil ho'ladi. Oxirgi integral 4.1.1-teorema vordamid:

/l Ri(z)dz = Z res Ri(z).
Jza]<1
z]=1

4.2.1-misol. Ushbu

a7

| = __i*;—- (a> 1)
| a+cosy

1]

inlegralne hisoblang. oy
iri iarib. yuqorida aytib o'tilgan
Yechish. Bu int Ida z = €' almashtirish bajarib. }11(1011da ayti it
echish. Bu integralda ==

munosabatlardan foydalanib

27 . Ldz 2 dz
LR e / TFiE+d 1J #+laedl

(1 + COS . 2 = |2f=1
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bo'lishini topamiz. Integral ostidagi

funksiyaning ikkita

n=-—a+vVal -1, m=-a Va2 1

maxsus nuqtalari bo'lib, ulardan fagal 2, = —a +« Va2 -1 nugla U =
™. (. T : :
{z € C: 2] < 1} birlik doirada yotadi,
Demalk,
! dz ; !
= 2Wires ——————
; 24 %z+1 =5 2=+ 202 + 1
|z]=1
bo'ladi,

Endi (4.4) formnladan foydalanily chegirmani hisoblaymiz:

1 -Va
Fe8 = lim ( - _
=t2"+2az + | a1 224 2az + |

= lim - (—”‘ vVt - ') B |

VT [e = (ma = VET=T)] [ - (e V@ -T)]  2veT-T

Bundan esy

dp 2 ] 9.
/__:—'_: :ZF? = - (f-'>l)

a+ cosy ? 2aZ -1 Va2 — 1

V]

bo'lishini topamiz.

4.2.2-misol. Ushba

integralng | isoblany.

Yechisl i " . . . o
1. Buintegralda = = ¢'¥ almashtirish bajarib, yuqoridagi mulohazalar-

dan fovdalanib topamiz: -

27
/'21‘ Lol A / Md: - B P
J 2—sing T '.2_%(:—%)3__' ﬁ__l_)(;

(1] 2 [2]=1
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Integral ostidagi .
X =+4z+1
1@ = —mwm—1

funksivanine uchta 3, =0, 20 = 2t + iVv3. 23 = 2i — iv/3 maxsus nugtalari bo'lib.
sivaning 2
ulardan z; = 0. 23 =1(2— V/3) nuqtalar {z € C: |z| < 1} doirada yotadi.

Demak.

/ :(:'—’f-n':fnd' 23 ret ) A

1
Endi (1.1) formuladan foydalanib chegirmalarni hisoblaymiz:

J:f‘i‘;‘f{:. = hllllI f( -1,
res f(z)= dim_ [f(@)(z- (2= V3) f)l =Lh g%
+=(2 V3)i 22 v3)
Bulardan
. 2i 47
2+('US.,: . _ By —l‘{' (l"‘;{_)}'—-—,
0

holishi kelib chigadi.

4.2.2 J\ R (z) dz ko‘rinishdagi xosmas integrallarni hisoblash
;

Ayvtaylik, r o'zgaruvehining ratsional funksiyas)
P(r)
R(z) = =73
( ) Q(;I‘)

avishda n va m darajali ko‘phadlar

bolilh, bunda ’(r) va Q( ) funksiyalar mos

T «chi) bo'lsin, yani
vosmas integral :\rlqlﬂ{rl\"!h"\[h )

vam - o > 2 (va'ni [ R () de-
4 CIMAS.

R(r) funksiya hagiqiy o'qda qutb nuqtaga ega Cime o

I bo'lgan ay lananing yuqori | yarim te

arkazi koodinatalar boshida radiusi
ntmr . [-R, 1] kesmasidan tashkil fopgan vr

ll “-]l R hrl] 1 ( 1 “g
( 1 (lf\ h:'l(]l(]l\ )(1 l
(A] )—(1 lflllrl’ I\,. l“ (;R S0 lg [
1 1 3
tll(l\ ll]l/ l;“(l]

| tekislikdagi harcha maxsus nugtalari

1\">hrlllkl 'R = {
‘\'(7[)](] l""!'] (11171(1[11 Uiﬂ!“l'f ‘ - kh e lhh
I( ' 11 I S lll! (] Ji i'ﬂ(llll‘)lll ‘;h]ln(hl\ Kalla (]
i(z) = si i 11 ]\
Ul'rlllli'/.;\l: ,l (‘ ) []Ill\'h'i.\'r"lll”l;' ",'11(101! N

: c o 1 joviashsin.
shu 5 yopiq egri chizig ichida joylashs

arin
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y A

A 7

-

42-chizma
1 . i R . .
Chegirmalar haqidagi Koshi teoremasiga ko'ra
I
[R r."‘_’r'LJrsH( ) = 2mi L r{-.H[ ) (1.6)
k Iz -0
bo‘ladi ST : . i )
so'lladi. Bu yerda z. z,. ...z, nuqtalar R (z) funksivaning ~, vopiq egri chizig

s B
ichidagi maxsus nuqtalari (quth nuqtalari). Ravshanki.

I
/If(;)d: = [[f(.i'jrl;r + / R(z)d= (1.7)
T I Cr
bo'ladi. Demak, oxirgi ikkita (4.6) va (4.7) munosabatlardan
i '
]R(_r)d.r+ / R(z)dz=2mi Y res R(2) (4.8)
n Cr o

bo'lishi kelih chiqadi. Bu (4.8) tenglikdagi [ R(z)d=z integralni baholaymiz. m —
'
n 2 2va R(z) funksiva h.lqlqn' o'qda quth maxsus nugtaga ega bo'lmaganligi

uchun z — ¢ da R(z)~ — bo'ladi. Demak. yetarlicha katta |z] lar uchun
L
[R(z)] < —5. (L = const)

|=I*

tengsizlik o'rinli ho'ladi. U holda 'y yarim aylanada

RE) < 2
tengsizlik o'rinli ho* ]d(h Natijada
! : ) Lr
i/ H(.‘:)d:i & ﬁ-_;rl? = 7
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bo'ladi. Keyingi munosabatdan

hm /R Ydz =10

bo'lishi kelib chigadi. Yugoridagi (1.8) tenglikda R — o0 intilganda limitga o'tib

/‘ R(z)dx = 2mi Z res R(z). (1.9)

avtilgan shartlarni qanoatlantirsa. u holda

topamiz:

Demak. B (z) funksiya yuqorida

R{x)dx

2y

integral R (z) funksivaning vuqori yarim tekislikdagi barcha maxsus nugtalaridagi
chegirmalari vig'indisini 27¢ migdorga ko‘paytirilganiga teng bo'lar ekan:

/. ¢)dr = 2mi Z Jtsh (=)

Loa>0

[\ dr
J (z2+ 1)

4.2.3-misol. Ushbu

integralni hisoblang.
: 4 vuqori yarim
Yechish. Ravshanki f(z) = —.—'—r funksiya uchun 2 = nuqta yuqort y&

mak.
tekislikda votuvchi ikkinchi t.u(lbh th maxsus nugta bo'ladi. Dema
I dr Sy ___1___.
—_— ——...Jl”_l:_-" gy 1)_’
(z2+1)° = (s

= OC

Endi funksivaning chegirmasini hisoblaymiz:

1 d fa=9
§ ——— = lim =~ (_2+]}2

re:
Q:' (=2 + T dz
-2 2 1.
= i —_— = o = ——1
= T
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Shunday ¢ilib,

T0C

/ dr 7 1 #
ﬁ'—'—?ﬁi- "——[-) o e
J (224 1) ( 4 D)
s <
bo'ladi.
+or
4.2.3 [ "I (r) dr ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash
-oC

Bu yerda R () ratsional funksiya, o > 0. Bu ko'rinishdagi integralga R ()
ratsional funskiyaning Furye almashtirishi deviladi.  Uni hisoblashda quyidagi

Jordan lemmasi muhim rol o'ynavdi.

4.2.1-lemma. (Jordan) Aytaylik. [(2) funksiya {z € C: Imz > 0. |z] > Ry}
to'plamda uzluksiz bo‘lib, M(R) = max |f(2)] bo'lsin, bu yerda R > Ry, vp =

{z €Re'7:0< p <@y yarim aylona. Agar
lim M(R) =
e W)

bo'lsa, u holda wliyoriy o > 0 son uchun

H i 02 1. = [
.r}”.-!i .[” [(z)e"""dx )
bo ‘ladi,

Ishot. Ravshanki,

’Lfmﬂwz

Agar 0 € [0 ] bo'lsa, sinf funksiyaning grafigi qavariq bo’lganligi uchun,

= ![[(R(‘m -n!i'ainﬂim!h-usrir-l{(\m(.’()} < /J'H(H)H(‘ i (f()
10

| “
| 1]

sinf > —0 tengsizlik o‘rinli bo'ladi. Oxirgi integralni baholash uchun 7 = ‘2/1’:
nlnmshi.n ish l)rl]rl['dllllZ. Natijada quyidagiga cga bo'lamiz:
R
ninf ~a R sin ~2 S aft
/R(‘ 1 (10—2[]% R ”(W<2/I{e' R4y = Tf e “dr=—(1-¢"").
o
| 0
yvani i
o iz A - T
!/ J(z)e"dz| < Ml r“ —e M
i
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bo'lishi va bu tengsizlikda R — oc limitga o'tsak lemmani tasdig’i kelib chigadi.

O
Endi R(r) funskivaning Furye almashtirishni hisoblaymiz.  Ravshanki.

+oc

[ e“"R(x)dr integral, R(2) funksiva hagigiy o'qda qutbga ega bo‘lmasa va

e
T oo da I

bo'lsa yaginlashadi. Boshgacha avtganda R (r) funksiya Jordan lemmasining

shartini (anoatlantiradi. U holda Jordan lemmasiga ko'ra

mlfwwuﬂ¢:nm>m

R—oc |
Cgr
ho'ladi. (4.8) formula ko'ra
par Ny = P11 s -’-”:R z -!10)
¢ R(‘z}d.r 2m Z _i'_{"‘: [‘ ( ]] (

Im >0

8 ——y

bo'lishini topamiz,
Agar r € R bo'lganda R (x) € B bo'lsa. u holda a > 0 da (4.10) tenglikning
haqiqiy va mavhum qismlarini ajratib quyidagi formulalarni hosil gilamiz:

./' R(z) cosaxdy = =27 Im [ Z res [c”“R(:)}} . (4.11)

Im z;>0

/ R(x)sinoxde =27 Re [ Z res 1t '“:h’(;]]] : (4.12)

Tm 2 >0

4.2.4-misol. Ushbu VR

- Lt 1)
i= | bl
2
cislikda z = 14-2i birinchi

(z) = _—2~ funksiyani yuqori yarim tek
(4.11) formulaga ko‘ra

dr

1\4
_*_
(o] -"

integralni hisoblang.

Yechish.
1 cga bo’ lgani ue hun

) ;
die= —an I [llrs_’l (f“v .‘.','2 —-2z4 —)):1 (lld)

tartibli qutbgs
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ho'ladi. Endi quyidagi chegirmani hisoblaymiz:

5 2z2—1 o (z2=1=21)e% (2 -1)
res | e —————|] = lim - - =
=142 222245 3—2142i (22 -2z +9)

| CEJ:(:_]) ¢ 10 . o
= . ]»llnil'_’a m = T ({'Uh-} + sin .)) B

Demak, (4.13) formulaga ko'ra.

0.5, &
J = —me Wsins.

Misol va masalalar

22dz
/ (22+1)(z+3)

f=]—9

/ ——:l"m Iu’:

4.2.5-misol. Ushby

intgralui hisoblang.

4.2.6-misol. Ushby

inlgralni hisoblang.

4.2.7-misol. Ushbu _"ﬁri: integralni hisoblang. bunda ~ @ &* + y* = 2o ay-

lanadan iborat.

4.2.8-misol. Ushbu

dy
1 20cosp+a?

0
integralni hisoblang, bu yerda |a # 1.

: xidx
J ' +6z2+25

4.2.9-misol. Ushby

inlegralni hisoblang.

4.2.10-misol. Quyidagi integrallarni hisoblang:

+00 00
T cos 2z T sin 2r
'rl S /W(’F Ig_ /m(l’?
—- -~

BOB 5
ANALITIK DAVOM ETTIRISHLAR

5.1 Analitik davom ettirish tushunchasi

]311 Arag ( ks ana (i: I hl 1 bO 1 1Al 11 11\ avom ettar lbh
p I 1[ 1 1 ]’\O!“l)l(_ l\ and h/. 1 muhin 5 1 & lﬂl“ (l AY
Hle @

1 ][‘ll‘l"ini (lﬂl'il\ miz. ' .

L ; 4 1 S ale X ‘ H i g = 1.‘hﬂlﬂ. 1
] 18 ] 1y l] l)) ( [) c U s ()h"ll']l' ])l!l']l‘,__‘ a1l h[) ll)= n]ﬂ! 11111, (&

¥iVA (ll ay l\: ( . 11 k S1S. S

. £
bo'sh ho'lmagan to'plam bo'lsin (Do N D\ # 9).

5.1.1-ta’rif. Agar fo(z) va fi(z) funksiyalar mos ﬁwishdr’z Pu va ?1 Hrnit)aiaj'd:
golomorf bo'lib, Dy N Dy to*plamda ustma-ust tu.-;h.sir'l,- ya'ni J‘rlf(lf)i“ -g(““‘)h'”qa
Dy 1\ D, bo'lsa. u holda fi(z) funksiya folz) funksiyaning Dy so f!-‘( f:ﬂ 1b;wﬂ:m
bevosita analitik davomi deyiladi. fo(2) funksiya Dy Soiaden DE S

analitik dovom etadi deyiladi.
irish anal-
i s aga davom ettirish a1
Gol { funksivani bartaral etiladigan maxsus nugtaga dé
10lomor SIVe art

e ; Jadi. Masalan,
itik davom ettirishga misol bo Jadi. Masalz
sin z

A

‘-‘,' - I3 ¢ 'ff!l'ﬂf
: {Siya. = 0 llllf]T:l l]r\l
funksi C\ {0} IO']ll'lltllln illlif]]ﬂlll_“"dll ..."OlOIHOIf funk 1y : e
nnEsiva G © salb .. i_ 1 cuvidagi (1‘ or
L t = [) nn(lh]gﬂ g()l()m()lf [ld\ 0nl (it” S l Y ]
('H]ﬂlligi]ll maxsus nuqta. =

vordamida beriladi:

i rilg sivani golomorf davom
hog'liq iul’cgrnllnr vordamida herilgan funksiyam g¢
Parametrga bog'lt ‘ h d
i i dalaniladi.
ettirish nchun (|11)'i(le1g1 hlSlht[(lﬂ]l fog,:la!m E

173
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S.1.1-lemma. Aytaylik, D C C soha va o — (1. 2) : [a.b] x D = C wzluksiz
Junksiya berilgan bo'lib, har bir tayinlangan t € [a.b] nugtalarda (1. 2) funksiya
2€ D o'zgaruvchi bo'yicha golomorf bo'lsin. U holda

b

f(z) :/ip(/.:)dl

a

- Junksiya D sohada golomorf bo'lad:.

Ishot. D sohada kompakt yotuvehi A to‘plamni olavlik. Ravshanki,
funksiya [a,6] x K to'plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda J(z) funksiva D
sohada uzluksiz bo‘ladi. Endi ixtiyoriy AC K uchburchak uchun

[ etz =0

i
ekanligini ko‘rsatamiz.
Hagiqatdan ham,/

/f dZT_/ /go(!,.(L // (L, 2)dzdl = /Odt—

jJa \a v
ho'ladi. Y“‘lOrldagl’ lkklll(‘hl tenglik uzluksiz funksiyalar uchun Fubini teorcmasi-
dan, oxirgi tenglik ma Koshi teoremasidan kelib chigadi. Morera teoremasiga
ko‘ra esa f(z) funksiya D sohada golomorf ho'ladi. O

Endi I-funksiyani [tGamma funksiya) davom qildirish masalasini qaraymiz.
Agar Rez > 0 ho'lsa,’ L-funksiya quyidagicha aniglanadi:
oc
F(Z)=/e = ldt. (5.1)
0
bu yerda
Cl= el 5,
Bu xosmas integralni yaqginlashishini ko‘rsatish uchun integralni ikkita integral-
ning vig‘indisi ko‘rinishida yozib olamiz: -
1

J(z) = /e"t:;]dt va Jy(z) = /e”t:"dt.
1

]

5.1. ANALITIK DAVOM ETTIRISH TUSHUNCHASI
[(z) = Ji(z) + Ja(2)-

Ixtivoriy = € C nuqtada ushbu
xX

x
[t [

1 1
integral yaginlashuvehi bo'lgani nchun J(z) integral ixtiyoriy 2 € C nuqtada

vaqinlashuvehi bo'ladi. Agar |z} € Rbo'lsa, u holda

|P—l':-l| S (’._I'R_l

tengsizlik o'rinli bo'lgani uchun.

fulz) = [ et
/

funksional ketma-ketlik ixtiyoriy {|2| < R} yopiq doirada Jy(z) funksivaga tekis

vaginlashadi. Haqigatdan ham, n = oc intilganda

¢

i 2 ~tyR 1
h(2) - ful2)] = / 1t < [ttt v

n n

bo'ladi. Yugorida isbotlangan lemmaga kora fu(z) butun funksiya bo'ladi. U

holda Veyershtarss teoremasiga ko'ra Ja(2 ) funksiya C kompleks tekislikda golo-

morf bo'ladi.
Xuddi shunday .
=1 “tEldt
ney=pm ¢

1/

in

bo'lishi ko'rsatiladi. Ushbu .

/8—'t(‘—ldt

0
ashuvehi bo‘lgani uchun Ji(2) funksiya Rez > 0 sohada

integral a > 0 da yaqinl
)4Ja(2) funksiya Rez > 0 sohada golomorf

golomorf bo'ladi. Natijada T'(2) = Ji(z

ckanligini hosil gilamiz.
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End L . .
] di Rez > 0 yarim tekislikda yuqgorida aniglangan (5.1) Gamma-funksiva
hutun kompleks tekislikka meromorf davom etishini ko'rsatamiz. Barcha = € C .v-n

t€|0.1] orzg i g2 i
[0.1] o'zgaruvchilar uchun ¢ *¢* funksivani quyidagi gatorga yovish mumkin:

4y - ( )” cen
BURD P i (5.

n 0

ot
&%)
-

Agar . 5 i
gar Rez > 1 ho'lsa. (5.2) qator quyidagi xossalarga ega bo'ladi:
a) (5 j i
) (5.2) yatorning barcha hadlari [0. 1] kesmada  hotvicha uzluksiz va
1
/F"’ e
stn
)
formula o'rinli:
b) (5 - i
) (5.2) qator [0. 1] kesmada ¢ bo'vicha tekis yaginlashadi.
Demak, (5.2) qatorni hadma-had ¢ ho'vicha integrallash mumkin:

T
1
£l

3

(_])n e RN —l " l
~ gl = Z(——)— Rez> 1. (5.3)

n! z+n

I

n

(5.3) tenglikning u‘rgup, tomonidagi gator barcha = € C/ {0. 1. -2. ..} nugtalarda
vadinlshadi . .- -
vaginlashadi. Bu qotorning dastlabki A" hadini tashlab yuborishdan hosil bo'lgan
quyidagi ‘
x
N (_l)ll I
| Ix(z) = "2;\ n!' s+
ator ese = . .
q esa D, = {2€C:Rez>—N} varim tekislikda kompakt votuvchi

to‘plamd: o vt e 20 . .
| :) da tekis yaqinlashadi (bu tasdiq yuqoridagi f, () ketma-ketlik tekis vaqin-
ashuvchilik kabi isbotlanadi : .
lik kabi isbotlanadi). Shuning uchun fy(z) funksiva Dy varim tekislikda

golomorf bo‘ladi.

Demak, Ge - - . e

- 1ak, Gamma-funksiya Rez > 1 yarim tekislikda quyidagi formula yor-
damida aniglanadi:

=5 &V
rE =S5 L )+ ). (5.4)

[
n=0 noz+n

,‘ | e ¥ 1 ) Lt "'0 ; o .
agonalik  tcoremasiga  ko'ra (5.1) formula tenglikning har ikkala tomoni

golomorf  bo'lgan to'plamda  ya'ni {Rez >0} yarim tekislikda o'rinli

e =
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bo'ladi. Ravshanki, (5.4) formulaning o'ng tomoni Dy\{0.-1,...—(N-1)}
to'plamda golomorf bo'lib. u I'(z) funksiyaning {Rez >0} yarim tekislik-
dan Dy\ {0.-1....—=(N¥ - 1)} to'plamga analitik davomi bo‘ladi. Yagonalik
teoremasiga ko'ra bu davom ettirish vagona bo‘ladi. Shuning uchun ham (5.4)
tenglikning o'ng gismini ['(2) funksivaning D\ {0.=1.....—(N - 1)} to‘plamdagi
ta'rifi deb qarash mumkin. V sonining ixtivoriyligidan barcha z € c/{0,-1,..}

nugtalar uchun quyidagi formulani hosil gilamiz

SIS R
M= =t/ dt.
1

n=0

Demak. bu formula yordamida T(z) funksiya {Rez> 0} sohadan

C/{0.-1,...} sohaga analitik davom ctadi. Ravshanki, z = -n.n = 0,1,2,...

nuqtalar I'(z) funksiyaning analitik davomi uchun 1-tartibli qutb bo‘ladi va bu
nugtadagi chegirma 1'7",)- ga teng bo’ladi. Shunday qilib T'(z) funksiya {Rez > 0}

sohadan butun C kompleks tekislikka meromorf davom ettiriladi.

5.1.1-izoh. Analitik davom eltivish masalasi har doim ham yechimga ega

bo‘lmaydi. Masalan. w

J@ =2

n=0

funksiya U = {|z] < 1} doirada golomorf, lekin {l2|
tasi bu funksiyaning marsus nugtasi bo'ladi (3.8.7-misol). Shuning uchun ham

f(z) funksiyani U C D sohaga analitik davom ettirib bo‘lmaydi.

, oldin komplcks sonning kvadratik ildi

= 1} aylananing har bir nug-

o 7i hagida
Keyingi misolni garashdar z1 haq

avrim fikrlarni aytib o'tamiz.
Agar z = re'¥(z # 0) bo'lsa, 1 holda v/z = VT /2 bo'ladi. Bu yerda p = argz

ni 27 ga butun karrali aniglikda olish mumkin. Agar ¢ ning o'rniga @ + 27 ni

olsak. u holda

‘/.:= \/;aniv‘lwl/z: \/FC‘.;/"'

aga farq qiladi. Shnning uchun z # 0

bo'lib, /z ning oldingi qiymatidan ishor
bo'lganda /Z ikki qiymath ho'lac
VZ diymatlaridan funksiy

li, yaniu” funksiya” bo‘lmaydi. Biror D sohada

a hosil qilish uchun p = argz ni bir giymath tanlash
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uchun go‘shimcha shart talah ctiladi. Agar shunday funksiya 1 sohada nzluksiz
bo'lsa, bu funksiya ildizining 7 sohadagi tarmog'i deviladi.

Endi misol qaraymiz. Uy = {Jz = 1| < 1} doirada ildizning

w= fy(z) = \/Z(w .

. $l4ad N 4 ~ o— "2 Vi . [ . . . . .
tarmog'ini olamiz. z = u? funksiya bir qivmatli bo'lgani uchun fy(z) funksiva

<g<

SR
[N

T T S .. . c . . " . ™ .
Uy duirada o'zaro bir givmatli bo‘ladi va uning hosilasi mavjud bo‘lib. bu hosila
quyidagicha

1. :.1__—.—1-: :
Jo'(z) LT T 2fy(2)

bo'ladi. Demak Uy doirada fy # 0 bolgani uchun Jo(z) funksiva Uy doirada
golomorf holadi.
Endi fy(z) funksivani U = {|= 4+ 1] < 1} doiraga analitik davom ettiramiz (13-

chizma).

A

y

13-chizma

Dastlab. ¢ ni oshib borishi ho‘vicha olsak. U doirada aniglangan
v, T 37
[(z)=re /”.’3<p<-‘)‘—
funksiyani olamiz.
Agar ¢ ni kamayib borishi bo‘yicha olsak. u holda U doirada
_ w 3% m
g(z) = Vre lz-f— <g<—=
. 2 2
funksiyani hosil qilamiz. = € U nuqgta i = arg z argumentining ikkinchi qiymati

birinchi giymatidan 27 ga farq qiladi. Masalan. z = 1 nugtada birinchi usulda
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davom qildirganimizda ;- = =, ikkinchi usulda davom qildirganimizda ¢ = -7
holadi. Demak, f(z) va g(z) ishoraga farq qiladi. Shunday qilib Jfo(z) funksiyani
har xil usullar bilan U doiraga analitik davom ettirganimizda U doirada turli f (2)
va g(z) funksiyalarni hosil qildik. Boshqacha avtganda fy(z) funksiyaning analitik
davomi umum qabul gilingan funksiya tushunchasiga ko'ra "funksiva” bo‘lmaydi.
Yugorida keltirilgan misoldan ko‘rinib turibdiki. bevosita analitik davom et-
tirish tushunchasini aniglashtirishga zarurat paydo bo‘ladi. Bu muammoni hal qgil-
ishning yo'llaridan birini K.Veyershtrass taklif etgan. Unga ko'ra analitik davom
etgan " funksiya”ni (f. U) juftlik to‘plami sifatida va sohalar zanjiri bo‘yicha anal-
itik davom cttirish tushunchasini kiritish kerak bo‘ldi.
5.1.2-ta’rif. Faraz qilaylik, D = Do. Dy.... Dy = G sohalar berilgan bo‘lib,
Dy N Dyoro(k = 0.1....n = 1) bosh bo‘lmagan bog'lamli to‘plam bo'lsin va
.. D, sohalarda golomorf

I = Jofi. o fu = g funksiyalar mos ravishda Dq. Dy, ..
.., — 1) sohaga

bo'lib fi, funksiya fi funksiyaning Dy, sohadan Dy (k=0,1,. .
bevosita analitik davomi bo'lsa,  holda g funksiya [(z) funksiyaning D sohadan

G sohaga sohalar zanjiri bo'yicha analitik davomi deyiladi.

Misol va masalalar

5.1.1-misol. Ushbu Ny={z € C: |z <1 } sohada berilgan quyidagt

xX

folz) =) 2"

n=0
= { eC:|z—il< V2 } sohaga analitik davomi topilsin.
shz funksiyalar dastlab hagiqiy giymatli
nksiyalarni Teylor qatorige yoyib butun

Junksiyani D,

5.1.2-misol. Ushbu e*, cos z, sinz, chz,

funksiyalar uchun aniglangan bo*ib, bu fu e
kompleks tekislikka analitik davom qildirish mumkinligin isbotlang.
5.1.3-misol. f(z) funksiya [0, 1] kesmani o'z ichiga ahfvchz: piror sohads .‘lﬂl‘;'"‘”g
va f(z+1)=f () shartni qanoatlantimdi. f (z) funksiyani =8 < Imz <4, 6>
yo'lakka analitik davom gildirish mumkinligini isbotlang.

5.1.4-misol. Quyiday funksiyalarning ko wsatilyan D sohagacha analitik davom
ettirish mumhkin ekanligini ishotlang:

)




4
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-
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1+0C

L f(z2)=f f—f_—.d{,‘. D={z: larg z| < m}.
o
= ] GgdS. a>0. D={z: Jarg (z +a)| < 7}.

5.1.5-misol. Quyidagi [ (- ) funksiyaning analiiil: davomi I (=) funksiya ckandig-

ini .vs(nf[mrr/

'.X’ " "
714 f—l F(z)= Zﬁ
=1
2r [ Lrdl (a>0). F(z) = \ﬁ'““”“
0 n=0 7
.)’ = l - ——df. F(z )= >: i)
) n L }

5.1.6-misol. Ushbu

' i d
1= [ el 2o

[(l=1
Junkswani {|z| <1} doiradan butun C tekislikka analitik davom ettirish mumkin-

ligini isbotlanyg.

5.2 Elementlar va ularni analitik davom ettirish

5.2.1-ta’rif, U = {|z = a| < R} doira va bu sohada golomorf f(z) funksiyadan
tashkil topgan I = (U, [) juftlikla clement deyiladi. o nugta bu clementning

markazi R esa radiusi deyiladi.

5.2.2-ta’rif. Agar U doira f(z) funksiyaning a nugla atrofidagi Teylor qalori

yaqinlashish doirasi bilan ustma-ust tushsa. F element kanonik element deyilad..
. - %

5.2.1-misol. U = {|z - 1| < 1} doira valnz =3 (- 1)" el funksiya juftligi
n=1

kanonil: clement bo‘lad;,

5.2.34a’rif. Agar F = (U. f) va G = (V.g) kononik elementlar uchun U =V

bo'li, bu doirada f = g bolsa. F va G elementlar teng deyilads.

5.2.4-ta’rif. Agar I’ = (U, Nva G = (V. g) clementlar bevilgan bo'lib, UNY # @

va UNY toplumdo [ = g bo'lsa, bu elementlar bir-birining bevosita analitik

davomi deyiladi (44-chizma).

5.2, ELEMENTLAR VA ULARNI ANALITIK DAVOM ETTIRISH

L,

44-chizma

5.2.5-ta'rif. F = Fy = (Up, fo)s- Fo=(U,fu)=G elementlar berilgan bolib,

Fioy clement Fy (k= 0.1....n— 1) clementning bevosita analitik davomi bo'lsa,
G clement F clementning Fy. Fi. ... Fy clementlar zanjiri bo‘yicha analitik davomt
deyiladi (45-chizma).

45-chizma

(U, f) va Fy= (Up. fo) elementlar berilgan bo‘lsin. Bu yerda

<= \/Ei!rli:rairf.q tarmog i,
5

5.2.2-misol. I' =

=

Uy = {2 =1 < 1}, fo= vie¥", —3 <

3“
- <& =

1\71 5

U={lz+1 <1} F( (z) = Ve,

ment bo‘ladi, chunki z
[ va fo analitik’ davom etmayd: chunk,

B el dar kanonik ele = 0 nugta Uu va U doiralarning
hi elementlar kano v

chegaralaride yotadi va bu nugltaga
1

fru": 21-“(:)'

n bu elementlar bir-birining analittk davomi

Uy va U doiralar Lesishmaganligl uch

bo‘lmaydi (46-chizma).
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1G-chizma

Fr = {0y, f1}, bu verda
Uy ={]z-i <1} fi(z:) =V 0<p<a

element esal Foova P o : s i

sal I va I7 elementlarning har birining bevosita analitik davomi hoJadi

Demak, Fooleme A NI i -
al, [ dlement 17y, 7. F elementlar zanjir bovicha [y elementning analitik

davomi holadi.

Xuddi shanday 7| = {U ;. [ 1}, bu yerda
U= {|z+il <1} [ @)=V —n<p<0

clement Ffy va (7 = (U. g). bu yerda
U:{h+ﬂ<l}ﬁk)=¢ﬁw{'j;<§<—i
: 9

clementlarni ar birini i iti i
¥ arning har birining bevosita analitik davomi ho'ladi (4G-chizma). Demak
“ va (7 elementlar F. }. [, F .
5 entlar /. F), F,. F ;. G elementlar zanjiri bo'yicha bir-hirining
analitik davomi bo‘ladi ikki i i .
: avomi bo‘ladi. Bu ikki element doiralari ustma-ust tushadi, funksiyalari
esa ishoraga farq qgiladi. - '
Bizza vo'l bo'vicha analiti =
fa »o'vicha analitik davom ettirish tushunchasi kerak bo'ladi.

5.2.6-ta’rif. I, = (Uy. ). t € I = [0. 1] kanonik elementlar oilasivay = 1 = C

yo'l berilgan bo'lib, quyidagi shartlarni gqanoatlantirsa
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1) Barcha t € T uchun Fy elementning a; markazt v (t) bilan ustma-ust tushib.

uning radiusi R(t) > 0 bo'lsin;

2) Har ganday ty € T uchun uning shunday Uy, € I boglamli alrofi mavjud

ho'lib, itiyoriy t € Uy, uchun (1) € Uy, va Iy element 1y elemenining bevosita

analitik davomi bo‘lsin.

U holda F, kanonik elementlar vilasi Fy elementning v yo'l bo'yicha analitik

davomi deyiladi (47-chizma).

A47-chizma

Yo'l bo‘yicha anlitik davom cttirish va elementlar zanjiri bo'vicha analitik davom
eftirish tushunchalari ustma-ust fushadi[1]. Quyidagi tasdiq o'rinli.
5.2.1-teorema. (Momnodromiya hagida teorema) Aytaylik, Die €

bog‘lamli soha va I7 (U.[) - mat

bolib, boshi @ nugtada bo'lgan irtiyo

fazia € D nugtada bo‘lgan Lanonik element

yo'l bo‘yicha analitik davom etsin.

riy c D
U holda I ning boshi a nugtada holgan iwtiyorty ¥ © D yo'l bo‘yicha analilik

\ bog'liq bolmay alarning oxiri pilan bir qiymatli aniglanadi.

davomi yo'lye
gi teoremaga ko'ra, bir boglamli D sohada F cle-

Shunday qilib. yugorida
ha analitik davomi 1 sohad:

v golomorf funksiyani

mentning barcha yo'llar bo'yie
aniglaydi. 5.9.1-tcorcmaning ishoti [1] kitobda keltirilgan.
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5.3 Analitik funksiya

Oldingi paragraflarda bayon etilgan analitik davom ettirish tushunchasi vor-
damida ko'p qivmatli funksiva ta'riflanadi.
5.3.1-ta’rif. Aytaylik, ) C C soha be ridgan bo'lib, Iy = (Uy. fu) markaezi a €
D. Uy c D, bo'lgan kanonik element bo'lsin. £y elementn: davom ettirish mumkin
bo'lgan, boshi a nugtadagi, barcha ~ < I yo'l hoyicha davom etiivishdan hosil
bo'lgan kanonik clementlar to plami 7 ga D sohada Iy clementdan hosil bo*lgan

analitit; funksiya deyiladi.

Ravshanki, bu tushuncha Iy boshlang'ich elementning tanlanishiga bog'lig
emas. Hagiqatdan ham, G = (V.g) element .Z analitik funksivaga tegishli ix-
tiyoriy element bo'lsin. U holda G element I, elementdan ~ vo'l ho'vicha davom
ettirishdan hosil bo'ladi.  Shu bilan birga /4 clement G elementdan ' vo'l
boyicha davom ettirishdan, hamda £ dan A vo'l bo'vicha davom ettirishdan hosil
bo'ladigan ixtiyoriy H elementni G dan ! [JA vo'l boyicha davom ettirishdan

hosil qilish mumkin.

5.3.2-ta’rif. Agay . F va & analitik Sunksiyalar kamida Witta wmamiy elementga
ega bo'lsa, bu analitik funksiyalar teng deyiladi.

Z analitik funksiya kanonik elementlari doirasining birlashmasi D = |J U,
>0

soha ho'ladi. Agar D Dir bog’lamli soha bo'lih. £, = (Uy,. fy) element 1D sohadagi
barcha yo'llar bo‘yicha analitik davom ctsa. u holda I, elementni 1) sohadagi
yo'llar bo'yicha davom ettirishdan hosil bo'lgan .# analitik funksiva monodromiya
hagidagi teoremaga ko'ra ) sohada golomorf bo'ladi, ya'ni har bir = € D nugtada
doirasi bu nugtani o'z ichiga olgan I € # elementlarning giymati bir xil bo'ladi.
Agar monodromiya haqgidagi teorema shartlari bajarilmasa, bu tasdiq o'rinli emas,
yami F ga tegishli har xil elementning bitta nugtadagi givimati har xil bolishi
mumkin (unga v/z misol bo‘ladi). Bu holda .Z ko'p qivmatli analitik funksiya
deyiladi.
5.3.3-ta’rif. Aytaylik. . F analitik funksiya D © C sohada berilgan bo'lib, Dy < D
qism soha bo'lsin. Agar shunday Iy = (Ui, i) € Z element topilsaki, bu element-

ning barcha v C Dy yo'llar ho*yicha davom ettirishdan hosil bo‘lgan elmentlar
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toplami bir giymatli, ya'ni golomorf g € O(Dy) funksiyani aniglasa, u holdu
(D1, g) juftlikka F analitik funksiyaning D, sohadagt tarmog*i deyiladi.

\ear 17, C D bir bog'lamli gism soha bo'lib. ixtivoriy 4 C D) yo'l bo'yicha
of o

davom ctadigan I} € # clement mavijnd bo'lsa, monodromiya haqidagi teoremaga
ko'ra .# analitik funksivaning D) sohadagi tarmog'ini ajratish mumkin.
Analitik funksivani o'rganishda yugoridagi keltirilgan element tushunchasini
a muvofiq bo'ladi:

7 analitik funksiyaning elementi deb ixtiyoriy F = (D. f) juftlikni tushunish
mumkin, bu yerda D C T irtiyoriy soha. | — 7 analitik funksiyaning D sohadagt
golomorf tarmag‘i (bu tarmogq mavjud deb olinadi). (D, [) juftlikda f € 0 (D)

bo'lsa. u analitik element deyiladi.

quyidagicha umumlashtirish magsadg

5.3.4-ta’rif. Agar (Dy. fi) va (Ds. fo) analitik clementlar berilgan  bo’lib.
DiNDy # @ ‘t‘u Dy Dy to'plamning kamida bitta boglamli komponentasida
2 ?‘- ' b ' - . . -
fi = f» bo'lsa. (Dv. fi) va (D, f) analitik elementlar bir birining bevosita anal-
| = 2 Sl . ¥4] =

itk davomi deyilad: (48-chizma).

flEf?

J8-chizma

( i i alitik dav sttiris “llll[]-

\ lt]\ 1 ﬂ "ll'liil) '} (‘[(‘!Il(‘!li lar Zfilljil'l l’()'.\'ll ha ﬂllrlhhl\ (1:]\ om cttir l"uh tus

& 1]:‘] 1[ < (‘ll;("ll H %-’ - - sy . : : Iy } ‘ lil

I si k ik (‘ll']ll(‘l]”‘ll'llill" i\]lﬂ]itik (1'{!\’()11! ettir lllh hl kabi i\liltll 1

chasi kanol , g 5 V )

5.3 5;-' ar | (f) _,']] udl (Dz lr‘-’) fl.'!fi”“k t’lr’”lf‘””fﬁ'r' f)(’l"fnr_l’,'{?ﬂ ho l’”‘i. a €
« Bnuss: oY) 1 1. 7 Je - .

¥ : .rj{ f] — f') h“‘{"’"”. u h”hlﬂ hl'i I‘"Ilf”ll'”ﬂf” [t T”Lf[fﬂf[”.

Dy N Da nuglaning piror alrofida
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ekvivalent deyiladi. a € D nugtada (D, f) analitik clementga ekvivalent element-
lar to‘plamiga analitil funksiyaning o nugtadagi rostoki (o simta) deyiladi va f,

kabi belgilanadi,

Analitik funksiyani unga tegishli rostoklarining to'plami sifatida qarash
mumkin (bu tasdigning ishotini o'quvehiga goldiramiz).

Analitik funksiyalarning a € C nuqtadagi rostoklari ustida arifmetik amallarni
bajarish mumkin. Masalan, f. va g. rostoklarning vigindisi [. + g. quvidagicha
aniqlanacdi:

Agar (D, [) va (. 9) mos ravishda .. g. rastoglarning val:illare (elementlari)
bo'lib, D N G kesishma = nugtaning U alrofini o'z ichiga olsa U € DN G. u
holda [, +g. yig'indi (U. [+ ¢) elementga ckeivalent elementlar toplami sifatida
aniqlanadi,

[+ g ham xuddi shunday aniglanadi. Shunday qilib, analitik funksiyaning
fikstlangan z ¢ C nuqtadagi rostoklari to'plami halqa tashkil qiladi.

Shuni ta’kidlalh o‘tamizki, analitik funksivalar ustida arifmetik amallar har
doim ham korrekt aniglanmaydi.  Masalan. yuqorida organilgan monodromiya
hagidagi teordmaga ko'ra /z analitik funksivaning z = 0 nuqtani o'z ichiga ol
magan D C C bir bog'lamli sohada bir biridan ishoraga farq giladigan f va [
tarmocglarini ajratish mumkin. U holda /z + /Z yig'indining elementlari sifatida
(D,21). (D.2f,). (D.0) elementlarni olishimiz mumkin. Birinchi ikkita element
analitik davom etish natijasida bitta 2\/5 analitik funksiyani hosil qilsa, nchinchi
element esa aynan nolga teng analitik funksivani hosil giladi.  Shuning uchun

vz +/Z amal korrekt aniglanmagan.

5.4 Elementar funksiyalar

5.4.1 w = /z analitik funksiya

Endi ko'p giymatli analitik funksiyalarga misollar keltiramiz. Dastlab, w =
/= analitik funksiya va-uning xossalarini keltiramiz.

Bu funksiyaning boshlang‘ich analitik clementini

fnfz] =/ {-’-’|f’“““/2- —T<argz <
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formula orgali aniglaymiz. Bu formula yordamida aniglangan fy (2) funksiya Dy =
{C\(~~c: 0]} sohani
= i fs & a
D; ={wepe', 5<1 \;}

sohaga o'zaro bir givmatli akslantiradi (19-chizma).

\n'

©

h o
© Pl \
D, 1 z \
s y —
I ,:,’ \
el \
D

0\

19-chizma

w? = (fo(2))" ==
ho'leanliei sababli. teskari funksiyvani differensiallash qoidasiga ko'ra ixtiyoriy z €
Dy, da 1
(2 =573
¥ 2f0 (=)
4 Do sohada golomorf. Shuning nchun, fy = (Do, Jo)

boladi, yva'ni fo (z) hksiy ;
davom cttirishdan hosil bo lgan

Bn elementni analitik

analitik clement bo'ladi : L ke
adi va /= kabi belgilanadi. [y ele-

ning kvadratik ildizi deyil

analitik hmksiyva =
weicha tasvirlash mumkin:

mentning analitik davomini quyide

D,={-m+¢a <p<m+al

sohada golomorf bo'lgan
£, l5) =2l —Erasg <m+a
(A} o
= (Das f.) element barcha a € R larda

Ravshanki, Fu _ o=
hevosita analitik davomi bo'ladi.

funksivani qaraymiz.
(agar |a] <7 bo'lsa)

Fy = (Dy. fu) clementning
I, elementlarning sohal

pleks tekislik Cdanz=0,2= nugtalarni chiq

larning chegaras

J Da butun kengaytirilgan kom-
Bu

ari birlashmasi D= ;
ane .
arib tashlagan soha ho'ladi.

ikki nmgta 1) iga tegishl ho'ladi.

e
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ekvivalent deyiladi. a € D nugtada (D. f) analitik elementga ekvivalent element-
lar to'plamiga analitik funksiyaning a nuqtadagi rostoki (o'simta) deyiladi va f,

kabi belgilanad;.

Analitik funksiyani unga tegishli rostoklarining to'plami sifatida qarash
mumkin (bu tasdigning isbotini o‘quvchiga qoldiramiz).

Analitik funksiyalarning a € C nuqtadagi rostoklari ustida arifmetik amallarni
bajarish mumkin. Masalan, f: va g. rostoklarning vig'indisi f. + g. quyidagicha
aniqlanadi:

Agar (D, f) va (C. 9) mos ravishda [.. g. rastoglarning vakillari (clementlari)
bo'lib, D NG kesishma = nugltaning U atrofini o'z ichiga olsa U € DNG. u
holda [+ g. yig‘indi (U, [+ g) clementga ckvivalent elementlar to*plami sifatida
aniglanadi.

J: - 9: ham xuddi shunday aniglanadi. Shunday qilib, analitik funksiyaning
fiksrlangan z & C nuqtadagi rostoklari to'plami halga tashkil giladi.

Shuni ta’l{@‘ldlab o‘tamizki, analitik funksiyalar ustida arifinetik amallar har
doim ham kdﬁfl'ckt aniglanmaydi. Masalan. yuqorida o‘rganilgan monodromiya
hagidagi teorgimaga ko‘ra /z analitik funksiyaning 2 = 0 nuqtani o'z ichiga ol-
magan D C d bir bog‘lamli: sohada bir biridan ishoraga farq giladigan f; va [,
tarmoglarini ajratish mumkirn. U holda /z + \/Z yig‘indining elementlari sifatida
(D.2f,). (D.2 f2). (D, 0) elementlarni olishimiz mumkin. Birinchi ikkita element
analitik davom gtlish natijasida bitta 24/2 analitik funksiyani hosil qilsa, uchinchi
element esa aynan nolga teng analitik funksiyani hosil giladi. Shuning uchun

VZ + /z amal korrekt aniglanmagan.

5.4 Elementar funksiyalar

5.4.1 w = /z analitik funksiya

Endi ko'p qiymatli analitik funksiyalarga misollar keltiramiz. Dastlab, w =
v/~ analitik funksiya va-uning xossalarini keltiramiz.

Bu funksiyaning boshlang‘ich analitik clementini

Jo(2) = V]2 —r < argz <7

3. ELEMENTAR FUNKSIYALAR
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formula orqali aniglaymiz. Bu formula vordamida aniglangan f, (z) funksiya Dy =
{C\(~¢: 0]} sohani
et Tep<r
D, = {w € pc*. 2<1, <2}
sohaga ozaro bir qivimatli akslantiradi (19-chizma).
\D,
m \

+ ;_______.), -

v

49-chizma

wr=(fo(z)’ ==

ho'lganligi sababli. teskari funksivani differensiallash qoidasiga ko'ra ixtiyoriy z €

Dy da ’ )
Jo (2) = 00

bo'ladi, va'ni fy (=) funksiva Do sohada golomorf. Shuning uchun, Fp = (D?, Jo)

analitik .()I('ln(yut boladi. Bu clementni analitik davom ct,tirishda.n hosnil bo‘lgan

analitik funksiva = ning kvadratik ildizi deyiladi va V= kabi belgilanadi. Iy cle-

mentning analitik davomini quyid

[)":{—Tr+ﬂ<(,0<7r+n}

agicha tasvirlash mumnkin:

sohada golomorf bo'lgan
[ (z) = VRl —rra<p<Tra
A3 Y
= (Da f) element barcha @ € R larda

Ravshanki. Fo ' e
bevosita analitik davomi bo ladi.

funksivani garaymiz. o
i ‘ 58
Fy = (Dy. fu) clementmng (agar lal <@ '0 s o
) . sohalari birlashmasi D = {J D. butun kenga;
F, clementlarning sl A "

= 0. z = oo nugtalarni chiqarib tashlagan soha ho'ladi.

pleks tekislik C dan = et €
ga tegishli bo'ladi.

ikki nugta D, larning chegarasi
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1) = \/_... (1]']1111 ]l\ fll]ll\ﬁ]\rl ]!('l [)]l ~f e //n lll HELHE ILl\l i 1a 1Ly Ihl” 11 1mos
O'Vé ]. !L 0 e il i ) ) H HELIS] \J S ‘r 0 (
] yadi aq1c '“(['11
( ‘ i e ) v ] 1] [
] [ h m Jr (l[ mentea tegn ']]l] I)'ll't'h'l l( i 1'[ h”]l— S1\ '1]'” ning,
L4 o o o A (3]

zy nugtadagi ¢iymati
w=/|zle"" = (5.5)

formula bilan aniglanadi, bu yerda ¢g = arg =, . b - ixtivori
A wo = arg zy b - ixtivoriv hatun sou.

1\,'.{}1]‘
wo = /|20 =3

deb t)[‘-,"]k i Zk
SAK. 1 11()[ ¢ } ¢ ] 1 g
l l da u nmg (]lJI‘L_’:lH ({]}']!Hlllill'l [T dan ¢'z l\'lf])'l\" Il‘.'L'hiL,"l i.ll'(]
f[] adl., V;i‘]]i :t] o | 1 1 A " i
A 1 farc H 11 : S
&5° | ([ilrl(]l. Demak. (-J.-’J) muiau l.'il])c‘l“li!l'_') (]i\']llil' lari ikkita har

xil qivmatdan ibor 1i
liymatdan iborat bo'lib, ular wy. w; dan iborat ho'ladi

5.4.1-1z¢ 1 z
e zoh. z funksiyani k ]
I? s \/_ f Sty i.(”.'f)l.'ii\' f."n"IHl"Hf !]n’i."l”f””."f."ﬂ h‘{”” fIl'h”f]ic’l‘!l‘f HHHH,"}H
v T hr}.\lr."rjn_r} ich ,l';u,l‘u”,r”f,' clement (1'” = (U” ([u] Hfff.l”(hl U
B % 0

{lz-1] < i ;
| < 1} dowrani va bu doirada golomorf bo‘lgan

() =[R2 ;‘Ill) (% 1) (l? -k + 1) (- 1)

k=0
Sfunksiyani olamiz ; s
y lamiz (bu qatorni quyidagicha hosil qildik: agar z = x bolsa

g (r) = \/T

f:rir:{;mii‘E’;’l“i’;;l:: f"“ﬂi'fi!‘!}fu-ifﬂ_rj binomial yoyilmasini olib. bu yoyilmani (0.2)
tiin. B [.,-:‘m‘(,m,lg” fL‘th.lthA‘. davom ettirdik). Ravshanki. Gy element yugorida
Mgl aa ckvivalent. Chunki z = x € (0. 2) bolsa. v = . ¢ =
golomorf [f!'?'f.f;m; .':,I;J(ulu) 'j’:-') 7 b”"”f{i. To(z) va go () funkswalar U doirada
5 ‘”fqﬂ- . : .“.I-yn_f,-n.'mf.ff.' teoremasiga ko'ra fo(z) = go () boladi.

. L Iy va Gy elementlar aniglagan analitik funksiyalar ustma-ust

tushadi.

I ——
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5.4.2 w0 — /= analitik funksiyaning Riman sirti
w = /z akslantirishea teskari bo'lgan = = f{w) = w?® akslantirishni

qaravimiz. Bu akslantirish

C:0<arg<al,0<a<sn

[\

D, ={w

sohani
G,={zeC:0<arg< 20}

soliaga konform va o'zaro bhir qiymat li akslantiradi (50-chizma).

Y
| €)
© D ! e
> g
(\ er ’_\ (.""
50-chizma

akslantirish bir giymatli bo'Imaydi, anigrog’i

c a < 27 bolsa bu
asida konform bo‘ladi, lekin D,

-\}!.ill' o <
~ = 1? akslantirish D, sohaning har bir nugt

sohani f (D,) = C\ {0} to'plamga 0z
s € D, uchan 0 < argz < 9q — 7 bo'lsa bu nuqtalar ikkita aksga (proobrazga

— 27 bo'lganda Doz = C\ [0 + oc) sohaga (0 + o) ochig nurni
a konform lekin C\ {0} sohaga tegishli
ani C\ {0} sohaga akslant iradigan
— w? formula C,\ {0}

aro bir givmatli akslanmaydi. Chunki agar

) ega bho'ladi. a
qoshib €\ {0} sohaning har bi
har bir = ikkita aslga ega bo‘lad

losil qilamiz. Boshqacha

r nuqtasid
igan C\ {0} soh
aytganda = = [ (w)

ki varaqli X sirt”ga akslant iruvehi konform ak-

akslantirish
sohani "C.\ {0} soha ustidagi ik

Demak, W = /= teskar
rga hn akslantirish A da bir qivimatli

slantirishni aniqlaydi. akslantirish esa X sirtni C\ {0}

sohaga konform akslantiradi st Dilan i

funksiya boladi.
Ko'rsatilgan ikki varaqli X sirtni quyidagicha tasvirlash mumkin: C\ [0, +o¢]
o tekislikdan ikki nusxa olamiz va bu

i bilan kesil

haqigiy o'qning mushat gism
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t(‘}\] Hl{](l]'lll 115 « [ : i i
KIS stma ust o’ vammz 2T i
h i ]“I['i” NSXe astki i ini . ini

‘ i " .\.ﬁ ) . S ; ]- ] ) 1 H\rl””l"." ]Jr'l.‘-‘ i\l qirg og 1 (['Il(i l'\i!-"!'”“)
]l\l\' I ] 1 IMISXanir B S ”.(1()1] (ll]'n" og'1ga 'E [‘h”llil‘\ ll]i/. .)‘]"]]l]‘ﬂ'_‘(ll I\. il\l\i]ll'h‘] 1MSX-
animg pas I\ {F ini Ir i ] 5 OB ..,,r A

<] ] 1 ([”il-) Ué.’ 1 I”]l“( }” nusxani gl‘ 11 I()]'i (Ii['l 0gtILa Ve i il]'l\ n]./ ( -
1 f as T J 5 nn ‘\I ( :‘ ‘i il 17 -)I

chizma).

[ S .
4 — nUsZa

51-chizma

Shu usulda yasalgan iklki
§ 1Saloe cle W g s . . i
a yasalgan ikki varaqli sirl \/Z analitik funksivaning Riman sirti deyiladi.
Aytaylik,
Dy ={weC:0<argw < 7}
vugori yarim tekislik va

Do \D; ={weC:n<arg < 27}

pastki varim tekislikning z = 2 e :

e 1g 2 = f(w) = w? akslantirish vordamidagi aksini mos

ravishda birinchi va ikkinchi
i sirinchi va ikkinchi nusxa bo‘lsin, Ravshanki. = = f (w) = w® akslan-
tirish butun C,, tekisli i

. tekislikda nzluksiz va v e I
it oty | a wzluksiz va yuqoridagi qirg'oglarni yelimlash esa bu
akslantirish yordamida y R : : .

. vordamida ynqori va quyi yarim tekisliklarni haqigly o'q bo'vicha
velimlashga mos keladi. Shuning nchun z = [ (w) = w? kslantirish C \ {0} tek
gl . . . . : )= I ARak ' o T
islikni ynqorida ko‘rsatilgan yelimlash yordamida hosil bo'lgan C:\ {0} tekislik

ustidagi ikki varaqli sirtga konform akslantiradi

T ———— R SR
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Misol va masalalar

5.4.1-misol. Ikki giymatli w = V7 funksiyaning V2 s = — 1L shartni qanoat-
: /a

lantiruushi bir giymatli tarmog’t D = {Imz > 0} yugori yarim tekislikni qanday

sohaga akslantiradi?

5.4.2-misol. Ushbu D = {z€C:Im2>0, z ¢ [0. i]} sohani yuqori yarim tek-

islikka akslantiruvchi w = [ () konform akslantirishni toping.

5.4.3 w — Lnz analitik funksiya

Bu funksivani ushbu
Dy={0<y <2

sohada va Dy sohada berilgan

w=Ihz=Ihr+ip, 0<p< o7, z=re? (5.6)
funksivadan tashkil topgan boshlang‘ich clementni analitik davom ettirish yor-
damida aniglash mumkin. (5.6) formula bilan aniglangan funksiya logarifmning
hosh tarmogi deyiladi. Ravshanki, w =Inz funksiya [, sohani

Dﬁ:{wé‘C:O(]mu'(?h‘}

(52-chizma).

aro bir givmatlh akslantiradi

sohaga o'z

52-chizma

Ko‘rsatkichli funksiyaning Xossasigd ko'ra
f',.x' = rhu HE {111:‘ ; (l‘.' L ”_}.; g
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. - . .
bo‘lganligi uchun (5.6) formula bilan aniglangan funksiva ko'rsatkichli funksivaga
teskari funksiya bo‘ladi. Shuning uchun ixtiyoriy = € Dy, nugtalarda

d

—(nz)=—= 1
> e -

bo'ladi. Demak, Fy = (Dy, In z)— analitik element bo'ladi.
£y elementning analitik davomini vugorida ko'rilgan misolga o'xshab F, =

(Da- fo). (a € R) elementlar yordamida aniglash mumkin, bu yerda
D,={a<p<2n+a}.
Jo(Z)=hr+ip. a< ¢ <27 +a.
Ravshanki. |J D, = C\{0, »}.

a€R
Ln sivani i :
z funksiyani kanonik elementlar yordamida ham aniglash mumkin. Bosh-

lang'ich kanonik element G, = (Uy. gy) sifatida
Up={z€C:lz-1] <1}

- '
doirani va bu dqlrada golomorf bo‘lgan
| x
~ .- 1 n
SRR WS el
; n=1
funksiyani olauiil(,. Ravshanki, go(z) funksiya quyidagi

In(z) =In(i+(z -~ 1)) = i (_l)u—l(l' -1)"

n=1
haqigiy funksiyani|(0,2) intervaldan U doiraga analitik davom cttirishdan hosil

ho'lgan va (Dy,In z) va (Uy, go(2)) elementlar ckvivalent. Har bir

!

= Tuei's" D= U D,

acR

muqtaga Lnz analitik funksiya
w = Inry+i(py +27k), k€L (5.7

formula bilan aniqlanadigan sanogli sondagi qiymatlar to‘plamini mos qo‘yadi.
Bu qiymatlar har xil bo'lib Rew = Inrg to'g'ri chizigda yotadi (52-chizma) va

ular z, sonining logarifini deb hisoblanadi. Demak, har bir 0 # zy € C kompleks

sonda Inz analitik funksiya cheksiz ko'p qiymatga ega ho'ladi.
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5.4.4 w = Lnz analitik funksiyaning Riman sirti
w = Ln = akslantirishga teskari bo'lgan = = e" akslantirish har bir
D,={weC:2mn< Im:<2r(n+1)}.n€Z

vo'lakni C:\ [0, +oc) haqiqly o‘qning musbat qismi bilan kesilgan tckislikka kon-
form akslantiradi. Xuddi oldingi paragrafda keltirilgan misoldagi kabi z = e”
tekislikni C:\ {0} tekislik ustidagi cheksiz varaqgli sirtga konform
Bu yerda cheksiz varaqli sirt kesilgan C.\ {0} tekislikdan
a ust qo'yib n— nusxaning pastki qirg‘og'ini
an yc]imlzmhdan‘)-rés&dadi (53-chizma).

akslantirish C,
akslantirish ko'rsatiladi.
sanoqli sondagi nusxa olib ularni ustm

(n + 1) — nusxaning yuqori qirg'og'i bil

n — NYLIe
) 2m'!n+l!

2n
777777777 7777/
yelimlash
—-———-—J 2m‘(n+2)

0 -~
TFF+ z=¢"
C:\[0,+oo)

(n+ 1) - nusza

—WW

53-chizma

Bu yasalgan sirtda w = Ln=z bir qiymatli bo'ladi, ¥ a'ni bu sirtni € telds

konforin akslantiradi.
Misol va masalalar

5.4.3-misol. Quyidagi logm‘iﬁnlaming parcha giymatlaring toping:

1. Lu (1 + uﬁ) 9 Lu(2-3). & Ln(esot isina), buyerdaa €R.
; sty ) &

i nugtani Wo = _'.22 nugtaga 0

4 yoniamida D= {Z eC:

‘tkazadi v = Lnz logarifmn-
5.4.4-misol. 29 = thazadigan W . " fm '
z ¢ [-00; 0]} sohaning aksini

ing bir qiymatli tarmog

toping.
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5.4.5-misol. Ushbu fikrlash ketma-ketligidagi 1. Bernulli paradoksiga olib keladi-
gan zatoni toping: |
1) (-2)* =22
2) Ln[(-2)"] = Ln(z?),
3) Ln(—z) + Ln(-z) = Lnz + Lnz.
4) 2Ln(-z) = 2Ln=.
Demak, wtiyoriy = +# 0 uchun

L“( _:’) = L”(‘:).

5.4.5 Teskari trigonometrik funksiyalar

Bu funksiyalar i
S1vals ravg e Y7 1 11 11
ksivalar kvadrat ildiz va logarifm orqali ifodalanadi. Hozir arkkosinus

funksiyaning s : . i
vaning shunday ifodasini topamiz. Buning nuchun

cosw = 2
voki
ITTH '
e =2z + 1 =0
tenglamani vechib,
. r
e =1z 2 | (5.8)
munosabatni 3] it s . TR ETS TR I
I abatni hosil gilamiz. (Kvadrat ildiz ikki giymatli ho‘lgani uchun 22 -1
ifoda oldiga + ishlarni yozmadik). Ushbu
| Z
-zt -1
munosabatni hisobga olib (5.8) tenglikdan
w = Arccos z = i[ “(_ 9 . 9
-Ln(z — v2° - 1) =ilnz(z + V22 +1)
tenglikni hosil  qilamni :
' J2A jilamiz.  Xuddi shunga o‘xshash formulalar qolgan teskari
trigonometrik funksiyalar uchun ham topiladi. Masalan,
Aresinz = —iLnz(iz + V1 - 24),

Arvetgz = — L[ pltiz
] 2;[‘”‘_""1,,,;

formulalar o'rinli.

3.4, ELEMENTA

5.4.6-misol. si

5

R FUNKSIYALAR

Misol va masalalar

n:

5.4.8-misol. Quyidagi tengliklarni isbotlang:

1. Arcetgz = §ln.

5.4.9-misol.

1

tirish yordamida aksini toping.

2 Areshz = Ln (; I m) .

1+s

3. Arcchz = Ln (: + 2 - l} . 4. Arcthz = %f;:rﬁ_ 5.

Ushbu D = {Ilmz > 0} sohaning w = arcsin 2, w(0)

5.4.6 1w = -“-umumiy darajali funksiya (e € C)

Bu funksi

munosabat yordamida aniglanadi. Agara

Va

w

qarab chiqamiz:

1-hol. «a-b

funksiva davriy bo'lg

funksiva C da.

2-hol. a =

analitik funksi

utun bo'lsin.

Bu holda (5.9) ko'rinishd

anligi sababli bir givmatli bo'ladi.

"o (,u.f.n:

¢ R bo'lsa, quyidag

a < 0 bo'lsa T\{0} da golomorf bo'ladi.

'L;—rnlh‘imml

va bilan ustma-

giymatli funksiya bo'ladi.

3-hol. a-irratsional son ho'lsin.

ga farq giladig

mos keladi. Demak, (5.9)

cheksiz ko'p sondagi giymat!

Endia =a

o
z

W har xil giymatl

+id (B#0)

= a0 i LHU:H'H[?'*Q:

ariga €

ko‘rinishd

kompleks son bo'lsin. Agar

B —

= 9 2P

ust tushadi, yami = 20,2

Bn holda aln
aLuz gpalitik funksiy

agi funksiya har bir z

arni mos go‘vadi.

! fj.u]u r—a(g+2wk) | (,nhl r+4

5 =re'v bo'lsa,

195

+ cos = = 2 tenglamaning barcha ildizlarini toping.

.4.7-misol. Ushbu :\t‘c('os% ifodaning barcha giymatlarini toping.

Arcethz = %L"%i;f-

= 0 akslan-

(5.9)

i uchta holni alohida

agi funksiya ko'rsatkichli

Agar a > 0 ho'lsa, 1

son bo'lsin. Bu holda (5.9) funksiya

# 00 nugtalarda ¢

- ning bir biridan 2a xik (k € 7)

-aning har xil giymatlari

# 0, z # oc songa

[,;‘-'I:rk\
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bu yerda k-butun son. Ravshanki, (5.9) funksiya bu holda har bir s # 0, 2 # x

songa cheksiz ko'p giymatlar to'plamini mos qo‘yadi. Masalan.

ii = eill” — Ci(x:’;ﬁi’.’:l;) - C—%!'J:k. L=0.+1.42. ...

BOB 6 | ,

bo'ladi. - I
5.4.10-misol. Quyidagi darajalarning barcha giymatlarini toping:

Vi g (L 3 1 ‘ ASOSIY GEOMETRIK PRINSIPLAR

1% 2 (%) 2 (-3 4 (B _ |
5.4.11-misol. 2**. (z*)" we (z")* sonlarning qiymatlar to‘plami ustma-ust )
tushadimi? { 6.1 Argument prinsipi. Rushe teoremasi
5.4.12-misol. o komplcks sonining qanday qiymatlarida 230 va (z%)" sonlarning Farar qilalik, f(:) funksia @ € C nuqtaning oyilgan V =
giymatlar to‘plami ustma-ust tushadi. (zC0<|:-a]< r} atrofida golomorf va bu atrofda nolga aylanmasm

6.1.1-ta’rif. Quyidagi *5-(-—) nisbatga f(z) funksiyaning logarifmik hosilasi deyilads,

bu nisbatning a nuqtadagi chegmnaszga esa logarifmik chegirmas deyiladi:

! do
Igz{f(( / f O<p<r.

l~-nl—p

Endi meromorf funksivaning noli va qutblarida logarifmik chegirmasini

hisoblaymiz. Avtaylik, a € C nugta f(z) funksiyaning n— tartibli noli bo‘lsin. U

! holda a nuqtaning biror U atrofida
J(z) = (z — a)"¢(2)

munosabat o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda p(z) funksiya z = @ nugtaning U atrofida

nolga teng bo‘lmagan golomorf funksiya. Demak, bu U atrofda

Jz) _ [z-a) ez ) _ n(z—a)" lo(z) + (z—a)'¢(2) _

) -a)e@) (z - a)"p(=)
- 1 et (e ar'() _ 1)
T z-a ¢(2) z—a

funksiya U atrofda golomorf va ¥(a) = n # 0 bo'ladi. U holda

f'(z)

we——-——"

a f(2)

197

bu yerda, y:(2)
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ho'ladi.

Endi, a € C nugta f(z) golomorf funksivaning p— tartibli quth maxsus mqtasi

bolsin. U holda ¢(z) = 7-(13 funksiva @ nugtada p— tartibli nolga cga holadi.
Ravshanki.
Jiz)  g(z)

ho'ladi. Yuqoridagi nulohazalarga ko'ra

A flz) o g(=)

tenglikni hosil qilamiz.

6.1.1-teorema. Faraz gilaylik. f(z) funksiya 1) C C sohada meromorf bo'lib.
G € D chegarasi bo'lakli silliq va OG chegarada f(2) funksiyaning nollari ra
quthlari yolmagan soha bo'lsin. Agar N(J.G) va P(f.G) sonlar mos ravishda

[(2) funksiyaning G sohadagi nollari va quiblarining wimuniy soni ho'lsa. w holda
[

I -

” N=-11.6G)= —]—/ -f—gi)' o

L N(f(r) ! (.I(’) Iri f(:)d"
l‘ 11 an:

Jormula o'rinli bo'ladi. Bu y/erdd har bir nol va qutb tartibi necha bolsa. ularning

soni shuncha deb olinadi.

Isbot. G & D\l)o‘lgauligidan f(z) funksiya G da chekli sondagi a;.as. ....q
nollarga va by. by. o b,, chekli sondagi qutblarga ega bo'ladi. dG chegarada f(2)
funksiyaning nollari va qutblari bo'lmaganligi uchun 9(z) = L!"(—'l funksiva G
chegaraning biror atrofida golomorf bo‘ladi. Bu funksivaga Koshining chegirmalar
hagidagi 4.1.1-teoremasini qo‘llab

! m

1 !
o f]((j))(:=z Z:ﬁg(:)%—z zi:g(:)

oG =1 v=1 "

tenglikni hosil gilamiz. YI}QOHdﬂ keltirilgan hisoblashlarga ko'ra tenglikning o'ng
tomoni N(J.G) = P(J.G) ayirmaga teng. Teorema isbot bo'ldi. 0O

6.1.1-teoremaga geometrik talgqin ham berish mumkin. G sohaning chegarasi

o0 mi= = =(1). a <1< 3egnchizig deb qaraymiz. IT}(—‘%%Z funksivaning bu cgri
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chiziq bo'yicha hoshlang‘ich funksiyasi ®(t) bo'lsin. U holda Nyuton-Leybnits

formulasiga ko'ra .
L4z = 8(3) - () (6.1)
I
aG
tenglik o'rinli bo'ladi. Ravshanki, &(t) = In f(2(t)), bu yerda In orqali logar-
ifmik funksivaning 9G egri chiziqga uzluksiz o‘zgaradigan tarmogi belgilangan.

Ma'lunki. Lnf = In|f] +iarg f bo'lib, In|f (z)| funksiya bir qiymatli bo‘lgani

uchun yuqorida ko‘rsatilgan tarmoqni & jratish uchun arg f ning 3G yo'lda uzluksiz

_ . bt
o'zgaruvchi tarmog'ini olish yetarli. In | (2)| funksiyaning yopiq dG vo'l bo'yicha

orttirmasi nolga teng bo‘lganligi uchun .
8(3) - Bla) = # (ng J((3)) ~ B Sa(N)
z - z belgilasak,
tenglik o'rinli bo'ladi. Agar Do 818 f=argf (z(B)) —arg f( («x)) deb belgi
(6.1) tenglikni quyidagicha yozamiz:

fl
-f-dz =iDpc g [
a6

Demak. 6.1.1-tcorcmani quyidagicha yozish mumkin.

6.1.2-teorema. (Argument prinsipi) Agar 6.1.1-teoremaning shartlari ba‘_;ar-.
" . ini 3 b o‘tgandagt
ilsa, N — P ayirma f(2) funksiya argumentining 3G chegarani aylanib 0'tgandag
orttirmasini 27 ga bo‘lganga teng:

1 (6.2)
N-P= Q;Aocargf-

anamiz. Aytaylik, w = [(2)

chiziqqa akslantirsin. Agar 2 nugta 0G
da unga mos nuqta C,, tekislikdagi yopid

. . .t {
Endi Ayg arg [ ifodaning geometrik talaint © &

akslantirish 0G egri chizigni 9G™ cgn
vopiq egri chiziqui to'liq aylanib chiqgan e e e
JG™ cgri chiziqni ifodalaydi. G yopiq cgrl chw.lq 8 e oming = :
G* bo'yicha harakatlanadigan ¥ = J(z S
goni bilan aniglanadi (54—chlzma). Agar w =

arta ham to’la avlanib o'tmasa, 1 holda

o‘zgarishi w nuqta J
nuqta atrofini aylanishlar

- )
voktor w = 0 nuqta atrofini biror W

Apgarg f =0 bo'ladi.
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©)
z ©Ne

IG

Argument prinsipidan foydalanib golomorf funksiyaning sohadagi nollari sonini

Jd-chizma

hisoblashga imkon beradigan quyidagi tasdigni isbotlaymiz.

6.1.3-teorema. (Rushe) Aytaylik. f(z) va g(z) funksiyalar chegarasi bolakli
silliq D sohaning yopig‘ida golomorf bo‘lib. 9D da

LR )l
bo'lsin. U holda [ va [ + g funksiyalarning D sohadagi nollari soni teng bo'ladi,

Isbot. Barcha : € dG nugtalarda [f(z)] > |g(z)] bo'lganligidan f(z) va
f(2) + g() funksiyalar G chegarada nolga teng ho‘lmaydi. Shuning uchun 9G
da ‘

f+.q=f(1+§)

bo'lib.

Apglarg(f +9) =~ Dagarg [ + Dy arg(l + f;-) (6.3)

ho'ladi. 9G chegarada l-’}l < 1 bo'lgani-uchun w(z) =1+ ,}L((__; akslantirish yor-
damida dG ning obrazi {jw - 1] < 1} doirada to’liq yotadi. Shuning nchun z
nugta JG ni to'liq aylanganda w(z) nugta w = 0 koordinata hoshini {o'lig aylana

olmaydi. va'ni Ayg(1 + ‘fi) = 0 ho'ladi (55-chizma).
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ac &)

55-chizma
U holda (6.3) formuladan
argyG(f +9) = Dogarg f

tenglik kelib chiqadi.  Argument prinsipiga ko‘ra teoremaning Lasdig'i o'rinli
bo'ladi. a
Rushe teoremasidan algebraning asosiy teoremasi osongina kelib chigadi.

6.1.4-tcorema. Har qanday n darajali P, ko‘phad C kompleks tekislikda n ta
ildizga cga bo'ladi.

Ishot. P, ko'phad cheksiz uzoglashgan nuqgtada qutbga ega bo'lgani uchun
uning barcha ildizlari biror {|z} < R} doirada yotadi. P,(z) ko‘phadni quyidagicha
YOzZamiz.

Pu(z) = ap2" + 013"'l + ..+ ay = f(2) +9(2).
Bu yerda f(z) = apz". g(z) = a1z2"" ' + ... + au. aop # 0. R ni shunday olishimiz
mumkinki, |z| = R aylanada |f (z)| > lg(z)| bo'lsin. Rushe teoremasiga ko'ra

P,(z) ko'phadning {|z| < R} doiradagi nollari soni f(z) = apz" ko'phadning nol-
Jari soni bilan ustma-ust tushadi. Demak, P,(z) ko'phad {|z| < R} doirada n ta

ildizgn ega bo'ladi. O

Misol va masalalar

6.1.1-misol. Ushbu 2* + 10z + 1 ko‘phadning V = {1 < |z| < 2} halqada ildizlari

sonint toping.



I ey

202 BOB 6. ASOSIY GEOMETRIK PRINSIPLAR

6.1.2-misol. Ushbu

T 52742~ 1=0

tenglamaning {|z| < 1} doirada nechta idizi borligi (Rushe teoremasidan foy-
dalanil) aniglansin.
6.1.3-misol. Ushbu
24 A—c" =0 (A>1)
tenglamaning { z € C: Rez < 0} yarum tekislikda yagona ddizga (hagiquy ildizga)

cga bo'lishy isbotlansin.

6.1.4-misol. Agar £ (z) funksiya U = {z € C:|z| €1} yopiq dorada golomorf

bo'lib. iztiyoriy = € U uchun | (z)| < 1 bo'lsa. u holda ushbu
2" =p(2)
tenglama U={ze€C:|z] < 1} berliks doirade nechta ddizga eqa ?

6.1.5-misol. Ushbu ¢ — 4:" +1 =10 (n € N) tenglama {|=] < 1} doirada nechla

ildizgn eqa boladi?

6.1.6-misol. Ushbu zsinz = 1 tenglama fagal hagiqiy ildizlorge ega bolishin

ishotlany.

6.2 Sohaning saglanish prinsipi

6.2.1-teorema. Agar [(z) funksiya DD C C sohada golomorf bo'lib. [ 7 consl
bo'lsa, u holda D™ = [(D) ham soha boladi.

Ishot. D* to'plamning boglamli va ochiq ckanligini ko'rsatamiz. [
to'plamga tegishli ixtivoriy wy va ws nngtalarni olamiz. z; € D muqgta wy nug-
taning asllaridan (prtmln-ny_lnrirlnn] biri, z» € [ esa s nugianing asllaridan hiri
ho'lsin. D boglamli to‘plam ho'lgani uchun hoshi 2 igtada oxiri zo ngtada
holgan v @ [ 3] — D yol maviud.  f(z) Mmnksiva wzluksiz bolganligi nchun
~* = fo~ yo'l D da yotuvehi g va wy nugtalarni hirlashtiravehi yo'l holadi.

Demak, 17° bog'lamli to'plam.
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Endi D*ga tegishli ixtiyoriy wy nuqtani olamiz. z € D nugta wy nugtaning
asllaridan biri bo'lsin. U holda ) ochig to'plam bo'lganligi uchun shunday U =
{|z = 2| < r} € D doira mavjudki, U = {|z — 2| < r} yopiq doira wy nugtaning
2y nugtadan fargli boshqa asllarini o'z ichiga olmaydi. (Bu tasdiq f = consi
bo'lganda f(z) — wy funksiyaning nollari vakkalanligidan kelib chigadi).

Avtaylik, »* = min |f(z) - wp| bolsin, AU da f(z) # wy ho'lganligi uchun
r* > 0 bo'ladi. F,m:lfii%‘ ={weC:|w- wy| <} € D bo'lishini ko'rsatamiz.
Buning uchun U™ doiraga tegishli ixtiyoriy wy nugta olamiz, yani [y — wy| < 1"
Endi f(z) — ) funksiyani f(z)—w = (f(2) = wa) + (wy — un) ko‘rinishda yozib

olamiz. Ravshanki. agar = € dU bo'lsa.
1F(2) — wol = 7" > fwo - wi|

mmosabat orinli ho'ladi. Demak, U doirada f(z) = wy va wp — w) funksiyaga
Rushe teoremasini qo‘lash mumkin. Rushe teoremasiga ko‘ra f(z)—w) funksiyan-
ing U doiradagi nollari soni [(z)—wo funksiyaning nollari soni bilan bir xil bo'ladi,
vami f(z) — w funksiya U doirada hech ho'lmaganda bitta nolga ega bo'ladi,
chinki zp € U mqta f(2) — wo funksivaning noli. Demak, wy € f(U). wy nug-
taning ixtiyoriyligidan U™ C f(U) € D bo'ladi. Bundan ° to'plamning ochig
to'plam ckanligi kelib chigadi. O
6.2.1-izoh. Bu teoremada f(z) funksiyaning golomorflik sharti muhim. Masalon,
f(z) = 2*+iy. D = {|z| < 1} bo Isin. Ravshanki, f(z) funksiya D doirada uzluksiz
bo'lib, uning vertikal diametrini (D ning ichki nugtalarini) f(D) ning chegarviy

nuglalariga o‘tkazadi. Demak, f(D)- ochiq to'plam emas.

6.3 Modulning maksimum prinsipi. Shvarts lemmasi

6.3.1-teorema. Agar f(z) funksiya D c C sohada golomorf bo'lib, =y € D nug-

tada |f(z)| lokal maksimumiga erishsa, w holda [ (z) = const bo'ladi.

Ishot. Faraz gilaylik, [ # const bo'lsin. U= {ze€C:|z-z|<r}Cc D

doirani qarayvmiz.  Bu doirada |f(z)] funksiya z, nugtada maksimumga er-

ishsin, ya'ni barcha z € U uchun |f(z0)}] > [f(2)] bo'lsin. U holda sohaning
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saglanish prinsipiga ko'ra f(U) to'plam markazi wy = f(z0) nuqtada bo'lgan
U = {|w~wy} < p} doirani 0z ichiga oladi. U™ doirada shunday wy nuqta
topiladiki, uning uchun Jw;| > |we| bo'ladi. U holda ) nuqtaning asli z) € U
nugtada {f(z))] > |f(zy)| tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu esa [£(2)] funksivaning 2y
nugtada lokal maksimumga erishishiga zid. Demak. [ = const boladi 0

6.3.2-tcorema. Agar f(z) funksiya chegaralangan 1) sohada golomorf va umng

yopig's D da uzluksiz bo'lsa, u holda | f(z)] maksimumga AD chegarada evishadu.

Isbot. Ravshanki, agar [ = const bo'lsa, teorema tasdiqi orinli. Agar [(z) #
const ho'lsa, u holda |f(z)] funksiya D uzluksiz bo'lganligi uchun bu funksiya
D da maksimum qiymatiga crishadi. Shu bilan birga 6.3.1-tcoremag kora |f(z)
funksiya D da maksimumga crishaolmaydi. Demak. |f(z)] funksiya maksimumga
AD da crishadi. ' o

6.3.1-izoh. Bu teoremada D sohaning cheguralunganligi mulim. Masalan, 1D =
{lmz >0}, f(z) =sinz bolsin. w holda har qanday = € DD = R uchun |f(2)] <1
bo'ladi. Lekin agar y — ov intilse u holda [f(y)| = ~c boladi. bu esa f(z)

funksiyani chegaralanmagandigini bildivadi.

1
6.3.2-izoh. 6.9.1-icorema lasdig'i umuman olganda moduiing minimumi uchun
o‘rinli emas. Hagiqaldan ham. agar [(Z) = = funksiyani {|z| < 1} doirada

qarasak, | f| minimumgae z = 0 nugtada crishadi.
Shunga qaramay quyidagi tisdiq o'rinli.

6.3.3-teorema. Agar f(z) funksiya D C C sohada golomorf bo'lib, D sohada
[(2) # 0 va 2 € D nugtada | f(z)| lokal minimumga erishsa, u holda f (z) = const
boladi

6.3.3-tcoremani ishotlash nchun 6.3.1-tcorcmani -ﬂ‘—) funksiyaga qo‘llash

vetarli,

6.3.1-lcmma. (Shvarts lemmasi.) Agar [(z) funksiya U = {|z| < 1} birlik
doirada golomorf bo'lib.f(0) = 0 va har bir z € U da |f(2)| < 1 bolsa. u holda

barcha z € U da

()l <zl (6.4)
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bo'ladi. Shu bilan birga biror zy nugtada (6.4) munosabatda tenglik o'rinli bo‘lsa.

u holda f (z) = ¢z bo'ladi (6 € R— ozgarmas somn).

Isbot. Quyidagi funksivani qaraymiz:

{9 qgar: € U\O bo'lsa,
9 f’(O). agar = =0bho'lsa

g(z) funksiya U doirada golomorf boladi. Ravshanki, g(z) funksiya U\ {0} da
golomorf. Endi z = 0 nuqtada uning golomorfligini ko'rsatamiz. f ©) =0
bo‘lganligi uchun f(z) funksiyaning koordinata boshi atrofidagi Teylor.qat.ori

2

f(z)=az+ ez +
ko‘rinishda bo'ladi. U holda bu atrofda
gz)=crt ez + .o

boladi. Bundan csa yuqoridagi ikkita qatorning yaqinlashish radiuslari teng
bo‘lganligi uchun g(z) funksiya = = 0 muqtada golomorf ckanligi kelib chiqadi.
Intiyoriy U, = {lz| <7}.(r < 1) doirani garaymiz. 6.3.2-tcoremaga ko'ra lg(2)|

funksiya maksimumga - = {|= | = 1} chegarada crishadi. |f(z)| < 1 bo'lganligi

oo < max LS <2

sl=r :|

uchun U, da

~ | —

(6.5)

boladi. z € U, ni fiksirlab (6.5) tengsizlik barcha © € (0.1) da bajarilgankigi
uchun bu tengsizlikda 7 — 1 — 0 limitga o‘tish mumkin. Natijada |g(2)] < 1 yoki
|/ (z)] < )2| tengsizlikni hosil qilamiz. Demak, U, doirada

I/ @) < ]zl

boladi. U, doiraning ixtiyoriyligidan bu tengsizlikning U doirada o‘rinli bo'lishi

kelib chigadi.

Agar biror = € U\ {0} da |f (20)] = |20] bo‘lsa, u holda |g(=)| funksiya 2 ichki
nuqtada lokal maksimumga erishadi. 6.3.1-teoremaga ko‘ra g(=) funksiya moduli
1 ga teng bo‘lgan o'zgarmas funksiya bo'ladi, ya'ni g(z) = €' yoki f(z) = e?s O

Quyidagi tasdiqni mustagil ishotlang,.
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6.3.2-lemma. (Shvarts lemmasining umumlashmasi). Faaz qluylik. [(2)
funksiya U, = {|z| < r} doirada golomorf bo'lib, biror z, € U, nugtada f(zy) = 0
bo'lsin. Agar¥ z € U, da |f(z)] < M bo'lsa. u holda ¥ = € U, da ushhu

J(2)€ M ozl

|I'3 — =
tengsizlik o'rinli boladi.
*Eslatma. Agar bu 6.3.2-lemmada r = M = 1 va 2y = 0 bo'lsa, 6.3.1-Shvarts
lemmasi kelib chigadi.
Misol va masalalar
Quyidagi tasdiglarni isbotlang:

6.3.1-tasdiq. Agar [(z) funkstya T = {|z| €1} yopiq doirada golomorf bo'lib,
[f(2)] <8 bo'lsa. w holda |f'(0)] <6 boladi.

6.3.2-tasdiq. Aytaylik. [(2) funksiya U = { 2| < 1} dowrada golomorf bo'lib, U
doirada | [(z) < 1 bo'lsin va [(2) = = lenglama U doirada ikkila turli 2y # 2

yechimga ega bo'lsin. U holda [(z) = = boladi.

6.3.1-misol. Aytaylik. bizge D = {z € CT:lmz >0} yugori yarim tekislikda
golomor( va chegaralangan. hamda D da uzluksiz bo'lgan [ (z) funksiya berilgan
bo'lsin, Agar iztiyoriy = € aD = R nugla uchun |f(z)| < 1 bo'lsa. u holda
wtiyoriy z € D nugla uchun |f (2)] < 1 bolishint isbotlang.

6.3.2-misol. Aylaylik. fi. fo. ... fu funksiyalar chegaralangan D sohada golo-
morf va uning D yopigida wzluksiz bo‘lsin. D da an iglangan | [y (2)] + | fa (2)] +

o H 80 (2)] Sunksiya ozining maksimumiga 01 da crishishing isbotlang.
6.3.3-misol. Agar fy. fo. ....[n € O(D) bolib.
Ifi ()] + 2 (@) + ... + 1fu (2)] = const
bo'lsa w holda fi. fo. ... [y funksiyalar o'zqarmasdan thorat ekaning isbotlang.
6.3.4-misol. Kompleks tekislikda = = 0 nugle atrofida golomor va ushbu
=1+ 2P

shartm qanoatlantiruvchi funksiya mavjud emasligini isbotlang.
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6.4 Kompaktlik prinsipi

6.4.1-ta’rif. Aytaylik. D sohada F = {[) funksiyalar sinfi berilgan bo‘lsin. Agar
har qanday K € D to'plam wchun shunday M(K) o'zgarmas topilsaki, barcha
- € K va barcha [ € F uchun |f(2)| £ M bo'lsa. u holde F = {f} funksiyalar
sifi lokal tekis chegaralangan deyiladi.

6.4.2-ta’rif. Agar har qanday K @ D va har qanday ¢ > 0 son uchun shunday

§ = d(K.2) > 0 son topilsaki. |2 = 2" < & shartm ganoatlantiruvchi barcha

2 " e K pa ixtiyoriy [ € F uchun
1f(z")} - f(") < €
ho'lsa. . F = {f} [unksiyalar sinfi lokal lekis darajada wzlubsiz deyiladi.
6.4.1-tcorema. Agar [) sohada golomorf funksiyalar sifi lokal tekis chegaralan-
gan bo'lsa. u holda bu sinf lokal tekis darajada uzluksiz boladi.
Ishot. Aytaylik. k' € D bo'lib, K va @D toplamlar orasidagi masofa 2p

holsin, va'ni i
f) = ';{“.""f([\—. {)])] =

s
inf |2 =¢

ek
(cdD

(Sl

Agar D = C yoki D = T bo'lss p sifatida ixtivoriy musbat sonni olish mumkin.
Quyidagi to plamni qaraymiz,

K,={zeC: dist(z. K) < p}.

Ravshanki. K, € D (56-chizma).

HG-chizma
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Teorema shartiga ko'ra shunday M(K,) ozgarmas topiladiki. barcha z € N, va
barcha f € % uchun |f(z)| < M boladi. Ixtivoriy zy € A" nugtani gqaravimiz.
U holda B,(zy) = {|z — 20| < p} € K, bo'lib. barcha = € K, va barcha [ € .F
uchun

[£(z) = )l S @1+ )l < 2M
bo'ladi. Endi B,(z) doirani U = {[¢] < 1} birlik doiraga akslantiruvehi ¢ =
%(.: — 2y) akslantirishni va ushbu

9(¢) = (= + /;(‘,.‘)[_ S (=)

funksiyani qaraymiz. g¢(¢) funksiva U doirada golomorf va quyidagi g(0) = 0.

[9(¢)] < 1 Shvarts lemmasi shartlarini qanoatlantiradi. Bu lemmaga ko'ra barcha
¢ € Unchun |g(¢)] < [¢} yoki barcha z € B,(zy) nugtalar uchun

2M|~J~E 6
P z 204 ()

1/(z) = J(z0)] <

tengsizlik o'rindi ho'ladi.
Va nihoyat herilgan ixti}Jjoriy c>0va N €D uclim
| B
& = e K) = nn.n {ﬁp}
deb belgilaymiz. U holda zy € K nuqtaning ixtiyorivligidan (6.6) tengsizlikdan
barcha f € .# uchun va [z’ — 2| < & shartni qanoatlantiruvchi har qanday 2. 2" €
K uclun

() - <:
bo'ladi. Demak, .# sinf lokal tekis darajada uzluksiz. O

6.4.3-ta’rif. Aytaylik. Z = {f} D sohada berilgan funksiyalar sinfi bolsin. Agar
F sinfga tegishli har qanday {fu} funksiyalar ketma-ketligidan ictiyoriy K € D
da tekis yaginlashuvchi {f,,} qismiy ketma-ketlik ajratish mumbkin bo‘lsa, F sinf
D sohada kompakt deyiladi.

6.4.2-teorema. (Montel) Agar D sohada berilgan golomorf funksiyalar sinfi
F = {f} lokal tekis chegaralangan bo‘lsa, v holda bu sinf D sohada kompakt
boludi.
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Isbot. 1l-qadam. Dastlab. {f,} € # ketma-ketlik 1) sohada hamma
joyda zich I5 C D toplamning har bir nuqtasida yaginlashsa, u holda bu
ketma-ketlikning, ixtivoriy K € D to'plamda tekis vaginlashishini ko‘rsatamiz.
Aytaylik, ¢ > 0 va K € D berilgan bolsin.  p = dist(K.9D), K, =
{z € T : dist(z. K) < p} bo'lsin. (6.4.1)-teoremaga ko'ra {f,} ketma-ketlik lokal
tekis darajada uzluksiz bo‘lganligi uchun shunday 6 > 0 son topiladiki, |2’ — 2"| <

. . . . R - fetivoriv " 3
4 shartni ganoatlantiruvchi har qanday 2'. 2" € K, vaixtiyoriy natural n son uchun

lfn(:') - fn(z”)\ <

Ll tn

g.p) markazi K nugtalarida

—

boladi. K kompaktning radiusi 1 = min
bo'lgan doiralardan iborat goplamasini qaraymiz va bu qoplamadan chekli
{Uj.j = 1.2....m} qism qoplamani ajratamiz. Ravshanki. U; € K,.j =
1.2.....m bo'lib, har qanday j. barcha 2. z" € U; va ixtiyoriy n natural son

uchun .

Ifu(:’) - f"(z”)l < 3 (67)
bo'lladi. E ¢ D to'plam hamma joyda zich bo‘lganligi nchun har birU; (j =
1.2.....m) ga tegishli z; € E nuqta mavjud. {f,} ketma-ketlik £ to‘plamning har
bir nuqtasida yaqinlashuvchi bo‘lganligi sababli shunday N natural son topiladiki,

barcha n > N,k > N va barcha j =1.2,....m uchun
=) - )l < 5 69

bo'ladi. Endi ixtiyoriy z € A nugtani olamiz. U holda bu nuqtani o'z ichiga
oluvehi U, doira topiladi. Shuning uchun (6.7) va (6.8) tengsizliklarga ko'ra barcha
n, k > N uchun

Ijn(:) - fm(:)l S lfn(z) - fn(:j)l + Uﬂ(:j) - fm(:j)l 4 ‘fm(-'—'j) b f,,(2)| <z

bo'ladi. Koshi kritcriyasiga ko'ra {fu} ketma-ketlik A da tekis yaginlashadi.
2-qadam. Har qganday lokal tckis chegaralangan {f,} € % funksiyalar
ketma-ketligidan D sohada hamma joyda zich sanogli biror £ C 1) to'plamning

har bir nugtasida yaginlashuvehi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin ckanligini

ko‘rsatamiz.
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F sifatida quyidagi to-plamni olamiz:
E={z=t+ ..y - ratsional son} .
Ravshanki, F toplam D) sohada hamma joyda zich sanogli toplam bo'ladi

uning clementlarini nomerlash mumnkin. ya'ni
E={z.22- %k e} s

{[u(21)} sonlar ketma-ketligi chegaralangan holganligi uchun nndan ) nug-
tada yaginlashadigan fi1 = fu ke = 1.2...) qismiy ketna-ketlik ajratainiz.
{fu(22)} ketma-ketlik ham chegaralanganligi sababli undan zp mgtada yagjin-
lashuvehi fre = fralk = 1.2....) gismiy ketma-ketlik ajratamiz. Bu gismiy
ketma-ketlik qurilishiga ko'ra z1 nugtada ham vac jinlashadi. Xuddi shunday qilib
full= 1,2 funksivalarni qurish jarayonini davom ettiramiz va diagonal ¢ismiy

ketma-ketlikni olamiz:

fu. fazevoee Sk

Bu ketma-ketlik hat qanday tayinlangan k € M nehun =, mgtada vaginlashadi.

Chunki uning k- hadidan boshlab kevingi hadlari qurilishign ko'ra 2y, 22 5
Cfak ketma-ketliklar olingan. Teoremaning isboti
O

nugtalarda _vuqinlashm'(-hi
ilkinchi va birinchi gadamda olingan natijalardan kelib ¢higadi.

Montel teoremasi odatda kompakt lik prinsipi deb ataladi.

6.5 Konform izomorfizm va avtomorfizmlar

6.5.1-ta'rif. Agar [ alslantirish Dy sohani Dy sohaga konform va o'zaro bir qiy-
matli akslantirsa, u izomorfizil r’bigr}fr)'mrn'ﬁam) deyiladi, Dy va Dy sohalar csa
o*zaro izomorf (bigolomorf) deyilad:.

6.5.2-ta’rif. D) sohani o'zini 0'ziga akslantiruvehi izomorfizm aviomorfizn deyi-
ladi.

1) sohaning avtomorfizmlari to-plami Aut ) kabi belgilanadi.

[) zohaning aviomorflizmlari 1o’ Jami Aut ) ushbu gy o 99 kompozitsiya ama-
{ Y1042 1 ]

ashkil giladi. Birlik clement sifatida ayniy akslantirishni,

liga nishatan grippa f
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2 aviomorlizmga teskari element sifatida *akslantirishni olamiz. Biror 1) so-
3 .- SC
haning avt {17 i in
L g avtomorfizmlar gruppasi kol :eneliei bos :
i gruppast ko lamining kengligi hnshq;z sohalarni bu sohaga
akslantirnvehi konform akslantirishlaring ko’ : L '
akslk shlarnimg ; sorrisicla ik vuriti :
o ko lritll.l torg risida fikr yvuritishga imkon

bheradi.

6.5.1-tcorema. Agar fy : Dy — D2 biror izomorfizm bo'lsa, u holda D\ sohant

Dy sohaga akslantaruveh izomorfizmlar to plami

f=voh

formula bilan aniglanadi. bu yerda ¢ € Aut Dy — D2 sohaning ixtiyorty aviomor
2 2 Y WULES 3 or-

fizmni.

Isbot. Avar o € Isi i
- Agar 2 € Aut Do bo'lsa. n holda o [y, akslantirish Dy sohani s sohaga
:onfor aksl: 1radi 3 1l: 1 y -
l\ | m akslantiradi. Shu bilan birga. agar [ : Dy = Da ixtivoriy izomorfizm
w'lsa « e 1 .cols e H : . -
,wholda o = fof, akslantirish 72, sohaning avtomorfizii bo'ladi. Oxirgi
formuladan [ = .20 fy bo'lishini hosil gilamiz. 0
Endi asosiv (k ik i
h asosi) wmonik) sohalarning av fizmlar o ini
Wy ( ) iz aviomorfizmlar gruppasini organamiz.
datda. C— kengavtirilgan kompleks tekislik, C— ochig kompleks tekislik, U
1 < KISNK, U =
{|z/ < 1} birlik doira asosiy (kanonik) sohalar deviladi.
Biz 2.2-paragrafda bu s i izigli
, 9 2-paragrafda bu sohalarning kasr-chiz av i
g sohale : zigli avio zmlarini his
g ] morfizmlarini hisoblagan

edik.

6.5.2-t As : ' ‘
teorema. Asosiy (kanonik) sohaning har qanday avtomorfizmlari kasr

chizegly bo ladi.

Ishot. Teoremani 3 holda ishotlaymiz,

1-hol. Et‘ngnylirilg:m kompleks tekislik. Aytaylik, ¢ T o T avtomotnm
biror =, € C mugtani ~ € C mqtaga akslantivsin. U holda > funksiya C\ {; }
sohada golomorf bo'lib. 2, nugtada quthga ega bo'ladi. S

Agar gqutbning tartibi n = 9 ho'lsa. u holda qutbning atrofida funksiva hir
varaqli bo' lmaydi. Shuning uchun 2 nugta 2 funksiyaning I-tartibhi quthi 1);)'1-1(11
3.15.2-tcoremaga ko'ra o(2) funksiva quyidag) ko'rinishda ho'ladi: T

b, 2y # ¢ bo'lsa.

pe)=q T

az +0b, 2y = oc bolsa,
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bu yerda a. b— o*zgarmas sonlar.

2-hol. Ochiq komplcks tekislik. Bu holni birinchi holga keltirish uchun har
qanday p : C — C avtomorfizmni F(oc) = o deb olib, 7 : C — T avto-
morfizmgacha davom ettirish mumkinligini ko rsatamiz. Dastlah. bunday davom
ettirishning = = 00 nuqtada uzluksizligini ko'rsatamiz, ya'ni har qanday z, = o
ketma-ketlik uchun ¢ (z,) — oo bo'lishini tekshiramiz.

Hagigatdan ham, agar {;(za)} ketma-ketlik 00 ga intilmasa. bu ketma-ketlik
chegaralangan qismiy ketma-ketlikka ega bo'ladi. Bu qismiy ketma-ketlikdan esa
biror wy € C nuqtaga yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Bu
holda teskari akslantirish ;7! : C = C wy nuqtada uzilishga ega bo'ladi. Demak.
7 akslantirish z = oo nuqtada nzlnksiz. Bundan csa, 7:3 funksiyaning = =
~c nugtaning o'yilgan atrofida golomorf ckanligi va z = oc nuqtada bartaraf
ctiladigan maxsuslikka cga ckanligi kelib chigadi. Demak, 7 funksiva z = oc
nuqtada golomorf. Yuqoridagl mulohazalarni @ ! C = C -teskari akslantirishga
qo'llab, @ : C = C, F(o00) = o shartni ganoatlantiruvchi avtomorfizm ckanligini

hosil gilamiz. 1-holga ko'ra b;\mday avtomorfizm chizigli bo*ladi, ya'ni
¢(z) = az+bla.beC).

3-hol. U birlik doira. Aytaylik, ¢ : U — U avtomorfizm 0 € U nugtani
biror w, € U nuqtaga o'tkazsin. wy nugtani 0 nuqtaga akslantirnvehi U doiraning
kasr-chizigli avtomorfizmlarini qaraymiz:

w— wy

E=A(w)= T—mw

u holda ushbu f : Age : U = U avtomorfizm nolni nolga o'tkazadi. Barcha : € U
nuqtada |f(z)| < 1 bo'lgani uchun Shvarts lemmasiga ko'ra, U doirada | f(2)| < |2]
bo‘ladi.

Endi Shvarts lemmasini z = f~1(€) avtomorfizinga qo'llab, barcha § € U uchun
|/71(6)] < [€] bo'lishini hosil qilamiz. Agar oxirgi tengsizlikda € = [ (2) desak,
u holda U doirada |z| < |f (2)] tengsizlik o'rinli bho'ladi. Natijada, U doirada
|f (2)| = |z| bo'lishiga cga bo‘lamiz. Yana bir marta Shvarts lemmasini qo‘llasak,
f(2) = ¢”2(0 € R) bo'lishini olamiz. U holda, ¢(2) = Alo f(z) = A }e2)
ho'ladi, ya'ni p— kasr-chizigli akslantirish. 0

T ot S 4 T - Sty A — gy ot W] 8 -
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2.2-paragrafda olingan natijalarni inobatga olib. asosiy (kanonik) sohalar av-
tomorfizmlarining quyidagi tavsifini olamiz:

AutC - {z = a—:—j—l;.n.b. cr.deC.ad - be # 0} .

ez + d

AutC = {:r—-)n:+h.a.b€C.n #0}.

e (™

i-t—a
AutU = {: - r"'-l—:.—--ﬂ eC.reR < 1} .
6.5.3-tcorema. Har il asosiy sohalar bir-biriga izomorf emas.

Isbot. Yopiq kengaytirilgan kompleks tekislik T ochiq C kompleks tekislik
va U toplamlarga gomeomorf emas. Shuning uchun T tekislikni € va U doiraga
konform akslantitib bo'lmaydi.  Ochiq kompleks tekislik € ni U birlik doiraga
akslantiruvehi izomortizm mavjud emas. Agar bu izomorfizm mavjud bo'lganda
cdi n chegaralangan butun funksiya vordamida berilgan bo‘lar edi. Liuvill tcore-
masiga ko‘ra bu butun funksiyalar o'zgarmas holadi. O

Asosiv(kanonik) sohalar bir bog lamli soha bo'lib, C-yopiq kompleks tekislikn-
ing chegarasi bo'sh to‘plam, C ochiq kompleks tekislikning chegarasi bitta nug-
tadan, U birlik doiraning chegarasi cheksiz ko'p nuqtadan iborat bo‘ladi.

Bu paragrafda. har qanday bir bog'lamli sohaning asosiy(kanonik) sohalarn-
ing biriga izomorf ekanligi hagidagi konform akslantirishlar nazarivasining asosiy

teoremasini ishotsiz keltiramiz.

6.5.4-tcorema. (Riman). Chegarasi bitta nugtadan ko'p nugtani o'z ichiga ol-

gun har ganday bir bog lamli ) soha U birlik doiraga izomorf.
Riman teoremasining isboti [1. 232-bet] kitobda keltirilgan.

6.5.1-natija. Chegaralari bittadan ko'p nugtani o'z ichiga olgan har ganday ikite

bir bog-lamli sohalar o‘zaro izomor}.

6.6 Simmetriya prinsipi

Bu paragrafda simmetriya vordamida analitik davom cttirish usuli

organiladi. Bu nsul Riman-Shvartsning simmetriya prinsipi deb ataladi. u to'g'ri




| ol
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chiziqga nishatan simmetrik sohalarni birini ikkinchisiga akslantiruvehi konform
akslantirishlarni topishda ko'p qo'llaniladi.

Dastlab. kesma orqali golomorf davom ettirsh haqidagi lemmani isbotlaymiz.

6.6.1-lemma. Aylaylik. | lo‘g'ri chizig D C C sohani kesib o'tsin. Agar f(2)
funksiya D sohada uzluksiz va D\! da golomorf bo'lsa. u holda f (2) funksiya D

sohada golomorf bo'ladi.

Isbot. f(z) funksiva D sohada uzluksiz bolganligi sababli uning 1) sohada
golomorf ekanligini ko'rsatish nchun Morera teoremasiga ko'ra ixtivoriy A € )
uchbirchak uchin [ f(z)dz = 0 ckanligini ko'rsatish yetarli. Agar INA - @

dA
bo'lsa, Koshi teoremasiga ko'ra [ f(z)dz = 0 bo'ladi. Demak. INA # @ bo'lgan
ZAY
holni garashimiz kerak. ﬂZ # @ bo'lib. [ to'gri chizig A uchburchakni Ay va

As ho'laklarga ajratsin. U holda integralning additivlik xossasiga ko'ra

JECEE [ e+ JICE

i oA, AW

bo'ladi. Bu tenglikning ()‘lpg tomonidagi integralning har biri nolga teng ckanligini
ko'rsatamiz. A va A, ho'laklardan bittasini olib uni yana A bilan belgilayvmiz. {
togri chiziqg va | to'g'ri chizigdan h masofada bolgan hamda unga parallel ho'lgan
to'g i chiziglarning A bo'lakdan ajratgan trapetsivani T), bilan belgilavmiz. A, =

A\T, bo'lsin (57-chizina).

57-chizma
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Umumiylikka zid bo'Imagan holda [ to'g'ri chizigni haqigiy o'yqa parallel deb

olamiz. Koshi teoremasiga ko'ra f f(2)dz = 0 bo'ladi. Shu sababli
AV

[1s = [ recriz+ [ sz = [ seeris (69)

AN OTw IAYY aT,
tenglik o'rinli bo'ladi. Ty, trapetsivaning asoslari 7' va 7" bo'lib. Y] < |"| bo'lsin.
Ravshanki. i1 = 0 intilganda Tp trapetsiyaning yon tomonlari unzunliklari va 4’ va
~" asos uznnliklarining avirmasi nolga intiladi. f(z) funksiva A da chegaralangan

ho'lganligl nchun

/f(:)d: = /f(:)d:+/f(:— ih)dz < O(h) =

oy,
- / {/() = J(= = i)} d= + O(h) (6.10)

tenglikni hosil qilamiz.  f(2) funksiva A da tckis uzluksiz bo'lganligi uchun
(6.10) tenglikda integral ostidngi funksiya nolga intiladi. Shuning uchun f(2)
funksivadan d7;, bo'vicha olingan integral i — 0 da nolga intiladi. (6.9) tenglik-
dan bu integral i ga bog'liq emas. Demak, f(z) dan 97T}, bo'vicha olingan integral
nolga teng. U holda (6.9) tenglikdan f(2) funksivadan A bo'vicha olingan inte-
gral nolga tengligi kelib chiqadi.
Agar A uchburchak [ to'gri chiziq bilan faqat tomonlari yoki uchi bilan ke-
sishsa [ f(z)dz = 0 bo'lishini ishot lash soddalashadi.
NA
O

6.6.1-izoh. Hagiqiy ozgaruvchili differensiallanuvchi  funksiyalar  uchun
yuqoridagi lemma o'rinli emas. Masalan. f (x) = |z| funksiya (~1.0) va (0,1)

intervallarda differensiallanuvchi. lekin (=1.1) intervalda differensiallanuvvchi

emas.
Endi simmetriya prinsipini keltiramiz.

6.6.1-teorema. (Riman-Sh‘ua'r'ts). Aytayhik, D, C C va 1y C T sohalar beril-

aan bolib. D, chegaraning bir gismi 1y to ‘g'ri chizig kesmasi yoki aylana yoyidan
[} 1 ! L Y oy




216 BOB 6. ASOSIY GEOMETRIK PRINSIPLAR

ADy chegaraning bir qismi esa 4o to'g'ri chizig kesmasi yoki aylana yoyidan iborat
bolsin. D} soha v ga nisbatan Dy sohaga, Dj soha v, ga nisbatan Dy sohaga sim-
metrik hamda Dy (D} = @ = Do\ D; bo'lsin. U holda agar fi(z) funksiya D,
sohani D, sohaga konform akslantirsa va fi(m) = 712 bo‘lsa, bu funksiya v orqali
D; sohaga analitik davom eladi va davom etgan funksiya Dy\Jn U D) sohani
D2 U2\ D; sohaga konform akslantiradi (58-chizina).

58-chizma

Isbot. 1-hol. Dastlab, 71 va 92 haqiqiy o‘qda yotuvehi kesmalar ho‘lgan holni

qaraymiz. Quyidagi funksiyani (qaraymiz:

F(z)= {fl() GDIU:YI
: f[( ), ZEDl.

Ji{m) = 7 bo'lganligi uchun ixtiyoziv @ € 7, nuqtada ]im F(z) = lim F(z)
.€D| D
boladi. Bundan esa ['(z) funksiyaning D |Jv U D} sohada uzlukslzhgl kelib

chigadi. Bundan tashqati F(z) funksiya Dy|J D} da golomorf bo'ladi. Buning
uchun F(z) funksiya ixtiyoriy ¢ € Dj nuqtada golomorfligini ko'rsatish kerak.
fi(z) funksiyani @ € D) nuqta atrofida Teylor qatoriga yoyib F(z) funksiva uchun
a € D; nugta atrofida Teylor gatorini hosil gilamiz: '

x e 9

Fz)=TN2) =Y culz—a)" =) fufz - a)".

n=0 n=0

Demak, F(z) funksiva 6.6.1-lemmaning shartlarini qanoatlantiradi.  6.6.1-
lemmaga ko'ra F(z) funksiya Dy [Jv1 |J D sohada golomorf yasalishiga ko'ra bhu
funksiya Dy |Jm U Dj sohani bg U2 U D; sohaga konform akslantiradi.

2-hol. Umumiy hol kmr-chizi(i]i akslantirish yordamida 1-holga keltiriladi
1]. 0
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6.6.1-misol. Simmctriya prinsipidan foudalanib
={0<Rez< 1 ¢ {Re: =.—‘ 2<Imz < oc}}
sohani {lm w > 0} yugqori yarim tekislikka konform akslantiruvchi funksiyani top-
mny.
Yechish. Quyidagi D = {0 < Rez < %} sohani qaraymiz. Bu soha

wy = i3, wy = 2wy, wy =" (6.11)
akslantirishlarni birin-ketin bajarish natijasida Gy = (Imwy > 0} yuqori yarim
tekislikka konform akslanadi. (6.11) akslantirishlarning bajarilishi jarayoni 59-

chizinada tasvirlangan.

\]
¥/
X7
v Vi s~ " >
Vst PETTEI
//;C; A A
!
o
l ERC 7 5 s
R IR ' /"/ /v,’{',/r/,
IIJi“_IixJ‘, |gl ‘.i!'” 2 ,//// L
. -'.e""" [7] 8
59-chizma

Uy 2EiS
Simmetriva prinsipidan foydalanib, berilgan soha wy = " = ¥ = ¢ miz

funksiva vordamida

—dx
G = {w; ¢ [-e . 4+00)
sohaga konform akslanishini topamiz. Bu & soba
wy=wg+ e w= . V-1=i

akslantirishlar yordamida {lmw > 0} yuqori yarim tekislikka akslanadi. Demak,

berilgan sohani yuqori yarim tekislikka konform akslantiruvehi funksiva ushbu
2w i c-

ko'rinishda bo'ladi.




Misol va masalalar

6.6.2-misol. Simmetriya prinsipidan  foydalanib, quyida  berdgan sohalarn

{Imw > 0} yuqori yarim tekislikka konform akslantiruvehi funksiyane toping. Index

1. D=C\({[-1.2}u {[-i:4}).
2. D=C\({[-1.1]}u {[-i-2i]}).

3. D={z€C:|z|>1 z¢[-2-1]. = ¢ [=2i;—1]. z ¢ [1:2]}.
). D={z€C:|z| <2 z¢{[-1:2u[-i:i]}}.

Abel teoremasi. 120
analitik funksiva. 184
angarmonik munosabat, 69

argiment prinsipi. 199

avlanaga nishatan simmetrik nugtalar.

65

holakli sillig vol. 31
boshlang ich funksiya. 97

butun funksiva, 156
chizigli funksiva, 57
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golomorl funksiva. 50

golomor! funksivalarning xossalari, 1206
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