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Taqrizchilar: A. S. Soleyey — Alisher Navoiy nomidagi

SamDU algebma va geometriya kafedrsi mudin,
fizikn - matematika fanlan dokion, professor;
T. S. Magsudoy — Samarqand shahar 1-son
fizika-matematika litseyi direktord, fizikn-
matematika fnlari nomezods, dotsent;

0. L. Musurmonoy — pedagogika fanlari nom-
zodi, dotsent.

Mulumotlar to°plamida matematik analizning ssosiy bo'limbaridan biri
bo‘l_g.m funksiyalar va ulaming grafiklarini chizish bo'yicha zarur materiallar
Io‘liq kghinlgan va o'quvchi, amaliyotdi uchrsydignn tekshinshning givinlik
dara,;agn har xil bo'lgan funksiyalaming grafiklarinl clementar yo'l bilan
v hosila yordamida chizish usullar o' risickags ma'lumotlar hagda maviud
ko'p sonli kitoblarga murojant gilmasdan, ushbu qo*Hanmadan foydalanishi
mumkin,

Ma'lumotlar to'plamidan smatematikos, smexanikos, suamaliy
matematika va informatikas hamda barcha texnik yo'nalishagh bakalaviatun
lnl.'l'bulan. akademik litseyinr, kasb-hunar Kollejlari tlabalurd, o' rta umumiy
ta’lim makiablart o'quychilarni, shuningdek, matematikis fant o'gltevehilan,
muhandislar ham go*llanma sifatida foydalanishlari mumkin,
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O'zbekiston Respublikasining «Ta'lim to'g'risidasgi qonuni va
«Kadrlar tayyorlash milliy dasturi» uzluksiz ta'lim tizimini isioh
qilishning yangi davrini ochganligi tabiiydir,

Uzluksiz ta’lim tizimi har bir bosgichining o'ziga xos
xususiyatlarini hisobga olgan holda ular uchun o'quyv adabiyotlarini
varatish zaruriyati kelib chigdi, Ana shu magsadda Respublikamizda
«Uzluksiz ta'lim tizimi uchun o‘quy adabiyotlarining yangi aviodini
yaratish konsepsiyasis ishlab chigildi va hozirgi vagtda u amalga
oshirilmoqda. Konsepsiyada foydalanishga qulay bo'lgan, muayyan
fanni o'zlashtirish uchun zarur bo'lgan ma'lumotlar, ilmiy
ko*rsatkichlar va o'lchamlar, turli belgilar, gisga ma'lumotlirdan
tashkil topgan daviat nashri — ma’lumotlar to'plami (ma’lumot-
nomalar) muhim ekanligi ko'rsatilgan.

Mualliflar «Funksivalar va grafiklars mavzusini tanlab, shu
mavzuda ma'lumotlar to*plami tuzishni magsad qilib qo'yar ckanlar,
quyidagilarga alohida e‘tibor qaratishdi: ma‘lumki, funksiyaning
berilish usullari har xil bo'ladi, Ular analitik usul, jadval usuli,
s0'z bilan ifodalash usuli hamda grafik usullardir. Ba'zan grafik vsul
funksiya berilishining yagona usuli bo'lishi ham mumkin, U fizika,
texnika, tibbivotda qo'lanilib, ko'pgina o'zi yozadigan asboblaming
ishiga asos bo'ladi ham. Lekin funksiya berilishining grafik usuli keng
targalganligiga qaramasdan, funksiyalarni tekshirishda matematik
analiz tushunchalarini go‘llashga bag‘ishlangan ma’lumotlar
(o*plamini o'z ichiga olgan adabiyotlaming yetarli darajada emasligi
ko‘zga yagqol tashlanadi. Masalan, 1P Gurskiyning «@yHximH #
nocrpocHy rpadmkons, LX. Sivashinskiyning «IcMCHTAPHME
(iyrximn 1 rpadmxies N.N. Shundaning «@yHxin u rpadmku»
(ukrain tilida) kitoblarida, asosan, funksiyalarning grafikiarini
clementar matematika tushunchalari vordamida yasash usullari bayon
gilingan bo'lsa, NJA, Virchenko, 1.1. Lyashko, K.1. Shvesoviarning
«papuky dynkumit, Cnpasounuk.», R.B. Rayxmistning
«pacbuxn hynkumi, 3anaun 1 yopaxkuenus.», V.V. Vavilov va
boshqalarning «3anaun no maremaruke. Hauana ananusas
kitoblarida funksiyalarning grafiklari ham clementar matematika
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T= ta*ell A A todpliomping T B st 3 1 plamning
ham elemonth Bet i, A4 0 e e plniag gimd Yokt glsmiy
fopland Croplamoxtly et atalnedd v A 0 Kbl Dbty €1, 1-
chizma): Bu oy idagiohin o clac o B0 phmms At plamnt o 2 fehiga
oladis,

Estatmn, Bo'sh o plam har qanday A b plvmming qism
ol Isobbanadss 3 0 A4 Fae guanday A4 o plam o' z-o'2ining
Qism o' plami hisablanadi: A ¢ A

Misollon D A= {L LS T et 2 L4 5 67 8
bo'lsi, t' el ko'sl Ao 8 bo'lndi;

1-chizmu,

(1)

o

-

1.2.- chizma,

2) a, b, ¢ uch clementdan iborat bo'lgan to'plam berilgan
bo'lsin. Bu 1o'plamning hamma gism to'plamlan quyidagicha bo'ladi:
@ bo'sh to'plam; bir elementli {a), {#), {¢} to'plamlar; ikki
elementli {a, b}, {b, ¢}, {a, ¢} 1wo'plamlar va berlgan (a, b, ¢}
to'plamning oz,

2- ta'rif, Agar A w'plam B to'plamning qismi, B to'plam A
to'plamning gismi bo'lsa, ya'ni A < B, B < Abo'lsa, u holda A va
Bio'plamliar bir-biriga teng deyiladi va A = B kabi yoziladi. Masalan:
A={1, -1}, Bio‘plam esa ushbu (x- 1P({x+ 1)’ = 0 tenglamaning
barcha haqigiy ildizlandan tashkil topgan bo'lsa, ravshanki, 4
to'plam B to'plamga teng bo'ladi.

2. To'plamlar ustida amallar.

3- ta'rif. B ixtivoriy to'plam bo'lib, A to'plam uning biror
qismi bo'lsin, #to‘plamning A ga kirmagan barcha elementlaridan
tashkil topgan to‘plam A ning B ga gadar to ldiruvehisi deyiladi va
u CA) kabi belgilanadi (1.2- chizma)., Masalan, A= (2, 4),
B={1, 2, 3, 4, 5, 6} bo'lsa, u holda CyA) =(1, 3, 5, 6}.

b

- ——

4- ta'rif. A va B ixtiyoniy to‘plamlar bo‘lsin. Agar C to'plam 4
va B to‘plamlarning barcha elementlaridan iborat bo’lib, boshga
clementlari bo‘imasa, u holda C to'plam A va B to'plamlarning
Vi ‘indisi ( birfashmasi) deyiladi va A B= C kabi belgilanadi (1.3-
¢hizma),

1.3.- chizma.

Eslatma. Shuni qayd qilib o'tish kerakki, agar biror element
ham A4 to‘plamga, ham B to'plamga qarashli bo‘lsa, bu element €
1o‘plamda bir marta hisoblanadi.

Yugondagi 4- ta‘rifdan to'plamlaming quyidagi xossalari kelib
chigadi:

" AVA=A 2. AUB=BUAI AvuB=A

4", Agar A c Bbo'lsa, 4 U B = B bo'lad.

Misollar; D A=1{0,2 4,6, 8, 10}, B={l, 2, 3, 4, 5, 6)
bo'lsa, C=Avw B=1{0,1, 2, 3 4,5, 6, 8 10) bo'ladi.

D A=1{1,35 7.9, ..2n=1, ..}, B={2, 4,6, .. 2n,
) bo'lsa, C=AuwB={l2 3 45,6, .., n ..} bo'ladi

5- ta‘rif. A va Bto'plamlaming umumiy elementlaridan tashkil
topgan to‘plam A va B to‘plamlarning umumiy gismi yoki
ko'paytmasi (kesishmasi) deyiladi va C = A n B kabi belgilanadi
(1.4~ chizma).

To'plamlarming quyidagi xossalari 5- ta‘rifdan bevosita kelib
chigadi:

S5 AnA= A . AnB=BnA T An@ =0,

8°. Agar A c B bo'lsa, u holda A n B = A bo'ladi,

Misollar 1) A4 = (£2, #4, 6, 38, £10, ..}, B ={z3, 26,
+9. +12, ...} bo'lsa, C= A n B {26, 12, ...} bo'ladi;

DA=1{1,3,5 7,9 B=1{2,4,6, 8} bo'lsa, AnB=01
bo'ladi,

Eslatma. Biz to'plamlarning yig'indisi hamda ko'paytmasi
ta'riflarini ikkita to‘plam uchun keltirdik. Agar A, A,, ... A,
to‘plamlar berilgan bo'lsa, ularning yighindisi 4, w A, U ., U A
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1.6~ chizmn.

hamda ko'paytmasi A, n 4, n ... A _ham yugondagiga o' xshash
ta‘riflanadi.

6- ta'rif. A to‘plamning B to'plamgs tegishli bo'lmagan barcha
elementlaridan tuzilgan Cto'plam A va B to'plamlarning avirmasi
deyiladi va C = A\B kabi belgilanadi (1.5~ chizma). '

To'plamlarning quyidagi xossalari 6« ta‘rifdan bevosita kelib
chigadi;

P.A\G=A 0. 2\A=2. 11", A\A=2.

Misollar: 1) A ={1, 2, 3,4, 5,6, 7}, 8= {0, 2, 4, 6, 8)
bo'lsa, C= A\ B = {l, 3, 5, 7} bo'ladi;

2) A = {£2, 14, 6, 48, ...}, B = {23, 26, 49, £12, ..)
bo'lsa, C= A\ B = [+2, +4, £8, 10, ..} bo'ladi,

T-ta‘ril. A to'plamning B to'plamga tegishli bo'lmagan
elementlaridan va B1o'plamuing A to'plamga tegishli bo'Imagan
elementlaridan tuzilgan € o'plam A4 va B 1o'plamlarning
simmetrik ayirmast deb ataladi va €' = A A B kabi belgilanadi,
ya'ni AAB = (A\B) v (BA) (1.6-chizmn).

8

Misollar D A={1,2,3,4,56,7), B= (6,7, 8,9, 10}
bo'lsa, AAB=(1,2,3,4,5} v {8,9,10) ={1,23,45,809,
1)} bo'ladi;

2 A=1(2, 4,6, 8, 10,12, ...}, B={3,5, 7,9, 11, .i}
bo'lsa, AAB = (2, 4, 8, .Jul3, 5 7.9 ..} = {2, 3,456,
7, ...} bo'ladi.

8- ta‘rif. Birinchi clement X to*plamga va ikkinchi element Y
(o‘plamga kirgan barcha (x, y) juftlardan iborat bo‘lgan nugtalar
to'plami X va Yto*plamlaming Dekart (1o g ‘ri) ko ‘payimasi deyiladi
va u [X,Y] yoki X x Y kabi belgidanadi, ya'ni C= Xx ¥ =
= {(x, y)xe X, ye 1.

Eslatma. A to'plamning o'z-o‘ziga Dekart ko'paytmasi
quyidagicha belgilanadi:

AxA =4 = {{x. Wixc 4, ye A}

Misollar 1) A = {a, b, ¢}, B = {a, B} bo'lsa, u holda
Ax B = {(a,0), (a,B). (ba), (b,8). (c,0), (¢,B)) bo'ladi;

D A=1{0,1,2 3 4.5 6,7, 8, 9) bo'lsa, A to'plamning
A= A= A? Dekart ko*paytmasi 100 ta elementdan iborat bo'ladi.

Ax A= A2 {(0,0), (0,1). (0,2), (0.3), ..., (9,7), (9.8), (9,9)).

3. Sonli to*plamlar. Sanog uchun ishlatiladigan sonlar natural
sonlar deb ataladi. Barcha natural sonlar 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9 ragamlari yordamida hosil gilinadi, Natural sonlar to*plami

N={1 2 3, ..,n0.)
kabi belgilanadi.

Ishorasi natural sonlarning ishorasiga qarama-garshi bo‘lgan
sonlar manfiy natural sonlar deyiladi. Barcha manfiy natural sonlar,
nol soni va barcha natural sonlardan iborat to‘plam butun sonlar
fo‘plami deyiladi va v, odatda,

Z=\{..,-n; ...=3,-2,-1,0, 1,23, ....m ..}

kabi belgilanadi.
Ravshanki, natural sonlar to‘plami butun sonlar to‘plamining

gism to'plamidir; Nc Z
Qisqarmaydigan kasr ko'rinishda tasvirlanadigan har bir son
ratsional son deyiladi. Barcha ratsional sonlar to'plami

Q={x:x=§.pe Z,qe N}

kabi belgilanadi.
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'\L"gﬁ‘uzmmnning har bir par'agmﬁda.. #vvalo, Mavzuga tegishi
ta'riflar. tushunchalar va mtsdquar benlgaq boib, ularning par
biriga misollar vechib ko‘nml_llsan Vﬂ'mystaqul :;hmgh uchun vetarli
darajada misol va 'ma_salnlur Javoblari l?xlan bcnlg;m. b s un it
o'quv qo'llanma sifatida ham foydalanish MumKinligin; anglatadi.

Mualliflar ushbu go'llanmaning kompyuyter varianting tayyor-
lashda o'z hissisini qo'shgan magistriar A, Otaboyevy yq F. To'myevagy
o'z minnatdorchiliklarini bildiradilar. ‘

Mualliflar, o'zlarining kitobni Yozishdagi mehnatlari keng
kitobxonlar ommasi uchun fp,vdah bo‘lagll deb umia bildiradilar
va ularning kitob sifatini yaxshilashga garatilgayy ﬁkr-mulohnmmn‘ni
mamnumiyat bilan gabul giladilar,
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Mualliftar

I 'bo b, FUNKSIYALAR HAQIDA ASOSIY
TUSHUNCHALAR

I- §. TO'PLAM TUSHUNCHASI.
TO*PLAMLAR USTIDA AMALLAR

L. To'plam tushunchasi, «To'plams tushunchasi matematikaning
'rifsiz qabul qilingan asosiy tushunchalaridan biri bo'lib, ba‘z
belgilariga asosan birgalikda Garaladigan obyektlar YoKi narsalar
(predmetiar) majmuasidir. To‘plamni tashkil qtluvehi har bir
Obyekt yoki narsa uning «clementis deyiladi, To'plam tushunchasi
misollar yordamida tushuntiriladi. Masalan, Samargand shah ridagi
umum 1a’tim maktablari, Quyosh sistemasidagi planetalar, barcha
fatural sonlar, barcha t0°g"ri kasrlar va hokazolar to'plamni tashkil
eladi,

To'plamlar lotin voki grek alfavitining bosh harflari bilan,
ining clementlari esa kichik harflari bilan belgilanadi. Masalan,
A BCCoD X, Y, Z lar bilan w'plamni, a, b, ¢, 4. big RNy ¥
lar bilan csa to’plamning elementlari belgilanadi.

Agar A to'plamning elementi o bo‘lsa, ¢ & A kabi yoziladi vy
“a clement 4 to'plamga tegishiis deb 0'qtladi, Aks holda, ya‘ni o
clement 4 lo'plamga tegishli bo‘lmasa, unda ¢ ¢ A kabi yoziladi va
“a element A to'plamga tegishli emase deb o'gitadi. Masalan,

A={]35s 7.9} bo'lsa, u holda Jed 2¢ A

Chekli sondagi elementlardan tashkil topgan to'plam chekli
10°plam, cheksiz sondagi elementlardan tashkil topgan lo'plam
€54 cheksiz 10 ‘plam deb araladi. Masalan, Samargand shahridagi
Hmumiy o'rta ta’lim maktablari to‘plami chekli to*plamni, to'g'n
Kasrlar to'plami esa cheksiz to'plamni tashkil etadi.

Bitta ham clementga ega bo‘imagan to'plam bo sh 1o plam deyiladi
Va 2 kabi belgilanadi. Bo'sh to*plamlarga Quyidagilar misol bo'la
Oladi; a) x24 1 =0 tenglamaning haqigiy ildizlari to'plami; 4)
O'zaro parallel ikkita turli 10'g*ri chizigning umumiy nuqtalari
10°plami; o) 741 <) tengsizlikning yechimlari to'plami va h.k

Ko'pincha, lo*plamlar, ularning elementlasi chekli voki cheksiz
bo'lishidan Qat’iy nazar, simvolik ravishda doirachalar bilan
5




Ravshanki, Z< Q, demuk. N Q chunks, N ¢ 2 Jlumindan
agar ¢=1 bo'lsa, N < O bo'lad, :
b.Mqtcmaukac!n faqat ratsional sonlar bilan s, bulk| Boshigscha
:gr::)tll]ni Sl;)i?lbu:ﬂt')ll(l;‘n ham ish ko' fishgn 1R Keladi. Masalan: o)
N irlikka ter‘)g.bo'_lg;m kviadral dingonalining nzunliging
topish talab gilingan bo {sm. Pifagor teoremuasiga asowig, g )1 =2
r'son butun son b.o‘lsshi mumkin emis, chunky 19, 20=4.
3*=9 va hk. r soni Kasr son ham bo'lishd mumkin emas ngar

"=: gisgarmas. kasr bo'lsy (bu yerds gel), 1 holda ~° :'
/

ham gisqarmaydigan Kasr bo'ladj PDemak, "5 butun son
bo'lmaydi, shuning uchun y 2 24 teng bo'lishi 'llllllllll‘ill emas,
Shunday qilib, kvadrat lll.‘lg_nnnluug wzanlig J-’ i reng:

b) aylana vzunligining dinmetrga nisbating ifodulovehi x sonini

/)

q ko rinishida tasvieksh mumkin emas

o d) uslhbu ?-“”_0““""”--. Kasrdn birinehi | ragamidan keyin
itta nol, ikkinchi 1 ragumidan keyin ikkita nol, uehinchi |
ragamidan keyin uchta nol turibdi va b k
Yuqoridagi a), b) va d) hollardagi keltiri
NVLGEELR) DI ardagi keltirilgan sonlar, ya‘ni
cheksiz o'nli noda‘vny Kasrlar, irratsional somlar deviladi va
imatsional sonlar toplami / bilan belgilanadi '
Ratslor}al va irratsional sonlar to'plamining birlashmasi hagigiy
sonlar deyiladi va R bilan belgilanadi, ya'ni g' - Oul
Osonlik bilan ko'rish mumkinki ( '
i, R"\NQ=/, R'\I=Q,
R'-’\Q;o. ONI=2, IR, OcR bo'ladi, i AR
4. Son o'qi. Biror /10°g*ri chiziada ixtivor i ’
1qda ixtiyoriy O nugtani belgilab
(0' m;q;,u sanoq boshi), so'ngra [0:1) birlik kesmani vanlaymiz va
yo nalisini I.Jc.lglla):mw. Bur}day holda koordinata to'g'ri chizig'i,
yam sen oqi bepl.gan deyiladi (1.7- chizma), Har bir natural
yoki kasr songa t0°g'ri chizigda bitta nugta mos keladi. Masalan, $
soni berilgan bo'lsin. O nugtadan (sanog boshidan) berilgan

A B’ O

oddiy kasr, yi'ni

1

vo'nalishda birlik kesmani 5 marta go'yamiz. Natijjada, A nugtani

hosil gilamiz, bu nugta 5 soniga mos keladi. 317 sonini olaylik, O
nuqtadan berilgan yo'nalishda birlik kesmani 3 marta, so‘ngra

birlik kesmaning ; gismini go'vamiz. Natijada B nuqtani hosil

gilamiz. Bu nugta 3-'7- soniga mos keladi.

Agar [ to'g'ri chizigning M nuqtasi biror r songa mos kelsa,
bu son M nugtaning koordinatasi deviladi va u M (7) kabi belgilanadi.

: : : A 3 I
Masalan, Ava Bnugtalarning koordinatalan mos ravishda 3 va 3 g

sonfaridan iborat bo'ladi, ya‘ni A(5), B(3}). Sanog boshi O

nuqtaning koordinatasi nol sonidan iborat bo'ladi: (X0).

Endi birlik kesmani O nuqtadan boshlab berilgan yo'nalishga
qarama-qarshi yo'nalishda 5 marta qo‘vamiz. Sanoq boshi 0 ga
nisbatan A nugtaga simmetrik A" nuqgtani hosil gilamiz, A
nugtaning koordinatasi —3 soni bo'ladi, ya'ni A’ (—5). Shunga

o'xshash, B nuqiaga simmetrik B nugtaning koordinatasi —3 ;

: et | | - .
soni topiladi. 5 va —3, 3 5 VB~ 3 » sonlan, mos ravishda, garama-

qurshi sonlar deb ataladi. Koordinata to'g'n chizig'ida berilgan
yo'nalishda joylashgan nugtalarga mos keluvchi sonlar musbar sonlar
deyiladi. Koordinata to'g'n chizig'ida berilgan yo'nalishga qarama-
garshi yo'nalishda joylashgan nuqtalarga mos keluvchi sonlar manfiy
sonlar deyiladi.

Eslatma. Koordinata boshi O nugtaga mos kelgan ,,0" {nol)
soni musbat ham, manfiy ham hisoblanmaydi, v koordinata to'g'n
chizig'idagi musbat koordinatali nuqgtalarni manfiy koordinatali
nugtalardan ajratib turadi,

Koordinata to'g'ri chizig'idagi berilgan vo'nalishni (edatda u
o'ng tomongs yo'nalgandir) musbat, berilgan yo'nalishga qarama-
garshi yo'nalishni esa manfiy vo ‘nalish deyiladi,

5. Sonli oraliglar. o< shartni qanoatlantiradigan @ va & sonlarm
olamiz va wlarni koordinata 1o'g'n ¢hizighida nugtalar bilan

,\u'-ﬂ. ------- ‘e




Amalda ,interval®,  kesma®, ,yvarim interval®, (nur® atama- Mustagil yechish uchun berilgan masalalarning javoblari

larina ko*pincha bir nom bilan ,sonli eralig” deb ishintilady, 1. AUB {2.4.6,8,10,12,16}.
Uf.\hqlu; turi | Geometrik tasviri ﬁclgilam-.hi Tengsizliklar | A \8 {2'6' |0}. N=“2' '6}’
ordamidn yozilishi | AN B ‘4;8,'
. . ] 2. AUB (135,679, ...},
Ay e, [\ ok AnB(3927, .. ).
Kesmma =¥ " [Tab] T ‘ ANB={1,57,...], B\A=1{6,12, . .}.
| | e — | 3. AUB=(—4.2,3), An B={2], A\B=(—4}.
Y.ufm Tmcnal = 2o (i, 0] ( / 3. AUB=|—22). A B=(2), A\B= {2}, BA=O.
Yarim interval | g " [ [1.0) wsxeh 5. AUB=|x:0<x<3}, AnB=(x:1<x52},
i =Py = A\B={x: 0< x<1}, B\A={x2<x< 1}.
e i - (=ob] Ivsh AAB={x:0< x<1,25 x5 3).
—_— S , . 6. AUB={x; —< xSsea), AN B={x:0<x< 1},
Ochig nur _.n;m_. (a,4m) | (>0 A\B={x: 1< x<3}, B\A’:(Xl—“’(x<0. 3Sx < aem).
'Ur)mi mar ——";,—* (~eh) Fi<h | AAB={x -=< x<0, 1S XS =<},
[Sono'al ) [ 1T v (o ) 7. AUB=(1,2,34,5), AnB={34,5}, A\B=(3,4)u (4,3),
— S| > | : B\A={1,2}, AAB={1,2} u(3,4) v (4,5).
: 8. AuB={—1,0,1,2,34,56,7}, A B={1.2,3},
Mnstaqil yechisll uchun misollar. BCTIIS&'"‘I Ava B m‘plnmlarga A \B""—l.O). B\A =l4'516'7}' AAR ={'—l~0.4.5'6.7,-
ko' AUB, An B, /’\B. B\A ‘O.Pl(|’"'ami loping: : 9, AJB:I—3‘4]~ AnC=2,
1. 4={2,4,6,8, 10}, B={4,8, 12, 16}. AU (B O=[—3.2]U(3;4], (AUB) ~ C=[0;2]n [3;5]=@.
2.A=“.3.5.7.9.....2!!—'....}.8“{3,6.‘.).. ...‘N....]. 10. A('\B)=o, /'('\C:N. (AUB)"\C‘:ZI'\N'—'N
3. A={x(x—=2x—=3)=0}, B={x.(x-2)(x+d)=1), 11, A<B ={(1:2).01:4),(3:2).(3:4)).
4. 4:{x:x’—4=0]. B={x:x-2=0). 12. AxB =R'xR =R =[(x,y):—=<x< 100, s00< yroo),
Berilgan A va B1o*plamlarga ko'ra A .B. . 13. AXB={(X.}’)  xe | I;'.’].ye “'2“
Anm B, A\ B, B\A' AAB Io‘plamlﬁml toping. 14. A<B =“(x.y) ' e “;BI‘.‘E 12;4"
5. A={x:0<x<2}=(0; 2), B={x:1sx<3}=]l; 3].
6. A "'{X X (X—3)<ﬂ}. B=={x(x—-3)(x— I )20} 2- §. FUNKSIYA TUSHUNCHASI

7. A={x:xe Rx—8x+15<0), B={xxeN. x'-6x<0).
8. A=|x:xeZ—2<x<4], B={x:xeN, 1sx57)
Berilgan A, B va Cto'plamlargs ko'ra AUB, A C, Av (B O),

1. Funksiyaning ta‘rifi. X va Y haqiqiy sonlar to‘plami benlgan
bo'lib, ular R' ning bo'sh bo'lmagan qism to'plamiari (XcR',

(A By~ € to'plamlami toping: YC)R;;)'b .r.lv:.n ¥ lar esa, mos ravishda, ularning elementlan (xe X,

9, A={x—3<x<2)=|—3; 2], B=[0:4], C=]3: 3] R SANE I : . : :

RSNt I L R Jhicn AT 1- ta'ril. Agar X to'plamdagi har bir x songa biror qoida yoki

10: 4SO B=Z G . : gonunga ko‘ra ¥1o'plamdan bitta y son mos qo‘vilsa, Xto'plamda y

Berilgan A va B to'plamlarga ko'ra Ax8 Dekart Xo'paytmani funksiva berilgan (aniglangan) deb ataladi va u simvolik ravishda
toping: [ x—y yoki ¥ = f(x) kabi belgilanadi.

L A={13}, B=(24). 13. 4 =[):2], B=]1;2] Bunda x — argument yoki erkli o 'zgaruvchi, y — funksiya yoki

12. A=R', B=R 14, A=|13) B=]124] erksiz o ‘zgaruvchi, [ —xarmkteristika (qonun yoki goida); X to*plam
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Junksivaning aniglanish sohasi, ¥=| yiyv=f(x), xeX} wo'plam csa
uning givmatlari to’plami (o‘zgarish sohasi) deyiladi,

Bundan keyin biz funksiyaning aniglanish sohasini X)),
giymatlar to‘plamini (o'zgarish sohasini) esa E{/) bilan
belgilaymiz.

2. Funksiyaning berilish usullari. Funksiya umumiy holda
analitik, jadval, grafik va so*z usullari bilan berilishi mumkin.

Analitik usul. Ko'pincha x va y o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish
formulalar yordamida ifodalanadi. Bunda argument x ning har bir
giymatiga mos keladigan funksiyaning v giymati x ustida analitik
amallar — qo'shish, ayirish, ko'paytirish, ho'lish. darajaga
ko'tarish, ildizdan chigarish, logarifmlash va h.k. amallarni bajarish
natijasida topiladi. Odatda, bunday usul firk sivaning analitik usulda
berilishi deyiladi.

Funksiya analitik usulda quyidagi ko rinishlarda berilishi mumkin.

1) y=g(x) yoki x=g(y) ko'rinishdagl formulalar bilin berilgan
funksivalar oshkor ko'‘rinishda bertlgan funksivalar deyiladi
Masalan, » =6x—2, y=v+Inx funksivalar oshkor ko'rinishda
berilgan. Analitik usulda berilgan funksiys bir nechia formulalar
vositasida yozilishi ham mumkin, masalan:

cosy, -a<x<0 bo'lpanda,
f(x)= 1, Gex<l  bo'lgnndy,

- l=xs2 bo'lgnndy
X

Bu funksivaning aniqlanish sohasi [=m:2] bo'lb, u uchtn
formuly yordamida benilgan.

2) Agar x va y o‘zgaruvehilar qandaydir My 0 fenglama
bilan bog'Tangan. ya'ni tenglama y g nisbatan yeehlimgan bo'lsa,
u holda fanksiya ashkormas ko ‘rinishda berilson deviladi, Masalan,
A — R0 tenglama oshkormas shaklda berilpgan funksivani

tfodalaydi, uni ¥ ga nisbatan vechish nutiiosida kit fnkstyani
hosil gilamiz;

y=nfR —
Ba‘zi bir ashkormas ko' rinishdagi funksiyalarni p = /ix)
(oshkor) ko'rinishda ifodatash hum mumkin. Hi ganday oshkor

ko'rinishdagi v =/(x) funksiyani oshkorms ko'tinishda vozish
ham mumkin: y—f (x)- 0,
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. P .\'=(P(f) <
by parametrik ko'rinishda, ya'ni {_v = V(f)“ <{ <P shaklda

Betluhit, v =f (x) funksiyada x ning y g mos qn‘yilispi pfz‘t;tzlm;:tr
deh ataladigan uchunchi bir 1 o'zgaruvehining yordamida ifodala-

psh mumkin:

x =)
{y =V(')us r<p,

bt yerda oft) va w(t) lar ham anul!itik Jtsulda berilgan funksiyalar
Wi ) y#2 deb hisoblanadi. ‘ »

! |llzulll<§i(:rz)llnrol)(:’riltﬁhini|zg eng ko'p ucllrayQigaln tm.m analitik
usuldir. Bu usul matematik analizda juda ko'p ishlatiladi. e

Jadval usuli. Ba'zi hollarda xe Xva ye ¥V o‘;,gamw:_hﬂur omsxda&
bog'lanish formulalar yordamida berilmasdan, balki Jadval qrgnll
berilgan bo'lishi ham mumkin. Masalan, 7 - yanvar oyining
birinchi dekadasi (10 kunligi) kunlan nomeri bo‘lm.' T — shu
nomerli kuni soat 16 da Samargand shahrida ku_zaulgan havo
haroratini bildirsin, natijada quvidagi jadvalga kelamiz:

B T e b e e s i 2l i ) (i S i L L

7l =3 | =5 || s | 0] 00 =20 =5 | =3 =N

a t — areument, 7'— funksiva bo'ladi. Bog'lanishning bunday
g::ﬁ:hﬁ fuz;;ii;.'aning Jjadval usulda berilishi deb amlgdi. Bu usu}q:m
ko‘pincha miqdorlar orasida tajribalar o‘tkazish jaravonida

ilndi, .
royﬂ?xt‘;\'r:ﬁl‘ usulining qulayligi shundan iboratki, angumentning u
yoki bu aniq giymatlarida, funksiyani l\_ispblamasdan: uning
qiymatlarini aniglash mumkin. Jadval usulgmng ﬁ]txlay _bo ‘lmag,an
tomoni shundan iboratki, argumentning o zg.anshl.bilan
funksivaning o'zgarish xarakterini to'liq ax_nqlab b_o Imaydn.‘

Grafik usuli. xOy koordinata tekisligida x ning X to'plam
(X=D(f)) dan olingan har bir giymati uchun M(x.y). nuqta
yasaladi, bunda nugtaning abssissasi x, ordinatasi y esa ﬁxnksnygnlng
x ga mos kelgan giymatiga teng, Yasglgan nuqtalam.l .lutz'ishnfsak,
natijada biror chizig hosil bo'ladi, hosil bo‘lgan bu chizigni berilgan
funksivaning grafigi deb qaraladi (2.1- chizma).
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o y=rtx
M
¥ F—"
/
0 X, >
2.1- chizma,

. 2- ta'rif. Tekislikning (x, fix)) kabi aniglangan nugtalaridan
iborat ushbu

(e, SEnP={(e/(x)xe X, y=f(x)en

to'plam, funksiyaning grafigi deb ataladi.

) xOy tekisligida shunday L chizig berilgan bo'lsin, Ox o'qda
joylashgan nuqtalardan shu o'qga o'tkazilgan perpendikular L
chizigni fagat bitta nuqtada kesib o'tsin,

Qx o'qdagi bunday nugtalardan iborat to'plamni X orqali
belgllaymnz. Ato*plamdan ixtiyoriy x ni olib, bu nuqtadan Ox o'qiga
perpendnkular o‘tkazamiz. Bu perpendikularning L chiziq bilan
kthgan nuqtasini y bilan belgilaymiz. Natijada X to‘plamdan
olmgan har bir x ga yugorida ko'rsatilgan goidaga ko'ra bitta y mos
qo'yilib, funksiya hosil bo'ladi. Bunda x va y o‘zgaruvchilar orasidagi
bog‘la_nish L chizig yordamida berilgan bo'ladi (2.2-chizma). Odatda
fl:nlkzlyaning bunday berilishi uning grafik usulda berilishi deb
ataladi.

Funksiyaning grafik usulda berilishi ilmiy tadgigotlarda va hozirgi
zamon ishlab chiqarishi jarayonlarida keng qo'llaniladi. Masalan,
tibbiyotda uchraydigan elektrokardiogramma grafigi-—yurak
muskullaridagi tok impulslarining vagqt bo'yicha o‘zgarishini
ko'rsatadi, Bu grafik analitik tarzda yozilishi shart bo‘Imagan biror
y fj‘(x) funksiyaning grafigidir, "bu funksivaning formulasi
shifokor uchun unchalik gizigarli emas (2.3 chizma).

Funksivaning grafik usulda berilishining kamchiligi shundan
:bon‘uki. argumentning sonli giymatida berilgan funksiyaning anig
ko'ninishini har doim topib bo'lavermaydi, lekin bu usulning boshqga
usullardan afzalligi uning ta‘sin yagqol ko'zga ko'rinib turishidadir.
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2.3- chizma.

2.2~ chizma,

So‘zlar orqali ifodalanadigan usul. Bu usulda (xe X, ye Y)
o*zgaruvchilar orasidagi funksional bog'lanish fagat so*zlar orgalh
ifodalanadi. .

1- misol. Har bir misional songa | ni, har bir irmatsional songa
0 ni mos qo'yish natijasida ham funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiya,
odatda, Dirixle funksivasi deyiladi va D(x) kabi belgilanadi:

lagar x ratsional son  bo'lsa,
O,ugar x  irmatsional son bo'lsa

Dix) =

2- misol. £ — har bir x hagigiy songa uning butun qismi {x] ni
mos go‘yuvchi goida bo‘lsin. Demak, f: x-3[x] yoki y= [x]
funksiyaga ega bo'lamiz. o A

3- misol. / — har bir hagigiy x songi uning kasr qismi {x} ni
mos qo‘yadigan goida bo'lsin, ya'ni /1 x- y{x}. Bu holda biz y={x]
funksivaga cga bo'lamiz.

3. Funksivaning aniglanish sohasi. .

3- ta‘rif. Argumentning funksiya ma‘nosini yo'gotmaydigan
(va‘ni cheksiz yoki mavhumlikka avlantirmaydigan) hqmqm
givmatlari to'plami shu funksivaning aniglanish sohasi dcylladn'.

Agar funksiya jadval shaklida berilsa, uning aniglanish sohasi x
ning jadvalda ko'rsatilgan qiymatlaridan iborat bo'ladi. |

Agar funksiya grafik shaklda berilsa, uning aniglanish sohas
grafikdan ko'rinib turadi. .

Funksiva analitik shaklda berilganda esa x ning funksiynm
aniglaydigan formula ma‘noga ega bo‘ladigan giymatian to‘plami
shu funksivaning aniglanish sohasi bo‘ladi.

Funksiyaning aniglanish sohasini topish vagtida formulanti
boshqga ko'rinishga keltirish tavsiya etilmaydi.

1=misol, f{x) = 2’ r funksiyaning aniglanish sohasinj toping.

m{’y A7
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Yechilishi. t,x_‘ funksivaning maxraji nolga aylanadigan

nuqtalarda funksiva ma‘noga ega emas. Demak, bu funksivaning
aniglanish sohasini topishda quyidagi x*—420 yoki x2£2 shartlar
bajarilishini talab gilish kerak.

Shunday qilib, funksivaning amglanish sohasi uchta oralig-
ning birfashmasidan iborat, ya'ni

anzy’"f ) = (o3 —2) W (=252) U (2 42).

Xulosa. Funksiva kasr ko'rinishida berlgan bo'lsa, uning
aniglanish sohasi argumentning kasr maxeajini noldan faqli
quladigan giymatlan to plamidan iborat bo*lads.

2- misol. f{x)= 1 —x" funksivaning aniglanish sohasini
toping.

Yechilishi. lldiz ostidagi fodaning givmati manfiy bo‘lsa,
funksiva mavjud emas (haqigiy sonlir to'plamida hech ganday
funksiyani aniglamaydi). Demak, tldiz ostidagi ifoda ma‘noga ega
bo'lishi uchun I —x*>0 shart baganlishi kerak, v holda bu teng-
sizlikning yechimlari to'plami [—1:1]] Kesma bo'ladi.

Shunday qilib, funksivaning aniglanish sohasi IXf)=|—1:1]
kesmadan iborat.

3- misol. [(x)= JIO:SI funksivaning aniglanish sohasini
loping,
Yechilishi. Birinchidan, 10—-5x20 yoki x22 bo'lishi;

ikkinchidan i “i-“ > 0 bo'lishi kerak. Bu tengsizlik 10—5x>0 yoki

x<2 bo'lganda o'rinli bo'ladi. Demak, x»2 va x<2 shartlar o'rinli
bo'lganda berilgan funksivaning aniglanish sohasi D(f )= (==, 2)
bo‘ladi.

—

4- misol. f(x)= {,”: ~ funksiyaning aniglanish sohasini toping.

Yechilishi. 1ldiz ostidagi ifodaning gqivmats manfiy bo'lss ham,
funksiva ma‘noga ega, chunki ildiz ko'rsatkichi toq sondir. Bu
funksiva ma‘noga ega bo'lishi uchun %#3 shart bajarilishi yetarh.

Demuak, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi D(f)=
= (—we 305 Fe) bo'ladi.

5- misol. f(x)= J2sinx—1 funksiyaning aniglanish sohasini
toping,

I8

yechilishi. 2 sin x— 1 ifoda jull darajali ildiz ostida gatnashgani
getn 2 sin x—120 tengsizlikni yechamiz:

Sn ”
. | = <" L 2nxn, ne Z,
,.;mx>’,{’+21m.<_x_b !

Demnk, hcrilgm\' funksivaning anmiglanish sohasi
B S .
D(f)=[6+2nn,6+2m:\. ne Z

Xulosa. Keltirilgan misoliarning yechilishidan ko'riqn(jiki. i}'ﬂ
Lo rsatkichli ildiz ostidagi ifoda manfiy bo'imasligi, ya'ni

f{x)= ’Q@ (bunda n — natural son) funksiya uchun @(x)=0

bo'lishi kerak. el
6- misol. f(x)=log,(9— x)a > 0,a = 1) funksiyaning amg-
15 asini toping. . o™
|."u;!1ecslfi:§;il‘.“|.ngpari%mik funksiva argumentming musbat qiymat-
larida ma‘noga ega. Shuning uchun 9 — x>0, X¥* < 9 voki |x|<3
Jiehi mk‘ ’ : - . ; ;
" |&$:k, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi IXf)=(—3:3)
oraligdan iborat.

y= P funksiy aniglanish sohasini
7- misol. f(x)= ‘;‘“_3' funksiyaning aniq

mpl;)schilishi. Birinchidan, 9—x20 yoki :vsf)'. ikki!u_:hi_dan. x—320
voki x>3; uchinchidan, Jg(x—3)=#0 yoki xt-%_bo lishi kcrj.\k ,vqt)
>3 vit x=4 shartlarni hisobga olsak, berilgan f‘unk.m)'anmg
"mi.qlnnisl\ sohasi D()=(3; Hu(4. 9) dan |.bomt bo la}dn. "
. 8- misol. f(x)=log (x5 +6) funksiyamng aniglamsh sohasini
l()D“Y‘E.chilism. Birinchidan, x¥—5x+620 va (.\'—23(.:-3)>1:‘) voki
el X223 xC a0 bo'lishi; ikkinchidan, x* >0, x*# 1 yo!u _\:.\0.
X# l bohshl kerak. x ning bu shartlami bir vaqtda qanomtl;)mxmdngan
| j i 10" 1 (0 : 3;+22) dan iborat,
matlari to'plami (05 l)U(l..Z)U( ) :
bﬂms';?u::?av qilib, berilgan funksivaning aniglanish sohasi D(x)=
= (0; 1: 2)uA3; 1ee) bo'ladi. ¥ o
(06.‘ ‘;.;;l 2}:;()=Iog (8—2x) funksiyaning aniglanish sohasini
mm&'%chilishl. Bu logarifmik funksiya ma‘noga ega bo‘}ishi uchun
8—x>0, x#0, x*#1 yoki x<8, x20, x#2 |.b0'|l$hl kgmk.
Dcmak b'crilgan funksiyaning aniqlumsh sohisi D(f )=
= (oo —1)U (—l;O)u(O;I)u(l;S) bo'ladh.
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Xulosi. [0g.. f(x) ifods 3
. « 108 S (X} tloda ma‘noga ega bo'lish uchur ()
Mx)>0 va @(x) #] bo'lishi talab qilinadi. A
10-misol, J(x)= ___ I3 i i i
‘ sol X ¥y s funksiyaning aniglanish soha-
st loping
\;“k.\c_c:uhshl. lfi.nn_chidun. x 20 bo'lishi, ikkinchidan, x+120
Yoki x=—1 bo'lishi; uchinchidan, 2x—22>0 voki x> | bﬂ'llﬁ;ﬂ'
II et ! ‘:. -  ~a = X A X s
l;crl::::;lu:hm esa \fx :l| v2x —2 = 0 yoki x # 3 bo'lishi kerak
« X ning yuqoridagt shartlarni ganoatlantiradie v i
S ] ilantiradigan givonatlari
Shunday qilib, benilg: Siyani i
, \ ,» benlgan funksivaning uni ish & 7
={13)U (3:4m) bo'ladi. - g sniglanish sohasi D(/f)

11- misol. f{x) = xlxcc:n\(\-_zi-\.{q 3
k‘H:(S—«l‘,

funksivanng aniglanish
sobasini toping,
“”'Y?clhillsl_ll: Blrlﬂcllifji?n. arkkosinus ma’ noga ega bo'lishi uehun
! .l‘ng:’ N lgisl (l.\l.ldilgl ifodaning absolut givmat | dan kana
"n Ym_.:.\,'::g:. ya'ni l—2l< | yoki 1 <x<3 bo'lishi ikkinchidan
lw,ﬁ-_ )ynlu 33._\'5 3 bo'lishi; uchinchidan esa 5—2x >0 va
”!~"l-1.'~-x)‘=(l.yuk| 2,5 va x#2 bo'lishi kerak. x ming bu
-.'l a shartni bir vaqtda ganoatlantiradigan barcha qiymatlar
w'plami D(O)=(1:2)u (2:2.5) bo'ladi Pt
Shunday qilib, berilg: iyari
| f ; gan funksivaning aniglanish sohas
N/ ) (1:2)0(2:2,5) bo'ladi : -
Xulosa. f(x)=g(x)ty(x) funksivaning aniglanish sohasi e(x)

vit wix) funksivalar aniglanish s ) Siadorinnd
Wt . aniglanish sohalarining umumiy gismidan

Dig)rs Diyy=D(f).

Onrars i Kt
.”m"."!' misol. f{x) w (x — 3)¥* funksiyaning anmglanish sohasing
- '\'cchilwm. Biriinchidan, x2 2; ikkinchidan, x—3 30 bo'lishi
Ak xnming bu shartlarni ganoatlantivuvehi Givmatinn 1o plami

¥ ﬂ' dan abomt, Demak, ()| 3:4) bo'ladi, .
3 ‘\.."'::ﬁ.' 7R (n(.\‘.) = () shakldagi ifodaiarda tsos vi duraja
‘1‘“" "'l.". angimentning bir xil giymatlarida bir vagudy nolga
iy .lln;nuflvg: kerak (0% ko'rinishdagi anigmaslik) \
3-misol. |/ 4—x* funksivaning aniglanish sohusind toping
2) ;

Yechifishi. Shariga ko'ra | /] — munfiy bo‘lmagan son, u hoida
| v'=0 yoki bu yerdan |x|<2 bo'lishi shart. Demak.
Defye 221 bo'ladi.

{4 -misol. | /]=lg (4—x) funksivaning aniglanish sohasind toping,

Yechilishi. Berilgan funksiyaning aniglanish sohasinl topish
pchun quyidag

{Ig(4 —x) 20,
4—-x>10

dstemagin ega bo'lamiz. Sistemaning birinchi tengsizligidan 4—x 2 1
¢ >—3: x<3 bo‘lishi, ikkinchisidan esa, 4—x>0,—x >—4,
v« 4 bo‘lishi kelib chigady,

Demik, x< 3. Berilgan funksiyaning aniglinish sohas D (fy=(—==3]
b fads.

4. Funksiyaning o‘zgarish sohasi. y=/(x) funksiva xe X
(o' plamda berilgan bo'lsin.

4- ta‘rif. Funksivaning argumenti . =D(f) dagi hamma
aiymatlunini gabul gilganda funksiyaning ungi mos kelgan giymatlar
to'plami E(f) shu funksiyaning o ‘zearish sohasi (givmatlari
to ‘plami) deyiladi,

Funksivaning o'zgarish sohasi diskret nugtalarcdan, nugtadan,
araliq. segment, bir necha oraliglardan vi h.k. iborat bo'lishi mumkin,
Jadval yoki garfik usulda berilgan funksivalarning o'zgarish sohalan
o' z-0'zidan ma‘lum, Analitik usulda, ya'm y=f(x) shaklda
herilganda funksiyaning o'zgarish sohasini topish nchun y ning
{ (x)=y wnglama hagigiy yechimga cga bo'ladigan barcha givmatlanin
tapish talab gilinad.

Quyidagi tasdiglar orinli.

19, Agar berilgan funksiya (bu yerda uzluksiz funksiya nazarda
rutiladi) eng kichik va eng katta qiymatgi ega bo‘lsa, f(x) funksivaning
o' zgarish sohasi uning shu eng Kichik v eng katta giymatiari hamda
ular orasidagi barcha sonkar 16°plamidan iborat bo'ladi.

1- misol. [0;4] kesmuda f(x)=x"+4 funksivaning o'zgarish

olusini toping.

Yechilishi. [0; 4] kesmada benlgan funksivaning eng kichik
givmati f(0)=4, eng katta giymati /(4)=20 bo'lgani uchun, uning
o' zearish sohasi E(f)=[4; 20] dan iborat,

20 Agar funksiva eng kichik (katta) givmatga ega bo'lsa-yu,
ammo eng katta (kichik) giymatga ega bo“imasa {(ya'ni u cheksiz
orta (kamaya) borsa), v holda f(x) funksiyaning o‘zgansh sohasi
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lunksiyaning eng Kichik (katta) giymati va shu giymatdan katta
(kichik) barcha sonlar to*plamidan iborat bo'ladi.
2- misol. [ (x)=a+bxte funksivaning o'zgarish sohasini toping.
Yechilishi. Berilgan funksiyani

1
v=a|lx+ 2]y duc— b
: ] da Aa

ko'rinishda ifodalaymiz.

Agar a>) (a<0) bo'lsa, berilgan funksiva x = —-ibu— nugtada
eng kichik {eng katta) givmatiga enshadi, ammo eng katta (Kichik)
givmatiga ega bo'Imaydi,

Demak, @ > 0 (a < 0) bo‘lganda berilgan funksivaning o' zgarish

sohasi £(/) = [ 00 e Ifrm - [ oty W0 J
bo'ladi. ~——==2

3-misol, [(x)=Jx' —2x+5 funksiyaning o'zgarish sohasini
toping.

Yechilishi. a=1>0 va f(x) =& —2x+5=Jix— 1) +4
funkstya x=1 nuqtada eng kichik qivmatgn ega bo'ladic ¥(1) = J4 = 2,

Demak, berilgan funksiyaning o'zgarish sohasi =2 45)
dan iborat bo'ladi,

3% Agar y=f(x) funksiva berilgan bo‘lib, uni x git nisbatan
yechish mumkin bo'lsa, ya'ni x=¢(y) ko‘rinishda vozish mumkin
bo'lss, y=f(x) funksiyaning o‘zgarish sohasini topish uchun
a=p(y) funksiyaning aniglanish sohasini topish vetarli. Demak,
x=@(») funksiyaning aniglanish sohasi y=f(x) funksivaning
0*zgarish sohasidan iborat bo'ladi; Xg)=E(/).

4-misol. /(x)=x—6x+5 funksiyaning o' zgarish sohasini loping.

Yechilishi. x—6x+5—y =0 tenglamani x ga nisbatan yechamiz:

X3 =3t\/y+4.

Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi haqiqiv sonlar
to*plamida bo'lishi uchun tenglamaning diskriminanti y+420, va'ni
y2 =4 bo'lishi kerak. Demak, berilgan funksiyaning 0'zgarish
sohasi E{/)=|-4;+=} bo'ladi.

4%, Umumiy holda, y=f(x) funksivaning o‘zgarish sohasi
asys b (6>0), y=o(x) funksiyaning o'zgarish sohasi esa csy<d
(d>0) bo'lganda [{x)+p(x) funksivaning o'zgarish sohuasini
2

dan iborat

ales ys b+d kabi aniglash, f(x)¢(x) fuqksiyaning o‘zgarish

whasini esa ac < y < bd kabi aniglash mumk{n emas. -
Hagigatan ham, sin x va cosx l:lmin_g o‘zgzmsh §nhalan —1 << }l 1 :

ho'Igani holda sinx+cosx ning n'-zgansh sohusing —l—l s y=<

yoki —2<y< 2 kabi aniglab bo'lmaydi. e

~ 5-misol. flx)=sinx+cosx funksiyaning o'zgarish sphasmn mpmg.
Yechilishi. Berilgan funksiyani quyidagi ko‘rinishda yozish

mumkin:
— }: 2ra'ngms():—,-‘:)=qr2cos(x—— ; }

Ma‘lumki, —! = cos(x — %)s I, bu yerdan,
=
4

)s J2 voki —2s f< J2

A

f(x) =sin x+ 008 X= SN X+ i

=<2 cos(.\' =

- A : - a 1] ek Y -
bo'lgani uchun, funksiyaning o'zgarish sohasi E(/) = l J2. \r..l

bo'ladi. . !
6- misol. f(x)=0.5 sinx cosx funksiyaning o'zgarish sohasini
{oping. . :
opl{}gm £(=0,5 sinxcosy=0,25 sin 2x. Ma‘lumki, —1 <sin < 1.
Bundan —0,25<0,23sin 2x< 0,25 yoki —0,25</<0,25, dc!nak.
berilgan funksiyaning o'zgarish sohasi E(f)y=1—0,25; 0,25] bo l‘ufh
5% Agar y=flx) funksivaning o‘zgarish soh_asi asys b bo'lsa,
glx)y=mf (x) funksiyaning o'zgarish sohasi, m>.'() bo’lganda
ma < g<mb; m<0 bo'lganda esa ma =g mb bo:ladn. =)
Agar y=f(x) funksiyaning o'zgarish s-ohasn a<y<b bo'lsa,
g(x)=n*f' (x) funksiyaning o'zgarish sohasi n+a < gl{x) < ntb dan
iborat bo‘ladi. ' (0N, '
7- misol. f{x)=2(cosx—!) funksiyaning o‘zgarish sohasini
topin s 2
prchilishi. Berilgan funksivani quyidagi ko rinishda yozish
kin: !
mu;:x;;Zmar—'z. buna m=2>0, n =—2<0. Ma'lumki, —1 cosx < .l
bo'lgani uchun —2 € 2cosx s 2 va —2—1% 2cosx—2 < 2-—‘2qu la:.ill.
Oxirgi tengsizlikni quyidagi ——452c.osx‘—2£f) ko.nmsh a
vozish mumkin. Demak, berilgan funksiyaning o‘zgarish sohast
E(f)=|—4; 0] bo‘ladi.
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8- misol. f(x)=3—4 cosx funksivaning o'zgarish sohasini
toping.

Yechilishi. Yugoridagi tasdigga ko'ra, f(x)=cosx, m=—4, n=3
bo'ladi. Ma'lumki, —1 < cosx < 1 bo'lgani uchun —4 5 —4cosx <4
va 3—4 <3—4 cosx<4+3 bo'ladi, U holda —| € 3—4cosx< 7.
Demak, berilgan funksiyaning o'zgarish sohasi E(f)=|—1; 7]
bo'ladi.

6°, Agar y=/(x) funksiyaning o'zgarish sohasi —a<sysa
(—#e < y < +e0) bo'lsa, u holda y,=|f(x)] yoki y,=/3(x) funksiyaning
0'zgarish sohasi 0 < y, < a yoki 0 5 y < +e< bo'ladi. Masalan, y=cosx
ning o'zgarish sohasi —1 <y < | bo'lgani holda, y=fcosx yoki
yy=cos’x funksiyaning o'zgansh sohasi bir xil, ya'ni 0<y <1
bo'ladi. y=tgx ning o'zgarish sohasi -w < y < 4o bo'lgani holda,
¥, =ited yoki v.(x)=tgx funksiyaning o'zgarish sohasi bir xil, ya‘ni
0 < y< +ee bo'ladi.

5, Funksiya grafigining koordinatakar tekisligida joylashishi.
Funksiyvaning aniglanish sohasi bilun o‘zgarish sohasi topilgandan
so'ng, uning grafigi Dekant koordinatalar tekisligining gavsi gqismida
Jovlashishint aniglash mumkin.

1- misol. y=arcsinx funksivaning grafigi koordinatalar
tekishigining qaysi gismida joylashishini aniglang,

Yechilishi, Ma'lumki, funksiyaning aniglanish va o'zgarish

sohalari mos ravishda — s x< | va — ; <y <. danibont bo'ladi.
Dekart koordinatalar tekisligida funksivaning grafigi D={(x.y):
—~lsx<l, —5sy<?h) sohada joylashadi (2.4- chizma).

AN Ay
42
n
!
—> - >
1 }] | X -2 0 2 X
| =
o2 > ’ B
2 4- chizma. 2.5- chizmu,

4 it
2- misol, ¥ = 4 funksiya grafigining koordinatalar tekisli-

gining qaysi gismida joylashishini aniglang.
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ili 1yan i ish sohasi ta‘rifiga ko'ra:
‘echilishi. @) funksiyamng amqlmysh 50 s ko

v —tt # O'yoki x # 4+ 2 bo‘ladi. Funksiyaning aniglanish sohas:z Eni,ht)n
intervallar yig'indisidan iborat IXf)y=(— ooy 2 ) —2:2)( 2 :, .

b) funksiyaning o' zgarish sohasint topish uchun ¥ = oo

. |,v+l ] ifoda
tenglikni x ga nisbatan yechamiz: x = +2 e ‘J v ife

pel
; Sy -
ma‘noga ega bo'lishi uchun, birinchidan, ¥20, ikkinchidan y

yoki (y+1)y 2 0 bo'ladi. Bu tengsizlikning yechimlan to‘plz.um ys —
'l va y= 0 bo'ladi. Ushbu shanlurdan_funkgiyaqing o' zgarish sohasi
Ef )-W(—w;—l]u(O;M) bo'lishi kelib chigadi. R

Demak. berilgan funksiyaning gmf!gi Dekart koord:n: o :
rekishgming Gf*{(.x.,v):-—m<.\<-.—2. -~2<.w't\2. 2 X< 400, —clyS—1,
() € y <40} qismida joviashadi (2.5~ chizma).

Mustagil yechish uchun misoliar

Funksiyalaming aniglanish sohalarini toping:

|
e N 2. fix)=
Lf(x)= .9’ '

JO©—dx.

3. f(x)=lg(l — lg(x’ —5x+16)). 4. f(x)= arcsin(3x — 6).
5. f=lgx. 6. f(x)= Vl.t PV B (L) T
8. f[(x)= Jeosx. 9. f(x)= JSin X + COS X.

faco= 50
10. f(x)=(3x)! 11, f(x) =log; log, ,; v4xX —X —2;

— = ‘"L'le.\j .
12. f(x) = log; log, Jax —dx?. 13. f{x)= lnlx';)

! 1
4. f(x)= los,-.(x 5 } 15. f(x) = M3+ 5

Q¥

1
16. f(x) = e I




17, f(x) = Jigx +1. 18, f(x) =log 1 (4 — x).

19. f(x) = fl ~log, s cosx, x e [0;2x).

| 20. % ning qanday qivmatlarida f(x) - i..: 3k
amql:mish sohasi (o= Z)K.A'(:’,Hm) bO'lndi‘)" +hxed

funksiyaning

2L |—10; 10] oraligdagi nechts butun son

S(x)=2"* Ixdgin?| =¥ |~
- ' . 3
funksivaning anigianish sohasiga tegishli?
Funksiyalaring o'zgarish sohalarini toping.

22' X) = 3,‘\' . ’2
f( ) .‘.2‘1 323 f(.\) = 2: e 24. ,’(‘) Clgx - gy,

25. f(x)=3sinx+4cosy. 26. f(x)=x' 4 x — 2

27.f(x) = 2", 28. f(x) = arcsin V& — 7.
29. f(x)=arctg 2. =g **! g
retg=. 30. f(.r)-lg"‘ . 3L f(x) = 102

I
32. [(x) =2 *. 33. f(x) = lg{arcsin x).
3. f(x)=x—~1 +x—3. 35, flx) = sin 2x

Cos X

36. f(x) = arcsi “
) aresimx+ 5. 37 f(x) =sin* x + cos® x.

38. f(x)=2"=x 30, S(x)=Jx* —6x+11.

40. f(x) = x" —8x +10.

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari
Lo —eoi =30 A—3:3)(3:442). 2. (—ee; (4 40).
323 A ] 5. [l 6. (—eo;—BJU8; sl
7. (0i5=). 8. [2z— ;;;+zm|. ne Z.

r PR
9. |2n—:;2m+3: 2mnl, ne Z 10. {;313}
= .1 1
1. 2 —2:hu32442). 12.9, 13.[—2.2]\)(2.1].

14. “. 2)\.)(2'.“")- 15. (_m.—3|u|3. |0) 16. [5. 7)\’(7; 9‘

17. l-: + =M : +2nn), xe Z.

‘ il
& (ot totn. 1. [63]o[2x)
20. —4. 21.14. 22.|—-1.51.5]. 23. (=000, 50 A0),5; +e=).
24, (1), 25.1=5:5). 26.[—24). 2T.[Li+w). 28. (0:3).
29, (0:x). 30. (lg2:+=). 3L (0; 1)1, 5%0).

32. (0; 0,25)u|4i+e=). 33.(—*:132]. 34. [2:+==).
35.(—2:2). 36.|0:x}. 37.(0,5;1]. 38.[2;8] 39. [J2;+=).
40. | —6: +e=)

3. § FUNKSIYALAR SINFLARI

Odatda, funksivalar quyidagi sinflarga ajratiladic juft va toq,
davriy, bir giymatli va ko'p givmatli, chegaralangan va chega-
ralanmagan, monoton, teskari, murakkab va clementar funk-

sivalar.

1. Juft va toq funksiyalar.

1- ta'rif. Agar istalgan xe X uchun — xe X bo'lsa, u holda X
to‘plam O (koordinatalar boshi) nugtaga nisbatan simmetrik to‘plam
deyiladi.

Butun sonlar to'plami Z, |—a; al, (—a. a), (e, +o2) kabi
to*plamlar koordinata boshiga nisbatan simmetrik to*plamiardir.

v=f (x) funksiya O nuqlaga nisbatan simmetrik bo'lgan
to'plamda aniglangan bo'lsin,

2- ta‘rif. Agar istalgan xe X uchun [f(—x)=f(x) bo'lsa, u

holda £ (x) funksiva X wo’plamda juft Sunksiya deyiladi,
ye=xd, po cosx, y=ld, y=/ (), funksiyalar koordinatalar boshiga

nisbatan simmetrik bo'lgan to'plamlarda aniglangan bo‘lsa, ular
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‘r) ‘P‘ M)
M-x, v) . R [ s Y
r..' ¥ ,'. |
N\ ‘- /1M, ) N
i - - ¢ . ) A X
> ML )
X () X "‘ ; ;
e
3.1- chizma. 3.2- chizmm.

Juft funksivalar bo'ladi. Ta‘rifda X o' plamning koordinatalar
boshiga nishatan summetrikligi muhimdir. Masalan, p=x’ [unksiya
x € [—1; 2] da berilgan bo'lsay. bu funksiya jult funksiyo bo'Imaydi,
chunki [—1; 2] to'plam koordinatular boshiga nisbatnn simmetrik
enas,

Juft funksiyalarning geafizi ordinatalas 0'qlg:
bo'ladi (3.1- chizmn),

3-ta'rif. Agar istalgin ye X uchun f{—x)= (%) bo'lsa, u
holda f(x) funksiva X to*plamda log funksiya deviladi.

L nishatan simmetrik

NS : .
V=X, =gy, y = lunksiyalar o' zlarining aniglanish soha

X
larida toq funksivalar bo*ladi.

Toq funksiyaning grafigi koordinatalar boshiga nisbatan
simmetrik bo‘ladi (3.2~ chizma).

Agar istalgan xe X, — x& X lar uchun f(—x)=4f(x)
shartlar o'rinli bo'lsa, u holda =/ (x) Tunksiva X' 1o'plamda jufi
ham emas, toq ham emas deviladi.

Ushbu f(x)=x'—x, plx)=sinv—cosx funksivalor 0 zlarining
aniglanish sohasida jufl ham, tog ham emas

Juft funksiyaning grafigini chizishda argumentning  mushat
giymatlari uchun grafikning 0'ng shoxini chizib, keyin uni chap
tomonga y o‘qiga nisbatan simmetrik cavishdy Ko‘chirish yetardi.

Toq funksiyaning grafigini clhzishda esq argumentnimg tushat
givmatlari uchun grafikning o'ng shoxini chizib. keyin uni
koordinata boshiga nishatan simmetrik ko*chirish yetarli.

Juft v toq funksivalar quyidagi xossulorgn ega

1% IKKita juft funksivaning vie'indisi. ayirmasi, ko' pavimasi va
bo'linmasi (maxraj noldan farqhi bo'lganda) vana juft funksiva
bo'ladi.
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oy , X o
2 Ikkits tog funksivaning yig‘indisi va aylrmasi yana 10q
siva bo'ladi. ot <] vt

|nnl;."l, {kkita toq funksivaning ko'paytmast va bo'linmasi (maxraj

noldan fargli bo'lganda) juft funksiyn bo .lﬂdl. o Fa
4", Agar yv=fx), x=pli) 109 funksivalar bo‘lsa, ey

- : katb | 3 and g Siye
y=f(@(f) murakkab funksiya (3-8. 7-band ga ¢.) ham tog funksyy

o' ladh : | ' ' "

; 5% Agar v=/(x) juft funksiya, x=@(N) csa 1og (jl'lflf) gun:s::yy;

ho‘!szu u holda y=f(@(1)) mumkkab funksiya ham julr funk:

bo'ladi -y i

§ Simmetrik bo'Imagan to*plamda aniglangan funksiyalarning juft
oaliei 10 risida $0'z yuritish mn’ Nega ega emas. oIV,

4 togligi 10°p risida so'z yun ga &1 _ :

i ?\?ﬂqlunish sohasining keordinita hﬂihlgtl nishatan Sl-!;'l?ur;‘:fl]i

funksivaning juft va togligi uchun zaruny .\'ha:‘tvb(} } k".s?valar

<hart bo'la olmaydi, Masalan, y=x+ .1‘ va v~ H:m um} (5

.1)(./’)'-'( oz e} simmetrik to’plamda aniglangan, ekin

F mits, tog ham emas. ). his... ‘
i m']l":or;nm. Koordinatalar boshiga m-;.bmaq -....npcmL 20\,51? A
to‘plamda aniqlingun har ganday f(x) funksiya ju o4
\ . M = e o ‘ A
funksivalar vig'mdisi ko' rinishda fodalanads;

;l.no,llun+ J(x)—=S{~X)

f{x) 9 2

-

bunda birinchi had juft funksiys, ikkinchi had esa tog funk-
siyadir.

Misol. ¢' = eI ; (1

. ] ] ’ \ “) .

Bu verda ¢ funksiva (o= +==) da aniglangan bo !sb, u jl_lﬂ' _hz(lirp
cmas {0(( ham emas. (1) tenglikning 9':\g tomt}mtia_gxﬂyng mdhi
larning birinchisi juft funksiya, ikkgnclp csa loq’ anSl}i;ﬁ N

Misol. Quyidagi funksiyalar lchida juft, tog va ju
tog ham emas funksiyalarni 1oping:

) y=x—|x|+4, 2) y= 107" <104,

1+-x X9

}) ":zlgl- A 4, "'=_Y2—-q.

‘Rt 1o S— __x)’_
‘echilishi. 1) y=x—pi+4 bo'lgantigidan, y{(—x)=( :
|- q&f‘:l\l':i‘zxﬁ 4+ p(x), ya'ni barcha x& (—ooi4ea) lar uchun
—.-. S (x) bo'ladi
JI—X) 3




Demuok, 2« ta'rifga ko‘m, funksiva juft ckan

2) )= 1010, f(=x) = 107720 —]07= — (107"—10") =

f(x). Barcha x € (—os,4es)lar uchun f{—x)=—f(x) tenglik
rinli. Demak, 3- a'rifga asosan, berilgan funksiya tog ckan.

= a bl o 8 o et I L 1_,!_:—'__ =x__ ..
l“\’-l}i:;--f( -‘)-lb'"'_‘";r' _'gi:i'—lg[l ol B g.h_x- F(x).
iemak, barcha xe (—1:1) lar uchun f(—x)=—f(x) o'rinli, ya‘ni
x) toq funksiyadan iborat.

vy = =4 ___=-.\‘4=-x-4

"’ ,(-\":!_—g'f( X) —‘—"‘)”q T;.

Demak, barcha xe (e, —3)u(—3;3)2(3; +e) lar uchun
{~x)2f(x) va f{(—x)=—f(x) bo'lgani sababli funksiya jufi ham
més, 104 ham emas.

2. Davriy fonksiyalar. f(x) funksiva X (X< R') to’plamda
mglingan bo'lsin,

4- ta'rif. Agar shunday o'zgarmas 7' ( 7#0)son mavjud bo'lsaki,
dnlgan x, x+7TeX lar uchun
S(x+Dy=f(x)
englik o'rinli bo'lsa, f(x) davriy funksiva deyiladi, bunda 7' —
unksivaning davri deb ataladi.

(1) shartni ganoatlantiruvchi musbat 7" larning eng kichigi
agar - mavjud bo'lsa) funksivaning asesiy davri deb ataladi.

Agnr y=f(x) funksiya 7" davrga ega bo'lsa, u holda n7 (ne 2)
i funksivaning davri bo*ladi.

Agar davriy funksiya 7, — asosly davrga cga bo'lsa, u holda
(olgan davrlaming hammasi 7, ga karrali bo'ladi,

Funksiva eng kichik musbat davrga ega bo‘lmasligi ham mumkin.
Mialun, /(x)=3 funksiya uchun ixtivoriy hagigiy son davr bo'ladi,
ckin u asosty davrga ega emas. Hagiqatan ham, f(x)=const,
itiyorty 20 hagigiy son bo'lsin. f(x+ap=f(x)=const. Bu verdan
kelib chigadiki, « davr eng kichik musbat davr emas.

S« ta'nf, Agar

fixtw)y=—f(x), (w=0)

bajarilsa, u holda f(x) antidavriv funksiva deyiladi,

Davriy funksivalar quyidagi xossalarga ega.

1" Tdiavrea cga bo'lgan ikkita funksiyaning yig'indisi, ko'paytmasi
yanh davely funksiya bo'ladi va uning davri 7'ga teng bo'ladi.

20 Apie T (T20) son f(x) va g(x) funksiyalaming eng kichik
osbut dover bo'ks, o fO0de(x), fOorg(x) uchun eng kichik musbat
10

121 i =3sin x+2, glx)=2—
Lavr bo'Imasligi ham mumkin. Masaln’n. 1) fix) . .
: Lin x funksivalar eng kichik musbat l‘—on. davrga egn,llckm ularning
vig indisi f (x)+g(x)=4 esa eng kichik asosty da\frga egi cmas.
g 2) f(x)=sinx+ 1, glx)=1—sin x funksiyatarning eng kichik mus-
P ] S : : 5
bat davri =2, lekin f(x)g(x)=Ccos'>= 5 (Iftﬁ.\ 2x) ko'‘paytmasi
' kichik musbat davii T==% bo'ladi. ;
mng‘: ':\ggar £ (x) funksiya T'davrea cga bo'lsa. u holda f(ax), f{ax)+b
: Ixtiyony igiy son,
funksiyalar T= Z davrga cga (bunda a=0 ixtivoriy hagqigy
x, axe X bo'ladi. ‘
3 4°, Agar f(x) funksiya T davrga ega bo'lsa, u holda Af (ax+g)
(A=const, @ > 0) ham davriy funksiya bo'ladi va uning davri T=
: bo'ladi. . ' ol
bn“l:\;l‘%sol. F(x)=sin 4x funksiyaning dxwr!y funksiyva ckanligini
‘reating va eng kichik musbat d;wn'm toping. . g5 ‘
G ':aec‘;:iILm Ma'‘lumki, berilgan funksiyaning amqlz_mnsh sohm_s?nlir
o'gidan iboratdir. Faraz gilaylik, biror 720 uchen sind (x+ Ty=sindx
tenglik o‘rinli bo’lsin, Bu yerdan
Ycos (4x+27) sin27=0
‘lami ot tenelik sin2 7=0 uchun ham o'rinli
amaga ega bo‘lamiz. Oxingl tenglik sin n o'
il'::t:‘ill:h ﬁ)oﬁu 3 T=nn, ne Z Demak, shunday T o'zgarmas son
: . £ - n
mavjudki, berilgan funksiya uchun eng kichik musbat dave Tp = 5
bo'ladi.

T)=-
Agar istalgan X X va ba'zi bir T lar uchun S(X+10= 70,

(7'#0) bo'lsa, v holda f (x) funksiya 27 davrga cga bo'ladi.
' iva bo'lsi H funksiya gat‘iy
§ y=o(x) davrly funksiya bo lsin. Agar f(x) i |
monoton !?c()‘lsn. u holda y =/ [e(x)] murakkab f\:}ks;ya ham davny
“adi va ulamming davelari bir-biriga teng bo*ladi,
% 'an l;:;lr y=f %u) funksiva gat‘iy monoton 'bo‘lmas_a, u h.olqn
y=/ lé(x)l funksivaning davri 4=@(x) funksivaning davridan kichik
bo'lishi ham mumkin. . Y TN
Misol. Quyidagi funksiyalami davrivlikka tekshiring:
1) fx)=x+xt]] 2) f(x)=x—|xl;
3) f{x)=sinx’ 4) f(x)=sin‘x+cos’x,
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Yechilishi. 1) Faraz qilaylik, f{x)=x i
X Faraz qilaylik, J=xtxt1 davriy funksi
bo’lsin, u holda 1a rifga ko'ra shunday O'zgarmas 'I's:n nwvjlgg

bo'lib, (x+ 1Y+ (xt N 1=x4x+1 tengli inlidi
D ‘ ; englik o i i
I'ga nqsbamn yechib, 7' ni topamiz: i e digyd
.t°+s?;|rl‘+ 7‘-+x'>. T+l=.§~’+,\~0|. (20t 1) 7=0, I=0 T=—2x—|
k- 'a"ng_n ko ru _ol.mgan I, va T, ning qiymatlari dnvri.v
ol‘x;:;;;:;n&grlz rfini qanoatlantirmaydi (7 noldan fargli vt
: § bo'lishi, va‘ni x ga bog'liq bo'Imasligi k k edi
berilgan funksi)'fi davriy funksiya emas. R g,
' +2) .Mi'l lumki, f(.\').=lxl butun funksiys barcha 7& Z tar uchun
X I]-_I:H I" tenglikni ganoatlantiradi. Ta'rif bo'vicha tekshiramiz:
Dfé:1 kn;w' T+ M=t T—[x]— T=x—{x}=f (x) J
aK, berdgan funksiva davriv funksiv ‘lib, uni i
musbat davri 7=] ekan (3.3- chizma), S TSR

Ay

P 7
¥ e T

L

2 X

3.3~ chizom.

3) Faraz qilaylik, f(x)=sins® davriy | i
; - S)=sin: iy funksiya bo'lsin, u hold:
:ahunfi:l." “ Zgarmas .R T#0) son mavjud bo'lib. sinc=sin(x+ 'I)‘;
tenglik orinli bo‘ladi, x=0 bo'lsa, u holda 0=sin 7 tenglikka ega
bo'lamiz, Bu yerdan 77 =anne Z), yoki I'=vnx. T ning
qivmatini sin x* = sin(x + 72 tenglikkn go*yamiz:

sinx’ =sin(x 4 ‘[.-:7:-;)3 =sin(x’ + 2-‘\(!;” + )
g DAER .
3en * k# Z bo'lsin. u holda 2xJnx + 7n 2 2k Demuak,

] sin x* # sin(x* « 2xJ7n + ®n)
arama-qarshilikka keldik. Bu esa /(x)=sina® funkeivaning dao
emasligini isbotlaydi, Foxieetni’ fuoksisaniog davry

Bundan tashqari, bu funksivani i tooi
: i “ siyaning davriy emasligini idagi
mulohazadan ham ko‘rish mumkin (3.4- cI{izma). T
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3.4- chizma,

Grafik bitan abssissalar o'gining kesishishidan hosil bo'lgan

0'zaro qo'shni nugtalar omsidagi masofalar ketma-ketligining limiti
(chekli) nolga teng bo'ladi:

li [fnnn- ?ﬁ]:lim .,
lim | (f{n ¥ Ty e

4) Berilgan funksivani quyidagicha shakl almashtiramiz

v =(sin’x +cos’x)’ - 2sin’x cos’x = : (3 +cosdx).
y,=cos4x funksiyaning davri 4°- xossaga asosan 7; = > bo'ladi.

Demak, berilgan funksivaning asosiy davri ham 7, = ; gn tengdir.

3. Bir givmatli va ko'p qiymatli funksiyalar. Agar X to'plamdagi
har bir x songa biror qoida yoki gonunga ko'ra Y to'plamdan bitta v
son mos qo'yilse, v holda y funksiya bir givmarli deyitadi, ya'ni
VX, %€ X, X & Xy = fx) 9 f{xy).

Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror goida yoki gonunga
ko'ra Y to'plamdan bittadan ortig yoki cheksiz ko'p ¥ son mos
qo‘yilsa, u holda funksiya ke 'p givmatli deyiladi. Masalan:

1) p=+Jx — ikki giymatli funksiya;

2) y=Arcsinx — ko'p giymatli funksiva;

3) y=3x+2 — bir qiymath funksiya.

4. Chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar, y=/(x)
funksiya X to*plamda aniglangan bo'lsin,

6- ta‘rif. Agar shunday o‘zgarmas M(o'zgarmas m) son topilib,
istalgan xe X uchun f(x)< M (f(x)=m) tengsizlik o'rinli boisa,
fix) funksiya X to‘plamda yugoeridan (quyidan) chegaralangan
deyiladi, aks holda esa funksiya yugoridan (quyidan) chegaro-
lanmagan deyiladi (3.5- chizma),

7- ta‘rif. Agar f(x) funksiva X to'plamda ham yugoridan,
ham quyidan chegaralangan bo'lsa, ya‘ni shunday o'zgarmas M
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l"'h’ _A.v ‘
‘ Ij\ LAY
Aff—

yugornidion chegoralangan funksiyn. &) quysdan chegaralangan funksiya
3.5- chizma.

m sontar mavjud bo'lib, istalgan xe X uchun
m<fx)s M (1)
ngsizhik o'rinli bo'lsa, u holda f(x) funksiya X to'plamda chega-
ungan deyiladi (3.6- chizma).
Agar f(x) funksiya chegaralangan bo'lib, m va M sonlar uning
g quyi va aniq yugori chegaralar bo'lsa, u holda
FxlsC (2)
tenpsizlik o‘rinli bo‘ladi, bunda C= max {{M, |m{}. (1) bilan
1) tengsizliklar o'zaro teng kuchlidir (3.7- chizma). Demak, (2)
npsizhik funksivaning chegaralanganlik shartini ifodalaydi.
Chegamlangan funksiyalarning grafigi Ox o'giga paralle] bo'lgan
v y=—C to'g'ri chiziglar orasida bo‘ladi (3.7-chizma).
Quyidan chegamalangan (f{x) = m) funksiyaning grafigi Ox o'qiga
wimllel bo'lgan vy =m to'g’ri chiziqdan yugornida joylashgan bo'ladi
L5 b chizma).
Yugondan chegamlangan funksiyaning grafigi (f(x) € M) Oxo'giga
witllel bo'lgan y = Mto'g'ri chizigdan pastda joviashadi (3.5 - chizma).
8- ta*rif. Agar istalgan musbat C > 0 son uchun shunday x.& X
topilib, |f(x)|> C tengsizlik o'rinli bo’lsa, f(x) funksiya X'1o’plamda
chegaralanmagan deyiladi.
Quyidagi funksivalarni o'z aniglanish sohalarida chegara-

ey 1‘} A" y=C N s
fi \';\J l\
A fi i\

\ f N

ot J
L
.“ 1 m

3.6+ chizma,

langanlikka tekshiring:

I,
1) f(x) ' —6x+9; 3) fx)= i

RE
2) f(X)= XIH'

1
4y fo=terretx (@00); 5 /=26 6) JI= oo

i 10'liq kvadratga keltiramiz:
ot o e
?411)):13:1?:: ns:]l:::;:“}s(uf )=ﬁ);<.j_ g)gr:;sii;;“gnksiya quyidan
Cheg‘)‘rg)l‘t::\g:gt"m?:t;:‘vz? jggg:o:ct;k qiymn-llar (')rasidagi MUnosa-
batlardan quyidagi X S x4 tengsizlik kelib chigadi. Bu yerdan

-
-

‘ !Xl .‘. C= \ )
barcha xe R lar uchun L:xl s (bunda 5

tengsizlikni olamiz. Demak, berilgan funksiya {woy4ee) DA

-

to'g'ri

b -

1 — | = - —
chegaralangan va uning grafigi ¥~ ‘C = vay C
\ ida joylashadi (3.9~ c!n;ma). ‘s .
chiz;;;lxgcon.r;\;n l!uxksiya son 0‘gining x=(1 nuqt.gdar(xof.:t:\)qar(lj
barcha nuqtalarida aniglangan, ya'ni D(f Y= (===, 00 N0+ oo ).

istalgan musbat son bo'lsin va shunday *¢ = /i€ topiladiki, ©
= x.) > C tengsizlik bajari-
holda f(xc) e x! =20>C, Demak, f( I

tadi (3.10- chizma). )
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3.9- chizma. 3.10- chizma

4) { (x)=lg,w+2ctgr ifodaning shaklini almashtiramiz: lextetgy=
: mz:»{o[;g = sin 2 - Shartga ko'ra tgx >0, u holda 7k < x < f + xk
€ mak, bu verdan quyidagi | =sin2x > () izli} b

= 2 yerdan >sin2: tengsizhik kel
;:l;:gadl. Shlm.day qilib, berilgan funksiva quyidan cllcggzratllangz:lb
ckin u yqqondan cbcg;nmlanmag.'mdir (3.11- chizma). ’
5) Be.rllgm! funksiva butun son o'qida aniglangan IXf )= (sea;
m)'.dMa lumkl. VX & (== 4ee) lar uchun 2+ > 0, Demak, ﬁlnksiya‘
quyidan 0 bilan cl_'ncgaralangan. uning grafigi Ox o'qidan yugorida
Joylashgan bo‘ladi (3.12- chizma),

6) Be £ 6,8 a g >

rilgan funksiya son o qinng x = ., + m, ne Z nuglalardan

tashqari barcha nuqtalarida aniglangan. Ma'lumki, cos 3 < 1, u holda

berilgan funksiyaning o‘zgansh v
sohasi E(f)=(—eoi—1] U |1}
rea) bo'ladi, Demak, funksiya

quyidan ham, yuqondan ham

chegaralanmagan (3.13- chiz-

mit). ._._._'__'____d_,__.a-r
5. Monoton funksiyalar.

y=f(x) funksiya X=|a,b] a
(XcR) to'plamda berilgan
bo'lsin.

9- ta‘rif. Agar istalgan x;, 3,12~ chizma.
xe X lar uchun x1<x; bo'l-
ganda

=V

f(x))sf(xz) (/(x|)<f(-\'1))

tengsizlik o'rinli bo‘lsa, f (x) funksiya X to‘plamda o suvchi yoki
kamaymovehi (qat iy o suvehi) deb ataladi (3.14- o chizma), (3.14-
b chizma).

10-ta‘rif. Agar istalgan x, xeX lar uchun x<x; bo'lganda
J(x)) 2 fx0) (f(x) > f(x,)) tengsizlik o'rinli bo'lsa, fix) funk-
siva X to'plamda kamayuvchi yoki o ‘smovchi (qat'iy kamayuvchi)
deb ataladi (3.15-a) chizma, (3.15-5) chizma).

O‘suvchi va kamayuvchi funksiyalar menoton funksivalar deb
ataladi.
Ly
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3.13- chizma.
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3.15- chizma.

?k}nolon funksiyalar quyidagi xossalarga ega:

. Ikkita o'suvchi (kamayuvehi) funksivani ig'indisi

o'suvchi {kamuyuvchi) funksiva bo'ladi. i
2. "&'kll:i musbat o‘suvchi (kamayuvchi) funksiyalarning ko'-

paﬂzmasl vana o'suvchi (kamayuvehi) bo‘ladi.
3. Agar f(x) funksiya o‘suvchi bo'lsa, — i

yuvchi bo'ladi va aksincha., 4 ke e
4. Agar f(x) funksiya o'suvchi bo'lib, istalgan xe.X uchun

[
S(x)20 bo'lsa, 7 funksiya kamayuvchi bo'ladi,

5. Agar f(x) funksiya gat‘iy o‘suvchi bo'lsa, x=f"' i
; IV s ’ lCSkan
funksiya (3-§ ning 6- bandi .) hs ir qi '(,v 93
e oL ga q.) ham bir giymatli va gat‘iy
6. Agar x =£(1), % |«;B)] da o'suvchi { ¥y = Rx) funksi
‘ (0, A : ya esa [/(a);
l/) E)Bl).;ldda o'suvehi bo'lsa, y =F{(f(x)) funksiya ham [;f] da o‘slx/n'\fclzi
aay.,
7. Agar x =f(1), te|o;B) da kamayuvchi, y= '
: > » Y=Rx) funksiva esa
f(a); f(B)) da kamayuvchi bo'lsa, y=F i
[ 8] da o'suvchi bo'ladi. Sl o
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8. Agar x=f(1).% [:p] da o'suvchi, y =f(x) funksiya esa [f(e);
/()] da kamayuvchi bo'lsa, y=F(f(x)) funksiya ham |ec:B] da
amayuvehi bo'ladi.

9. Agar ¢ (x), w(x) va f(x) funksiyalar o'suvchi bo'lib,
@ (x)<S(x) < y (x) tengsizlik o'rinli bo'lsa, @ (9 xNsfifx)s
<y (wix)) tengsizlik o'rinli bo'ladi.

10, Agar y=/(x) tenglama har bir belgilangan Y& (—o 400)
nchun yagona yechimga ega bo'lsa, (—es; +e2) da y =f(x) monoton
bo'Imagan funksiya ham teskari funksiyaga ega bo®ladi.

Funksivani tekshirishda uning monotonlik oraliglarini topish
muhim rol o‘ynavdi. Funksiyaning monotonlik oraliqlarini topish
uchun quyidagi tasdiglardan foydalanamiz:

1. Agar funksiva [e;f] da gat'iy monoton bo'lsa, x ning har
bir belgilangan givmatiga funksiyaning bitta giymati mas keladi.

2. Agar y=f(x) funksiya [o;B] kesmada musbat va o'suveh
bo'lsa, x ning o'sishi bilan y =f(x) funksiyaning grafigi Ox o'gidan
uzoglashadi,

3. Agar y =f(x) funksiya [c:p] kesmada musbat va kamayuvchi
bo‘lsa, x ning o'sishi bilan y=f(x) funksiyaning grafigi Ox o'qiga
vaginlashadi.

4. Agar y =f(x) funksiya [o;B] kesmada manfiy va kamayuvchi
bo'lsa, x ning o'sishi bilan y=£(x) funksiyaning grafigi Ox o'gidan
uzoglashadi.

5. Agar y=f(x) funksiya |e:p] kesmada manfiy va o'suvchi
bo'lsa, x ning o'sishi bilan |e;f] funksiyaning grafigi Ox o°giga
yaginlashadi.

Misollar. Quyidagi funksivalarni monotonlikka tekshinng:

2) femsin xe | 23];

1) f{x)=x"+x; :

»

3) f(=(Hax6) In(xHax+6), 4) f(x)="""

Yechilishi. 1) /(x)=x+x funksiva R da aniglangan. Son o"gidan
ixtiyoriy ikkita x, va x, nuqta olamiz. Aniglik uchun x, < x, bo'lsin,
fix)—f(x,) ayirmani qaraymiz:

L) = £(x) = (5 =x) - (4 + X% +x +1),
ikkinchi ko*paytuvchi x, va x, ning har ganday haqiqgty giymatida
musbat. Haqgigatan ham,
3

2
xX; +1,
42

X +xnx+x +1=(x +‘;2-)’+
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Shartga ko'rt x,— x >0, u holda S I
Bu oxirgi tengsizlik (x) funksi sk (X,‘)_>0.‘ya nif ()21 (x,).
bildiradi gsizlik f(x) funksiyaning R da qat'iy o‘suvchi ekanligini

2) Aniglik uchun X, < X, bo'lsin, f(x,)—f(x,) ayirmani tuzamiz:

J(x,) = f(x,) = sin X, ~sinx, = 28in I.';\'l cos .rz;n .

n_al
"5ty | Kesmadan oli X=X o X b iz
[ 22] adan olingan 0 < 3 = lar uchun sin e B

2
x X+ X
va — Jidwe S
€5 <, lar uchun cos™7® 50 Shunday gilib

s, > sinx,. Demak, f(x)=sin x funksiya [ ? ;;} da gat'ly o'suv-
chidir.

74 3 : =x' 44X 4 6= (x K 2)1 +2 bo'lsin. U holda x <—2 uchun
E; l:x:iter:{:ul::r::guwc{li; X2 .—2 _uchun‘ z funksiva o'suvehi bo'ladi,
g u’su:":] z I(bo iﬂdl. Endi y = znz funksivani garasak,
Kb i u..x” —2 da esa kamayuvchi bo'ladi, chunki
| <Xy 2 bo'lsa, 2,>z,> | va, demak, nW=ging >
73 Ing; = y;, ya'ni berilgan y =zinz funksiva kamayuvchidir.

4) = x S 4
e fx) ; fun'ksrynm f(x) = + — X ko'rinishda tasvir-
ymiz. Bu funksiva nolni o'z ichiga olmagan har qanday intervalda
i 3 ‘Ig - -
‘k b:mayu\::.hi bo'lgan y, = ¢ ¥y =—x funksiyalar yig'indisidan
i n;u.. [! .;:oguga ko'ra, berilgan funksiya kamayuvchidir,
bo‘l‘t'; f‘: n? 'funksiyalar. f (x) funksiya X to*plamda aniqlangan
;l. : :::I;;nyanin/g( o)‘z’gan;h (qgiymatlari) sohasi ¥ bo'lsin
; « Y= f(x) funksivaning har bir ve Y qi rati
n{mr:imx(:)-atgm ko‘m X du‘n fagat bitta x givmat mos.kclsa.q}l’):g";llalxgnad{
q:l: aydir funksiva 'amqlangnn bo'ladi va u y=f(x) ga nisbat:
fex gr; ﬁmk.s.':ya deyllad.I hamda x=f-'(y) ko‘rinishda belgiu;nad‘:n
l:mhla(r :;diz‘%:ﬁc(-)l};qfuuksyalr;i ; ll:ilap. argumentni esa x bilan belgi.-
! NG o 17 ‘rini ‘01 i 5 =
dcsf;k.ley Ly X) ko'nnishda yozishadi. f'(x)=g (x)
-teorema, /(x) funksiya 2Xf) to‘plamda teskari g i
_A-teorema, unksiya 2X 7 : x) funksi
e%"nmbc:_lnsmmuchpn 0z aniqlanish sohasidagi argumenlziins ha)r,aS‘l
3«: )m d’: lgi;.nin\;myanmg ham har xil qiymati mos kelishi zanur va
p y XX
e 1+ %3 € D(f) lar uchun X #Fx e flx)e f(x).

2- teorema. Agar y=f(x) ¥
funksiva X da aniglangan gat'iy |
monoton o‘suvchi (kama-
yuvchi) borlss, ¥da y =/(x) g rlat
teskari funksiva mavjud, bu Z A \
funksiya ham gat'ty monoton A
o'suvchi (kamayuvchi) bo'ladi, !

1- eslatma. Agar funksiya
monoton bo'lib, lekin qat'iy
monoton bo‘lmasa, bu funk-
sivaning teskarisi mavjud bo‘lmaydi. Buni, masalan, 3.16-chizmada
ko'rsatilgan

3.16- chizma.

—~1 agar x<-—l,
flx)={x, agar —1sxsl
I, agar x>1|

funksiya misolida ko'rish mumkn.

2- eslatma. Juft funksivaning teskarisi mavjud emas. Xususty
holda, aniglanish sohasining funksiya gat‘iy monoton bolgan
gismlarida teskari funksiya mavjud bo'ladi. Masalan, y=x* funksiya
uchun [0;+5) da y = Jx teskari funksiya bo'ladi,

3. eslatma. Davriy funksiyaning teskarisi mavjud emas. Xususiy
holda, aniglanish sohasining funksiya gat'ly o‘suvchi (kama-
yuvchi) bo‘lgan gismiarda teskari funksivalar mavjud bo'ladi.

Masalan, /,(x)=sinx (xe[—:::l); f(x)=cos x (xe|0:x]);

fx)=tgx (x& L—;:"J); fx)y=ctg x(xe (0;x)) lar uchun ko'rsa-
tilgan oraliglard lcslf' ri funksiyalar mavjud, chunki bu oraliglarda
ular gat'iy monotondir: gl()')=arcsin y (e [—=1:1]), gy)=arccos y
(vel—1:10); g)=arctgy (ye (—wj2=)); &, () =arcctgy (ye(—;
o))

4- eslatma. y=/(x) funksiya va bu funksiyaga teskari bo‘lgan
x=f~'(y) funksiyaning aniglanish sohasi va o‘zgarish sohasi 0°z
rollarini almashtiradi, ya‘ni y =/ (x) funksiyaning aniglanish sohasi
teskari funksiyaning o'zgarish sohasi bo‘ladi, ¥ =f(x) funksiyaning
o'zgarish sohasi esa teskan funksivaning aniglanish sohasi bo'ladi.

y=f(x) funksiya biror X to‘plamda aniglangan bo'lib. uning
giymatlari to‘plami Ybo'lsin. g(») funksiya ¥t1o'plamda aniglangan
bo'lib, X to'plam esa uning giymatlari to‘plami bo'lsin.
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3.17- chizma.

3- teorema. g(y) funksiya y=/(x) 2n teskan funkstya bo'lishi
uchun

gUx))=x (xeX) (f(g(M=y eY)) (1)

shartning bajarilishi zarur va yetaridir (3.17- chizma).

Misollar: 1) f(x)= 1 glx) = : (x # 0 funksiyalar (1)

shartni qanoatlantiradi. Hagigatan ham, f(g(x))= ,,'., =X.
Demak, ular bir-biriga teskan funksiyalar bo'ladi.

2) f(x)=—x, gx)=—x, xe( o= t==) funksiyalar (1) shartni
ganoatlantiradi, ya'ni f{g{x)= —(—x)=x. Demak, ular bir-biriga
teskan funksivalar bo‘ladi.

y=f(x) w'g'ri funksivadan x=/"'(») teskan funksivaga o'tish
va uning grafigini chizish uchun quyidagi amallarni bajarish
magsadga muvofig:

1. v = f(x) tenglama x o'zgaruvchiga nisbatan (agar tenglamani
x ga nisbatan yechish mumkin bo'lsa) vechiladi:

x =710 =g
2. x ni y bilan va y ni x bilan almashtiriladi:
y=JUx) = g(x)

3. y= f(x) w'g'n funksiyaning grafigi chiziladi.

4. Hosil gilingan y = f(x) funksivaning grafigini 1 va 111 chorak-
lar koordinata burchaklaridan o‘tuvchi bissckirisaga nisbatan
simmetrik almashtirish natijasida teskari funksiva grafigi hosil gilinadi.

J(x) funksivaning grafigi {(x)ixe X, » M) nugtalar to'pla-
midan, g (x) funksivaning graligi esa {(yg0] = (£ (x),x)) nugtalar
to*plamidan tuziladi (3.18-chizma).

3.19- chizmadagi y = f(x) funksiya uchun teskari funksiya mavjud
emas, chunki x, < x, < x, < x, da y=f(x )=f(x,)=f (x,)= f(x,) bo‘ladi,
bu esa teskan funksiya shartiga ziddir,
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3.19- chizma.

1- misol. y=3x—I y
funksiyaga teskari funk-
siyani toping va uning gra-
figini chizing. ot gl

Yechilishi. Avvalo yu- = L T
qoridagi qoidaga muvofiq: S, 2 / T x
1) y=3x—1 tenglamani x i
ga nisbatan yechamiz: /

y’l 2

x=
2) xniygavaynixga
almashtiramiz, natijada
izlanayotgan teskani funk-
sivaga ega bo‘lamiz:

3.20- chizma.

y=;u+n.
3) y=3x—1 funksiyaning grafigini chizamiz (3.20-chizma).

4) y=1(c+1) funksiyoning grafigi (3.20-chizma) y=3x—1
funksiyaning grafigini y=x to'g'ri chiziqqa _nisbatan simmetrik
almashtirish natijasida hosil gilinadi (3.20-chizma).

2- misol. Ushbu

|1, agar x ratsional son bo‘ls‘a.

= 0, agar x irratsional son bo Isa,
funksi teskari funksiya mavjudmi? . & .

Yei:”il;shi. Berilgan funksiya Dirixle funksiyasi deyiladi. Bu
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funksiyaning teskarisi mavjud emas, chunki y monoton funksiyva
emas, ya'ni har bir x ratsional son bu funksiya orgali | ga akslantiriladi,
Demak, y=1 ga mos keladigan ratsional sonlar cheksiz ko*pdir.

3- misol. y=x' (xe(—oe;+e)) funksiyaga teskant funksiva
mavjudmi?

Yechilishi. Berilgan funksiva juft funksiva bo'lib, x ning barchn
hagigiy giymatlarida garalsa, u teskan funksivaga ega bo'lmaydi,
chunki y ning har bir y, giymatiga x ning ikkita x, va X, givmatlan
mos keladi. Demak, 1-teoremagn asosan. berilgan l'imksiyu (=i 4eo)
da teskan funksiyaga ega emas.

4-misol. »=3* funksiyaga teskari funksiya maviudmi?

Yechilishi, Benilgan y=3" funksivaning aniglanish sohasl R=(—ee;
+eo), 0'zgarish sohasi esa (0;+e) bo'lih, u (—o=;4=) da qat'iy
o'suvchi, ya'nl ¥x,,x ¢ R uchun y < X = 3% <3 (3-§,
S-bandga. q), :

Demak, 2-teoremaga ko'ra berilgan funksiyaga teskari funksiva
mavjud: [ (f(x))=log I=x log I=x

7. Murakkab funksiyalar. /va g funksivalar mos ravishda X va
¥, w'plamiarda berilgan bo'lib, / funksivaning givmatlar to‘plami
Ef)=Y, g unksiyaning giymatlar 1o'plami £E(g)=2Z va Y o
funksiyaning giymatlar to'plami g funksivaning aniglanish sohasida
yotsin) shart bajarilganda X 1o'plamda F=g (f(x))=h(x) (F=g(»),
y=f(x)) murakkab funksiya yoki g va f funksiyalar kempozitsivasi
aniglangan deyiladi va u z=g-f kabi belgilanadi (3.21, 3.22-
chizmalar). Demak, vxe X' uchun / funksiva yordamida bitta
ye ¥ mos qa'viladi, so‘ngra Wy e ¥ uchun g funksiva vordamida
bitta ze Z mos qo'yiladi. Shunday gilib. =g(/(x)) Tunksiyaning
amiglanish sohasi f(x)ning aniglanish sohasiga ustma-ust tushadi

3.22- chizma.

voki uning gismi bo'ladi. Bunda f funksiyvaning qiymatlar sohasi g
[unksiyaning aniglanish sohasida yotishi muhim, aks holda g va f
funksiyalaming kompozitsivasi aniglanmaydi,

1- misol. z =cos y va y=x" funksiyalardan murakkab funksiya
tuzish mumkinmi?

Yechilishi. z =cos y va y=x' funksiyalaming mos ravishda IX2),
Fy) sohalarini topamiz: M2)=R, E()=R; E(y)=Dz) bo'lgani
uchun yugoridagi murakkab funksiyva hosil bo*lishlik shartiga ko'ra
bu funksivalardan murakkab funksiva tuzish mumkin: z=cos x’.
Bu murakkab funksivaning aniglanish sohasi ham R dan iborat,

2-misol. y=u* va u=sin x funksiyalardan murakkab funksiya
tuzish mumkinm?

Yechilishi. Funksiva ta‘rifiga ko'ra

Fiu-sy=i#, @: x—u=sin x ni yozsak, u holda

Ney=R. Eey=l—1:1], DIA=R, E(Fy=|0;5e)

bo'ladl. Shunday gilib, @)= X F). Demak, berilgan funksiyalardan
y=sin’x murakkab funksiyani tuzish mumkin (3,23- chizma),

3-misol, » = Ju va u=cos x—2 funksiyalardan murakkab funk-

siya tuzish mumkinmi?
Yechilishi. Berilgan funksiyalarning aniglanish va giymatiar
sohalarini topamiz:

Diwy=R. Ew)=|—3;—1],
D(y)=[0;+e), E(y)=[0;+00).

|
4 b~
o — t o
[ o il * ue r
- -
[~ I~ -
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it ! i " i X
1 3 !
T yru yesin's
3.23- chizma.
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Eu)zIXy) bo‘lgani uchun ¥ = Ju va t=cos x—2 funksiyalardan
murakkab funksiya tuzish mumkin emas, va‘ni y= ,/ OS X — 2
formula biror funksiyani aniglamaydi.

4-misol. z=[y+] va y=2* funksiyalardan murakkab funksiya
tuzish mumkinmi?

Yechilishi. Berilgan funksiyalarning aniglanish va givmatlar
sohalarini topamiz:

D(y)=R, E(p)=(0;+=),
IXD=|—14ee), E(2)=[0;+==).

Murakkab funksiya shartiga ko'ra E(y)cIXz). Demak, berilgan
funksiyalardan ; = Jz‘T | murakkab funksiyani tuzish mumkin.
5- misol. f(x)=x' va g(x)=5" funksivalar berilgan. f(f(x)),
Sglx)), g(f(x)). g(g(x)) funksiyalarni toping.
Yechilishi. Funksiyalarning berilishiga ko'ra:
ST =S (x)=(x*)=x's;
J(2))=f(5x)=5%;
g(f(x)=glxty=5";
£ (2(x))=g(5")=5"

bo'ladi va ular o'z navbatida murakkab funksivalar bo‘ladi, chunki
HNcXf), Bg=iXf), A g, HgcIXg).
6- misol. /(=2 va f'(x)=logx funksiyalaming  (/'(x)).
S (f(x)) kompozitsiyalarini toping.
Yechilishi. Teskari funksiyaning ta*nfiga ko'n;
J(f70) =2/ = Ymr o i,
F7HS(x) = log, f(x) = log; 2* = xlog, 2= x.

Mustaqgil yechish uchun misollar.

Funksiyalarning qayst biri juft, gaysi birt tog va gaysilan juft
ham, voki tog ham emasligini aniglang:

L y=dxi-3x. 2 y=3x+d. 3. y=—o
4, y=tglx— ’:). 5 y= {h 6. y=x'—x'.

X
a =\

9. y=x-
a4l

o sX, x20,
T.y=x{p 8. % —{--x. x <,

10. y= = - 11
COsS X

13. y=sinx-tg x. 14, .\’=(|—x4) COS X.

16, y=arccos |y,

lasin x
18. v = .
sin x

x.'ol

yesinx+ . 12 ¥y=X +COSX,
) x =]

15. y =sin7x + cos5 x.

17. y = arcsin x + arccos x.

Funksivalarnt davrivlikka tekshiring. Agar davriy bo'lsa, u holda
uning eng kichik musbat davrini toping:

9. f(x)=x'-3x+4. 20. f(x)=sin2x-2g].
21. f(x)=sin x .22, f(x)=cos2x cosbx.
. agar x ratsional son bo’lsa,

|
23, f(x)={ 3

, agar x irratsional son bo'lsa,
3 o
24. f(x)=6sin(0,25xx). 25. f(x)= cos(Zx— 18 ]
T - 2 > T :
26. [(x) = 7sin ; —2cos( g X+ ;}27_ f(.t}:Sm r: . ‘g;.(;.
28. [(x)=cosmx+sin2x. 29, f(x)=1g2x +ctg3x + cos Sx.
30. f(x)= sin(; + ;) + Slg[3x > ; ]

3l.l{x) = lg; + 511 2xx.
32. /(x)=l3sin’ 3x. 33. f{x)=cosx ¢os J3x.
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Funksiyalarni o'z aniglanish sohalarida chegaralanganlikka
tekshiring:

3.y=_"' | xel0:5]. 35. ¥ = x* - 10x +25.

A-10
36, y= ' 37 .V=lg(J'cJ -4x+3). 38. v= x?
T in Sx < AT T

| in 2 1

30y =y 40,y =T e T 4D,

lex X X'+l J1=x*

) l+x |
4. y=x.cos’x. 44. y= ", . 45. y=- " .
l+x X=x*

46. y = :' 47. y = arcsin 4", .48, v = vz -x-x.

(| A4 x -

9. y= ' —4x+5 50 y=2"2

Funksiyalarni o'zlarining aniglanish sohalarida monotonlikka
tekshiring:

51.y= ) . x#l s3 » = Ig(x* ~6x+10).

x5
2x-3 2 X
' — = 2% +l =
-3 S8 oy + 4 y=2"", 55 y=log o
1

|
Xy 58, y=er

56. y=x-x. 57, y=
59. y = (1 - x).

J?.x. x € -2 bo'lganda,
y = -2<

60. | 4, x <2 bo'lganda,
[Z.t. x 22 bo'lganda.

6l. y=sin'x+cos'x, xe|On]

62y=Jx-2+x+2.60y= L 64 y2.3 g+
i \{.\'2—5-‘-2
65. y =5

Funksiyalar uchun o'z aniglanish sohasida (agar teskari
funksiva mavjud bo'lsa) teskari funksiyalarni toping:

66. y =(x+1), xe|-Li4).67. y=1In ’: . xe (0544 .
68. v=5x-2.69. y=x" 45, xeR.

AN

3

2. y=yI-x", xel-L0]. 7L y=Jl-2, xei0i]

72. ¥y = x—x, X€&(-=i4m). T3. y = arctgix

74. ) y=2%-|

], x <0 be'lganda,
75.
0, x>0 bo'lganda, ?

76. y = arccos x”.

—X,— 1< x<] bo'lganda,

I, x<—1 bo'lganda,
1. ¥y =
' ~I, x>1 bo'lganda,

78. y=""%,  xe(-si-1)u(-Lie),

- |¢r'

79. y=|g§_

x'. 1< x<4 bo'lganda,
2', x>4 bo'lganda,

x. x<1 bo'lganda,

80. v =

81. f(x)=x* va g{x)=2" funksiyalar berilgan bo'lsa, u holdzf
SUx), flgtx), g(f(x), glg(x)) murakkab funksiyalarni
toping.

82. Agar f(x)= 7~ bo'lsa, fi(x)= f{f (f)) funksiyani

tex?

toping. \ .

83. [(x)= S" :' funksiya uchun f (3x), f(.r]). (f (t))
funksivani toping.

84. Agar f(x+1)=x"-3x+2 bo'lsa, f(x) funksiyani to-
ping. :

Funksiyalarming kompozitsivalanni yozing:

85.20) =y vay=f(xy=lgx

86. g(y)=siny va y=f(x)=1-x",

87. z(»)=»" va y=sinx.
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2y, ¥y 0 bo'lganda, =
88. 2(y) - vi y=x"—1.
0, ¥ >0 bo'lganda

89. g(¥)=9" va y=x
90. £(v) = J¥ (v20). y=1+x’
91. f(x)=5% va f'(x)=log.x funksiyaiar berilgan.

/ (f"("f))- / 'l/'(-‘]} Jarni toping.

92. z = arccos y va y=3+x* fimksivalar uvchun murakkab
funksiya mavjudmi?

93 2= \f; va ¥y =9 funksivalar uchun murakkab funksiva
mavjudmi?

Mustaqil yechish uchon berilgan misollarning javoblari

L. Toq. 2. Jul, 3.Tog ham emas, juft ham emas.

4. Tog ham emas, juft ham emas. 5. Toq. 6, Jufl,

7. Toq. 8. Juft. 9. Juft. 19. Toq.

11. Tog ham emas, juft ham emas. 12. Tog ham emas, juft
ham emas.

13. Juft. 14, Juft. 15. Toq ham emas, juft ham emas.

16. Juft. 17. Jufi. I8. Tog ham emas, juft ham cmas,

19. Davriy emas. 20. Davriy, T,=2x, 21. Davriy cmas.

22, Davriy, 1, = ; 23, Davny, eng kichik musbat davn yo'q.

24. Davriy, 7;=8. 25, Davriy, T, = ;= 26. Davriy, T,=20r.
27. Davriy, 7,=60. 28. Davriy emas. 29. Davriy, 7,=2x.

30. Davriy, T,=4x. 31. Davriy emas. 32, Davriy, 7, = :

33. Davriy emas. 34, Chegaralangan. 35. Quyidan chegaralangan,
yuqoridan chegarmlanmagan. 36. Chegaralanmagan. 37. Chegaralan-
magan. 38. Chegaralangan. 39, Chegaralangan. 40. Chegaralangan,
41. Chegaralangan. 42. Quyidan chegaralangan, yuqoridan chegara-
lanmagan, 43. Chegamlanmagan. 44, Chegaralangan. 45. Chega-
ralanmagan. 46, Chegaralanmagan. 47. Chegaralangan. 48. Yugo-
ridan chegaralangan, quyidan chegaralanmagan. 49. Quyidan
chegaralangan, yuqoridan chegaralanmagan. 50. Quyidan
chegaralangan, yugoridan chegaralanmagan.

S0

51. x> 1 da qat'iy kamayuvehi, x < | da gat'iy o'suvchi.

52. (—=;3] da gat'iy kamayuvchi, [3;+e)da qat'ly o'suvehi.

53. (—e= 1) w (1 +e)da gat'iy o‘suvchi. 54. (—o=;422) da gat'iy
o'suvehi, 55, (=i =1) 1 (0; +==)da qat'iy kamayuvchi. 56. (—o0; 4e0)
da kamayuvchi. 57. (—'“'.0)\-1(02+°°)da gat‘ly kamayuve'n, 58.
(== 000 (O:M)da gat'iy kamayuvchi. 59. (-=:1] da kamayuvchi,

: I = in
[1: 4e0) da o'suvchi. 60. (<=1 442) da o'suvehi. 61. 10,1 va (5 !

da kamayuvehi, l: ; ;l va |3: 7] da o'suvchi. 62. [2; +e=) da o'suvchi.

63. (—o:-3) va (-3:5] da o'suvchi, [5;3) va (3;+«-»_) da
kamayuvchi, 64, (~=;-1] da o'suvchi, [1;4=) da km.nay‘uvchl.'
65. (~==;0]da gat'ly kamayuvchi, [0;+=) da gat’ly O suvchi.
y42

66. 2(y)= J;’+|.67. g(y)= ln::i: 68. g(»)= -
6. g(y) =15 0. g(y)=—y1-»*, yelO:ll
71. gly)= Jl_-_I ye [0:1). 72. Teskari funksiya mavjud
emas. 73. g(¥)= ;tg_v. ye(=35:3)
y. y<0 bo'lganda,

Jy. »>0 bo'lganda.
75. g(y)=log; (¥ +1). ye(-Lis=). 6. g(y)=Yeosy.

74. g(¥) =

R, estey
77. Teskari funksiya mavjud emas. 78. &(¥)= 1.5, y#-L

79. g(y)=2-10", ye (—eo; 422).

y.y<l bo lg anda,
¥ =4Jy, 1sy<4 bo’ Ig anda,
80501 ;{; y, ¥ >4 bo'lganda,

1. 7()=x Sle)=48()=2" 0=




= > p )' 1 \‘"o
82. Si(x)= o 83 /{3xl:"f‘f}"_ f (= J M

Visdxe 3-\'."
? 241057
: 2554 10x7 0} y .
(£(x)) - il o B4 X Sx6 85.19x 86 sin(l—+)

2.2 1), xel—ni1 bo'lgnnda.
87. sin*x. 88. R(f)fJ )
|u. X& (o —1] Ul 4= botiganda

89.9°90. 1+, oL S(F (X)) =x £ (f(x)}=x.
92. Murakkab funksiva maviud emas. 93. Murakkab fimksiva
maviud emas,
4- §. FUNKSIYANING 1LIMITI

1. Nugtaning atrofi, Bizgs ec &' hamda ixtivoriy musbat yetarli
kichik £20 va e sontar berilgan ba'lsin
I- ta*rif. Quyidagi
Ula)={x: xR, oa—e<x<atr)

to‘p}um a- nugqtaning £- afrofi deyiladi, £ son esa atrofning radiusi
deyiladi (4.1- chizmn).
Ushbu

Us(a)={x: xe R, a<x<a+e)
to'plam a nuqlaning o‘ng atrofi,
Ul (@)={x: xe K. o £<x<a)

lo'plam esa o nuqtaning chap atrofi deyiladi (4 2- chizma),

Ushbu 0 < x—al<e tengsizlik o—r“x<ate, ¥ra tenssizliklaren
ieng kuchli bo'lib, ularming har ikkalasini ¢ nugianing £0(0) atrofi
shaklida ifodalash mumkin:

Ulay={x: xe R', a—e<x<a+te, xea),

4

thin} .
i ——— Us{a) ”’.I )
, A \ - 2. Ve
- L s e 7x 8 R -—-/' ;
o uc A I
- l, 0y PP T___nb__.: avE =3
4.1- chizma. 4.2~ chirmn.

Ba‘zi hollarda U (o) atrof @ nuqtaning feshik atrofi deb ham
yuritiladi.

Hagigry sonlar o'plami R' tarkibiga —== va +e= simvollami
vie R uchun x >—s== va x <+ xususivat bilan qo'shib, R'
fo' plamini hosil gilamiz:

Rl =Rl W, ‘-a:)‘._.‘ { “"')-

R da bes va —es snugtas laming atroh tushunchalar quyidagicha
kintilads (4.3- chizmn);
Ui(+=)={x:xe R', cehR, c<x<im}],
Ui (—=)={x:xe R, celR', -=<x<r0j,
U(=)={x:xe R, celR, |x|>c}

2. Natural argumentli funksiva va oning bimiti. N va £ to*plamlar
berilgan bo'lib, £ — har bir natural nine N) songa biror hagigiy
¢ (x.e R") sonm mos qo'yuvchi goida yoki usul bo'lsin: f:n = X,
Bu holda N o' plamda natural argumentli funksive noiglangan deyitadi
vit %= f(n) kabi belgilanadi.

Agar x,= /() funksiya berilgan bo'lse, v holda uning argu-
menti yoki a indeksini x, o'zgaruvehi mos givmatining nomeri
deb garash mumkin. Shunday qgilib, x=f(1) — Tunksiyaning
birmehi giyinati, x,</(2) — ikkinchi giymati, x,=/(3) — uchin-
chi giymati va h.k. Biz har doim giymatlar to'plami £ (x. )={x}
ni natural 1, 2, 3, .., n, ... ketma-Ketlikka o'xshash nomerlaming
ortishi bo'yicha tartiblangan, va‘'ni

Xiv Xt Xy oy Xy iis ()

sonlar ketma-ketligi shaklido tasavvur glanmiz.

o VA=) 7w
OTOYIRY LI TF
RS AT
¢ 1 . .

4.3~ chizma.




Biz bundan keyin, qulaylik uchun, natural argumentli x,= f(n)
funksiyani ketma-ketlik deb qaraymiz. Masalan, agar x,=f(n)
funksiya

an"l. X, = : xn.—_"(._l)ﬂl' X, = "’(;")

formulalardan birortasi bilan berilgan bo‘lss, ularga mos ketma-
ketliklar quyidagi shaklda bo'ladi:

REVEARE | e sasce I, =L, 1, ..., (=D, ...

I I : +(1—)"
b 3ageens Easid 1 N s b B

N i

Endi {x). »=1, Z,... ketma-ketlikning chegaralanganligi
tushunchalari bilan tanishamiz.

2~ ta‘rif. Agar shunday o'zgarmas M son mavjud bo'lsaki,
{x.} ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan katta bo'lmasa,
ya‘'ni ¥Yne N uchun xsM tengsizik o'rinli bo'lsa, {x:) ketma-
ketlik yugoridan chegaralangan deb ntaladi.

Masalan, x=sinn’, x,=—nm

sinl®, sin2°, sind", .., sinn®, .5 —1, =2, =3, ..., —n, ...
sonlar ketma-ketliklari yuqoridan chegaralangan, chunki birinchi
ketma-ketlikning har bir hadi | dan, ikkinchi ketma-ketlikning
har bir hadi esa — | dan katta emas,

3- ta‘rif. Agar shunday o'zgarmas m son mavjud bo'lsaki, {x.)
ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan kichik bo'lmasa, yva'ni
Yne N uchun x.2 m tengsizlikni ganoatlantirsa, (x.) ketma-
ketlik quyidan chegaralangan deyiadi. Aks holda, |x.) ketma-ketlik

quyidan chegaralanmagan deyiladi. Masalan, X, = 2: |y Xe=2n
| l 1. i 4
. 2‘4 !s!"‘! 2,,_' LA
P T | RO T RO
- 3 3 . |
sonlar ketma-ketliklari quyidan chegaralangan, chunki X, = 3
o‘zgaruvchining har bir hadi 0 dan, x=2n o'zgaruvchining har
bir hadi esa 2 dan kichik bo‘lmaydi!
4-ta‘rif. Agar {x } ketma-ketlik ham quyidan, ham yuqoridan
chegaralangan bo'lsa, ya‘ni shunday M, m o‘zgarmas sonlar
mavijud bo‘lib, barcha me N lar uchun m<x<M tengsizlik o'rinli
bo'lsa, (x.) ketma-ketlik chegaralangan deyiladi,

Masalan, x,=sinn", X, = : ketma-ketliklar chegaralangandir,
54

5-ta‘rif, Agar Ve > () olinganda ham, shunday natural n,=n.(€)
son topilsaki, barcha n2#, natural sonlar uchun
byy—dk<e oo
tengsizhik bajarilsa, {X} ketma-ketlik mqinla;hmwhi deyiladi, a
son esa [x,) ketma-ketlikning fimifi deb ataladi va
im x,=a YOki n-re da x, @

Ri—yee

kabi belgilanadi.
Bu ta'rifni gisqacha '
(hm x, = a) & (Ve >0, 3n, = Rle)e N:\nzn =X, —G<E)

LB

kabi ifodalash ham mumkin.
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4.4- chizma.

6-ta‘rif. Chekli limitga ega bo'jgan ketma-ketlik yaqinlasﬁhuvchf
ketma-ketlik deb ataladi. Agar ketma-ketlikning linm'l ch'ckssz yoki
mavjud bo'lmasa, u uzoglashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

Ketma-ketlikning limiti quyidagi geometrik ma‘noga oga: agar
{x,) ketma-Ketlik @ limitga ega bo‘lsa, @ nuqtaning ¢ - atrofhida =1, (Q
nomerdan boshlab, ketma-ketlikning hamma hadlari yotadi
(4.4- chizma).

1-misol. Ushbu

ml.3.2.9, 3
8 B i EE AT

ketma-ketlikning limiti =3 bolishini ko‘rgming. ‘
Yechilishi. Ixtiyoriy musbat € sonni olamiz. Bu e>0 songa ko'ra

n = {:-l] deyilsa, u holda ¥a 2 ny uchun
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1 iy el wH L
\ t i r }.-J
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4.5- chizmu,

k7 3
x‘--.anl _‘4;:'_ 3 : ] 3
g . < ¥
el = e'-m1<£‘"+l>?' n>;—(

. + . 1 3
coladi. Demak. LIEI—H—' =3 (4.5- chizma).

T-ta‘rif. Agar limx, =0 bo'lsa
Loy v . holda [x.) ketma-ketlik
cheksiz kichik migder deb ataladi. el et

Masalian, ushbu ketma-ketliklar cheksiz kichik migdoriar boladi.
l) {x”}={.’|_'}; 2) {‘X'}u{”ﬂ-

n el
2-misol. |shbu ketma-ketlikning limiti not bo'lishini |

asosan isbot qiling: a'rifga
(=1’ I "
X, b2 Lo g | el
{ R} J;l : L \.r— plir=- v."‘ V3 = A ( '")
R v

Yechilishi. Ixtivoriy musba i
ishi. shat € sonm olavlik. Unda bu &>
:(?)",ri:t k:']) ;a shunday natural n(n=n( e)e N) son lopilishin(i)
1sh kerakKi, a2 n bo'lgan barcha natural » sonlar uchun

| 20 |=] x,|<e
tengsizlik bajarilsin. Yuqorida aytilgan n, sonni topish. bu holda
,( _' "
| (r <E tengsizlikni yccl)ish orqali amalga oshiriladi.
Ravshanki,

K =

l(”")“< 1 |
| /a t‘“"‘<5“;<\/l—rmn> )
| ¥

Jn
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i
t]'l* I =4 olinsa, unda

Demak, n, natural son sifatida

(=) .1
‘G‘ - —J; <E
\ L i A )
bo'ladi. U holda ketma-ketlik imitining 6 rifiga ko'ra !."."- "
bo'ladi.
8-ta‘rif. Agar VE >0 son olinganda ham shunday n(e)e N
topilsaki, ¥ 2 m, uchun [x,[>Ebo'lsa, u holda {x.) ketma-ketlik
cheksiz karta migdor deb ataladi va 1131. x, =+ kabi belgilanadi,
Masalan,
) (=2 2) {x}={—nki
ketma-ketliklar cheksiz katta miqdoriar bo'ladi.
3-misol. [x)={37, 3; 3% F.... 3., ketma-ketlikning
limiti <= ckanligini ko‘rsating.
Yechilishi. Ixtivoriy £>0 sonni olaylik. Unda bu songa ko'ra
shunday ne N (n=n,(E)) son topilishini ko' ssatish kerakki, barcha
m>n, uchun

Ynz n, uchun

w0

3) {xup={log: |

x=3>FE
tengsizlik bajanilsin.

Ravshanki,

3" > F s log, 3" > log, E < n>log, E.

0< E<l bo‘lganda, n=n(E)=1 deyilsa, unda Va >n, uchun
har doim 3*> F tengsizlik bajariladi, Bu csa !'mz X, = !.'"3 3" = 4o
ekanligini bildiradi.

Chekli limitga ega bo'lgan ketma-ketliklar quyidagi xossalarga
caiL
19, L) Vi {3} ketma-ketliklar berilgan bo‘lib, ular mos ravishda
chekli @ va A limitlarga ega bo'lsin. U holda

e

lim (x, £y,)=atd Jim(x,-y)=a b }m = :,"(b 20)
| L and EERe

munosabatlar o'rinh bo‘ladi,
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2", Yaqginlashuvchi ketma-ketlik yagona limiga ¢ga bo'ladi,

3“. Agar {x,) ketma-ketlik chekli limitga ega bo'lsa, ketma-
kplllk chegaralangan bo'ladi, aks holda, {x.) ketma-ketlik cheksiz
limitga ega bo'lganda esa ketma-ketlik chegaralanmagan bo'ladi.

4% {x) va {y) ketma-ketliklar vaginlashuvehi bo'lib. '.""_‘ X, =4,
1{']_] Yo = b bo'lsin. Agar Yae N uchun x,<y, (%2 ) bo'ls,
u holda a< b (a2 b) bo'lad:.

3% {x) va {pd  ketma-ketliklar vaginlashuvehi bo'lib,

lm x, = limy, = a bo'kin. Agar Wne N uchun x.< 2. ¥s bo'lsa,
u holda {z,} ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi va lim z, = a
boladi. $F

4-misol. {x,,}= {J,,I N+ ] — vf,;-‘“_ |} ketma-ketlikning
limitini toping.

Yechilwhi Berilgan {x,} ketma-ketlikning limiti 19 XOSSaga asosan
quyidagicha topiladi:

'l'im=(\)n’+n+l-~-\/'n’—l):lim ol
—— "o 'Y

— 3
Vsl —ynf =]

y [ I 1
2 A T G R S S A, P
| S-misol. { } { ¥ v"p:’+2+ ¥ fare ketma-ketlikning
limitini toping.
Yechilishi. Ravshanki, barcha ne N lar uchun

g 1 4+ | S |
_ Sy NSRS T . < =2
3 . = S TS
Ve +n I+l V42 Nc!] wn J,,I,; .

xﬂ
tengsizlik bajariladi va {x }, {z} ketma-ketliklar bir xil limitga ega.

Hm L =lim. . =] lim e =fim o <
A J;:th v J;T e \!ﬁ)—'l PORT J,T'.— h
" "

58

U holda 5°- xossaga asosan, {y ) ketma-ketlik ham limitga ega

bo'lib,
limy, =1

bo'ladi. : -

6-misol. {x }={(—1)") ketma-ketlikni yaginlashishga lcksl)lnpg.

Yechilishi, Faraz gilaylik, a son, {x }={(—1)"] ketma-ketlikning
limiti bo'lsin, ya'ni e > (0 son olinganda ham 3 a,(e) (n,e N),
vn 2 m,(c) lar uchun

”“ lxy —al<e (1)

bajarilsin, Agar €=} deb olsak, (1) tengsizlik # ning juft giymat-

laricda
|

|—a< 3 (2)
ko'rinishga, # ning toq giymatlarida csa
~fad (3)

ko'rinishga keladi. @ ning hech bir qiymmidn. (2) bll:m. (3) tcn.g-l
sizliklar bir vaqtda bajarilmaydi. Demak, farazimiz noto'g 11, ya ni
yaginlashuvchi ketma-ketlikning ta'rifini qapfu\tlantl.nlvcht a son
va n,(g) nomer mavjud emas. Shunday qilib, berilgan ketma-
ketlik vaginlashuvchi emas ekan.

9-ta‘rif. Agar ¥ne N uchun

XS Xert (X< Xot1)
tengsizlik o'rinli bo'lsa, (X.} o 'suvehi (gat'iy o'suvchi) ketma-keulik

deyiladi.
10- ta‘rif. Agar ¥me N uchun

Xo2Xas1 (Xa> Xas1)
tengsizlik o'rinli bo'isa, {x} kamayuvchi (gat'iy kamayuvchi) ketma-
ketlik deyiladi.
11- ta'rif. O'suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar monoton
ketma-ketlikiar deyiladi.

1,2.2,3,3,3,..mym, . ...

2,20, 2%, ..., 2 ... qatiy o'suvchi,

Masalan n, . ..o'suvchi,




b4y | ’ 25

I, 2130 e ety Kanuyuvehi,
3 N

Rsige ) . Amnvuyy
33 B kamipvuyehi,

I-teorema. Agar {x.) ketna-ketlik o'suvehi (kamayuvchi)
bolib, yugoridun (quyidan) chegaralangan bo'lsa, u holda u chekli
limitga ega; agar {x) ketma-ketlik vagoridan (quvidan) chegi-
ralanmagan bo'lsa, u holda () ketma kedikning limi s (—)
bo*ladi

T-misol. Ushbu ketma kethikning yaginhehuvehi ekantiging
ishotlang vat limitini toping:

' "
{x,) = i;] (a>0)
Isboti. Shariga ko',

"
y " " o 3 ‘
(1)) e ()

Xl

deb yozish mumkin, u holda ‘va > By, my o= fa) lar uehun x<€ X
tengsizlik bajariladi. 9- a'rifga ko'me, {x) ketma Ketlik o, « ja|
nomerdan boshlab kamavuvehi,

Bundan tashgari, barchy ne N lar uchun 20, ya'ni {x.)
quyidan chegaralangan. |- leoremags ssosan {4} kKetma-ketlik
yaginlashuvchi. Uning limiti & bo'lsin: lim x,=b. U holda (1)
tenglikda limitga o'tamiz: o

W

limx,,, = lim X
N e n .- ""

Quyidagiga ega bo'lamiz: b=0- yoki b=().
Shunday gilib, lim * =0,
2-1eorema. (Koshi kriterivsi). |x.) ketma-ketlik vagintashuvchi

bo'lishi uchun, Ve >0 son olinganda ham shunday n.e N son
mavjud bo'lib, ¥ > ny va Yoe N lur yehun

-~
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetardi.

‘0 W2 cosu | ; x
8-misol. [, ] f‘ ;“ 4 ‘:,"'f. ne N ketma-ketlikning
vaginkashuvehi ekanligin |Slwvll.n;g
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' . ~ avirmant
Ishoti. Berilgan ketma-ketlik vchun X, = ¥ ayvirman
baholaymiz:

—" .
il / ' i

. _‘,.' { ] Tgall

| ? T
Agar e >0 songs ko'ra n=llog, | | deb olinsa, ¥a > n,

o vre N lar uchun
e
Xy die U
tengsizlik bajariladi, Demak, Koshi kriteriysiga ko'ra, berilgan
cetmar-ketlik chekli limitga ega ekan . ' ‘ e,
8 3, Ixtivorly argnmentli funksivaning limiti. X — tnmr‘h‘tq:q;y
mnh;r io'i)larﬁi (X=R), a — biror nugta bo'lsin. Shu to'plamda
‘ x) funksiva aniglangan | i
”\}IZ- m‘:’i‘l'. Agny Wity (£20) da X 10 plamimng a dan f.mqll.
kamida bitta nmi& 151 bo'lsh, @ nugtn X w'plamming lmit nugtas
lanish nuegrasiy deb ataladi, o
wu}l’\‘r;(;c‘olhr' I)qllshbu [0; 2={x : xR, Ds\sz} to plamning
har bir nugtasi shu 1o'plamming limit nugtast bo'ladi .
‘ 2) N={1, 2, 3, ..., n ...] to'plam limit nugtaga ega cmas.
3) (0 li-"ll‘ v e R0<x<t) to'plamnicg har bir pugtas
shu m‘pl:.lmnnm litiit nugrasi bo'ladi va yana x=0, x=1 nugtala
5:\!\\ (0; 1) 1o'plam uchun limit pugtatardan
i tn guyldam xossakarga ega . -
ll—-‘" \“ l‘(““"\]" -'4 ‘ N LF it nuqglash shu 1o’ plame tegishli bo'lishi
 be rmasti b 1kin
ams, tegishh be il ham mun . L
lnn;; :\;:ur @ nuats X o' plamning Hmi nugtast bO ls:l._ a nuql.x‘mng
lmr-bir ﬂimﬁdn X 10 plamning chckfaiz.ko‘p mtql:llz‘m bo lac!n.l. A
30, Agar a nugts X 1o'plamning limit nugtasi bo lsa;. );' 1a'pla )
nuqtalaridan @ ga intiluvchi [x), (X, xaa, n=1, 4, . ..
stma-ketlik tzish mumKin, : 0
kun;:;. ta'rif. (Gevne ta'rifi). Agar X to'plamning nulth;l.nrnd‘u;
RGeS anday (x} (xea, m=1, 2, ...
tuzilgan va o ga intiluvehi har ga '
kemfa-kcllik olganda ham unga mos ‘{/ (x..)) .keglmw-kctllk l\"xml(x:;
vaqgt yagona & (chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, shu b ga f(
. 7 ("




funksivaning a nuqtadagi (yoki x—sa dagi) limiti deb ataladi va uni 6 4 13-. 4.14- chizmalar uchun |('F_““ Jx)=¢
[im[(x)=b yoki x—a da f(x)—d kabi belgilanadi. lim [ =¢ (ce RY).

14-ta‘rif, (Koshi ta‘rifi). Agar Ve > 0 son uchun shunday 8(e)>0 i 1
son topilsski, argument x ning 0<|it-—al<6 tengsizlikni 2 4.15-. 4.16-, 4.17-, 4.18- chizmalar uchun
ganoatlantiruvchi barcha givmatlarida | f(x)—b& |<¢ tengsizlik ] i e
bajarilsa, b son f(x) funksiyaning @ nuqtadagi (x—a dagi) fimiti deb lim f(x)=¢, tim f (x)=d (c,d< R.
ataladi,

Eslatma. 13 va 14- ta'riflar o'zaro teng kuchlidir. : g

X(X<R') 10'plam berilgan bo'lib, @ nugta uning o'ng (chap) : 9 : 1 ’
limit nuqtasi bo'lsin. Shu to'plamda f(x) funksiya aniglangan, 1 3 :

15- ta‘rif. (Geyne ta'rifi). Agar X to'plamning nugtalaridan N\ : A
tuzilgan va har bir hadi @ dan katta (kichik) bo‘lib, @ ga intiluvchi \ / \ /‘\1: A at-A /‘\ 4
har qanday [x.} ketma-ketlik olinganda ham, unga mos {f{x.)} S — 2 Y= / 0 \ /
ketma-ketlik hamma vaqt yagona b ga intilsa, shu b ni f(x) /o > : \
funksiyaning a nuqgtadagi o ‘ng (chap) limiti deb ataladi. ' g :

16-ta‘rif. (Koshi ta‘rifi). Agar istalgan £>0 son uchun shunday g : ’ i
8=0(e)>0 son topilsaki, argument x ning U *(a) (U (a)) 4.6~ chizma. 4.7- chizma.
atrofdagi barcha givmatlarida | /(x)—b| <e tengsizlik bajarilsa, &
son f(x) funksivaning @ nugtadagi o'ng (chap) limiti deb ataladi g : :
vit U, mos ravishda, quyidagicha belgilanadi: 4y § 14

Jim f(x)=b yoki f(a+0)=b, ( lim_ f(x)=b yoki ? /\

f(a™0)=b). A /\4 t/"\ 2

"\

Chekli yoki cheksiz (a;6) oraligda f(x) funksiya berilgan bo'lib, /6 \[/ \:*
uning grafiklari 4.6-4.18- chizmalardagi kabi tasvirlangan bo'lsa, ¢ :
J(x) funksiyaning x—a va x—b dagi limitlarini analitik ko*rinishda
quyidagicha yozish mumkin;

. 4.6-chizma uchun M f(x) =4, lim f(x) = —e=. | 4 alans:
2. 4.7-chizma uchun M f(x) =4, lm f(x) = +==. . : :
3. 4.8-chizma uchun lim f(x) = —e, lim f(x) = —=. 1' ¥ ' Try
4. Mos ravishda, 4.9-, 4,10- chizmalar uchun /.T ..... / A%
im /) =4, limfx) = ¢ (ce R A W A

lim /()= (ce R'), lim f(x) = 1o, / °I\/ \.V/ [f \/
5. Mos ravishda, 4.11-, 4.12- chizmalar uchun ',if‘,f(") s [ — """""""" ceoniCenmseaned §

lim f(x)=¢ (ce R'), Epgf(xbc (ce RY), lim f(x) = ~==. |

n:
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4.12- chizma,

 FCORL T
- '|'F|

4.18- chizma.

I-misol. f(x)= x' funksiyaning x-»3 dagi limiti 81 ga teng
ckanligini ko‘rsating.

Yechilishi. 3 ga intiluvchi ixtiyoriy {x.} (xa3, n=1, 2, . . .)
ketma-ketlik olamiz. Unga mos {f{x)} ketma-ketlik quyidagi
/[ (x)1=1x*) ko‘rinishda bo‘ladi. Yaginlashuvchi ketma-ketlikiar
ustidagi arifmetik amallarga binoan (3-§, 2-band, 1°- ga qarang):

'imf(-\'q)-_' lim X::lim (x..x X X )-‘-8]
143 Xy 43 s n " "

Demak, 13-ta‘rifga ko'ra, lin} f(x)=81.

12-misol. f{(x) = sin 1 (x # 0) funksiyaning x—0 da limilga

cga emasligini ko'rsating.
Yechilishi. Nol nugtaning atrofida nolga intiluvchi ikkita har xil

_J 7 2

tal=fal b=}

ketma-ketliklarni olaylik. U holda
f(x,',)=sin:$ =sinnx =,

S(x]) =sin xl = sin (4n;l)x =sin(2nx+ ;) =]
bo'lib,
lim fix =0, limf(x)=1
bo‘ladi.
Bu esa 3-§, 2-band, 2°- xossaga ko‘ra, f(x)=sin l
funksivaning x=0 nuqtada limiti mavjud emasligini ko‘rsatadi,
3-misol. /(x)=2 x+3 funksivaning x=1 nuqtadagi limiti 5 ga
teng bo‘lishini ko'rsating va £=0,01 uchun & ni toping.
Yechilishi. Ve > 0 songa kora 5ni 8= 3 deb olsak, u holda
[x—1}<& tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x lar uchun

[(2x+3)—S|=f2x—2j=2jx—1|<e
'x—P<§-5
munosabat bajanladi.
Demak, 14- ta‘rifga ko‘ra, lim (2x+3) =5 ekanligi kelib
65




chiqadi. Endi £=0,01 desak, 8 = **! = 0,005 bo'ladi. 0<|x—11<0,005
bo'lganda |(2¢+3)—5<0,01 bo'lar ekan.
)
14- misol. 1y a*, (a>1) = 0tenglikni isbotlang,
Aal=—=0 |

Isboti. Ve >0 va x<0 uchun a* <¢ tengsizlikni yechamiz.
Agar €21 bo'lsa, u holda vy <0 lar uchun g'~<¢ tengsizlik
bajariladi,

Shuning uchun Ve >1 bo'lganda & o'rnida ixtiyorly musbat
sonni olish mumkin, masalan, 6=1. Agar £<1 bo'lsa, u holda
tengsizlikning ikkala tomonini logarifimiab,

Ina

I

“Ina<lng¢er x>
x Inge
tenglikka ega bo‘lamiz

Shunday qilib, Y0 < ¢ < | bo'lganda ham —§<x<0) tengsizlikni

ganoatlantiruvchi & mavjud bo‘ladi, Masalan, &= — :::' =0 deb

olish yetarli.
I

Demak, a* (2> 1) funksiyaning x=0 nugtadagi chap limiti
nolga teng ckan.

X (X< R') to'plam berilgan ba'lib, a uning limit nugtasi hamda
bu to'plamda f(x) va g(x) funksivalar aniglangan bo'lsin.

Quyidagi xossalar o'rinli.

1% Agar x—a da f(x) va g(x) funksivalar limitga cga bo'lsa,
J(x) % g(x) funksiva ham x-»a da limitga ega bo'ladi va

l‘im I/(x) £ g(x)] = i'im S(x) % li_n: g(x)
tenglik o*rinli.
2%, Agar xa da f(x) va glx) funksiyalar limitga ega bo'lsa,
S(x)g(x) funksiya ham x-sa da limitga ega bo‘ladi va
lim [ (x) £(x)] = lim f(x)- lim g(x)

tenglik o'rinli.
3% Agar x—a da f(x) funksiya limitgs ega bo'lsa, &k f(x)
(k=const) funksiys ham x—a da limitga ega bo*ladi va

lim k- f(x)] = & -lim f(x)
tenglik o'rinki.
66

4°. Agar x—a da f(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo'lib, glx))

bo'lsa, L) funksiya ham x-»a da limitga ega bo'ladi va

g(x)
lim fix)
lim S(x) w lim A0
x-on £{X) x0 Ll_l:'l‘g(x)

tenglik o' rinli.

Eslatma. 1%, 2° va 4° xossalarda x—a da f(x) va g(x)

ig‘indisi, ko' 1 va bo'li idan iborat

i ing yig'indisi, ko’paytmasi va bo'linmasi : .
&l}gzaflﬁr?k‘si;liging limitga ega bo‘lishidan, b_u fur}ke:yalamm_g
har birining limitga ega bo‘lishi har doim ham kelib chigavermaydi.

i .
Masalan, /(x)zl-sinl, g(x)=sin _ funksiyalar

yighindisi f (x)+8(x)=1 bo'lib, x»0 da f(x)+g(x)->1. Ammo
v—0 da f(x) va g(x) funksiyalaming har biri limitga ega emas.
' < x+215 : T
5-misol. xli‘er(ISc:os’ mx + 3sin’ mx + wros) funksiyaning l:l
mitini toping.
i M5 o nksiyalarning x-0,5
Yechilishi. 15cos’my, 3sin'mx va ¢ funksiya
dagi limitlarini hisoblaymiz:
l‘liﬂr(rcslf':cosz nx = lS}»idrgljcosxx-fl_ig\F cos.mx = 0. -
}LT&:;Sins x=3 lliir'&sin T X J!szm X }gg}sbm nx =3,

lim x+2,5
lim X423 _ x-S 5 =3
05 i +0.35
1405 x+05 ,lf,%‘_s"

Demak, 1'—4"- xossalarga asosan, quyidagiga ega bo’lamiz
- X+25
lli‘t&(lSCOSZ nx+3sin’mx+ x»o.s) -

5
» b . I | » .‘+2...=0+3+3=6'
B rhmﬁlScos‘ nXA }{g{shm X+ '% 308

17- ta'rif. Agar x—a (a — chekli yoki 4e=) da f(x) funksiyaning hmiu
nolga teng, ya'ni lim /(=0 bo'lsa, S0 cheksiz kichik funksiya deyiladi,
Masalan, l‘i% sin x={), l‘..mo In (1+x)=0, l‘:rn Ina=0, lxlf,n_; o5 x~=:)7




lim e = 0, lim —— =0 bo Iganligidan, ta‘rifga ko'ra, sin x,
K-tom X s 7Y 1
»

2 |
In(1+x), Inx, cosx, & njal funksiyalar cheksiz kichik funksi-
valardir.
18- ta'rif. Agar x-—+a (@ — chekli yoki 2») da /(x) funksiyaning
limiti cheksiz (£=2) bo'lsa, f(x) chekyiz Ratta funksiva deyiladi,

Masalan: lim 187 x=+==, lim -11‘.-,, =os, M (X 4+x41) =4,
AN w2 (x=2) P R—

5

-

.li"l (x*+2)=_+ bo'lganligidan, te’x, T X+x+1, x'+2

funksivalar cheksiz katta funksivalarga misol bo‘ladi.
X to'plamda aniglangan f(x) funksiva x—a da (bu yerda a
shu X to*plamning limit nuqtasi) chekli b limitga ega bo'lsa (va‘ni

lim £(xy=4), u holda a(x}=f(x) —b funksiya x—a da cheksiz

kichik funksiva bo'ladi. Agar f(x) funksiyn f(x)=b+a(x) (bu yerda
e x), ifoda x—a da cheksiz kichik funksiya) ko‘ninishda tasvidansa, 64—
finksiyaning x—a dagi Himiti bo'ladi,
T"' Eslatma. Funksivaning
biror nuqtada bir tomonli
limitlars mavjud bo'lishidan
/ uning shu nugtada limitga ega
bo'lishi har doim ham kelib
chigavermaydi.

3- teorema. f(x) funksiva a
nugtada b limitga ega bo'lishi
uchun uning shu nugtada o'ng
va chap limitlari mavijud bo'lib,

[ (a+0) = fla—0)=b

~“y

4.19- chizma.

tengliklar o'rinli bo'lishi zarur va yetarli.
6- misol. f(x) funksiya x=0 nuqtada limitga ega cmasligini
ko'rsating (4.19-chizma):

x!, agar x <0 bo'lsa,
S(x)=
x+1, agar x >0 bo'lsa.

Yechilishi. Berilgan funksiya son o'qida aniglangan. x <0 uchun
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)= ah iladi. x= 0 nugtada * funksiyaning
(ksiva /(x) = 2@ formula bilan benlads, x ;
lm'nn'ntﬁggn teng bo'ladi, u hold_a_3-teorcmaga asosan‘r-:lg nugtada
berilpan funksiyaning chap limiti ham nolga teng bo‘ladr:

d . 2
: = lim x* =limx* =0.
l’hg]— f(X) Xl x40

v nuqtada berilgan funksivaning o'ng limiti 1 ga tcng bo'ladi:
i = i D=lim{x+1) =1L
‘ll_g,l' J(x)= l|lg'1.(x +1) I‘u}‘}(r

Demak, berilgan funksiys x=0 nugtada chap va 0'ng limitlanga
cga bo'lib, Jekin ular teng emas. ll_gl S(x) = _,li,‘},‘_ f(x). Shvunflu)
qilib, 3-1ecoremaga asosan, berilgan funksiya x=0 nuqtada limitga
A QInas. et _
§ ‘7-miso|. Ushbu funksivaning x=0 nugtada limitga egaligini
ko' rsating:

x. agar x <0 bo'lss,
X) =
S sin x, agar x > () bo'lsa,

Yechilishi. Berilgan funksiya son o‘qining J_r=0 nugtadan bos:qa
barcha nugtalarida aniglangan. f{x) funksiyaning x=0 nugtacda chap
va 0'ng limitlarini hisoblaymiz:

lim fix)= “T x={), chunki l‘i!:l‘l).'(=0,
3=+~ K ~al)~ -
‘ = lim sin x=0, chunki limsinx = 0.
iy /() = i sin =0, chunkilin

Demak, berilgan funksiya x=0 nugtada chap va o'ng limitlarga
¢ga bo'lib, ular 0°zaro tengdir: xlﬁ'rél. fix)= P!n f (x_) : 0: 3.teore-
Maga asosan, berilgan funksiya x=0 nugqtada chekli llmltgn ega.

Funksiya limitining mavjudligi hagidagi teoremalarni garayrmiz.

4- teorema. Agar nuqlaning Ux@) atrofidan olingan X ning

barcha givmatlarida
gx)s f(x)sh(x)
tengsizlik o'rinli hamda x-»a da g(x) va h(x) funksiyalar limitga ega
bo'lib,
1 lim g(x) = I'im hix)=b

X

bo'lsa, u holda f(x) funksiya ham limitga ega va =




l.i.'.’l fix)=»
bo'ladi.

5- teorema. Agar f(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi
(kamayuvchi) bo'lib, yugoridan (quyidan) chegaralangan bo‘lsa,
JS(x) funksiya @ nuqgtada chekli limitga ega bo‘ladi va, agar f(x)
funksiva yugoridan (quyidan) chegaralanmagan bo'lsa, uning limiti
400 (o) bo'ladi.

6- teorema (Koshi kriteriysi). f(x) funksiya @ nugtada chekli
limitga ega bo'lishi uchun, wg > 0 son uchun shunday §=8(g)>0
son topilib, argument x ning 0<bo—a<s, 0<po—a<8 tengsiz-
liklarni ganoatlantiruvchi ixtivoriy x: va x; (x;, x:¢ X) qiymatlarida

If (o) —f (xa)l<e

tengsizlikning bajarilishi zarur va vetarli.

YA
8- misol, J/(x) = J‘ + 2 funksiyaning x—ee da limitini 1oping.
Yechilishi. Barcha x#0 lar uchun quyidagi

l<\ﬁ4 '3<|+ 'J

X X

tengsizlik bajariladi. l.i.,"](l + :,) =1, chunki Jlru.n_ Il, = 0. Demak,
4- teoremaga asosan, .

lim ’n ('1 A
bo‘ladi.

9-misol. x-0 da f(x)=x'sin -} funksiyaning limiti chekli ekan-
ligini ko'rsating,

Yechilishi. Berilgan funksiyaning x=0 nuqtada chekli limitga ega
ekanligini isbotiashda Koshi kriteriysidan foydalanamiz. e > 0

son olib, éni & = \fg deb qarasak, xning’0 <| x, & J‘; D<|x, |< Jf
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x,, x, giymatlari uchun
quyidagiga ega bo'lamiz:

|

(X))~ f(x;) = xtsin b ~x¥sin ! g
X X2

¢
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in !+ adsin boglx P+ n]<e
< xisin - o+ xsin o Slx )
! X X3

a x=0 nuqgtada Koshi kriteriysini

arals nksi /
Bu esa guralayoigan fu )’cmak' berilgan funksiya x—0 da

ganoatlantirishini ko‘rsatadi. D
chekli limitga ega cknn B

Funksiyaning limitini topis
ol o ynaydi:

oo SINX % i)
1) l‘l—‘:‘g X '.l:ﬁ—‘?o sin X

hda quyidagi ajoyib fimitlar muhim

3y tim {1+ i)" ~lim(1+y) =e (¢= 2 71828...);

PRy

o_l A
3 lim T " =
p-ol)

4) lim loga(1+X) _ jog e(a>0. a=1)
X A X

5) lim""'l =Ina (a>0)
a0 X

Ikkita £(x) va g(x) funksiya AR m‘plamdu aniglangan ho'li:‘;
a nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo'lsin. Bu. h(_)lda- “;19(}:““;,
keltirilgan ajoyib limitlardan quyidagi tasdiglar o rinli bo’lisht ke
chigadi: .
6) Agar lim f(x)=A4>0, lim
X

-

pxy=8 (A, B — chekli sonlar)

bo‘lsa, u holda
nm sdxiin I(n_ Bin A ~ A’

lim ()% = ex = ¢
bo‘ladi. ‘ o
7) Agar limf()=1, lim q{x)== bo'lsa, u holda Em‘l’ [f o=

_ ot WO tik o'rinti bo‘ladi.

10-misol. lim “‘;’;2‘ hisoblang.

Yechilishi. 1) formulaga asosin quyidagiga cga bo'lamiz:

2

lim
a0

Yx
11-misol. 1_19_:(“1] i hisoblang.

|~COS2X _ 1io 28I0° X _ Zlim(g“] =9
;tl = L‘-n.z .\’2 =0 x

7



Yechilishi. 2) formulaga asosan,

hm(l+ )”—lnm[(l-r )"]’-lhm(n )‘f e
natijani olamiz.

+3
'2- 2-" ‘3 - -
misol. ‘hj‘n_ ( 32 ”r ni hisoblang.

Yechilishi, f(x)- ;‘; Px) = 8x? 4 3
belgilarni kiritib, har b:r funlcsiyn uchun limitni

j hisoblaymiz:
r f( 2’X2
tm f(x)= |j =1 } i
B0 =Jim 5 lim o)« et +3) 1o
3 " '
y X
So‘ngra 7) formuladan foydalanamiz:
2 . x’-i
"m 2" +3 .!‘n:—qulllln ]
¥ 00-(2,&‘2?51 mt) '
b
S(x) ~1= 2x,‘}—l= Loy
2x*45 2x%+5’

Tim 9O/ (x) — 1] = — fim 28<743) _
T 2x34s

Shundan keyin, Quyidagiga cga bo'lamiz:

13

244 .
I 2x*43 =
z-vim| 2x4S s 2R

1
13-misol, !im X (5 —1) ni hisoblang,
Yechilishi. ' =y deb bel

Demak, 5) fonnulagn asosan

i l
limx |5 —| |= 5‘" :
Jim | }L’!‘_ { = lim =In3 bo'ladi.

A=rre-
X

Ylssin sinx—| |
14-misol, 1!_12 ciny ™ hisoblang.
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gilaymiz, U holda x—sieo da y-0,

Yechilishi. sin x=7 deb belgilaymiz. U holda x—0 da 0.
Demak, 3) formulaga asosan,

lim ;[nsmx—l tim (1e0)'/ 31 )
x-s0  BINX p-.o 1 37
hﬂ.llldi

15-misol. llm k’? ni hisoblang.
Yechilishi. 4)——5) formulalarga asosan quyidagiga ega bo'lamiz:

{x+1)

o logylx+1) « hi logs(x+1) x logy ¢ 14 1
I:“Po 3| l‘-‘!‘o X -1 W3 3

ni hisoblang.

{o (h— 5 Hl=x)
16-misol. lim| }** ?
Yechilishi. 6) formulaga asosan quyidagiga ega bo'lamiz:

l—u‘; | |

el Yimr e (lex Yeds _ (2R _ 2
l,'.'f?(z.x] “'.’2?(2“:) (3 V3

4, Funksiyalarni taqqoslash. X(X—R') to'plamda f(x) va g{x)
funksiyalar aniglangan bo'lsin.

19-ta‘rif. Agar f(x) va g(x) funksiyalar uchun shunday
o'zgarmas §>0 va C sonlar topilsaki, barcha xe Ui(e) lar uchun

[f(x)] = C letx)

tengsizlik bajarilsa, u holda f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan
chegaralangan deyiladi f(x)=O(g(x)) kabi belgilanadi.

Agar f(x) funksiva @ nuqtaning biror atrofida chegaralangan
bo‘lsa, uni x—a da va f(x)=0(1) kabi yoziladi. Masalan,

f(x)=(|+ :] funksiva x=0 nuqta atrofida chegaralangan

|
(chunki litpo(nx)* = ¢ . Shuning uchun (H ) =0(1) deb

yvozish mumkin.
20-ta‘rif. Agar x—a da f(x) va g{x) funksivalar {xza da f(x)20,
g(x)20) uchun
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lim /)

= £ e SLX)
lim & I voki lim |

s+ J(X)
bo'lsa, u holda f(x) va g(x) lar ekvivalent funksivalar deb ataladi
va f(x) —glx) kabi belgilanadi.

Masalan: 1) x—0 da f(x)=x , g(x)=sin x funksivalar ekvivalent
funksiyalardir: x~sin x; 2) x=0 da ¢'—1~x; 3) x=0 da In( 1 +x)~x:
4) x=rs= da X*+x"+ 5<% ga ekvivalentdir.

21-ta*rif. Agar f(x) va g(x) funksiyalar uchun f(x)=ofx) 2(x)
tenglik o'nnli bo'lib, bunda lim a{x) = 0 bo'lsa, u holda x-+a da
JS(x) funksiya g(x) ga nisbalun‘_v}'}qad tartibli cheksiz kichik funksiva
deb ataladi va f(x)=0(g(x)) kabi belgilanadi

Masalan, ushbu munesabatlar o‘rinlidir;

1) x50 da sin®x= xX*+o(x')1=x+olx);
2) x40 da arcsin3 x=3x+o(3x)=3x+0(x);
3) x=0 da In{I+5x)=5x+o(x).

Agar f(x) funksiya a nugtaning biror atrofida cheksiz kichik
funksiya (ya'ni x—»a da f(x)—0) bo'lsa, uni /(x)=0( 1) kabi yoziladi.

Agar x—a da f(x) va gix) funksiyalar uchun f(x)=o{g(x))
tenglik o'rinli bo'lsa, u holda bu funksivalar uchun f(x)=0(g(x))
tenglik ham o'rinli bo'ladi. (Bu tasdigning teskarisi o'rinli emas.)

Teorema. x—a da f(x) va g(x) funksivalar (xza da f(x)=0;
g(x)=0) ekvivalent (f(x)-g(x)) bo'lishi uchun

g)—f(x)=o(g(x))
yoki
glx)—f{x)=olf(x))

tenglik o'rinli bo'lishi zarur va yetarli,

Mustagil yechish uchun misollar

Ketma-kethik limiti ta'rifidan foydalanib, quyidagi tengliklarni
ishotlang:

\. tiglg 2 .
b !,"“':"4 Sl o2 i e

l' - 1 — — .
= 2 !Lﬂ: 2n+l > weam =) 2
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Jrlsn _y 6. li_m(—" = 0.

4 —1 4 : -
4. lim 4_'3.11 west . l.‘-T- " ne
Sonlar ketma-ketliklarining limitini toping:
% 4047 li (n+l)“o(n+2)“ h
7.‘“&‘.‘. ' " . 80 o] (m})\“l
; 10. lim2" 5"
i \ 1 + + . N v
9. lim) {5%33 alna1) e
l*,l,#...o
- l4_-_2+...m. 12 tim ; =
1. ln‘—'g rl1 Npe- lrjc o o
. X
| sin -+l
i n . 14, lim
13‘ ‘n‘f'n— (IH")!—H‘ - n

Koshi kriteriysidan foydalanib_. quyidagi ketma-
chekli limitga ega bo’ lishini ko'rsating:
inl  sin2 smn.
lS.x,:s‘; * L

1 |
17. : 2 =1+ 2}4‘...4‘ i

b b,

Funksiva limiti ta'riflaridan foydalanib,
isbotlang:

i —2)=4, 23. limcosx = 1.
21. lin;(3x —5)=4. 22. l:m((:x ) “n’ s
2 111 Y = L
2-l6 i * =0, 26. lim 17 N
u. ':ig} ,:2-4,( =2. 25. bﬂXSln X 22 X-42
Funksivalar nuqtada limitga ega ernashigini ishotlang:
H =0.28. f(x)= x—{x), a=3-
27.[(X)=-—£. a‘
29. f(x)=arctg . a=0.
Limitlarni toping: =
=27 - Jex=1 39 lim q|+5x!—l.
I 30. lll-'g x—3 ' 3“!1‘21‘) x x40 Ax

ketliklarning

quyidagi munosabatlamni
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. i Yor=2
Yllﬂ,; rﬁ" ?

35, .,'f!!?.‘\/-‘_ —~1— J?r).

3. llm(\/.\+ J—).

36. lim * (m ne N im Yo—r—1

ksl o ). 37 lim i
8 lim 413074

Tt Gyt —2x3d g} 39, ]lm( f‘ —,x)

Foeml X7 k
40. !"_E(sz +1 4 x), 41 lim .!412-0«,_,4-}["\"
> 450 P y e N,
Limitlarni hisoblashda lim *™* . I va lim(]
tengliklardan foydalaning, i ' 01( i j |

42. lim ™% gq jip, sinax

-0 dy lim '@ Sx s Cosy
3 v sinfe 4. 1m0 45, lim 08X
B & Te
46- hn; 2 —X [b X 47 hm sn l' l' l—“n X CON X
Xy Neam Zz 48. im :
3 —x? x40 1+sin x—cogx

49. lim (ﬁin r)‘“:'

= o]
2+l

Ax
55. 1 L. ; S
x_,"j(‘*x} - 56. “.."1 u.’J S !

v T4 x

o .!i."‘( . } 51, nm(z"--‘f
I~ dx4d | °

li 5 o .
“T |+2.‘} . 54, ?{2([+!&‘.)<m‘

57. in_x.rg (8in x + cos x)2=,

38. Ir"c'}x - 59. llmx(e‘~

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

4
Ry, WE B3oas
4

8.2 13.0 3.2 3% @2
5 B

34.0. 39.0. 4.2
40.0. 45,-1

Vi ) IR TR | L £
2 m P

9.1 14, 0.
10.5. 30.27, 35.0.

47. 50.'  53..% .56.1.59. 1.
2n IS

48.-1. 5l.ef 54.e 57. Je.
|

B e, S5 S8

5-§. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

1. Uzluksiz funksiyaning ta‘riftari. /(x) funksiya X < R to'plamda
aniglangan bo'lib, ¢ shu X to'plamning limit nuqtasi bo'lsin, e € X.
1- ta‘rif. Agar x—¢ da f(x) funksiyaning limiti mavjud va u

f(a) ga teng, ya'ni
lim f(x) = f{a) (1)

bo‘lsa, f{x) funksiya a nugtada uziuksiz deyiladi.

2- ta'rif (G e y n ¢ ). Agar X1o*plamning elementlaridan tuzilgan
va a ga intiluvchi har ganday {x,) ketma-ketlik olinganda ham
funksivaning unga mos givmatlaridan tuzilgan {/(x.)} ketma-ketlik
hamma vaqt /(a) ga intilsa, f(x) funksiva a nugtada uzfukyiz deyiladi,

3- ta‘rif (Koshi). Agar istalgan £>0 son uchun shunday
&=5(e,a)>0 son topilsaki, funksiva argumenti x ning |x—al<$
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha qiymatlarida

[f (x)—f(a)|<e

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiva a nugtada uzluksiz deyiladi.

4- ta‘rif. Agar istalgan £>0 son uchun shunday 8>0 son
topilsaki, funksiya argumenti x ning barcha xe Uf«) qiymatlanda
[(x) funksivaning mos givmatlari f(x)e U(f(a)) bo'lsa, f(x)
Sunksiva a nugtada uzluksiz deyiladi (5.1- chizma),

Matematik belgilardan foydalanib, 2-, 3-, 4- ta‘riflarni, mos
ravishda, quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:
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' ; . /-. M+ Ax )
e P Y ,h—rf Ny
| - '
[ P iR
— fix) A
o X 0
e " " AN Ei
LTS
5.1-
chizma, 5.2- chizma.

vix}: limx, =a - lim f(x,) — f{a),
Ve>03850: wy :lx-ak&—olf(.t)—f(a)kr_,
Bw’;oa §>0: Vx:Usla) = f(x)e U,(f(a)).

Unda x—a ayirma argument orttirmasi S(x) i

inda argur X ~f(a) a
funks:yampg a nugtadagi orttirmasi deyiladi. Ular #&)mz;:g?ais:
va Ay yoki Af(a) kabi belgilanadi- B2
e AY=x—q, Ay=Af (@=f(x}—f(a).

rument va funlksi i ini quyidagi ko'ri

i va funksiya orttirmasini quyidagi ko'rinishda ham yozish

*EatAx,  Af(a)=f(a+Ax)—f(a). (2)

Agar f(x) funksi o
munosabatlardan Y& @ nuqtada uzluksiz bo'lsa, (1) va (2)

fim &/ =0
kelib chigadi. By esa funksiva uzluksizligini
: o e K
han; mumkinligini ko‘rsalac{i. i avd e
3= @'rif. Agar argumentnin i ortti i
) 2 a nugtadagi orttirmasi A
mtilganda f(x) funksivanine i i i
ol yaning ungs mos orttirmasi Af ham nolga
bo'l ‘IJTP L,
‘Isa, f(x) funksiva a nugtada uzlksi tladi
: z deyiladi (5.2- chi g
: Esialma A'to'plamda f (x) funksiya aniqlangan bo'lib, 'cz:T:l)x X
:::) ‘pllammm.;f ;nmit nuqtasi bo‘lmasa, ya‘ni lim f(x) ma‘'noga ega
masa, f(x) funksivani W izligi i
i yoyg’mng a nugtada uzluksizligi haqida
78 \

X R to'plamda f(x) funksiya aniglangan bo‘lib, e X esa X
(o'plamning o‘ng (chap) limit nuqgtasi bo'lsin.

6- ta‘rif. Agar x—a+( (x—a-0) da f(x) funksiyaning o'ng
(chap) limiti maviud va u f{a) ga teng, va'ni

}imﬂf(x):/(a+0). Sla+0y= f(a)
(Jim, s = fla—0),  fla—0)= fia))

bo'lsa, f(x) funksiva a nuqtada o ‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

7- ta*rif. Agar f(x) funksiva X= R to*plamning har bir nuqtasicla
uzluksiz bo'lsa, f(x) funksiva X to‘plamda uzluksiz deviladi.

8- ta‘rif. Agar f(x) funksiva (@, &) oraligda uzluksiz bo'lib,
x = o nuqtada o'ngdan, x=>»b nugtada csa chapdan uzluksiz bo'lsa,
[(x) funksiva |a; b) kesmada wzluksiz deyiladi.

I- teorema. f(x) funksivaning @ nuqtada uziuksiz bo'lishi
uchun fla+0)= f(a—0)=f(a) tenglikning bajarilishi zarur va
yetarlidir,

1-misol. f(x)=(x"—6)" funksiyaning @=3 nuqtada vzluksiz
ckanligini ko'rsating.

Yechilishi. Birinchidan, x—3 da f(x) =(x*—6)' funksiyaning
limiti mavjud:

l'i_ln J(x)= l.i_r}}(x2 —6) =27,

ikkinchidan, bu limit berilgan funksiyaning =3 nuqtadagi giymatiga
teng: 27=f(3). Demak, f(x)}=(x*—~6)" funksiyn [-ta‘rifga asosan

@=3 nuqgtada uzluksizdir, Iip} flx)=f(3)=2T.

2- misol. f(x)=x" IXx) funksiyaning x=0 nuqtada uzluksiz
ckanligini ko'rsating, bu verda Xx) — Dinxle funksiyasi.

Yechilishi. Ixtivoriy nolga intiluvchi {x,) ketma-ketlik olamiz, U
holda unga mos [/ (x)] ketma-ketlik /(x,)=x7 D{x,) ko'rinishga
ega bo'ladi.

Ma'‘lumki, Dirixle funksivasi chegaralangan. {x.) ketma-ketlik
esa cheksiz kichik bo'lgani uchun {f(x,)} ketma-ketlik ham cheksiz
kichik bo'ladi. Demak, n—e da f{x)=x" D {x.)-0 bo'ladi. Bu csa
garalayotgan funksiyaning, 2- ta‘rifga asosan, a =0 nuqtada
uzluksiz ekanligini bildiradi,
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3- misol. f(x)=/x+6 funksivaning a=3 nuqtada uzluksiz
ekanligini ko'rsating,

Yechilishi. Berilgan funksiva @ =3 nuqtada aniglangan. v » ()
son olib, bu € songa ko'ra 6>0 sonni §=3¢ bo'lsin deb garalsa, u
holda |x—3]<8 bo'lganda

| f) = FH Jx+6 —3]= J‘%’j‘ <";3‘<:=g

bo‘ladi, Bu esa, 3-ta'rifga asosan, garalayotgan funksivaning o=3
nugtada uzluksiz ckanligini bildiradi.

4- misol. f(x)=sinx funksivaning vge R' nuqtada uzluksiz
bo'lishini Ko'rsating.

Yechilishi. vz e R' nugtani olib, unga A x=x—a orttirma beramiz
Natijada f(x)=sinx funksiya ham Ay=sin(e+Ax) — sin a
orttirmaga ega bo'ladi. jcosri<l, sinr< f va 0<Ax<n 1engsizliklarni
e‘tiborga olgan holda,

[Ay b f(a+ Ax)—j'(a):zsn'nﬁxcos‘”'ﬁ“" < 2%"—=Ax

munosabatga cga bo‘lamiz. Bundan esa Ax—0 da Ay—0 bo‘lishi
kelib chigadi. Demak, f{x)=sinx funksiva, 4-ta‘rifga asosan,
Vae R' nuqgtada uziuksizdir.
5- misol. Ushbu funksiyani ixtiyoriy x =« nuqtada uzluksizlikka
tekshiring:
J(x) =l

x, x-—ratsional son bo'lganda,

—X, x~irratsional son bo'lganda,

Yechilishi. Ma‘lumki, f(x) funksiya a nugtaning atrofida ham
musbat, ham manfiy givmatlar gabul giladi. Agar xe U(0) bo'lsa,
f(x)e Ud0) bo'ladi, ya'ni lim f(x) = £(0) = 0. Demak, 4- ta‘rifga
asosan f(x) funksiya x=0 nugtada uzluksiz bo‘ladi.

Agar a#0 bo'lsa, f(a)20.” x—ratsional son bo‘lganda;
lim f(x) = @, X — jrriatsional son bo'lganda esa lim J(x)=—a
bo'ladi. Bu yerdan /(x) funksiyaning x=a nuqtada uzluksiz bo‘Imas-
ligi kelib chigadi (5.3- chizma).

6-misol. Ushbu funksiyaning x=0 nugtada o'ngdan va chapdan
uzluksizlikka tekshiring:
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5.3- chizma.

! s x =0 bo'lganda;
Jo8¥

0. x =0 bo'lganda.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning x—0 da o'ng va chap limitlarini
topamiz:
lim f(x)= lim ', =0=f(0+0)=f(0),
x40 rae 0 P

fix)=

! 1 4 - \
lip f)= i, =y =1=JO=0 2 JO
1+8% s
Demak, 6- ta'rifga ko'ra, berilgan funksiya x=0 nuqtada o‘ngdan

i ‘lib, chapdan uzluksiz emas. '
uz’ull(s'él::silya uzili';hd nugtalarining turlari. i (x)-funlfsnfa X R :
to‘plz.xmda aniglangan bo‘lib, @ nugta X to*plamning limit nuqtas

bo'lsin, acX. il
9. ta‘rif. Agar x—a da f(x) funksiyaning:

1) limiti mavjud va chekli bo'lib, lim f(x) = b= fla).
2) lim f(x) =w(1}r2 f(x)=1=); =
3) li‘ﬁ;:"ti mavjud bo‘lmasa, f(x) funksiva @ nugiada uzilishga

1ladi. : : .
4 glcliﬂl;iynning berilgan nugtada uzilishga ega bo'lish hollarini

alohida garab o‘tamiz: !
1-hol. Agar f(x) funksiyaning a nugtadagi o'ng f(at0F= im S0

va chap f(a—0)y= lim Timitlag maviud bo'lib, f(a+0y=f(e—0) f (::




1
faid "'.”. seeren
Fi 7] r T - -
id
b
5.4-a, b chizmalar,
"

[ \ ¥

' > g
3 " B 1 : -
aj
h)
v :
: )
v 5 . 0 w —
d)

el

5.5- a, b, d, e chizmalar.

- e
m:'::?b:‘l"o rinli bo Isa, f(x) funksiya @ nuqtada yo ‘qotilishi

; 1:,| lgan uzilishga ega deyiladi (5.4-a, b chizmalar)
S . Agar x a'da J(x) funksiyaning o'ng va chap limitlari
3 :+0)\,faft(:h;:lrdn bo’lib, ular bir-biriga teng bo‘lmasa (f(@—0) »

), J(x) funksiva a nugtada bi. ] '

(5.5~ a, b, d, e- chizmalnr)(.] PR S

Ushbu |f (a+0)—f (a—0¥=/ avi ivani
R R W=h ayirma f(x) funksiyaning @ nugta-
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L

ol

1
5.6-a, b, d, e, fchizmalar.

L

3-hol. Agar x-+a da f(x) funksiyaning:

1) o'ng va chap limitlaridan hech bo'lmaganda bittasi mavjud
bo‘Ilmasa;

2) o'ng va chap limitlaridan biri cheksiz yoki o‘ng va chap
limitlan turli ishorali cheksizdan iborat bo'lsa;

3) limiti cheksiz (funksiyaning 0'ng va chap limitlari cheksiz)
bo'lsa, f(x) funksiva @ nugtada ikkinchi tur wzilishga ega deyiladi

(5.6-a, b, d. e. [ chizmalar).
Agar chap f(a—0) yoki o'ng f(a+0) limitlardan hech bo'l-
maganda biri == ga teng bo'lsa, x=a nuqta cheksiz uzilish nugtasi

deyiladi (5.6-a, b, d, ¢, /) chizmalar),
1-misol. Ushbu funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

x', x » 0 bo'lganda,
2. x =0 bo‘lganda.
Yechilishi. Ravshanki, berilgan funksiyaning x=0 nugtadagi chap
limiti lim x* = 0= f(0—0) va o'ng limiti lim_f(x) = lim x*
| ;n:) = }(3—: 0) mnvju{l(bo'lib). lt:k?nng '-‘Mﬂ e
F(0—0)=f (0+0)£2=1(0)

f(x) =
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teng emas. Demak, bu funksiyva x=0 nuqtada yo*gotilishi mumkin
bo'lgan uzilishga ega (5.7- chizma),
2-misol. f(x)=|x] funksiyani uzluksizlikka tekshiring.
Yechilishi. x=n (ne Z) nugtada berilgan funksivaning xos
giymatini va o'ng hamda chap limitlarini topamiz:

fmy=tnl=n, SRS(xy=n=1(n+0),

Mim r()=n—1=f(n—0).

Demak, berilgan funksiya x=n nuqtada birinchi tur uzilishga
ega bo'ladi (5.8- chizma),
3-misol. Ushbu funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

;(2x" ¢5),—m<x<] bolganda;
J(X)=45—4x, 1<x<3 bo'lg anda;
x—35, 3<x+= bo'lganda.

Yechilishi. Berilgan funksiva (-e;4+=) da aniglangan va (-=;1),
(1:3), (3;%+=) larda vzluksiz bo'lib, u fagat x=1 va x=3 nuqtalarda
uzilishga ega bo'lishi mumkin. Berilgan funksiyaning x= 1 nugtadagi
bir tomonli limitlarini hisoblaymiz:

£0—=0) lim * (2% +5)=1,

S14+0)= Nl_i};l}o(S —4x)=1.

Ma'lumki, x=1 nugtada berilgan funksiyaning giymati birinchi
analitik ifoda bilan aniglanadi:

'\"\ AV ,/
/ i
|l‘\ //
\“\ : 2 /
Nt b 3
N ,'/: _2 ‘l & &
e A IR x
—
Sl A 5.8- chizma,

(= ;(2.\" +5y=1,

asosan, berilgan f

v =f(1+0)=/{1)=1 b0’ B ene
Deaek, () f(&) funksiya x=1 nuqtada uzluksiz bo'ladi.

uqtada chap va 0'ng limitlarini

Endi f(x) funksiyaning =3n

1gani uchun, I- teoremaga

hisoblaymiz:

F(3=0)= lim_(5-4x)=—T,

im (x—5)y=—2.
£3H+0)= lim_ (x—3)

Bu yerdan

Demak, f(x) funksty

F(3—0e fGH0)=/3). |
a x=3 nugtada 1-tur uzilishga ega bo'lib,

uning x*=3 nugtadagi sakrash kattaligi
= j(3+0)—f(3——0) al—=2+7 =5

bo'ladi. g
4-misol. Funksiyani X =
flo=arctg (1§ x) (x={—

Yechilishi. /(x) funksiyani X =
larini hisoblaymiz:

nugtada uzluksiziikka tekshiring:

;mz; %-Htk). ke 2).

% nugtada chap va 0'ng fimit-

X
lim f(x)= lim arcig(tg x) = arctg(+==) = 5,

x..;-o vay0
\ir:\ fix)= i
.1.4100 x—:]o

bu yerdan lim f(x)# Iirpo Jix),
R S

x-oz-- 3

emas.
Shunday qilib, * =
wir uzilish nugtasi bo'lar ekan.

5-misol. f(x) =4 +2 funksiyani x,=

uzluksizlikka tekshiring.

=
lim arctg(tg X) = arctg(—==) == 5

demak, lim f{x) mavjud

l—‘z

* hugta berilgan funksiya uchun birinchi
2

3 va x,=4 nuqtalarda
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Yechilishi. /(x) funksiyani x,=3 nuqtada chap va o'ng limitlarini
hisoblaymiz:

1
AIEEI) 'f(x’ - 3!11?10(4’" : x 2) .- 2‘
I
xl—lo';]" f‘-") = 1!?)‘.“30(41 b 2) =Pid
Demak, funksiyaning nuqgtada uzilish

#sosan, berilgan funksiya X,=3 nuqt
Endi f(x) funksiyaning X,

ga ega bo'lishning 3-holiga

ada 2-tur uzilishga cga bo'ladi,
=4 nugtada chap va o'ng limitlarini

hisoblaymiz: :
1 e : =] N =
SR/ F lim (5 +2) =6,
1
N, S5) = Jim (453 +2) =,
|
S(@)=4%3 42-442-0¢.
Demak, |

~leoremaga asosan, S(4--0)=f(4+0)=1(4), ya‘'m
berilgan f(x) funksiva X4 nuqtada uzluks

1z bo'ladi.
6-misol. /(x):cos’: funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan / (.x) funksiya x=0 nugtada aniglanmagan,

shuning uchun x=0 nugtaning atrofidan ikkita nolga intiluvehi
ixtiyoriy ketma-ketlik olamiz:

X = | (ne Ny x
Ly

2
= Xis2n) (ne N).
Bu ketma-ketliklarning har biri n—se da X, =0, x50,

Bu ketma-ketliklarga mos kelgan funksiva givmatlari ketma-ketliklari
n—y== da har xil limitlarga intiladi, ya'ni

' |
limcos’ -, =1,
e x

1
" limcos® ".=0,
R {.
Demak, 2-ta‘rifga asosan, j(Jr):«:o's’:l funksiyaning n-see

da limiti mavjud emas. Shuning uchun berilgan funksiva x=0
nuqtada 2- tur uzilishga ega bo‘ladi.
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7-misol. @ ning ganday giymatlarida

cosx. x <0 bo'lganda,

s a(x—1?, x>0 bolganda

i iz bo'ladi? : o
“kaszm nBug:i?:aanuﬁll:mklfsiya x=0 nugtada uzluksiz bOhShl
hun, quyidagi 1im f(x)= llg('/(x)=/(0) tenglik bajanlishi
hun, R ' A i
::mk U holda cha;-v‘;\ o'ng limitlarni hisoblaymiz:
1 =i ye=l]
ipf0= s
i =i —1) =a. =1
xl}mo f(X) i al-l-mn x_x )

Demak, =1 bo'lganda berilgan funka".iya x,~ | nugtada uziuksiz
bo'lar eknn'. a+1 giymatiarda funksiya uzilishga cga.

8-misol. f(x)= f:l‘ funks.i;mnir:“g".‘tg )lnn;:;:mk::fi bc(ii‘yls!;l:um
ghu;i?;ti‘;;'s‘:lai?ggér?fg?ld?ub::sigi::ning x—+140 da limitlarin
hisoblaymiz: . e LA
.\‘—EWUI(X) = xh.ﬂ‘}o x| aalith

Agar f(1)=2 deb olsak, x=1 da funksiva uzluksiz bo'ladi, ya'ni

x*—)

, x#| bo'lganda,
I—

f(x)=
2. x =1 bo'lganda.

i uksiz
ivalarning xossalari. 1) N'uqudn :l
‘2. U;dunlunyanlng“l‘s?z mnksl'::: xossalari. f(x) funksiya X to ';’-tmgﬁ
bo‘lglml an bo‘lsin. X to‘plamdan biror ac X n.uqt‘ahgk: f:l,(a)
z?x::lt:t:ig shu to‘plamga tegishli bo'lgan yetarli Kichi
G i uzluksiz bo‘lsa, u holda a
x) funksiya @ nugtada : Ida
nuq:;b?niqyrc{;x(rlii:ha kichik atrofida funksiya chegaralangan bo ladi,
ya'ni
35> 03C > 0: Vxe Ugla) = f(x) < (.
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2%, Agar f(x) funksiva g nuqgtada uzluksiz vy S(a)20 bo‘lsa,
JS(a) son bilan 4 nuqgtaning vetarlicha kichik atrofida f(x)
funksiyaning ishorasi bir xi bo'ladi, ya‘ni

3650 : v xe Uila) — Sign f(x)=sign fla).

Natija. Agar S(x) funksiya g nugtads uzluksiz bo'lib, bu
nuqtaning yetarlicha Kichik atrofidan olingan x nugtalarda ham
musbat, ham manfiy ishorali giymatlarnj qabul gilaversa,
funksivaning ¢ nuqtadagi giymati nolga teng bo'ladi.

3% Agar f(x) funksiva @ nugtady uzluksiz bo'lsa, ¢ nuqtaning
yetarlicha kichik atrofidan olingan x' vy X" nuqgtalar uchun
S(X)~ f(x") < tengsizlik o'rinli bo'ladi, bunda ve>{ son.

Funksiyaning nuqta atrofidagi Xususivatlariga uning lokal
Xususivatlari deyiladi,

2) Uzluksiz funksiyalar ustida amallar. Uzluksiz funksivalar
uchun quyidagi tasdiglar orinli,

2- teorema, Agiar f(x) va 20x) funksivalar Y=g to'plamda
aniglangan bo'lib, ulaming har biri ae X nuqtada uzluksiz, ya‘ni

l,inz J(x)= fla), l'im 8(x) = g(a)

.

bo'lsa, PLX)=f (x)ze(x), V(xX)=/(x) - gtx), A(x)= ;{(:)) (vxeX
lar uchun £0#0) funksivalar ham shu nuqlada uzluksiz va

li"}: [f(x) £ g(x)] = fla) + gla),
,!in:, J(x) g(x) = fla). gla),

lim 7)) _ f(a)
Y0 8(x) gla)

tenglik o'rinli bo'ladi.
Eslatma. Ikkita funksiya yig‘indis;, ayirmasi, ko'payimasi va
bo'linmasi uzluksiz bo'lishidan, by Aunksiyalardan har birining
uziuksiz bo'lishi har doim ham kelib chigavermaydi.

(gla) =0

Masalan: 1) f(x) =.r-cos: funksiya x=p nuqtada uzluksiz,

lekin bu funksiyani hosil giluvehi
S (x)=x,
88

f{x)=cos l

) splin e asa by
lunksiyalardan birinchisi x=0 nuqtada wzluksiz, ikkinchisi esa
nugtada uzilishga ega.

2) f(x)=]|x]+{x}=x. Berilgan funksiya R' da uzluksiz, lekin bu

unksi luvehi £ (x)=[x], f,(x}={x} ([x] berilgan x ning
:"l:z:):insin'zoii;)q:;w;mn{ﬁ(gx}cair]qis?ni) funksiyalarning har biri
gl 3

ilish . |
lLml(’::iszo)l n;?;gdigfsiﬁx?;' funksiyaning v xe R' nuqtada
i izligini ko'rsating. . . 1
"’J“\:‘es]cz;gl:i.k(;(xhx% g(x)=sinx, h(x)=3" funksiyalar R' da
i funksivani ) ' :
uzluksiz. f{x) £(x) =5x - x—sinx" sinx* “.“”3 SR
‘rinishda yozamiz, U holda, uzluksiz funksnyulz}r gska algnb o
:‘;gu?llarga ko'ra, f(x) funksivaning R' da uzluksizligi keli ;
a'ni )
} lim(5x® —sin® x +3%) = 5x] —sin” x, +3%
)
% siyani R' da vzluksizligini
2-misol. f(x)= e funksiyaning vxe

ko.l;aclcihnl%ishl. ¥ xe R' lar uchun 4+x20. 2- teoremaga asosan

ol lim x = x;,
berilgan funksiya ¥xe R' da uzluksizdir, chunki [T 0
lim(4 + x*) = 4 + x5, ya'ni bo‘linma hosil giluvehi funksiyalarning
i = k

ha;' bin ham uzluksizdir.
- <

Demak, lim f(x)=lim 2, =,

rakka i 2 (x) funksiva X
b funksiyaning uzluksizligi __V"f ;

" ::: Nc:: =¢(») ﬁl:nksiya esa Yto'plamda aniglangan garﬁﬂﬁ
::)Plsixrln u'holde-: ular yordamida =o(f(x)) murakkab fu

i i ‘ladi. . ‘
luzn;h"n;:len;:c‘m )‘-)-—(-)f (x) funksiva aeX nuqtada, =g(y) funksiya

= da uzluksiz bo'lsa,
' a mos kelgan y =/f(a) nugta . uksi
= a(:)l;qr‘::rakkab funksiya a nuqtadq qzluksuz bo !ad‘n.
i l. z =cos &° funksiyani nzluksizlikka tckshmng,. £
e 'l- funksiva R da murakkab funks:yn sifatida
zlYl:::n g:rl\‘d?e ;ﬁm z=cos y deb belgilaymiz. Bu funksivalarming
uzlu s

har biri R' da uzluksiz.

X _ ).
v J{xy
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Eslatma. Murakkab funksiya z=e¢(/(x)) ning vzluksiz
bo‘lishidan bu funksiyalaming har biri: =p(») va »=f(x) ning
uzluksiz bo'lishi har doim ham kelib chigavermayvdi. Masalan,
Dirixle funksiyasi vositasida hosil qilingan D(D(x))=1=const
murakkab funksiva &' da uzluksiz, lekin X funksivaning o'z
R ning har bir nuqtasida uzilishga ega.

- misol. [ (x)=sin(log,4x) (0<x<+) funksiyani uzluksizlikka
tekshiring,

Yechilishi. y=log,dx deb belgilaymiz Bizga ma‘lumki, ) =log 4x
funksiva (0,+e<) da uzluksiz, sin y funksiya ham &' da uzluksiz, U
holda, murakkab funksiyalarning uzluksizligi haqidgi 3-teoremaga
ko‘ra, f (x)=sin(log,4x) funksiva ham (0,++) oraligda uzluksizdir.

4) Monoton funksiyalarning uzluksizligi.

4- teorema. Agar f(x) funksiva X oraligda o*suvchi (kama-
yuvehi) bo'lib, uzilishga cga bo'lsa, uning uzilishi fagat birinchi
tur uzilish bo‘ladi.

Agar f(x) funksiva X oraligda o'suvchi (kamayuvchi) bo'lib,
uning givmatlari Y oraligni tutash to'ldirsa (va‘ni funksiva har
bir ye ¥ givmatni hech bo'lmaganda bir marta qabul gilsa) bu
funksiva X da uzluksiz bo‘ladi.

5) Teskari funksiyaning uzluksizligi.

= teorema. Uzluksiz y=/f(x) funksiva (a;b) da teskari x=g(v)

funksiyaga ega bo'lishi uchun uning qat'iy monoton bo'lishi zarur
v vetarhidir,

Misol. Ushbu y=sin x funksiya uchun |— ;;:] kesmada teskari
funksiya maviudmi?

b 1 b HITs) Y
| i (e I siny

P UG 1T
! Lt enrcsingy

afH

5.9« chizmy.

N

T i da uzluksiz va

Yechilishi. Berilgan funksiya | 2'.2] k.esmal Fangms:

iy o‘suvchi. y=sin x funksiyaning qnymatszsan e

l;f‘tqir; x)=]—1;1] kesmadan iborat. S-teoremaga :\avjuci. ol
LQ-;xxlada uzluksiz va o'suvchi teskari funksiya

qiymatlari to‘plami |- ; ;:l kesmadan iborat. Berilgan funksiyaga

ini adi. [—2:5] va
(eskari funksiya x=arcsiny ko rinishda bclgilan.fdn. | 3 lazl y
[—1;1] kesmalarda mos ravishda to'g'ni va teskari funksiyalaming

2 ini chizamiz (5.9-chizma).
“‘\T;h[(mnm ada zluksiz bo'lgan funksiyallmmg‘xossa!aﬁmiﬁ(globali
ossalar). [4;h] kesmada aniglangan va uzluks@zt-x)l lgan o mw){alnmqhdn.
\mavmiz' bt'mda a va b nuqtalardagi uzl;l:js_:nzhk ar, m L
et ' : 1zli awraladi, ;
n‘nglt;iagmva cmﬁ:&gﬁ:ﬂ&ﬁmq} i. Agar f &x) fu'r‘lks‘:ygnl::‘: ‘ﬂ
i i , 1zluksiz bo'lsa, f(x) funksiya shu kes '
:ﬁﬁﬁ&gﬂﬁgf 1ya'ni 3C>0 ¢ ¥ xe[ah] = [FIEC (510
Chizzlpa)\'(eyershtnssning ikkinchi teorem asl Agar f f(x‘)‘ksf:l;;kssn))"ﬁ
bl .kcs'madn aniglangan va u/.lukss:/, bo lsa ¥ il (x)‘ “,, o
Ia da. o‘zining aniq yugori hamda anig quy! chc_gnrg a(riu‘,(n :
5:?"38[0_ b] kesmada shunday x, va x, nugtalar topiladiki,

flx) = ::m{f(x)). fix) = .ii‘uﬂ.{f“"}

‘mglfk g&i;ii‘:?"(lmndi (Sin' ‘gl bﬁ:::;:;')teommsi Agar [ (x_) Iim::zit);:
b3 'keqmada aniglangan va uzluksiz bo‘!ub, lfcsm(:;nln{; ((;(x‘.:
L({thlnhndahmxﬂ ishorali giymatlarga ega bo'lsa, shunday x, ,

& :

Mefix)

kB s
T flar; O e
/\ [\\ ; A ;I ..,0 \.’,' why "

: \/ ) \j ; F N L
P -C‘ T
5.10- chizma. 11 aaaga
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<b) nuqta topiladiki,
J{x)=0(5.12-chizma).
4°. Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi. Agar f(x) funksiya
|a;b) kc;mmda aniglangan va uzluksiz bo‘iib, kesmaning chetki
nugtalarida f(a)=A, f/(b)=8qiymatlar gabul gilsy hamda 425 bo'lsa,
A va B sonlar orasida har qanday C son olinganda ham ¢ bilan b
orasida shunday ¢ nuqta topiladiki, f(c)=C bo’ladi (5.13-chizma).
4- misol. Ushbu f(x)=cosx+2*—x funksivani | 1:5] kesmada
chegaralanganlikka tekshiring,
Yechilishi. Berilgan funksiya [1:5] kesmada uchia f [(x)=cosx,
f ,(x)=2‘.. f ,(x)f—,r‘ funksiyaning yig‘indisi shaklida berilgan.
Ravshanki, plammg har bini [1;5] kesmada uziuksizdir. 2-1eoremaga
asosan, berilgan funksiya ham [1;5] kesmada uzluksiz, U holda,
Vevershtrassning birinchi teoremasiga ko'ra, berilgan funksiya [1:5)
kesmada chegaralangan. i

Eslatma. Veyershirassning birinchi teoremasi (a:5) oralig

unda f(x) funksiya nolga aylanadi:

uchun har doim ham o'rinli emas. Masalan, f(x)= ' funksiva
N )

xe (0;1) da uzluksiz, lekin bu oraligda chegamlanmagan. Bu funksiva

y

i 1
Il
! i i -
! (R .
R YR A S I
S~ X [T 1T
d 0 x M ¥, " - ¢
)<
S 12-chizma. 5. 13-chizma,
AY ru
P 3 :
3 ~ 1
g W Spmi 3 x 3 L RS TR 2
2 5
S.14-chizma. 5.15-chizma,
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(0,1) oraligning har bir ichki nuqtasining kichik atroﬁda
(hcgnmlungnn. lekin oraligga tegishli bo‘lmagan nol nuqgtaning
atrofida chegaralanmagan. .

Eslatma. Uzilishga ega bo'lgan funksiya [aib] kesmaning har
bir nuqtasida aniglangan, lekin bu kesmada chegaralanmagan.
Masalan,

: ,0< x <] bo'lganda,
dogi= 0. x =0 bo'lganda.
Shunday qilib, teoremadagi /{x) funksiyaga qo'yilgan sharn-
larning har ikkalasi ham muhimdir. ]
5-misol. f(x)=x"—3x funksivaning [—/3. /3] kesmada eng katta
va eng kichik giymatlari mavjudmi? (5.14-chizma). . o
Yechilishi. Ravshanki, x' va 3x funksiyalarning har biri
[—J% 3] kesmada uzluksiz. 2-teoremaga asosan berilgan f(x)
funksiya ham |—J3 3] kesmada uzluksiz. U holda Veyershirassning
ikkinchi teoremasiga ko'ra berilgan funksiya [— - J3] kesmada aniq
yugori va anig quyi chegaralariga erishadi:
sup {f(x)) = f(—D =2, inf _{f(x)}=S(1)= -2,
sl =343 rel -3
Eslatma. |4;6] kesmada uzluksiz bo’imagan funksiva uchun
Veyershtrassning ikkinchi teoremasi o'rinli emas. Masalan,

X+2,—25Xx< Od bo'lg anda,
= {0, x =0 bo'lganda, ‘ .
% X -:2. } < x% 2 bo'lganda (5.15 - chizma),

ko'rinishda berilib, uzilishga ega bo'lgan f(x) funksiyaning [—2;2
kesmada eng katta giymati 2 bo'ladi, lekin x mng hech gan@ay
giymatida f(x)=2 bo'lmaydi. Shunga o'xshash, f (x) f.unkswunmg
[—2;2] kesmadagi cng kichik qiymati —2 bo'ladi, lekin f (x)e—2.
Eslatma. (a:b) oraligda uzluksiz bo'lgan f(x) funksiya uchun
Veyershtrassning ikkinchi teoremasi o'rinli bo'Imashigi hqm mumk}n.
Masalan, f(x)=x funksiya (0;1) da eng katta va cng kich.lk glymauga
erishmaydi. (0;1) oraligda f(x)=x funksiyaning ¢ng kichik va eng
katta giymati mos ravishda 0 va | bo‘ladi, lekin xe (0:_1) ning har
qanday qivmatida f ()20 va f(x)21 bo'lmaydi (5.16-chizma).
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Eslatma. Xususiy hollarda, f(x) funksiya (a;4) oraliqda
uzluksiz (uzilishga ega) bo'lsa, f(x) funksiva shu oraligda eng
Kichik va eng Katta qiymatiga erishishi mumkin. Masalan, 1) (0; 2x)
oraliqda berilgan f(x)=sin x funksiya uchun
sup {f(0}= f(5) =1, inf frel=rch==

yetlnde) TR LR

bo*ladi,
2) [ 1 1] kesmada berilgan

0<x<1 bo'iganda
funksiya x=0 uzilishga ega. Bu funksiya x=0 va x=1 nuqtalarda mos
avishda eng katta va kichik giyvmatiga crishadi:
sup {f(0}=f(0)=1, inf lI{/m} =S =—1
xe (|

wi—11]
(5.17- chizma).

6-misol. [-3:2] kesmada f(x)=x'—3x+2 funksivaning nollari
mavjudmi?

Yechilishi. Berilgan funksivaning x=—3 va x=2 nuqtalardagi
giymatlarini hisoblaymiz; f (—3)=—16<0, f(2)=4>0. f(x) funksiya
[—3:2] kesmada uzluksiz va kesmaning chetlarida har xil giymatlar
qabul giladi, U holda, Bolsano—Keshining birinchi teoremasiga
ko'ra, [—3:2] da hech bo'Imaganda bitta nugta topiladiki, bu nuqgtada
funksivaning giymati nolgs teng bo‘ladi:

JOO=0, (x—1P(x+2)y=0 = =1, x=—2 e[-3:2].

Demak, berilgan f(x)=x'—3x+2 funksiyaning [—3; 2] da x=1,
x,==2 nollan mavjud (5.18- chizma),
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/(,\')={i;l' —1<x <0 bo'lganda,

LR I
7-misol. Ushbu f{x)=sin x funksiya l_l'l] kesmadagi biror

nugtada - qiymatni gabul giladimi?

xm ~
Yechilishi. Berilgan funksiya |~ ,l kesmada uzluksiz va
iladi:

kesmaning chetlarida har xil ishorali giymatlar gabul qi

!
fN=>l==1 f ,; =1 va —1#l, Shartga ko'ra, —1< ;<1
2 2 : S ¢ |
U ‘holda, Bolsano— Koshining ikkinchi teorcmasining shartlari

oy ix)
bajarilayapti. Demak, shunday X, nugla topiladiki, f(xy)= >

r R

2.21 (5,19-chizma).

n
bo'ladi, bunda Xo = €
A

=16

5.18-chizma. 5.19-chizma.

Mustagil yechish nchun misollar
Funksivalarning uzluksizligini ta‘nfdan foydalanib ko'rsating.
2. foo=Jx. 3. (=)

L f(x)=x. |
5. f(o=2x—1. 6. f(x)= o x#0,

4. f(x)=3x.

2x—I| RO
7. fix)=x+ 2sinx. 8. S(x)= "5 . 9. f(x)=cos x.
10. f(x)=4x'—3x+5.

Funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping va ularning turlarini

aniglang. )
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X+ -
11, j(x):’x%.lz. f(x)=—L;~'|;. lS.f{x)hx—[x].

X =X

ix ={1“+2-xso bo'lgands.
4 S = gt 3 5 X<t bo‘l'gsan"d;

I
15. f(x) = {“3 » X <0 bo'lganda,
Sx—x* x>0 bo'lganda.

=X

16. £ (x)=(sign x)? =
S)=(signx)?, 17, f(x) = g 18. f(x)= HT
19. f(x)=sign(cos x). 20, f(x)= '
4351

X, —wm< x50 bo'lgand:
21. J(x) = g ~1D2,0<cx<2 b((')g‘lgar;’&a
=X, 2<x<+= bo'lganda,

A +4, x < —1 bo'lganda
2. /() =1x*+2, — 1< x<] bo'lganda,
2x, x21 bo'lg anda.

— 1L x<0 bo'lganda
23, f(x) = {cosx.o SXSx blg'lg zmaa,
l—Xx, x>n bo'lg anda.

F fyani ko'rsati '
unksivani kolrsaulgnn nogtalarda uzluksizlikka tekshiring:
4. fix)=2+54 Lx =5x, =6,

I
B flx) =6t =Bw, =15, =2,
26. f(x)= ::‘: X =3x =4,
27. f(x) = ';il X ==l =2

28. f(x) = :"i; X.=—5,x = ~4.

Funksivalar o va 5 ning ganday qiymatlarida uzluksiz bo'ladi?
(x—2)", x<0 bo'lganda

29. f(x)={ax’ +b, 0 < x <] bo'lg anda,
VX, x>1 bo'lganda.

_ Jax® +1,x > 0 bo'lganda,
30. f(x)= {-x. x<0 bo'lganda. |

2
“'z_” ,x #1 bo'lganda,

X
3L f()=1gx=—1I bo'lganda,
b,x=1 bo'lganda.
Slo(x)] va @lf (x)] funksivalami uzluksizlikka tekshiring:
32. f(x)=sign x, p(x)y=d+x7. 33, f{x)y=sign (x—1), {x)==sign (x+1).
34. f(x)=sign x, @(x)=x"—x.. 35. f(x)=x(1—x"), p(x)=sign x.

Funksivalarming x, dagi giymatini shunday tanlash kerakki,
funksiya shu nuqgtada vzluksiz bo'lsin.

3%. S0 =%, x=0. 37. f(x)=

Cx=0. 39 f(="" g0,

x el

¥ ' =—L
| %o

sin® x

38. /()= |—cos x 2
% 2 _ xt—x it

40. [()=tg;~—, %=0. 4L f()=""3", %=0.

]Ti;_l \ | s 0.

42. /(x):arclgl, X, = 0. 43. f(x)= Y e

Funksivalarning berilgan kesmada chegaralanganligini ko'r-

sating:
4. f(x)=sinxcos’ x—Jx+6, xe[0;10].

45. f(x)=arctg‘;;' +2%* _xi xe[L4).

46. f(x)=x (x—2) In(4—x), x[0;3].

il
4. f(="47, xel—44).

Funksiyalaming berilgan kesmada eng katta va eng kichik
giymatlari mavjud bo‘ladimi?
48. 7 (x)=sin x +3*, xe[—1;2]. 49. f(x)=x'—2, xe|—1;2].

50. f(x)=3, xc|—44)].
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s (-)x’ + l.o—llel.;asg bo'lg anda,
5L J(x) =40, x = ‘lganda, ﬁmlsfyabcrilgan
¥ —1L0<x<! bo'lganda
sohada eng katta va eng kichik giymatlarni qabul giladimi?
Tenglamalarning ko'rsatilgan kesmada yechimga ega ekanligini
ko‘rsating;
52. X+2c+1=0, xe[—1;0]. 53. xlx'—x+2=0, x[0,5;2].
54. sin’ x —5Ssinx+1=0, xe ((r,;l.
S5. sinx—x+1=0, xe[0;x].
56. 2*=1, xe(0,2;3]. 57. 2=4x, xe[2:5].
Funksiyalarga teskari bo'lgan funksiyalar maviudmi?
58. y=5xt4, xc R'. 59.y=2 xe R, 60.y=x xe (—.0].
61. ¥ =cos2x, xe [—-::0]. 62. Y=1gx, xe [0; "J.

2

63. y=4x, xe|-2:1). 64. y=lgix, x=(0:sm).

Mustagil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1. x=—3, |- tur uzilish nuqgtasi. 12. x=0, 2-tur uzilish
nuqtasi, x=1, I- tur vzilish nugtasi. 13, x=0, 4], . 7 Dy o5
uzilish nuqtalari, 14. x=0, 1- tur uzilish nuqgiasi, 15. x=0, 2-tur
uzilish nuqtasi. 16. x=0, yo‘gotilishi mumkin bo‘lgan nuqta.
17, x=3, x=—3, 2- wr uzilish nugtalari. 18. 2=0, 2- tr uzilish

nugtasi. 19, x,_ = '2‘+ mn, ne Z, |-tur uzilish nugtalari. 20. x=|,
1- tur uzilish nuqtasi. 21. x=0, x=2, 1- tur uzilish nugtalari.
22. x=1, |- tur uzilish nuqtasi. 23. x=0, x=x, |- tur wzilish
nuqtasi. 24. x,=5, 2- twr wzilish nuqtasi, x,=6 nugtada uzluksiz.
25. x;=1, 2- wr uzlish nugtasi, x;=2 nuqtada uzluksiz, 26. X5=3,
2- tur uzilish nuqtasi, x,=4 nuqtada,uzluksiz. 27. x =1, 2- tur
uzilish nuqtasi, x=2 nuqtada uzluksiz, 28. x,=—5_ 2- wr uzilish
nuqtasi, x,=—4 nuqtada vzluksiz. 29. =12, 5=8. 30. Shunday
a son mavjud emas. 31. Shunday @ va b sonlar mavjud
emas. 32, f (@(x)) uzluksiz, o(f(x)) funksiya x=0 nuqtada
uzluksiz. 33. f(@(x)) funksiya x=—1 nugiada uzluksiz, P/ (x))
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funksiya x=1 nuqtada uziuksiz. 34. f (@(x)) funksiya F(ll :;lrz |
nuqgtalarda uzluksiz, @(f(x)) uzluksiz. 35._ £ (p(x)) u 0)=l'
o(f (x)) funksiya x=0, x=%I nugtalarda uzluksiz. 36. Ha, f( :

1y
37. Ha, f(—1)=—3. 38. Ha, f(0)=2. 39. Ha, [(0)=. 40.

: i 43. Ha,
Mumkin emas. 41. Ha, f(0) = =3 42. Mumkin emas.

i . 51. Mavjud
= . iud. 49. Maviud. 50. Mavjud cmas 5 :
in(gz)\s ls.tf.aMgdvjau‘g?Si Mavjud, 60. Mavjud. 61. Mavjud. 62. Mavjud.
63. Mavjud emas, 64. Mavjud emas.

6- §. FUNKSIYA GRAFIGINING ASIMPTOTALARI

ivani i i figi koordinatalar
Funksiyani tekshirayotganda uning gra _
boshidan cheksiz uzoglashganda, yol'u boshgacha aytga;n{u.. t:snl:::ﬁ
o'zgaruvchan nugqtasi cheksizlikka intilganda grafikning ko'rin
ilib oli uhim. ; It
b‘hbl-otl;?:lFAgar o‘zgaruvehi M(x,y) nugta funksiya grafigi bo \:cha
koordinatalar boshidan cheksiz uzoqlashga‘nfiah?:_(/l(({;)gir;r(lxs‘s:‘;
1dagi 0" chi M(x;y) nugtadan to'g'n chi gl M,
ﬁ?:wmgacdaﬁaobﬁag; d=MN masofa nolga ir_ltilsja.( énlx tol; n c,l;mq
51 figining asimptotasi dcyn_ladn 1= chizma).
ng; vf:'g;?qf?rgagpamllel hamda koordinata o‘glariga parallel
‘Imagan asimptotalarni garaymiz. _ ' :
i lI Ve:‘tiis:;n gsimptoular. y=f(x) funksiya @ nugtaning biror
£>0 atrofida aniglangan, ya'm xe U_(a) bo'lsin.
2- ta‘rif. Agar :
lim f(x), lim f(x)
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biri yoki ularning ikkalasi ham |

Lahlg:st}z bo‘)l’sa. x=g10'g'n chiziq f (x) fix) 1
funksiya grafigining vertikal yoki Oy (\/
o’gqa parallel asimpiotasi deyiladi
(6.2-a, b, d ¢ chizmalar)_. /

Demak, y=f(x) funksiya grafi- "
gining vertikal asimptotalarini izlash /
uchun funksiyaning giymatini
cheksizlikka aylantiradigan (chckmg
uzilishga ega bo'lgan) x=a nuq}ap! s S
topish kerak ekan. Bunda x=a10’g'n

4"




Ay Ly 1‘ y | ’
pa—s 37 \ = 0 -
Y / X 7 =x —'ﬁ\ : ‘.ll ;\ ;\l !?\ ;
o ) 6.3~ chizma. 6.4- chizma.
- 2. Gorizontal asimptotalar,
' p ¥ 3- u(ru'. m \
\ lim f(x)=b (be R')
K= -
4 (X vmm) ~
™\ m = /‘,. bo'lsa, y=b to'g'ri chizig x—s+e (x— — =) da y=f(x) fun!(lss;dy:
o RN grafigining gorizontal yoki Ox o'qqa parallel asimptotasi deyl
\ (6.5- a, b, d, e chizmalar).
i 0 1-misol. f(x)= x’;i , funksiya grafigining gorizontal asimp-
6.2- chizma. {otasini toping.
chiziq vertikal asimptota bo'ladi. ' {7
Eslatma. Umuman aytganda, y=f(x) funksiyaning grafigi bir \

nechta vertikal asimptotalarga ega bo'lishi ham mumkin. ___.--'""/\\
1- misol. f(x)= x'—Z' x € [—2,3] funksiya grafigining vertikal : red x‘
asimptotasini toping.
Yechilishi. Berilgan funksivaning maxraji x=2 nuqtada nolga
avlanadi. x-»210 da berilgan funksivaning limitini hisoblaymiz:
1

Iim f{x)= lim : =—eo, lim f(x)=lim . = 4=, ¥
x-2~0 x-a2-0 X—2 x-3240 ¥=240 x=2 ¥ 1

il o

Demak, 2- ta'rifga ko‘ra berilgan funksivaning grafigi uchun x=2 o e
to'g'ri chiziq vertikal asimptota boladj (6.3- chizma). et R~ e

2- misol. f (x)=ctg x funksiya grafigining vertikal astmptotasini 1oping. G X . o
Yechilishi. Berilgan funksiya x=xn (ne Z) nuqtalarda 2- tur \

uzilishga ega. x—nnt0 (ne Z) da berilgan funksiyaning limiti e ga
aylanadi. Shuning uchun, 2- ta'rifga asosan, funksiyaning grafigi
cheksiz ko'p vertikal asimptotalarga ega (6.4- chizma): x=0, d} ¢
x4, .. X= 3nn. 6.5~ chizma.
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Yechilishi. Berilgan funksiva R da anial '
funksiyaning limitini hisoblaymiz: aniglangan. x~»4e= da berilgan

lim f(x)= lim . =lim_. ' -
Jim f(x) lim 5 llml’r2 =1,
3
Demak, 3- ta‘rifga ko'ra berilgan fi S
- RCIRK; 30 ~ unksiyani rafi
=110"g'ri chiziq gorizontal asimptota bo‘ladi (6.2-8 cghiznl%:a)l.mhun

- i l 1
' 2- misol. f(x) = . funksiya grafigining vertikal va gorizontal
asimptotalarini toping,

Yechil: . d o tovy
; ec'bi‘hthl..lfavshnnkx. - funksiyaning grafigi uchun x={ va
Y=V to'g'n chiziglar, mos ravishda, vertikal va gorizontal asimp-
totalar bo'ladi: Hm f(x) = lim L = s+
X050 00 X T
) oy
.!f.'?.. f(x)= .’fﬂlx = 0(6.7- chizma).
3: :‘fi‘f.m. asimptotalar.
Shunday £ va b chekli sonkar mavi ; ——o0
da f(x) funksiya quyidagi o gl o )

J(xy=kxtbtalx)

ko*rinishda ifqdalanm (b}mda .'.if“, a(x)=0), ¥=kx+b1o'g'ri chizig
g{;?) kl'_unkm?m grafigining ‘ogma asimplotasi- deyiladi. Xususiy
: ’t =() b(:ls:; ; (=f !ro;fl‘(ri chiziq gorizontal asimptota bo‘ladi.

_ 1- teorema. X) Tunksiya grafigi x—teo dy Y=kyt 3
asimptotaga ega bo'lishi uchun sl

' 6.6~ elicma. 5.7 chitma.
02

|izp_.f.?)=k, lim [f(x) — kx] = b (1)
munosabatlar o'rinli bo'lishi zarur va yetarli.

(1) limitlarmi hisoblashda quyidagi xususiy hollar bo'ladi:

1- hol. Argumentning ishorasiga bog'liq bo‘imagan holda, ushbu

fim £ < fim 7% - &
Tt X Kot X
lim [f(x) — kx] = lim [f(x)—kx]=b

ikkala limit ham mavjud va chekli. Bu holda ¥=kx+b 10°g'ri chiziq
funksiyva grafigining ikki tomonlama og‘ma asimptotasi bo'ladi

(quyidagi 1- misolga garang).
2- hol. Argument x ham musbat, ham manfiy ishorali

cheksizlikka intilganda, ushbu
tim /2=, tim 1 =,

Laam X Xog—t.
lim [fQ) —kx]= b lim [f(x) —kx] =&

limitlar mavjud, lekin ular o‘zaro har xil (hech bo‘lmaganda k =k,
yoki b2b, teng emas). Bu holda Y,=kx+8, va Y,=kxth, to'g'ni
chiziglar funksiya grafigining mos ravishda ikkita bir tomonli (o'ng
va chap) og'ma asimptotalari bo‘ladi (2-misolga garang).
3- hol. Fagat x—+= da
fim £ = g, lim [F(x) —kx] = b

Ao X

ikkala limit ham mavjud. Bu holda Y=kx+b to'g‘ri chizig funksiya
grafigining fagat o'ng og*ma asimptotasi bo‘ladi (3- misolga qarang).
4- hol. Fagat x——= da

lim £ =k, lim [f(x)—kx¢]=b
Xohowwm X Xreh—tu
ikkala limit ham mavjud, Bu holda Y=kx+b to'g'n chiziq funksiya
grafigining fagat chap og‘ma asimptotasi bo'ladi.
Agar yuqoridagi hollarning barchasida &=0 bo‘lsa, ¥=b 10'g'ri
chiziq gorizontal asimptota bo*ladi.
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I- misol, y-i’x +1

asimptotalarini toping.
Yechilishi. Og'ma asimptotalarni topamiz:

funksiya grafigining og‘ma

k = lim /(-', — Ilm v‘ ‘fl l'

Yertee X Adtee X
b=lim m [/(x) — kx] = lim [Jx ol—x]
sl X =

Ht-b XJH)’«*\'{/: +l4x?

Demak, 1- teoremaga asosan, p=
BRI X to'g'r
funksivaning ikki tomonlama og‘ma asimptot aga i ‘}::jzzlq berilgan

2-misol. y = \x" + 1
toping, funksiya grafigining og‘ma asimptotalarini
Yechilishi. Og'ma asimptotalami topamiz:

= lim ¥ = fim V4 = lim Jl-' =]
Lowrm X Kbt - Ll g S x’ Y

= 13 y : x’.[ ’ o
k)“l._"}lx"lm — = lim |,,1

Fi=e. X 3- -

b = Ilm(y kx) = llm(Jx sy y=tim— 2 . =0
"'"\/—vldx

Fbim
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byw hm (y—k,x)c hm (J I +x)« lim ! = lim ll =0
'l“\(:;sf"

‘-ﬂ—ﬂJx ‘l—’ P L ad

Demak, 1- teoremaga asosan, Yi=xva Yi=—x10'g‘ri chiziglar,
mos ravishda, berilgan funksivaning bir tomonli (o'ng va chap)
og'ma asimptotalari bo'ladi (6.8- chizma). Berilgan funksiyani
quyidagi ko'rinishda yozish mumkin: y*—x'=1.
’ 3- misol. y =¢ +2 funksiya grafigining og*ma asimptotalarini
. loping.
Yechilishi. Og'ma asimptota]nmi topamiz:

il 2 0 o = lim £ = fim *

Xohrwe X Koy

—h +

»

= limZ=1limE

e b

b = lim (y — kx) = lim (e +2) = 2.

Demak, 1- teoremaga ko'ra, y=2 to'g'n chiziq berilgan
funksiyaning fagat o'ng og'ma asimptotasi bo'ladi (6.9-chizma).

Ay y

] « 11 =3 X
|

6.10- chizma.

6.9- chizma.

Eslatma. Berilgan y=f(x) funksiya uchun fagat llm f ( ) uk

mavjud bo'lib, I.i_{'_"_l S(x) — kx] mavjud bo'lmasa (yoki cheksiz)

bo'lsa, berilgan funksiya grafigi asimptotaga ega bo‘lmaydi, lekin
asimptotik yo'nalishga cga bo‘ladi. Masalan, y = Jx parabola Ox
0'qiga parallel bo'lgan asimptotik yo'nalishga ega, lekin gorizontal
asimptotaga ega emas (6.10- chizma):

o= lim 2= fim Y2 0, bwlim(y—kx) = fim J5m e

X =asse X X-ssm X A Xonte
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4- misol. f(x)= ";-::0 funksiya grafigi uchun y=x+3 to'g'ri
chizig og*ma asimptota bo‘lishini ko‘rsating.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning ko'rinishini quyidagicha

o'zgartinb, f(x) = x+3— x'_3 ni hosil gilamiz. Bunda x-s1=< da

o x)=— 3~ 0 bo'lgani uchun, f(x) funksivani f(x)=x+3+a(x)

ko'rinishda ifodalash mumkin. Demak, 4- ta‘rifga ko'ra, y=x+3
to'g'ri chiziq funksiya grafigining og'ma asimptotasi bo‘ladi.

5- misol. f(x)= xl‘:fx funksiya grafigining asimptotalarini
toping.
Yechilishi. (1) formuladan foydalanib, k va b larni topamiz:
2 o |
AL 1 e =1 k=1,

) " T —X .
k= lim - lim =lim. .-
F-atw X T .\’(.‘—l) l—-r-] |
X

Xontee '__

: _
b= lim (f(x) —kx) = l_irp(’xj" —x]~= lim ~\=—1,5=—1.

X

Demak; 1- teoremaga ko'ra, y=x-—1 1o0'g'ri chiziq berilgan
funksiya grafigining og''ma asimptotasi bo'ladi. £20 bo‘lganligi uchun
funksiya grafigi gorizontal asimptotaga ega emas.

Endi berilgan funksivaning vertikal asimptotasini topamiz.
Funksiya x=1 nugtada 2-tur uzilishga ega. x—1£0 da berilgan
funksivaning limitini hisoblaymiz:

. SEOPIE S 1 )
;l.'-'gof (%)= ,'.'.'.‘30 i

Demak, 2- ta*rifga ko'ra, berilgan funksivaning grafigi uchun
x=1 to'g’ri chizig vertikal asimptota bo'ladi,

Eslatma. Y=kx+b asimptotalar bilan bir qatorda murakkab
ko'rinishdagi asimptotalar ham qaraladi. Agar f(x) funksiyani
ushbu ?
J(x) =axta,  x*'t+. .. toxtatolx)

ko'rinishda yozish mumkin bo'lib, unda Eim a(x) =0 bo'lsa, u
holda P

Y=a x*+a_ x~'+. .. +a xtq, (2)
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(artibli parabola x-»e= da y=f(x)
,'dcyilndi. - 2
LR rafigi x—s4e0 dat ( )
ksiyaning B imit qiymatlarning

ko'phad bilan apiqlang;m n-
(unksiyva grafigining asimpfofas
2- teorema. y=/(x) fun i
simptotaga ega bo‘lishi uchun quyi B!
mavjud bo'lishi zarur va yetarli: ;
ot = e S
Iim f(X) =y, lim /('x:'o—-l By—y
X x" Lo
'f...+Q}X)) =a,

B P G Y xn—
fim £ 22

X waw

lim [f(x) — (g,x" + By

X g

P axx)] =dy,

1 ini i tasini
4223 nksiya grafigining asimpto
6- misol. f(x)=" 4
Loping. LY
Yechilishi. Berilgan funksiyan! -
—xt 43X+ 11+ -3
fx)=x' X e
nda I'i.rL’l(l(x) = =3
. eton ko'ra, berilgan funksiya
Demak, ¥=x+3x+11 chizid. :ar\:s!g:mki' x=3 to'g’ri chiziq

0.
ko‘rinishda tasvirlaymiz, bu

ini imptotasi bo'ladi. ! ey
gg&'ﬁﬁfﬁhgmm vertikal asimptotasi bo'ladi
Mustaqil ishiash uchun misollar
Funksiva grafiklarining asimptoﬁnlarini lopmg: e:
= ! L y — lo+ =4 30 y . :
L. y=x+-. 3 e
"___ sl Vg ol b A
4- y - J; + S—X. 5- y s 2(““,1)1 x’l (x+l)2
41 ya e 10y =
7-)-Xl. 8. y= :211_ 9.- J;‘(}_‘_x) = f
e 62— g3 egx My =4X+ 0,
) B et 2.y= 333
X —28
15. y= x—-j 3

107




Mustagil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

L. y=x — og'ma asimptota. 2. y=10 — gorizontal asimptota,
=0 — vertikal asimptota, 3. y=1 — gorizontal asimptota, x=0 —
vertikal asimptota, 4. Asimptota yo'q. 5. x=—1— vertikal asimptota.
6. y=—x —1 va y=x+] — og'ma asimptotalar. 7. Asimptota yo'q.
8. x=1, x=—1 — vertikal asimptota. 9. x=0, x=3 — vertikal asimptota,
10. x=2 — ventikal asimptota y=x+4 — og‘ma asimptota 11, x=] —
vertikal asimptota, y= x—| — og'ma asimptota 12. =2 — og‘ma

asimptota. 13. y = T 4+ zn, ne Z venikal asimptotalar. 14. y=4x —

Og'ma asimptota, x=—3 — vertikal asimptota, 15. ¥=x 4+ chiziq
asimptotasi, x=3 — vertikal asimptota.

7- §. FUNKSIYA GRAFIGINING XARAKTERLI
NUQTALARI VA SIMMETRIYA O‘QLARI

Funksiya grafigining xarakterti nugtalariga quyidagi nugtalar
kiradi: funksiya grafigining koordinata o'qlari bilan kesishish
nugtalar; funksiva aniglanish sohasining chegaralaridagi limitik
giymati: funksiyaga ekstremum beruvehi nuqtalar; funksiyaning
nollan; egilish (bukilish) nugtalari.

1. Funksiya grafigining koordinata o'qlari bilan Kkesishish
nuqtalari. Funksiya grafigining koordinata o°qlari bilan kesishish
nuqtalarini aniglashda quyidagi holiar qaraladi:

1) f(x) funksiya grafigining Oy 0'gi bilan kesishish nugtasini
topish uchun x=0 deb, y=f(0) ni topish kerak;

2) f(x) funksiya grafigining Ox o'gi bilan kesishish nuqtasini
topish uchun y=0 deb, f(x)=0 tenglamadan x ni topish kerak.

1- misol. f(x) =x"—1 funksiya grafigining koordinatalar o‘glari
bilan kesishish nuqtalarini toping.

Yechilishi. /(x)=x'—1 funksiya grafigining Oy 0'qi bilan kesishish
nuqtasini topish uchun x=0 deb, f(0)=—1 ga ega bo'lamiz. Ox
o'qi bilan kesishish nugtalarini topish uchun esa S(x)=0 deb,
x'—1=0 tenglamaning yechimlarini topamiz: x=+1.

Shunday qilib, (0;—1), (—1;0), (1:0) nugtalar funksiya
grafigining koordinata o*qlari bilan kesishish nuqtalari bo'ladi (7.1-
chizma).

2- misol. f(x)=¢*+1 funksiya grafigining koordinata o‘glari bilan
kesishish nuqtalarini toping.
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i iyani i *qini kesib o'tadi,

Yechilishi. Berilgan funksiyaning gr::xﬁgu Oy‘o qini kesit '
ya‘ni x=0 da f(0)=¢™+1=2 bo'ladi, lekin Ox 0°qni kesib o‘tmaydi,
Sm'ni f(x)20, chunki e*#—1 (7.2~ chizma).
y

y 1

Yo g

1 l\“lL‘i/l e 33 TEC S
'.'.l--2 A ;.Z-chinn.

2. Funksiya aniglanish sohasining chegnnlaﬂd@ lhiﬁk
giymati. Funksiya aniglanish sohasining chegamlari yaqinida uning
imitini ani idagi di:
limitini aniglashda quyidagi hollar garala |
; 1) agm‘}unksiyaning aniglanish sohasi la;b] kc_smad.an ﬂ)ora'ﬁ
bo'lsa, x ning x=¢ va x=>b nugtalardagi funksiyaning qiymatlari,

‘ni y=f(a), y=f(b) ni hisoblash kcmk': ;
i n2') );ag{: funksiyaning aniglanish sohasi (a;b) oraligdan iborat
bo'lsa, /

lim f(x) va ‘llonloj(x)

=20

imi jud bo‘lsa) larni hisoblash kcrak._ : '
(hmlltl;‘lrisonrv'l‘.lshbu funksiya aniglanish sohasining chegaralari

yaginida uning limitini aniglang:
* +1, 0sxs<1 bo'lganda,

IR= il h Goigandi

Yechilishi. Ravshanki, berilgan funksiya [0;1)w(1;4] omlic‘lda
aniglangan, Berilgan funksiyaning x=] nuqtada chap va o'ng
limitlarini hisoblaymiz. Cihathe

Jot = e e D =%
x‘—ijﬂu Jx)= ,'.i.’.'.'o(x =1=0.

Demak, f(1—=0)=f(1)=2, f(1+0)=0. 5




d+x . x
.2- mlsol. I (:t) = .5 funksiya aniglanish sohasining chegara-
lari yaqxr}nfln uning limitini aniglang.
Yechilishi. Berilgan funksiya (—;2) va (2:4s) oraliglarda

aniglangan, Endi funksiya aniglanish sohasining ch PRIV
uning limitini aniglaymiz: ng chegamlari yaqinida

I+

o de

l‘ - s 40.‘ -
,!mf(x) lim o lim

A=t X Xondm '

=

d+x
-0 x—2 A

Agtlo f(x)= llim

lim f(x)= tim ¥ -
_._.:.of() x-1240 X—2 %

Demak, f(t=)=1, f(2—0)=-so, f(2+0)=+= bo'ladi.

3. Funksiyaga ekstremum beruvehi nugtalar. £(x) funksi -
oraligda :fniqlangan bo'lib, x.e (a.b) bo“llsin. LRI

I-ta*rif. Agar x&(a;b) nugtaning shunday

Ui)=x: xe R, x—8<x<x,+8; §>0)c(a;b)
atrofi mavjud bo'lib, ¥x e Us(x,) uchun

S () (F(0)2/(x)

tengsizlik o'rinli bo'lsa, f(x) funksiya x, nugtada fokal maksimumga
(I?kal minimumga) ega deyiladi, S(x) giymat esa f(x) funksiya-
ning Utx)) w'plamdagi lokal maksimumi (lokal minimumi) deyiladi.

2- la‘r.lf. Agar xe(a:b) nuqgtaning shunday U(x)e (a:b)
atrofi mavjud bo'lib. Vixe Us(x,) uchun e

SIS (x) x>/ (x))

tengsizlik o'rinli bo'lsa, f(x) funksiya i
A A X, nugtada gar‘iy lokal
:;;k.fvi(m;u;@a {gat’iy Iokl;zl minimum)ga ega deyiladi, f‘{x,) }c.liymat
X) funksiyaning U (x) dagi 9 ‘ 7}
lokal minimumi) deyiladi. ) i R

Bu holda x; son funksiyaga, mos ravishda, lokal maksi

(tokal minimum), ga‘sly lokal maksimum (gat'ly lokal minimum)
qiymat beradigan nuqta deb ataladi, b i i

Funksiyaning U, (x,) dagi lokal i
qiymatlari s (%) dagi lokal maksimum (lokal minimum)

S(x0)= max (f()) ()= min (/(x)})

xeUs(x )
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kabi belgilanadi. Bunda max (min) lotincha maximum (minimum)
so‘zidan olingan bo'lib, eng katta (eng kichik) degan ma‘noni
anglatadi.

Funksivaning maksimum va minimum giymatlari umumiy nom
bilan ekstremum giymatlar deyiladi (ekstremum - extremum —
lotincha chetki givmat, demakdir).

Funksivaning ekstremum nugtalarini topishda quyidagi hollarga
alohida e‘tibor berish zarur.

1- hol. Agar funksiya [a;5] kesmada berilgan bo'lsa, funksivaning
ekstremum nuqtasi kesmaning chegara nugtasi ham, ichki nuqtasi
ham bo'lishi mumkin.

2- hol. Ekstremumga ega bo‘lgan funksiya monoton bo‘imaydi.
Monoton o'zgaruvehi funksiva ekstremumga ega bo'lmaydi.
Masalan, y=kx+b funksiya k>0 bo‘lganda monoton o'suvchi, k<0
bo‘lganda esa monoton kamayuvchi bo'lgani uchun ckstremumga
ega emas.

3- hol. Funksivaning ekstremum nuqtasi (ckstremum giymat-
lari) bir nechta va hatto cheksiz ko'p ham bo‘lishi mumkin.
Funksiya uzluksiz bo‘lganda, uning maksimum va minimum
qiymatlari o'zaro almashinib keladi (7.3- chizma).

Eslatma. Agar funksiya [4;b] kesmada aniglangan bo'lsa,
funksivaning x=a yoki x=b nuqtalardagi lokal maksimumi yoki
lokal minimumi haqida so‘z yuritib bo‘lmaydi, chunki x=a
nuqtadan chapda va x=5 nuqtadan o'ngda funksiya aniglanmagan.

1- misol. f(x) =x'—10x+6 funksiyaning ekstremum nuqtasi va
ekstremum giymatini toping.

i

I i B 4 "|. "o. x
max max min max min min
7.3- chizma.




r

erd:i:lshi. delgan kvadrat uchhaddan to‘la kvadrut ajratamiz:
(x) gx--S) —19. x,=5 bo‘lganda f (x)=—19, x#3 bo'lganda
esa (x—35)*>0 va f (X)=(x—5)—19>—19=f (x;) boladi.
- Demk-i y =35 nugta funmyanmg ekstremum nuqtasi, £ (=19

2un ng ck;t(;e)mtzm; qiymati bo'ladi (7.4- chizma).

- misol. =2* funksiyani i

skl ksiyaning ekstremum nugtasi va ekstremum

Yechilishi. /(x)=2* qat‘iy monoton o' i i

: ili suvch c
bo'lganligi uchun ekstremumga cga bo‘lmayc:i (7]5:’[-l l:ﬁz:m\;a =

7.‘- dlhlll. 7‘5_ CNIII

Biz yugorida funksiyanin S i

: : aning ekstremumlari va funks i
orahq@a 'bll' lzccr_ltp maksimum va minimumlarga cgaly:o‘t;gﬁ;
muml;m!ngi to'g nsndf: aytib o*tdik. Endi funksivaning eng katta va
eng kichik qmalhnni topish masalasini qaraymiz.
e {(r:l)x runks.lya !a;{:] kgsmda aniglangan va uzluksiz bo‘lsin.
: ccy dtmsmng ikkinchi teoremasiga ko'ra funksiyaning [a;b)
esmada eng kattg va eng kichik giymatlari mavjud bo'ladi va bu
grymatlarga fu!tksn"a [4;5] kesmaning nuqtalarida erishadi.
. Jix) liuqksnyz_mmg [a;8] kesmadagi cng katta va eng kichik
giymatlarini topish uchun (7.6- chizma):

2 ¢
R
' o,
X
A
7.6~ chizma, 7.7- chizma.
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1) f(x) funksivaning (a:b) dagi barcha maksimum va mini-
mumlari topiladi;

2) f{x) funksiyaning x=a, x=b nuqtalardagi [f(a) va f(b)
giymatlari topiladi;

3) maksimumlarning eng kattasi bilan [(a), f(b) lar
taqgoslanadi, ularning kattasi funksivaning [e:b] dagi eng katta
givmati bo'ladi;

4) minimumlaring eng kichigi bilan f(a), f(b) lar taggos-
lanadi, ularning Kichigi funksiyaning [a:8) kesmadagi eng kichik
giymati bo'ladi.

Eslatma. Agar f(x) funksiya [o;b] kesmada birgina maksimum
(minimum) ga ega bo‘lsa, bu maksimum (minimum) funksiyaning
[a;b] dagi eng katta (kichik) qiymati bo*ladi.

4-misol. R radiusli doiraga eng katta yuzli ichki to'g'ri to*ribur-
chak chizilsin.

Yechilishi. To'g'n to‘nburchak tomonlaridan birini x orqali
belgilaymiz: AB=x;, BC = [4R? — x*. U holda to°g'ri to*rtbur-
chak yuzi ¥ = Xy4R* —x* bo'ladi, bunda 0<x<2R (7.7- chizma).

y = ,\-,f4R" — ¢ ning eng katta giymatini izlaymiz. Buning uchun
y o'rniga » ning eng katta giymatini topamiz:

y 3=x 2(4R :._.x 2)'

O'ng tomondagi ko’payvima ikki ko'paytuvchi x* va 4R *—x* dan
iborat bo‘lib. ularning vig'indisi x+(4R*—x")=4R? o'zgarmas
bo'ladi.

Eng katta ko'paytma hagidagi (coremaga asosan y* ko'payt-
maning eng katta giymatiga x*=4R*—x? bo'lganda erishiladi. U
holda 2x*=4R? yoki x,>0 bo'lgani uchun x = RJ21.

Demak, R radiusli doiraga ichki chizilgan
barcha to'g'ri to'rtburchaklardan fagat
kvadrat eng katta yuzga ega bo'ladi.

5- misol. Berilgan shanga eng katta hajmbi
ichki konus chizing.

Yechilishi. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
OS=R. OA=r. O'S=h(7.8- chizma). U
holda konusning hajmi v = | wr*h bo'ladi. To'g-
i burchakli uchburchakdagi metrik muno-

7.8- chizma.
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sabatlardan foydalanib, SAR uchburch
. N . akda - b /%)
erishamiz, bundan F=h(2R—k) (0<Ix<2m,n (2R—h): h=r:h ga

o B2 ;
2 2)R 3 (Z.R—h) ning eng katta qiymatini hisoblash uchun
(2R—h) ko paytmaning eng katta qiymatini izlaymiz:

h3(2R—h) = (hy QR—h).
Bu ko'pavtmada - (2R—h)=2R — 0‘zgarmas bo'lgani uchun

eng katta qiymatga 4 = :R da erishiladi. Yax = 32x8 bo‘ladi
g \ 2 : > : l 8 -
Demak, berilgan sharga ichki chizilgan konuslarldan balandligi

shar diametrining 2 Gisminj il giladigani
3 Qismuni tashkil giladigani en j

ega bo'lar ekan. - g

4. Funksiyaning nollari, i
KBS g Y=f(x) funksiva xe X (x=R') to*plamda

I- ta'rif. Argument x nin iyani

. nil. Ar ent g funksiyani nolga avlantiradi an

q?ymaxlary. va m‘xe/\ ming f(xy={ tenglamani qanoeitlamimdigan
qun‘;atliq Sunksivaning nollari deyiladi,

unksiyaning grafigi uning nollarida yoki Ox o'qgini kesi ishi
)tolu.axo qiga urinib o'tishi mumkin (7.9- chizmxs).q7.9- cl:uml
X, .;,, X, nuqtalar funksiya grafigining nollari bo‘ladi.

Y-nnsol. f (x)*fx’—~9x ful_lksiyaning nollarini toping.
tcnslechﬂkbamani i.y E:;]\Igan ﬁmks%anim nollarini topish uchun x'—9x=0
1My amiz: x, =0, x,=—3, x =3 nuqtala i
mnlgs;yap.;:g nollari bo'ladi (7.10- chizmay, | T Crean

‘zi funksiyalar o'zining aniglanish s;)hn
! i sid
bo'lmasligi ham mumkin, masalan, y=3, y=xi+] avan:l]l‘nrga e

g it
L
/\\ —%
X 0 x - X - -
i x
i
7.9- chizma, T.10- chizma,
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Funksiyaning nollaridan o‘tishda uning ishorasi o'zgaradi.
Bundan tashqari, uzilish nugtalaridan o'tishda ham ishora o'zgarishi
mumkin.

Berilgan funksiyaning ishorasini tekshirish uchun f(x)>0 va
[(x)<0 tengsizliklami yechish natijasida x ning bu tengsizliklarmi
ganoatlantiruvchi giymatlari topiladi.

Agar funksivaning grafigi Ox o‘qiga urinsa, urinish nugtasida
(unksivaning ishorasi o‘zgarmaydi,

X,y Xy oo X, lar f(x)=0 tenglamaning yechimlari bo'lsin, u
holda funksiyaning aniglanish sohasi bir necha bo'laklarga bo'linadi.
Bu ketma-ket bo'laklarning har biridan bittadan giymat olib,
funksiva ishorasining o‘zgarishini tekshirish kerak.

o
2-misol. y =" . 5"”6 funksiyaning ishorasini aniglang.

Yechilishi, Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi (—;4)(d:4e=)
dan iborat. Funksiyani nolga aylantiradigan nuqgtalami topish uchun

e A T B sign’y

R

kasrning suratini nolga tenglashtinib, x'—5x+6=0 tenglamaning
yechimini topamiz: x,=2, x,=3. Funksiyaning ishorasini aniglash
uchun quyidagi omaliglarga bo'lamiz: (-<=;2), (2:3), (3;4), (4:3+)

va bu bo'laklardan ketma-ket 1,3, 1, 5 nugtalami olib, funksi-

yaning ishorasini tekshiramiz: f(1) <0, j(;)>0. f(;)<0.

f(5)>0.

x,=2, x,=3 nuqtalar berilgan funksiyaning nollari bo'ladi
(7.11- chizma).

5. Funksiya grafigining egilish (bukilish) nugtalari. Funksiya
grafigining egilish (bukilish) nuqtalarini topishda gavariq to'plam
va gavarig funksiya tushunchasi muhim ahamiyatga ega. Shuning
uchun biz avvalo qavariq to‘plam va qavariq funksiya tushun-
chalarini beranuz:

a) qavariq to*plam tushunchasi. Bo'sh bo'lmagan Ec R * to’plam
berilgan bolsin.
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T.11-rasm.

1- ta'rif. Agar E to‘plamning ixtivoriy ikki nugtasi bilan birga
ulari tutashtiruvchi kesma ham shu lo*plamga garashli bo'lsa, £
qavarig to'plam deyiladi,

Boshqacha ayiganda, agar Vx, y € E vabarcha Ae [0;1] uchun
Ax+(1—4) ye E bo'lsa, E gavarig to plam deyiladi.

7.12- chizmadagi to'g‘ri to‘rtburchak, doira, uchburchaklar
qavariq to‘plamlarga misol bo'la oladi, 7.13-chizmadagi shakllar
esa, gavariq bo‘lmagan to*plamiardir. Yagona elementli to'plamlarni
va bo'sh to’plamlarni ham gavarig 1o'plam deb gqarash mumkin,

2- ta'rif. Agar ixtiyoriy x, ye E, x2y nuqtalar va barcha A= (0;1)
sonlar uchun Ax+(1—4)y ham £ to‘plamning ichki nugtasi bo'lsa,
E gat'ly qavarig to'‘plam deyiladi. Masalan, doira qat'iy gavarig
to*plam bo'ladi, parallepiped esa gat'iy qavariq to‘plam emas.

b) qavariq funksiya tushunchasi. /(x) funksiya £ gavariq
to'plamda berilgan bo'lsin.

Y ‘F YA

O
i s o £

0 X 0

Y

7.12- chizma. 7.13- chizma
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3- ta'rif. Agar Vx,ye £ va Vae[0;1] uchun
SOxH(1=0)y) S A f)+H(1=2) SO :
tengsizlik o'rinli bo'lsa, qavarig E to‘pla.mda aniglangan va chekli
[(x) funksiya gavarig deyiladi (7.14-chizma).
4- ta‘rif. Agar Vx,ye E, x2y nuqtalar va Vi e [0;1] uchun
FOx+(1=0p) <A f)H1=2) fO)

qat'iy tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya Eto'plamda gat'iy gavariq
5. ta'rif. Agar g(x)=—/f(x) funksiva gavariq EcR' to'plamda

i 5 iladhi (7. 15-chizma).
iq bo'lsa, f(x) funksiya Eto‘plamda bo.dqdcydam‘( ; :
q‘ml\r:l]s:(;lu.fl() f(x)=}x|, xe R' funksiya qavarigdir, chunki

! 1\ /4 {z (D)
) :
i )
RS \T‘\ (S
Jin ’ i o
0 % i, ’ ‘_i () pF z y X
7.14- chizma, 7.15- chizma.

¥x,, X, € R', x#x, nuqtalar va wil0;1] uchun [ix, +(1—A)xls
by 4 31 * - ¢ .
+(1—A tengsizlik o'rinli bo lﬂdl.. — .
SM.;)J £ ] ((x)—°=e') ltz\‘lenksiya R' da gat'iy qavarig funksiyadir, chunki
Vx,, X, € R', x#x, nuqtalar va VA e (0:1) uchun
eh.o(l- L)Xy < MX. + (l _)‘)e:,
izlik bajariladi. . -
1Cﬂ8-3\‘)1 f (x)=J—e' funksiya R' da botiq funks.xya bo _lac!z.' ™
Amaliyotda, ko*pincha, funksiya grafigi qavanghgg (bﬁ(l(ﬂl?l)ﬂl
tekshirishda yuqoridagi kcl!in'lgaq ta‘riflarga ekvivaliyent bo‘lgan
idagi ta‘riflardan foydalm}lladn. i
quy}(x) funksiya [a;5] da berilgan bo Ism S s
6-ta‘rif. Agar f(x) funksiya grafigi istalgan vatarining 0 ;
funksiya grafigining mos nugtasidan pastda (yuqonda! yo'ts;.wu
funksiyaning grafigi berilgan oraliqda bofig (gavariqg) deyiladi (7.16~
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chizma),

7- ta*ril. Agar istalgan x,, x g [a;b] uchun f[x"‘?] /(‘l)'f(xz)

"T | It (x5 )

f05) |-
R sl //—\\
S0 et
N\ ww:

I reevqreves

0 U' Yom ’l;‘_] x{ ; 0 (‘ x x ;

7.16- chizma.,

tengsizlik o'rinli bo'lsa, f(x) funksivaning grafigi [a;b] kesmada
botiq (gavarigligi yugoriga yo‘nalgan) deyiladi.
8- ta'rif. Agar istalgan x, x&[a:b] uchun

et M 1 j()‘f(.(})
f[ql\ ]S N ;

tengsizlik o'rinli bo'lsa, f(x) funksiyaning grafigi |a;b] kesmada
qavarig (gavarigligi pastga yo‘nalgan) deyiladi,

1- misol. [{x)=3" funksiya grafigining R' da gavarigligi yoki
botigligini aniglang.

Yechilishi. Funksiya grafigining botiqligi voki gavarigligini ta‘rif
bo'yicha tekshiramiz:

Aty

f[-"l;xz):j;'l &= [3x' “"-_xz

fln) flg)  3he3h
2

Vx,, x;& R' (x, <x,) uchun 3" va 3% sonlar bir-biriga teng
emas va musbat sonlar. O'rta arifmetik va ¢*rta geometrik migdorlar
orasidagi munosabatlardan

{ Xy+xy _ N3N
3 <3
tengsizlikka ega bo'lamiz, Demak, 4~ ta‘rifga asosan, funksivaning
grafigi gat'iy qavariqdir (7.17- chizma).
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2- misol. f(x)=sin x funksiya grafigining [0;x] kesmada botigligini
ko' rsating.
Yechilishi. Shariga ko'ra

x4 I x"'.‘z
f[ -'2‘7 ]-—sm 2

Six)+fix) _sin nsnxy o X4 o Xp +X3
- e 2 2 2
l|+X\
larga cga bo'lamiz. Istalgan x;, X;& (0:x%). x,<x; larda 0 < 5 <3 3
bo‘lgani uchun _
xyexy 80 X) 4510 Xy

X3
0 <cos™ 2 <1, sin > 3

7lik o*rinli bo'ladi, . b ol
lmg[s)l:maf r(:- ta‘rifga asosan, f(x)=sin x funksiyaning grafigi [0;x]

kesmada botigdir (7.18- chizma).

3- misol. Ushbu f{x)=x" funksiya grafigining R' da qavarigligini
ko‘rsating.

7.17- chizma 7.18- chizma.

Yechilishi. Istalgan VX, X € R va X ¢ X, bo'lganda
f{xl ;x;

2

) 1!’X§*21|XJ an*xi'un‘-‘f) IJ*X} AL IZACY
2 2
4

izli ¢ 22X, X%
tengsizlikka ega bo'lamiz, chunki x;+ x, 1 X7+
Demak, 8- ta‘rifga ko'ra, benlgan funksivaning grafigi &' da
qavarigdir (7.19- chizma).
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rt £) qavariq funksiyalarning

4 xossalari.
' 1. Qavariq (botiq) funksi-
yaning o‘zgarmas musbat songa

ko*paytmasi vana gavarig (botig)
funksiya bo'ladi.

2%, Qavariq (botig) funksi-
) yaning o‘zgarmas manfiy songa
’ ko‘paytmasi botiq (gavariq)
funksiya bo'ladi.

3", Qavarig funksivalarning

~
-

0 T
y

"
-

7.19- chizma,

yig'indisi qavariq funksiya bo'ladi.

4". Agar f(x) — qavarig va o'suvchi bo'lib. x=g(f) esa botiq
funksiya bo‘lsa, u holda murakkab S{o(n) funksiva botiq bo‘ladi.

5" Agar f(x) — botig va o'suvchi bo'lib. x=q(1) esa qavarig
funksiva bo'isa, u holda murakkab So(n) funksiya botig bo'ladi,

6°. Agar f(x) — qavariq va o‘suvchi funksiya bo'lib, x=o(/) esa
qavarniq funksiya bolsa, u holda murakkab J(p(h) funksiva qavarig
bo'ladi.

7", Agar f(x) — qavariq va kamayuvchi funksiya bo'lib, xvglf)
esa botiq funksiya bo'lsa, u holda murakkab Jlo(N) funksiya gavarig
bo'ladi.

8", Agar y=f(x) va y=g(x) o'zaro teskari (mos oraliglarda)
funksiyalar bo‘lsa, u holda:

@) agar f(x) — botiq va 0‘suvchi funksiya bo‘lsa, g(x) funksiya
gavariq va o'suvchi bo‘ladi;

b) agar f(x) — qavariq va kamayuvchi funksiya bo'lsa, g(x)
funksiya botig va kamayuvchi bo'ladi:

d) agar f(x) — qavariq va kamayuvchi funksiya bo'lsa, g(x)
funksiya gavariq va kamayuvchi bo'ladi.

7. |a;b] oraligda botig bo'lgan / (x) (o*zgarmas sondan fargli)
funksiya shu oraligning ichida o'zining eng katta givmatini gabul
qitmaydi, :

10°, Agar f(x) va g(x) funksiyalar musbat va qavariq bo'lsa, u

holda ¥ = ;::; funksiya qavarig bo‘lishi uchun bu funksiyalarning
biri o‘suvchi, ikkinchisi esa kamayuvchi bo'lishi yetarli.
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11° Agar ¥V = a:; funksiva gavariq bo’lib, f{x) manfly, gavariq
v o'suvehi bo'lsa, u holda @(x) funksiya musbat, botiq va o'suvchi
bo'ladi.
s [ ‘1 ksivalar
12% Agar Y= ﬁ.‘) botig bo'lib, f(x) va ¢{(x)) funksiy

qavariq va manfiy bo‘lss, u holda qam‘layolgan funksiyaning bin
o'suvchi. ikkinchisi kamayuvehi boladi. 1
13%. Agar f(x) funksiya gavariq bo'lsa, 7(x) (f(x)20) funksiya
botiq bo'ladi. ' .
|q4". Agar f(x) funksiya musbat va gavariq bo'lsa, u holda
v = 8f{x) funksiva qavariq bo'ladi (n — natural son).
- 15", Agar |f(x)]* funksiya qavariq bo'isa (n — natural son), u
a i : iq bo'ladi.
holda f{x) funksiya musbat va botiq o W% ‘
16{. Agar f(x) va @(x) funksiyalar musbat, osu»chn-. bou'q
bo'lsa. 1 holda y=f(x) - @(x) funksiya musbat, o'suvchi, botiq
boladi. . :
1 7% Agar f{x) va p(x) funksiyalar musbat, kx@yu\chn. .hoth
bo‘lsa, u holda y=/(x) - @(x) funksiya musbat, botig bo. ladi. A
18", Agar f(x) va ¢{x) funksiyalar manfly, o‘spvclu. qk!v.mq
bo‘lsa, u holda y=f(x) - o(x) funksiya musbal, botiq bo'ladi, .
19¢, Agar f(x) va ¢(x) funksiyalar manfiy, kan?aymfchl',
gavariq bo'lsa, u holda y=/(x) * 9(x) funksiya musl')al. boug bo lf:dn.
200, Agar f(x) funksiya musbat, kamayuvgh;, q‘:wanq bo'lsa,
¢{x) funksiya esa musbat, o‘suvchi, qavarig bo‘lsa, u holda
: } iq bo'ladi,
=f(x) - p{x) funksiya musbal, qavariq . ; .
i f21°. Agar f(x) funksiya manfiy, o’suvchi, botig bo'lsa, o(x)
funksiyva esa manfiy, kamayuvchi, botig bo‘lsa, u holda
| iq bo‘ladi.
=f(x) - o(x) funksiya musbat, qa\.r.mq : ; ’
y-j22°. Agar f(x) musbat, o'suvchi, gavang bo'lsa, @l(x) funksfyn
esa manfiy, o'suvchi, botig bo‘lsa, v holda y=f{x) * 9(x) funksiya
nfiy. botig bo'ladi. v
P 233”. Aga? f(x) funksiya musbat, kamayuvchi, gavarig bo'lsa,
@(x) funksiya esa manfiy, kamayuvchi, botiq bo‘lsa, u holda
y=f(x) - 9(x) funksiya manfiy, botig bo'ladi.
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24°. Agar f(x) musbat, o'suvchi. botiq bo'lsa, p(x) funksiva esa
manfiy, o‘suvchi, gavarig bo'lsa, u holda y=/(x) * o(x) funksiya
manfiy, qavariq bo'ladi,

25% Agar f(x) musbat, kamayuvchi, botiq bo'lsa, 9(x)
funksiva esa manfiy, o'suvchi, gavariq bo'lsa, u holda »=1(x) " o(x)
funksiya manfiy, qavariq bo'ladi.

Jf(x) funksiya £ — gavariq to‘plamda berilgan bo'lib, x,e £bo‘kin,

6- ta‘ril. Agar f(x) funksiva Ui(x,) atrofda qavariq (botig)
bo'lib, Us"(x,) atrofda esa botiq (qavariq) bo'lsa, x, nugta
funksivaning (funksiva grafigining) egilish nugtasi deb ataladi.

Masalan, 1) y=x funksiva grafigi uchun x=0 nuqta cgilish
nuqtasi bo'ladi; 2) y==sin x funksiyaning grafigi uchun xX=xn, ne Z
nuqgtalar egilish nuqtalari bo'ladi (7.20- a4, b- chizmalar),

F]
7.20- chizma,

6. Funksiya grafigining simmetriya o‘qlari. Agar shunday
0'zgarmas x, son mavjud bo‘lsaki, istalgan xe X uchun x,—xe X,
Xytxe X bo'lganda

S (xg—=x)=f(x,+x) *)

tenglik bajarilsa, x=x, to'g'ni chizig y=/(x) funksiva uchun vertikal
sSimmetriya oi deyiladi. Xususiy hollarda X%,=0 bo'lganda jufi
funksiya uchun Oy o'qi simmetriva o'qi bo'ladi.

1= misol. y=ax'+hx+¢ (a20) funksiya grafigining ganday vertikal
0'qqa nisbatan simmetrikligini aniglang,

Yechilishi, Simmetriklik (*) shartiga ko'ra tekshiramiz:

a(Xg—x)'+ b(xy—x)+e=a (xg+X)*+ b (xtx)+e,

—2ax Xg—bx=2a x, x+bx.
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7.21- chizma.

i isbatan yechamiz:
o ‘engl}k‘.“y:?nﬁa:jb - ;a icsimmctriya o'qi (7.21- chizma).
Agar ist:lgan xe D{f) uchun y, = 'zl.f(xo ‘—XH f(:tn +]-:)'l‘
ayniyat o‘rinli bo'!sa.‘(xo;.yo) nugta f(x) funksiya grafigi uchu
Simr;(‘fn;ﬁiayn:;ﬁ:' ?)(()Omg)‘ nugta tog funksiyaning simmetriya
mur;imu?l;ol y=ax+b funksiya grafigining simmetriya markazini

topi;}sw Simmetriva markazini topish shartini yozamiz:

2y=a(xXg—x)+btalxtx)th,
2y=2axyt2b.

“adi. bunda x, — ixtiyoriy nuqta.
rdan y,=axgtb bo ludx._ X ! By
Dc::k.y;uwb f:mksm grafigining simmetnya markazi M (x; @ +b)
nugtada ekan. ! %
idagi tasdiglar o'rinit: ; . ]
?“X::fl)zj(x;‘ (~==<x<+4<) funksiyaning gt'aﬁg;l gfk? ;;:;
; } ishi i tri X
rallel vertikal o'glarga rpsbatan simme
g:r)\::xy? davriy funksiya bo'lib, uning davn ?b—z a ga'teng.' o
2. Agar y=f(x) (—=<x<+20) funksiyaning .graﬁg‘l Alay, ks
B b‘° ) (b>a) nuqtalarga nisbatan simn?cmk l?o I1sa, =/ ;
fi (ks‘i;;ni ikkita chizigli funksiya va biror davriy funhflya (1‘=2b—=a)
n‘:nng yig'indisi shaklida tasvirlash muml‘iin. Xususiy holda, ¥~y
bo'lsa, y=f(x) — davriy funksiya bo'ladi.

Xn-——
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3. Agar y=f(x) (~s<x<4e) funksivani
ivan ;
;a x=b (bea) 10'g'ri chiziqga nisbatan Sf:":‘n'gmlsg(aw nuqta
unksiva bo'lib, uning davri 45—44 #1162 bo'lad; S (x) davriy

Mustaqil yechish uchun misollar

Fansiy.: grafigining koordinat
koordinatalarini loping;

L. f(x)=2,5x—5.

3. f(x) =x—4x+5,
5. f(x) =cosx,
7. f(0)=log{(2—x).

.Funksiya aniglanish sohasini
toping:

9. flx)= ::;

@ 0'glari bilan kesishish nuqtalari

2. f(x)=5x+1.

4. f{x) =3-n ]
6. f(x)=(x—2)(x+5).
8 f(x) =2,

ng chegarasi yaginida uning limitini

10, syt 5 05X bo'lgands,

Y4l lex<? bo'lganda,
1. fixy=""1,
13. f(x)=sign i
15, f(x)= .=,

vx—2+2"

12. f ()=x'-3x, xe 11;2].

M. fx)= x—3.

16. f(x) = * —5x+6
X—=3 °

Funksiyalarning ekstremum nuqtalari va ekstremum qiymat

larini toping:
s
AT o s 20. f()=x'—-5x+6
- f{x)=cos x, xe|0;2x], 22. f(x)=5 \

23. f(x)=x"—4x. 24, f(x)=x'—3y

2 J

;:. gccr;lgan konusga eng katta yon sintli ichki silindr chizin

27, - rilgan konusga eng katia hajmli ichki silindr chizin 2
- Berilgan sharga eng katta yon sirthi ichki konus chizini'

28. Tomoni 40 sm bo'l
: St ; gan Kkvadrat . ;
imkoniyati boricha katta haimli usti och?:] qstﬁ?j;:sd:gn; !
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Funksiyalarning nollarini toping:

29. f(x)=x—3 . 30. f(x)=e"—1. 3L f(x)=2"+1.
32. f(x)=x'+4. 33. f(x)=x—-9. 34. f(x)=cos x.
35, f(x)=In(x—2). 36. f(x)=Jx —A4.

¥ —4

1
37. fix)= F

_ X —5x46
39, f(x)= o Yl

38. fx)="_ 5

40. (x)=2—4.

Funksiya grafigining berilgan kesmada (oraliqda) gavariq yoki

botigligini aniglang:
41. f(x)=x°, xe R

42. f(x)=67*, xe(—eo4e2).

43. f(x)=cos x, xe[ “~‘]. 44. f(x)=lg x, xe (0i4e<).

22

45. f(xy=x*, xe R.

46. f(x)y=x |x}, xe|—4;4].

Ox o‘gida shunday nuqtani topingki, undan parabolaning

simmetriya o'qi o'tsin:

47, y=xi3,
50, y=(x—2)+2.

48. y=(x+2)%
S1. y=x>+x+1.

49, y=—3(x+2)*+2.
52. y=2x—3 +35.

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1. (2: 0), (0; =3),
5, (’2t +anl), ne Z
7. (1; 0. (0:log;2).
9. f(zw)=1, [(—3—0)=tw,
10. f(1+0)=/(1—0)=f(1)=3.
12. f(1)=—2, f(2)=—2.

14. £(2+0)=f(2)=0.

16. f(3-0)=f(3+0)=1.

18. Yo'q. 19. Yo'q.

2. (0; 1), (=0,2;0). 3. (0; 5). 4. (0;0).
6. (2;0), (5 0), (0; —10),
8. (0;2).

J(=3+0)=+4ws.

11, £(0—0)= (0+0)=1.

13. f(0—=0)y=—1, F(0+0)=1.

15. F(2+0)=f(2)=1.

17. x=0, £ ,.(0)=—4,

20. x=2.5, [ u(2,5)=—1/4.
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21.
l x-ioo X=T, x-?. x, /m"(O)-fm"(zﬁ)=l. fam(n)=—l“
22. Yo'q. 23. x=2, [.ul2)=—4.

24, x=0. 2
=2, [oul0)=0, [..(2)=—4. 25. ’2' 2g; ';.

R

4 20
27. S 28 em) 29.0=0,x=3. 30, x=0. 31 Yo'q
32.Yo'q. 33.x=43. M.x=T+mn neZ 3513 |

36.x=4. 37.Yo'q. 38.x=t2 39, y=2. 40. x=2,

41, (—==;0) da botiq, (0;+«) da gavariq. 42, (—e;+) da qavariq

43, [—‘:’] |
f 22 [ dabotiq. 44, (0;+=) da botiq. 45. (~oa4e=) da qavariq.
4:. [—4; 0) da botiq, (0; 4] da qavariq. 47. x=0.

o Xx=—2 49 . x>—2 50.x=2 SLx=—172. 52 x=3/4

8-§. ELEMENTAR FUN ARN
X KSIYALAR VA UI
GRAFIKLARI i

Mmemalikamng ko'p mas i ‘Naniladi
funllcs:ynlar asosiy elemcn':ar l}:::}:‘vl;:':ﬁ' ?lz;ill:::i'?d’gnn g
2. )"‘b.- o'af,ggrqms funksiya (b=const) be}?'
. y=x* darajali funksiva, o — hagiqiy s'on '
3. y=a* ko'rsatkichli funksiva, bunda @ > 0
4. y=log . x logarifmik funksiya, bunda ¢ >. o.aa*a:'l

). ). Sin x y= L &‘:|E! 1 V = =8
’ L , o ne x.

|
y=- = X~ trE 1
sinx — COSECX — trigonometnik funksiyalar,
6. y=arcsin x
» Y=arccosx, y=arel
trigonometrik funksiyalar, ' pin

. ﬁ;hetg ‘sond.agi 85051'):' plemcmar funksivalar ustida qo‘shish
chiqari;h 2 nlzgl};lmsh b'o !L‘ih. natural darsjaga ko‘tarish ild'.
arini bajarish va murakkab funksiya hosil.qilis!};:

llatilaS' idﬂ Vllm&l' kcladiga ana i ik "
B, n ( I l‘ i i
l f } ll li. l{Sllld« bcnlgnn) runkSl_\’alﬂf

arccige — teskari

y=3" ¥, ¥=arcsinx?
W5 y=qresing?,  y= logs(x* —dx +3)
yalar elementar tunksiyalardir.
126

Elementar bo‘lmagan funksiyalarga misollar:
|, y=sinx+3"+ arctg2x® + ... .
1.3

2. y=x+2xz+4x Fo s

3. Dirixle funksiyasi:
0, x irratsional son bo' Iz anda,

INx) = :
I. x rasional son bo'lganda.

Bu 1—2- misollarda amallar chekli mana bajarilmagan, 3-
misolda elementar funksiyalar gatnashayotgani yo'q.

Elementar funksiyalar quyidagi asosiy sinflarga bo'linadi:

1) butun-ratsional funksiya (ko‘phad). Bunday funksiyaning
umumiy ko‘rinishi quyidagicha bo'ladi:

F(X) = @x" +a X" # .48, X 40y,

bunda @, ..., a, — haqigly sonlar, a0 (ko‘phadning koeffit-
siventlari), n - manfiy bo‘Imagan butun son (ko'phadning darajasi).
Gy, ..., G,Sonlar va x ustida chekli sondagi go'shish, ko*paytinsh
va darajaga ko'paytirish amallari bajarilgan. Butun-ratsional
funksiyaning aniglanish sohasi R' dan iborat. Xususiy holda,
y=ax+b — chizigli funksiya va y=ax’+bxte — kvadrat uchhad
butun-ratsional funksiyalardir.

2) Qasr-ratsional funksiya. Ikkita gisqarmas butun-ratsional
funksivaning (ko‘phadning) nisbatidan tuzilgan

n—l
.ty

= Polx) = W"fﬂlx
JS(x) Oulx) ~ Bpx" L
funksiya kasr - ratsional funksiva deb ataladi. Kasr-ratsional
funksiya

X=R \{x:xe R', Q.(x) = bx" + hx™ w4 b, :0}

to‘plamda, ya'ni maxraji nolga aylantiruvchi nugtalardan fargli
bo‘lgan barcha hagigiy sontardan iborat to‘plamda aniglangan.
Xususiy holda,

b}
32 X
= va V=
x2e3x A

lar kasr-ratsional funksivalar bo‘ladi.
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Butun - ratsional va kasr - ratsional funksiyalar birgalikda ratsional
Junksiyalar sinfini tashkil giladi.

3) irratsional funksiya. Harfiy o'zgaruvchilarni o'z ichiga olgan
ifodalarda ildiz chiqarish amali gatnashgan algebraik ifodalar berilgan
o‘zgaruvchilarga nisbatan irratsional tfodalar deyiladi.

Tarkibida irratsional ifodalar gatnashgan algebraik ifodatarning
moslik qonunini ratsional ifodalar yordamida korsatish mumkin
bo‘Imasa, bunday ifodalar irratsional Junksivalar deyiladi. Masalan,

41" +\i4x; )
P 270 Al = ={}x+2. ) = X
J1+6x—4 % yoix

funksiyalar irratsional funksivalardir,
4) algebraik funksiya. Ratsional va irratsional funksivalar sinflari
birgalikda algebraik funksivalar sinfini tashkil qiladi. Ushbu

tenglamani ganoatlantiradigan har ganday funksiva algebraik
Junksiva deyiladi;

A" ACOY ™ 4L A, (x4 A, (x) =0,

bunda A, (x), 4 (x),..., A, (x) berilgan butun-ratsional funksiyalar,
Ax)#0 va n — butun musbat son.

Misollar. 1. y=3Yx*+1 — algebraik funksivadir, chunki u
¥ —x?—1=0 tenglamani qanoatlantimdi.

2. xp ' =2x*—1)p—4x=0 tenglama bilan aniglangan funksiya
ikkita algebraik funksiyadan iborut bo‘ladi. ya'ni

Py e
=

» = x’
) o e 2

T e LY T 1T
y= x = x>

3. x4 " ay—x'+4=0 tenglama bilan amglangan funksiya ham
algebraik funksiya bo‘ladi, lekin bu funksivani oshkor ko'rinishda
yozish mumkin emas, chunki uni radikalga nisbatan yechib
bo‘imaydi. Bu holda biz oshkormas afgebmik funksivaga ega bo'lamiz.

5) transsendent funksivalar. Barcha algebraik bo‘Imagan
funksiyalar transsendent funksivalar deb ataladi (ko' rsatkichli,
logarifmik, trigonometrik funksivalar va teskari trigonometrik
funksiyalar transsendent funksiyalardir), masalan: y=sinix,
y=273_ y=arcigSx funksiyalar transsendent funksiyalardir.
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Shunday gilib, barcha elemcntar. fug_ksiyalar algebraik va

sendent funksivalar sinflariga bo‘lgnn i : :
""“l:.\::l]i asosiy elementlar funksiyalamning har biri hagida batafsil
l“‘x:“li(l;‘;;arr:l‘:; funksiys. y=b (bu yerda b — biror h.nqigiy son)
li»rm;nln bilan berilgan funksiya o zgarmas funksiva dc‘ylladn. -

y =h o‘zgarmas funksiyaning gmﬁgn.ahssksal_ur oqigahpang .
va ordinatalar o‘gidagi (0:6) nuqta orqali o'tuvchi (o'g ri ¢ tlzxq fa
ihoratdir. 8.1- chizmada bir necha o'zgarmas f\_mks_zyu nm;_ngi
prafiklari tasvirlangan. Xususiy holda, y=0 funksiyaning gralig
abssissalar o°qidan iboratdir, : o
1h‘s;s;s:aa (bu 3cnda a - biror hagiqly so_n) formula bilan berilgan

siva ham o '‘zgarmas funksiya dcyilqdl. | 0
runkxi)sto'zgarm?s funksiyaning grafigi ordmata!ar ?f;!gn gqm‘:lcl
va abssissalar o'gidagi (#:0) nugta orgal o‘tuvchi lo’g n.chmq ;m_
iboratdir (8.2- chizma). Xususiy holda, x=0 funksiyaning grahgl
ordinatalar o‘gidan iboratdir,

" T.v
y = b (H>0)
= x
y=0 ") —>
0 ~1-
= b (h<0)
2 { -2 y=3
-3
8.1- chizma.
A (i
2-4
- x=ala>0)
x=afa<0) Sy . - )x
Y238~k
0 > 2] 53 PP s |
8.2- chizma.
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2. Darajali funksiya. y=x* ko'rinishdagi funksi i ]

2.D va darajali funksi
deyiladi, bunda « — ixtiyoriy haqigiy son. i

Bu funlgiyg uchun o ning ganday qiymatlar qabul qilishiga
qarab, quyidagi hollar bo'lishi mumkin:

a)' o=n (n22 — butun musbat son). Bu holda funksiyaning
grafigi (1:1) nugtadan o'tadi va koordinatalar boshida abssissalar
o'qiga urinadi.

) {\gar n(n=2nd me N) jult bo'lsa, u holda funksiva x=0 nuqtada
minimumga eg bo’ladi va uning grafigi ordinatalar 0'giga simmetrik
Joylashadi (8.3-, 8.4- chizmalar).

Agar n(n'-=2'p+l, me N) 1og bo'lsa, funksiyaning grafigi x=0
n_uqtada.bgnladx va uning grafigi koordinatalar boshiga nisbatan
simmetrik joylashadi (8.5-, 8.6- chizmalar).

b) a=—n (ne N). Bu holda funksiya ekstremumga ¢ 2

. ga bo'Imaydi,
uning grafigi (I; 1) nugtadan o'tadi, e

y¢

v =

.2

8.4- chizma, (1) y=+', (2) ry=x

&
1 1) Iﬁy
: pl)
! [: th
y
y 4
— e . - 3
SR A SRR e e e
4 “
- L
I‘ -li
. :

8.5 chiznm. yom me N
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8.6- chizma. (1) y=2 (2) y=x".

2

ﬁy : 2)
!

|.4

;

/ ] \
“
X 5 & nl L Wi %

—

v

o
.
-

4
-

4 -}

»
re
!

) - oy
8.7~ chizma. yzxz,,,-‘"e N. 8.8- chizma. (1) ¥ = & 21y 3

Agar n(n=—2m, me N) juft bo‘lsa, funksiyaning grafigi
ordinatalar o*qiga nisbatan simmetrik bo'ladi (8.7-, 88 phmnalar).

Agar n(n=2m+1, meN) loq bo'lsa, funksxy.anmg grafigi
koordinata boshiga nisbatan simmetrik joylashadi (8.9-, 8.10-
chizmalar).

dya=rir= : . P»g — natural va 0°zaro tub sonlar), Bu holda
hamma funksivalar koordinata bpshida nolga aylanadi va ularning
grafiklari (1; 1) nugtadan o'tadi. .

y = {IF funksiyaning grafigi p va ¢ larga bog'liq bo‘ladi. Bu
funksiya uchun quyidagi hollarni qaraymiz:

1" hol. p— juft (p=2n, ne N),¢g—10q (¢ = 2n+l, ne N)
bo'kin. U holda ¥ = §%7 funksiya (—=;++=) oraliqda aniglangan bo'lad.

Lk
T.r Ay

| |
me N 8-'0"“’. (”)"=’).(2).Y=x,.
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8.9- chizma. » =
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BP funksiya juft bo'ladi: y = zf( —x)' = %7 » uning grafigi Oy o'gi
nisbatan simmetrik joylashadi. u [0;4¢2) da monoton o‘suvchi ‘f:
[0;4+) oraliqdagi ixtiyoriy x lar uchun y= ?/x—" 20 bo'ladi

"

SRy : yaning grafigi abssissalar o'qi
yuqorisida joylashib, O(0;0) va (1; 1) nugtalardan o‘tadi g

y= U funksivani i £
vaning grafigi 0 < = <1 bo‘lganda [0;4)

oraliada . | B ¢ g
i bouq.q>|bolganducsaqamnqbo‘ladi.o<:<|slmnda

funksiyaning grafigi (0:1) i

aning : oraliqda y=x bissekirisad i

{gyﬁshagl. (l,+o-f) oraliqda esa bissekirisadan mstdzn' yt;gondu
Al1-, 8.12- chizmalar). ‘ o

Ay o
X
']' —_—
|
31 8.11- chizma. 8.012- chi
y » 09, Fein g dmet, me Nooe ! o L r’_- -
' (=Y, (=3

8.13- chizma.
y- arx_’.r =20, 972wt me N,
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B.14- chizma.
My =¥t (2 y=Usk

Agar : 51 bo'lsa (0:1) oraligda funksiyaning grafigi y=x
bissektrisadan pastda; (1;+=) oraliqda esa yugorida joylashgan bo*ladi
(8.13-, 8.14 - chizmalar).

2- hol. p va ¢ — togq bo'lsin (p=2m+1, g=2n+l, mne N). U

holda y=‘{f;‘7 funksivaning aniglanish sohasi (—oo,44=) dan

iborat va tog funksiya bo'ladi. Hagigatan ham, ¥ = gf(—x)’ - —x.
Bu holda funksiva simmetrik joylashgan bo'lib, (0:0) va (1:1)
nugtalardan o'tadi. Bu funksiya(—ee,4+=2} da monoton o‘sadi.

0<” <1 bo'lganda funksiyaning grifigi (0:4=<) oraliqda botig,

z > 1 bo'lganda esa funksiya grafigi qavariq bo‘ladi (8.15-, 8.16 -
chizmalar),

1,8
8.15- chizma. (1) ¥ = ¥5. )y = $°. 8,16~ chizma, (1) ¥ = .oy = ¥7.

3- hol. p — tog, ¢ — juft bo'lsin. ¥ =?fx_‘; funksiya [0:+e)
oraligda aniglangan, monoton o'sadi, [0;4+==) oraliqdagi barcha x
larda y = x: > () bo'ladi. Shuning uchun uning grafigi abssissalar
o'qining yugorisida joylashadi. Funksivaning grafigi (0;0) va (1:1)
nuqtalardan o‘tadi. 0 < 5 < | bo'lganda funksiyaning grafigi [0;4=)
oraligda botig (8.17 - chizma),

s >1 bo'lganda esa funksiya grafigi gavariq bo’ladi (8.18-

chizma).
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™ | I
=11

II

']

¥

.

| T

B.17- chizmy, in _1-' =3 Yy '*'a—-"

4

—,

| i
| -1

B.19- chirmg,
5 B.20- chizma,
2

; 2
My =x 3, {2ty = .t-’.

Frx ¥, pe 1ufl, g—toq.

da=r=_r ;
g P Va g —o'zaro wb va natural sonlar) bo'lsin

F
Buholda yp= 5 o darajali ! :
(o5 3 : L Jvs
yali v »= (ﬁr; funksivani ko'rinishda

. - q
y'oztlsl;ut::umIu_n.ﬂ Ikki holni lahlilxqilamiz
I-hol. p — juft, g — tog bo'lsin. Bu holda
: . : NKSiya (~oo; .
;;a;’l_:;h;d; ;:;qllnngan va Juﬁ funksiya bo‘ladi. Shu:lan(g ucgﬁi‘gﬂ?)
q dlar o'qiga nisbatan simmetrik Joylashgan t>o‘lac,l1ig

Y=x ¥ funksiya (0;4) oraligda kama
0 by (—e; ' I
suvct:n. (~==;0) va (0} 4e0) oraliglar

»=x *30 boladi, Shy sababli unj i
o s ning grafigi abssissalar o'gini
)y:%og?;::i J::)’)"!;;&hladl va (l;; 1, (=1;1) nugtalardan o‘tadi x=0]::
ot Sk 1ziglar fupksxyn grafigining mos ravishda wﬁikal
asimptotalari bo'ladi (8.19-, 8.20 - chizmalar). %
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yuvchi, (—;0) oraligda esa
dagi barcha x lar uchun

H.18- chifemag, iy = 1;':‘. (21 y = ¥,

2-hol. p va ¢ — toq bo'lsin.Funksiya (—=;0)w(0:++<) sohada
aniglangan. Bu sohada funksiya tog bo‘ladi. Shuning uchun uning
grafigi koordinatalar boshiga nishatan simmetrik joylashadi. Funksiva
bu sohada kamayuvchi. x=0 va y=0 to'g'ri chiziglar, mos ravishda,
funksiyaning grafiklari uchun gorizontal va vertikal asimptotalar
bo'ladi (8.21- chizma).

b il

| ) !

i

1 (h g

—r—T— 4 33

b g Sal -

2 2

$ ’ 2

4 : A
8.2"%.(])}; ) !.|2)y-_\ ) md‘m“)ygg-‘ (2))",'-’

»

3-hol. p— togy, g — juft bo'lsin. y = x ¢ funksiya (0;+e<) oraligda

aniglangan va shu oraligda kamayuvchi bo'ladi. x=0 va y=0 t0'g'ri

chiziglar funksivaning grafigi uchun mos ravishda gorizontal va
vertikal asimptotalar bo'ladi (8.22- chizma).

3. Ko‘rsatkichli funksiya.

Ta'rif. Ko'rsarkichli yoki eksponensial (lotincha eksponent™ -
..ko'rsatkich®) funksiva deb, y = @' ko'rinishdagi fanksiyaga aytiladi,
bunda a>0, azl, x — erkli o*zgaruvehi.

Ko'rsatkichh funksiya fan va texnikada muhim ahamiyatga ega.
Tabiatdagi ko'p hodisalami y=a* ko'rsatkichli funksiya yordamida
ifoda etish mumkKin.

Misollar.
1. Xalg turmush darajasining muhim ko*rsatkichlarini aholining

daromadlari, real daromad fondlari belgilaydi. Ma'lum ma‘noda,
bu xarakteristikalarni ko‘rsatkichli funksiva yordamida ifodalash
mumkin. Yilning oxirida aholi jon boshiga to'g'ri keladigan real
daromad
D=D, (1+4)
formula yordamida ifoda etiladi, bunda D — hisobot yilida aholi jon
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bashiga to°g'ri keladigan real daromad, f — vagt, £,— har bir kishiga
1 yilda to'g'ri keladigan real daromad, ¢ — aholi jon boshiga to‘g*ri
keladigan villik reja daromadining ko*payishi.

2. Tirik jonzotning ko'payish populatsiyalari dinamikasi jarayoni
g(N =g ¢’ ko'rsatkichli funksiva yordamida ifodalanadi. (g, —
boshlang’ich kattalik, ¢ — doimiy son),

3. Ehtimollik nazarivasida f(x) = J;_“ e ko'rsatkichli funksiya
muhim ahamiyatga ega.
Ko'rsatkichli funksiva quyidagi xossalarga ega.
1%, Ko*rsatkichli funksiyaning aniglanish sohasi barcha haqiqiy
sonlar to'plamidan iborat; D(a")=R',
2. Ko'matkichli funksivaning o‘zgarish sohasi: E(f)=(0;4e)=R'",
dan iborat,
3. a>] bo'lganda & funksiya aniglanish sohasida o'suvchi,
0<a<1 bo'lganda esa kamayuvchidir.
4. a>1 bo'lsin. U holda x>0 bo'lganda a*>1, x<0 bo'lganda
a'<| bo'ladi.
5. 0< a <1 bo'lsin. U holda x >0 bo'lganda ¢ <1, x<0 bo‘lganda
a'>1 bo'ladi.
6°. a >1 bo'lsin, U holda x—r+e= da a"—p4#e, x—- o da esa a0
boladi.
7.0 < a<] bo'kin. U holda x—s4es da a0, x——= da 50 g~
bo‘ladi.
8. »=0 to'g'ri chiziq y=a' funksiva grafigining gorizontal
asimptotasi bo'ladi,
9. Ko'rsatkichli funksiyaning grafigi aniglanish sohasida gavarigq
bo‘ladi. 8.23, 8.24-chizmalarda y=a*, y=a* (a>0, azl)
funksiyalarning grafiklari keltirilgan.

Fl y 44 )'
3 3
% 3 i of 3 = {2)
X X
4 =) 22 o O al-2) A .4.3.i-f_‘;|!3-i'
| -:
»
:j >
4
8.23- chizma. y=uw, {1) a>1; 8.24- chizma. y=u, (1) a2l
D O0<ncl (H0<axi
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"‘w&m‘fﬁnﬂiﬁy?a?: x bo'[ib. bt{nda ase=x,
Nol va m_anﬁy sqnlamiqg lo.ganfm::;a mc::?‘ud emas,
%zfrgkaﬁ:r:;yghmg}ﬁzgmm musbat sonlar to‘plamidan
ibor;: l%gg“&i;mzaﬁfs(()g;?amhﬂ hagiqly sonlar 1o‘plamidan

iborat: Elog,)=R". : ‘
lbor_;‘ F?molg'i)m a>1 bo'lganda, o'suvchi, 0 < a < | bo'lganda esa

¢ hidir. =
kan;:y:;c; bo'lsin, U holda x >| bo'lganda !og:.x>0 t::n_gsrzhk. 0<:;{I
bo'lgémdn esa log, x<0 tengsizlik o‘rinlic}xr (va'ni x>1 go‘lfa'
funksiyaning grafigi Ox o;gicliarll Zix'n)qonda. 0<x<| bo'lsa,

incha, Ox o‘gidan pastda joylashadi). =
akSI;,CO <a< l‘l‘)o‘lsin. U holda x> | bo'lganda, log.,x<0 lc?g?lzlgt,
0< r-< 1 bo'lganda esa log, x>0 tengsizlik q‘rm_hdnr (ya ni X 1
bolsa funksiyaning grafigi Ox o'gidan yugorida joylashadi).

6", Agar a>1 bo'lsa, }im log, x = +e=, Jl_lmolog, X=—co
munosabatlar o'rinli bo'ladi. .

7%, Agar 0 < a < | bo'lsa, }im. log, x = —**, .I_lg}olog, X = e

batlar o‘rinli bo‘ladi. s . ;

mug?.saAasm a>1 bo'lsa, funksiyaning grafigi botig, 0<x<1

‘Iganda esa qavariq bo'ladi. : .
W ‘ggaﬁfnm??un!miyaning grafigi (1; 0) nuqtadafx o tm._ordmau.xlgr
o'qiga asimptotik ravishda yaginlashadi. x=0 to'g'ri ch_iz:q (Oyo'ql)
funksiya grafigiga vertikal asimptota bo'ladi (8,25~ chizma).

A7 {1y 1T
53 I
53
H X
o i e ¢ i RS R
ot
2
3
i |
2 ..'15-. 8..26-chl'mu.(l‘;) y=lnx,
=logx, (1) @1, (D) 0<a<l. Shgt "’Fm]s?




boshiga to'g'ri keladigan real daromad, ¢ ir kishi
0'g’s ‘ , 1 —vaqt, D — har bir Kish
tyildx_a to'g'ri ltela'dlgan real daromad, g — aholi j&n boshiga to‘g‘gg
keladzgaq ygllik reja daromadining ko'payishi.

2. Tink )on.zomu_lg kp‘payish populatsiyalari dinamikasi jarayoni
g(n =g,ej ko‘rsatkichli funksiva vordamida ifodalanadi. (g —
boshlang'ich kattalik, ¢ — doimiy son).

3. Ehtimoliik nazariyasida /(x)= ' e~ ko'rsatkichli funksiya
muhim ahamivatga cga. yin
:io‘lr(mtkichli funksiya quyidagi xossalarga ega.
. Ko'rsatkichli funksiyaning aniglanish sohasi b i
sonl;r to‘plamidan iborat: D(a‘)=R'(.I e o
. Ko'rsatkichli funksiyaning o‘zgarish : = =
it zgarish sohasi: E(N)=(04=<)=R.
3. a>] bo‘lganda &' funksiva aniglani i 5 i
(i qlanish sohasida o
0<:{4<° I bo'lganda esa kamayuvchidir. R
. a>] bo'lsin. U holda x>0 bo' da a> ;
PRl lganda a>1, x<0 bo'lganda
5 0< a <1 bo'lsin, U holda x >0 bo'l a a'< :
Wty ganda @' <1, x<0 bo‘lganda
6" a >1 bo'lsin. U holda x—s4es da @' —34- —
% aa X3~ oo da esa @' 0
bo'lzi'o < a <] bo'lsin. U holda x—+c= da a*0), x——= da ¢sa &' ~p—o
i.
8% y=0 t0'g'ri chiziq y=a' funksiva grafigini
asimptotasi bo'ladi. ST e e
.9". Ko‘ rsatkichli funksiyaning grafigi aniglanish sohasida qavarig
bo la_dl. 8.?3. 8.24-chizmalarda y=a*, y=a* (a>0, az»l)
funksiyalarning grafikiari keltirilgan,
Ay ¥

i
3 ]
3-

(2 2 th 1& w

J-i-i-i?-l-I-i-iv '-I-!-.."-lﬁligﬁ.'
> =1

e =
-3 M
e |

4

8.23- chizma, y=¢, (1) o>1;
() 0<att 8.24- d:m-(;:g . (1) 051
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4. Logarifmik funksiya.

1 - ta'nif. y=o ko'rsatkichli funksiyags teskari bo’lgan funksiva @
asosli logarifmik funksiya deyiladi va y =log,x kabi belgilanadi (a>0, a=l).

Ma'lumki, ¥ = log, x ¢» @ = x bo'lib, bunda @%'=x.

Nol va manfiy sonlarning logarifmlari mavjud emas.

Logarifmik funksiya quyidagi xossalarga ega.

1. Uning aniglanish sohasi barcha musbat sonlar to‘plamidan
iborat: D(log,) x = R: = (0; 4e=).

2°. Uning giymatlar sohasi barcha hagigly sonlar to‘plamidan
iborat: Elog,)=R'.

30, Funksiya @>1 bo'lganda, o'suvchi, 0 <a <1 bo'lganda csa
kamayuvchidir.

4% a>1 bo'lsin. U holda x >1 bo'lganda log, x>0 tengsizlik, 0<x<1|
bo'lganda esa log, x<{ tengsizlik orinlidir (ya‘ni x>]1 bo'lsa,
funksivaning grafigi Ox o‘gidan yugorida, 0 €x< | bo'lsa,
aksincha, Ox o'gidan pastda joylashadi).

500 < a< 1 bo'lsin. U holda x> 1 bo‘lganda, log, x<0 tengsizlik,
0<x< 1 bo'lganda esa log, x>0 tengsizlik o'rinlidir (ya'm x>1
bo'lsa, funksiyaning grafigi Ox o'qidan yuqorida joylashadi).

6. Agar a>1 bo'lsa, lim log, x =+, li.x‘pm log, x =~
munosabatlar o'rinli bo'ladi.” :

7. Agar 0 < a < | bo'lsa, lilp_ log, X = —*=, ljmolog, X =4
munosabatlar o‘rinli bo'ladi. :

8% Agar a>1 bo‘lsa, funksiyaning grafigi botiq, D<x<1
bo'lganda esa gavariq bo‘ladi,

Logarifmik funksiyaning grafigi (1; 0) nugtadan o'tib, ordinatalar
o'giga asimptotik ravishda yaginlashadi. x=0 to'g'ri chiziq (Ov 0°qi)
funksiva grafigiga vertikal asimptota bo‘ladi (8.25- chizma).

|
8.25‘ chm 'I-H' EH#‘I-&- ‘.I-] .Fh“-
y=logex, (1) @>1, (2) D<a<l. (2) y=iog, x, (3) y=lgx
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lopyx loganfimik funksiva y=a* ko'msatkichli funksiyaga teskari
igidon uning grafigi ko*rsatkichli funksiyaning grafigiga (ular
wer XI1 sosli bo' lganda) birinchi va uchinchi chorak bissekirisasiga
neshaton simmetrik bo'ladi.
2~ t'rif. Asosi 10 bo'lgan logarifm o ‘nli logarifm deyiladi va u
wlp" belgisi orgali yoziladi, ya‘ni y=log,, x=lgx (8.26- chizma),
3= ta'rif. Asosi ,e=2,71* bo'lgan logarifm natural logarifm

deyiladi va u JIn* belgisi orqali voziladi, ya‘ni y=logax=in x (8.26-
chizma),

5. Trigonometrik funksiyalar
1. Sinus, kosinus, tangens va kotangenslarning ta‘riflari.

I- ta*rif, To'g‘ni burchakli uchburchakda o‘tkir burchak qarshisida
yolgan katetning gipotenuzaga nishati shu o'tkir burchakning sinusi

deyiladi va u sina = f'z kabi belgilanadi (8.27 - chizma).
Ixtiyorly burchakning sinusi quyidagicha aniglanadi: markazi
Koordinatalar boshida bo'lgan ixtivoriy radiusli aylana olamiz, bunda
0A — boshlang‘ich madius, O nuqgta koordinatalar boshi, A4 nugta
esa aylananing Ox o'gining musbat yo'nalishida yotgan nugtasi
(8.28- chizma). Agar boshlang‘ich radius O4 ni O nugta atrofida
soat strelkasiga teskari vo'nalishda ayiantirsak, u holda musbat

burchakka, soat strelkasi bo'yicha aylantirsak esa, manfiy burchakka
ega bo'lamiz (8.29- chizm),

Bu aylantirish natijasida 4 nugta koordinatalari x, ybo'lgan B
nugta holatiga keladi. o burchakning sinusi deb, B nugta ondinatasining
aylana radiusiga nisbatiga avtiladi va u sin ¢ = 0‘;, kabi belgilanadi.

2- ta'rif. To'g'ri burchakli uchburchakda o‘tkir burchakka vo-
pishgan katetning gipotenuzaga nisbati, shu o'tkir burchakning
kosinusi deyiladi va « = :’; u kabi belgilanadi (8.27- chizma).

o burchakning kosinusi deb, B nuqta abssissasining aviana mdiusiga
nisbatiga aytiladi va u sine = 7 kabi belgilanadi (8.28 - chizma).

3- ta'rif. To'g'ri burchakli uchburchakda o'tkir burchak garshisida
yotgan katetning burchakka yopishgan katetga nisbati shu o'tkir

burchakning tangensi deyiladi va u g = ft kabi belgilanadi
(8.27-chizma).
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8.27- chizma.
Ixtiyoriy a burchak l@gcn&i deb 1\ y
B nuqta ordinatasining uning
abssissasiga nisbatiga aytiladi va u
go = kabi belgilanadi (8.28-
X
chizma). ' .
4-ta‘rif. To'g'ri burchakli
uchburchakda o'tkir burchakka
yopishgan katetning. burf:hak
garshisidagi katetga nisbati shu.
o‘tkir burchakning korangensi
iladi =4 kabi
deyiladi va u ctga= . K
Igilanadi (8.27- chizma). o ’
% lxtiyoriv(a burchak kotangensi deb, B nuqgta abssissasining uning
A . e hin
ordinatasiga nisbatiga aytiladi va u clgo = : kabi belgilanadi (8.28
hizma). ' —
2) y = sin x funksiya. Sinus funksiya quyidagi xo&sa}arga ega. :
1, Uning aniglanish sohasi sonlar o'qi, giymatlari sohasi esa
[—1;1] kesmadan iborat: D (sin)=R, E(sin)=[—L1].
2. Sinus toq funksiya: barcha xe R lar uchun

8.29- chizma.

¥ (—x) =sin{—x) = —8in x = —yp(x).
30 Sinus davriy funksiya: barcha x= R lar uchun sin(x+2x)=sin x
In— sinusning eng kichik musbat Qavn)i & 4
( u4". x=nn nuqtalar, bunda ne Z, sinusning nollari; sinx=0 )
5% (2zn;, wm+2xn) da sinusning givmati musbat, (m+2nn;
2nt+2nn) da esa sinusning giymatiari manfiy, bunda ne Z.
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6° [—;*21": ;+21m

} kesmada funksiya —|
o'sadi, bunda ne 7 ya dan | gacha

™ [*‘*’ZM' I J
2 i3 | kesmada funksiya | dan —
kamayadi, bunda ne Z ! gacha

nuqtalari, bunda e Z, "2"
bo‘ladi, bunda ne Z
9. Sinus funksiya x =

" B
* 2 nugtalar esa minimum nugtalar

n
3 * 2xn, pe Z nugralarda 1 ga teng eng
katta, x = 3; + 2mn,

qiymat qabul giladi,

10% [(05x) da funksiya grafigi boti
' siya grafigi botiq, [x:2x) da esa qavariq bo‘ladi
A=mn, me Z nuqtalar egilish nuqralar, l SEAng bolear

y=sin x egri chiziq sinusoida deyiladi (8.30- chizma)

y ‘r

ne Z nuqtalarda esy — | ga teng eng kichik

_/ \ w3
e M S, i

8.30- chizma, y=sin x

?z Yy=cos x funksiya. Kc_wsinus funksiya quyidagi xossalarga ega
- y=eos x funksivaning uning aniglanish sohasi sonlar o'cii

qivmatlar sohasi T :
Elcosy=[~11]. esa [—1:1] kesmadan iborat: D(cos)=R.

2", Kosinus juft funksiya: barcha x=R lar uchun
Y (—x)= tos (—x)=cos =y (x).
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3°. Kosinus davri 2 ga teng bo‘lgan davriy funksiya: barcha xe X
lar uchun cos(x+2=)=cos x (2x — kosinusning eng kichik musbat
davri).

£ x= '2‘+ 2xn nuqgtalar kosinusning nollari, bunda ne Z;
cos x,=0.

5°, (— ; + 2, ; + 2*"] intervallarda kosinusning giymatlari

3 .
mushat bo'ladi, g— ';' +2%n, Tl +2%n ) intervallarda esa kosinusning

givmatiari manfly bo‘ladi, bunda ne Z

6", [2ren; 7ot 2nn) kesmalarda funksiva | dan — 1 gacha kamayadi,
bunda ne Z.

7%, [—mn+2nn2nn] kesmalarda funksiya —| dan | gacha o'sadi,
bunda ne Z

8%, Kosinus uchun x=2nn, ne Z nugtalar maksimum nugqtalan,
x=n-+2nn, ne Z nugtalar esa minimum nuqtalaridan iborat,

9. Kosinus funksiva x=2z=n, ne Z nuqtalarda | ga teng eng
katta, x=n+2=n, neZ nuqtalarda esa — | ga teng eng Kichik
giymat gabul giladi.

x 3
e

37 g
100, [0:;—].[-2—‘;21!] da funksiya grafigi botig, [- ;] da esa

funksiva grafigi qavarig bo‘ladi, x = §(2n+l). ne Z nuqtalar

uning egilish nuqtalandir,
y=c0s x egri chiziq kosinusoida deyiladi (8.31- chizma).

Ay

R Ll Wi . L
’:\/’: I\/ﬁ 1x

8.31- chizmn, y=cos x.
4) y=tg x funksiya. Tangens funksivaning asosiy xossalarini
keltiramiz.
19, Tangensning aniglanish sohasi ; v ;n, ne Z ko'rinishdagi
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sonlardan boshqa barcha haQIqu sonlar to'nl . > -
sohasi esa son o‘gidan iborat bo‘ladi. B

2% Ta iva:
=—1gx botadi, fonialys: barcha e IXtg) far ucli. tg (=<7

3%, Tangens davriy funksiya, uning davri = ga teng: barcha

xe D(tg) lar uchun 1g (x+n)=1g x (x — . rch
musbat davri). )=1gx (x — tangensning eng kichik

4°. Tangensning nollari x,==n, ne Z nuqtalardan iborat: tgx,=0.

=
5. (xn. 5+ ] ne Z oraligdagi barcha x lar uchun Langens

=
musbat (1g x > 0), [— 5 * R K") oraliqdagi barcha x lar uchun
tangens manfiy (tgx < 0) giymat gabul giladi, bunda ne Z

6 T (=8 R ’ :
Tangens ( JHRE T ne Z omliglarda o'sadi,

7% y=tg x funksiyaning ekstremum givmatlari mavjud emas.

g | O ") i : . i

( 5 | oraligda funksiys grafigi gavariq, ( ;0] oraligda
esa botiq. x = nn nugtalar funksiya figini ilis i
bo'ladi binda me ya grafigining egilish nugtalan

= | S A
?°. X = (” + 2)1 ne Z to'g'ni chiziglar funksiya grafigining
vertikal assmptotalan bo'ladi.

y=1g x egri chiziq fangensoida deb ataladi (8.32- chizma).

rord

“ v

I
L]
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5) y=ctg x funksiya. Kotangens funksiyaning asosty xossalarini
keltiramiz.

19, Kotangensning aniglanish sohasi mn, ne Z nuqgtalardan
tashgari barcha haqiqiy sonlar to'plami, giymatlar sohnsi esa son
o‘qidan iborat bo'ladi.

2 Kotangens toq funksiya: barcha xe D(ctg) lar uchun ctg(—x)=
=—ctg x bo'ladi.

3¢ Kotangens funksiya dayriy, uning davri x ga teng, barcha
xe D (ctg) lar uchun ctg(x+x)=cigx (x — kotangensning eng
kichik musbat davridir).

4 x= ’2‘ + n. ne Z nuqralar kotangensning nollari bo'ladi:
ctg x,=0.

® e .
50, (M. 3 +m’)- ne Z oraliglardagi barcha x lar uchun

n :
kotangens musbat (ctgx 2 0), [—3 %M nn | oraliglarda esa

kotangens (ctg x < () manfly giymat qabul qiladi.
6°. Kotangens (xn, n+mx), neZ oraliglarda kamayadi.

79, y=ctg x funksivaning ekstremum givmatlari mayjud emas.

8. (0.2 ; )omliqda funksiva grafigi gavarig. [ ; ' ] omligda csa

botiq. x=|n+ ; ]x, ne Z nugtalar funksiya grafigining egilish
nugtalan bo'ladi,

@ y=nn, neZ to'g'ti chiziglar funksiya grafigining vertikal
asimptotalari bo‘ladi.

10°. Kotangens funksiya o'z aniglanish sohasida chegaralan-
magan bo'ladi.

8 33- chizmada y=ctg x funksiyaning grafigi rasvirlangan. y=clg x
egri chizig kotangensoida deyiladi.

6) y=sec x funksiya. y=scc x= m:” ko‘rinishdag) funksiva

sekans funksiya deyiladi.

Sckans funksiva quyidagl xossalarga ega.

19, Sekansning aniglanish sohasi X = ; +®n, ne Z ko'rinish-
dagi sonlardan boshga barcha hagiqiy sonlar to*plamidan, qiymatlar
sohasi esa E(sec x)=(-e;—1]uf1;4=) dan iborat bo‘ladi,
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8.33- chizma. pocip ¢

e li:.’_Sckans Juft funksiya: barcha xe IXsec) lar uchun sec{—x)=sec x
adi. ;

' g‘ g

4%, Sekans funksiva argumentning bi i i
ns Vi ng birorta ham givmatida
aylanmaydi: secx # 0, Vxe D(sec). ' o

g o -
5. ( 3+ 2%n, 2 ¥ 2rn ] ne Z omliglardagi barcha x lar uchun
[ ] n "y
sekans musbat: sec x > 0 ( 5 +2Rm 2“ +2nn |, ne Z oaliglardagi
barcha x lar uchun sekans manfiy: sec x < 0 giymatlar gabul giladi.

4 n
6" [Zxrr. 5+ an) va (2 «2nmw o+ ZnnJ. ne Z oraliglarda
sckans funksiya o'suvchi.

3x 3

) 2 an

| 7 |+ 2 3 +2xn | va 3 w2 2x + 2::::], ne Z ora-
liglarda sekans funksiva kdmayuvchidir.

LR - . B

§°. X=S+xmm ne Z tw'g'n chiziglar sekans funksivaning
vertikal asimptotalari bo'ladi.

8.34- chizmada y=sec x funksiyaning grafigi tasvirlangan.
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8.34- chizma, y=sec x.

7) y=cosec x funksiya. y = coscCx = g.:l Z ko‘rinishdagi funk-

siya kosekans funksiya deyiladi.

Kosckans funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. Kosckansning aniglanish sohasi x=nn, ne Z ko'rinishdagi
sonlardan boshqa barcha hagiqiy sonlar to‘plamidan, giymatlar
sohasi esa £ (cosec)=(=oo;—1]u]1;4) dan iborat bo'ladi.

2. Kosekans tog funksiya: barcha xe D(cosec) lar uchun
cosec(—x)=—cosec x bo'ladi.

39, Kosekans davriy funksiya; uning davri 2x ga teng: barcha
x= D{cosec) lar uchun cosec(x+2x)=cosec x (2n — kosekansning
eng kichik musbat davri),

49, Kosekans funksiya argumentning birorta ham giymatida nolga
aylanmaydi: cosecx # 0, Vx e D(cosec).

59, (2xn; w+2nn), ne Z oraliglardagi barcha x lar uchun
kosekans musbat: cosecx >0; (n+2rn; 2n+2xn), neZ
oraliglardagi barcha x lar uchun Kosckans manfiy: cosec <0

giymatlar gabul giladi.
6°. ; +2m R + Znnd] va | ®+2xm, —3; - 2xn]. ne Z orlig-

larda kosekans funksiya ¢"suvchidir,
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7, [Zm; ’2‘ + 2nn) va L:; » 2%0; 2% + 2an. ne Z oraliglarda
kosekans funksiya kdmayuvchidir.
8% x=xn, ne Z10'g'ri chiziglar kosekans funksivani i
asimptotalari bo'ladi, e
8.35- chizmada y=cosec x funksivaning grafigi tasvirlangun,

AY
4

3]

A'A"A |

-
=
o

3 v ;‘.‘v..

= ¥

8.35- chizma. y=cosec x.

6.. Teskari u:igonomch'lk funksiyalar. Barcha trigonometrik
funks:ya!ar (y=sinx, y=cosx, y=igx, y=cigx) davry funksiyalar
bp‘lgaqluklari uchun ixtiyoriy trigonometrik funksiyaning bitta
qiymabiga argumentning cheksiz ko'p givmatlari mos keladi. Bu
yerdan, o'z navbatida, bu funksiyalarga teskari bo'lgan funksivalar
ham —_oo<x<+oo da ko'p giymatli funksivalar bo'lishligi ko*rinadi.

Trigonometrik funksiyalar (—s;4+<=) da monoton emas. x ning
hamma haqigly giymatlarida tekshirilayotgan y=sin x, y=cosx
y-f:lgx. y=ctgx funksiyalar uchun teskari funksiyzi 'mnvjuci
bo lmuydl. Agar trigonometrik funksiyalari monotonlik oraliglarida
tekshirilsa, u holda ularga teskari fanksiva maviud bo‘ladi.

Kp‘p- qiymatli funksiyaning bir giymatli gismi shu
funksivaning bosh gismi deyiladi.

Eng sodda teskari trigonometrik funksivalar quyidagilardir:
YEACSIN X, y=arccos x, y=arctg x, y=arceig x. Ushbu y=sin x va
JEAICsIn X, J==COS X va y=arceos X, y=1g X va y=arcig x, y=ctg x va
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yenrectg x funksiyalar o'zaro bir-biriga teskari funksiyalar deyiladi,
l'eskari trigonometrik funksivalarning grafigini chizishda teskari
funksiyalarning xossalaridan foydalaniladi.

Teskari trigonometrik funksivalarning xossalari va grafiklari
hagida gisgacha ma'lumot keltiramiz.

1) Arksinus funksiya. y=Arcsin x funksiya xe [—1;1) da aniglangan,
ko'p giymatli funksiya. Odatda bu ko'p giymatli funksiyaning

ye [—;;] ga mos kelgan bitta shoxobehasi garaladi. Bu shoxobeha
Arcsin x funksivaning bosh gismi deyiladi va u arcsin x kabi belgilanadi.
Qolgan qiymatlari bosh gismi orgali quyidagi formula bo‘yicha topiladi:
Arcsin x = arcsinx + 2kx, ke Z
sin x va arcsin x funksiyalar o'zaro teskari bo‘lgani uchun
sinfarcsin x)=x, —lsx<l,

arcsin(sin x)=x, - ; £x< ;
tengliklar o'rinli bo‘ladi.
y=arcsin x funksiya quyidagi xossalarga ega.
1%, y=arcsin x funksiyaning aniglanish sohasi [—1;1], giymatlan

to‘plami [-—;;] kesmadan iboratl.

2°. y=arcsin x funksiya |—1;1] kesmada uziuksiz va —: dan

% gacha monoton o‘sadi.

30, y =arcsin x toq funksiya: barcha xe [—1;1] lar uchun arcsin
(—x) = —arcsin x bo'ladi,

4", y=arcsin x funksivaning grafigi [—1; 0] da botiq, [0; 1] da
esa qavariq, (0;0) nuqtada egilishga ega bo'ladi,

y=arcsin x funksiyaning grafigi quyidagi ikki usuldan biri orgali
hosil gilinadi.

1) y=arcsinx dan x=siny bo‘lgani uchun Oy o'gi bo‘ylab
n

5 kesmaga mos kelgan voy

sinusoida chiziladi va —-;- <ys
gjratiladi (8.36- chizma).

2) y=arcsin x funksiyaning ——; <x<? kesmaga mos kelgan
grafigi chizilib, bu grafik y=x bisscktrisaéa nisbatan simmetrik
akslantiriladi.
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y=Arcsin x va y=arcsin x funksivalaming grafiklari 8.36-, 8.37 -
chizmalarda tasvirlangan.

8.36- chizma. y“Arcsin x. 8.37- chizma. y =arcsin x

2) Arkkosinus funksiya. y =Arccos x funksiya xe|—1;1] da
aniglangan, ko'p giymatli funksiya, Bu funksiyaning ye [0;x] ga
mos kelgan shoxobchasi y =Arccos x funksiyaning bosh gismi
deyiladi va u arccos x kabi belgilanadi. » =Arccos x ning boshqga
giymatlari bosh gismi orgali quyidagi formula bo'yicha topiladi:

Arccos x =2kx—arccos x, ke Z

cos x va arccos x funksiyalar o'zaro teskari bo'lgani uchun
cos(arccos x)=x, | x [€1; arccos{cos x)=x, 0 < x< = tengliklar o'rinli
bo'ladi.

y=arccos x funksiya quyidagi xossalarga ega:

1%, y=arccos x funksiya [—1;1] kesmada aniglangan bo‘lib,
uning ¢iymatlari to'plami [0;x] kesmadan iborat,

2°. y=arccos x funksiva [—1;1] kesmada uzluksiz va = dan 0
gacha monoton kamayadi.

3% y=arccos x funksiya uchun arccos (—x)=n — arceos x tenglik
o'rinli bo'ladi.

4%, y=arccos x funksiyaning grafigi (02;] nuqtadan o‘tadi va
bu nuqgta funksiya grafigi uchun egilish nuqtasi hamda grafikning
simmetriya markazi ham bo‘ladi.

5% [—1; 0] da funksiya grafigi botig, [0; 1] da esa gavarig bo‘ladi.

y=arccos x funksiyaning grafigini quyidagi ikki usul orgali
chizish mumkin:
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> i uchun Oy o'gi bo'ylab
{) y=arccos x dan X=COsY bo'lgani uc bo’ylab
kusinuioida chiziladi va 0 < y<x ga mos kelgan yoy ajratiladi

8.38 - chizma). -
: g) y=COS X fzmksiyaning 0 < y<=gamos k_elgan gmﬁgx c{uzﬂnh.
bu grahk y = x bissektrisaga nisbatan simmetrik akslan}mladn. ;

y=AICCOS X Va J=arceos x funksivalarning grafiklari 8.38-, 8.39-

chizmalarda tasvirlangan.

’ r—rﬂ‘

’ 4
1
R n \

>
Lz o o

C MRt Shiand Mk

- “

-
2
-3
4

8.38- chizma. y=Arccosy 8.39- chizma, y=arccos x

3) Arktangens funksiya. y=Arcig x funksiya xe (—oejteo) da

: x % :
aniglangan, ko'p giymatii. Bu funksiyaning ) € g: 53 2) dga nl;:s
3= ivaning bosh gismi deyitadi

kelgan shoxobchasi y=Arcig X funksiyaning bos '
valﬁaarctg x kabi belgilanadi, y=Arcig x ’:llnkSlanmg bo§hq§‘qolgdn

qiymatlari bosh gismi orgali quyidagi formuladan topiladi:
Arctg x = arctg x k=, ke Z

tg x va arctg x funksiyalar o‘zaro teskar funksiyalar bo‘lgani

uchun
tglarcigx) = X, —o= <X <4,

3 n
arctg(tg x) = X, - ; <x<)
tengliklar o'rinli bo‘ladi. ol S
= x funksiya quyidagi XOssa I ‘ \
}l°.a;tugrctg x funksiya (—eo;4=) oraliqda aniglangan bo'lib, uning

1 b N ) v
giymatlari to'plami (-2-2) intervaldan iborat,
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2% y marctg x funksiya (—e;4es) oraliqda uzluksiz va - ; dan ;
gacha monoton o'sadi.

¥. y=arctg x funksiya (~s#e) da togq funksiya: barcha xe (—e;

¥} lar uchun arctg (—x)=—arctg x bo‘ladi,

4°. y =arctg x funksiyaning grafigi O(0; 0) nuqiadan o‘tadi va
bu nugia funksiya grafigining egilish nuqtasi hamda grafikning
simmetnya markazi bo‘ladi.

5° y=arctg x funksiya grafigi (—=:0) da botiq, (0:4e=) da qavariq
bo'ladi.

y=Arcig x funksiyaning grafigi uchun » = +(2k + l)%- ke Z
to’g’ri chiziglar gorizontal asimptotalar bo‘ladi,

ye=arcig x funksiyaning ham grafigini ikki xil usulda chizish
mumkin;

1) y=arctg x dan x=tgy bo'lgani uchun Oy 0°gi bo‘ylab tangen-
soida chiziladi.

2) y=tg x funksivaning — f <X< ',‘ ga mos kelgan grafigi
chizilib va bu grafik y=x bisscktrisaga nisbatan simmetrik akslan-
tirilib, y=arcig x funksiva grafigi hosil gilinadi.

y=Arctg x va y=arcig x funksiyalarning grafiklari 8.40-, 8.4] -
chizmalarda tasvirlangan,

4) Arkkotangens funksiya. y=Arcctg x funksiya (—s=j4==) da
aniglangan, ko'p giymatli. Bu funksiyaning ye (0;m) ga mos kelgan
shoxobchasi y=Arcctg x ning bosh gismi deyiladi va u arcctg x
kabi belgilanadi. y=Arccig x ning boshqa qolgan giymatlari bosh
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8.41- chizma, y~arcig x.

gismi orgali quyidagi formuladan topiladi:
Arccig x =arcctg x+kx, keZ.

clg x va arcetg x funksiyalar o‘zaro teskan I'unk‘zizalar bg‘lgz(mi
uchun ctg(arcctg)=x, —= <X <teo, arcetg{etg x)=x, 0 <x<nx
tenglik o‘rinli bo'ladi. b 1 2 :
arcetg x funksiya quyidagi xossalanga ega: 4
_):a;c s:agrcctgx funksiva (—=; ++<) oraligda aniglangan bo'lib,
i ivmatlari to’plami (0;x) dan ibm-m. .
un"; t;'l}f—mrcctgx fu'r’\ksiya (~=o; 4==) Oraliqda uzluksiz va = dan 0
cha monoton kamayad. ;
= 30, y=arcetg x funksiya uchun arccig (—x)=x.—arcctgxlcnghk
o'rinli b’ladi.

. x Jewt e
4", y=arcclg x funksiyaning grafigi 0(0. 3 ] nugtadan o"tadi va

bu nuqgta funksiya grafigi uphun egilish nugtasi hamda grafikning
simrsr:f',t;i zmm:t:;k:z;'u:(l’c::;‘:‘nmg grafigi (—=:0) da gavarig, (0:+e)
oml,;q:u}\;ﬁ&o:?ffksl?gmng grafiga .uch'un y=tkr, (ke Z) o'g'ri
cmzﬁﬁicﬁ?fﬁ?ﬁéﬁﬁ&?m%? qlt?:l‘dagz ikki xil usulda chizish
mu';;k?;amclgx dan x=ctgy bo'lgani uchun Oy o’'qi bo'y:i;l:
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8.42- chirma. y=Arcctg x

8.43- chizma. y =arcctg X
tangensioda chiziladi (8.42- chizma).
2) y=cigx (0 < x<x) funksiyaming grafigi y = x bissckirisaga

n
arcsin x+arccos x*= o « —]€x'sl.
i4
nisbatan simmetrik akslantirilib, y =arcetg x funksiyaning grafigi :

arctgx + arccigx = 5, — <X <=
hosil gilinadi. ; |
‘ in{ xf1- 32 + 11— | 2 50 yoH
y=Arccig x va y =arccig x funksiyalarning grafiklari 8.42-, 8.43- arcsin| X/l -y~ +¥ \( }
chizmalarda tasvirlangan. ' ey sl "a?_l J._._?
5) teskari trigonometrik funksiyalar orasidagi munosabatlar: | x—arcsin( i —»* + mlt—x* |

arcsin x-+arcsin y = ¢

249" >1 da;
x>0, y>0 va x +y >1 G4,
| 2 <0

O<x<l). — 1t~ ArCSin x\,l—-yz+yJi—x }x<0.)’

{va x° ¢y: >1 da;

Ji—x!
arcsin x = arccos 1 — x” =arctg -~ __ =arcctg ¥~ *

i

- =
arccos x = arcsin 1 — x* =arct =2 arcotg O<cx<l). r—f i
i = arcsi“t"Jl-.Vz*-" b |30 > 0. y0K
|
. : R = I 1 X4y s)] dn :
arclgx = arcsin = Arccos =arcetg | (0 < x <+4ee), .
Vi—x? Vie? " " = — arcsin x\[l—— y - i —x* )

2 .
x>0, y<0 va x+y" 21 48
. I
arcclgx = arcsin ={rccos 2

’ , 2 y>0
3 1=arctg: (0 <x <qo0). -x—arcsin[x |_.y}+y | —x }I<0~—
X I +x '

l [va eyl da

‘ Arcsin X~ arcsin ¥ =

153.
152

{



ﬂ:cnm[xy—ﬁll'ﬂ =x2)(l — ¥ l. aty =0 da:

AFECOR X+AMCCO8 Y =+ 291 — B iy —-..I|':[J—.tl} fl—_v:'!l]

X4yl g

l

~arccos{ xy I AV ey
ArCCos X —arccosy = s( +\/(l XM=y )}xzy da;

arccos(xy + \ﬁl —x%) 0 —y“)]. X<y da;

o XY
arctg |y W< | da

arclg x + arctg y = {; + v
gy :Harc(g| L x>0 va xy>1 da:

=, ey
n+ar¢:tgyl xy'x<0 va xy > da:
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11 bob. FUNKSIYALARNING GRAFIKLARINI
HOSILADAN FOYDALANMASDAN CHIZISH

9- §. FUNKSIYALARNING GRAFIKLARI USTIDA
ARTFMETIK AMALLAR

1. Funksiyalar grafigini qo‘shish va ayirish. 1kki funksivaning
grafigini qo‘shish va ayirish uchun, avvalo, har ikkala funksiyalar-
ning grafiklarini alohida-alohida shtrix chiziglar bilan chizish,
so‘ngra ularning xarakterli nugtalardagi x ning bir xil givmatlariga
mos kelgan (funksivalar graliklarining koordinata o'glari bilan
kesishish nuqlalar, ckstremum nugtalari, egilish nugtalari va
hokazolar) ordinatalarini qo‘shish va ayirish kerak. Hosil bo'lgan
xarakterli nugtalar yordamida vig'indi voki ayirma funksiyaning
grafigi chiziladi,

Ba'zi hollarda yig'indi va ayirma funksivaning geafiging quyidagi
usullar yordamida ham chizish mumkin:

1) agar ikkita funkstyaning vig'indisi benlgan bo'lsa, nvwalo ularning
eng soddasining (misol uchun chizigh funksiva) grafigi shinxlar
yordamida chiziladi, so'ngra ikkinchisining xarskterli nugtalardagi
ordinatalarining birinchi gmfikning ularnga mos ordinatalandan chetlanishi
amglanib, yig'indi funksivaning grafigi chiziladi;

2) agar ikkita funksivaning ayirmasi berilgan bo'lsa, ayvalo
ulardan kamayuvchi funksiyaning grafigi shtrixlar yordamida
chiziladi, so'ngra aviriluvchi funksiyvaning xarakterli nugtalardagi
teskari ishora bilan olingan ordinatalarining kamayuvchi funksiva
grafigining ularga mos kelgan ordinatalaridan chetlanishi topilib,
berilgan ayirma funksiyaning grafigi chiziladi;

3) agar ikkita funksiyaning vigiindisi yoki avirmasi berilgan
bo'lib, ularni bitta funksiyaga keltirish qulay bo'lsa, yig'indi yoki
avirma funksivaning grafigi bitta funksivaning grafigi sifatida chiziladi;

4) agar funksiyaning juftligi, toqgligi, davriyligi va hokazo
xossalaridan fovdalanilsa, funksivalar algebraik vig'indisining
grafigini chizish soddalashadi.

2. Funksiya grafigini ko*paytirish va bo'lish. 1kki funksivaning
grafigini ko*paytirish yoki bo'lish uchun, avvalo, har ikkala funk-
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sivaning grafiklarini alohida-alohida shtrix chiziglar bilan chizib,
so'ngra xarakterli nuqtalardagi ordinatalarini ko®paytirib yoki bo'lib,
topilgan nugtalar yordamida ko'paytma yoki bo‘linma funksiyaning
grafigi chiziladi.

Ba'zi hollarda ko'pavima va bo‘linma funksiyaning grafigini
quyidagi usullar yordamida ham chizish mumkin:

1) avvalo ko'paytma voki bo'linmaga kiruvehi vordamchi
funksivalaming grafiklarini chizish berilgan funksivaning grafigi-
ni chizishni osonlashtiriladi;

2) ikki funksiva ko'pavimasi yoki bo'linmasini shakl almash-
tirishlar yordamida bitta sodda_funksiyaga keltirish quiay bo'lsa,
ko*paytma yoki bo'linma funksivalarming grafigi bitta funksiva grafigi
kabi chiziladi;

3) agar funksivalarning juftligi, toghigi, davrivligi va hokazo
xossalaridan foydanilsa, funksivalar tlgebraik ko'paytmasining
grafigini chizish soddalashadi.

I- misol, / (t) =x+12 x funksivaning grafigini chizing.
Yechilishi, Berilgan funksiyva f, (x)=x Vit f2 (I)"ls X funksiva-

lar yig'indisidan iborat, Dastlab /, (x)'x funksivaning grafigini

chizamiz, so‘ngra Lilx) = 1gx funksivaning xarakterli nugta-
lardagi x ning bir xil qiymatlariga mos kelgan ordinatalarini
qo'shamiz.

1gx=0 tenglamani qanoatlantiradigan, ya'ni x =kx, ke Z
nugtalarda berilgan funksiva / (x)=x ko‘rinishda bo*ladi. Berilgan
funksiya grafigining x=kx, ke Z nuqtalarga mos kelgan nuqtalari
J{x)=x to'g'ri chizigda yotadi.

f, (%)= 1ex funksiya haqigiy sonlar 1o'plamining

X= -g- +kn ., keZ nuqtalardan bosglqa barcha nugtalarida

aniglangan. x = :* kn , ke Z to'g'ti chiziglar f JxX)=tgx va

J(xy=xttgx funksiyalaming vertikal asimptotalari bo‘ladi (9. 1- chizma).
2 - misol. f(x)=x—sin x funksiyaning gmfigini chizing.
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Q.- chizma. (1) £Qd=xviex, (2) S (x)=X, (3) S, (x)p=gx
i iva [, (x)= ~(x)=sin x funksiyalar
chilishi. Berilgan funksiya /| (;) x va f : x funksiyal
'|yir::asidan iborat. Dastlab /; (x)=x funksiyaning gmﬁgfm c.hlznmnzt
so'ngra f(x)y=sinx funksiyaning xarakterh nuqtalaridagi tcskfan
ishorasi bilan olingan ordinatalari giymatlanning Li(x)=x fun.ksx.ya‘
grafigining ularga mos kelgan ordinatalari giymatlanidan chetlanishini
topamiz. Grafik chizishni soddalashtinish uchun f{x)=xga pgmll;l,
ikkita yordamehi f(x)=x+1 va f{x)=x— | 1o'g'ri chiziglarni chizamiz,
chunki |sin x|sl. -
sin x=0 tenglamani ganoatlantiradigan x=£&x, ke Z nuqm?ardd
berilgan funksiya f(x)=x ko'rinishda bo'ladi. Demak, bcnlgan.
funksiya grafigining x=in, ke Z pugtalargs mos kelgan nuqtalan
g'nl chizi di.
f(x)=xt0°g'n chizigda yola o .
| sin x=1 tenglamani ganoatlantiradigan x = 5+ 21fk. ke f
nuqtalarda berilgan funksiya f(x)=x—1 ko'rinishda bo lafln. Dc—ma '
berilgan funksiya grafigining bu nugtalarga mos nugtaksn f(x)=x—
to'g'ri chizigda yotadi. . 3 .
sin x=—1 tenglamani qanoatlantiradigan X = — + 21?'&. ke f
nuqtalarda berilgan funksiya f(x)=x+1 ko'rinishda bo'ladi. Dc-mx.l |
berilgan funksiya grafigining bu nuqtalarga mos nugtalari f{x)=
to'g'ri ¢hizigda yotadi. =



*

9.2- chizma,
(H ,f(-\')”.\'—Siﬂ.\‘, (2) /;(-")":.\’. (3) .f.-(-\')=5im'.

Shunday gilib, berilgan avirma funksivaning grafigi /(x)=x—1
v flx)=x+1 10'g'ni chizi?lnr orasida yotadi (9.2- chizma).

3- misol, f(x)=x+ - (k > 0) funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Ravshanki, f (x)=x+i toq funksiyadir. Shuning
uchun uning grfigini Ox o‘qning musbat (x20) qismida chizish

yetarli, Berilgan funksiva f,(x)=x va fz(x)=: funksivalar

vig'indisidan iborat. Dastlab fi(x)=x va f;(x)=" funksiyalarning

gn;ﬂ}dm'mi chizamiz. Berilgan chizma uchun x=0 va y=x to'g'n
chw_.;qlar. mos ravishda, vertikal va og'ma nsimpmtaiar bo'ladi.
B_enlgan funksiya x>0 da minimumga ega. Funksiyaga minimum
Qiymat bc_ruvchi nugtalarni quyidagicha topamiz. Ma‘lumki, ikkity
musbat migdoming o'ria arifmetigi uning o'na geometrigidan kichik

emas. Benlg: i sabs ‘rinli

; enlgan funksiya uchun Xk 2 2k munosabatlar o'rinti.
X4 funksiya o'zining minimum giymatiga x + : « 2.k shartda
erishadi. bundan x? + & = 2./kx yoki (x — k) =0, x = Jk va
Y= Jk boladi.
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0.3 chizma. (1) f(x)=x+2, (0=, B) h(0)=3.

Demak. k=2 bo‘lgan xususiy holda berilgan funksiyn x = P

va i =2 nuqtalarda y,. (y2) = 22 qiymatga cga bo'ladi( 9.3-
chizma). 3 e
l4- misol. f(x)=sin x+cos x funksiyaning graligini chizing.

Yechilishi. Berilgan funksivani ushbu

2
tiramiz, so'ngra f(x)= J2 cos(x — :) funksivaning grahgini
chizamiz (9.4- chizma).
5- misol. f{x)=sin‘x+cos'x funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Berilgan funksiyani trigonometriyada mavjud
munosabatlardan foydalanib, quyidagi S(x) = i + : cos* x ko'ri-
nishda ifodalaymiz. fi(x) = i va f(x) = :coux deb belgilaymiz,
so'ngra grafiklami qo'shish qoidasi bo‘yicha f(x) funksiya grafigini

fix)= \ﬁ[\f sin x + 2 COSJ‘]‘ ﬁcos(x— :) ko‘rinishga kel-

tuzamiz (9.5- chizma),
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. 24
4
1(2)
LA 2 P
2
4
-6
9.4~ chizma.
1 - o
(1 100 = 2 costx — %3, (2) £(x) = conx.
4y
()
/\V/Tfsl\//-\
e ai B =
X S
-1

9.5-chizma.
(1) /(x) = sin* x+ cos? x. (2} f5(x) = :cos‘ X

6- m.isol. J(x)y=cos'x—sin‘x funksiyaning grafigini chizing
Yechilishi. Berilgan funksiyani ushbu Sx)=(cosx+sinx){cosix—

—sin’x)=cos2y ko'rinish .
. o ga keltiramiz, so* = :
ynn;ng qmﬁg}nu chizamiz (9.6- chizma), ngra f(x)=cos 2x funksi-
- misol. f(x)=xsinx funksiyaning grafigini chizi
; A 1) 1gim chizing,

ko‘f’y:!ﬂmmasid. Berilgan tu‘nkswa £(x)=x va ﬁ(-t)=sinnf funksiyalar
sy an iborat, Ko'paytmaga kiruvehi yordamchi £j(x)=x v
A(x)=sin x funksiyalarning grafiklarini shirix chizig] s I
chizamiz. y 12iglar vordamida
160

I

4

t
3
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= e o P AP,
2
4

9.6~ chizma,
(1) f{x)=cos'x—sin'x, (2) [ (x)=cos’x

Ravshanki, fi(x)=sinx davriy funksiya bo'lib, uning
Xx=xMmXx=-4+2nn, X= -; +2nn, ne Z xarakterli nugtala-
rida, mos ravishda, 0,1 va —1 aiymatlarni gabul giladi. Birinchidan,

S (x)=xsin x funksiyaning grafigi Ox o'gini x==n, ne Z nuqtalarda

kesib o‘tadi, ikkinchidan, uning grafigi x=nn, x=;+2m.

ne Z nuqtalarda esa, mos ravishda, y =xva y=—x to'g'ri chizig-
larga urinadi.

f(x)=xsin x juft funksiya bo'lganligidan, uning grafigini Ox
o‘gning musbat (x20) qismida chizish yetarli( 9.7- chizma).

8- misol. f(x)= “:‘ funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiya fi(x)=inx, SHilx)= l yordamchi
funksivalar ko'paytmasidan ihorat.
Dastlab, ma‘lum bo‘lgan f (x)=Inx va j,(x)=1 funksiva-

larning grafigini chizamiz. Ravshanki, berilgan fix)= '"xx

funksivaning grafigi (1;0) nuqtada abssissalar 0'gini kesib o'tadi.
x=2. x=e va x~3 givmatlarda £, (x) = Inxva Six)= l funkstyalaming
ordinatalarini ko‘paytiramiz. Berilgan funksiya (0;4+==) oraligda
aniglangan. Funksiya aniglanish sohasining chegaralarida funksivaning
limitik givmatini hisoblaymiz:
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Moustagil yechish uchun misollar

Funksiyalarning grafiklarini chizing:
1. f(x)=x +cos x, 2. f(x)=x+cig x. 3. f(x)=1+e
4. fx)=x—1. 5. f()=x—cost.  6.f(x)=x"+2x.
7. f(x)=arctg x+2°. 8. f[(x)=x+lgx.
9. flx)=x'—»" 10. f(x)=3"+3."
11 f(x)=x—arcsinx. 12, f(x)=p—2+x—3|.
13. f(x)=xcos x. 14. f(x)=¢&* 'sin x.
15. f(x)= ; 16. f(x)=x" e,
17. flx)=xInx 18. f{x)=sin’x—cos'x.
19. f(x)=Inx—In3. 20. f(x)= m‘:x

9.7- chizma. (1} y = x sin x. () y=sinx. (3) y = x, Wy =k 21, f(x) = am:p; 3 22. f()=1+x+e"

A 23. f(x)=x+sin x.
Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

s

(2) fiG) = Inx, (3) LX) =1/x.

9.8-chizma. (1) f(x) = In x/x.

lim = fim x - i

(xg'-g.njh (f') S Jim f(x) = lim ";%' =0
8- chizma), Ty

162 Ny =x+c08x,(2) y; = x,(3) ¥y =cosx.
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(13

uT

I

2- chizma,
Dy =x+ecgx (2) ¥y =x,(3) yy =ctgx.

& ¥
1114
ta.
A, Iﬂf'v
'
= 64 M
i ¥
12 "
b T
.-l"l:jl .\l““"‘—_
H g U i 4 T
3- chizma,
M =l+e* Q) yy = i)y =1
104
5- chizma.

() = x—cosx, (2) yy = —COSX, (3) yy =x.
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6- chizmn,

7~ chizma.

(D yy = arctgx + 2% (2) y; =arcigx, (2) y; = 2%,

voad

-

)
Rl

Lada ol st baded

=

8- chizma.
My = x=lgx*. )y =lgx, (3) ¥y =x.

{3)

i g i

9. chirma,
Ny =x* —x",
2y yy = AL W= X
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10- chizmy, (“
b

tn

(R}

"t

-
>
-

=323 () py =375, () gy =3

11- chizma,
(l)y'
168

¥ X —~arcsin x, (2)yy = —arcsin x, (3) )5 =1

3
<
\
4
e
1
.4

s

¥

(h

(%]

My Ax=2|+1x=3L 2y 4x—2L Gy x-31.

13.

-
-
-

>4

12-chizma.

&

(B}

2

13- chizma.
(1) = xcosx, (2)y; = cosx, (3)yy =x.
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14~ chizma.

My, =€ Fgina, 2y = et () y; =S X,

v

elnx. B =*

n x, (2) Y2

15~ chizma,
{7- chizma. (1)) = xl

_:. s l.’.)_V: w) ., (.‘]_\', X

(O»



18,
12
4 l
2 o A
b1
; '
14 |
— S . B
TR K Y O 3 e FERARE ) : s
1
" ia ; 18- chizma. - 20- chizma.
M =sinTx—cos'x, (2)yy =sin‘x, (3 = ~— (o5’ in"
2 Bhyy = —cos’x, Wy = o @y =sin” X )y =7 |

19. 13.

M o M 10X
|
21- chizma.
19- chizma, arcigx =}
My =Inx—In3, @hy; =Inx (3) 3 =In3, == O AR
b 173




‘l
;1'
2!
A
1 2 j_’x
23- chizma,
(y=x4sinx, (Dywxel,B)yex—1 (4)y=sinx
10-§. FUNKSIYA GRAFIKLARINI ALMASHTIRISH

1. Grafiklarni abssissalar o‘qi bo‘ylab parallel ko‘chirish
(siljitish). »=/(x) funksiyaning grafigi berilgan bo'lsin. Agar
a>0(a<0) bo'lsa, y=f(x—a) lunksivaning grafigi y=f(x)
{funksiyaning grafigini Ox 0'q bo'ylab o'ngga (chapga) | a| birdikka
ko‘chirish natijasida hosil gilmadi (10.1- chizma). Masalan: 1)
- e y=+x—2 funksiyaning grafigini chizishdan oldin, y=x

'
"~

4l
o >
3
22- chizma, y=1+x+e
10. 1 -chizma.
, / Dy=f(x), 2 y= fix~a)a>0,

Ny=fix—~a)a<h
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funksiya grafigini chizib, so'ngra grafik 2 birlikka o‘ngga ko*chiriladi
(10.2 -chizma). 2) y=log.(x+3) funksiyaning grafigini chizish
uchun avvalo y=log,x funksiya grafigi chizilib, so'ngra grafik |—3|
birlik chapga ko'chiriladi (10.3- chizma).

2. Grafiklarni ordinatalar o‘qi bo‘ylab parallel ko‘chirish
(siljitish). Agar 5>D (4<0) bo'lsa, y=f(x)+b funksivaning grafigi
y=f(x) funksiyaning grafigini Oy o‘q bo'yiab |4 birlik yugorign
(pastga) parallel ko‘chirishdan hosil bo'ladi (10.4- chizma),
Masalan: 1) wx)= =3—] funksiva grafigini chizish uchun avvalo
¥, =3 funksiya grafigi chizilib, so‘ngra grmlik bir birlik pastga parallel
ko'chiriladi (10.5- chizma). 2) y=x*+2 funksiya grafigini chizish
uchun avvalo y,=x* funksiya grafigi chizilib, so'ngra bu grafikni
ikki birlik yugoriga ko‘chiramiz (10.6- chizma),

10.3- chizma. (1) ¥ = log,y x; (2) y = logy(x + 3).
176

My=f(x))y= flx)+ b, b<0,
3y ¥ = Sy b >0,

10.5- chizma. (1) =3, (2) =31

3. Grafiklami abssissalar o'qi bo‘yicha cho'zish (sk!isb). Agar
a>1 (0<a<l) bo'lsa, y=f(ax) funksiyvaning grafigi y=/(x}

2 1
funksivaning grafigini Ox o'qqa nisbatan 4 marta(b marta)

yjasi il bo'lad ] lan:

i iaish) natijasida hosil bo'ladi (10.7- chizma), Masa
Cll)u;-iﬁ‘gf?s,;qfun)ksiyajning grafigini chizish uchun qvvalo y,=log,x
funksiya grafigini chizib, so'ngea grafikni Oy 0‘gga nisbatan 2 marta
sigamiz, natijada talab gilingan grafik hosil bo'ladi (10.8- chizma);

2) y=sin} funksiyaning grafigini chizish uchun avvalo y,=sinx

funksiva grafigi chizilib, so'ngra bu grafikni Ox 0'qqa nisbatan 3
177




- A
e
-~
¥
-~
~
-

10.6- chizma. () y o 4@ () yex+2

(B4}
i

10,7~ chizma,
(D =R (D) w=f(ax), 0<a<], y=f (ax). a>1.

marta cho'zish natijasida talab gilingan grafik hosil bo‘ladi (10.9-
chizma). :

4. Grafiklarni ?rdhuuhr 0'gi bo‘ylab cho‘zish (sigish). Agar
a>1 (0<e<l) bolsa, y=af(x) funksiyaning grafigi y=/(x)
funksiyaning grafigini Oy 0'qqa nisbatan a mzma(! marta)
cho'zish (siqisl}) natijasida hosil bo'ladi (10.10- chizma)f Masalan:
1) fo‘ funksiya gmﬁgini chizishdan oldin y,=x funksiya grafigini
chizib, so'ngra grafikni 3 marta Oy 0°qqa nisbatan cho'zish kerak

. ' X - +
(10.11- chizma). 2) ¥y = -24 funksiyaning grafigini chizish uchun
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YA

]

]

&

A

= i L2
3 = x
] L] ot :

s DN Pt In b

2

A

6

3

10.9- chizma. (|) y « sin ; (2)y =sin x.

avvalo y,=4" funksiya grafigi chizilib, so’ngra grafikni 2 marta Oy
' tan siqish kerak (10.12- chizma).

; chj :}isr::khmiqabssmﬂar o'giga nishatan simmetrik ko‘chirish.
y=—f(x) funksiyaning grafigi y=/(x) funksiva grafigini Ox .o’qqa
nisbatan simmetrik akslantirish natiasida hosil qilinadi (10.13-chizma).
Masalan; 1) y=—x* funksiyaning grafigini chizish uchun avv:nlo ¥ =;’
funksiva grafigini chizib, so’ngra Ox o'giga nisbatan snmrpemk
akslantirib, y =—* funksiyaning grafigi hosil gilinadi (10.14- chizma).
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10.10- chizmy (1
D n=f0; ) =210y 3y !
=216 3 =1 f(x);
s 2/(JU.
Y’ ()
:J (h
3 e
13, 2 e
10.11. chizma, (1) wymyt pe= 3
2
-3 2 _'._-.6].___..',}_.._5___;_,

I
-2
-3

10.12- cliizmg
N (') )’| :‘/'. ‘2)’.-_;‘:.
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10.13- chizma. (1) p,=f(x); (2) y=—/f(x).

10.14- chizma. (1) »=x', (2) y=—x.

6. Grafiklarmi ordinata o‘giga nisbatan simmetrik ko‘chirish.
v=f(—x) funksiyaning grafigi y,=f(x) funksiya grafigini Oy o'qqa
nisbatan simmetrik akslantirish natijasida hosil gilinadi (10.15-
chizma). Masalan, 1) y=log,(—x) funksivaning grafigini chizish
uchun, avvalo y=log,x funksiya grafigi chizilib, so*ngra Oy o'qqa
nisbatan simmetrik akslantirib, y=log,(—x) funksiya grafigi hosil
gilinadi (10.16- chizma).
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10.16- chizma, (1) »=log,x (2) y=logt—x)

Mustaqil yechish uchun misollar

Funksiyalarning grafiklarini chizing.

1. flx)=Yx+3. 2. flx)=sin(x+ 7).
3. Sf(x)=cos{x— :). 4. f(x)=log,(x—6),

5. f(x)=cos ], 6. f(x)~sin3x.

7. fx)=lg. 8. f(x)=1a(X+7).

9. f(x)=cos3x. 10. f(x)=21g x.

1. f(0=3x 12. f(0)=(x—2)".

o Jlx)=zxt 14, ()= ;sin(x—;).

. f(x) = cos(2x+ 7). 16. f(x)=2>>,

- fixy=52". 18. f(x)=2-",
19. f(x)=—sin(3x+ :). 20, f(x)=x'—4.
2L f(x)=4Y—x—3. 22. f(x)=Y—x+2.

| yex

23. f(x)=In{x—2). 24. fix)= 32 + 2.
25. f{(x)=—4"—3. 26. f(x)=—2cos(x + :).
Mustagqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

.‘o
Io

1- chizma. (1) y, = Yx+3, () y; = Y.

2. AY

3

2- chizma. (1) y, = sinx, (2) v3 r-sin(.n:)-
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y=sindx (1), y,=sinx (2).

7'
)
i
T- glifa.
W= IE; “ji = hx‘.z}'
1 log{x—6) (1), yy=logix (2).
5. Ay 8.
: L1k
Tl
i
x
5- chimma. y) = cos y (1), y, = cosx(2). 8- chizmn, ¥, = la[i + ;]i”- wm=u5 @
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& L} ’.\‘

9- chizam. y,=cosdx (1), v=cosx (2)

10. F
2
I
N
“ r
1 19- chizma, ¥ = -sin(3x+ :)(l). yy = —sindx (2),
10- chizma, w=2gx (1), p=gx (2). ¥y =sin3x(3), yy =sinx (4).
v h ] 4_‘_“
1. &’ [ 20. (2) 3
,(n
H 1
[
2 -4 4 A’x
'< “)
2)
7 SR DS i ASRE S <

11- chizma, y,=3x" (1), »=2 (2). 20- chizma, y=x'—4 (1), y,=x (2)
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23.

8§

21- chimma. (1) 3, = ¥—x—3, () » = ¥=x.

22- chizma. (1) yy = §—x +2. (2) »p = ¥=x (2

AY
'

(2

1o

o 3 1 o i l'()’(
.
2
o
s
4-

23- chizma. ¥, = In(x — 2) (1), y; =Inx (2).

24~ chizmit,
»n = ;2-' +2(1), 3 4 B ;Z—I (2),
}':\ ~ 2-" (3)

25.
] i3
l-
]--
i 4 1 ! 4
___.% *‘&?
s
(1] -
25- chizma. -
yo=—a" —3 (1), yy =—4" (@, -1
Yy = 4" (3). .
26.
26~ chiems.
— : 3
o 1m£:+5]m. o
. ¥y =coex ()

\ ¥ & —doosX
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11-§. GIPERBOLIK FUNKSIYALAR VA ULARNING
GRAFIKLARI

1. Giperbolik funksiyalar.
1) Giperbolik sinus funksiyasi.

I- ta‘rif. © ‘2'"
kabi belgilanadi;

) o

shx=®"F
Giperbolik sinus guyidagi xossalarga cga:
1. y=shx funksiya (-s=,+e) intervalda aniglangan bo'lib,
uning qivmatlar to'plami (e, 4o-).

2%, y=sh x funksiya o'z aniglanish sohasida uzluksiz va
monoton o'suvchi.

3. y=shx tog finksiya: hurcha xe (= 4o2) lar uchun sh (—x)=
=— sh x bo'ladi,

4% O(0; 0) nugta funksiyn grafigi uchun egilish nuqtasi va
simmetriya markazi bo‘ladi.

¥=sh x funksiya grafigiga O (0;0) dan o'tgan urinmaning

Ox o*gi bilan tashkil qilingan burchagi : ga teng. Funksiya grafigi

asimptotaga ega emas. sh x funksiyaning o‘z aniqlanish sohasining
chegara nugtalaridagi o*zganishi quyidagicha bo®ladi:
o -

. - .
fim €57 = e e im 5

Giperbolik sinusning grafigini chizishda grafiklar ustida arifmetik
amallar mavzusidan foydalanish magsadga muvofiq bo'ladi (9- §, 1, 4
-bandlarga q.). Awalo ¢ va e " funksivalaming grafiklari chiziladi.
So’ngra bu grafiklari bir-biridan ayirib, hosil bo'lean grafikni 2 marta
sigish kerak. Natijada izlangan grafik hosil gilinadi (11.1- chizma),

2) Giperbolik kosinus. )

2- 1atrif. 3 ';_’ funksiva giperbolik kosinus deb ataladi va
uch x kabi belgilanadi:

A e 4
etap
chx ="~

2
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funksiva giperbolik sinus deyiladi va u sh x

4
rr

R
11.1- chizma. y=shx.

Giperbolik kosinus quyidagi xossalarga ega. . :

1, y=chx funksiya (-e+e) da aniglangan bo'lib, uning
giymatlari 1o'plami [1;4e0). ) . ‘

2. y=chx funksiya o'z aniglanish sohasida uzlplgnz bo'lib,
(0:4=) oraligda o'suvchi, (—=, 0) da esa kamayuvchidir.

3% y=ch x juft funksiya; ya‘ni barcha xe (—=,+) lar uchun
ch (—x)=ch x bo'ladi. = £ 4

4% (0; 1) nugta y =ch x funksiyaning minimum nuqtasi bo'ladi.

y=ch x funksiyaning grafigi asimptotaga cga cmas. y=c'hx
funksiyaning o‘z aniglanish sohasining chegara nuqtalarida
o'zgarishi quyidagicha bo‘ladi:

lim A

Xetdrm 2

y=ch x funksivaning grafigini chizishda ham fu‘nks::yaning
grafiklari ustida arifmetik amallar mavzusidan foydalaniladi (1 1.2-
chizma).

3) Giperbolik tangens.

3- ta‘rif. {;-'_. : funksiva giperbolik tangens deb ataladi va u
¢

th x kabi belgilanadi:

e At
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Giperbolik funksiyalar orasida quyidagi munosabatlar o'rinli:

sh2 x=2sh xch x,
ch2x=ch?® x+shx,

ch?’x—shix=1,
sh(x+y)=sh x chy + chxsh y,

ch{x+y)=ch x ch y + sh xsh y, shix = C"?;'.—' :
N o thrithy [ ch2x+]
lh(-‘f*))-l“h“hy. chox = =5

2, Teskari giperbolik funksiyalar. 1) Teskari giperbolik sinus.
Teskari funksiyaning mavjudligi haqidagi teoremaga asosan, x =sh y
funksiyaga (—=s,+e=) da o'suvchi va uzluksiz bo‘lgan teskari
funksiyani aniglash mumkin. Bu funksiya teskari giperbolik sinus
deyiladi va u Arsh kabi belgilanadi. Bu funksiyvani analitik
ko‘rinishda ifodalash uchun

xu _2'*’ yoki ¢¥ —2x &' —1=0
tenglamani yechib, y = |n(x + ,f x* + 1) ni topamiz (logarifm belgisi
ostida musbat ifoda hosil bo'lishi uchun «+» ishorani olish zarur),
Shunday gilib,

Arshx = In{x +yx’ +1).

Teskari giperbolik sinus quyidagi xossalarga ega:

1. ¥ =Arsh x funksivaning aniglanish sohasi D (Arsh x)=
=— (=eo, 4eo), giymatlar 10'plami F(Ash x)=(-o0,4es),

2. y =Arsh x o'z aniglanish sohusida uzluksiz va o'suvchi funksiy:.

3% y=Arsh x toq funksiya, va‘ni barcha xe (—e=,4==) lar uchun

Ash(—x)=In—x+{ +1=In ' - —Awshx
xf\;’:(J*l

4%, 0 (0:0) nuqta funksiyaning grafigi uchun simmetriya markazi
va egilish nuqtasi bo'ladi. )

3% y=Arsh x funksiyaning grafigi 11.5- chizmadan iborat.

y =Arsh x funksiyaning grafigi asimptotaga ega emas.

2) Teskari giperbolik kosinus. x =ch y funksiya (<y<+= da o'suvchi
bo'lib, giymatlari to’plami 1 < x <+ dan iboratdir, Teskari funksivaning
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F
H »=shx yEX
1 = A
=54
* T sime ._'_'_r*
= I o i I rx
.|]
N
11,5~ chizma.

mavjudligi hagidagi teoremaga asosan, unga | < _x< e da‘ o‘:mvchi.
vir uzluksiz bo'lgan teskan funksiya mavjud bo'!a@u. Bu fun!xsnyt.x teskari
giperbolik kosinus deyiladi va y =Arch x ko'rinishda yoziladi. Ushbu

x=® ,’2'.-’ tenglamani yechib, y = In(x +yx’ —1) (bunda 1<x)

ni hosil gilamiz (Bu yerda «%» ishora olinadi). Shunday qilib
Arch x =In(x+yJx* —1) (11.6- chizma). y =Arch x funksiya
uyidagi xossalarga ega: :
! yl°f‘§]=}\rchx funksiyaning aniglanish sohasi 2 (Arch)=[1,4==),
iymatlar to‘plami E{Arch)=(-= ). v
X yn; y=Arch x tog funksiva: vxe D{Arch) lar uchun Arch (—x)=
=—Arch x. ' _
3%, y=Arch x funksiya grafigi uchun O(0); 0) nugta s‘nmmcmya
markazi bo'lib, u o'z navbatida egilish nuqtasi ham bo‘ladi.
4% y=Arch x funksiva asimptotaga cga emas. :
9 yy=Arch x funksiyaning grafigi 11,6- chizmada las_vulang:.m.
3) Teskari giperbolik tangens, v =thx ga tcsk_an fynkslyg
teskari giperbolik tangens deyiladi va u y =Arth x kabi belgilanadi.
Yuqorida ko'rsatilganiga o'xshash amallar natijasida
Athx =3I "% (xk1)

|—x
ekanligi topiladi.
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., uning
7 bo"ib‘
lar uchun

bo*ladi.
y=chx
talarida

r

“nksiyaning
0 ladi (11.2-

'
L4

aladi va v
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W somnlangy cpa:
BRI ol IXArth)=(—1:1),

)

B e D(Arth) lar uchun

Pl o'suveh v uzluksiz,
iy grofigl uchun simmetriva
U nugtast ham boladi.
Vol asimprotatanga ega.

e LY ohizmadan iborat,
WUy e teskan funksiya
400 Arcth v kabi belgilanadi.

2l
o Uxn

Wi xossalarga ega:

Htnish sohasi DUArcth)=(—ee;
P EARIR) =( s 4e) dan iborat.
I ve DiAreth) lar uchun

= 1 uchun 0 dan —es gacha
=) uehun 4w dan 0 gacha

Il ega emas.

9
3  2a |

-
-
tee |
-~
-
-
B

11.8- chizma.

5% y=Arcth x funksiya uchun x=+1 vertikal asimptotalar, y =0
esa gorizontal asimptota chiziglari bo'ladi.

6. y =Arcth x funksiyaning grafigi 11.8- chizmada tasvirlangan.

Giperbolik va teskari giperbohik funksiyalarning grafiklarini
tahlil gilish natijasida quyidagi xulosaga kelish mumkin: teskari
giperbolik funksivalarning grafigini ularga mos giperbolik funksivalar
grafiklarini £ x Oy burchak bissekirisasiga nisbatan simmetrik
akslantirish natijasida hosil gilish mumkin.
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V=I°§::aﬁ giperbolik funksiyalarning y =Arch x (area-sinus)
) reh x (area-kosinus), y=Arth x (area-tangens), y =Arcth -
c‘l?'ca‘kou":gcm) belgilanishidagi «Ars area (yuza) so‘zidan kelib
1qqan, chunki area— funksiyalar gecometrik jihatdan gi ;
sektor yuzini ifoda etadi. . s Sihcen glporbolly

12-§. ALGEBRAIK FUNKSIYALARNING GRAFIKLARI

Bu paragrafda butun ratsional :
_ ! . (ko'phad), kas S10N¢
irratsional funksivalarning grafiklari qaral:di. e

1. Butnp ratsional funksiyalarning grafigi.
- Un:‘umny‘l?o'ldu butun r.nsionnl funksiya y=ax"+ax* '+,
> ._n; a, I«‘)1 :c;t;:v)d.:) Eogﬂhw bmldal n — butun musbat son, a,

viex Gy = 1 ' 0'zgarmas sonlar. Eng sodda butun ratsional
funksl'y.fnln.r. 0'zgarmis (n=0), 10'g'n proporsionallik (n=1, a,=0)
va c(l)nznqh funksivalar (n=1) hisoblanadi )
57 - vt b 2 - ;

S garmas funksiya hagida batafsil ma’lumot 8- § da keltinlgan

1) To'g'ri proporsionallik. 7o ‘c'ri ' '

_ . r - 10°g'ni proporsionallik deb, y=

formula_ bllu{l berilgan funksiyaga aytiladi, bu verda &=0; I: s:-r:
proporsionallik koeffitsiventi deyiladi. '

yo=A'x ﬁm.ks:y:} quyidagi xossalarga ega:

lo. Funksmmfng aniqlanish sohasi: D (f)=R.

20. Funksiyaning o'zgarish sohasi: £ (f)=R

30. y=kx — toq funksiya: J=X)=k {—x)=—hkx =—f(x).

4, i;O da o'sadi, k<0 da ¢sa kamayadi.
=k t10°g"ri proporsionallikning grafigi koordinatal i
o'tuvchi to'g'ri chizigdan iborat (12.1- cghizma),m“ i

Ay
)

P

(1) vk (k>0), (2) y=kx (k<0)
198

2) Chizigli funksiya. y=kx+ b {bu yerda k va b — hagiqiy sonlar)
ko' rinishda berilgan funksiva chizigh funksiya deyiladi. Xususiy holda,
k=0 bo‘lsa, ¥ =b o'zgarmas funksiya hosil bo‘ladi.

Agar b=0 bo'lsa, y=kx to'g'ni proporsionallik hosil bo‘ladi.

y=k x+b (k20, b20) chizigli funksiyn quyidagi xossalarga cga:

1%, Funksivaning aniglanish sohasi: D (/)=R'.

2. Funksivaning o'zgarish sohasi: E(f)y=R'.

3% Funksiva tog ham emas, juft ham omas.

4°. Funksiya >0 bo‘lganda o’sadi, <0 bo‘leanda esa kamayadi,

y =k x+ b chizigli funksiyaning grafigi to'g’n chizigdan iborat,
Uning grafigi y =k x funksiyaning grafigini ordinatalar o'qi bo'ylab
b birlik siljitish natijasida hosil gilinadi. y =kx va y =kx+tb
funksiyalarning grafiklari o‘zaro parallel to'g'ri chiziglar bo'ladi.

Chizigli funksiyaning grafigini yasash uchun fuksiya grafigining
koordinata o‘glari bilan kesishish nugtalarini topish yetarli., Bu

grafikning koordinata o'glari bilan kesishish nugtalan (— z M va
{0:4) bo'ladi (12.2- @, b chizmalar).

12.2- chizma.

by (1) y=kx+b, b<0, 250

a) (1) y=kx+b, b>0, k<0,
(2) y=ketb, b<0, &<

(2) y=kytd, §>0, £>0.

3) Kvadrat funksiya (kvadrat uchhad) ning grafigi.
Ta’rif. Parametrlari @20, & va ¢ hagigiy sonlar bolgan

y=ax'+bx+tc¢ (1)
ko‘rinishdagi funksiya kvadrat uchhad voki kvadrat funksiya
deviladi.
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 Amaliyotda (1) shaklda if;
Juda ko'p uchraydi . s n
Masalan, v (m/s) boshlang*ich tezli

harakat gilayotgan ji
. Jismni y ‘
funksivasi sifatida PR

digan funksional bog'lanishlar

kda tekis o'zgaruvchan
§ (m) vagt ¢ (s) ning

$= vt 4 ."i’ ;
ko'rinishda ifodalanadi <
tezlanishi. 1 bunda @ — 1ekis o Zgaruvehan harakatning

Kvadrat uchhadni ; :
Hodaliying: adning o'ng tomonini ushby ko*rinishda

¥ §
403-‘02)-&'-_—
5. b »
-a[(x-o- e i )J ba p—y
22’ 4’ [Te=alx+ o 2 % ba b
a 2a da a(x+2n) "

y=a(:r’-o-4’..7c)+¢'=a(xz +2x 2 4
a 2a

2Ny L uchhadning diskri : oi at
B ! : & diskriminant

K:ﬂ%’g’:“}:‘::;’:?yi’:gfl Nm’{m.la'dcb ataluvehi egri chiziq:ia(tjtci);(':gl‘:
foydalaniladi: 2 grahgini chizishda quyidagi xossalardan

I Kvadrat funksivaning anialani
yaning aniglanish sohasi: )=
2", Kvadrat funksiyaning o*zgarish sohas'i‘:l Ghisos

a >0 bo'lganda E(f) = |n, +ee)
a < () bo'lganda E(f)= (—==n), n= Jocet
3 4 '
3. Kvadrat funksiya har bir xe g da uzlul:‘siz
4°. Kvadrat funksiy. i 5 "
o ya fagat bitta x; = — % kritik nuqtaga oga,
NEsivaning x=x  dagi qivmati x
A Yo =— N
Rugta parabolaning uchidir, 4 A

3% Agar 4>0 bo'lsa funksiva 4
. N Xy = — ini
€ga bo'lib, (—; x.) da kamayuvchi (o ihoo zgnm"qmda‘ "_""'m“mg"‘
da grafikni ifodalovehi egri chiziq qavarig bolagr " ()
6°. Agar a <0 bo'lsa, funksiya x; = — 8 nuqgtada maksimu
€8 va (—=; x) da o'suvchi s % -
ol et Vel (Xi+e=) da Kamayuvchidir (—=4ee
grafikni ifodalovehi egri chiziq botiq bo‘lad; W
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7. b0 bo'lganda kvadrat funksiya toq ham, juft ham emas,
b0 bo'lganda esa u jufl funksiyadan iborat,

8%, Kvadrt funksiyaning grafigi ordinatalar o'gini doimo y (0)=c¢
nugjtada kesib o'tadi, abssissalar o*gini esa hamma vaqt ham kesib
o' tavermaydi.

Bunda quyidagi hollar bolishi mumkin:

1) D <0 bo'lganda grafik abssissalar o'qini kesib o'tmaydi;

2) D=0 bo'lganda grnafik X, = — ;‘ nugtada abssissalar o'giga
urinadi;

3)D>0 bo'lganda grafik abssissalar o'gini X, = —b;:m

nuqtalarda kesib o*tadi.
9%, Kvadrat funksiyani ¥ = ¥*(a+ | + ) ko'rinishga keltira-

miz. Agar x—e da : - 0, :, ~» () ekanligini hisobga olsak,

funksivaning giymatlari @ ning ishorasi ganday bo'lsa, shu ishorali

cheksizlikka intiladi. Demak, parabolaning tarmoglari @ > ( bo'l-

ganda yugoriga, @ < 0 bo'lganda esa pastga yo'nalgan bo'lar ekan.
Quyidagi kvadrat funksivalar berilgan bo‘lsin:

1) y=ac, 2) y=ax*+n, 3) y=alx—m)’,
4) y=alx—m)*+n, 5) y=ax'+hxte,

Bularning barchasining grafigi bir xil ko'rinishdagi parabo-
lalardan iborat, chunki y=ax® funksiyaning grafigi ma‘lum
bo'lganda (12.3- chizma), uni Oy o'qi bo'yicha n birlik (n>0
bo‘lganda yuqoriga, #<(0 bo'lganda pastga) siljitish bilan y=ax+n
funksivaning grafigi hosil qgilinadi (12.4-, 12.5- chizmalar).

v=a(x—m)’ funksiyaning grafigi ham paraboladan iborat. Uni
v=ax' funksiyaning grafigidan m>0 bo‘lganda bu grafikni x o'qi
bo'vicha m birlik o'ngga parallel ko'chinsh yordamida yoki m< 0
bo'lganda esa, —m birlik chuapga parallel ko'chirish yordamida
hosil gilish mumkin (12.6-, 12.7-chizmalar).

y=a{x—m)**n funksivaning grafigi ham parabola bo'lib, uni
y=ax" funksiyvaning grafigidan ikkita parallel ko*chirish yordamida:
agar m>0 bo'lsa, grafikni x o'qi bo'vlab m birlik o'ngga siljitish,
voki m<0 bo'lsa, —m birlik chapga sifjitish va agar n>0 bo'lsa, y
o'qi bo'ylab n birlik yuqoriga siljitish yoki agar n <0 bo'lsa, —n
birlik pastga siliitish yordamida hosil qilish mumkin (12.8-chizma).
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__a

Amaliyotda (1) shaklda ifodalanadigan funksional bog'lanishlar 7, b#0 bo'lganda kvadrt mn;s iya tog ham, juft ham emas,
juda ko'p uchraydi =0 bo'lganda esa u juft l’unk!;_lyg (:3‘ iborat.
Masalan. v, (m/s) boshlang'ich tezlikda tekis o'zgaruvehan 8", Kvadrat '““ks')"azigl';"_g; inmtalnr o'gini doimo y (0)=¢
harakat gilayotgan jismning 0'tgan yo'li s (m) vaqt ! (s) ning mllqmda kci}\_) o‘tadi, qini esa hamma vaqt ham kesib
funksivasi sifatida o' tavermayi. st bo'Tishi-mumkin:

2 Bunda quyidagt hollar umkin:

$ =Vl + ai 1y P<0 bo'lganda grafik abssissalar o'qini kesib o‘tmaydi;
b

ko*rinishda ifodatanadi, bunda a — tekis o' zgaruvchan harakatning " 1) D0 bo'lganda grafik X 35 Muqtada abssissalar 0°qiga
tezlanishi. . L inady,
il’odl:I:;dnriazt- uchhadning o'ng tomonini ushbu ko rintﬂ"‘_’ WA bo'lganda grafik abssissalar 0'qini x;, =__,,,J5

b b B ' “tadi 2a
= a 2 = ? 8 ||u||,'lnlm‘du kesab © tadi.

x4+ x)+c=ax" + B ==

¥ 2 ) ( 2x 5 y ; Y+om |

e A b
k ' W kvadet funksiyant ¥ =x'(a+ = :;) ko'rinishga keltira-
Piais = b z_b2—4ac > b [ e
- a[(X+ 2") “'al)]+c alx+ 20) " da —a(x+ "" X Wk AT X—b= ki . — 0, xi -0 CRanligini hisobga olsak,
hadyaning iy matlart 4 ning ishorasi ganday bo'lsa, shu ishorali
Rt it Demak, parabolaning tarmoglari @ > 0 bo'l-
V“'l'““‘"' acl) hu'lgfmdn csa pag[ga Yo'llalgan bo‘lar ekan.
B bt kvadin (unksivalar berilgan bo'lsin:

3 e, Y it 3) y=alx—m),
s 5y ¥ =ax*+hxte.

Bunda D =b'—4 ac kvadrat uchhadning diskriminanti H8
Bu funksivaning grafigi parabola deb ataluvehi egri chizigda
Kvadrat funksiyaning grafigini chizishda quyidagl ¢
foydalaniladi:
{0, Kvadrat funksiyaning aniglanish sohasi: DV~
2. Kvadrat funksivaning 0°zgarish sohast:

a >0 bo'lganda E(f)= | m,+==)

-y
a <0 bo'lganda E(f) =(-=n], n= “"“‘a"
30 Kvadrat funksiya har bir xe R' da uzlukale

4" Kvadrat funksiya faqat bitta X, = — :ﬂ Bivtih i

B DAl ing gmﬁpi_bir xil ko'rinishdagi parabo-
BT dhunki y=ax funksiyaning grafigi ma‘lum
L0 Al um Oy o'qi bo'yicha n birlik (220
| Wb lm'\gnnc!a pastga) siljitish bilan y=ax*+n
1 Wit Bl qitinadi (12.4-, 12.5- chizmalar).
¥ By e grafigi ham paraboladan iborat. Uni
. Loabigidan m>0 bo'lganda bu grafikni x o'qi
" “u.o ||.|r.|l\cl ko‘chirish yordamida yoki m < 0
‘ ik chapga parallel ko'chirish yordamida
16 12.7-chizmalar),
yaning grafigi ham parabola bo'lib, uni
hgin ‘a_lx)tlla ‘para“cl ko' chirish yordamida:
i W v v'al bo'ylab m birlik o‘ngga siljitish,
T T
S anida hosil i o A
1 1l gilish mumkin (12.8-chizma).
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Funksiyaning x=x, dagi giymati ¥ == "’:' "
nugta parabolaning uchidir.
50, Agar a>0 bo'lsa, funksiya X, = — h
ega bo'lib, (== X,) da kamayuvehi, (x4 dis 18 y 5
da grafikni ifodalovchi egri chiziq qavarig ho' |
6°. Agar a <0 bo'lsa, funksiya Xq = - '

ega va (- %) da o'suvehi, (X)) it "
da grafikni ifodalovehi egri chizig botig b
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12.3- chizam,
y=as, (1) a0, (2) a<o, % w‘f‘-“ﬁm) .
> ) 2o ", 0-\0, >N
4) (2) >0, <o

|
T iy
|
125~ chizma, 12.6- chizma,
Y=ax‘+tn, (1) a<0, u>0, FEalx—my, (1) a>0, m>0,
(2} a0, neh (2) >0, m<0,
4
v
\\L}/ r ()
n

12.7- ?
Y=ax—m), (1) a<0, m>p 128- chizma. y=atx—mp+n, (1) a0
(2) 2<0, m<0. 4 m>A, ), (2) a0, m<, w30, (3) <.
202 m>0, n<h), (4) a<0, m<0, net

h

12.9- chizma,
(1) y=24, (@) y=20—1)+1

Agar y=ax*tbx+c funksiya berilgan bo'lsa, u 4) shakiga

b D
(y=alx+ -2%)’ = ;‘-’5). bunda (m =—_,n=— ")) keltiriladi va

uning grafigi 4) ning grafigi kabi chiziladi.
1-misol. y=2¢*—4dx+3 funksiya grafigimi chizing,
Yechilishi. Benilgan funksiyani 4) shaklga keltiramiz:

yE20 A 3=2(x— 1)+ 1,

bunda a=2, m=1, r=1. Bu funksiyaning grafigini chizish uchun
y=2x* parabolaning X0;0) uchini ar=1 birik 0'ngga va a=1 birlik
yuqoriga siljitish kifoya (12.9- chizma),

4) Kub funksiya (uchinchi darajali ko'phad) ning grafigi.

Uchinchi darajali ko'phadning umumiy ko'rinishj
y=ax'thx*textd (1)
shaklda bo‘ladi, bunda a#0, b, ¢, d — ixtiyoriy haqigiy sonlar.
a) Agar a= 1, b=c=d=0 bo'lsa, ko'phadning ko'rinishi y=x'
shaklida bo'ladi. Bu funksiyani 8-§ da o‘rgangan edik (12.10-
chizma).
b) Agar a=1, c=k=0, b=d=0 bo'lsa, kub funksiya (1)
y=x"tkx (2)
ko‘rinishga keladi.
y=x'+kx funksiva quyidagi xossalarga cga:
19, (2) funksiyaning aniglanish sohasi (<e;+=) dan iborat.
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2°. Tog funksiy.

3. ; i
o da?z;\k;ﬂ b:tlxsz; (2)‘funk5tyaning grafigi {0;0) dan o'tadi
Hrbralrts y ynksnyalar o'suvchi bo'lgani uchun y =x*+ :
4nry:(uz) ;n :s suvchi, ekstremumga cga emas G
2 unksivaning grafigi xe (0; svari
e : (0;4==) da qavarig ((~<=;
o ;;)iya :;a (‘;.ar.\d.uy kuh.fu.nksxyaga chizigli funksi:m:i ;f)‘sh'g;ng:
S )lgnmmg bonqhgi.(qavnriqligi) o‘zgarn-wvdi.
Shou b;(';; ﬁ)ﬂru;li«uﬁ if:ﬁfining egilish nugtasi bo'ladi.
g SN : =X unksiyaning grafigi y=
yaning grafigiga qaraganda tikrog ko'tariladi (sl'.f ldl -%Liimax))

Ay

P

2

12,10« chizma. (1) y=x*, (2) y=x"tx

12.11- chizma. y=x*+kx, A >0

2 k<0 bo‘iganda, (2) funksiyaning grafigi 0(0:0),
{J——k;O).(——\f-—k;O) nugtalardan o‘tadi (12.12- chizma).

& k<0 bo‘lganda, (2) funksiya X € (—-«:—ﬁ )U(ﬁ yHee)
da o'sadi, XE (-—-ﬁ :J:f ) da esa kamayadi.
99, Agar k<0 bo'lsa, (2) funksiya X’—J:;E nuqtada

maksimumga (Yeax ,_?: ‘l_:‘). x= "": nugtada csa mini-

mumga Vmin = 2; ﬁ ) ega (12.12- chizma).

a) y =x'+ioth funksiyaning ¥ =x*+ ko grafigi funksiya grafigini
ordinatalar 0'qi bo'viab I8 masshtab birligiga paralle ko'chirishdan
hosil bo'ladi, bunda uning ishorasi b ning ishorasi bilan bir xil
bo'ladi.

12.12- chizma. yex'tkx, K <0,

b) y=x-"+bx+cx+d funksivaning grafigini chizish uchun
koordinatalar boshini

x= Jf' - g
y=Y
almashtirish yordamidi parallel ko'chiramiz, unda berilgan funksiya
y=x"+kx' + b
shaklga keladi. Shunday qilib, ¥ = bxitextd funksivaning grafigi
205




Y=xX"+kx+b funksiyani o
uning simmetrivy :m:lzj gmﬁ-g‘ Kabi bo'lar ekan, bunda fagat 2. A<0 bo'lsa, unda funksiya bitta maksimum va bitta minimumga
siljigan bo'lad 1 Markazi abssissalar 0'gi bo'ylab ‘: masofaga e bo'ladi, ya*ni
d) ¥ =ax'+bxi+ eyt ; Y o 17 —208)J=
¥ =ax'+bx+ex+d funksiyaning grafigini chizish ymsxtt bk Cl— b;,.{_z S 2 9abc+;$ =4,

r o 3 - » - - J
unksiyaning grafigini chizishga keltiriladi Hagigatan K N
) = : am' mga cga
=X+ bt ox+d funksivani ¥ =ai+ by +Exady Lo D(—b"3“"n;d+w-wm;gaﬁ*zb’;-4)
nishga irami 7l ‘ : : X a :
g4 keltiramiz, Keyin y, =+ b2 45,9 fonkiivini nuqtalarda mos ravishda maksimum va minimu bo'ladi
a™ ¥, Tunksiyaning (12,15-chizma).

gl’ar mni 1 1 . @

mn%mz'so new bu grafikni ordinata o'qi bo'ylab

ailamiz, 3oy sh) natiasida berilgan funksia grafiin host

iborat bo'ladi. c¥td lunksiyaning grafigi ham paraboladan

'sh(;"m"::'«";g;"’rcx+d funksiya o va A=3ge—p mindodast
10850 bosln, o s w28l xossalarga ega T

: » @20 da funksiva monoton o'cad;
monoton kamayadi (12,13 I2-M-chiz?1:1l?:rl}o w0 e

12.15- chizma, y =ax*+hc'+exd.

Funksiya grafigining Ox o'qi bilan kesishish nugtalarining
abssissalari ax'+ b +cex+d=0 tenglamaning haqiqiy ildizlaridan
iborat bo‘ladi. Uning egilish nugtasi bir vaqtning o‘zida funksiya
grafigining simmetriya markazi ham bo‘ladi,

12.13- chisma.
S |
5) Bikvadrat funksiya va uning grafigi.
Ta’rif. Ushbu ko'rinishdagi funksivaga bikvadrat funksiya
deyiladi:
y=ax*+bx’+e, a2,
’ bunda a.b.ce R'.
Bikvadrat funksiyani tekshirish va uning grafigini chizish
Dekart koordinatalar sistemasida kvadrat funksiyani tekshirish va
12.14- chizma, ( uning grafigini chizish kabi bo‘ladi,
¥ macbetex-td, Ba‘zi hollarda bikvadrat funksivaning grafigi y=x', y=x*
funksivalarning grafigi yordamida chiziladi. Hagigatan ham,
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y=a>:‘+bx’+c=°’("1x‘+-”x’) =
Plx* x ? E
alp’e ve=o M= ;
“ b b + ¢
2 a
a “ #

::;;?lfhgi keltirami_z. Demak, y=ax'+bx+¢ funksivaning
Rk kot e B e S SR8 o
o.‘gx bo"ylab I masshtab birlikka parallel :(:fzﬁzi::)n::l;:gé:a::m
qilinadi (12.16-, 12.17-chizmalar), y=x'4x funksivaning grafigi
y =&2‘) v: y=x funksiyalar grafikluming yig'indisidm; lbor.?lg bf;r?ul]gnl
s dwamjalff::iﬁz‘( Zzl;nmg gravﬁgi.. Ushbu ko'rinishdagi

Phad) deyiladi;

Y =a,X" v a x4

Sl 1 X+ @y (n
bunda a0, a,, a,

..... a, — haqiqiy sonlar.

(1) ko'phadni afig i egri chi

- phadning grafigi parabolik tipdagi cgri chizigdan iborat
(h) funksiva qqyidagi xossalarga ega:
1% (1) funksiya (-eo;tes) oraliqda anigl

funksiyalar yig‘indisidan iborat, angan uzluksiz

(R

-4
12,16~ chizma. (1) y=x'+4, (2) y=ut (3) yead,

12.17- chizma. (1) y=—v. (2) y =c'—x" (3) y=x.

. n=2k—1. ke N 1oq bo'lsin, (1) funksiya a,>0 bo‘iganda
—eo dan +== gacha, a,<0 bo'lganda esi +e= din —= gacha uzluksiz
o'zgaradi, n=2k—1 (ke N) -darajali ko' phadni ifodulovehi funksiya
abssissalar o'qini | dan n martagacha kesib o‘tishi (unga urinishi)
mumkin. Bunda funksiya ckstremumga egi ho'lmastigi ham
mumkin. Agar funksiya ekstremumgia cga bo'lse, ularning soni
juft bo'lib, 2 dan n—1 gacha, maksimum va minimum nugialari
almashib keladi. Bundan tashqari, uning egilish nuqualari tog sonda
(1 dan n—2 tagachi) bo'ladi.

30 a=2k. ke N — juft bo'lsin. 4,>0 bo‘lganda (1) funksiya +e»
dan —e» gacha, a,<0 bo'lganda esa = dian 4+ gacha uzluksiz 0" zgaradi.
(1) funksiyaning grafigi abssissalar o'gini kesmasligi (unga
urinmasligi) mumkin. Agar (1) funksiva abssissalar o'qini kessa,
| dan » martagacha kesadi (urinadi). Funkiya tog sondagi ekstre-
mum nugtalarga (1 dan n—| tagacha) ega bo'lib, maksimum va
minimumlari almashib keladi. Funksivaning grafigh asimptotalarga
ega bo‘imaydi.

7) y=(ax*+bx+c)* (n — butun musbat son) ko‘rinishdagi
funksiyaning grafigi. Agar ax’+bxte kvadrat uchhad ikkita o'zaro
teng haqgigiy ildizlarga cga bo‘lsa, y=(ax’+bx+c)" funksiys
y ={x—a)’" (bunda o — kvadrat uchhadning ildizi) ko'rinishga
keltiriladi. Bu funksiyaning grafigi y =x* daraiali (1- bob 8- § ga
q.) funksivaning grafigi vordamida chiziladi,

Agar ax*+bx+c kvadrat uchhad hagiqgiy har xil o va § lldizlarga
ega bo'lsa, (@x*+bx+c)" funksivani

y=a"(x—a)" (x—p)"




ko*rinishda yozish mumkin. Bu funksivaning grafigini chizish
y=a(x—u)* va y=(x—pB)" funksivalarning grafiklarini chizishga
va ularni ko'paytirishga keltiriladi (11 bob 9-§ ga q).

Agar ax*+bete kvadrat uchhad kompleks ildizlargs ega bo'lsa,
funksiyaning grafigini chizish, murakkab funksiyaning grafigini
chizishga keltiriladi ( 11 bob 17-§ ga q).

I- misol. y=(x"—x+1)* funksivaning grafigini chizing.

Yechilishi. 1. Funksivaning aniglanish sohasi (<es,4e0) dan
iboral. Aniglanish sohasining chegaralarida

z
: . Iy 3
im p= .'LT.[["":] "4 ]'*‘”'

2, y=x'—x+1 deb belgilsymiz. bunda y =yl y =x'—x+l|
funksivaning grafigini chizamiz (12.18- chizma). U funksiyining

; - : ) ' 1.3 .
xarakterdi nuqtalar, va‘ni parabolaning uchi Mo[ 34 ) koordinata
o°glan bilan kesishish nuqtasi M,(0; 1) topiladi va funksiva grafigida
yordamchi M(2: 3), M (—1; 3} nuqtalar olinadi.

S.oM, M. M, M, nugtalarning ordinatalarini kvadratga

ko‘taramiz. Bu holda, mos ravishda Nu(;;;’s). N(0: 1),

12.18- chizma,
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3 i Dekart
{ olamiz. Bu nuqratarmni -
039y N.(—1:9) nuqtalarni Olams T ivaning
oS .1 n) ;lalz;r sistemasida joylashtirid, izlanayotgan funksiy 3
Loordimnats

~oint chizamiz (12,18« chizmn). P
“mzcmtlli::;uvn:‘{xg—d:&})’ funksivaning grafigini chizing.

ochilishi, x*—4x+3 kvadrat uchhad ikkitn haqiqiy h:‘x:‘xxl 1 ;)\
1"?,‘:“@ cga U holda berilgan funksiyani ¥ =(x— (x—3
ozl 2a. . :
Lo rinishda yozish mumkin. Endi A
¥ =(x—1)%5 ¥ =(x—3)°

sy% Yo ya Y

. ol ) v:;' * Jir S RE
jtamiz, bunda | ' {hrnina carakterli

pelgilashlari k“ﬁklumi ¢hizish uchun

funksiyalarming gra
pugranni opamiz

i i /gl . 2
i 4 q
[ i '
= i 9q 1 g :
it j i il | 9 J
9 ]
?

19- chizmata joylashticumis yi Izlanayoigan

wetatarni 12, :
i §ehizamit.

funksiyaning grafigin

12.19- chizma,
3 (D) you (x1 At k)

(1) ymte=1)s (2) =0




2. Kasr-ratsional funksiyaning grafigi.
1) Teskari proporsionallik. Ushbu formula bilan berilgan
funksiya teskari proporsionallik deviladi:

y= t (bu yerda & # 0), (1
bunda & son proporsionallik koeffitsiventi deb staladi,

y= i funksiva quyidagi xossalargn cga:

1°. Funksivaning aniqglanish sohasi: D (f)=(-==0p0A0;+e).

2°. Funksiyaning o'zgarish sohasi: £ (f)= (e 0)(0; 1)
*Poy= i — toq funksiya: f(—x) = th - : = — f(x).

4% k > 0 bo'lganda, funksiya (—=<;0) va (0;4) oraliglarda
kamayadi. & <0 bo'lganda, funksiys (—==;0) va (0;4=) omliglarda
O'sadi.

3" &k > 0 bo'lganda, teskan proporsionallik grafigining tarmoqlari
I va Il chomklarda joylashadi, & <0 bo‘lganda esa 1l va IV

choraklarda joylashadi (12.20-, 12.21-, 12,22- chizmalar), y=i
teskari proporsionallikning grafigi giperbola deyiladi,

Ay
o %
'Y
12.20- chizma, j
¢ ma __,../
My==, k>0 >
X 9 — X
=
12.21- chizma,
(Dy=s. k<o
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1
ANY=L Q)2
‘;.7-2' chizma ; )bl'

catsional i;tzngl::mning grafip]

< - 3 ' r »

2) Sodda kasr” odda ko

siyaning eng ~ x+b o

funksiy y= in»d (ad — be 4 0y
'unksiyﬂl .’“’f"‘””i‘ ” ‘7{" Junksive, "

shakida bo'ladi. (27 | maxrl! ham ;: ‘::‘l'q“ funksj

Kkasrning surall h&"d;:() bo'lsa, U A0Na (9) fm“:‘

Agar a=0 va AL
g 5 nea ega bo Jadi,

b et s .
y= = ¢ ko'ri 5 Kasr-ratsional funkg, . Uy,
. = P '.
Agar ¢ =0 bo Gtk

oladi: A TR

ilasak, ¥ S
Ag.'lf ‘I = k' b — \

ecga bo'lamiz. i ad= be bo'lsa, : 3

[
a e

o b yok |
Agas d d plex+d)
u=cp., b=dp va 2 “x‘.b = “xed 20 (Cx'fd #“)
V - (X"'

bo'ladi. pe po‘lgan h()ll'arda-bu fllnkSiqu
C 1’0 va ad?’ 'q‘aniSh sohas| D = ‘xe R sl |
|

3 H a1l
funksivaning al



funksivani quyidagi ko'rinishda yozamiz:

s r.ubt .~ cn;hk..d b il be—ad
C o ¢ a a ¢ Q c]
y = = = R = + k
ex4¢f cxaddl ¢ ex+d ¢ .t+"
¢
beaidl
) (el Rd
R 65

—ad _

Agar )’—:=Y- x+': =X va ch =k deb belgilasak.

kasr-chizigli funksivani teskari proporsionallik bog'lanishga
keltirish mumkin, ya'ni
Y= (3)
ax+b - A ; ]
Y=ty funksiva quyidagi asosiy xossalarga ega:
1, (2) funksiva x -—': uchun amglangan, ya'ni
D(y=(=wi= Juf L1}
2°, (2) funksivaning o'zgarish sohasi:
o SRR _a,
E(!, Ay . c U[ pe . oo ]

3% (2) funksiya juft ham, toq ham emas.
4° k> 0 bo'isin, u holda:

b d
a) ‘r' > bo'lganda, funksiya (~°°:—o ) va (- - H*) oralig

b
larda musbat, [-a V- ‘:] oraligda esa manfiy bo'ladi:

d :
b) a=0 bo'lganda. funksiva [-“Z-c] oraligda manfiy,

d : i
(- 2 ;*“J oraligda ¢sa musbat be'ladi;
) d b, .
d) : <0 bo'lganda, funksiva (-‘”2* “ ] vil (’ i °“) oralig-

larda manfiy, (“ ':.- :) oraligds csa musbat.
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50, f=0 bo'lsin. U holda:

: : . &Y'y i

o 0 bo'lganda. runksum -”’-c a ‘0' ()ul“qd“
[

a)

st s (-— :{ - :) oraliqda esa manfiy bo'ladi;
d
b a == bo'lganda, funksiya (—°°;- :) oraligda MUk,
(,_ d . oo ) oraligda esa manfiy bo'ladi;
c

b d 3
) ‘; < O bo'lganda, funksiya (-":- > ) Vil (- z :*«) oraligly,.

da maniiy, (“ ‘: " :] oraliqda esa musbat bo‘ladi.

6. k>0 bo'lganda funksiva kamayuvchi, £ <0 bo'lganda ey

. ] ‘]idir- - . 2
® S“-,\nc (2) funksiya o'zining eng katta va eng kichik qivmatiarig,

ega emas. .
ge. k>0 bo'lganda, funksivaning grafigi (-“;- c] omliqd“
d . . : Fadis
botid, (— A 4“) araligda gavariq bo'ladi;
d
90, k<0 bo'lganda, funksivaning grafig [—“:- = ] da qavariqg,

{_ d . ye= | da esa botig bo'ladi.
c]oo‘ 2) funksiyaning grafigi c#0) va adebe uchun markaz;

o|- d.._ :) nuqtada bo'lgan giperboladan iborat (12.23-, 12.24.

.

' lar). ' ;
d“zn“f Funksiya grafigi asimptotalari koordinata o'glanga, mos

ravishda, parallel x =— : V= : bo'lgan har tomonli giperboladan

ibm;;' Umumiashgan kasr-ratsional funksiyaning grafigi. Ushbu
P(x)=ax" +ax* " +...+a,



T” wion ravishda, my. my,...on kareali ildizlan, uchhadlar esa Qu(x)

wine o' zaro qo'shma kompleks g, gy, i karrahi ildizlanga mos
Leladfy, uni yagona ravishda chekli sondagi sodda kasrlar yig'indisi
s > dwklida tasvidash mumkin:
xﬁ 3 ’.\' ]‘u(\) = Al % A) & A Aﬂ. = B' &
Uult) (y—=a)™  (x—ay)™ Xty (x—ot, )™
e x+C
21(-& S IR IO 1.5 RSN 1%. SN
¢ {(x=0,)™ Xy (x”h.n»q'f' X ‘bg\+qi
: ‘Mlon, g A‘l‘x*N, .
(el xeq 't X +bhx+q
12.23- chizma, & >0,
20 A I Be+C B4 C
T/_,- Quyidagi 3§+ (=" A A kasrlar elemen-
far to'g'ri ratsional kasrlar deyiladi. Bunda A, B, C, & - haqigiy
o . -
_,./ T sonlar, m va p — natural sonlar bo'lib, p,m > I hagigiy koeffit-

siventli x*+ px + ¢ kvadrat uchhad mavhum ildizlarga ega.

= 7 Shunday qilib, kasr-ratsional funksiyaning gmfigi elementar to'g'n
~ ratsional kasmr grafiklarining yig'indisidan iborat bo'lar ekan.

(me N) funksivaning grafigi y = ' .me N

(x k)"
funksivaning grafigini abssissalar o'gi bo'vlab |k} ma&hmb birligiga

o'ngga paraliel ko‘chirish natijasida hosil qilinadi.

b
o Vo=

12.24- chizmn, 4 < 0. |
va y = fvani afising chiz X ’
i F=oe funksivaning grafigini chizish uchun, avvalo,

0, (x) = hx" B 5 e b uning maxrajining to'liq kvadrati ajratiladi:
mn

ko'phadl; tning (bunda
. 0 0 ‘ - :
m, ne N) bo'linmasi s Oy biv.sb, — o'zgarmas sonlar, 2% ( p r dg—p
X+ -
2 4
y__é’((x)) %"*U‘I" l' e T | X ) Lo r St Ire = = -
Aafr-rarvkmaljunmw:g x X dbb, a1y Ly (n so‘ngra grafik 2 funksivaning grafigini chizish kabi chiziladi.
a deyiladi, n<
rarsgmal ﬁt’nkn)w deyiladi. e bo lgandn esa (1) 1o'e'ri kasr- L };T;c; e funksivaning grafigimi chizish
izga
N mtzsgao r?n ,;_zt:»m kursidan ma‘lumki, har qunday qisqarmaydie
asrni, agar ydigan y= o ' vay=Bc+C
- x:o;uyq y

Qo (X)oayfx—a )™ (x—, M) pt B

0 s hxr g P el x4 ) ) Py ol
funksivalar ko'pavimasining grafigini chizishga keltiriladi.
2

ko'rinishd;
1 ifodalansa (bunda G, &6 lar @ (x) k0'phudning Dolk
216 { 1- misol. y = P R T funksiyaning grafigini chizing.
217




1 . ’ » & - -
el =2l o Gvaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning butun gismini ajeatib yozamiz 2- misol, ¥ =" AN
S ataaning {smini ajratamiz:
y=lt 22— Yechilishi. Berilgan funksiyaning butun gis
. x*=2x=3" .
2y~ yn,\-rlt.x’__’
- o x—3 Hoda to'eri mtsional funksiva bo'lganligi uchun by o
- MDA T E e e ' . g 2 RS . ” 5 hw. amiz:
dodani oddiy kasrlar yig'indisi ko' rinishida tasvirlayvmiz; Natijada ikkita funksiyaning yig'indisign ce:: (
il e 4 o y =y +y,, bunda yExtl My = o~ B "
=led a3l WESpele iklarini alohida chizamiz, so'ngrs
R arini alohida ¢ 21
: i ] i Yy'Na s fnksiyalarning gk |‘r arini ordinatalnnni
bunda 4, B — o'zgarmas sonlar. Anigmas koeffitsiventlar usuli ’ alarning xarakierli nugtalarining

v, va v, funksiy figini hosil gilamiz (12.26-

bifan A va B larni topamiz: Zx—1=A(x+ 1)+ Blx—3): x=—1| ba'lsin, 2 l'(,u.h';b'izl'-ll\il\’(“gm‘ funksiyaning gra
£ 3 2 5 A :
—3=—48. B= . x=3 bo'lsin, 5=44, A=L. Demak, berilgan chizma).
(1
funksivani quyidagi s
B i
RN R=Y
it and 1 » —I | - 5 ’ - 3 3
ko'tinishda yozamizz W =1, p = FTIBE O 4(x+1y Pelgilashlar e
kiritamiz. v, v, va funksivalarning gmfiklarini chizib var hosil R SR AN
qilingan grafikiarini qo‘shib, izlanayotgan funksiyaning grafigini :

chizamiz (12.25- chizma).

..T *

L2y yeahl,

L
12.26- chiznn, (1) ¥=

&) )"‘] ~

3. Irratsional funksiyaning grafigi. a) y = t+Jax + b ko'ri-

i i X :sivaning grafigi ( | bob
nishdagi funksiyaning grafigi y = Jx funksiyaning grafig

J ' dyaning grafigl
%- § gn q.) yordamida chiziladi. y = +Jax +.b funkst).?mn:z ri.;:c:‘gn
; ' ;mnbolad;m {borat bo'lib, uning o'qi abssissalar o'gl, par

Afnal)’ A
(- - 20) nuqtadan iborat (12.27- chizma),
o

L
12.25- chizma. {1} y=1, {3) =i () ye

o p=12, uchi esa

' 710
7’—11- 3

4) y=

1
-
e



vkl nugtalar funksivaning nollari, ya'ni y(£1)=0.
Loa=l, D=—4<0 bo'lganligi uchun yuqoridagi 5) bandga
awovan, berilgan funksivanng grafigi giperbolani ifodalaydi, uning
immetriya o'glan y=0. x=0 1o0°g'ri chiziglardan, uchlan esa ({—1.0),
AL nugtalardan iborat bo'ladi.
oy =ty o'g'n chiziglar funksiva grafigining og'ma asimtotalari

ho Indi.

Yugoridagi mulohazalangs asosan berligan funksiyaning grafigini
chizamiz (12.29- chizma).

12.27- chizing,

¥=tjaxeb, (a0, (2} <),

i ¥

b £l 2 .8 a4 .
) ¥y=3Jaxt v bx+ ¢ ko rimishdagi Tunksiyaning grafigini

chizis :
hizish (1 bob, 7-§) dagi sxema bo'yichy chizitadi . .
y=%Jax? + by + ¢

funksiya grafigining ko'rinishi
. ! nishi I ) . :

bo'ladi. ava D=4ac—b laming shorusiga bog‘liq al

Agar a<0, D<O bo'lsa. uni "8 raflgi cllips; agar 450, Doo - e o rvvgyeg SO 7Y

{ (b) >0, D30, (d) a>0, DD,

ki < . ke :
YOkt D<0 bo‘lsa, tunkuyamng grafigi giperboladan iborat bo‘ladi

vauningo'glani ¥y =0, x = 2 ncorer ris
glan X ==, g chiziglardan iborat, uchlari

* ¥y

esa
+J=D |
A('b; D:OJ-C(J“/"—D:O B[-2.[P) g b [D ’
0 20 r 20'“2:1 . {-Ié;@J
nugtalardan iborat bo'ladi (12.28~ chizmalar a), b), d)
- .-y d —"x

&lllmn.a(()ya[)) [} ary A
egri chizig mavjud bo'lma?'dt:) e x N haqigiy qiymatlarid

——

;-etl:igl p= i\/;’ =] .funks;iy.ming grafigini chizing.
i1, Funksiyaning aniglanish va o'zgarish sohaluri:

D(f)= (==, =1 [1, 400), E([) = (o0, ++9),
2. Funksiya Juft, va‘ni vye D{f) uchun

f(_'o")a (— 1— = z“ - ' .
=P —1 =Jx = f(x) bo'ladi, ’ 12.29- ehizma. y = +\(x* — |.
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Mustagqil yechish uchun misollar

Funksivalaming grafiklarini chizing:

L y=1-3x , 2 y=2—1x 3. =4,
4. y=5—dx. 5. x=—5. 6. y=2x+3.
7. x=3 8. 3x—6y—2=0, 9. 2=4x—y.

'00 }' ps :.‘ — :, l l' -v t—:"~3__4.x‘ 12. }‘ =.f""4.‘ﬂ2.
13. )‘ =._x~'.__5.t+6' 14. "- :2’\.]_ s:\_+5

I ' 2 1
15. -=—(x—-ZT‘ 16. y = (x—1)"+ .

17, y=-2 +(‘ +II. 18. y={3x—1)+2.

3
19. y=2x'-3, 20. y=x'+4 21, y= 3':”-
22, y= A 23. ,v=,ﬂ \ 24, yahl.
x—3 1—Xx X
e 2 i . 3x+2
25. _s-—-3+x. 26. y=, 4. 27, Y=g
2x+3
28 y="""". 29. y = J1—x. 30. y = J—5x+10.
)
31, y=(*+2x—3)%, 32 y=x'—x'—x—1. 33 y= ‘_fm‘.

b ]
X2
4. y=", .
X 4+x+l

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari
1.
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13- chizmn,

14- chizma,

15

>

e !
T nm-N_':‘;/E.ssr-.

17- chizma,




2 ¥ 27, W, o
] A 22. A
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L} v "w
4 AL
2 " "
il o1 0 10 us 304 s J*x — < ,.
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- ™~ 27~ chizma.
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21« chizma. 22~ chizma.
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v T’ 12, .A_v
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T, S 32- chizma,
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jzami i ing bir gismi |
ini i hizamiz. Chizmada parabolaning b i
S R omhqdac 17 i chizi Ov o*giga nisbatan |
13- §. ANALITIK IFODASIDA MODUl-'QATNASHGAN :(.'Bhosil bo‘ladi. So'ngra _chxgxlgal}cgn chizigga 'l'v-m(}unks-iyanim:
S i AC, B: ni chizamiz. Natijada benlgs

sidmeni bo;ﬁnd' (13.2-chizma)
srafigi hosil botladi (15.2-Chizihi). tT ahiting:
L. ¥y =) funksivaning grafigini chizish. y =f(|y) funksivaning "mgg.‘ ::lstl)l. Ushbu funksivaning grafigini chizing:
grafigini chizish uchun, avvalo. y=f{x) funksivaning grafigini Seaud
. =2 Moy . . : y =sin .
[0.4==) oraliqda chizish keyin chizilgan funksiva grafigini ordinatalar ’ ; it 10.402) oraligda
0'giga nisbatan simmetrik akslantirish kerak, ? atijadn hosil bo‘lgan Yechilishi. Avval y=sin x funksivaning grafigini [0, .

grafik berilgan v=/(x) funksiyaning grafigini ifodalaydi,
I- misol, y=2|d—5 funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Yuqoridagi qoidaga ko'ra [0,4) Oraliqgda y=2x—5
funksiyaning grafigini chizamiz (13.1- chizmada AR nur), A8 nurga
Oy o'qiga nishatan simmetrik qilib, AC nurni chizamiz. BAC Sinig
chiziq berilgan funksivaning grafigi bo'ladi (13.1-chizma).
Berilgan funksiyani ikkita formuln yordumida | ya‘ni

an cgri chizigni Oy o'qiga nisbatan

chizamiz, so-ngra chizls lgan funksiyaning grafigi hosil

simmetrik akslantiramiz. Natijada ben

7
P

2x—5, agar x20 bo'isa,
y=

—dx —35, ngar x <0 bo'lsa. -4 20 " s

ko'rinishda ifoda qilib, grafikni chizilganda ham B4C sinig chiziq
hosil bo'lar edi.

Z-misal. Ushbu funksiyaning grafigini chizing: | “
y=x'<3 |x+2.
, 3 3y L 13.2- chizmn,
Yechilishi. Dastlab v = x* —3x 42 = (x — y)" — 4 funksiyaning
2 | .? y
Ay |
4 L&

-
=Y
<
l‘\l
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13.9- ehizm .
" 13.10- chizma,

vuqgonda i v
ketmn-ke:(:l:) l'I-:l'lgsLHRL r-'].k?.“;’ 3*- bandlardagi grafik chizish usullarini
s gt “W."o. 1 asalan, Y ={f (4] funksiyaning grafigini
o st 0.. <A v=f (L\f‘)‘ funksiyaning grafigini chizib va
kel '?l.an yqunda Joylashgan gismini o*zgarishsiz
;1ksl;111(i|:iql] ; a4 Joylashgan gismini Ox o'giga nisbatan si etrik
e ' simmetrik
9- mi =ix
Yechi?;;i.js l.;;‘l{.\irf- 3| f'unks,:iy:ming grafigini chizing,
Peaermrhs ruz,:n‘ un!;s:y;mmg grafigini chizish uchun, dast-
s chizrfnn)- : s:yanmg grafigini 1°-bandga asosan chizami
« uning abssissalar o‘gidan yugorida joylushg.'ls
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13.11- chizma,

13.12- chizmay,

b. pastda (» <0) jovlashgan gismini (x
akslantiramiz (13.10- chizma).
grafigini chizing,

gismini o"zgarshsiz goldiri
o'giga nisbatan simmetrik
10-misol. [y=}x— 1| funksiyaning
Yechilishi. Berilgan {unksiyaning grafigini chizish uchun, avvalo
y=jx~I| funksivaning grafigini chizamiz (13.11- chizma), SO'NEEY
uni Ox o' giga nisbatan simmetrik akstantitamiz (13.12- chizma).

Mustaqil ishlash uchun misollar

Funksiyalaming grafigini chizing:

1. y=p—3l. 2 v=il—x.
3. y=ji+2x|. 4. y=p—dx+3|.
5. y=lx—x+Ll. 6. y={d—px—1|.
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13.4- chizmg,
bo‘ﬁldi (13.3- chizma)
: fmlsol. Ushbu fl;nk- U
Siyaning grafigini chizing,
4
,:3 M

Yechilishi. Avval )
0 - ' z .‘=3‘ ‘
funksivaning graliging
ISO.T«») oraliqda chizamiz
o ngra chizilgan egri
qhmqm Oy o'giga nisbatan
;\x'm{pelrik akslantiramiz, i
y“:lin;:.;du l;_cqlgnq funksi- 13.6- chizam.
. g:awxglvl(m)mll t;o'ladi (13.4- chizma)
. ¥ X) | Tunksiyani in o
Rt | tunksiyaning grafigini chi pw Mf
i ;ng ﬁgl:';':ti'lglm l:s':::] uchun y = £(x) ﬂmllt:l;:m: 4 UI‘ (-}‘H
s n‘zgariﬁhsi“g a e lar o*gidan yugorida (yz0) o %m't;gml
el jovlas%a@n qqdlnb_. grafikning abssissalar o‘qigfl m’ g;:lg
s v Qismini esa Ox o'giga nisbatan simr‘rl;ft[rik

S-misol. v = x' — .

mhmsm" " : | 4 ﬁjnlmyanins grafigini chizing.
chizamiz. y= \4'1?42}':#—4 funksiyaning grafigini (~e:4e) d
R Loy ! (unkswiu}ing grafigi (=2;2) (;mlzqd:

abssissalar o'gidan .
oldi i yugorida (y >0) joy v BBy
el il £ omliqda Joylathes mhﬁagis(gxsi':il ot eptinc
PN akslantirami - : o'ai
grafigi hosil bo*ladi (I3.5-c§;:az) Natijada berilgan funk%iym?i]r?:

232

13.7- chizma,

6~ misol, ¥ = SInX funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Avval (—e.+=<) omaliqda v =sin x funksivaning grafigini
chizamiz, s0'ngra abssissalar o'gidan yugorida (y20) joylashgan
qismini o' zgnrishsiz qoldinb, pastda (y <0) joyiashgan qisming esi
Ox o'qiga nisbatan smmetrik akslantimamiz (13.6- chizma).

3. [v 1=/ (x) funksiyaning grafigini chizish. v {=f (x) funksiyaning
grafigini chizish uchun ¥ =/(x) funksivaning grafigini chizib,

18Iz

uning f(x320 bo'lgan gismini o zgarishsiz goldirib, o'zgarisl
| nisbatin immetrik akslantirish kerak.

goldirilgan gismini Ox o'qigi
Eslatma. [v=/(x) formula bilan berilgan funksiva f(x)20 bo'lsa,
bir qiymatli funksiyan ifodalamaydi, ya‘ni ikki giymatli funksiyani
ifodalaydi: y =+ f(x). Agar f(x)<0 bo'lsa, funksivaning grafigi chizilmay
goldiriladi, chunki bu holda ly]=f () 1englk ma‘nosini yo'qotadi.
7-misol. bf =—x'—3x+10 funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. —x'—3x+ 1020 temzsizlikni ganoatlantiravehi xe|—52|
dn y=—x—3x+10 fumksiyaning grafigini chizamiz. So‘ngra chizilgan
grafikni Ox 0°'qiga qishatan simmetrik akslantimmiz, Natijuda benlgan
funksiyaning grafigi hosil ba‘ladi (13.7- chizma),
8- misol. |y—1|=x'+4x—5 funksiyaning grafigini chizing.
lantiruyeh

Yechilishi. x*+4x—520 tengsizlikni qanost
rda ¥ =atdx—5=(xt 29 pamabolaning

v {—w;—3] vit | Li4=) 1
grafigini chizamiz, ularnt Ox o'qiga nisbatan simmetrik skslan-
tiramiz, so'ngra 1 birlik yugoriga siljitamiz. Natijada berilgan
funksivaning grafigi hosil bo'ladi (13.8- chizma),

4. y=1r Dl b=l ol =S, =1/ (1) Tunksiyalarning

grafiklurini chizish. Bu funksivalarning grafiklarini chizish uchun
233




7. y=x+ 2+,

9. lv| =2-3x.

1L y =flog.o .

13. y= [sin xj+sin |x|.

T x|
" X

17, y={i—1].

8. [V =x—1.

10. [y +x}=1.

12. y =in2x|.

14, |y 22y)=1—2%,
16. y =108

18. y =’ —d+{x’+4|,

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari
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14- §. TENGLAMASI PARAMETRIK SHAKLDA
BERILGAN FUNKSIYALARNING GRAFIG]

1. Parametrik shaklda berilpan funksivaluroi tekshirish, Faraz
qilaylik, funksivaning parametrik tenglamasi

X =g,

Y=yt (h

(+ — pamnmietr, £ </<1) ko'rinishda berilgan bo'lsin, Bu holda
funksiyani tekshirish yva uning grafigint chizish y==f(x) ko' rinishda
berilgan funksivani tekshirish va uning grafigini chizish kabi olib
boriladi.

Avvalo, mos mvishda, 1 Ox va 7 Oy koordinatalar sistemalarida
=, =yl Tunksivalarning grafiklan chiziladi. x=¢(5). y=w(n
funksiyalarning grafiklarign qamab, 6-, 7-§dagi sxema bo'vicha
v =y (x) lunksiya tekshirilad) va grafigs chiziladi. (1) funksivaning
grafigini chizishda uning quyidngl muhim tomonlarini e‘tiborga
olish lozim.

Agar I ni — 1 ga almashtirdganda o'z shomsini 0 zgartirmasa,
X esa — x ga almashsa, unda funksiyaning grafigi ordinatalar o'giga
nisbatan simmetrik bo'ladi

Agar 7 ni f g alnashtinlganda x o'z ishomsinl o'zgartir-
masdan, y esn — ¥ ga nlmashsa, unda funksivaning grafigi
abssissalar o'giga nishatan simmetrik boladi.

Funksiyaning davr x =¢{7) va y =w(0 funksivalaming davriari
bo*yichn aniglanad,

(1) funksiya grafigining erdinatalar o°gi bilan kesishish nuqiass
koordinatalaring topish uchun, avvalo, =¢()=0 tenglamani
vechib, y=y(/) ning shu yechimlnga mos giymatlarini hisoblash
keruk. Shunga o'sshash, (1) funksiya grafigining abssissalar o'qi
bilan kesishish nuqtasi koordinatalarini topish wchun, avvalo,
y=y(H=0 tenglamani vechib, x=olf) ning shu yechimlarga mos
qrvmatian hisoblanadi.

Ba‘zi hollarda, (1) funksiva grafighning y = x vt y=—2 bissck-
tiisular bilan kesishish nugtalarinl topish ahamivatli bo'ladi,
buning uchun yw(H=alf) va y(H=—@(n tenglamalarini yechish
kerak, Bu vechimlargn mos kelgan x=¢ (1), »=w (N funksiya-
farning givmatlari (1) funksivi grafigining y =x v y =—x bissck-
trisalar bilan kesishish nugtalanning koordinatalarini ifodalaydi

240

; ilgzan
' sodda o, engamast Pt L L)
clvani figini nugtatar yo S TS
mn\ls.ﬁyawnmﬁ S’Sslfu bu funksiyaning grafigini chizing:
X = ‘2v
(2)
y= P
beriigan funksiyaning grafigini

) ‘rinishda T .
Yechilishi. (2) ko'rini ning’ uchun quyidagi jadvalni

nuqtalar yordamida chizamiz. B
(uzamiz:

W (2 e s

-

/ 0 1

x 0 | 4 9 | 4 2 12

1| -8 |—27| 64

o 0 1 8 27

Topilgan nuqtalar yordamida berilgan funksiyaning grafigini

chizamiz (14.1- chizma)

3
1
|
R
TRARS il 1 1 3 R
- 2 ;
2
-4
14.1- chizma.
2- misol. Ushbu funksivaning grafigini chizing:
x=1+1
(3)
y=1+r.
241




Yechilishi. (3) ko*rinishda berilgan funksivaning grafigini yugo-

rida ko' rsatilgan tartibda chizamiz: avvalo 1 Ox va t Oy koordinatalay

sistemasida, x = |+fva y=1+77 funksiyalaming grafiklarini chizamiz.

Endi yv=y(x) funksiyani tekshiramiz. Bu funksiyaning
aniqlanish va o‘zgarish sohalari D (p)"{—sej4ee) | E(¥)=[1:4),

1) y(—t=y(n bo'lgani uchun =0, ;'a‘ni to'g'ri chizig sim-
metriya 0'qi bo‘ladi. Ruvshanki, 1im y(x) = 4==.

2) Koordinata o'glari bilan kesishish nuqtalarini topamiz,
Ordinatalar o'qi bilan kesishish nugtalarini topish uchun x=0
yoki 1+r=0D tenglamani yechib, r=—1 ni topamiz. y=1+1?
funksiyaning =1 dagi qiymati y=2 ga teng. Demak, y=y(x)
funksiyaning grafigi ordinatalar o'gini B(0;2) nugtada kesadi.

3) Abssissalar 0°qi bilan kesishish nuquasini topish uchun y =0
yoki |+12=( tenglamani yechish kerak. /°=—1| tenglama haqiqiy
yechimga ega emas. Shunday qilib, y =/ (x) funksivaning grafigi
abssissa o'gini kesib o'tmaydi

4) Berilgan funksiya grafigining y =x va y=—Xx bissektrisalar
bilan kesishish nugtalarini topamiz: @) y=x bissektrisa bilan
kesishish nugtasini topish uchun 14+¢=1+7 tenglamani yechamiz,
Bu tenglamaning yechimlari 4=0, #=1 lardan iborat. Shunday
qilib, y=y(x) funksiyaning grafigi y =x bissekirisa bifan A(1.1)
va ((2;2) nugtalarda kesishadi; b) y =-x bissekirisa bilan kesishish
nuqtasini topish uchun 1+/*=—(1+n tenglamani yechish kerak.
Bu tenglama haqigiy vechimlarga ega emas. Demak, berilgan
funksiyaning grafigi y =—x bissekirisa bilan kesishmaydi.

Berilgan funksiyaning grafigi asimptotalarga ega emas,

Endi yugorida topilgan natijalar bo'yicha y =y (x) funksiyaning
grafigini chizamiz. Dastlab, ¥ =1 to'g'ri chizigni o‘tkazamiz. Rav-
shanki, y =y (x) funksiyaning grafigi bu 10°g'ri chizigdan yuqgorida
jovlashadi. y =y (x) funksiyaning ordinatalar o'qi bilan kesishish
nuqtasi B(0;2) hamda y =x bissckirisa bilan kesishish nugqtalari
va C(2:2), A(1:]) nuqtalarni belgilab, y =y (x) funksiyaning
grafigi chiziladi. Shunday gilib, x=1—1, »=1—1? funksivaning
grafigi 14.2- chizmada tasvirlangan/

3- misol. Ushbu funksivaning grafigini chizing:

X=fe,

y=te", (4)

242

14.2- chizmn.

.oordinatalar sistemalarida, mos ravishda,

g quygyzgﬁ:;msmﬁkhrini chizamiz (l4.3-. a),

e =re?vay=‘fr + funksiyalarning grafiklari bo‘y‘ck_’,a

b) Ch‘Zl“alar).'x,ani wkshil’amil- DU']’(-e";*ﬂ), E(y)=" (“"":¢0)

v =)f () ﬁ!iﬁ?mng limit giymati nolga teng, ya'ni ,‘L‘% ).,.,

‘;z::;i;::ing' grafigi 0(0.0) nu_qtadan o'tadi va x+y=0 to'gn
chizigqqa simmetrikdir (14.}- Cma'ﬁ?i:i o
4- misol. Ushbu funksiyaning gra ing:

¢ = 2acost —acose,
y= 2asint— asin e

¢ O1 koordinatalar sistemalarida, mos

Yechilishi. x O V2 cos2f, y=2asin/—sin2¢ funksiyalarning

ravishda, x=2d COSFERIR e botyicha y=y (x) funksiyani
grafiklarini chizamiz. Bu g6 243



|
d
3 ;|
4 1
‘M‘ . | 3 ) ) :
t =y ey ; - CH__.,.L’
: A !
) b
) 2 3 3
4
Tv
A
'
> S TR ey w1
X
H
2
d)
e 164- chizm
o a.

tekshiramiz. Ravshanki, D y=l—3a: a
’ 3 ’ . Loy 4 E £ ' i
ixggscnzz;'n_mfcgrfazﬁgj aEmwsq[nr 0'qiga ngsb;uz({n) silmrigﬁi‘:;ldil:o :'Z
bo‘lg;mligjdnno: i- : y ”2‘,’ sin—asin2f funksiyalar 2x davrga; -c'a
S [0:’ ¥y (x) .hll'!kSl)':l ham davriy bo'lib., uning dm?ri
s lim;t ;..x] qmllqmng chetki nugtalarda y =y (x) funksi-
ity wsvgl)man nolga 'lc.ng. Bu funksiyaning 'gmﬁgi 14.4-
iy 'f angan. Bu .ChIZIq kardioida deyiladi. ;
L. Ushbu funksivaning grafigini chizing;

X=ua cos’ 1.
y=asiny, (6)

Y .
7 (6“”) rmsmunkm):g’r:?n;(:r f;):lrci!mml;lr sistemalarida, mos ravish
I, a afiklanni chizamiz. ‘ta
}E‘;,(-J;) fun!;sgani ;ckshimmiz. Ravshlanlg'u glgd(t:::‘;lfjlga:o?
=|=a; a| dan iborat. Funksiyani g it tutar

b Adr s @) dan . ng grafigi k i
hqfi,anfai l:l(:sbat.u? simmetrik. Funksiya davriy bﬁlib og:;cii:ga(t!:?{
rat. Funksiya grafigining Koordinatalar .o‘ fari bi 5
= qlari bilan

lesishish nuqtalari, mos
ravishda, (a:0), (—a.0).
(0.a), (0;—a) nuqtalar-
dnn iborat, Berilgan funk-
civaning grafigi 14.5-
chizmada tasvirlangan
bo'lib, bu chiziq astroida —a
deyiladi.

6- misol. Ushbu funk-
siyaning grafigini chizing:

x = a(t —sint),
(7) 14.5- chizma.

y = a(l — cos?).

Yechilishi. Dastlab, xOr va yOr koordinatalar sistemalarida
v =a(t—sinf), y=a (1— cosf) funksiyalarning grafiklanni chizamiz,
so‘ngra bu grafiklarga ko‘ra y=y(x) funksivani tekshiramiz.
Ma‘lumki. D (W)=(—<si1e2), E (y)=]0;2a]. Funksiya davriy bo'lib,
uning davri 2 ga teng, Funksivaning grafigi ordinatalar o'qiga
nisbatan simmetrik. Funksiya grafigining koordinatalar o’glarn bilan

kesishish nugtalan:
) abssissalar o'qi bilan kesishish nugtalan

(0:4n a), -...
b) ordinatalar o°qi bilan kesishish nugtasi esa O(0,0) dan iborat.
Berilgan (7) funksiyaning grafigi 14.6- chizmada tasvirlangan. Bu

chizig sikloida deyiladi,

(0:0), (0:2% a),

&y
—Te -l ¥ - _I:ﬂ' T 2en ¥
14.6- chizma.
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Mustagqil yechish uchun misollar

lenglamasi parmmetrik shaklda berilgan quyidagi funksiyalarning
raliklanni chizing:

|,., I x=f =2, xn'i_l;
| 2. 3.
]\' = 14, v=1+2, '
y = 45—
-1
4 x=t —3n, x=l6cost, x=]=1,
y =1 — Garctgt. y=3sinz. y=1—1
. |x= cos' 1, x=te~',
v=sin'1s, y=2t+e%,

Mustagil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

Yy
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an
e
a7
ne
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LR
ol
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Q4
i A% Ak 04 A2 93 U3 w4 WL on T’.
ol
vhloma, *
wh
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b
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{ 0 fn ['( b ;'\ f'ii" nx
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e
L8 |
0y
nA
[ &)
o4
(3
[

IIIJ

v-—-—'_..,.,
L L)
3 ' 40.20 6D Y0800 4 x '1

7 chizma,

8- chizma.

15- §. QUTB KOO :
BERI a RDINATALARIDA
LGAN FUNKSIYALARNING GRAFIKLAR]

1. Qutb koordin
nugtalarning °'rn'1ni. “:::J ksistem '""!ﬁ_h tushuncha. Tekislikdagi
biror O nuqta oy quIb koordinatatar sistemasida aniglash uchun

O nugtani qu}b‘ 0;" e YO .‘

Bunda p= Opy
A stk shu M nuc!taning quib radiusi,  burchak esa M
burchak del m;;""’@’ deyiladi. ¢ burchakni trigonometrivadagi

S inishga kelishib olamiz, ya‘ni by burchakni

whorasi bilan 42xk , ke Z qo'shi-
luvehi anigligida qaraymiz. p va Mp: )
¢ ni M nugianing qutb keordi- [T p
natalari deb ataymiz va M(p;p) '
shaklda yozamiz. M nugta quth :
burchagining —=x<@<=x lengsiz- 0 £
liklarni ganoatlantimadigan giv-
mati uning qutb burchagining
bosh qiymari deb ataladi,

Yuqorida aytilganlarga bi- 15.1- chizma.
noan, quth koordinatalari uchun
p 20 va —n<¢<rx tengsizlik o'rinli bo'ladi. Qutb koordinatalariga
bunday shartni go'ymaslik ham mumkin. Bu holda p bilan ¢ ni
umuman -« dan +e gacha o'zgamadi deb gamladi. @ burchak —e-
dan +=- gacha o'zgarganda qutb koordinatalar sistemasi
umumiashgan qutb koordinatalori sistemasi deyiladi.

Agar M nuqtaning gutb koordinatalari ma‘lum bo'lsa (15.1-
chizma), u holda uning Dekart koordinatalari x =pcose, y=psing
formulafar orgali ifodalanadi .

Agar M nuqtaning Dekart koordinatalan x va y berilgan bo'lsa,
u holda uning qutb koordinatalari:

v

p=yxi+y’, cosg= :2. sing= z.@::zarclg:'r
Jx +) Jx +y

formulalar orgal topiladi.

Ba‘zi bir masalalarmi yechishda qutbdan o“tuvchi bitta to'g'n
chizigda O nugtaning turli tomonida jovlashgan ikkita M va N
nuqtalarni garashga to'g'n keladi (15.1- chizma). Bu holda M va
N nugtalarning qutb burchagi sifatida OF kesmadan OM nurgacha

9
B-x.v) Algy) el {lp.p)
0 e \ // o
Q X
a) b)
15.2- chizma.
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Ta
0 9 .
1 = .
. |
, |
Bx. o) | Al - Birsw )
“ b A, (22— g p)
15.3- chizma,

bo'lgan burchakni olish mumkin. Bunda p ni M nugta uchun musbat,
N nugta uchun esa manfiy deb hisoblanadi.

Qutb koordinatalar sistemasida berilgan funksiyaning umumiy
ko'rinishi p=f(@) voki Flp:@)=0 shaklida bo‘ladi. p=f(@)
funksivani qutb koordinatalar sistemusida tekshirsak, Dekart
koordinatalar sistemasidn ¥ =f(x) ga taggosiash yo'li bilan ham
amalga oshinsh mumkKin, bunda p ni ¥ ga, @ ni esa x ga almashtiriladi.
p=/f(p) funksivam tekshinsh sxemasi y=/(x) funksivani tckshi-
rish sxemasi Kabi tekshiriladi. y=f(x) funksivaning aniqlanish
sohasi [a,b] endi p=f(¢) lunksivaning aniglanish sohasi
a<@sP ga mos bo'ladi. y=f(x) funksiyaning x,, X ... maxsus
nugtalari p=f(¢) funksivaning @ =x, ¢, =x,, ... maxsus
nugtalariga mos keladi.

1) y=/(x) juft funksiva bo'lsin ., U holda f(x)=f(—x) tenglikka
asosan, »=f(x)) egri chizigning A4 (x; ») va B(—x:y) nuqtalar
p=f(9) egri chizigning A,(g;p) va B (m—pip) nuqralariga mos
keladi. y=/f(x) egn chizigning A (x;—y) va B(—x,—y) nugtalan
p=f(p) cgri chizigning A,(p:2n-¢) va B,(p:n+¢) nugtalariga mos
keladi (15.3- chizma).

2) y=f{(x) toq funksiya ba'lsin. U holda Dekant koordinatalar
sistemasining koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo'lgan
A y) va B(—x, —y) nugtalari qutb koordinatlar sistemasining
quibiga nisbatan simmetrik bo'lgan X,(o;p) va B,(pin+p) nugtalarga
mos keladi (15.4- chizma), Dekant koordinatalar sistemasidagi
A(—x; — 3) va B(x:—)y) nugtalar esa qutb koordinatalar sistema-

sidagi A|(P;;+‘9) vil B.(P: 3;44') nuqtalarga mos keladi.
(15.5-chizma),
250

A, Lxe)

L
/45
.

A-x, ¥ \ —>
»

3s
Bip: g +9)

15.5- chizma '
>0 bo'lganda abssissalar 0°qiga

i ] ‘I8 koordinatalar sistcmasi_dag
nislzatm:mslzl:r:“c?:; :ﬁc:::l'argac?tﬁb koorglinatatar m',sg'em'az)‘.xdagl
A(.\.j")) ‘;1 Bip'-z;wp) nugialar mos keladi. (15.6- f:l?u‘.n:.:o,‘ e
A‘(‘:;p .r v‘=f. (x) egri chiziq x<0 bo‘!gan_dn ab&a&sa nmnsidagi
1 ?rg\:bolsa bu chizigning Dekart kqordtmual.lr slsxg‘ it
s,;n(lmi" y) va 'B(—x'. —y) nugtalan qutb koorgins

@) vi B\(P'-s: —(P] nuqtalariga mos

§) agar y=f(x) funksiya davri‘y l.m‘lsa. p=/(q) funksiys

har;\ davriy bo'ladi va uiam‘lng da‘:rrl(al;;l S ;l(l;()) Lc;\g L jpaat.
y=f(x) chegaraianga x) <M) be

maﬁn; ‘im c& y=Mto'gm chiziglar oras.lda..z‘q’:a;i.nr.h:i!in‘;gg‘ {;\g‘s

g=f (@) funksiya uchun ham m<f (cp)(h{ tengsizh b deig,
g=f (@) funksiyaning grafigi ichki radiusi m, tashq

bo'lgan halqaning ichida joylashadi.

3) agar v=/(x) egri chizig x

=
sistemasining A | Pyt
keladi (15.7- chizma).
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/ Aip.
00"

5 —>
1
Bx; -n
Bip. — In «9)
l5.6- CMma
v A\
A Lo
Aax, y) ot
0 > \
A m
/ ;
M-x, 9
ﬂl,v. 2—y)
a) Bip.2a
15.7- chizma & W -

Agar y =f(x) funksiya x=
: A va X =x, nugtada ekstrem 4 e bo'ls
) e o G s b b
ABAT J & siva biror oraligda ki 3
ardinat i : aligda kamayuvchi bo'ls:
“l‘ :.,,::.".,.:E: sustcmagda p-::f (@) funksiya uchun ‘l““:x:ﬂ:;i‘:x.s ‘Ql.nb
clkws; -sﬂrf:lkasx bo'vicha harakat qilganda kam'l adi i
v i--/?:)(i'zmkrsl‘har?km qiiganda esa uning giymati or‘t::(‘l’i i
e cnsinm p:(};‘;lgl]nz ul‘)bckf:o l:’qordinamlar.slﬁtemas;daéi y=¢
s A rdinata sistemasi - Y
lll!)lt.\l‘lk aylana bo'lib ko'chadi. Xususiy holdaa“an P as radiusli
qaga avianadi, : ¢ =0bo'lsa, aylana
.‘. ] ) ‘hizi imne .
{ikal f':’m“::ﬁ“l{mw Dekart koordinatalar sistemasidagi x =b
ey YP aSl'qutb koordinatalar sistemasiga =5 nur bol
. Xususiy holda b=0 bo'lsa, x=0 asimploia qml:

21 | 1 . b ~ $

hiror butun son) bo'l ;
sa, x =0 asim == i
bao'lib o'tad:, e - S

15.8~ chizma, 15.9- chizma

Agar ¥y =f(x) chiziq Dekart koordinatalar sistemnasida y =ax + b
psimplotaga Cga bo'lsa, bu og'ma asimptota quib koordinatalar
cistemasiga p =ap + b Arximed spirali bo'lib o'tadi, Xususiy holda
y=f(x) egn chizigning y =ax asimptotasi p =ap Arximed spirali
ho'lib o'tadi.

{- misol. M Q:} auqlani yasang.

Yechilishi. Te islikda @ qutbni belgilab undan Ox qutb o'qini

o‘tkazamiz Ox o'gini musbal yo' nalishda % burchakka buramiz va

unda musbat yo'nalishda 2 birlik kesma ajratamiz, natijada OM
kesta hosil bo'ladi. Bu Kkesmaning M uchi izlanayotgan nudqta bo'ladi.
(15.8-chizma).

2-misol. -‘1[—3'- I‘}.] nugtani yasalng.
Yechilishi. Ox qutb o'qini o'tkazib, uni % burchakka buramiz

va shu bilan OM musbat )'o‘nalishni aniqlaymiz. Endi p=—3
bo'lgani uchun OM ning teskan yo'nalishdagi davomida |—3}=3
birlik masshtabni olamiz, bu kesmaning uchi jzlanayotgan
A{ =33 nugrani beradi (15.9- chizma).

2. Qutb koordinatalar sistemasida funksiyalarning grafiklarini
chizish. p=/(9) funksiyaning grafigini chizish gquyidagicha
bajariladi:
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y=f(x) funksiva quriladi;

b) p=f(p) lunksiyani tekshirish qoidasi, xuddi y=f(x)

funksiyani tekshirishdek bo'ladi (6-, 7-§ larga q.):

d) p=f({p) funksiyaning grafigini chizish y =f(x) funksivaning

grafigi bo'yicha bajariladi.
I-misol. p=ap (0>0) funksiva grafigini chizing.

Yechilishi. Qutb koordinatalar sistemasida ba'zan funksiyalarning

grafiklari nuqtalar bo'vicha chiziladi,
>0 giymatlar uchun jadval tuzamiz:

a) p=f () funksiyaning grafigini chizish uchun unga mos kelgan

o T - Il x| 5| 3n|7x | 25| 9% |5x|tix]| 3%
4|121|3 41214 412] 4
p 0 |08alt6al2.50)3.0a] 3.9014.7015.5q]|6.34] 7,14 7,9&1 &.7al9.3a

Koordinatalar tekisligida vuqorida topilgan nugqtalarning
o'rinlarini topib, ularni chiziglar bilan birlashtirish natijasida @>0
bo'lganda funksivaning grafigi hosil bo'ladi (15.10- chizma).

2-misol. p=ae*™ (a va k — o'zgarmas musbat sonlar) funksi-
yaning grafigini chizing,

Yechilishi. Bu tenglama bilan berilgan chiziq logarifmik spiral
deyiladi. Umi chizish uchun ¢ burchakka ixtiyoriy givmatiar berib,
bu giymatlarni berilgan tenglamaga qo'yamiz va undan @ ning bu
givmatlariga mos bo'lgan p ning givmatlarini aniglaymiz:

A

i

15.10- chizma.

15,11~ chizmn,

2 “‘3; 2x,... qiymatlarni ga-
Al Q= «oes ™" ._2."‘4. .4.2.- i ri
hul:?llib o'sih borsa, tenglamadan aniglangan p ning qiymatlia

quyidagicha bo'ladi: . % st vk Iak

iz I A 4 Az 1"
p = .. aC 0! ‘1E l] ae a Y 2 .ae pann b
b » 1 L Rt | L ’

Ushbu

L “':‘ %‘ = a‘.!i : <
(oe"'.—x)vt"e_?.—:]'{w‘ i (EONL g€ g W8 12

i olamiz, . .
nqu:’z:lr’n ;a:(ln":linalalar sistemasida yuqorida topilgan nugtalarning

i chiziq y idda birlashtirish natijasida
‘entind topib. ulami raven d\mqwu.iam} b il
O::;: ttf\)il::l;tsi\mning grafigi hosil bo'ladi (.lnfl.l -_chnzm.:).
; 3- misol b’a%s'm?.qﬁ funksivaning gmﬁg!n.x chizing. =
Yechuisl;l p=4sin2@ funksivani lckshmshda., uu; { 1%' o
il adi. y=dsin2x funksiya VX€
iva bilan taqqosianadi. » | . -
funklswq : ' demak, p=4sin2e funksiya hnm_\-hp da m‘lfqm:?;:.‘
nmqvirgfin"t toq funksiya, demak, p=dsin2¢ funksiya QUITES
| : : i ‘rik‘ . . b N -
mw"f:sif:?tnzwﬁv funksiva, uning eng ktf:i}\k m’\:\bal dzmd,;'\ :l‘
holgh p=4sin2e ham davriy funksiya bo'lib, T=r unng
bo‘la'(‘i—i'%in?.x funksiva chegaralangan (I{six;z.\litt). demak,
p=;$‘sin2(p funksiya ham chegaralangan (4 sin 2 <4).

] | x=12 dn maksimumga
y =4sin2x funksiva [0:x] dagi X =3 nugta

iz yi g Yo (x )s —4 ]
, [*]=4] x=", nuqgtada esa minimumga 4
R " 255




¢ga bo'ladi, p=dsin 2¢ funksiya mos ravishda = i vag= ?’

nuqtalarda 4 va —4 ekstremum Qiymatlariga ega bo* ladx

Yy =4sin2x funksiya X& (0. 4 ]U( J:ZR) oraliglarda o'suvchi
xe|%:Z of% 3= i
43 2" 4 | omaliglarda esa kamayuvchi, demak, mos

o cavloy - . 3
ishda p=dsin 2¢ funksiya ham @€ ( 0; 4 )U( ::’t) oraliglarda

3 In %
o'suvchi, pe ( )U(z ' ) oraliglarda esa kamayuvehi.

LIRS 355 X e ¥ B e ) -.‘.

X
a)

15.12- chizma.
256

y=4sin 2x funksiya grafigi asimptotaga ega emas, u holda
p=4sin 2¢ ham asimptotaga ega bo'lmaydi.

Demak, p=4sin 29 egri chiziq markazi qutbda, radiusi 4 ga
teng bo'lgan doirada joylashadi,

p=4sin 2¢ egri chizigning qutbga nisbatan simmetrikligi va

uning davriyligini hisobga olib, [01;] kesmada p=4sin 2¢

funksiyaning grafigini quramiz.
Bu grafikni yasash uchun, dastlab xarakterli nuqtalarni topamiz:

A (4; ) 4@0.4(0F) 8 (25 & (22 Je [z 2)

Bu nuqgtalari ravon chizig vordamida birlashtiramiz, natijada
0< @< 7 dagi p=4dsin 2p funksiyaning grafigi hosil bo‘ladi (15.12-
chizma, (a)). p=4sin 2p cgri chizigning qutbga nisbatan simmet-
rikligini hisobga olsak, — s <0 uchun p=4sin 2p egri chiziq
grafigini chizamiz (15.12- churma (5)). Qutb atrofida burchakm
n burish natijasida p =4sin 2¢ funksiyaning grafigi hosil bo'ladi
(15.12- chizma (d)),

3. Qutb koordinatalar sistemasida funksiya grafiklarini almash-
tirish. Qutb koordinatalar sistemasida p =m/f (¢+a)+b funksiyaning
grafigi ham Dekart koordinatalar sistemasidagi y =m/f(x+a)+b
funksivaning grafigi kabi chizilib, bunda quyidagi xossalarga
asoslaniladi:

1. p=—f(9) va p=f(g) funksivalarning grafiklari qutb
boshiga misbatan simmetrik bo'ladi

2. p=f(—w) va p =/ (@) funksiyalarning grafiklari qutb o'qiga
nisbatan simmetrik bo‘ladi.

3°. p=mf(p) (m>0) funksiyaning grafigi p=/(p) funksiya-
ning grafigini qutb o*qi bo‘ylab m marta gisish (cho‘zish) natijasida
hosil gilinadi.

*. p=f(p+a) funksiyaning grafigi p=f(g) funksivaning
grafigini & burchakka burish natijasida hosil bo‘ladi.
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15.13- chizma. p = cosg. 15,14~ chizma. p = cos(pi).

15.16- chizma. p = 2¥3couipel)

15.15- chizma. p = Jcos{y+!)

5%, p=f(p)+b funksiyaning grafigi p =/ (¢) funksiyaning grafigini
qutb o'qi bo*ylab & masshtab birligiga parallel ko*chirish natijasida
hosil gilinadi,

Misol. p=2+3cos(p+1) funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Avvalo, p=cose funksiyaning grafigini chizamiz
(15.13- chizmaga garang), so‘ngra yugoridagi 3Y..5% - bandlarga
asosan, p=cos(e+1) (15.14- chizma), p=3cos(p+1) (15.15-
chizma), p=2+3cos{@+1) funksivalaming grafiklarini ketma-ket
chizish natijasida beriigan funksiyaning grafigini hosil gilamiz
(15.16- chizma),

258

Mustagil yechish uchun misollar
Funksivalarning grafiklarini chizing:

1. p=amsin3p. 2. p=2+6cosq. 3. p=3+4cosy.

2 _ aSing e @
4, P‘—'sino‘“‘- 5. p=2 Rl 6. p=6siny.
! 3
7- p= :4 8- p=¢‘

Mustagil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

2- chizma.
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16- §. OSHKORMAS SHAKLDA BERILGAN
FUNKSIYANING GRAFIGI

1. Oshkormas shaklda berilgan funksiyaning grafigini tekshirish.
Tenglamasi F(x, y)=0 shakida berilgan funksivani garaymiz. Bu
shaklda berilgan funksiyalar algebraik va transsendent funksiyalarga
bo'linadi.

Agar F(x, ») funksiya @,(x,v), @,(x.y),..., 9, (x.») funksiyalar
ko'paytmasiga yoyilsa, F(x, y)=0 tenglama @,(x.»)=0, p.(x,»)=0,...
@, (x,)=0 wenglamalar sistemasiga ckvivalent bo'ladi.

Agar egni chiziq tenglamasi F(x, ¥)=0 da x ni —x ga almashtinli-
ganda, u o'zgarmasa, chizig ordinatalar o‘giga nisbatan simmetrik
bo’ladi.

Agar egri chiziq tenglamasi F(x, v)=0, da y ni —y ga
almashtirilganda, u o'zgarmasa, chiziq abssissalar o*giga nisbatan
simmetrik bo‘ladi.

Agar egri chizig tenglamasi #(x, »)=0 da bir vagtda x ni —x
ga, y ni —y ga almashtinlganda, v o'zgarmasa, chiziq koordinatalar
boshiga nishatan simmetrik bo'ladi.

Agar chiziq tenglamasi F (x, »)=0 da y ni x ga. x ni y ga almash-
tirilganda, u o'zgarmasa, chiziq y = x bissektrisaga nisbatan sim-
metrik bo'ladi.

F(x+a, v)=0 tenglama bilan ifodalanadigan chizig F(x, y)=0
tenglama bilan ifodalangan chizigni abssissalar o'qi bo'ylab |
masshtab birligiga parallel ko‘chirish natijasida hosil bo'ladi, bunda
yo'nalish @ ming ishorasiga teskan bo'ladi.

F(x.p+h)=0 chiziq F(x, y)=0 chizigni ordinatalar o*gi bo*vlab
|h| masshtab birligiga parallel ko'chirish natijasida hosil gilinadi,
bunda yo'nalish b ning ishorasiga teskari bo‘ladi.

l(: ).] chiziq F(x, y)=0 chizigni abssissalar o‘gi bo'ylab
p marta sigish (cho‘zish) natijasida hosil qilinadi.

F[:.: =0 chizig F(x. y)=0 chizigni ordinatalar o‘qi bo‘y-

lab ¢ mana’sigish (cho'zish) natijasida hosil gilinadi,

F ; + 0-: +b ]= 0 tenglama bilan ifodalangan chiziq yugori-
dagi almashtirishlar vordamida F(x, y)=0 funksiyaning grafigi orqali
hosil gilinadi.
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el p—— =

F(x, y)=0 chizigning abssissalar o‘qi bilan kesishish nuqtalari
F(x,0)=0,

Fix, y)=0

sistemaning yechimlaridan iborat bo'ladi. F(x, y) funksiyaning
grafigini anigroq chizish uchun bu chizigning koordinatalar
o‘glarida yotmagan ba‘zi nuqtalarini topish magqsadga muvofig
bo'ladi.

Bu yordamchi nugtalami F(x, »)=0 chizigning y =kx to'g'ri
chizig bilan (& ning har xil giymatlarida) kesishish nuqtalari sifatida
axtarish kerak.

F (x, y)=0 chiziqning gorizontal asimptotalarini topish uchun,
x ning bu tenglamada qatnashgan yuqori darajasi oldidagi
koeffitsiyentini nolga tenglashtirish kerak, bunda koeffitsiyent
o‘zgarmas migdor bo'lsa, u holda chizigning gorizontal asimptotasi
bo'Imaydi.

F(x, ¥)=0 chizigning vertikal asimptotalarini topish uchun
esa, y ning tenglamada qatnashgan yuqori darajasi oldidagi koefTit-
siventini nolga tenglashtirish Kerak.

F(x, »)=0 chizigning og‘ma asimptotalarini topish uchun
tenglamada v ni kx+b ga almashtirib, ikKita x ning eng yuqori
darajalari oldidagi koeffitsiventlamni nolga tenglashtirish kerak.

1- misol. Ushbu egr chizig ikkita gorizontal asimptotaga ega
ekanligini ko'rsating:

X1y Ly 4—25x =0,

Yechilishi. Hagigatan ham, berilgan tenglamani quyidagi
ko‘rinishda yozamiz:
(y*—=25) x*+y*=0.
x? oldidagi koeffitsiyentni nolga tenglashtiramiz:
y*—=25=0 yoki (y—35)(y+5)=0.

y=5, y=—35 to'g'n chiziglar berilgan egri chizigning gorizontal
asimptotalari bo'ladi.
2-misol. 2y*—x y*—6x' y=0 egri chiziq bitta vertikal asimptotaga
ega ekanligini ko'rsating.
Yechilishi. Hagigatan ham, berilgan tenglamani quyidagi
ko'rinishda yozamiz:
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(2—x)y *—=6x'y=A).
¥ va X' oldidagi koeffitsiyentiarni nolga tenglashtiramiz;
2—x=0, voki x =2,
=6y=0, yoki y=0.
Demak, x=2 va y=0 to'g'n chiziglar, mos ravishda, berilgan
egri chizigning vertikal vat gorizontal asimptotaiari bo'ladi,
3- misol. x™+y'—4x*=0 egri chizigning og'ma asimptotaga ega
ekanligini ko’rsating.
Yechilishi. Hagiqatan ham, egri chiziq tenglamasidagi » ni
kx+& ga almashtiramiz:
X4 (kx+ by —6x7=0,
X R 3 b+ 3kxh b b= 0,
(R (3R5—6) X243k x+b'=0,

Endi &' va x* o'zgaruvchilar oldidagi koeffitsiyentlarni nolga
tenglashtiramiz:

1+ =0, k=1,
yoki
3k —6 =0 bh=2.

Demak, y =—x+2t0'g"ri chiziq berilgan cgri chizigning og'ma
asimptotasi bo‘ladi,
4- misol. x*+2y —x'—y*=( egri chizigning grafigini chizing.
Yechilishi. Oshkormas shaklda berilgan funksiyaning aniglanish
sohasini topish uchun berilgan tenglamani y ga nisbatan yechamiz:
(O —1) eyt |
yoki

y,=:t\ﬁ*dx‘-—-x’+l va y,:iJl— X —x+1,
b

Natijada, egn chizigning ikkita shoxiga cga bo'lamiz. Birinchi
shoxning aniglanish sohasida ixtivoriv x uchun

x'—x* 4120 yoki (x* =1)'+x*20
tengsizlik o'rinli bo'ladi.
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16.1- chizmu.

x's 2y] -x —y‘ =0 (Dy = 4 /l+ A —xta,
@)y =t 1=yt~ x4,

Ikkinchi shoxi uchun esa

Jr' —x?+1<1 yoki X —150

tengsizlik [xi€l o'rinli bo'ladi

Demak, egri chizig birinchi shoxining aniglanish sohasi (~s=+=),
ikkinchi shoxining aniglanish sohasi esa [—1;1]. _

Egri chizig koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik boladi, chunlsl
xni—xga, yni — yga almashtirganda egn chiziq tenglamasi o'zgamaydi.

Berilgan egni chizig gorizontal va vertikal asimptotalarga ega emas,
chunki x* va ¥ o‘zgaruvchilar oldidagi koeffisiyentlar o’zgarmas.

Endi og‘ma asimptotani topish uchun y ni kx+b ga
almashtiramiz;

X— (ko by —x+ 2 kx+ by =0.

Bunda x* va x’ o‘zgaruvchilar oldidagi koeffitsiyentlarni nolga

tenglashtiramiz:

kK —1=0, k=%l
yoki
ak’b=10 b=10.
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Demak, y =x va y=—x to'g'ri chiziglar berilgan egri chizigning
og'ma asimptotalari bo‘ladi.

Egri chiziqning bir nechta go‘shimcha nugtalarini topamiz.
Buning uchun ushbu sistemani yechamiz:

X‘+2y:—xz—y‘ =0,
y = kx.

a2
Bu yerdan x,,=0 va x'= 'l 2:‘

bo'ladi.
Berilgan funksiyaning grafigi 16,1- chizmada tasvirlangan.
5- misol. y*—x*—8=0 funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Tenglamani y ga nisbatan yechamiz:

yzthx’ +8.

Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi;
D (F)=|—2;4e=)
bo'ladi. Funksiyaning grafigi Ox o'qqa nisbatan simmetrik, chunki
»y ni —y ga almashtirganda egri chizig o*zgarmaydi.

Egri chiziq asimptotalarga cga emas. berilgan funksivaning
grafigini chizish uchun, yugori shoxini chizamiz, ya‘ni
y=yx’ +8. Bu chizigning koordinata o‘glari bilan kesishish
nuqtalarini topamiz: A(0;2,2), B(—2;0). 1 = x’ +8 deb belgila-
sak, bunda y = J7 bo‘ladi.

Ravshanki, y = va r=x'4+8 funksiyalarning grafiklari
ma'lum.

Yuqori shox uchun chizilgan funksivaning grafigini abssissalar
0'qiga nisbatan akslantirib, izlanayolgan funksivaning grafigini hosil
gilamiz (16.2- chizma).

6-misol. »'—9x*+x’=0 funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan tenglamani y ga nishatan yechamiz:

y=oxt —x°.

Bu funksiyaning aniglanish sohasi: (—=;+=) dan iborat.
Berilgan funksiya vertikal va gorizontal asimptotalarga ega emas.
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. Agar k=0 bo'lsa, x=t]

16.2- chizma. y—x'—8=0. (1) ¥ =/x* +8.
(2) y=—Jx +8.

Endi og'ma asimptotasini topamiz:

(kx+ by —9x"+x'=0.

Kal=(, ' l =—1,
yoki
h—9=0 b=3.

x+y=3 to'g'ni chiziq funksiya grafigining og'ma asimptotasi
bo*ladi. :

=9x'—x" deb belgilaymiz, bunda y = fr. Ushbu #=9x'—x" va
y =34t funksiyalarning grafiklari yordamida izlanayotgan funk-

sivaning grafigi chiziladi (16.3- chizma), R
7-misol. x*+y*—x—y*=0 funksivaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan tenglamani quyidagi ko'rinishda yozamiz:

2 | e S | T
(x —2]2+(y 2)1 5 0.
Bu egri chiziq koordinata o'glari va y=x hamda y=—x
bisscktrisalanga nishatan simmetrik bo'ladi, chgnkn F( —-_x.—.y}--lj‘ (x, »
va Fx, »=F(y, x). Endi 0 <x< y qismdagi grafikni chizamiz, Bu
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10

16.3- chizma, v'+rx'-Ox' =),

shartlarda berilgan tenglamani v ga nisbatan yechamiz:

e | N (e e
y= t\(! + \[:+x B
< | | 2 <03 :
Buning » =J5+J atx —x* shoxobchasini qaraymiz.,

Ravshanki, x5l bo'lsa, chegaralangan, x>1 bo'‘lsa,

fi Y a1 B T Ak ) [
gtx —x <2,y<l. Z= X —X nz—(x -—2]52

o—

| 1 1
funksiya ¥ = J day= "2 + J; eng katta giymatga erishadi.

1 [
(0; Ji] da (xz _ZI ifoda ; dan 0 gacha kamayadi. z

|
funksiva ; dan : gacha kamayadi, y funksiva esa | dan 1’2 * Jz
gacha o'sadi. :

1
x o'zgaruvchi N dan | gacha o‘sganda, (XI -—-;-)l ifodaning

qiymati 0 dan : gacha o'sadi, shuning uchun z endi ; dan :
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1 1 A
gacha kamayadi, y esa J! * \[; dan | gacha kamayadi.
Izlanayotgan funksiyaning grafigi 16.4- chizmada tasvirlangan,

e
T L)

3
-

»~

=
-

16.4- chizma. ¥+ v'—x’ — yi= 0.

Mustagqil yechish uchun misollar

Oshkormas shaklda berilgan funksiyalarni tekshiring va grafigini
chizing.

1. yt*—x'—1=0, 2. xiyl—yt-25x=(,
3. 3xyi=x'-2. 4. (y—x?)=x’,

5. y*=x¥x—1). 6. vi=x(x—1)°

7. Oy =4xi—x*. 8. yi=x?—x*

9. yi=(1—x). 10. y=x(x'—4).
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Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

AV

"4 S~
> ——
1- chizma.
i ~
& Dy : &
'
L - M e 0 ’ S
J ' C
- Ny
2- chizma.
' \J 1
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01 S 03 04 03 o4 &7
4- chizma.

vy v "
P R2 U BA UL BE 2T R M

y

5- chizma.

a2

ad

L3

6~ chizma.
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8- chizma,

(R
|
\'| 0.

- .-,\-- S .-'..-. vl
as 9 3
s

\\/\//

10 chizma,

-l

17- §. MURAKKAB FUNKSIYALARNING
GRAFIKLARINI CHIZISH

I. Murakkab funksiyalarning grafiklarini chizish. u=o(x)
fnksiva Xto'plamda, v=/(u) funksiya esa £ 10'plamda aniglangan
ho'lib, w=¢(x) funksiyaning qiymathir to'plami Az E bo'lsm. U
holda X to'plamda y =f(p(x)) murakkab funksiva aniglangan
bo'ladi. Bu murakkab funksivaning grafigini quyidagi tartibda
chizish 1avsiva etifady

) v =/ () va w=p(x) funksiyalorning grafiklar alohida-alohida
chiziladi (17.1-a, b- chizmalar);

2 y=f(u) va w=p(x) funksiyaning xossalaridan fovdalanib;

B w=(x) funksiyaning x=xe X xarakterli nugtasini olib,
ungn mos kelgan u,=elx,) qiymatni topamiz. So‘ngra 17.1-a
chizmadagi Ow o'gidan g, givmatni ajratib, unga mos kelgan
v, =A0x) givmatnt topib, x Oy koordinatalar sistemasida f(@(x))
funksiya grafigining A (x,; »,) nugtasini aniglaymiz. Shunga
o'xshash holda vana bir nechta xarakterli nuqtalarni topib, ularni
birlashtirish natijasida izlanuvchi y =/ (p(u)) funksiya grafigi hosil
qitinadt (17.1-d chizma).




d

o /’

=l x/ ‘
Q@

> -»
" / 0 7 X

—

b)

-\"

| N

| 'l“ b — — ]

l | b -~
n - d

W)

17.1.- chizma. &) y=f(u), b) w=p{x). H yf(olu).

1- misol. y =¢ * funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. « =x* belgilash orqali berilgan funksiyani y=¢*
ko'rinishga Keltiramiz

#=x' funksiyis Xe=(—=a;+es) aniglangan bo'lib, uning givmatlari
to'plami {u}={0;4+=) dan ibort. y=e* funksiyaning aniqlanish
sohasi E=(-se =) bo'lib, {}={0;4=)=F bo'ladi.

Endi y=e~* murakkab funksiyaning grafigini vugorida
ko'rsatilgan tartibda chizamiz.

1) y=e" va u=x* funksiyalarning grafiklarini, mos ravishda,
# Oy va x Oy koordinatalar sistemasida chizamiz (17.2- o, b-
chizmalar).

2) y=e* funksiya (—==;4e+) da aniglangan bo'lib, uning qiymatlar
to'plami [0;4e) dan iborat, funksiva kamayuvchi, (-ei4es) da
funksiyaning grafigi gavarig bo'lib, (0;1) nugtadan o'tadi, x-»
da y—0, x5 esa u—+ee, 4=0 10°g'ri chiziq funksivaning
grafigi uchun gorizontal asimptota bo'ladi.

u=x' funksiya (-=;+~) da aniglangan, uning qivmatlar
to'plami (0:4w) dan iborat, funksiya juft bo'lgani uchun uning
grafigini x>0 uchun chizish vetarli.
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17.2- chiznan, o) w=x, B) v=e, ) y=e

3y y=e* funksiya |0:4+) omligda kamayuvchi, ¥ =x* funksiya
4 [!'?'.o «) din o'suvchi bo'lgani uchun, y=e * funksiya [0+e)
oraligda kamayuvchi bo'ladi. x,=0 da u,=0. Ou o'gidan y =
qivmatni alratib, unga mos kelgan y=f(x,)=1 glymatni topiht
¢ Oy koordinatalar sistemasida M (x;:y,)=M(0:1) nugtani
miqlaymiz. Ravshanki, M (0:1) nugtada y=¢ * funksiya eng
kntta givmatga cga bo‘ladi. Shuningdek, x—vi== va y—ie da y—{)
(17.2 d- chizma).

2-misol, v=2*" funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. » =sin x, y=2* funksiyalarmi quraymiz. Ravshanki,
bu funksivalar murakkab funksiyani tashkil etadi. Bu murakkab
Minksivaning aniglanish sohasi (—==;+=), giymatlari sohasi esa

T
R

[y y=2* va u=sinx funksivalaming grafiklarini #Qy va xOu
koordinatalar sistemalarida alohida chizamiz (17.3 o, & chizmalar).
2) y=2* funksiva (-=,+=) da o'suvchi, #=sinx funksiynnng eng
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dan tborut,




il

iy

— o —

il

IT3-'chirms. o) y=12", K y=sin, ) y =2

2T

(——

lachik divn 2xbo’lib, [— ; + 3’“‘&; + 3’”‘] (ke Z) ombigd o'suvih,

'; + 2k, 4 lkx] (k e Z) oraliglarda esa kamavuvehi bo'ladi

2
A 3

3) Quyidagi x,=0, x; = ; Xy =R Xy = ;
lurni olib, ularga mos kelgan &,=0, u =1, u=1 qiymatiarni

topamiz. Ou o'qidan 1,=0. u,=1, 1,=0, u,=1 giymatiarni ajratib,

xarakterhh nuogla-

ularga mos kelgan w=7(w)=1, y=2, =1, ¥ = _ qivmatlarn

(V12 e

topib, x Oy koordinatalar sistemasida M,(0; 1), M.[ . ) M, (1)

S ; : R .

nugtaiarni aniglaymiz. Ravshanki, funksiya M,[,.Z] nuqtada

. . 3=z, 1 .
eng katta givmati 2 ga, M3l 55, | nuqtada ésa eng kichik 3
qiymatga erishadi (17.3- d chizma),

W
| . : ;
3- misol. y=|2— 5 X | funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. 1. Aniglanish sohasi: D{y)={—==;+==}. Aniglanish

X~ =00

)
2id 4 S s p |
sohasining chegaralaridagi giymatlari; lim (2» 4 .x'] = 4o,

3
. |
‘I_lﬁL(Z—dx] =i

2. yy=2— i x deb belgilaymiz, bunda y=y;. » =2— ix
funksiyaning grz;ﬁgini chizamiz (17 4- chizmaning yugon qisn.ﬁ).
»n=2- ; X funksivaning xarakterhi nuqgtalarini, va'ni koordi-
nata o'qlan bilan kesishish nugtalari M, (4:0), M{(0.2) vu yor-
damchi M, (2:1), M(6:—1) nugtalrini olamiz,

3.M,, M., M, M, nuqtalarning ordinatalarini Kubga
ko'turamiz. Natijada, mos ravishda, quyidagi nugtatarni olamiz;
NA40), NJ(O:B), N, (2:1). N(6:—1).

4. Bu nuqtalarni chizmaning pastki gismida joylashtiramiz vi
ravon chizig bilan ulami birlashtivamiz. Natgada wlanavorgan
funksiyaning grafigi hosil bo'ladi (17.4- chizmaning pastks (smi)
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17.4.- chinma, (1) ¥y =2 — _ X (2) ¥~ [2 ’x]

4- misol. y=log,(x*+3) funksivaning grafigim chizing
Yechilishi 1.Aniglanish sohasi: D(y)y=(-s4e). Berilgan funk-

siyaning aniglanish sohasining chegnmbarida x'_‘:’;_ log,(x" + 3) =+

2. y=x'+3 deb belgilaymiz, bunda y=log,y,- Endi y
funksivaning xarakterli nugtalarini 1opamiz, va‘ni koordinata o'glan
bilan Kesishish nuqtalari va vordamchi nuqtalar: M, (0:3),
M, (J6:9), M;(—J6;9). ¥ jult funksiya, uning geafigi pars-
boladir (17.5- chizmaning yugori gismi),

3. M, M., M, nugtalar ordinatalarining Togarifmlarini
hisoblaymiz. Natijada mos mvishda quyidagi nugtakirni (opamiz.

M(0:3): 3, =3 =y =log, ¥, = N (01);

M:(JE;F)) iy =9=sy=log,y = N;(V@;Z};

My(—J6:9): 3, =9 = y = log, ¥y = N3(—J6:2).
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2]
17.5- chizma. (1) y,=x+3, (1) y=log,(¥'+3)

4. Bu N,, ¥., N, nuqtalami 17.5- chizmaning pastki gismida
joyvlashtiramiz va ularni birlashtirish natijasida izlanayotgan
y =log,(x*+3) funksiyaning grafigi hosil bo'ladi

Mustagil yechish uchun misollar

Murakkab funksivalarning grafiklarini chizing:

1. y =In(arcig x). 3. ¥ =arccos : s
*X*

4, y=arccig{ctg x). 5. y=nrc}tg(tgx). 6. y =sin(sin x).

2. y = arcsin l -

7. y=sin(arcsing), 8. y=el-*. 9. y=arocos 2x.

10. y =sin(arccos x) = 1 — x7.



Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari
L 4é_v
|
SRR © Y SRRt T e i 0 )r
g
3
-4
1- chizma.
2 3

= )‘
3.
Rl > x

L

3- chizmn.
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X
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» kY X
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1,

10« chizma.

18- § FUNKSIYA GRAFIGINI CHIZISHNING UMUMIY
TARTIBLARI

1. Funksiyn grafigini chizishning umumiy tartiblari. Funksiyani
tekshirish va uning grafiging chizishal quyioagi tartibde amalga
oshirish tavsiva etiladi;

1) funksivaning aniglanish sohnsing topish;

2) funksiyaning jufl va togligini sniglish;

3) funksiyani davriylikka tekshirish;

4) funksiva grafigining xarakterli nugtalaring topish:

@) Tunksivaning nollar;

b) funksivaning ishorasi;

d) ckstremum nugtnlari, eng kattn va eng kichik giymatiari;

e) uzilish (mives) nuglalid atrofida o'zgarishi hamda x— bo'lgan-
dagi o' zgarishi.

35) funksiyaning qivmatlar sohasini (10°plamini) topish;

6) funksiva grafigining monotonlik va qavariglik (botiglik)
oraliglarini aniglash;

7) funksiya grafigining asimptotik chiziglarini aniglash;

8) funksivaning grafigini chizish,

Eslatma. Ba‘'zi hollarda, ya'ni maktab Kkursida yaxshi
o' rganilgan funksiyalarning grafigini chizishda, yuqorida keltirilgan
bandlarning hammasini tekshirmasdan 1urib. funksiva grafigini
chizish ham mumkin

1- misol. Ushbu funksivani tekshiring va grafigini chizing;

[(xi=E—x ()
283




Yechilishi 1) ravgp, o (1) funksiyaning aniglanjg
pUI=R. : : SOhay;

2) (,l)jllﬁ fu I il’, yacni VX € (—wo; +oa) lar llChUn
=(—X)—(—xy'=x'u_ £ (x) bo'ladi Shuning uchun, S (—
oraligda tekshiramiy Al

3) davriy emas. ’

4) a) X—x*=0; o wol), 4|~ fonksiyaning

b) x'—x'>0 yoi; xls(:fq {y(a - <0, yoki (—1; ll“l‘i;
po'lganda, musbar; X —xte () yoll I Dixe—1)<0, Yok; (1) 1)
(==i—1) AL i4e=) bo* Iganuy, munliydiv:

d) (1) funksiyani quyidighiin dhak! plmashtimnmz:

7
’ ) '
Jx) of (' | )
Bu funksiya piraity) .‘vamlmhl.m Xy :,| »,

T |

auatatarda eng katty my‘i"ﬂnﬂ i A .f.‘ 1 I

|
A [ v
o Vi (i J.‘} “imi A . Demnk, €X0.0) " Vi

puaUst Ao B niitatng g A EEmnm nuqialy,, ""imum
e (1) tanksiyn o CInas, ' "‘"l-‘ldi

) X, bl W

—

) ,‘l"’“l'j' .\'; ~

o

Y ’l‘l‘ =
iﬁm G Irtsh mmky g,

; ar x

f : i
J " [rl i ]uazallqlum
")‘)l&‘.

. (<4

2

i 0 («'m]

bachi, ya'ni 1) l
“"‘#.\ly

[}5 :0] va (\},—:w] crliiada Earyadi

|
(1) funksivaning grafigi ('“-‘;2] vi ( ﬁ;*""] larda botiq,

1 =8 | |
("‘ BB ) da esa gavangdir. x =—F VAxX= g5 nugtalar funksiya
grafigining egilish nugtalan bo'ladi.

: . I
6) lim(x* —x*) = lim [%—(12-5),]=‘°°-Demak. (hH

Xatm o £ e

funksiva asimptotik chiziglarga egn emas.

7) funksivaning o'zgarish sohasi: E(/f) =(-=-:]

8) funksivaning grafigi 18.1-chizmada tasvirlangan,

2- misol. Ushbu y = 9_' 2 funksiyani tekshiring va grafigini

chizing.
Yechilishi. 1) amqlanish sohasi:

XSy (—oei— ) =330 (3i4ea),

2) juft funksivadir, va‘ni Vxe D(J) uchun

I I il
f(-x,"9-{__ ;-

X o_x! = j(X) bo'ladi.

0.8 0 | X
4,5

2

18.1- chizma. f{x) = ¥~ x'.
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3) davriy cmas,
4) @) funksiya nollarga cga emas

voki y(xy—; 20 bo'lishi hamda »20 bo'lishi kerak. Bu

tengsizlikning” yechimlari to*plami (-==0)u ;:+°° bo'ladi.

Demak, berilgan funksivaning o'zgarish sohasi

b) 9—x*>0, yoki x' <9, yoki |x{<3 bo'lgandn finkeien miuahat]
0 <0, yoki x* > 9, yoki [x{>3 bo'lganda esa funksiva manfiviic
d) x=0 bo'lganda 9—x* ifoda 9 dan Lonil maksimumgi cgn
bo'lgani sababli, berilgan funksiya (') dan iboral mininsumea ega. E(f) = (os:0) u[l ;w],
e) x=—3 va x=3 nuqtalar funksiyaning uzilish (maxsus) 9
nugtalar.. Bu nuqtalar atrofida funksivan tekshirayhk, ya'ni
|

9) Funksiyaning grafigini chizamiz (18.2-chizma).

hm = -, Jim . = Foe
230 (3—x)3+x) goadell {F=X)( 34 x)

- | 3 | v
lim e 11 = —0, )
w230 (3—=x)35x) Foratet (3=x)(341) .3?

Agar x — == bo'lsa, y=0.

5) funksiya juft bo'lganligidan, uning o'sish yoki kamayisiuni 3
(0:3) va (3:+=) oraliglardn tekshirish kifoya k

x-argument O dan 3 gacha voki 3 dan «e gacha ornganda —x* ] /
kamayadi va bunda 9—x kamayganligi sababli, berilgan funksiya 2 ° 2 A
ontadi. Demak, benigan funksiyn (0:3) va (3;+) oraliglarda o'sadi. T\ r

Bu funksiya juft bo'lganligidan, D(f)={-=;—3) va (—=3:0)
oraliglarda esa kamayidh
6) gorizontal asimptotalarni lopamiz

e

A

lim b =0
Lo S o | 18.2- chizma. y = 1/(9—").

y=010'g'n chiziq (yoki Qx o'qi} berilgan funksiva grafiginmg
garizontal asimptotasi bo'ladi. x=+3 nugtalardn Tunksiya
chegamlanmagan. Demak, x=—3 va x=3 10°g'ni chiziglar funksiya

Mustaqil yechish uchun misollar

Funksiyalarni tekshiring va gimﬁklarini chizing:

grafigining vertikal asimptotalari bo'ladi. Funksivaning grafici 2 X 1 \
5 aed l.,$'=2 2.)‘:8 = 3. v=¢ ",
og'ma asipmtotaga emas, | J
) | yeg » N : J o
7) funksivaning giyvmatlur sohasini topish uchun ¥ = ' 4. y=lg(i+x). 5. y=Incosx+cosx. 6. y=In l+:'
r y . " 7' == A Ly .
tengliknn x ga nisbatan yechanize 9 o e & ‘,‘.' 4 yncoseds ) 8. y=log,(x'+2x+3).
. 2 —IJ
Iy | 9. y=lglte x). . = .
ning £3 dan boshoa aig qlymaigs dgs Bl i () y=igle x) LS (1)

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari
2406 : 287
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111 bob. FUNKSIYANING GRAFIGINI HOSILADAN
FOYDALANIB CHIZISH

19- §. FUNKSIYANING HOSILASI VA DIFFERENSIALI

: I. Funksiya hosilasining ta‘riflari. /(x) funksiva (a:5) oraligda
7- chizmsa, 8- chizma, sniglangan bo'lsin. Bu oraligdan x, nugta olib, unga x,+Axe (a;5)

9. . bo'lgan Ax (Ax< 0 yoki Ax > 0) orttirma beraylik, u holda f(x)
_ lunksiya ham x, nuqtada

Ay = Af(x5) = [(xg + Ax) — f(x)
oritirmaga ega bo‘ladi. Ushbu

Ay Sl +Ax)—f(Xo)
Wi Ax Ax

(Ax#0) nisbatni qaraymiz. Ravshanki, bu nisbuat Ax ning funksivasi
bo‘lib, u Ax ning noldan fargli qiymatlarida, jumladan, nol

nugtaning yetarli kichik U, (0) atrofida aniglangan. Bunda Ax=0
4 nugta U, (0) to'plamning limit nugtasi.

I- ta‘rif. Agar Ax—0 da g‘: nisbat

10.
lim Ay = lim Jlxg+Ax)— flxg)
Ar—0 Ax Ax—oll Ax
chekli limitga ega bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning x, nugtadagi
hosilasi deyiladi va
ey = T & _ pi S0 +AY)—f(x)
j(x")"ii!’.‘om—.lxﬂ‘o Ax (1)
kabi belgilanadi.
) T . — Agar x+Ax=x deb olinsa, unda Ax=x—x, va Ax—{ da x-x,
i natijada (1) ning ko*rinishi
|
4 gl f(x)—j(x)
- 10- chizma, J'n) = hm = (2)
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[¥
X)=
I (T
e
S & a0 |
s 1 5
I x x#+Ax *
19.1- chizma.

shy

(1:“" bo‘ladi. Hosila quyidagi y'(x,), ¥, (Lagrani). %, &
ybnis_). Dy, Df (Koshi) belgilar yordamida ham yoziladi.

top; = misol. /(x)=C funksivaning hosilasini ta‘rifdan foyvdalanib
{}8. bunda C — biror o'zgarmas son (19.1- chizma).

OIgQK‘W~ Erkli o*zgaruvchining ikkita turdi x va x+Ay giymatini
bu giymatlarda funksiyaning giymatlari bir xil bo‘ladi, ya'ni

Shyp. J(x)=C, f(x+ax)=C,
Ning uchun

Ay = f(x+Ax)— f(x)=C—~C =1,
Yoy, f
ar 9 0.
Shu o A
Nday gilib,

’ . Ay .
yi(x)=lim * = =0.
Vi) Do = IR0 =0

g'warmas sonning hosilasi nolga teng.
lomn:m J(x)=sin x funksiyaning hosilasini ta'rifdan foydalanib

nykhil}shi. Ma‘lumki, y=sinx funksiya R' da aniglangan.
B R' nugtani olib, unga x+Axve R' bo'ladigan Ax{(Ax>0) orttirmia

ik. Bunda argumentning Ax orttirmasiga mos ravishda berilgan

ks
292 va ham

Ay=sin(x+Ax)-sinx-ZSin?cosg’;“’f (3)
orttirma oladi.

(3) ning ikkala tomonini Ax ga bo'lib,

ay _ 2siné; coizx;‘“

Ax Ax

nisbatni hosil gilamiz va uning Ax—(0 dagi limitini hisoblaymiz:

. Ax
s
lim & = lim — 2 cos =+3% = cosx.
Avasd AX  Ax-0 AX 2
2

Demak, ¥ =(sinx) =cosx, Vxe R
3- misol. Ushbu

Sx)=a—1)(x+3)

funksivaning x,=1 nuqtadagi hosilasini ta‘rifdan foydalanib toping.
Yechilishi. (2) formulaga asosan: f(1)=0 va

| x—1 X

(x—1P(x+3) _ 0
X1 )
bo‘ladi,
Demak, f(1)=0.
2- ta'rif. Agar Ax—+0 (Ax——0) da ‘z ning chekli limiti

s Ay Sl eAx)—S(x)
Al!l.r,n'o Ax .s];l-'p.o Ax

fim A _ i /C+ax—1(x)
Avb-B AX  AY—D Ax

mavijud bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning x; nuqtadagi o ng (chap)
hosilasi deb ataladi va f"(x; + 0)(f(x, — 0)) kabi belgilanadi.
Odatda, funksivaning o‘ng va chap hosilalari bir tomonli
hogilalar deb ham aytiladi.
4- misol. Ushbu funksiyaning x=0 nuqtadagi o'ng va chap
hosilalarini toping:
¥y =ix|.
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Yechilishi. 2- ta‘rifga ko'ra,

2 A "

lim 2 = lim_ ,(0"“) =IO _ |im i =1,
Ava) AX Az T Av—es0 AX .u uOAx

A

lim &= fim JOra0—10) ¥ —ax _
— R Al"n—l" Ax .x!'—.nlnu .s,!l..nlqu_ L.

Demak, f(x)=lx| funksiyaning x =0 nugtadagi o'ng hosilasi |
&4, chap hosilasi esa —1 ga teng ckan.
I- eslatma. Agar /(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo'lsa,

funksiya shu nugtada bir tomonli £'(x, + 0). f*{x, — 0) hosilalarga
ham ega bo’lib,

S'(x+0)=f'( 0)=f"(
lengliklar orinli. i )

2- eslatma. Agar f(x) funksiya x, nugtaning biror {{x,) atrofida
Uzluksiz, x, nugtada bir tomonli f{x, +0) va f(x, —0)
hosilalanga ega bo'lib, f’(x, + 0)= f"(x, — 0) bo'lsa, £(x) funksiva
shu nugtada f*(x,) hosilaga ega bo‘ladi va

S1x) = (% +0) = f'(x, —0)
tengliklar o'rinli.

3- esiatma. Agar Ax—0 da z': nisbat aniq ishomli cheksiz
limitga ega, va‘ni
lim Ay = lim Sxg+Ax)—f(xp) = deo
At—0 Ax

Ax-al

bo‘!s-a, uni ham f(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi deb
Yuntiladi, Bunday hosila cheksiz hosila deb ataladi,
5- misol. ¥ = J/x funksiyaning x =0 nuqgtadagi hosilasini toping,
Yechilishi, Ta'nfga ko'ra

tim 2 = fim SORAO—SO) _ i V& _ L
Ax—al AX  Arssl Ax m-o Ax ~-o°qAx

bo‘ladi. Demak, £(0) = <.

6- misol. f(x)= {f x — 1)? funksiyaning x=1 nuqtadagi hosi-
lasini toping.
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Yechilishi. Berilgan funksiyaning x=1 nuqtadagi orttirmasini
topamiz:

p
Af = (1 + Ax— 1) =Y —1)" = (ax)’.

Endi z nisbatni topamiz:
Al (ax)) |
Ax  Ax &
(ax)?
2- 1a'nfga ko'ra
j o = i & B e . 1
.ul%.o Ax o T A‘l-'glo Ax bo‘ladi.

Demak, f/(0) = 4w, f1(0) = e,

2. Hosilaning geometrik ma‘nosi. /(x) funksiya (a;4) oraligda
aniglangan va uzluksiz bo'lib, x; e (a:6) nuqtada f’(x;) hosilaga
ega bo'lsin. U holda f(x) funksiyaning gralfigiga M,(xe /(X))
nuqtada o'tkazilgan urinma mavjud bo'ladi (19.2- chizma).
Ma‘lumki, funksivaning x, nuqtadagi f(x;) hosilasi shu
urinmaning burchak koeffitsiventini ifodalaydi. M, T'urinma chiziq
tenglamasi

y = J(5) = () (x — Xg) (1
bo'lib, bunda f'(x,) =tge; egri chizigning M,(x;: f(x,)) nuqtasiga
o'tkazilgan normalning tenglamasi csa

y—S(x)=—

(x—2xp) (2)

1
J(xy)

ko'rinishda bo'ladi.

vw=(x) va yv,=fi(x) funk-
sivalar grafiklarining M(xy,)
kesishish nuqtasida o'tkazilgan
urinmalar orasidagi ¢ burchak
berilgan ikki egri chiziq orasidagi
burchak bo'ladi va

tgp =18(p; — ) =

_ Sila)—fitxy) (3)
1+f(11)f(11)

formuladan topiladi (19.3- chizima).




7 misol. y=x"*+3x funk-
S, e
(englamalarini {Jor‘i’;n;gé\ b
i B
perilgan funksiyaning hosila-

Bu hosilaning x=1 nug-

(adagi giymati urinma to'g'n

‘ --,fahlﬂ)di.)“‘m JEL) =3.1+3=6.

Chiigping burchak koeBY s SO0 L o
sh\lnday qihb, (n va (n fon“ X q“yldngl ko' risihia
chiziq tenglamalari, 1 rav

(19.4- chizma):

19.3- chizs-

)

.n‘) )Oki S 8 i

misol =JX funksiyalar sraﬁk_lam‘nng M h( ‘i:‘ )l
% S =¥ w/ g)zﬂsﬂ“ yrinmalis orasidagi burcha

Kesishish nugtasida "

y.--

(x
)‘-—4::—'6(

tOp‘mS‘
¥ |
\0 |
I
st |l
S s ;‘.\ —
,T’T'T gl oo
-wn:vv"’"' | |
R -
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19.5- chizma. (1) y=* () ¥= Jx.

: : . i hosilalarip:
Yechilishi, Berilgan funksiyalarning X 1 nugtadag! ng
lopamiz:

j’(x) = 2x' fl(\) G 2'

’ - \ - s‘
fay=gt, W=y

|
<3 3 po'ladi @ = arctg 3
(3) fOllllulasa ko' 120 = ‘ 22‘ = i h()‘ad‘ Buygfdan ;
+ -

(19.5-chj 2 | e

3. ‘;‘l‘mhg fizik ma‘nosi. Moddiy nuqtax:m?g tﬁfngac:‘:j"‘“
harakati s=f(1) tenglama bilan ifodalangan bo lsm.r s q
§ shu vaqu jchida o'tilgan yo'l {masofa). s=f (t_)‘ um - oﬁgd!“
nuqtadagi hosilasi s =/ qonun bih.m. . rgkqt cg‘ay’a‘ﬁ iy
nuqtaning 5, momentdagl oniy tezligini bildiract. y

v= Sl = U0
i 1 dagi @ tezlanishi esa
Moddi taning berilgan = moment fanishi ¢
v tcﬂikdaxf pn :‘:qt bo‘gyicm olingan hosilaning =1, dagh QIYMatiy,

) _ feran—S)
a=fl)= “s‘:'—?o ) Al
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8-misol. Moddiy nugta s()=2/"+¢*—4¢ qonun bo'yicha 10'g'ri
chizig bo*vlab harakat giladi. Uning #=4 momentdagi tezligini toping,

Yechilishi. Moddiy nuqtaning istalgan 7 vaqtdagi harakat
tezligini topamiz:

V(D=5 (N=61>4+21—4.
Moddiy nuqtaning /=4 momentdagi harakat tezligini hisoblaymiz:

v(NL=6 - 4242 - 4—4 = 98 (m/s).
4. Hosilani hisoblashning sodda qoidalari.
I. O'zgarmas sonning hosilast nolga teng:
(€)' =0 (bunda C — o'zgarmas son).
2. O'zgarmas sonni hosila ishorasidan tashqariga chigarish mumkin:
(CFN=C - (f(x))"

3. Agar f(x) va g(x) funksiyalarning har biri xe (a;8) nuqtada
J(x) va g(x) hosilalarga ega bo'lsa, f(x)+g(x) funksiva ham x

nugtada hosilaga ega va u [ f (x)ig(x)T = f(x) £ g'(x) formula
bo'yicha topiladi.

4. Agar f(x) va glx) funksivalarning har biri xe (a;6) nugtada
J'(x) va ¢/(x) hosilalarga ega bo'lsa. /(x) g(x) funksiya ham x nuqtada
hosilaga ega va u

[£(x) 2] = £1(x)-gx) + £(x)- '(x)
formula bo'yicha topiladi.
5. Agar f(x) va g{x) funksiyalarning har biri xe(a;h) nugtada

£%) va g(x) hosilalarga ega bo'lib, g (x)#0 bo'lsa, i(‘;‘,’ funksiya
ham x nuqtada hosilaga ega va u

Sy | _ Lx)rglx)—flx)g'(x)
£(x) gix
formula bo'yicha topiladi,

6. Agar f(x) funksiya xe(a;h) nuglada f (x)20 hosilaga ega
bo'lsa, bu funksiyaga teskari x=/'(y) funksiya x, nuqgtaga mos
bo'lgan y, (3,=/(x,)) nuqtada hosilaga ega va

- _
[j U)I"'. 2 jo"o)
tenglik o'rinli,
298

7. Agar u=f(x) funksiva xe (a;b) nuqtada f'(x,) hosilaga ega
bo‘lib, y =F(u) funksiya esa x, nugtaga mos u(u,=f(x,)) nuqtgda
F’(u)hosilaga ega bo'lsa, @(x)= F(f(x)) murakkab funksiya
ham x, nuqtada hosilaga ega va

(%) = [FUONN L, = Fltg) £(%0)

formula o'rinki. :
8. Oshkormas F(x)=0 funksiya uchun

Yi(x)=— f.
formula o'rinh. e i
9. Parametrik tenglamasi bilan berilgan
x =o(r)
o , (pst1SH)
y=wlir
funksiyaning hosilasi quyidagi
e Y Ry 10}
Ye= i) yoki y, X

formula bo'yicha topiladi,
5. Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari jadvali.

l_ y:C y'=0.
2 y=x. ¥ =qxe, oe R.
i
3. _V=J§- y 2‘[;'
4. y::e'_ y'=e‘.
5. y=a'. y=aIna.
hig
6. y=Inx. | At
e log,e 1 ]
7. y=log x. Yy e
SR
8. y=lgx. Vm Be= 6
9. y=sinx. ycosx.
10, y=cos x. y'=—sinx.
’ 1 1
e = = 8eC X
11, y=tgx. 4 cos? x
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12, y=cigx. ¥'=— 5 =—cosec’x.
§Nn X
’ 1
13, y=arcsinx. o T
l—x
i4 y=—
. ¥ =Arccosx. = 3
J—
15, ¥ =arctgx. Y= l i
1+x*
16. y=arcctgx, Y =— : 5+
I+x
= sin x y
17 y=secx. Y= U0 =sinxsec’ x.
CO8" x
AY COos X
I8, y=cosecx, =— " =-—CO§ X COSeC’ X.
sSncx
19. y=shx. v =chx.
20. y=chx. » =shx.
2. y=th x. y=
chix
22, y=cthx. Y= “2' .
shx
’, l
23, y=Arshx. Y= 7
l+x
-
24, y=Archv, Ll o Tty
5 |
’ 1
25, y=Anhx y = i
1—x?

’ |

20. y=Arcthx. ¥y =| ¥
—x

27, y=x4, y=x*(1+Inx).

6. Funksiyaning differensiali. y =/(x) funksiva (a:b) oraligda
“nlgan bo'lsin. x e (a:6) nuqtani olib, unga Ax(Ax>0 yoki Ax<0)
(ttirma beramiz (x,+Axe (a;4). Natijada berilgan t’uﬁksiya ham shﬁ
uqgiada orttirma oladi va u

Ay = (x5 +Ax)—f (x)
ihi iodalanads.
X

1- ta‘rif. Agar y=f(x) funksivaning x.e(a;d) nuqtadagi Ay
orttirmasi ushbu

Ay=Af{x,)=A Ax+eaAx (1)
(bunda A—shu Ax ga bog'liq bo‘lmagan o‘zgarmas son, o=a{Ax)
bo'lib, Ax—0 da a(Ax)-0) ko'rimshda tasvirlansa, funksiya x;
nuqlada differensiallanuvehi deyiladi.
(1) munosabatni quyidagicha yozish ham mumkin:

Ay=A-Ax+o(Ax). (2)

2- ta‘rif. / (x) funksiva Ay orttirmasining Ax ga nisbatan chizigli
bosh qismi AAx funksiyaning differensiali deyiladi va dy=df(x,)
kabi belgilanadi. Demak, dy =df(x)=AAx; Ax=dx ni e'tiborga olsak,
dy=Adx bo'ladi (erkli o'zgaruvchi x ning orttirmasi AX ni uning
differensiali dx bilan almashtirish mumkin).

9. misol. /(x) =x'—2x*+3 funksiyaning x,(vx, e R') nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lishini ko'rsating.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning x, nuqgtadagi orttirmasini
topamiz:

AS(X) =X+ AX) —f (X)) = (X HAX Y —2 X+ Ax) 43— (x5 —2X5 +3) =
= X3+ 3 Ax+3x(Ax)’ +Ax* —2xp — AxAx—2Ax —x342x3 =
= (3x7 — 4x,)Ax + (3xpAx + Ax' — 2Ax).

Agar A =3x} — 4x,, &= a(Ax) = IxAx — 2Ax+Ax® deyilsa,
Af(xg) = AAX + 0(Ax)Ax

bo'lishi kelib chigadi. Bu esa berilgan funksiyaning x, nuqgtada
differensiallanuvchi ekanligini bildiradi.

10-misol. f{x)= xsin b f(0)=0 funksiva x=0 nuqtada

X

differensiallanuvchi bo'ladimi?

Yechilishi. Berilgan funksiyaning x=0 nugtadagi orttirmasini
topamiz:

AF(0) = /(0 + Ax) — f(0) = Axsin .,

bu tenglikdan ko‘rinadiki, berilgan funksivaning x=0 nugtadagi
Af(D) orttirmasini (1) ko'rinishda ifodalab bo‘lmaydi. Demak,
funksiva x=0 nuqtada differensiallanuvchi bo‘lmaydi.
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1- teorema. f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvehi bolishi
uchun uning shu nuqtada chekli /’(x) hosilaga ega bo'lishi zarur
va yetarli.

Agar y=f(x) funksiya differensiallanuvchi bo‘lsa,
dy=df (x)=f"(x)dx (3)

ckanligini ko'rish giyin emas. Ma‘lumki, differensiallanuvchi
funksiyalar uchun dy bilan dx lar proporsional o'zgarib. f(x)
proporsionallik koeffitsiyentini ifodalaydi.

11- misol. f(x)=¢*+Inx funksiyaning differensialini toping.

Yechilishi. Bu funksivaning differensialini (3) formuladan
foydalanib topamiz:

dy=dle” +Inx)=(e"" +Inx)dx = (—e " + ;)dx.

Funksiya differensialining (3) ifodasidan foydalanib, elementar
funksiyalarning differensiallari jadvalini keltiramiz:

L d{)y=px vy (x>0),

2. @y~ Inadx(a>0, a=l).

3. dlog x)= ; log, e (x>0, a>0. a2l ).

4, d{sinx)=cosx dx.

5. d{cosxy=—sin x dx.
|

6. d(tgx)=, dx, x# +km, k=0, 21, +2,.
cos‘ X 2
7. dlctgx)=— '\ dx, xekn, k=0, £1, £2,..
Sin” Xx
8. d(In x)=;dx.
9. d(e*)=e"dx,

|
dx, —l<x<l.

Ji:i‘.
dx
11. dlarccos x) = — , —1<€x<l.
s
dx
axt’

ux
l+x

10, d{arcsin x) =

12, d(arctgx)=l
13. d(arcctgy) = — ™.
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) Mustagil yechish uchun misollar

Hosila ta*rifidan fovdalanib, quyidagi funksiyalaring hosilalarini
Loping.
Lfo=x'—2x 2.f(x)=2cosx. 3. f(x)=(x—4) (x+3), [(4).

4. f(x)=(x:i2':)x'"’. ). 5. f(x)=arccosx.

6. f(x)=cos5x. 7. f(x)y=tgx+2x, [ '(: ) 8. f(x)=e*+e

' X’ sin i ) x20 bo'lganda,
9. Sy 0, x=0 bo'lganda.
10. f(x)=Inx. 1L f)={rt3], F(=3+0), [(—3-0),

13. f(x)=3Yx—4, [f(A).
ad
15. f{x)= a

2. f(x)=x, S0

|4. / (x) = 2};,

16. ¥ = ;x’ — Inx funksiya grafigiga abssissasi x =2 bo'lgan
nugtada o'tkazilgan urinmaning burchak kocflitsiyentini toping.

17. y=x—3x+2 parabolaga abssissasi x,=2 bo“lgzm nuqtada
o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsiventin toping.

18. y =sin ; funksiya grafigining M (32”:4) nugtasidan o‘tka-

zilgan urinma ténglamaqini yozing, . .

19. y=x'+1 cgn chizigga o‘tkazilgan urinma y=?x+3 to'g'n
1 chizigga parallel. Urinish nuqtasining ordinatasini toping. -

20. y=x'—2x+| cgri chizigdagi ganday nuqtada o'tkazilgan
urinma y=—4{x+1) to'g'ri chiziqga parallel bo'ladi?

21. o ushbu y = l:x funksiva grafigiga abssissasi x,=3 bo’lgan
nugtadan o'tkazilgan urinmaning Ox o'qi bilan tashkil etgan bur-
chagi bo‘lsa, 1g2u ni loping,

22. Qanday nuqtalarda ¥ = :_‘_22 funksiya grafigiga o'tkazilgan
urinma, Ox o°qining musbat yo'nalishi bilan 135" li burchak tashkil
etadi?

23. Qanday nuqtada y = 3x funksiyaning grafigi abssissalar
o'giga 30° li burchak ostida joylashgan bo‘ladi?
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24. Qanday nugtada y=x’+2x—| funksiya grafigiga o'tkazilgan
urinma x+y=0 10'g'ri chizigga perpendikular bo‘ladi?

25, y=x' va y*=x funksivalaming grafiklari qaysi nugtalarda
qanday burchak ostida kesishishlarini aniglang.

26. =2 sin 31 gonun bo'yicha to'g'ri chizigli harakat gilayotgan
nugtaning /= ; payidagi tezligini toping,

27. v=sin2t qonun bo'yicha to'g'ri chizigli harakat gilavotgan
nuqianing 7 = : paytdagi tezlanishini toping.

28. Moddiy nuqgta s=¢' +cossz+ 35 qonuniyat bo'yicha
harakatlanyapti. Bu nuqtaning =0 dagi tezligini toping.
29. 1kki moddiy nuqta 5, = 2,57°~67+ | va 5= 057421 -3

gonuniyat bo'vicha lmnkatlanvapu Qaysi vagtda birinchi nuglaning
tezligi ikkinchisinikidan 3 marta ko'p bo'lad?

30. Moddiy nugta s=In7+ llG' gonuniyal bo'vicha to'g'ri
chizigli harakatlanyapti. Harakat boshlangandan gancha vagt

o‘tgach, nugtaning tezligt :;m/ § gu teng bo'ladi?
Funksiyalaming hosilalarini toping;
1) Darajali funksivalar.

31 y=3+6x+3. 32, y=2Jx— x', +3.

33, y= % 34, y=(1+ 20"
: t+x? E "

3B.oy=( =te6)t 36, y=(t’—l|‘+3)‘.

I+
37'y= - 38'}':.{!-—_;:'
39, y=-" . ®. y=24 yoy=y

(1— 1 2 x—|

'— .‘;" v -0 > o ’ o
41, Y= 5, Y(0)=2 42 y=-F _, ¥ (0)="
X" +4
2) Tngonomcmk funksiyalar,
43. y=sin'xtcos’x, 44, y=cos'x.
45.y='i". 46,y=cosx-;cos’x.

47, y = 3sin‘x—sin’x.
49. y=sin(sin x).
51 y=(1+sin* x)".

§3. y =1+
sin x
55. y= |+cosx

48. » ='Shl;

50. y =cos'4 x.
52, y = ctgdfl + x*.
54. y=sin*{cosx’).
56. =1

|—sin x

3). Teskari trigonometrik funksiyalar.

57. y=xarcsin X.

59. y = Jxarctgx.

2
01, ¥ =z

63. y = arctg(x + y1+ X )

65. y = xarccosx — 1 —x°

4) Logarifmik funkstyalar.
66. y =x'log x.

68. y ='ani;.

70. y =log,(x*—4 x).

72. y =In{arccos2y).
Inx

4. y=—5-

l+x

76. y =In‘x.

4) Ko'rsatkichli funksivalar.

77. y=3'.

79. y=e&—cosx,
1+e*

8l. »= =

83. y=107"".

86, y=mroy,

88. y =5,

58. y =(arccos x).

60. v = arcsini

62y = frecos x
y =2 BI'CL(BI

64, Ji ?

67.v=xInx

69. v=In(1—-2x7),
71. y =In’(sin x).
73, y=(l+Insin x)".

75. y = Inarctgyl + x°.

2
8. y=2

80. y=x'—5%,
82. y=(x'—5x+6)6".

85. y=c*
87. y=a'x".
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5) Giperbolik funksiyalar,

89. y=shix. 90. y=Inch x.
91. y=shix+ch’x. 92. y=th'x.
=3 , o l+thy
93. y=x'shx. 94, y = T
| B2V | ;52 X =3
95. y = 3thJ - 6111 3 96. y =cthdx.

97. y=J,§-" funksiya x=0 nugtada differensiallanuvchi

bo'ladimi?

98. y= xcosi funksiva x =0 nuqtada differensiallanuvchi

bo'ladimi?

99. vy = I — x funksiya x = : nugtada differensiallanuvchi

-

bo'ladimi?

Funksiyalarning differensialini toping:
100. y=Inx+x,  10L y=e¢" 4 Jx. 102, y=cosixt+3,

103, y = 1g4x ¢ i 104, y =log x+sin 5x.
105, y =arcsin® x+arcig’ x.

Mustagil yechish uchun misollarning javoblari
1. 3x-2x 2. 2'(In2cosx—sinx), 3 0

-

4. 0. 5. "“,fl—_zr 6. —3sinj x.
7. 4. 8. —a e,
9 2xsin ; +cosl, x =0 bo'lganda,
"0, x =0 bo'lganda.
0. . 1. 3. 1
X
13. . RS 18 —-3_‘.
16. k=3/2. 17. k= 1. 18. y= 4.
19. y= 2 20. (—1; 4). 21. —8/15.

| |
22. (4:3), (0;—1). 23. (@3;3} 24. (—1;0), (1,—2)

25, (p=arctg;. 26. 3J§ (m/5).
28. 6 (m/s). 29, 6 (s).

1 3
3L 6x+6=6(x+1). 32. \[; ¥ 7.5 33. ~dey

27. J3 (m/s?).
30. 16 (s).

6x?

¢4
34, 60(1+29)". 35, l6(7x—:+6) [7,“:)}

)
36. 12(:’—.",+3) [ﬂ+’

I x
38. A—m 72" 39.
41. 0. 42. 0.
43. cos x(3sin® x — 2 cosec’x).
45, x—zU'S saln 2x )

ot x

47. sin x cos x(6—3sin'x).
49. cos(sin x)cos x.

51. 4sin2x (1+sin’ x)7,

| I
2fivige oty
COX X+COS5 2%

(Ivrcosx)} ?

53.

55,

57. arcsinx+ >~ =
vi—x*

ST Vx
59. , paretex+ V.

2xarctgr+2x” arctgy -’
(I «.\'l)nmg’x

I*\/l—37

61.

03, = 3 '
W= (1=x1—x2)

65. arccos x.

62.

66. 3x log, x + >

X

AR

|
40. — J; .

44. 4s5inx - seo’x,

46. —sin‘x.

|
‘8. —_— JCOSI.

X
50. —65in8 x cosd x.
2x

52. gein? Yiexd 3(-—;)4 :

54, —3sin3xsin(2cos3x).

l=sin x+x-Cos X
'
(1—sin x)°
2ArCCos X

58. = ﬁ-xz *

3L
- O I e

(T -4

x+yI—x% arceos x

2

56.

W2 R |

64 xarccoxx—\flnxr

f—x?
JJ

In2’
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67. Inx+1.
4x
$9- =2

71. Sin'(sin x)ctg x,

73. n(1+Insin x)"'ciey.

75

77. 3In3.
79. e{cos x—sin x).

,2"‘
(1—e*)?’

83. 3:10%-%In10,

85,

87.
89

91.

93.
95.

97.
100. [l«»l‘ ]dx

103.

05, [Zvamsmx ¥ 3arcg’x ] &

— gt
a‘r'lna+a”-‘,\“ A
-5 sh2x

2sh2x.

x{2sh x+x ch x).

1 X
%h"'[l—m"}
3

3
condy P

Jl—x’ lx?

" arcigy ,,2 Qexinls

Bo'ladi. 98. Bo'Imaydi.

| 1
68. ifinx &

Ax—-2
T, sy

(xz—dx)ln s
3

" oarccos2x
2 4.2
I+ x*—2x"Inx
74. 'y
xfl+x%)
3inlx
R

76.

8. 2(x— X ln2)
80, 4° —" 5%InS.
82. 6 (x*—3x+1)Inb,

84‘ ‘,\,lu o '
. 2054l

86 _2_ B mesin e
* A=Ayt

88. —3"*-sin x 'In3.

90. thx

92. 3thix |

ch'x
2

cl)z.\'-(l—thx) y

%.

4

. = shidx

99. Bo'ladi.

= 1
101. (3¢"‘ + 2% }"X- 102, —sin2xdx.

104. ( ie3 +3cosS5x )d.r.

20-§. FUNKSIYANING YUQORI TARTIBLI
HOSILASI VA DIFFERENSIALI

1. Funksiyaning yugori tartibli hosilasi. y=/(x) funksiya (a;b)
ormaligdn berilgan bo'lsin,

I-ta‘rif. Agar f(x) funksiya (a;6) oraligning har bir x= (a:b)
nugtasida ["(x) hosilaga ega bo'lib, bu f(x) funksiya xe(a:8)
nugtada hosilaga ega bo'lsa, unt f(x) funksiyaning x, nuqtadagi

i ’ d*
ikkinchi tartibli hosilasi deb ataladi va Veex, J(xy), [‘,": ] XXy

kabi belgilarning biri orgali yoziladi.

S(x) funksiva (a:8) ning har bir xe(a:b) nuqtasida (n—1)
tartibli f(x)"=" hosilaga ega bo'lsin. Bu f*-"{x) funksivaning
x.e(a:b) nuqtadagi hosilasi (agar u mavjud bo'lsa) f(x)
funksivaning x, nuqtadagi n-rartibli hosilasi deb ataladi vau ¥ “"

") !“ o + .4 - . 4
L xp), (:..‘,L..._ belgilaming biri orqali yoziladi, Odatdy, f(x)
funksiyaning f“(x), /"(x)....
hostlalari deyiladi.

Eslatma. /(x) funksiyaning biror xe(a:b) nuktadagi ['(x)
hosilasi maviudligidan uning shu nugtadagi yugori tartibi hosilalarga
cga bo'lishi har doim ham kelib chiqavcnmnydn. Masalan, f(x)=
:qr;-T funk\i\'u x=0 dn jumiadan, x=0 nugtada ham,

hosilalari uning yugori rartibli

f'(r) , Jix ) x 2 hosilalargn ega, lekin bu funksiya

) mnql.xda chekli m.hmcln 1artibli hosilaga egn emas.

f (x) va g{x) funksiyalar (a;8) oraligda aniglingan bo’lib, ular
xe (a:b) nugtada n- tartibli £ (x), g* (x) hosilalarga ega bo'lsin.
(Buni quyldagicha tushunish lozim: f(x) va g{x) funksiyalar x

nugtani o'z ichiga olgan (u,B)c(aid) oraligda g, f7..., /"
hamda g, ¢*..... """ hosilalarga cga bo'lib, x nugtada esa /' (x)
£"(x) hosilalarga ega). U holda

) [ CfAx)|"=Cf"{x), C=const,
2) U(X)!g(-\) ]""=f“"(:¢)i>4{"’(.\');
IS gt = (x)-gtx}+ CL (%) g'(x) =
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+CL ") g0+ oo+ CHLA P g (X) ..+ [ (),
bunda C* = MA—D..An—k+1)

(*) formula Leybnis formulasi deyiladi.
Asosly elementar funksiyalarning - tartibli hosilalarini topish
formulalarini keltiramiz:

Loy=x", Y em(m— 1) (m—2).. . (m—n+1)x"",
Agar m butun son va n>m bo'lsa, y™=0 bo'ladi. Xususiy

holda, m=—] bo'lsa, y=J'—‘ funksiyaning a-tartibli hosilasi

1Yt
t e { ;’,l”‘ bo'ladi.

2. y=lng, yo= (—I)n—D)l o, =(=D 0

y

3, .V=m""-. y.ﬂ) =(__l)p 1 (n=1)! 1} )

Ina x"
4, ¥ uc‘u' 3 (di=) agds
Soymah, y'"=palna.

6. y=sinbx, y =prsin(bxtn ).

7. y=coshe, y'"=pcos(bx+n ; ).

2. Funksiyaning yuqori tartibli differensiali. /(x) lunksiva (4;0)
oraligda berilgan bo'lsin. Agar f(x) funksiya xe (a;d) nugtada chekli
S(x) hosilaga ega bo'lsa, funksivoning differensiali ushbu
dy= {"(x)dx formula bilan hisoblanishini 19-§ ning 6- bandida
ko'rdik, bunda dx migdor f(x) funksiya argumenti Ax ning ixtivoriy
orttirmasi Ax ni ifodalaydi,

Faraz qilaylik, f(x) funksiva xe(a;b) nugtada ikkinchi tartibli
hosilaga ega bo'lsin.

2- ta'rif. f(x) funksiya differensiali dy ning xe (a;5) nugtadagi
differensiali berilgan /(x) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali
deb ataladi va d’y yoki df(x) kabi belgilanadi, va‘ni d’y =d (dv)
yoki d*f(x) = d{dfix)).

Differensiallash goidasidan foydalanib, d’y =ddy)y=d y' dx))=
d( ¥ )dx= y* (dx)’ ni topamiz.
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Shunday qilib, funksivaning ikkinchi tartibli differensiali umng

ikkinchi tartibli hosilasi orqali quyidagicha yoziladi:
diy=y"dx*, (1)
bunda de'=dy dy={dx)".

Sfix) funksiya xe(a;b) nugiada n- tartibli f/™(x) hosilaga ega
bo'lsin. Funksivaning (#-1)- tartibli differensiali &' y dan olingan
differensial berilgan /{x) funksiyaning xe (a;6) nuquasdagi n- fartibli
differensiali deb ataladi va u @'y yoki @/ (x) kabi belgilanadi, ya'ni

dy=d(d'y) yoki df (x)y=d(ad"f(x)). dy=y"dx". (2)

fix) va g(x) funksivalar (@:6) oraligda berilgan bo'lib, ular

ve (a;b) nugtada differensialga ega bo'lsin. U holda quyidagi
formulalar o'rinli bo'ladi:

1) @' |Cf())=Cd" f(x), C=conss;

2) ' |f () (x)]|=d" f(x)2ad" g{x).

3) d If (x)g () |=d"[f(x))gx)+ Ca*" [ f(x)] dlg(x)) + ... +

+Cy d" [ f(0)]d*[g(0)] + ...+ [(x) d"[g(x)],

bunda C) = n(n—l)..k.('n—k*l).

u= f(x) funksiya (o;h) omliqda, y =Huw) funksiya esa (c.d)
oraligda berilgan bo'lib, vlar yordamida y =H/(x)) murakkab
funksiva tuzilgan bo'lsin. «=f(x) funksiya xe (@;0) nuqtada f'(x),
F(uy funksiva esn mos we (¢;d) nugtada F'(u) hosilaga ega deb,
p o Rf(x)) funksivaning differensialini hisoblaymiz:

dy=F' (f(x)) f(x) dx= F' (f(x)) df (x).

1-misol. y=Insin’3x funksivaning ikkinchi tartibli differensialini
Loping.

Yechilishi. 1kkinchi tartibli differensialni topish uchun (1)
munosabatdan fovdalanamiz:

1) V= ; 2sin 3x - cos3x-3 = 6etgdx,
sn’3

n-3x
v - =18 ) »:as2 18dx?
2) ¥'= w dy=ydxt == .
I sin? 3x - ) sin? 3x

2~ misol. Ushbu y=sinSxcos2x funksiyaning n- tartibli diffe-
rensialini toping.
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Yechilishi. Berilgan funksiyani y = ; [sin 7x + sin 3x] ko'rinishda

ifodalaymiz. Bu funksiyaning n- tartibli differensialini topish uchun

}“"=(sinhx)""=b‘.\in(b.v0'n;) va (2) formulalardan fovdalanamiz
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d"y = y"dx® = 1[7" sin(7x - ';' ]+ 3 sin(3x + 7 ]] dx”.
Mustaqgil yechish uchun misollar

Funksiyalarning ikkinchi tartibli hosilalarini toping:

L y=xinx 2.y=e™, 3. y=x"H4E,

4. y =cos'x. S. y=sin'x 6. v =(1+x"jarctpx.
Funksivalaming #- tartibli hosilalarini toping:

T y=e*, 8. y=cos’x. 9. y=ax*tax '+ +qg°,

10. y =xcosax. 11. y=sin‘xicos'y, 12. y=x*"Inx,
Funkstyalarning ko'rsatilgan tartibdagi differensiallarini loping
13. y=xt, dby 14. y=cosSx, d*y. 15.y =[x, d'y.
16. y=xinx, &y. 17. y=x, . 18, y=e“, &y.

19. y=sin2x, d*. 20. y=x%e™, d"y.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

l ‘.
1. o 2. de¥s, 3. Gx+80x". 4, —2c0s2x.
3 ! .
5. ; cosxsin 2x + 3sin x cos 2x. 6.23rc(gt+|2’;2.

7. 5%, g —2"! Sin(ZX +(n=1) ; ) 9. an!

10, xa" cos(ax B n-; ]+ na""! sin[ax +n- : )

11. 4~ cos[4x + ';‘) 12. ‘":“!- 13. 6lax",
14. S'cosdxde’, 15. :x"’ Sax’.,

6
16. — & dx® (x> 0). 17. nldx. 18. 2436V,

19. —64sin2xdy®, 20. 2% e H(x*+20x+95)dx ™,

21- §, DIFFERENSIAL HISOBNING ASCRIN
TEOREMALARI

1. Ferma, Roll, Lagranj va Koshi teoremaluny, 1)
hisobining asosiy teoremalari funksiyalaeni (elshiyishd
rol o'ynaydi.

1- teorema (Ferma teoremasi). f(x) funksiva bitor |
aniglingan be'lib, bu oraligning ichki ¢ nughisida &
katta (eng kichik) giymatiga erishsin. Agar bu nigiadds
chekli f/(¢) hosilaga egn bo‘lsa, u holda

f'(e)=0
bo‘ladi.

Ferma teoremaasi quyidagicha sodda geometnk i iy
funksiya Ferma teoremasining shartlaring quooatinntings
funksiyvaning graligidagi (c: f{¢)) nugtaga o' thaallgan
o'qgiga pamlle] bo'ladi (21.1- chizma).

2- teorema (Roll teoremasi). /(x) funksiyn

1y |a;b] kesmada aniglangan va uzluksiz,

2) aqalli (¢:h) oraliqda f’(x) chekli hosiliga epnl

3) oraligning chetlarida o'zaro teng (/@)= FLM1 W
gabul gilsin. U holda kamida bitta shunday ¢ (o
topiladiki,

f(e)=0
bo*ladi,

Bu teoremaning geometrik ma‘'nosi quyidagicha £
Roll teoremasining barcha shartlarini qanoatlantitsin, |
funksiyaning grafigida shunday (¢, f(¢c)) nugta toptlndikl b
prafikka otkazilgan urinma Ox o'giga parallel bo'ladi (31

) 4
[14.) B IS b
& fib)=fia)
/ | \ >\
\
e
0 [} X m p—
i l‘

21.1- chizom. 200 whiam



Eslatma. Roll teoremasining shartlaridan agalli bittasi buzilsa
ham teoremaning tasdig'i o'rinli bo'Imaydi.

Misol. Quyidagi funksivalar uchun Roll teoremasining
shartlarini tekshiring:

a) f(x)={g: ';i'ﬁ;”' d) f(x)=x, xe|0;1];
b) J(x)=|x—2|, x=|0:4]; ¢) f{x)=x—x, xe|—1;1].

Yechilishi. 2) Roll tcoremasining 2) va 3) shartlari bajariladi,
fekin 1) sharti bajarilmaydi: funksiya kesmada uzluksiz emas, =]
nuqtada u uzilishga cga, chunki

: ",?‘.o/(x) =1, ammo f(1)=0va f'(c) =0 bo'ladigan x=¢ nugta
mavjud emas (21.3- chizma).

b) [0:4] kesmada berilgan f(x)=|x—2| funksiva uchun Roll
lcoremasining 1) va 3) shartlari bajariladi, lekin 2) shart
bajanlmaydi, funksiya x=2 nugtada differensiallanuvehi emas (21.4-
chizma). Demak, f*(c)=0 bo'ladigan ¢ nugta mavjud emas.

d) [0:1] kesmada f(x)=x funksiya uchun Roll 1eoremasining
1) va 2) shartlari bajariladi, lekin 3) sharti bajariimaydi: £(0)=f (1),
chunki f(0)=0, f(1)=1. Demak, f'(¢)=0 bo‘ladigan ¢ nuqli
mavjud emas (21.5-chizma)

¢) [—1:1] kesmada berilgan f(x)=x"-—x funksiya uchun Roll
lcoremasining hamma shartlari bajariladi: 1) f(x)=x"—x funksiva
[~ 1.0] da aniglangan va uzluksiz:

| b )\
-
= \\ /.I
N . |
I ; s |
| "\\\ d ‘
| Doy " , F *x
21,3« chizma, 21.4- chizma,
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2) (—~1;1) oraligda f'(x)=3x*—1 chekli hosilasi mavjud; -

3) oraligning chetlarida o‘zaro teng (f(—1)=/(} ))lqumnllnr:u
gabul giladi. Demak, f'(x)=0 bo'ladigan % =R X = A

i judligini - ¢hi; an ko‘rish mumkin.
wgtalarning mavjudligini 21.6- chizmadan ‘ 1
| q3-ueorema (Lagranj teoremasi). 1) f(x) funk_*.:ya: |a:b] k.csm'ada
aniglangan va uzluksiz, 2) aqalli (a:b) oraligda chckh‘ f .(x')
hositaga ega bo'lsin, u holda shunday ¢ (a<c<h) nugta topiladiki,
bu nuqtada et o
' - ( o .a
[ey=">"—

o'rinli bo'ladi. . =l -

Lagranj teoremasining geometrik ma‘nosi quyidagicha. I“m-m'
qilaylik, f(x) funksiya Lagranj tcoremasining hamma shartlarini
qan-oulléntirsin. Funksiya grafigining A(a; f(a)). Bib. f(b))
nugtalarini to'g'n chiziq bilan birlashtiramiz. f (x) = bu f .(x)
funksiya grafigining (x; f(x)) nugtasidan o‘tkazilgan urinmaning
burchak koeffitsiventidir, tga= f'(x). Shunday c(a<;<b) npqta
topiladiki, /(x) funksiya grafigiga (¢.f(c)) nuqt;;du o'tkazilgan unnma
ABto'g'ri chizigqa parallel bo'ladi (21.7- chizma)

4y
4
| N |
, V3 =
" :( ; } O / | :
| ot s
w3
21.5- chizma. 21.6- chizma.
'
| §
A ,r? >,
) <
Ny —)J’I- i
Na) { :—7
‘_l! q ‘ n P2
-~
21.7- chizmi.
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4- teorema. (Chekli orttirmalar hagidagi umumlashgan Koshi
tcoremast). 1) f(x) va g{x) funksiyalar [a:d] kesmada nzluksiz, 2)

aqalli (a;6) oraligda f'(x) va g'(x) chekli hosilalarga ega bo'lib,
Vxe (a;b) uchun g'(x)#0 bo'lsa, u holda shunday e{a<c<d)
nuqta topiladiki.
Fd—flay _ 1)
ghy—gla)  £(c)
tenglik o' rinli bo'ladi.
Misol. Ushbu tengsizliklami isbotlang:
a) In(1+x)<x (x>0),

b) arclgy, —arcigy; < X, —~ X, x,,x, € (~eo;toe)

Isboti. @) [0;x] kesmada berilgan f(x}=in(1+x) funksiva uchun
Lagranj teoremasining hammu shartlari bajurilsa, u holda teorema
shartiga ko' shunday ¢ (0<c<x) nugta topiladiki

f)—fO)=Inl 420 = ' x<x
bo’ladh, chunki lic <,
8) Ix;:x,] kesmada berilgan f(x)=arctg x funksiya uchun
Lagranj teoremasining hamma shartlari bajariladi, u holds

J(x3)— f(x,) = arcigx, — arcigy, = : : 5 (X% —x )
+Cc*

bu avirmani baholaymiz:

arclgx, — arctgy, < i—\-;;;ﬂ <o — x|,
+

chunki 0< '3 <1
l+c
Mustagil yechish nchun misollar

| _I. J(x)=3x"—1 funksiya uchun | 1;2] kesmada Ferma teorema-
sining shartlari bajariladimi?

2. _[(x)—_-,‘fxz —1 funksiva uchun [—1;1] kesmada Ferma
teoremasining shartlari bajanladimi?

a6

3. f(xy=Insinx fonksiya uchun [:S;] kesmada Roll teorema-
sining shartlari bagariladimi?

4. [(x0)=1—|x] funksiya uohun [—1;1] kesmada Roll teorema-
sining shartlan bajarilndimi?

5. f(x)=sinx funksiva uchun [1;2] kesmada Roll teoremasining
shartlan bajariladimi?

Lagranj teoremasidan foydalanib quyidagi tengsizliklarni

ishotinng:
6. e>ex, x>l

7.8nx—siny €< xX—y,

8 2 14x e

9. f(x)=x" funksiya nchun | 3:4] kesmada Lagranj teoremasining
shartlarini tekshinng.

10. f(x)=x"—2x+3 va g (x)=x"—Tx*+ 2005 funksiyzlar uchun
[1:4] kesmpda Koshi teoremasining shartlarini tekshiring.

11. f(x)=e' va g(x) = |‘-. funksivatar uchun |--3:3] kesmada

'

Koshi teoremasi o'rinlimi?

12. F(x)=x" va g (x)=>" funksivalar uchun [—1:1] kesmada Koshi

teoremasi o'rinlimi?

Mustagil yechish achun misollarning javoblari

1. Bajarilmaydi. 2. Bajarilmaydi. 3. Bajariladi.
4. Bajariimaydi. 5. Bajanladi, 9, ¢c= ;
10. =2 11, Bajanimaydi.
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12. Bajarilmaydi.
22- §. TENGLAMASI OSHKOR SHAKLDA BERILGAN
FUNKSIYANI HOSILA YORDAMIDA TEKSHIRISH

I. Funksiyaning monotonlik oraliglarini aniglash. Biz | bobda
funksiyaning monotonligi, yva‘'ni o‘suvchi (gat'iy o‘suvchi),
kamayuvchi(gat'iy kamayuvchi) bo'lishi ta‘riflarini keltirgan edik.
Endi hosila yordamida funksiyaning monotonligini aniglash
mumkinligini ko‘rsatamiz. £(x) funksiya (a:5) oraligda aniglangan
bo'lsin.

I-teorema. f(x) funksiva (2;6) oraligda chekli J(x) hosila-
ga ega bo'lsin. Funksiyaning shu oraligda o'suvchi (kamayuvchi)
bo‘lishi uchun

JSHUx)2Z0 (S (x)50), xe(a.b)
tengsizlik bajarilishi zarur va vetarli.

2- teorema. f(x) funksiva (a:b) oraligda chekli hosilaga ega
bo'lib, £ (x)>0 (/" (x)<0) tengsizlik o'rinli bo'lsa, /() funksiva
{a;b) oraligda qat'iy o’suvehi( gat'iy kamayuvchi) bo'ladi.

3- teorema. f(x) funksiya (a:b) oraligda chekli f(x) hosilaga
ega bo'lsin, Bu funksiyaning (a;5) oraligda o'zgarmas bo‘lishi uchun
S (=0, xe(ab)

bo'lishi zarur va yetarli.

2- teoremaning geometrik ma‘nosi quyidagicha:

1) £ (x)>0 (1ge > 0) shart funksiya grafigining har bir nuqta-
siga o'tkazilgan urinma abssissalar o'qining musbat yo*nalishi bilan

. N\

y A\

22.1- chizma. 22.2- chizms.
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o'tkir burchak tashkil gilishini (22.1- chizma),

2) f*{x)<0 shart esa o‘tmas burchak tashkil etishini anglatadi
(22.2-chizma).

Eslatma. Agar f*(a)>0 bo'lsa, Ufa) da f(x) funksiya o'suvchi
deb xulosa chigarish mumkin emas. Masalan, 22.3- chizmada
tasvirlangan f(x) = "2’+ x*sinx funksiya @=0 nugtada musbat
hosilaga ega, lekin Ui(a) da funksiya monoton emas.

LV
015

[N
= //

LRI ol a1s

¥

22.3- chizmn,

Eslatma. Funksiya hosilasining (@.5) oraligda musbat (qmnﬁy)
bo‘lishi funksivaning gat'ty monoton bo'lishi uchun zaruriy slm
bo‘la olmaydi. Masalan, » =x" funksiya (1, 1) oraliqda o'suvchi
bo‘lgani bilan uning y” = 3x° hosilasi hamma joyCa musbat emas,
x=0 da esa nolga aylanadi, ; .

Funksiyani monotonlikka tekshirganda avvalo uning hosilasini
topish kerak (# mavjud bo'lgan joyda), so‘ngra ho.snla. musbat
(manfiy) bo‘ladigan oraliglarini aniglash kerak. Hosilasi musbat_
(manfiy) bo‘lgan oraliglarda funksiya monoton o*suvchi
(kamayuvchi) bo’ladi. . 0y

I-misol. Ushbu funksiyani monotonlikka tekshiring:

f(x) =x'Inx,

Yechilishi. Berilgan funksiva (0;+==) oraliqda amiglangan, Uning
hosilasi
Six)=2x Inx+x
bo‘ladi. Endi 1- teoremaga Ko‘ra
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fo)EO.ywnIth1x+x>p
Yok; =l
: S(x)=0, ya'ni 2xInxtxeg
ladigan nuqtalar 10'plamini topamiz:

o x(2inx+1)20= 2ln.r+120=>x2,‘t | <)
e 2 )

b)x(llnx+l)sﬂc:Zlnx&l.<0.-nxs,‘;(0 =1
qVe 2|,

Bundan berilgan funksiva uchun [e ":-4_\]
M da f(x)20.

1
Be™3 [ da f(x)<0 bo'lishini olamiz. Demay p,. "
2 " Henlgan funksiya

I
le 2] da kamayuvehi, [¢ '2+=) da tsa ([
Yehi ekan.

2- misol, Ushbu funksiyani monotonlikky tekede..
| -"hlrmg

fx)=x"— <
Yeckilishi. Berilpan funksiva uchun Dy
(e 0y

Uning hasilasi 77(x) = 3x + lz bo'ladi. Rawy,
X e

(0isa) oraliglarda /’(x)>0
!)emak. 2- teoremagn ko'ra berilgan funksiy,

Otaliglarda qat'ty o'suvchidir, ;
y Z.. Funksiyaning ekstremum giymatlari, Qunjg,, :

‘Mksiyaning hosilasini aniqlash uning shu oral; an omliglarda
Wmatlar benvehi nuqtalarini va ulami topish | ;‘df' ckstremum
4.u-orgmn (Funksiyn ekstremumga ega boTishy, my'""," beradi
Agar /(x) funksiva x(x (a:h)) nugtada lm‘u::alaruny sharti).
nugtada ekstremumga ega bo'lsa, &g bo'lib, u

Fx)=0

05 4em)

ki, (—e;0) va

~=0) va (05 4e)

shy

b0k,

3 Bu shart funksiya ekstrermumgn ega bolishi uchy, ,

i, Masalan, y=x' funksiyaning x =0 nugtads yl:u"!' shart bo'la

YN y'(0) = 0, Jekin funksiva bu nugtada ekstryy, lasi nolga teng,
Odatda, funksiyaning hosilasi nolga aylp,,. > 84 €mas.

Wsionar (turg'un, kritik) nugtalar deb ulahd: Ban nugtatar
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x, nugtada funksiya hosilaga ega bo‘lmasa ham ekstremumga ¢ga
bo'lishi mumkin. Masalan, 1) f(x}=}x| funksivaning x =0 nuqtadagi
hosilasi mavjud emas, lekin lfunksiy'a x =0 nugtada minimumga ega
(22.4-chizma). 2) f(x) = x funksiyaning x =0 nuqtadagi hosilasi
cheksiz, lekin funksiva x =0 nuqgtada minimumga ega (22.5- chizma).

\ 4y
2 2 >
| \'/
S 1 0 I Vi B L | 358
1! ';

Demak, funksivaning hosilasi cheksiz yoki hosilasi mavjud
bo‘lmagan nugtalarda ham ekstremum mavjud bo‘lishi mumkin
ckan.

Shunday qilib, f(x) funksivaga ekstremum gqiymat beruvchi
nuqtalarni funksivaning statsionar nuqgtalari, funksiyaning hosilas:
mavjud bo'lmagan nugtalar, funksivaning hosilasi cheksiz bo'lgan
nugtalar orasidan izlash kemk ckan. Odatda bunday nugtalar
ekstremumga shubhali nugtalar deb ataladi.

a) Ekstremum mavjud bo‘lishining birinchi yetarli sharti.
x,€ (@:h) nuqtaning

uz(xy)={xe R:xy —8<x<x.6>0},
() ={xe R:xy<x<x,+8 6> 0)
chap va o'ng atroflanini garaymiz.

Faraz qilaylik, v=/(x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo'lib,
u.(x,) da chekli f'(x) hosilaga ega bo'lsin (x, nugtada hosila mavjud
bo‘Imasligi ham mumkin).

1. Agar Vxe ug (x,) uchun, f'(x)>0, ¥xe uy(x,) uchun

S (x)<0 bo'lsa, f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga erishadi
(22,6~ chizma).
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.Agzlr Ve ug (xy) uchun f(0)<0, ¥xe u(x,)uchun f(x)>0
bo'lsa, f(x) funksiya x, nugtads minimumga erishadi (22.7- chizma)

ya

10

TN
/ \ﬂnd) 'ﬂxl-cn\ Sixp0
) »
e

22.6- chizma. 22.7- chizma.

v

0] =x

Vx € ug (x;) uchun f'(x)>0,

Vx e u (x,)uchun /'(x)>0
voki
VX € 1y (xy) uchun f(x)<0,

Vx € ty (X ) uchun f(x)<0

bo'lsa. f(x) funksiya x; nuqtada ekstremumga erishmaydi.

Y=f(x) funksiyaga ekstremum giymat beruvchi nuqtalarni
birinchi tartibli hosila yordamida topish goidasi:

L. f7(x) hosila topiladi.

2. y=f(x) funksiyaning kritik nuqtalari, ya‘'ni /’'(x) hosila
nolga aylanadigan yoki uzilishga ega bo'lgan nugtalar topiladi.

3. Topilgan kntik nugtalar f(x) funksivaning aniglanish sohasini
oraliglarga wratadi, shu oraliglarda f'(x) hosilaning ishorasi
tekshiriladi.

4. Funksivaning ekstremum nuqtalardagi qivmatlari
hisoblanadi.

I-misol. Ushbu [(x)=x'—4x* fm;ksiynni ekstremumga
tekshiring.

Yechilishi. |. /'(x)=4x'—12x.

2. 4% (x—3)=0 = x=0, x=3.
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3. Intervallar usuli bilan f(x)=4x'(x—3) hosila x>3 da musbat,
r<0va0<x<3 da manfiy bo'lishini aniglaymiz:

x,=0 nugtadan o‘tishda hosilaning ishorasi o'zgarmaganligi
uchun bu nuqgta ekstremum nugtasi bo’lmaydi.

x,=3 nuqtadan o‘tishda hosila ishorasini . —* dan ,.+" ga 0"zga-
rtirdi. Demak, ekstremumning birinchi yetarl shartign ko'm x,=3
minimum nugtasidir.

4, f .. 3)=—21,

2- misol. f(x)= b’F(x — 5) funksiyvani ckstremumgn tekshi-
ring.

S x—-2

Yechilishi. 1. /'(x) = };/;(x—S)ap{f.Gf =%

x=0 (bu nuqtada hosila uzilishga ega) va x=2 (bu nugiada
hosila nolga aylanadi) nugtalar Kritik nugtalardir.
Quyidagi jadvaini tuzamiz:

7 (o) 0) 0 (0:2) 2 (2, +e2)
% Maviud
S : it - 0 ¥

A / A (0= \ = 1?’-:“ f’)c..a /

4. [ 0)=0 , f (2)= _3\‘/3 =-4.8,
3- misol. f(x)= .l;""‘ +2 funksiyani ckstremumga tekshiring.

Yechilishi. . /'(x) = x".

2, fix)=0,3x"=0= x=0 nuqta statsionar nugla
bo‘ladi.

. Ravshanki, Wxe g (0) uchun fi(x)=3x<0 = x<),
Vx e uy (0) uchun f(x)=3x'>0 = x>0 bo'ladi.

2. Demak, funksiyaning hosilasi x =0 nugtadan o*tishda o*z
ishorasini manfiy ,.—" dan musbat (,+") ga o'zgartirar ckan.
Berilgan funksiyaning o'zi x=0 nuqtada uzluksiz.

Shunday qilib, berilgan funksiya ekstremumning birinchi vetarli
shartiga ko'ra x=0 nuqtada minimumga erishadi. Uning minimum

giymati S (X) = : O42=2.
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b) Ekstremum mavjud bo*lishining ikkinchi yetarli sharti. x,
nuqta f(x) funksiyaning statsionar nuqglast, ya'ni f(x,) =0 bo'isin.
Agar f(x) funksivaning X, nugtadagi ikkinchi tartibli hosilasi
mavjud bo'lib, f(x,)<0 (f (%) > 0) bo'lsa, f(x) funksiya X,
nuquada maksimumga (minimumga) erishadi.

y=f(x) funksivaga ckstremum giymat beruvchi nugtani
ikkinchi tartibli hosila vordamida topish goidasi:

L. f'(x) hosila topiladi.

2. Berilgan funksivaning kritik nugtalari, ya'ni /(x)=0 bo'la-
digan nuqtalar topiladi.

3. Ikkinchi tartibli hosila S (x) topiladi

4. Ikkinchi tartibli hosilaning ishorasi har bir kritik nugtads
tekshiriladi. Bunda agar ikkinchi tartibli hosila manfly bo'lsa, u
holda funksiva bunday nugiada maksimumga, musbat bo‘lsa,
minimumga ega bo'ladi. Agar ikkinchi tartibli hosila nolga teng bo'lsa,
u holda funksiyaning ekstremumini birinchi vetarli shart bo'yicha
tekshirish kerak.

5. Funksivining ekstremum nuqgtslardagi giymatlari hisoblanadi.

I-misol. Ushbu funksiyaning ckstremumini ikKinchi taribli
hosila yordamida tekshiring:

J(x)=x' 9334 24x—12,

Yechilishi. |. /'(x)=3¢'—[8x+24.

2. ¥—6xt8= 0 = x=2, x,= 4 — stawsionar nuqtalar,

3. [7(x)= 6x—18,

4. [7(2) =6 + 2—18<0 bo'lgani uchun x = 2 nugtada funksiva
maksimumga ega bo'ladi; f7(4)=6.2—18>0 bo'igani uchun
x=4 nugiada minimumga ega bo'ladi.

3. S (2)=1(2)=22—9 - 22424« 212 = 8,

Jod =M )=4'—9 - 92424 . 212 = 4,

2Z-misol. f(x)=x'—6x° funksivaning ckstremumini ikkinchi
tartibli hosila yordamida tekshiring.

Yechilishi. 1. f(x)=3¢—12x

2.3x— 8 x=0 = X,=0, x,=4 — statsionar nuqtalar.
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3. [x)=6x—I2.

4. f°(0)=~—12<0 bo'lgani uchun x=0 nugtada funksiya maksi-
mumga ega bo'ladi; £°(4)= 12>0 bo'igani uchun x=4 nugtada
minimumga ega bo'ladi.

5. f o (0y=f(0)=0,

[ o B)=f(4)=—32. ]

3-misol. f(x)=(x—2)* funksiyani ckstremumga tekshiring.

Yechilishi.

L f(x)=8(x—2)"

2. (x=2)"=0 =2 x=2 — statsionar nugtadir,

3. SU(x)=12{x=2)" ‘

4. Ikkinchi tartibli hosila +=2 nugtada nolga aylanadi, shuning
uchun ckstremumning birinchi yetarli sharti bo'yicha berilgan
funksivani ckstremumga tekshirmmiz.

Ravshanki, Vxe uy (2) whun f(x)=4x—2y<0; Vxe u;(2)
uchun  (x)=4(x—2)">0 = x>2 bo'ladi,

Demak, berilgan funksiyva. ckstremumning birinchi yetarli
shartiga ko'ra, x=2 nugtada mimmumga erishadi.

5. f (D= (=0,

d) Ekstremum mavijud bo‘lishining uchinchi yetarli sharti. /(x)
funksiyaning x.e(@:b) nugtada f'(xg). f'(x).... /*x;) hosila-
lani mavjud bo'lib, biror # >2 son uchun f(x))= f(x)=.=/"
" {x)=0, F7(x )20 bo'lsin.

Agar: @) n juft son bo'lib (n=2m, me N), f/™(x)=""(x)<0
tengsizlik o'rinli bo'lsa, f(x) funksiva x, nugtada maksimumga;
S0 = (x>0 tengsizlik o'r inli bo'lss, f(x) funksiva nuqtada
X, minimumga ega bo®ladi.

b) # toq son bo'lsa (n=2m+1, meN), [f(x) funksiva ckstre-
mumga ega bo' lmaydi.

1- misol. f(x)=(x—c)" funksivani ckstremumga tekshiring

Yechilishi. Ravshanki, f(c)=f(¢)=...= /" (e) =0,
7" ey =n!> 0 bo'ladi. Ekstremumning uchinchi yetarli shartiga
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ko'ra, » jufl bo'lganda funksiva x =¢ nugtada minimumga ega bo'ladi,
n tog bo'lganda esa ekstremumga cga bo‘Imaydi.

2- misol. f(x) =2ch x +2cos x funksiyani ekstremumga tekshi-
nng.

Yechilishi. Berilgan funksiya uchun f*{x) =2sh x — 2sin x bo‘lib,
S (x) hosila x =0 nuqtada nolga aylanadi.

Demak, x =0 statsionar nugta. Berilgan funksiyaning yugori tartibli
hosilalarini topib, ulaming x =0 nugtadagi givmatlarini hisoblaymiz:

S7(x)=2chx —2¢cosx, f'(0)=0
S7(x)=2chx+2sinx, f*(0)=0,
SM(x)=2chx+2cosx, fY(0)=450,

juft tartibli hosila x=0 nuqtada noldan fargli bo'lib, u musbat
bo'lgani uchun berilgan funksiva x=0 nugtada minimumga cga
bo'ladi. Shu nuqtada funksiyaning givmatini hisoblaymiz:
.. (0)=4,

3. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatharini topish.
JS(x) funksiva [a;b] segmentda aniglangan va uzluksiz bo'lsin.
Veyershirassning ikkinchi teoremasiga ko'ra funksiyaning [a;5] da
eng katta hamda eng kichik givmatlari mavjud bo'ladi va bu
qiymatiarga segmentning nugtalarida erishadi.

Funksiyaning eng katta givmati quyidagicha topiladi:

1) f(x) munssiyaning (a,b) imtervaldagi maksimum qivmatlari
topiladi, Funksiyaning (@;5) dagi hamma maksimum qiymatlaridan
iborat to'plam {max f(x)} bo‘lsin;

2) funksiyaning [a;4] segmentning chegarasidagi, va'ni x=a,
x=b nugtalardagi f(@) va f(b) giymatlari hisoblanadi. So‘ngra
{max f(x)] to'plamning barcha clementlan bilan f(a) va f(b) lar
tagqoslanadi, Bu givmatlar ichida eng Kattasi f(x) funksivaning
[@.b] dagi eng katta giymati boladi. Xuddi shu usulda funksiyaning
eng kichik givmatt ham topifadi.

Biror omaligda uzluksiz bo‘lgan funk\qumg eng Katta va eng
kichik giymatlarini topish uchun;

1) bu oraligda funksiyaning tegishli statsionar nuqtalarini
topish, bu topilgan statsionar nuqtalarni ekstremumga tekshirish
va funksiyaning bu nuqtalardagi giymatlarini hisoblash;

2) funksiyaning oraligning chetki nuqtalaridagi qiymatlarini
topish;
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3) topilgan giymatlamni oraligning ichidagi fupksiyaning_ ekstre-
mum givmatlari bilan solishtirish kerak: bu giymatlarning eng
Lichigi va eng kattasi, mos ravishda, funksiyaning qaralayotgan
oraligdagi eng kichik va eng katta giymatlari bo'ladi.

1-misol. f(x)=x*—4x+3 funksivaning [0:3] oraliqdagi vng Katta
vir eng kichik giymatlarini toping. .

Yechilishi. 1) /' (x)=2x—4, 2x-4=0 = x=2¢[0;3] ctatsionar
nuqta, f(2)y=—1.

2) f(=3, f(3)=0.

3) Shunday qilib, funksiyaning eng kichik giymati —1 ga teng
ho'lib, funksiva unga oraligning ichki nugtasida erishadi, eng ka'ltn
qiymati esa 3 ga teng bo'lib, funksiya unga oraligning chap chetida

enishadi: ?
fmt lnm\=-/(2)="'l' fm‘ \ulnsf(o.)zl

2-misol. Konserva bankasi radiust » va balandhgi /1 bo‘lgan
silindrdan iborat, rva & lar orasidagi munosabat ganday bo'iganda
(o'l sirti o'zgarmas bo'lgan konserva bankasi eng Katta haymga
cga bo'ladi? . \

Yechilishi. Konserva bankasining to‘la sictint S bilan belgitaymiz,

Malumki,
S=2rr + 2mrh, h=const, (1)

.
bundan hh = _;_S;r — r. Konserva bankasining hagmi Ve = = =,

Demak, masala V(r)= ‘gr—m‘s funksivaning eng Katta
givmatini topishga keltirildi. Shuning uchun bu funksiyani

; z 4 . "
maksimumga tekshiramiz. V'(r) = "r—nr’. r >0 ekanligini

N

=
2 5
Funksiya ekstremumga cga bo'lsa. fagat r=\{bx nugtada

¢'tiborga olib,

bo'lishini topamiz.

ega bo'lishi mumkin. r < Jz bo'lganda V'(r) = 31:(:1; =7 ]> 0,

r>J-§ bo'lganda esa V'(r) <0 bo'ladi
L3
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Demak, funksiya ekstremumga ¢ga bo'lishining birinchi yetarli

shartiga asosan, V(r) funksiya f=‘j§: nugtada maksimumga
erishadi. Endi .konscrv:l bankast eng katta hajmga ega bo'lishi uchun
r bilan k orasida qanday bog'lanish borligini aniqlaymiz,

(1) bilan (2) dan * =2,, /=2r. Demak, cng katta hajmga cga
ho‘lsm_l-komem bankasini yasashda uning balandligini diametsga
teng qilib olish kerak bo‘ladi,

4. _anksiya graﬁgining qavariqligi va botigligi. y =/ (x) funksiya
(cr.b_) II‘I(CW.HI(‘h bpnlgan bo'lsin. Agar funksivaning grafigi (a:b)
oraligning ixtivoriy nuqtasidan o'tkazilean urinmadan yugorida
(pastda) yotsa, bu funksiya grafigi qavarig (botiq) deviladi (22.5,
22.9- chizmalar).

Hosila yordamida funksiva grafigining gavarigligi v: PR
3 Shye plt 2 qavarighigi va botiglig
tekshirish mumbkin. ' N e

Y=f(x) lunksiya (a,b) intervalda chekli /” g
bo'lsin. t chekln f(x) hosil 2 cga

1 ;

| /
"/')K Rl
22.8- chizma, 22.9- chinnu.

—_——

S5-teorema. f(x) funksiya grafigi (@;b) oraliqda qavarig( gat’iy
qavariq) bo'lishi uchun uning f(x) hosilasining shu oraliqda
kamayuvchi (gat'iy kamayuvchi) bo‘lishi zarur va vetarti.

6-teorema. f(x) funksivaning (a:5) oraliqda botig (gat’iy botig)
bo'lishi uchun uning f'(x) hosilasining shu oraligda o'suvchi
(gat‘iy o'suvehi) bo'lishi zarur va yetarli.

y=f(x) funksiya (a;d) oraliqda ikkinchi tartibli hosilaga ega
bo'lsin,
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7-teorema. f(x) funksiya grafigi (a;6) oraligda gavarig (botiq)

bo'lishi uchun f*(x) =0 (/*(x) < 0) tengsizlikning o'rinli bo'lishi
zarur va yetarli.

1- misol. f(x)=x'—2x"+6x—4 funksiya grafigining qavariglik va
botiglik oraliglarini toping.

Yechilishi. f(x)=4xX'—6x+6. f(x)=12x—12x=12(x'—x)=
=12x(x—1) lami topamiz. Ravshanki, {~e=;0) va (1:4e) oraliglarda
£(x) >0 tengsizlik o'rinli, ya‘ni bu oraliglarda funksiya grafigi
qavariq boladi, (0;1) oraliqda esa f"(x) <0 tengsizlik o'rinli, va'ni
bu oraliqda funksiya grafigi botig bo'ladi.

5. Funksiya grafigining egilish nugtalari. Funksiyaning hosilasi
yordamida uning egilish nugtalarini topish mumkin. £ (x) funksiya
x, nugianing biror #(x,) (8>0) atrofida aniglangan bolsin,

1-ta‘rif. Agar f(x) funksiya u; (x,) oraligda botig (gavarq)

bo'lib, us(x,) oraligda esa gavariq (botig) bo'lsa, (X, /{x,)) nugta
(funksiva grafigining) egilish nugtasi deb ataladi,

Agir x.e (a:h) f(x) funksiva grafigi egilish nugiasining
abssissasi bo'lsa, bunda ikkinchi tartibli hosila mavjud bo*lishi ham,
bo‘Imashgi ham mumkin.

Funksivaning ikkinchi tartibli hosilasi nolga aylanadigan yoki
mavjud bo'imaydigan nuqualar 11 tur kritik nugtalar deyiladi. Bu
nuqtalarda egilish mavjud bo‘lishi ham, bo‘lmasligi ham mumkin.
Masalan, x =0 nugta y=x" va y=x'" funksiyalar uchun egilish
nugtasi bo'lib, v=x' funksivaning x=0 nuqtada ikkinchi tartibhi
hosilasi maviud, y=x"" funksiyaning esa ikkinchi tartibli Losilasi
mavjud cmas;

8- teorema (cgilish nuglasi bo'lishning zaruriy sharti). Agar
f(x) funksivaning grafigi M (x,, f(x;)) nuqtada vzluksiz ikkinchi
tartibli hosilaga ega bo'lsa, f*(x,) =0 bo'ladi.

9- teorema (cgilish nugtasi bo'lishning yetarli sharti). f(x)
funksiya x, nugtada uzluksiz, bu nuqtada chekli yoki cheksiz hosilaga
ega bo'lib, x, nugtaning biror atrofida, ya'ni

Vxe i {x,) uchun f(x)20 (/(x)=0)
vxe u(x) uchun f(x)<0 (f(x)20)
tengsizliklar o'rinli bo'lsa, (x,, f(x,)) nugta f{x) funksivaning
egilish nuqtasi bo'ladi.
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10- teorema (egilish nugtasi bo'lishning ikkinchi yetarli sharti).
Agar fP(x)=0 bo'lib, f Wix)#0 bo'lsa, (x,, S(x.)) nugta f(x)
funksiyaning egilish nuqtasi bo‘ladi,

Masalan, y=x'--3x"—4 funksiva uchun (1.—0) nuga egilish
nuqtasidir. Haqgigatan ham, f(x)=6(x—1). FE1)=0,
S (1)=620.

Demak, 10~ teoremaga asosan, M (1.—6) nugta berilgan
funksiya grafigining egilish nugtasi bo'ladi.

¥=f(x) funksiya grafigining egilish nuqtalaring topish qoidasi:

1. Funksivaning ikkinchi taribli hosilasi S(x) topiladi;

2. y=f(x) funksivaning 11 tur kritik nugtalari, va'ni f*(x)
hosila nolga aylanadigan yoki uzilishgas cga bo'lean nugtalar topiladi;

3. Topilgan kritik nuqtalar /(x) funksiyaning uniglanish sohasini
oraliglarga ajratadi. Bu oraliqlarda ikkinchi tatibli f*(x) hosilaning
ishorasi tekshiriladi. Agar bunda x, kritik nugla gavariglik va
borighk oraliglarini ajratib tursa. X, nugla funksiya grafigining
egilish ougtasi abssissasidan iborat bo*ladi;

4. Funksiyaning cgilish nuqgtalardagi qivmatlari hisoblansdi.

I- misol. /(x)=6x"—x' funksiya grafigining egilish nuqtalarin
loping.

Yechilishi, 1. /7 (x)=12x—33%, f*(x) =12—6x.

2, 12—6x=0, ya‘ni x =2 yagona kritik nugta.

3. (~==i2) oraliqda f*(x) >0, (2:4cs) oraligda esa f*(x)<0
bo‘lgani uchun 9-teoremaga ko'ra x =2 nuqta funksiya grafigi
egilish nuqtasining abssissasidir,

4. Bu nugtaning ordinatasini topamiz: J(2)=16. Shunday qilib,
(2:16) nugta funksiya grafigining egilish nuqgtasi bo'lar ekan.

6. Funksiyalarni to*liq tekshirish va ularning grafiklarini chizish.
Biz I1T bobning yuqgoridagi paragraflarida funksiyalaming o*zgarish
xarakterini hosilalar yordamida o' rgandik. Funksiyaning o'zgarish
xarakterini hosila yordamida o' rganish funksiya grafigini anigroq
yasashda muhim rol o'yvnaydi

Funksivaldrai to'liq tekshirish va ularning grafiklarini yasashni
quyidagi sxema boyicha olib borish magsadga muvofiq bo'ladi:

|. Funksiyaning aniglanish sohasini topish;

2. Funksiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nuqtalarini
topish;
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iyaning § igi ivligini aniglash;
. Funksiyaning juft, togligi hamda duyny lash;
133 ;:nksx)):a grafigining o'glar bilan kcsxshtst] nuqt'alar!m lognsh,
St Funksivaning ishorasi saqlanadiggn oml.nckl‘lnm aniglash;
. Funksi figining asimplotalar}n! topish; P
g. I;t:mksn);:ng? monotonlik oraliglarini topish va ekstremumga
g > iri h; » - - v -~ . . - - N
- ks;ml;inksiya grafigining qavarigligi hamda botigligini aniglash,
cpilish nuqtalarini topish;.
9. Funksiya grafigini chizish,

x iyani to'li iring va uning
1- misol. f(x)= proam, funksiyani to‘liq tekshiring
g ini chizi ) . N ‘
LJaﬁYge‘:l'\l‘l:ls!un% Funksiyaning aniqlanish sohasi: D(f)= (—o=3 00
l-z(3£+<-;);3 funksivaning 2- tur uzilish nuqtas:

» X
i = lim = 4om ,
ll-l)l;:o I(X) x|-¢.\10 6{3—x )2

3. Shuningdek, funksiya davriy ham emas, juft ham emas, toq

(=x") x { Sfix),
ham emas, chunki f(—)= 3y — 4asx) #1— f(x),

4. Funksiyaning koordinata o‘glari bilan kesishishi:

Oy o'qi bilan: x=0 da y =0 bo'ladi;

0:\: o'gi bilan: y =0 bo‘lganda x =0 bo‘lad'u. '

Shunday gilib, bitta O (0;0) nugtada kesishadi. o -

5. Funksiyaning ishorasi saqlaruxdigar.\ imcrvall:?ml aniglaymiz,
aniglanish sohasini nugtalar yordaml'dn I'unksny_u no'lganc-:;'g;
bo‘ladigan intervallarga ajratamiz. Bu mlewallarpmg har bind:
funksivaning ishorasini tekshiramiz. Jadval tuzamiz:

'. [—"'.0) 0 (0,3) 3 (.‘;+o>)
o +
Sign > - 0 +
- - L a'. O.qi
- o'gl &y o'gl '
Joylanisi aolmigaq ustida ustida
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6. Funksiya grafigining asimptotalarini topamiz:

a) Ox o'qqa parallel to'g'ri chiziglar — vertikal asimprotalar
bo'ladi.

lim " e
13 B3 x)
bo‘lgani uchun x =3 to'g'ri chiziq — vertikal nsimptota.

d) Ox o'qqa parallel to'g'ri chiziglar — gorizontal asimptotalar
bo'ladi. Funksiva grafigi gorizontal asimprotagi cga emas.

&) Oxva Oy o'qlariga parallel bo‘Imagan to'g'ri chiziglar og'ma
asimptotalar bo'ladi, ya'ni y =kx+b og‘ma asimptotaning formu-
lasidan & va b lami hisoblaymiz:
. k=lim "j‘='lim LA
\ Xottm GX(3x)" b xsim 6[ 3 IJ‘ b

x
=1

x| 6(3—x)F 6 60—xF B (3—x)?

e “’m[ s lx] = Hm® —X(3=—x)0 101 tim b —9x
Demak, y = ;-x +1 to'g'n chizig og'ma asimpiota bo'ladi,

6. Funksiyaning monotonlik omliqlari va ekstremum qivmatlsnni
topamiz;

. X (x—9)
6(3—x)

@) x=0, x=9 larda y =0 bo'ladi
b) x=3 dit y '=4== bo'ladi,

)1

¥'20, Zii;;’,’ 20 =5 (X = 3)(x — 9) = 0 =5 (oo 3) L[ 4o0):
’ (X —=3)(x+9)<0= xe (=39,
ys0,= {x * 3,
e (=ih | O | (0:3) 3 (339 9 | (h+=)
sign _» + 0 + w0 - 0 +

Funksiyaning A 2 \ 27 A
o' zgarishi /7 N (& o N | g L
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.vmin = .V (9) = 287 <

A9 20y berilaan funksiya grafigining minimum nugtasi bo'ln.di.

7. I-'unlsgs'ry.ming gavanglik va hmiqlik_oraliqlnﬁni topamiz, buning
uchun ikkinchi tantibli hosilani topamiz

. 9x
y’ = PR

=0 va x=3 berilgan funksiyaning 2-tur Kritik nugtalari bo'!udi.
o0 bo'lganda y7(0) = 0, x=3 bo'lganda csa v*(3) = = bo'ladi.

Jadvalni tuzamiz:

" 4 {-=.0) 0 (0,3) 3 (3;4==)

- 0
sign = 0 N

Funksiya grabigiming

0

- R ] P

gavariglik yo'nalishi T

Funksivaning grafigi 2210~ chizmada tasvirlangan

1\

10
22.10- chizma.

Mustagil yechish uchun misollar
Funksiyalarni monotonlikka tekshiring:
X
Ly=t—e. 2Zy= Yo (x20).
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J.y=xtsinx. 4. y=x—In¥. 5. y=xe" 4. (-eo:— 10 (0:1) da funksiya kamayuvchi, (—10)(1i4e) da
: ' :a funksiva o'suvchi, : :
N 5. (—Z-»;omz;w) da funksiva kamayuvehi, (0;2) da funksiya

6.y=2tx—2 Ty=(e—1)% 8 y=jxtex’—9x2 47, o

Funksiyalarni ekstremumga tekshiring;

| 4 |=22 -
9. y=x'e*. 10.y=2sinx+cos2x. 6. )"““(2) 4

i : : ; y MuMmgn ca emas.
Funksiyalaming ko*rsatilgan oraliglarda eng katta va eng kichik ; Em(l:))?ft) . y_ (3)=—40).5, Yol 0)=7.
giymatlarini toping: s Yo\ — v Yo

% + ) =42, Yauu(0)=0.
11 y =25 3x"~12x+1, xe [=2:2.5]. 12, ymxe, xe[0;4ss), 9. Ymus ( J—)

x =3 ¥ [5“];‘ 3 ¥ {‘]:l,
13. y=x+ Jx, x[0:4]. 14, y=x'—30+1, xe|—1:4). 10. Ve [o) - R St N i S S
-2 A LA
15. y= —;x’ —Lx funksiyaning xe[—1;1] kesmadagi eng ym[;]= 8 ym“'[ 2 ]" 3
katta va eng kichik givmatlari yig'indisini hisoblang. oLl (=1, Veng wmi—w.
Funksiyalar grafigining gavariglik va botiglik oraliglarini toping: 12 Vs s (A )e, Yo m.u((g;":-
L, y=xt o IR .‘.+2 4 2 N A3 ) o -/ 130 ,v"‘ 5 (4):6‘ -vrxu Nhd e
16. y =x*+ X' 1807+ 20x~12. 17, y=xta¥, 18, y =xksinx. 10 .V.,:u:. (@y=17. o 2=y (—1)=—3.
19, y =23 1| 20, y=3x"—4x'+1. 15.0.
Funksiyalar grafigining egilish nugtalarini toping: 16. (_m;_z)\J[i;ym) da qavariq; [—-2;;] da botig.
P el g o RS P S 17. (—==:0) dat botig; (0;+:<) da gavarq. ) ,
2L.y=cosx. 22.y=1l+x 2 23, y =3x*—8x*+6x°"—12. 18, (Ork(2k+ 1)) da botiq; ((2k+ 1), (_u..fp_,,{) da qavariq, A= Z
24, y = '," 19. (—<;0)(1;+e) da botig; (0:1) da qavarg.
ik a1’

9 2 :
o - X A 'ao;o - ‘.M) d‘- . ari 3 (0‘. ) dﬂ b()“q.
Funksiyalarni to‘liq tekshiring va ularing grafigini chizing. 20. ¢ )”( 3 ) gavang 3

25. y=x'—3x'+3x—5. 26, y=xleln, of" \ .‘l‘ /
3 . i
27.y=xe>. 28, y= :_, . 29. y=cosx+ ;sin 2x. \ ‘ \ 3 /
4
30. y=Inx—x+1. ' ’ A/
___,____.u——i—--—o 'I“
Mustagil yechish uchun misollarning javoblari 4320 11334 A 2| L
| |
1. !-": 3 ]d:l funksya o'suvehi, (; ::’“)dacsa funksiya kamayuvehi. \
2, (0;100) da funksiya o'suvchi, (100;4+<) da esa funksiya kama- * :' - J
yuvchi, b '
3. R da funksiya o'suvchi. 1- chioma. 2- chizmo.
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1].[;+h1:ﬂ].ki z z,z..[d'.ifé'] [—Jﬁﬂ}

24, __2_\(3‘._—4"5-—1 . [—1+~.Ir3‘;-"'ri'l]. (1:1).

25, Aniglanish sohasi: R'; juft funksiyn; asimplotaga ega emas,
(—=i0) da kamayadi, (0;+=) da o'sadi; y_ (0)=—35; cgilish

all ;=451 |, (5=, [=L—451) (—1—a)y
nugtalan (‘. ]( ) [ 5 451]( I )

|
(‘”i—i)u(— \;5:\:3 ]u(l:«») da qavariq, [_l;_\ﬁ ]u

|
V[ A 11] da botiq: 1-chizmu,
26. Aniglanish sohasi: (s 00(0;22); x=0 funksiyvaning

ikkinchi tur uzilish nugtasi; asimptota: x =0); .lmm[ )“ 1,87,

(—eiM(4e0) da qavirig; 2-chizma,

27, Aniglanish sohasi: R'; koordinata o'glori bilan kesishish
nugqtasi: O (0:0); asimptota: x—e=day =0y, (0)=0,y  (Q)=4e=0,54;
egilish nuqualari: (3 —1;0,3), (V3+10,47); (V3—EJ3+1)
da botiq; (—s=: 3 —1) da gavarig; 3-chizma.

28. Aniglanish sohasi: (~=o;1)(1;4=); x=1 funksiyaning
ikkinchi tur uvzilish nugtasi; koordinata o‘glari bilan kesishish

! : : & R (SR ;
nugass: O (0.0): asimptota: X =1; Vas (2)= 4 + ceilish nugtalari

X0:0%: (=e=i00( 1:4+=) da gavarig; (0;1) da botig: 4- chizma.
29. Aniglanish sohasi: R’; davriy funksiya: 7=2x; koordinata

o‘glari bilan kesishish nugtalari: (0;1), l ] (—};ZO)I asimp-
1otaga cga emas;

()20 ()0

cgilish nuqtalan:
336

(-;;o). [x-rarcsm ."‘ﬁ’} [ 2-0] [2,,_,,““‘:,3_{;_}

hizma,
i c30 Aniqglanish sohasi: (0:4e=); koordinata o'glari bilan kesishish

nuqtalari: (1;0); asimplota: x=0; y, . (1)=0; (04e=) da botig; 6-
chizma. 4y

1; v

‘e
_——

6- chizma,
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23-§. TENGLAMAS] PARAMETRIK SHAKLDA, QUTB
KOORDINATALARIDA VA OSHKORMAS SHAKLDA BERILGAN
FUNKSIYALARNI HOSILA YORDAMIDA TEKSHIRISH

1. Tenglamasi parametrik shaklda berilgan funksiyaning
grafigini chizish.

Ckalar argumentli vektor funksiya tushunchasi. Funksiyva
tenglamasi parametnik shakida berilganda va uni tekshinsh jravonida
vangi obyekt — skalar argumenth vektor funksiva tushunchasidan
foydalanish ancha qulay bo'ladi. 7o zgaruvehi biror {fe & to'plamda
o' zgarsin,

1- ta'rif. Agar biror qonun yoki qolda bo'yicha vy e {f} nchun
a veklor mos qo'yilgan bo'lsa, v vaqida {7} to'plamda @ =a(f)
skalar argumentli vektor funksiya aniglangan deviladi

Biror {e1.e2.e3} bazish fazoda Dekart koordinatalar sistemasini
olamiz. Bu koordinmalar sistemasida har bir skalar argumentli
vekitor funksiva a(f) = x(1) e + y(t) €2 + z(1)es shaklda tasvirlanadi,
bunda x(#). »(9). =N (1)) funksiyalar a(n vektormning mos
ravishda Ox, Oy, Oz o'qlardagl proyeksivalari (komponenialari),
Demak, har bir skalar argumentli vektor funksiyaning berilishi
uchta skalar x (1), v (x), 2(0 funksiyaning berilishiga teng kuchli.

Koordinatalar boshigh qo'yilgan a=a (7 vektorning uchi
bo'lgan M nugta rargument {1} o*plamda uzluksiz o' zeara borginida
fazoda qandaydir geometrik o'rin hosil giladi, Bu geometrik o'rin
biror chizigdan iborat bo'ladi; ana shu chizig skalar argumentli
vektor funksivaning godegrafi deyiladi (23.1- chizma).

2- ta‘rif. Agar a(#) vektor funksivaning komponentalari
bo'lgan (1), y(7. 27 skalar funksivalar {¢) to‘plamda chegara-
langan bo'isa, u {7 to'plamda
chegaralangan deyiladi,

a(t) vektor funksiva {7)
to'plamda aniglangan bo'hib,
nugta {# to'plamning lmit nug-
tasi bo'lsin.

3- ta‘rif. Agar Ve >0 son
uchun 38(e) > 0 topilib, argu-
ment ¢ ning 0<ji—1J<8 1engsiz-
likni ganoatlantiruvchi barcha

23.1- chizma
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giymatlarida lE(I) -— Eo‘ <& tengsizlik bajarilsa, @ 0'zgarmas veklor
a(f) vektor-funksivaning 1, nugtadagi (1 1, dagi} limiti deyiladi
va lim a(f) = ao kabi yoziladi.

1eary

3- ta'rif quyidagi ta‘rifga ekvivalent. 3 ;

¥-ta'rif. Agar a(N—a, vektoming uzunligi 77, da nolga

intilsa, ya‘ni i
lim a(t) —a, =0

f-aly !
bo‘lsa, u holda a, o'zgarmas vektor a () vektor-funksiyaning I,

nugtadagt limiti deyiladi. e s ) .
qmﬁm. Skalar angumentli vektor-funksiya limitining geomgtrik

- . » " ‘- ; rmas
ma‘nosi quyidagicha: 1, da a () vcklor-f.unkslya.a,, 0'zgam
vektorga ham uzunhik bo'?richa. ham vo'nalish bO")'lchi? u}t_lladx.

4- tarif. Agar £, da a(f) vektor-funksiyaning limiti nolga

‘ni lim g (0= ‘Isa, a(f) vektor-funksiya f, nugtada
teng, ya‘'ni !l_[{}a(!) 0 bo'lsa, al(n o

(121, dn) cheksiz kichik vektor-funksiya deyilftdi. :
luo misol. a(f)=re, +sin re, vektor-funksiya 150 da cheksiz

kichik vektor-funksiya bo'lishini ko‘rsating.
6 f
Yechilishi. Ve > 0 berilgan bo’lsin. Bu songa ko'ra 8.- i 0
deb olinsa, £ ning 0<j—0i<s tengsizlikni ganoatlantiruvehi barcha
qiymatlarida
a(t)y—0 = tey +sinrer <t +sinr <21 <e
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu csa 10 da &gt)‘=_u—’|. ﬂint?: vektor-
funksiyaning cheksiz kichik funksiya ekanligini bildiradi, ya'ni
l'm'} a(l) = ‘,'_’3 (lea +§in le:) = (.
a{n vektor-funksiya {7} to*plamda aniglangan bo"lib. e m ho‘lsm.
5- ta‘'rif, Agar 11, da a(f) vektor-funksiyaning limiti mavjud
va u a(4) ga teng, ya'ni
Eln: a(f )= a(fo)
bo'lsa, u holda a (1) vektor-funksiva =1, nugtada uzluksiz deb ataladi.
339 |




I ning {}=(a;b) intervaldagi har bir giymatida a (1) vektor-
a( funksiva shu intervalda uzluksiz

funksiva uzluksiz bo‘lsa,
deyiladi.

5- ta'rifni quyidagicha ham avtish mumkin:

S'-ta*rif. Agar Ye >0 son uchun 38(c) > 0 son topilib, 1

argumentning f —7, <8 tengsizlikni ; :
qiymutlarida gstziikni ganoatlantiruvehi barcha

a(t) — alt,) <e

tengsizlik bajarilsa, g Y o
ataladi. jartisa, ate) vektor-funksiva /=1, nugtada uzluksiz deb

Agar a(r) vektor-funksiva
aln) =x(n e+ W e+ 24 e

fg:ﬁl:a _t:lrc\"iﬂangnn ba‘lsa, a(f) vektor-funksiyaning =7, nugtada

l'uﬁksi“f g1 uning komponentalari: x(1), (1. '(;) skalar
slyalarning =1, nugtada uzluksiz bo'lishiga t;:ng ku;hli b;)'iadi

s ql(fg vektor-funksiva (£ to’plamda aniglangan bo'lsin, ¢ ni
gllab, unga A7(A7> 0 yoki A%<0) orttirma beramiz (++Ar{1)

natijada g(r) vektor-funksiva h o, -
oladi. ar) r-hunksiva ham Aa = a(r + A1) — afs) onttirma

6-ta'rif. Asa Aa=5(l+N)—5u) - y
-Ag.r g G nisbatning /-0 dagi limiti,

soy NS . -
va‘ni BE}: &y Mmavjud bolsa, bu limat a(r) vektor-funksiyaning ¢
nuqtadagi hosilasi deyiladi va v o' i 42 i belgi
: C)_ i va v a'(r) yoki a2 a(r) kabi belgilanadi.
a(t) vektor-funksiyva komponentalari bilan berilganda

Aa(t)=a (A~ a (N=|x(t+AD—x(1)] & P
¥ —x(1)] es + [ y(++Arn—
P i s (AN —(1) |eat

bo'ladi.
Shu sababli
80 o X(1eAt)— -
T e e
’ :
Hlim AN =20

teal) Al
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poladi. x (8, ¥ (N, z () funksiyalarning har biri / nugtada hosilalarga

cn bo'lsa, a(r) funksivaning / nugtadagi hosilasi
v =8 65 2 ol ! ’ "‘ ’ 4
at)= B% ay = (e + y'(ne: + Z'(He:
kabi belgilanadi.

Vektor-funksiyaning geometrik tasviri egri chizigdan iborat
ckanligini ko'rib o‘tdik. Endi argumentning / va r+as qiymatlariga
chizigning M va M, nuqtalar mos kelsin (23.1- chizma), U holda
ayirma vektor Aa=a(Han—a(H= MA?, bo'ladi. MM, vektomni
Af skalar songa bo'lib, Mj I vektorni hosil gilamiz. MM, va "—"3"
vektorlar chizigni kesuvchi MM, to'g'ni chizig ustida yotadi.

1—0 da M, nuqta chizig bo‘vlab M ga intiladi. Natijada MM,
to'g'ri chizig M nuqgta atrofida avlanib, urinma vaziyatini oladi.
Shartga ko'ra, a(r) vektor-funksiya 7 nugtada hosilaga cga bo'lgani

uchun }JTo af+ A;” =00 a'(1) mavjud bo'lib, bu hosila urinma
chizig bo'yiab yo'naladi, ya'ni g'(r) urinma vektorni ifodalaydi.

7- ta*ril. Chizigning berilgan nugtasidagi urinma vektori bo'ylab
yo'nalgan to'g'ri chiziq chizigning shu nuqtasidagi wrinmasi
deviladi (23.1- chizma).

8- ta‘rif, Chizigning M nugqtasidagi urinmaga perpendikular
bo'lib, M nugtadan o‘igan to'g’n chiziq berilgan chizigning M
nugtasidagi normali deyiladi (23.1- chizma).

alf) vektor-funksiya R? da berilgan bo'lib, uning komponen-
wlari x(f) va ¥ bo'lsin. U holda

a=alr) (1)
tenglama
x=x(N: y=xy{1) (2)
tenglamalarga teng kuchli. Bu holda chiziq tenglamasi parametrik
shaklda berilgan deb aytiladi, Xususiy holda, chiziq tenglamasi

y=/[(x) (3)
ko'rinishda berilganda chiziq tenglamasi oshkor shaklda berilgan
deyiladi.

Chiziq tenglamasi
F{x,»)=0 (4)
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ko*rinishda beril
berilgan deyiladi.

Chizig tenglamasi (1)—(4 ‘ri
oh : : —(4) ko'rinishlarda beril ;
o'tkazilgan urinma tenglamasi, mos ravishda, e

ganda esa chizig tenglamasi oshkormas shakida

a=ay+ia,,
-"—-x Y—-—_)‘

'

.‘ ‘Vr ‘
Y—y=f(x) (X—x),
(X—x) F' +(Y—y) F =

ko‘nm.sh'larda bo'ladi, bunda X, ¥ — egri chiziq o‘zgaruvehi

nugeasining koordinatalari, ¢ — by nugtaning mdius-vcktor"

X, ¥ lar esa gn‘n'mh nugtasining koordinatalari. ?
'Normalmng tenglamalari mos ravishda

(a—ay ), =o,
(X —x)x"4 (¥ — )y =0,
(X —x)+ (¥ —») ) =0,

A=x Y=y
F f

Ko'rinishds bo*ludi.
berilganda uning M

k>0 b

)
)
/'k-o )

Egri chizigning tenglamasi oshkor shaklda

23.2- chizms.
nuqtasidagi egriligi

k= Y
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formula orgali topiladi. Egri chiziq tenglamasi parametrik shaklda
berilganda esn uning egriligé
' —xy
T ey

formula orgali topiladi, bunda
x'=x(n, y'=y(n), x*=x(1), y" = »(n.

Agar k>0 bo'lsa, egri chizig M nuqta atrofida urinmadan chapda

joylashgan bo'ladi (23.2 a- chizma).

k<0 bo'lganda esa egri chizig M nugta atrofida urinmadan
o'ngda joylashgan bo'ladi (23.2 b - chizma).

A=0 bo'lib, M nugtada ishorasint o"zgartrganda, M nuqia egilish
nugtasi bo'ladi (23.2 &- chizma), Bu holda egilish nugtasini topish
uchun

XY =0 (xP+yPeD)

ienglamani yechish kerak, ya‘ni egrilikni nolga aylantiradigan
nugtani topib, so'ngra bu nuqtadan o‘tishds & ning ishorasi
o‘zgarishini tekshirib ko'rish kerak. Egri chizigning egriligi A
ckstremum (maksimum yoki minimum)ga ega bo'lgan nugtalarni
cgn chizigming uehlari deb ataladi.

Egri chizigni tekshirish — wm anig chizish uchun kerak
bo'ladigan uning asosiy muhim xossalarini aniglashdan iborat.
Egri chizigning muhim xossalarign quyidagilarn Kirtish mumKin:
egn chizigning maxsus nugtalari, egilish nugtalari, asimptotalar,
o‘zaro kesishish nuqalarl, o'qlar bilan Kesishish nugtalari,
urinmasi koordinmalar o'qlariga parallel bo'lgan nuqtalar.

Endi tenglamasi

y=w

pammetnk shaklda berilgan funksivan garaymiz.

Simmetrikligi, Agar () — juft, y(2) esa tog funksiyvalar
bo'lsa, berilgan (5) shakldagi funksivaning grafigi abssissalir o'qiga
nisbatan simmetrik bo‘ladi.

Agar (1) — tog, y{/) esa juft bo'lsa, berilgan (5) shakldagi
funksivaning grafigi ordinatalar o'giga nisbatan simmetrik bo'ladi.

Agar off) va w(n funksiyvalarning ikkalasi ham tog bo'lsa,
(5) shakldagi funksiyaning grafigi koordinatalar boshiga nisbatan
simmetnk bo'ladi.

x=tv(’)-} (x<r<P) (5)
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I shartlar yetarli shastlar bo‘li iv shar
s - ib, zaruri
sordinata o'qlari bilan kesishish nuqta{ari ! n?:‘ﬂ \
i (};sp(»}tlzmliradigan qivmatlari bCriIgm.y i cshiw' (I).=0
-;x::all 0'ql bilan kesishish nugtalarini aniqlaydf T
l‘h:'/:‘:: 'I):--O tcnilamnni ganoatlantiradigan qiymatlari berilgan
iqning ordinat ‘qi bi ishi
donki alar o‘qi bilan kesishish nugqtalarini
Taxsus nuqgtalar. Egri chizi
. iziq pi ik asi bi
eian bo'lsin, ya‘ni XIS e manes bilan
M), y= 2 . T8 - -
“:’L’ ’dn“’(’) yoki r=r(0=p(Nity(nj, ast<p.
3% “f &8 @ (4)=0 yoki 7(£)=0 bo'lsa. u holda M(x.:y,)
= ‘1“"%-'}" egri chiziqning maxsus nugtast deb ataladi,
".;;‘rl chlzigning maxsus nuqualaridan boshga hamma nuqtalarini
A Uyie ydigan qiymatlani arni j
;|n‘£ll/ar nugtalar deyiladi. 87 108 keigan nuqtalami) oddly
ar qanday oddiy A ) s i
244 tenglhig y M(x:,) nugtadan o‘tkazilgan urinma
V(%)

¥io) (x—x), (%) =20 bo'lganda

Y= Yo =
¢

ey q\'(’o) ’

X v,(,o)(.v—yo). v'(5) 2 0 bo'lganda

‘ninishda bo'ladi,

M nugta maxsus nugt ‘Isin. Faraz qgilayvlik -

ol e o uq'a bo'lsin. !-a.raz qilaylik ## (£)=0 va

) ) vektorga kollinear bo'lmasin. Bunds:
ividagl hollar bo'lishi mumkin: ‘ o

1) p—toq, ¢—juft; 2)

. 5 p—togq, g— toq. — §
W, 4) p—juft, ¢— jufi. S T D
Birinchi holda M nuqtani i
. qtaning atrofida egri chizigni i oddi

uqtalarning atrofidagi holati kabi bo'ladi o i

Ikkinchi holda M nu | chiziqninig

kinchi: ; qta egri chizigning egilish nugtasi bo‘ladi

}Jc.lu‘nc.h! holda M nugta birinchi turdagi qaytish m?qtasiic:)‘l;(g:

‘0 fﬂfl.chl holda esa M nugta ikkinchi turdagi gaytsh nugtasi bo‘lac;:

Aususiy holda egri chizigning gaytish nuqtasida :

PN =0, Wi =0 (x5 —yx #0)

shartlar bajariladi, ya‘ni bu nuqtadagi urinmaning burchak koeltit-
siventi anigmas bo‘ladi.

Egri chiziq urinmasining koordinata o‘qlariga parallel bo'lish
shartlari.

a) ma'lumki, egri chizigga o'tkazilgan urinmaning abssissalar
o'giga parallel bo'lishi uchun y. =0, ya'ni y; =0, x, # 0 shart

bajarlishi kerak
b) egri chizigga o'tkazilgan urinmaning ordinata 0°giga parallel

bo'lishi uchun x; =0, y; # 0 shart bajarilishi kerak.

Egilish nugtasi. Funksiya grafigining egilish nugtasini topish
uchun x, # 0 shartda £ ning x;yj: — ¥ =0 tenglamani ganoat-
lantiradigan qiymatlarini topish yotarii.

Egri chizigning karrali nuqtalari. Har xil urinmaga cga bo'lgan
egri chizig ikkita shoxining kesishish nugtasi egn chizigmng karrall
nugtasi deyiladi.

Agar M (x.y) nuqta egn ¢
parametrning shunday ikkita h
bo'lib, ular uchun

hizigning karrali nugtasi bo'lsa, f
ar xil £, va £, giymatlar mavjud

x = lh) = ¢lh),

¥ = wln) = w(r)
munosabat o'rinli bo'ladi. Bu sistemani yechib, ¢ pammetming
topilgan 7, va 1, giymatlanga mos kelgan egri chizigqa o'tkazilgan
prinmaning burchak koeffitsiventlari

_viy) va k’,v(’:)

1 gl 17 gy

formulalar yordamida topiladi.

Egri chizigning qaytish nuqtalari. Egn chizigning gaytish
nuqtasida ¢’() =0, ¢ =0 (X —yx #0) shartiar bajarila-
di, ya'ni bu nugtadagi urinmaning burchak koeffitsiyenti anigmas
bo‘ladi.

Egri chizigning asimptotalari.

Agar:

1) lll_!l’;I (1) = o, !lgn o(f) = a tengliklar bir vaqtda bajarilsa,
egri chiziq x=a vertikal asimptotaga ega.

2) !'.{2 Y1) = o, !Ln,: o(r) = b tengliklar bir vaqida bajarilsa,

egri chiziq y = b gorizontal asimptotaga cga bo'ladi.
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Egri chizigning og'ma asimptotasini, ya'ni y=kv+b ni topish
uchun 7 ning bir vaqtda (1, )=eo, y (£ )=eo munosabatlamni ganoat-
lantiradigan 1»= f, qiymatini topish kerak. Agar ¢ ning shunday
giymati topilsa, u holda & va 5 lar

=i »/) =i —
k 5:12 i b y_g}lv(t) k()]

formulalar orgali topiladi,

Shunday qilib, tenglamasi parametrik shaklda berilgan
funksiyani tekshirish va uning grafigini chizishni quyidagi tartibda
olib borish magsadga muvofig bo'ladi.

I. Funksiyaning oddiy (regular) nugtalari va maxsus nugta-
larini topish,

2. Funksiyaning karrali nuqtalarim aniglash.

3. Funksiyaning koordinata a"qlari bilan kesishish nuqtakirini topish.

4. Egri chizigning koordinata o'glariga panillel bo'lgan urin-
malarini topish.

5. Egn chizigning cgilish nuquasini aniglash.

6. Egri chiziqning asimptotalarini topish

7. Egn chizigning o'qlarga nisbatan simmetrikligini aniglash,

I-misol. Ushbu x=37—¢7, y=2r—1* funksivaning grafigini
chizing.

Yechilishi. 1. Berilgan funksiyalit —ee<p see da
uzluksiz va differensialianuvehi.

Fildaxi =33 va y' =47 — 45 hosilalar bir vagtda nolga
aylanadi, ya'ni Z(2) = 0. M,(2:1) va My (—=2:1) nugtalar egri
chizigning maxsus nugtalari bo'ladi, 7°(+1) # 0, (£ 20 bo'l-
ganligi uchun mos ravishda p =2, ¢ =3. Demik. M(21), M(—2:1)

nuqtalar, maxsus nugtalar turlarining 3) - bandign asosan. birinchi
tur gavtish nuqtalar bo®ladi,

2. Egri chizigning karrali nugtal
xil 7, va ¢, giymatlarini olib,

{w.) = olhy).
Wi ) = w(r,)
munasabatni e‘tiborgn olgan holda.
3 —1=3—-1,
{21): t ’l‘ =) )flz = ';

amiglangan,

arini topish uchun 7 ning har
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ar har xil bo'lganligi
i hosil gilami i ko'ra, 7, va t, Jar har xil
gstemani hosil gilamiz, Shartga 0 X s tz) (2 e '§)= i
wchun, keyingi sistemaning ikkinchisidan (% — £

S } =0, 2=11+8, yoki#=
.nelamaga egn bo‘lamiz. Bundan 4 S AT
u-ne.l't bo‘ladigl Bu giymatni tenglamalar snstcnpasnmng bir '““'h‘:‘:z
‘ .d-d’, t(3—12) =0 tenglamani hosil gilamiz. Bund-'-;‘&‘:z 1 0
x:sa,t;ﬂ bo'tadi, buning bo'lishi mumkin emas, fagat : :d ,;1 =

e = I s
hol otrinli bo'ladi. Keyingi tenglamadan 1 S ! fr-a) nutm
g1 bo'lamiz. ¢ ning bu giymatlariga egri chiziqning h-"(iﬁ burchak
:gc‘)s keladi, lekin bu nugtadan o‘tgan urinmaning
koeffitsiventtari har xil bo‘ladi:

4
’ 4’ - ".. k - o: = g:— 2
ky = ¥y =3 3'n -3 J =) |’| J R

; ki marta o'tadi.
B i chiziq M,(0;—3) nugtadan ikki martz .
Shunday ;;[nlilcig:rz) cg'f_‘; ) tenglamatarni qnnoatgam?ric.ilel.ang
i 3; 'ln:';lsmos ravishda, egri chizigning abssissa va OrAdmimi“bczndi.
q!ymdlttasi‘:hish nugtalari koordinatalarini topish ‘{“'l‘_"‘_‘ 'i‘ M (0:0)
ll);\‘la:::m:l'a;uallhrini vechib, egri chizig koordinata o i .lr}: J :isl;in'l
> e ¥ alarda kesio ¢
7 E M (_\[2'0) nugla
M0:—3) M(2:0), My
aniglaymiz. i v (0)=0. (D)2 0 bo'lganligi vchun
=0 da y' =0, yarm _"( )=0. W A veur  Batle tma-
M, (‘:)" 'O:Onuq‘uid:'m o'tgan urinma abssissalar o'qi bilan ustn
us‘l' tushadi.

< r<—1 | <1<0da y, = 4; < () bo'lgantigi uchun be-
—co  [S—1, — C

Ky
+oo & = >0
rilgan funksiva kamayuvehi, 0 <7< 1, 1< r<- fh :, ;=%) -
bo‘lganligi uchun berilgan funksiya O'S.u\'chl.. l?u'nu ' s
ohg.a M,(0;0 nuqtada berilgan funksiya minimum )_mx,’ AT
yaal Oc : bo'ladi, =1 bo'lganda x =+2 bn‘h}dh ya ‘?' ;1';:__4
qul:'ﬂ :832‘?; nuatalarda berilgan funksiya RKMEEN e (22
va ! - : g i ‘. e
qiynsta:ﬁa &iakg?:sgll\ yana bir marta x bo‘yicha hosila olamiz;
o o W3 N—Vexp _ 4

Y=y T Sen—y

' a4 v > 0, shuning uchun cgri chizigning
fning —1 < r< 1 qiyatlarida . L




qa‘vanqhgi ordinatalar o'qining manfiy tomoniga
bo !adi,. t.ning (11>1 giymatlarida B :
ch:: ch_mqning qavarigligi koordin
bo‘ lgdl: Shunday gqilib, A¢ (2:1)
chizigning egilish nuqlalari lx‘)‘lz;di

. l-&-—mdax-ﬁm.;—rwva ! :

,__,Mda}'___ll’-t‘_* :
= bo i i ehivins wes
- X 3g leanligi uchun egri chizig asimpiotag:

I—=ieda x =3 4 —afd - Fom,

B
e ;:}da ;t-;);t:» cz‘}],v —'—.x” ' bo'ladi. Shunday qilib. egri
ng holati —x chizigning holati kabi bo'ladi, r—0 da

A=3—13=3r 50, y~24? 25
y=22"=0 F=5% = 0. Demak, M(0,0)

nuqtaning atrofida egri chizigning holati y=
Kubi bo'ladi,
7. xX(H — 10q v(1) '
7 . » M0 — ult funksiva bo'lgantios ue I
Chmﬁgr?rd"mm’m'r ofqnga msbatan simmetrik joyg'!.':;ll:gg;nu;]"l‘:d Y
: mlf:;l‘ clz;zuqmng gmfigi 23.3 - chizmada tasvirlangan ;
. Ushbu funksiyaning grafigini chizing: .

garab yo'nalgan
<0, bo'ladi va demak, berilgan
atalar boshiga garab yvo'nalgan

va M(—2:1) nuqtalar egri

Heda X s, s bo'ladi.

y‘-f‘—)-«:».

2
o R P :
o X" chizigning holati

- |
X=r, =31
¥ 51 3(.
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Yechilishi. 1. Berilgan funksiyalar —s <1< 4e da aniglangan,
uzluksiz va differensiallanuvchi. 7 ning bu givmatlarida — < x <{),
- <y < qon, 1=0da x| = 4, y; =1' —1* funksiya bir vaqtda nolgn
aylanganligi uchun M{0;0) nugta egri chizigning maxsus nuqtasi
bo'ladi, r7(0) = {0;—2) = 0, r™V(0)={24:0} =0 bo'ganligi uchun
=3, =4 bo'ladi, Demak. maxsus nuqtalar turlarining birinchi
bandiga asosan, egri chizigning M ((:0) nugta atrofidagi holat
uning oddiy (regular) nugta atrofidagi holati kabi bo'ladi.

2. Egri chizigning kesishish (karrali) nugtalarida, yva‘ni # ning
har xil £, va 1, giymatlariga mos kelgan nugtaning abssissasi x v
ordinatasi y lar bir-biriga teng bo'lganligi uchun

’l. = ’g'
1 1
T
munosabatlar o'rinli bo'ladi. ¢ va 1, lar har xil bo’lganligi uchun
sistemaning birinchi tenglamasidan 1,=—, ekanligi kelib chigadi,
Bu topilgan giymatni sistemaning ikkinchi tenglamasiga go'yib,
K3 —=35)=0
tenglamani hosil gilamiz. Bundan 7,=0 bo'lsa, £=0 bo'ladi, bunday
bo'lishi mumkin emas. Shartga ko'ra, ¢, va 7, lar har xil edi. Shuning

S AN i) B
| Ssh—3h

3
t'— 5

‘
uchun fagat 3:,’ —5=0 hol o'rinli bo'ladi, Bundan £ =ﬂfJ v
i3
l =IJ§ qivmatlarni topamiz. ¢ ning bu givmatlanga cgr

: 25 : \
chizigning bitta M, 9 20"] nugtasi mos keladi, lekin bu nugtadig

urinmaning burchak koeftitsiyentlari har xil bo'ladi:

k zy'l =[,2_l l =j;.|
' § n=1"/§ 4 Ftﬁ 245"
3
v o) | i
=y I = =F - c
Gl 'zqg [ ¥ _I'z=tﬁ 2,05

25
Demak, egri chiziq M,( 9 :0] nuqgtadan ikki marta o'tar ckan,

ya'mi M, ( 2;-;0) nuqta egri chizigning karmali nuqtasi bo‘lar ekin
0



3. 1 ning :I’—:!’ =0 tenglamalarni qanoatlantiradigan

giymatlari berilgan egri chizigning abssissalar 0'qi bilan kesishish
nuquasini aniglaydi, 7 *=0 tenglamani qunoatlantiradigan givmatlari
esa uning ordinatalar o°qi bilan kesishish nugtasimi aniglaydi. Bu
tenglamalami yechib, egri chizigning koordinata o'qglarini M (0,04

Vi M, (295 ;0] nuqgtalarda kesib o'tishiga ishonch hosil gilamiz.
e
4 1=%iday, = . #.' v YOOI Y (£ )=0, X, (£1 )20 bo'lgani uchun

M| — nzs) va M, g I |2< nuqtalardan o'tgan urinmalar abssissalar
o'giga parallel bo*ladi, 1 =0 da esa M (0:0) nugtadan o'tgan urinma
ordinatalar o'gi bilan ustma-ust tushadi.

fe[—1:0) da Y. 20 bo'lganda uchun berilgan funksiva o'suvchi,
fe|—=;—1) da y/(x)<0 bolgantigi uchun berilgan funksiya
kamayuvchi, /1=—| dy v=1 bo'ladi, ¥... (1) = ;; re (051] da
¥ <0 bo'lganlig: uchun berilgan funksiya kamayuvehi, fe1;4e2)
da ¥ >0 bo'lganligi uchun berilgan funksiva o'suvchi, r=1 da

x=—1 bo'ladi, Yy (—1) =~ L.

5. ¥y = '4;}' dan yana x bo'yicha hosila olamiz:
- XV —=xyy 2 i 23
Ya= d ’:x;)," ‘= :(‘:: »  shuningdek, X2 =—";((,’2_::; .
Bundan egri chizigning cgilish nuqlasiga ega emasligini ko'rish
qiyin emas. Agar 1 >0 bo'lsa, ,v:: >0, demak, [0:3] da egn
chizigning gavarigligi ordinatalar 0'qining manfiy tomoniga tjarab
yo'nalgan bo'ladi, 7 <0 bo'lganda esa ¥12 <0 ba'lib, egri chizigning
qavarigligi ordinatalar 0'gining musbat tomoniga garab yo'nalgan
bo'ladi. /=0 da egr chizigning qavarigligi yo‘nalishi O zgaradi,
lekin koordinatalar boshida egilish nuqtasi yo'q. 1=0 ning atrofida

2 L
,24‘(,'.' ’::.\ >0 bo'lgani uchun egri chizigning qavarigligi

abssissalar o'gining manfiy lomoniga gamb yo'nalgan bo*ladi.
6.ttt X =5 o=y P — oo, yo'ni 7 —es da egri chizigning nuqtalari
2
cheksizlikka intiladi. 7 —seadg * = ¥ '“5 - = bo'lganligi uchun egri
330

»~
X’z = —

bo'lgan asimplotaga ez ho‘!isili
huning uchun cgri chizig
L e,

chiziq fagat ondinatalar o'qiga parallel
mumkin, lekin 71— da x99, §

a x=1"' 5=, Y=~
asimptotaga cgh emas. I da x=1

5 i ili 1zlikda
' ‘Indi. Shunday gilib, cheksiz
bundan x—eedit y - 3 t* bo'lndi

holati : x: chizigning holati kabi bo'ladi. 1 =0 da
5

J -
' x4 — 0. Koordinatalar boshida
3

egri chizigning

1.3 X
X=f‘-—)0.y--}’ —"0.‘}'

i kabi bo'ladi.
A att } _ v chizigning holati kabi
i chizigning holati (3y)” =x . TAKSF o8
cgn_,ch.l ;(u: _nfm v {1 — tog bo'lganligi uchun egri Lh}l‘f? abs':‘?:.:;}.
lar o:ci\isﬂ simjmc;r‘ik joylashgan bo'ladi. 7 ning ‘5‘:;3_“‘5;;; :zlg‘n:g‘,qu
‘ issasining ishorasi o'zgarmaydi, 14t SN
“:‘d(ilxlxz::mas}):i?::i;rmmsxg(fignmdi. Shuning uchun egri chizigni 1
O B

ning musbat givmatian uchun chizish )'c‘m.rh. b
Berilgan egn chizigning grafigi 23.4- chizmada 1:

AV
O F
4 .u
M,
M, 7 L
) 0 ! 2
0 M,
a4
23.4- chizmu,
3. misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:
x=31—e, y=2te
ilgan funksiy: <€ 4o da aniglangan,
Yechilishi. 1. Berilgan funksiyalar -

i, p= =3—3¢

i ifferensiallanuvehi. #=0 da X
zluksiz  va differensial | : |
"” =2 —2¢ ¥ funksivalar bir vaqtda nolga aylanadi. M,(1:1) nuqta
:;ri chizigning maxsus nugiasi bo'ladi.




r(0)=19;4) #0, r°(0)={—27;—8) » 6 bo'iganligi uchun
p=2, 4=3 bo'ladi. Demak, M (1:1) nuqgta egri chiziq uchun
birinchi tur gaytish nuqtasi bo‘alidi.

2. Egni chizigning karmali nugtalari vo'q.

3. Egn chiziq koordinata o‘glari bilan kesishmaydi.

’ 21+¢™") o ’
4 v = YO g e V1€ (—o0,+=) da Y, » 0, y, # 00 cmas.

Demak. egri chiziq koordinata o'qlariga parallel urinmalarga ega
emas. Vi€ (~ee,490) uchun y. >0, benlgan funksiya o'suvchi
x=1day, (1)1 gaega.
5. v/ funksiyadan x bo'yicha hosilasini topamiz:
. 26 (2:07) » ki o

ya = e (el 22y~ 17 0da ¥ >0, egri chizigning qava-
riglig vo'nalishi pastga, ya'ni ordinatalar o'gining manfiy tomoniga,
1<0 da esa y% <0, gavariglik ordinatalar o'gining musbat
tomoniga garab yo'nalgan bo'ladi,

6. Egriching y = .;.x ASEMPLOtaga ega. f —rieo da I=3I[h3’:'u ] 3,

R SEPe, 71 '.}z. R, izl :
! 3 I da ) (*z e Ly 3x.Dcmak. cheksizlikda egn

chizigning holati y=§ x chizigning holati kabi bo'ladi.
7. Egri chizig koordinata o'glariga nisbatan simmetrik emas.
Berilgan egri chizigning grafigi 23.5- chizmada tasvirlangan,
4- misol. Ushbu funksivaning grafigini chizing:

,.\ '5

X i Pt
(T 4 For?

Yechilishi. 1. Berilgan funksiyalar 7 ning —== < f <4
giymatlarida aniglangan, uzluksiz va differensiallanuvehi. Berilgan
funksiyalarning hosilalarini topamiz:

x.=_:?(_?»—t‘) y,=dg&r‘)
g ey T ety

‘~
L
e

4V
'8
M
1
0%
i 05 1 15 o
23.5- chizma.

1 =0 da x=0, y=0 bo'lganligi uchun, M,(0:0) nugta egn chizigning
’ = . ‘ -
maxsus nugtasi bo’ladi,

F2(0)=16;0)0, F (0)={0;120}20

bo‘lganligi uchun p =3, g=3. Demak, M,(0;0) nuqta berilgan
egri chizigning egilish nugtasi bo‘lar‘ckan. L.

2. Berilgan egr chizigning karrali nuqtasi yo'a. ki

3. M, (0;0) nugta egri chizigning koordinata o'glan bilan
kesishish nugtasi bo‘ladi.

4 y§=y ;='2;Z':») funksiya =0 da »=0 bo'ladi. M (0:0)

nuqtadan of;lgan \rinma abssissalar o‘qi bilan ustma-ust tushadi.

4 3 -
(=445 da M, i | va M -33;—31] nugtaiardan o'tgan

AL 4
urinmalar ordinatalar o'qiga parallel bo‘ladi. 3<t<¥3 va

= (5":’20 bo'lgani uchun funksiya o'suvchi, —ct<{f3 va

o X

4f3<1<+e da esa y’ <0 bo'lgani uchun bu holda berilgan funksiya
kamayuvchi bo'ladi. | .
5. Ma‘lumki, M,(0;0) nuqta egn chizigning egilish nuqtasi ekanli-
, st
gini birinchi bandda anigladik. £0da, Y25 30 %)
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b?'!g?nligi uchun egri chizig qavarigligi yo'nalishi pastga (Ox

;o (.];;ngl;. rpusb::l tomoniga) qamgan bo'ladi, <0 da esa ¥ <0
anligi uchun gavariglik vo*nalishi i ‘gin

manfiy tomoniga) qarag:u? bo*ladi. TRt o i e

[
6. 1 | PO g e :
—3e= o ,,ﬂf ==, Egri chizig asimptolaga cga cmas,

—ytoe '
> ida Yrdee, feeda X (N~17, 1=x3 50 =0 da. y ~ 13, bundan
y,.x] bo‘ » 4 ’ s s
X fadi. Egri chizigning M,(0:0) nuqta atrofidag: holati
¥=x3 funksiya holati kabi bo‘ladi.
s e r -y funksi '
! y—m, unksiyalarning ikkalasi ham tog funk-

siyalar bo'lganligi uchun beril i chiziani
' 4 . gan egri chizign i
koordinatalar boshiga nishatan simmetrik bo'ladi. il R g 3

Berilgan egri chizignin ¢ :
¢ grafigi 23.6- chizmada tasvi
5- misol. Ushbu funksiyaning grafigini Cisiog: irflangan.

t !
) v
~2’ ycui'

Yechilishi |. Berilgan funksivalar 7 ni boshqga
: i | ning ! =+2 dan
qiymatlarida aniglangan, uzluksiz va differensiallanuvchi. Bl::‘::‘;‘g'::

Ar}'

23.6- chizma.
354

funksiyalarning x/ va y; xosilalarini topamiz:
' 2 L R
T YT
x;20, y;»0 bo'lgani uchun egri chiziq maxsus nuqtaga ega emas.

2. Karrali nugtalar yo'q,
3. r=0 da x(0)=0, p(0)=0 bo'lganligi uchun egri chiziq
koordinatalar boshidan o‘tadi.

’ , 2 _
4, y_ni hisoblaymiz: y;—y'n—“ i ¥, #0, demak egni chizig

g (t+2)l
koordinata o‘qlariga paralle! Bo‘lgan urinmalarga ¢ga emas. 7 ning
r=—2 dan tashqari boshqa hamma giymatlarida y!=— "—3])50
+2

bo'lganligi uchun berilgan funksiya kamayuvehi bo'ladi.
5. Egri chiziq egilish nuqtasiga ega cmas. ¥ hosilani hisob-

laymiz:
. -2
Y =4[ 142 ]) '

¢ ning |f| >2qgiymatlarida ¥:>0 bo‘lganligi uchun egri chizig
gavarigligini yo‘nalishi pastga, va'ni koordinatalar tekisligining
uchinchi choragiga garab yo‘nalgan bo‘ladi. 7 ning jf| <2 giymatlarida
y72<0 bo'lganligi uchun gavarigligining yo'nalishi yugoriga, ya‘'ni
koordinitalar tekisligining birinchi choragiga garab yo*nalgan bo'ladi,

6. 1—»—210dax—te, y—’;; 1—-230da x-';-. YT

Demak, egr chiziq uchun x=; . y=; to'g'n chiziglar mos -
vishda vertikal va gorizontal assimptotalari bo'ladi. Berilgan
funksiyalarni bir vagtda cheksizlikka aylantiradigan f ning shunday
giymatlari mavjud bo‘lmaganligi uchun egri chizig og‘ma
asimptotaga ega emas.
7. Benilgan egri chizigning grafigi uning asimptotalar kesishish
1 ) A N :
nuqtasi M, (; : —2) ga nisbatan simmetrik joylashgan bo‘ladi.
Yuqoridagi bandlardagi mulohazalarga asosan berilgan
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23.7- chizma,

funksiyaning grafigi 23.7- chizmada tasvirlangan.

2. Tenglamasi quth koordinatalar sistemasida berilgan
funksiyaning grafigini chizish. Qutb koordinatalar sistemasida
funksiyani tekshirish va uning grafigini chizish sxemasi 11 bob.
16- § da berilgan edi. Biz bu yerda funksivani tekshirish va uning
grafigini chizishda oldingi tekshirishlarga go'shimcha ravishda
differensial hisob kursining tushunchalaridan foydalanamiz.

Ushbu p=f(9), <<t funksiyani qaraymiz.

Agar p=f(¢) funksiya chegaralangan, va‘ni p<a bo'lsa, u
holda egri chiziq aylananing ichida joylashadi.

Agar p=f(—p)=f(9) bo'lsa, egri chizig qutb o'qiga nisbatan
simmetrik; agar f(z—q)=f(¢) bo'lsa, egri chizig qutb o'giga
perpendikular bo'lgan to'g'ri chizigqa nisbatan simmetrik va
nihoyat, agar f(n+¢)=f(p) bo'lsa, egri chiziq quibga nisbatan
simmetnk bo'ladi.

p=/(o) funksiyani ekstremumga tekshirish odatdagi tartibda
olib boriladi: /() hosila topilib, u nolga tenglashtiriladi, ya'ni
S(9)=0 1englamaning ildizlari(funksivaning kritik nuqialari)
topiladi, Agar =g, kritik nugtaning chap tomonida f(g9)>0
bo'lib, o'ng tomonida esa f(@)<0 bo'lsa, Puw=/(9) bo'ladi,
Agar @=¢, Kritik nuqtaning chap tomonida S(@)<0, o'ng
tomonida esa f{(@)>0 bo'lsa, Puix =/ (9 ) bo'ladi.

Egri chizigning p_ . va P Nuqtalariga o‘tkazilgan urinma
urinish nuqtasining radius-vektoriga perpendikular bo'ladi. p=S{)
156

23.9- chizma.

egri chizigda urinmasi qutb o’qiga perpendikulyar bo'lgun nugtalar
(23.8- chizma)
gp= ., (n

formula bo*yicha topiladi, bunda pskn+;—¢, |

i ning bu givmatini {1) ga qo'yib, hosil t?o‘l'gan tenglamani P
ga nisbatan yechsak, ¢ ning topilgan qiymati izlanayotgan nugtani
aniglaydi, ‘ . /

Egn chizigning egriligi qutb koordinatalar sistemasida

k= P} '29'2—99'
3
(s
formula orgali topiladi. Agar egri chiziq cgilish nuqtasiga cga bo‘lsa,

v 4 T 2) ga a ’ p)+2pl3_plpn=0
@ ning unga mos kelgan q:ymnt{ ( : sosan‘ .
tenglamaning toq karrali ildizlaridan iborat bo'ladi.

(2)
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p=f(p) cgri chizigning qutb koordinatalar sistemasidagi
asimptotasining tenglamasi
P
P

~coslg—) (3)

ko'rinishda bo'ladi, bunda y — quibdan asimptotaga o‘tkazilgan
perpendikular bilan quib o'qi orasidagi burchak, P— perpendi-
kular uzunligi (23.9- chizma). y ni topish uchun p=f(¢) teng-
lamada ¢ ning p ni < ga aylantiradigan @=¢, giymatini topish
kerak. Agar @ ning shunday giymati topilsa, egri chiziq ko'p
shoxobchalarga ega bo'ladi. P quyidagi

2
P=lim 2 (4)

b )

formula orqali topiladi. Agar bu limit maviud bo'lsa, egri chizigning
asimptotasi cheksiz ko'p shoxobchalasga ega bo'ladi, Agar bu limit
mavjud bo'lmasa, egri chizigning cheksiz ko'p shoxobchalari
asimptotaga ega bo'lmaydi (yoki egri chizigning shoxobchalari
parabolik tipda bo'ladi).

Agar P >{ bo'lsa, egn chizigning asimptotasi radius-vektoridan
o‘ngda joviashadi, P <0 bo‘lganda ¢sa chapda joylashgan bo'ladi.

1-misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

P =

Yechilishi. Ravshanki, berilgan egri chiziq cheksiz ko'p
shoxobchalarga ega bo'lib, qutb o'qiga simmetrik va qutb boshiga
perpendikular joylashgan. Berilgan funksiya davriy funksiya bo'lib,
uning davri w=2x,

Bu funksiyani ekstremumga tekshiramiz:

p= 2::1“: . p=0. bundan s'ino=0. ¢,=0, ¢,=x nuqtalar
benlgan funksiya uchun kritik nuqgtalar bo'ladi. Bunda p’(0—0)<0,
p'(0+0)>0 bo'lgani uchun ¢=0 nugtada funksiya minimumga
ega bo'ladi, ya'ni p__(0)=a, p'(x—0)<0, p'(x+0)>0 bo‘lgani uchun
¢,=x nuqta ham funksiyaning minimum nuqtasi bo'ladi, ya'ni
358

p..(x)=a. Egn chiziqning urinmasi qutb o'giga parallel bo'lgan

nugtalarini topamiz: (1) formulada p=kz—9 deb olib,

| :
- 1 S s
1g{kx — @) = % ctgg ga ega bo'lamiz, bundan 1879 = —, 1 hosil

ilamiz. Bu tenglama haqigiy ildizlarga ega cmas. ;
3 Egri chizigning urinmasi quth o'qiga perpendikular bo‘lgan

p:ku»;—«p deb olsak,

18 km—;—'P]="2- ctge , bundan =0, @, =% Dcwk. egri chizi'qnmg
(a:0) va (a:x) nugtalarda urinma quib o'qign perpendikular
bo'ladi. ' g bl
Egri chizigning egilish nuqtalarini topish uchun p*+2p~ —pp =0
2 { : : ’
tenglamani yechib, cosq>=tJ; ga cga b'o famiz. lf).bf] kesmada
berilgan egri chizig to'rta cgilish nugtasiga cga bo'ladi,
@=" da p==o bo'ladi, ya'ni egri chiziq asimptotaga cga bo'lishi
2

nuqtalarini topamiz: (1) formulada

mumkin, lekin

' a
=
pzlm: sin 2¢
2

bo‘lgani uchun egn chiziq asimptotaga ega emas.

23.10- chizma.

Berilgan funksiyaning grafigi 23.10- .cl_iizn‘tada tasvirlangan.
2- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

e P
P=ArcCos =
KAV




Yechilishi. Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi: lr,!lSl
P

bo'ladi, bundan —p?<p—I<p?, 7';‘[5- Spte,  lim_ olp)=

“leyS
0
= lim arccos ™ ,'~=1t. :

=1
94 J qo p

lim ¢(p)=1i laX,
p—u—«p) Pl-lolon-arccos'pl .1' ‘P=;.

Berilgan funksiyani ekstremumega tekshiramiz:
:0= pdt S : =2 bo' do —15
= r bunda p=2 bo‘lganda do =0 bo'ladi, ~<p<2

2

- de
oraliqda ilp<0‘ p>2 bo'lganda esa Z:>0 bo'ladi.

Demak, p=2 da funksiva minimumga cga (¢=m€0$:~).

~ 145 : ;
pr=—p nugtada hosila mavjud emas, bunda funksiya x qiymarga

(maksimum giymat) ega bo‘ladi eyt ¢
chizmada lnsvirlnnsan.ga adi. Bu funksiyaning grafigi 23.11-

Quyidagi spirallaming grafigini chizing
X -[‘.,L Arximed s;:‘irali p.=aq>. a>0. p=ag, a>0 qutb atrofida tekis
y nay.otgan to'g'n chiziq bo'ylab ilgarilama tekis harakat giluvchi
nuqtanmg t'myf:ktonyasi Arximed spirali deb ataladi. Aylanayotgan
Wo°g'ri chizigning dastlabki vaziyatini qutb o'qi deb qabul qilib

8=} 4

23.11- chizma.
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o'zgarmas tezlanishni ©, o’zgarmas tezlikni v bilan belgilusak,
shartga ko‘ra v=aw bo'ladi, bunda a — o'zgarmas, qutb-radius ¢
burchakka burilsa, M nugta OM=a masofani bosadi. OM=p
bo‘lgani uchun p=ag.

Arximed spiralining grafigini avvalo =1 bo‘lgan holda chizamiz:
p=g chizigni ¢>0 bo‘lganda chizish uchun quyidagi tavanch
nugtalar yordamida jadval tuzamiz:

- x e ix

> 0 = - 2 T T n
7 8 n = 3n

p A 3 3 n 3 2:

Bu jadvalga ko'ra tekislikdagi M(p:9) nuqtalarning o'raini topib,
ularni birlashtirish natijasida p=g funksiyaning grafigini hosil
gilamiz (23.12- chizma).

@ ni —¢ ga almashtinganda p endi —p ga almashadi, ya‘ni ~e=<gp<{}
bo‘lganda, —=<p<0 bo'ladi. Demak, Arximed spirali ikki shoxob-
chadan iborat bo'lib, bular qutbdan o'tuvchi va qutb o'giga
perpendikulyar bo'lgan to’g'ri chiziqqa nisbatan simmetrik
joylashgan bo‘ladi, ya'ni ularning biri p ning musbat qiymatlariga
mos kelib. soat strelkasi yo'nalishiga teskari ravishda targalady;
ikkinchisi esa ¢ ning manfiy qiymatlariga mos Xelib, soat strelkasi
vo'nalishi bo‘vicha targaladi.

Qutb koordinatalar sistemasidan Dekart koordinatalar
sistemasiga o‘tganda, Arximed spirali tenglamasining Dekart
koordinatalar sistemasidagi ko'rinishi

p=ap
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23.13- chizma.

p=ag+|

-

\/x’ +¥° =arcig :

shaklda bo'ladi. Bu tenglama, ravshanki. transsendent tenglamadan
iborat. Arximed spirali cheksiz ko'p shoxobchalarga cga. Uning
ketma-ket kelgan ikkita shoxobchasi orasidagi masofa I quyidagi
a4 250)— ap=2a9 formula orgali ilodalanadi va 0" zgarmas bo'ladi.
Arximed spiralining egriligi qutb koordinatalar sistemasida (2)
formula orqali topiladi, Arximed spirali uchun @ ning hamma
qiymatlarida & >0 bo‘ladi. Shuning uchun uning graligi cgilish
nugtalanga ega bo'lmaydi.

Eslatma. p=ag+/ tenglama ham Arximed spinalini ifodalaydi.

Hagigatan ham, quth o'qini o=~ ; burchakka bursak, unda p=a8
tenglama hosil bo'ladi (23.13- chizma).

2. Giperbolik spiral P=_. Ravshanki, g da p - 0,

Demak, qutb spirallari  uchun asimptotik  nugta bo'ladi.
”:'9:,,0 bo'lgini uchun y= g to'g*ri chiziq to'g*ri
burchakli koordinatalar sistemasida (bunda koordinatalar boshi
qutbga mos, qutb o°qi esa absissalar O'gining mushat gismiga mos
tushadi) giperbolik spiralning asimptotasi bo*ladi (23.14- chizma).
’ -~ 2

P =—:) 2 P - :; bo‘lgani uchun 0<jg|<+es ni qanoatlantiruvehi
@ ning hamma giymatlarida & > 0 bo'ladi. Shuning uchun giper-
bolik spiral egilish nuqtasiga ega emas, Giperbolik spiralning
362

MP=psin p=

23.14- chizma.

tenglamasidan ko‘rinadiki, spiral ikki shqxqbchadan lhonft bo'lib,
ular ordinatalar o'giga nisbatan simmetrik joylashgan bo‘ladi.

=24 in @=li +/|sin o=a bo'lgani uchun y=a
p l. limpsing hm( )smlcp
to'g'ri chiziq spiral uchun asimptota bo‘ladi.
p=— prm— o' atbg)—2ab=0 bo'l-
= 55 bo'lgani uchun g(atbg) b=
o . &

ganda k:"'_*z."iz:";"=o bo'ladi. w(a+ip)—2al =0 tenglama bitta
(07 +29% )2

g=p,(0<p,<1) yechimga cga, agar =1 bo‘lsa ¢(a+lcp)"—'-20#0:

agar 9<0 bo'lsa, @lat+lp)*—2al<0) bo'ladi. bhlfnday qilib, egni

chizig g=¢, da bitta cgilish nuqtasiga ega bo'ladi. ' :

Agar @ orgument ) dan <<= gacha o‘zgargnﬁnda p nm'g qx)"mmi
p—/, ya'ni egri chiziq soat strelkasi yo'nalishiga teskari ravishda
aylanadi, asimptotik ravishda p=/ aylanaga yaqinlashf\di. Agar @
o‘zgaruvchi 0 dan —= gacha o'zgarsa, p ning giymati - == dan 0
gacha o'zgaradi, ¢ = : da giymat nolga aylanadi, bunda p qamma-
qarshi yo'nalishda olinadi. Shuning uchun spiralning .nkkmcl.u
shoxobchasi 0'z-0‘zini kesib o'tib, ichki tomondan asimptotik
ravishda aylanaga yaginlashadi (23.15- chizma), ‘

4. Galiley spirali p=a9’—/ (/20), Galiley spirali quib o'giga
nisbatan simmetrik joylashgan bo'ladi. Agar ¢=0 bo'lsa, p=—L
Agar M\E bo'lsa, p=0 bo'ladi. Shunday gilib, egri chizig qutbda
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23.15- chizma.

ikkilangan nugtaga c2a borladi (23.16- chizma). Egri chizig qut®
o:qida chesiz ko'p ikiilangan nuatalarea cE% bo'ladi, p=avi—/-
@ =Enk, k=1,2,3,..3 10 bo'lganda p —ap* (23.17- chizma)
59‘3"‘“ hosil bo'ladi, bunda quib maxsus nugHa bo'ladi. (Agat
bo'lsa, p=0, pi=0 bo'ladi)

5. p=. Agar g0 DO boladi, agar g bo g0

esa P—0 bo'ladi. Ega chizig parabola shoxobchasiga o' xehagan ikk‘l\‘i\
cheksiz ghoxobehadan bort bo'lib, koordinata boshida gsiptotik
ikkilingan nuqtaga egd po'ladi (23.18- ¢hizma).

6. Ferma spirali pl=a'e Spiral markazly simmetriyaga cg?
bo'lib, pyeo da p-ree. E chiziq ikkita shoxobchadan iborat
borlib. bylardan bir p ning muspat aiymat p=ayJg gamos keladh
ikkinchis esa p ning manfiy qiymati p::-a\ﬁ ga (23.19- chizm?)
mos Keladi. Tkkald choxobeha ham qutbdan hoshlanadi, quib, 0‘?
navbatida, egn chiziqning egilish nugtasi ham bo'ladi. Har bir
shoXObeha quibdan cheksiz ko' p marta aylanid cheksizlikka _kctadl:
Bunda jkkita go'shni shoxobeha orasidagi masofa xamayadi, ya'n!
‘l'}‘_(a\}wzn-.aﬁ)e.o (23.\‘)-chizmagu garang).

7. Parabolik spiral (p—IV =a’@(1>0). Spiral fikita p=ao+!
va p=—afo+ <hoxobehalardan iborat. Bulardan {kkinchisi
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23.20- ehizma.

‘nchist D neksiz ko'P kkilangan

pirinchist bnaf\ cheksiz P ngan Duqularga ega 2320
chiafil) Ba ey q’\1:!.’4““““n-d-a-cﬂ'n chiziqga go‘\kaz.ilw\n
urinma quth o'giga Mos rushadi, egrilig

ksp’ 2 —pp’
=%
(p* 29232
|‘a H
ak ¢=49.(0,>°) da nolga az nadi, bunda ©, ushby tenglamaning
yechimi: 4 Q\E’U = aJt}) +3d' Jo —al =0.
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a
8. Jezl p’= ~ (a>0). Egri chiziq markazy simmetriyaga cga

bo'lib, ikkita P= 7 va p=— 2 ! : :
0~ va p - shoxobchalardan iborat, ulaming

har biri qutbga yaqinlashadi (23.21- chizma). ¢-0 da p—s=,
chunki

lim psin @=lim L Q:O,
0 o)

i

qutb berilgan chizigga asimptota bo'ladi. ¢p=; da k=0, 9> ; da,

k >0, O<¢<; da esa & <0 bo'ladi. Shuning uchun (;;av’f J nugta
egni chizig uchun egilish nugtasi bo'ladi.

Q

23.21- chizma.

9. Logarifmik spiral p=¢*. p=0 da p=1 bo'ladi.

Agar a>1 bo'lsa, u holda g—<= da p—s++= va spiral soat strelkasiga
teskari yo*nalishda targaladi; @——== da p—0 va spiral soat strelkasi
yo'nalishi bo'vicha yopiladi, o‘zining asimptotik nugtasi qutbga
asimptotik intiladi (23.22- chizma).

p=a

AT

23.22- chizmn
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Agar 0 <a< | bo'lsa, u holda @+ da p—0 va spiral qutb
atrofida soat strelkasiga teskan yo'nalishda yopiladi, @—+e da
p-a+es vit spiral soat strelkasi yo'nalishi bo'yicha tarqaladi,

p=ca® ko'rinishdagi logarifmik spiralni qaraylik. Qutb o'qini
biror ¢, burchakka burish bilan koeffitsiyent ¢ ni ¢=1 deb olish
mumkin. Hagigatan ham, qutb o'qini ¢, burchakka burish natijasida
p=ca **% =¢d® o% ca®=| shartidan @ =log c burish burchagini
topamiz.

Har bir loganfmik spiral o'zining hamma radius-vektorlarini
bir xil p burchak ostida kesib o‘tadi. Hagigatan ham,

_p'sin gipcosg

' =tgu= , Heo

bo‘lgani uchun

RO—124 =D A
lg””m,m”' bundan tgu= B ko'rilayotgan hol uchun

= o )
W lng ma’

Ixtivoriy nuqtadagi spiralning cgrilik radiusi bu nugqtaning
radius-vektoriga proporsional bo'ladi:

3 3
1,0t 29 319 1]
prep a0V Int a2
R=(2 2 )."‘ z ‘ - i !1 y =pylsin a.
plapt—pp® a*®42a% In’ a—a™p in’

Logarifmik spiralni p=ce’* tenglama ko'ninishida benish qulay
boladi, bunda
=3 —
lgu-kl . K=Ina.

U holda Repy/1+k}. k=0 bo'lganda p = ¢ aylana hosil bo'ladi,
Qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamaning tarkibida
trigonometrik funksiyalar qatnashgan chiziglar.

1. Uch yaprogli va to‘rt yaprogli atirgullar. Ularning quth
koordinatalar sistemasidagi tenglamalan, mos ravishda, p=asin3¢
va p=asin2g (¢ > 0) kabi ifodalanadi.
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23.23~ chizma.

Berilgan fuknsivalarning grafiklarini chizish uchun ¢ ga 0
dan 2x gacha giymatlar berib, bu giymatlarga mos kelgan nugtalar
yordamida ham chizish mumkin,

Umumiy holda tenglamasi p=asinmp yoki p=acos np ko'rinishda
bo'lgan egri chiziglar oilasi atingulsimon chiziglar deyiladi,

asinrp<l, wvcosrps! munosabatlardan otlaning barcha
chiziglari raditsi o ga teng bo'lgan doiraning ichida yotishi kelib
chigadi. sinr @ va cosr o funksivalar davriy bo'lganligidan gullaming
har biri @ ga teng bo'lgan radiuslaming eng Kattasiga nisbatan
immetrik bo'lgan kongruent yaproglardan tashkil topadi,

Agar lr| — butun son bo'lib, r — juft bo‘lsa, gul 2r ta yaprogdan

(23.23 a- chizma), r — toq bo'lganda esa, r ta yaproqdan iborat

bo'ladi (23.23 b- chizma).

Agar r=': — ratsional son bo'lib m va n larning ikkalasi ham
toq bo'lsa, gul m ta yaprogdan (23.24 4 va e- chizmalar), m va n
larning bin juft bo'lganda 2m ta vaprogdan tashkil topgan bo'ladi
(23.25 b va d- chizmalar), bunda yaproglar gisman bir-birini
yopadi.

2. Paskal chig‘anog'i p =2rcose+/l Berilgan chizigning
konxoidasi deb, bu chizigdagi har bir nuqtaning gutb-radiusini
berilgan [ kesmagn o'zgantirish, c¢ho'zish yoki siqish natijasida
hosil gilingan chizigga avtiladi, Chizigning tenglamasi p=f(p)
shakida berilgan bo'lst, uning konxoidasi: p=f(g) 1 / tenglama
bilan ifodalanib, u ikki gismdan iborat bo'ladi. Qutb sifatida
aylanadagi nugta gabul gilinsa, bu aylananing konxoidasi Paskal!
chig'anog'i (ulitkasi) deyiladi. Uning tenglamasi
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23.24- chizma.

p=2rcospt/
ko'rinishda bo'ladi. Agar /=0 bo'lsa, p =2rcosg bo'ladi, bundan

= — arkazi
kevingi x'+y'=2r W yoki A+y 2= 2re=0 tenglama m

iusi y lanani ifodalaydi.

r:0) nugtada, radiusi csa r ga teng bo lgan ay i
gun:lan anskal chig‘anog'iga tegishli nuqmlarqt qqnsh uc‘t‘\lgq
radius-vektorining har bir holatiga garab [ kesmaqt qurish kerakligi
kelib chiqadi. 23.25 a, b, d- chizmalarda buning uchta /< 2r,
1=2r, 1>2r holati ko'rsatilgan. v . .
}=2r bo‘lgan holatda Paskal chig‘anog‘mm'g tenglamasn-
p=2r(1+cosq) ko'rinishda bo‘ladi, Bunda kqordmmalar boshi
qaytish nuqtasi bo‘lib hisoblanadi (23.25 b- chizma). &



»4 -
Ayt i v4 pedreosp+!
1<2r >
N M
P
X
a) b)
y ‘r p=2res®y/
M l<2r
P
] >
Ml
d)
23,25« chizma,

1<2r bo:lgan holatda koordinatalsr boshi o ishi
- zaro k
nuqtast bo'ladi (23.25 4- chizma). CoEw
/>2r bo'lganda koordinatalar boshi
Ao ajralgan maxsus
bo'ladi (23.25 d- chizma). iy
3. Klﬂfl?il"ll p=2r (l—cosp). Uning tenglamasi p=2r (1—
—fonsq:) ko n‘mfshda bo'ladi. Kardioida tenglamasidan uning Paskal
chig'anoglari sml‘.lga qarashli-ekanligiga ishonch hosil gilish qiyin
emas (2.3.26- chizma). To'g'ri burchakli Dekart koordinatalar
sistemasida kardioida tenglamasi

(X374 2P ==4 (x4 ")
4-tartibli algebraik egni chizigni ifodalashi kelib chiqadi.
370

p = 2r(l —cos 9) rT

=
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23.27- chizma.

4. Kappa. Uning tenglamasi p=actgg ko‘rinishda bo‘lib, to'g'n

burchakli Dekart koordinatalar sistemasiga o‘tilgandn
(3+y)y=a'x® tenglama hosil bo'ladi. Bundan Kappa koordinata
o‘qlariga simmetrik bo‘lgan 4-tartibli algebraik egri chiziqm
ifodalashi kelib chigadi:
Fxp) =3+ —ax va F] (x))=2xy—2a'x, F) (xp)=2x"y—4)
bo‘lganligidan x=0, y=0 bo‘lganda F (0;0)=0, F, (0;0)=0bo'ladi.
Demak. koordinatalar boshi uning uchun maxsus nuqlta bo'lar
ckan.

Pl =2y -2a

bo‘lgani uchun x=0, y=0 bo'iganda F_ #0, demak, koordinatalar

boshi ikkilangan maxsus nugta bo'lar ckan.
x=0, y=0 bo'lganda F; —FIF =0 bo‘ladi, Bundian e
koordinatalar boshi o‘zaro urinish nugtasi bo'lishi kelib chigudi.
A




l’m‘} Psin P=a bo'lgani sababli y =+4 to'g'ni chiziglar berilgan egri
chiziq uchun asimptotalar bo'lishi kelib chigadi.
4 ’
03 da y. —=, bundan ordinatalar o'qi egri chizigqa
0'zaro unnish nugtasida (koordinatalar boshida ' iz
ZAI0 Unin gt ats shida) urimma chizi
bo'lishi kelib chigadi. Kappa chizigning u i inishi :
} 3 . A A m 7 Ko*® o
chizmada tasvirlangan. b i et
] depﬂ pfr.xlgrq) tenglamasi bilan ifodalanadigan egn chiziglar
odmfm_mg vakilidir, Umuman, tenglamalan p=actg2y yoki p=atg2e
ko'rinishda bf)‘lgan cgn chiziglar tugnnlar deyiladi. Bu egn chiziglar
uchun koordinatalar boshi maxsus nuqtadan iboat. r=2 bo'lganda
wShamol tegirmoni™ deb ataladigan egni chiziq hosil bo'ladi (23.28-chizma).

. N"‘"}le /.

23.29- chizma.
5. Bernulli lemniskatasi. Uning tenglamasi p=2a'cos2o ko'ri
i ing tenglamasi p=2a'cos2p ko'ri-
Ta*ril. Berilgan ikki F, va F, nugtagacha olingan masofalarning
ko p.lyu?asr 0 gnrmas va o (FF) gateng bo'lgan nugtalaming
geometrik o'rni lemniskata deviladi.
372

Bemulli lemniskatasining tenglamasidan egri chizigning y =4y
(o'g‘ri chiziglar orasida simmetrik joylashgan ikkita yaprogdan
tashkil topganligini ko‘rish mumkin. Bunda koordinatalar boshi
ikkilangan maxsus nugta bo'ladi,

Bernulli lemniskatasining grafigi 23.29- chizmada tasvirlangan.
Bemulli lemniskatasi tenglamalari qutb koordinatalar sistemasida
pe=a"sinme yoki p*=a"cosmg ko'rinishda bo‘lganda, sinusoidall
spirallar deb atalgan egri chiziglar oilasining vakili bo'lib hisobla-
nadi.

23.30- chizmada m=4 va m=—4 bo'lgan hollarda sinusoidal
spirallar tasvirlangan,

\

23.30- chizma,

6. Makloren trisektrisasi. Uning tenglamasi

p= o
oy
3

ko'rinishda bo‘lib, uning grafigi abssissalar o'qini (&;0) va (—24,0)
nuqtalarda kesadi.

@432"- da p-—ree va pcos@-——3a. Shuning uchun y=—3a
to'g'ri chiziq berilgan egri chizig uchun asimptota bo*ladi. cosf‘-’
juft funksiya bo‘lganligidan, egri chizig abssissalar o°giga nisbatan
simmetrik bo'lad: (23.31- chizma).
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23.31- chizma.

7. Nikomeda konxoidasi. Uning tenglamasi
a
pnﬁnéﬂ (a>0, 1>0)

ko'rinishda bo'ladi.

Nikomeda konxoidasi uchun y =ato‘g'ri chiziq asimptota bo'ladi,
chunki l.i_l‘lgpsin ¢=a. Agar O<g@sx bo'lsa, p=/, bu egri
chizigning birinchi shoxobchasini beradi, agar =< ¢ < 2x bo‘lsa,
p </ bo'ladi, bu esa egri chizigning ikkinchi shoxobchasini beradi.
Egri chizigning shakli @ va / parametriarga bog'lig. Bunda /<a ,
/=a, I>a bo'lishi mumkin. Uchala holda ham uning uchun
koordinatalar boshi maxsus nugta bo‘ladi. /<a bo'lganda egri
chizigning ko‘rinishi 23.32 a- chizmada tasvirlangan. /=a bo'lganda
egri chiziq koordinatalar boshida gaytish nuqtasiga ega (23.32, b-
chizma), />a bo‘lganda esa o'zaro kesishish nuqtasiga (tugunga)
ega (23.32 d- chizma). Egilish nuqtasini

(reior=7)

p’42p”% —pp”=0, p=
shartdan topamiz.

(_ acose . _a(lscos’ 9) bot

- 2acos’ ¢
- dn’op e p sin’o ]88!" uchun pP= —;;‘)—’
p'sin® @=2ap’ cos’ ¢, demak, y*=2ax? bo'ladi, ya‘'ni egilish
nuqtasi y=432ax® parabolada yotar ekan.
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yoki

’.iﬂ; -
I<a
/ -
-I:a'_--\ _!L
{0 Ta

a)

23.32- chizma.

Shunday qilib, /< @ bo‘lganda egri chizig to°rita, /2a bo'lganda
esa fagat ikkita egilish nugtasiga ega bo lar ckan.

8. Koxleoida. Uning tenglamasi
sine

=4
P ?

‘rinishda bo'ladi. | ;
% r,;gar =0 bo'lsa, p=a; agar e=kr (k=0,21.t,..,) bo'lsa, u
vaqida p=0 botladi, “n*— juft funksiya bo'lgani uchun egr

1z y nisbatan simmetrik bo'ladi (23.}3- chi;ma).
chlz:i’lug; %i%a bunda radius-vektor ketma-ket sinuvchi (nolga

aylanuvchi) yaproglarni chizadi. Yaproglar o‘zlarining yugori
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sin ¢
a -~
o

p=

P
- >
x

o

. 23.33- chizma.
cho'qqisiga ¢ ning tge =¢ tenglamani i i qi
matlarida erishadi (23.33- qc,himg:mm’ el gy
gmg.in’li‘g'%;amasi oshkormas shaklda berilgan funksiyaning
funkfiy*ulami :: lrg;‘ § d_a'lenglnmasi oshkormas shakida berilgan
i grabgini hosiladan fovdalanmasda I
usullar yordamida) chizish usuli beri i Akt
' : Al rilgan edi. Endi bu px
;::m,ulgpmm oshkormas shaklda berilgan runksivalamingd ;fﬁgnmmtda
osilaladan foydalanib chizish uchun 16- § ga go'shimeha quyidagi
ba‘zi bir ma’lumotiarni keltirib o'tamiz. BIR

Biror EcR? 10° : . . :
Ushby 0 Pamda Fx.) funksiy berilgan bo‘lsin.

chiziqning regular yoyi dchs}ﬁ;lzzjguqul to'pl (1)
ag; alar to'pla iladiki
agarda ular Dekart koordinatalar sistemasida plamiga aytiladiki,

y=f(x), a<x<b )

(1) tenglamani ganoatlantirib fix i
: : . » J(x) funksiva quyidagi uch i
q.moa{hntuga: 1) u bir gqiymatli, 2) uzluksiz 3y) tcgsﬁli tt:nsgibdagmmi
uzlulluuz hosilalarga ega bo'lsa. ’ :

(1) chiziqdagi nuqtaning yetarli kichi

Rk | ik atrofi re v
?:llz“ Zt:;(:z) nzc(;'t.amb shu chizigning oddiy rmqlai? ]gzgozt::ml?:.
2 oddiy bo'lmag: 1 1 :

b y gan barcha nuqtalani uning maxsus

Agar M,(x,;»,) nugta (1) chizigni i

ar gning oddiy nugtasi bo'lsa, unin

yetarli Kichik atrofida (1) bilan (2) tenglamalar ekvivalent bo‘lad%

23.34- chi chunki M
(23.34- chizma), chunki M, M, — regular yoy bo'ladi (unig
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hamma nugtalarida f(x) funksiya yugoridagi uchala shartni ham
qanoatlantiradi). f(x) funksiyaga go'yilgan shartlar yoyning
<iltigligini, ya‘ni uning har bir nuqtasida urmma (f'(x) — uzluk-
siz) mavjudligini bildiradi, 23.34- chizmada M, va M, nuqtalar
maxsus nuqtaiar bo'ladi, chunki M, nuqtada f(x) funksiyaning
bir giymatliligi buziladi, M, nuqtada esa urinma (f'(x) — hosila)
mavjud emas (bir tomonlama hosilalar mavjud). M, va M, nuqtalarni
qanchalik kichik atrof bilan o’ rasak ham, regular yoy hosil bo'imaydi.
Agar F(x,y) funksiya M (x,) pugtada birinchi tartibli
uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo'lib, bu hosilular M, (x:y,)
nuqtada birdaniga nolga aylanmasa, ya'ni F,” (%, Yo )+ E (X a)20
bo'lsa, M (x;y,) nugta oddiy nugta bo'ladi. E to'plamning

Fix,y)=0, Fi{x,y)=0. F(x,»=0 (3)

tenglamalarni ganoatlantiruvchi nugtalari (1) chizigning maxsus
nugtalari bo'ladi.

Agar M,(x;y,) nuqtada, funksivaning o‘zidan tashgari, uning
birinchi tartibli xususiy hosilalari ham nolga teng ba'lib, ikkinchi
tartibli xususiy hosilalaridan biri noldan fargli bo‘isa, u holda
M (x;:y,) nugta (1) chizigning ikki karrali maxsus nugtasi deviladi.

(3) bilan birgalikda FZ (x. 9)=F,,(x,y)=F(x,y) o'nnli bo'lib,
uchinchi tartibli xususiy hosilalarning hech bo'lmaganda bittasi
M,(x;:¥,) nugtada noldan fargli bo'lsa, M,(x;¥,) nugta (1)
chizigning uch karrali maxsus nugrasi deyiladi,
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Umumiy holda M,(x,.y,) nugtada F(x,y) funksiyaning n —I-
tartibgacha hamma xususiy hosilalari nolga teng bo‘lib, n- tartibli
hosilalaridan hech bo‘lmaganda bittasi noldan fargli bo'lsa,
M (x.v,) nuqta (1) chizigning n- Karrali maxyus nugtasi deyiladi,

Ikki karmali M, maxsus nugta uchun bu nuqtadagi urinma-
larning burchak koeffisiventlan

FL ARy +Foy? =0 (x=x,,y=y,) (4)
kvadrat tenglamaning ildizlari bo'ladi. Bu tenglamaning ildizlari
haqigiy va har xil bo'lganda M, tugun maxsus nugia yoki o‘zaro
kesishish maxsus nuqtasi; o'zaro teng bo'lganda M, nuqta gaytish

maxsus nuqtasi; mavhum bo‘lganda esa M, nugta yakkalangan
maxsus bo'ladi.

M, nugta uch karrali maxsus nuqta bo'lganda M, nuqtadagi
uchta urinmaning burchak koeflisiyentlari

FoA3FL y'+ B v 4 Bn v =0 (x=X4,¥=V)
kub tenglamaning ildizlari bo'ladi,
Tenglamasi F(x,p)=0 shaklda berilgan egri chizigning ixtiyoriy
nuqtasidagi urinmaning burchak koefftisiventi k=- ﬁ formula
’ ¥
bilan topiladi.

Egri chizigning abssissalar o'qiga paralie]l bo'lgan urinmasini
topish uchun

H(X, )’)=0.
F(x,y)=0

sistemani yechish kerak. Agar x; va y, lar bu sistemaning yechimi
bo'lib, F£(x;,¥)#0 bo'lsa, u holda
Fo (. 3 ) F (x5 9,50

bo'lganda M(x,.y,) nugta egri chizigning maksimum y_  nugqtasi,

Fo(x, ») Fi(x, 3)<0 bo'lganda esa minimum y,  nuqtasi
bo'ladi.
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Fgri chizigning ordinatalar 0°qiga paralie]l bo‘lgan urinmasini

topish uchun F;(x,y)=o,

\F (x,0)=0 i,

sistemani yechish kerak. Agar x, va ¥, lar bu sistemaning yechini
bo'lib, Fi(x;,y)#0 bo'lsa, u holda

F,;(xuyl)"'.;(xp)\»o )

bo'lganda M(x,.y,) nuqta egri chiziqning maksimum x_, nuqtasl,

.1 1 m‘mi-
s ; iganda esa minimum X,,, nuqEast bo i
F”(xhyl )~F’(X|.£<0 b(‘;uan un]gnn chmq cg“iSh nugtasining

Flx, )2;0_ te
inatalan
s FLF] _2FFF+FL =0 (5)
tenglamaning ildizlari bo'ladi.

1- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:
F (x.y)=x‘+y‘+3xy=0.
Yechilishi. 1. Berilgan funksiyaning Xususiy hosilalarini topamiz:

E:=3x1+3y. F;:}yl-o-Sx.

0:0)=0, F "(O;O)UO bo'lganligi

x=0 va y=0 da F(0:0)=0. F o uchun

uchun koordinatalar boshi, ya'ni M, (0:0) nugta egn chiziq

m’?"‘s?&'ﬁn"?m;mm ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini

Lopamiz: : -
F. =6x, Fy =3; £y =6y, F, =3z0.
(0:0) ikki karrali maxsus

v \ 1 M
x=0vay=0da F,#0 ROURRLUSHRT 2y aning burchak

nuqta bo'ladi. Bu pugtadan o’igan urinm
koeffitsiventi k ni 2
Fo+2F k+FLk =0

tenglamadan topamiz: Fg, =0, FL(0,00=3, ‘F;,(.0:0)=0 bo lgan;
ligi sababli 6k=0, k=0. Demak, M,(0:0) egn chizig uchun tugu

yoki karrali nugta bo'ladi. 179



3, Ushbu

x*=0, »'=0,
x ey’ “3xy=0), x4yt +3xy=0

sistemalarning yechimlari, mos ravishda, egri chizigning abssissalar

va ordinatalar o‘qlari bilan kesishish nugtalarini ifodalaydi, Bu

sistemaning yechimiari x = 0, v = 0 bo'ladi. Demak, egri chizig
koordinatalar o‘qlarini M,(0;0) nuqtada kesib o'tadi.
4. Ushbu
4y 4 3ay=0,
3x?43y=0 (
x4y +3xp=0,
-
3y 4 3x=0 (2)

sistemalarni yechib, mos ravishda egri chizigning abssissalar va
ordinatalar o'glariga parllel bo’lgan urinmalarini topamiz.

M(0:0), M,(—¥2; —¥3) nuqtalarning koordinatalari (1)
sistemani ganoatlantirganligi uchun M, nugtadan o'tgan urinma
abssissalar o'qi bilan ustma-ust wshadi. M, nugtadan o'lgan urinma
esa abssissalar o'qiga parallel va bu nugtada y_ - ga ega bo'ladi
M0:0). M, (—¥4; —32) nugtalarning koordinatalari (2)
sistemaning qanoatlantirganligi uchun M,(0,0) nugtadan o’1gan
urinma ordinatalar o'qi bilan ustma-ust tushadi, M, nugtadan
0°tgan urinma esa ordinatalar o'qiga parallel va bu nuqtada X . ga
ega bo'ladi,

5.y funksivaning x bo'yicha hosilasini topamiz:

Vai= - = 3

¥ funksiyaning ishorasini tekshirish uchun egri chiziqdan
bir nechta tayanch nugtalarni olib, ushbu Jadvalni tuzamiz:
380

Nugtalar & > il
# -2 £ ?
.« 4 . &
/. sl =1.88 x>

P = =-1,53 5
c —1 =-4),35 =
Y ~A).5 w126 =
y —0.5 =118 v
s —0.5 =-0,084 1
T i =40,35 =

y*, ning ishorasi M,, C. Fva K nugtalarda manfiy bo‘iganligi
3 o - - > 4 :
uchui) egri chiziq gavarigligining yo‘nnlishx. yugoriga ?amgl"m'
bo‘ladi. M., Bva E nugtalarda ¥, ning ishorasi musbat bo'lgan ;gl
uchun cg;l chiziq qavargligining yo'nalishi pastgl,.1d$ord1:m:‘q :;
ini iga ‘nalgan bo'lady. ¥. m
‘qining manfiy tomoniga garab) yo na. ' % TR
?si::msng D va A nuqtalarda manfiy bo'lganligi uchun qavnnqhkr'nn&
vo'nalishi yugoriga (ordinatalar o'gining musbhat tomoniga)
yo'nalgan bo'ladi. ol |
o ?li'a(x.y)e.;‘+v‘+3x)=0 tenglama tarkibidagi x ning eng yuqori
damj;tsi oldidagi koeffitsiyent 0'zgarmas son bo‘.lgnnhgi uchun ef;;
chizig gorizontal asimplotaga cga cmas. Xuddi shunday, vertl
imptotaga ham ¢ga emas. . . .
= Birilgan egri chizigning og'ma asimptotasini topss:h uc;‘hug\l
Fix.yEx+y+3x0=0 tenglamadagi y ni kx+b ga alm:ts?hf.lrlb‘.d.dossi
bo'léan tenglamadagi x ning ikkita eng yugon darajasi oldidag
kooffitsiventlarini nolga tenglashtirib, ushbu

{l+k’=0.

3k*b+3k =0
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sistemani hogi] iz. Si
egri chiziq yalqilamuz. Sistemadan k=—1, b=1 bo'ladi. Demak,

—X 0g'ma asimptotaga ega bo‘ladi

bi i i ‘
y=*-x‘ 1SSektrisaga nisbatan simmetrik bo‘ladi. Egri chizig yexio'g'ri
chiziq bilan a7 (p.q 3.3 s
o\ My ) Vi MJ(-‘ yr ) mlqtalal'da k‘sﬁ hadi
SINMoqga ega ho'jadi. A .

Berilgan funks;
¥ yaning grafigi 23.35- chizmada tasvi
2- misol. {Jshpy funksiyaning grafigini chiziangl' i

F(x.y)=r—v4+2x3=().

Yechilishi, | i ; i 2
hosilalaring mmmgfﬂlsﬂn funksiyaning birinchi tartibij Xususiy

F; = 3x! +4x, F; — 2)’.

(0;0)-00 F:(o‘o’::o Mt]&anl. .
i chiri 2 121 uchun M (0:

RO.0y=0, g
nugta berilgay
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2. Funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz:
Fi =—6x44, F( =0, F =2, F (0;0)=420, F,(0;0)=2#0

bo'lgani uchun M, (0:0) nuqgta ikki karrali maxsus nugta bo‘ladi.
F;+2£",k+i‘,;k’ =0

tenglamadan M, (0:0) nugtadan o'tgan urinmaning burchak koef-
fitsiyenti & ni topamiz:

2 +4=0, k,=+J2i

Tenglamaning ildizi mavhum bo‘lganligi uchun M (0;0)
vakkalangan maxsus nugta bo‘ladi. Egri chiziq karmli nugtalarga
ega emas.

3. Egn chizigning abssissalar o'qi bilan kesishish nugtasini
topish uchun

{x’—-2x=0.

Y —x'+2x =0
sistemani yechamiz. Bu sistemaning yechimi =0, y=0, x=2, y=0
dan iborat. Demak, cgri chiziq M (2;0) nugtada abssissalar o'qini
kesadi,

Fg, — F5 - F, ning ishorasi M,(2;0) nuqgtada musbat bo‘lgan-
ligi uchun, bu nuqgta egri chizigning tugun nugtasi bo'ladi. Egri
chiziq ordinatalar o'qi bilan kesishmaydi.

4. Berilgan egri chizigning koordinata o'glariga pamllel bo’lgan
urinmalarini topish uchun quyidagi sistemalarni yechamiz:

{f:(x')’)=0.= —3x +4x =0,
Fix,y)=0, |3 —x' +2x* =0. (n

Fix,»)=0, [2y=0,
=
Fix,)=0, |y —=x’+2x'=0,

(1) sistema yechimga ega bo'Imaganligi uchun egri chizig abssissalar
o'giga parallel urinmaga ega emas. (2) sistema (2;0) vechimga ega
bo‘lganligi uchun M(2:0) nuqtadan o‘tgan urinma ordinatalar
o'giga parallel bo'ladi.

S FLF! — FLEF + F R = O tergamaning ik (39 V6

(2)

383




Mustaqqil yechish uchun misollarning javoblari

1+ chizaa,

o 15 3 3% 10 35 P

2- chizma,
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g e 8.8 8, 8
$i— 5 ¥6) bo'lgantigi uchun M, (3:5 V6 ). va M, (3i—5 V6]
nugtalar cgri chizig uchun egilish nuqtalan bo'ladi,
ULy - » 3x—8% I Ix+8 R
Y%, i topamiz Yux = o 7oy e = T a2yt X (Z3)
da y7 <0, (7 =20) bo'lganligi uchun egn chiziq qavarigligining
yo'nalishi yugoriga (pastga) garagan bo‘ladi, x € | g y+e0) da y? 20

(y2, <) bo'ladi, egri chiziq qavarigligining yo'nalishi pastga (yuqo-
rga) qaragan bo‘ladi.

6. Flxylsy'—x'+2x*=0 tenglama tarkibidagi x (y) ning eng
katta darajast oldidagi koeflitsiyent o‘zgarmas bo'lganligi uchun
egri chizig gorizontal (vertikal) asimptotaga egn emas. y—x'+20=0
tenglamada y ni y =Akx+H ga almashtirganda & va b larga nisbatan
hosil bo'lgan tenglama yechimga ega bo'lmaganlig) .sababli og'ma
asimptota mavjud cmas. X—rteo da = £x° — 2x° =t

7. Fixy)=y? x " 2x =0 tenglamada y ni —y ga almashtirganda
tenglama o'zgarmaganhgi uchun egri chiziq abssissalar o'qiga
nisbatan simmetrik joylashgan bo'ladi.

Berilgan funksiyaning grafigi 23.36- chizmada tasvirlangan.,

AN
15

104

]0.

154

23.36- chizma,
384

Mustaqil yechish uchun misollar

Tenglamalari parametrik shaklda berilgan funksiyalarning

grafiklarini chizing:

-2
1. x=13=21, y=1*+2.

l —y
4. x=‘_r,.y= {et?

2. y=t3+3r+1, y=r'=3tl. 5, x=t¢, y=te".
4 ar 61:-5-'—2.)’:}".
< SR L= ATNE 1+

y l' 80 1 ’ » v 3 -
’- X ‘ N = ‘ x" “’ " "
lH l"

=‘(1—1.)’
g

gutb koordinatalar sistemasida berilgan

f=2 ?
1. x(n=" .m’

Tenglamalari qutb Koorcl
funksiyalarning grafigini chizing:

9
12, p=a 0%, 13 P

oD ¢
r‘ l‘. p-w’l'

16. p=10cos 3.
da beriigan funksiyalarning

15. p=10sin3¢

Tenglamalari oshkormas shakl
grafigini chizing:

17. F (x.y)sx‘—27(x—y)’=0.

18. F (x,y)=r‘+x’y’—18x'y+9y¢=0.

19. F (x.y)‘x'—x’y+y‘=0.

20, Fxy)y=xt—x'+y*=0.

14 I 4 (x.y)=x‘-—x‘+4x’y—4y‘=0.

22. Fixy)y=x'+y—x=0.

23, F(x,y)=x'— y+xy=0.
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7~ chizmn,
3- chizma,
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6.
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? ’ 8- chizma,
6- chizma,
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1.

0<r<)

o 4

121 <im

wm<r< i)

391

13.

lo‘ Cﬁm.

0%

e
oy
13- chizma.

1

-4

v
10
.
.
.
‘\
.

L

10
0

4
M
o
Mt M
: @
11- chizma.

10

g



i 16.

19

16+ chizma.

17.

v
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. r{s
18. V Ar

M,

!
M,
M

1
21, ¥ ?

19,

21- chizmn,
I

L

k‘y

Y

19- chizma,
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39%

23 chizmy.

1V bob. ELEMENTAR BO'LMAGAN SODDA
FUNKSIYALARNING GRAFIKLARI

24- §. BO'LAKLI UZLUKSIZ FUNKSIYALAR

J(x) funksiva (a.b) omligda aniglangan bo'lsin,

1-ta‘rif. Agar [a;6] da berilgan f(x) funksiva [@:6] ming chekll
sondagi nugtalaridan wshgan golgan hamma joyida uzluksiz bo'lib,
chekli sondagi nugialarida birinchi tur uzilishga ega bo'lsa, u holds
f(x) funksiva |a:d) da bo'fakli uzluksiz deyitadi.

Xususiy holda zinapovasimon funksivalar bo*takli walubsi
funkstyalurga misol bo'ls oladi,

1. Zinapoyasimon Tunksiyalar.

2- ta‘rif. Agar (a.b) oratignt chekli sondagi oraliglasg Betlish
mumkin bo‘lib, bu oraliglarming har birida /(x) funkSiya o' zgarmae
givmat gabul gilss, u holda /(x) funksivo gnapoyasimon finksisi
deyiladi. Uzilish nugialarids funksiva aniglangan yoki aniglanmagin
bo'lishi mumkin. Biz quyida eng ko'p qo*llaniladigan zinapovissmnon
funksiyalarni garaymiz

Signum x, (Signum lotin so'zidan olingan bo'lib, shora deyin
ma'noni biddiradiy. Signum x funksiyva ushbu formula yordaminly
beriladi,

I, x>0 bo'lganda,
y=signx=4{{, x=0 bo'lganda,
—1, x<0 bo‘lganda.

Bu funksivaning grafigi 24.1- chizmada berilgan bo'hib, o (ki
varim to‘g'n chiziglardan va (0 0) nugtadan iborst. Bunda
vo'nalish (0;1) va (0:—1) nugialarning funksiva grafigign tegishh
emasligini ko'rsatadi

1-misol. y =signsinx funksivaning grafigini chizing.

0y




4y
] [ ——
0 e
—_—
24.1- chizma.

: Yechilishi. Agar xe (—x+2kn; 2kx) (ke Z) bo'lsa, u holda
s!nx<.0 bo‘ladi. Shuning uchun signumx funksiyaning ta‘rifiga ko'ra
signsin x=—1. Agar xe (2km;n+24kx;), ke Zbo'lsa, sin x>0 bo'ladi-
Bu:?dan esa signsin x=| bo'ladi, Agar x=kr, ke Z bo'lsa. u holdz;
la‘nfg.n ko'ra y=signsin =0 bo‘ladi. Shunday qilib, qaralayotgan
funksiyaning grafigi 24.2- chizma ko*rnishida Lasvirlanadi.

. Eshnna ¥ =sign(f(x)) funksiyaning grafigini quyidagi tartibda
chnzxs.h kerak: awvalo vy =f(x) funksiya grafigi chizilib, so‘ngra bu
fugksnya grafigining yuqori va pastki tekisliklarda yotgan qismlarn
afuql:madi. ya'mi x ning f(x)>0, f(x)<0 va f(x)=0 bo'ladigan
q:ymauari aniglanadi. Undan so'ng, signum x ning ta‘rifiga asosan
berilgan funksiya grafigi chiziladi. Bunda y==*1 10'g'n chiziqln;

lr)'
=il [ s
2 = 0| i wmi 3%
—3l ey

24.2- chizma,
398

bilan v =/(x) funksiva grafigining kesishish nuqtalari o' zgnrishiy
goldiriladi, ya‘ni bu nugtalar berilgan funksiya grafigign teginhh
bo'ladi.

y = f (signx) funksiyaning grafigini chizishda

f(1), x>0 bo'lganda,
[(signx)=4 f (0), x=0 bo‘lganda,
f(—1), x<0 bo'lganda

formula ¢'tiborga olinadi. Bunda —1, 0, 1 qivmatlar funkstyaning
aniglanish sohasiga garashli ekanligini hisobga olish kerak bo'ludi

2. y=1f(x)| ko‘rinishdagi funksiyaning grafigini yasash.
y= |f(x)| ko'rinishdagi funksiyaning grafigini chizish quyidag)
tartibda bajariladi (24.3-chizma):

1) v=f(x) funksiya gmfigi chiziladi

2) v =n(ne Z) to'g'ni chiziglar chizilib, y=n va y=utlwgn
chiziglardan tashkil topgan oraliglardan biri yaralad,

3) y=n. y=n+l to'g'ri chiziglar bilan y=f(x) Tunksiyn
grafigining kesishish nugtaltari y =[f(x)] funksiyani geafigign i,
qaralayotgan oraligdagi y ={/(x)] funksiyaning boshiga nugtalan
esa shu oraligdagi funksiya grafigining y=n to'g'ri chiziglim
proyeksiyasi sifatida olinadi, chunki bu oraligda y =/ (x) graligining
ixtiyoriy M nuqusining y, ordinatasl n<y <t oraligda bo'lil,
uning butun gismi [y, |=# teng boladi,

Ay

243~ chizma. (1) y=f(x): (2) y =l ()]
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FRSEE
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| | o] :
l‘ e
1 fn) h— 1 "-— '
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st J 2] IR e e g
/—j
| Pyt
24.7- chizma. (1) y =) (2) y = f{lx]).
4 )
LSS S
St 3 =2 o Io L N2 .3 4 5 6 i
o 24.10- chizma.
y
3) y=n to'g'ri chiziglar bilan y=f(x) funksiya grafigining
kesishgan nuqtalaridan ordinatalar o‘giga parallel to'g'ri chiziglar

548 e , o‘tkaziladi, natijada funksivaning y =f{(x)} qiymatiari hosil bo'lgan
- chiam, (1) y =, (2) v =) to‘riburchakka tushadi. y=/(x) funksiyaning grafigi yuqori yanm
4. y={f(x) ko'rinishdagi funksiyalarni tekislikdagi 1o riburchakka tushgan gismini n masofa pastga, pastki
: rmin

h FON=fx)—[F () bo'lgani uchﬁn ;'=(/f\-mgﬂ223? :::’!,i;:ina tisicOag; o ibuictatn: Shwen IHE 1 umon BRI

chzish y=f(x) va y={f(x)] funksiyalar nyi A ugoriga ko‘chiriladi,
RS, . - sivalar ayirmas gy e yuqorng .
chizishga keltiriladi. St A K pl-L y={f(x)) ko‘rinishdagi funksiyalarning grafigini yasashga doir

Amaliyotda y={f(x)) funksi misollar kelticamiz.

; vaning prafising chizic e
tartibda bajaritadi: o e e 7-misol. y={xj=x—{x] ({x} ifoda x ning kasr gismi) funksiyaning

1) ¥=f(x) funksiyaning grafigi chizilads; grafigi 24.10- chizmada tasvirlangan.
2) y=n (ne Z) 1o'g'ri chiziglar chiziladi: 8- misol. y={x) funksiyaning grafigi 24.11- chizmada tasvir-
402 langan.
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(1)

o

N

3 og et L L B & X

320001023 A
24.12- chizma. (1) y=2', (2) y=|2)

9- misol. y={2'] funksiyaning grafigi 24.12- chizmada tasvir-
langan,

5. y =/ ({x}) ko*rinishdagi funksiyaning grafigini yasash. y =/({x})
davriy funkiva bo'hib, uning davri w=1 ga teng. y=/({x))=f(x),
D<x< | funksiyaning bu xususiyatlarini ¢'tiborga olgan holda.
uning grafigi quyidagi tartibda chiziladi;,

1) [0;1] da y=/(x) funksivaning grafigi chiziladi;

2) y=f({x}) funksiyaning davriyligini ¢‘tiborga olib, y=f(x)
funksiya grafigi davriy davom ettiriladi.

y=f({x}) ko'rinishdagi funksivalaming grafigini yasashga doir
misollar keltimmiz

404

4&,\
(1
(2)
| /P/V ?
> s X

= -3 -2 - ()l |

24.13- chima. (1) y=x% (2) y=ix)’

AV
! (1)
3
2 + 9,'(2)
- o
b i T Ty . B T

24.14- chizma, (1) y=27 (2) y=2".

10- misol. ¥ = {x}* funksiyaning grafigi 24. 13- chizmada tasvir-

angan. . .
lmgla;- misol. y=2% funksivaning grafigi 24.14- chizmada tasvir-

mng);(‘;lsaydning birlik funksiyasi. Bu funksiya ushbu ko‘rinishda

aniglanadi:
1, 1>0 bo'lganda,

=nll)=
P {0. <0 bo'lganda.

Uning grafigi 24.15- chizmada tasvirlangan.
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24.15- chizma,

y=Am(nOen(r—o+n(r—2t)+...} ko'rinishdagi funksiya.
Bunda A=const,
0, r<t bo'lganda,

(r—1)=
i {I. 1>t bo‘lganda.

Bu funksiyaning grafigini quyidagi tartibda chizish gulay bo'ladi.

Awvalo birinchi ikki go‘shiluvchining. ya‘ni

0, <0 bo'lganda,
nn(r—1)={1, 0<r<t bo'lganda,
2, 1<r<2t bo'lganda

funksivaning grafigi chiziladi, so'ngra birinchi uch qo'shiluvchi

0, 1<0 bo'lganda,

I, 0<¢<t bo'lganda,
2, 1<1<2t bo'lganda,
3, ©<r<2t bo'lganda

nHnlt—=1)anlr—21)=/

funksiyaning grafigi chiziladi va hokazo. Bu jarayon shunday
davom ettiriladi. Berilgan funksivaning grafigi 24.16- chizmada
tasvirlangan.

To'g'ri burchakli impulsning davriy takrorlanishi quyidagi
ko'rinishdagi
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Pt et |

TR S S T XA
0
24.16- chizma,

p=Ain(O—=2n(r—o2n(t—21)+ ..}

funksiva bilan ifodalanadi (24.17- chizma).
- tasyirdagi® impulslar ketma-ketligi.
Lm-tasvirdogi® impulslar ketma-ketligi quyidag
y=AO—nlr—onr =Tr=nlr—T =1t —27T)—...)

\

e ] = N P SR T R T3 AN T2 B T !

24.17- chizma,

ko'rinishda bo‘ladi. Uning grafigi 24,18~ chizmada tasvirlnng;mv :
6. Arrasimon funksiya. Arrasimon funksiyaning analitik
ko rinishi quyidagicha bo'ladr: o
y= E{(t—m(r =0t —=T m(t =T )—(t—=Tm{t—T—1)+
Ht=2T (12T —1)—...}

buncdn F=const, [ >t
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Awialo

v

24.18- chizma.

0, 1<0 bo? Iganda,
E{t—m(r—1))={ E1,0<1<7 bo? Iganda,

0, 1>T bo? lganda,
bunda

0, 1<t bo‘lganda,
I, >t bo'lganda

It —1)=
funksiya qaraladi. So‘ngra
0, 1<0 bo'lganda,

£, 0<t<t bo'lganda,

Eft—tm(t—a)»(t—Tm(r—T)}=1
—m{t—ar(t—=T(r—T1)} 0 e tenia

E (+—T), 1>T bo'lganda

funksiya qaraladi. Bu funksiyaning grafigi 24.19- chizmada tasvirlan-
gan.,

Arrasimon funksiyaning grafigi quyidagi tartibda chizilady

’ ¥ y A, g ar ¢

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalarning grafiklarini chizing:

L. y=xial. 2 y=lll  3.y=—1P
4. y=|sinx]. 5. y=sin|x]. 6. y=|lgx].

i
7. y=arccos|x]. 8. v ={ig x} 9.
10. y =cos{x}.

Mustagil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

'
1. y

1- chizma.
2. AV
4 M
3+ 44
2 M
RS (R . ey, =
o : 3 X
AR
e ==
bt =4
-5

2. chizmn.
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3- chirma.

4- chizmn.
7- chizma. (1) y=arceosx; (2) y= arccoslx].

8- chizma.
5« chizma. (1) v = sinv (2) v = sin [y
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Y

9- chizmn.
10. 4
R i Vi ‘I\ Ny
10~ chizma,

25-§. LIMIT ORQALI BERILGAN FUNKSIYALAR

1. Limit orqali berilgan funksiyalar. Limit orgali berilgan
funksiyalarning grafigini chizishda avvalo limit hisoblanib, so‘ngra
uning grafigi chiziladi.

1- misol. ¥=lim(1—x)*, x<l.

Agar [x|=1 bo'lsa, u holda v=0, agar x=0 bo'lsa, v=1 bo‘ladi.
Agar x[<1 bo'lsa, u holda #—s~ da [x]*—0. Shunday qilib, y=|
bo'lib, y=—1, x=1 nuqtalarda funksiva uzilishga ega bo'lar ekan.
Bu funksivaning grafigi 25.1- chizmada tasvirlangan.

2- misol. y=lim ', x20.

"’

412

B

25.1- chizma.

0 < x< 1 bo'lganda esa I"i_g x"=0.

; | bo'lady,
Agar x=0 bo'lsa, y= ¥ =e=, Bu holda y=0

- .m
Demak, y=1. Agar x>1 bo lsa]. u h.ol(:;? lim
bo'ladi, Agar =1 bo'lsa, ¥=, bo'ladi,
Shunday gilib
|, 0<x<] bo'lganda,

yet ! x=1 bo'lganda,
0. x>1 bo'lganda.

Bu funksivaning grafigi 25.2- chizmada tasvirlangan.

g

. A
3- misol. y=lm" . x20.

N
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x?n

- : - —1
Agar x#0 bo'lsa, u holda y=lim 2y Bundan agar |x|=|

N

bo'lsa, y=0 bo'ladi; agar 0<|x|<] bo‘lsa, lim x*"=0, lim y=—1

bo'ladi. [x[>1 bo‘lganda, lim x*" == bo'ladi, Shunday gilib, x=+1

vil x‘=0 nuqtalarda funksiya uzilishga cga bo'lar ekan. Bu
funksiyaning grafigi 25.3- chizmada tasvirlangan.

1 0

25.3- chizma.

4- misol. y=lim """ . Agar x=0 bo'lsa, y=0 bo'ladi; agar

LRl | pie S i

x>0 bo'lsa, lnim n =0 bo'ladi. Demak, y=1. Agar x<0 bo'lsa,
li{rln"‘=0 bo'lib, y=—1 bo‘ladi. Shunday gilib,

1, x>0 bo’lganda,
y=40, x=0 bo'lganda,
—1, x<0 bo‘iganda,

Bu funksiva y =signx ni ifodalar ekary. Bu funksiyaning grafigi
25.4- chizmada tasvirlangan,

5- misol. ,s'=£.n_| Ulax®, x20. x=0 va x=I bo'lganda, y=1|
boladi. 0<x<1 bo'lganda, lim x"=0 bo'ladi, u holda y=1. Agar
L atand

414

25.4« chizma,

¥>1 bo'lganda esa lim x"=e, bundan y=x bo'ladi. Bu limitni

boshgacha usul bilan ham hisoblash mumkin:
| |
|im(|+x")~=x1im(1+x'")~=|»ig.\-(1+n",+,..>=x.

Bu funksiyaning grafigi 25.5- chizmada tasvirlangan,

6- misol, y=lim[(x—Darcigx”]. x=~0 bo'lganda, y=0 bo‘ladi,
agar /<1 bo'lganda ham y=0, chunki !'il‘l_l x"=0. xs—1 bo'lganda,
funksiya mavjud emas. Agar x> | bo‘lganda esa !'ir.r.l x"=c, Demak,

y="(x=1) bo'lar ekan. x=1 bo'lganda, y=0.

15.5- chizma.
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Shunday qilib,
0,—l<x<l bo‘lganda

; (x—1), x=1 bo'lganda.

Berilgan funksiyaning grafigi 25.6- chizmada tasvirlangan,

7- misol. y=LixB Y1+emr),

Agar x+1>0 bo'lsa,
3 " ' 2 :
fim(l+¢"**0)» =¢*! lim(1+ ,uim)'w”'.

Agar x+1<0 bo'lsa, y=1, chunki lime™** =,
Shunday qilib,

l, x<—1 bo'lganda,
y..—.
et x>—1 bo'lganda.
Bu funksiyaning grafigi 25.7- chizmada tasvirlangan,

+ n
8- misol, y~lim "“2:“ ), x>0,

416

v
»*

25.7- chizma.

=0 va x=1 bo'lganda, y=In2 bo'ladi. Agar 0<x<| bo‘lganda,

y=In2, 1<x<2 bo'lganda csa
Xon
In(2"+x™) 0, nln'.’dn:lo(z) ):

y=l-lm n L

Agar x=2 da, y=In2 bo'ladi, agar x>2 bo'lganda esa y=Inx
bo'ladi. Shunday qilib,
In2, 0<x<2bo'lganda,
¥ Inx, x>2 bo'lganda

funksiyani hosil gilamiz, Bu funksivaning grafigi 25.8- chizmada
tasvirlangan.

=
” _/
'
H
2
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jsinxf=1 bo‘lganda, y =1 bo‘ladi. Shunday gilib,

........

st ? / Agar [sinx]<1 bo'lsa, Li_msinz’ x=0 bo'ladi, Demak, y=0.

|
: |
: o = .- g resane
: 4 - -
5 —P! —» € 3% >€ > ?

2 X K X OI L2 g

2 2 2 2

25.9- chizmu.
25.10- chizma.

i ¢ 02
9-misol. y=lim X x>0. x=0 va x=1 bo'lganda, y=0.
[ Ji}.‘xll v

Agar 0<x<1 bo‘lganda, limx*" =0, lim x™' =0 bo'lgani uchun
y=0bo'ladi, 1<x<2 bo'lganda esa

nel ™

y=lim .5 _=x¥lim = ¥ | =0,

1_--_-_---_

Y S R —"

J?"&x-" -t 2'.““(‘2‘)2”)2
Agar x=2 bo'lsa, y=2\2. x>2 bo'lganda esa A 3%
y:hm xm! —xJ . | v \,J
LR 2ln+x2n = .!E z i
(Gl
X 25.11- chizma.
Shunday qilib,
0, x#“+kx bo'lganda,
0, 0sx<2 bo‘lganda. ye= 2 . ’
y=122, x=2 bo'lganda, l, x=7+k=; (ke Z) bo'lganda
2 ¢
*, ¥>2 bo'lganda funksiya hosil bo'ladi. Bu funksiyaning grafigi 25.10- chizmada |
funksiyaga ega bo‘lamiz.Bu funksiyaning grafigi 25.9- chizmada P OR:
tasvirlangan, 11- misol. y=§2[mlg(n-ctgx)].
10- misol. .V=!i£ sin®"x, Agar ctgx=0 bo'lsa, y =0. Agar ctgx>0, u holda y=; X, agar

418
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ctev<() bo'lsa. y=—-'2'.t bo‘ladi. Shunday qilib,

0, x=+ §+kn bo'lganda,

y=4 2.\’. Kk(.'((-;'-i'xk bO‘lgﬂndu.

n

2

X. —;-+nk<x<mnk: ke Z bo'lganda

funksiyaga ega bo'lamiz. Berilgan funksiva juft. Unir figi 25.11-
chizmada wsvirlangan. i meRe=g
12- misol. y=lim S5e

lHl\'

Agar x=0 bo'lsa, y=0 bo'ladi; agar x>0 bo'lsa, lim e™ mse

bo'lgani uchun y=x* bo‘ladi; agar x<0 bo'lsa, lim e =0 bo'lgani
uchun y=x bo'ladi. 3

“iv

25.12- chizima,
Demak,
x?, x<0 bo‘lganda,
y=40, x=0 bo'lganda,
X, x<{) bo'lganda

funl_u;iya hosil bo'ladi. Bu funksiyaning grafigi 25.12- chizmada
tasvirlangan,

420

13- misol. &im(lu)thh.

Agar x=0 bo'lsa, y=0; agar x>0 bo'lsa, {i_r.t_\ thix=1 bo'igani
uchun y=1+x bo'ladi. Agar x<0 bo'lsa, 11{!1 thix=—1 bo'lgani
uchun y=—(1+x) bo'ladi. Shunday qilib,

1+x, x>0 bo'lganda,
y= 0. .\’=0 bo‘lgimdﬂ.
—x—1, x<0 bo'lganda

funksiyani hosil gilamiz. Bu funksiyaning grafigi 25.13- chizmada
tasvirlangan.

\182” ~ f\f;

14- misol. y=lim a0 el
T '31',:“'

Agar 0sxs| bo'lsa. lim1g™ "F=0 bo'ladi, bundan y=vx
ckanligi kelib chigadi. Agar 18 ’:\ <I bo'lsa, him g’ ’:" =0, bundan

- :mk<.\~<j‘<:mk yoki 4k—1<x<4k+1 bo‘lganda y=x
ckanligi kelib chiqadi. Agar IET >1 bo'lsa, lim g™ ":=oo bo'ladi,

.. 1. %0 x 3z X, & -
bundan csa —2+n£< 4 < 4+n.k. 2+Rk<4 < 2+xk. ya'ni

4k—2<x<qk—1, 4k—3<x<4k—2 bo'lganda y=x bo'ladi. Agar

25.13- chizmm.
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x+/x

lsf::l bo’lss, q':“‘n:c ya'ni x=2k+1 lar uchun y=""1

4
bo‘ladi. Shunday qilib,

x4vx
2

p={Jx, 4k—l<x<4k+]; Dsx<l bo‘lganda,

, Xx=2k+| bo'lganda,

X, 4k—2<x<4k—| va 4k—3<x<4k—2, ke Z bo'lganda.

funksiyaga ega bo'lamiz. Bu funksivaning grafigi 25.14- chizmada
asvirlangan.

W

25.14- chizma.

Mustagil ishlash uchun misollar

Limitlar orgali berilgan funksiyalarning grafiklarini chizing,

L. y=lim I‘x, , x20. 2. y=lim d}m".
. n I’ » : In
3. y=!.|m o4+ x"( 2) . x20. 4. y=limcos™ x.
5- nl-m . 6' — ln‘l"n).
P = 14+(2sin x)* ylm )

422

N
o ¥ sin 2+xz

. x+e m
7. y:}}m e 8. ,V:!L' RO

Mustagil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1. AV
R ———
]
'
| {{ s “
2 I
|
0 B i
1- chizma.
2,
1\ ¥y
]
-i 0 1 i
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3- chizma.
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5+ chizma.
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26- §. BA'ZI BIR MAXSUS FUNKSIYALAR

Umumiy holda elementar funksiyalar bilan ifoda gilinmaydigan
funksivalar maxsus funksivalar deyiladi. Bularning ko'pchiligi
maxsus ko'rinishdagi differcnsial tenglamalaming yechimlari
bo'lib, ular integrallar orqali ifoda gilinadi.

1. Ko‘rsatkichli integral funksiya. Ko'rsatkichli integral
funksiyaning ko‘rinishi

Eyx)= [ Py (n=0,1,2,..:x>0)
"
shaklida bo'ladi. Bu funksiva guyidagi rekurrent formula orgali
hisoblanadi: E,.((x) = \[¢* —xE,(0], n=123.... Xususiy

A

hOlda, Eo(x)‘-"e;xv E‘(I,E—C“lnx- i(—l)‘ kxk!' mnda
h !

C=0, 57721156647 — Eyler o'zgarmasi. Bu i’unksiyaning grafigi
26.1-chizmada tasvirlangan.
2. Integral sinus funksiya. Ushbu
tsin/
| ! dt
0
integral Integral sinus funksiva deb ataladi va uni

Six = jSl:] : dt

0

0.8
0.6
0.4
0,2

0

426

yoyish bilan hisoblanadi:

xznﬂ

Six = .2:,0(—”' (2n+1){2n+D)!

kabi belgilanadi. Bu funksiya qatorga

' { bo‘lib, uning
Bu funksiya ¥ = ; gorizontal asimptotaga cga

i 26.2- chizmada tasvirlangan.
grnf;sl Integral kosinus funksiya. Ushbu

cos!i—1 dt

]
C+lnx+[
0

p

26.3- chizma.
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funksiya integral kosinus funksiya deyiladi va u gatorga yoyish bilan
hisoblanadi;

sl S 1 AP L
Six=c'+1n,\.+thn 2
v 2n(2n)

Bu funksiva uchun Ox o'qi gorizontal asimptota bo‘lib hisob-
lanadi. Kosinus integral funksivaning grafigi 26.3- chizmada tasvir-
langan.

4. Gamma funksiya. Ushbu

Mx)= [ et dr. x>0
o
ko'rinishdagi integral gamma funksiva ( Evler integrali) deb ataladi.
Bu funksiya x=-n (#=0,12,..) nugtalarda uzilishlargn ega bo'lib,
ularga mos ravishda vertikal o'q asimptota bo‘ladi. Gamma

funksiyaning grafigi 26.4- chizmada tasvirlangan.

5. Ehtimollar integrali. Quyidagi ?-Ie"ldr integralga
vE G

y B | 2
ehtimallar integrali deyiladi va u erfx = ° [e " dr kabi belgilanadi.
VE G

| ] | |
' ' I )
| ) | | l \
| ) | (| '
I | h \
: vl : |'. & \
! | l | | =~ [ \.\
' i \ 'l I | - W T 3
' | | : S
l L\ A |
.-.‘:‘7--‘; -3 _2| -l 0 ' r !l ! '__,l
N .. | : | " 9
: [\ : ',--“‘ : ; %
) l | | K ‘ { \
! [ 12! | |
: ! ' ‘ | | \
\ |
! | { { V| \
|
26.4- chizom,
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Bu funksiva qatorga yoyish bilan hisob

langan.

———— A ———

26.5- chizma.

lunadi

_I)nxlﬂd
2nshin!

erfx = % i
Jr'o

Ehtimollar integral funksiyasining grafigi

6. Elliptik integrallar. Quyidagi inte

va ikkinchi tur elliptik integrallar deyiladi:

K(m)=i e

(%
0 ~."I ~msin® §

n

E(m)= i \E;mz 0do.

Bu integrallar ham

: l-l"
A'(m)=’;tl#['2] ma[“}m *on

i ]
n Em (13w (13 5 )
i '—(2] l—(u) 3 (2406

Bu funksivalarning grafiklari mos ravishda
chizmalarda tasvirlangan.

26.5- chizmnida 1y

gratlar mos mvishida his

4] 2
qutorga yoyish bilan fisoblanadi

-

Mt wa



=
=
O

26.6- chizma.

fiia

S

\J

— e ——— -

>

0.5
26.7- chizma.

27-§. BA'ZI BIR STATISTIK FUNKSIYALAR

Asosiy statistik funksiyalar tarkibiga ehtimollar zichligi va har
xil tagsimot qonunlari uchun tagsimot funksivalari kiradi,

1. Uziluychan tagsimotlar.

1) Bernulli tagsimoti. Agar PiE=1}=p, PE=0}=1—p=q bo'lsa,
u holda £ tasodifiy o‘zgaruvchi p- parametsli (0<p<1) Bernulli
tagsimotiga ega bo'ladi (27.1- chizma), Bu tagsimot funksiyasi ushbu

0, x <0 bo'lganda,
F(x)=PlE<x}={1—p 0<x<l bo'lganda;
Iganda

I, x>1 bo

ko‘rinishga ega bo'ladi. Tagsimot funksiyasining grafigi 27.2-
chizmada tasvirdangan.

430

27.1- chizma. 27.2- chizma.

e )
2) Binomial tagsimof. Agar P[E "'"‘}:C:Pl(""if)
(k=0,1,2,.., n) bo'lsa, u holda § tasodifiy ojzgamvchn np
pammetﬂi binomial tagsimotga ega bo'ladi (27.3- chizma). Bu holda
tagsimot funksiyasi quyidagi

A\P
03
0,2 4
u.ll | L
0 | 2 3 4 _ N e X

27.3- chizma. » = 10, p = 0.25,

f;c:p‘(l — p)"¥, I<x<l+] bo?lganda,
-0

Fix= I, x<n bolganda,
0, x<0 bo'lganda

ko'rinishga ega bo'ladi. Bu funksiyaning grafigi 27 4- chizmada
tasvirlangan e |

3) Puasson tagsimoti. Agar PlE=k}= T k=0,1,2... bo'lsa,
u holda E tasodifiy o‘zgaruvchi A parametrii (A>0) Puasson

tagsimotiga ega bo'ladi (27.5- chizma). Bunda tagsimot funksiyasi
431




A
i R T, Sy APl e ML ' 2. Uzluksiz tagsimot. |) Tekis ragsimot. Agar
0.5 e ! xe[a; b] bo'lganda,
) f(x)=1b—a
L | :""I 0, x¢la:b] bo'lganda,
= [ b |8 ) ) . : L
et 3' ¥ 5 5' (" > "‘ _19_""\ bunda f(x) tasodifiy o'zgaruvchiga mos kelgan ehtimollik zichligi,
' f u holda & tasodifiy o*zgaruvchi ;8] (a<b) oraliqda tekis tagsimolga
ega bo'ladi (27.7- chizma). Bunday tagsimot funksiyaning grafigi
274- chizma. p = 10, p= 0,25, 27.8- chizmada tasvirlangan.
0, x<0 bo‘lganda, fix) 4
}'= ll’l —d
..); o1+ I<xsi+1 bo'lganda :
ko'rinishda bo‘ladi. B | e 5 5
“nmshda bo'ladi. Bu 1agsimot funksiyanin i2 :
chizmada tasvirlangan, e e : : S
I'T i 0 o« i .
! ! 27.7- chizma.
/
Fix) r
=1 l R el el e !
() | 2 3 4 ¥
27.5- chizma. A= 0,6 - r >
Fix) Ar ¢ a b \
Pulille o jule sEITHWBN 27.8- chizma.
------------------ ) .
|‘ 2) Simpson tagsimoti, Agar
*_J J 2 2
- ) =la: :
f(x)=t b0 (b—a)? [a+b—2x], xela;b] bo'lganda,
|' :, g x " 0, xela;b] bo'lganda
bo'isa, u holda £ tasodifiy o'zgaruvchi |a;b] oraligda Simpson
27.6- chizma. ) = 0.6, tagsimotiga (uchburchak tagsimotiga) ega bo'ladi (27.9- chizma),
432 Tagsimot funksiyvasining grafigi 27.10- chizmada tasvirlangan.
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27.10- chizma.
3) Ko'rsarkichli tagsimot. Agar

e ™ x=0 bo'lganda,
0, x<0 bo'lganda

flx)=

bo'lsa, u holda E tasodifiy o‘zgaruvehi 420 parametrli ko' rsatkichli
(cksponensial) tagsimotga ega bo'lad: (27.11- chizma). Tagsimot
funksivasining grafigi 27.12- chizmada tasvirlangan,
- 2
; _((—ul
4) Normal tagsimot. Agar /(x):n '2 ¢ 2% . X (s, pea)
van
bo'lsa, € tasodifiy o*zgaruvchi «va o parametrli normal tagsimotga
ega bo'ladi (27.13-chizma). Tagsimot funksiyaning grafigi 27.14-
chizmada tasvidangan.
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27.12- chizma.

|
|
|
|
i >
d

0

27.13- chizma.




Fix)

u X

27.14- chizma.
5) x* - tagsimot, Agar

“'l ’
..l x1 ¢ 2 x>0 bo'lganda,
S(xy=q2210(%)

0, x<0 bo'lganda

bo'lsa, £ tasodifiy o'zgaruvchi o ko'rsatkichli tagsimotga ega bo'ladi
(27.15- chizma).

03 -

02 4

0l -
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6) St'vudent tagsimoti. Agar

r(q;l _adl

flx)= .2 (Hx)] Y xe(eesi4o)
r(‘;)Ja_n o ) '

bo'lsa.Z tasodifiy o'zganivehi o ko'rsatkichli tagsimotga ega bo'ladi.
(27.16-chizma).
7) F-tagsimot (Fisher tagsimoti ). Agar

0, x<0,
y w 1
FE={r™ 2 my 3 ! e
2 (my+mx) * , x>0
™™ s
372

bo'lsa, & tasodifiy o'zgaruvchi m, va m, darajali F- 1agsimotga cga
bo'ladi (27.17-chizma).

Ax) f

04 a=1)

(14 a=3

27.16- chizma.




Ax) A

R T S
27.17- chizma.
28-§. ENG MUHIM CHIZIQLAR

Bu paragrafda fan va texnikaning ko'p sohalarida uchraydigan
va amaliyotda ko‘plab ishlatiladigan ba‘zi chiziglar to'g'risida
ma’'lumotlar keltiriladh,

I. Ikkinchi tartibli chiziglar.

Ellips. 1-ta‘rif. Ellips deb, WM (x;y) nuqtadan ikkita berilgan
(fokuslar deb ataluvchi) o'zgarmas F, va F, nugtalargacha bo‘lgan
masofalar yig‘indisi o‘zgarmas va 2a ga teng bo'lgan nugtalarning
geometrik o'rniga aytiladi.

Ellipsning kanonik tenglamasi

f: v ’.f =]
ko‘rinishda bo'ladi, bunda @ va b lar mos ravishda ellipsning karta va
kichik yarim o'glari, F(c;0) va F(—c;0) — fokuslari, bunda

c=Na? —b; 1=; (1<1) — ekssentrisiteti deb ataladi (28.1-chizma).

r=FM va r=FM masofalar r=a—Ix, r=a+lx formulalar
orgali aniglanadi (28.1-chizma).

Ellipsning direktrisalari Kichik 0'qqa parallel bo‘lib, undan d-"’
masofada joylashgan to'g'ri chiziglar bo‘ladi. Ellipsning ixtiyoriy
nugtasi uchun -:-;—:%:1 munosabat o'rinli.
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_\

)

X
8L |y o

Ellipsning parametrik tenglamasi
x=acost, y=asint, 0 <1< 2x
ko'rinishda bo'lndi,

a=h bo'iganda ellips aylana shakliga keladi.

Markazi koordinala boshida va radiusi R ga teng bo'lgan
aylananing tenglamasi x *+y *= R ? ko'rinishda bo'ladi (28.2 - chizma).
Markazi M,(x.v,)nugtada, radiusi R ga teng bo'lgan aylananing
tenglamasi (x—x, ) +(p—~p,'=R* shaklda bo'ladi (28.2 b- chizma).

y A y A
Xyt R

R
Hhit-—
N Pl e
a) bl

28.2- chizm,

Giperbola. 2-ta'rif. Giperbola deb, WM (x;y) nuqtadan ikkita
berilgan (fokuslar deb ataluvehi) o'zgarmas F, va F, nugtalargacha
bo‘lgan masofalar ayirmasining absolut giymati o'zgarmas va 2a ga
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(x—x ) V+ (-5 )=k

=Y




teng bo'lgan nugtalarning geometrik o' rniga avtiladi. Giperbolani
kanonik tenglamasi 4 o

e

an
ko‘rjn}shda bo‘ladi, bunda a va b lar mos ravishda giperbolaning
haqigiy va mavhum varim o'qlari; F(e:0) va F(-c,0) — uning

fokuslari, bunda c=Ja’+b’; I-‘; >l — ekssentrisiteti deb ataladi
(28.3- chizma),

r=F M va r,=F.M masofalar r=t(lx—a), r,=+(lx+a)
formulalar orqali aniqlanadi. Bunda yuqoridagi ishora giperbolaning
0'ng shoxobchasi. Pastki ishora esa chap shoxobchasiga mos keladi.

Giperbola y=t : X asimplotalarga ega.

Giperbolaning direktrisalari mavhum o'gqa pamllcl bo‘lib,

undan d=: masofada joylashgan to'g'ri chiziglar bo‘ladi.

Giperbolaning ixtiyoriy nuqtasi uchun ;' = 1a munosabat o'rinli.
Giperbolani ik 1 i x=ac
1‘p“: aning parametrik tenglamasi x=achi, y=asht, —e<f<4em
ko'rinishda bo‘ladi. a=b bo'lganda giperbola teng yonli bo‘ladi.
Parabola. 3-ta‘rif. Parabola deb, berilgan o'zgarmas F(£30)
(ﬁ)ku.f) nuqtadan va berilgan (direkirisa) to'g'ni chizigdan bir xil
uzoglikda joylashgan nugtalarning geometrik o‘rniga aytiladi.
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Parabolaning kanonik tenglamasi
y=2px
ko'rinishda bo'ladi, bunda p — fokal parametr; F(; 10) — fokus
(28.4- chizmn), Parabolaning dircktrisasi Ox o'giga perpencdikuluy

bo'lgan x=—§ to'g'ri chizigdan iborat.
y
i 4 Y = 2px
|}
] d M
o oS
| ’
i 1

=l
-~
.

-~

—pltei-

28.4- chizma.
Parabolaning ¢kssentrisiteti /=1 ga teng.

2. Uchinchi tartibli algebraik chiziglar

Yarim kubik parabola. Yarim kubik parabolaning tenglimus
a'x'—y*=0 ko'rinishda bo‘ladi. Uning parametrik shakldogi
tenglamasi x=f', y=af', —= < 1< +e=, oshkor shakldagi tenglamasl

3

esa y=+ax? ko'rinishda bo'ladi (28.5-chizma).

Anyezi gajagi. Bu chizigning tenglamasi (x*a’)p—a'=l
ko'rinishda bo'lib, uning asimptotasi y=0 to'g‘ri chizigdan iboral
Uning oshkor shakldagi tenglamasi:

y w
=
7 ad

ko‘rinishda bo'ladi (28.6- chizma),

Dekart yaprog'i. Dekart yaprog'ining oshkorms shakidogi
tenglamasi x*+y'—ax=0, >0, uning parametrik shakldagl
tenglamasi esa
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?
R
-

28.7- chizma.
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et 33 fcm
ko'rinishda bo'ladi.

Egri chizig uchun koordinatalar boshi maxsus nuqtadan iborat
va u chiziq grafikning o' zaro kesishish nugtasi ham bo'ladi. Ya'ni
chizigqa t=42 da, ya'ni (aiff;aiﬁ) nuqtada hamda =0 da, ya'm
(0;0) nugtada egri chiziqqa o‘tkazilgan urinma abssissalar o'giga
parallel bo'ladi (28.7- chizma).

1
! *¥ da egri chiziq botiq, r< "7 da esa qavarig bo'ladi, lekin

1
!=y5 nugtada egilish yo'q. Egri chizig x+y+a=0 0g'ma asimptotaga
Egri chizig T va 11 koordinata burchaklari bissckirisasiga
simmetrik bo'ladi.
Sissoida, Sissoidaning Dekart Koordinatalar sistemasidagi
tenglamasi:

XH(x—a)y’=0, a>0,

parametrik tenglamasi:
2 )
o m‘ oy m} O P
fag” Fst
qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi
_2asin2gp

COsQ
ko'rinishda bo'ladi. Sissoidaning grafigi uchun (0.0) nugta birinchi
tur uzilish nuqtasi bo'ladi. Uning grafigi o'zaro kesishish nugtasiga
cga cmas (28.8- chizma). #=0 da, »=0 bo'lgani uchun egri chizigqa
o'tkazilgan urinma koordinatalar boshida abssissalar o'qiga parallel
bo‘ladi. Egri chiziq egilish nuqtasiga ega emas, f—ee da x—eo,

y— bo'ladi. U holda ¥ =r—e. Shunday gilib, egri chizig x=|
vertikal asimptotaga ega,

Strofoida. Strofoidaning Dekart koordinatalar sistemasidagl
tenglamasi: (x+a)x+(x—a)y'=0, a>0, parametrik shakldagi
tenglamasi:

N s L e

. —N<l<+uo_
241 1?31
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28, 8- chizmn, a= 2,

qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamast;

___, cotp
= cosgp '
(0(0;0? — qutb, Ox — qutb 0'qi) ko'rinishda bo'ladi.
'Koomnqtala.r_boshi o'zaro Kesishish nuqtasi; y=+x to'g'ri
ch!z_iqlar' egn chizigga (0:0) nugtada urinma bo‘ladi: x=a l'g'n
chleq asimptota bo'ladi. Egri chiziq abssissa o'qiga simmetrik (28.9-
chizma).
4’ v

=

28.9- chizma. o~ ?
- |

3. To‘rtinchi va undan yuqori tartibli algebraik chiziglar.

Nikomeda konxoidasi, Nikomeda konxoidasining ba‘zi xossalari
bilan biz yuqorida tanishgan edik (111 bob, 23- § ga qarang). Ularga
qo‘shimcha ravishda gquyidagilarni ko‘rsatish mumkin. Uning
tenglamasi Dekart koordinatalar sistemasida -

(y—a)(E+y)—=y=0, a>0, >0

ko‘rinishda bo‘ladi (23.32- chizmaga garang). Agar egri chizig
tenglamasi qutb koordinatalar sistemasida p =/(9) ko'rinishda
bo'lsa, konxoida tenglamasi p =f(g)+ b shaklida bo'ladi.

Paskal chig‘anog'i. Paskal chig'anog'i hagida ham ma'lumotlarga
egamiz (111 bob, 23- § ga qarang). Ularga qgo'shimcha ravishda,
Paskal chig*anog'ining tenglamasi Dekart koordinatalar sistemasida

(Y —ax) =13 +y)=0, a>0, I>0;
parametrik tenglamasi
X = acos’tHbeost,
0sys2n;
y= acost sinf + bsin 1,
qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi
p=acoset!

ko‘rinishda bo'ladi (23.25- chizmaga garang).
Kardioida, Kardioida (111 bob. 23- § ga garang) tenglamasining
Dekart koordinatalar sistemasidogi ko' rinishi:

() (x4 p = 2ax)—a'y'=0;
parametrik shakidagi tenglamasining ko'rinishi
x=acos t(1+cos 1), y=asin(l+coss), 0s51s2x;

qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasining ko‘rinishi
p=a(l+cosg) bo'ladi {(23.26- chizma garang).

Bernulli lemniskatasi. Bernulli lemniskatasi (111 bob, 23-§
ga gamang) tenglamasi Dekart koordinatalar sistemasida (2 +)7)—
—2a (x*—y")=0, a > 0; qutb koordinatalar sistemasida p = a\/2cos 29
ko'rinishda bo'ladi (23.29- chizmaga garang).

Astroida. Astroida tenglamasining Dekart koordinatalar
sistemasidagi ko‘rinishi: (x*)y"— R)'—27R x*y*=0, parametrik
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shakldagi tenglamasining ko‘rinishi

! s
x= Reos’ L, y= Rsin’ !
F 4
2 J

: 3 ’ 5 d
bo'lib, uning oshkormas shakldagi tenglamasi xb4pi = RO

ko'rinishda bo'ladi (28.10- chizma), U 6- tartibli algebraik cgri
chizigdir.
AV

n 0l W o X

28.11- chizma. a=2

4. Transsendent chiziglar.
Sikloida. Sikloida tenglamasining Dekart koordinatalar
sistemasidagi ko'rinishi:

=0—_V. a>0;

acos .\'4»\,1)'(020—)')

446

parametrik shakldagi ko'rinishi (28.11-chizma)

x=a(t—sinf), y=a(l—cosr), =—os<f<4es,

Troxoida. Troxadaning parametrik tenglamasi: x=a(r—Asin/),
yea( l—Acosl), —e=<f<4ee, A< | bo'lganda troxoidaning grafigi
28.12- chizmada; 1> 1 bo‘lganda esa 28. 13- chizmada tasvirlangan.

I8.12- chizma, @=2, A=0.5

28.13- chizma, =), A=3
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