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SO ‘ZBO SH I

0 ‘zbekiston Respublikasining «Ta’lim to £g‘risida»gi qonuni va 

«Kadrlar tayyorlash milliy dasturi» uzluksiz ta ’lim tizimini isloh 

qilishning yangi davrini ochganligi tabiiydir.

U zluksiz t a ’lim  tizim i har b ir bosq ich in ing  o ‘ziga xos 

xususiyatlarini hisobga olgan holda ular uchun o£quv adabiyotlarini 

yaratish zaruriyati kelib chiqdi. Ana shu maqsadda Respublikamizda 

«Uzluksiz ta ’lim tizimi uchun o£quv adabiyotlarining yangi avlodini 

yaratish konsepsiyasi» ishlab chiqildi va hozirgi vaqtda u amalga 

oshirilmoqda. Konsepsiyada foydalanishga qulay bodgan, muayyan 

fanni o 'z lash tirish  uchun zarur b o £lgan m a’lum otlar, ilmiy 

ko£rsatkichlar va odchamlar, turli belgilar, qisqa m a’lumotlardan 

tashkil topgan davlat nashri -  m a’lumotlar to ’plami (m a’lumot- 

nomalar) muhim ekanligi ko£rsatilgan.

Mualliflar «Funksiyalar va grafiklar» mavzusini tanlab, shu 

mavzuda m a’lumotlar to£plami tuzishni maqsad qilib qo£yar ekanlar, 

quyidagilarga alohida e£tibor qaratishdi; madumki, funksiyaning 

bcrilish usullari har xil bodadi. Ular analitik usul, jadval usuli, 

so£z bilan ifodalash usuli hamda grafik usullardir. Ba’zan grafik usul 

funksiya berilishining yagona usuli bodishi ham mumkin. U fizika, 

texnika, tibbiyotda qo£llanilib, ko’pgina o£zi yozadigan asboblarning 

ishiga asos bodadi ham. Lekin funksiya berilishining grafik usuli keng 

tarqalganligiga qaramasdan, funksiyalarni tekshirishda matematik 

analiz tushunchalarin i qo£llashga bag£ishlangan m a’lum otlar 

to£plamini o£z ichiga olgan adabiyotlaming yetarli darajada emasligi 

ko£zga yaqqol tashlanadi. Masalan, I.P Gurskiyning «Функции и 

построени графиков», I.X. Sivashinskiyning «Элементарные 

функции и графики» N.N. Shundaning «Функции и графики» 

(ukrain tilida) kitoblarida, asosan, funksiyalarning grafiklarini 

elemental' matematika tushunchalari yordamida yasash usullari bayon 

qilingan bo£lsa, N.A. Virchenko, I.I. Lyashko, K.I. Shvesovlarning 

«Г раф и ки  ф у н к ц и й . С п р а в о ч н и к .» , R .B . R ayxm istn ing  

«Графики функций. Задачи и упражнения.», V.V. Vavilov va 

boshqalarning «Задачи по м атем атике. Н ачала анализа» 

kitoblarida funksiyalarning grafiklari ham elementar matematika
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Eshiinui Ho'sli lo'plam Imi < |' 11 и  I n I in plnmnmg t [ism 

to'plami liisoblanadi И < I И .и  <ptщ Itis I in plain <> / o' /miiig 

qism to'plami liisoblnniicli h l
M i sol  la I I ) i 11 ■ 5 : D ; i 1 i 5, 6, 7, 8}

bodsa, tadilga koda 11 H ho'lath

1.2.- chi/rna.

2) a, b, c uch elementdan iborat bodgan to £plam berilgan 

bo‘lsin. Bu to‘plamning hamma qism to£plamlari quyidagicha bodadi: 

0  bo £sh to £plam ; bir elementli [a], {b}, {c} to ‘plam lar; ikki 

elementli {a, />}, {b, с}, {a, c} tocplamlar va berilgan {a, b, c} 

to ‘plamning o'zi.

2- ta‘rif. Agar A to ‘plam В to'plam ning qismi, В to ‘plam A 

to cplamning qismi bodsa, ya£ni А с  В, В a  A bo‘lsa, u holda A va 

В to ‘plamlar bir-biriga teng deyiladi va A - В kabi yoziladi. Masalan: 

A -  {1, -1}, В to 'plam  esa ushbu ( x -  l ) 2(x+ 1)3 = 0 tenglamaning 

barcha haqiqiy ildizlaridan tashkil topgan bo'lsa, ravshanki, A 

to ‘plam В to ‘plamga teng bodadi.

2. То‘р1ат1аг ustida amallar.
3- ta‘rif. В ixtiyoriy to'plam  boclib, A to 'plam  lining biror 

qismi bo‘lsin. В to ‘plamning A ga kirmagan barcha elemcntlaridan 

tashkil topgan to ‘plam A ning В ga cjadar to‘ldiruvchisi deyiladi va 

u Cn(A) kabi belgilanadi (1 .2 -chizm a). M asalan, A - { 2, 4}, 

B = {  1, 2, 3, 4, 5, 6} boclsa, u holda CB(A) = { 1, 3, 5, 6}.
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4- ta‘rif. A  va В  ixtiyoriy to ‘plamlar bo‘lsin. Agar C to cplam A 

va В to ‘plamlarning barcha elementlaridan iborat bodib, boshqa 

olementlari bo‘lmasa, u holda C to £plam A va В  to £plamlarning 

y ig ‘indisi (birlashmasi) deyiladi va A u  В -  C kabi belgilanadi (1.3- 

chizma).

Eslatma. Shuni qayd qilib o£tish kerakki, agar biror element 

ham A to£plamga, ham В to £plamga qarashli bo£lsa, bu element C 

to£plamda bir marta hisoblanadi.

Yuqoridagi 4- ta£rifdan to £plamlarning quyidagi xossalari kelib 

chiqadi:

Г. A u A = A .  2°. A u B  = B u A .  3°. A u 0  = A.

4°. Agar A a  В bodsa, А и  В = В  bodadi.

M i so  11a г: 1) A = {0, 2, 4, 6, 8, 10}, В = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

bo£lsa, С =  A u  В  =  {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10} bodadi.

2) A = {1, 3, 5, 7, 9, ..., 2 л - 1, ...}, B={2, 4, 6, ..., 2л, 

...} bo£lsa, С = А и  В = {1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., л, ...} bodadi.

5- ta‘rif. A  va В  to £plamlarning umumiy elementlaridan tashkil 

topgan to £plam  A va В to £p lam larn ing  um um iy qism i yoki 

k o ‘paytm asi (kesishm asi) deyiladi va С = A n  В  kabi belgilanadi 

(1.4- chizm a).

T o£plamlarning quyidagi xossalari 5- ta£rifdan bevosita kelib 

chiqadi:

5 ° . A n A  = A. 6°. A n  В  = В n A .  7 ° . A n 0  = 0 .

8°. Agar А а  В  bo£lsa, u holda А п  В -  A bo£ladi.

М i s o  11 а г: 1) А = {±2, ±4, ±6, ±8, ±10, ...}, В  ={±3, ±6, 

±9, ±12, ...} bodsa, С = А п  В  {±6, ±12, ...} bodadi;

2) А  =  {1, 3, 5, 7, 9}, В = {2, 4, 6, 8} bodsa, А п В  = 0  

bodadi.

Eslatma. Biz to £plam larning yigdndisi ham da ko£paytmasi 

ta ’riflarini ikkita to £plam uchun keltirdik. Agar A r  A 2, ..., A n 

to£plamlar berilgan bodsa, ularning yig£indisi A ] и  A2 и  ... и  An
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^ ^  С = А Г) В

О
1.4 - chizma.

hamda ko£paytmasi A t п Л 2 п  ... r \A n ham yuqoridagiga o ‘xshash 

ta ‘riflanadi.

6- ta ‘rif. A  to ‘plamning i? to £plamga tegishli boMmagan barcha 

elementlaridan tuzilgan C to £plam A va В  to ‘plamlarning ayirmasi 

deyiladi va C — A \B  kabi belgilanadi (1.5- chizma).

To‘plamlarning quyidagi xossalari 6- taMifdan bevosita kelib 

chiqadi:

9°. A \ 0  = A. 10° . 0 \ A  = 0 .  1 Г . А \ А  = 0 .

M i s o l l a r :  1) A  ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, В =  {(), 2, 4, 6, 8} 

boMsa, С = A \  В  — {1, 3, 5, 7} boMadi;

2) A = {±2, ±4, ±6, ±8, В = {±3, ±6, ±9, ±12, ...} 

bo‘lsa, С = A \ В  =  {±2, ±4, ±8, ±10, ...} boMadi.

7 -  t a ‘rif. A to 'p lam n in g  В to ‘plamga tegishli boMmagan 

elem entlaridan va 7?to£plam ning A to ‘plamga tegishli boMmagan 

e lem en tlaridan  tuzilgan  C  to ‘plam Л va В lo ‘p lam larn ing  

sim m etrik ayirm asi deb ataladi va С А А В kabi belgilanadi, 

ya‘ni A A B  = (A \B ) u  (7Д/1) (1.6- chizma).

8

M i s o l l a r :  1) A =  {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, В — {6, 7, 8, 9, 10} 

boMsa, AAB  =  {1, 2, 3, 4, 5} u  {8, 9, 10} =  {1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 

10} boMadi;

2) A = {2, 4, 6, 8, 10, 12, ...}, В = {3, 5, 7, 9, 11, ...} 

boMsa, AAB = {2, 4, 8, ...} u  {3, 5, 7, 9, ...} =  {2, 3, 4, 5, 6,

7, ...} bocladi.
8- ta‘rif. Birinchi element 2Tto‘plamga va ikkinchi element Y 

to‘plamga kirgan barcha (x, y) juftlardan iborat bo‘lgan nuqtalar 

to‘plami X va 7 to ‘plamlarning Dekart (to ‘g ‘ri) ko‘paytmasi deyiladi 

va u [X ,Y\ yoki X  x Y kabi belg idanadi, ya‘ni С = X  x Y = 

= {(x, у):х& X, y e  Y).
Eslatma. A to £p lam ning  o £z - o £ziga D ekart ko£paytm asi 

quyidagicha belgilanadi:

A x A = A2 = {(x, y):xe A, y e  A}.
Misollar:  1) A = {a, b, cj, В = {a, p} boMsa, u holda 

A x B  = {{a,a), (a,\3), (b,a), (Др), (c,a), (c,p)} bo£ladi;

2) A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} boMsa, A to £plamning 

A = A =  A 2 Dekart ko£paytmasi 100 ta elementdan iborat boMadi. 

A x  A -  A 2 {(0,0), (0,1), (0,2), (0,3), ..., (9,7), (9,8), (9,9)}. 

3. Sonli to‘plamlar. Sanoq uchun ishlatiladigan sonlar natural 

sonlar deb ataladi. Barcha natural sonlar 0, 1 , 2 ,  3, 4, 5, 6, 7,

8, 9 raqamlari yordamida hosil qilinadi. Natural sonlar to £plami

N — {1, 2, 3, ..., n, ...}

kabi belgilanadi.

Ishorasi natural sonlarning ishorasiga qarama-qarshi boMgan 

sonlar manfiy natural sonlar deyiladi. Barcha manfiy natural sonlar, 

nol soni va barcha natural sonlardan iborat to £plam butun sonlar 

to‘plami deyiladi va u, odatda,

Z — -n ,  ..., -3 , -2 , -1 , 0, 1, 2, 3, ..., n, ...}

kabi belgilanadi.

Ravshanki, natural sonlar to £plami butun sonlar to £plamining 

qism to £plamidir: N  c  Z.
Qisqarmaydigan kasr ko£rinishda tasvirlanadigan har bir son 

ratsional son deyiladi. Barcha ratsional sonlar to £plami

Q = \ x  x  = —, p e  Z , q e N  

1 Я

kabi belgilanadi.
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Kllobiil/iy. ucliIncJif hohldn hnsllu ydrilnmui- ' r'l,n 
ri'ihklni mi < hizish bata/si/ bnyon qilingap \ .(1111 ̂ s**ŷ Uarnin;»

o'.likoi v;i o'.hkormas, paramo! rik, c/utb koorclm°f ^  l.en^ amasi 

benign n flinksiyaiarni tofliq tckshirish va , cl aJar sistemasida 

lizish nsnllari berilgan. c ,ning grafikJarini

M a/kur qofllanmaning so‘nggi to ‘rtinchi boha 
DO4Jmag*mi sodda funksiyaJarning asosiy xossal- • 3 eJernent^r 

texnika, mexanika, matematika, fizika, arnaliv Va §rafiklari, 
uchraydigan va qofllaniladigan mu him chimin atemat,kada kocp 

keJtirilgan. ^ arning grafiklari

Qofllanmaning har bir paragrafida, avvalo 
ta£riflar, tushunchalar va tasdiqiar berijgan bo‘n avzuga tegishJi 
biriga misoJJar yechib ko£rsatilgan va mustaqi] ish l1 i uiarning bar 

darajada misol va masalaJar javobJari bilan b e r i le ^ 1 UcJlun yetarli 

o£quv qo£Ilanma sifatida ham foydaJanish m um k’ r ’ ^  CSa Undan 

Mualliflar ushbu qo£iJanmaning kompyuter Ш lglni anglatadi. 

lashda o‘z hissasini qo£shgan magistrlar A. Otaboyev Var,an^ n* tayyor- 

o£z minnatdorchilikJarini bildiradilar. a Va ^  To‘rayevaga

Mualliflar, o£zlarining kitobni yozishdagi 
kitobxonlar ommasi uchun foydali bo£Jadi deb m e!lnatlari keng 

va ulaming kitob sifatini yaxshilashga qaratijoan ^ ,Urni<̂  bildiradilar 
mamnuniyat bilan qabul qiladilar. bC 1 1-mulohazalarini

Cl)

bo
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/ А о / л  f u n k siy a l a r  h a q id a a s o s iy  

TUSHUNCHALAR

Jk j :  L ° ‘.p.l a m  t u s h u n c h a s i.
О  PLAMLAR USTIDA AMALLAR

misollar yordamida tushuntirifoHi лл y adh To Plam tushunchasi 
umum ta’lim maktablari O. i ^ aSaan’ Samarqand shahridagi
natural so Г г  bamha t o ^ H  “ f dagi planetalar- barcha

etadi. t0 g n kasr,ar va bokazolar to'plamni tashkil

- n i J S S S a ?  S a W c h ik t  f  bosh ha^  bilan,

i  j c - a  - -  "  T i t b i t s  b: ‘i iar d/  ^

° ‘q r  •

T t T s  j  n p l a m m tegishli “  ̂3, 5, 7, 9} bo Isa, u holda 3 e A, 2g d
t o ' p S f c h S o S " ^ , * 8? ^  topga"  t0‘e,am ^

v. a ts sr a p ,* * 1»*  * » > * »oladi: a) +S i = о te iSam anb! 7  ^  qU,yid£« i,ar misol bo'la

o'zaro parallel ikkita turli to‘g‘ri с Ш п п  ldlzlan t0‘piami; *) 
to plami; <7) x 2+ l < 0  t e n a n t "  chjzlflnmS ulT»umiy nuqtalari 

K o ‘n ncha tn«„ia gS zl]knm8 yechimlari to£plami va h к
bo-lishidan qafiy n ^ aJ’ Chekli yoki che^

н у nazar, simvohk ravishda doirachalar bilan
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Inmladan,
Ravshanki, Z c  Q,  derrwk, N t  О о....... к, N.

agar q=\ bo'lsa, N  c  Q bo'lncli

Matematikada faqat ratsional sonlai ........ I..... . hosliqacha

abmtli sonlar b, an ham ish ko‘rish8a to'g rl kolmll Masalan: a)

tomom bir birhkka teng bo'lgan kvadrat din..... ....... uzunligini

topish talab qilmgan bo'lsin. Pifilg0r tconrnitisfcn a - , щ  ■ 2.

butun son bo‘iishi mumkin emus .........kl | i - (  22=4
3 - 9  va h.k. r  soni kasr son ham ................ tlmkln cmas: agar

r = g 4isqarmas kasr bo‘lsa (bu ycrcln ,/, I ». ,, |,„|da r ‘ p\

ham  qisqarm aydigan  kasr bo 'lad i. D cm nk. f t hu lun  son

bo'lmaydi, shuning uchun u 2 ga long bo'IKhi in ......kin cmas.

Shunday qilib, kvadrat diagonalinig uzimligi g j inig;

b) aylana uzunligining diametrga nisbalini ilbdalnvdii к  sonini

oddty kasr, ya’ni ko'rinishida lasvirlash miunkin cmas.

d) nshbu 0,1010m0001... kasrda birinclu I raqamidan keyin 

l ta noi, lkkm chi I raqam idan keyin ikkita nol, uehinchi 1 

raqamidan keyin uchta nol turibdi va h.k.

Yuqoridagi a) b) va d) hollardagi keltirilgan sonlar, ya‘ni 

c ie  siz о nil nodavriy kasrlar, irratsional sonlar deyiladi va 
irratsional sonlar to plami ]  bilan belgilanadi

Ratsional va irratsional sonlar to ‘plamining birlashmasi hagigiy 

sonlai deyiladi va R' bilan belgilanadi, ya‘ni Д'1 = n , , j

b ilan  к о ‘rish  n n im k in k i, R ,\ Q = I 1 R ' \ ] = o  

R n Q = Q ,  O n / - 0 ,  / е й 1, Qc/?1 bo'ladi.

4. Son o‘qi. Btror /to 'g 'r i chiziqda ixtiyoriy O nuqtani belgilab 

( 0  nuqta sanoq boshi), so'ngra [0;1] birlik kesm ani taniaymiz va 

yo nahshm  belgtlaymtz. Bunday holda koordinata to ‘S Y, ch izig l 

ya ni son o q i  benlgan deyiladi (1.7- chizma). H ar bir natural 
yokt kasr songa to g ri chiziqda bitta nuqta mos keladi. Masalan, 5 

som benlgan bo Ism. О nuqtadan (sanoq boshidan) berilgan 

A B ' О
в Л  l

-5 -4 -3

К )

1-7- chizma.

yo‘nalishda birlik kesmani 5 marta qo‘yamiz. Natijada, A  nuqtani

hosil qilamiz, bu nuqta 5 soniga mos keladi. 3 |  sonini olaylik, О 

nuqtadan berilgan yo‘nalishda birlik kesmani 3 m arta, sohigra

birlik kesmaning у qismini qo£yamiz. Natijada В  nuqtani hosil

qilamiz. Bu nuqta 3 1 soniga mos keladi.

Agar / to ‘g‘ri chiziqning M  nuqtasi biror r songa mos kelsa, 

bu son M nuqtaning koordinatasi deyiladi va u M(r)  kabi belgilanadi.

Masalan, Л va В  nuqtalaming koordinatalari mos ravishda 5 va 3 !,

sonlaridan iborat bo ‘ladi, ya‘ni A (5), B{ 3 ^ ). Sanoq boshi О

nuqtaning koordinatasi nol sonidan iborat bo‘ladi: 0(0).

Endi birlik kesmani О nuqtadan boshlab berilgan yo£nalishga 

qarama-qarshi yo£nalishda 5 marta qo£yamiz. Sanoq boshi О ga 

nisbatan A  nuqtaga sim m etrik A ' nuqtani hosil qilamiz. A' 

nuqtaning koordinatasi —5 soni bo£ladi, ya£ni A ' (—5). Shunga

o£xshash, В  nuqtaga simmetrik B' nuqtaning koordinatasi — 3

soni topiladi. 5 va —5, 3  ̂ va — 3  ̂ sonlari, mos ravishda, qarama-

qarshi sonlar deb ataladi. Koordinata to £g£ri chizig£ida berilgan 

yo£nalishda joylashgan nuqtalarga mos keluvchi sonlar musbat sonlar 

deyiladi. Koordinata to £g£ri chizig£ida berilgan yo£nalishga qarama- 

qai*shi yo£nalishda joylashgan nuqtalarga mos keluvchi sonlar manfiy 

sonlar deyiladi.

Eslatma. Koordinata boshi О nuqtaga mos kelgan „0“ (nol) 

soni musbat ham, manfiy ham  hisoblanmaydi, u koordinata to £g£ri 

chizig£idagi musbat koordinatali nuqtalarni manfiy koordinatali 

nuqtalardan ajratib turadi.

Koordinata to £g£ri chizig£idagi berilgan yo£nalishni (odatda u 

o £ng tomonga yo£nalgandir) musbat, berilgan yo£nalishga qaram a- 

qarshi yo£nalishni esa manfiy y o ‘naIish deyiladi.

5. Sonli oraliqlar. a<b shartni qanoatlantiradigan a va b sonlarni 

olam iz va ularni koordinata to ‘gcri chizig‘ida nuqtalar bilan



Amalda „in terval, ,,kesma“, „yarim interval*4, ,,nur“ atama- 

larini ko‘pincha bir nom bilan „ sonli oraliq“ deb ishlatiladi.

Oraliqlar turi Geometrik tasviri Belgilanislii Tcngsizliklar

yordamida yozilishi

Interval
....... ...  ,

( a , b ) a  <  .v <  b

Kesma
a b

[ a ,b ) a ■ \  <; b

Yarim interval a h
( a , b ] <i ■ v <  b

Yarim interval ■ T .... ...

___ ^____  _A- ^_
[ a , b ) ii • v <  h

Nur
a

[ a , + c c ) .V 'd. (1

Nur
/?_

( - с о  ;/> ] x  < b

Ocliiq nur
a

( t f , + o o ) X >  (1

Ochiq nur b > ( — oo; Л ) x  <  b

Son o’qi
-----L------ —----------- 1------- >.

( — o o j + o o ) ( — o o < x < l ' o o )

Mustaqil yechish uchun misollar. Berilgan A va £ to‘plamlarga 

ko‘ra A u B ,  A n B ,  A \ B , B \ A  to ‘plamlarni toping:

1. A = { 2, 4, 6, 8, 10}, £= {4 ,8 , 12, 16}.

2. A  ={1, 3, 5, 7, 9, . . .  , 2 /7 -1 , . .  .}, B = { 3, 6, 9, . . ., 3/?, . . .}.

3. A ={x:(x— 2)(x— 3)=0}, £ = { x :(x — 2)(x+4)=0}.

4 .  A = { x : x 2 — 4=0}, £ = { x :x — 2=0}.

Berilgan A va £ to ‘plamlarga kocra A и  £,

A n B ,  A \ B , £ \ Д  Z A £  to ‘plamlarni toping.

5. A ={x :0<x<2}=(0; 2), £ = { x :1<x <3}=[1; 3].

6 .  у4 = { x  :x  (x — 3)<0}, £ = { x :(x —  3)(x— 1 )>0}.

7. A  ={x \ x e R ,x 2—8jc+ 15 < 0}, B = { x \ x e N ,  x 2- 6jt<0}.

8 .  A = {x :x e Z,—2 < x <  4}, B = { x : x e N ,  l< x ^ 7 } .

Berilgan А,В  у  a C to ‘plamlarga ko‘ra A uB ,  A n  ( Л и  (£  n  C),

(/1 n  £ ) n  C to ‘plamlarni toping:

9. A  ={x:—3 < x <2}=[—3; 2], £ = [0 ;4 ] ,  C = [3 ;5 |.

10. /1 = 0 , £ = Z , С=А .

Berilgan /1 va В to ‘plamlarga ko‘ra AxB  Dekart ko‘paytmani 

toping:

11. A={ 1,3}, £={2,4}. 13. A =f I;2|, £ = [1 ;2 |.

12. Л-- R \  £ = £ '. 14. A = | I ;3| £ = [2 ;4 |.

Mustaqil yechish uchun berilgan masalalarning javoblari

1. A u B  {2,4,6,8,10,12,16}.

A \ B  {2,6,10}, £\/l={12,16},

A n B  {4;8}.

2 . A u B  { 1, 3 , 5 , 6 , 7,9 , . . . } ,

A n B  {3,9,27, . . .}.

A \ £  ={ 1,5,7, . . . }, B \ A  = {6,\2,  . .}.

3. A u B  ={—4,2,3}, A n B  ={2}, Z \ £  =  {-4} .

4. A u B —{— 2,2}, A n B = { 2}, Z \ £  =  {2}, £ \ / l= 0 .

5. Z u £ = { x : 0< x<3}, Z n  £ = { x : l< x <  2},

Z \ £  = { x : 0< x< l} , £ \ Z  ={x :2< x<  1}.

ZA £={x: 0< x<\, 2<x< 3}.

6. A u B  = { x : —oo< x<+°o}, у! п £ = { х :0< к 1},

A \ B  = { x : 1< x<3}, B \ A  = { x :— x <  0, 3< x< + °°} .

AA B ={x  :-oo< x <0, 1< x < +°o}.

7. Z u £ = { l,2 ,3 ,4 ,5 } , A n  В = {3,4,5}, Z \ £ = ( 3 ,4 ) u  (4,5), 

£ \Z = { 1 ,2 } , A a B  ={1,2} u  (3,4) u  (4,5).

8. A u B = { - 1,0,1,2,3,4,5,6,7}, 4 n £  = {l,2,3},

A \ £ = { — 1;0}, B \ A  ={4,5,6,7}, A A B  = { -1 ,0 ,4 ,5 ,6 ,7 } .

9. Z u £ = [ - 3 ;4 j ,  A n C  = 0 ,

A u  { B n  C )= [—3,2]u[3;4], ( 4 u £ ) n  C = [O ;2 ]n [3 ;5 ]= 0 .

10. A n  £ )=  Q, A n  C = N ,  ( A u B  ) n  C = Z n  N = N .

11. A x B  ={(1;2),(1;4),(3;2),(3;4)}.

12. A x B  = £ 'x £ ‘ = R 2 ={(x,y):—°°<x<+°°,+°o<y<+oo}.

13. Z x £ = { (x ,y ) : xe [l;2],ye [1;2]}.

14. A x B  ={{(x,y): xe [l;3],ye [2;4]}.

2- §. FUNKSIYA TUSHUNCHASI

1. Funksiyaning ta‘rifi. Ava Yhaqiqiy sonlar to ‘plami berilgan 

bo‘lib, ular A1 ning bo‘sh bo‘lmagan qism to ‘plamlari (AcA1, 

УсА1), x va у lar esa, mos ravishda, ularning elementlari (xeA, 

ye У) bo4sin.

1- ta‘rif. Agar A to ‘plamdagi har bir x songa biror qoida yoki 

qonunga ko‘ra y to ‘plamdan bitta у son mos qo£yilsa, A to ‘plamda у 

funksiya berilgan (aniqlangan) deb ataladi va u simvolik ravishda 

/ :x -> y  yoki y = / ( x )  kabi belgilanadi.

Bunda x — argument yoki erkli о ‘zgaruvchi, у  — funksiya yoki 

erksiz о ‘zgaruvchi, f —xarakteristika (qonun yoki qoida); A to ‘plam
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funksiyaning aniqlanish sohasi, Y = {y :y = f(x ), x e X }  to ‘plam esa 

uning qiymatlari 1o‘plcimi (о p a r ish  sohasi) deyiladi.

Bundan keyin biz funksiyaning aniqlanish sohasini D (f), 

q iy m atla r t o ‘p lam in i (o 'zg a rish  so h as in i)  esa E(J) b ilan  

belgilaymiz.

2. Funksiyaning berilish usullari. Funksiya umnmiy holda 

analitik, jadval1, grafik va so‘z usullari bilan berilishi mumkin.

Analitik usul. Ko‘pincha xva у  oczgaiuvchilar orasidagi bogdanish 

formulalar yordamida ifodalanadi. Bund a argument x ning har bir 

qiymatiga mos keladigan funksiyaning у  qiymati x  ustida analitik 

am a Hat qo shish, ayirish, ko ‘paytirish , bodish , darajaga

ко taiish, ildizdan chiqarish, logarifmlash va h.k. amallarni bajarish 

natijasida topiladi. Odatda, bunday usul funksiyaning analitik usulda 

berilishi deyiladi.

Funksiya analitik usulda quyidagi kodinishlarda berilishi mumkin.

0  -y=g(x) yoki x=g(y) kodinishdagi Ibrmulalar bilan berilgan 

funksiyalar oshkor ко ‘rin ishda berilgan fu n k s iy a  far  deyiladi. 

M asalan, y  =  6x—2, y= x2+ lnx  funksiyalar oshkor kodinishda 

berilgan. Analitik usulda berilgan funksiya bir nechta formulalar 

vositasida yozilishi ham mumkin, masalan:

f ( x )  =

cosx,

1,

1

-7t<x<0 bo'lganda, 

0<x<l bo'lganda,

l<x<2 bo'lganda.

Bu funksiyaning aniqlanish sohasi [-тг;2] bo4lib, u uchta 

formula yordamida berilgan.

2) Agar x va у o ‘zgaruvchilar qandaydir / '(\ vr) 0 tcnglama 

bilan bogdangan, ya‘ni tenglam ayga nisbatan yceliilmagan bodsa, 

u holda funksiya oshkormas к о ‘rinishcia berilgan deyiladi. Masalan, 
x 2+ y 2—  /F=0 tenglama oshkormas shaklda beriigan hmksiyani 

ifodalaydi, uni у  ga nisbatan yechish natijasicla ikkila lunksiyani 

hosil qilamiz:

у  = ±У  л 3"—У .

Ba'/.i bir oshkorm as ko‘rinishdag.i lim ksiyalai in г /( \ )  

(oshkor) kohinislula ifodalash ham mumkin I l.n q,nnl,i\ nslikor 

ko£rinishdagi у  J(x) lunksiyani oshkormas ko'iinishda vo/ish 

ham mumkin: у  f  (x) 0.
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I) para met rik ко ‘rinishcia, yacni | j  = ^ ( / ) a - / - P  shaklda

h,a ill .In. у  / ( x )  funksiyada x ning у ga mos q o ‘ y i l i s h i  parametr 

,li h alaladigan uchunchi bir t oczgaruvchining yordamida ifodala- 

ni'.lii mumkin:

x  = <p(/) 

1У = ¥ (0
a <  t <

bn yerda cp(t) va \j/(t) lar ham  analitik usulda berilgan funksiyalar 

boTib, 1 ) ( ф ) п Д ^ 0  deb hisoblanadi.

Funksiyalar berilishining eng ko‘p uchraydigan usuli analitik 

nsuldir. Bu usul matematik analizda juda ko‘p ishlatiladi.

Jadval usuli. Ba‘zi hollardaxe Ava ye Y  o‘zgaruvchilar orasidagi 

bogdanish formulalar yordamida berilmasdan, Ъа\к\ ja dva l orqali 

berilgan bodishi ham  mumkin. M asalan, t — yanvar oyining 

birinchi dekadasi (10 kunligi) kunlari nomeri bodsa, T  — shu 

nomerli kuni soat 1600 da Samarqand shahrida kuzatilgan havo 

haroratini bildirsin, natijada quyidagi jadvalga kelamiz:

/ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

T 7 - 3 ° - 5 ° +2° +5° +  Г 0° —2° —5° - 3 ° - 1 °

bunda t — argument, T — funksiya bocladi. Bogdanishning bunday 

berilishi funksiyaning jadval usulda berilishi deb ataladi. Bu usuldan 

k o 'p in ch a  m iqdorlar orasida ta jribalar odkazish  jarayonida 

foydalaniladi.
Jadval usulining qulayligi shundan iboratki, argumentning u 

yoki bu aniq qiym atlarida, funksiyani h isoblam asdan, lining 

qiymatlarini aniqlash mumkin. Jadval usulining qulay bodmagan 

to m o n i sh u n d an  ib o ra tk i, a rg u m e n tn in g  o lzgarish i b ilan  

funksiyaning o ‘zgarish xarakterini todiq aniqlab bo lmaydi.

Grafik usuli. xO y  koordinata tekisligida x ning X  to plam 

( X = D ( f ) )  dan olingan har bir qiym ati uchun  M(x , y )  nuqta 

yasaladi, bunda nuqtaning abssissasi x, ordinatasi у esa funksiyaning 

x g a  mos kelgan qiymatiga teng. Yasalgan nuqtalarni tutashtirsak, 

natijada biror chiziq hosil bodadi, hosil bodgan bu chiziqni berilgan 

funksiyaning grafigi deb qaraladi (2.1- chizma).
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2.1- chizma.

2- tacrif. Tekislikning (x, Дх)) kabi aniqlangan nuqtalaridan 
iborat ushbu

{(*> f( x ) ) } = { ( x / ( x ) ) : x e X ,  y= /(x ) e Y]

to £plam, funksiyaning grafigi deb ataladi.

xO y  tekisligida shunday L chiziq berilgan bodsin, Ox o ‘qda 

joylashgan nuqtalardan shu o ‘qqa odkazilgan perpendikular L  

chiziqni faqat bitta nuqtada kesib o ‘tsin.

Ox o 'qdagi bunday nuqtalardan iborat to ‘plam ni X  orqali 

belgilaymiz. X to £plamdan ixtiyoriy x  ni olib, bu nuqtadan Ox o ‘qiga 

perpendikular odkazamiz. Bu perpendikularning L  chiziq bilan 

kesishgan nuqtasini у  bilan belgilaymiz. Natijada X  to ‘plamdan 

olingan har bir x ga yuqorida ko£rsatilgan qoidaga ko‘ra bitta у mos 

qo yilib, funksiya hosil bodadi. Bunda x v a y  o£zgaruvchilar orasidagi 

bogdanish L  chiziq yordamida berilgan bocladi (2.2-chizma). Odatda 

funksiyaning bunday berilishi uning grafik usulda berilishi deb 
ataladi.

Funksiyaning grafik usulda berilishi ilmiy tadqiqotlarda va hozirgi 

zamon ishlab chiqarishi jarayonlarida keng qodlaniladi. Masalan, 

tibb iyotda uchraydigan  elektrokardiogram m a grafig i—yurak 

m uskullaridagi tok im pulslarining vaqt bo £yicha o £zgarishini 

ко isatadi. Bu grafik analitik tarzda yozilishi shart bo£lmagan biror 

У  =AX) funksiyaning  grafigidir, bu funksiyaning form ulasi 
shifokor uchun unchalik qiziqarli emas (2.3- chizma).

Funksiyaning grafik usulda berilishining kamchiligi shundan 

iboratki, argumentning sonli qiymatida berilgan funksiyaning aniq 

ко rinishini har doim topib bodavermaydi, lekin bu usulning boshqa 

usullardan afzalligi uning ta£siri yaqqol ko£zga ko£rinib turishidadir.
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2.2- chizma. 2.3- chizma.

So‘zlar orqali ifodalanadigan usul. Bu usulda ( xeX,  ye Y) 

o£zgaruvchilar orasidagi funksional bog lanish faqat so zlai oiqali 

ifodalanadi.
1- misol. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 

0 ni mos qo£yish natijasida ham funksiya hosil bodadi. Bu funksiya, 

odatda, Dirixle funksiyasi deyiladi va D(x) kabi belgilanadi:

D ( x )  =
Jl,agarx 

[0,agar x

ratsional son bo‘lsa, 

irratsional son boisa.

2- m isol./— har bir x baqiqiy songa uning butun qismi [x] ni 

mos qo£yuvchi qoida b o £lsin. D em ak, / :  x-^[x] yoki y — \x] 

funksiyaga ega bo£lamiz.
3- misol. /  — har bir haqiqiy x songa uning kasr qismi {x} ni 

mos qocyadigan qoida bodsin, yakn i / :  x—>{x}. Bu holda biz у —{x} 

funksiyaga ega bodamiz.

3. Funksiyaning aniqlanish sohasi.
3- ta‘rif. Argumentning funksiya m a'nosini yo£qotmaydigan 

(yadii cheksiz yoki m avhum likka aylantirm aydigan) ham m a 

qiymatlari to £plami shu funksiyaning aniqlanish sohasi deyiladi.

Agar funksiya jadval shaklida berilsa, uning aniqlanish sohasi x 

ning jadvalda kod'satilgan qiymatlaridan iborat bo ladi.

Agar funksiya grafik shaklda berilsa, uning aniqlanish sohasi 

grafikdan ko£rinib turadi.
Funksiya analitik shaklda berilganda esa x ning funksiyani 

aniqlaydigan formula m a£noga ega bo£ladigan qiymatlari to plami 

shu funksiyaning aniqlanish sohasi bodadi.

Funksiyaning aniqlanish sohasini topish vaqtida formulani 

boshqa ko£rinishga keltirish tavsiya etilmaydi.

1- misol. / (x ) = -7X funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
X — 4 ■ -

rvcikinv/ с.*/? i A? i I*|  5

ffe .J
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Yechilishi. funksiyaning maxraji nolga aylanadigan

nuqtalarda funksiya m a‘noga ega emas. Demak, bu funksiyaning 

aniqlanish sohasini topishda quyidagi x2—4^0 yoki x^±2  shartlar 

bajarilishini talab qilish kerak.

Shunday qilib, funksiyaning aniqlanish sohasi uchta oraliq- 

ning birlashmasidan iborat, ya‘ni

Xulosa. Funksiya kasr ko‘rinishida berilgan bodsa, uning 

aniqlanish sohasi argum entn ing  kasr m axrajini noldan faqli 

qiladigan qiymatlari to ‘plamidan iborat bodadi.

2- misol. f ( x )  = yjl — x 2 ONMLKJIHGFEDCBA funksiyaning aniqlanish sohasini 

toping.

Yechilishi. Ildiz ostidagi ifodaning qiymati manfiy bodsa, 

funksiya mavjud emas (haqiqiy sonlar to ‘plamida hech qanday 

funksiyani aniqlamaydi). Demak, ildiz ostidagi ifoda m a‘noga ega 

bodishi uchun 1—x2>0 shart bajarilishi kerak, u holda bu teng- 

sizlikning yechimlari to 'plam i [—1; lJ j kesma bodadi.

Shunday qilib, funksiyaning aniqlanish sohasi D (f )= [— 1; 1 ] 

kesmadan iborat.

3- misol. / ( * )  = у io--5v funksiyaning aniqlanish sohasini 

toping.

Yechilishi. B ir in c h id a n , 10—5x^0 yoki x^2 b o d is h i;

ikkinchidan > 0 bodishi kerak. Bu tengsizlik 10—5x>0 yoki

x<2 bodganda od'inli bodadi. Dem ak, х ф2 va x<2 shartlar od'inli 

bodganda berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi °<>, 2)

bodadi.

4- misol. f ( x )  -  I funksiyaning aniqlanish sohasini toping.

Yechilishi. Ildiz ostidagi ifodaning qiymati manfiy bodsa ham, 

funksiya madioga ega, chunki ildiz kod'satkichi toq sondir. Bu 

funksiya m a‘noga ega bodishi uchun x^5 shart bajarilishi yetarli.

D em ak, berilgan  funksiyan ing  an iq lan ish  sohasi D ( f )  = 

= (—°o;5)u (5;+°°) bodadi.

5- misol. / ( x )  = yj2sin x—1 funksiyaning aniqlanish sohasini 

toping.
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Yechilishi. 2 sin  x — \ if o d a ju f t  d a r a ja l i  i ld iz  o st id a q at n ash g an i 

„  h im  2 sin  x - l > 0  t en g siz l ik n i y e c h a m iz :

s i n x >  |  + 2 к л  < x < 56л + 2лп, n e Z .

D e m ak , b er ilg an  f u n k siyan in g  a n iq la n ish  so h asi

71 + 2nn; v  + 2tin 
6 о

П  G Z.

Xulosa. K e lt ir i lg an  m iso l la r n in g  y e c h i l is h id a n k o ‘ n n a d ik i ,  ju f t  

m ' r sa t k ic h l i  i l d i z  o st id ag i i f o d a  m a n f iy  b o  l m a s l ig i ,  ya m  

/ ( у )  =  i f f i x )  (b un d a n -  n at u r al so n )  f u n k siy a  u ch u n  4 >(x) > 0

b o d ish i kerak .

6- misol. / ( x )  =  lo g „ (9  -  x 2) ( «  >  0 , a *  1) f u n k siy ar an g  am q -

h ,1' t c h S n L o 1.n f m ik  f u n k siya a r g u m e n t n in g  m u sb a t g y m a t  

lar id a m a ‘ no ga ega. Sh u n in g  u ch u n  9 -  x ’- >  0 , x> <  9 y o k i  |x |<3

b°  D e m ak , b e r ilg an  f u n k siyan in g  an iq la n ish  so h asi 3, j )

o r aliq d an  ib o rat .

7 - misol. m  =  f u n k s iy a n in g  a n iq la n ish  so h asin i

l °*  Yechilishi. B ir in c h id an , 9 -x > 0  y o k i x <9 ; ik k in c h id a n , x -3 > 0  

v o k i x >3 '  u ch in ch id an , lg (x — З У 0  y o k i x * 4  b o  l ish i k e iak  x <9 , 

?  v a sh a r t la r n i  h iso b g a  o lsa k , b e r i lg a n  f u n k s iy a n in g  

an iq lan ish  so hasi D ( f ) H 3; 4 ) u ( 4 ; 9) d an  ib o rat  bo  lad i.

8- misol./ ( x ) = l o g A3(x2— 5x +6 )  f u n k siy an in g  an iq lan ish  so h asin i

^Yechilishi. B ir in c h id a n , x 2-5 x + 6 > 0  va ( x -2 ) ( x -3 ) > 0  y o k i 

-o »<x <2 3 < x < + ~  b o d ish i; ik k in c h id a n , x ’ > 0 , х ’ Ф 1 y o k , x > 0 , 

*  *  1 b 0 ‘Ushi kerak . x  n in g  b u  sh ar t larn i b ir  vaq t da qanoat  an t irad ,gan  

b arch a q iym at lar i t o ' p lam i (0 ; 1 M 1 ;  2 ) u ( 3 ,+ ~ )  d an  ib o rat - 

Sh u n d ay  q il ib , b er ilg an  f u n k siy an in g  an iq lan ish  so hasi fXx)

= m - D u  c 2 ) u ( 3 ;  H  b o d ad i.
1 9- misol. / ( x ) = l o g x4(B— x)  f u n k siy an in g  an iq lan ish  so h asin i

t0P Yechilishi. Bu logarifmik funksiya m a'noga ega bodishi uchun

o_y > o x ^ 0  x V l  y o k i x < 8 ,  x ^ 0 ,  х ф ± \  bo  l ish i k e iak .

D e m a k  b e r i lg a n  f u n k s iy a n in g  a n iq la n ish  so h asi D ( j ) ~
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Xulosa. log,p(.Y)/(x ) ifoda m a'noga ega bo'lisli uchun /(x )> 0, 

Ф(х)>0 va ф(х)^1 bo'lishi talab qilinadi.

r*
10-misol. /(■*) =

\Jx+1— sj2x— 2 funksiyaning aniqlanish soha-

sini toping.

Yechilishi. Birinchidan, x > 0  bo'lishi; ikkinchidan, x + l > 0  

yoki x > —1 bo'lishi; uchinchidan, 2x—2 > 0 yoki x >  1 bo'lishi; 

lo it in chi dan esa yfx + 1 — J 2 x  — 2 ф 0 yoki х ф З bo'lishi kerak. 

Demak, x  ning yuqoridagi shartlarni qanoatlantiradigan qiymatlari 

x > 1 va x ф 3 dan iborat.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi D(f)= 
~ ( l ; 3 ) u  (3;+oo) bo'ladi.

11- misol./ ( x )  = arccos (х~-2)+л]9—х 2 

log3(5—2x)
funksiyaning aniqlanish

sohasini toping.

Yechilishi. Birinchidan, arkkosinus m a'noga ega bo'lishi uchun 

lining belgisi ostidagi ifodaning absolut qiym ati 1 dan katta 

Ih ) Imasligi, ya ni \x 2| < 1 yoki 1 < x < 3  bo'lishi ikkinchidan, 

9—x 2 > 0 yoki —3 < x < 3  bo'lishi; uchinchidan esa 5—2 x > 0  va 

l()g3(5x 2x) ф  0 yoki x<2,5 va х ф  2 bo'lishi kerak. x ning bu 

uciita shartni bir vaqtda qanoatlantiradigan barcha qiymatlari 

to 'plam i D(f)= ( l ;2 )u (2 ;2 ,5) bo'ladi.

Shunday qilib, berilgan  funksiyaning an iq lan ish  sohasi 

f )U 1 ; 2 ) u  (2;2,5) bo 'ladi.

Xulosa. J (x)={p(x)±\|f(x) funksiyaning aniqlanish sohasi cp(x)

v<l '1^л) funksiyalar aniqlanish sohalarining umumiy qismidan 

iborat:

f)((p)n D{\\i)=D(f).

> 2- misol. f ( x ) = (x — 3 ) ^  2 funksiyaning aniqlanish sohasini 

loping.

Yechilishi. Biriinchidan, x > 2 ;  ikkinchidan, x—3 > 0 bo'lishi 

knnk л ning bu shartlarni qanoatlantiruvchi qiymatlari to'plami 

л * ban iborat. Demak, D(f)=[3;+°°) bo'ladi.

Xulosa. //(x),(v) (u(x) > 0) shakldagi ifodalarda asos va daraja 

ko'rsalkichi argumentning bir xil qiymatlarida bir vaqtda nolga 

aylanmasligi kerak (0° ko'rinishdagi aniqmaslik).

13-misol. \J\  4—x2 funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
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Yechilishi. Shartga ko'ra | / |  -  manfiy bo'lm agan son, u hoida 

l \ ’ > 0  yoki  bu y e r d a n  | x | < 2  b o riish i sh a r t. D e m a k ,  

D(f )  = | —2;2] bo 'lad i.
14 -misol. |/ |= lg  (4—x) funksiyaning aniqlanish sohasini toping. 

Yechilishi. Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasini topish 

uchun quyidagi

l"lg(4 — x) > 0,

[4 — x > 0

•.istemaga ega bo'lamiz. Sistemaning birinchi tengsizligidan 4—x> 1;

v > _— з ; x < 3  bo'lishi, ikkinchisidan esa, 4 —x > 0 , —x > —4, 

v • 4 bo'lishi kelib chiqadi.
Demak, x< 3. Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi D ( / ) - ( -oo;31

bo'ladi. _ c i • v
4. Funksiyaning o 'zgarish sohasi. y—f ( x )  funksiya xeA

(o'plamda berilgan bo'lsin.

4- ta 'r if . Funksiyaning argum enti X=D(f)  dagi ham m a 
(liymatlarini qabul qilganda funksiyaning unga mos kelgan qiymatlari 

to 'p lam i E<J) shu funksiyaning o'zgarish sohasi (qiymatlari 

to'plami) deyiladi.
Funksiyaning o'zgarish sohasi diskret nuqtalardan, nuqtadan, 

oraliq, segment, bir necha oraliqlardan va h.k. iborat bo lishi mumkin. 

Jadval yoki garfik usulda berilgan funksiyalarmng o'zgarish sohalan 

o 'z -o ‘zidan m a l u m .  A nalitik usulda, ya ni y —f ( x )  shaklda 

berilganda funksiyaning o'zgarish sohasini topish uchun у  ning 

j' (^)—- v tenglnmn haqiqiy yechimga ega bo'ladigan barcha qiymatlanm

topish talab qilinadi.

Quyidagi tasdiqlar o'rinli.
1°. Agar berilgan funksiya (bu yerda uzluksiz funksiya nazaida 

tutiladi) eng kichik va eng katta qiymatga ega bo 'lsa ,/(x ) funksiyaning 

o'zgarish sohasi lining shu eng kichik va eng katta qiymatlari hamda 

ular orasidagi barcha sonlar to'plam idan iboiat bo ladi.

1- misol. [0; 4] k e sm ad a / (x )= x 2+ 4 funksiyaning o'zgarish

sohasini toping. . .
Yechilishi. [0; 41 kesmada berilgan funksiyaning eng Kichik 

qiymati /(0 )= 4 , eng katta qiymati /(4 )= 2 0  bo'lgani uchun, uning

o'zgarish sohasi E(f)=[4; 20] dan iborat.
2°. Agar funksiya eng kichik (katta) qiymatga ega oo lsa-yu, 

ammo eng katta (kichik) qiymatga ega bo'lm asa (ya'ni u cheksiz 

orta (kamaya) borsa), u h o id a /(x )  funksiyaning о zgarish sohasi
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iunksiyaning eng kichik (katta) qiymati va shu qiymatdan katta 

(kichik) barcha sonlar to ‘plam idan iborat bo‘ladi.

2- misol. / (x)=ax2+ bx+ c funksiyaning o ‘zgarish sohasini toping. 

Yechilishi. Berilgan funksiyani

У  =  a

ko‘rinishda ifodalaymiz.

x  +
2 a

 ̂  ̂ 4 ac—Ir 

' 47/

Agar a>0 (я<0) bodsa, berilgan funksiya x  = — ~  nuqtada

eng kichik (eng katta) qiymatiga erishadi, ammo eng katta (kichik) 

qiymatiga ega bodmaydi.

Demak, a > 0 (a < 0) bodganda berilgan funksiyaning o'zgarish

4ac-b2 V  r f
;+<*> E( f )  = -sohasi ^ ( / )  -  

bodadi.

4 a
A

Aoc-b2 

4 a dan iborat

3- misol. ./ (x) -  л]х~ — 2x  + 5 funksiyaning o ‘zgarish sohasini 

toping.

Yechilishi. a =1 > 0 va f ( x )  = л/х2 — 2x  + 5 = ^ (x  — l)2 + 4

funksiya x=\ nuqtada eng kichik qiymatga ega bodadi: y (l) = л/4 = 2.

Demak, berilgan funksiyaning o ‘zgarish sohasi B f)= [2;+°o) 
dan iborat bodadi.

3°. Agar y —f ( x ) funksiya berilgan bodib, uni x  ga nisbatan 

yechish mumkin bodsa, yadii x=<p(y) koddnishda yozish mumkin 

bodsa, y = f ( x ) funksiyaning o ‘zgarish sohasini topish uchun 

.x=(p(y) funksiyaning aniqlanish sohasini topish yetarli. Demak,

фО2) funksiyaning aniqlanish  sohasi y —f ( x )  funksiyaning 

o ‘zgarish sohasidan iborat bodadi: D(q>)=E(f).

4-misol. f ( x ) = x 2—6x+ 5 funksiyaning o ‘zgarish sohasini toping.

Yechilishi. x2—6x+5— у  =0 tenglamani x  ga nisbatan yechamiz:

*1,2 = 3 ± + 4.

B erilgan funksiyaning an iq lan ish  sbhasi haqiq iy  sonlar 

to ‘plamida bodishi uchun tenglamaning diskriminanti y+4>0, yadii 

У - — 4 bodishi kerak. Demak, berilgan funksiyaning o ‘zgarish 

sohasi E ( f )= [ —4;+°o) bodadi.

4°. U m um iy holda, y = f ( x ) funksiyaning oczgarish sohasi 

a < y < b  {b>0), y=cp(x) funksiyaning o'zgarish sohasi esa c < y < d  

(^>0) bodganda /(x )+ (p (x ) funksiyaning o ‘zgarish sohasini
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,i\ c < y < b + d  kabi aniqlash, /(x)-<p(x) funksiyaning o ‘zgarish 

'.ohasini esa o c < y < b d  kabi aniqlash mum kin emas.

Haqiqatan ham, sin x va cos x  laming o‘zgarish sohalari — 1 < у < 1 

hodgani holda sinx+cosx ning oczgarish sohasini — 1 —1 < y <  1 + 1 

yoki —2 < y < 2  kabi aniqlab bodmaydi.

5- misol./(x)=sinx+cosx funksiyaning o ‘zgarish sohasini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyani quyidagi ko‘rinishda yozish 

mumkin:

= 2 sin-r cos 
4/ 1(x)=sin x+ cos x -  sin x + sm ̂ ^ — >

Ma‘lumki, - 1  S c o s f x - ^  j< 1. bu yerdan,

2 ) = ^ Ц н ] .

—л /2 ^  -n/2 c o s x  — < 42 yoki — V2 < /  < -v/2

bodgani uchun, funksiyaning o ‘zgarish sohasi E ( f )  = - 42;42

bodadi.
6- misol. / ( x ) = 0,5 sinx cosx funksiyaning oczgarish sohasini 

toping.
Yechilishi. /(x)=0,5 sinx cosx=0,25 sin 2x. Madumki, — 1 < sin 2x < 1. 

Bundan - 0 ,2 5  < 0,25sin 2x<0,25 yoki -0 ,2 5  < /<  0,25, demak, 

berilgan funksiyaning o ‘zgarish sohasi E(f)=[—0,25; 0,25J bodadi.

5°. Agar y=Ax) funksiyaning o ‘zgarish sohasi a < y < b  bodsa, 

g ( x ) = m f ( x )  funksiyan ing  oczgarish sohasi, m > 0 b o d g an d a  

m a < g < m b ;  m<0 bodganda esa m a > g > m b  bodadi.

Agar y=f(x)  funksiyaning oczgarish sohasi a < y < b  bodsa, 

funksiyaning o'zgarish sohasi n+ a<g(x )  < n+b  dan 

iborat bodadi.
7- misol. /(x )= 2 (c o sx —1) funksiyaning o ‘zgarish sohasini 

toping.
Yechilishi. Berilgan funksiyani quyidagi koddnishda yozish 

mumkin:
/(x)=2cosx—2, bunda w—2>0, n = —2<0. Madumki, —1 < cosx < 1 

bodgani uchun —2 < 2cosx< 2 va —2—2 < 2cosx—2 < 2—2 bodadi. 

Oxirgi tengsiz likn i quyidagi —4 < 2cosx—2 < 0 koddnishda 

yozish m um kin. D em ak, berilgan funksiyaning о zgaiish sohasi 

E ( f ) = [ — 4;0 ] bodadi.
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8- misol. f ( x ) = 3 — 4 cosx funksiyaning o ‘zgarish sohasini 

toping.

Yechilishi. Yuqoridagi tasdiqqa kod*a, f ( x )= c o s x ,  m = —4, n= 3 

bodadi. M adumki, —1 < cosx< 1 bodgani uchun —4 < —4cosx< 4 

va 3—4 < 3 —4 cosx< 4+3 bodadi. U holda — 1 < 3—4cosx< 7. 

D em ak, berilgan funksiyaning o ‘zgarish sohasi E ( f ) = [ — \ \ 1 ]  

bodadi.

6°. Agar y = f ( x )  funksiyaning o ‘zgarish sohasi — a < y < a  

( _ oo < у  < +oo) bodsa, u holda y1=)/'(x)| yoki y = f \ x )  funksiyaning 

o ‘zgarish sohasi 0 < y, < a yoki 0 < у  < +°o bodadi. Masalan, _y=cosx 

ning o ‘zgarish sohasi —1 < у <  1 bodgani holda, y,=|cosx| yoki 

y =  cos2* funksiyaning o ‘zgarish sohasi bir xil, yadri 0 < y , <  1 

bodadi. y=  tgx ning o ‘zgarish sohasi -«» < y <  +°o bodgani holda, 

+,=|tgx| yoki y 2(x)=tg2x  funksiyaning oczgarish sohasi bir xil, ya‘ni 

0 < j f < +oo bodadi.

5. Funksiya grafigining koordinatalar tckisligida joylashishi.
Funksiyaning aniqlanish sohasi bilan o ‘zgarish sohasi topilgandan 

so dig, lining grafigi Dekart koordinatalar tekisligining qaysi qismida 

joylashishini aniqlash mumkin.

1- misol. ,y= arcsin x  funksiyaning grafigi k o o rd in a ta la r 

tekisligining qaysi qismida joylashishini aniqlang.

Yechilishi. M adum ki, funksiyaning aniqlanish va o'zgarish

sohalari mos ravishda — 1 < x <  1 va — ^ < y < *  dan iborat bodadi. 

Dekart koordinatalar tekisligida funksiyaning grafigi D={(x,y):

sohada joylashadi (2.4- chizma).

n/2
--2

л/2

Ay

-  -1

-2

_ - - l

2.4- chizma.

2- misol. у = 2
4

x ^ - 4

2.5- chizma.

funksiya grafigining koordinatalar tekisli­

gining qaysi qismida joylashishini aniqlang. 
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Yechilishi. a) funksiyaning aniqlanish schasi ta nfiga ко i ^  
v1—4 * 0 yoki x ^ i  2 bo'ladi. Funksiyaning aniqlanish.sohasii uchta 

intervallar yig'indisidan iborat - ; - 2 M  2 ,2)u( , ~ ).

b) funksiyaning o ‘zgarish sohasini topish uchun У -  A.2_ 4

tenglikni x ga nisbatan yechamiz. x  -  +2 ^ - ^  -y

madioga ega bodishi uchun, birinchidan, ytO,  ikkinchidan y

yoki (y+ l)v>  0 bodadi. Bu tengsizlikningyechimlari to ‘plami у  < -  

1 va y>  0 bodadi. Ushbu shartlardan funksiyaning o‘zgarish sohasi 

e y a = ( _ o o -— l]u(0;+°°) bodishi kelib chiqadi. .
D em ak, berilgan funksiyaning grafigi Dekart koordm atalai

tekisligining Г 2^  7 '

0 < у  < + o o }  qismida joylashadi (2.5- chizma).

Mustaqil yechish uchun misollar

Funksiyalarning aniqlanish sohalarini toping.

i f ( x )=  Ax . 2. f i x )  = n L ^  
x 2- 9  > /? - 4 x .

3 . / W  = igd -  № 2 - 5* +16))- 4 ‘ f { x )  = arcsin(5* " 6 )‘

5. f  = lgx  . 6. f i x )  = yj x - 8 .  l . f ( x ) - x l .

8. f [ x )  = V cosx. 9. f i x )  = %/sinx + cosx .

1 0 . f ( x ) = (3x)l 11. / ( x )  = log2 log1/2>/4+ +2 2 -

12. f { x )  = log2 log3 л /4 х ^ 4 х " .
arccos л"

In X+2

14. f ( x )  = logA._!

16. f i x )  =

x  — 15. f ( x )  = J I4 -3  +
x/10—x

\jx225 s l 9 ^

' ■ l ^ V
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17- /(* )  = yftgx + 1. IS. f i x )  = log 2 (4 — x).

19. f i x )  = Л/Г— log05 cosx, x  e [0; 2n].

20. к ning qanday qiymatlarida / ( x )  = . f +3* funksiyaning 
aniqlanish sohasi (-<*>; 2)u(2;+oo) bo£ladi?* +^ +4

21. [—10; 10J oraliqdagi nechta butun son

f i x )  = 2C0Sxf  sin2 Г “  je - * 

funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli?

Funksiyalarning oczgarish sohalarini loping.

22’ ^  ~ x2+i ‘ 23' = 2x—7> • 24‘ f W  = • tgx.

25. / (x) = 3 sin x + 4 cos x. 26. f ( x )  = x2 + x — 2.

27. /(x )  = 2H 28. /(x ) = arcsin л/4 — x2.

2 9 ./(x )  = a rc tg |. 30. /(x ) = l g . 3 1 ./(x )  = 10~*.

32. f ( x )  = 2 x. 33. /(x ) = lg(arcsin x).

34. f i x )  = x - 1  + x -  3 . 35. f ( x )  = sin 2л' .

36. / (x) = arcsin x + ”,  37. /(x )  = sin4 x + cos4 x.

38. f i x )  = 22+cosa‘. 39. /(x ) =

40. /(x )  = x2 — 8x + 10.

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1. ( -oo;-3)u(-3;3)u(3;+oo). 2. (-oo;0)u(4;+oo).

3. (2,3). 4. [1; I ] .  5. [l;+oo]. 6. (—09;—8]u [8;+°°]

7. ( 0 ; + o o ) .  8. [2n— ” ;^ + 2тил], ne Z.
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0 ; 71 u
' s* -m

h 3

9. [27i — * ;2nn + 27i«], n e  Z. 10. [ 3 > 3

11. ( 2 - л /2 ;1 ) и ( 3 ;2  + Т2). 1 2 .0 .  13.

14. (1; 2)u(2;+oo). 15. (— ,-3 ] u [ 3 ;  10). 16. [5; 7)u(7; 9].

17  I —  .-  +  7l « ;  ”  +  2717?], X  G Z .

1 L 4 4

18. (_oo ;l)u (— l;0 )u (0 ;l)u ( l;4 ) . 19.

2 0 . - 4 .  21.14. 22. [—1,5; 1,5]. 23. (-°°;0,5)u(0,5;+°o).

24. {1}. 25. [ -5 ;5 ] . 26. [-2;+oo). 27. [l;+ ~ ). 28. [0;^]-

29. (0;tc). 30. (lg2;+®o). 31. ( 0 ; l )u ( l  ;+«*>).

32. (0; 0,25]u[4;+°°). 33. • 34. [2;+~).

35. ( - 2 ;  2). 36. [0; %]. 37. [0,5; 1]. 38. [2; 8]. 39. [ Д - Н -  

40. [—6; +<*>).

3- §. FUNKSIYALAR SINFLARI

Odatda, funksiyalar quyidagi sinflarga ajratiladi: juft va toq, 

davriy, bir qiymatli va ko£p qiymatli, chegaralangan va chega- 

ralanm agan, m onoton, teskari, murakkab va elem ental fun

siyalar.
1. Juft va toq funksiyalar.
1- ta ‘rif. Agar istalgan x e X  uchun — x e l b o  Isa, u holda X 

to 'p lam  0  (koordinatalar boshi) nuqtaga nisbatan simmetrik to ‘plant

deyiladi. * , K.
Butun sonlar to ‘plami Z, [— a; a ], (—a\ a), (-«>; +«>) kabi 

to ‘plamlar koordinata boshiga nisbatan simmetrik to £plamlardir. 

y = f  (x) funksiya О nuqtaga nisbatan sim m etrik  b o £lgan

to £plamda aniqlangan borisin.
2- t a ‘rif. Agar istalgan x e  X  uchun / ( —x ) —f ( x )  bo Isa, u 

holda f i x )  funksiya X  to £plamda j  lift funksiya  deyiladi.

y=x2, у =  cosx, y=|x|, y=/(W ), funksiyalar koordinatalar boshiga

nisbatan simmetrik bo£lgan to £plamlarda aniqlangan borisa, ular



juft funksiyalar bodadi. T a‘rifda Y to ‘plam ning koordinatalar 

boshiga nisbatan simmetrikligi muhimdir. Masalan, y=x2 funksiya 

XE [ - 1 ;  2] da berilgan bodsa, bu funksiya juft funksiya bodmaydi,

chunki [—1; 2] to ‘plain koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik 

emas.

u fanksiydarning grafigi ordinatalar o ‘qiga nisbatan simmetrik 

bo ladi (3.1- chizma).

i ^ gai istalgan •x e  x  uchun f ( —x )= —f  (x) bodsa, u

ho ld a /(x ) funksiya 2 fto ‘plamda toq funksiya  deyiladi.

— з _  x
y ~ x  , y - tg x ,  У = 2X funksiyalar o ‘zlarining aniqlanish soha- 

larida toq funksiyalar bo‘ladi.

. Toq funksiyaning grafigi koo rd ina ta la r boshiga nisbatan 

simmetrik bodadi (3.2- chizma).

Agai ista lgan x e  J ,  — x e  X  la r uch u n  / ( —x ) ^ ± f ( x )  

shartlai о rinli bodsa, u holda y= f{x )  funksiya X  to lplamda juft 

ham emas, toq ham emas deyiladi.

Ushbu f ( x )  x  —x,  ф(х)—sinx cosa' funksiyalar o ‘zlarining 

aniqlanish sohasida juft ham, toq ham  emas.

Juft funksiyaning grafigmi chizishda argum entning musbat 

qiymatlan uchun grafikning o ‘ng shoxini chizib, keyin uni chap 

tomonga у  o ‘qiga nisbatan simmetrik ravishda ko‘chirish yetarli.

Toq funksiyaning grafigini cMzishda esa argumentning musbat 

q iym atlan  uchun grafikning o ‘ng shoxini chizib, keyin uni 

koordinata boshiga nisbatan simmetrik ko‘chirish yetarli.

Juft va toq funksiyalar quyidagi xossalarga ega:

1°. Ikkita juft funksiyaning yigdndisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va 

bo inmasi (maxraj noldan farqli bodganda) yana juft funksiya 
bo ladi. J
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2°. Ikkita toq funksiyaning yigdndisi va ayirmasi yana toq

funksiya bodadi. . , .
3°. Ikkita toq funksiyaning ko‘paytmasi va bo lmmasi (maxiaj

noldan farqli bodganda) juft funksiya bodadi.
4°. Agar y = f(x ) ,  x=cp(/) toq  funksiyalar bodsa , u holda 

y= f  (cp(/)) murakkab funksiya (3-§, 7-band ga q.) ham toq funksiya

bodadi. r , .
5°. Agar v= f(x)  juft funksiya, x=<p(/) esa toq (juft) funksiya

bodsa, u holda y=/(cp(0) murakkab funksiya ham juft funksiya

Simmetrik bodmagan to ‘plamda aniqlangan funksiyalaining juft 

va toqligi to ‘g‘risida so‘z yuritish ma noga ega emas.
Aniqlanish sohasining koordinata boshiga nisbatan simmetrikligi 

funksiyaning juft va toqligi uchun zaruriy shall bodib, yetarli 

shart boda  olm aydi. M asalan, y = x +  3 va y=3-v fu n k siy a la r 

oo;+<x>) simmetrik to ‘plamda aniqlangan, lekin ular jult

ham  emas, toq ham emas. _ Y
Teorema. Koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo lgan A 

to ‘plam da aniqlangan har qanday / (x) funksiya juft va toq 

funksiyalar yigdndisi kodlnishda ifodalanadi:

_  f { x ) + A - x )  / ( x ) - / ( - x ) ,

J  VA > -  2 2

bunda birinchi had — juft funksiya, ikkinchi had esa toq funk- 

siyadir.

ex —e~x
+M isol.

x e T e  * 

2

( 1)

Bu yerda ex funksiya (-oo-+oo) da aniqlangan bo lib, u juft ham 

emas, toq ham emas. (1) tenglikning o ‘ng tomonidagi yig indi- 

larning birinchisi juft funksiya, ikkinchi esa toq funksiya.

Misol. Quyidagi funksiyalar ichida juft, toq va juft ham emas, 

toq ham emas funksiyalarni toping:

1) у  = x  — | A' | +4,

3) у  = ig
l - x

+x

2) у  = 10_л — 10' , 

. x — 4

4) y =  2 .

Yechilishi. 1) y=xr— |x|+4 bodganligidan, y(—x ) - ( —x )1—

| _ | x| +4=^( x), ya‘ni b archa  x e  (-°o ;+ TO) lar uchun

f ( - x ) = f ( x )  bodadi.
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Dcmak, 2- ta ‘rifga ko£ra, funksiya juft ekan. 

2 ) / ( x ) = l ( ) - * - 1 0 / / ( - x )  -  1 — 1 -  ( lO ^ - lO )  -  
- f  ix). Barcha x g  (—c~,+oo)iar uchun / ( —x)= —f i x )  tenglik 

rinli. Demak, 3- ta'rifga asosan, berilgan funksiya toq ekan.

... . , 1—X r/ 4 , 1—(—x) . 1+x . ^
) ■>(X) = к  • /(-* >  =  >g ——  = <8 - jr j  = *8

4-1

1+Л'
= —Igy— = —/W-1+x

>cmak, barcha x e  (—1;1) lar u ch u n / ( —x)= 

(x) loq funksiyadan iborat.

- f i x )  o"rinli, ya£ni

4) f i x )
x—4 г, ч —x—4

J i - x )  =
—x—4

x“ —9 (—-v)—9 x_—9

Dcm ak, barcha  x g  3 ) u ( —3 ;3 )u (3 ; +«>) lar uchun

( -x)^/(x) va / ( —x )* —f i x )  bo‘lgani sababli funksiya juft ham 

mas, toq ham emas.

2. Davriy funksiyalar. f i x )  funksiya X  i X c R 1) to ‘plamda 

niqlangan bo'lsin.

4- ta‘rif. Agar shunday o ‘zgarmas Т ( Т ф0)son mavjud bodsaki, 

Ualgan x, х+Т сА Ч аг uchun

/( x + 7 ) = /( x )
niglik o ‘rinli bo£ls a , / (x )  davriy funksiya  dcyiladi, bunda T  — 

unksiyaning davri deb ataladi.

( I) shartni qanoatlantiruvchi musbat T  laming eng kichigi 

agar u mavjud bo‘lsa) funksiyaning asosiy davri deb ataladi.

Agar y = f ix )  funksiya T  davrga ega bo‘lsa, u holda n T  (neZ )  

lam funksiyaning davri bcfladi.

Agar davriy funksiya T0 — asosiy davrga ega bo£lsa, u holda 

lolgan davrlarning hammasi T0 ga karrali bo‘ladi.

I ainksiya eng kichik musbat davrga ega bo‘lmasligi ham mumkin. 

M nsalan,/(x)=5 funksiya uchun ixtiyoriy haqiqiy son davr boiad i, 

Ickin u asosiy davrga ega emas. H aqiqatan ham, /(x )= co n s t, 

ixliyoriy o#0 haqiqiy son bo£ls in ./(x + a )= /(x )= co n s t. Bu yerdan 

kclib chiqadiki, a  davr eng kichik musbat davr emas.

5- la‘rif. Agar

/(x+co)-----f i x ) ,  (co^O)

bajarilsa, u h o ld a /(x ) antidavriy funksiya  deyiladi.

Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega.

I", '/'davrga ega bo£lgan ikkita funksiyaningyig£indisi, ko£paytmasi 

yana davriy funksiya bo£ladi va uning davri T ga tengbo£ladi.

2°. Agar Г (7*0) son f i x )  va g(x) funksiyalarning eng kichik 

musbal davri boMsa, u /(x)±g(x), /(x)*g(x) uchun eng kichik musbat

И)

davr bo'lmasligi ham mumkin. Masalan, l ) / ( x )  3sin x+2, g(x) 2 
'  in° “ yalar eng kichik musbat Г=:2n davrga ega, lekm ularnmg 

v » i  M + g W = 4  esa eng kichik asosiy davrga ega enas.
2) /(x )= s in x + 1, g{x)= 1 - s i n  x  funksiyalarning eng kichik mus

bat davri Г=2я, lekin / (x)-g(x)=cos2x=  \  (1+cos 2x) ko‘paytmasi-

nine ene kichik musbat davri T - %  bo£ladi. . , ,  , , ,
3°. A gar/(x) funksiya T davrga ega bo'lsa, u holdaf i a x ) , f i a  )

funksiyalar x = \  davrga ega (bunda « 0  ixtiyoriy haqiqiy son,

at \ K & x f i x )  funksiya Г  davrga ega bo‘lsa, u holda A f ia x + b )  

(v4=const, a > 0) ham davriy funksiya b o iad i va unmg davri т ---■

g a tM io k  / d(x)= sin4x  funksiyaning davriy funksiya ekanligini

k o ' r s a t i n g v a  e n g  k i c h i k  m u s b a t  d a v r i m  t o p i n g .

Yechilishi. Ma'lumki, berilgan funksiyaning amqlanish sohasis»ri ar 
o'qidan iboratdir. Faraz qilaylik, biror 75Ю uchun s.n4 (x +  7)-sin4x 

tenglik o£rinli boisin . Bu yerdan

2cos (4x+2 7) s i n 2 r = 0

tenglamaga ega bo‘lamiz. Oxirgi tenglik sin2T- 0 uchun ham o'nnli 

bofad i, u holda 2T=nn, n e Z. Demak, shunday T o  zgarmas soi

mavjudki, berilgan funksiya uchun eng kichik musbat davr Г0 = 2

bo'ladi.

Agar istalgan x e X  va ba‘zi bir T  lar uchun Я *  + T) -
1

f i x )

( Тф  0) bo'lsa, u holda f ( x )  funksiya 2 T  davrga ega bo'ladi.

5» н= ф ( х ) davriv funksiya bo'lsin. Agar f ( x )  funksiya qat ly 

m onoton bo'lsa, u holda у =/[<p(*)l murakkab funksiya ham davny 

bo'ladi va ularning davrlari bir-biriga teng bo ladi.
6° Agar y=/(w ) funksiya qat'iy monoton bo Imasa u holda 

у = /[ф(х)1 funksiyaning davri n=<p(x) funksiyaning davndan kichik

bo'lishi ham mumkin. . .
Misol. Quyidagi funksiyalarni davnyhkka tekshinng.

1) f i x ) = x 2+ x + 1; 2) f i x ) =x — [x],

3) / (x)=sinx2; 4) /(x)=sin4x+cos4x. .
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Yechilishi 1) Faraz qilaylik, /(x)=x2+x+l davriy fimksiva 
K nb ^ ^ * + 7 V H - k?ira>il?Unday ° ‘zgarmas T s o n  mavjud

г »  а л ,  s g x z s z *  °‘""|иг' °**
х‘+2хТ+Г-+х+Т+1=^+х+1, T 2+(2x+l)T=0 T=  0 T = -7 v - i

funksiyanulgktaraT0lingan 5  ™  ^  S v i y

tunksiyan ng ta nfini qanoatlantirmaydi (Tnoldan farali vi
P Zf,armas b° 'lishl. ya‘nixga bog'liq bolmasligi kerak edi). Demak 
builgan funksiya davriy funksiya emas.

Г х + Л -Ы + ^ кЧ ^ )=М  bUtUn funksiya barcha TeZlar uchun

-ЙГЙЛ̂ Й® ЭГ*” b0‘,ib- “*

3) Faraz qilaylik, /(x)=sinx2 davriy funksiya bo'lsin u holda 

-  ay , ° ~  Т<' Ш )  son mavjud bo'lib, sinx2=sm(x+7)2 
g lk 0 1111,1 bo ladl- *=0 bo’lsa, u holda 0=sinF2 tenglikka ega

bo lamiz. Bu yerdan T 2 = m (n  e Z ) , yoki Т = 4пя  . T ning 

qiymatini sinx2 =sin(x + r ) 2 tenglikka qo'yamiz:

sm x 2 = sin(x + 7i™)2 =sin(x2 + 2x4ml + nn).

27TO > k * Z  bo’lsin-11 holda 2x4m  + m i* 2kn. Demak, 

sin x ф sin(x2 + 2xyfiш + кп)

? r , l " S ; ! i “  1 “ d l t  “ * / » - » ■  « ■ * . » «  davriy

.... ^
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3 .4 - chizma.

Grafik bilan abssissalar o ‘qining kesishishidan hosil bo‘lgan 

o ‘zaro qo‘shni nuqtalar orasidagi masofalar ketma-ketligining limiti 

(chekli) nolga teng bo‘ladi:

lim J ( n  + l)7i -  yfiw = lim — -== = 0.
n->°°Lv J «-»« J(n+l)n+dmt

4) Berilgan funksiyani quyidagicha shakl almashtiramiz:

у  = (sin2* + cos2x )2 -  2 s in 2x • cos2x = * (3 + cos4x).

y,=cos4x funksiyaning davri 4°- xossaga asosan T0 = * bo‘ladi.

Demak, berilgan funksiyaning asosiy davri ham T0 = * ga tengdir.

3. Bir qiymatli va ko‘p qiymatli funksiyalar. Agar X to ‘plamdagi 

har bir x songa biror qoida yoki qonunga ko‘ra 7 to ‘plamdan bitta у  

son mos qocyilsa, u holda у  funksiya bir qiymatli deyiladi, yahii 

V x ,,x 2 E  X , x x Ф x2 => / ( x , )  Ф / ( x 2).

Agar X  to'plam dagi har bir x songa biror qoida yoki qonunga 

ko‘ra Y  to cplamdan bittadan ortiq yoki cheksiz ko‘p у son mos 

qo‘yilsa, u holda funksiya k o ‘p qiymatli deyiladi. Masalan:

1) y  = ± J x  — ikki qiymatli funksiya;

2) у  =Arcsinx — ko‘p qiymatli funksiya;

3) y = 3 x + 2  — bir qiymatli funksiya.

4. Chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar. y = /(x ) 

funksiya X to 'plam da aniqlangan bodsin.

6- ta‘rif. Agar shunday o ‘zgarmas A/(o‘zgarmas m) son topilib, 

istalgan x e X  uchun f { x ) < M  (f ( x ) > m ) tengsizlik o ‘rinli bodsa, 

/ ( x )  funksiya X  to ‘plam da yuqoridan  (quyidan) chegaralangan 

deyiladi, aks holda esa funksiya yuqoridan  (quyidan) chegara­

lanmagan deyiladi (3.5- chizma).

7- ta‘rif. Agar / ( x )  funksiya X  to ‘plamda ham yuqoridan, 

ham quyidan chegaralangan bodsa, ya‘ni shunday o‘zgarmas M
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yuqoridan chegaralangan funksiya. b) quyidan chegaralangan funksiya.

3.5- chizma.

m sonlar mavjud bodib, istalgan x e X  uchun

m <f[x)  ^ M  (1)

ngsizlik o ‘rinJi bodsa, u holda / ( x) funksiya X  to ‘plamda chega- 

llangan dcyiladi (3.6- chizma).

Agar/ (x) funksiya chegaralangan bodib, m va M  sonlar uning 

niq quyi va aniq yuqori chegaralari bodsa, u holda

\ f { x ) \ < C  (2)

tengsizlik o ‘rinli bodadi, bunda C=m ax{|A /|, |/w|}. (1) bilan 

2) Icngsizliklar o ‘zaro teng kuchlidir (3.7- chizma). Demak, (2) 

ngsizlik funksiyaning chegaralanganlik shartini ifodalaydi.

CChegaralangan funksiyalarning grafigi Ox o ‘qiga parallel bo‘lgan 

> Г  va y = — C  to lg‘ri chiziqlar orasida bo‘ladi (3.7-chizma).

Quyidan chegaralangan ( f (x)  > m) funksiyaning grafigi Ox o 'qiga 

Kirallel bodgan y —m to ‘g‘ri chiziqdan yuqorida joylashgan bodadi 

3.5 b- chizma).

Yuqoridan chegaralangan funksiyaning grafigi (f(x) < M) Ox o£qiga 

parallel bodgan у  = M to‘g‘ri chiziqdan pastda joylashadi (3.5 a- chizma).

8- ta‘rif. Agar istalgan musbat C> 0 son uchun shunday x ce X  

lopilib, \ f  (x.)|> Ctengsizlik o ‘rinli bodsa , f ( x )  funksiya X to ‘plamda 

chegaralonmagan deyiladi.

Quyidagi funksiyalarni o ‘z aniqlanish sohalarida chegara-

ia

-6 -4
- 10

3.8- chizma.

mganlikka tekshiring: j
1) f i x )  x>-6x+9; 2) / ( * )  = X x ; 3) m  = ? ;

1

COSX4) /(x)= tgx+ctgx  (tgx>0); 5) f ( x )  2x; 6) f i x )

VAPhilishi П Kvadrat uchhadni toMiq kvadratga keltiramiz.

■ -̂6x;t r 3)u S^bSdflStSS
Demak. funksiya cuyidan

"^^o 'rta^arifm rtik  va <У rta^eometrik qiymatlar orasidagi munosa-

. ,  . v < x ' +i tenasizlik kelib chiqadi. Bu yerdan
batlardan quyidagi x < 2 tengsiziin

>archa x s  R lar u ch u n  -  J  ^  -  2 (bunda °  2J

engsizlikni olam iz. D em ak , berilgan funksiya ( - ; + - >  da

Г- -  Г -  1 vn V =C = — to‘g ri 
chegaralangan va uning grafigi у  2 2

chiziqlar orasida joylashadi (3.9- =  0 nuqtadan tashqari
3) Berilgan funksiya son oqi r ang  n  , ^ .0)u(0;+oo). C 

barcha nuqtalarida amqlangan, ya m if) i ^

istalgan musbat son boUsin va shunday ^  topiladiki, u 

holda f i x c) = Л  = ■2C > C . Demak, /< * ,)  > C tengsizlik bajari- 

ladi (3.10- chizma).
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4) /(■*)—tgx+ctgx ifodaning shaklini almashtiramiz: tgx+ctg*=

sin xcos* ~ sin 2x ' ^̂ lart§a ko'ra tgx >0, u holda %k < x  < K + n k , 

k e Z. Demak, bu yerdan quyidagi 1 > sin2x > 0 t e n a n t  bum  
chiqadi. Shunday qilib, berilgan ta k s iy a  quyidan d  е82 а ш а п  

lekm u yuqoridan chegaralanmagandir (3 11- chizma) 8 ’

, V igan funksiya butun son o'qida aniqJangan £ ( /> ( _ <*>• 

°°-' aAuumkl’ v-* G (—'=o;+oo) lar uchun 2X > 0. Demak funksiva

a

6) Berilgan funksiya son o‘qining *  = * + nn, n <= Z  nuqtalardan 

tashqan barcha nnqtalarida aniqlangan. Ma‘lumki, |cos л) < 1, и holda
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berilgan funksiyaning o'zgarish 

sohasi E (f)= (—<*=;—1] и  [1;

+oo) bo‘ladi. Demak, funksiya 

quyidan ham, yuqoridan ham 

chegaralanmagan (3.13- chiz- 

ma).

5. M onoton funksiyalar.

y = f ( x )  funksiya X = [ a ,b ]

(XczR) to 'p lam d a  berilgan  

bo‘lsin.

9- ta ‘rif. Agar istalgan x\, 

х г е Х  iar uchun xi<X2 bo‘l- 

ganda

f i x i ) ^ f i x 2) ( f i x  i) < f ( x 2))

tengsizlik o'rinli bo'lsa, /  (x) funksiya X  to ‘plamda o ‘suvchi yoki 

kamaymovchi {qat‘iy o'suvchi) deb ataladi (3.14- я chizma), (3.14- 

b chizma).

10- ta ‘rif. Agar istalgan xi, x j e X  lar uchun X\<X2 bo'lganda 

/ ( * , ) >  f ( x 2) ( f ( x {) > f ( x 2)) tengsizlik o ‘rinli bo‘lsa, f ix )  funk­

siya X  to ‘plamda kamciyuvchi yoki o ‘smovchi (q a t‘iy kamayuvchi) 

deb ataladi (3.15-я) chizma, (3.15-b) chizma).

O'suvchi va kamayuvchi funksiyalar monoton funksiyalar  deb 

ataladi.
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3.15- chizma.

Monoton funksiyalar quyidagi xossalarga ega:

1. Ikkita o£suvchi (kamayuvchi) funksiyaning yig£indisi yana 

o£suvchi (kamayuvchi) funksiya bo‘ladi.

2. Ikkita musbat o ‘suvchi (kamayuvchi) funksiyalarning ko£- 

paytmasi yana o'suvchi (kamayuvchi) bo£ladi.

3. Agar /(x )  funksiya o ‘suvchi bo£lsa, —f i x )  funksiya kama­

yuvchi bo‘ladi va aksincha.

4. Agar / ( x )  funksiya 0 ‘suvchi bo£lib, istalgan x e X  uchun

f ( x ) * 0 bo‘lsa, funksiya kamayuvchi bo'ladi.

5. Agar / ( x )  funksiya qat£iy o £suvchi bo£lsa, x = f ~ \ y )  teskari 

funksiya (3-§ ning 6- bandiga q.) ham  bir qiymatli va qat‘iy 

o'suvchi bo£ladi.
6. Agar x  = /(/) , te [oc;P] da o £suvchi/y =F(x)  funksiya esa [/(a ); 

/([3)3 da o‘suvchi bo£lsa, y = F ( f  (x)) funksiya ham [a;[3] da o£suvchi 

bo£ladi.

7. Agar x  —f  (t) , te [a;[3] da kamayuvchi, y = F (x )  funksiya esa 

[/(« ); /([3)3 da kamayuvchi b o £lsa, y = F ( f { x ) )  funksiya ham 

[a;p3 da o£suvchi bo£ladi.
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8. Agar x = / (/),/e [a;p] da o£suvchi, у  = f  (x) funksiya esa [/(a ); 

/'((3)| da kamayuvchi bo£lsa, y —F ( f { x ) )  funksiya ham |a;[3) da 

kamayuvchi bo£ladi.
9. Agar (p (x), i//(x) va / ( x )  funksiyalar o £suvchi b o £lib, 

ip (x) < /(x )  < у/ (x) tengsizlik o£rinli bo£lsa, (p (cp (x)) < f i f  (x)) < 

<i//(y/(x)) tengsizlik o'rinli bo£ladi.
10. Agar y = f ( x ) tenglama har bir belgilangan y e(-~ ;+ oo ) 

uchun yagona yechimga ega bo£lsa, (—<=<=; +°°) da у = /  (x) monoton 

bo£lmagan funksiya ham teskari funksiyaga ega bo£ladi.

Funksiyani tekshirishda uning monotonlik oraliqlarini topish 

muhim rol o£ynaydi. Funksiyaning monotonlik oraliqlarini topish 

uchun quyidagi tasdiqlardan foydalanamiz:
1. Agar funksiya [oc;(33 da qat£iy m onoton bo£lsa, x  ning har 

bir belgilangan qiymatiga funksiyaning bitta qiymati mos keladi.

2. Agar у - f { x ) funksiya [a ;[31 kesmada musbat va o ‘suvchi 

bo£lsa, x ning o £sishi bilan у = f  (x) funksiyaning grafigi Ox o£qidan 

uzoqlashadi.
3. A g a ry = /(x )  funksiya [a;p3 kesmada musbat va kamayuvchi 

bo£lsa, x  ning ocsishi bilan у = /(x ) funksiyaning grafigi Ox o£qiga 

yaqinlashadi.
4. Agar у  = /(x ) funksiya [a;(33 kesmada manfiy va kamayuvchi 

bo£lsa, x ning o£sishi bilan у = f  (x) funksiyaning grafigi Ox o £qidan 

uzoqlashadi.
5. Agar y = /(x )  funksiya [a;[33 kesmada manfiy va o£suvchi 

bo£lsa, x ning o £sishi bilan [a;p] funksiyaning grafigi Ox o£qiga. 

yaqinlashadi.
Misollar. Quyidagi funksiyalarni monotonlikka tekshiring:

1) / ( x ) = x 3+x; 2 )/(x )= s in  x, x e
—  71 _ 71  .

2 ’2J ’

3) / (x)=(x* 1 2+4x+6)-ln(x2+4x+6); 4) / ( x )  -  4 5 6 7

Yechilishi. l)/(x)=^c3+xflmksiya Я da aniqlangan. Son o£qidan 

ixtiyoriy ikkita x, va x2 nuqta olamiz. Aniqlik uchun x, < x2 bo lsin. 

/ ( x 2)—/(x ,)  ayirmani qaraymiz:

f ( x 2) -  / (X ,) = (x2 -  X,) • (x j  + X2X, + Xf + 1) , 

ikkinchi ko£paytuvchi x, va x2 ning har qanday haqiqiy qiymatida 

musbat. H aqiqatan ham,

x \  + x2x, + X,2 + 1 = (Xj + у  )2 + |  *2 + 1 •
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Shartga ko'ra х , -  x,>0, u h o ld a /(^ ) - /(x ,)> 0 , ya‘ni/(л ,)> /(х ) .

u oxngi tengsizlik / (x) funksiyaning R  da qat‘iy o£suvchi ekanligini 
bildiradi.

2) Aniqlik uchun x, < x2 b o d sin ./(x 2)—/(x ,)  ayirmani tuzamiz:

/ (x2) ~ f ( x i ) -  sin x 2 -  sin x 1 = 2 sin " V '1 • cosx 2 ~ x i

2

Х 2 + Л )

~2
7Г 7C 

2*2 kesmadan olingan 0 < л- A| < ? iar uchun sin > о
2 2 2

va - i < X,+2X2 <2 lar uchun  c o s A|у 2 > 0 . Shunday qilib.

sinx, > sim:,. Demak, /(x )= sin  x  funksiya 

chidir.

TL' Tl

2 ’ 2 da qatdy o£suv-

3) г x  + 4 x  + 6 -  (x + 2] + 2  bodsin. U holda x <—2 uchun

г funksiya kamayuvchi, x >  - 2  uchun г funksiya o £suvchi bodadi. 

Bu qiymatlar uchun г > 1 bodadi. Endi y = z l n z  funksiyani qarasak, 

Ll x - ~ ~  da o £suvchi, x < — 2 da esa kamayuvchi bodadi, chunki 

agai x, < x2 < — 2 bodsa, z, > z2> 1 va, dem ak, y, = zl In Z\ >

> z2 In г2 = У2, ya‘ni berilgan y = z l n z  funksiya kamayuvchidir.

4) f ( x ) =  ^ funksiyani f ( x ) = * — x  ko‘rinishda tasvir- 

laymiz. Bu funksiya nolni o£z ichiga olmagan liar qanday intervalda

kamayuvchi bodgan y ] = ~  va y2= —x  funksiyalar yigdndisidan 

iboiat. J°-xossaga ko‘ra, berilgan funksiya kamayuvchidir.

6. Teskari funksiyalar. f ( x )  funksiya X  to £plamda aniqlangan 
bo£lib, funksiyaning o£zgarish (qiymatlari) sohasi Y bo£lsin.

11-ta rif. y —/( x )  funksiyaning har bir ye Y  qiym atiga f  

munosabatga ko;ra X dan faqat bitta x  qiymat mos kelsa, y to £plamda 

qandaydir funksiya aniqlangan bo£ladi va u y = f { x )  ga nisbatan 

teskari funksiya deyiladi hamda x = f ~ \ y )  ko£rinishda belgilanadi.

Odatdagidek, funksiyani у  bilan, argumentni esa x  bilan belgi- 

lashlarga muvofiq, y = f ~ \ x )  ko£rinishda yozishadi. f ~ l(x)=p(x)  

desak, y = g ( x )  bo£ladi.

1-teorema. f ( x )  funksiya D(f)  to ‘plamda teskari g(x) funksiyaga 

ega bodishi uchun o£z aniqlanish sohasidagi argumentning har xil 

qiymatiga funksiyaning ham har xil qiymati mos kelishi zam r va 

yetarli, ya£ni V x }, x2 e D ( f )  lar uchun x l * x 2 <=> / ( x ,  ) * f { x 2).
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2- teorema. Agar y = /(x ) 

funksiya X  da aniqlangan qatdy 

m ono ton  o £suvchi (kam a- 

yuvchi) bo£lsa, У da у  —f  (x) ga 

teskari funksiya mavjud, bu 

funksiya ham qat£iy monoton 

o£suvchi (kamayuvchi) bo£ladi.

1- eslatma. Agar funksiya 

m onoton bodib, lekin qatdy 

m onoton bodmasa, bu funk­
siyaning teskarisi mavjud bo£lmaydi. Buni, masalan, 3.16-chizmada

ko£rsatilgan

r—1 agar x  < 1,
x, agar — 1 < x < 1,
1, agar x > 1

3.16- chizma.

/ ( * )  =

funksiya misolida ko£rish mumkn.
2- eslatma. Juft funksiyaning teskarisi mavjud emas. Xususiy 

holda, aniqlanish sohasining funksiya qatdy m onoton bodgan 

qismlarida teskari funksiya mavjud bodadi. Masalan, y = x 2 funksiya 

uchun f0;+°°) da у  — л/х teskaii funksiya bo ladi.

3- eslatma. Davriy funksiyaning teskarisi mavjud emas. Xususiy 

holda, aniqlanish sohasining funksiya qatdy o ‘suvchi (kam a­

yuvchi) bodgan qismlarda teskari funksiyalar mavjud bo ladi.

M asa lan , / , ( x ) —s in x  (x e

/,(x )= tg x  (x e
%TZ

T 5

2’2
); /  (x) =  c o s x  (xe [0 ;тг]);

); /.(x)=ctgx(xe(0;7t)) lar uchun ko£rsa-

tilgan oraliqlarda teskari funksiyalar mavjud, chunki bu oraliqlarda 

ular qat£iy monotondir: g /y j^arc sin  у ( ye[— 1;1]), g2(y)=arccosy 

(ye [— 1; 1 ]); g3(y)=arctgy (ye(-«>;+®°)); g4 (y) =arcct& у (ye (-<*>;

+oo)).
4- eslatma. y = /(x )  funksiya va bu funksiyaga teskari bodgan 

x = /_1(y) funksiyaning aniqlanish sohasi va o£zgarish sohasi о z 

rollarini almashtiradi, ya£ni у = /(x ) funksiyaning aniqlanish sohasi 

teskari funksiyaning o‘zgarish sohasi bodadi, y —/(x )  funksiyaning 

o£zgarish sohasi esa teskari funksiyaning aniqlanish sohasi bodadi.

у  —f  (x) funksiya biror X  to £plamda aniqlangan bo lib, lining 

qiymatlari to £plami Xbodsin. g(y) funksiya 7 to £plamda aniqlangan 

bo £lib, 2 fto£plam esa uning qiymatlari to£plami bodsin.
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3.17- chizma.

3- teorema. g(y) funksiya y = /(x )  ga teskari funksiya bodishi 

uchun

g ( f ( x ) ) = x  ( xeX)  ( f ( g ( y ) ) =y  (ye Y) )  (1)

k shartning bajarilishi zarur va yetarlidir (3.17- chizma).

Misollar: 1) / ( x ) = ^ , g(x) = |  (x * 0) funksiyalar (1)

shartn i qanoatlan tirad i. H aq iqa tan  ham , f ( g ( x ) )  = J v = x . 

Demak, ular bir-biriga teskari funksiyalar bodadi.

2) / ( x ) = —x, g(x)=—x,  x e ( — oo;+oo) funksiyalar (1) shartni 

qanoatlantiradi, ya‘ni f ( g ( x ) ) = — (—x)= x. Demak, ular bir-biriga 

teskari funksiyalar bodadi.

y  = f { x )  to ‘g‘ri funksiyadan x = / _l(y) teskari funksiyaga odish 

va uning grafigini chizish uchun quyidagi am allarn i bajarish 

maqsadga muvofiq:

1. у = / ( x )  tenglama x  o ‘zgaruvchiga nisbatan (agar tenglamani 

x ga nisbatan yechish m um kin bodsa) yechiladi:

x  = /" '(y )  = giy).

2. x  ni у bilan va у ni x bilan almashtiriladi:

У = f ~ l(x) =  g(x) .

3. y  — f i x )  to ‘g‘ri funksiyaning grafigi chiziladi.

4. Hosil qilingan у — / (x) funksiyaning grafigini 1 va 111 chorak- 

lar koordinata burchaklaridan oduvchi bissektrisaga nisbatan 

simmetrik almashtirish natijasida teskari funksiya grafigi hosil qilinadi.

f { x )  funksiyaning grafigi {(x,y):xeX, y i Y )  nuqtalar to £pla- 

midan, g(x) funksiyaning grafigi esa {(y,g(y.))} =  (/(x),x)} nuqtalar 

to ‘plamidan tuziladi (3.18-chizma).

3.19- chizmadagi у = f i x )  funksiya uchun teskari funksiya mavjud 

emas, chunki x, < x 2 < x3 < x4 da y = f  (Xj)=/ (x2)= /(x 3) = /  (x4) bodadi, 

bu esa teskari funksiya shartiga ziddir.
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1- misol. у = 3 x — 1 
funksiyaga teskari funk- 

siyani toping va uning gra­

figini chizing.

Yechilishi. Awalo yu- 

qoridagi qoidaga muvofiq: 

1) у =3x—1 tenglamani x 

ga n isbatan  yecham iz:

2) x ni у ga va у ni x  ga 

a lm ash tiram iz , na tijada  

izlanayotgan teskari funk­

siyaga ega bodamiz:

= >( X + 1).

3) y = 3 x —1 funksiyaning grafigini chizamiz (3.20-chizma).

4 ) y = I ( x  + l) funksiyaning grafigi (3.20-chizma) у =3x—1 

funksiyaning grafigini y —x  to £g£ri chiziqqa nisbatan simmetrik 

almashtirish natijasida hosil qilinadi (3.20-chizma).

2- misol. Ushbu

_ Jl, agar x ratsional son bodsa,

'V [О, a g a r  x  irratsional son bo Isa,

funksiyaga teskari funksiya mavjudmi?

Yechilishi. Berilgan funksiya Dirixle funksiyasi deyiladi. Bu
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funksiyaning teskarisi mavjud emas, chunki у  monoton funksiya 

emas, ya’ni har birxratsional son bu funksiya orqali 1 ga akslantiriladi. 

Demak, y=  1 ga mos keladigan ratsional sonlar cheksiz ko‘pdir.

3- misol. y = x 2 (xe  (—oo;+oo)) fimksiyaga teskari funksiya 

mavjudmi?

Yechilishi. Berilgan funksiya juft funksiya bodib, x n in g  barcha 

haqiqiy qiymatlarida qaralsa, u teskari funksiyaga ega bodmaydi, 

chunki у  ning har bir y 0 qiymatiga x ning ikkita x0 va x, qiymatlari 

mos keladi. Demak, 1-teoremaga asosan, berilgan funksiya (—o°;+oo) 

da teskari funksiyaga ega emas.

4- misol. y=3x funksiyaga teskari funksiya mavjudmi?

Yechilishi. Berilgan y=3x funksiyaning aniqlanish sohasi Rr=(—o°;

+°°), o ‘zgarish sohasi esa (0;+°o) bo ‘lib, u (-oo;+oo) da qat‘iy 

o ‘suvchi, ya‘ni V x , j 2 e R uchun x, < x 2 => 3*1 < 3*2 (3- §,

5-bandga. q).

Demak, 2-teoremaga ko‘ra berilgan funksiyaga teskari funksiya 

mavjud: f~ '( f ( x ) ) = log33Y= x  log33=x.

7. Murakkab funksiyalar. /  va g  funksiyalar mos ravishda X  va 

Y} to ‘plamlarda berilgan bodib ,/funksiyan ing  qiymatlar to ‘plami 

E (f)= Y , g  funksiyaning qiymatlar to ‘plami E (g )= Z  va YcY, ( f  

funksiyaning qiymatlar to 'plam i g  funksiyaning aniqlanish sohasida 

yotsin) shart bajarilganda X  to ‘plamda F  =g ( f  (x))=h(x) (E=g(y), 

y=f  (*)) murakkab funksiya  yoki g  va /  funksiyalar kompoiitsiyasi 

aniqlangan deyiladi va u z = g * f  kabi belgilanadi (3.21, 3.22- 

chizmalar). Demak, V xe X  uchun /  funksiya yordamida bitta 

ye  Y  mos qo‘yiladi, sodigra \ /y  e Y  uchun g  funksiya yordamida 

bitta z e Z  mos qo‘yiladi. Shunday qilib, Z=g(f{x)) funksiyaning 

aniqlanish sohasi /(x )n in g  aniqlanish sohasiga ustma-ust tushadi

h h
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yoki uning qismi bo ‘ladi. Bunda / funksiyaning qiymatlar sohasi g  

funksiyaning aniqlanish sohasida yotishi muhim, aks holda g v a /  

funksiyalarning kompozitsiyasi aniqlanmaydi.

1- misol. г =cos у  va y= x2 funksiyalardan murakkab funksiya 

tuzish mum kinmi?

Yechilishi. г =cos у  va v=x3 funksiyalarning mos ravishda D(z), 

E(y) sohalarini topamiz: 2)(z)=R, E(y)=R; E(y)=D (z) bodgani 

uchun yuqoridagi murakkab funksiya hosil bodishlik shartiga ko‘ra 

bu funksiyalardan murakkab funksiya tuzish mumkin: z= cosx3. 

Bu murakkab funksiyaning aniqlanish sohasi ham R  dan iborat.

2 - misol. у  =u2 va и =sin x  funksiyalardan murakkab funksiya 

tuzish mumkinmi?

Yechilishi. Funksiya tacrifiga ko‘ra

F: u ^ y = u 2, (p\x-> u=  sin x ni yozsak, u holda 

D(cp)=R, E ( (p )= [ -U \ ) , D (F)=R, E(F)=[0;+~)

bodadi. Shunday qilib, E((p)^D(F). Demak, berilgan funksiyalardan 

^=sin2x murakkab funksiyani tuzish mumkin (3.23- chizma).

3- misol. у  = va u=cos x—2 funksiyalardan murakkab funk­

siya tuzish mumkinmi?

Yechilishi. Berilgan funksiyalarning aniqlanish va qiymatlar 

sohalarini topamiz:

D (u)= R , £ ( « ) = [ - 3;—1],

Д у)=[0;+оо)? ад = [0 ;+ « о ) .

t - '  J
S'
s'

/ / / . / / / /

/
У
s'

s'

/ / / / / / / / /  „  / / / / / / /

s'
s'
s'

p / / / / / / / / /  у  / / / / / / /

s'

Zy/ / / / / / / / z у

0 x  0

s'
s

и  о Л

- 1 2
- i

w=sinx ' 11 ,y=sin2x

3.23- chizma.
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E(u)<zD(y) boigani uchun у  = yfu va w^cos x—2 funksiyalardan 

murakkab funksiya tuzish mumkin emas, ya‘ni у  = -Jcos x  — 2 

formula biror fnnksiyani aniqlamaydi.

4- misol. z =yfy+ \  va y=2A' funksiyalardan murakkab funksiya 

tuzish mumkinmi?

Yechilishi. Berilgan funksiyalarning aniqlanish va qiymatlar 

sohalarini topamiz:

D (y)= R , £(y)=(0;+°°),

D{z)=[~l ;+ ~ ) ,  £ (z )= [0;+oo).

Murakkab funksiya shartiga ko‘ra E (y)aD (z)• Demak, berilgan 

funksiyalardan % = ^ 2 х + 1 murakkab funksiyani tuzish mumkin.

5- misol. f ( x ) = x *  va g ( x ) = 5 X funksiyalar berilgan. / ( / ( x ) ) ,

g ( f ( x ) ) 9 g (g(x ) )  funksiyalarni toping.

Yechilishi. Funksiyalarning berilishiga ko‘ra:

f ( f ( x ) ) = f ( t f ) = ( x * y = x ' 6; 

f ( g ( x ) ) = f (  5x)=54*; 

g ( f ( x ) ) = g ( x 4)=5x4; 

g (g (x ))=  g(5x)= 5 5A

boladi va ular o‘z navbatida murakkab funksiyalar bo‘ladi, chunki 

E if)c iD if\E (g )c :D (f) , E(f)c:D(g), E(g)czD(g).

6- misol. f (x )= 2 x va / H(x)=log2x funksiyalarning / ( /  ](x))> 

/  1 ( / ( * ) )  kompozitsiyalarini toping.

Yechilishi. Teskari funksiyaning ta'rifiga ko‘ra: 

f ( f ~ l (x))  = 2f i x> = 2 lô x = x;

/ _1 ( f ( x ) )  = log2 f ( x )  = log2 2х = X log2 2 = X.
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Mustaqil yechish uchun misollar.

Funksiyalarning qaysi biri juft, qaysi biri toq va qaysilari juft 

ham, yoki toq ham emasligini aniqlang:

X. y  = 2 x * -3 x  . 2. у  =3x2+4. 3. у  =

4. y  = tg(x — ” ). 5. y  = <jx 6. y = x -—x*.

_ jx ,  x  > 0,
l.y=x\>\. 8. y - \ d  x < 0. 9 . У - Х -

ал - 1

ол +1

10. y=  t§x - X 3 . 11. y  = smx + x \ +l 12. У = x 3 + c o sx .
COS A' A - 1

13. y = s i n x - t g x .  14. У  -  (l -  x 4 j • cosx. 

15. у  = sin l x  + cos 5 x. 16. y=arccos |xj.

17. у  = arcsin x + arccos x. 18. у  =
i+sm A 

sin A

Funksiyalarni davriylikka tekshiring. Agar davriy bo‘lsa, u holda 

uning eng kichik musbat davrini toping:

19. / ( x )  -  x 2 -  3x + 4. 20. / (x) = sin 2x -  2tg * •

21. /  (x) = sin x  .2 2 . f  (x) = cos 2x • cos 6x.

1, agar x ratsional son bo’lsa,

0, agarx  irratsional son bo’lsa.
23. f ( x )

24. / (jc) = 6 s in (0,25j ix ) . 25. f { x )  =  c o s P x - 18'

26. / ( * )  = 7 sin * - 2  co s t 2_ x +  " j-27. f ( x )  = sin ~  + tg 

28. f ( x  ) = cos лх + sin 2x. 29. /  (x) = tg2x + ctg3x + cos 5x.

71A

30

30. / ( x )  = sin(* + | )  + 5tg 3x

31. / ( x )  = tg * + sin 2roc.

32. f ( x )  = 13s in2 3x. 33. / (x) = cosx  ■ co sлДх.



funksiyalarn i o ‘z aniqlanish sohalarida chegaralanganlikka 

(ekshiring:

34 . У = x }_. 5 x G [0;5]. 35. У  = x 2 -  lOx + 25.

36. y = - 1 . 37. y  = lg (x 2 - 4 x  + 3). 38 у = - л'3
sin 5.x V )  JO* *  x 4 + l '

39. У = 1 2 ■ 40. у  = sin 'v . 41.
I А. Л

43. у = x • cos2 x. 44. у  = 1+x? .
l+x

У =

45.

sinx

x 4 + l

J  =

42.

1
Vi

x -x

46. у = 47. У = arcsin 4% . 48. у  = < / 2 - x - x 2 .

49. у  = ,Jx 2 - 4 x  + 5 50. у  = 2x2~2x+\

Funksiyalarni o 'zlarining aniqlanish sohalarida monotonlikka 

l ekshiring:

51. У  =  ,  x * \ .  52. У  = lg (x 2 - 6x + I0).

53. y = 2 ? ' f  . 54. y  = 2 * 4  55. y = lo g n , x ,
x - l  0,5 jt+1

1 l
56. у  =  x - x .  57. У  =  Y • 58.  y  =  e . x

e x - \

59. у = з/( 1 - х ) 2.

60.

61.

-V = i

2x,

4,
2x, 

у  = s in4

x < -2  bo‘lganda ,
- 2  < x < 2 bodganda , 

x > 2 bodg anda.

x + cos4 x, x g  [0; 7C].

62. у  = J x  -  2 + J x  + 2 .63. у  = — 64. v = 2 • 31"* -  9_\
. у х 2-5 * -2

65. у  = 5W.

l unks iya lar uchun  o ‘z aniq lanish sohasida (agar teskari

lunksiya mavjud bodsa) teskari funksiyalarni toping:

66 . y  = (x  + l ) \  X 6 [-l;+oo).67. у  = l n ^ ± - ,  xe(0;+oo).

68 . у  = 5x — 2. 69. у  — x 2 + 5, x e i i .

■IK

70, у  -  л/l -  x 3 , x g  [—1;0]. 71. у  = y ] \ - x 2 , x e [Q ; l j .  

72. y = jx j -x ,  x e (-«>;+«>). 73. у = arctg3x.

74. У

1, x < 0 bodganda ,

0 , x > 0 bodganda , 

76. y = arccosxA

75, y  = 2x

77. У  =  \

1, x < — 1 bodganda ,
—x,  — 1 < x  < 1 bodg anda, 
— 1, x > 1 bodganda ,

78. У = \ +Хх > x g  ( - o o ; - l ) u ( - l ; + o o ) .

79. у — lg \  .

80.

x, x < 1 bodganda , 

x 2, l < x < 4  bodganda , 

2 * , x > 4  bodganda ,

81. /(x )= x 2 va g(x)=2-v funksiyalar berilgan bodsa, u holda

f t f ( x ) ) ,  f ( g ( x )), £ < /(* )) , g(g(x) )  m urakkab funksiyalarn i

toping.

82. Agar / ( x )  = bodsa, /з (*) = / ( / ( / ) )  funksiyani

Vl+x2
toping.

83. / ( x ) = 5̂  ^  funksiya u c h u n / (3 x ) ,  / ( x J ), | / ( x ) J

funksiyani toping.

84. Agar / ( x  + l) = x 3 - 3 x  + 2 b o d s a , / (x )  funksiyani to ­

ping.

Funksiyalarning kompozitsiyalarini yozing:

85. g  (y) = y 2 va у = f  (x)=lg x.

86 . g (y )  = sin у va y = / ( x )  = 1 - x 2.

87. g (y )  = y 2 va у = sinx .
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I  g(y ) =
2y, у  < 0 b o lganda ,

va у  = x" 1 .

О, у  > 0 bo iganda.

89. g ( y )  = 9y va у  = x.

90.  g ( y )  = yjy ( y >  0), y  = \ + x 2.

91. / ( х )  = 5л va f ~ ] (x) = log5 x  fu n k s iy a la r  b e rilg an .

t  ( / " '  (л'))> f ~ x ( /  (*)) larni toping.

92. z = arccosy  va y = 3 + x 4 funksiyalar uchun murakkab 

funksiya mavjudmi?

93. г = л/у va у  = 9—x2 funksiyalar uchun murakkab funksiya 

mavjudmi?

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

I. Toq. 2. Juft. 3.Toq ham emas, juft ham emas.

4. Toq ham emas, juft ham emas. 5. Toq. 6. Juft.

7. Toq. 8. Juft. 9. Juft. 19. Toq.

I I .  Toq ham emas, juft ham emas. 12. Toq ham emas, juft 

ham emas.

13. Juft. 14. Juft. 15. Toq ham emas, juft ham emas.

16. Juft. 17. Juft. 18. Toq ham emas, juft ham emas.

19. Davr iy emas. 20. Davriy, T =  2n,  21. Davriy emas.

22. Davriy, T0 = ^ . 23. Davriy, eng kichik musbat davri yokq.

3 к. 26. Davriy, T=2i)n.24. Davriy, T = 8. 25. Davriy, T0 

27. Davriy, Г0=60. 28. Davriy emas. 29. Davriy, T =  2%.

30. Davriy, T = 4n . 31. Davriy emas. 32. Davriy, T0 = *.

33. Davriy emas. 34. Chegaralangan. 35. Quyidan chegaralangan, 

yuqoridan chegaralanmagan. 36. Chegaralanmagan. 37. Chegaralan- 

magan. 38. Chegaralangan. 39. Chegaralangan. 40. Chegaralangan. 

41. Chegaralangan. 42. Quyidan chegaralangan, yuqoridan chegara­

lanmagan. 43. Chegaralanmagan. 44. Chegaralangan. 45. Chega­

ralanmagan, 46. Chegaralanmagan. 47. Chegaralangan. 48. Yuqo­

ridan chegaralangan, quyidan chegaralanm agan. 49. Quyidan 

ch eg ara lan g an , yuqo ridan  chegaralanm agan . 50. Q uyidan  

chegaralangan, yuqoridan chegaralanmagan.
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51. x > 1 da qat'iy kamayuvchi, x < 1 da qafiy  o'suvchi.

52. (_oo;3] da qafiy  kamayuvchi, [3;+°°)da qafiy  o'suvchi.

53. (-«>;1) u  (l;+°°)da qafiy  o'suvchi. 54. ( - e°;+°°) da qafiy

o'suvchi. 55. -1) и  (0; +°°) da qaf iy kamayuvchi. 56. ( -~ i+ ~ )

da kamayuvchi. 57. (— ;0 )u (0 ;+ ~ )d a  qafiy  kamayuvchi. 58. 

(-~ ;0 )  и  (0 ;+ ~ )da  qafiy  kamayuvchi. 59. da kamayuvchi,

[l;+TO) da o ‘suvchi. 60. ( -~ ;+ ~ )  da o'suvchi. 61. [0;?] va [ f  ;T 1

da kamayuvchi, [*; •*] va [3* da o'suvchi. 62. [2;+~) da o'suvchi.

63. (—о»; —3) va (-3 ;^5J da o'suvchi, K/5;3) va (3 ;+~) da 

kamayuvchi. 64. da o'suvchi, [l;+~) da kamayuvchi

65. (-oo; 0] da qafiy  kamayuvchi, [0;+®°) da qat‘iy o'suvchi.

66. g  (У) = fy + 1 .6 7 . g  M  = In ■ 68. g (у) = •

69. g (y )  = ^ r 5. 70. g (y )  = - \ / iT 7 >

71 g { y )  = J  1 - y 2, у  e [0; 1]. 72. Teskari funksiya mavjud

emas.
/  \  1 / 2C e 7C \

73. g (y )  = gtgy, y e { - r  2)-

74. g{y) =

3 —  '  ~  4 2 ’ 2 

у,  у  < 0  bo 'lganda, 

J y ,  у  > о boTg and a.

75. g (y )  = log2 (y + l ) ,  y z { - l ’+00)- 76-

77. Teskari funksiya mavjud emas. 78. g { y ) 1 - y  

1+y9
у  ф -1 .

7 9 .  g ( y )  =  2  - Ю 2' ,  y e  ( -oo ;+oo)

80. g(y) =

у, v < 1 bo’lganda,

J y ,  1 < у  < 4 bo’ lganda, 
log’2 y, y > 4  bo’ lganda.

81. / ( / )  = x4, f ( g )  = 4x , g ( / )  = У , g (g )  = 22
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82.

25a 4+I0a 2+1
4 - 4 лЧ-а 2

8 3 .  4 3 x ) = 4g ‘ > / ( х 3) =  ^ ,

84. х2—5x-t-6 85. Jg2x 86. sm (l— х 2).

87.  sin2x

89. 9 \  90, ^Т

92. Murakkab 

mavj'ud emas.

8. g ( f )

2 ■ ( x : x g [— 1; 1] boMganda,

0, x  e (--ьо; — 1] w [1; +<x> bocIg find?.

4 ? .  9 1 . /  ( / - '  (x)) = X, / - '  ( /  (* )) = X. 

tunksiya mavjud emas. 93. Murakkab funksiya

4- §. FUNKSIYANING LIMITI

1. Nuqtaning atrofi. Bizga ae R} hamda ixtiyoriy musbat yetarli 

kichik £>0 va c sonlar berilgan bo‘lsin.

I- t a ‘rif. Quyidagi

U£(a)= {x: x e R \  а—г<х<а+г}

tocplam ci- nuqtaning 8- atrofi deyiladi, 8 son esa atrofning radiusi 

deyiladi (4.1- chizma).

Ushbu

Ut.+(tf)={x: x g  R \  a<x<a+z) 

to ‘plam a nuqtaning о ‘ng atrofi,

U f ( a ) = { x :  x g  R l, a—E<x<a)

to plam esa a nuqtaning chap atrofi deyiladi (4.2- chizma).

Ushbu 0 < |x— zz|<8 tengsizlik a-—e<x<a+8, xt-a tengsizliklarga 

teng kuchli bo‘lib, ularning har ikkalasini a nuqtaning Ufa)  atrofi 

shaklida ifodalash mumkin:

U£(a)—{x\  x e R \  a—e<x<a +s, x^a).

4.1-chizma. 4.2-chizma.
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Ba‘zi hollarda U e(n) atrof a nuqtaning teshik atrofi deb ham 

vmitiladi.

Haqiqiy sonlar to ‘plami R 1 tarkibiga — °o va +<*> simvollami 

Vx g  R] uchun x > —со va x<+<=o xususiyat bilan qo‘shib, 

hfplam ni hosil qilamiz:

R { —R ] u  {-co}u {+°°}.

д»1 da -го» va —со «nuqta» laming atrofi tushunchalari quyidagicha 

kiritiladi (4.3- chizma):

Uc (+oo)={ x : x g  Rl, c  e  R \  c < x < 4 - o o } 3 

Uc ( ~ o o ) = { x : x g  R f  c e R —со <  x <  c } ,

Uc (co)={x: x g  R ], c e  R 1, |x| > c}.

2. Natural argumentli funksiya va uning limiti. N va Rl to ‘plamlar 

berilgan bo lib . / — har bir natural n{nEN)  songa biror haqiqiy 

xn( x e R l) sonni mos qo‘yuvchi qoida yoki usul bollsin: f : n  -4 x„. 

Bn hoiaa N  to'plarnda natural aigumentli funksiya  aniqlangan deyiladi 

va x n—f { n )  kabi belgilanadi.

Agar x n= f { n )  funksiya berilgan bo‘lsa, u holda uning argu- 

menti yoki n indeksini x„ o ‘zgariivchi mos qiymatining nomeri 

deb qarash mum kin. Shunday qilib, x 1= / ( l )  — funksiyaning 

birinchi qiymati, x = f { 2) — ikkinchi qiymati, x = f ( 3) — uchin- 

chi qiymati va h.k. Biz har doim qiymatlar to ‘plami E  (x„ )={x„} 

ni natural 1, 2, 3, .., n, ... ketma-ketlikka ocxshash nomerlarning 

ortishi bo‘yicha tartiblangan, ya‘ni

X , ,  X 2, X 3, . . . ,  X  , . . .  ( 1 )

sonlar ketma-ketligi shaklida tasavvur qilamiz.

U c ( — °°)

-c  0  c ' x

4.3- chizma.
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Biz bundan keyin, qulaylik uchun, natural argumentli x,,= /( /? ) 

funksiyani ketma-ketlik deb qaraymiz. Masalan, agar x „ = f(n ) 

funksiya

M+l x„ =
l+(-D"

formulalardan birortasi bilan berilgan bodsa, ularga mos ketma- 

ketliklar quyidagi shaklda bodadi:

l, l, l, l ,  l, - l ,  l ,  ( - D " ,

i 1 1 1 • o i o  1+i1- )”
’ 2 5 3 ' n  ’ ’ ’ ’ ’ 2 ? '

Endi {x„}, /7=1, 2 ,... ketm a-ketlikn ing  chegaralanganligi

tushunchalari bilan tanishamiz.

2- ta‘rif. Agar shunday o ‘zgarmas M  son mavjud bodsaki, 

{x„} ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan katta bodmasa, 

yadii Vn e  N  uchun x„<M tengsizlik odinli bodsa, {x„} ketma- 

ketlik yuqoridan chegaralangan deb ataladi.

Masalan, x„=sin n°, x„=— n:

sinl°, sin2°, sin3°, sin n°, ...; —1, —2, —3, — n, ...

sonlar ketma-ketliklari yuqoridan chegaralangan, chunki birinchi 

ketma-ketlikning har bir hadi 1 dan, ikkinchi ketma-ketlikning 

har bir hadi esa —1 dan katta emas.

3- ta‘rif. Agar shunday o ‘zgarmas m son mavjud bodsaki, {x„} 

ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan kichik bodmasa, yadii 

V/7G N  uchun x„> m tengsizlikni qanoatlantirsa, {x„} ketm a- 

ketlik quyidan chegaralangan deyiladi. Aks holda, {x«} ketma-ketlik

quyidan chegaralanmagan deyiladi. Masalan, x n = - -„ .j  , x„=2n:

, 1 1 1  1

2 ’ 4 ’ 8 2"_l

2, 4, 6, 8, . . ., 2/7, . . .

sonlar ketma-ketliklari quyidan chegaralangan, chunki *n =

o‘zgaruvchining har bir hadi 0 dan, x n=2n o ‘zgaruvchining har 

bir hadi esa 2 dan kichik bodmaydi:

4- ta‘rif. Agar {x;} ketma-ketlik ham quyidan, ham yuqoridan 

chegaralangan bodsa, ya‘ni shunday M, m o ‘zgarmas sonlar 

mavjud bodib, barcha ne N  lar uchun m<xn<M  tengsizlik o ‘rinli 

bodsa, {x„} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

Masalan, x„=sin n , x„ = 1 ketma-ketliklar chegaralangandir.

_

5-ta‘rif. Agar Ve > 0 olinganda ham, shunday natural n0 -w0(e) 

son topilsaki, barcha n>n0 natural sonlar uchun

|xn—Af|<e
tengsizlik bajarilsa, {x„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi deyiladi, a 

son esa (x„) ketm a-ketlikning limiti deb ataladi va

lim x n = a yoki n -^ o o  da x„ -> a 

n—>°°

kabi belgiianadi.

Bu ta ‘rifni qisqacha
( iim x n = a) <=> (Ve > 0, d/70 = п0{г) e N  : V/z > n0 ->| -  a |< e)

П - ^ о о

kabi ifodalash ham mum kin.

_A___

a-C a i e

6-ta ‘rif. Chekli limitga ega bodgan ketma-ketlik yaqinlashuvchi 

ketma-ketlik deb ataladi. Agar ketma-ketlikning limiti cheksiz yoki 

mavjud bodmasa, u uzoqlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

Ketma-ketlikning limiti quyidagi geom etnk m a£noga ega: agar 

{хЛ ketma-ketlik a limitga ega bodsa, a nuqtaning e - atrofida i y n Q (e) 

nom erdan  boshlab, ketm a-ketlikn ing  ham m a had lan  yotadi

(4.4- chizma).

1-misol. Ushbu
r i J 3/? 1 . 3 _ 2 _ 9 . 3w 

V M  = [ /j+1 j ' 2 ’ 1 ’ 4 ’ ” * ’ /7+1

ketma-ketlikning limiti a= 3 bodishini ко rsating.

Yechilishi. lxtiyoriy musbat £ sonni olamiz. Bu e>0 songa ко ra

= 3_ l deyilsa, u holda \ / n > n 0 uchun
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4.5- chizma.

x11
3

я+1
< £ , — - < £ ,

n+l
п + 1 >

сю ladi. Demak, [ - - 3  (4.5- chizma).

7-ta rif. Agai 1кгпх;, = 0  bodsa, u holda {x,,} ketma-ketlik 

cheksiz kichik miqdor deb ataladi.

Masalan, ushbu ketma-ketliklar cheksiz kichik miqdorlar bo‘ladi.

1} W = t); 2) W = )^};
2-misol. Ushbu ketma-ketlikning limiti nol boiishini ta‘rifga 

asosan isbot qiling:

Yecmlishi. Ixtiyoriy rnusbat e sonni olaylik. Unda bu e>0 

songa ko ‘ra shunday natural n0( n = n Q( e)e N) son topilishini 

ко rsatish kerakki, n > n0 bodgan barcha natural n sonlar uchun

I x n— 0 |= | x„|<e

tengsizlik bajarilsin. Yuqorida aytilgan nQ sonni topish, bu holda

х  | -: Н Г к
X n  i p -  <

j V»

Ravshanki,

£ tengsizlikni yechish orqali amalga oshiriladi.

( - о "

f n ■fn
\fn <=> n

.2 •
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D em ak, w0 natural son sifatida 

V/7 > «о uchun

| V +1 = Щ olinsa, unda
U .

bodadi. U holda ketma-ketlik limitining tacrifiga ko‘ra, Ш = о

bodadi. , , ч a/
8-ta‘rif. Agar ME > 0 son olinganda ham shunday nQ(t)e  /v

topilsaki, Mn > щ uchun | x j > £  bodsa, u holda {x,,} ketma-ketlik

cheksiz kaita miqdor deb ataladi va lim x n = ~  kabi belgilanadi. 

M asalan,

1) { x , , ) = { 2 " } ;  2) {х „ Н -я }; 3) W={log3«}

ketma-ketliklar cheksiz katta miqdorlar bo ‘ladi.

3-misol. {x„ }={3" }, 3; З2, 33, . . 3 ”, . .  . ke tm a-ke thknm g

limiti - fo o  ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi. Ixtiyoriy E >0 sonni olaylik. Unda bu songa ко ra 

shunday л0е N  ( л = н 0(Д>) son topilishini ko'rsatish kerakki, barcha

n>nQ uchun

x =3"  >En

tengsizlik bajarilsin.

Ravshanki,

3" > E  log3 3" > log3 E  <=$ n >  log3E.

0<£<1 bodganda, n = n 0(E)=  1 deyilsa, unda M n > n 0 uchun

har doim 3">E tengsizlik bajariladi. Bu esa lim x„ = ^ 3  =

ekanligini bildiradi. .
Chekli limitga ega bodgan ketma-ketliklar quyidagi xossalarga

1°. {x„} va {y,,} ketma-ketliklar berilgan bo lib, ular mos tavishda 

chekli a va b limitlarga ega bodsin. U holda

lim (x„  ± y „ )  = a ± 6; lim (x„ ■>„) = « * ;  lim *■ - a, ( b *  0)

CO

munosabatlar od'inli bodadi.
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2°. YaqinJashuvchi ketma-ketlik yagona lijniiga ega bo‘Jadi.

3°. Agar {x„} ketma-ketlik chekli limitga ega bodsa, ketma- 

ketlik chegaralangan bodadi, aks holda, {x,,} ketma-ketlik cheksiz 

limitga ega bo lganda esa ketma-ketlik chegaralanmagan bodadi.

4°. {x,,} va {y,,} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bodib, Jim *>» = a>

hm y n = b bodsin. Agar V n e  N  uchun x„<y„ (x„>y,) bodsa, 

u holda a< b (a>  b) bodadi.

5°. {x„} va {y„} k e tm a-k e tlik la r yaqin lashuvchi b o d ib ,

)™ X" = a  bo'lsin. Agar V ne N  uchun x„< ъ й у .  bo'Isa,

u holda {z„} ketm a-ketlik ham  yaqinlashuvchi va Jim z = a 

bodadi.

4-misoI. j  = 14 n 2 + n + 1 — sjn2 — 1j k e tm a-k e tlik n in g  

limitini toping. J

Yechilishi. Berilgan {x,,} ketma-ketlikning limiti 10 xqssaga asosan 
quyidagicha topiladi:

\im = (\fn2 + n + \ — J n 2 — 1) = lim n+2

I 2 7 Г~2~~
y j n  + n  + l — y j n —  1

= lim
1

n

1 2
2

5-misol. {Уп} -
l

i--------------- "b , •-------------- + . . .  + _____

sjn2+\ yjn2+ 2 / / 7 +n
ketma-ketlikning

limitini toping.

Yechilishi. Ravshanki, barcha ne N  lar uchun

*.  = " < ‘ * +. . . + * < ...= г

\Jn~+n yjn2 +1 \fn~ +2 ;\fn2+n yj/r+l

tengsizlik bajariladi va {x }, {zn} ketma-ketliklar bir xil limitga ega.

lim = lim  = 1, lim rL _  = lim -—-1—  = l.
Jn2+n — J1+i +J 1+
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U holda 5°- xossaga asosan, {yn} ketma-ketlik ham limitga ega 

bodib,

lim y„ = 1

bodadi. , . , . . . .
6-misol. {x }={(—1)"} ketma-ketlikni yaqinlashishga tekshmng.

Yechilishi. Faraz qilaylik, a son, {x ,}={(— D"} ketma-ketlikning

limiti bodsin, ya‘ni Vs > 0 son olinganda ham 3 n0(e) (n0 e TV),

Vn > п0(г) lar uchun
\x„ — ar|<£ t 1)

bajarilsin. Agar e= ‘ deb olsak, (1) tengsizlik n ningjuft qiymat- 

larida

1 - a< \ ( 2 )

ko‘rinishga, n ning toq qiymatlarida esa

- 1  - a < \  (3)

ko'rinishga keladi. a ning hech bir qiymatida (2) bilan (3) teng- 

sizliklar bir vaqtda bajarilmaydi. Dem ak, farazimiz noto‘g‘ri, ya ni 

yaqinlashuvchi ketma-ketlikning ta ‘rifini qanoatlantiruvchi a son 

va л0(в) nom er mavjud emas. Shunday qilib, berilgan ketma- 

ketlik yaqinlashuvchi emas ekan.

9- ta ‘rif. Agar V ne A uchun

Xn<X„+1 (x„< Xn+1)

tengsizlik o ‘rinli bodsa, {x,,} о ‘suvchi (q a tly  о ‘suvchi) ketm a-ketlik  

deyiladi.
1 0 -  ta ‘rif. Agar V n e  N  uchun

X/i^X/i+i (X /A  X/i+i)

tengsizlik o ‘rinli bo‘lsa, {x,,} kam ayuvchi (qat'iy kamayuvchi) ketm a- 

ketlik deyiladi.

11- ta ‘rif. 0 ‘suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar monoton 

ketm a-ketliklar  deyiladi.

Masalan, 1, 2, 2, 3, 3, 3, . . n, n, о suvchi,

2, 22, 23, . . - , 2", . . . qatby o‘suvchi,

59



1 1 1 J
A> 2 ’ 3 ’ ' " ’ n ’ Qat [У kamayuvchi,

l l
А У >2 ’ 2

1 1

// /) kamayuvchi.

l- tro re m a . Agar {x,,} kelm a-ketlik o ‘suvchi (kamayuvchi) 

bo lib, yuqoridan (quyidan) chegaralangan boMsa, u holda u chekli 

Imutga ega; agar {x,,} ketma-ketlik yuqoridan (quyidan) chega- 

lalanmagan bodsa, u holda {x„} ketma-ketlikning Jimiti +co (_oo) 

bodadi " '

7-misol. Ushbu ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligirii 

isbotlang va limitini toping:

Ы  =

Isboti. Shartga ko‘ra,

/?!

../ H i

{a > 0).

X,1+l ~  (/i+ l )! ~  / / + 1  X';
( 1)

deb yozish niumkin, u holda V/; > v  n0 = [a] lar uchun */rH< 

tengsizlik bajariladi. 9- tad'ifga ко ha, {x„} ketma-ketlik n =[a\ 

nomerdan boshlab kamayuvchi.

Bundan tashqari, barcha n e N  lar uchun x„>0, yadii {x„} 

quyidan chegaralangan. 1- teoremaga asosan {xn} ketma-ketlik

yaqinlashuvchi. lin ing  limiti b bodsin: lim x„ = b . U holda (1) 

tenglikda limitga odamiz: n~>a°

lim x„+1 = lim a r x a
n ->co П + 1

Quyidagiga ega bodamiz: £=0-/>yoki b=0.

on
Shunday qilib, lim = 0.

2-teorema. (Koshi kriteriysi). {x„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi 

bodisln uchun, Ve > 0 son olinganda ham shunday n e TV son 

mavjud bodib, V a ? >  a?0 Va V/? e N  ] a r  uchun °

^ n ~ %ll+p < 8

tengsizlibring bajarilishi zarur va yetarli.

cos 1 cos 2 cos n
, + , +•••+
3 32 3"

8-misoI. {x„} =

yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang 
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n e  N  ketma -ketlikning

Isboti. Berilgan ketm a-ketlik  uchun  x n+p- x „  avirm ani 

baholaymiz:

c o s(/ j+ 1) . cos'AH-p) ^
i Y — X  “  , - + . . > • + •  , . •
\ ^ П + Р  г  I • ' ■ Г .V

1 - 1
-  • >’ ■< 1 < 1 .

3W+1 i 1 2-3" 3"
3

Agar Ve > 0 sohga ко ha  /?0=[log? |  ] deb oiinsa, V/? > n0 

va Vr e N  lar uchun

x n+p - x „  < y, <£

tengsizlik bajariladi. Dem ak, Koshi kriteriysiga koha, berilgan 

ketma-ketlik chekli limitga ega ekan

3. Ixtiyoriy argnmentli funksiyaning limiti. X  — biror haqiqiy 

sonlar to ‘plami ( X a R [), a — biror nuqta bodsin. Shu to plamda 

f ( x )  funksiya aniqlangan.
12- ta ‘rif. Agar Щ я )  (e>0) da X  to ‘plamning a dan farqli 

kamida bitta nuqtasi bodsa, a nuqta X  to ‘plamning limit nuqtasi 

(.quyuqlanish nuqtasi) deb ataladi.
‘ Misollar: 1) Ushbu [0; 2]={x : x e I V ,  0<a< 2} to ‘plam ning 

har bir nuqtasi shu to ‘plamning limit nuqtasi bodadi.

2) д/={1, 2, 3, . . .  , n, . . . } to ‘plam limit nuqtaga ega emas.
3) (o, 1) = { ^ :x g  R l, 0<x< l } tocplamning har bir nuqtasi 

shu to cplamning limit nuqtasi bodadi va yana х^Ю, x — 1 nuqtalci.r 

ham (0; 1) to ‘plam  uchun limit nuqtalardir.

Limit nuqta quyidagi xossalarga ega:
1°. X  to ‘plam • ng limit nuqtasi shu to ‘plamga tegishli bodishi

ham, tegishli be lmasligi ham mumkin.
2°. Agar a nuqta X  io‘plamning limit nuqtasi bodsa, a nuqtaning 

har bir atrofida X  to ‘plamning cheksiz ko‘p nuqtalari bodadi.

3°. Agar a nuqta X  to ‘plamning limit nuqtasi bodsa, X  to £plam 

nuqtalaridan a ga intiluvchi {х,;}, (XiG X  , x„^a, n — 1, 2, . . . ) 

ketma-ketlik tuzish mumkin.
13- tahif, (Geyne tahifi). Agar X  to ‘plamning nuqtalaridan 

tuzilgan va a ga intiluvchi har qanday {x,,} (х,фа, n— 1, 2, . . .) 

ketma-ketlik olganda ham  unga mos {/(x„)} ketma-ketlik hamma 

vaqt yagona b (chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, shu b ga f ( x )

61



funksiyaning a nuqtadagi (yoki x->a dagi) limiti deb ataladi va uni 

lim f{ x )= b  yoki х-»я da f { x ) —>b kabi belgilanadi.

14- ta‘rif. (Koshi tacrifi). Agar Ve > 0 son uchun shunday 6(e)>0 

son  to p ils a k i, a rg u m e n t x  n ing  0 < |x — a\< 8  te n g s iz lik n i 

qanoatlantiruvchi barcha qiym atlarida | / ( x ) —Z>|<e tengsizlik 

bajarilsa, b son / (x) funksiyaning a nuqtadagi (x^>a dagi) limiti deb 

ataladi.

Eslatma. 13 va 14- ta'riflar o ‘zaro teng kuchlidir.

X {X ciR ]) to ‘plam berilgan bo‘lib, a nuqta uning o ‘ng (chap) 

limit nuqtasi bo‘lsin. Shu to'plamda f i x )  funksiya aniqlangan.

15- ta‘rif. (Geyne ta ‘rifi). Agar X  to ‘plamning nuqtalaridan 

tuzilgan va har bir hadi a dan katta (kichik) bo‘lib, a ga intiluvchi 

har qanday {x,,} ketma-ketlik olinganda ham, unga mos {/(xn)} 

ketm a-ketlik ham m a vaqt yagona b ga intilsa, shu b ni f i x )  

funksiyaning a nuqtadagi o ‘ng {chap) limiti deb ataladi.

16- ta‘rif. (Koshi ta ‘rifi). Agar istalgan e>0 son uchun shunday 

5= 5(г)> 0  son to p ilsak i, argum ent x ning U E+(tf) (U E- (tf)) 

atrofdagi barcha qiymatlarida | / ( x )— | <e tengsizlik bajarilsa, b 

son / (x )  funksiyaning a nuqtadagi o ‘ng {chap) limiti deb ataladi 

va u, mos ravishda, quyidagicha belgilanadi:

Hm / ( x )
;с-«/+0

f { a — 0)=b).

Chekli yoki cheksiz {a;b) oraliqda/(x) funksiya berilgan bo‘lib, 

uning grafiklari 4.6-4.18- chizmalardagi kabi tasvirlangan bo‘lsa, 

f i x )  funksiyaning x-><7 va x->Z> dagi limitlarini analitik ko‘rinishda 

quyidagicha yozish mumkin:

1. 4.6-chizma uchun / ( * )  = +°°>
x^a

2. 4.7-chizma uchun / ( * )  -  +°°>
x^a

3. 4.8-chizma uchun f i x ) -

b yoki f{a + 0 )= b , ( lim f { x )  = b yoki
0

lim /  (x) = —oo.
x-^b

lim f ( x )  = +<*>.
x->b

lim f i x )  =

4. Mos ravishda, 4.9-, 4.10- chizmalar uchun 

lim f  (x) = +oo, l in j / ( x )  = c {c e R ]);
x —>a x ~>b

lim / (x) = c {c e  R l ), lim / ( x )  = +°o
л ' —h i  x ^ b

5. Mos ravishda, 4.11-, 4.12- chizmalar uchun / ( * )  = —°°j
’  X -)CI

l im /( x )  = c {c e  R} ); l im /(x )  = c {c e  R l ), lim f i x )  = —
x-^b л'->£
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6. 4.13-, 4.14- chizmalar uchun h m / ( x ) - c ,  

lim / ( x )  = c {c e R x).

7 4 is- , 4.16-, 4.17-, 4.18- chizmalar uchun 

lim / (x)=c, lim f i x ) = d  {c,d e  R l).
\ >a  * - >b

4.10- chizma. 4.11- chizma.



4.18- chizma.

1-misol. / ( x ) =  x4 funksiyaning x-^3 dagi limiti 81 ga teng 

ckanligini ko‘rsating.

Yechilishi. 3 ga intiluvchi ixtiyoriy {x„} (Хл*3, n= 1, 2, . . .) 

ketm a-ketlik olamiz. Unga mos \ f ( x n)} ketm a-ketlik quyidagi 

{/(x»)}={x„4} ko‘rinishda bo'ladi. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar 

ustidagi arifmetik amallarga binoan (3-§, 2-band, 1°- ga qarang):

(x ” •*» • * .  =  81 -

Demak, 13-ta‘rifga ko‘ra, lim / ( x )  = 81-
x-»3

12-misol. / (x) = sin (x 0) funksiyaning x-^0 da limitga 

ega emasligini ko‘rsating.

Yechilishi. Nol nuqtaning atrofida nolga intiluvchi ikkita har xil

ketma-ketliklarni olaylik. U holda

/ ( x ') = sin -1-  = sin n n  = 0,
xn

f  (x") = sin - -  = sin -  =  sin (2 n % + - )  = 1 
X„ 2 2

bo‘lib,

lim f { x ' )  = 0, lim f ( x " )  = 1
И —> °° / ; —>oo

bo£ladi.

Bu esa 3 - §, 2 -b a n d , 2°- xossaga k o ‘ra, / ( x )  = sin--

funksiyaning x=0 nuqtada limiti mavjud emasligini kcfrsatadi.

3-misol. /(x )= 2 x + 3  funksiyaning x = l  nuqtadagi limiti 5 ga 

teng bohishini ko‘rsating va e=0,01 uchun 5 ni toping.

Yechilishi. Ve > 0 songa ko‘ra 5 ni 8 = |  deb olsak, u holda 

|x—1|<8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x lar uchun

|(2x+3)—5|=|2x—2|=2|x— 1 |<e 

x - l < | = 5

munosabat bajariladi.

D em ak, 14- ta crifga ko‘ra, l im (2 x  + 3) = 5 ekanligi kelib
X —)1
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chiqadi. Endi e=0,01 desak, 5 = °’201 = 0,005 bo'ladi. 0< |x -l|< 0 ,005  

bo'lganda |(Zx+3)-5|<0,01 bo‘lar ekan.

14- misol. ]jm i a > 1) = otenglikni isbotlang.
X->1 —0

I

Isboti. Ve > 0 va x < 0 uchun a x < e tengsizlikni yechamiz.

Agar £> 1 bo Isa, u holda Vx < 0 lar uchun ci^x< e tengsizlik 

bajariladi.

Shuning uchun Ve > 1 bodganda 5 o ‘rnida ixtiyoriy musbat 

sonni olish mum kin, masalan, 8=1. Agar e< l bodsa, u holda 

tengsizlikning ikkala tomonini logarifmlab,

- -In a < In г <=> x > ln a 
x In e

tenglikka ega bodamiz.

Shunday qilib, VO < e < 1 bodganda ham —8<x<0 tengsizlikni

qanoatlantiruvchi 5 mavjud bodadi. Masalan, 5 = — lna > 0 deb 

olish yetarli. lne

i

Demak, a x (a > 1) funksiyaning x=0 nuqtadagi chap limit! 

nolga teng ekan.

X ( X c z  R l) to ‘plam berilgan bodib, a uning limit nuqtasi hamda 

bu to ‘plamda f { x )  va g(x)  funksiyalar aniqlangan bodsin. 

Quyidagi xossalar o ‘rinli.

1°. Agar x->a da /(x )  va g(x) funksiyalar limitga ega bodsa, 

f (x )± g (x )  funksiya ham x -^a  da limitga ega bodadi va

lim U ( x )  ± g(x)] = lim / ( x )  ± lim g(x)
* — >(! X —) 0  Х —УС1

tenglik o £rinli.

2°. Agar x - ^ a  da /(x )  va g(x) funksiyalar limitga ega bodsa, 

/(x)-g(x) funksiya ham x - ^ a  da limitga ega bodadi va

lim f f { x )  • g(x)] = lim f { x )  • lim g(x)
x ~>a Xj>a x->a

tenglik o ‘rinli.

3°. Agar x - ^ a  da f { x )  funksiya limitga ega bo‘lsa, k - f { x )  

{k= const) funksiya ham x->n da limitga ega bodadi va

lim [k • / ( x ) ]  = к  • lim / (x)
x->a  x-^a

tenglik o crinli.
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4°. Agar x->a da f (x) va g(x) funksiyalar limitga ega bodib, g(x)*0

bodsa, funksiya ham x->a da limitga ega bodadi va 
8\X)

lim /(x )
lim Z W  = l im ^  —
X â g(x) x->a lim g(x) 

x->a

tenglik o‘rinli.
Eslatma. Г , 2° va 4° xossalarda x-><7 da f ( x )  va g{x)  

funksiyalarning yigdndisi, ko‘paytmasi va bo linmasidan iborat 

bodgan funksiyalarning limitga ega bodishidan, bu funksiyalarning 

har birining limitga ega bodishi liar doim ham kelib chiqavermaydi.

M a s a la n , / ( x )  = l - s i n i ,  g (x )  = s i n l  fu n k s iy a la r

yigdndisi f  (-^) + g(-x) = 1 bodib, x —>0 da f(x)+g(pc)—>1. Ammo 

x_>0 da / ( x )  va g(x) funksiyalarning har biri limitga ega emas.

x+2 5
5-misol. lim (15 cos2 тис + 3 sinJ тис + ~+у 5) funksiyaning li:  

mitini toping.

Yechilishi. 1 5 c o s 2t c x , 3 s i n 3 T c x  v a  f u n k s i y a l a r n i n g  x - ^ 0 , 5

d a g i  l i m i t l a r i n i  h i s o b l a y m i z :

lim 15 cos2 roc = 15 lim cos тих - lim, cos тех = 0.
x->0,5 *^0,5 x-^0,5

lim 3 sin'1 тс x = 3 lim sin те x • lim sin тс x • lim sin те x — 3,
,x-)0,5 x->0,5 *->0,5 x-yu.b

. _ lim x+2,5 
.. X +2,5 ^  x —>0,5 _  ^

x+0,5 ~ lim x+0,5 
x —>0,5

Demak, Г —4°- xossalarga asosan, quyidagiga ega bo‘lamiz:

о _ . -j x+2,5\ 
lim (15 cos^ те x + 3 sm те x + =

x->0,5 X + U,D

= lim 15cos2 тех + lim 3 sin 3 тех + lim S i  = 0 + 3 + 3 = 6.
x-^0,5 x->0,5 *->0,5 X+U,3

X7- ta ‘rif. Agar x —ra (a — chekli yoki ±~) da/(x) funksiyaning limiti 

nolga teng, ya‘ni lim /(x )= 0 bo‘lsa,/(x) cheksiz kichikfimksiya deyiladi.

Masalan, lim sin^=0, lim ln (l+x)=0, lim lnx=0, lim cosx=0,
x—>0 *->-0 X - A  x->-
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1
lim -7= = 0, lim — = 0 bodganligidan, ta ‘rifga ko‘ra, sin x,

x->+<*> yjx Л'—>— l n | x |

2 1
ln (l+ x), In x, cos x, jnj^| funksiyalar cheksiz kichik funksi- 

yalardir.

18- ta‘rif. Agar x -^ a  (a — chekli yoki ±°o) da / (x) funksiyaning 

limiti cheksiz (±po) bo‘lsa, f ( x )  cheksiz katta funksiya  deyiladi.

4л = ос, lim ( x 2 + x  +1) = +oo 5Masalan: lim tg2 x=+°°, lim
x —>—

2

*->2 (x—2У

4x
(^3+2)=-oo bodganligidan, tg2x, - ^  2-, x2+ x + l,  x3+2

(x—2)

funksiyalar cheksiz katta funksiyalarga misol bodadi.

X  to ‘plamda aniqlangan /(x )  funksiya x s a  da (bu yerda a 

shu Y to ‘plamning limit nuqtasi) chekli b limitga ega bodsa (ya‘ni

^ /(* )= £ ) , u holda oc(x)=/(x) — b funksiya x->a da cheksiz

kichik funksiya bodadi. A gar/(x ) funksiya f ( x )= b + a (x )  (bu yerda 

a(x), ifoda x s a  da cheksiz kichik funksiya) ko‘rinishda tasvirlansa, b—

funksiyaning х->я dagi limiti bodadi.

Eslatma. F u n k s iy a n in g  

b iro r  n u q ta d a  b ir  to m o n li  

lim itlari m avjud b o d ish id an  

lining shu nuqtada limitga ega 

bodishi har doim  ham  kelib 

chiqavermaydi.

3- teorema. / (x) funksiya a 

nuqtada b limitga ega bodishi 

uchun uning shu nuqtada odrg 

va chap limitlari mavjud bo‘lib,

/  (a+0) = f ( a — 0)=b

tengliklar o ‘rinli bodishi zam r va yetarli.

6- misol. / ( x )  funksiya x=0 nuqtada limitga ega emasligini 

ko‘rsating (4.19-chizma):

„2

f ( x )
x  , agar x < 0 bodsa,

x + 1, agar x > 0 bodsa.

Yechilishi. Berilgan funksiya son o ‘qida aniqlangan. x  < 0 uchun
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,imks;va f(x) = x2 formula bilan beriladi. x =  0 nuqtada x2 funksiyaning 
H n ig f te n g  bodadi, u holda 3-teoremaga asosanx==0 nuqtada 

berilgan funksiyaning chap limiti ham nolga teng bo ladi. 

lim f ( x )  = lim x2 = Unix2 = 0.
х -» 0 - JC-»0- ^ 0

V о nuqtada berilgan funksiyaning o‘ng limiti 1 ga teng bodadi: 

lim / ( * ) =  lim (x + l) = lim(x + l) = l.
x—>0+ *->0+

Demak, berilgan funksiya x=0 nuqtada chap va o‘ng lumtlarga 

ega bodib, lekin ular teng emas: lim f ( x )  *  ] im / ( x ) .  Shunday 

qilib, 3-teoremaga asosan, berilgan fbnksiya x=0 nuqtada limitga

7-misol. Ushbu funksiyaning x=0 nuqtada limitga egaligini 

ko‘rsating:

/00  =

x, agar x < 0 bodsa, 

sin x, agar x > 0 bodsa,

Yechilishi. Berilgan funksiya son opining x=0 nuqtadan boshqa 

barcha nuqtalarida aniqlangan./ ( x )  funksiyaning x=0 nuqtada chap 

va o‘ng limitlarini hisoblaymiz:

lim f i x )  = lim x= 0 , chunki lim x  -  0,
A o -  * - * -  * r *  . л

lim f i x )  = lim sin x= 0 , chunki lim sin x -  0.
x->0+ x-»0+

Demak, berilgan funksiya x=0 nuqtada chap va o‘ng hmitlarga

ega bodib, ular o‘zaro tengdir: U m /( * )  = / «  = °; 3-teore-

maea asosan berilgan funksiya x=0 nuqtada chekli limitga ega. 

Funksiya limitining mavjudligi haqidagi teoremalarm qaraymiz. 

4- teorema. Agar nuqtaning U 8(я) atrofidan olingan x nmg 

barcha qiymatlarida

g(x)< f(x )< h {x )

tengsizlik obinli hamda x-rn  da g(x)  va h(x) funksiyalar limitga ega 

bodib,
lim g(x) = lim  Л(х) = b
x->a x-*a

bo‘lsa, u holda /(x )  funksiya ham limitga ega va
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lim f { x )  = b
x-»o

bo£ladi.

5- teorema. A gar f ( x )  funksiya X  t o ‘plam da o £suvchi 

(kamayuvchi) bo£lib, yiiqoridan (quyidan) chegaralangan bo£lsa, 

f ( x )  funksiya a nuqtada chekli limitga ega bo£ladi va, agar / ( x )  

funksiya yuqoridan (quyidan) chegaralanmagan bo£lsa, uning limiti 
+oo (—oo ) bo£ladi.

6- teorema (Koshi kriteriysi). / (x )  funksiya a nuqtada chekli 

limitga ega bohishi uchun, Ve > 0 son uchun shunday 5=8(e)>0 

son topilib, argument x ning 0<|xi—д|<5, 0<|x2—я|<8 tengsiz- 

liklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x\ va x2 (xi, x2e l )  qiymatlarida

\ f ( x \ ) —/ ( x 2)|<E

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

8- misol. /(■*) -  ^  + 2̂ funksiyaning x->oo da limitini toping. 

Yechilishi. Barcha х?Ю lar uchun quyidagi

i < iT T  < i+“t
V X" x“

tengsizlik bajariladi. Hm(l + \ ) = 1 chunki lim = 0 . Demak,
x ->°° X~ x->oo x

4- teoremaga asosan,

lim /1 + - j  = 1
X —>oo X~

bo£ladi.

9-misoL x-^0 d a /(x )= x 2sin ^  funksiyaning limiti chekli ekan- 

ligini ko£rsating.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning x=0 nuqtada chekli limitga ega 

ekanligini isbotlashda Koshi kriteriysidan foydalanamiz. Ve > 0

son olib, 5ni 8 = debqarasak,x ning'0 <| x x |< у | , 0 <| x2 |< ^

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy xp x2 qiymatlari uchun 

quyidagiga ega bo£lamiz:

/ ( x i ) - / ( x 2)
2 - 1  2 - 1  

X, s in ----- X9 Sill —
Xj X2

<
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< x]  sin h  + \xl  sin 1-| <| x, 12+1X, | 2< e

Bu esa qaralayotgan funksiya x=0  nuqtada Koshi kritenysim 
ianoatlam irishiniho‘rsatadi. Demak, berilgan funks.ya da

IU'F u n S n i n g  l ^ t r n i  topishda quyidagi ajoytb Hmitlar muhim 

rol o£ynaydi:

1 'i lim —n л = lim - — = 1;
X x—>o sin x )

2) щ и (i + i y = U m ( l + > ) ' = *  (« = 2 ,71828...); 

x-y+co x y->0

(1+X)“ -1
3) lim -— -  a >

; x->0 x

lim  loM l+A) = log„  e(ci >0 , а ф 1);
r\ Y4)

x->0

5) lim -  1 = In a {a > 0).

lkkita f i x )  va g{x) funksiya X a R 1 to ‘plamda aniqlangan bo‘hb, 

nuqta^X to  plamning Umit nuqtasi bodsin. Bu Irolda ^ q o n d a  

eltirilgan ajoyib limitlardan quyidagi tasdiqlar о mill bo ltsht

111 T)dlAgar l,m f ( x ) = A > 0, lim <P(*)=* (A, В -  chekli sonlar)

x-к/

|ф(х) _ ^x->a
lim ф(х)1п/(х) 5 in a  _  a В
x->a — в  — Л

o£lsa, u holda

lim /(x )
x->o

7) Agar lim /(x )= l, hm  tp(x)=~ bo‘lsa, u holda lim \ f { x ) \ ^ -

= eJ V W l№ M I tenglik 0 ‘rinli bodadi.

10-misol. l i m t ^ i  hisoblang.

Yechilishi. 1) formulaga asosan quyidagiga ega bohamiz.

. 1
. 1—cos2x  =  U m  2 sin2 x

lim
x—>0 X x->0 X‘

=  21im ( — *1 =

x->0  ̂ X J
2 .

, n9x

11-misol. lim = ( i + — ] ni hisoblang.
X_^co l Л  I
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Yechilishi. 2) formulaga asosan,

1 - (I + = Ita[(l + b f f  = [lima + I r f  = e»

natijani olamiz.

12-misol. lim
A  — ^

(2 х К з Г +3

[2xz+5 J2+5 )  

2a 2+3

ni hisoblang.

Yechilishi./ ( x )  = — 7 ; (p(x) = 8x2 + 3 

belgilarni kiritib, har bir funksiya uchun limitni hisoblaymiz:

2+
Jim  A x )  = lim = 1; jim  ф (x) = lim (8x2 + 3) = ^

So'ngra 7) formuladan foydalanamiz:

,2 . ,

lim  < p ( *) ( / ( ; c ) - ] J
lim

A'—>+oo

f  2 + +3 **  +3

2л'2+5

/ ( * ) - !  =
2 a 2+3 

2 a-2+5
1 = -  _ • 

2a 2+5 ’

Jim  <p(x)[/(x) -  1] = -  lim 2(8£_+3) = _ g

x ~>+°° 2a 2+5

Shundan keyin, quyidagiga ega bodamiz:

lim
Л Г —»+oo

/  \ 8.y ~ +3

2a 2+3 

2a +5
= e

13-misoI. Jim  x (5* - 1 )  ni hisoblang.

Yechilishi. I  = у deb belgilaymiz. U holda x->+~ da y^O . 

emak, 5) formulaga asosan

lim x
A—>-foo

5-v - 1

l

l = 5yy -1 = l n5 boladi.

у

14-misoI. lim ni i •
a ->o sin a  ^  nisoblang.
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Yechilishi. sin x = t  deb belgilaymiz. U holda x-^0 da /->0. 

I )cmak, 3) formulaga asosan,

U m ^ 5 = 1= lima-+')--.i-1 = i .
x->0 sin А /->0 t 3

bo‘ladi.

15-misol. lim  log3^ +1-> n i hisoblang.
*-»o 3 —1

Yechilishi. 4)—5) formulalarga asosan quyidagiga ega bo'lamiz:

lim l0S3(x+1) = lim log3(x+1) ■■■ ^  -  4 -
Y->o 3х — 1 a  —>0 а За —1 ln3  к г З

( 1+V
16-misol. lim ■—  ni hisoblang.

-Wl ^ 2 + A

Yechilishi. 6) formulaga asosan quyidagiga ega bodamiz:

i - £

lim
X—>1

1+хУ‘-* = lim
2+a  j x—>1

1
1+A \+ sfx

2+a  j

4. Funksiyalarni taqqoslash. X (X a R l) to ‘plamda /(x )  va g(x) 

funksiyalar aniqlangan bo‘lsin.

19-ta‘rif. Agar / ( x )  va g(x)  funksiyalar uchun  shunday 

o ‘zgarmas 5>0 va C sonlar topilsaki, barcha xe Us (a) lar uchun

l/(x)| < C- |g(x)|

tengsizlik bajarilsa, u holda / (x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan 

chegaralangan deyiladi /(x )= 0 (g (x ))  kabi belgilanadi.
Agar f  \x) funksiya a nuqtaning biror atrofida chegaralangan 

b o ‘lsa, uni х->я da va f { x ) = 0 (  1) kabi yoziladi. M asalan,

f i x )  = 1 + 2 
A

Y

/

funksiya x= 0  nuq ta  atro fida chegaralangan

( 1 Y
(chunki lim(l + x)-x = e . S huning uchun 1+ - = 0 (1 )  deb

x->0  ̂ AY
yozish mumkin.

20-ta‘rif. Agar x-+n da / (x) va g(x) funksiyalar {x^a  da / (x)+0, 

g(x)^O) uchun
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lim Ц х~1 = 1
x->a g { x )

yoki lim  ^ (x) 
W a f ( x )

= 1

bo‘lsa, u hoi da / (x) va g(x) lar ekvivalent funksiyalar  deb ataladi 

va f i x )  ~g(x) kabi belgilanadi.

Masalan: 1) x-+>0 da /(x )= x  , g (x )= s in x  funksiyalar ekvivalent 

funksiyalardir: x~sin x; 2) x->0 da e — l~x; 3) x^O  da ln(l+x)~x; 

4) x->oo da x4+x3+5~x4 ga ekvivalentdir.

21-ta‘rif. A g ar/(x )  va g(x) funksiyalar u ch u n /(x )= a (x ) g(x) 

tenglik o £rinli bo'lib, bunda lim oc(x) = 0 bo'lsa, u holda x->a da 

/(x )  funksiya g(x) ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz k ich ikfunksiya  

deb ataladi va /(x )= o(g(x)) kabi belgilanadi.

Masalan, ushbu m unosabatlar o'rinlidir:

1) x->0 da sin2x= x2+o(x2)=x2+o(x);

2) x->0 da arcsinS x=3x+o(3x)=3x+o(x);

3) x-+0 da ln(l+5x)=5x+o(x).

A g ar/(x ) funksiya a nuqtaning biror atrofida cheksiz kichik 

funksiya (ya‘ni x —>a da/(x )-> 0) bo4sa, u n i/(x )= o (l)  kabi yoziladi.

Agar x —>a da / ( x )  va g{x) funksiyalar uchun /(x )= o (g (x )) 

tenglik o 'rinli bo‘lsa, u holda bu funksiyalar uch u n /(x )= 0 (g (x )) 

tenglik ham o ‘rinli bo ‘ladi. (Bu tasdiqning teskarisi o ‘rinli emas.)

Teorema. x ^ a  d a / ( x )  va g(x) funksiyalar {xya da /(x )* 0 ; 

g(x)^O) ekvivalent i f  (x)~g(x)) bo‘lishi uchun

g (x ) - f( x )= o (g (x ) )

yoki

g (x)—f( x ) = o { f( x ) )  

tenglik o ‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

Mustaqil yechish uchun misollar

Ketma-ketlik limiti tahifidan foydalanib, quyidagi tengliklarni 

isbotlang:

1. l i m— = 1
n -^ o o  /2+4

-  4/7 —  1 ~  ~  1- 3/ 7+1 1
2. lim » , = 2. 3. hm ~  —• =

>oo 2/ 2+1 fl—yco 0/2 —  1 2
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^ +  = 1- 6 - “S l S 5 =0-
л  4/2—1 __ 4 5 iim  —

Sonlar ketma-ketliklarining limitini toping

(n+l)14+(«+2>14

----- . v,. hm ... г  1Гл4 ,f~ '
\  /2 л-»~ (Я + З) + i

/  - 1 \ -M r \  1 * ___

■ \

7. lim
* /1—>°°

r  . 1 , 1 + + -i. \  10. И тл/^Т У к

9* 52 t .2+ 2.3 + - + ^ d J
1+ -+ ...+  1

2 2n
. 1+2+...+n -«2 l i m — i г

1 1 . hm — 3 —  l i - 1+Ч...+--п-
/)—><*> /7

. 7771 ,
sin „ +1

13. lim
/7!

„Д« (/7+1) 1—71 ’•

ОШ ■ -

. 14. lim  — - ...-•

П-*co V1* 1 •
Koshi kriteriysidan foydalanib, quyidag, ketma-ketHklarnmg 

chekli limitga ega bo+shim  ко rsating.

s in  1 s in  2  s in  /2

1 5 .+ , = - 2 2r  2"

, 1 1 
17. X,] — i + 21 + ‘” /7!

1 1

16. x n = 1+ 2? + - + n2

Funksiya li J t i  ta ‘riflaridan foydalanib, quyidagi munosabatlarni 

isbotlang:
2 1 . lim(3x -  5) = 4. 22. Um(6x -  2) = 4. 23. И т  cos x = ■

24. lim  0 X = 2- 25. И т  x  sin +  0. 26. lim  ^  = 2 •

Funksiyalar nuqtada limitga ega emasligini isbot lang:

27. / ( х )  = й ,  « = 0 . 2 8 .  / ( x )  = x -W . « = 3- 

29. / ( x )  = arctg k  a = 0.

Lim it larn i toping: ___ _
/ о
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34- -  £ ) ■

+х2 ~2
33. lim

M Z Z - 4  '

35- J™  -  > £).

36‘ Й ? ^ !  (« .я е  7V). 37. Jim v ^ - i

"Y_>5 3— 74+7 ’

38. lim 4л’’ -,л'3+1 
5x4—2x2+l '

40. lim( л / х ^ П  + Х)
А*—>оо ' *

39- lim
X— > о о

X4 )
Y+4 Л ■

41. lim л+-Г+г +х"—л
.Х -»о о  д ;_j 5 П  <= /V.

L im itiarn i h isob lashda Iim si” * = i un ,■ Л iY  
tenglildardan foydaianmg. ‘ ' 1 + “ ' ~ e

лг-)оо x

46. lim
jf—

sin 5.x

-̂>0 4x —  i-“0‘ sin p, 

\

42. lim sin5'Y A'j |jm sinouf t о
4 v • 43. nm . ^  . 44 lim . 45 lim C0SA'

*->* я_ л- 
2 2

2  x  t g x - 41. ^ m _ f ^ 2 . 4g l i m  1 ~ s : i n  ^ — c o s  x  

2 1 л л~>0 i +sin .x— cos x

53. limfi+.^j . 54. Iim(l + tgx)ct8x52. lim ( i+ 1
Л* >-f-oo I X

f \b : л +]
1 + - )  56 ii m f. i I T -

* J  ж  !™ ( 1+i J  • 57. lim (sin

1

x  + cos x ) 2x.

58- Й ? к г -  59- I t a * ( ^ - 1 ) .

Mustaqil yechish uchun misollarnmg javoblan
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4
з • 32. 5
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4

8. 2. 13. 0. 33. 2. 38. 4 43. ~
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9. 1. 14. 0.

10. 5. 30. 27.
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35.0. 40.0. 45.-1

11.^. 31. '  36. V  41. n('n+- l . 46. 1.
2 2 m  2

47. 2' . 50. ’■ 53. <r3/2 .56. 1.59. 1.

4 8 . -I. 51. e _3-!. 54. e. 57. .

49. r '  52. со . 55. ekm. 58. e.
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5-§. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

1. Uzluksiz fiinksiyaning ta‘riflari./(x) funksiya A c  R  to ‘plamda 

aniqlangan bo‘lib, a shu X to ‘plamning limit nuqtasi bo ‘lsin, a e X.

1- ta‘rif. Agar x->a da / ( x )  funksiyaning limiti mavjud va u 

/(cr) ga teng, ya£ni

lim /  (x) = / ( « )  ( i )
X—>67

bo‘ls a , / (x )  funksiya <7 nuqtada uzluksiz deyiladi.
2- ta‘rif ( G e y n e ) .  A garX to ‘plamningelem entlaridantuzilgan 

va a ga intiluvchi har qanday {x„} ketma-ketlik olinganda ham 
funksiyaning unga mos qiymatlaridan tuzilgan {/(хи)} ketma-ketlik 
hamma vaqt/ (a) ga in tilsa,/(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi.

3- ta‘rif ( K o s h i ) .  Agar istalgan e>0 son uchun shunday 
5=5(8,я)>0 son topilsaki, funksiya argumenti x ning |x—fir|<5 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida

\f (x) f  (fir)|<£

tengsizlik b a jarilsa ,/(x ) funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi.
4- ta‘rif. Agar istalgan e>0 son uchun shunday 5>0 son 

topilsaki, funksiya argumenti x ning barcha xe Щ а)  qiymatlarida 
f {x)  funksiyaning mos qiym atlari / (x)e Ue( f  (a)) b o ‘l s a , / ( x )  
funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi (5.1- chizma).

M atem atik belgilardan foydalanib, 2-, 3-, 4- ta£riflarni, mos 
ravishda, quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:
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• V W : x„ = a - » lim /(x„) -  f(a),

Ve > 03 5 > 0 : Vx :| x tf |< 8 -> |/ ( * ) - / ( „ )  |< e>

Ve > 03 8 > 0 : Vx : Vb(a) -> / ( x )  e Ue(f(a)).

Bunda x - o  ayirma argument orttirmasi, f ( x)—f(a)  ayirma ечя

&c=x-a, &у=А/(а)=Дх)-Да).

m u m k h v  Va ft‘nkSiya °mirmasini 4uyidagi b ‘rinishda ham yozish

x=a-f-Ax, А/ (я)=/(д+Ах)-/(д).

mU,msabadaXr d I n lkSiya °  П1'Ч‘аС1а UZluksiz b o ‘lsa’ W  ™ (2)

Jim А/ = 0
Лх—>0

К  Й Й 5 Я Й Й  « * *

in t i la a n d ^ ^ f i"  argumen,ning a nuqtadagi orttirmasi Дх nolga 
intilsa y a ii  yanmg Unga mos orttirmasi д/  ham nolga

lim А/ = 0
Дх->0

Ь0 E s i a t ^ a ^ n h  deyiladi <5-2- chizma).
atma. Xto  plamda /(x) funksiya aniqlangan bo‘lib, a shu Л1

to‘plamnmg limit nuqtasi bo'lmasa, ya‘ni lim /(x ) maw a eea
J i l S / S r S r *  ° — * * * » *  liaqida 
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X c : R l to ‘plamda /( x )  funksiya aniqlangan bodib, a t X  esa X  
lo‘plamning o ‘ng (chap) limit nuqtasi bodsin.

6- ta‘rif. Agar x->a+0 (x -^a — 0) da / (x )  funksiyaning odig 
(chap) limiti mavjud va u f ( a )  ga teng, yadii

lim f ( x )  = f ( a  + 0), f ( a  + 0) = f ( a )
X-X7 + 0

( lim f ( x )  = f ( a  —  0), f ( a  — 0) = f ( a ) \

bodsa,/ (x) funksiya  a nuqtadci o'ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

7- ta‘rif. Agar/ (x) funksiya XczR[ to ‘plamning har bir nuqtasida 

uzluksiz bodsa, f ( x ) funksiya  X  to ‘plamda uzluksiz deyiladi.

8- ta‘rif. Agar / ( x )  funksiya (a; b) oraliqda uzluksiz bodib, 

x — a nuqtada odigdan, x= b  nuqtada esa chapdan uzluksiz bodsa, 

f i x )  funksiya [a; b) kesmada uzluksiz deyiladi.

1- teorema. f ( x )  funksiyaning a nuqtada uzluksiz bodishi 

uchun f{ a + 0)=  f { a — 0) =f {a )  tenglikning bajarilishi zarur va 

yetarlidir.

1- misol. / ( x ) = ( x 2—6)3 funksiyaning a= 3 nuqtada uzluksiz 

ekanligini ko‘rsating.

Yechilishi. Birinchidan, x —>3 da f ( x )  =(x2—6)3 funksiyaning 

limiti mavjud:

lim /  (x) = lim (x2 — 6)3 = 27,
A" —> A X —) A

ikkinchidan, bu limit berilgan funksiyaning a= 3 nuqtadagi qiymatiga 
teng: 27= /(3). Demak, /(x )= (x 2—6)3 funksiya 1-ta‘rifga asosan

a=3 nuqtada uzluksizdir, lim f { x )  = / ( 3) = 27.
X-»3

2- misol. / (x)=x2 • Д х ) funksiyaning x=0 nuqtada uzluksiz 
ekanligini ko‘rsating, bu yerda Д х ) — Dirixle funksiyasi.

Yechilishi. Ixtiyoriy nolga intiluvchi {x„} ketma-ketlik olamiz. U 
holda unga mos {/*(x„)} ketma-ketlik /(x„)=x„2 D(x„) ko‘rinishga 

ega bodadi.
M adum ki, Dirixle funksiyasi chegaralangan. {x„} ketma-ketlik 

esa cheksiz kichik bodgani uchun {Дх,,)} ketma-ketlik ham  cheksiz 
kichik bodadi. Demak, n^>°° da f { x n)—x„2 D (x,,)—>0 bodadi. Bu esa 
qaralayotgan funksiyaning, 2- taddfga asosan, a — 0 nuqtada 
uzluksiz ekanligini bildiradi.
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3- misol. /  ( x ) = J x  + 6 funksiyaning a =3 nuqtada uzluksiz 

ekanligini ko‘rsating.

Yechilishi. Berilgan funksiya a =3 nuqtada aniqlangan. Ve  > 0 

son olib, bu e songa ko‘ra 5>0 sonni 5=3e bo‘lsin deb qaralsa, u 

holda \x— 3|<5 bo'lganda

| f ( x )  -  Д З ) H 7 ^ 7 6  -  3 1= Jr '-  '  < |x“ 31 < 3 = e

fx+6+3 3 3

bo'ladi. Bu esa, 3-ta£rifga asosan, qaralayotgan funksiyaning a=3 

nuqtada uzluksiz ekanligini bildiradi.

4- misol. /(x )= sin x  funksiyaning \ /a  e R 1 nuqtada uzluksiz 

bo‘lishini ko‘rsating.

Yechilishi. \ /a e R l nuqtani olib, unga Ax =x —a orttirma beramiz. 

N atijada / ( x ) = s in  x  funksiya ham  Ay =  sin(r/+Ax) — sin a 

orttirmaga ega bo‘ladi. |cos/|< l, s in /< /v a  0<Ax<7t tengsizliklarni 

e£tiborga olgan holda,

|АУ H f { a  + Ax) — f { a )  =
„ . Ax a+Ax+a  
2 sin cos

2 2

< 2 ^  = Ax 

2

munosabatga ega bo‘lamiz. Bundan esa Ax-^O da Ay->0 bo'lishi 

kelib chiqadi. Demak, /(x )= s in x  funksiya, 4 - ta £rifga asosan, 

Vo g  R ] nuqtada uzluksizdir.

5- misol. Ushbu funksiyani ixtiyoriy x  =a  nuqtada uzluksizlikka 

tekshiring:

x, x — ratsional son bo‘lganda,
f i x )  =

-x, x —irratsional son bo‘lganda.

Yechilishi. M a'lumki, / (x )  funksiya a nuqtaning atrofida ham 

musbat, ham manfiy qiymatlar qabul qiladi. Agar x g  Щ 0) bo£lsa, 

/ ( x )g  £4(0) bo£ladi, ya‘ni l im /( x )  = / ( 0 )  = 0 . Demak, 4- ta‘rifga 

asosan f \ x )  funksiya x=0 nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

A gar <7̂ 0 b o £lsa, f ( a ) ^ 0 R  x — ra ts io n a l son b o £lganda: 

lim / ( x )  = a, x — irriatsional son bo£lganda esa lim / ( x )  = —a 

bo£ladi. Bu yerdan/ (x) funksiyaning x =a  nuqtada uzluksiz boim as- 

ligi kelib chiqadi (5.3- chizma).

6-misol. Ushbu funksiyaning x=0 nuqtada o ‘ngdan va chapdan 

uzluksizlikka tekshiring:
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5.3- chizma.

1

/ ( * )  =
1+ 8*

x ^  0 bo£lganda;

0, x = 0 bo£lganda.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning x->0 da o‘ng va chap hmitlarmi 

topamiz:

lim f { x )  = lim _ L f  = 0 = / ( 0 + 0) = / ( 0 ) ,

x —>0+0 .v->0+0

1+ 8*

lim / ( * )  = lim ‘ = l  = / ( 0 - 0 ) * / ( 0 ) .

x->0— 0 A--+0-0 -

Demak, 6- ta£rifga ko£ra, berilgan funksiya x=0 nuqtada o£ngdan

uzluksiz bo£lib, chapdan uzluksiz emas. _ у■ R
1. Funksiya uzilish nuqtalarming turlan. / ( x )  funksiya X  

to £plamda aniqlangan bo£lib, a nuqta A to plammng tmi nuq «= 

bo£lsin, aczX.
9- ta ‘rif. Agar x->n da / (x) funksiyaning.

1) limiti mavjud va chekli bo£lib, \ i m f ( x )  - b *  f i a ) ,

2) lim f i x )  = -  (lim f i x )  = ±<~);

3) limiti mavjud bo'lm asa, f ( x )  funksiya a nuqtada uyhshga

e° a Funksiyaning berilgan nuqtada uzilishga ega bo'lish hollanm 

alohida qarab o£tamiz:

1-hoL Agar/(x) funksiyaning a nuqtadagi o'ngfia+ Q )- fix )  

va chap / ( a - 0 ) =  lim  limitlari mavjud bo‘lib, /(a+ 0 )= /(o -0 )*  f ( a )

x— 0
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5.4-л, b chizmalar.

5.5- a, b, d, e chizmalar.

munosabat o £rinli bodsa , f ( x )  funksiya a nuq tada у  о ‘qotilishi 

m w nkin bo ‘Igan uzilishga ega deyiladi (5 .4-я, b chizmalar).

2-hol. Agar x -» a da f ( x )  funksiyaning o £ng va chap limitlari 

mavjud va chekli bodib, ular bir-biriga teng bodmasa i f  {a—0) *

* /(a+ 0 )  ) , / (* )  funksiya a nuqtada birinchi tur uzilishga ega deviladi 

(5.5- я, b, d, e- chizmalar).

Ushbu ]f(a+0)—-/(я— 0)\=h ayirma f ( x )  funksiyaning a nuqta- 

dagi sakrashi deyiladi.
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3-hol. Agar x -^ a  da f ( x )  funksiyaning:
1) o ‘ng va chap limitlaridan hech bodmaganda bittasi mavjud 

bodm asa;
2) о dig va chap limitlaridan biri cheksiz yoki о ng va chap 

limitlari turli ishorali cheksizdan iborat bodsa;
3) limiti cheksiz (funksiyaning odig va chap limitlari cheksiz) 

bodsa, f ( x )  funksiya a nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega deyiladi

(5.6-я, b, d, e, /  chizmalar).
Agar chap / ( я —0) yoki o£n g /( tf+ 0 )  limitlardan hech bo 1 

maganda biri ~  ga teng bodsa, х= я nuqta cheksiz uzilish nuqtasi 

deyiladi (5.6-я, b, d, e, J) chizmalar).

1-misol. Ushbu funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

/ (* )
x 4, x * 0  bodganda,

2, jc = 0 bo£lganda.

Yechilishi. Ravshanki, berilgan funksiyaning x=0 nuqtadagi chap 

lim iti J i m o x4 = 0 = / ( 0  -  0) va o‘ng limiti J m ^  /  W  =

= 0 = / ( 0  + 0) mavjud bo£lib, lekin

/  (0—0)= /  (0+ 0)^2= /  (0)
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teng emas. Demak, bu funksiya x=0 nuqtada yo‘qotilishi mumkin 

bo‘lgan uzilishga ega (5.7- chizma).

2- misol./(x )= [x ] funksiyani uzluksizlikka tekshiring. 

Yechilishi. x —n {neZ )  nuqtada berilgan funksiyaning xos

qiymatini va о dig hamda chap limitlarini topamiz:

f ( n )= [n]= n ,  }™l0f ( x ) = n = f ( n + 0 ) ,

0/ w = » - i = / ( » - ° ) .

Demak, berilgan funksiya x=n  nuqtada birinchi tur uzilishga 

ega bodadi (5.8- chizma).

3- misol. Ushbu funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

f i x )

(2x2 +5), — о® < x  < 1 bodganda;

5 — 4x,  l < x  < 3 bodg anda; 

x  —  5 , 3 < x  + °o bodg anda.

Yechilishi. Berilgan funksiya (-°o;+oo) da aniqlangan va (-<*>; 1), 
(1;3), (3;+oo) larda uzluksiz bodib, u faqat x = l  va x=3  nuqtalarda 

uzilishga ega bodishi mumkin. Berilgan funksiyaning x=\  nuqtadagi 

bir tomonli limitlarini hisoblaymiz:

/ ( 1 - 0 )  Jim *(2x2 + 5) = l,
.Y—>1 —0 /

/ d + 0 ) =  j ™ (5 - 4* ) = 1'

M adumki, x = \  nuqtada berilgan funksiyaning qiymati birinchi 

analitik ifoda bilan aniqlanadi:
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/ ( l )  = i  (2x2 +5) = l.

i m = f t l + 0 W ( l ) = l  bodgani uchun, 1- teoremaga
D em ak,/ (  f  . j nuqtada uzluksiz bodadi.
asosan, berilgan f i x )  funk > , h va 0<ng limitlarini

Endi f i x )  funksiyaning x=3 nuqtada cnap ^

hisoblaymiz:

/ ( 3 —0)=  (5—4^C)=—7,

f(3+ 0)=  lim (X— 5)= —2.
J v x->3+0

B u y erd an  / ( 3 _ 0)* /(3 + 0 )= /(3 ) .

D e m a k ,/(x )  funksiya x=3 nuqtada 1-tur uzilishga ega bo 'lib , 

uning x=3  nuqtadagi sakrash kattaligi

(0 =  /(3  +  0)  -  /(3  -  0)  =  - 2  +  7: -  5

bodadi.
4-misol. Funksiyani x = \  nuqtada uzluksizlikka tekshiring.

/ ( * ) - arctg (tgx) ( x s ( - “ +lot; f +**). %■

Yechilishi./ ( x )  funksiyani x  = \  nuqtada chap va о ng limit 

larini hisoblaymiz.

lim f ( x )  = Um arctg(tgx) = arctg(+~) = 2>

lim / ( x ) =  lim arctg(tgx) = a rc tg ( -~ )  = - -2 .

M "+0 —

,  , ,  w  lim H x ) demak, lim f ( x )  mavjud
b u y e rd an  lim f i x ) *  u^1 %

x ^ - o  * - 2+0 ' 2

em Shunday qilib, x  = f  nuqta berilgan funksiya uchun birinchi 

tur uzilish nuqtasi bodar ekan.

5-misol. f ( x )  = 4 - 3  + 2 funksiyani x =3 va x =4 nuqtalarda

uzluksizlikka tekshiiing.
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Yechilishi. / ( x )  funksiyanix=3 nuqtadachap v ao £nglimitlarini 

hisoblaymiz:

lim / ( x ) =  lim (4—з + 2) = 2,
A - > 3 - 0  A-- 4 3 - 0  7  ’

1
Hm f ( x )  = lim ( 4 — з + 2) =  +«

Demak, funksiyaning nuqtada uzUishga ega bo'Iishning 3-holiga 

asosan, benlgan funksiya x =3 nuqtada 2-tur uzilishga ega bo‘Iadi.

tn d i  f ( x )  funksiyaning x ,=4  nuqtada chap va o ‘ng limitlarini 

hisoblaymiz:
l

lim / ( л )  = lim (4*-з + 2) = 6,
* - > 4 - 0  a - > 4 - 0  7  5

1

Hm / ( x ) =  lim (4*-> + 2) = 6,
* - > 4 + 0  a —> 4 + 0  ’

1

/ ( 4 )  = 4 4~3 + 2 = 4 + 2 = 6.

Demak, 1-teorem aga a so sa n ,/ ( 4 —0)= /(4+0)= /Y 4) 

berilgan / (x )  funksiya x 2—4 nuqtada uzluksiz bo£ladi.
ya£ni

6-misol. f  (x)  -  cos2 У funksiyani uzluksizlikka tekshiring. 

Yechilishi. Bei ilgan f ( x )  funksiya x=0 nuqtada aniqlanmagan, 

shuning uchun jc= 0 nuqtaning atrofidan ikkita nolga intiluvchi 

ixtiyoriy ketma-ketlik olamiz:

<  = ( n e N ) ,
П К X" n(l+2n) (/ 2gA/ )-

Bu ketma-ketliklarning har biri /7-+00 da x'n -> 0 x"  —> 0 

Bu ketma - ketliklarga mos kelgan funksiya qiymatlari ketma-ketliklari 

da har xil limitlarga intiladi, ya£ni

lim cos2 * =1,
/ i—40c* j c '  ’ lim cos2 =0.

/7—>00

Demak, 2-ta rifga asosan, / ( x )  = cos2 A funksiyaning n -><*>

da limit! mavjud emas. Shuning uchun berilgan funksiya x=0 

nuqtada 2- tur uzilishga ega bo£ladi.
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7-misol. a ning qanday qiymatlarida

/ ( * )  =

cosx , x < 0  bo£lganda, 

a ( x -  l)2, x  > 0 bo£lganda

funksiya x = 0  nuqtada uzluksiz bo ladi? u C1. , .
Yechilishi. Berilgan funksiya x0=0 nuqtada uzluksiz bo lishi

uchun, quyidagi J i m / M  = ^ / ( x )  = / ( 0 )  tenglik bajarffishi

kerak. U holda chap va o£ng limitlarni hisoblaymiz.

lim / (x) = lim  cos x  -  1,
X - + 0 — 0  a ' - > 0 — 0

lim f i x ) -  lim a{x — \)2 = ci, / ( 0 ) - 1-
x —> 0 + 0  a —> 0 + 0

Demak, a=l  bo£lganda berilgan funksiya x0- l  nuqtada uzluksiz 

bo£lar ekan. аф\ qiymatlarda funksiya uzilishga ega.

8-misol. f { x )  = x- ~ l funksiyaning x  =  1 nuqtadagi qiymatini

shunday tanlangki, natijada berilgan funksiya uzluksiz bo£Ism. 

Y echilishi. B erilgan  funksiyan ing  x -» l± 0  da lim itla rin i

hisoblaymiz:

lim f ( x ) =  lim
X_>l + 0 A—>1±0 Л-

= lim (x + 1) = 2.
A —> 1 ± 0

Agar / (  1)=2 deb olsak, x = l da funksiya uzluksiz bo ladi, ya ni

m  =

2

x _ 1 , X ф 1 bo£lganda, 
x — 1 ’

2, x = l bo‘lganda.

2. Uzluksiz funksiyalarning xossalari. 1) Nuqtada uzluksiz 

bo‘lgan funksiyaning lokal xossalari. f ( x )  funksiya X  to £plamda 

aniqlangan bo 'lsin . X  to 'p lam d an  biror a e X  nuqta ohb bu 

nuqtaning shu to £plamga tegishli b o £lgan yetarli kichik Ub(a)

atrofmi qaraylik. , . , C1 , 1 л
1° Agar f { x )  funksiya a nuqtada uzluksiz bo Isa, u holda a

nuqtaning yetarlicha kichik atrofida funksiya chegaralangan bo'ladi, 

ya£ni

35 > 03 C > 0 : Vx s  U^{o) —> f i x ) .  < C.

8 7



L -

f j s o n  Ы Ы  Va /(fl)*° b0‘lsa>

ftinksiyaning ishorasi bir xil bo'ladi! ya‘ni a tr° fida f ( x )

35>0 . Vxe Ub(ci) sign /(x )= sign  f ( a ) .

n i ,q m S \e m r l ic ta XL S t r o f V UI4r da l'Zll‘kSiZ bo‘lib> bu

musbat, ham °b? Sm * m'qtalarda ha™

4lIaVerSa’

yetarlicha kichik atofidan “o l S ^  Ь° 1$а’ 0 nuqtaning 

f ( x ' ) - f ( V \  a x nu4talar uchun
' F lnJ  } <£ tengsizUk ° ‘™ b bo'ladi, bunda V£>0 son

xususiyatlari^eyfadk4*8 atr° fidagi xususiyatlariga uning lokal

uchun 2 5 5  S S "  S da ama,,ar- UzU,ksiz

M S  S t S d f ^ S S

h m / ( x ) - f ( a)t 4mg(x )  = g(0)

o Isa <p(x) ~f(x)±g(x), ц ( х ) = / ( х ) . g (x )> h(x) = f-(*1 ( V x e X

ar UChUn S(X)*0) fwaksif iar Shu nuqtada uzluksiz va

h m [ f ( x ) ± g ( x )] = f ( a ) ± g ( a h

b m f ( x ) -g(x)  = f ( 0) . g (a)>

lim  / W  =

x~>a g(x)

m

g(a)
(g{a) ф 0)

tenglik o'rinli bo'ladi.

bo'linmasi uzluksiz b o S i d l n  f* 'l37™ 381, ko‘paytmasi va

Masalan: 1) / ( x )  = x c o s 1 funksiva ^  t J 

lekin bu funksiyani hosil qiluvchi Ш Ч Ы а UZlUkSi2’

/ , (x)=X,

f 2(x)=  COS I

limksiyalardan birinchisi x=0 nuqtada uzluksiz, ikkinchisi esa bu 

nuqtada uzilishga ega.

2) /(x)=[x]+{x}=x. Berilgan funksiya id da uzluksiz, lekin bu 

funksiyani hosil qiluvchi / 1(х )= М , / 2(x)={x} ([x] berilgan x ning 

butun qismi, {x} esa x ning kasr qismi) funksiya laming har biri 

x=n  (n eZ )  nuqtada uzilishga ega.

1- misol. / ( x )  =5x2—sin3x+3* funksiyaning Vx0e id  nuqtada 

uzluksizligini ko'r'sating.

Yechilishi. <p(x)=x, g(x)=sinx, h (x )= 3x funksiyalar id  da 

uzluksiz. / ( x )  funksiyani

/  (x) =5x • x—sinx • sinx • sinx+3* 

ko'rinishda yozamiz. U holda, uzluksiz funksiyalar ustidagi arifmetik 

amallarga ko‘ra ,/(x )  funksiyaning R} da uzluksizligi kelib chiqadi, 

ya'ni

lim (5x2 — sin3 x + 3*) = 5xq — sin3 x0 + 3X° _

2- misoI. f ( x )  = %  funksiyaning V xne id da uzluksizligini
4+x u

ko‘rsating.

Yechilishi. V xe id lar uchun 4+ x 2̂ 0. 2- teoremaga asosan 

berilgan funksiya V x e R '  da uzluksizdir, chunki =

lim (4 + x") = 4 + Xq , ya’ni bo'linm a hosil qiluvchi funksiyalarning
X—>X(,

har biri ham uzluksizdir.

Demak, l i m / ( x )  -  l m -
4+Xq

f ( x 0).

3) Murakkab funksiyaning uzluksizligi. y = f ( x ) funksiya X  

to 'plam da, z=(p(y) funksiya esa Y to'plam da aniqlangan va £((p)c2f 

bo'lsin, u holda ular yordamida z=q>(f(x)) murakkab funksiya 

tuzish mumkin bo‘ladi.

3-teorema. y = f(x )  funksiya a e X  nuqtada, z=(p(y) funksiya 

esa a nuqtaga mos kelgan y = f ( a )  nuqtada uzluksiz b o ‘lsa, 

Z=cp(/\x)) murakkab funksiya a nuqtada uzluksiz bo'ladi.

1-misol. z =cos x2 funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksiya id da murakkab funksiya sifatida 

uzluksiz. Bunda y=x2, z=cos у  deb belgilaymiz. Bu funksiyalarning 

har biri id da uzluksiz.
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b o d k h id ^ h  ^ Urakkab fu n k siya Z-<$(f{x))  n ing  uzluksiz  

bo hshidan bu funksiyalarning har biri: z=(p(y) va y=f(x) ning

uzluksiz b° ‘lishi har doim ham kelib chiqavermaydi. Masalam 
nixie funksiyasi vositasida hosii qilingan Z^I)<x))==l==const 

murakkab funksiya Rl da uzluksiz, lekin D(x) funksiyaning o £zi 

V ning har bu nuqtasida uzilishga ega.

tekshirin'»°*" (0<x<+«=) funksiyani uzluksizlikka

Yechilislii. y=log34xdeb belgilaymiz. Bizga m alum ki, y=log,4x 

mksiya (0 ,+ ~) da uzluksiz, sin у  funksiya ham K‘ da uzluksiz." U 

holda, muiakkab funksiyalarning uzluksizligi Iiaqidagi 3-teoremaga

!k  i f  sin(logJ4x) funksiya ham (0,+~) oraliqda uzluksizdir.

41 Monoton funksiyalarning uzluksizligi.

Af !  / {X )  funksiya x  oraliqda o'suvchi (kama- 
yuvchi) bo lib uzilishga ega bo'lsa, uning uzilishi faqat birinchi 

tur uzilish bo ladi.

Agar / ( x )  funksiya V oraliqda o £suvchi (kamayuvchi) bodib 

uning qiymatlari Y  oraliqni tutash to £ldirsa (ya£ni funksiya har

fi Г Y  ^lymatni hech bodmaganda bir marta qabul qilsa) bu 

funksiya y^da uzluksiz bo£ladi.

5) Teskari funksiyaning uzluksizligi.

teorem a* UzJuksiz y = f ( x )  funksiya (a;b) da teskari x=g(y)  

nksiyaga ega bo‘lislu uchun uning qat£iy m onoton bo£lishi zarur 

vayetarhdir.

Misol. Ushbu y=sin x funksiya uchun [ - * ; * ]  kesmada teskari 

funksiya mavjudmi?
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Yechilishi. Berilgan funksiya [ - - i f l  kesmada uzluksiz va

qat'iy  o ‘suvch i. y = s in x  funksiyan ing  q iym atlari to 'p la m i 

/''(sin jc)= [—1'1] kesmadan iborat. 5-teoremaga asosan, [ l , i j  

kesmada uzluksiz va o 'suvchi teskari funksiya mavjud. U ning

qiymatlari to ‘plami [ -  \ ; f  ] kesmadan iborat. Berilgan hinksiyaga

leskari funksiya x=arcsiny ko‘rinishda belgilanadi. 1— -2 , 2 \ va 

|_1; 1] kesmalarda mos ravishda to ‘g‘ri va teskari funksiyalarning

grafiklarini chizamiz (5.9-chizma).
6) Kesmada uzluksiz bo£lgan funksiyalarning xossalan (global 

xossalar). [a;b] kesmada aniqlangan va uzluksiz bodgan funksiyalarm 
qaraymiz, bunda a va b nuqtalardagi uzluksizliklar, mos ravishda, 

o£ngdan va chapdan uzluksizlik deb qaraladi.

1°. Veyershtrassning birinchi teoremasi. Agar f ( x )  funksiya [a,DJ 
kesmada aniqlangan va uzluksiz b o 'lsa ,/(x )  funksiya shu kesmada 

chegaralangan bodadi, ya£ni 3 0 0  : Vxe[a ,b]  > ]fM l-  (

2°. Veyershtrassning ikkinchi teoremasi. Agar f i x )  funksiya 
\a-b] kesmada aniqlangan va uzluksiz bodsa, / ( x )  funksiya shu 

kesmada o£zining aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralanga enshadi, 

ya‘ni [a\ b] kesmada shunday x, va x2 nuqtalar topiladiki,

/ ( * , )  = sup { / ( * ) ] ,  f ( x 2) = in f ,{ /W }  '

tenglik o'rinli bodadi (5.11 chizma). л
3°. Bolsano-Koshining birinchi teoremasi. A g a r/(x )  lunksiya 

\a-b1 kesmada aniqlangan va uzluksiz bodib, kesmanmg chet l 

nuqtalarida har xil ishorali qiymatlarga ega bodsa, shunday x0 (a x0
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<b) nuq ta  to p ilad ik i, unda / ( x )  funksiya nolga ay lanadi: 

/ ( x 0)=0(5.12-chizm a).

4°. Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasL Agar f ( x )  funksiya 
[#,£] kesmada aniqlangan va uzluksiz bodib, kesmaning chetki 

nuqta landa /(fl)=^, f ( b ) = B  qiymatlar qabul qiisa h a m d a A ^ b o d sa , 

A  va В  soniar orasida har qanday C son olinganda ham  a bilan b 

orasida shunday c nuqta topiladiki, f ( c ) =  Cbodadi (5.13-chizma).

4- misol. U shbu /(x )= cosx+ 2A—x4 funksiyani [1;5] kesmada 
chegaralanganlikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksiya [1;5] kesmada uchta /,(x )= cosx , 
/ 2(х )-2 л, / 3(x )==—x 4 funksiyaning yigdndisi shaklida berilgan' 

Ravshanki, ularning har biri [1;5] kesmada uzluksizdir. 2-teoremaga 

asosan, berilgan funksiya ham [1;5] kesmada uzluksiz. U holda, 

Vevershtrassning birinchi teoremasiga ко da, berilgan funksiya [ 1 ;5] 

kesmada chegaralangan.

Eslatma. Veyershtrassning birinchi teorem asi (a;b) oraliq 

uchun har doim ham o ‘rinli emas. Masalan, / (x) = 1 funksiya 

xe (0;1) da uzluksiz, lekin bu oraliqda chegaralanmagan. Bu funksiya

л у A v

5.14-chizma. 5.15-chizma.
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(0 ,1) o ra liq n in g  har b ir ichki n u q tasin ing  k ich ik  atro fida  

chegaralangan, lekin oraliqqa tegishli bodmagan nol nuqtaning 

atrofida chegaralanmagan.
Eslatma. Uzilishga ega bodgan funksiya [a;b] kesmaning har 

bir nuqtasida aniqlangan, lekin bu kesmada chegaralanm agan. 

Masalan,

/00  =

Гi  , 0 < -x < 1 bodganda, 

|0 , x  = 0 bodganda.

Shunday qilib, teoremadagi f ( x )  funksiyaga qo'yilgan shart- 

larning har ikkalasi ham  muhimdir.

5-misol./ ( х ) = х ъ— Ъх funksiyaning [ - ^ / 3 ]  kesmada eng katta

va eng kichik qiymatlari mavjudmi? (5.14-chizma).

Yechilishi. R avshanki, x3 va 3x funksiyalarn ing  har biri 

[ _ Д  7з] kesmada uzluksiz. 2-teoremaga asosan berilgan f ( x )  

funksiya ham  [—/ /  /3] kesmada uzluksiz. U holda Veyershtrassning 

ikkinchi teoremasiga kod*a berilgan funksiya [ y-. /3 ] kesmada aniq

yuqori va aniq quyi chegaralariga erishadi:

sup  ̂{/(X)} = / ( - 1) = 2, M V /(X ) ) = / 0 )  = _ 2 '

xe[-yj3\ s/ 3]

Eslatma. [a\b] kesmada uzluksiz bodmagan funksiya uchun 

Veyershtrassning ikkinchi teoremasi odinli emas. M asalan,

f i x )  =

X  + 2, — 2 < X  < 0 bodg anda,
0, x  = 0 bodganda,
x  — 2, 0 < x <2 bodganda ( 5 .1 5 - chizm a),

kohinishda berilib, uzilishga ega b o d g an /(x ) funksiyaning [—2;2] 

kesmada eng katta qiymati 2 bodadi, lekin x ning hech qanday 

qiymatida / (x)=2 bodmaydi. Shunga o cx sh ash ,/(x ) funksiyaning 

[—2;2] kesmadagi eng kichik qiymati —2 bodadi, lekin f { x ) * — 2.

Eslatma. (a;b) oraliqda uzluksiz bodgan /(x )  funksiya uchun 

Veyershtrassning ikkinchi teoremasi odinli bodmasligi ham mumkin. 

Masalan, / (x)=x funksiya (0;1) da eng katta va eng kichik qiymatiga 

erishmaydi. (0;1) oraliqda /(x )= x  funksiyaning eng kichik va eng 

katta qiymati mos ravishda 0 va 1 bodadi, lekin x e (0 ;l)  ning har 

qanday qiym atida/(x)#0 v a /(x )* l bodmaydi (5.16-chizma).
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Eslatma. Xususiy hollarda, f ( x )  funksiya (a \b )  oraliqda 

uzJuksiz (uzilishga ega) bovlsa, f ( x )  funksiya shu oraliqda eng 

kichik va eng katta qiymatiga erishishi mumkin. Masalan, 1) (0; 2%) 

oraliqda berilgan/(X )=sin л- funksiya uchun

sup { /(x )}  = / ( * )  = 1, in f { /(x )}  = / ( 3,,) = - 1
л-е(0;2тс] z *е(0;2к] L J 2

bodadi.

2) [—1; 1] kesmada berilgan

/т х \_ 1 * 'г 1 ,  — 1 < x < 0 bodganda,

[—x ,  0 < x < 1 bodganda

dinksiya x=0 uzilishga ega. Bu funksiya л—0 va x = \  nuqtalarda mos 

avishda eng katta va kichik qiymatiga erishadi:

sup { /(x )}  = / ( 0 )  = 1,' in f {/(X)} = /(1 )  = - 1
Jce (—1;1 J * € (-1 ;]]  J

(5.17- chizma).

6-misol. [-3;2] kesmada / (х )= х * —3x+2  funksiyaning nollari 

mavjudmi?

Yechilishi. Berilgan funksiyaning x = —3 va x=2  nuqtalardagi 

qiymatlarini hisoblaymiz:/ ( —3)=— 16<0, /(2 )= 4 > 0 . / (x) funksiya 

[ 3;2] kesmada uzluksiz va kesmaning chetlarida har xil qiymatlar 

qabul qiladi. U holda, Bolsano—Koshining birinchi teoremasiga 

ko‘ra, [—3;2J da hech bodmaganda bitta nuqta topiladiki, bu nuqtada 

funksiyaning qiymati nolga teng bodadi:

/(*o )= 0 > ( x - l ) 2(x + 2 )-0 = ^ x 0= l ,  x Q= — 2 g  [— 3;2].

Demak, berilgan f  (x)=x3—3x+2 funksiyaning [—3; 2] da ^ = 1 , 

X2= ^ nollari mavjud (5.18- chizma).
9 4

2’2
kesmadagi biror7-misol. Ushbu /(x )= s in x  funksiya 

nuqtada \ qiymatni qabul qiladimi?

Yechilishi. Berilgan funksiya

kesm aning chetlarida har xil ishorali qiym atlar qabul qiladi:

1

7 Г .7 Т  

2 ’2
kesmada uzluksiz va

/
f %л

- 1, / U J = 1 va —1*1. Shartga ko‘ra, — 1 < 9 < 1

U Niolda Bolsano—Koshining ikkinchi teorem asining shartlari
l

bajarilayapti. D em ak, shunday x0 nuqta topiladiki, J ( x0) = 2

_ 71
bodadi, bunda xo -  6

TC.7I 

" 2 ’ 2
(5.19-chizma).

5.19-chizma.

Mustaqil yechish uchun misollar

Funksiyalaiming uzluksizligini tadifdan foydalanib ко mating.

I . f { x ) = x \  2. / ( x )=  4 x  • 3. /(x )= |x |.

4 ./(x )= 3 /J . 5 ./(x )= 2 x  —1. 6. / ( x )  = f  x  *  0.

7. / (x)=x2+ 2sin x. 8. / ( x )  = • 9 ./(x )= c o s x .

10. /  (x)=4x2—3x+5.

Funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping va ularning turlarini 

aniqlang.
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11- f i x )
3|1 ^

х + 3

2

■ 12. / ( * )  = -ч
х 2—х 3

• 13. / (х )= х — [х].

14. f ( x )  = i * 2 + 2, х < О bodganda, 
1 х 1» х > 0 bodganda.

15. f { x )  = - , х < 0  bodganda,

5х х 2, х  > 0 boclganda.

16./(x)-(sign x )2. 17. f { x )  =
x 2 _ 9 . 18. / ( * )  =

X — X

19-/(x)=sign(cos x). 20. /(x )  =

21. / ( * )  =

1+3*—>

Г ’ ^чо^ - 0 U ganda, 
( x -  l)2, 0 < x < 2 bodganda, 
“ i  < +oo bodganda.

22. / ( x )  = <
2 x  + 4> x  < — 1 bo‘Jg anda, 

*  + 2, ~ l < x <  \ bodganda 
2x,  x  > 1 bodganda.

23. f ( x )  =
1’ X < 0 bodganda, 

<c o s x , 0 < x < tc bodganda, 
3 x,  x  > л  bodg anda.

Funksiyani kojrsatilgan nuqtalarda uzluksizlikka tekshiring:

24. f ( x )  = 2 > - s + l ; Xl = 5 , x 2 = 6.

25- /(x )  = 6*-' -3 ;x , = ],x2 =2.

26. / ( х ) = - 4з ; х , = 3) Х 2 = 4.

27. A x )  = / F  ; x, = _ l ;X2 = 2 .

28.  / W  = £ 3 . X i = —5 x 2 = _ 4

Funksiyalar я va b ning qanday qiymatlarida uzluksiz bo'ladi?

29. / ( x )  =
2)3, x  < 0 bodganda, 

a x 2 +b,  0 < x < 1 bodg anda, 

л / х , х > 1  bodganda.
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чп -  \a x 2 + l , x  > 0 bodg anda,
j u . /  w  -  * < о bodg anda.

31. / ( * )  = <

( x - i y

x2- l
,\х \ ф 1 bodganda,

a , x  = — 1 bodganda,

£ ,x  = l bodganda.

/[ф (х)] va Ф[/(х)] funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring:

3 2 . / (x)=sign x, ф(х)=4+х*. 3 3 ./ (x)=sign (x—1), q>(x)==sign (x+1). 

3 4 ./ (x)=sign x, ф(х)=х3—x.. 3 5 . / ( x )= x ( l—x2), ф(х)=$щп x.

Funksiyalarning x0 dagi qiymatini shunday tanlash kerakki, 

funksiya shu nuqtada uzluksiz bodsin.

38. / ( x )  =

sin л:
= 0 .

37. f { x )  = *3+1 , x,

x~  — 1

sin2 x
x0 = 0 . 39. f ( x )  = •',

1—cosx ’

tg 2—x ’ o* II О

41. f i x )  = \  '•,

arctg - ,
X

X
О

II о 43-

Xn = 0.

x0 - 0 .

Funksiyalarning berilgan kesmada chegaralanganligini ko‘r- 

sating:

44. / (x) = sin x c o s2 x — f x  + 6, x e [0 ;1 0 ] .

x 2, x e [1;4].45. f ( x )  = a r c t g - /  + 2s1"*

46. /(x )= x  (x— 2)2 ln(4—x), xe [0;3].

47. f i x )  = х ^ . У , x g  [—4; 4].
xz+4

Funksiyalarning berilgan kesmada eng katta va eng kichik 

qiymatlari mavjud bodadimi?

48. /(x )= s in  x +3*, x g  [— 1 ;2]. 4 9 . / (x )= x 2—2, x g [—1;2].

50. / ( x ) = 3, x g [—4;4].
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funksiya berilgan

r /  . --^2 +1, — 1 < x  < 0 bohganda ,
51. / ( * )  -  jO, x = 0 bo‘lganda,

x 2 — F 0 < x < 1 bo‘lg anda

sohada eng katta va eng kichik qiymatlarni qabul qiladimi?

Tenglamalarning ko‘rsatilgan kesmada yechimga ega ekanligini 

ko 'rsating:

52. x3+ 2x+ l= 0 , x e  [— 1 ;0]. 53. x3- x 5-x + 2 = 0 , xe[0,5;2],

54. sin3x — 5 sin x +1 = 0, x e [ 0 ; | ] .

55. sinx—*+1= 0, хе[0;я].

56. 2Л—1, x e  [0,2;3]. 57. 2-v= 4 x , x e [ 2;5].

Funksiyalarga teskari boclgan funksiyalar mavjudmi?

58. y=5x+4, x e  R l. 59. y=2x, x e  id .  60. y ^ x 4, x e  ( - o o ; 0 j .  

61. У = cos2x , x e  —1 ;0  . 62. y  = tg x , x e

63. y=4x2, x g [—2; 1J. 64. y= lg2x, xe(0;+°o).

*1

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

^  1- tui uzilish nuqtasi. 12. x=0, 2 -tur uzilish
nuqtasi, x = l ,  1- tur uzilish nuqtasi. 13. x=0, ±1, ±2, . . . , 1- tur 

uzilish nuqtalari. 14. x=0, 1- tu r uzilish nuqtasi. 15. x=0, 2-tur 

uzilish nuqtasi. 16. x= 0 , yo ‘qo tilishi m um k in  boclgan nuqta . 

17. x=3 , x = —3, 2- tur uzilish nuqtalari. 18. x=0, 2- tur uzilish

nuqtasi. 19. xn =^  + nn, п е  Z, 1-tur uzilish nuqtalari. 20. x = l,

1- tu r uzilish nuqtasi. 21 . x=0, x=2 , 1- tu r uzilish nuqtalari. 

22. x==l, 1- tu r uzilish nuqtasi. 23. x= 0 , х=тс, 1- tu r uzilish 

nuqtasi. 24. x ,=5 , 2- tur uzilish nuqtasi, x2=6 nuqtada uzluksiz. 

25. X j= l, 2- tur uzilish nuqtasi, x2=2 nuqtada uzluksiz. 26. xI=3 ,

2- tu r uzilish nuqtasi, x2=4 nuqtada.uzluksiz. 27. x ~ — 1, 2- tur 

uzilish nuqtasi, x=2 nuqtada uzluksiz. 28 . x ,= —5, 2- tu r uzilish 

nuqtasi, x2= - 4  nuqtada uzluksiz. 29. a=12 , b=8. 30. Shunday 

a son m av jud em as. 31 . S hunday  a va b so n la r m avjud 

em as . 32. /  (<p(x)) uzluksiz, (p(/(x)) funksiya x=0 nuqtada 

uzluksiz. 33. /((p(x )) funksiya x = —1 nuqtada uzluksiz, <p(/"(x))
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funksiya x = l  nuqtada uzluksiz. 34 ./(cp(x )) funksiya x~0, x ±1 

nuqta larda uzluksiz, ф ( / ( а)) uzluksiz. 35. /  (cp(x)) uzluksiz, 

ф(Дх)) funksiya x=0, x= ± l nuqtalarda uzluksiz. 36. H a , / ( 0 ) — .

37. Ha, / ( - 1) = - | . ; 38. H a, /(0 )= 2 .  39. Ha, / ( 0 )  = f  40.

M umkin emas. 41 . H a, / ( 0 )  = j  - 42. M um k in emas. 43. Ha, 

Д 0)= 1 . 4 8 . Mavjud. 49 . Mavjud. 50. Mavjud emas. 51. Mavjud 

emas. 58. Mavjud. 59. Mavjud. 60. Mavjud. 61. Mavjud. 62. Mavjud. 

63. Mavjud emas. 64. Mavjud emas.

6- §. FUNKSIYA GRAFIG1NING ASIMPTOTALARl

Funks iyani teksh irayo tganda un ing grafigi koo rd ina ta la r 

boshidan cheksiz uzoqlashganda, yoki boshqacha aytganda, uning 

o ‘zgaruvchan nuqtasi cheksizlikka intilganda grafikning ko‘rinishini

bilib olish muhim . .
1- ta‘rif. Agar o ‘zgaruvchi M (x\y) nuqta funksiya grafigi bo yicha

koord inatalar boshidan cheksiz uzoqlashganda y = /(x ) funksiya 

grafigidagi o^zgaruvchi M (x;y) nuqtadan to ‘g‘ri chiziqdagi A(x,,y,) 

nuqtagacha bo‘lgan d= M N  masofa nolga intilsa, bu to ‘g‘ri chiziq 

y = f(x )  funksiya grafigining asimptotasi deyiladi (6.1- chizma).

Oy va Ox o ‘qlarga parallel ham da koordinata ocqlariga parallel

bohmagan asimptotalarni qaraym iz.

1. Vertikal asimptotalar. y —f  (a ) funksiya a nuqtaning biioi

e>0 atrofida aniqlangan, ya‘ni x e  й е(я) bohsin.

2- tasrif. Agar

lim / ( x ) ,  lim / ( x )
x — —0 x—»я+0

lardan biri yoki ularning ikkalasi ham 

cheksiz boclsa, x= a  to ‘g‘ri ch iziq /(x) 

funksiya grafigining vertikal yoki Oy 

о ‘qqa para lle l asim ptotasi deyiladi 

(6.2- a , b, d, e chizmalar).

Dem ak , y = /(x )  funksiya grafi­

gining vertikal asimptotalarini izlash 

u c h u n  fu n k s iy a n in g  q iy m a t in i 

cheksizlikka aylantiradigan (cheksiz 

uzilishga ega bohgan) x= a  nuqtani 

topish kerak ekan. Bunda x —a to g ri
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6.2- chizma.

chiziq vertikal asimptota bocladi.

Eslatma. U m um an aytganda, y = f{x ) funksiyaning grafigi bir 

nechta vertikal asimptotalarga ega bo‘lishi ham mumkin.

1 -  misol. / ( x )  = *  e [—2;3] funksiyagrafiginingvertikal

asimptotasini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning maxraji x= 2  nuqtada nolga 

aylanadi. x->2±0 da berilgan funksiyaning limitini hisoblaymiz:

lim f ( x )  = lim —-  = — lim / (x) = lim ~  — = +°°.
x - » 2—0 x - > 2—0 x  * - > 2+0 * - > 2+0 x  ^

Demak, 2- ta ‘rifga ko‘ra berilgan funksiyaning grafigi uchun x=2 

to ‘g‘ri chiziq vertikal asimptota bo‘ladi (6.3- chizma).

2- misol./(x)=ctg x funksiya grafigining vertikal asimptotasini toping. 

Yechilishi. Berilgan funksiya x=nn ( neZ)  nuqtalarda 2- tur

uzilishga ega. x - ^ t w ±0 ( л е  Z) da berilgan funksiyaning limiti ga 

aylanadi. Shuning uchun, 2- tahifga asosan, fimksiyaning grafigi 

cheksiz ko ‘p vertikal asimptotalarga ega (6.4- chizm a): x=0, 

X=±27C, ... X= ±Jin.
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2. Gorizontal asimptotalar.

3- ta‘rif. Agar
lim  f ( x )  = b (b e R ')

* -> + «■=

( * - > — ° ° )

bo‘lsa, y=b  to ‘g‘ri chiziq x->+~> (x-> — °°) da y = f(x )  funksiya 

grafigining gorizontal yoki Ox o ‘qqa parallel asimptotasi deyiladi.

(6.5- a, b, d, e chizmalar).

1-misol. f ( x )  = f  funksiya grafigining gorizontal asimp-
x l + 2

totasini toping.

6.5- chizma.
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Yechilishi. Berilgan funksiya R< da aniqlangan. лг-*+~ da berilgan
funkstyamng limitini hisoblaymiz: “ udDenlg<m

Iim f ( x ) =  Jim r - = I im - L -  = l 
x ^ ±OOXi +2 2

2

V-1 m v ri’,h : ta‘rifga ko‘ra’ berilgan fwiKsiyaning graf.gi uchun 
У to g n chizjq gorizontal asimptota bo'ladi (6.6- chizma).

2- misol. f ( x )  = -  funksiya grafigining vertikal va gorizontal 

asimptotalarini toping.

_  ¥edU,IShl‘ Ravshanki> ~  funksiyaning grafigi ucliun x= 0  va 

У -0  to‘g‘n chiziqlar, mos ravishda, vertikal va gorizontal asimp- 

totalar bo£ladi: lim /(x )  = lim ~  =  ±oo
x->0±0 x->0±0 X

£m  / (x )  = Jim ‘ = 0(6.7- chizma).

3. Og‘ma asimptotalar.
da /(^^Ь^^уа'ф.Уук^? Che1̂ * S011̂ar ma4ud bo'kb, x-̂ +oo (x -t-*»)

f  (x )= kx+ b+ a  (x)

ko‘rmtshda ifodalansa (bunda Jim a (x)  = 0), Y=kx+b to‘g‘ri chiziq

t o f d f ^ O h T  gy l lgmi?® o g ‘ma asimPtotasi deyiladi. Xususiy 

Ida A 0 bo Isa, Y - b  to g n chiziq gorizontal asimptota bo‘ladi.

1- teorema. y - f ( x )  funksiya grafigi da Y=kx+b og‘ma 
asimptotaga ega bo‘lishi uchun
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(1)lim = к , lim  [ / (x) — kx] = b
X —»±°° X  Х —У+Ж

munosabatlar o£rinli bo£lishi zarur va yetarli.

(1) limitlarni hisoblashda quyidagi xususiy hollar bo'ladi:

1- hoi. Argumentning ishorasiga bog'liq bo‘lmagan holda, ushbu

lim = lim  ---■ = к
X —>4«° X  X — X

lim [ / (x) — kx]=  lim [ / (x )  — kx] = b
X -H -oo x —>— °°

ikkala limit ham  mavjud va chekli. Bu holda F=kx+b to ‘g£ri cliiziq 

funksiya grafigining ikki tom onlam a og£ma asimptotasi bo£ladi 

(quyidagi 1- misolga qarang).

2- hoi. A rgum ent x ham  m usbat, ham  m anfiy ishorali 

cheksizlikka intilganda, ushbu

lim —— = ky, lim = k2,
X —)4°° X  X —) 00 X

lim [ / (x) — kx] -  bx lim  [ / (x) — kx] = b2
X-»+oo ’ x->—°°

limitlar mavjud, lekin ular o £zaro har xil (hech bo£lmaganda k {* k 2 

yoki ЬхфЬ2 teng emas). B11 holda l j —&,x+Z>, va Y2= k2x+ b2 to £g£ri 

chiziqlar funksiya grafigining mos ravishda ikkita bir tom onli (o£ng 

va chap) og£ma asimptotalari bo£ladi (2-misolga qarang).

3- hoi. Faqat x->+°° da

lim L{xl  = k, lim [/(* J  — kx] = b
Х - » * «  X  * " >4~

ikkala limit ham mavjud. Bu holda Y -k x + b  to £g£ri chiziq funksiya 

grafigining faqat o£ng og£ma asimptotasi bo£ladi (3- misolga qarang).

4- hoi. Faqat x-^-°° da

lim H X1 = к lim [/(■*) — kx] = b
x —>— 00 X  ’

ikkala limit ham mavjud. Bu holda Y=kx+b  to £g£ri chiziq funksiya 

grafigining faqat chap og£ma asimptotasi bo£ladi.

Agar yuqoridagi hollarning barchasida k= 0 bo isa , Y=b to £g£ri 

chiziq gorizontal asimptota bo£ladi.

103



. nnsol. у  -  з^з  + 1 funi^siyg g ra f ig in in e  п?‘т Я 
asimptotalarini toping. ё g ° g m a

Yechilishi. Og‘ma asimptotalarni topamiz:

lim
A'—>±co X

Д &  = lim = ,
X—>±oo X

[ / W  -  he] =Jim

= lim
* - > ± o o

*3+l—X2
• 0.

D em ak, 1- teorem aga asosan, у=л: to ‘g‘ri chizia W i b a„ 

funksiyaning ikki tom onlam a og‘m a asimptotasi bo‘ladk

toping™80'" y  = ^ x 2 + 1  fUnkSiya graf® nin8 og‘ma asimptotalarini

Yechilishi. Og‘ma asimptotalarni topamiz:

k ' =  X  = iim = lim l u T -  = 1

k 2 =  H m  x  =  l i m  =  , i m  / i + Х  =  - l

A --»-oo X X—>—OO X  X ->-00 V x 2 L’

b{ ~ ~ k \ x ) = lim (sfx2+\ — x ) =  lim p J» - — = о

X_M~  ^JTTl+x 9
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l l
bj = lim — kox) = lim (\/x2+l + x) = lim

°°%lx2 + 1 — ;

= lim
X —>— oc

= 0,

1+7 +1)

Demak, 1 - teoremaga asosan, Yi=xva 72=—x to ‘gcri chiziqlar, 

mos ravishda, berilgan funksiyaning bir tom onli (o‘ng va chap) 

og‘ma asimptotalari bocladi (6.8- chizma). Berilgan funksiyani 

quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin: y2—x2=l.
3- misol. у  =e~3x+2 funksiya grafigining og‘ma asimptotalarini 

toping.

Yechilishi. Og‘ma asimptotalarni topamiz:

k { = lim -  = lim -— —  = 0, k 2 = lim -  = lim -— —  = «*>,
x — X x  —̂"Ь00 X x —) °° X x  ) °° X

b{ -  lim (y  — k {x )  = lim  (e 3x + 2) = 2.
X—>+o°

D em ak, 1- teorem aga ko ‘ra, y = 2  to ‘g£ri chiziq berilgan 

funksiyaning faqat o ‘ng og‘ma asimptotasi bo'ladi (6.9-chizma).

6.9-chizma. 6.10-chizma.

f  (.x)
Eslatma. Berilgan y = f ( x ) funksiya uchun faqat lim = к

mavjud bo‘lib, \ i m [ f ( x )  — kx] mavjud bo‘lmasa (yoki cheksiz)

bo‘lsa, berilgan funksiya grafigi asimptotaga ega bodmaydi, lekin 

asimptotik yo‘nalishga ega bodadi. M asalan, у  = Jx  parabola Ox 

o ‘qiga parallel bo‘lgan asimptotik yocnalishga ega, lekin gorizontal 

asimptotaga ega emas (6.10- chizma):

к = lim  -  = lim — = 0, b = lim  (y  — kx) = lim  Jx = +°*>.
X—»+■*> X X—»+<X> X X—>+°° X—»+oo
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х 2 ____J Q

4- misol. f ( x )  = — funksiya grafigi uchun y= x+  3 to £g£ri

chiziq og£ma asimptota bo£lishini ko£rsating.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning ko£rinishini quyidagicha

o£zgartirib, / ( x )  = x  + 3 — - ni hosil qilamiz. Bunda x->±oo da

cc(x)=— x _  - -» 0 bo£lgaiii uchun, f ( x )  funksiyani / (x)=x+3+a(x)

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Demak, 4- ta£rifga ko£ra, y=x+ 3 

to £g£ri chiziq funksiya grafigining og£ma asimptotasi bo£ladi.

д-2__2x
5- misol. / ( x )  = -  funksiya grafigining asimptotalarini

toping.

Yechilishi. ( 1) formuladan foydalanib, к va b larni topamiz:

к = lim — - = lim x - 2* = lim
X—>±oo X X —>±°o X ( X  1 )  x—»±°C

1—-
f  = l , k 1,

b = lim ( / (x) — foe) = lim
x->±

^ x2 — 2x 

x - l
X = lim   = —1, b -  —1.

X — j __ 1

Demak, 1- teoremaga ko£ra, y=x— 1 to £g£ri chiziq berilgan 

funksiya grafigining og£ma asimptotasi bo£ladi. Ы 0 bo£lganligi uchun 

funksiya grafigi gorizontal asimptotaga ega emas.

Endi berilgan funksiyaning vertikal asim ptotasini topamiz. 

Funksiya x = l nuqtada 2-tu r uzilishga ega. x—>1±0 da berilgan 

funksiyaning limitini hisoblaymiz:

lim / (x) = lim
x->l±0 x->l+0

x 2—2x

x - l
— ± o°.

Demak, 2- ta £rifga ko£ra, berilgan funksiyaning grafigi uchun 

x = l to £g£ri chiziq vertikal asimptota bo£ladi.

Eslatma. Y=kx+b  asim ptotalar bilan bir qatorda murakkab 

ko£rinishdagi asim ptotalar ham  qaraladi. Agar / ( x )  funksiyani 

ushbu

f ( x )  = ахР+ал_, x"“ ‘+. . . + axx+ aQ+a{x)

ko£rinishda yozish mum kin bo£lib, unda lim a (x ) = 0 bo£lsa, u 

holda

Y=anxr+an_ lxr~Ч-. . . + ax x+ aQ (2)
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1 • i n tartibli parabola da у f ( x )
ko‘phad bilan amqlangan n- taruou f

lunksiya grafigining asimPtotas\ . ' : Up g rafig i x->+~ da (2 ) 

2 - teorema. y = /(x )  funksiy % t a limit qiymatlarning 

asimptotaga ega bo£lishi uchun quyida.i 

mavjud bo£lishi zarur va yetarli:

f ( r \ .. f (x )—anx . = a
! i # ^ i  jl™ x" ' 1 n— P

.X -H -° ° X

lim
X—>+°°

,, v/>—! + ,.+tf2x2) -
/ (x ) -K 2 c " + ^ - lX ^

lim [ / (x) — {anx n + an -\x
n 1 a0.

x—>+®°

„ . , , ,  4 x3+2*-3 funksiya grafigining asimptotasini

6- misol. f ( x )  = —— 3— 1Щx—3

toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyani
30

/ (x) = *2+ЗХ + П + x_3
30

= 0.
k o £r i n i s h d a t a s v i r l a y m i z ,  bunda l i ^ a ^  3

, u- -n ta'rifea ko‘ra, berilgan funksiya 
Demak, У=х2+ З х + 1 1 M ,  ^ J ^ n k i ,  x = 3  t0 ‘g‘ri chiziq 

grafigining asim ptotasi bo • asimptotasi bo'ladi. 
berilgan funksiya grafigining vertikal asm p

Mustaqil ishlash uchun misollar

Funksiya grafiklarining asimptotalarini top g ,

1. у  = X + - . 2. У = 10 + -
3. У  =  е х .

_____ __ 6. y = \ x  + 2\e x .

4. у = 4 x  + n/5- х. 5 . У 2(x+i>2 _  . .2

v +. 9 « • • ” =

x 2 - l7. y=x*

11. У  =

15. у  =

8. У = т
x—2

x2—2x 

x—1 

x3—28 

x—3

12. У

6(x2 - 4 )  _ 13 x 14. У - 4 х  + —

•--  О
З х 2 +В
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Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1. y= x  — og£ma asimptota. 2. y=10 — gorizontal asimptota, 

x=0 -  vertikal asimptota. 3. y = l  -  gorizontal asimptota, x=0 -  
vertical asimptota .^4. Asimptota yo£q. 5. x= —1— vertikal asimptota. 

^  y  x  va У=х+1  — og‘ma asimptotalar. 7. Asimptota yo£q.

x=~ 1 ~  vertikal asimptota. 9. x=0, x=3 -  vertikal asimptota. 
10. x=2 — vertikal asimptota y= x+  4 — og‘ma asimptota 11. x = l  — 

vertikal asimptota, y=  x — l — og‘ma asimptota 12. y=  2 — og'ma

asimptota. 13. у = ~ + ял, n e Z  vertikal asimptotalar. 14. з^=4х —

og‘ma asimptota, x = —3 — vertikal asimptota. 15. Y = x2+x+ 1 chiziq 

asimptotasi, x=3 — vertikal asimptota.

7- §. FUNKSIYA GRAFIGINING XARAKTERLI 

NUQTALARI У А  SIMMETRIYA 0 ‘QLARI

Funksiya grafigining xarakterli nuqtalariga quyidagi nuqtalar 

kiradi: funksiya grafigining koordinata o cqlari bilan kesishish 

nuqtalari, funksiya aniqlanish sohasining chegaralaridagi limitik 

qiymati; funksiyaga ekstremum beruvchi nuqtalar; funksiyaning 

nollari; egilish (bukilish) nuqtalari.

1. Funksiya grafigining koordinata o‘qlari bilan kesishish 

nuqtalari. Funksiya grafigining koordinata o cqlari bilan kesishish 

nuqtalarini aniqlashda quyidagi hollar qaraladi:

^ ) / ( x) funksiya grafigining Oy o ‘qi bilan kesishish nuqtasini 

topish uchun x= 0  deb, y = f{ 0) ni topish kerak;

2) f { x )  funksiya grafigining Ox o ‘qi bilan kesishish nuqtasini 

topish uchun y=0 deb, f { x )~ 0 tenglamadan x ni topish kerak.

1- m iso!./(x) —x2 1 funksiya grafigining koordinatalar o cqlari 

bilan kesishish nuqtalarini toping.

Yechilishi./(x)—x2 1 funksiya grafigining Oy o ‘qi bilan kesishish 

nuqtasini topish uchun x - 0  deb, / ( 0 ) = - l  ga ega bofiamiz. Ox 

°  qi bilan kesishish nuqtalarini topish uchun esa /(x )= 0  deb, 

x2—1=0 tenglamaning yechimlarini topamiz: x=± l.

Shunday qilib, (0 ;— 1), (— 1;0), (1;0) nuq ta lar funksiya 

grafigining koordinata o ‘qlari bilan kesishish nuqtalari bofiadi (7.1- 

chizma).

2- m isol./(x)—e A + l funksiya grafigining koordinata o ‘qlari bilan 

kesishish nuqtalarini toping.
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Yechilishi. Berilgan funksiyaning grafigi Oy o£qini kesib ofiadi, 

ya‘ni x=0 d a /(0 )= e ° + l= 2  bo ladi, lekin Ox о qni kesib о tmaydi, 

ya£n i/(x )* 0 , chunki 1 (7.2- chizma).

2. Funksiya aniqlanish sohasining chegaralaridagi limitik 

qiymati. Funksiya aniqlanish sohasining chegaralari yaqinida uning 

limitini aniqlashda quyidagi hollar qaraladi:

1) agar funksiyaning aniqlanish sohasi [a\b] kesmadan iborat 

bo‘lsa, x ning x==ct va x=b nuqtalardagi funksiyaning qiymatlari, 

ya£ni у =f(a),  y=f{b) ni hisoblash kerak;
2) agar funksiyaning aniqlanish sohasi {a\b) oraliqdan iborat

bo‘lsa,
lim  / ( x )  va lim / ( x )

x —>o+0 x —>a—0

(limitlar mavjud bo£lsa) larni hisoblash kerak.

1-misol. U shbu funksiya aniqlanish sohasining chegaralari 

yaqinida uning limitini aniqlang:

/ «  =

x 2 +1, 0 < x < 1 bo’lganda, 

x — l, 1 < x < 4 bo’lganda.

Yechilishi. Ravshanki, berilgan funksiya [0 ;l)u (l;4 ] oraliqda 

aniqlangan. Berilgan funksiyaning x = l nuqtada chap va o £ng 

limitlarini hisoblaymiz.
/ ( 1) = 12+ 1= 2 ,

lim  / (x) = lim (x2 +1) = 2,
x —>1—0 x —>1—0

lim / ( x )  = lim (x — 1) = 0.
x->l+0 x-U+0

Demak, / ( 1 —0)—/ ( 1 ) —2, / ( 1 + 0 )  0.
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2- misol. f{ x )  = funksiya aniqlanish sohasining chegara- 

lari yaqinida uning lim itini aniqlang.

Yechilishi. Berilgan funksiya (— ;2) va (2 ;+ -)  oraliq larda 

aniqlangan. Endi funksiya aniqlanish sohasining chegaralari yaqinida 

uning lim itini aniqlaym iz:

lim f (x )  = lim
x->±°o x

4+ x
I+4

= lim — \  = 1,
Z  X —»±<x> Л 2.

lim / (x) = lim —— = —-
* - > 2—0 x —>2—0 X —2

lim / ( * ) =  lim 4±* =+oo,
* - > 2+0 x->2+0 X — 2

Demak , / ( + » ) =  1, / ( 2 - 0 ) = — , / ( 2 + 0 ) = + -  bo£ladi.

3. Funksiyaga ekstremum beruvchi nuqtalar./(x) funksiya (a;b) 
oraliqda aniqlangan bo£lib, x0e (a\b) bo ‘lsin.

1- ta‘rif. Agar x0e(a;b) nuqtaning shunday

/У6(*0)={х xe R], xQ—5<x<x0+8; 8>0}c(«;Z?) 

atrofi mavjud bo 'lib , V xe U8(x0) uchun

f(x )< f(x0) (f(x)> f(x0))

tengsizlik о linli bo Isa, f  (x) funksiya xQ nuqtada lokal mciksimumga 

{lokal minimumga) ega deyiladi, f{ x {)  qiymat esa f(x )  funksiya- 

ning Ud(xQ) to ‘plamdagi lokal maksimumi (lokal minimumi) deyiladi.

2- ta6rif. Agar xQe(a\b) nuqtaning shunday Us(x0)e (a\b) 

atrofi mavjud bo£lib, V x e ( /5(x0) uchun

№ < f { x j  (f(x)> f(x0))

tengsizlik o ‘rinli bo 'lsa , f (x)  funksiya x0 nuqtada qat‘iy lokal 
maksimumga (qatly lokal minimum)ga ega deyiladi, / (xQ) qiymat 

esa f (x)  funksiyaning Us (xt0) dagi qat‘iy lokal maksimumi (qat‘iy 
lokal minimumi) deyiladi.

Bu holda x0 son funksiyaga, mos ravishda, lokal maksimum 

(lokal m inim um ), qa‘tiy lokal maksimum {qatЧу lokal minimum) 
qiymat beradigan nuqta deb ataladi.

Funksiyaning Ub (x0) dagi lokal maksimum (lokal m inimum ) 
qiymatlari

№ l ,  =  S , № ) )  ( / + ) =  m in { /(* )} )
xeUb(x0)
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kabi belgilanadi. Bunda max (m in) lotincha maximum (m inimum ) 

so‘zidan olingan bo£lib, eng katta (eng kichik) degan m a£noni 

anglatadi.
Funksiyaning maksimum va m inimum qiymatlari umum iy nom 

bilan ekstremum qiymatlar deyiladi (ekstremum - extremum — 

lotincha chetki qiymat, demakdir).
Funksiyaning ekstremum nuqtalarini topishda quyidagi hollarga

alohida e£tibor berish zarur.

1- hoi. Agar ftmksiya [a\b\ kesmada berilgan bo£lsa, funksiyaning 

ekstremum nuqtasi kesmaning chegara nuqtasi ham , ichki nuqtasi 

ham bo £lishi mumkin.

2- hoi. Ekstremumga ega bo£lgan funksiya mono ton bo£lmaydi. 

M ono ton  o £zgaruvchi funksiya ekstrem um ga ega b o £lm aydi. 

Masalan, y=kx+b funksiya k>0 bodganda m ono ton o £suvchi, K 0  

bo 'lganda esa monoton kamayuvchi bo£lgani uchun ekstremumga 

ega emas.
3- hoi. Funksiyaning ekstremum nuqtasi (ekstremum qiymat­

lari) b ir nech ta va hatto cheksiz ko£p ham  bo £lishi m um kin . 

Funksiya uzluksiz bo ‘lganda, un ing m aksim um  va m inim um  

qiymatlari o£zaro almashinib keladi (7.3- chizma).

Eslatma. Agar funksiya [a\b] kesm ada aniq langan b o £lsa, 

funksiyaning x=a yoki x=b nuqtalardagi lokal maksimum i yoki 

lokal m in im um i haq ida sovz yuritib b o £lm ayd i, chunk i x—a 

nuqtadan chapda va x=b nuqtadan o 'ngda funksiya aniqlanmagan.

1- misol. f{x) =x2—\0x+6 funksiyaning ekstremum nuqtasi va 

ekstremum qiymatini toping.
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Yechilishi. Berilgan kvadrat uchhaddan tola kvadrat ajratamiz:
f i x )  =(x—5)2—19. x0=5 bo‘lg a n d a /(x 0) = - 1 9 ,  x ^ 5  bodganda 

esa (x—5)2>0 va f  (x)=(x— 5)2— 19>—19 = f ( x 0) bodadi.

Demak, x = 5  nuqta funksiyaning ekstremum n u q ta si,/(x )= —19 

esa uning ekstremum qiymati bodadi (7.4- chizma).

2- misol./(x)=2A funksiyaning ekstremum nuqtasi va ekstremum 
qiymatini toping.

Yechilishi. f (x)=2*  qatdy m onoton o ‘suvchi funksiya va 2v0  

bo lganligi uchun ekstremumga ega bodmaydi (7.5- chizma).

7.4- chizma. 7.5- chizma.

Biz yuqorida funksiyaning ekstremumlari va funksiya biror 

oraliqda bir nechta m aksim um  va m inimum larga ega bodishi 

mumkinligi to g risida aytib о tdik. Endi funksiyaning eng katta va 

eng kichik qiymatlarini topish masalasini qaraymiz.

f ( x )  funksiya [a\b] kesmada aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin. 

Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra funksiyaning [a\b] 

kesmada eng katta va eng kichik qiymatlari mavjud bodadi va bu 

qiymatlarga funksiya [a\b\ kesmaning nuqtalarida erishadi.

f { x )  funksiyaning [a\b] kesmadagi eng katta va eng kichik 

qiymatlarini topish uchun (7.6- chizma):

7.7- chizma.

1) f i x )  funksiyaning (ci\b) dagi barcha maksimum va mini 

mumlari topiladi;
2) f { x )  funksiyaning x=a ,  x= b  n u q ta la rd a g i/(u )  va j i b )  

qiymatlari topiladi;
3) m a k sim u m la rn in g  eng k a tta s i b ila n  / ( u ) ,  f i b )  la r 

taqqoslanadi, ularning kattasi funksiyaning [a;b] dagi eng katta 

qiymati bodadi;
4) minimum larning eng kichigi bilan f i d ) ,  f i b )  lar taqqos­

lanadi, ularning kichigi funksiyaning [a;bJ kesmadagi eng kichik 

qiymati bodadi.
Eslatma. Agar f i x )  funksiya [a;b] kesmada birgina maksimum 

(minimum) ga ega bodsa, bu maksimum (minimum ) funksiyaning 

[a;b] dagi eng katta (kichik) qiymati bo‘ladi.

4 -misol. R  radiush doiraga eng katta yuzli ichki to^g'ri to ‘rtbur-

chak cliizilsin.
Yechilishi. To g ri to rtburchak tom onlaridan biiini x  oiqali 

belgilaymiz: A B  = x\  B C  = ^ 4 R 2 — x 2. U holda to g ri to rtbur- 

chakyuzi v = x ^ R 2 -  x 2 bo‘ladi, bunda 0<x<2R  (7.7- chizma).

У _ x \ j 4 R 2 _x 2 ning eng katta qiymatini izlaymiz. Bulling uchun

у o'rniga y 2 ning eng katta qiymatini topamiz:

y 2= x 2i 4 R 2- x 2).

O kng tom ondagi ko‘paytma ikki ko'paytuvchi x 2 va 4 R 2—x 2 dan 

iborat bo‘lib, ularning yighndisi x 2+ (4 R 2 x 2)—4 R 2 о zgaimas 

bo‘ladi.
Eng katta ko‘paytma haqidagi teoremaga asosan у ~ kolpayt- 

maning eng katta qiymatiga x 2= 4 R 2—x 2 bo ‘lganda erishiladi. U 

holda 2 x 2= 4 R 2 yoki x,>0 bodgani uchun x  = R -Д •

Demak, R radiusli doiraga ichki chizilgan 

barcha to ‘g ‘ri to 'r tb u rc h a k la rd a n  faqat 

kvadrat eng katta yuzga ega bodadi.

5- misol. Berilgan sharga eng katta hajmli 

ichki konus chizing.
Yechilishi. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

OS=R, СУА=г, СУS=h  (7.8- chizma). U

holda konusninghajmi у = J n r h  boladi. To‘g‘- 

ri burchakli uchburchakdagi metrik m uno-
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7.8- chizma.



sabatlardan foydalanib, SA B  uchburchakdan (2R—h)- h = r 'h  га 

ensham iz, bundan r>=h (2 R ~ h ) (0<h<2R). ' 8

, *  = 3 lr (-2 R ~ h) ning eng katta qiymatini hisoblash ufchun

n (2R  h) ko'paytmaning eng katta qiymatini izlaymiz:

h \ 2 R -h )  = (h y {2 R -h ) .

Bu ko'paytm ada h + (2 R -h )= 2 R -  o ‘zgarmas bo‘igani uchun

eng katta qiymatga h = U  da erishiladi. y max = 22f  bo‘ladi.

Demak, berilgan sharga ichki chizilgan konuslardan balandligi

sbar diametrining 3 qismini tashkil qiladigani eng katta hajmga 

ega boclar ekan.

1 ta rif. Argument x ning funksiyani nolga aylantiradiean

qiymat an ya‘ni xe Y n in g /(x )= 0  tenglamani qanoatlantiradigan

qiymatlari funksiyaning no/lari deyiladi

Ftinksiyaninggmfigi uning nollarida yoki O to ‘qini kesib o ‘tishi

x x f  n !fn tT n f  ° ь ВЫ mUmkin (7'9'  chizma>- 7-9~ ehizmadagi 
,, X x3 nuqtalar funksiya grafigining nollari bodadi.

-miso,./(^ )= x 3—9x funksiyaning nollarini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning nollarini topish uchun x !-9x= 0

tenglam ani yechamiz* x  —0 v = _7 v _о , .
г- ч . 1 u, x2 j , x3 3 nuq ta lar berilgan
funksiyaning nollari bo'ladi (7.10- chizma). 8

hn‘iBa Zr  fu'lksiyalar ° ‘zininS aniqlanish sohasida nollarga ega 

bo lmasligi ham mumkin, masalan, y=3*, y= x 4 1 va h.k
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Funksiyaning nollaridan odishda uning ishorasi o ‘zgaradi. 

Bundan tashqari, uzilish nuqtalaridan odishda ham  ishora o ‘zgarishi 

mumkin.

Berilgan funksiyaning ishorasini tekshirish uchun f ( x )>0 va 

/(x )< 0  tengsizliklarni yechish natijasida x ning bu tengsizliklarni 

qanoatlantiruvchi qiymatlari topiladi.

Agar funksiyaning grafigi Ox o£qiga urinsa, urinish nuqtasida 

funksiyaning ishorasi o ‘zgarmaydi.

x p x2, . . ., x n lar / ( x ) = 0 tenglamaning yechimlari bodsin, u 

holda funksiyaning aniqlanish sohasi bir necha bodaklarga bodinadi. 

Bu ketm a-ket bodaklarning har biridan bittadan qiym at olib, 

funksiya ishorasining o ‘zgarishini tekshirish kerak.

_5 v+5
2-misol. у = ----- funksiyaning ishorasini aniqlang.

x —4

Yechilishi. Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi (^o;4)u(4;-n=o) 

dan iborat. Funksiyani nolga aylantiradigan nuqtalarni topish uchun

kasrning suratini nolga tenglashtirib, x2—5x+6=0 tenglamaning 

yechimini topamiz: x ,=2, x2=3. Funksiyaning ishorasini aniqlash 

uchun quyidagi oraliqlarga bodamiz: (-<*>;2), (2;3), (3;4), (4;+°°)

5 7
va bu bodaklardan ketm a-ket 1, - , ^ , 5  nuqtalarni olib, funksi-

5 7
y an in g  ish o ra s in i tek sh iram iz : /(1 )  < 0 , / ( - _ ) >  0, / (  ■) < 0, 

/ ( 5 )  > 0.

Xj=2, x2=3 nuqta lar berilgan funksiyaning nollari bodadi 

(7.11- chizma).

5. Funksiya grafigining egilish (bukilish) nuqtalari. Funksiya 

grafigining egilish (bukilish) nuqtalarini topishda qavariq to ‘plam 

va qavariq funksiya tushunchasi muhim ahamiyatga ega. Shuning 

uchun biz avvalo qavariq to £plam va qavariq funksiya tushun- 

chalarini beramiz:

a) qavariq to‘plam tushunchasi. Bocsh bodmagan E a R 2 to'plam  

berilgan bo‘lsin.
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1- ta nf. Agar E  to £plamning ixtiyoriy ikki nuqtasi bilan birga 
ularni tutashtiruvchi kesma ham shu to ‘plamga qarashli bodsa, E  

qavariq to ‘plam  deyiladi.

Boshqacha aytganda, agar \ / x , y s  E  va barcha Ag [0;1]  uchun 

Ъ с +(1— X) у с  i f  bodsa, E  qavariq to ‘plam  deyiladi.

7.12- chizmadagi to g ri to ‘rtburchak, doira, uchburchaklar 

qavaiiq to plamlarga misol boda oladi, 7.13-chizmadagi shakllar 

esa, qavariq bodmagan tocplamlardir. Yagona elementli tocplamlarni 

va bo‘sh to 'plam larni ham qavariq to £plam deb qarash mumkin.

2- ta‘rif. Agar ixtiyoriy x, yc E, x ^ y  nuqtalar va barcha Ag (0; 1) 
sonlar uchun Ax+(1 A)y ham if to £plamning ichki nuqtasi bodsa, 

E  cjat iy qavariq to ‘piam  deyiladi. Masalan, doira qatdy qavariq 

to ‘plam bodadi, parallepiped esa qatdy qavariq to £plam emas.

b) qavariq funksiya tushunchasi. f ( x )  funksiya E  qavariq 
to'plam da berilgan bodsin.
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3- ta‘rif. Agar Vx, у  e E  va VA. g  [0; 1] uchun

/(A x + (1 —?t)y) < A / ( x ) + ( l—A) /(y )

tengsizlik ocrinli bodsa, qavariq E  to £plamda aniqlangan va chekli 

f i x )  funksiya qavariq deyiladi (7.14-chizma).

4- ta‘rif. Agar Vx, у  g  E , xzty nuqtalar va VA g  [0; 1] uchun

/(A x+ (1—A)y) < A ,/(x )+ (l—A) /(y )

qat£iy tengsizlik bajarilsa ,/(x ) funksiya E  to£plamda qat iy qavaiiq  

deyiladi.
5- ta‘rif. Agar g(x)=—/( x )  funksiya qavariq E c:R 1 to £plamda 

qavariq bodsa,/(x) funksiya if to £plamda botiq deyiladi (7.15-chizma).

Misollar. 1 ) / (x )= |x |,  x e R ] funksiya qavariqdir, chunk i

Vx]5 x 2 g  R \  x ^ x 2 nuqtalar va VA[0;1] uchun |A x ,+ (l-X )|x2|<

< X |xj + (1— X) |x2| tengsizlik o £rinli bo£ladi.
2) f ( x ) = e x funksiya R 1 da qat’iy qavariq funksiyadir, chunki

Vx X-, g  R l х .ф х, nuqtalar va V A g  (0;1) uchun
■/VJ 9 2  9 1 Z

еъс,+(1-х)х2 < + (l — X)eXl

tengsizlik bajariladi.
funksiya R} da botiq funksiya bo£ladi.

Amaliyotda, ko 'pincha, funksiya grafigi qavariqligi (botiqligi)ni 

tekshirishda yuqoridagi keltirilgan ta £riflarga ekvivaliyent b o £lgan 

quyidagi ta£riflardan foydalaniladi.

f i x )  funksiya [a\b] da berilgan bo£lsin.

6-ta‘rif. Agar f i x )  funksiya grafigi istalgan vatarining o £rtasi 

funksiya grafigining mos nuqtasidan pastda (yuqorida) yotsa, bu 

funksiyaning grafigi berilgan oraliqda botiq iqavariq) deyiladi (7.16-
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chizma).

7- ta‘rif. Agar istalgan xp x ,e  [a;b\ uchun
/(*1 )+/(*?)

tengsizlik o ‘rinli bo ‘lsa, / ( x )  funksiyaning grafigi [a;b] kesmada 

botiq (qavariqligi yuqoriga yo‘nalgan) deyiladi.

8- ta‘rif. Agar istalgan xp x2̂ [a\b] uchun

X\+X2 "|< /(* i)+ /(*2)

tengsizlik o ‘rinli bodsa, / ( x )  funksiyaning grafigi [a\b} kesmada 

qavariq (qavariqligi pastga yo‘nalgan) deyiladi.

1- misol. /(x)=3-x funksiya grafigining R' da qavariqligi yoki 

botiqligini aniqlang.

Yechilishi. Funksiya grafigining botiqligi yoki qavariqligini ta£rif 

bo‘yicha tekshiram'iz:

/ x\ +x2 
2

X, +.x2 ____________

= 3 2 = ^3x, + x 2

•va

f (x O + f ( x 2) = 3^ + 3-y2 

2.................................................2 '

Vxj, x2 g  R ] (x, < x2) uchun 3A‘ va 3*2 sonlar bir-biriga teng 

eriias va musbat sonlar. O crta arifmetik va d£rta geometrik miqdorlar 

orasidagi munosabatlardan

<  3V,'234' ;

tengsizlikka ega bodamiz. Demak, 4- ta£rifga asosan, funksiyaning 

grafigi qat£iy qavariqdir (7.17- chizma).
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2- misol./(x )= sin  x funksiya grafigining [0;7c] kesmada botiqligini 

ko‘rsating.
Yechilishi. Shartga ko£ra

/
( *1 +x2" . Xi +x2

~  sm  2 ?

va
/(*l)+/(*2_) _ sin X\ +sin x2 = sin *1 + x 2 cos-1^ 2

- f -  2 2 2
j  П X \+ X 2 7t

larga ega bo£lamiz. Istalgan x „  x 2g  (0;я), x ,<x 2 larda и < - у -  ^

bodgani uchun

0 < cos < 1,
. X] +x2 sin Xj +sin x2

sin 2 >  2 —

tengsizlik o£rinli bo£ladi. . . rn ,
Demak, 6- ta£rifga a so sa n ,/(x )-s in  x funksiyaning grafigi [0, \

kesmada botiqdir (7.18- chizma).

3- misol. Ushbu / (x)=x2 funksiya grafigining R l da qavariqligini 

ko£rsating.

Yechilishi. Istalgan V x,, x2 e R l va x, *  x2 bo‘lganda 

f ( x l+x2\  xl+ xj +2x,X2 < 4 M  +(x'2M l  =
J p  2- -J - 4 4 2 2

tengsizlikka ega bo'lam iz, chunki x,2+x,2 >2x,x ,.

Demak, 8- ta'rifga ko‘ra, berilgan funksiyanmg grafigi R  da 

qavariqdir (7.19- chizma).
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g) qavariq funksiyalarning 
xossalari.

Г . Qavariq (botiq) funksi- 

yaning o ‘zgarmas musbat songa 

ko£paytmasi yana qavariq (botiq) 

funksiya bodadi.

2°. Qavariq (botiq) funksi- 

yaning o ‘zgarmas manfiy songa 

k o ‘pay tm asi bo tiq  (qavariq ) 

funksiya bo‘ladi.

3°. Qavariq funksiyalarning
yig tndisi qavariq funksiya bodadi.

4 . Agar / (x )  qavariq va o ‘suvchi bodib, x=cp(/) esa botiq 

funksiya bo Isa, u holda murakkab/(<p(/)) funksiya botiq bodadi.

5 . Agai / ( x )  botiq va o ‘suvchi bodib, х=ф(/) esa qavariq 

funksiya bodsa, u holda murakkab /(<p(/)) funksiya botiq bodadi.

6°; Agar f (x )  — qavariq va o'suvchi funksiya bodib, х=ф(/) esa 

qavariq funksiya bodsa, u holda m urakkab/ (cp(/)) funksiya qavariq 

bodadi.

7 . Agavf(x) qavariq va kamayuvchi funksiya bodib, x=q>(f) 
esa botiq funksiya bodsa, u holda murakkab/(q>(/)) funksiya qavariq 

bodadi.

8°. Agar y=f(x) va y=g(x) o £zaro teskari (mos oraliqlarda) 
funksiyalar bodsa, u holda:

a) agar f ( x )  — botiq va o ‘suvchi funksiya bodsa, g(x) funksiya 
qavariq va ofsuvchi bodadi;

b) agar / (x) — qavariq va kamayuvchi funksiya bodsa, g(x) 
funksiya botiq va kamayuvchi bodadi;

cl) agar /(x )  — qavariq va kamayuvchi funksiya bodsa, g(x) 
funksiya qavariq va kamayuvchi bodadi.

9 . [a\b] oraliqda botiq b o d g an /(x )  (o'zgarmas sondan farqli) 

funksiya shu oraliqning ichida o £zining eng katta qiymatini qabul 

qilmaydi.

10°. Agar f ( x )  va g(x) funksiyalar musbat va qavariq bodsa, u

holda У -  funksiya qavariq bodishi uchun bu funksiyalarning 

biri o ‘suvchi, ikkinchisi esa kamayuvchi bodishi yetarli.

У

/
-2 -1 0

-]

-1 -2 *

-2

7 .1 9 - ch izm a.
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11°. Agar У = ^  funksiya qavariq b o d ib ,/(x )  manfiy, qavariq

va o'suvchi bo£lsa, u holda <p(x) funksiya musbat, botiq va о suvchi 

bo£ladi.

12°. Agar У = - botiq bo £lib, f ( x )  va q>(x)) funksiyalar

qavariq va manfiy bo£lsa, u holda qaralayotgan funksiyaning biri 

o£suvchi, ikkinchisi kamayuvchi bodadi.

13°. A g ar/(x ) funksiya qavariq bo'lsa, i f  (x)^0) funksiya 

botiq bo£ladi.
14°. Agar f i x )  funksiya musbat va qavariq bodsa, u holda 

у  -  n]f(x) funksiya qavariq bodadi (n — natural son).

15°. Agar [f(x)]n funksiya qavariq bo£lsa (n — natural son), u

h o ld a /(x )  funksiya musbat va botiq bodadi.

16°. Agar f ( x )  va cp(x) funksiyalar musbat, о suvchi, botiq 

bodsa, u holda y = f ( x )  • q>(x) funksiya m usbat, o £suvchi, botiq 

bo£ladi.
17°. Agar f i x )  va (p(x) funksiyalar musbat, kamayuvchi, botiq 

bodsa, u  holda y = f ( x )  • tp(x) funksiya musbat, botiq bo ladi.

18°. Agar f  (x) va cp(x) funksiyalar manfiy, о suvchi, qavariq 

bodsa, u holda y = f ( x )  * cp(x) funksiya musbat, botiq bo£ladi.

19°. Agar f  (x) va ф(х) funksiyalar m anfiy , kam ayuvchi, 

qavariq bodsa, u holda y = f  (x) ■ <p(x) funksiya musbat, botiq bo ladi.

20°. Agar f i x )  funksiya musbat, kamayuvchi, qavariq bodsa, 

(p(x) funksiya esa m usbat, o £suvchi, qavariq bodsa, u holda 

y = f ( x )  ■ cp(x) funksiya musbat, qavariq bodadi.

21°. A g a r /(x )  funksiya manfiy, o ‘suvchi, botiq bodsa, cp(x) 

funksiya  esa m anfiy , kam ay u v ch i, b o tiq  bo Isa, u ho lda  

y = f{x )  ■ cp(x) funksiya musbat, qavariq bodadi.

22°. Agar f { x )  musbat, o £suvchi, qavariq bodsa, q>(x) funksiya 

esa manfiy, o£suvchi, botiq bo£lsa, u holda y —f ( x )  ■ ф(х) funksiya 

manfiy, botiq bodadi.
23°. Agar f ( x )  funksiya musbat, kamayuvchi, qavariq bodsa, 

ф(х) funksiya esa manfiy, kam ayuvchi, botiq bodsa, u holda 

y = f (x )  • (p(x) funksiya manfiy, botiq bo£ladi.
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24°. Agar f { x )  musbat, o £suvchi, botiq bo£lsa, ф(х) funksiya esa 

manfly, osuvchi, qavariq bo ‘lsa, u holda у= /(х )-ф (х ) funksiya 

manfiy, qavariq bo£ladi.

25°. Agar / ( x )  m usbat, kam ayuvchi, bo tiq  b o ‘lsa, ф(х) 

funksiya esa manfiy, o'suvchi, qavariq bo£lsa, u holda y = f(x )  • cp(x) 

funksiya manfiy, qavariq bo‘ladi.

f{ x )  funksiya E — qavariq to ‘plamda berilgan boclib, xne isb o £lsin 

. ta ‘” f; Agar / W  funksiya U r(x0) atrofda qavariq (botiq) 

о lib, Us (xq) a trofda esa botiq (qavariq) b o £lsa, x0 nuqta 

funksiyaning (funksiya grafigining) egilish nuqtasi deb ataladi.

Masalan, 1) y= x3 funksiya grafigi uchun x=0 nuqta egilish 

nuqtasi bo ladi; 2) ^=sin x  funksiyaning grafigi uchun х= кп  n e Z  

nuqtalar egilish nuqtalari bo£ladi (7.20- a, b- chizmalar).

7.20- chizina.

6 . Funksiya grafigining simmetriya o‘qlari. Agar shunday 

o zgarmas x0 son mavjud bo£lsaki, istalgan x e X  uchun xn—x e X  
x0+ x e X  bo£lganda

f  (X0 X) f  (X g 'i'X ) ( * )

tenglik bajarilsa, x=x0 to £g£ri chiziq у = /(x )  funksiya uchun vertikal 
simmetriya o ‘qi deyiladi Xususiy hollarda x0=0 bo £lganda juft 

funksiya uchun Oy o £qi simmetriya o £qi bo£ladi.

, miso1- У=ахг+Ьх+с (o*0) funksiya grafigining qanday vertikal 

o qqa nisbatan simmetrikligini aniqlang.

Yechilishi. Simmetriklik (*) shartiga ko‘ra tekshiramiz:

a (*o x f + b(x0 x )+ c ~ a  {хй+хУ+Ь  (a (,+a )+ c ,

— 2a x  x 0— bx=2a  a ,, x+bx.
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Bu tenglikni a ,:i ga nisbatan yechamiz.

Xo = _ A ,  ya‘ni x = -  7, -  simmetriya o‘qi (7.21- chizma).

Agar istalgan xeJX f)  uchun  Л  = [ \ Л хо -  x "> + f ^ o  + 

ayniyat 0 ‘rinli bo ‘lsa (x0;y„) nuqta f(x )  funksiya grafigi uchun 

simmetriya markazi bo£ladi.
Xususiy holda O(0;0) nuq ta  toq funksiyaning sim m etriya 

1113 2-Zmisol. y=ax+b funksiya grafigining simmetriya markazini

^Yechilishi. Simmetriya markazini topish shartini yozamiz.

2y0=u(x0—x)+b+a(x0+x)+b,

2y0=2ax0+2b.

Bu yerdan y0=ax0+b bo£ladi, bunda x0 — ixtiyoriy nuqta 

Demak, у=ах+Ъ ftinksiya grafigining simmetriya markazi M (x,; (Щ +b)

nuqtada ekan.

Quyidagi tasdiqlar o £rinli:
1 Agar y=f(x) (-oo<x<+oo) funksiyaning grafigi x=a va x= b  

(b>a) parallel vertikal o £qlarga nisbatan simmetrik bo £lsa, f(x )  

funksiya davriy funksiya bo£lib, uning davri 2b—2 a ga teng.

2 Agar y=f(x) ( - o o < x < + o o )  funksiyaning grafigi A(a;y0) va 

В (b \yx) (b>a) nuqtalarga nisbatan simm etrik b o £lsa, y—f(x )  
funksiyani ikkita chiziqli funksiya va biror davriy funksiya {T=2b—2ci) 

ning yighndisi shaklida tasvirlash mumkin. Xususiy holda, y0- f i  

bo£lsa, y=f(x) — davriy funksiya bo£ladi.

123



ftinksiya bo ‘Jib, uning davri 4 i - 4 f lga teng Ьо" м °  / W  W y

Mustaqil yechish uchun misollar

Funksiya grafigining koordinata o'qlari bilan u , .
koordinatalarini toping: c shish nuqtalan

1- / ( x ) = 2 ,5 x - 5 .  ,  r
„ 2 - / ( x )= 5 x + l .
3 - / ( x )  = х г—4x+5. d , ,  . ,
5. / ( л -) =cosx. /  '
7. /(x )= lo g 3(2—x). J ; ^ g = ^ - 2 ) ( ^ 5 ) .

top Й Пк51Уа aniQlaniSh S° haSining ch«  yaqinida uning limitini

9. / ( x )  =
5+л"
лч-3

10. / ( * )  =

и .  f ( x )  = e
X

X3./(x)=sign x 

15. / ( * )  = r

x +2, 0 < x < l  bo’lganda,

2x  + J, J < x < 2 bo’lganda. 

x- \
12. f ( x ) = x 2—3x, x e [ l ;2]. 

14* / ( * )  = 7 ^ Г 2 .

16. / ( * )  = x.2~ 5x1 6
yJx-2+2 '

•A--- J)

Funksiyalarning ekstremum nuqtalan va 
larini toping: ekstremum qiymat-

17- /(x )= x 2—4.
19. /(x)=3A—1.

2 1 -  f ( x ) = c o s x ,  x g  [ 0 ; 2 n ] .

23. f ( x ) = x 2— 4x.

18. /(x )= 4 x — 3.
29. / ( x )= x 2—5x+6. 
22. /(x )= 5 .
24. f { x ) = x 2~ 3x2.

25. Ben gan konusga eng katta yon sirtli ichki silindr chizing
26. Ben gan konusga eng katta hajmli ichki silindr chizhГ
27. Benlgan sharga eng katta yon sirtli ichki konus chizing
28. Tom om  40 sm bo ‘lgan kvaHrat ^  n - .  . zm 8-

imkoniyati boricha katta hajmli usti ochiq quti yasa^g.tUnUkadan
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Funksiyalarning nollarini toping:

29. / (x)=x2—3 . 30. /(x )= e h - 1. 31. /  (x ) = 2 j<2+  1.

32. /  (x)=x2+4. 33. / (x)=x2—9. 34. / (x)=cos x.

3 5 ./(x )= ln (x —2). 36. / ( x )  = -/x — 4.

37. / ( x )  = i . 38. / ( x .  / /

39. f { x )  = *2/ з +б • 40. (x)=2*-4.

Funksiya grafigining berilgan kesmada (oraliqda) qavariq yoki

botiqligini aniqlang:

41. /(x )= x 3, x g R '. 42. /(x )= 6 ~ x, xe (-«,■+**>).

43. / (x)=cos x,  x  G
jt 'Tt  

2’2
44. / (x)=lg x, xe (0;+°°).

45. / ( x ) = x /  x g  R. 46. /(x )= x  |x|, xe [—4; 4].

Ox o £qida shunday nuqtani topingki, undan  parabolaning 
simmetriya o ‘qi o ‘tsin:

47. y=x2+3. 48. y=(x+2)2. 49. y = — 3(x+2)2+2.

50. y=(x—2)2+2. 51. y=x2+ x + l. 52. y=2x2—3 + 5 .

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1. (2; 0), (0; - 5 ) .
,Tl

5. (—+ 7c«;0), / i e Z

2. (0; 1), ( -0 ,2 ;  0). 3. (0; 5). 4. (0; 0)

6. (2; 0), (5; 0), ( 0 ; - 1 0 ) .

7. (1; 0), (0; log32). 8. (0; 2).

9. f  (±°°)= 1, / ( —3—0)=+°°, /(_ 3 + 0 )= + °° .

10. / ( l + 0 ) = / ( l —0 )= /( l)= 3 .

12. / ( 1)= —2, / ( 2)= —2. 

14. /  (2 + 0 )= / (2)=0. 

1 6 . / ( 3 - 0 ) = / ( 3 + 0 ) = l .

18. Yo‘q. 19. Y o‘q.

11./ ( 0—0)= (0+ 0)= l.

1 3 . / ( 0 - 0 ) = - l , / ( 0 + 0 ) = l .

1 5 ./(2 + 0 )= /(2 )= l .

17. X = 0 , /m in (0 )—— 4.

20. x = 2 ,5 ,/min(2 ,5 )= —1/4.
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21. Х = 0 , Х = К ,  х = 2 п ,  / ma*(0)=/ mlx(2jc)=l, /„ ,„ ( * )=-1.

22. Yo‘q. 23 .х=2, / mi0(2 )= -4 .

24' Г 0’ * 7 3  / - (0>“ 0’ /min(2)=—4. 25. 26. "

27
у5

28. 23°(sm).
29. л=0, jc= 3. 30. х=0. 31.Y o‘q.

32. Yo q. 33. x=±3. 34. x  = ~ + nn, n e  Z .  35. x=3.

36. x=4. 37. Yo‘q. 38.x=+2. 39.x=2. 40.x=2.

41. (-°°;0) da botiq. (0;-н») da qavariq. 42. (— ;+~ )  da qavariq.

43. 2’2_ da botiq. 44. (0;-*») da botiq. 45. da qavariq.

46. [—4; 0) da botiq, (0; 4] da qavariq. 47. ^=o.

48. x = - 2 .  4 9 .x = —2. 50.x=2. 5 1 . * = - 1/2. 52.x=3/4.

8-§. ELEMENTAR FUNKSIYALAR VA ULARNING 

GRAFIKLARI

Matematikaning ko‘p masalalarida qo'llanUadigan quyidagi 
lunksiyalar cisosiy elemental* funksiya lar  deyiladi:

1. y= b  — o £zgarmas funksiya (Z>=const), be Rl.

2. y —x lt darajali funksiya, a  — haqiqiy son.

3. y= a ' ko‘rsatkichli funksiya, bunda a > 0, a *1.

4. y = \o g a x  logarifmik funksiya, bunda a > 0, a *1.

5. y = s m x ,  y =  c o s x , y = tg x ,  y = c tg x ,  y =  1 = secx

COS A*

y  =  sin л- = co sec  x  — trigonometrik funksiyalar.

6. y=arcsin  * ,y = OTCcosx, y = a rc tg x , y= arcctgx  -  teskari 

trigonometrik funksiyalar.

Chekli sondagi asosiy elemental* funksiyalar ustida qo£shish 

ayinsh ко paytirish, bo ‘iish, natural darajaga ko ‘tarish, ildiz 

e iiqarish amallarini bajarish va murakkab funksiya hosil qilish 

natijasida yuzaga keladigan (analitik usulda berilgan) funksiyalar 

ham elementar funksiya lar  deyiladi. Masalan

0 'Y +  tg -

У = 3 * У = a resin x 2, J  = log3( ^ 2 

funksiyalar elem entar lunksiyalardir.
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4 x  + 3)

Elementar bo£lmagan funksiyalarga misollar:

1 . у  = sin jc +  3 4 *  +  arctg2x2 + ... •

2. y = x + 2x2 + ~ x 3 + -  .

3. Dirixle funksiyasi:

D{x)  =

0,

1,

x irratsional son bo’lganda, 

x ratsional son bo’lganda.

g u i _ 2 -  misollarda amallar chekli marta bajarilmagan, 3 

misolda elementar funksiyalar qatnashayotgani yo‘q.

Elem entar funksiyalar quyidagi asosiy sinflarga bo hna i .

1) butun-ratsional funksiya (ko‘phad). Bunday funksiyanmg 

um um iy ko£rinishi quyidagicha bo ladi.

/ ( x )  = a0x" + axx ']~ l +... + an_ Xx  + a„9 

bunda a„, a,..., a. -  haqiqiy sonlar, a„*0 (ko'phadning koeffit- 

siyentlari), n - manfty bo‘lmagan butun son (ko'phadntng darajast). 

a a a sonlar va x ustida chekli sondagi qo'shtsh, ко paytm sh 

va darajaga ko‘paytirish am allari bajarilgan. B utun-ra tsional 

funksiyaning aniqlanish sohast R l dan tborat. Xususiy holda 

y= ax+ b -  chiziqli funksiya va y= ax2+bx+c -  kvadrat uchhad

butun-ratsional funksiyalardir. ,
2) Qasr-ratsional funksiya. Ikkita qisqarmas butun-ratsional

funksiyaning (kokphadning) nisbatidan tuzilgan

r /  \  __  pn(x ) _  a0xn+alx n̂ +...+ar]

J {X) "  QnM) b0x m+blxm~l+...+bm

funksiya kasr  - ratsional fu n k siya  deb ataladi. K asr-ratsional 

funksiya

X  = R ] \  {x : x  g  R ], Qm(x)  = b0x m + b{x m 1 + ... + bm *  o j

to £plamda, ya£ni maxrajni nolga aylantiruvchi nuqtalardan farqli 

bo£lgan barcha haqiqiy sonlardan iborat to £plamda amqlangan. 

Xususiy holda,

_ x 5+2 
У  a 2 + 3 a

va у = p - j

lar kasr-ratsional funksiyalar bo£ladi.
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Butun - ratsional va kasr - ratsional funksiyalar birgalikda ratsional 

funksiya lar  sinfini tashkil qiladi.
3) irratsional funksiya. Harfiy o ‘zgaruvchilarni o cz ichiga olgan 

ifodalarda ildiz chiqarish amali qatnashgan aJgebraik ifodalar berilgan 

о zgaruvchilarga nisbatan irratsional ifodalar deyiladi.

Tarkibida irratsional ifodalar qatnashgan algebraik ifodalarning 

moslik qonunini ratsional ifodalar yordamida ko'rsatish mumkin 

bo Imasa, bunday ifodalar irratsional funksiya lar  deyiladi. Masalan,

4x3 + \ j4 x 3 — 4 

<[l + 6 x - 4  9
у  = t j x  + 2, y  = Jx.

funksiyalar irratsional funksiyalardir.

4) algebraik funksiya. Ratsional va irratsional funksiyalar sinflari 

birgalikda algebraik funksiyalar sinfini tashkil qiladi. Ushbu 

tenglam ani qanoatlantiradigan har qanday funksiya algebraik 

funksiya  deyiladi;

M x ) y "  + 4  (x )y n~\ + ... + 4 ,_ j (X)y + An(x)  = 0,

bunda 4 ( л ') ,4 ( х ) , . . . ,4 , ( х )  berilgan butun-ratsional funksiyalar, 

A f x ) ^ 0  va n — butun musbat son.

Misollar. 1. у  = yfx2 +1 — algebraik funksiyadir, chunki u 

У 3~ х 2~ 1 =  0 tenglamani qanoatlantiradi.

2. x y 2 2 ( x 2 l)y  4x=0 tenglama bilan aniqlangan funksiya 

ikkita algebraik funksiyadan iborat bo iad i, ya‘ni

x 2—l+J(x2—l)2+4x2 ^

У = - - - - - - - - - - - - — - - - - - - - - - -  =2x,
X

у  =  x 2~ l + y/(x2~ l)2+4x2 _  _  2 

V ~ x ‘

3. у  ^Уху—x3+4=0 tenglama bilan aniqlangan funksiya ham 

algebraik funksiya bo iad i, lekin bu funksiyani oshkor ko‘rinishda 

yozish m um kin emas, chunki uni radikalga nisbatan yechib 

bo‘lmaydi. Bu holda biz oshkoimas algebraik funksiyaga ega bolamiz.

5) transsendent funksiyalar. B archa algebraik b o lm ag an  

funksiyalar transsendent fu n ksiya la r  deb ataladi (ko‘rsatkichli, 

logarifmik, trigonom etrik funksiyalar va teskari trigonom etrik 

funksiyalar transsendent funksiyalard ir), m asalan: y=sin3x, 

y= 2x+\  y=arctg5x funksiyalar transsendent funksiyalardir.
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Shunday qilib, barcha elem entar funksiyalar algebraik va 

I ranssendent funksiyalar sinflariga bo linad i.
Endi asosiy elementlar funksiyalarning har biri haqida batafsil

(o‘xtalib o ‘tamiz.
X. 0 ‘zgarmas funksiya. y= b  (bu yerda b — biror haqiqiy son) 

formula bilan berilgan funksiya о ‘zgarm as funksiya  deyiladi.

y = b  o ‘zgarmas funksiyaning grafigi abssissalar о qiga paiallel 

va ordinatalar o ‘qidagi (0\b) nuqta orqali o 'tuvchi to ‘g‘ri chiziqdan 

iboratdir. 8.1- chizm ada bir necha o czgarmas funksiyalarning 

grafiklari tasvirlangan. Xususiy holda, y — 0 funksiyaning grafigi 

abssissalar o ‘qidan iboratdir.
x —a (bu yerda a — biror haqiqiy son) formula bilan berilgan 

funksiya ham о ‘zgarm as funksiya  deyiladi.
x= a  o'zgarmas funksiyaning grafigi ordinatalar о ‘qiga parallel 

va abssissalar o ‘qidagi (f?;0) nuqta orqali o 'tuvchi to g ri chiziqdan 

iboratdir (8.2- chizma). Xususiy holda, x=0 funksiyaning grafigi 

ordinatalar o ‘qidan iboratdir.
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2. Darajali fimksiya. y= xa ko‘rinishdagi funksiya darajalifunksiya 

deyiladi, bunda a  — ixtiyoriy haqiqiy son.

Bu funksiya uchun a  ning qanday qiymatlar qabul qilishiga 

qaiab, quyidagi hollar bodishi mumkin:

? \ a= n (n - 2  — butun musbat son). Bu holda funksiyaning 

giafigi (1;1) nuqtadan odadi va koordinatalar boshida abssissalar 

o ‘qiga urinadi.

Agar n{n=2nt, me N) juft bodsa, u holda funksiya x=0 nuqtada 

minimumga ega bo ladi va lining grafigi ordinatalar o ‘qiga simmetrik 

joylashadi (8.3-, 8.-4- chizmalar).

Agar n(n= 2m + \, m e N )  toq bodsa, funksiyaning grafigi x=0 

nuqtada bui iladi va uning grafigi koordinatalar boshiga nisbatan 

simmetrik joylashadi (8.5-, 8.6- chizmalar).

b) a =— n (ne N). Bu holda fimksiya ekstremumga ega bodmaydi 

uning grafigi (1; 1) nuqtadan odadi.

8.3- chizma. у  = x 2m, m e  N .
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Agar n (n = — 2m , m e N )  ju ft b o d sa , funksiyan ing  giafigi 

ordinatalar o ‘qiga nisbatan simmetrik bodadi (8.7-, 8.8- chizmalar).

Agar n (n —2 m + \,  m e N )  toq  bodsa , funksiyaning  grafigi 

koordinata boshiga nisbatan simmetrik joylashadi (8.9-, 8.10- 

chizmalar).

^  a  — r (r = p , p , q  — natural va o 'zaro tub sonlar). Bu holda

ham m a funksiyalar koordinata boshida nolga aylanadi va ularning 

grafiklari (1; 1) nuqtadan odadi.

У _  funksiyaning grafigi p  va q larga bogdiq bo ladi. Bu

funksiya uchun quyidagi hollarni qaraymiz:

1°-hoi.p  —  juft (p =  2n, n e  N ) , q - i o q  (q = 2n + l, n e N )

bodsin. U holda у  = funksiya (-«>;+oo) oraliqda aniqlangan bo ladi.

8.9- chizma. у  = —~ +y> m  e N . 8.10- chizma. (1) У x3 ’ ^  'V
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Buftinksiyajuftbo'ladi: у  = Щ—х У  = ^ , lininggrafigi Oyo'qiga 

nisbatan simmetrik joylashadi, u [0;4~) da m ono ton o'suvchi va 

[0;+~) oraliqdagi ixtiyoriy x lar uchun у  = tfx*  > 0 bo'ladi.

D em ak , у  = funksiyaning grafigi abssissalar o 'q in ing 

yuqorisida joylashib, 0(0; 0) va (1; 1) nuqtalardan o'tad i.

У = f x i ’ funksiyan ing grafigi 0 < £ < 1 bo 'lganda [0;+~)

oialiqda botiq, ■■ > 1 bo'lganda esa qavariq bo'ladi. 0 < ^ < I shartda 

funksiyaning grafigi (0;1) oraliqda y = x  bissektrisadan yuqorida

joylashadi, (1;+°°) oraliqda esa 

(8.11-, 8.12- chizmalar).

У = №  > q=2m + \, m e  N, 0< — < 1.

(]

_  8.13- chizma.

У ~  л М > P -  2m, q = 2m+\, m e N.

bissektrisadan pastda joylashadi

0 ) y = (2) y  = H7.
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Agar P-  > 1 b o ‘lsa (0;1) oraliqda funksiyaning grafigi y - x  

bissektrisadan pastda; (l;+~) oraliqda esa yuqorida joylashgan bo'ladi 

(8.13-, 8.14 - chizmalar).
2- hoi. p  va q — toq bo'lsin (p=2m+l, q=2n+\, m.neN). U 

holda у  = tfx*  funksiyaning an iqlanish  sohasi ( -~ ,+ ~ )  dan

iborat va toq funksiya bo'ladi. Haqiqatan ham, У = ~ ~ ' f x ~ ■

Bu holda funksiya simmetrik joylashgan bo'lib, (0;0) va 0 ;1 )  

nuq ta lardan  o 'tad i. Bu funksiya(-~ ,+ ~ ) da m onoton  o 'sad i.

0 < — < 1 bo'lganda funksiyaning grafigi (0;+~) oraliqda botiq,

P- > 1 bo'lganda esa funksiya grafigi qavariq bo'ladi (8.15-, 8.16 - 

chizmalar).

8.15- chizma. (1) у = (2) у = ■ 8.16- chizma. (D У -  & > & У  ^ ‘

3- hoi. p  -  toq, q -  juft bo'lsin. у = Ь ” funksiya [0;+~) 

oraliqda aniqlangan, m onoton o'sadi, [0;+~) oraliqdagi barcha x

larda у = x "  > 0 bo'ladi. Shuning uchun uning grafigi abssissalar 

o'qining yuqorisida joylashadi. Funksiyaning grafigi (0;0) va (1;1)

nuqtalardan o'tadi. 0 < p < 1 bo'lganda funksiyaning grafigi [0;+~)

oraliqda botiq (8.17 - chizma),

l  > 1 bo'lganda esa funksiya grafigi qavariq bo'ladi (8.18- 

Я

chizma).
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__ У

у  = х  <1, р  juft, q — toq. _ 2  _ 2

( V y  = *  з ,  ( 2) у  = х  5.

2) '  ? (/' V a? ° ‘zar° tub va natural sonlar) bo‘lsin.

П

Bu ho]da = x <7 darajaJi v =  ̂ = 1 f , .
runksiyani kod'inishda

yozish mumkin. Ikki holni tablil qilamiz. 

oraliqlardaanjqlangan vajuftffunksiya b o iad i^sf'8̂ 3

У X J  fimksiya (0;+~) oraliqda kamayuvchi, ( - ~ ;0) oraliqda esa 

,U) va (0,+~) orahqlardagi barcha л lar uchun

^  * > 0 bo ladi. Shu sababli uning grafigi abssissalar o ‘qining

У= 0  t o ^ r i  chiziq larV unksfyam fii^1- nilqtaIardan ° ‘tadi- *= 0  va 

gorizontal asimptotalari bo'ladi va
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2-hol. p  va q — toq bodsin.Funksiya (-<=o;0)u(0;+o°) sohada 

aniqlangan. Bu sohada funksiya toq bo ‘ladi. Shuning uchun uning 

grafigi koordinatalar boshiga nisbatan simmetrikjoylashadi. Funksiya 

bu sohada kamayuvchi. x=0 va y=0 to £g£ri chiziqlar, mos ravishda, 

funksiyaning grafiklari uchun gorizontal va vertikal asimptotalar 

bodadi (8.21- chizma).

8.21- chizma. (1) у  = x  3, (2)  у  = x  3. 8.22- chizma. (1)д; = * 4. (2) y  -  x  2 .

_ P

3-hol. p  — toq, q —juft bodsin. у  -  x  q funksiya (0;+oo) oraliqda

aniqlangan va shu oraliqda kamayuvchi bodadi. x=0  va y=0 to £g£ri 

chiziqlar funksiyaning grafigi uchun mos ravishda gorizontal va 

vertikal asimptotalar bodadi (8.22- chizma).

3. Ko‘rsatkichli funksiya.

Ta‘rif. Ко ‘rsatkichli yoki eksponensial (lotincha ,,eksponent“ - 

,,ko£rsatkich“) funksiya  deb, y  = a* ko£rinishdagi funksiyaga aytiladi, 

bunda a>0, a * l, x  — erkli o £zgaruvchi.

Ko£rsatkichli funksiya fan va texnikada muhim ahamiyatga ega. 

Tabiatdagi ko£p hodisalarni y= ax ko£rsatkichli funksiya yordamida 

ifoda etish mumkin.

Misollar.
1. Xalq turmush darajasining muhim ko£rsatkichlarini aholining 

daromadlari, real daromad fondlari belgilaydi. M a£lum m a£noda, 

bu xarakteristikalarni ko£rsatkichli funksiya yordamida ifodalash 

mumkin. Yilning oxirida aholi jon  boshiga to £g£ri keladigan real 

daromad

D = D ,{\+ q)'

formula yordamida ifoda etiladi, bunda D  — hisobot yilida aholi jon
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boshiga to£g£ri keladigan real daromad, / — vaqt, D — liar bir kishiga 

/ yilda to £g£ri keladigan real daromad, q — aholi jon boshiga to£g£ri 

keladigan yillik reja daromadining ko£payishi.

2. Tirikjonzotning ko'payish populatsiyalari dinamikasi jarayoni 

g { t ) —g ko£rsatkichli funksiya yordam ida ifodalanadi. (g0 — 

boshlanghch kattalik, c — doimiy son).

3. Ehtimollik nazariyasida f ( x )  = e x ko‘rsatkichli funksiya
q2n

muhim ahamiyatga ega.

Ko'rsatkichli funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. Ko£rsatkichli funksiyaning aniqlanish sohasi barcha haqiqiy 

sonlar to £plamidan iborat: D (a x)= R \

2°. Ko‘rsatkichli funksiyaning o‘zgarish sohasi: E(f)=(0;-^o)=R]+ 

dan iborat.

3°. a>  1 bo'lganda ax funksiya aniqlanish sohasida o ‘suvchi, 

0<я<1 bo£lganda esa kamayuvchidir.

4°. a>  1 bo‘lsin. U holda x > 0  bodganda ax> 1, x<0 bo‘lganda 

ax< 1 bodadi.

5°. 0< a < 1 bo£lsin. U holda x  >0 bodganda ax< 1, x<0 bodganda 

ax> i bo£ladi.

6°. a >1 bodsin. U holda da a * - > + ;c h >-°o da esa <?v->0

bo£ladi.

7°. 0 < a < 1 bo£lsin. U holda x - h °° da <?v->0, da esa ax- ^ °  

bo£ladi.

8°. y = 0  to £g£ri chiziq y = a x funksiya grafigining gorizontal 

asimptotasi bo£ladi.

9°. Ko£rsatkichli funksiyaning grafigi aniqlanish sohasida qavariq 

b o ‘lad i. 8 .23, 8 .2 4 -c h iz m a la rd a  y —a x, y = a ~ x (<з>0, a*  1) 

funksiyalarning grafiklari keltirilgan.

8.23- chizma. y=ax, (1) a> 1; 
( 2) 0 <  a <  1.

8.24- chizma. y=a~\ (1) a> 1; 
(2) 0 < a < 1.
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l '  - ^ A ^ k o S a c h l )  funksiyaga teskari bo'lgan furfciya a

asoslilogarijmikfunksiyadeyiladi vay  ■ * * £ * * , . № ^ > 0 ,  <*1). 

M adumki У = log„ x  ^  ay = x  bo lib, bunda a x.

Nol va manfiy sonlarning logarifmlan mavjud emas.
Logarifmik funksiya quyidagi xossalarga ega.
t u n i n g  aniqlanish sohasi barcha musbat sonlar to plam.dan

“  Uning',qiym adir=s o h irb a rc h a  haqiqiy sonlar to 'plam idan

"  e> 1 bo'lganda, o'suvchi, 0 < * <  1 bo'lganda esa

kdm4oi7 > ihbo‘lsin. U holda x > 1 bo'lganda log„x>0 tengsizhk, 0<x< 1 

bo 'lganda esa log„x<0 tengsizhk o 'rin lid ir (y a m  x > | bo Isa, 

funksiyaning grafigi Ox о q idan  y u q o n d a ,

0 < x < 1 bo'lganda esa log„x>0 tengsizhk o 'rm hdir ya m x> l 

bo'lsa, funksiyaning grafigi Ox o 'qidan yuqonda joylashadi).

6°. A gar a > 1 b o 'ls a , Urn log,, x  = +~, t o ^ o g ^ x - - ^  

munosabatlar o 'rinli bo'ladi.

7». Agar 0 < a < 1 bo'lsa, lim log0 x = -°°, ^ Olog« x = +°° 

,mm8r S r ; , > f f o “ unksiyaning grafigi botiq, 0 < x <  1

b°  Logarifmik funksiyaning grafigi (1; 0) nuqtadan o'tib, ordmatalar 

o'qiga asimptotik ravishda yaqinlashadi. x=0 t o | ' r i  chiziq Oy о q.) 
funksiya grafigiga vertikal asimptota bo ladi (8.25- chizma).

v=lognX, (1) a> 1, (2) 0<л<1.

8.26- chizma. (1) y—lnx, 

(2) y=log3 x, (3) y=lgx.
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boshiga to g£ri keladigan real daromad, t — vaqt, Df— har bir kishiga 

t yilda to ‘g ‘ri keladigan real daromad, q — aholi jon boshiga to £g£ri 

keladigan yillik reja daromadining ko'payishi.

2. T irikjonzotning kocpayish populatsiyalari dinamikasi jarayoni 

g ( t)= g o ec’ ko£rsatkichli fiinksiya yordam ida ifodalanadi. (g0 — 

boshlang 'ich kattalik, c — doim iy son).

3. Ehtimollik nazariyasida f { x )  = -=L e *2 ko£rsatkichli fiinksiya
\J2 n

muhim ahamiyatga ega.

Kohsatkichli funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. K o‘rsatkichli funksiyaning aniqlanish sohasi barcha haqiqiy 

sonlar to £plamidan iborat: D (a x)= R ].

2°. Ko£rsatkichli funksiyaning o£zgarish sohasi: E(f)=(0;+>°) =R]+ 

dan iborat.

3°. a>  1 bohganda ax funksiya aniqlanish sohasida o£suvchi, 

0<я<1 bo£lganda esa kamayuvchidir.

4°. a > \  bo£lsin. U holda x > 0  bo£lganda ax> 1, x<0 bo£lganda 

ax<\ bo£ladi.

5°. 0< a < l  bo£lsin. U ho ldax >0 bodganda ax< 1, x<0 bohganda 

ax>\ bo£ladi.

6°. a > 1 bo£lsin. U holda *-»+oo da ax- ^ + x - >  — oo da esa 0 

bo£ladi.

7°. 0 < a < 1 bo'lsin. U holda лР-»-н><> da eg—>0, x— da esa 

bo£ladi.

8°. у  =0 to £g£ri chiziq y=a* funksiya 

asimptotasi bo£ladi.

9°. Ko£rsatl<iclili funksiyaning grafigi 

b o £ladi. 8 .23, 8 .2 4 -c h iz m a la rd a  y —ax 

funksiyalarning grafiklari keltirilgan.
y = a

8.23- chizma. y = a \  (1) a>l; 
( 2)  0 <  a <  1.

grafigining gorizontal

aniqlanish sohasida qavariq 

_A‘ (a > 0, аф 1)

8.24- chizma. y = a ~ \ (1) a> 1;
(2) 0 < a <  1.
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4. Logarifmik funksiya.
1 - ta ‘rif. y=ax ko£rsatkichli funksiyaga teskari bo£lgan funksiya a 

asosli logarifmik funksiya deyiladi va у  =log tpc kabi belgilanadi {a> 0, оф 1). 

M a'lum ki, у  = logfl x о  ay = x bo£lib, bunda atô x=x.

Nol va manfiy sonlaming logarifmlari mavjud emas. 

Logarifmik funksiya quyidagi xossalarga ega.
1°. Uning aniqlanish sohasi barcha musbat sonlar to £plamidan

iborat: D(log0) x  = R \ = (0;+°°).
2°. Uning qiymatlar sohasi barcha haqiqiy sonlar to 'plam idan

iborat: E(\oga)= R l:
3°. Funksiya a> 1 bohganda, o ‘suvchi, 0 < a<  1 bohganda esa 

kamayuvchidir.
4°. a> 1 bo£lsin. U holda x  >1 bo£lganda log„x>0 tengsizlik, 0<x<l 

b o £lganda esa log0 x<0  tengsizlik o £rinlidir (ya£ni x > l b o isa , 

funksiyaning grafigi Ox o £qidan yuqorida , 0 < x <  1 bo Isa, 

aksincha, Ox o£qidan pastda joylashadi).
5°. 0 < a < 1 bo£lsin. U holda x>l bo£lganda, log„x<0 tengsizlik, 

0 < x <  1 bo£lganda esa log„x>0 tengsizlik o £rinlidir (ya£ni x> l 

bo£lsa, funksiyaning grafigi Ox o £qidan yuqorida joylashadi).

6°. A gar a >  1 b o £lsa, lim log„ x  = +<>°, lim logwx - - ^  

munosabatlar o£rinli bo£ladi.

7°. Agar 0 < a < 1 bo£lsa, lim log0 x  = - «>, lim \oga x  = +°°
^  д -._>+о о  X —>U+U

munosabatlar o£rinli bo'ladi.
8°. Agar a> 1 b o £lsa, funksiyaning grafigi bo tiq , 0 < x <  1 

bo£lganda esa qavariq bo£ladi.
Logarifmik funksiyaning grafigi (1; 0) nuqtadan o£tib, ordinatalar 

o£qiga asimptotik ravishda yaqinlashadi. x=0 tovg'ri chiziq (O y о qi) 

funksiya grafigiga vertikal asimptota bo iad i (8.25- chizma).

8.25- chizma.

y=log«x, (1) a> 1, (2) 0<o<l. (2) y =  log3x, (3) y =  lgx.
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\ 1'^’" ' l()g‘inlinik ftinksiya y=cf ko£rsatkichli funksiyaga teskari 

\и Ii>'iclan lining grafigi ko‘rsatkichli funksiyaning grafigiga (ular

4,1 ilS0S,i bolganda) birinchi va uchinchi chorak bissektrisasiga 

nisbalan simmetrik bo‘ladi.

2- la rif. Asosi 10 bolgan logarifm o ‘nli logarifm deyiladi va u 
,Jg“ belgisi orqali yoziladi, ya£ni j;=log10 x= \gx  (8.26- chizma).

3- ta‘rif. Asosi „e=2,7T- bo‘lgan logarifm natural logarifm 
deyiladi va u ,,ln“ belgisi orqali yoziladi, ya‘ni _y=logex=ln x  (8 26- 

chizma).

5. Trigonometrik funksiyalar

1. Sinus, kosinus, tangens va kotangenslarning ta‘riflari.
1- ta‘rif. To£gkri burchakli uchburchakda o£tkir burchak qarshisida 

yotgan katetning gipotenuzaga nisbati shu o£tkir burchakning sinusi

deyiladi va u sin a = AB kabi belgilanadi (8.27 - chizma).

Ixtiyoriy burchakning sinusi quyidagicha aniqlanadi: markazi 

koordinatalar boshida bo£lgan ixtiyoriy radiusli aylana olamiz, bunda 

OA — boshlangrich radius, О nuqta koordinatalar boshi, A nuqta 

esa aylananing Ox o £qining musbat yo£nalishida yotgan nuqtasi 

(8.28- chizma). Agar boshlangrich radius OA ni О nuqta atrofida 

soat strelkasiga teskari yo£nalishda aylantirsak, u holda musbat 

buichakka, soat strelkasi bo yicha aylantirsak esa, manfiy burchakka 

ega bodamiz (8.29- chizm).

Bu aylantirish natijasida A  nuqta koordinatalari x, у  bo£lgan В 

nuqta holatiga keladi. ex burchakning sinusi deb, В  nuqta ordinatasining

aylana radiusiga nisbatiga aytiladi va u sin a  = £  kabi belgilanadi.

2- ta‘rif. Tovgcri burchakli uchburchakda o £tkir burchakka yo- 
pishgan katetning gipotenuzaga nisbati, shu o£tkir burchakning

kosinusi deyiladi va a  = ^  u kabi belgilanadi (8.27- chizma). 

a  burchakning kosinusi deb, В  nuqta abssissasining aylana radiusiga

nisbatiga aytiladi va u sin a  = ^  kabi belgilanadi (8.28 - chizma).

3- ta rif. To g ri burchakli uchburchakda o£tkir burchak qarshisida 

yotgan katetning burchakka yopishgan katetga nisbati shu o £tkir

burchakning tangensi deyiladi va u 

(8.27-chizma).

tg a  =
BC

AC
kabi belgilanadi

8.27- chizma.

Ixtiyoriy a  burchak tangensi deb, 

В n u q ta  o rd in a ta s in in g  u n in g  

abssissasiga nisbatiga aytiladi va u

tg a  = -  kabi belgilanadi (8.28-

chizma).
4-ta‘rif. T o £g £ri b u rc h a k li 

uchburchakda o £tk ir burchakka 

y o p ish g an  k a te tn in g  b u rc h a k  

qarshisidagi katetga nisbati shu 

o £tk ir  b u rch ak n in g  ko ta n g e n si

AC . , . 8.29- chizma.
deyiladi va u c t g a - ^  kabi

belgilanadi (8.27- chizma).
Ixtiyoriy a  burchak kotangensi deb, В  nuqta abssissasining lining

ordinatasiga nisbatiga aytiladi va u ctg a  = * kabi belgilanadi (8.28-

chizma).
2) у  =  sin x funksiya. Sinus funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. Uning aniqlanish sohasi sonlar o£qi, qiymatlari sohasi esa 

[—1;1] kesmadan iborat: T)(sin)=/?, E (sin )= [— 1;1].

2°. Sinus toq funksiya: barcha x g  R  lar uchun

у  (—x) = sin (—x) = — sin x = —y (x ) .

3°. Sinus davriy funksiya: barcha xe R  lar uchun sin(x+2Tc)=sin x 

(2n— sinusning eng kichik musbat davri).

4°. x= nn  nuqtalar, bunda ne Z, sinusning nollari: sin x=0 

5°. (27in\ n+lTin) da sinusning qiym ati m usbat, (%+2nn; 

2n+2nn) da esa sinusning qiymatlari manfiy, bunda n e Z .
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6°.

o ‘sadi,

Т С  ~  т г  „

— 2 + 2nn; • + 2лт2 

bunda /2eZ.

kesmada funksiya —1 dan 1 gacha

7°.
71 -v 2УГС

^ + 27ш ; -  + 271/7x + Ann; Зл 
_ 2 ’ 2

kamayadi, bunda n e Z

kesmada funksiya 1 dan —1 gacha

8°. S inus funksiya uchun  ? + 2™ n u q ta la r  m aksim um

nuqtalari, bunda n e Z , 3*. + 2жп nuqtalar esa minimum nuqtalari 

bohadi, bunda ne Z.

9». Sinus funksiya * = * + 2n„, ne Z  nuqtalarda 1 ga teng eng

3iz
katta, л = 2 + 2 жп, n e Z  nuqtalarda esa - I  ga teng eng kichik 

qiymat qabul qiladi.
*°°' [° 5 } da fllnksiya grafigi botiq, [тс;2л] da esa qavariq bo‘ladi 

y^™ L  n e Z  nuqtalar egilish nuqtalari. 4 Ш'

У-s in  a; egri chiziq sinusoida deyiladi (8.30- chizma).

8.30- chizma. y=sin x .

fo y2 ™ X fu" ksp,a- Kosin«s funksiya quyidagi xossalarga ega 

e$a b l ; 1 J  k“ "  iborat 

2°. Kosinus juft funksiya: barcha x * R  iar uchun 

У (—x)=  cos (—x)=cos x= y (x).
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3°. Kosinus davri 2% ga teng bo‘lgan davriy funksiya: barcha x e X  

Iar uchun cos(x+27i)=cos x  (2n — kosinusning eng kichik musbat 

davri).

4°. x x = л + 2 п п  nuqtalar kosinusning nollari, bunda n e Z ;

cos Xj=0.

5°. \ — ~ + 2%n; 2 + 2 n n intervallarda kosinusning qiymatlari

тс r\ Зтс
-  + 27in; —  + 2nn  
2 2

intervallarda esa kosinusningmusbat bohadi,

qiymatlari manfiy bohadi, bunda ne'Z.

6°. [27in; n+2nn] kesmalarda funksiya 1 dan —1 gacha kamayadi, 

bunda ne Z.

7°. \— n+2nn:2nn} kesmalarda funksiya—1 dan 1 gacha o ‘sadi, 

bunda ne Z.

8°. Kosinus uchun x=2nn, n e Z  nuqtalar maksimum nuqtalari, 

х=71+2тг/7, ne Z  nuqtalar esa minimum nuqtalaridan iborat.

9°. Kosinus funksiya x==2nn, n e Z  nuqtalarda 1 ga teng eng 

katta, x =7i +2 tc/7, n e Z  nuqtalarda esa — 1 ga teng eng kichik 

qiymat qabul qiladi.

10°. 4
3%

;2n da funksiya grafigi botiq,
ТС ЗтС 

2 ’  2 da esa

funksiya grafigi qavariq bo‘ladi. x = 2 (2/7 + 1), n e Z  nuqtalar 

uning egilish nuqtalaridir.

y=cos;c egri chiziq kosinusoida deyiladi (8.31- chizma).

4) y = tg x  funksiya. Tangens funksiyaning asosiy xossalarini 

keltiramiz.

1°. Tangensning aniqlanish sohasi 2 + nn, n e  Z  ko‘rinishdagi



sonlardan boshqa barcha haqiqiy sonlar to cplam idan , qiymatlari 

sohasi esa son o cqidan iborat bodadi.

2°. Tangens toq funksiya: barcha x g  D{tg) lar uchun tg (—x)= 

= —tg x  bo‘ladi.

3°. Tangens davriy funksiya, uning davri тс ga teng: barcha 

xe  Z)(tg) lar uchun tg (x+7i)= tg x  {n — tangensning eng kichik 

musbat davri).

4°. Tangensning nollari x = n n , n e Z  nuqtalardan iborat: tgx„=0. 

f  n )
5°. кп, 2 + nn  , n g  Z  oraliqdagi barcha x lar uchun tangens 

( n 3
musbat ( tg x >  0); — 2 + %n> nn oraliqdagi barcha x lar uchun

tangens manfiy ( tg x < 0 ) qiymat qabul qiladi, bunda n eZ .

f  n n 4
6°. Tangens — + mr, -  + nn

\  ̂  ̂ J
7°. y= tg x funksiyaning ekstremum qiymatlari mavjud emas.

n  g  Z  oraliqlarda ocsadi.

\ /
8°. 0; oraliqda funksiya grafigi qavariq, — 0 i 0 oraliqda 

V - )  \ 1 )

esa botiq. x n = nn nuqtalar funksiya grafigining egilish nuqtalari 

bo‘ladi, bunda neZ .

< О
9° x = n + n, n e  Z  to ‘g ‘ri chiziqlar funksiya grafigining

/
vertikal asimptotalari bo'ladi.

y= tg x  egri chiziq tangensoida deb ataladi (8.32- chizma).
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8.32- chizma. v=tg x.

5) y=  ctg x funksiya. Kotangens funksiyaning asosiy xossalarim

keltiramiz. . „  . . ian
1°. K otangensning aniqlanish sohasi nn, n e Z  nuqtalara

tashqari barcha haqiqiy sonlar to ‘plami, qiymatlar sohasi esa son 

o ‘qidan iborat bo‘ladi.
2°. Kotangens toq funksiya: barcha x g  D  (ctg) lar uchun ctg( x)

= —ctgx  bo’ladi. , ,
3°. Kotangens funksiya davriy, uning davri тс ga teng, barcna

_̂g  D  (ctg) lar uchun ctg(x+7i)= ctg  x (тс -  kotangensning eng 

kichik musbat davridir).

40 x  _ re + nn n g  Z  nuqtalar kotangensning nollari bo ladi.

ctg x 1= 0 .
( „ \

5°. nn, + nn , n e  Z  oraliqlardagi barcha x lar uchun

kotangens m usbat ( c t g x > 0 ), ( - *  + ^  oraliq larda esa

kotangens ( c tg x < 0 ) manfiy qiymat qabul qiladi.

6°. Kotangens {nn, n+nn), n e Z  oraliqlarda kamayadn

70’ y = ctg x  funksiyaning ekstremum qiymatlari mavjud emas.

8°. l * 5 J
oraliqda funksiya grafigi qavariq. 2 ;л oraliqda esa

botiq. x  = l n + \  y ,  n e  Z  nuqtalar funksiya grafigining egilish

nuqtalari bo‘ladi. . . ,
9°. x= nn , n e Z  to ‘g‘ri chiziqlar funksiya grafigining vertikal

asimptotalari bortadi. . .
10°. Kotangens funksiya o 'z  aniqlanish sohasida chegaralan-

magan bo 1 ladi. .
8 .33- chizmada y=ctg x funksiyaning grafigi tasvuiangan. .v-ctg x

egri chiziq kotangensoida deyiladi.

6) y=sec x funksiya. y = sec x =  J sx  ko‘rimshdagi funksiya

sekans funksiya  deyiladi.
Sekans funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. Sekansning aniqlanish sohasi x -  2 + 7CW» n e  Z  ko  linish

dagi sonlardan boshqa barcha haqiqiy sonlar tocplamidan, qiymatlar 

sohasi esa £ ( s e c x ) = ( - ~ ; - lM l ;+ ~ )  dan iborat bofiadi.
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2°. Sekans juft funksiya: barcha x e  i)(sec) lar uchun sec(—x)=sec x 

bodadi.

3 . Sekans davriy funksiya, uning davri 2n ga teng: barcha 

xe D(sec) lai uchun sec(x+27i)=sec x {2n — sekansning eng kichik 

musbat davri).

4°. Sekans funksiya argumentning birorta ham qiymatida nolga 

aylanmaydi: secx  ф 0, V xe Z>(sec).

5°- f  2 + 2тш; 2 +2%n\  tlE z  oraliqlardagi barcha x lar uchun

sekans musbat: sec x  > 0; 2 +  2 7 ш ; 37C +  2nn
, n e  Z  oraliqlardagi

barcha x lar uchun sekans manfiy: sec x < 0 qiymatlar qabul qiladi.

6°. 27i/?; ■ + 2тш va + 2t c/?; л + 2nn

sekans funksiya o csuvchi.

, /? e  Z  oraliqlarda

7°. 71 + 27in; у  + 271/7
3 (

va
3 n

J
liqlarda sekans funksiya kamayuvchidir.

va 2 +>2кп; 27i + 2nn , n e  Z  ora-

8°. x =  ̂ + тс/?, /? e  Z  to ‘g ‘ri chiziqlar sekans funksiyaning 

vertikal asimptotalari bo‘ladi.

8.34- chizmada y=sec x  funksiyaning grafigi tasvirlangan.
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8.34- chiznia. y=sec x.

7) y=cosec x funksiya. у = c o se c x  = —-• ko‘rinishdagi funk-
y  Sil l X

siya kosekans funksiya deyiladi.

Kosekans funksiya quyidagi xossalarga ega.
1°. Kosekansning aniqlanish sohasi x = t c/7, ne Z  ko‘rinishdagi 

sonlardan boshqa barcha haqiqiy sonlar to ‘plamidan, qiymatlar 

sohasi esa E  (cosec)=(-°°;—l]u[l;+ °°) dan iborat bo ladi.

2°. K osekans toq funksiya: barcha x e D { cosec) lar uchun 

cosec(—x )= —cosec x bodadi.
3°. Kosekans davriy funksiya, uning davri 271 ga teng: barcha 

x e  £(cosec) lar uchun cosec(x+2Ti)=cosec x (2tc — kosekansning 

eng kichik musbat davri).
4°. Kosekans funksiya argumentning birorta ham qiymatida nolga

aylanmaydi: cosecx Ф 0, Vx e  D{cosec).
5°. (271/7; 71+ 271/7), ne Z  o raliq lardagi barcha x lar uchun  

k o se k a n s  m u sb a t: co sec  x > 0 ;  (n + 2 n n ;  2 п + 2 п п ) ,  n e Z

oraliqlardagi barcha x lar uchun  kosekans manfiy: cosec < 0 

qiymatlar qabul qiladi.

6°.
n

+ 2%n; 7i + 2%n
< 3^

va % + 271/7; --- + 2nn

larda kosekans funksiya asuvchidir.

, n e  Z  oraliq-
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7°. 27in; ~ + 27i« ) ,77 e Z  oraliqlarda
r 3n

va — + 271/7; 2 t z + 2tc/7 

kosekans funksiya kamayuvchidir.

8°. x= nn, /7g Z  to£g£ri chiziqlar kosekans funksiyaning vertikal 
asimptotalari bo'ladi.

8.35- cliizmada y=cosec x funksiyaning grafigi tasvirlangan.

8.35- chizma. y=cosec x.

6. Teskari trigonometrik funksiyalar. Barcha trigonometrik 

funksiyalar (y=  sinx, y=cosx, y= tgx, y=ctgx) davriy funksiyalar 

bohganliklari uchun ixtiyoriy trigonom etrik funksiyaning bitta 

qiymatiga argumentning cheksiz ko£p qiymatlari mos keladi. Bu 

yerdan, o ‘z navbatida, bu funksiyalarga teskari bo‘lgan funksiyalar 

ham -°o<x<+oo da ko£p qiymatli funksiyalar bohishligi ko£rinadi.

Trigonometrik funksiyalar (-оо;-н») da m onoton emas. x  ning 

ham m a haqiqiy qiymatlarida tekshirilayotgan y = sinx , y= cosx, 

y= tgx , y= c tg x  funksiyalar u ch u n  teskari funksiya m avjud 

bolm aydi. Agar trigonometrik funksiyalarni monotonlik oraliqlarida 

tekshirilsa, u holda ularga teskari funksiya mavjud bohadi.

K o £p q iy m a tli fu n k s iy a n in g  b ir  q iy m a tli  q ism i shu  

funksiyaning bosh qismi deyiladi.

Eng sodda teskari trigonom etrik funksiyalar quyidagilardir: 

y=arcsin x, y=arccos x, y=arctg x, y = a rc c tg x  Ushbu y=sin x va 

y^arcsin x, y -co s  x va y=arccos x, y=tg x va y=arctg x, y=ctg x va
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у arcctg x funksiyalar o £zaro bir-biriga teskari funksiya lar  deyiladi. 

I'eskari trigonometrik funksiyalarning grafigini chizishda teskari 

funksiyalaming xossalaridan foydalaniladi.
Teskari trigonom etrik funksiyalarning xossalari va grafiklari 

haqida qisqacha m a’lumot keltiramiz.

1) Arksinus fiinksiya. y^Arcsin x funksiya xe [— 1; 1 ] da aniqlangan, 

ko’p qiymatli funksiya. Odatda bu ko’p qiymatli funksiyaning

У
% n 

* 2’2
ga mos kelgan bitta shoxobchasi qaraladi. Bu shoxobcha

Arcsin x funksiyaning bosh qismi deyiladi va u arcsin x kabi belgilanadi. 

Qolgan qiymatlari bosh qismi orqali quyidagi formula bo‘yicha topiladi: 

Arcsin x =  arcsin x +  2k%, ke  Z.

sin x va arcsin x  funksiyalar o£zaro teskari bohgani uchun 

sin(arcsin x)=x, — 1 < x < 1,

arcsin(sin x)=x, — ^ ^ x  ^ ^

tengliklar o £rinli bohadi.
y=arcsin x funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. y= arcsinx  funksiyaning aniqlanish sohasi [—1;1], qiymatlari

to £plami
К  _ 71 

2 ’ 2
kesmadan iborat.

2°. y=arcsin x funksiya [—1; 1] kesmada uzluksiz va — ^ dan

у  gacha m onoton o£sadi.

3°. у —arcsin x toq funksiya: barcha xe [—1; 1 ] lar uchun arcsin 

(—x) =  —arcsin x bohadi.

4°. y= arcsinx  funksiyaning grafigi [—1; 0] da botiq, [0; 1] da 

esa qavariq, (0;0) nuqtada egilishga ega bo£ladi.

y=arcsin x funksiyaning grafigi quyidagi ikki usuldan biri orqali 

hosil qilinadi.
1) y = arcsinx  dan x= siny  bo igan i uchun Oy o £qi bo£ylab

sinusoida chiziladi va — ^  < у < ^  kesmaga mos kelgan yoy 

ajratiladi (8.36- chizma).

2) y=arcsin x funksiyaning — ~ < x  < |  kesmaga mos kelgan 

grafigi chizilib, bu grafik y=x bissektrisaga nisbatan sim m etrik 

akslantiriladi.
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y=Arcsin x  va y=  arcsinx funksiyalaming grafiklari 8.36-, 8.37 - 

chizmalarda tasvirlangan.

2) Arkkosinus funksiya. y = A rcco sx  funksiya xe [— 1; 1 ] da 

aniqlangan, ko‘p qiymatli funksiya. Bu funksiyaning ye  [0;л] ga 

mos kelgan shoxobchasi y = A rc c o sx  funksiyaning bosh qismi 

deyiladi va u arccosx kabi belgilanadi. y ^ A rc c o sx  ning boshqa 

qiymatlari bosh qismi orqali quyidagi formula bo ‘yicha topiladi:

Arccos x =2kn—arccos x, k& Z

co sx  va arccos x  funksiyalar o ‘zaro teskari bo£lgani uchun 

cos(arccos x)=x, |x |< l;  arccos(cos x)=x, 0 < x < n  tengliklar o'rinli 

bo£ladi.

y=arccos x funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. y= arccosx  funksiya [—1;1] kesmada aniqlangan bo£lib, 

lining qiymatlari to £plami [0;n] kesmadan iborat.

2°. y= arccosx  funksiya [— 1; 1 ] kesmada uzluksiz va n  dan 0 

gacha m onoton kamayadi.

3°. y=arccos x funksiya uchun arccos (—х)=я — arccos x tenglik 

o £rinli bo£ladi.

4°. y=arccos x funksiyaning grafigi 0; |  nuqtadan o £tadi va

bu nuqta funksiya grafigi uchun egilish nuqtasi ham da grafikning 

simmetriya markazi ham bo£ladi.

5°. [—1; 0] da funksiya grafigi botiq, [0; 1] da esa qavariq bo£ladi. 

y = a rcco sx  funksiyaning grafigini quyidagi ikki usul orqali 

chizish mumkin:
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1) v=arccos x  dan x=cos у  bo'lgani uchun Oy o ‘qi bo ‘ylab 

kosinusoida chiziladi va 0 < y < n  ga mos kelgan yoy ajra 1

<!°2)  c o s  x funksiyaning 0 < у < n  ga mos kelgan grafigi chizihb, 

bu grafik у  =  x bissektrisaga nisbatan simmetrik aks antirila 1.
v=Arccos x  va y=arccos x funksiyalaming grafiklari 8.38-, 8.39 

chizmalarda tasvirlangan.

3) Arktangens funksiya. y= A rctgx  funksiya x e (-~ ;+ ~ )  da

aniqlangan, ko‘p qiymatli. Bu funksiyaning у  e f  2 ’ 2 J m  
kelgan shoxobchasi y= A rctgx  funksiyaning bosh qismi deyiladi 

va u arctg x kabi belgilanadi. y=Arctg x funksiyaning boshqa qolgan 

qiymatlari bosh qismi orqali quyidagi formuladan topiladi.

Arctg x =  arctg x + kn, k e Z .

tg x  va arctg x funksiyalar o£zaro teskari funksiyalar bo£lgam 

uchun
tg (a rc tg x ) = x, 

arctg (tgx) = x,

■ 00 < x < +°°,

%

2 < X < 2

tengliklar o£rinli bo ladi.
v=arctg x funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. y = a r c t g  x funksiya (-«>;+«>) oraliqda aniqlangan bo 1 , uni g
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2°. у  -a rc tg  х  funksiya ( - o o ; + o o )  oraliqda uzluksiz va - -  dan -  

gacha m onoton o csadi.

3°. у  =arctg x  funksiya (-^;-h>o) da toq funksiya: barcha xe(-<=°; 

+°°) Iar uchun arctg ( x)= —arc tgx  bocladi.

4°. у  =arctg  x funksiyaning grafigi 0(0; 0) nuqtadan o £tadi va 

bu nuqta funksiya grafigining egilish nuqtasi ham da grafikning 

simmetriya markazi bo£ladi.

5°. y=arctg xfunksiya grafigi (-oo;0) da botiq, (0;+oo) da qavariq 

bo£ladi.

c funksiyaning grafigi uchun У  = ±(2fc + l ) ^ ,  h Z
to £g£ri chiziqlar gorizontal asimptotalar bo‘ladi.

y=arctg x funksiyaning ham grafigini ikki xil usulda chizish 
mumkin:

1) y=arctg x dan x=tgy bo‘lgani uchun Oy o £qi bo£ylab tangen- 

soida chiziladi.

2) y —tg x  funksiyaning ^ < x  <  ̂ ga mos kelgan grafigi

chizilib va bu grafik y=x bissektrisaga nisbatan simmetrik akslan- 

tirilib, y=arctg x funksiya grafigi hosil qilinadi.

Arctg x  va y = arc tg x  funksiyalarning grafiklari 8.40-, 8.41 - 

chizmalarda tasvirlangan.

4) Arkkotangens funksiya. y=Arcctg x funksiya (-oo;+oo) da 

aniqlangan, ко p qiymatli. Bu funksiyaning ye (0;тг) ga mos kelgan 

shoxobchasi y= A rcctgx  ning bosh qismi deyiladi va u arcc tgx  

kabi belgilanadi. y=Arcctg x ning boshqa qolgan qiymatlari bosh

150

8.40- chizma. y=Arctg x.

qismi orqali quyidagi formuladan topiladi:

Arcctg x =  arcctg x+kn, ke Z.

ctg x  va arcctgx  funksiyalar o £zaro teskari funksiyalar bo lgani 

uchun  c tg (a rcc tg )= x , < x <+°°, arcctg(ctg  x )= x , 0 < x < к  

tenglik o £rinli bo'ladi.
y^arcctg  x funksiya quyidagi xossalarga ega:
1°. y — arcctgx  funksiya (-°°; +°°) oraliqda aniqlangan bo lib, 

lining qiymatlari to ’plami (0;rc) dan iborat.
2°. у  —arcctg x funksiya (—°°; +°°) oraliqda uzluksiz va % dan 0

gacha m onoton kamayadi.
3°. у  =arcctg x funksiya uchun arcctg (—x)—n arcctg x tenglik 

o ’rinli b ’ladi.

( %'4°. у  =arcctg x funksiyaning grafigi О |̂ 0; - nuqtadan o ’tadi va

bu nuqta funksiya grafigi uchun egilish nuqtasi ham da grafikning 

simmetriya markazi bo ’ladi.
5°. y = a rc c tg x  funksiyaning grafigi (-°°;0) da qavariq, (0;+°°)

oraliqda esa botiq bo’ladi. 5 3 .
у  =  Arcctg x funksiyaning grafiga uchun y=±kn, (ke Z) to g n

chiziqlar gorizontal asim ptotalar bo’ladi.
у  =arcctg x funksiyaning grafigini quyidagi ikki xil usulda chizish

m um kin: ,
1) y = a rc c tg x  dan x=ctgy bo ’lgani uchun Oy о qi bo ylab
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8.42- chizma. y=Arcctgx.

tangensioda chiziladi (8.42- chizma).

2) у  =ctgx (0 < x < n) funksiyaning grafigi y = x  bissektrisaga 

nisbatan simmetrik akslantirilib, y = a rcc tg x  funksiyaning grafigi 

hosil qilinadi.

У =Arcctg x va у =arcctg x  funksiyalarning grafiklari 8.42-, 8.43- 

chizmalarda tasvirlangan.

5) teskari trigonometrik funksiyalar orasidagi munosabatlar:

arcsin x = arccos yjl — x 2 = arctg =arcctg (0 < x < 1).
V l - x 2 *

arccos x = arcsin Vl — x 2 = arctg = arcctg -—  (0 < x < 1).

arctgx = arcsin - . J L  = arccos -=Л -  = arcctg l- (0 < x <+°o).
V1—x 2 V 1—x 2 ■x

>

• 1 у  1
arcctgx = arcsin _ = a rccos-= ^-- = arctg3- (0 < x < + ~ ).

V l+x2 лД +x2 *
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8.43- chizma. у  —arcctg x.

71 _1 < x < 1.
arcsin x+ arccos x-  ^ >

arctgx + arcctgx =

arcsin x+arcsin у  -  <

arcsin
Xyf l^y*  +  W 1 — , x y  < 0 yoki

x2 + r < i  da; ____ _4
к  — arcsin f Х л / ь — у ^ + y y i  — x 1

x  > 0, у  > 0 va x 2 + y 2 > 1 da,

—7t — arcsin( X y j l  — У 2~ + У л / l  — x  j x < 0 , y  < o

va x 2 + y ~ > i da;

arcsin x — arcsin у  -  <

arcsin
x - J l ^ y *  + yyfl — x2 , xy > 0 yoki

X2 + у < 1 da;

7Г  — arcsin x-y/1 — У

x > 0, у  < 0 va x + y~ > 1 da,
— arcsinfx^/l — у 2 + у л / Г —х ” ĵ, x < 0, У  >

va x 2 + у 2 > 1 da;

153.



arccos x —arc cosy =
— arccos J x > y  da;

arccos\xy + y l ( l - x 2) ( l - y t ) l x < y  da;

arctg x + arctg у

arctg \ l x y  > ХУ < 1 da 

<7C + arCtgl ^ ’ -* > °  va * У > 1  da;

H  +ar ct gУ f ~ > x < 0  va x  у  > 1 da;
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I I  b o b . FU N K S 1YALARNING GRAFIKLARINI 

H O SIL A D A N  FO Y D A L A N M A SD A N  C H IZ ISH

9- §. FUNKSIYALARNING GRAFIKLARI USTIDA 

ARIFMETIK AMALLAR

1. Funksiyalar grafigini qo‘shish va ayirish. lkki funksiyaning 

graflgini qo‘shish va ayirish uchun, avvalo, har ikkala funksiyalar- 

ning grafiklarini alohida-alohida shtrix chiziqlar bilan chizish, 

sohigra ularning xarakterli nuqtalardagi x  ning bir xil qiymatlariga 

mos kelgan (funksiyalar grafiklarining koordinata o ‘qlari bilan 

kesishish nuqtalari, ekstrem um  nuqtalari, egilish nuqtalari va 

hokazolar) ordinatalarini qocshish va ayirish kerak. Hosil bo ‘lgan 

xarakterli nuqtalar yordamida yig'indi yoki ayirma funksiyaning 

grafigi chiziladi.

Ba£zi hollarda yig‘indi va ayirma funksiyaning grafigini quyidagi 

usullar yordamida ham chizish mumkin:

1) agar ikkita funksiyaning yig‘mdisi berilgan bo'Isa, avvalo ulaming 

eng soddasining (misol uchun chiziqli funksiya) grafigi shtrixlar 

yordamida chiziladi, so‘ngra ikkinchisining xarakterli nuqtalardagi 

ordinatalarining birinchi grafikning ularga mos ordinatalaridan chetlanishi 

aniqlanib, yig'indi funksiyaning grafigi chiziladi;

2) agar ikkita funksiyaning ayirmasi berilgan bo'lsa, avvalo 

ulardan kam ayuvchi funksiyaning grafigi shtrixlar yordam ida 

chiziladi, so‘ngra ayiriluvchi funksiyaning xarakterli nuqtalardagi 

teskari ishora bilan olingan ordinatalarining kamayuvchi funksiya 

grafigining ularga mos kelgan ordinatalaridan chetlanishi topilib, 

berilgan ayirma funksiyaning grafigi chiziladi;

3) agar ikkita funksiyaning yigvindisi yoki ayirmasi berilgan 

bohib, ularni bitta funksiyaga keltirish qulay bo'lsa, yig'indi yoki 

ayirma funksiyaning grafigi bitta funksiyaning grafigi sifatida chiziladi;

4) agar funksiyaning juftligi, toqligi, davriyligi va hokazo 

xossalaridan foydalanilsa, funksiyalar algebraik yig'indisining 

grafigini chizish soddalashadi.

2. Funksiya grafigini ko^aytirish va bolish. Ikki funksiyaning 

grafigini ko‘paytirish yoki b o lish  uchun, avvalo, har ikkala funk-
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siyaning giafiklarini alohida-alohida shtrix chiziqlar bilan chizib, 

so'ngra xarakterli nuqtalardagi ordinatalarini kocpaytirib yoki bodib! 

topilgan nuqtalar yordamida kokpaytma yoki bodinm a funksiyaning 

grafigi chiziladi.

Ba zi hollarda ko'paytm a va bodinma funksiyaning grafigini 

quyidagi usullar yordamida ham chizish mumkin:

1) avvalo k o ‘paytm a yoki bodinm aga kiruvchi yordam chi 

funksiyalarning grafiklarini chizish berilgan funksiyaning grafigi- 

ni chizishni osonlashtiriladi;

. 2) lkki funksiya kovpaytmasi yoki bodinmasini shakl almash- 

tiiishlar yordamida bitta sodda funksiyaga keltirish qulay bodsa, 

kolpaytma yoki bodinma funksiyalarning grafigi bitta funksiya grafigi 

kabi chiziladi;

3) agar funksiyalarning juftligi, toqligi, davriyligi va hokazo 

xossalaridan foydanilsa, funksiyalar algebraik kovpavtmasinim> 

grafigini chizish soddalashadi.

1- misol. f  (x ) —x +  tg x funksiyaning grafigini chizing. 

Yechilishi. Berilgan fimksiya (x )= x  va f 2 (x )= tg  x funksiya -

lar yig indisidan iborat. Dastlab / ,  (x )= x  funksiyaning grafigini

chizamiz, so ngra f 2(x)  = tg x  funksiyaning xarakterli nuq ta­

lardagi x ning bir xil qiym allariga mos kelgan ordinatalarini 

qo‘shamiz.

tgx= 0 tenglam ani qanoatlantiradigan, ya‘ni x =kn ,  k e  Z  

nuqtalarda berilgan fu n k siy a /(x )= x  kod'inishda bodadi. Berilgan 

funksiya giafigining x = k n , к e Z  nuqtalarga mos kelgan nuqtalari 

/ (x )= x  to ‘g‘ri chiziqda yotadi.

f  i (•*•) ~ funksiya haqiqiy sonlar to cplamining

x - -  + k n  , k e  Z  nuqtalardanboshqabarchanuqtalarida

aniqlangan. x = ^ + к % , k e  Z  to vg‘ri chiziqlar / 2(x)=tgx va

f  W —x+tgx funksiyalarning vertikal asimptotalari bodadi (9.1- chizma).

2 - misol. / (x )= x —sin x funksiyaning grafigini chizing.
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9.1- chizma. (1) / (x )—x+ tgx, (2) /,(x ) x, ( s ) f 2 ( x )  tgx.

Yechilishi. Berilgan funksiya f  (x)=x va / 2(x)=sin x funksiyalar 

ayirmasidan iborat. Dastlab f  (x)—x funksiyaning giafigini chizamiz, 

sodigra /i(x )= sin x  funksiyaning xarakteili nuqtalaiidagi teskaii 

ishorasi bilan olingan ordinatalari qiymatlarining f  (x)=x funksiya 

grafigining ularga mos kelgan ordinatalari qiymatlaridan chetlanishini 

topamiz. Grafik chizislmi soddalashtirish uchun f  (x)—xga parallel, 

ikkita yordamchi /(x )= x + l va/(x)=x-—1 to‘g‘ri chiziqlarni chizamiz, 

chunk! | sin x  |<1.

sin x=0 tenglam ani qanoatlantiradigan х = ктс, k & Z  nuqtalaida 

berilgan funksiya f  (x)~x kohinishda bo ladi. Dem ak, beiilgan 

funksiya grafigining х = ктс, k e Z  nuqtalarga mos kelgan nuqtalari 

f \ { x ) = x  to ‘g‘ri chiziqda yotadi.

s in x — 1 tenglam ani qanoatlantiradigan x  = -  + 2nk ,  k e  Z  

nuqtalarda berilgan funksiya/(x)=x—1 kohinishda bodadi. Demak, 

berilgan funksiya grafigining bu nuqtalarga mos nuqtalari /(x )= x —1 

to ‘g‘ri chiziqda yotadi.

sjn x = _ l  tenglamani qanoatlantiradigan x  = — ~2 + 2nk,  k e  Z  

nuqtalarda berilgan funksiya/(x)=x+l kohinishda bodadi. Demak, 

berilgan funksiya grafigining bu nuqtalarga mos n u q ta la ri/(x )= x + 1 

to ‘g‘ri chiziqda yotadi.
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9.2- chizma.

(l)/(x)=x -s inx , (2)f(x)=x,  (3)/ 2(x)=sinx.

Shunday qilib, berilgan ayirma funksiyaning grafigi f(x)—x-_]

va f(x)=x+ 1 to‘gvri chizi^lar orasida yotadi (9.2- chizma).

3- misol. /(x )  = x + ^ (k > 0) funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Ravshanki, f(x)=x+ * toq funksiyadir. Shuning 

uchun uning grafigini Ox o‘qning musbat (x>0) qismida chizish 

yetarli. Berilgan funksiya /,(x)=x va / 2(x)=* funksiyalar

yig indisidan iborat. Dastlab ̂ (x ^ x  va f 2 (x)=  ̂ funksiyalarning 

grafiklarini chizamiz. Berilgan chizma uchun x=0 va y=x to‘glri 
chiziqlar, mos ravishda, vertikal va og‘ma asimptotalar bo‘ladi. 
Berilgan funksiya x>0 da minimumga ega. Funksiyaga minimum 

qiymat beruvchi nuqtalarni quyidagicha topamiz. MaMumki, ikkita 
musbat miqdorning o‘rta arifmetigi uning o‘rta geometrigidan kichik

emas. Berilgan funksiya uchun x + k > 2yfic munosabatlar o‘rinli.

к r- t . . .  '* * . к
x + x tunksi>/a 0 zming minimum qiymatiga x + = 2 fie shartda

erishadi, bundan x 2 + к = 2 f k x  yoki (x  _  f k ) 2 = 0 , x  = f k  va 

= f k  bo'ladi.
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9 .3-chizma. ( l) /(x )= x + |, ( 2 ) f [( x ) - X , { 3 ) f 1{x) x •

Demak, k =2 bohgan xususiy holda berilgan funksiya x = лД 

va 2 = J2 nuqtalarda ymin(V2) -  2f2  qiymatga ega bo‘ladi( 9.3-
X

chizma). . . . . . . .
4- misol. /(x)=sin x+cos x funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiyani ushbu

f ( x ) = л/2 ^  sin x + cos x 
2 2

= лД cosj^x — -дJ  kohinishga kel-

tiramiz, so'ngra f i x )  = Д  cos(x 4) funksiyaning grafigini 

chizamiz (9.4- chizma).

5- misol. /(x)=sin4x+ cos4x funksiyaning grafigini chizing. 

Yechilishi. Berilgan funksiyani trigonometriyada mavjud

munosabatlardan foydalanib, quyidagi f {x)  -  4 + 4 cos x ko ri 

nishda ifodalaymiz. /,<*) = ? va / 2(x) = \  cos4x deb belgilaymiz, 

so£ngra grafiklarni qo'shish qoidasi bo‘yicha/(x) lunksiya grafigini 

tuzamiz (9.5- chizma).
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9.4- chizma.

(1) f i x )  = лД cos(x -  *), (2) y, (x) = cos л-.

9.5-chizma.

( l ) / ( x )  =  s i n 4 X  +  c o s 4 X ,  ( 2 ) / 2 ( x )  =  ] c o s 4 X.

4

6- misol. /(x )= c o s4x - s in 4x funksiyaning grafigini chizing. 

Yechilishi. BerUgan funksiyani ushbu/(x)= (cos2x+sin2x)(cos2x -

—sin2x)=cos2x ko'rinishga keltiramiz, so‘ng ra /(x )= co s 2x funksi- 

yaning grafigini chizamiz (9.6- chizma).

7- misol. f { x )= x - s m x  funksiyaning grafigini chizing.

 ̂Yechilishi. Berilgan funksiya f ( x ) = x  va / 2(jc)=sinjc funksiyalar 

ко paytmasidan iborat. Ko‘paytmaga kiruvchi yordam chi/(x)=x va
f 2( x )~ sin x funksiyalarning grafiklarini shtrix chiziqlar yordamida 

chizamiz.
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9.6- chizma.
(1) /(x)=cos4x—sin4x, (2) /,(x)=cos2A-.

R av sh an k i, / , ( x ) = s in  x davriy  fu n k siy a  b o ‘lib , lin ing

x  = * n , x  = -  + 2ли, x  = - ” + 2™, n e Z  x arak terli n u q ta la -

rida mos ravishda, 0,1 va - 1  qiymatlarni qabul qiladi. Birinchidan, 

/ ( x ) = x  sin x  funksiyaning grafigi Ox o ‘qini х=тш, m  Z  nuqtalarda

kesib o 'ta d i, ikk inch idan , un ing grafigi х = ял , х = -* + 2тш,

n e  Z  nuqtalarda esa, mos ravishda, у  = x  va у = —x to g ri chiziq-

larga urinadi. . _ . . ~
f ( x ) = x  sin x juft funksiya boiganligidan, uning grafigini Ox

o ‘qning musbat (x>0) qismida chizish yetarli( 9.7- chizma).

8- misol. f i x )  = ^  funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiya f ( x ) = h v c ,  f 2(x)  = -  yordamchi 

funksiyalar ko‘paytmasidan iborat.

Dastlab, m a‘lum b o ‘lgan ,/j (x)= lnx va f 2(x)  = -  funksiya-

f i  \  _ ln x
lam ing  grafigini ch izam iz. R avshanki, b en lgan  J \ X ) — x 

funksiyaning grafigi (1 ;0 ) nuqtada abssissalar o^qini kesib o ‘tadi.

x=2, x=eva x=3 qiymatlarda/i (x) = \ n x va f 2(x)  = — funksiyalarning

ordinatalarini ko‘paytiramiz. Berilgan funksiya (0;+~>) oraliqda 

aniqlangan. Funksiya aniqlanish sohasining chegaralarida funksiyaning 

limitik qiymatini hisoblaymiz:
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9.7- chizma. (1) у = « in  * .  (2) у = sin * ,  (3) ,  = x (4)y _ _x

9.8-chizma. (1) /(* ) = t n x / x , (2) / lW  .  tajc> (3) ш  .  ,/x

/W = £So X  = J™ / (*) = Hm lnf = 0 
(9.8-chizm a).
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Mustaqil yechish uchun misollar

Funksiyalarning grafiklarini chizing:

1. /  (x)=x +cos x. 2. /  (x)=x +ctg x. 3. /  (x)=  1 +e~x.

4. f { x )  = x — 2- .

7. f  (x)=arctg x+ 2x. 

9. f  (x)=x2—x?.

11. /  (x)=x—arcsinx. 

13. / ( x )= x  -cos x.

15. / ( * )  = £ •  

1 7 ./(x )= x  In x.

1 9 ./(x )= ln x —ln3.

5. /  (x)=x— cosx. 6. /  (x) =x2+2x.

8. f  (x)=x+lgx.

10. f  (x)=3'x+3.~A 

12. /(x )= |x —2|+|x—3|.

14. / {x)=e~x -sin x.

16. / (x)=x • <? -x.

18. /  (x)=sin2x—cos2x.

20. / ( x )  -
sm x

21. / ( x )  = — 22 . f ( x ) = l+ x + e \  

2 3 ./(x )= x + sin  x.

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari
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2- chizma.

(1)7, = x  + ctg x ,  (2) y 2 = X,  (3) v3 = ctg x .

3- chizma.

(l)7j =  1 +  e ~x , (2) y 2 = e ~ x j  (3) y 3 = 1 .

Г

164

4- chizma.

(1) 7, = x  —  2 /  x ,  (2) y 2 = 2 /  x ,  (3) 73 =
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6- chizma.

(О У\ = х2 + 2х, (2) у2 = х 2, (3) у3 = 2х.
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8.

8- chizma.

(1) _У[ = *= lgxx , (2) у  = lgx, (3) у  = х .

9- chizma.

(l)J l = x2 - / ,
(2) у 2 = - X е, (3) у 3 = *"•

167



10.

11-chizma. Q) v
1 "  x  ~~ arcsin x, (2) y 2 = — arcsin л% (3) v3 = *,
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12-chizma.

(1) V, = | x  —  21 + 1^ —  3 |, (2) з̂ 2 =| X — 2 |? (3)y3 =1 X -  3 I .
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(1) V,

14- chizma

= e~x sin x, (2) у2 = e (3)y3 = smx-

(1)У\
* , (2) л  r: 3"'x ДЗ)Уз x

/0ч„ - е-* , (3 )У з  = x -
m  , = x e "  sinx,(2)y2 

16- chizma. (1) Л

1 v m  vo = ln (3) Уз = x*
. /П  V,  =  x i n X ,  ( * ■)  У 2

17- Chizma. (Д)У1 171



18.

18- chizma.
(1)7| = s in 2jc -c o s2x. (2) y 2 = sin2*, (3).v3 = -  cos2*.

19.

(1)^1 -  In X — In 3, (2) y 2 = In X, (3) y 3 = In 3.
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(1) y ] = ( 2 ) y 2 = sin 1 x, (1) y 3 = x.
1 cm v

21- chizma.

(1) y ^ - Ĉ ,  (2 )^= arc tgx , (1)
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22.

V
22- chizma. y=I+;c+e\

23- chizma.

(l)y = x + sin x, (2) у  = x  + 1, (3) v = x  — 1, (4) .у = sin *.

10-§. FUNKSIYA GRAF IKLARINIALMASFITIRISH

1. Grafiklarni abssissalar o‘qi bo‘y!ab parallel ko‘chirish 
(siljitish). у  —f  (x) funksiyaning grafigi berilgan b o is in . Agar 

ci > 0 (<?<0) bofisa, y = f ( x — a) funksiyan ing  grafigi y = f ( x ) 

funksiyaning grafigini Ox o ‘q bcgylab ofiigga (chapga) | a | birlikka 

ko‘chirish natijasida hosil qilinadi (10.1- chizma). Masalan: 1) 

у  = sJx — 2 funksiyaning grafigini chizishdan oldin, у  = yfx
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funksiya grafigini chizib, so‘ngra grafik 2 birlikka o ‘ngga ko 'chiriladi 

(10.2 -chizm a). 2) y= log2(x+3) funksiyaning grafigini chizish 

uchun aw alo y= log2x funksiya grafigi chizilib, sokngra grafik |—3| 

birlik chapga ko‘chiriladi (10.3- chizma).

2. Grafiklarni ordinatalar o‘qi bo‘ylab parallel ko^hirisli 
(siljitish). Agar b>0 (b<0) bo‘lsa, y= f(x )+ b  funksiyaning grafigi 

y —f { x ) funksiyaning grafigini Oy o ‘q bo‘ylab |£| birlik yuqoriga 

(pastga) parallel ko ‘chirishdan hosil bodadi (10.4- chizm a). 

Masalan: 1) y(x)=  =3Л—1 funksiya grafigini chizish uchun aw alo 

y {= 3х funksiya grafigi chizilib, so‘ngra grafik bir birlik pastga parallel 

ko‘chiriladi (10.5- chizma). 2) y= x2+ 2 funksiya grafigini chizish 

uchun aw alo y {—x 2 funksiya grafigi chizilib, so‘ngra bu grafikni 

ikki birlik yuqoriga ko‘chiramiz (10.6- chizma).

А У

10.2- chizma. (1) _v = л /х , (2) y  = л /х —2.
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10.3- chizma. (1) у  = log2 X \  (2) у  = log2(x + 3).

10.4- chizma.

(1) y = f { x ) ,  (2) у  = /(* ) + b , b <  0, 
(3) у  = /00  + b, b > 0.

10.5- chizma. ( l )y=3;  (2) у 3 1.

3. Grafiklarni abssissalar o4qi bt^yicha cho‘zish (siqish). Agar 

> 1 *(0<n< 1) b o ‘lsa, y= f (a x ) funksiyaning grafigi у J ( x )

mksiyaning grafigini Ox  o 'qqa  nisbatan a m arta(^  m arta)

ho'zish (siqish) natijasida hosil bo‘ladi ( 1 0 . 7 -  c h i z m a )  Masalan. 

) y=log,2x funksiyaning grafigini chizish uchun aw alo y, lo g £  

inksiya grafigini chizib, so'ngra grafikni Oyo‘qqa msbatani 2 m  
iqamiz, natijada talab qilingan grafik hosil bo ladi (10.8- chizm ),

) у  = sin -  funksiyaning grafigini chizish uchun aw alo y,=sinx 

unksiya grafigi chizilib, so 'ngra bu grafikni Ox  o 'qqa nisbatan 3



10.7- chizma.

0 )  Уг=Лх); (2) y=f(ax), 0<o<l, y=f(ax), o> 1.

marta cho'zish natijasida talab qilingan grafik hosO bo'ladi (10 9- 

chizma).

4. Grafildarni ordinatalar o‘qi bo‘ylab cho‘zish (siqish). Agar 

a>[ (0< я< 1) b o ‘lsa, y = a f { x )  ; funksiyan ing  grafigi y = f { x )

funksiyaning grafigini Oy o ‘qqa nisbatan a marta (1  m arta)

cho‘zish (siqish) natijasida hosil bo£ladi (10.10- ch izm afM asalan : 

1) у  3x  funksiya grafigini chizishdan o ld iny^x*  funksiya grafigini 

chizib, so‘ngra grafikni 3 marta Oy o ‘qqa nisbatan cho‘zish kerak

(10.11- chizma). 2) у  = -  4 funksiyaning grafigini chizish uchun 
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10.8- chizma. V|—log2x; (2) vs—log22x.

У А

8 :

6 :

4 :

- 2 -

- 4 :

- 6 :

-8 j

10.9- chizma. (i) ^ = sin X- ; (2) y  = sin x.

avvalo y,=4* funksiya grafigi chizilib, so‘ngra grafikni 2 marta Oy 

o ‘qqa nisbatan siqish kerak (10.12- chizma).

5. Grafiklami abssissalar o‘qiga nisbatan simmetrik koAhirish. 
y = —f ( x ) funksiyaning grafigi y = f(x )  funksiya grafigini Ox o ‘qqa 

nisbatan simmetrik akslantirish natijasida hosil qilinadi (10.13-chizma). 

Masalan: 1) y= —x 2 funksiyaning grafigini chizish uchun avvalo y - x -  

funksiya grafigini chizib, so‘ngra Ox  o £qiga nisbatan simmetrik 

akslantirib, у = - * 2 funksiyaning grafigi hosil qilinadi (10.14- chizma).
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10.
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( 3 )

10.10- chizma. m  v -  п  \ ,
' / w ’ (2) ^ = 2/M ;  (3)

10.11- Chizma. (1) _v,=x\ y = 3 x^

10.13- chizma. (1) У \ = / ( х ); (2) y = —f ( x ) .

10.14- chizma. (1) yy= xl , (2) y - —x2.

6 . Grafiklarni ordinata o‘qiga nisbatan simmetrik kcfchirish.

y = f{ —x ) funksiyaiiing grafigi yy= f {x) funksiya grafigini Oy o ‘qqa 

nisbatan simmetrik akslantirish natijasida hosil qilinadi (10.15- 

chizma). Masalan, 1) y=log2(—x) funksiyaiiing grafigini chizish 

uchun, avvalo y=log2x funksiya grafigi chizilib, so‘ngra Oy o‘qqa 

nisbatan simmetrik akslantirib, >,=log2(—x) funksiya grafigi hosil 

qilinadi (10.16- chizma).
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Mustaqil yechish uchun misollar

Funksiyalarning graft Id a rim chizing.

I. /(x )  = l]x + 3.

3. /(x )  = cos(x — |) .

5. /(x )  = cos~.

7. Д х ) = Ц .

9- /(x)=cos3x.

II . /(x)=3xft

2. /(x )  = sin(x + -*).

4. /(x)=log3(x—6).

6. /(x)=sin3x

8 . f { x )  = tg(* + |) .  

10. / (x)=2tg x

12. /(x )  = | ( x - 2 ) 2.
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13. f ( x )  = ~ x 2.

15. f ( x )  = \  cos(2x + j). 

17. f ( x )  = \ e l x .

19. /(x )  = —sin(3x + |) .  

21. / (x )  = < / - x -  3.

23. /(x)=ln(x—2).

25. / ( * ) = - 4*-3.

14. /(x )  = i  sin(x — ?■). 

16. f ( x ) = 2 2l,- \

18. /(x )= 2 -4

20. / (x)=x2—4.

2 2 . / ( x )  = ^/—x  + 2 . 

24. /(x )  = 1 2-л + 2.

26. /(x )= —2cos(x+ *).

M u s ta q il  y e c h ish  u c h u n  b e rilg an  m iso lla rn in g  ja v o b la ri

1- chizma. (1) yj = y Jx +3 ,  (2) y2 -  \/*-
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5- chizma. y { _ cos^ (1), y 2 = cos* (2).

<>.

7 .

8.
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9.

10.

И .
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10- chizma. v,=2tgx (1), y 2= tgx (2).

12.

19- chizma. У\ -  -sin(3x + (1), 3 x  (2),

y 3 = sin Зл' (3), y 4 = sin x  (4).

20- chizma. y \ —x 2—4 (1), v,—a'2 (2)
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21.

22.

23.

22- chizma. (1) = ZJ— x  + 2, (2) y2 -  n/- * (2)-

IKK

24.

25.

24- chizma.

y, = L 2 - x + 2 (1). y2 = l 2_* (2),

y3 = 2 ~ x  (3).

=

25- chizma.

y 2 = 4X (3).

26.
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ll-§ . GIPERBOLIK FUNKSIYALAR VA ULARNING 

GRAFIKLARI

1. Giperbolik funksiyalar.
1) Giperbolik sinus funksiyasi.

ex —e~x1- ta‘rif. — -...- funksiya giperbolik sinus deyiladi va u sh x

kabi belgilanadi:

Giperbolik sinus quyidagi xossalarga ega:
1°. y= shx  funksiya (-00,4-00) intervalda aniqlangan boiib, 

uning qiymatlar to‘plami ( —oo,-}-00).

2°. y — shx funksiya o‘z aniqlanish sohasida uzluksiz va 
monoton o‘suvchi.

3°. y^shx toq funksiya: barcha x e  (-<0,400) lar uchun sh (—x)= 
=— sh x bo‘ladi.

4°. 0(0; 0) nuqta funksiya grafigi uchun egilish nuqtasi va 
simmetriya markazi bo‘ladi.

y=shx  funksiya grafigiga О (0; 0) dan o‘tgan urinmaning

Ox o‘qi bilan tashkil qilingan burchagi % ga teng. Funksiya grafigi

asimptotaga ega emas. sh x funksiyaning o‘z aniqlanish sohasining 
chegara nuqtalaridagi o‘zgarishi quyidagicha bocladi:

lim — -—  = +oo va lim -------- = — <x>.
x —̂+°° 2 у—>—oo 2

Giperbolik sinusning grafigini chizishda grafiklar ustida arifmetik 
amallar mavzusidan foydalanish maqsadga muvofiq boladi (9- § ,1,4 
-bandlarga q.). Awalo ex va e~x funksiyalarning grafiklari chiziladi. 
Sohigra bu grafiklami bir-biridan ayirib, hosil bolgan grafikni 2 marta 
siqish kerak. Natijada izlangan grafik hosil qilinadi (11.1- cliizma).

2) Giperbolik kosinus.

2- taVif. e- +l~  funksiya giperbolik kosinus deb ataladi va 

uch x kabi belgilanadi:

ex +e~x 
ch X = —-

1 9 0

Giperbolik kosinus quyidagi xossalarga ega.
1°. у =ch x funksiya (-00,4-00) da aniqlangan boiib, uning 

qiymatlari tolplami [1;-h»).
2°. y=  chx funksiya o£z aniqlanish sohasida uzluksiz boclib, 

(0;+oo) oraliqda o£suvchi, (-00, 0) da esa kamayuvchidir.

3°. у =ch x juft funksiya; ya‘ni barcha x e  (-00,4̂0) lar uchun 

ch (—x)=ch x boiadi.
4°. (0; 1) nuqta у =ch x funksiyaning minimum nuqtasi bo‘ladi.

у — ch x funksiyaning grafigi asimptotaga ega emas. у -c h x  

funksiyaning ocz aniqlanish sohasining chegara nuqtalarida 

o‘zgarishi quyidagicha bo'ladi:

ex +e~x
lim — -- — = +°°.

y= chx  funksiyaning grafigini chizishda ham funksiyaning 
grafiklari ustida arifmetik amallar mavzusidan foydalaniladi (11.2- 

chizma).
3) Giperbolik tangens.

3- ta‘rif. funksiya giperbolik tangens deb ataladi va u
ex+e x

th x kabi belgilanadi:
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Giperbolik funksiyalar orasida quyidagi munosabatlar o ‘rinli:

c h 2x—sh 2x = l ,  

sh(x+y)=sh x chy + chx sh y.

ch (x+ y)= ch  x ch у + sh x sh y,

1+thxthy

sh2 x= 2sh  x ch x, 

ch 2 x = ch 2x + sh 2x,

sh 2x = сЬ2д:- 1, 
2

Ch2X = £ ^ .  

2

2. Teskari giperbolik funksiyalar. 1) Teskari giperbolik sinus.
Teskari funksiyaning mavjudligi haqidagi teoremaga asosan, x  —sh у 

funksiyaga (-oo^+oo) da o ‘suvch i va uzluksiz boTgan teskari 

funksiyani aniqlash mumkin. Bu funksiya teskari giperbolik sinus 
deyiladi va u A rsh kabi belg ilanad i. Bu funksiyan i analitik 

kohinishda ifodalash uchun

x 1 . yoki e2v — 2x e v -  1 = 0

tenglamani yechib, у  = ln (x ± \Jx2 + 1) ni topamiz (logarifm belgisi

ostida musbat ifoda hosil bohishi uchun «+» ishorani olish zarur). 

Shunday qilib,

A rsh x = ln(x  + у х 2 + 1 ).

Teskari giperbolik sinus quyidagi xossalarga ega:

1°. у —A rsh x funksiyan ing  an iq lan ish  sohasi D  (A rsh x ) =  

= — (-°°, -î 0), qiymatlar to ‘plami ^(Arsh x ) = ( - o o , + o o ) .

2(. у —Arsh x o  z aniqlanish sohasida uzluksiz va o‘suvchi funksiya. 

3°. у =Arsh x toq funksiya, yahii barcha xe (^o,+oo) lar uchun

A rsh(—x) = In —x + yjx2 + 1 = In
X +yjx2 + 1

= —Arsh x.

4°. О (0;0) nuqta funksiyaning grafigi uchun simmetriya markazi 

va egilish nuqtasi bohadi.

5°. у =Arsh x funksiyaning grafigi 11.5- chizmadan iborat. 

у =Arsh x funksiyaning grafigi asimptotaga ega emas.

2) Teskari giperbolik kosinus. x =ch у funksiya 0 < y < + o o  da o ‘suvchi 

bo lib, qiymatlari to'plami 1 < x  <+°<> dan iboratdir. Teskari funksiyaning
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>’ =  *

11.5- chizma.

mavjudligi haqidagi teoremaga asosan, unga 1 < x< <+°° da o ‘suvchi 

va uzluksiz boMgan teskari funksiya mavjud boladi. Bu funksiya teskari 

giperbolik kosinus deyiladi va у =A rch x koTinishda yoziladi. Ushbu

x = e— ~ tenglamani yechib, у = ln(x + J x 2 — 1) (bunda 1 <x)

ni hosil qilamiz (Bu yerda «+» ishora olinadi). Shunday qilib 

Arch x  -  ln(x + л/х2 — 1) (11.6- chizm a). y = A rc h x  funksiya 

quyidagi xossalarga ega:
р  у  =Arch x funksiyaning aniqlanish sohasi D  (Arch)=[l,+«>),

qiymatlar to 'plam i ДАгсЬ)=(-«>,+«>).

2°. у =Arch x toq funksiya: Vx e D(Arch) lar uchun Arch (—x)=

= —Arch x.
3°. у —Arch x funksiya grafigi uchun 0(0; 0) nuqta simmetriya 

markazi boTib, u o‘z navbatida egilish nuqtasi ham  boTadi.

4°. у =A rch x funksiya asimptotaga ega ernas.

5°. у =Arch x funksiyaning grafigi 11.6- chizmada tasvirlangan. 

3) Teskari giperbolik tangens. у — th x ga teskari funksiya 

teskari giperbolik tangens deyiladi va u у —Arth x kabi belgilanadi.

Yuqorida koTsatilganiga o'xshash amallar natijasida 

Arth x  = ~ In (| x  |< 1)

ekanligi topiladi.
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Il

|isi bo‘ladi. 

i is. v = c h x  

uqtalarida

lnksiyaning 
1 llladi (11.2-

ilaladi va u
♦ »• IN

.

г  Arsh.x

l i t  • ж -t

' .............  ■••alarga ega:

1 11 "" •' '"liasi /)(A rth)=(—1;1),

■ ' /4A rth) lar uchun

1 1 ’1 iivi'lii va uzluksiz.

' ' n.iligi uchun simmetriya 
•' iiii'I,:|m ham bodadi.

1,1 11 1 Hnp(o(aIarga ega.

"  1 11 / ''hi/madan iborat.
" 1 1 'I' v ga teskari funksiya

1' 11 ^1 (’111 x kabi belgilanadi.

(I'M)

i" 1,1 ■ifi \o.ssalarga ega:

1 '* l11111 ■ I * sohasi Z)(Arcth)=(—oo*

' 4' * 111) ( -oo>+oo) dan iborat. 

v ( 1) (Arcth) lar uchun

I) uchun 0 dan —oo gacha 

> uchun -i-oo dan 0 gacha

""'Ihilai'ig.a ega emas.
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5°. у  =  Arcth x funksiya uchun x= ± l vertikal asimptotalar, у  =0 

esa gorizontal asimptota chiziqlari bo‘ladi.

6°. у  =  Arcth x  funksiyaning grafigi 11.8- chizmada tasvirlangan.

G iperbolik va teskari giperbolik funksiyalarning grafiklarini 

tahlil qilish natijasida quyidagi xulosaga kelish mumkin: teskari 

giperbolik funksiyalarning grafigini ularga mos giperbolik funksiya lar  

gra fik larin i Z x  О у  burchak bissektrisasiga nisbatan sim m etrik  

akslantirish natijasida hosil qilish mumkin.
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Teskaii g iperbolik funksiyalarning у  =A rch x (area-sinus), 

y — A rehx  (area-kosinus), у  =Arlh x (area-tangens), y = A rc th x  

(area-kotangens) belgilanishidagi «Аг» area (yuza) so‘zidan kelib 

chiqqan, chunki area— funksiyalar geometrik jihatdan giperbolik 

sektor yuzini ifoda etadi.

12-§. ALGEBRAIK FUNKSIYALARNING GRAF1KLARI

B l i  paragrafda bu tun  ratsional (ko ‘phad ) , kasr ra tsional, 

irratsional funksiyalarning grafiklari qaraladi.

1. Butun ratsional funksiyalarning grafigi.
Umum iy holda bu tun ratsional funksiya у =аоХп+ахх"-[+... 

+arb_xx+an ko‘rinishda bodadi, bunda n — butun musbat son, a{), 

an — haqiqiy o ‘zgarmas sonlar. Eng sodda butun ratsional 

funksiyalar: o 'zgarmas (/7=0), to ‘gcri proporsionallik (n=  1, a x=0) 

va chiziqli funksiyalar (/2= 1) hisoblanadi.

О zgarmas funksiya haqida batafsil madumot 8- § da keltirilgan 
edi.

1) 5 o‘g‘ri proporsionallik. To'g'ri proporsionallik deb, y = k x  

formula bilan berilgan funksiyaga aytiladi, bu yerda Ы ); к son 

proporsionallik koeffitsiyenti deyiladi.

у =kx funksiya quyidagi xossalarga ega:
1°. Funksiyaning aniqlanish sohasi: b ( / ) = /? J.

2°. Funksiyaning o ‘zgarish sohasi: E ( f ) = R k

3°. у —kx — toq funksiya: f ( —x)—k (—x)=—kx =—f(x).
4°. к >0 da o'sadi, k<0 da esa kamayadi.

у —kx to g*ri proporsionallikning grafigi koordinatalar boshidan 
о tuvchi to g ri chiziqdan iborat (12.1- chizma).
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2) Chiziqli funksiya. y=kx + b (bu yerda к va b — haqiqiy sonlar) 

ko‘rinishda berilgan funksiya chiziqli funksiya deyiladi. Xususiy holda, 

k=0 bodsa, y=b  o‘zgarmas funksiya hosil bodadi.

Agar /;=0 bodsa, y=kx to ‘g‘n  proporsionallik hosil bodadi. 

y = p x +b  (fot(), b t 0) chiziqli funksiya quyidagi xossalarga ega: 

1°. Funksiyaning aniqlanish sohasi: D(f )=Rk  

2°. Funksiyaning o‘zgarish sohasi: E ( f ) —Rl.

3°. Funksiya toq ham emas, juft ham emas.

4°. Funksiya k>0 bodganda o lsadi, k<0 bodganda esa kamayadi. 

y = / c x + b chiziqli funksiyaning grafigi to cg‘ri chiziqdan iborat. 

Lining grafigi у  —k x  funksiyaning grafigini oidinatalar о qi bo У lab 

b birlik siljitish natijasida hosil qilinadi. у = b  va у = kx+  b 
funksiyalarning grafiklari okzaro parallel to g ri chiziqlai bo ladi.

Chiziqli funksiyaning grafigini yasash uchun fuksiya grafigining 

koordinata o 'qlari bilan kesishish nuqtalarini topish yetarli. Bu

grafikning koordinata o ‘qlari bilan kesishish nuqtalari (— p 0 ) v a  

(0;b) bodadi (12.2- a , b chizmalar).

a) (1) y-kx+b , b>0, k<0, b) (0  3 -b H A  *<°> f  O-

(2) у —kx+b, b>0, k>0. (2) y=kx+b, b<0 , A< 0 .

3) Kvadrat funksiya (kvadrat uchhad) ning grafigi.
Ta’rif. Parametrlari a*0, b va c haqiqiy sonlar bodgan

y=ax2+bx+c 0 )

ko‘rinishdagi funksiya kvadrat uchhad yoki kvadrat funksiya 

deyiladi.
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judaAk o tyu1hraydiShaklda ifodalanadi8a" &nteional bogTanishlar

h“ ^ X S A S a^ ‘iCh teZ!ikda tekiS o zSarL1vchan

funksiyasi sifatida § ° tg3n y0'J' * <m> , (s) „ing

Л
^  —  Vr\t +

at1

S n 2 a if0daianadi’ bunda a o'zgaruvchan harakatning 

ifodalayrrriz: u ch h ad n in g  0 n® to m o n in i ushbu k o 'r in ish d a

= a
2a 4д2 ^

У = а (х г + b x )  + c = o ( x 2 + 2x  b + * _ _ P

^  4 a2 4 / 7 -  +  C  ~

b
+ c = a {x+  b )2

2 a
2.0 4a

Bu ftm kstn in^g ,^  "  dl Г  adn ng diskri~ n  deyiladi. 

Kvadrat f u n S n g C S ' f b  318'11™111' ^  Chizic>da« *ога,. 

foydalaniladi: Ш  ё Lhrashda ^uyiclagi xossaiardan

2° KvarW f ln,kS,Yaning anicjBinish sohasi: D(v)=R'
2 . Kvadrat funks,yaning o‘zgarish sohasi: '

« > 0 bo'lganda £•(/) = [Л; +oa) 

a < 0 bo'lganda E( f )  = (_<» n], n = 4<7C-* 2 

3». Kvadrat funksiya har b i r x ^ ’da uzluksiz.'

4«. Kvadrat funksiya faqat bitta *„ = — *. kritik nuqtaga eg_,

Funksiyaning *=*„ dagi qiymati л = _ £  ga tene M ( r . 
nuqta parabolaning uchidir. 4n “  ̂ “Л )

5°. Agar a>0 bo'lsa, funksiva я -  4 , ■
„„„ h_.Iib , , J 11ЛЬ1Уа x0 nuqtada minimumga

da grafikni ifodatovchi bo-ladT '11̂

6°. Agar a <0 bo'lsa, funksiva x -  b 
„„„ v,  , . , , ’ nKSm x° ---- *  nuqtada niaksimumga
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7°. b *  0 bo iganda kvadrat funksiya toq ham, juft ham emas, 

b 0 boiganda esa u juft funksiyadan iborat.

8°. Kvadrat funksiyaning grafigi ordinatalar o'qini doimo у (0)=c 

nuqtada kesib o 'tadi, abssissalar o 'qini esa hamma vaqt ham kesib 

olaverm aydi.

Bunda quyidagi hollar bo'lishi mumkin:

1) D <0 boiganda grafik abssissalar o'qini kesib o'tm aydi;

2) Z>=0 boiganda grafik x 0 = — 2~ nuqtada abssissalar o'qiga 

urinadi;

3 ) /» 0  b o ig a n d a  grafik abssissalar o 'q in i x ]2 = —y ^ ? -  

nuqtalarda kesib o lad i.

9°. Kvadrat funksiyani у  = x 2 (a +  ̂ + ~2-) ko'rinishga keltira-

b c
miz. Agar da x -> 0, -> 0 ekanligini hisobga olsak,

funksiyaning qiymatlari a ning ishorasi qanday bo'lsa, shu ishorali 

cheksizlikka intiladi. Demak, parabolaning tarmoqlari a >  0 b o i ­

ganda yuqoriga, a < 0 bo iganda esa pastga yo'nalgan b o la r  ekan.

Quyidagi kvadrat funksiyalar berilgan bolsin:

1) y —ax2, 2) y= a x2+n, 3) y= a(x— m)2,

4) y= a(x— m )2+n, 5) у  —ax2+bx+c.

Bularning barchasining grafigi bir xil ko lin ishdagi parabo- 

la lardan  iborat, chunki y = a x 2 funksiyaning grafigi m a lu m  

bo iganda (12.3- chizm a), uni Oy o 'qi bo‘yicha n birlik (n>0 

boiganda yuqoriga, n<0 b o iganda  pastga) siljitish bilan y= ax2+n 

funksiyaning grafigi hosil qilinadi (12.4-, 12.5- chizmalar).

y= a(x— m )2 funksiyaning grafigi ham paraboladan iborat. Uni 

у  =ax2 funksiyaning grafigidan m >0 boiganda bu grafikni x  o 'q i 

bo'yicha m birlik o'ngga parallel ko'chirish yordamida yoki m < 0 

bo iganda esa, — m birlik chapga parallel ko'chirish yordamida 

hosil qilish mumkin (12.6-, 12.7-chizmalar).

у  = a(x— m )2+n funksiyaning grafigi ham parabola bo'lib, uni 

у  = ax2 funksiyaning grafigidan ikkita parallel ko'chirish yordamida: 

agar m >0 bo'lsa, grafikni x  o 'q i bo'ylab m birlik o'ngga siljitish, 

yoki m <0 bo'lsa, — m  birlik chapga siljitish va agar /z>0 bo'lsa, у  

o'qi bo'ylab n birlik yuqoriga siljitish yoki agar n<  0 bo'lsa, — n 

birlik pastga siljitish yordamida hosil qilish mumkin (12.8-chizma).
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Amaliyotda (1) shaklda ifodalanadigan funksionalbog’lamshlai 

JUdMka°saPlan!hr (m /s) boshlanghch tezhkda tekis o‘zgaruvclvm

harakat qilayotgan jismning o'tgan yo li s (m) vaqt t (s) 

funksiyasi sifatida
, at1 

S = v0t + ---

ko'rinishda ifodalanadi, bunda a -  tekis o‘zgaruvchan harakain....

^K vadrat uchhadning o‘ng tomonini ushbu ko'rim b.bi 

ifodalaymiz: 2 2

у = a(x2 + ~ x ) + c = a(x2 + 2x A  + -  4 ? ) + <'

= О

2 a 4 a2

. b 2 b2—bac 
+ c = a (x + 2a) ---- 4„ = a{x

Rnnria D=b2~ 4 ac kvadrat uchhadning diskriminann ■' 
Bu funksiyaninggratigiparabola deb ataluvchi egn chiz111'* 

Kvadrat funksiyaning grafigini chizishda quytdagi

foydalamladbat funkgjyanjng aniqianish sohasi: /><>'> 1

2°. Kvadrat funksiyaning o'zgarish sohasi:

\a > 0 bo‘lganda £ ( / )  = [">+°°) /(,

< fl < 0 bodganda E { f )  = n =

30. Kvadrat funksiya har bir хеЛ1 da uzlukM 

4°. Kvadrat funksiya faqat bitta x0 = — 1 llhl

/>
i.'n »iFunksiyaning x=x0 dagi qiymati y0 = ,p,

nuqta parabolaning uchidir.

50_ /̂ gar я>0 bodsa, funksiya x0 = - uu*i'

ega bodib, ( - ; x0) da kamayuvchi,(x0; d a  • '•

da grafikni ifodalovchi egn chiziq qavaru

6°. Agar a <0 bo‘lsa, funksiya x0 

ega v a (-~ ;x 0) da o‘suvchi (y.<--> da I ".. . 
da grafikni ifodalovchi egn chiziq hot и I '"' ''
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70 Ьф О bodganda kvadrat funksiya toq ham, juft ham emas,
1 • 0 , a u ;uft funksiyadan iborat.

ft=°k»Kvadrat funksiyaning grafigi ordinatalar o‘qini doimo у (0)=c 

miqtada kesib o‘tadi, abssissalar о qmi esa hamma vaqt ham kesib

'Vhinda^quyidagi hollar bo‘lishi murnkin:

1) /) <0 bodganda grafik abssissalar о  qmi kesib o'tmaydi;

, /)==Q bodganda grafik x0 = -  ~  nuqtada abssissalar ocqiga

hi Hindi; b+jD
bo'lganda grafik abssissalar o'qini x,,2 = “ 7  ...

udii kesib о tadi.

|. v.idiai lunksiyani у = x2(a + ^ + J,) ko‘rinishga keltira-

0 ekanligini hisobga olsak,

...... . ,|lvlHaliari a ning ishorasi qanday bodsa, shu ishorali
j'j, , 11111fidi Oemak, parabolaning tarmoqlari a > 0 bod- 

, о bodganda esa pastga vodialgan bodar ekan.,,, i , ,, i i  i ,i  »  f  1 ■ .. . °

,liI'unksiyalar benlgan bo lsnr.

», 3) y=a{x— m)2,

5) у ~ох2~\-ЬхУс.

, |, ,Minng grafigi bir xil kodinishdagi parabo- 

i.iinki y~ axl funksiyaning grafigi madum 
i,. m.o, uni Oy olqi bo‘yicha n birlik («>0 

, , u hodganda pastga) siljitish bilan y=ax2+n
, ;, 11 qilinadi (12.4-, 12.5- chizmalar). 
i ,iiing grafigi ham paraboladan iborat. Uni

111 ■ it Ian m>0 bodganda bu grafikni x o‘qi 
, p.u allel ko‘chirish yordamida yoki m< 0 

i i,ill < hapga parallel ko‘chirish yordamida 

11 12.7-chizmalar).
I иnng grafigi ham parabola bodib, uni
II l.ni ikkita parallel ko‘chirish yordamida: 

tt o'qi bo‘ylab m birlik odigga siljitish, 
i in.i * hapga siljitish va agar n>0 bodsa, у

, i a siljitish yoki agar n < 0 bodsa, —n 
- и fi hosil qilish murnkin (12.8-chizma).



12.3- chizma.
■V=aA-2, (1) a>Ot (2) a<0 .

12.5- chizma.
y = a x 2+n, ( i )  a<0 n>Q 

(2) a<0, /КО.

12.6- chizma.
У =a{x~~m)\ ( l )  „>0, /„>0) 

(2) //>0, /«<0.

12.7- chizma.
•У=0(л--/я)2, (J) a<0} m>Q 

(2) <K0, w<0. w>0, //>0, (2) /7>0, //7<0, //>0, (3) л<0 ’ 

w>0, /КО, (4) «<0, //КО, /КО. ’
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Agar у = я х 2+/?х+с funksiya berilgan bodsa, u 4) shaklga

(y = a (x  + Ya;)2 ~  bunda (m = — - - ,  n -  — ) keltiriladi va

uning grafigi 4) ning grafigi kabi chiziladi.

1-misol. у = 2 а 2 — 4x+3 funksiya grafigim chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiyani 4) shaklga keltiramiz:

у =2 a 2—4a + 3=2 (a — 1)2 +1,

bunda <3=2, m=  1, n— 1. Bu funksiyaning grafigini chizish uchun 

у  —2a 2 parabolaning 0(0  ;0) uchini w = l birlik o ‘ngga va n=  1 birlik 

yuqoriga siljitish kifoya (12.9- chizma).

4) Kub funksiya (uchinchi darajali ko‘phad) ning grafigi.

Uchinchi darajali kcfphadning umumiy ko'rinishi

у  = a x-+ b x2+ cx+  d  (1)

shaklda bodadi, bunda а ф 0, b, c, d  — ixtiyoriy haqiqiy sonlar.

a) Agar a -  1, b=c=d=  0 bodsa, ko‘phadning ko‘rinishi y=A3 

shaklida bodadi. Bu funksiyani 8-§ da o ‘rgangan edik (12.10- 

chizma).

b) Agar <3= 1, с=кф{3, £=<У=0 bodsa, kub funksiya (1)

у =x?+kx (2)

ko‘rinishga< keladi.

y = x 2+/oc funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. (2) funksiyaning aniqlanish sohasi (-oo;+oo) dan jborat.
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2°. Toq  funksiya.

3°. Agar k> 0 bo ‘Isa, (2) funksiyaning grafigi O(0;0) dan o ‘tadi. 

k >0 da у  = x3 va у  = kx  funksiyalar o‘suvchi boigani uchim у  = x3+ kx  

funksiya ham o ‘suvchi, ekstremumga ega ernas.

4°. (2) funksiyaning grafigi A 'e ( 0 ; + ° ° )  da qavariq ( ( - e < > ;0 )  da 

botiq). H ar qanday kub funksiyaga chiziqli funksiyani qo‘shganda 

funksiya grafigining botiqligi (qavariqligi) o ‘zgarmaydi.

5°. O(0;0) nuqta (2) funksiya grafigining egilish nuqtasi bo‘ladi.

6°. k > 0 b o ‘lganda у —х ъ+ к х  funksiyan ing  grafigi у = х г 

funksiyaning grafigiga qaraganda tikroq ko‘tariladi (12.11- chizma).

12.10- chizma. (1) v=x\ (2) j»=x3+a'.
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12.11- chizma. y —x ' + k x ,  k > 0.

„  K „ m * * « $ ”  S 2 H  OI°'°h
nuqtalardan о tadi ( -  —

— ~Zx  ; +o o )

8°. k< 0 bo‘ lganda, (2) fun ksiya x e  ( \ 3 J

Zk - S )  da esa k am ayad i .

"3 N 3 P Ida o ‘sad i , *  e ('

90. A gar  K 0 b o ‘ l sa, ( 2) f u n k si y a *

m aksimumga (Ушах
2k 2C =

n u q t ad a 

n uqt ada esa m i n i -

(Y = ?*  I P  ega ( 12 .12 -  ch izm a) . 
m um ga Umin 3 \  3 6

о )  у  = x 3+foc+fc funksiyan ing >' - * 5+fcx P ' SP ' i  koach ir ishdan

ordinatalaro‘qibo‘y lab |b lm ^ U ^  b i r l i ^ P  s. Ы а п  Ы г  х ц

hosi) b o 'lad i , bunda um ng >shorasi ш  g 

bo 'lad i .

12.12- chizma. y^x’+kx, k<0.

b) y =x)+bx+cx+d f u n k si y an i n g g t af i g i n i  ch i z i sh  u ch u n  

koord in at alar  bosh in i

f / b
\ x -  x  3

[у = У

,i  i v o ‘ ch i ram iz, unda ber i lgan  funksiya 
alm asht i r ish  yordam ida paral lel  к о  ch .ram  ,

у  =  X +  k\x ^1

, v =x*+bx2+cx+dfunksiyan ing grafigi
shak lga keladi . Shunday qi l ib, У - *
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y=X i+kX+b grafigi kabi bo 'lar ekan, bunda faoat

:;::r“ ya “ .$ ^

у  = a x  + bx2+ c x + d  funksiyani У = а (ф  + ^ ^  ^  ^

mshga keltiram iz, keyin У1 = х ' + ь х 2 Л х +  d f m l  ■ ■

grafigini chizam iz so‘n p n  h.. , n a • a. a Ûn^SIyaning 

marta choczish fsiaisM Л г -  . , grafikni ordinata o ‘qi bocylab a

ss

monoton kamayadi^C 12J  3-^12Л4-cWznwlar) °*Sâ '  ^  ^
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2°. A<0 bo£lsa, unda funksiya bitta maksimum va bitta minimumga 

cga bo£ladi, ya£ni

r (  — b+yj—  A  , 2 b 3 — 9 a b c + ( 6 a c — 2 b 2 )yJ— A .

C<~  3e + "  27a2

n / , b— yj—  A ^  2 У  — 9 a b c + ( 6 a c — 2 b 2)yJ— A ^  

v ( - —-a -;a+ 27дз

nuqtalarda mos ravishda maksimum va minimumga ega bo£ladi 

(12.15-chizma).

Funksiya grafigining Ox o £qi bilan kesishish nuqtalarining 

abssissalari ax3+bx2+ cx+ d= 0  tenglam aning haqiqiy ildizlaridan 

iborat bo‘ladi. Lining egilish nuqtasi bir vaqtning o ‘zida funksiya 

grafigining simmetriya markazi ham  bo'ladi.

5) Bikvadrat funksiya va uning grafigi.

T a’rif. Ushbu ko‘rinishdagi funksiyaga bikvadrat funksiya 

deyiladi:

у  = ax4+ bx2+c, аф 0,

bunda a ,b ,c e R l.

Bikvadrat funksiyani tekshirish va uning grafigini chizish 

Dekart koordinatalar sistemasida kvadrat funksiyani tekshirish va 

uning grafigini chizish kabi bo'ladi.

B a£zi hollarda bikvadrat funksiyaning grafigi y = x 4, y = x 2 

funksiyalarning grafigi yordamida chiziladi. Haqiqatan ham,
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У = a x 4 + b x2 + с = b
а

( >
( t

x 4
A'

b 2

b 2
+ b + C =

a

Cl2 a

к 7

k o ‘rinishga keltiram iz. D em ak, y = a x 4 - b x 2+c funksiyaning 

grafigim y= x*+ x2 yoki v = x * -x 2 funksiyalarning grafiklarini har 

ikkala koordinata o ‘qlari bo'yicha cho'zish (siqish) va ordinatalar 

o ‘qi bo‘ylab |c| masshtab birlikka parallel ko£chirish natijasida hosil 

qihnadi (12.16-, 12.17-chizmalar). y = x A+ x2 funksiyaning grafigi 

у  - x 4 va у  - x 2 funksiyalar grafiklarning yighndisidan iborat bo‘iadi 

6) n - darajali funksiya va lining grafigi. Ushbu kohinishdagi 

Hoda n -  darajali funksiya  ( k o ‘phad) deyiladi:

У  = a0x n + axx « -1 + + a„ , ( 1)

bunda aQ̂0, аъ a2-,...,a„ — haqiqiy sonlar.

(1) ко phadning grafigi parabolik tipdagi egri chiziqdan iborat 

bo ladi.

(1) funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. (1) funksiya (-oo;+oo) o ra liqda an iq lan g an  uzluksiz  

funksiyalar yig‘indisidan iborat.
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12.17- chizma. (1) у — x~, (2) у  x4 a-. (3) у a  .

20 n= 2 k— 1, ke  N  toq b o £lsin, (1) funksiya a0>0 b o lg a n d a  

_oo dan +oo gacha, aQ< 0 bodganda esa +<» dan -®° gacha uzluksiz 

o ‘zgaradi. n = 2 k - \  (ke  N) -darajali ko‘phadni ifodalovchi funksiya 

abssissalar o ‘qini 1 dan n martagacha kesib о tishi (unga uiinishi) 

m um kin. Bunda funksiya ekstrem um ga ega bo'lm asligi ham  

mumkin. Agar funksiya ekstremumga ega bo£Isa, ularning soni 

juft bo£lib, 2 dan n— \ gacha, maksimum va minimum nuqtalan 

almashib keladi. Bundan tashqari, uning egilish nuqtalan toq sonda 

(1 dan n— 2 tagacha) bp£ladi.
30 n-2k , ke N — juft bo‘lsin, a0>0 bo£lganda (1) funksiya +°° 

dan -со gacha, a0<0 bo£lganda esa -о® dan +00 gacha uzluksiz о zgaradi. 

(1) funksiyaning grafigi abssissalar o £qini kesm asligi (unga 

urinmasligi) mumkin. Agar (1) funksiya abssissalar o£qini kessa,

1 dan n martagacha kesadi (urinadi). Funkiya toq sondagi ekstre- 

mum nuqtalarga (1 dan n—  1 tagacha) ega ho£lib, maksimum va 

minimumlari almashib keladi. Funksiyaning grafigi asimptotalarga

ega bo£lmaydi. .
7) y= (ax2+bx+c)" (n — butun musbat son) ко rmisndagi

funksiyaning grafigi. Agar ax2+bx+c kvadrat uchhad ikkita o £zaro 

teng haqiqiy ildizlarga ega b o £lsa, у = ( а х 2+Ьх+сУ  funksiya 

У =ди(х_ а )2» (bunda а  — kvadrat uchhadning ildizi) ko'rinishga 

keltiriladi. Bu flmksiyaning grafigi y = x 2" darajali (I- bob 8- § ga 

q.) funksiyaning grafigi yordam ida chiziladi.
Agar ax2+bx+c kvadrat uchhad haqiqiy har xil a  va p ildizlarga 

ega bcflsa, (ax2+bx+c)n funksiyani

y= an(x—а)" (x—  p)n
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ko ‘rinishda yozish mum kin. Bu funksiyaning grafigini chizish 

y = a n(x— a)" va y = { x — (3)" funksiyalarning grafiklarini chizishga 

va ularni ko'paytirishga keltiriladi (II bob 9-§ ga q).

Agar ax2+bx+c kvadrat uchhad kompleks ildizlarga ega bo‘lsa, 

funksiyaning grafigini chizish, murakkab funksiyaning grafigini 

chizishga keltiriladi ( IT bob 17-§ ga q).

1- misol. y = ( x 2—A'+l)2 funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. 1. Funksiyaning aniqlanish sohasi (-oo5+co) dan 

iborat. Aniqlanish sohasining chegaralarida

lim у  = lim
X —>±°= X —> ± °°

X 2
Y 3 

+ —  - t - c o .

2. y = x 2—A'+l deb belgilaymiz, bunda у  = y f . y, = x2—x + 1 

funksiyaning grafigini chizamiz (12.18- chizma). U funksiyaning

( \ 3
xarakterli nuqtalari, ya‘ni parabolaning uchi

2 ’ 4 koordinata

o‘qlari bilan kesishish nuqtasi /17,(0; 1) topiladi va funksiya grafigida 

yordamchi M 2{2; 3), M 3(— 1; 3) nuqtalar olinadi.

3. M Q, M v M 2, M 3 nuqta larn ing  ordinatalarini kvadratga

k o ‘taram iz . Bu h o ld a , m os ravishda N r 1 . 9
2 ’ 16

^ ( 0 ; 1 ),

12.18- chizma.

„„llgini . graflgini chizing.

3 ildizlarga ega. U holda benlgan funksiу  .

koh imshda yozish mumkin. Endi

y, = (x —1)2> У.2 = (x—

b e lg ila s h la rn i k ir i ta m ^ >  bm r a xarakterli

funksiyalarning giafiklarm  cnizi 

nuqtarini topamiz.
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2. Kasr-ratsional funksiyaning grafigi.
1) Teskari proporsionallik. Ushbu form ula bilan berilgan 

funksiya teskari proporsionallik deyiladi:

у  = ~  (bu yerda к ф 0), (1)

bunda к son proporsionallik koeffitsiyenli deb ataladi.

к
У = - funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. Funksiyaning aniqlanish sohasi: D (f)= (-° ° ;0)и(0;+ь°).

2°. Funksiyaning o ‘zgarish sohasi: £ ( / ) = (-°°;0)u(0;+oo).

* 3°. у  = --- — toq funksiya: f ( —x)  = k = k- = —f ( x ) .
A* A A

4°. /с > 0 bodganda, funksiya (-«>;0) va (0;+°°) oraliqlarda 

kamayadi. A' < 0 bodganda, funksiya (-<*>;0) va (0;-и») oraliqlarda 

odsadi.

5U. к > 0 bodganda, teskari proporsionallik grafigi ning tarmoqlari 

I va 111 choraklarda joylashadi, к < 0 bodganda esa II va IV

choraklarda joylashadi (12.20-, 12.21-, 12,22- chizmalar). y = ^  

teskari proporsionallikning grafigi giperbola deyiladi.
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chizma. ( l )? -*»  (2)д,= 2 

x '

v is io n a l funksiyaning gran(,,

Sodda kas« "^ jda ko'rmisu 

aning eng _ ax+b (orf . ^
У "  cx+ds cX+u C *

fu n ksiya kasr-chiziqli fim jcsty (t

bo'ladi. (X>  jnaxraji ham funks,
- surati b o ‘lsa , u hoM a (2) K

a - 0 v a
b .5pga ega bo ladi.

x ko kasr-ratsional funksiya quyj

c = 0  b o '15"
a b 

у = x + — 
y  d a

b j eb belgUasak, У^кх+Ь  ̂ cf,

к •>

niz. . , /=  6c bo'lsa, * = * _
я = 6 yoW  c d "  ц

fp va Д P{cx+p
j  c x + d1

у  ^  <*+*
* (h



funksiyani quyidagi kodinishda yozamiz: 

л  ~f be

У

( be 
cx+

cx+d
J —

/ . b e  л
cx+d +---- d

a

be—ad be—ad

\ z J -  J + c -  a c~
c x + d  r  c x + d  r  d

L L x +
c

У

be—ad
a 2 _  _ c
c d L x+ -

c

Agar y  — c ~ Y ,  x  + c ~ X  va - c = k  deb belg ilasak,

kasr-ch iz iq li funksiyani teskari propors iona llik  bogdan ishga 

keltirish mumkin , ya‘ni

ax+b Y = x -  (3)

У = cx+d funksiya quyidagi asosiy xossalarga ega:

1°. (2 ) funksiya хф  — с̂ uchun aniqlangan, yadii

D ( f )  = и
d

;+ °° •

2°. (2) funksiyaning o ‘zgarish sohasi:

E ( f )  = u |  -  -̂ ;+oo |.

3°. (2) funksiya juft ham, toq ham emas. 

4°. k >  0 bodsin, u holda:

a) > 0 boMganda, funksiya
f b f d \—OO* —— -- va —

V
a J 1 c J

lard a musbat.
b d 

a  ’ c oraliqda esa manfiy bodadi; 

(
b) a—0 bodganda, funksiya

d
— CO *  — ----?

C

d
— J 
c oraliqda esa musbat bpdadi;

d) c < 0 bodganda, funksiya va

oraliqda manfiy.

f  b .
~ о ,+°° I ora^cl~

larda manfiy, 
~>1 *

f  d b ,
5 ~ • oraliqda esa musbat.

V c S

Д ; < 0  b o d s in . U holda:

Cl

a)

musbat
• C

О bodganda, funksiya 

d  ь л

va
b

—  -  • + o o

v " у
0 ,*a lU,(i,1

oraliqda esa manfiy bodadi;

b)  a
О b o d g a n d a , funksiya — OO — oraliqda m u sh -

) o ra liq d a  esa manfiy bodadi;

cl)
a  с  О b o d g an d a , funksiya va —; +°° 

c

U,

oraliqu,

oraliqda esa musbat bodadi.da m a n f i y ,

fc >  0  bodganda  funksiya kamayuvchi, k <  0 bodganda

o‘su v c h id ir .
70 ^2 )  fu n k s iy a  o ‘zining eng katta va eng kichik q iym atlarig^ 

ega e m a s -

go £  >  0  bodganda, funksiyaning grafigi 

d

—00 — — 

’ C
oraliqda

botiq,
;+ °° oraliqda qavariq bodadi;

90 к  <  0  bodganda , funksiyaning grafigi | ) da q a v a riq %

d
-}-CO d a  esa botiq bodadi.

10° ( 2 )  funksiyaning grafigi c t 0 va achbc  uchun m a rk a z i 

q  nuqtada bodgan giperboladan iborat (12.23-, 12 .24-

chizmalar).
П 0. Funks iya  grafigi asimptotalari koordinata o ‘qlariga, m o s  

ravishda, para lle l x  = -  ^ , у  = "  bodgan har tom onli giperbo ladan

%  xjmumlashgan kasr-ratsional funksiyaning grafigi. Ushbu

Pn(x) = a0x" + a]x n 1 + ... + an

2 1 5



12.24- chizma. к  < 0.

va

@m(x ) ~  Ь ()Х т  + blX m 1 +  ... -f- fo

ko'phadlam ing (bimda a, a a b h h n ‘ 

«> «е Л0 bo'linmasi 1 °’ ~  0 zgarmas sonlar

_y = P»(x\ jo*”+fli*n 1+..‘+дл

*>z
(1) f Z n i f i t t t "  ma‘,Umki’ har qanda>' ^isqarmaydigan 

е . « ^ ( х - ч Г .(, - а гг , . „ _ а ( П А { 1 И в ) 1 1 ( А { 1 и ? ^ ( 

ko'rmishda ifodalansa (bunda «„ %....., ,  ]ar kc, phadning
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....  mvishda, /?;,, т ъ ...пь  karrali ildizlari, uchhadlar esa Qm(x)

h iii}' oV.aro qokshma kompleks p lf /ь,... Цк karrali ildizlariga mos 

i l ull), uni yagona ravishda chekli sondagi sodda kasrlar yig‘indisi 

luklida tasvirlash mumkin:

w

V J x )
+

( x — otj) 1 ( x — a 2 )

' —  . + ... + /Hi— 1 +
B,

+
x - o - i  ( x — a s r s

lh + + Bs + D\x+C[

( x — CLs ) ms 1 x — a s (л'“ +b\X+cj] ),L1'

M[X+N\ +  + M f:x + N k

( x  2+bkx + q k f k x 2+bkx+ q k

+ ... +
D^x+C» i 

A‘~ + b\X+q |
+ ... +

A  1 B x + C  B x + C

Ouvidagi — 7  » ; , 4/„ > ? -» ~ i  ~AH kasrlar elem en-
V J 6  x —Л ( x — k ) m x A + p x + q  ( x ^ + p x + q r

lar to kgkri ratsional kasrlar deyiladi. Bunda А, В, С, к - haqiqiy 

sonlar, m va p —- natural sonlar bo‘lib, \i,m  > l; haqiqiy koeffit- 

siyentli x2 + p x +  q kvadrat uchhad mavhum ildizlarga ega.

Shunday qilib, kasr-ratsional funksiyaning grafigi elementar to ‘g£ri 

ratsional kasrlar grafiklarining yigindisidan iborat b o la r ekan.

У = T'x ~ k m̂ (m e  fu n k siy an in g  grafigi у  = m e N

funksiyaning grafigini abssissalar o £qi bokylab \k\ masshtab birligiga 

o ‘ngga parallel ko‘chirish natijasida hosil qilinadi.

У = 2—  funksiyaning grafigini chizish uchun, avvalo,
x ~ + p x + q  ■ 0 0 c

lining maxrajining to vliq kvadrati ajratiladi:

У =

X~\~
Y  4q - p 2 ’

sohigra grafik ^  funksiyaning grafigini chizish kabi chiziladi. 

B x + C

У = x2+px+g funksiyaning grafigini chizish

у = va у  -  B x + C
x 2 + p x + q

funksiyalar ko‘paytmasining grafigini chizishga keltiriladi. 

x 2 —4
1- misol. у  = —r  -- funksiyaning grafigini chizing. 

x ~  —2x—3
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Yechilishi. Benlgan funksiyaning butun qismini ajratib yozami/:

2x —1
У = 1 +

л —2x—3

x 2—2x—3 lfoda tC)£gkri ratsional fuiiksiya bodganligi uchun bu 

lfodani oddiy kasrlar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlaymiz:

A B

х 2- 2 х - 3  л —3 + x+l ’

bunda A, В  — o ‘zgarinas sonlar. Aniqmas koeffitsiyentlar usuli 

bilan A  va В larm topamiz: 2x -\= A {x+ \)+ B {x~ 2> )\ * = -  J bo‘lsin,

—3=—-4Д i? = 4\  x=3 bo‘lsin, 5=4zl, Demak. berilgan

funksiyani quyidagi

koYinishda yozamiz: У\ = 1, = 3 y, = 3 uni„-. , ,
' 2 4(jc—3)' *̂3 4(^+1) belgilashlar

lntamiz. f , v2 va y, funksiyalaming grafiklarini chizib va hosil

“  Ч оШ Ь. izlanayotgan funksiyaning grafigini 

cnizamiz (12.25- chizma).

(4) у

x 1 —  4 
-v2—2д г —3
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2- misol. У = x3+x2> - funksiyaning grafigini chizing.

x ~ — 2

Yechilishi. Berilgan funksiyaning butun qismini ajratamiz:

Natijada ikkita funksiyaning yighndisiga ega bo lamiz.

l
У=У{+У^ bunda y = x + \ ,  У2 ~ -pr~2 • 

v va у  funksiyalaming grafiklarini alohida chizamiz, so ngia 

У va v, funksiyalam ing xarakterli nuqtalarining ordinatalaiini 

qo 'shibizlanayotgan  funksiyaning grafigini hosil qilamiz (12.26- 

chizma).

3. Irratsional funksiyaning grafigi. a) у = ±y]ax + b ко li-

nishdagi funksiyaning grafigi у = J x  funksiyaning grafigi ( 1 bob 

8- § ga q.) yordamida chiziladi. у = ±yjax + b funksiyaning grafigi 

paraboladan iborat bo‘lib, Lining ocqi abssissalar o‘qi, parametri

P = uchi esa - f 0 nuqtadan iborat (12.27- chizma).



12.27- chizma.

У = ± \[ a x + b  , (1) a  > О, (2 )  a< 0 .

chizish'o b o b ^ 4 ) ^ t ? c ^ 0' riKShdagi funksiyaning grafigini 

' OD’ '  da2' sxema bo'yicha cliiziladi.

У = ± л /^ ? + Д х Т с

Й Г  “ *  ™  * * - *  » • * * »

yoki ™ ?  t° ка’- lmmg grafigi el,ips; agar a>0, D>0 

чп siyanmg grafigi giperboladan iborat bofiadi

to‘gTi chiziqlardan iborat, uchiari2(7
va uning o‘qIari у  = 0, x = -  
esa

(  , л— ^  Л z

* ’ ’ 1—~ x /A £+V—
2r/ ;0 , C Ь - у р д :

2a
;0 В b . \ D 

2a’\2  a
, E

f - . y p )

llU E s la S !  1Ь°<Г0 ? а ? >  o f q 28’ ,СЫ̂ а1аг ^  *>■

egri chiziq mavjud bolmaydi ^  * nmg haqiqiy Wmatlarida
YechHishi%±Л¥ ^ Т f u n k s i y a n i n g chizing.

Shb L Funksiyaning aniqlanish va o'zgarish sohalari:

D ( f ) = (_“  - i m i , +~>, E ( f )  = (_TO> +oo).

2. Funkstya juft, ya‘ni Vxe D(f)  uchun

f ( - x ) = V f Y r c r r  =  V ^ r r j = /(x )  b o . l a d j
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■ ,x-±l nuqtalar funksiyaning nollari, ya‘ni y(±l)=0.
■i. <7=1, D=—4<0 bodganligi uchun yuqoridagi b) bandga 

i‘.<Vv’in, berilgan funksiyanng grafigi giperbolani ifodalaydi, uning 
мм wnctriya o‘qlari >-0, a =0 tocg‘ri chiziqlardan, uchiari esa C(—1;0), 
,-M;()) nuqtalardan iborat bodadi.

5. у =±x to‘g‘ri chiziqlar funksiya grafigining ogdna asimtotalari 
bodadi.

Yuqoridagi mulohazalarga asosan berligan funksiyaning grafigini 
chizamiz (12.29- chizma).

12.28- chizma. y=±\Jax2+bx+c, (a) a<0, D<0,

(b) a>0, D>0, {cl) a>0, IX 0.

12.29- chizma. у  = ± yjx2 — 1.



M u s ta q i l  y ech ish  u c h u n  m iso lla r

Funksiyalarning grafikJarini chizing:

1. y= \—3x .

4. y= 5—4x.

-  5
7. x  = 4 y.

10. у  = j X -

13. у •л:2—5x+6. 

\2
15. у = — x —

l

У

17. у = -2 +

19. у —2x2—5. 

2

л'—3 ’

:- + i

22. у =

25. у = —3 +

28. у =
2х+3

Л' + 1

2 .  у =  2 —  2 х.

5. л——5.

8. Зх—6у—2=0.

11. у —х2—4х.

14. у =2х2—8х+5. 

16. у = (2х — I)2 + х

• 18. у=(3х—1)2+2.

20. у=х2+4.

23. у -  5 

26. у =

29. у  = Jl — х.

3 . 4 .

6. у=2х+3.

9. 2=4х—у.

12. у =х2+4х+2.

2 -х  '
4

2—Зх

21. у = 

24. у = 1 + 

27. у =

1

Зх+4

1

х
Зх+2 

3—х

30. у = J —5x + 10.

31. у=(х-+2х-3)2. 32. у=х*—х?—х—1. 33. у = * .
х ~—4

х2—2х
34. у = , - .

X +Х+1

M u sta q il yech ish  u ch u n  b e rilg a n  m iso lla rn in g  jav o b la ri
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1- chizma. 2- chizma.
7- chizma.

8- chizma.



9- chizma. M- chizma.

11- chizma. 12- chizma.

13. 14.

13- chizma. 14- chizma.
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17- chizma. 18- chizma.

19- chizma. 20- chizma.



25- chizma. 26- chizma.
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27.

28.

29.
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30.

30- chizma.

31.

228

31- chizma.



п ~ 1FODAS1DA MODUL QATNASHGAN

FUNKSIYALARNING GRAFIKLARINI CHIZISH

J ■ У - f  W) funksiyamng grafigini chizish. у  =f{\>\) funksiyaning

m 8!П1 <j i T h , uchun- avval0’ y= f(*>  funksiyaning grafigini 

[U,+~) oraliqda chizish keyin chizilgan funksiya grafigini ordinatalar 

о qiga nisbatan simmetrik akslantirish kcrak. Natijada hosil bolgan 
grafik berilgan у - / ф ф  funksiyaning grafigini ifodalaydi.

™lso1- У —2 W —5 funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Yuqoridagi qoidaga ko'ra [0,+~) oraliqda y = 2 x -5  
funksiyaning grafigini chizamiz (13.1- chizmada AB  nur). zfRnurga 

Oy о qiga nisbatan simmetrik qilib, A C  nurni chizamiz. ВАС  siniq 

chiziq berilgan funksiyaning grafigi bo'ladi (13. l-chizma)

Berilgan funksiyani ikkita formula yordamida ya‘ni

2 x  —  5 ,

У  =  j
agar x  > 0 bo‘lsa, 

5, agar x  < 0 bodsa,

ko'rmishda ifoda qilib, grafikni chizilganda ham ВАС  siniq chiziq 

hosil b o la r  edi. 4

2-misoJ. Ushbu funksiyaning grafigini chizing: 

v  = y 2 - 3  \x \ + 2 .

Yechilishi. Dastlab у  = x 2 3 x + 2 = (x  —  ̂)2 —  ̂ funksiyaning

13.1- chizma.

230

m-afigini fO,-K>o) oraliqda chizamiz. Chizmada parabolaning bn qismi 

ACBhosil bohadi. Sohigra chizilgan egri chiziqqa Oy ocqiga nisbatan 

simmetrik bohgan AC\B\ ni chizamiz. Natijada berilgan funksiyaning

grafigi hosil bovladi (13.2-chizma).

3- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing.

y =  sin |x|.

Yechilishi. Avval v=sin x  funksiyaning grafigini |0 ,+~) oraliqda 

chizam iz, so‘ngra chizilgan egri chiziqni Oy o ‘qiga m sbatan 

simmetrik akslantiramiz. Natijada berilgan funksiyaning grafigi hosil

13.2- chizma.

13.3- chizma.
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13.8- xrhizrna.

yuqonda keltmlgan 1"-, 2°-, 3»- bandlardagi grafik chizish usullarini 

ketma-ket qo Hash kerak. Masalan, у =|/XW)Ifunksiyaninggrafigini 

chizish uchun avvalo y - / ( |x |)  funksiyaning grafigini chizib va 

iming abssissaiar o'qidan yuqonda joylashgan qismini o'zgarishsiz

qoldinb, pastda joylashgan qismini Ox o ‘qiga nisbatan simmetrik 

aksl ant Irish kerak. '

9- misol. y=  \x 2~4\.\]+3\ funksiyaning grafigini chizing. 

ech)lIlshl- Benlgan funksiyaning grafigini chizish uchun, dast- 

n  • +3 fun.ksiyaninS grafigini Jf-bandga asosan chizamiz

' * ~ Gllzm a)> Llning abssissalar o ‘qidan yuqorida joylashgan
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13.11- chizma.

qismini o'zgarishsiz qoMirib. pastda 0 ' <0 ) j o y « n  qismini Ox 

0‘qiga nisbatan simmetrik akslantirannz (13.10- chizma).

10-misol. |v|=lx—11 funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning grafigini chizish uchun, ayva о 

jy = |x— 1| funksiyaning grafigini chizamiz (13.11- chizma j> so ngra 

uni Ox o lqiga nisbatan simmetrik akslantiramiz (13.12- chiz ).

Mustaqil ishlash uchun misollar

Funksiyalarning grafigini chizing:

1. у  =|x—5|. 2 . y = | l - ^ | -

3. у =|x2+ 2 x |. 4* -v =  |x2-4 x + 3 |.

.. . ^ _____U lv_ll



13.4- chiznia. 13.5- chiznia.

boMacli (13.3- chizma).

4-niisol. Ushbu funk- 

siyaning grafigini chizing.

y=3 w

Yecliilishi. Avval y=3* 

fn n k s iya  n in g  g ra f ig in i 

|0 ,+ o o ) oraiiqda chizam iz. 

S o ‘ng ra  c h iz i lg a n  egri 

chiziqni Oy o kqiga nisbatan 

s im m etiik  akslan tiram iz. 

Natijada berilgan funksi-

yanmg grafigi hosil bodadi (13.4- chizma). 2я

fl1n3  funksiyan ing grafig in i chizish. у  =  \ f ( x)  I

( /" " " o i l* *  S 2 I

5-m isol. y -  x 1 -  4 funksiyaning grafigini chizing 

abssissalar o ‘q £ УС Й ° о Ж 0у 1 а Т ^  № 1 П 8

2 Й  ^ ,2), ° raUqd'a j o ^ r q i s S " e L ° ‘̂ S

grafigi hosifboladj (U 5-chizma) Ь е Г %а "
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13.7- chizma.

6- misol. У = sin x  f u n k s i y a n i n g  grafigini chizing.

Yecbilishi. Avval oraiiqda у =sm xInnksiyamng
cbiyimiz so'ngra abssissalar o'qtdan yuqonda (y>0> joytasn=an 
qisminl o'zgarishsiz qoldinb. pastda (y <0) ~

Ox o‘qiga nisbatan simmetrik akslantiramiz 6, ' У funksi anjng 

3 |„ \=f(x) funksiyaning grafigini chizish. |y1 / (
Г  У 'ы 7к|1 „сь1Ш v=f(x) funksiyaning grafigmi chizib,

u'nin»1 / W > 0  b o ‘lgan q ism in i 0‘zgarishsiz q o ld irib , o 'z g a n sh s .z  
о l -ilg n  q lm in i  a v  o qiga n isbatan  s im m etrik  ak s lan tm sh  e ra l ,  

E sh tm a  |v |= /(x )  form ula bilan berilgan funkstya j  x)20 bo Isa, 

bir S S  fimksiyani ifodalam aydi, ya‘ni ikki qiym atb funkstyan, 

iftxh laydr v = + /(* )•  A g a r/(x )< 0  b o lsa , funksiyaning grafigi chizilmay 

qoldiriiadi, chunki bu holda M = /W  « n g jik  m a nosm i yc■ qotadi.

7-misol Ivl =—x2—3x+10 funksiyaning grafigini chizing. 
Yecbilishi. —̂ -Зх+ЮйО tengsizlikni qanoatlantiwvchi xe l э,-| 

d„ v = _x2—3x+10 funksiyaning grafigini chizamiz. So ty a  chizilg 
arafikni Ox o‘qiga nisbatan simmetrik akslantiramiz Natijada benign 

funksivaning grafigi hosii bodadi (13.7- chizma).
8 misol |v_11=x2+4xc— 5 funksiyaning grafigini chizing.
Yecbilishi. x^+4x-5>0 tengsizlikni qanoatlant.ruvch. 

vc( ‘ , va larda у = x 2+ 4x — 5=(x+2)2—9 parabo ailing

grafigini chizamiz. ulami Ox o‘qiga nisbatan simmetnk am 
Uramiz so'ngra 1 birlik yuqonga siljitamiz. Natijada berilgan

grafiWarini chizish. Bu funksiyalarning grafikiannt chizish uchun



7. у  =\х+2\+\х— 2 |.

9. |у| =2—Зх 

! 1. v =|log2x).

13. у — |sinAi+sin |х|.

1Г \х\
15. у  -  - .

х

8. \ у \= х —1.

Ю. |у| +|х|=1.

12.у =|sin2x|.

14. b 2—2^|=1—л:2.

16. ^=10'^-ч.

18. у  =|л'2—4|+|а2+4|.17. у = М - Я

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

4.

4- chizma.
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7- chizma.
8- chizma.

9- chizma.
10- chizma.

2 3 7
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13- chizma.

14- chizma.

15- chizma. 16- chizma.

17- chizma. 18- chizma.
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и -  §. TENGLAMASI PARAMETRIK SHAKLDA 
BERILGAN FUNKSIYALARNING GRAFIGI

1. Parametrik shaklda beriigan funksiyalarni tekshirish. Faraz 
qilaylik, funksiyaning parametrik tenglamasi

x  = <p(0,

,, = v(/)j (1)

(/ — parametr, tl < /< / ,)  ko‘rinishda beriigan boisin. Bu holda 

funksiyani tekshirish va lining grafigini chizish y —f ( x ) ко1 finish da 

beriigan funksiyani tekshirish va L i n i n g  g r a f i g i n i  chizish kabi olib 

boriiadi.

Avvalo, mos ravishda, t Ox va / Oy koordinatalar sistemalarida 

x ='kp(/), y=\|/(/) funksiyalarning grafiklari chiziladi. x=q>(/), y=\|/(/) 

funksiyalarning grafiklariga qarab, 6-, 7-§dagi sxema bo'yicha 

y = y  (x) funksiya tekshiriladi va grafigi chiziladi. (1) funksiyaning 

grafigini chizishda lining quyidagi muhim tomonlarini e'tiborga 

olish lozim.

Agar t ni — / ga almashtirilganda o‘z ishorasini o'zgartirmasa, 

x  esa — a' ga almashsa, unda funksiyaning grafigi ordinatalar o ‘qiga 

nisbatan simmetrik boMadi.

Agar t ni — t ga almashtirilganda x  o ‘z ishorasini o 'zgartir- 

m asdan, у  esa — у  ga alm ashsa, unda funksiyaning grafigi 

abssissalar o ‘qiga nisbatan simmetrik bo'ladi.

Funksiyaning davri a — cp(/) va j ; = \j/(/) funksiyalarning davrlari 

bokyicha aniqlanadi.

(1) funksiya grafigining ordinatalar o ‘qi bilan kesishish nuqtasi 

koordinatalarin i topish uchun, avvalo, jr=cp(/)=0 tenglam ani 

yechib, j>=\|/(/) ning shu yechimlarga mos qiymatlarini hisoblash 

kerak. Shunga oAshash, ( l)  funksiya grafigining abssissalar o'qi 

bilan kesishish nuqtasi koordinatalarini topish uchun, avvalo, 

y= \|/(/)= 0  tenglamani yechib, a —q>(/) ning shu yechimlarga mos 

qiymatlari hisoblanadi.

Ba'zi hollarda, (1) funksiya grafigining у =  a  va y=—  x  bissek- 

trisalar bilan kesishish nuqtalarini topish aham iyatli bofiadi, 

buning uchun \|/(/)=ip(/) va \ |/(0 --ф (0  tenglamalarini yechish 

kerak. Bu yechimlarga mos kelgan а  =ф (/), y = \j/( /)  funksiya­

larning qiymatlari (1) funksiya grafigining y —x  va у  = —a  bissek- 

trisalar bilan kesishish nuqtalarining koordinatalarini ifodalaydi.
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.....
I- misol. Ushu bu funksiyaning giatigmi cmziug.

v  ь т сЫ  m  ko ‘rin ishda beriigan f u n k s i y a n i n g  grafigini 
nutJalar'yOTdamida^chizamiz. Buning uchun quyidagi jadva.n, 

tuzamiz:

/ 0 1 2 3 - 1 - 2 - 3 - 4

X
0 1 4 9 1 4 9 16

У
0 1 8 27 - 1 - 8 - 2 7 - 6 4

m - o f i o i nTopilgan nuqtalar yordamida beriigan funksiyaning grafigini 

chizamiz (14.1- chizma)

2- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

A  =  1  +  t ,  

y  =  \ +  t 2 .

(3)
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Yechilishi. (3) kohinishda berilgan funksiyaning grafigini yuqo- 

rida korisatilgan tartibda chizamiz: avvalo t Ox va / Oy koordinatalar 

sistemasida, x  = 1 + /va у = l + t 2 funksiyalarning grafiklariiii chizamiz.

E nd i v = y ( x ) funksiyan i tek sh iram iz . Bu funksiyan ing  

aniqlanish va o ‘zgarish sohalari Z) Cv)= ( -oo;+o°) , E ( y ) —[1;+°°).

1) bodgani uchun /=0, ya‘ni to ‘g‘ri chiziq sim-

metriya o ‘qi bo ‘ladi. Ravshanki, = +°°-

2) K oordinata o 'qlari bilan kesishish nuqtalarini topam iz. 

O rdinatalar o ‘qi bilan kesishish nuqtalarini topish uchun x=0 

yoki l +  /=0 teng lam ani yechib, /= —1 ni topam iz. y  — 1 + / 2 

funksiyaning t =  1 dagi qiymati y =  2 ga teng. Demak, y = y ( x )  

funksiyaning grafigi ordinatalar o 'qini B ( 0;2) nuqtada kesadi.

3) Abssissalar owqi bilan kesishish nuqtasini topish uchun у  =0 

yoki H -f2=0 tenglamani yechish kerak. t 2= — 1 tenglama haqiqiy 

yechimga ega emas. Shunday qilib, y = f ( x )  funksiyaning grafigi 

abssissa o 'qini kesib o'tmaydi.

4) Berilgan funksiya grafigining у  = x  va у  =—x  bissektrisalar 

bilan kesishish nuqtalarin i topamiz: a) y = x  bissektrisa bilan 

kesishish nuqtasini topish uchun 1 + /2= 1 + / tenglamani yechamiz. 

Bu tenglamaning yechimlari /,=0, ty=\ lardan iborat. Shunday 

qilib, у  = y  (x) funksiyaning grafigi y = x  bissektrisa bilan Л (1; 1) 

va C(2;2) nuqtalarda kesishadi; b) у  ~ —x  bissektrisa bilan kesishish 

nuqtasini topish uchun l + / 2= —(1+0 tenglamani yechish kerak. 

Bu tenglama haqiqiy yechimlarga ega emas. Demak, berilgan 

funksiyaning grafigi y = —x  bissektrisa bilan kesishmaydi.

Berilgan funksiyaning grafigi asimptotalarga ega emas.

Endi yuqorida topilgan natijalar bo'yicha у  =y  (x) funksiyaning 

grafigini chizamiz. Dastlab, y  = 1 to ‘g‘ri chiziqni o'tkazamiz. Rav­

shanki, у  —у  (x) funksiyaning grafigi bu to ‘g‘ri chiziqdan yuqorida 

joylashadi. у  =y  (x) funksiyaning ordinatalar o ‘qi bilan kesishish 

nuqtasi B ( 0;2) ham da y = x  bissektrisa bilan kesishish nuqtalari 

va C (2;2), 4̂ (1; 1) nuqtalarni belgilab, у = у ( х )  funksiyaning 

grafigi chiziladi. Shunday qilib, x = l — 1, y = \ — t 2 funksiyaning 

grafigi 14.2- chizmada tasvirlangan.-

3- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

x  = t e \
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_ lmnrdinatalar sistemalarida, mos ravisnua,
YechilisW. x ^ v a  у ^ grafiklarini chizamiz (14.3- a),

x  ' va У ~ te , v funksiyalarning grafiklari boW icha 

b) chizmalar). x  те Nct/  n /vw _ e-i.4oo\ F(v)=  )

y = y W  fimksiyani ymati nolga teng, ya‘ni И т  У = °-

bo‘lib, funksiyaning nuqtadan o‘tadi va x + y =  0 to ‘g ri
Funksiyaning ^  g  ^ ma, „)).

ChlT  misok Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

X = 2a cost  

у  = 2firsin t

aco s2 t, 

a sin 2/.
.

. .  . .  , n t  vn V  Ot koord inatalar sistem alarida, mos
Yechilishi. *  , „ c o s 2 t  у  - 2 a  sint—sin2/ funksiyalarning 

ravishda, Bu grafiklar b o ‘yicha y = y ( x )  funksiyani
grafiklarini chizamiz. & & 243



tekshiramiz. Ravshanki, 3e; a], E(y)=[-2a-2a\ bo‘Iib,

nksiyanmg grafigi abssissalar o kqiga nisbatan simmetrikdir. x== 

-~acost-acos2t, y=2asin—asm2t funksiyalar 2тг davrga ega 
bo IganJigidan у  - у  (x) fiinksiya ham davriy bo‘lib, uning davri 

271 ga teng. [0;2t c] oraliqning chetki nuqtalarda y=v(x )  funksi- 

yaning limit qiymati nolga teng. Bu funksiyaning grafigi 14.4- 

c nzmada tasvirlangan. Bu chiziq kardioidci deviladi.

5- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

x = a cos3 /,

у = a s in 3 t.

Yechilishi. xOt va yOt koordinatalar sistemalarida, mos ravish- 

dal (6/  funksiyalarning grafiklarini chizamiz. Bu grafiklarga ko£ra 

y ~y ( x )  funksiyani teksh iram iz . R avshanki, D (y )= [-a;a\, 
E({y )-[ -a \ a) dan iborat. Funksiyaning grafigi koordinatalar 

о qlanga nisbatan simmetnk. Funksiva davriy bo£lib, uning davri 

dan iborat. Fiinksiya grafigining koordinatalar o £qlari bilan
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kcsishish nuqtalari, mos 

ravishda, (я;0), (—<яг;0); 

(0;«), ( 0 ; - « )  nuqtalar- 

dan iborat. Berilgan funk­

siyan ing  grafigi 14.5- 

ch izm ada tasv irlangan  

bo‘lib, bu chiziq astroida 

deyiladi.
6- misol. Ushbu funk­

siyaning grafigini chizing:

x = «(/ — sin /) ,

(7)
у  = «(1 — cos/).

Yechilishi. Dastlab, xO l va yO t koordinatalar sistemalarida 

=za (t—smt) y - a (  1— cos/) funksiyalarning grafiklarini chizamiz, 

so 'ngra bu grafiklarga ko‘ra y = y ( x )  funksiyani tekshiram iz. 

M a'lumki, D E {y)= \0;2a]. Funks,ya_ davny bo №

uning davri 2n ga teng. Funksiyaning grafigi ordmatalar о qiga 
nisbatan simmetrik. Funksiya grafigining koordinatalar о qlai i bilan

kesishish nuqtalari. . . .  . /п*9тг
a) abssissalar o 'qi bilan kesishish nuqtalari (0,0), (0,2tt a),

(0’4*) ordinatalar o ‘qi bilan kesishish nuqtasi esa O(0;0) dan iborat. 

Berilgan (7) funksiyaning grafigi 14.6- chizmada tasvirlangan. u 

chiziq sikloida deyiladi.
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Mustaqil yechish uchun misollar

I cnglamasi parametrik shaklda berilgan quyidagi funksiyalarning 
raliklarini chizing:

4.

7 .

x  = r  

y  = tA

x  = t3 — 3k , 

у -  t3 — 6 arctgt. 

x = cos41,

4

2 . ]

x  = t2 — 21, 

У = t2 + It.

5.

8.

X = 16 cos/, 

у  = 5 sin t. 

x  -  t+e~’, 

у  = 2/ + e~2/.

3.

6.

x = ---- ;
/ - 1 ’

y = ? = i -

x  =  1 — t,

у  = \ — t 2 .

у  = sin t.

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

cliizma.

dii/.ma. 5- chizma.
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6- chizma.

8- chizma.

ВЕКМглм'  ? UTB K°ORDINATALARIDA 

1. Qutb ко FUNKSIVALARNING GRAFIKLARt

nuqta!amingko i!a4i da tusl,u" clla- Tekislikdagi

biror 0  nuqta 0lib bu m w ta c h T n f* - '^ 5maSida aniqlash ucl™  
bu to'g'ri c,li2iqdamu « П, ? ^ П chiziqni ° ‘tkazamiz va 
0  nuqtani т ь Q at: У° nalishm beJgiilaymiz (15.1- chizma).

Endi ma‘Jum H ?  V f .  quth o qi deb ataymiz. 

nuqtaning 0‘rnini o „„  htob b’? gI oIlb’ tekislikdagi ixtiyoriy M 
Buning uchu„ m  Z Lbg".Уа ° ‘4iga nisbatan aniqlaymif
qutbdan M  n u q t  chfbo fn N a f f i

OM yo‘naIgan4k ° b '§an \°M \ masofa va qutb o'qi biJan

Вимь p -  ЭД! ”  Г  - ’  “  “  S r t *
nuqtaning qutb a , . miCitarnn& d^tb radiusi, <p burchak esa M

burchak deb tu sh in k f ф burchakni trigonometriyadagi
248 ushnnshga kehshib olamiz, ya£ni bu burchakni

ishorasi bilan ±2t ik  , keZqo£shi- i у

luvchi aniqligida qaraymiz. p va M(p; (p)

<p ni M  nuqtaning qutb koordi- p / ;
natalari deb ataymiz va Af(p;<p)
shaklda yozamiz. M  nuqta qutb / ф \  i p

burchagining —тс<(р<7с tengsiz- Z ' 0 E  x

liklarni qanoatlantiradigan qiy- N /

inati uning qutb burchagining /

bosh qiymati deb ataladi. ^

Y uqorida ay tilganlarga b i- 15.1- chizma.

noan, qutb koordinatalari uchun

p>0 va —тс<ф<7с tengsizlik o ‘rinli bo£ladi. Qutb koordinatalariga 

bunday shartni qo‘ymaslik ham mumkin. Bu holda p bilan (p ni 

umuman -<*> dan +~ gacha o£zgaradi deb qaraladi. <p burchak -©o 

dan  +oo g ach a  o ‘zg arg an d a  qu tb  k o o rd in a ta la r  s is tem asi 

umumiashgan qutb koordinatalari sistemasi deyiladi.

Agar M  nuqtaning qutb koordinatalari m a iu m  bo isa  (15.1- 

chizma), u holda lining Dekart koordinatalari x=pcos(p, y=  psincp 

formulalar orqali ifodalanadi .

Agar M  nuqtaning Dekart koordinatalari x  va у  berilgan b o isa , 

u holda uning qutb koordinatalari:

P = A 2 + y 2> C0S<P = sincp = , <p = a rc tg y

p 2+v tx+y

formulalar orqali topiladi.

Ba£zi bir masalalarni yechishda qutbdan o£tuvchi bitta to ‘g£ri 

chiziqda О nuqtaning turli tom on ida joylashgan ikkita M  va N  

nuqtalarni qarashga to £g£ri keladi (15.1- chizma). Bu holda M  va 

N nuqtalarning qutb burchagi sifatida O Zkesm adan O M nurgacha
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bodgan burchakiii olish mumkin. Bunda p ni M  nuqta uchun musbat, 

TV nuqta uchun esa manfiy deb hisoblanadi.
Qutb koordinatalar sistemasida berilgan funksiyaning umum iy 

ko lrin ishi p^/(cp) yoki / г(р;ф )=0 shak lida b o ‘ladi. p=/((p) 

funksiyani qutb koo rd ina ta lar sistem asida tekshirsak, Dekart 

koordinatalar sistemasida y = f ( x ) ga taqqoslash yodi bilan ham 

amalga oshirish mumkin, bunda p ni у  ga, (p ni esa x ga almashtiriladi. 

p=/(cp) funksiyani tekshirish sxemasi y = f ( x ) funksiyani tekshi- 

rish sxemasi kabi tekshiriladi. y = f ( x )  funksiyaning aniqlanish 

sohasi [a,b] end i p= /((p ) fu n k s iy an in g  an iq lan ish  sohasi 

a < ф < [3 ga mos bodadi. y = f ( x )  funksiyaning x h x2, ... maxsus 

n u q ta la r i р = /(ф )  fu n k s iy an in g  ф ^ х , ,  ф2= х 7, ... m axsus 

nuqtalariga mos keladi.

1) у  = /(x ) juft funksiya bodsin . U holda / ( x ) = / ( —x) tenglikka 

asosan, y = f { x ) )  egri chiziqning A (x; y)  va B { —x ; y )  nuqtalari 

Р ~ /(ф ) egri chiziqning Л Д ф^) va ^,(тс-ф;р) nuq talariga mos 

keladi. у  —f (x) egri chiziqning A  (x;— y) va B ( —x —y)  nuqtalari 

р=Я ф) egri chiziqning Жр;27г-ф) va Я (Р ^ +ф) nuqtalariga mos 

keladi (15.3- chizma).

2) y = f ( x )  toq funksiya bo‘lsin. U holda Dekart koordinatalar 

sistemasining koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo‘lgan 

A (x; y)  va В (—x, —y)  nuqtalari qutb koordinatlar sistemasining 

qutbiga nisbatan simmetrik bodgan A {(y,p)  va ^ (р ^ + ф )  nuqtalarga 

mos keladi (15.4- chizma), Dekart koordinatalar sistemasidagi 

A  (—x; — >’) va В  (x;— y) nuqtalar esa qutb koordinatalar sistema­

sidagi ^  p ; 2 + ф va B\ ( p i y  + Ф 

(15.5-chizm a).
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nuq ta larga  m os kelad i.

A i (p; <p)

71
B ( - x  -v)

l /
A(x: v)

£,(. p; я+ф)

15.4- chizma

15.5- chizma

• i . • v->n hndeanda abssissalar o^qiga
3) agar ^ = /W  egn chiz ^  >0 koo^d ina ta lar sistemasidagi

n isbatan simm etrik bo Is , koordinatalar sistemasidagi
М Х У )  va В К - У )  f  S  S " l 5 . 6 -  chizma).

Л,(р,ф) va B,(P^  ^  x < 0  bo‘lganda abssissalar o‘qtga

4) agar у - f i x )  egn cntziq , . k rdi nataiar sistemasidagi

keladi (15.7-chizma). « iv bo‘lsa р=/(ф) funksiya
5) agar y = f i x )  funksiya й г т у Ъ о Ж ^ П У

ham davriy bo'lad i va ulaim ng avi b o ‘lsa, un ing
A lar bo’ladi. Uag. mos

grafigi y =m va y - M  to g n cmziq izUk 0*rinU bo'ladi,
P=/«P) funksiya uchun ham ™</(Ф)<у tashqi radiusi M

o=f(m) funksiyaning grafigi ichki
bodgan halqaning ichida joylashadi. ^



Л(-л\ у)

Д-л-; -v)

15.6- chi/лпа

А ,  (р; го'2+ф)

а)
15.7- chizma

b)
/i,(p;2n-cp)

Agar у —f  (х) funksiya х =х0 nuqtada ekstremumga ega bolsa, 

:/X<p) funksiya tp=cp0 da ekstremumga ega bo‘ladi.

Agar / ( x )  funksiya biror oraliqda kamayuvchi bo'lsa, qutb 

)ordinatalar sistemasida p=/((p) funksiya uchun qutb radiusining 

ymati: soat strelkasi bo'yicha harakat qilganda kamayadi, soat 

clkasiga teskari harakat qilganda esa uning qiymati ortadi. 

у  / (x )  funksiyaning Dekart koordinatalar sistemasidagi y — c 

ri/ontal asimptotasi qutb koordinata sistemasiga p = c  radiusli 

mplotik aylana bo‘lib ko‘chadi. Xususiy holda c =0  bo‘lsa, aylana 

qtaga aylanadi.

у  - / (x )  chiziqning D ekart koordinatalar sistemasidagi x =b  

likal asimptotasi qutb koordinatalar sistemasiga (p~ b  nur bo'lib 

eliadi. Xususiy ho lda  b—0 b o ‘lsa, x  = 0  asim pto ta  qutb

irdinatalar sistemasiga qutb o 'qi bo£lib ohadi. Agar b = % + 2nk

biror butun son) boMsa, x = b  asimptota <p = ~ + 2?ik vertikal 

bo‘lib o ‘tadi.

asimptotaga ega bo Isa, bu °g  o4ad i. Xususiy hold

* * * * *  р = а ф  Arxi sp

bo‘lib o'tadi.

1- misol. M
nuqtani yasang.

Yechilishi. Tekislikda О qutbni belgilab undan Ox qutb о qmi

i + ^„aiichda -  burchakkaburam izva
ohkazamiz. Ox o£qini musbat yo nalishd 6 m

n u q t a b o 4 a d i *

(15.8-chizma).

2-misol.
nuqtani yasalng.

t • • r*‘tVa7ih uni — burchakka butamiz 
Yechilishi. Ox qutb о qmi о tkazib, 3

u wi r> П Ы  musbat yo'nalishni aniqlaymiz. Endi p J  

va shu bilan OM  mus y Vn‘nalishdagi davomida 1—3| 3 
bo‘lgani uchun OM  nmg teska > uchi iz lanayotgan

b itlik  m asshtabm  o lam iz, bu kesm an. g

JXXXXZS*
bajariladi:
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a) р=/((р) funksiyaning grafigini chizish uchun unga mos kelgan 

У =/ ( х )  funksiya quriladi;

b) р = /(ф )  funks iyan i tekshirish  qoidasi, xudd i у  = f  (x) 

funksiyani tekshirishdek bodadi (6-, 7-§ larga q.);

d) р= /(ф ) funksiyaning grafigini chizish y = f ( x ) funksiyaning 

grafigi bcfyicha bajariladi.

1-misol. p=яф (д>0) funksiya grafigini chizing.

Yechilishi. Qutb koordinatalar sistemasida ba‘zan funksiyalarning 

grafiklari nuqtalar bo lyicha chiziladi.

Ф > 0  qiymatlar uchun jadval tuzamiz:

Ф 0 К

4
К

2

3 k

T
К 5 k

4

3 k

2

I k

4
2 k 9tc

4

5 k

2

1 \k  

' 4

3%

p 0 0,8a 1,6 a 2,5a 3,1 a 3,9a 4.7a 5,5 a 6,3a 7,1a 7,9z 8.7a 9,5a

K oordina ta lar tek islig ida yuqorida topilgan nuqta larn ing 

od'inlarini topib, ularni chiziqlar bilan birlashtirish natijasida ф>0 

bodganda funksiyaning grafigi hosil bodadi (15.10- chizma).

2-misol. p=aektf (a va к — o lzgarmas musbat sonlar) funksi­

yaning grafigini chizing.

Yechilishi. Bu tenglama bilan berilgan chiziq logarifmik spiral 

deyiladi. Uni chizish uchun ф burchakka ixtiyoriy qiymatlar berib, 

bu qiymatlarni berilgan tenglamaga qo‘yam iz va undan ф ning bu 

qiymatlariga mos bodgan p ning qiymatlarini aniqlaymiz:
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о P

15.11- chizma.

71 __к о K % те — 2n,... qiymatlarni qa-

p n ing qiym a ,lari

quyidagicha bodadi: ^  3nk

p , . . . ,ае-*ае->,ае '* \а ,ае* ,ае* ,ае* ,ае* ,ае  . . . . .

\ -к 71
,(̂ 0),Ue4

\  (

V

Ushbu

{ae'k%— тс), ae 2

o‘mim topib, ulairn ra\on cnu ч > (15 .11-chizma).
n=aek9 funksiyaning grafigi hosi . . , • • _

3- misol. p=4sin2(p funksiyaning ^  y  =4sin2x

У „ Ш Ш . «. *  4a
funksiya bilan taqqosl ■ ■ ham V(p da aniqlangan.

aniqlangan, demak, p sin p=4sin2ip funksiya qutbga
v =4sin2x toq funksiya, аетак, p +

nisbatan simmetrik. kichik musbat davri л, u

"SS ш ы у / ь о ш .  Г - — —
funks iya . . . l — a f  a e ” ’ 1 '

P=4sin2(p funksiya ham ehegaralangan (|4sm2ip|- ).

F • rn i Hacri x  — — nuqtada maksimumga
У =4sin2x funksiya |0;л] dagi * - 4 nuqu

(ymM( d = 4 \  x = 34 nuqtada esaminimurnga^min [ 4] = - 4 J
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ega bo'ladi, p=4sin 2cp fimksiya mos ravishda <р=5 va cp = 3?

nuqtalarda 4 va - 4  ekstremum qiymatlariga ega bodadi. 4

V=4sin2x funksiya x e  f t) ;71) u  f-3? • л: 1 ~„оГ , , .

y ( 4 4 ,7CJ oraliqlarda o‘suvchi,
л -л ) и (  л . З т с )

4 ’ 2 J ( 2 ’ 4 J oraliqlarda esa kamayuvchi, demak, mos 

ravishda p=4sin 2<p funksiya ham oraliqlarda

о suvchi, (()e |^4>2 j u ^ 2 ; oraliqlarda esa kamayuvchi.
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15.12- chizma.

у  =4sin 2x  funksiya grafigi asimptotaga ega emas, u holda 

p=4sin 2cp ham asimptotaga ega boim aydi.

Demak, p=4sin 2<p egri chiziq markazi qutbda, radiusi 4 ga 

teng bo'lgan doirada joylashadi.

p=4sin 2(p egri chiziqning qutbga nisbatan simmetrikligi va

0; kesm ada p= 4sin  2cpuning  davriy lig in i hisobga olib,

funksiyaning grafigini quramiz.

Bu grafikni yasash uchun, dastlab xarakterli nuqtalarni topamiz:

(

4; * j, A2 (0; 0), A, f 0; ” j, 5, ( 2 Д  |  j, B2 (3,/2;3* j, C,
2- % '  

r i2J
Bu nuqtalarni ravon chiziq yordamida birlashtiramiz, natijada

0 < <p < ~ dagi p=4sin 2cp funksiyaning grafigi hosil bo 'ladi (15.12- 

chizma, (a)). p=4sin 2(p egri chiziqning qutbga nisbatan simm et-

rikligini hisobga olsak, — ^ ^ Ф  ^ 0 uchun p=4sin 2q> egri chiziq

grafigini chizamiz (15.12- chizma, (b)). Qutb atrofida burchakni 

л: burish natijasida p =4sin 2ф funksiyaning grafigi hosil bo iad i 

(15.12- chizma (d)).

3. Qutb koordinatalar sistemasida funksiya grafiklarini almash- 

tirish. Qutb koordinatalar sistemasida p = m f  (cp+a)+b  funksiyaning 

grafigi ham Dekart koordinatalar sistemasidagi y —m f( x + a ) + b  

funksiyaning grafigi kabi chizilib, bunda quyidagi xossalarga 

asoslaniladi:

Г . p = —/ ( Ф) va p —f ( ф) funksiyalarning grafik lari qutb 

boshiga nisbatan simmetrik bodadi.

2°. p = / ( —ф) va р = /(ф )  funksiyalarning grafiklari qutb o ‘qiga 

nisbatan simm etrik bodadi.

3°. p = m f ( i p) (m >0) funksiyaning grafigi р = /(ф )  funksiya­

ning grafigini qutb o ‘qi bo ‘ylab m marta qisish (cho‘zish) natijasida 

hosil qilinadi.

4°. р= /(ф +< 7) funksiyaning grafigi р = / ( ф )  funksiyaning 

grafigini a  burchakka burish natijasida hosil bodadi.
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15.15-chizma. p = 3cos(ip+l). 15.16-chizma. p  = 2+3cos((p+l).

5°. p =/(q>)+£ funksiyaning grafigi p =/(<p) funksivaning grafigini 

qutb o ‘qi bo‘ylab b masshtab birligiga parallel ko'chirish natijasida 

hosil qilinadi.

Misol. p =2+3cos(cp+l) funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Avvalo, p=coscp funksiyaning grafigini chizamiz 

(15.13- chizmaga qarang), so‘ngra yuqoridagi 3°—5° - bandlarga 

asosan, p =  cos(<p+l) (15.14- chizm a), p =  3cos(cp+l) (15.15- 

chizma), p — 2+3cos(cp+l) funksiyalarning grafiklarini ketma-ket 

chizish natijasida berilgan funksiyaning grafigini hosil qilamiz 

(15.16- chizma).
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Mustaqil yechish uchun misollar

Funksiyalarning grafiklarini chizing:

asm  3<p. 2. p =2+ 6 coscp. 3. p =3+4 coscp.

= 2 -  + 4.
sin ф

~ sin ф
5. P = 2 .r ф

6. p = 6 s i n | .

fn 3
8- P % '

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

2- chizma.
2 5 9

■
o

t



3.

3- chizma.
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6- chizma.
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16- §. OSHKORMAS SHAKLDA BERILGAN 
FUNKSIYANING GRAFIGI

1. Oshkormas shaklda berilgan funksiyaning grafigini tekshirish.
Tenglamasi F(x ,  y)=0 shaklda berilgan funksiyani qaraymiz. Bu 

shaklda berilgan funksiyalar algebraik va transsendent funksiyalarga 

bohinadi.

Agar F ( x f y)  funksiya <p,(x,y), (p2(x,y),..., (p,,(x,y) funksiyalar 

ko‘paytmasiga yoyilsa, F ( x , y ) = 0  tenglama tpI(x,y)=0, cp2(x,y)=0,... 

<p„(x,y)=0 tenglamalar sistemasiga ekvivalent bo lad i.

Agar egri chiziq tenglamasi F{x,  y)=0 da x ni —x  ga almashtiril- 

ganda, u o'zgarmasa, chiziq ordinatalar o ‘qiga nisbatan simmetrik

boladi.

Agar egri chiziq teng lam asi F ( x , y ) = 0, da у  ni — у  ga 

almashtirilganda, u o ‘zgarmasa, chiziq abssissalar o lqiga nisbatan 

simmetrik bovladi.

Agar egri chiziq tenglamasi F(x>y)—0 da bir vaqtda x ni —x 

ga, у  ni —у ga almashtirilganda, u o‘zgarmasa, chiziq koordinatalar 

boshiga nisbatan simmetrik bo‘ladi.

Agar chiziq tenglamasi F(x ,  y)=0 da у  ni x ga, x ni у  ga almash- . 

tirilganda, u cfzgarmasa, chiziq у  — x  bissektrisaga nisbatan sim­

metrik bo'ladi.

F(x+a,  y)=0 tenglama bilan ifodalanadigan chiziq F { x f y)=0 

tenglama bilan ifodalangan chiziqni abssissalar o ‘qi bo‘ylab \a\ 

masshtab birligiga parallel ko'chirish natijasida hosil bo'ladi, bunda 

yo‘nalish a ning ishorasiga teskari bo'ladi.

F(x ,y+b)=0 chiziq ^ (x , y ) -0  chiziqni ordinatalar o ‘qi bo ‘ у lab 

|/;| masshtab birligiga parallel ko‘chirish natijasida hosil qilinadi, 

bunda yo'nalish b ning ishorasiga teskari boriadi.

x \
p р ' У  \ chiziq Е (х ,y)=0 chiziqni abssissalar o ‘qi bo£ylab

p  marta siqish (cho'zish) natijasida hosil qilinadi. 

f  .. \
F x, У

= 0 chiziq F ( x , y )= 0 chiziqni ordinatalar o ;qi bo‘y-

lab q marta siqish (cho‘zish) natijasida hosil qilinadi.

F
л  у j
-  + a ,~  + b 
p q

-  0 tenglama bilan ifodalangan chiziq yuqori-

dagi almashtirishlar yordamida F(x,  yj^O funksiyaning grafigi orqali 

hosil qilinadi.
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F (x ,  y)=0 chiziqning abssissalar o lqi bilan kesishish nuqtalari

7r (x,0)=0,

F ( x ,  y )=0

sistemaning yechim laridan iborat bo ‘ladi. F ( x , y )  funksiyaning 

grafigini aniqroq chizish uchun  bu chiziqning koord inatalar 

o ‘qlarida yotmagan ba‘zi nuqtalarini topish maqsadga muvofiq 

bo'ladi.
Bu yordamchi nuqtalarni F ( x , y )= 0 chiziqning y = k x  to ‘g‘ri 

chiziq bilan (k ning har xil qiymatlarida) kesishish nuqtalari sifatida 

axtarish kerak.

F (x ,  y)=0 chiziqning gorizontal asimptotalarini topish uchun, 

x  ning bu teng lam ada qatnashgan  yuqori darajasi oldidagi 

koeffitsiyentini nolga tenglashtirish kerak, bunda koeffitsiyent 

o'zgarmas miqdor bo'lsa, u holda chiziqning gorizontal asimptotasi 

bo'lmaydi.

F ( x ,  y )=0  chiziqning vertikal asim ptotalarini topish uchun 

esa, у ning tenglamada qatnashgan yuqori darajasi oldidagi koeffit­

siyentini nolga tenglashtirish kerak.

F ( x ,  y )=0  chiziqning og£ma asim ptotalarin i topish uchun 

tenglamada у ni kx+b  ga almashtirib, ikkita x  ning eng yuqori 

darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni nolga tenglashtirish kerak.

1- misoL Ushbu egri chiziq ikkita gorizontal asimptotaga ega 

ekanligini korisating:

x 2 у  2+ y 4—25x 2=0.

Yechilishi. H aqiqatan  ham , berilgan tenglam ani quyidagi 

ko'rinishda yozamiz:

(y 4—25) x 2+ y 4=0.

x 2 oldidagi koeffitsiyentni nolga tenglashtiramiz: 

у 4—25=0 yoki (y— 5)(y+5)=0.

y =  5, y = —5 to cg£ri chiziqlar berilgan egri chiziqning gorizontal 

asimptotalari bo'ladi.

2- misol. 2y2—x y2—6x2 y=0 egri chiziq bitta vertikal asimptotaga 

ega ekanligini kohsating.

Yechilishi. H aqiqatan ham , berilgan tenglam ani quyidagi 

kohinishda yozamiz:
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(2—х)у 2—6х2у=0.

У2 va х2 oldidagi koeffitsiyentlarni nolga tenglashtiramiz:

2—x=0, yoki x = 2 .

—6y=0, yoki у  =0.

Demak, x=2 va у =0 to ‘g‘ri chiziqlar, mos ravishda, berilgan 

egri chiziqning vertikal va gorizontal asimptotalari bodadi.

3- misol. x3+y3—4x2=0 egri chiziqning ogdna asimptotaga ega 

ekanligini kohsating.

Yechilishi. H aqiqatan ham, egri chiziq tenglamasidagi у  ni 

kx+b ga almashtiramiz:

x3+(kx+ ЬУ—6х2=0,

x3+ k3x3+3 k2x 2 b+ 3 kxb2+b3—6x2= 0,

(1 + &3)x3+ (3 krb—6) x2+ 3kb2x+ b'-=0.

Endi x3 va x2 o‘zgaruvchilar oldidagi koeffitsiyentlarni nolga 

tenglashtiramiz:

1 + к ? = 0 , к  = - 1,

yoki

3k2 b — 6 = 0 b = 2 .

Demak, у  = —x+2 to ‘g‘ri chiziq berilgan egri chiziqning ogcma 

asimptotasi bo'ladi.

4- misol. x4+ 2 y 2—x2—у  4=0 egri chiziqning grafigini chizing. 

Yechilishi. Oshkormas shaklda berilgan funksiyaning aniqlanish

sohasini topish uchun berilgan tenglam aniy ga nisbatan yechamiz:

(y2- l ) 2= x 4- x 2+ 1

yoki

У  i = ± a/ i  + V ? " — x 2 + 1 va у  2 = ±yjl — \[x4 — x 2 + 1 ,

Natijada, egri cliiziqning ikkita shoxiga ega bodamiz. Birinclii 

shoxning aniqlanish sohasida ixtiyoriy x uchun

x 4 — x 2 + 1 > 0 yoki (x 2 — l)2 + x 2 > 0  

tengsizlik o ‘rinli bodadi.
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jc4 + 2y2 -  x2 -  /  =0. ( l)y = ±Jl+Jx 4-x 2+L

(2 )y  = ±\J\-ylx4- x 2+l.

Ikkinchi shoxi uchun esa

>/x4 — x 2 +1 < 1 yoki x 2 — 1 < 0 

tengsizlik |x|<l o crinli bodadi
Demak, egri chiziq birinchi shoxining aniqlanish sohasi (-oo;+oo)? 

ikkinchi shoxining aniqlanish sohasi esa [— 1; 1].

Egri chiziq koordinata o'qlariga nisbatan simmetrik bodadi, chunki 

x ni — xga, у  ni — у ga almashtirganda egri chiziq tenglamasi o‘zgarmaydi.

Berilgan egri chiziq gorizontal va vertikal asimptotalarga ega emas, 

chunki x4 va y4 o ‘zgaruvchilar oldidagi koeffisiyentlar o ’zgarmas.

E n d i o g l m a a s im p to ta n i to p ish  u c h u n  у ni kx+b ga 

almashtiramiz:

x4—(kx+b)4—x2+2(kx+b)2—0.

Bunda x4 va x3 o ‘zgaruvchilar oldidagi koeffitsiyentlarni nolga 

tenglashtiramiz:

k 4 — 1 = 0, к  = ±1,
< yoki

4 k 3b = 0 b = 0.

265



Demak, у  - x  va y = —x to lg‘ri chiziqlar berilgan egri chiziqning 

og‘ma asimptotalari bo iad i.

Egri chiziqning bir nechta qo‘shimcha nuqtalarini topamiz. 

Buning uchun ushbu sistemani yechamiz:

x 4 + 2 y 2 — x 2 — y 4 = 0,
<

у  = kx.

j_2 ]P-
Bu yerdan x, 2=0 va x~ = -r . Agar k=0 b o lsa , x = ± l

1 — AT

boiadi.

Berilgan funksiyaning grafigi 16.1- chizmada tasvirlangan.

5- misol. y 2—x3—8=0 funksiyaning grafigini chizing. 

Yechilishi. Tenglamani у  ga nisbatan yechamiz:

у  = ±л/х3 + 8.

Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi:

D ( F ) = [—2;+oo)

bo iad i. Funksiyaning grafigi O xo‘qqa nisbatan simmetrik, chunki 

У ni — у  ga almashtirganda egri chiziq o ‘zgarniaydi.

Egri chiziq asimptotalarga ega emas, berilgan funksiyaning 

g ra fig in i ch iz ish  u c h u n , y uqo ri shox in i c h izam iz , y a ‘n i

у  -  \ lx 3 + 8. Bu chiziqning koordinata o ‘qlari bilan kesishish 

nuqtalarini topamiz: A (0;2лД), B (— 2;0). t = x 3 + 8 deb belgila- 

sak, bunda у  = J f  boiadi.

Ravshanki, у  = yft va /= x 3+8 funksiyalarn ing  grafiklari 

m a lu m .

Yuqori shox uchun chizilgan funksiyaning grafigini abssissalar 

ovqiga nisbatan akslantirib, izlanayotgan funksiyaning grafigini hosil 

qilamiz (16.2- chizma).

6- misol. y — 9x2+x3=0 funksiyaning grafigini chizing. 

Yechilishi. Berilgan tenglamani у  ga nisbatan yechamiz:

y  = ll9x2 - x \

Bu funksiyaning an iq lan ish  sohasi: (-oo;+oo) dan iborat. 

Berilgan funksiya vertikal va gorizontal asimptotalarga ega emas.
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16.2- chizma. y2—x3—8-0. (1) у  = yjx* + 8.

(2) у  = —\J'x3 + 8 .

Endi og‘ma asimptotasini topamiz:

(кх+ЬУ—9x2+x3=0.

B undan

^3+l -0,

7>k2 b — 9 — 0

x+ y  =3 to ‘g‘ri chiziq funksiya grafigining og‘ma asimptotasi 

boiadi.

t= 9x2—x3 deb belgilaymiz, bunda у  = t f t .  Ushbu t= 9x2—x3 va 

у  = tf t  funksiyalarning grafiklari yordamida izlanayotgan funk­

siyaning grafigi chiziladi (16.3- chizma).

7-misol. х * + /—x2—y2̂ 0 funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan tenglamani quyidagi kolrinishda yozamiz:

Bu egri chiziq koordinata o 'q lari va y — x  ham da у  x 

bissektrisalarga nisbatan simmetrik boiadi, chunki F (—x,—■y)=zF (x, y) 

va F(x, y )= F (y , x). Endi 0 < x < y  qismdagi grafikni chizamiz. Bu
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yoki
к = — 1, 

b = 3.



shartlarda berilgan tenglamani у  ga nisbatan yechamiz:

/77 l l  2 4
1 + X - -  X .12 ' Й

Bu’ning у  -  J2 + x 2 ~  shoxobchasini qaraymiz. 

R a v sh a n k i , x < l b o ‘lsa ,  c h e g a ra la n g a n , x > l  bcrilsa.

x * < \ , y <  1. Z =  ‘ + x 2 - x 4 = ' -  

____  V
funksiya x  da У -  J 2 + дД eng katta qiymatga erishadi.

(  1 ^
da

(  1 J 42
Vх  " b ifoda dan 0 gacha kam ayadi. z

funksiya i  dan ~ gacha kamayadi, у  funksiya esa 1 dan

gacha o ‘sadi

x o ‘zgamvchi dan 1 gacha o ‘sganda.
f 1 *

* 2 
v j

ifodaning

qiymati 0 dan \  gacha o ‘sadi, shuning uchun z  endi i  dan \  

“+ 2 4
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gacha kamayadi, ^  esa ^ 2 + yj2 ^an * §ас^ а kamayadi.

Izlanavotgan funksiyaning grafigi 16.4- chizmada tasvirlangan.

16.4- chizma. X1 + y*—x2 — y- = 0.

Mustaqil yechish uchun misollar

Oshkormas shaklda berilgan funksiyalami tekshiring va grafigini

chizing.

1. y 4—x3—1=0. 

3. 3xy2= x 3—2. 

5. y 2= x 2(x— 1). 

7. 9 y 2= 4 x 3—x 4 

9. у  2= ( 1 —x2)3.

2. x 2y 2—y 6— 2 5 x 2=0. 

4. (y—x 2)2= x 5.

6. y 2—x (x — l ) 2.

8. у  2= x 2—x 4.

10. y 3= x 2( x 2—4)3.
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Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

3- chizma.

2 7 0 2 7 1



м 7.

1.

2.

3.

A v

1.5 :

1;

0.5;

0

-0.5 -

-I ;

- 1.5 - 

‘

7- chizma.

9- chizma.
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10.

10- chizma.

17- §. MURAKKAB FUNKSIYALARNING 

GRAFIKLARINI CH1ZISH

I. Murakkab funksiyalarning grafiklarini chizish. u—(p(x) 

funksiya Ato^Mamda, >’= /(« )  funksiya esa 2s4o‘plamda aniqlangan 

ho lib , г/=(р(х) funksiyaning qiymatlar to ‘plami F<xE bo‘lsin. U 

holda X  tcdplamda >7==/ ( ф (х )) murakkab funksiya aniqlangan 

bo lad i. Bu m urakkab funksiyaning grafigini quyidagi tartibda 

chi/.ish tavsiya etiladi:

I ) _v = f{u)  va u= q>(x) funksiyalarning grafiklari alohida-alohida 

chi/.iladi (17.1-a, b- chizmalar);

1) y —f { u )  va u=q>{x) funksiyaning xossalaridan foydalanib;

3) /у=ф(л‘) funksiyaning х = х йе Х  xarakterli nuqtasin i olib, 

unga mos kelgan //0=ф(л0) qiym atni topam iz. So‘ngra 17.1-a 

cliizmadagi Ou o ‘qidan w0 qiym atni ajratib, unga mos kelgan 

y() =J'(x{)) qiym atni topib, x  Oy koordinatalar sistem asida/(ф (х )) 

funksiya grafigining M 0(xQ; >’0) nuqtasini aniqlaym iz. Shunga 

obxshash holda yana bir nechta xarakterli nuqtalarni topib, ularni 

biiiashtirish natijasida izlanuvchiy = /(ф (« )) funksiya grafigi hosil 

cjilinadi (17.1-d chizm a).



17.1.- chizma. a) y= f(u ), b) w=<p(x), d) у = Д ф ) ) .

1- misol. y= er* 2 funksiyaning grafigini chizing.

Yechalishi. и = x2 belgilash orqali berilgan funksiyani у  —eru 

ko‘rinishga keltiramiz.

ii —x 2 funksiya 1=(-с<,;+оо) aniqlangan bo'lib, uning qiymatlari 

to ‘plam i {w}={0;+oo) dan iborat. y= eru funksiyaning aniqlanish 

sohasi E — (-oo;+oo) bo ‘lib, {w}={0;-K>°)c:is bo‘ladi.

E ndi y= e~ * 2 m urakkab  funksiyaning grafig ini yuqorida 

ko'rsatilgan tartibda chizamiz.

1) y= e~u va u = x 2 funksiyalarning grafiklarini, mos ravishda, 

u O y  va x O y  koordinatalar sistemasida chizam iz (17.2- a, b- 

chizmalar).

2) у  =e~" funksiya (-̂ >o;-hx>) da aniqlangan bo‘lib, uning qiymatlar 

to ‘plami [0;+oo) dan iborat, funksiya kamayuvchi, (~oo;+oo) da 

funksiyaning grafigi qavariq bo‘lib, (0;1) nuqtadan o ‘tadi, x — 

da у  -> 0, x  > —oo esa и —> -н». u=0 to ‘g‘ri chiziq funksiyaning 

grafigi uchun gorizontal asimptota bolad i.

и = x 2 lunksiya (-oo;+oo) da an iq langan , un ing  q iym atlar 

to bplami (0;+oo) dan iborat, funksiya juft bo‘lgani uchun uning 

grafigini uchun chizish yetarli.

274

17.2- chizma. a) u = x2, b) у  =e~", d) y= e  *2-

3) у  = e-« funksiya [0;+°°) oraliqda kamayuvchi, u ^ x 2 funksiya 

esa [0 ;+®°) da o ‘suvchi bo'lgani uchun, y=e~*2 funksiya [0 ;+ °°) 

oraliqda kamayuvchi bo iad i. x0=0 da u =  0. On o kqidan u =  0 

qiymatni ajratib, unga mos kelgan y =f { u0)=1 qiymatni topib, 

x  Oy k o o rd in a ta la r  sistem asida M 0(x0; j 0)= M 0(0 ;l )  n u q ta n i 

aniqlaymiz. Ravshanki, M 0(0;1) nuqtada y=er*2 funksiya eng 

katta qiymatga ega bo ‘ladi. Shuningdek, x->±°° va da y->0

(17.2 cl- chizma).

2-misol. y =  2siax funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. u=sinx, y=  2“ funksiyalarni qaraymiz. Ravshanki, 

bu funksiyalar murakkab funksiyani tashkil etadi. Bu murakkab 

funksiyaning aniqlanish sohasi ( - oo;+o°), qiymatlari sohasi esa

dan iborat.

1) y =  2" va u — sin л: funksiyalarning grafiklarini uO y  va xO u  

koordinatalar sistemalarida alohida chizamiz (17.3 a, b- chizmalar).

2) у  =2“ funksiya (-o°;+°o) da o‘suvchi, и =sin x  funksiyaning eng
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kichikdavri27cbo‘lib. J + 2ктс\ ? + 2k n  
2 2 ( к  g  Z ) oraliqdao\suvchi.

(&e Z ) oraliqlarda esa kamayuvclii boMaeli./C + 2kn\ 371 + 2kn 
2 ’ 2

3) Quyidagi x0=0, x { = ~ , x 2 = n, x3 = xarakterli nuqta

larni olib, ularga mos kelgan u ,= 0, и — 1, u =  1 qiymatlarni 

lopamiz. Ou o ‘qidan w0=0, « ,=1, w2=0, t/3= l  qiymatlarni ajratib,

ularga mos kelgan y Q= f (% )= 1, ^ ,= 2 , ^2=1, 7з = 2 qiymatlarni

Г т с  3
topib, x Ov koordinatalar sistemasida M J 0; 1), 7 ; 2 , m 2 ( 7 1; 1)

v )

( n  3
nuqtalarni aniqlaymiz. Ravshanki, funksiya ? ;2 nuqtada

 ̂Зл . l

2 ’ 2
eng katta qiymati 2 ga, M 3 nuqtada esa eng kichik

qiymatga erishadi (17.3- d  chizma).

1 ' 3
3- misol. у  = 2 — ос funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. 1. Aniqlanish sohasi: D(y)={-°q+00). Aniqlanish

sohasining chegaralaridagi q iym atlari: lim
X - > - o o

2 - 4 X +OO

lim
x —>+00

2 - j * l  = ~ -

1 3 1
2. y { = 2 — - x  deb belgilaymiz, bunda у  = y [ . y x = 2 — ~ x  

funksiyaning grafigini chizamiz (17.4- chizmaning yuqori qismi).

y { = 2 —  ̂x funksiyaning xarakterli nuqtalarini, ya‘ni koordi-

nata o ‘qlari bilan kesishish nuqtalari Af,(4;0), M 2(0;2) va yor- 

damchi Мъ (2;1), Af4(6;— 1) nuqtalrini olamiz.

3. My, M 2, M 3, M A n u q ta la rn in g  o rd in a ta la r in i kubga 

koharamiz. Natijada, mos ravishda, quyidagi nuqtalarni olamiz: 

^ i(4 ;0), 7V2(0;8), N 3 (2;1), TV4(6;— 1).

4. Bu nuqtalarni chizmaning pastki qismida joylashtiramiz va 

ravon chiziq bilan ularni birlashtiramiz. Natijada izlanayolgan 

funksiyaning grafigi hosil bo ‘ladi (17.4- chizmaning past к i qismi ).



4- misol. у =log3(x2+3) funksiyaning grafigini chizing. 

Yechilishi LAniqlanish sohasi: A y ) ^ - 00;-^50). Berilgan funk­

siyaning aniqlanish sohasining chegaralarida (x  + +o0'

2. y ,= x 2+ 3 deb belg ilaym iz, b unda  y = lo g 3у,- E ndi y, 

funksiyaning xarakterli nuqtalarini topamiz, ya'ni koordinata o'q lari 

bilan kesishish nuq ta lari va yo rdam ch i nuqta lar: M x{0;3),

М 2( 7 б ; 9 ) ,  М3(—у[б;9). У\ juft funksiya, uning grafigi para- 

boladir (17.5- chizmaning yuqori qismi).

3. M\,  M 2, n u q ta la r o rd in a ta la rin in g  logarifm larin i 

hisoblaymiz. Natijada mos ravishda quyidagi nuqtalarni topamiz.

Л/х(0;3): у, = 3 => у = log3 y x => N x{0;1);

M 2(V6;9) : y l = 9 => у = log3 y, => 7V2(V6;2);

M 3( - j 6 ; 9 ) : У] = 9 =$ у  = log3 у, =» 7V3(-V 6 ;2 ).

L
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4. Bu TV,, TV2, 7V3 nuqtalarni 17.5- chizmaning pastki qismida 

joy lash tiram iz va ularni b irlash tirish  natijasida izlanayotgan 

y = lo g 3(x2+3) funksiyaning grafigi hosil bovladi.

Mustaqil yechish uchun misoilar

Murakkab funksiyalarning grafiklarini chizing:

l l — x 2
1. у =ln(arctg x). 2. у = arcsin - .  3. у = arccos — .

4. v=arcctg(ctgx). 5. у =arctg(tgx). 6 . у =sin(sin x).
2 a

7. у =sin(arcsinx). 8. у  = e 1- * 2 . 9. y= arccos2x .

10. = sin(arccos x) = у 1 — x 2.
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Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1 .

2.

3.

1- chizma.
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5- chizma.

6- chizma.



7.

8.

0,5-

-Г-----
6 л

>
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-6 -4 0 2

9- chizma.

4

10.

0,4

0,2 ;

................. .................. ...........- J — -------- г - ------- - г — ----- - т ------►

- 6 - 4 - 2  0 2 4 6 -Y

10- chizma.

18- § FUNKSIYA GRAFIGINI CHIZISHN1NG UMUMIY 

TARTIBLARI

1. Funksiya grafigini chizishning umumiy tartiblari. Funksiyani 

tekshirish va lining grafigini chizishni quyiaagi tartibda amalga 

oshirish tavsiya etiladi:

1) funksiyaning aniqlanish sohasini topish;

2) funksiyaning juft va toqligini aniqlash;

3) funksiyani davriylikka tekshirish;

4) funksiya grafigining xarakterli nuqtalarini topish:

a) funksiyaning nollari;

b) funksiyaning ishorasi;

d) ekstremum nuqtalari, eng katta va eng kichik qiymatlari;

e) uziiish (maxsus) nuqtalari atrofida oczgarishi hamda x->±oo bolgan- 

dagi o ‘zgarishi.

5) funksiyaning qiymatlar sohasini (to 'plam ini) topish;

6) funksiya grafigining m onotonlik va qavariqlik (botiqlik) 

oraliqlarini aniqlash;

7) funksiya grafigining asim ptotik chiziqlarini aniqlash;

8) funksiyaning grafigini chizish.

Eslatma. B a‘zi h o lla rd a , y a cni m ak tab  kursida  yaxshi 

oh'ganilgan funksiyalarning grafigini chizishda, yuqorida keltirilgan 

bandlarning ham masini tekshirm asdan turib, funksiya grafigini 

chizish ham mumkin.

1- misol. Ushbu funksiyani tekshiring va grafigini chizing:

/(x)=x2—2d. (1)
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г Yechilishi 1) ravshanki, (1) funksiyaning a n iq la n ^

2) (1) juft funksiyaĉ  ya‘ni у х е  (—oo;+oo) lar ис\щ х

^ ( — x )2— (—x y = x 2-~^x*Jf (  ) ho‘ladi. Shuning uchun, Uh/ ( ^ ) =  
oraliqda tekshiram iz . ' K ll (0;+Ооч

3) davriy emas.

4) a) x 2—л4=0; x a \ I funksiyaning n01]

/;) *2- x 4> 0  yokj х ; ’ |')(> I )<0, yoki ( - l 0 ;' ri;

bo‘lganda, m usbat; vllM , Чл i l ) ( x - l)< 0 ,  y o w M o ; i)

1) u (1;-h ~) bo 'lganda utiliiMytlir; 

d) (1) funksiyani quyul.i i. Ini llJkl ulinashtiramiz:

/ ( \ )

Bufunksiyaparabt>| , ,)(lll(l ,
Л ' -V, ^ 1 

/ i . i \ V2
v n/J  ’ » /  V i > H I  I ,

/ , 1 \ 1 , , ' S  » 4 )
da Ymiix I1' к )  i > м . . 111нг|||(11 I k’lnak, O(();0). '

îh *
I .liumim nuqlalahi "ЬЦщ

l1
kadi.

n i i c i l a s i ,  / I ,  И n i i ' H  и  ,

с ) ( I) П ink'.In < ь

I | \ \ | l | | |

l .l l l  I III I

ii< i r)M ‘‘mas. 1 Ьом,..

i / h i )  X) **■ x'j ...»

orali(||;

I *b

‘W  V

'"XI;
'^otsa.

I
' v/5 Vi |  r

V V- j

\
'  1 N

; ( )
V i  1

>

V i  1

Kslya

;0 va
7?

; +oo oraliqlarda kamayadi.

(

(1) funksiyaning grafigi
1

■’ V2

Л

1 1
da esa qavariqdir. x

—oo.

V v

1

va
7 5 ’

; +oo larda botiq,

72
va x  = 2̂ nuqtalar funksiya

grafigining egilish nuqtalari bodadi.

r ,
lim ( x 2 — x 4) = lim \  — ( a 2 — i  

v
funksiya asimptotik chiziqlarga ega emas.

7) funksiyaning o'zgarish sohasi: E ( f )  =

D e m a k , (1)

1

8) funksiyaning grafigi 18.1-chizmada tasvirlangan.

2- misol. Ushbu у  = —1 funksiyani tekshiring va grafigini
9—x ~

chizing.

Yechilishi. 1) aniqlanish sohasi:

D ( f ) = ( - ° ° ; ~ 3 M - 3 ; 3 ) u  (3;+~).

2) juft funksiyadir, ya‘ni V xe D ( f )  uchun

f ( - x )  = — -1—2 = 1 ■, = f ( x )  bodadi.
9—(-л-)- 9—x“

18.1- chizma. /  (л) = x2— x4.
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3) davriy emas.

4) a) funksiya nollarga ega emas.

b) 9—x2>0, void x2<9, yoki |x|<3 bodganda funVciyo — usbat; 

9—x2<0, yoki x2> 9, yoki |x|>3 bodganda esa funksiya manfiydir.

d) x=0 bodganda 9—x 2 ifoda 9 dan iborat maksimumga ega

bodgani sababli, berilgan funksiya  ̂ dan iborat minimumga ega.

e) x = —3 va x=3 nuq ta lar funksiyaning uzilish (maxsus) 

nuqtalari. Bu nuqtalar atrofida funksiyani tekshiraylik, yadii

lim _____ - ______ =  —oo Hm  ̂ =  + ° ° .

x->3+0 (3—xj(3+x) ’ .v->3—0 (3—x)(3+x)

lim -------—  = +oo, Hm 1 =
.y->3+o (3—x)(3+x) x-)3—о (3—x)(3+x)

Agar x -» ±°° bodsa, y=0'.

5) funksiya juft bodganligidan, lining о ‘sish yoki kamayishini 

(0;3) va (3;+<^) oraliqlarda tekshirish kifoya.

x argument 0 dan 3 gacha yoki 3 dan +°° gacha ortganda — x 2 

kamayadi va bunda 9—x2 kamayganligi sababli, berilgan funksiya 

ortadi. Demak, berilgan funksiya (0;3) va (3;+°°) oraliqlarda o ‘sadi. 

Bu funksiya ju ft bodgan lig idan , D ( f  )= (-*>;— 3) va (—3;0) 

oraliqlarda esa kamayadi.

6) gorizontal asimptotalarni topamiz:

lim 1 , = 0.
Л'-»+со 9 — xL

у  =0 to 'g d i chiziq (yoki Ox o ‘qi) berilgan funksiya grafigining 

g o rizo n ta l a s im p to ta si b o d ad i. x—±3 n u q ta la rd a  funksiya 

chegaralanmagan. Demak, x = —3 va x=3 to ‘g‘ri chiziqlar funksiya 

grafigining vertikal asim ptotalari bodadi. Funksiyaning grafigi 

ogdna asipmtotaga emas.

7) funksiyaning qiym atlar sohasini topish uclum 1 

tenglikni x ga nisbatan yechamiz: l) \ ' 

ning 13 dan boshqa ani(| <11\ 111.11г i 1 1 • I " 11 i" • l" ‘"

3H(i

0

(  l d
yoki у  у —  > 0  b o d ish i ham d a  y * 0 b o d ish i kerak . Bu

tengsizlikning yechim lari to lplam i ( -° ° ;0 )u  

Demak, berilgan funksiyaning o‘zgarish sohasi

; +oo bodadi.

E ( f )  = ( - - ; 0 ) и

9) Funksiyaning grafigini chizamiz (18.2-chizma).

Mustaqil yechish uchun misollar

Funksiyalarni tekshiring va grafiklarini chizing:
__L _ i

'COSY 2 ry  V

1. у  = e . 3. у  = e .•y-  2

4. y = lg ( l+ x 2). 5. у  =lncos x+cos x. 6. у  = In
1 — X

l+x

7. у  =arccos(cosx). 8 . y =  log2(x2+2x+3).

9. y =  lg(tgx). 10. У  =

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

2 ^

3 J
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1 .

1- chizma.

2.

2- chizma.

3.

\ f l l l / l l l l l .

>KH

I III 1

-

4

4- chizma,

5_ chizma

2$g



7. 8.
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10- chizma.

/ / /  bob. FUNKSIYANING GRAFIGINI HOSILABAN 

FOYDALANIB CHIZISH

19- §. FUNKSIYAN1NG HOS1LASI YA DIFFERENSIAL1

1. Funksiya hosilasining ta‘riflari. / (t ) funksiya (a;b) oraliqda 

aniqlangan bo‘lsin. Bu oraliqdan t 0 nuqta olib, unga т0+Дxe(a;b)  

boMgan Ac (At < 0 yoki At > 0) orttirma beraylik, u holda f ( x )  

funksiya ham  t 0 nuqtada

Ay = А / (т 0) = / (t 0 + At ) — / ( t 0) 

orttirmaga ega bo‘ladi. Ushbu

Av _  f ( x 0+Ax)—f ( x 0)

Ax Ax

(Ay^O) nisbatni qaraymiz. Ravshanki, bu nisbat Ay ning funksiyasi 

bo‘lib, u Ay ning noldan farqli qiym atlarida, jum ladan , nol 

nuqtaning yetarli kichik 0 6(0) atrofida aniqlangan. Bunda Дт=0 

nuqta U 6(0) to ‘plamning limit nuqtasi.

1- ta4rif. Agar Ar->0 da -- nisbat
°  Ax

lim A-v = iim
Дх->0 Ax Дх—>0 Ax

chekli limitga ega bo4Isa, bu limit / ( x)  funksiyaning t 0 nuqtadagi 

hosilasi deyiladi va

/ ' ( t 0 ) = lim Л-
J  V Дх-*0 Ax

lim q+Ay)—/ ( t 0)
Дх—>0 Ax

( 1 )

kabi belgilanadi.

Agar Tq+A y= t  deb olinsa, unda At = t —Xq va At —>0 da т —>t 0, 

natijada (1) ning kolrinishi

/ ' ( t q ) = lim
x->x0

f ( x ) —f (x )

X -X o
( 2)
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dy

dx

d f

dx
^  Maa bo lad i. Hosila quyidagi y '(x0), y'x (Lagranj), ^

^ n i s ) ,  Dy, D f  (Koshi) belgilar yordamida ham yoziladi.

W . m*so*- f ( x ) = C  funksiyaning hosilasini ta 'rifdan foydalanib 

bunda C — biror 0 ‘zgarmas son (19.1- chizma). 
j^chilishi. Erkli o ‘zgaruvchining ikkita turli x  va x+ A x  qiymatini 

bu qiymatlarda funksiyaning qiymatlari bir xil bobadi, ya‘ni

s4
' '1' ng uchun

f { x )  = C, f ( x  + Ax)  = C

q Ay = f ( x  + Ax)  — f ( x )  = C - C  = 0,
ei*ak,

4
unday qilib,

&  = 0 = 0. 
Ax Дх

y '( x )  = lim = lim 0 = 0.
Дх-^0 Дх Дх->0

0 ‘zgarmas sonning hosilasi nolga teng.

*nisol./(x)=sin xfunksiyaning hosilasini ta ‘rifdan foydalanib 
Plllg.

v  VechOfeM. M abum ki, y = s in x  funksiya R x da aniqlangan. 

Ц .   ̂ ^  nuqtani olib, unga x+Axe R ] bobadigan Ax(Ax>0) orttirma 

Bundaargumentning Axorttirmasiga mos ravishdaberilgan 

^ ham

, . , . v . ~ . Ax 2x+Ax
Ay = sm (x + Ax) — sin x = 2 sin —  cos ——

orttirma oladi.

(3) ning ikkala tom onini Ax ga bo bib.

(3 )

„ . Ax 2x+Ax 
. 2 sin-— cos— -—
Ay _  2 2
Ax- Ax

nisbatni hosil qilamiz va uning Ax->0 dagi limitini hisoblaymiz:

. Ax
Av ,. S m o 2 x +Ax

lim —  = lim  —— - c o s— -—  = cosx.
дх—>0 Ax Дх—>0 x x  2

2

Demak, У = (sin x ) ' -  cos x, V x e  R l .

3- misol. Ushbu

/(x )= (x — l)2(x+3)

funksiyaning Xq= 1 nuqtadagi hosilasini tabifdan foydalanib toping. 

Yechilishi. (2) formulaga asosan: / ( 1 )= 0  va

шп2М=Л1) = И т Д - ! М  = о
X —>1 X —1 X —>1 X —1

bobadi.

Demak, / '(1 )  = 0.

Ay
2- ta‘rif. Agar Ax->+0 (Ax->—0) da — ning chekli limiti 

lim X  = lim / ( ^ A x ) - / (x0)
Дх—>+0 Ax Дх—н-O Ax

lim  *  = lim
 ̂Дх—>—0 Ax дх->—0 Ax ^

mavjud bobsa, bu lim it/(x )  funksiyaning x0 nuqtadagi o ‘ng (chap) 

hosilasi deb ataladi va f ' ( x 0 + 0) ( f ' ( x 0 — 0)) kabi belgilanadi.

O datda, funksiyaning o ‘ng va chap hosilalari bir tom onli 

hosilalar deb ham  aytiladi.

4- misol. Ushbu funksiyaning x=0 nuqtadagi о big va chap 

hosilalarini toping:
y= |x |.
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Yechilishi. 2- tadifga ko‘ra,

lim  ~  = lim  = Hm = lim  —  = 1,
Ax—>+0 AX Ax-»+0 Ax Ax->+0 Ax Ax->+0 Ax

lim  lim  ^  = lim  = lim  — = —1.
Ax->—О AX Ax—»—0 AX Ax->—0 Ax Ax->—О Ax

- Dem ak ,/(a )=|a | funksiyaning a  =0  nuqtadagi okng hosilasi 1 

§a> chap hosilasi esa — 1 ga teng ekan.

1- eslatma. Agar/(a ) funksiya a0 nuqtada. hosilaga ega bodsa, 
fbnksiya shu nuqtada bir t omonli f \ x 0 + 0), f ' ( x Q — 0) hosilalarga 

ham ega boclib,

f ' ( x o + 0) = / '  (a 0 — 0) = / '  (a 0 ) 
tengliklar od in li.

2- eslatma. A g ar /( a ) funksiya a (i nuqtaning biror U(xi)) at rof ida 

uzluksiz, a 0 nuq t ada b ir  t o m o n l i / ' ( a 0 + 0) va f ' ( x 0 — 0) 

hosilalarga ega bodib, f ' ( x 0 +  0) =  / ' ( a 0 —  0) b o d s a , / ( A )  funksiya 

shu nuqtada / ' ( a 0) hosilaga ega bo‘ladi va

f \ x Q) = f ' ( x 0 + 0) = f ' ( x 0 - 0 )  

l^ngliklar o‘ r inli.

3- esiatma. Agar Aa -^0 da nisbat  aniq ishorali cheksiz
A x

limitga ega, ya‘ni

lim  Av = lim  f i x b+A* > ~ /W  = ±oo
Ax->0 AX Ax—>0 AX

ho‘lsa, uni ham / (a ) funksiyaning a 0 nuqtadagi hosilasi deb 

Vurit iladi. Bunday hosila cheksiz hosila deb ataladi.

5- misol. у = yfx funksiyaning a  =0  nuqtadagi hosilasini toping. 

Yechilishi. Tadifga ko‘ra

lim  = lim  /A?+Axi l = i jm = i im --L - = +oo
Ax—>0 Ax Ax—>+0 Ax Ax—>0 Ax Ax—>+0 у Д х

ho‘ladi. Demak, /' ( 0 )  = +co

6- misol. / ( a ) = Щ х — l) 2 f lmksiyaning a =1 nuqtadagi hosi­

lasini toping.
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Yechilishi. Berilgan funksiyaning a=1 nuqtadagi orttirmasini 

topamiz:

А / = *]( 1 + Aa  — l)2 — ^/(1 — l )2 = (Aa )3.

Endi Y  nisbatni topamiz:
Ax 2

А / = (Ax)3 1

Ax Ax I ’
(Ax)3

2- tadifga ko‘ra

lim - -  = +°°, lim Y  = bodadi.
Ax->0+0 Ax Ax->0—0 Ax

Demak, / +'(0) = +~, /_'(()) = -oo.

2. Hosilaning geometrik ma‘nosi. /(a ) funksiya (a;b) oraliqda 

aniqlangan va uzluksiz bodib, a 0 g  (a;b) nuqtada / ' ( a 0) hosilaga 

ega bodsin. U holda /(a ) funksiyaning grafigiga M 0(a 0; / (a 0)) 

nuqtada odkazilgan urinm a mavjud bodadi (19.2- chizm a). 

M ad u m k i, funksiyan ing  a 0 nuqtadag i f \ x 0) hosilasi shu 

urinm aning burchak koeffitsiyentini ifodalaydi. M07dirinma chiziq 

tenglamasi

У —  f ( x 0) =  f \ x o)(a  —  a 0) (1)

bodib, bunda / '(A 0)= tg a ; egri chiziqning Л70(а 0;/ (a0)) nuqtasiga 

odkazilgan normalning tenglamasi esa

У -  f ( xо) = — -д^о)- (* — *o) (2)

kodinishda bodadi.

y ,= /i(x )  va v2= /2(a ) funk- 4

siyalar g rafik la rin in g  M \ x {\y ,) 

kesishish nuqtasida odkazilgan 

u rinm alar orasidagi (p burchak 

berilgan ikki egri chiziq orasidagi

\ y v \  т у

Ус)

burchak bodadi va
/a y ________ ъ*

tgcp = tg(cp2 — ф,) = V  \  x

_ /  

l+/lX^l)/2(^l)

formuladan topiladi (19.3- chizma). 19.2- chizma.
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7- misol. )>=x3+3x funk- 
ciya grafigiga M0(l'A) nuqtada
Ikazilgan urinma va normal

tendamalarmi toping. ( ( . 
Yechilish. Urinma to g n

berilgan funksiyaning hosila- 

sini topamiz.

y ' = 3x2 + 3.

Bu hosilaning *=1 nuq- 

tadagi ^  ™ ? 7 +£ ? 6 П
19.3-сЫ,ша. , bvdi yâ ni / Ч 1) = 3 - _

- • ,pntiniif0 .  jJosan,' ur inma va normal 

kziqning burchak koefW a aai ko‘ rinislilarda bo‘ ladi

hunday q il ib , (1)  va P  ^  

b iziq  t englam alar i, ^ °s  ̂ ^

19 .4 - ch izm a):
i \  y o k i  y = 6 x - 2 ,

_ - ' x  + 4g

y _  4 = -- ‘6(* "  y lk s iy a la r  grafiklarining M d ; 1) 

f lxY^  f „malar orasidagi burchakm
8 - m i s o l . / ( x ) ^ v a / W lgan«nnmalar

^sishish nuqtasida 0
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f \ x )  = 2x, /'(D  = 2>

/ V ) = 2 p /Ч П

l‘  2 _ 3 bo ' lad i.Buyerdan Ф - arct S 3

; t  4 
l+2'2

3) formulaga ko'ra tg<p

; 19.5-chizm a/ • Moddiy nuqtaning to‘g‘n ch iz i^

3. Hosilaning fizik ma nosi. n bo'lsin, bunda
harakati s=/(0  tenglama bilan & s =/(() funksiyaning ^

s shu vaqt ichida o'tilgan yo ( harakat qilayotgan motley, 

nuqtadagi hosilasi * -/W  9on№ "  bildiradi, ya‘ni 
nuqtaning r0 momentdagi omy tezhgmi

ДГ0+Д/)—Д г o)
V =  / U )  = 5 S ' "  д Г

<=, momentdagi a tezlanishi esa 

Moddiy nuqtaning beulgan m о ni f*/0 dagi ОДт а Ч а
v tezlikdan f vaqt bo'yicha olmgan no. 

tengdir, ya‘ni , ,



8-misol. Moddiy nuqta s( t)=2t:'+ t 2—4t  qonun bo‘yicha to‘g‘ri 

chiziq bo'ylab harakat qiladi. Uning 1=4 momentdagi tezligini toping.

Yechilishi. M oddiy nuqtaning istalgan t vaqtdagi harakat 

tezligini topamiz:

v ( t ) = s \ t ) = 6 t 2+2t— 4.

Moddiy nuqtaning t= 4 momentdagi harakat tezligini hisoblaymiz:

v ( t )|t=4=6 • 42+2 • 4 - 4  =  98 (m/s).

4. Hosilani hisoblashning sodda qoidalari.

1. 0 ‘zgarmas somiing hosilasi nolga teng:

(O ' =0 (bunda C — o'zgarmas son).

2. O'zgarmas sonni hosila ishorasidan tashqariga chiqarish mumldn:

( C f(x )Y = C  • Cf ( x ) ) ' .

3. Agar f i x )  va g(x) funksiyalarning har biri x g  (#;/>) nuqtada 

f ' ( x )  va g'ix) hosilalarga ega bo isa, f ( x ) ± g ( x )  funksiya ham x

nuqtada hosilaga ega va u J / ( x ) ± g ( x ) ]  = f \ x )  ± g '(x) formula 

bo'yicha topiladi.

4. Agar / ( x )  va g(x) funksiyalarning har biri x g  (a;b) nuqtada 

f \ x )  va f (x) hosilalarga ega bo‘lsa,/(x)-g(x) funksiya ham x nuqtada 

hosilaga ega va u

[ / ( * ) ' <?(*)] = / '( * )  ■ g(x) + f ( x )  ■ g' (x)

formula bo‘yicha topiladi.

5. Agar f { x )  va g(x) funksiyalarning har biri xe(a ;b )  nuqtada

f ' { x )  va g'(x) hosilalarga ega bo iib , g(x)*0 bo‘lsa? funksiya 

ham x nuqtada hosilaga ega va u

/ (* ) _ f ' (x>g(x) - f {x)gXx)
_s(*)J g2(x)

formula bo'yicha topiladi.

6. A g a r/(x )  funksiya x 0g  {ci\b) nuqtada / ' ( x 0)*0 hosilaga ega 

bo'lsa, bu funksiyaga teskari x = / -1(y) funksiya x0 nuqtaga mos 

bo igan  y0 ( y = f  (x0)) nuqtada hosilaga ega va

l

f i x o)

tenglik o ‘rinli. 
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7. Agar u = f  (x) funksiya x 0g  (a;b) nuqtada f ' ( x Q) hosilaga ega 

bo‘lib, y = F ( u )  funksiya esa x0 nuqtaga mos u0(uQ= f ( x Q)) nuqtada 

/ r '(w0)hosilaga ega bo ‘lsa, cp(x) = F { f ( x ) )  murakkab funksiya 

ham x0 nuqtada hosilaga ega va

Ф \ х )  = [ F( f{x ) ) ] '  L , o -  F \ u 0) • f \ x o) 

formula o ‘rinli.

8. Oshkormas F(x*y)=0 funksiya uchun

/ ( X )  = - |

formula o‘rinli.

9. Parametrik tenglamasi bilan berilgan

x = ф(/)
, ( 4 > ^ * i )

У =  V (0

funksiyaning hosilasi quyidagi

-  W )
g>(t)

yx = yoki Ух =
№
f i t )

formula bo'yicha topiladi.

5. Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari jadvali.

1. y — C у - o .

2. y=x?. у  , = a - x a _ l ,

3. у -  л /х .
/ l

У 2 # ‘

4. y = e \

5. у  = a\

у '= e\ 

у '=cf In a.

6. у  = ln x .
, 1 

^  =  x*

7. y = l o g <;x.
, logfl eу - ----

X

8. у - lg x .
, 1 ,

У = lg e
X

9. у — s inx . у  'co sx .

10. y = c o s x . у  s in x .

11 ■ У = tg x .
, 1 у  =  ..

COS" X

(XG R.

xln я ’ 
1

x In 10
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12. y= c tgx . У -
1 2 

z — = — cosec x.
sin x

13. y= arcsinx . y  ,l

14. y= arccosx . y

15. у  =arctgx. •v = S 3 ?  •

16. y =  arcctgx.
, 1 

v l . r -

17. y - secx.
sinx . 2

у = ... = sm x  • sec x.
COS X

18. ^= cosecx.
/ cos x о

У  = — -j - - = — c o sx  ■ cosec x.
sin x

1 9 .  у =shx.

20. у  =chx.

y '  =chx.

y '  =shx.

21. y =th x.
/ 1

У = , ■ V  ■
ch~x

22. y= c th  x.
, - 1

У  = ,2 - •sh x

23. y ^A rshx . y  S r ? '

24. у  =Arclix. y jzre
25. y = A rth x . / = . i -

26. у  =A rcthx.

27. y = x x. y '= x x(\+lnx).

6. Funksiyan ing dif ferensiali. y= f(x )  funksiya (a;b) oraliqda 

vailgan bodsin. xQe(a;b) nuqtani olib, unga Ax(Ax>0 yoki Ax<0) 

rllirma beramiz (.x0+Axe(a;b). Natijadaberilgan funksiya ham shu 

nqtada orttirma oladi va u

ЛУ =/(*„+Дx)-f(x„)

il)i ifodalanadi.

)()

1 -  t a‘r if . Agar y = f { x )  funksiyaning x 0e (a ;b )  nuqtadagi Ay 

orttirmasi ushbu

A y = A f(x 0)= A 'A x+ a -A x  (1)

(bunda A —shu Ax ga bogdiq bodmagan o‘zgarmas son, a= a (Ax) 

bo‘lib, Ax->0 da a(Ax)->0) ko‘rinishda tasvirlansa, funksiya x Q 

nuqtada differensiallanuvchi deyiladi.

(1) munosabatni quyidagicha yozish ham mumkin:

Ay=M*Ax+0 (Ax). (2)

2- t a‘r if . / (x) funksiya Ay orttirmasining Ax ga nisbatan chiziqli 

bosh qismi AAx  funksiyaning differensiali deyiladi va dy —d f  (x()) 

kabi belgilanadi. Demak, dy = d f  (x0)=AAx; Ax=dx ni eliborga olsak, 

dy=Adx bodadi (erkli o ‘zgaruvchi x ning orttirmasi Ax ni uning 

differensiali dx bilan almashtirish mumkin).

9- m iso l./(x ) = x3—2x2+3 funksiyaning x0(Vx0 e R ]) nuqtada 

differensiallanuvchi bodishini ko‘rsating.

Yech ilishi. Berilgan funksiyaning x0 nuqtadagi orttirm asini 

topamiz:

A f(x 0)= f(x0+ A x ) - / ( x 0M xo +Ax )3-2 ( x 0+Ax )2+3—(* 03— 2* o +3) =

= Xq + 3xq Ax+3x( Ax)2 + Ax3 — 2xq — 4x0 Ax — 2 Ax2—Xq +2xq =

= (3xq — 4x0)Ax + (3x0Ax + Ax2 — 2 Ax).

Agar A = 3xq — 4x0, a  = a  (Ax) = 3x0Ax — 2Ax+Ax2 deyilsa,

Af  ( x 0 ) = A A x  + a (  A x )  A x

bodishi kelib chiqadi. Bu esa berilgan funksiyaning x0 nuqtada 

differensiallanuvchi ekanligini bildiradi.

10 -  m isol. / ( x ) =  x s in  1 , / ( 0) = 0 funksiya x= 0  n u q tad a  

differensiallanuvchi bodadimi?

Yech ilishi. Berilgan funksiyaning x=0 nuqtadagi orttirmasini 

topamiz:

A f  (0) = / ( 0  + Ax) — /(0 )  = Ax sin ,

bu tenglikdan ko‘rinadiki, berilgan funksiyaning x=0 nuqtadagi 

A/(0) orttirmasini (1) ko‘rinishda ifodalab bodmaydi. D em ak, 

funksiya x=0 nuqtada differensiallanuvchi bodmaydi.
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I -  teorema./(x) funksiya x0 nuqtada differensiallanuvchi bodishi 

uchun lining shu nuqtada chekli f \ x )  hosilaga ega bodishi zarur 
va yetarli.

Agar y = f{ x )  funksiya differensiallanuvchi bodsa,

dy—d f  { x ^ —f '{ x ^ )d x  (3)

ekanligini ko‘rish qiyin emas. M adum ki, differensiallanuvchi 

funksiyalar uchun dy  bilan dx  lar proporsional o 4zgarib, f \ x ) 

proporsionallik koeffitsiyentini ifodalaydi.

I I -  misol. f{x )= er*+ \nx  funksiyaning differensialini toping. 

Yechilishi. Bu funksiyaning differensialini (3) form uladan

foydalanib topamiz:

dy -  d(e~x + In x )  = (e~x + In x ) 'd x  = (—e~x + 1 )dx.
X

Funksiya differensialining (3) ifodasidan foydalanib, elementar 

funksiyalarning differensiallari jadvalini keltiramiz:

1. d{xy)—\xx^~'idx  (л'>0).

2. d(ax)—ax\nadx(a> 0, a* l).

3. d (lo g x)=  |  loga e (x>0, a > 0 ,  a* 1 ).

4. ^/(sinxO^cosx dx.

5. d(cosx)=—sin x  dx.

6. d (tg x ) = 1 -■ dx, + кж, к = 0, ±1, ± 2,...
c o s  x  2

7. d(ctgx) = — -  L— dx, x * k%, к = 0, ± 1, ±2,...
Sin" X

8. d {In x )  = 1 dx.
x

9. d (e x)—exdx.

10. <7(arcsin x )  = - ------ dx, — 1 < x  < 1.
V 1-X +

11. d{arccosx) = — , — 1 < x <1.
y ] \ — X 2

12. d{arctgx) = -™ y .
\+xl

13. d {arc ctgx) = — - dxT.
1+Л'2
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Mustaqil yechish uchun misollar

Hosila ta‘rifidan foydalanib, quyidagi funksiyalarning hosilalarini 

toping.

l . / ( x ) = x 3—2x. 2 ./(x )= 2 Ycosx. 3 ./(x )= (x —■4)3(x+3), / ( 4 ) .

5. /  (x)=arccos2x.

c 11 П

4
8 .f{ x )= e ~ x+ ex.

4. f ( x )  = (x~?) ln x , / '( 2 ) .
s m x

6 ./(x )= cos5x . 7 ./(x )= tgx+ 2x , /

[x2 sin 1 , x ^  0 bodg anda,

9 / ( x )  -  i *
[0, x = 0 bo lg anda.

10. f ( x )= ln x  11. / ( х И х + 3 |,  / 4 - 3 + 0 ) ,  / 4 - 3 - 0 ) .

12. /  (x) = yfx,  /4 0 ) .  13. f ( x )  = S i x -  4, /4 4 ) .

14. f ( x )  = ^Jx. 15. f ( x ) = -~2-

16.  ̂= 1 x 2 — ln x  funksiya grafigiga abssissasi x0=2 bodgan

nuqtada odkazilgan urinm aning burchak koeffitsiyentini toping.

17. у —лЗ—3x+2 parabolaga abssissasi x0=2 bodgan nuqtada 

odkazilgan urinm aning burchak koeffitsiyentini toping.

18. у  = sin x funksiya grafigining M (у  ;4) nuqtasidan o ’tka-

zilgan urinm a tenglamasini yozing.

19. y=x2+\ egri chiziqqa odkazilgan urinm a y=2x+3 to 4gcri 

chiziqqa parallel. Urinish nuqtasining ordinatasini toping.

20. y=x2—2x+ l egri chiziqdagi qanday nuqtada odkazilgan 

urinm a jr=—4(x+ l) to ‘g‘ri chiziqqa parallel bodadi?

21. a  ushbu у  = funksiya grafigiga abssissasi x0—3 bodgan

nuqtadan odkazilgan urinm aning Ox o lqi bilan tashkil etgan bur- 

chagi bodsa, tg2a ni toping.

22. Qanday nuqtalarda у  = x̂ 2 funksiya grafigiga odkazilgan

urinma, Ox o ‘qining musbat yo‘nalishi bilan 135° li burchak tashkil 

etadi?

23. Qanday nuqtada у  = Цх  funksiyaning grafigi abssissalar 

o ‘qiga 30° li burchak ostida joylashgan bodadi?
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24. Qanday nuqtada y=x3+2x— 1 funksiya grafigiga o £tkazilgan 

urinm a x+y=0 to ‘g‘ri chiziqqa perpendikular boiadi?

25. y=x4 va / = x  funksiyalarning grafiklari qaysi nuqtalarda 

qanday burchak ostida kesishishlarini aniqlang.

26. s=2 sin 3/qonun bo£yicha to£g£ri chiziqli harakat qilayotgan

nuqtaning t = * paytdagi tezligini toping.

27. v=sin2/ qonun bo£yicha to £g£ri chiziqli harakat qilayotgan 

nuqtaning t = paytdagi tezlanishini toping.

28. M oddiy nuqta s = e '+ c o s /  + 5/ qonun iyat b o £yicha 

harakatlanyapti. Bu nuqtaning t= 0 dagi tezligini toping.

29. lkki moddiy nuqta =  2 ,5 /2—6 /+  1 va s2= 0 ,5 t2+ 2 t ~ 3 

qonuniyat bo£yicha harakatlanyapti. Qaysi vaqtda birinchi nuqtaning 

tezligi ikkinchisinikidan 3 marta ko£p bo£ladi?

30. Moddiy nuqta s = ln f  + - ^ /  qonuniyat bo£yicha to £g£ri 

chiziqli harakatlanyapti. H arakat boshlangandan qancha vaqt

o ‘tgach, nuqtaning tezligi 1 m /  s ga teng bo £ladi?

Funksiyalarning hosilalarini toping:

1) Darajali funksiyalar.

31. y=:3х2+6х+3. 32. У -■■ 2у[х — • з + х/3 •

33. У
_ 1 - х 3

1+х3 '
34. у=( 1 +2х)30.

35. У
= (7 х 2 — * + б)8- 36.. У - ( / 3 -

37. У = л ] \— Х2. 38. У =
1+х

■ J \ — X

39. У
Р

(1—/)2 ‘
40. У =

yjx + l 

х — Г
у '(  2) = ?

41. У ? 42. У :
х2

х 2 + 4  ’
у ( 0 )  = ?

2) Trigonometrik funksiyalar.

43. У==sin3x+cos2x. 44. У==COS4X.

45. У
_ tgx

X
46. У --= co sx  -

1 3
-  - COS X. 

3
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47. у =  3sin2x—sin5x. 

49. у =sin(sin x).

51. y=(l+sin2 x)4.

53. у  = yjl + tgx-

__ sin x
* ^  1+cosx’

48. у  — sin —. 

50. у  =cos34 x.

52. у  = ctg^/l + x 2 

5 4 .y=sin2(cosx3).

X
56. у  = 1—sin x

3). Teskari trigonometrik funksiyalar.

57. y=x arcsin x. 

59. y  = 4 x arctgx.

61. У
X

arctg x

63. у = arctg(x + v 1 + x 2).

65. у = x arc cos x — 1 — x 2.

58. y=(arccos x)2. 
. 3

50. у  = a r c s in - .  

arccos x
62. у = - - - - -

arc cosx
64. •y “

4) Logarifmik funksiyalar.

66. у  =x3log4x. 

у  = ylIn X.68.

70.

72.

74

76

y = lo g 2(x2—4 x). 

у =ln(arccos2x). 

lnx
У  =  1+x7 ' 

у = ln3x.

67. у = x  In x.

69. y = ln ( l—2x2).

71. у = ln5(sin x).

73. y = ( l+ ln s in  x)".

75. у = In arctgA/l + x 2.

4) K o£rsatkichli funksiyalar.

77. y = 3 \

79. y = e x— cosx.

o-. -  1+e'v
8 1 . y - l Z ? -

83. у = 103*-4.

86. у =«rcsin2*

88. у =5C0!iY.

« о  X “

7 8 .  >' =  4X- 

80. ,у = + -5 2\

82. у  = (x 2—5x+6)6'.

85. y=e~4\

87. y=a*x°.
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5) Giperbolik funksiyalar. 

89. у  = sh 2x.

91. y = s h 2x+ ch2x.

93. у  =x2shx.

95. j  = i t h i - i t h 2 | .
3 5 О  5

90. y = ln c h x . 

92. _y=th3x.

„ , 1+thx
94. у  = T — .

1—thx

96. у  =cth4x.

97. y  = y]x3 funksiya x = 0  nuqtada differensiallanuvchi 

bodadimi?

98. у  = x  cos funksiya x =0 nuqtada differensiallanuvchi 

boiadim i?

99. у  = Vi -  x funksiya x = * nuqtada differensiallanuvchi 

bodadimi?

Funksiyalarning differensialini toping:

100. у =lnx+x2. 101. у  = e3x + sfx. 102. y = c o s2x+3.

103. у  = tg4x + 2 . 104. v =log,x+sin 5x.
X J

105. у  =arcsin2 x+arctg3x.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

1. 3x2—2x 2. 2*(ln2cosx—sinx). 3. 0.

2

4. 0. 5. \ [ \ Z 4~X2 ' 6. — 5sin5 л:.

7. 4. 8. — e ~ x + e \

12 x  sin - + cos --, x ф 0 bodg anda,

^■|0,  x -  0 bodganda.

10.
l

13. oo.

16. к  =3/2. 

19. y =  2.

11. 3.

14. f

17. k =  1. 

20. ( -1 ;  4).

12. oo

15.

22. (4;3), (0;—1). 23.
< 1 . l л

л/27 ’ л/3

2

x3 '

18. y =  4 . 

21. -8 /1 5 .

24. (—1;0), (1 ,-2 ) .

306

25.

28.

31.

34.

36.

38.

41.

43.

45.

47.

49.

Ф = arct§ l  ■ 26. ЗТЗ (m /  s). 27. / 3 (m/s2).

6 (m/s). 29. 6 (s). 30. 16 (s).

1 3
6x+6=6(x+l). 32. - / = +  -4 -

yX v

6x2
33‘ “ (IT ?? '

60( 1 +2x)29. 35. 16( 7jc
f  l x  — 4 + 6 1 f l x  + Д

12 /3 - i  + 3 
r

3—x

2(1 -x)T/ 2 

0.

Г + 37.

7
39 /2(3" °  
3 9 * ( l - / ) 3

42. 0.

v n ? '

- i -

cos x(3 sin2 x  — 2 cosec3x). 44. 4sinx • sec5x.

x —0,5 sin 2x
2 2 * x cos x

s in x  cosx(6—5sin3x). 

cos(sin x)cos x.

cos2 X

51. 4sin2x ( l+ s in 2x )3.

53.

55.

57.

1 1 

2y]\-+tgx 

cosx+cos2x 

(1+cosx)2

arcsm  x  + 

l

V1—x2

59. -*r arctgx + - ^ - .  
2yx 1+x2

61.

63.

65.

2xarctgx+2x3 arctgx—x 2 

(l+x2)arctg2x

x+-\/l—x 2

2\/l—тс2 (1 — хл/ l— x2) 

arccos x.

46. — sin3x.

48. — ч cos x.
X

50. — 6sin8 x cos4 x.
2x

5 2 * 5 sin2 \Jl+x2 $j( 1+x2)4

54. —3sin3xsin(2cos3x).

1— sin x+xcosx  
56. /, ...vo •

(1—sin x)~

58.

60.

62.

64.

2 arccos x

3x3 .
- —-— signx.
V * 2 — 9

x + y ] \ —x2 arccos x

X 2 \ Jl — X 2

x arccos x — y j l — x  

...1 -x 2

66. 3x2 log4 x +
2 In 2
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67. lnx+1 .

4 a

69.
- 2 x

'I'­

l l .  51n4(sin x)ctgx.

73. w (l+lnsin x)n_,ctgx.

75. arctg^l+x2 (2+a 2)VT+a 2

77. 3Aln3.

79. <?Y(cosx—sinx).

81- (i-,>v

83. 3*103Y-4dnl0 .

85. - 4 e ~ 4\

8 7 . axx?\w a A- a1+x xf‘~1.

89. ‘ sh2x.

91. 2sh2x.

93. x(2sh x+x ch x).

1 f

95. 9ch2 x
1 — th

68.
1 1

2-Jln A V

70.
2 ( a — 2 )

( a 2 — 4 a ) In 2

72.
2

arccos 2 a  ’

74.
1 + A 2 — 2 a 2 In A

a ( 1 + a 2 )

76.
3 In 2 a

A

^  2 ( a — a 2 In 2 )

4 A

80. 4x3—2-52xln5.

c3so

6A (x2—3x+ l)ln6

T
f

00 eJ*~+\ 1
2 7 a +1

86.
2  a  arcsin 2 a

V rtZ ?

88. —5cosa' • sin x -ln5.

90. thx.

92. 3th2x ■ 1

94 -y------------
ch~A-(l —thx)

96. -

97. Bodadi.

100.

103.

105.

+ 2 a dx. 101.

dx.

. Bo‘lmaydi.

v . - ' l
247x 

> 2 
f

sh 4x

99. Bodadi. 

dx - 102. — sin2x<7x.

cos 4 a

f  -
2  arcsin a  + 3arctg a

104. + 5 cos5x
a  in 3

dx.

yJl—X2 1 + A ‘
dx.
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20-§. FUNKS1YANING YUQORI TARTIBLI 

HOS1LASI VA DIFFERENSIALI

1. Funksiyaning yuqori tartibli hosilasi. >,==/(x) funksjya (a;b) 

oraliqda berilgan bodsin.

1 -ta ‘rif. Agar f ( x )  funksiya {a\b) oraliqning har bir xe (a;b) 

nuqtasida f \ x )  hosilaga ega bodib, bu f \ x )  funksiya x 0g  (a;b) 

nuqtada hosilaga ega bodsa, uni / (x) funksiyaning x0 nuqtadagi

ikkinchi tartibli hosilasi deb ataladi va Ух=х0  ̂ f  (*o);
f ,2 \ a y

d x 2 A = A 0

kabi belgilaming biri orqali yoziladi.

f i x ) funksiya (a;b) ning har bir x e (a ;b )  nuqtasida (n— 1) 

tartibli / ( х ) (и-,) hosilaga ega bodsin. Bu / ("~п(х) funksiyaning 

x 0g (a;b)  n u q tad ag i h o s ila s i (ag ar u m avjud b o ‘lsa) / ( x )

funksiyaning x0 nuqtadagi n-tartibli hosilasi deb ataladi va u у

J {n) (x0)> ( u ̂  belgilaming biri orqali yoziladi. O d a td a ,/(x )
■ d ny

funksiyaning f " ( x ) ,  f " \ x ) .... hosilalari uning yuqori tartibli 

hosilalari deyiladi.

E s la tm a ./(x )  funksiyaning biror x e (a ;b )  nuktadagi f \ x )  

hosilasi mavjudligidan uning shu nuqtadagi yuqori tartibli hosilalarga 

ega bodishi har doim ham kelib chiqavermaydi. Masalan, / (x )=  

= funksiya  x>0 da, ju m la d a n ,  x - 0  n u q t a d a  ham,

f \ x ) =  x 2, f " ( x )  = y X  2 hosilalarga ega, lekin bu funksiya

x =  0 nuqtada chekli uchinchi tartibli hosilaga ega emas.

f i x ) va g(x) funksiyalar (a;b) oraliqda aniqlangan bodib, ular 

xe(a ;b )  nuqtada n- tartibli f {n) (x), f n) (x) hosilalarga ega bodsin. 

(Buni quyidagicha tushunish lozim: / ( x )  va g(x) funksiyalar x 

nuqtani o kz ichiga olgan (a,j3)a {a \b )  oraliqda f ' , f " , . . . , f (n~ ]) 

hamda g \  g \ . . . , g {l,~ l) hosilalarga ega bodib, x nuqtada e s a / ("} (x) 

^ " ’(x) hosilalarga ega). U holda

1) [ СПх)Уя)= C f (n)(x), C= const;

2) [f  (x)±g(x)](")=/(«)(x ) i^ B)(x);

3) 1f ( x y g ( x ) y n)=f<n> (x)-g(x)+ C lJ {n- l\ x )  • g'(x) +
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+ С ,; /!" 2>(х)  ■ g"(x)  + ... + С */*” *,(x )g<*, (x) + ... + f ( x ) g w (x) ,  

bunda С„* =

(*) formula Leybnis formulasi deyiladi.

Asosiy elementar funksiyalarning «- tartibli hosilalarini topish 

formulalarini keItiramiz:

1. у  —X’\  у {п )=т (т — — « + 1 )xm~n.

Agar /77 butun son va n > m  bovIsa, у  (л)=0  bodadi. Xususiy 

hoi da, nr 

( ! .)_ ( -  D" П\

1 bodsa, у  = -  funksiyaning «-tartib li hosilasi

У n+\
bodadi.

2. y =  Inx, / n)= (—1)(«—!)! = (—1)
и- i  («—!)!

3• у  “ log x, y in)= ( —  1)VI.-1 (я -1 )! 1

In a

4. v =Av,

5. у  =ab\

у  (n)—XneXx.

У  ^ = Ь паЧп"а.

6. у  =sinbx, у  (")==b"s\n(bx+ n ~ ).

7. у  =cosbx, у  u,)=b"cos(bx+ n ~ ).

2. Funksiyaning yuqori tartibli differensiali./(x) funksiya (a\b) 

oraliqda berilgan bodsin. Agar/ (л :) funksiya x e  (a;b) nuqtada chekli 

f \ x )  hosilaga ega bodsa, funksiyaning differensiali ushbu 

dy= f \ x )  dx  formula bilan hisoblanishini 19-§ ning 6- bandida 

kod'dik, bunda dx m iqdor/(x ) funksiya argumenti Ay  ning ixtiyoriy 

orttirmasi Ay  ni ifodalaydi.

Faraz qilaylik, / (x) funksiya xe(a;b)  nuqtada ikkinchi tartibli 

hosilaga ega bodsin.

2- ta‘rif. f ( x )  funksiya differensiali dy ning xe(a;b)  nuqtadagi 

differensiali berilgan/(x) funksiyaning 'ikkinchi tartibli differensiali 

deb ataladi va d 2y  yoki d 2f ( x )  kabi belgilanadi, yadii d 2y  —d  (dy) 

yoki d 2f ( x ) = d ( d f [ x ) ) .

Differensiallash qoidasidan foydalanib, d 2y  =d(dy)=d(y'd(x))=  

d (y ')d x =  y"{dx)2 ni topamiz.

3 1 0

Shunday qilib, funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali lining 

ikkinchi tartibli hosilasi orqali quyidagicha yoziladi:

d 2y  = y " d x 2, (1 )

bunda dxr—dx-dx— (dx)2.

/(x )  funksiya xe(a;b)  nuqtada «- tartibli / (Л)(х) hosilaga ega 

bodsin. Funksiyaning («-1)- tartibli differensiali dn~x у  dan olingan 

differensial berilgan /(x )  funksiyaning x e  (a;b) nuqtadagi «- tartibli 

differensiali deb ataladi va u d”y  yoki dnf ( x )  kabi belgilanadi, yadii

dny=d{d"~ly) yoki dnf ( x ) = d ( d n- lf { x ) ) ;  d"y=y{n)dxn. (2)

f i x )  va g  (x) funksiyalar (a;b) oraliqda berilgan bodib, ular 

x e (a ;b )  nuqtada differensialga ega bodsin. U holda quyidagi 

formulalar o'dinli bodadi:

1) d ’[C f(x )]= C dnf ( x ) ,  O c o n s /;

2) d" \ f ( x ) ± f  (x ) |= dnf  [x)±dng (x ) .

3) d" l f ( x y g  (x)J=d" [f(x)\-g(x)+  Cl d n~ x [ f ( x ) ]  • d[g(x)\  + ... +

+C* d"~k [ / ( x ) H ‘ [g(x)] + ... + / ( x )  • d"[g (x ) \ ,

n k n{n—1)...(«—k+l)
bunda = -------—--------- .

u— f { x )  funksiya ia\b) oraliqda, y = F {u )  funksiya esa ic\d) 

oraliqda berilgan bodib, ular yordam ida y —F if(x ) )  murakkab 

funksiya tuzilgan bodsin. it=f{x) funksiya x e  (a\b) nuqtada f \ x ) , 

F in )  funksiya esa mos ueic;d)  nuqtada F \ u )  hosilaga ega deb, 

y = F ( f i x ) )  funksiyaning differensialini hisoblaymiz:

dy= F '  ( f ix ))-  f \ x )  dx= F '  i f i x ) f d f i x ) .

1-misol. y=  1 nsin23x funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini 

toping.

Yechilishi. Ikkinchi tartibli differensialni topish uchun (1) 

m unosabatdan foydalanamiz:

1) y '  = \  — 2 sin 3x • cos 3x-3 = 6ctg3x,
sin“ 3x

2) y 0 =
-1 8  

sin2 3x ’
d ry  -  y"dx2

\8ctx2 

sin2 3x

2- misol. Ushbu у  =sin5x-cos2x funksiyaning «- tartibli diffe­

rensialini toping.
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Yechilishi. Berilgan funksiyaiii у = * [sin lx  + sin 3a ] kohinishda 

ifodalaymiz. Bu funksiyaning n- tartibli differensialini topish uchun

y " )==(sinbx)(,))=Z>"sin(^A'+«^) va (2) formulalardan foydalanamiz:

d"y = y (n)dxn 7" s in b x  + ” It
+ У  sin 3 a  +

m i
dxn.

Mustaqil yechish uchun misollar

Funksiyalarning ikkinchi tartibli hosilalarini toping: 

l .  у  = x  In A. 2. у  =e г\  3. у  =a 3+4a 5.

4. у  =cos2x. 5. у  =sin3A. 6. у = ( 1 +A2)arctgA.

Funksiyalarning n- tartibli hosilalarini toping:

7. у  =e5x. 8 . у  = c o s 2a . 9. y= a0x n+ a lx n~ ] + ..+ a n.

10. у =XCOSOA. 11. У =sill4A+COS4A. 12. у  =A n ~ 1 lllA.

Funksiyalarning ko‘rsatilgan tartibdagi differensiallarini toping. 

13. y = x f\ d 6y. 14. y=cos5A, d*y. 15. у  = 7 * , О У

16. y =  а1па, cPy. 17. у —x'\ d"y. 18. y = e 3x, cPy.

19. y= s in 2A , d Gy. 20. у =x2e2x, d 20y.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

1. 2 .4eL\  3. 6 a + 8 0 a 3 .

5. -  cos a  sin 2a  + 3 sin a  c o s  2a . 6. 2arctgA +

4. — 2c o s2a .

2 a

1 + A 2

7 .  5 " < ? 5 л 8. —2" 1 sin 2x + {n — Y)n\  9.
V !

(  * )  
ax  + YY-- + nan 1 sin

f
ax + n

ж  ̂

2v > \ )
. f

11. 4" cos 4a  +
> v

14. 54c o s4aa/a 4.

6

П К

12.
(л-1)!

13. в ш .

15. - 'x - 5/V x3.

16. d x  (a  > 0).

19. — 64sin2A7&6.

17. n\dxn. 18. 243<Fy /a 3.

20. 220e 2х(х2+20а+95)й&с 20.
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21- §. DIFFERENSIAL HISOBN1NC Л : •< *M 

TEOREMALAR1

1. Ferma, Roll, Lagranj va Koshi teomnaliu I l l 
hisobining asosiy teoremalari funksiyalarni Ick.liu1 l•• • 

rol o'ynaydi.
1- teorema (Ferma teoremasi)./ ( a ) funksiva Ыи и ' 

aniqlangan bc‘lib, bu oraliqning ichki c nuqlaMd.i •• 

katta (eng kichik) qiymatiga erishsin. Agar bu mn|l i*1 1 

chekli/ 4 0  hosilaga ega bolsa, u holda
/40=0

bodadi.
Ferma teoremasi quyidagicha sodda geomel rik 11 u n* • 

funksiva Ferma teoremasining shartlarini qanoalliiiiiii - 

funksiyaning grafigidagi (c; /(c ))  nuqtaga o‘tka/,il)Mii u 

o‘qiga parallel bo ladi (21.1- chizma).

2- teorema (Roll teoremasi). / ( a ) funksiya:

1) [a;b\ kesmada aniqlangan va uzluksiz;

2) aqalli (a:b) oraliqda f ' (x)  chekli hosilaga era

3) oraliqning chetlarida o'zaro teng (/ (r/) /( In)  u1 

qabul qilsin. U holda kamida bitta shunday < (</ 

topiladiki,

/ 4 0 = 0

bodadi.
Bu teoremaning geometrik ma‘nosi quyidagFlu / 1 

Roll teoremasining barcha shartlarini qanoatlantiiMii 1 

funksiyaning grafigida shunday (c , / (0 )  nuqta topiladik 1 I 

grafikka ohkazilgan urinma OAo‘qiga parallel bo'lad 1 ( ’ 1

21.1- chizma. 21./ t Ы/и



Eslatma. Roll teoremasining shartlaridan aqalli bittasi buzilsa 
ham teoremaning tasdig'i o ‘rinli boMmaydi.

Misol. Q uy idag i funksiya lar u chun  Roll teo rem asin ing  
shartlarini tekshiring:

o) / W = { o ;  d ) f ( x ) = x , x e  [0; 1 ];

/; ) / (a )—|a - 2|, a g  [0;4 ]; e) / (a )= a 3—a , a g  [— 1; 1J.

Yechilishi. a) Roll teoremasining 2) va 3) shartlari bajariladi, 
lekin 1) shani bajarilmaydi: funksiya kesmada uzluksiz emas, a = 1 

nuqtada n uzilishga ega, chunki

лН?-о ^ = ^ amm° / ( O = 0 ya / ' ( c )  —0 bodadigan x=c  nuqta 

mavjud emas (21.3- chizma).

b) [0;4] kesmada berilgan f ( x ) —\ x — 2 | funksiya uchun Roll 

teo rem asin ing  1) va 3) sh a r tla r i ba ja rilad i, lek in 2) shart 

bajarilmaydi, funksiya a = 2 nuqtada differensiallanuvchi emas (21.4- 

cliizma). Demak, f ' ( c )= 0 bo lad igan c nuqta mavjud emas.

d) [0; 1J k e sm a d a /(a )= a  funksiya uchun Roll teoremasining

1) va 2) shartlari bajariladi, lekin 3) sharti ba ja rilm ayd i:/(0 )* /(l) , 

c h u n k i / ( 0 ) = 0 , /(!)== 1. Dem ak, f ' ( c ) ~ 0 bodad igan c nuqta 

mavjud emas (21.5-chizma).

e) [ 1; 1 ] kesmada berilgan f ( x ) = a 3—a  funksiya uchun Roll 

tcoiemasining hamma shartlari bajariladi: 1) /  (a )— a 3—a  funksiya 

I 1 ;0J da aniqlangan va uzluksiz:

21.3- chizma. 21.4- chizma.
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2) (— 1; 1) oraliqda f \ x )  —3a 2— 1 chekli hosilasi mavjud;

3) oraliqning chetlarida o ‘zaro teng ( / ( —1)= /(1)) qiymatlarni

_  _  l l

qabul qiladi. Demak, / ' ( a ) = 0 bo lad igan  xi -  *2 -  ^

nuqtalarning mavjudligini 21.6- chizmadan ко dish mumkin.

3-teorem a (Lagranj teoremasi). 1) / ( a ) funksiya: \a:b] kesmada 

aniqlangan va uzluksiz, 2) aqalli (a\b) oraliqda chekli / ' ( a ) 

hosilaga ega bodsin, u holda shunday c (a<c<b) nuqta topiladiki, 

bu nuqtada
f ' ( r \  _  )j

o crinli bodadi.
Lagranj teoremasining geometrik madiosi quyidagicha. Faraz 

qilaylik, / ( a ) funksiya Lagranj teoremasining ham ma shartlarini 

q an o a tlan tirs in . F unksiya grafig ining B ( b ; f ( b ) )

nuqtalarini to ‘g‘ri chiziq bilan birlashtiramiz. f \ x )  — bu / ( a ) 

funksiya grafigining (a ; / (a )) nuqtasidan olkazilgan urinmaning 

burchak koeffitsiyentidir, i g a = f ' ( x ) .  Shunday c(a<c<b) nuqta 

topiladiki,/(a ) funksiya grafigiga ( c / ( c ) )  nuqtada odkazilgan urinma 

zlf?tolg‘ri chiziqqa parallel bodadi (21.7- chizma).

A l'

21.5- chizma. 21.6- chizma.

21.7- chizma.
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4- teorema. (Chekli orttirm alar haqidagi umumlashgan Koshi 

teoremasi). 1) / ( x )  va g{x) funksiyalar [a\b\ kesmada uzluksiz, 2)

aqalli (a;b) oraliqda f \ x )  va g '(x)  chekli hosilalarga ega bo iib ,

V x e ( a ; b )  uchun g '( x )* 0  bodsa, u holda sliunday c(a<c<b) 

nuqta topiladiki.

f ( b ) - f ( o )  = f \ c ) 

g(b)—g(o) g'(c)

tenglik o'rinli bo‘ladi.

Misol. Ushbu tengsizliklarni isbotlang:

a) ln (l+ x )< x  (x>0),

b) arctgx2 aictgXj < x2 X| , XpX-, e  (-oo'~booj

Isboti. a) [0;x] kesmada berilg an /(x )= ln (l+ x ) funksiya uchun 

Lagranj teoremasining ham m a shartlari bajarilsa, u holda teorema 

sharliga kocra slninday c (0<c<x) nuqta topiladiki

/ (*) — / ( 0) = ln(l + x) = 1 -x  < x
l+c

boladi, chunki -■— < 1.
l+c

b) [xx;x2] kesm ada berilgan / ( x ) = a r c tg x  funksiya uchun 

Lagranj teoremasining hamma shartlari bajariladi, u holda

/ ( * 2) — / ( *  1) = arctgx2 — arctgx, = - 1 -- (x2 — x ,);

1 +  C“

bu ayirmani baholaymiz:

arctgx, — arctgx, < ■!— < |x2 — x, L 

l+c 1 1

chunki 0 < - < 1.
l+c

Mustaqil yechish uchun misollar

1. f ( x ) = Зх2—1 funksiya uchun [1;2] kesmada Ferma teorem a­

sining shartlari bajariladimi?

2. f ( x )  = l[x* funksiya uchun [—1; 1] kesmada Ferma 

teoremasining shartlari bajariladimi?
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3. / (x)=lnsinx funksiya uchun
к

6

5л

6
kesmada Roll teorem a­

sining shartlari bajariladimi?

4. / ( x ) = l —[x] funksiya uchun [— 1; 1 ] kesmada Roll teorem a­

sining shartlari bajariladimi?

5 . /(x )= s in x  funksiya uchun [ 1;2] kesmada Roll teoremasining 

shartlari bajariladimi?

Lagranj teorem asidan  foydalanib quyidagi tengsizliklarni

isbotlang:

6. ex>e -x, x> l.

7. sin x  — sin у  < x  — у  .

8. ex> 1+x, x g R 1

9.  /(x )= x 2 funksiya uchun [3;4] kesmada Lagranj teoremasining 

shartlarini tekshiring.

10. / (x)=x2—2x+3 va g  (x)=x3—7x2+20x— 5 funksiyalar uchun 

f l;4] kesmada Koshi teoremasining shartlarini tekshiring.

x2
11 . f ( x ) = e K va g( x )  = ■ ' 2 funksiyalar uchun [—3;3] kesmada 

Koshi teoremasi ortinlimi?

1 2 ./(x )= x 2 va g  (x)=x2 funksiyalar uchun [—1; 1J kesmada Koshi 

teoremasi o ‘rinlimi?

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

1. Bajarilmaydi. 

4. Bajarilmaydi. 

10. c—2.

2. Bajarilmaydi. 3. Bajariladi.
7

5. Bajariladi. 9. c = - .

11. Bajarilmaydi.
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12. Bajarilmaydi.
22- §. TENGLAMASI OSHKOR SHAKLDA BERILGAN 

FUNKSIYANI HOSILA YORDAMIDA TEKSHIRISH

1. Funksiyaning monotonlik oraliqlarini aniqlash. Biz 1 bobda 
funksiyaning m onoton lig i, ya‘ni o ‘suvchi (qatdy  o £suvchi), 

kamayuvchi(qat‘iy kamayuvchi) bolish i taVriflarini keltirgan edik. 

Endi hosila yordam ida funksiyaning m onotonligini aniqlash 

mumkinligini ko£rsatam iz ./(x ) funksiya (a;b) oraliqda aniqlangan 
bodsin.

1- teorema. / ( x )  funksiya (a;b) oraliqda chekli / ' (x) hosila- 

ga ega bodsin. Funksiyaning shu oraliqda o ‘suvchi (kamayuvchi) 

bodishi uchun

Г(Х)>0 ( / ' ( М <0 ) , XE(CKb)

tengsizlik bajarilishi zarur va yetarli.

2- teorema. /(x ) funksiya {a:b) oraliqda chekli hosilaga ega 

b o i ib ,/ '( x )> 0  ( / '( x ) < 0 )  tengsizlik o ‘rinli b o is a ,/(x )  funksiya 

(a;b) oraliqda qatdy o ‘suvchi( qatdy kamayuvchi) bodadi.

3- teorema./(x ) funksiya {a;b) oraliqda chekli / ' (x) hosilaga 

ega bo‘lsin. Bu funksiyaning (a\b) oraliqda o£zgarmas bo£Iishi uchun

/ '( x ) = 0 , x e  (a;b)

bo£lishi zarur va yetarli.

2- teoremaning geometrik m a£nosi quyidagicha: 

i) f ' ( x )> 0  (tga > 0) shart funksiya grafigining har bir nuqta- 

siga o'tkazilgan urinm a abssissalar o £qining musbat yohialishi bilan
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o£tkir burchak tashkil qilishini (22.1- chizma);

2) 0 shart esa o £tmas burchak tashkil etishini anglatadi

(22.2-chizma).

Eslatma. Agar f ' ( a )> 0  bo£lsa, U,(a) d a /(x ) funksiya o£suvchi 

deb xulosa chiqarish m um kin emas. Masalan, 22.3- chizmada

tasvirlangan / (x) = x + x 2 sin x funksiya a= 0 nuqtada musbat 

hosilaga ega, lekin Ща)  da funksiya monoton emas.

22.3- chizma.

Eslatma. Funksiya hosilasining (a\b) oraliqda musbat (manfiy) 

bo£lishi funksiyaning qat‘iy m onoton bo£lishi uchun zaruriy shart 

bo£la olmaydi. Masalan, y = x 3 funksiya (—1, 1) oraliqda o £suvchi 

bo£lgani bilan uning /  = 3x2 hosilasi hamma joyda musbat emas, 

x=0 da esa nolga aylanadi.

Funksiyani monotonlikka tekshirganda avvalo uning hosilasini 

topish kerak (u  mavjud bo £lgan joyda), so£ngra hosila musbat 

(manfiy) bo£ladigan oraliqlarini aniqlash kerak. Hosilasi musbat 

(m anfiy ) b o £lgan o ra liq la rd a  funksiya  m o n o to n  o £suvchi 

(kamayuvchi) bo£ladi.

1-misol. Ushbu funksiyani monotonlikka tekshiring:

/ ( x )  = x2lnx.

Yechilishi. Berilgan funksiya (0;+«>) oraliqda aniqlangan. Uning 

hosilasi

f \ x )  = 2 x  In x + x  

bo£ladi. Endi 1- teoremaga ko£ra

319



0;е  2 

0;е ~2

f '(x)>  0, ya‘ni 2х\пх+х±г)
Уок!

f \ x )  < 0, ya‘ni 2х In х+х% q 
bo<ladigan nuqtaJar to'plamini topamiz:

fl)x(21nx + l) > 0 => 2 In jc +1 > 0=> x > PM r
Me 2j+oo)?

b) x(2 In x +1) < 0 <=> 2 In x +1 < 0 => x $ eM Г _ i "
> 0;e 2 _

Bundan berilgan funksiya uchun [e~‘/2. , L
1 ' M da f \ x ) > 0,

da f \ x )<0 boiishini olamiz. Demak к
5 Derilgan funksiya

da kamaynvchi, [e~l/2;+oo) da esa o\sUv
chi ekan.

2- misol. Ushbu funksiyani monotonlikka ы, .
, , , 3 1  h i r in S :

J{x) = x* —

Vechilishi. Berilgan funksiya uchun 
TT . , , , ^°o;0)u(0;+oo)
Lning hosiIasi / ( * )  = 3x2 + \  boladi. Ravsha .
/а * llâ ki, (—oo-O) va
(U>+*>) oraliqlarda f \ x ) >  0.

Demak, 2- teoremaga ko‘ra berilgan funksiya ( 
oraliqiarda qat‘iy o‘suvchidir. ^°°;0) va (0;+oo)

2. Funksiyaning ekstremum qiymatlari. Qaralayot 
lL,nksiyaning hosilasini aniqlash uning shu oral’ §an oraliqlarda 

clb’matlar beruvchi nuqtalarini va ularni topisli ekstremum 
4'teorema (Funksiya ekstremumga ega bo'lishji-,̂ 1̂ ^  beradi. 

Agar J (x) funksiya x0(x0e (a\b)) nuqtada ho$iiasf 2arLlr*y sharti). 
Slu nuqtada ekstremumga ega bo‘lsa, ga e£a bo‘lib, u

f \ xo) = 0
bo‘bdi.

Bu shart funksiya ekstremumga ega bo'lishi uchUn 

° m;hdi. Masalan, funksiyaning x =0 nuqtadagj S*iart bo^a 
ya ni y'(0) = 0, lekin funksiya bu nuqtada ekstrem/ ^  nolga teng’ 

Odatda, funksiyaning hosilasi nolga ay]anadmga e§a emas- 
statsionar (turg'un, kritik) nuqtalar deb ataladi '§an nuqta]ar 
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x0 nuqtada funksiya hosilaga ega bo‘lmasa ham ekstremumga ega

bo'lishi mumkin. Masalan, l) /(x )= |x | funksiyaning x =0 nuqtadagi

hosilasi mavjud emas, lekin funksiya x  =0 nuqtada minimumga ega
2

(22.4-chizma). 2) f ( x )  = x 3 funksiyaning x  =0 nuqtadagi hosilasi 

cheksiz, lekin funksiya x =0 nuqtada minimumga ega (22.5- chizma).

boclmagan nuqtalarda ham ekstremum mavjud bo‘lishi mumkin 

ekan.

Shunday qilib, f i x ) funksiyaga ekstremum qiymat beruvchi 

nuqtalarni funksiyaning statsionar nuqtalari, funksiyaning hosilasi 

mavjud bo im agan  nuqtalar, funksiyaning hosilasi cheksiz bo igan  

nuqtalar orasidan izlash kerak ekan. Odatda bunday nuqtalar 

ekstremumga shubhali nuqtalar deb ataladi.

a) Ekstremum mavjud bo‘lishinmg birinchi yetarli sharti. 
x 0e(a;b)  nuqtaning

щ  (x0) = {xe R  : x0 — 8 < x < x0; 6 > 0}, 

щ  (x0 ) = {xe R : x0 < x < x0 + 8; 8 > 0}

chap va o ‘ng atroflarini qaraymiz.

Faraz qilaylik, y = f ( x ) funksiya x0 nuqtada uzluksiz b o iib , 

u f x 0) da chekli f ' ( x )  hosilaga ega bo‘lsin (x0 nuqtada hosila mavjud 

bodmasligi ham  mumkin).

1. Agar Vx e щ  (x0) uchun , f ' ( x ) > 0 ,  V x e  и£(х0) uchun 

f ' ( x ) < 0 bo ‘lsa, f i x )  funksiya x0 nuqtada maksimumga erishadi 

(22.6- chizma).

321



Agar V ie  иъ (x0) uchun f \ x ) < 0, Vx g  w6+(x 0) uchun f ' { x )>0 

bo‘lsa ,/(x ) funksiya x() nuqtada minimumga erishadi (22.7- chizma)

V ie  иъ (x0) uchun f ' ( x ) > 0,

Vx e u l (x0) uchun f ' ( x )>0

yoki

Vx g  (x0) uchun f ' ( x ) < 0,

Vi g  Wg(x0) uchun /'(x )<0

bo lsa , f ( x )  funksiya x0 nuqtada ekstremumga erishmaydi.

У =/ ( х )  funksiyaga ekstremum qiymat beruvchi nuq ta larn i 

birinchi tartibli hosila yordam ida topish qoidasi:

1. f ' ( x )  hosila topiladi.

2. y =f ( x )  funksiyaning kritik nuqtalari, ya‘ni f ' ( x )  hosila 

nolga aylanadigan yoki uzilishga ega bodgan nuqtalar topiladi.

3. Topilgan kritik nuqtalar/(x) funksiyaning aniqlanish sohasini 

oraliqlarga ajratadi, shu oraliqlarda f \ x )  hosilaning ishorasi 

tekshiriladi.

4. F u n k s iy a n in g  ek s trem u m  n u q ta la rd a g i q iy m a tla r i 

hisoblanadi.

1-m iso l. U shbu / ( x ) = x 4—4x3 funksiyani ekstrem um ga 

tekshiring.

Yechilishi. l./'(x )= 4x3— 12x2.

2. 4x3 (x— 3)=0 => x,=0, x2=3.
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3. lntervallar usuli bilan f ' ( x ) = 4 x 2(x—3) hosila x>3 da musbat, 

x < 0 va 0 < x < 3 da manfiy bodishini aniqlaymiz:

x,=0 nuqtadan odishda hosilaning ishorasi o ‘zgarmaganligi 

uchun bu nuqta ekstremum nuqtasi bodmaydi.

x2=3 nuqtadan o ‘tishda hosila ishorasini “ dan „ + “ ga o'zga- 

rtirdi. Demak, ekstrem unming birinchi yetarli shartiga ko‘ra x2=3 

minimum nuqtasidir.

4 . /  . (3 )=—27.

2- misol. / ( x )  = y x 2(x — 5) funksiyani ekstremumga tekshi­

ring.

Yechilishi. 1. / ' ( * )  = (x  -  5) + V ?  = \  - щ -  ■

x —0 (bu nuqtada hosila uzilishga ega) va x = 2  (bu nuqtada 

hosila nolga aylanadi) nuqtalar kritik nuqtalardir.

Quyidagi jadvalni tuzamiz:

. r (—«о; 0 ) 0 (0 :2 ) 2 (2 ;  +°°)

S iA +
M a v ju d

e m a s
— 0 +

ЛУ) X  (0 )= 0•'max' '

Лшп =

= = -4, 8

4 - / m«(0)=0 , / m,„(2)= -3 ^ 4  = - 4 ,8 .

3- misol. / ( x )  = x 4 + 2 funksiyani ekstremumga tekshiring.

Yechilishi. 1. f \ x )  = x 3.

2. f \ x )  -  0, 3x2 = 0 => x = 0 n u q ta  s ta ts io n a r  n u q ta  

bodadi.

1. R avshank i, Vx g  и5"(0) u ch u n  f ' ( x ) =  3x2<0 => x< 0 ,

Vx g  wj(0) uchun f \ x ) — 3x2>0 => x > 0  bodadi.

2. Demak, funksiyaning hosilasi x = 0  nuqtadan o ‘tishda o ‘z 

ishorasini manfiy “ dan musbat („ + “) ga o czgartirar ekan. 

Berilgan funksiyaning o ‘zi x = 0  nuqtada uzluksiz.

Shunday qilib, berilgan funksiya ekstremunming birinchi yetarli 

shartiga ko‘ra x=0 nuqtada minimumga erishadi. Uning m inimum

qiymati / min (x) = i . 0 + 2 = 2.
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b) Ekstremum mavjud bodishining ikkinchi yetarii sharti. x0

n u q ta /(x )  funksiyaning statsionar nuqtasi, ya‘ni / '( x 0) =0 bo‘isin. 

A g a r / ( a ) funksiyaning x0 nuq tadag i ikkinchi tartib li hosilasi 

mavjud bodib, f " ( x 0) c O  ( f ' ( x 0)>  0) bodsa, f ( x )  funksiya x0 

nuqtada maksimumga (m inimumga) erishadi.

y ~ f { x )  funksiyaga ekstrem um  q iym at beruvch i nuq tan i 

ikkinchi tartibli hosila yordam ida topish qoidasi:

1. f \ x )  hosila topiladi.

2. Berilgan funksiyaning kritik nuqtalari, yavni f \ x ) =  0 boda- 

digan nuqtalar topiladi.

3. Ikkinchi tartibli hosila f  "{x) topiladi.

4. Ikkinchi tartibli hosilaning ishorasi har bir kritik nuq tada 

tekshiriladi. Bunda agar ikkinchi tartibli hosila manfiy boMsa, u 

holda funksiya bunday nuqtada maksimumga, musbat bodsa, 

minimumga ega bodadi. Agar ikkinchi tartibli hosila nolga teng bodsa, 

u holda funksiyaning ekstremumini birinchi yetarii shart bo ‘yicha 

tekshirish kerak.

5. Funksiyaning ekstremum nuqtalardagi qiymatlari hisoblanadi. 

1-misol. Ushbu funksiyaning ekstremumini ikkinchi tartibli
hosila yordamida tekshiring:

/(x )= x 3- 9 x 2+ 2 4 x - 12.

Yechilishi. 1. / '( x )= 3 x 3— 18x+24.

2. x— 6x+8= 0 => x,—2, x 2= 4 — statsionar nuqtalar.

3. / " ( a ) = 6x— 18.

4. f " { 2 )  =6 • 2 18 < 0 bodgani uchun x =  2 nuqtada funksiya

maksimumga ega bodadi; f ' \ 4) = 6 - 2 — 18 > 0 bodgani uchun 

x=4 nuqtada minimumga ega bodadi.

2)=23- 9  • 22+24 • 2 -1 2  -  8,

•4ax(4)=/ ( 4)= 43—9 • 42+24 • 2 -1 2  -  4.

2-misol. / ( x ) —x3 6a 2 funksiyaning ekstrem um ini ikkinchi 

tartibli hosila yordamida tekshiring.

Yechilishi. 1. f ' ( x )  =3x2— 12 a .

2. 3a -—18 a = 0  => Aj= 0, a ,=4 — statsionar nuqtalar.
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3. / ' ( * ) =  6a —12.

4. f " ( 0) = —12<0 bodgani uchun a = 0 nuqtada funksiya maksi- 

mumga ega bodadi; / " ( 4 )=  12>0 bodgani uchun a = 4 nuqtada 

minimumga ega bodadi.

5- / ma4(0 )= /(0 )= 0 ,
3 2 -

3-misol. / ( a )= (a —2)4 funksiyani ekstremumga tekshiring.

Yechilishi.

1. f \ x ) =  4(a - 2 ) 3.

2. (a —2)3- 0  => x=2 — statsionar nuqtadir.

3. f" (x)  = 12(x—2)2.

4. Ikkinchi tartibli hosila x=2 nuqtada nolga aylanadi, shuning 

uchun ekstrem um ning birinchi yetarii sharti bo‘yicha berilgan 

funksiyani ekstremumga tekshiramiz.

R avshanki, Vx e щ ( 2 )  uchun / /(a )=4(a — 2)3<0; Va  e Wg (2) 

uchun f \ x )  =4(a —2)3>0 =» a  >2 bodadi.

Demak, berilgan funksiya, ekstrem um ning birinchi yetarii 

shartiga ko‘ra, x=2 nuqtada minimum ga erishadi.

5 ./i„ in(2)= /(2)= 0 .

d) Ekstremum mavjud bodishining uchinchi yetarii sharti. / ( a ) 

funksiyaning x0e {a\b) nuqtada / ' ( x 0). /" (X q) , . . . , / (,,)(x0) hosila- 

lari mavjud bodib, biror n >2 son uchun / /(x0)=  /'^(ac0)

M (a0)=0, / (,°(a 0)^0 bodsin.

Agar: a) n juft son bodib (n=2m, me IV), f (l,)(x0) = f {2m)(x0)<Q 

tengsizlik ortinli bodsa, / ( a ) funksiya x() nuqtada maksimumga; 

f (n)(x0) = f (2,n)(x{))>0 tengsizlik o ‘r inli b o d s a ,/ ( a ) funksiya nuqtada 

Aq minimumga ega bodadi.

b) n toq son bodsa (/7=2w+l, we AO, /( a) funksiya ekstre­

mumga ega bodmaydi.

1- misol. /(x )= (x — c)n funksiyani ekstremumga tekshiring.

Yechilishi. R a v sh a n k i, f \ c ) = f {2\ c )  = ... = f ^ n~ ^(c) = 0, 

f (n\ c ) = n \ > 0 bodadi. Ekstrem umning uchinchi yetarii shartiga
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ко1 га, /7 juft bo'lganda funksiya x —c nuqtada minimumga ega bodadi, 

n toq bodganda esa ekstremumga ega bodmaydi.

2- misol. / (x )  =2ch x  +2cos x  funksiyani ekstremumga tekshi- 
ring.

Yeehilisht. Berilgan funksiya uchun f \ x )  =2sh x — 2sin x bodib, 

f \ x )  hosila x  =0 nuqtada nolga aylanadi.

Demak, x  =0 statsionar nuqta. Berilgan funksiyaning yuqori tartibli 

hosilalarini topib, ularning x  =0 nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:

f ' \ x )  -  2chx — 2 cos x, f " { 0) = 0,

f " \ x )  = 2chx + 2 sin x, f " \  0) = 0,

/ 1V (x) = 2chx + 2 cos x, / 1V (0) = 4 > 0,

juft tartibli hosila x = 0  nuqtada noldan farqli bodib, u musbat 

bodgani uchun berilgan funksiya x — 0 nuqtada minimumga ega 

bodadi. Shu nuq tada  funksiyan ing  q ivm atin i h isoblaym iz: 

/„ J 0 ) = 4 .

3. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini topish.
/ ( x )  funksiya [a\b] segmentda aniqlangan va uzluksiz bodsin. 

Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra funksiyaning \a;b\ da 

eng katta ham da eng kichik qiymatlari mavjud bodadi va bu 

qiymatlarga segmentning nuqtalarida erishadi.

Funksiyaning eng katta qiymati quyidagicha topiladi:

1) f ( x )  funksiyaning (a;b) intervaldagi maksimum qiymatlari 

topiladi. Funksiyaning (a;b) dagi ham m a maksimum qiymatlaridan 

iborat to ‘plam {m ax/(x)} bodsin;

2) funksiyaning [a\b] segmentning chegarasidagi, yadii x=a,

x=b  nuqtalardagi f { a )  va f { b )  qiymatlari hisoblanadi. So‘ngra 

{max/(x)} to ‘plamning barcha elementlari bilan f { a )  va /( / ;)  lar 

taqqoslanadi. Bu qiymatlar ichida eng kattasi / ( x )  funksiyaning 

fa\b\ dagi eng katta qiymati bodadi. Xuddi shu usulda funksiyaning 

eng kichik qiymati ham topiladi. >

Biror oraliqda uzluksiz bodgan funksiyaning eng katta va eng 

kichik qiymatlarini topish uchun:

1) bu oraliqda funksiyaning tegishli statsionar nuqtalarini 

topish, bu topilgan statsionar nuqtalarni ekstremumga tekshirish 

va funksiyaning bu nuqtalardagi qiymatlarini hisoblash;

2) funksiyaning oraliqning chetki nuqtalaridagi qiymatlarini 

topish;
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3) topilgan qiymatlarni oraliqning ichidagi funksiyaning ekstre- 

nium qiymatlari bilan solishtirish kerak; bu qiymatlarning eng 

kiehigi va eng kattasi, mos ravishda, funksiyaning qaralayotgan 

oraliqdagi eng kichik va eng katta qiymatlari bodadi.

1- misol./ (x )= x 2—4x+3 funksiyaning [0;3] oraliqdagi eng katta 

va eng kichik qiymatlarini toping.

Yechilishi. 1) f ' ( x ) = 2 x —4, 2x—4=0 =» x=2e[0;3] ctatsionar 

nuqta, / ( 2 ) = —1.

2) / ( 0)=3 , /(3 )= 0 .

3) Shunday qilib, funksiyaning eng kichik qiymati —1 ga teng 

bodib, funksiya unga oraliqning ichki nuqtasida erishadi, eng katta 

qiymati esa 3 ga teng bodib, funksiya unga oraliqning chap chetida 

erishadi:

/ вдИсык= / ( 2 ) = - 1 . / с„8ка„а= /(0)=3.

2- misol. Konserva bankasi radiusi r va balandligi h bodgan 

silindrdan iborat. rv a  /? lar orasidagi m unosabat qanday bodganda 

toda sirti o ‘zgarmas bodgan konsei'va bankasi eng katta hajmga 

ega bodadi?
Yechilishi. Konsei'va bankasining toda sirtini 5  bilan belgilaymiz.

MaMumki,

S —2Tcr2 + 2t i/'/7, h —const. ( 1)

S  S з
bundan b = -----r. Konserva bankasining liajmi ¥=%r2h= r — %r .

27zr ~
S

D em ak, masala K(r) = - r  — nr* funksiyaning eng katta 

qivm atini topishga keltirild i. Shuning  uchun  bu funksiyani

S
maksimumga tekshiram iz. V \ r ) ~  r — n r 2 , r  >0 ekanligini

nr
ediborga olib,

Y9
r = ( 2)

bodishini topamiz.

Funksiya ekstrem umga ega bodsa, faqat r -  I — nuqtada

ega bodishi mumkin. r  < bodganda V'(r)  = 3n
S

6n
> 0 ,

r > bodganda esa V \ r )  < 0 bodadi.



Demak, funksiya ekstremumga ega bo iish in ing birinchi yetarli

shaitiga asosan, V(r) funksiya r -  nuq tada maksimumga

erishadi. Endi konserva banhasi eng katta hajmga ega bodishi uchun 

r bilan h orasida qanday bogdanish borligini aniqlaym iz.

(1) bilan (2) dan -  = 2 ,, h—2r. Demak, eng katta hajmga ega

bo‘lgan konserva bankasini yasashda uning balandligini diametrga 

teng qilib olish kerak bodadi.

4. Funksiya grafigining qavariqligi va botiqligi. у  = /(x ) funksiya 

(a\b) intervalda berilgan bodsin. Agar funksiyaning grafigi (a;b) 

oraliqning Lxtiyoriy nuqtasidan odkazilgan urinm adan yuqorida 

(pastda) yotsa, bu funksiya grafigi qavariq (botiq) deyiladi (22.8, 

22.9- chizmalar).

Hosila yordamida funksiya grafigining qavariqligi va botiqligini 

tekshirish mumkin.

У ~ f  (x ) funksiya (a\b) intervalda chekli f \ x )  hosilaga ega 

bodsin.

A V

5- teorema. f { x )  funksiya grafigi (a\b) oraliqda qavariq( qat’iy 

qavariq) bodishi uchun uning f \ x )  hosilasining shu oraliqda 

kamayuvchi (qatdy kamayuvchi) bodishi zarur va yetarli.

6- teorema. f ( x )  funksiyaning (a\b) oraliqda botiq (qatdy botiq) 

bodishi uchun uning f \ x )  hosilasining shu oraliqda o ‘suvchi 

(qatdy o'suvchi) bodishi zarur va yetarli.

y = /(x ) funksiya (a\b) oraliqda ikkinchi tartibli hosilaga ega 

bodsin.
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7- teorema. / ( x )  funksiya grafigi (a;b) oraliqda qavariq (botiq) 

bodishi uchun f \ x )  > 0 ( / ' ( * )  ^ 0) tengsizlikning o 'rinli bodishi 

zarur va yetarli.
1- misol. / (x)=xA—2xi+6x—4 funksiya grafigining qavariqlik va 

botiqlik oraliqlarini toping.

Yechilishi. f \ x )  =4x3—6x2+6, f " { x )  — 12x2— 12x= 12(x2—x)=  

=  12x(x— 1) larni topamiz. Ravshanki, (-°°;0) va (1;+^) oraliqlarda 

f " { x )  >0 tengsizlik ohinli, yadii bu oraliqlarda funksiya grafigi 

qavariq bodadi, (0;1) oraliqda esa f " { x )  <0 tengsizlik odinli, yadii 

bu oraliqda funksiya grafigi botiq bodadi.

5. Funksiya grafigining egilish nuqtalari. Funksiyaning hosilasi 

yordamida uning egilish nuqtalarini topish mumkin. f i x )  funksiya 

x {) nuqtaning biror w5(x0) (8>0) atrofida aniqlangan bodsin.

1-ta‘rif. Agar f ( x )  funksiya щ ( х 0) oraliqda botiq (qavariq) 

bodib, Ws(x0) oraliqda esa qavariq (botiq) bodsa, (x0, f ( x {) )  nuqta 

(funksiya grafigining) egilish nuqtasi deb ataladi.

A gar x 0e ( a ; b )  f ( x )  funksiya grafigi egilish n u q tasin in g  

abssissasi bodsa, bunda ikkinchi tartibli hosila mavjud bodishi ham, 

bodmasligi ham mumkin.
Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi nolga aylanadigan yoki 

mavjud bodmaydigan nuqtalar II tur kritik nuqtalar deyiladi. Bu 

nuqtalarda egilish mavjud bodishi ham, bodmasligi ham mumkin. 

Masalan, x = 0  nuqta >’=x3 va >’= x 1/3 funksiyalar uchun egilish 

nuqtasi bodib, y = x 3 funksiyaning x==0 nuqtada ikkinchi tartibli 

hosilasi mavjud, у  = xl/3 funksiyaning esa ikkinchi tartibli hosilasi 

mavjud emas.

8- teorema (egilish nuqtasi bodishning zaruriy sharti). Agar 

f ( x )  funksiyaning grafigi M  (x0, / (x0)) nuqtada uzluksiz ikkinchi 

tartibli hosilaga ega bodsa, f " ( x 0) =0 bodadi.

9- teorema (egilish nuqtasi bodishning yetarli sharti). / ( x )  

funksiya x0 nuqtada uzluksiz, bu nuqtada chekli yoki cheksiz hosilaga 

ega bodib, x0 nuqtaning biror atrofida, yadii

V x e « 8"(x 0) uchun f " ( x )  > 0 ( f " ( x ) <  0);

Vx g  i/§ (x0) uchun f \ x )  < 0 (/'(■*) ^ 0)

tengsizliklar o ‘rinli bodsa, (x0, / ( x 0)) n u q ta / ( x )  funksiyaning 

egilish nuqtasi bodadi.
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10- teorema (egilish nuqtasi bo iishn ing ikkinchi vetarli sharti) 
Agar f«>(x0)=0  bodib , bodsa, (x0, / ( x 0)) nuq ta / ( x )

funksiyaning egilish nuqtasi bodadi.

Masalan, у  —x3 3x- 4 funksiya uchun ( 1 ,- 6 )  nuqta egilish 

n u q ta s id ir . H aq iq a tan  ham , / (2)(х )= 6 (х — 1) / ’(nr n  = 0
/ (3)( 1)= 6* 0. >> J \ ) v,

Demak , 10- teorem aga asosan , Л /(1 ,—6) nuq ta berilgan 

funksiya grafigining egilish nuqtasi bodadi.

У - f №  funksiya grafigining egilish nuqtalarini topish qoidasi:

1. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f " ( x )  topiladi;

y m У —f i x )  funksiyaning Г1 tur kritik nuqtalari, ya‘ni f * { x )  

hosila nolga aylanadigan yoki uzilishga ega bodgan nuqtalar topiladi;
3. Topilgan kritik nuqtalar/ Ц  funksiyaning aniqlanish sohasini 

oraliqlarga ajratadi. Bu oraliqlarda ikkinchi tartibli f \ x )  hosilaning 

ishorasi tekshiriladi. Agar bunda xQ kritik nuqta qavariqlik va 

botiqlik oraliqlarini ajratib tursa, x0 nuqta funksiya grafigining 

egilish nuqtasi abssissasidan iborat bodadi;

4. Funksiyaning egilish nuqtalardagi qiymatlari hisoblanadi.

1- misol. /(x )= 6 x 2—x3 funksiya grafigining egilish nuqtalanni 
toping.

Yechilishi. 1. f ' ( x ) = l 2 x ~ 3 x 2, f " ( x ) =  12 -6 x .

2. 12—6x=0, ya‘ni x = 2  yagona kritik nuqta.

3. {—po;2) oraliqda f " ( x ) > 0, (2;+oo) oraliqda esa f \ x ) < 0

bo lgani uchun 9-teorem aga ko‘ra x —2 nuqta funksiya graflgi 

egilish ixiiqtasining abssissasidir.

4. Bu nuqtaning ordinatasini topamiz: / (2 )= 16. Shunday qilib. 

(2; 16) nuqta funksiya grafigining egilish nuqtasi bodar ekan.

6. Funksiyalarni todiq tekshirish va ularning grafiklarini chizish. 
Biz III bobning yuqoridagi paragraflarida funksiyalarning o zgarish 

xarakterini hosilalar yordamida o ‘rgandik. Funksiyaning o ‘zgarish 

xarakterini hosila yordamida oYganish funksiya grafigini aniqroq 

yasashda mu him rol o'ynaydi.

Funksiya I ami to liq tekshirish va ularning grafiklarini yasashni 

quyidagi sxema bo'yicha olib borish maqsadga muvofiq bodadi:

1. Funksiyaning aniqlanish sohasini topish;

2. Funksiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nuqtalarini 

topish;

3. Funksiyaning juft, toqligi ham da davriyligini aniqlash;

4. Funksiya grafigining o ‘qlar bilan kesishish nuqtalarini topish,

5. Funksiyaning ishorasi saqlanadigan oraliqlarni aniqlash;

6. Funksiya grafigining asim ptotalarini topish;

7. Funksiyani monotonlik oraliqlarini topish va ekstremumga

tekshirish; ...................
8. Funksiya grafigining qavariqligi hamda botiqligim aniqlash,

egilish nuqtalarini topish;

9. Funksiya grafigini chizish.

v3 . . .
1- misol. f i x ) = funksiyani todiq tekshmng va lining

grafigini chizing.
Yechilishi. 1 Funksiyaning aniqlanish sohasi: D ( f ) -  

u(3;+c<>).
2. x = 3  funksiyaning 2- tur uzilish nuqtasi:

x3
lim f ( x )  = lim - - -— л  = +°° * 

x->3±0 x->3±0 6 (3—X )

3. Shuningdek, funksiya davriy ham  emas, juft ham emas, toq

г, ч (-X 3) .v3 { f i x ) ,

ham emas, chunki J \  x ) -  6̂+x)2 4(3+x)2 [—f ( x ) .

4. Funksiyaning koordinata o Lqlari bilan kesishishi:

Ov o lqi bilan: x = 0  da y — 0 bodadi;

Ox o ‘qi bilan: y =  0 bodganda x — 0 bodadi.

Shunday qilib, bitta О (0;0) nuqtada kesishadi.

5. Funksiyaning ishorasi saqlanadigan intervallarni aniqlaymiz, 

aniqlanish  sohasini nuq ta lar yordam ida funksiya nolga teng 

bodadigan intervallarga ajratamiz. Bu interval laming hai birida 

funksiyaning ishorasini tekshiramiz. Jadval tuzamiz.

A ' (—o o ;0 ) 0 (0;3) 3 (3;+o°)

sign/' — 0 + oo +

joylanishi
<2v o‘qi 
ostida

Z2r o‘qi 
ustida

сУ.г olqi 
ustida



6. Funksiya grafigining asimptotalarini topamiz:

a) Ox о qqa parallel to ‘g‘ri chiziqlar — vertikal asimptotalar 
bodadi.

lim л = +oo 
X - > 3  6 ( 3 — A')2

bo‘lgani uchun x = 3  to ‘g‘ri chiziq — vertikal asimptota.

d) Ox о‘qqa parallel to ‘g‘ri chiziqlar — gorizontal asimptotalar 
boladi. Funksiya grafigi gorizontal asimptotaga ega emas.

g) Ox va Oy o ‘qlariga parallel bodmagan to ‘glri chiziqlar og‘ma 

asimptotalar bodadi, yadii у —kx+ b  ogdna asimptotaning formu- 

lasidan к  va b larni hisoblaymiz:

к  = lim --  л ■ = lim
A'-H-oo 6 a ( 3  X  )  О Л Ч + » (  3

X

b = lim
a Zw

A3
6 ( 3 — a ) 2

= lim
Л' —>oo

A'1 — a ( 3 — A ) 2 

6 ( 3 — a ) 2
/ lim
6  A —

6 a 2 —  9  a

( 3 - a7

Demak, у  -  x  + 1 to ‘g‘ri chiziq ogdna asimptota bodadi.

6. Funksiyaning monotonlik oraliqlari va ekstremum qiymatlarini 

topamiz:
'  _  x 2 { x — 9 )

6 ( 3 — a ) 3

a) x^O, x=9 larda y '= 0  bodadi.

b) x=3 da у  -+oo bodadi.

6(A—9p -  0 => (x — 3)(x — 9) > 0 => (-со; 3) u  [9; +°°);

/ < 0  = J ( * - ; 3 ) ( x  + 9 ) £ 0 = >  x g  (—3;9], 
’ lx  Ф 3.

J ' ( - o ° ; 0 ) 0 (0;3)
>

о
3 (3;9) 9 ( 9 ; + c o )

sign у + 0 + oo — 0 +

Funksiyaning

0‘zgarislii / 0
d*

/
oo

\ 2 7

8

S'
/
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Л ип  = y  (9) = x -

A (9; —) berilgan fimksiya grafigining minimum nuqtasi boladi. 

7. Funksiyaning qavariqlik va botiqlik oraliqlarmi topamiz, bulling 

uchun ikkinchi tartibli hosilani topamiz:

a —0 va x=3 berilgan funksiyaning 2-tur kritik nuqtalari bodadi. 

x=0 bodganda y"(0) = 0, x=3 bodganda esa y"(3) = °° bodadi.

Jadvalni tuzamiz:

J ' (-°°;0) 0 (0:3) 3 (З^+со)

— 0 + oo 0

Fimksiya grafigining 

qavariqlik yo‘nalishi
т 0 oo

1

4-

Funksiyaning grafigi 22.10- chizmada tasvirlangan

Mustaqil yechish uchun misoliar

Funksiyalarni monotonlikka tekshiring:

1. у =3x—x2.
v  =  - 4 ( J t ^ 0 ) .

y  A + 1 0 0 v 22. у =

О О О
3 3 3



3. у  -x + s in  х. 4. у  =х2—lnx2. 5. у  =х2е~х.

Funksiyalarni ekstremumga tekshiring:

6. у  =2+х—х 2. 7. v =(х— I)3. 8. у  = 4 х4 + х3 — 9 х 2 + 7.

9. у  = x V ‘A'\ 10. у  =2sinx+cos2x.

Funksiyalarning ko‘rsatilgan oraliqlarda eng katta va eng kichik 

qiymatlarini toping:

H . у  =2x3—3x25— 12x+1, x g  l—2;2,5]. 12. y=xe~x, x g  [ 0 ; + o o ) .

I 3 . y = x + J x ,  x g [0 ;4 ]. 14. у  =x3— 3x2+ l ,  x g  [—1;4].

15. у  = — 3 x — - x  funksiyaning x g  [— 1; 1 ] kesmadagi eng

katta va eng kichik qiymatlari yig'indisini hisoblang.

Funksiyalar grafigining qavariqlik va botiqlik oraliqlarini toping:

16. у  =x4+x3—18x2+24x—12. 17. у  =х+х5/3. 18. у  =x+sinx. 

1 9 .y = 2 ~ |x 5- l.| 20. у  =3x4—4x3+ l.

Funksiyalar grafigining egilish nuqtalarini toping:

21. у  =cosx. 22. у  = 1 + x2 — A--. 23. у  =3x4—8x3+6x2— 12.

„ x+1
24. У = ~2 ■ •

x +1

Funksiyalarni to cliq tekshiring va ularning graflgini chizing.

25. у  =x6—3x4+3x2—5. 26 .y = x 2el/x.

y3 • i
27. у  = x2e~x. 28. у  -  — . 29. у  = cos x  + * sin 2x.

x —l 2

30. у  =lnx—x+1.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

°°> 2 J da funksiya o‘suvchi, 9 ;+°° J da esa llmksiya kamayuvclii. 

. (0; 100) da funksiya o ‘suvchi, (100;+®®) da esa funksiya kama-

ynvchi.

3. R l da funksiya o ‘suvchi.

4. (_oo;—l)u (0 ; l )  da funksiya kamayuvclii, (—l;0 )u ( l  ;+<*>) da

esa funksiya o ‘suvchi. .
5 _ (_oo;0)u(2;+o°) da funksiya kamayuvclii, (0;2) da tunksiya

o‘suvchi.

6. Уг
И '

7. Ekstremumga ega emas.
8. Л „ „ ( - 2) = - 9 - У~ i„(3) = - 40 ’5’

9. y ,„ „ (± ^ ) = 4e 2, yn,i„<0) = 0-

у  (0)—7.
s  max 4 '

10. Уг

У г §и

J

2 ’
Уг

5lt'

6

3

2 ’ У г = 1,

Уг
' 371 

7

11- У eng капа ( - 1)” 8 '

12- (—1)= е_ '.

13. у , (4)=6,

14. у (4)—17,Xепц katta 4 7 ’
15.0. “

= —3.

уXcng kichik
(2)=—19.

V.„ ,.:.usk(0) —0.

r eng kichik^

X eng kichikv '

у  (0 )—0 .
2 eng kichik4 '

>’сгеЫсЫк(2)=7 '< -1>=- 3-

16. 2 )u
da qavariq; —2; -  j  da botiq.

17. (-oo;0) da botiq; (0;+®°) da qavariq.
18. (2тпЦ2k+ l)n ) da botiq; ((2/c+1)tc, (2k+2)%) da qavariq, keZ .

19. (—oo'0 )c j ( 1 °°) da botiq; (0;1) da qavariq.

20. (—°°;0 )u  з ’+°°
( 2 3

da qavariq; d; -  da botiq. 
V )
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25. Aniqlanish sohasi: R}; juft funksiya; asimptotaga ega emas; 

(—oo;0) da kam ayadi, (0;+co) da o ‘sadi; y min(0 )= —5; egilish

nuqtalari:
V5

; —4,51 , (1;—4), -  4,51 , (— 1;—4);
\P

(— —  l )  u

\

J5.1&
u(l;+°>°) da qavariq, - i ;

7 s
u

75 da botiq; 1-chizma.

26. A niqlanish sohasi ! (—°° ; 0 ) u ( 0 ; ° o ) ;  * = 0  fnnksiyaning

U

ikkinchi tu r uzilish nuqtasi; asim ptota: л = 0 ; У

(-o°;0)u(0;+oo) da qavariq; 2-chizina.

27. Aniqlanish sohasi: R}\ koordinata o 'qlari bilan kesishish

nuqtasi: 0(O;O); asimptota: day =0; viiin(0)=0, v;mx(2)=4e‘2=0,54;

egilish nuqtalari: ( ^ 3 — 1; 0,3), (л/3 + 1;0,47); ( ^ 3 — l;>/3 + l)

da botiq; (—<*>; ^/3 _  l) da qavariq; 3-chizma.

28. A niqlanish  sohasi: ( - » ; l)u (l;+ °° ); x = l  funksiyaning 

ikkinchi tur uzilish nuqtasi; koordinata o ‘qlari bilan kesishish

( Ъ Л  2 7

nuqtasi: О (0;0); asimptota: x =  l; “  "4 ’ egilish nuqtalari

0(O;O) ; ^—00 ;0)u (1;-h ») da qavariq; (0; 1) da botiq; 4- chizma.

29. Aniqlanish sohasi: R1; davriy funksiya: T—2n; koordinata

0 ‘qlari bilan kesishish nuqtalari: (0; 1), — | ;o j ,  — ;o j ;  asimp­

totaga ega emas; ■>

У r
= зТз

^ ■ -k min
Зл/З . 

4  ’

egilish nuqtalari: 
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- | 5 ° Ь n + arcsin

V

1 . - 3 7 1 5 " !  f  з я . л )

I’ [  2 ’ /
7  . 1 . 3 7 1 5 ] .
2t i —a r c s i n ,

V

30. Aniqlanish sohasi: (0;-h >°); koordinata o ‘qlari bilan kesishish 

nuqtalari: (1;0); asimptota: *=0; xmm(l)= 0 ; (0;+~) da botiq; 6- 

chizma. Ж 3 ’

\  2°- 1

\
\

\ /
\  10- 1 /

\

V
e .4 -2 о ' , 2 4 6

I
-10-

-20

3- chizma. 4- chizma.
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23-§. TENGLAMASI PARAMETRIK SHAKLDA, QUTB 
KOORDIN ATALARIDA VA OSHKORMAS SHAKLDA BERILGAN 

FUNKSIYALARM HOSILA YORDAMIDA TEKSHIRTSH

1. Tenglamasi param etrik shaklda berilgan funksiyaning 
grafigini chizish.

Ckalar argumentli vektor funksiya tushunchasi. Funksiya 

tenglamasi parametrik shaklda berilganda va uni tekshirish jarayonida 

yangi obyekt — skalar argumentli vektor funksiya tushunchasidan 

foydalanish ancha qulay bodadi. /o ‘zgaruvchi biror {/}e R ] to ‘plamda 

0 ‘zgarsin.

1- ta ‘rif. Agar biror qonun yoki qoida bo'yicha V/ e {/} uchun 

a vektor mos qo'yilgan bodsa, u vaqtda {/} to ‘plamda a - c i ( t )  

skalar argument]] vektor funksiya aniqlangan deyiladi.

Biror {в|,^2,вз} bazisli fazoda Dekart koordinatalar sistemasini 

olamiz. Bu koordinatalar sistemasida har bir skalar argumentli 

vektor funksiya a(t) = jc(t) ei + y ( t ) e i  + z.{t)eз shaklda tasvirlanadi, 

bunda x(t),  >’(/), z(t) (/<={/}) funksiyalar a{t)  vektorning mos 

ravishda Ox , Oy, Oz o'qlardagi proyeksiyalari (komponentalari). 

Demak, har bir skalar argumentli vektor funksiyaning berilishi 

uchta skalar x  (/), y ( x ) ,  z{t)  funksiyaning berilishiga teng kuchli.

K oordinatalar boshiga qo‘yi!gan a ~ a { t )  vektorning uchi 

bodgan M  nuqta / argument {/} to‘plamda uzluksiz o'zgara borganida 

fazoda qandaydir geometrik о din hosil qiladi. Bu geometrik о din 

biror chiziqdan iborat bodadi; ana shu chiziq skalar argumentli 

vektor funksiyaning godografi deviladi (23.1- chizma).

2- ta 4rif. Agar a (/) vektor funksiyaning kom ponenta lari 

bodgan x(t), y (/) , z{t) skalar funksiyalar {/} to 'plam da chegara-

langan bodsa, u {/} to 'p lam da 

chegaralangan deyiladi.

a (/) v e k to r  fu n k siy a  {/} 

uyplam da aniqlangan bodib, t0 

nuqta {/} to lplamning limit nuq- 

tasi bodsin.

3- ta ‘rif. Agar Ve > 0 son 

uchun 38(e) > 0 topilib, argu­

ment t ning 0<|/— /()|<5 tengsiz- 

likni qanoatlantiruvchi barcha
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qiymatlarida
ait)  — no < e tengsizlik bajarilsa, a o‘zgarmas vektor

a (/) vektor-funksiyaning tQ nuqtadagi (/ - » t0 dagi) limiti deviladi

va lim ait) -  no kabi yoziladi.

3- ta ‘rif quyidagi ta ‘rifga ekvivalent.
3'-ta‘rif. Agar a ( t ) - a 0 vektorning uzunligi /->/„ da nolga 

intilsa, yadii

lim a if)  — n0 = 0

bodsa, u holda n 0 o'zgarmas vektor a it) vektor-funksiyaning t0

nuqtadagi limiti deyiladi. ..................
Eslatma. Skalar argumentli vektor-funksiya hmitmmg geometrik 

madiosi quyidagicha: t-ьЦ da ait) vektor-funksiya n 0 0 ‘zgarmas 
vektorga ham uzunlik bo‘yicha, ham yodialish bo‘yicha intiladi.

4- ta‘rif. Agar /->/0 da n (/) vektor-funksiyaning limiti nolga

teng, yadii lim a(t)=0 bodsa, n (/) vektor-funksiya t0 nuqtada

(/_>/ da) cheksiz kichik vektor-funksiya deyiladi.
1°- misol. a ( t ) =t e ] + sin t e 2 vektor-funksiya /—>0 da cheksiz 

kichik vektor-funksiya bo lishini ко isating.

Yechilishi. Ve > 0 berilgan bodsin. Bu songa ко ra 5 -   ̂ > 0 

deb olinsa, t ning 0<|/—0|<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 

qiymatlarida

a(t) — 0 = te\+ s in fei < t + s in t < 2 t  < г
1 i

tengsizlik oVinli bodadi. Bu esa tsO  da a (t)= tei +sinte2 vektor- 

funksiyaning cheksiz kichik funksiya ekanligini bildiradi, yadii

lim a it) = lim (tei + sin l e i )  =  0 .

a (t) vektor-funksiya {/} to ‘plamda aniqlangan bodib, t0e  {/} bodsin.

5- ta ‘rif. Agar t->tQ da a if) vektor-funksiyaning limiti mavjud 

va u a (/0) ga teng, yadii

lim a(t) = a(t0)
t ->t0

bodsa, u holda a (/) vektor-funksiya t=t0 nuqtada uzluksiz deb ataladi.

339



t ning { t)-(a ;b )  intervaldagi har bir qiymatida a{t) vektor-

funksiya uzluksiz bo'lsa, a ( t)  funksiya shu intervalda uzluksiz  

deyiladi.

5- ta iifni quyidagicha ham aytish mumkin:

5 '- ta ‘rif. Agar Vc > 0 son uchun 38(e) > 0 son top ilib , t

argumentning t — 10 < 8  tengsizlikni qanoatlan tim vch i barcha 
qiymatlarida

a (t) — a (t0) < e

tengsizlik bajarilsa, a (t) vektor-funksiya t=t nuqtada uzluksiz deb 

ataladi.

Agar a{t) vektor-funksiya

a(t) = x{ t)e  i +y{t)~e7+ z(t)ez

shaklda tasvirlangan bo lsa , a(t) vektor-funksiyaning p=t{) nuqtada 

uz luks iz lig i un ing  k o m p o n e n ta la r i: x ( t ) ,  y ( t ), z (t) sk a la r 

mnksiyalarning t=t0 nuqtada uzluksiz bolishiga teng kuchli bo lad i.

a(t) vektor-funksiya {/} to 'p lam da aniqlangan bo‘lsin. t ni 

belgilab, unga At (A t > 0 yoki ЛК0) o ittinna beram iz (t+Ate ft)),

natijada a (t) vektor-funksiya ham Aa = a(t + At) -  Ъ(1) orttirma 
oladi.

6 - t a ‘rif дстяг Ao  -  n(t+At)—a{t) . . .
О ta n t. Agar A{ -  .....— _ nisbatnmg /->0 dagi Jimiti,

n* i/2o At mavjlld ŝa> ku kmit a(0  vektor-funksiyaning t

nuqtadagi hosi/asi deyiladi va u a \ t )  yoki a(t) kabi belgilanadi.

a{t) vektor-funksiya komponentalari bilan berilganda,

= a (t+At)— a (t)=[x(t+At)—x(t)} ei + [y(t+At)—y(t) ] e2 +  

+U(H-A/)—z{t)\ ез 

bo‘ladi.

Shu sababli

Iim ~  = lint e , + Hm ZC + А0  ~  У(0 - ,

+ iim
At
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boladi. x  (/), у (/), z  (0 funksiyalaming har biri / nuqtada hosilalarga 

ega bo lsa , a (t) funksiyaning t nuqtadagi hosilasi

a \ t )  = lim - -  = x \ t ) e i + y \ t ) e i  + z \ t ) e з
4 д/->0 At

kabi belgilanadi. . . . .
Vektor-funksiyaning geom etrik tasviri egri chiziqdan morat

ckanligini ko‘rib o‘tdik. Endi argumentning / va t+At qiymat anga 
chiziqning M va M x nuqtalari mos kelsin (23.1- chizm a). U holda 

ayirma vektor АЪ = Ъ { t+ A t) -  a (/)=  M M \ bo lad i. M M X vektomi

Д /skalar songa bo‘lib, — ^ -• vektom i hosil qilamiz. MM\ va

vektorlar chiziqni kesuvchi M M \ to ‘g‘ri chiziq ustida >^tacid 

/_>0 da M. nuqta chiziq bo‘ylab M  ga intiladi. Natijada M M X 

to‘g‘ri chiziq M  nuqta atrofida aylanib, urinma vaziyatim oladi. 

Shartga kovra, a{t) vektor-funksiya t nuqtada hosilaga ega bo Igani

uchun lim aV ±  At)  — °№  = a '( t)  mavjud bo‘lib, bu hosila urinma

chiziq bo‘ylab yolialad i, ya‘ni a ( t )  urinma vektorni lfodalaydi.

7- ta‘rif. Chiziqning berilgan nuqtasidagi urinma vektori bo ylab 

yo‘nalgan to ‘g‘ri chiziq chiziqning shu nuqtasidagi urinm asi 

deyiladi (23.1- chizma).
' 8- ta‘rif. Chiziqning M  nuqtasidagi urinmaga perpendicular 

bo iib , M  nuqtadan o‘tgan to ‘g‘ri chiziq berilgan chiziqning M  

nuqtasidagi normali deyiladi (23.1- chizma).

a{t) vektor-funksiya R 2 da berilgan bo iib , uning kom ponen­

talari x(t) va y(t) bo lsin . U holda

a =  a(t) ( 1 *

tenglama
x = x ( t y ,  y = y ( t ) (2)

tenglamalarga teng kuchli. Bu holda chiziq tenglamasi parametrik  

shaklda berilgan deb aytiladi. Xususiy holda, chiziq tenglamasi

y = f ( x )  O )

ko'rinishda berilganda chiziq tenglamasi oshkor shaklda berilgan

deyiladi.

Chiziq tenglamasi
F ( x , y ) = 0 (4)
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^  » " ™ «  * * * *

tenglamasi < 0 -< 4 )  ko<rinish)arda berilganda im sa 
о tkazilgan urinma tenglamasi, mos ravishda, g

o = ao + xa'0 ,
X - x  = ) - ■.

x' y' ’

y ~ y = f '( x )  ( X - x ) ,  

( X - x ) F ' + ( Y ~ y ) F ; =  0

koTinishlarda bo 'lad i, bunda X, У — egri chiziq o 'zgaruvchi

" 7 t S!n"!f k00f  natalari, fl -  bu m eaning radius-vektori 

’ f  ® mish lll|4tasining koordinatalari.
Normalning tenglamalari mos ravishda

a — a. ) a 0 = 0 ,

( X - x ) x '  + ( Y - y ) y '  = o,

(X  ~  x ) + (Y — y ) f ’(x) = 0,

X —X _ У—У
f '

S S a  u , S '  Egri ChiZ‘4ning teng,amaSi ° Shk0r “

к > 0

a)

k = 0
d)

nuqtasidagi egriligi

23.2- chizmsf.

к = ___ .
( i+ /2(x))3/2

342

formula orqali topiladi. Egri chiziq tenglamasi parametrik shaldda 

berilganda esa lining egriligi

formula orqali topiladi, bunda

x '= x '(t) , /  = / ( / ) ,  x" = x"(t), y" = y"(t).

Agar k>0 bo isa , egri chiziq M  nuqta atrofida urinmadan chapda 

joylashgan bodadi (23.2 a- chizma).

k <0 bodganda esa egri chiziq M  nuqta atrofida urinmadan 

odigda joylashgan bodadi (23.2 b - chizma).

k —0 bo:lib, M  nuqtada ishorasini o'zgartirganda, M nuqta egiiish 

nuqtasi bodadi (23.2 cl- chizma). Bu holda egiiish nuqtasini topish 

uchun

x y"+ x "y' = 0 (x '2 + у ' 2 ф  0)

tenglam ani yechish kerak, ya‘ni egrilikni nolga aylantiradigan 

nuqtani topib, sodigra bu nuqtadan  odishda к ning ishorasi 

o ‘zgarishini tekshirib kodish kerak. Egri chiziqning egriligi к 

ekstremum (maksimum yoki minimum)ga ega bodgan nuqtalarni 

egri chiziqning uchlari deb ataladi.

Egri chiziqni tekshirish — uni aniq chizish uchun kerak 

bodadigan uning asosiy muhim xossalarini aniqlashdan iborat. 

Egri chiziqning muhim xossalariga quyidagilarni kiritish mumkin: 

egri chiziqning maxsus nuqtalari, egiiish nuqtalari, asimptotalari, 

o ‘zaro  kesishish nuq ta lari, o ‘qlar b ilan  kesishish nuq ta lari, 

urinmasi koordinatalar o'qlariga parallel bodgan nuqtalar.

Etidi tenglamasi

; : $ > • }  < « * ' * »  i s)

parametrik shaldda berilgan funksiyani qaraymiz.

Simmetrikligi. Agar <p(/) — juft, \\i (/) esa toq funksiyalar 

bodsa, berilgan (5) shakldagi funksiyaning grafigi abssissalar okqiga 

nisbatan simmetrik bodadi.

Agar ф(/) — toq, xi/ (/) esa juft bodsa, berilgan (5) shakldagi 

funksiyaning grafigi ordinatalar o'qiga nisbatan simmetrik bodadi.

Agar (p(/) va q/ (/) funksiyalarning ikkalasi ham  toq bodsa, 

(5) shakldagi funksiyaning grafigi koordinatalar boshiga nisbatan 

simmetrik bodadi.
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I shartlar yetarli shartlar bodib, zaruriy shart emas.

oordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalari. t ning у  (/)=0

• mam qanoatlantiradigan qiymatlari berilgan egri chiziqning
■sal,11 о qi bilan kesishish nuqtalarini aniqlaydi.

tin)' ф (/)—0 tenglamani qanoatlantiradigan qiymatlari berilgan

1 liiziqning o rd in a ta la r o cqi b ilan  kesishish nuq ta larin i

aydi.

daxsus nuqtalar. Egri chiziq param etrik tenglamasi bilan 

gan bodsin, ya£ni

ф(0? У ~ ^  (t) yolci r  = r(t)=(p( f)]  +\j/ ( f ) j  9 a< /< (3 . 

Vgar t=tQ da фХ/0)=\(/(/0)-0  yoki r ( t0)=0 bodsa, u holda MQ{xg,yQ) 

la berilgan egri chiziqning maxsus nuqtasi deb ataladi.

Lgii chiziqning maxsus nuqtalaridan boshqa hamma nuqtalarini 

iag Ф 0), Ф 0 )  funksiyalarning hech bodmaganda birortasini 

fa aylantirmaydigan qiymatlariga mos kelgan nuqtalarni) oddiy 

i regular nuqtalar deyiladi.

Паг qanday oddiy M Q(x0;y0) nuqtadan odkazilgan urinm a 

/.iq tenglamasi

■v ~ У о  = (x ~  x 0), ф\t 0) ф 0 bodganda 
<i

л ~  x 0 = (y  — y 0), \jf'(t0) * 0 bodganda 

‘rinishda bodadi.

Ь М  nuQta maxsus nuqta bodsin. Faraz qilaylik p > ( /o)=o va 

(/,,) vektor r lp)(t0) vektorga ko llinear bodm asin . °Bunda 

lyidagi hollar bodishi mumkin:

I) p toq, q juft, 2) p toq, q — toq; 3) p — juft, q — 

>d; 4) p  juft, q — juft.

Ihrinchi holda M nuqtaning atrofida egri chiziqning holati oddiy 

uqtalarning atrofidagi holati kabi bodadi.

Ikkinchi holda M nuqta egri chiziqning egilish nuqtasi bodadi.

I Jchinchi holda M  nuqta birinchi turdagi qaytish nuqtasi bodadi.

1 o rtmchi holda esa M nuqta ikkinchi turdagi qaytish nuqtasi bodadi 

Xususiy holda egri chiziqning qaytish nuqtasida

ф '(0 = 0, \\r'(0 = 0 ( x X  -  y X  ф 0)

shartlar bajariladi, ya£ni bu nuqtadagi urinmaning burchak koelln 

siyenti aniqmas bo£ladi.
Egri chiziq urinmasining koordinata о qlanga parallel bo h.

^ ^ m a d u m k i ,  egri chiziqqa o £tkazilgan urinm aning abssissalar

o£qiga parallel bo£lishi uchun y'x = 0, ya£ni у ' = 0, x ' Ф 0 shart

bajarilishi kerak £ . „ .
b) egri chiziqqa odkazilgan urinm aning ordmata о qiga paiallei

bo£lishi uchun x't = 0 ,  y \ ^  0 shart bajarilishi kerak.

Egilish nuqtasi. Funksiya grafigining egilish nuqtasim topish

uchun x \ Ф 0 shartda t ning x 'y"2 — y 'X -  = 0 tenglamani qanoat-

lantiradigan qiymatlarini topish yetarli.

Egri chiziqning karrali nuqtalari. Har xil urinmaga ega bo lgan 
egri chiziq ikkita shoxining kesishish nuqtasi egri chiziqning к а п а  i

nuqtasi deyiladi. . , .
Agar M ( x - y , )  nuqta egri chiziqning karrali nuqtasi bo Isa, t

param etrning shunday ikkita har xil /, va f, qiymatlari mavjud

bodib, ular uchun

\ x ] = ф(/]) = Ф(^)>

[ У  i =v( t \)  = V(h)

munosabat o£rinli bo£ladi. Bu sistemani yechib, t parametrning 

topilgan /, va t2 qiymatlariga mos kelgan egri chiziqqa о tkazilgan 

urinm aning burchak koeffitsiyentlari

j. _ Yt t i)
1 Ш

va к,  = ^
v'(h)
c p '( r i )

formulalar yordamida topiladi. . . .  . ,
Egri chiziqning qaytish nuqtalari. Egri chiziqning qaytish 

nuqtasida <p'(0 = 0, V (0  = 0 W ,  ~  У Х  *  0) shartlar bajarila- 

di, ya£ni bu nuqtadagi urinm aning burchak koeffitsiyenti aniqmas

bo£ladi.
Egri chiziqning asimptotalari.

Agar:

1) lim v (/)  = o°, И тф (/)  = о tengliklar bir vaqtda bajarilsa, 

/->/0 . .
egri chiziq x=a  vertikal asimptotaga ega,

2) lim  \i/(/) = oo, lim  ф(/) = b tengliklar bir vaqtda bajarilsa, 

/->/0
egri chiziq y = b  gorizontal asimptotaga ega bodadi.
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Egri chiziqnmg ogkma asimptotasini, yakni y=kx+b ni topish

”,m lm di^n% = ;aqtda ;X(V =“ > У ( V -  munosabatiarni qanoa, 

Ьс t0 qiymatini topish kerak. Agar t ning shundav 
qiymati topilsa, u holda к va b Jar bJumday

A = a = i™ [4'W -a <p(?)J

formulalar orqali topiladi.

Shunday qilib tenglamasi parametrik shaklda berilgan 
ft nksiyam tekshinsh va lining grafigini chizishni quyidagi tartibda 
olib borish maqsadga muvofiq bodadi.

Jarini 0cî iy (re3ldar) nuqtalari va maxsus nuqta-

2. Funksiyaning karrali nuqtalarini aniqlash
3. Funksiyaning koordinata okqlari biJan kesishish miqtalarini topish

4. Egn chiziqning koordinata okqlariga paralleJ bodgan urin- 
maianni topish.

5. Egri chiziqning egilish nuqtasini aniqlash.
6. Egri chiziqning asimptotalarini topish.
7. Egn chiziqning o‘qlarga nisbatan simmetrikiigini aniqlash

ch iz!"  hbU 'V = 3 ,_ /’ y=2,1~ ,> grafigini

Yechilishi. 1. Berilgan funksiyalar —oo</<+oo da anialan^an 
uzluksizvadifferensiaiJanuvchi. aniqiantoan,

t=+\ da x, = 3 — 3/2 va y ' = 4/ — 4/3 hosilalar birvaqtda nolga 

aylanadi, yadii r'(±l) = 0. AT,(2; 1) va ЛГ2(—2;1) nuqtaJar egri 

chiziqning maxsus nuqtalari bodadi. r"(± 1) * 0, r'"(±\) * 0 bo‘l- 

ganligi uchun mos ravishda p =2, q =3. Demak, M (1\) M (_2* J)
nuqtaJar, maxsus nuqtalar turiarining 3) - bandiga asosan, birinchi 
tur qaytish nuqtalari bodadi.

2. Egri chiziqning karrali nuqtalarini topish uchun / nine- har 
xil /, va t2 qiymatlarini olib,

J<p(h) = <p(/y),

[W l)  = V|/(/2)

munosabatni eltiborga olgan holda,

l3h — 4  = з t2 -

b /,2 -  /,4 =  2 /2 -  4
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sistemani hosil qilamiz. Shartga ko‘ra, r, va t2 lar har xilbodganligi 

uchun, keyingi sistemaning ikkinchisidan (h — *2 ) (2 ^ ty- )

tenglamaga ega bodamiz. Bundan /f tj = 0, 2 -  d + E ^

=  _ / 2 bodadi. Bu qiymatni tenglam alar sistem asimng bmnchisiga 

qolyib, /,(3 — /2) = 0 tenglamani hosil qilamiz. Bunda, agar t — 0 

bodsa, t =  0 bodadi, bulling bodishi mumkin emas, faqat 3 — -  0

hoi o'rinliboriadi. Keyingi tenglamadan t, = ± A  >2 = W 5 ildizlaiga 

e„a bodamiz. / ning bu qiymatlariga egri chiziqmng Щ 0;—3) nuqtaa 

mos keladi. lekin bu n uq tadan  origan u rinm anm g burchak 

koeffitsiyentlari har xil bodadi:

ki = Л- /1=7 з= з h = ч/з ”  Vs ’ Ух\ Ь = - ^  л/з

Shunday qilib, egri chiziq M3( 0 ; - 3 )  nuqtadan ikki marta oriadi.

3 / ninCT 2 t 2— t A=Q 3t—13= 0 tenglam alarni qanoatlantiradigan 

qiymatlari, mos ravishda, egri chiziqning abssissa va ordinata o 'qlan 

bifen kesishish nuqtalari koordinatalanm  topish imkonim beiadi. 

Bu tenglamallarini yechib, egri chiziq koordinata о qlanni M 0{ J,U), 

Л/.(0;—3), М4( Д 0), M 5(—Д 0) nuqtalarda kesib oriishini

a n l4 ay,= 0 'd a  y '= 0 ,  yariri / , (0 )= 0 .  x '(0 )* 0  boriganligi uchun 

щ 0; 0) nuqtadan odgan urinm a abssissalar okqi bilan ustma-

ust tushadi.
< , < - l ,  - 1  < к о  da y'x = 4' < 0 boriganligi uchun be-

, , 4/  n
rilgan funksiya kamayuvchi, 0 <  t<  1, 1< /< + °° da Ух ~ 

bodganligi uchun berilgan funksiya o ksuvchi. Demak, /= 0  da, 

ya ‘ni м  (0;0 nuqtada berilgan funksiya m inim um  ynlin(d) и 

qiymatga0ega bodadi. /=±1 bodganda x = ± 2  bodadi, yadii Щ 2^1) 

va 2;1) nuqtalarda berilgan funksiya maksimum ymax(— ) 4 

qiymatga ega boriadi.
' 5. v ' fnuksiyadan yana bir marta x  bo'yicha hosila olanuz:

y;2 x ,-.v ,x ,2 

= -  ,.,P —(х',Г " 9(1—/2)

tiling—/< /< 1 qiyatlarida у "х г  > 0, shuning uchun egii chiziqning
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chizjqning egilish nuqtalari bo ladi “ 2,J) qtalar eSri

v i t2__A л ^  ’ У ~>~00 bo Jadi./_* o o  da :v = 2/2 ~ /4
' 00 bo ^anJigi uchun egri chiziq asimptotaga

ega emas.
3/—t-

/  —>+oo d a  у  -  *з ,з
x  -  i t  ~ t  — r  -> +oo, у  ~ - t 4 -> -оо

-Вunda x — Ня у ~ — v^/з i c, ,. _
chiziqning hoJati x 4/3 r h v  • ,° 3dl' Shlmday ЧШЬ, egri

8 11 ~x  chiziqning holati kabi bo‘iadi. ,_»0 da

X—3 f~ t> ~  3/ -4 0 1» 0/2 л» 2 3
0  ^  ~  9 X -  - +  0 .  Demak, M 0(0;0)

Z “ r r ° " '  ' 8,i * “ • ..... .. “ ■ ■ * " + •  « * * * * •

chiziq ordinatalar o ‘oifa 2  I * ’ ,Unksiya bo‘lganligi uchun egri 

2- ndsol. Ushbu

Л  к s ' 5 h 3

»A
4

23.3-
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rasm.

Yechilishi. 1. Berilgan funksiyalar -oo < /<+00  da aniqlangan, 

nzluksiz va differensiallanuvchi. 1 ning bu qiymatlarida - ~ < i  <0, 

-00 < у  < +oo. /= 0  da x, = 4 f , y \  = t4 — t 2 funksiya bir vaqtda nolga 

aylanganligi uchun M Q(0;0) nuqta egri chiziqning maxsus nuqtasi 

bo iad i. P (0 )  = {0;—2} Ф 6, r lv(0) = {24; 0} Ф 0 bo‘ganligi uchun 

p = 3, q= 4 bo iad i. Dem ak, maxsus nuqtalar turlarining birinchi 

bandiga asosan, egri chiziqning yV/0(0;0) nuqta atrofidagi holati 

uning oddiy (regular) nuqta atrofidagi holati kabi bo iad i.

2. Egri chiziqning kesishish (karrali) nuqtalarida, ya‘ni / ning 

har xil tx va t2 qiymatlariga mos kelgan nuqtaning abssissasi x  va 

ordinatasi у  lar bir-biriga teng bolganligi uchun

/4 _ И 
*1 -  '2 >
1 t5 _  1 t 3 -  1 t5 — 1 P  
ch <-> 11 ~ 5 h 'i h

munosabatlar ohinli bo‘ladi. /, va /, lar har xil bolganligi uchun 

sistemaning birinchi tenglamasidan t2—— t2 ekanligi kelib chiqadi. 

Bu topilgan qiymatni sistemaning ikkinchi tenglamasiga qo‘yib,

/13(3/13 - 5 )  = 0

tenglamani hosil qilamiz. Bundan /,=0 bo Isa , 1= 0 bo iad i, biinday 

bolishi mum kin emas. Shartga ko‘ra, t{ va t2 lar har xil edi. Shuning

uchun faqat 3t\  —  5 = 0 hoi ohinli bo iad i. Bundan tx = ± j  p 

/2 = + ^  q iym atlarn i topam iz. t ning bu q iym atlariga egri

.chiziqning bitta M x
25. 

9 ’
nuqtasi mos keladi, lekin bu nuqtadagi

urinm aning burchak koefhtsiyentlari har xil boiadi:

К = Ух 

к,  = у '

t\ =±

h=+

I

I s,

1

41

1 th  1 

41

'|=±4 

? — +

2 Ш

h=±,
2yJ\5

Demak, egri chiziq M- 

< 2 5  л

25
: ; o nuqtadan ikki marta o ‘tar ckan.

ya lii M x
9 ’

;0 nuqta egri chiziqning karrali nuqtasi b o la r  ekan
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3. t ning ~/5 1 .3
2 t ~  ̂ tenglamalarni qanoatlantiradigan 

qiymatiari berilgan egri chiziqning abssissalar o‘qi bilan kesishish 

nuqtasmi amqlaydi, /4- 0 tenglamani qanoatlantiradigan qiymatiari 
esa unmg ordinatalar o‘qi bilan kesishish nuqtasini aniqlaydi Bu 
tenglamalarni yechib, egri chiziqning koordinata o‘qlarini M (0;0» 

f  25 \
;0 j nuqtalarda kesib o'tishiga ishonch hosil qilamiz.va M,

t2- 1
4. t ±1 da y'x -  '4;3' ,  ya-my/(±l)=0)JCj(±i)^0bo‘igani uchun

[ i,—15 ) va f i; i s nuqtalardan o'tgan tirinmalar abssissalar

0‘qiga parallel bo‘laA, / =0 da esa A/o(0;0) nuqtadan o‘tgan urinma 
ordinatalar o‘qi bilan ustma-ust tujhadi.

^ Ух —  ̂bo lganda uchun berilgan funksiya o'suvchi, 

e  ̂ 3;A. (^)^O bodganligi uchun berilgan funksiya

1 da x — 1 bo'ladi, ymxd ) = ^ ;  / e (0; 1] da

1 bo'ladi, vmi„ ( - l )  = -

5. У, =
t ‘ ~  i 
4,3

V 2
ХГУ, 2 —X ' l - y ’t

(x',y

cheksizlikka intiladi. / —>ooda y = 
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kamayuvchi, /

yv< 0 bo Iganligi uchun berilgan funksiya kamayuvchi, /e[f+oo) 
ha yx > 0 bo"Iganligi uchun berilgan funksiya o'suvchi, t = \ da

2

25

dan yana x bo'yicha hosila olamiz; 

[в? ’ sbuningdek, x"2 = -

Bun dan egri chiziqning egilish nuqtasiga ega emasligini ko"rish 

qiyin emas. Agar />0 bo‘lsa, y"2 >0, demak, [0;3] da egri 
chiziqning qavariqligi ordinatalar opining manfiy tomoniga qarab 

yo"nalgan bo'ladi, /<0 bolganda esa y"2 < 0 bodily egri chiziqning 
qavariqligi ordinatalar opining musbat tomoniga qarab yo"nalgan 

d o  jadi. t - 0  da egri chiziqning qavariqligi yodialishi o'zgaradi 

lekm koordinatalar boshida egilish nuqtasi yo‘q. /=0 ning atrofida
"  _  4 ( / 2+ ] )  f У

Xy2 ~ /2(/2_i)3 bodgani uchun egri chiziqning qavariqligi

abssissalar 0‘qining manfiy tomoniga qarab yo‘nalgan bo'ladi 
6. / ->-d a  x -  va у  -> oo, ya‘ni t ->oo da egri chiziqning nuqtalari

3 /2—5
Y ~  ~y 00 bo‘Iganligi uchun egri

chiziq faqat ordinatalar o‘qiga parallel bo'lgan asimptotaga ega bolishi 

mumkin, lekin t — da x -> ~>, shuning uchun egri c uziq

asimptotaga ega emas. t da x — У 5? '

bundan x -4~ d a  у ~ \ t *  bo'ladi. Shunday qilib, cheksizlikda

egri chiziqning holati ' x4 chiziqning holati kabi bo'ladi. *-»0 da

x = t 4 _^o у __1 /3_> о, у ---- 1 х4 -> 0. Koordinatalar boshida

e g r i  chiziqning holati Qy j> =x  chiziqning holati kabi bo'ladi.

7. x //) _  juft, у (t) — toq bo‘Iganligi uchun egri chiziq abssissa­
lar o‘qiga simmetrik joylashgan bo'ladi. t ning ishorasi o‘zgarganda 

nuqta abssissasining ishorasi o"zgarmaydi, taqat nuq a 
ordinatasining ishorasi o‘zgaradi. Shumng uchun egri chiziqm 

nine musbat qiymatiari uchun chizish yetaili.
Berilgan egri chiziqning grafigi 23.4- chizmada tasvirlangan.

3- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing: 

x=3  /— e-3/, y —2t+e~21

Yechilish i. 1. Berilgan funksiyalar -oo<t<+°° da aniqlangan, 

uzluksiz va differensiallanuvchi. /=0 da x ' =3 — 3e va 

у  -  2 — 2e~2> funksiyalar bir vaqtda nolga aylanadi. Mx(1; 1) nuqta 

egri chiziqning maxsus nuqtasi bo ladi.
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r '(0 ) = {9;4} * 6, r '̂(O) = {—27;—8} ^ О b o ‘lgan lig i u ch u n  

р — 2, q =  3 bokladi. Demak, M {{ 1; 1) nuqta egri chiziq uchun

birinchi tur qaytish nuqtasi bo‘alidi.

2. Egri chiziqning karrali nuqtalari yo‘q.

3. Egri chiziq koordinata o'qlari bilan kesishmaydi.

/ 2(\+e / ч / r\ /
4. Ух -  Vn -t— -in  > G (-oo,+oo) (ja j  ^0 , Л  ^ 00 emas.

ЗО+е +e “ ) x x

Demak, egri chiziq koordinata 0 ‘qlariga parallel urinmalarga ega

emas. V /e  (-oo,+oo) uchun y'x > 0 ,  berilgan funksiya o ‘suvchi.

x = \  da kmax( l ) = l ga ega.

5. y 'funksiyadan x  bo'yicha hosilasini topamiz:

» _  2e~2t (2+e~{)
y x2 -  9(1_ e /)(1+e-7+e-2/)3 • t>  0 da y x2 > 0 , egri chiziqning qava- 

riqliq yohialishi pastga, ya‘ni ordinatalar o ‘qining manfiy tomoniga, 

/ < 0  da esa y"2 < 0, qavariqlik o rd ina ta la r o ‘qining m usbat 

tomoniga qarab yo'nalgan boMadi.

6. Egri chiziq у  = 2 x  asimptotaga ega. Г-н<~ da x ~3t 1+
3+e.31

. -3/,

x  / i л 2
t~  - , о da y = 2 t i+2+̂ 27 г y~ -j x  • Demak, cheksizlikda egri 

2

chiziqning holati У = ^х  chiziqning holati kabi bo ‘ladi.

7. Egri chiziq koordinata o ‘qlariga nisbatan simmetrik emas. 

Berilgan egri chiziqning grafigi 23.5- chizmada tasvirlangan. 

4- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

Y echilishi. 1. B erilgan  fu n k s iy a la r  t n ing - oo</ <+oo  

qiymatlarida aniqlangan, uzluksiz va differensiallanuvchi. Berilgan 

funksiyalarning hosilalarini topamiz:

, _ r 2(3 - /4) l / _ / 4(5+/4)

(1+/4)2 ’ Vt (1+/4)2 ‘
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/ = 0  da x = 0 , y =  0 boBganligi uchun, M0(0 ;0 ) nuqta egri chiziqning 

maxsus nuqtasi bo ‘ladi.

p (0)={6;0}^0, 7  (0)={0; 120)^0

bo'lganligi uchun  p =  3, <7= 5 . D em ak, M0(0;0) nuqta berilgan 

egri chiziqning egilish nuqtasi bo lar ekan. ^

2 Berilgan egri chiziqning karrali nuqtasi yo q.
3 . щ т  nuqta egri chiziqning koord inata o 'q la n  bilan

kesishish nuqtasi bo lad i.

4 y 'x = 4 = - - — 4~- funksiya / = 0  da y '= 0  b o ia d i.  M0(0 ;0 ) 

nuqtadan o ‘tgan urinm a abssissalar owqi bilan ustm a-ust tushadi.

t =±*j3 da M x
4 5

33;33
va M 7

4 2 
—З3;—33

nuq ta lardan  o ‘tgan

urinm alar o rd inatalar o ‘qiga parallel bo ladi. >/3</<V3 va

y 'x=,2S ^ h o  bo'lgani uchun funksiya o'suvchi, - ° ° < ? < ^ 3 va 

!j3<t<+°° da esa y ' < 0 bo‘lgani uchun bu holda berilgan funksiya 

kamayuvchi bo'ladi.
5. M a‘lumki, Mc(0;0) nuqta egri chiziqning egilish nuqtasi ekanh-

//
gini birinchi bandda aniqladik. />0 da,

30/5+58/9—22/13—2/17

(l+/4)(3/2- / 6)
>0
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bo Iganligi uchun egri chiziq qavariqligi yo 'nalishi pastga (Ox

oq in ing  musbat tomoniga) qaragan bo 'lad i. /<0 da esa y "2<0

bo Iganligi uchun qavariqlik yo 'nalish i yuqoriga (O x  o 'q h h n e  
manfiy tomoniga) qaragan boUadi. 1 ЧШШ8

x i 3 1 . Egii chiziq asimptotaga ega emas.

/-4+0» da y->±~. /-»о»da X ( t ) ~ t \  /-Ч.0 da. y ~ , \  bundan

У ^  bo ladi. Egri chiziqning A70(0;0) nuq ta atrofidagi holati

-V=A' : funksiya holati kabi bo 'ladi.

X i+;4 ’ i+;4 fiinksiyaiarning ikkalasi ham  toq funk-

, f ,yal*r bo‘Iganligi uchun beriigan egri chiziqnin» erafbi 
oordinataJar boshiga nisbatan simmetrik bo£ladi & c

f m k o l  ef m hiZ;qn,in8 grafigi 23-6- chi2mada tasviriangan.

5- misoi. Ushbu fimksiyamng grafigini chizing:

x = ~~ y=  L
t—2 У t+2 ’

L  Bf rilgan funksiyalar m in g /= ± 2  dan boshqa hamma 

q У matlauda amqlangan, uzluksrz va differensiallanuvchi. Beriigan
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funksiyalarning x '  va y \  xosilalarini topamiz:

2 2 .
(,_2)2 ’ У< (1+2)2 ’

х ' фО, у 'ф 0 bo£lgani uchun egri chiziq maxsus nuqtaga ega emas.

2. Karrali nuqtalar yo£q.

3. t= 0  da x (0 )= 0 , y(0)= 0  bodganligi uchun egri chiziq 

koordinatalar boshidan o‘tadi.

4. y 'n i  hisoblaymiz: y'x = ^ -= — • У х demak egri chiziq

koordinata o£qlariga parallel boclgan urinmalarga ega emas. t ning

t=— 2 dan tashqari boshqa ham ma qiymatlarida y x= — <0 

bodganligi uchun beriigan funksiya kamayuvchi bo£ladi.

5. Egri chiziq egilish nuqtasiga ega emas. yx2 hosilani hisob­

laymiz:

‘i =4 f ?
 ̂t+2

t ning |/| >2qiym atlarida y x2>0  bolganlig i uchun egri chiziq 

qavariqligini yo'nalishi pastga, ya'ni koordinatalar tekisligining 

uchinchi choragiga qarab yo£nalgan bo£ladi. / ning |/| <2 qiymatlarida

y"2 <0 bo£lganligi uchun qavariqligining yo£nalishi yuqoriga, ya£ni 

koordinitalar tekisligining birinchi choragiga qarab yo£nalgan boladi.

6. t —» —2 ± 0 da x —>±сю, у -^ -^ \  t — 2±0da  x —>—, у —>+°°.

Demak, egri chiziq uchun x = ^ ,  y = i  to £g£ri chiziqlar mos ra-

vishda vertikal va gorizontal assim ptotalari b o £ladi. Beriigan 

funksiyalarni bir vaqtda cheksizlikka aylantiradigan t ning shunday 

q iym atlari m avjud b o £lm aganligi uchun  egri ch iz iq  og ‘m a 

asimptotaga ega emas.

7. Beriigan egri chiziqning grafigi uning asim ptotalar kesishish

nuqtasi M x ga nisbatan simmetrik joy lashgan bo'ladi.

Y uqoridag i band lardag i m ulohazalarga  asosan  beriigan
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о Л 2

23.7- chizma.

funksiyaning grafigi 23.7- chizmada tasvirlangan.

2 . Tenglamasi qutb koordinatalar sistemasida berilgan 
funksiyaning grafigini chizish. Qutb koordinatalar sistemasida 
funksiyani tekshirish va uning grafigini chizish sxemasi II bob, 

16- § da berilgan edi. Biz bu yerda funksiyani tekshirish va uning 

grafigini chizishda oldingi tekshirishlarga qo‘shim cha ravishda 

differensial hisob kursining tushunchalaridan foydalanamiz.

Ushbu р = /( ф ) ? _оо<ф<+оо funksiyani qaraymiz.

Agar p=/((p) funksiya chegaralangan, ya‘ni p <a bofisa, u 

hold a egri chiziq aylananing ichida joylashadi.

Agar p = / ( —cp)=/((p) bo‘lsa, egri chiziq qutb o ‘qiga nisbatan 

simmetrik; agar /(тг—ср)=/(ф) bo4Isa, egri chiziq qutb o'qiga 

perpendikular bofigan to lglri chiziqqa nisbatan sim m etrik va 

nihoyat, agar /(7с+ср)=/(ф) bofisa, egri chiziq qutbga nisbatan 

simmetrik bofiadi.

Р = /(ф ) funksiyani ekstremumga tekshirish odatdagi tartibda 

olib boriladi: / '(ф )  hosila topilib. u nolga tenglashtiriladi, ya‘ni 

/  (ф)=0  tenglam aning ildizlari(funksiyaning kritik nuqtalari) 

topiladi. Agar 9 = 9 , kritik nuqtaning chap tom onida f'((p)>0 

bo4lib? o ‘ng tom onida esa f'(q>)<(Tbofisa, Pmax=/(q>i) bofiadi. 

A gar 9 = 9 , kritik nuq tan ing  chap tom on ida  / ' ( 9 )< 0 , ofiig 

tom onida esa / ' ( 9)>0  bo‘lsa, Pmin= / ( 9 i)b o ‘ladi.

Egri chiziqning pma- va pmm nuqtalariga ofikazilgan urinm a 

urinish nuqtasining radius-vektoriga perpendikular bofiadi. p= / (9 )
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23.8- chizma.

egri chiziqda urinmasi qutb o ‘qiga perpendikulyar bofigan nuqtalar 

(23.8- chizma)

p, U )

formula bo£yicha topiladi, bunda p=/c7i+ ^ —9 .

p ning bu qiymatini ( 1) ga qo‘yib, hosil bofigan tenglamani 9 

ga nisbatan yechsak, 9  ning topilgan qiymati izlanayotgan nuqtani 

aniqlaydi.

Esri chiziqning egriligi qutb koordinatalar sistemasida

, p2+2p,2-pp"

7 7 ' '  * ( 2 )
(pV 2)2

formula orqali topiladi. Agar egri chiziq egilish nuqtasiga ega bo‘lsa, 

9  ning unga mos kelgan qiymati (2) ga asosan, p2+2p/“—p p  =0 

tenglamaning toq karrali ildizlaridan iborat bofiadi.
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p=/(cp) egri ch iziqning qutb koord inatalar sistem asidagi 

asimptotasining tenglamasi

P
^ cos((p—y) '  ^

ko‘rinishda bo iad i, bunda y — qutbdan asimptotaga ohkazilgan 

perpendicular bilan qutb o ‘qi orasidagi burchak, P— perpendi-

kular uzunligi (23.9- chizma). y n i topish uchun p=/(cp) teng- 

lamada ф ning p ni ~  ga aylantiradigan 9 = 9 , qiymatini topish 

kerak. Agar cp ning shunday qiymati topilsa, egri chiziq kocp 

shoxobchalarga ega bohadi. P  quyidagi

P = lim  £1
(fK-XPj |p| (4 )

formula orqali topiladi. Agar bu limit mavjud bo‘lsa, egri chiziqning 

asimptotasi cheksiz ko‘p shoxobchalarga ega bo'ladi. Agar bu limit 

mavjud bohm asa, egri ch iziqning cheksiz ko‘p shoxobchalari 

asimptotaga ega bohmaydi (yoki egri chiziqning shoxobchalari 

parabolik tipda bo‘ladi).

Agar P>0  bo‘lsa, egri chiziqning asimptotasi radius-vektoridan 

o‘ngda joylashadi, P <0 bohganda esa chapda joylashgan boiadi.

1-misol. Uslibu funksiyaning grafigini chizing:

r  COS2 ф •

Yechilishi. R avshanki, berilgan egri ch iziq  cheksiz k o ‘p 

shoxobchalarga ega bo‘‘lib, qutb o'qiga simmetrik va qutb boshiga 

perpendikular joylashgan. Berilgan funksiya davriy funksiya bo iib , 

uning davri co=27c.

Bu funksiyani ekstremumga tekshiramiz:

/ _  2a sin ф
P -  ’ г-" , р'=0, bundan simp=0. <p =0, cp =зс nuqtalar

bUo Ц) i z

berilgan funksiya uchun kritik nuqtalar boiadi. Bunda p'(0—0)<0, 

p '(0+ 0)>0  b o ig an i uchun <p,= 0  nuqtada funksiya minimum ga 

ega boiadi, ya‘ni pmin(0)=a . р'(п— 0)<0 , р '(л+0)>0 boigani uchun 

Ф2= 7с nuqta ham funksiyaning minimum nuqtasi bo iad i, ya‘ni 
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о (n)=a. Egri chiziqning urinmasi qutb o ‘qiga parallel bo lgan 

n u q ta la r im  to p a m iz : ( 1) fo rm u la d a  \i к к  ф

tg (kn  — ф) = i  ctg9  ga ega bo iam iz , bundan tg Ф -  — 2 n*

qilamiz. Bu tenglama haqiqiy ildizlarga ega emas. c,
Egri chiziqning urinmasi qutb o'qiga perpendiku a

nuqtalarini topamiz: ( 1) form ulada p. = Ы  + ~  Ф deb olsak,

tg ( ^Tt+E—tpV I ctg9  , bundan ф,=0, Ф2=я . Demak, egri chiziqning

(a:0) va (a;n) nuqtalarida urinm a qutb o ‘qiga perpendikulai

bo iad i. /2 , ,,_n
Egri chiziqning egilish nuqtalarini topish uchun p- +2p —p P -U

tenglamani yechib, cos< p= ± J ga ega bo'lam iz. [0 ;2*] kesmada 

berilgan egri chiziq to ’rtta egilish nuqtasiga ega bo iad i.

<p=" da p = ~  b o iad i, ya'ni egri chiziq asimptotaga ega boiisln  

mum kin, lekin

p= lim  — = 
r  л sin 2tp

Ф ->

boigani uchun egri chiziq asimptotaga ega emas.

23.10- chizma.

Berilgan funksiyaning grafigi 23.10- chizmada tasvirlangan. 

2- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing.
p — l

m =arccos^ -.
p
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Yechilishi. Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi: p - l
<1

bo£ladi, bundan —p2<p—l<p: 

= lim arccos ~ = n .
n -lW 5 „ p2
P~>—r  +0 r

— l+y/5
<p+oo. lim cp(p)= 

л -1+V5 n 
P->—2 - + °

lim <p(p)= lim arccos K; ф=_ .
p->4«o p—>+oo pZ 2 T 2

Berilgan funksiyani ekstremumga tekshiram iz:

dp

p - 2
= 3 ’ bunda p=2 bo'lganda ^ = 0  bo£ladi, ~ J ^ <p<2

l -

oraliqda ~ < 0 , P>2 bolganda esa - f > 0  bo£ladi 
dp

D em ak , p—2 da funksiya m in im um ga ega ^(p=arccos

p 2 nuqtada hosila mavjud emas, bunda funksiya n  qiymatga

(maksimum qiymat) ega bo£ladi. Bu funksivaning grafigi 23.11- 

chizmada tasvirlangan.

Quyidagi spirallarning grafigini chizing

1* Arximed spirali p—й/ф, zz>0. р=лф , a>0 qutb atrofida tekis

aylanayotgan to lgcri chiziq bo£ у lab ilgarilama tekis harakat qiluvclii

nuqtaning trayektoriyasi Arxim ed spirali deb ataladi. Aylanayotgan

to ‘gkri chiziqning dastlabki vaziyatini qutb o£qi deb qabul qilib,

i
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o'zgarm as tezlanishni со, o'zgarm as tezlikni v bilan belgilasak, 

shartga ko£ra v=c?co bo‘ladi, bunda a — o£zgarmas, qutb-radiusq> 

burchakka burilsa, M  nuqta  O M =a  m asofani bosadi. OM=  p

bo£lgani uchun р=яф. .
Arximed sp ira lling  grafigini aw alo a—\ bo lgan  holda chizamiz: 

р=Ф chiziqni ф>0 b o £lganda chizish uchun quyidagi tayanch 

nuqtalar yordamida jadval tuzamiz:

Ф 0
71

6

%

3

71

2
71

3n

2
2tc

p 0
7C

6

71
О0 Ю

 ! 
Я
 |

71

К 
■> 

^
to

 
s

2%

Bu jadvalga ko£ra tekislikdagi M (p.;<p) nuqtalarning okrnini topib, 

ularni birlashtirish natijasida p=cp funksiyaning grafigini hosil 

qilamiz (23.12- chizma).
Ф ni — ф ga almashtiiganda p endi — p ga almashadi, ya£ni -°°<Ф<() 

bo£lganda, -<x><p<0 bo£ladi. Demak, Arximed spirali ikki shoxob- 

chadan  iborat bo £lib, bular qutbdan o £tuvchi va qutb o £qiga 

perpend iku lyar b o £lgan to £g ‘ri ch iziqqa n isba tan  sim m etrik 

joylashgan bo£ladi, ya£ni ularning biri ф ning musbat qiymatlariga 

mos kelib, soat strelkasi yo£nalishiga teskari ravishda tarqaladi; 

ikkinchisi esa cp ning manfiy qiymatlariga mos kelib, soat strelkasi 

yo‘nalishi bo£yicha tarqaladi.

Q utb  k o o rd in a ta la r  s is tem asid an  D ekart k o o rd in a ta la r 

sistemasiga o £tganda, Arximed spirali tenglam asining Dek.ui 

koordinatalar sistemasidagi ko£rinishi

N

23.12- chizma.



23.13- chizma.

I 5 T у
yjx +y~ =arc tg -

shaklda bodadi. Bu tenglama, ravshanki, transsendent tenglamadan 

i oral. Arximed spirali cheksiz ko‘p shoxobchalarga ega. U n ine 

elm a-kd kelgan ikkita shoxobchasi orasidagi masofa / quyidagi 

1~а{(р+2к)— а<р—2а(рformula orqali ifodalanadi va o ‘zgarmas bodadi 

Arximed spiralining egriligi qutb koord inatalar sistemasida (2) 

loim u la orqali topiladi. Arximed spirali uchun cp ning hamma

qiymatlanda k >  0 bodadi. Shuning uchun uning grafigi egilish 
nuqtalanga ega bodmaydi. ё g sn

Eslatma. p = ay+ l  tenglama ham Arximed spiralini ifodalaydi.

Haqiqatan ham , qutb o £qini a = — '  burchakka bursak, unda p= a6  

tenglama hosil bodadi (23.13- chizma).

2. Giperbolik spiral P = " . Ravshanki, <p^oo da p ^  0. 

Demak, qutb spirallari uchun asimptotik nuqta b o la d i.

M p —Q c j n  (n-  a  s i n  ф

p (p—>oa bo lgani uchun y — a to ‘gb‘i chiziq to ‘g‘ri 

burchakli koordinatalar sistemasida (bunda koordinatalar boshi 

qutbga mos, qutb o ‘qi esa absissalar o 'qining musbat qismiga mos 

lusnadi) giperbolik sprralning asimptotasi bo'ladi (23. J 4- chizma).

q ' = _ a » _ _2a

Ф2 ’ cp3 ^ an* uchun 0<|(p|<+oo ni qanoatlantimvchi 

Ф ning ham ma qiym atlanda k >  0 bo'ladi. Shuning uchun giper- 

bolik spiral egilish nuqtasiga ega emas. Giperbolik spiralning 
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tenglamasidan ko‘rinadiki, spiral ikki shoxobchadan iborat bodib, 

ular ordinatalar o'qiga nisbatan simmetrik joylashgan bodadi.

3. p= -+ /. lim p sin (p=lim ( a + / ) sin cр=д bodgani uchun y= a
ф  (p—>0 (p->0 \ ф  /

to ‘g£ri chiziq spiral uchun asimptota bocladi.

p'=— ~ ,  p"=— ~  bodgani uchun ср(я+/>ф)2—2ab=0  bod- 
ф  Ф

ganda 0 bodadi. cp(<7+/cp)2—2n/=0 tenglama bitta

( p 2 + 2 p '2 ) 2

(p=(p1(0<(p,<l) yechimga ega, agar cp>l bo‘lsa, cp(<̂ +Ap)2—2z?/=0, 

agar cp< 0 bodsa, cp(c?+/cp)2—2al<{) bokladi. Shunday qilib, egri 

chiziq cp=cp, da bitta egilish nuqtasiga ega bo‘ladi.

Agar (p orgument 0 dan -h >° gacha o'zgarganda p ning qiymati 

p->/, ya£ni egri chiziq soat strelkasi yo‘nalishiga teskari ravishda 

aylanadi, asimptotik ravishda p= / aylanaga yaqinlashadi. Agar cp 

o‘zgaruvchi 0 dan -<» gacha o £zgarsa, p ning qiymati -<*> dan 0

gacha o£zgaradi, cp = -- da qiymat nolga aylanadi, bunda p qarama- 

qarshi yo‘nalishda olinadi. Shuning uchun spiralning ikkinchi 

shoxobchasi o £z -o £zini kesib o£tib, ichki tom ondan asimptotik 

ravishda aylanaga yaqinlashadi (23.15- chizma).

4. Galiley spirali р=яср2—/ (/> 0). Galiley spirali qutb o£qiga 

nisbatan simmetrik joylashgan bodadi. Agar <p=0 bodsa, p= —/.

Agar <p=±^ bodsa, p=0 bodadi. Shunday qilib, egri chiziq qutbda
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23.15- chizma.

W h d i  (93.16- chizma). Egri chiziq 

ikkilangan nuqtaga ega bo j ega bo'ladi, р=вЧ>*
o-qida cheksiz ko‘p ^ d a W  chiZ” 2

4>*=±itfc, k= l,2 ,3 ,...; 1 0 ° tb maxsus nuqta bo'ladi. (Agar 4> 
spiral hosil bo'ladi, bun da Q

bo'lsa, p=0, P'=0 bo'lau). r bo'lganda

5. p= . Agar Ф-90 bo'lsa. P ^~  ° a ' ikkita

cheksiz shoxobchadan >bo« b _ chizma).

ikkilangan nuqtaga ega ° ‘ malkaziy simmetriyaga ega
6. Ferma spiral! ^  shoxobchadan tborat

bo‘lib, ^  da p—  "  **** 0 = а Гч ga rnos keladi, 

bo‘lib, bulardan biri P rung musbat ОД r  ga (23.19- chizma)

ikkinchisi esa p ning manfiy W 11̂ 1 P boshlanadi, q ^ b > ° z

mos keladi. Ikkala s h o x o b c h a  ham ^  Hat bu

navbatida, egri chiztqnmg S marta aylanib cheksizlikk ;
shoxobcha qutbdan cheksiz P orasidagi masofa kamaya 

Bunda ikkita qo'shm shox ■> ч
, ,_____ г л  „ (9 3 .1 9 -chizmaga qarang).

Ьм(а^^2п--а^?)-  _  2=агф(/>0). Spiral ikkita P "e

7 . Parabolik spiral <P Bulardan ikkinchtst
va p = - 0^ +/ shoxobchalardan tborat.
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23 .16 - chizma.
23.17- chizma.

. ko'P ikkilangan nuqtalavga ega (23.20- 

birinchisi bilan c h i  ф=0 nuqtada egri chiziqqa o'tkazilgan

tushadi, egriligi

urinma
q u t b

p2+2p'2-pp"
I v ----- -- -' l

(p2+2p'2)2

d‘\ nolga ay Va wadi, bunda Ф, ushbu tenglamaning
e s a ^ ,>^ ( i - ^ f + v ^ ' e , = 0 -

• y e c b i n ni: 4 Ф̂ 365



8. JezI P2- ~ (я> 0 ). Egri chiziq markaziy simmetriyaga ega

boMib, ikkita P—̂  va P- - "jjjj; shoxobchalardan iborat, ularning

liar biri qutbga yaqinlashadi (23.21- chizm a). cp->0 da p->oo, 

chunki

r  . a sin ф .
lim p sin (p=lim — y=r—=0,
ф->0 фн>0

qutb berilgan chiziqqa asimptota boMadi. cp=i da

к >0, 0 « p < -  da esa к <0 bodadi. Shuning uchun 

egri chiziq uchun egilish nuqtasi bodadi.

k =  0, (p> 

л
-  \

1

2
da.

nuqta

9. Logarifmik spiral p=a>. <p=0 da p= l bodadi.

Agar a> 1 bodsa, u holda (p-̂ >o da p—>+oo va spiral soat strelkasiga 

teskari yo'nalishda tarqaladi; cp— da p->0 va spiral soat strelkasi 

yodialishi bokyicha yopiladi, o'zining asimptotik nuqtasi qutbga 

asimptotik intiladi (23.22- chizma).

23.22- chizma.
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Agar 0 < a < 1 bodsa, u holda (p->+co da p^O  va spiral qutb 

atrofida soat strelkasiga teskari yodialishda yopiladi, (p^+°o da 

p—>+oo va spiral soat strelkasi yodialishi bo'yicha tarqaladi.

p=ca{? ko‘rinishdagi logarifmik spiralni qaraylik. Qutb o ‘qini 

biror (p, burchakka burish bilan koeffitsiyent c ni с—1 deb olish 

niumkin. Haqiqatan ham, qutb ocqini cp, burchakka burish natijasida 

р=с<7ф+ф| яф; ca,?'= \ shartidan <p,=logoc burish burchagini 

topamiz.

H ar bir logarifmik spiral o ‘zining ham m a radius-vektorlarini 

bir xil p burchak ostida kesib odadi. Haqiqatan ham,

bodgani uchun

tga—tgcp

/ , p'sino+pcoscp
y = tg a = --, -v p u=a-

p COS ф+p Sin ф ■Ф

bundan t g p = , kod'ilayotgan hoi uchun

tgp =
atp In a

1

In a "

Ixtiyoriy nuqtadagi spiralning egrilik radiusi bu nuqtaning 

radius-vektoriga proporsional bodadi:

(p2+p,2)2 (я2ф+2д2ф In2 aX1 I--------—

R=  , ■= -s— - *  — *- * , =pvl+ln~ a.
p2+p/“—pp" я2ф+2я“ф In2 a—a ^ p 2 In" a

Logarifmik spiralni p=cek^  tenglama kod'inishida berish qulay 

bodadi, bunda

tg p = J-, k{ = ln a.

U holda R=pyJ\+k2. k{ =0 bodganda p — c aylana hosil bodadi.

Qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamaning tarkibida 
trigonometrik funksiyalar qatnashgan chiziqlar.

1. Uch yaproqli va to‘rt yaproqli atirgullar. U larning qutb 

koordinatalar sistemasidagi tenglamalari, mos ravishda, p=<7sin3cp 

va p=^sin2(p (a > 0) kabi ifodalanadi.
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23.23- chizma.

Berilgan fuknsiyalaming grafiklarini chizish uchun cp ga 0 

dan 2n gacha qiymatlar berib, bu qiymatlarga mos kelgan nuqtalar 

yordamida ham chizish mumkin.

Umumiy holda tenglamasi p=flsinHp yoki p=tfcos np ko‘rinishda 

boigan egri chiziqlar oilasi atirgulsimon chiziqlar deyiladi.

tfsin/4p<l, </cos/'cp<l m unosabatlardan oilaning barcha 

chiziqlari radiusi a ga teng boigan  doiraning ichida yotishi kelib 

chiqadi. sin/* (p va cos/* (p funksiyalar davriy boiganligidan gullarning 

liar biri a ga teng bo lgan  radiuslarning eng kattasiga nisbatan 

immetrik bo£lgan kongruent yaproqlardan tashkil topadi.

Agar |/j — butun son bo‘lib, r  — juft bo'lsa, gul 2/*ta yaproqdan 

(23.23 a- chizma), /* — toq bo‘lganda esa, r  ta yaproqdan iborat 

bo iad i (23.23 b- chizma).

Agar r = m — ratsional son bo‘lib m  va n laming ikkalasi ham 

toq bo‘lsa, gul m ta yaproqdan (23.24 d  va e- chizmalar), m va n 

laming biri juft bolganda 2m ta yaproqdan tashkil topgan bo lad i 

(23.25 b va d- chizmalar), bunda yaproqlar qisman bir-birini 

yopadi.

2. Paskal chig‘anog4 p =2/*cos(p+/. Berilgan chiziqning 

konxoidasi deb, bu chiziqdagi har bir nuqtaning qutb-radiusini 

berilgan / kesmaga o ‘zgartirish, cho‘zish yoki siqish natijasida 

hosil qilingan chiziqqa aytiladi. Chiziqning tenglamasi p=/(cp) 

shaklda berilgan bo‘lsa, uning konxoidasi: p = /(cp )± / tenglama 

bilan ifodalanib, u ikki qism dan iborat bo 'ladi. Qutb sifatida 

aylanadagi nuqta qabul qilinsa, bu aylananing konxoidasi Paskal 

chig lanog‘i (ulitkasi) deyiladi. Uning tenglamasi
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p —2r cos(p+/

ko'rinishda bo'ladi. Agar 1= 0  bo‘lsa, p=2/-coscp bo 'ladi, bundan 

keyingi \ l ^ + y ^ = 2 r - 7“f = f  yoki х 1+ у г—2гх=0  tenglam a maikazi

(,•■0) nuqtada, radiusi* esa r  ga teng bo'lgan aylanani lfodalaydi. 

Bundan Paskal chig‘anog‘iga tegishli nuqtalarni qurish uchun 

radius-vektorining har bir holatiga qarab / kesmani quush kerakhgi 

kelib chiqadi. 23.25 a, b, cl- chizmalarda bulling uchta / 21,
l=2r, l>2r holati ko‘rsatilgan.

l= 2 r  b o 'lgan  hola tda Paskal ch ig ‘an o g ‘in ing  tenglam asi 

p=2K l+cos(p) ko 'rinishda bo 'ladi. Bunda koordinatalar boshi 

qaytish nuqtasi bo'lib hisoblanadi (23.25 b- chizma).
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/< 2 г  bo ‘lgan holatda koordinatalar boshi o ‘zaro kesishish 

nuqtasi bo‘ladi (23.25 a- chizma).

!> 2 r  bo ‘lganda koordinatalar boshi ajralgan maxsus nuqta 

bo‘ladi (23.25 cl- chizma).

3. Kardioida p=2r (1—costp). U ning  teng lam asi p = 2 r  (1 — 

—cos(p) ko'rinishda bo'ladi. Kardioida tenglamasidan uning Paskal 

chigkanoqlari sinfiga qarashli ekanligiga ishonch hosil qilish qiyin 

emas (23.26- chizma). To‘g‘ri burchakli D ekart koordinatalar 

sistemasida kardioida tenglamasi

(л '2+_у 2+2 rx) 2—= 4 F (x2+y 2)

4-tartibli algebraik egri chiziqni ifodalashi kelib chiqadi.
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4. Kappa. U ning tenglamasi p=tfctgcp ko‘rinishda bo‘lib, to ‘g‘ri 

b u rc h a k l i  D e k a r t k o o rd in a ta la r  s is te m a s ig a  o 't i lg a n d a  

(x2+3^)j?=а2х 2 tenglama hosil bo‘ladi. Bundan Kappa koordinata 

o ‘qlariga sim m etrik  bo ‘lgan 4-tartib li algebraik egri chiziqni 

ifodalashi kelib chiqadi:

F(x,y)=(x2+y2)y2—a2x2 va F '{x ,y)=2xy— 2a2x , F ' (x ,y ) -2 x 2y —4 y [ 

bo‘lganligidan x=0, >’=0 bohganda F ' (0;0)=0, Fy (0;0)=0 bo ladi. 

Dem ak, koordinatalar boshi uning uchun maxsus nuqta bo‘lar 

ekan.

=2y2—2a2

bo‘lgani uchun x=0, y=0 bohganda F ^ * 0 ,  dem ak, koordinalalai 

boshi ikkilangan maxsus nuqta bo‘lar ekan.

x = 0 , y= 0  b o ‘lganda p ^ - F ^ F ' = 0  b o ‘ladi. B undan osa 

koordinatalar boshi o ‘zaro urinish nuqtasi bodishi kelib chiqadi.



IjSo P s*n У~а bodgani sababli у  —±a to lg‘ri chiziqlar berilgan egri 

chiziq uchun asimptotalar bodishi kelib chiqadi.

ф-^2  da Ух->°°> bundan ord inatalar o ‘qi egri chiziqqa 

o z a i o  uiinish nuqtasida (koordinatalar boshida) iirinma chiziq 
bodishi kelib chiqadi. Kappa chiziqning umumiy ko‘rinishi 23.27- 

chizmada tasvirlangan.

Kappa p—actgr (p tenglamasi bilan ifodalanadigan egri chiziqlar 

oilasining vakilidii. Umuman, tenglamalaii p= #ctg2(p yoki p= £/tg2(p 

ко rinishda bo Igan egri chiziqlar tugunlar deyiladi. Bu egri chiziqlar 

uchun koordinatalar boshi maxsus nuqtadan iborat. r = 2 bodganda 

„shamoliegirmont deb ataladigan egri chiziq hosil bodadi (23.28-chizma).

23.29- chizma.

5. Bernulli lemniskatasi. Uning tenglamasi p=2tf2cos2tp kolri- 
nishda bodadi.

FaVif. Berilgan ikki 7, va F2 nuqtagacha olingan masofalarning

ко paytmasi o ‘zgarmas va -? (F]F2)2 ga teng bo‘lgan nuqtalarning 

geometrik o ‘rni lemniskata  deyiladi.

3 7 2

Bernulli lemniskatasining tenglamasidan egri chiziqning у  —+v 

(ocg‘ri chiziqlar orasida simmetrik joylashgan ikkita yaproqdan 

tashkil topganligini kodish mumkin. Bunda koordinatalar boshi 

ikkilangan maxsus nuqta bodadi.
Bernulli lemniskatasining grafigi 23.29- chizmada tasvirlangan. 

Bernulli lemniskatasi tenglamalari qutb koordinatalar sistemasida 

sim/Ticp yoki pm—cim cos/жр kol rinishda bo lgan da, sinusoidal7 

spirallar deb atalgan egri chiziqlar oilasining vakili bodib hisobla- 

nadi.
23.30- chizmada m —4 va m ——4 bodgan hollarda sinusoidal 

spirallar tasvirlangan.

6. Makloren trisektrisasi. Uning tenglamasi

a

kodinishda bodib, uning grafigi abssissalar o lqini (я;0) va (—2я;0) 

nuqtalarda kesadi.

ф— da p— va p cos cp—>—3a. Shuning uchun y = —3a

to ‘gv'ri chiziq berilgan egri chiziq uchun asimptota bodadi. cos ^ 

juft funksiya bodganligidan, egri chiziq abssissalar o ‘qiga nisbatan 

simmetrik bodadi (23.31- chizma).
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7. Nikomeda konxoidasi. Uning tenglamasi

p=-r— +/ (д>0, />0)
Sin ф

ko'rinishda boiad i.

Nikomeda konxoidasi uchunу  —a  to ‘g‘ri cliiziq asimptota boiadi, 

ch u n k i lim p sin  <р=я. A gar 0<(p<7c b o i s a ,  p > /, bu egri
ф—

chiziqning birinchi shoxobchasini beradi, agar л  < ф < 2л  bo isa , 

p < / bo iad i, bn esa egri chiziqning ikkinchi shoxobchasini beradi. 

Egri chiziqning shakli a va / parametriarga bogiiq. Bunda l< a  , 

l —a, l> a  b o iish i m um kin. Uchala holda ham uning uchun 

koordinatalar boshi maxsus nuqta bo iad i. l< a  b o iganda  egri 

chiziqning ko'rinishi 23.32 a- chizmada tasvirlangan. l=a boiganda 

egri chiziq koordinatalar boshida qaytish nuqtasiga ega (23.32, b- 

chizma), l> a  bo iganda esa o ‘zaro kesishish nuqtasiga (tugunga) 

ega (23.32 d- chizma). Egilish nuqtasini

p2+2p'2 — pp'=0, p=

shartdan topamiz.

P "±yfp' 8 p '2 )

sin2 cp

, «COStp n tf(l+cos2 cp) , £1 , 2ocos2 cp . .
p =— , ™, p = - - -  , ■ boigam  uchun p =— yoki

•' sin cp

3= 2 a x2 b o 'lad i, y a ir i  egilish

parabolada yotar ekan.

p3 sin3 <p=2ap2 cos2 cp , dem ak, у  

=±<l2axnuqtasi у  
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23.32- chizma.

Shunday qffib, К  a b o ig a n d a  egri chiziq to 'rtta , fea boiganda 

esa faqat ikkita egilish nuqtasiga ega b o la r  ekan.

8. Koxleoida. Uning tenglamasi

ko'rinishda boiadi'. , u, .k;, ..
Agar <p=0 b o is a , p=«; agar cp=fot (Л—0 ,± 1 ,± ,-)  b o isa ,

vaqtda p=0 bo‘ladi. '  -  juft funksiya bo lgan i uchun egri

chiziq qutb o ‘qiga nisbatan simmetrik b o iad i (23.33- chizma).

da p—>0, bunda radius-vektor ketma-ket smuvcht (nolga 

aylanuvchi) yaproqlarni chizadi. Y aproqlar o‘zlarm m g yuqon

375



23.33- chizma.

cho qqisiga ф ning tgq> =ф tenglam ani qanoatlantiruvchi qiy- 

matlarida erishadi (23.33- chizma).

3. Tenglamasi oshkormas shaklda berilgan funksiyaning 

grafigini chizish. 16- § da tenglamasi oshkormas shaklda berilgan 

funksiyalarning grafigini hosiladan foydalanmasdan (elem entar 

usullar yoidamida) chizish usuli berilgan edi. Endi bu paragrafda 

tenglamasi oshkormas shaklda berilgan funksiyalarning grafigini 

hosilaladan foydalanib chizish uchun 16- § ga qo'shimcha quyidagi 

ba£zi bir m a’lum otlarni keltirib odamiz.

Biioi E a R -  to 'plam da F (x ,y )  funksiya berilgan bodsin

Ushbu

. . .  F(x,y) = 0 ( 1)

cmziqnmg regular yoyi deb shunday nuqtalar to ‘plamiga aytiladiki, 
agarda ular Dekart koordinatalar sistemasida

y = f ( x ) ,  a<x<b (2)

(1) tenglamani qanoatlan tirib ,/(x) funksiya quyidagi uchta shartni 

qanoatlantirsa: 1) u bir qiymatli, 2) uzluksiz, 3) tegishli tartibdagi 

uzluksiz hosilalarga ega boisa.

(1) chiziqdagi nuqtaning yetarli kichik atrofi regular yoy bodsa, 

biz bunday nuqtani shu chiziqning oddiy nuqtasi deb ataymiz! 

Chiziqning oddiy bodm agan barcha nuqtalari uning m axsus  

nuqtalari deyiladi.

Agar Л/0(х0;_у0) nuqta (1) chiziqning oddiy nuqtasi bodsa, uning 

yetaili kichik atrofida (1) bilan (2) tenglamalar ekvivalent bodadi 

(23.34- chizma), chunki M 2 — regular yoy bodadi (unig
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hamma nuqtalarida f ( x )  funksiya yuqoridagi uchala shartni ham 

qanoatlan tirad i). f ( x )  funksiyaga q o ‘yilgan shartlar yoyning 

silliqligini, ya‘ni uning har bir nuqtasida urinm a ( f ' ( x)  — uzluk­

siz) mavjudligini bildiradi. 23.34- chizmada М ъ va M 4 nuqtalar 

maxsus nuqtalar bodadi, chunki M 3 nuqtada f ( x )  funksiyaning 

bir qiymatliligi buziladi, M 4 nuqtada esa urinma ( f ' (x)  -  hosila) 

mavjud emas (bir tomonlama hosilalar mavjud). va MA nuqtalami 

qanchalik kichik atrof bilan odasak ham, regular yoy hosil bodmaydi.

Agar F { x ,y )  funksiya M Q(x0;y0) nu q tad a  b irinch i ta itib li 

uzluksiz xususiy hosilalarga ega bodib, bu hosilalar M0(xQty Q)

nuqtadabirdaniga nolga aylanmasa, yadii F ? ( x 0, y0)+ F ' (v0,y 0)^0  

bodsa, M0(x0;y0) nuqta oddiy nuqta bodadi. E  to ‘plamning

F ( x , y ) = 0, F ' ( x , y ) = 0, F ' ( x , y )=0 (3)

tenglamalarni qanoatlantiruvchi nuqtalari (1) chiziqning maxsus 

nuqtalari bodadi.
Agar M0(x0;y0) nuqtada, funksiyaning o czidan tashqari, uning 

birinchi tartibli xususiy hosilalari ham  nolga teng bodib, ikkinchi 

tartibli xususiy hosilalaridan biri noldan farqli bo Isa, u holda 

M  (x  ) nuqta (1) chiziqning ikki karrali maxsus nuqtasi deyiladi.

° (3) bilan birgalikda F ^ ( x ty ) = F ^ x , y ) = F ^ x 9y )  odinli bodib, 

uchinchi taitibli xususiy hosilalarning hech bodmaganda bittasi 

M 0(x0';y0) nuq tada no ldan  farq li b o is a ,  M 0(x0,y0) nuq ta (1) 

chiziqning uch karrali maxsus nuqtasi deyiladi.
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Umum iy holda M Q(x0,y0) nuqtada F (x ,y )  funksiyaning n — 1- 

tartibgacha hamma xususiy hosilalari nolga teng bodib, n- tartibli 

hosila laridan hech bodm aganda b ittasi noldan farqli bo ‘lsa, 

M0{x0;y0) nuqta (1) chiziqning n- karrali mcixsus nuqtasi deyiladi.

Ikki karrali MQ maxsus nuqta uchun bu nuqtadagi urinm a- 

larning burchak koeffisiyentlari

F ^ + 2 F ^ y '+ Fyyy /2=0 (x= x0,y = y 0) (4)

kvadrat tenglamaning ildizlari bodadi. Bu tenglamaning ildizlari 

haqiqiy va har xil bodganda M () tugun maxsus nuqta yoki o ‘zaro 

kesishish maxsus nuqtasi; o ‘zaro teng bodganda M 0 nuqta qaytish 

maxsus nuqtasi; mavhum bodganda esa M0 nuqta yakkalangan 

maxsus bodadi.

M0 nuqta uch karrali maxsus nuqta bodganda M 0 nuqtadagi 

uchta urinmaning burchak koeffisiyentlari

K *  +3F ^ y ’+ F ^ + F ^ y *  =0 (x= x0,y = y 0)

kub tenglamaning ildizlari bodadi.

Tenglamasi F (x ,y )= 0  shaklda berilgan egri chiziqning ixtiyoriy

F'
nuqtasidagi urinm aning burchak koefftisiyenti k = -  * formula 

bilan topiladi.

Egri chiziqning abssissalar o'qiga parallel bodgan urinmasini 

topish uchun

| е; ( х, у ) - о ,

[F (x ,y )= 0

sistemani yechish kerak. Agar x, va y l lar bu sistemaning yechimi 

bodib, Fy{xx, y x)* 0 bodsa, u holda

F ^  (x \ > У\ ) F ' ( x x, y x )> °

bodganda M (xx\y ^  nuqta egri chiziqning maksimum y mm nuqtasi,

bodganda esa m inim um  ymin nuqtasi

bodadi.
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Egri chiziqning ordinatalar o ‘qiga parallel bo'lgan urinmasini 

t0piSh UChUn Ш * ,у ) = 0 ,

[E (x ,y )= 0

, • U ! Лспг X va v lar bu sistemaning yechimi
sistemani yechish kerak. Agar va y,

bo‘lib, Г М > У д * °  b0 ‘lsa’ "  h° lda

. ,. M (x .v ч nuqta egri chiziqning maksimum xm„  nuqtasi,
J T  \ F ( f i  )<0  b o ia n d a e s a  m in im u m ^  nuqtasi bo; ladi.

W F ( i f ‘J)= 0  tenglama bilan berilgan chiziq egihsh nuqtasmmg

koordinatalari 2 A ( s
(5)

tenglamaning ildizlari bo ladi. chizing*
1- misol. U shbu funksiyaning giafigmi chizing.

E (x ,y)= x3+ /+ 3 x y = 0 .

Yechilishi. 1. Berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topaimz:

р '= 2 х 2+2 у, / ; = 3 y 2+3x.

л c / /n-m =o F' (0‘0)=0 bodganligi 

A ( 0 ;d  nuqta ; gri chiziq uchun

maX2 UB e n £ n bfunksiyamng ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini 

topamiz:
£  =6 x , Г „ = 6у, Р ^ Ъ * 0.

„ „ , v .  ^  bo'lgani uchun M„(0;0) ikki karrali maxsus
x=0 v ay  0 da Fxy^  lf u r in m a n in g  b u rc h a k
n u q ta  b o riad i. Bu n u q ta d a n  о tg an  u rm m an i g

koeffitsiyenti к ni

F ^+ 2F ;yk + F ’, k 2=0

d .„  topamiz: f > 0 .
« Д ы м ,  6M .  « •  D— • « .(0 ,0 ) eg.) « «  —  • * »

yoki karrali nuqta bo ladi.
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3. Ushbu

x 3=0,

х 3+у3+Зху=0,

У = о ,

x 3+ y3 +3xy=0

sistemalammg yechim lari, mosravishda, egri chiziqning abssissalar 
va ord inatalar o ‘qlari bilan kesishish nuqtalarini ifodalaydi Bu 

sistemaning yechim lari * =  0, у -  0 boriadi. Demak, egri chiziq 

koordmatalar o ‘qlarini M (0 ;0 ) nuqtada kesib oriadi.

4. Ushbu

x 3+y3+3xy=0,

3x2+3y=0

x 3+ y3+3xy=0,

3y2+3x=0 (2 )

sistemalarni yechib, mos ravishda egri chiziqning abssissalar va 

ordinatalar o ‘qlariga parallel borigan urinmalarini topam iz.

^ o (0 ,0 ) , Л /,(—л/2; —\/4) nuqta larn ing koo rd ina ta la ri (1) 

sistemani qanoatlantirganligi uchun M () nuqtadan origan urinma 

abssissalar о qi bilan ustma-ust tushadi. M { nuqtadan origan urinma 

esa abssissalar o ‘qiga parallel va bu nuqtada ymjn ga ega boriadi. 

Afo(0 ;0 ) , -< /2 )  n u q ta la rn in g  k o o rd in a ta la r i (2)

sistemaning qanoatlantirganligi uchun A/()(0;0) nuqtadan origan 

urinm a ord inatalar o ‘qi bilan ustma-ust tushadi. M 2 nuqtadan

о tgan urinma esa ord inatalar o ‘qiga parallel va bu nuqtada x  . ga 

ega boriadi. n,,n

5. y'x funksiyaning x  bo ‘yicha hosilasini topam iz:

Ж J W y - K y - F ?  ■ F*-F?F?2 
x2 (F'y Y

2xy

{ y 2+ x f  '

Ух2 funksiyaning ishorasini tekshirish uchun egri chiziqdan 

bii nechta tayanch nuqtalarni olib, ushbu jadvalni tuzamiz:
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Nuqtalar Л' У У '

У
-1/4 0

- Щ оэ

J - 1 -1,88 —

- 1 *-1,53 +

C - 1 —0,35 —

/? -0 ,5 — 1,26 —

Я -0 .5 — 1,18 +

у —0,5 —0,084 —

AT 1 —0,35 — '

у ' г njng ishorasi C, F  va A nuqtalarda manfiy bo lganligi 

uchun egri chiziq qavariqligining yoriialishi yuqoriga qaragan 

bo'ladi. M v В у a E nuqtalarda y*2 ning ishorasi musbat boriganligi 

uchun egri chiziq qavariqligining yoriialishi pastga (ordinatalar 

o ‘qining manfiy tom oniga qarab) yoriialgan boriadi. vy2 ning 

ishorasi D va A  nuqtalarda manfiy boriganligi uchun qavariqlikning 

yo 'nalish i yuqoriga (o rd ina ta la r o 'q in ing  m usbat tom oniga) 

yo'nalgan boriadi.
6. F(x,y)=x3+y3+ 3 x y -0  tenglama tarkibidagi x  ning eng yuqori 

darajasi oldidagi koeffitsiyent o ‘zgarmas son boriganligi uchun egri 

chiziq gorizontal asimptotaga ega emas. Xuddi shunday, vertikal 

asimptotaga ham ega emas.
Berilgan egri chiziqning ogrina asimptotasini topish uchun 

F (Xy)= x*+ y+ 3xy= 0  tenglamadagi у  ni kx+b  ga almashtirib, hosil 

borigan tenglamadagi x  ning ikkita eng yuqori darajasi oldidagi 

koeffitsiyentlarini nolga tenglashtirib, ushbu

Jl + k 3 = 0 ,

[3k2b + 3k = 0
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egri chiziqh ° = \ ^ ™ ^ ,ste^ an * = -1 . b =l bo'ladi. Demak, 

x og ma asimptotaga ega bo‘ladi

У  = x

bo'lganligj uchun da y-> +TO. '

7. F (x ,y)sx3+ , ,  _  +TO’ *-> +°° da “ a y-> - «  bo'ladi. 

almashtirganda tenpl V■ en8lamada x ni у ga, у ni x  ga
j= x  bissektrisaga пГ5ь Г „ °  ZgarmaganIigi llchun berilgan egri chiziq 

«ga msbatan ammetnk bo'ladi. Egri chiziq y=* to'g'ri 
chiziq bilan Л/„(0'0) va M < - 3 • 3, j 811
sirtraoqqa ega bo'ladi '  2 ’ 2 nuqtalarda kesishadigan

2- mIsol.flu ŝ ia fl"gt grafi81 23'35" chizmada tasvirlangan 

Ushbi, funksiyamng grafigini chizing:

F  (х,у)=у2__лз+ 2л2=о.

hosilalarinuopamiz6^ 311 funksiyanin8 birinchi tartibli xususiy

F ' = ~  3 x 2 + 4 x , F; = 2 y .

nuqta( berilgan е ^ ° с ы 7 ° ’ (° ;0)=0  bo‘lganligi uchun Af (0 ;0 )

a i egn chlzlQnmg maxsus nuqtasi bo'ladi.

382
23.35- chizma.

2. Funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz: 

/ £ = - 6x + 4, FZy = 0, Fy;=  2, ^ ( 0 ;0 ) = 4 * 0 ,  *£(■0;0)=2*0

bo‘lgani uchun Л/0(0 ;0 ) nuqta ikki karrali maxsus nuqta b o ‘ladi.

F:x + 2 F ; k  + F;yk 2 = 0

tenglamadan Mo(0 ;0) nuqtadan o 'tgan urinmaning burchak koef- 

fitsiyenti к  ni topamiz:

2 k 2 + 4 = 0, k l 2  = ±72/.

T englam aning  ildizi m avhum  b o clganligi uchun  A/o(0;0) 

yakkalangan maxsus nuqta bo ‘ladi. Egri chiziq karrali nuqtalarga 

ega emas.

3. Egri chiziqning abssissalar o ‘qi bilan kesishish nuqtasi ni 

topish uchun

J x 3 — 2x = 0,

[y 3 — x 3 + 2x2 = 0

sistemani yechamiz. Bu sistemaning yechimi x=0, y=0; x=2, y=0 

dan iborat. Dem ak, egri chiziq M x{2;0) nuqtada abssissalar o ‘qini 

kesadi.

F"y — F"x ■ Fyy ning ishorasi M,(2 ;0) nuqtada musbat bo‘lgan- 

ligi uchun, bu nuqta egri chiziqning tugun nuqtasi bo‘ladi. Egri 

chiziq ordinatalar o ‘qi bilan kesishmaydi.

4. Berilgan egri chiziqning koordinata o cqlariga parallel bo‘lgan 

urinm alarini topish uchun quyidagi sistemalarni yechamiz:

\F '( x ,y )  = 0, J —3x2 + 4x = 0 ,

( 1)p ( x , y )  = 0 , ^ [y 2 — x 3 + 2x 2 = 0 .

[2y = 0 ,

[ F (x ,y )  = 0, ^ [y 2 — x 3 + 2x 2 = 0 . ( 2 )

( 1) sistema yechimga ega bodmaganligi uchun egri chiziq abssissalar 

o ‘qiga parallel urinmaga ega emas. (2 ) sistema (2 ;0) yechimga ega 

b o ‘lganligi uchun M 2(2;0) nuqtadan o ‘tgan urinm a ordinatalar 

o'qiga parallel bo‘ladi.

5- F"XF '2 — F 'yF 'F ' + FyyF'2 = 0 tenglamaning ildizlari (3 5 9
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Mostaqqil yechish uchun misollarning javoblari

1- chizma.
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2- chizma.

3- chizma.
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— |^ б )  bo£lganligi uchun М2 va v^3( | ^ б )

nuqtalar egri chiziq uchun egilish nuqtalari bo'ladi.

y"xx ni topamiz: Ухх -  ~ ~  ц х - 2)3Г -h XG (2> 3)

da y"v <0 , ( y xx >0) bolganligi uchun egri chiziq qavariqligining

g
yo‘nalishi yuqoriga (pastga) qaragan bo'ladi, ;+°°) da y^.>0

(yxx <0) bo‘ladi, egri chiziq qavariqligming yo'nalishi pastga (yuqo­

riga) qaragan bolad i.

6 . F(x,y)= y2—.x3+ 2x2= 0  tenglama tarkibidagi x  (y) ning eng 

katta darajasi oldidagi koeffitsiyent o ‘zgarmas bo‘lganligi uchun 

egri chiziq gorizontal (vertikal) asimptotaga ega emas. y2—x 3+2x2=0 

tenglamada у  ni y = k x + b  ga almashtirganda kw a b larga nisbatan 

hosil bo‘lgan tenglama yechimga ega bodmaganligi sababli og‘ma

asimptota mavjud emas. x—>+<*> da у  = ±Vx3 — 2 x 2 -> ±00 .

7. F (x ,y )= y2 x  3+2x 2=0 tenglamada у  ni — у  ga almashtirganda 

tenglama o ‘zgarmaganligi uchun egri chiziq abssissalar o ‘qiga 

nisbatan simmetrik joylashgan bodadi.

Berilgan funksiyaning grafigi 23.36- chizmada tasvirlangan.

23.36- chizma.
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Mustaqil yechish uchun misollar

Tenglam alari param etrik  shaklda berilgan funksiyalarning 

grafiklarini chizing:
t _ /(1-2/Г 

4- * = X - ?  ’ y "  T - ?1. x ^ t 2—2/, y —t-+21.

2. x = /3+ 3 /+ l, y = P - l t + 1. 5. x=tc'

3 . x  = -

7. x = /2, У

4 г

1 - J '
A *

4t2

1 - /
,4 ‘

9. У^ 3'

_ 5/

8. x = 2 t - t 2, y= 3t— tF

2 F
10. * ( 0 = ^ 2  >

1 1 , 4 0 = ^ . ^  и  •

T e n g la m a la ri q u tb  k o o rd in a ta la r  s is tem asid a  b e rilg an  

funksiyalarning grafigini chizing.

(t-2Y

thip
1 2 . P=« ^ r 13. p=r _ r

Ф
14. P = ^ ,-

15 . p = 10sin3(p. 16. p - 10cos 3cp.

T englam alari oshkorm as shaklda berilgan funksiyalarning 

grafigini chizing:

17. F (x ,y )= x3—2 7 (x -y )2=0.

18. р ( х ,у ) = ^ + х У - 1 8 х 2у+9у2=0.

19. F  (x,y)=xA- x 2y+y3= 0 -

20. F ( x , y ) = x 6- x 4 + y 2= 0 .

21. F (x ,y)= x5- ^ + 4 x 2y - 4 y 2=0.

22. F (x ,y )= ^3+ / - ^ 2=0-
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5.

5- chizma.
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9.

10.

И .
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12- chizma.

13- chizma.
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14.

14- chizma.

15- chizma.
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16- chizma.

17- chizma.
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18.

19- chizma.
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zo.

22- chizma.



23.
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I V  bob. ELEM ENTAR BO ‘LMAGAN SODDA 

FU N K S IYALARN IN G GRAFIKLARI

24- §. BO‘LAKLI UZLUKSIZ FUNKS!УАLAR

f ( x )  funksiya (.a\b) oraliqda aniqlangan boisin .

1- tafrif. Agar [a\b\ da berilgan f ( x )  funksiya [a\b\ ning i In I h 

sondagi nuqtalaridan tashqari qolgan hamma joyida uzluksi/ bo hi' 

chekli sondagi nuqtalarida birinchi tur uzilishga ega bodsa, u In'It In 

f ( x )  funksiya \a;b\ da bo'lakli uzJuksiz deyiladi.

Xususiy holda zinapoyasimon funksiyalar bodakli u/.luI I. 

funksiyalarga rnisol bo 'la oladi.

1. Zinapoyasimon funksiyalar.

2- ta ‘rif. Agar (a\b) oraliqni chekli sondagi oraliqlarga bndi.li 

nium kin bodib, bu oraliqlarning bar b irida /fx ) funksiya oV.gai nu  

qiymat qabul qilsa. u holda f i x )  funksiya zinapoyasimon fttnh \ i \<i 

deyiladi. Uzilish nuqtalarida funksiya aniqlangan yoki aniqlaiim.i!* m 

bodishi mumkin. Biz quvida engko‘p qodlaniladigan zinapoyaмни ■" 

fun ksiy a 1 a r n i qaга у m i z .

Signum x. (Signum lotin so'zidan olingan bodib, ishora d< >■ in 

m a‘noni bildiradi). Signum x  funksiya ushbu formula yordanml.i 

beriladi.

y=signx=<!

1, x>0 bodganda,

0, x = 0  bodganda,

— 1, x<0 bodganda.

Bu funksiyaning grafigi 24.1- chizmada berilgan bodib, ii il In ■ 

yarim  to ‘g ‘ri chiziq lardan va (0; 0) nuqtadan iborai. Bum I i 

yodialish (0; 1) va (();—1) nuqtalarning funksiya graligiga Icjm lilt 

emasligini ko‘rsatadi.

1-misol. y -s ig n s in x  funksiyaning grafigini chizing.



24.1- chizma.

Y echilishi. Agar х е { - п + 2 к к \  2кк) ( k e Z )  bo 'lsa , u ho lda 

simcCO bo'ladi. Shuning uchun  signumA funksiyaning ta ‘rifiga ko'ra, 

signsin x = - \ .  Agar x e (2кп;к+ 2кл;), k e Z bo'lsa, sin a >0 bo'ladi. 

Bundan esa signsin a = 1 bo'ladi. Agar x= kn , A :eZbo isa , u holda 

ta rifga ко ia y—signsin л—0 bo'ladi. Shunday qilib, qaralayotgan 

funksiyaning grafigi 24.2- chizma ko‘iinishida tasvirlanadi.

Eslatma. re s ig n  ( /(a )) funksiyaning grafigini quyidagi tartibda 

chizish kerak: avvalo у = / (a ) funksiya grafigi chizilib, so'ngra bu 

funksiya grafigining yuqori va pastki tekisliklarda yotgan qismlari 

aniqlanadi, ya'ni a  ning / ( a )>0, / ( a )< 0 va / ( x)=  0 bo'ladigan 

qiymatlari aniqlanadi. Undan so'ng, signum a  ning ta 'rifiga asosan, 

berilgan funksiya grafigi chiziladi, Bunda у = ±1 to 'g 'ri chiziqlar

24.2- chizma.

bilan y = /(x )  funksiya grafigining kesishish nuqtalari oVgan h  i 

qoldiriladi, ya£ni bu nuqtalar berilgan funksiya grafigiga lop.i I'll 

bo'ladi.
v = /(signx) funksiyaning grafigini chizishda

/ ( 1), a > 0 bo'lganda ,

/(signx)=< f  (0), x = 0  bo'lganda ,

/ ( —1), a < 0 bo‘lganda

formula e 'tiborga olinadi. Bunda — 1, 0, 1 qiymatlar lunksiyiuimr 

aniqlanish sohasiga qarashli ekanligini hisobga olish kerak bo'ladi

2 . y = \ f ( x )] ko 'rin ishdag i funksiyan ing grafig in i yasn-.li 

y = [ f ( x )| ko'rin ishdag i funksiyaning grafigini chizish quvid.n i 

tartibda bajariladi (24.3-chizma):

1) у  = f  (a ) funksiya grafigi chiziladi;

2) y = n (neZ)  to 'g 'ri chiziqlar chizilib, y = n  va y = n  I I 1<» )’ H 

chiziqlardan tashkil topgan oraliqlardan biri qaraladi.

3 ) y=n< y = n + 1 to 'g 'r i  chiziq la r b ilan  y = f ( x )  hmlo.lva 

grafigining kesishish nuqtalari у =  [/(*)] funksiyani grafigiga kha.li 

qaralayotgan oraliqdagi y =[ f ( x ) ]  funksiyaning boshqa 11114lnl.111 

esa shu oraliqdagi funksiya grafigining у =n  to 'g 'ri chi/.iql.ui 1 

proyeksiyasi sifatida olinadi, chunki bu ora liqdaу = / ( x) graligmiMi 

ixtiyoriy M  nuqtasining y0 ordinatasi л<у0<л+1 oraliqda bo’lib 

lining butun qism i |у0|=л teng bo'ladi.

24.3- chizma. (1) y=/(x); (2) y=[/\x)].



kr°/ ‘ri" ! lhdagi runksi-Vilhlr,mi« grnfigini yasash.

c h ^  V ^ r ^ i  b° ‘,ganl uchun y =V' W  funksiya grafigini 

chizishga " b ,S ,a Vdai; V = l/W J grafigini

t a r t ^ E S l a d r ^ 1 fUnICSiyani'lg grafl8ini Chizisil ^uyiCag,

D У = f  (x) funksiyaning grafigi chiziladi;

2) y= n (neZ)  to ‘g£ri chiziqlar chiziladi;
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i 1 у

............................~ / V 7 7 7 7 7 7 4 7

-5 - 4 -3 -2 -1 0 1 2  3 4 5 6

24.10- chizma.

3) y= n  to ‘g‘ri chiziqlar bilan y = f ( x ) funksiya grafigining 

kesishgan nuqtalaridan ordinatalar o ‘qiga parallel to ‘g‘ri chiziqlar 

cftkaziladi, natijada funksiyaning у  —/{(*)} qiymatlari hosil bcflgan 

tobtburchakka tushadi. y = f ( x )  funksiyaning grafigi yuqori yarim 

tekislikdagi to ‘rtburchakka tushgan qismini n masofa pastga, pastki 

tekislikdagi tcfrtburchakka tushgan |/i |+ l qismini masofagacha 

yuqoriga ko‘chiriladi.

>’={/(x)} kcfrinishdagi funksiyalarning grafigini yasashga doir 

misollar keltiramiz.

7- misol. y={x}=x— [x] ({x} ifoda x ning kasr qismi) funksiyaning 

grafigi 24.10- chizmada tasvirlangan.

8- misol. y={x2} funksiyaning grafigi 24.11- chizmada tasvir­

langan.
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24.11- chizma. (1) y ^ x 2; (2) y^fx2}.

24.12- chizma. (1) y = 2 x; (2) v={2v}.

9- misol. y={2x} funksiyaning grafigi 24.12- chizmada tasvir- 

langan.

5. у  = / ({л}) ko‘rinishdagi funksiyaning grafigini yasash. у  —f  ({x}) 

davriy funkiya bodib, uning davri co= 1 ga teng. у  =/({x} )= /(x ), 

0 < x < l  funksiyaning bu xususiyatlarini e'tiborga olgan holda, 

uning grafigi quyidagi tartibda chiziladi:.

1) [0;1] da y = f { x )  funksiyaning grafigi chiziladi;

2) У =/ ({x}) funksiyaning davriyligini e ‘tiborga olib, y = f ( x ) 

funksiya grafigi davriy davom ettiriladi.

у  =/({x}) ko'rinishdagi funksiyalarning grafigini yasashga doir 

m isollar keltiramiz.

10- misol. у = {x}2 funksiyaning grafigi 24.13- chizmada tasvir-

langan.
11- misol. y =  2{x] funksiyaning grafigi 24.14- chizmada tasvir

Xevisaydning birlik funksiyasi. Bu funksiya ushbu kcfrimshda 

aniqlanadi:

y=T[{t) =
fl, />0 bodganda, 

{o, /<0 bo‘lganda.

Uning grafigi 24.15- chizmada tasvirlangan.
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/

1

\ V

0
------------------------ ^

24.15- chizma.

y=A{T\(t)+r\{t— т)+ т |(/—:2x)+...} ko‘rinishdagi funksiya. 

Bunda zl=const,

r\{t— x)=
JO, t<x bo‘lganda, 

[l, />x bodganda.

Bu funksiyaning grafigini quyidagi tartibda chizish qulay bo‘ladi. 

Avvalo birinchi ikki qcfshiluvchining, yacni

Л(/)+л(/—x)=

0, /<0 bodganda,

1, 0 < /< i bodganda,

2, x</<2x bodganda

funksiyaning grafigi chiziladi, so‘ngra birinchi uch qo'shiluvchi

0, /<0 bodganda,

T|(/)+Ti(/—•t )+T)(/—2t )
1, 0</<x bodganda,

2, t </<2 t  bodganda,

3, x</<2x bodganda

funksiyaning grafigi chiziladi va hokazo. Bu jarayon shunday 

davom ettiriladi. Berilgan funksiyaning grafigi 24.16- chizmada 

tasvirlangan.

T o ‘g‘ri burchakli impulsning davriy takrorlanishi quyidagi 

ko‘rinishdagi
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A У

J

I

j

2t  : 3 7  4 7  5 7  *  t

24.16- chizma.

y=A{y\{t)—2Т|(/—•x)+2v[(t—2t )+...}

funksiya bilan ifodalanadi (24.17- chizma).

,,7c- tasvirdagi“ impulslar ketma-ketligi.

„Tr-tasvirdagi" impulslar ketma-ketligi quyidagi 

у = Л { г| ( / ) — л ( / — ■i ) + n ( / — 7 ’) — л ( / — T — т ) + т | ( / — :I T ) — . . .}

5Л - - 

4 А -  

ЗА-- 

2А-* 

А —

iiX

A

----—!-------- >
0 T 2x1 3xi 4x; 5x 6x ;

-A

24.17- chizma.

kcfrinishda bodadi. U ning grafigi 24.18- chizmada tasvirlangan 

6. Arrasimon funksiya. A rrasim on funksiyaning analitik  

kod'inishi quyidagicha bodadi:

y=E { ( t— t )+(/—T)r[(t— T )— (t—Т у ф —T — x)+

+ ( t - 2 T M t ~ 2 T - x)-...} ,

bunda E— const, T  > x.
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A rrasimon funksiyaning grafigi quyidagi tartibda ch iz ilad r 

Awalo

? T 2 T 3 T

24.18- chizma.

4 T

bunda

E{ t —t r\{l—t )}

0, /<0 bo? Iganda,

< Et, 0 < /< i bo? lganda, 

0, t> T  bo? Jganda,

, ч [0, /<т bodganda, 
/Л ( /-т )=

[t, /> т bodganda

funksiya qaraladi. So‘ngra

E { t—tr\(t—x)+{t~T)V[(t— T)}=

0, /<0 bodganda,

Et, 0 < /< t  bodganda,

0, i< t< T  bodganda,

E  (t — T ), t> T  bodganda

funksiya qaraladi. Bu funksiyaning grafigi 24Л9- chizmada tasvirlan- 

gan.

24.19- chizma.
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Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalarning grafiklarini chizing.

1. y= x[x] ,  2 . у = ф -  3. y = ( - l ) '<!|-

4. у  —[sii'Lx]. 5. v=sm(A-|. 6. y =  [lgx].

7. у  =arccos[x]. 8. у ={lg x] 9. -v_ •

10. y=cos{x}-

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1- chizma

A у

4 '1

3 -• ‘•1

2 " h

2 -1 1""
i_

---------- 1 -1

1 i -3
1 j- -4

i. -5

2- chizma.



4. a j ;
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5 -  c h i z m a .  ( 1 )  v  =  sin .v ; (2 )  v =  s in  f.v |.

6 -  c h i z m a .  ( 1 )  y —  lg x ; (2 )  y —  [lg-*]-

7 -  c h i z m a .  ( 1 )  ; ; = a r c c o s x ;  (2 )  a r c c o s [ x ] .

8.

8 -  c h i z m a .
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10.

-4

А У

10- chizma.

25-§. LIM IT ORQALI BERILGAN FUNKSIYALAR

1. Limit orqali berilgan funksiyalar. Limit orqali berilgan 

funksiyalarning grafigini chizishda avvalo limit hisoblanib, so‘ngra 

lining grafigi chiziladi.

1-  misol. v = l im ( l-x )2\  x < \ .

Agar |x |= l bo£lsa, u holda y=  0, agar x=0 bodsa, y=  1 bodadi. 

Agar |x|<l bodsa, u holda da |x|"—>0. Shunday qilib, y=  1 

bodib, x = — l ,  x = l  nuqtalarda funksiya uzilishga ega bodar ekan. 

Bu funksiyaning grafigi 25.1- chizmada tasvirlangan.

2- misol. L=lim --  ■, x>0 .
n-*x> 1+A

412

A V

o T  i

25.1- chizma.

A garx=0bodsa, ,-=1 bodadi, 0 < x <  1 bodgandaesa 

Demak, y -1 .  Agar x> l bodsa, u holda lim *  = -•  Bu holda у 

bodadi. Agar x = l bodsa, y ~ 2 bodadi.

Shunday qilib

1, 0 < x < l  bodganda, 

1 , x = l bo‘lganda,

0, x> l bodganda.

Bu funksiyaning grafigi 25.2- chizmada tasvirlangan.

_. • x —x
3- misol. y - h m

л—»» A +X

413



Agar x^O bo lsa, u holda у —lim 'x2 ~ . Bundan agar |x|=l
n-^oo X  +1 1 1

bo‘lsa, y=0 bofiadi; agar 0<|x|<l bo lsa , l im x 1 2"=0, lim y = —1
/7—>oo П—>co

bo‘ladi. |x|>l bofiganda, l i m x 2n=<~ bo‘ladi. Shunday qilib, x=±l

va x= 0  nuq ta larda  funksiya uzilishga ega b o ‘lar ekan. Bu 

funksiyaning grafigi 25.3- chizmada tasvirlangan.

x>0 b o lsa , lim/7 *=0 bo‘ladi. Demak, y =  1. Agar x<0 bo‘lsa
n—yx> ■

lim/7 л =0 bo‘lib, y = — 1 bo‘ladi. Shunday qilib,

v-<̂

1, x>0 bo‘lganda,

0, x=0 bo‘lganda,

— 1, x<0 bo£lganda,

Bu funksiya у  -s ignx  ni ifodalar ekan. Bu funksiyaning grafigi 

25.4- chizmada tasvirlangan.

5- misol. y = l i m \ f l+ x " , x>0. x=0 va x = l bo'lganda, y=  1 

bofiadi. 0<x<l bo‘lganda, l im x w=0 bo‘ladi, u holda y =  1. Agar

414

25.4- chizma.

x>\ bo‘lganda esa l i m x " ^  bundan y = x  bo‘ladi. Bu limitni 

boshqacha usul bilan ham hisoblash mumkin:

1 l 1 l
lim (l+ x")'’= x lim (l+  > = l im x ( l+  w+...)=*.
„_>oo X H->°° nx

Bu funksiyaning grafigi 25.5- chizmada tasvirlangan.

6- misol. y= lim [(x—l)arctgx"]- x=0 bo‘lganda, y = 0 bo'ladi,
И—

agar|x |< l bofiganda ham y=0, chunki lim x n=0. x<— 1 bofiganda, 

funksiya mavjud emas. A garx>l bo‘lganda esa lim x" =°°- Demak, 

y = % ( x —1) bofiar ekan. x = \  bo lganda, y=0.
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Shunday qilib,

У-

25.6- chizma.

0, — 1<jc<1 bo ‘lganda

Jl
~ (x — 1), x> l bo‘lganda.

Berilgan funksiyaning grafigi 25.6- chizmada tasvirlangan.

7- misol. y=lim  d(l+ e"(x+l).

Agar x + l> 0  bo£lsa,

\\m {\+ en{x+X))"= ex+] lim(l + * jn= ex+].
n—>oo fj—̂oo £̂ (A'+1)

Agar x + l< 0  bo‘lsa, y  =  1, chunki lim en(x+l) =q  

Shunday qilib,

У=<

[1, x < — \ bo£lganda,

ex+\  x >—1 bo£lganda.

Bu funksiyaning grafigi 25.7- chizmada tasvirlangan.

8- misol. x>0.
n

416

25.7- chizma.

x=0 va x = l bo£lganda, y=ln2 bo'ladi. Agar 0<oc<l bo£lganda, 

y=ln2, K x <  2 bo‘lganda esa

y=lim
П n—>°°

n  ln2+ln(l+('V )

2 =ln 2.
n

Agar jc= 2 da, y=ln2 bo‘ladi, agar x>2 bo ‘lganda esa y=  hvc 

bo‘ladi. Shunday qilib,

[In 2, 0 < x < 2 b o ‘lganda,
y={

[In x, x> 2  bo‘lganda

funksiyani hosil qilamiz. Bu funksiyaning grafigi 25.8- chizmada 

tasvirlangan.
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9 - misol. .у- lim  -pf-....  , x>0. x= 0  v a x = l bodganda, y=0
b 2n+x2n

Agar 0<oKl bodganda, l im x 2/'=0, l im x /,+1=0 bodgani uchun 

v=0 bodadi. \<x<2 bodganda esa

v r>+2 „

y =lim ......- = x  lim -  A' , =0.
n~>0° Уу2п 2n oo 1

2"(1+(A)2")2

Agar x=2  bodsa, y= 2 -j2 . x> 2  bodganda esa

,n+2
y = \im - - ^  -  ,=X2 lim 1 -.

n-* °yl22n+x2n n-* ° (  , ч 2#л ’

Shunday qilib,

f
л O f " )
H x j

V ’ J

0, 0<x<2 bodganda, 

2V2, x= 2  bodganda, 

x 2, x> 2  bodganda

funksiyaga ega bodamiz.Bu funksiyaning graflgi 25.9- chizmada 

tasvirlangan.

10- misol. y = lim sin 2/7 x
/7—>00

418

Agar |s inx |< l bodsa, lim sin2" x= 0  bodadi, D em ak, y=0.
П—> 00

|simc|=l bodganda, у  — 1 bodadi. Shunday qilib,

/

1

\  V

v ' -+
>  ^  л  -

371 n  0

>■ 4  7
n  371 'X

2 2 2 3

25.10- chizma.

У=<

0, x ^ + k n  bodganda,

1, x= *+ kn; ( k e Z )  bodganda

funksiya hosil bodadi. Bu funksiyaning grafigi 25.10- chizmada 

tasvirlangan.

11- misol. y=lim  [xarctg(« ctgx)l.

Agar ctgx=0 bodsa, y = 0 . Agar ctgx>0, u holda y = * x ;  agar
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ctgxCO bo‘lsa, y= bo‘ladi. Shunday qilib,

У=

О, х = ± ^ + к к  bohganda, 

j X ,  п/с< х< ^+ кк  bohganda,

2X> 2+nk< x< n+ :ik\ k& Z  bodganda

funksiyaga ega bo‘lamiz. Berilgan funksiya juft. Uning grafigi 25.11- 

chizmada tasvirlangan.

12- misol. у = \ ш — еПХ .
n->«  ]+enx

Agar x=0 bo'lsa, y=  0 bo'ladi; agar x>0 bo‘lsa, lim f- " = »
n—̂

bo Igani uchun y —x~ bo ladi* agar a < 0  bo‘lsa, lim enx =0 bohgani 

u chun y=A bo‘ladi. n~*~

a ' 2 ,  a < 0  bohganda,

У=< 0, A — 0 bohganda,

a ,  a < 0  bo‘lganda

funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiyaning grafigi 25.12- chizmada 

tasvirlangan.
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13- misol. l i m ( l + A ) t h ^ A .
X—>°°

Agar a = 0  bo‘lsa, y=0; agar a > 0  bo‘lsa, lim thX x=l bo‘lgani
X — >co

uchun y = l + A  bo‘ladi. Agar a < 0  bo‘lsa, l im th ta = — 1 bo igan i 

uchun y = — ( 1 + a )  bo‘ladi. Shunday qilib,

1 + a ,  a > 0  bohganda,

0, a = 0  bohganda,

— a — 1 ,  a < 0  bohganda

funksiyani hosil qilamiz. Bu funksiyaning grafigi 25.13- chizmada 

tasvirlangan.

14- misol. y=lim
/ )—>oo

2/; Г  
TCtg +\Jx

7 н TCX .
4 +1

A > 0 .

Agar 0 < a < 1  bo ‘lsa, lim tg 2',7? = 0  bo 'lad i, bundan y = J x

/7—>oo 4

ekanligi kelib chiqadi. Agar tg ™ <1 bo‘Isa, lim tg2'' ^ = 0 ,  bundan 

_  n +nk < x < llx <%+nk yoki 4 k — \< x < 4 k + \ b o ‘lganda y = 4 x
k  4 4 '

ekanligikelib chiqadi. Agar t g 7?  >1 bo‘lsa, lim tg 2" ™-=°° bo‘ladi,
4  л->со 4

% , J l X  Ж , З ж  Т Ю С Ж J £ •

bundan esa — 1+nk<   ̂ <— 4+як, — 2 +пк<  4 <— 7+ кк, уа ш 

41с— 2< х< 4к— 1, 4 к— 3<х<4к— 2 bo ‘lganda у = х  b o la d i. Agar
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tg -^  =l boclsa, ~ = |- + - y ,  ya£ni x= 2 k+ \ lar uchun y = x+̂ *  

bo‘ladi. Shunday qilib,

, x= 2k+ \ bodganda,
x + v x

y = \ \ f x ,  4 k —\< x< 4k+ l\ 0<x<l bo£lganda,

x , 4 k — 2 < x< 4 k— \ va 4 k —3< x< 4k—2, k& Z  bo£lganda.

funksiyaga ega bo£lamiz. Bu funksiyaning grafigi 25.14- chizmada 

asvirlangan.

1. y=lim  , x>0.
J+X

Mustaqil ishlash uchun misollar

Limitlar orqali berilgan funksiyalarning grafiklarini chizing

3. y=lim  ф + х ”( 2 )", *>0.

5. y=lim  . .
i+ (2sin  x ) 2n

2. y=lim  \l l+ x 2n.

4. y= lim cos2" x.

6. j= l im  ln(l< ) 

/-**- ln(l+er)

422

x + e
xt

In ■ TVC 2
X Sin --+X

7. y=lim
/—>+~ 1+etx '

8. v lim _2„2,
n —>°° XZ”+1

M ustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

/ \ V

1

2

i
i
\
i

-------- >

0
— t f -

1- chizma.

2.

2- chizma.
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3- chizma.

5- chizma.
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6- chizma.

-1

8- chizma.



26- §. BA‘ZI BIR MAXSUS FUNKSIYALAR

Umumiy holda elementar funksiyalar bilan ifoda qilinmaydigan 
funksiyalar maxsus funksiyalar deyiladi. Bularning kokpchiligi 
maxsus ko‘rinishdagi differensial tenglamalarning yechimlari 
bo‘lib, ular integrallar orqali ifoda qilinadi.

1. Ko‘rsatkichli integral funksiya. Ko‘rsatkichli integral 
funksiyaning ko‘rinishi

E Jx) = 1  exp i -x i)dt („ = 0,1,2,...;* >0)

shaklida boladi. Bu funksiya quyidagi rekurrent formula orqali

^e~x — xE„(x) , n = 1,2,3,... . Xususiyhisoblanadi: En+l(x)
4 L

holda, E0(x) = L' , E](*) = —C — Inx — £  (— 1)A * , bunda
*=1 kk\

C=0, 57721156647 — Eyler o‘zgarmasi. Bu funksiyaning grafigi 
26.1-chizmada tasvirlangan.

2. Integral sinus funksiya. Ushbu

j siil/ d)

о t

integral integral sinus funksiya deb ataladi va uni

Six = f S'n 1 dt 
l t

26.1- chizma.
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kabi belgilanadi. Bu funksiya qatorga yoyish bilan hisoblanadi:

S i x = i ( - D "
n=0

x2n+l

(2n+l)(2«+l)J'

Bu funksiya у = ■ gorizonta* asimptotaga ega bo‘lib, uning

grafigi 26.2- chizmada tasvirlangan.
3. Integral kosinus funksiya. Ushbu

, f  COS / 1 .и
C + In x + J — - — d t  

0

26.2- chizma.

26.3- chizma.



funksiya integral kosinus funksiya  deyiladi va u qatorga yoyish bilan 

hisoblanadi:

Six = C + In x +
у  ( - 1  ) a ' x 2tt

h  W i h ) \  ‘

Bu funksiya uchun Ox o ‘qi gorizontal asimptota bo'dib hisob­

lanadi. Kosinus integral funksiyaning grafigi 26.3- chizmada tasvir- 

langan.

4. Gamma funksiya. Ushbu

Г(х) = J e 1t x ld t , x > 0 
о

ko ‘rinishdagi integral gamma funksiya  (Eyler integrali) deb ataladi. 

Bu funksiya x= -n  (/7=0,12,..) nuqtalarda uzilishlarga ega bo ‘lib, 

ularga m os ravishda vertikal o ‘q asim ptota b o ‘ladi. G am m a 

funksiyaning grafigi 26.4- chizmada tasvirlangan.

5. Ehtimollar integrali. Q uyidagi f \ e ~ r clt in tegralga
Vя о

2 x 7
ehtimollar integrali deyiladi va u erfx = f  \  e~'~ clt kabi belgilanadi.

Vя  0

26.4- chizma.
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A

Bu funksiya qatorga yoyish bilan hisoblanadi.

f  _ 2 ~ (_ i) ,,x2"+1 
e,fx ■

Ehtimollar integral funksiyasining grafigi 26.5- clii/nmd 

langan.
6. Elliptik integrallar. Quyidagi integrallai mos u \  i и 

va ikkinchi tur elliptik integrallar deyiladi:

K( m)  = J
(IQ

о V1 —//7 sin2 9

£ ( т )  = ] \Д  — m sm 2 9</e.

Bu integrallar ham qatorga yoyish bilan hisohliumili

I t2
K ( m )  = 1 +

m + 1 ' I m ‘ 1 -

E( m)  = 1 -
v  m

Cl 2
1- 3 T m

2- 4

1 • 3 • 5 )  

2 -4  (

m

Bu funksiya lam ing  grafiklari m os ravishd.i (* 

chizmalarda tasvirlangan.



27-§. BA‘ZI BIR STATISTIK FUNKSIYALAR

Asosiy statistik funksiyalar tarkibiga ehtimollar zichligi va har 

xil taqsimot qonunlari uchun taqsimot funksiyalari kiradi.

1. Uziluvchan taqsimotlar.

1) Bernulli taqsimoti. Agar P {^= l}= p, Щ = 0 } = \ - р =д bofisa, 

u holda ^ tasodifiy o ‘zgaravchi p -  param etrii (0</?<l) Bernulli 

taqsimotiga ega boUadi (27.1- chizma). Bu taqsimot funksiyasi ushbu

F (x )  = P{1% < x}
0, x < 0 bo ‘lganda,

<1 — p , 0 < x < 1 boUganda,-
1, x  > 1 bo Uganda

koUinishga ega boUadi. Taqsim ot funksiyasining grafigi 27.2- 

chizmada tasvirlangan.
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F(x)

27.1- chizma. 27.2- chizma.

2) B in o m ia l ta q s im o t. A gar ?{£, = к) = C knp k(1 — p )n k 

(^ = 0 ,1 ,2 ,. . ,  n) boUsa, u holda 2, tasodifiy  o ‘zgaruvchi n,p  

parametrii binomial taqsimotga ega boUadi (27.3- chizma). Bu holda 

taqsimot funksiyasi quyidagi

F ( x )  = <

£  C kp k (1 — p )"~k, / < x  < / +1 bo? lganda, 

*=o

1, x  < n boUganda,

0, x < 0 boUganda

koUinishga ega boUadi. Bu funksiyaning grafigi 27.4- chizmada 

tasvirlangan
\ ke—\

3) Puasson taqsimoti. Agar P{t,= k}= ..- - -  , k=  0,1,2... bo Isa,

u holda £, tasodifiy o 'zgaruvchi X param etrii (X>0) Puasson 

taqsimotiga ega boUadi (27.5- chizma). Bunda taqsimot funksiyasi
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U, J
«;̂те<шв»я*£

; г ' * 1------г— г
2 3 4 5 6 7 8

->
.V

27.4- chizma. п  = 10, р  =  0,25.

0, х<0 bodganda,

У=\ ^  Хте~х
2 j  т\ •> ^<*^/+1 bodganda

.то=0

ко rinishda bodadi. Bu taqsimot funksiyaning grafigi 27 6- 
chizmada tasvirlangan.

P a

27.5- chizma. 7= 0,6.
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27.6- chizma. A. = 0,6.

2. Uzluksiz taqsimot. 1) taqsimot. Agar

1

/(*)=< b— a
xe[a \b ]  bodganda,

0, bodganda,

bunda f { x )  tasodifiy o ‘zgaruvchiga mos kelgan ehtimollik zichligi, 

u holda £, tasodifiy o£zgamvchi [a\b] (a<b) oraliqda tekis taqsimotga 

ega bodadi (27.7- chizma). Bunday taqsimot funksiyaning grafigi 

27.8- chizmada tasvirlangan.

27.7- chizma.

2) Simpson taqsimoti. Agar 

2 2

/ ( * ) = />-я (Л-я)2

0, x t[a \b ]  bodganda

[a+b— 2x], xe[a:,b\ bodganda.

bodsa, u holda £ tasodifiy o ‘zgaruvchi \a\b\ oraliqda Simpson 

taqsimotiga (uchburchak taqsimotiga) ega bodadi (27.9- chizma). 

Taqsimot funksiyasining grafigi 27.10- chizmada tasvirlangan.
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27.9- chizma.

27.10- chizma.

3) Ко ‘rsatkichli taqsimot. Agar

, x>0 bo‘lganda,
f ( x ) = \

[0, x< 0  bo lganda

bo isa , u holda £ tasodifiy o'zgaruvchi \> 0  parametrli koTsatkichli 

(eksponensial) taqsimotga ega bo‘ladi (27.11- chizma). Taqsimot 

funksiyasining grafigi 27.12- chizmada tasvirlangan.

*
4) N o rm a l taqsim o t. Agar f ( x ) = —l— e ~a , a:s (—1сю;+&o)

<5\j2n

bo1 Isa, £ tasodifiy o ‘zgaruvchi av a  a  parametrli normal taqsimotga 

ega bo‘ladi (27.13-chizma). Taqsimot funksiyaning grafigi 27.14- 

chizmada tasvirlangan.
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a  J[x)

27.11-chizma.

27.13- chizma.
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27.14- chizma.

5) x2 - taqsimot. Agar 

1

/(* )= •

-l -
л:2 e 2, x>0 bo'lganda,

22 Г(а ) 
2

0, x<0 bo‘lganda

bodsa, £, tasodifiy o kzgaruvchi a  ko‘rsatkichli taqsimotga ega bo iad i 

(27.15- chizma).

27.15- chizma.
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6) S ty u d en t taqsimoti. Agar

Г(а~ )  (
/(*)=■ о V |

г(-р7от l,

2 \
a+1
2

x e  (-©о; +°°)

bo‘lsa,<; tasodifiy o£zgamvchi a  ko‘rsatkichli taqsimotga ega bo iad i. 

(27.16-chizma).

7) F-taqsimot (Fisher taqsimoti ) . Agar

/ ( * ) =

0, x<0,

/wi+zwj
A

/?7j /77") j
)Щ2т2 2 ~

Л7|

(m 2+mlx ) ,x>0

bolsa, ^ tasodifiy 0 ‘zgaruvchi m l va m2 darajali F- taqsimotga ega 

bo iad i (27.17-chizma).

437



Ах) А

28-§. ENG MUHIM CHIZIQLAR

Bu paragrafda fan va texnikaning ko‘p sohalarida ucfiraydigan 

va amaliyotda ko‘plab ishlatiladigan ba‘zi chiziqlar to ‘g‘risida 

m a’lumotlar keltiriladi.

1. Ikkinchi tartibli chiziqlar.

Ellips. 1-ta‘rif. Ellips deb, \ / M ( x ; y ) nuqtadan ikkita berilgan 

(fokuslar deb ataluvchi) o ‘zgarmas F] va F2 nuqtalargacha bodgan 

masofalar yig'indisi o ‘zgarmas va 2a ga teng bo'lgan nuqtalarning 

geometrik o ‘rniga aytiladi.

Ellipsning kanonik tenglamasi

ko'rinishda boiadi, bunda a va b lar mos ravishda ellipsning ka tta va 

kich ik yarim  o'qlari; F f c ; 0) va F2{— c;0) — fokuslari, bunda

c= \la2— b2; l=- (/<1) — ekssentrisitetideb ataladi (28.1-chizma).

r = F xM  va r2=F2M  masofalar r ^ a — lx, r= a + lx  formulalar 

orqali aniqlanadi (28.1-chizma).

Ellipsning direktrisalari kichik o ‘qqa parallel bo‘lib, undan d = a{

masofada joylashgan to ‘g‘ri chiziqlar bo‘ladi. Ellipsning ixtiyoriy 
/*1 /*2

nuqtasi uchun —=— = / munosabat o ‘rinli.
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Ellipsning parametrik tenglamasi

x= acost, y= a sm t, 0 < t < 2 n  

ko‘rinishda bo‘ladi.

a ^ b  bodganda ellips aylana shakliga keladi.

Markazi koordinata boshida va radiusi R ga teng bo‘lgan 

aylananing tenglamasi 2+y 2= R 2 ko‘rinishda bodadi (28.2 a- clrizma). 

Markazi A/0(x0;y0)nuqtada, radiusi R  ga teng bo‘lgan aylananing 

tenglamasi (x—■л0)2+ 0 ;—.y0)2=R 2 shaklda bodadi (28.2 b- chizma).

28.2- chizma.

Giperbola. 2-ta‘rif. Giperbo/a deb, \ / M ( x \ y )  nuqtadan ikkita 

berilgan (fokuslar deb ataluvchi) o'zgarm as F] va F2 nuqtalargacha 

bo‘lgan masofalar ayirmasining absolut qiymati o czgarmas va 2a ga
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teng bo‘lgan nuqtalaming geometrik o ‘rniga aytiladi. Giperbolaning 

kanonik tenglamasi

ко rinishda bodadi, bunda a va b lar mos ravishda giperbolaning 

haqiqiy va mavhum yarim o ‘qlari; JF(c;0) va F2(-c;0) — uning

fokuslari, bunda c=\Ja~+b2; /=  ->1 — ekssentrisiteti deb ataladi 

(28.3- chizma).

r r b \M  va r2—F2M  m a so fa la r  r=± (lx—a), r=±(lx+a) 
formulalar orqali aniqlanadi. Bunda yuqoridagi ishora giperbolaning 

o lng shoxobchasi. Pastki ishora esa chap shoxobchasiga mos keladi.

Giperbola y=±^x  asimptotalarga ega.

Giperbolaning direktrisalari mavhum o ‘qqa parallel bodib, 

undan  d= ac m asofada joy lashgan  to ‘g ‘ri ch iziq lar bodad i.

Giperbolaning ixtiyoriy nuqtasi uchun "J =J = I  munosabat o ‘rinli.

Giperbolaning parametrik tenglamasi x=acht, y=asht, -oo</<+oo 

ko‘rinishda bodadi. a=b bodganda giperbola teng yonli bodadi.

Parabola. 3 -ta‘rif. Parabola deb, berilgan o ‘zgarmas F { ~ \ 0)

ifokus) nuqtadan va berilgan (direktrisa) to ‘g‘ri chiziqdan bir xil 

uzoqlikda joylashgan nuqtalaming geometrik o ‘rniga aytiladi.
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Parabolaning kanonik tenglamasi

y 2—2px

ko‘rinishda bodadi, bunda p — fokal param etr; F {^  ;0) -  lokir. 

(28.4- chizma). Parabolaning direktrisasi Ox o ‘qiga perpendikulai

bodgan x = - |  to ‘g‘ri chiziqdan iborat.

28.4- chizma.

Parabolaning ekssentrisiteti / =  1 ga teng.

2. Uchinchi tartibli algebraik chiziqlar

Yarim kubik parabola. Yarim kubik parabolaning tenglama'.i 

cPx2—y"= 0 ko‘rinishda bodadi. U ning param etrik  shakldar.i 

tenglamasi x ^ t 2, y —at2,, _c>o ^ t ^ +00, oshkor shakldagi tenglamaM 
з

esa y - ± a x 2 ko‘rinishda bodadi (28.5-chizma).

Anyezi gajagi. Bu chiziqning  tenglam asi (x 2+ a-)y a (l 

ко‘rinishda bodib, uning asimptotasi y=  0 to ‘g‘ri chiziqdan iboral 

Uning oshkor shakldagi tenglamasi:

ko‘rinishda bodadi (28.6- chizma).

Dekart yaprogd. D ekart yaprogdning oshkormas shakldagi 

teng lam asi x3+ y3—a x — 0, a> 0, un ing  p a ram etrik  s h а к 111 a} * i 

tenglamasi esa
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х -
3at

й ? ’
1<|/|<+оо

ko‘rinishda bodadi.

Egri chiziq uchun koordinatalar boshi maxsus nuqtadan iborat 

va u chiziq grafikning o ‘zaro kesishish nuqtasi ham bodadi. Ya‘ni 

chiziqqa t=Zj2 da, ya‘ni (a</2;a^4)  nuqtada hamda /=0 da, yadii 

(0;0) nuqtada egri chiziqqa o ‘tkazilgan urinm a abssissalar o'qiga 

parallel bodadi (28.7- chizma).

/>
l

\/2
da egri chiziq botiq, t<

1

yfl
da esa qavariq bodadi, lekin

nuqtada egilish yo‘q. Egri chiziq x+y+a= 0 ogcma asimptotaga

ega.

Egri chiziq I va II koord inata burchaklari bissektrisasiga 

simmetrik bodadi.

Sissoida. Sissoidaning D ekart koordinatalar sistemasidagi 

tenglamasi:

x3+ (x — <7)y2=0, a > 0, 

parametrik tenglamasi:

—o o < / < + o o ,

qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

2д sin 2cp 
P =

cosq)

kocrinishda bodadi. Sissoidaning grafigi uchun (0;0) nuqta birinchi 

tur uzilish nuqtasi bodadi. Uning grafigi o ‘zaro kesishish nuqtasiga 

ega emas (28.8- chizma). /=0 da, ул-=0 bodgani uchun egri chiziqqa 

odkazilgan urinma koordinatalar b'oshida abssissalar o‘qiga parallel 

bodadi. Egri chiziq egilish nuqtasiga ega emas. da

bodadi. U holda Shunday qilib, egri chiziq x= \

vertikal asimptotaga ega.

Strofoida. Strofoidaning Dekart koordinatalar sistemasidagi 

tenglam asi: (x+ a )x2+ (x — a )y 2= 0, a>0, param etrik  shakldagi 

tenglamasi:
a(l2—1) at{t2—1)

x= ((2+i , ;2+i , —  < t< + ~ ,
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28.8- chizma. a  — 2.

qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi:

cos 2ф
P=—a

COS(p

(O(0;0) — qutb, Ox — qutb o ‘qi) ko'rinishda bo‘ladi.

K oordinatalar boshi o £zaro kesishish nuqtasi; y= ± x  to c ' 

chiziqlar egri chiziqqa (0;0) nuqtada urinma bortadi; x= o  to 4 

chiziq asimptota bo£ladi. Egri chiziq abssissa o£qiga simmetrik (28.9- 

chizma).

28.9- chizma. a  =  2.
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CT
Q 

CT
Q

3. To‘rtinchi va undan yuqori tartibli algebraik chiziqlar. 
Nikomeda konxoidasi. Nikomeda konxoidasining baczi xossalari 

bilan biz yuqorida tanishgan edik (111 bob, 23- § ga qarang). Ularga 

qo‘shim cha ravishda quyidagilarni ko ‘rsatish m um kin. U ning 

tenglamasi Dekart koordinatalar sistemasida

{ y - a ) 2{x2+ y2) - b 2y 2= 0, a > 0 , b>  0

ko‘rinishda bortadi (23.32- chizmaga qarang). Agar egri chiziq 

tenglamasi qutb koordinatalar sistemasida p=/((p) ko 'rin ishda 

bo£lsa, konxoida tenglamasi p=/(<p)+/> shaklida bo£ladi.

Paskal chig‘anog‘i. Paskal chig£anog£i haqida ham m a’lumotlarga 

egamiz (111 bob, 23- § ga qarang). Ularga qo'shim cha ravishda, 

Paskal chig‘anog‘ining tenglamasi Dekart koordinatalar sistemasida

(x2+ y2- a x ) 2- l 2(x2+ y2)= 0, a > 0, /> 0 ;

parametrik tenglamasi

x — acos2t+bcost,

0  < y <  2 k ;

y — acost sin / 4- b sin /, 

qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

р=ДС08ф+/

ko‘rinishda bo£ladi (23.25- chizmaga qarang).

Kardioida. Kardioida (III bob, 23- § ga qarang) tenglamasining 

Dekart koordinatalar sistemasidagi ko‘rinishi:

(x2+ v2) (x2+ y2— 2ax)— ci2y 2=0; 

parametrik shakldagi tenglamasining ko‘rinishi

x=#cos t (1+cos /), y=c/sin /(l+cos/), 0 < / < 27t;

qutb  k o o rd in a ta la r sistem asidagi teng lam asin ing  k o £rin ish i 

р=й(1+со8ф) bo£ladi (23.26- chizma qarang).

Bernulli lemniskatasi. Bernulli lemniskatasi (111 bob, 23-§ 

ga qarang) tenglamasi D ekart koordinatalar sistemasida (x2+ y)-— 

—2d- (x2—>^)=0, a > 0; qutb koordinatalar sistemasida p  = a-sJ2cos2(p  

ko'rinishda bo£ladi (23.29- chizmaga qarang).

Astroida. A stroida teng lam asin ing  D ekart k o o rd in a ta la r 

sistemasidagi ko£rinishi: (x2+y2— R2)3— 27R 2x 2y 2=0, param etrik
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shakldagi tenglamasining kocrinishi

x = /?cos3 ~ , у  = R  sin3 t-  
4 4

b o ‘lib, un ing oshkorm as shakldagi teng lam asi x* + = №

kod 'inishda bodadi (28.10- chizma). U 6- tartibli algebraik egri 

chiziqdir.

28.10- chizma. R= 2.

28.11- chizma. a =2.

4. Transsendent chiziqlar.

Sikloida. Sikloida tenglam asin ing  D ekart k oo rd ina ta la r 
sistemasidagi ko‘rinishi:

a cos
x+jy(2a—y)

a
= a — y ,  a > 0;
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param etrik shakldagi ko‘rinishi (28.11-chizma)

xr=a(t—sin/), у  = a { \— cost), -oo</<+oo.

Troxoida. Troxoidaning parametrik tenglamasi: x= a(t—7^int), 

y = a ( l — Xcost); A. < 1 bodganda troxoidaning grafigi

28.12- chizmada; A>1 bodganda esa 28.13- chizmada tasvirlangan.

28.12- chizma. a=2, A=0,5.
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