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Китобхои э'Ьтиборига х.аВOIIа килинаетган мазкур сОлий 
.. атематика:. дарслигининг учинчи жилдига чизик.ли алгебра ва 
'аиалитик геомеТРИR элемеитлари. математик анализга кириш. бир 
9згарувчили фУИКЦИRларнинг дифференциал х.исоби. фУИКЦИR· 
ларни х.осилалар ердамида текшириш. х.акикиЙ узгарувчииинг 
вектор ва комплекс фУНКЦИRлари. бир узгарувчили фУНКЦИRлариинг 
ннтеграл х.исоби. бнр неча узгарувчили фУНКЦИRлар. оддий 
.... фференцн.л тенгламалар. каторлар. Фурье алмаштиришлари . 
.. рралн ннтегрвJUl.Р. эгрн чизикли ва сирт интеграллари. 

вектарлар .Н8JlНЗН ... атематнк фнзика тенг ламалари. эх.тнмоллик 
88З8рмиси ва математик статистнка х.амда сонли усуллар кисм­

ларннннг уч хил укув шак.ли (кундузгн. кечкн. сирткн) учун 
а .. алиЙ машrулот жараенлари ва назорат турларини (дарLхона 
тonширик.лари. мустакил ва назорат ншлари. намунавий '(.нсоб 
тonширик.лари. лабораторни ишларн ва 11.. к.) ташкнл ки.r;ншга 
керакли булган тушунчалар. формулалар. коидалар ва усуллар 
нсботснз келтирилган ва уларнинг мох.ИRТИ куп МИКдордагн 
· ... сOllлар ечнмларнда тушунтирилган. 

Дарсликнинг учинчи жнлдини езишда х.ам олий укув юртлари­
"нг" мух.анднс-техник ва К,НшлQК хужалик мутахассисликлари 
У"УН математик фанларнинг амалдаги сДастур:.ида таВСИII 
IUIлинган асоснА ва кушимча адабиетлардан х.амда узбек тилида 
'IОП этилган дарслик ва укув кулланмаларидан кенг фоАдала­
илдн. 

МуаллиФ дарсликиинг ушбу жилдини тузишда ва унга кири­
ТIIJI га н К,Нс .. ларнииг киска мазмунларини езишда. масала ва 
... СOllJlарнииг ечнмлариии текшнришда бергаи маслах.атлари ва 
fрда .. лари учуи Тошкент архитектура-курилиш институтн сOnиА 
.. а .. алиА .. ате .. атика:. кафедраси аЪЗOllарига, ХOllисона такриз. 
танк'нА. уин езншд8 Аул куАилган камчиликларии курсатгаила­
рll учу и Тowкент ТУКИ8ачнлик ва еигил саиоат институти сOnиА 
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математика» кафедраси, Тошкент злектротехника алок.а ииститути 
«Олий математика» кафедраси жамоаларига, тах:рир х:айъатининг 
а ьзо.1Jари, доuентлар Е. М. Хусанбоев, Р. Ж. Исомов, А. К. Омонов. 
Ш. Р. Хуррамовларга уз миннатдорчилигини билдиради ва у,ыр, 
нинг беминнат мех:натларини зътир()ф зтишни узининг бурчи де6 
билади. 

дарслик камчиликлардан холи змас, албатта. Уни янада та­
комиллаштиришга каратилгаи таик.идиЙ фикр ва мулох:азаларни 
сидкидилдан билдирган х:амкасб уртокларга муаллиф олдиндан 
узинин!' илик чрматини ва ташаккуриии билдиради. 

Муаллuф 



1- б об 

чизиК,ли АЛГЕБРА 8А АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ 
ЭЛЕМЕНТЛАРИ 

1- ,. Иккиичи ва учинчи тартибли детерминант ",ар. 
Детерминантларни Jl.ис06лаw. Детерминантларнинг асосиА 

хоссалари. Юк.ори тартиБJlИ детерминантлар. 

1.1.1. Туртта сондан иборат 

a ll U
I2 J 

а 21 а 22 

квадрат жадвал иккинчи тартибли квадрат матрица деЙилади. 
Иккинчи тартибли квадрат матрицага мое келувчи ик/(инчи 

тартибли детерминйнт деб к.уЙидаги белги 8а тенглик била н 
аник.лаНУ8ЧИ сонга айтилади: 

Шунга ухша ш ушбу 

! UII U
12 ! = Ulla :n- a 2I a I2' 

а 21 u:n 

a ll a l2 а 1з 

а 21 й 22 й 23 I = Ullа2~3J+UI~2:Рll+U2IUJ~IЗ­
аЗ1 а З2 Uзз 

- аЗlа22аlЗ - a2IaI2a:; .• - аЗ2U23U' I 

11фliН., tjчинчlt тартибли детерминант деI!ИЛLlДII. Бу ифодага MYCl'.~T 
HI1'up" n1'1~H кирадиган х,ар бир купантма, х,амда М::t/fф:m 
IIl1lvраЛl< i\Уl1айтмалар купаЙТУ8'lиларини dлох.ида-ало:щда 'lyH;\' 

ги,-: чизнк.лар ёрдаМИ!lа туташтириб, УЧИН'IИ тартибли дегерl,';I­
нантлнрнн х,исоблаш Y~H хотирада осон сак.ланадиган "У-lбу~­
'lаКЛир I\.Q,rдаси.га эга БУламиз (1- шак.л). 
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8 8 81 1.... 1--.А' \')o~/. x .... ,~ " .. \ ~f\~ 8 8 81 1 е;::' ~ 'А. .... 
;< ...... ""'" 

8 8 81 IJ-XJ 'е " .., ..... 
1- шакл 

Детермииант ai. элементинииг Mi. м.UНЙРU деб, шу детерми­
нантдан бу элемент турган к.атор ва уетунни учириш иатижаеида 
х,оеил булган детерминантга аАтилади-

Детерминант ai. элементининГ алгебраик тулдирувчиеи 

А. = (-1 )i+·Mi. 

муноеабат билан аник.ланади_ 
1.1.2. Детерминантларнинг аеоеий хоееалари: 
а) агар детерминантнинг барча еатрлари мое уетуилари билан 

алмаштирилеа, уиинг к.иЙмати узгармаАди; 
КеАинги хоееаларни таърифлашда еатрлар ва уетунларни бир 

еуз билан к;,атор деб атаймиз_ 
!I б) агар детерминант НOJIлардан иборат к.аторга эга булеа, 

унинг к.иЙмати НOJIга тенг булади; 
8) агар детерминант иккита бир хил параллел к.аторга эга 

БУJ.Cа, унинг к.иЙмати НOJIга тенг буладн; 
г) агар детерминант иккита параллел к.аторининг мое элементла­

ри мутаносиб (пропорционал) булеа, унинг к.иЙмати НOJIга тенг 
булади; 

д) бирор к.атор элементларининг умумий купайтувчиеини 
детерминант белгиеидан ташк.арига чик.ариш мумкин; 

е) агар детерминант иккита параллел к.аторининг уринлари 
алмаштирилеа, детерминант ишораеини к.арама-к.аршиеига узгар­
тиради; 

ж) детерминантнинг к.иЙм'!ти бирор к.атор элементлари билан 
шу элементларга теги шли алгебраик тулдирувчилари купайтмала­
ри йиrиндиеига тенг_ 

Бу хоееа детерм.инантни к.атор элементлари буйича ёtJuш 
дейилади_ Ундан детерминаитларни х,ие06лашда фойдаланилади_ 
~з) бирор к.атор элементлари била н параллел к.атор мое 

элементлари алгебраик тулдирувчилари купайтмаларининг йиrин­
диеи НOJIга тенг_ 

н) агар детерминант бирор к.аторининг х,ар бир элементи икки 
к.ушилувчннинг йиrиндиеидан иборат булеа, у х,OJIда детерминант 
нкки детерминант йнrиндиеига тенг булнб, уларнннг бирн теги шли' 
к.атор бирннчи к.ушнлувчилардан, иккинчнеи эеа иккинчи к.ушн­
лувчнлардан иборат булади_ Маеалан 

аll a l2+b l а 1з a ll a l2 а 1з a ll ы � а 1 з 

а 21 а 22+ Ь 2 а2з а21 а22 а2з + а21 b2a '13 

а З1 аЗ2+ Ь з аээ а З1 аЗ2 аээ аЗ1 Ь З азз-
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~ к) агар детерминантнинг бирор к.атори элементларига па­
раллел к.аторнинг мое элементларини бирор узгармас сонга 
купайтириб к.Ушилса, детерминантнинг к.иЙмати УзгармаЙди. Маса­
лан: 

a 11 a l2 а 1з 

а21 а22 а2з 

а З1 аз2 азз аз1+ла 11 аз2 +ла l2 азз+лаlЗ 

1.1.3. (nХn) та сондан иборат ушбу 

a 11 a I2 ••• a 1n 

а21 а22 ••• а2n 

аЗ1 аз2 ··· азn 

жадвал n- тарти6ли квадрат матрица деЙилади. Унинг n- тарти6ли 
детерминанти деб к.уЙидаги белги ва тенглик билан аник.ланувчи 
сонга айтилади: 

d= 

1.1.2 бандда келтирилган хоесаларнинг х:аммаси исталган 
тартибли детерминантга тегишлидир. Ихтиёрий тартибли детерми­
нантни х:исоблашнинг иккита усулини келтирамиз: 

1. Детерминант тарти6ини nасайтириш усули - детерминант 
бирор к.атори элементларининг биттасидан бошк.аларини олдин­
дан нолга айлантириб олиб, шу к.атор буйича ёйиш усули. 

l-мисол. 

.3 -1 12 8 3 -1 12 8 

-5 3 -34 -23 4 О 2 
1'1= 

3 -7 
-

4 О 15 1 
-9 2 8 -15 -3 О 32 

4 2 4 2 

= I-~ 131 . 91. =_(_I)З 4 15 О 13 О 
30 

-3 32 -7 30 О 
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2. ДетеРAlинантни уч6урчак КУРUНUШ20 кеАТUРUШ усулu де­
терминантни шундаii а.1маштирншдаи иборатки, укннг бош диаго­
налидан бир томонида ётуачи хамма элементларк кonга аАланти­
РИ.lади аа учбурчакеимон шаклга келтирилади, маеалан 

a ll a l2 a l • 

~ 
о а22 а20 

о О ... О .. 

Раашанки. учбурчак шаклидаги детерминантнинг к.иiiматн бош 
днагоналnари элементпари купайтмаеига тенг: 

~ all·a22· ... ·a ••. 

2- м и е оп. 

1 2 3 4 2 3 4 

~=I 
О 2 5 9 О 2 5 9 
О О 3 7 О О 3 

7 I = 1·2·3·8 = 48. 

-2 -4 -6 О О О О 8 

J - дарсхона тonишрuгu 

1. Учинчн тартибли детерминантлар1fи учбурчак к.ондаеидан 
фойдаnаниб хиеобnанг: 

3-21/ 12-13/ 12 
а) 1-2 3 ; б) -2 3 2 ; а) 

о 5 

3 16 
2 0-2 025 О -1 10 

Ж: а) -12; б) О; а) 87. 

2. 1J.t:терминантларни тартибини паеайтириш уеулидан фОНд1l­
.1аннб хиеобланг: 

1 -2 ~ 
2 -1 О 2 4 -1 J. 

а) 1-2 О 2 -1 -1 2 3 1 1 -5 ; б) а) 
3 -1 2 3 2 5 -1 3 2 7 
3 6 2 О 3 

)1(: а) -2; б) О; а) 16. 
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з. Д~терминантларни учбурчаК LUaклига келтириб J(исoб.rIанг: 

2 3 -3 4 -2 5 

J 2 -1 2 -1 7 
а) 1 6 

2 О 
б) 

3 3 
2 3 О -5 2 3 

Ж: а) 48; б) 20. 

4. ДетеРМНllаНТ.1арнн OIIдин соддалаштнриб. кеАин хисобланг: 

1 2 О О О 

х2 +а2 
ах 3 2 3 О О 

Ь d а с 
а) l y 2+ a 2 ау iб) О 4 3 4 О iB) 

fi1 ь 2 с 2 d 2 
Z2+ a 2 az О О 5 4·5 

а3 ь Э с 3 dЭ 

О О О 6 5 

Ж: а) а(х-у) (y-z) (z-x); 6) 640; 
В) (Ь-а) (с-а) (d-a) (с-Ь) (d-b) (d-c). 

J - АСустак,uл uш 

детермннантларнн хисобланг: 

2 3 -2 О -5 3 2 
2 -1 О 

Ж: 32.2. 
5 О 4 3 

1.1з 4 2 2 3 1 
О 1. Ж: 24. 

2 -1 2 О 3 4 О 

-4 -3 5 -2 2 3 О 

3.1 
5 2 3 4 

Ж:120.4. 
О 2 31 Ж:192 

8 1 -6 3 О 2 

5 -2 3 8 2 3 О 

2- '- Нкки ва уч НOIIIа"Ь.IIУМ.IIИ '1иэ.~. тенгламa.nар систем.си. 
Крамер к.омдаси. Гаусс УСУ.llи 

1.2.1. Иккн номаълумли иккита ЧИЭНI(JJН тенгламалар снстемасн 

{ allxl+al~2=bl. a2Ixl+a2~2=b2 

1 

all al21 нннг бош детерминантн ~ 'F >1= ОБУлгаида. ягона ечнмга 
йtl а 22 
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жа аз У Краме" к.ои.а,аСII буйича къrйидаги Мму.аалар &tлаи 
!UfCoбла нади : 

11.. 1.'2 , r __ _ 

Х 1 = А' "'2- А ' 

6у ерда 

1 
ы� 0121 

л., = b
2

0
rl

' l
a ll ы� 1 л'2 = а21 Ь 2 • 

Агар л=о ва ШУ билан бирга л." л'2 лардан ак.алли битта.си 

НQlJга тенг булмаса, система ечимга эга эмас. 

Агар Л = л. =л, =0 булса, у х.QlJда берилган система чексиз 
КУ" ечимга эга булаДи . 

. 1.2.2. Уч номаълумли учта чизнк.ли тенгламалар системаси 

I аIIхI+аl~2+аlзхз=ы�' а21х 1 + a:nX2+ а2зХз= Ь'1о 

аЗ1Х 1 +а~2+аззХз=Ьз, 

нинг бош детерминантн 

a ll а l2 0 lз 

Л = I а21 а22 а2зl :# О 
аЗ1 а 32 азз 

булганда игона ечимга эга булиб, бу ечим Крамер формулалари 
билан х.исо6ланади: 

&" &'2 &., 
X1=T' Х2=А' Хз=л, 

бунда 

Ь 1 a l2 

"" 1 1"" 
Ь 1 

"" 1 л., I Ь2 а22 а2з , л'2 = а21 Ь 2 023 1 
ЬЗ аЗ2 азз 031 Ь З а зз 

1"" 
a l2 Ь 1 

л., = а21 а22 Ь 2 
а31 а32 Ь 3 
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Агар &=0 lIa &., &., &. детеРМИllaнтларда. аJUЛЛИ 6wпaCJII 
IЮIIдан фарКЛII булса, у JtOn.u ~гаи система .е ...... га эrа 
булмайдИ в.а бу сисttIWа tШргt1A.... б~a.lOI8 сште~а .IIt6 
аталади. KalWJfдa битта ечим·га эга булгаи Clrстема 6UIR~ 
CI4CTe.fUJ. деб атал~Д". 

1- м и с о л. Чиэик.ли тенгламалар систеММИИIf ечиlU": 

I
XI-2X2+X3= -4; 

Эх l +Zx2-хз=8, 

2х l -3..t2 +2хз= -6. 

Е ч и ш. детермннантларни топамиэ: 

1 

~=Iз 
2 

-2 
2 -1 

-3 2 
о 

о 

-2 
8 -4 

О 
= I~ -41 о = 4. 

детерминант ~ =4 *0 булгани учун система ягона ечимга эга 8а 
Крамер формуласини к.Уллаб, уни топамиз: 

-4 -2 -4 -2 

~'I = 1: ~ = 1 8 2 -1 4 О 01=4 . 
" 1 • 

-6 -3 2 2 1 

1 -4 -il ~ 1 -4 -i I = 12~ ~ .. = IЗ -41 8 о 20 =8' 
О ' 

2 -6 О 2 

-2 -4 1 -2 -4 

~ = 13 2 8 О 8 20 I = I~ ~O 1 = -4. '<, 
2 -3 -6 О 2 

~" ~.. ~'з 
X 1 = ~ = 1, Х2 = ~ = 2, хз = --т = -1. 

1.2.3. n та номаълумли n та чизик.ли тенгламалар системасини 
n нинг катта (n ~4) к.иЙматларида Крамер к.оидаси билаи ечиш 
бир нечта юк.ори тартибли дитерминантларни х.исоблашии талаб 
этади. Шу сабабли, бундай системаларни ечишда Гаусс усулидан 
фойдаланиш мак.садга МУ8офИк.. Бу усулнинг мох.ияти шундан 
иборатки, унда номаълумлар кетма-кет ЙУк.отилиб, система учбур­
чаксимон шаклга келтирилади. Агар система учбурчаксимон 
шаКJIга келса, у ягоиа ечимга эга буладн ва унииг номаълумлари 
охирги тенгламадаи бошлаб топиб борилади. (Система чексиз КУ" 
ечимга эга булса, нома~млар кетма-кет IIУк.отилгач, у трапеция­
симон шаклга келади.) 
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2- м и с о л. Ушбу 

I 
.(1 +.(2+ 5хз+ 2%4= 1, 

xl+x2+3x.+4x.= -3, 

2x l+3x2+ IIХЗ+~Х4=2, 

2XI+X2+3x~+2x4= -3 

чнэикли тенгламалар системасини Гаусс усули билан еЧИНf. 
Е ч н ш. Иккничи, учинчи, туртинчи тенгламалардан ХI ларни 

Аукотамиз. Бунинг учун бириичи тенгламани кет"а-кет -1, - 2, 
-2 га купайтира"иэ 8а МОС ра8ишда иккинчи, учиичи, туртиичи 
теигламалар била н кушамиз. НаТNжада ушбу систеlllага эга 
бfла"из: 

еки 

I
XI+X2+5X3+2X4= 1, 

2хз-2Х4=4, 

Х2+ ХЗ+ Х4=0 

-Х2-7хз-2Х4= -5. 

I
X1+X2+Sx3+2X4= 1, 

Х2+ Х3+ х4 =о, 

.(2+ 7X3+~~4=5, 

хз- х4 =2. 

Учиичи тенгламадаи иккинчи теllгламани аАирамнэ: 

I
XI+X2+5X3+2X4= 1, 

Х2 -г Х3+ х,=о, 

6.1"з+ .1",=5, 

Х3- х4 =2, 

сунгра туртинчн тенгламани - 6 га купайтириб, учиичи теигламага 
кfшсак, учбурчакли сисreма х.осил булади: 

I
JCI+X2+5X3+2X4= J, 

.1"2+ Х3+ х4 =о, 

Х3- х4 =2, 

7х,=-7_. 
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Бундан, 

.1"4=-1, 

.1з=2+.14= 1, 
Х2= -Хз-Х4=О, 
XI= I-Х2-5хз-2Х4= -2. 

ШундаА IUIлнб, 

.11 = -2, Х2=О, ХЗ= 1, Х4= -1. 

2- дарсхOIШ ТOfIшuрu"-u 

1. Чнзнк.nн ТЕ'lIгламалар снстемаларннн ечинг: 

{
2X1+X2=3, {3XI-X2=2, {2X 1+X2= 1, 

а) б) 8) 
3.1"1+2.1"2=4; 6x l-2x2=-1; 4.1"1+2x2=2; 

г) д) 
{

X I -2X2=O, {3XI-X2=2, 

3x l +X2 =O, 4x l+5x2=9. 

Ж: а) ХI = 2, Х2 = - 1; б) снстеманннг ечнмларн нук.; 8) .11 
ихтнёрнй, x2=1-2xl; г) XI=O, Х2=0; д) XI=I. x2=1. 

2. Чнзнк.nн тенгламалар снстемаларннн ечннг: 

1
5X1- Х2- .sз=О, 

а) х l +2х2 +3хз ";" 14, 

4х l +3х2+2хз= 16; 1 
XI+ x2 -7хз =О, 

б) x l -6x2+ .1з=0, 
5x l - Х2 - хз=О; 

1
3..t'+4.1"2- x~=8, 

8) 2xl+ Х2+ хз=2, 

3х,- х2+2хз=0. 

Ж: а) ХI = 1, .1"2=2, хз=3; б) ХI =0, Х2=О, Хз=О; 
8) Х 1 = 1, Х2 = 1. Хз = - 1. 

з. Тенгламалар снстемасннн Гаусс усулн бнnан ечннг: 

=8, 

х2+3хз+ Х4 = 15, 
а) I 

xl+2x2+ Х3 

4x l + Х3+ Х4= 11, 

X 1+ Х2+ 5.1"4=23; 

б) 

Ж: а) .1"1 = 1, .1"2=2, .l"з=~, Х4=4; 
б) .1, =8, Х2=6, .1"з=4, .1"4=2. 
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I 
.1",+ X2- 3хз+ 2Х4=6. 
X I -2.1"2- Х4 = -6, 

.1"2+ .l"3+3Х4= 16, 

2х,-3.1"2+ 2хз =6. 



2- JlgCТO'9U ша 

1. ЧИ3ИI(JIИ теНГJlамалар системаJlaРИНИ Крамер КOII,Uси буАича 
ечинг ва текwиринг: 

1
7.1'1+4.1'2-.1'з= 13, 

а) 3.1'1+2.1'2+3.1'з=3, 

2.1'1-3.1'2+.1'з= -10; 1
3.1'1-.1'2+2.1';= -5, 

6) .1'1+2.1',-4.1'з= 17, 

2.1'1+3.1'2+5.1'з= -7. 

2. Тенгламалар снетемасини ечииг: 

{

2.1'1-.I'2+ 3X3=O, 

а) 3.1'1+.1'2-2.1'з=0, 

5.1'1+.1'2-3.1'з=0. 1
3.1'1+2.1'2-.1'з= -6, 

6) 2.1'1-.1'2+.1'з=0, 

.1'1-4.1'2+3.1'з=6. 

Ж: а) XI=O, .1'2=0, .1'з=0; 6) .1'1=-1, .1'2=-1, .1'з=1. 

3 ЧизиКJIИ теигламалар системасиии Гаусс усули билан ечииг 
8а т~кширинг: 

1 
XI+2x2-хз=5, 

а) 2.1'1+.1'2-4.1'з=9, 

5.1'1-2.1'2+4.1'з=4; 

1
.1'1+2.1'2-.1'з+2.1'4=4, 
2x 1 + 3х2+4Хз-х4=8, 8) 
-5х l +х2-3хз= -7, 

Х2+ Хз-7х4 = -5; 

( 

-2ХI+Х2+хз=I, 
б) 3x l +5X2-Хз=-I, 

X1 +Х2 +3.tз=3; 

,

2X1 + .1'з+.1'4=9, 
3.1'2-2.1'3+3.1'4= 12, г) 

-2.1'1+.1'2-.1'3+.1'4= 1, 

5.1'1+2.1'2-3.1'4= -3. 

Ж: а) .1'1 =2, .1'2= 1, .1'з= _1; 
6) .1'1 =0, .1'2=0, .1'3= 1; 
8) .1'1=1, .1'2=1, Хз=I, .1' ..... 1; 
г) XI=I, .1'2=2, .1'3=3, .1'4=4. 
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~ f. .. ТJNI ....... м. ....... Р JC'rII,U ........ 
м.rw-u-- ра ..... 

....... RIIr .. ·...., CIIC'Ie"~ ... .,.. 

'.3.1. СонлаРНIIНГ т та еатр ва " та IUIторuи иборат тjFpи 
туртбурчакл.. жадваЛII mХ" ;A'ULLtu матpuча деhлади. 6у 
матрица 

I а.. 012 01·1 

А = 021 О!! 0200 

0 .. 1 0002 0_ 

куринишда еэиладн. 

Агар m= I булеа, сотр .матрица, n= I булеа !lCT!lH матрица, m=n 
булеа, lC8адрат .AlЛтрица х.оеил БУлади. Квадрат А матрица учун шу 
матрицаиинг элементларидан тузилган n,тартибли детерминаитни 

JUfеоблаш мумкии. Бу детерминант detA еки IA 1 ОРlUlли 6елгилана' 
ди: 

a .. a I2 ···a l• 

detA = IAI -
а21 а 22 • •• а2• 

а. 1 а.2 • •• а •• 

Агар detA =0 булеа, у )(.OIIда А MaTpНlla ..,axC!lC, det А *0 булеа, 
.AlЛJCСУС.AlЛС деЙилади. 

Бош диагоналнда турган злементларн бирга, к.OIIган элементла· 
рн НOIIга тенг булган квадрат матрнца 6up/lUIC ..,атрица деб атаЛiiДН 
ва Е бнлан белгнланадн: 

Е= 

I О О ... о] : ~: .. : 
Равшанки, detE=I. 

Агар улчамлари бнр хил mХn булган икки матрицанннг барча 
\loe злементлари узаро тенг булеа, бу матрицалар тенг деЙилади. 

1.3.2. Бир хнл т Х n улчамлн А ва 8 матрнцанинг IlUf"UMUCU деб 
уша улчамлн шундай С=А +8 матрицага айтнладнки, унинг х.ар 
бнр элементи А ва 8 матрицаларнинг мое элементлари ЙИFнндиен, 
дан иборат булади. 

т Х n улчамли А матрицанинг Л сонга к.пnaйт..,аси деб, уша 
улчамдаги 8=Л·А матриdага айтиладики, бу матрнца !Мементларн 
А матрица элементларини Л га купаАтиришдан х.оеил БУлади. 
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т Х k УJlчамли А матрицанинг k Х fI улчамли 8 JUJтрuцага 
к.уnaЙтмасu деб, тХfI улчамли шундай С=А·8 матрицага 
айтиладики, уиинг Cij ЭJreм~тн А матриuанинг ;- сатрн элементлари­
нн 8 матрицанинг j- уетунидаги мое элементларнга купайтмаларн 
АИFиндисига тенг, яъни 

Cij=ailbl,+a;2b2j+ '" +а;.Ь.,. 

Агар АВ=ВА булеа, у Jl.ОЛД8 А на В матрицалар УРНU 
а.Амашuнадuган ёки к.OМMYTaTUВ JUJтрuцйлар деЙилади. 

1- м и е о л. Ушбу 

А = (; -4 [ 
2 -1] 

-2).8= _1 3 
5 4 -5 

матрицаларнинг АВ на ВА купайтмаларини топинг. 
Е ч и ш. АВ матрица 2Х2 улчамга эга булади: 

AB=[~ 1 -2) _1 3 = I 2 -1] 
-4 5 4-5 

(
3.2+1(-1)+(-2).4 3.(.,-1)+1.3+(-2).(-5)) 

= 2·2+(-4)·(-1)+5.42·(-1)±-(-4)·3+5·(-5) = 

(-3 10) 
= 28 -39 . 

ВА матрица 3Х3 улчамга эга була.lUt: 

[ 2 -1] ВА = - 1 3 (~ _ ~ - ~ ) = 
4 -5 

[

2.3+(-1).2 2·1+(-1)·(-4) 2.(-2)+(-1).5] 
= (-1)·3+3·2 (-1)·1+3(-4) (-1)·(-2)+3·5 = 

4·3+(-5)·2 4.1+(-5)(-4) 4·(-2)+(-5)·5 

[
4 б -9] 

= 3 -13 17. 
2 24 -33 

АВ*,ВА булганлиги еабаб_,и А на R матрица.1ар коммутатин 1~HIC. 
1.3.3. Агар кнадрат матр"ца MaxcYC\I:\1" б9леа, у )(.o.nда 

AA-1=A-1A=E тенгликни каНQатлаНТИРУd'lИ игона А-. 1 маТРИIJЗ 
манжуд булади на у А м;нрицага 1"рск.а{'и .матрица ..1еАИ_1ади. 
А матрицанинг А- 1 теекари матрнцаси к.Уliндагича аlfllк..'Iана'llf: 

lб 



[
АII А21 А. 1 

А- ' = d~tA ~.1~ .. ~~ •..... ~.2 
А 10 А 20 .•• А •• 

Бу ерда А;. А матрнца детермннантн а,. 3JleMeHTHHHHf алгебранк 
тУлднрувчнсн. 

2- м н с о л. Бернлган 

А ~ l: 2 

О 

-2 

матрнцага тескарн матрнцанн тonннг. 

-iJ 
Е ч н ш. Матрнцанннг детермннантннн х.нсоблаЙмнз: 

2 -1 1 
detA = 1 3 О 2 1=1.4-2.7-1.(-6)=-4*0. 

"-2 5 

демак, А матрнца махсусмае матрнца экан. Эндн А;. алгебранк 
тулднрувчнларнн х.нсоблаЙмнз: 

1 021 12-11 12-11 А ,, = _ 2 5 =4; А 21 = - -2 5 = -8; А зl = О 2 =4; 

13 21 11 -11 11 -11 А 11= -'- 4 5 = - 7; А 22= 4 5 =9; А з2= - 3 2 = -5 : 

А ,з=l: _~1=-6; At3 = -I~ _~I=IO; A~l=l~ ~1=-6. 
Т('скарн МI1ТРНЦilНI, TYILi.\IIi:1: 

_. I _ 

r 
1 -('\ 

А =" .--; -~~ I~ 
. - ' 

·i I I - I 

=~ -.с., ,'1; 
'! 

-"(': 4 

_. ;)/2 

-1 J 5/4 . 

3/2 

.4.'1 I =А 
1.;1.1. т, 

: ... =Р :;'(lIIII!~~: -::('1; " ';'.1:11 "!j ,,~o·,," . --1 

·~~=I~~A1':'··" """""З"~" ';'~"'A~1t 
2 ii/;'; AhbOrot-nlun 1Мf"'~ , 

~'- _ ..... __ . 



{
аIIХI+аl:tЖ2+ ... +al...r.=b l \ 

~.21.~1~~.~2~ .• ~ .. ~~~ ••.. ~~: .. 
a.IX I+a.al2+ ___ +а • .х.=Ь. 

нн матрнца курннишда 

АХ=В 

кабн ёэиш мумкнн. бунда 

\

a ll al2 ... a l• ] 

А = ~~I •• ~~ • : : : • • a.~ .. • 

а.1 а.2 ... а •• 

Х = \::.1. В = \::]. 

Х. ь" 

Агар А махеуемае матрнца. яънн detA *0 булеа. у ,,-OIIда бу 
енстеманннг матрнца шаклндагн ечJtМН ушбу курннншга эга 
буладн: 

Х = A-1B. 

1.3.5. А матрнцанннг ранги деб. унннг НOIIдан фарlUIН мннорлари­
нннг энг катта тартнбнга аАтнладн ва у rang (А) кабн белгнланадн. 

Матрнцанн к.уАндагн алмаштнрншлар ЭАементар аАмашти-
ришлар деб аталадн: 

а) фак.ат НOIIлардан нборат еатрнн (устуннн) учнрнш; 
б) нккнта еатрнннг (уетуннннг). урннларннн алмаштнрнш; 
в) бнр еатр (уетун) нннг барча элементларнни бнрор купай-

тувчига купаЙтирнб. бошк.а еатр (уетун)нннг мое элементларнга 
к.ушнш; 

г) еатр (уетун) нинг барча элементларнни НOIIдан фарlUlИ бир 
хил еонга купаАтирнш. 

Элементар алмаштнрншлар матрица рангннн узгартнрмаЙди. 
Шу еабаблн. элементар алмаштнрншлардан фоАдаланнб. матрнца­
нн днагонал элементларндан ташк.арн барча элементлари НOIIга 
тенг буладнган курннншга келтнрнш мумкнн. Бу ,,-OIIда матрица 
рангн днагоналдагн н 011 га тенг булмаган элементларн еоннга тенг 
БУладн. 
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з- м и с ол. Матрица раигиии тonииг: 

, 

О 

-1 

А _ ~ 

2 -4 
-4 5 

1 7 
5 -10 
3 О 

Е ч и ш. Матрица уетида элементар алмаштиришларии бажара­
миз: 

, 
О 2 -4 '1 4 -1 -4 5 2 3 

А= 3 1 7 - 3 
О 5 -10 О 2 
2 3 О О 5 

-5 
О 

7 

-4 
-10 

1 4 -51 О -5 10 

0-11 22 -10 
О -2 
О -2 

О 

О 

О 

4 -5 
1 -2 

-2 
1 -2 
1 -2 

О 3 

О 1 -2 

О О О 

О О О 

О О О 

О О 

О 1 О 

О О О 

О О О 

О О О 

х.осил к.илинган матрицаиииг ранги 2 га тенг. демак. берилган 
А матрицанинг ранги х.ам 2 га тенг булади: 

1.3.6. К р о и е к ер - к а п е л л и т е о р е м а с и. n та иомаъ· 
лумли т та ЧИЗИК,llи теигламалар еиетемаеи 

l
aIIXI+al~2+ ... +al"x.=b l. 

~~1~:~~~.2~ .. : .. ~~~~ .. ~~ ..... 
a",.x1+0,"~2+ ... + о",,,х.=Ь,,, 

биргаликда булиши учуи 

гапg А = rangB 

булиши зарур ва етарлидир. Бу ерда 

[

011 012 о •• 

А = ~~I,. ~.~ . ~ ~ : .• ~~ ... 
О... а,., ... 0_ 
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снс','сманчнг а сос ... , M~rptfJtah, 

I 
а,. a,~ ",а,. Ь, I 

O~, а22 а,. Ь 2 
В= 

" :,,' , ~ ,,:, ' ',', '~' а/... h '" 

сиrтеМ~НI .:г ';С:lг<tйт"r'!'~г 1'; IIIЗТРhЦtlСЧ :\iap Г.БПjl А =n булса. 
у )(OIща C':C.'~M;"':·fI:Г·" ;t'IМI"Н,",IiТИ И~1.!.alt Ф"РМИ I'IУ,1иб. У Яi!она 
,'ЧUАСга 31,· 65','з,'1'. IJ!: rart-' А<n 6vJ,,,a, у :-()Jlда система 
(rl -- lа"г,I1; т' "x ... ·~:'·; .. , ,iараме7'I"З БОГ,lИ" lI~ЛI .1'1 чеКСU.1 /Суп 
f'ЧИМ'J :lгг БУг,а.L..tI, 

Агар б:I"."·З Ь, 'оЗ0.:.! .,' '.: Ч' ,1.\lJra TeHl' БУ,lса, у Y,("'l'\d :i:'IНламалар 
сн{'темае!' 6цр ,1/CUHC.I14 .:;,,>; •• ' .~<,ДH, Бундаi; тенгламаJlЩ. СllСlемаснда 
J(ap доим rап~А-,,- fdr·~8. II'Y саба()"IИ бир ЖИIIСЛИ система 
биргаЛИКil1 БУЛ'!дlt БI<Г JI(;JНС"Ш тенгла,..алар системаеини Х, =0. 
Х2-=0 . .... х/.--:-,) I\иiill4ат.lар К,аноатлантиради. лекин А матрицанинг 
raHfH HOMal,~Y'llJl"" \.:они n даи кнчик булганда унинг д~терминантн 
'IMra тенг 6;.lНб, ':I'стема нммае ечнмга зга буладн, 

4-МIIСОЛ: ~и,ay 

4х, +3Х2-3ХЗ- Х4=4. 
3х, - Х2 + 3хз - 2х 4 = 1. 
3х,+ Х2 -Х4=0. 
5х, +4Х2-2ХЗ+Х4 =3 

чиэик.ли тенгламалар системаси биргаJlикдалигини аник.ланг_ 
Е ч и ш. Берилган сиетеМ8НИНГ А асосий ва В кенгайтирилган 

матрицаларини тузамиэ: 

А 

4 3 -3 -1 1 [4 3 -3 ~ 1 
3 -1 ::1 -2 3 -1 3-2 

,в = 
3 'и-I 3' 0-1 О 

5 4 -'1 1, 5 4 ---2 1 3 

4 

Сатрлар устида тегишли 31UI'HTap <I.i,:\'зшпtР'lшларни бажариб. бу 
матрицаларнинг рангини TOllalflt::l: 

4 3 -3 - I '] 
2 ' u 4 - .J 

3 -1 3 _.~ I U --2 .З --, 1 В = I __ 
3 1 О - 1 (1 3 lJ -- 1 О 

5 4 - ·2 1 3 2 J --,L 2 3 

1 2 -3 О 4 О U -1 5 
О -2 3 -1 1 О -1 4 2 -5 
О -5 9 -1 -12 О -5 9 -1 -12 
О -1 4 2 -5 О -2 3 -1 
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о 0-1 5 ;) о -1 ;1 
-4 --2 5 1 -. -1. <; -[ ~ 5 -9 1 12 -1 ~ (J 11 11 -13 

,-. 
2 -3 1 - 1 " f. 5 . - : 1 

-[ ~ 
о о -1 5 1 'J :J u : i /11 
1 О 2 3/11 О О G ~~-J/, I 

О 11 11 -13 О u 11 11 -11 
О О О -56/11 О О О U -- [,0/ 11 

1 О О О 1) 

О 1 О О О 

О О 11 11 О 

О О О О -56/11 

Шуидай килиб, rangB = 4, гangA = 3, яъни гипgВ ,:i. гапgА. 
Демак, снстема бнргалнкда ~Mac. 

5- м н с ол. Ушбу 

I
ЗХ,+4Х2- Х.l=О, 

X'- 3Х2+ 5хз=О, 

4х,+ х2 +4хз=О 

бнр ЖНIIСЛН снстеманн ечннг. 
Е ч н ш. А матрицанинг рангини х.нсоблаЙмиз: 

[
34-1] [1-35] [1-3 5] 

А = 1 -3 5 -- 3 4 -1 -- О 13 -16 -
414 414 41 <1 

[1 -3 5] [1 -3 51 [1 -3 5) 
-- о 13 -16 -- О 13 -16 -- О 13 -16 . 

О 13 -16 О О О 

rangA=2<3 (3 - номаЪJIумлар сони), чунки 

i\ _11 -31 о 13 =13 =1= о. 

Демак, система НOIIмас ечимларга 31"1.\ 8а системанинг детерми­
нанти 

3 4-1 

-3 51= -36.+80-1 -12-15-16=80-80=0 
4 4 
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булгани сабаблн улар чекснэ кfпднр. Систе.,анн.г дастла6кн IUUOI 

тенгламасини ечамиэ: 

{
3.r1+4Z2 - Х;,=О, 

ZI-Зz2+5zз=0. 

Бу системада Х3 ли хадларнн унг томонга Уткаэа.lIЗ: 

{
3Z I +4X:r= ZЗ 

zl-3z2= -5х]· 
Бу система ни Крамер /(цrдасмдаи фоАдаланнб ечамнэ: 

.-\=1341=-9-4=-13 
1 -3 ' 

I Х] 4 I L\x l = = -3х]+20х]= 17х] , 
-5хз -3 

1
3 Хзl L\x2 = = -15x]-x]= -16x]. 
1 -5хз 

17zз 16z] 
llIундай к.илиб, X 1 = -(3"; Х2=(3"; Х]= 13t булсин (t - ихтиё-

рнй мутаноснблнк козффициентн). У ХOllда XI = -17t; Х2= 16t; 
Х]= 13t. t га нхтнёрий к.нЙматларнн 6ериб, чексиз куп ечимларни 
х.осил к.нламнз. 

з- дарсхона тonшiiРUFU 

1. Агар 

А = (~ - 1 ), 8 = (- 2 1 О ) 
-4 -3 2 2 

булса, 3А +28 ни х.исООланг. 

Ж: 3А+28=( 2 
5 -3 ). 

-6 7 -8 

2. Ушбу 

A~H 
о 

:] B~[~ 
7 

-:] -1 8а 2 
О -3 

матрнцалар бернлган. А8 8а 8А ларнн топннг. 

Ж: А8=[ ~ 
13 

-11 

13 

11 ] [6 19 ; 8А= -13 
29 21 

22 

-·7 

-2 

3 

30 ] 
-8 
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3. Уl/J6у 

A=I-~ o~] 
1 2 1 

матрицага тескари А - I матрицани тonинг. 

Г 
3 

-~] . Ж:А- 1 =-....!... 3 1 13 
-2 -5 

4. Агар 

[ -~ -1 2 О 

1 1 
А= 

1 3 2 -1 
О 4 3 О 

булса, А нннг рангинн элементар алмаштнришлар ёрдамида топинг. 

Ж: rangA=3. 
5. Тенгламалар системасининг биргаликда булиш-булмаслиги­

ни текширинг. Агар система бнргаликда булса, унн матрица усулн 
била н ечинг: 

1
4X+2Y-Z= -9, 

а) Х +2z=5, 

x-3y+z=5; 

1
2Х-3У+ z=2, 

б) 3х+ y-3z= 1, 

5x-2y-2z=4. 

Ж: а) Х= -1, б) система биргаликда эмас. 
y=-I, 
z=3; 

6. Бир жинслн системани ечннг: 

{ 

ХI+2Х2+3ХЗ=О, 

2Х I -3Х2+4хз=о, 
3x1- X 2+ 7хз=О. 

Ж: XI= 17t; x2=2t; Хз= -7t( - 00 <t< + 00). 
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3- AlynOIfrIU uш 

1. Агар 

1
1 4 7 f '1-2 А = Z 5 -8 В= 1 

-з 6 9 .. 

булеа, (А+зв)2 ни ТОПIfИГ. 

1 
96 12 8] 

Ж: -18 54 -8 
51 85 111 , 

2. Агар 

1
2 -1 ] 

А = 2 -1 1 
1 О 1 

1 
О 

-1 
-i] 

бу.lеа, А га теекари А- ' матрица/iИ топинг ва АА-'=А-'А=Е 
эк" нига ишонч х.осил к.илннг. 

1
-1 

Ж: А- ' =-+ -11 

-1 

З -~]. 
-4 

з. Теигламалар еиетемаеининг биргаликда булиш-булмаелиги­
ни текширинг. Агар у биргалик.да булеа. уни матрица уеули билан 
ечинг: 

(
зх- у+ Z= 12, 
x+2y+4z=6, 
5х+ у+2z=З. 

Ж: х=о, у= -7, z=5. 

4. Бир жинели еиетеманинг НOJJмае ечимлари бор-ЙУк.лигини 
аник.ланг, агар бор булеа, уларни ТOIlииг: 

!
Х 1 +Х2+ХЗ=О, 
2x l -Зх2+4хз =О, 

4x ,-llx2+ IОхз=О. 
Ж: XI= -7t; X2-2t; Хз=5t. 

1- назорат uшu 

1. Onдин бирор к.атор элементларининг биттаеидаи бошк.аеини 
НOJJларга аЙлантириб. детерминантни тартибини паеайтириш уеули 
билаи х.необланг: 
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2 3 -1 О О 3 2 -4 
-4 -1 -3 3 -2 4 -3 -1 

1.1. I 3 
4 2 -2 

1.2. 
ft 1 3 -2 

2 О 4 3 -1 4 2 

О 4 2 1 1 3 -2 О 

1 О 3 2 -3 1 -4 -2 
1.3. 1.4. 

3 -3 -1 4 О 6 4 -8 
-2 2 4 3 -2 4 -3 -1 

-4 О 3 -4 3 2 3 
-4 3 2 -3 1 -2 3 -4 

1.5. I 
-1 

1.6. 
-3 -2 3 4 3 4 О 

3 2 5 О О -1 -2 5 

-4 О 3 -4 2 3 О 

-4 3 2 -3 -1 -3 4 -2 
1.7. 1_2 3 -1 4 

1.8. 
3 2 4 -1 

3 2 5 О О -5 2 

2 -1 О 5 4 2 О -3 

-1 -3 2 -4 -1 3 2 4 
1.9. I 4 3 

1.10 
1 ~ -1 -2 4 3 

3 О -4 -2 О 5 -1 2 

О -1 1 -4 1 2 -1 4 

2 5 О 6 -2 3 -5 
1.11. I 1.12. 

5 1 -·1 2 -1 3 7 

4 2 О 5 3 -1 2 

О --3 15 -8 -4 7 

i 3 '0 -5 4 
1.13. 

1.14. I ~ -1 --:1 --2 :! 1 11 2 -, 

.- ) .~ 5 -5 -1 

"J, 



2 -2 О 5 -2 4 -3 

4 -1 -4 1 -1 2 
1.15. 12 1.16. 

О 5 -3 -4 -3 4 -3 

2 3 -5 -3 2 2 -1 

1 7 -1 О 8 5 -1 

2 6 2 -1 5 3 1 1 
1.17. 1 1 

-3 4 О 
1.18. 

-6 О 4 -7 

4 5 3 3 2 -1 О 

1 4 -4 2 2 -1 -4 4 

3 1 2 1 -9 3 2 -7 
1.19. 1 

2 
1.20. 

О 5 -4 -3 4 -1 4 

1 -5 3 О 6 4 7 -4 

3 -1 О 3 -1 3 -1 2 

5 4 -7 1.22. 
-2 1 1 3 

1.21. 1 
5 -1 О 2 6 5 4 

-8 5 3 4 3 О -3 

3 -7 2 1 8 4 -1 -1 

-8 3 4 -2 3 1 5 2 
1.23. 1 1.24. 

3 О 5 -3 1 3 "7 

2 4 -5 5 -1 6 О 

8 -1 -1 5 2 8 7 
-5 1 10 3 1 3 1 О 1.25. 1 1.26. 

2 3 -2 -5 . 6 О 5 -3 
3 2 О 4 -1 -4 3 

3 О 4 6 9 4 

1.27. 1 3 2 2 -2 3 4 -3 -1 
1.28. -7 2 7 О -1 -1 10 7 

-5 3 1 -6 5 2 О 3 
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5 4 2 1 4 -3 2 -4 

1.28. 
2 5 -4 3 

1.30. 
О 5 3 2 

О -2 5 3 -3 2 6· 

-5 3 -7 2 13 3 -2 О 

2. Чнэнк.пн тенгламалар снстеМ8СННН I<рамер формулаларндан 
фоАдаланнб ечннг: 

(2.<' +Зж,+4х.-9. {2.<'- х,+ 5.<,-27. 
2.1. 4х2 + Ilхз= 1, 2.2. 5XI+2x2 + 13хз =70, 

7x l-5z2 = -1. 3X 1 -Хз= -2. 

(зх, - 5.<,+ Зж,-46. (4Х'+ х,-3х,- -1. 
2.3. x l+2x2+ хз=8, 2.4. 8х l +3х2-6хз= -1, 

ХI-7х2 -2хз =5. X1+ Х2- Х3= -1. 

( х,-4Х,-2.<,-0. 14Х' -3х,+х,-43. 
2.5. 3x l -5х2-6хз=2I, . 2.8. X1 + ..(2-ХЗ=3' 

3x l + Х2+ ХЗ= -4. 2x l + X~ = 13. 

13Х'+ х,-2х,-6. (Зж'+ x,+2.<,-II. 
2.7. 5ХI-3х2+2хз= -4, 2.8. 2хl+2х2-3хз=9, 

4ХI-2Х2-3ХЗ= -2. ХI-5х2- 8хз=23. 

15.<' + бж,- 2x,-12. (2.<' +Зж,+4х,-15. 
2.9. 2х l +5х2-3хз=9, 2.10. X 1+ х2+5хз= 16, 

4х l -3х2+2хз= -15. 3xl-2X2+ Х3= 1. 

гх,-ЗХ,+Х,_II. (2.<'-5.<' -19. 
2.11. xl+2X2-·..(З= -6, 2.12. 3хl+5х2-хз= -10, 

ХI- 4Х2- 2хэ=3. х l -4х2+2хз= 16. 

(Зж'+ х,-2х,-6. 12Х' -Зж,-2х,-16. 
2.13. 2х2- ..(з=0, 2.14. 3xl+4X2-5zз= -10, 

4хl-3х2+5хз= 19. 2x 1 -3хз=4. 
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2.15. 

2.17. 

2.19. 

2.21. 

2.23. 

2.25. 

1
2X;+'~"-X_ ." 1, 

3X 1+,5X1-2X1=,): 
x l -·2.t2 ,= -1. 

f 
. + "х - .1' _о .. - CJ _.j ~ 2 ~- ~ •• 

,2x 1- x"+4.t]=7, 

tX1 -.lx]=II. 

1
2X1- Х2+5х]= -4, 

Х 1 + х2 +4х]=9. 

2x l +3x2- Х3= 14. 

I 
ХI+4Х2-3хз=-13, 

2Х 1 + Х2- Х3 =(), 

4x l +2x2+5x.\=3. 

1 
XI+ Х2- Х З= -6, 

6x l - Х2+3Хз= -2, 

5Х 1 + 2х2+ 5х]=3. 

! 
XI- х 2+ 2хз=3, 

3x 1+4x2 - Х3= -5. 

~ХI+3Х2-5хз=6. 

1
3XI-3X2+ Хэ= -10, 

2.27. 2ХI+5Х2-4хэ=5, 

XI+2x2- Х3=3' 

I
ЗХ 1 +5X2-ХЭ=l' -20, 

2.29. X 1- Х2 =2, 

4х l +хз = -2. 

2.i6. 

2.18. 

2.20. 

2.22. 

2.24. 

2.26. 

r ."j-4X2+ 3XJ=II, 

I А!+ Х?- ХЗ- -3, 
tj.~o,o+ 4Xl-~t';;= -11}. 

\

':>.t'1-2X2' ~Зх]-= -i, 

2х, +х:/- .t]= -5, 

3XI+5x:/- хэ =З8. 

I 
XI-3X2 = -10, 

4Х 1 +3Х3= -7, 

5ХI +2х2-4хз =38. 

1
2X1- Х2+4хз=7, 

..fl+ х2-4х]= -13, 

xl+4x~- Х3= 14. 

1
5o\I-4Х2+ хз=2З, 

.tl- Х2+ Х3= 1, 

2ХI+4Х2-3ХЭ= 15. 

1 
XI-3X2+ Х3= -5. 

2xl+ х2-3хэ =24, 

4x l - Х2 = 18. 

1
3XI+5X2- Х3= I 

2.28. 2x l + Х2+ Х3= -3, 

х l +4х2-3хз=2. 

(6Х , + Х2 1 Х3= 16, 

2.30 1 X 2-3XJ= 14, 

JХI+3t~-4 ... з=31. 

3. А матрица r')eрилгаll ,1.-1 Ice···, :,1 ·~:IТP,A •. "'" ';~· •• HНI аа 
AA-1=A-1A=E экани!! .. гекшнf'!:I',. 

:"d 



3.1. 

3.3. 

3.5. 

3.7. 

[! 
[: 
[r 

п 

2 -1] 
-2 3. 

-4 

-3 5 ] 
4 о. 

-3 -1 

1 -3] 
-5 4. 

3 2 

7 -4] 
О -1 . 

-5 О 

3.9. -3 4 
[ 

4 -2 : ] 
3.11. 

3.13. 

3.15. 

3.17. 

3.19. 

3.21. 

1 -1 

н 
[-~ 

-3 4] 
-5 -7 . 

-1 5 

-1 8 ] 
-5 5 . 

3 10 

[
5 -1 3] 
4 -2 О . 

2 -4 5 

[

5 6 4 ] 
2 О -3 . 

134 

[: ~]. 
425 

[
2 1 5] 
1 3 1 . 

148 

3.2. 7 3 о. [3 2 -1] 

3.4. 

3.6. 

3.8. 

3.10. 

3.12. 

3.14. 

3.16. 

3.18. 

3.20. 

1 2 2 

[-2 3 3] 
4 5 1 . 

-3 4 О 

2 -2 -5 . [
1 1 3] 
143 

[
-1 8 1] 
-1 5 5 . 

О -1 3 

[
1 2 1] 
1 9 7 . 

4 -3 1 

[

3 -1 4 ] 
7 8 -2 . 

2 -3 3 

[

23 

-~ О 

[ 

1 -3 
-2 
-2 4 

н 
-2 ] 

3 . 

4 

[

3 1 о] 
2 2 1 . 

637 

[
4 2 1] 
1 3 3. 

3 2 -1 

3.22. 2 О 
[

1 -1 

r] 1 2 
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3.23. 
7 3] 
1 О . 

3 1 I! 1
-2 3 О] 

3.24. 1 2 3 . 

11 5 7 

3.25. 

1
4 1 7 ] 
9 -1 1 . 
6 -1 10 1 

J -1 ] 
3.28. О -1 1 

12 2 

1
1 2 1] 
~ 3 ~ . 

3.27. 3.28·1 : 
-3 

3 -6] 
4 5 

2 3 

3.29. -4 9 4 . 

1 
О 3 2] з.зо·1 : 

6 
7 

-8 lJ 173 -3 

4. Берилгаи А матрица раигинн тonинг: 

1
1 4 -3 61 ] 
2 5 -23 . 

17 -10 20 О 

4.1. 
[ 

2 1 

4.2. -: О 
-2 3] 

1 1 . 
-3 2 

1
1 -3 -4 1 1 ] 
5 -8 -2 8 3 . 

-2 -1 -10 -5 О 

4.3. [
4 2 1 -2] 

4.4. 2 О 3 6. 

322 

[

5 -5 10 12] 
3 7 11 . 
1 7 4 30 

4.5. 4.8. [ ~ 
-1 

2 -1 2] 
-4 5 О . 

3 -3 1 

[: 4.7. 
5 3 6 3 ] 

-1 -1 4 1 . 

8 6 -6 О 1
5 О 

4.8. : 2 
-4 2] 

2 -6 . 
-1 -2 

[
1 3 -1 2 2] 

4.9. 2 5 - 8 - 5 6 . 

1 4 5 -1 О 
[

-1 2 
4.10. 2 О 

() 4 

3 4] 
1 -1 . 
7 7 

1
3 5 -1 2 4] 

4.11. 2 4 - 1 3 2 . 
1 3 -1 4 О 1

3 4 
4.12. 1 -1 

5 2 

-4 О ] 
2 -1 . 
О -2 

зо 



•. '3./: -3 4 2 

rl .. , .. [-~ 
1 2 

-:' J 
2 -1 3 2 
7 -6 4 -1 1 

Щ [; 

5 -3 1 

Н 4.'L 1: 
-2 2 

-'1 2 -3 2 2 4 -1 . 
3 -3 О 3 -1 

4.17.[: 
1 -3 2 

:1 .. ,.[: -3 2:1 -3 1 -1 -1 
-1 -5 3 2 

..... [: -2 -4 

~I Г' 
3 

Н -3 -2 1 4.20. 4 3 -5 
-1 4 -9 1 2 -1 

Г 
1 

11 91 4.22.[: 
3 -2 -'] 4.21. ~ 5 07. -1 4 -3 . 

-3 2 3 1 1 -2 

4д [: 
-3 1 

!I 4.2 •. [! 1 -2 -, 1 -2 О 2 4 -5 . 
-1 -1 -6 4 

4.25. [: 

4 

~I 4.2L Е 23] -1 2 -1 4 5 . 
2 3 -2 О 3 4 

4.27. fl 
5 

~I '.28. !! О 4 

-:61 -1 2 -2 2 

2 О -2 1 

4.". Н 
2 -10 

~ 1 4~. !: -3 4 

-~] -7 4 3 -2 

4 -2 -6 О -2 

5. Бир жинсли тенгламалар системасини ечинг: 

{ЗХ,+4Х,+ 2x,~o. {2х'-ЗХ'+ X,~O. 
5.1. Х.- Х2+ 4хз=0. 5.2. Х.+ Х2+ ХЗ=О. 

Sж.+2х2+ 10хз=0. 3х.- 2Х2+ 2хз=0. 
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I
ЗХ,+2Х2- хз=о, 

5.3. 2х,- х2+зхз=о, 

Х, +3х2-4хз=0. 

I
ЗХ,-2- Х2+ хз=о, 

5.5. 5х,-14х2+ 15хз =О, 

х,+2 Х2-3 хз=о. 

(
2Х,-3Х2+ хз=о, 

5.7. Х, + Х2+ хз=о, 

3х,-2х2+2хз =0. 

1
2..[,- Х2+3Х3=0, 

5.9. .&:, +2х2-5хз=0, 

3Х'+Х2- 2хз=0. 

1
2Х ,+2Х2 -3..[3=О, 

5.11. 4х,-2х2 -9х,=0, 

х,-2х2+ 7хз=0. 

1
5Х,-2Х2+3Х3=0, 

5.13. 2х,+3х2-4хз=0, 

3х,-5х2 +7хз=0_ 

1 
x,-2Х2-2хз=О, 

5.15. x,+3x2-5хз=О, 

2х,- х2-7хз=0. 

1
2Х'- Х2+4хз=u, 

5.17. 2х, +3х~-5хз=О, 

,4xl+2r~. \-]-.:~, 

( :..' Х .- 3 1- - -, а , :- 1'. 

:; ... ~ •. !::)" : .~-,\.,.. ,";.:.... ,}, 
','" - + '-._ "о' - ," .. А 0'0 '" .. __ I 

f ':'- . ':А' ,~ " 
,i.'~ 1, ~ ,), . ,У ~ ,~- •• ( 

•• J" ••• С'" f). 

5.4. x,+2X2-5хз=О, 1
2х'- Х2+3Х3=0, 

3Х,+ х2-2хз=0. 

5.6. Х,- х2+4хз=О, I
зх, +4Х2+2 Х'3=0, 

5х,+2х2+ IOхз =о. 

I
ЗХ,+2х2- хз=о, 

5.8. 2х,- х2+зхз =0, 

х,+3х2-4хз=0-

I
ЗХ,-2..[2+ хз=о, 

5.10. 4х,+3х2-5хз=0, 

х,+5х2-6хз=0. 

I
ЗХ,-3х2+2Х3=О, 

5.12. 4X'+3X2-5хз=О, 

х,+5х,- 6хз=0. 

1
3X1+ Х2-Х3=О, 

5.14. 5Х'+3..[2-ХЗ=О' 

4х,+2х2-хз =0. 

1
2Х'- X2-5хз=О, 

5.16. 5x,+3x2-хз=О, 

4х,+2х2-хз=0. 

1
4Х,-3Х2-2Х3=0. 

5.18. 2х,- х2+2хз=О, 

х,- х2-2х,=0. 

1
7:(1 - х.,+2.\'-=О, 

5.20. ,t;+~:'r -4-'з=0, 

~x, -2'1+1хз=О . 

5.22. 
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1 x,+2x,-5x,~O, г- х,+"",-о, 
5.23. XI-3X2+ хз=о, 5.24. X 1 +3х2 +2хз =О, 

2х , - X2- 4хз=О. X 1+ х2 +4хз =О. 

1 х,+х,+ x,~o, 1 з.., +2х, + 4x,~ о, 
5.25. 3xl-х2-5хз=О, 5.26. xl-4х2+8хз=О, 

х l -х2 -зхз=о. 2х , - х2+6хз =О. 

1 x,-Зх,+7х,~О, 12<'+ x,+7x,~o, 
5.27. 3X 1 +4х2- хз=о, 5.28. 2XI-3х2-5хз=О, 

2х, + 7x2-8хз=О. 2x l - Х2+ хз=о. 

1 4х, - x,+5x.,~O, 1 Зх, +5x,-2x,~O, 
5.29. 2х , +3х2- хз=о, 5.30. x 1-, Xz-4хз =О, 

x l -2х2+3хз =О. х l +Зх2+ хз=о. 

J- намунавuй -ruc06 тоnшuрuк,ларu 

1. Берилган детерминантни уч усул билан х'ис06ланг. 
а) уни i- сатр элементлари буйича ёйиб; 
б) уни j- устун элементлари буйича ёйиб; 
В) OJIдин j- устундаги биттадан башк.а элементларни НOJIга 

айлантириб, сунгра шу устун э,лементлари буйича ёЙиб. 

2 -1 3 О 3 -2 

-~ I -5 3 1 -2 О 5 -3 
1.1. I 1.2. 

-3 -2 О 4 -4 О 3 

5 -4 2 6 3 -2 

i=2, j=4. i=4. j=3. 

6 -3 1 2 -3 5 
6 71 -1 о 4 5 О -2 

О -: 

1.3. I 2 1.4. 
7 3 4 4 -3 

О -5 -1 3 2 

i=3, j=3. i=l.j=2. 

-3 1 4 5 4 -1 3 2 

1.5. I 
О 2 -1 3 

1.6 . 
-5 5 -3 О . 

4 -2 7 О 2 4 7 

-5 О 3 2 О -2 6 3 
i=3, j=2. i=2. j=3. 
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-1 2 3 6 -2 1 

-~I 4 о 3 -2 
1.8. 

-6 1 4 
1.7. 

3 -2 5 2 О 3 

-3 2 7 О 4 5 -3 

i=4. j= 1. i=2, j=2. 

3 -3 

~1 
-3 2 5 7 

-4 О 5 -3 2 О 
1.9. I 1.10. 

-2 -1 3 4 . 4 О -2 1 

О 6 -2 3 -4 2 3 

i= 1, j=3. i=4, j=4. 

-4 1 7 3 -2 9 

-n о 2 -2 3 4 -3 1 
1.11. I 1.12. 

-1 2 О 2 3 -2 

4 3 -6 5 7 -3 

i=4. j=2. i= 1. j=4. 

4 3 -1 -2 3 -5 5 1 

6 О 3 4 
1.14. 

7 2 3 
1.13. I 

-2 2 3 2 8 О 

5 -2 4 -7 3 2 

i=l. j= 1. ;=3. j= 1. 

2 -1 3 2 2 О -2 

9 2 5 О 4 5 -1 О 
1.15. I 1.16. 

2 4 -6 3 3 -4 2 5 

О 3 2 -1 -3 1 3 6 

i=3, j=4. i=2. j=l. 

1 -1 О 2 2 -3 4 

iI -2 3 1 5 -5 3 О 
1.17. I 1.18. 

4 -1 2 4 -2 1 -3 
6 О 3 -2 5 2 -1 

;=3. j= 1. i=2, j=2. 
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4 -5 1 О 6 -1 3 О 

1.19. I 
3 2 6 4 -2 3 4 -5 

-5 3 
1.20. 

-4 8 2 О -3 . 1 
О -2 -1 3 -5 5 8 2 

i=2. j=3. "=4. j=4. 

2 6 -10 3 -4 1 3 -2 
-1 3 2 7 3 О -1 -1 

1.21. I 5 1.22 
О 3 5 3 4 -3 

-2 О 3 6 -1 2 -3 7 

i=I, j=2. i=3, j=3. 

2 -3 4 -2 О 

-; 1 1.2З. l' -1 О 6 
1.24. 

3 2 
О 4 -4 3 4 2 1 
2 -5 3 О 2 -1 -2 

i=4, j=2. i=3, j=4. 

5 О -1 3 -4 2 -: I 1 1 -3 2 -2 2 О 
1.25. 1з 1.26. 

-3 4 5 О 4 1 -2 

2 4 О .з 3 -1 2 4 

'"=3. j=2. i=l.j=4. 

-6 5 3 4 3 --2 

1.27. 
2 -3 5 

1.28. 
-3 -5 

О 4 -2 8 4 :3 О 

3 -4 5 2 -3 5 6 

i=4, j=3. ;=2, j=4. 

8 -7 6 3 5 -5 jf 3 5 -1 4 4 3 -4 
1.29. I.ЗО. 

О 3 2 -3 -1 2 :3 

-1 О 3 -~ 5 -1 2 

i= 1. j=:3. i=4,j=l. 
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2. А ва В матрицалар берилган. 
а) АВ ва ВА купайтмаларни топинг; б) А -1 ни топинг ва 

AA-I=A-1A=E эканини текширинг: 

[

2 19 

2.1. А= О -5 

О 2 

зо ] -1: . 
2.2. А = [- ~ 4 ~] 

-2 1 2 

[ 

1 -з з] 
2.3. А = - 2 - 6 1 З . 

-1 -4 8 

[ 
4 -5 7] 

2.4. А = 1 -4 9. 
-4 О 5 

2.5. A~ [-: 
6 -з] 
о 1. 

2 -1 

[
4 -5 2] 

2.6. А = 5 - 7 З . 

6 -9 4 

[ 
2 -1 2] 

2.7. А = 5 - З З. 

-1 ()-2 

[

4 З 

В= ~ 7 !] 
[-1 з -2] 

В= -4 2 . 

З -4 4 

-1 ] 
7 . 

-1 
[

1 -1 

В= -~ 4 

[

9 З 

В= ~ О ~] . 
-1 

[
О 2 

В= -2 З 

4 -1 Н 
J 

-~] 

О 

[
-з 

В= О 2 

О -1 

[

7 О 

В= О 4 

З 1 

[

7 -12 
2.8.А= 10 -19 

12 -24 
I~] . В= [~ О 
1З 1 1 

-6] 7 . 

-1 

-1 5] 
2 4. 

2 -1 
~]. В=[IЗ 

-2 З 
[ 

з -1 

2.9. А= -4 -1 

4 -8 

: ] [
1 -з 4] 

2.10. А = 4 -7 8 . 

6 -7 7 [

4 З 

В= З 2 

1 -2 
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1
0 7 4] 

2.11. А = О 1 О • 

1 13 О 
[ 

4 3 2 ] 
В= -2 1 -1 . 

3 1 1 

[
О 1 

2.12. А = ~ о 
-1 ] 

2 • 
4 1

1 -2 -1] 
В= 3 2 . 

1 2 2 

[

-2 

2.13. А= ~ 3 ~]. 
-1 1 1

4 3 8] 
В= ~ 9 ~ . 

[5 2 1] 1-1 8 -2] 
2.14. А = 1 - 1 О. В = - 4 3 2. 

О 3 -1 3 -8 5 

-3 4] 
-5 . 

5 1 1
0 -2 3] 11 

2.15. А = 1 О 1. В= 2 

1 О -3 

[ 
1 О 2] 

2.16. А = О 1 - 1 • 

214 

1
-1 2 1 ] 

2.17. А = 2 О 1 • 

1 3 -1 

1
1 -1 1] 

2.18. А = -2 1 О . 

034 

[
1 -1 О] 

2.19.A= О 3 -1 . 

521 

[
1 -1 2] 

2.20. А = О О 5. 

2 1-3 

[ 
1 3 -1] 

2.21. А = 2 О 1 • 

-1 2 1 

B~ [~ 5 -3] 
-~ -~ . 

[

3 О 

В= 1 1 
О 3 

~ ]. 
-6 

1
2 -1 

В= 7 

6 4 

-5 ] 
4 . 

-7 

[

1 2 

В= О -3 

2 О 11 
B~ [~ 

B~ [r 

1 О] 
-~ -; . 

3 ] О . 

7 -1 

-1 

-2 
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2.22. А ~ [; 

-3 -i]. [' о -Н 2 В= О 1 

О 2 О 

2.23. A~ [ ~ 
3 

J B~ [i ' '] -1 -3 1 . 

-2 1 О 3 

2.24. A~ П 
3 -'5 ] B~ [~ 

1 -;] 2 5 . -2 
-1 6 3 

'.25. A~ [~ -J B~ [ ; 

-3 -n -1 

2 -3 5 

[ 11 
3 -, ] B~ [~ 

5 -3] 2.26. А= -14 2 1 • -1 -1 . 

О 1 О 4 

2.27 А ~ [; 

-3 ; ] . . [' 3 !] О В= ~ 7 

2 -1 1 

2.'8. A~ Н 
3 '] Г 

5 -3] 
~ . В= ~ -1 -1 . 

-1 4 О 

2.2 •. A~ [~ 
2 -13] Г 

-1 -'] 3 8 . В= -1 4 7 . 

-1 -7 8 1 -1 

2.30. A~ [~ , О] B~ [~ 
J 

J -2 3 . О 

О 1 

.' 



3. Берилган тенгламалар системасининг биргаликда эканлигини 
текширинг, агар биргаликда булса, уларни: а) Крамер к,оидасидан 
фойдаланиб, б) матрица усули, В) Гаусс усули билан ечинг: 

j
3Xj+2X2+ хз=5, 

3.1. а) 2x j+3x2+ хз =1, 

2х j + Х 2 + 3х з = 11 ; 

j
4Xj- 3Х2+ 2Хз=9, 

3.2. а) 2х j +5х2 -3хз =4, 

5х! +6х2+2хз= 18; 

j
2Xj- Х2- хз =4, 

3.3. а) 3х ! +4х2-2хз= 11, 

3Хj-2Х2+4хз= 11; 

( 

Xj+ Х2- ХЗ= 1, 

3.4. а) 8х j +3х2-6хз =2, 

-4x j - Х 2 +3Хз= -3; 

j 
Хj-2Х2+3хз=6, 

3.6. а) 2х ! +3Х2-4хз=20, 

3х j -2х2 -5хз =6; 

( 

Х! +Х2 +3Хз= -1, 

3.7. а) 2х j -х2+2хз= -4, 

4х ! +x2+4x;j= -2; 

j
3Xj +4Х2+2хз=8, 

3.8. а) 2x j - х2 -3хз ==-1, 

x j+5x2+ ХЗ= -7; 

( 

Хj-4Х2-2хз= -·7, 

3.9. а) 3x j + Х2 -- Х.;=5, 

-3х j +5х2 +6х;з=7; 

39 

j 
Xj+2X2- хз =6, 

б) 2х j +3х2 +5хз =11, 

3х ! +5х2+4хз =8. 

j 
Xj+ Х2 - хз =7, .. 

б) 2х ! +8х2+5хз= 15, 

3хj+9х2+4хз= 10. 

(
4Х! +6Х2+3ХЗ= 17, 

б) 2х ! +6х2+5хз= 12, 

3х j +6х2+ 4хз=9. 

j
2Xj- Х2+3ХЗ=3' 

б) х j +3х2-2хз=2, 

3x j+2x2+ хз =8. 

( 

5xj- х2 +3хз =2, 

б) - Х ! +3х2 -2хз= 1, 

4х! +2Х2+ хз=7. 

j
Xj- 9Х2+fХЗ =5, 

б) х j +3х2-8хз =3, 

Хj-3Х2-·2хз=8. 

(

3Xj-3X2- ХЗ= -5, 

б) 3хj+5х2+4хз= 17, 

4х j - 2Х2+3хз =8. 

{

3Xj+ Х2- хз =4, 
б) х j -2х2+2хз =1, 

4x j - Х2 + хз =3. 

(

3Xj+2X2- х.з=4, 

б) x J -3х2+2хз= 1, 

7х j +Уз=6. 



! х,+2х,+4х,~3I, !3x'+2X'+X'~4' 
3.10. а) 5х ) + х2+2хз=20, б) x J -3х2-хз=l, 

3Х ) - Х2+ хэ=О;. 4x J -х2 =б. I х,+5х,+ x,~ -2, I x,-3x,+4x,~2, 
3.11. а) 2xJ-4х2-3хз=О, б) 2x J+ х 2-5хэ=3, 

3х J +4х2 +2хэ =3; 3x J -2х2- хз =8. 

!2X'-3X'+2<'~ -6, ! 4х, +5х,-3х,-5, 
3.12. а) 5x J+8x2- хз=О, б) 2x J- х2 +хз=3, 

х J +2х2+3хз=6; 3xJ+2X2- хз =7. 

1 x,-4x,-2x,~0, IЗХ,+5Х,+ x,~2, 
3.13. а) 3x J -5х2-бхз=7, б) 5x J -3х2+3хэ =4, 

3xJ+ Х2+ хэ=6; 4x J+ х2+2хэ =8. 

12<' - х,+ 5x,~ 10, г- х,- x,~4, 
3.14. а) 5x J +2x2-13хэ =21, б) x J +3x2-7хэ=3, 

3x J- Х2+ 5x~= 12; Х ) -5х2+5хэ= 7. 

(2Х'+ x,-5x,~ -1, (,х,- x,-5x,~3, 
3.15. а) X J+ Х2- ХЭ= -2, б) 4x J+3x2+ хэ =5, 

4x J -3х2+ ХЭ= 13; 3xJ+ х2-2хэ =7. 

12Х, +3x,+4x,~ -10, {4Х' +3х,+ 2x,~2, 
3.16. а) 4x J+ Ilхэ= -29, б) 2x J+2x2- хэ =3, 

7x J -5х2=7; 2x J+ х 2+3хз=5. 

ГХ,+7Х,- x,~1O, гх, + 4х,-7 x,~3, 
3.17. а) 3x J -5х2 +3хэ= -14, б) 7xJ+ х2 -3хз =2, 

x J+2x2+ ХЗ = -1; x J -3х2+4хз =7. ! 4х,+ x,-3x,~ -6, 13Х'- х,- x,~ -з, 
3.18. а) BX J +3x2-6хэ= -15, 6) 2x J +3x2 -2хэ =4, 

xJ+ Х2- ХЭ= -4; x J -4х2+ хэ =8. 
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! 3.,-2.,-5x,~ -14, (2"+ .,-5.,~ -3, 
3.19. а) х l -2х2+3хз=0. б) 3х l -2х2+3хз= -Q. 

2ХI+3Х2-4хз= -10; 3х , - х2+2хз=4. 

!5x'+5x'-2"~ -9, (4"- .,-5.,~4, 
3.20. а) 2х,+5х2-3хз= -1, б) 3x l-2x2 - хз=5, 

4ХI-3Х2+2хз= -15; X 1+ х2 -4хз =8. 

г.'+ ''- .,~9, ! 4., -з..,+2.,~2, 
3.21. а) 2xl-3x2=0, б) 3x l-2x2- хз =3, 

5ХI- 4Х2- 2хз=9; . X 1- х2+3х 1 =5. ! з.., + 2х,-2.,~З, {3" -5х,+ 2x,~ 2, 
3.22. а) X 1+ Х2- ХЗ=О, б) х l +3х2-4хз=5. 

4х,+ Х2-5хз= 1; 2х , - Х2- хз=9. 

{ .,+4.,- 3"~ -2, (4"+ .,-2.,~З, 
3.23. а) 2XI+5x2+ хз=-I. б) 2х l -3х2-4хз=2, 

x,+7X2-IОхз=--5; 3х , - Х2- 3хз=6. 

{з.,-2.,+ .,~5, {2.,+2.,+ .,~4, 
3.24. а) 2Х'-3Х2-2хз=6. б) XI-3x2+ хз=3, 

4х,- х2+4хз=4; 3х , - Х2+ 2хз=5. 

{ ',- .,+2.,~ -3, (4.,+2х,+ .,~4, 
3.25. а) 3х,+ Х2+ 7хз= -1. б) XI-3X2+ хз=3. 

х l +4х2+3хз=7; 3ХI+5Х2+2хз=8. 

(7"+5х'+з..,~ -1, ! .,+2.,+ .,~5, 
3.26. а) 2х , + Х2- хз=4. б) x l + Х2-3хз=4. 

х l +8х2-бхз= -13; 2ХI+3Х2-2хз= 10. 

( .,+з..,- .,~б, I " + 2x,-3.,~ - 4, 
3.27. а) 2х l +5х2-8хз=3. б) 2х,+ Х2+ хэ=5. 

XI+4x2+ хэ=ll; x l - Х2+ 4хз=7. 
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3.28. а) 

3.29. а) 

1
5XI-3Х2+2Хз=23, 

3xl+2x2- хз= 4, б) 

ХI-6Х2+4хз= 19; 

1
5ХI+7Х2-3ХЗ= -12 

3ХI+2Х2+зх~=5, б) 
X 1-X2- -3, 

( 

2х 1+ 2Х2+ 3Хз= 2, 

x l +2x2 - хз =3, 

3ХI+4Х2+2хз=0. 

\

3XI+3X2+ хз=2, 

2x l-2x2- Хз=3, 

ХI+5Х1+2хз=4. 

3.30. а) 2xl-3x2- хз =5, б) x l-3x2+ 4хз=5, 

1 
XI+ х2+2хз=5, 15ХI+7Х2+10ХЗ=4, 

4х , - х2-5хз= -9; 2XI+5x2+ 3хз =8. 

4. Бир жинсли чизик..nи тенгламалар системаларини ечинг: 

1 x,-2х,+Зх,~О. 14Х'- x,+3.<,~o. 
4.1. а) 2x l+3x2- Хз=О, б) 2XI+3X2-5хз=О, 

х l +4х2-2хз=0; х l -2х2+4хз =0. 

1 x,-4х,+Зх,~О. 13.<,+2Х,- X,~O. 
4.2. а) X 1- Х2- хз=О, "б) 4х , + X2-2хз=О, 

3х l +3х2- 4хз=0; X 1- х2- Хз=О. 

15.<'- x,+5x,~O. 12Х'- x,-2x,~o. 
4.3. а) 2x l+3x2- Хз=О, б) 3x l-5x2+ хз=О, 

3x l +4X2-3хз=0; х l -4х2 +3хз=0. 

13.<'+ x,-2x,~O. 16.<,-2Х,+ X,~O. 
4.4. а) x l+2x2+ Хз=О, б) 4Х 1 + x2-Зхз=О, 

4х , - Х2+ 3Хз=0; ХI-3Х2+4хз=0. 

{ x,-4x,+3.<,~O. 13.<'+5.<'- X,~O. 
4.5. а) 3x l':"'2x2- Хз=О, б) 2x l -3х2 +3хз=О, 

4x l-2x2+ Хз=О; ХI+8Х2-4хз=0. 

15.<,+2X'-3.<'~O; [ x,+2x,-Зх,~О. 
4.8. а) 4x l - х2+2хз =О, б) 5x l-4x2+ 7хз =О, 

X1+3x2+ Хз=О; 2х l -3х2+ 5хз=0. 
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/ 3.,+2.,~0, /4"- .,+5.,-0, 
4.7. а) 4х , - Х2+ЗХЗ=О, б) 2х l +Зх2- хз=о, 

х l +Зх2- хз=о; x l -2х2+Зхз =О. 

/3., -2.,-зх,~0, / .,+3x,-5x,~0, 
4.8. а) 4х , + х2+2хз=О, б) 2х , - Х2+ хз=о, 

х l -Зх2+ хз=о; x l -4х2 +6хз =О. 

ГХ'+ .,+3х,-0, I .,-2x,-2x,~0, 
4.9. а) 2х , - Х2- хз=о, б) ЗХI+4Х2-2хз=О, 

Зх l +4х2-5хз=О; 2x l+ x2-2хз =О. 

/3., -4х,+ 7x,~0, /2х' - 3х,+ 4x,~0, 
4.10. а) x l +2x2+ хз=о. б) X1 - Х2 - хз=о. 

2х , - х2+4хз =О; XI-2х2 +5хз =О. 

12.,+2Х,- "~O, 12Х'- x,+4x,~0, 
4.11. а) Зх l +4х2+2хз=О. б) X1 - Х2- хз=о. 

x l -2х2=О; . XI-2Х2+5хз=О. 

13" + 2х,- 3x,~0, 15x'-6x'+4X'~0' 
4.12. а) XI-ЗХ2+5хз=О, б) XI +2x2- 2хз=О. 

4x l +5x2-Зхз=О; Зхl-2Х2+ Хз=О. 

1 .,+2x,-5x,~0, 1 " -7.,+зх,~0, 
4.13. а) 5х,+ Х2-3ХЗ=О, б) x l +2x2 -2хз=О. 

ЗХI-2Х2+4хз=О; Зхl-2Х2+ Хз=О. 

15x'-4X'+2x'~0' 15x'+8x'-3X'~O' 
4.14. а) ЗХ2-2хз=О, б) Зхl-4Х2+ ХЗ=О, 

4xl+ Х2- ЗХЗ=О; 4x l +2x2 - хз=О. 

1 6х, + 5х,- 4.,~ о, \3.,-2х,+ "~O, 
4.15. а) X1+ Х2- Хз=О,. б) 2х,+ Х2- ЗХЗ=О, 

ЗХI+4Х2-3ХЗ=О; XI- ЗХ2+ 4хз=О. 
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IЗх,+2Х'- x,~O, (4Х,+Бх,- x,~O, 
4.16. а) 4ХI+ЗХ2+4хз=О. б) 2х , - Х2+ЗХэ =О. 

2х , - х2+зхз=о; Зх l +2х2+ Хэ=О. 

12<'- х,+Зх,~О, 16x'+2X'-3X'~0' 
4.17. а) x l -2х2-5хз=О. б) 2х , - х2 +2хэ=О. 

Зхl+4Х2- хз=О; 4х l +Зх2 -5хз=О. 

16х'+5Х.- x,~O, 13Х' +4x,-3x,~ О, 
4.18. а) ЗХI+4х2+2хз=О. б) 2х l -Зх2+ ХЗ=О. 

2х , - Х2+ ЗХЗ=О; x l +7x2 -4хз=О. 

17Х,+2Х,- x,~O, 17Х'- x,+3x,~0, 
4.19. а) 2х , - х2+Зхз=О. б) 2х l -Зх2+ хз=О. 

Зх l -4х2-2хз=О; X1+ 7x2-4хз=О. 

12Х' +5х,- ЗХ,~О, (6х,+зх,-- x,~O, 
4.20. а) x l -Зх2-2хз=О. б) 2х l +5х2+Зхз=О. 

X 1 + 8Х2+ ЗХЗ=О; 2х , - x2-2хз=О. 

13Х' +2х,+ 3х, ~ О, 13Х' + 5х.+ 2x,~ О, 
4.21. а) x l -4х2+5хз=О. б) X1- х2+4хз=О. 

2x l -2х2+4хз =О; X1 +Зх2 -Зхз=О. 

15X'-7X'+6x'~0' 1 х,+ 7x,-8x,~0, 
4.22. а) Зх l +4х2+ хз=О. б) Зх l - х2 +2хз =О. 

2x l +5x2- 4хз=О; x l -4х2+5хз =О. 

16х'- x.+2x,~0, [ x,+3x,-7x,~0, 
4.23. а) x l +2x2+ хз=О. б) 2х , - Х2+4хз=О. 

ЗХ 1 +2х2- Зхз=о; Зх l +2х2 -Зхз=О. 

1 х,+5х,- x,~O, 1 x,+2x.-4x,~0, 
4.24. а) 2ХI-ЗХ2+ЗХЗ=О. б) 2XI+9X2-2хз=О. 

ЗХI-8Х2+5хэ=О; x l -5х2 +Зхэ =О. 
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["Х,-7Х,+2Х,_0, { х,+2х,-.х,_0. 
4.25. а) 3Х , + x2 -4хэ =О. б) 2х , +3х2+ Хэ=О. 

x l +8x2-2хэ=О; 3x l +5x2 -3хэ =О. 

[3.<'-2Х'+ х,-о. [ х, + 7х,- 2х,-0. 
4.26. а) 2x l +4x2-5хэ=О. б) 3x l -5х2-4хэ=О. 

X 1 +6x2- 3хэ=О; XI-6x2- Хэ=О. 

[2Х'- х,+'х,-о. [ х,-",,+7х,-0. 
4.27. а) 3x l +2x2-5хз=О. б) 2x l +5x2 -3хэ =О. 

X 1+ x2 - 2хэ=О; 3XI-3Х2+4хз=О. ! х,-",,+7Х,-0. [ х,-8х,+ 7х,-0. 
4.28. а) 4х , +3x2-5хэ=О. б) 2х , +5x2-3хэ=О. 

2х , + Х2+3Хэ=О; 3XI-3Х2+4хз=О. 

[2Х,+4Х'- х,-о. [ х,+5х,+ х,-о. 
4.29. а) 4xl-3х2-3хэ=О. б) 2XI-3Х2-4хэ=О. 

2x l +5x2- 5хэ=О; x l -8х2 -5хэ =О. 

[ х,-3х,-4Х,-0. [3Х'+2Х'+3Х'-0, 
4.30. а) 2хl+3х2+7хэ=О. б) XI-4x2- Хэ=О. 

х l +2х2+ 5хз=О; 2х , - Х2+ Хэ=О. 

4- §. Векторлар устида чизиК,Ли амаллар. 
Базис. Базис буАича ёАиw. Коордииаталар орк.али берилган 

векторлар устида ЧИЗИК,Ли амаллар 

1.4.1. Боши А нук.тада. охири В нуктада булган iiуналтирилган 
кесма вектор деб аталади ва у АВ ёки а каби белгиланади. а век­
торнинг узунлиги унинг АСодулu деб ата.lади ва lal каби белгилана­
ди. Охири боши билан устма-уст тушадиган вектор ноль-вектор 
деiiилади ва /J билан белгиланади. Бундаii вектор тайин iiуналишга 
зга змас. унинг модули нолга тенг. _ 

Узунлиги бирга тенг вектор бuрлuк вектор деiiилади. а вектор­
нинг бирлик вектори iJ! каби белгиланади. 

Бир т9rри чизик.да ёки параллел туrри чизик.ларда ётувчи 
векторлар коллuнеар векторлар деЙилади. 

Агар икки вектор узаро коллинеар. бир хил йуналган ва 
модуллари тенг БУлса. бу IWкторлар тенг векторлар деЙилади. 

45 



i/~~-~ 
~/ 

Q 

2- Ш8КЛ 

~ 
а 

з- Ш8КЛ 

Бир текисликда еки параллел текисликларда етувчи векторлар­
ни КO.tCnланар векторлар дейилади_ 

1.4.2. Векторларни к.ушиш, айириш ва векторни сонга купайти­
ри ш амалларини векторлар усти да чuзuк,лu аN.аллар дейилади-

а векторнинг А сонга куnaЙТN.асu деб, а векторга коллинеар, 
А>О да у билан йуналиши бир хил, А<О да эса Ауналиши к.арама­
к.арши х.амда модули 'АI ·,а, га тенг булган )"а (еки а),,) векторга 
аЙтилади. 

(JI= ~ бирлик вектор булиб, у а билан бир хил йуналган_ 

а ва Б векторларнинг ЙUF'uндuсu деб а ва Б векторлар билан 
компланар булга н а+Ь векторга айтилади_ Икки векторнинг 
ЙI1FИНДИСН параллелограмм (2- шакл) еки учбурчак (3- шакл) 
к()идалари буйича тonилади. 

Бир не ITa векторни кушиш учбурчак кондасини кетма-кет 
к.уллаш билан амалга оширилади. Натижада шу векторларга 
к.урилган с~ник чизик.ни епувчи вектор бир нечта векторларнинг 
йиrиндиси булади (4- шакл)_ 

Икки а ва Б векторнинг аЙUРN.асu деб, Б векторга к.ушилганда 
а векторни х.осил к.илувчи а-Б векторга айтилади (5- шакл). 

а = ОА ва Б = 08 векторларга курилган параллелограммнинг 
ос диагонали ОС=а+Б га, 8А диагонали эса НА =а-Б га тенг 
(6- шакл)_ 

1.4.3. а=А8 векторнинг 1 ук буйича ташкuл этувчuсu (компо­
ненти) деб, шу вектор боши ва охирининг проекцияларини 

бирлаuпирувчи Ц векторга айтилади (7- шакл). 

~ а __ - i 
a~6+c+if 

4- шак,' 

~ ~ 
5- Ш8КЛ 
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о==АВ векторнннг 1 УКдаги 1Iроеtщuясu деб. А.В. векторнннг 
йуналиши 1 Ук. йуналнши билан бнр хил ёки бнр хил эмаслигига 
к.араб. с+. ёки с-. ишора билан олинадиган ташкил ~тувчиси­
нинг узунлигига аЙтнлади. 

пр,АВ= ± IA.B.I 

о векторнинг 1 Ук.к.а проекцияси а, деб белгиланади. яъни: 

пр, а=а,. 

Проекцияларнинг асосий хоссалари: 

а) пр,о = 10lcosIP ёки а, = 101coslP' 

Бунда IP - g B~KTOP би_лан y~ орасидаг,! БУ'рчак; 
б) пр, (а+Ь) =пр,а+пр,Ь ёкн пр, (а+Ь) =а,+Ь,; 

в) пр,АО=АПР,о ёки пр,Аа=А.а,. 

1.4.4. о •• а2 . .... О. векторларнинг чизик.ли ICcwбuнацuясu деб 
0=А.О.+А202+ ... +А.О. 

формула билан аникланувчи о векторга аЙтилади. бунда А •• А2 ....• 
А. - тайин сонлар. 

Агар а .. .... О. векторлар 'снстемасн учун камнда бнттасн нолдан 
фарКd'Н шундай А.. ...• А. сонлар мавжуд БУлиБ. AIOI + ... + 
+А.а.=О шарт бажарнлса. у снстема '/UЗUIljАU БОFАUIIj CucreJla 
деЙнладн. Агар юк.орндагн тенглнк фак.ат А. = ... =А.=О булганда 
урннлн БУлса. а •• ...• а. векторлар снстемасн 'lUЗUIIjAU эрк.лu деЙнладн. 

Иккнта коллннеар вектор х:ар доим чнзикли БОFЛИКдИР. 
Шунннгдек. учта компланар вектор х.ар доим чизикли БОFЛН ,(о 
Фазодаги нхтиёрий турт ёки ундан ортик. векторлар х.ар доим 
чизиклн БОFЛНк.. 

11 та чнзнК.IIН БОFлнк.мас векторлар системаси е •. е2 ..... е. беРИЛГ2 н 
БУлнБ. агар ихтнёрнй о векторнн уларнинг чнзиклн комбинацияси. 
яънн 

О=А.е. + +А.е. 

шаклнда нфодалаш мумкин булса. у х.олда берилган система базuс 
деЙилади. 

Бу тенглик а векторнинг е .. ё2 ..... ё. базис буйича ёЙUАJlасu 
деЙилади. 

Фазода чизикли БОFЛИк. булмаган х.ар к.андаЙ учта el. е2. ез 
вектор базис ташкил к.илади, шу сабабли фазодаги х.ар к.андаЙ а 
вектор шу базис буйича ёйилиши мумкин: 

а = ~.e. + А2ё2 + Азез. 
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Л/, Л2, ЛЗ еонлар и векторнинг берилган базиедаги lCoopдиНlJ 
лари булиб, бундай ёзилади: 

и = IЛ/, Л2, Лзl· 
Агар базиенинг векторлари узаро перпендикуляр ва бирл 

узунликка зга булеа, б'у _ба}ие "РТОНОРJШлланган базис дейил~ 
у ортлар _дf..б ~талувчи i, j, k векторлар орк.али белгиланади. 

Агар i, j, k мое равишда ох, оу, OZ умари _бу_йи~а Йуналг. 
ортлар булеа, у }(OIIда ихтиёрий а векторнинг i, j, k базиедаr 
ёйилмаеи к.уЙидагича ифодаланади: 

и = ахl + ау/ + azk ёки и = 'ах , ау, azl, 
бунда ах, ау, а• - и векторнинг координаталари. и вектор узунлиги 

lal = -ya~+a~+a~ 
формула буйича аниманади. 

и йуналиши унинг координата умари билан }(осил к.илган а, ~ 
у бу'рчаклари билан аниманади. 

а векторнинг йуналтирувчи косинуслари 

ах ах = 2 

eosa = ~ v ~+~+al 
ау __ -==ау===:: 

eosf} = ~ - V.a~+~+tl. 

а, _ а, 2 

eosy = ~ - -v ~+a;+a. 
формулалар билан аниманади ва улар 

eos2a+eos2f}+eos 2y= 1 

муносабат билан боrланган. 

1.4.5. a=axl+ay/+a,k ва b=bxl+by/+b,k векторлар берилган 
булеин. У }(OIIда 

и±Ь= (ах±ьх)l+ (ау±Ьу)/+ (az±bz)k, 

ли = лахl + лаj + Ла,k. 
М/ (Х/, у/, г/), М2(Х2, У2. Z2) нук.талар берилган булеин. У }(OIIда 
М/ М2 векторнинг ортлар буйича ёйилмаеи 

М/ М2= (х2-х/) 7 + (У2-У/) 7+ (z2-z/)k 
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КУРННllшда БУладн. М. ва М2 нук.талар ораендаги маеофа ёки 
М. Ма векторнинг узунлиги 

---- ,1-------2~------~2--------~2 

IM.M21 = v (х2 -х.) + (У2-У') + (Z2- Z .) 
формула билан х.необланадн. 

М.М2 кеемаии берилган л ннебатда булувчи М нук.танннг 
координаталари к.уЙндагича аннк.ланади: 

х. +U2 11. +AII2 z. +).Z:/ 
Х =~; y=~; Z=~ 

Хуеуеан, агар л= 1 булеа, М нук.та М.М2 кееманинг уртаенда ётадн 
ва унинг координаталари 

х, +Х2 11, +112 z. +Z2 
Х = -2-; У = -2-' Z = -2-

муносабатлардан топнладн. 
М н е ол. a=13; 2; -51 ва 6=12; -3; 11 векторлар бернлган. 

к.уЙида~ила'рНИ топннг: 
а) 21!-~BeKTopHHHГ коорднната Ук.ларидаги проекцияларини; 
б) 2а-Ь векторнннг узунлигини; 
в) 2а-6 векторнинг йуналтирувчи косинусларини. 
Ечи ш. а) 2a-b=12·3-2; 2·2-(-3); 2·(-5)-11=14; 7; 

-111· 
б) 12а- ы� = "'42+ 72+( -11) 2 = "'16+49+ 121 = "'186 

4 7 II 
в) eoscx = v'18б' cosp= v'18б' cosy= - v l8б . 

4- дарсхона ТOnШUРUFU 

1. Берилган а ва Ь векторлар буйича уларнинг к.уЙидагн 
чизик.ли комбинацияларини яеанг: 

а) 3а; 
1-

б) -- Ь· 
2 ' 

- 1-
в) 2а+зЬ; 

1- -
г) 2а-3Ь. 

2. АВС учбурчак.да АВ=т ва АС=n векторлар берилган. Уш-
. m+n. т-n. n-m. m+n 

бу векторларни яеанг. а) --2--' б) --2--' в) --2--' г) - --2--' 

3. АВС учбурчак.да АВ томони Р ва N нук.талар билан учта тенг 
к.немга булинган: IAPI=IPNI=INBI. Агар СА=а, СВ=Ьбулеа, 
СР векторни топинг. 

Ж: СР= (2a+b)/3. 
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4. Иккита а = (- 1, 2, 31 ва Б = 12, - 4, 5) вектор берилган. 
К,уйидаги векторларнинг коордииата УКJIарндаги проекцияларинн 
топинг: 

а) 2а+5; б) а-3Ь; в) за+5Ь. 
Ж: а) (О, О, 11/; б) (-7, 14, -12/;" в) (7, -14, 341· 
5. a=I2, 3, 6) векторнинг йуналтирувчи косинусларини топинг. 

236 
Ж: COSCX=-, cOSp=-, cosy=-. 

777 

6. а=(2, -3, 6} ва 6=1-1, 2, -2} векторлар х.осил к.илган 
бурчак биссектрисеаси буйича йуналган ё бирлик векторнииг 
координаталарини топинг. 

- { 1 54} Ж: е = - у42' у42' ";42' 

4- "'устак,иА UШ 

1. a=18, -5, 3} ва 5=1-4, 1, -I} векторларга к.урилган 
параллел_огр~мм диа!:он'!ллари узуиликларини топинг. 

Ж: lа+ы� =6; 'а-ы� = 14. 
2. A(I, 2, 3) ва В (3, -4,6) нук.талар берилган. АВ вектор 

узvнлигини ва йуналишини топинг. 

- 2 6 3 
Ж: IABI =7, coscx="7' cosp= -"7' COSY="7' 

3 а =13.4. -12) векторнинг ортини топинг. 
- { з 4 12 } Ж: а=iз'!З' -13 . 

4. АВС учбурчакда АВ=(2, 6, -4} ва АС=(4, 2, -21 вектор­

~ берилган. Сучидан утказилган медиана билан устма-уст тушувчи 
CD вектор узунлигини топинг. 

Ж: ICDI = ".)10 . 

5- §. Скаляр кУпаАтма. Векториинг УЗУНJlИГИ. 
Векторлар арасндаги бурчак 

1.5.1. Иккита а ва 5 векторнинг СКa.IIяр кgnаЙт.tWСU деб, а. 5 
куринишида белгиланувчи ва шу векторлар узунликлари купайтма­
сининг улар орасидаги бурчак косинуси билан купайтмасига тенг 
булган сонга айтилади: 

а·5= 'а' . 'ы� . COSq:>. 

Ска~я'р Кiп,!йт~анинг асосий хоссала ри: 
а) q.b,:="b:,a (УР-.ин ~~маштириш к.онуни); 
б) а· ib-t:c) :=a~+ac {т'!.к.симаг к.онуни); 
в) (ли) ·Ь=а(ЛЬ) =Л(а·Ь) (гурух.лаш конуии); 
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г) агар а=О, екн ь=О, екн al..b булса, а·Б=о 
булмаг~н_ век!.~ларнннг ор_тогоналлнк шартн); 

д) а·а= lal екн lr= lal 2
; 

е) а·ь= lal·npj}= IblnpьO, 

(нолга тенг 

1.5.2. Коорднната умарн ортларннннг 

1~= k?=J, Р.:-l, [·7=0, [.k=O, 7·k=O. 
b=b.i+b~i+b.k векторлар бернлган булеин. 

скаляр купаАтмаси: 

a=ai+ai +a.k ва 
у х,олда: 

а. 6 = а.· Ь. + a~Ь~+ а.Ь.; 
а2= laI2=a~+a~+a~. 

а ва Ь векторлар орасндаги q> бурча к ушбу формула буАича 
х,нсобла нади: 

а.ь 
cosq>= ~I 

o.b.+oyby+ozb, 

V -- v----· 02 +02+ cl.. ь2 + ь2 + ь2 ... r z ... JI Z 

ава 6 векторларнинг перпенднкулярлнк шартн: 
а·6=0 ёкн a.b.+arb~+a.b.=O. 
1.5.3. F куч жнсмнн 1 вектор йуналншда ве масофага кучн-

рнш натнжаснда бажарган нш ушбу формула бнлан х.необланади: 

А = F . ·Вс= 11'1 . IВCI . COSq> , 

бунда q> - кучиш Ауналншн 1 ва F кучнннг таъснр чизнrн ораеидагн 
бурчак. 

М и с ол. A~ap lal =?, IБI_-3 булнб, улар узаро БОО ли бурчак 
ташкнл этса, 2а-Ь ва 2а+3Ь векторларнннг скаляр купаАтмаеllИН 
топинг. 

Е ч и ш. (2а-Б). (2а+зБ) = 2а·2а + 2а·з6 - Б·2а - Ь·зБ = 
= 4а· а + 6а· Б - 2а . Б - з6 . Б = 4а . а + 4а· Б - зБ . Б = 41 а 1 . 1 а I + 

- - О - - I +4Ial·lbIcos60 -31Ы ·lbI =4·2·2+4·2·3·--3·3·3= 16 + 
2 

+12-27=1. 

5- дарсхона тonшuрuгu 

1. Агар lal =3, Ibl =4 булиб, ава 6 векторлар орасидаги бурчак 
'" = fn булса, к.уЙндагнларнн х,нсобланг: 

а) а.Б; б) tr; в) ij2; г) (а+Ь)2; д) (а_Ь)2; 

е) (Зii-2Ь) . (а+2Ь). 
Ж: а) -6; б) 9; ·в) 16; г) 13; д) 37; е) -61. 
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2. Агар ОА = а ва ОВ= Ь векторлар узаро q>=БОО ли бурча к 
х.оснл к.илнб, 'аl =2 ва 151 =4 булса, АОВ учбурчакнинг 
ОМ медианасн бнлан ОА томонн орасидаги 6 бурчакни тonннг. 

2 
Ж: cos8 = -../7' 6::=:::41°. 

3. a=lm, 3, 41 ва 5=14, т, -71 векторлар бернлган. т нинг 
к.андаЙ к.иЙматнда бу векторлар перпенднкуляр булади? 

Ж: m=4. 
4. Учбурчакнннг учларн бернлган: 

A(-I, -2, 4), В(-4, -2, О), С(3, -2, 1). 

Учбурчакнннг В учндагн ташк.н бурчакнн х.нсобланг. 

Ж:~. 
4 

5 F=13, -2, -51 кучнннг к.УЙилнш нук.тасн TYFPH чнзнк. 
буйлаб х.аракат к.нлнб, MI (2, -3, 5) х.OJIатдан М2 (З, -2, -1) х.OJIат­
га У' адн. Бу кучншда F куч бажарган ншнн х.нсобланг. 

>1\: А =31 нш бнрл. 

5- .Alустак,uл uш 

1. Туртбурчакнннг учларн бернлган: 
А (1, -2,2), В (1,4, О), С (-4, 1, 1), D (.-,--5, -5,3). Шу туртбур­

чакнннг АС ва BD днагоналларн узаро перпенднкуляр булишинн 
нсботланг. 

2. А (-2,3, -4), В (3,2,5), С (1, -1,2), D (3,2, -4) нук.талар 
бернлган. АВ векторнннг CD BeKTo~)ДaГH проекцнясннн х.нсобланг. 

5 
Ж: -&-f. 
3. Учбурчакнннг учларн бернлган: 

А (1,2,1), В(3, -1,7), С (7,4, -2). 

Унннг нчкн бурчакларннн х.нсобланг. 

6- §. 8екторларнинг вектор ва аралаw купаАтмалари 

1.6.1. а векторнннг 5 векторга вектор KYnatlT.AlaCU деб ё=аХ 
хБ курн_нншда белгнланувчн ва к.уЙндагн шартларнн к.аноатлан­
тнрувчн с векторга айтнладн: 

а) ё вектор а ва 5 векторларга перпендикуляр; 
б) ё вектор учндан к.аралганда а вектордан 5 векторга энг 

к.нск.а бурнлнш соат милн йуналншига тескарн йуналншда 
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ё·аllЬ 

8- шакл 9- шакл 

кузатнладн (а, ь, с векторларнннг бундай жойлашувннн унг учлнк 
дейнладн) ; 

в) с векторнннг модулн а ва Ь век!орларга !<урнлган паРl!лле­
~oгpaMMHHHГ S юзнга тенг, яънн Icl =s= lallblsinq> (ср-а ва 
Ь векторлар ораендагн бурча к) (8- шакл)_ 

Вектор купайтманннг аеоснй хосеаларн: 

а) ахБ= -Бха; 
б) (м1) ХЬ=аХ (лЬ) =л(аХЬ); 
в) ах (ь+с) =ахЬ+ахс; 
rl Ar:,.ap g=O, ёкн Ь=О, ёкн allb булеа, у х,олда ахЬ=О- Хуеу­

сан аха=О-
1.6.2. Коорднната ук.ларн ортларннннг вектор купайтмаен: 

Агар 

булеа. у х,олда 

[хТ=о, lхl=О, k х k=O_ 
i х 1= k: 1 х k = [, k х i = 1-

а = ажi + ау! + a,k, 
Ь = ыli + Ьу! + b,k 

i j 

ах ь = I а. ау 

Ь. Ь у 

k 
а, 

Ь, 

Агар а ва Ь векторлар коллннеар булеа, у х,олда 

а... ау Oz 

ь;=ь;=ь;-

1.6.3.; Жнем А нук.таенга к.УЙнлган f: кучнннг О нук.тага нне­
батан М моментн (9- шакл) 

М=ОАХ; 

формула бнлан х,необлана.ан-
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IO-мнсол. а=21-3/ ва Б=31+4k векторларга к.урнлган 
параллелограммнннг юзннн топннг. 

Е ч н ш. а ва Б векторларга к.урнлган лараллелограммнннг 
S ю~н ЩУ векторлар вектор купайтмасннннг модулнга тенг: 
s= la х bl. Вектор купайтманн топамнз: 

i k 
аХЬ = 12 -3 01=-I27-8/+9k. 

3 о 4 

Демак, s= V (-12)2+ (_8)2+92 = у'144+64+81 = 17 кв. 
бнрлнк. _ _ _ _ _ 

1.6.4. а, Ь, С векторларнннг араJIQ.Ш куnаЙТАСасu деб (аХЬ) 
векторнннг с векторга скаляр кулайтмаснга аЙтнладн. 

Аралаш к5'пайтманннг хоссаларн: 

и) ((~_< Б) ·с=а. (Б Х с). 

Бу хоссадан аралаш купайтманн аБс курннншда белгнлаш 
MYMI,HH зканлнгн келнб чнкадн. 

б) аБс = Бса = саБ, яънн купайтнрнлувчн векторлар урннларн 
донравнй алмаштнрнлганда аралаш кулайтма к.нЙматн узгармайдн; 

в) аБс = - Бас, аБс = - сБа, аБс = - асБ, 
яънн кушнн нккнта векторларнннг урннларн алмаштнрнлганда 
аралаш купайтма ншорасннн узгартнрадJr, 

г) агар векторлардан ак.аллн бнттасн нOJIЬ вектор екн а, 
Б, с векторлар компланар булса, у )(.олда аБс=О буладн. 

1.6.5. Агар 

булса, у )(.олда 

a=al+ay/+a,k, 
Б=ьl+ьуl+Ь,k, 
c=cl+cy/+c.k 

а,ама. 

аЬс = IЬ,ЬуЬ, 
С,СуС, 

Агар аБс векторлар компланар булса, у )(.олда 

а,ауа, 

b,b!lb.I=O. 

с. Су с. 
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1.8.8. Аралаш купайтма купаАтнрнлувчн векторларга Kye~.I!raH 
па раЛЛeJIОПНпед )(ажмнга ншора аннклнгнда тенг, яънн V= ±аЬс. 
м н е ол. Учларн А (1,2, О), 8 (-1,2,1); С (О; -3; 2+ ва D (1, 

О, 1) нукталарда булган пнрамнданннг х.ажмннн )(необланг. 
Е ч н ш. Пнрамнданннг А учндан чнккан кнрраларнга МОС 

КeJlУВЧН векторларнн топамнз: 

АВ = 1-2; О; 1), AC=I-I; -5; 21, AD=IQ; -2; 11. 

Пнрамнданннг х.ажмн шу векторларга курнлган параЛЛeJIопнпед 

х.ажмннннг ~ к.немнга тенг булганлнгн еабаблн 

-2 

V=±i 1-1 
О 1 

-5 2 
О -2 

I 2 = - . 4 = - куб бнрлнк. 
6 3 

6· дарсхона ТOfIШUРUFU 

1. а ва 6 векторлар узаро перпенднкуляр булнб, lal =3 ва 
161=4 булеа, куйндагнларнн )(необланг: 

а) l(а+Б) х (а-Б)I; б) 1(3а-Б) х (а-2Б)I. 
Ж: а) 24; б) 60. . 
2. а ва Б векторлар узаео ср=450 лн бурчак ташкнл кнлнб, 

lal = 161 =5 булеа, р=а-2Б ва ч=3а+26 векторларга курнлган 
учбурчак юзннн )(Неoб.nанг. 

Ж: 50-../2 кв. бнрлнк. 
3. А (2, - 1, 2), 8 (1, 2, -1), С (3, 2, 1) нукталар бернлган. 

АВХВС нн )(необланг. 

Ж: 16, -4, -61· 
4. УчларнА(7,3,4),8(I,О,6),С(4,5, -2) нукталарданнборат 

учбурчак юзннн )(Неoб.nанг. 
Ж: 24,5. кв. бнрлнк. 
5. А (1,2, -1),8 (О,I,5),С (-I,2,1),D (2,1,3) нукталарбнр 

текнелнкда етаднмн? . 
6. f5:yAHAarH веКТОl'лар комnланаРМ!I: 
а) q=I-I, 3, 21. ~=/2. -3. 741, c=I-3. 12.61; 
б) а=(З. -2. 11. Ь=/2. 1.21. c=13. -1. -21? 
Ж:_а) компланае.; б) НОlшмплаНI!Р· 
7. a=13. 4. 01. b=lO. -4. 11. c=IO, 2, 51 векторлар кандаА 

учлик ташкнл этади? 

Ж: чап учлнк. 

8. Пирамнданинг учл~н берилган: 
А (2,3,1),8 (4. 1, -2). С (6,3,7). D (-5, -4,8). 
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Уч6урчакнннг D учндан тушнрнлган 6аландлнгн узунлнгннн 
топннг. 

Ж: 11 узун. бнрл. 

6- ACYCTa~иA uш 

1. lal =3, IБI =26, la х БI =72 булеа, а-Б нн х.не06ланг. 

Ж: ±зо. 

2. Учбурчакнннг учларн бернлган: 
А (1, -1,2), В (5, -6,2), С (1,3, -1). 

Унннг В учндан АС томоннга тушнрнлган баландлнгннннг 
узунлнгннн х.необланг. 

Ж: 5 узун. бнрл. 

3. А (4,2, -3) нук.тага к.УЙнлган 1'=(2, -4,51 кучнннг В(3, 2, 
-1) нук.тага ннебатан куч моментннн топннг. 

Ж: M=I-4, З, 41· 
4. Учларн А (2, -1, 1), В (5,5,4), С (3,2, -1), D (4, 1, 

3) нук.таларда булган пнрамнда х.ажмннн х.необланг. 

Ж: 3 куб бнрл. 

2- назорат uшu 

1. ABCD параллелограммда f ва N '!Ук.талар ВС ва CD 
томонларнннг урталарнднр. АР= а ва -КN = ь эканлнгн MaЫlYM 
булеа, векторларнн а ва Б векторлар орк.алн нфодаланг: 

1-1. AВ,AD. 1.2. ВР, 75N. 
1.3. PD, АС. 1.4. АВ,АС. 
1.5. ВР,АС. 1.6. BN, АС. 
1.7. AD, Ас. 1.8. DN,AC. 
1.9. BN. NC. 1.10. АВ, 7Jlj . 
1.11. ВР, BD. 1.12. DP, РС. 
1.13. AD, BD. 1.14. DN, BD. 
1.15. BN, BD. 1.16. ВС, CD. 
1.17. PD, BN. 1.18. Ш, BD. 
1.19. ВС, АС. 1.20. ВР. АВ. 
1.21. PD, АС. 1.22. CD, СА . 
1.23. AD. DN. 1.24. PD, ВС . , 
1.25. ВС, BD. 1.26. СВ. DN . 
1.27. АС, NB. 1.28. DC, М. 
1.29. CD, ВР. 1.30. Ш,1iN. 

56 



2. а. ь. ё. d векторлар берилган. а) d векторнннг а. ь. ё векторлар 
орк.али еАнлмасинн. б) o:a+llb векторнинг ус+ьа вектор АУ!lалиши· 
даги проекциясини тonинг: 

2.1. g=13.2. -41. Ь={-2. -7. 11. 
c=16.20. -31. d=I-I. 4. 31; 
0:=4. 11= -3. У= -2. 6=6. 

2.2. g=!l4. 9. -11. b=15. 7. -21. 
с={-3. 1. 31. а=lI. -4. 61; 
0:=5.11=3. У= -4.6= -2. 

2.3. g={I. -3. 11. Ь={-2. -4.31. 
с={О. -2. 31, d=I-8, - 10, 131; 
0:=6,11=-7, y=-1.6=-3. 

2.4. g.:I-3, -6-l 71, Ь=II,. 3. 11. 
с-{4. 5. 11. I1={7. 3, 81. 
0:= -3. 11=4. у=5. 6= -6. 

2.5. g={4. -5. -1}, b=I-2. 4. 11. 
с={3. -1.21. а=lI. -11. -91; 
0:= -3; fI=5. У= 1. 6=7. 

2.6. ~={2, 3, 41. ~=1-4, 3. -11· 
c=13. 1. 21. d={4. 4. 91; 
0:=5. fI= -8. у= 772. 6=3. 

2.7. g={4. -3.21. b=13, 2. -71. 
с={-2.5. 11. d=I-4. 22. -131; 
0:= -5. fI= -7. у= -3. 6=2. 

2.8. ~={-6. 4. 51.!=1-5. 3'. -11. 
c-{I. 2. 31. d-13. -9.21. 
0:=2. 11= -6. у=4. 6=5. 

2.9. ~=1-4. 3. ::-41. 6={З, -5. 61. 
c=17.2. 11. d={-9. -16. 121; 
0:=6. 11=4. у=2. 6= -7. 

2.10. ~_14. -7. 41.!=1-3. = 11. 
c-l9, 5, 31, d-{IO, 13, 81· 
0:=7, fI=2, У= -6, 6= -5. 

2.11. g_/-4, -2, 1I.!=1-3, 3, ~I, 
c-I-I, 1,21, а-{2, -14,01, 
0:=3, fI= -2, у= -5, 6=3. 

2.12. ~=1-7, 4, -31, b=12, -5, 1/, 
с={5, 3, 21, а=/з, 12, 11; 
0:=3, fI= -1, у= -5, 6=4. 

2.13. ~_16, -2, I},! _/-2,7, .-51, 
с-/3, 5, 41, а-/ s.. 26, 51, 
0:=6, fI=2, у= -3, 6=7. 
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2.14. a=I-3. 4. 51. 5=15. 1. -21. 
ё=17.2. 11. d=llO. 17. 151; 
(1=5. fI= -2.1'=3.6=4. 

2.15. q=(I. 7. 21. 5=1-3. 4. -51. 
c=ll. 3. 61. d=I-8. -10. -JOI; 
(1=4. fI=2. 1'=3. 6= -5. 

2.16. q=I-5. -3. -11.5=13. -6.21. 
c=I-2. 1.31. d=17. 22. 21; 
(1=2. fI=5. 1'= -3. 6=4. 

2.17. a=12. -4.51. b=I-3. 1. -81. 
c=14. 2. 31. d=15. 15. -1). 
(1= 1. fI=5. 1'= -3. 6=2. 

2.18. a=I-I. -3. 41. Б=I-3. 2. 11. 
С=(6. 1. -31. d=I-3. -19. 141; 
(1=2. fI= -1.1'=3. 6=4. 

2.19. q=(I. -2. 51. ~=1-2. 4. 11. 
с = 13. 1. - 31. d = (11. 6. 51; 
(1= 1. fI=З. 1'= -4. 6= -2. 

2.20. a=13. -4.21. b=(-I. 2. -31. 
ё=15.3. 11. d=lll. 26. -91; 
(1= -2. jJ=3. 1'= -3.6=6. 

2.21. а=(4. -5. -31. b=I-2. 3. 11. 
ё=(з. -1.21. d=126. -23. -11; 
(1=2. jJ=4. 1'= -3.6=5. .. 

2.22. a=I-5. -4.01. Б=14. -3. ~21. 
ё=10.2. -31. d=16. -14. -171; 
(1=5. jJ= 1.1'= -2.6= -3. 

2.23. a=14. -3.51. b=I-2. 1. -31. 
ё=(6. 1.21. а=(-6. 11. -121; 
(1=5. jJ=2. 1'= 1.6= -4. 

2.24. q=(-4. 3. 51. Ь=(2. 7. -31. 
c=I-3. О. 11. d=I-7. 37. 41; 
(1= -2. jJ= -4.1'=2.6=3. 

2.25. а=(-4. О. 31. 5=(-7. -2. -41. 
C=13. 1. 21. а=(о. 5. 221; 
(1=2. fI= -5.1'= -3.6=4. 

2.26. q=(2. -1.01. b=I-5. -3.41. 
c=ll. -1. 11. d=I-3. -2. -31; 
(1=3. fI= -2. 1'= -4. 6=5. 

2.27. q=(з. -2. -41. 5=(-2. 5. 01. 
c=(I. 3. 41. а=(7. 10. -121; 
(1= -4. fI= -6. 1'=2. 6=5. 
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2.28. q=I-6, 3, -11,6=12, -3, -51,. 
c=I-I, 1,21, J=I-I, -5, -151, 
cr:= -1,11= -3, У= -2,6=5. 

2.29. q=14, 5, -31, 6=1-3,. о, -21, 
c=12, -1,41, J=13, 1,71; 
cr:= -1, 11=4, У=3, 6= -2. 

2.30. g=12, -1,31, 6=1-3, 5, 21, . 
c=15, 4, 11, J=I-IO, -11, 111, 
cr:=6, 11=3, У= -4,6= -5. 

3. A8CD пирамиданннг учлари бернлган. 
а) Пнрамнданннг берилган К,ирраларн ораСНI1С1ГН бурча к 

косинусннн топинг; 

б) пнрамнданинг берилган ёrи юзнни тonинг: 

3.1. А (6, -4, 1), В (6,3, -1), С (2,5,7), D (-4, -2,3); 
а) А8 ва АС; б) D8C. 

3.2. А (6,4, -7),8 (5,7, -4), С (-5, -4,2), D (4,2,3); 
а) 8С lSa 8D; 6) ACD. 

3.3. А (-2,8,7),8 (6, -2, -3), С (8,2, -3), D (3,5,3); 
11) СА ва CD; 6) 8AD. 

3.4. А (4,4,3),8 (2, -4,"5), С (-1,3 -4),D (4, -7, -9); 
а) DA ва D8; б) А8С. 

3.5. А (-5, -3,2), В (4, -2, -4), С (5,7,2), D (1,3,4); 
а) А8 ва AD; б) C8D. 

3.6. А (-5,6,4),8 (-6,2,4), С (9, -5,3), D (7,2, -8); 
а) 8С ва 8А; б) DAC. 

3.7. А (1, -9,7),8 (3, -5, 1), С (-9,3, -5), D (2,4,7); 
а) С8 ва CD; б) A8D. 

3.8. А (4, -2,9),8 (3,5, -1), С (5, 1.7), D (-6, -3,5); 
а) DA ва DC; б) А8С. 

3.9. А (4, 1,2),8 (1, -5,4), С (9, -7, -6), D (-1, -5, -2); 
CI) АС в:.! АП; б) 8CD. 

3.ln. А \2.·-5.1'.8(3,-6,-7),C(-9,-6,7),D(7,2,5); 
а) Вй Вё! НА; б) CAD . 

. '1. ,1 (~. -5, - 3). Ь (9,7.3), С (8,7,1), D (-2. -1,7); 
:11 .• " 811 св; е) A8D. 

1. 1 .•. <l,;j;,8(V.-4.8),С(-3.1.5).D(-5.-6.-7); 
.JI пв ва DC; б) А8С. 

313. А (-9,2.6).8 (-7.2.З).С (5, -6, -4).D (4. -4.5); 
а) А8 ва АС; б) DВC. 
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3.14. А (-3, О, 4), 8 (8, -6,5). С (4, -4, -3), D (6,3, 5); 
а) 8С ва 80; б) АСО. 

3.15. А (-3,8,2),8 (-8,2,4), С (3, -7,5), 0(5,4, -6); 
а) СА ва СО; б) 8СО. 

3.16. А (5, -3,9),8 (8, -5, 1), е (-7,5, -3), 0(4,2,5); 
а) ОА ва ОС; б) 8АС. 

3.17. А (5, -1,6),8 (-6,7,5), С (2,1,3), О (-3, -5, -4); 
а) АС ва АО; б) 8СО. 

3.18. А (1,2,3),8 (3, -3,2),С (7, -5,4),0 (-3, -7, -4); 
а) 80 ва 8А; б) САО. 

3.19. А (4, - 3, 1), 8 (О, - 3, - 5) , С ( - 3, - 2, 1), о (9, 4, 7); 
а) СА ва С8; 6) А80. 

3.20. А (5, -4, -2),8 (7,5,1), С (3,2, -4), 0(-2, -5,3); 
а) 08 ва ОС; б) А8С. 

3.21. А (- 7,2,3),8 (О, - 2,6), С ( - 1, 3, 7), О ( - 3, -4, - 5); 
а) А8 ва АО; б) СВD. 

3.22. А (-7,6,4),8 (-4,1,1), С (3, -2, -6), 0(6, -2,3); 
а) 8С ва 8А; б) АСО. 

3.23. А (-4,1,5),8 (5, -3,2), С (3, -5, -4), 0(8,5,7); 
а) ОА ва ОС; б) А80. 

3.24. А (-5,4,2),8 (-4,6,2), С (1, -5,3), О) (3, б, -4); 
а) ОА ва ОС; б) 8Ас. 

3.25. А (3, -5,6),8 (6, -3,4), С (-5,3, -2), 0(2,4,3); 
а) А8 ва АС; б) 08С. 

3.26. А (4, -2,8),8 (-2,2,3),С (6-4,1),0 (-4, -3, -5); 
а) 8С ва 80; б) АСО. 

3.27. А (-3,2,4),8 (-2,5,3), С (4, -2, -3), О (1,4,2); 
а) СА ва СО; 6) 8АО. 

3.28. А (-4,4,3),8 (4, -3, -2), С (6,4, -1), 0(1,3,1); 
а) ОА ва 08; б) СА8. 

3.29. А (2,2,1),8 (4, -2,3), С (-3,5, -2), О (6,5, -7); 
а) АС ва АО; б) 8СО. 

3.30. А (-3, -6,3),8 (6, -3, -2), С (1,2,1), D (5,4,3); 
а) 80 ва 8А; б) САО. 

2- на.мунавиЙ :fuc06 тonшuрuк,ларu 

1. а, 6, ё векторлар базис х.осил килишини текширинг. d 
векторнинг шу базисдаги ёйилмасини толинг: 

1.1. a=IO, 3, 1), 6=11, -2, О), ё=II, О, '}, d=12, 7, 51· 
1.2. a=I-I, 0,1),6=13, -1, 2}, ё=IО, 1,5), d=18, -7, -131· 
1.3. a=14, о, 1), 6=13, 1, -11, ё=IО, -2, 11, а=(О, -8, 91· 
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1.4. a=II,2, -1), b=I-3, О, 2), ё=lI, 1,4). d=I-13, 2,18). 
1.5. a=I-I, 1, 1), b=13, 2, О). ё=ll, -1,2), d=lll, -1, -4). 
1.6. а=(2. -1. О). b=(I. -1.2). ё=IО. 3, 1), d=(-I, 7, О). 
1.7. a=14, 2, 1), Ь=II. О, 1). ё=12, 1, О), tf=13, 1,3). 
1.8. a=I-3, 2,5). b=ll, -1. О). ё=l2, 1. О), d=I-9, 3. 15). 
1.9. а=lI, 3, О), Ь=(О. -2, 1), ё=(I, О, 1), а=(8. 9, 4). 
1.10. a=I-I, 1, О). b=13. 2, -1). ё=(О, 5, 1), ,1=(5. О. -3). 
1.11. a=14, 1, О). b=13, -1, 1). ё=(о. 1, -2), tf=ll, -4. 1). 
1.12. а=lI, -1, 2). b=I-3, 2, О), ё=lI, 2, -11. tf=18, 8, 7). 
1.13. a=I-I. 1. 11, Ь=I3, О, 21, ё=ll, 2, -1). d=18, -5,71. 
1.14. а=(2, О, -1). b=ll. 2. -11. ё=(о, 1, 3), tf=15, -4, 51. 
1.15. a=14. 1,21, b=ll, 1. О), ё=12, 0.1), а=13. 5. 01. 
1.16. а=(2.5, -3), b=I-I, О. 1). ё=ll, О, 21. d=I-3, -5,7). 
1.17. a=ll, О, 3), Ь=(О. 1, -2), ё=ll. 1,01. d=17, -1, 19). 
1.18. a=IO, -1. 11. b=I-I, 3, 2). ё=lI, О, 5), а=(5, -15,01. 
1.19. a=ll, О, 41, b=I-I, 1,31, ё=ll, -2,01, tf=I-6, 2. О). 
1.20. a=12, 1, -11. Ь=(О, -3,21, ё=lI, 1,4), а=(-6, -14, 

-91· 
1.21. a=ll, О, 41, b=(-I, 1,31, ё=lI, -2.01. d=IO, 7, 291· 
1.22. а=l2, 1, -11. b=IO, -3,2). ё=(I. 1.4). d=14, -9, -141. 
1.23. а=(2, О. 3), Ь=II, 1. -11, ё=(-I. 2, 11. d=I-II, 11, 

-14). 
1.24. а=l1. -2,11. b=(-I. О. 21. ё=I-3. 1.01, d=116, -19. 

10). 
1.25. а=lI, О, 21, Ь=(3, -3,41. ё=(о, 1. 1). tf=I-16, 13, -251· 
1.26. a=13, 1,01, Ь=II. 2, 21, ё=(I, О, -11, tf=16, 7, 91· 
1.27. а=lI, О, ....:.1). Ь=(3, -1.21, ё=(о, 1,51. tf=I-II, 10,11· 
1.28. а=lI, О, 41. b=(-I. 3, 11, ё=lI, О, -2), d=I-I, 15,331· 
1.29. a=ll, 2, -11, b=I-3, О, 21. ё=ll, -1. 4). tf=I-7, 16. 

-251· 
1.30. а=l1, -1, 11. b=12, 3. 01, ё=I-I, 1,21. d=I-I. -4. 101· 

2. -1., в I!..a С нукталарнннг коордннаталарн бернлган. 
а) а ~a Ь ,!Iекторлар opa~HдaГH бурча к косннусннн; 
б) cxa+~b векторнннг а вектор йуналншндагн проекцнясннн 

топннг: 

2.1. -1 (9~, I).J! 17. 6--.=-1)~ (4, О, -4); 
a=2AB-3АС. Ь=4ВС+ АС; сх= 1, ~=2. 

2.2. А (0.2.1), В (1.2, О). С (0.3. -1); 
а=3АС+3ВС, Ь=2АВ+5ВС; сх= -1, ~=2. 
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2.:1. А (0,4,8), В 1-5,4, -2), С (-1,4,1); 
a=AB-4АС, Ь=3АС+2АВ; а= -2,1J=3. 

2.4. 1 (3~ 1 )-.!.-!! 1 -2~ 2kf.J 1, 1, -2); 
a=3BC-АВ, b=6BG'+5AC; a=2,1J= -3. 

2.5. А (4,1, -3), В (5, 1, -2), С (-1,3,3); 
a=4AC-2СВ, Ь=7АВ+5ВС; a=IJ=3. 

2.6. А (4, 1, 1), В (3, 1,2), С (О, 1, -2); 
a=3BC-4СА, Ь=6ВА -АС; а=3, 1J=2. 

2.i. А (-3,4, -5), В (О, 1, -2), С (-1,2,3); 
a=4AB-3ВС, Ь=5СА-2ВА; а= -2,fJ=5. 

2.8. А (7,5, -2), В (6, О, О), ~7, 2, 2); 
a=4AB-3ВС, Ь=2СВ+5АС; а= -4, 1J=2. 

2.9. 1 (-3, -~-]), В (-1~-3, -1), С (2,3,2); 
a=2BC-5АВ, Ь=5АС- СВ; а= -3, IJ= 1. 

2.10. 1 (~-I,~!! (3,_1, 7),~(2, 0,7); 
а= АВ-3ВС, Ь=6СВ-2АС; а=5, fJ=6. 

2.11. А (-1, -1,8), В (4, -1, -2), С (О. -1, 1); 
а=6ВС+2АВ, Ь=2АС-5АВ; а= -4, fJ=3. 

2.12. А (-2,4, -2), В (3, 1, О), С (0,3, -4); 
a=3AB-4АС. Ь=2ВС+5СА; а=3. fJ= -6. 

2.13. 1 (I~ 4) 'д.J: .... 2, 1-5), С (-1. 3.3); 
a=4AC-2ВС, Ь=2АС+3АВ; а= -5, fJ=3. 

2.14. А (4,2.6), В (2.2, 8J: С (-4,2. О); 
a=5AB-7АС, Ь=2ВС+3ВА; а=9, fJ= 12. 

2.15·1 (~-I~OL BJ.§., -1-0), С (9. -6,3); 
a=AC-6ВС, Ь=АВ+3ВС; а= -7, fJ=6. 

2.16. А (-1, -5, -2), B....J.O, -6,4), С (-1, -8,2); 
а=3ВС+5АВ, Ь=5АС-3АВ; а= -3. jJ=4. 

2.17. А (-1, -10, -5), В (1, -6, -3), С (О, О. 4); 
a=2BC-3АС, Ь=4А8+з.4С; а=4, fJ= -6. 

2.18. 1 (~~ 3.11, !! (-:....; 3, ~1.... С (-3. 2, 6); 
а=4АВ+АС, Ь=2ВС-3ВА; а= -3, fJ=8. 

2.19. А (2, -2, -8), В (5, -2, -4). С (1, -2. -1); 
a=5A8-3ВС, Ь=4СА +АВ; а= -4, fJ= 1. 

2.20. А (1.2,4), В (-4, -1,6). С (-1. 1,2); 
а=ЭСА -2.48, ь =2ВА +4(:8; а=3. fJ= -5. 

2.21. А (1.1.4), В (-2,5,1). С (-1, Э. 3); 
а=АВ+.4ё, Ь=2ВС-.ЗАВ; а=3. fJ= -4. 

2.22·1 (0,1, -2), В_(Э, 1.._2), CJ4, 1, 1); 
а=2АС+зВА. h=ЗВС-4АВ; а= -2. fJ=fi. 
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2.23. А (6, -8, ~, В (О, -2,4), С (2, -4,6); 
а=3АВ+6СВ, Ь=2АС-5АВ; а=2, ~=8. 

2.24. А (0,3,2), В (-2, -1, О), С (-5, -7, -3); 
a=5BC-2СА, Ь=6АВ+4АС; а= -2, ~=5. 

2.25. ~ (---.1. 4, ~B_ (О, ~5), U -1,3,5); 
a=8AC-4АВ, Ь=2ВС-6АВ; а= -3, ~= -4. 

2.26. ~ (I~2, ~B_ (4, -2, --:.!l, С (О, -2, 4); 
а=2АС+3АВ, Ь=3АВ-4ВС; а=2, ~= 1. 

2.27. А (-1,1,1), В (-6, 4,~ С (-3,2, -1); 
a=4AB-3ВС, Ь=АС+АВ; а=4, ~= -6. 

2.28. А (1,1,4), В (-2,5.5), С (-1,3,3); 
a=2AC-3Вё, Ь=2АВ+БСА; а= -2, ~=6. 

2.29. А (-3, -1, -2). В (-4, -1, -1), С (О, -1.2); 
a=3BC-4АВ,5=2АС+3ВС; а= -6, ~=4. 

2.30. А (5, -4~,,В (2, -1, О). С (3. -2. 1); 
а= ВС+АС. 6=2AB-зСА; а= -5. ~=3. 

3. Агар а, 5, а, ~ лар маълум булса, [1 = а1а + ~15 ва [2=а2а + ~25 
векторларнинг КOJIлннеар булншн-булмаслигинн текшнрннг: 

3.1. a=14, -3, I}; 5=1-5, О, 2}; а1 = -2, ~1 =5; а2= -5. ~2=2. 
3.2. a=I-3, О, 5}; 5=1-7,2, 4}; а1= -2. ~1=6; а2= -3. ~2=6. 
3.3. a=IO,-I. 2}; 5=14,8,-I}; а1=-3, ~1=1; a2=-2,~2=6. 
3.4. a=17. 1, -3}; 6=18, О, 5}; а1 = -9, ~1 = 12; а2= -4. ~2=3. 
3.5. a=18.3, -1};6=16. -I,2};ctl=-5,~1=2;ct2=-2.~2=5. 
3.6. a=13, -1. О}; 5=f9, 2, 4}; а1=-3, ~1=4; а2=4, ~2=-3. 
3.7. a=I-2, 1. 7}; 6=13, 5, -9}; а1 =5, ~1 =3; а2= -1, ~2=2 
3.8. a=17. о, 6}; 5=1-2. -1. 5}; а1 =4, ~1 = -6; а2= -2, ~2=3 
3.9. a=I-6. -7, 3}; 6=14, -1,21; а1=-2, ~1=3; а2=-3, ~=2. 
3.10. a=I-I, 6, 41; 6=fO, 7, 31; а1 = -7, ~1 =5; а2=2, ~2=3. 
3.11. a=15, 3, 71; 5=14, -2, 11; ctl=I, ~1=-2; а2=-3. ~2=6. 
3.12. a=IIO, 7, 51; 5=16. -1,31; а1 = 1, ~1 = -2; а2= -2, ~2=4. 
3.13. a=13. 1, 4}; 5=1-1.3.81; а1 =6. ~1 = -10; а2= -3. Р2=5. 
3.14. a=13. 4, 61, 5=1-2, О, 51; а1 =4, ~1 =3; а2=3, ~2= -2. 
3.15. a=13, 4, 51. 6=1-2, 9, 71; а1 =4, ~1 = -1; а2= -1, ~2=4. 
3.16. а={I, -7,21,6=1-1,2, -11; ctl=I, ~1=-3; а2=-2. ~2=6. 
3.17. a=14. -3, 11, 5=fO, 7, 31; а1 = 1. ~1 =2; а2= -2, ~2=4. 
3.18. a=12, 5, -31,5=1-1,7, -21; а1 =2. ~1 =3; а2=3, ~2=2. 
3.19. а={I, -2, 11, 6=1-2,3, О}; а1 =5, ~1 =3; а2= -2, ~2=5. 
3.20. a=13, 2, 71,5=1-1, О, 51; а1=3, ~1=-6; ct2=-I, ~2=2. 
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3.21. a=IO. -2.61.6=12.4. - 11; ctl =3. fJl = -6; а2= 1. fJ2= -2. 
3.22. 12=15. О. 11.6=1-2. -3. -21; ctl = -3. fJl = -1; а2=9. fJ2=3. 
3.23. a=ll. -1.21.6=1-1.4.31; ctl = 1. fJl = -2; а2= -3. fJ2=6. 
3.24. a=IO. -1.31.6=15. -2.11; ctl = 1. fJl k -2; а2= -2. fJ2=4. 
3.25. a=I-I. 1. 11.6=1-2.4.11; ctl=2. fJl=4; ct2=1. fJ2=1. 
3.26. a=17, 9. 51. 6=14. 5. 31; ctl=-2. fJl=3; ct2=1. fJ2=-2. 
3.27. a=I-I. -1.21.6=1-3.2,11; ctl = -1. fJl =8; а2=3. fJ2=4. 
3.28.12=17. -2. 11.6=/1,4, -21; ctl=-I. fJl=2; а2=3. Р2=5. 
3.29. a=15. 3. -21.6=/1. 0.11; ctl=-I. fJl=3; а2=2. fJ2=1. 
3.30. a=I-I. О, 31. 6=13. -2, 1/; ctl =3. fJl = -1; а2=4. Р2=2. 

4. а. 6 ва ё векторлар компланар булнш-булмаCJIНГННН аннк.ланг: 
4.1. a=19. 5, 81. 6=14. 3. 31. (=15. 3, 41. 
4.2. a=16, 11.81.6=10, 1, 11. (=12. 4. 31. 
4.3. a=I-4, -1.21.6=1-7. -3. 11. (=1-6. -1.41. 
4.4. a=14, 2. 41. 6=1-5, -4, -51. (=IO. 1.31. 
4.5. 12=1-1. 1, 11.6=16, 1.81. (=13, О, 31. 
4.6. a=18. -3, 11, 6 =13. О, 11. (=14. -1. 1/. 
4.7. a=12, 1,21.6=1-1. -2. -11. (=14. 3.61. 
4.8. a=16, 2. 61, 6=1-9. -4, -91. ё=/I. 1,41. 
4.9. a=I-I, О, 31. 6=16. 7, -41. (=13. 3. -31. 
4.10. a=I-I, 4, -21.6=1-1.2,01. (=1-5. 10. -71. 
4.11. i.i = 12, 2, 21, 6 = 1- 1, О. - 11. [= /1. 3~ 21. 
4.12. a=I-I.\I. 31. 6=14. 3. 21. ё=/I. 2. 31. 
4.13. a=ll. 1.111,6=1-1.1. -1/. ё=l2. 5.11. 
4.14. a=14, 3. 21. 6=11. 2. 31. (=1-3. -1. -11. 
4.15. а={I. 1. 11.6=11. -2.11. ё=/I. 3. 31. 
4.16. a=I-I. 2. 51, b=IO. -1. -21. (=I-I. 1.31. 
4.17. a=12. 2. 21. 6=/1. -2. 11. [=/1. 3. 41. 
4.18. a=I=-I. о. 21. 6=14. 7. 61. (=II. 3. 41. 
4.19. a=13, 2.11.6=1-7. -3. 11. [=/1. 2. 31. 
4.20. а=/I, 2, 21. 6=1-1. О. -21. (=12. 7. 31. 
4.21. а=/l7. -6.21.6=/1, О. 11. (=16. -2. 11. 
4.22. a=12, 1.21.6=1-1. -2. -11. (=14. 3. 61. 
4.23. a=14. 2, 41, 6=1-1. -2. -11. (=14. 3. 71. 
4.24. a=I-I, о. 21. 6=15. 7.41. '=12.3.21. 
4.25. a=14. 2. 41. b=I-I. О. -11. (=14. 3. 51. 
4.26. a=13. 4. 21. b=I-3. -2, -21. (=15. 10.31. 
4.27. a=14. 7.61.6=11.3.41, [=1-3. -4. -21. 
4.28. a=I-2. 3. 81. 6=1-1. О. 11. (=1-1. 1.31. 
4.29. a=12, 1,21.6=1-3, -3,31. (=12. 2. 41. 
4.30. a=I-). 1. 1/.6=15,2,91. (=12.1.41. 
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S. Пнрамндаиниг учларн А, В, С, D берилгаи. 
а) К5·рсатн.1ган ек. юзини; б) пирамнданинг [к.нрраси ва бернлган 

н"кита учидаи утувчн кесим юзннн; в) пирамидаиинг It8Жмнии 
Хlt,ОО.1аиг; 

5.1 .. 4(1. О. -3).8(-1.1. Щ. С(2. -1. 1). Й(О, 2.1); 
а) АВС; б) [=Ай. 8 ва С. 

5.2. А(О. 1.2).80. -2.2). C(-I. 2.1), Й(2. 0.1); 
а) 8Сй; б) [=8А. С ва й. 

5.3. А(-4. -5. О). 8(6, -1.2). C(I. 0.1). Й(-3. 2,1); 
а) АСй; б) [=СВ. А ва й. 

5.4. А(2. -1. 1).8(-3. О. -6). С(-5. 3. -2). D(-I. 10.3); 
а) АВй; б) I=CD. А ва 8. 

5.5. A(I. -3.7).8(-1. О. 3). С(-4. -2.1). Й(4. 2. -1); 
а) А8С; б) [-8й. А ва С. 

5.8. А(-4. 1.3).8(5. -1.2). С(2. 1. -4). D(I. -3. О); 
а) 8Сй; б) [=АС, 8 ва й. 

5.7. А(5. 3. -4).8(1. О, 3). С(2. -1.4). Й(О. 3.1); 
а) АСй; б) I=A8. С ва й. 

5.8. А(3. 7, -4).8(-4.1.3). С(2. 3, О), D(-I. -1, -2); 
а) А8й; б) 1=8C, А ва й. 

5.9. А (-8.2. -5). 8( -1. -3. О), С( -4, 1.2). D(б. -5, -3); 
а) А8С; б) I=CD. А ва В. 

5.10. А(7. -8, -10),8(-3.3. :':'I),C(O. -б.5).D(-3. -4.2); 
а) 8CD; б) [=Ай. 8 ва С. 

5.11. А(-3. б. -4).8(1. О. -1). C(I. 2. 2). D(б. 3,1); 
а) АСй; б) [=8й. А ва С. 

).12. А(-4. 2, -5).8(8.5. -10), С(О. -3,2). D(б. 2. -4); 
а) A8D: б) [=АС. 8 ва й. 

i.13. A(I, 2. -4).8(1.3.3). С(-2, -1.7). Й(4, 2, 7); 
а) АВС; б) [=Ай. 8 ва С. 

•. 14. А(б. -3. -б), 8(2. -3. -7). С(2. 5. -1). Й(4. 1.2); 
а) 8Сй; б) [=А8. С ва й. 

'.15. А(7.б. -10).8(-3,6.3).C(-3,O. -б),D(2. -5. -1); 
а) АСй; б) [=СВ, А ва D . 

. 18. А(3. -б, -1).8(-9, -5.1),C(5.3. -2),D(-I. -1.0); 
а) А8й; б) [=Сй. А ва 8 . 

. 17. A(I, 1, -1).8(4,2,1). С(О. 5. 2), Й(О. 2, 5); 
а) А8С; б) [=8й. А ва С. 

18. А(-7. 9. -10), 8(-б, О. 5). C(I. 2.1). D(-2. -1.2); 
а) 8Сй; б) [=АС, 8 ва й. 

19. А(б, -4,1).8(-4, -8,4), C(I, 7. -1), Й(-4, О, -2); 
а) ACD; б) [=А8. С ва й. 

20. A(-1.2. -2),8(-3, -6. -2).С(2, -3. -5).D(5.4.14); 
а) А8й; б) [=8С. А ва й.· 
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5.21. А(-9, 4, 8). 8(6, 2, 5). С(-3. О, 3). D(O. 2.1); 
а) А8С; б) l=CtJ. А ва 8. 

5,22. А(5, 2, -4).8(1,2,3), С(-I. 2,1), D(2. -1.2); 
. а) 8CD; б) /=AD. 8 ва С. 

5.23. А(-2, О, -1).8(4, -2,2), С(3, 1, -1), D(2, 1, 1); 
а) ACD; б) 1=8D, А ва С. 

5.2.4. А(-3. 5, 7), fJ(7, 3, 6), С(-2. 1,4). D(I. 3, 2); 
а) A8D; б) I=АС, 8 ва D. 

5.25. А(-8, 9, 5), 8(1, 2, 3), С(2, 3,1), D(-I. 1. 1); 
а) А8С; б) I=AD, 8 ва С. 

'5.26. A(-12, 8. -4),8(3,7. -2), С(3, 6, -3), D(-7, 5.1); 
а) 8C[J; б) I=А8, С ва D. 

5.27.· А (4. 5, 2), 8(0, -2, -3), С( -4. 5, 1), D( -7. 4. -3); 
а) ACD; б) I=С8, А ва D. • 

5.28. А(5, 4. 3),8(-2.1,2). С(О. -1.4), D(-3. 2. -1); 
.. а1. A8D; б) I=CD, А ва 8. 

5.2~. А(-6, 2, 8),8(1, -5, О), С(О. 1, -2), D(3, -1,4); 
а) А8С; б) 1=8D, А ва С. 

5.311.·А(-4. -2,2),8(-1,1,2). С(3, О. -2), D(I, -1,1); 
а) 8CD; б) I:zAC, 8 ва D. 

7- §. ТекиCJIИКНИНГ тенгламаси. 
Текисликнинг умумий тенглама.«;ини текшириш. 

ТУfРИ чИзик.Н1tмг тенгламас.н 

1.7.1. Охуг ТУfрИ бурчакли' координаталар системасида хар 
к.андаЙ теКlIСЛИК тенгламасини х, У, z узгарувчиларга нисбатан 
к.уЙидаги чизик.ли тенглама шаклида ёзиш мумкин: 

Ах+Ну+Сг+и=о. 

Бу' тенглаlo!а текисликнинг У.AlУМUЙ тенглаМ{lСИ деЙилади. Бу ерда А. 
8, С. коэффициентлар бе~лган текисликка перпендикуляр булган 
ва унинг нармал вектори деб аталувчи n=/А. 8, С' веКТОрllИНГ 
координаталаридир. Текисликнинг фазодаги ХOJlати А, 8. С к'оэффи­
циентлари ва оЗод .х.адининг к.иЙматларига БОfЛИк.. Хусусан. агар: 
. 1. ·D=ОБУлса. у Х<VIда Ax+8y+Cz=0 ва текислик координата-
лар бошид~·Утади. . 

11. а.). с=о булса, у ХOJlда Ax+8y+D=0 ва текислик Ог Ук.ига 
параллел булади; 

б) 8=0 булса. у ХOJlда Ax+Cz+D=O ва текислик аУ Ук.ига 
'па раллел 6улади; . 

в) А =0 булса, у ХOJlда 81i+Cz+D=0 ва текислик Ох Ук.ига 
параллел БУЛ8ДИ. . 
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111. В) D=O. с=о булев. у Jl.QIIДВ Ах+Ву=О ва текнелнк 02 
Y~H ор~алн Утадн. 

б) D=O. В=О булев. у Jl.Qllда Ах+ С2=0 ва текнслнк ау 
5·к.н орк.алн Утадн. • 

в) D=O. А =0 БУлеа. у Jl.Qllда ВУ+С2=0 вв текнслнк ОХ 
Ук.н орк.алн Утадн. 

IV. а) с=о. В=О булеа. у Jl.OIIда Ax+D=O ва текнслнк ОУ2 
коордннаталар текнелнгнга параЛЛeJI (ёкн Ох Ук.к.а neрпенднкуляр) 
бvладн; 

. б) с=о. А=О БУлеа. у Jl.OIIда By+D=O ва текнелнк ОХ2 
коордииаталар текнслнгнга пара.мел (ёкн Оу ук.к.а перпендикуляр) 
бvладн; 

. в) А=О. В=О БУлеа. у хо."да C2+D=0 ва текнслнк Оху 
коордннаталар текнелнгнга параллел (ёкн 02 Yк.~a перпенднкуляр) 
БУладн. 

У. а) D=O. А =0 ва В=О булеа. у ХQllда С2=0 ёкн 2=0 ва 
текнелнк Оху коордннаталар текиелнгн билаи уетма-ует туwадн; 

б) D=O. А =0 ва с=о БУлеа. у ХOllда Ву=О ёкн у=О ва 
текнелик ОХ2 коордннаталар текнслнгн билан уетма-уст туwадн; 

в) D=O. В=О ва с=о БУлеа. у ХOllда Ах=О ёкн х=О вв 
текнслик ОУ2 текнелнк бнлан уетма-уст туwадн. 

1.7.2. к.уЙндв MaЪJIyM wартларни к.аноатлантнрувчн текнелнКJlВР 
тенгламаларн келтнрилган: _ 

в) бернлган Мо(Хо. уо. 20) HY~TaдaH утуачн аа бернлгаи n=lA. В. 
CI HopMa.~ аекторга эга текнелнк тенгламаси: 

А(х-хо) +В(У-УО) +C(z-zo) =0; 

б) текнслнкнннг кеемаларга ннебатан тенгламаен 

~+~+~=l 
а Ь с • 

бунда а. Ь. с - текнслнкнннг мое коорднната Ук.ларндан кесаДНJан 
кеемаларн; 

а) бернлган учта М,(х,. У'. 2,). М2 (Х2. У2. 22) ва Мз(Хз. уз. Z.l) 
HY~TaдaH утувчн текнслнк тенгламаен: 

х -х, у -у, 2 -2, 

Х2-Х' У2-У' 22-2, 1=0. 
хз-х, уз-у, 2з-2, 

1.7.3. TyrpH чиэнк.нннг фаэода бернлнш уеулнга к.араб унннг 
тенгламаен турлича булишн мумкин: _ 

8) берилган Мо(Хо. уа. 20) Hy~TaдaH 9тувчи ва s=I/. m. рl 
йуналтирувчи векторга эга булган TyrpH чиэик.нннг каноннк 
шаклдаги теНГЛ8малари 
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х-хо !/-!/о z-zo 
=-m--=--р-; 

б) TyrpH чнэнкнннг параметрнк тенгла",аларн 

! 
х=хо+и, 

y=yo+ml, 

z=zo+pl, 

бунда t - параметр; 
в) бернлган нккн M 1 (XI, YI, Zl) ва М2 (Х2, У2, Z2) нуктадан утувчн 

TyrpH чнэнк тенгламасн: 

Х-Х1 !/-!/I Z-ZI 
---=---=---; 
Х2- Х I !/2-!/I Z2- ZI 

г) фаэодагн TyrpH 'Iнзнкнннг умумнй тенгламаларн: 

{ 
Alx+8Iy+CIZ+DI=O, 

Ar+87Y+C~+D2=O, 

А 1 81 С1 
бунда -А =1=-8 =I=-c . 

2 2 ~ 

Бу TyrpH чнзнкнннг iiуналтнрувчн векторн s ушбу 

j j k 
s=rlIXrl2=1 А 1 81 С 1 

А 2 82 С2 

формула буйнча аннкпанадн. 
1.7.4. Ax+8y+Cz+D=O ва z=O текнслнкnарнннг кесншнш 

чнзнrн Оху текнслнкда ётувчн 

Ах+8у+С=О 

туrри ННЭНКдан нборат буладн. Бу тенг лама текнcnнкдагн ТУ"РU 
чuз~~нинг y~y~ua тенгла~асu деЙнладн. Бернлган TyrpH чнзнкка 
перпенднкуляр булган rI =/А, 81 вектор TyrpH чнэнкнннг нор~ал 
вектор" деЙнладн. Текнслнкдагн TyrpH чнэнкнннг тенгламаларн: 
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а) берилгаи Мо(Хо, уо) иуК,тадаи утувчи ва берилган n=/А, 81 
нормал векторга эга туrри ЧИЗИК, тенгламаси 

А (х-хо) +8(у-уо) =0; 

б) туrри чизик.нинг каноник теигламаси 

х-хо У-УО 

--'-=--m-' 

бунда s={l, ml- тугри чизиК,нинг йуналтирувчи вектор", Мо(Хо, 
уо) - туrри чизик.да ётувчи берилган нуК,та; 

в) туrри чизик.нинг бурча к коэффициентли тенгламаси 

y=kx+b, 

бунда Ь - туrри чизик.нинг Оу Ук.дан кесадиган кесмаси; k - тугри 
чиэиК,нинг бурчак коэффициенти: k=tga (а - туrри ЧИЗКК, билан 
Ох уК,нинг мусбат йуналиши орасидаги бурча к) ; 

г) Мо(Хо, уо) нуК,тадан утувчи ва k бурча к коэффициентли туrри 
чиэнК,нинг тенгламаси 

у - уо = k (х - хо) ; 

д) тугри чиэик.нинг кесмаларга нисбатан тенгламаси 

~+l'.=1 
а Ь ' 

бунда а ва Ь - туrри чизик.нинг координаталар умари {ан 
кесадиган кесмаси; 

е) берилгаи икки М, (х" у,) ва М2 (Х2, У2) нук.тадаи утувчи T~ гр" 
ЧИЗИК, тенгламаси 

х-х, У-У, 

х2 -х, Y!--I/I 

Мисол: Мо (-2; 1; -1) нуктадан утувчи 5=11; -1; 21 век­
торга параллел туrри чизик тенгламасини топинг. 

Е ч и ш. s вектор туrри чизик.к.а параллел булгани учун у туrри 
чизикнинг ЙУна.IIИРУВЧИ вектори БУлади. Шу сабабли, туrри 

х-хо У-УО z-zo 
чизиК,иинг каноник тенгламалари -т-=-II-=-'-- га асосан, 

изланаётган тугри ЧНJик. тенглама.lари 

х+2 y-I z+1 --=--=--
1 -1 2 

• 
куринишда б9лади. 
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7- дарсхон.а ТОnШUРUFU 

Куйндагн текнслнк тенгламасини тузинг ва теги шли шаклни 
чнзинг: 

а) Мо (7, -3, 5) нук.тадан Утувчи· ва Oxz координаталар 
текнслнгнга парал.1ел текислнк; 

б) OZ Ук. ва Мо ( - 3, 1, - 2) нук.та орк.али утувчи текислик; 
в) Ох Ук.к.а Гlараллел хамда икки M 1 (4, О, -2) ва М2 (5, 1,7) 

нук.тадан утvвчн текислнк; 
г) Мо (2, '1. -1) нук.тадан утувчи ва нормал вектори n=р, -2, 

31 булган текнслик; 
д) Мо (3, 4, -5) нук.тадан утувчи хамда a=13, 1, -11 ва b=II, 

-2, If векторларга параллел булган. 
Ж: а) у+3=0; б) х+3у=0; в) 9y-z-2=0; г) x-2y+3z+ 

+3=0; д) х+4у+ 7г+ 16=0. 
2. M(-I, 2,1), N(2, 3, -2) ва Р(3, 4, 2) нук.талардан утувчи 

текнслик тенгламасини топинг. 

Ж: 7x-15y+2z+7=0. 

3. МО (7, -5, 1) нук.тадан утувчи ва координаталар Ук.ларидан 
тенг кесмалар ажратувчи текислик тенгламасини тузннг. 

Ж: х+у+г-3=О. 
4. Фазода умумнй тенгламаларн 

{ 
x-у+2z+4=О, } 
3х+у-5г-8=О .. 

билан бернлган TyrpH чизнк.нинг каноник тенгламасини езинг. 

Ж . x-I у-5 z 
. -3=-1-1-=4' 

5. Мо (2. О, -3) нук.тадан утувчи ва к.уЙидаги шарт!,и к.ано­
атлантнрувчи туrри чизик. тенгламасини тузинг: а) s=12, 3, 
- 41 векторга па раллел; б) М I ( - 3, 1, 4) нук.тада н Утувчи. 

Ж: а) x-2.=J!..= z+4. б) х-2 =J!..= z+з 
2 3 -4'· -5 1 7' 

6. Бернлган тенгламалари буйича туrри чизик.нннг шаклинн 
чизинг, унинг k бурчак коэффициентини ва координаталар 
Ук.ларидан кесадиган а ва Ь кесмаларини топинг: 

а) 2х-у+3=0; 
в) 3х+8у+ 16=0; 

б) 5х+2у-8=0; 
г) 3х-у=0. 

;$ 5 8 Ж: а) k=2; а= --; Ь=3; б) k= --; а=-; Ь=4; 
2 2 5 

3 16 
в) k= --; а= --; Ь= -2; г) k=3; а=Ь=О. 8 з 
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7. к.уЙидаги туrри ·ЧИЗИК,JIар теигламаларини тузинг: 
а) МО (3. -1) нуктадаи утуачи аа ординаталар укига параллел; 
б) МО (3. -1) нуктадан УТУ8ЧИ 8а абсциссалар укнга параллел; 
It) МО (3. -1 ~ нуктадан УТУ8ЧИ 8а a=13. -21. некторга 

параллел; _ 
г) Мn (3. -1) нуктадан УТУ8ЧИ на b=ll. -41 векторга перпен­

.'lикуЛRр. 

Ж: а) х=3; б) y=-I; а) 2х+3у-3=О; г) х-4у-7=О. 

7· ""устаи;UJI uш 

1. Иккита М, (3. -1,2) на М2 (4. -2. -1) нукта берилган. М, 
нуктадан УТУ8ЧИ 8а М'М2 8екторга перпендикуляр текислик 
тенг ла масини тузииг. 

Ж: x-у-3z+2=О. 

2. М 1 (3. -1.2). М2 (4. -1. -1) 8а Мз (2. О. 2) нукталардан 
утунчи текислик тенгламасини тузинг. 

Ж: 3x+3y+z-8=O. 

3. Уч6урчакнннг учлари берилган: М (3. б. -7), N (- 5, 2. 3) на 
р (4. -7. -2). Р учидан утказнлган меднананинг параметрик 
тенгламаснни тузинг. 

I
X=5t+4. 

Ж: У= -11/-7. 
z=-2. 

4. Ушбу 

{ 
x-2y+3z-4=O. 
зx+2y-5z-4=O 

тенгламалар билан берилган ТУFрИ чизикнинг каноиик тенглама· 

ларини тузинг. 

Ж: ~~=y+ 1 =~. 
2 7 4 

5. 2х+2у-5=О ТУFРИ чизикнинг абсцисrа.lар укининг мусбат 
йуналиши била н ташкил килган бурчагини TOIIIIIII. 

Ж: 1350. 
8. Учбурчак ТОМОНJJариниtiг урталари бернлган: М 1(2.1). М2 (5.3). 

Мз (3. -4). Учбурчак томонлари тенгла~ларини тузннг. 

Ж: 7x-2y-12=O. 5х.+у-28=О. 2x-3y-18=O. 
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7. Учбурчакнннг учларн берилган: МI (2, 1), М2 ( -1, -1) ва 
М:J(З. 2). Учбурчакнииг баландликлари теигламаларнии тузинг. 

Ж: 4х+Зу-11 =0, х+у+2=О, Зх+~у-IЗ=О. 

8- '. ТеКJlCJlИkлар аа TYFp8I ЧИ3J1Ц.РНJIИГ узаро .оА...1IIJ8И. 
ТекиеJlИkJlар ораеидаги бурчак. TYFp8I чизицар ораси.uг. бурча •• 

Нук.т ... ан TYFp8I чизик.к.ача аа теКIICJIИkkача БУJlган •• еофа 

1.8.1. ТеКllс.lиклар Alx+8Iy+Clz+D1=O ва А2Х+82У+ 
+ C1Z+ й1 =о TeHr.1aMa.lap билан бери.lган булеин. Улар ора­
OI.1arH If бурчак к.уi1И.1аги формула аеосида )(нсoб.llанадн: 

111'112 AIAa+8182+CIC2 
COSIf= • • = , 

11111·11121 -/А2 +ti+С1 -/А2+Ei';,+d \/111'\1222 

бунда nl = 1.4 1. 81, CII ва n2= 1.42, 82, СэI- беРИ.1rаи теКНСЛИКJIар­
нинг норма.l векторларн. 

а \ дгар текнелнк.1ар перпенднкуляр булеа. у )(Qllда nl'n2=O екн 
A 1A2+8182+CIC2=O. 

б) дгар теКНСЛНК.1ар параллеJl бу.lса, у )(Qllда 

A1 81 C1 D1 
-=-=-ф-. 
А2 82 С2 О2 

В) дгар теКИС_lнк.lар устма-уст тушса, у )(.Qllда 

A1 81 C1 D1 
А; = в;-= с; = ЙУ. 

г) Mo(.to. уо. zo) нук.тадан Ax+8g+Cz+D=O тrКНCJIиккача 
булган d масофа: 

d = IA,+8J1o+Czo+Df 

VA'+fil+c2 

форму.lа бjйнча .\нсобланадН. 
1.8.2. Тугрн чнзиклар 

аа 

Ж-Ж 1 Y-YI Z-ZI 

--/I-=~=-P-I-

'<-Ж2 Y-/IJ Z-~ 

--,;-= --;;;:;-= р;-

каноник тенгламз.lар билан берилгаи бу.1СНН. Бу ТУFрИ чизимар 
l>pаСИ.1агн If бурчак к.уАнn.агн форму.lздан топиладк: 

cOS4p= 
\1 -s1 '1 ·'2 +"'; .".! +р •. р" 

~tf+"'i+p~· Y;+..:+~ . $, i . I S:ll 
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- .!I) Агар ТУFРИ чизик.лар перпендикулир булса: у )(.OIIда 
5,'52=0 еки 1,12+m,m2+p,p2=0. 

б) Агар ТУFрИ чизиклар параллел булса, у "-~=~ )(.oIIда 7; - ~ Р2 

в) Агар ТУFрИ 

шу билан бирга 

чизик.лар устма-уст тушса, у )('oIIда 

Х2- Х' У2-У' Z2- Z, 
--',-=-m-, -=--р,-

г) Агар ТУFРИ чиэик.лар кесишса, у )(.OIIда 

ж2 -ж, У2-У' Z2- Z' 

" '2 
т, 

~ 

Р, 

Р2 

=0. 

д) Агар ТУFРИ чиэик.лар аАl{аш булса, у )(.OIIда 

I 
X2~_X' У2-У' Z2- Z' 

" т, Р, 1*0. 
'2 m2 Р2 

" т, Р, 
7;=-;;;=-';; , 

ж-zо У-УО Z-Zo • 
М, (Х" У', Z,) нук.тадан -,-=--=-- ТУFрИ чиэик.кача 

т Р 

булган масофа к.уАидаги формула буйича )(.исu6ланади: 

IsXM,Mol 
d= 151 ' 

буида Мо(Хо, уо, ZO) нук.та шу ТУFрИ чиэик.ка тегишли ва S=II. m. 
рl унинг йуналтирувчи вектори. 

Икки аЙк.аш 

ж-ж, у-у, z-z, Х-Х2 У-У2 2-Z2 ---=---=-- ва --=--=--
" т, Р, '2 m2 Р2 

ТУFРИ чиэик.лар орасидаги энг к.иск.а d масофа к.уЙидагича 
аник.ланади: 

1~,s"s21 
15, Х52 1 d= 

бунда М, (х,. У', Z,) ва М2 (Х2. У2, Z2) НУl{талар мое равишда бу ТУFРИ 
чиэик.ларга тегишли. s,"':'II" т" р,1 ва s2=112, m2, Р21 лар эса 
уларнииг йуналтирувчи векторлари. 
М и с ол. x-2y+2z-8=0 ва x+z-6=0 текиеликлар ораси­

даги бурча кии топииг. 
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Е ч и Ш. Икки текиCJIИК ораеидаги бурчак формулаеига кура: 

AIA2+8182-CIC2 I . I + ( - 2) . о + 2· I "';2 
"';L+4+4'v'I+1 =-2-' eos~= V A~+~+c1. V A~+8~+C~ 

Бундан ~=aгe eos ~2 =450 келиб чикади. 

1.8.3. Ax+By+Cz+D=O текислик била н 
.1-.10 У-УО_ 
---=-_._-

т 

= Z-Zo туrри чизик. ораеидаги ~ бурчак ушбу формула 'буйича 
р 

хиеобла нади: 

. n·s AI+8m+Cp 
sln~=~= , 

Inl·lsl УА2+82+с2, уР+m2+р2 

бундCi n=\А, в, CI- текиеликнинг нормал вектори, 5=1/, т, pl-
туrри чизикнинг йуналтирувчи вектори. _ 

а) Агар текиелик билан туrри чизик. перпендикуляр булеа. n ва 
- _ А 8 С • 
s векгорлар каллинеар еки -1 =-=- булади, 

т р 

б) Агар текиелик билан туrри чизик. параллел булеа, у халда 
n ва s векторлар перпендикуляр ёки А/+Вт+Ср*,О булади. 

в) Агар текиелик била н туrри чизик. уетма-ует тушеа. у халда 
А/+Вт+Ср=О, шу била н бирга Axo+Bxo+Czo+D=O б'·.lади. 

г) Агар текиелик била н туrри чизик. к~~ишеа, у халда 

А/+Вт+Ср*,О. 

1.8.4. ТеКИCJIикдаги туrри чизиклар 

AIX+Bly+CI=O ва А2Х+В2У+С2=О 

тенгламалар билан берилган булеии. Улар ораеидаги q; бурчак 
ушбу формула буйнча хиеобланади: 

n l 'n 2 A1A2+8182 eos<p= ~.~ = , 
In l l·l n21 ~/A2+82 ~/A2+Ei!. V 1 1 • V 2 2 

бунда nl =1.41, BII. n2=\А2. В21- мое равишда берилган туrри 
чизикларнинг нормал векторл~ри. 

а) Агар бу туrри чизиклар узаро перпендикуляр булеа. 
у халда 

A 1 ·A2+BI·B2=O. 

б) Агар бу туrри чизнк.лар параллел булеа, у халда 

AI/A2=BI/B2. 
в) Агар бу туrри чизнк.лар уетма-ует тушеа, у халда 

А 1 81 С 1 -=-=-
А2 82 С2 ' 
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Текислнкдагн TyrpH чнзн~ар 

y=kJx+bJ на y=k2X+b2 

тенгламалар бнлан бернлган БУлснн. Улар орасндагн <р бурча к 
уш6у формула буйнча х;нсобланадн: 

k2 -k
J 

tg<p= 1 +k
J
.k

2 

Бу TyrpH чнзн~арнннг перпенднкулярлнк шартн kJ.k2=-1 
дан нборат. параллеллнк шартн зса kJ = k2 буладн. 

Мо(хо, уо) нук.тадан Ах+Ву+С=О TyrpH чнзнк.к.ача булган 
d масофа ушбу 

d= IAxo+BYo+CI 

....jA2+fil 
формула буйнча х;нсо6ланадн. 

8- дu;' хона ТOnШUРUF"U 

1. Коордннаталар бошндан утунчн 2x-y+3z-1 =0 на 
x+2y+z=0 текнслнкларга перпенднкуляр текнслнк тенгламасннн 
тузннг. 

Ж: 7x-y-5z=0. 
2. P(-I, 1, -2) нук.тадан MJ(I, -1, 1), М2(-2, 1,3) на 

Мз(4, -5, -2) нук.талар орк.алн утунчн текнслнккача булган d 
масофанн \II("ООланг. 

Ж: d=·l узун. бнрл. 
3. Ушбу 

{ 
x-y-4z-5=O, {X-6Y -6Z+2=O, 

2x+y-2z-4=0 на 2x+2y+9z-1 =0 

TyrpH чнзнк.лар орасндагн <р бурча к косннусннн х;нсобланг. 

Ж . _ 4 
. cOS<p- ± 21' 

4. TyrpH чнзнк. бнлан текислнкнннг узаро х;o.nатннн аннк.ланг, 
улар кесншган х;o.nда, кесншнш нук.тасн координаталарннн топннг: 

х+ 1 у-З z 
а) --=--=- 3x-3y+2z-5=0 2 4 з' , 

б) х-IЗ=У-I=z-4, x+2y-4z+I=О, 
8 2 з 

х-7 у-4 z-5 
н) -5-=-1-'=-4-' 3x-y+2z-5=0 . . 
Ж: а) параллел; б) TyrpH чнзнк. текнслнкда ётади; н) М(2, 3, 1) 
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нук.тада кесишади. 

5. MI(5, 4, 6) ва М2 (-2, -17, -8). нук.талардан утувчи тугри 
чизик.к.а нисбатан Р(2, -5, 7) нук.тага симметрик Q нук.тани 
тonинг. • 

Ж: Q (4, -1, -3). 
6. Учбурчакнинг А (-10, -13) ва 8(-2, 3) учлари берилган. 

Унинг Сучидан А8 томонга утказилган медианасига 8 учидан 
туширилган перпендикуляр узунлигини х.исобланг. 

Ж: 4 узун, бирл. 

8- JlCустак,u.ll uш 

1. MI (1, -1, 2) ва М2 (3, 1, 1) нук.талардан утувчи х-2у+ 
+3z+5=0 текисликка перпендикуляр текислик тенгламасинн 

тузинг. 

Ж· 4x-y-2z-9=0. 
2. Ушбу ТУFРИ чизик.ларнинг перпендикулярлигини исботланг: 

3. Ушбу 

I
X=2t+ 1, 
y=3t-2, ва {2X+ Y -4Z+2=O, 
Z= -6t+ 1 4x-y-5z+4=0. 

2x-3y+6z-14=0 ва 4x-6y+12z+21 =0 

текисликлар орасидаги d масофани х.исot'iланг. 
Ж: d=3,5 узунлик бирлиги. 
4. Ушбу 

х+2 11 z-I х-з 11-1 z-7 
-2= -3=-4- ва -'-=-4-=-2 

ТУFРИ чизик.лар 1 нинг к.андаЙ к.нЙматида кесишади? 
Ж: 1=3. 
;). Ушбу 

х+7 11+4 z+3 х-21 11+5 z-2 --=--=-- ва --=--=--
3 4 -2 б -4 -1 

ТУFРИ ЧИЗИКJIар орасидаги энг к.иск.а масофани х.исобланг. 

Ж: 13 узунлик бирлигн. 

6 х-2 II-З z+ 1 - -
. -5-=-1-=-2- ТУFРИ чизик.дан утувчи ва х+4у-

-3z+ 7=0 теКИCJIикка перлендикуляр текиCJIНК тенгламасини 
тузинг. 

Ж: Ilx-.17y-19z+ 10=0. 
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{
5X-3Y+2Z-5=0 I 

7. . туrри чизик.нинг 4x-3y+7z-7=0 Te.'~ 
2x-y-z-1 =0 .' 

кисликда ётишини исботланг. 
8. А (5. -1) нук.та томонларидан бири 4х-3у-7=0 TyrpH ). 

чнзик.да ётувчи квадратиннг учндир. Шу квадратнинг к.олгаll 
томонларн теигламаларини тузннг. 

Ж: иккнта квадрат масала шартннн к.аноаТЛ;Jнтнрадн: 

а) 3x+4y-11 =0. 
б) 3x+4y-11 =0. 

4х - 3у - 23 = О. 
4х-3у-23=0. 

3- назорат uшu 

3х+4у-27=0; 

3х+4у+5=0. 

1. А8С учбурчак учларннннг коордннаталари бернлган. 
а) С учдан утказнлган меднана тенгламасннн тузинг ва унннг 

узунлнгини топннг; 

б) А учдан утказилган баландлнк тенгламасннн тузннг ва шу 
баландлик узунлнгини топинг; 

в) 8 бурча к бнссектрисасн тенгламасини тузинг ва унннг 
узунлнгннн топннг. 

1.1. А(4. 1).8(0. -2). С(-5. 10). 

1.2. А(-7.3).8(5. -2). С(8. 2). 

1.3. А (5. - 1 ). 8 (1. - 4 ). С ( - 4. 8). 

1.4. A(-14. б), 8(-2,1). C(I. 5). 

1.5. А(б. 0).8(2. -3), С(-3. 9). 

1.6. А(-9. 2). 8(3. -3). С(б. 1). 

1.7. А(7. -4),8(3, -7), С(-2, 5). 

1.8. А(-8, 4), 8(4, -1), С(7, 3). 

1.9. А(3, -3),8(-1, -б),С(-б,б). 

1.10. А(-б, 5), 8(б, О), С(9, 4). 

1.11. А(4, 11),8(-1, -1), С(7, 5). 

1.12. А(3, 13),8(-2, 1), С(б, 7). 

1.13. А(7, 11),8(2, -1), C(lO, 5). 

1.14. А (б, 13),8(1, 1), С(9, 7). 

1.15. А(4, 14),8(-1,2), С(7, 8). 

1.16. А(б, 10),8(1, -2), С(9, 4). 

1.17. А(4, 13),8(-1 .. 1), С(7, 7). 

1.18. А(б, 11),8(1, -1), С(9, 5). 
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1.19. А (4, 10), 8( -.1, -2), С(7, 4). 

1.20. А(6, 14),8(1,2), С(9, 8). 

1.21. А(-IO, -1),8(-6, -4), С(6. 1). 

1.22. A(18, 8),8(12, О), С(О, 5). 

1.23. А(-6, -3),8(-2, -6), C(IO, -1). 

1.24. A(14, 10),8(8,2), С(-4, 7). 

1.25. А(-2. -1),8(2, -4), C(14, 1). 

1.26. А(8, 7), 8(2, -1), C(-IO, 4). 

1.27. A(I, 0),8(5, -3), C(17, 2). 

1.28, А (20, 2), 8(14, -6), С(26, -1). 

1.29. A(-I. 7), 8(.1, 41, C(15, 9). 

1.30. А (7, 6 J. 8 ( 1. :г). с ( - 1 1, 3). 

2. М, N, Р, Q нукталарнинг КООР,J,ината.,ари 6ери.1ган. 
а) N, Р, Q нукталардан утувчи текисликка перпендикуляр 

булга f ва М нуктадан утувчи туrри чизикнинг тенгламасини 
тузин!'; 

6) М нуктадан N, Р, Q нукталар оркали утувчи текисликка­
ча булган масофани топинг: 

2.1. M(I, 7, 5), N(2, 3, 5), P(-I, 12, -4), Q(4, 6, 4). 
--

2.2. М(2, -4,3), N(3, 1,4), Р(6, 2, -3), Q(2, -2,3). 

2.3. M(I, 1, 1), N(2, 2, 5), Р(3, 2, 2), Q(2, О, 3). 

2.4. М(5, 3, -2), N(2, 4, 4), P(I, 3, 5), Q(2, О, 2). 

2.5. М(5, 2, 6), N(O, 1, -4), P(I, 8, 3), Q(4, 2, 1). 

2.6. М(6, 3, 4), N(2, 5,1), Р(4, -1,2), Q(I, 1, 1). 

2.7. M(I. 1,3), N(4, 1,6), Р(2, 2, 1), Q(5, 2, 3). 

2.8. М(4. 1,6), N(I, 1,3), Р(5, 2, 3), Q(2, 2, 1). 

2.9. М(2, 2. 1), N(5, 2, 3), Р( 1, 1,3), Q(4, 1,6). 

2.10. М(5, 2, 3), N(2, 2,1). Р(4, 1.5), Q(I, 1,3). 

2.11. М(7, 3, О). N(2, 4, 7), Р(5, 4, 7). Q(6, 6, 2). 

2.12. М(7. 9, 6), .N(4, 5, 7), Р(9, 4, 4), Q(7, 5, З). 

2.13. M(I, 2, 6), N(4, 2, О), Р(4, 6, 6), Q(6, 1. 1). 
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2.14. М(5. 8. 2). N(3. 5.10). Р(3. 8. 4). Q(5. 5. 4). 

2.15. М(3. 9. 8), N(4, 6. 3). Р(4, 1,5), Q(O, 7, 1). 

2.16. М(6, 9, 2). N(5. 7, 8), Р(-3, 7,1), Q(9, 5. 5). 

2.17. М(З, 6. 7), N(4, 9, 3), Р(7, 6, 3), Q(2, 4, 3). 

2.18. М(6, 4. 8), N(I, 9, 9), Р(5. 8, 3). Q(З. 5. 4). 

2.19. М(8. 5. 8), N(I. 7. 3). Р(6. 9.1). Q(3. 3. 9). 

2.20. М(О. 4. -1). N(-I. 1.6). P(-I. 6.1). Q(3. 1.4). 

2.21. M(I. 3. -1), N(O. О. б). Р(О. О. О). Q(4. О. 4). 

2.22. М(4. -1.3), N( -3.1.1). Р(2. 3. -4). Q( -1. -3.4) 

2.23. М(3. -1.4). N( -2,4.5). Р(2. 3. -1). Q(O. О. О). 

2.24. М(5, 2. 4). N(З, 2. -4), Р(2. -5. :3). Q(2. 4, -1). 

2.25. М (3.4, -2). N( -б. 2. -3). Р( -(). 2. -3). Q(2. 2.4). 

2.26. M(-1.3.1).N(-4, 1. -4).Р(0. -5.0).Q(O.O, -2). 

2.27. М(б. 3. -3). N(2, 3.5), Р(:3. -2. б). Q(2, 2, -5). 

2.28. М(О, -1.2).N(.5. -2, -1).P(3.3.4).Q(3. -1. -2). 

2.29. М(3. З, 4). N(3. -1. -2), Р(5. -2. -1 J. Q(O. -1.2). 

2.30. М(2, -5.3), N(5. 2, 4). Р(-5. б, -1). Q(3. 2, -4). 

3. БеРИ.1ган А нукта ва бери.1Ган 

х-й у-ь z-c --=------= ----_. 
т р 

Г}'rри ЧltJlIК орка.1И утувчн текнс.1НК теНГ.lамасннн TYJHHr: 

3 I А (3 -2 1) х+3 = у-2 = z-I 
. . • ,. -3 I 4 

3.2. А (4, 5, -2), 

3.3. А ( - 3, 1, 2), 

3.4. А ( - 1, 2, 1), 

3.5. А (2, 1. 2). 

x+1 у-5 z 
-4 -= -3-= -2 . 

х-4 у z+1 
-2-= -=-4 = -3--

х+2 у z-5 
-4-= -3=-2-

х+7 у-5 z+2 
:-т = ---=з= -8-
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3.6. А(-2,3, 1), 

3.7. А(-4, -1,2), 

3.8. А ( - 3, О, 2), 

3.9. А (1, 2, 3), 

3.10. А (1, -1, -2), 

3.11. А ( - 3, 2, 4), 

3.12. А (4, - 3, 1), 

3.13. А(4, 5,1), 

3.14. А (4, 2, -2), 

3.15. А(О, 2, 1), 

3.16. А (5. -1, 2), 

3.17. А (4, 2, -1), 

3.18. А (-1,4,5), 

3.19. А(-4, -1.2). 

Il 11-1 z+5 
2=-=З=-4-

Il-5 11+2 z-I 
-1-=-3-=~' 

Il 11--6 z+4 
5=-2-=----=3 . 

Il+7 11-6 z+6 
-3-=-2-=~' 

Il 11-5 z+1 
-4 =-2-=-5-

Il-3 11+1 z 
-2-=-4-=-=3' 

Il-5 11+5 z 
-з-=---=4=5 . 

Il-I 11+2 z-2 
-1-=-2-=- -3 . 

Il+4 11-2 z+1 
-2-=-2-=-3-

Il+2 11-1 z 
-2-=-=Т-=З' 

Il-3 11+1 z 
-2-=-5-= -4 . 

Il-3 '11-4 z+ 1 
~=-2-=-3-

х 11-2 z+1 
-3=-3-=-4-

x-I 11+3 z 
-6-=-4-= -3 

х+3 11-5 z 
-2-=-4-=-=Т 

х 11-2 z-I 
-3=-2-=-1-

х-4 11+5 z-2 
-1-=-3-=-2-

3.20. А (2, 5, -1), 

3.21. А (5, О. 4). 

3.22. А(-4, 5, 3). 

3.23. А (3, О, 2), ж+2 11-1 z-2 
-4 -= ----=3 = -5-

3.24. А (-5, 3, -4), х-3 11+3 z 
-2-=--6-= -3 . 



3.25. А(4, 3, 1), 

3.28. А (-4, 1, -3), 

3.27. А (2, 3, О), 

3.28. А(-5, 2, -1), 

3.29. А (6, 2, О), 

3.30. А ( - 6, 3, 2), 

.r-2 1/+ 1 z+2 
-4-=-3-= ---=--1- . 

.r+3 у-б 2-2 
--3-=-2-=-3-

.r+3 у z-I 
-=--з-=2"=-2 

.r-б у+2 2 
3-=-4-=-=З . 

.r-I y+1 z+4 
-6-=-1=--::-3 

.r у-3 z+5 
.=-2=--3- . 

3- HwcYHaBua .fuc06 тonшuрuк,Аарu 

1. АВС учбурчакнннг учларн бернлган. 
Куйидагиларии топинг: а) АВ томон тенгламасини; 

б) С учидан АВ томонга туширилган баландnнк тенглама­
сини; 

в) А учидан ВС томонга туширилган медиана тенгламаси­
ни; 

г) сб» ва св» бандлардв топилган баландnик билан медиана· 
нииг кесишган нук.тасини; 

д) С нук.тадан утувчи АВ . томонга параплел туrри чизик. 
тенгламасини; 

е) С нук.тадан АВ туrри чизик.к.ача булган масофани. 

1.1. А(4, -5), В (6,9), С(-4, -1). 

1.2. A(I, -3), В (-5,4), С(-2, 10). 

1.3. A(I, 8), В (-5, -4), C(-I, -3). 

1.4. А(О, 4), В (5, -3), С(-6, -2). 

1.5. А (6, -4), В (-8,3), С( -2, -7). 

1.6. А(2, 3), В (-4, -7), С(2, О). 

1.7. А(-4, -8), В (4, 1), С(О, 7). 

1.8. А(4, -2), В (7, О), С(-3, 1). 

1.9. А(4, 1), В (-2,8), C(I, -5). 

1.10. А(4, О), В (1, -3), С(5, 2). 

1.11. А(7, 10), В (1,3), С(4, -2). 

1.12. А(8, б), В (1,3), С(-2, -3). 

1.13. А ( 1 1, - 3), В (- 1: - 3), С (7, 1). 
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1.14. А (5, 9), 8 (4, -1), е (О, 1). 

1.15. А (7, 3), 8 (1, 7), е (- 2, 1). 

1.16. А (1,6),8 (6, 1), е (-3, -2). 

1.17. А (2,6),8 (6, -6), е (2, -4). 

1.18. А (10,1),8 (3,7), е (-3, 4f. 

1.19. А (8,3),8 (2,8), е (-4,4). 

1.20. А (7,7),8 (-7,5), е (-3, -3). 

1.21. А (3, -3),8 (4,3), е (-6, 1). 

1.22. А (6,2),8 (-6,8), е (2, -4). 

1.23. А (7,5), 8 (-4, О), е (2, -5). 

1.24. А (8, -1),8 (2,6), е (-4,4). 

1.25. А (-5, О), 8 (2, -6), е (8, -3). 

1.26. А (1, -4),8 (-1, 10), е (-9,6). 

1.27. А (-3,7),8 (-1,3), е (2, -4). 

1.28. А (10,4),8 (-4,6), е (-1,3). 

1.29. А (2, -6),8 (3, 11), е (-1,3) .. 

1.30. А (-5,5),8 (4, -7), е (-2, -7). 

2. A8eD пнрамнданннг учларн бернлган. к'уйндагнларнн то· 
пннг: 

а) А8е текнслнк тенгламасннн; 
б) А8 кирра тенгла-масини; 
В) D учидан утувчи А8е Ук.к.а перпендикуляр туrри чизик. 

тенг ламасини ; 
г) е учидан утувчи А8 к.иррага паралле.1 туrри чизик. 

теНГ.1амасинн; 

д) D учидан утувчи А8 к.иррага перпендикуляр текиCJJНК 
тенг ламасини ; 

е) AD к.ирра билан А8е ёк. орасидаги бурча к синусиии; 
ж) Аве Ва A8D ёк.лар орасидаги бурча к косинусини; 
з) D учдан А8е ёк.к.ача булган масафани. 

2.1. А (7,3,5),8 (5,3,2), е (10,2,4), D (7, -2, 1). 

2.2. А (-8, -6, -3),8 (4,2,1), е (0,5,2), D (0,2,5). 

2.3. А (7, -3,14),8 (-6,0,5),е (1,2, I),D (-2, -1,2). 

2.4. А (5,5, -6,),8 (-4, -8,4), е (1,7, -1), D (-4, О, -2). 
2.5. А (7, -8, -1), 8 (-3, -6, -2), е (2, -3, -5), 

D (5,4, 14). 
2.1. А (16, -8, -13),8 (6,2,5), е (-3, О, 3), D (0,2,1). 

2.7. А (7,3, -5),8 (1,2,3), е (-1,2,1), D (2, -1,2). 
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2.8. А (8,3,2),8 (4, -2,2), С (3, 1, -1), О (2, 1, 1). 

2.9. А (8. -4, -5),8 (7,3,6), С (-2, 1,4), 0(1,3,2). 

2.10. А (6, -7, -3),8 (1,2,3), С (1,3,2), О (2, 1, 1) .. 

2.11. А (-12,7, -1),8 (О, -2, -5), С (-4,5,1), 
0(-7,4, -3). 

2.12. А (-5, -6, 1),8 (-2, 1,2), С (О, -1,4), 0(-3,2, -1) 
2.13. А (-1, О, -7),8 (4, -5,3), С (-2,1, -9), 0(1, -1, -3) 

2.14. А (2,4, -2),8 (-1, 1,2), С (3, О, -2), 0(1, -1. 1). 

2.15. А (4, -1,2),8 (-1, 1, О), С (2. -1, 1), О (0.2,1). 

2.16. А (16, -9, -5),8 (1, -2,2),С (-1,2,1),0 (2.0, 1). 

2.17. А (-9, -2,3),8 (6, -1, -2),С (1,0, 1),0 (-3,2,1). 

2.18. А (-10,7, -6),8 (-3, О, -6), С (-5,3, -2), 
О (-1, 10,3). 

2.19. А (5,3, -2),8 (-1, О, 3), С ('-4, -2, -1), 0(4.2, -1). 

2.20. А (-5,4, -3),8 (5, -1,2), С (2,1, -4), 0(1, -3, О). 

2.21. А (0,3,4),8 (1, О, 3), С (2, -1,4), О (0,3,1). 

2.22. А (-16,20, -21),8 (-4,1,3), С (2,3, О), 
О (-1, -1, -2). 

2.23. А (2, -1,1),8 (3,7, -2), С (3,6, -3), 0(-7.5,1). 

2.24. А (8, -10,2),8 (-3,3: -1), С (О, -6,5), О (-3, -4,2). 

2.25. А (7,2, -3),8 (4, 1, 1), С (2, 1,2), 0(2, -1, 1). 

2.26. А (5, -4,5),8 (1, О, -1), С (1,2,2), О (6,3,1). 

2.27. А (8,1, -12),8 (8,5, -IO),C (О, -3,2),0 (6,2, -4). 

2.28. А (8,1,10),8 (-1, -2, -5),С (-2, -1,7),0 (4,2,7). 

2.29. А (8,1, -3),8 (2, -3, -7), С (-2,5,3), 0(4,·1,2). 
2.30. А (-7, -8, 10),8 (-3,6,3), С (-3, О, -6), 

О (2, -5, -1). 
3. TYFPH чнзнк.нннг каноннк тенгламаларннн ёзннг: 

3.1. {2X+3Y-2Z+6=O, 
3x+3y+z-1 =0, 

3.3. {3X+4Y+3Z+ 1 =0, 
6x-5y+3z+8=0, 

3.5. {X-3Y+~+2=0, 
5х + 3у + 2z - 4 = О, 

3.7. {X+3Y+2Z+ 14=0, • 
5x+3y+2z-4=0, 
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3.2. {X-3Y+Z+3=0, 
2x-3y-2z+6=0. 

{
2X-4Y -2Z+4=0, 

3.4. 
6x+5y-4z+4=0. 

3.6. {X+5Y-Z+ 11 =0, 
8х-5у-Зz-I =0. 

3.8. {X- Y+2Z-1 =0, 
x+y+z+ 11 =0. 



3.9. {Z+5Y+2Z-5=0, 
2x-5y+z+6=0, 

3.10. {Z+Y-2Z-2=0. 
6х-у-4z-З=0. 

3.11. 
{2X-5Y -Z+5=0, 
x+5y-2z+З=0, 

3.12. {Z-Y+Z+2=0, 
7.+y+z-5=0. 

3.13. { 6x-7y-z-2=0, {2Х-У -ЗZ-2=0, 3.14. 
x+7y-z+8=0. Зх-у-2z-1 =0. 

3.15. {х+ 7y-4z-5=0. 
2x-7y+2z+8=0. 

3.16. {2X- Y+Z+6=0. 
Зх+у+2z-4=0. 

3.17. 
{ x-y+z-2=0, 
6x+y-4z+8=0. 

3.18. {4X+ Y+Z+2=0, 
2х-у-Зz+4=0. 

3.19. { x-2y-z+4=0. 
6х+2у+Зz+4=0. 

3.20. {2Х- У -ЗZ-8=0. 
2x-5y+2z-4=0. 

{X- y -Z-2=0, 3.22. {X-2Y+Z+4=0. 3.21. 
х+Зу+2z-6=0. 2x+2y+z-4=0. 

3.23. {5Х+ У -ЗZ+4=0. 
5х-Зу-z+8=0, 

3.24. {X-Y+2Z+2=0. 
х-Зу-z+4=0. 

3.25. ГХ+4У-2Z+ 1 =0. 
x-4у-2z+З=0. 

3.26. {2х-4У +ЗZ+4=0, 
x+4y+z-6=0. 

3.27. {X+5Y+2Z+ 11 =0, 3.28. (2x-4у+Зz+4=0. 
Зх-у-2z+ 7=0. tx+4y+z-6=0. 

3.29. ГХ+ У - Z- 6 =0. 
2х-Зу+z-8=0. 

3.30. {ЗХ-У +2Z-4=0, 
2х + Зу - 2z + 6 = О. 

4. Берилган ТУFРИ чизик билаи текисликнинг кесишиш иукта­
сини топинг: 

4.1. х-3 у+2 z-5 
-0- = -3--= ----.-о- ' x+2y-2z+25=0. 

4.2. х+ 1 у+3 ,,-2 
-1-=-0-=---=-2 . 2х-7у-Зz-21 =0. 

х-I у-2 ,,-3 
-2-=~=-1-4.3. 5x-2У-Z-lЗ=0. 
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4.4. 

4.5. 

4.6. 

4.7. 

4.8. 

4.9. 

х+2 у-' 2-2 
-=·Г=-.-=-3- , 

х+5 у-3 2-1 
-3-=-1-=-6-

х+' у 2+1 
-3-- = 0=---==-2 ' 

х-8 у+2 2-3 
-O-=~=-I-' 

х+8 у-2 2-1 
-7-=-I-=~' 

х-' у+3 2-5 
-2-=-5-=--=Т- ' 

4.10. z+5_V- 1 2-3 
О -~=-I-' 

4.11. х+5 = у-8 _ 2-1 
12 -5 --8-' 

4.12. х+4 = у-2 _ 2-5 
-1 О -- -2 ' 

4.13. х+3 _ у+' _ 2-3 
2 - 3 --2-

4.14. х-3 = у+5 _ 2 

3 2 -.' 
4.15. z-I_=JL~_ 2+3 

5 3 --2-

4.16. _~....!_ у-4 2-3 2 --5-=-=-'-' 
4.17. х-4 = у-2 _ 2-2 

3 -1 ---2--

4.18. х+2 = у-2 = 2+3 
3 -5 -1-

4.19. х+3 _ у-' _ 2+2 
2 - 1 -~' 

4.20. х-' = у+ -'-_ 2-1 
-1 О --1-· 

4.21. х+2 = у-I _ 2-1 
3 -1 --2-

4.22. х+3 = у-2 _ 2+2 
О О --1-

4x-у+Зz+6=0. 

5x-2у+Зz-З=0. 

5x-2у+Зz-З=0. 

4x+9y+5z=0. 

6х - у - 4z - З = о. 

5х-7у-Зz+ 11 =0. 

Зх+7у+z+ 11 =0. 

Зх-2у-z-6=0. 

4x-5у+2z+24=О. 

7х+4у+Зz-16=0. 

Зх+4у-5z+20=0. 

7х-Зу+2z-28=О. 

4x+y-7z-19=O. 

5х-Зу+z-З6=О. 

4x-у+5z+З=0. 

x-2y-z+2=0. 

4х+2у-Зz+8=0. 

x-2y-4z+ 11 =0. 

5х + Зу - 2z + 7 = о. 

• 
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4.23. х+4_у-I z+2 
-1 --I-=--=Т-' 

4.24. х-4 _ у-2 z-I 
1 - -0-=-2-

4.25. х+ 1 _ у-3 z-2 
4 -~=-I-

4.26. х-I _ у+3 z+ 1 
5 
---=--

-4 3 

4.27. х-2 = у+4 _ z-I 
2 4 --=----1' 

4.28. х+3 _ У z-I 
2 -0=--

4.29. х-2 __ у-3 z-5 
О -~=-I-

4.30. х-3 _ у+2 z+ 1 
-2 --2-=---=З' 

Зх-у+2z+2З=0. 

4x-2y+z-19=0. 

Зх-2у+z-8=0. 

5x+2y+z-15=0. 

7х+Зу+z-25=0. 

4x-y+2z=0. 

5х-у-Зz+ 10=0. 

х+Зv-5z-21 =0. 

9-1. ЭJlJlИПС, гипербсма 88 парабсманинг 
каноник теНГJlама.lари 

1.9.1. )ЭЛЛUnС f деб текнсликдаги шуидаll нук.талар т9пламига 
айтилади~ нукталарнинг х.ар бмридан шу текисликнинг 
фокуслар деб атаЛУ8ЧИ икки нуктасигача булган масофалар 
ЙИFИНДНСИ узгармас ми к.дордир. 

Фокуслари Ох ук.да коордииаталар бowига нисбатан симметрик 
ёТУ8ЧИ эллипснинг (10- шакл) каноник тенгламаси ушбу кури­
нишга эга: 

i!.. 11 tl +/;2= 1, а>Ь. 

Бунда а 8а Ь ЭJJлипснинг катта 8а кичик ярим умари ~зунликлари. 
Фокуслар орасидаги масофани 2с десак, c'=rr-b муносабат 
уринли. Эллипснинг эксцентриситети деб 

, -../ tl_ь2 

е=-= <1 
а а 

га аЙтиладн. 
Э.1.1ИПСИИНГ М (х. у) нуктасидаи фокусларигача булган масофа­

лар (r\ 8а '2 била н бeJJгиланади) унинг фOКlJA радиУСАаР" 
деЙилади. 

Тенгламалари 

а tl 
х= ±-= ±-, а>Ь. 

г , 
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9 
.о, 

/)1 !I .о, 
8,(0;6) 

1'1(.1;'1/ 

A,f-а;О) А,(а;о}Х 

х 

8.,/(0;-6/ 8,(o;-IJ} 

Oz 

10- шаКJI 11- шакл 

дан иборат иккита туrри чизнк эллипенинг дuректрuсаларu 
дейилади ва улар ушбу хоссага эга: 

'1 '2 
-d;" =-;t;= Е_ 

Агар а<Ь булса, у х.олда ЭJlлипснинг фокусларн Оу УКда ётади 

(11- шакл), 2Ь унинг капа укн, эксцентриситети эса Е = 1- була-

дн, бунда с2 =ь 2 _а2 . директрисалари тенгламалари: 

ь ь2 
у=± -=±--. 

Е с 

Агар а = Ь булса, ~ллипс радиуси а, марказн координаталар бошида 
булган х2 +у2=а2 айланадан иборат буладн. 

1.9.2.!Гunе§60Аg/деб текнсликдаги шундай нукталар туплаМИГ;1 
аЙтиладики. у нукталарнинг х.ар биридан шу текисликнин· 
фокуслар деб аталувчн иккн нук.тасигача булган масофалар 
айирмаларининг абсолют к.иЙматлари узгармас МИКдордир. 

Фокуслари Ох УКда координаталар бошига ннсбатан симметрик 
х.олда ётувчи гиперболанинг каноник тенгламасн 

,? _ L=1 
7 ь2 

куринишга эга. Бунда а - гиперболанннг х.акнк.иА ярим ук.и 
узуилиги; Ь - мавх.ум ярим Ук.и узунлигн. Агар фОКУCJIар орасидаги 
масофани 2с десак, Ь2 =с2 _а2 БУлади. 

Гипербола эксцентриситетu деб 

га а Йтилади. 

с _ 
Е= -

а 

• 

....;a2+ь~ > 1 
а 
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ГнперБOllанннг фокал радиуслари деб, унннг М (х, у) нуктасндан 
фокусларнгача булган масофаларнга (ГI ва '2 бнлан белгнланадн) 
аЙтнладн. 

ГнперБOllанннг директрисалари деб, ~нгламаларн 

а а2 
х=± -=±-

е с 

дан нборат булган ва куйндагн хоссаларга зга нккнта TYFPH 
чнзнкка айтнладн: 

г, Г2 
-=-=е d, d2 • 

ГнперБOllа тенгламаларн у= ± ~x дан нборат нккнта аснмп­
а 

тurзга зга. 

Агар а= Ь булса, гнперБOllа тенг ТОАСонли гипербола дейнладн 
ва унннг тенгламасн 

х2 _у2=а2 

КУI'НННШНН OIIадн, аснмптurаларн тенгламасн эса у= ±х дан 
нборат БУладн. 

Агар гнперБOllанннг аснмптоталарн Оу УКАа коордннаталар 
бошнга ннсбатан снмметрнк етса, у хOIIда унннг тенгламасн 

z? _ JC=_I 
----;; ь2 екн 

!l z? ---=1 
ь2•• ~ 

курннншнн OIIадн. ГнперБOllЗНННГ эксцентрнснтетн 
с 

е=ь, дн-

ь ь1 Ь • 
ректрнсаларн у= ±~= ±,' аснмптоталари у= ±~x буладн. 

!I 
!I 

~ 

А 

р 

~"I- -; 

12· шакл 13· шакл 
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i'!l ~!l ----= 1 ва ---= -1 гнперБOJlа· cl ь2 02 ь2 

лар lIjушAtа гиnер6ола.llар дейнладн 
(12·шаКJI). 

~3. Фсж.ус деб аталувчн бернлган НУ 1<-
1 адан ва директриса _1('(') ата.1УВЧН (')е· 
РИ.lган тугри ЧИJНlUан т('нг УJОК..1икда 
ётувчи текнелнкдаги HYI<Ta.1a р т уплами 
Ьара691а1 деЙиладн. 

Учн коордннаталар бошнда ётувчи, 
еимметрня YI<H ОХ Yl<.дaH нборат булган 
па раБOJlа ни нг ка ноннк тенг ла маен 

i=2px 

у 

р 

.f=z 

I 
14- шакл 

11 

курннншга ~гa (13- шаКJI). Бунда р>О (параБOJlа параметрн)­
фокусдан днректрнеагача булган маеофа-_ днректрнеанииг тенгла-

маен х= -1- курннншга ~гa. 

Агар r -- параБOJlанннг М (х, у) НУl<таендан параБOJlа ф<жуеигача 
булган масофа, d - шу М (х, у) НУl<тадан днректрнсагача булган 
маеофаен булса, у х.OJIда унннг эксцентрнснтетн 

e=~=I. 

Учн координаталар бошнда, снмметрня Ук.н Оу булган параБOJlа­
нннг каноннк тенгламасн ушбу курннншга ~гa (14· шаКJI): 

х2 =2ру (р>О). 

Унннг днректрнсасн тенгламасн ~ca: у= 1-
м н с ол. Фокусларн орасндагн масофа 10 га аа мавх.ум ярнм 

YIUf 3 га тенг булган гнперБOJlанннг каноннк тенгламасннн тузннг. 
Ечнш. Масаланннг шартнга кура ь=з аа 2c=IO, бундан 

с=5 ва а= ~с2_Ь2 = у25-9=4 келнб ЧНl<адн. дема к, нзлана­
ётган каноник тенглама 

курниишда булади. 
1.9.4. Ушбу 

~ _L=I 
16 9 

(х-хо) 2+ (у_ Уо) 2=а2, 

(х-хо)2 (у_уо)2 

cl. + ь2 = 1, 
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(.1:-.1:0)2 

~-a2-

2 
(Y-~=I, 
--ь2 

(у_ уо) 2= 2р(х-х;), 

(х-хо) z =2р(у-уо) 

тенгламалар мос ра8ишда маркаЗJ1ари С(хо, уо) нук.тада булган 
айлана, зллипс, гипербола 8а учи С(Хо, уо) нук.тада ёТУ8ЧИ 
параболаларни аниклаЙди. 

9- дарсхона ТОnШUРUГU 

1. 9х2 +25у2=225 эллипс беришан. Унинг ярим Ук.ларини, 
фокуслари координаталарнни, эксцентриситети, директрисалари 

тенгламаларини топинг 8а шаклини чизинг. 

25 
Ж: а=5, Ь=3; FI (4, О); Fz( -4, О); е=О,8; Х= ± 4' 

2. 16х2 - 9у2= 144 гипербола берилган. Унинг ярим укини, 
фокуслари координаталарини, зксцентриситетини, директрнсаси 8а 
аСИ"lптоталари тенгламасини топинг. Шаклини чизинг. Ж: а=3, 

5 9 4 
Ь=4, F 1(5, О) 8а F2(-5, О); е=з; Х=±S' у=±зх. 

J. у2=6х парабола берилган. Унинг р параметрини, директри­
саси тенгламасини топинг 8а шаклини чизинг. 

Ж: р=3, F(f; о); Х= -1' 
4. Фокуслари абсцисса укида ёТУ8ЧIt- 8а куйидаги шартларни 

каноатлаНТИРУ8ЧИ эллипснинг каноник тенгламасини тузннг: 

а) унинг КIIЧИК уки 24 га, фОКУCJIар орасидаги масофа 10 га 
тенг; 

б) директрисалари орасидаги масофа 32 га, эксцентриситети 
0,5 га тенг. 

5. Эллипснинг фокуслари ординаталар укида ётиб, 
а) унинг кичик уки 16 га, эксцентриситети эса 0,6 га тенг; 
б) ~нинг ФОКУCJIари орасидаги масофа 6 га 8а днректрисалари 

орасидаги масофа 16 ~ га тенг булса, унинг каноник тенгламаси­
ни тузинг. 

6. Гиперболанинг фОКУС.1ари абсциссалар ук.ида ётиб, 
а) унинг фОКУCJIари орасидаги масофа 6 га аа зксцентриси­

Т!' ПI 1,5 га тенг; 
б) унинг х-акикий ярим ук.и 5 га тенг, учлари зса марказн 

била н фокуси орасидаги масофани тенг иккига булса, унинг каноник 
тенгламасини тузинг. 

7. Гиперболанннг фОКУCJIари Оу укида ётиб, 

а) асимптоталари тенгламалари у= ± 1: Х аа УЧ.1ари ора­
сидаги масофа 48 га тенг; 

б) ФОКУCJIарн орасидаги масофа 10 га, эксцентриситети 
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.s ,", 
з га тенг б]лса, унннг каноник тенгламасинн тузннг. 

В. ЛараБOllанннг каноннк тенгламасннн тузннг: 
а) параБOllанннг фокусн {(О. 4); б) параБOllа Ох Ук.к.а ннс­

батан снмметрнк вз А (9,6) нук.тадан Утадн. 
9. Чнзнк.лар тенгламаларннн соддалаштнрннг, уларнннг турн­

нн аннк.ланг. параметрларннн топннг ва шаКJIННН чнзннг: 

а) х2 +у2 -4х+6у+4=0; 
б) 2x2 +5y2 +Bx-IОу-17=0; 
в) x2 -6y-12x+36y-4B=0; 
г) x2 -ВХ+2у+ IB=O; 
д) у2_ 4х+ 4у+ 16=0. 

9- JAустак,uл uш 

1. х2 +4у2=4 эллнпс фокусларндан утувчн ва марказн эл­
лнпснннг юк.орн учнда булган айлана тенгламасннн тузннг. 

Ж: x2+(y_I)2=4. 
2. а) Катта ук.н 6 га тенг, фокусн зса F ( у5. О) нук.тада булган 

эллнпс; 

б) мавхум ук.н 4 га Te~г ва фокусн {( - уТ3, О) нук.тада 

булган гнперБOllа; 
в) днректрнсасн У= -3 булган параБOllанннг каноннк тенг­

ламасннн тузннг. 

Xl; Xl; 2 
Ж: а) -+-=1; б) ---=1' в) х =12y. 

9 4 9 4 ' 

3. Хар бнр нук.тасндан А (3, 2) нук.тагача булган масоф;1 
В( -1, О) нук.тагача булган масофадан 3 марта ортнк. булган 
чнзнк. тенгламасннн тузннг. 

( 
3 )2 ( 1)2 45 Ж: х+ 2" + У+4" =\6' 

10-1. Нккинчи тартибли снртларнинг 
каноник тенгламалари 

1.10.1. Иккннчн тартибли сиртлар: 

~+L+..t= 1- уч Ук.ли эллипсоид; 
02 ь2 с2 

~+L_..t= 1- бир паллали гнперБOllОИД; 
02 ь2 с2 • 
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х2 ,; ZJ 
2+2-2= -1- икки паллали гиперБOllОИД; 
а ь с 

~ !/ параБOllОИД • (р ларнинг z=-+-- ЭJJлиптик ва q 
2р 2ч 

и шорала ри бир хил); 

х2 ,; 
паР8БOllОИд (р z=---- гиперБOllИК 88 q ларнинг 

2р 2ч 

ишоралари бир хил); 
х2 у2 z'l 
-+---=0- конус; 
а2 ь2 с2 

~ + ~ = 1- эллиптик цилиндр; 
а Ь 

~ 2 
2-~= 1- гиперболик цилиндр; 
а Ь 

/=2рх - параболик цилиндр. 

Айланиш сиртлари дастлабки туртта иккинчи тартибли сиртнинг 
хус;сий холидир: 

~+,; z2 
~+7= 1- айланиш эллипсоиди; 

~+,; z2 
-a-2 ---J= 1- бир паллали айланиш гиперболоиди; 

~~,; - z: = _1_ икки паллали айла'ниш гиперболоиди; 
а с 

X2 +y2=2pz - айланнш параболоиди. 

10- дарсхона ТOnШUРUFU 

1. Берилган тенгламалар билан аНИМ8НУВЧИ сиртларнинг 
шаклини. чизинг. 

а) 4x2 +y2+2z2=2; 
б) 2х2 +9у2-2z2 =3б; 
в) 4x2 +y2_ 8z2= -16; 
г) 2y=4x2+Z2

; 

д) x 2 +4z2 =4; 
е) y2-4z=0. 

2. Сирт турини аниманг ва унинг шак.1ННИ чиэииг: 

а) 4x2+y2-z2-24x-4у+2z+З5=0; 
б) X2+y2-z2-2x-2y+2z+2=0; 
в) X2+y2-6x+6y-4z+ 18=0; 
г) x2 +J/-z2 -2у+2z=0. 
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/0- жустак,UA uш 

к.уАидаги сиртлар билан чегараланган жисмларнннг wаклини 
чизинг: 

1. 2=х2 +у2, х2 +у2=4 на 2=0; 
2. 2=у2, x2+i=9 на 2=0; 
3. z2=4-y на x2+i=4Y. 

4- назорат uшu 

1. Чизик тенгламаснни каноник куриниwга келтирннг на унннг 
wаклини чизинг: 

1.1. а) 4x2+ 2y2-16x+4y+ 10=0; 
б) 5x2-6y2+30x+12y+9=0; 
н) х2 + IOx-4у+33=0. 

1.2. а) зх2 +5у2+6х-20у+8=0; 
б) 4х2_у2+ 16х+ 12=0; 
н) у2+3х+ IОу+46=0. 

1.3. а) х2 +2у2+6х-4у+9=0; 
б) х2 _4у2_2х+ 16y-19=0. 
В) x2 -4х+2у-2=оО. 

1.4. а) х2 +4у2+ 16у+ 12=0; 
б) 2х2 -3у2-12х-18у-15=0; 
В) у2+8Х+ lOу+9=0. 

1.5. а) 6х2 +5у2-10у-25=0; 
б) 5х2 -6у2_5х-25=0; 
В) х2 +8х-9у-29=0. 

1.8. а) 5х2 +6у2-10х-25=О; 
б) 6х2 _5у2+ 10у-35=0; 
В) у2-1б.t-6у+25=0. 

1.7. а) 2х'+3у2- 12х+ 18у+39=0; 
б) x 2 _4y2_16y_20=0; 
В) х2 +8х-2у+ 14=0. 

1.8. а) х2 + 4у2_2х_lбg+ 13=0; 
б) .r2 -2у2+б.t+4у+5=0; 
8) у2+ х -4у+2=0. 
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1.9. а) 4~+y2+ Iбх+ 12=0; 
б) Зх2 -5у2+бх+20у-32=0; 
8) х2 +6х+5у-б=0. 

1.10. а) 5х2 +бу2+30х-12у+21 =<r. 
б) 4х2 -2у2_8х-4у+б=0; 
8) у2-2х+бу+ 17=0. 

1.11. а) Iбх2 +9i +96x-18y+9=0; 
б) Iбх2 - 9у2-lбОх-3бу+220=0; 
8) х2 -4х+5у+ 14=0. 

1.12. а) 4х2+ 5у2_24х+ 70у+ 181 =0; 
б) 4х2 - lбу2- 72х-б4у+ 196=0; 
8) y2-6x+2y-11 =0. 

1.13. а) зх2 +2у2_бх-12у+ 15=0; 
б) 4х2 -9у2-lбх-18у-29=0; 
8) х2 -8х-3у+ 19=0. 

1.14. а) 2х2 +Зу2_4х+бу-7=0; 
б) 2x2- y2+4x+4y-10=0; 

. 8) y2-5х+6у+4=О. 

1.15. а) 4х2 +3у2_8х+ 12у-32=0; 
б) 4~-25у2_24х-IООу-Iб4=D; 
8) х2 -6х+5у-б=0. 

1.16. а) бх2+5~/+ 12х-20у-4=О; 
б) 25x2 -9у2-IООх-Збу-161 =0; 

. 8) у2-Зх-2у+7=0. 

1.17. а) 5х2 +3у2+20х+24у+5З=0; 
б} 5x2-8i+30x+ 16у-3=0; 
8) х2 -7у+ 12х+50=0. 

1.18. а) зх2 +4i-12х-lбу+ 16=0; 
б) 8х2 -9!/-16х+3бу-IОО=0; 
8) у2-4х+4у+8=0. 

1.19. а) 4~+5i+24x+ 'Оу+21 =0; 
б) 9х2 - 5у2 - 3бх - 30у - 54 = О; 
8) ~-3y-14x+31 =0. 

1·.20. а) 16х2 +9у2-б4х-18у-71 =0; 
б) 9r- 4y2+ 18x+24y-БЗ=О; 
8) у2+2х-6у+ 11 =0. 
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1.21. а) 9х2+ 4у2+ 18х-24у+9=0; 
б) 16х2 -9у2-64х+ 18у-62=0; 
8) х2 +4у+ 10х-3=0. 

1.22. а) 9х2 -5у2-18х+30у+36=0; 
б) 4х2 _5у2 +24х-10у+ 11 =0; 
8) i+зх+ lOу+28=0. 

1.23. а) 8х2 + 9у2-16х-36у-28=0; 
б) зх2 - 4у2-12х+ 16у-16=0; 
8) х2 +4у-4х+24=0. 

1.24. а) 5х2 +8у2+30х-16у+ 13=0; 
б) 6х2 _5у2+ 12х+20у-44=0; 
8) i+5x+8y+ 1 =0. 

1.25. а) 25x2+9y2-I00x+36y-R9=0; 
б) 5х2 -3у2+20х-24у-43=0; 
8) х2 -4у+2х+9=0. 

1.26. а) 4х2 +9у2_24х+36у+36=0; 
б) 16x2-25i -З2х+ 100у-484=0; 
8) у2+6х-8у+22=0. 

1.27. а) 5x2+6y2+20x~ 12у-4=0; 
б) 9x2-16y2-54x-32y-79=0; 
8) х2 -4у-6х+ 1 =0. 

1.28. а) х2 +4у2_4х-8у+4=0; 
б) 8х2 - 5у2-32х+ lOy-13=0; 
8) у2-зх+ 10у+ 16=0. 

1.29. <1) 9х2 + 16у2-54х+32у-47=0; 
(1) 5x2-6i+20x+ 12y-16=0; 
8) х2 +зу+ 'Ох+ 19=0. 

1.30. а) 16x2+25i-32x-100y-284=0; 
б) 4.r2-9у2_36х-36у-3б=О; 
8) у2+5х+бу-1 =0. 

2. Снрт турннн аНlUUlа.,г: 

2.1. x2+2g2 +4z2 =4; 2.2. х2 + 4у2=4. 
2.3. x2-2j-4z2 =4. ~.4. 4f-5z2=20. 
2.5. 9x2_2Y+Z2= 18. 2.6. у2_ 4х =о. 
2.7. 4x2 +2z2 -у=О.. 2.8. 4х2 +5у=0. 
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2.9. 3у2_2z2 +зх=0. 
2.11. бх2 +у2+3z2 = 18. 
2.13. 4х2 +у2_зz2 = 12. 
2.15. 5x2-i-z2=5. 
2.17. зх2 +у2_2z=0. 
2.19. 2у2+ г - 3х2=0. 
2.21. 9х2+3у2+5г2=45. 
2.23. бх2 

- 3у2 + г2 = б. 
2.25. 4х2 _9у2_2г2 = 18. 
2.27. 3y2+5z2 -15x=0. 
2.29. 4z2 -зх2 -12у=0. 

2.10. бу2_ z =0. 
2.12. х2 +4г=0. 
2.14. 5г2 -х=о. 
2.16. :l.z2 + 5у=О. 
2.18. 4х2 +зz2 = 12. 
2.20. 2i + 5z2 = 10. 
2.22. зz2 - 4у2 = 12. 
2.24. х2 

- 4у2 = 4. 
2.26. зi-х2 =з. 
2.28. 4у2 - 5г2 = 20. 
2.30. зz2 

- 4х2 = 12. 

4- на.мунавиЙ :fuc06 тonшuрuк,Аарu 

1. к.уИидагилар маълум: 
А, 8 - эгри чизик.да ётувчи нук.талар; 
F - фокус; 
а - катта ярим Ук. (ёки х.ак.ик.иИ ярим УК); 
Ь - кичик (ёки мавх.ум) ярим УК; 
е - эксцентриситет; 

у= ±kx - гипербола асимптоталари тенгламалари; 
D - эгри чизик директрисаси; 
2с - фокус масофаси. 
а) эллипснинг; б) гиперболанинг; в) параболанинг каноник 

тенгламасини тузинг: 

уТ7 -
1.1. а) а=9, е= ~9-; б) Ь=7; F( - "'130, О); в) симметрия Ук.и 

ау, А(-4, 32). 

1.2. Ь=3, F(- у55, О); б) а=8, e=~; в) D:х=З. 
5 - 5 у5 . _ 2 _ у5З . 

1.3. А (5, б "'11 ),8 (-4, -3-)' б) k-], е--7-, 
в) D:y= -4. 

4 9 9 20 
1.4. а) е= 5' А (-4, 5); б) А (-5, 4) ва 8(з, -4); в) сим-

метрия уки Ох, А (-б, 10). 
у77 б -

1.5. а) 2а= 18, e=-g-; б) k=1"; с= "'85; в) D: у=5. 

2У6. 4 . 1.6. а) Ь=5, e=~7-' б) k=]; 2а= 14, в) D. х= -3. 

7у3 -
1.7. а) а=б, е =--2-; б) Ь= 1, F( - "'17, О); в) симметрия уки 

ау, А (-4, -10). 

1.8. а) Ь=4, F(-3, О); б) а=3, е= У;З; в) D:x=8. 
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- - 5 ";IОб 
1.8. а) А (-3....;5' 4) 8а 8(6, -2"";5); б) k=g' г =.-9-; 

В) D:y=-16. 

1.10. а) г= ";~;A(-4, 5~З); б)А(-6, 7~7) ва8 (16/6,5), 

в) симметрия Ук.и Ох, А(-3, 6). 

1.11. а) 2a=12, г= ~5; б) k=~, 2с=4"";ТО; В) D:y=8. 

1.12. а) Ь=2, г= ~З; б) k=~, 2а= 18; в) D:x= -5. 

1.13. а) а=9, г= ";:S; б) Ь=4, Р(-4У5, О); в) симметрия 
Ук.и ау, А (-3, 4). 

1.14. а) Ь=2, F(-2.yJ5, О); б) а=5, г=.::i':; В) D:x=j. 
6 - 7 - I";ТO 

1.15. а) А (-3, "'1"";10) ва 8(3....;5' -2); б) k=з; г=-з -; 

3 
в) D:y=-s' 

.";2. 
1.16. а) г=-9-' А(6, _ 7 ~5 ); б) А (_ 9 ~5 , 4) lIa 

- 8~1O); в) симметрия Ук.и Ох, А(-3, 8). 

";7- 3 _рм 
1.17. а) 2а= lб, г= -.-; б) k=s' 2с = 2,,73; В) D:у=б. 

3";5 5 . . 5 
1.18. а) Ь=2, e~--=-7-' б) k=б' 2а= 12, в) О.х= -9' 

8(3, 

1.19. а) а=4. f-=~;/-: б) Ь=3, F(--JЗi., О); В) симметрии 
Ук.и ау, А(-З. --4). _ 

г,-- ";85 
1.20. а) Ь=Ь, F(vIЗ, О); б) а=9, г=-9 -; В) D:х=б . 

• ..;ЗЭ 7 ";7 5";74 
1.21. ~) а(4, - --7-) ва 8( --.-, 3); б) k="'1' г=-7-; 

в) D:y= -б. 
";У ";7 

1.22. а) г=-4~' А(-З, -.-); б) А(8, --..[17) вз 8(10, 4); 

в) О:у= -8. 

1.23. а! 2а=б, г= ~5; б) k=+ 2c=2.y.iТ; в) симметрия Ук.и 
Ох, А(-2, б). 

2";14 2 
1.24. а) Ь=5, г= -9-; б) k=з, 2а= 18; в) D:x= -5 . 

..;ТБ· _ гrii\ -
1.25. а)а=8, 1:= -8-; б) Ь=5, Р( - ,,89, О); в) симметрия YIUI ау. 

А (-2, 6). 
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"';13 
1.26. а) Ь=2, F(-4-.j2, О); б) а=6, 1':=-3-; 8) D:x=9. 

1.27. а) А(6, --,j5) 8а 8(-з,;5.2); б) k=i,I':=_~5; 
8) D:y= -3. _ _ 

у3 _F7. 4"';19 9 у 5 . 
1.28. а) 10=-2-' А(-6, -v7), б) A(IO, -9-)' (8-2-' -2), 

в) D:y=9. 
у 21 1 _ г.=:i 

1.29. а) 2a=10, 1':=-5-; б) k=4' 2c=4~17; 8) снмметрня 

Ук.н Ох, А(3, -5). 
2"';2 3 3 

1.30. а) Ь= 1,10= -3-; б) k=7' 2а= 14; 8) D:x= -4' 

2. Хар бнр N нук.тасн к.уЙндагн шартларнн к.аноатлантнра· 
днган чнзнК)]арнннг тенгламасннн тузннг: 

2.1. N нук.та А (О, -4) нук.тадан ва у+2=0 TyrpH чнзнк.дан 
бнр хнл узоК)]ашган. 

2.2. N нук.тадан A(-I, 3) 8а 8(7,3) нук.таларгача булган 

масофалар йнrннднсн узгармас мнк.дор, х.амда С(6, ~) нук.та нз-
ланаётган чнзнк.к.а тегншлн. 

2.3. N нук.тадан А (8, О) нук.тагача булган масофа ундан 
х-2=0 TyrpH чнзнк.к.ача булган масофадан нккн марта катта. 

2.4. N нук.тадан коордннаталар- .60шнгача 8а А (О, - 4) нук.та· 
гача булган масофалар К8адратларн ЙНFННДНСН 16 га тенг. 

2.5. N нук.та А(-4, 3) 8а 8(1, -2) нук.талардан бнр хнл 
узок.ла шган. 

2.6. N нук.та А (О, 2) нук.тага 8(0, 6) нук.тага к.араганда 
нккн марта як.нн турадн. 

2.7. N нук.та х+б=О TYFPH чнзнк. 8а коордннаталар бошндан 
бнр хнл узок.лашган. 

2.8. N нук.тадан А (О, 4) нук.тагача булган масофа ундан 
у-36=0 TyrpH чнзнк.к.ача булган масофадан уч марта кнчнк. 

2.9. N нук.тадан А (О, - 1) нук.Т8гача булган масофа ундан 
у+9=0 TyrpH чнзнк.к.ача булган масофадан уч марта ортнк.. 

2.10. N нук.та ордннаталар Ук.ндан ва А (2, О) нуктадан бнр хнл 
узок.лашган. 

2.11. N нук.та А(5, -1) ва 8(0, 4) нук.талардан бнр хнл 
узоК)]ашган. 

2,12. N нук.тадан А (О, 1) нук.тагача булган масофа ундан 8 (0,4) 
нук.тагача булган масофадан нккн марта кнчик. 

2.13. N нук.тадан коордннаталар бошнгача 8а А (5, О) нук.тага­
ча булган масофалар ннсбатн 2: 1 га тенг. 

2.14. N нук.тадан А (-1, 1) нук.тагача булган масофа ундан 
х+4=0 TyrpH чнзнк.к.ача булган масофадан нккн марта кнчнк. 

2.15. N нук.тадан х-' =0 TyrpH чнзик.к.ача булган масофа 
ундан А (4, 1) нук.тагача булган масофадан нккн марта кнчнк. 
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2.16. N нук.тадан А (2. О) нук.тагача ва 5х+8=0 туrри 
чизнк.к.ача булган маеофалар ннебати 5:4 га тенг. 

2.17. N нук.та координаталар бошидан ва х + 4 = О туrри 
чизик..дан бир хил узок.лашган. 

2.18. N нук.тадан А (-8. 1) нук.тагача булган маеофа ундан 
х+2=0 туrри чизик.к.ача булган маеофадан икки марта катта. 

2.19. N нук.та А (2. 2) нук.тадан ва абециееалар Ук.идан бир хил 
узок.лашган. 

2.20. N нук.тадан А (З. О) нук.тагача булган маеофа ундан 
ординаталар Ук.игача булган маеофадан икки марта катта. 

2.21. N нук.тадан координаталар бошигача ва Зх+ 16=0 туrри 
чизик.к.ача булган маеофалар ниебати З:5 га тенг. 

2.22. N нук.тадан А (1. О) нук.тагача булган маеофа ундан 
8( -2. О) нук.тагача булган маеофадан икки марта кичик. 

2.23. N нук.тадан координаталар бошигача ва А (О. 5) нук.тага­
ча маеофа.lар ниебати 3:2 га тенг. 

2.24. N нук.тадан А (О. 1) нук.тагача булган маеофа ундан 
у-4=0 туrри чнзик.к.ача булган маеофадан икки марта кичик. 

2.25. N нук.та А (4.2) нук.тадан ва ординаталар Ук.идан бир хил 
узок.лашган. 

2.26. N нук.тадан А (4. О) нук.тагача булган маеофа ундан 
х-I =0 туrри чизик.к.ача булган маеофадан икки марта катта. 

2.27. N нук.тадан А (1. 4) нук.тагача булган маеофа ундан 
х+ 7=0 чизик.к.ача булган маеофадан уч марта катта. 

2.28. N нук.тадан А (4. О) ва 8( -2. 2) нук.таларгача булган 
маеофалар квадратлари йи~индиеи 28 га тенг. 

2.29. N нук.тадан А (-1. 7) нук.тагача булган маеофа ундан 
х-8=0 туrри чизик.к.ача булган маеофадан икки марта кичик. 

2.30. N нук.тадан А (З. -2) ва 8(4.6) нук.таларгача маеофалар 
ниебати 3:5 га тенг. 

3. Сирт номини аник.ланг ва шаклини чизинг: 

3.1. а) 4x2+4i+5z2-20=0; б) 9х2 + 4у2=З6. 
3.2. а) 5х2 +5у2_6z2 _зо=0; б) z2=4х-З. 
3.3. а) 4х2 -Зi+2z2 -24=0; б) 2х2 _зz2 =6. 
3.4. а) 5х2 +у2_зz=0; б) z2=2y+4. 
3.5. а) x2+4z2-6y=0; б) 4x2 +зz2 =12. 
3.6. а) 8x2- у2+ 4z2+З2=0; б) Зу2+2z2 =6. 
3.7. а) 6х2+5у2-lоz2_зо=0; б) 5x2-4z2=20. 
3.8. а) 2x2-2y2+5z2_10=0; б) 4z2 +зх= 12. 
3.9. а) Зу2+5z2- 5х=0; б) z2_ 2у + З =0. 
3.10. а) 5х2 +6у2+15z2 -Зо=0; б) 8х2 +5у2_ 40=0. 
3.11. а) Зх2 +5у2 -4z=0; б) 5x2+4z2=20. 
3.12. а) 9х2+ 12y2+4z2-72=0; б) 4х2 -зi= 12. 
3.13. а) IOx2-9у2-15z~-90=0; б)i=2z. 
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3.14. а) 6,r-3y2-2x2-18=0; 
3.15. а) зх2- 9у2+ z2+27=0; 
3.16. а) 4~+Z2_2y=0; • 
3.17. а) 2if+6z2 =зх; 
3.18. а) 4x2-12y2+3z2-24=0; 
3.19. а) 2~+4y2_5z2=O; 
3.20. а) 7~+2y2+6z2_42=0; 
3.21. а) 2x2 - зу2_5z2 +зО=0; 
3.22. а) x2_ 6y2+ z2_12=0; 
3.23. а) зz2 +9у2_ х =0; 
3.24. а) y-4z2 =Зх2 ; 
3.25. а) 8х2 -i-2z2 -З2=0; 
3.26. а) 6~+y2+6z2-18=0; 
3.27. а) 3~+ 12y2+4z2 -48=0; 
3.28. а) x2_7y2_14z2_21 =0; 
3.29. а) з~+1+9z2_9=0; 
3.30. а) 4х2 + 9у2 + 36z2 = 72; 

б) Зу2_4z2 =12. 
б) x2 _4z2 = 10. 
б) у2=х+з. 
б) z2=x-4. 
б) зх2 +z2 =зо. 
б) 7х2 -5у2=35. 
б) ~+4Z2=4. 
б) зz2 -2х=6. 
б) 2х2 _зz2 =6. 
15) зх2 +5z2 = 15. 
б) x2_4z2=4. 
б) 2х2 +зz2 =6. 
б) 2x2-6if= 12. 
б) 2y2+3z=6. 
б) 4y2+3z2= 12. 
6) 3u' _2х2 =6. 
б) 2!/-Зх= 12. 



2- б об 

МАТЕМАТИК АНАЛ И3ГА КИРИШ 

1- 1. Э .. ементар функция".ар 

2.1.1. дгар х мнк.дорнннг бнрор D тупламдан олннган х.ар бнр 
кнАматнга бнрор Е тупламдан OJIннган у мнк.дорнннг бнрдан-бнр 
аник кнliматн мое куАнлган булеа, у х.олда у узгаРУ8ЧН МНк.дОР 
х узгаРУ8ЧИ мнк.дорнннг функция си деЙнладн. 

х МНк.дОР ЭРКJIН узгаРУ8ЧН ёкн аргу..,ент, у мнк.дор эеа бorлнк 
Y:JrapY8 11H ёкн функция деЙНЛilДН. Функцнянн белгнлаш учун ушбу 
ёЗУ8лардан фоАдаланнладн: 

У=!(Х), у=у(х), y=IjJ(X) 

8а х,. К. 

Х узгарувчннинг ! (х) функцни маънога эга буладнган кнйматла­
рн тупламн ФУНКЦI1НI1I1I11 ани~ланuш сщасu дейнладн 8а D(f) 
курннншда белгилаllгДii. u=/(х) функцнянннг Х=Хо дагн к.нЙма­
тн, бунда Хо ED(f), фУНI'IIИЯНIНIГ хусусий к,uи..,ати дейнладн 8а уо ёкн 
/(ХО) КУРИНIIlIJда белrlfJ!аНilЛli. lIIундай КII,1116, 

:Ju=' ,r(.'(ol ики yl._ .. ,=y". 

Функцнянннг кабул к'нладнган кнйматларн туплами унннг 1згариш 
сщаси деЙИJlадн 8а Е(п (.rИ.1dН U~лгиланадн. 

Оху текнелнкннн," y:...:f(x) муносабатнн каноатлантнрувчн 
М (Х, у) нукталарн туnламн y=f(x) функцняиннг графигu деЙнладн. 

2.1.2. дгар y-f(x) фУlilЩIШ D(f) еох,ани Ет еох.ага узаро бнр 
кнliматлн акелантнреа, у х.олла "f нн У ОРl(али бнр кинматли 
ифодалаш мумкнн· 

, .... .р(у). 

)(оснл булган фун.щии y...=f(x) функцияга ннебатан ,ескари 
фУНlCЦШI деАилаДI1. 

y-f(x) ва X=IjJ(Y) ФyflКЦlfялар gэоро тескари функцнялардир. 
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х=!р(у) тескарн функцнянн, одатда, х на у ларнннг урннларинн 
алмаштнрнш бнлан стандарт курннншда ёзнладн. 

у=!р(х) .• 

S"заро тескарн y=f(x) на У=!р(Х) функцияларнннг графикларн 
бнрннчн на учннчн коорднната чоракларннннг бнссектрнсасига 
ннсбатан снмметрнк. y=f(x) функциянннг аник.ланнш сох.аси 
у=!р(х) тескарн функцнянннг кнйматларн сох.аси БУлади. 

и=!р(х) функцнянннг аннк.ланиш сох.асн D, кийматлар сох.асн 
V булснн, y=f(u) функцнянннг аннк.ланнш сох.асн V булнб, узгарнш 
сох.асн I булснн, у х.олда y=f(!p(X)) аннкланнш сох.асн D ва узгариш 
сох.асн I булган мураккаб функция ёкн f на !р функцияларнинг 
комnозицияси деЙнладн. 

и узгарунчн оралик, узгарувчи деЙнладн. y=f(x) курннишндагн 
функцня ошкор функция деЙнладн. F(x, у) =0 курннишдагн 
тенглама х.ам, умуман айтганда х на у узгарунчнлар орасндагн 
функцнонал БОFланншнн берадн. Бу х.олда таърнфга кура у узга­
I'унчи х нинг ошкормас функциясн БУлади. Масалан, х2 +у2=4 
тенглама у нн х нинг ошкормас функцияси сифатида аник.лаЙди. 
i\ннк.ланнш сох.асн D(f) координаталар бошнга ннсбатан симметрик 
(,улга н f (х) функцня х нинг х.ар кандай х ED ({) кийматн учун 
'( -х) =f(x) (ёки '( -х) = -f(x)) муносабат бажарнлса, жуфт (ёки 
ток,) функция деЙнладн. 

Жуфт функция графиги ордннатлар укнга ннсбатан снмметрик, 
ток функция графиги зса координатпар бошнга нисбатан снммет­
рикднр. 

Агар Т>О узгармас сон мавжуд·{)Улнб, х.ар бир х ED(f) ва 
(х+ т) ED(f) да '(х+ т) =f(x) тенглик бажарнлса, '(х) функция 
даврuй функция деЙилади. 

Айтнлган хоссага зга булган Т ларнннг знг кичиги То функция­
нинг даври деЙнладн . 

• 2.1.3. к.уЙндагн функцнялар асосий элеJitентар функциялар 
деиилади; . 

а) у=х" даражали функцня, бунда ct ER; D(f) ва Ет лар ct га 
БОFЛИК; 

б) у=аХ курсаткичлн функция, бунда а>О ва а =1= 1; D(f) =R ва 
Еи) = (О, + (0); 

н) y=logax логарнфмнк функцня, бунда а>О, а =1= 1; D(f) = (О, 
+(0) на E(f)=R; 

г) тригонометрик функцнялар: 
y=sinx, D(f) =R на Ет =[ -1, 1]; То=2п; 
y=cosx, D(f) =R ва Ет =[ -1, 1]; То=2п; 

y=tgx, D(f) =(x=l=~+nk, k EZI ва E(f) =R; То=п; 

y=ctgx, D(f) =Ix=l=nk, k EZI на Ет =R; То=п. 

y=secx, D(f) =(x=l=~+nk, k EZI ва 

Ет=(.-оо, -I]U[I, +(0); То=2п. 
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y=cosecx, D(f) =Ix*nk, k EZ) на 
E(f)=(-oo, -I]U[I, +00); То =2п. 

д) тескари тригонометрик функциялар: 

y=arcsinx, D(f)=[-I, 1] на Eт=[-~,~]; 

y=arccosx, D(f)=[-I, 1] на Ет=[о, п]; 

y=arctgx, D(f) =R на Ет = (-~; ~); 

y=arcctgx, D(f)=R на Ет=(о, п); 

y=arcsecx, D(f)=(-oo, -I]U[I, +00) на E(f)=[O,%)u(-%,п] 

y=arccasecx, D(f)=(--oo, -I]U[I, +00) на Ет= [-~,o)u 

U (о, ~]-
Элементар функция деб асосий злементар функциялардан 

чек.ли сондаги арифметик амаллар ёрдамида тузилган мураккаб 
функцияларга аЙтилади. 

1- дарсхона ТOnШUРUf"U 

1. к.уЙидаги функцияларнинг аник.ланиш сох.асини топинг: 
1 х-2 

а) у= .1 ; б) y=arcsin--
2
-; 

vx2-3x+2 
1 ---

н) у= 2 ; г) у= у25-х2 +Igsinx. 
Ig(4-x) 

Ж: а) (-00, IШ(2, +00); б) [о, .1]; 
н) (-2. -v'з)u(--Д ~)u(v'З, 2); г) [-5, -п)U(О, п). 

2. к.уЙидаги функцияларнинг узгариш сох.асини топинг: 

а) у= yI6-x2
; б) у=Зсosх-l; н) у=З-}. 

Ж: а) [0,4]; б) [-4, 2]; н) (о; 1). 
З. к.уЙидагн функцняларнинг жуфт ёкн ТОК, функция эканинн 

аннк.ланг: 

а) у=х4 sin Зх; б) у=х4 _х2 +х; н) y=lgcosx. 
Ж: а) ток; б) ток х.ам эмас, жуфт х.ам эмас; н) жуфт. 
4. к.уЙидаги функцияларнинг данрларини топинг: 

а) y=sin5x; б) y=lgcos2x; н) у=tgЗх+соs4х. 

Ж 2п 
: а) "5; б) п; н) п. 

5. Мураккаб функцияларни асосий элементар функцияларнинг 
композициялари тарзида ифодаланг: 

а) У= YarctgY3.12
; б) y=lntg ух2_ 1 

4х . 
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J - ACYCTa~u.ll uи, 

1. Функцияларнинг аник.ланнш сох;, 'ринн топннг: 

а) у=lg(з4'-9); б) У= 
<2 -6х+5 

в) y=lg(-x2 -4x+5). 

Ж: а) (+ 00 );б) (-00, I)U(5, .,. <10: в) (-5,1). 

2. Берилган функцияларга мое келувчи н'скари функцияларни 
топинг. Берилган ва топилган тескврн функция графикларнни 
чизинг: 

а) у=х2 , агар x~ О; 

{ 
-х, агар х< 1, 

б) У = 
х2 -2, агар x~ 1; 

{ х, агар x~ О; 
в) у = 

х2, агар х>О; 

г) у= уl ~x2, агар х Е( -1, О); 

!
х, агар х< 1, 

д) у = х2, агар 1 ~x~ 4, 

2', агар х>4. 

З. К,уйидаги функцияларнинг жуфт ёк" ТOI<,J1.игинн аник.ланг: 

з ._-- з ---
а) У= y(l_X)2+ y(l+x)2; 

I-х 
б) y=ln--' 

I+х' 

8) g=ln (х+ у' +х2 ) • 

г) у-=2'+2-'. 

Ж: а) жуфт; б) ток; в) ток; г) жуфт. 

2- '. Э .. ементар ФУНКЦНАларнннг графНkJlitри 

f (х) функция графигини чизишда х,ар хил усуллар кулланила­
ди: нукталар буйича, графиклар билан амаллар бажариш, гра­
фнкларни алмаштириш. '(х) функция графигидан фойдаланиб 
содда алмаштирншлар ёрдамида мураккаброк функциялар гра­
фикларини хоеил кнлиш мумкнн. 

а) y=f(x-a) функциянинг графиги y=f(x) функция графиги­
дан, бу графикнн Ох ук буйлаб а>О да унгга, а<О булганда зеа 
чапга а .бнрлик сурнш бнлан хосил килинадн. 
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б) Y=f(x) +Ь функция графигн y=f(x) функция графнгидан, бу 
графикни аУ ук буАлаб Ь > О да юкорига, Ь < О да пастга Ь бирлик 
суриш билан х.осил килииади. • 

В) Y=f(kx) (k+O, k+ 1) функцнянинг графнги Y"""f(x) функция 
графнгидан, унинг нукталари ордннаталарини саклагаи х.anда 

Ikl < 1 да абсциссаларини Ш марта чузиш билан, Ikl > 1 да зса 
абсциссалариии I kl марта снкнш билан х.осил кнлинади. 

г) y=mf(x) (т+О, m+l) функцня графиги y=f(x) фуикция 
графигидан, унннг нукталари мос абсцнссаларинн саклаган 

I 
х.anда ординаталарини Iml<1 да -тт, марта кисиш, Iml>1 да 

эса Iml марта чузиш оркали х.осил кнлннади. 
д) Y=f( -х) функция графиги y=f(x) функция графигндан, бу 

графнкни аУ укка ннсбатан снмметрнк акслантнриш ёрдамнда 
х.оснл килинади. 

е) У= -f(x) функция графнги y=f(x) функция графнгндан, бу 
графикнн Ох укка нисбатан снмметрик акслантнриш ё-рдамнда 
х.осил килинади. 

ж) У= If(x) I функция графиги Ох укнннг '(х) ~O буладнган 
кисмларида Y=f(x) функция графиги била н бнр хил БУлади. Ох 
укнинг {(х) <О буладиган кисмида бу графикни У=НХ) функция 
графнгнни Ох укка нисбатаи снмметрик акслантнриш ёрдамида 
х.осил килннади. 

М и с ол. у= -2siп (2х+2) функциянинг графигини у=siпх 
функция графигидан фоАА8ланиб чизинг. 

Е ч н ш. y=sinx функция графнгидаи фоАдаланнб, 
У= -2sin(2x+2) функция графигини чизиш куАндаги шакл 
алмаштиришлар оркали амалга ОШИРИJf~ди:: 

YI =sin2x l, У2= -2sin2x 2, 

у= -2sin2(x+ 1) = -2sin(2x+2). 

Геометрнк иуктаи наз~рдан бу 15- шаклдаги ясашларга 0/11-1/5 

келади. 

1. O~x";; 2n ораЛИКда y=sinx синусоидани чизамиз. 
2. Синусоидада бир нечта нукта белгилаАмиз ва ординаталари­

ни узгартирмаli, абсциссаларини икки марта камаliтирамиз: 

XI= ix, YI =у. Х,осил булган нукталарии силлик чизик билан 

бирлаштириб, YI = sin2xI функциянинг графигини чизамиз. 
3. Х,осил булган графикдаги нукталар абсциссаларинн узгар­

тирмаli, ОflДинаталарини 2 марта орттирамиз ва уларнинг ишорала­
рини алм,нuтирамиз: У2= -2YI, X2=XI. Х,осил булга н нукта­
ларни силлик чизик бнлан бирлаштириб, У2= -2sinx2 функция­
нинг графигини чизамиз. 

4. Охнрги графикни абсцнссалар уки буliича (- 1) га кучнрамнз: 
x=X2-I, У=У2. Х,осил килинган нукталарни силлик чизик билан 
бнрлаштириб, у= -2siп(2х+2) функция грвфигини чнзамиз 
(15- шакл). 
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!I 

-Ji 

15· шаКЛ 

2- дарсхона тonшuрUГu 

Функцнялар графнкларннн чнзннг: 

1. y=2sin (2х-1). 5. У=_ -fХ2- 4х +4. 
2. у= -ctglx+ 11. v 
3. у= 1 + Ig(x+2). 6. У= 12"31<1. 
4. у= log2 11-xl. 7. У= Ix -7х+ 121. 

2- .ttустак,uл uш 

Функцнялар графнкларннн чнзинг: 

1. У= 13х+4-х2 1. 
2. у= 110g2(2x-1) 1. 
3. у=2(х-1 )3. 

4. y=2cos X~n . 

5. y=sin2x. 
6. У= 1-2-<. 

3- 1. Икки ФУНКЦИЯ iiИFИНДИСИ, аiiирмаси, 
купаiiтмаси ва булинмасининг графиклари 

~ 

/ 

Асоенй элементар функцнялар хоесаларндан фойдаланнб, 
уларнннг графнкларннн бн.лган х,алда, катта х,нс06лаш НШJ1арннн 
бажармай турнб, бошка функцняларнннг мураккаб графнкларннн 
чнзншнн графнкларнннг комбннацняснга (ЙНFННДНСН, айнрмасн, 
купайтмасн ва булннмаснга) келтнрнш мумкнн. 

2.3.1. Шундай ХQЛ,1ар буладнкн, y=f(x) функцня графнгннн 
графнкларн осонгнна чнзнладнган YI =fl (х) ва Y2=f2(X) фУНКUl+Ялаr 
ЙНFННДНСН шаклнда нфодалаш мумкнн БУладн. Унда y=f(x) 
функцня графнгннн чнзнш мое ордннаталарнн геометрнк кушншга 

кеЛТНРНllадн: y=YI +У2· 

IОб 



у 

, 
" 1(', /271 ,f 

" '" .... _-~' 
'Iz"SiЛД 

/ 

16· шакл 

Шуни таъкидлаАмизки, икки фуикция аАирмасини икки функ­
циянинг тегишли Аиrиндисига келтириш мумкин. 

Y=II (х) -12(X) =11 (х) + (-12(X». 

1- м и с о л. Ушбу 

y=x+sinx 

функция графигини чизинг. 

Ечиш. YI=X ва Y2=sinx деб OIIиб, битта чизманинг уз ида 
кушилувчи функциялар графикларини чизамиз (пунктир чизик· 
лар) . 

Шу функциялар графикларини кесадиган бир катор вертика.l 
туrри чизик.лар утказамиз. Шундан кейин бу графикларнинг МСС 
ординаталарини геометрик кушиб, изланаётган графикнинг бир 
катор нукталарини топамиз, бу нукталарни узлуксиз эгри чизик 
билан бирлаштириб, изланаётган графикни ясаймиз (16- шаклдагн 
туташ чизик). Хосил булган график, такрибий булади. 

2.3.2. Ординаталарни геометрик купайтириш анча к.нЙин. Аммо, 
шунга карамай, агар YI =11 (х) ва Y2=f2(X) функциялар графиклари­
ни OIIдиндан ясаб OIIинса, икки функциянинг y=11 (х) ·f2(X) 
купайтмасини тах.лил килиш купинча осонлашади. Тах.лил килишда 
YI ва У2 функциялар О, 1 ва - 1 га тенг буладиган нукталар­
га алох.ида эътибор 6ериш керак. 

2- м и с ол. y=x·sinx функция графигини чизинг. 
Е ч и ш. Берилган функция иккита ток функциянинг купайтмаси 

сифатида жуфт функция булишини пайкаймиз ва шу сабабли 
тах.лилни х~Олар учун утказамиз. YI=X ва !l2=sinx графикларни 
(flУНКТИР чизик.лар) битта чизмада чизамиз (17-шакл). 
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!I 

, , 

17· шаКJI 

//!I, z,!. 

/ 

, , , 

, х 

" ~.s;nx 

Y2=sinx=0 буладиган нук.таларда y=YI· У2=0 га эга буламиз. 
,!I2=sinx= 1 буладнган нук.таларда y=YI·Y2=X га эга БУламнз. 
Y2=sinx= -1 буладнган нукталарда y=YI·Y2= -УI =-х 

(YJ= -х функцня графнгннн чнзамнз) .. 
Бнр катор шундаА нукталарни белгилаб иа оралнк нукталар 

учун Iyl = Ixsinxl < Ixl эканнни х.исобга OJJнб, х;;;;'О лар учун 
нзланаетган графнкка (туташ чизнк.) эга буламнз. Х<О да 
бернлган функция жуфт функция булганн учун график Оу 
Ук.к.а ннсбатан снмметрнк акслантнриш билан х.оснл к.нлннадн 
(17· шакл). 

2.3.3. Икки функцнянннг купайтмаси х.ак.ида айтнлган муло­
х.азаларНннг хаммасн нккн функцнянннг 

I1 (r) 

У= ' 2 (r) 

булннмасн учун х.ам бнр хилда тегишлиднр. 
Бнтта чизманннг узнда ,!II ={I (х) иа У2= {2(Х) функцнялар 

графнкларини чнзнб, уларни тах.лнл к.илнш йулн билан 
111 

У=у-

булннма х га БОf"ЛИк. х.OJJда к.андаЙ узгарншнни текширамиз иа шу 
Аул била н изланаетган графнкнинг умумнй куринншнга эга 
буламнз. Тах.лил к.нлншда асоснй эътнборнн УI иа У2 функцнялар 
к.нЙматларн О, 1 иа -1 га тенг буладиган нук.ТZlларга, улар узаро 
тенг буладиган екн ншоралари билан фарк. к.иладнган нук.та­
ларга каратнш керак. 
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\ I 
\ I 
\ I 
\ I 
\ I 

\ I 
\1 

!I 

~
'iY ' ... ~ /f -! 

1 
/ I 

// I 
I 

18· шакл 

t 
,!lz'X-' 

I //У'Х 
I / ' 
/ 

з- м н с ол. у=-!-- функцня графнгннн чнзннг. 
т-I 

х 

Е ч н ш. Функцня ток, шу сабаблн x~o лар учунгнна тамнл 
к.нламнз. 

YI =Х 8а Y2=x2_1 деб OJIнб, бу функцняларнннг x~o дагн 
графнкларннн (пунктнр чнзнк.) чнзамнз. 

Э 111 
с Л а т м а: а) х=о да YI =0, шу сабаблн, -=0 ; 

ч'! 

б) бнрор х=а да YI =у'; булнб, У=!!:..= 1 булншн ра8шан; 
112 

8) бнрор х=Ь да YI = -У2 булнб, У=!!:..= -1 булншн ра8' 
112 

шан; 

г) Х= 1 да У2=О, YI = 1, шу сабаблн х= 1 TyrpH чнзнк. 8ертнк,\л 
аснмптотаднр. 

д) х- 00 да У-О мусбатлнгнча к.OIIадн, яънн абсцнссала р 
ук.н горнзонтал аснмптота булншннн курамнз. Бу фнкрларнннг 
х.аммасннн бнрлаштнрнб графнкнннг умумнй курннншнга (туташ 
чнзнк.) зга буламнз . 

.( 

У=-2 - функцнянннг ток. зканлнгн туфайлн х<о да графнк 
.( -1 

коордннаталар бошнга ннсбатан снмметрнк акслантнрншдан 
нборат буладн (18- шакл). 

з- дарсхана ТOfIШUрUFU 

Функцнялар графнкларннн чнзннг: 

1. у=х3 +2х2 . 
2 y=2z +sinx. 
з. y=sin2x+2cosx. 

4. y=x3cosx. 

5 -~ .Y-1+z?· 
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3- JI.!lста~1lA uш 

Функцнялар графнкларннн чиэинг: 

1. y=x+arctgx. 4. y=x·cosl. 

2. y=~(e'+e-') . 5. у= ~.-•. 
SIПZ 

з. y=x+cosx. 

4- '. l(etma-кетJlIIКИИИГ "IIМIIТИ. 
ФУИКЦIIRИIlИГ ЛИМIIТИ 

2.4.1. Натурал сонлар тупламида ани!(Ланган функция CQНAи 
keTAla-кетлuк деАилади ва (хnl куринишда белгнланадн. 

Агар шундаА М мусбат сон мавжуд БУлиБ. х.ар кандаА 
натурал сон n учун 

Ixnl~M 

тенгсизлик уринли булса. (хnl чегараланган keTAla-кетлuк деЙнлади. 
Агар х.ар кандаА натурал сон n учун 

хn+1 >хn 

тенгсизлик бажарилса. (хnl fiсувчu keTJl.a-кетлuк деАилади. 
Агар х.ар кандай натурал сон n учун 

хn+1 <хn 

тенгсизлик бажарилса. (хnl КUAlаювчu keTAla-кетлuк деАилади. 
Факат усувчи ёкн камаювчи кетма-кетлик AlOНaгoн lCeTAla­

кетлuк деЙнлади. 
Агар исталган е>О сон учун шундаА N=N(e) >0 сон мавжуд 

булсаки. барча n ~ N лар учун 

'хn-аl <е 

тенгснзлик бажарилса. узгармас а сон (хnl кетма·кетликнинг ЛUAlUТU 
дейилади ва бу куАндагича ёзнлади: 

lim хn=а . 

Агар (хnl кетма·кетлнк лимитга зга БУлса. у як,uнлашувчu, акс 
х.олда уэок,лашувчu keTAla-кетлulC деАилади. 

Хар кандаА чегараланган ва монотон кетма-кетлик лимитга зга. 

I-мисол. lim ~:~~=I зканлнгнни исбот килинг ва N(e) ни 
ани!(Ланг. 
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Е ч и ш. Агар ихтиернй е>О учу н шундай N(e) сонн мавжуд 
булсакн, барча n~N(e) лар учун 

Ix.-al = I ~:~~ -1 I <е 
тенгснзлнк бажарнлса, лнмнтнннг таърнфнга 
масала кал БУладн. К)корндагн тенгснзлнк 
кучлн: 

бундан 

тенгснзлнкка эга 

2 
211+1< е, 

2 _ 2-. 
2n+ 1 >-;- екн n>2;--. 

БУламнз. демак, N=N(e) 

кнлнб, lim _211+3 ._~ 211+1 =1. 

кура куйнлган 
кунндагнга тенг 

2-. 
2. 

Шундай 

2.4.2. Агар кар кандай е>О сон учун шундай 6=6(е) >0 сон 
манжуд булнб, Ix-al <6 да If(x) -bl <е тенгснзлнк бажарнлса, 
Ь сонн {(х) функцнянннг х-.а дагн лнмнтн деннладн на бундай 
езнладн: 

limf(x) =ь . 
..... -а 

Агар нхтнерин е> О учун шундай N = N (е) > О сон манжуд БУлнБ. 
барча Ixl >N лар учун If(x) -ы <е тенгсизлик бажарилса. Ь сони 
{(х) функциянинг х-.оо дагн лнмити деннладн на бундай ёзнладн: 

lim {(х) =ь. 

Агар нхтиерин М>О учун шундай 6=6(М) >0 манжуд БУЛllБ. 
Ix-al <6 да If(x) I >М тенгеизлнк бажарнлеа. {(х) функцня х-+а 
да чексиз катта дейнлади на бундай ёзнладн: 

limf (х) = DD • 

Агар х-+а да х>а булеа, у колда x-+а+О белгн. агар х-+а да 
х<а булеа. у колда х-+а-О белгн кУлланилади. {(х) функция­
нинг а нуктадагн чаn на !1нг Аu.мuтларu деб мое равишда 

{(а-О) = lim {(х) ва {(а+О) = lim {(х) 
.. -о-о "'_0+0 

еонларга аАтилади. 
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f(ж) ФУНКЦНRНННГ ж-а дагн лнмнтн маажуд 
((а-О) =f(a+O) булншн зарур ва етарлн. 

2.4.3. Лнмнтлар х,ак.нда к.уАндагн теоремалар 
мнтга Утнш к.ондаларн): 

а) Агар С узгармас БУлса. 

limC=C. 
,-о 

б) Агар lim f(x) аа lim q>(x) манжуд булса. ,-. 
lim (((х) +q>(x» =Iim f(x) +Iim q>(x) . 
,-а ,-а ,-. 

булншн учун 

• 
ypHНJlH (лн-

Н) Агар lim f(x) аа lim q>(x) лимитлар маажуд БУлса. у х,OIIда 
х-а ,,-а 

lim f(x) 'q>(x) =Iim f(x) ·Iim q>(x) 
,-. ,-. ,_а 

теНГ.1ИК уринли. 
rl Агар lim {(х) аа lim q>(x) ,*0 БУлса. у х,OIIда 

х_о х_а 

{( 
I lim '(х) 

lim _х_, = -='-=---=--_ 
,_а 4р(х) lim 4р(х) ,-. 

тенглик уринли. 
Агар бу теоремаларнинг шартлари бажарилмаса. у х,OIIда 

~. ~. О· 00 куринишидаги анuк,АШСАUк.лар пайдо булиши мумкин. 
ао О 

Бу аник.масликлар баъзи х,OIIларда алгебраик алмаштиришлар 
ёрдамида очилади. 

2- м и с о л. Лимитни х,исобланг: 

2 

1. 3/1 +511-1 
1т 2 

.-... 11 +3 

Е ч и ш. Бу МИСOllда касриинг сурат аа махражи чексизликка 
ао • 

интилади. 'RЪНИ - куринишдаги аник.масликка эгамиз. 
ао 

Касрнинг сурат на махражини n2 га булсак: 

liт 3112+511_1 3+~-~ 
._.. 112+з = lim 11 /12 3 ._... 1 +2. = I = 3 . 

/12 

з- м и с о л. Лимитнн JUfсобланr: 

lim (11+2)'+(11+1)' 
._... (11+3)' 
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Е ч и ш. Бунда ~ куринишдаги аник.масликка эгамиз. 
00 

(n+2)!= (n+1)!(n+2) ва (n+3)!= (n+1)!(n+3) (n+2) алмаш­
тиришларни бажарсак: 

(n+ 1) !(n+3) 
(n+ ')!(n+2) (n+3) 

4- дарсхона ТОnШUРUFU 

3n 1. {xnJ={ n+з l кетма-кетлик а=3 лимитга эга эканлигини ис-

бот к,илинг ва N (е) ни аник,ланг. 

2. I\уйидаги лимитларни топинг: 

а) Нт 
(n+2)3+ (n_2)3 

Ж: о. 
n~OO n4 +2n2_1 

б) lim зn
2 -4n+8 

Ж: 00 . 
n~OO 4n2+5n-9 

в) Нт 
n!+(n+2)! 

Ж: 1 . 
n~OO 

(n-I)!+(n+2)!· 

. г) 1. 3+6+9+ ... +3n Ж: 
3 

1т 2 • 2·' n~OO n +4 

е) lim'';n(Yn+2-Уn-3). 
n~OO 

5 
Ж: 2 · 

4- мустаl\UЛ uш 

I\уйидаги лимитларни топинг: 

1 1· (n+I)3_(n+I)2 ж· . . 1т -00. 
n~OO (n_I)3_(n+I)3· 

2. Нт 
(з_n)3 

Ж: 1 
n~OO (n+ 1 )2_ (n+ 1)3 . 

3. Нт 
(2n+ ')!+ (2n+2)! Ж: о. 

n~OO 
(2n+3)!-(2n+2)! . 

4. Нт 
(n+4)!-(n+2)! 

Ж: 00. 
n ..... оо (n+3)! 

5. Нт 
3n _2n 

Ж: 3. 
n~OO зn - I +2n 

6. Нт .уn 3+8 (.уn3+2 - .yn3-1) . Ж: 
n~OO 

8-665 113 
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5-" 4IyИКЦИ8НИНf .... lUIТIIии JUICa6u1U 

Функциянинг лимитини амалда х,исоблаш OJIдинги параграфда 
баён I(илинган теоремалар аа баъзи шакл алмаштиришларга 

асосланади. 

1- м и с о Л. Лимитни )(Jfсобланг: 

1. 3х-2 Im--. 
• _2 z'+ 1 

Е ч и ш. х-2 да касрнннг сурати 3·2-2=4 га. махражи эса 
22+1=5 га интиладн. Демак, 

1
. Эz-2 4 Im----._2 z'+1 - 5"' 

2· м н с о Л. Лимнтнн х.нсобланг: 

. z3-z'-z+1 
11т 3 2 ._1 z +ж -ж-' 

Е ч н ш. Бу мисмда касрнинг суратн х.ам, махражн х.ам 

1 о -
Х_ да нмга ннтнладн. о куринишдагн аНИl(масликка эгамнз. 

Каt'РНИНГ сурат аа махражнни купаАтуачнларга ажратсак: 

1. z3_z1_Z+1 _ l' z1(z-I)-(z-I)_ Im--- - 1т _ 
•• 1 zЗ+z2-Z-1 ._1 z'(z+I)-(z+l) 

= lim (z-I)(z2_-11 = lim ж-' = ~ = О . 
• _1 (z+I)(z1-I) ._1 ж+' 2 

З· м и с о л. Лимитни х.исоблаиг: 

lim(_4- _ -1-) ._2 z2-4 ж-2' 

Е ч и ш. 00 - CIO куринишдаги аникмаслнкка эгамиз. х.нсОО­
лаАмнз: 

lim(-4----I-)=lim 4-(ж+2) 
.-1 ж'-4 ж-2 .-2 zl-4 

-(ж-~_ 
= lim Сж-2) (Ж+2) . -. -lim -1-

._. ж+2 = 
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lim 2-ж =: .-1 z'-4 
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4- м и с о л. Лимитни х.нсоблаиг: 

1· ";2+ж -";2 1m -'---'::--~ 
._ '?+2ж 

Е ч и ш. ~ куриниwдаги аник.масликка эгамиз. Касрнииг суратн 
ва махражинн ("";2+х + "";2) нфодага купаАтирсак, 

1· ";2+ж - ";2 1· (";2+ж - ";2)( ";2+ж + ";2) 1m = 1m 
.-0 '?+2ж .-0 ж(ж+2)(";2+ж+";2) 

= lim 2+ж-2 = lim Jt 

.-0 ж(ж+2) (";2+ж + ";2) .-0 ж(ж+2) (";2+ж + у2 ) 
• 1 1 у2 

= ~~ (ж+2)( ";2+ж + у2) = 2.2У2 = 8· 

5- дарсхона тonишРUFU 

Лимитларни х.исобланг: 

. зж4 +4i'-1 
1. 11m 3 z2 . Ж: OD • 

• _ .. 2ж +3 +5 

2. lim Сух2+8х+3 - "'./;t2+4X+3). Ж: 2 . . -... 
3. lim(-I-- _3_). Ж: -1 . 

• _1 I-ж I-i' 

4. lim ж3-З'?+3 • Ж: _-.!.. . 
• -2 '?_I 3 

5 1· i'-З'?+2 Ж· ~ . 1m .. . 
• _1 '?-7ж+6 5 

. y-r;=x -2 Ж. 3 
6. 11m ./ 3·· --16· .-2 у 8ж- 7 -

5- мустак,иА UШ 

Лимитларни х.нсобланг: 

• '?-БJt+8 . 1 
1. 11m,? . Ж."2 . 

• -2 -8ж+ 12 

2 1· '?-7Jt+IО Ж·.! . 1m .. 4· .-2 '?-8ж+ 12 

3 . lim--
Jt 

• -0 ~1+Jt-1 
Ж: 3. . 
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4. 1· '11 1 +x+~ - '111 -x+~ Ж: -1. 1т ~ . .. -о -ж 

5. 1. "х+ 13-4 1 
1т ~ . Ж: 148· ,-3 -9 

б. lim( х+2 + х-4 ). Ж: О. 
,-1 ~-5x+4 3(~-Зх+2) 

7. 1т -1· (1 1) 
,-2 х(х-2)2 ~-3x+2 

Ж: 00. 

6-1. Бириичи ва иккиичи а.JКoI1иб .. ИlIит .. ар 

Купгнна лнмнтларнн тonншда к.уЙндагн маълум формула-
лардан фойдаланнладн: 

. siпCl 
11т --= 1- биринчи ажOtlиб лимит; 
11-0 а 

( 
1 )' .'.. lim 1 +- = lim (1 +а)' = е- иlClШнчи ажoilиб лимит. 
х .. -О 

МНСOJlлар ечганда к.уАндагн тенглнкларнн назарда тутнш 
фойдалн: 

.'.. (1« )' lim (1 +ka)' = lim 1 +- = е·; 
а.-О "_1:8 Х 

,-О 

lim Iп(l+х) х 1 ; 

lim е'-' 1 
,-.{) Х = 1 ; 

1. a'-I 1 Im-- = па, 
.1-0 .( 

(а>О) . 

1- м не ол. Лнмнтнн х.нсобланг: 

1
. siп3х 
Im--. 
,-О х 

Е ч н ш. ~ курннншдагн аннк.маслнкка эгамнз. Бнрннчн ажоАнб 
лнмнтдан фойдаланамнз: 

1· siп3х 1· 3·siп3.r· 31· siп3.r 3 Im-- = 1т = Irn---a;- = . 
.1-0 Z .1'-+0 3.r .1'-+0 

2- м н с о л. Лнмнтнн х.нсобланг: 

lim~ 
r-!. n-2.1'· 

• 
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Р. u 11 
• Ч и Ш. о IC9РМНИШАаги аним.МI('ЛИICICI 'ГIММЗ. '~'-x-" ~л. 

гнл,w ICирнте,к, у х.OIIА8 х-; да 1-0 б9ЛIАМ. х.неоБЛ8АМII': 

11 
CQU COI ( :.1 -,) .1", 11m··· .... - 11m _ 11m '. _. _ 

• .0 11-1, ,-О "-2( 11 _,) , ... 11-11+2, 
:.1 

-llm-III,! - .. 1-llm'~!!.' _ 1. 
_ 2. 2 •• 0 I а 

3· м и с 0.11. Лимитнн х.нсoб.n8НГ: 

11m (.~±.!..)4'-1 . 
•.• ~_ 21-6 

Е ч и ш. Касрнмнг еуратннн махражига б9либ, бутун кисмннн 
.жратиб 0II8I11и:t: 

а .. + I (2 .. -з) +4 4 ... ' ,. - .. -.. ---- - I + _.,. 
1 .. -з 1 .. -з 2 .. -з . 

Шунда. килиб, X-cxI Аа беРНЛI'8Н ФУНICЦИII ас оси БИРГ8 
ННТИJlУIЧИ, к9РС'ТICИЧIt ка чексиs.nнкка ИНТНJlуачи Ааражани 
НфQAlлаААИ, I11tНИ 1" к9РМНИWАагм аннкмаслн"ка ,Г. ми,. ФУНКЦНR' 
НИ и"кинчи .жоАиб ЛИIIIИТА'Н ФоАА8ланиw MYIIIICIIH б9ладнган 
к,ИJlиб 9Jгартир."и,: 

[ ... ]'1" 11 I.r + I 4.· I 4 u . I 4'" . i; '; (,-_._.) -(1+----... ) _ (1+ ____ )' _ 
1 .. -з ь-з 2 .. -з 

4t4 > 
[ 

""] ,-г 
- (1 +h~З г" ; 

4 
.1- CXI Аа 2.--,,::з-0 б9лгаии сабаели иккинч" а.оАиб ЛНIIIНТГ .. 

к9ра: 

11т 
..... +-

( 
4 )~. 

1+-'''-' • - •. 11-3 

, 
4(4--') 

11m ._.!···-8 ,канинИ х.исобга OIIнб, УSИJl-кесил 
.-.. 1-1 .. 

11m (b:t..! .. )"-'_ ••• каииМII топамиS. 
• • •• 1,-З • 
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б- дарсжOlUJ тOIIUШРUFU 

Лнмнтларнн х.исобланг: 

1. lim 1-~0s6.r. Ж· ..!!. 
.-<1 .1 . SIП5.r . 5 5. lim ~-t1< 

3.r .-<1 

• 

1 
Ж: 3' 

2. lim s.iп3.r. . 3 
.r-A Sln2x Ж. -2' 6. lim (3-2ж) -;=Т. Ж: е-В . 

<+, 2 

3 l' (Зz-4 r- Ж: е-З . 1т 32 . 
.I'_(EI х+ 

.-1 
. ik-I 3 

7. 11т -. -2-' Ж: -21п2 . 
.-<1 51П.r 

4. lim Iп(1 +4.1) 4 ._0 3.1 
Ж: 3 

б- "'YCTaк,zи uш 

;. lim siп3.r 
.-<1 Ig5.r· 

Ж:~ 5' 

I-siп.r 
') lim n )2' 

• (--ж 
" \2 

4.1-1 )2< 
3. lim \4.1+1 

1 
Ж: 2' 

Ж:~ 
е 

4. lim (2x+1) (lп(3х+I)-lп(3ж-2». Ж: 2. 

7-'. Эквивалент чексиз КИ'lИК ФУНКЦII ... ар 
ва У.IIар ёрдамида "ИМИТ.IIарии JUlсо6ааш 

Агара(х) ва fi(x) х-+-хо ХДlJда чекснз кнчнк функцнялар булнб, 

lim а(ж) = 1 
Ж-'о lI(ж) 

бужа. у )(,олда улар эквивалент дейнладн ва х-+-хо да а (ж) - fi (х) 
М 1· siпж б б кабн белгнланадн. асалан, 1т --= 1, шу са а ли х-О да 

.-<1 ж 

sinx-x. 
Шунга ухшаш х-+-О да к.уЙидагн чекснз кичнк функциялар 

зквнвалентднр: 

arcsinx-x. I-cosx- ~, tgx-x. 

arctgx-x, e'-I-x, а' -I-жlпа, 
In(l+x)-x, (I+x)'"-I-mx ва)('. к. 
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Иккнта чекеиз кичик фуикциялар ннебатинннг лнмити уларга 
эквивалент чекенз кичнк функциялар ннебатининг лимитига TeH~ 
яъни агар Х-ХО да а(х) -- СЕI (х) ва fi(x) -- fil (х) булеа, у x.~дa 

l ' (z (.1") l' аl (.1") 
1т -- = 1т --

'-.00 11(.1") '-.00 111(.1")' 

1- м и е о л, Лимитни х.иеобланг: 

l ' l-cos4.1" 
1т 

.-0 t~3.t 

Е ч и ш, Ушбу 1-eos4x-8x2
, tg23x_9x2 зквивалент чекеиз 

кичик функциялардаи фойдалаиеак: 

l ' J -сOll4.1" l' 8.с 8 
1т = Im-=-, 

.-0 t~3.t __ о 9~ 9 

2- м и е ол, Лимитии х.иеобланг: 

3--
l' V8 + 3.1" -2 
1т 4 

.-0 V 16+5.1" -2 

Е ч и ш, Каериниг еурат ва махражнин 2 га булиб, еуигра уларии 
зквивалент чекенз кнчнк фуикцнялар бнлан алмаштнрамнз: 

3--

l ' V8 + 3.1"-2 Im- ---
.-0 ~ 16+5.1" -2 

= lim \,,} +-%-.1" - I 

.-о4Н '+~.I"-I 

( 

3 I 16 

= lim 1+8".1")3-1 1 3 
.-0 ( 5 I = liт 3"' 8".1" 8 

1 +(6.1")' _ 1 .-о...!., 5 - , 
4 
-х 5 
16 

7- дарсхона ТOnШUРUFU 

Куйндагн лнмнтларин зквнвалеит чекенз кичнк фуикцнялардаи 
cf"'II.'1.аланнб х.необлаиг: 

1. lim siп4(.I"-::~. Ж: 4. .-2 ~-3x+2 

2 l ' iI-'-1 Ж 3 
. Im-

t
-

5
-· :-5 

.-0 g.l" 

3. liт 1п(1-4х) 
• -0 

1 
Ж: -~ . 
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з,iп2. I 
4.lim- - Ж: Iп3 . 

• -0 v'1+4x-1' 

5. liт arcsin2x Ж: 
2 

• -0 2-3'-1' 31п2 . 



1. Iim 2nin.r 
.-0 I-cau 

7-.ycтa~ uш 

Ж: 4. 4. 1im 11nc0&2z. "Ж: 
~_. ncС84х 4 

tg(JI(I+~» 
2. lim 2 Ж' ,. 

• In(2+cau) 
(3*'_1)2 . 

5. 1im 
о-а 

1 
Ж: 21п2э' 

. 2"' ~-;rb .-0 In(z+l) 

З. lim siп5ж Ж: _.!. 
б.lim 

.-0 siп7z-siD2z . 
1 8 

Ж: i'"g. 
._. Ig3z' 3' 

8-" Ч~.С113 ...... 1 ........ ,.. Т.ЦОСА •• 

ж-Хо да а (ж) 88 11 (ж) чексиз кич.к ФУИКlUIялар булеми. 5у 
ФУИКЦИRJIарни TaKKOCJIaW учуи улар иисбаТИИ8ИГ Х-Zo дarн 
лимити ~соблаиади: 

а) Агар lim !a~(Z» =0 БУJlса, у JtQllJ1a 11 (ж) фуикlUfR ,,(х) га 
"'_.Iig "х 

ннсбатаи ЮIfjОРU тарти6Аи 'U!tcClLЗ IШ.,UIC фglU(ЦIМ деiiиладн ва 

a=o(lI) каби белгиланади. 

б) Агар lim cz(z) = 00 булса, у JtQIJДa а(ж) функция lI(ж) га 
._.... p(z) 

нн,батан к,уtШ тарти6Аи 'U!ICСUЗ IШ.,Ш фующия деiiи.1ади. Равwаикн 

бу х.олда lim P(.r) =0 ёки lI=o(a). 
,_.... cz (.1) 

в) Агар lim cz!(z» =А *,0 ва А чеми сов булса, у JtOllда II(Х) ва 0_" .. .1 

11 (х) 6ир жUA тарти6Аи .,erи:из IШ'ШJC фуНJщшuaр деАнлади. 
Хусусан, агар А = 1 булса, у JtQlJДa эквивалент чексиз кнчик 

фуикцияларга эга БУлаllИЗ. 
г) Агар II(Ж)· ва 11 (ж) бнр хил тартибли чекснз кнчнк фуикцнялар 

булиб, k>O булса, у Jtолда lI(ж) чексиз кнчик фуикции II(Х) га 
инсбатан k-тартибга эга деiiилади. 

М н с ол. ж-О да у= уl +жsin..t -1 чексиз кнчнк функция­

нннг .r га ннсбатаи тартибнин аиик.лаиг. 

Е ч н ш. ~ инсбатиннг х......о даги лимитини караiillИЗ ва k нииг 
.r 

бу лимит мавжуд ва иолдан фарк.пи 6уладиган киАматнии аиик­
лаймиз: 

I'!I l' v l + zsiJu -1 I'm (v l + zsiJu -1)(vl+.ISinz +1) 
Im-= 1т = I 

.-0 ... ,-О ... .-0 ... - ( v 1 + zsinж + 1) 

= lim 1 +zsin.r- 1 = lim zsjn.r 
.-0 "'1 "l +Dinz +1) .-0 "'(vl+.rsiJu+1) 

sin.r 

1· .1 1 l' д-. = 1т ... I = -2 ImA ,чуикн 
0-0 ( " 1 + zsin.r + 1) 0-0 

Iim sinz = 1, lim (уl +zsinz + 1) =2 . 
....... • .1'-0 
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.-+0 
демак, lim1=~ 

.-..0 z1 2' 
ШундаА Равшанкн k=2 да limx2 - t = 1. 

к'нлнб, У ва .1'2 чекенз кнчнк МНКдорларнннг тартнбн бнр Xltл. Шу 
еабаблн у МНКдор .1' чекенз кнчнк МНКдорга ннсбатан UIC/(UНЧU 
тарти6.Аи (k=2) чекенз кнчнк МНКдор буладн. 

8- дарсхОНй ТOnШUРUf'U 

1 . .1'-0 да C1=xsin2x ва p=2xsinx чекенз кнчнк функцняларнн 
та К,К,осланг. Ж: с1 = о(р). 

2 . .1'-0 да С1=х 'п(' +.1') ва p=xsinx чекенз кнчнк функцня­
ларнн таК,К,осланг. Ж: С1- р. 

3 -
З . .1'-1 да С1= 1-.1' ва р= 1- ух чекенз кнчнк функцнялар-

нннг бнр хнл тартнблн булншнга ншонч х,оснл К,нлннг. Булар 
эквнвалент буладнмн? 

7.r1o 
4 . .1'-0 да чекенз кнчнк булган у = ~ нннг .1' га ннебатан 

.г+ 1 
тартнбннн aHHКJlaHГ. Ж: k= 10. 

8- "'устак,иА UШ 

1 . .1'=0 да C1=x2sin 2x ва p=x,tgx чекенз кнчнк функцняларнн 
та К,К,осла нг. Ж: с1 = о(р). 

2 . .1'=0 да С1=а'-1 ва ~=x lпа чекеиз кичик функцняларни 
та К,К,осланг. Ж: С1- р. . 

з. x--i да C1=Secx-tgх ва Р=л-2х функцнялар бир хил 

тартнблн чекснз Кнчнк булншнга ншонч х,оснл К,нлннг. Улар 
эквивалент буладнмн? 

4. а) У= "1/1 +.1'3 -1 ва б) У= l-eosx чекенз кнчнк функцня­
ларнннг .1' чекеиэ кнчнкка ннебатннннг тартнбннн aHHКJlaHГ. 
Ж: а) k=З; б) k=2. 

9- '. ФУИКЦИRИИИГ У3JlУКСН3Jlиrи. 
ФУНI(ЦИRиииr УЭИ"ИW ИУII.Тал.ри 8. у".риинr тур ... ,.. 

ФУИКЦИRиииr нOIIИ 

J 2.9.1. Arap .1'0 ва YHHHr атрофнда аннк.ланrан y=f(x) Функцня шу 
нуК,тада чеклн лнмнтrа эrа булнб, бу лнмит функцнянннr .1'0 

нуК,тадаrн KHAMaTHra тенг, яънн 

limf(x) =f(xo) 
'-'0 

булеа, у х,OI1да бу функция .1'" нуК,тада У3АУICсиз деАнладн. 
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ФУНКЦИRНИНГ узлукеизлнги ~акидагн куiiидагн таъриф юкорида­
гн таърнфга тенг кучлиднр. 

Агар y=f(x) фУНКЦНR хо нуктада ва унннг атрофнда аник.ланган 
булнб, аргументнннг чекенз кичнк орттирмаеига фУНКЦИRНИНГ 
чекенз кичик орттнрмаеи мое келеа, иънн 

lim i\y=O 
Аж-+(] 

булеа, у ХOJlда фУНКЦИR хо нуктада УЗЛ!JICсuз деiiиладн. Бу ерда 
i\X=X-ХО ва i\y=f(xo+i\X) -f(xo) - мое равншда аргумент ва 
фУНКЦНR орттнрмаларн. 

f(x) фУНКЦНRНИНГ хо нуктада узлукеиз булншн учун узлуксиз­
лнкнннг куйндаги шартларн бажарилнши зарур ва етарлиднр: 

а) фУНКЦНR хо нукта ва унннг атрофнда аннк.ланган; 
б) фУНКЦИRНННГ х=хо нуктадагн чап ва унг лимитларн тенг: 

f(xo-O) =f(xo+O); 
в) Х=ХО нуктадагн бнр томонлн лнмитлар f(xo) га тенг, иънн 

f(xo-O) =f(xo+O) =f(xo). 
)l2.9.2. f(x) фУНКЦНR Хо нуктанннг атрофнда аннк.ланган, аммо 
бу Hy~.TaHHHГ узнда узлукеизлик шартларндан акалли бнттаеи 
бажаРlIлмаеа, бу фУНКЦИR хо нуктада узuлuшzа эга деЙилади. 

Агар f(x) фУНКЦИR учун чек.лu бир томонли f(xo-O) ва 
{(хо+О) лнмнтлар мавжуд булеа ва, шу билан бирга, f(xo), 
{(хо-О), f(xo+O) еонлар узаро тенг булмаеа, у ~OJIдa хо нукта 
1- тур узuлuш нук,таси деЙилади. 

Хуеуеан, агар f(xo-O) =f(xo+O) 7'=f(xo) булеа, у ~OJIдa Хо барта­
раф к,uлuнадuган узuлuш нук,таси деiiиладн. 

Агар f(xo-O) ёки f(xo+O) бнр томонли лимитлард,н акалли 
бнттаеи 00 га тенг булеа, Хо нукта 2- тур узuлuш нук,таси деАилади ... ..1 

2.9.3. Агар фУНКЦИR ораликнннг ~aMMa нуктасида узлук~з 
булеа, у шу ораЛНКда УЗЛУI(СUЗ деЙиладн. Элементар ФУНКЦИR­
ларнннг хаммаен узларинннг аннк.ланиш ео~ларида узлукеиз­
днр. 

2.9_4. Агар f(x) ва ср(х) фУНКЦИRлар хо нуктада узлукеиз булеа, 
у ХOJlда: 

а) !(х)±ср(х); б) {(х).!р(х); в) JJ=.L (q>(Xo) 7'=0) фУНКЦНRлар хам 
",(х) 

Хо нуктада узлукеиз БУладилар. 
Агар f(x) фУНКЦНR [а, Ь] кеемада узлукеиз булеа, у 
а) шу кеемада чегараланган; 
б) шу кеемада энг кичик ва энг катта кнйматларга эришадн; 
в) берилган иккита кийматн ораеидаги барча кнйматларни 

к'абул кнлади, иънн агар ! (а.) =А, f(tJ) =8 (а< а.< tJ~ Ь) ва А 7'= 8 
булеа, у халда А ва 8 ораснда ётган С еони хар К,андай булганда 
хам х нннг акаллн битта х=у (а.<у<М К,иймати топнладики, 
f(y) =С БУладн. 
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Хуеуеан, агар {(а.) ва {(Р) х,ар хнл ншоралн булеа (яънн 
{(а.) ,{(р) <О булеа), шундаii Х=1' (а.<1'<р) к.нАмат тonнладнкн, 
унда {(у) =0 БУлади. . 

{(1') =0 буладнган Х=1' нук.та функцнянинг НО./lи деiiиладн. 
Бу агар {(а.) ·f(fJ) <О булеа, {(х) =0 тенглама (а., р) ора· 

лик.да ак.аллн битта илдизга эга булншинн бнлдиради. 
Бу хосеадан {(х) функЦlfЯ НOJIини уз нчнга OJIган оралик.ни 

топншда фoiiдаланнладн . ./ 

9- дарсхона тonшириги 

z 
1. У= х-4 функцнянннг узнлнш нук.таеннн топннг ва узнлиш 

турннн аник.ланг. 

1 2. У= aгetg х-2 функцнянннг узнлнш нук.таеннн топинг ва 

узилиш турини аннк.ланг. 

3. а нинг к.андаА к.иЙматларнда 

! ~-9 {(х) = z-з' агар х*3, 
а, агар х=3 

функция х=3 нук.тада узлукенз булади? Функцня графигнни 
чизинг . 

.;. Ушбу 

! ~ '(х) = -""2' 
х, 

агар x~ 2, 

агар х>2 

функциянннг узнлиш нук.таларини топинг ва узилиш турини 

аник.ланг. Функция графигини чизинг. 
5. х5 -зх= 1 тенглама [1; 2) кеемада ак.алли битта илдизга эга 

эканига ишонч х,осил к.илинг. 

1. Ушбу 
9- мустак.и./l иш 

1
2 ух, агар 

'(х) = 4-2х, агар 

2х-7, агар 

O~x~I, 

1 <х<2,5, 

2,5~x< +00 
функциянинг узили ш нук.таларини топинг 

аник.ланг. Функция графигинн чизинг. 

ва уларнинг турннн 

2. а нинг к.андаА к.иiiматларида 

{ 
х+ 1, агар 

'(х) = 
3""" ах2, агар 
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функция У3JIуксиз булClДН? Функция ГРClфигини чизинг. 
з. Ушбу 

I 

{(х) = 2' -1 • 
I 

2' +1 

Функциянинг узилиш нук.талари турини а НИКJIанг. 
1 

4. {(х) =--т- функциянинг узилиш нук.таларини топинг ва 
.г+х 

уларнинг турини аНИКJIанг. 

5. х·2·= 1 тенглама ак.алли битrа 1 дан Kaтra б9лмаган мусбат 
нлдизга зга б9лишини к9рсатинг. 

1. Лимитларни топинг: 

1.1. 

1.3. 

1.5. 

1.7. 

1.9. 

lim з.,?+4х-б 
,-... 2~-7'?+2 . 

Iim 2il-Зх+1 
• - .. '?+2х-З 

lim 2х4 -з.,?+х 
• - .. 4~+Зх-5 

Ii m _бil--,-----=2.r=-..!.+-:.1 
н .. 2z4+'?+5 . 

lim w-зх'+4 
• - .. ~+x-5 

1.11. Iim 14'?+зх 
• - .. 7'?+2х-8 . 

1.13. lim х6 -з'?+7 
'_ао зх5+4~_2 . 

1.15. Iim 7х4 -2'?+2 
._CID ... 4_Зz 

1.17. lim з-2z'_х4 

.-_ 4+х'+5х4 . 

1.19. lim з.r7 -4~+З 
.-.. Х+З~_бх7 . 

1.21. Iim ах'-I 
.-.. 4х4 - s.c5 . 

5- назорат uшц 

1.2. 

1.4 . 

1.6 . 

1.8. 

1.10 . 

1.12 . 

4 lim х -4х+1 
._ .. х+з.,?+2.r4 . 

lim ажЗ+2х-5 
__ .. x4+s.il+ 1 

1j(П 5+Зх-4'? 
.-.. 2'?-Х+4 

lim З-2х+4'? 
._е б+5х-з.,? . 

Iim х4 +з.,?_х 
._ .. '?_~+з.r4 . 

lim бх4 -4'?+5 
.-.. :иЗ - з.,? + 1 

1.14. lim з.i-2.r+З 
.-.. 5'? ·:lx+2 . 

1.16. IjfJ1 ;\х:-4х+5 
.-. б,."+ и-7 . 

1.18. lim 8.il-7x+5 
.-.~ 2+х-4'? 

1.20. Iim 4х'-Зх-1 
'_ао з.i'+5х-2 . 

1.22. lim s.rЗ-~+з 
.-.. З-4х-lo.rЗ . 
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. 2.i'+z-s 1.24. lim 4ж4 -эz2+ 1 1.23. 11т r' . 
.I_е 4 -7 ._ ... l+зz2_z4 

1.25. liт 9rЗ-4ж+ 1 128 1· зz2-4z+2 •• 1т . • _ ... зr'+2z2-s .- ... sz2+Зz-8 

1 27 1· вZ4 -4;' +з 1.28. lim 4r'-Зz+2 · . 1т 4 • .-.. sr'+4z2-з .-... 2ж + 1 

12t 1· 10.t"~-sz2+7 
· . 1т 1 -2z-Sz-'i . 1 30 1· z2+4z-2 

. .• ~~ 6-2z-зz2 . 

2. К~рсатнлган лнмитларни топинг: 

2.1. lim 2z2-7z+4 2.2. 1. 2z2-7z+З ._2 rЗ-8 1т 3 ._3 z -27 

2.3. lim 7z2+4z-З 2.4. 1· зz2-6z-4S 
1т ._-1 Sz2+4z-1 .-+6 z2 -2z-IS 

2.5. 1. z2-12z+20 2.6. lim зz2-7z-6 1т z2 . 
6+ж-;' ._2 +z-б .-з 

2.7. lim 2z2+зz+ 1 2.8. lim зz2+2Z-1 
.1--1 зz2+z-2 .--1 4z2+Зz-1 

2.9. 1. z2-5z+6 
1т . ._2 2z2 -9ж+ 10 

2 10 1· z2-Sz+4 • .Im . 
.-4 z2-16 

2.11. lim z2+z-20 2.12. lim 2+z-z2 

.-4 z2-Зz-4 .--1 r'-зz2-2 

2 13 1· зz2-z-IО • . 1т . ._2 z2-Зж-IО 2.14. lim 2z2-зz-35 
.-6 ж'-Зz-IО 

эж'-z-2 2.16. lim· ж'-Зж+2 2.15. liт ж' ._1 4 -z-Э .-2 эж'-z-IО 

2.17. lim 4ж'+Эz+IS 2.18. lim ж'-2.r-З 
.1_-3 2ж'+5z-э .1--1 rз+1 

2.19. lim 
4ж'+7z-2 2.20.lim 12+z-z2 

._-2 5z'+Зж-14 .-3 2ж'-Зж-9 
2.21. lim 

эж'+2z-2 2.22. liт 
зz2+8z+4 

.I--. 2ж'-z-Э .--2 зz2+.r-14 

ж'-Зж-4 • 2.24. lim эж'+.r-4 
2.23. lim зz2 . 

.-4 40+2ж- .--1 ж'+Эz+2 
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2.25. lim х
4 

- 16 .-2 ,,2+5x-14 
2.28. lim 4,,2+х-5 ._1 2,,2-Х-I 

,,2-4 2.28. lim 
,,2-х-2 

2.27. lim .--2 4,,2+7х-2 ._-1 ,,2-4х-5 

2.29. lim 
,,2-6х-27 ;;-27 

2.30. lim ,,2 " 
<--3 з.r' + IОх+3 .-э -5х+6 

З" Курсатнлган лнмнтларнн топннг: 

3.1. 1" з,,2-4х+ 1 3.2. lim 2х2+3х-9 
1т ._1 "';х+8 - "';IO-x .--3 "';x+IO - "';4-х 

3.3. 
" "';х-2 - "';4-х 3.4. " "';5-х-"';х+1 
11т " 11т 
._3 ,,2+2x-15 ._2 ,,2 +5x-14 

3.5. lim з,,2+4х+ 1 3.6. 1" 2,,2-7x-15 
1т 

z_-I "';8-х - "';4-5х ._5 "';х+4 - "';2х-I 

3.7. lim 
"';Эж+17 - "';7+х 

3.8. lim 2х2-х-21 
.1'_-5 ,,2+4х-5 .--3 "';7+x-';I-x 

3.9. lim 
х'-х-6 3.10. lim "';х+2 - "';6-х 

._-2 "';2-х - "';х+6 .-2 ,,2-3х+2 

3.11. lim 4,,2-Эж-1 ._1 "';3+2х - "';Х+4 
3.12. lim ,,2+x-12. 

.-э "';5Z+I-4 

3.13. lim "';х+3 - "';5+3х 3.14. lim "';2x+I-"';х+6 
6 __ 1 

4,,2+Зх-I .-5 ,,2-8х+ 15 

3"15. lim "';Х+4 - "';2х-I 3.18. lim "';х+2О - "';12-x 
._5 х'-4х-5 .1'_-4 ,,2+3х-4 

317 1" "';2х+' - "';9-2х 
'. • .~~ з,,2-2х-8 

3.18. lim "';Х-2 - "';3x-10 
.-4 ,,2-16 

3.19. lim "';4х-3 - "';2х+3 3.20. lim з,,2 + 4х - 7 ._3 х'-2х-3 ._1 "';8+х - "';4х+5 

3 21 1" ,,2-IОх+9 3.22. lim "';4+3х - "';2+х 
.. 1т зх=2' .-9 "';2х+7 -...; х-2 .--1 ,,2-7х-8 

323 1" з,,2-2 3.24. lim ;;-8 . . Im..[f"+2i . ._1 7+ х-3 ._2 "';4x+I-"';х+7 

3.25. lim 'l/х-I - "';Эж-II 
3.28. 'l/5+х - "';2х+9 lim 

<-5 х'+3х-40 .1'--4 ;;+б4 
3.27. lim "';х+1 - "';3х-5 эх2+5z+2 3.28. lim <-3 ,,2-9 "';.4-Эж - v6-x' .1'--1 
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4~-3x-IO 
3.29. lim -'3ж-4 _ у .... [_2 V 

4. Курсатнлган лнмнтларнн 

4 1 1° ....!. -cos6x .. 1т 2 ._ 4оГ 

4.3. lim c0s5z-cosx .-0 2x'l 

1
. l-cas2% 
Im-~--._ x-IKX 4.5. 

4.7. lim 5х 
._ sinz + sin7 х . 

4.9. lim~ ._0 3sin3%· 

4.11. lim sin
2
2x-sin

2
% 

3x'l .-
4.13. liт l-cos

2
2x 

.1_0 ж-аге siпz 

415 1- arclg2% 
•• 1т 13 

.- g % 

4.17. liт (~2 - +). 
._ 51П % Ig х 

4.19. lim (I-x) tg "2Х _ .-1 
4.21. lim cosx-sin% 

.~ I-Ig% 
• 

4.23. 1 im 1 - cos4% 
._ l-c0s8z 

4.25. liт "';соы - 1 ._0 x'l 

4.27. lim .- COS
3
%-COS% 

l-cos3z 

4.29. lim "';Т+SГпZ -1 
l-cos2x .-0 

3.30. lim x'l+x-2 
"';3--х - ..; 1-2x .1'--2 

топинг: 

4.2. lim eos%-сos3Х .- 3~ 

4.4. 1° 5in3x-sinx 
1т 4х .-

4.6. lim 192x-sin2x .-0 x'l 

4.8. 
2 2 

1° cos x-cos 2х 
1т x'l .-

4.10. lim arcsin3z 
._ sin5x 

4.12. lim .cos4Z-СOSЗ4х 
.-0 4х2 

4.14. lim l-cos5x ._ зх2 

4.16. liт 
.-0 

eosx-cos5x 
zosinz 

4.18. lim Igx-5inz 
.-0 х3 

4.20. lim агс sin5x 
.-0 x'l-x 

4.22. lim l-cos5x 
._ sin3z + sinx 

4.24. li~ (~-x )tgx. 
.--"2 

4.26. liт ж· 'к3ж 
._ cosx-eos3x 

I-sinx 
4.28. li~ n-2х . 

'2 

4.30. lim x olg4x 
.-0 аге 'к3х 

5. Курсатнлган лнмнтларни топннг: 

5.1. lim {4%-I )3<+2 
._ ... \4х+3 
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5.2. lim (3х-2) ~ .-1 



5.3. lim (4.1'-3) [ln(x+2)-

-ln(x-I)). 

"" 5.5. lim (2х-I)-;::Т. 

5.7. 

• -1 

lim (2-"+5 \5<-3 
._0» 2ж+ 1 J . 

5.9. lim (2.1'+3) [ln(.1'+2)-
.1"-+0" 
-Inx]. 

"" 5.11. lim (2.1'-з)-;=0. 
• -2 

( 2-Зz )4'+3 
5.13. lim 5-Зz . 

'-0» 
5.15. lim (2.1'-7) [ln(3x+4)-

• -+-
-ln3x]. 

, 

5.17.lim(4-Зх);-I. 
• -1 

. (з-,u )4'+5 
5.19. }~~ 2-5ж . 

5.21- lim (3-.1') [ln(l-x)-
.. - • __ CID 

-In (2-.1')]. 

" 
5.23. lim (5х-4)-;::Т. .-1 
5.25. lim (ЗЖ-1 \5<-1 

'_0» 3ж+4 J . 
5.27. lim (2.1'-1) [In (1-3.1')-

.1"_-011 

-In (2-3.1')). 

"" 
5.29. lim (4.1'+5) ;-1 . 

.&"_-1 
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· (,u-Ij-I 
5.4. .~~ Бz+2 . 

5.8. lim (х+2) [ln(2.1'+3)-
.-+-
-ln(2x-I)) . 

5.8. lim (3-2х) 1-,. .-1 
· (Зж-4 )2'-5 

5.10 .• ~~ Зж+2 . 

5.12. lim (3.1'+5) [ln(x+5)-
ж_+_ 

-ln.1'] . 
ь 

5.14. lim (2-.1')-'=;-. .-1 
· (3-"-2 Т-7 5.18. }~~ 3ж+5 . 

5.18. lim (3.1'-2) [Iп (2.1'-1)-
Z_+CI:I 
-ln(2.1'+I)] . 

"" 5.20. lim (2.1' + 3)-;+Т. 
.--1 

5 22 1· (Зж+7 )4'+3 . . 1т Зж-5 . - .1--
5.24. lim (.1'-3) [ln(2-3.1')-._-00 

-lп(5-Зх)). 
... 

5.28. lim (3-5.1') 50--'. 
• '5 

(
3-2z )3-2.1 

5.28. }~~ 5 _ 2ж . 

5.3О. lim (.1'-4) [ln(3-2x)-
• __ 00 

-ln(5-2.1')] . 



5- HtlJ4yнasuil ,fuc06 тon.шuрuк,ларu 

1. КурсаТНJlган JlНМНТJlарнн топннг: 

1.1. 1im (х2_ ух4 +х2+ 1 ) . . -... 
1.2. lim (ух2-5х+6 -х). 

z_+ф 

1.3. Iim (ух2-2Х+6 - Ух2+2х-6) . . -.. 
1.4. lim (yx2-2х+З - Ух2-Х+4) . . -.. 
1.5. lim (ух4 +Зх2+ 1 _х2) . . -.. 
1.6. lim (yx2+-~_1 - Ух2-Х+2) . . -.. 
1.7. lim ( ух2+ 1 - Ух2+х) . . -... 
1.8. lim х( ух4+З - Ух4-2) . . -... 
1.9. lim ...Jx+2 (...Jх+З -:- ...JX-4) . 

.1'-+-

1.10. lim (х- ...Jx (х=-Т ). 
Х_+CID 

1.11. lim (y(x4 +1) (x2_1) - Yx6 _1) . . -... 
1.12. lim (y(x2+1) (х2 +2) - y(x2_1) (х2 -2» . . -... 
1.13. Iim (у (х3+ 1) (х2+3) - ух (х4 +2) ) . . -... 
1.14. lim ух3+8 (ух3-2 - УХ3_1 ) . . -... 
1.15. lim (...Jx (х+5) -х). 

х_ -t OQ 

1.16. lim ...Jx (...Jx+2 - ...Jх-З). 
6_+00 

1.17. 1im (-\!(Х+2)2- -\!(х-З)2) . . -... 
3--

1.18. liт х (V5+8x3 -2х). 
z_+_ • 
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1.19. lim (...jx (х+2) - ...jх2-2Х+З) . . -... 
1.20. lim ( ...jx (х+2) - ...jx2-2s+З) . . -.. 

э--

1.21. lim (х+ У4-ХЭ ) • . -.. 
1.22. lim (...jx5_8 -x...jx(x2+5» . 

.r_+_ 

1.23. lim (...; х2-Зх+2 -х) . 
.1_+_ 

1.24. liт ( ...j (х2+ 1) (х 2_4) - ...j х4 -9 ) . . -... 
э--

1.25. lim (х- УхЭ-5) . . -.. 
1.26. liт х( ...jz(x-2) - ...jх2 -З) . . -... 
1.27. lim х( ...jZ2+ 1 - ...jz2_1 ) . . -... 
1.28. }~~ ...jx+ 1 (...j~ - ...jX+2). 

1.29. lim (х ух - ух (х+ 1) (х+2) ) . . -... 
1.30. liт (х- у(х-2) (х+3) ) . 

.1-+-

2. Курсатилган лимитларнн топннг: 

2.1. 1
. z4+4z'l-5 
1т э 2 .-1 Z +2.г-х-2 

2.3. 1· ~+2z+з 
1т 4 2 

.--1 Z +З.г-4 

2.5. (' z3_зz'l+4 
1т э 2 

'-2 Z -5.г+8х-4 

2.7. liт зz'l-2z'l-1 
._1 4Х3 +Х_5 

2.9. 
зz4-2~-1 

lim 3_ 4z'l+з .1-1 х 
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2.2. 1. ~-Зz-2 
Iт-4 -­.--1 z -З.r I 

2.4. lim ~-Зz+2 
.--2 z'l+Зz+2 

2.6. lim Z3+ 2z'l 
.--2 ~+зz'l-4 

2.8. lim 2~+зz'l-z-2 
• __ 1 2z4 -зz'l+ 1 

2.10. liт ~+5z'l-2z-4 .-1 2~ -зz'l + 1 



2.11. lim 2zз -.r-4z-4 .-2 3.12-.1-10 

2.13. lim _z.4.:- з.r+2 
.--1 z3+2z2-3z-4 . 

3,.(1-2.1+ 1 
2.15. '~~I 4z3+2.r-z+1 

zэ+з.r_4 
2.17. lim 2.r+3z 2· 

6--2 

9.13 -з.r -4.1-2 
2.19. lim з.r-2z-1 .-1 
2.21. lim z3-з.r.-Z+2 .-2 з.&'-4z-4 

2.23. lim 3.14 - 2z' - 1 
.- - 1 4.r + 3.1 - 1 -

8z3-Зz'-5 . 
2.25. lim

4 
4_Зz'_1 .-1 z 

.13_2.1_1 
2.27. lim 4+2.1+1 

.--1 ж 

z3-Зж-2 
2.29. lim .r-4z-5 . :1 __ 1 

2.12. lim z3+2z+ 12 
<--2 z3+з.r-4 . 

2.14 .. lim 8z
4
-6.r-z-1 ._1 zз_ з.r+2 

2.18. lim z3-з.r+4 ._2 з.r-z-IО . 
2.18. lim s.r3-з.r-2 .-1 4z3+.r-5 

2.20. lim s.r3-2z+3 
• __ 1 зz4 -.r-2 

2.22. 11m 6.r
3
-5.r-1 ._1 5z3+2.r-4z-3 . 

2.24. lim z3+2.r 
.--2 4.r +3.1-10 . 

2.28. lim зz4 -.r-2 ._1 2.14_.1_1 

~-z-I 
2.28. lim 3+2.1'-.1-2 

:1_1 х 

'3-2.1+ 1 
2.30. '~~I -х.;-.r+Z-1 

з. Курсатнлган лнмнтларнн тonннг: 

~--
3.1. lim .r-16 3.2 • lim -'/4.1-3 - -./5.1'-6 

• ~ -./.1+ 12 - -./3.1+4 . 
.-3 ~~-9 

~-- 3 
3.3. lim 

2-3.1 - \/6-.1 3.4. lim -./4.1'+5 - -./6.1-5 

~8~:;З ж--2 
._5 -./4 +.1 - -./2.1-1 

3.5. lim ~ж-2 3.8. lim ~27+z - ~27-z 

.~ -./I:r+9 - -./3.1'+ I . 
.-0 ~8+z - ~8-z 

~- 3 . ~--V2Z_1 
3.7. lim 5+.1 - '15-.1 

.-0 ~.r+z4 
3.8. 11т 3 

.r_.!. ~Зz-2 
3 

~-- 3 
3.9. lim х-3-'12z-7 ~6+z - ~IO+3z 

• -4 -У' +2.1-3 
.. 3.10. lim 

.1_-2 -./2-.1 -2 
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~,-- 3 
3.11. lim у8+х - V'В=-Ж 

.--0 ~+2~ж 

3.13. lim ~_8_ 
._-2 ~4-2x -2 ,. 

3'----

3.15. lim У27-Зх+~ -з 
.--0 ~-Зz 

3.17. lim y3x+I-v'9+2% ._8 ~x-2 

~~-I 
3.19. ~~~ У2х2-Зz+5-2 

3.21. Iim З -v'1+2z 
.-4 v'x -2 

3.23. lim v'2z+ IЗ - v'8+x 
• __ 5 

"4-х -з 

3.25. lim v'4х-З - v'х+б 
__ з ух+з - v'зх-з ' 

3.27. lim v'9+x - у9-х 
,--О v'1 +х - v'1-x 

3.29. lim ~+4x+1 
... --1 v'х+з - v'5+З~ , 

3- 3 
3.12. lim V'I-x - :Yl+z 

.--0 v'1-z-v'I+х' 

3.14. lim v'Т=Z - v'2z+25 
.--8 ~x +2 

3.16. lim УЗ~-2х+4-2 ._0 v'9-х-З 

~2х+З -з 
3.18. Iiт "4х-З _ v'x+6 ' 

.. -3 V 

~,- 3 
3.20. lim у 2+х - V'З+2Z 

.--1 ~+~ 

3.22. lim v'2z+9 - v'Зz+6 
,_з ~-9 

3.24. lim v'S=Z - v'Х=:Э 
.-4 v'x-2 - v'Зх-1O ' 

3.26. lim v'5+% - v'б+2Z 
" .. __ 1 ,r-

3.28. lim ..;2i=Т - v'"iТ4 
.-5 v'3z+ 1 -4 

3.30. lim 
.1"--4 

v'Z+!2 - v'4=Z 
y5-x-v'1-2x' 

4, Курсатнлга" лнмнтларнн тoI1ннг: 

4.1 . l' е~+4Х-1 У-' 
• ~~ З~+2х+1 ' 

4.5. lim е~-5Z+З J'-З, 
,-... 2~+Зz-5 

4.2. l' e~-2X+5 )"-1 
,~~ З~+2z-1 ' 

4.6. l' -х+5 t~ J-~ .~~ б~+Зх-5 ' 

, e~+3X-5 ),-2 t~ )~-5 4.3. 4.7. l' -4z+З 11т 2 ' 1т , 
'-00 2х -3х+4 '_00 ~+3x-4 

4.4. l' t"z2+ЗХ-7 f+1 4.8. Iiт e~+ax-2 );-3, 1т z2 ' 
,~... 4 -2х+9 .-. ~-2х+з 
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4.9. 

4.10. 

l' (z2-ЗZ+6 )1-3.1 
.~~ z2+4.r-S . 

lim (Sz2+ЗZ-1 )-~+3. 
'-00 sz2+ЗZ+З 

4.11. lim (~z2-z+S )з-:и 
'-00 4z2-2z+7 . 

4.12. lim (7z2-4Z+S f- 1 

'_00 7z2+8z-S . 

4.13. lim (2z2+z-s f+4 
.-00 2z2-зz+7 . 

4.14. lim (7z2+ IOz-6 У-4 
'-00 7.r'-6z+ 16 J . 

4.15. lim (6z2-ЗХ+8 ';'}-8 
<-00 6z2+4.r-9 J . 

4.16. lim (З.r'-ЗZ+I 'f}-I 
'-00 зz2+SХ-6 J . 

4.17. lim (Зz2+8Z-6 )-З} 
'-00 зz2 -9z+ 7 J ' .. 

4.18. lim (Sz2 -4х-9 '1-~ 
'-00 Sz2+6z-8 J . 

4.19. lim (6z2-9Z+8 ';'-4} 
'-00 6z2+9z-4 J . 

4.20. lim (z2-ЗZ+4 \1-, 
'-00 z2+Зх-8 J . 

4.21. lim (z2- 4Z +S 't-Y 

'-00 z2+Sz-4 J . 
4.22. lim (z2+4Z-4 ';'-} 

'-00 z2-зх-s J . 
4.23. lim (z2+9Z-6 ';'-2} 

.-... z2+8x+8 J . 
4.24. lim (6z2-SX+8 )3'-5 

.-... 6z2+2x-7 . 

4.25. lim (4z2-SZ+4 )4'+1 
'-00 4z2+9.r+3 . 

4.26. lim (7.r'-8.(-9 )4-' 
'-00 7z2+ IOx-8 . 

4.27. lim (Зz2+9Х-6 ';'}-5 
'-00 зz2 -гх+8 J . 

4.28. lim (7z2+З.(-8 )4-3. 
<_'" 7z2+8x-10 

4.29. lim (Sz2+ IOx-6 )1-; 
'-00 Sz2-16x+8 

4.30. lim (6z2 +8.(-9 )Зж-5 
'-00 6z2-4.r-З . 

5. Курсатнлган лнмнтларнн х.нсобланг: 

5.1. l' ~_з:и 5.2 . lim In(l-i-sinx) 
• ~~ siпЗх+2.( . .-0 sin4x 

5.3. lim х + аге sinz2 
• -0 з5.ж_ S3.r 

5.4 . lim sin7(x+n) 
.-0 е3ж _1 

:и I-eos.( 
5.5. lim е -~ 5.6. lim 

• -0 х + IкzЗ . .-0 eos2.(-eos..r . 

5.7. lim sin3z-sin.( 5.8 . lim 2sin2n(x+ 1) 

• -0 ~-e-' .-0 In(1 +2.() 
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:и ,), 5.10. lim 9Iп(I-,'1~ 
5.9. l' е-

'т----
,-О siпЗz-lg2z ' z-o 48ГС 114.1 

5.11. lim 
52.1 -'Z~' 5.12. lim I-cusx 

,-о sinz + sinz' ' '~/-I 

5.13. lim 
7'_5-2.1 5.14. lim arcsin2x 

._0 2вгс sinz-~ , 
._0 In(e-z)-I 

5.15. lim 102'_5-' 
5.18. lim Igx-sinz 

._0 2tgx-arc 'IZ ' 
._0 x(l-cos2z) 

5.17. lim 1 +zsinz-cos2z Ign (I-~) 
,-о sin2z 5.18. liт 2 

.-0 In(z+l) 

5.19. liт In(I+2z) .-0 2'-1 
5.20. li~in2.r_e,inZ 

.-0 Igz 

€y- I-si~ 
.2 . lim 2 

.1'-П 11-.1' 

5.22. lim sin7nz ._1 sin8nz ' 

5.23. lim sin5z 
з5.х-3 з2.1 

._" IgЗх 
5.24. lim----.-1 iкnz 

5.25. liт In(9-2~) 5.28. lim I-~ 
,(_2 sin2nz ._1 sinnz ' 

527 l' 2'-16 5.28. limJ"' -2 .. Im-,--
... _4 ЗIПп.r ._1 Inz 

5.29. lim In cos2x 5.30. lim In 11.1 
._к In cos4x ' .~ cos2z 

• 

6, Бернлган функцнянннг узнлнш нук.таларннн (агар улар 
мавжуд булеа) топннг, Унннг чнзмаеннн чнзннг, 

I
-x, игар x~O булеа, 

8.1. {(х) = х3, агар O<x~ 1 булеа, 

6.2. 

х+ 1, агар х> 1 булеа, 

I 
eosx, 

'(х) = I-х, 

х2, 

агар x~O булеа, 

агар O<x~2 булеа, 

агар х>2 булеа, 
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[

Z-I. агар к=:;;';;О булеа. 

8.3. '(К) = к2. агар О<к<2 булеа. 

2к. агар z;;ii1: 2 БУлеа. 

\
К-3. агар К<О БУлеа. 

8.4. '(К) = к+ 1. _ агар О=:;;';;к=:;;';;4 БУлеа. 

3+ >Jz. агар к>4 булеа. 

/

Z2+1. вгар х=:;;';;1 булеа. 

8.5. Нх) = 2х. агвр 1 <z<3 булеа. 

х+2. агар x;;ii1:3 булеа. 

[ 

х+4. агар х< 1 БУлеа. 

6.6. '(х) = х2 +2. агар 1 =:;;,;;z<3 булеа. 

2х. агар x;;ii1:3 БУлеа. 

/

1-X2
• агар х=:;;';;О булеа. 

6.7. '(х) = 1. агар 0<х<2 булеа. 

х-2. агар x;;ii1:2 булеа. 

/ 

х+ 1, агар х=:;;';;О булев. 

6.8. f(x) = (х+ 1) 2, агвр 0<х=:;;,;;2 булеа. 

4-х, ага.р х>2 булеа. 

[ 

х+2. агар х=:;;,;; -1 БУлеа. 

6.9. '(х)= x2+I, агар -1 <х=:;;';;1 булеа, 

3-х. агар z> 1 булеа. 

/
-х. агар х=:;;';;О БУлеа. 

6.10. {(х)= _(x_I)2, агар 0<х<2 булеа, 

х-3, агар x;;ii1:2 булеа. 

агар х=:;;,;; - 1 булеа, 

агар -1 <х<О БУлеа. 
[

-2(X+I), 

6.11. '(х) = (х+ 1)3, 

Х. агар x;;ii1:0 булеа. 

{ -х агар х=:;;';;О булеа. 

8.12. '(х) = х2 •• агар 0<х=:;;,;;2 БУлеа. 

x+I, агар х>2 булеа. 

{х-з. .сар х<О 69"". 
8.13. Нх) = х+ 1. агар 0=:;;,;;х=:;;';;4 булев. 

3+z. агар· х>4 БУлеа. 
135 



! "';I-x. ...р х";О буле •. 
6.14. '(х) = О. агар O<x~2 БУлса. 

-2. агар х>2 • БУлса. 

( -х. агар x~O булса. 

6.15. {(х) = хз• агар O<x~2 БУлса. 

х+4. агар х>2 булса. 

(" шр х<-I БУлса. 

6.16. {(х) = I-x. агар -1 ~x~ 1 булса. 

Iпх. агар х> 1 БУлса. 

1
-1. агар Х<О БУлса. 

6.17. '(х) = cosx. агар О~х~n БУлса. 

1 -х. агар х>n БУлса. 

1 
О. агар x~ -1 БУлса. 

6.18. {(х) = x2 _1. агар -1 <x~2 булса. 

2х. агар х>2 БУлса. 

1 
х+з. агар x~O булса. 

6.19. {(х) = -х2 +4. агар О<х<2 БУлса. 

х-2. агар x~2 БУлса. 

I
х-'. агар x~1 булса. 

6.20. {(х)= x~+2. агар '<x~2 булса. 

- 2х. агар х>2 БУлса. 

агар x~1 булса. 

~. {(х) = (х-2) 2, 
1 х. 

агар l<х<З булса. 

б-х. агар х~З булса. 

БУлса. 13Х+4. шр х";-I 
6.22. {(х)= х2 -2. агар -1<x<2 БУлса. 

х. агар x~2 БУлса. 

булса. I'-Х' шр х,;;-' 
6.23. {(х) = x J

• агар -2<x~ 1 булса. 

2. агар х> 1 

I 
x-I. 

6.24. '(х) = inx. 

З, 

агар Х<О 

агар О~х<n 

агар х~n 
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! 
-х+ 1, агар x~-I 

8.25. '(х)= x 2+I, агар -1<x~2 булса, 

2х, агар х>2 

булса, 

БУлса. 

агар 

8.28. f (х) = 2', агар 

x~O булса, 

O<x~2 булса, ! 
1, 

х+З, агар х>2 БУлса. 

! 
sinx, 

8.27. '(х) = х, 

О, 

I 
cosx, 

8.28. {(х) = О, 

2, 

! 
-х 

8.29. '(х) = x 2+'I, 

x+I, 

I 
х+з, 

8.30. '(х) = 1, 
х2 -2, 

агар х<о 

агар O~x~2 

агар х>2 

агар 
n 

X~2 

булса, 

булса, 

булса. 

булса, 

агар n б" 2"<Х<П улса, 

агар x~n БУлса. 

агар x~O 

агар ·О<х<2 

агар x~2 

булса, 

булса, 

булса. 

агар 

.агар 

агар 

x~O булса, 

O<x~2 булса, 

х>2 булса. 

7. ФУНКЦIIЯНННГ узнлнш нук.таларннн топннг. Функцнянннг 
узнлнш нуктасн атрофндагн шаклннн чнзннг. 

I I 

7.1. '(х) =2~. 7.2. f(x)=7s:.· . 
I 3 

7.3. '(х) =з-=r. 7.4. '(х) =St=". 
I I 

7.5. '(х) =4~. 7.8. '(х) =62=7. 
3 • 

7.7. '(х) =5-;=0. 7.8. '(х) =5~. 
2 2 

7.9. '(х) =4-;=0. 7.10. f (х) =4 s::;- . 

3 I 

7.11. '(х) =9-'-=;-. 7.12. {(х) =6-..;:з. 
2 2 

7.13. {(х) =7~. 7.14. {(х) =7~. 
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, , 
7.15. {(х) =6"7=4. 7.16. '(х) =9~. 

7 • 
7.17. {(х) =s--;=;-. 7~18. Нх) =6<+1. 

, 
7.19. ((х) =4-;=-5. 7.20. '(х)=8'+·. 

,"' . 3 

1.21). '(х) =3~. 7.22. '(х) =s7Н". 
3 

7.23. Нх) =s-'=-;-. 7.24. f(x)=S'H. 
, • 

7.25. '(х) =6~. 7.26. f (х) = 5 з=;- . 

3 

7.27. Нх) =4 з=;- . 7.28. Нх) =3 <+' . 

7.29. '(х) =6'-' . 7.30. f (х) = 4 '+1 . 



3- б об 

БИР 'ЗГАР)'ВЧИ Ф)'НКЦИЯСИНИНГ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ х.ИСОБИ 

1- '. х.ОСИ.ll8. х.ОСИЛIUl8Р _адвали 

3.1.1. y=f(x) функцнянннг хо нуктадагн орттнрмасн I!!.y нннг 
аргумент орттнрмасн I!!.x га нисбатннннг I!!.x НOIIга ннтнлгандагн 
лнмнтн мавжуд булса. бу лнмнт y=f(x) функциянннг хо нуктадагн 
~осuласu деЙнлади. 

х.осиланннг белгиланишн: 

у' ёки " (хо) ёкн :~ ёки :~ . 

Шундай кнлиб. таърифга кура: 

['() II!J.y l' l(zo+!J..r) -нхо) 
хо = т-= 1т - • 

"о-о !J..r &.-0 Лх 

Агар y=f(x) функция хо нуктада х.оснлага эга булса. у х.OIIда 
'(х) функция хо нуктада дuфференцuаллаНУ8~U деЙнладн. х.оснла­
ни ТOIIНШ жараённ дuфференцuaллаш деЙиладн. 

3.1.2. Геометрик нуктан назардан y=f(x) функцнянннг ХО нук­
тадаги х.оснласи унинг графНГНI';1 М (х" f (хо)) нук,ада утказнлган 
уринманинг Ох укинннг Myt:(jiJ I ЙУн., 'IIIH бнлан х.оснл кнлган 
бурчагннинг тангенсига тенг (19- шакл). 

!I 

19- шаКJI 
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у={(х) згри чизик.к.а Мо(хо. уо) нук.тада утказилган уринма 
тенгАамаси ушбу куринишга зга: 

у-уо={' (хо) (х-хо). 

бунда уо = {(хо). 
у={(х) функция графигига уриниш нук.таеи Мо(хо. уо) да 

утказилган НОРJUJАнuнг TeнгAйJlaCи ушбу куринишга зга: 

У-Уо= - (,ixo) (х-хо). агар {'(хо) *0 булеа. 

Х=ХО. агар f(xo) =0 БУлеа. 
y={1 (х) 8а У={2 (х) згри чизик.лар МО (хо. уо) нук.тада 

кееишеин. бу нук.тадаги улар ораеидаги бурча к деб МО (хо. уо) да 
уларга утказилган уринмалар ораеидаги бурчакка айтилади 8а 
у к.уЙидаги формуладан тonилади: 

{'2 (хо ) -{'I (Ха) 

tgep= 1 +{'2 (Ха) ·{'I (Хо) 

3.1.3. х - зркли узгаРУ8ЧИ. и=и (х) 8а и=и (х) дифференци­
аллаllУ8ЧИ функциялар. С - узгармае еон булеин. у )(.олда к.уЙидаги 
дифференциаллаш к.оидалари уринли: 

1. С'=О. 5. (Си)'=Си'. 

2. x'=I. 

3. (и±и)'=и'±и'. 
( и)' и'и-и'и 6. -=--. 
и и2 

4. (и·u)'=и'·и+и·u'. ( С)' С' 
7. -; =-7' 

8. Агар у={(и). и=ер(х). яъни y=f(ep(x» - мураккаб функция 
БУлеа. у )(.олда: 

у' = {' (и) . ер' (х) . 

9. Агар у={ (х) 8а х=ср (у) - узаро тескари функциялар БУлеа. 
у )(.олда {' (х) = _,1(_ . 

'" у) 
3.1.4. х.осилала р жаД8али: 

1. (u")'=au,,-I.u, (aER). 5. (е")'=е".и'. 

2 ,Г)' 1 , . ( и = 2уu·и. 6. (u")'=v.u"-I.u'+u".lnu.v' . 

С)' 1 3. - =- -.и'. 
и и2 

, . _1 .и' 7. (Iogau) = и 1па 

4. (a")'=a".lna.u'. 8. (lnu)'= ~.и'. 
и 
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9. (sinu)'=cosu.u'. 
10. (cosu)'= -sinu.u'. 

11. (tgu)'= -\-.и'. 
CQS ". 

1 , 
12. (ctgu)'= - 5iп2"..и. 

13 siп". 
. (secu)'= --2-·u'=tgu.secu.u'. 

cas ". 

14 ( ) , CQSII, t ' . cosecu = - -. -2-·и = -с gu·cosecu.u . 
51П ". 

, 1. и'. 15. (aгcsinu) = './1_".2 

1 ' , ~~-:·и. 16. (aгccosu) = - './1_".2 

1 ' 
17. (aгctgu)'= I+".2·и. 

1 ' 
---·и 

1+".2 . 
18. (aгcctgu)'= 

1 ' 19. (aгcsecu)'= ./2 ·и. 
". у",-I 

'. 1 • 
20. (aгccosecu)'= - V ·и. 

". ".2_1 

21. (shu)'= (е"-2е-· )=ChU.U'. 

( е" -")' 22. (chu)'= +2е =shu·u'. 

(
Sh'" )' __ 1 .и'. 23. (thu)'= ch". - ch2". 

(Ch"')' _1_. и'. 24. (cthu)'= sh". = - sh2". 

1- м н с ол. Хоснла таърнфндан фойдаланнб, у= 2.1"+1 
.1"+3 

цнянннг х.оснласннн топннг. 

Е ч н Ш. х га ы орттирма бернб. !!у орттирманн топамиэ: 

!! _ 2(.1"+.1.1") -1 _ Ь-I _ 
у- .I"+Л.l"+3 .1"+3 -

7.1.1" 

функ-

(2.r+2.1.1"-I) (.I"+3)-(z+Лz+3) (2.1"-1) 
(.(+.1.1"+3) (.(+3) (.1"+.1.1"+3) (.1"+3) 
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Ау нннг Ах га ннсбатн 

l'J.y 7 

I'J.X = (.r+Ы+3) (.1+3) 

Ах-О да шу нисбатнинг лимитини х.ис~аЙмиз: 

lim ~= lim 7 = __ 7_ . 
&.-11 I'J.X &.-0 (х+Ы+3) (х+3) (х+з)2 

Шундай к.илиб, х.осиланинг таърифига кура: 

, (2.1-1))' 7 
У = ~ = (х+з)2 . 

2- м и е ол. у= Ixl функция х.ар к.андаЙ х да узлукеиз. х=О да 
бу функция дифференциалланмаелигига ишонч х.осил к.илинг. 

Е ч и ш. х=О нук.тада аргументга Ах орттирма берамиз, у х.олда 
функция Ау орттнрма олади: 

{ -Ах, агар Ах<О булеа, 
Ау= IAxl = 

Ах, агар Ах>О булеа; 

l'J.y = {-I, агар Ах<О булеа, 
I'J.X 1, агар Ах>О БУлеа. 

демак, х=о нук.тада у= Ixl функция х.осилага эга эмас, чунки 

~ ннебатнинг Ах_О даги лимити маажуд эмае. 
3- м и е ол. у=8-х2 аа у=х2 параболаларнинг кееишиш 

бурчакларини топинг. 
Е ч и ш. Параболалар тенгламаларини биргалик.да ечиб, улар­

нинг кееишиш нук.талари А (2,4) аа В( -2,4) ни топамиз. Парабола­
лар тенгламаларини дифференциаллаймиз: у'= -2х, у' = 2х. Бу 
х.осилаларнинг А аа В нук.талардаги к.иАматларини х.иеоблаАмиз аа 
эгри ЧИЗИ"-.Iар ораеидаги бурча к формулаеидан фойдаланиб 
топамиз: 

4+4 8 -4-4 8 
tgЧ'l= "1-16= -15 аа tgЧ'2=......-=-iб=I5· 

Бундан: Ч'I = аге tg( - 185-)аа Ч'2= аге tg 185. 

3_1_5. у={(х) функциянинг Аогарuф.мulC ~OCиAacи деб, шу 
функциянинг логаРllфмидан олингаи х.осилага аАтилади, яъни: 

(Iny)'=~= /'(х) . 
у /(х) 

ФУJlКЦИЯНИ олдиндан логарифмлашдан фойдаланиш баъзаи 
унинг х.осилаеини ТОПИШ/IИ осонлаштиради. Функциянн лога-
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рнфмлаш аа днФФеренциаллашнн кетма-кет к.уллаш Аогариф .. u/С 
дuфференцuОААОШ деб аталадн. 

4- .. н с ол. Функция х.осиласини топинг: , 
3 - 1 

У= '1.12 ·~-Siп3х.сos2ж. 
I+z' 

Е ч и ш. Бу функциянн лorарнфмлаАмнэ: 

Iny=f Inx+lп(l-ж) -ln(1 +.r) +Зlп sinx+2ln сosх. 

Тенгликнннг иккала к.исмнни ж буАича днфференцналлаАмиэ: 

11' 2 1 1 2х 3 2siпх -=-.-------+-. -·сosх---. 
11 3 х I-x I+z' SIП.r cosx 

бунда н 

У =У -------+Зсtgж-2tgх . , ( 2 1 2.1 ) 
3.1 1-.1 I+z' 

J - дapcxOНil ТOnШUРUFU 

Х Ф 4z2-1 1. осила таърн ндан фоЙдаланнб. У= --2- функцня х.осн-
.r-+ 1 

ласнни тonннг. 

Ж: '=~ У (z2+ 1)2 . 

Э -
2. у= ух функциянинг .1=0 нук.тада узлукснэ ва днфференцн-

аллануачн булиш-булмаслигннн аник.ланг. 
3---

З. y=(x+l) уЗ-х згрн чнзнк.к.а абсцнссасн .10=-1 булган 
нук.тада уткаэилган урннма ва нормал тенгламасннн туэннг. 

3 - 1 
Ж: У= у4 (.1+1) aay=--т:-(х+I). 

\/4 
4. y=sinx ва y=cosx эгрн чизнк.лар к.андаА бурчак остнда 

кесишадн? 
Ж: arctg2v'2~ 70030'. 
5. К,уАндаги функцияларнинг х.оснлаларннн днфференциаллаш 

к.ондаларн аа формулаларнни к.уллаб топннг: 

а) У= "';4.1+1 
z2 

а) y=sin4x+cos4x; 

siп2.r 
д) y=-ro;:;-' 

б) у=х2 .уl _.12 ; 

г) у= ~I +cos2x ; 

е) у=tgЗх-зtgх+Зх. 
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1- .. ycTalfjUA uш 

1. у= 4:~ эгри, чизикlUI хо=2 нуктада 9ткззилган уринма 83 

нормалнинг тенгламасини туэинг. 

Ж: у= -f+2 ва у=2х-З. 

3х-2 
2. у= 4х+7 функция х.осиласини таърифдан фоАдалзниб 

топннг. 

Ж: 29 
(4х+]l2 . 

З. к.уАидаги функциялзрнинг х.осиласини тoI1инг: 

) _ 3х+ VЖ . б) у=2 -V1- -гz . 
а у- V~+2' I+-Гz . 

в) ч=Зхsiп3х+Зсosх-сos~х; 

д) = ( sinz )2. 
У \1 +cosz • 

4 Z t 4 Х. г) y=tg 2- С g 2' 

е) y=cosec 2 f. 

2- дарсхона ТOfIШUРUFU 

КуАидаги функцияларнинг х.осилаларини дифференциаллаш 
кондалари 8а формулаларидан фойдаланиб топииг: 

1. а) y=x2sin2x; б) у=е4жtg2х; 
3 .~---=-

в) у= vx3+sin3x ; 
3 

д) у=З-''' 3Jr ; 

2. а) у= (Зх3 _сtg4х)3; 

8) y=ln tg~j 

д) y=sh2x3
; 

3. а) y=(~3_tg42X)3; 

8) y=lg4(x5 _sin52x); 

д) у = (sin2x) .<84'; 

(х-2)9 • 
---':===7:'"---:,,11 ) 4. а) у= V (z-I)5(z-з) 

г) у= ух2+ 1 .сtg 2зх; 

е) у=е-""'" " •. 

б) y=ln3(~_2-·2); 

г) y=e- V -'-3Jr+Э; ./ 

е) y=arctgYI+x2
• 

б) y=x3th3x; 

г) у=агс ctg "";1 +е--' ; 
е) у= (х2+ 1) .1112<. 

б) = "Z=Т У 3-- __ О 

V (Х+2)I • V (z+З)3 
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2- "'устак,иА UШ 

к.уАндагн функцняларнннг х.ОСНЛ8ларннн топннг: 

1. а) y=X2 ,cos32x; б) у= 
I +сos2ж 
I +siп2ж 

8) у= (З1iп:и_сosЗх)2; г) y=eJ'.cos 2x. 

2. а) у=х3 .есI I/З<; б) у= (SiП 3ЗХ+СОS32х)2; 
8) у= Inaгctge-<; г) у=siп ЗЗх.tg22х. 

3. а) y=x.ctg24x; б) у= (X
3 +ctg32x)2; 

8) y=cos(X4 _tg4 X); г) y=cos2x.e- 2,. 

vж4 + 1 -~ б) !J=е'~I-е2' -агсsiпе'; 4. 8) У = '" ; 
Vi+I+~ 

1 
2'.(Ж+I)З 8) !J = х 1 •• ; г) !J = -----==-

/ж_I)2 у2ж+ I 

2- _. Юк.ори тарти6JIи х.ОСИ.llLllар 

3.2.1. y=f(x) функцнянннг ШСfШНЧU тартu6лu екн UlCfШНЧU 
~ocиAacи деб унннг бнрннчн тартнблн х.оснласндан олннган 
х.оснлага. яънн (у')' га аАТНЛ8ДН. 

Иккннчн тартнблн х.оснла к.уАндагнларнннг бнрн бнлан белгнла' 
надн: 

d2y 
у". (х). d~. 

y=f(x) функцнянннг n-тарти6Аи екн n-~ocиAacи деб унннг 
(n - 1) - тартнблн х.оснласндан олннган х.оснлага аЙтнладн. n- тар­
тнблн х.оснла учун ушбу белгнлашлардан бнрн к.улланнладн: 

у'О). (")(х). tl'y 
dЖ" . 

Белгнлашга кура 
у'О) = (y'O-I)' . 

1- м н с о л. У= Iпх функцнянннг n- тартнблн х.оснласннн тonннг. 
Е ч н ш. n марта кетма-кет днфференцналлаб. к.уАндагнга эга 

буламнэ: 

, 1" I '" 2 IV 2·3 
y=~.y =-7' У =7' У =-7····· 

у(.' = (-I)"+I(n_I)! 
ж" 
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3.2.2 . .1' узгарувчииииг у фуикцияеи ошкормае шаклда F(x, 
у) =0 теИГ,1ама билан берилгаи булеа, у х.OIIда !I х.осилаии топиш 
учун F(x, у) =0 теигликнииг иккала к.немиии .1' буАича диффереици­
аллаб, еунгра х.осил булган !I га ниебатаи чизикли теигламадан 
х.осилани топиш керак. Иккиичи ва ,.ндаи юкорирок тартибли 
х.осилалар х.ам шу каби топилади. 

2- м и е о л. Ошкормас х.OIIда 

х2 +у2=64 

тенглама била и берилгаи у фуикцияиинг !I ва у" х.осилаларини 
топинг. 

Е ч и ш. у узгарувчи .1' нинг фуикцияеи деб х.иеоблаб, берилган 
теигламанинг иккала киемиии .1' буАича диффереициаллаАмиз: 

2х+2у·у'=0. Бундан у'= -~. Тonилгаи бириичи !I х.осилани 
У 

яна .1' буАича дифференциаллаймиз: 

у" = (y'j' = _ У-ЖУ 

1 

Э ' Х 
нди У = -- эканини х.иеобга OIIиб, 

у 

у 

У-Ж (-f) 
1-

ни х.осил киламиз. 

" I+~ - " 54 ШундаА килиб, у = --;- еки у = -7' 
кура .1'2+1=64. 

чунки 

3.2.3. Агар у функциянинг .1' аргументга боl'ЛИКЛИГИ 

{
X=X(t), 

y=y(t) 

шарпа 

тенгламалар билан пара метрик шаклда берилган булеа, у х.OIIда 

, У,,, У, 1 ( ') уж=-т, Yj1= -т . -т = 
ж, Ж, , ж, 

3- м и е о л. Ушбу 

{
X=8eost, 

у=8siпt 

У"Ж,-ЖIIУ, 

(ж;)3 

параметрик теигламалар билан берилган функциянинг биринчи ва 
иккиичи тартибли х.оснлаларнни топннг. 
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Е ч н ш. Юкорида келтнрилган формуладан фоАдаланиб, 
куАидагиларни осон топамиэ: 

х',=;-8 sint, !I,=8 cost; 

''', 8с081 У.=-Т = --о -= -ctgt ; 
х, -8SIПI 

') ,1 ---3' - (", ,~= ( - ctgt)" -8sinl - 8.sin 1 У; - х; , х, 

3- дарсхона ТOnШUРUFU 

1. y=ln(x+ уl +х2 ) функциянинг биринчи аа иккинчи тартиб­
ли хосиласини топинг. 

2. у= : ~; функцнянинг n- тартибли хосилаСИifИ топинг. 
З. К,уАидаги тенгламалар билан ошкормас хonда берилган 

функцияларнинг биринчи аа иккинчи тартибли хосилаларини 
тonинг: 

а) у2=2рх; б) y=x+arctgy, 

4. Параметрик тенгламалар билан берилгаll фvнкцияларнинг 
иккинчи тартиб.iIИ хосиласини TOnIlHr: 

{
x=ln(l+t2

), 
а) , 2 

Y,=t; 

5. Ушбу 

б) .. {х=а (I-sinll. 
y=a(l-cost), 

51 

IX=I""+t2' 
512 

у= 1+12 

параметрик тенгламалар билан берилган эгри чизикка Мо(2, 4) 
нуктада уткаэилган уринма аа нормал тенгламасини тonииг. 

3- Jlустак,UА uш 

~ 1. а) у=.(2Iпх-З) функциянинг иккинчи тартибли ХОСИ.1а-

сини топинг. 

б) Ушбу 

{

x=arccos "';t, 

у= YI_/2 
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параметрнк тенгламалар бнлан бернлган функциянннг нккинчн 
тартнблн х,оснлаеннн топннг. 

в) е'+е'-2Ж'-1 =0 тенглама бнлан ошкормае х,anда бернлган 
у функцнянннг нккннчн тартнблн х,оснлаеннн топннг. 

2. а) y=x2sin(5x-3) функциянннг н!<кннчн тартиблн х.оснлаен­
нн топннг. 

б) Ушбу 

!
X=I~t, 

у=­
/ 

параметрнк тенгламалар бнлан бернлган функцнянннг нккннчн 
тартнблн х.оснлаеннн тonннг. 

в) х3 +i-Зху=0 тенглама бнлан ошкормае х.anда бернлган 
у функцнянннг нккннчн тартнблн х,оснлаеннн топннг. 

3. а) y=-j-ln 2x функцнянннг нккннчн тартнблн х.оснлаеннн 

топннг. 

б) Ушбу 

! X=Sh:t, 

у=­
ch2/ 

параметрнк тенгламалар бнлан бернлган функциянннг иккннчн 
тартиблн х.осилаеини топинг . 

в) х4 _ху+у4= I тенглама бнлан ошкормае х.anда берилган 
функциянинг иккинчн тартибли х.оснлае~нн топннг. 

3-1. Фуи.ци.иинг Аифференциuи 

3.3.1. y=f(x) функциянинг дифференциали деб, унннг орттирма­
еининг эркли узгарувчн .1' нинг орттнрмаенга ннебатан чнзнк.ли 
булган бош к.иемнга аЙтилади. 

у=Нх) функцнянинг дифференцналн dy билан белгиланади. 
Функциянинг днфференциалн унинг х.оснлаен билан эрклн узга­
рувчн орттирмаеининг купайтмаенга тенг: 

dy=f'(x)~x ёки dy=y'.~x. 

Равшанки, dx=tu. Шу еабаблн 

dY=f'(x)dx ёки dy=y'dx. 

Дифференцнал геометрик жих.атдан y=f(x) функция графнгнга 
М (.1', у) нук.тада Утказнлган урннма ордннатаеннннг орттнрмаенга 
тенг (20- шакл). 

Функцнянннг дифференциали dy унннг ~y орттирмаендан tu га 
ниебатан юк.орн тартиблн чекеиз кнчнк мик.дорга фарк. к.илади. 
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)( 

20· Ш8КЛ 

3.3.2. Агар и=и(х) ва tI=tI(х) функциялар днфференцналла· 
нувчи булеа, у J{.OIIда дифференциалнинг таърнфн аа днфференцн· 
аллаш к.ондаларндан беаоснта днфференцналнннг аеоснй хосеала­
рнга эга буламнз: 

1. d(C) =0, бунда С - Узгармае. 
2. d(Cu) =Cdu. 
3. d(u±tI) =du±dtl. 
4. d(u·tI) =udtl+tldu. 

( и) IJdu-udlJ 
5. d р = ,} ,бунда tI*О. 

6. d{(u) ={'.(и) . u'dx={' (u)du. 
1- м и е ол. y=tg42x функцня днфференцналннн топннг. 
Е ч н ш. Onднн бернлган функциянннг J{.оснлаеннн топамнз: 

у'=8tgз..2х • -1-2 - = 8tg~xsee~x. 
cos 2х 

У J{.OIIда dy = 8tg32x. sec 22xdx. 
3.3.3. у={ (х) функцнянннг иlClCиНltи тарти6Аи дuфференцUQ.AU деб 

бнрннчн тартнблн днфференцналдан OIIHHraH днфференцналга 
айтиладн аа 

d 2y=d(dy) 

кабн белгиланадн. 
у={(х) фУНКЦИНlIJtНГn- тартu6АuдuфференцuаАuдеб (n-I)-Tap­

тнблн дифференцналдан OIIHHraH днфференциалга айтнладн, яънн: 

d"y=d(d"-I y ). 

у={(х) функция берилгаи булиб, бунда х - эркли узгаруачн 
булеа, у J{.OIIда унннг юк.орн тартнблн днфференциалларн ушбу 
формулалар буАнча J{.необланадн: 

d 2y=y"dx2
, d 3Y=!I"d:i, ... , d"y = y(O)dx". 
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2- м н е ол. y=x(lnx-I) функциининг иккинчи тартими диффе­
ренцналнни тonинг. 

Е ч н ш. Берилган функцнинннг бнринчи ва иккиичи тартибли 
х.оснлаларннн топамнз: 

1 ,,1 
y'=lnx-l+x. -=Inx, у =-. 

z • z 

Демак, dy= Inxdx, d 2y= ..!.. dx2 
• 

z 
3.3.4. Функциининг dy дифференциалн унинг 11у орттнрмаендан 

!:J.x=dx га ннебатан юк.орн тартиблн чекенз кнчик мик.дорга фарк. 
к.нладн, шу еабаблн !:J.y:::::dy ёкн 

бунда н 

{(х+11х) -f(x) :::::nx)!:J...r, 

{(х+11х) :::::f(x) +f'(x)11x 

формула га эга буламнз, бу формула функцня к.иАматларннн 
та"рнбнii х.необла шларда к.улланнладн. 

з- м н е ол. aгesin 0,51 нннг так.рнбиА кнiiматини х.иеобланг. 
Е ч и ш. y=aгesinx функциянн караiiмиз: х=О,5, 11х=О,ОI деб 

0II11б ва aгesin(x+!:J...r) :::::aresinx+ (aгesinx)'11x формуладан фоАда­
лаllнб топамиз: 

aresinO,51 ::::: aresinO,5 + у 1 .0,01 
1_ (0,5)2 

= i + 0,0 11 ~ 0,534 . 

Шундай кнлнб, aгesinO,51 ~O,534 радиан. 

4- дарсхона ТOnШUРUF"U 

1. у=2х3 +5х2 функция бернлган. Унинг: 
а) орттирмаеини топинг; 
б) орттнрмаеинннг бош кнеминн топинг. 

Ж: а) 11у= (6х2 + 10x)!:J.x+ (6х +5) !:J...r2 + 2!:J...r3
; 

б) dy= (6х2 + 10х)11х. 
2. к.уАидаги функцняларнинг биринчи тартибли дифференцн­

алларини тonинг: 

-- I --
а) у= у1+х2 ; б) У = aгesin-.r; в) y=ln(x+ У1+х2 ). 
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3. к.уЙидаги фУИКЦИRлариинг иккинчи тартиб.llИ диффереици­
а.1ларини топинг: 

а) у=е-;'; б) y=x(lnx-I); в) y=aгeeosz. 
4. к.уiiидаги функцияларнинг учинчи тартибли дифференци­

алларннн х.необланг: 

а) y=eos22x; б) у= (2х-3)3; в) y=~ . 
.t 

5. Куйндаги функцияларнинг так.рибнЙ к.иЙмаТ.IIаРИNИ вергул­
дан кейингн нкки хонаеигача аннк.лнкда r.необланг: 

а) х= 1,03 да y=X3 -4х2 +5х+3; 
б) х=О,2 да у= "";1 +х . 
Ж: а) 5,00; б) 1,10. 

4-
6. -\}17 нинг так.рнбнА к.иЙматннн вергулдан кеАннгн иккн 

хонаеигача аннк.лнкда х,иеобланг. 
Ж: 2,03. 

4- "'устак,ЦА ЦШ 

I.Агар 
а) у=х31пх; б) y=e-ЗЖ.еos2х 

булеа, dy, d2y, d3y дифференцналларнн х,иеобланг. 
2. Функцняларнинг так.рнбнЙ к.нЙматларннн вергулдан кеАнн­

гн нкки хонаеигача аник.лнкда х,необланг: 

3_ г-х 
а) х=О,1 да у= VТ+X; 

б) х=О,98 да у= ух2 -7х+10 . 
Ж: а) 1,II:i; б) 2,09. 

4- '. РOII.II, ЛаrраНJI(, I(OIIIИ теоремuари. 
Л ооит ....... ондаси 

З.4.1.t1> о л л т е о р е м а е и. Агар y=f(x) функцня la, Ь] кеемада 
узлукеиз, (а, Ь) оралнк.да днфференциалланувчн ва ((а) =f(b) булеа, 
у х,OIIда ак.аллн битта шундай х=с (а<с<Ь) нукта мавiКУДКИ, унда 
{'(с) =0 буладн. 

Бу теорема х,осиланинг НOIIларн ёки илднзларн хак.идагн 
Teope:.ta хам деЙилади. 
v1Iагранж теоремаеи. Агар y=f(x) функция [а, Ь] кеемада 

узлукеиз, (а, Ь) оралик.да дифференциалланувчи булеа, у ХOllда 
акалли бипа шундай х=с (а<с<Ь) нук.та мавжудки, 

((Ь) -На) =f' (с) . (Ь -а) 

булади. 
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ру теорема чеми айирмалар х.акидагн теорема х.ам деАилади. 
v'к о ш н т е о р е м а е и. Агар y=f(x) ва у=ср(х) функциялар [о, 

Ь] кеемада уэлукеиэ, (а, Ь) оралик.да диффереициалланувчи, шу 
билан бирга бу оралик.да ср'(х) *0 булеа, у х.олда ак.алли битта 
шуидаА х=с(а<с<Ь) нук.та мавжудки: 

/(Ь) -/(а) /'(с) 

",(Ь) -",(а) ",' (с) 

булади, бунда р(Ь) *ср(а). 
1· м н е ол. f1, 5) кеемада {(х) =х2 -бх+ 100 функция учун Ролл 

теоремаен уринлими? х нинг каидай к.иЙматида {'(х) =0 булади? 
Е ч н Ш. {(х) функция х нинг барча к.иЙматларида уэлукеиэ, 

днффеРt'lIцнаJlланувчн ва унинг [1, 5] кеема ОХИРJlаридагн к.иЙмат, 
лари тенг: {(I) ={(5) =95 булгани учун Ролл теоремаен шартлари 
бажарилади. х нинг {'(х) =0 БУJlадиган к.иЙмати {'(х) =2х-6=0 
теНГJlамадан аннк.ланади, яъни х=3. 

2,мнеОJl. {(х)=2х-х2 эгри чизикнинг АВ ёйида шундай 
М нуктани топингки, бу нуктада эгри чиэнкка уткаЗИJlган 
урннма АВ ватарга параJlJlеJl булеин, бунда A(I, 1) ва В (3, -3). 

Е ч н ш. {(х) =2х-х2 функция Х нинг барча киймаТJlарида 
УЗJlукенз ва днфференциаJlланувчи. Иэланаётган М нук.тада 
утказилган уринманинг бурчак коэффициенти шартга кура 

/(b)b-=!~a)_ га тенг, иккинчи томондан, Лагранж теоремаеига кура 

нккита a=1 ва Ь=3 кнймат ораеида 

{(Ь) -f(o) =f'(c) (Ь~a) 

теНГJlНКНИ каноаТJlантирувчи х=с к.иАмат мавжуд, бунда 
{'(х) =2-2х. ТеГИШJlИ киймаТJlарни к.УЙеак, 

ёки 
f ( 3) - f (1 ) = (3 - 1 ) {' ( с) 

(2.з-з2) - (2·1_12) = (3-1) (2-2с). 

Бу охнргн теНГJlаманн с га ниебатан ечеак, с=2, {(2) =0. Шундай 
к.ИJlнб, М нукта (2, о) координаталарга эга. 

3---

3-мнеОJl.{(Х)=У(Х-8)2 функция учу н [о; IO] кесмада 
Лагранж теоремаеи УРИНJlИМИ? 

Е ч н ш. {(х) функцня х нинг барча кийматларида уэлукеиз, 
,2 О аммо унннг {(х) 3 х.ОСИJlаеи (о; 1 ) оралик.нинг х=8 ну к-

3у:<-8 

таеида мавжуд эмае, шунга кура Лагранж теоремаеи УРИНJlИ 
эмае. 

3.4.2. АникмаеJlИКJlарни очншнннг ЛопитаJlЬ 

коидаен (% ёкн ~ куринишдаги аннкмаеJlикларни очиш). {(х) 
ва ср(х) фУНКЦИЯJlар хо нуктанннг бирор атрофида (хо нук.та-
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иииг узидаи ташк.ари) дифференцналланувчн ва ср'(х) ~O булени. 
Агар lim Нх) == lim ср(х) -О екн lim '(х) = lim ср(х) = CIO булнб, .-.... .-.... .-.... 

1· ,. (z) бl\ . '(z) 
1т -, - мавжуд ,лса, у Jl.OIIда 11т -­

._.., '" (z) ._.... ",(z) 

х- CIO да цм Лonнталь к.ондасн Урннлн. 

.-.... 

= lim ((z) 

• - ... • (z) 
БУладн . 

О· CIO екн CIO - CIO шаклндагн аинк.маслнклар алгебранк алмаш-
О _ QD _ 

тнрншлар орк.алн О екн ~ курннншдагн аннк.масликларга келти-

рнлнб, сунгра Лonнталь к.OfIдасндаи фОЙдалаинладн. 

о", CIO 1) екн 1- куринишдаги аник.масликлар лorарнфмлаш 
орк.алн ..Q. еки ~ куринишдаги аннк.масликларга келтнрилади. 

О QD 

~ l' z-sinz 
.. - М и с ол. ~ --~-- нн тonннг. 

Е ч и ш. Ифоданинг суратн ва махражн х-О да н 011 га ннтилади, 
О 

шу сабабли о шаклндагн аннк.маслнкка эгамнэ. Лonнталь к.онда-

сидан фоАдалансак, 

lim_~--:·~n~ = lim_1 - сOllz = lim.!~~=-..!.. . • ~ ~ .~ Зr .~ 6z 6 

Бу ерда Лonнталь к.ондаеи ИJU<н марта к.улланнлдн. 

5- м н с ол. limx2!nx ин тonинг . . ~ 
Е ч и ш. О· ьо шаклидаги аник.llасликка эгамиэ, ~Inx Kynalh"Ma-
~ Ф QD ни -1- булинма шаклида н одаласак, натижада -;;- шаклндаги 

"7 
аник.маслнкка эга буламнэ_ Лonиталь к.ондаснии к.уллаАмиэ: 

Iimx2!nx= lim~ = lim_z
_ = --..!..'imz2 

... О . 
• ~ .~ ....!.. .~ _2 2 .-оС 

r ~ 

6- м и с ол. lim(sinz)' ни тonинr . . ~ 
Е ч и ш. OQ шаклидагн аиик.масликка эгамнэ. Бернлган функШI­

"нн У билан бeJJгнлаб: у= (sinx)', буни лorарифмлаймнэ: 

lпу=х In sinx = 'П sinz 
1 
z 
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Лonиталь к.ондаеини к.уллаЙмнз: 
CCIU 

(. ( (. Insin.c (. siru 
1т пу = Im--- = Im-- = 
,~ ,~I ._ 1 

.с -7 
( . ~COU (. (.с ) О - Im-.--= - 1т z . -. - . eosz = . 
.1-0 sUU' ._0 SlR.r 

ШундаА к.илиб, (imy=el)= 1 . 
,~ 

5- дарсхона ТOIIШIlpuFU 

1. [-1; О] ва [О; 1] кеемаларда Нх) =х_х3 функция учун рQJln 
теоремаеи уринлими? Агар уринли булеа, у х.QJIда z нин г тегишли 
к.иНматларнни тonинг. 

1 
Ж: х = ± VЗ . 

2. {(х) =х2-4х+3 функция илдизnари ораеида х.осиланинг 
нnднзи борnнгини текширинг. 

4 3 -
з. [- 1, 2] кеемада ~ ва 1 - V х2 функцияларга Лагранж тео-

ремаеини к.уnлаб буладими? 
4. Канеи нук.тада {(х) =4_х2 фуикцияга Утказипган уринма 

А ( - 2, О) ва В (1,3) нук.Т8ларни тортиб турувчи ватарга параллел? 
Ж: (-o,5~ 3,75) нук.тада. 
5. {(х)=х ва ср(х) =х2 функциялар учун Коши формуласини 

ёзинг ва с иук.тани тonииг. 
6. Лonитаnь к.ондаеидан фоАдалаииб, лимитnарнн тonинг: 

а) lim rЗ-7~+4х+2 . 
__ 1 rЗ-5.с+4 

б) liт Ig.r-.sin.r; 
... ---+0 X-SIП.r 

. ;'-1 
в) 11т -----:--;;-:-; 

",-О SIП..м 

г) (im(~---.!-); 
,-ок е'-I 

д) lim tgx.lnx; 
.~ 

е) (im (tgx) sin, ; 
,~ 

ж) (im (1 + ~ )' . 

7 5 1 
Ж: а) 2"; б) 3; в) 3; г) 2; д) О; е) 1; ж) 3. 

5- "'устак,ш uш 

3-
1. [-1; 11 кесмада {(х) = 1- \/х функция учун РQJlЛ теоремасн-

нн к.Улnаб буладими? 
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2. Ушбу 
8) '(х) =arctgx функ1UIЯ учун (О; 1) кесМ8да; 
б) '(х) -=8rcsinx функ1UIЯ учун (О; 1) кесМ8Д8; 
В) f (х) = Inx функ1UIЯ учун (1; 2) кесмада Л8ГР8НЖ форrotynасиии 

езинг 8а х-с ни тonинг. 

. а) --1; б) 1--' В)-. Ж · ~ А 1 JI n,l • In2 

3. Ушбу 

а) sinz В8 casz фУНК1UIяnар учуи (О; -j-J кесмада; 
б) ~ В. "";ж фУНК1UIялар учун [1; 4) Кl'смада Коши формула· 

сиии ёзииг ва х-с ии тonннг. 

Ж: а) :; б) \1": 'f . 
4. Лonиталь К,оидасидаи фоАдаланиб куйндаги ЛМ/lllIтларни 

тonинг: 

ILI' 
;' -6 

а) !~ In~~.I") ; 

. 1'2"" 
б) ~~ Iп(I-.I") • 

В) lim arcsinz.ctgz; г) ~~ (~ -ctg2x); 
.-0 

I 

д) ~ (n-2z)<"; е) lim (х+26)'. 

I 

2 
Ж: а) 2; б) 00; В) 1; г) з; д) 1; е) 2. 

5-" Те"'", ф"'II)'''.С. 

3.5.1. Агар lI=f(x) фУНК1UIJ1 хо иуктанииг бнрор атрофида 
(n + 1) - тартнбгача )(,ОСКЛ8ларга зг. б9лса «n + 1) - Т8РТИбли J(.осила 
J(.aM кирадм) • у J(.MAa бу .трофнмнг х.ар кандаА х нуктасн учун 
n- тартмбли ТеiLllор формуласи 9Ринnи: 

f(.If» ((.1"0) 2 
'(х) =f(x,J + -11- (х-хо) + ~ (х-хо) + 

ff~1 (60) • + ... + , (х-хо) +R~(.I') • 
't. 
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(0+1) (t 
бунда Ro (х) = 1 )1 (x-хо)о+IТеЙJlорформуласннингЛвгранж 

(1\+ ). 

шаклндагн н;алдuн; ~aдu деАнлвди, ~ ИУJ<та х аа хо ИУJ<талар 
орасида ётади, яъки ~=xo-t8(x-Xo) аа 0<8< 1. 

1- м н с ол. {(х) =x3-2~+3x+5 кущздни (х-2) икких.аднинг 
бутун мусбат даражалари буАича ёАинг .• 

Е ч и ш. Масалани х.ал I(Нлиш учун купцдни аа унинг 
х.осилаларининг хо=2 НУJ<тадаги J<иАматларини топиш керак. 
Тегишли х.исоблашларни бажарамиз: 

('(х) =з.с-4х+3; ("(х) =6х-4; f1l1(x) =6; n~4 учун {(о'(х) =0. 

Бундан: f(2)=II; ['(2) =7; ("(2) =8; ''''(2) =6. 
дема к, 

'(х) =х3-2х2+3х+5= 11 + 2.(Х-2) +.!(Х-2) 2+~ (х-2) з 
1! 2! 3! 

ёкн 

'(х) =х3 -2х2 +3х+5= 11 + 7(х-2) +4(х-2)2+ (х-2)3. 
2-мисоn. xo=-I да '(x)=~ функция учун учинчи тартибли 

Тейлор формуласинн ёзинг. 

Ечиш. Барча n лар учун ((·'(x)=~ аа f(·'(-I)=..!. экани 
е 

равшан. 

Демак, 

2 3 
е'=..!.+..!. .1"+1 +..!. (.1"+1) +..!. (z+l) +Rз(х) , 

е I! '! е 2' t! 31 

шу биnан бирга Rз(х) =et (.I"+,1)~, бу ерда ~ нукта х аа - 1 орасида 
4. 

ётади ёКlt 

;=-1+8(x+1),0<8<1. 

3_5_2. Агар ТеАлор формуласида хо=о 011 И нса, у х.OIIда, 
n- тартибnи Маклорен формупаси х.осиn булади: 

'" (о, 

((х) =f(O) + (I~) х+ ' ~~) х2+ ... + (_~~) xO+R.(x), 

(IО+I'ш 
бунда R.(x) = (11+ 1)' x·+ I- КOIIдик цд, ; нукта х аа О нуктаnар 

орасида ётади, яъни ~=8x, 0<8<1. 
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Баъэн функцняларнннг Маклорен формуласн б~Анча ёАнлмаси­
ни келтирамиэ: 

• 1+Х+х2+ +Jt"+ е" 0+1. е = Ii 2r ... -n! (11+ I)!X • 

. х'! 1l" _+1 ""-1 
SIПХ=Ii-зr+5/- ... -(-1) (211-1)!+ 

.". + 1 

+ (-1 ) "сos8х (211+1)! ; 

х2 х4 х2' .". + 1 
сOSХ= 1-21+41- ... - (-1) о (211)! + (-1 )O+lcos8x ,n ..... ; 

(1 + ) "'= 1 +~ + m(m-I) 2+ ".(".-1)(".-2) 3+ + 
х I!x 2! Х 3! х ... 

+ ,,!~-I) .. ("'-II+I) х'+ ",(~-I) ... ("'-II) (1 +8x)"-·-I. xo+l. 
111 (11+1)1 

{(х) = (1 +х)'" функциянннг ёАнлмаси БUНШСиаА ёЙUАAUJ деАила­
дно 

3-мисол. Маклорен формуласн ёрдамнда {(x)=ln(l+x) 
функцияни Х нинг даражалари б~Аича ёАннг. 

Е ч и Ш. ((О) =0 ~кани равшан. Берилган функциянннг х,осила­
ларини J(JIсоблаймиэ: 

. 1" 1 m 2 
'(Х)- I+Jl; {(х) . - (I+Jl)2; { (х)= (I+Jl)3; 

{(IV)(X) = _~; ... ; {(О)(х) = (_1).+1 (II-I)! . 
(1 +х)4 (1 +х)' 

ШундаА килиб, 

{'(0)=1; ("(0)=-1; ''''(О)=2!; f(lV'(O)=-З!, ... , 
I(O'(O)=(_I)o+l(n_I)!; l(o+I,(X) 111 

Буларии Маклорен формуласига к,уАсак, 

х2 '!.21 Jl4.з! 
In(1 +х) =Х-2Т+---зr-"""4!+ .. , + 

+ (_1)'+) (11-:/)1 x·+R.(x) 

ёкн 
х2 ~ х4 Jt" 

IП(1+Х)=Х-"2+З-'4+'" +(_I)·+I-;-+R.(x). Буерда 

Х"+I 1 
к,OIJдик.)(аД R.(x)=(-I)·--I . +1"нук,таэсаОвахнук,та-

11.+ (1 +t)' 
лар орасида ётадн. 
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6- дарсхона ТOnШЩJUFU 

1. f(х)=2х3 -Зх2 +5х+1 кущадни х+l икких.аднинг !lара-
жаi.ари буАича ёАнинг. • 

Ж: {(х) = -9+ 17(х+ 1) -9(х+ 1 )2+2(х+ I )3. 
2. хо= 1 нук.тада {(х) =Ух ФУНКЦИЯ учун учинчи тартибли 

ТеАлор формуласини ёэинг. 

Ж: f(x)=I- .&';1 +~(x-I)2- 1~(Х-1)3+Rз(х). 
35 (.&'_1)4 

бу ерда Rз(х) = 128 ~.-. 
е 

3. {(х) =tgx ФУНКЦИЯ учун иккинчи тартибли Маклорен форму-
ласини ё::lИНГ. 

Ж . {( ) = +~. 1 +2sin
2

, 
. Х Х 3 4' 

С06 , 

4. {(х) =Xtr функция учун n- тартибли Маклореи формуласини 
ёзинг. 

. r z' 11' 11'+1 t.-
Ж. {(х) =x+rт+Т!+"'+ (11_1)1 + (II+I)! (,+n+ I)e . 

6- "'YCTa~иA uш 

1. КУпх.адлар ёАилмасини ёэинг: 
а) ((х) =ii-2х4 +Х3_х2 +2х_1 ИИ (x-I) ИККИJl,aд даража-

лари буАича; . 
б) ((х) =х4 -5х3 +х2 -3х+4 кУnx.адни (х-4) икких.ад даража· 

лари БУАича. 

2. а) хо=2 нук.тада ((х) =_.&'_ функция учун учинчи тартиб· 
.&'-1 

ли ТеАлор формуласини ёэинг; 

б) хо= 1 нук.тада {(х) =~ ФУНКЦИЯ учун учинчи тартибли 
".&' 

ТеАлор формуласини ёэинг. 
3. а) {(х) =aгcsinx функция учун учинчи тартибли Маклорен 

формуласини ёэннг; 

б) {(х) =sin2x функция учун 2n- тартибли Маклорен формуласн' 
ни ёэинг. 

8- f. Та .... иби. х.исo6.lа ..... арга 
Те.",ор форму".асининг татбиlUl 

ТеАлор формуласи ихтиёрнА ((х) функцияни 

f(.&'o) (' (,) 2 
{(х) ~f(xo) + -11- (х-хо) + ~ (х-хо) + ... + 

{(Ol (,) 

+ ---п!- (Х-Хо)' 
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кУпх.ад wаклнда так.рнбнА НфQ4алаw нмконннн берадн. Бу 
кУпх.ад n- тартнблн Теll/lОР ICУn.1fадu деЙнладн. Хусусан, Хо=О да 
n- тартнблн МаlCАорен ICУn.1fадuга эга буламнз. 

Баъзн функцняларнннг Маклорен кУпх.адн wаклндагн· так.рн­
бнй ифодалаРНllН келтирамнз: 

e'~I+..:!:+Xl r". 
I! 2! + ... + NТ' 

. ;t ~ 2.0_1 
SIПХ::::::Х--+- _ ... + (-1 )"+1 г . 

31 5! (2n-I)1 ' 

х2 х4 х2' 
сosх~I--+-- ... + (-1)"-. 

21 4! (2n)l , 

(I+x)"~I+!!!.x+ m(m-l)x2+ +m(m-l)оо.(m-n+I). 
I! 2! .. 0 n! х о 

n = 1, 2, 3 деб QIIиб, к.уliидаги так.рнбнА формулаларга эга 
буламнз: 

х2 х2 ~ 
е'= 1 +х; e'~ 1 +Х+2"; e'~ 1 +Х+2"+б; 

. . ;t. x3 +xS 

SIПХ::::::Х, SIПХ~Х-б; SIПХ~Х-б 120; 

х2 х2 х4 х2 
cosx:::::: 1--· cosx~ 1--+-· cosx~ 1-- + 

2 ' 2 24' 2 
о ..:4 хб 

+ 24 - 720; 

m(m-I) 2 
(I+x)"~I+тx; (I+x)"'~I+mx+ 2 х; 

(1+ ) "'_1+ +m(m-I) 2+ m(m-I)(m-2) 3 
Х _ mх n Х _ х. 

Келтнрилган функцняларнинг х.ар бирн учун так.рнбнЙ формула­
лар аннк.лнкнннг ортнб борнwн тартнбнда беришан. 

Тейлор (Маклорен) формуласи функциялар к.нЙматларнни 
бернлган аннк.лнкда х.нсоблаwларда к.Улланнладн. 

Масала н, ! (х) функцнянннг х= а нук.тада ги к.нАматннн х.аТQIIНГН 
е дан капа булмаАднган аннк.лнкда хисоолаw учун ТеАлор 
куnx.адннн wундай k- тартнбгача QIIНW кераккн, бу k сон IR.(a) I <е 
тенгснЗJlНКНН к.аноатлантнрувчн n ларнннг энг кнчнгн к.нлнб 
танланадн. 

1- м н с ол. е сонннн 0,0001 гача аннк.лнкда х.нсобланг. 
Е ч н w. х=а= I эканлнгннн х.нсобга QIIсак, Маклорен форму­

ласнга кура: 

1 1 1 
e=!(I)=I+ Тi+ 2i + ... +nr+ R"(I). 
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e~ 
n нинг Rn(l) = (n+ I)! < 0,0001 шартни к.аноатлантирувчи энг 

кичик к.иЙмати k=6 булади, бунда O<s< 1. Демак, 

1 1 1 
e~ 1 +Т! + 2! + ... + 6! = 2,718. 

3-
2- м и с 0.'1. у29 нинг к.иЙматини 0,001 гача аник.ликда х,исоб-

ланг. 

Е ч и ш. Берилган илдизни бундай ифодалаймиз: 

Ушбу биномиал ёйилмадан фойдаланамиз: 

)
m 1 т m(m-I) 2 

(I+x = +т!х+ 2! х+ ... + 

+ m(m-I) ... (~-n+l) xn+Rn(x) . 
n. 

Бу ерда 

R () =m(m-I) ... (m-n) n+I(I+t)m-n-10<,: 1 
n х (n+I)! х '::> , ~<. 

Rn (х) нинг к.иЙматини урнига к.УЙиб, 

( 1 + ) m_1 +.!!!. + m(m-I) 2+ + m(m-I) ... (m-n+ 1) n так.ри-
х - I!Х 2! х ... n! Х 

бий тенгликка эга БУламиз. Rn (х) хаfоликни I хl < 1 ва етаР.lИча кат­
та n ларда исталганча кичик к.илиш мумкин. 

2 1 
Х=27 ва m=з деб олсак, 

з - ( 2 2·2 (2 )) у29 =3 1 +81 - вт:вт+ ... +Rn 27 . 

Хисоблашларнинг кетма-кет хатоликлари катта.1ИГИ 31 Rnl ни 
бах,олаб, топамиз: 

31RII < 3.2;2 < 0,002, 31R21 < 3.2.2~2.5 <0,0003. 
81 81 

Дема к, берилган аник.ликда х,исоблаш учун учта х,адни 
(k=3) олиш етарли экан, яъни 

~29 ~3(1 +0,024-0,0006) =3,072. 
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7-дарсхана Ton~pиги 

1. у=_х..._ функцня учун хо=2 нук.тада учинчи Тllртибnн 
... -1 

Тейnор куп~адини ёзинг. Бернnган функцня аа уиинг куп~ади 
графикnарини чизинг. 

~ . 1 
2. е':::::;: 1 +Х+"2 так.рибиА формуладан фоАдаnаниб "4""=" ни ТО-

пннг аа хатOIIИКНИ ба~OIIанг. 
1 

Ж: ~:::::;: 0,78; e<O,OI. 
. "~ 
3. к.уАндагиnарни 0,001 гача аник.пнк.да ~исобnанг: 

з-
а) cos4l c

; б) \1121. 
Ж: а) 0,754; б) 4,946. 

7- муста,,;,иА uш 

V~ 

1. {(х) =arcsinx функция учун учинчи тартибnи MaКJIopeH 
КУIIх.адини ёзинг. Бериnган функцня на унннг кУпх.адН графикnа­
рини ясанг. 

2. к.уЙидагиларни 0,001 гача аннк.пик.да х.исобnанг: 
з - 7--

а) уе; б)уl29; a)sin36c
. 

Ж: а) 1,395; б) 2,002; нХ 0,587 . 

• 
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4- б об 

ФУНI(ЦИЯЛДРНИ х.ОСИЛдЛДР ЁРДДМИДА ТЕI(ШИРИШ 

1- ,. Биринчн тартибли х.осила ёрдамида 
ФУНКЦИАларнинг экстремумларинн текwнриw 

4.1.1. Дгар (а, Ы ора.1ИКНИНГ Х2>ХI теНГСИЗ.1ИКНИ кано­
Llт.1антирувчи иккита ихтиёрий ХI ва Х2 нукта.1ари учун {(Х2) >f(xl) 
тенгснз,1НК 6ажари.1са, {(х) функция (а, Ь) opa.lНK..1a усувчи 
lеЙи.1а.1И. 

Агар (а, Ы ора.1ИКНИНГ Х2>ХI тенгси3.1ИКНИ каНDaТ.1анти­
fJУВЧИ иккита ихтиёрий ХI ва Х2 нукта.1ари учун ((Х2) <f(xl) 
тенгснз.~ИК 6ажа ри.1са, f (х) функция (а, Ь) ора.1ИК.1а ка.м.аювчи 
.'lеЙи.1ади. 

Ора.1ик.да усувчи ёки камаювчи функция.1ар .м.ОНОТОН функция­
лар деЙи.1а.'lИ. 
М о н о т о н .1 И К Н И Н Г зар у р и й- -шар т .1 а р и: 
1. Агар (а, Ь) Opa,lНK..1a ..1ифференциалланувчн у={(х) функция 

усувчи 65·.ка, у .'(o.lДa {'(х) >0. 
2. Агар (а, Ь) ораЛИl\..1а .1ифференциалланувчи y=f(x) функцня 

камаювчи 6улса, у х.мда {' (х) <О. 
М о н о т о н .-1 И К Н И Н Г е т а р.1 И .1 И К шар т .1 а р и. 
1. Агар (а, ь) ора.1ик.да .1ифференциалланувчи у=/ (х) ФУНКЦIIЯ 

мус6а]" ХОСИ.1а га эга 6у.1са, яъни {' (х) > О, У х.о.1..1.а функция шу 
ораЛИК.1а усувчи функция 6У.1ЦИ. 

2. Агар (а, Ь) ора.1Иl\..1а дифференциа.манувчи y=f(x) ФУНlщия 
манфий ХОСИ.1ага эга 6У.ка, яъни {' (х) < О. фУllКЦИЯ шу ора.1икда 
lCa.м.аювчи функция 6Ула.1И. 

Функциянинг 6иринчн тарти6.1И х.ОСИ.1аси н 0.1 га тенг ёки 
узилишга эга БУ.1адиган нукта.1ари критик нук.талар деЙи.1ади. 

Энг сод.да .'(о.Ilла рда у = {(х) функциянинг аниклани ш сох.аСи­
ни чеК.1И сондаги критнк нукта.1ар билан чегара.1анган монатОН.1НК 
ора.~ик.1арга 6УJ1ИШ мумкин. 

4.1.2. Агар хо нуктанинг шундай атрофн мавжу..1 6улсакн, бу 
атрофнинг х.ар к.андаЙ Х,*Хо нуктасн учун {(х) <{(ха) тенгсиз­
,1ИК Урин.1И булса, у х.0.1да у={(х) функция Ха нуктада .м.акси­
.м.у.м.га эришади .1еЙилади. 

Агар хо нуктанннг шундай атрофн мавжу.1 БУ.,сакн. 6у 
атРОФНI1НГ х.ар кандай Х,*Хо нуктаси учу н {(х) >f(XfJ) тенгси]-

162 



лик уринлн булеа, у ХOJJда y=f(x) функцня хо нук.тада АСИНИАСУАСга 
эрuшадu деЙнладн. 

Функцня макенмум ёки мнннмумга эришадиган нук.тала~ унннг 
экстреАСУАС нук.талари деЙиладн. Функциянинг экетремум нук.тала­
ридаги к.нЙматлари функциянннг экстреАСаЛ (АСаКСUACал ёкн АСини­
АСал) к,UЙАСатларu деЙилади. 

Экетремумнинг зарурий шарти. AraPY=f(x) функция 
хо нук.тада экетремумга эга булеа, у ХOJJда l' (хо) HOJJra тенг ёки 
мавжуд БУлмаЙди. 

Аммо хар к.андаЙ критик нук.та хам экетремум нук.таеи 
булавермайдн_ 

Экетремумнинг етарлилик шарти. Агар хо нук.та 
y=f(x) функцнянинг критнк нук.таеи булиб, функциянинг хосила­
си бу нук.тадан утишда ишораеини узгартuрса, у халда хо - бу 
функциянинг экстреАСУАС нук,таси булади, шу билан бирга: 

1. Агар хо нук.тадан чапдан унгга утишда {' (х) уз ншораенни 
муебатдан манфнйга узгартиреа, у халда Хо нук.тада функция 
макеимумга эришадн. 

2. Агар хо нук.тадан чапдан унгга утишда {'(х) уз ишораеинн 
манфийдан муебатга узгартиреа, у халда хо нук.тада функция 
миннмумга эрншади. 

Шундай к.илиб, монотонлнк оралик.ларини ва функция экетре­
муминн топиш учун мдин функциянинг аник.ланиш еохаенни 
критик нук.талар ёрдамнда монотонлик оралик.ларига булиш ва 
уларда хосила ишораенни текшириш керак. 

Шундан кейин монотонлик._ва экетремумнинг етарлилик шартла­
РИ..'J.ан фойдаланнб, уенш ва камайиш оралик.ларинн, максимум ва 
минимум нук.таларини топнш хамда функциянинг бу нук.та­
лардаги к.иЙматларини хнеоблаб, натижаларни тегншли жадвал­
га ёзиш керак. 

1- м и с ол. у=хЗ _зх2 функциянинг монотонлик оралик.лари­
ни ва экетремумларини топинг_ 

Е ч и ш. Бернлган функциянинг аник.ланиш сохаси - бутун Ох 
Ук.и булиб, унинг хосилаеи у'=3х(х-2). 

Хоснланн нмга тенглаштириб, критик нук.таларни топамиз: 
XI =0 ва Х2=2. ОХ Ук.н бу нук.талар билан учта оралнк.к.а булинади: 
(-00; О), (О; 2) ва (2; +(0). 

Бу орали к.ла рда хоснланинг ишораеини текшириб, натижа­
ларни к.уЙндаги жадвалга ёзамнз: 

J: (-.... ;0 ) О (0;2) 2 (2; +ш) 

11 + О - О + 
IJ -------- max ------ mlп ~ О -4 

Yma.=f(O) =03 -3·02=0; <Ymin=f(2) =23_3·22 = -4. 
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4.1.3. y=f(x) функция [а. Ь) кесмада узинннг энг /Ш'ШК. (m=у .. _) 
ёки энг катта (М=у, • .,) ·к.иЙматларига (а. Ь) оралиК,Да ётувчи 
критик нук.таларида ёки ~a. Ь) кесманииг охирларида эришади. 

2- м и с ол. у=х4 -2х +3 функциянинг [-3; 2) кесмадаги энг . . 
кичик ва энг катта к.ииматларини топинг. 

Е ч и ш. Берилган функциянинг х,осиласи: у'=4(хЗ -х). 
у' =0 шартдан х, ~O. Х2= 1 ва Хз= -1. 

Критик нук.таларнинг х,аммаси (-3; 2) оралик.к.а тегишли. 
Берилган функциянинг бу нук.талардаги ва кесманинг охирларида­
ги к.иЙматлариии хисоблаймиз: 

у(0)=3. y(I)=2. y(-I)=2. у(-3)=66. y(2)=II. 
Шундай к.илиб. [-3; 2) кесмада у • ... =66. у, ".ч=2. 

J - дарсхона ТОnШUрUFU 

1. Фуикциялариииг монотоилик оралик.ларини тonииг: 
а) у = 2 - 3х + х3 ; б) У = х ( 1 + v х) ; 
в) y=x-2sinx. O~x~ 2л. 

Ж: а) (- 00. - 1) 8а (1. + (0) да усади. (- 1. 1) да ка ма яди; 
б) [о. + 00) да УСУ8ЧИ; 

( П 5П) u ~ П) (5п ) в) З' -3 да УСУ8ЧИ; ,0.:з 8а з,2л да камаювчи, 

2. Фуикцияиниг экстремумларини тonииг: 
х2 . 1 1 

а) У=--2; б) у=х+-; в) y=~. 
-х- .r z 

Ж: а) х=о да Ут.,=О; х=4 да Ymin=8; 
б) х= 1 да Ymin=2; х=о да Ут •• = -2; 

1 
в) х=е да Ут.,= -;. 

З. Ушбу 
.r-I 

а) 1}= .r+ 1 фуикцияиинг (о. 4] К,есмадаги; 

I-.r [ I б) У = aгclg-I - фуикциянинг о, 1 кесмадаги эиг кичик ва эиг 
+.r 

капа к.иЙматларини топииг. 

Ж: а) М=0.6. m= -1; б) M=f, m=О. 

J - .Alустак,ил uш 

1. ФУНllцияларнинг монотоилик оралик.mlРИ ва экстремум 
нук.таларнни топннг: 

а) у=х ,/I=~~; б) у=х-21пх; В) У= Inx-arclgx, 
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Ж: а) (-1. - ~2) аа (~2.I)да камаюачи; (- ~2.~)дa 

. (1) 1 ( 1 )= 1 усади; Ym,n=Y - у2 = - у2; Ym •• =Y 1/2 -2; 

. б) (О. 2) да камаюачи; (2. + 00) да уеуачи; Ym",= 
=у(2) =2(1-ln2) ~0.61: 

а) (О. + 00) да уеуачн. 

2. Ушбу 

а) У= I-X+~ нинг [0.1] кеемадаги; 
I+x-

3 -- 3--
б) У= :"';х+ 1 - :"';х-I нинг [О. 1] кеемадаги; 

в) у=х+2ух нннг [О. 4) кеемадагн 9НГ кнчик ва энг катта 
к,ннматларннн топннг: 

Ж: а) Ym •• =I. Ym,n=0.6; 

б) Ут •• =2. Ут,п= ~ 

а) Ут •• =8. Ymln=O. 

2· 1 .• УНКЦНRНИНГ к.aBapHК,JIHГH ва ботнК,JIИГИ. 
ЭrиJlИW нук.талари. Асимптоталар 

4.2.1. у={(х) функцнянинг графиги (а. Ь) оралик,нинг иеталгаtJ 
нук,таенда утказилган уринмадан nаетда етса. у Х,олда функция 
графиги lf,aBapulf, деЙилади. 

у={(х) функциянинг графиги (а. Ь) оралик,нииг иеталган 
нук,таеида утказилган уринмадан Юlf,орuда етеа. у Х,олда функция 
графиги 6aruIr, деЙилади. 

Функция графигининг к,аварик кисмини ботик к.иемидан ажра· 
тувчи Ма (ха. {(ха) иук,та графикнинг эгилиш нук,таеи деЙнлади. 
Функция графигининг к,ааарик екн ботик 

б у л и ш и н и н г е т а р л и л и к шар т л а р и. Агар (а. Ь) ора­
ЛИКда дифференциаллануачи у={(х) функциянинг иккинчи тартиб­
ли х.осилаеи манфиА. яъни {"(х) <О булеа. у Х,олда бу ораЛИКда 
функция графиги каварик, БУлади. 

Агар (а. Ь) ораЛИКда дифференциалланувчи У = {(х) функция­
нинг иккинчи тартибли J(осилаеи муебат. яъни {" (х) > Обулса. 
у Х,олда бу ораЛИКда функция графиги БОТIIК БУлади. 

К,ааарик.лик ораЛИfИНИ ботик.лик орали Fидан ажратиб турувчи 
згилиш нуктаеидан утишда ЛJункциянинг иккинчи тартибли Х,осила-
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си ишораеини Узгартиради. Бундай иукталарда функциянинг 
иккинчи тартиБЛlt х.ucилаеи ё нanга TeНt·, ёки ма8ЖУД БУлмаЙди. 

{"(х) =0 ёки {"(х) ма8ЖУД булмайдиган нукталар uккuнчu тур 
критик ну~талар деЙилади. 

Эгилиш нукталари ма8ЖУД булишининг етар­
л 11 л И К шар т и. Агар хо нукта у =! (х) .функция учу и иккинчи тур 
критик нукта булеа 8а {" (х) ИККинчи тартибли х.осила бу нуктадан 
утишда ишорасини узгартиреа, у х.anда бу функция графигининг 
хо абсциссали нуктаси эгилиш нуктаеи БУлади. 

демзк, функция графигининг ка8ариклик аа бarиклик оралик­
ларини, эги.1ИШ нукталарини топиш учун anдин функция аНИКЛа­
ниш сох.аеини иккинчи тур критик нукталар билан ораликларга 
булиш аа бу ораликларда иккинчи тартибли х.осила ишораеини 
текшириш керак. Шундан кейнн етарлилик шартларидан фойдала­
ниб, ка8ариклик, ботиклик ораликлари 8а эгилиш нукталари 
аник.ланади. 

1- м и с ал. у=хе' функциянинг ка8ариклик, ботиклик оралик­
ларини 8а эгилиш нукталарини топинг. 

Е ч и ш. Берилган функциянинг аникланиш сщаеи бутун Ох 
ук.;tан иборат. Биринчи 8а иккинчи тартибли х.осилаларни топамиз: 

у'=е'(' +х); у"=е'(2+х). 
Иккинчи тартибли х.осилаltи НOJIга тенглаштириб, иккинчи тур 

КРIIТИК нук.тани топамиз: х= -2. Ох ук бу нук.та билан иккита 
оралик.к.а булинади: (-00; -2), (-2, +(0). 

Бу ораликларда нккинчи тартибли х.осила ишораеини текши­
риб, ушбу жаД8ални тузамиз: 

11; (-00,-2) -2 (-2.+00) 

;- - о + 

, ~ _ь-2 
~ 

Х= -2 да график.да ординатаси у= -2е- 2 булга н эгилиш 
нук.таеига эга БУламиз. 

4.2.2. Агар y=f(x) функцня граф"гидаги нукта шу график 
буйлаб чексиз узоклашганда ундан бирор тугри чизиккача 
булган масофа нanга интилеа, бу тугри чизик y=f(x) функция 
графигининг асиАСnтотасц деб аталади. 

Агар limf(x) = 00 булеа, х=а тугри чизик y=f(x) функцня 

графигининг вертикал асиАСnтотаси деЙилади. 

Агар 

k= lim L! .. "l 8а Ь= lim (f(x) -kx) 
._ .... +~ .1 I·. + CIO 

ёки 
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k = lim /1..& ва Ь = lim (f (х) - kx) 
х __ ., z .. __ е 

лимитлар мавжуд булса, у ~Q/lдa y=kx+b туrри чизик. y=f(x) 
фуикцнянннг OFMa аСU.tInтarшu деЙилади. 

Хусусан. k=O да горизонтаА асимnтатага эга БУламиз. 

~-2x+3 Ф 2- м и с ол. у=----- уикцнянингасимптurаларннн тonннг. 
х+2 

Е ч н ш. lim у = 00 булганн учу н х= -2 вертнкал аснмптата 
ж_-2 

БУЛ8ДИ. QrMa аснмптurаларнн топамиз: 

. /(х) . ~-2z+Э k= IlIn --- = Ilm---- =1, 
._.., z ._~ х(х+2) 

Ь= lim(f(x) -kx) = lim (~-2Z+Э - )-._<EI J_" х+2 х-

lim _-4Х+3 
,_~ х+2 = -4. 

Шундай к.илиб, OfMa асимптurаиннг тенгламаси у=х-4 курн­
нишга эга. 

2- дщiiхОНй ТOfIШUрUf'U 

1. к.уЙндаги функцияларнннг к.aBapHк..nHK. бurнк.лкк оралнк.· 
ларинн ва эгнлнш нук.таларннн топннг: 

" 
а) у=х5 +5х-6; б) У= (Х-4)5+ 4х +4;· в) у=е • . 

Ж: а) (-00, О) да к.аварнк.; (О, +(0) да бurнк.; '1IИЛИIII 

нуктасн: Мо(О. 6); 

б) (- 00,4) да бurик.; (4, + (0) да к.аварнк.; эгилнш нуктасн: Мо(4. 
20) ; 

В) (-00. -1) ва (1. +(0) да ботик: (-1.1) Лil К8ВЗРИК: 

эгилиш нук.талари: М I (-1, е -f ) ва M2(I, е -~ ). 
2. к.уЙндагн функцияларнинг асимптurаларини топинг: 

5_ гz- In(z+l) 
а) у= ~; б) y=3x+arctg5x; в) у= ~ + 2х. 

Ж: 8) Х = 2 ва у = 1 ; 

б) у=зх+-i (х-++ 00 да) ва у=зх-i (х-+- 00 да) ; 

в) х=О, у=2х, х= 'т 1 (x-+-I +0 да). 
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2- АСустак,иА uш 

1. к.уЙндаги функцияларнннг к.ааарик.лнк, бorнк.лнк оралнк.­
ларинн аа эгилнш нук.таларини топинг: 

а) 1/= In (1 +х2 ); б) у= arctgx-x .• 
Ж: а) (-00. -1) аа (1, +00) да к.ааарик.; (-1,1) да бorнк.; 

~гилиш нук.талари: MI(I. In2) аа M2(-I, In2). 

б) (- 00, О) да к.аварик.; (О, + 00) да боги" эгнлнш нуктасн: О (О, О). 

2. к.уЙидаги функцияларнинг аснмптorаларнни топинг: 
x'l -1"3 

а) у=---===; б) У 
yx'l-I 4(-1"+1) 

Ж: а) x=±I, у=±х; б) x=-I, y=fx+l. 

3- '. ФУНКЦИRларнинг графиuарини чиэиw 

y=f(x) функция графнгинн чнзишда олдин унииг асоснй 
хусуснятларини аник.лаб олиш керак. Бунннг учун к.уЙидагиларга 
аМdЛ к.илинади: 

1. Функциянинг аннк.ланиш сох.аси топнладн. 
2. Функцнянннг жуфт-ток.лигн аа даарийлиги текшнриладн. 
з. Функция графнгининг координата Ук.лари билан кесишиш 

нук.таларн топнлади. 

4. Функциянинг ишораси узгармайдигаи оралнк.ларн топилади. 
5. Функция графигининг асимптorалари топилади. 
6. Функциянинг усиш, камайиш оралнк.лари аа унннг экстре­

мумлари тOnиладн. 

7. Эгри чизик.нинг к.ааарик.лнк, бorик.лик оралнк.лари аа 
унннг эгнлнш нук.таларн топнладн. 

rI+4 
М и С о л. у=--т- функцнянн текширинг ва унннг графигннн 

чизинг. 

Е ч н ш. 1. Функциянннг аник.ланнш сох.аси: 

D (f) = ( - 00, О) U (О, + 00). 

2. Функция жуфт х.ам, ток. х.ам эмас, даврнй х.ам эмас. 
з. Графикнинг коордииата Ук.лари бнлан кесишнш нук.талари­

нн топамиз: 

-1"3+4 3 - 3 -
ОХ Ук. билан: --т-=О. бундан х= - :"';4, яъни А ( - :...;. ,О) -

ОХ Ук. бнлан кесишиш нук.тасн. 
х*О булганн учу н графнк Оу ук. билан кесншмаАдн. 
4. Функцнянннг ишорасн узгармайднган оралнк.ларинн топа-

4 -
миз: х< -:...;з да функция манфий (график ОХ ук.дан паетда 
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4 -
жоiiлашган); х> - VЗ да фУНКЦИR мусбат (фУИКЦИR графиги Ох 

)'к.дан Юl<орида жодлашган). 
5. ФУНКЦИRИИНГ асимптarаларини топамиз. 
Оу )'1<, RЪНИ х=о ТУFРИ ЧИЗИI< згри ЧИЗИI<НИИГ вертикал 

асимптarасидир, чунки 

1. iI+4 
Im~-oo 

6_0 r 

y=kx+b OFMa асимптarани аник.лаш учун k аа Ь ни топамиз: 

k= lim п;). = lim x1;~= 1 

b=}~~ (f(x)-kx)=}~~ (.(I;4_ x )=}~~7=O. 

Демак у=х ЧИЗИI< OFMa асимптarа зкан. 
6. ФУНКЦИRИИНГ УСИш, камаАиш оралик.ларини аа унинг зкстре-

xJ _8 
мумларини биринчи тартибли J(осила у'=--э - дан фоАдаланиб, 

х 

!I'=О 8а у'= ао тенгламалардаи зса 

XI =2 аа Х2=О (фУНКЦИRНИНГ узилиш 
к.уАидаги жадаални тузамиз: 

критик НУl<таларни топамиз: 

НУl<таси) . , 

If (-_;0) О (0;2) 2 (2;+_) 

" + - - + , ~ ---- з ----YaU8D mlп 
Q1I:I8C8 

7 " 24 . У = 4" иккинчи тартибли ,,"осиладан фоАдаланиб, згри 
х 

чизик.нинг к.ааарик.лик, бarик.лик оралик.лариии аа згилиш иук.тала­
риии топамиз. Иккинчи тартибли ,,"осила J(aMMa жоАда мусбат, шу 

А " ~+4 
бонс фУНКЦИR графиги бarИl<, згилиш нуl<талари yl<. у=-т 

фVНКЦИR графигини чизамнз· (21- шакл). 
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у 

J( 

21·шакл 

3- дарсхона ТOfIШUРUF"U 

Функцияларни тула текширинг ва уларнинг графикларини 
чизинг: 

3---8 
1. Y=~-4. 2. У= 1) (х+З)х2 • з. у=х_е- > z 

4. y=ТrIX. 

3- мустак.uл UШ 

Функцияларни тула текширинг ва уларнинг графИК.1арини чизинг: 

1. У=-/---. 2. У= Iп(х2 +2х+2). '3. У= (З_х)е2 - z . 
t -4 

б- назорат UШU 

1. Функцияни тула текширинг ва графигини чизинг: 

1.1. у=з(;4 _х2). 
1.2. у=хЗ -9х2 +24х-15. 
1 3 5 5 3 .. у=х -зх 

1.4. У=2хЗ +Зх2 -12х-5. 
1.5. У= (х-З)~(х-2). 
1.6. у=х4 _8хЗ + 16х2 • 

2 1 3 .(4 
1.7. у=х +зх - •. 
1.8. у=-Io (2x 3 -6x2-18x+ 15} 

1_9. у=х5 _хЗ _2х. 
х4 

1.10. У= 1 _х2 ___ • 
8 
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1.11. У= _4x+x.J. 
1.12. У= (х+ 1) (х_2)2. 

1.13. у=хЗ-Зх~+4. 
1_14. у=хЗ -9х2 +24х-7. 
1.15. у=х4 -8х2 + 16. 

3 2 1 1.16. У= -4х +6х -ЗХ-"2. 

_;1 1 2 2 1.17. у-х -"2Х -4х+ . 

1.18. y=-!o(x4-12x). 

1.19. у=х4 -2х2 +з. 

1.20 У= (х+2) (х-' )2. 



1.21. y=xJ -зх2 +2. 
1.22. у=8+2х2 _х4 • 

23 1 5 2 1 •• y=sx -4х . 

1.24. y=2x3 -15х2 +З6х. 
.<4 2 2 9 

1.25. У=4- х -"4. 

1.28. У=2~+Зх2-1. 

1.27. у=х4 _lOх2 +9. 
.<4 2 

1.28. У=2-4х . 

1.29. у=зх4 +4~+ 1 . 
1.30. У= (х+З) (х_2)2. 

2. Функцияни тула текширннг 8а графигини чизинг: 

.<-1 2.1. У = ~-2.< . 

2-4i! 2.2. У = '-4~· 
2.<2 

2.3. У = 4~-I . 

2.<+1 2.4. у= ---т. 

1 2.5. У = ~-9· 

4.<2 
2.6. У= ~-I· 

4 .< 2.7. у = .<3_1· 

~-.<-I 
2.8. У= _. 

~-2.< 

2.9. 
(.<_з)2 

У = 4(.<-1) 

~+4.<+' 
2.10. y=~ 

~+16 
2.11. У = -4-.<-

3.< 
2.12. У = 1 + ~ . 

3-~ 
2.13. У = .<+2 . 

5~ 
2.14. У = ~-25 . 

~+' 2.15. У = -.< . 
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(.<_1)2 
2.16. У = ~+I 

,1;3+1 
2.17. У = ---т. 

.< 
2.18. У = 3-~ . 

2 (.<+1) 
- . --2 -2.19. У - (.<-1) 

.< 
2.20. у = (.<_1)2· 

2.<-1 
- ---2 2.21. У - (.<_1) 

.<3 

2.22. У = 2(.<+ 1) 

1 
2.23. У = '_~. 

2 
2.24. У= .<2 +.<+ 1 

..э-I 
2.25. Y=~. 

.<+2 )2 2.26. У = {..-I . 
..э+ 16 

2.27. У = -.<- . 

4.< 
2.28. У = (.<+1)2. 

~-З.<+3 
2.29. У = .<-1 

4 
2.30. У = ~+2.<-З 



3. Функцнянн тула текwнрннг ва графнгнни чизинг: 
х-\ 

3.1. 1/ = _е_ 
x-.I 

3.3. 1/ = (x-2)еЗ-'. 

3.5. 1/ = 7=\' 
\ 

3 7 7+т .. 1/ = е . 
3.9. I/=х3е- Х • 

е3 - Х 

3.11. 1/ = 3-х . 

3.13. 1/ = (4-х)е'-З. 
1 

3.15. У = ';'-1 . 

I 

3.17. 1/ = е -;-:::т . 
I 

3.19. 1/ = х2е7 . 
е2 ('- (1 

3.21. У = 2(x-l) 

3.23. У = - (2х+3)е2(1+21. 
1 

3.25. у = -з.--' 
е -1 

I 

3.27. у = е -;т.-. 
3.29. У = x:1ex + \. 
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3.2. 1/ = In~2 -2. 
х-

3.4. 1/ = Iп(2х7 +З). 

3.8. у = х -1 n (х + 1 ) . 

3.8. 1/ = xlnx . 
3.10. у = In(~-4). 

1 х+3 3 3.12. 1/=2 п--....,... . 
х 

3.14. y=ln(x2 -2x+6). 
3.18. у = x-Inx. 

3.18. у = 1 - In3x. 

3.20. у = In(x2 -4) +х. 

3.22. у = In x~5 -1. 

3.24. 1/ = _xln2x. 

3.26. у = х - 1 n ( 1 + х2 ) . 

3.28. У = х2 1пх. 
3.30. у = х2 -21пх. 



5- боб 

х.дк.нк.НА 'ЗГДР)'ВЧННННГ ВЕКТОР ВД 
КОМПЛЕКС Ф)'НКЦНЯЛДРН 

1- §. Скаляр аргументнинг 
вектор ФУНКЦИЯСИНИ дифференциаллаw 

_ 5.1.1. дгар t EDcR узгарувчинииг х.ар бир кийматига маълум 
а вектор туrри Кl."лса, у х.OJIда бу вектор t скаляр аргументнинг 
вектор функцuясu дейилади ва бундай белгиланади: 

а=аи)· 

а=аи) вектор функциянинг берилиши учта скаляр функция: 
a.(/), ау (/), а,(I) -а вектор коордииаталарининг берилишига TI."Hr 

КУЧJlИ: 

а = а. (t).i + ау (t) 1 + а, (1) k 

ёки кискача: a=la.Lt) , ау(/), a,(t)I. 
дгар узгарувчи а векторнинг боши координаталар боши билан 

устма -уст тушса, яъни у М (х, у, z) нуктанинг радиус-вектори 
булса, у х,олда вектор функция бундай белгиланади: 

r=r(t) =x(l)l+y(t)J+z(t)k. 

r Вl."кторнинг охири фазода чизадиган L чизик г=ги) вектор 
функциянинг годографu деЙилади. Координаталар боши годограф 
к,утбu деЙилади. 

дгар г векторнинг модулигина узгарса-ю, й)'налиши узгаришсиз 
к0..1са, го~ограф кутбдан чикадиган нур буладli.' 

дгар r векторнинг модули узгаришсиз (1 rl =const) к0..1са-ю, 
унинг_ йуналншигина узгарса. у х,олда маркази кутбда, радиуси 
~ca 1 r 1 га тенг булган сферада ётувчи чизик годограф БУлади. 

Фазодагн х,амма чнзнкни бирор векторнннг годографи дейиш 
мумкнн. 

Годorрафнннг параметрик тенг.lамаларн ушбу куринншда 
ёзиладн: 

х=хи), у=уи), z=z(t), 

бу ерда t узгарувчи nараААетр деЙнлади. 
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5.1.2. a=a(t) вектор функцнянинг t параметр буАнча х.осиласи 
янги вектор функция булиб, ушбу тенглик билан аННКJlанади: 

da = lim ~~ = lim aJI3-_~/) - a(lL 
d/ .!/_О'\/ М--1) • М 

а =а (1) = !а.(/) , aw(/), а,и) 1· 

Вектор функциянинг х.осиласи ушбу формула буАича х.исобла­
нади: 

da da.-: da~-: daz -

тt = Тt' + diJ + di k . 

Вектор функция,!н .l!..ифференцналлашнинг асоснй кондаларинн 
келтнрамнз (бунда a=a(t), Ь=Ьи)): 

d-- ia ГЬ 
1. di(a±b) = Тt± Тt· 

dё -2. тt = О, бу ерда с - узгармас вектор. 

d - da 
з. di(r:xa) = (xТt' бу ерда r:x - узгармас сон. 

d - - dq> ia 
4. -d (<ра) = a-

d 
+ CJ>-d ' бу ерда <P=CJ>(/) - t нннг скаляр 

I / / --

функuнясн. 

d- - - ib iiJ-
5. -(а· Ь) = а· - + -. Ь d/ d/ d/ . 

6. 1,(а Х Ь) = (~; Х 11)+ (а х ib) 
тt . 

d- da dq> 
7. dia(<p(t))=Тt· Тt,буердаCJ>=CJ>(t) -tнннгскалярфункци-

ясн. 

- - _ dr 
Агар ,=,(t) =!х(l), у(п, z(t)1 булса, у х,олда тt х.оснла век-

тор булиб, -; (1) вектор функцнянннг годографнга утказилган уринма 
буiiлаб t napaMeTJ>HHHr УСНI±IИ тараф,!га Аrналган булади. 

I-мнсол. ,=(t2- I )i+(t+I)i+t3k вектор функцнянннг 
t= I даги бирлнк урннма векторннн тonннг. 

Е ч н ш. , векториинг годографнга урннма бирлнк векторнн 
топамнз: 

dr -
тt = 2и + 7 +3t2Ji. 
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Бу векторнинг модулиии х.исоблаНмиз: 

I ~~ I = Y4t
2
+1+9t4

. 

I i, I - dr I - - --d' нинг t=1 даги к.иЙмати yl4 га тенг, - =2i+i+Зk. 
I dl '=1 
Шундай к.илиб, изланаётган бирлик вектор бундан ёзилади: 

1 - - -
у'Т4 (2; + i +Зk) . 

- - - - dr 2-мисол. r(t)=icost+isint+k ва di векторлар узаро пер-

пеидикуляр векторлар эканлигини курсатинг. 

Е ч и ш. Берилган скаляр аргументли функция хосиласини 
dr - - - dr 

топамиз: - = - isint+ jcost. ЭЮ,и r(t) ва - вектор.1арнинг 
dl dl - d, u • об • r ,- - скаляр купаитмасини х.ис лаимиз. 

d/ _ 

г. dr = -сost.siпt+siпt.сost=О. демак, ,ва dd' векторлар 
dl / 

узаро перпендикуляр экан. 

1- дарсхона ТOnШUРUFU 

1. Вектор Функцияларнинг х'Осилаларини топинг: 

а) ,= sint.T + cos2t· 7 + sintcost .k; 

б) ,= U+cost)l+tJ+sint.k; 

в) r = е'Т + cost -7 + (12 + 1 ) k. 

dr - - -
Ж: а) d! = costi -sin2tj +cos2tk; 

б) dr (I-sint)7+/+cos/.k; 
/11 

) dr г; . ~+2t-k в di = е I - slnt J . 

2. Х,аеакат к.илаётган_ моддий НУl<.!анинг t вактдаги радиус­
вектори r(t) =a(t-sint)i+a(l-cost)i тенглама билан берилган. 

n dr (="2 ва t=л лар учу н di векторини топинг. 

Ж: а([+7); 2аТ . 
• 

З. ,=е2'Т_ (I+8)Зf вектор функция годографига /=0 даги 
бирлик УРИ.,.нма ве~торни то~инг. 

Ж: 0,61-0,8 J. 
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J - "'устак,uл uш 

1. Вектор функцнянннг х.оснласннн ТOIlннг: 

,=ich2t + /shtcht +ksh2t. 
i, - - - . 

Ж: d/= sh2t i + jcht + ksh2t . 

2. Агар ,=tSht+/cht+kych 2t-Зsh 2t булса, d(~) ННТOIlннг. 
Ж: О. 

- - -2 -3 - 2 -3 - d('IX'2) 
з. Агар fl=it+jt +kt, r~=it +jt +kt булса, d! нн то-

пннг. 

Ж: d('~;/2) =3 (t2- 2t5) 7 + (514_ 2О 7. 

4. '=2/.l+7Int+k./ 2 вектор функцнянинг /=1 даги урннма 
Rекторининг iiуналтирувчи косинусларинн топинг: 

:l I 2 
Ж: З' З' 3· 

2- 1. Скаляр аргумеНТJlИ вектор функции 
х.ОСИJlасииинг татби!UI 

5.2.1. Кинематикада модднн нук.та х.аракатнни урганншда 
унинг , радиус-вектори 1 вак.тнинг ФУI!КЦ'!ЯСН булнб. ,=,(/) 
тенглама ~apaKaT тенглаАСасu деiiилаДI:I. r=r(t) вектор-функцня­
нинг ГОдографн х.аракат йулининг шаклннн (траекторнясинн) аннк.­
лаЙди. d, -

Агар / скаляр аргумент вакт деб к.аралса. у х.OJJда "dT = и 

d2f 
r вектор охирининг тезлик вектори, -- = W эса тезланиш вектори 

dt2 

деЙилад.н. 
1- м_и с ол. Модд~й нуктанинг х.аракат тенгламасн ,=2(1-

- sint)i + 2 (1 - cost) j куринишда берилган. Ихтиёрий вак.тдаги тез­
лик ва теЗJ,анишни топинг. 

Е ч и ш. ij тезлик ушбу формула буiiнча х.нсобланадн: 

Тезланнш эса, 

- d, --
и = d/ = 2(I-C05/) i +2sint . j. 

d2f _ !!.~_ = 2sint7 + 2cost j . w = d1- dt 
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5.2.2. ;=x(t)l+y(t)/+z(t)k фаэовиА эгрн чнэик.нннг to пара­
метрга мое кмаднган Мо(хо, уо, zo) нук.тасндагн урннма тенгламасн 
ушбу к9РНRишга эга: 

Х-.I{) У-УО z-zo 
._-- = --- = ---

ХО уо zo 
бу ерда xo==x(to), yo=y(to), zo=z(to), 

. dx I . dy I . dz I 
xo=Тt '-'о' Yo=Тt '-'о' zo=Тt '-~I; 

х, у' Z - урннма нук.тасннннг уэгарувчи КООРДНН8таларн. 
Урнннш нук.тасндан утнб, урннмага перпенднкуляр булга н 

текнслнк НОРАШ.ll текиС.llик деАнЛадн. 
Эгрн чнэнк.нинг Мо(хо, Уо, zo) нук.тасндаги нормал текнслнк 

тенгламасн ушбу курннншга эга: 

. . . 
Xo(X-Хо) +Yo(Y-Уо) +Zo(Z-Zо) =0. 

2- м н с ол. Параметр t=: га· тенг булганда x=asin2t, У= 

=bsintcost, Z=CCQ62t фаэовнii эгрн чиэнк.к.а утказилган уринма ва 
нормал текнслнкларнннг тенгламаларнни туэинг. 

Е ч н ш. Тегншлн х.оенлалар'НН топамнз: 

. . 
x=a·sin2t, y=bcos2t, z= -csin2t. 

" о Ь С· • • • 
t=4" нук.тада Хо='2' Уо='2' Zo='2; хо=а, уо=о; Zo= -с була-

дн, демак, урннманннг тенгламасн: 

о Ь с 
х-'2 у-'2 z-'2 

о --0-- = -с 

нормал текислик тенгламасн: 

а(х-1 )-c(z-f )=0 

ёки 

~-~ ax-cz---=O. 
2 . 

Шундаii к.илиб, урннма Оу Ук.к.а nерпендикуляр, нормал 
текислик эса ау Ук.к.а парал~л экан. 
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2- дарсхона ТOnШUрUF'U 

1. Харакатдаги моддий нук.танинг· радиус-вектори ;=4/7-3/7 
тенглама била н берилган. Харакат теЗЛИIИ ва тезланишини тonинг. - d, ~ ..., -. iu -

Ж: u=-=41-3j" ш=-=О. 
d/ 'd/ 

2. Модднй нук.танинг х.аракат тенгламаси ;=3/7+ (41-/2)1 
куринишда берилган. Унинг тезлиги ва тезланишини топинг. - d, ~ ..., - i" ..., 

Ж: u= - = 31 +2(2-/) /. ш= -= -2/ 
~ '~. 

3. r=acosl[+bsin/7 х.аракат тенгламаси берилган. Харакат 
тезлиги ва тезланншини тonинг. - d, - -

Ж: u=Ii/=-аsiп/.i+Ьсоs/.j; 

- iu - -
w = -dt = -acosti -bsin/· j . 

4. Бернлган нук.тадан утувчи уринма на нормал текислик 
тrнгламаларини тузннг: 

;1) x=4sin2
/, y=2sin2/, z=2cos2/, 1=0 да; 

I 2 I з I 
б) Х=21 , У=зl , Z=4"/ 4

, 1=2 да; 

н) x=a·ch/, y=a·sh/, z=al, 1=0 да. 

Х у z-:.! 
Ж: а) 0=4"=-0- (уринма), 

у=О (нормал текислик); 

8 
у--

б) х-2 = __ 3_ = z-4 
I 2 4 

н) Х-а =~_ z 
() ,-" 

y·+z=O. 

3х+6у+ 12z-70=0; 

2- "'устак,иА UШ 

1. r=2cos/.T+sin/·ii х.аракат тенгламасн бернлган. Харакат 
rезлнги на тезланншннн аннманг. 

Ж: U= -2siпl.Т+соsl.k, 

w= -2сosI.Т-siПI.k. 
2. Харакат тенгламасн берилган: г= (2/2-3)[-317+ (4Il -5)k. 

X;:tr;:tKaT тезлнгн на тезланншннн аННМанг. 

Ж: u=4tT-6/7+8Ik; 

w=4T-6J+8k. 



З. МОдднй нук.та х.аракатннннг Г=сos3t.J+siп2t./ тенгламасн­

нн билган х.алда, унннг параметрнннг t=~ аа t=~ к.иЙматлар-
б 4 • 

дагн тезлик аа тезланнш аекторларннн ТOIlннг. 

n - 9..,. зуз..,. 
Ж: t=fj да: и= -81 +-8- /' 

- зуз..,. 15..,. 
W=--8- 1+6/ ; 

t n . - 3 У2..,.+ 3У2..,. 
=4" да. и= - -4-1 -4-/' 

- 3У2..,. 3У2..,. 
w = -4-1+-4-/' 

4. Эгри чнзнк.к.а берилган нук.тада утказилган урннма аа 
нормал текнслик тенгламаларннн тузннг. 

2 I . t . I t . 
а) x=cos 2' у=slП ,Z=SIП2, =Л да, 

б) x=t, y=t2
, z=t3

, t= 1 да. 
х у 2-1 

Ж: а) 0=)=-0-; у=о; 

х-I у-I 2-1 
б) -1- - -2- = -з-' х+2у+Зz-6=О. 

6- ншсунавutl ~uc06 тonшuрuк,ларu 

1. Бнринчи тартибли х.осилани топннг: 

1.1. У = У х2 + Зх - у (6х - 1 ) 2 • 1 1 О _ + 5 1 + х5 4- 5 ~ 
. . у-х 5 . 

'-х 1.2. 2х --
у=~-4VI+х . yl+x 

1.3. у=З~. 
'-х 

1.4. У= .ух+ уХ, 

1.5. У = .у х2 + I + !"j х3 + 1 

1.6. у=х.уl +х2 
. 

1.7 
5-- 2 

у=5 v4х+З-
y~+x+1 

1.8. у=З3V5+5х4_~ . 

1.9. 1 
У= 

x+VI+~ 
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1.11. У 
х 

VI-x2 • 

2 х-I у-2-1.1 . У=-- х -6 . 
х+' 

1.13. у= ~ fНX . 
ут=-; 

2 
1.14. Y=~~--

-УХ3 -Х+I 
5 

1.15. у= 4 __ • v (2_~)З 
1.16. Y=i .ух2+4 . 

з---

1.17. у=2у(2_х3)2 . 



1.18. У= Vx--.jx2+ 1 

1.19. У 
-..)4x-Xl 

1.20. У= 4...,. t;;;Z VJ=7. 
Х 

1.21. У= -..)9_х2 
12 

1-+4-
1.22. У=l"9ХЛ \/x3 +IO 

Х 

1.23. У=-;Л--х2 . 

...,.tZ;i 
1.24. У= Y;CI 

• (Х- ух )2 1.25. у= ""i+J: . 

1.26. у= ~(2х-З) (з-х)2. 

1.27. У = v 2х - 1 . 
z+1 

1.28. у= (З~4Х )3. 
1.29. у= ( -..)х + 1) ( ~x -1 ). 

1.30. У 
9 

6---

VXl-4х-5 

2. БИРИН4И тартибли у' х.осилани топннг: 

1 +tl(x 1 3 
2.1. y=-I--t-. 2.15. y=-tg x-tgx+x. 

- I(Х 3 

2.2. y=sin"2x. 

2.3. 
, 

у=еl+1п Х. 

2.4. y=tgln -..)Х 

2.5. y=sin -У l +х2 
. 

2.6. y=cosln2x. 

2.7 1 +siпЗх 
f= l-siпЗх . 

2.8. У= vi+ln2x 

. 2z+1 2.9. У = хагсslП-з-- . 

2.10. у=е-1СОS 3 (2Х+З) . 

2.11. y=1±!_~ 
I-e- X • 

2.12. У = siп 2зх. 

2.13. У= vl-ln 3x . 

41пх 
2.14. У= I-Inx . 

2.16. y=ln 1+ll(x -х. 
I-tl(x 

" ~ {I-sinz-
2.17. y=ln Vi+cosx . 

2.18. У= In (еХ + V 1 +е2Х ) • 

Inx 2.19. У 
-..)Xl-I . 

2.20. У= t~ (хз + 1) 

2.21. У= ytg2j:; . 

2.22. у=5 ... 2,. 

2.23. у=siп6 10х+сosБIОх. 

з---
2.24. У= vtgбх+ I 

2.25. у=е,iПх-с,.. . (sinx+cosx) . 

sin2~ 
4 2.26. У=- --2 Х· 

1 +COS"4 
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2.27. у=е2S(3siп2Х-СOS2х). I 1+lg5z 
2.29. У=IO' l-tg5z 

2.28. У= ~iп4х - ...j1-sin4x . 1 
2.30. у= sin210z . 

3. Бнрннчн тартнблн у' х:оснланн тооинг: 
- . - 41п .. 

3.1. y=arctg-'x- Vx. 3.17. y=--I-. v 1_ п.., 

3.2. y=x.arcsin.x+ "'I/1-x2 . 3.18. у=7;+2 •. 

3.3. 1 
y=arcctgx · 

3.4 .. у=3< .... •. 

3.5: 
3-

y=lnctg\lx. 

3.6. У= (e·inZ _I)2. 

3.7. 3-f1i; 
у=х 1+..,' 

I 

3.8. у=е}. 

3.9. y=e-<05·S •. 

3.10. y=x.arctg35x+ Intgx.--

3.11. y=ln(x+"'I/1 +x~). 
3.12. у=х2е- 2Ж • 

I 

3.13. у=2' . 

3.14. y=x.ln2x. 
2 

3.15. у=3е'In •. 

1+.., 
3.16. y=�n----. 

I-z 

3.19. y=e-·.Inx. 

3.20. У 
z 

V8-~ . 
3.21. y=~ln2(3ctg5x+2) . 

5 Г--IО-

3.22. y=ln"""\JS' -5.r 
е -е 

11 -ж+1 3.23. У=- n _/~. 
3 V ~-2z 

3.24. у= In V 1 + e:i~+e4' . 

3.25. У = In \ftt~~~+4 . 
3.26. y=ln( у2Х+1 - у2х) 

3.27. У= (1 + Insin2x)2. 

3.28. y=ln -Ye2.-+e-2~·. 

3.29. y=lnJ(1 +ei ). 

3.30. y=lnctg(f-1). 

4. Бнрннчн тартнблн у' х,оснланн топннг: 

2 
I 

4.1. у-х' . 4.5. 
2 

у=х' . 

4.2. y=x~ . 4.6. у= (Inx)·. 

4.3. y=X·,<oI"" . 4.7. y=2x..[i. 

4.4. у= (cosx)COU. • 4.8. у= (cosx);. 
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4.9. У= (sinx) сац . 

4.10. У= (агсtg2х)З;П'. 

4.11. у=х·,« .. •. 

4.12. y=xtK'. 

4.13. у=(lп(5х-4»·'«tllZ • 

4.14. у= (sin(7x+4»"'CC"". 

4.15. у= (arcSin2x)ctK('+II. 

4.16. у= (siпЗх) .,сео ... 

4.17. у= ( уЗх+2 ) .,«IIIЗ'. 

4.18. у= (arccosx) Ус",х. 

4.19. у= (сtg2хЗ) soп {i. 

4.20. У = (cos (х + 5) ) "с.;пЗz . 

4.21. у= (tgзх4 ) уz+з. 

4.22. у= (/п (х+З» .in Уl: .. 

4.23. !J = (arctg2x) .iпz . 

4.24. y=(/n(7x+4»tKz. 

4.25. у = (In (7х - 5» O'clll2' . 

4.26. !I= (arcsin (2+х» In('+~J 

4.27. y=(arccos(x+2»III~z. 

4.28. у = (arcsin5x) /6 У' . 

4.29. у= (ctg(7x+4» .,г.+3. 

4.30. У = (сtgЗх4 ) ~ • 

5. Ошкормас х.олда к.уЙидаги тенгламалар бнлан берилган 
функцияларнинг биринчи тартибли у' )(осиласини топинг: 

5.1. 
5.2. 
5.3. 
5.4. 
5.5. 
5.6. 

5.7. 

xsin2y - ycos2x = 10. 
(e'I-Х)2=х2 +4. 

2 2 X·tgy-x +у =4. 
y-x2 =arctgy. 
е,у_ х2 +уЗ=о. 

y=x+xsiny. 

e2Y_e-Зz+L=I. 
х 

e'I +Зх2е- У =4х. 5.8. 

5.9. Iп(х2 +у2) +arctg~-=o. . у 

5.10. хsiпу-усоsх=О. 
5.11. З'+У-хуlпЗ= 15. 
5.12. е'У_ х2+ у2=о. 
5.13. ysinx+cos (х-у) =cosy. 
5.14. cos(x-y) -2х+4у=О. 
5.15. хe'l + уе' = ху. 
5.16. cosxy=L. 

х 
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5.17. ху+ Iпу-2Iпх=О. 

5.18. eZ+Y=sinL . 
х 

5.19. (х+у)2_ (x-2у)З=о. 
5.20: ylnx-xlny=x+y. 

5.21. уЗ-Зу+бх=О. 

5.22. ух + уУ =5у. 
5.23. х2 +уЗ_IОх+у=О. 

5.24. х2 =6У_УЗ. 

5.25. х2 _2ху+уЗ= 1. 
- - 1 2 

5.26. ух + уУ =З+.у . 

5.27. уЗ- зхЗу +9=О. 

5.28. ysinx=cosy. 

5.29. y4-4~y+9=O. 

5.30. у;З + ууЗ = V4 . 



6. Бернлган функцнянинг биринчн тартнбли у' ва иккннчи 
тартнблн у" хосилаларини тonинг: 

6.1. y=ln(x+ Vl+~). 

6.2. 
z 

У= ~-I' 

6.3. у=х31пх. 

6.4. 2х y=arctg--. 
I-~ 

6.5. y='ntg(f+~ ). 

6.6. 1 
у=хе . 

6.7. y=x.arctgx. 
6.8. y=x-arctgx. 

6.9. y=cosx-~os3x . 

6.10. y=arcctgx. 

6 11 
z-I_, 

. . y=~ 

6.12. y=arctgx2
. 

6.13. у=х21пх. 

~ {I~z2 
6.14. У= у----;-. 

6.15. y=lnctg4x. 
3---

6.16. у= V (l_x)2 . 

6.17. y=cos2x. 

6.18. у=х·е' . 

6.19. У=Х'е '. 
6.20. У= Iп (Inx). 
6.21. У= (1 +x2)arctgx. 
6.22. у=е ", . 

1 
6.23. у=-2" 

I+х 

6.24. У= V4 _~2 . 

1 6.25. У=--_ . 4+ ух 
_ I 2 • 

6.26. У= V I-х ·агсsIПХ. 

6.27. у=х'. 
6.28. y=sin 4x+cos4x. 
6.29. У= Iп (х+ vx) . 
6.30. y=e-'sinx. 

7. Параметрик куринишда берилган у функцнянннг х буйича 
биринчи тартибли у' ва нккинчн тартибли у" хосилаларини ТОПИI!Г: 

{ х= Incos2t, ( 1 з 
y=sin~t. 7.5. 

x=-t +t 3 ' 

(х= I_е3/ 
y=ln(t2+1). 

y=~(e3/~e-3/) . 7.6. (::t
g

:, . ! ,-, х=---

sin2
/ 

2 ' 

у=-! ;/. 7.7. {x=ln(l+t 2
), 

y=t-arctgt. 

( Х=~iПЗ4t, {x~-~ 
7.8. 

1 +sin/' 

y=~os34t. y=~ 
1 +sin/' 

7.1. 

7.2. 

7.3. 

7.4. 
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7.9. у=_+-.' 7.20. {Х=ЗСО5
2

t, I
Х=4 _е-21 

e'l + 1 y=2sin
3
t. 

7.10. {X=2(t-sint), 7.21. {x_t+/nc.05t, 
y=2(I-сО5t). у-t-/пsшt. 

7.11. {X=tc05t, 7.22. J x=2t-sin2t, 
y=tsint. lY=sin

3

t. 

7.12.IX=C05+ 7.2з.!х=t+fSiП2t, 
y=t-sint. y=c05

3

t. 

7.13. {X=t+Sint 7.24. {x=t

5

+2t, 

1

: ::c05t. 1:=t;;8t~ 1. 

7.... ~2.., 7.'5. -, +,1'+1. 
у з t -t. y=J..t2 1 2 +,' 

7.15. {х=с.osЗt, 7.26. {х=аГСSiП(t2- 1 ) 
у=sшзt ' . y=arccos2t 

7.16.!X~';n+ 7.27.( х _ 1:+1+ ,: 
y=cos

t
. . у-' +t. 

I
X=ctgt 

7.17. {х=е2I, 7.28. - l' у- ---

y=c05t. cos
2

/' 

7 18 ~=tgt+ctgt (х= 2-/ . . ' 7 2+/2' 

=2lnctgt .29. 

{ 

2 • у=_/2 
7.19. x=t+'; 2+r' 

y=i'. 7.30. {X=2C05~t. 
y=sin~t. 

3- §. I(омплекс сонлар ва УJlар устида аМ&IIлар. 
Эйлер формул ... ари 

5.3.1. z=x+iy курииишдагн ифода "о.мnле"с сон дейилади, 
бунда х на у-х;акнкнй сонлар, i эса i2 =_1 тенглнк билан 
аннкланади на у ACOB.lfYAC 6uрлu" деб аталади. 
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х 8а У сонлар Z комплекс соннинг мое равишда ~а"iU"iUЙ ва 

/((JAln.м!/(C l!iUCACU дейилади ва х = Rez, У= Imz куринишда белгилана­
ди. 

дгар у=о булса, z=x - х.ак.ик.иЙ сон, агар х=о .БУлса, 
z=iy - соф мавх.ум сон БУлади. Шундай к.илиб, х.ак.ик.иЙ ва 
мавхум сонлар z комплекс соннинг хусусий холиднр. 

дгар Zl =XI +iYI, ва Z2=X2+iY2 икки комплекс соннинг 
мое равишда хак.ик.иЙ ва мавх,ум к.нсмлари тенг булса, яъни 
XI =Х2 ва YI =У2 булса, бу комплекс сонлар тенг дейилади, яъни 
ZI=Z2· 

Мавх,ум к.исмларининг ишораси билангина фарк. к.илувчи 
z=x+iy ва z=x-iy комплекс сонлар "iУШАСа /((JAlnле/(с СОНАЙР 
деЙиладн. 

5_3_2_ дгар Zl =XI +iYI ва Z2=X2+iY2 нккита комплекс сон 
берилган булса, улар устнда алгебранк амаллар к.уЙидагича 
бажарилади: 

ZI +Z2= (XI +iYI) + (X2+iY2) = (XI +Х2) +i(YI +У2), 
ZI-Z2= (XI +iYI) - (x2+iY2) = (XI-X2) +i(YI-У2). 

ZI' Z2=(ХI+iУI)'(Х2+iУ2)=(ХЩ-УIУ2)+ 
+i(XIY2+X2YI), 

21 21·22 (x l +iYI)·(X2 -;У2) 
-=-~= . 
~ 2~'22 (x2+iY2) (X2-jy~) 

Z IX2+YIY2 + 

-G+~ 
X~Y, -X1Y2 

+ i ~+~ 

Комплекс сонларии даражага кутариш иккн,\аднн даражага 
кутариш каби бажарилади, бунда i сонининг даражалари к.уЙидаги 
формулалар буАича аник.ланади: 

i l =i. j2= _1, i 3 = -i, i4 = 1 ва х,. к. 
Умуман. , .... = 1, ,"'''+1 =i, iЦ + 2 = -1, ' .... +3= -i. 

I-мисол. Ушбу ZI=3-i, Z2=-2+3i. zз=4+3i комплекс 

сонлар берилган булеин. Z 
21-22·2з 

zt+Zз ни х,исобланг. 

Е ч и ш. Кетма-кет х,исоблаймиз: 

Z2'ZЗ= (-2+3i) (4+Зi) = (-8-9) +i(12-6) = -17 +бi; 
Zj -Z2-ZЗ= (3-i) - (-17+6i) = (3+ 17) +i( -1-6) =20-7i; 
Z! = (3-i)3=27 -27i+9i2 _i3 = (27 -9) +i( -27 + 1) = 18-2бi; 
ZI +Zз= (18-26i) + (4+Зi) = (18+4) +i( -26+3) =22-2Зi. 

Шундай к.илиб. 

20-7i (2O-7;)(22+23i) 
Z= 22-231' = (22-231') (22+231') 

(440+ 161) +i(460-I54) 

~+2з2 
601 . 306 

= 1"13 + , 1013 . 
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о 

у 

N 

22· шак.л 

z= д + [!l 

д 

5.3.3. Хар бир z=x+iy комп· 
лекс сон геометрик жих.атдан аХУ 
координаталар текислигининг (х. 

У) HY~TaCH ёки cлv вектори би· 
лан таовирланади. Комплекс сон 
тасвирланадиган аху текислиги 
ICcwnлеlCС теlCUСЛUIC дейилади ва 
(z) каби белгиланади. z=x 
х.а~и~иЙ сонлар ~a~и~иu y~ деб 
аталувчи Ох y~ ну~талари билан 
тасвирланади. соф мавх.ум z=iy 
сонлар Jla8~yJl y~ деб аталувчи 
ау у~нинг ну~талари бнлан тас-
вирлана.'1И. 

г I\O\HI.1l'1\t' COHllra \lOC 1\".l\"B'I11 ': II\IП<JIIIIIII" \'J.!<lТIIНИ r 8<1 

ер кутб координаталари билан ·х.ам анимаш мумкин (22- шакл)" 
Бунда координаталар бошидан N ну~тагача булган масофага тенг 
r==IONI сони ICОJlnлекс соннинг Jlодулu дейилади ва Izl билан 

бе.1ги.1анади; ON векторнинг Ох у~ининг мусбат йуналиши билан 
Х,ОСIIЛ килган ер бурчак кcwnлекс соннинг аргУJlентu дейилади ва 
у Argz деб белгиланади, 

Х,ар ~андай z=x+;y комплекс сон учун ~уйидаги формула­
лар уринлидир: 

х = гcosep. у == rsinep. 

г= '!j~~+y2. tgep=~. 
'оХ 

бунда ep==aгgz нинг бош ~иймати O:S:;;;argz<2n шартни к.ано­
атлантиради" 

2- м и с uл. z= ---/3+; комплекс соннинг модули ва аргументи­
ни топинг. 

Ечи ш. х=- .уз. y==1 булганлиги учун г= -Yx~+y2=2. 
1 tgep= -'--;= тенгламадан ер аргументни топамиз: 

'13 

ер== _~+n_ 5" 
6 "-6 

Шундай ~илиб, г==2. ер= 56" . 

5,3.4. Комплекс соннинг z==x+iy куринишдаги ифодаси ком­
плекс соннинг алге6раuк шаlCAU деЙиладн. 

Комплекс соннннг z=r(cosep+isinep) курннншдагн ифодаси 
унинг трuгонcwетрulC шаклu деЙилади. 

Эйлернинг 

cosep + ;sinep == е'Ч' 

186 



формуласидан фойдаланнб, комплекс сон ёзилишинннг ICурсатICUЧ­
ЛU шаlCAша эга буламнз: 

z=rt!~. 

2- МИСOJlда z= - "";3 +; комплекс соннннг модули ,=2 ва 
5" 

аргументи СР=6 эканинн аник.лаган эдик. 

Шуларни ннобатга OJIсак, бу соннинг трнгонометрнк ва курсат­
кнчлн шаклларн МОС равишда к.уЙндагича булади: 

f. 5" ., 5") ~, z=2\СOSб+ISlПб ' z=2e· 

5_З.5. Комплекс сонларни купайтирнш, булиш, даражага кута­
рнш, улардан илдиз чик.аришда комплекс сон ёзнлишннинг 
трнгонометрик ва курсаткичлн шаклларндан фойдаланнладн: 

Агар 
z, = г, (coscp, + isincp,), 

Z2 = Г2 (COScp2 +isinqJ2) 

булса, ушбу формулалар урннлнднр: 

Z, 'Z2= г, . Г2( cos (ср, + СР2) + isin (ср, + СР2» = г, . f2ei(~,+"I, 
ZI'I . . '1 ; ('f - I 

- = -(СOS(СР'-СР2) +lSIП(СР'-СР2» =--е I "" , 
Z2 '2 '2 

ZO = го ( с osncp + isinncp) = го . е'О'. 

Охнргн формула Муавр фОРAlуласu деЙнладн. 
Трнгонометрнк ёки курсаткнчлн шаклдаги комплекс сондан 

n даражалн нлднз чнк.арнш учун ушбу формуладан фойдаланнла­
дн: 

w.= ~z = ~r(coscp+isincp) ~-, (cos ~+,,2nk + 
+ isin ~+2"k n - .'.+2>0, 

" уге' 

k га О, 1, 2, ... , n -1 к.иЙматлар берн б, нлднзнннг n та хар хнл 

к.нЙматларнга эга буламнз (бунда ~-, арнфметнк нлднз). 
Илднзнннг барча n та к.нЙматларннн тасвнрловчн нук.та­

ларнннг геометрнк талк.ннн марказн к.утбда, раднусн"..[i булган 
айланага нчкн чнзнлган мунтазам n бурчакнннг учларннн 
англатншндан нборатднр, • 
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3- м и с ол. (- ..JЗ +пь нн х.исобланг. 

Е ч н ш. 2- мнсол ва Муавр формуласндан фоААаланиб куАидаги 
ечимга зга буламиз: 

z6=26(cos 56п .6+; siп 5; '6~=26e5'" = 

=64(сos5л+i siп5л) = -64. 
з --

4- м и с ол. '1-1 ни тonинг. 
Ечиш. z=-I сон учун ,=1, Ip=л. Шу сабабли унинг 

тригонометрик шакли куйндагича ёзилади: 

z= 1· (сosл+isiпл). 

n- даражали илдиз чикариш фОРМУ,ласидан фондаланиб, ушбуга 
зга буламиз: 

!, +.. n+2nk.. n+2kn 
ш.= vсosл 1 SIПЛ =cos --з-+/SIП --3- = 

l.(a+2d) 

=е-'-, бунда k=O, 1, 2. 

il га кетма-кет О, 1, 2 кийматларни 6ериб, нлдизнинг учала 
кийматини топамиз: 

n + .. n ~ 1 + . ...;з 
wо=соsз ISlПз=е =2' 1-2-' 

WI =соsл+i siпл=еil1 
•• -1, 

5п .. 5п 71."';3 
W2 =СОSз+1 SIП-з-=е =2'-12-' 

5.3.6. Эйлериннг 

е'ч> = cos<p + isiпlp 

формула~и даража курсаткичи комплекс узгарувчндан иборат 
курсаткичли функцияни тригонометрик функциялар оркали ИфQДа­
лаЙди. Тригонометрик функциялар coslp ва siпlp курсаткичли 
функциялар оркалн куйидагича ифодаланадн: 

""'1>+1.'-'''. """-1.'-'" cos<p= --2--' slП<р= 2i 

3- дарсхона тоnшuрuFU 

ZI +322 
1. Агар ZI=I-i, Z2=З+4i, zз=-I+3i булса,z= 2 

2 1 22 -Zз 
нинг кийматини х.исобланг. 

227 99. 
Ж: 274 +214/. 
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2. z, =3-2i; z2=4+i; Zз= -2+; комплекс сонлар бернлган. 

z, (Z2-ZЗ) 
z= --3-

Zз+ Z , 

нн х,исобланг. 

Ж: -~-~i. 
41 41 

3. (z) комплекс текисликда к.уАнда бернлган шартларнн к.ано­
атлантнрувчн z=x+iy нун.талар сох,асинн аник..ланг: 

а) 0< Re3zi<2; б) Im(iz) ~2; 

в) Iz-3+4il <3; г) 1 < I z-iI2; 

д) 2<lzl <3. 
л 

O~argz~T 

4. Куйндагн комплекс сонларнн тригонометрик ва курсат~ичли 
шаклларда ифодаланг: 

а) Z, =3-Зi; б) Z2= -I-i; в) Zз= -i; г) Z4= -2. 

Ж: а) Z,=3 v12 (cos( -~ )+isin( -~ ))=3 v12 e-~ ; 
- Зл Зл - -~ 

б) Z2= v12 (cos( -~)+iSiП( -4 ))= v12e • ; 

) ( л) .. ( л) -;;. в zз=соs -."2 +/SIП -2" =е ; 

г) Z4=2(сosn+isiпn) =2е"'. 

5. Куйидагиларни х,исобланг: 

а) ~ - 1; б) vi; в) \1 :....- 1 + v13 i . 

Ж: а) k=O, wo=cos i+isiп i ; 
k 1 л+ .. л =, w,=cos2" ISIП2"; 

k 2 5л+ .. 5л =, W2=COS 11 ISIП 11; 

k 3 7л + .. 7л =, wз=сos 11 151П 11; 

k 4 3л+ .. Зл =. W4=COS 2 ISIП 2; 

k 5 Ilл+ .. Ilл =. W5=COS Т 151П б-; 
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б) k=O, п+ .. n Wo=COS 6" ISIП 6"; 

k=I, 5n+ .. 5n WI =cos Т ISIП т; 

k=2, 3п+ .. 3n W2=COS 2""" Ism 2""";. 

В) k=O, Wo= у2 (cOs i+isiп ;); 

k=I, у2 ~ 2п +.. 2П) WI= сos з ISlП з ; 
k=2, .. ~ 7п 7п ) Ш2= у2 cos т+isiП"""6 ; 

k=3, у2 ~ 5п +.. 5П) Wз= cos 3 ISIП 3 . 

3· АСустак,ил uш 

1. Агар ZI =i-I, Z2= -2+i, zз=3-4i булса, 

ZI(Zl+·Ф 
Z= 

нн тonннг. 

Ж 64 38. 
: s-T· 

ZI- Z2 

2. Агар ZI = -3+i, z2=4-i, Zз= 1+3i булса, 

IIH тonннг. 

ZI +Z~З 

Z= Z~-Zз 

396 1112 . 
Ж: - 5101 + 51011. 

3. (z) комплекс теКНCJIнкда к.уiiндагн wартларнн к.аноатлантн· 
рувчн z=x+iy нук.талар сох.асннн зннкланг: 

R 1 . 
а) e~> 1; б) Im(2Iz) >3; 

В) 3< Iz+ 1-2il <4; n 
г) "2,.;;;;агgz<л, 

3<lzl <4. 

4. Комплекс сонларнн трнгонометрнк ва курсаткичлн wаклда 
нфодаланг: 

2 . 
а) Zl= I+i' б) Z2= - уЗ -i; 
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В) zэ= -3' г) z4=l+ уЗ;" 

Ж: а) ZI= у2 (cos(-f)+;5in(-f))y2e-~'; 
(5л 5Л)~' б) z2=2 ,С05 б+;5iп б =2е' ; 

В) zэ=-i (СOSЛ+;5iпл) =~ elU

; 

(л Л)~' г) z4=2 ,cos з+;5iп 3 =2е
3 

" 

5" К,уйидагиларни х.исобланг: 

а) -(i; б) ~T; В) ~-I 

Ж: а) k=O. Шо=С05 f+i5in f; 

k I 5л+"" 5л = . W1=COS. 151П.; 

б) k = О. ШО = С050° + i5inOo; 

k=l. WI=Cos~+i5in~" 
44' 

k=2. 

k=З. 

Л+"" л w2=cos "2 __ 151П "2 ; 

3л +"" 3:1 
Wэ=СOS --. 151П.; 

k=4. Ш4 =С05Л+;5iпл; 

5 5л+"" 5л k= . Ws=C05. 151П -4-; 

6 3л+"" 3л k= . W6=COS"'""2 151П 2 ; 

k 7 7л +"" 7л = • W7=COS -4- 151П -4- ; 

О Л+"" л В) k= . wo=cos ~ 151П ~; 

k I 3л+"" 3л = . WI=C05. 151П 4-; 

2 5л+"" 5л k= • W2=COS. 151П.; 

3 7л +"" 7л k= . Wэ=СOS. 151П.; 

• 
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• 

6- б об 

БИР fЗГАР)'ВЧИ Ф)'НКЦИЯСИНИНГ 

ИНТЕГРАЛ Х,ИСОБИ 

1-1. Аник.мас интеграл .а интеГР8JIлаwнинг 
сцдда усуллари 

6.1.1. Бирор ораликда аНИК,JIанган {(х) функция учун бу 
ораликнинг хамма кийматларида 

Р(х) =f(x) ёки dF(x) =f(x)dx 

шарт бажарилеа. у холда F(x) функция {(х) нинг 60шлангuч 
фУНКЦUЯСU деЙилади. 

Агар {(х) функция F(x) бошланrич функцияга эга булеа. 
у холда F(x) +С {(х) нинг хамма бошланrич функциялари 
туплами булади, бунда С - ихтиёриii узгармае. Шуига кура 
берилган {(х) функциянинг хар кандай иккита бошланrич функция­
си бир-бнридан ихтиёрий узгармаега фарк килади. 

{(х) (ёки f(x)dx ифода)дан олlt1fган аникмас интеграл деб, бу 
Функциянинг барча F(x) +С бошланrич функциялари туплами­
га айтилади на бундай белгиланади: If (x)dx=F(x) +С-

Аникмае интегрални топиш жараёии uнтеграллаш деЙилади. 

6.1.2. Аникмае интегралнинг асосий хосе8лари (интеграллаш 
кондалари) : . 

а) Of(x)dx)'=f(x); 

б) d(H(x)dx) =f(x)dx; 

н) ~dF(x)=F(x)+C; 

г) ~kf(x)dx=k~f(x)dx (k - узгармае); 
д) ~ (((х) ±q;(x) )dx= ~f(x)dx± ~q;(x)dx; 
е) агар ~f(x)dx=F(x) +С на u=Ф(х) хар кандай диффе­

ренциалланунчи функция булеа, у холда: 

~f(u) du=F(u) + С. 
6.1_3_ Аникмае интеграллар жаднали: 

1. ~du=u+C. 
( и"+ I 

2. Ju'"du= ~+-I+C, a.*--I. 
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3. ~ d: =Iпlul +С. 
4. ~ ~~ =2,.fU +С. 

5. 'du= -+С. ~U а" 
Ina 

6. ~"du=e·+C. 
7. ~iПиdU= -cosu+ С. 

8. ~ сosudu=siпu+с. 
9. r 4=tgu+c. 

J cos " 

10. С_~~=-сtgu+С. 
J sln

2" 
11. ~tgudu=-Iпlсosul+с. 

12. ~сtgudu=lпlsiПul +с. 

13. r~=ln Itg 2" 1 +С=lп I-·I_- ctgu 1 +С. )~" ~" 
14. r~=lпltg(.!!.+~)I+С=IП 1_1_+ tgu '+С. 

) cos" .. 2 cos" 

15 ~ d" 1 " 1 " . --=-arcctg-+C= - -arcctg-+C. 
~+,,2 а а а а 

16. r~=~lп 1 а+" '+С. J а2 _,,2 2а а-" 

17. =аГСSlп-+С=-агссos-+ . ~ d" . " " С 
_1 2 2 а а 
v a -" 

d --
18. ( " =Iп lu+ уu2±а21 +С. 

J у,,2±а2 

Интегралла ш натижасининг туrрилиги топил ган бошланrич 
функцияни дифференциаллаш билан текширилади. Келтирилган 
жаД8алда и эркли узгарувчини, шунингдек, дифференциаллаНУ8ЧИ 
функuняни ифодалаЙди. . 

6.1.4. Интеграллашнинг к.уЙидаги содда усулларини келтира­
миз: 

а) иитеграл остидаги функция ни содда функциялар йиrиндисига 
ёйиш ва интегралларнинг хоссаларидаи фойдаланиш усули; 

б) дифференциал белгиси остига киритиш усули. Масалан: 

dx=fd (kx+a), arap а, k - узгармас булса; 

xdX=~(X2), c05xdx=d (sinx), 
dx dx dx 
-=d (InX)'-2-=d (tgx),-,= 
х cos х 1 +.г 

=d (агс: tgx) 8а 11;. К. 
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~ 1 +2х'1 1- м и с ал. х'1 х'1 dx аНИI(,мас интегрални топииг. 
(1+ ) 

Е ч и ш. Интеграл остидаги Функцияни ша клан алмаштириб, 
аник.мас интегралнинг д) хоссасидан фойhалансак: 

( I+2х'1 dx_((I+x'1)+x'1 dx= ([ I+х'1 + х'1 ]dX= 
) x'1(I+x'1) -.) x'1(I+x'1) ) x'1(I+x'1) х'1(1+х'1) 

= H~ + I:х'1 )dx= t7+ ~ I:Хх'1 = -++агс tgx+C 

2- м и с ол. ~4cos2; dx аник.мас интегрални топинг. 

Е ч и ш. Интеграл остидаги Функцияни даражани пасайтириш 
формуласидан фойдаланиб алма штирамиз: 

2cos2i= 1 +cosx. 

Сунгра аник.мас интегралнинг г) 8а д) хоссаларидан фоАда­
лан,:ак. 

~ 4cos 2-idx= ~ 2(1 +cosx) dx=2 ~ (1 +cosx) dx= 

= 2~X + 2~cosx dx = 2х + 2sinx + С. 
3- м и с ол. Аник.мас интегрални топи'нг: 

~ 3Ж .e3zdx. 

Ечи ш. (3Z .е3ZdХ=(З.е3)Zdх= (3е3 )' +С. 
J J Iп (~) 

4- м и с ол. Аник.мас интегрални топннг: 

( d-t 
J ",(зz=s) . 

Е ч и ш. Дифференциал остига киритиш усулини к.УллаЙмиз. 

Бунинг учун dХ=~(З.r-5) деб OIIиб. жадвалдаги (4) иитеграл­
дан фойдаланамиз: 

( d-t =..!..( d(3-t-5) =2 V3..r-5 +С 
J "'3х-5 3 J "'3х-5 3 

5- м и с ал. Аиик.мас интегрални топинг: 

~ х- arc sin.r dx. 
V I-x'l 
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Е ч и ш. ЕАиш аа диффереиu.нал белгиеи остига киритиш 
уеулларидаи биргаликда фoliдаланамиз: 

( х- аге sinz (zdz ( arcsinz d _ 
) dx=) -) х-

YI-x2 YI-x2 YI-x2 

_ 1 ( d(l-x2) ( 
--"2) YI-x2 )aresinxd(aresinx)= 

~ '-1 -2 1 . 2 + С = - v - х -"2 аге slП х . 

б· м и е ол. Аинк.мае ннтегрални тonннг: 

( зх2 -4х d 
) ~-2x2+4 х. 

Е ч и ш. 
(зх2-4Z _ ( d(~-2х2+4J 
) zЭ- 2х2+4 dx-) ~-2x2+4 

_lnlx3 -2x2 +41 +С. 

'. дарсхон.а тonишРUFU 

Аник.мае интегралларни топииг, интеграллаш натижалариии 
дНфференu.налла ш билан текширинг: 

~( 3- 3 5) ~ J' 
\1 1. 4х5 

- 2 V х2 + v-;Э -7 dx. 
8. --=dx. 

У9-9' 

v 2. ~ (tgx+etgx)2dx. 9. ~ -./а:е:к;-х dx. 

3 ~ cos2z d 
. cos2z.sin2z х. 

10. ~ sin
2
z dx. 

eos4z 

v 4. ~ (1 +х2) dx. 
z(I+x2) 

11. ~ dz 
(х-2)2+ 4 . 

5 ~ dz 
12. ~ dz . 

х2+6х+ 13 
v . (3х-4)5' 

13. ~ dz . 
v 6. ~tg4XdX. У8+6х-9х2 

~ x2dz 
14. ~ еоsЗхdх. 

..t 7. I+~' 15. ~ sin2 xdx. 
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1- JIIустак,иА uш 

AHHl(,Мae ннтегралларнн тonннг, ннтеграллаш натнжаларннн 
днфференцналлаш бнлан текшнрннг: • 

1. ~ dz 
(z+l) ~ln(z+l) 

2 ~ .siп3z d 
• сos2зz Х. 

3. ~ ..JclvJz dx . 
sin27z 

4. ~ arc sin
2
Sz dx. 

V 1-2Sz2 

5. ~ e4
-

5z2xdx. 
8. ~ Зz+2 dx. 

V2z2-1 

7. ~ sin2z d 
I +3cos2z Х. 

8. ~ ~dz 
4_e6z ' 

9. ~ sin2 (2x-l) dx. 10. ~ tg 4 2; dx. 

11. ~ sin3xcosxdx. 12. ~_dz __ 
4z2-Sz+4 . 

2- f. Ан"цае нитегpa.lАа j3rару."иин ... _aWT"pilw. 
БУ.lаuа6 иитеrpa.uаw 

6.2.1. ЛItнкмае ннтегралда узгарувчиин алмаштнрнш куАнда­
гнча амалга ошнрнлади: 

а) x=fJI (/), бунда Ip (1) - инги узгарувчн t нннг днффереНl1Иал­
ланувчн функцниен буленн. Бу J(OIIдЗ уэгарувчннн алмаштнрнш 
ФОРМУ,lаен ушбу курннишга эга: 

~ f (х) dx = ~ нсри) ) ср' (t)dt; 

б)- ~(x\ It:: t, бунда 1 - ингн уэгарувчн. Бу J(OIIдЗ уэгаРУВЧНIIИ 
алмаШТНрltш.формуласн ушбу курниншга эга: 

.. ~f(~(x))~'(x)dx=~f(/) dt. 

ИКкaJlа J(QlJдa цм н.нтегрanлашдан кеАнн уэгарувчн х га 
кайти"" KepalC. -

1- мнеол. ~ -Ya2-x2 dx аннкмае ннтегрални ТOnИI:IГ. 

Е .. И·UJ· x=z05int дкаи, dx.=йCosldl 6улаJ1И ва аникмае 
ннтеrpaЛ-ушбу ~.нниWIIН OII3дя: . 

, rva3 -;-:Z1 dХ'=. i ".~2-a2sin2t 'йC(J5/dt-
f -._ " .. 

. : =-= ~.-Ya2.eos2/.acostdt=a2~ 1+~0a2ldtc: 

а2( а', а' а'( 
=2" } dt+2" } со!! 2tdt=Tt+T } eos2tdt= 
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Энди 

а2 a21~ а2 а2. =- t+--- eos2td(2t) = -t+-S1П2t+С 2 2 2 2 4 . 

t=are sin~ ва sin2t=2sinteost= 
а 

= 2sint -V1-sin2t =2--;; Н 
тенгликлардан фоАдаланиб эски 9згарувчи ж га каАтамиз: 

~ -V
-2-2 а2 . z а2 2 z Н с а-ж dж=-аге slП-+---- -- + = 

2 а 4 а а2 

а2 . z z _ '-2--2 С 
=2 аге sln~+2 va -ж + . 

2- м и е ол. АНИКМ8е иитегрални ТOIlииг: 

~ w?dж 
Е ч и ш. ж=аtgt деб белГИЛ8еак, dж= OO~ булади. Буни х,неоо­

cas t 
га олиб аникмае интеграл ни топамиз: 

r y~ dr= ( y a2tv!/+a2 
J ~ J a21v!/ 

00/ 
- cCJ!!,2/ = 

= ( vI+t;!i dt = ( d/ 
J siп2t J siп2t. cos/ 

( сas2t+Siп2t dt= ( ~t+ ( ~ = 
J siп't-сast J siп2/ J cos/ 

( d(siпt)+ (~=--.I-+In 1_1_+ tgt '+с= J Siп't J cos/ 51пt cos/ 

-..F5 +1" 1-..F1 +~ I +С-
/1 

ya'+~ +In 
z 

ya2+~ +х I +с. 
/1 

3- м и е о л. Аимкмае интегралнн тonинг: 

( dz 

• J z";2.I:-9 
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Е ч н ш. ИЛДН3 остндагн нфодани t2 билаи белгилаеак, 

dx I 2x-9=t
2
; t= "";2х 9;! 

~ x~2x-9 = х=+(/2+9); d.x=tdt = 

r tdl ~ ) 1 =2 ~- 2 1 2" (r+9).1 9+r-З"агеtg З"+С= 

2 V2x-9 
=З" аге tg ~ +с. 

4- м н е о л. Аник.мае интегрални топинг: 

~ dx 
(х+l) -../?-+x~· 

Е ч и ш. t=-;:J:т янги узгарувчини кирита~из: ~ 
t=_I_; x=--I; 

dx х+l 1 \~+I) V"'+<-I ~ldХ~-~ d/ -
_-.!. dl 

r r r dl 

) + -V(+-1)2 ++-1-1 -) v 1-21+r+I-2r 

d(I+~) I+~ __ r dl __ r 2 = аге eos __ 2_ + С = 
- ) VI-I-12

- ) .y{-(t++'f ~I 

2 +1 
21+1 х+l 

=aree~+C=areeos ,. +С= 

х+3 
=areeos V5(x+l) +С. 

6.2.2. Булаклаб интеграллаш уеули 

~udv=uv- ~ vdu 

формулага аеосланади, бунда и ва v -х нинг интегралланувчи 
функциялари. 

Бу уеул ~ap хил еинфдаги функцнялар купайтмаларини 
ннтегралла шда фойдаланилади: 

~p" (x)e'''dx. ~p" (x)eosaxdx, ~p" (х)siпахdх, 
~p" (x)aretgx dx. ~p" (х)агеsiпхdх, 

~p" (x)cosx dx, ~p" (х) Iпхdх. 
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Даетлабки учта интегралда u учун Рn(х) кУпх.ад к.абул 
к.нлинадн, охиргн туртта иитегралда эеа u учуи aretgx, аге sin~, 
аге eosx, Inx к.абул к.нлинади. 

Баъ.зи х.Wlларда булаклаб интеграллаш формулаеини бир неча 
марта к.Уллаш зарур БУлади .. 

5- м н е ол. ~xe-szdx ни топннг. 
Е ч н ш. и=х ва du=e-SЖdх деб мамнз, у х.мда 

xe-s'dx= 1 = !
и=х, du=dx, j 

~ du=e-s'dx, [/= ~ e-5zdx= _~-S% 
__ х -5%_ 1 -5,+С - ~ ~ . 

[/ нн топншда ннтеграллаш доимнйеини х.ар данм нмга тенг деб 
х.иеоблаш мумкнн. 

6- М н с ол. ~ аге tg xdx ни топннг. 
Е ч и ш. u = аге tgx деб мамиз, у )(.мда 

~ аге tgxdx= 1 +..,2 = ( и=аге tgx, du=~, J 
d[/=dx, [/= ~ dx=x 

( xdx 1 (d(I+..,2) 
=х-аге tgx-) 1 +..,2 =х·аге tgx--л!+Т 

=x.arctgx-~Inll +х2 1 + С. 

7- м н е ол. ~(x2+ I)cosxdx иитегрални топинг. 
Е ч н ш. Бу миеWlда булаклаб интеграллаш формуласинн икки 

марта к.Уллашга туrри келади. 

~ 2 ) d {и=х2+ 1, dU=2XdX;} 
(Х + 1 cosx Х= = d[/=cosxdx, [/=sinx 

= (х2 + 1 )sinx-2( -x·cosx+ rosxdx) = 

= (х2 + 1 ) sinx + 2xcosx-2sinx + С= 

=2xcosx+(x2 -1) sinx+C. 

8- м и е ол. Аник.мас интегрални х.исобланг: 

~ e'''cosf}xdx. 

Е ч и ш. Бу интегрални икки марта булаклаб интеграллаЙмиз. 

! и=е'", du=a.e"zdx; I 
~ e"zcosf}xdx= .d[/=cosf}xdx, [/=~-SiПf}Х 
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I""A (I~IU...·Axd =-f! ·SIП ... х- - е ~IП... ]( = 
11 11 

( 

и=е"', du=a.·efUldx I 
- "1-
- dv = sinpxdx, v = - ~ospx -

=--еCl<·sIПРХ- - ---e"'cospx+ - e~osp](dx = 1 . (I( 1 (I~ ) 
~ 11 11 11 

е"Х (12 ~ 
=-2 (psinpx+a.cosp]() -"2" e""cospxdx. 

11 11 
Бунда 

1 = ~ e"'cosflxdx 
деб ушбу тенглнкка эга буламнэ: 

е'" (12 
1=-. (psinpx+a.cosflx)--2/. 

11' . 11 

Бу тенгламанн 1 га ннсбатан ечсак, 

е"" 
1=~e"'cospxdx=-2 -2 (psinpx+a.cosPx) +С. 

(1 +11 

2- дарсхона тonишрu"u 

Аннкмас ннтегралларнн топннг: 

r dx 

1. j I+~X+I 

2. ~ vxdx 
=---З - . 

ух - ух 

dx 

3. ~ z2 V z2 +4 . 

r VI- z2 dx. 4. j _ 

2 - . I 

ж: f(X+I)'-3(Х+I)'+3Iпll+ \lx+11 

5 I I I 
б- з- - -

ж: х+_](' +-х' +2х' +3х' + 
5 2 
I 

+6х6 +61п 1 ~x -11 +С. 

ж:с- y~ 
4х . 

ж: С- VI-z2 агс sinx. 
х 

~ dx . I 1 1 " l-x-z2 I 5. V . Ж. C-In x+1 +"2+ x+1 . (x+l> l-x-z2 

6. ~ х· агс tgxdx ж: z2~1 агсtgх-f+С. 

7. ~ xdx 
Sin2x' ж: C-x.ctgx+lnlsinxl. 
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8. ~ аге sinxdx Ж: xaresinx+ .у I _х7 + с. 

9. ~~ ~ х. Ж: с-+ (In·1x+3In 2x+6Inx+6) .. 

10. ~ x2sinxdx. Ж: C-хЭеosх+3х2siпх+6.rеosх_6siпх. 

11. ~ sin Inxdx Ж: i(sin Inx-eos Inx) +с. 

12. ~ .y4+~7dx. Ж: i .у4+х7 +2Inlx+ у4+х21 +с. 

2- мустак,uл uш 

Аннкмае ннтеграллар'НИ тonннг: 

1. ~ х у х - I dx. 5 .1 

Ж: f(X-,)2+f(Х-I)'+С. 
2. ~ dx . 

- 4 - 4 _ 
ух + {lx Ж: 2YX-4Ух+4 IП II+Ух l+С. 

3. ~ x 2 .y4-x2 dx. Ж: : (х2_2) у4-х2 +2агс sinf+c. 

4 ~ dж 1 
1 ж:1 + ViEi2+

' 1· 
. (ж+l) У~+2Ж+I.О· Ж: С-зlп 

5. ~ In (х2 + I )dx. Ж: хlп(х2 +1)-2х+2агеtgх+С. 

6. ~ ЖСOiSх dx. 
siпЭж 

Ж: C-+(++etgx) 
51П ж . 

7. ~ е -~ . .r2dx. Ж: С-2е-2 (х7 +4х+8). 

8. ~ еОб Inxdx. Ж: f (еа> fnx+sin Inx) +с. 

3-1· l(acp-раЦIIOll"" ФУНIЩIIАНII 9НГ содда касp.nарга ё_IIШ. 
РаЦМOllаА ФУНКЦIIА.IIаРНII IIHтerpU.law 

6.3.1. Иккнта купкаднинг ннебатнга тенг 

R(x) = Qm(Ж) 
Р.(ж) 

функция каср-рацuонал функция ёки рацuоНйЛ каср дейнладн, бун­
да т ва n Qm (х) ва Р. (х) купкадларнннг даража куреаткичларн 
булнб, улар натурал еонлардир. m<n да R(x) каср-рацноиал 
функцня тугри каср. m~n да эса нотугри каср деЙиладн. 

Куйидагн ТУfрИ касрлар.энг содда касрлар дейнлади: 
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1. А 

к-а 

А 11. ---.' бунда k~2 - буту н сон. 
(х-а) 

111 Ах+8 2 . -2 • бунда D=p -4ч<О. 
r+pz+q 

IV. ~ Ах+8 • бунда s~2 - бутун сон. D=p2_4q<O. 
( +рх+ч)' 

Юкоридаги касрларда А. В. Р. Ч. а - х.акикиЙ сонлар. 
6.3.2. Хар кандай х.акикнЙ коэффицнентли n·даражалн Р.(к) 

купх.ад х.акикиЙ сонлар тупламида ушбу куринишда тасвирла' 
ниши мумкин: 

., ( *. ( 2 ) " Р. (к) =аn(к-а,) ... , . к-ар) к +р,к+?, ..... 

. (х 2 +р,х+ч,)", 

бунд] а,. а2 •.... ар Р.(х) кУпх.аднинг МОС равишда k, •...• kp каррали 
х.акикиЙ илдиэлари. х.амма квадрат учх.адлар учун дискриминант 

Di<O (i=П); k,+ ... +kp +2s,+ ... +2s/=n; k, •...• kp• s, ..... S/­

натурал сонлар; ао- Р.(х) кУпх.адда х" OJIдидаги коэффициеит. 
Qm(z) • 

Агар R(x) = -р-- ТУFРИ рационал касрнинг махражи Р. (к) 
.(х) 

юкорида курсатилгандек ифодаланган булса. у х.OJIда бундай 
касрни 1 - IV куринишдаги энг содда рацrroнал касрлар ЙИFИНДИСИ' 
га ёйиш мумкин. Бу ёйилмада Р. (х) купх.аднинг х.ар бир k каррали 
а илднзига. яъни (х-а)· куринишдаги купайтувчига. ушбу k та 
касрлар iiИFИНДИСИ МОС келади: 

А, А2 А. 
--+--2+"'+--·' 
х-а (х-а) (х-а)" 

Р. (к) купх.аднинг s карралн комплекс кушма илднзининг х.ар 
бир жуфтига. яъни (х2 +рк+ч)' куринишдаги купаiiтувчига ушбу 
s та каердан иборат iiHFHHAН МОС келади: 

M,z+N, Mr +N2 M.x+N. 
-2--+ 2 2+"'+ 2 . r+pz+q (r+pz+q) (r+pz+q)' 

Ейилмадаги Ао • N i • М• к<Вффициентларни тonишда хусусий 
кнiiматлар уеули ёки номаълум коэффициентлар усулидан фОЙда· 
ланилади. Баъзан бу икки усул биргаликда кУлланилади. 

Qm(z) • 
R(x) = -р-- рационал каср нмугри IЦlCp булган х.OJIда бутун 

.(х) • . 

киемнни ажратиб. суигра туrри каср кисми юкоридаги каби энг 
еодда KacpJIapгa ёiiилади. 
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1- 11 И С ол. Ушбу 

R(x) 
15..'-4 ... -81 

( ... -3) ( ... +4) ( ... -1) 

раuмонал касрни энг содда касрларнииг Анrиидисига ёАииг. 

Е ч и ш. Берилгаи R(x) рацнонал каср тjrри каср. Махражинииг 
Хоаllllа ИJlдизлари (3, -4, 1) бир каррали (оддиА) ва х.аlUfкиil, 
шунинг учу н 

R(x) 
1s.r2-4 ... -81 А В С 

( ... -3) ( ... +4) ( ... -1) = ( ... -3) + ( ... +4) + ( ... -1) , 

бунда А, В, С - аиикланиши керак булган кmффициентлар. 
Тенглнкиинг унг IUfСIIИНН УllумнА lIахражга кеJlтириб, иккала 
IUfсмннинг Хоам махражларинн ташлаб юборсак: 

15.r-4x-81 =А (х+4) (x-I) + 
+8(х-3) (x-I) +С(х-3) (х+4). 

а) Хусусu.й lIjuiJJшТАаР уСУАШШн,г мазмуни шундаки, унда х.осил 
булган аilниятга х нинг хар хнл (ОАатда махражнинг UIUfIUfЙ 
ИЛДИ3JIари) КИЙllаТJlари кjЙнлам. К,аралаётган lIисonда бу 
куйидагнча амалга OIIJнрилади: 

х=3 

х=-4 

-х=1 

42= 14А, 

175=358, 

70=-IOC. 

Хосил к.нлинган тенгламалар системасидан А =3,8=5, С=7. 
ШундаА IUfлиб, 

R(x) 
1s.r2-4 ... -81 3 5 7 

( ... -3) ( ... +4) ( ... -1) = ... -3 + ... +4 + ... -1 . 

б) НOIЮЪАУJl ICоэффuцшнтАар yCYAиНUНZ мох.няТи ШУНДдки, 
унда х.оснл бjлган айннятда х нинг унгдаги ва чаnдаги бнр хил 
даражалари onдидаги коэффиuментларни тенглаб, А, 8, С кmффи­
lUfентларнн тonиш учун тенгламалар системаси тузиладм, яънн: 

х2: 15=А+8+С, 

к: -4=3А-48+С, 

КО: -81 = -4А +38-12D. 

ХОСНJl булган тенгламалар 
С=7 эканинн тonамиз. 

2- 11 И С О л. Ушбу рацнонал 
ёiiинг: 

R (.&") 

системасини ечиб, А=3, 8=5, 

касрни cQЦДa касрлар ilиrинднсига 

... 
( ... _1) ( ... +1)1· 
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Е ч и ш. Туrри рационал касрни к.уЙидагича ёямиз: 

z А 8 С 
R(x) =-+-+--

(z_l)(z+I)2 z-I ztl (z+I)2' 

Бундан 

х=А (х+ 1 )2+B(x-l) (х+ 1) +C(x-I). 

Коэффициентларни топиш учун юк.орида баён к.нлинган иккала 
усулдан х.ам биргаликда фойдаланамиз: 

х=1 I 1=4A, 
х=-I -1=-2C, 

х2да 0=А+8. 

1 1 1 
Системани ечсак, А=4,8=-4'С=2' 

fleM;IK. 

R(x) 
z 1 1 1 
--=-----+-

(z_l)(z+I)2 4(z-l) 4(z-l) 2(z+I)2' 

З· м и с оп. к.уЙидаги рационал касрни содда касрларга ёйинг: 

R(x) = z4+4~+II~+12z+8 . 
(~+2z+з)2(z+ 1) 

f ч и ш. Рационаn каср туrри касрдир, уни энг содда касрларга 
ёями:с 

R(x) = Z4+4zJ+II~+12z+8 =_А_+ 8х+С + 
(~+2z+з)2(z+l) z+1 ~+2x+3 

+ Ох+Е 
(~+2z+з)2 

Ушбу 

х4 +4Х3 + Ilx2+ 12х+8=А (х2 +2х+з)2+ 

+(Вх+С) (х+l) (х2 +2х+З) + (Dx+E) (х+l). 
тенгликдан фойдаланиб номаълум коэффициеитларни ТOIlиw учун 
тенгламаnар системасини тузамиз: 

х=-l 4=4А, 

х4 да 1 =А+В 
х3 да 4=4А+2В+С, 

х2 да 11 = IOA +ЗВ+ЗС+D 

х да 12=12A+B+5C+D+E. 

Тенгламалар системасиии ечсак, 

A=I, 8=0, С=О, D=I, E=-I. 
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ДеМ8К. 

R х)= ,r4+4,r3+ 11 z2+12,r+8 =_1_+ ... -1 
( (z2+2,r+з)2(,r+ J) х+ 1 (z2+2x+3)~ . 

8.3.3. TyrpH рацнонал касрларнн ннтеграллаш энг CQДДa каср· 
ларни интеграллашга келтирилади. 

~ 
Adx 1. -- =Alnlx-a.1 +С . 

... -а 

II.(~ А tl+ C. 
) (х_а)· (I-k)(x-a)-

111. r z2 Ах+В dx=4Inlx2+px+QI + 
) +p,r+q 

р 

( АР) 1 Х+2" 
+ В-т· Rarctg -J_~+C. 

IV. r (Ax+B)d,r =.i( (2x+p)dx + (B_~)r d(,r+f) 

J (..-2+ px+q)' 2 J (z2+ p,r+q)' 2 J ((х+ ~)2 +q_ ~2 )' . 
бунда 

2 

a2=Q--7-, t=x+f белгилашлар киритиб. иккинчи интеграл 

1,= r ~ d/,; куринишга~елтнрилади ва у к.уЙидаги рекуррент ) ( + )' 
формула ёрдамида топилади: 

1, ___ .,.:1.....,---..,,_ + 2s-3 1 
2(s-l)a2(~+';),-1 2fs-l)a2 ,-1· 

4- м и с о л. Интегралнн х.нсобланг: (z2 3х-I dx. 
) +4х+8 

Е ч и ш. 

.!(2х-4) +6-1 
(3х-I r 2 dx= 
) z2_4,r+8 dx=} .1-4.1-+8 

3 r 2х-4 [d,r ~ J 

=2 ) z2_4.r+8 dx+5 ) ~·"'::4x+1t :.- .• ~ , 
.'~ 

3 2' r ФI. :е" 
=2"lnlx -4х+81 +~] (x-~~t' ; ._ .... 

э 2 . 5' х-2 . • 
=-Inlx -4х+81 +- агс-t ... -2--t"С. 2 2 . _ .. 
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5- м н с о л. Интегралнн ТOIlинг: 

( 3z+2 dx. 
J (z2+2z+ 10)2 • 

.!(2z+2) -3+2 

Е ч и ш. ( 3х+2 dx= ( 2 dx= 
J (z2+2z+IO)2 J (z2+2x+10)2 

=f~ 
(2z+2)dx ( dx 3 ( d(z2+2x+ 10) 

(z2+2z+10)2- J (z2+2x+10)2=2"J (z2+2x+IO)2 

_ ( d(x+l) __ .!. 1 / 

J [(Х+I)2+з2f - 2 z2+2z+10 2" 

Бунда /2= ( d(x-t;l) 2f ' 5=2, u=х+ I ва а2 =9 деб белгилаб, 
J [(х+l) +3 

юкоридагн рекуррент формуладан фойдаланамиз: 

~ d" 1 ( " ) /~ = 2 2 = -2 9 1 -2-+ (2·2-3)/, = 
, (" +9) .." +9 

1 (" (d") 1 (" 1 " ) =18 "2+9 + J "2+9 =18 "2+9 +"З агеtg"З . 

Узгарувчи х га кайтеак, 

1 ( х+l 
/2=18 (х+ 1)2+9 

1 + "Загеtg X~I) = 

. 1 ( z+1 
=18 z2+2x+ 10 

+ .!. aгetg z+ 1 ) 
3 3' 

Шундай кнлиб, 

( (3x+2)dx 

J (z2+2x+ 10)2 

3 z+1 

2(z2+2z+10) - 18(z2+2z+lO) 
1 x+1 -54 агеtg-з- + С. 

Qm(x) 
6.3.4. -Р-- рационал каерни ннтеграллашдан олдин куйидаги 

.(х) 

алгебранк алмаштиришлар ва х.иеоблашлар бажарнладн: 
а) берилган каер туrри каер эканини текшнриш; агар каер 

HoтyrpH булеа, у х.олда унинг бутун киемннн ажратнш, RЪНИ 

г(х) 
Qm(x) =q(X) + Р.(х) 
Р.(х) 
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шаКJIга келтнриш, буида q(..t) - куп~ад, 'р(Ж)) эса туrри рационаn 
.(ж 

каср; 

б) касрнннг махражи Р.(х) ни (x-cz)· ва (x2 +px-+wq)' кури-
нишдаги ЧИЗИКJIи ва квадрат купаАтувчиnарга ажратиш 
(p2_ 4q <O): 

в) туrри рационал касрни ~HГ содда касрлар Аиrиндисига ёiiиш; 
г) ёilилманинг ко~ффициентларини х.исоблаш. 
6- м и с ол. Интегрални топинг: 

C_~:±-!-__ dx . 
) z4-вz2+16 

Е ч и ш. Берилган рацнонал каср нотуrри каср булганлиги учун 
унинг бутун к.исмини ажратамиз: 

Демак, 

х5 + 1 I х· -8z2 + 16 

x'~ - 8i1 + 16z 

8x3 _16.r+ 1 

z 

х5+ 1 8z3 -16x+ 1 
-----=х+---- = 
x4 _8z2+ 16 z·-8z2+ 16 

+ ax3
-16z+ 1 

= х (Х_2)2(ж+2)2' 

Туrри касрни ~HГ содда касрлар iiиrиндисига ёямиз: 

8X3 -16x+1 А 8 С D ------ =----+-- +--+------. 
(х_2)2(х+2)2 х-2 (х_2)2 х+2 (х+2)2 

Махражлардан к.утулсак, 

8x3 -16x+ 1 =А (х+2)2(х-2) +8(х+2)2+ 
+С(х-2)2(х+2) +D(x-2)2. 

Номаълум коэффициентларни тonиш учун теигламалар системаси­

ни тузамиз: 

х=2 

х=-2 

х3 да 

х2 да 

33=168, 
-31=16D, 

8=А+С 

О=2А +8-2C+D. 

Бу система ни ечиб, коэффициентларни топамиз: 

127 3з 129 31 
А =-32-' 8=16' С =-32' D= -16' . 
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д."'IC. 

~ 
т » '" 

rlк't~:', __ r .1+ -и +'1_ + " _ 
J ~-"'+II J 1-' (1-2,' -+. 

3' ~ • ~ ~ 'n » -~- .r--+·,:;.;..а"I.r-21- i + (1 +'1' 2 32 I ( ... ,) 

'211 JI +"32 Inl.r+21 + '.1_' ... +С . 

. 7· дapcxOНD rOllШUPU'U 

Вc!pllJlr'H .""км.е Nнтеrр.лл.р"" TOnHHr: 

, . , .4::_а!_:, 31 -:-:J. d •. ) ~-,'l-2. 

2. (,2;, -:.3:.i_~-d., 
'. -''''+1 

3. ( ~t", dz. 
J .1. --11 

4 ',Id. 
. ) .-'+,' 

а. ~ ,,'l+/:i:t;:.I+i, 
•. ~ ,,+ ,j(~'+;+'i,r . 

.".,,', ,., а С Ж· ~....I..:J-+-In·~---,-- + . 
· • 3 (1-2,'(1+'1 

2 III J 

Ж: С --.-=1+1", ... _11' 

Ж , С 1 (6_1/' · ___ о_о +1" -----о 
(.-1)' 1.1 

Ж· С ,,"-.+' ./J 2 ... -1 · +-:;-'/"------- +~-arctl__;._ . • '.+1)' 3 ';'6 

Ж: c+-~8rСii~ - 2- arct,(z+2) 
3";7 У' а 

• Ж: C+1.I" _!!±.!_) - + 
2 .. +;+' 
1+2 11 26+' + ---г-- + ~arсtl-J'fГ . 3( ... +.+" ЗV" У" 

,. "lIcrolf,UA uш 

~ним. ... с ""ТfГр'ЛЛ'Р"" топикг: 

1. (1I~,+_\~::-_~21 -8 dz. Ж: &z+'"z'(z+2)4Iz-21'+C. 
J ... -4 .. 

1. r ----- .!!----- .. - . 
J с .. + 1 1 C6+2)'(I+a)~ 

Ж' ..!", + 1101 t!l_ + 
' 4(1+2) (1+3/1 

+ 1.1" I C!±!!.!!~ I + С • '6+з,17 ' 

а. I i:,....:.-4~+!i~j-..:-4;+I" . Ж: C-.~I-.rctl(z-2). 
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4 r _d~z~ __ ~ 
. J (1 +ж) (1 +z2) (1 +iI) 

Ж: C ____ I_ +~ 'П (l+z)2 + 
6(I+z) 6 l-z+z2 

1 1 2ж-1 
+"2arctgx- ЗуЗ arctg~. 

5. (~~ dx. 
J (z+l) (z2+I) 

Ж: .1"+2 +2arctgx+ln f~ +С. 
2(z2+1) yz2+1 

6. ~ 
(z+I)4 dz 

(ж2+ 2ж + 2 )3 . 
Ж: i arctg(x+ 1) sil+ ISz2+ 18ж+8 +С. 

8(z2+2z+21 2 

4- '. ~ R(slпж, сosж)dж КУРИНИШАаги интеГР8.IIJlар 

~R (sinx, cosx)dx куринишидаги интеграллар (R - sinx 8а cosx 
га нисбатаи рационал функция) tgi=t алмаштириш ёрдамида 
рационал фуикцияларнинг интегралларига (3· §) келтириладИ. 
Чунки, 

sinx 

cosx= 

z 
2t~ 

I+tlii 

I-tlii 

I+tlii 

2/ 

I+f' 

= J-/2 

1+/2 ; 

и/ 
x=2arctgt; dX=--.-2' 

I+r 

Бундай алмаштириш КУ" х.OJIларда мураккаб х.исоблашларга 
OJIиб келади. Шу сабабли баъзи хусусий х.OJIларда курсатилган 
хилдаги интегралларни топишда к.уЙидаги содда урнига к.УЙиш· 
лардан фойдалаиилади: 

а) агар R (sinx, cosx) ифода sinx га нисбатан ток. функция, яъни 
R( -sinx, cosx) = -R(sinx, cosx) 

булса, у х.OJIда cosx = t урнига к.УЙиш бу функция ни рацио­
на.1Лаштиради; 

б) агар R(sinx, cosx) ифода cosx га нисбатан ток. функция, яъни 

R(sinx, -cosx) = -R(sinx, cosx) 

булса, у х.OJIда интеграл sinx=t урнига к.УЙиш билан рационал 
функцияларии интеграллашга келтирилади; 

8) агар R(sinx, cosx) ифода sinx 8а cosx га нисбатан жуфт 
функция, яъни 

14-665 
R( -siп," . ...,.('11'1') -= R(sinx. cosx) 
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булеа, у )(.OIIда бу функция tgx=1 урннга к.УАиш билан рацио­
наллаштирилади. Бу )(.OIIда 

eos2x _~I......,- 1 
1+I~z = l+t2 ' 

sin 2x 
I~z 12 

,+Irz = I+r' 

x=aretg/' dx= _dl_. 
, I+r' 

г) агар R(tgx) булеа, у )(.OIIда интеграл оетидагиифода яна 
tgx=1 урнига к.УЙиш билан рационаллаштирилади. 

1- м и е ол. Интеграл ни тonинг: 

~ dz 
4siпz + 3сOSХ + 5 . 

E'~ н ш. tg; =1 урнига к.УАншдан фойдаланиб, интегрални 

топамиз: 

~ dx 
4siпz+Зсosz+5 

2dl 

I tg-i-= 1, 

2dl 
dx= I+r' 

21 . 
sinx= I+r' 

I-r 
eosx= 1 +r 

r dl 

1-
~ 1 +12 
4._21_+з I-r +5 

r dl 

2 ) 2r+81+8 ) 12+41+4 
I+r I+r 

r dl 
= ) (1+2)2 = - 1~2 +с=с 

2- м и е о л. Иитегралнн топинг: 

r (SiПZ+Siп3z) dx. 
) сos2х 

Ig~+2 
2 

Е ч и ш. Интеграл остидаги функция sinx га ниебатан ток. 
функция, шунинг учун cosx= t урнига к.УЙишдан фоАдаланамиз: 

SIПZ SIП Z . +. 3 {eosx=t; sin2x= 1_/2, } 
~ --~~ dx= sinxdx= -dt; eos2x=2t2-1 = 

= r ~+sin2z)~!:.Izdx= r (2-12.'L=-~= r j~ dt=~ r _(2r-4)dl 
) l'os2z ) 212 - I ) 21' - 1 2) 2Р - 1 
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= ~ r (1-_3_)dt=!..._~ r _dl_= 
2 J 2r _ 1 2 2 J 212 _ 1 

=!...--~In I "';21-1 I +C=~osx-~In I "';2cos,r-I, 
2 4 у2 "';21+ 1 2 4"';2 I+C. 

з- м и с ол _ Интегралнн тonинг: 

э s ( cos ,r+cos,r dx. 
) sin2,r+ sin4,r 

Е ч и ш. Интеграл остидаги функция eosx га ниебатан ток. 
функция, шу еабабли sinx=t урнига к.УЙишдаи фойдаланамиз: 

( сosЭ,r+сosS,r dx= r cos2,r(1 +cos~,rlcos,r dx= 
) sirl,r+i!n4,r } sin2,r+sin4,r 

= {Sinx=t, eos2x= l-t2 }= ((I-r)(2-r) t- ( 14 7 зr+2 dt . 
eosxdx=dt ) 12+" d -) 14+12 

Энди НОТУFРИ рационал каернинг бутун к.иемини ажратиб ва 
ТУFРИ рационал каерни энг еодда каерларга ейиб, интегрални 
топамиэ: 

(1
4

-зr+2 _ ((1 +.!.--б-)dt=t-~-6агеtgt+С. ) t r dt - ) r 1 + r 1 + -о 

Шундай к.илиб, эеки уэгарувчига к.аЙтеак: 

(c~:,r+c_~S,r dx=sinx--?--6aretg(sinx) +С. 
) sln х+ SIП Х Sln,r 

4- м и с ол _ Интегрални тonинг: 

( d,r 

) Siп2х+з' 

Е ч и ш _ Интеграл остидаги функция sinx ва eosx га ниебатан 
жуфт функция, шу еабабли tgx=t деб мамиэ: 

r dx 

) siп2,r+3 ( 

. 2 _12 
tgx=t; slП х= 1 +r' 

dl 
x=aretgt; dx= 1 +/2 

= ~ :/r I 
dl 

--+3 
1+12 

r dt 1 ( d(211 

= ) 3+4r =2') ("';3 )2+ (21)2 

1 21 1 2tg,r 
= 2...;загеtg ~ +С= 2...;загеtg~+С. 
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5- м и с ол. Иитегралнн топинг: 

( dx 
) I+tgx' . 

Е ч и ш. Интеграл остидаги функция факат tgx га БОFЛИК бул­
гани учун tgx=t деб оламиз: 

ь ~ 

(

tgx=t, x=arctgt, J 
---= dl - --- . ~ I+tgx dx= I+r -~ (l+r)(I+I) 

Интеграл остидаги функцияни энг содда касрларга ёАиб, 
интегрални топамиз: 

( dl _((-1- 1-1 )dt= 
) (1+12)(1+1) -) 2(1+1) 2(1+12) 

1 1 2 1 
=2"ln ll +tl-"4lnll +! 1 +2"arctgt+C. 

Эеки узгаРУ8ЧИ .1' га кайтсак, 

(~= ..!..Inll +tgxl--
4

1 In(1 +tg2x) + -2Iх+с= 
) 1 +tgx 2 

1 I I+tgx I 1 1 I I =2"ln _il+t~.r +2"x+C=2"ln cosx(l +tgx) + 

++.1'+ C=+x++lnlcosx+sinxl +с. 

4- дарсхона ТОnШUРUFU 

БеРИЛ1'ан аникмас интегралларни топинг: 

(dx 1 I .r I 1. j 3+5:inx+3c05X' Ж: 51п 5tg2"+З +С. 
( dx 1 (х) Z. ) 5-3сО5х • Ж: 2"arctg 2tg2" + С. 

з. f .C2~Xd~ Ж: Iпlsiпхl-siпх+С. J SIII x+srru 

4: (' 'd.r . Ж: IRltg~t+~rпll+,-/2СOSХ '+с. 
) siпх(2сО52х-1 J ~ ,-/2 1 - ,/2 c05x 

~ 
dx 1 . 

5. , • 2'. 2 • Ж: заГС,tg(~ 'e~) + с. 
""3co5 .r + 5sIП .r . • 

6: ~ ;i~~СО5ША Ж 11 l' + ~~! I 1 •. ) С " .: - n slПХ cos.( ---:-<:OSХ(SlПх+соsх + . 
SlПх + c05x 4 4 
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7 (_dx __ 
. J 4+tg.t+4ctgz 

4 3 2 
Ж: Тsx-Тslnltgx+21 +-_-.. -. _ . 

3 
-Тslnleosxl +с. 

8. ~ (2tgx+3)d/ 
sin2x+2cos2z 

Ж: In (tg2x+ 2) + ~2 aretg ~; + с. 

1. 

2. 

4- .мустак,иА UШ 

Берилган аникмас ннтегралларнн топинг: 

~ dx 
5+4sini' Ж: 

х 

2 Ы~+4 
загеtg 3 +с. 

~ 2-sinx 
2+cosx dx· Ж: 4 (1 Х) In(2+cosx)+ v'загеtg v'зtg2" +с. 

3. ( cosxdx 
) siп2z-бsiпх+5 

Ж: ..!...1~sinx+C. 
4 l-slПХ 

4. ( dx Ж: 
) I +&as2x 

5. ( dx 
] 35in2x+5cas2x 

farctg (Т )+ С. 
Ж . I v'3lgx 

. ,/_ aretg---- + С 
v l5 "5 . 

6. ( I +tgx dx. 
] I-tgx Ж: C-IR~еosх-siпхl. 

5-1. Таркибида тригонометрии ФУИИЦИJlJlар 
булган б.1о3И инпГР8.llJlар 

6.5.1. ~ sin'xeosmxdx куринишидаги ннтеграллар куйидагича 
тonнлади: 

а) агар n>О ток булеа, eosx=t, sinxdx= -dt урннга куйиш 
ннтегралнн рационаллаштиради. 

I-M и е о л. Интегрални тonииг: 

~ sin3x.cos2xdx. 

Е ч и ш. sin3x даражада битта sinx купайтувчннн ажратамиэ ва 
унн дифференциал остига киритамиэ: 

~ sin 3x· eos2xdx= ~ sin 2xcos2xsinxdx= 
=-~sin2xcos2xd (cosx)=-~(I-eos2x) eos2xd(cosx) = 

r 2 4 1 з15 = - J (eos x-eos x)d(eosx) =C-~os x+~os х; 

б) агар m>О ток булеа, у х,onда sinx=t, eosxdx=dt уриига 
куйиш интегралии рациоиалЛаштирадн. 
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2- м н с о л . Интегралнн топинг: 

Е ч н Ш. 

( С063хах J 3 __ О 

VSiп4z 

( CQlS3zd.z = ( CQlS2zCQlSzdz 

) siп 4/3 z J 5iп3/ 4 Z 

~ (l-siп2z)d(5iПZ) ~ (. -~ . f \'(' ) = . 4/3 SIП x-slП x}d SlПх = 
51П z 
I 5 • . -, 3., 3 3 ! '-'-5-

=-3slП x--slП х+с=с- 3--- vSIП.:. 
5 v siпz 5 

в) агар т,n~O жуфт булсалар, у холда 

sinacosa=+Sin2a, Sin 2a=+(l-cos2a), 

cos~(Z=+ (1 +cos2a) формулалардан фойдаланган холда нккн· 
ланган бурчакларга утнб, синус на косинуснннг даражасинн 
пасайтнрнш керак. 

3- м н с ол. Интегрални топинг: 

Е ч н Ш. 
~sin4xdx. 

f f f('-СQlS2Z)2 J sin 4xdx= J (sin 2x) 2dx= J 2 dx= 

=..!. f (1 -2cos2x+cos~x)dx=..!.(x-sin2x+ 
4 J 4 

+ ~ cos~xdx) =+(X-Sin2x++ ~ (1 +cos4x)dx) = 

=..!.(x-sin2x+..!.x+..!.sin4x) +с= 
4 2 8 

= -~ (з; _ sin2x + i sin4x )+ с. 

г) агар т, n ~ О ва улардан бнрн ток. булса, у холда сурат ва 
махражни sinx ёки cosx га, буларнннг к.аЙсинисн ток даражада­
лнгнга к.араб, к.ушнмча купайтнрнш усулндан фой-даланнш керак. 

4- м н с о л. Интегралнн топннг: 

Ечи ш. 

( dz 
) siпz' 

(-..!!!....= ( siпzd.z = _ ( d(cQlSz) 

) Sln.t J siп2 Z J 1 _ CQlS2 Z 
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=-~In I :~;:; I+C=ln ~+C=ln Itg11+ C. 

д) агар m+n<О аа жуфт булса, у х,о.лда tgx=t еки etgx=t 
урнига к.УЙишдан фойдаланиш мак.садга муаофик.. Агар бунда 
m<О аа n<О булеа, у х.о.лда сунъий у~л к.Улланишн мумкнн, 
бунинг учун еуратдагн 1 ни (sin2a + cos а)·= 1 стрнгонометрик 
бир»га аJJмаштирнш керак. Бу формулада k= Im~nl -1. 

5- м н е о л. Интеграл ни топннг: 
, 

( siп3 х d 
) IЗ х. 

COS ЭХ 

1 13 
Е ч н ш. Бунда m=э, n= - 3' m+n= -4<0. . I dx 
. + tgx~t, --=dt· 

( 51П Х d cas
2
x' t ' j __ ,_,_ х= _ g хах СOS эХ eos 2x=-_I- ] - ~ сos2хсos2х 

1+/2 

, 
( . /3dl'_ 
j 1 -

1+/2 

, ( ") , , . 
= ~ /3(1 +/2)dt= ~ /' +t

3 
dt= ~ t'dt+ ~ i'dt=-fi' + 

10 4 10 

+ 2. /Э +С ·0 ~ tg'x+~ tg 3х +С. 
10 4 10 

6- м н с ол. Интегралнн толннг: 

{ ах 

J siп2хсos.х· 

Е ч н ш. Бунда m= -2, n= -4, m+n= -6<0, 

Im+nl 6 Ш. k= --2--1="2-1=2. ундан к.нлиб: 

( ах 

) 5iп2хсos·х 
( (sin

2
x+cos2x)2 dx= ( (5iп·х+2siп2хсos2х+сos·х)dx 

) sin2xcos·x .) sin2xcos·x 

( siп2х dx+ r 2ах + r ~= 
.) cos· х j cos2 х .) siп2 х 

~ siп2хdх 
= . 2 2 +2tgx-еtgх+С= 

cos .ccos z 

= ~tg2xd(tgx) +2tgx-сtgх+С=+tgЭх+2 tgx-сtgх+С. 
6.5.2. ~ tgnx dx аа ~ ctgn х dx шаклдаги интеграллар, бунда n > О -

бутун сон. • 
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Бу хил интегралларни топишда tg2x ёки ctg2x купайтувчилар 

ажратилади ва улар tg2x=_1_
2
--1 ва ctg2x=_I_

2
--1 формула-

cos z 51П Z 

лар буйича алмаштирилади, бу формул~ар тангенс ва котангенс 
даражаларини кетма-кет пасаЙтиради. Бу хил интегралларни 
tgx= t ёки ctgx= t урнига к.УАишлар ёрдамида )(ам топиш мумкнн. 

7· м и с о л. Интегралнн топинг: 

~ tg4x dx. 

Е ч и ш. Бу МНСOJIга юк.оридагн усулнн к.УллаНмиз: 

J- УСУЛ. ~ tg4xdx= ~ tg 2X.tg 2xdx= ~ tg2x с::х - ~ tg2xdx= 

= ~ tg2xd(tgx) - ~. C~2x -1 )dx= =-Itg3х-tgХ+х+с. 
2- УСУЛ. 

t 4 d 1 dl (t -1) + 1 dt 
_ (tgx=t, 4 

х х- dl - --- -~g - х=агсtgt,dХ=--2- ~1+/2- ~ I+r -
1+1 

(( 2 1) f tgЗz = ) t -1 + 1 +12 dt=з-t+агсtgt+С=-з--tgх+х+С. 

6.5.3. ~sec'x dx ва ~cosec'x dx к.урннишдагн ннтеграллар. Ик· 
кита )(OJIни курамиз: 

а) агар n ток. булса, у )(OJIда tg ; =t алмаштнрншдан фойда­
ланилади; 

б) агар n жуфт булса, у )(OJIда tgx= t урнига к.УЙишдан 
фоЙдаланиладн. ёкн sec2x, ёкн cosec2x купайтувчн ажратилиб, 

sec2xdx=d(tgx) еки cosec2x=d(ctgx) деб OJIинадн, к.OJIган даража­
лар эса 

sec 2x= 1 +tg2x ёкн cosec2x= 1 +ctg2x 

формулалар буннча алмаштнриладн. 
8· м и с о л. Интегралнн топинг: 

r dz 
J Siп3z· 

Е ч и ш. tgi= t уннверсал урннга к.УНншдан фоАдалаиа"нз: 

r dz 
J 5iп3z = Itgi=t; 

2dl 

Х;= I+r' siпх=_21 ]= ~ 
1+/2 
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=~ { ~/=~ ( 1 +2/2+1' dl=~ ( (~+ ~ +1) d/ = 
4 ) jJ 4 ) jJ 4) ,З 1 

I( 1 1
2 L 1 1'-1 -"4 -27+21"/I/+-2,,С=2IП/lI+sт-+С= 

1 Ig4~_1 

- 21п /tgi / + 2 +C=-}In Itgf 1+ 
81~~ 

2 

( 
. 2.( 2.( ) 

+ S1П 2 -С05 2 ·1 + C=~ln/tg~/- ~+C. 
c052.2..8ti~.c052~ 2 2 2siп2.( 

2 2 2 

~ 
d.( 

9- М и с о л. --6- иитегралии топинг. 
C05 .( 

Е ч и ш. -1-2- к9пайтунчинн ажратамиз на 
C05 .( 

OIIамиз. 

~=d(tgx) 
с 052.( 

деб 

{ ~_ (1 d.( (( 1 )2 
) C056.( - ) С054.(· C052.( = J C052X d (tgx) = ~ (1 + tg2x) 2d (tgx) = 

~ (1 +2tg~x+ tg4x)d(t,gx) =tgx+ttg3x+ {tg5x+ С. 

6.5.4. ~sinmx.cosnxdx. ~cosmx.cosnxdx. ~sinmx.sinnxdx кури­
нишдаги интеграллар к.уЙидаги маълум тригонометрик формула­
лардан фоАдаланилса. осон Jtисооланади: 

sincx ·cosl' =-}(Sin (сх + t!) + sin (сх - t!) ); 

COSCX· cost! =-}(cos (сх + t!) + cos (сх - tI) ; 

sincx· sinl' =--}(cos( сх - t!) - cos (сх + t!». 

Бу формулалар тригонометрик функциялар купайтмасини 
ЙИFИНДИ шаклида ифодалаш имконини беради. 

10- м и с ол. ~ sin2xcos5,rd,r интегрални топинг. 
Е ч и ш. Тригонометрик функцнялар купайтмасини ЙИFИНДИ 

билан алмаштирамиз: 

~ Si"2,rcOS5,rd,r=-} ~ (sin7,r+sin (-З,r)d,r=-} ~ sin7xd,r-

- -f ~Siпз,rd,r= :--т..СOS7,r+{- сosЗх+с. 
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11- м и с о л. Интегрални топинг: 

~ cosx·cos2x·cos4xdx. 

Е ч и ш. Келтирилган формулаларни ItКки марта к.уллаЙмиз: 

~соsх.соS2х.СOS4ХdХ=-Н (cos3x+cos (-х)) cos 4xdx= 

=~ ~ cos3x cOS4dx+-t ~ cosxcos 4xdx= 

=+ ~ (cos7x+cos( -х) )dx++ ~ (cos5x+cos (-3х)) dx= 

=+ (+ sin7x+ isin5x++sin3x+sinx )+с= 

=+ (+ sin7x+~ sin5x+{sin3x+sinx )+с. 

5- дарсхОНй ТOfIШUрUFU 

Берилган аник.мас интегралларни топинг: 

1. ~ сosЗх·siп 6хdх. 
1 1 _~. Ж: С + 3siпЗ.r 5sin .r 

5 -- 5 & -- 5 5--- 5 --
2. ~ sinSxVcos3xdx. Ж: gVCOSl8

X -p;ycos8x - ~ ycos'18x +с. 

3. ~sin2x.cos4XdX. Ж: -k-x- ~ SiП4х+-+в-siПЗZ.t+ с. 

4. ~ d.r 4 • 
sin4.xC'os .[ 

Ж: (ti.r-I)(tg4.r+loti.r+1) +с. 
3tlf.r 

5. ~ sin2.rd.r. 
C0lS

6
X 

Ж: itg5х++tgЗх+С. 

6. ~ tg1xdx. Ж: -ttg2x+ 1nlcosxl +с. 

7 --~ 
d.r 

. Sin6.r· Ж: C-сtgх-+:tgЗх-~tgSх. 

8. ~ cosx·cos23xdx. Ж: C+-tsinx+ ;8sin7x + dosin5x. 
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5- ACYCTaк,zи uш 

Бернлган аннк.мае ннтегралларнн топннг: 

1. ~ sin 3xdx. Ж сosЗх 
: С-еosх+-з -+С, 

2. ~ eos·~x. Ж .. 3.1' + siп.l' + siп2.1' +С. 
. 8 2 16 

3.(~ . 
) siПЭ.l'.сos5.1' 

1 3 2 1 
Ж: C--::T +3In ltgxl + "2tg x+4"tg·x. 

21" х 

~ 
d.l' siпх 3 siп.l' 3 

4. -5-' Ж: --.-+-8 -2-+-8Inltgx+seexl +С. 
cos .1' 4cos .1' cos .1' 

~ 
dx 

5. --.-. 
COS .1' 

Ж: tgx+ "itg3X+ С. 

6,~sinx,sin2x.sin3xdx. Ж: ~os6z --k-cОS4х-~os2х+С. 

6-f. Нррационал ИфОдa.llарни ннтеграллаw 

6.6.1. (R (х (щ+ь ):,' (=+Ь ):: )d 
) • c.I'+d •. c.I'+d • ... х 

куринншдаги ннтеграллар (R - рацнонал функция 8а тl. nl. m2, 

n2 - бутун еонлар) ах+Ь =tS урннга к.УАнш ердамнда ннтеграл­
cx+d 

ланадн, бунда S - nl. n2 • ... еонларнннг энг кнчнк умумнй карралнеll 
(ЭКУЮ. яънн S=ЭКУК(nl. n . ... ). 

'", '", 
Х r ", ", уеуеан. J R(x.(ax+b) . (ах+Ь) .... ) dx курннишдаги 

ннтеграллар ax+b=t' урннга к.УЙнш ердамида топнладн. 

'", ... 
~ R(x.x-;;;-.z~ .... ) dx курннншдагн ннтеграллар зеа x=t' урннга 

к.УЙнш ёрдамнда янгн узгаРУ8ЧН t нннг рацнонал функцняен 
ннтегралнга келтнрнладн. бунда умумнй )(.OIIдагндек. S=ЭКУК(nl. 
n2 • ... ). 

1- м н е ол. Интегралнн топннг: 

dz 

~ 3, ---1)2 _ VГz+l 
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Е ч н ш. ЭКУК (2. 3)=6. шунннг учун: 

~ з_d;( =( 
I • '-1 

2х+ 1 =t
6

; I 
1 -

x=2(t'-I);dx=3t5dt -

_ ( з/5d/ _ ( /2d/ _ (t2-I)+l dt = 
- ) /4 _/З - 3) /_ 1 - 3 ) /- 1 

=3 Ht+ 1 + I~I )dt=%(t+ 1) 2+lnlt-11 +с= 

I 6-! 3(6- )2 16- 1 = (= y2x=lf=2 y2x+1 +1 +In y2x+1 -1 +с. 

6.6.2. ~ R (х. vax2+bx+~)dx курннишдаги интеграллар (R­

рацнонал функцня) квадрат учх.аддан тула квадрат ажратилга· 

нндан ва узгарувчи z=x+ ;0 деб OJIинганидан кейин к.уЙидаги 
КУРlIнншдаги ннтеграллардан бирига келтнриладн: 

Агар 

а) ~ R (z. V m2-z2)dz. 

б) ~ R (z. V m2+z2 )dz. 

в) ~ R (z. Vz2_m2)dz. 

а) z=msint екн z=mcost; 
б) z=mtgt екн z=mctgt; 
в) z = msect ёкн z = mcosect 

трнгонометрнк урннга к.УЙишлардан фоЙдаланилса. бу интеграллар 
~ R (sint. cost)dt курннншдаги интегралларга келтирилади. 

2- м н с ол. Интегрални топинг: 

d;( 

~ 't/ (~+4;(+7)З 
Е ч н ш. Квадрат учх.аддан тула квадрат ажратамнз ва янги 

z узгарувчинн кирнтамнз. Шундан кейин юк.орида келтирилган 
б) тригонометрнк урннга к.УЙншдан фойдаланамнз: 

~ ь ~ ь 
't/(~+4;(+7)З 't/[(;(+2)2+ Зf 
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-I'i ... /Зd/ 

Iz= v3tgt,! -
dz _ COS2/ 

- - "3d/-
- ~ ,/(~+з)з - dz=-- - ~ У(31у;/+з)З v cos2/ 

= 3~3 ~ d/ 1 ~ d/ 

cos2/ У (1 +ti/)З =3 cos2/._I­
СOSЗ/ 

z 

1 ~ 1 . 1 tg/ + "3 I С = = - costdt=-o-SlПt+С= 3 ,1 .J -f:lз 
3 3 VI+tK/ 1+_ 

3 

_~ z C=~ х+2 +С х+2 +С. 
- 3 уз+z2 + 3 уз+ (х+2)2 3 У ~+4x+ 7 

6.6.З. ~ dz куринишдаги интеграл квадрат учх,8ддан 
ya~+bx+c 

• •• б ~ du тула квадрат ажратиш иули илан _ го--? 
Va2 _ u2 

( du жад-еки J yu2+a2 

вал иитегралларидаи бирига келтирилади. 
3- м и с ол. Иитегрални толинг: 

(- dx 

J yx2 +2:s+5' 

Е ч и ш . Квадрат учх,адии ушбу курииишга келтирамиз: 
х2 +2х+5= (х+ 1)2+4. Бунда н фоАдаланиб, интегралии ТOIlамиз: 

( dx 

) y~+2x+5 
( d(z+l) =In 'х+ I + ~-;2-+2х+БI +С. 
J '/(z+I)2+ 4 

6.6.4. ~ Ах+В куринишдаГI( интеrpaNlар суратдан квадрат 
уах2 +ьх+с 

учх,а.l1НИНГ х,осилаСИlm. ажраткw на1'ЮМас:нд,а' uкита интегралга 
( du ,. J 

келтири:"ади.; улардаll бир~ }~ •• адЧА "~""Ii",", RккннtJисн эса 
у' ." ,. 

6.6.3- баRдда ка~алган IfНTer~.. :~. 
( з .. +4 . 

4- м и с ол. J Vбz-z2-8 dж; ~HТ:',~"~K TOWfl.Nt: 

... 
Е ч н ш. Cypa'f!la интеrрал осткдаги ифОд8НННГ х,оснласиlW 

ажраТ8МИЗ: 
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з 
--(-2z+б) + IЗ 

~ Зz+4 dx- ~ 2 dx-
Убz-z'l-s - Y6z-z'l-s -

= _~ ~ -2z+б dx+ 13 ~. d(z-З) = 
2 Убz-z'l-s УI_(z_з)2 

= -3 убх-х2-В + 13аге sin(x-3) +С. 

6.6.5. ~ dz куринишдаги ннтеграллар = 1 
(х-а) yaz'l+bz+c z - а 

урнига к.УЙиш ердамида б.б.3- бандда каралган интеграл га келтири­
лади. 

5- м и с ол. ~ dz интегралнн топинг. 
(х+ 1) уz'l+зz-з 

1: ч и ш . -1-=1 урнига к.УЙишдан фойдаланамнз: 
х+1 , 

dz z+l' / ' 

1
-1 =1· x=..!..-I· ) 

~ (z+I)Уz'l+зz+з = x+I=+ dx=- ~ = 

d/ 
/.-

= _ ~ j1 = __ ~ d/ 

-У(+-I 'f +З(+-I )+З /-У;+++I 
= - = - C-Inl/+-+ ~ d/ ~ dt 1 

у /2 + / + 1 /, 1" ., 2 

+ yf-tt+11 =C-In I-'-+..!..+ уz'l+Зz+З 1. 
х+1 2 х+1 

6.6.6. ~ x'"(a+bx")'dx куринишдаги ннтеграллар (т, n, р­
рацнонал сонлар) дифференциал биномлари интеграллари деб 
аталиб, учта х.олдагина элементар функциялар орк.али ифодалана­
ди: 

а) агар р - бутун сон булеа, у х.олда интеграл x=l' урнига 
к.УЙиш ердамида (бунда s - каерлар махражлари т ва n нинг энг 
кичик умумий карралиеи) рационал функция интегралига келтири­
лади; 

б) агар -'!I:..!.. - бутун сон булеа, у х.олда интеграл a+bx"=t' 

урннга к.УЙиш билан рационаллаштнрилади, бунда s - р ка'ернинг_ 
махражи; 
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В) т + 1 + р _ бутун сон булса, у 1!.мда а + Ьх· = t'· х· деб 
11 

мамиз, бунда s - р касрнинг махражи. 

6- м и с ол. ~ VX (2 + ух) 2dx интегрални 1!.исобланг. 
Е ч и ш. р=2 - бутун сон, демак, бирннчи а) 1!.мга эгамиз: 

~ х3 х+х' )dx= т-з, n- 2 , = I ( 1\_ I -1 - 1. j 
s=ЭI(УI«(2, 3)=6, x=t 6

, dx=6t5dt 

= ~t2(2+t3)~t5dt=6~ (4t7+4tlO+tI3)dt= 

=6(+tb+t.tll+-&tI4)+С={t= ~x }= 

=зу;;' + ~~ у7' =f~~ +С. 

7- м и с ол. Интегрални х.нсобланг: 

( V 1+ ~x 
) 3- dx. 

y~ 

Е 2 1 1 m+ 1 (2 ) 1 Ч И ш. Бунда т=-- n.=-,р=-,--= --+ I :-
3' 3 2 11 3 3 

= I - бутун сон. Иккннчн б) 1!.мга эгамнз: 

r y~ (1 +x~ =t
2
; ~x_ =2tdt I 

) з _ dx= 3:/ 2 y~ I ут = 
X3 =t2_1 . 

= ~ 6t2dt=2tЗ+С=2 w+-~x )3 +С. 

8- м н с ол. ~ 
dz 

./ интегралнн топннг: 
zll у 1 +х4 

1 m+' -11+1 
Ечнш. Бунда Р=-2 m=-II, n=4, 11 

5 m+' 5 1 = __ - каср сон, аммо --+р= ----= -3 - бутун сон. 
2 11 2 2 

Учннчн В) 1!.мга эгамиз: • 
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1
1 +X4=t2.X\ 

~X-II(1 +х4) -~dx= х .1 -'-; dx= 

(r-I)' 

/d/ I 
2«(2_1)5/4 -

--'--1-111 ( r )-~ /d/ 1 t2-1 • . __ . __ ~ 
= ~ -2"() r-I (r-I)' 

11 

=--i~ (12-1)'. d/ ~ =--i~ (t 2_1)2dt= 
(r-I)' 

=с- ~+~-~=c- ~S + V~Э 
10 3 2 10.1'10 3.1'6 

6- дарсхона ТOnШUРUFU 

Аннк.мас ннтегралларнн топннг: 

1. ~ __ d.l' 4--. 

";1-2.1' - '11-2.1' 

Ж: С - V I - 2х - 2 ~ I - 2х - 2 1п 1 ~ I - 2х - 1 1. 

VI+.I'4 

2z2 

2. ( ~xd.l' 
) 1+ ~x· 

Ж: ~ \!~ - 2 ух + б ~x - 6aretg ~x + с. 

3; ( ~ rг=:r ~ ) vт-+i ,1'. 

4. ~ 3.1'+2 dx. 
Yz2+.I'+2 

1
";1+.1'-";1-.1' ~~ 

Ж: Iп ";1 +,1' +...rг=z +2aretg ~+c. 

Ж: 3 .ух2+х+2 +-i In Ix+i+ .ух2+х+21 +с. 

5. ~ dx 
,l'У2~-2х-l· 

6 ~ d.l' 
• (.1'+2) Y~+2,1' 

7. ~ d.l' 
• У,I' ( ~ Х + I ) 10· 

. .1'+1 
Ж: С-аге SIП .1''';"3. 

Ж: С+ VJ.2. 
Ж: С I + __ 4 

2(~x+I)8 9(~:r+I)g 
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3 3 -41fi-- -----
8. ~ \ji 2+ vx2dx . 

Ж: i (\/2+ !.J~J- ~CY;+ ~~)a+c. 
9. r dx . Ж: (2~-1) VI~ +С. 

] x4VI+~ з~ 

10. ~ Yx2-4dx. Ж: iYx2=. -2Inlx+ ух2 :"41 +С. 

6· мустак.иА UШ 

Аник.мас иитегралларин топниг. 

1. r dx . Ж:4~х+3+4Iпl ~х+3-II+с. 
) >/х+З (-~х+З -1) 

2. ( ";х -1 dx. 
) (~x + 1) ";х 

Ж: t!.J~ -з!J-Х -6 ~x +31п I ~x + 11 +6 arctl ~x +С. 
3. r хи . Ж: ух'+х+ I -~Iл Ix+-i+ ух'+х+ 1 I +С. 

} ,,~+x+1 
4. r dx ж· c-~ _ f5=Z 

} (x-I) V6s-z2-5' . 2 \fi=I' 

5. ~ YI-2x-x
7
dx. Ж: X~I y'-2..r-..r2 +агс 5iП*+С. 

6. r х'и . Ж: С + ~ . 
} V(x'+1)5 зvо+х')3 

7. ~!Ji \/. + v-;' dx. Ж:~ \/'(-. +-V-;-4)· + С. 

7"" Ав" 88'R1'P&1. H..-r. - Лel6н • ..,.,ма. 
А. .. 811'fef'J11L1.U ~ ..... ..,.,... 

&j.uua6.~ 

1.7.1. '(х) ФУ.IШIIII (4. ы� ккма ...... uaига .. N YUYkCKJ бtACIIН. 
Бу кк ..... 4= .... <х,<х,< ... <х.=Ь ИУКТаА.ар 6нАан n та IUК18Г. 
бf.u •• э. Хар б8р (z.-,. z.) opa.u ....... S~JIIII Е< 8УК1аllll o.1318U N 
уmбy _FIUWI" уУЭаllll3: 

. 
1: f(tJ.u~ .-.. 
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!I 

о х 

23· шакл 

. 
бунда ~Хi=Хi-Х,-I' Ушбу ~ {(~;)~X 

,-1 
кУринншдаги. ЙИFИНДИ интеграл йирин­
ди. бу йltFиндининг тax~x,-O даги 
лимитини, агар бу лимит манжуд 
булеа, {(Х) функцнядан а дан Ь гача 
олинган aHи~ интеграл дейилади на 

ь • 

~{(x)dx= lim ~ {(~i)~Xi 
а m ... A1j _O;_1 

куринишда белгиланади. Бу х,олда {(Х) функция [а, Ь] кеемада 
интегралланувчи функция деЙнлади. а на Ь еоилар мое ранишда 
интеграллашнинг ~yйи на юк,ори чегаралари деЙилади. 

Функция [а. Ь] кеемада интеграллаиунчн булнши учун унниг шу 
кеемада узлукеиз булиши етарли. 

ь 

Агар [а, Ь] кеемада ((Х) >0 булеа, у х,олда ~T(x) dX интеграл 
Q 

геометрик жих,атдан у={(х). у=О. Х=й ва х=Ь чизик.лар билан 
чегараланган эгри чизик.ли трапеция куринишидаги шаклнинг 
юзини ифодалайди (23- шакл). 

6.7.2. Аник. интегралнинг аеоеий хоееаларини келтирамиз. 
ь " 

а) ~f(x)dx= - ~f(x)dx; 
ь 

а 

б) ~{(x)dx=O; 

ь с Ь 

в) ~f(X)dX= ~{(x)dx+ ~f(x)dx; 

ь' ь ь 

г) ~ (f I (х) ±f2(X)) dx= ~f, (х) dx± ~f2(X) dx. 

ь ь 

д) ~kf(x)dx=k ~f(x)dX. бунда k - узгармае; 

ь 

е) агар [а. Ь) кеемада '(х) ~O булеа. у х,о.1да ~{(x)dx~O; 

• 
ж) агар [а. Ь] кеемада '(х) ~g(x) БУлеа. у х,олда ~f(x)dX~ 

ь 

~ ~g(x)dx; 



з) агар т аа М мое рааИШitа '(х) фуикцияиииг (а. Ь] кеемадаги знг 
кичик аа зиг Karтa киАмати БУлеа. у х;олда 

ь 

m(b-а) ~ ~f(Х)dх~М(Ь-а) . 
тенгеиэлнк уринли (аник. интегрални бах;олаш х;ак.идаги теорема); 

ь 

и) y(x)dx=f'(C) (Ь-а). бунда сЕ(а. Ь) (урта к.иЙмат х;ак.идаги 

теорема). 

6.7.3. Агар F(x) [а. Ь] кеемада узлукеиэ '(х) функциянинг 
бошлаНFИЧ функцияларидан бири булеа. у х;олда Ньютон­
Лейбницнинг к.уЙидаги формулаеи уринли: 

ь 

~f(x)dx=F(x) 1:=F(b)-F(a) . 
• 

Бу формуладан аник. интегралларни х;ие06лашда фоЙдаланилади. 

; 

1- м и е ол. Интегрални х;ие06ланг: (~. 
) xlnx 

.:' ,; 
Е чи ш. ~ x~~x= ~ d(lnx) =Inllnx 1'; = In (Ine2) -ln(lne) = 'п2. 

'пх • 

. .. 
2- м и е ол. ~ sin 3xdx ни х;ие06ланг. 

о 

.' . 
2" 2" ,-

Ечиш. ~sin3xdx= ~sin2xsinxdx=- ~(I-еOS2Х)d(еОSХ)= 

= -cosx I t ++:OS3X I~ = - (eos~ -соsQ)+ ~(cos3~ -еos3 Q )=~. 

6.7.4. Агар ((х) функция [а. Ь] кеемада узлукеиэ. x=q:>(I) функция 
зеа дифференциаллануачи БУлиБ. шу билан бирга a=q:>(a). b=q:>(~) 
булеа. у х;олда ушбу тенглик уринли: 

ь , 

~! (x)dx= ~ f (q:>(t» «р' (t)dt. . .. • 
227 



Купинча Х=ЧJ(l) урннга к.УЙиш урннга t=ф(х) TeCl\ap, :1лмашти­
рншдан фОЙдаланиладн. Бу ХOJlда интеграллашнннг ЯIIГН чегарала­
ри а ва Il бевосита а=ф(а) ва Il=Ф(Ь) теНГЛИКJ1ардан топиладн. 
Бунда иитегра.1Лаш чегараларини алмаштнрншнн к.уiiндаги жадвал 
шаКо1ида езнш к.улаЙ: • 

§Е' 
а а 

Ь 11 

з- \1 И С О л. 
1 УI х2 
~ -; dx интегрални хнсобланг. 

-' , 
Е '1 И ш. Х= ~iпt урннга к.УЙншдан фоiiдаланамиз: 

I 

~ 
" , 

- {X=Sint, .:11-;~ dx= dx=costdt, z 

J: 

i! 
2 

I 

. .. 
"( _ V I - s~~ costdt = "( cos

2
1 dt ....:"( 

} sin21 } sin21 } 
- --• •• 

, I 

~ I 

4 } 
IJ 

2 I 

. 2/ 
~dt= 

sin2
/ 

=(-ctgt-t) I = (-ctg~-~)- (-Ctg1-~)= I-~. 
8 
( zdz 4- м и с ол. ) ~ ннтегрални хисобланг. 
3 " х + I 

Е ч и ш. t= ....;х+ 1 формула буiiнча узгарувчинн алмаштнрамиз: 

8 
~ ~_{t= "";x+I, 
~ '-'х+ 1- -t2 dx=2tdt 

х- -1, ~J~ t±±±j 
3 
~ (r-I)2Idl 2~ (t2-I)dt=2(~-t)I~= 

2 

=2(9-3) -2(.!-2)=~ 3 3· 
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6.7.5. Агар и=и(х). и=и(х) функцнялар ва уларнннг х.оснлалари 
[а. Ь] кесмада узлукснз БУлса. у х.()JIда 

ь ь 

~ udv=uv 1:- ~vdu 
• • 

теиглнк уринлн (булаклаб ннтеграллаш формуласн). 
r 

5· м н с ол. ~ xln 2xdx ннтегралнн тonннг. 
I 

Е ч н ш. Булаклаб ннтеграллаш формуласннн куллаймнз: 

, IU=ln
2
X. du=2Inx.~. ~ r 

~ xln 2xdx= ~x --4-х2Jп2х I ~- ~xlnxdx= 
I dv=xdx. и=2 I 

I d.r ~ u=lnx. du=-. 2 ' 

= ~ - ~2_ (~ Inx I ~--4- ~XdX ) 
dv=xdx. и=2 

= ~2_~2+ ~ (xdx=-~ I '=.!(e2-1) 
2 2 2) "1,, . 

I 

7 - дарсхОНй тonшuрuгu 

Интегралларнн х.нсобланг: 

1. 
I 

~(yx + "~)dx. 19 
Ж: i5 . 

2 

2. ~ 2 .. t!.~1· 
1 

Ж: 2"ln3. 
I 

, 
3. ( d .. 

~ -;(1 +ln2 .. ) • 

Ж:~ " . 
~ 

4. ~ d .. 
-V2+Зz-~ 

JI 

Ж: 2-./2· 
• 
6 

~ d .. 
1+ vз .. -2· 

I 

Ж: i-(3+ln~). 5. 
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· "2 

6. ~ dz 2 I 
3+ 2cas.r . Ж: "5 aretg "5' 

о 

т l"Vr-2 dx. 
• 

7. Ж: 4-n. 
1.2 l"+2 
1 

ж. 1 "5 +3 8. ~ dz 
zVI+4~ . 

. n 2 . 

• 
· .. 

Ж: 2~ (е ~ + 1). 9. ~ еЗzsiп 4хdх . 
о 

1 

10. ~x. aretgxdx . Ж: ~-~. 

7 - N.yctak,U-А UШ 

Аннк. ннтегралларнн х.нсобланг: 

t ~+3 . 11 
1. ~ ~x. Ж. 2+71п2. 

2. 
1 

~ dz 
Ж· 1 t 4 

4~+4ж+5 . 
. -аге g-4 7 . 

· • 
~ sin 2xdx. Ж: ~--8 4· 

3. 
о 

5 

4. ~ dz 
х+ "2x-1 

Ж: 21п2--'-2 . 

• 
? 

Y~-4 Ж: 2";З_~ 

~ х dx. 3 3 . 5. 

· • 

~ 
dx Ж: _n_ 

1 +2sin2x . 
з..;з· 6. 

· • 
~ x2cos2xdx . 

2 
L, 

ж:~8 
32 

7. 
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I 

8. ~ arcsinzdx 

d \1'1 +х 
Ж: л";2 -4. 

8-1. Ясен фllryраларнннг lO3Jlарннн ~нсоблаw 

6.8.1. y=f(x) функция графиги. х=а, х=ь иккита туrри чизиК: 
8а Ох ук. билан чегараJ.анган фигура эгрu ЧU3UКjЛU трапеция 
деЙилади. 

Бундай эгри чизик.пи трапециянинг юзи {(х) ~O булеа, 

ь ь 

S = ~f(x)dX = ~ ydx 
• 

формула буйича х.иеобланади (24- шакл). 
y=f. (х) 8З У=!2(Х) ((2(Х) ~f. (х» эгри чизнк.пар 8~ х=а 

х.амда х=ь иккита туrри чизик. билан чегараланган фигуранинг 
юзи 

ь 

S= ~[f2(X) -f,(x»)dx 
и 

формула буйича х.иеоблана.ди (25- шакл). 
Агар эгри чизик.пи трапеция x=f(y) функция графиги, у=с, 

y=d туrри чизик.пар 8а Оу ук. билан чегараланган булеа, унинг 
юзи {(у) ~O учун 

d d 

S = ~f(Y)dy = ~XdY 

формула буйича х.иеобланадн (26- шакл). 
x.=f.(y) 8а X=f2(y) (f2(y)~f,(y» эгри чизик.пар, у=с 8а 

y=d иккита туrри чизик билан чегараланган фигура юзи 

.!I 
у 

о а .{ 
.{ о 

24· шакл 25· Ш8КЛ 
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!:I !I 

с 

о х А 

26· шакл 27· шакл 

d 

s= ~ ((2(У) -f,(y) )dy 
с 

формула буйнча х.иеобланадн (27- шакл). 
6.8_2. Агар эгрн чнзик x=x(t), y=y(t) параметрнк тенгламалар 

бнлан берилган булеа, у х.олда шу эгри чизик, х=а, х=Ь туrри 
ЧИЗllклар 8а Ох ук билан чегараланган эгри чизикли трапеция­
нииг юзи 

~ ~ 

s = ~ y(t) .x'(t)dt= ~y(t)dX(t) 
'1 '1 

формула буйича х.иеобланади, бунда t, 8а t2 a=x(t,), 
b=x(t2) (y(t) ~O) тенгламалардан а НИl(JJа нади. 

6.1!I.3. r=r(Ip) функция графигн 8а 'Р=а, 'P=~ НККИТ<I нур би.1<1Н 
чегараланган фигура эгрu чuзu~u сектор деЙИ';I<I;1Н, иy'tд" Ij! в" г­
кутб координаталари (28- шакл). Эгри чизикли еекторнинг юзи 

~ 

s =i ~ r2
dlp 

CI 

формула буйича х.иеобланади. 

1· м н е ол. У= ~ парабола, Х= 1, х=3 туrри чнзиклар 8а Ох 
ук билан чегараланган фнгуранннг юзннн х.иеобланг. 

Е ч н ш. А88ал шаклнн чизамиз (29- шакл). Изланаётган юз 
ушбу формула буАнча х.иеобланадн: 

ь 3 

S r r х2 х-1 I ~ 1 з3 3 26 13 б . = Jydx= J~x=6 '=б( -1) = б = 3 (К8. ир.,.). , 
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!/ 

!J 

~ 

о х х 

28· шаКJ1 29· шаКJ1 

2- м и с оп. х=2_у_у2 эгри чизик, ва ординатапар ук,и биnан 
чегараланган фигуранинг юзини х.исоблаиr. 

Е ч и ш. Фигура Оу ук,к,а ёпишиб туради (30· шакn), унинг юзи 
d 

S = ~XdY формула буйича х.исобланади. 

d I I 3) 
s= ~xdY= ~ (2-y-y 2)dy = (2у--т- ~ I ~2= 

< -2 

f. I 1)-( 4 8) 9 \2-2-3 -4-2+3 = 2 (кв. бирл.)_ 

3-мисол. у=2_х2 ва уЗ=х2 эгри чизиклар билан чегара­
nанган фигуранинг юзини топинг. 

Е ч и ш. Берилган тенгламалар системасини ечиб, эгри чизик­
ларнинг кесишиш нукталарини топамиз: A(-I, 1) ва B(I, 1). 
Интеграллаш чегаралари булиб х= -1 ва Х= 1 хизмат к,илади. 

d 

Фигура юзи S = ~ и2(Х) -! I (х) )dx формула буйича х.исобланади 

(31- шакл). 

!I 11 

J( 

-1 

J( 
-2 

30· шакл 31· шакл 
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d 1 3 _ 

S = ~ U2(x)-f,(Х))dх = ~ (2-х2- vx2 )dx= 
с -1 

( ZII 3 з -) '1 (. 1 3 ) = 2x----VX5 = 2---- -
3 5 -1 3 5 

( 
1 3)= 16 16 32 - -2+3+5 Is + Is = Is (кв. бнрn.). 

4- м и с оп. Эnnнпснинг 

{
x=acOS/, 

y=bsinl 

параметрнк тенгnамаnаридан фоilдаnаннб. унинг юзннн топннг. 
Е ч и ш. Эnnнпснинг снмметрнкnнгидан фоilдаланнб, излана­

ётraH юзнинг туртдан биринн х.нсоблаilмиз (32- шакn). x=acos/ 
тенгламада х=о ва х=а деб OIIсак, ушбу интеграллаш чегараnари-

га з'"а буламиз: 11=%./2=0. Хисоблаймиз: 

. 
" о .. +S = ~ ydx = 
" 

~ bsint(-asint)dt=ab ~sin2ldt = 
., 

аЬ 

2 

. ., . 
~ (l-cos2/)dt=~(t-J.sin2t) 12 =~ . "~ d 2 2 о 2 2 

дема к, бутун фигуранннг юзн 

S=nab (кв. бнрл.). 

nаЬ 

4 

5- м и с ол. ,2=2cos2cp Бернулли лемнискатаси билан чегара­
ланган фигура юзини топниг. 

!I 

!I 

)( 

а )( 

• 32- wакл 33- WВКЛ 
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Е ч и Ш. Эгри чизикнннг снммеТРИКJIигидан фойдаланнб, o.nдии 
изланаётган юзнинг туртдан бнрнни толамнз (33- шаКJI). Излана-

ётган юзнинг туртдан бир кисми !р нннг О дан 1 гача ~згариши-

га туrри келадн. 
Фигура юзини I{yйидаги формула буйича х.исоблаЙмиз: 

. 
,"4 • +s = i ~ ,2dqJ == ~ ~ 2cos2!pdqJ = ~siп2qJ I ~ = ~ . 

Шундай к.илиб, нзланаётган юз: S=~ (кв. бирл.). 

8- дарсхона ТOnШUРUFU 

Бернлган чизнк.лар бнлан чегараланган фигуралар юзларинн 
х.нсобланг: 

1. у=4х-х2 ва ОХ УК билан. 
32 

Ж: 3 (кв. бнрл.). 

2. у= (x_I)2 В8 x 2-f= I 
:::::4,58 (кв. бирл.). 

Ж: ~+4IП(З+ .уН)::::: 

3. (бнр аркаси) ва у=О. Ж: 12n (кв. бнрл.). { X=2(/-SiПI) y=2(I-сos/) 

4. r=2acosqJ ва г=2аsiПqJ, OEO;;qJEO;;; . 

Ж: (i-' )а2 (кв. бирл.) .. 
1 х2 л 1 

5. у= 1+.1' У=2' Ж: "2-з (кв. бирл.). 

2 . I~ 6. у=х +4х, у=х+4. Ж. -6- (кв. бирл.). 

7 2 2 2 2 ,13- Ж· 25л б . х +у =4, х +у =9, у=х, у= -х У' . 24 (кв. нрл.). 

z 3. 72,-/3 8. х=3/ , y=3/-t. Ж. -5- (кв. бирл.) . 

8- Jlустак,ш UШ 

Бернлган чизик.лар БИЛ8Н чегараЛ8нган фигуралар IOзлариии 
х.исобланг: 
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1. У= _х2 , х+у+2=0. Ж: 4,5 (КВ. бнрл.). 

2. ху=20, х2 +у2=4 (1 чорак). Ж: 421 arcsin :1 + 
+ 20 IпО,8 (КВ. бнрл.). 

3 3 . 3 Ж· 3 2 ( б . x=acos t, у=аs1П t. . гпа КВ .• нрл.). 

4. x=2t, y=4t2-6t ва у=о. Ж: f (КВ. бнрл.). 

5. r=asin3'P (бнтта х,алк.а). 
nа2 

Ж: 12 (КВ. бнрл.). 

6. r=acos'P, r=2acos'P. Ж: ~па2 (КВ. бнрл.). 

9- '. Эгри чиэиll. ёАлари уэунлиuарини IUIсоблаw 

Агар TYFPH бурчаклн коордннаталарда y=f(x) функцня [а, Ь) 
кесмада снллнк. (яънн у' = " (х) х.оенла уэлукснз) булса, у х.OIIда бу 
эгрн чнзнк. мое ейннннг узунлнгн 

ь 

1= ~"'I/1 + (y')2dx . 
формула буйича х.нсобланади. 

Эгри чизнк. 

{
x=X(t) 

y=y(t) 

параметрнк тенгламалар бнлан берилган булса, бу эгрн чнэнк.нинг 
t E[tl, t2) параметрнинг монотон уэгарнwнга мое ейннинг уэунлнгн 

10 
1= ~ "'I/(X")2+(y")2dt 

" 

формула бнлан х.исобланадн. 
Агар силлнк. ~гри чизик. к.утб коордннаталарда Г=Г('Р) (a~ 

~'P~ Р) тенглама бнлан бернлган булса, у х.OIIда ей узунлнги 

~ 

1= ~ "'1/,2+ (,')2d'P 
са 

формула билан х.исобланади. 
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!I 

х о 21(а х 

34- Ш8КJI :}5- шаКJI 

I-мисол. i=хз ярим кубик параБOllанинг коордннаталар 
бошидан А (4, 8) нук.тагача булган ёйи узунлигннн топинг. 

Е ч и ш. дввал шаклни чизамиз (34- Шё:tК,l). Пё:tрё:tБUl1а тенгла­
масини дифференциаллаймиз: 

2" • 3,. 
у=х, У=2'Х . 

Формула га кура: 

4 ~ Гt(--')2 4 _ г.--;g-
1= ~ у1 + ~ tx' dx= ~ уl +~xdx = 

о D 

4·2 ( 9 ).!..I ~ 8 -=9.3 1 +4Х 2 0.-27 (10 v'10 -1) (узун. бирл.) . 

2- м и с ол. Битта циклоида узунлигнни топинг: 

{ 
х = а (t - sint), 

у=а( l-cost). 

Е ч и ш. Цнклоиданинг барча аркаси бир хил, к.аЙси арка БУЙ:lаБ 
t параметр О дан 2л гача узгарса, уша аркани OlIамиз (35- шаКJ\): 

х/=а( I-cost), у/=а sint. 
Шу сабабли: 

~ ь 

/= ~ ya2(I-cost)2+a2sin 2t dt=a ~ v'2-2costdt = 

= 2а ( sin~t = -4acos.!... =8а (узун. бирл.). ь I~ 
d 2 2 о 

з- м и с ол. г=а sin 4 1'- ёпик. эгри чнзнк.нинг узунлнгини JUlcoo­

ланг. 

Е ч и ш. Берилган функция жуфт функция. Шу сабабли берилган 
згри чизик. к.утб Ук.ига IiИсбатан симметрик. Нук.та бутун эгрн 
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g 

D Jt 

36· Ш8КЛ 

чнзнкнн ер О дан 4п гача узгарганда чнзадн, шунга кура ~ГPH 
чнзнкнннг ярмн ер О дан 2п гаЧ8 узгарганда чнзнлади (36- Ш8КЛ). 

,'= asin3~ , COS!.. деМ8К, 
4 '" 

{=- 1 v~;·~in;f+a-;sii~~2·~dep .... 
2.. 2 .. 

==а ~ sin3~ep_ -4а ~ sin2~ d(COS~)-

2А (COII:1.'f ) 1
2А 

= -4а ~ (l-cos2{ )d(Cos{)= -4а \cos{ - --'3 ~- -
о 

( 
1 L 8 16 == 4а 1-з )-за. демак, l-~ (узун. бирл.). 

9- дарсхона ТOIIШUРUf'U 

Эгри чизиклар ёАларн узунликларинн х.исобланг: 

1. у=lпsiпх, x=·5дaHx .... ~ гаЧ8. Ж: ~ln3 (узун. бирл.). 
:.1 4 - 2 ~ ,-

2. y==-sx 't/x -"3 v хз абсцнссалар уки бнлан. кесишиш нуктаnарн 
20 _ [5-

орасндаги. Ж: "9 У-3 (узун. бнрn.). 

3. х=_j/З_ 1 , y=/2+2, 1=0 дан 1-3 гача.Ж: 12 (узун. бирn.). 
4. x=e'cos/,,g=e'.sint, 1-0 дан 1 .... lnn гача. Ж: V2 (п - 1 
(узун. бирл.). 

5. '=ч·?, ер .... О дан ер-п гача. Ж: [(п 2 +4) уп2+4 -81'·~ (узун. 
бнрn.). 

б. ' ..... asine. Ж: па (узун. бирл.). 
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9- "'ycTaКjиlI uш 

Эгри чизиклар ёйлари узунликларини х.ис06ланг: 

1. y=.~, х=о дан х= 1 гача. Ж: 0,5 'У2+ 'п( 1 +,д)](узун. бирл.). 
2 n I 

. y=I-lпсosх, х=о дан х=б гача. Ж: 2"ln3 (узун. бирл.). 

3. x=8sin/+6cos/, у=6 sin/-8 cos/, 1=0 дан I=i гача. Ж: 5л 

(узун. бирл.). 

4. х=а(2 cosl -cos2/), у=а(2 sint - sin2t). Ж: 16 а (узун. бирл.). 
3 ер n а -

5. r=acos З' 'Р=О дан 'Р="2 гача. Ж: 8(2л+3 у3) (узун. бирл.). 

6. г=l-соs'Р. Ж: 8 (узун. бирл.). 

10- 1_ х,ажмларии x,JIсоблаw 

6.10.1. Агар S(x) юз жисмнинг Ох ук.к.а перпендикуляр текислик 
билан кесишишидан х.осил булган кесими булиб, [а, Ь) кесмада 
узлуксиз функция булса, жисмнинг х.ажми 

ь 

V = ~ S(x)dx 

формула билан х.ис06ланади. 
6.10.2. y=f(x) згри чкаик. ва х=а, х=Ь, у=о ТУFрИ чизиклар 

билан чегараланган згри чизик.ли трапеция Ох Ук.и атрофида 
айлантирилса, '!' холда анланиш жисмининг хажми 

ь 

v=л ~ y~dx 

формула билан хисoб.nанади. 
Агар шу фигуранинг узи ау уки атрофида айлантирилса, у хмда 

айланиш жисмининг хажми 

ь 

V=2л ~xYdx 
а 

формула била н хис06ла нади. 
6.10.3. Агар у! ={! (х) ва Y2=f2(X) (бунда {! (х) ~f2(X» згри 

чизиклар хамда х=а, х=Ь ТУFрИ чизиклар билан чегараланган 
фигура Ох уки атрофида анланса, анланиш жисмининг хажми 

ь 

V = л ~ (y~-y~)dx 
а 

формула бунича х.ис06лаНади. 
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Агар шу фИi-уранинг узи оу УК, атрофида айланса, айланиш 
жисмннннг х.ажми 

ь 

V=2n ~ x(Y2-у.)dх 

формула буйича х.исобланади. 
6.10.4. Агар эгри чизик.лн трапеция x=f(y) функция графиги, 

У=С, у=а. TyrpH чизик.лар 8а ау уК,и билан чегараланса, бу 
фнгуранннг Оу уК,и атрофида анлаННШИ,1ан х-оеил булган ЖИСNНИНГ 
х.ажмн 

J 

V=n ~x2dy 

формула буннча хисобланади. 
Агар шу фигуранинг узи Ох ук,н атрофида анланса, айланиш 

жнсмннннг мое х.ажмн 

d 

V=2n ~xYdY 

фоР\tула буннча аннк.ланадн. 
6.10.5. Агар ХI =fl (у) 8а X2=f2(y) (бунда X2~XI ~O) эгрн 

чнзнклар 8а У=С, y=d TyrpH чизик.лар бнлан чегараланган фнгура 
Оу укн атрофнда айланса, у х.OJIда айланнш жисминннг х.ажми 

d 

V=n ~ (x~-x~)dy 

формула буйнча топнладн. 
Агар шу фнгуранннг узн Ох уК,н атрофнда айланса, у ХOJlда 

айланнш жнсмннннг мое хажмн ушбуга тенг буладн: 

d 

V=2n ~ y(x2-x.)dy. 

6.10.6. Агар эгрн чнзнК, параметрнк ёкн к'утб коордннаталаРд<t 
бернлса, у х.OJIда келтнрнлган формулаларда мое урннга к'уйишлар­
нн бажарнш кер ... к БУладн. 

z2 ,; z2 
1- м н с ол. 2+2+2= 1 эллнпсоиднннг хажмннн топинг. 

IГ Ь с 

Е ч н ш. Эллнпсонднннг Ох уК,К,а перпендикуляр бнрор теhНСЛНК 
бнлан кесншдан хоенл булган кеснмннннг ярнм Ук.ларн 

-.Г7 Ь.=Ь У'-7 8а с.=с -. c;i 
У'-7 
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~ 

(J 1. 
!I, 

-R (J R х 

37- Ш8М 
38· W8U 

б9ЛГ8Н 

--:1- + ~ -. 1 

.' (1 --~ ) с' (1 _ ~ ) 
~ЛNПСА."р. Д~M8K. ~ИМ I03Il (8· t. 4· "ИСМ) : 

S(.r) -n6,f.-nbc (1_ :. )-
БУНАа .1' уэгаРУ8ЧИ - 4 ",8Н 4 га .. а Уэгаради. Шунга кура ~ЛNПСО­
МАНМНГ Ц.МН уwбуга 'reHr: 

v_ J. S'(.r)ct.r-A6c 1 (1- ~ }и= Abc(r- ;; ) [. = 

-lIk[(4- ;:,)- (-4+::' )]--i~c (куббмрл_). 
2· .. м С 0.1. У - sin.r ClltI)'cOIIAalUlHf битта .Р.. Tj.llUlHN аа 0.1' 

f1tHNHr (О. А) кtC .. aa. бuaи ~rapuaHraH фигуранмиг .) 0..­
'1Ul а"юфu. ... б) О, 'О .,.,..... аАа.н.wцаи :{ocau 6~JlraH 
.,,(' .. ларимиг u."мии цсoб.t."г (37· W8U). 

•• 8 

Е .. м ш. а) У-А ~Ywt.r-A )smlDlr .. -i ) (I-cas2.r)d..r= 

-, .b)J8 - .1 ~_ ) 
- 1\.1'--1- 8 - ,.а) -т ( .. "", ... p.I. • 

16--666 МI 



n n 

б) V=2n ~,rYdx=2n ~,r,Sinxdx= 

{ и=х. du=dx } 1" .~ =. =2п( -x·eosx 0+ eosxdx) 
du=sln,rd,r. u= -eosx • 

=2п( -neosn+sinx I~) =2п2(куб. бирл.) . 

3- м н с ол . .12+ (y-ь)2:r;;;.R2 (Ь>R) донранннг Ох ук.и атрофида 
айланншндан х.осил булган торнннг х.ажмннн топинг (38- шакл). 

Е ч и ш . .12+ (y_b)2=R2 айлана тенгламасидан: 

Шунннг учун 

YI=b- -v R2_,r2 . 

У2= Ь + -V R2_x2 
, 

ь R 

V=n ~ (y~-y~)dx=n ~ [(ь+ V R2_x2
)2 - (ь- -v R2_X2) '1dx= 

-R 

=4пЬ ~ V R2-x2 dx= 
-R 

.. 
• 

I
X=RSint. 

dx= Rcostdt • 

=4пЬ ~ -v R2
_ R2sin 2t . Rcostdt= 

. . 
, 1" 

= 4nbR 2 ~ cos 2tdt = 2nbR2 ~ (1 + cos2t) dt = . . 
., -1" 

= 2лЬR2 (t +-4-Sin2t) I ~~ = 2п 2ЬR2 (куб. бирл.). 
2 

1= 

4- м н с 0.1. у=х2 ва 8х_ у2 параБOllалар билан чеГ8раланган 
фнгуранн Оу Y~H атрофнда аllлаНТНРИШД8Н х.осил булган жием 
х.ажмннн х.нсобланг (39- шаКJJ). 

Е ч н ш. 

{ у=х
2, 

у2=8х 

тенгламалар снетемасндан параб0ll8ларнннг кееишнш ну~таларннн 
топа мнз: 0(0, О) ва А (2. 4). 
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'J 'J 

81a 

А 

)1. -а а J( 

-а 

39· шакл 4О· Ш8КЛ 

Х2(У) = УУ ~XI(Y) = ~ га эгамиз, узгарувчи У О дан 4 гача 
Vзгаради. Дема к, 
• d 4 

v=л ~(х~-х~)dу=л ~(Y- ~)dY = 
< о 

(,; i) 14 ( 32 ) 24" = л 2- 320 о =л 8-10 =-5-(куб бирл.) . 

{ х=асоsЗt, 5- м и с о л. . астроида билан чегараланган фигу· 
у=аsшЗt 

ранинг Ох Ук.и атрофида айлантирилишидан х,осил булган жисмнинг 
х,ажмини х,исобланг (40- шакл). 

Е ч и ш. Изланаётган х,ажм иАВ фигурани айлантиришдан х,ОСИJ! 
булган х,ажмнинг нккиланганига тенг. Шунинг учун 

о 

V = 2л ~y2dX. 

S?эrарувчннн 3J!маштирамиз: Em } 
z t 

х=асоsЗt 

V=2л ~Y2dx=ld~= ~~acos2t.sintdt, О i = 
о у=аSlПt. • О 

n 
О ., 

= 2л ~ а~iпбt ( - Засоs 2tsiпt) dt = бла З ~ sin 7tcos 2tdt = 
• о ., . ., 

= -блаЗ ~ (l-cos 2t) Зсos 2td (cost) = -блаЗ(~osЗt _~os5t+ 
о 

3 1) I ~ . з( I 3 3 1) 32 З +~os7t-~os9t 2 =бла ---+--- =-05ла (куббирл.). 
7 9 u .3579 I 
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/0- дарсхона ТOfIШUРUFU 

1. х=2 ва х=3 текнелнклар бнлан X
2+y2+ Z2= 16 шардан 

• 29 
к.ирк.илган шар к.атламининг х.ажмини х.иеобланг: Ж: тП (куб. 

бирл. ) 
I I I 

2. Координата уклари ва х' +у' =а' парабола билан чегара­
ланган юзни Ох Ук.и атрофида айлантиришдан х.осил булган жнем 

лаЗ 
х.ажмини х.иеобланг. Ж: i5(куб бирл.) 

3. У = sinx синусоида ёЙи. ординаталар ук.и ва у= 1 туrри чнзик. 
била н чегараланган фигурани ау Ук.и аТРофll.1а айлантиришдан 
х.осил булган жием х.аЖМинн х.иеобланг. 

~ 

Ж л(л -8) 
: 4 (куб бирл.) . 

4. у=+х2+2 парабола ва 5х-8у+ 14=0 туrри чизик. билан 

че:'аралангаи фигурани Ох Ук.и атрофида айлантиришдан х.осил 
• 891л 

булган жнем х.ажмини х.иеобланг. Ж: 1280 (куб. бнрл.) . 

{
x=a(t-Sint). 

5. Ушбу (1 ') цнклоиданннг бир аркаенни Ох Ук.н ат-
у=а -е05 _. 

рофида айлантиришдан х.осил булган жием х.ажмннн х.необланг. 
Ж: 5аЗп2 (куб бирл.). 

/0- АСустак,и.ll uш 

х2 !l 
1. Z"""'4+""2 ва Z= 1 енртлар бнлан чегараланган жнем 

х.ажминн х.иеобланг. Ж: п-../2 (куб бнрл.). 

2. а) y=~ ва х2 =8у. б) у2=х ва :?=у чизик.лар билаJl 
z + 16 

чегараланган фигураларни Ох Ук.н атрофида айлантиришдан х.осил 
булган жием х.ажмини х.необланг. 

Ж: а) Iбл (5п+8) (куб. бнрл.);б)0.3п(куб. бирл.) . 
~ 

3. а) у=хЗ • у=о. х=2; б) х2 _у2=4. у= ±2 чнзнк.лар билан 
чегараланган фигурани ау Ук.н атрофида аАлантиришдан х.осил 

булган жием х.ажмини х.иеобланг. Ж: а) ~ n (куб. бнрл.); 
б4 

б) ТП (куб. бирл.) . 
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4. x=a(t-~int), y=a(l-cost) ЦИК.llонданинг бир аркаси 8а Ох 
уки билан чегара.1анган фигурани: а) ау УКИ атрофида; б) фигура· 
нинг симметрия УКИ атрофида айлантиришдан х.оснл булга.н жнем 
х.ажмини хисобланг. 

паЗ 
Ж: а) 6л3а3 (куб. бирл.); б) -6-(9л2 -16) (куб. бирл.) . 

11- f. Хосмас HHтerp.JlJI.p, 
IIК,ННJlаIllНWН хосмас HHтerpUHH цсоБJlаw. 

Интегралланиш чегаралари чексиз . булган интеграллар ёки 
чегараланмаган функцнялардан олинган ннтеграллар хосмас 
интеграААар дейнлади: 

6.11.1. [а, + 00) ораЛИКда узлукенз булган {(х) функциядан 
олинган интеграл 

+ozo N 

( f(x)dx= lim (f(x)dx 
J N-+oo ) 

тенглнк билан аник.ланади. 
Агар шу лимит ма8ЖУД булиб, чеК.IIН булса, хосмас интеграл 

як,UНАашувчu. акс х.олда хосмае интеграл узок,.IIашувчu деЙилади. 
Агар F(x) функция {(хГ нинг бошланrич функцияси булеа, 

у х.олда: 

+'"' 
~ f(x)dx=F( + 00) -F(a). бунда F( + 00) = .~i~ ... F(x) . 
Q 

к'уйндаги ннтеграллар х.ам шунга ухшаш аннк.ланадн: 

ь ь 

~ f(x)dx= N~~OZO ~f(X)dX, 

+ OZO Ь N2 

~ {(х) dx= lim ~ f(x)dx+ lim ~ f(x)dx. 
_~ N.--- N. N,_+eIO Ь 

+~ 

1_ м и с ол. ~ e-'''dx хосмае интеграЛНII х.иеобланг (бунда (1-

узгармае муебат сон). 
Е ч и ш. Таърифга кура: 
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+ .. 
~ e-'''dx= lim 
о N_+aa 

N 

(e-lI<dх= lim (-~e-"<) I N = 
~ N_+ OD f% О 

= 1т --е - - Ш1" -- =-. 1· ( 1 -,.N+ 1 )= 1 l' (1 1) 1 
N_+.. о. о. о. N_+.. ~ О. 

Дема к, берилган иитеграл якнилашувчи. 
2· м и с о л. а> О иинг каидаii к.нiiматларида 

+ .. 
( dж 

J жll 
I 

интеграл як.ннлашувчи, кандай киiiматларида узок.лашувчн эканн­
ни аник.ланг. 

Е ч и ш. а = 1 деб фараз киламнз, у х.олда: 

+.. N 

~ dж lim ~ dж = Ijm Iпх I N= lim InN = CIO 
I Ж N_ + .. I Ж N_ + .. I N_ + .. 

Демак, берилгаи интеграл узок.лашувчи. Энди а#- 1 деб фараз 
киламиз, у х.OJIда: 

\ .. dж 
J ж,. 

lim 
N_+Ф 

N 

(.!!!..= lim _I_xl-III
N= 

) ж,. N_+ .... I-a. I 
I 

= lim -1- (N 1- .. - I) . 
N_+ .. 1-0. 

Демак, а> 1 да 
+ .. 

~ 
I 

dж 

ко. - С&-I ' 

яъни берилган интеграл якинлашувчи, О<а< I да зса 
+ .. 
( .!!!.. = + CIO, яъни берилган интеграл узок.лашувчи. Шундаii 
) х" 
I 

+ .. 
кнлиб, 

( dJt 
J Ж,. 
I 

хосмас интеграл a>1 да як.ннлашувчи ва 

O<a~ I да узок.лашувчи. 
6.11.2. 2- МИСOJlдаги ннтеграл интегралнинг якннлашувчи ёки 

узок.лашувчи зканини ТО~~ОСАйШ олO.tlотлорuдан фоiiдаланишда 
кУлланилади. 
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1. дгар ((х) ва ЧJ(Х) функциялар барча x~a лар учун аник.ланган 
ва [а, +00) да ннтеГРllлланувчи х,амда барча x~a лар учун 
O~f(x) ~ЧJ(Х) б9леа, у х,олда 

+~ +-
а) ~ q>(x)dx интегралнинг якннлашувчанлигидан ~ f (х) dx 

Q 

интегралнинг якинлашувчи "кани келиб чикади, шу билан бирга 

+ао +ос 

~ f(x)dx~ ~ q>(x)dx; 
о 

+-
б) ~ f(x)dx интегралнинг узок.лашувчанлигидан 

+ ... 
~ qJ(x)dx 

интегралнинг УЗOКJIашувчи экани келиб чикади. 
2. дгар '(х) функция барча х лар учун 

+ ... 

~ If(x) Idx ннтеграл якннлашувчи б9леа, у х,олда 
аник.ланган ва 

+-
~ f(x)dz ин-

теграл хам Rкннлашадн; бу холда у абсолют як,uнлашувчu интеграл 
дейиладн, бунда 

I +~- f(x)dx I ~ +~ ... If(x) Idx. 
о Q 

+-
З. Агар ~ f(x)dx иитеграл якинлашувчи, 

+ ... 
~ If(x) Idx узок.ла-

Q Q 

+-
шувчн булеа, у х,олда ~ f(x)dx интегрални шартAU як,инлашувчи 

интеграл деЙнлади. 

+ ... 
З-миеол. ~ 

I 

4 dx 2 интегралнинг якинлашуачанлигннн 
Эх +2.г+ I 

текширинг. 

I I 
Е ч и ш. {(х) = 4 х2 < -4 < """4 = q>(x) (x~ 1 да) ва 

Эх +2 + I Эх х 

~ :. иитеграл якннлашувчи (2- миеол а=4> 1) булгани учун 
берилган интеграл х,ам якинлашувчн (таККOCJIаш аломати аеоснда). 

+-
4- .. и с ол. ~ e-;dx интегралиинг якинлашувчанлигини тек-

ширинг. 
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... 
Е ч и ш. x~ 1 да '(х) =е-,'<е-'=ср(х) ва ~ e-'dx иитеграл 

як.иилашувчи (1- мием, а = 1) булгаи" еабабли берилган интег­
рал як.инлашувчи. 

+00 
5,миеол. ~ 

dz 
-.-2- интегралнинг як.инлашувчанлигини тек-

z-srп z 

ширинг. 

+ ... 
dx I J 

Е ч и ш. x~ 1 да '(х) = .2 >-=ср(х) ва 
Z-SIПZ х ~ -;- интеграл 

I ., ... 
узокла шувчи (2· мием, а = 1), шунга кура ~ 

dz 

z-siп2z 
интеграл 

узоклашувчи. 

6.11.3. [а, Ь] ораЛИlЦа узлукеиз, Ь нук.тада узилишга эга '(х) 
функциядан минган хосмае интеграл 

Ь 

(f(x)dx= lim 
J .-+0 • 

Ь-. 

~ f(x)dx 
• 

тенглик била н аник.ланади. 
дгар бу лимит мавжуд булиб, у чекли булеа хосмае интеграл 

як,l/"лашувчu, аке хмда хосмае интеграл' УЗОк,Аашувчu деЙилади. 
!\гар'" (х) фуикция {(х) учун бошлаНfИЧ функция булеа, у х.мда 

ь 

~f(x)dx=F(b) -F(a), 
• 

бунда F(b) = lim F(x) . 
,_Ь 

Агар функция а нук.тада ёки [а, Ь] оралик.нинг бирор ички 
(" нук.таеида узилишга эга булеа хам интеграл юк.орндагнга ухшаш 
ClНИКJIаН<lДИ: 

ва 

Ь 6 

~f(x)dX= '~~'ГO ~ {(х) dx 
а а+ .. 

Ь С-8, Ъ 

(f(x)dx= lim 
1 0-+0 

~ f(x)dx+ ~~u ~ f(x)dx. 
• '"1 ,-+'"1 а 

r 

б·'IIИСОЛ. ( ,~- хосмае ннтегрални хнеоб.1анг: J v J·x 

" 
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Е ч н ш. Интеграл остндагн функцня х= 1 нук.тада уэнлншга эга. 
Дема к, тsърнфга кура. 

1 1-, 

-~ = 1т -= = 1т - v -х о = ~ dx l' ~ dx l' ( 2-'-1 -) 11-" 
V I-x ,-+0 V I-x 0_+0 

=-2Iim (v'I-I+1: - v'1-O)=-2Iim( уе -1)=2, ,_+0 __ +0 

демак, берилган ннтеграл як.инлашуsчн. 
1 

7· м н с ол. ~ dx (а. - узгармас мусбат сон) хосмас ннтеграл­
~ х" 

нниг як.ннлашнш ва УЗOКJ\ашмш шартларннн топннг. 

Е ч н ш. Интеграл остндагн функция х=О нук.тада узнлншга эга. 
Агар а. = 1 булса, у х,мда ушбуга эгамнз: 

1 1 

~ dx = lim (!!!... = limlnx 11= lim (Inl-Inl:) = 00, 
z ,_+0 J х ._+0 r 1-+0 

• 
яънн ннтеграл УЗOКJ\ашувчн. 

Агар a.-=I= 1 булеа, у х,мл.а: 
1 1 1 1 

~ dx l' ~ dx l' х -," I l' I (1 1-" - = "" - = 1т -- = 1т -- -1: ,. 
х" .-+0 х" ,_+0 I-a, ,_+0 I-a 

• 
1 

Демак. О<а. :::: 1 да к.уАидагнларга эгамнз: ~ 
dx I -=-- яънн 
х" I-a' 

t dx ннтеграл як.мнлашувчн; а. > 1 л.а зса ~ --;;; = CID. яънн интеграл 

УЗОКJ) а шувчн. 

Шундай к.нлнб. 

1 

(!!!... хосмас ннтеграл 0< а. < 1 да якннла­
d х" 

шувчн. а. ~ 1 да УЗOlUlашувчн. 
6.11.4. Охнргм мнсм натнжасндан тоlCjICjОС..uJШ llAOJjfJTAlJPUda 

фойдала нмлади: 
1. Агар {(х) ва ср(х) функцнялар а,х<Ь оралик.да ЗННКЛЗllган 

х.амда [о. Ь-е) (O<e<b-о) кесмада мнтеграллан)"вчн ВCI ctrctp 
O,f(x) ,ср(х) булса. у х,OIIда: 

• • 
а) ~If(z)dz интегралнимг як.ННJJашувчанлнгндан ~ {(zldx ннтег-

• 
• 

ралнннг як.инлашувчанлмгн ке.1н6 чнк.аДН. бунда ~/(z'dX~ 
• 

~ ~4f(.r)d.r; 
• 
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ь ь 

б) ~f(x)dX интегралнинг узок.лашувчанлигидан ~(X)dx иитег-
а 

ралнинг узок.лашувчи эканлиги келиб чик.ади_ 

2. Агар {(х) функция [а, Ь) оралик.да аник.ланган ва [а, 
ь 

Ь-е) кеемада интегралланувчи булеа, ~ 'Нх) Idx интегралнинг 

ь 

якинлашувчанлигидан ~f(X)dx интегралнинг якинлашувчанлиги 

ь 

келиб чикади. Бу '(Wlда ~f(x)dX интеграл а6сОАЮТ як,иНАашувчи 

интеграл деНнлади. 
ь 

з. Агар ~f(x)dX интеграл якинлашувчи, 

ь 

• 
~1f(X) I dx интеграл 

а 

узок.лашувчи булса, у '(Wlда ~f(x)dX интеграл шаРТАи як,ик.сашув-

чи интеграл деНилади. 
1 

8- м и е о л. э _ интегралнинг якинла шувчанлигини тек-~ 
dx 

\) ~ +2хЭ 

ширинг. 

Е ч и ш. Интеграл остидаги функция х=о нуктада узилишга эга. 

{(х) 
I I I 

~г з< ~г =-1 = ср(х) 
уХ +2х уХ х' 

1 

~ 
dx I 

на -,.интеграл якинлашади (7-мисWl, a=-<I),демак,Cieрил-_ 3 . 
х 3 

ган интеграл '(ам якинлашади. 

J J- дарсхона тonшириги 

1. Хосмас интегралларни '(исобланг еки уларнинг узок.лашувчи 
эканини аник.ланг. 

+00 
1. ~ arclgx d 

~ '+~ х. 
о 

2. ( dx 

) ·H~· 

Ж:~ 
8 

Ж:.!!.. ... 
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+'"' 
3. ~ 

dx 
Ж:i· (r+I)(r+4) 

~ 

4. ~ dx 
x(lnx)2 

Ж: 1. 

1 

5. ~ dx Ж: уэок.лашади. 
r' 

-1 

3 

6. ~ 
dx 

Ж: л. 
V4х-r-з 

11. Интегралларнинг як.инлашувчанлигини текширинг: 

+-
7. ~ 

In(l+x) dx. Ж: уэок.лашувчн. 
х 

8. 
+-
~ (l-сOS~ )dx. Ж: як.инлашувчи. 

1 

9. ~ 
e'dx 

Ж: узок.лашувчи. 
..jl-cos.r 

1 
cos2x 10. ~ 3--

dx. Ж: як.инлашувчи. 

VI-r 

J '. "'устак,u./l uш 

1. Хосмас интегралларни х.исобланг ёки уларнинг уэОК,ла· 
шувчанлигнни аник.ланг: 

+-
а) ~ 

dx 
Ж: 1-lп2. 

r(x+l) 
1 

+-
б) ~ 

xdx 
Ж: узок.лашувчи. 

I+r' 
-,", 

+-
n 11 ~ .rclll'x d в) r х. Ж: '4+2'п2. 

2 

~ xdx 8 
г) 

..jx-I· 
Ж: 1 · 

1 
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( е' 
д) ) -~x. 

_1 Х 

Ж: 
2 
е 

1 

( -r-l Ж е) ) ~ dx. : УЭОКJIашувчи 
-1 Vx5 

2. ИlIтеграллариинг як.инлашувчанлигини текширннг: 
~'"' 

3) ~ ,-
1 

6) ~ 

их 

xlll(lnx) 

,",хих 

"';1:;· . 

Ж: У30КJIашувчи. 

Ж: як.инла шувчи. 

7- на:юрат uшu 

1. Аникмас интегрални топинг: 

1.1. ~хJlпхdх . 1_2. ~ -rd-r 
cos2-r . 

1.3. ~xarctgxdx . 1.4. ~ .ух Iпхdх. 

1.5. ~x2e-~'dx . 1.6. ~ Inz ~x. 

1.7. ~x2COS5Xdx . 1.8. ~ln1xdx . 

1.9. ~xarcsinxdx . 1.10. ~arctg .у4х - f dx 

1.11. ~IП(4Х2+I)dХ. 1.12. --- -=-dx . ~ xcosx 
siпЗ-r 

1.13. ~XSiI12XdX . 1.14. ~x. tg2xdx. 

1.15. ~ (их 
SI I 1:..' .. 

1.16. ~ _:,sinx~ 
ca!Jl-r . 

1.17. ~ уХ In 2xdx . 1.18. ~ lп:-r~~ . 

~X.1112XdX . 
y~ 

1.19. 
1.20. ~ ~Jlп 2хd-r . 

~.21] ~ Ir~~; dx. 
1_22. ~ (xJ + 2) е i dx . 

1.23. ~ (х + З) 2s in2-rd-r . 1.24. ~lп(-r2+4)dХ . 

1.25. ~ arctg~dx . 1.26. ~x.arcSin+dx . 
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1.27. ~х.зidХ. 1.28. ~ arcsinx dx. 
";z-I 

1.29. ~ xJ.aгctgxdx. 1.30. ~ Incosx dx. 
sin2x 

2. АНИl(.мас интегрални топинг: 

2.1. ~ _ !z-I dx. 2.2. ~ х+2 d 
У il-4z+ 1 х2+ 2х + 2 х. 

2.3. ~ х+3 dx. 2.4. ~ х+5 d 
У4х2 +4х+5 2il+2z+3 х. 

2.5. ~ х++ d 
y~2+x_2 х. 

2.6. ~ х+ 1 dx. 
3+4х-х2 

~ _2х-3 dx. 2.8. ~ ,1-2 d 2.7. il+,t+1 х. 
Y8-2z-il 

~ 8х+3 dx. 2.10. ~ х-7 dx. 2.9. il+4z+13 
Y5+2,t-z2 

~ х+5 d 2.12. 
2.11. ~ З.r-I d узil+бх+ 1 х. 

il-6z+ 10 х. 
2.14. ~ х+2 dx. 

2.13. ~ z+1 d уз-z2 +2z 4il-12z+ 13 х. 
~ 2х+3 dx. 

~ 3х-2 dx. 
2.16. 

2.15. YI5-4il+4z 
sil-3z+2 

~ 3z-1 
~ __ 4~~dx 2.18. 

yz2+2z+2 dx. 2.17. 
5il+6z+18 . 

~ х-3 dx. ~ 2z-I_ dx 
2.20. 

2.19. Y3-2z-il sil-x+2 . 
~ х-2 dx. ·"--'1 ~ х-8 2.22. 

2.21'1 -----2 dx. Y4-2x-z2 
--'-

5-4х+4х 
~ х-2 dx. 2.24. 

2.23. ~ 5х+3 d yil-2x+ 1 z2+ 10z+29 х. 

2.25. ~ х+ 1 dx. 
liil+2z+ 1 

2.26. ~ 2x-1 dx. 
yz2-4z+ 1 

2.27. ~ 2z-5 d 
z2+6z+13 х. 2.28. ~ Y]:~:+2 dx. 

~ 2х+3 dx. 2.30. ~ 
х-5 

dx. 2.29. 
15-4il +4х Уб+4z-z2 
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3. Аникмас иитегрЭJIНИ топннг: 

3.1. ~ dx 
4.1"3+ Х · 

3.2. ~ .1"-1 
.r1+ 1 dx. 

3.3. ~ .l"dх 
Х3 -3.1"+2 . 

3.4. ~ х2-3 d 
х4 +5х2+6 х. 

~ x2dx 3.6. ~ .1"+3 3.5. 3 xf1 dx. .1"4_16 х + -2х 

3.7. ~ .1"-2 3.8. ~ 2xf1-3.1"-12 dx. 4""7 dx . .1" +4 x3+xf1-6.1" 

~ .l"4 d.l" ~ 6.1"4_1 3.9. 
.l"4+W+8 . 

3.10. 3 dx. 
2.1" -х+l 

~ .1"-1 3.11. 3 xf1 dx. 
2.1" +3 +.1" 

3 ~ .1"+4 .12. 3 xf1 dx. 
х +6 +9.1" 

~ x2+.I"-1 3.13. 3 х2 dx. 
х + -6х 

3.14. ~ dx . 
x

4
+x3+xf1+x 

~ .r1-6 3.15. 4 dx. 
х +6.1"+8 

~ dx 3.16. 4 xf1 . 
х +5 +4 

~ x2dx 3.17. -т-;г-, 
.1" + -2 

3.18. ~ 2х2-з.1"-3 dx. 
(.1"-1) (х2-2Х+5) 

3.19. ~ 4 /х х2 . 
х -х + -.1" 

3.20. ~ (3.1"-7)dx 
.r1 +xf1+4x+4 . 

°t~ .1"+2 3.21 3 dx. 
- О.. х - 2х? + 2х 

3.22. ~ ;~~ dx. 

3 ~ xdx ~ х
3 

6 . 23. -3-' -3.24. 4 - dx . 
х -1 х +6.1"+8 

~ .l"4dx 
3.25. 4 х2 . 

Х +5 +4 
3.26. ~ }i;.I"4_ 8 dx. 

х -4х 

~ dx 3.28. ~ x2d.l" 3.27. --о 
4х3 _х 

(Х+2)2(.I"+4)2 . 

3.29. ~ зdх 
- . 3.30. ~ х+5 dx 

х -8 х4 +2Х3 +х? . 

4. Аннк.мас интегралнн топннг: 

4.1. ~ d.l" ~ ~X-1 х(ух + ~x) . 4.2. l+ух dx. 
4.3. ~ j~ +1 dx. 4.4. ~ У.l"+1 -1 dx. 

ух3 -1 ~x+l +1 
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4.5. ~ ";x:~. 
1+ ух2 

4.7. ~ ";zdx 
~x +2 . 

4.9. ~ dx 
";х + ~x . 

1·'- . ~ 
xdx 

4.1. ~I+x 
( xdx 

4.13. j (2+5..1) Y'2-F'SZ . 
( dx 

4.15. j..; 1 _ Ь _ {t 1 - Ь 
( dx 

4.17. j 4 3 ~i5 . 
3Vx -2 V 

( dx 

4.19. j ";х ( ~~ _ 1) 

:-:" ... 1 ( ";Х+3 dx. 
~) 1+~x+3 

( ..1+ 1 dx. 
4.23. ) ~2x+ 1 

( xdx 
4.25. j 2+ ";Б+ I 

4.27. ~ dx 
";..1+3 (1 + ~x+3) 

~ 
";..1-1 

4.29. 3- dx. 
'1..1-1 +1 

5. Аник.мас интегралнн тonннг: 

5.1. ~ sinxdx 
5+3sinz . 

5.3. ~ sin
2
xdx 

(1 +cos.r+Sinz)2 . 

5.5. ~ сosшх 
1 + cosz+ sinz . 

• 
255 

4.6. ~ гх -1 dx. 
~x +1 

4.8. ~ ~x _ dx. 
1+ ";..1 
~--

~ 1+ 1/..1-1 dx. 4.10. ";Z=Т 

~ dx 4. 12. ;-..; ..1 + 1 . 

~ xdx 
4.14. ~5x-l' 

~ ~:rdx_ 
4.16. 1+ ~x . 

~ ";х -1 _ dx. 
4.18. ух ( ~x + 1) 

4.20. 

4.22. 

4.24. 

4.26. 

~ dx 
";x-2(1+~x-2) 

( уХ+Т + 1 d 
j ";..1+1-1 х. 

4 -

~ vx + 14 _ dx. 
(";х +4) y~ 

6- 3-

~ 1- 1/..1_+2 ~x_ dx 

x+2Y~ + ух4 
( 1+ ух 

4.28. ) 6 _ dx . 
ух5 (1 + ~x) 

4-

4.30. ~ 4 ~vx +1 dx. 
Ух3 (.jx +4) 

5.2. ~ dx 
cosz ( 1 + сosх) 

5.4. ~ I-sinz d 
cos.r(l+cosx) х. 

5.6. ~ 1 +sinx d 
1 +cos.r+~inz Х. 



5.7. ~ cos.r - sin.< d -- х. 

(1 +sin.r)2 
5.8. ~ 8+11.1 d 

18sin2.r+2c052.r х. 

5.9. ~ 1 + с 11.1 d ~ 6+11.1 
(sin.r+2c05.r)2 х. 5.10. .2 2 dx. 

9sIП .1 + 4co5 .1 

5.11. ~ 511.1+2 dx 
2sin2.r+5 . 

5 12. ~ Эбd.r 
• (6-II.r)siп2.r . 

5.13. ~~~dx 
4 +3cos2.r . 

5 4 ~ sin
3
.r .1. ~dx. 

";SIП.r 

5.15. ~ sin
3
.r dx. 

C05·.r 
516 pin2.r d •• 3 х. 

C05 .1 

5.17. ~d: . 5 ~ .• .1 .18. siП i'iX. 
sln .1 

5.19. ~ cos·xdx. 5.20. ~ сos2хsiп·хdх. 

:-~.~ g ~ ctg3xdx. 5.22. ~ tg·xdx. 

~ сos·хsiп 2хdх. ~ d.r 5.23. 5.24. -.-6- . 
Sln .1 

5.25. ~ siп 6хdх. 5.26. ~ siпх· siп2х· siпЗхdх. 

5.27 ~ 11.1+2 dx. 
Siп2.r+2сas2.r_З 

5.28. ~. d.r 
SIП.r ( 1 - sin.r) 

5.29. ~ d.r 
(3tl.r+5)sin2.r . 

5.30. ~ cos.rd~ 
(l-сО5.r)3 

7- нa.ACYНDвиd Jfuc06 ТOfIшuрuк,Аарu 

1. Аник интегралнн )(нсобланг: 

1.1. 

1.3. 

I 

f (Brccou)3- 1 ) ~--'-:~~--=- d.r . 

. 
• 

о "1/1-,,2 

~ tl.r· Incos.rd.r . 

I 3 
1.5. ( .1 d.r . 

J (,,2+ 1)2 

I 

1.7. ~ .r
3
d.r 

0,,2+1' 
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1.2. 

1.4. 

1.6. 

1.8. 

I 

"2 
} 8.1 - Brclg2.r 

,,2 d..r. 
1+4 

. 
~ .12 +"Iпz:dz . 
I 

sinl 

~ 
(Brcsin.r)2+ 1 

"1/ d.r. 
о 1-,,2 

уЗ 

~ .1- (arctlz)· 
,,2 d..r . 

1+ 



1 О 

1.9. ~ zdz 1.10. ~ tg~z+ H~ dz. 
х4+ 1 . 

_1 cos (z+l) 

;{' 1 

1.11. 1+lп(z-l) dx. 1.12. ~ x
3
dz 

х-I y~-x8 . 
-+1 

· . .- • 
1.13. } ~Iri' 'siп2zdх . 1.14. ~ cos3z ~siпх dx. 

I ; .-
1.16. ~ Iп

3

х+з dx. ~ ~.r<tK2<d 1.15. ---~ zlпх 
1 +4х2 . 

· 1 

.] 1.18. ~ .z3 dz 
1.17. ~ siпzdх l+x8 · 

О Ycos2x+2 . 
J · .- 1 20 ~ siп2z •• ----dx. 

1.19. J~~- 3----

cos2z(2tgx+ 1) 
1.11 +COS2

X 

1 

г.~~ ~5~3IПZ dz. 

} (!3<d 1.22. --~. 
Iб+еЬ< 

1 ~ 

1.23. J~e-u' dx. 
, 

1.24. ~ xdx 
о -У9-х" 

1 2 

1.25. ~ 
2'dx 1.26. ~ e'dx 
y~+4< 7+е-< . 

о о 

t 
1 ~ SiПх'ПХ dx. 

1.27. ~ c:~>· 1.28. 
1 

~Г n' • 
1.29. ~ cOS ~J: dx. 1.30. xdx 

~x siп2~ . 
.' y~ -т-

2. АнИI<' ннтегрални хисобланг: 

n о 

2.1. ~. (x2-зх+2)siпхdХ~ 2.2. ~ (х2+ 7х+ 12)cosxdx. 
-4 
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:t . , 
2.3. ~ (х-' )31п 2(х_, )dx. 2.4. ~ (x2-5х+б)Siп3хdх. 

~ 

1 
~ (2х2+4х+ 7)eos2xdx. 

. 
2.5. 2.6 . ~ хае -'dx. . 

-1 
О 

~ (x 2+6x+9)sin2xdx. 
~ 

2.7. 
2.8. ~ (9х2 +9х+ 11 )eos3xdx. 

-J 

1 . 
2.9. ~ xln 2xdx. , 

1 2.10. ~ (1-5x2)sinxdx. 
n 

2.11. ~ (8х1+ 16х+ 17)eos4xdx. 1 

3 2.12. ~ x 2e"J..dx. 

2.13. ~ (зх-х2)siп2хdх. 2. 

· 2.14. ~ (зх2 +5)еos2хdх. .-
u 

1 
2.15. ~ (x+2)3In 2(x+2)dx. 

2.16. ~ xaretgxdx. 
-1 

1~ 
О 

~ (1 - 8х2) eos4xdx. 
. 2.17. 2.1.8. ~ (x 2+2)e'dx. 

-2 

· • • 
2.19. ~ x2sin4xdx. 2.20. ~ xsinxcosxdx. 

-~ 

~. >/3 о 

1 ~ I 2.22. ~ (х+ 1) ,п 2(х+ J )dx. 2.2~ aretK~..r. 
-1 

3 О 

2.23. ~ (х 2 -Зх)siп2хdх. 2.24. ~ (х+2)~osЗхdх. 
-2 

· 1 

2.25. ~ ух ·In'xdz. 2.26. ~ are sin(l-x)dx. 
1 

о О 

2.27. ~ (х2+2х+ 1 )siпЗхdх. 2.28. ~ (x'+5x+6)eos2..rdx. 
-1 -2 

2511 



м 

2.29. ( Iп' .. dz 

~ ~~. 

з. Аннк. интегралнн х.исобланг: 

3.1. 

3.3. 

3.5. 

3.7. 

3.9. 

3.11. 

3.13. 

Irc \f3 

~ 1 +clgz dx. 
(siп .. +2соsz)2 

2n 

~ sin
8
x dx 

· ., 
( cos .. - siпz d 
J (1 +siп .. )2 х. 

вrc 'к2 12 + Ig.. dx. 
~ . 

2n 

~ sin 2xcosr,x dx 

2. 1 1 +siпz dx. 

· • 
( 51к .. +2 
) 2siп2х + 5 dx. 
о 

· 
• 4-7111"'" dx. 

3.15. ~ 2+З1II"" 
· ., 

3.17. ( I+cosx d 
J 1 +сos .. +siпх х. 

· 
3.19. J liz dx. 
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2.30. 

3.2. 

3.4. 

3.6. 

3.8. 

3.10. 

3.12. 

~ .. dz 
J сos2з .. · 

., 
( coszdz 
J 2+cos .. 

· • ( tiSiп2 .. 
J Зсos2 .. -4 dx. 

2. 

~ siп б+ cos
2
-fdx. 

· ., 
( coszu 
) 5+4cosx 
о 

· .. 
( (7 + 3tgx)dx 

~ (Siпх+2сosх)~ 

· ., 
~ cos

5
xdx. 

· ., 
3.14. ~ cosxdx 

1 +siпх-соsх 

3.16. 

· ,. 
· • 
~ sin~xdx. 

· 2" 

3.18. ~ ctg3xdx. 

3.20. 

· .. 
• ( siпхd.( 

) 5+Зsiп.( 
О 



~2' 
8rclR'3 

: 8 х 3.22. ~ 
41gx-5 

dx. 3.21. ~ cos 4 dx. 
1 - siп2.1' + 4c052 х . .. · .. . 2 • 

3.23. ~ dx 3.24. ~ • 2 х 6 Х d 
С05х(1 +cOSX) slП 4COS 4 х. 

о 

· , 
2orclj12 

3.25. ~ 2Iix-lllgx-22 dx. 3.26. ~ 
dx 

4-lgx siпх(1 +siпх) 
о . .. · 3 1 .rrte-

3.27. ~ tR4Xdx. 
з 

3.28. ~ 
_---.!±Igx __ dx. 

., 
18siп2 х + 2C052 х ., 

n 

2 2. 

3.29. ~ siпхdх 3.30. ~ sin43xcos~xdx. 2 • 
(1 + siпх+ cosx) 

о 

4. Аник. интегралнн х.исобланг: 

1 3-- 105 
e'Ve'-1 4.1. ~ E~+5 +2 dx. 4.2. ~ dx. 

-5 1 + ~3x+5 е'+3 
.1 

2, :1 
Y~-2 

2 ___ 

~ 4.4. ~ х+ "';3х-2 -10 dx. 
4.3. --4- dx. ";3х-2 +7 

х 1 
~2 

2 
102 

~ dx 
4.5. ~ V~~=I dx. 4.6. 

о (4+~) Y4+~ 
n 

64 
1- ~x +2Vx 

102 

4.7. ~ dx. 4.8. ~ 
dx 

-- 3 - е' у I_е- 2' 1 х+2Ух:1 + ух4 

,3 64 
(2+ t'x )dx 4.9. ~ 

dx 4.10. ~ У (1 +х2 )3 ( ~x + 2 t'x + "';х) "';х 1 

103 2 
V~-Id 4.11. ~ 

dx 4.12. ~ 4 х. 
VI+e' х 

1"2 

29 3-- 1"12 

~ 
V (х_2)2 dx 4.14. ~ 

dx 
4.13. 

з-- . Y~'+4 3 з+ V (х_2)2 105 
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2 8 

4.15. ~ x'ldx . 4.16. ~ v
x

+
1 

+1 dx. 
VI6-~ vx+1 -1 

о 3 

4.17. ~ I-e' 4.18. ~ x2.y9-x2dx. --dx. 
IАЗ 1 +е' -3 

4 ~Inl 

~ dx 
, 
~ t"dz 4.19. 

l+v2x + l ' 4.20. 
е'+е-' 

81 ~dx О 

4.21. ~ V4-x'l' 4.22. ~ 
dz 

1+ ~z+1 -1 
1,0:1 

2 

4.23. ~ dz 
4.24. ~ 

dx 
е'- -, 

V (16_~)3 1"2 е 
2 

21"2 
4.25. ~ dz .. 4.26. ~ dx 

о "x+1 +V(x+I)3 e'-I 
In2 

4 
5 

4.27. ~ dx ~ dz V (lfj+~)3 . 4.28. -2х+ "Зх+ 1 

1"2 1 
4.29. ~ 

dz 
4.30. ~ x2Vl-х2dх. е'(3+е-') 

n 

5. Хосмас ннтегралларнн х.ис06ланг ёкн уларнннг узок.лашувqн 

эканннн нсботланг: 

ф -

~ 
zdz 1 

5.1. а) ; 5.2. а) ~ ~d . 
_1 ~+4x+5 J ~+4 х, 
. . 
2 • б) ( el.' б) ~ c0s3zdz J --dx 6' О cos2z . :..; (l-siпзх)5 

5.3. а) ~ 8fCtg2X dx; 5.4. а) ~ 3 (z+2)dx , 
о 1+4~ J :";(~+4x+I)4 

2 n 

б) ~ s dz б ) ~ ~inxdX . 

1 "y4K-~-4· !. Vcos
2
z • 
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3 

б) ~ dz 

V(з-z)5 I 

5.19. а) ~ . z3
dz 

I 

б) ~~ 
~ 1_ ... 4 • 

." со 

_ 5.21.J а) ~. "": ... 
I 

• , 
б) ~ yTii(2-3Z) dx. 

2-3 ... 
о 

5.23. а) ~ 3 ~d... • 
0·/,·.3·0.4 

I d ... 

б) ~ (1- ... )1п2 (1- ... ) 
I 

5.25. а) 

2" 

'( d ... 

I , 

j 9~-9 ... +2· 
I 

б) ~ d ... 
о ~1-3 ... 

5.27. а) (' ... dx 

j ~-4 ... +5· 
I 

2 

б) ~ 
... dx 

4--

Y4-~ 

5.29. а) ( ... d ... 

~ 1б.r4 + 1 

I 

б) ~ x 2lnxdx. 
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3 

б) ~ dx 

....;~-6x+9 I 

5.20. а) ( .~xd ... 
j .. 
4 

'-- I 

( e
H

-; 

б) j ---;r- dx. 
о 

5.22. а) 
(' ... dx 

J ....; (~+4)3 • 

I 

б) ~ lп(з ... -l) dx. 
3х-1 

"3 

5.24. а) ~ 
xdx 

4 --
./,,~ • .2.5 

I 

б) ~ 
d ... 

20~-9x+1 

5.26. а) 

.. 
'"' dx 

~ ... 2_ 3х + 2 
з 

I 

5 
б) ~ dx 

~ (5Х-I)2' 

5.28. а) ~ е-З'хdх; 
о 

I 

2" dx 

б) ~ ~2-4x 
о .. 

5.30. а) ~ 

2 

б) ~ 

... Зdх 

16х4 +1 

dx 

~-5 ... +6 



б. Берилган ЧИЗИКJIар билан чегараланган фигуранннг юзннн 
х:исобланг: 

6.1. x=4_(y_I)2, х=i-4у-З. 

6.2. x=2-j2 cost, у=з-.j2 siпt (у~З). 
6.3. r=БСOSЗqJ, r~З. 

6.4. Х= (у_2)l, х=4у-8. 

6.5. x=8cos't, У=4siпЗt (х~з·JЗ). 

6.6. '=СOSЧJ, r=siПqJ (О~ЧJ~-%) 

6.7. Y=(X+I)2, i=x+l. 

6.8. х=4(t-siпt), y=4(I-сost) (О<х<8П,'у~4). 

6.9. r=4СOSЗqJ. 

6.10. У= (х_2)З, у=4х-8. 

6.11. x=-v2 cost, y=4-.j2 siпt (y~4). 
6.12. r=2(I-соsqJ), 
6.13. У= (х-I )2, y2=x_l. 

6.14. x=24cos3t, у=2siп3t (х~9-v'З). 
6.15. r2 =2siп2qJ. 

6.16. у=4_х2. y=~-2x. 
6.17. х=t-siпt, у= I-cost (О<х<2п, y~ 1). 
6.18. r=Зsiп4qJ. 
6.19. ху=4, х-у=5. 
6.20. x=6cost, у=4siпt. 
6.21., ,=2( I +COSqJ) . ~ . . у2= Iб-8х, у2=24х+48. 
6.23. x=32cos3t, у=siп3' (x~4). 
6.24. r = 2siпЗqJ. 
6.25. у.=х2 -Зх, 3х+у-4=О. 
6.26. х=б(t-siпt), у=б(l-соst) (О<х< 12п, y~9). 
6.27. r=4siп3qJ(r~2). 

1 z'1 
6.28. y=-~2,y=-2 . 

'+х 

6.29. x=4cos3t, у=4siп3 t. 
6.30. r=cos2qJ. 

7. Берилган чнзнк ёйининг узунлигини х:исобланг: 

7.1. У= -Y1_x 2 +агс siпх, O~x~ ~. 
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7.2. х=2сosЗt, у=2siпЗt, O~t~~ 

7.3. г=l-siПlр, -i~'Р~ -i· 

" 7.4. у= I -In cosx, O~ x~ б' 

7.5. x=2(t-sint), у=2 (I-cost), O~t~i. 

2" 7.6. г=8(I-сos'Р), -з~'Р~ О. 

7.7, x=e'(cost+sint), y=e'(cost-sint), O~t~ 3;. 
7.8. у=е'+ 13, IпЩ~х~ 'п.у24. 

]о 

7.9. г=3е', -i~'Р~i. 

7.10. x=4(t-sint), y=4(I-сost), ~~t~ 2з"· 

7.11. У= '" sinx, ~~x~ ;. 

7.12. r=8sin'P, O~!p~~. 

7.13. Х= I Ocos3t, у= IОsiпЗt, O~t~~. 

7.14. у=+ (I-e~-e-~), O~x~ 3. 

3 
7.15. г=4!р, O~'P~ 4' 

7.16. x=5cos2t, y=5sin2t, O~t~~. 

7.17. у= 'пх, ,;з~Х~ Щ. 

7.18. г=7(I-siп!р), -i~!p~i. 

7.19. x=3(t-sint), y=3(I-сost), л~t~ 2л. 

7.20. у= -In cosx, O~x~i. 
r 1) 7.21 г=2(I-соs'Р), -Л~'Р~ -i. 

7.22. x=3(2cost-cos2t), y=3(2sint-sin2t), O~t~ 2л. 

7.23. у=2-е', Iп,;з~х~ Iп-vГs. 
'. 

7.24. г=4еЭ , O~'P~3' 

:J • 3 " 7.25. x=&os t, у=8slП t, О~t~б" 

2 • 7.26. y=I-lп(х -1), З~х~ 4. 
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7.27. г=6(1 +sinCJ'), -i~CJ'~О. 

7.28. Х= (t2 -2)sint+2teost, У= (2-t2)eost+2tsint, O~t~i . 
, , 

7.29. у=е2 +е-2, O~x~ 2. 
зо 

7.30. г=Зе', O~CJ'~ ~ . 

. 

8. Функцнялар графнклари била н чегараланган фигурани 
берилган координата Ук.и атрофида айлантиришдан х.осил булган 
жием х.ажмини х.иеобланг: 

8.1. У= (х-1)2, х=о, х=2, у=о (Оу). 
8.2. У= -х2 +5х-6, у=о (Ох). 

8.3. x=3eos2t, y=4sin 2t, (o~t~i) (Оу). 

8.4. у2=(х_1)3, х=2 (Ох). 
8.5. у=х3 , у=х (Оу). 
8.6. x=6(t-sint), y=6(l-eost) (Ох). 

8.7. у=х2 -2х+ 1, х=2, у=о (Оу). 
8.8. у=2х-х2 , у=о, 2x2 -4х+у=О .. (Ох). 

8.9. x=2eost, y=5sint (Оу). 

8.10. y=3sinx, y=sinx (о~х~п) (Ох). 

8.11. у=аге sinx, у=аге eosx, у=о (Оу). 
8.12. x=7eos:1t, y=7sin3t (Ох). 

8.13. N= (x-I )2, У= 1 (Оу). 
:1--

8.14. Х= "-\jy-2 , Х= 1, У= 1 (Ох). 

8.15. х=.уз eost, y=2sint (Оу). 
8.16. у=2х-х2, У= -х+2 (Ох). 

8.17. у= -...jx-1 , у=о, у= 1, х=О,5 (Оу). 

8.18. x=2(t-sint), у=2 (I-eost) (Ох). 

8.19. у=х2 + 1, У=Х, х=о, Х= 1 (Оу). 
8.20. y=e l

-" У=О, х=о, х=1 (Ох). 

[8.~!] x=2eost, y=6sint (Оу). 
8.22. у2=4х, х2 =4у (Ох). 

](2 
8.23. у=2-2, х+у=2 (Оу). 
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8.24. у=сosЗt, у=siпЗt (Ох). 
8.25. y=5cosx, y=cosx, x~O (Ох). 
8.28. y=lnx, х=2, у=О (Оу). 
8.27. х=Зсost, y=8sint (Оу). 

8.28. у=У!, y~-x=O (Ох). 

8.29. y=arccosi,y=aгccosi, у=О (Оу). 

8.30. у=е', х=О, у=О, х= I (Ох). 



7- б об 

БИР ИЕЧА fЗГАР)'ВЧИИИИГ Ф)'ИКЦИЯСИ 

1- f. Бир неча уэгарувчи фУНКЦИАСИНИНГ хусусиА 
х.осилаnари ва туnик. дифференциал и 

7.1.1. Агар бирор D тупламнинг хар бир (х, у) хакикнй сонлар 
жуфтлиги бирор коида била н Е тупламдаги ягона z хакикий еонга 
мое куйилган БУлеа. у холда D тупламда икки узгарувчининг 
фУНI\цияеи z аникланган дейилади ва куйидаги куринишларда 
белгнланади: 

z=f(x, у), z=z(x, у) ва Х· к. 

D туплам функциянинг аникланиш сохаси деЙилади. 
Геометрик нуктаи назардан z=f(x, у) функциянинг Oxyz туrри 

бурчакли координаталар сиетемаеидагН· таевири (функциянинг 
графнги) бирор еиртдан иборатдир. 

Иеталган чекли еондаги узгарувчининг функцияеи хам юкорида­
гн каби аннкланади. 

1- миеол. z= Y4~-;2_y2 функциянинг аникланиш еохаенни 
топинг. 

Е ч и ш. Берилган функцня 4-X2_i~o. яъни x2+y2~ 4 шарт­
да хакиkий кийматлар кабул килади. демак, функциянинг 
аникланиш сохаси маркази коордннаталар бошида булган. радиуеи 
2 га тенг доирадан иборат. 

2- м и с ол. И= lп( l_x2
_ y2_ z2) функциянинг аникланиш еоха­

сини топинг. 

Е ч и ш. Берилган функция l_x2 _ y2_ z2>O. яъни 
X2+y2+ Z2< 1 шартда аникланган. Бин06арин. берилган функция­
нинг аникланиш сохаси маркази координаталар бошида. радиуеи 

I га тенг шар булади, бунда шар еирти (сфера) аникланиш сохасига 
кирмаЙди. 

7.1.2. Агар х узгарувчига бирор .-\Х орттирма бериб, у ни 
узгаришеиз колдиреак, у холда z=f(x. у) функция .-\.Z орттирма 
олади, бу орттирма z фуикциянинг х узгарувчи буйича хуеуеий 
орттирмаеи дейилади: 

.-\.z=f(x+'-\x. у) -f(x. у). 

268 



Худдн шундай, у узгарувчн I!.y орттнрма OJIнб, х узгарншснз 
К,OJIса, у х,OJIда z функцнянинг у узгарувчи буйича хусуснй 
орттнрмасн К,уйндагнча езнладн: 

I!.~z={(x. y+l!.y) -{(х, у). 

Агар lim ~~ чекли лимит мавжуд булса, у z={(x, у) 
'-'-+о ~ 

функциянинг эркли узгарувчи х буйнча хусусиА хосиласн дейилади 
ва !!... еки {' (х, у) билан белгнланадн. дема к, 

дх • 

. ,1 Z {( 11т -.!_ = lim х+"'х. у) -f(x. у) = _~ __ {' 
'-'-о ,\х ы-+О ,1х дх - ,(х, у). 

А ... ~z 
гар lim т чекли лимнт мавжуд булса, у z={(x, у) функцня­

.~-o У 

нннг эрклн узгарувчн у буйнча хусуснй х.оснласн дейнJI'адн ва 

!!... екн {' (х, у) бнлан белгнланадн. 
ду ~ 

Хусуснй х.осилалар учун бир узгарувчи функциясинн диффе­
ренциаллашнинг К,оида ва формулаларн сак.ланадн. 

Исталган чекли соидагн эркли узгарувчн фу"кциясннннг хусусий 
х.оснлаларн х.ам юК,оридагидек аник.ланади. 

3-мисол. z=агсsiп~-rфункцнянинг хусуснй х.осилаларини 
у 

топннг. 

Е ч н ш. у нн узгармас деб, х буйича хусусий х.ОСН,1анн топамнз: 

iJz , (' ) , 

ах = Y-(fУ- у = v!l-~' 

Знди х ни узгармас деб х.исоблаб, у узгарувчи буйича ХУСУСIIЙ 
х.осилани топамнз: 

iJz , (Х ) Х 

Ту= Y-(f'f -7 = --;v/-~ . 

4- мисол. u= yl_x2 _ y2_ z2 функциянннг хусуснй х.оснлала­

ринн топинг. 

Е ч и ш. 

~= 
ду 

дu _---:==' == (-2х)=-- х __ . 
дх 2 v'-~-!l-~ v'-~-!l-~ 

, • (-2у) = - у ; 
2 V,-x'-!l-~ v'-~-!l-~ 
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rJu I • .... == --- -=== (-2z) - - = . 
rJz 2 VI_z~_,,2_z2 VI- z2 -v'-" 

7.1.3. Агар х 8а у узгаРУ8чилар мое ра8ншда Ах 8а Ау 
орттнрмалар алеа, у х.алД8 z-f(x. у) фУНКЦИR Az-f(х+Ах, 
у+Лу) -f(x, у) тулик орттирма алади. Бу т9лик ОРТТИРМ8ННИГ Ах 88 
/iy ларга ниебатан ЧИЗИКJIи б9лган бош киеми фУНКЦИRНИИГ т9лик 
дифференциали деАнлади 8а dz оркали белгилаиади. 

z=f(x, у) фУНКЦНRНИНГ тулнк диффереициали куilидагн формула 
буйнча х.иеобланади: 

"Z д, dz--~x+ -dy, 
дх IJ/I 

бу ерда dх=Лх, dу-Лу. 
Тулик дифференциалдан купиича фУНКЦИRНИНГ такрнбиА 

киllматларини х.иеоблаUI учун ФОДдаланилади, чунки AZ1fll:ldz, RЪНИ 

f(х+Лх, у+Лу) :=::;f(x, у) +Лz. 

5- м и е ол. z=are tg}! фУНКЦИRНИНГ тулик дифференциалини 
z 

топнн/ . 
Е ч н Ш. дастлаб хусусиll х.оснлаларни топамиз: 

-i: = I ~ (~'Y' (-~)= - );i ; -~~ =~~-(~Y'~-~~j' 
Тулнк днффереНIIнал формулаенга кура: 

-"ах ха" za/l-/laz dz=-· .. ··-· + _____ о = .-.------
z~+1 z~+,,2 z2+11' 

6- м н е о л. и =- V~'i'+y2+ ~2 фУНКЦНRНННГ тулнк дифференцна­
лини топинг. 

Е ч н ш. 'Хусуеиll х.оснлаларни тмамиз: 

rJu 2х z ,-_. == -- -~_;,.~-=-:-:".: ~ - ~~::=ЖZ;'I8Jo" ; 

h 2V~+II'+; V~+II'+~ 
rJu 2" ". 
-IJII "'" .~ ~ ~~ ~~/~;;; -= --'Y-J'+/l2;=;; . 
iJu 2z z 
-,;; ... -;~~~~;;2 .... -~~~ +~ . 

демак, тулик дифференциал: 

zdz "а" иl, 
dz== ~";'+I+; + ~.~ _ =.: + -- . _ =-

хах + "а" + ,az 
"yz2+/l2+;;· • 
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7- м н с ол. 1,023.01 нн такрнбнй х;исобланг. 
Е ч и ш. z=x" функцнянн караймиз. Унннг х= 1 ва у=3 даги 

кнймати z=1 3 =1 га тенг. 
z=x~ функцнянннг тулнк днфференцналинн топамнз:' 

dz=ух~-'L'1х+х"lпхL'1у. 

Х= 1, у=3, L'1x=O,02 ва L'1y=O,OI. Шунннг учун dz=3.1 2 .O,02+ 
+ 131nl.O,OI =0,06 БУлади. У Х;OJ\да нзланаётган кнймат: 

(1,02)З.О'::::-f(х, у) +dz=1 +0,06= 1,06. 

1- дарсхона ТOnШUРUFU 

1. Функцняларнинг аннкланнш сох;асннн топннг: 

а) z= у;2+ у2_9 ; 

8) z=ln(y2-2x+4); 

б) z=aгc sin(x+y); 

г) u 2 2 2 
Iп(I-х--у -z ) 

2. к.уЙндаги функцняларнинг хусусий х;оснлаларннн топинг: 

а) z=x3+y3_3axy; б) z= х-у . 
х+у' 

.. n!.. г) z=aгcsin ~ . в) z=e '; 
x2+i ' 

д) z=ln 'х+ ух2+у2 1 е) z= Iп sin х+_1 ; 
"';у 

ж) u=z'~; з) и= (xy)z. 

3. к.уЙидаги функцияларнннг тулнк дифференцналннн топннг: 

t у. а) 2=ln g~, 

r-i. 
в) 2= r+y2 ' 

б) 2=ln(~+I); 

г) и=агс tg Х; 
z 

4. Такрибнй х.нсобланг: 

а) Iп(О,093 +О,993); б) У(4,05)2+(2,93)2. 

Ж: а) -0,03; б) 4, 998. 

J - .мустак,uл uш 

1. Функцияларнинг аннкланиш сох;асинн топинг. 

а) 2=ln(y-x); ') z= ycOS(X2+y2) 
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8) ,=Iл' fii . 
ух' 

г) и= yx+y+z . 

2. к.уЙидаги функцияларнниг хусуснli х.оснлалариии тonннг: 

а) z=eZYll+lj; 6) z=arc tg ~, 
I+x 

8) Z=Y'XN
; г) z=arc tgL+arc tg~; 

х у 

д) и=х+ х-у . 
y-z 

З. Функцияларнинг тУлик. дифференциалини толинг: 

а) z=lncos~; 6) z=ln(y+ ух2+у2); 8) и=~. 
У .г+у 

4. Так.ри6иЙ х.исобланг: 

а) у<iО2)З+( 1 ,97-) 3; 6) sin280
• cos61 о. 

Ж: а) 2,95; 6) 0,227. 

2- §. Мураккаб ФУНКЦИRНИНГ х.ОСИЛlLllарн. 
Ошкормас ФУНКЦИRИИНГ х,ОСНЛlLllари 

7.2.1. Агзр z=f(x, у), x=x(t), y=y(t) функциялзр диффереици­
зллаНУ8ЧИ 6улса, у х.олда z=f(x(t), y(t» муракка6 функцнянинг 
х.осилзси уш6у формула 6уйича топилаДЯ: 

~=!!-.~+!.~.~ . 
d/ дх d/ ду d/ 

Агар z=f (х, у), у=у(х) 6улсз, У х.олда z =f(x, у(х» дан х 6уйича 
тУлик. х.осила к.уЙидаги формула 6уliича топилади: 

~=~+~.~. 
dx дх ду dx 

Худди шунингдек, х=х(и, [1), у=у(и, [1) булса, у х.олда z=f(x, у) 
нинг хусусий х.осилалари к.уЙидаги формулалар 6уliича топилздн: 

~=~.~+_дZ.!!{, ~=~.~+~.!.1L. 
дu дх дu ду дu ди дх ди ду ди 

1- мисол. Агар х=е' 8З y=lnt булса, z=~ функuнянинг х.оси­
У 

ласини топинг. 

Е ч и Ш. 

~=~.~+~. dy =..!..e'_-=-.J..=_/ye'-x . 
d/ дх d/ ду d/ У 1 / i./ 
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2- м и с 0.1. Агар у=х2 БУлса. z=arc tKl'. функциянинг тулик 
JC 

х.осиласинн тооинг. 

Е ч и ш. Тулик х.осила формуласига кура: 

:; =:; + :;. :~ =~~(-; у' (- ~)+ 1 +(~y '~.2x= 

- у 2х2 2х2 - у 2х2 - х2 1 =---+---=--=--=--
х2+1 х2+1 х2+1 x2+~ 1+x2' 

ХусусиА х.осила: ~= -~. 
дх r+y 

3- мисол. дгар х=uи. у=~БУлса.z=lп(х2+у2) функциянинг 
11 

ХУСУСIiА х.осилаларини топииг. 

Е ч и ш. !.!...=!.!..... дx+!.!....~=~.и+~_.-'_= 
дu дх дu ду дu х2+1 х2+1 v 

=_2 __ (.1"V +.!'.) =.!. ~=!.!.....~+~.~_ 
~ + I 11 u' дll дх дll ду dv-

= x2~y2'U+ ~~y2'(- :2)= х2~/(ХU-~~)=~;~~;)~. 
7.2.2. Агар F(x. у) =0 TeHNlBMa бирор у(х) функцияни ошкормас 

куринишда аникласа аа F~(x. у) ~o БУлса. у х.олда кунндаги 
формула уринлидир: 

.!!У...= _ F~(JC. уl 
dJC F~(JC. 111 

дгар F(x. у. z) =0 тенглама икки узгаруачили z(x. у) функцияни 
ошкормас куринишда аникласа аа F~(x. у. z) ~o БУлса. у х.олда 
куйидагн формулалар уринлнднр: 

dz F~(JC.II.zl dz F~(JC.II.zl 
т=-, 'т=--'--

z F,(z. 11. z) 11 F,(z. у. zl 

4- м н с о л. Ошкормас куринншда 

(х2 +у2)3_3 (х2 +у2) + 1 =0 

тенглама билан берНJIгаи у(х) фУНКlJ.нянинг х.оснласинн тооннг. 
Е ч и ш. Тенгламанннг чао томонини F(x. у) оркалн белгнлаАмиз 

аа хусусиА х.оснлаларнн топамиз: 

18-665 

F~(x. у) =3(.1'2 +у2) 22.1'-6.1'= «.1'2 + у2) 2 -1) .6.1'; 

F~(x. у) =з(х2 +у')2у-6у= «x2+y2_1) ·6у. 
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Демак, ~=_ ((.ж,у) =_ 6.ж((~+1)2_1) =_~. 
d.ж F~(x.y) 6y((~+1)2_1) У 

5- м и с ол. Ошкормас куринншда .ё-2i+зz2 -уz+у=О тенг­
лама била н берилган z(x, у) Функцнянннг хусусий х.осилаларини 
топинг. 

Е 4 И ш. Тенг ламанинг 4ап томонини· F (.1', у, z) орк.али белгилаб, 
хусусий х.осилаларни топамиз: 

p~= (.1', у, z) =2.1'; P~(x, у, z) = -4y-z+ 1; P~(x, у, z) =6z- у. 

Демак, 

F~(x,y.z) 2.ж дz F~(.ж.у.z) 
а=-' ·=--6--; т=- . 
х F,(x,y. z) z-y у F.(.ж.у, z) 

дz 

2- дарсхона тоnшuрuf'U 

1-4y-z 

6z-y 

1_ Агар z=ln~, бу ерда u=tg2x, v=ctg2x булеа.::: ни то­
ПlIНГ. 

2. Агар z= ~-y , бу ерда у=3х+ 1 булса, ddZ ни топинг. 
~+y .ж 

3 А 2 б • дz dz . гар z=x у, у ерда y=cosx булса. - на - ни топинг. 
д.ж dx 

4. Агар z=u2Inv. бу ерда u=Jt.. и=х2+у2 булса, ~ на ~ ни 
.ж • д.ж ду 

топинг. 

5. Агар z=X2y_ y2X• бу ерда x-':'ucosv на y=usinv булса, 
дz дz 

- на - ни топинг. 
дu дu 

6. Агар w=ln(x3+y3_ z3), бу ерда х=ии, y=~. z = е·" 
11 

• д 111 д", 
булса.~, ~ ни топинг. 

7. Qшкормас куринишда 

а) siпху-е"У-х2у=О; б) !/=ху тенглама билан берилган 
у(х) функциянинг х.осиласини топинг: 

8. Ошкормас куринишда 

а) e"=xyz; б) zЗ+Зхуz=а3 

тенглама билан берилган z(x, у) Функциянинг хусусий х.оснлаларини 
топииг. 

2- мустак,иА uш 

1. Агар z=arc sin(x-y). бу ерда x=3t, у=4tЗ булса. ~; ни 
топинг. 
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2. Агар z=arc tgxy. бу ерда у=е' булса. ~ ни тonинг. 
dx 

3. Агар Z=U 2 +U2
• бу ерда и=х+у. и=х-у БУлса. ~. 

дх 

дz 

ду 

ларни тonинг. 

4. Агар z=U2U-U2U. бу ерда u=xsiny. u=ycosx БУлса. 
дz дz 

-дх' ту .~арни топинг. 

5. Ошкормас куринишда 

а) I +xy-lп(е'У+е-'У ) =0; б) ysinx-cos(x-y) =0 

тенглама билан берилган у(х) функциянинг х.осиласини топинг. 
6. Ошкормас куринишда 

а) x3 +2Y3+ Z3_3xyz-2у+3=0; б) zln(x+z) _ ху =0 
z 

тенглама билан берилган z(x. у) ФУНКЦИRНИНГ хусусий х.осилаларини 
топинг. 

3- ,. )'ринма теКИCJIик 8а сиртга норм .... Юк.ори тартиБJlН 
~ОСИJlаJlар. Теiлор формуласи 

7.3.1. Сиртга МО нук.тада утказилган ypulUla тек.иСАUI( деб 
сиртда МО нук.та орк.али утказилган барча згри чизик.ларга 
утказилган уринмалар жойлашган текисликка аЙтилади. 

Сиртга Мо нук.тадаги нормал деб Мо иук.тадан утувчи ва бу 
нук.тада утказилган уринма- текисликка перпендикуляр булган 
ТУFрИ чизик.к.а аЙтилади. 

Агар сирт z=f(x. у) тенглама билан берилган БУлса. у х.олда 
Мо(хо. уо. zo) нук.тада бу сиртга утказилган уринма текислик 
тенгламаси: 

z-zo=f~(xo. уо) (х-хо) +n(хо. уо) (у-уо). 

Мо(Хо. уо. zo) нук.та орк.али сиртга утказилган нормалнинг 
каноник тенгламаси к.уЙидагича булади: 

у-уо Z-Zo х-Ха 

{~ (ха· уа) -1 {~(Xo.Yo) =--

Агар сирт F(x. У. z) =0 тенглама била н ошкормас куринишда 
берилган БУлса. сиртнииг Мо(хо. уо. zo) нук.тасида утказилган уриима 
текислик тенгламаси 

F~ (хо. уо. zo) (х-хо) + F~(xo. уо. zo) (у- уо) + F~(xo. уо. zo) (z-zo) =0 

куринишда. нормал тенгламаси зса 

х-Ха У-Уа z-zo 

F~ (хо • УО. 20) F~(Xa. Уа. zo) 
-

F~(xo. уа' zo) 

куринишда булади. 
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1- м и с ол. z=x~-2xy+i-x+2y сиртга Мо( 1, 1, 1) иук-тада 
утказилгаи уриима текислик 8а нормал тенгламаларини тузииг, 

Е ч и Ш. Хусусий '1осилаларни топамиз: 

az д2 
--=2х-2у-I 8а -=--2х+2у+2. 
дх ду 

Бу х.осилаларнинг Мо( 1, 1, 1) нук-тадаги кийматларини хисоблаймиз: 

az I д2 I - .. =2-2-1 = -1 8а - м = -2+2+2=2. 
дх '''0 ду о 

Шундай килиб, '~( 1,1) = -1,1;(1,1) =2. Дема к, уринма текислик 
тенгламаси: 

z-I=-(x-I)+2(y-l) ёки x-2у+z=О, 

нормал тенгламаси: 

х-I у-I 2-1 
--1- = ---=2= -1-' 

2- м и с ол. х·l +i+zЗ+хуz-6=Осиртга МО (1,2, -1) нук.тада 
5; казилган уринма текнслнк 8а нор .. алнинг тенгламасини тузинг. 

Е ч и ш. Тенгламанинг чап томонини F(x, у, z) оркали белгилаб, 
хусусий х.осилаларни топамиз: 

F~(x, у, z) =зх2 +уz; F~(x, у, z) =3y2+ XZ ; 

F~(x, у, z) =зz2 +ху. 

Хосила.1ариинг Мо( 1,2, -1) нуктад:fги кийматларнни х.исoб.lI1lН­
миз: 

F~ ( 1 ,2, - 1 ) = 3 - 2 = 1 ; F~ (1, 2, - 1 ) = 12 - 1 = 11 ; 
F;(I, 2, -1)=3+2=5. 

ШундаА КН.1нб, урннма текислик тенгламасн: 

1 (х-I) + 11 (у-2) +5(z+ 1) =0 ёки х+ Ily+5z-18=0, 

нормал теиг ламаси : 

х-I у-2 z+1 
1'- =-1-1-= --5-' 

7.3.2. z=/(x, у) функциянинг иккинчи тартибли хусусий х.осила­
лари деб биринчи тартибли хусусий х.осилалардан алинган хусусий 
х.ОСИЛ1lларга аЙтилади. Иккиичи тартибли хусусий х.осилалар 
к-уйидагича белгиланади: 

a(aZ) a2z .... 
ах дж =~=z .. =I .. (x,y); 

д (az)= a2z .. 
ау дх axay=z,y=:f,y(x, у); 
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O{OZ}=02Z " .. 
Тх,Ту оуах =zy.=f,.(x. у); 

iJ {8Z}= iJ2z .. .. 
а; ,Ту дl =Zy,=/,,(X. у) . 

{~;(x. у) ва /~~(x. у) хусусиА х.осилалар аРaAJJШ ~ocu.AaAap 
деАилади. Аралаш х,осилалар узлуксиз булган нук.таларда уларнииг 
к.иЙматлари тенг БУлади. 

Учинчи ва ундан юк.ори тартибли хусусий х.осилалар х,ам шундай 
аник.ланади. 

Ушбу -~ ёзув z функцияни т марта х узгарувчи буйича ва 
iJz"'oll'-'" 

(n-m) марта у узгарувчи буйича дифференцналланганини билди· 
ради .. 

3- м и с о л. z = arctg~ функциянинг иккинчи тартибли хусусий 
у 

х.осилаларини тonинг. 

Е ч и ш. дастлаб биринчи тартибли хусусий х.осилаларни топа­
миз: 

iJz 1 1 у 

дi= 1 + (f'f -у= z2+1 ; 

oz 1 .. ( z ) z 
ту 1+(fY' -7 = - z2+1· 

Иккинчи марта дифференциаллаймиз: 

дJz _~(_y_)= _ 2zy . 
iJz2 - ах z2+? (z2+1)2 • 

iJ21 iJ ( Х)= 2ху 
аl =Ту - z2+1 (z2+1)2 ; 

~_~(_y_)_ 1.(z2+I)-у·2у _ z2-I .. 
0иу - о!/ z2+1 - (z2+tI)2 - (х+у2)2 • 

~=.!....( __ x_)= _ 1· (z2+tI) -х·2х 
iJy(Jz ах z2+1 (z2+1)2 

z2-1 
(z2+1)2 . 

• iJ21 iJ21 
Кеиинги иккита ифодани так.КOCJIаб. дхоу =дуд""i эканлигига ишонч 

х.осил к.ила миз. 

7.3.3. Агар z=f(x. у) Фуикция Ро(хо. УО) нук.та атрофида 
(n + 1 ) -тартиблигача (n + 1- тартиблиси х.ам) узлуксиз хусусиА 
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х,осилаларга эга булса, у х,олда к.аралаётган нук.та атрофида ушбу 
Тейлор формуласи уринлидир: 

f(x,y) =f(xo, Уо) +*и~(xo, Уо) (х-хо) +f~(xo. Уо) (У-Уо)]+ 

+ ~! [f~Axo, Уо) (x-хо)2+2(;у(Хо , Уи) (х-хо) (У-Уо) + 

+f~y(xo, Yo)(Y-Yo)~+ ... +~! [(х-хо) :Х+(У-УО) :y]nf(xo,Yo) + 
+Rn (х, у), 

бу ерда Rn(x, у) = (n+l)' [(х-х о) :х + (у'-Уо) :у J+ 1

f(x o+8(x­

-ха), уо+8(у-уо)), 0<8< 1. 
Тейлор формуласининг хо = уа = О БУJ1Гандаги хусусий х,оли 

Маклорен фор.м.уласu деЙилади. 
4- М и с ол. z = х3 - 5х2 - ху + у2 + 10x + 5у-4 функцияни 

Ро(2, -1) нук.та атрофида Тейлор формуласи буйича ёЙинг. 
Е ч и ш. Берилган функциянинг хусусий х,осилаларини Ба улар­

нинг Ро(2, -1) нук.тадаги к.иЙматларини бирин-кетин х,исоблаймиз: 

f (х, у) =х3 _5х2 +у2+ 10х+5у-4-ху, f(2, -1) =2; 
fi(2, -1) =3; ~ 
n(2, -1) = 1; 
fii(2, -1) =2;' 
fi~ (2, - 1) = - 1; 
n~ (2, --о 1) = 2; 
fixx(2, -1) =6. 

fi(x, у) =зх2 -10х=-у+ 10, . 
n(х, у) = -х+2у+5, 
fii (х, у) = 6х-1 О, 
fi~(x, у) = -1, 
n~(x, у)=2, 
fiii(x, у) =6, 

Кейинги барча х,осилалар айнан нолга тенг. Топилганларни 
Тейлор формуласига к.УЙиб, изланаётган ёйилмани х,осил к.иламиз: 

z=f(x, у) =2+3(х-2) + (у+ 1) + (х-2)2_ (х-2) (у+ 1) + 
+ (у+ 1)2+ (х_2)3. 

3- дарсхона ТОnШUРUFU 

1. Берилган сиртга беРИJ1Ган Ма (ха, уа, za) нук.тада утказилган 
уринма текислик Ба нормал тенгламаларини тузинг: 

Ма(l, 1,3); 
Ма(2, 2, 3); 
Ma(l, О, О); 
Ма(I, 2, -3). 

2. Берилган функцияларнинг иккинчи тартибли хусусий х,осила­
ларини топинг Ба аралаш хусусий х,осилалари тенг ёки тенг 
эмаслигини текширинг: 
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а) z=xy+~; 
х 

ху -' б) z= y~';'=;; , 
в) z=xe- xy

; 

д) z=ln(x2 +y2); 

1 
ж) и=. ; 

v~+I+; 

г) z=y'; !I. 

е) z=arc sin-~~+I ' 

з) и=(~Y 

3. z=e'Y функция 

iJz iJz iJ 2z x-+y--z--= -2z 
дх д!l дхд!l 

тенгламани каноатлантнрншннн текшнрннг. 

4. z=:f!I функция 

д2!1 iJz 
У дхд!l = (1 +у Inx)Тx 

тенгламанн каноатлантнрншннн текшнрннг. 

iJ2z iJ 2z 5. z=e'(xcosy-ysiny) функцня ~+~=O тенгламанн кано-
дт д!l . 

атлантнрншнни текшнрннг. 

6. '(х, у) = -х2+2ху+3у2_6х-2у-4 функцня Ро (-2.1) нук­
та атрофнда ТеАлор формуласн буйнча ёЙннг. 

7. '(х, у) =exsiny функцнянн учннчн тартнблн Х,адларгача (улар 
Х,ам киради) Маклорен формуласн буАнча ёliннг. 

3- ACycraIfrILA UШ 

t 1. Берилган снртга бернлган Мо(хо, уо, zo) нук.тада утказнлган 
уринма текислик ва нормал тенгламаларннн тузннг: 

а) z=ltx2:ty2, Мо(2, -1,6); 
б) х2_ у -z +xz+4z+5=0, Мо( -2, 1, О). 

2. Берилган функцияларнннг нккннчн тартнблн хусуснй Х,оснла­
ларнни топннг ва аралаш хусуснА Х,оснлалар тенг ёкн TeHI' 

эмаслигини текширинг: 

а) z-t!{щ,_ 
в) Z=SIП-УХ'У; 

б) z=lп(3ху-4); 
г) z=arctg(2x-y). 

3. Берitлган функцнялар курсатнлган тенгламаларнн кано­
зтлантирншнни текширинг: 

<] 

222 
а) ~+~+~=O 

д,;' д! дР , 
I z= . 

vz2+I+t2 
' 

11 б 2 iJz iJz 2 1· ) х дi-XYТy+Y =0, • z=з;+агс SIП(ху). 
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4. {(х, у) =хЗ -2уЗ+Зху функцнянн Po(I, 2) нук.та атрофида 
Тейдор формула си бунича ейинг. 

5. {(х, у) =еЖН функцияни Po(I, -1) нук.та атрофида учннчи 
тартибди х,адлар (улар х.ам киради)га'i8 Тейлор формуласи буйича 
енннг. 

4- ,. Бмр не"а Уэгару."и 
ФУНКЦИJlСИНИНГ эКстре .. у .... ари 

7.4.1. Агар z=f(x, у) функциянинг Ро(хо, уо) нук.тадагн к.нЙ .. ати 
унинг бу нук.танинг бирор атрофидаги исталган Р(х, у) НУl(тасидаги 
к.иЙматидан катта, яъни f (хо. ,уо) > {(х, у) будса, z=f (х, у) функция 
Ро(хо, уо) нук.тада максимумга зга деЙилади. 

Агар z=f(x, у) функциянинг Ро(хо, уо) нук.тадагн к.иЙмати унинг 
бу нук.танинг бирорта атрофидаги исталган Р(х, у) нук.тасндаги 

К"ЙМёlтидан кичик булса, яъни {(хо, уо) <{(х, у) булса, z={(x, у) 
фvнкция Ро(хо, уо) нук.тада MUHUMY.tCza зга деНидади. 

Функциянинг максимуми еки минимуми унинг экстремуми 
д{,Йилади. Функция зкстремумга зга будган нук.та унинг экстремум 
нь ~Tacи деЙилади. 

7.4.2. Экгтремумнинг зарурий шартлари: агар 
Ро(хо,уо) нук.та узлуксиз z={(x, у) фуикциянинг экстремум нук.таси 
булса, у хunда fж(хо, уо) =f~(xo, уо) =0 булади еки бу )(осилалариинг 
акалли биттаси манжуд БУлмаЙди. 

Бу шартлар бажариладиган нук.талар критик HY~TalUJp дейила­
ди. Хар к.андаЙ критик нук.та х.ам экстрем)')! нук.таси БУланермаllдн. 

7.4.3. Иккинчн тартибли )(осилаларнннг Ро(хо, уо) критик 
нуктадаги к.иЙматдарини 

A=f~~(xo, уо); B=f~~(xo, Уо); C=f~~(xo, уо) 

оркади бедгилаймиз на .1=Ас-в2 дискриминантни туза миз. 

ЭкстреМ\\fНИНГ етарлн шарти. 

а) ёlгap ~>O булса, z=f(x, у) функция Ро(хо, уо) нук.тада 
зкстремумга зга булиб, бунда А <о (еки С<О) булганда РО нукта 
м~ксимум нук.таси, А >0 (еки С>О) булганда мини"ум нуктаси 
булади; 

б) агар .1<0 булса, РО нуктада экстремум ·манжуд эма с; 
u н) агар .1=0 булса, экстремум манжуд булиши хам, манжуд 

булмаCJIИГИ )(ам мумкин. 

1- м и с 0.1. z=xy(x+y-2) функциянннг экстремумларннн то­
пинг. 

Е ч и ш. Функция бутун Оху текнс.1икда аник.ланган. 
Критик нукталарни кунидаги тенгламалардан топамиз: 

dz 2 
а;=2ху+у -2у=О, 

dz 2 2 
ду=Х + ху-2х=0. 
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Бу системани ечиб, туртта критик ну~тани топа миз: PI (О, О), Р2(2, О), 

Рз(О, 2), P4(~' ~). Иккинчи тартибли хусуснli хосилалар. 

;;.(х, у) =2у; {;у(х, у) =2х+2у-2; {~y(x, у) =2х. 

Хар бир критик нуктадаги дискриминантни хисоблаliмиз: 

а) PI (0.0) нуктада: ~ = АС - в2 = (2·0) . (2·0) - (2.0 + 
+2.0-2)2= -4<0, демак экстремум li9~ (экстремумнинг етар· 
.1И шартига мувофи~); 

б) Р2(2, О) нуктада: ~= -4 <О, демак экстремум мавжуд эмас; 
в) рэ(о, 2) нуктада: ~ = -4 <о, демак экстремум мавжуд эмас; 

г) P4(~' ~) нуктада: ~= 192 >0, А =~>O, демак функциянинг 

(
2 2)= 8 минимум нуктасига эгамиз, бу нуктада zm;n={ 3' 3 - -:-27' 

7.4.4. Чегараланган ёпик jj сох.ада дифферен_циалланувчи 
фуикция узинииг энг катта ва энг кичик ~liматига ё D сох.а wчида 
ётувчи кр~тик нуктада, ё бу сох.а чегарасида эришади. 

Епик D сохада функциянинг энг катта ва энг кичик киliматини 
топиш учун: а) соха ичида ва унинг чегарасида ётган барча критик 
нукталар топилади; б) функциянинг бу нукталардаги ва чегарадаги 
кийматлари хисобланади; в) топилган ~йматлар орасидан энг 
катта ва энг кичик ~иliматлар топилади. 

2· м ис ол. z=x2+I-ху+х+у функциянинг x~ о, y~ О, 
x+y~ -3 сох.адаги энг катта-ва энг кнчик кийматларини топинг. 

Е чи ш. D сох.а АОВ учбурчакдан иборат (41· шакл). 
а) Ушбу системадан сох.а ичидаги 

критик ну~таларни топамиз: 

I 
iJz 
~=2x-y+ 1 =0; 

iJz 
ау=2у-х+ 1 =0. 

Буердан: Х= -1, у= -1, демак, 
Po(-I, -1) HY~Taгa эгамиз. 

б) Функцияни сох.а чегарасида текши· 

рамиз. Тенгламасн у=о булган АО 
чегарада z=r+x функцияга эгамиз; 
крнтнк ну~таларнинг аосциссаларини 
z~=2x+ 1 =0 тенгламадан аннмаймнз: 

'1 

(-J;O) ~O 
A"'<I.Za?$/r р. • х 

z 

8f(O;-J) 

41· шаКJI 

х= --}. демак критик нукта: PI (--}, о). Тенгламаси х=о 
булган ВО чегарада z=l+y функцияга эгамиз; критик иу~та· 
ларнинг ординаталаринн ~=2y+ I =0 тенгламадан топамиз: 

У= _+ демак, критик HY~Ta. Р2 (О, --} ). Тенгламаси у= -3-х 
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булган АВ чегарада 2=зх2 +9х+6 функцияга ~гамиз; критик 
нукталарнинг абсциссларини 2~=6x+9=0 тенгламадан топамиз: 

3 3 
х= - 2· АВ тенгламасидан у= - 2. демак, критик нукта: 

Р (- -~ -~). 
з 2' 2 • 

в) Берилган функциянинг Ро, PI, Р2, Рз критик нукталардаги 
х,амда чегаралар туташадиган А, В ва О нукталардаги кийматлари­
ни х'исоблаймиз: 

20 = 1 ( Ро) = 1 ( - 1, 1) = - 1 ; 

ZI =f(PI) =f( -+ 0)= -f; 
z2=I(P2) =1(0. -i)= -f; 

( 
3 З)= 3 zз=I(Рз) =f - 2' -2 -4"; 

г4={(О) =1(0. О) =0; 
г5=I(А) =1( -3, О) =6; 
о'б=f(В) =f(O, -3) =6. 

r·) Функциянинг топилган барча кийматларини таккослаб, 

Z'H' •• , =1(А) =1(В) =6 ва 2.н, .нч =1(Ро) = -1 деган хулосага 
келамиз. 

4- дарсхона ТOnШUрUf"U 

1. Функцияларни экстремумга текширнш: 
а) z=x2+xy+y2_3x-6y; 

б) z=ixy+ (47-х-у) (-i+f); 
в) z= xy2(I-х-у); 
г) z=хЗ +уЗ_15ху. 

Ж: а') 2 mon = -9; 1 . 
в) 2 m"="64' 

б) 2 m •• =282; г) zmin=-125. 

2. Функцняларнннг курсатнлган сох,адаги энг катта ва энг кнчик 
кийматларнни топинг: 

а) z=x
2
-xy+y2_ 4x; x~O, y~O. 2х+3у";;;: 12; 

2 2 б) z=x +3у +х-у; x~ 1, y~ 1, x+y~ 1. 
16 

Ж: а) 2 .. ,.нч. = --з; z .. , .. , =16; 

б) 2 .. , .. ч.= 1; 2 ... , "Т. =4. 
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4- АСустак,иА uш 

1. Функцияларни зкстремумга текширинг: 

а) Z= (х-I )2+ 2у2; 
б) z=x2 +Xy'+y2 -2х_у; 
В) z=rr-r(x2 _2у2 ). 

Ж: а) Zm;n=O; б) Zmln= -1; В) zm •• =8e- 2; 

2. Функциянннг курсатилган сокадаги знг катта ва знг кнчик 
к.нНматларнни топинг: 

а) z=~+2xy-4x+8y; x~O, y~O, x~ 1. y~2; 
б) z=x

2
-2y

2
+4xy-6x+5; x~O, Y~O. X+Y~3. 

Ж: а) Z'M"" =-3,z, .... , =17; 

б) Z'M' .нч = -9. Z'H' "Т. =5. 

5-1. Шартли 1tkCT~MYM 

Z=f(x, У) функциянинг шаРТАU ЭlCстреАСУАСU деб бу функция· 
нинг х ва У узгарувчиларнннг 60FАанuш теНZАОАШСU деб аталувчи 
'Р(Х, У) =0 тенглама бнлан БOfланганлик шартида зрншадиган 
зкстремумига аЙтилади. 

Ушбу Ф(х, У, л) =f(x, У) +~q;(x, У) функция Логронж ФУНICЦUЯСU 
дейилади, бу ерда л - бирор узгармас купаЙтувчн. Шартли 
экстремумни тonнш Ф(х, У, л) функциясннннг оддий зкстремумннн 
нзлашга келтирилади. Лагранж функцияси зкстремумннннг зару· 
рнй шарти куйидаги курннишга зга: 

I
~=O' I~+Л..!!.=О' дz дz дz 

~=O, ёки ~+~=O, 
ду ду ду 

дФ =0 'Р(х, У) =0. 
дА 

Агар Ро(хо, уо}, А.о - бу системанинг HCTaJlГaH ечнми ва 

О 'P~(Xo. Уо) 'P~(Xo. Уа) 

~= -1 'P~(XI)o Уо) Ф;.(хо. Уо. ло) Ф:r(Хо. Уо. ло) 

'P~(XI)o Уо) Ф~у(хо. Уо. ло) Ф~r(Хо. Уо. ло) 

булса, ~<O да z=f(x, У) функция Ро(хо, уо) нуктада шартли 
макснмумга, ~>O да шартли минимумга зга БУлади. 
М и с оп. z=x+2y функциянинг х ва У узгарувчнлар х2 +у2= 

=5 тенглама бнлан БОFланга" шартдаги зкстремумини тonинг. 

283 



Е ч н ш. Лагранж функцнясини туэамиз: 

Ф(х. у. Л) =х+2у+л(х2+у2-5). 

к.уЙндагига згамнэ: 

дФ 
Тх=I+2хЛ. 

дФ dФ 225 
ay-=2+2уЛ. т,:=х +У - . 

Ф(х. У. л) функция учун зкстремумнинг эарурнй шартлари уш6} 
тенгламалар снстемасинн беради: 

Бу снстеманн ечнб. нккнта: 

(

1 +2Лх=0. 
2+2Лу=0. 

х2 +у2=5. 

X 1= -1. YI= -2. 
ва 

I 
Л 1 ="2 

Х2= 1. У2=2. 
I 

А.2=-2 

е'lнмларнн тonамнэ. 

Эндн 

д,!> д,!> 
Тz=2x; ду=2у. 

~2ф =2;': ;rф =2Л'" 8lф =0 
д;' • д!! • дхду 

жанлнгннн зътнборга WlcaK. у )(.Wlда 

I 
1) A.1=2-' xl=-I. YI=-2 да 

о -2 -4 

.:\1=-1-2 1 О 1=20>0 . 
-4 О 

яънн функцня P1 (-1. -2) нук.тада шартлн мнннмумга зга: 
Zmln= -1-4= -5; 

I 
2) А.2= -'-. Х2= 1. У2=2 да 

2 

·,=-1 : 

2 

-1 

О 
~ 1=-20<0. 

-1 

яънн функция Р2( 1. 2) нук.тада шартлн макснмумга зга: 
Zm .. = J +2·2=5. 
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5- дарсхона ТOnШUРUf'U 

Функциянинг шартли экстремумини тonинг: 

1. z=x2+i-xy+x+y-4; х+у+з=о шартда. 
3 19 

Ж: х=у.= -2 да Zm.n= -4' 
2. z=xy; 2х+Зу-5=О шартда. 

5 5 25 
Ж: Х=4"' У=6 да Zm.'=24"' 

3. Z=X2 +y2; f+f= 1 шартда. 
3б 48 144 

Ж: Х=25' У=25"да Zm.n=Тs· 

4. z=6-4х-Зу; х2 +у2= 1 шартда. 
4 3 4 3 

Ж: Х= -s-'y= -s-да Zm .. = 11; х=s-,у=s-да Zmin= 1. 

5. z=cOS2X+cos2y; y-x=~ шартда. 

7л 9л 2+ у2 
Ж: х=т+лk, У=8+лk да Zm.,= ---2-; 

3л 5л 2- у2 
х=т+ лk , у=в-+ лk да Zmin= --2-' 

1 1 1 
6. z=x+y; 7+-;=2 шартда. 
Ж: х=у= -2 да Zm.,= -4-; 

х=у=2 да zmin=4. 

5- ..,yrтак,uл uш 

Функuиянинг шартли экстремумини TOn"Hr: 

1 1 
1. Z=~+y; х+у=2 шартда. 

Ж: х=у= 1 да Zmiп=2. 
х-у-4 2 2 

2. Z= у2 ; х +у = 1 шартда. 

1 1 -
Ж: Х= - у2' y=~ да Zmin= -1-2 у2 

1 1 -
Х=-- у= ----= да Z = 1-2 ./2 у2' ";2 m.. V 

3. Z= xy2; х+2у= 1 шартда. 
1 1 

Ж: х=у= 1 да ZmiП=О; х=у=з да zm.'=2]' 

4. z=2x+y; х2 +у2= 1 шартда. 
21-

Ж: х= - ";5' у= - ";5 д, Zm.n= - у5 
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21-
x=~. у= ,-/5 да Zm •• ="'I/5 

5. z=xy; х+у= 1 шартда. 

Ж . 1 1 
. Х=У="2 да zm.'="4· 

8- назорат uшц 

1. Берилгаи фуикцияиииг аИИКJIаииш сох.асини тonииг: 

1.1. Z= In( -х-у). 
1.3. Z= Ух2+у2_2Х. 

1.5. Z=- 1 . 
уу-,-/х 

1.7. z=ln(y-x2). 
1.9. Z= In(x2 +y). 

3ху 
1.11. Z=-2-S-. 

ж- у 

1.13. Z= Уу2_ х2. 

1.15. Z 
3х 

б-х2-I· 
4жу 

1.17. Z= x2-I. 

1.19. z=arc cos(x+y). 
1.21. z=ln(y2-r). 

3 
1.23. z б-х2-1 

1.25. z= УЗ_х2_ у2. 

1.27~ z=ln(2x-y). 
4ху 

1.29. Z= ж-3,,+ 1 

1.2. z=arc cos y+l. 
х 

1.4. z 
"'I/!l-4x+8 

1.6. z=arc sin i . 
1.8. z=~ 

y4x-1 
1.10. Z= -Ух2+2у+у2 . 

1.12. z=arc sin(x-y). 
1.14. z= In(4 -x2 -if)· 
1.16. Z= ух2+у2_В . 

I.IИ. z=e y~. 
1.20. z= yI6_x2 _ y 2 . 

1.22. z = а гс sin-=-. 

" 1.24. z=arc cos(x+2y). 
1.26. Z= Yl-x-y. 
1.28. z=arc sin(2x-y). 

'-/Зх-2/1 
1.30. Z= x2+1+2' 

2. Берилган функцияиинг иккиичи тартиблн х.осилаларинн T~ 
a'z a'z 

пинг ва аха" = ауаж эканини текширннг: 
!.. 

2.1. z=x.e' . 

2.3. z = arctg -=- . 
у 

2.5. z=e-·-3jJ. Siп(х+Зу). , 
2.7. z=e·. 

28б 

2.2. z=ln(x+e- r ). 

2.4. z=e"'. 
2.6. z= sin(x-y) . 

х 

;+; 
2.8. z=e--·-



2.9. z= Yf. 2.10. z=tg-=-. 
у 

2.11. z=ctg(x+y). 
2.13. z=згс sin(x-y). 
2.15. Z=t gxy2. 
2.17. z=aгcctg(x-4y). 
2.19. z=cos(3x2-y2). 

2.12. z=sin(x2-y). 
2.14. z= ,п(3х2 _2у2). 
2.16. z=ln(3xy-4). 
2.18. z=ln(5x2_3y2). 
2.20. z=sin уху. 

2.21. z=aгccos(x-5y). 
2.23. z=aгcsin(4x+y). 
2.25. z=aгc!.g(2x- у). 
2.27. z=e ух+у. 

2.22. z = e}-.J. 

2.24. z=ln(4x2-5y2). 

2.26. z=cOS(X2y2_5). 

2.28. z=ctg~. 
х 

2.29. z=tg уху. 2.30. z = е 2} н' . 

3. Бернлган z=!(x, у) мураккаб Функuнянннг курсатнлган 
х.оснласннн топннг: 

3.1. z=eY- 2" y=lnsint, x=cost. 1т=? 

3.2. г=агссоs(Зх-у), x=4t, у=Зt2 . ~~ =? 

3.3. z=u3 Inv, и=-=-, и=2Х-Зу. ~=? 
у дх 

3.4. z=aгcctgxy, у=еСа.
З

, ~=' . dx . 

3.5. z=aгctg~, у=х2 ~_;I 
х . dx-· 

3.6. z=e'-~y, х=siпt, у=tЗ . ~=? 
d/ 

3.7. z=lп(е'-е- W ), x=t2, y=t3 
• .!!.!.-=? 

d/ 

3 8 21 у 2 2 az ;1 · . z=u пи, и=-, и=х +у. -д =. 
х у 

3 9 у 1· dZ;l · . z=x, у= ПSIПХ. Тх=· 

I з dZ;l 
3.10. z=lп(е'+еУ), у=зх +х. Тх=· 

х2 dz 
3.11. Z=--I' Х= 1-2t, y=aгctgt. -d =? 

У+ / 
3.12. Z= ух+у2+3, х=lпt, y=t2

• :; =? 

3 13 2 2· az ;1 · . Z=U и-и и, U=XSIJlY, V=YCOSX. ау=. 

3.14. z=aгctg х+ 1, y=e(X+II'. dd
z =? 

у х 
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т 

3 15 
f-!I dz .. Z=--. y=3x+l. -=? 
.(l+y dж 

3.16. 

3.17. 

. ж2 • t dz ? 
z=агсsIПу' x=slnf, y=cos . т,= 

Z=U2+V2, u=х- у2, и=-х2 +у. ~=? д% 

2. dz ~ 
3.18. z=згссtgху. у=е . Тх=' 

3.19. г= arcs;n~. у= -У;2+ 1. :: =? 

3 20 
2...., . dz .. z=x r, x=cost. y=slnf. - =? . d/ 

3.21. z=x~. х=е'. y=lnt. ~; =? 

3.22, z=ln(u 2 -v2 ), u=ху, и=~. aaz=? 
у у 

3.23. z=ln(e'-e"). у=хЭ+I. :;=? 

3.24. Z=~-l,. x=sint. y=I". !!..=? 
d/ 

3.25. z=ln(e-'+e"). х=(2, y=t3
. dd

z
=? . / 

х. dz ) 
3.26. z=arcsin--, Х=SlПt. y=cost. di=' 

!I 
Х· 2 dt ",) 

3.27. г=и21пи, U=-, и=3у- Х. ау==' 
!I .• 

. 2' OZ _) 
3.28. г=<ХУ. У=SlПх. Тх-' 

2х· t dz ;1 3.29. z=arccos-, x=slnt. У=С05. Ii/=' 
!I 

.(l dz ) 
3.30. г=--. Х= 1-2t, у=згсtgt. di=' 

!I+I 

4. Ошкормас курннншда бернлган г(х, У) Функцнянннг хусуснй 
x-осиЛа'ларннн топннг: 

4.1. Z2=XV-Z+X2-4. 

4.2. х2 +у -xz+yz-3x= 11. 
4.3. х2 +у2_2г2 _2у=О. 
4.4. 2x2 +2y2+ z2_Bxz-z+б=О. 
4.5. Iпz=х+2у-z+JпЗ. 
4.6. ХЭ +3ХУZ- ZЭ=27. 
4.7. X2 +y2+ Z2...,..2xy-2хz_2уz= 17. 
4.8. x2~3г2=59. 
4.9. -v х2+ у2 +z2-3z=3. 
4.10. x2 --- у2_ г2+6г+2Х_4У+ 12=0. 
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4.11. х"+у2+ z2+БZ-4х+9=0. 
4.12. X2+y2-хz-уZ=0. 
4.13 • .r + 2у3 + zЗ - Зхуz- 2у= 15. 
4.14. е' -xyz-xt 1 =0. 
4.15. 3X2y2+2xyz -2Х3Z+4УЗZ =4. 
4.16. z3+3yzx+3y=7. 
4.17. e'+x+2y+z=4. 
4.18. X2+y2+ Z2_2xz=2. 
4.19. x+y+z+2=xyz. 

4.20. xcosy+ycosz+zcosx=+ 

4.21. x2+y2+ z2+2xz=5. 

4.22. cOS2X+cOS 2Y+COS 2Z=1. 

4.23. y2_ Z2+x2-2хz+2х=z. 
4.24. x+ytz=e'. 
4.25. х3 +у +z3-3xyz=0. 

4.26. x-zln-~=O. 
у 

4.27. xy+yz+xz=l. 
4.28. е' - xyz = О. 
4.29. x2-2y2+ z2-4x+2z-5=0. 
4.30. 2x2_ y 2+ Z2_4z+y= 13. 

5. к.уЙидаги функцияларни экстремумга текширинг: 

5.1. z=2(x+y) _х2 _ у2. 
5.2. z=xy( 12-х-у). 
5.3. Z= (x_5)2+~ + 1. 
5.4. z=x2 -xy+y +х-у+ 1. 
5.5. z=x2+3(y+2)2. 
5.6. z=х2 _ху+у2+3х-бу+20. 
5.7. Z= (х_2)2+2у2_10. 
5.8. z=3x3 +3y2_9xy+ 10. 
5.9. Z= 1 +бх-х2 _ху_у2. 

5.10. z=ху-зх2 _2у2. 
5.11. z=y VX _у2_х +бу. 

5.12. z=2Xif-5х2-Зу2+2. 
5.13. z=2x +2у3-бху+5. 

_ / - 2 5.14. z=y уХ -2у -х+ 14у. 
5.15. z= (х_I)2+2у2. 
5.16. z=x3+8y3 -бху+ 1. 
5.17. z=x vy -х2-у+бх+3. 
5.18. Z=Х2+Х~+у2_6х-9у. 
5.19. z=x3+y -6ху-З9х+ 18у+20. 
5.20. z=x2+xy+y2_2x-y. 
5.21. z=2ху-Зх2-2у2+ 10 .• 
5.22. z = 2ху - 2х2 

- 4у2. 
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5.23. z=б(х-у) _Зх2 _Зу2. 
5.24. z= 1 + 15х-2х2 -ху-2у2. 
5.25. Z=X2+y2_X~+X+Y. 
5.26. z=xy-x2_y +9. 

5.27. Z=Х3 +У3_ЗХУ. 
5.28. z=4(x-y) _х2_ у2. 
5.29. z=x3+8y -бху+5. 
5.30. z=ху(б-х-у) . . 

б. к.уЙндагн чнзнк.лар бнлан чегараланган ёпнк. сох,ада z=f(x, у) 
Функцнянннг энг кнчнк ва знг катта к.нЙматларннн топннг: 

6.1. Z=X2_ y2_ X+ y; 6.2. z= _Зх2 +2у2+ 12х-4у; 
х=о, х=2, у=о, У= 1. у=о х=о, Зх+4у= 12. 

6.3. z=x2+2xy-4x+8y; 6.4. z=x2+2xy_ y2_4x; 
х=о, у=о, 5х-Зу+45=0. х=з, у=о, у=х+ 1. 

6.5. z=2ху-Зх2 -2у2+5; 6.6. z=x2-xy+5; 
х+у=5, Х= -1, У= -1. у=о, ~+y=l. 

6.7. z=Зу-2х-ху; 6.8. z=х2 -4ху+у2+бу; 
х=о, у=0.Зх-4у= 12. У=Х, у=о, х=4. 

6.9. z=x2-2xy+~y2_2x; 6.10. z=Зху-бх2 _бу2+ 15х; 
2 х=о, х=2:/ у=о, У= 1. 

х=о, х=2, у=о, у=2. 6.12. z=5xy-y ; 
6.11. z=х2 +бху-х+Зу; х=4, у2=5х+5. 

х=о, х=з, у=о, у=з. -

6.13. z=x1 +2xy-IO; 
у=О, у=х2 -4. 

6.15. z=x2-2xy_ y2+4x+ 1; 
Х= -з, у=о, х+у+ 1 =0. 

6.17. z=xy-2x-y; 
х=о, х=з, у=О, у=4. 

6.14. z=x2y; 
у=о, y=I-~. 

6.16. z'=x2+2xy+4x-y2; 
х=о, у=о, х+у+2=0. 

6.18. z=x2 +2xy+y2_2x+2y; 
х=2, у=о, у=х+2. 

6.19. z=хз +уз_зху; 6.20. z=~+хУ-22; 
х=о, х=2, у=о, у=з. у=о, у=4х -4. 

6.21. z=5х2 -Зху+у2+4; fi.22. Z=~X2_X . 
x=-I, x=l. y=-I, y=l. 2 у, 

z'l 
у=з, у=з. 

6 23 б 9 2 2 6.24. z= 1 + ху2; 
.. z= ху- х -9у +4х+4у; х=о, Х= 1, У= _1, у=2. 

х=о, х= 1, у=О, у=2. 2 I 2 

6.25. z=4-2x2_ y2; 6.26. z=2x +2ХУ-"2У -4х; 
х2 + 2~ 1 У ~ . х=о, у=2, у=2х. 

6.27. z=x2 +xy; 6.28. z=2x+y-xy; 
Х= -1, Х= 1, ~=o, у=з. х=о, х=4, у=О. у=4. 

6.29. z=r+2xy-y -4х; 6.30. z=4(x-y) _х2 _ у2; 
х=з, у=О, х-у+ 1 =0. х=о, х+2у=4. х-2у=4. 
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8- б об 

ОДДИR ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР 

1- §. УмумиА туwунчалар. fэгаРУ8чилари ажрuадиган 
8а бир жинсли биринчи тартибли дифференциал 

тенгламалар 

8.1.1. Эрми Узгарувчи. иомаълум функцня ва унинг J(осила 
(днфференциал) ларнни БОFЛОВЧИ 

{(х. у. у'. у" • ...• y,.I) =0 
муносабат оддиu дифференциал тенгЛCU4а деЙилади. 

Дифференциал тенгламага кирувчи J(осила (дифференциал )лар­
нинг энг ЮJ<ОРН тартиби дифференциал тенгламанинг тартиби 
деЙилади. 

Дифференциал тенгламанинг ечими деб. тенгламага куйганда 
уни аiiниятга айлантнрадиган дифференциалланувчи У=ЧJ(х) 
функцияга аiiтилади. 

Бундаii тенглама учун Коши маеалаеи бошлаНFНЧ шартлар деб 
аталувчи ушбу 

yl.-'o=Уr>o y'I.-'o=Уо •...• y,'-III'_'о=УБО - 1I 

шартларни J<аноатлантирувчи ечимини топишдан иборатдир. 
n-тартибли оддий дифференциал тенгламанинг УАСУАСий ечиAtu 

деб. тенгламанинг тартиби J<анча БУлеа. шунча ихтиёриii узгарма,­
ларга БОFЛИJ< булга н шундаii у=«р(х. С, • ...• Со) функцияга айтилади­
ки. бу функция учун J<уйидаги шартлар бажарилади: 

а) у функция С,. С2 • .•.• Сп ихтиёрий узгармаеларнинг иеталган 
J<иiiматларида берилган тенгламани J<аноатлантиради; 

б) бошлаНFИЧ шартлар J(ap J<андай булганда J(aM. ихтиёрий 
узгармаеларни,:!г !Uунда_й J<ийматини топиш мумкинКИ. бу J<иймат­
ларда у·-«р(х. с,. С2 • ...• Сп) ечим бошлаНFИЧ шартларнн J<аноатланти­
ради. 

8.1.2. Ушбу 

M(x)dx+N(y)dy=O 

куринишдаги тенглама узгарувчилари ажралган дифференциал 
тенглаАСа деiiилади. Унинг узига хос томони шундаки. dx OJIдида 
фаJ<ат х га БОFЛИJ< купаiiтувчи. dy OJIдида эеа фаJ<ат у га БОFЛИJ< 
купаiiтувчи туради. Бу тенгламанинг ечими уни х,адма-J(ад 
интеграллаш йули билан аник.панади: 

~M(x)~+\N(y)dy=C. 
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Дифференциал тенгламанинг ошкормас х.олда нфодаланган 
ечими бу тенгламанинг интеграли деliилади. 

Интеграллаш донмийси С ни ечим учун к.улаli куринишда 
танлаш мумкин. 

1· м и с ол. tgxdx-сtgуdу=О тенгл~анинг умумий ечимини 
топинг. 

Е ч и ш. Бу ерда узгарувчилари ажралган тенгламага эгамиз. 

Уни х.адма-х.ад ннтеграллаliмиз: 

\tgxdx-\сtgуdу=С 
ёкн 

-Inlcosxl-Inlsinyl = -lпС. 

бу ерда интеграллаш донмийсн С ни -Iпё. яънн С= -lпС орк.алн 
белгилаш к.улаЙдир. буердан '" siny· cosx= IпС ёки sinyX 
Xcosx= С - умумий интеграл. 

8_1.3. у шбу 

М 1 (х) .M2 (y)dx+ N1 (х)· N2 (y)dy=0 
теНlлама узгарувчилари ажраладиган дифференциал TeН2Aa~a 
деЙllлади. Бу курииишдагн тенглама М2 (у)· N1 (х) *0 га булиш 
наТllжасида узгарувчилари ажралган днфференцнал тенгламага 
келтирилади. 

2- м и с ол. Ушбу 

(1 +x2 )dy+ydx=0 
тенгламанинг ylz= I = 1 бошлаНfИЧ шартнн к.аноатлантирувчи 
ечиминн топинг. 

Е ч и ш. Бу ерда узгарувчилари ажраладиган тенгламага 
"гамиз. Тенгламани 

!!JL+~=0 
у I +.il 

куринишга келтириб. ннтеграллаймиз: 

(dy + (~=C ёки Inlyl +arctgx=c. 
) у ) I +х 

Тенгламанинг интегралини х.оенл к.илдик. Берилган Ylz_1 = 1 
бошлаНFИЧ шартдан фоЙдаланнб. ихтиёрий узгармас С нн топамиз: 

'пl +arctgl =С 

яъни C=f. Демак, Iny+arctgx=f. буердан изланаётган ечимни 

х.осил к.иламиз: . 
--.rctp 

у=е' . 

8_1.4_ Агар {(х, у) функцияда х ва у узгарувчилар мое равишда tx 
аа ty га алмаштнрилганда (t - нхтиёриli параметр) 

{(tx. ty) ={(х. у) 
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шарт бажарилеа, у х.олда (х, у) фуикция бир хиНСАи фун/(ЦШf деб 
аталади. 

Бир ЖИИCJIи функция (х, у) ии 

{(х, у) =СР(7) 

куриниwда езиw мумкин. 
Агар y'=f(x, у) дифференциал тенгламада (х, у) бир ЖИНCJlи 

функция булеа, бунда А тенглама бир хиНСАи дифференциаА 
relUAa.tea деliилади. Бир жинCJlИ дифференциал тенгламалар 

У'=ч{~· ) 
куриниwга келтирилади 8а у=и'Х урнига к.УЙиw ердамида 
узгаРУ8чилари ажраладиган дифференциал тенгламага келтирила­
ди (и = и (х) номаълум функция): 

xdu= (ср(и) -u)dx. 

З-миеол. Уwбу 

(x2 +2xy)dx+xydy=O 

тенгламанинг ечимини топинг_ 

Е ч и ш_ Берилган тенгламани у'= - х2+2ху куриниwга келти­
ху 

рамиз. {(х, у) = ж'+2zу бир ЖИНCJlи функция. у=их, у'=и'х+и 
zy 

урнига к.УЙиwни бажарамиз:-У х.олда берилган тенглама 

, + ж'+2uх2 _ , + '+2и 
их и=----- еки их и=---

иж' u 

куриниwга келади, буердан 

, 1 +2и+и2 _, (1 +и)2 
и х= - еки u Х= - --_. 

u а 

~ udu dz и JзгаРУ8чиларни ажратамиз: ---2 = --о нтеграллаб, топа-
(I+u) z 

мнз: 

---=С- -еки ~ udu ~ dz -
(1 +и)2 z 

r (и+')-' du=C-lпlхl. 
J (1 +и)2 

Натижада к.уЙидагнга зга буламиз: 

1 - • с 
Inll +иl +-,-=lпС-lпх еки -1+ =In-.--) +и u х( +и 

у z С 
и=- зканлнгннн х.иеООга олнб, -+ =In-+ нн х.оснл к.ИЛ8-

х z У х У 

• 
мнз. 

293 



8.1.5. Ушбу • 
'_ (о,Х+Ь,У+С,) 

У -! ar+ b2y+c2 

курннншдагн тенглама a,b2 -а2Ь, *0 булганда 

х=х, +а, у=у, +~ 

урннга К,уйнш ёрдамнда бнр жинслн тенглама курннншнга 
келтнрнладн, бу ерда а, ~- а,х+Ь,у+с,=О ва а2Х+Ь2У+С2=0 
тугрн чнзик.ларнинг кесншиш нуК,таеинlWtг координаталари. Агар 
a,b2-а2Ь'=0 булеа, у х,олда a,x+b,y=t урнига К,уйиш ёрдамида 
узгарувчилар ажратилади. 

4- м н е о л. (2х+у+ 1 )dx+ (x+2y-1 )dy=O тенгламанннг уму­
мий интегралини топинг. 

Е ч и ш. Тенгламани К,уйидаги курннншга келтирамнз: 

, 2х+у+ 1 
У = - x+2y-1 

I а, Ь, 1 12 1 1 а 2 Ь 2 = 1 2 =3*0 булгани учун бу тенглама бир 

жинслн тенгламага келтнрнлиши мумкин. Ушбу 

{ 2Х+ У= -1 

х+2у= 1 

тугги чизнк.лариниг кееншнш нуК,таеинн топамнз: х=а= -1; 
y=~= 1. Эиди 

x=x,-I, 
y=y,+I, 

dx=dx" 
dy=dy" 

деб, тенгламада узгарувчиларнн алмаштирамнз: 

dy, 2х,+у,-' 

~=- х,+2у,' 

Хоснл кнлингаи бу бир жннсли тенгламада у' = их, белгнлаш 
кирнтеак, y~ =и'х, +и БУладн. У х,олда 

, 2.1, +их, _, 2+и 
их,+и= - +2 екн и х,+и= --1+2 . .1, их, 11 

Натнжада узгарувчнларн ажраладнган тенгламага эга буламнз: 

, 2(u2 +u+l) _ (2u+l/du 2dx, 
их, = - екн = --

~+u+1 .1, 

Интеграллаб, топамиз: 

ёки 
Inlu

2
+u+ 11 = -21п Ix,l +lnC 

с и 2+и+ 1 =7,' 
I 
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XI ва YI узгарувчнларга кайтсак, 

- +-+1=2 екн ~+XIYI+xl=C. (
YI)2 YI С _ 2 
x1 x1 x"j 

xl=x+l. YI=y-1 алмаштнрншларнн хнсоога OJJиб, ечимни 
х ва У узгарувчиларга нисбатан ёзамиз: 

(y_I)2+ (y-I) (х+ 1) + (х+ 1)2=C 

ёки оддин шакл алмаштиришлардан сунг 

х2 + ху + у2 + х - У = ё 
куринишдаги умумий ечимга зга БУламиз. 

J - дарсхона ТOnШUРUFU 

1. Келтнрнлган у(х, С) функциялар (С - ихтиёрии узгармас) мое 
равишда берилган дифференциал тенгламаларнинг ечими· була­
дими: 

r 

а) у=х2 (1 +Се-;). х2у'+ (1-2x)y=x2
; 

б) y=Ce'-е-х. ху"+2у'-ху=0; 
В) х2 +у·=Су2, xydx= (x2 -y·)dy; 
Жавоо: а) ха; б) ЙУк.; В) ха. 

2. Дифференциал тенгла"!анинг умумий ечимини топинг: 

а) (1 + х2 ) у' + 1 +!/ = О; 
б) (х2 +х)у'=2у+ 1; 
В) ху+у2=(2х2 +ху)у'; 
г) ху' +2 уху =у; 
д) (x-2y-3)y'+(2x+y-I)=O; 
е) (x-y+4)dy+ (x+y-2)dх=О. 

Ж С-Х б C~ 
: а) y=-I+C; ) 2y+I=--2' 

Х (I+x) 

В) y2=Cxe--;; г) х х 
. ! "'if = IпЕ. х>О да, 

~ =lnCx, х<Ода; 
д) х2 +ху_у2_ х+3у=С; е) х2 +2ху_ у2_4х+8у=С. 

3. Коши масаласини ечинг: 

а) sec 2x tgydx+sec2y tgxdy=O; Yl._~ = :; 
• 

6) ху'-у=х tg~; yl._I=%; 

В) 2(х+у)у' + (Зх+Зу-) =0; yl._o=2. 
Ж: а) tgxtgy= 1; 6) y=xarcsinx; 
В) Зх+2у-4+2Iпlх+у-11 =0. 
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J - JlCустак,uл uш 

1. Келтирилган у(х, С) функцнялар (С - ихтнерн" узгармае) мое 
равишда берилган дифференциал тенгламаларкннг ечимн буладн­
ми: 

• 
а) е7 = Су; хуу/ _ у2 =х2у/; 

I I 
б) у=Сх+с; Xy'-У+-у=О? 

Жавоб: а) х,а; б) йук. 

2. Днфференциал тенгламанннг умумнй ечнмини топинг: 

а) (.уху - .ух )dx+ ( .уху + .yy)dy=O; 
2 • .2 2ж-у+ I 

б) ху·у/=у +2.г; в) у/ х-2у+ I 

Ж: а) x+y-2.ух+2.уУ+2Iпl(.ух+I)(.уу-I)I=С; 
б) у2=4х2IпСх; в) x2 _xy+y2+ x-у=С. 

3. Коши масаласини ечинг: 

) I 1+C0SГx + / О I О· а "\/ 1+ . У = ; У • = , 
SlЛу '-о 

!!.. 
б) ху/=хе' +у; yl._I=O; 
в) (2x-y+4)dy+ (x-2y+5)dx=0. 

Ж: а) "';"2 siпх+siпу-еosу=О; __ 

б) у= -х Inll-Inxl; в) (х+у-I )2=c(x-у+З). 

2-1. ЧИЗИlV!и, Бериулли, тУлик. дифteреИЦИU.llи 
биринчи тартибли диффереИЦИILII тенrламuар 

8.2.1. Ушбу 

у/ + Р(х)у= Q(x) 

куринишдаги теНГ.1ама ,/UЗUКjлu дuфференцuа.ll тенглаАШ деЙилади. 
Буерда Р(х) ва Q (х) лар х нинг маълум узлуксиз функциялари. Агар 
Q(x) ~O булса, тенглама '/UЗUКjлu 6ир жuнслu 6УЛJICаган тенг.IШJlCа, 
агар Q(x) ==0 булса, ,/UЗUКjлu 6ир жuнслu тенглаJICа деЙилади. 

У= u (х) и (х) уриига куйиш (буерда u иа и номаълум функциялар ) 
ёрдамида тенглама 

и/и+ии/ +P(x)uv=Q(x) 
еки 

и/и+ щи/ + Р(х) и]= Q(x) 
куринишга келтирилади. 

u ва и функциялардан бнри (масалан, и) ихтиернА танлаб 
OJIиниши мумкннлигидан Фо"даланиб, и функцияни охиргн тенгла· 
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мада кавс нчнда турган (v'+Pv) нфода нолга тенг буладнган килиб 
олинадн. У холда иккинчи номаълум функция u ни топиш учун 
u'v=Q(x) тенгламанн ечнш кифоя. 

Шундай килнб, берилган тенглама y=uv урнига куАиш 
ёрдамида узгарувчилари ажраладиган ушбу нккнта тенгламага 
келтнрнлади: 

v'+P(x)v=o, 

u'v=Q(x). 

Буларнн интеграллаб бернлган тенгламанннг умумнй ечнмн 
топнладн: 

y=e-\PdХ(С + \ Qe\pd'dx) . 

Баъзан дифференциал тенглама у нннг функцнясн х га ннсбатан 
чнзнклн булган, яънн 

х' +p(y)x=q(y) 
курииишга келтирилншн мумкин. Бу тенглама x=uv урннга куАнш 
оркали юкоридагидек ечнлади. 

I-мнсол. Ушбу 

(х2 _х)у' +y=x2(2x-l) 

тенгламанинг умумий ечимини топинг. 
Е ч и ш. Тенгламани (х2 -х) *0 га булиб, ушбу курннншга 

келтнрамнз: 

x2(2x-l) у - ---'---у'+т-;- х2-х 
ёки 

у'+ __ II_ = x(2x-l) 
x(x-I) x-I 

Тенглама чизнкли булнб, бу ерда Р(х) = X(X~I)' Q(x) = ~2x-l) 
x-I 

y=uv, y'=u'v+uv' урнига куАиш натижаснда берилган тенглама 
куйндаги куринншга келади: 

, + ('+ U )_ x(2x-l) 
u v u v x(x-I) - ----z--.::т-. 

u нинг олдидагн купайтувчини нолга тенглаб 

I v'+ X(XU_I) =0, 

u'v = x(2x-l) 
x-I 

тенгламаларни х.оснл киламнз. Дастлаб бнринчи тенгламанинг 
нсталган хусусий ечимини топамиэ: 

.!!.!!...=_~ ёки (.!!.!!...=_ (x-(x-I) dx 
и x(x-I) } и ) x(x-I) . 
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Бундан 

Inlvl = -Inlx-II +Inx 

ёкн 

z 
и= z-I' 

Топнлган v Функцнянн снстеманннг нккннчн тенгламаснга 

к.уямнз: 

, z z(2z-l) 
и z-I = 'z-I ' 

буердан u'=2x-l. Интегралласак: 

u=x2 -х+С. 

Бернлган тенгламанннг умумнй ечнмн: 

z(.z'-z+С) 
у=uи= . 

z-I 

2-мнсол. (2х- у2)у'=2у тенгламанннг yl'_I=1 бошлаНfНЧ 
ш"ртнн к.аноатлантнрувчн хусуснй ечнмннн тonннг. 

Е ч н ш. Бернлган тенглама х га ннсбатан чнзнк.лнднр. 
Хйк.нк.атан х.ам, 

(2х- у2)7=2у, ёкн 2х- у2=2х'у, ёкн х' -~= _.J... (бу ерда 
У 2 

1 У 
р(у) = -ч· ч(у) = -"2)' 

х=ии, х'=u'и+uи' урннга к.уннш натнжаснда бернлган 
тенглама к.уЙндагн курннншга келадн: 

, + (, 11) У и v и v --у =-"2' 

буердан ушбу нккнта тенгламага эга буламнз: 

и'-~=O ва ц'и= _.J.... 
!I 2 

Бнрннчн тенгламанн ечнб, топамнЗ: 
d!) dy-_=_ екн и=у. 
!} У 

иккннчн тенгламага и=у нн к.Уямнз: 

, у-, 1- сУ 
и у= -"2' екн и = -"2' екн ц= -"2' 

Бернлган тенгламанннг умумнА ечнмН: 

х=uи=у(С- ~). 
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yl'_1 = 1 бошлаНfНЧ шартдан 

1 =c-~ ёки с=--}. 

Шундай к.нлнб, бернлган тенгламанннг хусуснй ечнмн 
I 

Х=2 У (З-у). 

8.2.2. Ушбу 
у' +P(X)y=yIlQ(X) 

курннншдагн днфференцнал тенглама Бернуми тенглаяоси дейн­
ладн. Бу тенгламада (1 - const. (1=#=0, (1=#= 1, Р(х) ва Q(x) функцнялар 
х нннг узлукснз функцняларн. Янгн z = yl-II функцня кнрнтнлнб, 
Бернуллн тенгламасн 8.2.1 бандда курнб чнк.илган 

z' + (1-(1)zР(х) = (I-(1)Q(x) 

ЧНЗНlVIн тенгламага келтнрнладн. 

Бернуллн тенгламасннн янгн z узгарувчн кнрнтмай, ЧIIЗНIVIН 
тенглама снфатнда у=ии урннга к.УЙншдан фойдаланнб Х,ам ечнш 
МУМКНН. 

З-мнсол. y'+X=y2~ тенгламанннг умумнй ечнмини то-
z х 

ПИНГ. 

Е ч и ш. Берилган тенглама Бериулли тенгламаси булиб, бу ерда 
(1 =2. у= ии, у' = и'и + ии' Ур'~ига к.УЙишнн бажарамиз, натижада: 

и'и+и(и' +~ )=u2и21:х . 
и, v функцияларни тonиш учун ушбу системани тузамиз: 

I
v,+~=o 

х ' 

и'и = и 2и 21:х . 

Биринчи тенгламани интеграллаб, и=~ хусуснй ечимнн OlIамиз, 
х 

уни иккинчи тенгламага к.УЙсак, 

, I Iпх 2 
и =-·--и 

х х 

га зга буламиз. ~згарувчиларни ажратамиз ва ннтеграллаймнз: 

du Iпх 

ёкн 

-;;=7 

I_r~x, -:;;-Jr? 
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бу ерда 

( Inz..J _ js= Inx, ds= ~z t Inz ( dx Iлz I 

г~---uх- dt=~ t= _-'--- -х-+ 37= -х--х-с . 
~'z • 

I Inx I х 
Демак, --= -----с, бу ердан и=--::::---:--::-:-~. 

и х х ех + I + Inx 

Бернлган Бернулли тенгламаеннинг умумнй ечнми: 

I 
у=ии= Cx+-I +IПх' 

8.2.3. Агар 

М(х, y)dx+ N(x, y)dy=O 
куринишдагн тенгламанинг чап к.неми бирор и(х, у) функциянннг 
тулнк. дифференцнали, яъни 

du=M(x, y)dx+N(x, y)dy 

бу.1еа, у хмда бундаii тенглама тулuКj дuфференцuаллu теШ.Аа.ма 
деllилади. 

Юк.оридаги тенглама тулик. днфференциалли тенглама булиши 
учун 

дМ дН 

ду дх 

шарт бажарилнши керак. 
Тулик. дифференциалли тенглама таърнфндан du=O, буидан 

и(х, у)=с эканлиги келиб чик.адн (С-ихтнёриii уэгармас). 
u (х, у) нн топиш учун У ни уэгармае деб хиеоблаймиэ, у хOllда 

dy=O эканидан du=M(x, y)dx буладн. Бу тенгликнн х буйича 
интеграллаеак, 

и= ~M(x,y)dx+ep(y). 

Охиргн тенглнкни у буйнча днффереицналлаймиэ 8а натижани 

N(x, у) га тенглаймиз, чуики ~~=N(x.y). 

~ (ja;dX+ ер' (у) =N(x, у) 

ёки 

ер' (у) = N (х, у) - ~ ~; dx. 

Бу нфоданн у буйича интеграллаб, ер(у) ни топамиэ: 

!р(у) = HN(x,y)- ~ ~;dx)dY+C. 
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дсмак, 

и(х,у)= ~M(x,Y)dX+ ~(N(x,y)- ~ ~;dX)dY+C: 
Бу нфоданн нхтнёрнй уэгармасга тенглаб, тенгламанннг ум 
ннтегралннн х.оснл к.нламнэ. 

4- м н с о л. (зх2 +бху2)dх+ (бх2у+4У3)dУ=О тенгламанннг 
мнiI ечнмннн топннг. 

Е ч н ш. Бу ерда М(х, у) =Зх2 +бху2, N(x, у) =бх2У+4у3. 

дМ дН дМ дН -=12xy -=12xy яънн -=-. 
ду , дх ' ду дх 

:: =М(х, у) булганлнгн сабаблн 

дu Зх2+б 2 а;= ху. 

Бу тенглнкнн х буйнча ннтеграллаймнэ: 

u=r+3x2y2+<p(y). 

Бунда н 
дu 2 

<р'(у) =ду -бх у. 
дu 
д"i= N (х, у) эканлнгннн. _х.нсобга олсак, 

Бунда н 

дема к, 

ёкн 

<р'(у) =бх2у+4у3_бх2у=4у3. 

<р(у) =у4 + С. 
u=x3+3x~y2+ у4 = С. 

х2 +3х2у2+у4=С. 

2- дарсхона ТОnШUРUf"U 

1. Тенгламаларнннг умумнй e'lHMHHH топннг: 

1·-2x 
а) у' - -----;г- у = 1 ; 

1 . 
В) у'=---, 

2x-i 

д) у' -уtgХ+у2сOSХ=О; 

б) (1 +х2 )у' -2ху= (1 +х2 )2; 
у 

г) у' = 2ylny+y~x 
2у 2Уу. 

е) у' +--:;-= cos2x' 

ж) (x+siny)dx+ (xcosy+~iny)dy=O; 
з) (y+e"siny)dx+ (x+e'cosy)dy=O. 
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I 

Ж: а) у= Сх2е7 +х2; 
б) y=(x+C)(I+x2

); 
2 I 

В) x=Ce2y+t+f+"4; 

С 
г) x=ylny+-; 

.ч 

2. Коши масаnасиии ечинг: 

а) y'-ytgx=secx; yl.=o=O; 

д) у(х+С) =secx; 

) _ (c+ln1cosxl +t )2. 
е у- z gx . 

ж) ~х2+хsiпу-соsу=С; 

~) xy+e·siny=C . 

б) 2xydx+ (y-x2)dy=0; yl._-2=4; 
В) (у2+2у+х2 )у' +2х=0; yl._1 =0; 

г) х+уе·+ (y+~)y'=O; yl.=0=4. 

Ж: а) у=_х_; б) x2 _yln·e
; 

cosx " 
В) x2+y2=e- g

; г) r+y2+2y~=24. 

2- АСустак,иА UШ 

1. Тенгnамаnарнинг умумий ечимини топинг: 

а) y'=e2._~y; 

б) у' = XCOS" + sin2" • 

В) у' +_"_+у2=0; 
x+1 

Ж: а) У= Се-" +e'-I; 
б) y=Ce-siп'+siпх-l; 

I 
В) У= (l+xI(C+lnll+z"; 
г) r+y2(C_ y2); 

д) х + aгctgL= С. 
Х 

2. Коши масаласини ечинг: 

а) y'=2y-x+~; yl._o= -1; 
I 

г) xdx=(: _уЭ)dУ; 

.. xd" (" ) д) х2+1 = z2+1- 1 dx. 

б) y2dx= (х+уе -')dy; yl,_o= -3; 

В) у'_7у=еЭ.у2; yl._o=2; 

г) xdx+ydy xd,,-ydz 
х2+1 ; yl.-I=I. 
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Ж·) I '+ I (1 2'), . а у- 2 х - е -4" -е , 

- - 10/' 
б) х- е • (3 + у); 8) У-70. -6; 

I ~. Jt n ,.) 2" (х + у ) + arctll-; -1 + •. 

3- ,. Юl(.ори тартиб.rlи Аиффереициа", тенг",ама",ар 

8.3.1. yl"'-f(x) курннншдагн тенглама унг томоннн Kl.'tma-кет 
n мнрта интеграллаш ёрдамида I.'чилади. 

I-мисол. у"=хе--' тенгламаиинг yl._I)=I, y'I,_o=O бош­
лангич lUиртларни каН08тлаНТИРУ8ЧИ хусусиА I.'ЧНМНJtи топинг. 

Е ч и ш. Берилган тенгламанн кетма-кет ннтеграллиб. умумиА 
t'чимиии топамнз: 

, ~ _, {и==х. du=dx, }- _, _, 
у == хе dx= _, _, -же -е +€)' 

dv=ce dx. и==-е 

у_ ~ (СI-хе--'-е-')dх-С,ж- (-хе -'-е-') +е-'+С2 

t:ки у-хе '+2e-'+С,ж+С2 • 

БОШЛI:IНГИЧ шартлардин 

{
1 ..... 2+C20 

O--I+C,. 

бу системанинг ечимлари С,-I 8И Са- -1. ШУНдl:lА килиб. 
берилган БОlUлангич lUартларни каН08тлаНТИРУ8ЧИ хусусиА ечнм: 

у=хе '+2e-'+x-l. 

8.3.2. yl"1 = f (ж. yI.' • ...• yl".- 11) курннишдаги тенгламада номаълум 
функция 8И унинг (k - 1 ) -тартнбгача х.осилалари катнашмаАди 
БундаА тенгламаиинг тартибини IP'=P(X) урнига к.УАиш ёордамида 
JllIсаilтириlU мумкин. 

2- М и с о л. у" =- ~Ini теНГЛI:Iманинг умумиА I.'чиминн топинг. 
Jt Jt 

Е ч и ш. у'-р(х). у"-р'(ж) деб. берилган теНJ'ламани 

р' _ ElnJ.'· 
.( Jt 

куринишга келтирамиз. Биринчи тартнбли бир жинсли тенгламани 
х.осил к.нлдик. Эиди р-их. р'-и'х+и деб. куАидагн теигламани 
'(осил к.иламиз: 

, + I - d~ dJt 
и х и-и пи еки ------ :::-. 

~(In~-II Jt 
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Унннг ечнми 

Iпllпu-II=lпх+lпС, еки Iпu-I=Сх, 

Сж+1 • 
буердан и=е' . Дастлабки у узгарувчига к.аЙтиб, 

Сж+' _ Сж+1 
у'=р=их=хе' еки у'=хе ' 

тенгламанн 011 а миз. Бу тенгламани ин;'еграллаб, умумий ечимни 
топамиз: 

( 

s=x, ds=dx, j 
С,ж+' у= ~xe dx= dt=ес,Ж+ldt , t=* ес,Ж+1 = 

х С,ж+' I C,<+I+ C =-=-f! -~ 2' 
С, L, 

8.3.3. y(nl=f(y, у', ... ,y(n-I') куринишдаги тенгламада х эркли 
узгарувчи к.атнашмаЙди. Бундай тенгламанинг тартибини у'=р(у) 
урнига к.УЙиш орк.али пасайтириш мумкин. 

з- М И С ол. у"= 1+v'2 тенгламани ечннг. 
у 

Ечнш. у'=р(у), у"=р'р урнига к.УЙишни амалга ошнрсак, 
теllглама 

р'р= I +р2 
У 

куринишга келади. Бу - узгарувчилари ажраладиган тенгламадир. 
Узгарувчнларнн ажратнб ва интеграллаб, топамиз: 

d d I ". 
~=-.J!...еки -21nll +р2 1 =Inlyl +lnC1, 
I+р у 

буердан 

1 +p2=C~y2ёк.н р= ± ~С~у2-1. 
:. 

у узгарувчига к.аЙтсак 

у'= ± VС~у2-1 екн dy = ±dx. 
V~I-I 

бундан, 

+lnIC1y+ VС~у2-1 1 = ± (х+С2)· 
I 

3- дарсхона ТOnШUрUFU 

1. К,уйидаги тенгламаларнн ечинг: 

а) y"'sin 4x=sin2x; б) y"=lnx; 
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а) (I-x2)y" -ху'=2; 
д) у"(2у+3) -2у'2=о; 

г) (1 +х2 )Ь(' + 1 +у'2=о; 
е) уу"l_ у,2=у2 Iпу. 

Ж: а) у=lпsiпх+С1х2 +с2Х+Сз; 
s? 3 

б) y=t(lnX-"2) +C1X+C2; 

а) у= (аге siпх)2+Сlаге siпх+С2 ; 
г) у= (1 +с,2) IП(СIХ+ 1) -CI- 1X+C2 ; 

д) О,5Iп(2у+3) =C1X+C2; 
е) Iпу=С 1 е'"+С2f>-·. 

2. Коши маеалаеини ечинг: 
а) у"'=хе-'; yl._o=O, y'1._o=2, y"I._o=2; 

б) y"_......!f.-, =x(x-I); YI._2=1, y'I._2=-I; 
х-

а) уу"_у,2=о; yl.=n=I, y'1.=o=2. 

Ж: а) У= - (х+3) .e-·+ix2+3; 

б) У = (зх4 
- 4х3 

- 36х2 + 72х + 8) • ;.; 

в) у=е2 •. 

3- ..,ycroIfrILA uш 

1. к.уАидаги тенглама.'IаРl;lll ечинг: 

а) y',=J(.+x; г) у"=2siпхсos2х-siпЗх; 
х 

б) y"=aretgx; 
а) уу" = (у')2; 

д) у" -2etgx·y' =siпЗх; 
е) 2уу"-3(у')2=4у2. 

3 

Ж: а) у= ~ +C IX
2+C2: 

б) у= ar~gx (x2_1) _ ;lп(1 +х2) +C 1X+C 2; 

) С С2·. , . 3 + С + С . а у= le ,г) у=зslП Х IX 2' 

, . з С (х sin2x )+ С . д) У= -зslП х+ 1 "2--.- 2' 

е) yeos2(x+CI) =С2' 

2. Коши масаласини ечинг: 

а) у'''=хsiпх; YI._o=O, y'1._o=O: y"I._o=2; 
б) xY"+x(y'J 2 _y'=O: yl._2=2, y'I .. _2=1; 
а) уу"=(у') _(у')3; yl._I=I; y'1'_I=-I. 

Ж: а) у=хеosх-3siпх+х2 +2х: 
s? 

б) у=2+lп4: а) ы,-х=2IПlуl. 
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4- 1. fзгармас кosффициентли бир жинели чизик,ли тенгламалар 

8.4.1. Ушбу 
у(n) +al (x)yln-I) +a2(x)yln-2) + ... +аn(х)у=О 

куринишдаги тенглама n-тартибли бир жинсли чизи~ли диффе­
ренциал тенглаltCа деЙилади. Бу ерда al(x). а2(Х) • ...• a~(x) бирор 
[а. Ь] ораЛИl{Да аНИlUlанган на узлуксиз функциялар БУлиБ. улар 
тенгламанннг коэффициентлари деЙилади. 

Агар YI. У2 • ...• уn функциялар n-тартибли бир жинсли ЧИЗИlUlи 
дифференциал тенгламанинг [а. Ь] ораликда аНИlUlанган ЧИЗИlUlи 
эркли ечимлари БУлса. у х.олда унинг умумий ечими 

У= C1YI (х) + С2У2(Х) + ... +С.Уn(Х) 
куринишда ёзилади. 

Чизикли эркли ечимлар ечиltCларнuнг фундаltCентал систеltCаси 
деЙи.1ади. 

8.4.2. Агар n'тартибли чизикли бир жинсли дифференциал 
теНГ':lаманинг al. а2 • ...• а. коэффициентлари узгармас сонлар БУлса. 
у x.ulДa хусусий ечимлар у=е*Х куринишда нзланади. Бу ердаги 
k n- гартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
характеристик тенгламаси деб аталунчи ушбу 

k" +a,k·- I +a2k·- 2+ ... +а. =0 

тенгламанинг илдизлари БУлади. 
Характеристик тенглама n та kl. k2 • ...• k. илдизларга эга. Бу 

и.1дизларнинг характерига кура уларгз' мое хусусий ечимлар 
куйидагича булади: 

а) характеристик тенгламанинг х.ар бир х.ак:икиЙ содда 
k илдизига ekx хусусий ечим мое келади; 

б) х.ар бир т каррали х.акикиЙ илдизга т та чизиlUlИ эркли ekx
• 

xekX 
• ...• Xm-1ekx ечимлар мое келади; 
н) комплекс кушма содда илдизларнинг х.ар бир k l =a.+ijJ на 

k2 = а. - ijJ жуфтига иккита чизикли эркли e'''cosjJx на e'lXsinjJx 
хусусий ечим мое келади; 

г) карралиги , га тенг булган комплекс к:ушма илдизларнинг х.ар 
бир k l =a.+ijJ. k2 =a.-ijJ жуфтига 2, та ушбу чизикли эркли 
хусусий ечимлар мое келади; 

paxCOS~. Xp'IXCOSjJX • .... X,-I e'IXcosjJX. 
eU'sinjJx. xe'''sinjJx, .... х'- 'eazsinjJx. 

Олинган хусусий ечимлар - ечимларнинг фундаментал систе· 
масининг чизикли комбинацияси 

у= C1YI + С2У2+ ... + С.у. 
ни тузиб. узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли диффе­
ренциал тенгламанинг умумий ечими х.оеил килинади. 
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l-мисол_ у"-7у/+6у=0 тенгламанинг умумий ечимини 
топинг. 

Е ч и ш. Характеристик тенгламани тузамиз: 

k2 -7k+б=О, 
унинг илдизлари k, = 1 ва k2=6 - х.ак.ик.иЙ ва аддий, демзк, 
берилган тенгламзнинг хусусий чизикли эrкли ечимлари (фундз­
ментал ечимлар системзси): у, =е' ва У2=е '; тенгламанинг умумий 
ечими эса 

у= С,е' + С2еб• 
БУлзди. 

2- м и с о л. у 'V-IЗу" +З6у=0 тенгламанинг умумий ечимини 
топинг. 

Е ч и ш. Характеристик тенгламзни тузамиз: 

k 4 -13k2 +З6=0. 

унинг илдизлари k'.2= ±3, kз . 4 = ±2 - х.ак.ик.иЙ ва оддиЙ. Бу 
илдизларга ушбу хусусий чизикли эркли ечимлар мое келади: 

у,=еЗ', У2=е- З', уз=е2., У4=е- 2 •. 

Умумий ечим к.уЙидаги куринишда булади: 

у= С,еЗ' + С2е- З' + Сзе2• + С4е- 2 
•. 

3- м и с о л. уУ - 16у' =0 "t:t;нгламанинг умумий ечимини топинг. 
Е ч и ш. Характеристик теигламани тузамиз: 

k S -16k=О, 

унинг ечимлари: k, =0, k2• З = ±2 - х.ак.ик.иЙ, k4.S= ±2i - комплекс 
к.ушма (CI=O, 1J=2). Фундаментал ечимлар системасини ёзамиз: 

у, =еО.= 1, У2=е2., уз=е- 2., Y4=eo'cos2x=cos2x, ys=sin2x. 

Умумий ечим: 

у= С, + С2е2• + Сзе- 2• + C4cos2x+ Cssin2x. 

4- м и с ол. у"-у/-2х=0 теигламанинг yl._o=O, y/I._o=3 
бошлаНFИЧ шартларни к.аноатлантирувчи ечимини топинг. 

Е ч и ш. Бу теигламанннг характеристнк тенгламасн 
k2-k-2=0 к.уЙидагн ИЛдИзларга эга: k, =2, k2= -1. демак, 
умумий ечим 

у=С,е2• +С2е-' 

куринишда булади. Унинг х.оеиласи: 

у' ·2с,е2·-С2е-·. 
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БошлаНFИЧ шартларни умумий ечимга ва унинг ~ое:иласига 
куйиб, СI ва С2 га нисбатан ушбу тенгламалар системасини ~ое:ил 
киламиз: 

{
O=C1+C:/o • 
З=2С 1 -С:/о 

буердан CI=I, C2=-I. Демак, берилган бошлаНFИЧ шартларни 
каноатлантирувчи хусусий ечим куйидагича булади: 

у=е2, _е-'. 

5-мисол. y"-4у'+5у=О тенгламанинг умумий ечимини 
топинг. 

Е ч и ш. k2 -4k+5=О характеристик тенглама k l.2=2±i 
кушма-комплекс нлдизларга зга. Буларга мое: фундаментал 
ечимлар системаси куйидагича булади: 

УI =e2'cosx, Y2=e2'sinx. 
Умумий ечим: 

y=Cle2'cosx+C2e2'sinx ёки y=e2'(ClcOSx+C2sinx). 

б-мисол. yIV+2y"'+y"=O тенгламанинг умумий ечимини 
топинг. 

Е ч и ш. Характеристик тенгламани тузамиз: 

k 4 +2kЗ +k2 =0, бу тенглама kl.2=O (m=2); kЗ.4= -1 (m=2) 
каррали илдизларга зга. Буларга мес фундаментал ечимлар 
системаси 

УI =еО'= 1; Y2=x·1 =х; уз=е-', У4=хе-' 

куринишга зга булади. Демак, умумий ечим 

ёки 
У= СI + С2Х+ Сзе-' + С4хе-' 

У=СI +С2х+е-'(СЗ+С4Х). 

4- дарсхона ТOfIШUРUF"U 

1. Тенгламаларнинг умумий ечимини ТОПliнг: 

а) у"+4у'+Зу=0; б) y"-4у'+4у=О; в) у"+4у'+8у=О. 

Ж: а) y=Cle-' + С2е- З'; 

б) y=e2'lCI + С2Х); 
в) у=е- '(ClcOS2x+C2sin2x). 

2. Тенгламаларнинг умумий ечимини топинг: 

,8) yVI-IЗуIV+З6у" =0; б) yIV-8у" + 16у=О; 
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В) уУ_6у'У+9у"'=0; г) у'" -3у" +3у'-у=0; 
д) 64yVIII+48yVI+ 12yIV+y"=0. 

Ж: а) у= СlеЗХ + С2е- ЗХ + Сзе2Х + С4е -2х + С5+ Сбх; 
б) y=e2X (CI+C2X) +е- 2Х (СЗ+С4Х); 
В) у=еЗХ (СI+С2Х) +СЗ+С4Х+С5х2 ; 
г) у=еХ(СI + С2Х+ сзх2 ); 

д) y=cos~ (СI+С~+Сзх2)+SiП~ (C4+CsX+ CsX2) + 

+С7 +Сях. 

3. Коши масаласини ечинг. 

а) у" +4у' +29у=0; ylx=o=O, у'l х=О= 15; 
V '1 "1 "'1 б) l! =у'; ylx=o=O;y х=о=l; у Х=О=О; У х=о=l; 

у'УI х=о=2. 

Ж: а) y=3e- 2Xsin5x; 
б) y=ex+cosx-2. 

4- мустаl\ил иш 

1. Тенгламаларнинг умумий ечимини топинг: 
а) 4у'" -8у' +5у=0; В) y'Y-6у" +9у=0; 
б) 3у"--2у'-8у=0; г) yIV+y"=O. 

Ж: а) y=ex(Clcos~+C2sin~); 
4х 

б) y=Cle2x+C~ -Т; 

В) y=eV3X(CI+C~) +е-V3Х(СЗ+С4Х) ; 

г) у= СI +С2х+СзСОSХ+С4siпх. 

2. Коши масаласини ечинг. 

а) у" -2у' +у=О; ylx=2= 1, y'l x=2= -2; 

б) y'''-у'=О; ylx=o=3, y'l x=o=-I; y"l x=o=l. 
Ж: а) У= (7 _3x)eX

-
2; б) у=2+е-Х • 

5- §. ~згармас коэффициентли бир жинсли булмаган 
чизиК,ли диФФеренциал тенгламалар 

Ушбу 

y(n)+a 1y(n-I)+а2У(n-2)+ ... +aпY=f(x) , 

бу ерда f(x) фО, аl ... , аn - узгармас сонлар, куринишдаги тенглама 
n- тарти6ли узгармас коэффициентли 6ир жинсли 6улмаган чизиl\ли 
дифференциал тенглама деЙилади. 
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Берилган бир жинсли булмаiан чизик.ли дифференциал тенгла­
манинг умумий ечими у= У + у формулага кура аник.лаиади,_ бу 
ерда У - мое бир жинсли тенгламанинг умумий ечими, у­
берилган бир жинсли булмаган тенгл<\,Маиинг бирорта хусусий 
ечими. 

Бу тенгламанинг у хусусий ечимлари тенгламаиинг унг томони 
ушбу 

{(х) =e'1P.(x)cos6x+ Qm(x)sin6x) 

махсус куринишга эга булганда аникмас коэффициентлар усули 
билан топилади. Бу ерда V ва 6 - берилган сонлар, Рn (х) ва 
Qm (х) - мое равишда n- ва т- даражали м..аълум кУпх.адлар. Бу 
х.алда берилган тенгламанинг хусусий ечими у куйидаги куринишда 
I1З.1анади: 

У= х' еУЖ[ и, (х) cos6x + и, (х) sin6x), 

бу ерда , 

kn+plk n- I +p2kn- 2+ ... +рn=о 

характеристик тенгламанинг у+6; илдизининг карралилнгн (агар 
характеристнк тенглама бундай илдизга эга булмаса, ,=0); 
и,(х/ ва и,(х) -1- даражали кУпх.адлар, шу билан бирга 1 сони т ва 
n ларнинг каттасига тенг. 

и,(х) ва u,(xJ кУпх.адларнинг коэффициентлари берилган тенгла­
мада у урнига у ни куйгандан сунг унннг чап ва унг томонларидаги 
ухшаш х.адлар коэффициентларини бир-бирига тенглаш натижаси­
да х.осил булган алгебраик тенгламалар Сj1стемасидан топилади. 

Агар берилган бир жинсли булмаган чизик.ли тенглмада 
{(х) =JI (х) +{2(Х) булса, унинг хусусий ечими У=УI +У2 булади, бу 
ерда YI_ - унг томони {I (х) булган берилган тенгламанинг хусусий 
ечими, У2 эса унг томони {2(Х) булган бу тенгламанинг хусусий ечими. 

I-мисол. Ушбу 

у IV _Зу"=9х2 

чизиК,ли тенгламанинг умумий ечимини топинг. 
Е ч и ш. k 4 _Зk2 =0 характеристик тенглама kl =k2=0, kз . 4= 

- ~ =± уЗ илдизларга зга, буларга ушбу YI=I, У2=Х, уэ=е Ж, 

У4=е- У~Ж фундаментал ечимлар системаси мое келади, бу 
ердан мое бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини х.оеил 
К,иламиз: 

Y=CI + С2х+СзеV~Z+С4е-""Зz. 
Берилган тенгламада {(х) =9х2, у=О, 6=0, шунинг учуи 

V+ i6 ==0. Бу сон характеристик тенгламанинг иккала kl =k2-=-0 ил­
дизлари билан бир хилдир, шунинг учун ,=2 ва хусусий ечим у ни 

У= (Ах2 +вх+ С)х2 =Ах4 +Вх3 +Сх2 

куринишда излаЙмиз. 
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ii. у". у''', ylV х,осилаларии топамиз 8а уларни куйидаги 
схема буйича жойлаштирамиз (тик чизикнинг чап томонига 
тенгламада булар QIIдида турган коэффициентларни ёзиб чикЗ'Миз): 

О у=Ах4+ВхЗ +Сх2, 

О у'=4АхЗ+ЗВх2 +2Сх, 
-з у" = 12Ах2+6Вх+2С. 

О У"'=24Ах+6В. 
YIV=24A. 

Топилганларни тенгламага куямиз: 

ylV - Зу" = - З6Ах2 
- 18Вх - 6С + 24А = 9х2 . 

Бу ерда чап 8а унг томонда х нинг бир хил даражалари QIIдидаги 
коэффициентларни тенглаб, А, В. С ларни топиш учун алгебраик 
тенгламалар системасини х,осил киламиз: 

х2 -З6А=9. 

х -18B=O, 

хО 6С+24А=О, 

1 
буердан А = -"4' В=О, C~ -1 . 

демак, у хусусий ечим куйидаги куринишда булади: 

- 1 4 2 
у= -.х -Сх . 

Берилган тенгламанинг умумий ечими 

у= у +У=СI+С~+Сзl! уЗ '+ C~e- Y3X_+x~_Cx2. 

2- м и с о л. Ушбу 

у" -7у' +6у=хеХ; Ylx_O= 1, У'lх_о=З. 

Коши масаласини ечинг. 
Ечи ш. k2-7k+6=0 характеристик тенглама kl=I, k2=6 ил­

днзларга эга, шунинг учун мое бир жинсли тенглама 
у"-7у'+6у=0 нинг умумий ечими У=СIе'+С2еБХ функциядан 
иборат. 

Тенгламанинг унг томони '(х) =хе', у= 1, 6=Q, y+i6= 1 =k, 
шунинг учун Г= 1; PI (х) =Х, демак, хусусий ечим у ни 

у=хе'(Ах+В) ёки у=е'(Ах2 +Вх) 

куринишда излаАмиз. 
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1- миеолдаги каби топамиэ: 

б у=е'(Ах2 +Вх), 

-7 у'=е'(Ах2+Вх+2Ах+В), 

1 y"=e'(Ax2+Bx+2Ax+B~2Ax+B+2A). 

Тенг ла ма га к.Уямнз: 

у" -7у' +б.Ц=е' (БА -7А +А)х2 +е'(БВ+ 7B-I.y +B+4A)x~ 
+еХ ( -7В+2В+2А) =хе'. 

Бу айннятнннг иккала томонини е' '* О га булиб ва чап х.амда унг 
томонда х нинг бнр хил даражалари олдидаги козффициентларни 
тенглаб, к.уЙидагини х.осил к.иламиэ: 

х2 10=0, 

х ,-IOA=I 
хО 2А -5В='О, 

1 1 
буердан А=-IO' В=-25' 

- ( х2 х) демак, хуеуенй ечим: у=е' -10-25 . 

Умумий ечим: y=Cle'+C#Ii.r-е'(~+ 2~)' 
Коши маеалаеини ечиш учун у' ни топамиэ: 

у' = С le' + БС~' - е'( ~+ ;5 + i + 2~)' 
Бошланrнч шартлардан фойдаланиб," ихтиёрий уэгармаслар 

СI ва С2 ларни топиш учун чиэик.ли алгебраик тенгламалар 
еиетемаеини х.осил к.иламиэ: 

1 =С1+С:ъ 1 =C1+C2 , 

3=С 1 +БС2- ;5 ёки ~~=СI+БС2, 
74 51 

буердан С ' =I25' С2= 125' 

Демак, берилган бошланrич шартларни к.аноатлантирувчи 
хуеуеий ечим к.уЙидаги куринишда булади: 

74 '+ 51 Ii.r '( х2 + z ) y=i25 e i25 e -е 10 25 . 

3- м и е ал. Ушбу 

у"+у= (~-I)e-'+sinx 

тенгламанинг rмумий ечимини топинг. 
Е ч и ш. k + 1 =0 характеристик тенглама k l .2 = ±; (сх=О, 

fI= 1) мавх.ум илдиэларга зга, демак, мос бир ЖItНСЛИ тенгламанинг 
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у умумнА ечнмн у=с.СOSХ+С2siпх функuня курннншнда БУладн. 
Тенгламанннг унг томонн ушбу ,. (х) аа (2(Х) функuняларнннг 
Ан f"ннднсндан нборат: • 

{.(x)=(x2 -I)e-'; {2(х)=siпх, 

ШУIIННГ учун тенгламанннг у хусуснА ечнмннн у=у. +У2 курннншда 
нзлаАмнз. 

у. учун: 

{I (х) = (х2 _1 )е-', У= -1, 6=0; y+i6= -1 =l=k •• k2, 

дeM~K. ,=0 аа Y.=(Ax2+Bx+C)e-'. 
У2 учун: 

{2 (х)=siпх, у=О, 6=1; y=i6=i=k.=I=k2, 

демак, ,= 1 8а У2= (D siпх+Есosх)х. 
ШундаА к.нлнб, 

1 I Y_e-х(А~+8..r+С) + (D..rsin..r+E..rcos..r). 

О ?_е-Х ( -А~-8..r-С+2А..r+8) +siп..r(D-Е..r) +cos..r(E+D-r). 

y"=e-X(A~+8x+C-2Ax-8-2Ax-8+2A) + 

+sin..r( -E-E-D..r) +cosx(D-Е-r+D). 

Топнлганларнн тенгламага к.Уямнз: 

у" + ii' =е- Х (А +А)х2 + fI;-х (В +В -2А -2А )х+ е' (С + с­

-В- В+2А) +siпх(Dх-2Е -Dx) +cosx(Ex+2D-Ех) = 

= (х2 
- 1) е-Х +"Slпх. 

Охнргн аАннятнннг чап аа унг томонларндагн бнр хнл х.адлар 
алдндагн коэффнuнентларнн тенглаб, А, В, С. D, Е ларнн топамнз: 

х2е- Х 11 =2А. 

хе- Х 0=2В-4А, 

xOe-Х -1 =2С-2В+2А, 

siпх 1 = -2Е, 

cosx 0=2D, 

1 1 
буердан А=2"' В= 1, С=О. D=O, Е= -2". Бннобарнн у хусу-

- (~ ) ..r снй ечнм у=е-Х т+х -~osx функцнядан, умумнй ечнм эса 

у=С.сOSх+С~iпх+е-'( ~ +х )-f:osx 
функциядан иборат БУлади. 
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5-дарсхона TOn~puгu 

1. Тенгламанинг умумий ечимини топинг: 

а) у"-6у' +8у=зх2 +2х+ 1; 
б) у" - 6у' + 25у = 2siпх + Зсоsх;. 
8) у" + Зу' _IOy=xe- 2z ; 
г) у"-2у' +2y=rsinx, 
д) yIV_y=xez+cosx; 
е) у" - Зу' + 2у = Зх + 5sin2x; 
ж) у" - 4у' +4у=8(х2 +e2z +sin2x). 

Ж: а) y=Cle4z+C~2z+ ~ (24х2+52х+41) ; 

б) у=е3z(Сlсos4х+С~iп4х) +~(I4cosx+5sinx) ; 

8) y=C 1e
2.+ C~-~+-rh-( 1-12x)e-2z ; 

г) у=еZ(Сlсosх+С~iпх) --}xezcosx; 

) С С -z С· С ~-3x z Х. 
Д У= le z+ ~ + зSIПХ+ ~osx+-8-e -4"SIПХ; 

е) y=Cle'+C~2z+ ~х++(9+Зсos2х-siП2Х) ; 

ж) y=e2z(CJ+C~) +2х2+4х+З+4хе2z+СOS2х. 

2. Коши масаласини ечннг: 

а) y'''-у'=З(2-х2); Ylz_o=y'+z_o=y"l z_ o= 1; 

б) у" +У= - sin2x; YI._"=y'l z_,,= I . 

Ж: а) y=r+x3
; б) у=+SiП2х--jsiПХ-СOSХ. 

5- ACyCTa~иA uш 

i. Тенгламаларнинг умумнй ечимини топинг: 

а) у" -Зу' +2y=.r_e- 2z + 1; 
б) 2у"+5у'=29хsiп.r; 

8) у" -4у' +4у=siпхосos2х. 

ж·) С '+С 2z+ 1 + 5 1_2z . а у= Je ~ 2"Х 4-~ ; 
~ 

-- ( 16) f. 185 ) б) y=CJ+C~ 2 + -5.r-2i cosx- ,2Х-29 sinx; 

8) y=e2'(CJ+C~) +~( -~ siпЗх+6сosЗх)-

- ~ (Зsiпх+4сosх) . 
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2. Коши масаласини ечинг: 

а) у"-Зу' +2у=еЗ·(х2 +х); YI.- o= 1. y'I._o= -2; 

б) У'" -у'= -2х; YI._o=O. y'I,_o=y"I,_o=2; 

В) у" -2у' +2y=4e'cosx; yl._n=nen• y'I._n=en . 

Ж: а) у=4(е'-е2.) +~(х2-2х+2)ез.; 
б) у=е'-е-,+х2 ; 
В) у=е'( (2х-п-I )sinx-ncosx). 

6- '. fэгармас ксвффициентли бир жинсли булмаган 
ЧИЭИll,.llи дифференциал теНГJlамаларда 

уэгармасни вариаЦИАлаш усули 

Бир жинсли булмаган чиэикли тенгламани ечишнинг умумий 
усули ихтиерий уэгармасларни вариациялаш усулидан иборат. 

Агар мое бир жинсли тенгламанинг YI. У2 . ...• У. фундаментал 
ечимлар системаси MaЪJIYM булса. у )(,OIIда бир жинсли булмаган 
тенгламанинг умумий ечими куАидаги куринишда топилиши 
мумкин: 

У= CI (x)YI + С2(Х)У2+ .. , + С.(х)у •• 
бу ерда CI(X). С2(Х) . .... С.(х) функциялар ушбу тенгламалар 
системасидан топилади: 

C'I (X)YI +С;(Х)У2+ '" +C~(x)y.=O. 

C'I (X)y'l + С;(х)у;+ ... + C~(x)y~=O. 

C'I (х) Yi"-21 + C;(X)y~"-21 + ... + C~(X)y~·-21 =0. 

C'I (x)Yi"-" + C;(x)y~"-II+ ... + С~(Х)у~"-11 =f(x). 

Иккинчи тартибли 

У" + PI (х) У' + Р2 (х) У" = f (х) 
тенглама учун мое снстема куйидаги куринишда булади: 

{ 
C'I (x)YI + С;(Х)У2=0. 

C'I(X)y'l+ C;(x)y;=f(x). 

1· м и с о л. У" + У= tgx тенгламанинг умумий ечимини топинг. 
Е ч и ш. k2+ 1 =0 характеристик тенглама k l .2= ±; илдиэларга 

зга. шунинг учун мое бир жинсли тенгламанинг умумий ечими 
у= Clcosx+C2sinx БУлади. 

Берилган тенгламанинг хусусий ечиминн аникмас коэффици­
ентлар усули ердамида топнб булмаЙди. Шунинг учун ихтиерий 
уэгармасларнн вариациялаш усулндан фоЙдаланамиэ. яъни умумий 
ечимни 

y=CI (x)cosx+C2(x)sinx 
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курннншда нзлаймнз, бу ерда С. (х) ва С2(Х) функциялар 

{ 
C;(~)Cosx+C~(~)sinx=O, 

- С. (x)sinx+ C2(x)cosx=tgx 

снстемадан топнлади. Снстемани ечсак:· 
. 2 

с'. (х) = _ 51" Х , C~(x) = sinx . 
cosx 

Интеграллашдан сунг к.уЙндагнларни J(ОСНЛ к.иламнз: 

С ( ) ~ Si"2X d ~ l-cas
2
x d 

\х=- Х=- Х= 
cos.r 

=sinx-In Itg(f+f)l+ё l , 
С2 (х) = ~Siпхdх=-соsх+ё2' 

б~ ерда ё\ ва ё2 - нхтнёрнА интеграллаш узгармаслари. 
Шуидай к.илиб, берилган тенгламанннг умумнй ечнми 

у= (ёl+siпх+ In 1 tg(; + ;) 1 ~osx+ (ё2 -сosх)siпх 
ёкн 

у=ёlсosх+ё~iпх-сosхlп Itg(f+:) 1· 
б- дарсхОНй ТOnuiuри,-и 

1. к.уЙндагн тенгламаларнннг умумий ечимнни ихтиёриА узгар' 
масларнн вариаЦНRлаш усулн ёрдамнда топинг: 

t!' 
а) у" -2у' +У=т; 

1 
В) !I'+y'= casx; 

1 
б) у" +Зу' +2у=--; 

t!'+1 

г) у" +4у' +4у=е- 2']пх. 

Ж: а) y=(C\+C2x)e'+xe"lnlxl; 

б) у= С\е-' + С2е- 2, + (г' +е- 2') In (е" + 1); 
В) У= CICOSX + C2sinx+ xsinx + cosx ·In I cosxl; 

г) у= (С\ +C2x+-}х2Jпх-i-х2)е-Ь • 

2. Кошн масаласнни ечннг: 

у"+у'=-.'-; уl .=1, у'l .=0. sln.r .__ • __ 
• • 

Ж: y=1-c'osx+sinx-xcosx+sinxlnlsinxl . 
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б-.АСуста~ uш 

1. Тенгламаларнинг умумиА ечимини топинг: 

1. у"-2у'+у= ~ . 
-У4-ЖJ 

Ж: У= (C 1+ -У4-х2 +arcsinf+C~)e'. 

2 ,,+ 1 . У у= _/~· 
V сos-"ж 

Ж: y=Clcosx+C~inx+ ~2cosxlnlcosx+ 

+ Y;;;;'2~ __ i 1+ ~2 sinx· arcsin ( -У2 sinx) . 

3: у" - у' = - еЬ V 1 - еЬ . 

1 ----
Ж: у=СI+С~'+-r"(агсsiпе'+е'v1-е2,) + 

+iv (l_e2')3 . 

11. Коши масаласини ечинг: 

у + у=-.-.-; у .=; у .=11. "4 1 --1 о' I 
sln·.I' ·-2 1-2" 

Ж: у= -cos2xlnlsinxl-xsin2x-cos2x. 

8- нa.AlyнaвuЙ ."{ис06 тonuшpuк,Аарu 

1. Дифференциал тенгламанннг умумиА ечимини тonинг: 

1.1. З(х2у+у)dу+ V2+y2dx=0. 
1.2. (3+е')уу'=е'. 
1.3. ylny+xy'=O. 
1.4. 2Xd';j2gdY-х'УdУ-2х1dХ. 

1-z2 
1.5. у' У . .2 + 1 = О . 

1-11 

1.6. V4+y2dx-ydy=x2ydy. 

1.7. 2х+2ху2+ -У2-х2у'=0. 
1.8. xdx ydy=yx2dy-xy2dx. 
1.9. -У1-х2 у' + ху2+ х=0. 
1.10. (е'+8)dу-уе'ш о .• 
1.11. х -Y5+y2dx+y V4 + x2dy=0. 
1.12. бxdх-бyd!J=2z'lуdу-Зх~dх. 
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1.13. 4хdх-3уdу=зх2уdу-~ху2dх. 

1.14. х -Y3+y2dx+y -Y2+x2dy=0. 

1.15. У (4 + е') dy - e'dx = О . 
1.16. -У5+у2 +у'у -Y1_x2 =0. 
1.17. бхdх-2уdу=2ух2dу-3ху2dх. 

1.18. -Y5+y2dx+4(x2y+y)dy=0. 

1.19. x-Уl+у2+ уу'-УI+х2 =0. 
1.20. (е2'+ 5) dy + ye2'dx = О . 

1.21. ~4-х2 У'+ ху2+ х=0. 
1.22. бхdх-уdу=ух2dу-3ху2dх. 
1.23. y(l +tny) +ху'=О. 
1.24. (1 +е')уу'=е'. 

1.25. -Y3+y2dx-ydy=x2ydy. 
1.26. бхdх буdу=зх2уdу 2xjdx. 
1.27. x-Y4+y2dx+y-Y1 +x2dy=O. 
1.28. (1 +e')y'=ye_~._ 

1.29. -У3+у2 + ~1-х2 уу'=О. 
1.30. 2xdx-ydy=yx2dy-xy2dx. 

2. Дифференциал тенгламанинг УМУ.fttИЙ ечимини топинг: 

2.1. (2x-y)dx+ (x+y)dy=O. 

2.3. xdy-ydx= ~х2+у2 dХ. 

2.5. (!/-xy)dx+ 
+ (х" -..: I!I) dy=O. . . 

2.7. (хуе' +y2)dx=x2e'dy. 
2.9. xy2dy= (X3+y3)dx. 

2.11. idx= (xy-x2 )dy. 
2.13. ху+у2(2х2 +ху)у'. 
2.15. 2ху,.у=х2 +у2. 

2.17. ху'=4 -У27+1/ +у. 
2.19. ху'=3 -У2х2+у' +у. 

З!Г+6Уz2 
2.21. ху' 2У+з.r2. 

2.23. ху' =y(ln.!.-I) . 
:r 

2.2. (X
2 +y2)dx+2xydy=O. 

2.4. у' = х+у . 
х-у 

2.8. хlп.!..ttу-уdх=О. 
11 

2.8. (x-у)уdх-rdу=О. 

2.10. (x2-j)dx=2xydy. 
2.12. (y2_ 2xy)dx+x2dy=O. 

2.14. xyy'=y'+~. 

2.16. (5ху-х2)у'-5у2=о. 

2.18. 4Y'=~ + 10...;+5. 

2.20. у' (2х2+ 2ху) =x'+2xY-lf 
2 22 у' _ х+2у . . - 2z-y. 

х+у 2.24. xy'-у=(х+у)I~. 
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!.. 
2.25. ху'=у-хе' . 2.26. Xy'-y=xtg~. 

• 
2.27. ху' =y-sec7 . 

2.29. у' - ~+.rу-зl 
зх2 -2ху 

2.28. ху' =ycos(ln~). 

2.30. ху'= ,.jX2+y2 +у. 

3. Коши масаласиии ечинг: 

3.1. ху' -y=x2cosx; y(~)= 1 . 

3.2. ху'+у=х3 ; y(l) =0. 
3.3. y'cosx+ysinx= 1; у(О) = 1. 
3.4. у' +2ху=хе-}; у(О) = -1 . 

3 5 У' у _ 2. у( 1) - 1 .. ---;- -7' -. 
3.6. у' - ycosx = sin2x; у (О) = - 1 . 

3.7. у'- X~I =(x+I)3; y(O)=i. 

3.8. у' +2ху= -2х3 ; у( 1) =e- I
. 

3 9 ' 2у з. (1 5 •• У +~=x • У ) = -"6 . 

3.10. у' _.J...=x2
; y(l) =0. --

.r 

У 21пх 
3.11. у'--=--; y(l)=I . 

.r .r 

3.12. у' +.J...=sinx; у(л) =~ . 
.r n 

3.13. у' - ~= xsinx; y(-~ )= 1 . 

3.14. у' --У-=х2+2х; .у( -1) =1.. 
х+2 2 

3.15. Y'-~I =e'(x+I); y(O)=I. 
х+ 

3 16 ' хух 2 •• У +--~ =-2; у(О) =-. 
2(I-r) 3 

3.17. Y'_~=e'(x+I)2; y(O)=I. 
х+1 

3.18. у' +ytgx=cos2x; y(f )=i· 

3.19. у' +ycosx=~sin2x; у(О) =0. 

3.20. у' - 2ХУ 2 = 1 +х2; у( 1) =3. 
I+А 

321 '+ у sin.r. (n)_ 2· • • У --;=-х-· у 2" --;. 

3.22. ху' +у= Iпх+ 1; у( 1) =0. 
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3.23. y'ctgx-y=2cos2xctgx; у(О) =0. 

3.24. ху'+(х+l)у=зх2е- Х ; y(I)=O. 

3.25. (xy'-I)lnx=2y; у(е)=О. 

3.26. у=х(у' -xcosx); у(; )*0. 
3.27. ху' _2у=2х4 ; y(l) =0. 
3.28. y'+ytgx+sinx; у(О) =0. 

3.29. (х2 +I)у'+4ху=З; у(О) =0. 

3.30. у'+ 1-.1' у= е-
Х

; y(0)=ln5. 
1+.1' 1-.1' 

4. Кошн масаласннннг ечнмннн топннг: 

4.1. у' -ytgx= -~y4sinx; у(О) = 1 . 

4.2. у' - у=ху2; у(О) = 1 . 

4.3. 4у' +х3у= (х3+8)е- 2Ху 2; у(О) = 1 . 

4.4. у' _у=2ху2; у(О) =1-. 
4.5. 3y'+2xy=2xy-2. e -2i'; y(O)=-I. 

4.6. ху' -у= -y1(1nx+2)lnx; у( 1) = 1. 
4.7. у' + 4х3у =4 (х3+ 1) е- 4Ху2;у(0) = 1 . 

.1''; --
4.8. У'х+у=~з; у(I)=З. 

4.9. 2у' +Зуса;х= (8+ 12cosx)e2zy-l; у(О) =2. 

4.10. Y'+4x2y=4y~e4x(I_xl); y(O)=-I. 
4.11. 2(u'+xy)=(x-l)еZ- у2; у(О)=2. 

4.12. 2у' -Зусosх= -е-- 2Х(2+Зсosх)у-l; у(О) = 1. 
4.13. у' +ху= (х-I ) еХу2; у(О) = 1. 

4.14. ху'+у=у21пх; y(l) = 1_ 

4.15. 2у' +Зусоsх=е2Х(2+3сosх)у-l; у(О) = 1. 

4.16. 2y'+ycosx=y-'cosx(l+sinx); y(O)=I. 
4.17. 2 (ху' +у) = ху2; y(l) =2. 

4.18. ху'+у=2у21пх; y(I)=-+. 

4.19. 3(ху'+у)=у2 1пх; y(I)=3. 
4.20. 3ху' +5у= (4х-5)у4; y(l) = 1. 
4.21. у' +2ху=2х3у3; у(О) =-li 
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4.22. 2(у' +у) =xi; у(О) =2. 
4.23. у' +у=ху2; у(О) = 1. 
4.24. у' +ху= (1 +х)е-'у2; у(О) = 1. 
4.25. 2(у'+ху) = (1 +х)е-'у2; у(О) =2. 

2 3 ) 1 4.26. 2ху'-3у= - (5х +З)у ; у( 1 = у2 . 

4.27. 2xy'-3y=-(20x2+12)y3; Y(I)=2~2. 

4.28. 8xy'-12y= - (5х2 +З)у3; уо) =-12. 

4.29. 2(ху'+у) =у21пх; y(l) =2. 

4.30. ху' + у= ху2; у( 1) = 1. 

5. Дифференциал тенгламанииг умумий интегралини топинг: 

5.1. (y2+ysec2x)dx+ (2xy+tgx)dy=0. 

(
1 31) 2у 5.2. 7+7 dx-~у=О. 

5 3 У" ху+ 1 .. ?x--~y=O. 

5.4. (i+cosx)dx+ (зхi+eI')dу=0. 

1·' 1 
5.5. (siny+ysinx+-)dx+ (xcosy-сosr+-)dу=О. 

х У 

5.6. xy2dx+Y(X2+y2)dy=0. 

5.7. (ЗхЗ +6х2у+Зху2)dх+ (2х3 +зх2у)dу=0 

5.8. (x2-4xy-2y2)dx+ (y2_ 4xy -2x2)dy=0. 

5.9. el'dx+ (cosy+xel')dy=O. 

5.10. :х _ х;1 dy=O. 

5.11. (ху2+ ;2 )dx+ (Х2у _ ~ )dY=O. 

5.12. (2X-I- ~ )dX- (2Y-~ )dy=O. 

5.13. (Зх2+4у2)dх+ (8xy+eV)dy=0. 

5.14. (sin2x-2cos(x+y) )dx-2cos(x+y)dy=0. 

515 I+JrY d + I-JrУ" -о 
• • ~Y Х x!l-u.y -· 

5.16. (~:1 +e')dX- /:/~o. 
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5.17. 

5.18. 

5.19. 

5.20. 

5.21. 

5.22. 

5.23. 

(COS(X+y2) +siпх)dх+2усos(х+l)dу=О. 
(6xi+4x3 )dx+ (6~y+y)2dy=O. 

3х +--COS- dx - -·соs-=-dу=О. ( 
2 2 2х ) 2х 2'z 

у у 1 У. 

(~=Z=+~+~)dX+ ( у +~-~)dУ=О, 
Y.z2+1 х у Y.z2+1!/ у2 

( ./ Z _ + у )dX + (х + _ ~ )dY = О . 
v.z2+1 v.z2+1 

(1 Оху - -.1-) dx + (5х2 + ,ZCO:!/ - у2SiПУ3) dy = О . 
51ПУ 51П У 

(5Xy2_ X3)dx+ (5x2y-у)dу=О. 

5 24 (z-у)d,Z+ ('z+y)dy О 

" .z2+1 . 
5.25. зх2еУdх+ (хЗеУ -1 )dy=O. 

5.26. (Зх2у+2у+3)dХ+ (хЗ +2х+3у2)dу=О. 

5.27. -70S~X- (~OS~+2Y )dy=O. 

5.28. (хе'+ ~ )dX-~у=о. 

5.29. хе1 dx+ (х2уе' + tg2y)dy::e.O . 

5.30. (1 +~ e~)dX+ (1 - 7~).tg....:u. 

6. Дифференциал теНГШlIIWIИJrиr ~MHIi ечнмннн топннг: 

6.1. у''' + y"tgx = О . 

6.2. у'" хl nx= у". 

6.3. " z У =--. 
у 

6.4. х2у" +ху'= 1. 
6.5. у" _-L=x(x-I) . 

z-I 

6.6. y"ctgx+y'=2. 
6.7. ху''' + у" = ~x . 

6.8. ху''' - 2у" = ; . 

6.9. х·у" + х3у' = 4 . 
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6.10. !I'+~=2x. 
r+1 

6.11. tgx.y" _у' +_I_=O. 
SIПZ 

6.12. (I+~)у"+2ху'=хЭ. 

6.13. y"'·ctg2x+2y"=O. 

6.14. tgx· у''' = 2у". 

6.15. х2у" +ху' = 1. 

6.18. у" + 2ху'2 = о. 

6.17. ху"=у' +х2• 

6.18. ху''' -у" =~. 
z 



6.19. %11'''+11''= 1. 625 3'" 2" _Г: . .XII+xII=V%· 
6.20 (%+I)II'''+II''=x+l. 
6.21. ХII'" +211"=0. 
6.22. xll''' + 11" + х = О. 
6.23. 1I"'tg5x = 511'" 

8.26. lI'''tgx=(' + 1. 
6.27. х511'" + х 11" = 1. 
8.28. xll"+11'= 'пх. 
8.29. xll"-II' = 2x2tr. 

6.24. (1 + sinx)11''' = lI"cosx. 8.30. xll"=II'ln~. 
z 

7. Коши масаласини ечинг: 

7.1. 11"113+1=0; y(I)=-I, y'(I)=-I. 
7.2. 1 +(=УII"; у(О) = 1, у'(О) =0. 
7.3. II"У +36=0; у(О) =3, у'(О) =2. 

7.4. 411311"=y4-1; у(О)= "';2, у'(О) = ~2. 
7.5. y"=18y3; 11(1)=1, y'(I)=3. 
7.6. 11"=2-11; у(О) =2, у'(О) =2. 
7.7. yI2t2I1Y"=0; у(О) = 1, у'(О) = 1. 
7.8. у"у +9=0; 11(1)=1, y'(I)=3. 

7.9. 4у3у" =114 -16; 11(0) =2"';2; у' (О) = ~2 . 

7.10.11(+1112=0; y(O)=I, y'(O)=I. 
7.11. IIY"=4(f4-1); 11(0)=-..1.2, у'(О) =-..12. 
7.12. IIУ" -2y l =0; 11(0) = 1, у'(О) =2. 
7.13. 1I"+2yy I2=0; 11(0)=1, y'(O)=I. 

7.14 lI"tgll=211 12 ; y(l) =~, y'(I) =2. 
2 

7.15. У"II3 +25=О; у(2) = -5, у'(2) = -1. 
7.16. II( 1-IПIl)II" + (1 + InY)1I12 =0; у(О) = 1, у' (О) = 1. 
7.17. 11"( 1 +у) =yI2+ y'; у(О) =2, 11'(0) =2. 
7.18. у" + 18sinllcos3y=0; у(О) =0,11'(0) =3. 
7.19. 2YII"=yI2; y(O)=I, y'(O)=I. 
7.20. у"у3+4=0; у \0) = -1, у'(О) = -2. 
7.21. 11"(1 +tJ =5y l ; у(О) =0, y'(O)=I. 
7.22. YII"-Y =114; y(O)=I, y'(O)=I. 
7.23. у"=у'е1'; у(О) =0, у'(О) = 1. 
7.24. 1I"=32у3; у(4) = 1, у'(4) =4. 

7.25. 11'= - 2~; у(О) =+ у'(О) = "';2 . 
7.26. y3y"=y4_16; у(О) =2,;2, у'(О) =-../2, 
7.27. 4у,,2= 1 +fI2; у(О) = 1, у'(О) =0. 
7.28. у"= I-yl ; у(О) =0, у'(О) =0. 
7.29. у"(2у+3) =2y l f у(О) =0, у'(О) =3. 
7.30. YII"-2уу'IПУ=9 2; у(О) • 1, у'(О)=I. 
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8. ДиффеР~'нциал тенгламанинг } мумиА ечимнни тonннг: 
8.1. У/У+У''':, 12х+б; 

8.2. у'У+2у'" f·у"=2-З;2; 
8.3. у/У + 2у'" ;. у" = 4х2 ; 

8.4. у'" + Зу" -! 'ly' = I - х2 
; 

8.5. y"'+y"=~ {2_1 ; 

8.6. р'" -{. у" = t ,. - 24х2 ; 

8.7. /" -5у"+:~/=бх2+2х-5; 

8.8. у"--у"=fjх 2 f-Зх; 

8.9. y'\+4y"'+~" '=х_х2 ; 

8.10. у". -2у"=з)~ ·..:-4; 

8.11. у'_у'=х2+., 

8.12.7!/'-y"=12x. 

8.13. y-IЗу"+ 12у ,,-х-I ; 

8.14. у'О! -Зу'" +Зу" - у' =2х ; 

8.15. у"'+Зу"+2у'= ;j.f2+2x; 

8.16. y'\i-у'''=Х; 

8.17. у/У. -у"'=5(х+?'·. 

8.18. у" - у' = зх2 
- 2)" 1- 1 . 

8.19. у"'-у"=6х+5; 

8.20. y,v- 2y"'+y"=2x(l-x) ; 

8.21. У'''-У''=4х2-Зх+2; 

8.22. y'''.~ Зу"+2у'=х2+2х+З; 

8.23. У'\+2У'" +у"=х2+х+ 1 ; 
8.24. Y/\-Зу'''+Зу''-у'=х-З; 

8.25. у'" -:- 5у" + 6у' = (х _ 1) 2; 

8.26. У V -- у /\ = 2х + З ; 
8.27. у/У +2у"'+у"= 12х2 -6х; 

8.28. у,V+ 6у'''+9у''=Зх_1 ; 

8.29. Зу/V + у'" = 6х-I . 

8.30. y'''-IЗу''+ 12у'= 18х2 -З9. 

9. Дифференциал тенгламанинг YM)\II1A ечимнни топннг: 

9.1. у"'+4у"+Зу'=4(I-х)е-'; 

9.2. у'" - 4у" - Зу' = - 4хе' . 

9.3. у"'-Зу'-2у=-4хе'; 
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9.4. у"'-у" -9у'+9у=-= \ 12-16х)еЖ , 

9.5. у"'-Бу"+ 7у'-З;:= (20-16х)е- Ж . 

9.6. у"'+у"-у'-у= (?..-+4)еЖ . 

9.7. у'" + 6у" +9у' = (1 f,t+ 24) еЖ. 

9.8. у'" + Зу" + 2у' = (1 - _х) е-Ж. 

9.9. у'''+6у''-Зу' = (4, +2)е'. 
9.10. у'''+2у''+у'= (18х+21)еЬ . 

9.11. у'''+2у''-3у'=(8х+б .,Ж, 

9.12. У'''-У''-4У'+4У= (7 -6х)еЖ . 

9.13. у"'-4у"+4у'= (x-1)еЖ , 

9.14. у'''-2у''-3у'= (8х-14)е- Ж • 

9.15. у"-3у"-у'+lу= (4-8х)еЖ . 

9.16. у . 5у I '''''у - 4у = (2х - Б) еЖ . 

9.17. у"'+Бу"+7у'+3у= (16х+20)еЖ . 

9.18. у'" +4у" +4у' = (9х+ 1Б)еЖ • 

9.19. у"'-3у'+4у= (18х-21 )е- Ж . 

9.20. у"'-у"-Бу'-3у= - (8х+4)еЖ . 

9.21. у"'+у"-2у'= (6х+5)еЖ . 

9.22. у"'-2у"+у'= (2х+Б)е·. 

9.23. у'''-7у''+ 1Бу' -9у= (8x-12)еЖ , 

9.24. у"'-у"-2у'= (6х-11)е- Ж . 

9.25. у"'-у"-у'+у= (3х+7)еЬ . 

9.26. y'''-6у''+9у'=4хеЖ . 

9.27. у'" +4у' +Бу' +2у= (12х+ 1б)еЖ . 

9.28. у"'-3у"+2у'= (1-2х)еЖ . 

9.29. у'" -Бу" +3у'+9у=е- Ж(32х-З2\ . 

9.30. у"'-Зу'+2у= (4х+9)е2Ж . 
10. Дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг: 

10.1. y"+y=2cos3x-3sin3x, 
1 0.2. у" - 4у' + 4у = - е2Ж . sin4x. 
10.3. у" -4у' + 8у=е' (-sinx+2cosx). 
10.4. y"+2y'=1e'(sinx+cosx). 
10.5. у" +2у' +Бу= -2sinx, 
10.6. у" +бу' + 13у=е-ЗЖ ·сosБх. 
10.7. у" -4у' +4у= _е2Ж ·siпбх. 
10.8. у" -4у' +8у=е'· (-3sinx+4cosx), 
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10.9. у" +y=2cos7x-3sin7x. 
10.10. у" + 2у' = - 2е'· (sinx + cosx). 
10.11. у" +2у'= 10e'· (sinx+cosx). 
10.12. у" +2у' +5у= -cosx. 
10.13. у" +y=2cos7x+3sin7x. 
10.14. у" - 4у' + 4у = е2'. sin5x. 
10.15. у" +4у=е2,сosЗх. 
10.16. у" -4у' +8у=е'. (2sinx-cosx). 
10.17. у" +2у' +5у= -sin2x. 
10.18. у" +y=2cos5x+3sin5x. 
10.19. y"+2y'=3e'·(sinx+cosx). 
1 0.20. у" - 4у' + 8у = е' . (5sinx - 3cosx) . 
10.21. y"+2y'+5y=-17sin2x. 
10.22. y"+2y'=e'{sinx+cosx). 
10.23. у" +6у' + 13у=е- З'. cosx. 
10.24. у" +6у' + 13у=е-З'.сos8х. 
10.25. у" - 4у' + 4у =~, . sin3x. 
10.26. у" -4у' +8у=е'· (3sinx+5cosx). 
10.27. у" +2у' +5у= IOcosx. 
10.28. у"+6у'+13у=е-З'.сos4х. 
10.29. y"+2y'=6e'(sinx+cosx). 
10.30. у" +y=2COS4x+3sin4x. 

11. Коши масаласиии ечииг: 

11.1. , I (11) (11) 11 !I +у= sinz; у 2 =1. !I 2 =2· 

4е- 2' 
!I'-2y'= 2; y(0)=ln4. !I(0)=ln4-2. 

I +е- , 
11.2. 

4 
!I'-6!1+8y= _ -2,; y(0)=1+3In3. !I(0)=10In3. 

-е 

11.3. 

е' 
у"-3у'+2у=--; У (0)=0. !I(O)=O. 

I +е-' 
11.4. 

11.5. !I' + 16у= ~~ ; у (О) =3. у'(О) =0. 
с...,., ж 

11.8. !I' +y=4ctgx; y(i )=4. !I(; )=4. 

11.7. 

11.8. 

11.9. 

112 
!I,+:n 2y= __ ; у(0)=+3. !I(O)=O. 

cosn..r 

4е-:и 
!I' +6у' +8y=~; у(О) =0. у' (О) =0 

2+е-

Y"+f=+ctgi; у(:n) =2. !I(:n)=+. 
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11.10. Y"+y=_I_; у(О)=1 у'(О)=О. 
C'os.r ' 

9еЗ' 11.11. у"+3у'=--з.-; y(0)=ln4; y'(0)=3(1-ln2). 
I+e 

11.12. у"+9у=_9_. Y(~)=4 y,(~)=~ 
siп3х ' 6 ' 6 2' 

I 
11.13. у"-3у'+2у=--_-.; y(0)=1+3In3, у'(0)=5Iп3. 

2+е 

11.14. у" +4y=8ctg2x; y(~ )=5, y'(~ )=4. 

9 11.15. 'у" +9у=--; у(О) = 1, у'(О) =0. 
cos3x 

11.16. у" +3y'+2y=~; у(О) =0, у'(О) =0. 
2+е' 

4 11.17. у"-6у'+8у= 2; y(0)=1+2In2, у'(0)=6Iп2. 
I+e- • 

11.18. y"-Y'=~; у(О) =ln27, у'(О) =ln9-1 . 
2+е • 

11.19. у" +4у=_._4_; Y(~)=2, у'(~)=n . 
SIп2х 4 4 

9еЗ' 
11.20. y"-9y'+18y= I+е- З'; у(О) =0, у'(О)=О. 

11.21. у" +4y=4ctg2x; y(~ ). 3, у'Н )=2. 

11.22. у"+4у=_4_; у(О) =2, у'(О) =0. 
c0s2x 

11.23. у"+n2у= Si~~; у(-4-)=l, у'(-4-)= ~2. 
. I 

11.24. у"-3у'+2у=--; y(0)=1+8In2, y'(0)=14In2. 
3+е-' 

е' 
11.25. у"+11 =--; у(О) =ln27, у'(0) = 1-ln9. 

2+е' 
• 4~ 

11.26. у"-6у'+8у= 2.0:; у(О) =0, у'(О)=О. 
I+e-

11.27. y"+y=2ctgx; y(i)=l, У'(;)=2. 

11.28. у"-3у'= 9е-
З

:; у(О) =41П4; yl(O) =3(3In4-1) 
3+е- • 

11.29. у" + 16у= Si~~X; y(i )=3, y'(i )=2n. 

11.30. у"-3у'+2у= 1+l
e
-.; y(0)=1+2In2, у'(0)=3Iп2. 

327 



7-'. Дифференциал теНГ.llамa.nар системаларини ечиw 
8.7.1. Ушбу 

f Y'I, ('(Х'У"У'ь"".У')' 
~ Y2=f2(X,YI'Y'b""Y')' 

1. y~=j.(x, YI' У'ь ... , У.) 
дифференциал тгнгламалар системасн нормал система деiiиладн, бу 
ерда YI, у:, ",' у" -- ЭРКJIн узгарувчн х нннг номаълум функцняларн. 

Бу CHC'JeMaHII ;,аноатлантнрувчн YI = <1'1 (х), У2= <1'2 (х), "., У" = <1'. (х) 
функцнялар системасн бу системанинг ечUAlU деЙнладн. 

Бернлган Dнфференцнал тенгламалар снстемаси учун Кошн 
масаласн шундаii ечнмнн топншдан ибораткн, бу ечнм х=хо да 

бернлган у 11.-." = YIOo y21.-'i! = У20 , ... ,y.I.-'i! = У.о бошлаНFНЧ шарт' 

лаг,нн к.аноатлантнрсн •.. 
Норма;] снстеманннг УJlCУJlCий ечuмu деб n та CI, С2, ... , С. нхтиёрнй 

УЗlармаСЛ:Jрга UOFлнк. булган 

! ~I:<I'I(X, C 1, С'ь ... , С.), 

J2-<I'2(X, C 1, С'ь .. " С.), 

11.= <I'.(Х, C 1, С'ь ... , С.) 

функцнял'lР CHCТ€MaCHгa аЙтнладн. Бу ечнм бернлган тенгламанн 
нхтнёрнн узгармасларнннг х.ар к.андаЙ мумкнн булган к.нЙматларн' 
да аiiннятга айлантнрадн ва Geрнлган бошлаНFНЧ шартларнн 
к.аноатлантнраДНf'ан к.нлнб танлансз, Кошн масаласннннг ечнмн 
БУладн. 

Умумнн ечнмдан нхтнёрнй узгармаCJIарнннг мумкнн булга н 
баъзн к.нЙматларнда х.осил буладнган ечнмлар ху'усий ечuмлар 
деiiилади. 

8.7.2. Нормал системанн ечншнинг Уlулларндан бнрн номаълум 
функцняларнн iiУк.отнш усулн булнб, У n та днфференциал 
тенгламалар cHCTeMaCHHI1 бнр номаълум функцнялн бнтта n· тар­
тиблн дифференциал теНГЛl'1мага келтнрадн. 

1· м и с о л. Ушбу 

{
Y;=Y+z, 
z =y-z 

днфференциал т~нгламалар снстемасини YI._o=2, zl._o=O бош-

лаНFИЧ шартларда ечннг. 

Е ч н ш. Но",аълум функцня z нн ЙУк.отнш учун бнрннчн 
тенгламанн х буннча днфференцналлаiiмнз: 

y"=y'+Z', 
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бу ерда z' урннга унннг иккннчн тенгламадан аннк.ланган 
нфодасннн куямнз: 

y"=y'+y-z. 

Эндн z урннга унннг бнрннчн тенгламадан олннган ифодасннн 
кУilсак. 

y"-2у=О 

тенглама х,оснл БУла-i/t-н. Бу тенгламанннг k2 -2=O характернстнк 
тенгламасн k •. 2= ± у2 нлднзларга зга. 

демак. умумнА ечнм куАндагнча ёзнладн: 

У = С.е -/~ '+ с ~ - -/}, . 

z учун умумнiI ечнмнн снстеманннг бнрннчн тенгламасндан 
топамиз: 

z=y' - у=С. ( у2 -I)e -/2,_ С2 ( у2 + 1 )e-"'~'. 

ИхтнёрнА узгармасларнн ТOIlнш учун бошланF'НЧ шартлардан 
фоilдалана мнз: 

с.. +С2 =2. 
С I ( у2 - 1) - с 2( .у2 + 1 ) = о . 

Буердан: 

с _ "';2 +2 С _ 2- "';2 
.- 2 • 2- 2 . 

Шундай кнлнб. бнз нзлаётган хусуснiI ечнм куйндагнча буладн: 

У= ( ~2 + l)e ,j2,+ (1_ ~2 )е- -/2,. 

_ "';2 ";2,_"';2 - -/2, 
z-~ ~ . 

8.7.3. Агар днфференцнал тенгламалар нормал снстемасннннг 
{нг томонларн номаълум У •• У2. . ..• Уn функцняларга нисбатан 
IНЗНк.лн функцнялар булса. у х,олда тенгламалар снстемасн чuзuк;лu 
:ucreAla деЙнладн. n та номаълум У', У2 • ...• Уn функцнялар катнашган 
юзффнuнентларн узгармас булган. n та чнзнк.лн бнр жннслн 
'енгламалар снстемасн куilНАагн курннншга зга: 
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!

y:=aIlYI+al2Y2+ ... +al..Y .. 

Y2=a 2IYI+ a22Y2+ ... +а2..У .. 
• ••••• о' 

y~=a,IYI+a.2Y2+ ... а."у",. 

Бу снстеманннг ечнми 

YI =ale··, У2=а2е··, ... , y.=a.~· 

куринишда ИЗJlанади. YI, У2, ... , у. Jlарни беРИJlган дифференциаJl 
теНГJlамаJlар системасига к.Уiiиб, al, а2, ... , а. Jlарга нисбатан чизик.ли 
аJlгебраик теНГJlамаJlар системасини х.ОСИJl к.ИJlамиз: 

I 
(a,,-k) al+al~2+···+al.a.=0, 

~21~I ~ (a22~ ~)a.2~ ... +~2.a.~0, 

a.1al +а.:Р2+ ... + (a •• -k)a.-O. 

k к.уЙндаги n- даражаnи теНГJlамадан ТOIlИJlади: 

a,,-k a l2 a l• 

а 21 a22-k а2. 

·1=0. 

а. 1 an2 a •• -k 

Бу тенгnама берилган дифференциаn П~НГJlамаJlар системасининг 
характернстик теНГJlамаси деiiиnади. k нинг ТУРJlИ к.иiiмаТJlарига al, 
а2, ... , а. Jlарнннг MaЪnYM ТУПJlами МОС кеJlади. Характеристик 
теНГJlаманинг ИJlДИЗJlари ТУРJlича БУJlСИН: kl. k2 • ...• k •. 

У х.OJIда kl ИJlдизга бирорта all. а21. аЗI, ...• a.1 ТУПJlам МОС кеJlиб. 
унга бирннчи ечнм туrри кеnади: 

*1.1' "1.1' •• .1' 

YII=alle ,Y'l1=a2Ie , ... ,Y.I=a.le . 

Шунга ухшаш k2 иnдизга а21, а22 •... a211 ТУП.l\ам МОС кеJlади. унга 
уз навбатнда нккинчн ечим туrри кеnади: 

... .,. ... 
YI2=al~ 'Y22=a2'l! , ... , Yn2=a.~ . 

k" ИJlдизга a.l. a,,2r .. , a ll• ТУПJlам МОС кеJlади ва унга n- ечим туrри 
келади: 

~ж ~.. ~. 
YI.=al.e • Y2.=a.~ , ... , УNI=а,..е 

Фундаментаn еЧИМJlар си("темасиии х.ОСИJl к.ИJlДИК. Умумиii ечим 
к.уЙнда гн курнни шда ёзиnади: 
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',. Уl =CIYll +C2YI2+ ... +CnYln, 
У2= CIY21 +С2У22+ ... +СnУ2n, 
. . . 
Уn= CIYnl +С2Уn2+ ... + СnУnn. 

2· м и с о л. Ушбу 

{ У'=7У +ЗZ, z'=6y+4z 

тенгламалар системасининг умумий ечимини топинг. 

Е ч и ш. Ечимни y=aekx
, z=f3ekx куринишда излаЙмиз. 

Характеристик тенгламани тузамиз: 

1

7 - k 3 I 
6 4-k 

=0 ёки k2-11k+ 10=0. 

Унинг илдизлари: kl = 1, k2= 10 - х,ак.ик.иЙ ва х,ар хил сонлар. 
а) kl= 1 да а ва f3 ларни топиш учу н тузиладиган система 

к.уЙидагича булади: 

{ (7-1)а+з f3 =0,.. {6а+зf3 =0, 
еки 

6а+ (4-1) f3=0 6а+Зf3=0. 

Унинг битта al=l, f31=-2 ечимини олаЙлик. kl=l, al=l, 
f31 = -2 га мое хусусий ечим к.уЙидаги куринишда булади: 

Уl =еХ, Zl = -2еХ • 

б) k2=10 да ава f3 лар к.уЙидаги системадан топилади: 

{ 
(7 -10) а+Зf3=О,.. {-за+зf3 =О, 

еки 

6а+ (4-10)f3=0 6a-6f3=0. 

Бу тенгламанинг а2= 1, f32= 1 ечимини олаЙлик. k2= 10, а2= 1, 
f32= 1 га мое хусусий ечим 

куринишда БУлади. 
Шундай к.илиб, бу х,олда фундаментал система к.уЙидагича 

булади: 

Уl =еХ, Y2=e 10X, 
Zl = -2еХ, Z2=e 10x

• 
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Умумий ечим: 

У= CIYI + С2У2, 
Z=CIZI +C2Z2 

з- м и с ол. Ушбу 

еки y=Cle~+C2eIO~, 
Z= -2СI~+С2еIО~. 

{ У'= -7y+z, 
z'= -2y-5z 

системанинг умумий ечимини топинг. 
Е ч и ш. Ечимни к.уЙидаги куринишда излаймиз: 

y=aet~, z=petx. 
Характеристик тенгламани тузамиз: 

/
-7-k I / 

=0 еки k2+ 12k+З7=0. 
-2 -5-k 

УНИI!Г илдизлари: kJ.2= -6±i - комплекс сонлар. kl = -6+i учу н 
а ва р лар к.уЙидаги системадан топилади: 

{
(-7+6-i)a+ p=o, _ {(-I-i)a+p=o, 

еки 
-2а+ (-5+6-i)Р=О -2а+ (l-i)Р=О. 

Система ~ = (1 +i) а тенгламага келтирилади. Буердан аl = 1 десак, 
lil = 1 +i. kl = -6+i. а= 1, р= 1 +i сонларга мое х.усусий ечим: 

У, = el-fi+"x=e-6x+jx=e-6~(c~x+isinx) =e-ucosx+ie-Usinx ; 

Z,= (1 +i)e l -6-tll
x = (1 +i)e-U(cosx+isinx) =e-6~(cosx-sinx+ 

+i(cosx+sinx» =e-U(cosx-sinx) +ie-U(cosx+sinx) . 

Юк.орида топилган хусусий ечимда унииг х.ак.ик.нЙ ва мавх.ум 
к.исмларини алох.ида-алох.ида 011 И б, иккита ечимни х.оеил киламиз, 
улар берилган дифференцнал тенгламалар системасннинг фунда­
ментал ечимлари системасини х.оеил к.илади: 

YI=e-6~.сosх, Y2=e-6~.sinx, 
Z, =е-6х (cosx- sinx). Z2=e-6~ (cosx+ sinx). 

У. х.OIIда берилган системанинг умумий ечими к.уЙидаги куринишда 
булади: 

y=CIYI + С2уа, еки y=e-6~(СIСOSХ+С2siпх), 

Z=C,ZI +C2Z2 z=e6~(CI (cosx-sinx) +C2(COSX+ sinx». 
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Характернстнк тенгламанннг нккннчн: k2= -6-i нлднзндан 
фоiiдалансак, яна шу ечнмларнн х,оенл кнламнз. 

4- м н с ол. Ушбу 

{
Y'=5Y -Z, 

z'=у+Зz 

тенгламалар снстемасннннг умумнА ечнмннн топннг. 

Е ч н ш. Снстеманннг характернстнк тенгламасн 

/
5-k -1 / =0 ёкн k 2-8k+ 16=0 

1 З-k 

карралн нлднзларга эга: kl =k2=4. 
k=4 нккн карралн нлднзга мое хусуснй ечнм куйндагн 

курннншга эга буладн: 

y=e4'(a.lx+a.2), 
z=e4'(lIlx+1I2). 

а. 8а 11 ларнн тonнш учун у, z, у', z' ларнн бернлган снстемага 
куямнз: 

a.1 +4 (a.IX+ а.2) =5(a.IX+a.2) - (IIIX+ 112), 

111 +4(lIlx+1I2}= (a.IX+a.2) +З(lIlх+1I2). 

Х нннг оодндагн коэффнцнентларнн 8а озод х.адларнн тенглаб, 
куйндагн алгебранк тенгламалар снстемасннн х.оенл КН.1амнз: 

{ 4а. , =5а. , - II , {a.1+4a.2=5a.2-1120 

4111=а.I+ЗII 1 8а 1I,+4112=а. 2 +ЗIl 2. 
Буердан: 

a.1 =111, а.2- 112 =a.1 =111. Эндн a.1 = CI, а.2 = С2 (CI 8а С2 - нхтнёрий 
узгармаслар) деб, III=CI, 112=C2-CI нн топамнз. Демак, снстема­
нннг умумий ечнмн 

курннншда буладн. 

y=e4'(Clx+C2), 

z=e4'(CIX+ С2- CI) 

7- дарсхон.а тоnшuрuгu 

1. к.уЙндагн бнр жннслн снстемаларнннг умумнА ечнмннн 
номаълумларнн iiукагнш уt'yлндан фойдаланмай топннг: 
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а) ", {у'= -7u+z 
z'= -211-5z, 

б) {Y'=1I- 3Z, 
z'=311+Z; 

!
y,=y-z+rIJ 

В) z'=y+z-w 
w'=2y-z . . 

Ж: а) y=e- 6'(С,сosх+С2siпх), 
z =е- 6• «С, + C2)cosx- (С,- С2) sinx); 

б) y=e'(C,cos3x+C2sin3x), 
z=e'(c,sin3x- C2COS3X); 

В) у=С,е'+С2~Z+Сзе-Z, 
z=C,e'-3Сзе-

Z . 

w = С,е' + С2е2х - 5С.1е- Х . 

2. Тенгламалар снстемасннннг умумнА ечнмннн номаъnумлар· 
нн йукarнш усулн бнлан топннг: 

а) (y'=-5y+2z+e'. 
tz'=у+6z+г 2z ; 

б) {Y.'=3Y-2Z+X, 
z =3y-4z; 

!
y'=5Y+2Z-3W, 

В) z',=4Y+5Z-4W, 

W =6y+4z-4w. 

-
Ж: а) y=C,e-4x+C~-7'+ :oe'+-i-e-2., 

-~C -4'_С -7х+ 1 х+ 3 -Ь. z- 2 lе ~ -.ое --we ' 
б) у-2С e2Z+C"p-з._~х_~ 

- 1 ~ 3 18' 

z-C e2'+3C"p-З'-~Х-~' 
- 1 ~ 2 12' 

В) у=С,е'+с~2z+Сзез., 

z= СlеХ +2СзеЗZ , 
w = 2СIе'.+ С2е2х + 2СзеЗZ • 

3. Бернлган днфференцнал тенгламалар системасн учун Коши 
масаласннн ечинг: 

!
y'=w+z- y , 

а) z',=w+y-z, 

w=y+z+w, 

ylz_o= 1, zl,_o=w Iz_o=o; 
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!
y'=z+w, 

б) z', w + у' у I x~o= -1, z I x~o= 1 , 

w =y+z, 

) 1 -Х+ 1 2х+ 1 -2х 
Ж: а у=зе ~ ze > 

1 -х+ 1 2х le-2x 
z=зе 6е -2 ' 

1 -х+ 1 2х 
w=-зе зе ; 

7 - мустак.uл uш 

1. Дифференциал тенг ламалар системасининг умумий ечимини 
топинг: 

а) {у' =z+tg
2
x-l, б {y'=y+z-cosx, 

z'= _·y+tgx; ) z'= -2y-z+sinx+cosx . 

• Ж: а) y=C.cosx+C2sinx+tgx, 

г= -Сlsiпх+С~оsх+2; 

б) у=Сlсоsх+С~iпх-хсоsх, 

г= (C 2-C1)cosx- (C1+C2)sinx+x(cosx+sinx) . 

2. Коши масаласини ечинг: 

а) {y'=-2У -Z+SiПх , ylx~o=-I, zlx~o=O. 
z'=4y+2z+cosx; 

б) у'=4у+г+36х; 

г'= -2у+г+2еХ ; У I x~o=O, z I x~o= 1. 

Ж: а) y=2sinx-l , 
z=2-3sinx-2cosx; 

б) У= 10е2Х _8е3Х _еХ +6х-l, 
Z= _20е2Х+8е3Х+3еХ+ 12х+ 10. 
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9- б об 

I(.АТОРЛАР. ФУРЬЕ АЛМАШТИРИШЛАРИ 

1- §. с ОН"'" к.атор",ар 

9.1.1. Сонлн Ul, и2, ... , и., ... кетма-кетлнк бернлган буленн. Ушбу 

и 1 + и2 + ... + и. + ... = ~ и • 
• -1 

ку[)ннншдагн йиrнндн СОНАи к,атор дейилади, Ul, и2, ... , и., ... еонлар 
к,а горнинг ~адлари, катарнинг n- х.ади и. эса каторнинг УJIIУJllиа 
~aди деб аталадн. 

Санлн катарнннг даетлабкн n та х.адннинг йиrнндиеи S. 
оркалн белгнланадн ва каторнннг n- хусусий auf'UнauCU дейилади: 

S.=UI +и2+ ... +и •. 

Агар limS.=S- чеклн лимнт маВ>куд булеа, катор як,иНIШ-

шувчи, S - унннг tlиf'индиси деЙиладн. Агар limS. = 00 .-'"' 
ёки мавжуд булмаеа, катор узок,.IIаШУ8чи деЙнладн. 

к.уЙндагн 

R. = и n + 1 + и n + 2+ ... + иn + ... + ... 
нфада ~TOPHиHг n-к,О.llдиf'и деЙнладн. 

Геометрик прогрееенянннг х.адларндан тузнлган 

'"' 
а+аq+ аq2+ ... + uч·-I+ ... = ~ aqO-1 

0-1 

булеа, 

катар I чl ;;,. [ булганда узоклашувчи, I чl < [ булганда Rкинла-
а 

шувчидир (бунда у S=-,- йнrнндига зга). 
-ч 

Уш6у 

" , '"' , 
I +"2+"3+ ... +-;+ ... = ~-; .-1 

катор гаРАСоник к,атор деб аталади, у узоклашувчнднр. 
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УJAУNлашган гаРААоник к,атор (ёки Дирихле катори) деб 
аталувчи 

I I I '"' I 
I +"2Р+ЗР +···+nР + ... = ~ пр .-1 

катор p~ I да узоклашувчи, Р> I да якинлашувчидир. 
к.аторнинг якинлашувчи булишииинг эарурull шартu: Агар 

L и. катор якинлашеа, у х.алда limu.=O . 
• -1 

к.атор узоклашувчи булишининг (катор узоклашишининг) 
'"' 

етарлu шартu: Агар Iimu.*,O булеа, L и. катор узоклашади. 
,,_а3 11_1 

м и е ол . Ушбу каторнинг ЙИFиндиеини топинг: 

I I I I 
(":2.з+ 2·3·4 + 3·4·5 + ... + n(n+l)(n+2) + .... 

Е ч и ш. к.аторнинг умумий х.ади и. = I ни еодда 
n(n+I)(n+2) 

каерлар ЙИFиидиеи куринишида ифодалаймиз: 

I А 8 С 

n(n+I)(n+2) =n+ n+1 + n+2· 

Бундан 
1 =А(n+ 1) (n+2) +Вn(n+2) +Сn(n+ 1) . 

Бу ерда кетма-кет n= 1, 11-=2, n=з кийматларни бернб, х.осил 
булган чнзикли тенгламалар еиетемаеини ечиб, А =+, в = - 1 , 

С=+ ни х.осил киламиз. 
Шундай килиб, 

I I I I I 
и.=-·----+-·--

2 n n+ I 2 n+2 

ёки 
I (1 2 1) и. ="2 n - n + I + n + 2 . 

Буердан: 

I ( 2 1) u 1="2 1-"2+з ; 
и2=~(~-~+~)· 2 2 3 4' 

из=~(~-~+~)· 
2 3 4 5' 

и4=~(~-~+~)· 
2 4 5 б' 

1(1 2 1) и.="2 -.- n+1 + n+2 . 

22-665 337 



Чап аа унг т~монларни жамлаймнэ: 

1(1 I 1) S·=2 2"- n+1 + "+2 . 

Шундай I(нлнб, limS.=+. демак, I(атор Яl(ннлашуачн аа n_.., 

унннг ЙНFннднен S=+ га тенг. 
9.1.2. Яl(ннлашуачн I(аторларнинг хоееалари: 

а) Агар ~ и. I(атор Яl(инлашуачи булиб, унинг ЙНFннднеи ._1 
S га тенг булеа, у х.олда 1: Ли. (Л-уэгармае сон) I(атор х.ам ._1 
ЯI(IIнлашуачн буладн аа унинг ЙИFинднен Л·S га тенг буладн; 

.., .., 
б) агар 1: и. аа ~ и. I(аторлар Яl(инлашуачн булнб, ЙНFННДН-

,.-1 11_1 
.., 

ларн мое рааишда S х.амда (j га тенг булеа, у )f.олда 1: (и.±и.) ._1 
I(атор х.ам Яl(инлашуачи булнб, ЙНFннднен (S±(j) га тенг булади; 

а) агар I(атор Яl(ннлашуачн булеа, у )f.олда унда неталган 
чекли еондаги J(адларнн ташлаб юбориw ёки унга чеклн еОНД8ГН 
х.адларни I(УШИШ натижаеида J(оенл булган I(атор J(aM як.инлашуачн 
булади, 

J - дарсхона ТOnШUРUFU 

К,аторларнннг Яl(инлашуачн эканннн небот I(нлннг аа уларнннг 
ЙНFнндненнн топннг, 

.., I 

1. ~ (2n-1)(2n+l) .-1 
2. ~ (3n-2)(3n+l) ._1 

.., 
3 ~ 3"+2" 

1'1_1 б" 

4. ~ 
11 

._1 (2n_I)2/ 2n +1)2 ' 

I 
Ж: S=2' 

I 
Ж: S=э' 

3 
Ж: S=2"' 

I 
Ж: S=S' 
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J-"'уста~ uш 

К,аторларнинг як.иилашувчи эканини исбот к.илинг ва АИFИНДНСН­
нн топинг. 

1- ~_I- Ж· _.!.'.. ~ n(n+3) . . s- 18· 
0-1 

2_ 1: (3n-I:(3n+2) Ж: S=i- . 
• -1 

3. 1: 5"+2' . Ж: S=~ 
10" 4 . 

0-1 

~ 2n+1 4. ~ 2. Ж: S= 1 . 
• _1 n2 (n+ 1) 

~ 1 Ж· S-~ 5. (2n-I)(2n+5) . - 90· 
0-1 

2- f. Мусбат цдли к.аТop.IIарнииг 
ЯIUIИ.llаwиw ~'узouаwиw lLIIомаТ.IIари 

9.2.1. Таккослаш аломатн. Агар мусбат х.адлн нккнта -
~ u. ва ~ ио катор бернлган булиб, бнрор N номердан бошлаб 

11_1 11_1 

". ~ и. тенгснзлнк бажарнлса, у халда: 

а) ~ и. каторнннг якннлашншндан ~". каторнннг хам якнн-.-1 .-1 
лашншн келнб чнкадн; 

б) ~". каторнннг узок.пашншндан ~ и. каторнннг хам узок-
0-1 .-1 

лашншн келнб чикадн. 
1- м и с о л. Ушбу 

~ 1 1 1 1 1 
~ n.2" =~+ 2.22 + 3·23 + ... + n·2" + ... 

0-1 

каторнннг якннлашувчи ёкн узок.п8ШУВЧИ эканннн текшнрннг. 

1 1 - 1 
Е ч и ш. ".=-2" ~-2"=и. эканлнгн равшан. ~ - катор мах-

n· 2" 
0-1 
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ражи q=i< 1 булган геометрик прогрессия хадлари ilИFИНДИ­

сидан иборат ва у якинлашувчи. Таккослаш аломатига кура 
берилган катор хам якинлашувчидир. 

2-мисол. Ушбу 

~ ~=~+~+ + Iпn + 
~ n 2 3 ... n ... 

• =2 

каторнинг якинлашувчи еки узок.лашувчи эканини текширинг. 

Е Iпn 1 ~ 1 
Ч И ш. Барча n~3 учун u.=-->-=u •. ~ -- гармоник 

ппп .-1 
каторнинг узоклашувчаНJlигидан ва таккослаш аломатидан бе­
рилган каторнинг хам узок.лашувчи булиши келиб чикади. 

9_2_2_ Таккослашнинг лимит аломати. Агар хадла-

ри мусбат иккита ! u. ва ! u. катор берилган БУлиБ. чекли ва 
11=1 11=1 

и 

мусбат lim-" =А лимит мавжуд булса. у халда иккала катор бир 
1,_00 и" 

вак.тда якинлашади еки бир вактда узок.лашади. 
3- м и с о л. Ушбу 

.. 1 1 1 1 1 
L 2n-I =1+3+5+···+ 2n-I + ... 

11=1 

каторнинг якинлашувчи еки узок.лашувчи эканини текширинг. 

Е ч и ш. Берилган каторни гармоник ~..!.. катор билан так­
n 

11=1 

кослаймиз: 

, . и, 1. 2n-I 1 
,т-= 1т ~--=->O 

II-СЮ и,. "_CIO I 2 . 
n 

Гармоник катор узок.лашувчи жанидан берилган каторнин/' 
х.ам узоклашувчи экани келиб чикади. 

4- м и с о л. Ушбу 

.. 1 1 1 1 
L 2'+1 = 2+1 + 2'+1 + ... + 2'+1+··· 

.=1 

каторнинг ЯКИН.1а шувчи еки узокла шувчи эка нини текшири нг. 

340 



Е ч и ш. Таккослашнинг лимит аломатини КУ.1J1ашда махра· 

жи+ га тенг булган геометрик прогресеиядан фоЙдаланами). 

1 

1· 2' + 1 l' 2' l' 1 1 О 1т --1-= 1т 2")= Im--
I
-= > 

n_OD II_с:.) + II+\Z) 1+_ 
2· 2' 

ва ~ ~ катор якинлашувчи булгани учун (q=i< 1) берилган 
,-1 

катор хам якинлашади. 

9.2.3. Д а л а м б е р а л о м а т и. дгар муебат хадли ~ и. ка· .-1 
тор учун lim и, + 1 = d ма вжу д булеа, у холда бу катор d < 1 да 

II_CICI "" 

якинлашади, d> 1 булганда узок.лашади. 
5· м и е о л. У шбу 

"" 211 - I I 3 5 211 - 1 
~ -r--=2"+"22+"22+"'+-2'-+'" .-1 

каторнинг якинлашувчи ёки у-зок.лашувчн эканини текшнринг. 

Е 211-1 211+1 
ч и ш. Бу ерда и.=--у- ва u.+I=~' 

шунинг учун 

lim и,+. = lim ~+1).2· = 
и, 2" + 1 (211 _ 1 ) 

I+-~ 
. 211+1 1. 211 1 Ilm--=- Ilm---=-< 1 . 

2._",,211-1 2'_""1_~ 2 
211 

демак, берилган катор якннлашадн. 
9.2.4. К о ш н а л о м а т н. дгар муебат хадли ~ и. катор .-1 

учун liт ~и. =с мавжуд булеа, бу катор С< 1 булганда як.инла· .-"" 
шадн, С> 1 да узок.лашадн. 

б· м н е о л. Ушбу 

~ ~ (1 +~ \-' ._1 2 11 J 
. . 

к.аторнннг якннлашувчн еки узок.лашувчи эканинн теКШНj>ИНГ. 
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1 ( 1 у," Е ч и ш. u.=Z; I +n J булганн учун 

. :г . 1 ( 1 t е 11т Vu.=llm- 1+- =->1 
11_11» n-tZ) 2 11 2 

Дема к, бернлган катор узоклаШ8ДН. 

9.2.5. К о ш н н и н г и н т е г р а л а л о м а т и. Агар ~ u .-1 
каторнинг хадлари мусбат аа уемаiiдиган булнб, х> I да 
аникланган, узулукенз, муебат аа манатон камаюачн {(х) функцня 
учун f(l)=U" {(2)=и2 .... , {(n)=и ..... тенгламалар урннлн булеа, 
у халда 

... 
~ f(x)dx 
1 

хосмае интеграл якннлашеа, бернлган катор хам як.ннлашадн аа 
аКСlIнча, хосмас интеграл узоклашса, катор хам узок.лашадн. 

7-мисол. ~ ~ каторнннг якннлашуачи ёкн узокла­
(n2+ 1) .-1 

шуачн эканннн текшнринг. 

Е ч н ш. {(х) = z'l2X n деб 
( +1) 

алаiiлнк. Бу функцня Кошннннг 

интеграл аломатининг барча талабларинн конднрадн. 

... N 

~ 2xdx l' ~ d(1 +z'l) l' ( 1), N - 1т - 1т --- -
(z'l+ 1)2 - N_... (z'l+ 1)2 - N_.. z'l+ 1 1 -

1 1 

= lim(-2-
1 -+..!.)=...!... 

N_ ... N + 1 2 2 

Демак, хосмае ннтеграл якннлашадн, шунннг учун бернлган 
катор хам як.инлашади. 

2- дарсхона тonшuрu"u 

1. к.уАндагн каторларнннг якннлашуачн ёкн узоклашувчн эка­
ннни текшнрннг: 

.-1 
... ,. 
~ siП-r' Ж: якннлашадн. а) 

б) 
... ,. 
~ tg4n"' 

• -1 
Ж: узоклашадн . 
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в) 

г) 

д) 

е) 

~ 'П(II+ J) 
n-I 

.. 311-1 

~ ("'2 )n . 
n_1 

~ 
n_1 

~ II
n 

"'" 111· 
• -1 

Ж: узок.лашадн. 

Ж: як.ннлашадн. 

Ж: як.ннлашади. 

Ж: узок.лашадн . 

ж) i (211~I J. 
0-1 

Ж: як.ннлашади. 

3) ~ n_' (1I+1)ln
2
(1I+1) Ж: як.инлашади. 

2. Исбar к.илннг: 

а) lim~=O; 
11_00 n. 

IIn 

б) lim-
7

=O. 
п_ ... (II!) 

2- .. устаlfjШ uш 

к.уЙндагн к.аторларнинг як.инлашувчи ёки узок.лашувчи эканннн 
текширннг . 

.. 
1. 1: 211~' . 

Ж: узок.лашадн. 

n-I 

... 2 

2. 1: -;-. Ж: як.инлашадн. 11. 
n_' 

... 1 
з. ~ arctg"n· Ж: як.нилашади . 

• _1 

... 
4. ~ . n 

SIП2п . 

n_' 
Ж: узок.лашадн. 

5. .~I 112+211+5 Ж: ЯlUIнлашади. 

343 



3-1. fэгарувчи иwорa.nи UTop.IIap 

9.3.1. Хадларннннг ншораларн турлнча булган к.атор gзгарувчu 
uшоралu к,атор деАнладн. К,аторнннг )(ар бнр мусбат )(адндан кеАнн 
манфнй )(ад ва )(ар бнр манфиА )(адидан кеАин мусбат )(ад келса, 
бундай катор uшораларu навбатланувчu к,атор деАилади. Ишораси 
навбатланувчн к.аторни бундай ёэиш муМкин. 

~ (-I)·+IU.=UI-U2+uэ-.·.+(-I)·+lu.+ ... (u.>0) . 
• -1 

Л е й б н н ц а л о м а т н, Агар ишораларн навбаТЛ8111УВЧИ 
каторда к.атор )(адларннннг абсолют к.нАматлари камаювчн, яънн 

UI >U2>UЭ> ... >U.> ... 
булнб, унннг умумнй х.адн и. напга ннтнлса: Iimи.=О, у J(олда 

"-'" 
бу катор якннлашувчи булади ва унинг АИFИНДИСН S ушбу 
0< S < UI шартни к.аноатлантиради. 

Ишораси навбатланувчи катор КОЛДИFИ I R.I <·U.+ 1 тенгсиз· 

лнк билан ба)(апанади. 
1· мнсап. Ушбу 

~ (-I)·+I~=I-~++- ... +(-I)·+I~+ ... 
• -1 

каторнинг якинлашувчанлнгнни текширннг. 

Е ч н ш. Берилган катор учу н ЛеАбн'иц аломатинннг шартлари 
бажарилаяпти, яъни 

I I I 
1>2">з>"'>n>'" 

ва 

limu.= lim~=O 
П-с.) п __ 11 

Шу сабабJJн катор якинлашади. 
9.3.2. А б с о л ю т в а шар т л н я к н и л а ш у в ч и 

к а т о р л а р. ~згарувчи ншоралн U 1 + "2+ UЭ+ ... + и.+ ... к.атор 
берилгаи БУJlнБ, унинг х.адларининг абсолют киАматларндаН 
тузнлган 

IUII + IU21 + IU.11 + ... + lu.1 + ... 

катор якинлашувчн булса, берилган к.атор абсолют lIк,UНAiJШ!JВЧ/l 
к,атор деЙилади. 

Агар уэгарувчн ишорали к.атор якинлашувчн булнб, бу к.ато!' 
х.ад.1арннннг абсапют киАматларндан туэнлган катор узок.лаШУВЧII 

з« 



БУлса. у х.wща берилгаи узгарувчи ишорали к.атор· шаРТАU 
як,uмашувчu к,атор деЙилади. 

2·мисол. ~ _sinna = sina + sin2a + + sinna + ::1 n] 1] i' .,' n] ... 

к.аторнинг як.инлашувчанлнгини текширинг. 

Е ч и ш. i ISin:czl каторни к.араЙмиз. Isin nc.tl ~ 1 булганли-
n_1 11 

ги учун 

Isinnczl :os;::: ~=tI. ".= ·-n-]' ...... n] 

ни х.осил киламиз. i ~ катор якиилашувчидир. чунки у умум-
11_1 n 

лашган гармоник к.атор БУлиБ. р=з> 1. Таккослаш аломатига 

.-1 Isinnczl катор ~ -n] х.ам якинла шувчи. Демак. берилган кура. 

~ sin:cz к.атор абсWlЮТ якинлашувчидир. 
11-1 11 

3- дарсхона ТonШUрuF'U 

к.уЙидаги каторларнинг шартли ёки абсWlЮТ якинлашишини 
текширинг: 

1. ~ (_ 1)' + 1-2 n_ . 
0_1 n +1 

Ж: шартли якинлашувчи. 

"" (_1).+1 Эn-2 . 2. ~ Ж: узоклашувчи. 
Эn-I .-1 

3 1: (-I)·+lln(nl+l) Ж: шартли якннлашувчи . 
• -1 

4. i (_1)0+1_1_. 
Ж: абсWlЮТ як.инлашувчи . • _1 n·2" 

"" 3 
5. ~ (_I).+I.!!..... 

Ж: абсWlIOТ якинлашувчи . • _1 2· 

6. ~ 
(-1)· 

Ж: шартли якинлашувчи. 0-1 n-Inn 

... 
7. ~ (_1)0+1 611:5 . Ж: УЭОКJIашувчи. 

0-1 
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3- мустак,иА UШ 

Каторларнннг шартлн ва абсолют як.ннлашншннн текшнрннг: 

1. ~ 
cos2nC1 

Ж: абсOllIO'l' як.ннлашувчн. 
n2+ 1 .-1 

2. ~ (_1)·+1_1_. 
• _1 . Гп+Т 

Ж: шартлн як.ннлашувчн . 

3. ~ (_ 1).+ 1 3: . Ж: уэок.лашувчн. 
1'1-1 n 

4. ~ (_ 1 ) • + 1 n + 1 
• _1 n2+n+ 1 

Ж: шартлн як.ннлашувчн . 

5. ~ (-1)·+1-2-1-. 
• _1 n +4 Ж: абсолют як.ннлашувчн . 

4- §. Функциона.ll цторлар, 

У.llарнинг _IUIН.IIашиш сох.аси 

9.4.1. Хадларн х нннг функцняларндан нборат булган 

... 
ul(x) +и2 (х) + ... +и.(х) + ... = ~ и.(х) .-1 

к.атор функцuDНaЛ к,атор деЙнладн . ... 
Агар 2: и.(хо) сонлн к.атор як.ннлашса, функцнонал к.атор х=хо 

0-1 

нук,тада як,uнлашувчu деЙнладн. х нннг 2: и.(х) к.атор як.ннлашув-.-1 
чн булад1fган барча к.иЙматлари туплами функционал к.аторнннг 
як,uнлашuш CO."facu деЙнлади. 

S.(x) =UI (х) +и2(Х) + ... +и.(х) йнrиндн функцнонал к.аторнинг 
n· к,UСМUЙ ЙUFuндuсu деЙнладн. S(x) = limS.(x) фУНКЦНIiI функцио-.- ... 
нал к.аторнинг ЙUFuндuсu деб, R.(x) =S(x) -S.(x) аllирма эса к,атор 
к,ОАдиги деб аталади. 

I-мнсол. Ушбу 

... 1 1 1 1 
~ -Ъ;-=--Т+--4 + ... +-----ъ+ ... 

• _1 1 +г· 1 +.г 1 +х 1 +.г--

функционал каторнннг як.инлашиш сох.асинн тonинг. 
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Е ч и ш. к.аторнинг умумиА хади: и.(х) =~. Агар 1.1'1 < 1 
I +.г" 

булеа, у ХOllда limu.(x) = lim~= 1, бирок, limu.,?,,=O булга-
"-01:1 11_8 I +А ,,_OID 

нн учун, катор уэоклаwувчиДир. 

Агар 'хl = 1 булеа, яна УЭOlUlаwувчи 

каторни хосил киламиэ. 

I I I 
"2+"2+"2+'" 

Агар 'хl > 1 булеа, у ХOllда берилган каторнинг х.адлари ушбу 

I I I 
7+7+"'+Тn+'" 

чекеиэ камаювчи геометрик прorреееия хадларидан кнчик булади, 
демак таккослаw аломатига кура, катор якинлаwади. 

ШундаА килиб, берилган функционал каториинг якинлаwнw 
еохаеи (- 00, -1) U (1, + (0) дан иборат булади. 

9.4.2. Агар ЯКlIнлашувчи ~ и.(х) функционал катор учун хар .-1 
кандаА е >0 берилганда х.а.м wундай N (е) номер топиw мумкин 
БУлеаки. n ~ N булганда ra. Ь] кесмадаги исталган х учун 1 R.(x) 1 <е 
тенгеизлик бажарилеа, 6ерилган функционал катор [а, Ь] да текис 
Rк,UНАаШУВI(U дейиладио 

Функционал каторнинг текие якинлашувчи 

б У л и ш и н и н г В е А ерш т р а е е а л о м а т и: агар ~ и.(х .-1 .., 
функционаJ1 катор учун х.адларн муебат еонли шундай ~ С" ка тор .-1 
мавжуд булнб, х Е /а, Ь J да 1 и" (х) 1 ,.;;;; с, булеа, у холда функционал 
катор бу /а, Ь) кеемада текне якинлаwадн. 

2-м и е·ол. Уwбу 

~_-4_1_+ "0 + (-1) '01-1-2-1-+ 000 

.г+ 1 " +2 .г'+1I 

катор х нинг барча кийматларида текне якинлаwнwннн иебот 
КНЛИНГо 

Е ч и ш. Лейбниц аломатига кура берилган иwораеи навбатла­
wувчи катор х нииг иеталган кнйматларида якннлаwади, wунинг 

учун бу каторнинг КOJIДИfИ I R, (х) 1 < и,,+ 1 (х), яъни I R" (х) 1 < 
1 I - б <--=2-+:-:2~--<--I тенгси:JnИК ердамида ах.оланадио 

,," +11+1 11+ 
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Раншанкн, иеталган е>О учу н шундай N номер танлаш 
мумкинкн. барча n>N на иеталган х учун IRn(x) 1 <е тенгеизлик 
бажарилади. 

Шундай килиб, берилган катор текие ilкинлашади. 

З· м и е о л. Вейерштраее аломати ёрдамида 

cosx cos2x cosnx 
-)2+~+"'+~+'" катор барча хлар учун текие якинла-
шишини иебот килинг. 

Е ч и ш. 
cosnx I I I I 

lu.(x) 1 = 1-2-1 ~-2 на 1+2"+2"+"'+2"+'" катор якинла-
n n 2 з n 

шунчи булгани учун берилган катор барча х лар учун текие якинла­
шади. 

9.4.3. Теки е якинлашунчи функционал каторларнинг хосеалари: 
а) агар тские якинлашунчи функционал каторнинг х.адлари 

[а, Ь] кеемада узлукеиз булса, унинг ЙИfиндиеи S(x) х.ам бу кеемада 
узлукеиз булади; 

с.) агар ~ и.(х) функционал к,аторнинг х.адлари [а, Ь] кеемада .-1 
уз.,,'укеиз булиб, катор бу кеемада текие якинлашунчи булеа, 
у х.OJIда 

ь ь ь ь 00 ь 

~S(x)dx= ~ul(x)dx+ ~U2(x)dx+ ... + ~Un.~x)dx+ ... = ~ ~u.(x)dx, 
Q а са jJ 11--1 а 

бу ерда S(x) - катор ЙИl'индиеи; 
~ 

н) ~ и.(х) функционал каторнинг х.адлари [а, Ь) кеемада .-1 
аник.ланган на бу кеемада ц~(x) узлукеиз х.осилаларга эга БУленн. 
Агар бу кеемада берилган катор якинлашунчи на унинг х.адлари 
х.осилаларидан тузилган 

00 

~ ц~(x) =иЦх) +ц2(х) + ... +ц~(x) .-1 
катор текие якинлашунчи булеа, у х.олда функционал каторнинг 
ЙИl'индиеи S(x) х.ам [а, Ь) кеемада х.оснлага эга булади на 

00 

S'(x) = ~ ц~(x) . 
• -1 

4-миеол. Ушбу 

aretgx+ aretg---;-2- + aгetg ~г + ... + aretg ~/_ + ... 
2 у зуз пуп 

каторга каторларни х.адма-х.ад дифференциаллаш ТУFрнендагн 
хосеани та~бик килиш мумкннмн? 
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Е ч н ш. Берилган каторнн якинлашувчи 

х х х 

Х+-3/2 +372+···+372+··· 2 3 n 

катор билан таккоелаймиз (исталган тайин х да). 

Етарлича катта n ларда aгctg_X __ _ х_ булгани учун ва так· 
n3/2 n3/2 

коелашнинг лимит аломатнга кура бернлган катор х.ам якннлаша­
ди. Берилган катор умумий хадннинг х.оеиласннн топамиз: 

n3/2 
u~(x) =--­

~+n3 

Хоенлалардан тузилган катор куйидаги курннишга эга: 

1 2 ·/2 3 у3 n "';n ""23+ """"2З+ ---т-з + ... + ""23 + ... 
r+l г+3 г+3 г+n 

Бу каторнннг хадлари якинлашувчи 

1 1 1 
1 + 2 "';2 + 3 у3 + ... + n "';n + ... каторнинг мое хадларидан кичик 

эканини курамиз. Демак, Вейерштрасс аломатига кура х.оенла· 
лардан тузилган катор (- 00, + (0) ораЛИКда текис якинлашади, 
бинобарин, каторларнн днфференциаллаш хоесасинн берилган 
каторга куллаш мумкин. 

4- дарсхона ТОnШUРUFU 

1. К,атор.1арнинг якннлашнш сох.асннн топинг: 

.., 
~ 

х· 
а) ~ x·- I ; б) ~ Iп·х; в) ~--_ .. 

.-1 .-1 "_1 1 +~"' 
.., .., .., 

г) ~ sin~; д) ~ .Jx + 2)" . е) ~ e-in-Ilx. 

"_1 2" "_1 (2n-l)4"' ._1 

1 
Ж: а) -1<x<l; б) -<х<е;в) x=l=±1 ;г) -оо<х<+оо; 

е 

д) -8:S;;;;x<2; е) О<х< + 00 . 

2. Ушбу 

2x+l ~(2X+]_)2+~(2X+l )3+~(2X+l )4+ ... 
х+2 + 2 х+2 4 х+2 8 х+2 

катор [-1, 1] кесмада текис якинлашншинн курсатинг. 
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з. К,аторларнинг текие як.ннлашиш еох.аеннн топннг: 

а) 
~ siПlI.l" 

II! ,-, 
... 

б) ~ COSIIZ 

,_, 2" 

Ж: а) -оо<х<+оо; б) -оо<х<+оо. 

4- ACycTalljuA UШ 

1. Функционал каторнинг якннлашиш еох.аеинн топннг: 

1 1 1 1 
а) 1+-+-+-+ ... +-+ ... ; 

z'" з'.' 11' 

1 1 1 1 
б) -г-+ ~ r'l 2 + 2 r'l 3 + ... + 2 r'l + ... ; 

..... +1 (+1) 3 ( +1) 11 ( +1)· 

Z 2.0.1" Z 
8) хtg"2+лg.+- .. +x"tg~+- ... 

Ж: а) I<x<+oo; 
б) -оо<х<+оо; 
8) -2<х<2. 

2. Ушбу 

r'l ~ Х· z" 
Х+т+.+в+·· -+ 2'':'·' +- .. 

каторнннг (-2, 2) оралик.да текне як.ннлашишннн текшнрннг. 

з. Ушбу 
1 1 1 1 

eosx + ~os2x + ~osзх + ~OS4x + ... + ~osnx + ... 

каторнн 1~,.!j-] кеемада x.aAma-JUjА ннтеграллаш мумкинмн? 

Ж: Мумкин, чунки бернлган к.атор (- 00, + 00) да текне 
якннлаШУ8ЧНДНР· 

5- ,. Дараа ... 1I QTop.Iap 

9.5.1. Ушбу 

ао+а,(х-хо) +а2(х-хо)2+ ... + а.(х-хо),+ ... = 1: а.(х-хо)· .-, 
курннншдагн функциоиал к.атор дараЖйAU IIjQTop деАНЛ8J1.Н. Бу ерда 
a~ а,. а 2 • ...• а •. ... -Узгармае еонлар даражалн к.аторнинг коэффu­
цuентларu деЙиладн. 
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Хусусий х.OJIда. хо=О да ушбу даражали к.аторга зга буламиз: 

'"' 
ао+аlх+а~2+ ... +а,.ж·+ ... = ~ а.х· . 

• _0 

'"' 
А б е л ь т е о р е м а с и. а) Агар ~ а.х" даражали к.атор би-._0 

рорта X=XI*O иук.тада як.иилашса. у х.OJIда ух иииг Ixl<lxll 
теигсизликии к.аиоатлантирувчи х.ар к.аидаЙ к.иАматида абсOJlЮТ 
я к.и ила шади; 

б) агар ~ а.х" даражали к.атор бирорта X=XI к.иЙматда узок.-.-0 
лашса. у х.OJIда у Х нинг Ixl > IXII шартни к.аноатлантирувчи 
нсталган к.иЙматларида УЗОКJIашади. 

~ а.х" даражалн к.атор учун шундай (-R. R) оралнк. мавжуд-.-0 
кн. У мазкур оралнк. ичнда абсOJlЮТ як.инлашнб. ундан ташк.арнда 
эса УЗОКJIашади; бу оралик. к,tlTOPHинz R~иНАашиш орал/ии 
деilилади. R сони R~инлашиш радиуси деilилади. у хусуснй х.OJIларда 
О ёки ао га тенг булнши х.ам мумкин. Як.ИНЛ8ШИШ ораЛИfННННГ четки 
нук.талари Х= ±R да даражалн к.аторнинг як.инлашиши ёки 
уЗОКJIашиши масаласи алох.ида х.ал к.илинади. 

9_5.2. Агар к.аторнинг барча ао, al. а2 •.... а •• '" коэффициентлари .. 
НOJIга тенг булмаса. ~ а.х" даражали к.аторнинг як.инлашнш ._0 
радиуси ушбу формула орк.али аНИКJIанади: 

R= liml~1 ёки R= lim-I
-

,.-.аа °11+ I II-Ф .уто:т 

Агар к.атор фак.ат жуфт ёки ток. даражаларни уз ичига OJIса ёки 
даражалари карралк БУлса. ва х..К .• у х.OJIда як.инлашиш ораЛИfl1 
бевосита Даламбер ёки I(оши аломатларидан фоiiдаланиб топи­
лади. 

~ а,.ж"Р к.атор учун як.инлашиш радиуси к.уЙидагича топилади: 
n_о . 

Р 

1· I а. I - R Р 1т -- еки = 
"-со аll + ! 

lim-I
-

"-'"' ~Тй.I 
R= 

1- м и с ОЛ. К,уйидаги к.аторнннг як.ннлашишини текширинг: 

1 1 2 1 Э+ 1" +Х+2"Х +зХ ... +-;;-х + ... 
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1 1 
Е ч и ш. Бу ерда а.=-;, a.+ I= n+ 1. к.аторнинг ЯlUfнлашиш ра-

диусини тonамиэ: 

R=lim I~ 1= Iim n+ I"= Iim(I+J..)=I. 
It_CIO 0"+1 11_00 n II_CIO n 

Дема к, берилган даражали К,атор (-1, 1) оралик.да абсолют 
яК,инлашади, (- OD; -1) U (1, + OD) да эса уэок.лашади. Берилган 
К,аторнинг бу оралиК,нинг чекка нуК,таларида яК,инлашувчи еки 
уэок.лашувчи зканлигини аник.лаЙмиэ. Х= 1 булганда берилган 

~ 1 • б" К,атор "-' - куринишдаги гармоник уэоклашувчи К,атор улади. 
n .-1 

Х= -1 да зса 
... 1 
~ (-1)"+1- К,аторни х.осил IUfламиэ, бу К,атор 

,._1 n 

r.КИН.lашади, чунки у Лейбниц аломати шартларнни к'аноатланти­
ради. 

Шундай К,илиб, берилган даражали К,аторнинг яК,инлашиш 
(ох.аси I - 1, 1). 

2- м и с ол. Ушбу 

~ ж6 ж9 жзn 
1 +1O+iQ2+(03+ ... +W+ ... 

к'аторнинг як.инлашишини текwирннг. __ 
1 

Е ч и ш. а.=-, шунинг учун яК,инлашиw радиусини 
10" 

R= ....,. Ilim~ = IimlO = :";10 3 l 1 3~ 3-

,,_CID V1a,,1 8--

фарму~адан топаlllllЭ. дема к, бернлган к.аторнннг ЯКНКlJашиш аралиFН 
J- 3-

(- :";10, '110) булади. к.аторнинг яК,инлашишини оралиК,нинг чекка 
3-

НУК,Т8ларида текширамиэ. Агар Х= \110 булса, катар 1 + 1 + 1 + ... 

куринишга зга булиб, бу катар УЭОКЛ8шадн. Агар х= - ~тo булса, 
катор 1-1 + 1 - ... куриииwда булиб, у х.ам уэоклаwадн. 

3-
Шундай l<.КlJиб, бернлган к.аторнинг ЯI<.НIUJашиш cOJUlCН (- \110, 

3 -
-1110 ). 

3- м и с ол. к.уЙидаги 

ж Jl z" 
1 +10+ :l'-+ ... +-;;Т+ ... 

кaTOPH~HГ як.инлашиw сох.асиии тonинг. 
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1 1 
Ечиш. a"=~,a"+I= (n+I)" 

К,аторнннг Як'ннлашиш радиусини топамиэ: 

R=lim '~ 1=lim 1·(n+I)' 
II __ OD 0,,+ I 11_00 11'·1 lim(n+I)=ao. .-.. 

Демак, берилган К,атор буту н сон укида ЯК,ИН,11ашадн. 
9.5.3. Агар умумиА курннишдагн 

ao+al(x-xo) +а2(х-хо) 2+ ... +а.(х-хо)"+ ... = ~ а.(х-хо)' ._0 
К,атор берилган булеа, унинг Як'инлашиш радиуси R олдингн 
формулалар била н аникланаверади, якинлашиш ораЛИFИ эса 
маркаэи х=хо нуктада булган (xo-R,хо+R) оралиК, БУлади. 

4· м и с о л. Ушбу 

1_ .(-~ + (.(_2)2 _ (.(_~3 + ... +(_1)" (.(-2)' + ... = 
2у2 4 уЗ 8у4 2"уn+1 

~ (_1)' (.(-2)" .-0 2"уn+1 

К,аторнинг яК,инлашнш сох.асннн тonинг. 
Е ч и ш. К,аторнннг яК,инлашиш радиуснни топамиэ: 

R= lim I ~ 1= lim _1_ 2·+
I

'Y1l+2 
.+1 ._ .. 2"уn+1 1 

=2lim -Vn
++

2
1 = 21im ~ Ii+ +1 1 =2. 

"-CID 11 n-CIO У."- n. 

Демак, i\aTOp (О; 4) ораЛИКда абсолют якннлашади. 

х=о да ~ ., 1 каторни х.осил К,иламиэ, у уэоклашади, чунки 
v n+ 1 .-0 

унииг х.адлари уэок.лашувчи гармоник каторнинг х.адларидан катта 

(и.= y~+1 > n~' =v.)-
.. I 

х=4 да ~ (-1)" .,_ каторни х.осил киламиэ, у ЛеАбниu 
• _0 v n + I 

аломатига кура якинлашади. 
ШундаА кнлиб, берилган. каторнинг якинлашиш сох.аси (0,4). 
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9.5.4. даражали каторларнннг хосеалари: 
а) ЯКИН.lашиш ора.1ИFИНИНГ ичида етуачн хар к.андаА [а, 

Ь] кеемада дара жали катор текне якннлашадн. Унинг ЙНFннднен 
якинлашиш ора.1ИFида узлукенз функция булади; 

б) даражалн каторларни уларнннt' якннлашнш ораЛИFнда 

х.адма·х.ад интеграЛ.1аш аа дифференциаллаш мумкин. 
5· М н с ол. Ушбу 

~ l' ?-I 
х+з+s+···+ 2n-' + ... 

каторнннг АИFиндненнн топннг. 
Е ч н ш. Каторнннг якннлашнш радиуеннн топамиз: 

R= I а I lim -"-
II_Ф °"+1 

1·(2n+l) =1. 
(2n-I)·1 

де.эк, (-1, 1) opaJ1HКAa катор якннлашадн, шунинг учун уни 
ЯКНН.lашнш ора.1НFида х.адма·хад днфференцналлаш мумкнн. 
Беrнлган каторнннг ЙНFнндиеинн S(x) оркали 6елгнлаеак, 

S'(x) = 1 +X2+X4+ ... +.r"-2+ ... 
Хосил кнлннган катор - геометрнк прогресеня х.адлари ЙНFНН' 

днен 8а у (-1, 1) ораЛНКда якннлашадн, унннг ЙНFннднен: 

S'(x)=_12 · 
I-r 

XocH.la.1apAaH тузилган каторни ннreтрзллаб, 6ерилган катор' 
IiИНГ ЙИFиндиеннн топамнз: 

S(x)= ~ I~.rr=iln 1 :~; 1, (lxl<I). 
о 

5· дapCXOНlJ тonишР"FI 

1. Куйндагн даражалн каторларнннг якннлашнш еохаенни 
тonннг: 

а) ~ 
(х+ 1,· 

б) ~ 
(.1<-1)0 

(2n-II' 
"-1 .-1 2" 

а) " (nх)· ; г) ~ 
(2.1<-3)· ... 

211-1 0-1 0-1 

д) ~ n!x·- I ; е) ~ 
II!Ж" 

.-1 .-1 (11+ 1). ' 

ж) ~ 
2"- 1.r2o - 1 

(11 + 1 )5..,. 
(4n-з)2 

з) ~ 2;;т. 0-1 .-1 
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Ж: а) -оо<х<+оо; б) l<х<З; В) х=О; г) '<х<2; 

д) х=О; е) -е<х<е; 
1 1 

ж) --\l2~x~ '1/2; 3) -.1 <х< 1. 

2. К,атор ЙИfиНДисини ТOIIИНГ. 

~ х' В) 
n 

~ ~'-1 .-1 2n=-Т· 
а) ~ (n+l)x'; б) .-1 ._1 
Ж: а) -1-.lxl<l; б) -ln(l-x). (-I~х<I); 

(X_I)2 

В) arctgx. Ixl ~ 1. 

5- мустак.иА UШ 

1. даражали к.аторнинг як.инлашиш сох.асини топннг. 

.., ( 5)' 
б) ~ 

(х_з)2' 
а) ~ (_I)'-I~;,-; 

(n+ 1 )lп(n+ 1) n·3 .=1 .=1 

n!х" .r" 
В) ~ г) ~ . ._1 n' tI::a:1 n 

Ж: а) 2<x~ 8; б) 2<х<4; В) -е<х<е; 

г) - 00 <х< + 00 ..• 

2. К,атор ЙИfННДИСННИ тonинг: 

а) 

Ж: а) 

~ (_I)·-1(2n_l)x2.-2; б) ! n(n+l)X'·-I. .-1 .~1 

I-~ 2 
~.lxl<l; б) ---2.lxl<l. 

(1+....-) (I-x) 

6- §. ФУНКЦИАларни Теiлор ва Макларен 
к.аторларига ёiиw 

9.6.1. Агар y=j(x) функция х=хо нук.та атрофида (n+l)-тар­
тиблигача х.осилаларга зга булса. у х.OJIда к.уЙидаги Тейлор 
формуласи уринлидир. 

f (хо) '" (хо ) 2 
{(х) =f(xo) + -I!-(x-xo) + -2!-(Х-ХО) + ... + 

f(xo) • 
+ -1-(Х-ХО) +R.(x). 

n .• 

355 



,.o+II(Z +8(ж-ж)) 
бу ерда Ro (х) = ~,.+!), о (х-хо) 0+1 (0<8< 1). R. (х) -

Тейлор формулаеининг Лагранж шаКJIидаги (3- боб. 16- §) IIjОАдUIIj 
~aдu деАилади. 

" (жо) f" (жо) 2 "О' (Хо ' • 
Р.(х) =f(xo) + -!,-(Х-Хо ) + -2-' -(х-хо) + ... + -,.-, -(х-хо) 

купх.ад y=f(x) функциянинг n- даража.лu ТеllАОР /(yn~aди 
деЙиладн. 

х=о да Тейлор формулаеининг хуеуеиА х.оли - MaКJIOpeH 
формуласи х.осил булади: 

{(х) =f(O) + "~~) х+ r'~~) х2+ ... + ,"I~~) x·+R.(x). 

{(.+II( х 
бvердаR= 8) x·(O<O<I). 

• • (11+1)' 

9.6.2. Агар y=f(x) функция хо нук.та атрофида иеталган марта 
ДlfфференциаллаНУ8ЧИ булеа 88 бу нуктанинг бирорта атрофида 

limR.(x) =0 
0-... 

булеа. Тейлор 8а Маклорен формула.1аридан ушбу 

('(Хо) f(xo). 
{(х) =f(xo) + -II-(x-xo) + ... + ----пг(х-хо) + ... 

8а 

('(О) f(O) • 
'(х) =f(O) + -i!x+ ... + пт- Х + ... 

чекеиз к.аторлар х.осил буладн. Буларнинг бирннчнеи Тейлор 
к.аторu, иккиичиеи МаКАорен к,аторu деЙилади. Бу к.аторлар х нинг 
R .(х) ~O буладиган к.иЙматларида {(х) га як.инлашади. 

1- м и е ал. у=х4 -зх2 +2х+2 функцияни (x-I) икких.ад дара­
жалари буйича ёЙинг. 

Е ч и ш. хо= 1 учу н Тейлор формулаеидан фОЙдаланамиз. 
Функциянинг х.осилаЛ8РИНИ 88 уларнинг хо= 1 нуктадаги кийматла­
рини топамиз: 

y(l) =2; 
у'( 1) = (4).3_6х+2) 1._1 =0; 
у" (1 ) = ( 12х2 

- 6) 1. _ 1 = 6; 
у'" (1) = 24xl._1 = 24; 
ylv=24; 

уу=о 8а х.. к. 
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Дема к, 

У=х4-зх2+2х+2=2+~ (X_I)2+~ (X_1)3+~ (x_I)4 
2! 3! 4! . 

ёки 

у=х4 -зх2 +2х+2=2+3(х-I)2+ 4 (х-1 )3+ (x-I )4. 

2- М и с ол. у=.!.. функция учун хо= 1 нук.тада n- даражали 
х 

Тейлор кУпх.адини езинг. 
Е ч и Ш. Функциянинг х.осилаларини аа уларнннг хо= 1 нук.тада­

гн к.нЙматларини топамиз: 

y(l) = 1; 

1 I -- -1; y'(I)=-7 ._1-

1.21 =~=2! y"(I)=-.;з .-1 1 

y"'(I) =-~ 1 =-3! 
.1'4 .. - r 

yIV(I)= 1.2}.41._1=4!, .... y(·)(I)=(-I)·х."~1 I._I=(-I)·n 

Демак, Тейлор кущади к.уЙидаги куринишда булади: 

x-I 2' .. 2 3' 3 4' 4 
P.(x)-;-I--I!-+2i(x-l) -з,(х-I) +~(x-I) + ... + 

+ (-I)'n! (x-I)"=I-(x-I)+ 
n! 

+ (X_I)2_ (x-I )3+ (X_I)4+ ... + (-1 )'(x-I )', 

Берилган функция учун к.олдик. х.ад 

R (x)=(-I)·+I 1 (X-I)'+I,O<O<I 
• (I+8(x-I))"+2 

куринишда булади. 
3· м и с ол. у=2' Функцияни Маклорен к.аторига еliинг. 
Е ч и ш. Хосилаларнинг х=о нук.тадаги к.нЙматларини топамиз: 

у (О) = 1; у'(О) =2'ln21.~0=ln2; у"(0) =2'ln221._0=ln22; 

у'" (О) =2'ln321._0=ln 32 .... , 

у"(О) =2·ln·21._0=ln"2. 

Маклорен к.аторини тузам из: 

2• 1 2 In22 2 In32 3 + In"2 • 
у= = 1 +х n +тх +'""З!Х +... ---;;!х + ... 
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Топилган к.аторнинг як.инлашиш радиусини аник.лаЙмнэ: 

R=lim '~ I = 4_18) Q,,+I 

1. (n+ I)! In'2 l' ~+ 1 
Iт---·--= Iт--=оо 

,_ ... In'21n2 n! ,_... In2 . 

Демаl(. к.атор сонлар Ук.ннннг барча нук.таларнда абсonют 
як.инлашади. 

R, (х) к.onдик. хад: 

In,+12 " "+1 
R.(x) =(n+ 1)!.2.x .0<0< 1. 

0< In2< 1 булгани учун тайин х учун ушбу тенгснэлик 
уринлидир: 

I 1 '+122" I ,,'+1 I R (х) I = -~---' -- х"+ 1 :s:: _ж __ ·2'. 
, (n+ I)! ""'" (n+ I)! 

ж' 
Бирок. исташан х учун lim -,=0 (5.2- §. з- мисon). шунинг 

11-00 n. 

учун limR,(x) =0 (исталган х да). Бу - топилган к.атор Йиrиндиси. 

исталган х ларда хак.ик.атан хам 2' га тенглигини билдиради. 

б- дарсхона ТOf/ШЧРUFU 

1. {(х) =х5 -4х+2х3 +2х+ 1 куnxадни (х+ 1) иккцаднинг 
даражалари буйича ёЙинг. 

2. {(х) =x4 -5хЗ +х2 _Зх+4 купхадни (х-4) иккихаднинг да­
ражалари буйича ёЙинг. 

3. f (х) = Inx функцияни хо = 1 нук.та атрофида Теiiлор к.аторига 
ёЙинг. 

4. f ('Х) = -V;З функцияни Хо = I нук.та атрофнда Тейлор к.аторига 
ёiiинг. 

5. {(х) =--1-1 Функцияни Мак.лорен к.аторига ёЙинг. 
ж+ 

б- .AlYCTaIl;,U.1 UШ 

1. f(х)=хIО _зх5 +1 Функцияни (x-I) иккихаднинг даража­
лари бунича ёЙинг. 

1 
2. {(х) =- Функцияни хо=З нук.та атрофида Тейлор к.аторига z 

ёйинг на як.инлашиш сохасини топинг. 
3. {(х) =х2е' функцияни Мак.лорен к.аторига ёйинг аа як.инла­

шиш сохасини топинг. 
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7-1· Баыи ФУНКЦНАларнинг 
ТеАлор 8а Маклореи к.аторларн 

9.7.1. Баъзи функциялариинг Маклорен к.аторига ёйилмаларини 
келтирамиз: 

е' = 1 + -f, + ~ + ... + ~ + .... - 00 < х < + 00 ; 

хЗ х5 ;,.-1 
siПХ=Х- 31 +5i- ... +(-I)·+I,<>_ , .. + .... -оо<х<+оо; 

;' х4 ;'. 

cosx= 1-21+41-'" + (-I)'-(2n)! +.... - 00 <х< + 00; 

;' 3 • 

Iп(I +х) =x-T+-"i-- ... + (-1).-1: +.... -1 <x~ 1; 

(l+x)m=l-ffx+ 

m(m_I)2 2 m(m-I) ... (m-n+l) • 1 + --2'---Х - ... + - ---,----х +... -1 <х< . 
. п. 

Бу ерда х.ар к.аЙси к.атор учун сох.а курсатилган БУлиБ. уида 
.1аражали к.атор тегншли функцняга як.НН.1ашадн. Охирги к.атор 
6U~OMuaA ~TOP деЙилади. 

9.7.2. Умумнй х.олда функцияларни даражали каторга ёйиш 
бевоснта Тейлор ва М a,КJlOpe н к.аторларидан фойдаланишга 
асосланган. Бирок.. амалда купгина функцияларнинг даражали 
к.аторларинн олдииги бандда келтирнлган формулалардаи ёки 
геометрнк прогрессия х;адлари ЙНFННДИСИ формуласидан фойдала­
ниб топиш мумкин. Баъзан к.аторга ёйишда х.адма-х.ад дифференци­
аллаш ёки интеграллашд,н х.ам фойдаланиш мумкин. 

1- м н с о л. ((х) = е-Ж функцияни х нинг даражалари буйича 
к.аторга ёЙинг. 

Е ч н ш. Юкорида е' учун келтирилган к.атор формуласида 
х урнига _х2 ни к.УЙсак • 

.? 4 б 2. 

е- = 1 _х2+ ;1- ;, + ... + (-1) 'Хп ! + ... 

Топнлган к.атор исталган х ларда як.инлашади. 
2- м и с ол. {(х) =cos~ функцняни х нин г даражаларн буйича 

к.аторга ёЙинг. 
Е ч н ш. Юк.оридаги cosx учун кеJ1Тирилган каторда х ни ~ билан 

алмаштнрсак. 

- х;' ~ 
cos ....;x=I-2j"+Т!- ... +(-I)· (2п)! + ... 

359 

'р­
IН. 

;5. 

ГН 



Бу катор исталган х ларда якиилашувчидир, бирок. cas"fX 
функция х..::::О Ai:l аНИКJIанмаганлигинн х:нсобга 011 са к, топнлган 
катор cas"fX га факат O:S;;;;x< + OD да якннлашади. 

3- м и с ол. f (х) 3 ~ Функцияни 'Мзклорен каторига ёАинг. 
2-х-

Е ч и ш. Берилган функцияни энг содда рационал касрлар 
НИFиндисига ажратамиэ: 

3 

2-x-~ 
_3 __ =_1_+_1_ 

) 2+х I-x· 

... 
Маълумки, I-x ~ х· катор -1 <х< 1 да як.ннлашади . 

• _0 

1 1 1 1 ~ _ ~ х 
--=-.--=- '" (-1) - катор эса -1<-<1 
2+х 2 1 +.!.. 2 .-0 2" 2 

2 

ёки 

-2<х<2 да якинлашади. Шунинг учун янги 

3 ~ х·+-} ~ (-I)·~= ~ (1 + (-~)I- )х. 
_-о ._0 2" ._0 2" 2-x-~ 

катор берилган функцияга -1 <х< 1 да як.ннлашади. 

7- дарсхона тonщцрuF'U 

Берилгаи функцияларни х нинг даражалари буАича каторга 
ёЙинг. 

1. {(х) =e- 2z ; 2. {(х) =хсasЗх; 

1 . 

':';~-z2 ' 
5. ((х) =ln(lO+x); 

3. {(х) 

7. i (х) = arc sinx. 

[ 

sinx 

4. {(х)= х' 
1, 
5 8. {(х)=-

б+х-z2 

х*О да, 

х=О да; 

7 - .АСустак,uл uш 

Берилган функцияларни х иинг даражаларн буАнча каторга 
ёАннг: 

1 -. 
1. {(x)=~; 

х 

3. /(x)=ln(l+x-12x2
); 

5. {(~) = ~8_x3 . 

б 2. {(х) 2 
8+2x-:r 

4. {(х) =2xcas2~-x; 
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8-1. Дара.ал_ IU1торлари_иr татбмlUl 
9.8.1. Функция к'иАматини таК,рибий хисоб.паш. 

Баъзи хonларда функциянинr таК,рибий К,ийматини берилган 
аник.лик.да хисоблаш учу н унинг даражали к'аторга еАилмасидан 
фоАдаланиладИ. 

1- м и с ол. е соииии 0,00001 гача аиик.лик билаи топинг. 
Е ч и ш. Х= 1 да tТ нинг К,аторга ейилмасидаи фойдаланамиз: 

1 1 1 
е= 1 +Ii+2!"+ ... +;i+ .... 

n сонни шундай аник.лаЙмизки, 
1 1 1 

е~2+2!+З!+ ... +;i 

таК,рибий тенгликнинг хатonиги 0,00001 дан ошмасин. к'олдиК,ни 
бахonаАмиз: 

1 1 1 [ 1 1 ] 
R.= (n+1)! + (n+2)! +.:.=-;., n+1 + (n+1)(n+2) + ... < 

n 

<~[_1_+ __ 1_ + ]=~. n+1 
n! 11+1 (n+1)2 ... n' 1 __ 1_ n!n· 

n+1 

Энди 
t -R<-, <0,00001 

n.n 

тенгсизликни ечиб, n~8 ни топамиз. Демак, 

1 1 1 1 1 1 1 
е~2+2!+З!+~+~+~+~+~. 

Буни хисоблаб, талаб К,илинган аник.ликдаги жавобни onамиз: 

e~2,71828. 

2- м и с ол. ~130 ии 0,001 гача аник.лик билан хисобланг. 
Е ч и ш. Равшанки, 

~130 = {jsэ+s =s\f+ ;5 =5( 1 +o,04)~. 
Аввал таиишган биноминал К,атордаи фоАдаланамнз 

(m=+ х=о,04): 

130 =5 [1 + ~.o 04+ ~(~-1) 0042+ \ з' n.' . 
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+_~(~~ =.~~H·-2) 0,04;1+ ... ] =5[1 +{.0,04--з~::! 0,042+ 

+-~~~-O,043_ ... ]= =5+f·О,2.~.0,ОО8+-:, ·0,00032- ... 
з ·3. 

Бу ишоралари навбат.1анувчи к.атор Лейбниц аломатини к.аноат­
:I<lнтиради, шунинг учун к.олдик.: IR.I <и.+/. Мазкур х.олда туртин-

~ 3 --
ЧII x.<I;{ iJ ·0,00032<0,001, демак, VI30:::::::5+0.0667-0,0009, яъни 

V 130 ::::::: 5.066. 

9.8.2. И н т е г р а л JI а р н и К. а т о р л а р ё Р д а м и Д а Х. и с о б -
.1 а Ш. Интrграл остидаги {(х) функцияни даражали к.аторга ёЙиб. 
!lаража_~н каторларни интrГР;МЛ<l1ll ТУFриС'идагн теnре',Iани к.уллаб, 
, 

~f (х Itlx шнrграJlНН даража,1И к.атор к~рини шда TClC'BHp.1a ш х.амда 

уннн" киifматинн бу каторнннг ЯКИН.~;нuиш о"а.'ИГН,lаГII х нинг х.ар 
l\.all.'t;JH киiiматида бt-РII.1ган аник.лик б",1~" \'!'~'}5ла'" I.1УМКИIi. 

,j. ~ 1/ <: 0,1. ~1'-''-dХ интеграл ни TOn""I·. 

1: '1 " Ш. е - ,:! функцняни дараЖ<tЛИ каl L'Г)Г;' ;jа/ll!IIЗ. 

_ r1 'l.l'" хЬ . \:.." 

е = 1 -х + 2!·-3' + ... -t- (-- '.- ":- 4-

;У. БУТУIi СОНJlар укида як.и1I,1а1пади, ,1t-'мак. YHI! x.a.!Ma-ха...l 

интеграЛ:lаш мумкин: 

• J х--1 х7 ",211 4 ~ 

~e· ';ах=, - j + 5.2! - ]:3'+'" + (-1 1" i2~·+IIrr' + ... 
JtаР<lжал/ каТЩНIИ интегра.l.1ашда унинг ЯI\.ИII:lашиш ОР<l.1ИГII 

5'lгармагаIlЛНI'И C'i!(Ia"JIII, х.осил I\.И.'lин!·ан к.UТОр '(11М буту н COHJlap 
~: t,,1I.11J !J к.и /1.Hl!lIa :(11. 

4 \11/ <: 0"1. ~sjllx1dx ни 0,001 га'lа аниклик бнлан х.иС'06ланг. 

Е:: ч и ш. sinx Функциянинг даражали к.аторга еиилмасидан 
фойдаланамиз (у ерда х ни :с билан алмаштирамиз): 

. ~ 1 х6 -,,10 ._1 х·0 - 2 

slПХ =х -j!+5!- ... +(-I) 'n_ '" + .... 

К,агор бутун сонлар у/(,ида як.инлашади. шунинг учун унн х.адма-
х.ад Ilнтеграллаш мумкин, яънн 

~' ~' ( х6 10 4n - 2 ) sinx2dx= x2 ___ +~_ +(_1)'-1 -" + dx-
3' 5! .. , (211-1)! ... -

(J о 

362 



( JiJ ж7 
X
ll х·о - 1 ) 11 

-j--rТ!+·I/.5Т-···+ (_1)0-1 (4n-I)(2-~-I)! +... 0= 

1 1 1 0_1 1 • 
= 3- 7·3! +-ГТ:БТ-'" + (-1 )'(4n-l) (2n"':l)! + .... 

Хосил килинган ишоралари навбатланувчи каторнинг учиичи 
хади 0.001 даи кичик, шунинг учун 

;ir' ':'tfx::::: 1 - --'-=0295 
j ;1 7·31 ' ' 

9.R.3. Д н Ф Ф " р,. Ii Ц 11 а ,1 т е н Г.1 а м а л а р н и т а к р и б и й 
{' ч., 111, AI'ili> диtt'ф"l :·ню:а.'! теlJГ.-lзмани элемеlJтар функциялар 
i;Р1:1\1llдёl aHI!! 1111,"·)" ,afi (')\'лмаса. унинг е'lИМИНИ Т,'йлор (оки 
'v\:H,.-lпреIJJIIfIll' :1:,11;,> " ,;"1\)[111 КУРИIJИJ1lИДёl I1ЗЛ31U кулайдир, 

;-). м и ( (1 1 \' "I/')\ 

tи(!)фrренциа , 1 ' 

:lj-tl~l .1iH.'T~litr.'\~1 I:~ j 

L ч и Ш, Г,·,!,, 1 ,: 

1 
, -,-=-'/ -.1:, Ylx=n=1 

"''''IIHIIHI' IщражаJIИ KaTopГёl ёЙИЛМёI('И' 
:,1.' ГОПlilll', 

.1' KClTOp куринишида изланмиз: 

, " 1(01 у"(Жп ) 2 
у(х) =у\.Ц -' . ::-.(х-х,,1 +2'-(Х-ХО) + .. ,+ 

у"(хо /--+ '-,' (Х-Хо)"+ .. · n, 

х=О да куйидагига эгаМИJ: 

1/'(0) у"(О) у''') (О) 
У(Х)=У(О)+ '-!т-Х+ 2,х2+ .. ,+ -~·-x"+, ... 

Бt'РИЛ га If У' = у' - Х дифференциал тенгла MaДёl н 
у'(О) = 13_0= 1 ни топамиз. Берилган теНГЛёlмани диффереJlILИ­
<\;I_lаймиз ва хосилаларнинг хо=О даги кийматини хисоБJJаймиз: 

у"=Зу2,у'_I, у"(О) =2; 

у"'=6у.у,2+Зу2. у", у'" (О) = 12; 

уIV'=6у'З+18у,у"у"+Зу2.у"', yIV(O) =78 ва )(,.к. 

Топилган кийматларни KёlTopгa куАиб, изланаётган еЧимни 
,осил киламиз: 

() 1 + 1 2 2+ 12 з 78 4 
ух = IТX +-2'x зr Х +4ТХ + .. ,= 

= 1 +х+х2+2хз+ J!-х 4 + ... 
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8- дарсхона ТOnШUРUF"U 

1. даражали к.аторлар ёрдамнда к.уЙидаги мнк.дорларии 
0,0001 гача аник.лик билан так.рибнЙ х.необланг: 

1 з-' 
а) -;; б) sinI2°; Н) ::";520; г) Inl,l. 

Ж: а) 0,3679; б) 8,0411; Н) 0,2094; г) 0,0953. 

2. К,уйидаги аннк. интегралларни даражалн к.аторлар ёрдамнда 
0,01 гача аник.nикда х.иеобланг: 

1/2 п., 

а) ( I-cos,rd' 
) ~ Х, 

б) ~ 1"(1 +х) dx; 0(' е'-I 
Н) ) -,r-dХ. 

о о о 

Ж: а) 0,248; б) 0,098; Н) 0,102. 
3. Аник.мае интегралларни даражали к.атор куринишнда топинг 

на х.осил к.НJ\инган к.аТОр.1арнниг як.ннлашиш еох.аеини куреатинг: 

а) ~s~,r dx; б) ~x. 

Ж: а) - 00 <х< + 00; б) - 00 <Х<О на О<х< + 00. 

4. Берилган бошланrич шартларни к.аноатлантнрунчн диффе­
ренциал тенгламалар ечимларннинг даражали к.аторга ёАилмаен­

нинг даетлабкн 6ешта х.адини ёзинг: 

а) y'=2eosx-xy2, 
б) у" = -2ху, 
8) y'=2y+x-I, 

y(O)=I; 
у(О)=у'(О) =1; 
y(l) =1. 

8- "'устак,иА UШ 

1. дара жали к.аторлар ёрдамида 0,00 1 гача аннк.лнкда х.необ­
ланг: 

з-
а) sinlo; б) ::";70; н) eoslo. 
Ж: а) 0,841; б) 4,125; н) 1,000. 
2. К,уйидаги аник ннтегралларнн 0,001 гача аннк.лнкда х.нсоб­

ланг: 

1/2 

а) ~ ,-/1 +х3 dx; б) 
о 

Ж: а) 0,508; б) 2,835. 

4 I 

~ e-;-dx. 
о 
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з. Дифференциал тенглама ечиминннг даражали к.аторга ёЙнл· 
маеннинг даетлабки учта х.адинн тonннг: 

а) у,=х2 _у. y(I)=I; б) у' = х2у +у3. y(O)=I. 

9- §. Фурье к.аторларн 

9.9.1. Агар y=f(x) функцня (а. Ь) оралнк.да чегараланган (яънн 
а<х<Ь да If(x) I <М. бу ерда М - узгармае) ва булаклн­
монотон (яънн (а. Ь) оралнк.нн х.ар бнрнда бу функцня МОIIОТОН 
булган чеклн еондагн оралнк.ларга ажратнш мумкнн) БУлеа. у х.OJIда 
бу функцня (а. Ь) оралнк.да Днрнхле шартларннн каноатлантнрадн 
деЙнладн. 

9.9.2. Агар y=f(x) функцня узунлнгн 2п га тенг (-л. л) 
оралнк.да Днрнхле шартларннн к.аноатлантнреа. у х.OJIда бу 
оралнк.нннг {(х) узлукенз булга н х.ар кандай х нук.таенда функцнянн 
Фурье трнгонометрнк к.аторнга ёйнш муМКНН. яънн 

{(х) = ~+ ~ (a.eosnx+b"sinnx) . 
• -1 

бу ерда а •• Ь. - Фурье коэффнцнентларн БУлнБ. улар к.уЙндагн 
формулалар буйнча х.необланадн: 

а.= ~ ~ f(x)eosnxdx (n=O.I.2 .... ). 

ь.=-; ~ f(x)sinnxdx (n=I.2 .... ). 

Агар х Е (-л. п) нук.та {(х) функцнянннг узнлнш нук.таен БУлеа. 
Фурье к.аторн ЙНFннднен S(x) функцнянннг чап ва унг лнмнтларн­
нннг урта арнфметнгнга тенг: 

I 
S(x) =-#(х-О) +f(x+O)J. 

Оралнк. охнрларн х=п ва Х= -л нукталарда; 

I 
S(л) =S( -л) =iff( -л+О) +f(л-О». 

9.9.3. Агар {(х) - жуфт (яънн {( -х) =f(x» булеа. у х.OJIда Фурье 
каторнда фак.ат косннуслар к.атнашадн. чункн барча ь.=о БУлнБ. 

a.---:~~ f(x)eosnxdx буладн. Агар {(х) функцня ток (яънн 
о 

{( -х) = -f(x» булеа. Фурье к.аторнда фак.ат еннуелар катнашадн. 

чункн барча аn=О булнб. ь.=~ ~ f(x)sinxdx БУладн . . 
о 
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9.9.4. (О, п) оралик.да берилгаи {(х) фуикция (-п, О) оралик.га 
ё жуфт, ё ток функция каби давом ~ттирилиши мумкин. Дема к, уни 
зарур булеа, (О, п) оралик.да косинуслар ёки синуслар буiiича тулик 
булмаган Фурье каторига ёйиш мумкии. 

9.9.5. Даври 2п булган х.ар кандай даврий {(х) функция ва 
иеталган а ER учун 

А "t.ll 

~ f(x)dx= ~ f(x)dx . . -~ 
булгани учун Фурье кmффициентларини к.уЙидаги формулалар 
буйича х.исобла ш мумкин: 

20 2а 

а.= ~ ~ f(x)cosnxdx, b.=~ ~ f(x)sinnxdx, 
о 

бу ерда n = О, 1, 2 ... 
1- м и с ол. даврн 2п булга н ушбу 

{(х) = . { О, агар -п<х<О булса, 

х, агар О~х~л булса 

Функцияни Фурье к.аторига ёЙинг. 
Е ч и ш. Берилган функция булакли узлукснз ва чегараланган 

БУ.1гани учун уни Фурье каторига ёiiиш мумкин (42- шакл). 

у 

/1 
I 

'. ., '. f '. ., " 1(' • Х 
-J" -11f 1f О 1< 211: Jr 

42· шаКJI 

Фурье кmффициентларини топаМИ1: 

.. ., '. , ( , ( , ,. 
ао =-;; ] f(x)dx=-;. ]xdx=;- 2 l' n ,,=2"; 

n 

lu=x' dU=I/x J 
а.= ~ ~ f(x)cosnxdx=~ ~xcosnXdx= dlJ=C,os.nxdx, = 

-. о 1J=-SlПnХ 
11 

, (х. 1 о '~". d)' 1 ~ , =- -SlПnх 0-- SlПnх х =~osnx =--((-I)~-I); 
ППП 1111 о IIп2 
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fI -- жуфт булганда, а.=О; n -- ток БУЛГсlllда 

2 
ЙI'I'= ----.;-, 

1In-

b"=~ ~ {(x)Sinnxdx=~ ~XSinnXdX= du=sinnxdx, = 
. I u=х, du=dx I 
_. о 1 

и = - ·-i:OSnХ 
n 

( ') 1 ;r; • 1 1 11 1.., =-- --i:OSnХ I +- (cosn.rdx =-(--cosnn+-srnnx I )= 
11 пОп J 11 n ,,2 IJ 

-1 -~(-I),+I. 

Топилган кО9ффициеНТJlардан фоiiда.1аниб, Фурье каторини 
тузамиз: 

{(х)=-+ ~ ------cos(2n-l)x+ -=---- sinnx 11 '"' (2 (1)'+1) 

4 "=1 1I(2n-I)2 n 

Бу катор берилган функцияга барча x=F {2n -I)л .1<Ip;l.a 
якинлашади. Х= (2n-I):1 нук.та.l<Jрда катор йиrиндисн 

S ( (~n- 1 ):'1) = и -11 +0) +1(11-0,_= 0+11 = .n. 
•• 2 2 2 

ФоrМУЛ;1 (j\ illl ч,! .\lfcn6.la !ld.LI.H (42- шаклга каранг. ). 
9.9.6. AI:IP /(х) фУ"Кl(JIЯ УЗУIfЛИГИ 2/ бущан бнрор (-1. 

1) ора.lнкла л.ирнхле ШВРТ.'Iврини каноатлантирса, ФУНКUННlfнltГ бу 
орали~;ка п-гншлн УЗ.1Уl<сиз.1ИК Jlукталарнда Функцияни Фурье 
h.CI тор!! Г<! ('ой н 111 мумкнн: 

и" ,;, ( 11".. . .1nХ ) 
{(Х) =2 -t "-' ~ар)S--г-+Ь";)tп -,- , --1 

'у ерда 
I 
( 1111\ 

а.=, ) {(x/cus- T-dx (n=O,I,2, ... ). 
-1 

1 

Ь 1 (, . 1In.( . =, ) (x)srn-t-dx (n=I,2, ... ) . 
-1 

"х) функцнянннг узнлиш НУJ<таларида аа ораЛИJ< охирлари 

= ±/ да Фурье J<атори iiИfИНДИСИ (-n, n:) ораЛИJ<да ёйиU! 
:1JIидаги каби аник.ланади. • 
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9.9.7. {(х) Функцияни 2' УЗУНJJикдаги ихтнёрий (а, a+2l) 
ораЛИ"-да Фурье каторига ёйганда а. оа ь. коэффициентлар учуи 
формулаларда интеграллаш чегараларини МОС раоишда а оа а+2' 
бнлан алмаштириш зарур. 

9.9.8. Жуфт ёки ток функцияни (-l,/j оралнкда Фурье каторига 
ёйишда Фурье коэффицнентларн (-п, п) оралнкда булгани кабн 
еоддалашади. 

9.9.9. (О, l) да берилган f (х) функцняни ( -l,l) да КОСИНУCJJар ёкн 
еинуелар буйнча Фурье каторига ёйнш мумкин. 

2- м и е ал. Ушбу 

f { -х, агар -2~x<0 булеа, (х) = 
х, агар O~x~ 2 булеа 

функциянн Фурье каторига ёЙинг. 
Е ч и ш. Функцня Дирнхле шартларннн каноатлантирадн 

(43- шакл). 

!I 

х 

43· Ш8kЛ 

Берилган функция жуфт. шунинг учун у факат KOCHHYCJJap 
буйича Фурье каторига ёЙиладн. барча Ь.=О. an ксвффнцнентларнн 
топамиз (1=2): 

I 
и=х. du=dx ] 

an=f ~f(x)eas n';dx= ~xe05 n;,(dx= dv=cos ";,(dx. = 

v = ....!.sin пп,( 
пn 2 

2 

2'( . ПП,( 12 2 ~. пп,( d 4 пп,( 12 _ 4 « I ) • I ) . =-Stn-- -- In х= ---::-::<05-- --- - - • 
пп 2 о м 2 п2п2 2 о п2п2 

о 

n - жуфт булганда а.=О; n - ток булганда а.= -~ . 
п2п 

1 2 х2 

ao=f ~f(x)dx= ~xdx=21 ~ =2. 
о о 

Бернлган функциянннг Фурье катарн куйндагн к9рннишда 
булади: 

f(x)=I-..!..~ 1 еО5п(2п-l)х 
п2 ._1 (2n_I)2 2' 
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3- мнсол. f(x)=I-х функцнянн [0,1) кесмада сннуслар бу­
йнча к.аторга ёЙннг. 

Ечн ш. Бернлган функцияни [-1, О) оралик.да ток. функцня 
сифатида давом эттирамиэ, яъни -

х = {-I -х, агар -1 ~x<O булса, 
'( ) I-x, агар O~x~ 1 булса 

деймиэ (Н-шакл). 

!/ 

" " r-. 
l' l' 1', , 
1 ' 

-5' 1 -J', : 5' 
, Jf 

,1 
'-.1 '-1 " 

44· wакл 

Ток. функциялар учун барча a~=O. Энди b~ и= 1) ларни топамиз: 

I 1 

bo=-f ~f(x) sin п;х dx=2 ~ (I-x)sin ,,;х dx= 
n n 

'
и= I-x. du= -dx, ! 1 I 1 2 

= 1 =2 ---- innx =-
dv=sinnnxdx v=--;;.cosnnx (пn ,,2n2

S 10) 1111' 

т OIlилган коэффициентларни Фурье к.аторига к.УЙиб, синуслар 
буйича ушбу к.аторни косил к.иламиз: 

{(х) =.! ~ ...!..sinnnx. 
11 n 

0-1 

9- дарсхон.а ТOnШЦрUFU 

1. -nE;;x~n оралик.да {(х) =х функцияни Фурье к.аторига 
ёЙинг. 

Ж: '(х)=2 ! (_I)o-t-l:iiПnZ. 
n 

0-1 

2. Ушбу функцияни Фурье к.аторига ёАинг: 

') { 
-2х, агар -n~x<O булса, 

(х = 
3х, агар O~x~n булса. 

Ж: f(x)=~-.!Q ~ (C05(211-I)Z +(_I)"+ISiПnZ) 
4" (2n_I)2 n ,.-1 • 

24·-665 369 

.. 

фор. 

IЛДН. 

665. 

дагн 

о. 



3. Уш6у 

{ 
1 +х, агар -2<x~0 6улса, 

{(х) = . 
-1, агар 0<x~2 6улса . 

функцияни Фурье к'аторига ёЙинг. 

. . 1 2 ~ (2 n (2n - 1) 1. nnх) Ж. {(х) = ---+-""" _·_---~cos --_·-х--slП---
2 nn=1 n(2n-I)2 2 n 2 

4. flx) =х2 функцияни (О, л) оралик.да синуслар 6уйнча Фурье 
К,аторн га ёйи нг. 

Ж: {(х)=! L (-1)0+1 ~+..!.((-I)·-I) sinnx. ~ [ 2 ] 

1t 11-1 n nэ 

5. f(х) = 1-2х функция ни [О, I] да косинуслар 6уйича Фурье 
к'аторига ёЙинг. 

Ж: {(х) =--.!. ~ cos~l~n-l)x 
n2

n
=1 (2n_I)2· 

9- мустак,uл uш 

1. Уш6у 

f {
-2, агар -л<х~О 6улса, 

(х) = 
1, агар О<х<""л 6улса 

функцияни Фурье к'аторига ёЙинг. 

Ж: fIX)=-I+~ i sin(2n-l)x. 
, - n 2n-I 

0=1 

2. f (х) = I xl функцияни [-1, 1 J да ФУРl>е к'аторига ёЙинг. 

Ж: {(х) = _!..._~ i: cos~=!lnx 
2 n2 .=1 (2n_I)2 

3. {(х) =sinx функцияни [О, л] да косинуслар 6~Аича Фурье 
каторига ёЙинг. 

Ж: '(х) =2+ i cos2n.r . 
n '_1 1- (2n)2 

4. '(х) = I-i функцияни [О,2] да синуслар 6уйича Фурье като-
рига ёЙинг. 

Ж 2 ~ I . nnх 
: {(х) =- """ -s1П-2-. n n 

.=1 
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10- 1. Фур~ иитегрuи 

9.10.1. Агар y=f(x) фунцня Ох ук,ининг исталган чемн ора­
.1НFнда Днрнхле шартларнни к,аноатлантнрса ва бутун ук бунича 

+-
абсолют ннтегралланувчн булса (яъни ~ I f (х) I dx ннтеграл 

як,ннлашса), унинг учу н ФУРЬенннг ннтеграл формуласи уринлиднр: 

+~ +00 

{(х) =~ ~ dz ~ f(u)cosz(u-x)du. 
о 

1 тур узилнш нук,таJlарнда {(х) нннг к,нймати учун аввалгндек, 

1 
2"и(хо-о) +f(xo+O)) 

к,абул к,нлинадн, бу ерда хо - узилнш нук,тасининг абсцнссасн. 
Фурье ннтегралнни комплекс шаклда х.ам ёзиш мумкин: 

+с» +010 +а;. +010 
{(х) = 2~ ~ dz ~ f(u)е"'"-Ж'du= 2~ ~ еШdz ~ e""f(u)du. 

Жуфт функция учун Фурье интегралн к,уйидагича булади: 

+OD +00 

'(х) =-; ~ coszdz ~ f(u)coszudu, 
о о 

ток, функuияиинг Фурье интеграли: 

..... QD +OID 
{(х) =~ ~ sinzxdz ~ f(u)sinzudu. 

9.10.2. к.уЙидаги 

F(z) = '../2Л ~( e&иf(x)dx 
муносабат била н аник.ланган F(z) функция '(х) функциянииг Фурье 
йJlАШШТUРUШU деЙилади. 

+ ... 

{(х) = .. ./2Л J .. e-iUF(z)dz 

муносабат эса Фурьен.uн.г. тескари йJlАШШТUРUШ ФОРМУJlЙСU де­
Йилади. 

Хусусий х,ООд3 
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а) {(х) жуфт функцня б~лса, 

+s +-
I,(z) = ~ ~ l(x)c06zxdx, '(х) = ~ ~ I.(z)coszxdx 

о о 

(бу формулалар Фурьеннн/" косннус-алмаштнрншларн деАнладн); 
б) '(х) функцня ток. б~лса, 

+ .. 
I,(z) = ~ ~ f(x)sinzxdx, 

о 

+-
f(x) = -v:f ~ I,(z)sinzxdz 

о 

(бу формулалар ФУРЬенннг сннус алмаштнрншларн деАнлади). 
ФУРЬенннг сннус 8а косннус алмаштнрншларн фак.ат Ох нннг 

мусбат ярнм Ук.нда бернлган, бу ярнм Ук.н б~~лаб абсолют 
ннтеlралланувчн ва унннг нсталган чеклн кесмаснда днрнхле 
шартларннн к.аноатлаНТНРУ8ЧН Функцняларгагнна к.улланншн МУМ­
кии. 

1 м н с ол. Ушбу 

f(x) = 

х< -1 да О, 

I 
-1 ~x~ -"2да х+ 1, 

I . I 
-"2<х<"2 АаJА 

I 
"2oe;;;;x~ 1 да.-х.+I, 

·х> 1 да О 

Функцнянннг Фурье алмашtнрншннн топннг. 
Е ч н ш. Ушбv . 

+'"' 
F(z) =-~12n JК>,(u)еIZ"dU. 

Фурье алмаштнриши формуласн-rа K~pa 

[ 

-1 -~p 1/2 

F(z)= './2п ~ O.eiZ"du+· } (u+l)e"·du+ '~ I.e""du+ 
-,", -1 -1/2 

+ ~ (-u+l)e"·du+ +~ ... O'~"dU] 
1/2 1 

Ра8шаикн, бнрннчн ва охнргн ннтеграллар нолга тенг. к.олгаи 
нитегра.марни мос равишда 11,12 ва Iз орк.али белгилаб. JU1собла~' 
миз: 
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-1;2 ! s=u+ 1, ds==du, ~ 
/1= r (и+ 1 )eiadu= IZWJ ~"_ (-'!-(и+ 1 )ei'._ 

] dt_e ", t--.- .z 
-1 IZ. 

I ц I и 11 

1 ...ш) ,-, 1 1 -,+ 1 -," 1 -i. 1 -,+ 1 -, 1 -1. -if -1 =ii'~ 7 -7 = 2iz e 7е -7 

1;2 2si~ 
/ ~ ...ш.d 1 ...ш 11/2 1 (1/2iz -112",) 2 . 2= r:--, и=..,.....,. =- е -е _---, 

Iz -112 Iz z 
-1/2 

!
S=-U+I,dS=-dU,/ 

/3= ~ (-и+ 1 ) e"'8du = dt=e""'du, t-~. = 
1;2 

(-,!-( -и+ 1 )e"8+~i'.) 11 =~._-,!-.~i_ 
• ;2z2 112 Pz2 .z 2 

.. .. .. 
1, 1 1, 1 i 

- pz2e = -у- 2zie -7 . 
ШундаА lUf.llиб, 

1 1 -~ 1" SIA-

[ 
2

. z 

F(z) = {2а 2ize '+7е-'- ~e-и+~_y_ 

.. "}= [ 1Ii~ 2c~] 1- 1- 1 2coaz 2 2 __ е' +--::е' ~ ---+-__ + __ 
2zj ~ "2а z' z r 

2- .. и с 0.11. Уwбy 

f
..-;.r<o АЗ 1. 

1(.1) = .r=o.u t. 
>0 да О 

фУНКlUlJIIIIIRr КOCJIИУС U синус UUWТИрнlWlарннн ТOIUIиr. 
Е" • ш. 6rpturaH ФУВКIUIАllllиr КOCIIиус-а..., .. аwТIIРНШННН топа­

IIIН3: 

I.(z) =""- +j- 1(") cOlWlll,,= --{; (iсoszшtu+ 

+ +i-O'COlWlll")= "- icOSUlda- "- -:oz. 
• • . 
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Энди синус алмаштиришини топамиз: 

f,(z) = -.л ~ {(и) zudu= ~ ~sinzudu+ ~ O·sinzиdu = +- (" +- ) 

о о о . 
~ [2 ( . ~ [2 1 -cosaz 

= у-;; JSlПzudu= Y-;;'-z'--· 
о 

~з нанбатида {с (z) на (s(z) функцияларга косинус- на синус· 
алмаштиришларни к.Уллаб, {(х) функциянинг узини топамиз, яъни 

1. Ушбу 

+-
2 siпaz 1 l

о~х<ада 1; 

-;;. } ----;--cosxzdz= х=ада 2"; 

~ +~-

х>адаО; 

l
o~x<a да 1; 

I-cosaz . 1 
SlПхzdz= х=а да -i; 

х>а да N. 

/0- dapcxoнa ТOfIшuрuгu 

{(х) = (/хl ~л да cosi, 

Ixl >лда 0-' 

функциянинг Фурье алмаштнришини топинг. 

Ж F 14· 
: (z) =~~·---·сosлz. 

у2n 1-4i! 

2. ((х) =e-'(x~O) функциянинг косинус на синус алмашти­
рншларин)! топинг. 

Ж: ( (z) = ~ !i . _-о 1- . ( (z) = ~ J2 . --!... __ . 
с у-; z2+1 s ~ Z2+ 1 

/0- N.!Jстак.uл uш 

1. Ушбу 

!
-I~X<O да е--, 

((х) = O~x~ 1 да е', 

Ixl > 1 да О 

функциянинг Фурье алмаштиришини топинг. 

Ж: F(z) =_ 2i ze-siпz-zсosz 
.у2n е( I +i!) 
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2. Ушбу 

I 
1 

-1~x~-2 да -1. 

1 1 
{(х) = -~<X<2 да О. 

2~X~ 1 да 

функцнянннг Фурье СННУС 8а КОСННУС алмаштнрншларннн топннг. 

. . z z 
slnz-sl~ ~ c~-cosz ~ 

Ж: f (z)=------· -.! (z)=---- -(' z n s z n 

9- на:юрат uшu 

1. к'аторнннг як.ннлаШУ8'lанлнгннн нс60r к.нлннг 8а ЙНFННДНСННН 
тuпннг: 

1.1. ~ 2---' 
• _1 n ;-2n 

1.3. ~ -_--.!~--
1 

49n2 -1411-48' .-
1.5. 

~ 

~ 6_ 
• =1 4112-9 . 

1.7. ~ ___ 7 --_-о 
"=1 49112+7"-12 

1.9. .~o 4n2+32~+бi 
.., 1_ 

1.11. ~ 112+7n+l2 
• _n 

.. 1_ 

1.13. ~ 9,,2+15"+4 . .-1 
1.15 . ~ 7 

• _1 49,,2+7,,-12 

6 
1.17. ~ 9112+6,,-8 .-1 

375 

.., 
1.2 . ~ ---1--._1 n2+lln+3O' 

.., 
1.4. ~ 112+511+6 .-1 
1.6 • ~ 

._1 9n2 +311-2 

1.8. ~ 24 
.... ---2-----
._29n -12n-5 . 

.., 1 

1.10. ~ -;;2+11_2 . ._0 
.., 3_ 

1.12. ~ -9112 +-3" -2 . 
.=1 

1.14 . ~ --------
• =О 4,,2+2411+35 

~ 1 

1.16. ~ ,,2 + 1511 + 56 .-1 .. 
1.18. ~ 4n2+ 1611+ 15 ._0 



<D 8 

1.19. ~ 16n2-8n-15 .-1 
<D 1 

1.21. ~ n2+ 13n+42 .-1 
... 1 

1.23. ~ n2+9n+20 .-1 
со> 1 

1.25. ~ 9n2+21n+ 10 .-1 
... 1 

1.27. ~ n2+n-12 .-1 ... 
1.29. ~ - _1-

2 . 
• _1 n +4n 

<D 9 

1.20. ~ 9n2+21n-8 .-1 
... 7 

,.е2. ~ 49n2+35n-6 . .-1 
"" 4 

1.24. ~ 4n 2+4n-3' .-1 
3 

1.28. ~ 9n2-3n-2 .-1 
со> 

1.28. ~ n2+4n+3 .-1 
... 1 

1.30. ~ n2 +бn+5' .-1 
2. к.аторнинг як.инлашишини текширинг: 

<D 1 1 ... ~-
2.1. ~ -tg~. 2.2. ~ sin V n 

._1 n уn ._1 n5 +2 

<D 

2.4. ~ arcsin-2~. 2.3. ~_I_. 
1 n2 -lпn ._1 (n +3) .- ... 

2.5. ~ (1-cos~). 2.8. ~ 1 n -з-агсtg-т . 
n • _1 '1" 4 n .-1 

<D 

2 ~ (е .. ~, -1). 2.7. ~ 2.8 . 
• _1 з·- I +n_1 ._2 

... 1 
... n2+5 1 --=-

2.9. ~ --=(е'· -1). 2.10. ~ 'п-2 -. уn+3 ._1 n +4 .-1 

2 11 ~. 2n+' 2.12. i 1 n+3 .. SIП 2 2 3---- arctg-2 -· 
._1 n (n+ 1) ._1 vn+2 n +5 

2.13. i ~sin..!.. . 2n 
ао Sln---

2.14 . ~ 2n+1 
• _1 уn n 

._1 уn 

<D ... 
2.15. ~ -_I-siп_I_. 2.18. ~ 1 1 

n-I arctg 3----· ._2 ~n+5 n-I .-2 v n - I 
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"" ... 2 
2.17. ~ 4+311. 2.18. 1: 'п~ 

0_1 5"+11 0_1 112+11+2 

- 2 2 с8 I 

2.19. ~ (11 +3) • 2.20. 1: n(e-;_1)2. 
0_1 11

5
+ln411 '_1 

"" 3 - 1 ~ 113+2 2.21. 1: 1jn агсtgэ. 2.22. ~ 5 . • 

"-1 11 0_1 11 +SIП2" 

... 1 ... 3 
2.23. 1: n·sin--. 2.24. 1: ,п-II-. 

!г. Э 0-1 Vll4 0_1 "+1 

2.25. i 2"+COSll 2.26. ! arctg----..!s 

0-1 3" + sinп "-2 ("-1) ::';,,2+1 

2.27. i n1g5~. 2.28. i: 1 
11_1 n 11_1 lI-cas26n 

2.29. i" 2.30. i _I-sin~. 
0_1 112 ~n +5 0_1 ~II+I -/11 

З. К,аторнннг я~ннлашншннн текшнрннг: 

3.1. 

3.3. 

3.5. 

3.7. 

3.9. 

3.11. 

Э.13. 

i 30(,,2_1) 

11' 0-1 

i: (,,+I)!.~ 
0_1 311+5 2"' 

~ 1 +7· ... · (311-2) 
7.9.11. ./9 .. .J..<;' 

0-1 . 
~ ,,2 

0_1 30' 

"" 110 
~ -(II+3)!' 

0-1 

"" ~~ 
0_1 411!' 

~ (,,!)2 

0_1 2112' 

3.2. 

3.4. 

3.6. 

3.8. 

3.10. 

i 1·3.5· ... ·(2,,-1) 

30. (,,+ 1)' .-1 
~ зоз..;~ ._1 (,,+I)!' 

"" ~ 1I!(2,,+1)! 
0_1 (311)! 

~ (II+2)! 

11-1 1111 

i 2·5·8· ... · (311-1) 

0-1 

3.12. i 2,,+ 1 

0_1 "";11.2"' 

3.14. 
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3.15. ~ ~. 
"_1 (1I!)2' 

3.17. ~ 5"(1I+1)! 

"_1 (211)! 

3.19. 
"" ~ 511-1 

"_1 5"(1I+1)! 

3.21. 
"" " ~ (11+1)' 

II! 
"-1 

3.23. ~ 11+2 

n=1 n! 

325 
"" ~-~ 

'.=1 5n(211_~· 

3.27. II! 
~ (311)1' 
"~' 

3.29. ~ (11+.1)" 

n ... J ,I! 

3.16. 

3.18. 

3.20. 

3.22. 

3.24. 

3.26. 

3.28. 

3.30. 

~~ 
(3" + 1) (211)! "_1 

"" ~ (311+2)! 
Id" '112 "_1 

~ (~)" 7 ~ 10 N. 

"_1 

~ 112+з 
"_1 (II+I)!' 

"" 11" 
I (11+1\1' 

"_1 

~ 3·5·7· ... • (211 + 1 ) 
2·5·8· .. · (1/1-1) 

,,=1 

"" " ~ (2n+l)lg~~. 
"_1 

~ 

~ n! I 

L" -{2riТ! 19 ~:.-. 
n- .) 

4. К,аторнннг якинлашишини теКШИРII.,!Г: 

4.1. 
"" ~ (~±!..);. 

311-1 
"-1 

4.3. "" 3-(11-2)30 ~ уn 211+ 1 • 
"_1 

4.5. 
"" ~ (-"-+3_);. 

"_1 211 

4.7. ~ с 112: 3 )"'. 
"-1 

"" 
4.9. ~ (211+-'-)'" 

"_1 311-2 • 

"" 
4.11. ~ (11+1 )3". 

"_1 511 

4.2. 

4.4. 

4.6. 

4.8. 

.. 11 )"' ~ Сзn+т . 
"~1 

"", 11+2 )" ~ (агсsiп 211 + з . 
"-1 

"" 
~ (t ~)3" g" . 

"-1 5 

~ (_11_)2"+1 
"_1 311+1 • 

"" ( . 1)30 4.10. ~ агсslП-;.- . 
"-1 

.. 
4.12. ~ (11+ 1 )"2 .~. 

'1-=1 n 511 
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4.13. 

4.15. 

4.17. 

4.19. 

4.21. 

4.23. 

4.25. 

4.27. 

4.29. 

~ (I+~)ri'.~. 
,,_, n 411 

~ _116.з· 
,,_1 (2n+I)·· 

i (3n:+411+5 )". 
0_1 6n -3n-1 

i (агсSirJ~-r· 
J/I .-1 

ао 1)0 ~ (arctg 2n+ 1 • .-1 
~ (3n + 2 v' (n _, j ) 2. 

411-1 J 
'1 .. _-1 ' 

ао n). ~ (tg2ri+l . 
0-1 

~ (n2+25n'±-~ )". 
0~1 3n ,-

~ (~:~: y~. 
'-1 

4.14. 

4.18. 

4.18. 

4.20. 

4.22. 

4.24. 

4.26. 

4.28. 

· .... 30. 

~ (2n+3 )0' 
0_1 n+1 . 

~ (~=~)O'. ._1 5n 

"" )" z Cn~- , 
0-1 

00 

~ (_~=-!..)ri'. ._1 2n 

~ (2~2+1 )"', 
0_1 n +1 

r 2 '_1. (,.-/1. 

0-1 

2: 40(_~)" 
,,~I n+1 . 

~ (':", +2 ,о( + 11 
.:.. "~fI -:':1' J n ). 

"-1 . 

~ ,{+2 

._1 (2n2+1):;I2' 

5. Ишоралар" навбатланувчн каТОРllИНГ шартлн ва абсолют 
Fll\инлашишнни текширинг: 

).1. ~ (-I)o(l-cos~) 5.2. ~ (_I)O_~_+~ . 
. / n ,1 3 

11=1 V ,,_I У" 

i.3. ~ (-1) ·cas~. 5.4. V i=-' ):'..~ 
6n -- ,i," 

1'1-1 ,.-.1 n У" 

ао (_1)"-1 ао 1 ,.5. ~ ---о 5.8. l: (-I)ОIП(I+--) 
n.5" 2 ,. .... 1 11_1 n 

~ 11 2 о:е 11_' 

.7. ~ (-1) ·2n • 5.8. ~ .!.=..IL_. 
0_1 n

4
_n2 +1 0_1 (n+I)z2" 

ао n .. ( 1 )0+ 1 
,9. l: (-1) "sin-. 5.10. 1: - . 

0~1 2" 0_1 In+ 1) /n+-4) 

ф n OD 11_1 

11. ~ (-1,"-. 5.12. ~ !..=..!.L 
,,= 1 12" n.2" 

0-1 
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5.13. 
~ (-1)"+1 

"-1 

5.15. "

3 
"" 1)"+1 _ . l: (- ,,2+1 

"-1 

5.17. 
"" ~ (:-I~o 

0-1 

5.19. 
"" ~ (-1)0+1 

,,
2+ 1 0-1 

"" 5.21. l: (- 1) ,+ 'sin~. 
0_1 r 

5.23. "" 1 l: (-1) "tg--;;. 
0-1 

5.25. ~ l-l)о+I.:! 

11_1 n
4 

"" 5.27. l: (-1)"' 
0-1 blI 

5.29. "" l: (- I )" :ln - 1 
,_1 3n . 

5.14. ~ (-I)'(2n~1 j. .-1 
"" ( n )' ,.+1 ___ . 

5.18. l: (- 1 ) 2n + 1 . .-1 
5.18. 

'" ~ -(-1)' 
(2n+I)~+2 .-1 

5.20. 
"" ~ (-1)·+1 

n In n ,-1 

5.22. 
~ (-1),+1 

0-2 

5.24. "" l: (- 1) о sinn У" 
nуn ,-1 

5.26. ~ l=-~ ,_1 (n+ 1)3/2· 

5.28. "" (-1)' 

~ (n+I)lnn ,_3 

5.30~. ,~, (-1) 'In (1 + ~2) 

6. к.аторнннг якннлашнш сох.асннн топннг: . 
6.1. ~ n.l 11 

--;;т-Х • .-1 . 
8.3. ~ (11 + 1 )' z." 

11_1 n! 

6.5. 

6.7. 

6.9. 

6.11. 

"" ~Xn. ~-;'(II+I) 
0-1 

~ (_11+3 \". ' 
"" n+6/ Х. 

• -1 

... ~ 
~-". 

"_1 8 

~ z." 
0_2 nln2n· 

8.2. i 3"z" 
11_1 n!· 

6.4. 

8.8. 

6.8. 

6.10. 

6.12. 
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"" ,)2 
~ ~xo. 
"" (2n)! 0-1 .. 
~ (n+I)z." 

2"(112+ 1) 0-1 

"" ~ 5" 
",,~x' ._1 уn • 

~~ 
0_1 (II+I)OX. 

i (1 +~ )'Х'. 
0-1 



.. 
n4 

~ (_n )"Х" . 6.13. ~ --- х". 6.14. 
._1 (n+I)" n+1 

,-1 

~ зl1 ·n! 11 .. Jl'-I 6.15. --х. 6.18. ~ ---з,;-. n' "_1 "-1 .. 
n2 

~ (2n)! " 6.17. ~ ---х". 6.18. --х. n+1 
11_1 п,. "-1 

.. х" 

8.20. ~~. 6.19. ~-. 
n3 

"_1 (n+I)" "-1 .. 
nSx" . .. .. 8.21. ~--. 6.22. ~ n " • _1 (n+I)" (n+I)!X • 

0-1 

6.23. f з' .х" .. 
х" 3 - • 8.24. ~ n(n+I)· 0_1 уn 

0-1 

6.25. f "" х". 
.. 

2" "х" I 8.28. ~ 0-1 
0_1 V(2n-I)З" 

6.27. ~ (n+I)2x" .. ?-I 

• _1 2" 6.28 . ~ 2n-l· 
0-1 .. 

х" 6.29. ~--. 6.30. 
.. Jlo+1 

n·з' ~ 2n+l" ,-1 
"-1 



10- б о б 

КАРРАЛ И ИНТЕГРАЛЛАР 

1- §. Декарт координатuарнда нкки УЛЧ08ЛН 
ннтегралларнн х,нс06лаw 

10.1.1. z=f(x. у) =f(P) функция 1 чизик. билаи чегараланган 
еПIfк. D еОХ<lда аНИКJlанган 8а УЗЛУКСII::t булиб. ~Sl. ~S2 • ...• ,\Sn­

D сохани n та элементар булакларга булнш натнжа(;нда х.осил 

бу.lган юзчалар БУленн. Х,ар к.аЙен ~S, элементар сох.ада ихтиернй 
Pi(Xi, Yi) нук.танн танлаiiмнз 8а функциянинг Р; нук.тадагн к.нЙма' 
ТИIIН х.исоблаб, ушбу купайтмаии тузамнз: 

[(Р,) ·ЛS.= 1(.1'";. Yi/'\"" 

Шундай купаiiтмаларнннг БClРЧCl'~И;;ННГ 

n '"' 

2: ;lP,/~s,= ~ f(X i• y,)~S. 
,-1 ,-1 

йиrинднси г=! (х, у) =! (Р) фуикцня учун D сох.адаги uнтеi'Рал 
йигинди деАилади. 

ЛSi элементар юзчалаr ~'')ffи чекеиз орттиr:.лса, у хмда улар 
.'\иаметрларинииг энг К<l1'ТЗСIf нолга ин·rl:.lгандаГII ннтегр,м 

йиrнндининг лнмити Z=f(X, у) Функциндаll [, L"Ii.CI БУ"II'IЯ ()JIинг.JI! 
икки gлчовЛIl интеграл деАиладн аа бунд;:'" (j~.~гнланаi(.: 

Wу.Щ:1I1 К,1:лнб. 

~~ i (Е' \ П.: i'I:11 (, f ".1' J., 
~; ,. 

~~! \Х, ;,) rt., ~ ..,. 
" 

:lIn 2: /(х, 11.) :\~. 
;мm'\,,! ... 0,_, . 

ЬУНДCl и _ .. Нlllеl·Р.J,1JJdШ ':Ох'ёН'.' ;х, у) 11,,·.\·rl.la.'l r.сТИД<JГ'1 функция, 
ds - юз элементи деАllлаДI1. j'l'l\apT ~ "JU[\ . .ItIН:lТ:!ЛClРIiД:. ds=dxdy 
булганлнгн учун нкки УЛЧОI!:!1I И.I ГЕ'I P'.I., 

~~f(x. y)us= ~~/(X. у) axdy 
D IJ 

булади. 
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Агар {(х, у) ~O булнб, [1 - пастдан интеграллаш СОJ(aСИ 
D бнлан, юк.оридан D га проекциялаИУ8ЧИ z=f(x, у) СИРТIIИНГ 
бу.1аги билан, ен томондан эса ЯСО8чилари Oz Ук.к.а параллел на 
iiуналтирувчиси D соха чегараси L дан иборат цилиндрик' сирт 
БИ.1ан чегараланган жнсм хажми БУЛСИII. У халда 

[1= ~~f(x, у) dxdy. 
D 

Агар {(х, у) ЕЕ 1 булса, у халда иккн улчовлн ннтегралнинг 
кийматн сон жих,атдан интеграллаш сохасн D нинг .s юзига тсиr 
булади, яънн 

~dXdY= ~dS=S. 
Агар {(х, у) функция D сохага жоiiлашган пластинка массаси 

таксимлаиишининг зичлигини нфодаласа, у халда икки улчовли 
интеграл шу пластинка МОДДасининг массаси М ни бсради: 

М = ~~f(x, y)dxdy= ~~f(x, y)ds. 
D D 

10.1.2. Икки улчовли интегрални х.исоблаш иккита аник. 
интегрални KeTMa-K~T хисоблашга келтирнлади. 

9 !I 

dl "",,»;;»»;'" 

с I V{««Ii (' 'а 

~ о 
!J о а А" 

45· шакл 46· ша,,-' 

Агар D соха у=у, (х), У=У2(Х) функция.1арнинг графиклари 
tамда х=а ва х=Ь туrри чизик.лар билан чегара.1анган (45- шакл), 
,ънн 

{ a~X~b у,(х) ~y~Y2(X) 

reнгснзликлар билан аник.ланган булса, у ",а.'1да нкки улчовли 
flHTerpa.l к.уАндагн формула ердамнда х.исоб.1анади: 

ь [11,1'1 } Ь ",1'1 

(~f(x. y)dxag== ~ ~ {(х, y)dy х= ~dX ~ {(х, y)dy . 
.J; (1 !,:(ж). а VI(Z) 
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Буерда 

112(" 

~ f(x,y)dy 
/1,(" 

и'lки интегра/lсб аталади ва ун" х.исоблашда х ни узгармас дt 
иитеграллаш у буАича OJIиб бориладн. Ички ннтегралнн х.нсобла 
натижаси ташк,и интеграл учун ннтеграл остн Функцняси БУлади. 

Агар D сох.а куАидагн 

{c~y~d х,(у) ~X~X2 (у) 

тенгснзлнклар билан аник.ланган булса (46- шакл) икки улчоВJI 
интеграл ушбу 

d [':1(/1) ] d ':1(/11 

~f(x, y)dxdy",. ~ '~(/I' '(х, y)dx dy= ~dY '~(II) '(х, y)dx. 

формула ёрдамида иккита аник интегрални х.исоблашга келтн­
рилади. 

Агар D сох.а 47- шаклда курсатнлгандагидек х=а, У=С, х=Ь, 
y=d ЧНЗИl(Jlар билан факат битта нуктада кесишса, у х.OJIда иккн 
улчовли интегрални х.исоблашда юк.орида келтирилган х.ар нккала 
формуладан х.ам фоilдаланиш мумкин булиб, 

ь 112(" d ':1(/11 

~~f(x, y)dxdy= ~dx ~ f(X,II)dy= ~dy ~ '(х, у) dx 
D а 11, (.1 с ",(61 

тенглик уринли буладн. 
Агар интеграллаш сох.аси 48- шаКJIда курсатилгандагидек 

контурга эга булса, у х.OJIда нкки УЛЧОВJIн интегралнн х.нсоблаш учу н 
сох.а х=хо чизик бнлан булакларга булиниб, юк.оридагн формула­
лардан фоilдаланилади. 

у 

!I 

'h ~ .. . 
'" I 

С 

01 а h А О, дt/ Д 

47· wаlCЛ 48- wакл 
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1- .. и с О л_ ИККИ улчовли интегрални хисоб.l;НIГ: 

~~ (x-y)dxdy. 
D 

бу ерда D соХа y=2-r ва у=2х-I чиэик.лар БН_laН чегара.lанган. 
Е ч н ш. D COJ(aH"" чиэамнэ (49- wакл). Учи А (О, 2) да бума" 

у = 2 - х2 парабола Оу Ук.к.а нисбатан симметрик бу.lиб. 
у=2х-I туrри чнэнк. билан нккита: В (1,1) ва С (-], -7) нук· 
таларда кесншадн. Интеграллаw СОJ(аси D уruбу Н'НГСИЭ.1ик.lар 
системаси билан аНИКJIанади: 

{ -3~ x~ 1 

2х-I ~y~ 2-х2. 

Икки улчовли интегрални J(исоблаймнэ: 

1 2-} 1 

~~(x-y)dxdy= ~ dx ~ (x-y)dy= ~ [xy_~y2] I~r-_~dx= 
D -3 Ь-I -3 

1 

~ :[Х(2-Х2) -~ (2-х2) 2- x (2x-l) +~ (2x-l) 2 ]dx= 
-3 

1 4 ) 
= ~ (2X-X3_2+2x2_+-2x2+X+2x2_2X+-~ dx= 

-3 

1 

= ~ (--4-Х4_Х3+2х2+х-1 )dx= 
-3 

[_-'-хS_...!...Х 4 +.!х3 +...!...х 2_.!Х] I 1 = ~ 
10 4 3 2 2 -3 15· 

2-мисол.Уwбу 

1 '-} 

~ dx ~ {(х. у) dy 
-1 

-VI-} 

интегралда интеграллаш тартибини уэгартиринг. 
Е ч и ш_ Интеграллаш СОJ(аси О ушбу тенгсизликлар сиетемаеи 

орк.али аИИl(JlанаJ{И: 

{
-I~X~ 1. 

_ ...J1-x2 ~y~ l-x2 

Бу сох.ани чиэамиэ (50- шакл) ва унн D 1 ва D, СОJ(аларга ажратамиз. 
Бу сох.алар к.уАидагн тенгсизликлар системалари билан аник.лана-
дилар: • 
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- IJ 

!I 

.-f 

49- W8КЛ 50- wакл 

{ 
о ~ у ~ 1, { - 1 ~ у ~ о, 

D : - - D2: -- ---
1 _ yl_y ~x~ + 1/1 -у; _ yl_y2 ~x~ + yl_y2 

У х.OJIда 

1 1-; 1 + "Т::::; о + 'o/~ 
~ dx ~ {(х, y)dy= ~dy ~ !(х, y)dx+ ~ dy ~ '(х, y)dx. 

-1 _ 'o/I-} о -,;Т:::V -1 _ V 1_,/ 

f - дарсхона rOn!l:tupUFU 

1. Интегралларни х.ис06ланг: 
4 • з z 

а) ~dX ~ (х-у) dy; 
; 

б) ~dx ~x In у dy; 
о J 

8 5 

а) ~ dy ~ (x+2y)dx. 
-3 1-4 

8 2 
Ж: а) ) 121Qs; б) 8; а) 5Di· 
2. Икки улчовли ~f(x, y)dxdy интегралнинг интегралл~ш сох.а­

си D: 
а) х=3, х=5, 3х-2у+4=0 аа 3х-2у+ 1 =0 т9FРИ чизнк.лар 
билан; 

б) x2+~2_4Y=0 чнзик. билан; 
а) у=х + 1, х=о, х+у=4 чизик.лар билан чегараланган. Ички 

аа ташк.и иитегралларнинг иитеграллаш чегараларкни аник.ланг. 

386 



3. К,уАидаги икки улчовли иитегралларда иитеграллаш тартиби· 
ни узгартиринг: 

1 }~ 

а) ~dy 1 {(х, y)dx; 
о N 

2 :и 

б) ~dx ~f(x,Y)dy; 
1 

1 I-~ 

~dy ~ {(х, y)dx. В) 

о 
-VI-I 

4. К,уАидаги интегралларни х.исобланг: 

а) ~~ (х 2 +у) dxdy, бу ерда D еох.а y=r Ва у2 =Х чизик.лар билан • 
D 

чегараланган. 

б) ~~ ~ dxdy, буерда D еох.а х=2, ус::х, ХУ= 1 чизик.лар билан 
D 

чегараланган. 

Ж: а) ~. б) 9 
140' 4 

5. у=х2 -2х, у=х чизик.лар билаи чегаралаиган юзни 
х.исобланг: 

Ж: 9/2 кв. бирл. 
б. Z=X2+y2, х+у= 1, х=о, у=о, Z=O еиртлар била н 

чегараланган жием х.ажминн х.нсобланг. 

Ж: i куб бирл. 
7. Агар x=(y_I)2, y=x-I чизик.лар билан чегараланган 

моддий пластинка массаси такеимланишииинг зичлиги у=у булса, 
унинг маесаенни аннк.ланг. 

Ж: ~ масса бирл. 

/ - .. ycratljuA. uш 

1. к'vйидаги икки УЛЧOВJJи интегралларии х.исоблаиг: 

а) ~ (сos2х+siпу)dхdу, бу ерда D еох.а х=о, у=О. 

4x+4y-л=О, у=О чизик.лар била н чегаралаиган; 

б) ~~уlпхdХdу, бу ерда D сох.а xy=I,y= ух,х=2 чизик.л, 
D 

била н чега~ан. 

-~ '8) ~~SiП(Х+У) dxdy, бу ерда D сох.а х=о, y=f. у=х чl, 
D • 

зиклар билан чегараланган. 
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г) ~XdXdY, бу ерда D ео~а-учларн А (2, З), 8(2. 7). С(4. 5) I 

таларда булган учбурчак. 
1-5 

Ж: а) .(n+I-2V2); б) :в (2In2-1); в) 1; г) 26. 

2. Интеграллаш тартнбннн узгартнрннг: 

2 2-. 1 '1/1-; 
а) ~ dx ~ {(Х, y)dy; б) ~dx ~ {(х, y)dy; 

-6 z2 О 1_.2 
--1 -

• 2 

в) 

1 1+ '1/1-1 
~dy ~ { (х, y)dx; 

2-у 

г) 

-1 '1/2-; о; 
~ dx ~ {(х, y)dy+ ~ dx ~{(x, y)dy; 

-,/2 о -1 О 

д) ~dY ~y f(x, y)dx+ ~2 dy Y~-I {(х, y)dx. 
о о 1 О 

3. у=2-х, у2=4Х+4 чнзнклар бнлан чегараланган юзнн 
~необланг . 

. 64 
Ж. 3 кв. бнрл. 

4. r+y2= 1, z=O, x+y+z=4' енртлар бнлан чегараланган 
жнем ~ажмннн ~необланг. 

Ж: 4n куб. бнрл. 

2- ,. Декарт координатаJlари.ца уч УJlЧ08JlИ 
интегралларни х.исоблаw 

10.2.1. f(x, у, z) =f(P) функцня о енрт бнлан чегаралангаlf епнк 
фазовнй Q еох.ада аннкланган ва узлукенз буленн; .1.[/1 • .1.[/2, ... , 

.1.[/n-~~ еох.анн n та булакларга булнш натнжаснда х.оснл булган 
еох.аларнннг х.ажмларн буленн, х.ар К,айен .1.[/; ео~ачада нхтнерий 
Р,(х;, 1/" z,) нуктани танлаймиз ва функцнянннг Р; нуктадаги 
к'нйматннн х.необлаб, ушбу купайтманн тузамнз: 

((Pi) ·.1.[/i={(Xi, I/i, Zi) ·.1.[/i· 
к'уйндаги . . 

1: {(Р).1.[/; екн 1: {(Хр у;. Zi).1.[/, 
;_1 ,-. 

йнrнндн {(х, у' z) =/(Р) функцня учу н Q еох.а буйича цнтеграА t2u­
гинди деЙнладн. 
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{(х. у. z) =f(P) функцнянннг Q сох.а БУЙНЧil уч gлчовлu 
uнтегралu деб ннтеграл ЙНFННДННННГ элементар сох.алар днаметрла­
рннннг энг каттасн НWlга ннтнладн деган шартдаги lIимитига 

айтиладн: 

~(~{(x. у. z)dv= liт 1: {(xj• y~ Zj)ЛV j' 
~ m •• d.8m40,-o i _ I 

декарт координаталарнда уч улчовли ннтеграл ~}~{ (х. у' z) dxdydz 

куринншда ёэнлади. 
10.2.2. Уч улчовли интегрални х.исоблаш учта аник интегрални 

ёки битта икки улчовли аа битта аник интегрални кетма-кет 
JC:исоблашга келтирилали. 

Агар Q сока, ушбу 

l
a~X~b' 
у.(х) ~y~Y2 (х), 

z.(x, у) ~Z~Z2 (х, у) 

тенгсизликлар системасн била н аникланган булса (51- шакл). 
у JC:Wlда уч улчовли интеграл куйидаги формула буйича JC:исобла­
нади: 

ёки 

~ !It'>1 "'>' ~I 
Ш{ (х, у' z)dxdydz= ~dx ~ dy ~ {(х, у' z) dz. 
u 111 rl ( ... , ", (z.g, 

,,'>.~I 

Ш{ (х, у' z)dxdydz= ~~ dxdy ~ {(х, у, z) dx. 
11 О >, '>.~I 

м и с ол. Ушбу ~~~zdxdYdZ интегрални х.исобланг, бу ерда 
g 

Q сох.а x+y+z= 1, z=O, у=о, х=О т~кисликлар била н 
чегараланган. 

Е ч и ш. Интеграллаш сох.аси Q ни чиэамнэ (52- шакл). Бу сох,а 
ушбу тенгсиэликлар системаси оркалн аник.nанздИ: 

(
O~X~ 1, 

O~y~ '-х, 

0<; z~ '-х-у. 
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z 

!I 

51- шаКJJ 52- wакл 

Берилгаи уч улчовпи интеграл ~уйидагича ~нсобланадн: 

1 1-. I-.-V 1 1-. 

~~~dxdydZ= ~dX ~ dy ~ zdz~ ~dX ~ (~ 1~-·-v)dУ= 
u о о о о о 

I 1-. 1 

=-} ~dX ~ (l-x-y)2dy=-} ~(- (I-Хз-У)З 1~-')dХ= 
о о о 

1 
'~ Э I( (I_X)41 1) I =-- (-(I-x) )dx=- --- =-. 
6 6 4 о 24 

о 

2- дарсхона ТOnШUРUFU 

1. Уч карралн интегр.лларни х.исоБJJанг: 

1. ~dX ~dY .~ X3y 3zdz. 
о о о 

Ж . I 
. \то 

2. '~I dx е-Г
1 

dy <+Г' 
о 

In(z-~ dz. 
(Х-I') (х+у-I') 

З. ~}~XYdXdYdZ - уч улчовпи интегрални х.исобланг. Бу ерда 

Q сох.а z=xy гнперболнк параболоид х.амда х+у= 1 аа 
z=O(z~O) теКИСЛНКJlар бнлан чегараJJанган. 

I 
Ж: 180' 
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4. ~~~ycos (z+x) dxdydz уч улчовли иитегралии х.исoб.lJаиг. Бу , 
u 

ерда Q сох.а у= .ух цилиндр иа у=о, z=o х.амда x+z=~ . 

киcnиклар билан чегараланган. 
112 1 

Ж: """"iб-Т 

2- "'устак,иА иш 

Уч каррали интегралларни х.исобланг: 
3 2< ..J<ij 

1. ~dx ~ dy ~ zdz. 
о о о 

Ж: .!!.. 
4 

те-

2. ~~~YZdXdYdZ- уч улчовли интегрални х.исобланг. Бу ерда 
D 

Q сох.а у=х2 , х=у2, z=xy иа z=o сиртлар билан чегараланган. 
1 

Ж: 96· 

3. ~~~(2X+Y)dXdYdZ- уч улчовли интегрални х.исобланг. Буерда 
D 

Q сох.а у=х, х= 1, z= 1, иа z= 1 +х2 +у2 сиртлар билан чегара· 
ланган. 

Ж: !!.. 
БО 

3- ,. НККИ У.ll'lовли интеГР&IIАа уэгарувчиларни 
а.маwтириw 

10.3.1. Икки каррали интеграл ~~f(x, у) dxdy да узгаруичи-
о 

ларни алмаштириш к.уЙидаги 

х=х (и, и), у=у (и. и) 

муноеабатлар ёрдамида амалга оширилади. Бу ерда х (и, и) иа у (и, 
и) D сох.ада узлуксиз биринчн тартиблн хусусий х.оеилаларга эга 
функциялар. К)к.орндаги муноеабатлардан и иа и узгаруичиларни 
ягона усул билан 

и=и (х, у)' и=и (х, у) 

курннишда топнш мумкин БУлсин. У х.OIIда Оху коордннаталар 
текислигидаги D сох.анннг х.ар бир Р(х, у) HYKTacHIa янгн OIUV ТУFРИ 
бурчакли КООРд!lнаталар системасидаги бирор Р(и, _и) иук.та мое 
келади. Хамма Р(и, и) нук.талар туплами бирор ёпик. D сох.аии х.оеил 
к.илади. 
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, 
"га r H"ooUUIi 

дх дх 

1= I дu дll I "",О 
_д_~ !JL 
дu iJv 

(j~:ll·iI. у ХUl.Ы 111\1\11 ~":lчон.1Н ннтеграл учун ушбу узгаРУВlfиларни 
а.'1'.tа1l1ПIIН1111 ФОIН,IУ,lасн урннлндир: 

~~! (х,у) dxdY=~)f (х(и, и).у (и. v»l/ldudv. 
/1 _ 

1> 

1- м 1I (' 0)1, Уш6! нккн У"чов..1И интегрални узгаруачиларни 
3.1ма IIITHIHIlII ~,(,Y:III,1a н фОЙI\аланиб Itисобланг: 

~~ (x+y)d.tdy. 
D 

1)' Рр.'Ш 0://= х- 1. у=х+2. у= -.1'-2 аа у= -х+3 чизик.лар 
61::1311 'Н,'I'ЗРiI:lаIlГ;НI соха, 

Е ч 11 111, Оху П'КIlСЛ"К;tаги D СОltани чизамиз (53- шак..l) аа 

{ и=у-х. u=у+х 

ННГ" \'.II';IРУВ"II:lар кнрнтамиз. у. х,OIIда Оху текисликнинг 
у = х - 1 11<1 !I = Х + 2 тугрн чизик.ларига О,"и текисликнинг мое 
ХOJlда 1/=-1 на и=2 ТУFРИ чиэик.лари, У=-.I'-2 ва 
У= -х+:! I'~IIJII 'lJt:lltК,ларига зса и=- -2 аа и=3 ТУFРИ чизик.лар 
МОС Ke.la.tH, f) соха аКС.lанадиган инги D сох.ани ЧИ38миз (54· шакл). 

х lIa у ~наРУIIЧН;lарнн u аа v лар орк.алн ИфQДалаб. 

\

.1'= ~ (v-u). 

у= 2" (и+~) 

Як О/') н а IIHH х'ltсоола имнз: 

дх ах 

,= дu д" 
iJ!I _0/ 
аu /; 

яънн 

-1-: 
I I/I-T 
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!I lJ 

/laJ 

А' ц 

-2 

/1 = -2 

!)3- Ша~l ;'4· шак.' 

Интt'I'ра.l.1аlU {'охаСII [j КУЙН.'].:IГИ теНГl·нзлнк.,ар системаСfl 
UpKa.iIH аНИК,.lанадн: 

Д('мак, 

{ 
-1:Е;;;u:Е;;; 2, 

-2:Е;;;и:Е;;; .J. 

! J 

~}(X+Y)dXdY=~]+VdUdV=~ '~idU }~UdU= 
j) 

:! 2 

=- .u- du=-- LO.-4\.du=--u =-'-. ~ (
1 .. 21") 1 ~ 5 ~! 15 

2 2 -2 ~ 1"" 4 _, .. 
- , -, 

10.3-2. МаЪЛУМКlt, туrри б)'рчак.1Н х, у на кутб " ": KOOp!lI,lIaTёI­
.'!ар }'заро 

{ X='('~If' 
у= 'SIПIP 

муносабат.lар бfl.lаn- БOf~lанrан. Бу ери ,~o, O:E;;;!f:E;;; 2'11. 
Иккн У~IЧOВJlН ннтrгралда TYFptt бурчак.1И коорднната.,ардан 

кутб КООР.1нната.1арга утнш ~уйидаги форму.lа орка-лк амалга 
UlUнрнладн: 

~~ f (х, у) dxdy = ~f(,cQSIJ!, ,siпЧ') ,d,dЧ'. 

" 
ИНТt'грал.mнu Чt'ra"a:l<Jp~' О "утбнннг ваЗИRтига богли" бу.1ади. 
а) Агар О кутб Ч =а 8а Ч =jJ(a<~ нур.lар хамда '=', (IP) 8а 

,=,~ (ч) (" (If) <'1 ('1')) ЧНJIIf\.,lар била н чегаpa.laнr·aII D сща ТilluKa-
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рисида ётеа, икки УЛЧ08ЛИ интеграл чАидаги формула билан 
",иеобланади: 

, '2(" 

(({(х, у) dxdy = ~dq> ~ f(repsq>, rsinq»rdr . 
.у " " (" 

б) Агар О к.утб D ео",а ичида жоАлашган булеа ва бу еоц 
чегараеи к.утб координаталар системасида г = г (q» куринишга эга 
булеа, у ",алда икки УЛЧО8Ли интеграл ушбу формула буАича 
",иеобланади: 

2к '\-" 
~~! (х, y)dxdy= ~ dq> ) f(reosq>, rsinq» rdr. 
D о О 

в) Агар О к.утб 'Р=С1 ва 'P=~(C1<~) нурлар билан чегараланган 
D ео",а чегараеида ётеа, шу билан бирга, чегаранинг к.утб 
координаталар системасида тенгламаеи r=r(q» куринишда булеа, 
иКt:и улчовли интеграл ушбу формула буАича ",иеобланади: 

F '\-" ~~f(x, у) dxdy = )dq> ) f(reosq>, rsinq»rdr. 
D .. О 

2- м н с о л. Ушбу нккн УЛЧО8Лн интегрални ",иеобланг: 

~~ V х2+ у2 dxdy, 
D 

бу ерда D ео",а x2+y2~a2 доиранинг бмринчи чораги. 
Е ч н ш. Агар ннтеграллаш ео",аеи D доира ёки унинг булагн 

булеа, КУ" ннтеграллар к.утб коордннаталарида осон х.необланадн. 
Бнзнннг Х,алда О кутб D ео",а чегараенда жоАлашган(б) ",ал). D ео",а 
кутб координаталар снетемасида ушбу тенгеизликлар еиетемаен 
оркали аник.ланади (55- шакл): 

Демак, 

( O~q>~i' 
O~г~a 

~VX2+y2dXdY= ~Vr2cos2q>+r2sin2q>rdrdq>= ~r2drdq>= 
. . 

"2 о ~ 11/2 3. 3 

_~dq>~r2d'= ~ Нгзl:)dq>=~ ~ a3dq>=~q> 1:= ": . 
о о о о 

3- м н с о л. Ушбу ннтегралнн х'не06ланг: 

~~In (x2+y~ dXd/l, 
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!I 

!I 

eZ 

ох 

о а )( 

55- W8kЛ 56- Ulакл 

бу ерда D сох.а х2 +у2=е2 ва ~+!i=e4 донралар орас~даги 
х.алкадаи иборат_ 

Е ч и ш_ D сох.аии чиэамиэ (56- шакл) _ к.утб коордииаталарида 
D сох.а чегараси ,=е ва ,='; курииишга зга_ О кутб чегарадаи 
ташкарида ётади (а) х.0II)-

Иитегралда кутб коордииаталарига утамиэ: 

2" ; 

~ Iп (X
2+y2)dxdy= ~~ Iпr2.r~rd!Р=2~rlпrdrd!Р=2 ~ d!p рпrdr-

Ички интегрални х.исоблаЙмиэ: 

~rlпrdr= ~ =i r2Jпr /:-
; [U=lпr; dU=...!.dr] 

• du=rdr; u=2"r2 

1 ; 

~ I 2 I d I (41 2 21 I ~ -, - '=- е пе -е пе) -- rdr= 2, 2 2 . 
I (2 4 2) I 21; I (2 4 2 = 2" е - е - 4"' • = 2" е - е ) -

_...!. (e4_e2)=.!e4_...!.e2=~ (3е2 _1)_ 
4 4 4 4 

Шундай килиб, 

2" tl 2" 

Н Iп (X 2+y2)dxdy=2 ~ 4(Зе2-1 )d!P=-Ie2 (Зе2 - 1) ~ d't= 
~ о о 

=-4-е2(Зе2- .)!р /:" = п,; (Зе2 -1)_ 
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3- дapcxoнtJ rotlШll/Nl11l 

к.УННДCiгн нккн улчовлн интегралл'Wнн к.утб координаталар 
системаснга утнб, х:нсобланг: 

а) ~ (1- ~ )dXdY, бу ерда D сох:а x2+y2~n2 донра; 

61 ~~ 2 d~~Y_, бу ерда D сох:а У= "';1-x2 ва у=О чн]нк.лар 
о r+!f +1 

()H.liiH чегараланган; 

В) ~~ (x 2+!/)dxdy, бу ерда D сох:а х2 +у2=2ах чюнк. БН.1ан 
о 

чегараланган; 

г) ~~ siny-;i+;2 dxdy, бу ерда D соха х2+у2= ~ ва x2+!I=n2. 

о y~+!? 
ЧНЭНК,.lар бнлан чегараланган. 

Ж: а) 2л3 ; б) ~лlп2; в) tла4; г) Зло 
2. Иккн УЛ'IОВЛН ннтегралнн )('нсобланг: 

~~ \x+y)xdxdy, бу ерда D соха 2х+у= 1, х-у=2. 2х+у=З, 
о 

х-у= -1 тугрн чнэнк.лар бнлан чегараланган. 
Ж: 2,5. 
з. r=asin2q:>, а>О чнэнк. бнлан чегараланган шакл юзннн 

)('нсобланг. 

Ж: ла2/2 кв. бнрл. 

3- "'ycTal(,uA uш 

1. к.уЙидагн ннтегралларнн к.утб коорднната.1аРНI а )'тнб 
\Нсобланг: 

а) ~~ "';x2+!fdxdy. бу ерда D со)(,а ... 2 +у? =а2 8з х2 +!/=4а2 чн­
й 

3HКJlap БИ.iJан чегараланган; 



б) ~ 8retg~xdy. бу ерда D еох,8 x2+y1=1. х1 +у1=9. 

1 - • 
у=-~-зх. у= .уЗх чизикпар билаи чегаралангаи х,алк.аиинг бир 

к.иеми. 

Ж: а) 1з4 паЗ; б) ~n2. 

2. дгар D еох,а x+yz:: 1. х-у= 1. х+у=З. х-у= -1 ТУfРИ 
чизик.лар билаи чегаралаИГ8Н квадрат БУлеа. 

интегрални х.необла иг. 

Ж . 20 
·3 

~~(x+y)3 (x-y)2dxdy 
D 



11- б о б 

ЭГРИ ЧИ3ИК,ЛИ ИНТЕГРAJlЛАР ВА 
СИРТ ИНТЕГРAJlЛАРИ 

1- '. Бириичи .а иккиичи тур 9ГрИ ЧИ3ИК,ЛИ иитеграJlJlар 

11.1.1. {(х. У) =f(P) функция АВ яееи еиллик. эгри чизик.иииг 
барча нук.таларида аник.ланган ва узлукеиз булеин; бу ёАни 
узунликлаJlИ ~ll. Ы2. . ... ы. булган n та элементар ёАчаларга 
буламиз. Х,ар к.аЙеи i-булак.да ихтиёрий Р; (х;. У;) нук.тани танлаб 
али(,. функциянинг Р; нук.тадаги к.иЙматини мое элементар ёйча 
узунлигига кУпаЙтирамиз. Бу купаАтмаларнинг ушбу . . 

~ f(P,)~I, ёки ~ {(Хр у.)ы, 
,-1 ;-1 

куринишидаги ЙИFиндиеи {(х, У) =f(P) функция учун АВ ёй буйича 
интеграл йигинди деЙилади. 

Бу интеграл ЙИFИНДИНИНГ элементар ёйчалар узунликларининг 
энг каттаси налга интилгандаги лимити 6иринчи тур эгри чuзи~ли 
интеграл ёки ёа УЗУНАuгu 6gйича эгрu чиЗUlljли интеграл деАилади: 

~ {(х. y)dl= lim ± {(Хр y;)~l, 
..... m ••• 'Ч-Оj_1 

АВ 

ёки 

~ f(P)dl= lim ± {(р,)ы,-
m •• &I,"""Oi_1 

,(В 

Агар АВ эгри чизик. фазода берилган булиб, бу эгри чизик. 

буйлаб УЗЛУКСН3 {(х. у. z) =f(P) функция берилган булеа, у х.олда: 

~ {(х. у, z)dl= lim ± {(Хр У;. z.)bl; 
v т •• "',-О i_1 
АВ 

ёки 

~ f(P)dl= lim ± f(P;),1.lr 
'-' т •• ы,-О ;_1 
АВ 
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БиJНIИ" тур эгри чиэик.nи иитеграл АВ еА каАеи Ауналишда ути­

ЛИШllга 60FЛНК эмае, яъии 

~ f(P)dl= ~ f(P)dl. 

АВ ВА 

11.1.2. Биринчи тур эгри чиэик.nи интегрални х;иеоблаш аннк 
интегрални х;иеоблашга келтирилади: 

v 

а) Агар яееи АВ эгри чиэнк 

x=x(t), y=y(t), C&~t~p 

параметрик тенгламалар билан берилган булеа, эгри чнэиклн 
интеграл ушбу формула буАича х;иеобланади: 

~ '(х, y)dl= ~f(X(t), y(t» vx2+i/dt. 
~ .. 
АВ 

iB эгри чиэик фаэода х=хи), y=y(t), z=z(t) (C&~t~P) 
тенгламалар билан аниКЛанган булеа, у Х;OIIда 

~ '(х, у' z)dl= ~f(X(t), y(t), z(t» vx2+i/+Z2dt. 
~ .. 
АВ 

б) Агар АВ ясеи эгри чиэик у=у(х) (a~x~b) тенглама билан 
берилган булеа, эгри чнэикли интеграл куАидаги формула буйича 
х;иеобланади: 

ь 

~ {(х, у) dl = ~! (х, у(х» v 1 + у'2 dx. 
- . 
АВ 

В) Агар AVB яееи эгри чиэнк х=х(у) (c~y~d) тенглама 
билан берилган булеа, эгри чиэнкли интеграл 

d 

~ {(х, y)dl= ~f(x(Y), у) V 1 +x'2dy 
v с 

АВ 

формула буАича х;иеобланади. 
1- м и е о л. Ушбу эгри чизикли интегрални х.необланг: 

~ (x-y)dl, 
L 

буерда L - ТУfРИ чиэикнинг А(О, О) дан В(4, З) гача БУлаги. 
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Е АВ " 3 .. у' 3 
ч и ш. туrри чизик. У=.Х куринншга эга. =. ни то· 

памиз. Демак, 

4 - 4 

(x-y)dl= r (х-}х) ~ 1I+~9_dx= r ..!.х. ~x= 
) ) 4 У' т 16 J 4 4 
L О n 

= I~ .~хЗI:=+ 
2· м и е 0.1. ~ (2z- y~+y~ )dl интегрални )(иеОО.1анг. бу ерда 

L 

L:x=/cos/. y=tsin/. z=/, O:-S;;;;/:-S;;;; 2л вннт чизиrининг биринчи 
jрами. • 

Е ч и ш. Хосила.1аРНИ )(иеоблаймиз: x=eos/-/sin/. 
y=sin/+teost. z=l. У )(олда 

2А 

~ (2z- yx2+y2)dl= ~ (2/- -Yt2cos 2/+/2sin 2
/) х 

L О 

.. _________ .. ___ .__ 2к __ 

Х у (eos/-/sin/) 2+ (sin/+teast) 2+ I dt= ~ (2/ -1) y2+t2dt= 
о 

~' t-Y2+-f2dt=+4y (2+/2)"з\2"= 
о О 

=* ( у (2+4л2) 3_ у2з) = -~~ (у (1 +2л2)з -1). 

11.1.3. Р(х. у) ва Q(x. у) функциялар бирор ясси енллик. 

АВ эгри чизик.нинг барча нук.таларида аник.ланган ва узлуксиз 

бjлсин; t\XI. t\X2 . ... , t\x. ва t\YI. t\Y2 . .... t\yn элементар ёйчаларнинг 
(11.1.1. банд) Ох 8а Оу ук.ларга проекциялари булеин. 

Ушбу 

n 

~ [Р(х;. Yi)t\Xi+Q(x P yJ~yJ .-1 
йигинди Р(х, у) 8а Q(X. у) функциялар учу н "oopдuнaTa.cap буtlича 
интеграл iшF"инди деАилади. 

Бу интеграл йиrиндининг maxt\xi-O ва maxt\y,-Q даги лимити 
v 

АВ ёй йуналиши буйича и""инчи тур эгрu .,uзи~лu интеграл ёки 

lCоордuнаталар буiшча эгри .,изи~Аи интеграл деАилади: 

~ P(x.y)dx+Q(x.y)dy= "'!~i~1 P(X~y;)t\Xi+Q(XPy"t\y.· 
АН "'uЛrг ... 1I 
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Иккннчн тур эr'РН чизнклн н нтегра.1 ИIП~гра.1.1аш ЙУ.1ИИИНГ 
й }·на.~ишнга боrлнк'. яъни 

~ Р(х. Yldx+ Q(x. y)dy= - ~ Р(х. Yldx+ Q(x. y)dy .. 

8А 48 

дгар интегра.маш йулн ёпик' эгрн чнзик.л,ан иборат булса, у Jl.onдoa 
епиli. контур буАнча эгри чизи1i..1И ннтеграл айланиб УТИIll 
й~налишини кУrсатнб 

фР(х. y)dx+Q(x, y)dy 

"абн 6елгнланадн. 
дгар enHIi. контурнн аЙ.lаннб утиш соат МН.1Н х.аракатнга 

li.арама-К,аршн булса, у мусбат деЙн.lадн (бунда контур бнлан 
чегаралангаи сох.а чап томонда К,о.lади). Бунга тескарн айланиб 
утнш маифнй деЙиладн. Келгуснда, агар таъкид.1аб утилмаган 
булса. контурии айланнб }iтнш iiуналишннн мусбат деб onаверамнз. 

11.1.4. Иккинчн тур интегралнн х.нсоблаш х.ам аннК, ннтегра.1НИ 
х.нсоблаurга ке.1Тирн.lади: . 

al дгар ясси АВ эгри чизиК, Х=Х (1), у=у (t) параметрик 

тенгламалар билан бери.lгаи булнб, t параметр йулнинг бошланиши 
А га мое t А к'ийматдан, йул охири В га мое 111 к'ийматгача узгарса. 
иккинчи тур эгрн чнзнк..лн иитеграл уurбу формула буйнча 
1(.и('0О.1I1НII1I.Н: '. ~ p(x,YI dx+Q(x,y)ay= ~[P(x(l),y(t»x(t)+ 

"11 '. 
+Q(x(/), y(/»Y(t))dI. 

АВ эгрн чизнК, фазода x=x(/), y=y(/), z=z(t) параметрик 

тенгламалар била н бернлган булса, у х.onда 

~ Р(х, у, zldx+Q(x, у' z)dy+R(x, у' zldz= 
"11 

'. 
~ [P(x(t), у (/) z(/) )хЩ + Q(x (/), y(t), z(t) )у(п + 
'. + R(x(t), y(/), z(t) Iz(1) )dl. 

v 

б) Агар ясеи АВ эгрн ЧН3НК, у=у(х) тенглама бнлан бернлган 

булнб, х узгарувчи Аул бошланншн А га мое а К,нАматдан йул охнрн 
В га мое Ь кийматгача узгарса, эгри чнзикли ннтеграл К,уйидагн 
формула буйича х.исобланади: 

• 
~ Р(х, y)d.x+ Q(x, y)dy= ~[P(x, у(х» + Q(x, у(х) )у'(х) )dx. 
~ . 

"11 
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v 

В) Агар RССИ АВ ,грн чнэнк. х=х(у) теНГЛ8М8 билан бернлган 

БУлиБ. у узгарувчи ilул бошланишн А га мое с кнАматдан Аул охири 
В га мое d к.иАмаТГ8ча уэгарса. 'ГрМ ЧМЗИlUIи интеграл к.уАидагн 
формула буilича х.исобланади: 

~ 

~ Р(х. y)dx+Q(x. y)dy- ~(P(x(y). у)х'(у) +Q(x(y). y)Jdy. 
~ < 
АВ 

3- м и С о л. Ушбу эгри чизикли интегрални х.исобланг: 

~y2dx+X2dy. 
L 

бу ерда L контур X=oc06t. y=bsint 3JJлипснинг С08Т мили х.аракати 
буilича аilланиб утиладигаи юк.ори RрМИ (57- шакл). 

Е ч и ш. йулиинг бошланишн параметрнинг t А=n к.иАматига 
мое А нук.тада жоАлашган; Аул охири параметрнинг t В=О кнАматн­
I а мое В нук.тада жоilлашган. ШундаА к.илиб. к.уilидагнга эгамиз: 

А 

о 

~y2dx+X2dY= ~ y2dx+X2dy~ ~rblsin2t( -osint) + 
L v • 

АВ 

u u 

+0\:os2t-bcost]dt= _оЬ2 ~sin3tdt+a2b ~C063tdt_ 
А А 

=аЬ 2 ~sin3tdt-02b ~C063tdt= _0",,2 ~ (l-сosit)d(С06t)-
о о о 

-а2Ь ~ (1 -sinit)d(sint) = -аЬ2 (С06' --icOS3t) !:­
о 

-a2b(sint-~in3t) !A=_ab2(_I+...!.._I+ 
3 о 3 

1) 4 Ь 2 +- =-а . 3 3 
!I 

!I 6 
С 

IJ 

8 --Q А 

57· WIIКЛ 58· WIIUI 
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4- "" и с ОЛ. Ушбу эгри ЧИЭИКJIИ интегрални х.нсобланг: 

Ф 2xdy - Зуdх . 
L 

бу ерда L - учnари А(I. 2). В (3. 1). С (2.5) нук.таларда булган 
учбурчак контури (58- шакл). 

Е ч и ш. Контур ушбу тенгла""алар билан берилган кес""алардан 
туэилган: 

У= --ix+ ~ - АВ нинг тенгламаси; 
у= -4х+ IЗ-ВС иннг тенгла""аси; 
у=3х-l- АС нннг тенгла""асн. 

к.уЙидагига эга""иэ: 

Ф(2хdу-Зуdх) = ~ 2хdу-Зуdх + 
АВ 

+ ~ 2xdy-3ydx+ ~ 2xdy-3ydx. 
ВС СА 

Хар к.аЙси интегрални х.исоблаЙ""иэ: 
3 

~ 2хdу-Зуdх= ~(2x( --i )-з( --ix+~ ))dx= 
AR I 

3 3 

= Н-х+ ~x- I:)dx~-i ~(Х-15)dх=~(Х-15)21~ = 
I I 

=~( 122_142) =+26' (-2) = -13; 

2 

~ (2хdу-Зуdх) = ~ (2х( -4) -3· (-4х+ 13) )dx= 
ВС 3 
2 2 

= ~ (-8х+ 12x-39)dx= ~ (4x-39)dx= (2х2 -39х) I~= 
э э 

= (8-78-18+ 117) =29; 
I I 

~ (2xdy-3ydx) = ~ (2х·3-3(3х-1 )dx= ~ (6x-9x+3)dx= 
СА 2 2 

I 

=3 ~ (I-х)dх=з(х+-iх2) I :=3(1 +-i-2- 2)= - 1: . 
2 

Шундай к.нлнб. 

Ф(2хdу-3уdх) = 1; . 
L 
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1- дарсхона ТOfIШUрUГU 
1 

1. ( ._.1!.._ ннтегралнн х.нсобланг, бу ерда L контур У=2 х - 2 
) х-у 
L 

TyrpH чнзнк.нннг А (О, -2) ва 8(4, О) ну~талар орасидагн кесмасн. 

Ж: у51п2. 

2. ~y2dl ннтегрални х.исобланг, бу epДёl 1. контур x=a(t-sin/), 

256 
y=a(l-cos/) (а>О) uнклонданинг биринчи арки. Ж: ~З. 

3. ~xyd' ннтегрални х.исобланг, бу ерда L - учлари А (О, О), 
1. 

8(4. О), С(4, 2), D(O, 2) нук.таларда булган ТУFРИ туртбурчак кон­
турн. Ж: 24. 

4. ~XYZdl ннтегрални х.исобланг, бу ерда L контур туrри 

чнзнк.нинг A(I, 0,1) ва 8 (2,2,3) НУl<талар орасидаги кесмасн. 
Ж: 12. 

5. ~ (x 2-2xy)dx+ (2xy+y2)dy интегрални х.нсобланг, бу ерда 
I 

L контур у=х2 параболанинг A(I, 1) НУl<тадан 8(2, 4) НУl<таГёlча 
-. Ж 40 19 енн. : 30 . 

6. ФУdХ - xdy ннтегрални х.исобланг, бу ерда L контур мусбат 
L 

йуналишда аitланнб утнладнган x=acost, y=bsint эллипс. 
Ж: -2лаЬ. 
7. Агар L А(О, О) ва 8(1,1) НУl<таларни туташтнрувчн ЧН3НI<: 
а) у=х; б) у=х2 ; в) у2=х; г) у=хЗ 

тенгламалар билан бернлган булса, 

~xydx+ (y-x)dy ннтегрални х.нсобланг. 
L 

I I 17 I 
Ж.: а) 3; б) 12; в) 30; г) -20' 

8. ~ХdХ+УdУ+(Х+У-I)dZ ннтегралнн х.нсобланг, бу ерда 

L A(I, 1, 1) ва 8(2,3, 4)НУl<таларнн туташтирувчн TyrpH чнзнк 
кесмаси. Ж: 13. 

J - АСустак,иА UШ 

Эгрн чнзик.ли ннтегралларни х.нсобланг: 

1. ~Xd', бу ерда L 0(0, О) ва A(I, 2) нуl<таларнн туташтирувчн 
L 

TyrpH ЧН3НI< кесмасн. Ж: ~5. 
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2. ~X1Ydl, бу ерда L .I'2+!/=9 анлананннг 6иринчи каадрантда 

ёТУ8ЧИ киеми. Ж 27. 

З. ~ ~~y' бу ерда 1. I/=х+2 тугрн чизикнинг А (2, 31 Ila 
/. 

В (3. 5) нукталарини тутаШТИРУ8ЧИ кеемаеи. 
у2 

Ж: 2-' 

4. ~ (x+y)dx+ (x-y)dy, бу ерда L I/=х2 IlараБOJlанинг 
/. 

А (-1, 1) 8а В (1. 1) нуктаЛ<lр ораеидаги БУлаги. 
Ж: 2. 
5. ~ (x-УI!dх+ (x+y)2dy, бу срла L ОАВ синик чизик булиб, 

136 
0(0. О), А(2, О), В (4,2): Ж:-г ' 

6. Фуdх+2хdу. 6у ерда L томон.lари 2х+3у= ±6. 
/' 

2х-3у= ±6 туrри чизикларда ёТУ8ЧИ, соат мили х.аракатига 
тескари йуиалишда айланиб утиладиган ромб контури. Ж: 12. 

2-" &МРИН'I" -.а lI"I(IIН'l1I тур IИ"pII 
'lIIЗI1!U1М Мнтегр ...... рlfllнг т.теlllUl 

11.2.1. Бирннчи тур ~гри чизикли интеграллар ёрдамида ~гри 
чизик ёнининг узунлигини, МQДДин ёй маееасини. ЦИЛИНДРИК еирт 
юзнни х.исоблаш MYMKlfH. 

:1 J ~ df=IAfIo бу ерда 'АВ АВ ёй узунлиги (бнринчи тур ~гри 
АВ 

'111 111 кли ItНтегралнннг геометрик маъноси); 

(il ~ {(х. у, z)dl=m, бу ('рда т -- моддин АВ ён массаси, {(х. 
АВ 

у, г) =У - бу ёАнинг чизикли зич.лиГ1f (~гри чизикли интеграл­
нин!' механик маъноси); 

В) ~ /(.1', y)dl=S, бу ~дa S - ЯСQ8чилари Ог Ук.1UI параллел 83 

АВ 

-J 

АВ ёй HYKTa:lap".li111 } тунчи, пастдан бу ей 6ила~, IOКОРИАаН 

ЦИ.~индрик сиртнмнг z=f(x, у) (f(x, у) >0) сирт билан кесншиш 
чизиrи 61о1лаи, еи ToмotMap.IIВH эса А на 8 мукталарв.аи Ог 
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укка параллел утган ЧНЗНJ(JIар бнлан чегараланган цнлнндрик 
сиртнинг ЮЗН (59- шакл). 

I-мисол. х2 +у2=4 цнлнндрнк CIIPTHHHf Оху текнслнк ва 

z=2+ ~ сирт орасндаги кнсмннннг юзннн JUtсобланг. 
Е ч и ш. Шаклни чнзамиз (60- шакл). 

!I 

х 

59· шакл 

z 

60- шакл 

Z 8 2+!.' 
4 

g 

Цилиндрнк сиртнинг нэланаётган ЮЗ~. S уш6у интеграл билан 
ифодала нади: 

s= Н2+ ~)dl, 
L 

бу ерда L Оху текисликдаги анлана: х2 +у2=4, z=o ёки пара­
метрик шаклда: x=2cos/, у=2siп/, 0";;;/<2:(. 

У х.OI1да dl= V;2+i/d/= -v (1-2siп/)2+ (2COS/)2d/=2d/ 
демак, 

211 2n 

s= ~ (2+~. 4cos
2
/)2d/=4 ~ (1 +cos

2
/)dt= 

2n 

=4 ~ (1 +-i+~.cos2t )d/=4(~+fSiП2t) 1: = 
о 

=6·2:(= 12:( кв. бирл. 

11.2.2. Иккинчи тур згри чнзик.ли интеграЛ.1ар ёрдамида 
шаклнинг юзини. куч ишиии, Функцияни унинг маъ..1УМ т5·.lИК 
дифференциали буйича топиш мумкин. 
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а) ~ Р(х, y)dx+Q(x, y)dy=A, бу ерда А '=Р(х, у)Т+ Q(x, 

АВ 

у) 7 куч бажарган иш, бу куч таъсирида жисм AVB иул буйича 
кучади (иккинчи тур эгри ЧИЗИI(JJИ иитегралнинг механик маъноси). 

б) +P(XdY-УdХ)=S, бу ерда S-ёпик. L контур билан 

чегараланган фигура юзи. 

2-мисол. x=acost, y=bsint, O~t~ 2п эллипс билан чегара­
ланган шаКJI юзини х.исобланг. 

Е ч и ш.s=+ Ф(хdу-уdх) формуладан фоЙдаланамиз. 
L 

dx= -asintdt, dy=bcostdt. 

~ ь 

дема к, S=+ ~ (acost·bcost-bsint( -asint))dt=+ ~ ab(cos2t+ 
о о 

2 .. 

+sin 2t)dt= а: ~ dt=nab кв. бирл. 
о 

11.2.3. Агар L Q сох.анинг-чегараси булса ва Р(х, у)' Q(x, у) 
функциялар ёпик. D сох.ада узларининг хусусий х.осилалари билан 
биргалик.да узлуксиз булсалар, у х.OIIда ушбу Грин формуласи 
уринлидир: 

t Р(х, y)dx+Q(x, y)dy= ~(~~ - ~: )dxdy, 

бу ерда L контур ни айланиб чикиш шундай танланадики, D сох.а чап 
томонда к.OIIади (мусбат ЙУналиш). 

Агар бирор D сох.ада Грин формуласи шартлари бажарилса, 
к.уЙидаги таСДИl(JJар тенг кучлидир: 

а) ФРdх+Qdу=О, бунда 1 D сох.ада жойлашган исталган 
I 

ёпик. контур. 

б) ~ Pdx+Qdy интеграл А ва В нук.таларни туташтирувчи 

АВ 

V 

интегралпаш йуnига боFЛИк. эмас, бу ерда АВ D сох.ага тегишли. 
в) Pdx+Qdy=du(x, у)' б"j ерда du(x, у) u(х, у) функциянинг 

тУлик. дифференциаnи. 
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,JQ аР 
rl D сuХ,анинг Х,амма нvкталарнда-----=--. • ах оу 

Агар du(x. у) =Р(х. y)dx+Q(x. y)dy БУлса. u(х, у) функцня 

u(x.YI= ~P(X,Y)dX+ ~Q(X(~Y)dY+C 
'" '1, 

ёКII 

и(х. yl = ~ Р(х. y,,)dx+ ~ Q(X. y)dy+C 
~t ~ 

ФОРМУ.1/1 rР,1амида аНИК.1анадн, бу ('/)Д;] М .. (хо, уо) ва М(х. у) 
lIyKT1i.lap D сох.ага теГНШ.1Н. С - нхтнернй узгармас. 

з- м и с 0.1. Грив фОРМУ:lасидан фОЙдаланнб. фу ( J - x l
) dx + 

I 

+ (J-ty'jxdy интer-ралнн х.исООланг, бу ердз L контур 
х2 +у =4 аЙ.l<lIIадаll IIборат бу.lнб. у мусБLJТ йуна:IИUlда аН.1<mиО 
\--IIIЛ3ДИ. 

. F. ч и Ш_ Грнн форму.lзrн бунича нккн УЛЧUВ.1II интеl·РЗ.lга 
\1 ;j\~ИЗ: 

фу( J-x~)dx+ (' +y1)dy= ~~( I +у2_, + х2) dxdy = 
[ о 

= ~~(X2+yl)dxdY. 
8 

бу ерда D сох.а X1+y:t~ 4 тенгснэ.'IИК млан аннкланаднгаи доира. 
Инwгрални х.нсоб.lаw учун к.утб КlЮpднната.lарнга ута_н): 

~~(x1+ !I)dxdy= ~~(,,2COS21f+ r2sinl'P) rdrd'f! = 
D lY 

:!;1 ~ 2:. 

= ~УЗdГdlf= ~ dq. ~r~dr= ~ ~ (г4 1 ~)d'P= 
lY о n u 

" = ~ ~ 16d'f=8n. 
о 

4- м и с u .1. у.ш(iу 

(~+~)dx+(~- i)dy 

.!I'Iфференциа.1 нфода бнрор фУНКUR8минr т5·лнк днффеpt'нuиа.1Н 
'tканинн курсатиltГ 8а б)· функциямн тОШ\нг. 

F. ч и RI. к.уitll.1згНJtарга эrамнэ: 

t I '1 х. 
Р(х. у) =-;+у; Q(x. Y~=y-Ir . 
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дР _ aQ бинобарин, беРИJlган ифода х,ак.икатан х,ам би-
ду -7-ах' 

рор u (х, у) функциянинг тулик дифференциаJlИДИР· 
демак, Мо(хо, уа) деб Мо(l, 1) ни OJJиб, куйидагини топамиз: 

( X)IX ( I)IY Х 1 = 1nlxl +у 1+ 21пу + у 1=ln1xl +у-у+ 

1 Х -
+2lnlyl +--1 +C=lnlxl +2lnlyl +-+С. 

у у 

2- дарсхона таnШUРUFU 

1. x=cost, y=sint айлана ёйининг массасини аникланг. Унинг 
(х, у) нуктадаги чизикли ЗИЧJJИГИ у га генг. Ж: 2 масса бирл. 

2. R раДИУСJJИ доиравий цилиндр бlfлан худди шундай цилиндр 
тугри бурчак остида (уклари тугри бурчак остида ) кесишади. 
Кесимда хосил б~лган сирт юзини х,исобланг. Ж: 8R 2 кв. БИРJl. 

3. а) x=acos' (, у=аsiпЗt астроида БИJJан; 
б) x=a(t-sint), y=a(l-cost) ЦИК.10иданинг биринчи аркаСI1 

ва Ох уки билан чегараланган шакл юзини х,исобланг. 
Ж: а) 3ла2 кв. бирл.; б) Зла2 кв. бирл. 
4. Т}'лик дифференциа;IJИ буйича и(х, у) функцияни топинг: 
а) du= (2x-3xy2+2y)dx+ (2х-зх2у+2у)dу; 

б) 'du= (aгcsinx-x IПУ)dх-(аГСSiПУ+ ~)dY. 
5. "Р= (х2 +у2+ 1 )Т+2ху[ куч:нинг у=х2 парабanанинг А (О, Q.) Б;] 

В(I, 1) нук.талар орасидаги ёйи буйича бажарган иШини Х,исоо.'Jанг. 

Ж : _196 б 105 иш. ирл. 

6. Грин формуласида!! фойдаланиб; ф2(х2+у2)dХ+ (x+y)2dy 
,. 

интегрални х,исоБJJанг, бу ерл.а L учлари А(I, f), В(2, 2), С (1, 3) 
БУJlган учбурчак контур». Натижани бев.осита tнпеграллаш би-

4 
. Jlан текширинг. Ж: 

1 

2- муста",uл uш 

'} 2 2 хц t. х-+у =R цилиндрик СИРТilИНГ Оху текислик на г= ZR 
• сирт opacJ+ra ЖОЙJJзшган кисмининг юзини х,и-еоблан.r. Ж: R2 кв. 

бирл. 

2~ у=х2 ва У= ух чизиклар билан чега-раланган сох,анииг 

юзини х,исобланг. Ж: ~ кв. бирл. 
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3. Берилган тулик дифференциали 

du= (z+21/)dz+rdl/ 
(оЖ+I/)2 

буilнча и(х. у) функциянн топинг. 

4. F=2xyl+x2J кучнннг А(О. О) аа 8(2. 1) нукталарни туташ· 
тнруачи йулда бажарган ишнни х.иеобланг. Ж: 4 иш бирл. 

5. Грин формуласидан фоilдаланиб. fy2dX+ (x+y)2dx инте· 

тегралнн х.иеобланг. бу ерда L - учлари А (3. О). 8(3. 3). С(О. 3) 
нукталарда булган учбурчак контурн. Ж: 18. 

3- §. Снрт IIнтerpa.uaplI 

11.3.1. 0- бнрорта енллнк еирт аа {(х. у. z) =f(M) функция о 
еиртда узлукенз булеин; 1\01. 1\02 ..... I\o~ лар о сиртнинг элементар 
снртларга булиниwи булнб. улаРНИRГ юзларини х.ам шу еимаQllлар 
билан белгнлаilлик; х.ар каilеи элементар еиртда ихтиёриА Mi(Xi. у .. . . 

z,1 нукта танлаймнз аа ушбу ~ {(x~ y~ Zi)I\Oj интеграл ilИFИНДИНИ 
;-1 

т\·замнз. 

. Элементар енртларнннг диаметрининг энг капаси н QII га 
ннтнлганда ннтеграл ilИFННДН интиладиган лимит 6иpиH~и тур сирт 
uнтеграАи (ёкн СUРТ юзu 6gаu'Ю интегра.с) деАиладн: 

'. 

~~f(X. У. z)do = lim ~ {(Х;. у,. z.)l\o; 
СУ m8.dilrnAoj-о .t _ I 

ёкн 

~~f(M)dO = lim ~ {(х,. у;. z;)l\o,. 
СУ m.ldl.m~Оj-о ,_ I 

Снрт ннтегралннннг кнйматн о енртнннг канен томонн танланн­
шнга БОFЛНК эмае. 

Анн к ннтегралнннг барча хоееаларн бнрннчн тур еирт ннтеграл­
ларн учун урннлнднр. Агар о енртнннг Оху текнелнкка проекцияен 
аху бнр кнйматлн БУлеа. яънн Oz укка параллел х.ар кандай TYFPH 
чизнк О сиртни факат битта нуктада кееса. мое бнринчн тур енрт 
интегрални х.нсоблашнн ушбу формула оркалн икки улчовлн 
ннтегралнн х.исоблашга келтирнш мумкин: 

~~f(X. у. z)do= ~~f(x. у. z(x. у)) -Уl +z:2+ Z:dxdy. 
о о .. 

бу ерда Z=Z(x. у) - о еиртнинг тенгламаеи. Равшанкн. ~~do=S. 
о 
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бу ерда S - о сиртнинг юэи, ~~f(x, У, z)do=M, бу ерда М-
" 

- о сиртнинг массаси, {(х, у, z) =у - о сиртнинг сиртиА эичлиги. 

I-мисол. ~~(X2+y2)do интегрални х.исобланг, буерда 0-

" 
X2+y2=Z2 конус сиртнинг z=O ва z= I текисликлар орасидаги 
к.исми. 

Е ч и ш. Берилган о сирт тенгламасидан унинг каралаётган 

к.исми учун z= vх2+у2эканини кУрамиэ. к.уАидагиларга эгамиэ: 
х . у 

z'. Y~+I' Zy= Y~+I' 
демак, 

~~(X2+y2)do= ~~(x2+y2) -V + ~~I + ~~I dxdy= 
о о., 

= у2 ~~(x2+y2)dXdY. 
" .. 

Нкки УЛЧOВJlи интегралнинг интеграллаш сохаси Охух2 +у2:os;;; I 
донрадан иборат (конус сиртнинг Оху текисликка проекцияси). 
Нкки улчовли интегралда кутб координаталарига утамиэ: 

2.. J 

у2 ~~(X2+y2)dXdY= у2 ~~ r3drdcp= у2 ~ dcp ~r3dcp= 
О." о., О О 

2.. _ 2n _ 

= у2 } (+ г41 ~)dlp= ~2 ~ dcp= nt2 
. 

11.3.2. о силлик. сиртнинг хар бир нук.тасидан n нормал вектори 
'ткаэилган томони АСус6йт, бошк.а томони (агар у мавжуд булса) эса 
IЙНфuй томон деЙилади. 

Хусусан, агар о сирт ёпик. булса ва g фаэонинг бирор сохасини 
егараласа, у ХOJlда сиртнинг мусбат ёки ТЙШ~U ТШСOНU деб унинг 
ормал векторлар g сохадан Ауналган томони, манфиА ёки UЧ/(U 
ОАСони деб унинг нормал векторлари g сох.ага йуналган томони 
Йтилади. Мусбат (ташки) ва манфий (ички) томонлари мавжуд 
улган сиртлар и/(/(и ТОАСОНАЙАСй СUрТЛЙр деЙилади. Улар учун 
уйидаги хосса уринлидир. Агар n нормал векторнинг асосини 
ундай сиртда ётувчи исталган ёпик. L контур буАлаб уэлуксиэ 
учирилса, дастлабки нук.тага кайтганда n нинг йуналиши 
астлабки йуналиш билан бир хил бjлади. 
Бир томонлама сиртлар учун n НОРlt!.ал векторнинг бундай 

учиши дастлабки нук.тага каЙТlМганда (-n) векторга OJIиб келади. 
lаълум томони танланган о сирт орuентйцuялйнгйн деЙилади. 
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11.3.3. а+ ---- бнрup енллнк енрт булнб, унда n=/eosa, eosjJ, eosyj 
ЙУна.1НШ 6нла/1 хараhн·р.I<lНУВЧН муебат томон танланган булеин; 
Р(х. у. z). Q (х. у, z), R(x, у, z) У3J1укеиз ФУНКЦИR .. lар булеин, у х,оода 
мое иккннчн тур енрт ннтеграли куЙнда.гича ифодаланадн: 

~~ Pdydz+ Qdzdx+Rdxdy= ~~(Peosa+ QeosjJ+Reosy)da. 
r,+ о 

uy формула бнрннчи ва иккинчн тур енрт интеграл .. 1аринн узаро 
1)0ГЛ:1ЙДН. Снртнинг бошка а- томонига утилганда бу интеграл 
ишораСIIНИ K<lPU\l<l-КilfmlНсига ~·згартира!1И. Лгаr 11 I'lIpT г= 

= г(х. Ц) Т('НГ.li1\1а I)H,I1IH OIllKOP ХUJIда бери.lгаrr 65.1l'<I. ~ ХUJIда n 
НОРМiI:IНИНГ НУ·на.1ТИРУНЧН косннуслари куйндагн фОРМУ.ilалар бу­
йича аннкланадн: 

1 dz 1 tJz 1 
eOS(1=~ cosjJ=-~ . ---, eosy=-~-, 

± 1111 дх' ± 1111 ду ± 1 n 1 

- ~ г (aZ)2 (az )2 бу ерда / n/ = У' + ах + ау ва ишора танлаш еирт томони 

би.lан мунофнклашган булиши керак. 
Агар а сирт тенгламаЕН F(x, у, z) =0 ошкормае х,оода берилган 

1)5ЛС1I, бу енрт нормалн n нннг йуналтнрувчи коеннусларн I(уйидаги 
формулалар буннча аННl(Jlанадн: 

1 aF 1 дР'" 1 dF 
cOSa= D' д~-' eostJ=o· ау' eos'l'= D . дi' 

dF 2 dF 2 dF 2 -(<
-

бу ерда D= ± дХ) + (ау) + (а;-) ва илдиз оодндаги ншо-

ранн танлаш снрт томони бнлан МУВофиl(.1ашти.рнлишн керак. 
Иккннчи тур снрт интеграли, шунннгдек, к.оордuнаталар 6YiJu.,a 

сирт UНtегралu деб х,ам аталадн. 

Иккннчн тур сирт ннтегралнн" х,нсоблашнн бевоента нккн 
5'ЛЧ08JIН ннтеграЛflН х,ж:облашга келтнриш мумкнн. 

Агар а снрт z=z(x, у) тенгламага эга булса, у х,ояда нккннчн тур 
снрт интеграJIИ куйидаги формула буйнча х,исобланади: 

~~ R(x. у. z)dxdy = ± }~ R (х, у, г(х, у) )dxdy , 

" " .. 
бу ерда аху сирт 11 "ннг Оху текнслнкка проекцняси. 

± ншора.1UР СНРТНИНI' иккнта тур.лн томон..lарнга мое келадн; 
бунда с+_ ншора Tal4.JaHraH томонда СО5'1'>О булганда, с-:. зса 
cosy<O бу.-Iганда UJlНII:1ДН. 

а снрт у=у (х, z) ёкн х=х (у, г) тенгламалар билан бернлган 
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J(олларда к.QlJГан ннтеграллар х.ам худдн юк.орндагндек х.исоб.1а. 
нади: 

~~(x, у, z)dzdx= ± ~~(x, у(х, z), z)dzdx, 
о О" 

бу ерда о .. - сирт О нинг Oxz текислнкка проекцияси, с+» ншора 
танланган томонда СOSIS>О булганда, с-» ишора эса 
СOSIS<О булганда олннади; 

~f(x' у' z) dydz = ± ~f(..(y, z), у' z)dydz, 
о о .. 

бу ерда OYl - сирт О иннг Oyz текисликка IIРоекциясн; «+» НШОрi:l 
танлаиган томонда сosа>О булганда, с-» ншора эса 
сosа <О булганда олинади. 

2· м и с ол. Ушбу интегрални х.исобланг: 

1 = ~~ zdxdy + xdxdz + ydydz , 
о 

бу ерда ох y+z= I текисликнннг координата текнслнкларн 
билан кесишншидан х.осил булган учбурчак; сиртнинг Tall.laHraH 

томоннда нормаль Oz Ук.и бнлан уткир бурча к ташкил этади. 
Е ч и ш. Шаклни чизамиз ва 

интеграллаш томонини n нормаль ерда· 
мида танлашни курсатамиз (61- шакл). z 
. z= '-х+у сирт тенгламасига зга· 

dz 82 О миз, -= -1,,, = 1, COS1' >, шу· 
8х uу 

нинг учун 

-1 
сosа= - ,-/1 +1 +1 

1 
- _.~; coslS= - "1 + 1 + 1 - ";3 v 

1 
COS1'=~ . 

,-/3 

1 
";3 ' 

Берилган интегрални х.нсоблаш учун 
к.уЙидаги формулани х.осил I(Иламиз: 

,( 

61· Ш8КЛ 

1= ИzdХdу+хdХdz+уdУdZ= ~~~. ~3 -х ~3 +z ~3 )do= 
.+ • 

у 

= ~з~~«У-Х)+Z)dО= ~зj~.(У-Х+(I-Х+У» VI+I+ldxdy= 

= ~~(2Y-2x+ I )dxdy, бу ерда Оч о снрт (оАВС) нинг Оху 
о •• 
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текисликка проеlЩИЯСИ (мое). Икки 9лчовли иитегралда чегара­
ларнн к.УЙJt6 чнк.амнз: 

1 О 

1= ~~(2у-2х+l)dхdУ= ~dX ~ (2y-2x+l)dy= 
а .. о • .1'-1 

1 10 1 =+ ~ (2у-2х+ 1)2 dx=+ ~ «1-2x)2-1 )dx= 
о .-1 О 

= (_~ (1_2x)3 .!..) 11 =.J...._~+_I_=_~ 
8 3 4 о 24 4 24 6 . 

3- дасрхона ТОnШUрUFU 

1. ~~yx2+y2da интеграл ин х.нс06ланг, 6у ерда а снрт 
а 

9х2 +91= 16z2 конус снртннинг Z=O ва z=3 текислнклар 
~расидагн к.исми. Ж: I~n. 

2. ~~xYZda интегрални х.ис06ланг, 6у ерда а снрт x+y+z= I те-
а 

кисликнннг 6иринчи октантда жойлашган к.нсмн. Ж: ~. 

3. Z= у4_х2_ у2 ярнмсферанинг массаснин х.нсо6лаиг. Унннг 
х.ар 6ир нук.тасндаги снртнй зичлнгн .у=х21 га тенг де6 олинг. 

Ж 128п 
: -15- масса 6нрл. 

4. ~~YZdxdY+XZdYdZ+XYdXdZ интегрални х.нс06ланг, 6у ерда 

а - бирннчн октантда жойлашган х.амда x2 +I=R2 цнлиндр ва 
х=о, у=О, z=O, Z=R текнсликлардан тузилган снртнннг ташк.и 

томонн-. Ж: R4(%+i)_ 
5. ~~xdYdZ+Z3dxdY интегрални х.нсобланг, бу ерда 

й 

а- ~+y2+Z2= I сферанннг ташк.и тамани. Ж: 312;. 

3- Alустак,иА цш 

1. ~~(z+2x+ ~y)da ннтегрални х.нсобланг, бу ерда а-
й 

6x+4y+3z-12=O текнслнкнинг бнрннчн октантда ётувчн 
. 4 

к.нсми. Ж. убf' 
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2. ~~Z2y2do интегрални х.иеобланг, бу ерда о z= VR2-x2_y2 
а 

Ф Ж 2nR 
ярнме ера. : IS""""' 

3. ~~(Y+2z)dXdY интегрални х.иеобланг, бу ерда 0- биринчи 
а 

октантда жоАлаwган бх+3у+ 2z=б текиеликнинг юк.ориги к.иеми. 
3 

Ж: S ' 

4. ~~ZdYdZ+ (3y-x)dxdz-zdxdy интегрални х.иеобланг, бу ер-
а 

да 0- z=O, х2+ у2=1, z=x2+i+2 еиртлар билан чегаралан­
ган жием сиртининг таwк.и томони. Ж: 5л. 

10- назорат uшu 

1. ИнтеграЛЛ8W тартибини уэгартиринг: 

1.1. 

1.3. 

1.5. 

1.7. 

1.9. 

1.11. 

1.13. 

2 4-" 

~ dx ~ {(х, y)dy. 
о 4-и 

э 

~ dz 
о 

4 

~ dy 
о 

4 

~ dy 
о 

4 

~ dy 
о 

у 2[,-.' 
~ {(х, y)dy': 

У9-.' 
3 
",,+4 
2 

~ {(x,y)dx. 
I 

,.,+1 

У2[,-; 
~ {(x,y)dz. 

fv. 
7-у 

~ {(х, y)dx. 
I 
1'+1 

1 э-ж 

~ dx ~ {(х, y)dy. 
о u 
о жt3 

~ dx } {(х, y)dy. 
-1 21 
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1.2. 

1.4. 

1.6. 

2 ;t2 
~ dy ) {(х, y)dx. 
о ; 

4 

~ dx 
о 

3-.!...' 
t 

~ {(z,y)dy. 
I 1--.­, 

1 4-; 

~dY ~ {(x,y)dx. 
о 2r+1 

2 2{' 
1.8. ~dX } {(z,y)dy. 

о ~2 

• 
4 '-/25-" 

1.10. ~ dx ~ {(х, y)dy. 
о о 

3 

.. rt э 

1.12. ~ dy } f(X,y)dx. 
о 2; 
I 3-, 

1.14. ~ dy ~ {(х, y)dx. 
о 2; 



(] 3-.1' 

1.15. ~ dx ~ {(х, y)dy. 

21 

4 -V;:;-~1 

1.17. ~ dx ~ f(x,y)dy. 

1.19. 

о ~;r 
• 

1 ;+1 

~ dx ~ {(х, y)dy. 
-1 

4 -v 25~; 
1.21. ~ dx ~ f(x,y)dy. 

о 

.1 . , 
1.23. ~ dx ~ {(x,y)dy. 

I 

2 2( 
1.25. ~ dy ) {(х, y)dx. 

о 

"l :'-.1' 

1.27. ~dx ~ {(x,y)dy. 
n 

1 ;+1 

1.29. ~dx ~ f(x,y)dy. 
о u 

• v~';'i 
1.18. ~dY ~ f(x,y)dx. 

1.18. 

о • 

u 

~ dy 
-1 

4 

-. • , .. 
~ 

- Ун'; 

-v 25-1 

{(х, y)dx . 

1.20. ~ dy ~ f(x,y)dx. 
IJ з 

4~ 

4 ~' 
1.22. ~ dx ~ {(х, y)dy. 

о о 

2 ,; 

1.24. ~dY ~ f(x,y)dx. 
1 о 

1 2-, 

1.26. ~dY ~ f(x,y)dx. 
о о 

1 

,. }g 
1.2B. ~ dy ~ {(х, y)dx. 

о 

1 4-" 

1.30. ~ dx ~ '(х, y)dy. 
о о 

2. Берилгаи чизик.лар билан чегараланган wак.лнинг юзинн 
х.нсобланг: 

2.1. 3 2.2. Х=8_у2, у=-;, у=4е', 

у=3, у=4. 
х=-2у. 

2.4. 2 ~ 
х -4х+у =0 

2.3. у:-2у+.с=о, 
2 2' 

Х -8х+у =0, 

у -4у+.r2 =о, у=о,у=-""-
У=Х, х=о. 

vз · 

2.5. у2 _ 6у + х2 = о, 2.8. 3 
у=-;,у=8е'. 

у=3, у=8. 
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2.7. у:-8У+Х\-О, 
у -IОу+х =0, 

х .Г 
у = ..Jз' у = v 3 х . 

2.9. i-4у+х2 =О, 
i-6у+х2 =О, 
у=х, х=О. 

2.11. у2_6у+х2 =о, 
y2_lOy+x2 =O, 
у=х, х=О. 

2.13. х2 -2х+у2=0 
2 2' 

Х -6х+у =0, 

У=-$э' у= V3x . 
2.15. х2 ...,....2х+у2=0 

2 2' 
Х -8х+у =0, 

у= ~з' у= vз х 

2.17. х2 _2х+у2=о, 
х2 _4х+у2=О, 

у=О,у= ~з· 

2.19. x2-2x+i=o, 
х2 _бх+у2=О, 

у=О,У= ~з . 

2.21. x2-2x+i=o, 
х2 _бх+у2=о, 
у=О, у=х. 

2.23. у2_6у+х2 =о, 
i-8у+х2 =О, 
у=х, х=О. 

2.25. y:-4у+х:=О, 
у -Ву+х =0, 
у=х, х=О. 

2.27. у:-4у.+х2 =о, 
у -B.IL+ X2 =O, 
У= v3x, х=О. 

2.29. у:-2у+х2 =о, 
у -IОу+r=О, 

у= ;з' х=О. 

7-665 

2.8. ..JZ _....!-. 
у=т' у - 2х" 

x=16. 

2.10. x=5-i, 
Х= -4у. 

3 -
2.12. У="2 vx , 

у= 2~' х=9. 
- 3 2.14. у=3ух,у=-;, 

х=4. 

2 2.16. у=-, у=5е', 
х 

у=2, у=5. 

2.18. у=32-х2 , 
У= -4х. 

2.20. у=20-х2 , 
у= -8х. 

25 2 2.22. у=.-х 

5 
У=Х-"2. 

- I 
2.24. у= vx , у=-; , 

x=16. 

2.26. y=l.., у=7е', 
х 

у=2, у=7. 

2.28. х=27-у2, 
х=-6у. 

2.30. у= II-~, 
y=-IОх. 
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3, Сиртий зичлиги У маълуи булса, берилган эгрн чизик.лар 
билан чегараланган D пластинканинг массасини топинг: 

3.1. x2+i= 1, х2 +у2=4, 
х=о, у=о (x~o, y~o), 

х+у 

'1= ~+I' 

3.3. х2 +у2=9, х2 +у2= 16, 
х=о, у=о (x~o, y~o), 
у=2(х2 +у2), 

3.5. х=2, у=о, 
у2= 2х(у ;;а:о), 

7~ 
у=-т+ 2у , 

3.7, х=2, у=о, 

y2=f (y~o) , 

7~ 
У=-2-+ 6у , 

3.9. Х= 1, у=о, 
у2=4х (у?о), 
У=Х+3У' 

3.11. Х= 1, у=о, у2=х, 
(у;;а: о), У = 3х + 6у2, 

3.13. х=2, у=о, у2= ; 

(y~o), у=2Х+3у2, 

I 
3.15. Х = 2' У = О , 

у2=8Х (y~o), 
У=7х+3у2, 

3.17. x=I, у=О, 
у2=4Х (у;;а:о), 
у=7х2 +2у, 

3.19. х=2, i=2x, 
у=о (у;;а:о), 

7~ У 
У=--.-+2' 

3.2. Х= 1, у=О, 
y2't::::4x (y~O), 
y=7x'l+y, 

3.4. у2=4х, х= 1, 
у=О (y~O), 

7~ 
У=-2-+ 5у , 

3.6. х2 +у2= 1, х2 +у2= 16, 
х=о, у=О (x~O, y~O), 

х+у 

'1= r+I' 
3.8. х2 +у2=4, х2 +у2=25, 

х=о, у=О (x~O, y~O), 
2.1'-3У 

У= ~+I ' 

3.10. x2+1= 1, ~+y2=9, 
х=о, у=О (x~O, y~ о) 

х-у 

У= r+I' 
3.12. х"'2+ у2=9, х2 +у2=25, 

Х=О, у=о (x~ о, y~ о), 
2у-х 

'1= ~+I' 
3.14. x2+1=4, х2 +у2= 16, 

х=о, у=О (x~ о, y~O), 
2у-Зх 

У= ~+I ' 
3.16. х2 +у2=9, х2 +у2= 16, 

х=о, у=О (x~ о, y~O), 
2у-5х 

'1= ~+,; , 
3.18. х2 +у2= 1, х2 +у2= 16, 

х=о, у=О (x~O, y~O), 
х+3у 

-У= ~+,; , 
3.20. x2+1= 1, х2 +у2=4, 

х=о, у=О (x~O, y~O), 
х+2у 

-у= ~+,; , 
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3.21. х=2, у=о, 
у2=2х (y~o), 

7т? 
У=-4-+У · 

3.23. х=2, у=о, 
2 х 

У =2 (y~o), 

7т? 
У=-2-+ 8У . 

3.25. Х= 1, у=о, 
у2=4х (y~o), 
у=6х+3у2. 

3.27. х=2, у=о, 

y2=i (y~o) , 

у=4х+6у2. 

I 
3.29. Х=2' у=о, 

у2=2х (y~o), 
у=4х+ 9у2. 

3.22. ~+y2= 1, х2 +у2=9, 
х=о, у=о (x~o, y~ о), 

2х-у • 
У= r?+i . 

3.24. x2+i= 1, х2 +у2=25 
х=о, у=о (x~o, y~ о), 

х-4у 

У= r?+i 

3.26. х2 +у2=4, x2+y2=16. 
х=о, у=о (x~o. y~ о), 

ЗХ-У 

У= r?+1 . 
3.28. х2 +у2=4, х2 +у2=9. 

х=о, у=о (x~ о. y~o), 
у-4х 

Y=~2· 
+У 

3.30. x2+i=4, х2 +у2=9, 
х=о, у=о (x~ о, y~o), 

у-2х 

у= r?+i . 

4. Эгрн ЧНЗНJ(J\Н ннтегралларнн хнсобланг: 

4.1. ~ (X2+y2)d/, бу ерда L - х2 +у2=4х аНлана. 
L 

4.2. ~ (4 ЗУХ - 3 ЗУ"У ) d/, бу ерда L - х = соsЗt. У = siпЗt астроида­
L 

нннг А (1, о) ва 8(0, 1) нук.талар орасндагн ёЙн. 

4.3. ~xYd/, бу ерда L- томонларн x=I, x=-I, y=I, 
L 

1= -1 булган квадрат контурн. 

4.4. ~y2d/, бу ерда L - x=t-sint, у= I-cost цнклоиданннг 
L 

iнрннчн аркн. 

4.5. ~XYd/, бу ерда L - учларн А(2, 0),8(4, о), С(4, 3), D(2, 
L 

дан нборат TyrpH туртбурчак контурн. 

4.6. ~ yd/, бу ерда L - у2=2х парабanанннг r=2y парабanа 
L 

~cгaH ёЙн. 
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4.7. (~, бу ерда L-туrри чизикнннг А(4, О), 8(6,1) 
) ж-у 
L 

нукталар орасидаги кесмаси. 

4.8. ~ (X2+y2)2dl, бу ерда L - ,~2 айлананинг биринчи 
L 

чораги. 

4.9. ~ (x-y)dl, бу ерда L - X
2+yl=2x аЙлана. 

L 

4.10. ~ .yX2+y2dl, бу ерда L - х2 +у2=2х аЙлана. 
L 

4.11. ~xydl, буерда L - учлари 0(0, О), А (3. О), 8(3, 4), D(O, 4) = 
L 

булган TYFPH туртбурчак контурн. 

4.12. ~ (X2+y2)dl, бу ерда L- х2 +у2=4 аЙлана. 
L 

4.13. ~ dl. , бу ерда L - 0(0, О) 8а 8(2,2) нукталарнн 
L v8-~-1 

тутаШТИРУ8ЧИ TYFPH чнзнк кесмасн. 

4.14. ~ (4 ~x -3 -УУ )dl, бу ерда L - А (-1, О) 8а 8(0,1) нукта-
L 

ларнн тутаШТНРУ8ЧН TyrpH чнзнк кесмасн. 

4.15. ~ x~y' бу ерда L - А (О, 4) ~~ 8(4, О) нукталар ораснда 
L 

жойлашган TyrpH чнзнк кесмасн. 

4.16. ~ V у dl, бу ерда L - '=2(1 +cos<p) , O~<p~~ кар-
L ~+I 

днонда ёЙн. 

4.17. ~ ydl. бу ерда L - x=cos 3t, y=sin 3
/ аСТР(J1ДЗНННГ A(I. О) 

L 

8а 8(0, 1) нукталар орасндагн ёЙн. 

4.18. ~ ydl, бу ерда L - у2=1х параболанинг 0(0, О) 8а 
L 

А ( у;:, v;S) нук.талар орасндагн ёЙн. 
4.19. ~ (4 ~x -3 уУ )dl, бу ерда L - А (1, О) 8а 8(0,1) нукталар 

L 

орасндагн TyrpH чизнк кесмасн. 

4.20. ~aгctg7tl, бу ерда L - ,= (1 +cos<p) , O~y~~ кардно­
L 

нда ёЙн. 
.;. 
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4.21. ~xydl, буерда L-учлари 0(0, О), А(5, 0),8(5,3), С(О, 3) 
L • 

булган туrри туртбурчак контури. 

4.22. ~ ~Х2+у2 dl, бу ерда L- х2 +у2=2у аЙлана. 
1. 

4.23. ~ (x+y)dl, бу ерда L - ,2 = cos2cp, -f~!p~f Бернул-
1. 

ли лемнискатасининг ёЙи. 

4.24. ~(x+y)dl, бу ерда L-учлари 0(0, О), А(-I, О), 
L 

8 (0,1) булган учбурчак контури. 
4.25. ~ (X 2+y2)dl, бу ерда L - ,=4 айлананннг биринчи чораги. 

L 

4.26. ~ (x+y)dl. бу ерда L - учлари А (1, 0),8(0,1),0(0. О) бул-
L 

"ан учбурчак контури. 

4.27. ~xydl, бу ерда L - учлари 0(0, О), А(4, О), 8(4. 2). С(О, 2) 
L 

булган туrри туртбурчак контури. 

4.28. r (ll;il)z!J dl, бу ерда L - ,=9siп2!р, О~ЧJ~~ эгри чи· 
~ (+11 4 

зик ёЙи. 
r d/ J -v ' бу ерда L - 0(0. О) ва А (1. 2) нукталарни 
L r+Il+4 

4.29. 

туташирувчи туrри чизик кесмаси. 

4.30. ~ у2уdl,буерда L - х=2(t-siпt),у=2(I-сost) циклон· 
L 

данинг биринчи арки. 

5. Эгри чизикли интегралнн х.исобланг: 

5.1. ~ (x 2-2xy)dx+ (y2-2xy)dy, бу ерда А8 - у=х2 парабо· 
А8 

ланинг А(-I, 1) дан 8(1,1) гача ёЙи. 

5.2. ~ rd!..-Il:z_, бу ерда А8 - x=2cos3t, у=2siп3 t астрои, 
А8 3 y~ + уу5 

данинг А (2, О) дан 8(0, 2) нуктагача ёЙи. 
5.3. ~ (x 2+y2)dx+2xydy, бу ерда А8 - у+х3 кубик парабола' 

А8 • 

нинг А (О, О) дан 8( 1, 1) нуктагача ёЙи. 
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5.4. T(x+2y )dx+ (x-y)dy, бу ерда L - x=2cost, y=2sint 

айлана (айланнб утиш мусбат). 

5.5. ,(x2y -x)dx+ (y2x -2y)dy, бу ep~a L - х=Зсоst, y=2sint 

эллипс ёйи (айланиб утиш мусбат). 

5.6. ~ (ху-I )dx+x2ydy, бу ерда L - x=cost, y=2sint эл­
L 

.1ИПСНИНГ А (1, О) нук.тадан 8(0, 2) нук.тагача ёiiи. 

5.7. ~ 2xydx-x2dy, бу ерда 08А - 0(0, О), 8(2, О), А (2, 1) 
иВА 

нук.таларни туташтирувчи синик. чизик.. 

5.8. ~ (X 2_ y2)dx+xydy, буерда А8- А(I,I),8(З,4) нук.та­
АВ 

ларни туташтирувчи туrри чизик. кесмаси. 

5.9. ~ cosydx - sinxdy, бу ерда L - А8 туrри чизик. кесмаси 
L 

А(2n, -2n), 8(-2n; 2n). 
5.10. ~ !I~+_X:!I, бу ерда L - А8 туrри чизик. кесмаси A(I, 2), 

1- +11 

8(3, б). 

5.11. ~xydx+ (y-x)dy, бу ерда L - у=х:1 кубик параболанинг 
1. 

А (О, О) нук.тадан 8(1, 1) нук.тагача ёЙIr.-

5.12. ~ (X2+y2)dx+ (x+y2)dy, бу ерда L - А8С синик. Чизик. 
1-

А (1, 2), 8(3, -2), С(3, 5)_ 

5.13. ~y2dx+x2dy, бу ерда L - x=acost, y=bsint эллнпснинг 
1-

соат мили буннча айланиб утнлган юк.ори ярми. 

5.14. ~(xy-y2)dx+xdy, бу ерда L- у=2-Гх параболанннг 
1-

0(0, О) нук.тадан 8( 1, 2) нук.тагача ёЙи. 

5.15. ~XdX+XYdY, бу ерда L - х2 +у2=2х айлананинг контур-

HII мусбат анланнб чик.к.андагн юк.орнги ярмн. 

5.16. ~ (x-y)dx+dy, бу ерда L - X2+y2=R2 айлананинг 
L 

контурнн мусбат йуналишда айланиб чик.к.андаги юк.ориги ярми. 
5.17. ф(х2 -у)dх, бу ерда L контур х=о, у=О, Х= 1, у=2 туrри 

L 

чизик.лар х.осил к.илган туrри туртбурчак (контурни айланиб утиш 
йуналиши мусбат). 
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5.18. ~4xSin2ydx+ycos2xdy. бу ерда L - 0(0, О) ва В(3,6) 
L 

нукталарнн туташтирувчи ТУFрИ чизнк кесмасн. 
5.19. f.idx-xdy, бу ерда L - x=6cosl, y=4sinl :млнпснинг 

контурни айланнб чнкиш йуналнши мусбат булгандаги ейн. 

5.20. ~2xydx-x2dy. бу ерда L - х=21 параБOllанинг 0(0. О) 
L 

нуктадан А 12. 1) нуктагача ейи. 

5.21. ~ (х. y-X)dx+ix2dy. бу ерда L - у2=4Х параболанннг 
L 

А (О. О) нуктадан В( 1. 2) нуктагача ени. 
5.22. T(X2+y2)dx+(x2_y2)dy. бу ерда L - учларн А(О, О). 

В( 1. О). С(О. 1) булган учбурчак контурн (контурин айланн6 чнкнш 
йуналиши мусбат). 

5.23. ~ (xy-X)dx+~y, 6у ерда L - АВОсиник чнзнк: 0(0. О), 
L 

A(I. 2). В(i.З); контурнн аЙJ1аниб чикиш йуналиши мусбат. 

5.24. ~(хУ-!i)dх+хdУ. бу ерда L- 0(0.0) нуктадан A(I.2) 
L 

нуктагача ТУFРИ чизик кесмасн. 

5.25. ~xdy-ydx. бу ерда L- у=х1 кубик параt50ланинг 0(0. О) 
L 

нуктадан А (2, 8) нуктагача ени. 

5.26. ~2хуdх-х2dУ. бу ерда L - у= ~ параБOllанииг А (О. 01 
L 

нуктадан В(2. 1) нуктагача ени (булаги). 

5,27. ~ (xy-X)dx+{-1iy. бу ерда L - y=4~ параболанинг 
L 

0(0. О) нуктадан А (1. 4) нуктага'lа ени. 

5.28. ~ (x+y)dx+ (x-y)dy. бу ерда L- у=х2 парабanанииг 
L 

А (-1, 1) нуктадан В( 1. 1) нук.тагача ейи. 
5.29. TXdy-уdх. бу ерда L - учларн А( -1. О). B(I. О). С(О. 1) 

нукталарда булгаи учбурчак контури (контурни айланиб утиш 
йуналиши мусбат). 

5.30. ~ (x2+y)dx+ (x+y2)dy, бу ерда L - АВС синик. чизик: 
L 

А(2. О). В(5. 3). С(5. О). 
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б. Берилган ифодалар и (х, у) Функциянинг тУлик. дифференциа­
ли эканлигини курсатинг. Эгри чизик.ли интеграл ёрдамида u(х, у) 
функцияни топинг: 

6.1. 

6.2. 

6.3. 

6.4. 

6.5. 

6.6. 

6.7. 

6.8. 

6.9. 

6.10. 

6.11. 

(IOxy3+ 12х3 +б) dx+ (15x2y_~) ydy. 

(у2t"~'+бх-8) dx+ (2xye'~'-8y) dy. 

(сosх·соsy+бх+З) dx+ (18y2-sinx.siny) dy. 

( 
. cosxcosy ) (SiПУ ) SIПХ+ . 2 dx+ -. --cosy dy. 

SIП Х SIПХ 

(_I ____ y __ 1 )dx+ (_I ___ x_ +2
Y

)dy. 
у-I (x_I)2 x-I. (y_I)2 

(-У_-I )dx+ (-Х-_ IO )dУ . 
I+~I I+~I 

(-1-+ С05Х +Зх2)dХ+ I-siпх dy. 
х-I у-I (y_I)2 

(2сos2хсosзу-+ )dx+ (~-ЗSiП2хsiпЗу )dy. 

(Г'- Jy )dx+ (SiПЗУ - x2~ )dy. 

(xye}Y+COS2x+x2) dx+ (~ е}У+ у )dy. 

(-I-+ 2 )dx+ (--1 -З)dу. 
х+у х+у 

6.12. (x+y.sin 2y) dx+ (1 +xsin 2y+xysin2y) dy. 
1-2y I-x 

6.13. ~X+7Y. 

6.14. 

6.15. 

6.16. 

6.17. 

6.18. 

6.19. 

6.20. 

(е-'- y~ )dx+ (SiПЗУ - ~~ )dY . 

(2ху - ~ )dx+ (Х2_ ; )dY . 

(_I_+~)dx+ I-siпх dy. 
х-I у-I (y_I)2 

(Iny+~-x )dx+ (Inx+-;+ I )dy. 

(2СОS2х.соsЗу-+ )dx- (~-3SiП2Х.SiПЗУ )dy. 

(~ +cos 2y )dx+ (y-xsin2y) dy. 

( 1 1) I-x 
~+y dx+~y=o. 
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8.21. 

8.22. 

6.23. 

(sin'y-y.sin2x) dx+ (.1'sin2y+cos'x+ 1) dy. 

(~+lny+2.1' )d.1'+ (Inx+~+ I )dy. 

(-~-= +.1'2 )dX+ {----.! +11 )dll . 
VI-x''; \ VI-x''; 

6.24. (_-1 ___ J )dX+ (_Jl __ 10)dY. 
I +х',,2 I +х'1I 

26 1-11 1-2.1' 
6 .. ~~X+TY' 

8.28. (_1 __ -~)dХ+ (~+~)dY. 
IJl+II)2.1' 1.1+11)' 11 

8.27. (.1'- x'~ )dX+ (x'~'; -у )dY. 
8.28. (!ICosxy+2.1'-ЗУ) dx+ (хсosху-Зх+4у) dy. 

6.П. (5g+COSX+6xy2) СЦ+ (5х+6х2у) dy. 

6.30. (y-sinx) dx+ (x-2ycosy') dy . 

• 



12- б об 

ВЕКТОР АНАЛИЗИ 

1- '. Скаляр маАдон. Сатх. чизик.лари ва СИРТJlари. 
АунаJlИW буАича х.ОСИJlа. Градиеит. Вектор маАдон. 

Вектор чизик.лар 

12.1.1. Агар фазодаги бирор D сох.анииг х.ар бир М=М(х. у. z) 
нуктасида u =и(М) =t(x. у. z) скаляр функция берилган БУлса. 
у \олда бу сох.ада скаляр ..,аЙдон 6ериман деЙилади. u=t(x. у. z) 
фУliКЦИЯ ..,аЙдон функцuясu деЙилади. 

Агар D сох.а текнсликка теГИШ,1И булса. скаляр майдон яссu 
..,a,idOH деНилади. 

Скаляр майдоннинг и(х, у. z) =с (с - узгармас сон) тенглама 
билан аникланган кнеми caT~ сирти деЙилади. и(х. у) =с тенглама 
ясен скаляр майд~ннинг c..aT~ чuз_u,uнu аниклаЙди. 

Агар l=cosa·i+cos~j +cos'l'k - бирор 1 йуналишдаги бирлик 
вектор БУлеа. у х.олда скаляр майдоннинг днфференциалланувчн 

t ( ) Ф 1 • u б"- дu. 
и= х, у, z ункциясинннг иуналиш уиича х.осиласи ai кунидаги 

,Ju ди ди ди 
дТ= ~osa+ ay'OS~+ az'OS'l' 

формула билан аннкланади. 
Ска,lЯР майдон функцияси u=t(x, у) булса. у х.олда 

ди ди ди 
-~l = д?=osа + aycOS~ . 

1 - - л 
бу ерда =cosa· i +cos~ . j. ~= "2-- а . 

u=t(x. у, z) скаляр майдоннинг градиенти деб, куйидаги 

ди ~ ди..,. ди-
gгadu=- 1+-1 +-- k 

(J;r ду az 

векторга а Йтилади. 

u=t(x, у, z) функциянинг бернлган нуктадаги градиенти билан 
бу нуктадаги йуналнш буйича х.осила орасида куйидаги муносабат 
билан и<Подаланувчи БОFланнш мавжуд: 
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аu - _ аu 
ат= gradu. l еки д/= np_gradu . 

I 

Градиент ~уйидаги хоссаларга эга: 

а) grad(u,+u2)=gradu,+gradu2; 
б) gradCu =Cgradu (C=const); 
в) grad(u"u2) =u,gradu2+u2gradu,. 

1- м и с ол. U= xy2Z :1 ФУНКЦИR ва М (3,2, 1), N (5,4, 2) HY~Ta 
берилган. Бу Функциянинг М ну~тадаги MN вектор йуиалиши 
бунича )(осиласини топинг. 

Е ч и ш. u ФУНКЦИRНИНГ М (3,2, 1) HY~TaдaГH хусусий )(осилалари: 

~I =y2z :'I M =22 .1·1=4; 
ах 11/ 

~ I =2xyz3 IM=2·3·2.1 3= 12; 
ау м 

~ I =3xy2z2IM=3.3·22.12=36. 
az м 

ЛfN вектор билан йуналиши бир хил булган 7 бнрлик вектор 

га тенг, бу ерда 

- МN 
{=~ 

/MN/ 

MN= (5-з)7 + (4-2)7+ (2-1 )k=27 +27+k, 
IMNI = у2 2+2 2+ 12 =3. демак, 

- 2- 2- 1-
l=зi+зi+з k . 

Шундай ~либ, 

дu 2 2 1 58 
-=4·-+12·-+36·-=-
д' 3 3 3 3' 

2-мисол. u=ln(x2+y2) функциянниг М (3,4) 
u функцня градиентн йJналншндаги )(оснласннн тonинг. 

Е ч и ш. Бу ерда l вектор функциянинг М(3, 4) 
б дu 

градиенти билан бир хнл ii]налган, шунинг учун тi = 

м (3, 4) ну~тадаги хусусий )(осилалар: 

дu I 2х I 6 дu I 2у I 8 
ах 11/= х2+1 11/="25; ау м= х2+1 11/="25' 

демак, 
• 6 - 8 .... 

gradu lll/="25 i+Тs J. 
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Шундай К,или6, 

дu 

дi= t б)2 (8)2 10 2 
-25 + 25 'i"'2s=S' 

_ 12.1.2. Агар фазодаги D еох.анинг х.ар бир М (х, у, z) нук'таеида 
а(М) =jP, Q, R} вектор (бу ерда Р=Р(х, у' z), Q=Q(x, у, z), R=R(x, 
у. z) - екал яр функциялар) аниК,ланган 6У.1еа, у х.мда D еох.ада 
вектор АСайдон 6ерuлган деЙилади. 

Вектор майдоннннг вектор чuзuгu де6 шундай чизиК,К,а айтилади­
ки. унин]" х.ар 6ир нуК,таеида уринманинг йуналиши шу нуК,тага мое 
кешан а(М) векторН1!НГ йун-алиши билан бир хил БУЛ8ДИ. 

Сирт булагининг нук'таларн орК,али утувчи х.амма вектор 
чизик,.лар туплами вектор наЙча.ilары деЙилади. 

Вектор чизиК,лари ушбу дифференциал тенгламалар еиетемаеи­
да'1 аник.ланади: 

dy dz ----dx 
Р(Х,у. z) Q(x,y,z) R(x, у. z) 

Координаталари BaК,тra БОfЛИк' 6улмаган майдон (екал яр ёки 
вектор) стационар ёки 6арк,арор АСайдон деЙилади. 

з- м и е ол. а= -уi+хТ+Ьk вектор майдоннинг M(I. О, О) нуК,та­
дан утадиган вектор ЧИЗИfИНИ топинг. 

Е ч и ш. Р(х. у, z) = -у, Q(x, у' z) =х. R(x, у' z) =Ь эканлигини 
х.иеобга QJJиб, вектор чизик.ларнинг уш6;' 

dx dy dz 
--=-=-
-у х ь 

дифференциал тенгламалар еиетемаеини х.оеил К,иламиз. 
Уларни ечамиз: 

r A=.!!JL, t -у х 
dy .dz 
--;--Т' 

f xdx+ydy=O, 

~!!.!..=!!!L t ь х • 

[
X2+Y2=C~, 

dz dy 
т=--;-

ёки параметрик шаклда: 

x=Cleost, 
y=Clsint, 
dz C1cos/dt 

Ь C1cos/ 
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Интеграллаш донмннларн вектор чнзнк. М (1, О, О) нук.тадан утадн 
деган шартдан топнладн: C1 = 1, ва С2=0. 

Шундаi! к.нлнб, а= -уi+хJ+Ьk ,B~KTOP мандоннннг вектор 
чнзнк.ларн ушбу x=cost, y=sint. г=Ь! (вннт чнзнк.) тенгламалар 
билан аНИlUlанади, 

1- дарсхона ТOnШUРUFU 

1. Кунида гн 

а) u=ln(x2 +i+z2
); 

z 
б) и= ~+!? 

функцнялар аННlUlанднганскаляр манДонларнннг сатх СИРТJJарн 
тенгламаларнни ёзинг ва уларни чизинг. 

2. z=xy ясси ска.1ЯР мандоннннг сат)( ЧИЗИКJJарини чизинг, 
3~ u=ln (3-r) +xlzфункцнянннг M 1 (1,3,2) нyк.Maдarн М2 (0,5, О) 

нук.та томон нуналншн бунича J(оснласннн топннг, Ж: ~ Jf ' 
4. z= ..jX2+y2 ФУН1щнянннг Мо (3,4) нук.тадаги: 
а) a=ll ... 1) вектор бунича; б) МО нук.танинг раднус,вектори 

буннча; 8) s=14, 31. вектор нуналишн "унича J(осиласннн топинг. 
7-'2 ' . 

Ж: а) _у_; б) 1; в) О. 
2 

5. Агар u=x~yz-xiz+xyi б9лса::Мо 0.,1, 1) нук.тада gгad u ни 
топин~ , 

Ж: gгadu=2i-2J+2k. 

6. u=%x2+3y 2_2z2 ва tI=х2~i'Функцняларнинг M(2,-j, ~3 ) 
нук.тадаги градиент.1ари ораСRдаги, liJ БУ·рча~.m тооинг. Ж: ~, 

~ . 

7. z=7 сиртнннг М(2, 1, В} нук.тадаги энг катта кутарилнUI 

ТИК.1ИГИНИНГ Ч! бурчагинн толинг. Ж: tgЧ!=В уТб, Ч!;:::;В7 040'. 

В. Агар: а) a=wYl+wx/, w*O; б) a=5xl+ 10yJ; в) a=4z/-9yk 
б~лса~ вектор майдоннинг вектор ЧИЗНlUlарннн толннг. Ж: а) 
х -у =CI, Z=C2; б) X2=CIY; Z=C2; в) 9у +4z2 +б, Х=С2. 

/- Jlустак,UА uш 

'1. Ясен Z=4-1/-!/ скаляр мандоннннг сатх ЧНЭНlUlарннн ва 
М (1, 2) нук.тадаги gra"z ни ясаl{Г. _ _ 

2. u=х+lлЦ;+z2~ функцняЮtнг М(2, 1, 1) нук.тадагн а= -2i+ - - "6 + j - k вектор нуналншндагн" х.оснласннн х.нсобланг. Ж: - - . . 3 
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3. z = 5x~ - 2.щ + у2 си ртни нг М (1. 1. 4) нуктада гн энг катта 
кутарнлнw тиклигининг q> бурчагини топинг. 
Ж: tgq: =8. ч>~8ЗО. 

!. Агар: _ _ _ _ _ _ 
а) а= (x+y)i-xj-xk; б) a=2xi+8zk 
БУлса. вектор майдонларнинг вектор чизнкларини топинг. 

Ж: а) X2+y2+Z2=C~, y-z=С,; 
б) z=C,x4

• У=С2. 

2- §. Веатор майдон OIUIMH. Острorрадскнй теоремаси. 
Вектор (майдон ) дн аерген цинеи 

12.2.I.Сирт оркали утаднган окнмни х.исоблаш. 
Агар (J сиртнинг х.ар бир нуктасидаги нормалнинг мусбат 

йуналиши 

nl=COSa. Г+СOSfi J +cosy ii 
бнрлик вектор оркали аннк.,1анган БУлса. у х.олда а(М) =IP. Q. RI 
вектор майдоннинг (J снрт оркалн утувчи 11 ок,uАШ деб кунндагн 
нккннчн тур снрт ннтегралнга аiiтнладн: 

11 = ~Y'(x. у, z)dydz+ Q(x. у. z)dzdx+ R(x. у. z)dxdy. 

" 
екн 

11 = ~~[P(x. у. z) cosa. + Q (х, у, z)cosfi + R(x, у. z)cosy)do 

" 
ёкн вектор wаклда 

((- -о 
11 = )) а· n do . . 

Агар (J - епн.к булаклн'СНЛЛНК сирт булнб. таwки нормалннннг 
бнр.1НК векторн ~o=lcosa.. cosfi. cosyl булса. у х.олда бу сирт оркали 
окнб утаднган a=IP. Q. RI вектор окимн 11 нн уwбу Остроград· 
скнй - Гаусс формуласн ёрдамнда х.исоблаш мумкнн: 

П=#(Рсоsа.+QСОSfi+RСОSУ)dО= Ш(~~ + ~~ + ~: )dxdydz. 
n U 

бу ~дa ~l - фазонннг о снрт билан чегаралаган БУлагн. _ 
а(М) =IP. Q. RI вектор мандоннннг дuвергенцuясu деб diva= 
дР aQ aR 

=~+~+~ муносабат бнлан аННКЛi:lнган скаляр мнк, 
дх ду az 

дорга аЙтнладн. 

Острorрадскнй - Гаусс формуласн вектор Шаклнда куiiндагнча 
езиладн: 

W·n.do=~divadxdYdZ . . 
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Вектор маЙАОНИ 4JtвергенЦllIICИНННГ асоснА Jlocc8JIapм: 

а) div(a+". =divа+divБ~ 
6) divi=O. агар ё - уэгармас вектор 6ужа; 
8) div/a={diva+agrad/. 
бу ера {=/(х. 1/. z) - cumrp ~HKIIII •. 

12.2.2. С_рт орк.аА. -..6 Yтa,.:utгaB QIUI .... uсolМaшга IIHC0lL.1ap 
кУра.из. 

1·. и с 0.11. a=";-2!l/+zi вектор маЙАОННИНГ z+21/+ЗZ­
-6=0 YeUc.I8 •• _ .. r биJNIН'" ~aNТAa .oiJIашган lЖ.орн IUIСIIН 
6Yiн ... OIIUI •• НН ЮJCо6анг. 

Е ч и 111. TeIOICJI8KIIIIHr нормал 6мp.llНК векторн ~ = 
= _.~, --= 6Ула.3.И. а вектор OI(JIIIИНИ куйндагм ФОРllула Нn 2 3} -

1/14 1/14 1/14 

бунича JUlсoб..tаiillНЭ: 

П=#ii.iiUdо= .г.. ~~(Z-4g+3z)do. . . 
Буерм 

z=1-(б-z-21/).dо= y+(-iJ+(-'fУ d:uJ1/= У: tШl1/. 

ШУIl.AaIi килвб, 

П =-iU(Z-41/+б-Z<-21/)d:uJ1/=i U(б-6!l)drd1/= 
) 8-2W 3 3 

=2 ~d1/ ~ (1-1/)dz=2 i (I-1/)(6-2y)d1/=2 ~ (б-8g+2yZ)dу= 
о о о о 

3 

=4 ~ (!I-41/+з)щ,=4(j1i-2!l+Зу) 1: = 
о 

=4(~ -18+9)=0. 

2· 11 И С 0.'1. a=z?[+1/z1+zY'i вектор lIаu.OIIНИИГ z'+Y'+ 
+~=tI шар сиртн б'йича унннг ташкн ТOIIOtIига ОКИIIИИН 
.l(исобланг. 

Е ч н ш. Сирт епик булгани учуи ii вектор lIаiiАОНИИНГ шар снрти 
буйнча ташк.н TOIIOНHгa OIUIIIИ П нн ОстроградскиА - Гаусс 
формуласи бунича тonамнэ: 

П=~.ii~о= ~J~diVOdzdydZ= ~Я(z2+z2+У~dZdydZ. 

Уч УЛЧО8Ли интеГРaJIНИ JU!соблаш учун куАи.uгн формулалар 
ёрдаМИАа сферик координаталарга УтаIlИЭ: 
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у ХOl1да 

x=rsin8eosq>, y=rsin8 sinq>, z=reos8, 

dxdydz = r2sin8drdqJd8, 

O~г~a, 
O~q>~2n, 
O~8~n. 

а R 2n 5 

п= ~J~ r4sin8drdq>d8= ~r4dr ~sin8d8 ~ dq>= 4~ n . 

2- дарсхона ТОnШUРUF"U 

1. а= (x-3z)i+ (x+2y+z)/+ (4x+y)k вектор майдоннннг 
x+y+z=2 текнслнкнннг бнрннчн октантда ётган юкорн киемн 

б5'i\нча окимннн хиеобланг. Ж: 2;. 
2. a=8xi+IIYI+17zk вектор майдоннннг x+2y+3z=1 те­

кнелнкнннг биринчн октантда жойлашган киемн буйича окимннн 
хиеоб~анг. HopMa~ Oz уки бнл_ан уткир бl,р-чак хосил киладн. Ж: 1. 

3. а= (xy+z2)i + (yz+~)j + (zx+y )k вектор майдоннинг М( 1,3. 
-5) нуктадагн д.!Iвергенци~енни_х,иеобланг. Ж: -1. 

4. а= (x-y)i+ (x+y)j+z 2k веК1"Ор майдоннинг х2 +у2= 1, 
z=O ва z=2 еиртлар билан чегараланган цнлнндрнк жнем енртн 
буйнча ташкн НQрмал йуналншнда окиминн х,иеобланг. Ж: -4п. 

2- JlCустаК;UА UШ 

1. Вектор майдоннннг днвергенцняеннн тonинг. 
а) a::::::xy2f+x2YI+z 3k, M(I, -1,3) нуктада; 
б) gгad и, бу ерда u=ln(x2+y2+ z2); 

в) gгad .yx2+y2+ z2. 
2. B~KTOp- май!!оннн~г П окнмннн х,необланг: 
а) a=xi+3yj+2zk нннг x+y+z= 1 текиелнкнннг бнрннчи 

октантда ётraH юкорнги кнемн буйнча; 
б) a=3xi-Yl-zk нннг 9_Z=X2+y2, х=о, у=о, z=O те­

кнслнклар бнлан чегараланган бнрор жнем буйнча ташкн нормал 
ii~налн_шнда.i _ 

в) a=2xi+zk нннг z=Зх2 +2i, х2 +у2=4, z=O енртлар буйнча 
чегараланган еиртга ташкн нормал БУЙича. 

Ж:а) I;б) 8~П;В)20. 
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3-1· Вектор маl.l.ОНlI.l.аги Ч1l311к'л1I 11 Hтerpu. 
ЦIIРКУJlIIЦIIII. Вектор ма_дон рorОРII. 

Стокс теоремаСII. ЦIIРКУJlIIЦIIIIIIII II.lIc~aw. 

a-IP, Q, RI векторнннг L эгрн чнэнк. буАнча '4изи~Аи интегРаАи 
деб бу L эгрн чнэнк. буАllча вектор маАдон бажарган нШнн 
аннк'лОВЧН УWбу эгрн чнэнк.лн ннтегралга аАтнладн: 

~Pd.r+ Qdy+Rdz= ~a.d', 
L L 

дгар L Контур ёпнк. булса, ЧНЭНк'лН ннтеграл а вектор маА­
доннннг бу контур буАнча ЦUРICУМЦUЯСU деАнладн. 

Епн~ эгрн чнзнк. L фаэода бнрор а снртнн чегаралаган булнб, бу 
СНрТ.!Iа a=IP, Q, RJ вектор бернлган буленн, у х.OIIда цнркуляцня ва 
сиру ннтегралинн боFЛОВЧН УWбу Сижс ФОР.llУАасu УРННлнднр: 

rd.r+QdY+RdZ= ~~((:: - ~?) eosa + 

( dP dR ) (dQ дР ) ) + h-h" eos,s+ di-"ii cosv da, 

бу ерда ,i'i=fcosa. cos,s. eosyj- ннтеграллаw бажарнлаётган а 
СllрТ TOIIClfH НОРNaЛННННГ бнрлнк векторн. бунда а снртнннг шу 
томонн буАнча L контурни аАланнб Утиw мусбат булнwи керак. 

Грин формуласн Стоке Фо.ем)"лаеинннг L эгрн чнзнк. ва а снрт 
Оху_ текнслнкда ётган х.onдагн -хусуенА 1I.000НдНр. 

а =/р. Q. R) вектор маАдоннннг ротори ёкн УЮР.llaСU !1еб уwбу 

rotёi= (dR _!.9. 'u + (dP _~ U + (!.9.-~)k= 
dy dz Г dz аж l' аж d!/ 

1. 7· i 
d /1 'd 

dж dy iJz 

Р Q R 

8t"КYopra aihм .... 8.1.1I. 
ВЕ'КТОР walUlIUI8 Стокс форму.,асн к.уАн.1.8ГИ к5'рнниuuа ён.1адм: 

<ft'= ~~iio.rotQdo 
~ктop Ma~oн_" por~H"HГ _баЫМ хО'Ха .... арм: 

8\ rollcH:b) =rota~rott; 
6\ rok-_o. бу f'P1l! r - .t08l1!i (jэгаРllас) вектор; 
в\ rott.-a) =., rola+grad .-.0. 6у f'p.ta .-=.-(х .. у. г) СIt8.ИР 

функu ••. 
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I-мнеол_ и=шХ; чнзнк.пн тезлик вектор майдонннннг 
фазонннг нхтнернй М(х. У. z) нук.таgщаr .. porоринн топннг_ 

Е ч н ш_ Чнзнк.пн тезлнк векторн и ни JUtс~нз: 

1
1 7 i 1 

u=шХг= I/V. 1&1. ID~ =(81',z-flrJ/)7+ 

х ~ z 

+ (w.x-Ilbl)i+ (llJzY-fl1.,х)k-

Демак. 
rotii = 2w.J + 2f1J,7 + w.k = 2ш-

2-м Н С 0.1. a=yJ+x2i-zk вект_ор майдOlfИНИНГ L: ~+y2=4. 
z=3 ан.пана буйнча бнрлнк вектор k га ннебатан айланиб утншнннг 
мус6ат iiуналншда цнркуляцнясннн нккн усул бнлан: 

а) цнркуляцня таърнфндан фoiiдаланнб; 
б) Стоке формуласндан фoiiдаланнб х.нсООланг_ 
Е ч н ш. 4нзма чнзнб. унда нормалнннг бнрлнк вектор nO=k 

йуналншннн ва контурнн айланиш йуналншннн курсатамнз 
(62- шакл)_ 

J: 

х 

а) Айлананннг параметрик тенгламалари: 

x=2cost. y=2sint. z=3'-O~t~ 2п. 

Изланаётган С цнркуляцнянн таърнфдан фоiiдаланнб топамнз: 

z 

2n 

С=ФУdх+х2dу-zdz= ~ [2sint( -2sintdt) + 
n о 

2n 

+4cos2t.2costdt-3.0]=8 ~ cos3tdt-

ь 2n 

-4 ~ sin2tdt=8 ~ (I-sin2t) d (sint)-

211 
-2 ~ (I-cos2t)dt=8 (sin/-~sin3/) 1:_ 

!I ( I )211 -2 /-2sin2/ 10 = -4п_ 

Шакл- 62 
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б) Шартга кура: ;jP=ii, rota= (2х-' )ii. Сток формуласнга кура: 

С= ~~rota. fjOda= ~~(2x-' ) dxdy = ~~(2гсOS!р-1 ) rdrd, = 
Q а., ПJlIII' 

Ь 2 Ь 

~d!p ~(2rc~-I)rdr= H-}гзсos!Р--4-(2) I~d!p= 
О о о 

2а 

= ~ (-ic~-2 )dЧJ= (~SiП!р-2ЧJ) 1:" = -431. 
о 

(Иккн УЛЧО8Лн ннтегра.лнн х.необлаwда кyrб коордннатадарнга 
утнддн.) 

3- дарсхона ТOnШUpuFU 

1- a=xyz1+ (х+ y+z)J + (х2 +1 +Z2);; вектор майДонннн~ М( 1 
-1, 2) нук.та,дагн роторннн тonинг. Ж: rota= -31-31- ii. ' 

2. a=yl-2zJ+хii вектор маАдоннннг бнр палдалн 2х2 _!/+ 
+z2=Ff гнперболоиднн у=х тeKHCJ\HK кееиwндан х.осил булган 
эллнпс буйнча цнркуляцнясннн тonннг. Натнжанн Стоке форму­

ласн ёрдамнда текшнрннг. Ж: ±ЗлR2. 
3. a=zyтr+xz2J+yx2ii вемор маi!доинннг X=y2+ Z2 параБOJlQ­

нднн х=9 текнслнк билан кесишнw контури буйича ~=I ортга 
ннсбатан мусбат айланиб утишдаги циркуляциясннн х.нсобланг. 
Ж: 729л. 

4. а= -у1+21+;; вектор майдоннннг x2+i-z2=o конуснннг 
z= 1 текнслик билаи кесишиш чизиги L буйнча ~=;; ортга ннс, 
батан мусбат айланиб утишдаги циркуляциясннн х.исобланг. Ж: л 

3- .lll.устак,UА UШ 

1. a=YI-х/+zii вектор майдоннинг X
2+y2+ z2=4 сферанннг 

ух2+у2 =z конус бнлан кесншнш чнзигн L буi!ича ~=;; ортга 
нисбатан мусбат айланнб утишдаги циркуляцнясини х.ис06ланг. 

2. a=yz1+2xzJ+y2ii вектор маi!доннинг z= У25-х2 _';2 
ярим сферанинг_ х2 +у2= 16 цилиндр била н кесншиш чнзигн 
L буйича ;j'1 = k орпа нисбатан мусбат йуналишда айланнб 
утншдаги циркуляциясинн х.нсобланг. 

3. а= (x-y)l+x/-zk вектор майдоннннг х2 +у2= 1 .!1нлнндр­
нннг z=2 текнCJ\ИК бнлан кесишнш чнзнгн L буйича ~=k булган­
дагн циркуляцнясннн х.нс06Л8НГ. 
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4- 1; Пorенциал мацон. 
Пorенциал маАдондаги 'fИЭИlV\и интеграл. 

Гамильтон ва Лаплас onераторлари 

12.4.1. Агар ф'азонннг ~HP БОFламJfи ~~ cOJ(ac~HHHr ,ар бнр 
нуктасида rota=O булса, a=IP, Q, RI вектор мандон Q СОJ(ада 
потенциал екн уюрмасиз майдон деЙиладн. 

гotgгadu = О БУJlГанн учун нсталган и = и (х, у, z) скаляр 
майдоннннг граднентн 'ОСН'I к.нлган вектор майдан ,ар доим 
потенцналднр. а майдан !~ СОJ(ада потенциал булиши учун нккн 
марта УЗЛУКСНЗ днфференцналланувчн и = и (х, у, z) скаляр функция 
мавжуд булишн зарур ва етарли I?Yлнб, унннг учу н a=gradu 
булншн керак. и =и(х, у, z) функция а майдоннннг потенциали (екн 
потенциал функцияси) деЙнлади .. 

a=IP, Q, RI потенциал майдан учу н потенциалнн топншнннг 
ушбу форму.1асн урннлнднр: 

и(х, у, z) =:"" ~. Р(х, у, z)dx+Q(x, у, z)dy+R(x,y, z)dz+C, 
м,;м 

бу срда Мо(Хо, yu, zu) - Q сох.анннг бнрорта тайнн нук.тасн, М(х, у, 
z) - COJ(aHHHr нхтне.рнй нуктасн, С - нJtтнернй Узгармас. 

Бу формуладан интеграллаш йулнга БОfЛНк. булмаган нккннчн 
тур эгрн чизн клн ·н нтегрзлнн х.нсООла ш формуласи х.а м келнб 
чнкадн: 

~ Pdx+Qdy+Rdz=u(B) -и(А) , 
АВ 

бу ерда и(А) ва и(В) lIотенцнзлнннг йулнннг бошлаНFНЧ Ава охнргн 
В нук.таларндагн к.нЙматлари. 

Агар фазонннг Q СОJ(асндагн ,ар бнр нук.тада diva=O БУ,1са, 
а вектор майдон бу СОJ(ада соленouдли ёкн наi1часимон майдон 
деЙН:lадн. divгota=O булганн учун нсталган а вектор майдоннннг 
ротор майдонн соленондлн майдан БУладн. 

Агар фазонннг ~~ СОJ(аСlfда а вектор майдан бнр вактнниг узнда 
,ам потенцнал, хам соленондлн булса, ЯЪНН Q сох.анннг х.ар к.аЙсн 
нуктаснда diva=O, rota=O булса, а вектор майдон ~2 сщада 
гармоник майдон деЙН,1адн. ГapMOНtlK майдоннннг и потенцналн 

2 2 2 

~+~+~=O 
ax'l а; az2 . 

Лаплас тенгламасннн.нг ечнмндан нборатднр. Лаплас тенгламасннн 
каноатлантнрувчн и=и(х, у, z) функция о:армонцк функция 
деЙнладн. 
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1- м н с ол. a=12xy+z, х2 _2у, хl векторнннг майдонн потенцн­
ал, .1eKHH СOllенандлн змаслнгннн кУрсатннг. Бернлган Ma~ДOHHHHГ 
потеннцалн и нн Топннг. 

Е ч н ш. к.уНндагнга згамнз: 

P=2xy+z, Q=x2 -2y, R=x, шунннг учун: 

j 

::1-1 
i j k 

го!а= , ~ д д д д 

дх ду дх дх дi'-

Р Q R , I 2ху + z х2 
- 2у х 

=l jO-О) -7 (1 -1) + (2x-2x)k=0, яънн а - пагенцнал майдан. 
а вектор девергенцнясннн топамн~: 

. - дР dQ dR 
dlva=---+·_- +----=2у-2+0*0, 

дх ду dz 

бннобарнн, а - СOllенондлн мандон змас. Бернлган а майдон 
потенцналн и нн к.уНндагн формуладан аннк.лаЙмнз: 

u(x,y,z)= ~ Pdx+Qdy+Rdz+C, 
м"м 

чнзнк.лн ннтеграл бошланf'НЧ- МО (хо, уо, zo) ва охнргн М (х, у, z) 
нук.тага бorлнк.. Аннк. ннтегралга утнб топамнз: 

• ~ 1 

и(х, у, z) -:. ~ Р(х, у, z)dx+ ~ Q(xo, у, z)dy+ ~ R(x()o у()о z)dz+C. 
... ~ .. 

Мазкур J(OIIда Мо(хо, уо, zo) нук.та снфатнда коордннаталар бошн 
0(0, О, О) нн OIIнш мумкнн. Шундаii к.нлнб, 

u(х, у, z) = ~ (2xy+z)dx+ (x2 -2у)dу+хdz+С= 
ОМ 

= ~ (2xy+z)dx+ ~ (-2y)dy+ ~OdZ+ С= (х2у+хг) I~-
о о о 

_y21~+C=X2y+xг_y2+C . 

2- м н с ол. а = (уг-ху, хг- ~ +уг2, ху+у2г1 майдон патен-
цнал екн потенцнал змаслнгннн текшнрннг, унннг пarенцналннн 
топннг х.амда А (1, 1, 1) ва 4 (2, -2,3) нук.таларни туташтирувчи 
чизик. буАича МОС чизик.ли интегрални х.исобланг. 
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Е ч и ш. Бернлншига кура: 

P=yz-xy, Q=xz- ~ +y~2, R=xy+y2z , 

шунннг учун 

i i k 
д д д 

гota= I д;( дlj дz 

yz-xy ~ 2 xz- 2 +yz xy+y2z 

= (x+2yz-x-2yz)i+ (у-у)7+ (z-х-z+х)k=О 

демак, а - потенцнал майдон, бинобарнн, унннг потенциали 
М'IВЖУД. Уни W1дингн МИСWlдагнга ухшаш топамнэ: 

и(х, у' z) = ~ (yz-xy)dx+ ~yZ2dY+ ~OdZ+C= 
о о о 

= (XYZ- ~Ij) I х +~y2z21~ +C=xyz- ~Ij + I~ +С. 
2 о 2 о 2 2 

Шундай к.нлиб" z21j ..;: I~ + С . 
u(x,y,z)=xyz- 2 2 

Потенциал майдонда чиэнк.ли интеграл А ва 8 нук.таларни 
туташтирувчн йулга БОFЛНк. булмайди, шунннг учун унн 

~ Pdx+Qdy+Rdz=u(8) -и(А) 
АВ 

формула буйнча "'нсоблаймиэ: 

~ (yz-xy)dx+(xz- ~ + yz2)dY+(Xy+y2Z)dZ= 
АВ 

( 
22( -2) (_2)2.32) =и(8) -и(А) = 2· (-2) ·3- -2-+ 2 -

( 
12 1 12 12) - 1.1.1--2-· +-;- =9. 

12.4.2. Вектор аналиэнннг асоснА тушунчаларн (градиент, 
дивергенция, ротор) нн ГаА4ИАЬТОН onератори деб 8талувчи 
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д- д- д-
V=-i+-j+-k 

дх ду az 

дифференциал оператор (символик V вектор каби белгиланувчи ва 
«набла» деб укилувчи) ёрдамида тавсифлаш кулаЙ. 

Векторни скалярга купайтириш, иккита векторнинг скаляр ва 
. вектор купайтмалари каби маълум операциялардан фойдаланиб, 
асосий дифференциал амалларни V оператори ёрдамида ёзамиз: 

'" дu '" дu - дu 
gradu = 1 Тх+ J ду+ k дz = V и , 

diva= дР +~+~=V.a 
дх ду az ' 

i j k 

rota= 
д д д 

=VXCi. 
дх ду az 

р Q R 

Келтириб утилган амаллар биринчи тартибли дифференциал 
а,м,аллар деЙилади. Гамильтон оператори ёрдамида вектор анализи­
нинг мураккаб ифодалари устида дифференциал амалларни 
(иккита ёки купрок скаляр функциялар купайтмаси, скаляр 
функциянинг векторга купайтмаси, векторларнинг вектор купайт­
ма.l\3РИ ва х.. к.) бажариш кулаЙ. Бунда факат шуни эсда саклаш 
лозимки, бу оператор дифференциаллаш операторидир ва купайт­
мани дифференциаллаш коидасини билиш керак. 

3- м и с о л. Иккита скаляр функция и ва v купайтмасининг 
градиентини топинг. 

Е ч и ш. К,уйидагига эгамиз: 

grad и·и= Vuv=uVv+vVu 
ёки 

grad ии = ugradv + vgradu. 

12.4.3. Иккинчи тартибли бешта дифференциал амални ёзиш 
мумкин: 

divgradu= V· V и= V 2u=l'1u, 

бу ерда 

ифода Лаплас оператори дейилади: 

439 



rot gra9u = ( "V Х "V )1'; 
div rota _ "У' ("V ~ а); 
grad dLva = "V ("V а); _ 
rot rota = "V Х ("V Х а). 

Гамильтон оператори "V нинг вектор маъносидан rot gгad и=О 
(иккита КOJIлииеае векториинг вектор купаАтмасига эгамиэ) 
эканлиги ва div rota=O (компланар векторларнинг аралаш купаАт­
маснга эгамнэ) эканлиги келиб чик.ади. 

4- м и с ол. и=~ функция, бу ерда г= yx2+y2+ Z 2, гармоник , 
функция зканлнгини ва a=grad u - вектор маАдон гармоник 
эканлнгнни исбот к.илннг. 

Е ч н ш. дастлаб берилган функция учун Лаплас тенгламаси 

а2и а2и а2и 
ax'l +дl+~=O ёкн ~и=O уринлн эканини текширамиз. Бунинг 

а2и а2и а2и 
учун ат!' al' д;2 ва ~и ларни х.ис06лаАмиэ: 

аи х аи у аи z . 
дi= ---;' д;= ---;' -;э;= ---;' 

a2и=_~+ 3x'l; ~=_~+ з/. ~=_~+ зz2. 
ax'l ?,5 аl ?,5' az2 ,3,5 ' 

~и= _~+ з(т!+I+z2j _~+2=o. 
,з ,5 ?,3 

Дема к, ~и=O Лаплас тенгламаси уринли, бинобарин, берилган 
I 

и=-,- гармоник функция. 

МИСOJlни ечншда давом этамнз. Топамиэ: 

ёки 

- аи...,. аи...,. аи­
a=grad и=- 1+-1+- k 

ах ау az 

- I - - -
а= ---;(Xi +yj+zk) . 

Маълумки, исталган u функция учун: rot a=rot grad и=О, яъни а 
нннг гармониклигини аник.лашнинг биринчи шарти бажарилган. 
Иккинчн шарт: diva=O х.ам бажарилади, чунки 

div a=div grad и=~и=O. 
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4- дарс.а:оно. ТOI1ШUРUFU 

1. а манДоннннг потенциал эканиии курсатинг ва унинг 
потенциали u ни топинг: 

а) a=j2.a:y, x2 -2yz, _у21; 
б) а=j3~у-уЗ, .a:3 +з.a:ll; 
в) a=jy+2, x+z, y+xl; 
г) a=jyzc08xy, .a:zcosxy, sin.a:yl· 
Ж: а) u=.a:2y-lz+c; 

б) u=.а:3у_ ху3+С; 
в) u =.a:y+yz +.a:z+ С; 
г) u=zsin.a:y+C. 

2. a=jyz+ 1, xz, хуl маАдон пагенциали u ни топинг ва 
(2.3.21 

~ (yz+ l)dx+xzdy+xydz ЧИЗИlUIи интегрални х.исобланг. 
(1.1.11 

Ж: u=x+xyz+C; 12. 
3. Берилган функция гармоникми: 

а) u=lnr, бу ерда Г= Y.a:~+y2 ; 

б) и=г-х, бу ерда г= ух2+у2 ; 
в) y=Ax+By+Cz+D. 
Ж: а) х.а; б) ЙУк.; в) х.а. 

4- .Ilустак,uл uш 

а вектор маiiдоннинг пагенциаллигиии текши ринг, унинг 

пагенциалини топинг ва а вектордан А (ён боши) ва В (ён охирн) 
нук.таларни туташтирувчн ён чизи Fи буiiлаб OIIинган ЧНЗНlUIи 

ннтеграл к.иiiматини х.исобланг: 

1. a=j2.a:yz, x2z, x2yI, 
А (1, -1,2), В (-2,4.2). Ж: 34. 

2. a=/x2 -2yz, y2_ 2xz, Z2_ 2xYI, 
. 92 А (1, -1,1), В (-2,2,3). Ж. З' 

з. a=l2.a:y+~, 2.a:z+x2
, 2lZ+y21, 

А (О, 1, -2), В (2, 3, 1). Ж: 25. 
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9- наАСУНйВUЙ ~иc06 ТОnUШРUк,Аарu 

1. и=и(х, у, z) скаляр майдоннннг М нук.тадагн 7 вектор 
йуналнши буйича х.осиласннн тonинг: • 

1.1. u-J.I_+i+z2) 3/2, 
7=i-j+k, 
М( 1, 1, 1). 

1.2. ~=х+JПlz2-tу2), 
1= -2i+j-k, 
М(2, 1, 1). 

1.3. и=х2у- yxY+Z2 , 
7= 27-2k, 
M(I,5, -2). 

1.4. u=!l,ln( '_+.I] -aгctgz, 
7=2i-3j-2k, 
М(О, 1, 1). 

1 .. '). и=~ (IП!L-а!сfgz), 
7=8i+4j+8k, 
М(-2. 1, -1). 

1.6. u=ln!3-./) -t xy2z, 
7= -i+2j-2k, 
М (1, 3, 2). 

1.7. u=sin(x+2y) + yxyz , 
7=41+з7, 

М = (-~, 32'" 3). 
1.8. u =x':y2z.::-ln (z-:- 1), 

7=5i-6j+2...j5k, 
M(I, 1,2). 

:J • I 2 2 1.9. и=х + уУ +Z , 
7=7-k, 
M(I, -3,4). 

{х yz 1.10. и=--~, 
У .1+ vY 

7= 21+ k, 
М(4, 1, -2). 

1.11. и= уху + "';9-z2 , 
7= -21+27-k, 
M(I, 1, О). 

1.12. и=2 ух+у +yarctgz, 
7=41-3k, 
М(3, -2, 1). 
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1.13. u=z2+2arcfg(x-y), 
7=7+27-2k, 
M(I,2, -1). 

1.14. u-Jn(/+u2
) +xyz, 

7=i-j+5k, 
M(I, -1,2). 

1.15. и=ху-.!.., 
z 

7=57+7-k, 
м ( - 4. 3. - 1 ) . 

1.16. u=ln(x+ "';y2+ z2) , 

7= -27-7+k, 
M(I, -3,4). 

1.17. u=x2 -arcfg(y+z). 
7=з7-4k, 
М(2. 1, 1). 

1.18. U=~2У+.!/Z-tZ2Х, 
7=2i+5j-3k, 

.. M(I, -1,2). 
1.19. И= I!I (xy_+yz_+xz), 

7=4i-2j-2k, 
M(-2,3,-I). 

1.20. u=5ryz-xy"2z+ yz2. 
7=&-47+8k, 
M(I, 1, 1). 

10 
1.21. И= z'l у22 ' + +т+ 1 

7=зl-27+зk, 
М( -1, 2, 2). 

1.22. и= z'l+;+z2 ' 
7= -41-3k, 
M(I. 2, 2). 

1.23. u=_5x2y!-x.1/Z+ yz2. 

7=i-2j+2k, 
M(I, -3.2). 

1.24. U=X2+xy2_6xyz, 
7=зl-7+3k, 
M(I,3, -5). 



1.25. и= './1 +.r2+y2+ Z2 , 

l='ii+ Т, 
M(I, 1, 1). 

1.26. u=ln(!3+.(+~+I), 
7= -5i-2J+Зk, 
M(I, З, О). 

1.27. u=~+1L- ~, 
!I Z Х 

7=зl+2J+зk. 
M(-I,I,I). 

1.28. и =х2 +!l + Z2 - 2.ryz. 
7=41+2k, 
MII, -1,2). 

1.29. u=ln(x2+i+z2
), 

1=41-J-2k, 
M(-I, 2,1). 

1.30. u=~_1L- ~, 
!I Z Z 

7= -5l+2J-k, 
М(2, 2, 2). 

2. и=и(х, у, z) функцнянинг М нук.тадаги энг катта узгариши 
катталигн ва Ауналишннн топинг: 

2.1. u=.ryz, 
М(О, 1, -2). 

2.2. u=xlz, 
M(I, -2, О). 

2.3. u=~y2z, 
M(-I, О, З). 

2.4. u= xy2z2, 
M(-2,I,I). 

2.5. u=~y+lz, 
М(О, -2, 1). 

2.6. u=xy-xz, 
M(-I,2,1). 

2.7. u=xyz, 
М(2, 1, О). 

2.8. u=~yz, 
М(2, 0,2). 

2.9. и = xyz2, 
М(З, О, 1). 

2.10. U=X2yz2, 

М(2, 1, -1). 
2.11. u=lz-x2, 

М(О, 1, 1). 
2.12. и=х (y+z), 

М(О, 1, 2). 
2.13. u=~yz, 

M(I, -1, 1). 
2.14. U= xyz2, 

М(4, О, 1). 
2.15. u-=2x'yz, 

м(-э, О, 2). 
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2.16. и= (X+Y)Zl, 
М(О, -1.4). 

2.17. u=~(y2+Z), 
М(4, 1, -З). 

2.18. u=.r2(Y+Z2), 
М(З, О, 1). 

2.19. U=X(y2+ Z2), 
M(I, -2, 1). 

2.20. u=.r2Z_ y2, 
M(I, 1, -2). 

2.21. u=~y-z, 
М( -2,2, 1). 

2.22. u=y(.r+z), 
М(О, 2, -2). 

2.23. u=x2yz, 
м( 1, О, 4). 

2.24. и= (X+Z)y2, 
М(2, 2, 2). 

2.25. и= (.r2 +Z)y2, 
М(-4, 1, О). 

2.26. и= (X2 _Y)Z2, 
M(I, З, О). 

2.27. и = x~ + 3y~ - z~, 
М(О, О, 1). 

2.28. u=xz2 +y, 
М(2,2, 1). 

2.29. u=xi-z, 
M(-1,2, 1). 

2.30. u=z(x+y), 
M(I, -1, О). 



з. и=и(х, у, z) ва и=и(х, у, z) скаляр майдонлар граднентларн 
орасндагн бурчакнн TOnHHr: 

3 _ . - ; у- 2 3.1. u=т+6уЭ+3 y6Z3, 3.8. и=3 у2х2- ";2 -3 2z, 

yr r 
и=7' и= х; , 

(- I 1) м у2, ";2' ";з . M(~,2, Уз). 
3.2. 4";6 б 3 - ; у- 2 и=---+-, 3.9. U = 3 у2 х2 

- ";2 - 3 2 z , х 9у z 
v=х2уzЭ, 

х; 
М(2, 3- -у{). и=7' 

3.3. - I 4zЭ М(+2, у{). 
и=9 у2 хэ_ 2";2 - ..;З ' 

3 4 I 
z3 3.10. и=-+--т, 

и=-, х у 6z 
х; ~; 

M(~, 2, -у{). и=-, 
z 

M(I,2, ~б). 3.4. и=6 у6хЭ-6 y6 Y3+2Z3, 
xr 

_. 4";2";2 I и=-, 
у 3.11. и=-~+9Y+ ";Зх' 

м ( ~6' ~6' I ). I 
и=--, 

";б ";б 2 
x2yz 

3.5. и=---+-, 
М(2, + ~б). 2х 2у 3z 

yr 
и=-, 6 2 З..;З 

х 3.12. и=-+---_-, 
(1 I 1) 

х у 2";2z 

м ";2' ";2' ";3 . х2 

3.6. 3 4 I и= ;zЭ ' 
и=-+---_-, (- - ";З) х у ";6z 

М у2, у2, -2 . 
z 

и= х3; , 3.13. u=x2+9y2+6z2, 

M(I,2, ~б). v=xyz, 

M(I,+ ~б). 
~ -3.7. u=т+6уЭ+3 y6z3 , 2 3 ";б 3.14. и=-+---, 
х2 (- I 1) 

х 2у 4z 

V = yz2' М у2, ";2' ..;З . и= ~, м(Уз, Vf,f). 
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- 2 3J1 -3.15. u = у2 х - ~2 - 6 у2 z2 , 

v= xy2z, 

M(I,+ Jб)' 
у6 у6 2 3.16. и=--+----, 
2х 2у 3z 

3.17. 

и=~ 
yz2 ' 

M(~ -1 1) 
у2' У2' УЗ . 

и=~+.!- 3 У3 
z у 2y2z' 
у223 

и=--
~' 

М ( у2, у2, ~З). 

3.18. u=----l--- 2 у 2 Зу3 
у2х у -"2Z' 

y2z3 
и=-z ' 

( 
1 - УЗ) М у2' у2'-2 

3.19. и=6 у6х3-6 y6 Y3+2z3, 

и=~, 
Х22 

м(--'=- ~ 1) 
уб уб 

3.20. и=х2 _у2 -Зz2, 
yi 

и=-х-, 

( 1 1 1) 
М У2' У2' уз 

3.21. u = ~~ - ~~ + v2 z2 , 

z2 
и= ~y2 , 

M(f, 2, у{). 
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3.22. 

3.23. 

3.24. 

..,з I 8~ 
и=-----

у2 у2 у3 ' 
z2 

и= 123 ' 

( - - у3) М у2, у2'-2 

u=2x2+зy2_2z2 , 
2 

u=x2yz3, 

М(2,+ i) 
.Г 3 у3 4i 

и=9 у2х - 21/2 -3' 
ху2 

и=-
~' 

М(+2, ~) 
- з1 -3.25. и= y2x2

- 2 -6y2z2
, 

1 
и=-­

ху22 ' 

M(I,~,~) 

3.26. и = ----l-- _ ~"-2 __ 3 y~_ 
у2 z у 2z' 

z 
и= 123' 

M(~ ./2 у3) 
у2' у , 2 

4 у2 \'2 1 
3.27. и= - -+ --+~-

z 9у y3z ' 
U =x2yz, 

м (2, i, ~6) 
3.28. u = х2 + 9у2 + 6z2 

1 
и= ZYZ' 

1 1) М(I,з,~ 



3.29. 
r1 i 8zЗ 

u=~-~---

у2 у2 уз' 
зr1 2 -{2/i _ fii з 

3.30. и= - у2 +-з-+8 V3z , 

jzЗ 
u=-r' 

rz 
U=-. 

·1 
м ( ф, у2, ~3). М( -.fз. Vt· ~). 

4. а вектор майдондагн вектор чнзимарни тonинг: 

4.1. а=4уГ-9хт. 
4.2. а=хГ+4ут. 
4.3. a=4yJ+8zk. 
4.4. а =4z/ -9yk. 
4.5. а=5хГ+10ут. 
4.6. a=yJ+4zk. 
4.7. а=9уГ-4хт. 
-1.8. a=4xJ+zk. 
4.9. а=2уJ+зхf. 
4.10. а=ЗхJ+6zk. 
4.11. а=у/+Зzk. 
4.12. а=2zJ+Зуk. 
4.13. а=хГ+ ут. 
4.14. a=2yJ+6zk. 
4.15. a=5z1+ 7xk. 

4.16. а=2хТ+4уТ 
4.17. a=4zJ-9хk. 
4.18. a=2xl+8zk. 
4.19. a=6x1+ 12zk. 
4.20. а=4д+ут. 
4.21. a=xJ+zk. 
4.22. а=7уТ+ 14zk. 
4.23. a=9zJ-4уk. 
4.24. а=х1+ЗуJ. 
4.25. а=2zl+Зхk. 
4.26. a=xl+3zk. 
4.27. а=2х' +6уТ 
4.28. а=5уЕ+ 7хТ 
4.29. а = 9z7- 4xk. 
4.30. а = 2х' + 6zk. 

5. а вектор майдоннинг р текиCJIИК ва координата текисликларн 
х.осил к-илган пнрамнданинг ташк-н сиртн буйича окиминн ИККИ усул 
бнлан тonинг: 

а) ()КМм таърнфндан фойдаланнб; 

б) Ucтрограл.скиЙ - Гаусс формуласн ~pдaMHдa. 

5.1. а=Зхl+ (y+z)/+ (x-z)k. 
р : x+3y+z=3. 

5.2. а= (3х-I )1+ (y-х+z)J+4zk. 
р : 2x-y-2z=2. 

5.3. а=хl+ (x+z)J+ (y+z)k. 
р : 3x+3y+z=3. 

5.4. а= (x+z)l+ (z-x)/+ (x+2y+z)k. 
р : x+y+z=2. 

5.5. а= (y+2z)1+ (x+2z)J+ (x-2y)k. 
р : 2x+y+2z=2. 
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5.6. (1= (x+z)1+2y/+ (x+y-z)k. 
р : x+2y+z=2. 

5.7. (1= (Зх-у)l+ (2Y+Z)/+ (2z-x)k. 
р : 2х-Зу+z=6. 

5.8. (1= (2y+z)1 + (x-y)I-2zk. 
р : x-y+z=2. 

5.9. (1= (х+у)l+Зуl+ (y-z)k. 
р : 2x-y-2z= -2. 

5.10. а= (x+y-z)1-2YI+ (x+2z)k. 
р : x+2y+z=2. 

5.11. а= (y-z)l+ (2х+у)/ +zk. 
р : 2x+y+z-2. 

5.12. а=х7+ (y-2z)/+ (2x-y+2z)k. 
р : x+2y+2z=2. 

5.13. а= (x+2z)l+ (y-3z)/+zk. 
р : Зх+2у+2z=6. 

5.14. a=4.r7+ (x-y-z)/+ (Зу+2z)k. 
р : 2x+y+z=4. 

5.15. а= (2z-x)1+ (х+2у)I+Зzk. 
р : x+4y+2z=8. 

5.18. a=4z7+ (x-y-z)l+ (3y+z)k. 
р : x-2y+2z=2. 

5.17. а= (х+у)l+ (y+z)/+2(z+"t)k. 
р : 3x-2y+2z=6. 

5.18. а= (x+y+z)1+2zl+ (y-7z)k. 
р : 2x+3y+z=6. 

5.11. а= (2.r-z)l+ (Y-X)J+ (..r+2z)k. 
р : x-y+z=2. 

5.20. а= (2y-z)1+ (x+y)l+xk. 
р : x+2y+2z=4. 

5.21. а= (2z-x)1+ (х-у)l+ (3..r+z)'. 
р : x+y+2z=2. 

5.22. а= (x+Z)[+ (х+3у)/+у'. 
р : x+y+2z=2. 

5.23. а= (x+z)7+z/+ (2x-y)k. 
р : 2x+2y+z=4. 

5.24. а= (3"t+y)J + (x+z)/+yk. 
р : x+2y+z=2. 

5.25. а= (y+z)[+ (2.r-z)/ + (y+3z)k. 
р : 2x+y+3z=6. 
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5.26. а= (y+z)[+ (х+бу)/+уk. 
р : x+2y+2z=2. 

5.27. 0= (2y-z)[+ (x+2y)/+yk. 
р : х+3у+2z=б. 

5.28. 0= (y+z)[+x/+ (y-2zfk. 
р : 2x+2y+z=2. 

5.29. 0= (x+z)[+zТ+ (2x-y)k. 
р ; Зх+2у+z=б. 

5.30. 0=2[+ (X+y)/+yk. 
р : 2x+y+2z=2. 

б. о вектор майдоннинг р текисликнинг коордииата текисликла· 
ри билан кесишдан х.осил булган учбурчак контури буйича 
циркуляцияеини (бу текислнкнннг нормал векторнга нисбатан 
аАланиб утиш Ауиалиши мусбат булганда) к.уАидагн ИКки уеул 
била н х.иеоблаиг: 

а) циркуляция таърифидаи фоАдаланиб; 
б) Стоке формулаен ёрдамида. 

6.1. 0=2[+ (x+y)7+yk. 
р : 2x+y+2z=2. 

8.2. а= (x+z)[+z/+ (2x-y)k. 
р : Зх+2у+z=6. 

8.3. 0= (y+z)[+x7+ (y-22)k. 
р : 2x+2y+z=2. 

8.4. 0= (2y-z)[+ (х+2у)/+у{ 
р : x+3y+2z=6. 

8.5. а= (y+z)[+ (х+бу)7+уk. 
р : x+2y+2z=2. 

6.6. а= (y+z)[+ (2x-z)7+ (y+3z)k. 
р : 2Х+У+З2=б. 

8.7. а= (3х+у)[+ (x+z)/ +yk. 
р : x+2y+z=2. 

6.8. а= (x+z)[+21+ (2x-y)k, 
р : 2x+2y+z=4. 

8.9. а= (Х+2)l+ (x+3y)7+yk. 
р : x+y+2z=2. 

6.10. а= (2y-z)l+ (x+y)/+xk. 
р : х+2у+22=4. 

8.11. а= (2z-x)l+ (х-у)/+ (3X+Z)R. 
р : x+y+2z=2. 

8.12. а= (2x-z)J+ (у-х)/ + (X+2Z)R. 
р : Х-У+2=2. 
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е 6.13. а= (х+ y+z)T +2z1 + (y-7z) k, 
р: 2x+3y+z=6. 

6.14. а= (х+у)Т+ (y+z)1+2(x+z)k, 
р: 3x-2y+2z=6. 

6.15. a=4zT+ (x-y-z)1+ (3y+z)k, 
р: x-2y+2z=2. 

6.16. а= (2z-х)Т+ (x+2Y)1+3zk, 
р: x+4y+2z=8. 

6.17. а=4хТ+ (x-y-z)1+ (3y+2z)k, 
р: 2x+y+z=4. 

6.18. а= (x+2z)T+ (y-3z)1 +zk, 
р: 3x+2y+2z=6. 

6.19. а=хТ+ (y-2z)1+ (2x-y+2z)k, 
р: x+2y+2z=2. 

6.20. а= (y-z)Т+ (2x+Y)1+zk, 
р: 2x+y+z=2. 

6.21. а= (x+y-z)Т-2У1+ (x+2z)k, 
р: x+2y+z=2. . 

6.22. а= (х+у)Т+зу1+ (y-z)k, 
р: 2x-y-2z= -2 . 

. 6.23. а= (2y+z)T+ (x-y)1-2zk, 
р: x-y+z=2. 

6.24. а= (3x-у)Т+ (2y+z)1+ (2z-x)k, 
р: 2x-3y+z=6. 

6.25. а= (x+z)T+2Y1+ (x+y-z)k, 
р: x+2y+z=2. 

6.26. а= (y+2z)T+ (x+2z)1+ (x-2y)k, 
р: 2x+y+2z=2. 

6.27. а= (x+z)T+ (z-x)1+ (x+2y+z)k, 
р: x+y+z=2. 

6.28. а=хТ+ (x+z)1+ (y+z)k, 
р: 3x+3y+z=3. 

6.29. а= (3х-l )Т+ (y-x+z)1+4zk, 
р: 2x-y-2z= -2. 

6.30. а=3хТ+ (y+z)1+ (x-z)k, 
р: x+3y+z=3. 
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7. о вектор майдон сanеноидлнмн (1-11- варнантлар). nureH­
l!налмн (12-25- варнантлар) . гармоннкмн (26-30- варнантлар) 
·:lKaHHHH aHHКJlaHГ: 

7.1. 0= (y+z)[+Xyl-хzk. 
7.2_ 0= х2у[ - 2ху21 + 2xyzk. 
7.3. 0= (2yz-2x)[+ (xz-2y)l+xyk. 
7.4. 0= (x2 -z2)[-3хУI+ (i+z2)k. 
7.5. 0=2xyz[-y(yz+ 1)I+zk. 
7.6. 0= (2x-3у)[+2ХУI -z2k. 
7.7. 0= (х2 _ у2)[+ (y2_ Z2)/+ (Z2_ X2)k. 
7.8. o=yz[+ (x-y)l+z2k. 
7.9. 0= (y+z)[+ (X+z)l+ (x+y)k. 
7.10. 0=3~yt-2xy2/-2xyzk. 
7.11. 0= (x+y)t-2(Y+Z)I+ (z-x)k. 
7.12. а= (yz-2x)[+ (XZ+zy)/+xyk. 
7.13_ o=yz[+xz/+xyk. 
7.14. 0=6ху[+ (зх2 -2у)/+zk. 
7.15. 0= (2x-уz)Т+ (2х-ху)) +yzk. 
7.16. 0= (y-z)[+3xyz/+ (z-x)k. 
7.17. 0= (y-z)t + (x+z)J + (X2_ y2)k. 
7.18. 0= (x+y)[-2xz/-3(y+z)k. 
7.19. 0=Z2[+ (xz+y)l+x2yk. 
7.20. 0=ху(3х- 4у)[ + х2 (х-4у) Г+зz2k. 
7.21. 0=6х2[ +3cos(3x+2z)/ + cos(3y+2z)k. 
7.22. 0= (х+у)Т+ (z-y)/+2(x+z)k. 
7.23. 0=3(x-z)[+ (x2- y2)/+3zk. 
7.24. а= (2x-yz)[+ (xz-2УI[+2хуzk. 
7.25. 0=зх2[+4(х-у)J+ (x-z)k. 
7.26. a=x2zT+y2J-хz2 k. 
7.27. 0= (х+у)[+ (y+z)/+ (x+z)k. 

- х.,. У"'. z-
7.28. а= -1+ -/+-k. 

У z х 

7.29. a=yzT+xz/+xyk. 
7.30. а= (y-z)[+ (z-x)/+ (x-y)k. 



13- б об. 

МАТЕМАТИК ФИЗИКАНИНГ АсОСИА ТЕНГЛАМАЛАРИ 

1-1. Тор тебраниw тенгламаси учун Коши масаласини 
Даламбер усули билан ечиw 

13.1.1. Математнк фнзнканннг KYnГHHa масалаларн хусуснй 
ХОСИ.1алн дифференцнал тенгламаларга келтирилади. Булардан энг 
куп учрайдиганн нккинчи тартнблн тенгламаларднр. 

Умумнй куринншн 

А а2u а2u а2u аu аu 
~+B-- +с-- +й --+E-+Fu=f(x, у) a:r ахду a!l ах ау 

БУ.1ган хусусий хосилали нккинчи тартнбли ЧНЗНlU!и дифференцнал 
тенгламанн к.араЙмиз. Бу тенгламада номаълум и(х, у) функция 
иккнта узгаРУ8чнга БОFЛИк. булнб, тенгламанннг А, В, с, й, Е 8а 
F коэффнцнентларн хам умуман айтганда х 8а у ларга БOFЛНк. 
маълум функцнялар. Тенгламз'нннг унг томонндаги '(х, у) функцня 
бернлган функцня булиб, у нолга тенг булса, тенглама UlClCuнчu 
тартu6лu 6ир жuнслu чuзuк,лu хусусиu .fОСUЛйлu тен.гЛй/r/(J деЙнладн. 

Агар тенгламанинг берилган сохаснда: 
в2 -4АС> Обулса. тенглама гнперболнк. 
В2 -4АС=0 булса, тенглама параболнк, 
в2 -4АС<0 булса, тенглама эллнптик турга теГИШ.1И БУладн. 
Торнннг кУнда.1анг тебранншн, металл стерженнннг буйлаМ,j 

тебраиншн, снмдагн электр тебранишлар, айлаНУ8ЧИ цнлнндрдап 
аЙ.1анма тебраннш.lар, газнинг тебранншлари кабн масалалаJ 
гиперболнк турдаги энг содда тулкнн тенгламасн 

га о.lиб келади. 

а 2 а2u 
a:r 

a2~=0 
-2 
ау 

Исснк.лнкнннг таркалнш жараённ, F08aK мухнтда суЮlU!нк 8<1 
газнинг ок:ншн масаласн кабн масалалар парабanик турдаги эиг 
содда ИССНlVIн" таркалнш тенгламасн (Фурье тенгламасн) 

2 
a2~"- _ аu =0 

a:r ау 

га олиб келади. 
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Те6ранишлар, нссиклик утказиш ва днффузия ка6н масалаларга 
тегншли стационар жараёнларнинг тадкик.urида эллиптик турдагн 
тенгламалардан фоЙдаланилади. Бу турдаги энг содда тенглама 

д2u ~=O ~и = ax'l + д!? 
Лаплас тенгламасндир. 

13.1.2. Умумий куринишда 6ерилган хусусий х.оснлалн нккннчи 
тарти6ли чизик.ли днфференциал тенгламанинг характеристик' 
тенглаАСаси деб 

А (dy)2_Bdxdy+C(dx)2=O 

одднй дифференциал тенгламага аЙтиладн. 
Гиперболик турдаги тенгламалар учун характеристик тенглама 

!р(х, у) = с, ва 1jJ(x, у) = С2 интегралга эга БУлади. Умумий тенглама 
~=!p(x, у)' 1]=1jJ(x, у) 

аJlмаштиришлар ердамида 

~- (~ ~~) д~д,! - F ",,1], и, д~' д,! 

шаклдаги каноник куринишга кеJlтирилади. 
Параболик турдаги тенгламалар учун характернстик тенглама 

битта !р(х, у) =С умумий ннтегралга эга 6улнб, улар ~=IP(x, у)' 
1]=1](Х, у) - (1] !р га БОfЛИк. 6улмаган иx:rнёрий функция) алмашти· 
риш ёрдамнда 

д2u (t дu дU) 
a1j2 =F .",1], и, ~' a.t 

шаклдагн каноник куринишга келтирилади. 
Эллиптик турдаги тенгламалар учун характеристик тенглама 

интеграллари ушбу куринишга эга булади: !р(х, у) ±i1jJ(X, у) =С,.2, 
буерда" !р(х, у) ва 1jJ(x, у) - х.ак.ик.иЙ функциялар. s=!p(x, у)' 
ТJ=Ф(Х, у) алмаштиришлар ердамида эллиптик турдаги TeHTJlaMa· 
.1ар ушбу 

д2u д2u (t дu дU) 
a~+~2=F .", ТJ, и,~, at! 

каноник шаклга кеЛТИРИJlади. 

J. мисол. Ушбу 

4 д
2

u +8~+З д2u +дu +2~=O 
ax'l дхду д!? ду дх 

дифференциал тенгламани каноник куринишга келтиринг. 
82 

Е ч и ш .. Бунда А =4, 8=8, с=з, АС--4-= -4<0, дема к, 
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гипербо.,ик турдаги теигламага эгамнз. Тегишли характеристик 
тенгламаии тузамиз: 

4 (dy)2 -8dxdy+3(dx)2 =0 
ёки 

4(dY )2 -8 dy +3=0. 
dx dx 

dy dy .. ±2 ,3 1 
_.- ни топамиз: -=--, бундан у =- на У'=-2' Характе-
~ ~.. 2 

3 1 
ристик тенглама ннтеграллари: У-2Х=С' на У-2Х=С2 эканли-

гини эътиборга OJIиб, ~=y-tx, fJ=y-iх узгарувчиларни ал­
маштиришни бажарамиз. Зски узгарувчилар буйича хусусий х.оси­
.1а.,арни янгн узгарувчилар буйича хусусиА х.осилалар билан 
ифодалаймиз: 

~=~Д+"8и ~=~ (_~)+~ (_.!.). 
8х 8, 8х 8" 8х 8, 2 8" 2' 

~=~Д+~~=~+~; 
8у 8, 8у 8" 8у 8, 8" 

82и 3 8 (8и) I 8 (8и) 
8z2 = - 2 а; дf - 2 а; а,;- = 

__ .! (а2и ~ 82и ~)_.!. ( 82и .~+ ~~)_ 
- 2 8~2 8х + 8~8" дх 2 8t8" дх 8,,2 дх -

3 ( 3 а2и 1 82и) 1 ( 3 82и 1 82и) 
= -"2 -2 дi2-2 8~д" - 2 -2 a~;j--i a;;z = 

! 82и ~ д2и _ .!. а2и . 
4 8,2 +:2 8,д" +.. 8,,2 ' 

.!~-~ (~)+~ (~)-
дх8у - 8х д, 8х 8'1 -

82и 8" 82и д, а2и а, а2и а" 
= а,а" a~+~ax+ а"а; а;+д;? ах = 

1 а2и 3 aJu 3 а2и 1 а2и 
= -2" а,8,,'-"2 а,2" -2" а"д, -2" а.? = 

=-~~-2~--'-~' 
2 8t2 д,д" 2 д,,2 ' 

а2и 8 (аи) 8 (аи) 82и а, 
al =а; дf +а; д,J =дii ду + 
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82u 8" 8
2u 8~ 8

2u 8" 
+ 8,,8~ ау + 8~8" ту + 8,,2 ау = 

82u 82u 82u 
= ~ + 2 8~8" +- --;;;f . 

Бернлган днфференцнал тенгламага нккннчн тартнблн хоснлалар 
учун ТOIlнлган нфодаларнн К,уямнз: 

(9 ~+6 8
2
u- + а2u)+ (3 а2u +6~-+ 

\ 8е 8~8" 8,,2 8~2 8,8'1 

+3 8
2
u)+ (-12 а2u -16 ~-4 ~)+ 

8,,2 8~2 8~8" 8,,2 

+ (~+~)+ (-3 ~-~) =0. 
86 8'1 8~ 8" 

Соддалаштнрншдан кейнн бернлган тенглама ушбу 

~~ + i~ =0 ёкн ~+J.. ~ =0 
- 8,8'1 8" 8~8" 2 8" 

Ка ноннк курннн шга (гнперБOJlНК тур) келтнрнладн. 
13_1.3. ГнперБOJlНК турдагн 8а параБOJlНК турдагн тенгламалар 

купннча 8аК,т да80мнда соднр БУЛУ8ЧН жараёнларнн урганншда 
К,Улланнладн. Шу сабаблн бу ХOJlларда нзланаётган и функцня 
t 8аК,тга 8а х коордннатага БОfЛНк' БУл.'!дН, яънн и = u (х, (). 

к.УЙнлган масаланн тулнк' хал этнш учун бу турдагн тенглама­
лар бнлан бнрга чегаравuй 8а бош.лаНFUЧ шартлар хам бернлган 
булншн шарт. 

БошлаНfНЧ ша~тлар t=O да нзланаётган U функцня 8а 
унннг хоснласн К,нйматннннг бернлншндан (гнперБOJlНК турдагн 
тенгламалар учун) ёкн функцня К,нйматннннггнна бернлншндан 
(параБOJlНК турдагн тенгламалар учун) нборатднр. 

Чег.вра8НЙ шартларда u(х, t) номаълум функцнянннг 
узгаРУ8ЧН х нн узгарнш оралнrннннг охнрларндагн к'нйматларн 
бернладн. 

Агар К,аралаётган жараён учун узгаРУ8ЧН х нннг узгарнш 
ораЛНfН чекснз деб к'аралса, у ХOJlда масала фак'ат бошлаНfНЧ 
шартлардагнна ечнлнб, U (х, t) функцня учу н чегара8НЙ шартлар 
К,УЙнлмаЙдн. Масалада фак.ат бошлаНfНЧ шартлар бернлса, бундай 
масала Коши АСасаласu деЙнладн. 

Агар масала чеклн оралнк. учун к.УЙнлса, у ХOJlда бошланrнч 
шартлар хам, чегара8НЙ шартлар хам бернлншн керак. Бу ХoJl­
да аралаш АСасалага эга БУламнз. 

Эллнптнк турдагн тенгламалар одатда стацнонар жараёнларга 
тегншлн масалалар к.аралаётганда к.Улланнладн. Шунннг учун 
t 8ак.т бу тенгламаларда к.атнашмаЙдн 8а нзланаётган ечнм фак.ат 
коордннаталарга боrлнк. булнб, масала чегара8НЙ шартлардагнна 
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ечнладн. Шартларнннг бернлншнга кура Днрнх.lе масаласн, 
Нейман масаласн ёки аралаш масалалар к.УЙнлншн мумкнн. 

13.1.4. Торнннг кундаланг тебранншларн х.ак.ндагн *асаланн 
курнб чнк.аЙлнк. Эркнн эгнла anаднган ннгнчка нп тор деб аталадн. 
Торнннг кнчнк кундаланг тебранншларн торнннг тебраннш тенгла· 
масн (тУлк.нн тенгламасн) 

а2u 2 а2u 
--=а --ar ах2 

нн к.аноатлантнрунчн и=и(х, () функuня бнлан характерланадн, бу 

тенг.lамада х тор нук.таен коордннатаен, t - вак.т, а 2 - тор тай' 
ёрланган матерналнннг фнзнк хосеаларннн аке зттнрунчн ДонмнЙ. 

Гнпербanнк турдагн тенгламага згамнз. (=о пайтда торнннг 
аu I х.о..1атн ul,=о=rл(х) на тор нук.таларннннг тезлнгн - =ф(х) 

т а/ ,=0 
маъ..1УМ буленн (I(ошн маеалаен). 

Торнннг тебранншларн тенгламаеннннг ечнмн ушбу КУРIIнншга 
зга: 

х+о' 

op(x-at) +ор(х+ш) +~ ( ф(х)dх. U(x,t)= 2 2а j 
х-а' 

Бу формула тор тебранцш TeIQAa.Al(lCU учун К ошu АСасалаСUНUIQ 
далаАСбер ечuАСU деб аталадн. 

2· мнеол. U I =х2, ~I =0 булеа, 
,-о а/ ,-о 

тенглама ечнмннн тonннг. 

i1u а2u 
{J1= ах2 

Е 4 Н ш. а= 1, fJI(x) =х:', ф(х) =0, шунга кура и= 't~/!~_OP(X+/), 

)2 2 
бунда fJI(x) =r. Шундай к.НJJнб, и= (х-/ +(х+') ёкн U=X2+t2. 

1· дарсхона тonшuрu~u 

1. Тенгламаларнн каноннк курннншга келтнрннг: 

а2u а2u а) х2 __ у2_=О; 
a~ а'; 

б) i1z . 2 2' a2z. + 2 i1z О 
-2 SIП х- уslПХ -а а у -::2= ; 
ах ж 11 а!! 
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8) ~-2· 8lu +~=o. 
lJz2 дхду д!? 

д2 2 
Ж: а) _a_=~~. б) ~=_2_t_~. 

д,дl) 2, д1] , д1]2 ,2+1]2 д, ' 

2 2 
8) ~+~=o. 

д,2 д1]2 
• 

2. Агар u I =0, дда I о=х зкани маълум булеа. 
1_0 / 1-

=4~ тенглама ечимини топинг. Ж: u=xt. 
az2 

I да I д2а д2а 3. Агар u =sinx, -д = 1 булеа, ----:2=а 2 ----;-
1_0 / 1-0 дг lJ:r 

8la 
д/2 

теlfглама 

билан аниклаНУ8ЧИ торнинг t= ;0 пайтдаги шаклини аникланг. 
Ж: u=sinxeosat+t; агар t= ;0 булеа, у х;олда и= 2ЛО' RЪНИ 

тор ~бециееалар у~ига параллел. 

J - АСустак,иА uш 

1. Тенг ламаларни каноник куринишга келтиринг: 
2 2 2 

а) x2~+2xy ~+y2 ~-o' 
дх дхду д!? - , 

б) ~-4~-3~-2~ +6~ "о; 
az2 дхду д!? дх ду 

8) ~ :;+ ~ :;=0. 
a2z У a2z iJz 

Ж: a~ д1]2 =0, ;=~; '1=У; б) дЕд1] -8[=0, ~=x+y, 

2 2 
д z д z I (1 iJz I az) t 2 2 

'1=3х+у; 8) д~-+дJ+2 1" at+-;J дrI ' .,,=у, '1 =Х. 

2. Тенгламаларнинг ечимини тonинг: 

д2а д2а I да I а) -=- бунда u =х - =-Х' 
д/2 az2' 1_0' д/ 1-0 ' 

8la 2 д'а I да I б) д1 = а az2' бунда u 1_0=0, -7ii- 1_0 =eosx. 

Ж: а) и=х (I-t); 

б) u=~osx.sinat. 
а 
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I . дu I . а2u д2u З. Агар u = slПХ, -д =eosx булеа, -2 = --, 
,-о / ,-о д/ ar тенглама 

бнлан аннк.ланувчн торнннг l=л дагн шаКJ1ННН топннг. 
Ж; И= -sinx. 

2- §. ИееиlI.JIИК утказиш (тУлк.ин) тенгламаеи учун аралаш 
масалани Фурье усули билан ечиш 

13.2.1. Бернлган бошланf'НЧ ва чегаравнй шартлардан фоЙдала· 
ннб, етерженда температура так.енмотннн аннк.ловчн и(х, t) функцн' 
янн топнш талаб к.1лнненн. 

Масала и(х, 1) ,_о=т(х) бошланf'НЧ ва и(х, 1) I.~o=u(x, 
t) 1,_1=0 екн 

~I -··~~I -о ах .. _0- дх .. -,- , 

чегаравнй шартларда 

дu ~~ о<х</ 
д/=а дх'1' 

нсснк.лнк утказнш тенгламаеннн ечншга келтнрнладн. 
Хусуенй х:оснлалн тенгламаларнн ечншнннг кенг тарк.алган 

усулларндан бнрн узгарувчнларнн ажратнш уеулн екн Фурье 
. ~ 

усулнднр. Бу уеулга кура хуеуснй ечнм u(x,l) = ~ Ь.!f.(Х)ф.( 1) 
11=1 

курннншда нзланадн. ul,=o=ul.=I==O чегаравнй шартлар бнлан 
к.УЙнлган масала учун Фурье усулнга мувофнк ечнм: 

'112 
,'IIО' 

и(х, 1) = ~ Ь.е i' .sin мх 
/ ._1 

курннншда буладн, БУН.J.а 

1 
2 ( . мХ 

Ь.=( Jf(Х)SIП ·-/-dx, 
о 

аu I дu I О .~ б •• -- =- == чегаравнn шартлар нлан к.уннлган масала 
дх ... _0 дх .. -1 

учун эеа ечнмнн 
:l:t:l 

:t .. Q • 
00 ---
~ i' ПIlХ 

u(x,t):!: .:.. а.е .eos-/-+ao ._1 

(а о=+ ~ f(x)dx, а,=т ~f(x)cos п;х dx ) 

курннншда мамнз. 
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ди д2и 
Тt= -, (O<x<L. t>O) тенгламанннг 

дх 

I х. агар О <'X:S;;; i БУлса. 
ul,_o=f(x) = 1 

L-x. агар z<x<L булса 

бошланrнч шартнн ва ul._o=ul._/=O чегаравнй шартларнн 
к.аноаТ.1антирувчи ечиминн топннг. 

Е ч н ш. Бернnган чегаравий шартлаrни к.аноатлантирувчи 
ечимни ушбу куринишда излаймнз: 

бунда 

и(х, t) = ~ Ь.е 
n_' 

. , 
.,,. t 

? . nnх 
·51П -/-' 

I 

( ,-
2 ~ . nnх 2 ~ . nnх Ь =- {(Х)51П -dx=- Х'5IП --dx+ 

n / / / / 
о о 

( (s=x. ds=dx, 2 . nnх +-/ ((l-x) 51П-/-dх= dt . nnх d 1- / nnх 
) =5IП-- Х, ---cos--
~ / nn / 

_ 2( /х nnх+ Р ~. nnz)I~+ - - -~05-- ---"п--
/ nn / ,,2n2 / о 

2 ( Р nnх 'х nnх Р. nnх) I ( + - -------<:OS--+~05--- --5IП -- I = 
/ nn / nn / ,,2n2 / .. 

41 . nn 
~5IПт, nn 

демак, изланаётган ечим ушбу куринишга эга: 

,.2,,2, 

4/ ~ 1 . nn 
и(х, 1) =2 "" 2SIП те 

n 11=-1 n 
? ·5iп nnх 

ёкн 

4/ "" 1 
и(х, 1) =2 ~ (-1 )t-----2e 

n .-0 (211+ 11 

_ ,,2'2"+ 1,2 

.5iп !'1(21r+llx ? 

1= 

13.2.2. Бнр томондан чегараланган (ярим чексиз) стер жен учун 

ди 2 д'и 
-=й -­
д/ д~ 

458 



Тt'нгламанннг ul/_o=f(x) бошлаНFНЧ шартнн ва ul~_o=q>(t) 
Чt'гаравнй шартнн к.аноатлантнрувчн t'чнмн ушбу формула бнлан 
анн ма нади: 

и(х. ') = ~~I +{' Г - 11-." 
2n уЛt } f Ш le ,.2, 

о 

2 ] • -е - ~I:;: ds+-~ {q>(ТJ) .e to2
;,-" (/-'1) -{d'l. 

2ауn' ~ 

2 д" д2u I f . м и с ол. ~=---т тенгламанннг u 1_0= (х) =ио бошлаНFИЧ 
д' дт 

шартнн ва ul~_o=O чегаравнiI шартни к.аноатлантнрувчн ечнмннн 
топннг. 

Е ч н ш. Берилган шартларнн к.аноатлантнрувчн t'чнм юк.орндагн 
формула га кура ушбу курннншга зга: 

ёкн 

.. [11-,2, 11+'" ] 
и(х. t) = .~- ( ио е - -"--е - -,,- d~ 

2 уn' J 
о 

.. [ 11_ .,2 11+'" ] 

и(х. t) = 2~1i?j е - -"~-e - -,,- ds· 

_х=~=/I.dS=-2--.jid/l деб белгнлаб, бнрннчн ннтегрални алмаш· 
2-';1 

тнрамнз, яънн . 
"о (' _ ,~_.,2 

2J-=;t J е --,-, ds=~ 
о -';n 

27f 
~ e-~2d/l; ~o [1 +Ф(2~1 )]. 

2 r -? хН 
бунда Ф(х) =-----:I)e dt. --- =/1. 

уn [) 2у' 
ds= 2 .. /i d/l деб 

+ CZI ,.r+t,2 + ао 
"о ~ - - "о ~ 2 "о [ ( х )] ~ е "ds=~ e-~d/l=- I-Ф -~- га 

2-';n' -';n 2 2v' о ~.~ 

2 у' 

мнз. Шундай к.нлнб. ечим ушбу куринншни мади: 

и(х. ') =uоФ(2~1) 
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2- дарсхона ТonШUрuF'U 

1. 'у ,унлиги 1 га тенг, ташк.и мух.ит таъснридан мух.офазаланган 
ва иl t=o=f(x) = CX(/-;-X) б~шлаНfИЧ TeMllepaTypara эга булган бнр 

I 

жннслн стержен берилган. Стерженнннг охирлари н 011 га тенг 
температурада тутиб турилади. Иссик.лнк утказиш тенгламаси 
ечнмнни топннг (стерженнннг 1>0 вак.тдаги температурасинн 
аннк.ланг) . 

-12" + 112,.'J~t 
8с- _I_

e 
(2 

Ж: u (х, t) =3" ~ (2п+ 1j 2 
11 "_1 

sin (2n+I)п.x 
I 

2. Агар ярнм чексиз стерженнинг х=О чап охири иссик.ликдан 
мух.офазаланган, температуранинг бошлаНfИЧ так.симоти 

! 
О, агар х<О, 

иl t=o=f(x) = и()о агар O<x<l, 

О, агар x>l 

БУ.1са, нссик.лнк утказнш тенгламасннннг ечимини тonннг. 

"О [ (X+/) (X-/)] Ж: и(х,п =2 ф 2а,-// -ф 2,-// • 

3 А f 
& . & 

. гар стерженнинг ul/=o= (х) =тх- SIП-1-х бошлаНfНЧ 

температурасн бернлган ва охирларн нссик.ликдан мух.офазаланган. 

яънн ди I =~ I =0 булса. узунлигн 1 га тенг ва снрти х.ам 
ах .-0 ах .-/ 

нсснк.Лнкдан мух.офазаJ1анган стерженда температура так.снмотннн 
топннг. 

Ж: - 32 Х 
и(х, t) =л+ ~ (2k+I)2(2k-l) (2k+3) 

k=O n 

- (""'+"" )'1 (2k+I)п.x 
Х е ' . COS I 

2- "'устак,ИА uш 

1. ult=o=x(l-x), ul.=n=ul.=/=O шаРТJ1арда 

аu 2 а2и 
-а-, = а -a-~-

HCCHк..~HK утказнш тенгламасннн ечннг. 

Р'" (о,:ъ.+". )'t 
"--- Ж:u(х.t)=_8_~е- -,- sin(2n+I)п.x._....:......_ 

п3 ._0 1 (2п+ 1)3 
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2. Агар узунлиги 1 га тенг сирти иссиклнкдан мух.офаезлзнган 
стерженнинг бошланrич температураси 

-,-, агар 0~X~2' 

1
2ио , 

'(х) = 2 
'"о ,. 

-,- ([-х), агар 2<X~' 

булиб, стерженнинг учлари х,ам иссикликдан мух,ОФаза.1<Jнган 
булса, шу стерженда иссиклик так-симланишини топинг. 

Ж: и(х, () =~_.~.~ 5: 
2 n2 ._0 

2(2n+l) 
cos ~--nx 
_._~_, ___ е 

(2n+ 1)2 

:lCl11+11'l1l2.i, 
(J 

3- §. Дирихле масаласини ДOllрада Фурье 
усули билан ечиw 

дирихле масаласини караймиз: доира ичида Лаплас тенглама­
сини к-аноатлантирувчи ва доира чегарасида берилган функцияга 
тенг булган гармоник функцияни тonинг. 

Масалани ечиш учун к-утб координаталаридан фоЙдалзнамиз. 
Маркази к.утбдз булиб, радиуси R га тенг донра берилгзн БУлсин. 
г~ R доирада гармоник, r=R айланада ul,=R=f(ч') шартни 
к.аноатлантирувчи (f(q» - берилган функция) ва бу зйланадз 
узлуксиз булган и=и(г, q» функцияни излаЙмиз. ИЗJJзнаётган 
функция доирада кут6 координатаJJарида ёЗИJJган уш6у Лаплас 
теНГJJамасини каноатлантириши керак. 

2 2 
г2~+г!!!!:..+.!...!!..=0. 

а/1 аг a,i 

Фурье усулидан фойдаJJаниб доира учун Дирихле масалзси 
ечимиии топамиз: 

I ( rf-~ __ dT. 
и(г, q» = 2,; J I(т) rf-2RгсOS(Т-<р) +/1 

-л 

Бу интеграл Пуассон uнтегралu деб аталади. 
М и с ол. Бир жинсли юпк-а доиравий пластинкада температура­

ffИНГ стационар таксимланишини топинг. Пластинка радиуси R га 
тенг, унинг юкори кисми I о да, пастки кисми 00 да тутиб ТУРИJJади. 

Е ч и ш. Масала шартига кура: 

I(т) = { 
О. агар -n<т<О булса, 

1, агар О<т<n БУJJса. 
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Температура такеимоти 

1 ( rf-" d"t 
u(г, 'Р) =2; J rf-2R'C05(T-rp) +,2 

о 

иитеграл билаи аииклаиади. 
T-~ 

а) юкори ярим доира (О<'Р<п) нукталари учу н tg -2- = 1 

I-r 2dl 
алмаштиришни киритамиз, бундан еоs(г-Ч!) =--.-2d"t=;I--2 . 

I+r 1+1 

Янги интеграллаш узгарувчиеи t (- tgi) дан etgi гача узгара· 
ди. Шундай килиб, 

• CI~ 

u(г, 'Р) =-; ~ 
-~ 

rf-,2 dl= 1 (R+f ) I"~ _ 
(R_,)2+ (R+T)2(1 -; аге tg R-, 1 _I~-, 

ёки 

= -; [аге tg(;~; etg i)+ аге tg( ;~; tgi)] = 

R+, (ct~+t~) 
1 R-, 2 2 

=-;aretg (I~V 
R-, J 

rf-,2 
-..!..аге tg 2Rrsiorp •• 11 

I rf-,2 О Б • Ф • 
guл= - -2R . ,<'Р<п. у тенгликнн унг томони ман ии, 

'ЗIО", 

демак О·<'Р<Л да и функция i<u< I тенгеизликларни кано­
атлантиради. Бу )(.011 учун О<'Р<п да ушбу ечимга эга буламнз: 

rf-,2 - 1 /f-,2 
Ig(Л-UП)=-2R· еки u=I--агеtg-2R .. '51О", 11 '5104j> 

б) Паеткн ярнм доирада жойлашган нукталар учун (п<Ч!<2п) 

etg т-;", =1 урннга куйншдан фойдаланамиз, бундан eos("t-'P) = 

= ~-I ,d"t= - 2d1
2

, янги ннтеграллаш узгарувчнеи 1 (- etg..'f.
2 

) 
г+1 1+1 

даи tgt гача узгаради. У )(.OIIда 'Р нинг бу кнйматлари учун ушбуга 

эгамнз: 
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ёкн 

''';­
и(г, Ч') = -~ ~ 

• -fl'2 

If-? 
dt= 

(R+n 2+ (R_,)2~ 

= -~[aгc tg(R-' tg ~)+aгc tg(~tg.!..)] 
n R+, 2 R+, 2 

1 lf-lI 
и= -- агс tg ~--. -, л<Ч'<2n. 

n 2R,slП'Р 

Эндн 9нг томон мусбат (sin Ч'<О), wунннг учун О<и<+ 

3- дарсхона ТOnШUРUFU 

к.утб коордннаталарннн кнрнтнб, I ~г~ 2 ~алI<ЗНННГ нчкн 
кнсмн учун Лаплас тенгламасннннг 

U/'=I=O, и/'~2=Y 

чегаравнй wартларнн каноатлантнрувчн ечнмннн топннг. 

Ж: и(г, Ч') =t sh(lnr) ·siпЧ'. 

3_-,Alустак,uл UШ 

.1и = О Лаплас тенг ламасн учун Днрнхле масаласннннг 
I <г<2 ~алкада и/,= I =siп3Ч', и/'_2= I +сos2Ч' чегаравнii wарт­
.1арнн каноат.lантнрувчн ечнмннн топннг. 

Ж' и(г q;) =- -г -- - cos Ч>+ -г - --г SIП"'f' Iп, (4 2 4 1) 2 (64 -.] 1 3) . 'L~ 
. • Iп2 15 15? 63 63 . 



14- б о б 

эх.тимо.пЛИКЛАР НАЗАРИЯСИ НА 
МАТЕМАТИК СТАТИСТИКА 

1- §. Эх.ТИМOIIликнинг классик ва статистик таърифлари. 
Геометрик ~х.ТИМOIIлик 

.. 14.1.1. Эх.тимо.МИК,lар назариясида Jfoдuca деб, синов натижаси­
да руй беРИIIIИ мумкин БУ'.lган х.ар кандай фактга аЙтилади. 

Синов натижасида албатта руй берадиган х.одиса мук,аррар 
(И) Jfoдuca деЙилади. 

(инов натижасида х.еч качон руй бермайдиган х.одиса мумкин 
6у_ маган (V) Jfoduca деЙилади. ' 

Сииов натижасида руй бериши х.ам, руй бермаслиги х.ам мумкин 
б}.lган х.одиса тасодuфuй Jfoдuca деЙилади. 

СИНОВНIIНГ х.ар кандай натижаси эле.tCентар Jfoдuca деЙилади. 
Агар битта синовнинг узида А ва В тасодифий х.ОДllсалар бир 

вактда руй бермасалар, улар бuргалuкда.tCас (бuргалuкда БУл.tCа­
ган) Jfодuсалар деЙилади. Агар си/н1В наТllжасида бир нечта 
х.одисалаР,J.аll факат биттаси руй берса, улар Jfoduсаларнuнг тула 
гуру>;ини та 1111\11.1 'наДII деЙllлади. 

Агар А ва В х.Одllсаларнинг х.еч бирини иккинчисига нисбатан 
р)'Й бериши мумкин .lеЙишга асос булмаса, 6у х.одисалар тенг 
u.tCкон.uятлu деЙи.lади. 

А х.одисанинг руй бермаС'lигидан иборат булган А х.одиса 
А х.одисага k,apa.tCa-к,аршu >;одиса деЙилади. 

Агар' А ва В х.одиса.~ардан бирининг руй бериши ИККИНЧИСИНIIНГ 
руй бериш ёки руй бермас.lигига таъсир зтмаса. бу х.одиса.lар узаро 
эрклu (БОFЛUк, БУЛ.tCаган) >;одuсалар деЙилади. Акс х.QI1да А ва 
В х.одиса.lар БОFЛUк, Jfодuсалар деЙилади. 

14.1.2. Синаш натижасида тенг имкониятли n та з.lементар 
х.одисалар руй бериши мумкин булеин. Бирор А х.одисанинг руй 
бериши учун э.lементар х.одисалардан т таси кулаЙ.1ИК туrдирсин. 
у х.QI1да А х.одисанинг классик эх.ТИМQI1ЛИГИ v-

P(A)=~ 
11 

формула билан аникланади. -
Эх.тимолликнинг хоссалари: 
1. Мукаррар х.одисанинг эх.тимо.l,lИГИ 1 га тенг, яъни 

P(U)=I. 

464 



з. Тасодифий А х.одисанинг эх.ТИМOJ\лиги учу н 

O~ P(A)~ \ 

Ур'инли. t(' 
• 14.1.3. Эх.ти МOJ\ЛИКJIарни бевосита х.исООла шда купи нча комби­
н~торика формулаларидан фоЙдаланилади. 

Урин алAtаштuрuшлар деб n та турли элементларнинг бир­
биридан факат ЖОЙ,1ашиши билан фарк килувчи комбинаЦИRларига 
аЙтилади. n та турли элементларнинг урин алмаштиришлари сони 
Рn=n! га тенг (n!= \·2·з· ... ·n). 

Урuнлаштuрuшлар n та турли элементдан т тадан тузилган 
комбинаЦИRлар булиб. улар бир-биридан е элементларнинг тарки­
би, е уларнинг тартиби билан фарк КИ,1ади. Уларнинг сони 

А"'= __ n'_ еки A~=n(n-\)(n-2) ... (n-m+\) 
n (n-m)' 

формулалар билан топилади. 
Груnnалашлар - бир-биридан хеч булмаганда битта элементи 

билан фарк килувчи n та элементдан т тадан тузилган комбинаЦИR­
лардир. Уларнинг сони 

C"'=-~-- га тенг. 
• m!(n-m)' 

14.1.4. х.одисанинг нucoий частотасu деб ходиса руй берган 
синовлар сонининг утказилган барча синовлар сонига нисбатига 
айтилади: 

W(A)=~ 
n' 

бу ерда т - ходисанинг руй беРИШ,1ари сони, n - СИНОВ,1арнинг 

умумий сони. 
Синовлар сони етарлича капа булганда х.одисанинг статистик 

ЭjfТUJtоллuгu сифатида нисбий частота ни OJ\иш мумкин: 

W(A) ~P(A) =~. 
n 

14.1.5. Г е о м е т р и к э х. т и м 0.1 Л И к. D, соха D сох.анинг кисми 
(булаги) БУлсин. Агар сох.анинг улчамини (узунлиги, юзи, хажми) 

mes оркали белгиласак, таваккалига таШ.13нган нуктанинг D со· 
х.ага тушиш эх.ТИМOJ\лиги 

mesO, 
Р(А) =--0 га тенг. 

mes 

\- м и с 0.1. к.утида 3 та ок, 7 та кора шар бор. Ундан таваккалига 
OJ\инган шариинг ок шар булиши эх.ТИМOJ\лигини топинг. 
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Е ч и ш. А GIIииган шар 01<. ~канлиги х.одисаси БУлсин. Мазкур 
t'IfHOB 10 та тенг ИМКОflflЯТЛИ ~лементар х.одисалардан иборат булиб, 
y:lap'IНHГ 3 таси А х.одисага l<.улаЙлик туf"ДИРУВЧИДИР· демак, 

3 
Р(А)=-=О, •. 

10 

2· м и с ол. Гурух.да 12 талаба булиб, уларнинг 8 нафари 
аЪ.10чилар. Руйхат буйича таааккалига 9 талаба танлаб GIIИНДИ. 
Танлаб о.lинганлар ичида 5 талаба аълочи талаба булиши 
зх.ТИМGIIЛИГИНИ топинг. 

Е ч и ш. Синоанинг бiJрча .\lУМКИН булган тенг имкониятли 
'iлементар х.одисалари СОIIИ C','~ га тенг. Буларнинг ичндан C~· С: 
таси тан.lаб GIIинган талабалар ичидан 5 таси аълочи талабалар 
х.одисаси (А) учун "у.lаЙлик туF.1иради. Шунинг учун 

8·7·6 
Q,Li 1'.2·3 ·1 

Р(А) =_.-- =--._--
c~ 12·11·10 

,~ -------
1·2·3 

8· 7·6 14 
1~II~O=5s' 

З· М И С 0.1. к.ир"ма алнфбонинг 10 та х.арфидан «математика» 
су:<и тузилган. Бу х.арфлар тасодифан сочилиб кетган аа "айтадан 
ИXlиёрнй тартибда ЙИf"илган. Яна «математнка» сузн х.оснл булнши 
~х.ТИМOJIлигини топинг. 

Е ч н ш. А - «Математика» сузи х.осил булди х.одисаси. Тенг 
имконнятли мумкнн БУ.lган мементар х.одисалар сонн n = 'О! булиб, 
А х.одисага "улайлик яратуачилари т = 2!· 3!· 2! булади. Бу ерда 
математика сузида «м» 2 марта, «а»' 3 марта, «т» 2 марта 
такрорланиши х.исООга GIIинадн. 

". 2'·3'·2' ___ _ 
Р(А) = -;;-= -10' -- 151200 

4- м и с 0.1. Телефонда номер тераётган абонент охирги икки 
ра"амни зсдан чик.ариб "уйди аа фак.ат бу рак.амлар х.ар хил 
зканлигннн зслаб к.Gllган х.Gllда уларнн таааккалнга терди. Кераклн 
ра"амлар тернлганлнгн зх.ТИМGIIЛИГИНИ топинг. 

Е ч н Ш. А - иккита меракли ракам терилганлик х.од"саси 
БУлсин. Хаммаси булиб, унта рак.амдан иккитадан нечта уринлаш­
тиришлар тузиш мумкии булса шунча, яъни A~o=10·9=90 та турли 
ра"амларни териш мумкин. Шунинг учун классик зх.ТИМGIIликка 
кура 

1 1 
Р(А) =-~-= 90 . 

А,о 

5- м и с 0.1. Француз табиатшуноси Бюффон (ХУIII аср) тангани 
4040 марта ташлаган аа бунда 2048 марта гербли томон тушган. Бу 
синоалар мажмуасида гербли томон тушиши частотасини топинг. 
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2048 
W(A) = 4040 ~0,50693. 

6- м и е ол. R радиуели доирага нукта таваккалига ташланган. 
Ташланган нуктанинг доирага ички чизилган мунтазам учбурчак 
ичнга тушнши эх.тимоллигини топинг. 

Е ч и ш. S(DI) - учбурчакнинг юзи, S(D) - донранинг юзи 
булеин (63- шакл). А - нуктанинг учбурчакка тушиши х.одиеаеи. 
у х.олда 

SЩ) 3..j3R
2 

_ 3уЗ ~0,4137. Р(А) = S(D) = '4n~ - 4n 

Р(А) ~0,4137. 

У 

21 / 

, 
о 2 .х 

63· шаК.1 64· шаКJ1 

7- м 11 е ол. [О, 2] кеемадан таваккалига иккнта х ва у сонларн 
танлаНГ;III. Бу еонлар x2~ 4y~ 4х тенгеизликни каноатлантириши 
эх.ТИМОЛ.IIIГИНИ топинг. 

Е ч н 111. (х, и) нуктанинг координаталари 

{ O~x~ 2, 

O~y~ 2 

тенгеИЗЛНI,lар енетемаеини каноатлантнради. Бу - (х, у) нукта 
томонн 2 1 а тенг квадрат нукталари тупламидан таваккали:а 
танлаНИШlIlI1I бнлднрадн. 

Бизни 1,lIЗнктнраетган А х.однса танланаднган (х, у) нукта 
Ulтрихланr·.III фнгурага тегишлн булган x.o.~дa ва факат шу х.олда 
руй бераДl1 (64- шакл). Бу фигура КООРДИllаталарн х2 ~ 4y~ 4х 
теНГСН3J\ИКIIII к.аноатлантнраднган нук.таларнннг тупламн сифатнда 
х.оснл КНЛНllган. демак, НЗ.1анаетган эх.тимоллнк штрнхланган 
фигура юзннинг квадрат юзига ннебатнга тенг, яъни 

l 

~ (X-+~)dХ 
о 

Р(А) = 4 

I 
демак, Р(А) =3" 

(~ __ ~.~) 12 
2 4 3 о 

4 

467 

4 8 
"2--12 

4 

4 

3 
=4=3' 

). 

1. 

i 

н 



J - дарсхона ТOfIШUРUf'U 

1. Таваккалнга 20 дан катта булмаган натурал сон танланганда, 
унннг 5 га карралн булнш Э"'ТНМOJJлнгнн" топннг. 

Ж: 0,2. 
2. Карточкаларга 

Таваккалнга туртта 
терНJ1Ганда жуфт сон 

Ж: -.! 
9 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ракамларн ёзнлган. 
карточка олнннб, уларнн катор кнлнб 

"'оснл булншн Э"'ТНМOJJлнгннн топннг. 

3. Кутнда 12 та ок ва 8 та кнзнл шар бор. Таваккалнга 
а) бнтта шар ооннганда унннг ок булншн э",тнмоллнгннн топннг; 
б) бнтта шар о"lннганда унннг кнзИ.l булншн э",тнмоллнгннн 

топннг; 

в) 2 та шар олннганда уларнннг турлн рангда булншн 
эх.тн мо"мнгннн топннг; 

г) 8 та шар олннганда уларнннг 3 таен кизнл раНГ,lН булншн 
3ХТlIМОЛЛНГННН топннг; 

.1) 8 та шар олннганда КНЗН.l ранглн шарлар 3 тадан куп 
6УЛ>1ас.1НГН эхтнмоллнгннн топннг; 

з 2 48 
!К: а) 5"; 6) -5; в) 95; г) ~O,35; д) ~O,6117. 

4. Иккнта уйнн соккасн баравар ташланганда куйндагн ходнса-
ларнинг руй 6ернш цтнмоллнкларннн топннг: 

А - тушган uчколар ЙНfННДНСН 8 га инг. 
В - тушган очколар купайтмасн 8 га тенг. 
С - тушган очколар ЙНfННДНСН уларнннг купайтмасндан катта. 

5 1 11 
Ж: Р(А) =36; Р(В) =18; Р(С) =36· 

5. Танга 2 марта Т<lшланганда акаллн бнр марта герблн томон 
тушншн эх,ТНМОЛЛНГНI1I1 топннг. 

3 
Ж: Р(А)=4. 

6. Кутнчада 6 та бнр хнл (номерланган) кубнк бор. Таваккалнга 
6нтта-6нтадан барча ку6нклар олннганда куБНКJJарнннг номерларн 
усн6 60РНШ нртнбнда чнкншн ЭХТНМОЛЛНГlIНН топннг. 

1 
Ж: Р(А)=--. 

720 

7. Кутнда 5 та бнр хнл буюм булнб, уларнннг 3 таен БУялган. 
Таваккалнга 2 T<I буюм олннганда улар ораснда: 

а) 6нтта 6унлганн булншн; 
(5) нккнта БУ.lганн БУ.1НШН; 
в) х,еч булмаганда бнтта 6уялганн 6УJ1НШН эх.тнмоллнгннн 

топннг. 

Ж: а) 0,6; б) 0,3; в) 0,9. 
8. Учларн (О, О), (О, 1), (1, 1), (1, О) нукталарда булга н квадратга 

(х, у) нукта ташланадн. Бу нуктанннг коордннаталарн у<2х 
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тенгси3JJИКНИ к.аноатлантириши Э)(ТИМOJIлигини топинг. 
ж: Р(А) =0,75. 
9. Таваккалига )(ар бири бирдан катта булмаган ИККИТfI мусбат 

сон OJIинганда, уларнинг iiиrиндиси х+у бирдан катта бу.1маслиги, 
купаiiтмаси ху зеа 0,09 дан кичик булмаслиги Э)(ТИМOJIлигини 
топинг. 

ж: Р(А) ~0,2. 
10. Айланага таваккалига ички учбурчак чизилади. Бу учбурчак 

уткир бурчакли булиши Э)(ТИМOJIлигини топинг . 
• 1 

ж. "4. 

11. Техник назорат булими таваккалига OJIинган 100 та китобдан 
5 таси ярок.сиз эканини аник.лади. Ярок.сиз китобларнинг нисбий 
частотасини аник.ланг. 

ж: W(A) = I~ =0,05. 

1- мустак,uл uш 

1. Домино тошларининг тулнк мажмуасидан (28 та тош) 
таваккалига биттаси OJIинади. К,уiiидаги )(одисаларнинг Э)(ТИМOJIлн­
гини топинг. 

а) олинган тошда 6 очко булиши; 
б) олинган тошда 5 очко ёки 4 очко булиши; 
в) чик.кан очколар iiиrиндиси 7 га тенг БУлиши. 

1 13 3 
ж: а) "4; б) -28; в) 28· 

2. Таваккалига 20 дан катта булмаган натурал сон танланганда 
унннг 20 нинг булувчиси булиши э)(тимоллигини топинг. 

ж: Р=0,3. 
3. Рак.амлари )(ар хил икки хонали сон УЙланган. S7iiланган сон: 
а) тасодифан аiiтилган икки хонали сон булиши; 
б) рак.амлари )(ар хил булган тасодифан аЙти.1Ган икки хона.IИ 

сон булиши э)(тимолллигини топинг. 
1 1 

ж: а) 90; б) вт· 

4. Ало)(ида карточкаларга 1,2,3,4,5,6,7,8,9 рак.амлар ёзилган. 
Карточкалар яхшилаб аралаштнрилгач, таваккалига турттаси 
олинади ва кетма-кет к.атор к.илиб терилади. Хосил булган сон 
1234 булиши цтимоллигини топинг. 

ж: 0,00033. 
5. к'утида 100 та лампочка булиб, уларнинг 10 таси ярок.сиз. 

Таваккалига 4 та лампоч·ка олинади. Олинган лампочкалар ичида: 
а) ярок.сизлари ЙУк. uулиши; 
б) ярок.лилари ЙУк. булишн э)(тимоллигини топинг. 
ж: P~0,65; б) P~0,OOOO5. 
6. R радиусли доирага нук.та ташланади. Бу нукта доирага ички 

чизилган квадрат ичига тушиши Э)(ТИМOJIлигини топинг. 

ж: Р=.!. 
n 
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7. Таваккалнга х.ар бнрн 2 двн катта булмаган нккнта Х ва 
у мусбат сон олннганда бу сонларнннг купайтмасн ху бнрдан катта 
булмаслнгн, у/х булннма эса нккндан катта булмаслнгн эх.тнмоллн­
гннн топннг. 

Ж: Р::::::О,З8. 
8. Танкка каршн мнналар TyrpH чнзнк буйлаб х.ар 15 м га 

ЖОЙ.lаштнрнлган. Эни 3 м булган танк бу тугрн чнзнкк.а перпенди­
куляр йуналншда келм ок.да. Танкнннг мннага дуч келншн э)(ти­
моллигннн топинг. 

Ж : P=~ 5· 

9. Буюм партнясини синашда яроми буюмлар ннсбнй частarаси 
0,9 га тенг БУлди. Агар )(аммаси булнб, 200 та буюм текшнрилган 
булса, яроми буюмлар сонини топннг. 

Ж: 180 та. 
10. Барча t'клари буялган куб 1000 та тенг скубча:марга 

арраланган. Таваккалнга олинган скубча»нинг иккнта t'ги буялган 
БУ.~иши эх.ТНМОЛЛНГННII топннг. 

Ж: Р=О,096. 
11. Яшнкда 31 та бнрннчн нав ва 6 та нккннчн нав деталь бор. 

Та"аккалнга 3 та деталь олннадн: а) OIIннган учала деталь бнрннчн 
на!! булиши; б) OJIинган деталларнинг )(еч булмаганда биттаси 
БИfJИНЧИ нав булиши эх.тнмоллнгини топинг. 

Ж: а) Р:::::О,58; б) р:::::О,9974. 
12. Таваккалига OIIинган телефон номерн бешта ракамдан 

иборат. Унда: 

а) х.амма ракамлар х.ар хил БУлншн;. 
б) х.амма ракамлар ток булнши :ЦТИМОЛЛИГИНН топннг. 
Ж: а) 0,3024; б) 0,03125. 
13. Шарга куб нчки чизилган. Нукта таваккалига шарга 

таШ,lанади. Нуктанинг кубга тушиши эх.ТИМОЛЛНГИНН топннг. 
2 

Ж: Р = -;;~-3 :::::: 0,368. 

2- 1. х.однсалар алгебраси_ 
Эх.тимолликларни к.Уwиw ва купаАтириw теоремалари. 

Шартлн э)(тимоллик 

14.2.1. Иккита А ва В х.одисанинг йuгuндuсu деб А х.однсанннг, 
t'ки В х.одисанннг, ёки бу нкка.lа х.О.1исанннг руй берншндан нборат 
С=А + В х.одисага аЙтнладн. 

Бнргаднкда булмаган иккнта А 8а В х.ОДнса ЙНFННДНСННННГ 
эх.ТИМoIIЛИГН бу x.OДHca.~ap эх.ТИМOJIлнкларинннг йнгнндиснга тенг: 

Р (А+В)=Р (А)+Р(В). 

Бнр нечта жУФТ'жуфтн бнлан биргалнкда булмаган х.однсалар 
ЙИFННДИСИНИНГ эх.тимоллиги бу х.однсалар эх.ТИМOJIлнк.lарининг 
ЙИfиндиснга тенг: 
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P(A 1 +А2 + ... +А.) =P(A 1) +Р(А 2 ) + ... +Р(А.). 

TYJla группа та шкнл ЭТУ8ЧН А 1. А 2 • ...• А. х.однсал3р эх.тн-
моллнкларннннг ЙНFННДнсн 1 га тенг. яънн 

P(A 1 ) +Р(А 2 ) + ... +Р(А.) = 1. 

к'арама-каршн х.однсалар эх.тнмоллнкларннинг ЙИFННДИСИ 1 га 
тенг. яънн 

Р(А) +Р(А) = 1 . 

. 14.2.2. Иккита А 8а 8 х.одисанннг кfjnaЙт.масu деб. бу х.одиса­
ларнинг бнргаликда руй беришидан нборат С=А· 8 х.одисага 
аЙтиладн. 

Иккнта эрк.1И х.ОдНсанннг биргалнкда рун бериши эх.тимо,,1ЛИГИ 
бу х.однсалар зх.ТИМOIIлнкларннинг купайтмаснга тенг: 

Р(А8) =Р(А) ·Р(8). 

Бнргалнкда эрклн булган бнр нечта х.одисанннг рун беришн 
'нтимо,,1ЛИГИ бу х.одисалар эх.ТНМOIIликларннинг купайтмасига тенг: 

P(A 1 ·A 2 • ••• ·А.) =P(A 1 ) ·Р(А 2 ) ••••• Р(А.). 

8 х.одисанинг А х.однса руй бердн деган шартда х.нсобланган 
эх.ТИМOIIлнгн шарТАU Э.fТUА("ОААUК деНнлади. Шартли эх.ТИМOIIлик 
куйидагнча белгнланадн: 

РА (8) ёки Р(8/А). 

Иккнта БОFЛНК х.одисанннг биргаликда рун бернши эх.ТИМOIIЛНГl1 
учун кунндагн формулалар урннли: 

Р(А8) =Р(А) ·РА (8) ёкн Р(А8) =Рв·Рв(А). 

Бнр нечта БОFЛНК х.одисаларнннг биргалнкда рун беРНI:1 
эх.ТНМOIIлнгн куйндагн формула буйича х.исобланадн: 

P(A 1 ·A 2 • ... ·A.) =P(A 1) .РА ,(А 2 ) 'РА,А,(А з ) ..... Р4,4, А. ,(А.). 

14.2.3. А 8а 8 тасоднфнй х.одисалар ЙНFННДИСННИНГ эх.ТНМOIIлнги 
учун куйндагн формула урннли: 

Р(А+8) =Р(А) +Р(8) -Р(А8). 

14.2.4. Тула эх.тнмоллнк формуласн. 81. 82 ..... 8. лар 
х.однсаларнннг тула гурух,ннн ташкнл этиб, А х,однса уларнннг бнри 
бнлан руй берншн мумкнн БУлснн. У х,OIIда . 

Р(А) ~ ~ Р(8.) .Рв.(А) . 
• -1 
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14.2.5. Б е й е с фор м у л а с и. Агар А х.одиса руй бергани 
маъ.1УМ бужа, у х.OJIда P(B t ), k= т:n ЦТИМOJIликларни к.аЙта 
бах.OJIаш мумкин, нънн PA(Bt ) шартли ЦТИМOIIликларни ушбу Бейес 
форму.lасн ёрдамида топнш мумкнн: 

PA(B
t

) = Р(В.).Рв.(А) 

1- м н с ол. Цехда бнр нечта станок ншлаЙди. Смена давомида 
бнтта станокнн созлашнн талаб этиш эх.ТИМOIIлиги 0,2 га тенг, 
нккита станокни созлашнн талаб этиш эх.ТИМOIIлнги 0,13 га тенг. 
Смена давомнда нккнтадан ортик. станокни созлашни талаб этиш 
ЦТНМOIIлнгн эса 0,07 га тенг. Смена давомнда станокларни 
созлашни талаб этилншн эх.ТИМOIIлнгинн топинг. 

Е ч н ш. к.уЙндагн х.однсаларни к.араЙмиз: А - смена давомида 
бнтта станок созлашнн та.1аб этадн х.однсаси; 

fJ - смена давомнда нккнта станок созлашни талаб этади 
х.одисасн; 

r: -- смена давомнда 2 тадан ортик станок созлашни талаб этадн 
х.ОД.1сасн. 

4. В, С х.однсалар узаро бнргаликда эмас. Бнзни к.уЙидаги 
х.однса кнзнктнрадн: (А+В+С) -смена давомнда созлаш зарур 
буладнган станоклар: 

Р(А +В+С) =Р(А) +Р(В) +Р(С) =0,2+0,13+0.07=0,4. 

2- м и с ол . Иккнта овчн бир пайтда бйР-бнрнга БОFЛИк. булмаган 
х.о.1да куёнга карата ук узншдн. Овчилардан х.еч булмаганда бири 
укнн нншонга текказса, куён отнб OIIинган БУлади. Биринчн 
овчннннг нншонга уриш эх.ТИМOIIлиги 0,8 га, иккинчисиники 0,75 га 
тенг булса, куённн отиб О.lНШ эх.ТНМOIIлнгинн топннг. 

Е ч н ш. к.уЙидаги х.однсаларнн караймнз: 
А - бнрннчн овчн нншонга текказиши; 
В - ИJ<КННЧН овчн нишонга текказиши. 
А ва J:J эрклн х.однсалар. Бнзни (А +В) х.одиса кнзик.тиради. 
(А +В) - х.еч булмаганда битта овчининг нишонга текказишн. 

у х.OJIда 

Р(А +В) =Р(А) +Р(В) -Р(А.В) =0,8+0,75-0,8.0,75=0,95, 

Р(А +В) =0,95. 

3- м н с ол. Командада 12 спортчн булиб, уларнинг 5 таси спорт 
устаси. Спортчнлар ичндан к.уръа ташлаш орк.алн уч спортчн 
танланадн. Танланган спортчнларнинг х.аммасн спорт устасн 
булншн эх.ТНМOJIлнгннн топинг. 

Е ч н ш. А I - бнринчн спортчн - спорт устаси; 
А 2 - иккннчи спортчи - спорт устаси; 

Аз - учинчн спортчн - спорт устаси; 
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А =А,-А2 -А з - учuа спортчи - спорт устаси. 
А" А,. Аэ. JtOAllc&IIap - БOFЛIIК :\OAIIcuap. Дека .. 

Р(А, =Р(А, АжА,J =Р(А,)Р,. (AjP,,-.L (AJI =~.~_.!.=~ 
• ., ... , 12 11 10 22' 

4· 11 И С 0.11 • Та.,аба уэмга upalL111 ФОРllУ_1аии 3 та lIаыу .. orиома· 
дан КНдИраАИ. Форму.1а 6мрничи, ИUlllfЧII. УЧИNЧИ кa'bJIy .. orHOIIa..u 
БУ_1НШИ Э:\11IIIВ'LIINГН .. ос ра8НШда 0,6; 0,7; 0,8 га теиг. Формула: 

з, факат битта ка'bJIу .. orНOIIа.з.а БУ.llИШИ; 
бl фзкат NIUUITa IIa'bJIУllorиOllада БУ.llNШJI; 8" y'la.ll3 .. аълумorвомада БУ.1ИШИ; 
г) :teч БУ.lI1ЗГЗIU1a бнтта .. а"Ь.1УllorИOllаJU БУ_1НШИ Э:\ТИIIOlL'"ГН' 

НН тonииг. 

Е ч н ш. к.УЙIIJUIПl Jtа....са.1ЗРНН караЙ .. из: 
А, - ФОР"У. б8ринчи ма"Ь.1УIIОТНOIIЗ.u Щ, 
А2 - ФОРIIУ.IIа ИККIIнчн lIаъ.1Уllorи0ll3.u бор, 
А:) - фор .. ула У""NЧИ lIаъ.1УllorИOllа..u бор. 

а) А=А,Аvl1+А,Аvlз+А,А,А) - ФОРIlУла факат битта .а·...,у· 
м u1' н OIIa.u б.!1Р. 
_ AJ A,A3, А,А.;. А.). .4,АжАJ :\0lIJIca.1ap бllРГaJIlI1WI ЭIIзс ва А" 
A l , А 1 ; .4" А2• A J; А,. А2• А~О4Иса.,ар БOFJ1ИК Эllас. Дема .. 
Р(А) =P(A,)P(A",)p(AJ ) +Р(А,)Р(А"Р(.41 ) +P(A"PfAz)P(AJ ) = 
= 0,6·0,3·0,2 + 0,4- 0.7 :.0.2 +0 ... 4·0.3 -0,8 = 0.188. 

б) А=А,А,АJ+А,А,Аз+АrА,Аз - фор .. ула факат HlOOfТa .31.-
.1умorНOIIада бор. Демак. 

Р(А) =0.6-0.7.0,2+0,6·0,3-0.8+0.4 ·0.7 -0,8-0.452. 
81 А =A,A1A) - фор .. у.13 уча.1а lIawy.orHOIIaдa бор. 
Р(А, =0.6-0.7 ·0.8=0.336. 
г) А =А, +А,+Аз - ФОРllула uч булuгаИJUI бнтта маыу· 

.,ОТНOllа.з.а бор. Маэкур JtOJl.1.a А :\OAJIсага карама·карши :\QlUlCaни 
караш К)·_1аЙ. 

А - ФОР"Ула uч бир маыу .. orиOlla..U itКo 
А==А,А,Аэ. у JtQllJU Р(А) = l-р(А). 
Р(А) = l-р(А) = I-P(A,A,AJ' = I-Р(А"Р(А""р(Аа ) .... 

= 1-0,4·0.3·0.2= 1-0.024=0.976. 

ШуIf..llaА 1UUIН6. а) Р(А) =0.188; б) Р(А, =0.452;., Р(А) =0,336; 
г) Р(А) =0,976. 

5- м и С ол . БиРВN'IН кутим 2 та ок. 6 та кара •• UНNЧН кути..u эса 
4 та ок. 2 та кора шар бор. Бирничи кутидан таваккаАнга 2 та шар 
0.111б. нlUUllfЧН .. утига COIIIIII.IJI. ШУН.llaН КA!lии lllUQIИЧИ к.У11l.llaИ 
таааккалнга битта шар 0/I1fII.8JI. 

а, OIIниган шар ок булиВlИ ЭXПI .. OIUIIIJIIIГН кaн.uA? 
б) ИlUUlичи It)'ТII.UИ OIIJIнгаи шар ок бfлнб 'l81UUf. Бирм ...... 

кутидаи onиб иlUUl ..... КУТВ1'8 со.1ииган 2 та шар ок бf .... WII 
~:\ти .. О'1..'Нгн канмl? 

Е ч н ш. а) Ky •• .urи белГНJIаuuаРIIИ орнтаlUl3: . 
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А - иккиичи К,утидан OIIннган шар Ок', 
B 1 - бнрннчн К,утидан нккинчи К,утнга 2 та ок, шар СOllинган, 
В2 - бнрннчн К,утидан иккинчи К,утига 2 та турлн рангдаги шар 

СOJlинган, 

В З - биринчи К,утидан иккинчи к'утига 2"а к'ора шар СOllинган. 
B 1• В2. В.1 - ходнсалар тула гурух ташкил этади. У хоада тула 

эхти МOIIлнк формуласига кура 

Р(А) =P(B1)PR,(A) +Р(В2)Ра,(А) +P(B~)P8,(A). 

Bt , k=l-:3 гипотезаларнинг ЭХТИМOIIлнкларнни ва РВ.(А) шартлн 
эхтнмоллнкларнн классик схема буйича хис06лаймиз: 

c~ 1 c~.c~ _ Е. 
P(B 1) = ~-i= 28; Р(В 2 ) =-у- 28 

С" 8 

~ 15 3 5 
P(Bj ) = d=2S; Рв,(А)='4; Ра,(А)=в; 

8 

1 
Рв.(А) =2" 

Топилган натнжаларнн тула эхтнмоллнк формуласига К,уямиз: 

1 3 12 5 15 1 9 
Р(А)=·-·-+-·-+-·-=-

28 4 28 8 28 2 16' 

б) Р A(B 1 ) ЭХТНМOIIлнкнн Бейес фОРМywJасн буйнча топамнз: 

3 
P04(B

1

) = Р(8 1 ) .Рв, (А) 28 4 
=--9-=21' 

16 

2- дарсхон.а тonшuрuF'U 

1. Курсант отнш буйнча «синов:. топшнрншн учун 4 дан паст 
булмаган бахо олншн керак. Агар курсант отганнга «5» бахонн 0,3, 
«4:. баХОIIИ 0,6 ЭХТНМOJI.1НК бнлан олншн маълум булса, курсантнинг 
«сннов:, топшира OIIиш эхтнмоллнгннн топинг. Ж: р=О,9. 

2. Иккнта мерган нншонга К,арата биттадан УК, узншда. Бирннчн 
мерганнинl' нишонга текказиш эхтнмоллигн 0,6 га, иккннчисн учун 
0,7 га тенглнги маълум булса, К,уйидаги ходисалариннг эхти­
МOJI.1икларини топннг: 

а) мерганларнннг фак'ат бнрннинг нишонга текказиши; 
б) мерганларнинг хеч булмаганда бири нншонга текказиши; 
в) нккала мерган нншонга текказншн; 

г) хеч бир мерганнннг нишонга текказа OI1маслнгн; 
д) мерганларнинг хеч булмаганда бнри нншонга текказа 

OJIмагани. 

Ж: а) 0,46; б) 0,6; в) 0,42; г) 0,12; д) 0,58. 
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3. ЙНf'увчнга зарур деталь бнрннчн, НККНIIЧН, учннчн, туртннчн 
яшнкда эканлнгн эх.тнммлнгн мое раВНlIJда 0,6; 0,7; 0,8; 0,9 га тенг. 
За рур дeTa.~b: 

а) купн бнлан 3 та яшнкда булншн; . 
б) камн бнлан 2 та яшнкда булншн э)(тнммлнгннн топннг. 
Ж: а) 0,6976; б) 0,9572. 
4. Гурух.да 10 талаба булнб, уларнннг 7 нафарн аълочнлар. Турт 

талаба деканатга чак.нртнрнлдн. Уларнннг барчасн аълочн булншн 
I 

Э)(ТНММ.~нгннн топннг. Ж: б' 

5. Учта завод соат ншлаб чнк.арадн ва магазннга жунатадн. 
Бнрннчн завод бутун ма)(сулотнннг 40% ннн, Itккинчи завод 45% 
ннн, учинчн завод эса 15% ннн таЙёрлаЙдн. Биринчи завод чик.арган 
соатларнинг 80% н, нккннчн завод coaTJlapHHHHr 70% и, учинчи 
завод соаТJlарннинг 90% и илгарилаб кетади. Сотиб OJIинган 
соатнинг нлгарнлаб кетнши э)(тиммлнгини топннг. Ж: 0.77. 

6. Саммётга к.арата учта Ук. УЗН,lган. Бирннчн отишда нншонга 
тегиш эх.ТНМQ.ilЛНГН 0,5 га, иккинчиснда 0,6 га, учннчисида 0,8 га тенг. 
Битта Ук. текканда самолётнннг урнб тушнрилишн Э)(ТНМQIIЛИГИ 
O,~ га, нккнта Ук. текканда 0,6 га тенг. Учта ук. тегса, саммёт уриб 
тушнрнладн. Самолётнннг урнб тушнрнлнш э)(тнмоллнгнни топинг. 
Ж: 0,594. 

7. Спартакнадада биринчн гурух.дан 4 талаба, нккинчи гурух.дан 
6, учннчн гурух.дан 5 талаба к.атнаШади. Инстнтут терма жамоасига 
бнрннчн гурух.дагн талаба 0,9 Э)(ТНМОЛЛНI\ билан, иккинчи гурух, 
талабаси 0,7 ва учннчн гуру)( талабасн 0,8 э)(тимоллик билан к.аБУJI 
к.илинишн мумкин. ТаваккаЛllга танланган талаба терма жамоага 
к.абул к.илннди. Бу талабанинг к.аЙси гурух.да Ук.иши эх.ТИМОЛ.~игн 
Karгapoк.? Ж: Талабанннг иккннчн гурух.да Ук.ишн эх,тимоллигн 
каттарок.. 

8. иехда тайёрланадиган деталлар иккита назоратчи томонидаll 
текшнриладн. Деталнинг назорат учун биринчи назоратчнга 
тушнши э)(ти~tr)ллиги 0,6 га, иккннчи назоратчига тушнши 0.4 Г.I 
тенг. Яромн деталнинг бнрннчн назоратчи томонндан ирок.сиз де() 
топилншн э)(тнмоллнгн 0,06 га, нккинчи назоратчн учу н эса 0,02 г;! 
тенг. Ярок.снз деб топнлган деталлар текширнлганда улар ичндан 
ярок.лилнги чнк.нб к.олдн. Бу детални бнрннчн назоратчн текширган-

9 
лиги э.\тнмоллигннн топннг: Ж: 11' 

2- АСустак,иА UШ 

1. Бнтта Ук. узншда нишонга тегиш э)(тимоллнгн бирннчн мерган 
учу н Р га, иккннчн мерган учу н 0,7 га тенг. Мерганлар бнр вак.тда 
Ук. узишганда роеа бнтта укнннг нншонга тегиш э)(тнмоллнгн 0,38 га 
тенглнгн маълум бvлса, Р н" топннг. Ж: 0,8. 
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2. Мерганнннг бнтта Ук. узншда 1 О очко урнш ЦТНМOJIлнгн 
0,05 га, 9 очко урнш ЦТНМOJIлнгн 0,2 га, 8 очко урнш ЦТНМOJIлнгн 
0,6 га тенг. Бнтта ук узнлдн. к.уЙндагн ",однсаларнннг ЦТНМOJIлнгн­
ни топннг: 

А - 8 дан кам булмаган очко УРНЛГIIН; 
В - 8 дан куп очко урнлган. 
Ж: Р(А) =0,85; Р(В) =0,25. 
3. Устахонада учта станок ншлаиптн. Смена давомнда бнрннчн 

станокнинг созлашнн талаб "тнш "",ТНМOJIлнгн 0,15 га, иккннчи 
станок учу н 0,1 га, учи нчи станок учун "са 0,12 га тенг. Ста нокла р 
бараварига (бир пайтда) созлашни талаб этмайди деб ",нсоблаб, 
смена давомида ",еч булмаганда битта станок созлаШf-IИ талаб 
этиши ЦТНМOJIлигини топинг. Ж: ~ 0,3268. 

4. Яшикда 15 та дета.1Ь булнб, уларнинг 10 таси БУилган. 
йиrувчн таваккалига 3 та деталь OJIадн. Олинган деталларнинг 
барчаси буилган б5'ЛНШИ ЦТИМOJIлнгини топинг. Ж: P~O,264. 

5. Бирор физикавий катталнкни бир марта улчашда беРlt.1ган 
аник.лнкдан катта булган хаТOJIикка йул куйнлнши Э"'ТИМOJIлиги 
О,-! га тенг. Учта боr.1НК булмаган улчаш Утказилдн. Бу улчашлар­
нинг факат биттасида йул куйилган хато берилган аннкликдан 
Капа булнши ЦТИМOJIлигинн топннг. Ж: 0,392. 

6. Талаба 25 та имти",он саво.пларндан 20 тасига тайёрланишга 
У:IГУРДИ. Та.lаба тавакка.lига D.1инган учта саво.lIНИНГ камида 

209 
иккитасини билиши Э"'ТИМOJIлигинн топинг. Ж: -345' 

7. Йиrиш цехига учта автоматдан деталлар келиб тушади. 
Биринчи автомат 0,3%, иккинчиси 0,2%, учинчн 0,4% ироксиз дета.1Ь 
иш.lаб чикариши маълум. Агар биринчн автоматдан 1000 та, 
иккинчисидан 2000 та, учинчисидан 2500 та деталь келнб тушгани 
MaЪJIYM булса, йиrиш цехига ироксиз деталь келиб тушганлиги 
Э"'ТИМD.1.1игини топинг. Ж: 0,003091. 

8. Бензин куйиш бекати ёнидан енгил ва юк машиналари утиб 
туради. У.lарнинг 60% ини юк машиналари ташкил этади. Утнб 
кетаётган машинанинг бензин OJIиш учун тухташ "",ТИМOJIлиги юк 
машинаси учун 0,1 га, енгил машина учун эса 0,2 га тенг. Бензин 
куйиш бекатига бензнн куйиб Q./Iиш учун машина келиб тухтадн. Бу 

юк машинаси зканлиги Э"'ТИМQ./Iлигнни топннг. Ж:-Т. 

3-1· БОFлик.мас сииовлар кетма-кетлиги. Бериулли формуласи. 
Муавр - Лаплас ва Пуассон теоремалари 

14.3.1. Агар синовлар натижаларинннг ",ар кандай комбинацняси 
боrлнкмас х.однсалар тупламндан иборат булса, бу синовлар 
БОГ.llU,\АСас деЙилади. 

Чекли сондаги n та кетма-кет боrликмас синовлар утказнлган 
БУ:IСIIН. Бу снновларнинг ",ар бири натижаснда маълум бнр х.одиса 

476 



3- м н с 0.1. А х.однсанннг 900 та БОF.1н"мас синовнинг х.ар бирида 
рун бериш ЭХТИМWlлиги р=0,8 га тенг. А ходнса: 

а) 750 марта. б) 710 дан 740 мартагача руй бериш ЭХТИМQ.1ЛИГИ­
ни топинг. 

Е ч и ш. npq=900-0.8·0.2= 144> 10 булгани учун а) бандида 
ЛаГlЛНСНИНГ лока.1 теоремасидан фоЙда.1анамиз. б) бандда эса 
Лап.1аснинг интеграл теоремасидан фоНда.1анамиз. 

750-900·0.8 
а) Х=- '900 - О =2.5. <р(2.5) :::::0.0175. 

" -0.8'.2 
1 

Р_(750) ::::: 12·0.0175::::: 0.00146. 

710-720 740- 720 
б) Х =--_._-::::: -о 83 х =_. ~--1 67 

J 12 ' • 2 12 -. . 

Ф( -0,83) = -Ф(0,83)::::: -0.2967. 

Ф(I,67) :::::0,4527. 

P"oo(710~ т~ 740) :::::0.4525+0.2967=0,7492. 

Ж: а) 0,00146, б) 0,0236. в) 0,7492. 
4- м и с 0.1 . Телефон станцнясн 400 абонентга хизмат курсатади. 

дгар хар бир абонент учун унннг бнр соат нчнда станцияга "YHFHPO" 
КН.1ИШ ЭХТИМfi<1ЛИГН 0,01 га тенг булса, кунидагн ходиса_lарнинг 
ЭХТИМQlJликларини топинг: 

а) бир соат давомида 5 абонент станцияга "унгирок "и.lади; 
б) бир соат давомида 4 та дан. КУ" булмаган абонент КУЙFИРОК 

"илади; 

в) бир соат давомида камида 3 абонент стаНl(ияга "УНFИРО" 
"ИJlади. 

Е ч и ш. р=О,ОI жуда кичик. n=4ОО эса капа булгани учун 
А=400·0,01 =4 да Пуассоннинг та"рибий форму.1асндан фоЙдала· 
намиз. 

а) Р400(5) :::::~-4:::::0.156293. 

б) P40и(0~ т~4) :::::0.018316+0.073263+U.146525+0.IУ53б7 + 
+ 0.195367 = 0.628838; 

в) P400(3~ т~ 400) = I-P400(0~ т~ 2) = 1-0.018316-
- 0.073263 - 0.146525 = 0.761896. 

Ж: а) 0.156293; б) 0.628838: в) 0.761896. 
5- м и с 0.1. Бирорта "урилманинг 15 та элементининг хар бири 

СИllаб курилади. Элементларнинг синовга бардош бериш цти­
МО:I.1ИГИ 0,9 га тенг. к.урилма элементларининг синовга бардош бера 
fi<lадиган энг катта ЭХТНМOIIлиги сонннн топинг. 

Е ч и ш. n = 15. р=0.9. q=O.I. 
Энг эх,ТНМOIIли то соннн ушбу 

пр _. q ~ то ~ пр + р 
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куш тенгсизликдан топамиз. Берилганларни к.УЙиб, 

15·0,9-0,1 ~mo< 15·0,9+0,9 

ёкн 

13,4~тo~ 14,4 га эга БУламиз. 

то - буту н сон булгани учун нзланаётган энг ЭХ;ТИМOJIлн СОН 

то= 14 БУладн. 
Ж: 14. 

3- дарсхона ТOnШUРUF"U 

1. Кайсн ходнеанинг ЦТИМOJIлнгн катта: 
а) Тенг кучлн ракнб билан уйнаб, туртта партиядан учтасннн 

ютнб О,,1ишми ёки саккнз партиядан бештасиии ютиб OJIишми? 
б) Туртта партнянннг камнда учтасини ютнб OJIишмн ёкн 

С<lккизта партнянннг камида бештаснни ютиб OJIншмн? 
1 7 

Ж: а) -4 ваз:i - 4 та партнядан 3 тасинн ютнш эхтнмо.l.1НГН 

катта; 5 93 

б) 16 ва -i,S6 8 та партнядан камнда 5 тасини ютнб (),lI!Ш 

эхтимо.1ЛИГН катта. 

2. Уйин соккасн 800 марта ташланганда учга карралн очко 
267 марта тушнши ЦТНМOJIлнгннн ToffHHr. 

Ж: Р500 (267) ;::::: 0,03. 
3. 100 та станок бнр-бнрнга БОfЛИк.сиз ншлайди, шу билан бнрга 

смена давомнда у.lарнннг х.ар бирннннг тухтовсиз ншлаш эхтн' 
МOJIлнгн 0,8 га тенг. Смена давомнда 75 дан 85 тагача станок 
бетухтов ншлашн ЦТНМOJIлнгннн топинг. Ж: 0,7887. 

4. Завод омборга 5000 та снфатлн буюмлар юбордн. х.ар бир 
буюмнннг йулда шнкастланиш цтимо.1ЛНГИ 0,0002 га тенг. 5000 та 
буюм нчидан йулда: 

а) роса 3 таси шнкаетланншн ЭХТНМOJIлнгннн; 
б) 3 тадан куп булмаганн шнкаетланиши эх.ТНМOJIлнгннн; 
в) 3 тадан КVllИ шнкаеТ"lанншн эхтнмо.lJIИГННИ топннг. 
Ж: а) 0,063(3; б) 0,981; в) 0,019. 
5. Техннка назарат булнмн 10 та деталдан нборат партияни 

текширади. Дета.1НННГ стандарт булншн эх.ТИМOJIлиги 0,75 га тенг. 
Стандарт деб топиладиган детал.ырнинг энг ЭХТНМOJIли сонини 
топинг. Ж: mо=8. 

6. Узунлнгн 15 см булган АВ кесма С нук.та бнлан 2:1 ннсбат:t3 
БУлинган. Бу кесмага таваккалига 4 та нукта ташланади. УлаРД<lН 
нккнтасн С нуктадан чапрокк.а, нккнтаеи унгрокка туШИШII 
эхтнмо.lJIИГННН топинг. Нук.танннг кесмага тушиш эхтн м OJI"1 11 ги 
кесма узунлигнга пропорционал ва унннг жойлашншига БОf.1Нк. 

эмае деб фараз кнлннаrr.н. Ж: :7' 
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3- АСустак,uл uш 

1. Stйин сок.к.аси 1 О марта ташланганда учга каррали· очколар 
камида 2 марта, купи билан беш марта тушиши ЭJC;тимоллигини 
топннг. Ж: 0,488. 

2. Битта Ук. узилганда нншонГа тегиш :цтимоллиги 0,8 га тенг. 
100 марта Ук. узилганда нишонга роса 75 марта тегиш :цтнмоллиги· 
ни топинг. Ж: Р,оо (75) =0,04565. 

3. t вак.т ичида битта конденсаторнинг ишдан чик.иши ЭJC;ти­
моллиги 0,2 га тенг. t ва к:т ичида 100 та бир-бирига боrлик:сиз 
ишловчи конденсатордан: 

в) камида 20 таси ишдан чик:иши; 
б) 28 тадан ками ишдан чик:иши; 
в) 14 тадан 28 тагачасининг ишдан чик.иШи ЭJC;тимоллигини 

топинг. Ж: а) 0,55; б) 0,98; в) 0,9. 
4. Дукон 1000 шиша маъданли сув олди. Ташиб келтиришда 1 та 

шишанинг синиб к.олиши ЭJC;тимоллиги 0,003 га тенг. Дуконга 
келтирнлган ши ша идншлар"ннг: 

а) роса 2 тасн; 
б) 2 тадан ками; 
в) 2 тадан купи; 
г) х.еч булмаганда биттаси синган булиши :цтимоллигини 

топинг. Ж: а) 0,224; б) 0,1992; в) 0,5768; г) 0,95. 
5. Товаршунос буюмларнинг 24 та намунасини куриб чик:ади. 

Хар бир намунанинг сотишга яроми деб топилиш ЭJC;тимоллиги 
0,6 га тенг. Товаршунос сотишга яроми деб топган намуналарнинг 
энг эх.тимолли сонини ТОПИНГ:·Ж: mЬ= 14, mo"=15. 

6. Узунлиги а булган АВ кесмага таваккалига 5 та нук.та 
ташланади. Бунда 2 та нук:та А нук.тадан х дан кичи к масофада, 3 та 
нук:та эса А дан х дан катта масофада етиш ЭJC;тимоллигини топинг. 
Нук.танинг кесмага тушнш эх.тимоллиги кесма узунлигига про­
порционал ва унинг жойлашишига боrлик: эмас. 

Ж: Ps(2) =c~(~y[ ~~X) ]3. 

4-1. дискрет тасодифиА МИЦClpлар. 
Ба"Ь.1И так.симor к.онунлари 

14.4.1 Синов натижасида олдиндан MaЪJIYM булган к.иЙматлар­
дан бирини к.абул к.иладиган мик.дор, тасодuфuй АСик,дор деЙилади. 

дискрет тасодuфuц АСик,дор деб мумкнн булган к:ийматлари 
чекли еки чексиз сонли кетма-кетликлардан иборат МИКДоr' 
аt'lтилади. 

Х дискрет тасодифий мик.дорнинг мумкин булган к.иЙматлаРI 
билан уларнинг ЭJC;ТИМOIIликлари орасидаги боrланиш тасодифий 
ми к.дорни нг так,сиАСОТ к,он.уlШ деЙилади. 

Х дискрет тасоднфиt'l МИl{,Дорнинг так.симот К:ОНУНИ К:УV' 
усуллар бнлан берилиши мумкин: к:онуни: 
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а) бнрннчн сатрн мумкнн булган Х. к.нЙматлардан. нккннчн 
сатрн р. эх.ТНМOIIлнклардан нборат жадвал ёрдамида: 

х 1 .( 1·' 1'" 1 ., 
р Р, Р, ... Р. 

.. 
• бу ерда ~ р.= 1; .-1 

б) графнк усулда - бунннг учу н TyrpH бурчаклн коордннатлар 
'снстемаснда (Xk. р.) нук.талар ясаладн. сунгра уларнн TyrpH чнзнк. 
кесмаларн бнлан туташтнрнб. Ta~cиACOТ кfjn6урчаги деб аталувчн 
фнгуранн х.оснл к.нлннадн; 

в) аналнтнк усулда (формула курннншнда): 

р(х=х.) =!р(Х.) 

ёкн интеграл функциялар (так.снмот функцняларн) деб аталувчн 
функцнялар ёрдамнда. . 

14.4.2. Хар бнр Х Е (- 00; + 00) учун Х тасоднфнй MHI<дOPHHHГ 
х дан кнчнк к.нЙмат к.абул к.нлнш эх.ТНМOIIлнгннн аннк.ловчн 
{(х)=Р(Х<х) функцня Ta~cиACOТ Функцияси деЙнладн. 

Так.снмот функцнясннннг асоснй хоссаларн: 
1. Так.снмот функцнясннннг к.нЙматларн [О; 1) кесмага тегншлн­

днр: 

O~ F(x) ~ 1. 

2. Так.снмот функцнясн камаймайднган функцняднр. яънн агар 
X2>XI булса. F(X2) ;:;'F(xl). 

3. Х тасоднфнй MHI<дOPHHHГ [а. Ь) ораЛНl<дагн к.нЙматларнн к.абул 
к,нлнш эх.ТНМOIIлнгн так.снмот функцнясннннг бу оралнк.дагн 
орттнрмаснга тенг. яънн 

Р(а<х<Ь) =Г(Ь) -F(a). 

4. Агар Х тасоднфнй мнк.дорнннг барча мумкнн булга н 
к.нЙматларн (а. Ь) оралнк.к.а тегншлн БУлса. у х.OIIда 

x~a да Р(х) =0. 
х;:;' Ь да F (х) = 1. 

Днскрет тасоднфнй мнк.дорлар так.снмотннннг баъзн к.онунларн­
нн к.араб чнк.амнз. 

14.4.3. Х днскрет тасоднфнй мнк.дор - х.однсанннг n та БОFЛНк.­
мас снновларда руй берншларн сонн. р - х-однсанннг х.ар бнр сн, 
новда руй бернш эх.ТНМOIIлнгн. XI=O. x2=1 ..... x.+I=n-Х днскрет 
тасоднфнй мнк.дорнннг мумкнн булган к.нЙматларн БУлснн. Бу 
к.нЙматларга мое ЭХ-ТНМOIIлнклар ушбу Бернуллн формуласн буйнча 
Х-нсобланадн: 

Р.(т) =с:рmч,-m. ч= '-р. 

Бернулли формуласн ёрдамнда аннк.ланаднган 
так.СlIмarи БUН0А8I1ОА так,сиАСМ деЙнладн. 
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Бнномнал конуннн жадвал курннншнда тасвнрлаш мумкнн: 

х I о I I I ~ __ L .. ·_l 11 

р I q" IC~-II с2;~Т··-:-l ". 
14.4.4. Агар снномар "онн жуда катта БУлнБ. коднсанннг кар 

к.аНсн снновда рун бернш :цтнмоллнгн р жуда кнчнк булса, у колда 
дискрет тасодифин мик.дорнинг мумкин булган к.иЙматларига мое 
"цтимолликларини Бернулли формуласи буйича змас, балки ушбу 
Пуассон формуласидан фoiiдаланиб топиш кулай: 

р. (т) ~~-\ Л=nр. 
m. 

Пуассон формуласи ифодаландиган :цтнмолликлар таксимоти 
Пуассон. так,сиАСоти деЙилади. 

Пуассон таксимотини жадвал куринишида ифода.lаш мумкин: 

х I о I 1 _2 __ -' _ _ . I 111 

р r~=~l Ae~l-f-i2~l-l-----T-A.:~~ I 
1- м и с ол. к.утида 7 та шар булиб, 4 таси ок., колганлари зса 

кора. к.утидан таваккалига 3 та шар олинади. 
Х дискрет тасодифин мик.дор - QJJинган ок. шарлар сони булса, 
а) х дискрет тасоднфин мик.дорнинг таксимот конунини топинг; 
б) X~2 Х,одисанинг ЗХ,ТИМQJJЛИГИНИ топинг. 
Е ч и ш. Х дискрет тасодифий мнк.дор к.абул килиши мумкин 

булган кинматлар: о, 1, 2, 3. 
а) Мое зХ,тимолликларни классик усул билан топамиз: 

~q-~ 
р(х=о) =--z- 35 

7 

c:.~ 12 
р(х= 1) =----сг=Зs. 

7 

~.c~ _..!! 
Р(Х=2) =----сг- 35· 

~.Cj 4 
р(х=з) =--=-. d 35 

7 

Дема к, Х - дискрет тасод~фий мик.дорнинг таксимот конуни: 
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х о 2 3 

р 1 12 18 4 - - - -3Ii 3Ii 3Ii 3Ii 

экан. 

1 12 18 4 
(Т е к ш н р н ш: 35+35+35+35= 1. 

18 4 22 
б) P(X~2) =Р(Х=2) +Р(Х=3) =35+35=35' 

2- м н с ол. Нншонга карата 4 та ук узнладн (БОFЛНКСИЗ х,олда) , 
бунда х,ар кайсн ук узншда нншонга тегнш эх,тнмоллнгн р=О,8 га 
тенг. к.уЙндагнларнн топннг: 

а) нншонга тегншлар соннга тенг булган Х днскрет тасоднфнй 
мнк.дорнннг TaKCHM<1f конунннн; 

б) 1 ~ X~ 3 ва Х>3 х,однсаларнннг эх,тнмоллнгннн; 
в) такснмат купбурчагннн чнзннг; 
г) Х - днскрет тасоднфнй мнк.дорнннг TaKcHM<1f функцнясннн 

т()пннг ва унннг графнгннн чнзннг; 
д) TaKCHM<1f функцнясндан фойдаланнб Х <3, 1 ~ Х ~ 4 х,однса­

ларнннг эх,тнмоллнгннн х,нсобланг. 
Е ч н ш. а) Х тасоднфнй мнк.дорнннг мумкнн булган кнйматлари: 

о, 1, 2, 3, 4. Мое эх,ТНМОЛЛНКJlарнн Бернуллн формуласн буйнча 
х,нсоблаймнз: 

Р(Х =0) =Ci O,8~·O,24 =0,0016, 
Р(Х = 1) =C~ 0,8·0,23=0,0256, 
Р(Х=2) =C~ 0,82·0,22=0,1536, 

Р(Х=З) =C~ 0,83.0,2=0,4096, 
Р(Х=4) =С: O,84.0,2~=O,4096. 

Х днскрет тасоднфнй МНк.дорнннг TaKCHM<1f конунн - бнномнал: 

х 1 ____ О _1 ___ ~ __ J ___ ~ ___ 1 3 4 
р r --0,0018 - . r -0_ --r --8:1536 -т- 0,4096 0,4098 

(Текширнш: 0,0016+0,0256+0,1536+0,4096+0,4096= 1. ) 
б) P(I~X~3) = P(X=I) + Р(Х=2) + Р(Х=З)= 0,0256 + 

+ 0,1536 + 0,4096 = 0,5888. 
Р(Х>3) =Р(Х=4) =0,4096. 
в) TaKCHM<1f купбурчагннн ясаймнз (65- шаКJI). 
г) F(x) нинг TaKCHM<1f конунндан фойдаланнб, TaKCHM<1f 

функцнясини тузамнз. 
x~ О учун F(x) =Р(Х<х) =0, 
O<x~ I учун F(x) =Р(Х <х) =Р(Х =0) =0,0016, 
1 <x~ 2 учун F(x) =Р(Х <х) =р(х=о) +Р(Х= 1) =0,0016+ 

. +0,0256=0,0272, 
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((I) 

Р 

o,l(()!J6 О.J!Юt 
qs 

O,f5J6 
o,f6fМ 

0.156 
0.02+1 

О 2 J ~ J( 01 z J + S Х 

65· шаКJJ 66· lIfакл 

2<x~3 учун Р(х) =Р(Х <х) =р(х=о) +Р(Х= 1) +Р(Х=2) = 
= 0,00 16 + 0,0256 + О, 1536 = О, 1808, 

3<x~4 учун Р(х) =Р(Х <х) =0,0016+0,0256+0,1536+ 
+0,4096=0,5904, 

Х>4 учун Р(х) =Р(Х<х) =Р(Х=О) +Р(Х= 1) +Р(Х=2) + 
+Р(Х=3) +Р(Х=4) = 1. 

Демак, 

Р(х) = 

О, агар x~ О, 

0,0016, агар O<x~ 1, 

0,0272, агар 1 <x~ 2, 

0,1808, агар 2<x~ 3, 

0,5904, агар 3<x~ 4, 

1, агарх>4. 

Такснм(Л функцнясн графнгннн чнзамнз (66· шаКJI). 
д) Р(х) =Р(Х <х) булганн учун: 

Р(Х <3) =Р(3) =0,1808. 
14.4.2 дагн 3· хоссага кура: 

Р( 1 ~X <4) =Р(4) -F(I) =0,59Q4 -0,0016=0,5888. 

4· дарсхона ТOnШUРUFU 

1. 6 та деталдан нборат партняда 4 та стандарт деталь бор. 
Таваккалнга 3 та деталь олннадн. Олннган деталлар нчндагн 
стандарт деталлар сонндан нборат булган Х днскрет тасоднфнii 
МНКдорнннг такснмот к.онунннн топннг. 

х I О 2 I 3 

Ж:, р 1 о !/!I! 11 11 11 
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2. Иккита уйин сок.к.аси биргаликда икки марта ташланади: 
а) иккала уйин сок.к.асида жуфт очколар тушиши сонидан иборат 

Х дискрет тасодифий МИКдорнинг бнномиал так.симот к.онунини 

топинг; 

б) так.снмот купбурчагини ясанг; 
в) так.симот функциясини тonинг ва унинг графигини чизннг; 
г) Х < 2, 1 ~ Х ~ 2 х.одисаларнинг эх.тимолликларини топинг. 

ж.: 8) I х I 
о 

I I 16 
Р 9 6 

16 16 
I J 

б) 67- шакл; 

р 

,J 
FrX) 

)( 
01 2 

67- шак.л 

в) F(x) = 

О, агар x~ О, 

9 
16' агар O<x~ 1, 

15 
16' агар 1 <x~ 2, 

1, агар х> 2 (68- шакл); 

г) P(X<2)=P(X=0)+P(X=I)= :~, 
7 

P(I~x~ 2)=P(X=I)+P(X=2)=I6' 

f 
(! L 

16 

9 
16 

о 

-

2 

68· ШВКJI 

х 

З. Автомат телефон станция 1000 та телефон абонентига хизмат 
курсатади. 5 минут давомида АТС га абонементдан чакнрик. келиш 
эх.тимоллиги 0,005 га тенг. 5 минут давомида АТС га келган 
чак.ириклар сонидан иборат Х тасодифий МИКдорнинг так.симот 
к.онунини топинг: 

а) 5 минут давомида АТС га х.еч булмаганда битта чак.ирик. 
келиш эх.тнмоллиги к.андаЙ? 

б) 5 минут давомида АТС га 4 тадан куп чак.ирик. келиш 
эхтим~лиги-чи? 
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I х о • , .. 
Ж.: р I 6 ъt . 61011D 

;,r ',.а 10001'-

а) 0,993; б) 0,561, 
4. Х днскрет тасоднфнй мнкдорнннг так.снмот функцнясн 

бернлган: 

О, агар x~ 1, 
0,25, агар 1 <x~ 3, 

F(x) =10,4, агар 3<x~ 4, 
0,8, агар 4<x~ 5, 
1, агар х>5. 

а) Х=2; 2<X~ 4 Jl;однсаларннннг ЦТНМOJIлнгннн топннг; 
6) бернлган тасоднфнй мнкдорнннг так.снмот к.онунннн топннг. 
Ж: а) Р(Х=2) =0, P(2<X~ 4) =0,15. 

бl х l l !эl41 6 
) р 0,26 0,15 0,4 0,2 

4- АСустак,иА UШ 

1. Иккн мерган 6нтта ннц,lОнга бара8арнга бнттадан Ук. узадн. 
Бнтта Ук. узншда бнрннчн мерган учун нншонга тегнш цтнмo.nлнгн 
0,5 га, нккннчн мерган учун 0,4 га тенг. днскрет тасодифнй 
мнкдор - нншонга тегншлар сонн. 

а) х тасоднфнй микдорнинг так.снмот к.онунннн топннг; 
6) так.снмот купбурчагннн ясанг; 
8) так.снмт функцнясинн топннг 8а унинг графнгинн чнзинг; 
г) X~ 1 Jl;одисанннг эх.ТНМOJIлнгннн топинг. 

Ж: а)! ~ I o~ 1 0~51 :,21 
б) 69- ШаКJ1. 

р 

о 1 х 

6~· шакл 
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гm 

о,] 

-
1

0, агар x~ О, 

0,3, агар о<х/ 1, 
В) F(x) = . ) 

0,8, агар 1 <x~. :... 
1, агар х>2 (7\)- шаК(1); 

41 

01 z 

70- шакn 

г) P(X~ 1) =0,7. 
2. Маълум бнр партняда ностандарт деталлар 10% нн ташкнл 

этадн. Таsaккалнга 4 та деталь танлаб OIIннадн. Бу 4 та деталь 
ораснда ностандарт деталлар сонндан нборат булган Х днскрет 
тасоднфнй MH!u0PHHHr бнномнал такснмот конунннн топннг. 

Ж'I х I о I 1 I 2 I 3 I 4 . р 0,6661 0,2916 0,0486 0,0036 0,0001 

3. Мнлтн!Uан отнлган х,ар бнр укнннг саМOIIётга тегнш 
эх,ТНМOIIлнги 0,001 га тенг. 3000 та ук узнлади. Orилган укларнннг 
самолётга текканларн сонндан нборат Х тасоднфнй мн!Uoрнниг 
таксимот конунинн топннг. 

Ж: 1 3 3' эао 1 z 1°1' 1'1""1-р .. '"ёi t.I 30001" 

4. Х днскрет тасоднфнй MH!U0PHHHr так,снмот Функцнясн 
бернлган: 

1

0' агар x~ 2, 
0,3, агар 2<x~ 3, 

F(x)= 
0,5, агар 3<x~ 4, 
1, агар х>4. 

а) 1 ~ Х ~ 3 х,однсанннг эх,ТНМOIIлнгннн топннг; 
б) Х тасоднфнй MH!U0PHHHr так.снмот конунннн топннг. 

Ж: а) P(I~ X~ 3)=0,5; 

6) I ; I 0~3 I о: I о: 
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5- '. )'ЭЛУКСИЭ т.содифиА мик,дopJlар. 
ААрим так.симor к.ОНУНJlари 

14.5.1. Бнрорта чеклн ёкн чекснз оралнкдагн барча к.нЙматларнн 
к.абул к.нлншн мумкнн булга н тасоднфнй мнкдор У3Ауксиз 
тасoduфuй AlUlf,dop деЙнлади. 

Узлукснз тасоднфнй мнкдор: 
1) интеграл функцня (так.снмor функцня) си орк.алн, 
2) э",тнмоллнкларнннг так.снмт знчлнгн (днфференцнал функ· 

ция) орк.а.1Н бернлишн мумкнн. 
Так.снмат функцнясининг таърифи на хоссаларн 4· § да 

келтнрилган. 

Х узлуксиз тасодифнй мнк.дор э",тимолликларининг Talf,CUAlOТ 
ЭUЧАuгu деб, так.снмт функцняси F(x) нинг бирннчн тартибли 
"'осиласи булган {(х) функцияга аЙтилади. 

Х узлуксиз тасодифий микдорнинг (о, Ь) оралнк.к.а тегншли 
к.иЙматни к.абул к.илиши э",тнмоллиги к.уЙндаги тенглик билан 
аннк.ланади: 

ь 

Р(а<Х <Ь) = ~{(x) dx . 
• 

Знчлик функцияси {(х) ни билган "'OIIда ушбу формула буйича 
так.симот фУНКЦИRеини толиш мумкин: 

z 

F(x)':"" ~ {(х) dx. 

14.5.2. Знчлик функцияеининг хосеалари: 
1. Зичлик функцияси манфий эма е, яънн {(х) ~O. 
2. Зичлик функциясидан - 00 дан + 00 гача оралнкда OIIинган 

хосмас интеграл бирга тенг: 

+ао 

~ {(х) dx=1 . 

Хусусан, агар тасодифий микдорнинг барча мумкин булган 
к.иЙматлари (а, Ь) оралик.к.а тегишлн булеа, у ",OIIда: 

ь 

~f(x) dx= 1 . 
• 

Узлукеиз тасодифий микдорнинг баъзи так.симот конунларинн 
куриб ЧНКамнз. 

14.5.3. Агар Х узлукеиз тасодифнй микдорнинг мумкнн булган 
барча киймаТJlари тегишлн '9лган ораликда Э"'ТИМOIIлнкларнинг 
так.енмот зичлнги узгармае, яънн (о, Ь) да '(х) =с булеа на бу 
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ораЛИJ<дан ташкарида ~a {(х) =0 (С - 9эгармас) булса, Х тасо­
дифий МИJ<дор такси моти теlШС деЙилади. 

1 
о, а га р x:S;;; а, 

I • 
((х..) = Ь-а' агар a<x:S;;;b, 

о, агар х>Ь. 

s 

Р(х) = ~ f(x)dx формула асосида таксимот функциясини тonиш 

мумкин: 

1

0, агар x:S;;;a, 

ж-а 

Р(х) = Ь-а' агар а <x:S;;; Ь, 

l,агарх>Ь. 

Х уэлуксиэ тасодифий МИJ<дорнинг (а, Ь) ораликка тегишли (а, М 
ораЛИКда тушиш эх.ТИМOIIлиги 

Р(а<Х <~) = ~ f(x)dx= ~ ~x= ~-a ~ ~ Ь-а Ь-а .. .. 
га тенг. 

14.5.4. Агар эичлик функцияси 

•• _0)2 

I -~.-
{(x)=~ е •• 

o-,J2n 

(бу ерда а, (J - эркли параметрлар) куринишда берилган БУлса. 
Х уэлуксиэ тасодифий МИКдорнинг таксимоти нормал' деЙилади. 

Нормал таксимланган Х уэлуксиэ тасодифий МИКдорнинг 
берилган ораликка ТУШИIII эх.ТИМOIIлиги ушбу формула буйича 
х.исобланади: 

Р (а<Х <~) =ф e~a) - ф (a~a), бу ерда 
z ,. 

ф (х) = -,J1
2n 

~ е -2 dt- Лаплас функцияси. 
о 

Четланишнинг абсOllЮТ киймати 6 мусбат сондан кичик булиши 
эХ.тим 011 Л И ги 

Р (IX-al <6) =2Ф (~) 

га тенг. 
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14.5.5. Агар зичлик функцияси 

{ О, агар х<О, 

{(х) = ле-U, агар x~O 

(бу ерда л - эркли пара метр) курииишда берилган булса, 
Х узлуксиз тасодифиil мик.дорнинг так.симоти ICgрсатlCUЧЛU дейила­
ди: . 

F(x) = ~ f(x)dx формула асосида так.симот функциясини топиш 

мумкин: 

{ О, х<О, 
F(x) = -у 

I-e ,x~O. 

Х уэлуксиз тасодифий мик.,а.ор курсаткичли так.симотга эга 6улса, 
берилган (а, р) оралик.к.а тушиш эх;тимonлиги учун уш6у формула 
уринли: 

Р(а<Х <~) =e-l.a_e-"~. 

Агар Т - бирор элементнинг тухтовсиз ишлаш давомийлиги, 
л эса тухтаб к.onишлар интенсивлиги (тезлиги) ни ифодаловчи 
узлуксиз тасодифий мик.дор булса, у х;onда бу элементнинг 
тухтовсиз ишлаш вак.ти t ни так.симот функцияси 
F(t) =Р(Т <t) = I-e-~I, Л>О булган (у t вак.т давомида эле­
ментнинг тухтаб к.onиш эх;тимonлигини аник.лаЙди) курсаткичли 
к.онун буйнча так.симланган тасодифий микдор деб х;ис06лаw 
мумкии. 

Ишончлилик функцияси R(t) элементнинг t вак.т ичида тухтовсиз 
ишлаш эх;тимonлигинн аник.паilди: 

R(t) =е- Al• 

1- м и с ол. Х тасодифий микдор ушбу так.симот Функцияси 
орк.али 6ерилган: 

/

0, агар x~ О, 

F(x) = х2, агар O<x~ 1, 
1, агар x>l. 

а) 4 та 60FЛик.мас СИНов натижасида Х узлуксиз тасодифнй 
икдор роса 3, марта (0,25; 0,75) оралик.к.а тегишли к.иАмат к.абул 
"лиши эХ;тимonлигини топинг; • 

б) зичлик Функцияси {(х) ни топинг; 
в) F(x) ва '(х) ларнинг графИКJIарини чизинг. 
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Fщ fщ 

о ,( ,{ 

71· шакл 

Е ч н ш. а) даетлаб бнтта еннов натнжаенда Х узлукенз 
таеоднфнй мнкдорнннг бернлган оралнк.1UI тушнш цтнмоЛлнгннн 
топамнз: 

Р(О,25<Х <0,75) = F(O,75) - F(O,25) =0,752-0,252=0,5625-
- 0,0625 = 0,5. 

Зндн 4 та БОFлнк.мае еННО8 натнжаенда Х узлукенз таеоднфнй 
М>iКДОР роса 3 марта бернлган оралнк.га тегншлн к.нЙматни IUIбул 
к.нлнш эх.тнмоллнгннн топамнз. Б~нннг учун Бернуллн формулаен' 
A:IH фойдаланамнз: 

Р4 (3) = C~p3q= C~.O,53.0,5=4. (0,5)4=4·0,0625=0,25. 

Шундай к.нлнб, Р4(3) =0,25. 
б) ((х) =Р(х), демак, 

8) 71- шакл. 

1
0, агар x~ О, 

((х) = 2х, агар O-<x~ 1, 

О, агар х> 1. 

2- м н с о л. Х узлукенз таеоднфнА мнк.дорнннг знчлнк функцниен 

О, агар X~6' 

~ 
n 

((х) = 3sin3x, агар ni<x~i, 

, агар х>з 

бернлган. TaKeHMCJf функцнисн F(x) нн топннг . . 
Ечнш. F(x)= ~ f(x)dx. 

Агар x~i булеа, ((х) =0 буладн, демак, 

F(x) = ~ Odx=O. 
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Агар i<x~-i булса, у )(,OJIда 

"/6 , 

F(x) = ~ O·dx+ ~ 3SjП3хdх=О-С053хI~ = 
А/6 • 

= - (cos3x-cos"i) = -cos3x. 

Агар x>-i булса, у )(,олда 
n/6 ,./3 z ~ 

F(x) = ~ O·dx+ ~ 3sin3xdx+ ~ O·dx=O-сosЗх II +0= 
"/6 ./3 • 

=( -сosл+сos"i) = 1 . 

Шундай к.ИJlиб, 

1

0, агар x~-i, 

n n 
F(x) = -cos3x, aг~ б<Х~З' 

1, агар х>т 

з- м и с ол_ Х УЭJlУКСНЭ тасодифий мнк.дорнинг энчлнк функцняси 
буту н Ох Ук.ида 

2С 
f(x) =~+e-' 

тенглнк билан берилган. 9"эгармас С параметрни топинг. 
ф 

Е ч и ш. Зичлик функцияси ~ f(x)dx= 1 шартни к.аноатланти-

риши керак. Шунннг учун 

... 
~ 

2С ф 

е'+е-' dx=2C ~ dx 1, 
е'+е-' 

6у ердан с= _ К,уйидаги аник.мас интегрални к.араЙ-

2i~ 

миэ: 

-ф е'+е-' 

dz 

~ е'+е-' ( e'dz, = ( 
j I +~. j 
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Хосмас интегралии х.исоблашга утамиз: 

.., о ь 

( dx lim ( dx + lim = ( ~ 
) е" +е- Ж 

...... - ... ) е" +е-Ж .ь_... J е" +е-' 
о о 

lim агсtgеЖI~+ lim агсtgеЖI~= lim (агсtgl-агсtgеО) + 
а_- со &_00 0_- со 

+ lim(arctgeb-arctgl) = (~-o)+ (~-~)=~. 
Ь-.., 4 2 4 2 

.., 
Шундай к.илиб, ~ 

dx I I ~ дема к, с= --n =~. 
2' 2'2 е"+е- Ж 

Ж: c=~. 
n 

4- м и с ол. Бир соат (O~t~ 1, t бирлиги соатларда х.исобланган 
вак.т) ичидз бекатга фак.ат битта автобус келиб тУхтаЙди. Вак.тнинг 
/=0 пайтида бекатга келган iiуловчининг автобусни 10 минутдан 
ортик. кутмаслик эх.ТИМOJ\лиги к.аидаЙ? 

Е ч и ш. Бекатга /=0 паiiтда келган йуловчининг автобусни 
К) тиш взк.тини [О; 1] оралик.дз текис так.симланган Х тасодифий 
Мftкдор сифатида к.зраш мумкин. Бу теки с так.симотнинг зичлик 
функцияси к.уЙидаги куринишда булади: 

1
0' агар x~ О, 

'(х) = 1, агар O<x~ 1, 

О, агар х>О. 

Ь-а= 1-0= 1 - тзсодифий микдор Х нинг к.иiiматлари жой­
лашган [О, 1] оралик.нинг узунлиги. 

I I 
р-а.=б-О='6 - к.улаiiлик туrдирувчи элементар натижалар 

жойлашган [о; i] оралик.нинг узунлиги. Шунинг учун 

I 
Ж: б · 

r; 1) II-a_~=~. Р,О<Х<б = Ь-а - I б 

5- м и с о л. Х узлуксиз тасодифий мик.дор курсаткичли к.онун 
буйича так.симланган: 

{ О, агар х<О, 

'(х) = 2е-Ь, агар x~O. 

494 



Сннов натнжаснда Х тасоднфнй мнк.цорнннг (0,3; 1) оралнк.к.а 
тушнш эх.тнмonлнгннн топннг. 

Е ч н ш. Р(О,3<Х < 1) = е-(2.0.3) - e-(2.IJ = е- О .6 -=-е- 2 = 
=0,54881 - 0,13534::::::0,41. 

Ж: 0,41. 
б- м н с ол. Элементнннг тухтовснз ншлаш эх.тнмonлнгн 

{(О =O,02e- О .О2/(t>0) курсаткнчлн к.онун буйнча так.снмланган. 
Элементнннг тухтовснз 50 соат ншлашн эх.тнмonлнгннн топннг. 

Е ч н ш. Ишончлнлнк функцнясн R(t) =е- ЛI дан фоАдалансак, 

R(50) =e-О.02 . SO =е- I ::::::О,3б79 

БУладн. 
7- м н с ол. Х тасоднфнй мнк..дор эх.тнмonлнклар так.снмотннннг 

а=О, а=2 параметрлн нормал к.онуннга БУЙсунснн. Х тасОдНфНЙ 
мнк..дорнннг (-2; 3) оралнк.к.а тушншн цтнмonлнгннн аilнк.ланг. 

Е ч н ш. Ушбу 

Р (а<Х <f\) =ф (p~a )_ф ((Z~a) 

формуладан фойдалансак: 

Р (-2<Х<3) =ф С-;О )_ф (-;-0)= 

= ф (1,5) - Ф (- 1 ) = ф (1,5) + ф (1). 

Ф (х) функцня жадвалндан: 
Ф (1,5) =0,43319, Ф(l) =0,34134. 
дема к, 

Р( -2<Х <3) =0,43319+0,34134=0,77453. 

Ж: 0,774з3. 
8- м н с о л. Х тасоднфнй мнк..дор нормал к.онун буйнча так.­

СНМ.1анган, а ва а параметрлар мое х.onда 20 ва 10 га тенг. Абсonют 
к.нЙмат буйнча четланнш учдан кнчнк булнш эх.тнмonлнгннн топннг. 

Е ч н ш. Р( 'Х -аl <6) =2Ф(~) формуладан фоЙдаланамнз. 
Шартга кура 6=3, а=20, а= 10. демак, Р( 'Х -201 <3) = 

=2ФС~ )=2Ф(О,З). Жадвалдан Ф(о,3) =0,1179. демак, нзлана-
етган эх.тнмonлнк: 

Р( 'Х -201 <3) =0,2358. 

5- дарсхона ТOnШUРUFU 

1. Х тасодНфНЙ мнк.дор [о; л] кесмада ((х) =Asinx, бу кесмадан 
ташк..арнда f(x) =0 эх.тнмonлнклар знчлнгнга эга. . 

а) А ни аннк.ланг; 
б) так.снмот функцнясн F(x) нн топннг; 
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в) Р( -f~ X~ fл) ЦТИМOIIликни тonинг; 
г) f(х) ва F(x) Функцняларнннг графигинн чизинг. 

(
О, агар x~ О, 

Ж: а) А=+ б) F(x) = sin 2+ агар О<х~л, 
1, агар x:;>on. 

в) 3/4. 

г) 72- шакл. 

'т п~) 

А 

о х о f[ ~ 

72- Ш3КJ1 

2. Автобуслар 5 мннут оралнк билан катнаЙднлар. Бекатда 
авгобус кутнш вактн Х текнс такснмланган деб, куйндагнларни 

TOIIHHr: 

а) F(x) такснмот функцнясннн; 
б) ЭХТНМOJIлнклар знчлнгн ((х) нн; 
в) кутнш вактннннг 2 мннутдан ошмаслнк ЭJ(ТНМOIIЛНГННН 

TOnHHr; 

г) ((х) ва F(x) функцняларнннг графнкларннн чнзннг. 

1
0, агар x~ О, 

Ж: а) F(x) = 0,2х, агар O<x~ 5, 

1, агар х>5. 

1
0, агар x~ О, 

б) f(х) = 0,2, агар O<x~ 5, 

О, агар х>5. 

г) 73- шакл. 

fщ 

0,21-1 -----, 

о 5 ~ 

73· шаКJ1 
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3. Х тасодифий мик.дор эх.тимолликлар так.симотининг пара· 
метрлари а=20, а=5 булган нормал к.онунига БУЙсунсин. Сннов 
натижасида Х тасодифий мик.дорнинг (15; 25) оралик.да жоМлашган 
к.иЙмат к.абул к.илиш эх.тимоллигини топинг. Ж: Р( 15< Х < 25) = 
=0,6826. 

4. Бнрор модда систематик хатоларсиэ тортилади. Тортншдагн 
тасоднфнй хатоликлар урта квадратнк четланиши а=20 г булган 
нормал к.онунга БУЙсунадн. Тортиш абсолют к.нЙмат буйнча 10 г дан 
ошмайднган хатолик бнлан бажарнлнши эх.тнмоллигннн тonинг. 

Ж: Р( I ХI < 10) =2Ф(О,5) =0,383. 
5. Телевнэорнннг буэилмай ишлаши эх.тимоллигн ушбу курсат­

кнчлн к.онун буйнча так.симланган: 

f(t) =O,OO2e-о.OO'l'(t> О) . 

Телевнэорнннг 1000 соат буэнлмай ишлаши эх.ТНМOJIлнгннн топннг. 
Ж: R(IOOO) =e-2~O,1359. 

5- JlyCTa~UA UШ 

1. Х тасодифнй мик.дорнинг эх,тимоллнклар эичлнги бернлган: 

1
0, агар x~ О, 

'(х) = ах, агар O<x~ 2, 
О, агар х>2. 

а) а ни аннк.ланг; 
б) так.симот функциясн F(x) нн тonинг; 
В) {(х) ва F(x) функцняларнннг графикларннн чнэннг. 

1
0, агар x~ О, 

Ж: а) а=О,5; б) F(x) = О,25х2, агар O<x~ 2, 

1. агар х>2. 
В) Р(Х> 1) =075i. 
2. Х тасодНфий мик.дор [О, 2) кесмада текнс так.симот к.онунига эга, 

а) эх.ТНМOJIлнклар эичлнгн ((х) ва так.снмот функцияси F(x) нн 
топннг; б) О<Х <0,5 х.однсанннг эх.ТНМOIIлнгннн топннг. В) {(х) ва 
F(x) фукнцняларнннг графнкларннн чнэннг. 

1
0, агар x~ О, 

Ж: а) F(x) = О,5х, агар O<x~ 2, 
1, агар х>2. 

1
0. агар x~ О, 

((х) = 0,5, агар O<x~ 2, 
О, агар х>2. 

б) р(0<Х<О,5) =0,25 .• 
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3. Х тасодифий мик.дор эх.ТИМOIIЛИКJIар таксимarининг пара­
метрларн а=30, а= 10 булга н нормал конунига БУЙсунади. 
Х мик.дор (10; 50) ораликк.а тегишли кинмат кабул килиши 
эх.ТНМOIIлнгннн топинг. 

)1(: Р( 10<X <50) =0,9544. 
4. Х тасодифий мнк.дор нормал так.симланган. Бу мик.дорнинг 

урта квадратик четланиШи 0,4 га тенг. Тасодифий мик.дорнинг 
абсOllЮТ к.иЙмати буйича а дан четлашиши 0,3 дан кичик булншн 
эх.ТНМOIIлигннн топинг. 

Ж: 0,5468. 
5. Элементнннг тухтовсиз ишлаШ вак.тн курсаткичли таксимarга 

эга: 

Р(О = 1 - е- О.ОО2/ (t > О) . 
t = 24 соат давомнда элементнинг: 

а) ншламай к.OIIнш эх.ТИМOIIлигини; 
б) ншлаб туриш эх.ТНМOIIлнгннн топинг. 
Ж: Р(24) =0,3812, R(24) =0,6188. 

6- 1. Дискрет ва узлуксиэ тасодифий 
микдорлариииг математик кутилиwи В8 диспеРСИАСИ 

14.6.1. Х днскрет тасодифий мик.дорнинг математик кутилиши 
М(Х) деб унннг мумкин булган барча кинматларини уларнинг 
ЭХТНМOJJлнкларнга купайтмалари йИFинднснга тенг сонга аНтиладн . 

. 
М(Х) =XIPI +Х2Р2+ ... +х.р.= ~ XJJ •. 

• -1 

PI +Р2+ ... +Р.= 1. 

Агар нхтнiфнй Х ва у сонлар х.амда Х ва У тасодифий мик.дорлар 
учу н 

Р(Х<х, У<у)=Р(Х<х).Р(У<у) 

тенглик урннлн булса, Х ва У тасодифий мнк.дорлар 60f"лц~ас 
тасодифий мик.,дорлар деЙнладн. 

Математнк кутнлншнннг хоссаларннн келтнрамиэ: 
1. ~згармас мнк.дорнннг математик кутилиши узгармаснинг 

узнга тенг: 

м(с)=с. 

2. Тасодифий мик.дорлар ЙИFИНДнсининг математик. кутилиши 
к.ушилувчилар математик кутилишларининг йиrиндиснга тенг: 

М(Х+ У) =м(х) +М(У). 
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3. БOfлин:мас тасодифий мин:дорлар купайтмасининг математик 
кутилиши купайтувчилар математик кутилишларининг купвйтмаси­
га тенг: 

М(ХУ) =М(Х) ·М(У). 

4. S'эгармас купайтувчи математик кутилиш белгиси алдига 
чин:арилади: 

М(СХ) =СМ(Х). 

С - узгармас сон. 
14.6.2. Х тасодифий мин:дорнинг дuсnерсuясu деб тасодифий 

мин:дорнинг уэининг математик кутилишидан четланиши квадрати­
нинг математик кутилишига аЙтилади. 

Агар [Х-М(Х)] тасодифий мин:дорнинг четланиши булса, 
у халда 

D(X) =М[Х _м(х)]2. 

Амалда бошн:а формуладан фойдаланиш н:улай: 

D(X) =м(х2 ) _[м(х)]2. 

дисперсиянинг хоссаларини келтирамиэ: 
1. S'эгармаснинг дисперсlUlСИ налга тенг: 

D(C) =0. 

2. S'эгармас купайтувчини квадратга ошириб, дисперсия белги­
сидан ташн:арига чин:ариш мумкин: 

D(CX) =C2D(X), С - уэгармас сон. 

3. Боrлин:мас тасодифий мин:дорлар йиrиндиси (айирмаси) нинг 
дисперсияси н:ушилувчила р дисперсияла рини нг йн rH нднси га тенг: 

D(X± У) =D(X) +D( У). 

14.6.3. 1. днскрет тасодифий мнн:дорнинг биномиал тан:симоти 
учун 

М(Х) =n'р, D(X) =n·p·q. 

2. Пуассон тан:симаги учун: 

М(Х) =л. D(X) =л. 

14.6.4. Узлуксиэ тасодифий мин:дор мумкин булган н:ийматлари­
ии бутун сон ун:ида н:абул tdlлсин, {(х) унинг эичлик функциясн 
БУлсин. 
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'"' '"' 
'Дгар ~ Ixlf(x)dx интеграл мавжуд булеа, ~ х f(x)dx инте-

гр ал Х узлукенз таеодифий МИКдорнинг математик кутилишн 

дейнладн, яънн 

'"' 
М(Х) = ~ х {(x)dx. 

Дгар мумкнн булган барча IUIАматлар (а, Ь) ораликка тегишли 
булеа, у халда 

• 
М(Х) = ~x f(x)dx . . 

и з о х. Математик кутнлншнинг диекрет таеодифнА МИКдорлар 
учу н хосеаларн узлукеиз таеодифий МИКдорлар учун хам уринлн. 

14.6.5. Х узлукенз таеодифиА МИКдорнинг мумкин булган 
кнйматларн Ох укнда ётеа, унинг диепереияеи куйндаги тенглнк 
uрк.алн аннкланади: 

'"' 
D(X)= ~ (х-М (Х) J2f(x)dx 

ёки 

'"' 
D(X) = ~ x 2f(x)dx-(M(X)J2. 

Дгар Х узлукеиз таеQДнфнА МИКдoрниНl' мумкин булган барча 
кнйматларн (а, Ь) ораликка тегишли булеа, у халда 

ь 

D(X) = ~(х-М(Х)J2f(х)dх 
ц 

ёкн 
ь 

D(X) = ~x2f(x)dx-(M(X)J2. 

и з о х.: Днеперенянннг диекрет таеQДИфИЙ МНКдорлар учун 
хосеаларн узлукеиз таеоднфий МИКдорлар учун х.ам уринлн. 

14.6.6. ТаеодифиА МНКдорнинг урта квадратик четланиши деб 
диепереиядан алннган квадрат илдизга аАтилади: 

(J(X) = ...jD(X) 
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14.6.7. Математик кутилиш 8а дисперсия: 
1) текис так.симланган узлуксиз тасодифий мик.дор УЧУ!f: 

М(Х) = а+Ь D(X) = (b_ aj 2 . 
2 ' 12 ' 

2) курсаткичли так.симат учун: 

1 1 
М(Х) = Т' D(X) =-;у; 

3) нормал так.симат учун: 

М(Х) =а, D(X) =а2. 

1- м и с ол. Х тасодифий мик.дор ушбу так.симот к.онуни билан 
берилган: 

xloll1
2 l a l· р 0,2 0,4 0,3 0,C18 0,02 

М(Х), D(X), а(Х) ларни топинг. 
Е ч и ш. Тасодифиit мик.дор дискрет булгани учун 14.6.1 ва 

14.6.2 даги формулаларга кура: 

М(Х) =0·0,2+ 1·0,4+2·0,3+3·0,08+4·0,02= 1,32. 

ха о 16 

р I 0,2 I О,. 0,02 

м(х2 ) =0·0,2+ 1·0,4+4·0,3+9·0,08+ 16·0,02=2,64. 

D(X) =м(х2 ) -[М(Х) f=2,64- (1,32)2 =2,64 -1,7424= 1,8976; 

а(Х) = yD(X) ~ 1,3775. 

Шундай J{илнб, М(Х)=I,З2; D(X) =1,8976; а(Х)~I,З775. 

2- м н с ол. Иккита БОfЛИJ{мас си новда А х.одисанинг руй 
беришлар сонндан нборат Х дискрет тасодифий мик.дорнинг 
днсперсиясинн топннг, бунда х.одисанннг бу СИНО8ларда руй бериш 
эх.ТИМOJIлнкларн тенг 8а М(Х)=О,9 экани маълум. 

Е ч и ш. Х днскрет тасоднфий микдор бнномиал к.онун буйича 
так.симланган, шунинг учун M~X) =n·р. Шартга кура М(Х) =0,9, 
n=2. дема к, 2р=О,9, р=О,45, q= 1-0,45=0,55. 
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D(X) =npq=2·0,45·0,55=O,495. 
Шундай к.илиб, D(X) =0,495. 
3- м и с о л. Х узлуксиз тасодифий мик.дорнинг зичлик Функцияси 

берилган: 

I 
n 

О, агар н;;; б' 

{(х)= 3siп3х, aгapni<x<i' 

О, агар х>з-

Х тасодифий мик.дорнинг сонли характеристикалари - М(Х), D(X), 
а(Х) ларни топинг. 

Е ч и Ш. 
ь л/3 

М(Х) = ~x f(x)dx= ~ х·3siп3хdх= 
• л/б 

л/3 ( л/з) 
=3 ~ х·siп3хdх=3 -fxcos3x 1 :~: +f ~ cos3xdx = 

л/б л/б 

( и=х I du=dx ] 
= dtl=siп3хdх tI= -fcOS3х = 

( I ХП n п) 1. 1" =3· -3 зСOSЛ-~ОS2 +3gS1П3х f = 

( 
n 0)+ I ( . . п)"п I п-I - --- - SIПЛ-SIП- =---=--::::;07133 
3 3 2333" 
ь л/3 

D(x) = ~x2f(x)dx-[M(X)]2=3 ~ х2.siп3хdх- (п; 1). 
• ~б 

Кейинги инте-грални ~соблаб OIIамиэ: 

3 х2.siп3хdх= I = 
л/3 [и=Х2 

dU=2XdX] 1 dtl=siп3хdх tI= -з<оs3х 
I ~ 2 ~ 

[ 

л/3 ] 
=3 -х2 .з<os3х 1 л/б +3 1 х cos3xdx = -x2cos3x 1 "/6 + 

л/3 ( 2 2) ппп 1. п/3 
+2 (XCOS3xdx= - ~OSЛ-~OS-2 +2(зХSIП3Х 1 л/6-

Л'6 
I и=х 

- - siп3хdх = I = 
.'1 ( I du=dx ] 
з1 ) dtl=сosЗхdх tI=зsiп3х 
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~ 2 (n . n . n) 2 (1 I к/з) =-+- -SIПЛ--SIП- -- --::-<os3x = 
9 3 3 б 2 3 3 к/б 

n
2 

n 2( n)= n
2 

n 2 n2 -n-2 =---+- СОSЛ-С05- ---+-( -1) =--999 2999 -

Й(Х) ~-9n-2 - е;-I )2 
n2-n-2-n2 +2n_1 

9 

n2 -n_2 n2 -2n+1 
9 9 

n-3 О 5 9~O, 15 . 

а(Х) = уй(Х) = yO,OI55 ~O,1245. 

4- м и с о л. Текис так.симланган Х тасодифиА мицор эичлик 
функцияси била н берилган: 

1

0' агар x~a-l, 

'(х) = i, агар a-l<x~a+l, 
О, агар x>a+l. 

М(Х) ва Й(Х) ни топинг. 
Е ч и ш. 14.6.8 даги формулалардан фойдаланамиэ: 

М(Х) = a~b, демак, М(Х) 
(ь_а)2 

Й(Х) = --12-' демак, 

a-l+a+1 2а 
2 т=а; 

2 
Й(Х) = (a+l-a+/) (2/)2 4(1 (l 

12 ~=""Т2=З' 

ШундаА к.илиб, М(Х) =а; й(Х) = ~ . 

5- м и с од. Х тасодифий мицор нормал так.симланган булиб, 
математик кутилиши а= 10 га тенг. Х тасодифий мицорнинг 
(10; 20) оралик.к.а тушиш ЭJ(ТИМОЛЛИГИ 0,3 га тенг булса, унинг 
(О; 10) оралик.к.а тушиш ЭJ(ТИМОЛЛигини топинг. 

Е ч и ш. Нормал эгри чиэик. (Гаусс эгри чиэиrи) х=а= 10 туrри 
чизик.к.а нис6атан симметрик булгаии учун юк.оридан нормал эгри 
чизик. билан, пастдан эса (О; 10) '(амда (10; 20) ораЛИКJIар билан 
чегараланган юзлар 6ир-6ирига тенг. Бу юзлар сон ЖИJ(атдан 
Х тасодифий МИКJlорнннг тегншлн ораЛИКJIарга тушиш ЭJ(ТИ­
молликларнга тенг. Шунинг учун: 

Р(О<Х < 10) 'P(IO<X <20) =0,3. 
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6-мисол_ 3ичлик функцияси '(x)=lOe-'Ож(х~о) билан бе­
рилган курсаткичли таксимотнинг математик кутилиши, дисперсия­

си, урта квадратик четланишиии топинг_ 
ЕЧИШ_А=IО_ 

1 1 
М(Х)=-=-=О 1 )" 10 ,. 

1 1 
D(X) =---=-=0 01 

),,2 100 ,. 

-- 1 
а(Х) = yD(X) =T=O,I . 

7- м и с ол. Таксимот функцияси F(x) = l-е-о.,Z(х>О) билан 
берилган курсаткичлн таксимотнннг М (Х), D (Х), а (Х) ларини 
топинг. 

1 1 
Ечи ш. 1..=0,1, M(X)=T=o.т=IO, 

1 1 1 
D(X) =-=-= 100 а(Х) =-= 10 

),,2 0,01 ' )". 

6- дарсхона ТOnШUРUFU 

1. Х тасодифий МНКдор - уйин соккасини бнр марта ташланган­
да тушадиган очколар сони. М(Х), D(X), а(Х) ларни топинг. 

Ж: М(Х) =3,5; D(X) =2,92; а(Х) = 1,71. 
2. Нишонга карата хар бир отишда тегиш эхтимоллиги 

/1=0,8 булган 4 та Ук. узилади (бoFлнк.мас холда), Нишонга 
тегишлар сонидан иборат булган Х дискрет тасодифиА МИКдорнинг 
СQНли характеристикалари М(Х), D(X), а(Х) ларин топннг. 

Ж: М(Х) =3,2; D(X) =0,64; а(Х) =0,8. 
3. Х узлуксиз тасодифий МИКдор зичлик функцияси f (х) билан 

беРИ.1ган: n 

1

0, агар x~ -2"' 

{(х) = O,5cosx, ага: -i<x~i, 

О, агар Х>2"' 

М(Х), D(X), а(Х) ларни топинг. 
Ж: М(Х) =0; D(X) ~O,4649; а(Х) ~O,68. 
4. Х узлуксиз тасодифий МИКдор зичлик функцияси {(х) билан 

берилган: 

1
0, агар x~ 2, 

{(х) = 0,5, агар 2<x~ 4, 
О, агар х>4. 

М(Х), D(X), а(Х) ларнн топинг. 

Ж , 1 
. ~ (Х) =3; D(X) =3"; а (Х) =0,58. 
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5. Х У3JIукснз тасоднфнй MHI(Д0P 3НЧJJнк фУНКЦНRСН {(х) бнлан 
бернлган: 

{ О, агар х<О, 

((х) = 5e-s.r, агар x~O. 

М(Х), D(X), а(Х) ларнн топннг. 
Ж: М(Х) =0,2; D (Х) =0,04; а (Х) =0,2. 
6. Агар М(Х)=3, D(X)=16 эканлнгн маълум БУ.-lса, нормал 

так.снмланган Х тасоднфнй MHl(ДopHHHГ знчлнк функцнясннн 
топннг. 

I_-IJ· 
I ---

Ж: f(x)=~e 51 • "'bt 
б- ",устаl(,UЛ uш 

1. к.утнда 7 та шар булнб, уларнннг турттасн ок., к.олгаlfларн 
к.ора. к.утндан таваккалнга 3 та шар олннадн. Х - олннган 
ок. шарлар сонн. М(Х), D(X), а(Х) нн тonннг. 

5 
Ж: M(X)=I"]; D(X)~O,49; a(X)~O,7. 

2. Иккнта уйнн сок.к.ас.н бараварнга 2 марта ташланадн. Х­
нккала уйнн еок.к.аендагн тушган жуфт очколар сонн. М(Х), D(X), 
а(Х) ларнн тonннг. 

з .. 
Ж: М(Х) =0,5; D(X) =8=0,375; а (Х) ~O,612. 

3. Х узлукенз таеоднфнй MHI(Д0P знчлнк функцняен бнлан 
бернлган: 

/

0, агар x~ О, 

{(х) = 2х, агар O<x~ 1, 

О, агар х> 1. 

М(Х). D(X), а(Х) ларнн тonннг. 

2 I 
Ж: М(Х) ='3; D(X) =18; а(Х) =0,236. 

4. (2; 8) ораЛНl(Да текне так.енмлангаll Х тасодНфНЙ MHI(ДOPHHHГ 
М(Х), D(X), а(Х) ларннн тonннг. 

Ж: М(Х) =5; D(X) =3; а(Х) =.,,[3. 
5. Х у3JIукенз таеоднфнй MHI(ДOP знчлнк фУНКЦНRСН 

{
О, агар х<О, 

((х) = 
О,04е- о.04 ., агар x~O 

iнлан бернлган. М (Х). D (Х), q(X) ларнн топннг. 
Ж: М(Х) =25; D(X) =625; а(Х) =25. 
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6. Нормал такенмланган Х таеоднфнй мнкдор знчлнк функцняен 

• (.-11 
I -50 

) ~~ {(х = 5у2п 

бнлан бернлган. М(Х), D(X) ларнн топннг. 
Ж: М(Х) =1, D(X) =25. 

J J- назорат uшu 

1.1. Цехда 7 эркак 8а 6 ам ншлаЙдн. Та8аккалнга 8 кншн 
ажратнлганда, улар ораенда уч ам булншн эх.тнмоллнгннн топннг. 

1.2. Яшнкдагн деталларннннг 20% н ярокенз. Олннган 3 та 
деталнннг купн бнлан бнттаен ярокенз булнб чнкншн эх.тнмоллнгн· 
нн топннг. 

1.3. Бнрннчн кутнда 12 та шар булнб, уларнннг 8 таси ок, 
iJККИНЧИ кутнда 15 та шар булнб, уларнинг 4 таси ок. Биринчн 
к.утидан иккинчиеига 2 та шар солинади. Иккинчи кути да н 
та8аккалига олинган шар кора булнши эх.тимоллигини топинг. 

1.4. р(А) =0,6 булеин. А х.одиеанинг 2400 БОFликеиз еИНО8да роса 
1400 марта руй бериши эх.тимоллигини топинг. 

1.5. Партияда 12% ностандарт деталлар бор. Та8аккалига 5 та 
деталь олинади. Олинган деталлар ичида ностандарт деталлар 
сони - Х диекрет таеодифий МИКДOJЖинг таксимот конунини 8а 
М(Х), D(X), P(I<X~2), F(x) ларнн ТОI1ИНГ. 

2.1. к.утида номерланган олтита куб бор. Та8зккалига биттадан 
х.амма кублар олинганда х.оснл булган еоннинг бешга булнни шн 
эх.тнмоллигини тonннг. 

2.2. Буюмнинг стандарт булиши цтимоли 0,8 га тенг. Туртта 
буюмнинг х.еч булмаганда биттаси стандарт булиши эх.тимоллигинн 
топинг. 

2.3. Учта кутининг х.ар бирида 6 та кора 8а 4 та ок шар бор. 
Биринчи кутидан та8аккалига битта шар олиб, иккинчисига 
соли нади, шундан еунг иккинчи кутидан та8аккалнга битта шар 
олнниб, учннчи кутига еолннади. Учинчн кутидан та8аккалига 
олннган шарнинг ок булиши эх.тимоллигннн топннг. 

2.4. Янги туFилган 70 чакалокнинг камнда 40 8а купи билан 
65 нафари УFИЛ бола булиши эх.тимоллигинн топинг. 

2.5. Бнр·бирига БОFЛИК булмаган х.олда ишлайднган 4 та 
аебобдан иборат курилма текширилади. Агар аебобларнннг 
бузилиб колиш цтимоллнкларн pl=0,3, Р2=0,4, рэ=0,5 8а 
Р4 =0,6 булеа, бузнлиб колган аебоблар сонидан нборат Х днскрет 
таеодифий мнкдорнннг таксимот конуни F(x) ни 8а Р(2<Х <4), 
М(Х), D(X), а(Х) ларни топинг. 

3.1. 52 та картадан нборат тулнк даетадан та8аккалнга 4 та 
карта олинганда роса 2 таен FИШТНН булнши эх.тнмоллнгинн топннг. 
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3.2. к'урнлма бнр-бнрнга БOFлнк,енз ншлайднган учта эле­
ментдан нборат. Уларнннг бузнлиб к,OJJишн эх.ТИМOJJлари 0,05; 0,08; 
0,07 га тенг. Иккнта 3JleMeHT бузнлиб к,OJJнши эх.ТНМOJJлигнни ТОЩIНГ. 

3.3. 10 та мнлтнк,иинг 4 таен оптик нншонга OJJнш моеламаеига 
эга. Бундай мосламали милтик.дан нишонга уриш эх.ТИМOJJлнги 
0,9 га, уеиз 0,7 га тенг. Таваккалига OJJинган милтик.дан 2 та ук, 
узилган. Агар мерган иккала х.OJJда х.ам нишонга УРOJJмаган булеа, 
onTHK моеламали милтик, танланмаганлигн эх.ТИМOJJлигинн топинг. 

3.4. У"йнн еок,к,аеннн 50 марта ташланганда t:OJJТНЛНК» камнда 
10, KYnH бнлан 25 марта тушншн эх.ТНМOJJлнгннн TOnHHr. 

3.5. ТУк.увчн 1000 та урчук,к,а хнзмат кУреатадн. Бнр мннут нчнда 
бнтта урчук.да н" узнлнш эх.ТНМOJJлнгн 0,004 га тенг. Иnн узнлган 
урчук,лар еонндан нборат Х днекрет таеоднфнй мнк.дорнннг 
так,енмот к,онунннн ва М(Х), D(X), P(100<X<200), F(x) ларнн 
TOnHHr. 

4.1. 20 та команда нккнта гурух.га БУлннадн. Иккнта энг кучлн 
команда бошк,а-бошк,а гурух.ларга тушншн эх.ТНМOJJлнгннн TOnHHr. 

4.2. Турт мерган нншонга к,арата ук, узншадн. Нншонга тегнш 
эх.ТНМOJJлнкларн мое х.OJJда 0,4; 0,5; 0,6; 0,7 га тенг: а) учта мерган 
нншонга урганн; б) нншон мулжалга OJJннганн эх.ТНМOJJлнгннн 
TOnHHr. 

4.3. Бнрннчн к,утнда 12 та шар булнб, уларнннг 7 таен ок" 
нккннчн к,утнда 15 та шар булнб, уларнннг 5 таен ок,. Х,ар к,айен 
к,утндан бнттадан шар OJJнндн, еунгра бу нккн шардан таваккалнга 
бнттаен OJJнндн. Агар танланган шар к,ора булеа, OJJннган нккала 
шарнннг к,ора булншн эх.ТНМOIIJIнгннн TOnHHr. 

4.4. Партняда 30% ярок,енз деталлар бор. 50 та деталнннг 
нчндан 10 тадан KYnH ярок,енз булнб чнк,ншн эх.ТНМOJJлнгннн TOnHHr. 

4.5. Иккнта тупдан навбатма-навбат нншонга карата туплардан 
бнрн нншоннн мулжалга OJJгунча ук, узнладн. Нншонга тегиш эх.ти­
МOJJлнкларн туплар учун мое х.OJJда 0,7 ва 0,3. Бнринчн туп узган 
умар еонидан иборат днекрет таеодифий мик.дорнинг так,еимот 

конуннни ва F(x), М(Х), D(X), а(Х), Р(2";;;Х,.;;; 5) ларинн топинг. 

5.1. Узуилнклари 1, 3, 5, 7 ва 9 ем булган бешта кеема мавжуд. 
Таваккалига OJJинган учта кеемадан учбурчак тузиш мумкинлиги 
эх.ТИМOJJлигини топинг. 

5.2. Учта мерган нишонга к,арата ук, узишди. Нишоннинг 
биринчи мерган томонидан t:якеон» к,нлиниш эх.ТИМOJJлигн 0,8 га, 
нккннчн ва учннчн мерганлар учу н мое х.олда 0,7 ва 0,9 га тенг. 
Иккнтадан КУ" булмаган мерган нншоннн t:якеон» к,нлнши 
эх.ТИМOJJлигини топинг. 

5.3. Ичнда 10 та шар булган к,утнга ок. шар еOJJИНДИ, шундан еунг 
таваккалнга 2 та шар OJJннди. Иккала шар ок, булиши эх.ТИМOJJлиги­
ни TOnHHr. 

5.4. р(А) =0,8 булеин. А х.одиеа 21 та еиновнинг куnчилигида руй 
беришн эх.ТИМOJJлигини топинг. 

5.5. к'урилма 1000 та элементдан иборат булнб, иеталган 
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элементнннг Т вакт давомнда ншдан чикиш ЭХТИМOIIлигн 0,002 га 
тенг. Ишдан чнккан элементлар сонн булган Х днскрет тасоднфий 
МНКдорнинг таксимот конунинн, F(x), М(Х), D(X), а(Х), 
Р(Х> 100) ларни топинг. 

б.l. 52 та.lНК карталар дастасндан. таваккалига 3 та карта 
OJ1ннадн. Булар «уч», «еттнлнк», «туз:. булиши ЭХТИМOIIлнгинн 
топннг. 

б.2. Таваккалнга OJ1ннган буюмнннг юкорн навлн булнш 
эх.ТНМOJ1лнгн 0,7 га тенг. Олннган туртта буюмнннг факат иккитасн 
юкорн навлн булншн эх.ТНМOJ1лнгннн топинг. 

б.3. Лабораторняда б та автомат ва 4 та ярнм автомат бор. Бу­
знлнб КOJ1иш (ншдан чнкнш) эх.ТНМOJ1лигн автомат учун 0,1 га, ярнм 
автомат учу н эса 0,2 га тенг. Таваккалнга OIIннган машнна автомат 
булса, унннг ншдан чнкншн эх.ТИМOJ1лнгини топинг. 

б.4. р(А) =0,7 БУлснн. А х.одиса 50 та снновда 10 дан 25 мартага­
ча руй берншн эх.ТНМOJ1лнгннн топннг. 

6.5. Овчннннг 3 та укн бор. У нншонга карата бнрннчн ук 
теl(кунча отадн. Агар х.ар кайсн ук узншда хато кетиш эх.ТНМOJ1лнгн 
0,:2 га тенг булса, сарф кнлннган Ук..пар сонндан нборат Х днскрет 
тасоднфнй МНКдорнннг такснмат конунннн, F(x), М(Х), D(X), а(Х), 
PIX>2) ,1арнн топннг. 

7.1. Кутнда 12 шар булнб уларнннг 5 таен ок ва 7 таен кора. 
Тнвакка,1нга 3 та шар OJ1ннадн. Олннган шарларнннг 2 таен кора ва 
1 тасн ок булншн эх.ТНМOJ1лнгн кандай? 

7.2. 4 та боrлнкмас ходнсанннг хар бнри мое ХOllда 0,012; 0,01; 
0,006 ва 0,002 эх.ТНМOJ1лнклар бнлан руй берншн мумкнн. Хеч 
булмаганда бнтта х.однсанннг руй беРНIJJJt эх.ТНМOJ1лнгннн тonннг. 

7.3. Лампочкалар партняснда 100 та лампочкага О дан 5 тагача 
ярокснзларн TyrpH келншн мумкнн. 100 та лампочкадан таваккалн­
га 10 тасн OJ1нндн. Олннган барча 10 та лампочка яромн эканлнгн 
маълум булса, партнядагн хамма лампочкалар яромн булншн 
ЭХТНМОЛ-1НГННН аннкланг. 

7.4. Тенг кучлн шахматчнлар учун 
а) 70 та уйнндан 60 тасннн ютнш; 
б) камнда 40 та уйнннн ютнш ЭХТНМOJ1лнгн кандай? 

7.5. Автомобнлнннг бутун йулн давомнда туртта светофор бор. 
Уларнннг х.ар бнрн 0,5 эхтнмоллнк бнлан ё йулнн очадн, ё харакатнн 
такнклаЙдн. Автомобнлнннг бнрннчн тухташнгача утган свето­
форлар сонндан нборат булган Х днскрет тасоднфнй МНКдорнннг 
такснмат конунннн ва F(x), М(Х), D(X), а(Х) ларнн топннг. 

8.1. Яшнкда 90 та снфатлн ва 10 та ярокснз буюм бор. 
Таваккалнга олннган 5 та буюмнннг 2 тадан куп булмаганн ярокснз 
эканлнгн эхтнмоллнгннн топннг. 

8.2. Курнлма учта элемент дан нборат. Бнрннчн, нккннчн, учннчн 
элементларнинг тухтовснз ншлаш эхтнмоллнкларн мое холда О,б; 
0,7; 0,8 га тенг. Хеч булмаганда бнтта элемент ншдан чнкншн 
эх.тнмоллнгннн топннг. 

8.3. 3 та кутннннг хар бнрнда 7 та кора ва 3 та ок шар бор. Хар 
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к.аЙсн к.утндан таваккалнга бнттадан шар OJIннадн, сунгра бу учта 
шардан бнрн OJIннадн. Бу шар к.ора рангда булншн ЭХТНМOJIлнгннн 
топннг. . 

8.4. Уйнн сок.к.асн 60 марта ташланганда «учлнк:, 15 дан кам 
марта тушншн ЭХТНМOJIлигинн топннг. 

8.5. к'урнлма деталларнн штамповка кнлади. Деталь яроксиз 
булиб чнкншн ЦТНМOJIлнги 0,01 га тенг. 10 та деталь нчнда 
ярокснзларинннг сонндан иборат Х дискрет тасодифнй МНКдорнннг 
так.снмот конунини ва F(x), М(Х), D(X), а(Х), P(5<X~ 8) ларни 
топннг. 

9.1. Таваккалнга OJIннган иккн хоналн соннннг ракамлари 
йнrинднси 9 га тенг булнши эхти МOJIлнгннн топинг. 

9.2. Бнрннчн тадк..нк.отчннннг хатога йул к.УЙншн ЭХТНМOJIлиги 
0,1 га, нккннчи ва учннчн тадкнк.отчнлар учун эса 0,2 ва 0,3 га тенг. 

а) хеч булмаганда бнтта тадкнк.отчннннг; 
б) нккнта тадкнкотчннннг хатога йул к.УЙишн ЭХТНМOJIлнгннн 

топннг. 

9.3. Бешта кутн бор: 1-,2- ва 3- к.утиларда 2 тадан ок ва 3 тадан 
к.ора шар бор, 4- ва 5- к.утнларда 1 тадан ок. ва 1 тадан к.ора шар бор. 
Дуч келган бнтта к.утидан таааккалнга бнтта шар OJIинадн. Агар 
OJIинган шар к.ора булса, туртннчи к.ути танлангаН.1ИГН ЭХТИМOJIли­
гинн топинг. 

9.4. Маълумотнн узатншда бнтта белгннннг бузилнш ЭХТНМOJIи 
0,1 га тенг. 10 та белгидан нборат маълумотда 3 та бузнлиш БОРЛИГН 
ЭХТИМOJIлиги кандай? 

9.5. Орасида 4 та яроксизн булган 10 та деталдан иборат 
партиядан таваккалига 4 та деталь OJIннадн. Олинган дета,мар 
ичидагн яроксизлари сонндан нборат дискрет тасодифий мнк· 
Дорнинг так.снмот конуннни аа F(x), М(Х), а(Х), Р(Х>2) ларни 
топинг. 

10.1. 8 та бир хил карточкага 2,4,6,7,8, 11, 12, 13 СОН.lар ёзилган. 
Таваккалига иккнта карточка OJIннадн. Олинган иккита карточка­
даги сонлардан тузнлган каср к.искарувчн булнши ЭХТИМOJJлигини 
топинг. 

10.2. Электр занжнрндаги узилнш R элементнинг ёкн иккнта '1 
ва '2 элементларнннг ишдан чнк.ншн туфайли руй бериши мумкнн. 
(Бу элементларнннг ншдан чнк.ишн эх.ТНМOJIликларн 0,3; 0,2 ва 0,1 га 
тенг. ) 

а) занжирнннг узнлнш эх.ТНМOJIлнгнни топннг; 

б) элементлардан бнрннннг ншдан чнкншн эх.ТНМOJIлигннн 

топинг. 

10.3. ЙНFУВЧН 3 яшнк деталь OJIдн: бнрннчн ЯШИКдC:l 40 та деталь 
булнб, 5 таен буялган; нккннчнснда 50 та деталь булнб, 10 таен 
буялган; учннчнснда 30 та деталь булнб, 20 таен буялган. 
Таваккалнга танланган яшнкдан таваккалнга OJIинган деталь 

буялган булншн эх.ТНМOJIлнгннн топннг. 

10.4. Янгн ТУFнлган 50 чак'IЛОк. нчнда УFНЛ БOJlалар камн билан 
25 ва купн бнлан 35 танн ташкнл этншн эх.ТНМOJIлигн кандаА? 
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10.5. дарслнк 100000 нусхада чоп этнлган. Дарслик НОТУFРИ 
муковаланган булиши эх.ТНМOlIлигини 0,0001 га тенг. Хамма 
кнт06лар орасндагн яроксизларн сонндан нборат Х дискрет 
тасоднфнй МНКдорнннг таксимот конуннни ва F(x), М (Х), D (Х), а(Х), 
Р( 100<X < 1000) ларнн топннг. • 

11.1. Уйин саккасн ташланади. Туб сон тушнши эХ.ти м 011 И 
кандай? 

11.2. Яшикда 100 деталь булиб, улариииг 10 таси ЯРCl<.сиз. 
Таваккалига 4 та деталь OlIинган. Onинган деталлар ичида: 

а) нккнтасн яроксиз; 

б) х.еч булмаганда биттаси ЯРCl<.сиз були ши эх.ТИМOlIлигн нн 
топинг. 

11.3. деталлар биринчи партиясининг 2/3 кисмн ЯРCl<.сиз, 
иккинчи ва учинчи партняда барча деталлар яракли. Таваккалига 
битта .аеталь ооннади. Onннган деталнинг яракснз булишн 
эх.ТНМOlIлнгини топинг. 

11.4. Алока каналларн оркалн 1000 та белги юбориладн. Битта 
бе.IГИНННГ бузилиш эх.ТИМOlIлигн 0,005 га тенг. Роса 50 та белгининг 
БУ:1НЛИШИ эх.ТИМOlIлигнни топинг. 

11.5. 3 та асб06 текшириладн. Хар кайсн асб06 ундан OlIдинги 
acfi06 яромн (ишончлн) булиб чиккандагнна текшнрилади. Хар 
бнр асб06 учун снновга бардош бериш эх.ТИМOlIлнги 0,9 га тенг. 
Асб06ларни сннаш сонндан иборат булган Х дискрет тасодифий 
мнкдорннинг такснмот конуннни ва F(x), М(Х), D(X), Р(Х> 1) 
ларни топинг. 

12.1. Таваккалига танланган иКЮt хонали бутун сонни квадратга 
ошнрганда турт билан туговчн сон х.оснл булишн эх.ТИМOlIлигнни 
аннкланг. 

12.2. Мерган марказий доира ва нккита концентрнк х.алкадан 
нборат нншонга карата битта ук узади. доира ва х.алкаларга ук 
тегн шн эх.ТИМOlIлиги мос равн шда 0,2; 0,5; 0,1 га тенг. Укнн нг 
х.алкага тегнши эх.ТИМOlIлигнни топинг. 

12.3. Бензнн куйиш станцияси жойлашган шоссе буйлаб 
утаётган юк машиналарн сонннинг енгил машиналар сонига 
нисбатн 3:2 каби. Юк машннасинннг бензин OlIиш учун станцияга 
кнриш эх.ТИМOlIлнги 0,1 га, енгил машина учун 0,2 га тенг. Бензнн 
OlIнш учун кнрнб келган машина - юк машинасн булнши эх.ти, 
МOlIлигинн топинг. 

12.4. Танга ташланади. Танга 11 марта ташланганда гербли 
томон 3 марта тушншн эх.тимоллнгнни топинг. 

12.5. Сокка 3 марта ташланадн. с-onтилнк:t тушишларн сонндан 
нборат булган Х днскрет тасоднфий МИКдорнинг такснмот конунннн 
ва F(x), D(X), а(Х), Р(Х<2) ларнн топннг. 

13.1. Битта токчадагн 10 та кнт06 таваккалнга куздан кечирил· 
япти. Учта маълум кнтобнннг ёнма-ён турганлнгн эх.ТНМOlIлнгннн 
топинг. 

13.2. Мерганнннг битта ук узншда нишонга текказиш эх.ТНМOlIн 
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0,8 га тенг. Бешта Ук. узншда нншонга камнда турт марта тегнш 
ЭХ,ТНМWlлнгннн топннг. 

13.3. Иккнта автомат деталлар таЙёрлаЙдн. Бнрннчн' авто­
матнннг ноетандарт деталь танерлаш ЭХ,ТНМWlлнгн 0,07 га, 

нккннчнснннкн эса 0,09 га тенг. Иккннчн автоматнннг ншлаб 
чнк.арнш унумдорлнгн бнрннчн автоматнннг унумдорлнгндан уч 
марта юк.орн. Таваккалнга Wlннган деталннннг стандарт булншн 
ЭХ,ТНМWlлнгннн топннг. 

13.4. Танганн 80 марта ташланганда 50 марта «герб» тушншн 
ЭХ,ТНМWlлнгннн топннг. 

13.5. к.урнлма учта элементдан тузнлган. Бнтта снновда Х,ар 
к.аЙсн элементнннг ншдан чнк.нш Эх'ТНМWlлнгн 0,4 га тенг. Ишдан 
чнк.к.ан элементлар сонндан нборат булган Х днскрет тасоднфнй 
мнк.дорнннг так.снмur к.онунннн ва F(x), М(Х), Й(Х), а(Х) ва 
Р (Х > 1) ларнн топннг. 

14.1. 5'нта бнр хнл карточкага нолдан тУк.к.нзгача турлн сонлар 
ёзнлган. Бу карточкалар ёрдамнда таваккалнга тузнлган уч хоналн 
соннннг 36 га булннншн эХ,тнмоллнгннн топннг. 

14.2. 5'нта к.Улёзма 30 та папкага жойлашган (бнтта к.Улёзмага 
3 та папка). Таваккалнга олннган 6 та папкада бнрорта Х,ам к.улёз· 
ма бутуннча жойлашмаслнк эХ,тнмоллнгннн топннг. 

14.3. Автобус паркндан 1- номердагн 6 та автобус, 2- номердагн 
4 та автобус ва 3- номердагн 5 та автобус нхтнёрнй тартнбда чнк.нб 
кетдн. Иккннчн булнб чнк.к.ан автобуснннг 2- номерлн булншн 
эХ,тнмоллнгинн топннг. 

14.4. (),1Лада 5 та фарзанд бор. Уларнинг 3 тадан КУ" булмаганн 
уrил болалар эканн эХ,тимо.мнгннн топннг. 

14.5. Ишчи 3 та станокка хнзмат курсатади. Бир соат ичида 
станокнинг ншчнга «эХ,тнёжн булмаслик» эХ,тимоллигн 1 станок учун 
0,9 га, " станок учун 0,8 га, 111 станок учун 0,7 га тенг. Бнр соат 
нчнда ншчннннг аралашувн талаб этнлмайднган CTaHOКJIap сонидан 
нборат булган Х днскрет тасоднфнй мнк.дорнннг так.симur к.онуннни, 
F(x), М(Х), Й(Х), ва а(Х) ЛilРНН топннг. 

15.1. «36 дан 5» спортлurо уйнннда мукофur олиш эХ,тнмоллнгн 
к.андаЙ? (Мукофur олишн учун камнда 3 та рак.ам TyrpH тonнлншн 
керак.) 

15.2. йнrувчнга керак булган деталь бнрннчи, нккннчн ва 
учннчн ЯШИКJIарда булншн цтимоллнгн мое Х,олда 0,6; 0,7; 0,8 га 
тенг. 3арур деталнннг камнда нккнта яшнк.да булишн эХ,тимоллнгн­
нн топннг. 

15.3. Яшнкда 1- заводда тайёрланган 10 та деталь,2- за водда 
тайёрланган 5 та деталь ва 3- заводда тайёрланган 15 та деталь бор. 
йнrувчн деталларнн бнтталаб оладн. Иккннчи Wlншнда 2- заводда 
тайёрланган деталь чнкншн ЭХ,ТНМWlлнгннн топннг. 

15.4. р(А) =0,25 БУлснн. А нннг х,однса 243 та снновда 70 марта 
руй берншн эх,ТНМWlлнгннн топннг. 

15.5. Иккн тупдан ННШОНГ8 карата галма-гал туплардан бнри 
нншонга текказгунча ук узнладн. Хар кайсн тупнннг нншонга 
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текказнш эх.тнмоллнгн мое равншда 0,3 ва 0,7 га тенг. Иккннчн туп 
сарф кнлган уклар сонндан нборат булган Х днскрет тасоднфнй 
МНКдорнннг такснмот конунннн ва F(x), М(Х), D(X), о(Х), 
Р(Х> 10) ларнн топннг. 

1б.1. Туккиз йуловчи трамвайнинг 3 та вагонига чикиб жой­
лашдилар. Хар бир йуловчи вагоннн таваккалига танлаЙди. Бир 
вагонга турт йуловчн, бошкаснга уч, УЧIfНЧИ вагонга эса икки йулов­
чн чикканлнги эх.тнмоллнги кандай? 

1б.2. Икки тупдан бараварнга отилганда нишонга тегиш 
эх.тнмоллигн О,4б га тенг. Агар нккинчн тупнинг нншонга текказнш 
эх.тимоллнгн 0,7 га тенг булса, биринчн туп учун бу эх.тнмаллнк 
кандай буладн? Тупларнинг х.еч булмаганда бири нишонга 
текказншн эх.тнмаллнгннн iОПИНГ. 

1б.3. Иккнта кутннннг х.ар бнрнда 7 та кора, 3 та 
Иккннчи кутндан таваккалнга иккнта шар олннди 
кутнга солнндн. Бнрннчн кути да н олинган шар 
зх.тнмаллигннн топннг. 

ок шар бор. 
ва бнрннчи 
nк булнши 

1б.4. ~йнн соккасини 90 марта ташлашда 3 га каррали 
соннннг камида 100, купн билан 170 марта чикишн эх.тимоллнгинн 
топннг. 

1б.5. Иккнта мерган галма-галдан нншонга карата ук узншадн. 
!>нтта ук узншда хато кетиш эR.тнмоллнгн бнрннчн мерган учун 
1),2 га, нккннчнсн учун 0,4 га тенг. Агар TypТiaдaH ортнк ук 
узнлмаган булса, нншонга теккунча отилган умар сонидан иборат 
булга н Х дискрет тасодифнй МНКдорнннг таксимот конунини ва 
F (х), М (Х), D (Х), cr (Х), Р (Х>2) ларнн топинг. 

17.1. к.урнлма 3 таен эскнрнб колган 5 та элементдан нборат. 
к.урнлманн тасоднфан ншга туширнлганда 2 та элемент ншлаЙдн. 
к.урнлманинг ншга тушмай колншн Э1(тнмоллнгинн топннг. 

17.2. Ходнсанннг х.ар бнр снновда руА бернш эх.тнмаллнгн 0,2 га 
тенг. Снновлар бнрнн-кетнн, х.однса руА бергунча Утказнладн. 
Иккнтадан КУ" булмаган сннов утказнлнш эх.тнмаллнгннн топинг. 

17.3. 12 та мнлтнкнинг 5 таен оптнк нншонга олнш MOCJIaMaCHra 
зга. Бундай МQCламалн МИЛТНКдан нншонга текказнш эх.тнмоллигн 
0,9 га, мосламаснз МНЛТНКдан эса 0,75 га тенг. Мерган таваккалнга 
алган МНЛТНКдан нккнта ук уздн. У нккала х.алда х.ам нншонга 
текказганлигннннг эх.тнмоллнгнни тonннг. 

17.4. Битта ук узншда нншонга текказнш эх.тнмоллнгн 0,8 га 
тенг. 5 та ук узнлганда 4 тасн нишонга тегиши эх.тималлигинн 
топннг. 

17.5. Нншон 1- номерли доира х.амда 2- ва 3- номерли кон­
центрик х.алкалардан иборат. 1- номерли доирага текказншга 
10 очко, 2- номерлн х.алкага - 5 очко ва 3- номерлн х.алкага 
текказншга ( - 1) очко бернладн. доирага ва х.алкаларга текказнш 
эх.тнмаллнкларн мое х.олда 0,5, 0,3, 0,2 га тенг. Учта ук узнлганда 
тупланган очколар сонндан иборат булган Х дискрет тасодифнй 
МНКдорнннг таксимот конунннн, F(x), М(Х), D(X), о(Х) ва 
Р (Х > 10) ларнн топннг. 
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18.1. I(учида учраган бнрмнчн автомowмнанннг номерн бмр хнл 
рак.а_лаp.lан нборат булншн ~~ТН_QIIЛИГННН aHHI\.~aHr. • 

18.2. 100 та буюмдан нборат паРТНАда 20 та СТlIндарт бую_ бор. 
Таааккалнra 3 та буюм миндн. Уларнннг нчнда камида нккитаен 
оанд.рт булншн )XTHMQ,MHrHHH тonннг. . 

18.3. TНPl(a бешта мнлтнк. БУлнБ. улардан нншонга теккаэнш 
ЦТН"'O/I.IIИКJI8РН 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9 га тенг. Таааккалига ммнган 
'IIНЛТИlЦан бмр .... рта Ук. уэншда нншонга текказнш ЭХ,ТИ ... Q/lЛМГННН 
аннкданг. 

18.4. р(АI =0,7 булеин. А J(одисанинг 2100 та снноеда 1000 ... арта 
руй берншн ЭJ(ТНММЛНГИНН ТONННГ. • 

18.5. Ик"ита уАнн сокк.аси бмр пантда ташлана.1Н. Иккаласнда 
\зм жуфт очко чик.иш СОНИl(ан нборат булган Х днскрет таСQднфнiI 
мнкдорнинг так.си_or к.онунннн. F(xl.· М(Х). D(XI. (1/.\') аа 
Р(Х>21 .1арнн тonннг. 

19.1. «45 дан 6. спортлorо 5'ннннда IOI'нб мнш :Н,тимо.l.1ИГИ 
кандаА? (Мукофor миш учун "амида 4 та рак.ам тугрн тonнлишн 
кера". ) , 

19.2. Иккн l'ПОРТЧИНМНГ хар .бнрн учун бирор машкнн яхшн 
бажарнш :ЦТИМOIIлнгн 0,5 га тенг. Спортчнлар машкнн наабат 
бн.lан бажарадилар, бунда хар бнр спортчн уч мартадвн урннади. 
Спортчн.'Iврнннг хеч бул_аraнда бнрн мукофorнн мншн эхтн­
мм"нгннн тonннг. 

19.3. Бнринчи кутмда 1 та ок ва 9 та кора шар,нкки~чн к.утнда 
та кора ва 5 та ок шар бор.Х,ар к.аАси кутндан бнттадан шар OIIнб 

ташланди ва КOIIган J(амма .• шарларнн учннчн кутнга CQ,1HHllH. 
Учннчн к.утидан OIIннган шар ок булмшм ЭJ(ТМ_OIIЛНГННМ тonннг, 

19.4. УАнн с<Жк.асм 70 _арта ташланганда ток очкмар 50 дан 
65 _артагача тушмшм )J(ТМ_OIIЛМГМНН тonмнг. 

19.5. Агар Х таСQAМфНЙ мнк.дор иккмта х, <Х2 киiiмаТJ' зга 
булмб. Р(Х=х,) =0.3; М(Х) =3,7, D(X) =0,21 булса, бу Т'I\'-· 'I<фнii 
_Иl(Дорнмнг так.сммor к.онунннн тonмнг. 

20.1. Таваккалмга танланган мккн хоналм соннннг Г\ () СOII 
булмшн 3J(ТМ_МЛМГННМ тonмнг. 

20.2. Яшикда 15 та деталь бу.lнб, уларнмнг 10 таси fi5'ялган. 
Таваккалнга 5 та l(етзль OIIмнадм. Уларнннг ораснда KaMH:t1l 4 таем 
БУR.lган булишн )J(11I_OIIЛНГННН тonннг. 

20.3. Автобvс паркидан 1- номердагн 6 та, 2· номердаги ·1 га аа 
З· номердагн (о та автобус чнк.иб кетдн. Иккинчн булн6 '.:" ".ан 
автобуснннг 1· номерли булншн ЭJ(тммм.1НГННМ тonмнг. 

20.4. р(А) =0,8 эканлмгм маЪЛУIII. А ходнсанмнг 100 та , (а 
каlllНда 75 _арта рун берншн ЭJ(ТММQIIЛНГННН ТOfIмнг. 

20.5. Иккита бомбардн_ончи саммёт нншонга теккунча r-.амCI· 
гацан бомба тзwлиilдН. Бнрмнчн саМOIIётнннг нншонн" 8ННК 
lIIул_алга миш э~тн_млнПI 0,7 га, нккннчмснннкн зеа 0,8 га тенг. 
Агар са_а..етларнинг цр БНРНАа 3 таАИИ бомба булса, ташланraн 
бомбаJlар СОННАан НбораТ Х АНСкрет Т8СOll.Нфмi IIIНlЦopRИНГ 
тaк.CH~or к,онунннн, Р(х). М (Х),n(Х), а(Х), Р(Х>2) ларнн тonинг. 
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21.1. БOIIалар учу н еанаторнйга 12 та, еаЙёх.лар лагернга 8 та ва 
спорт лагерига 5 та йулланма ажратнлди. Агар 3 урток.нннг та­
оналари бир-биридан бехабар биттадан йулланма OIIган булеа, 
бу 3 урток.нинг битта ,1агерга тушиб к.OIIишн эХ.ти М 011.1 И ГИ 
каН,lай? 

21.2. Бнринчи станокнннг бир еоат давомида узлуксиз ишлаш 
ЦТНМOIIJ1ИГИ 0,75 га, иккинчи станокники эеа 0,8 га тенг. Агар 
станоклар бир-бирига БОFЛИк. булмаган х.Qпда ИШJ1аеа.1ар, бир еоат 
давомида факат битта станок тухташи эх.ТИМOIIлиги к.андаЙ? 

21.3. АебобJ1ар иккита заводда таЙёрланади. Бнрннчи завод 
барча мах.еУJ1ОТНИНГ 2/3 киеМНIIИ тайёрлайди, УJ1арнинг 5 %и 
ироксиз, иккинчи завод 1/3 кисмини тайёрлайди, УJ1арнинг 7 %н 
ирокснз. Ярокли дета.1Ь OIIингани эх.ТИМOIIлигини тоnннг. 

21.4. Тангани 45 марта таШJ1анганда сгерб» 15 марта тушиши 
ЭХТНМOIIлнгинн топинг. 

21.5. Овчн lIаррандага карата, ук теккунча отади, леКl1Н 
турттадан КУ" булмаган ук узишга улгуради, ХollОС. Агар битта ук 
УЗl1l11да нишонга текказнш эх.ТНМQПЛИГН 0,7 га тенг БУ.lса, узилган 
y".lap сонидан иборат булган Х тасодифий МИКдорнинг так.си~от 
конунинн ва F(x), М(Х), D(X), а(Х) .1арни топинг. 

22.1. S'"кувчннинг бнринчи имтнх.онни тоnшириши 3ХТНМOJJЛИI"И 
0,'1 га, иккинчисинн тоnшириш эх.ТИМOII.1ИГИ 0,8 га, учинчиеини 
Т(JIIШНРИШ эх.ТИМOIIлиги 0,7 га тенг. S'"кувчининг: 1) барча 
имтихон.lарнн; 2)акалли бнтта имтнх.онни тоnширнш ЭХТИМOIIлиги 
кан.даЙ? 

22.2 Автобусда 5 йуловчи бор. КOIIган 5 та бекатнинг х.ар бири.да 
биттадан йуловчн тушнб КOIIишн эх.ТИМOII.1ИГННИ тonинг. 

22.3. Асбоб нкки хил тарз (режим)да.ишлаЙди, Иш жараёнининг 
80 %ида одатдаги (нормал) иш тарзн кузати,raди, 20 %нда одатдан 
ташкари (нормал БУ,lмаган) иш тарзи кузатн.1ади. Одатдаги тарзда 
асбобнинг ишдан чикнш эх.ТИМOIIлиги 0,2 га, одатдан ташк.ари 
тарзда ишдан чнкиш эх.ТНМQlМИГН эса 0,7 га тенг. Асбобнинг ншдан 
чикнши эхтнмQlмигнни ТОIIННГ. 

22.4. Кайсн бирининг '1х.тимо.мнги каттарок: тангани турт марта 
ташла~,анда сгерб»нинг 2 марта тушишннингми екн 8 марта ташлан­
ганда сгерб»нинг 4 марта ТУШИlllИНИНГМИ? 

22.5. Киз ва угил болаларнннг ТУ~'илиш ЭХТИМOIIлик.лари тенг деб 
фараз КII.1ина.ди. Турт БOJJ<I,lИ оиладаги угил болалар сонндан 
нборат бу.Н<lН Х тасодифий МИКдорнинг таксимот каторини тузинг, 
F (х), М (Х), D (Х), (J (Х) ларни тоnннг. 

23.1. 3 та станок ншламокда. Бу стаllOкларнинг бнр соат 
давомида СОЗ.lашни талаб КН.1маслнк эх.тнмо.миклари МОС равншда 
0,95; 0,8; 0,8 га тенг. Бир соат нчида х,еч булмаганда бнтта 
станокнинг созлашни та.lаб этмаС.1НК эх,ТНМOIIднгинн тоnннг. 

23.2 Уч уртокнннг иккитасн учрашувга келди. Агар у.ЫРНIIШ' 
учрашувга ке_1ИШ эх,ТНМG:lлик.lари мое равншда 0,1; 0,3; 0,5 га тенг 
бу.lса, учрашувга биринчи ва учинчи уртокнинг келиши эХ,ти М Qll.1 и­
гини топинг. 

23.3, Уч ХИ.1 ИДИlll.lар бу.lиб, 1- хи:ща 3 ИДИШ, унинг хар БИРl1 
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ичида 5 та ок аа 3 та кора шар бор. 2- хилда 3 идиш, улариинг , 
бири нчнда 6 та ок, аа 2 та кора шар бор. 3- хнлда 4 ндиш, ·уларни. 
J\:ap бири ичида 7 та ок ва 9 та кора шар бор. Таваккалнга танланган 
ИДНlUдан таваккалига шар минади. Бу шарнннг к,ора булнши 
эх'тнмоллиги к,андай? 

23.4. Янги туrилган 200 чакалокиииг камида 90 таси УFИЛ 
бмалар булнши ЭJ\:ТИММЛИГИ каидан? 

23.5. Учта мерган битта нншонга к.арата УК узишади. Нишонга 
текказнш эХ,тиммлиги биринчи мерган учун 0,8 га, нккннчнси учун 
0,6 га, учннчиси учу н 0,5 га тенг. Нишонга текка н умар сонндан 
нборат булган Х тасодифнй миклорнинг таксимот конунини ва ((х), 
М(Х), D(X), о(Х) ларнн топннг. 

24.1. Автомат станок деталларнн штамплаЙди. Бир соат ичида 
бирорта хам ярок.лн деталь ншлаб чнкармаслнк ЭJ\:тнмо,l.lИГН 0,9 га 
тенг. 3 созт нчида чнкарнлган барча детаJlларнннг ЯРОКЛ!! б5'лнши 
зхтнммлигини топннг. 

24.2. йнrув цехнга 3 та цехдан деталлар келтнрнлди: бнрннчн 
цехдан 6 та; нккинчи цехдан 7 та, vчннчн цехдан 8 та. Таваккалнга 
бнр пайтда минган нккнта деталнинг 1- цехдан ёки 2· цехдан 
бvлиши ЭJ(ТИМОЛЛИГИ кандай? 

- 24.3. Иккита станокда детзллар тайёрланади, бунда биринчи 
станок иккинчиеига ниебатан 3 марта КУ" деталь таЙёрлаЙди. 
Биринчи етанокнинг ярок.еиз деталлари 2,5%ни, иккннчисиннкн 
1,5 %ни ташкил этади. Таваккалига мннган деталь ярок.снз булиб 
чикди. Бу деталнинг иккинчи ста нокда таЙёр.~анган булнши 
эХ,тиммлигини тonинг. 

24.4. Янги туrилган 200 чак.алокнннг 100 таен yrHJI БOJlалар 
булиши ЭХ,ТИМOJIлиги кандай? 

24.5. Тупдан узилган битта Ук. билан нишонни мУлжа.на Q;lИШ 
:цтиммлиги 0,4 га тенг. Учта ук узилганда НИШОНГа теккизишлар 
сонидан иборат булган Х тасодифий мнклорнинг таксимот конуннни 
8а F (х), М (Х), D (Х), о (Х) ларни топинг. 

25.1. Таааккалига минган телефон номерн 6 та ракамдан 
тузнлган. Барча рак.амларнннг турлнча булнши эх.тиммлнги 
кандай? 

25.2. Кутида 9 та 40 ВаТТЛН, 11 та 60 8аттли :iЛектр .1ампочка­
лар аралаштириб КУЙИJlган. Таваккалига олинган 2 та лампочка­
нинг бир хил КУВ8атли булишн эХ,тнммлнгн кандай) 

25.3. ЙНFУ8 цехига 1- цехдан 600 та, 2- цехдан 5()() та, 3- цехдан 
900 та деталь келиб тушадн. 1- цехнинг ярокеиз деталлари 5 %ни, 
2- цехники 8 %ни, 3- цехники 3 % ни ташкил этадИ. Тавакка.lига 
олинган деталнинг ярокеиз булиши ЭJ\:ТИМQ.1ЛИГИНИ топннг. 

25.4. Агар р(А) =0,25 булса, А J\:однеа 6 та еИН08да 3 марта 
рун бериши ЭJ\:ТИММЛИГИНИ топинг. 

~ 25.5. Ичида 5 та ок аа 7 та· кора шар булга н идишдан 4 та шар 
олинадн. Олинган ок шарлар еонндан иборат булган Х таеодифнй 
миклорнинг так,еимOf конунинн ва F(x), М(Х), D(X), о(Х) ларии 

• гопннг. 

26.1. Кутида 5 та ОК, 10 та кизил ва б та кора шар бор. 
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ТаваккаJlига 2 та шар OJIинади. Олинган шарларнинг бири 
ок, иккинчиси кора булиши ЭХТИМOJIлиги кандай? 

26.2. Мерган l!иШонга карата 4 марта ук узади. х.ар кайси ук 
узишда нишонга текказиw ЭХТИМOJIлиги 0,7 га тенг. Унинг хеч 
БУ.lмаганда бвр марта нишонга текказиш ЭХТИМOJIлиги кандай? 

26.3. к.уЙидаги ходисаларни карайлнк: эртага яхwи об-ха во, 
коникарли об-х.аво, ёмон об-х.аво БУлади. Уларнинг эх.ТИМOJIликлари 
мое х.OJIда 0,3; 0,4; 0,3 га тенг. Яхwи об-х.авода 0,9 эх.ТИМOJIлик била н, 
коникарли об-хавода 0,7 ЭХТИМOJIлик била н, ёмон об-хавода 
0,2 ЭХТИМOJIJlИК билан сайрга чикилади. Эртага сайрга чикиw 
эх.ТИМOJI~lНгини топинг. 

26.4. У'ЙИI! соК!\.аси 960 марта таwланганда 3 га каррали соннинг 
(Ю() марта чикиwи эх.ТИМOJIлигини топинг. 

26.5. Иккита танга уч мартадан таwланади. Гербли томон 
гуwиwлар сонидан иборат булган Х тасодифий МИКдорнинг 
таксимот конуннни ва F(x), М(Х), D(X), о(Х) ларни топннг. 

27.1. Олтнта бир хил карточкага 2,4,7,8,12,14 сонлари ёзилган. 
И ккнта карточка OJIинадн. Хоенл килинган каср кискарадиган 
б,'лиwи ЭХТИМOJIлиги кандай? 

. 27.2. сп» та конверт ва уларга мое сп» хат бор. Хатлар 
К(IJ(вертларга таваккалнга еOJlинади. х.еч булмаганда битта хатнннг 
тннwли KOHBepтra туwмаслик эх.ТИМOJIлнгини топинг. 

27.3. Гурух.да 3 аъЛочи, 4 стуртчи», 6 суччи» ва 1 снккнчи» бор. 
Бнлетда х.аммаси булнб 20 еавOJI бор. Аълочн барча 20 та саВOJIга 
жавоб бера OJIадн, стуртчн» 16 та еаВOJIга, суччн» 10 та еаВOIIга, 
сиккичн» 5 та саВOJIга жавоб бера OJIди. ТаваккаЛИI'а чакнрнлган 
талаба 3 та саВOJIга жавоб бердн. Бу талабанинг снккнчн» экани 
эх.ТНМOJI.1НГННН ТОПНliГ. 

27.4. Бнтта ук узнwда ниwонга текказиw эх.ТНМOJIлнгн 0,8 га 
тенг. 100 та ук уз_анда 75 марта ннwонга тегнш эх.ТНМOJIлнгннн 
топннг. 

27.5. Агар бнтта ук узнwда нншонга тегнш ЭХТИМOJIлиги 3/4 га 
тенг булеа, 3 та ук узиwда нншонга тегнwлар сонидан нборат БУ.1ган 
Х таеоднфий МНКдорнннг такенмот конуннни ва F(x), М(Х), D(X), 
а(Х) ларин топинг. 

28.1. Мерган унга караб х.аракат кнлаётган ниwонга карата ук 
узадн. Бнринчи ук узиwда нншонга тегиw эх.ТИМOJIлнги 0,4 га тенг ва 
у х.ар бир кейннгн ук узиwда 0,1 га ортадн. 3 та ук узнwда нккн 
марта ниwонга текказнw ЭХТИМOJIлигн кандай? 

28.2. Турлн бир хонали сонлар билаll номерланган 9 та 
жетоннннг 3 таси OJIинади. Уларilи кетма-кет куйганда ёзнлган 
номерларнинг уенб борнw тартнбнда жойлаwнwн эх.ТНМOJIлнгнни 
топинг. 

28.3. Гурух.да 2 саълочи»,5 стуртчн»,18 сконикарли» укийднган 
ва 2 та сиккичи» талаба УкнЙди. Бир талаба чакирнладн. Агар 
саълочн» факат 5 бахо, стуртчи» бнрдай эх.ТНМOJIлнк бнлан 4 ёки 
5 бах.о, коннкарлн укийднган талаба эса бирдай ЭХТНМOJIлик бнлан 
4, 3, 2 бахо OJIНWИ маълум булса, чакнрнлган талаба 5 ёкн 4 бахо 
OJIиwн эх.ТИМOJIлнгнни топинг. 
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28.4. р(А) =0,7 БУлсин. А )(одисанинг 2100 сннонда 1000 ма , 
руй беришн Э)(ТИМQIIЛНГННН топннг. . 

28.5. Идншда 4 та ок на б та кора шар бор. Ундан кора шар 
чнкмагунча бирнн-кетнн шарлар QIIннади (кайтарнб СQIIинмасдан). 
Бунда чиккан ОК шарлар сонидан нборат булган Х тасодифий 
мик.дорнинг такснмот конунини на М(Х), О(Х), а(Х), F(x) ларни 
топннг. 

29.1 Бир хил карточкаларга 1 дан 25 гача булган натурал сонлар 
ёзилган. Танаккалига икки марта биттадан (кайтариб СQIIмай) 
карточка QIIинади. Хар иккала карточкада туб сонлар ёзилган 
булиши цтимonлиги кандай? 

29.2. 4 талаба бир хнл лабораторня ишинн )(исоблаЙди. 
Уларнннг Х8тorа нул кукиш ЦТИМQllликлари МОС )(олда 0,2; 0,3; 0,1; 
0,4 га тенг. Акалли бит!а талабанннг хатога йул куйиши э)(тимonлн­
гннн тonккг. 

29.3. 9 та кутига (О тадан шар шундай солннганики, нккитасида 
5 тадан ок шар, учтасида 4 тадан ок шар, турттасида 3 тадан ок шар 
бор. Танакка.1ига OIIинган шар ок булиб ЧНКди. Бу шар 3 та ок. шар 
жоilлаштирилган идишдан эканлиги Э)(ТИМQIIЛНГИНИ топинг. 

29.4. 3'йнн соккаснни \000 марта ташлаганда ток ОЧl(0II8Р 
700 марта тушншн эх.ТНМOIIЛИГIfНИ топннг. 

29.5. 3'йнн соккаси 4 марта ташланади. Сокканн 4 марта 
ташланганда б очконинг тушиш сонидан нборат булган Х тасодифиА 

мик.;J.орнинг так.симот конунини на М (Х), D (Х), а (Х). F (х) ларни 
топинг. 

30.1. Тула домн но тошларидан (28 та) таваккалига биттаси 
ошtнади. Уидаги очколар йигиндиси 10 дан кичик, 3 даи I(атта 
бvлиши э)(тимоллиги кандай? 

. 30.2. Идишда 10 та ок, 15 та кора ва 20 та кизил шар бор. 
Кетма-I(ет 3 та шар (к.аЙтариб солинмаА) олинади. Шарларнннг ОК, 
кизил, ок кетма -кет ликда чикн ши эх,тимоллигини топннг. 

30.3. Асбобларнинг 30 %ини юкори малакали, 70% ини уртача 
малакали мутахассис ЙИFади. К)к.ори малакали мутахасснс ЙИFган 
<lсбобнинг ишончлиги 0,9 га, уртача мутахассисники эса 0,8 га тенг. 
ОПИllган асбоб ишончди булиб чик.ди. Уftинг юкори малакали 
мутахассис тайёрлаганн эх,ТИМQIIЛИГИНИ топинг. 

30.4. Агар р(А) =0,8 6улса, А х.однсанинг \00 та синовда 
80 марта руА 6ериwи эх.тимоллигини топниг. 

30.5. Ичида 4 та ок ва б та кора шар булган идишдан 5 та шар 
о.nинади. Чиккан ок wарлар сонидан иборат булгаи Х тасоднфнй 
мик.дорнннг такснмот конуннни на М(Х), D(X), a(X),F(x) ларни 
топинг. 



7- §. БOFЛИl(мас таСОДllфllА 
микдорлар ЙИFИНДИСИНИНГ таI(СИМOfИ. 

Тасодифий аргумент функцияси 

14.7.1. Агар Х таеодифий микдорнин"г х:ар бир мумкин булган 
"ийматига У тасодифий микдорнинг битта мумкин булган "иймати 
мое келеа, у х.олда У ни тасодифий аргумент Х нинг функцияси 
дейилади ва Y=rp(X) куринишда ёзилади. 

1. Х - дискрет тасодифий мик.дор, х. - унинг мумкин булган 
"иiiматлари булеин, у х.олда: 

а) агар Y=rp(X) - монотон функция булеа, у х.олда Утаеодифий 
ми"Дорнинг мумкин булгаи "ийматлари у. = rp (х.) теНГJlикда н 
топилиб, Х ва У ларнинг мое кийматлари эх.тимолликлари тенг 
булади, яъни 

Р(У=у.) =Р(Х=х.). 

б) агар Y=rp(X) - монотон булмаган функция БУлса. Х нинг 
тур.1И кийматларига У нинг бир хил "ийматларн мое келиши 
му:-.IКИН. Бу х.олда У нинг мумкин булган "ийматлари эх.тимоллик.,lа­
РИIIИ тоnиш учун Х нинг У бир хил кийматлар кабул киладнган 
МУ'IКИН БУ-1ган кийматлари эх.ТИМОЛJlикларннн кушиш керак. 

2. Х - узлукеиз таеодифий микдор булнб, ЗИЧ.1ИК функцияси i (х) 
бу.lеин, у х.олда: 

а) агар у=!р(Х)'- монотон, дифференциалланувчи функция 
БУ'lиБ, теекари функцияеи Х= ф(у) БУ.1еа, У тасодифий микдорнинг 
g(y) зичлик функцияеи куйидаги тенгликдан тоnилади: 

g(y) ={[ф(у)J·lф'(у) 1. 

б) агар y=rp(x) - тасодифий мик.дор Х нииг мумкин булган 
к.иЙматлари ораЛИFида :.rOHOТOH БУ.1маган функция булеа, у х.олда бу 
ораликни <р(х) функция монотон буладиган ораликларга булиш ва 
х.ар бир монотонлик ораЛИFИ учун зичлик функцняеини тоnиш, 
еунгра g(y) ни ЙИFИНДИ шаКJlида таевирлаш керак, яъни 

g(y) =~g.(y). 

14.7.2. Агар Х ва У таеодифий мик.дорларнинг мумкин бушан х:ар 
бир жуфтига Z тасодифнй мик.з.орнинг мумкин булган битта 
киймати мое келеа, Z мик.дор иккита Х ва У тасодифий аргу­
ментларнинг функциясu дейнлади ва бу куйидагича ёзилади: 

Z=rp(X, У). 

1. Х ва У - дискрет тасодифий МИК.lорлар БОFликмае БУJlеин. 
Z =Х + У функциянинг таксимотини тоnиш учун Z нинг мумкин 

БУ_1Ган барча к.иЙматларини тоnиш керак, бунинг учун Х нинг хар 
бир мумкин булган кийматини У нинг барча мумкин БУ.lган 
к.иЙматларига "ушиб чикиш кифоя. Z нинг ТOnИ.lган мумкин БУ.lган 
киймаТJ1ари эх.тимоллик.lари Х ва У нинг кушилаётган кийматлари 
эх.тимолларининг куnайтмасига тенг БУлади . . 
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2. Х аа У - узлукенз БОfлнк.мае таеоДНфНЙ мнк.дорлар буленн ас 
)(еч булмаганда У.1ардан бнрннннг знчлик функцияен (- 00, + (0) 
оралик.да битта формула билан берилган булеин. У )(OJJда Z=X+y 
ЙИfИНДИнинг знчлнк функцияен к.уЙидаги формула орк.али тonилади: 

00 

g(z) = ~ {,(х) ·f2(Z-х)dх 

ёки 
00 

g(z) = ~ f,(z-y) 'f2(y)dy, 

бу ерда {, (х) аа {2(У) -х аа У нинг зичлик функциялари. 
Из 0)(. Агар аргументларнннг мумкин булган к.нЙматларн 

манфий булмаеа, юк.оридагн формулалар к.уЙидагича ёзилади: 
, 

g(z) = ~f,(Х)f2(Z-х)dх 
о 

ёкн , 
g(z) = ~f,(z-y) ·f2(y)dy. 

о 

'-м И С ол. Х днскрет тасодифий мик.дор ушбу так.симот к.онунн 
бнлан берилган: 

х 10 

Р 0,7 

а) У=2Х + 1 тасоднфий мик.дорнингтак.симur к.онуннни топннг; 
б) такеимar Функцияси G(y) нн ТОIlННГ. 
ЕЧIIШ. а) У=2Х+' Т<lсо.1IfфJtЙ MH!U0PHJflir M}"<IKHII БУЛГLl'1 

KJtii\I3T.1arHIIH топамиз: 

у, =2·3+ I =7. Уl=2·б+ I = 13. Y:I=2·10+ I =21. 
У=<р(х) =2х+ 1 функция монотон 5'суачи, ,шунинг учун х нинг 

турли МУМКИII булган к.иЙматларига У нинг турлн к.иЙматлари мое 
келадн. У нинг мумкин булган к.иЙматларн 3)(ТИМOJJликларини 

тonамиз: 

Р(У=7) =р(х=з) =0,2 
р(у= 13) =Р(Х=б) =0,1, 
Р(У=21) =р(х= 10) =0,7. 

у нннг так.симот к.онунини ёзамиз: 

у 7 21 

р 0,2 0,7 
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б) так.симот функцияси О (у) ни топамиз. 

0(7) =Р(У<7) =0, 
О( 13) =р(у< 13) =Р(У=7) =0,2, 
0(21) =Р(У<21) =Р(У=7) +р(у= 13) =0,2+0,1 =0,3, 
,,>21, О(у) =P(Y~ 21) =Р(У=7) +P(J'=13) +Р(У=21) =0.2+ 
+0.1 +0,7= 1. 

Шуидай к.илиб, 

а(у) ~! 
О, агар y~ 7. 

0.2, агар 7 <y~ 13, 

0.3, агар 13<y~ 21. 

1. а га ру> 21 . 

2- м и с ол. Х тасодифий мик.дор к.уЙидаги так.симат к.онунига 
эга: 

х 3 

Р O~ 

а) У = sin (iX)+ 1 тасодифий мик.дорнннг так.симот к.онунини 
ТOI1инг. 

б) М(Х), D(X), а(Х); М(У), D(Y), а(У) ларни JUiс06ланг. 
Е ч и ш. У нинг мумкин булган к.иЙм~тларини топамиз: 

YI=sin(i'O)+ 1 = 1, Y2=sin(~.1 )+ 1 =2, 

Y)=Sin(~.2)+ 1 = 1, Y4=sin(i'3)+ 1 =0. 

Куриниб тури6дикн. Х нинг турли к.иЙматларига У нинг 6нр хнл 
к.нЙматлари МОС келяпти. 

О, 1,2 - У ниtfг мумкин булган к.иЙматларн. Бу к.иЙматларга МОС 
эхтимолликларни топамиз: 

р(у=о) =Р(Х=3) =0.2, 
р(у= 1) =Р(Х=О) +Р(Х=2) =0,1 +0,4=0,5, 
Р(У=2) =Р(Х= 1) =0,3. 

У нинг изланаетган так.симат к.онунн к.уЙидаги куринишда 
6уладн: 

у I о I 1 I 2 

р ГO~ I 0,5 I 0,3 
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б) М(Х) =0·0,1 + 1·0,3+2.0,4+3.0,2= 1 ,7. 
D(X) =м(х2 ) _М2 (Х) =0+1·0,3+4.0,4+9.0,2-1,7~=0,81 
а(Х) = уО:ВТ =0.9, 

М( У) =0+ 1·0,5+2·0,3=1,1, 
D( У) =0+ 12 ·0,5+22·0,3-1,12=0,49, 
n(У)=0,7. 

3· м н с о,,. Х тасоднфнй мн!(Дoр (-i, i) оралн!(Дз текнс так.­
снмланган. Y=sin Х тасодифий ми!(Дoрнииг зичлнк функцнясн g(y) 
нн топннг. 

Е ч и ш. Х тасоднфнй ItIИ!(ДОР (- i, i) ораликда текис так.сим­
"анган, шунннг учун Х тасодифий мик.дорнинг дифференциал 
функцияси '(х) (зичлик функцияси) бу оралик.да к.уЙидаги кури­
нишга эга булади: 

1 1 ______ =-'--' 
'(х) = Ь-а =~-(_~) n 

2-- 2 

бу оралик.дан ташк.арида эса {(х) =0 БУлади. Y=sin Х функция 

( - i, i) ораликда MOHUТOH, демак, тескари функцияга эга, яънн: 
х=ф(у) =агс sin у. 

Ф (у) х.осилани топамиз: 

!J 

74- шак.л 

ф'(у)= y l (74-шакл). 
I-~ 

JI. 

g(y) зичлик функцияни g(y) =IlФ(У) Jx 
Х I ф' (у) I формула бунича х.исоблаЙ­
миз: 

g(y)=~,1 У/-II I пУI-/' 

. n n б" y=slnX ва -2<Х<2 улгани учун: 

-1 <у< 1. Шундай к.илиб (-1, 1) 
оралик.да: 

1 
g(y)=--==, 

n YI-'; 

'бу оралик.дан ташк.арида g(y) =0. 
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4- м и с ол. Х тасодифнА мнкдорнннг н нтеграл Функцняси 

(таксимur функцняси) F(x) берн.,ган. у= -~X + 2 тасодифнй 
микдорнинг таксимот функциясм G (у) ни. топннг. 

Е ч н ш. Так.снмот Функцнясннннг таърнфнга кура: О(у) = 

=р(у <fI~' Бирок., у= -~x+2- камаювчи функция, шунинг 
учу н у<у тенгсизлик Х>.( теНГСНЗJlИК бажарилгандагина урннли 
булади. 

демак, 

О(у) =Р(У<у) =Р(Х>х) 

Х <х ва Х>х к.арама-карши х.одисалар, шуиинг учун 

Р(Х <х) +Р(Х.>х) = I ва Р(Х>х) = I-P(X <х) = I-F(x) : 

Шундай к.илиб, О(у) = I-F(x). 
2 

ц= --х+2 теНГЛCjмадаи х ни топамиз: . 3 

3 
Х= ·i(2-y). 

Узи.l-кеси.ll куЙit.4А.Гига эга буламиз. 

О(у) = I-F[-t(2-:-Y) ] 

5- м н с ол . Х тасоднфий мик.дор (О; л) оралнк.да {(х) -~ siп х 
зичлик фуt\кuия билан бернлган; бу ораликдан ташк.арида 
[(х) =0. у=х2 нннг зичлик функцияси g(y) ни на М(У) математик 
К\'ПI,lИШIIИ T()llI1Hr . 
. I::: ч н 111. у=хl=ч:.(х) Функuия (О, ;'"1) орао1l1к..:щ К<lТ"ЫIЙ )'СУIJЧИ 

БУЛГ3111t УЧУII: 

g(y) =flф(у)]-IФ'(у) 1. 

ф(у) = vy у=х2 функцняга тескарн функция, 

I ф'(у) = 2~Y' IФ'(у) 1 = 2уу' 

1. - I _ sin У! . 
g(y) =2"SIП Vy· 2уу - 4У!l 

у=х2 ва О<х<л булгани учун 0<у<л2 , демак, У нннг мумкин 
булган к.нЙматлари (О; л2 ) оралнк.да жоilлашган. 
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,.,. ,.,.-
( I( s;nv!/ М( У) = J y·g(y)dy=- J y·-~-d!l= 
о 4 о "!/ 

y=t 2 I y=O,t=O 
dy=2tdt у=л2, t=л . ., 

1 ~ 2 sin/ 2 d 1 ~ 2' d 1 2 = - t .---. I '=- t SlПt t=-(л -4). 
4 / 2 2 

fI n 

6- м н с ол . Х ва У БOfлнк.мас днскрет таСQQНфНЙ мнк.дорлар ушбу 
так:снмот к:онунларн оркалн бернлган: 

х l] I 3 r 4 

р 1-0,З-' 0,7 р 0,4 

z = х + у тасодифнй мнк.дорнннг так:снмот к:онунинн топннг. 
Е ч н ш . Z нннг мумкнн булган к:нАматларннн топамнз: 

ZI=I+2=3; Z2=1+4=5; Zз=3+2=5; Z4=3+4=7. 

Бу мумкнн булган к:нйматларнннг эх.тнмоллнк.~арннн топамнз. 
Х аа У аргументлар. боrлнк:мас (зркли) булгани учу н 

х= 1 аа У=2 х.однса.lар х.ам боrлнк:мас. Шунинг учун 
р(z=з) =р(х= 1) .р( У=2) =0:3·0.6=0.18. ХУД-1Н ШУНJ.аЙ: 

P(Z=5) =р(х= 1)· (У=4) =0.3·0,4=0,12, 
P(Z=5) =р(х=з)· (У=2) =0.7·0,6=0,42, 
P(Z=7) =р(х=з)· (У=4) =0,7·0,4=0,28. 

Z=z2=5 аа Z=zз=5 биргаликдCl б)'~IМClГClН X.OДHt:CI.IClp, y.IClp­
нинг э,,"тимоллнклари к:ушилади, яъни 

0.12+0,42=0,54. 
ШУН.J.аЙ к:илиб, изланаётган так:снмот к:онунн к:уйидаги курн­

НиШДCl БУ.1ClДИ: 

z I 3 I 5 I 7 
Р 0.18 0.54 0.28 

7- м и с ол. Х аа У БOfлнк.мас таСОАНфНЙ мнк.дорлар зичлнк 
функцнялари билан берилган: 

{1 (х) =е- Х (O~x< 00), 

{2(У) =ie-~/2 (O~y< (0). 
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l = Х + У тасодифий МИКJIорнинг зичлик функциясини топинг. 
Е ч и ш. Аргументларнинг мумкин булган кийматлари манфий 

змас. Куйидаги формуладан фойдаланамиз: 

g(z) = ~f,(X) ·f2(Z-:)dх= 
n 

( ->[ I -1'->'171.4 I ( -> -Td 
}е 2е JUX=2}e·e Х= 
n о 

=-} ~e->.e -i.eidx=--}e -i ~e-idx= 
о о 

I -~ (-~ ( Х) =-2-f! '.2}е 'd -"2 = 
о 

= _e'!2. e ->f2 I ~ = _e-'/2(e-'12_1) =e- zI2 ( l_e- ZI2 ). 

демак, (О; (0) оралик.да: 

g(z) =e- zl'l-e- zl2j, 

бу оралик.дан ташкарида: g(z) =0. 

7- дарсхона ТOnШUрUГU 

1. Х тасодифий микдор ушбу гаксимa:r конуни билан берилган: 

х L·~ -1 I О I 2 

р I 0,1 I 0,2 I 0,3 I 0,3 I 0,1 

У тасодифий микдорнинг таксимот КОНУНI!ИИ топинг: 

<1) у=х2 + 1; б) У=2'. 
М(Х), D(X), а(Х), М(У), D(Y), а(У) .1аРНII х.исоб.11JНГ. 
Ж: М(Х) =0,1; D(X) = 1,29; а(Х) ~ 1,136, 

3) У 11 1 2 I Б 
р 0,3 0,5 0,2 

б) у 4 

р 0,1 

а) М(У)=2,3; D(Y)=2.01; tJ(Y)~1.42; 
б) M(Y)=I,425; D(Y)~I,13; a(Y)=I,06. 
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2. Х тасоднфнй мнк.дор ушбу такснмот КОНУНН бндан беРНJlГ<lН: 

х I ·1 1 О 11 I 2 
р 0.1 0,2 0,5 0,2 

у= 'ХI тасоднфнй МНКдорнннг такснмот ФУН/(ЦНЯСН О(у) нн 
топннг. 

Ж: 

1

0' агар y~O, 

0,2, агар O<y~ 1, 
О(у) = 0,8, ar<lpl <y~ 2, 

l,arapy>2. 

з. х тасоднфнй МНКдор (-~; ~) opa.1Hк.n.a те/(нс такснмдан· 

ган. Y=cosX тасоднфнй МНКдорнннг ЗНЧЛН/( ФУН/(ЦНЯСИ g(y) ни 
топинг. 

2 
Ж: (О; 1) ораЛНКда: g(y) =-.7==; бу ораЛИКдан таШК<lрнда 

л vl-I 
g(y) =0. 

4. Х тасодифнй МИКдорнннг таксимот ФУН/(ЦНЯСН Р(х) берншан. 
у= -5Х+ 1 тасоднфнй МНКдорнинг такснмот ФУН/(ЦНЯСН О(у) нн 
топинг. 

Ж: О(у) = I-F[-k(l-y) ], 

5. Х тасодифнй МНКдОР (о; -i) оралик.n.а {(х) =cosx, бу орали"· 

дан Т!llJJК<lрнда {(х) =0 булган ЗНЧЛН/( ФУН/(ЦИЯСИ билан берилган. 
у = Xl ФУН/(ЦНЯНННГ математн/( /(УТНЛНШННН топннг. 

л2 _8 
Ж: М(У)=·_· . .. 
б. Х ва У дис/(рет тасоднфнй МНКдорлар такснl'tlот конун.1ари 

билан бернлган: 

х j 10 , 12 , 16 у 1 1 , 2 

р "0,4 -l--оJl 0,5 р r0,2l 0,8 

z = Х + у тасОдИфий МНКдорнинг такснмот конунннн ТOIlннг. 
Ж: • 
z 11 12 13 14 17 18 

р 0,08 0,32 О,OJ о,оа 0,10 0,40 
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7. Х ва У БOFлнкмае таеОдИфИЙ мнкдорлар УЗJIврннинг ЭИЧЛик 
функцнялари бнлан бернлган: 

{.(х) =te-</3 (O~x< ао), 
(2(У) =~-Y/5 (O~Y< ао). 

z = Х + У таеоднфнй мнкдорнннг знчлнк функцняеннн топннг. 

(
..!:-e- Z

/
5 (1 _e-2zlo ), агар z~O, 

Ж:g(z)= 2 

О, агар z<O. 

8. Х ва У БОFлнкмас таеоднфнй МНК..10рларнннг хар бнрн 

[О; :l:tj кесмада теине такенмланган. Z =х + У тасоднфнй мнк· 
дорнннг такснмот конунннн топннг. 

iК: I 
O,arapz~O, 

O,25z, агар 0<z<2. 
g(z)= • 

I-O,25z, агар 2<z~4, 

О, агар z>4. 

7 - .мустак,uл uш 

1. Х тасоднфнй мнкдор ушбу такснмот-к.онунн бнлан берилган: 

х I -2 I -1 О 2 

р I 0,1 - I 0,2 I 0,3 I 0,3 I 0,1 

У =:2Х - I тасоднфнй мнкдорнннг такснмот конунннн тооннг. 

Ж: 
у L -5 I ~ j -1 j 1 I з 
р I 0,1 I 0,2 I 0,3 I 0,3 I 0,1 

2. Х тасоднфнй мнкдор ушбу такснмот конунн БН_1ан беРН.lган: 

х 
n n Зп - - -
<4 2 4 

р 0,2 I 0,7 I 0,1 

а) Y=sinX тасоднфнй мнкдорнннг такснмот ко.!}"нннн TOJIHHr. 
б) М(Х), D(X), о(Х), М(У), D(Y), о(У) .1ЗРНН хнсоБJJЗНГ. 
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Ж: а) 
у ~ 

2 

,. I 0,3 I 0,7 

б) М(Х)::::: 1,49; D(X) :::::0,92; а(Х) :::::0,96, 
М(У) =0,895; D(Y):::::O,04; а(У)=О,2. 

З. Х тасоднфнй МНКДОР ушбу такснмот конунн бнлан бернлган: 

х 1-1 1 О 1 1 1 2 ,. ~ ~ ~ ~ 

У = X~ - 1 тасоднфнй мнкдорнннг та кснмот Функцняси G (у) нн 
толи//г. 

I 
о, агар y~ -1, 

0,2, агар -1 <y~ о, 
Ж: G(y) = 0,8, <lr<lP O<y~ З, 

I агару>З. 

4. Х тасоднфий мн!Uорнинг знчлнк Функциясн беРН.lГан. 

!
~,aгapXE(-~;~) 
л 

{(х)= _ Л.~ 
о, агар х Е ( - -2-' 2) 

у = tgX тасО.'1ИфиЙ микдорнннг эичлик функциясн g(y) ни топинг. 

2 
Ж: g(y) =-- ._-~ ,- ()Q <у< + 00. 

л(I+!i', 

5. Х тасодифнй мнкдорнннг такснмот функцняси F(x) беРН.lГан 
БУЛС<l, а) У=4Х +6; б) У=аХ +Ь тасодифий мик.дОР.1арнинг 
таКСИМQТ функцияларннн толинг. 

[У-б] Ж: а) G(y)=F ---4'" : 

б) G(y) =FU~b ].а>ода; 

G(y) = 1- Р[У.--::!!.],а<о да. 
. а. 

6. Х тасоднфий .'otик.дор (о: %) оралик.да {(х) =cosx, бу ора.1НК' 
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дан ташкарнда f(x) =0 булган зичлик Функцияси билан бернлган. 
у = х2 функцнянннг дисперсияснни топинг. Ж: 20-2л2. 

7. Х 8а У днскрет тасодифиii МНl\дорлар уwбу таксимar 
конунларн билан бернлган: 

х 4 10 • r 7 

р 0,7 0,3 Р 0,8 0,2 

Z = Х + у тасодифии ~ИI\дОРIfИНГ таксимar конунини топннг. 

Ж: z 17 

р 0,06 

8. Х 8а У тасоднфни МИl<дорлар боr.1нкмас 8а хар БИРII 
[О. 1) кесмада текнс таКСИМ,1анган. Z = Х + у тасодифий МНl\дорнинг 
ЗIIЧ.1ИК функциясини топннг. 

Ж: I 
О. агар z<O. 
z.arapO~z<l. 

g(zl= 
2-z, агар I <z~ 2. 
О. агар z>2. 

8- §. НККИ УЛЧОВЛИ боfЛИк. тасOAllфИЙ мнмдорлар. 
КоррелАЦНЯ моментн 

ва корреЛАЦИА К09ффицнентн 

14.8.-1. Мумкнн булган кнйматларн (х, у) сонлар жуфти БН.1ан 
аннклаНУ8ЧИ (Х, У) тасоднфий микдорлар снетемаси икки УЛЧ08ЛU 
тасодuфuй .АСик,дор деЙН,lаJlН. 

ТаWКИ:l этувчиnари Х ва У дискрет булган нккн Улчов.1И 
тасодифий мнкдор дискрет деЙнладн. Таwки.1 :нувчнларн Х ва 
у узлуксиз буnган икки Улчов.1Н тасодифнй мнкдор УЗЛУКСUЗ 
деЙи.lади. 

Икки УnЧ08ЛИ таСОllИфНЙ мнкдорнннг мумкнн БУ.lган I\.нЙмат.lа­
ри 8а У:lарнинг ЭХТИМUIIликлари орасидагн моелнк нкки }'.1ЧОВЛИ 
тасодифий мнкдорнинг так,си.АСОТ к,онуни деЙилади. 

Икки УnЧОВЛИ дискрет тасоднфий МНКдорнинг таксимar конуни 
куйидаги усулnарННllГ бири орка.1И берилиwн мумкнн: 

а) мумкин булган кийматлар ва улаРНИltг мое ЭХТИМQЛЛНКJlаРlt 
ёзилган жадвал куринншида 
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х 
.11 Z, .1 •• У .. , 

'1 РII Pu ... РI. 

'2 Р21 Ра Р,. 

. ,. . .. ... 

, .. Р-, Р.,. .., Р-

'" P,;>o.i=T;n.j=l.rn ва L L p,,=I. 
1=1 1=1 

б) аналитик усулда (lIнтеграл функция К)'рIIНИ lJIида). 
14.8.2. Икки улчов.пи тасодифий МIIКДОр таксимотининг интеграл 

функ.ЦUЯСU деб 

F(x. у) =Р(Х <х. У <У) 

функцияга аЙтнлади. 
Интеграл функциянинг асосий хоссалари. 

1. O~ F(x. у) ~ 1. 
2. Интеграл функция х,ар кайси аргументи бунича каман· 

мандиган функциядир: 

агар Х2>ХI булса. F(X2. y)~F(xl. у). 

агар У2>УI БУлса. F(x. -!l2) ~F(x. YI)' 

З. F(-oo. У)=О. F(-oo. -00)=0. 

F(x. -00)=0. F(+oo. +00)=1. 
4. у= + 00 да F(x. У) интегр,м функция Х ташкил ЭТУВЧИНИIIГ 

интеграл функциясига айланади: 

F(x. + (0) =FI (х). 

х= + 00 да F(x. У) интеграл функцня У ташкнл ЗТУВЧННИ/iГ 

интегра.1 функциясига аН.lанади: 

F(+oo. y)=F2(Y). 

к.уЙндаги формула уринли 

P(XI<X<X~. YI<Y<Y2)= 

=(F(X2. У2) -F(xl. Y2)J-(F(X2. 111) - F(xl. 111) J. 

14.8.3. Иккн УЛЧOВJlи узлукснз тасодифнй IIИКДОРНИНГ ЗUЧАUк. 
ФУНКЦUЯСU деб интеграл функциядан OJ1инган иккннчн тартнблн 
ара.1аш хусусий х,оснлага антиладн: 

34-665 

f (• ) = a'lF(.I,J/) 
х, У дzау . 
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3ичлик функцияии билгаи х;мда ушбу формула буАнча интеграл 
функцияни топиш мумкин: 

N 

F(x,y) = ~ 
• 
~ {(x,Y'dxdy. 

{(х, у) ЗИЧ.1ик функцияга зга тасодифий нук.та (Х, У) нииг 
D сохага тушиш зхтиммлиги ушбу тенглик орк.али аНИlUlанадм: 

р[(Х, У) eDJ=!)j(x,y)dXdy. 

3ич.1ИК функция куйидаги хосса.1арга зга: 
1. {(х, у) ~O. 

OD "" 

2. ~ ~ {(х, y)dxdy= 1. 

:\гар (Х, У) НИНГ му~кин булган барча к.иЙматлари чекли 
D crJXara теГИШ.1И б5·.lса, 2· хосса куйидаги кУриниш.l<! fiулади: 

~~ f(x,y)dxdy= 1. 
[J 

14.8.4. Икки У·ЛЧО8.1И дискрет таеодиФий мик.дорнинг сон., и 
характеристика.lари: 1. Системани таШКИ.l 3ТУ8ЧИ Х 8а У дискрет 
таСОдl1фий миК,Дор.lарнинг математик куmлиши куйидаги форму.lа· 
,lар 6уйича аНl1кланади: 

. '" 
М(Х) = 1: 1: XPil' 

1=1 ;-1 . т 

f 
м(у)= ~ r. УР,г 

1=1 ,-1 

Агар Х 8а У таеодифий hlикдорлар боглик.мас булеа, у ХOJlда бу 
тасодифин мик.дор.lарнинг таксимот конунларидан М (Х) 8а М (У) ни 
куйидаги формула.,ар орк.али топиш мумкин: 

'" 
М(Х) = r. XJ1., 

k~ I . 
М( у) = r. YPi' 

'=1 

2. Х 8а У тасодифий мик.дор.lарнинг днепереИRJlаРIt уш6у 
форму.lаларлан тonилади: 
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'" . 
D(X)= 1: 1:pi;(x,-M(X»2, 

,_1 j_1 

'" . 
D( У) = 1: 1: Р,;(у,-М У )2. 

'-1 /-1 

дислеРСИ!L1Jарни х.исоблашда куйидаги формулалардан х.ам 
фойлаланиш мумкин: 

D(X) =м(х2 ) _[М(Х)]2, 

D(Y) =м(у2) -[М(У)У. 

з. Х, у дискрет тасодифий мик.дорларнинг уртзча квадратик 
четланиши 

а(Х) = yD(xj ,а( У) = у15(У) 

фармулалар ёрдамида зникланади. 
14.8.5. Икки УЛЧО8JJИ уэлуксиз тасодифий мик.дорнннг санли 

характеристикаларн: 1. УЭЛУКСНЭ тасоднфнй мик.дарларнннг мате· 
матнк кутнлиши ушбу формула буйичз х.нсобланади: 

+00 +-
М(Х) = ~ ~ xf(x, y)dxdy, 

+- +<» 

М(У) = ~ ~ yf(x,y) dxdy, 

бу ерда {(х, у) - энчлик функция. 
2. Системага кнрувчн Х ва У УЭЛУКСИЭ тасодифий мнк.дарларннн· 

дисперснялари куйидагн формулалар буйича топнлади: 

+'" t<» 

D(X)= ~ ~ [х-м(х) )2f(x,y)dxdy= 

_ +~OO +00 

~ x2f(x,y)dxdy-[M(X»)2, 

+OXI +~ 

D( У) = ~ ~ [у-м( У) )2f(x,y)dxdy= 

+~<» +00 

~ y2f(x,y)dxdy-[M(y))2, 

бу ерда {(х, у) - эичлнк фу"кция. 
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3. Х ва У тасодифий мик.дорларнинг уртача квадратик 
четланншларн к.уЙндагн форму.1а.1ардан аник.панади: 

п(Х) = yD(X) , а( У) = yD(Y) . . 
14.8.6. Тасоднфнй МНКдОр.1ар снстемаларн назарняснда /(орреля­

ция моменти (коварнаuня) К.у MyJ\HM po.~b УЙнаЙди. Днскрет 
тасоднфий МИКдорлар учун: 

К,у= l: l: (хгМ(Х)) (Yi-М(У))Рi;' 

Узлукснз тасодифий МИКдорлар учун: 

+~ +~ 

К.у= ~ ~ [x-М(Х)][у-М(У)]f(х,у)dхdу. 

Корреляuия моментнни яна к.уЙидагича х.ам тonиш мумкин: 

К.у=М(Х'У) -М(Х)М(У), бу ерда 

М(Х·У)= l: l: XPPi;' 

узлукснз тасодифий МИКдорлар учун эса 

+00 +00 

М(Х·У)= ~ ~ XYf(~:y)dXdy. 

Корреляuия моментининг асоеий хоесаси: агар Х ва У­
боrлик.мас (эркли) булса, К.у=О. 

14.8.7. Х ва У тасодифий МИКдорнинг /(орреляция /(оэффUЦuентu 
деб 

сонга а Йтилади. 

К,у 
Г'y=-o(x)~y) 

Корреляuия коэффиuиентининг хоссалари: 
1. дгар Х ва У - боrликмас тасодифий МИКдорлар булса, у х.олда 

Г.у=О. . 
2. Г'У - улча мснз катталик (ми Кдор) , шу билан бирга 1 Г'У 1 ~ 1. 
3. дгар У =АХ + В, бу ерда А ва В - узгармас сонлар бу.lса, 

Ir.yl = 1. 
14.8.8. '(х,у) зичлик функuияга эга булга н (Х,У) система учун Х ва 

У БОFЛИк. булмаса 

'(х. у) ={I (х) '{2(У) 

булади, бу ерда мое х.олда 'l (х) - Х иииг, '2 (у) - У нинг ЗИЧ.1ИК 
функuияси. 

532 



14.8.9. Иккита боrлик Х 8а У таеодифнй МНКдорларнинг 
.1неперсняси учун к'УЙНдагн Форму.1а уринлн: 

D(X+ У) =D(X) +D(Y) +2K.~. 
Хуеуеий "OJJда, агар Х 8а У таеоднфий МИКдорлар боr.1НК 

булмаеа, у "о,1да 

D(X+ У) =D(X) +D(Y). 
1- м н е 0.1. диекрет иккн УЛЧО8JIН (Х, У) тасодифий МНКдорлар 

енетемаеинннг таК,енмот конунн берилган: 

~ з 10 12 

4 0,17 0,13 0,26 

Ii 0,10 0,30 0,06 

Ташкил ЭТУ8ЧИ Х 8а У МНКдорларнинг такеимот конун.1аринн 
топинг. 

Е ч н Ш. Х нинг мумкин булган кийматлари эх.ТИМOJJлмклаРИIIИ 
топамиз, бунинг учун эх.ТИМOJJлнкларнн суету н бунича:. кушиб 
чикамиз: 

Р(Х=3) =0,17+0,10=0,27, 
Р(Х= 10) =0,13+0,30=o,43, 
Р(Х= 12) =0,25+0,05=0.30. 
Демак, 

х I з I 10 12 
р О:Л 0,43 0,30 

- ташкил ЭТУ8ЧИ Х нинг так­
еимот конуни. 

Текшириш. 0,27+0,43+ 
+0,30=1. 

У нинг мумкин булган кийматлари эх.ТИМOJJликларини топаюlЗ. 
бунинг учу н э"тимо,1Ликларни «еатр буйича» 1i.)'llJиб Чliкамиз: 

Р( У=4) =0,17 +0,13+0,25=0,55, 
р( У=5) =0,10+0,30+0,05=0,45 
ТаШКи.1 этувчи У нинг TaKellMOT конуни куillцаГllча б~'лаДIi: 

у 1_ 4 1 
р 0,55 

5 

0,45 
Т('КШИРИIlJ: 

0,55+0,45= 1. 

2- м и е 0.1. Таеодифий микдорлар еиетемаеи (Х,У)нннг такеимот 
конуниберилган: 

~ 1 2 3 

-1 1/18 1/12 1/36 

2 1/9 1/6 1/18 

3 1/. 1/4 1/12 
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M(XI. М(У). D(X). D(YI. Г,!/ ларни тonинг. 
1 1 1 1 1 

Ечнш. М(Х)='·-+2·-+3·-+'·-+2·-+ 
18 9 6 12 6 

1 1 1 1 7 
+3'"4+ "36"+2· 1i+ЗС 12=з· 

1 1 1 1 1 1 
М( У) = '·-+2·-+3·-+ '·-+2·-+3·-+ 18 12 36 9 6 18 

1 1 1 11 +'·-+2·-+3·-=-. 6 4 12 6 

Х ва У тасодифий микдорларнинг дисперсиясини х.ис06лаш учу н 
(Х. У) микдорлар системасидан (Х.9") микдорлар системаСига 
ута,,!из, бу ерда . 

Х=Х-М(Х), Y=Y-M(YI. 
1/ 7· 11 
л =Х -3-' У = У - -6-' 

jКадвал тузамиз: 

~ -5/6 1/6 7/6 

-4/3 1/18 1/12 1/36 

-1/3 1/9 1/6 1/18 

2/3 1/6 1/4 1/12 

( 4)2 1 ( 1)2 1 (2)2 1 ( .. V 1 D(XI = -3- '18+ -3 . 9+ з '6"+ --3 J . 12 + 

( 
1)2 1 (2)2 1 ( 4 V 1 + -3 '"б+ 3- . -4"+ -3 J . 36 + 

+ (_.~)2 . ....!....+ (~)2 . _~= _~ . 
3 111 3 12 9 

( 
5)2 1 ( 5)2 1 ( 5У 1 D (У) = - б . 18 + - 6" " + - 6" J 'б + 

( IV 1 (1)21 (1)21 + БJ '12+ -6" '"6+ 6" '"4+ 
( 7)21 (7)21 (7)21 17 + 6" . 36 + 6" ')8+ "6 '12=36"' 

а(Х)= ~ {s _ -{5 v9 - ---т-. 

а( У) = ~ [т1 = _У..'! 
V3б б 

(,~.YI система таксимоти жадвалидан фоЙдаланиб. Кх!/ ни 
ГOllамиз. 

534 



к =(-~)(-~).~+(-~).~.~+ 'v Э 6 18 Э 6 12 

(-~).~.~+ (-~)(-~).~+ (-~)~.~+ . Э6Эб Э 69 Э66 

+ (-~).~.~+~(-~).~+~.~.~+ 
Э 6 18 3 6 6 Э 6 4 

+~.~.~= _~( __ 5_+J_+_7_)_~. ( __ ~+ 
з 6 12 Э 108 72 216 Э 54 

+-+- - --+-+- =-·O--·0-t7-·0=O. 1 7)+ 2 ( 5 1 7) 4 1 2 
З6 108 Э 36 24 72 Э Э 3 

K,j/=O булгани учун корреляция коэффицненти х.ам нanга тенг 
булади: r,v=O. 

З· м и е 0,1. (Х, У) таеоднфий МИКдорлар еиетемаеи к.уАНдагн 
зичлик функцняеи билан берилган: 

_{ а sin (Х+У), (х,у) Ей, 
!(х,у) - О, (х,у) Ё й. 

I
O~x~~, 

й: n 

O~y~"2' 

К,уйидагиларни топинг: a~ а коэффициентни; б) М(Х), М(У) ни; 
В) а(Х), а(У) ни; г) Г,у ни. 

Е ч и ш. а) а коэффициентни 

к/2 .12 

а· ~ ~ sin(x+y)dydx=l 

п·tlГ.1а !\1<IДiJ I1 топаМflЗ. 

","1 :112 !l1;! 

а ~ ~ sin(x+y)dydx= -а ~ cos(x+y) /t~'l dx= 
О о n 
.12 

( /'12 1 =а j (sinx+eosx)dx= a(sinx-eosx) о =2а, а="2' 
о 

D еох.ада {(х,у) =+sin(x+y) . 

,,/2 ,,/2 ./2 ./2 

б) M(X)=~ ~ ~ xsin(x+y)dydx=~ ~ xdx ~ sin(x+y)dy= 
о о о о 

.12 . 

.~ [cos(x+t1-соsХ }:dx= 
о 

• /2 
1 ( / к/2 1 

= -2" j cos(x+y) о .dX=-"2 
о 
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л/2 nn 
= -i ~ х(Siпх+сosх)dх=~х(siпх-сosх) 1:12 -~ ~ (siпх-

II о 

n 1 1 ,,/2 n 
-сosх)dх=-+-(сosх+stпх) =-. 

4 2 о 4 

Худдн шунга ухшаш: 

,,/2 ,,/2 

") а2(х) ~M(x2) -[M(X)J2=~ ~ ~ х2siп(х+у)dуdх -
о о 

2 .• /2 I n/"l 2 ,,/2 
n 1 n 1 2' --- = - - (xcos(x+y) dx--- =- (х (SlПх+соsх)dх-
16 2 J 16 2 J 

u о о 

2 I "!2 ,,/2 2 
- ~=J х2 (siпх-сosх) - (х(siпх-сosх)dх- ~ = 

16 2 о J 16 
() 

2 '~/2 .• /2 2 
=~ +х(siпх+соsх) - ((sillx+cosx)dx-~ = 

11 о J 16 
о 

~2 n I ,,/2 п2 п2 =-=-- +-+ (siпх-сosх) ---=-- +-"--2 11 2 о 16 16 2 . 

2 У ."12 +8."1-32 
(J ( ) =-I-б---=-__ 

,,/2"/2 

г) К.у=М(ХУ) -М(Х)М(У) =~ ~ ~ХУSiП(Х+У)dУdХ-
о о .. 

2 ,,/2 ,,/2 2 "/2 
n 1 ~ ~. d n 1 ~ [ 1 ,,/2 + -- =- xdx УSIП(х+у) у--= -- ycos(x+y) -
16 2 16 2 о 

о о о 

n/2 2 ,,/2 

~ cos(x+y)dy]xdx- ~6 = -f ~ X[~OS(x+i )-Siп(х+i)+ 
u о 

2 ·ч'J. 2 

+ SiПХ]dХ-~= -~ (х(--"-Siпх-сosх+siпх \""x-~ = 
16 2 J 2 i 16 

IJ 

,,/2 2 

1 ~ (П' + . 'jl n 1 (:. n + =- Х -SlПх СOSХ-SIПХ х--=-х SlПх- -::-COSX 
2 2 16 2 2 

о 

_/2 2 

+ ) 1,/2 1 ~ (: . n + 'jl n n cosx - - SlПх--::-соsх COSX х--=--
о 2 2 16 4 

о 

53б 



8л-16-л2 

16 

8л-16-л2 ~ _ 0,73688 ~ -о 2454 
л2 +8л-32 ~ 3,00232 ~ , ' 

8- дарсхона ТОПШUРUFU 

1, Дискрет икки УJlЧОВJlИ (Х, У) тасодифий микдор таксимот 
конуни оркаJlИ берилган: 

~ 26 30 41 50 

2,3 0,05 0,12 0,08 ОМ 

2,7 0,09 0,30 0,11 0,21 

ТаШКИJl этувчи Х ва У тасодифий микдорларнинг таксимот 

КОНУНJlарини топинг. ~ 

Х 26 30 41 50 
Ж: 

• р 0,14 0,42 0,19 0,25 

2. Иккита тасодифий МИКДОРJlар СИСТ(~:vIаси (Х, У) нинг таксимот 
конуни беРИJlган: 

~ 20 40 60 

10 3" " О 

20. 2" 4" 2" 

30 " 2л. 5" 

Куйида ГИJlа рни топи нг: 
а) л коэффициентни; б) М(Х), М(У) ни; в) D(X), D(Y) ни; г) Гху ни. 
Ж: а) л=1/20; б) М(Х) =22; М(У) =41; В) (J2(X) =56; 

(J2(y) =259; г) Гху=0,56. 
3. (Х, У) тасодифий микдорлар системаси куйидаги ЗИЧJlИК 

функция оркаJlИ берилган: 

_{аху, xED, 
{(х, у) - о, х ED. 
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D еох.а х+у-I =0, х=о, у=О туrри чизик.лар била н 
чегараланган учбурчак. 

Куйидагиларни топинг: а) а коэффициентни; б) М(Х), М(У); 
В) й(Х), й( У); г) '.у. 

2 • 1 
Ж: а) а=24; б) М(Х)=М(У)=S; В) Й(Х)=Й(У)=2"5; 

2 
г) '.у= -з. 

4. Икки улчовли (Х; У) таеодифий мнкдорнинг зичлик функцияеи 
берилгаи: 

1 
{(х,у)= ,..2(1+x2(1+!l))· 

Куйидагиларии топинг: а) P(O<X<I, O<Y<I) ни; 
б) такеимат функцияси F(x, у) ни; 
В) х.ар бир Х ва У таеодифий микдорнинг зичлик функцияларини. 

Ж: а) P=-h;; б) F(x, у) =.~~(arctgx+ ~) (aгetgy+·i); 
1 1 

В) {,(х) = 1 {2(У) =---.-2 . 
,..(I+.r) ,..(I+!I) 

8- Alустак,uл uш 

1. Таксимот конуни билан беРИ,1Ган икки улчовли таеодифий 
МИКдор ташкил этувчиларининг такеимот конунларини топинг. 

~ 2 4 5 

1 0,12 0,18 0,10 

.1 0,10 0,11 0,39 
-~ 

Ж: 
х 2 4 5 

р 0,22 0,29 0,49 

у I 1 I 3 

р I o~.o-I 0,60 

2. Таксимат функция 

F(x, у) = -arctg -+- --аге tg-+-(
1 х 1 )(1 У 1) 
,.. 2 2,.. 3 2 

булган икки улчовли (Х, У) таеодифий МИКдорнинг Х ва У ташки" 
этувчи.1ари еинов натижаеида Х <2, У < 3 кийматларни кабу_~ 
килиши эх.ТИМOJIлигини топинг. 

9 
Ж: Р(х<2, У<3) =16. 
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з. Тасаднфнй мнкдорлар снстемасннннг знчлнк функцнясн 

{ а
2_х2_у2, агар x2+y2~a2 (а>О), • 

{(х.у)= О ., ., ., 
, агар х<+у<>а< 

булган Tal{CHMar I{OHYHHra БУЙсунадн. 
Куйндагнларнн топннг: 
а) а козффнцнентнн; 
б) М(Х), М(У); 
в) а2 

( Х), а2 
( У) ; 

[.) Г'У • 

4_ [2-
Ж: а) a~; б) М(Х) =М(У) =0; 

2 2 I 
в) а (Х) =а (У) = з у 2:' ; г) Гху=О. 

9- §. ВариациOlf к.атор учун ПOJlигOlf ва 
ГИСТOI"рамма. Танланманинг асосий СOlfли 

характеристикалари 

14.9.1. Текшнрилаётган аломат буйича 
uбъектлар туплами бош тfjnлам деЙн.lади. 
танлама деб текшириш учун OJJинган 
аЙтнлади. 

урганнладиган барча 
Танланма тfjnлам ёкн 
объектлар тупламига 

Туплам (танланма ёки бош туплам) ."fажми деб бу тупламдаги 
объект.13р сонига аЙтилади.·· 

Бирор Х бе.1ГИНИ (дискрет еки узлуксиз) микдор (сон) жихатидан 
урганиш учун бош тупламдан n J(ажмлн XI, Х2, ... , ХN танланма 
ажраТИ.1ган БУлсин. 

Х беJ1ГИНННГ кузатиладиган XI, Х2, ... , х, к.нЙматлари вариантала(' 
.1.еЙиладн. 

Варианталарнинг )'Сиб борнш тартибнда ёЗН.1Ган кет">tа·кеТ.1ИI·1I 
вариацион ~aTOp деЙнлади. 

Тан.lанманинг статистик Ta~cиMaги деб варнанталар ва улаРГ,1 
мое частоталар еки нисбий частота.1ардан нборат жадвалгi.l 
аЙти.lади: 

Xi 1 ~ L.l:L 1_ ... _ 1 .1:, Х/ .1:, I .l:J .1:" 

11/ '-11,-' IIZ Т .. ~ 1 11, 
ёlUl .. / ·I/~ I ·2/~ .A!~ 

Барча частоталар йиrиндиси танланма хажмига тенг, яънн 
nl +n2+ ... +n.=n. бу ерда nl. n2, ... , n.- ча'Стоталар. 

Барча нисбий частота.lар йиrиндисн бнрга тенг, яъни 

WI+W2+ ... +w.=I, бу ерда ШI=nl!n, Ш2=n2!n, ... , w.=nk!n-
нисбий частоталар. • 
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Белги узлукеиз булеа. унииг барча кузатиладигаи кийматлари 
жойлашган оралик h узунликдаги кисмий ораликларга булинади аа 
i-ораликка тушган частоталар йиrиидиси (еки ниебий частоталар 
йиrиндиси) топилади. 

14.9.2. Частоталарnолигонидебкесмалари (xl.nl). (Х2.n2) •...• (Х •• 
n.) нукталарни туташтирадиган сини к чизикка аЙтилади. бу ерда 
х, - танланма аарианталари. n; - мое частоталар. 

Нис6ий частотаАар nОАигони деб кесмалари (XI. WI). (Х2. ш2) •...• 
(Х •• Ш.) нукталарни туташтирадиган синик чизикка аЙтилади. бу 
ерда х, - танланма аарианталари; Ш, - уларга мое иисбий частота­
лар. 

Белгннинг узлуксиз таксимланишини яккOJI курсатиш учун 
гистограммаАар деб аталуачи диаграммалардан фоЙдаланилади. 

ЧастотаАар гистрограммаси деб асослари h узунликдаги 
ораликлар. баландликлари эеа n;/h (частота зичлиги) нисбатларга 
тенг б5'лган туrри туртбурчаклардан иборат поrонааий фигурага 
аЙтилади. 

n 
S,=h· i=n,- кисмий i-туrри туртбурчакнинг юзи . 

• 
S = l: n;=n- частоталар гистограммаси юзи. 

; ... 1 

Нис6ий частотаАар гистограммаси деб асоелари h УЗУНЛИКдаги 
ораликлар. баландликлари эса w;/h (нисбий частота зичлиги) 
ние6атларга тенг булган TYFPH туртбурчаклардаи иборат ПОFонааий 
фнгурага аЙтнлади. 

w 
S,=h .,;-= Wj - кисмий i-ГУFРИ туртбурчакнинг юзи. 

t 

S= ~ "Ш,= 1- нис6ий частоталар гистограммасининг юзи. 

~ 14.9.';1 х 6е.1ГИЛИ бош тУп.lаМНИIIГ таксимот ФУНКЦIIЯСИ F(x.U) 
65',1116. (J - HOMaЪJ1YM lIарзметр 6Улснн. Xl ..... Хn шу 60Ш TYllmlMAaH 
0,,1 ИI 1 га 11 • тзнлама 65"<lСИН. Таll.1<1нманинг ихтиёрий Функцияси 
L (X1 ..... X n ) статиСтика деЙилади. 

СтаТИСТltкзнинт кузатилган киймати L(XI ..... Xn ) НН О пара-
метрнннг такрнбий кийматн еифатида OJIинади. Бу хо.1да 
L= L(XI ..... Xn ) статистика U параметрнинг 6a~ocи деЙилади. 

х=..!.. ± х, - танламанинг урта киЙмати. S2=..!.. ± (Х-Х)2 
n n ' 

1=1 ;_1 

танланманинг дисnерсияси деЙиладн. 

Агар МцХI ..... Хn ) =0 шарт баж.а,рилса. L бах.о О пара метр учу н 
сиАжимаган ба~о деЙиладн. 

Агар L бах.о аа х.ар кандай I!>O учун 

limP(1 L-OI ~f) = 1 
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~ 

урин.'и булеа, L ба)(о (1 параметр учун аСОС.Аи 6a.fo деЙи.lади. 
Агар L ба)(о учун 

limD(L) =0 

б}'Jlеа, L 6а)(0 (1 пара метр учун аеосли 6а)(0 БУлади. 
Агар L бако учун 

limM(L) =8 

б у.l са , L бах.о 8 параметр учун aCUlICnTarllK СUЛЖUllCаган. 6a.fo 
деЙиладн. 

Агар (1 параметриннг L1 аа L1 силжнмаган бако.lари берн.lган 
бу.lнб, D(LI) <D(L2 ) БУ.,еа, L 1 бах.о L2 бакога ннсбатан саllCаралu 
6а-\"о деЙн.lаJJJl. 

Берилган n кажмли танланмада энг кичнк дисперсняли бако 
callCtyJa.AU 6a.fO дейиладн, 

Х бош туплам }'рта киймати учун силжимаган, асос.1И на 
еамаrа.1И бако БVлади. 

5 бош тУп.,аМ диепереияеи учун аеимптагик еилжнмаган, асосли 
бако булади. 

-11- 52 бош туплам диепереняеи учун снлжимаган, асосли бако 
11-1 

БУладн./I'аиланманинг урта кнйматн аа днеперсняларннн КНСОО­
лашни соддалаштнриш y~H баъзан куйидаги фОРМУ.1алардан 
фойдаланилади: 

Х,-С i=l,n, 
и,= --h-' 

1 --
и=- l: upX=u.h+c, 

11 ,-1 

5 2 =..!. ± (и-u)2, 
• 11 ' 

i_1 

5~=h2 .5~, 

бу ерда с аа h eott.1apl! )(необлашни енгиллаштирадиган килиб 
таНJ,анади. 

1- м и с 0.1. Берилган танланма такеимагн буйнча частоталар аа 
ниебий чаетоталар ПQIJигонларини чнзинг. 

х/ I I 2 I 4 I 5 I · 
... 5 10 15 7 S 
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n .. 

J 

fJ 

ю ~ 
о 1 1 J ~ 5 6 7 8 1.,. 

75· ша,,-' 

, 

.1$ 

fO+О 
Ю.J 

liO 

щ. 

А--
01 f 1 J 4 J 6 7 8 " .. 

76· шакл 

Ечнш. n=5+1O+15+7+3=40-танланма ",ажмн. Нисбий 
частага.1арни топамнз: 

", 5 10 15 7 
"",= -;;' W 1 =40"' Ш2= "40' Ш.]= "40' Ш 4 =40' 

з 

""·'=4"0 

Ж, 

., 
8 

3/40 

75" шаК.1да частага.lар ПQIJНГОНН ва 76- шаклда нисбий частота· 
лар ГI~lНГОНИ тасвир.lанган. 

2· м и с 0.1. Берн.lган таН.1анма так.симаги бунича частоталар ва 
ннсбий частота:rар гистограмма.,арини чизинг. 

Ж'-Ж""l 5-10 10-15 15-20 

11, 2 6 12 

1 1 2 ., 
15 5 5 

Ечиш. n=2+б+12+1O=30-танланма ",ажмн. 

"1 2 
h =5, h :~=O,4; "~--~= 1,2; 

h - 5 

".I 12 " 4 10 -';. = -5-= 2,4;;;. ="5 = 2. 

"'1 

h 

2 Ш2 
15()' h 

6 wз 
150' h 

1:1 
150 
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10 
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f f-f 
S-JD 12 

J··t ~ 
,,0 
.L 
1т 

O·yt---m:gw~ 1 - ISQ О S1()I$IfJH Х 

01 J ,0 '5 10 15 Х 

77· ша...., 78· шаkJI 

77· щаКЛД8 Ч8стar8лар ПOl1нгонн 88 78- шаклда нисбий частота· 
.1Нр гнстorР8ММ8ларн тасаИР.1анган. 

3· м н с ол. Бош тупламдан ,,=50 х.ажмдаги танлаНМ<I ажра· 
ГН.1ган: 

ж, 1 I 1 5 1 7 110 ,., 16 12 • 14 
Бош туплам УРТ8 к.иЙматннинг СИ.1жимаган бах.оснни топннг. 

Е ч и 111. Бош туплам урта к.нНматннннг l'нлжимагаи бах.осн 
filHmlHMaHHHr урта к.иАматн. Шунинг учуtt 

х .... _~:' == 16.~,:t-12'S~8:.~J~ . .!.~ =5.76. 

4- м н с ол. Бир асбоб ёрдамнда стt'рженнинг УЗУН.1ИГlI беш марта 
У.lIЧIIНГ8НД8 (снстематик хаТ0I18Рl'НЗ) куiiидаги натижа.lар о.lинган: 
92. 94, 103, 105, 106. 

iJ) стержен узунлнгннннг Т811.18нма урта киliматнни тonинг; 
б) асбоб Ау., куАган хаТOI1арнннг таН.lанмз .'I.нспеРСИЯСНИI' 

топинг. 

Е ч и Ш. н) ТаНJlаМlI урта кннматн Х "н топиш учун шаРТ.1I1 
ваРНilНТ8.1врдан ФоtЦi:l.lанаМIt]. ЧУНI'" .13П;lабкн 8аРllзнтз.lар­

китта сонларднр: 

,.,=X j -92 
- • O+:l+1I+13+14 
Х=92+ --------5----- - =92+8= 100. 

б) TaIМ8HMa днспеРСНRНИ топ.ми3: 

s:-

. 
~ (X,-X)~ 

'--~_I __ , _,_ .. __ == 
It 

(92-100)~' + (!Ц_lоо\t+ (100_100)1 ---. -- . -- --5------------- + 

+ f_I_~=_LОО·~tCl~_-Н~~~ =34. 
• 5 

м., 



.11 

НН 

t 
Е 

11 

" 
h 

'" \ 
h 

11 .. А 

5- м и с ?л. n = JO хажмли танланманинг ушбу так.симоти буйича ~ 
танланма уртз кинматини топииг: I 

Х/ I 121iO_J 1270 I 1210 

111 2 \5-1·з 

Е ч и ш. дастла6ки нариаитзлар катта СQНлар. шунииг учун 
IJ,=Х, -1270 шартли нариантзларга утамиз: 

IIj J-2O t О I \0 
111 Г- 2- -Г--i--l 3 

х =С+и= 1270+ 2·( -:-:-20~ +5.()+}.1~= 1270-1 = 1269 
10 . 

6- м и с 0,1. Уwбу n = 10 хажмли танлзимз тзкснмоти буйича 
т;\ H.~a н мз дисперсияни топи нг. 

Х1 L_!86._1 192 I 194 
111 ,. ;'--1--51 3 

• 
Ечиш. 1J,=X,-191 wартли нзрианталарга утамиз: 

111 I __ sJ __ x~J 3 

111 Г-:i-1-51 3 

5
2 ~n и2 

u=_!..~ 
n 

_n,и, 2_ 2·5 ·5·1 +3.3 
[ 
"] 2 2 2 
--,;_. - -----1-0--

- [?~!=-5-'--1}-1-+3~~ ] 2= 8.2 -0.16=8.04. 

7- ~ и с 0,1. Уlll6у n = 10 хзжмли танлзнма тзкснмоти 6уйича 
таН.1анмз уртз кийматнни на таилзнма дисперсияни топииг: 

Х/ I o.ollo,04J 0,08 

"1 Г-s--Г з -1 2 

Е ч и ш. U,= НЮХ, (h= 100) шартли взризнталаРI'З утамнз. 
нзтижадз куйидзгн таксимотии ХОСНJI киламиз: 

111 1 4 8 

111 5 3 2 
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- I",ui 1 
U=-,,-=IOO(I.5+4.3+8.2) =0,33. 

S2= I"iU~ _ [I"iUi]2 
и" " 

5.12+З'42±~:!,: _[_5~IH·~±~:~]2 =7,21. 
10 10 

Si=~.S2= -1-. 7,21 ~O,OOO7. 
h2 и 1002 

9- дарсхона тоnшuрuгu 

1. Бирор дискрет тасодифий микдории ургаииш чогида 40 та 
60f'ликмас сииовлар иатижасида куйидаги таилаима х,осил килин­
ган: 

10,13,10,9,9,12,12,6,7,9, 
8,9,11,9,14,13,9,8,8,7, 
10,10,11,11,11,12,8,7,9,10, 
13,3,8,8,9,10,11,11,12,12. 
а) вариацион катории тузииг; 

6) иис6ин частurалар жадвалннн тузинг; 
в) иисбин частurалар пмнгонини чизинг. 
Ж: а) 6,7,8,9,10,11,12,13,14; 

6) 

х 
I I - I -- I -- I 1З! 14 

В) 79- шакл. 

lU" 

8 
iiiJ 

~ 
;;0 

3/4 ( , ~O 

~, , 2 J • j 6 7 8 9 10;' ;2 IЗ 1" ~. 
7~· шаКJ1 
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s.';'r·.~~..JH fdH.l.lhM.1 T •• !\~·a\l,Inl (i'iщч .. IfH(~" ч.н·т\~т ••. ';II' 
", •• rUlT.' 'I'I.),·ИН04 ЧМ.ЩIIГ, 

Ж: 80- шак..1. 

'"'\ 
Т 

"гl,*, I 0-1 I-,t ....... 
lIr .11. 

~ 

8(1. ша ... , 

3. Бош ТУПJlаМД8Н ,.=60 х.8ЖМ.'Н T8НJ18HMII 8*ратм.1ган: 

", I 1 I s I • J • 
.. 8 I 40- Т' 10 1 1 

~ш ТУПJI8М урта кнАматннннг СНЛЖltМ8ган б8х.осннн тмннг 
Ж: ,\'=4. 

4. Таваккалнга Т8НЛ8б олннган 100 Т8лвбв б9tмнм (СМ.Л8РДU) 
улчаш натмжаЛ8РН берилган: 

Вf18 154-158 158-181 181-1. 1 ........ 1'10 1'10--174 1~171 171-181 

TU8bl· 10 14 • 28 11 8 1 
"8рCOIIII 

Текшнрилган талабалар буАларинннг ТIIНЛВНМII урта киАМ8rНIIН 
ва танланма дисперсиясннн топннг. 

К у Р с а т м а: Оралнкларнинг урталврини ТОПИIIГ В8 уларни 
варнаНТ,!Iлар деб 2кабул кнлннг. 

Ж: х= 166, S =33,44. 
5. [YPYJU1arM 40 талабанннг ёзма ишларн бах.олвринннг ЧВСТlrтн, 

лари жадвали берилган: 

B8~-", 2 I 4 5 

Ч8C'1'V1'8 - S • • 4 ,.. 
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Х. S2, 5 .1apHH ТО//ИlfГ. 
Ж: Х=3,75; S2=0,5375; S=O,74. • 
6. Уш6у ,,= 100 х,ажмлн танланма Tal(,CHMOТH 6уАнча ТiJнланма 

днсперснянн тonннг: 

х, 12&02 1*'1-1-
~ 8 ~ ~ 2 

Курсатма: и,=Х,-2844 шарт.1Н варнанталарга Утннг. 

Ж: 5:;'=S;'=12603. 

9- .WyCTQ'"iIi./ ИIll 

1. I\I/РIfШ IfМТНХ,ОJl.lарнда 3.1.1111\ айнтурнент k,УЙНД"ГII (ja:I.1apHI, 
0.1.:1 Н : 

12,14,19,15,14.18,13,16,17,12,20,17.15,13,17,16,20, 14; 14,13, 17.16,15. 
19,16,15,18,17,15.14,16,15,15, 18, 15,15,19,14,16,18,18,15.15,17,15,16, 16. 
14,14,17. 

б) 

а) ваРl!ацнон каторнн тузннг; 
б) ннсбнй частоталар жадвалннн тузннг; 
в) ннс6нА частоталар пмнгонннн Чнзннг. 
Ж: а) 12,13,14,15,16,17,18,19,20. 

Х 20 

0,04 

2. Бернлган танланма Tal(,CHMOТH буАнча ннс6нй частоталар 
гнстorраммасннн чнзннг. 

X-XI±! 10-16 16-20 20-26 25-30 30-35 

~ 2 4 8 4 2 

Ж: 
2 I 4 I 8 4 

W 1 =20=Тo; w2=2i)=s; WЗ=20=-s; 

4 I 2 J 
W 4 =20=s; W5=20=Тo; h=5. 

1&'1 J 1&'2 J 1&'3 J 1&'4 J 1&'5 J 
T=~;T=~;T=~;T=~;T=~' 

3. к'уйндагн танланма бернлган: 
2,1,3,3,4,4,3,3,3,2,3,1,1,2,3,3,4,2,2,3,3. 
а) варнацнон l(,aTopHH тузннг; 
6) частоталар жадвалннн тузннг; 

в) ннс6нй частоталар пмнгонннн ЧIl3ННГ; 

г) Х, S2, S JlapHH топннг. 
Ж: а) 1,2,3,4; 
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б) 
Х/ , 1 , 2 , 3 , • 

8/ r 0,15 т 0,25 10';-1 0,10 

г) Х=2,55; S2=O,7475; S=O,86 .• 
4. Ушбу n= 100 х,ажмли танланма так.симоти буйича танланма 

дисперсияни тonинг; 

Х; З4О З6О 375 380 

"; r 20 т 50 18 I 12 

к у р с а т м а; и;= х; - 360 шаРТ.1И варианталарга Утинг. 
Ж: S2(X) =S2(U) = 167,29. 
5. Ушбу n=·1O х.ажмли танланма так.симоти буйича танланма 

дисперсияни топинг: 

Х/ '23,Б 26,1 28,2 J 3М 
"/ г2 Т 3 Г .-, 

к у р с а т м а: и;= 10х;-268 шартли варианталарга Утинг. 

Ж · S~ s: 89 . х = 100=4, . 

J- лабораторuя маШFУЛОТU 
Танланмаларнuнг СОНЛU характерuстuкаларuнu ~uс06лаш 

Берилган танланма так.симarининг танланма урта к.иЙмати ни, 
Х-с 

танланма дисперсиясини u,=-'h- формула ердамида соддалаш-

тириб х.исобланг. 

1. Х, 10.3 10.5 10,7 10,9 11.1 11,3 11.5 11,7 11,9 12.1 
n, 4 7 8 10 25 15 12 10 4 5 

2. Х, 83 85 87 89 91 93 95 97 99 101 
n, 6 7 12 15 30 10 8 6 4 2 

3. Х, 10.6 10.8 11,0 11,2 11,4 11,6 11,8 
n, 5 10 17 30 20 12 6 

4. Х, 15 20 25 30 35 40 45 50 55 
n, 6 13 з8 74 106 85 30 10 4 

5. Х, 18,6 19,0 19,4 19,8 20.2 20,6 
n, 4 6 30 40 18 2 

6. Х• 65 7;) 75 80 85 90 

'" 2 5 25 15 5 3 

7. Х, 20,2 20,4 20,6 20,8 21,0 
n, 4 7 20 15 3 

8. Х, 1,05 1,15 1,25 1,35 1,45 

n, 18 20 25 22 15 
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"'. Х, 5 10 15 20 25 30 
n, 10 20 40 30 15 5 

10. Xi 5,3 5,6 5,9 6,2 6,5 6,8 
ni 5 10 25 20 15 4 

11. Х, 6,4 6,8 7,2 7,6 8,0 8,4 8,8 
ni 7 12 16 30 25 15 6 

12. Х, 7,3 7,6 7,9 8,2 8,5 8,8 9,1 
ni 10 15 18 24 20 14 5 

13. Х, 8,2 8,6 9,0 9,4 9,8 10,2 
n, 6 12 30 25 20 4 

14. Х, 9,1 9,3 9,5 9,7 9,9 10,1 10,3 
n, 10 13 16 28 23 17 7 

15. Х, 10,1 10,5 10,9 11,3 11,7 12,1 12,5 
n, 20 25 30 45 40 35 15 

!6. Х, 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 
n, 15 18 23 25 35 32 22 13 

17. Xi 2,1 2,3 2,5 2,7 2,9 3,1 3,3 3,5 
n, 19 25 28 30 40 35 24 15 

18. Х, 2,4 2,6 2,8 3,0 3,2 3,4 3,6 3,8 
ni 20 25 35 40 50 32 23 15 

19. Xi 3,2 3,5 3,8 4,1 4,4 4,7 5,0 5,3 
n, 10 15 20 22 35 30 25 12 

20. Х, 3,6 4,0 4,4 4,8 5,2 5,6 6,0 б4 
n, 15 25 30 35 45 40 30 20 

21. Xi 4,3 4,6 .4,9 5,2 5,5 5,8 6,1 64 
n, 6 8 13 15 25 20 14 5 

22. Xi 4,5 5,0 5,5 6,0 6,5 7,0 7,5 8,0 
n, 10 16 18 20 30 28 15 8 

23. Х, 11,2 11,4 11,6 11,8 12,0 12,2 12,4 12,6 
n, 5 8 12 15 25 22 13 7 

24. Х, 11,5 11,9 12,3 12,7 13,1 13,5 13,9 14,3 
n, 10 14 18 20 26 21 13 8 

25. Х, 12,3 12,5 12,7 12,9 13,1 13,3 13,5 13,7 
n, 2 5 8 12 20 15 7 3 

26. Х, 12,4 12,8 13,2 13,6 14,0 14,4 14,8 15,2 
n, ;\ 10 15 25 40 30 20 5 

27. Х, 13,2 13,4 13,6 13,8 14,0 14,2 14,4 14,6 
ni 10 15 18 20 30 25 16 12 

28. Х, 13,8 14,3 14,8 15,3 15,8 16,3 16,8 17,3 
ni 4 7 9 11 15 10 6 5 

29. Х, 14 16 18 20 22 24 26 28 
11, 15 17 20 22 25 23 16 13 

30. Х, 16,1 16,4 16,7 17,0 17,3 17,6 
ni 10 14 21 28 23 15 



10- §. Математик кути.lllНW 88 АllсвеРСНА }"'УН 
ИWOllЧЛН OPUHIUI8P 

• 
14.10.1. X1• Х2, .•• , Х. Х - бе.1ГИЛН бош тупламдан 

тан.1анма бу.lнб, унинг такснмот фУНК1Utясн F(x, О) 
fJ параметр учу н L(XI, ... ,X,,) бах.а бу.1СНН. 

aJ\ниган 

БУлснн. 

Агар ИХТII~РНЙ а>О сон учун ШУflдай 1»0 сон топнШ мумкин 
(j)'.lcaKH, УНIIНГ учун 

Р( i [. -BI <6) = 1-(1. 

l/5':lca, у х.О.П.Ia (L-lI; 1.+6) ора.1I1К О параметрнинг I-cr. 
11U10llЧ.1Н.1ItК даража.1Н UUlOIOt.lll ораЛUFU дсЙн.lадн. 

14.10.2. )( белгисн IIu[1Ma.l T8KCHM.lallr8H БОIU т}"'пламни карай· 
\1И:I. Бу Tal':CHMUfHHHr "аН'\I<1Т11/\ КУТн.1ItШН а учун куйндаГIf 
IIШ IIIЧ.1И ора.1IIк.даll фоЙ:tLl:lаНlма.1ll: 

1) .~-I~~~ <u<Х+т, -'~. 
". n \, n 

(jy "Р.1<1 fJ .- у[па КI!<lдраТНI-i чrтnаllИШ. 'а -' Лаплас функuняси Ф (Т) 
IНllir Ф(I,) =r:J./2 6V.1<1:1I1I·<l11 .... 1I11>l8TII. 

б) (1 - lIа~.,а~Ч:\1 БУ:lllБ, Tall:lallMiI .\iiЖМН n>Зn БУ.ТГi1Н.1а: 

\' s ,'" 56 . -/"_1'-' <u<. т{" .. , ~-I", У срда 
v" . У" 

.')2 _ Tail.lall~la :IIKllt'PCI1\I. : ".I.~' CTI,k).lt'HT TaKCIIMOТl1 жа:Ш:J.ll1 

.1,,:1 VI'РiI:IГLlII 11 оа ct :Idp БУННЧil т 011 II"I<I"И. 
1-I.If,.;~ . .\ бе.ТГНСН 11111'\1;).1 таКСIIМ.1<1нган Т<lКСН\I'от фУIIКilШКII' 

/iI:\/Г ;IIIСllеРСНЯСII п~ \'1\'1; к')1·11I.13Г11 IIШOt/Ч.1И оrа.ЩК.тар.1~1" 
:'I.,I:liJ.I:IIIII;la.1.II: 

S~( 1 - q) ~<" <.')1 (1 +- /п". '/< I буша ,иа. 

0<0"<.\"11 -"--ч"l. q> I б~·.lган.1.::. 

1· :'.[ 1I (' ,).Т. ГаСu.lflф!I:: Ч:JI'.l('Р ,; =2 flara'I~'Tp 611.1::111 ;1,,\"-!; •. l 

,,-,111.1 (j(',i:IЧ;' r,JI\.CII\!·Ja·;J:11I. н,=2:) \;1,101:111 TlIlJ.litllMd f\1"11!·~,1I. [)\ 
T;II-,;·.",..iiiIНIIГ IItIM<i 1~1~ '.' (! !1:.r<l:.:,'TP" \'''ун у = (lЗ:. 111i.(,II'<",:.:.,,, 
бll~i(ll! IIIIIОIIЧ .. III opa,lill\I!:~ rOI!~:'I: 

1:, . ,. 11'(1·...:. 1,,_ ) ,,,,~ .. or '''' ., <1'( f' 1 ,. ..... ' .• " ...• , - ,,' ,1'. ,- 2-' _1,' .• , 1\-1 ,','. tl_,t, . J t )~jl:""'IJ1 ."!,,1,J1.),J,i .• #I,-,i 

(= 1.~,ljcolIlIlI TOIJ;IMIIJ. \' · .•• 1.::. "а \IJ "IIifK.IHI·H ii.pjlJ.I~I["'i;' ()~.'.I~". 

{I=." 1=_"2 ·1 ~1IJ=f)7ti.1 
\ r: \ ~:;' ., 

НlIIОНЧЛИ оралнк. эса 

X-I .. ~-<а<Х+I.'''_ ёКН(Х-0.784. Х+0.784). 
• v 11 1/11 
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Масалан, arag одинган танланма учун Х=2,3 булса, у х.олда (1,5; 
3,1) оралнк' 95% ншончлилик билан номаълум параметр а ни 
К,orlлаЙди. 

2- м и с ал. Бош тупламнинг нормал таК,симланган Х белгнсининг 
номаълум математик кутилиши а ни )' = 0,95 ишончлилик билан 
бах.олаш учун ишончли оралик'НИ топинг. Бунда 0=5, танламанинг 
урта к'иАмати Х= 14 ва танлама х.ажми n=25 берилган. 

у 0% 
Е ч и ш. Ф(I) =2' муносабатдан: Ф(t) =-'2-=0,475. Жадвалдан 

- (J - (J 

t= 1,96 ни топамиз. Топилгаиларни Х -I.-y <а<Х +1.-/- га 
у" \" 

К,УRМИЗ: 

(14-1,96. }25; 14+ 1,96· ...;5'25) 

('ки 

(12,04; 15,96) 

ишончли оралиК,ни топамиз. 

з- м и с QЛ. Бош тупламнинг Х белгиси нормал так.симланган. 
n = 16 х.ажмли танланма буйича танланма урта к.иЙмат Х=20,2 ва 
танлаима урта К,вадратик четланиш S=O,8 топилган. Номаълум 
математик К,утилишни ишончли оралиК, ёрдамида ),=0,95 ишончли­
лик билан бах.оланг. 

Е ч н ш. 1._1:, ни жадв~~дан топамиз: 

..,,=0,95; n=16; t ._1;,=2,13. 

Буларни 

- s - s 
X-I.-1.,-...;n <a<X+t._ I ., уn 

фармулага к'уйсак, 

(20 2 - 2 13. о . .!.. 20 2 + 2 13. n . .!..) 
\" , ...; 16' , , ...; 16 

i'КJI 

119.774; 20,626) 

х.оснл БУлади. ШУllдай к.илнб, номаълум а параметр 0,95 ишончли­
лик билан 

19,774 <а<20,б26 

ИIIIОНЧЛИ uраликда ётади. 
4- м и с ол. Физик каттаJIИКНИ туК,К,изта бир хил, БОFЛI!К,мас улчаш 

натижасида олинган натижаларнинг урта арифметиги Х=42,319 ва 
танланма урта квадратик четланиши S=5,O топилган. Улчанаётган 
капаЛИКНИIIГ х.аК,ик.иЙ к.иiматини ),=0,95 ишончлилик била н 
ilIIIIК.l;JШ та.1аб к.И.1ИllilДИ. 
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Е ч и ш. Улчанаётган катталнкнинг х.ак.ик.иЙ к.иЙмати унинг 
математик кутилишига Tellr. Шунинг учун масала о номаълум 
булганда 

- s - s 
X-In_l;y уn <a<X+.fn_l;y уn 

ишончлилик оралнrи ёрдамида математик кутилншни бах.onашга 
келтирилади. 

Жадвалдан у=0,95 ва n=9 буйича 1'-1. ,=2,31 ни топамиз. 
у х.onда 

5 5 
42,319-2,31· з<а<42,319+2,31·з 

ёки 

38,469 < а < 46, 169. 

Шундай к.илиб, изланаётган катталикнинг х.ак.ик.иЙ к.иЙматн 
0,g5 ишончлилик била н 38,469<a<46,169 ишончли оралик.да 
ётади. 

5- м и с ол. Бош тупламнинг Х белгиси нормал так.симланган. 
n= 16 х.ажмли танланма буйича таllланма урта квадратик 
четланиши S= 1 тonилган. Бош туплам урта квадратик четланиш rт 
ни 0,95 ишончлилик билан к.оплаЙдиган ишончли оралик.ни топинг. 

Ечиш. Бернлганлар у=0,95 ва n=16 буйнча жадвалдан 
q=0,44<1 ни топамиз. Топнлганларнн S(I-q)<о<S(I+q) 
формулага к.УRМИЗ ва 

1· (1-0,44) <0< 1 (++0.44) 
ёкн 

0,56<у< 1,44 

нн х.осил к.нламиз. 

6- м и с ол. Бирор физнк катталнк бнтта асб06 ёрдамнда 12 марта 
улчанган, бунда улчашлардаги тасоднфнй хатonнкларнинг ypT<I 
квадратик четланиши 0,6 га тенг булиб чнк.дн. Асб06 аllИк.nигини 
0,99 ишончлилик билан топинг. 

Е ч и ш. Асб06нинг аннк.nиги улчашлардаги тасодифий хато· 
лнкларнинг урта квадратик четланиши била н тавсифланади. 
Шунинг учу н масала урта квадратик четлаииш а ни 6ерилгаll 
у=О,99 ишончлилик билан к.оплаЙдиган ишончли оралик.ни топншга 
келти рилади. 

Жадвалдан у=0,99 ва n= 12 буйича q=O,9 ни ТОП<lМИЗ. 
S=0,6 ва q=O,9 ларни фnрмулага к.УНнб, изланаётган ора.1ик.IIИ 
топамиз: 

ёки 

0,6 (1-0,9) <а<О,б (1 +0,9) 

0,06<0< 1.14. 
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/О- дарсхона ТОnЩUРUFU 

1. Бош тупламнинг нормал так.симланган Х сон беЛгисининг 
номаълум математик кутилиши а ни 0,99 ишончлилик билан 
ба)(Q1Jаш учун ишончли оралик.ни топинг, бу':!да урта квадратик 
четланиш а=4, танламанинг урта к.иЙмати X=IO,2 ва танлама 
Х,ажми n= 16. 

Ж: 7,63<а< 12,77. 
2. Бош тупламнинг нормал так.симланган Х белгисининг 

математик кутилишини танланма урта к.иЙмат буйича ба)(осининг 
0,925 иШончлилик билан аник.лиги 0,2 га тенг буладиган танлама­
нинг минимал )(ажмини топинг. Урта квадратик четланишни 
а= 1,5 га тенг деб Q1JИНГ. 

Ж: n=179. 
3. Бош тупламдан n= 10 х.ажмли танланма Q1Jинган: 

Х/ I -2 1 1 I 2 I з I 4 I 5 

n/ Г-2--Г -1--Г-2-Т-2-Т- 2-1 
Бош тупламнинг нормал так.симланган бe.nгиси математик 

кутилишини танланма урта к.иЙмати буйича 0,95 ишончлилик билан 
ишончли оралик. ердамида ба)(Q1Jанг. 

Ж: О,3<а<3,7. 
4. Бирор физик катталикни БОfлик.мас бир хил аник.ликдаги 9 та 

улчаш м,!ълумотлари буйича улчашларнинг урта арифметик 
к.иЙмати Х=30, 1 ва урта квадратик четланиши S=6 топилган.· 
:Vлчанаетган катталикнинг Х,ак.ик.иЙ к.иЙматини ишончли ора.1Ик. 
ердамида у=О,99 ишончлилик билан бах.o.nанг. 

Ж: 23,38 < а < 36,82. 
5. Бош тупламнинг мик.дорий белги~и нормал так.симланган. 

f/ Х,ажмли танланма буйича тузатилган урта квадратик четлаНИIIJ 
S тonилган. 

а) уртача квадратик чеТо1аниш а ни; 
б) дисперсия ни 0,99 ишончлилик БИо1ан к.ОПJ1аЙдигаll ИШОНЧЛlt 

оралик.ни тonинг, бунда n = 10; S = 5,1. 
Ж: а) О<а< 14,28; б) 0<а2 <203,92. 
6. Битта асбоб ердамида (систематик, хатo.nарсиз) бирор физик 

катталик 10 марта улчанган, буида улчашлардаги тасодифий 
хатo.nарнинг урта квадратик четланиши 0,8 га тенг булган. Асбоб 
аник.лигини 0,95 ишончлилик била н аник.ланг. 

Ж: О,28<а< 1,32. 
7. Нормал так.симланган бош тупламдан n= 10 х.ажмли танлан­

ма o.nинган ва ушбу частоталар жадвали тузилган: 

" I -2 I I ~ 2 I 3 I ' I ' 
8/ 0,2 0,1 0,2 0,20,2 0,1 
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Математик кутилиш учуи у=О,95 ишончлилик билаи ишончли 
ораликии тonиг. 

8. 10 та БОFЛикмас (~ркли) улчашлар натижасида стержеиь 
узуилиги (мм) учун куйидаги маълумorлар onинган: 23,24,23,25,25, 
26,26,25,24,25. У лчаш хатonиги нормаЛ таксимланган деб фараз 
к.илиб, стержень узунлигининг математик кутлиши учун у=95% 
билан ишончли оралик.ии тonинг. 

Ж: 23,8<а<25,4. 
9. Агар 10 та БОFЛИКСИЗ улчашлар натижасида объектгача 

булган масофа (м) учун 25025, 24970, 24780, 25315, 24097, 24646, 
24717, 25354, 24912, 25374 натижалар onинган булса, объектгача 
булган масофанинг математик кутнлиши учун у=О,9 ишончлилик 
била н ишончли ораликии тonинг. Бунда улчаш хатonиги 
0= 100 урта квадратик четланиш билаи нормал таксимланган деб 
фараз килинадн. 

Ж: 24948 < а < 25052. 

/0- .мустак,uл uш 

1. Бош тупламиинг Х белгиси нормал таксимлаНl"ан. Агар урта 
Кllадратик четланиш О, танланма ур!а киймати Х ва танланма 
х.ilЖМИ n берилган булса (IJ=5, Х = 16,8; n =25), номаълум 
а математик кутилишни 0,99 ишончлилик билан бах.олаш учун 
ишончли ора,lИКНИ тonинг. 

Ж: 19.23<а< 19,37. 
2. Улчашларнинг тасодифий хатоликлари урта квадратик 

четлаllИШИ IJ=40 м булган биргина асбоб ёрдамида тупдан 
нишонгача булган масофа 5 марта (бир хил ш_ароитда) улчанган. 
Агар улчашларнинг урта арифметик киймати Х=2000 м эканлиги 
маълум бу.1са, нишонгача булган а х.акикиЙ масофани 0,95 ишонч­
лилик бнлан бах.олаш учун ишончли. ораликни тonинг. 

Ж: 1960,8< а< 2039,2. 
3. дисперсияси номаълум нормал таксимланган бош туплам 

математик кутилиши учун танланма х.ажми n буйича у ишончлилик 
билан 'НШОНЧ.~и ораЛИFИНИ тonинг. Бунда n=25, Х=2,4; S2=4; 
у=0.95. 

Ж: 1.5744<a<3.2256. 

4. Бош тУп.1амдан n = 12 х.ажмли таиланма олинган: 

х ],5 

"; 

Бош тупламиинг нормал так.сим.lанган белгиси математнк 
кутнлиши а ни 0,95 ншончлилнк билан ишончлн ораЛIfК ёрдаМИil.iI 
бах.оланг. 

Ж: -О,О4<а<О,88, 

554 



5, БoI.U тупламнннг нормал так,сммланган мнк.дориА бt!Агисидан 
OIIинган n х.ажмлн танланма буАича урта квадратнк четланнш 
S тonилган. 

дгар n=50, s= 14 булса, а) урта квадратик четлаинш о ни 
0,994 ншонч.янлик билан КOПJIовчи ИШQНчли оралик.ни тonинг; 

б) худдм шу маълумarлар буАича юк.оридаги талабни днеперсия 
учу н бажарннг, 

Ж: а) 7,98<0<20,02; б) 63,9<02<400,8. 
6. Бир хнл аник,лнкдаги 15 та улчаш буйича урта квадратик 

ЧСТ:lаннш S=0,12 топилган, ~.1чаш аниклигинн 0,99 ншончлилнк 
бн.13Н аНИК,.,1анг. 

Ж: 0,03<0<0,21, 
7, Бнрnр физнк катталик Х нн бир-бирига БOfЛНК БУJlмаган 4 та 

\'.l'lаш натнжасида 28,6; 28,3; 28,2, 28,4 к,иq.атлар OJtннган, ~лчаш 
хатOJJНГН Hop1IIa.II таксимarга зга деб "фараз килиб, иормал 
TaKCIfM.lallraH Х тасодифнй мнк.дорнинг а матеМатик кутнлншн,учуи 
95 % НШОНЧ.1ИЛИК билан ишончли оралик топннг. 

11(: 28,11 <а<28.б5, 

11· §. Гнпarезаларни Пирсоннииг мувофик.лик 
критерийси буАича текшнриw 

.\ UC_'IГlI_111 бvlJl J'~'II,l;нцаlt OollllllrUH X 1, .\1., ,.х. TaH,lijll~la бt!рн.lгаll 
fiy.lllU, у"инг ,н: о\.'и ,'ta бnш Т}'II:I:j\tНнш' такснмот фУНКUНRСII 
x.aКlцaГl! но: [(х) = Г,,(х) iJcocllil ГИlнrrезанн HI: F(x) =FFQ(x) КОIIКУ­
РСIIТ Гllllитсза бi",lГiJlI,lZ' ТСКШIlРllllf "rpaK б}'.lСIIII, Х бе.1ГН 
Кltii'I;IT:lliptIHIt (-0.>0; /1,1="1, :,\2=1111; a~), .. ,. '\.-I=[щ-"; 11._1), 
\k=I(!~- 1; + 00 I oP:I,:tK;I:lpra б5'лClМИЗ, n; HIH.laHM<I Ii.ltЙмаТ;Jари­
liiliI" .\, -- ()P;),~:IK,lapгa rylllraH КltliматлаРНIIНIJГ CQIIII б5',lСIIII иа 

'1 

.' 
" 

, р,=Р( \' Е \), У \01:1::1 

I'; +/'l+, .. +r'.= 1, 
'!, -t- '/2+ .. , + 11,=1/, 

:,", + ,;',-~, -:- :''',-~=! 

:,\ I"'_~I:, '! ('r;j'I:1<:.1Ii\,t.II!J( all;H\.:I~lii~"'JlJ: 

;- -=!l ~ '~~. _ jJ,' 

" 
!," /1.1 j 

" 

\1,11' 11" ГlIIIOTt'la ~'rltll,ll1 65'.1116. "р,>5 б5',Н':I, )" (k-II -
,,<, l':::i, ;1араЖ;I,1J1 .1'11 - KI1<t:lpLlT rзкск"ог б~'iilll';1 Т';JКCI!Ч:lа!il';JВ-
. : ; ~ . 

\Iap FI'(x) T:JK('II\1ur ФУlIкLtfIRда I та "омаъ.ч м llарамеТР.1ар 
1,1116, у.lар таllлаН\1а б5'Йllча ба)(,0JI8нган булев, ОЗОД,.llКК даражала-
11 сони (k-l-I) га тенг булади, 
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Эндн Пнреоннннг мувофнк.лнк крнтернйеннн аннк.лаАмнз. Бу­
нннг учун аввал <1 аннк.лнлнк даражаен ва хu - квадрат так.еимог 

у'чун жадвалдан Xt-I; .. иииг Р (y2>Xt_I ... ) =<1 буладиган критик 
к.нЙматн тonнлади. 

Сунгра танланма к.иЙматнга кура у2 х.иеобланади, агар 
y2<Xt _ I ... булеа, НО гипогеза к.абул к.илинади ва бош туплам Fo(x) 
так.еимот функцияга эга деб х.иеобланади, агар y2>X t _I;. булеа, 
Но ГНПОГЕ'за рад этнлади. 

Агар QЗодлик даража 30 дан катта булеа, критик к.иЙмат нормал 
так.енмorдан фоАдаланиб тonнлади. 

1- м н е ол. Х белгнлн бош тупламдан OIIинган танлаllманинг 
статнстнк так.симorн бернлган: 

х белгннннг такснмor функцняен текне так.енмогга мувофнк. ёкн 
M~ вофнк. эмаслнгннн 0,05 аннк.лнк даражасн бнлан Пиреоннннг 
м) ВофНКЛНI\ I\рнтернясн ёрдамнда текшнрннг. 

Е ч н ш. 

t 

n= ~ n,=70. 
i_1 

к.уЙндагн жадва.1НН тузамнз: 

:1 12 8 
(l'I="7i1=O,029; t.:'~=70=O,171; Wз=m=О,1I4; 

;':',= 7~ =0,057; (i',= ~~ =0,2; Ш6= 760 =0,086; 

10 :2 j 11 
W~=70=о,14З; Ше=1о=О,О29; W g =70=O,OI4; (1)10=70=0,157. 

10 
х= ~ fD~,=2,5·0,029+ 7,5·0,171 + 12,5·0,114+ 

,-1 

+ 1 '.5· 0.057 + 22.5·0.2 + 27.5·0.086 + 32.5·0.143 + 
+37.5·0.0'29+42.5·0.014+47.5·0.157= 

=2.5(0.029+3·0.171 +5·0.114+ 7·0.057 +9·0.2+ 

+ 11·0.086+ 13·0.14 + 15·0.029+ 17·0.014+ 19·0.157) = 
=24.4285; 
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.\'"=2.52(0.029+9.0.171 +25.0,114+49.0.057+81.0.2+ 
-+-121·0.086+ 169·0.143+225.0,029+ 

+289·0.014+361.0.1571 =782.67: 2 . 

Sl=X 2
_ Х .=782.67- (24.4285) 2=782.67-596.75= 185.92: 

S= v'185.92 ~ 13,63. 

Х белги учун 

М(Х) = а+Ь. D(X) = (b-a~. (Х) = Ь-'!. 
2 . 2 . а 2у3 

булгаиидан а ва Ь ни аниклаш учун куйидаги системани тузамиз: 

-2-=24.43. ~ {а+Ь=48.86. ~ I 
а+Ь 

Ь-'!. = 1363 Ь -a=47.16 
2уЗ . 

~(b=48.01; а=0.85); 

1 1 
Ь-а = 47.16 =0.0212. 

Шундай килиб. 

1
0. агар. х<0.85. 

{(х) = 0.0212. агар 0.85:S;;;;x:S;;;; 48.01. 

О. агар x>48.01. 

бу ерда {(х) - Х белгининг зичлик функцияси. 
Энди текис таксимаг буйича Х белгининг [О; 5). [5. 10) ..... [45 

50) ораликларга тушиш эх.ТИМQ!Jликларини топамиз. 

- --

5 

р, =Р(О<Х <5) =р(0.85<Х <5) = ~ 0.0212dx= 
0.85 

=0.0212х 155·=0.0212.4.15=0.088. 
0.8 
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48.01 

Pln=P(45<X <50) =Р(45<Х <48,01) = ~ O,0212dx= 
45 

I 48.иl =О,0221х 45 =0,0212·3,01 =0,064 . . 
у2 ни х.нсоблаш учун куйидаги жадвални тузамиз: 

Р, 8ГР, (8,-Р;; 
(8,-Р! -, -Р-,-

0,029 0,088 -0,059 0,003 0,034 

0,171 0,106 0,065 0,004 0,1)38 

0,114 0,106 0,008 0,00& 0,057 

0,057 0,106 ~,М9 0,002 0,019 

0,2 0,106 O,CJIН 0,_ 0,_ 

0,086 0,106 ~,nO 0,000 0,000 

0,143 0,106 0,11З7 0,001 0,009 

0,029 0,106 ~1JТ1 0,_ 0,057 

0,014 0,106 ~,092 0,008 0,075 

0.157 0,064 0,1J83 0,009 0,141 

0,515 

• 
Шундай килиб у2=n, ~ 

i_1 

(lIJ i -Рi )2 
------р;-- = 70·0,515 = 36,05, яъни 

у2=36,05. 
хu - квадрат таксимот жадвалидан маЪJIУМКИ 

x 10 _ 2 _ 1 0.О5=Х7 : O.(J6= 14,1. 

у2> 14,1 булгани учу н бош тупламнинг таКСИМОТ функцнясн 
0,05 аниклик даража билан текис таксимотга мое келмайди деган 
хулосага эга буламиз. 

2- м и с 0,1. Х белгили бош тупламдан OIIинган танланманинг 
статистик таксимоти бери:nган: 

[27;30) 

Х бещининг таксимот Функцияси нормал таКСИМОТI'а мувофик 
ёки ~УВофИК эмаслигини 0,05 аиикпи.1ИК даражаси билан Пирсон· 
нинг мувофикпик критерийси ёрдамида аникпанг. 

IU n. __ _ 
Е ч и ш. n= ~ ni=50, Ш,= --'-,;= 1,10 деб OIIиб, кvйидаги жад-" -1_1 

вални тузамиз: 
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х = 3Т -1,5' аДМillIJТНРНШНН бажарсак, ]' /la ]'2 У"У" статнстнк 
TilKCHMur куйнда"нча буладн: 

т 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

• 0,02 0,06 0,08 0,12 0,22 0,2 0,14 0,1 0,04 0,02 

т' 1 4 9 16 25 з6 49 64 81 100 

.. 0,02 0,06 0,08 0,12 0,22 0,2 0,14 0,1 0,04 0,02 

1=0,2+0,12+0,24+0,48+ 1,1 + 1,2+0,98+0,8+0,:J6+0,2=5,5. 

Т2 =О,О2+0,24+0,72+ 1,92+5,5+ 7,2+6,86+6,4 +3,24+2=34,1. 

Х =3· f - 1,5=3 ·5,5- 1,5= 15. 
2 2-2 S =9(Т - Т ) =34,65. 

S=5,9. 

Демак, 

'_ е -
f (х) = -:S.9 "2л 

x-15 6" --s:g-=U улснн, У ХOJlда 

, 
4.-1~1 .. ~ 

I -~ 
'(х) =~ е 2 :::::0,17 'q1(u), 

5,9 v 2л 

.' 
бу ерда q1(U) = _,,12л е '6УлаДII. 

Бу функцнянннг КRйматларндан фойдаланн6 яна бнтта жадвал 
тузаМIIЗ (h=З): 

х .. 4f( .. ) f(z) ,. f(z) Х и 4f(u) f(z) h f(z) : 

1,5 -2,29 0,029 0,005 0.02 16,5 0,25 0,387 0,066 0,20 ' 

4,5 -1,78 0,082 0,014 0,04 19,5 0,76 0,299 0,051' 0,15 I 
7,5 -1,27 0,178 0,030 0,09 22,5 1,27 0,118 0,030 11,09 I 

I 

10,5 -0,76 0,299 0,051 0,16 25,5 1,78 0,082 0,014 0,04 

13,5 -0,25 0,387 0,066 0,20 28,5 2,29 0,029 0,005 0,02 

- -

Эндн К,уйндагн 

Р(С& <Х <Р) ~ф( "~a )_ф( a~a). 
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(бу ерда а - математик кутилиш ва 

• (1 

Ф(х)= 2~ ~e-2dt 
О 

формула ердамида оралик.ларга тушиш эх.ТИМОЛЛИКJIарини х.исоб­
ланмиз: 

Р(О<Х <3) =O,OI54~O,02, 
Р(3<Х <6) =O,0425~O,04, 
Р(6<Х <9) =O,0905~O,09, 
Р(9<Х< 12) =0,151 ~O,15, 
Р( 12<Х < 15) =O,1946~O,19, 
Р( 15<Х < 18) =O,1946~O,19, 
Р(18<Х <21) =0,151 ~O,15, 
Р(21 <Х <24) =O,0915~O,09, 
Р(24 <Х <27) =O,0425~O,04, 
Р(27 <Х <30) =O,OI54~O,02, 

Натижада куйидаги жадвалга эга буламиз: 

0,02 

Юкоридагилардан фойдаланиб, у2 ни х.исоблаш учун жадвал 
тузамиз: 

P1 8rPI (81-РI 
(81-РI 

81 -P-
1
-

0,02 0,02 О 0,0000 0,00 
0,06 0,04 0,02 0,0004 0,01 
0,08 0,09 -0,01 0,0001 0,001 
0,12 0,15 -0,03 0,0009 0,006 
0,22 0,20 0,02 0,0004 0,006 
0,2 0,20 0,00 0,0000 0,02 
0,14 0,15 -0,01 0,0001 0,00 
0,1 0,09 0,01 0,0001 0,0007 
0,04 0,04 О 0,0000 0,00 
0,02 0,02 О 0,0000 0,00 

0,0387 

10 ('" _р)2 
У2=n ~ --' -' -=50.0.0387= 1.935; 

р, 

хu - квадрат таксимur жадвалидан XIU-2-I.O.OS= 14,1. 
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у2 < 14,1 булганн учун бош тупламнннг такснмот функцнясн 
0,05 аннклнлнк даража бнлан нормал такснмотга мое келадн деган 
хулоеага эга БУламнз. 

J 1· дарсхона ТOnШUРUГU 

х белгнли бош тупламдан OJIннган танланманинг статистик 
так.снмоти бернлган: 

х белгининг таксимот функциясн нормал так.симотга мувофик. 

(окн мувофик. эмас.1НГННИ 0,05 аник.лик даража билан Пирсоннннг 
мувофнклнк крнтернйси ёрдамида аникланr. 

Ж: Нормал так.симотга мое келади. 

11- мустак,uл и ш 

Х белгн.,н бош тупламдан OJIинган танламанинг статистик 
так.снмотн бернлган: 

х белгннннг так.снмот функцн.ясн текнс так.снмотга мувофнк. ёкн 
мувофнк эмаслнгннн 0,05 аl:U\КЛНЛНК даражасн бнлан Пнрсоннннг 
мувофнклнк крнтернясн ёрдамнда аннкланг. 
Ж: Текнс такснмот бнлан мувофнклашадн. 

2-ла6ораТОРUR машгулотu 
Чuзuк,лu регрессuя тенгламасuнu энг кuчuк квадратлар 

усулu ёроамида анuк,лаш 

х ва У белгнлн нккн улчовли бош тупламдан OJIннган n хажмли 
танланма берилган булеин. (х;, Yt) кузатилган к.иЙматларнни м<х 
частоталарн билан ушбу корреляцнон жадвалга жойлаштирамнз: 

~ 
т 

'1 '2 ,. Lllq 
1-1 

ЖI IIIJ 1112 ... 111. IIЖ1 

Ж2 flJl 1121 1128 11-"2 

.. , .,. . .. . .. '" . .. 
Ж, 11'1 11" 

.,. 11,. IIж, 

1 1 т 

'[.,." 11'1 IIIJ .... 11,. п-'[. '[."ч 
t-I 

. ,-1 t-I 
- - - ---
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к.уЙндаГlI белгнлаш.Н.lРНlf кнритамю: 

- l' - I '" 
Х = -- ~ Х fI • У = - ~ у n . n. "'1 n ~ , У/ 

1= I 1-= I 

-- , .. --v2 1'2 
ху= ~ ~ XJlf&;i' Х =- ~ х;n ... 

n ;_1 i-I n ._1 

--y'l=~ ~ У;n у • 0;-=-:f2--:f2 " , j-I 

_ 2 - --

0:= у2_ У. ,=~.~-=x.y 
0 ... -(1'., 

_ й _ 

у - у =~,(x-x) эиг кнчнк квадратлар усулн билаи топилган 
й. 

у нииг Х га туrри чизик.ли регрессия тенгламасидир. 
Купинчн бу тенгламани топишни соддалаштирнш учун 

Zj-C1 Yj-C2 
U'=---h--' Uj=---h-

1 2 

ал ... аштнрншлар кнритиладн. 
CI ва С2 МОС равишда XI~ ... ~X, ва YI~ ... ~Ym вариацион 

к.аторларнннг урталарнда жойлашган варианталар. hl ва h2 лар зеа 
вариацион к.аторлар к.ушнн вариаиталаринииг аЙирмаси. 

Юк.оридаги алмаштиришлардаи фоЙдаланиб. чизик.ли регрессия 
тенгламасини топишда к.уЙидаги фОРМУJtaлар ишлатилади; 

, 
и=- ~ UfI •.• " , 

I .. 
U=~ ~ UfI • 

11 У, ,-1 

2 I 2 -т 
U =- ~ и,n •• и 

n ._1 

j-I 

.. 2 
-- ~ Ujn y,. 
- 11,-1 

. 2" ......l 2 -2 ---!J 
O~=U -и , О'u=и -и I 

a.=hl·o •. oy=hpv. X=u.hl+C
1 

, .. 
Y=U.h2+C2. 

~ ~ U/J/ljj-".UL' 

,=-,--J~_.cl ____ _ 
na ... ov 

Корреляцион жадвал маълумотлари буйича У нииг Х га TyrpH 
чнзнк.ли регрессня тенгламасини энг кичик квадратлар усули билан 
топинг. 

562 



~ 
l 

5 ]0 ]5 20 25 эо n, I 

45 2 4 - - - - s 
55 - 3 5 - - - 8 
6s - - 5 35 5 - 45 
75 - - 2 8 ]7 - 27 
8Б - - - 4 7 3 ]4 

11. 2 7 ]2 47 29 3 n -Н)О 
--

z. R 10 ]5 20 25 ЗО З5 ", 
40 I 4 - - - - б 

58 - 3 7 - - - ]0 

61 - - 5 30 ]0 - 45 

7'D - - 7 ]0 8 - 25 

• - - - 5 6 3 ]4 

_.~ 2 7 19 45 24 3 11-100 
- - -

3. 

~ 15 20 25 эо 35 40 11, 

15 4 1 - - - - 5 

25 - 6 4 - - - 10 

35 - - 2 50 2 - 54 

45 - - 1 9 7 - 17 

5& - - - 4 3 7 14 

11. 4 7 7 63 12 7 11-100 

4. ~ 2 7 12 27 22 27 11, 

100 1 5 - - - - 6 

110 - 5 3 - - - 8 

120 - - 3 40 12 - 55 

130 - - 2 10 5 - 17 

140 - - - з 4 7 14 

11. 1 10 8 53 21 7 11-100 

563 



5. ~ 5 10 15 20 25 30 11, 

10 3 5 - - - - 8 

20 - 4 4 - - - 8 . 
30 - - 7 35 8 - 50 

40 - - 2 10 8 - 20 

50 - - - 5 6 3 14 

IIЖ 3 9 13 50 22 3 11_100 

6. ~ 12 14 22 27 32 37 11, 

25 2 4 - - - - 6 

35 - 6 3 - - - 9 

45 - - 6 35 4 - 45 

55 - - 2 8 6 - 16 

65 - - - 14 7 3 24 

IIЖ 2 10 11 57 17 3 11-100 

7. .~ 15 20 25 30 35 40 11, 
" 

25 3 4 - - - - 7 

35 - 6 3 - - - 9 

45 - - 6 35 2 - 43 

55 - - 12 8 6 -
I 

26 

65 - - - 4 7 4 15 

IIЖ 
3 . 10 21 47 15 ~_CII_-!OO 

8. lr'Z 4 9 14 19 24 29 11, 

зо 3 3 - - - - 6 

40 - 5 4 - - - 9 

50 - - 40 2 8 - 50 

60 - - 5 10 6 - 21 

70 ~ - - 4 7 3 14 

IIJ 3 8 49 16 21 3 11-100 : 
- -
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9. 

х 5 10 15 20 2Б 30 11, 

30 2 6 - - - - 8 

40 - 5 3 - - - 8 

50 - - 7 40 2 - 49 

60 - - 4 ·9 6 - 19 

70 - - - 4 7 5 16 

11. 2 11 14 53 15 5 11_100 - - -

10. lr'Z 10 15 20 25 30 з5 11, 

20 5 1 - - - - 6 

30 - 6 2 - - - 8 

40 - - 40 5 5 - 50 

50 - - 2 8 7 - 17 

60 4 7 8 19 
I 

- - - I 

11. Ii 7 9 52 19 8 11-100 

11. 

~ 5 10 15 20 25 30 з5 40 11, 

100 2 1 - - - - - - 3 

120 3 4 3 - - - - - 10 

140 - - 5 10 8 - - - 23 

160 - - - 1 - 6 1 1 9 

180 - - - - - - 4 1 5 

,.,. 5 
L_

5_ 8 11 8 6 5 2 11-50 

12. >z 18 23 28 зз з8 43 48 11, I 

I 

125 - 1 - - - - - 1 I 

I 

150 1 2 5 - - - - 8 I 

175 - 3 2 12 - - - 17 

200 - - 1 8 7 - - 16 

225 - - - - 3 3 - 6 . 
250 - - - - I 1 2 

11. 1 6 8 ~-'------'-~- ~~ 1 11-50 
- -
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lз. 

14. 

IG 

R 5 10 15 10 • 10 36 11, 

110 - - - - - 8 1 1 

120 - - - - - .. 2 41 

140 - - 8 10 5 - - 13 

180 3 4 3 - - - - 10 

180 2 1 - 1 - - - 4 

11. 5 5 11 11 5 10 3 11-50 
.. .... 

~ 13 18 23 28 33 11, 

25 Э 2 - - - 1) 

35 - 6 4 - - 10 

45 - I 
1 9 5 - 15 

55 - I 1 2 .. 8 15 

б5 - I - 1 - 4 1) 

n. 3 10 16 9 12 ·n_~O 

~ ЗО 36 40 45 50! n. 

.,., :1 fi ! 8 

_ ') I 2 fj 10 I ~.) 
,r, i 32 3 'J i н 
~.! I 4 1 j r, I ~! 

, ~f. I .. :. 7 

( о ___ "'0 _ ~ _" ! 1 -1" 16 -;:0 " Z~ Н:.1 

:'"'~:-~ --'--.. I 
i ) '-, ,j, 
~_o_ >,,) __ ---L_. 

.", 4 I 
I 

(~) 

8~ 

<Э" 
i05 

115 

11, 4 13 

т ~"Г< < I ..,~,,,- r,ч I ,.,-'~ 
... ___ .L - --t--
, i.- I 13 

(, 

11 
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17. ;::z 3 7 11 15 19 23 11, 

6 5 3 - 2 - - 10 

16 7 10 1 2 - - 20 

26 2 18 15 20 - - 55 

36 - - 30 26 - - 56 

46 - - - 19 12 - 31 

56 - - - - 21 7 28 

11. 14 31 46 69_ 33 7 11-200 

18. ~ 45 50 55 60 65 70 75 11, 
30 - - - - 8 2 1 11 
35 - 1 6 22 33 10 3 75 

40 1 2 10 48 37 8 1 107 

45 - 1 12 11 2 - - 26 

50 - 2 1 1 - - - 4 

55 - - 1 - - - - 1 

11. 1 6 30 82 80 20 5 11-224 

--
19. ~ О 1 2 3 4 11, 

О 18 1 1 - - 20 

3 1 20 - - - 21 

6 3 5 10 2 - 20 

9 - - 7 12 - 19 

12 - - - - 20 20 

11. 22 26 18 14 20 I 11-100 

20. ~ О 4 8 12 16 11, 

7 19 1 1 - - 21 

13 2 14 - - - 16 

19 - 3 22 2 - 27 

25 - - - 15 - 15 

31 - - - - 21 21 

11. 21 l' 23 17 21 11-100 
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- -

21. х О 1 2 3 4 ,., 
10· 20 5 - - - 25 

20 7 15 3 1 - 26 

30 - 3 17 • 4 - 24 

40 - - 8 13 7 28 

50 - - - 5 42 47 

,.~ 'л 23 28 23 49 11-150 

22. ~ 150 165 175 185 195 ,., 

50 2 2 - - - -4 

ro - 2 - - - 2 

90 - - 9 2 1 12 

110 - - 2 7 9 18 

130 - - - 3 11 14 

, __ ~~ _______ 2 4 11 12 21 ,.-50 

23. ~ 20 25 зо 35 40 ,., 
10 3 7 ..,.. - - 10 

16 - 12 5 1 - 18 

20 - - 6 1 1 8 

24 - - - 3 1 4 

28 - - - - 1 1 

--~ 3 19 11 5 3 ,.-41 
'----

24. ~ 25 35 45 55 65 ,., 
2 5 10 - - - 15 

4 - 13 10 10 - 3з 

6 - - 18 16 - 34 

8 - - - 2 2 4 

10 - - - - 1 1 

,.~ 5 23 28 28 
- - -- - - - ---~L-..-

3 ,...tJ7 
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25. ~ 10 20 30 40 50 11, 

10 7 17 10 - - з4 
20 - 23 12 Б - 40 
30 - 10 5 '3 2 20 
40 - - 2 2 1 5 
50 - - - - 1 1 
11. 7 50 29 10 4 11-100 -

26. lX 5 15 25 '35 45 11, 

2 3 14 - - - 17 
12 - 16 18 - - 34 
22 - - 20 10 11 41 
з2 - - - 6 2 8 

11. 3 зо з8 
-'-

16 13 11-100 

'Л. ~ 1 6 11 16 21 11, 

5 3 10 - - - 13 

10 4 11 10 - - 25 

15 - 5 15 10 - зо 

20 - - 11 10 4 25 

25 - - - 4 3 7 

IIZ 7 26 36 24 7 _-100 -

28. '>z 4 6 8 10 12 -, 
3 7 21 10 - - 38 

8 - 5 15 10 - 30 

13 - - 11 10 4 25 

18 - - - 4 3 7 

IIZ 7 •• • м 7 .-100 
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29. х 3 7 11 15 19 -, 
2 2 4 - - - 6 

6 - 3 5 - - 8 . 
8 - - 5 35 5 46 

10 - - 2 8 17 27 

12 - - - 4 10 14 

-. 2 7 12 47 32 11-1110 

30. х 2 5 8 11 14 17 11, 

1 2 4 - - - - 6 

6 - 6 3 - - - 9 

11 - - 6 35 4 - 46 

16 - - 2 8 6 - 16 

21 - - - 14 7 3 24 

11. 2 10 11 57 17 3 11-100 

/2- назорат иши 

1.1. Х тасоднфнй МНКдор Г(х) так.снмот Функцнясн орк.а,1Н 
6ернлган: 

F(XI~I 
О. агар x:S:;;; 1. , 
,"0(3x2+x-4). агар 1 <x:S:;;; 2. 

1. агар х>2. 

3f1'1.IIIK функция !(Х), М(Х), D(X), а(Х) ларнн TOnHHr. 
Г(Х) 11<1 j,X) ФУНКЦНЯЛClринннг графигини ЧlfЗинг. 
1.2. HUPM;j~1 TaKCHM,laHI'all Х тасоднфнй миК,Дорнннг математн" 

I\УПI,llflllll (/=2 lIа )"'рта КlJадр,lТliК 'I('T.laIlIIIllH а=6. Р(4<Х<9) 1111 
I()IIIIIII 

1.;\ 11"[1M;I.1 rill\,CHMOТlilll1l' II"маЪ.1УМ матсиаПil\ КУТlI.1НШII II 11I1 
y==(),~);) 1I11I()1I'1:1lI,'IIIK БНJlан 6а\О:lаш УЧУII IIlIJОIIЧ.1Н ораЛНl\,lfI1 т 011 11111 
(Х-=74,69; n=25; а=2.5). 

2.1. Х тасоднфнй МНК.ДОР F (х) такснмот Функцнясн 611.1311 
беРII.ll·ан: 

I 
I 

О. агар x~ -~, 

" 
Г(х) = 5х+ 1, агар - ~ <X~ О. 

1. агар Х>О. 
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ЗlfЧЛНк функци" f (х), М (Х), D (Х), cr(X) ларнн тооннг х.амда F (х) 
аа f (х) функцняларнннг графИКJJарнни чнзинг. 

2.2. Нормал такснмланган Х тасоднфиА МИКдорнннг мlfrематик 
кутмлиwи а-З ва урта квадратик четланнwи IJ=2. Р(З<Х < 10) 
нн тonинг. 

2.3. Нормал таксимorнииг математик кутнлиwи а ин O,9Ji иwоич­
лилии билаН бах.Qllаш учуи ИWOllчли оралнкнн топинг (Х = 74,70; 
n=25; u=З). 

3.1. Х тасодифий МИI<.дОР F (х) таксимOf фукцнясн билан 
бернлган: 

1

0, агар x~ -п, 

F(x) = ..,fi cos-i- агар-п<х~~, 

1, агар x>~ 
2' 

ЗИЧ.1ИК функции '(Х/ •. \4(Х), D(X), о(Х) .. арни тonиНl' .\а:.4Дс! FJX) ua 
;(.1:) ФУ/lI\UIfЯJ1арнннг графИК.1ариии чизинг. 

3.2. Норма.'! таКt'НМ.1знган Х тасо .. 1IIфИЙ МНКДОРIIIIН,. математик 
"YTII:IIIIIIII а=4 аа }'рга Kr,ajliiТlIK 'lст.1аинШИ (J=2. Р(5<Х<9) НJI 
тоnнtlГ, 

3.З. Норма.1 ТdКСИМQ1'ЩIIII' МilТt'\lЗПIК КУТН,'III 111 11 и aнr 
,\'=О,95 IIIJ!ОНЧJJII.1ИК 611.1ан б<lх.О:lilШ Y'IYH J1шu/tЧ,'IИ 0\J<I:"IKIIII гоtlннг 

(.,~=74,71; ,,==49; 1)'=3,5). 
4.1 Х та('()дilфllЙ ~1IIIC1~tp Т;JI,l"IIЧ(lГ ФУIIКIIIIЯСJI 1-'(.1:/ 611.ЫН 

(j(' [т.1 ГiШ: 

( О, ar<Jj1 x~ О, 

Г(I'I = \/':. <.Il'зr O<x~4, 
ll,ё агаJ1 х>4, 

'jil'l:1111\ .J!УIII\ШI>l ((х), М (Х), D(X), о(Х) :Iарни TOI"IIII \аМ:::I {jx, /1;' 

[(х) фУНКILIIЯ'"'''J1111IНГ 1"'афIlК.'lарRНIt 'IIВНIIГ, 
·1,2. Х r;lt·,) 1lPrll;i MIIK,'\I1i' H.!{)~la,'1 конун б~'iIНЧ,j 1:1"("I\I.I,'lli ,,", 

~'lllil/[' \1,IH'\ralllh i\~'ГlI,IIIIII'1 ,/=,-', YIH3 !(B;II":,:' '1,'1 ',1';" 1111 

/' 0,0,1 Р I,:!. <: Х <: 1 О! 11Н rnllllHl', 

-I,З I-/ОР\1:1,' ТИl{с',',rn"1I1IНГ \I;Н(':>I8ТИ!( 1,\ !I: lilll.J., ',11 

';'''' O,!~,-1 111II0II'IIII,IIIK nH:I;jfl Гt;l.\IHafll учун 111,1,";'; 11: "\" "',;":' 

[1,(111111' (Х=7'1,;";!: /1=6-1: 0=4" 
:',,1. ,\ T;lcO,;i:'I'ili'l \\111\. 11111 liIK,'IIMOT ФУIII"I.,Н,':I (, '<1 ,:,I:I;!" 

'-'('j1I1,lг.llI: 

1

0' згар x~ ·l, 

F(x) = ln:, агар 4<x~ 4е, 

1, агар х> 4е. 
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3ичлик функция f(х), М(Х), D(X), а(Х) ларни топииг х.амда F(x) 
ва f(х) функцияларнинг графикларини чизинг. 

5.2. Нормал так.симланган Х тасодифий мик.дорнинг математик 
кутилиши а=6, урта квадратик четлаНilШИ а=2. Р(4<Х < 12) ни 
топинг. 

5.3. Нормал так.симотнинг математик кутилиши а ни 

y~O,95 ишончлилик билан к.оплаАдиган ишончли оралик.ни топинг. 

(Х=74,73; n=81; а=4,5). 
6.1. Х тасодифий мик.дор так.симот функцияси F(x) била н 

берилган: 

1

0' агар x~ О, 

F(x) = 1(2х2 +х), агар 

1, агар х> 1. 

o<x~ 1, 

3ичлик функция f(х), м (Х), D(X), а(Х) ларни топинг х.амда F(x) ва 
f(х) ларнинг графикларини чизинz 

6.2. Х тасодифий мик.дор нормал к.онун буйича так.симланган, 
м;:тематик кутилиши а=7, урта квадратик четланиши 
а=2. Р(3<Х < 10) ни топинг. 

6.3. Нормал так.симотнинг математик кутилиши а ни 
y~O,95 ишончлилик билан бах.олаш учун ишончли оралик.ни топинг 
(Х=74,73; n=81; а=4,5). 

7.1. Х тасодифий мик.дор так.симот Функциясн F(x) би.,~н 
берилган: 

1

0' агар x~ О, 

F(x) = +(хЭ+х), агар 

1, агар х> 1. 

O<x~ 1, 

3ичлик функция {(х), М(Х), D(X), а(Х) ларни топинг х.амда F(x) ва 
{(х) НИIfr графикларини '-iизинг. 

7.2. Нормал так.симланган Х тасодифнй мик.дорнинг математик 
кутилиши а=8 ва урта квадратик четланиши а=5. Р(3<х< 15) 
ни топинг. 

7.3. Нормал так.симотнинг математик кутилиши а ни 
у=О,95 ишончлилик билан бах.олаш учун ишончли оралик.ни топинг 

(Х=74,74; n= 100; а=5). 
8.1. Х тасодифий мик.дор так.симот функцияси F(x) билан 

берилган: 

1

0' агар x~ о, 

F(x) = Зх2 +2х, aгa~ o<x~~, 
1, агар х>т 
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ЗИЧ.~ик Функцня {(х), М(х), D(X), а(Х) ларнн топннг х.амда F(x) ва 
I (х) нннг графигннн чнзннг. 

8.2. Нормал так.снмланган Х тасоднфий МНКдорнннг ма.,ематнк 
кутилншн а=9 ва урта квадратнк четланншн а=6. Р(5<Х < 14) 
Hlt топннг. 

8.3. Нормал так.снматнннг математнк кутнлишн а ни 
у=О,95 ншончлнлнк бнлан бах.олаш учун ншончлн оралнк.нн то­

пинг (1'=74,75; n=121; а=5,5). 
9.1. Х тасоднфнА мнКдОР TaKI:HMOT функцнясн F (х) бнлан 

6ернлган: 

I 
О, агар x~ О, 

F(x) = 2sinx, агар ~<x~-%' 

1, агар Х>6"' 

ЗltЧЛИК функцня {(х), М(Х), D(X), а(Х) ларнн топннг х.амда F(x) ва 
((х) функцняларнннг графнкларннн чнзннг. 

9.2. Х тасоднфнй мнКдОР нормал к.онун буйнча так.снмланган, 
математиК кутнднши а= 10, урта квадратнк четланншн а=4. 
Р(2<х< 13) нн топннг. 

9.3. Н ормад та к.снматнннг математнк кутнлншн а нн 
у=О,95 I!ШОНЧЛНЛНК бнлан бах.олаш учун ншончлилнк ораЛНFННН 
топинг (Х=74,76; n= 114; а=6). 

10.1. Х тасоднфнй мнКдОР так.снмат функциясн F(x) бнлан 
берилган: 

1

0' агар x~ 1, 

F(x) = ~ (x l +3x-4), агар 1 <x~ 2, 

1, агар х>2. 

Зичдик функцня {(х), М(Х), D(X), а(х) ларни топннг х.амда F(x) ва 
{(х) .1арнннг графнкларннн чнзинг. 

10.2. Нормал так.снмланган Х тасоднфнй МНКдорнннг математнк 
кутнлншн а= 11 ва урта квадратнк четланншн а=5. Р(7 <х< 17) 
ни ТOI1инг. 

10.3. Нормал так.снмarнинг математик кутнлншн а ни 
0'==0.95 ишончлилик билан бах.олаш учун ишончлн оралик.ни топннг 
(Х=74.91; n=729; а= 13.5). 

11.1. Х тасодифиА миКдОР так.симar функциясн F(x) билан 
Оерилган: 

I 

1
0. агар x~ з' 

F(x) - i- (3x-I). агар 

1. агер х>2. 
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3нчлнк функция '(х), М(Х), D(X), о(х) ларни топннг х.амда J-'(x) ва 
((х) функция.1арнинг графигини чизинг. 

11.2. HopMaJI такснмланган Х тасодифиА МИКдорнинг ма-reматик 
кутнлнши а= 12 ва урта квадратик четланишн 0=4. Р(7 <х< 18) 
ни топинг. 

11.3. Норма.1 таксимотнннг математик кутилишн а ин 

у=0.95 .!Iшончлилнк 6ман 6ах.OJIаш умун ншончлн ораJlНКННИ 
TOIIНHГ (Х=74,77.; n= 169; 0=6,5). 

12.1. Х тасодифий микдорнинг таксимот функциясн F(x) билан 
беjЖЛган: 

1
0' агар x~ -1, 

F(x) = ,!x+-I, агар -1 <x~ О, 

1, а/'ар х>О. 

3ИЧJIик фу/fIUUIЯСИ f (х), М (Х), D (Х), (J (х) ларнн топинг х.амда F (х) ва 
f (х) Функцниларнн.г графнкnаРНilИ чнзинг. 

12.2. Нормал таксимлаИГ8Н Х тасодифий МНКдорнннг математик 
КУТI:ЛИШИ а= 13 8а 'урта квадратик четланиши 0=5_ Р(9<х< 18) 
ни топинг. 

12.3. HOPMaJI таксимотнииг математик кутилиши а ни 
0::=0,95 ИШОНЧJlИJlИК билаи бах.OIIаш учуи ишончли ораликни топинг 
(Х =74.78; n= 196; 0=7). . 

13.1. Х тасоднфиА миКдОР таксимот функцияси F(x) 6И.1ан бе­
рилган: 

1

0, агар x~ 3 

F(x) = 'nf, агар 3<х:Е;;;; 3е, 

1, агар х>3е. 

3ичлик функцня '(х), М(Х). D(X), о(х) ларни топинг, х.амда '(х) ва 
F(x) функцияларнинг графИКJIарини чнзннг. 

13.2. Х тасодифиА миКдОР нормал коиун буАича таксимланган. 
матемаТIIК кутилиши а= 14, урта квадратик четланиши 0=9. 
Р(II<х<17) нн топинг. 

13.3. Нормал такснмотнннг математик кутилиши а ни 
у==О,95 ишончлилик бнлан бах.OIIаш учун ишончлн ораликни топинг 
(Х=74,79; n=225; 0=7,5). 

14.1. Х тасодифий мнКдор таксимот функцияси F(x) билан 
берилган: . 

I 
3 

О, агар x~ '4Л, 

F(x) = cC6~, агар ~<х~л. 

1, агар х>л. 
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]II'I:/II!( ФУН!(ЦНfl f (х). ,Н (Х) . D (Х) . (т (х) ;ШРIII{ТОIllI HI', .I(.LiM.ltl f' (х) U;J 
i(x) ФУШЩIIН·1iJРШIJIГ I Р;НРН!(Л<lРIIНИ ЧIIЗИНГ. 

1·1.2. Х Т<lС'О;(ИфIIН МИI\дОР норма:1 К,онун /'iуйнча raKcl1 \1,'1 а III'illI, 
\I;lп· .... ати!( !(утн,шшн и= 15, УРТ<! !(В<lдрати!( чеТ,'I~""IШН а=Н. 
P(9<x<:lI) Hlt ТОIJИIJГ. 

14.3. НОРМ,:JЛ так'С'НМUТНИНГ M<lTelllaTHK КУТlIJlltшн и нн 
у=:=0,95 НШОНЧЛНJ1ИК бнлан бах,олаш учуи ншончли оралиК,НН тоnннг 
(Х=74,8; n=256; а=8). 

15.I.X тасодифиА IIIНк.дор так.симот функциясн {(х) 6И.1<111 
бернлган: 

[
О, агар x:S:;;; -1, 

{(х)= +(x+I), '-'Г'-'Р -1<х:S:;;; 

1, агар x>l. 

Знчлик Функцияси f (х). М (Х), D(X), а(х) ларнн тооннг х,амда {(х) Ва 
{(х) функцняларнннг графикларннн чнзннг. 

15.2. Нормал так.снмланган Х тасоднфнй IIIНк.дорнниг математик 
кутилншн а= 16 8а урта квадратнк четланншн а=6. Р(2'<х<9) 
ии топинг. 

15.3. Нормал так.симотнинг математик кутилиши а ни 
у=:=0,95 ишончлилнк билан бах,OIIаш У'lУН ишончлн оралик.ии топинг 
(Х=74,81; n=289; а=8,5) ... 

16.1. Х тасодифий мик.дор так.снмот функцияси {(х) билан 
беРИ.1ган: 

1

0, агар x~ О, 

{(х) = ~~. агар O<x~ 3. 

1, агар х>3. 

Зичлик функциясн I (х), М (Х), D(X), а (х) ларни топинг х,амда {(х) 8а 
{(х) Функцияларнинг графикларинн чизинг. 

16.2. Нормал так.симланган Х тасодифий мнк.дорниг математнк 
кутилиши a=17 8а урта квадратик четланиши а=1 1. Р(9<х<20) 
ни топинг. 

16.3. Нормал так.симотнинг математик кутнлншн u ни 
y~0,95 ишончлилик билан бах,OIIаш учун ишончли оралнк.и топинг 

(Х=74,82; n=324; а=9). 
17.1. Х тасодифий мик.дор так.симот Функцияси {(х) бнлан 

берилган: 

F(x) _ { 

О, агар x~ 2, 
I 2" (х2 ..&..3х+2). агар 2<x~ 3, 

1. агар х>3. 
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3ичлик функцияси f (х), М (Х), D (Х), а (х) ларни топинг х.амда F(x) ва 
{(х) функцияларнинг графикларини чизинг. 

17.2. Нормал так.симланган Х тасодифнй мик.дорнинг математик 
кутилиши а= 18 ва урта квадратик чеТЛ8НИШИ 0"=6. Р(10<х<22) 
ни топинг. • . 

17.3. Нормал так.симотнинг математик кутилиши а ни у=О,95 
И'!lончлилик билан бах.олаш учун ишончли оралик.ни топинг 
(Х=74,83; n=381; а=9,5). 

18.1. Х тасодифий мик.дор так.симот функцияси F(x) билан 
берилган: 

1

0' агар x~ 2, 

F(x) = +х-1, агар 2<х<4, 
1, агар х>4. 

3ичлик функцияси {(х), М(Х), D(X), а(х) ларни топинг х.амда F(x) ва 
;(х) фУНКЦИЯ.1арнинг графикларини чизинг. 

18.2. Нормал так.симланган Х тасодифий мик.дорнинг матема­
тик кутилиши а= 19 ва урта квадратик четланиши (J = 7. 
Р( 11 <х<23) ни топинг. 

18.3. Нормал так.симотнинг математик кутилиши а ни 
у::=О,95 ишончлилик билан бах.олаш учун ишончли оралик.ни топинг 
(Х=74,84; n=400; а=10). 

19.1. Х тасодифий мик.дор так.симот функцияси F(x) ёрдамида 
берилган: 

I 
I 

О, агар X~2' 

F(x) = +(2х2+х-1), агар t<x~ 1 , 

1, агар х> 1. 

3ичлик функцияси f (х), М (Х), D(X), а(х) ларни топинг х.амда F(x) ва 
f(х)функuияларнинг графикларини чизинг. 

19.2. Х тасодифий мик.дор нормал так.симланган. Унинг 
математик кутилиши а=20 ва урта квадратик четланиши а=7. 
Р( 13<х<24) ни топинг. 

19.3. Нормал так.симотнинг математик кутилиши а ни 
у::=О,95 ишончлилик билан бах.олаш учун ишончли оралик.ни топинг 
(Х=74,85; n=441; 0"= 10,5). 

20.1. Х тасодифий мик.дор таксимот функцияси F(x) ёрдамида 
берилган: 

1

0' агар x~ О, 

F(x) = :' агар O<x~ 2, 

:1, агар х>2. 
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3ичлик функцияси {(х), М(Х), D(X), а(х) ларни топинг х,амда F(x) 
ва {(х) функцияларнинг графикларини чизинг. 

20.2. Нормал таксимланган Х тасодифий микдорининг мате­
матик кутилиши а=21 ва урта квадратик четланиши а=9. 
Р(9<х< 15) ни топинг. 

20.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у _ 0,95 ишончлилик билан бах,олаш учун ишончли ораликни топинг 
(Х=74,86; п=484; а=II). 

21.1. Х тасодифий микдор таксимот функцияси F(x) ёрдамида 
берилган: 

{
О, агар x~ О, 

F (х) = ~2 (х З +2х), агар О <x~ 2, 

1, агар х>2. 

3ичлик функцияси f (х), М (Х), D (Х), а (Х) ла рни топинг х,амда F (х) ва 
f (х) функцияла рнинг графикла рини чизинг. 

21.2 Нормал таксимланган Х тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши а=22 ва урта квадратик четланиши а=8. P(lO<X < 18) 
ни топинг. 

21.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у _ 0,95 ишончлилик билан бах,олаш учун ишончли ораликни топинг 
(Х=74,87;.п=529, а=II,5). 
. 22.1. Х тасодифий микдор таксимот функцияси F (х) ёрдамида 
берилган: 

{ 

О, aгapx~2, 

F(x) = lп ~, агар 2<x~2e, 

1, агар х>2е. 

3ичлик функцияси f (х), М (Х), D (Х), (J (Х) ларни топинг х,амда F (х) ва 
{(х) функцияларнинг графикларини чизинг. 

22.2. Нормал таксимланган Х тасодифий микДорнинг математик 
кутилиши а=23 ва урта квадратик четланиши а=9. Р(II< 
<Х<20)ни топинг. 

22.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у _ 0,95 ишончлилик билан бах,олаш учу н ишончли ораликни топинг 
(Х=74,88; п=576; а=12). 

23.1. Х тасодифий микдор таксимот функцияси ёрдамида 
берилган: 

(
О, aгapx~ О, 

~ Г х л 
F(x) = у2 siп2, агар 0<X~2' 

1, агар х> ; . 
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3ичликФункцияси {(х), М(Х), D(X), а(Х) ларни тonинг ~Mдa F(x) ва 
{ (Х)ФУНКЦItЯ.lарнинг графИКJIарини чизинг. 

23.2 Х тасодифий мик.дор нормал конун буйича таксимланган. 
Математик КУТИ.1ИШИ а=24 ва урта квадратик четланиши 
a=ll. P(13<X<25) ни топинг. 

23.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
1'=0,95 ишонч.1ИЛИК билан бах.олаш учун ишончли ораликни топннг 
(.Х=74,89; n=б25; a=12,5). 

24.1. Х тасоднфий мик.дор таксимот функцияси F(x) ёрдамида 
БСРИ.1ган: 

1
0' aгapx~O, 

F(x)= ~x,aгapo<x~ 1, 

l,arapx>l. 

311ЧЛltК функцияси {(х), М (Х), D(X), а(Х) ларни ТО!lИНГ х.амда F(x) вз 
r (х) Функцияларнинг графНКJlарини чизинг. 

24.2. Нормал таксим.lанган Х тасодифий мик.дорнинг математик 
К\"ТИ.1иши а=2 ва урта квадратик четлаНItШИ 0=5. Р(4<Х<9) 
I!II топинг. 

24.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
~·~O,95 ишончлилик билан бах.OJIаш учун ишончли ораликни топинг. 
(Х=74,9, n=б76, 0= 13). 

25.1. Х тасоднфий миКдОР таксимот Функцияси F(x) ёрдамида 
беРИ.lган: 

( 

I 
О, aгapx~ -т. 

F(x) = i(2x+ 1), агар -i<x~ 2, 

1, агар х>2. 

3ичлик Функцияси {(х), м (Х), D(X), а (Х) ларни топинг х.амда F(x) ва 
{(х) !рУНКЦИЯ.1арнннг графНКJlарини чизинг. 

25.2. Нормал таксимланган Х тасодифий мик.дорнинг математик 
кутилиши а=3 ва урта квадратнк чекланиши а=5. Р(4 <Х <7) ни 
топинг. 

25.3. Нормал таксимотнинг а математик кутилишнни 
y~O,95 ишончлилик билан бах.OJIаш учун ишончли ораликни топинг 
(Х =74,92; n=784, 0= 14). 

26.1 Х тасодифий мик.дор таксимот Функцияси F(x) ёрдамида 
берилган: 

1
0' aгapx~ 1, 

F(x) = i(X2 -Х), агар 1 <X~ 2, 

l,arapx>2. 
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ЗИЧ.1ИК функцияси {(х). М(Х). О(Х). а(Х) ларни топинг х.амда F(x) 
ва {(х) функцняларнинг графикларинн чизинг. 

26.2 Нормал таК,симланган Х тасодифий мик.дорнинг мат~матик 
кутилиши 0=4 ва урта квадратик четланиши а=3. Р(3<Х < 11) 
ни топинг. 

26.3. Нормал таК,симотнинг математик кутилиши а ни 
y=O.9Q., ишончлилик билан бах.OJIаш учун ишончли оралиК,НИ то­
пинг (Х=74.93; n=841; a=14,5). 

27.1. Х тасодифий мик.дор таК,симот функцияси F(x) ёрдамида 
беРИ.1гаи: 

(
О, arapx:S;;;;2, 

F(x) = + (х 2 -х-2), агар 2<x:S;;;; 3, 

1, агар х>3. 

3ИЧJ1ИК функцияси {(х), м (Х), О(Х), а (Х) ларни ТОIIИНГ х.амда F (х) ва 
{(х) функцияларнинг графикларини чизинг. • 

27.2. Нормал таК,симланган Х тасодифий мик.дорнинг математик 
кутилиши а=5 ва урта квадратик четланиши а=4. Р(2<Х < 11) 
ни топинг. 

27.3. Нормал таксимотнинг математик кутилиши а ни 
у==,0.95 ишончлилик билан бах.OJIаш учун ишончли оралиК,ни топинг 

(.'\"=74,94; n=841; а=29). 
28.1. Х тасодифий мик.дор таК,симот фУНКllИЯСИ F (х) ёрдамида 

берилган: .. 

О, arapx:S;;;; -"2' 

I 
л 

F(x) = cosx, агар -%<х:S;;;;О. 

1, агар х>О. 

3ичлик функцияси {(х), м (Х), О(Х), а(Х) ларни топинг х.амда F(x) ва 
{(х) функцияларнинг графикларини чизинг. 

28.2. Нормал таксимланган Х тасодифий мик.дорнинг математик 
кутилиши а=6 ва урта квадратик четланиши а=3. Р(6<Х < 16) 
ни топинг. 

28.3. Нормал . таксимотнинг математик кутилиши а ни 
y=Q,95 ишончлилик билан бах.OJIаш учу н ишончли оралиК,ни топинг 
(.\'=74,95; n=784; а=28). 

29.1. Х тасодифий микдор таксимот функцияси F (х) ёрдамида 
берилган: 

F(x) ~ I О, агар x:S;;;; 1, 

yx-I, агар 1 <x:S;;;; 2. 

I:arap х>2. 
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3нчлнк функцнясн {(Х), М(Х), D(X), а(Х) ларнн топннг ~Mдa Р(х) ва 
{(х) функцияларнинг графНКJJарннн чнзннг. 

29.2. Нормал таксимланган Х тасоднфнй МН!\дoрнннг математнк 
кутнлнwн а=7 ва урта квадратнк четланнwн а=3. Р(5<Х < 13) 
нн топннг. 

29.3. Нормал такснмотнннг математнк кутнлнwн а нн 
у="О,95 нwончлнлнк бнлан бах,QJlаш учун ншонЧJlН оралнкнн топннг 
(Х=74,96; n=729; 0=27). 

30.1. Х тасоднфнй МН!\дoр такснмот функцнясн Р(х) ёрдамнда 
берилган: 

(
О, aгapx~5, 

Р(х) = Inf, агар 5<x~5e, 
1, агар х>5е . 

... нt'I.1ИК функцияси [(х), М(Х), D(X), а(Х) ларни топннг х,амда Р(х) ва 
f(х) функцин.lариинг графнкларнни чизинг. 

30.2. Нормал таК,СИМ.1анган Х тасоднфнй МИl\дорнннг математик 
КУПIЛИШИ а=8 ва урта квадратнк четланнwн cr= 1. Р(4<Х <9) 
НИ топннг. 

:30.3. Норма., таК,симотнннг математик кутнлнши а ни 
,\,=,О,95_IIШОНЧЛИЛИК бнлан бах,Q;1аш учун ншончлн ораликнн то­

IIИIIГ. (Х=74,97; n=676; cr=26). 

/0- наАСунавuй ~uc06 тоnшuрuк,ларu 

1.1. Кутида 6 та ОК" 4 та кора, 3 та КИЗИЛ шар бор. Таваккалнга 
o.lинган 3 та шарнннг х,аммасн турлн рангда булншн ЭКТИМQ;lЛНГННН 
топинг. 

1.2. 7 та уринднк'ЛИ каторга 4 КИЗ ва 3 УFИЛ Утиришадн. Уч 
)'Fи.1НИНГ ёнма-ён утириши эх.ТНМQJlЛИГИНН топинг. 

1.3. Китоб токчаснда а.lгебрадан 4 та, геометрнядан 3 та кнтоб 
таваккалига терн б чикилган. Х,ар К,айси фанга дОНР кит06лар ёнма­
ён туриInи эх.ТИМOJ1лигини топинг. 

(.4. Тангани 10 марта ташланганида 5 марта герблн томон ва 
5 марта ракаМ.1И томон тушган. Гербли томонлаРНIfНГ каммасн 
дастлабки 5 марта ташланганда тушган.1ИГИ эх.ТИМOJ1лигнни топинг. 

1.5. Яшикда 15 та деталь булнб, уларнинг 5 таси БУялган. 
Таваккалига OJ1инган 5 та деталнинг 4 таси буялган, биттаси­
буялмагаll булиб чикиши эх.ТИМOJ1лигини топинг. 

1.6. Спортлото уйинидаги бош ютукни (45 тадан 6 та номерни 
топнш) ютиб OJ1иш эх.ТИМOJ1лигинн топинг. 5 та номернн топнш 
эх.ТИМOJ1лигини аНИl\Ланг. 

1.7. 52 талик уйин картасини 2 тадан таркатнлганда «тун ва 
«KHPOJ1» чиК,иши эх.ТИМOJ1лнгини топинг. 

1.8. Театрга 6 та чипта OJ1инган бу.lиб, улардан 4 таси 
1- катордаги жойлардан иборатдир. Тавакка.lига OJ!инган 3 та 
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чнптанннг 2 таен бнрннчи катордагн жоА,1арда БУ.щшн цти1\1 QJ1,IH­
гннн ТOI1ИНI-. 

1.9. ФутБQJ1 буйнча r.cусООакаларда 20 та жа 1\100 l\a~H<I ша.'!.н. 
Т~с()Днфнй равншда бу жамоалар 10 тадан кнлнб нккнта гурух.га 
бу.1ННДН. Бунда 2 та "нг кучли жамоа бнтта гурух.га тушиб 1\ 0.1 I tlllI! 
;,х.тн МQJ1ЛНГННН TOIIHHf. 

1.10. Кутнчада 7 та 01\ 8а 5 та кора шар бор. 
а) таваКкалнга алННГ<lН шар кора булншн; 
б) таааккалига алНllган 2 та шар кора булншн "х.тн­

MUII.1HГltHH топинг. 

1.11. Талаба укув дастурндагн 40 савалдан 30 таеннн БН,lадн. 
Хар бнр нмтн)(он бнлетнда 2 тадан савал БУлеil. та.1абаНftНГ х.ар 
нккала ('ааалнн бнлншн цтнмо.мнгинн топннг. 

1.12. Куръа таШ.1аш катнаlllчн .. 1аrн яшнкдан 1 дан 100 гача 
номер.lанган жеТОНJlарнн тортаДНJlар. Тзвакка.1нга БНРИНЧlt бу.1нб, 
О.1ннган жетон номернда 5 ракамн нштнр<Ж "тмаслнгн ЦТНМо .. l.lltги­
нн ТOI1Н нг. 

1.13. Оl1тнта бнр хнл карточка.1арнннг х.ар БНРltга к'уАндагн 
х.арф.lардан бнрн ('знлган: а, б, с, м. р, о. Карточка.1ар ЯХШН.lаб 
аралаштнрилгач, гаJlма-галдан бнтталаб алннган ва катор кн"нб, 
тернб ЧНКН,lган туртта карточкада «ромб. сузннннг )(()('нл булншн 
"Цтнмаллнгннн топинг. 

1.14. Барча ёк.ларн БУRлган куб мннгта бнр ХН.1 Улчам.1Н 
кубчаларга булннадн ва улар Rхшнлаб аралаштнрнладн. Тавакка­
:IHra OIIннган кубчанинг: а) • .онтта. б) нккнта erH б5·я.lган булншн 
"х.тнr.cаллигннн тonннг. 

1.15. Саккнзта х.ар хнл кнтоб бнтта токчага таваккалига тернб 
К~'йнлганда, нккнта маълум кнтоб ёнма -ён турнб ко." н шн "цтн­
мал.1ИГННИ топинг. 

1.16. 10 та х.ар хил китобнннг 5 тасн х.ар БИРII 4 сумдан, учтаС/l 
1 e~'MдaH, 2 таен 3 С\'мдан сотиляптн. Тааакка.1ига алннган иккит.1 
кит'об биргалнкда 5 ёум булнши ЦТИМOIIJlНГННИ топннг. 

1.17. Гурух.нннг 8 нафари кизлар булган 17 талабаси араеИД;1 
7 та бнлет УАналяптн. Билетга «"га чикка нла Р. нчнда 4 та 
талабанинг кизлар булнши цтима.1Лигннн топинг. 

1.18. Беш каватли уАнинг лифтн уч Аулоачн бнлан кутарнла • 
бошладн. Хар каАсн каватдан биттадан ортик булмаган Ауловчн 
тушнб КOJIиши ЦТНМOJIлигннн топннг. (Бунда АУЛОВЧНJlарнн 
кааатлар буйнча так.снмлашнннг мумкин бушан барча усулларинн 
тенг ЦТИl\lаллн деб )(исобланг.) 

1.19. Натурал каторнннг 1.2, З ..... 100 сонларн тавакка.1нга 
жоАлаштнрнлган 1 ва 2 сонларн ёнма-ён, шу бнлан бнрга. уснб 
борнш тартибнда жоАлашганлнгн "JI,ТНМOJIлнгннн топннг. 

1.20. Унта талаба таАнн электропоездда кетншга шартлашнб 
алднлар. лекин каАсн аагонда кетншга келншиб алмаднлар. Агар 
электрonоездда 10 та вагон ~лса иккнта талабанинг битта вагонга 
тушнб KOJIMaCJIHK :ЦТНМOJIлигини топннг. (Бунда талабаларнннг 
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аагон.1ар буйнча ж·оН.1ашншларннннг барча нмконнятларн тенг 
НМКОННЯТ.1Н Дt'б фараз к.н.1ннадн.) 

1.21. Тааакк;] .-а о.1ннган учта ракамнннг: а) J(аммаси бнр ХН.1; 
б) нккнтасн бllР хнл булншн ЭJ(ТИМQlJЛИГИНИ ТONИНГ. 

1.22. 10 эркак аа 10 аё.цан нборат гурух тасодифнiI рааншда 2 та 
тенг к.нсмга б5·.lннадн. Хар к.аЙсн к.исмда эркаклар аа аёллар сонн 
бн р ХН.1 БУ.1Н ШН ЭJ(ТИМQlJЛНГИНН ТONННГ. 

1.23. Ан rуачнда бнр-бнрндан кам фарк к.нладнган 10 та дета.1Ь 
бор. Уларнннг турттаси бнрннчн турдагн, иккнтасн иккинчн, 
нккнтасн учннчн аа нккнтасн туртннчн турдагн деталларднр. Бнр 
пантда о.lннган о.1Тнта дета.1НННГ учтасн - бнринчн турдагн, 
нккнтасн нккннчн, биттасн - учинчн турдагн деталь булкш ЭJ(ТН' 
мо.1.1НГННН топннг. 

1.24. Тааакка.1нга о.lннаднган иккн хоналн соннннг а) туб сон; 
б) 5 га карралн сон булншн ЦТНМQlJЛНГННИ ТONННГ. 

1.25. Хар ХН.1 paKal\llJ1ap билан номерланган 9 та жетоннинг 
3 таен QlJниадн. У.1арнннг уснб бориш тартнбнда ЧИlU1ши 
ЭХТНМQlJЛНГНIIН тonннг. Учала жеТОIIНННГ номеР.1арн жуфт булишн 
ЭХ"НМQlJЛНГННН ТONННГ. 

1.26. Таааккалнга танланган телефон номерн 5 та рак.амдан 
нб·!рат. У.1арда: 

а) барча рак.ам.lар хар хнл булншн; 
б) барча рак.ам.1ар тОк. булиwн ЭJ(ТИМQlJЛНГННН ТONННГ. 

1.27. Таааккалнга QlJннган натурал сон 2 га J(aM, 3 га J(aM 
БУ.1ннмас.1НГН ЭJ(тнмо.1ЛНГИIIН тonннг. 

1.28. 2,3,4,5,6 СОllo1арн ёзнлган бешта карточкадан тасодифнii 
рааншда уч хоналн сон тузнлади. Бу СОН.ток булнwи ЭХТНМQlJЛИГИНН 
тonннг. 

1.29. Бернлган 1, 2, 3, 4, 5 ракамдан фойдалаНIIО турлн рак.ам­
.1Н турт хона.1Н сон тузнладн. Тузнлган СОН рак.амларннинг уснш 
тартибнда булншн :цтнмо.ынгннн ТOnИIIГ. 

1.30. Яwнкда 40 та яроклн аа 6 та яракснз сак.лагнчлар бор. 
Яwнкдан 3 та сак.лагнч QlJннган: 

а) ба.Рча сак.лагнчлар яроклн булишн; 
б) аJtал.1Н бнттасн яракснз булншн :ЦТНМQIJ.1НГННН тonннг. 
2.1. ДН.1анага тааакка.lига нчки учбурчак чнзилади. Бу учбур­

чак тенг ёнлн БУ.1НWН эх.ТНМQlJЛНГННН тonннг. 

2.2. дiiланага тааакка.lнга нчкн учбурчак qнзиладн. Бу учбур­
чак TyrpH бурчаклн БУ.1НШН ЭХТНМO/IЛНГННН ТONННГ. 

2.3. дiiланага таааккалнга нчкн учбурчак чнзнладн. Бу учбур­
чак уткнр бурчаклн булнwн ЭХТНМO/Iлнгинн тonннг. 

2.4. 200 м лн магннтофон тасмаснга 20 м ораЛНКда MaЪnYMaг 
ёзнлган, шу тасманннг БО м дан 75 м гача булган ораЛНFнда 
У3.llукснз ёзуа булнш ЭJ(ТНМQlJЛНГННН ТОПИНГ. 

2.5. Иккн Урток. MaЪnYM бнр жойда соат 1400 бнлан 1500 ораснда 
учрашнwга келнwднлар. Хар кайсн урток 20 мин кутнб, кеАнн 
кетадн. Учрашуа рун берншн ЭJ(ТНМO/IЛНГИНН тonннг. 
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2.6. ТОМОIIИ а га тенг квадратлар тури чизилган текисликка 
а 

таваккалига '<2" радиусли танга ташланади. Танга квадратлар-
нинг томонларидан х.еч бнрнни кесмаслнк эх.ТНМOJIлнгннн ·тonинг. 
Нуктанинг текнс фигурага тушнш эх.ТИМOJIлиги фигура юзига 
IIропорционал ва унинг жойлашишига боrлик эмас деб фараз 
килинади. 

2.7. Текислик бир-биридан 2а масофада жойлашган параллел 
туrри ЧИЗlfклар била н БУлинган. Бу текисликка таваккалига 
радиуси ,<а булган танга ташланади. Танга туrри чизиклардаll 
х.еч бирини кесмас.1ИГН эх.тимоллнгини тonинг. 

2.8. Парабола ярим доирага урннади ва УНИIIГ диаметри 
чегараларидан утади. Ярим доирага таваккалига ташланган нукта 
ярим доира ва парабо.lа била н чегараланган сох.ага тушиш 
эх.тимо.l.1ИГИНИ тonинг. 

2.9. Парабола квадратнинг пастки асосига уринади ва унинг 
юкори учлари оркали утади. KBaдpaтra таваккалига ташланган 
нуктанинг квадратнинг юкори томони ва парабола била н ч~гара­
,1анган сох.ага тушиш эх.тимоллигини топинг. 

2.10. Таваккалига 1 дан катта булмаган иккита х ва у сон 

олинган. Агар бу сонлар квадратларнинг ЙИFИНДИСИ ~ дан катта 

булса, уларнинг ЙИFИНДИСИ бирдан катта булмаслиги эх.тимоллиги­
ни тonинг. 

2.11. Таваккалига х.ар бири иккидан катта булмаган иккита 
мусбат х ва у сон олинган. ху';;;;;' 1; у/х';;;;;'2 булиши эх.тимоллигини 
топинг. 

2.12. Иккита х ва у хакикий сои Ixl';;;;;' 1, о,;;;;;, у';;;;;' 1 тенгсизлик­
ларни каноатлантирадиган килиб тавакка.1ига танланади. х2 <у 
шартнинг бажарилиши эх.тимоллигини топинг. 

2.13. Иккитахваух.акик.иЙсон Ixl';;;;;' 3, lуl';;;;;'5тенгсизликлаРНII 

каноатлантирадиган к.илиб таваккалига танланади. Х каср МУС' 
!I 

бат БУЛИШII эх.тимоллигини топинг. 

2.14. R радиуели доира ичига , радиусли кичик домра 
жоЙлаштирилган. Катта доирага таваккалига ташланган нук.та 
кнчик доирага х.ам тушиши эх.тимоллигини тonинг. (доирага тушиш 
эх.тимоллиги доира юзига пропорционал булиб, унинг жойлашишнга 
БОFЛИк. эмас деб фараз килннади.) 

2.15. Радиуси 15 см булган шар марказидан 25 см масофада 
ёРУFЛИКНННГ нук.тавиЙ манбаи жОЙлашган. Шар сиртида тавакка­
лига олинган нукта ёрнтилган булишн эх.тимоллигини топинг. 

2.16. Ичидан томони а=l4см квадрат кирк.иб олинган R=25cM 
радиусли доирага раднуси ,=2 см булга н шар таваккалига 
ташланади. Агар шар албатта доирага тушса, унин!" бу тешик 
четларнга тегмаА ундан утиб кетиш эх.тнмоллигини топинг . . 
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2.17. R раднуслн Донрага мунтазам OJIтнбурчак нчкн чнзнлган. 
донра нчнга TaBaKKa.:lНгa ташланган нуктанннг QJJтнбурчак нчнга 
тvшнш ~~ТНМQJJЛНГНIIII топннг . 
• 2.18. Квадратнннг тайннланган учндан унннг днагона.lндан 
кнчнк нхтнёрнй радиус бн.1ан айлана чнзнлган. ААлана квадратнннг 
бу учга зга бу.lгatl томонларннн кеснб YTHTuH Э)(ТНМOJIлнгннн топннг. 

2.19. R раднуслн айланада таваккалнга нукта танланадн. Бу 
нукта аЙ.lанада белгнлаб куйнлган А нуктадан R раднуедан кат­
та б5·.lмаган масофада ётншн 3)(ТНМOJIЛ'~гннн топннг. 

2.20. МННilJlар куйнлнб кнлннган туснк мнналар орасн 100 м дан 
1\I1.1нб, (jIIP ЧН:ШК буннча жоЙлаштнрнлган. J<.енглнгн 20 м булган 
кеманннг бу туснкнн TYFPH бурча к остнда кеснб утганда, мннага 
дуч Кl'_1НШН "х.ТНМOJIлнгннн топннг. (Чнзнкнннг кенглнгннн )(нсоб­
га о,lмаслнк мумкнн.) 

2.21. Узунлнгн 12 см булган АВ кесмага тавак~алнга С нукта 
кУНнладн. АС Kt'CMara курнлган квадрат юзн Зб CM~ аа 81 см 2 лар 
ораснда бу.1НШН эх.ТНМOJIлнгннн топннг. 

2.22. Уч.lарн (О; 0), (О; 1), (1; 1), (1; О) булган каадратга тавак­
K<I.IHra (х, у) нукта таШ,lанадн. Бу нуктанннг коордннаталарн 
у<2х тенгснзлнкнн каноатлантнрншн эх.тНМOJIлнгннн топннг. 

2.23. R раднуслн донрага таваккалнга ташланган нуктанннг 
;J.ollpara нчки чнзнлган Kaaдpaтra тушншн зх.ТНМOJIлнгннн топннг. 

2.24. R раднуслн донрага таваккалнга ташланган нуктанннг 
Донрага нчкн чнзнлган мунтазам учбурчакка тушншн эх.тнмоллнгн­
нн топннг. 

2.25. Тез анланаётган днек жуфт сондаги тенг секторларга 
ажратнлган аа улар наабат бнлан ок... ва кора рангларга буяб 
чнкилган. дискка карата ук узнлади. ~KHHHГ секторлардан бнрига 
тегншн ЦТИМOJIлигинн топннг. (~книнг текие фнгурага тегиш 
э~тнмо."лнгн бу 'фигуранннг юзнга пропорцнонал деб фараз 
кнлннадн.) 

2.26. Разаедкачнлар раднопрнёмнигн енгналларни узун тулкин­
даги частarаларда даарнй рааншда х.ар 2 мнн да 16 с давомнда 
кабул килади. Агар сигналнн каАд килнш учун кабул 1 с дан кам 
булмасл~гн зарур булса, раднопрнёмннкнинг 10 с давом этаднган 
снгналнн кайд килнши зх.ТНМQJJЛНГННН топннг. 

2.27 Узунлнгн L булгам АВ телефон лнниясннннг С нуктаеМда 
(унннг х.OJIатн лнння буйнча тенг нмкониятли) узнлнш руА бердн. 
С нуктанннг А нуктадан / дан кнчнк булмаган масофада жоА­
лашганлнгн эх.ТНМOJIлигннн топннг. 

2.28 Азропортнннг кундирнш снстемаен (тмзнми) муракка6 
метеошаронтларда саМOJIётларнн 5 мнн дан кам булмаган оралик 
билан кунднрншнн таъмннлаЙдн. Иккита самолёт жадвал буйнча 
бнрн соат 10 да, нккннчнси соат 10 У 10 мннутда аэродромга 
куннш.lарн керак. Агар бнрннчн саммёт аэродромга жадвалга 
ннсбатан 10 мнн атрофида, нккннчнсн 5 мнн атрофнда четланнш 
бн.lан кнрнб келншн мумкнн бужа (бунда жадвалдан курсатилган 
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чегараЛ8рД8 четланншлар катталикларн тенг имкониятли деб 

фараз к.илннадн), нккннчн саМOIIётнннг кутиш зонасига кетнб 
туриwн Эх'ТНМOIIлнгини топинг. • 

2.29. Томони а булга н мунтазам учбурчаклардан терилган 
паркетга , радиусли танга таваккалига ташланди. Танга 

учбурчаклардаи х,еч к.аАсисинииг томоиига тегмаслигн Эх'ТНМ()IJЛН· 
гиии топинг. 

2.30. а узунликдаги стержень таваккалнга 3 булакка БУ.1ИНДИ. 
х.ар к.аАсн бу.lакнннг узунлнгн а/4 дан катта булншн ЭХ,тимоллнгн· 
нн тonннг. 

3.1. Пул·буюм лarереясннннг Х,ар 10000 бнлетига 150 та буюм 8а 
50 та пул ютук.лари УАналади. Бнр дона лотерея бн.lети эгасннинг 
бую,. еки пул ЮТУFИ ютиб олиш ЭХ,ТИМOIIлигини тonннг. 

3.2. Мерганиинг битта Ук. узиб IO очко OIIиш эХ,тима.,миги 0,1 га, 
9 очко Q.IIиш ЭХ,ТНМQ.IIи 0,3 га, 8 еки ундаи кам очко OIIиш ЭХ,тимоллиги 
0,6 га тенг. Мерганиинг битта Ук. узиб 9 тадан кам булмаган очко 
Q.IIИШН ЭХ,ТИМQ.IIлигиии тonинг. 

3.3 Партнядагн 10 та деталнннг 8 таси стандарт. ТавакКа.lига 
OIIинган 2 та деталнииг ак.алли бнттасн стандарт булнши 
ЭХ,ТИМQ.IIлигиии тonииг. 

3.4. Яшикда 10 та деталь булиб, уларнинг 2 таси ностандарт. 
Таваккалига OIIннган 6 та деталь ичида биттадан КУ" булмаган 
ностандарт Jleтa.llb булишн ЭХ,ТНМQ.IIлнгиии топинг. 

3.5. Мерганнннг унлнк соХ,ага урншн эХ,тнмоли 0,05; тУк.к.нзликка 
0,2; С8ККНэ...нккв 0,6. Битrа • .fк. узнладн. к'уйндагн Х,однса.lарнннг 
ЭХ,ТНМQ.IIлнкларнни тonинг. 

А - камнда 8 очко OIIннган. 
В - 8 дан КУ" очко Q.IIннган. 
3.6. Яшикда 8 та ок ва 12 та к.изнл бнр хнл шар.lар бор. 

Таваккалига учта шар OIIннади. Уларнннг ак.аллн бнттасн 
ок. булншн ЭХ,ТНМOIIлигннн топннг. 

3.7. Яшнкда 8 та ок ва 12 та к.нзнл шар бор. Та8акка.1НГ" 
5 та шар OIIннадн. У.1арнннг нчнда бнттадан КУ" булмаган ок. шар 
булншн ЭХ,ТНМOIIлнгнни тonинг. 

3.8. Яшнкда 9 та ок 8а 14 та к.нзил шар бор. Та8аккалига 6 та 
шар Q.IIннадн. Уларнннг нчида камнда иккитаси ок. шар булиши 
эх.ТНМOJIлигнни топннг. 

3.9. Жисмоний тарбнячилар куни талаба уиингох.га бордн. 
ФутБOllга 0,3 эх.ТНМQ,.мнк билан, баскетбOllга 0.4 эх.ТИМOlI.1НК била н, 
ВQ,.lеЙБOllга 0,2 эх.ТИМOJIлнк бнлан чипта сотиб Q,.lИШ мумкин эди. 
Та.lабанинг мусобакага тушишн эх.тима..l.lнгини топинг. 
Та.lабанннг баскетбOJl ёки 8 OlIеЙба..l мусобак.асига кира Q,.lИШ 
эх.ТНМOlI.1нгини топннг. 

3.10. Яшнкда 8 та к.изнл .10 та ЯШИ.l 8а 12 та кук рангдаги бнр 
хил шар бор. Та8акка.1нга учта шар о.1ннади. Уларнинг ак.алли 
иккитаси бир хил рангда булишн эх,ТИМOlI.1НГННИ топннг. 

3.11. Устахонада учта стамок ншлаб турнбди. Смена да80мнда 
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биринчи станокнинг бузилиши :Н,тнм OJIлиги 0,15 га, иккинчи 
станокники 0,1 га, учинчи станокники 0,12 га тенг. Станоклар бир 
пайтда 6УЗИ.1маЙди де6 фараз кили6, смена давомида акалли битта 
станокнинг бузилиши зх,ТИМOJIлигини топинг. 

3.12. к'утида 15 та ок, 20 та кора, 250та яшил, 10 та кизил шар 
бор. Таваккалига OJIинган шар ОК, кора ёки кизил 6улиши эх,ТИМoJI­
лик.,арини топинг. 

3.13. к'утида 10 та ок, 15 та кора, 20 та яшил, 25 та кизнл шар 
бор. Таваккалига OJIинган шар ок, кора ёки кизил булиши 
эх,ТИМQ,l,lикларини топинг. 

3.14. Ишчи учта станокка хизмат курсатади. Смена давомида 
ишчининг аралашувини талаб кнлиш эх,ТИМOJIлиги БИРИНЧIf станок 
учу н 0,7 га, ИККИНЧlt станок учун 0,75 га, учинчи станок учун эса 
0,8 га тенг. Смена давомида ишчининг аралашувини кайсидир 
2 та станокни"г та,lаб кнлиши Э)(.ТИМOJIлигинн ТOIlинг. 

3.15. Битта ук узишда нишонга текказиш эх,ТИМOJIлиги биринчи 
мерган учун р га иккинчиси учун 0,7 га тенг. Битта ук узишда роса 
БИ;J марта нишонга текказиш эх,ТИМOJIлиги иккала мерган учун 
0,38 га тенг эканлиги маълум. Р ни топинг. 

З.1б. Бирор физик ",иклорни 6ир марта улчашда 6ерилган 
аН'lкликдан ортик булга" хатоликка йул куйиш эх,тимоллиги 0,2 га 
Tellr. Туртта БОF.1икмас улчаш утказилди. Купи била н битта 
У,lчашда берилган аникликдан ортик булган хаТQ,1икка йул 
КУЙИ.1ганлик эх,тимо.плигини топинг. 

3.17. Бир дона ПУ,l-буюм лuгереяси билан ютиш эх,ТИМОЛ.1ИГИ 
1/7 га тенг. 5 дона билет сотиб 0.1и6: а) 6ешта билетиинг х,аммаеига 
ютиши, бl акаЛ,lИ 6итта билетга ютиш "3Хтимonлигини топинг. 

3.18. Бир бирига БОFликмае 3 та ук узишда акалли бир марта 
нишонга текказиш эх,тимonлиги 0,9984 га тенг. БИ1'Та ук узишда 
нишонга текказиш эх,тимonлигини топинг. 

3.19. Абонент тераётга н телеф он номери ни нг охи рги ра ка ми ни 
эсидан чикари6 куйди ва уни таваккалига терди. Унинг 2 тадан 
ортик булмаган муваффакиятеиз уриниш килиши эх.тимonлнгини 
топинг .. 

3.20. Битта ук узишда нишонга текказиш эх,тимonлиги 0,2 га 
тенг. 8 та ук узилди. Нншонни яксон килиш учу н х,еч булмаганда бир 
марта нишонга текказиш етарли булеа, нишоннинг якеон кнлиннш 
эх,ти М onли гини топи нг. 

3.21. Талаба имтих,он савonларининг 25 таендан 20 таеинигина 
тайёрлашга улгурди. Талабанннг таваккалига танлагаи 4 та 
саВD.1НИНГ камида 2 тасини билиш эх,тимonлигинн топннг. 

3.22. Овчи узоклаши6 бораётган нишонга карата 3 марта ук 
узди. Нишонга тегиш эх,тимonлиги ук узишнннг бошнда 0.8 га тенг, 
у кейинги х,ар бир ук узишда 0,1 га камаяди. Овчи: 

а) учала х,onда теккнза onмаслиги; 
6) акалли бир марта текказиш; 
вI икки марта текказиш эх,тимonлигинн топинг. 
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3.23. Имтих,ои билетида 3 та саам бор. Талабаиинг бнринчи ва 
IfККИНЧИ санмга жан06 6ериш эх,тиммлнги 0,9 га, учннчн савмга 
.са 0,8 га тенг. Агар н",тнхонни тоошириш учун: 

а) х,амма саамларга жааоб бериш керак; 
б) акалли 2 та саамга жааоб бернш K~paK булев, 

тала6анинг имтихонни тооширнш эх,тнммлигнни тооинг. 

3.24. n та ок на т та кора шар булган кутидан 2 та шар минади. 
Олинган шарлар турли рангда булнши эх.ТИМOlIлигини тonинг. 

3.25. Кутнда 10 та ок., 15 та кора, 20 та яшил аа 25 Т8 кизил шар 
бор. Бнтта шар OIIннади. Олинган шар: 

а) кизил, ок ёкн кора булнши; 
б) яшил ёкн кизил булиши; 
а) ОК, кора ёки яшил булиши эхтнммлигини топинг. 

3.26. Танга 4 марта ташланади. Гербли томон роса нккн марта 
тушншн эх,ТИМOIIлигини топинг. 

3.27. 3аём облигацияларинннг ярмисн ютукли. Акалли битта 
облнгацияга 0,95 дан катта эх,тиммлик бнлан ютук чнкишига ИIJIОНЧ 
х.осил кнлиш учун иечта облигация сагнб OIIиш керак? 

3.28. Яшикда 90 та ярокли аа 10 та яроксиз деталь бор. Аиryачи 
кетма-кет (кайтариб СOllмаА) 10 та деталь OIIади. Олннган деталлар 
орасида: 

а) яроксизларн ЙУк.лнги, 
б) хеч булмвганда биттасн ярокеиз булнши зхтиммлигинн 

тооннг. 

3.29. Иккита уйнн сок.каси"" неча марта ташланганда акалли 
бир марта 12 очко тушншига 0,5 дан кам булмаган ЭХТИМOIIлик 
бидан ишонч хосил килнш мумкин? 

3.30. rйии иккита уАиичинниг бнри кетма-кет 2 партияни 
ютгунча дааом этади (дуранг натнжа х,исобга мин",аАди '. Хар бир 
~'йинчинннг партияни ютиши з!(тнммлиги 0,5 га тенг аа OlIдингн 
партиялар натижаларига БOfJfнк змас. Уйнн 6- партиягача тугаши 
:'J{тн",о.1ЛНГННН тonинг. 

4.1. 1 О 000 та кнАмат келтнрнлган лorарнфм.1ар жадааllида 
>нтта хато кетган. Жадаалдан таваккалнга олннган 100 та 
lогарифм киймати ораснда акалли битта хато киАмат 6орлнгн 
х.ТНМOII.lИГННН топинг. 

4.2. Олтн лампа.'!и (хамма лампалар хар хил) ради опри­
мникнннг бнтта .1ампаси «"КуЙи6. кOlIДИ. Приёмникин тузатнш учуи 
'1 НЖИР..1агн мементдан таваккалига танланган дампани 0..1н6 
[}а.1аштнри.1адн аа прнёмннк текшнрнб курндадн. Приёмннкнннг 

а) 6итта лампанн; 
6) нккита .1ампани; 
8) учта .1ампаии алмаштнргаидаи еуиг одатдаГНАек НU1.1аб 

тиши ЭХТНМОIJ.;1НГННН ТОПННГ. 

4.3. Турт 08ЧИ иншонга карата мамум 6нр тартнбu У-к узншга 
11ишнб мншди: HasбaTlI.arн 08ЧИ УНАЗН OIIАНнгн 08Чн нншонга 
(кнза Ооlмаган так.днрцгнна Yk-rэаАИ. Хар 6нр 08ЧИНННГ нншонга 
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текказиш эхтим0.1ЛИГИ бир хил булиб, 0,8 га теиг. Нишонга карата: 
а) битта; 

б) нккнта; 
в) учта 'ук узилиш ЭХТИМOIIЛИГИНИ ТOIlинг. 

4.4. Ракамли кулф умумиА )'кида TyJfгTa .1.иск бор. Хар бир диек 
ракамлар билан белгиланган OIIтита секторга БУлинган. к.улфнн 
днсклардагн ракамлар маълум комбннацня (у кулфнннг сенри:.дан 
нборат) ташкнл этгандагина очиш мумкин. Ракамларнинг ихтиёрий 
комбннацияеннн тернб, ку.1фНИ очнш мумкннлиги ЭХТИМOII.1ИГИНИ 
TOnHHr. 

4.5 ."1.еханнзмга учта бнр хил деталь кнради. Агар механнзмни 
ЙНFНШ.1.а уча.lа деталь урннга у.lчамлари ЧИЗмада белгиланганидан 
катта бу.lган деталлар куi!илеа, механизмнинг иши бузнлади. 
ЙИFувчнда 5 тасн катта У.lчамдаги 12 та деталь КOIIДИ. Агар йиrувчн 
дета.марнн таваккалнга 0.1еа, бу деталлардаи йнrилган меха­
ннзмнннг норма., ншламаслнк ЭХТНМOIIлнгннн топинг. 

4.6. Корхонада ЯРCJ<.СНЗ махеулот умумнй махеулотнниг уртача 
2 ~~HH ташкнл этадн. Ярокли маХСУ.1ОТНННГ 95 % нни бнринчн нав 
таlUКИ.l этади. Таваккалига OIIинган махеулот: 

а) текшнришдан утган махеулотдан OIIннган булеа; 
б) тайёрланган умумий махеУ.1отдан OIIинган булеа, унинг 

бнрннчн нав.1Н булншн ЭХТНМOII.1ИГННН TOnHHr. 
4.7. Овчн УЗQК.1ашаётган нншонга карата 2 марта ук уздн. Orнш 

БОШ.lанганда нншонга тегнш эхтнмо.1.1нгн 0,8 га тенг, кейннгн хар 
кайен ук узншда зеа у 0,1 га камаядн. Овчннинг: 

а) х.ар икка.lа х.OIIда хам нншонга текказа OIIмаслиги; 

б) ака.1ЛН бнр марта текказнш ЭХТJII"МOIIJlНГННИ ТOIlннг. 

4.8. сА:. ва «В» ходнеалар куйндагича: кА» ходнеа - 4 та унин 
соккасннн бнр nайтда ташланганда акаJ\ЛН битrа бир тушиши; 
«8»ходнеа - 2 та соккани 24 марта ташланганда акаллн бир марта 
2 та бнр тушншн. Бу ходнса.1арнннг кайеи бнрн эх.ТИМOII.1ИРОК? 

4.9. Ишчи тайёрлайднган .1етал.1арнннг 8 %н ярокенз. Синаб 
курншга OIIннган деталлар ораенда бнрорта хам ярокснзи 
бу,н,ас~U1ГН ЭХТНМQ.1JlНГННИ TOnHHr. 

4.10. ИССИК.1ик электростаНЦИЯСИ.1.а 15 смена мух.андислари бу­
.1нб, У.1арнннг 3 таен аёллар. Сменада 3 кнши турадн. Таваккалига 
таН.1анган сменала эркаклар 2 тадан кам булмаслиги ЭХТНМoIIЛИГН­
нн TOnHHr. 

4.11. 30 та.lабанннг нш.lаб чикарнш амалиёти учу н Тошкентда 
15 та жой, Фарrонада 8 та жой, Onма.1НКда 7 та жой ажратнлган. 
Икки уртокнннг битта шахарда амалнёт утнши эхтимо.мигини 
ТOIlннг. 

4.12. к.утида а дона ок. ва Ь дона кора ша р бор. к.утнда гн ха мма 
шарлар бнрнн-кетнн, тасоднфий равншда OIIинадн. Тартиб буйича 
нккинчн OIIннган шарнинг ок булиши ЭХТНМOII.1НГННН ТOIlинг. 

4.13. Карталарнинг тулнк дастаси (52 та карта)дан бирварака­
йнга 4 та карта Q.1ннадн. к.уЙндагн ходнеалар каралади: 
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(l"А.» - О.lинган карталар I1чида х.еч булмаганда битта сrНШТI1Н» 
БУ.1адн; 

«8.» - олннган карта.1ар нчнда х.еч бу.1маганда бl1тта cKapra» 
б~а~. • 

- А+8 х.Одисанннг эх.ТИМОЛЛI1ГННН топннг. 
4.14. Касаба уюшмасн ёзда дам олншга кетаднган болалар учун 

15 та спорт лагернга, 9 та саЙё)(..lНК лагернга аа 4 та СOFломлаштн­
рнш лагернга ЙУл.1анма.lар ажратдн. Агар учта уртокнннг ага­
оналарн бнр-бнрнга боr.1НК БУ.lмаган X.o.1.1a бнттадан йу.lЛанма 
о.lнб келган булсалар, бу уч уртокнннг бнтта лагерда дам олншн 
:;ХТНМОЛ.1НГННН топннг. 

4.15. Бнрннчн кутнда 5 та ок, 11 та кора аа 8 та кнзнл шар, 
нккннчн кутнда зеа 10 та ок, 8 та кора аа 6 та кнзнл шар бор. Хар 
нккала кутндан тааакка.1нга бнттадан шар 0.1ннадн. о."ннган 
шар.1ар бнр хн.1 рангда БУ.1НШН эх.тнмо.lЛнгннн топннг. 

4.16. Яшнкда турт рангдагн rалтак нплар бор: ок - 50 %. 
кизил - 20 %. ЯШН.1 - 20 %. к)'к,- 10 %. TaaaKKa.lIfra о.lннган 
rалтакнннг яшнл ёкн кук БУ.1НШН эхтнмо.1.1НГННН топннг. 

4.17. Тайёрланаётган деталларнннг уртача 3 %н яроксн~. Сн, 
наш учун 0.1ннган 5 та деталнннг ораснда бнрорта хам ярокснзн 
б5·лмае.1НГН эх.тнмо.1Лнгннн Топннг. 

4.18. к'утнчада 30 % н ок. ко"ганлари кнзн.1 rалтак НП.1ар 
аралаштнрн.1нб кУЙндган. Таааккалига олннган икки rадтак нп бир 
ХН.1 рангда булнwн эх.тнмо.1Лнгннн топннг. 

4.19. Техннк кароа станцняснга 20 та машнна келтнрилдн. 
У.1а рнннг 5 таснда юрн ш Itt4смнда, 8 таснда моторда нуксонла р 
булнб, 10 таснда х.еч кандай нуксон тonнлмади. Юрнш кисмнда 
HYKCOНlI булга н машннанннг моторнда х.ам нуксон бор.1НГИ 
'х.тимоллигнни тonннг. 

4.20. 12 )'rил бо"а аа 18 киз б0.1а бор гурух.дан 2 КИШII 
таааккалнга танланди. Уларнннг 

а) икка.1асн уrил б 0.1 а ; 
б) киз б0.1а аа уrнл б0.1а БУ.1НШН зх.ТИМОЛЛИГI1НII ТОПI1НГ. 

4.21. Харидорга 41- 5'лчамдаГI1 пойафзал заРУРЛНГII ЦТИМОЛЛИГII 
0,2 га тенг БУлснн. Даст.1абкн бешта харидорнинг 41- )·.lчамдаги 
пойафзални с)'ра ш эхтн м0.1.1НГННИ топин Г. 

4.22. 1 аа 2 деб беШI1.1анган 2 та уйнн соккасн ташланди. 
Бирннчн соккадагн очк0.1арнннг иккннчн сокка.1агн очколардан 
катта б5'лнши эх.тнм0.1.1НГИНН топннг. 

4.23. ~ЙIIН соккаСННII ташланганда жуфт ёкн учга карра.1И очко 
тушншн зх.тнмо.1Лнгини топннг. 

4.24. Ишчн 4 та станокка хнзмат курсатадн. Бир соат давомнда 
бнрннчн станок ншчннинг созлаш учун аралашуаннн талаб 
кнлмаслнк эх.тнмоллнгн 0,2 га тенг; нккинчи станок учун 0,25; 
учннчн станок учун 0,6 га, туртинчи станок учун зса 0,4 га тенг. Бнр 
саат дааомида бнрорта х.ам станокнннг ншчининг аралашуаннн 

талаб зтмаслнги эх.тимол.1НГКНИ топинг. 
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4.25. Талаба о.1ИЙ математнкадан имти)(онга тайёрланиши учун 
математнк таХЛН.1 фанидан 20 саВQllга ва геометриядан 25 та 
саВQllга жавоо тайёрлаши керак. Бнрок, у математнк таХЛн.1дан 
15 та, геометриядан 20 та саВQllга ЖЗJIоо тайёрлай QIIДИ, ХQIIОС. 
Бнлетда 3 та саВQII бор: 2 та тахлнлдан ва 1 та геометрнядан. 

а) талаба имти)(онни аълorа тonшнришн (учала саВQllга Х,ам 
жавоб 6ернши); 

б) яхщига топшириши (исталган иккита саВQllга жавоо беришн) 
ЭХ,ТИМQIIЛИГИНН топинг. 

4.26. Детал.1арга 3 боскичда ишлов бернладн. Бнринчи боскичда 
яроксиз .1ета.1Ь QIIИШ ЭХ,тнмо.1.1иги 0,02 га, иккинчиснда 0,03 га, 
УЧИНЧНСИ.1а 0,02 га тенг. Айрим боскнч.1арда ярокснз деталь QIIИШ 
60rлнкмас х.одиса.1ар деб фараз килиб. 3 та боскнчдан сунг ярок.лн 
дeTa.~b QIIИШ эх.ТИМOJIлигинн топннг. 

4.27. 1,2,3,4,5 ракам.1ардан 6нттаси, КQllганларидан яна биттасн 
таН.1анади. Ток сон танланган б}\.lн6, унннг 

а) биринчи галда, 
6) иккинчи галда, 
в) иккала галда х.ам танланганлнги ЭХ,ТИМQIIЛИГИНН тonинг. 

4.28. n- тартибли дитерминант ейилмасининг битта х.ади та-
вакка.1ига таН.lанади. Танланган х.адда 60Ш диагональ элементлари 
БУ~Jмас.1ИГИ зх.ТИМQ,1Лиги р. ни топинг. lim Р. ии х.исобланг. 

4.29. УЧ киши га.1ма-галдан тангани ташлаЙди. I(имда бнринчи 
6у.1и6 гербли томон тушса, уша ютган х.исобланади. х.ар кайси 
уйинчи учун ютиш эх.ТИМQIIЛИГИНИ топиЖ'-. 

4.30. Икки киши га.lма-галдан тангани ташлаЙди. I(нмда 
биринчи БУ.1нБ гербли томон тушса,уша ютган х.иt'Обланади. х.ар 
канси уйннчи учун ютиш ЭХ,ТИМQIIЛИГИНИ топинг. 

5.1. Пластмасса rулалар учта прессда таiiерланади. 1 пресс 
6арча rудаларнинг 50 % ини, Н- 30 %. IIl- 20 % ини ишла6 
чикаради. Бунда 1 пресс rулаларининг 0.025. Н нинг 0.02. Н' нинг 
0,015 кисми ностандартдир. Тайёр rУ.1алар ичидан таваккалига 
OJIингани стандарт булиши эх.ТИМQIIЛИГИНИ топинг. 

5.2. П.13стмасса буюм.1ЗР учта автоматда таййерланади: 1 авто­
мат мах.СУ,lОТНННГ 40 % ини. Н-35 % ини. 111-25 % инн ишлаб 
чикарадн. Бунда 1 автоматнинг 0.13. Н- 0.025. 111- 0.025 кисми 
ностандарт буюмлардир. Танланган стандарт буюм 111 автомзтда 
тайерланганлиги эх.ТИМQIIЛНГИНН топинг. 

5.3. Д}\конга 4 лампочка за воднда таиерланган бир хил 
лампочка.1ар кабул кнли6 QIIИНДИ: I заводдан 350 дона, 11 дан 
625 дона. 111 дан 245 дона ва IУ дан 850 дона. Лампочка.1ар 
1500 соатдан ортик вакт ениши зх.ТИМQIIЛИГИ I завод учун 0,25 га. 
Н завод учун 0.30 га. 111 завод учун 0.40 га. IУ завод учун 0.75 га 
тенг. Дукон токчаларига лампочкалар аралаштириб терн б ЧИКИ.1а­
дн. Сотиб QIIинган лампочканннг 1500 соатдан куп вакт ениши 
эх.ТНМOJIлнгини топинг. 
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5.4. О'lборга 1000 та ПОАШИПНИК КeJJТНРНЛДН. Уларнинг 260 тасн 
1 завOД.II.З, 400 тасм 11 заВОАда ва 340 таси 111 заВОДДа таЙ~рланган. 
Подшипникнинг ностандарт булнб чнк.нши ЦТИМОЛ,lНГИ 1 завод учун 
0,08 га, 11 завод учу н 0,025 га, 111 завод учун, 0,04 га тенг. Таваккалн­
га ОJlинган ПОДШИIIНИК ностандарт булиб чик.ди. Бу подшипникнинг 
1 заводда таЙёр.lангаН,lИГИ ~х.тимоллигини топинг. 

5.5. Электр лампочкалари партиясинннг 10 % н 1 за водда, 
40 % и 11 заводда, 50 % 11 111 за водда таЙёр.lанган. Ярок.сиз 
,1ампочка ИШ.1аб чик.арнш 1 завод учун 0,02, 11 завод учун 0,008, 
111 завод учун 0,006. ТаваккаJlига олинган лампочканинг ярок.снз 
бvлиши эх.ТI/М(),;1J!ИГИНИ ТОIIИНГ . 

. 5.6. Соатлар учта заводда тайёрланадн ва дуконга кеЛТИРН,lади. 
, завод мах.су.1агнинг 40 % ини, 11 завод 45 % ини, 11' завод 
15 % ини таЙёрлаЙди. 1 завод тайёрлаган соат.lарнинг 90 % и, 
11 завод соаТ.1арининг 70 % и, 111 завод соатларининг 90 % и илга­
ри.1аб кетади. Сагиб олинган соатнинг и.lгарилаб К('ТlIШИ ~х.ти­
м0..1ЛИГИНИ топинг. 

5.7. ИККl1та яшикда радиолампа,lар бор. Биринчи яшикда 
12 лампа БУ.lиБ, 1 таси ярок.сиз, иккинчи яшикда 10 та лампочка 
бу.lиб, уларнинг 1 таси ярок.снз. Биринчи яшикдан битта .1ампа 
0..1 И ниб, иккинчи яшикка со..lинади. Иккинчи яшикдан таваккаЛl1га 
олннган .1ампанинг ярок.снз БУ,ll1ШИ ~х.тимоллигин" топннг. 

5.8. Биринчи жамоада 6 та спорт устаси ва 4 та биринчи 
разряд.1И спортчи, иккинчи жамоада 6 та биринчи разрядли спортчи 
ва 4 та спорт устаси бор. Б'у жамоалар УЙllнчиларидан тузилган 
терма жамоада 10 уйинчи бор: 6 уйинчи - биринчи жамоадан, 
4 уйинчи - иккннчи жамоадан. Терма жамоадан таваккалига бир 
уйинчи танланади. Бу уйинчининг спорт устасн булиши ЦТИМ(),;1лн· 
гини тonинг. 

5.9. Хамма буюм.lар иккита назоратчи томонидан текшир"лади. 
Буюмнинг текшириш учу н бнринчи назоратчига тушиши цтимол· 
.1Нги 0,55 га, иккинчи назоратчига тушишн эх.ТИМOJIлиги 0,45 га тенг. 
Биринчи иазоратчининг ностандарт буюмни утказиб юбориш 3)(ти­
моллиги 0,01 га, иккинчи назоратчи учун 0,02 га тенг. Таваккалига 
«стандарт:. тамгали буюм олинганда у ярок.сиз булиб чик.дн. Бу 
буюмнинг ИККИНЧI1 назоратчи томонидан текширилганлиги ~х.ти· 
мо.1ЛИГИНИ тonинг. 

5.10. ЙИFИШ учун деталлар иккнта ста нокда тайёрланиб, 
уларнинг биринчиси нккинчнснга ннсбатан 3 марта КУ" деталь 
ишлаб чик.аради. Бунда бнрннчи станок ишлаб чик.арадиган 
деталларннн, 0,025, нккинчи станок учу н 0,015 к.исмини ярок.сиз 
деталлар ташкнл этади. Таваккалига йНFИШ учун олинган битта 
деталь ярок.ли булиб чик.ди. Бу деталнинг иккинчи ста нокда 
тайёрланган булнши эх.тимоллигини топинг. 

5.11. 9 та бир хил ёпик. к.утининг х.ар бирида фак.ат ранглари 
билан фаРКJIанувчи 10 тадан шар бор. 2 та к.утида 5 тадан ок. шар 
бор, 3 к.утида 4 тадан ок. шар ~op ва 4 к.утида 3 тадан ок. шар бор. 
Тугмачани босиш натижасида к.аЙсидир к.утидан ок. шар отилиб 
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чик.ди. Бу кутнда 3 та <ж. шар булгаилигн ЭХ,ТИМOIIлигинн топинг. 
5.12. 4 та мерган бир-бирнга боrлнк булмаган )(,OIIда битта 

НИШQнга биттадан ук уздилар. Бу мерганлар учун нишонга 
текказиш эх.ТИМOIIЛИКJIари мос равишда 0,4; 0,6; 0,7; 0,8 га тенг. 
Отиш тугагандан сун г нишондан учта YKH~HГ изн топилди. Туртинчн 
мерганнинг уки хато кетганлиги эх.ТИМOIIлигинн топинг. 

5.13. Биринчи кутида 10 та шар булиб, уларнннг 8 таси ок, 
иккннчи кутида 20 та шар булиб, 4 таси ок. х.ар канси кутидан 
тавакка.1ига биттадан шар 011 И нди, еунгра таваккалига бу 
шарларнииг бири OIIИНДИ. ОК шар OIIинганлиги эх.ТИМOIIлигини 

ТОIIИНГ. 

5.14. Та.lабаларнинг курнлиш отрядида 2 та бригада бнринчи 
боскич талабаларидан, битта брнгада эса нккннчи боскнч талабала­
рндан тузишан. Биринчи боскичларнннг х.ар канси брнгадаснда 
5 йигит ва 3 кнз бор, нккннчн боскнчларнннг брнгадаенда 4 йнгнт ва 
4 киз бор. Куръа ташлаш БН,lан отряд брнгадаnарининг бнрндан 
ша.харга борнш учун бир киши танландн. 

ii) Йнгит танланганлнгн эх.ТНМOIIлнгннн ТОПННГ. 
,j) Йигит танланган. Унннг бнринчи боскнч талабасн эканн цти­

м 0.1.1И ги ни топи НГ . 
. ).15. Омборда 3 та фабрнкадан мах.сулот келадн: бнgннчн 

фа(,риканинг мах.сулоти 20 % нн, нккинчн фабрнканикн 46 % ни, 
учинчи фабрика ники 34 % ни ташкил этадн. Ностандарт буюм 
ИIII.1;,6 чикариш I-фабрика учун уртача 3 % нн, 2-фабрнка учун 2 % 
нн. :i-фабрика учун 1 % нн ташкнл этадн. Агар таваккалига OIIинган 
буюм носта ндарт булеа, унинг I-фабрикада тайёрланганлик 
эх.ТИМOJIлигини топинг. 

5.16. Имтих.онга келган 10 талабанинг учтаси аъло, турттаси -
яхши, иккитаеи - уртача ва биттаеи - ёмон танёргарликка эга. 
Имтих.он билетларида 20 та еавOII бор. Аъло таАёргарликка эга 
та:lаба барча 20 та саВOJIга, яхши таАёргарликка эга талаба 16 та 
еаВOIIга, уртачаси 10 та савonга, ёмоин 5 та савonга жавоб берншн 
МУМКИН. Таваккалнга чакнрилган талаба бернлган 3 та исталган 
саВOJIга жавоб берди. Бу талабаиинг: а) аъло танёргарлнкка; 
б) ёмон тайёргарликка эга экаНJIИГН эх.ТНМOIIлигинн ТOnИНГ. 

5.17. РаДИOllампа учта заводнинг х.ар бнрндан тегишлн 0,25; 0,50; 
0,25 ЦТИМOJIЛИКJIар би.1ан кабул килинадн. Бир нил нчида 
лампочкаJ1арнинг ишдан чикнш эх.ТИМOIIлиги I-завод лампаларн 
учун 0,1 га, иккинчн учун 0,2 га, учннчи учу н 0,4 га тенг. Таваккалнга 
таН,lанган лампанннг бир ннл ишлашн эх.тимonлнгини ТOnИИГ. 

5.18. Бензнн куйиш шохобчаен OIIдидан енгнл ва юк машнналарн 
утиб туради. Уларнинг 60 % и юк машнналарндан нборат. S'тнб 
KeTaётraH машинанинг бензин куннш шохобчаснга кнрнб утнш 
цтимonлиги юк машинаси учун 0,1 га, енгнл машнна учун 0,2 га 
тенг. Шохобчага машнна кнрнб келди. Унинг юк машннасн эканлигн 
эх.ТНМOIIлнгмнн ТOnННГ. 

5.19. Куриnишга 1000 дона rншт келтирнлдн. Аулда FИШТНННГ 
снннш ЦТИМOIIлмги 0,003 га тенг. Курнлншга: а) 2 тадан ортик 
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сииган fИUJТ: б) аl(алли битта синган fИШТ ке.1Тирилганлиги 
э)(тималлнгини топинг. 

5.20. Спартакиадада I-гурух.дан 4 та.1аба, 2-гурух.дан б та.lаба, 
3')'уру х.да н 5 талаба к.атна ШМОl(Да. I-rypy)( талабаси институт терма 
жа~НJaсига 0,9 Э)(ТИМOJ1.1ИК 6илан I(абул I(илннади, 2·гуру)( таЛ<lбаси 
учун бу эх.ТИМOJ1лик 0,7 га, 3-гуру)( талабаси учун 0,8 га тенг. 
Таваккалига танланган тала6а институт терма жамоасига к.абул 
к.Н.1ННДИ. Бу та.,абанинг к.аНси гурух.да Ук.иши Э)(ТИМOJ1лирок.? 

5.21. ЙНfи.1ган электр эанжирга I тур сак.лагич к.УНилиши 
мумкин, у кучланиш ортиб кетганда 0,8 эх.ТИМOJ1лик билан ишлаб 
кетадн ёкн 11 тур сак.лагич к.УНилнши мумкинки, у УШа шароитда 
0,9 Э)(ТНМaJlЛИК билан ишлаб кетади. I тур сак.лагич эанжирга 
О,б эх.ТИМOJ1лик билан, 11 тур сак.лагич эса 0,4 эх.ТИМaJlЛИК билан 
уланнши мумкин. Занжирга уланган сак.лагич ишга тушнб кетди. 
Кансн бнри эх.ТНМOw1Лирок.: I тур сак.лагич к.УНишаними ёки 11 тур 
сак.лагич к.УНилганими? 

5.22. Ишчи бир хил деталларга ишлов бериладиган учта 
станокка хнэмат курсатади. ЯРОI(СИЭ деталь ишлаб чик.ариш 
эх.ТИМaJlЛИГИ I-станок учун 0,02 га, 2-станок учун 0,03 га, учинчн 
станок учу н - 0,04 га тенг. Ишлов бернлган деталлар битта яшикка 
жоЙланади. I-станокнннг унумдорлиги 2-станокка нисбатан уч 
марта ЮI(ОРИ, 3-станокнинг унумдорлиги зеа 2-станокнинг унумдор­
.1игига нис6атан икки марта паст. Тавакка.1ига aJlинган деталнинг 
ЯРОI(СИЭ булиб чик.иши Э)(ТИМJ~IIЛИГИНИ топинг. 

5.23. СаМaJlётга к.арата учта Ук. уэилди. I-отишда мулжалга 
тегиш эх.ТИМOJ1лиги 0,5 га, 2-отишда 0,6 га, 3-ОТИШ,J,а 0,8 га тенг. 
Битта Yl( текканда самолётнинг ури6 туширилиш эх.ТИМOJ1.1ИГII 
0,3 га, иккита YI( текканда 0,6 га тенг, учта Ук. текканда эса 
самолётнинг уриб туширилиши аниl(ДИР. СаМOJ1ётнинг уриб тушири­
лиши э)(тимоллигини топинг. 

5.24. Учта станок конвенерга деталлар еткаэиб беради. I-станок 
учун яроl(CИЭ деталь ЧИl(ариш э)(тималлиги 0,03 га, 2-станок учун 
0,02 га, 3-станок учун 0,01 га тенг. I-станокнинг унумдорлиги 
2-станокникига нис6атан уч марта юк.ори. 3-станокники зса 
2-станокникнга нис6атан 2 марта ЮI(ОРИ. Конвенердан таваккалига 
OJ1инган деталнинг ЯРОI(СНЭ булншн зх.ТИМOJ1лнгинн топинг. 

5.25. йиf~в цехига деталлар 3 та автоматдан келтирилади. 
I-автомат 0,3 %, 2-автомат - 0,2 %, 3-автомат 0,4 % ЯРОI(СИЭ деталь 
ишла6 ЧИl(арнши маълум. Агар I-автоматдан 1000 та, 2-автоматдан 
2000 та, 3-автоматдан 2500 та деталь келтирилган булса, ННfншга 
таваккалига алннган детаЛJlННГ ЯРОI(СНЭ 6улнши зх.тнмоллнгини 
топннг. 

5.26. ЙИfИШ цехига деталлар 2 та 6улнмдан келтириладн: 
I 6улимдан - 70 %. II 6улнмдан - 30 %. Бунда I 6улим де­
талларининг 10 %и. 11 6улимнltки зеа 20 % и ЯРОI(СИЭ. Таваккалига 
олинган деталнннг ярок.СИЭ 6улишн зх.тималлигнни топинг. 
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5.27. Электр лампочкаларн партнясннннг 20 % ннн 1- завод, 
ЗО % ини 2'завоД, 50 % ннн З-завод тайерлаган. I-завод учун 
ярок.сиз .1ампочка ишлаб чнк.ариш эх.тима.ллнгн 0,01 га, 2-завод учун 
0,005 га, З-завод учун 0,006 га тенг. Таваккалига а.линган 
дампочканинг ярок.снз булиши эх.тиМOJfлигннн топинг. 

5.28. Омборга 1000та деталь келтнрнлдн. Уларнинг 200 таси 
I-заводда, 460 таси 2-заводда, З40 таси З-заводда тайер.lанган. 
Дета.1НИ//Г ярок.сиз бу.щб чнк.иши эх.тима.ллиги I-завод учу н О,ОЗ га, 
2-завод учун 0,02 га, 3-завод учун эса 0,01 га тенг. Таваккалнга 
OJJингаи деталь ярок.сиз б5'либ чнКдИ. Унннг I-заводда тайерланган 
БУ_1НIIIII эх.тимо.1ЛИГИНИ топинг. 

5.29. Дуконга 4 та лампа заводида тайёрланган бир хил ЭJJектр 
лампочка:Jари ке_lпtрилди: I-заводдан 250 та, 2-заводдан 525 та, 
З-заВО.'l.дан 275 та ва 4-:JаВОАдан 950 та. Лампочканннг 1500 саатдан 
куп ениши эх.тима.л.'lиги l-завоД учун 0,15 га, 2-завод учун 0,30 га, 
З-завод учун n,20 га ва 4-завод учун 0,70 га тенг. Лампочкалар 
токча.1арга жоЙ.lаштири.lаетганда у.lар аралашиб кетди. Сотнб 
о.lинган mзмпочканинг '~ соатдан ортик. ениши эх.тнма.ллигини 
ТtJl!ИНГ. 

5.ЗО. n.laCTMacca буt<1Кlар учта етанокда таЙёg.lанади. 1 станок 
б\ нн мах.с\·.10ТНИНГ 50 % ИНI1, 11 ЗО % нни, 111 20 % ни тайер.lаЙди. 
Б'\'нда 1 станок бvюм.lарининг 0,025 к.исми, 11 нинг 0,02 к.иеми, 
1(1 нинг 0,015 к.иеМи ярок.сиз. Стандартга жавоб берувчи буюмнинг 
11 павок:,;! таЙёр.lанган.lИК эх.Тl1мо.l.1ИГИНИ топинг. 

6.1. Цl'ца 6 'та мотор бор. х.ар бир мотор учун унинг мазкур 
"антда ишга ТУUlltрилган.lИК эхтимо.l.1ИГИ 0,8 га тенг. Мазкур 
пайтда а) 4 та мотор: б) х.амма МОТ.Qрлар ишга тушири.lганлик 

эх.ТИМQ.1Лиги; в) барча моторлар учириб к.УЙилганлик эх.тима.ллигн­
ни топинг. 

6.2. Бир дона _10терея билетнга ютук. чик.иш эх.тнма.ллиги 

~ га тенг. 6 та билетга эга булиб: а) иккнта би.lетга; б) учта билетга; 

в) х.амма бнлетларга ютук. чнк.ишн эх.тима.ллнгннн топннг. 
6.З. Бананлар ортилган учта кема келнши кутнляптн. Статисти­

канинг. куреатишнча келтнрилаетган бананларнннг йулда айниб 
к.а.лиши IЗ % ни ташкил этади. У х.а.лда а) бнтта кеманннг; б) иккнта 
кеманинг; в) учала кеманинг айннган мах.еулот билан келнши 
эх.ТИМOJJ.1НГИНИ топинг. Барча кемалардаги бананларнинг айннма­
ган булиши эх.ТИМOJJлиги ннмага тенг? 

6.4. Автобазада 12 та машина бор. Уларнннг х.ар бнрннннг йулга 
чик.нш эх.тима.ллиги 0,8 га тенг. Автобаза меъерида ишлашн УЧУli 
камида 8 та машина йулда булиши керак булеа, автобазанинг 
меъерида ишлашн эх.тима.ллигини топинг. 

6.5. Телевизорнинг кафа.лат муддати ичида таъмирлашни талаб 
этиши цтима.ллиги 0,2 га тенг. Кафа.лат муддати ичнда 6 та 
телевизорнинг а) бнттадан куп булмаганн; б) ак.алли бнттаеи 
таъмирлашнн талаб этишн эх.тима.ллигннн топинг. 

6.6. Таваккалига а.лннган деталнннг н оста ндарт булнши 
эх.тимо.1ЛИГИ 0,1 га тенг булеин. Таваккалига а.лииган бешта 

594 



деталнинг иккитадан КУ" б9лмагани ностандарт булиши эх.тимOJIЛИ­
ГИН" ТOIlннг. 

6.7. 6 та БOJlали оклада камида иккитаси к.из БOJlа 'булиши 
эх.ТИМQJlЛИГИНИ тonинг. S"FИЛ 60J1а туrилиши ЦТИМOJIЛИГИНИ 0,51 деб 
OJIинг. 

6.8. Битта лотерея билетнга ютук. чик.иши эх.ТИМOJIлигн 
I 

-.,- га тенг. Clnтита билетнинг энг камида иккнтасига ютук. чик.иши 

эх.ТИМOJIлигини топинг. 

6.9. Объектни яксон к.нлнш учун камида 3 марта нишонга тегиш 
керак. 15 та Ук. узилди. Хар к.аЙси отишда НИШОlfга тегиш 
эх.ТНМOJIлиги 0,4 га тенг булса, объектнннг яксон к.илиниш 
ЭХТИМOJIлнгини тonинг. 

6.10. Синаш пайтида ишламай к.OJIиш эх.ТНМOJIлиги х.ар бир асбоб 
учун 0,4 га тенг. Кайси ходнсанинг эх.ТИМOJIлиги капа: 4 та 
БОFлнк.мас сннашда 2 та асбобнинг ишламай к.OIIншими ёки 6 та 
БОFлнк.мас синашда 3 та асбобнинг ишламай к.OJIишими) 

6.11. Устахонада 8 та мотор ишлаяпти. Хар бир мотор учун 
тушликкача к.нзнб кетиш ЭХТИМOJI.1ИГИ 0,7 га тенг. Тушгача: а) 4 та 
моторнинг к.нзнб кетиши; б) барча моторларнинг к.изиб КСТIiШИ; 
в) 6ирорта х.ам моторнинг к.изиб кетмаслик эх.ТИМOJIлигини ТОIIИНГ. 

6.12. Яшикда бир неча минг сак.лагичлар бор. У.lарнинг 
ярмиснни I-завод, к.OJIганини 2-завод таЙёрлаган. Тавакка.1ига 5 та 
сак.лагич OJIинди. Уларнинг: а) иккитаси; б) камида ИККlIтаОI; 
в) иккнтадан купи I-заводда тайёрланганлик эхтимо.1.1ИГИНИ ТОПIlНГ. 

6.13. Кайси 6ири эх.тимOJf.'Jирок.: тенг кучли рак.llб бll.1ан уйнаб 
турт партиядан учтасинн ютишми ёкн саккиз партиядан каМllда 
бештасннн ютншми (дуранг х.нсобга OJIинмайди)? 

6.14. S"йин сок.к.асини 10 марта ташланганда учга карра.1И ОЧh() 
икки мартадан куп, лекин беш мартадан кам марта тушнши 

эх.ТИМOJIлигнни топинг. 

6.15. Яшикдагн деталларнинг 40 % н I-заводда, к.о.lганлаРII 
2-заводда таЙёрланган. Яшикдан таваккалига 7 та деталь OJIннди 
Уларнннг нчнда: а) иккитаси; б) 3 тадан КУ" булмагани; в) 2 тадаll 
ОРТИFИ I-заводда тайёрланган булишн ЭХТИМOJIлигинн ТОIIИНГ. 

6.16. Ишчи 50 та даст.гохга хнзмат кУрсатади. 6 соатлик иш 
I 

вак.тнда дастгох.нинг созлашнн талаб этиши эх.ТИМOJIлиги"3 г а 

тенг. Кайси бири ЦТИМOJIлнрок.: 
а) 17 та дастгох созлашнн талаб этади; 
б) 16 та дастгох. созлашнн талаб этадн. 
6.17. Завод дуконга 5000 дона сифатли буюм жУнатди. Хар 

буюмнинг йулда шикастланиш ЭХТИМOJIлиги 0,0002 га тенг. Аулда 
5000 буюмнинг: а) роса 3 таси; б) 3 тадан ОРТИFИ шикастланншн 
эх.ТНМOJIлигинн тonинг. 

6.18. I(инотеатрга 730 томошабнн СИFади. а) 3 та томошабин бнр 
кунда (масалан, 1 мартда) туrилганлнги; б) 3 тадан КУ" булмаган 
томошабин бир кунда туrнлгltнлнги ЭХТНМOJIлигини тonинг. 
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6.19. Курилншга 1000 дона rншт келтирнлдн. Ташнш аа 
ке.lТИРИШ пайтнда rнштнинг синнш :ЦТИМOJJлнгн 0,003 га тенг 
Кури.1ишга: а) 2 тадан ортик синган rишт келтирилганлик; 
б) ка МИ.'l.а битта с»ник rишт келтирилганлик эх.ТИМOJJлигини топинг. 

6.20. Чапакайлар уртача 1 % ни .ашки.1 этади. 200 талаба 
ораСИ.'l.а: а) роса 4 та; б) 4 та.'l.аи кам булмаган чапакаА борлиги 
эхти м 0.1.1 И гини топи нг. 

6.21. Дуконга 1000 шиша маъдан суа келтирилди. Келтириш 
пайтида шиша ндишнинг синиб КOJJиши эх.ТНМOJJлиги 0,003 га тенг. 
Дуконга: а) роса 2 та; б) 2 тадан кам сииган шиша идиш келти­
ридгаН.1ИГН эхтимо.1.1игини топинг. 

6.22. Дарслик 10000 нусхада чоп ЭТИ.1ДН. Дарслик нусхасн 
нотуrри бетданган.1ИК ЦТИМOJJлиги 0,0001 га тенг. Хамиа нусха 
ичида роса 5 дона яроксиз дарслик борлиги ЭКТИМOJJлигини топинг. 

6.23. Беш б0.1али он.lа.'l.а учтадан ортик киз б0.1а б}'лмаслигн 
зхтим0.1.1lfГИНИ топинг. (Уп1Л б0.1а туrи.1ИШИ :ЦТИМО.1.1ИГИ 0,51 деб 
G.llll/r.) 

6.24. Китоб сахифаСlfда хато учраши цтимо.миги 0,002 га тенг. 
50() саХltфа.1И КltТоб теКШИРИЛМОКда. а) 2 сахифада; б) 2 дан ортик 
liy IMaraH сахифа.1а хато учраши эхтимо.l.1ИГИНИ топинг. 

6.25. А ХО.1.исанинг руй бериш цтимо.1.1иги 0,4 га тенг. 10 та 
<:И'108да А ходиса 3 тадан к}'п БУ.lмаган хо.1да руй бериш 
·цтим0.1.1IfГltНИ топинг. 

6.26. За80Д .1Уконга 6000 дона сифат.1И буюм жунатди. Йулда 
шика<:Т."JaНИШ :цтнмо.1Лнги кар бир буюм учун 0,00025 га тенг. 
Жунатишан 600 дона буюм орасида йулда: а) роса 2 таси; б) 2 тадан 
купи шикаСТ.1анган бу,1ИШН ЭКТНМOJJЛИГ!tНи топ инг. 

6.27. Кинотеатрга 1000 та томошабин СИFади. а) 2 та томоша­
биннинг бнр кунда (маса.1ан 1 мартда) ТУFи.1ганлиnt :цтимо.1Лигн; 
б) 2 тадан куп БУ.1маган томошабиннинг бир кунда туrилганлиги 
эхтим0.1.1НПtНИ топинг. 

6.28. Дарслнк 40000 нусхада чоп этнлган. ДаРС,lИК нусхаснда 
каМЧН,lИК 6улнш эхтнмо.1.1игн 0,00015 га тенг. Бутун нусхада роса 
6 дона наМЧН.1НГИ бор дарслнк булиши ЭХТИМOJJлнгини топинг. 

6.29. А ХОдltсанинг руй бернш эхтнмо.l.1ИГН 0,45 га тенг. 40 та 
СИНО8да А ходнса 8 тадан куп бу.lмаган хо.1да руй бериши 
зхтимо.МипtНИ топинг. 

6.30. Устахонада 9 та мотор НШ.1аяпти. Хар бир мотор учун 
тушгача КИJиб кетнш :ЦТНМOJJ.1ИГИ 0,6 га тенг. Тушгача: а) 3 та мотор 
кизиб кетиши цтимо.l.lИГИНИ; б) Xa'dMa мarорлар кизиб кетишн 
зхтнмо.1Лигини; 8) бирорта хам мотор кизиб кетмаслигн зхтнмо.1.1И· 
гинн топннг. 

7.1. Тупда н ук узишда бнтта ук }'зиб, ни шонга теккази ш 
:цтнмо.l.1НГИ 0,8 га тенг. 900 та ук УЗи.1ганда уларнинг камнда 
690 тасининг, купи бн.1ан 740 тасининг нишонга тегиши ЦТНМOJJли­
гннн топннг. 

7.2. Бо.п.1ар йунншда уртача 10 % бракка Аул куiiнлиш 

596 



кузатнладн. 400 та БOJlтдан нборат паРТИRда 299 тадан ортнгн 
RPO~lH БУJlНШН эхтнмо..мигннн топннг. 

7 .. 3. ХаракаТ.1анаётган нншонга бнтта ук узншда т~казнш 
эхтнмо..мнгн 0,7 га тенг. 20 та ук У3Н,lганда 15 тасннннг нишонга 
тегншн ЭХТИМOJI.1ИГИНН топинг. 

7.4. Бнтта ук узншда нншонга текказнш эхтимо..ынгн 0,4 га тенг. 
320 та }'к УЗН.1Ганда 100 тасннннг нншонга тегншн ЭХТНМOJI.1ИГННИ 
топннг. 

7.5. Берн.lган Усим.1НК уругининг униб чнкувчан.1НГН 90 % ни 
таШКН.l этадн. ЭКНJlган 800 та YPYFHHHI" камида 700 тасннннг уннб 
чикишн эхтнмо..мнгини топннг. 

7.6. А ходнсанннг 900 та БOF.lнкмас ходиса.1арнннг хар бl1рнда 
руй берншн ЭХТНМOJIJlИГИ р 0,8 га тенг. А ходисанннг камнда 
710 марта. купн БН.1ан 740 марта руй берншн ЭХТНМQ,1.1нгннн TOnHHr. 

7.7. А х.одисанннг 900 та БОГ.1нкмас ходнсанннг х.ар бирнда руй 
бериши ЭХТИМOJI.1игн р 0,8 га тенг. А ходисанннг: а) 750 Ма[на; 
б) 710 марта руй берншн ЭХТНМOJIJlИГННН топннг. 

7.8. Кнтоб сахнфасида хато БУ.1ИШН ЭХТНМOJI.1нги 0,002 га тенг. 
500 сахифа.1Н кнтоб теКШНРНJlадн. Камнда 3, купн би.lан 5 сахифада 
хато б\i.1НШН ЭХТНМOJIJIНГННН топннг. 

7.9: 100 та станок бнр-бнрнга БОFЛНК БУ<1май нш.1аЙди, бунда 
у.lарнннг хар бнрннннг 6 СOlilТ нш вактнда У3J1УКСН3 НШ.1аш 
ЭХТНМOJImlГН 0,8 га тенг. О<1ТИ соат нш вактнда камнда 75 та, KYnH 
билан 85 та станокнннг УЗ.1УКСН3 ншлашн ЭХТИМOJI.~нгннн топннг: 

7.10. 100 та станок бнр-бирнга БОF<1НК б5·.lмаЙ нш.lаЙдн, бунда 
y,lapHHHr хар бнрннннг 6 .. сOlilТ нш вактнда узлукснз НШ,lаш 
эхтимо,плнгн 0,8 га тенг. Оптн соат IIШ вактнда 85 та станок уз.1УКСНЗ 
НШ.1ашн эхтимо..lolнгннн топинг. 

7.11. Фабрнка 75 % бl1РННЧН нав maXCY-10Т чнкарадн. 300 TJ 
маХСУ<10Т нчндан бнрннчн наМН.1арн сонн камнда 219 та ва к51111 
БН.1ан 234 та бvлншн ЭХТНМOJIлнгинн TOnHHr. 

7.12. S'йин соккасн 500 марта таШ.1анадн. Бунда бl1Р очко каМI1Д;1 
70 марта ва купн билан 83 марта тушншн эхтн м 0..1.1 Н гн HII топннг. 

7.13. Танга 400 марта ташланадн. Герб.1Н томоннннг каМНДJ 
204 марта ва купи бнлан 214 марта тушншн ЭХТИМOJIJl1IГННII топннг. 

7.14. Хар кайсн унта дета.1НИНГ 9 тасн стандартга жаноб берадн. 
О.1ннган 50 та детаЛJlар ичида стандартга жавоб бераднгаН.1арн 
сони ка мида 42 та, купи била н 48 та будн шн ЭХТНМQ,lЛнгнни топинг. 

7.15. S'йин соккасн 500 марта ташланади. Бунда бнр очконннг: 
а) 83 марта; б) 78 марта тушишн эхтнмо.l.1НГННII топннг. 

7.16. Танга 400 марта таШ.lанадн. БУН.1а г~рб:1I1 ТОМ"IIIIIIIIГ: 
а) 200 марта: б) 160 марта тушншн ЭХТИМQ,l.1НГННII топннг. 

7.17. Мерганнинг бнтта ук узнб нншонга текказнш эхтнм()л.l~ГН 
0,75 га теиг. 100 марта ук УЗНJlганда нишонга: а) камнда 70 ва купн 
БН.1ан 80 марта; б) купи билан 70 марта текказиш эхтнмо..1.1нгннн 
TOnHlfr. 

7.18. Агар ходнсанинг хар бир еиновда руй бериш ЭХТНМOJI.1нгн 
0,2 га тенг булеа, 400 та .еиновда унннг 104 марта руй бериши 
ЭХТИМOJIлигинн такрибаи топинг. 
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7.19. Агар БOFликмас 1000 та сииомарнннг х.ар бирида А х.однса 
0,5 цтимо.1ЛИК билан РУЙ берса, унннг' камнда 500 марта руй 
бернши эх.ТИМOlI.1ИГИНИ топинг. 

7.20. Агар боtJlикмас СИНОВJlарнннг умумнй сонн 600 та булиб, 
,\uднсанинг алох.ида синомарда руй беl'НШИ эх.ТИМOlIJlИГИ 0,6 га тенг 
булса, х,одисанинг камида 342 ва купи билан 378 марта руй бериши 
эх,ТИМOlI.1ИГИНИ топннг. 

7.21. Тупдан х,ар бир алох,ида ук узишда нишонга текказиш 
эх.ТИМOlIJlИГИ 0,9 га тенг. 20 та ук узилганда нишонга тегиш.lар сони 
16 дан кам, 19 дан ортик булмаслиги эх.ТИМOlIлигини топинг. 

7.22. Карбонит FулачаJlарни автоматик пресс.,анганда улар 

"2 б" Т "мумии сонининг - кисми таМFасиз УJlади. аваккалига OlIинган 
J - 3 

450 та F)'.1ача орасида таМFасизлари сони камида 280 та, купи БИJlан 
320 та БУJlИШИ эх.тимо.1.1игини топинг. 

7.23. Тупдан ук узилганда нишон 0,8 ЦТИМOlI.~ик бнлан яксон 
б5·лади. 20(Ю та ук узнлди. Бунда: а) камида 1200 марта, декин 
1:;00 дан ортик булмаган марта нишонга тегиш; б) камида 
1200 марта нишонга тегиш эх.ТИМOlIлигини топинг. 

7.24. Агар уРУFНИНГ униб чикиш ЦТИМOlIлиги 0,75 булса, экищан 
5(10 УРУFНИНГ 130 таси уннб чикмаCJIИК эх.ТНМQI1ЛИГННН топинг. 

7.25. Уйин соккаси 80 марта ташланадн. 3 раками 20 марта 
Н'ШИШИ эх.ТИМOlIлигини аннк.ланг. (ЛаПJlаснинг локал теоремасини 
K)·;I.laHr.) 

7.26. Хар унта детаJlНННГ 5 тасн стандартга жавоб беради. 
Onинган 50 та детаJlНИНГ стандартга ..!I<авоб берадигаНJlари сонн 
камида 43 та, купи билан 49 та БУJlИШИ эх.ТИМOlIлигини топинг. 

7.27. Карбонит FУJlачаларни автоматик преССJlанганда ~ кис-

ми таМFасиз БУJlади. ТаваккаJlига OlIинган 450 та Fулача ичида 
таМFаСИЗJlари сони камида 300 та ва купи билан 310 та БУJlИШИ 
эх,ТИМOlIлигини топинг. 

7.28. Тупдан ук узганда нишонга текказнш эх.ТИМOlIJlНГИ 0,9 га 
тенг. 900 та ук УЗИJlганда нишонга тегишлар сони камида 700 та ва 
купи билан 720 та БУJlИШИ ЦТИМOlIJlИГИНИ топинг. 

7.29. 1000 та БОFЛИКСИЗ синомарнинг х.ар бирида А х.одиса 
0,1 эх,ТИМOJIлик била н руй беради. А х.одисанинr камида 100 та, купи 
би.lан 125 марта руй бериши эх.ТИМOlIлигини топннг. 

7.30. Уйин соккаси 300 марта таШJlанади. Бир очко камида 
60 марта ва ОРТИFИ билан 70 марта тушиши эх.ТИМOlIлигиии тonинг. 

8. К,уйида Х дискрет тасодифий МИКдор таксимar конунн билан 
бернлган. 

а) Таксимот фУНКЦИRСИ Р(х) ни топинг ва унинг графигини 
чизинг. 

б) Х дискрет тасодифий МИКдорнинг сонли характеристикалари 
М(Х), D(X), а(Х) ларни х.исобланг. 
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8 1. I х 1 62 I 56 I Б7 I 60 
· Р 0,1 0,3 0,4 0,2 

82 I х 1 16 1 24 I 26 I 28 
· . р 0,4 0,3 0,1 0,2 

83 I х 114 118 1 23 1 29 
Р 0,2 0,1 0,3 0,4 

84 I х I 30 I 32 I 3Б I 40 · . р 0,1 О,Б 0,2 0,2 

85 1 х 112 114 116 1 20 
· . р 0,1 О,Б 0,3 0,1 

8 б I х 112 14 118 I 20 
· , р 0,3 0,1 0,4 0,2 

871хlзs 39'142146 
'. р 0,1 0,3 0,2 0,4 

88 I х 1 ~- 2s I 28 I 29 
· . р 0,3 0,2 0,4 0,1 

89 1 х 117 27 1 29 1 28 
· . р 0,2 0,4 0,3 0,1 

8101 х I 24 26 I м I 30 
· . р 0,2 0,2 О,Б 0,1 

8111 х 1 2s 27 1 30 1 ~ 
· . р 0,2 0,4 0,3 0,1 

21 

0,1 

81з1 х I ~ I u I ~ I я 
· р 0,2 0,4 0,3 0,1 
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16 
0,4 

8.15'1 х 1181221'23126 
р 0,2 0,3 0,4 0,1 

8161 Х 1 n 1 и 1 м I м 
. р 0,2 0,3 0,1 0,4 

8.1 7.1 х 1 21 1 25 1 26 1 31 
0,3 

8.18·1 х 1251281301зз 
р 0,1 0,2 0,4 0,3 

8,19'1 ; I:I:I:I~ 
8.20'1 х 

160164167170 
Р 0,1 0,3 0,4 0,2 

8.21'1 х 1 31 1 34 1 37 I 40 
р 0,3 0,5 0,1 0,1 

8.22·1 Х 1 20 1 22 1 30 1 31 
Р 0,1 0,2 0,4 0,3 

8.23., ; 117 , 20 1 23 1 27 
0,1 0,4 0,3 0,2 

8.24.1 х I 28 I 32 1 34 , 36 
р 0,1 0,2 0,2 0,5 

8~ I х I 37 I 41 I 43 , 46 
. р 0,2 0,1 0,5 0,2 

8261 х 1 30 , М 1 м I 40 
. . р 0,3 0,5 0,1 0,1 
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8271 х 115 1 20 1 28 1 24 . . р 0,1 0,4 0,3 0,2 

8~i х 1 20 1 25 1 30 1 31 
Р 0,1 0,2 0,4 0,3 

829'1 х 110 1 25 1 20 1 26 . р 0,4 0,3 0,1 0,2 

8~ 1 х 1 41 1 40 1 62 1 55 
, р 0,2 0,3 0,1 0,4 

9.Х тасоднфнlIмнк.дор F(x) такснмот функцнясн бнлан бернлган 
улса, куйндагнларни топинг: 

а) эичлик функция '(х) нн; 

б) М(Х), D(X), а(Х) ва Р(О,3<Х<0,7)ларнн. 

I 
О, агар x~ О, 

9.1 F(x)= x2,aгapO<x~ 1, 

1 агар х> 1. 

1
0, агар x~ О, .. 

9.2. F(x) = хЗ, агар O<x~ 1,. 

1, агар х> 1. 

1

0, агар х<О, 

9.3. F(x) = Зх2+2х, aг~p O<x~ + 
1, агар х>з· 

1 
O,aгapx~I, 

9.4. F(x) = -i(x2-x), агар 1 <x~ 2, 

1, агар х>2. 

1
0, агар x~ О, 

9.5. F(x) = О,2х, агар O<x~ 5, 

1, агар х>5. 

1

0, агар x~ -30, 

9.6. F(x) = X~30, агар -.30<x~ 30, 

1, агар х> 30. 
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1
0, агар x~ О, 

9.7. F(x) = ~(2--;) агар O<x~a, 

1, агар х>а. • 

О, агар X~2' 

/ 

n 

9.8. F(x) = I-sinx, агар f<x~n, 

I,aгapx>n 

/

0, агар х::::;; -1, 

9.9. F(x)= ~(x+I),aгap -I<x~+, 

1, агар х>+ 

1

0' агар x~ О, 

9.10. F(x) = I-cosx, агар O<x~~, 

1, агар x>~ 2· 

(
О, агар x~ О, 

9.11. F(x) = ~,aгap O<x~ 7, 

l,aгapx>7. 

(
О, агар x~ О, 

9.12. F(x) = ~, агар O<x~ 6, 

1, агар х>6. 

(
О. агар x~ О, 

9.13. F(x) = ~-, агар O<x~ 5, 

1, агар х>5. 

(
О, агар x:S;;; О, 

9.14. F(x) = ~, агар O<x:S;;; 4, 

1, агар х>4. 
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I-casx 

1

0' агар x~ О, 

9.15. F(x) = -2--' агар О<х~n, 

1, агар х>л. 

! 
л 

О, агар x~ -"6' 

I 1. л л 
9.16. F(x) = 2+2SIП3Х~ агар -2<X~"6' 

l,агаРХ>"6. 

1
0' агар x~ -1, 

9.17. F(x) = 1+-j, агар - 1 <x~ 2, 

1, агар х>2. 

(
Л 

О, агар x~ -2' 

9.18. F(x) = 1 +sinx, агар -~<x~ О, 

,агар х>О. 

1
0, агар x~ 1, 

9.19. F(x) = x-I, агар 15X~ 2, 

',агарх>2. 

О, aгapX~4' 

I 
3л 

9.20. F(x) = cos2x, агар 34л <х~n, 
1 агар х>л. 

I 
л 

О, агар x~ -"2' 

9.21. F(x) = cosx, агар -~<x~ О, 

1, агар х>О. 

1
0, агар x~ О, 

9.22. F(x) = :' агар O<x~ 2, 

1, агар х>2. 

/

0, агар x~ О, 

9.23. F(x) = r, агар O<x~ 3, 
9 • 

1, агар х>3. 
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1
0. агар x~ 2. 

9.24. F(x) ==ix-I. агар 2<x~ 4. 

1. агар х>4. 

. 10. агар x~ О. 
9.25. F(x) = 2sinx. агар :<x~-i. 

1. агар Х>6' 

j
o. агар x~ О. 

9.26. F(x) = ~з sin3x. а:а р O<x~~. 
l.arapX>g' 

1

0. агар x~ ~~. 

9.27. F(x) == cos2x. агар~-<х~л, 

1. агар х>л. 

1
0. агар X~ -1, 

9.28. F(x)= ~(x+I).arap -I<x~ 1, 

__ 1, а !'а р х> 1 . 

(
О. агар x~ О. 

9.29. F(x) = Vx, агар O<x~ 1. 

1. агар х> 1. 

1
0. агар x~ 3, 

9.30. F(x) = Inf. агар 3<x~ Зе. 

l,aгapx>3e. 



l5-боб 

АСОСИА СОНЛИ УСУЛЛАР 

1- ,. Чиsи .... и "Нгл.м .... р систем.с"н" ечиwнинг 
ЖОРА.НО - Г.усс усул" •• унинг т.тбик.и 

15.1.1. Ушбу " та НОМI;I'Ь.1УМЛН n та чизими теНl',lвмалар 
~'"CТt'MICH бернлгии б9Лt'НН: 

а"Х, +a,~v+u,,,.t,,+U,.x.+ .. , +a,~.-b,. 
Ц~,X, +аnк.+а..,.t'з+а • .х.+ .. , +a~~.-bllo 
а."х, +а~l+а:t..tX,,+U;иХ.+ ... +а~~.-Ьз . 
• ,х, +а.,кV+"4~~+а4.х4 + .. , +"4~.-b4' 

a.,x,+u.vX.+a.:.fJ+u • .x.+ .. ,+a~.-b., 
ЖОРДI"О Гауснинг МОДИФНКlllия.1аНГIН усуЛИГII кура бу 

~'и\·Тt'МIИИ е',иш учун БНI10Р а,. и ... 1. 11. k - Г.n) коэффициентни • 
.... lН·иJlаtl. а, ,,.. О "и таНЛIIАМ't3. У ..fUA ,",иАУ""U ,ме.4Сент деб IIталадн, 
СНСТ't'маНИII" бнр"нчн Тt'IIГ.1IМIIСИНИ 11" ГI БУ:'НБ. х.оси.1 булган 
rt'ИГ;IIМ8Н" kt"TMII'KeT а" (i-I'. n) :18PI'jJ кУпаЙтириб. снстеманинг 
MI){' "Тt'НI'Л8МIII\"IНН унд_н aAHpCIIII\. БИРИ'lЧИ теНГ.18мадвн таlllll.ари 
б811'I8 Т\,НГ,1амалард_ х, нома МУМ r1УlI.отилади 8а наТИЖjJД8 
(\(>рн.ll'ВtI ,'и~·Тt'маГII теИI' кучли lI.уАИДIIГН C"cТt'Maгa ,га бу"амнз: 

а"Х, +a,r,+u,.tX.,+u,.x.+ '" +1/, .. '".- Ь, • 

a'~;x,+(II;~X.1 +QI~X. +, .. + a'~x.- b'~' . 
af~~·I+III.iixJ+a\~x.+ .. ,+I.II::':x.-Ь';~'. 
1.I'~х,+CI'.'lХз+d\'J.r4+'" + Q '~x.- bf~' . 

, ....................................... . 
СА '':;х, + cll~~.1',,+"'~J.I'. + .. , + "~'~.I'.- b'~' . 

AI'.p Q ~ ... о б9.1С8, )' J(QllA8 щормдагн жараении такрор.lаб. 

C""1'\'MIIH"Hr "конч" ~"Г.ll.м",д_и Тlwк.ари бар ... тенг.l ... ЗJlари­
". ,(1 НОМlЪЛУМИИ r1jк.or."Q (Жорд.но уС')'линннг Ги)'ttнниг MaЪJIy" 

80s 

). .. 
s. 

111 



усулидан фарки х.ам шундан иборат) ва к.уЙидаги системага зга 

буламиз: 

а 'i/x, + а ','JX2+ а\'Jхз+ а \'lX4 + ... + a','~x.= Ь '," , 
• 

а'~Х2+а'~lхз+а'~lХ4+ ... +a'~~x.=b~' , 
а'Вхз+а'i~Х4+ ... + a'~x.=b'~' , 
а ':lх 3 + а ':lx 4 + ... + а ':~x. = ь ':' , 
........................... 

а';lхз+а';~Х4+···+а(;~х"=Ь';'. 

Бу жараённи азнi!,О учу н шунга ухшаш давом 
Тfllгламадан ташкари барча тенгламаларда 
ЙУк.arиб, ушбу системани х.осил киламиз: 

a'~lx, + a(~lX4+ ... +a(12~x.=b(~I, 
a':Jx2+ а l:1Х4+ ... + a'i~x"= ь 'Г ' 

эттириб, учиичи 
хз номаълумни 

а 'ilхз+ a'ilx4+ ... +a'~x.=b'i' , 

а ':lх4 + ... +a(:~X'2=b(:', 
а '~1X4 + .... + a'~~x"=b (~' 

Ба них.оят бу жараённи давом этдира бориб, куйидаги системага 
зга буламиз: 

a:~-'Ix,=b:'-", 

а~-'lх2=ЬJ"-'I, 

a1;-"хз=Ь~'-", 

a~~-'Ix"= b~·-". 

Агар a~';-"=O булса, тенгламаларнииг уринлариии алмашти­

риш оркали a~:-II*O шарт бажариладиган х.onга келтириш мум­

кин. 

Бу системадан х" Х2 . ... , х. номаълумларнинг ккйматлари 
топилади, тенгламалар системасини ечишнинг комаъ.nУМ.IIарнн 

кетма-кет йукorишга асосланган мазкур усули Жордано - Гаусс 
УСУЛU деб аталади. 
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Бу усулни тенглама.1ар системасига эмас, балки шу системанинг 
Э.l~ментар а.lмаШТИРИШ.1ар ердамида диагонал куринишга келтири­
,1УВЧИ кенгайтирилган матрицасига куллаш кулаЙроl\...1ИР· 

МУ.10",азадарнинг УМУМИЙ,1игига зарар етказмаган ",o.lAa факат 
турт номаълумли туртта тенгламалар системасини караймиз. 
У ",алда бундан системанинг кенгайтирилган матрицаси куйидаги 
куринишда будади: 

l
all аl2аlзаl4 ы � 
а 21 а22 а2з а 24 Ь 2 

А= 
аЗ1 аЗ2 а зз а34 Ь з 

а 41 а 42 а 4з а 44 Ь 4 

Хал КИ,1УВЧИ Э,lемент сифатида бош диагоналда турган элемент 
D.1инади (a'i,;= Т-:4). Хал КИ.1УВЧИ эдементда кесишувчи сатр ва 
устун мое равишда -\"ал к,uлувчu (атр ва -\"ал к,uлувчu устун деб 
ата,lади. 

Кенгайтирилган А матрицадан унга эквивалент А 111 матрllцага 
УТИllJ учун 

- А матрицада :'\а.' ки,'увчи элемент танланади (маса"ан, 
all =1=0); 

- ",а.1 КИ.1УВЧИ сатр эквива.1ент матрицага узгаришсиз кучириб 
еЗИ,lиб, х.ал килувчн устуннинг "'а.1 ки.1увчи элементдан бошка 
барча э.lементлари налларга ке.1Тирилади; 

- эквива,1ент матрнцанинг калган элементлари стуrри 
т}·ртбурчак:, коидаси деб аталу'вчи коида буйича кайта аннкланади. 

Бу коиданинг мо"'ияти куйидагича: А матрицанинг ушбу туртта 
э.1ементини караймиз: 

)<.а,. 

a lt a lm , 

бу ерда а,. _. ",ал килувчи элемент. эквивалент матрицага езиладн­
ган all~ га мое ке,1УВЧИ элемент, а,т ва alk ",ал килувчи сатр ва x.a.1 

килувчи устундаги элементдар. 

Алмаштирилаетган all~ элемент (эквивалент матрица эдементи) 

ушбу формула бунича ",исобланади: 

I-мисол. Ушбу 

(11 °jt(J'm - а,,,а;m 
а lm =--------. 

(Jill 

I 
x+4y+2z= -1, 

2х-3у+ z= -7, 

х-4у =-5 

системаии Жордано - Гay~ усули билан ечинг. 
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Е ч н ш. Кенгайтнрнлган матрицанинг сатрлари усти да эле· 

ментар алмаштиришлар бажарамиз: 

Ьундан, 

~ 421-1] [1 А= 2 -3 1 -7 -- О 

1 -4 О -5 О 

2 
3 
11 

-1 
5 
11 

о 

о 

[

1 4 

-- О Ш 
о 4 2 1-

о о 

10 31 

4 2 

-11 -3 

-8 -2 

10 
11 

3 
11 

11 

о 
11 11 

-[~ 
О О 

О 
3 5 1 О 
11 11 

О 
ОШ О -2 

x=-I, y=l, z=-2. 

2- м н с 0.1. Бернлган 

.[ 1 
-3 2 6 

А= 1 -2 О -1 -6 

О 1 1 3 16 

2 -3 2 О 6 

матрнцага Жордано - Гаусс усулнни к:Улланг. 

-1 ] 
-5 -
-4 

31 
11 

5 
11 

2 
11 

-1 ] 
1 . 

-2 

Е ч н ш. QII = 1 нн хал к:нлувЧ"н Э.1емеит деб UJIиб, бнринчи сатр 
элементларнни узгаришснз кучириб ёзамиз ва биринчн устуннннг 
хал к:нлувчн QII = 1 элементдан бошк.а барча ЭJlемеНТJJарнни эса 
ноллар бнлан алмаштнрамнз. Туртбурчак к:ондасннн к:уллаб, 

1 -3 2 6 
О -3 3 -3 -12 

А-I 
О 1 3 16 
О -5 8 -4 -6 

ни хосил к:иламиз. 
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иккннчн сатр ::.лемент ларннн (-3) га булнб, ушбу матрн цага 
эга буламнэ: 

А_[ ~ 
1 -3 2 6 

I ш -1 4 
3 16 

-5 8 -4 -6 

Эндн a~2= 1 нн х.ал IUtлувчи элемент деб аламнэ: 

A_[~ 
О -2 

Ч 1 -1 

О 2 2 
О 3 14 

Учннчн сатр элементлариии 2 га буламнэ: 

А_[ ~ 
О -2 1 

[) 1 -1 1 
О [J] 1 
О 3 1 

аrз = 1 нн JC;ал к.нлувчи элемент деб аламиэ: 

А_[ ~ 
О О 3 

14 ) 1 О 2 10 
О 1 6 . 

О О -2 -4 

Туртинчи сатр элементларинн (-2) га буламнэ: 

[ 

1 О О 3 14) 
А- О 1 О 2 10. 

О О 1 1 6 

О О О Ш 2 

ar~= 1 ни JC;ал к.илувчи элемент деб о..1амнэ: 

[

1 О О О 8) 
А- О 1 О О 6 . 

О О 1 О 4 
О О О 2 

15.1.2. Жордано - Гаусс Уl;улидан чиэик.лн теигламалар систе­
масинн ечишдан ташк.ари детерминантларни х.исоблашда, матрНЦ<t 
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рангини анимашда, тескари матрицаии топишла ~ ... фоАА ....... л.­
дНо 

3- м и с о Л. Детерминантни ЖОРАано - Гаусс усул" бил ... 
х.нсобланг: 

3 5 7 ~ 

1\= I - 2 3 4 
-2 -3 3 2 

3 5 4 

Е ч н Ш. 

Ш 2 10 4 

1\=1 
2 3 4 ,-

-2 -3 3 2 

3 5 4 

2 10 4 1 2 10 4 

О О -7 О О rn -5 о 
=-

О 23 10 О 23 10 

О -5 О О О -7 О 

1 О 20 4 О 20 4 

О 1 -5 О О -5 О 
= 1-

О О 28 10 О О -7 О 

О О -7 О О О 28 10 

1 О 20 4 1 О О 4 
О 1 -5 О О 1 О О 

=-71 [il _-7 ,-
О О О О О О 

О О 28 10 О О О 10 
1 О О 4 1 О О О 

О О О О 1 О О 
=-7-101 =-7·10 1 1- -70. 

О О 1 О О О О 

О О ОШ о о о 1 

4- м н с о Л. Ушбу 

7 -1 3 5 

A=II 3 5 7 

4 1 4 6 
3 -2 -1 -1 

матрнца рангинн Жордаио - Гаусс усулини к9ЛJlаб аИНМ8иr. 
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Е ч и ш. Элемеитар алмаштиришларда матрицаиинг. раиги 

узгармаCJIИГИ маълум. А матрицага Жордаио - Гаусс усу.,ини 
куллаАмиз: 

r:
з 5 7 

-[~ 
3 5 

-:'1_ 7 -1 3 5 -22 -32 
А-

4 1 4 6 -11 -16 -22 
3 -2 -1 -1 -11 -16 -22 

-I~ 
3 5 7 

-I~ 
3 5 7 

11 16 22 11 16 22 
11 16 22 О О О 

11 16 22 О О О 

Хосил булгаи матрицанинг ~ap каидаА иккинчи тартибли 
детермиианти ИOllдаи фарк.ли, демак, , (А) =2. 

5- м и с о л. Берилгаи 

1
3 2 1] 

А= : 5 : 

матрицага тескари А -1 матрицаии Жордаио - Гаусс усули ;;·~,'a ~ 
топииг. 

Е ч и ш . .1=24*0 булгаии учуи А хосмас матрица. А матриltа­
нинг уиг томоиига бирлик матрицаии ёзиб ТУFРИ бурчакли матрица 
~осил киламиз ва уига Жордаио - Гаусс усулиии КУJlлаl!миз . 

1
[1] 

(AIE) = : 
2 1 11 О О] . 1 

.! ..!.. 1 О О 
з з з 

520 1 0-10 
7 2 

3 3 
4 О О 1 

" О 1 10 

О 

О 

о о 

-Н 
О 

1 

О 

1 
7 

2 
7 

24 
7 

-33 
5 _..! о 
7 7 

_.! ~ О 
7 7 

_.! ..!.. 1 
7 7 

3 1 I I 01 • -" -" О _..!.. ~--~ 
2 12 12 

1 "1 1 7 

-. 24 24 
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Демак, 

3 7 1 I 4 -2"4 -24 

A- 1= '_~ ~ --1-
2 12 12 
1 1 7 • 

-- - -
4 24 24 

J - дарсхона ТOnШUРUF'U 

к.уЙндагн масалаларнн Жордано - Гаусс усулндан фойдаnаннб 
ечннг: 

Ж: 

1. Детермннантnарнн х.нсобланг: 

1 230 1 -2 3 4 

О 1 2 3 
б) 

2 -4 3 
а) '3 О 1 2 4 3 2 -1 

230 1 3 -4 -1 -2 

Ж: а) 96; б) -900. 
2. Матрнца рангннн топннг: 

[357] ['236] 
а) 1 2 3 ; б) 2 3 1 6 

135 3126 

Ж: а)г=2; б)г=3. 
3. Бернnrан матрнца учу н А -1 тескарн матрнцанн топннг: 

[
2 5 7] 

а) А = 6 3 4 ; б) 

5 -2 -3 
[
3 -4 5] 

А= 2 -3 1 

3 -5 -1 

[ 

1 -1 

а) -38 41 

27 -29 

1] [-8 -34 ; б) -5 
29 -11] 
18 -7 

24 1 -3 1 

4. Тенгламаnар системасини еЧИНГ: 

1
5Х+8У+ z=2, 

а) 3x-2y+6z= -7, 
2х+ у- z=6; 

\

2XI+3X2+ 1Iхз+5Х4=2, 

X 1+ Х2+ 5х з+2х4= 1, 
б) 

2x l + Х 2+ 3хз+2х 4= -3, 

X 1+ х2 + 3хз +4х4= -3. 
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Ж: а) х= -3, у=2, Z= 1; 

б) xl=-2, Х2=О, хз=I, x4=-I. 

1- ",устак,иА UШ 

к.уЙидаги масалаларни Жордано - Гаусс усули билан ечинг: 
1. Детерминантни х:исооланг: 

8 7 2 10 

-8 2 7 
10 1. Ж: - 1800. 

4 4 4 5 

О 4 -3 2 

2. Матрица рангини топинг: 

А_!; 
3 5 -1 

-1 -3 4 

1 -1 
7 1. Ж:г=3. 

7 9 

3. Берилган А матрицага тескари А -1 матрицани топинг: 

[

3 3 

А= О 6 
5 4 

2 3 

-4 

1 

2 
3 

-3 

.Ж: 1 

2 

-7 5 

3 -2 

41 -30 

-59 43 

4. ЧНЗИК/lи теНГЛi'малар системасини ечинг: 

=8, 

I 
xl+2X2+ Хз 

х 2+3хз+ Х4= 15, 

4х , + хз+ х4= 11, 

X 1+ Х2 +5xt =23. 

Ж: xl=I, Х2=2, хз=3, Х4=4. 

бlЭ 

12 -19 

-5 8 

-69 111 

99 -159. 



3- лаборатория маШF1/ЛОТU 
Чuзu~u тенгламалар сuстемасulШ е"иlll 

Жордано - Гаусс усулинн куллаб чиэикли тенгламалар снСУе-
масини учта усул билан ечинг: 

а) Крамер коидаси бунича; 
б) тескари матрица ердамида; 
8) номаЪJJумларни iiукотиш усули билан. 

I
ЗХ+2У+ z=5 

1. 2х+Зу+ Z= 1, 
2х+ y+3z= 11. 

(
2Х- у- z=4, 

3. Зх+4у-2z= 11, 
3x-2y+4z= 11. 

1
7Х-5У =31, 

5. 4х+ Ilz= -43, 

2х+3у+ 4z= -20. 

! 
x-2у+Зz=6, 

7. 2x+3y-4z=20, 
3x-2y-5z=6. 

f3x +f,y+2z=8, 
9. ~2x-4y-3z= -1, 

t x..J..5y+ z=O. 

i х+ y-z=-2, 
• I 

1. \4x--3y+z= 1, 

t2x· L y-Z= 1. 

!
X+2Y+4Z=3I, 

13. 5х+ y+2z=20, 
t3x- y+z=O. 

1
2Х- y+5z=4, 

15. 5х+2у+ 13z=2, 
3х- y+5z=O. 
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4X-3Y+2Z=9, 
2. 2x+5y-3Z=4, 

5х+бу-2z= 18. 

I
x+ y-z=I, 

4. 8x+3y-5z=2, 
4х+ y-3z=3. 

1
3X+4Y+2Z=8, 

6. 2х- y-3z= -1, 

х+5у+ z= -7. 

1 
x-4y-2z= -7, 

8. 3х+ У+ z=5, 
-3x+5y+6z=7. 

1 
3х+ у+ z=21, 

10, x-4y-2z= -16, 

-3x+5y+6z=41. 

~ 
x+y+3z= -1, 

12. 2x-y+2z= -4, 
x+y+4z=-2. 

1
5Х+8У- z=7, 

14. 2x-3y+2z=9, 
x+2y+3z=l. 

1
7Х- 5у =34, 

16. 4х+ 111/ = -36, 

2х+ 31/+4z= -20. 



Г+2У+ г~4, С -2у+Зz~6, 
17. 3x-5y+3z= 1, 18. 2x+3y-4z=20, 

2х+7у- z=8. 3x-2y-5z=6. 

{ x+2y~6, {Х+ 2г~6, 
19. 3х- y-Z= 12, 20. х-3у+ z=5, 

y+2z= -1. 4х+2у- Z= -14. 

{ х-Зу+z~ -9, 
{ 

х+ у- z=l, 

21. 4x+2y-z= -8, 22. 8x+3y-6z=2, 

х +2z= -3. -4х- y+3z= -3. 

( 4х - Зу + 2г ~ 8, 

( 
2х+ z=l, 

23. 2x+5y-3z= 11, 24. x+3y-z= -4, 

5х + 6у - 2z =.13. -x+2y+z=4. 

{ 
x+3y-z=8, ГХ+ у+Зz~7, 

25. 2х+ z= 1, 26. 2х+3у+ z= 1, 

-x+2y+z= 12. 3х+2у+ z=6. 

ГХ+ у-Зz~9, ГХ- у+Зz~ -4, 
27. х+ у- Z= -2, 28. х+3у- z=ll, 

8x+3y-6z= 12. x-2y+2z= -7. 

(2х+3у+ z=4, ГХ+4У- z~13, 
29. 12х+ у+Зz=О, 30. 3x+2y+3z=3, 

\3х+2у+ Z= 1. 2х-3у+ z= -10. 

2-§. Тенrламала;J ва тенгламалар системаларини 
е4И1.':";~~~:iГ итераЦl-,Я УСУЛJJари 

15.2.1. f(x) =0 тенглама х,а"ик.иЙ илдизларининг та"рибий 
к.иЙматларини топиш учун аввал илдиз яккаланади, яъни берилган 
тенгламанинг битта и.г:дизидан бош"а илдизлари йук булган орали" 
ани"ланади. 

[а;Ь] кесма УЗJJУКСИЗ f (х) функция ИJIДИЗИНИНГ яккалаш ораЛИFИ 
булиши учун "уйидаги L:Jартлар бажарилиши керак: 

а) f(a) ·f(b) <О; 
б) [а;Ь] да /' (х) ишорасини саклаши зарур. 
Баъзан f(x) =0 теНГJiг.мани ср(х) =ЧJ(х) куринишда ёзиб, у=ср(х) 

ва У=ЧJ(х) ФУНКЦИЯJiар графикларини битта координата,lаr 
текислигида чизиб илдизнинг яккаJIаш орали"ларини топиш 
мумкин. 
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1- м н е ол. 2-lgx-x=0 тенглама нлднэннниг яккалаш ора­
лнrннн топннг. 

Е ч н ш. Бернлган тенгламанн Igx=2-x курннишда еэиб, 
y=lgx ва у=2-х функциялар графиклариии бнтта чиэмада 
таевирлаЙмиэ. Бу графикларнинг кееишиш нуктаеи М нинг 
~ абециееаеи [1 ;2] ораЛИКда етади (81- шакл). Бу ораЛИКда берилган 

!/ 

J( 

81· шакл 

тенгламанинг чап томонидаги 

ифода тегишли шартларни 
каноатлантирганлиги еабабли, 
у илдиэни яккалаш оралиrи 

булади. 
15.2.2. Тенгламаларни еон­

ли ечншнинг энг мух.нм уеулла­

рндан бирн итерация уеули еки 
кетма-кет якинлашиши уеулн 

булиб, унннг мох.няти куАида­
гндан нборат. 

Ушбу {(х) =0 тенглама бе­
рнлган буленн, бу ерда {(х) -
узлукенз функция. Бу теигла­
манн унга тенг кучлн х='Р(Х) 

тенглама бнлан алмаштнра­
мнз. 

Arap бирор [а, Ь] ораликиииг х.амма нукталарида I 'Р' (х) I ~г< 1 
(г -- УJГирмае сои) БУлнБ. даетлабки фуикция бу ораЛИКда ягона 
Н.Щl'зг? эга булеа, у х.мда бнрор усул билаи илдизиииг бошлаиrнч 
Хо такрибий кнйматнни таилаЙмиэ. Шуидаи сунг ушбу кетма­
кетликни тузнш мумкин: 

XI='P(XO). X2='P(XI), ...• x.==q>(X'_I), ... 
Ьу ',етма-кетликиннг лимити {(Х) =0 тенгламанииг [а, Ь] оралик­

дагн ягона илднзн булади, яъни limx.=~ . . -.., 
~ илднзнннг нтерация усулн билан тonнлган х. такрнбий кийматн 

I ~-x.1 <--'-lx.-x._11 тенгснзлнк билан бах.манадн. 
1-, 

Бу ерда ~ каралаётган тенгламаиинг илднзи, Х._I ва х. нккита 
якинлашнш. г эса I 'Р' (х) I нинг [а, Ь] дагн энг кичик кнЙмати. 

Илднзнннг кнйматннн I! даи катта булмагаи хатмик билаи 
топнш учун n нннг кнйматнин 

,-1 
Ix.-x._11 <~ 

тенгснзлик бажарнладнган кнлнб аинклаш етарлндир. 
((х) =0 тенгламанн х='р(х) куринншдаги тенгламага келтнриш 

учун уни 

х=х-Л,f(х), (л'*0) 

7.внвалент тенглама билан алмаштирамиз. Уида 

'Р(Х) =х-Л,f(х). 
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л параметрнн ..,(х) ФУНКЦИИ нтерацни жараённнннг ик.ннлашиши 
учун етарли булган шартнн к.аноатлантирадиган к.илнб топиш 
МУМКНН: 

,..,'(х) 1= II-Лf'(х) 1< 1. 
Агар 

I-Лf(х) =0 
деб Q/lинса, хо ик.инлашиш атрофида юк.оридаги тенгсизлик 
уэ-уэидан бажарилади. У х.Q/lда 

л=+ f(I
Zo

) , и'(хо) +0). 

2- м н с ол. 2-lgx-x=0 тенгламани хо= 1,5 илднэнинг бош­
лаНFИЧ ик.инлашишидан (1- МИСQ/lдан маълум) х=ер(х) куринишга 
келтнринг. 

1 
Ечнш. Бунда f(x)=2-lgx-x, f'(x)=-I- zlпlо.Экаиаалент 

тенгламанн ёэамнэ: 

х=х-Л(2-lgх-х) . 

л сонни 

1 - Лf' ( 1,5) = О 
ёки 

1 +"Л(I + 31:10 )=0 

тенгламадан топамиэ. л= -1 сони бу тенгламанинг илдиэига ик.ин. 
Шундай к.илиб, 

x=-lgx+2, 
буида ер(х) =2-lgx. 

з- м и с ол. 2-lgx-x=0 тенглама илдиэини итерации усули 
билан 0,001 гача аник.лик.да топинг. 

Е ч и ш. 2- МИСQ/lда бошлаНFИЧ тенгламани x=2-lgx курииишда 
Q/lДИК. Бунда ер(х) =2-lgx, ер'(х) = -~, иъни (1, 2/ ораликда 

z 

I ер' (х) 1< 1, Шу'нииг учун итерации усулидан фoilдаланиш МУМКИН. 
1" МИСQ/lдаги 11; 2/ оралнк.нинг чап охирини нQ/lинчи ик.инлашиш 
учун к.абул к.иламиэ, иъни Хо= 1. Энди биринчи. иккинчи аа ундан 
кейинги ик.инлашишларни тonиб иатижаларни ушбу жадаалга 
ёэамиэ. 
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1 ., 11 ж. • (.,) _2- 111 ., 

О 1 О 2 

1 2 0.3010 1,8990 

2 1,_ 0.2302 1,7_ 

3 1,7_ О,JИO 1,7_ 

4 1,7520 0,2435 1,7&66 

5 1,7&65 0,2445 1,7555 

& 1,7555 0,2444 1,7&&& 

7 1,7&&& - -

Шундай кнлнб, [=0.00\ гача аННl(.JIнкда НЗJlанаётган НnДН3 
~= \.755. чункн 

15.2.3. {НХ, у) =0, 
ср(х. у) =0 

IX1 -Х61 =0.00\. 

тенгламаnар енетемаеннннг (иккн номаъ· 

лумnи нккнта тенгnамалар енетемаен бнлан чекланамнз) берилган 
аннклнкдагн хакнкнй нлднзларнни хнеоблаш талаб кнлнненн. 

Снетема ечнмnаридан бири (~, '1) нннг бошлаНFИЧ якннnашиши 
Х=Хо. у=уо 6ерилган булеин деЙnик. Улар, масалан, битта чизмада 
f (х.у) =0 ва ср(х,У) =0 эгри ЧИ3Иl(.Jlар графИКJIарнни чнзиш Ауnи 
бнлан график уеуnда тonиnган буnиши мумкнн. 

Бернnган тенгламалар системасини унга эквнвалент булган 

{
Z=F(X.y). 

у=Ф(х.у) 

курннншга келтирамиз ва бошланrнч якинлашишн (Хо, уо) нннг «~, 
1)) аник ечимннн хам )'з ичнга алувчи) бирор D атрофида 

1 F'.(ж.у) 1 + IФ~(х,у) 1 ~rl < \, 
lF'y(x.y) 1 + IФ;(х.у) 1 ~r2< \ 

деб фараз кнлнб. нтераuня уеулн бнлан ечамнз. 
Снетеманннг ечнмнга як.ннлашувчн (ж., у.) (n= 1, 2. 3 .... ) кетма· 

кетлнк куйндагнча тузнладн; 

ХI=F(жо, уо). УI=Ф(ЖО. уо); 
x2=F(XI. YI). У2=Ф(ЖI. YI); 
хз=F(Х2. У2). УЗ=Ф(Ж2. У2); 

Агар (Х •• у.) ларнннг хаммаен D га тегншлн булеа, у халда 

limж.= ~ ва limy.='1 . . -.., 
61. 

I 
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5ерилган системани x=F(x,y), у=Ф(х,у) кfринишга келтирнш 
учу н cz6-/tr'jli=О деб, унга ~квивалент булган 

{ а!(х,у) +~",(x,y) =0, 

у/(х,у) +БIJI(х,у) =0 

системани караАмиэ. 
а, р, у, " параметрларни шундай танлаАмнэки, бу функция· 

ларнииг хусусий х.осилалари дастлабки як.инлашишда теиг булсин 
еки нмга як.нн БУлсин. Бунинг учун а, р, у, 6 параметрларни 
к.уЙндаги тенгламалар системасининг так.рибнЙ ечнмлари сифатида 
топамиэ: 

! 
1 +а!,:<хо.Уо) +P~~(Xo.YO) =0, 

a!~(Xo.Yo) +fJ",~(xo.Yo) =0, 

Yf~(xo.Yo) + 6",~(xo.Yo.> =0, 

1 + Yf~(xo.Yo) + 6",~(xo.Yo.> = о. 

4- м и с ол. хо=О,8; уо=О,55 эканлигини х.исООга олиб, ушбу 

{ х
2+у2_1 =0, 

хз-у=о. 

тенгламалар системасини 

{
X=F(X,Y) , 

у=Ф(х,у) 

куринишга келтиринг. 

Е ч и ш. Бунда НХ,У) =x2+y2 _I, 

",(х,у) =f - у; '~(xo,yo) = 1,6; '~(xoyo) = 1,1; 

IJI~ (хо,уо) = 1,92; 'Р' I/(xo,yo) = - 1. 

Берилган системага эквивалент 

системани 

( а (x2+y2_1) +р(х3_у) =0, 

У (x2+y2_1) +6(х3-у) =0 

(
x=x+a(X2+ y2-1) +fJ(X3_Y), 

y=y+y(x2+y2_1) +6(Х3-У) 
, 

куринишда ёэиб мамиЭ. 
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а, р, у, 6 коэффициеНТ,lарнинг сон кийматлари учун 

1

1 + I,ба+ 1,92P=0, 

1,la-р=О, 

I,бу+ 1,926=0, 

1 + 1,1'1-6=0. 

системанинг илдизларини оламиз, яъни 

a~ -0,3; p~ -0,3; '1~ -0,5; 6~O,4. 

Шундай к,илиб, тенгламалар системаеи итерация усулини 
куллаш учун кулай булган ушбу куринишга келтирилади: 

{
x=x-0,3(x2+ y2-1) -0,3(хЗ-у) :sF(x,y), 

y=y_0,5(x2+y2_1) +0,4(Х3-У) :;:Ф(х,у). 

2- дарсхона ТOnШUРUF"U 

1. хЗ-_9~+ 18х-I =0 тенгламанинг нлдизларини яккалаш 
оралнклаrнни график yeYJl билан аникланг: 

Ж: (0,1); (2,3); (6,7). 
2. Тенгламаларни итерация уеули билан, 0,01 гача аникликда 

ечннг: 

а) ~-12x-5=0; б) 4х=е05Х. 
Ж: а) 0,42; б) 0,24. .. 

{

X 2+ y2='_I, 
3. Ушбу теНГJlамалар еиетемаеи нлдизининг дает-

хз_у=о 

.1абки ЯКИН.lашишини график усулида топинг на 0,01 гача аникликда 
итерация уеули БИJlан хисofiланг. 

Ж: ;=0,83; '1=0,56. 

2- АСустак,иА uш 

1. хЗ -12х+ 1 =0 теНГ.'1ама хакик.иЙ илднзларининг яккалаш 
ораликларини график уеУJlда аникланг. 
Ж (-4, -3); (0,1); (3,4). 
2. Тенгламаларни итерация УСУJlИ билан 0,01 гача аникликда 

ечинг: 

а) хЗ -2х2 -4х-7=0; б) 4x-7sinx=0. 
Ж;а) 3,62; б) О ва ±1,73. 
3. Тенгламалар еистемаеини итерация усули БИJlан 0,01 гача 

аникликда ечинг: 

{
x 2+ Y -4=0, 
y-Igx-I=O. 

Ж:~= 1,67; '1= 1,22. 
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4- лаборатория .маШFулоти 
{(х) =0 тенzла.ма илди3Ааринu итерация усули 

билан тonиш 

Тенгламаларнинг энг кичик мусбат илдиэини итерация усули 
билаи 0,0001 гача аник.ликда тооинг. 

t. x2 -сOSJtх=0. Ж: 0,4373. 16. 2--x-lgx=0. Ж: 1,7554. 
2. cos2Jtx-х=0. Ж: 0,3115. 17, (х-I )2_ е-,=0. Ж: 1.4776. 
З. x-зсos 2 I,04Х=0. Ж: 0,9393. 18. tgx-3(x-2)2=0. Ж: 1,1439. 
4. 21пх-~=О. Ж: 1,4215. 19. 2-х-2Iпх=0. Ж: 1,3702. 

х 20. '-х-х уХ =0. Ж: 0,5698. 
5. 2-х2 -е-'=0. Ж: 1,3150. 1 
6. 3-x-2Igx=0. Ж: 2,2830. 21. 2'х-lgх-З=О. Ж: 7,7822. 

7. 2 уХ -cos '; =0. Ж: 0,2211. 22. x~ 1 -lпх=О. Ж: 1,4935. 

8. ух -сosО,З87х=0. Ж: 0,8867. 23 1 ~_. -о Ж· 08875 . g 2 SIПJtХ-. ., . 

9. ух -2cos ~X =0. Ж: 0,7210. 24. 2-x-ctgx=0. Ж: 0,6306. 

10.2Igx--i"+1=0. Ж: 0,3971. 25. eX -2+х2 =0. Ж: 0,5378. 

11. 3-х-tg:Х =0. 

12. JtcosJtx-~=О. 
х 

1 
13. 7-lgx=0. 

14. ctg п; -х2=0. 

15. 'пх+ уХ =0. 

Ж: ·1,3172. 26. ~-lgх=О. 
х 

Ж: 0,5965. 

Ж: 1,5652. 27. 4-х-е ~ =0. Ж: 1,6815. 

7 -- 1 -Ж: 1,896 . 28. ух+ 1 --;=0. Ж: 0,7')45. 

Ж: 0,8755.' 29. (х-I )2_~'=0. Ж: 0,2132. 

Ж: 0,4848. 30. 2-х-агсtg2х=0.Ж: 0,9248. 

3-1. ОДДИЙ дифференциал теигламаларни ечиwнинг 
сонли усуллари. Эйлер усули ва унинг 

модификаЦИАлари. 

15.3.1. Амалиётда учрайдиган дифференциал тенгламаларнинг 
аник. ечимларини х.ар доим х.ам топнб БУлааермаЙдн. Шу сабаблн 
днфференцнал тенгламаларни так.рнбнЙ ечнш усуллари катта 
ах,амиятга эга. Эйлер усулн аа унннг моднфнкацняларн шу усуллар 
жумласнга кнрадн. 

Бнрннчи тартнблн 

• y'=f(x,y) 
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дифференuиал тенглама берилган булиб. унинг [.1'0; Ь) кесмаАа 
У(.I'O) = уо бошлаНFИЧ шартни к.аноатлактирувчи ечимини тonиw 

талаб к.илинсин (Коши масаласи) . 
Ь-% 

[..ro. Ь) кесмани n та тенг булакка буммиэ (82- шакn): __ о = h 
• 11 

(и нтегралла ш к.ада ми) . 

!I 

IJ ~. А, ), 6 х 

82· Ш8М 

(ХР. XI) оралик.да интеграл эгри чиэик. унга Мо(хо. уо) нук.тада 
уткаэилган уринма кесмаси билан алмаштирилади. Бу уринманинг 
бурчак коэффициенти ушбуга тенг: 

111-110 
у'(Хо) =f(x() Уо) = %1-.10' 

бундан YI нинг к.иАматини топамиэ: 

YI =уо+ (XI-ХО)f(..ro.уо) 

ёки к.иск.ача 

YI=yo+hy6. бунда у6=у'(хо). 

MI (XI.YI) нук.тада уткаэилган уринма тенгламасидан: 

Y2=YI+h·yt. бунда yt=y'(XI). 

Шунга ухшаш. 

УЗ=У2+hу§. бунда yS=y'(X2) ва х,. к. 

ЭАлернинг тавсифланган усулининг умумиА формуласи ушбу 
куринншга эга буладИ: 

Yi+I=YI+hy(. бунда у(=у'(х;). 

i=l. 2 ..... n. 
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Уриималар кесмаларидан ташкил топган сииик. чиэик. ЭйАер 
cинuк, 'tUЗ"F'" деАилади, бу чиэик. берилган МО (хо, уо) нук.тадаl/ утади 
хамда иэланаётган интеграл эгри чиэик.ни аппроксимация к.илади. 

1- м и с ол. Эйлер усулидан фоАдаланиб у'=у-х дифференциал 
тенгламанинг [О; 1,5] кесмада у(О) = 1,5 бошлаНFИЧ шартни 
к.аноатлантирувчи ечимини топинг. Интеграллаш к.адамини 
h = 0,25 деб алннг. 

15 Е ч и ш. хо=О, go=I,5 га эгамиэ; интеграллаш к.адами h=T = 

=0,25, яъни n =6. hif;=!iy;=hf(x;,y,) =h(y;-x,) деб белгилаб, ушбу 
жадвални тузамиэ: 

I ., " "{"'"I,., l'ill/=""/ 

О О 11000 1,&000 0,17&0 

1 0'- I~&O 1,1250 O,4C112 

2 0.10 2,2811 1,7812 0,4453 

S 0,75 2,7115 1,tr7U 0,_1 

4 1,00 а .... 2'- 0,5&U 

а 1,16 3,Т15I 2'- 0,814 

• 1,10 4,4702 

15.3.2. Эйлернинг такомиллаштирилган усулини к.араЙмиэ. 
Унинг мо~яти бундан: масала алдингидек к.УНилгани халда, 

_ Ф + h -изланаетган ункциянинг Х'+-'-=xi 2" нук.талардаги У'+-'- ердамчи 

к.иНмат лари • h 2 

у,+-,- =У;+2"У' 
• 

формула ёрдамида х.исобланади. Шундаи кении y'=f(x,y) теиглама­
нинг унг к.исмининг 

у: I =т(х I,У 1) 
'+"'2 '+"2 '+'2 

урта нук.тадаги к.иЙмати топилади ва 

Yi+I=Yi+hy' I 
'+"'2 

iник.ланади. Бу график.да к.уЙидагидек булади: MI нук.та Эйлер 
IСУЛИ билан, M~ нук.та эса ЭАлернинг такомиллаштирилган усули 
Jнлан топилган (83- шакл). 

2- м и с ол. 1- мисолдаги дифференциал тенгламани ЭАлернинг 
'акомиллаштирилган усулн билан ечинг. 
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у 
11, 

н:. 

• х 
о )0 ,(J '(, 

83- wакл 

Е ч и ш _ Тегишли белгилашлар киритиб, х.исоблаш натижалари­
ни ушбу жадвалда келтирамиз: 

Ir' .-f(s,.,,, ~, 
s....!-- ,~- "~- ~....,,~ I I I j S, " • • -f(s,+!-.~) I 
-s,+! -',+1", I I 

О О 1,5000 1,5000 О,1т 0,1. 1,81'76 1,66t5 0,stOl 

1 0,25 1,_ 1,6406 O,2Olil O.ano 2,01157 1,7207 0,4302 

2 0,&0 2,3208 1,8201 0,2276 0,87&0 2,5484 1,8754 О,4IIИ 

3 0,75 2,7892 2,0392 0,2649 0,87&0 3,0441 2,1881 0,blD 

4 1,00 3,3316 2,3316 0,21114 1,12&0 3," 2,4974 0,011 

6 1,25 3,9661 2,7'068 0,3382 1,37&0 4,2МО 2,9190 0,728 

6 1,&0 4,61&8 

15.3.3. ЭАлер - Кошининг такомиллаштирилган усулинииг 
мох.ИRТИ бундаА: алдин 

Yi+1 =Yi+hy\ 

ёрдамчи киАмат топилади, сунгра 

у;+ 1 =f(Xi+ 1, Уо+ 1) 
х.исобланади_ Шундаи кеАин 

+h IJ;+У:+I 
Yi+I=Yi • 2 

формула буАича теги шли ечим топилади_ 
3- м и с оп _ ЭАлер - Кошининг такомиллаштирилган усуnидаи 

фоЙдаnаниб. 1- мисалдаги дифференциал теигnамани ечинг_ 
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Е ч н ш. Тегншлн белгнлашлар кнрнтнб. х.нсоблашлар натнжала­
рннн ушбу жадвалга кнрнтамнз: 

oS.+1 '1+1-
1;'+1- 141-

I OS. " ,;-f(wJ ".. -,.+"'. -f(.cl+ 1"'+ 1 ';;+1 ':+"!±I - I 

О О 1,&000 1,&000 o,J7&O Q,25 1,8750 1 •• 0.4OU 0,1808 

1 О" 1,8106 1 ..... 0.41. 0,10 2'" 1,8001 0.4&08 О," 

2 0,&0 2'- 1,8201 0,4662 0,75 2,7780 2,Q280 0,liOlli 0.4808 

30,75 2.8018 2,0518 0,51. 1,00 3,3145 2,3145 0,5781 0,5468 

4 1.00 1.3474 2,3474 0,588 1,25 3,t34J 2,1142 0,1710 0,1288 

5 1" 3,1763 2,78 0.1818 1,&0 4,IIi'7V 1.1579 0.7I8Ii 0.7& 

8 1,&0 4,7118 

3- дарсхона тonшuрUFU 

1. Эйлер усулндан фоАдаланнб. у' = у-х днфференцнал тенг-
у+х 

ламанн у(О) = 1 бошлаНFНЧ шартда ечннг. Интеграллаш кадамннн 
11=0.1 деб олннг. Унннг дастлабки 4 та к.иЙматннн топнш бнлан 
чекланннг. 

Ж: 

~ I О I 0,1 

, I 1 I 1,1 

2. Эйлернннг такомнллаштнрнлган усулндан фoliАЗлаинб. 
1_ lIIIаса.1а.з.агн днфференцнал теНГ.llаманн ечннг. 

3. ЭйJJер - KOWНHHHГ такомнл.1аштнрн.,ган усу.1ндан ФoliДЭ.llа· 
ннб. 1- масалал.агн днфференцна.1 теНГ.1аlllанн ечннг. 

3- JtgCТolf,UA uuш 

1. э.uер усу.,н би.1ан у'=х+у л.нфференцна.1 теНГ.1аlllанннг 10; 
0.4) кесмаАЗ у(О) = 1 БOШJlаиF1tч шартнн каноаТ.1антнрувчн е'Чнмнни 
тonмнг. ,. = 0.1 ..1.еб о.1МНГ. 

Ж: 1: I ~ I~ 1;:'1~1;;'1 
2 Эi.leРIIIIНГ таКOIIlUJlаШТ1lРИ.НЭН уС).1М..uи +oaUa.u MM6. 

1_ lIIаca.laA8П1 ~"'&JI·тellfJlalU"" e<lIIMf. 
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3. Эйлер - Кошининг такомиллаштирилган усулидаи фойдала­
ни б, 1- масаладаги дифференциал тенгламани ечинг. 

5- лаборатория JlCаШFулоти 
Оддий дифференциал тенглаJICаларнинг так.рибиЙ 

ечиJICларини тonиш 

Эйлер усули ва унинг модификацияларидаи фойдаланиб, 
берилган y'=f(x,y) дифференциал тенгламанинг у(хо) =уо бош­
лаНFИЧ шарт билан [хо,Ь] кесмада 0,0001 гача аНИl{Ликда ечимини 
топинг (булинишлар сонини n=5 ва n= 10 деб OIIинг). 

1'-1'- .r; 
• .а 

1 2 1'2+~ 
1(0)-1; (О; 0,5~ 

1(0,3)-1,5; (0,3; 1,3~ 

l'-r,--I; lVf 3 4 1'-.-"2 ,; 
1(0)-1; [О; 0,5~ 

1(1)-2; (1; 2~ 

5 ;-r-gI; 6 ;-.+~ 
1(0)-0; [О; 0,2~ 1(0,3)-0,2; (0,3; 1,3~ 

;-Ы.+l ; J...... 
7 8 ;-·+со.2,26 , , 

1(0)-1; [О; 1~ 1(1)-2,2; [1; 2~ 

., 
l'-r+2r. 9 I'-1+.+" 10 

1(0)-1; [О; 0,5~ 
1(0)-0,2; [О; 1~ 

11 ;_е"+." 12 ;-.+IIaf.· 
1(0)-0; [О; O,I~ 

1(1)-1; [1; 2~ 

13 1'-lln, - ,In.r; 14 1'-.+"'" 
1(0)-0; [О; 1~ 1(0)-0,3; [О; 1~ 

15 1'-1+.+r-2r 16 l' "+х' 
1(1)-1; [1; 1,51. --т 

1(0)-1; [О; 1 ~ 

17 ~ 18 1'-.-'-
" 10' 
1(1)-1; [1; 1,5~ 

J(0)-1; [О; 1 ~ 

1 
1'-2.1-0,1"'" 19 1'-r+'-' 20 

1(0,5)-0,5; [0,5; 1 ~ 
J(0)-1; [О; 1 ~ 

21 ;-.v'+r. 22 1'-.1'-1; 
1(0)-1; [О; 0.5~ 1(0)-0; [О; 1 ~ 

23 ;-r./i+l; 24 ;-r-I.; 
1(1)-0; [1; 1.1i~ • 

1(1 )-1; [1; 2~ 
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00 

01 
02 

03 
04 
05 

06 
01 
08 
09 
1 О 

11 
12 
13 

14 
\5 
16 
17 
18 
19 

20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 

3.2 
33 

э4 

35 
36 

НЛО.АЛА' 

? 
1 - 7 
-е \f>(x) = ,j2n фYJПIIUIВ .... 1II.Тл.рВ.ВВr •• А.&ЛВ 

О 1 2 3 4 5 6 7 

03989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 

3910 3965 3961 3956 3951 394Б 3939 3932 

3910 3902 з894 3885 3876 3867 3851 3841 

3814 3802 3190 :т8 3765 3152 3139 3726 

3683 э668 3652 3631 3621 360fi 3589 3512 

3521 3503 3485 3461 3.f.48 3429 3410 3391 

3ЗЗ2 3312 3292 3211 3251 3230 3209 3181 

3123 3101 3079 3056 ЗО34 3011 2989 29бб 

2891 2814 2850 2821 2803 2180 2156 2132 

2661 2631 2613 2589 2565 2541 2516 2492 
(1,2420 2396 2311 2347 2323 2299 2275 2251 

2179 2155 2131 2101 2083 2059 2036 2012 

1942 1919 1895 1812 1849 1826 1804 1181 
1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 

1497 1416 1456 1435 1415 1394 1314 1354 
1295 1276 1251 12Э8 1219 1200 1182 1163 
1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 
0940 0925 0909 0893 0818 086Э 0648 0833 
0790 077~ 0761 0748 0134 0721 0707 0694 
065б 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0513 

00540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 04б8 

0440 0431 0422 0413 0404 0396 0381 0319 
0355 0347 0З39 0332 0325 0317 0310 ОЗО3 

0283 0211 0270 0264 0258 0252 0246 0241 
0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 
0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 
0136 0132 0129 0126 0\22 0119 0116 0113 
0104 0\0\ 0099 0096 0093 0091 0088 0086 
0079 0011 0015 0013 0011 0069 0061 0065 
0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 

00044 0043 0042 0040 0039 0038 0031 0036 
0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 
0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 
0011 0011 0016 0016 0015 0015 0014 0014 
0012 0012 0012 0011 ooll OO~O 0010 0010 
0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0001 
0006 0006 0006 0000 QO!)5 0005 0005 0006 
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1- вло •• 

8 9 

3971 3973 

3925 3918 

3836 3825 

3112 3691 

3555 3538 
3372 3352 
3166 3144 

2943 2920 

2109 2685 
2468 244. 
2221 2203 
1989 1965 

1158 1136 

1539 1518 

1334 1315 
1145 1121 
0973 0951 
0818 0804 

0681 0669 
8562 0551 
0459 0449 
0371 0363 
0297 0290 
0235 0229 
0184 0180 

0143 0\39 
01\0 0107 
0084 0081 
0Об3 0061 
0041 0046 
0035 0034 ·ы 
0025 0025 
0018 0018 
0013 0013 ' 
0009 0009 . 

0001 0006 i 

0006 0004 ! 



О 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
37 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003 
38 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002 
3,9 0002 ()()()2 .0ОС)2 0002 (1)02- . 0002 0002 (1)02- ~1_ 0001 

2- • .n 08 а 

. " 
ф (х) = 1 (е 2 dz ФУВIЩ .... иl".т.nарииииг жаА8а.nи 

у211 ) 
О 

z Ф(z) z Ф(z) z ф(z) z Ф(z) 

000 0000 033 01293 066 0,2454 099 03389 
001 00840 034 01331 067 02486 100 03413 
002 00080 035 01368 068 ~17 101 0,3438 
003 00120 .036 01406 0,69 ~9 102 03461 
004 00160 037 01443 070 ~. 103 03485 
005 00199 038 01480 071 ~11 104 (),31)08 
006 00239 039 01517 072 0,2642 105 03531 
007 00279 040 01564 073 0...26J3 106 03Б54 

008 00319 041 01591 074 0,2103 107 0,3577 
009 00359 042 01628 075 0.37}4 108 0,3599 
010 00398 043 01664 076 0,2764 109 03621 
011 00438 04-4 01700 ·077 0..2794 110 0,364З 

012 00478 045 01736 078 02823 111 03665 
013 00517 046 01772 079 0,2852 112 03686 
014 00557 047 01808 080· 0,2881 113 03708 
015 00596 048 01844 081 0,2910 114 03729 
016 00636 049 01879 082 02939 1,15 03749 
017 00675 050 01915 083 0,2967 116 03770 
018 00714 051 01950 084 02995 117 03790 
019 00753 052 01985 085 03023 118 03810 

I 020 00793 053 0.2019 086 03051 119 03830 
I 0,21 00832 054 02054 087 03078 1.20 03869 

022 00871 055 02088 088 03106 121 03869 
023 00910 056 02123 089 03133 122 03883 
0,24 0948 05'7 G,2J57 090 03159 123 0,3907 
0,25 00987 058 O,2J90 091 03186 1,24 03925 
0,26 01026 059 0,2224 092 03212 1,25 0,3944 
0,27 01064 060 0,2257 093 03238 126 0,3962 
0,28 01103 061 02291 094 03264 1.л 0,3980 
0,29 01141 062 ~324 095 03289 128 03997 
030 01179 063 0,2357 096 03315 129 04015 
031 01217 064 0,2389 097 03340 130 04032 

.0,32 _ _ 0.J2~_ 065 0,24D ~-- 03365 131 04049 
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ж _ф(ж) ж Ф(ж) z ф(z) ж ~z) 

132 04066 163 04484 196 04738 250 04938 
133 04082 1,6t 044еб 196 04744 2,52 049f1 

134 04099 166 0.4506 196 04750 2М 0:t945 
135 04115 166 04515 1. 04756 2,56 04948 

136 04131 167 04526 198 04761 258 04951 
137 04147 168 04SЗS I~ 04767 260 04963 
138 04162 169 04645 280 04772 262 04966 
1.39 04177 170 04Ш 202 04783 264 О 491ie 
140 04192 171 04564 204 04793 266 04961 
141 04207 172 04573 206 04803 268 04963 
142 04222 173 04682 208 04812 270 04965 
143 04236 174 04591 210 04821 272 04967 
144 04261 175 04599 212 04830 274 049619 
145 04265 176 04808 214 04838 276 04971 
146 04279 177 04616 216 04836 278 04973 
147 04292 178 04625 218 04854 2.80 04974 

f- 148 04306 179 04633 2.20 04861 282 04976 
149 04319 180 04641 2.22 04868 284 04977 
150 04332 181 04649 u4 04875 286 04979 

_ 151 04345 I.8~ 04556 2~ 04881 288 04980 
152 04357 L8Э 04664 2.,28 04887 290 04981 
1Ы 04370 1М 04671 230 04893 292 04982 
154 ОШ2 185 04678 232 04898 294 04984 
155 04394 186 04686 234 04904 296 04985 
Ui6. 04406 187 04693 236 04909 298 04986 
157 04418 188 04698 2,38 04913 300 049865 
158 04429 189 047. 240 04918 3.20 049931 
159 ОШI 1.90 М71З 242 04922 340 049966 
160 04452 191 04719 244 04927 360 0.99841 
1,61 04463 192 0,4726 246 04931 380 0499928 
162 04474 1,93 04132 248 04934 400 0499968 

450 04~ 
500 0,499997 
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3'И.II08а 

I? - 1(.,,11) ПIIr "'.".Т.II.РИ III.Д".IIИ 

'~ 0,96 0,99 0,999 ~ 0,95 0,99 0,999 

5 278 460 861 20 2093 2~1 388З 
6 .liiJ 4J13 686 25 2064 2797 3746 
7 24S 371 596 зо 2045 2756 3659 
8 237 350 541 ЗБ 2032 2720 3600 
9 231 236 504 40 2023 2708 3558 
10 2.26 3.25 478 45 2016 2692 3527 
11 2.23 317 459 50 2009 2679 3502 
12 2.20 311 4~ 60 2001 2662 3464 
13 --'.18 3.06 4..32 70 1996 2649 3439 
14 216 301 4~ 80 1001 2640 3418 
L6. 2.15 298 414 90 1987 2633 3403 
16 213 2.95 407 100 1984 2627 3392 
17 212 2.92 402 120 1980 2617 3374 
18 211 290 397 00 1960 2.576 3291 
19 210 288 3.92 

4· н л о в а 

q - ,(.,. 11) ... r ....... т ... рВ .ЦUЛИ 

~ 0,96 0,99 0'- ~ 0,95 0,99 0,999 
! 

I 

5 137 267 564 20 037 058 088 I 
6 lС18 2.01 3..88 25 032 049 073 
7 0.92 1.62 ~ зо O~ 043 063 l 
8 0.80 1.38 2.42 ЗБ 0.26 038 0.56 I 
9 071 1.20 2.06 40 0.24 035 0.50 
10 065 108 1.80 4s 022 032 046 

11 0.59 0.98 160 50 0.21 030 043 
12 0.55 010 145 60 0188 0.269 0.38 
13 0.52 0.83 1.33 70 0174 0,245 0,34 

14 048 0.78 1.23 80 0161 0.226 0.31 

15 046 0.73 115 90 0161 0.211 0.29 

16 044 0.7'0 107 100 0143 0198 0.27 

17 042 066 101 150 0115 0160 0,211 

18 040 063 0._ 200 0089 0136 0185 I 
19 O~ 060 092 250 0089 0120 0162 I 
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&- 8 .. о •• 

.. - U."",.TT."C8I1OТ88 .. .Ic, Кр8Т8КII}'I.Тu.р .......... 

~ 0,01 0,025 0,06 • 0,96 0,98 

1 66 50 38 0004 0001 
2 9,2 74 60 0103 002 

3 113 94 78 04 01 
4 133 111 9,5 07 03 
5 151 128 111 12 06 
6 168 144 126 16 89 
1 185 160 141 2.2 1.2 
8 201 175 15.5 27 17 
9 211 190 169 3,3 21 
10 23,2 205 18,3 39 26 
11 247 219 191 46 31 
12 26,2 233 21 О 5~ 3,6 
13 217 247 224 59 41 

~.14 291 261 237 66 47 
15 306 215 250 73 5.2 
16 320 288 263 80 5.8 
17 334 30~ 216 87 64 
18 348 315 289 ~ 70 
19 362 329 301 101 16 
20 376 34.2 314 1~ 83 
21 389 35k 321· 116 89 
22 403 368 339 1~ 9,5 
23 416 381 35,2 131 10.2 
24 43 о 394 364 13,9 109 
25 443 406 371 146 115 
26 456 419 389 154 12.2 
21 41,0 43,2 40,1 16,2 129 
28 480 445 413 170 136 
29 496 461 426 111 143 
30 509 410 438 18,5 ~ 15,0_ -
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