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Узбекистан Республикам. муста- 
циллигининг етти йиллигига ба- 
ришланади.

СУЗ БОШИ

Азиз ва му^тарам Китобхон эътиборига хаво.та килинаётгап маз- 
кур «Олий математика* дарслигининг туртинчи жилдида оддий диф­
ференциал тенгламалар хакидаги мавзулар баси этилгап.

Дарсликнинг туртинчи жилдини ёзишда хам техника олий укув 
юртларининг инженерлик ва кишлок хужалик мутахассисликлари 
учун математик фанларнинг амалдаги даетурига асосланилди. Шу 
дастурдаги соатлари меъёрлангап оддий дифференциал тенгламалар 
махсус боби учун тавсия килинган асосий ва ^^тимча адабиётлардан 
^амда кейииги Дилларда узбек тилида чоп этилгап дарслик ва укув 
Кулланмалардан кенг фойдаланилди.

Дарсликда келтирилган мавзу А ва Б кисмларга булинган. 
А кисмида олий математика курси дифференциал тенгламалар боби- 
нинг асосий мавзулари атрофлича баёп эгилган хамда мисол ва ма­
салалар ечиш асосида мустахкамлангап. Б кисмда маЕзуларга оид 
амалий мапшулотлар берилган.

Муаллиф дарсликни тузишда, назарий ва амалий мисол хамда 
масалаларни танлашда берган маслахатлари ва ёрдамлари учун 
Тошкент архитектура-курилиш института «Олий ва амалий матема­
тика» кафедраси укитувчиларига <з миннатдорчилигини билдиради.

Узбекистан ФА пинг академиги В. К, Кобулсвга дарсликда келти­
рилган оддий дифференциал тенгламалар махсус бобининг мазмунини 
яхшилаш мацсадида берган танкидий фикр ва мулохазалари учун 
муаллиф самимий миннатдорчилик изхор этади.

Муаллиф холис такриз бериб, цулёзмадаги камчиликларни курсат- 
ганлари учун Тошкент кишлоц хужалигини механизапиялаш ва 
ирригациялаш института «Хисоблаш математикаси ва математик 
моделлаштириш» кафедрасининг укитувчилари ва унинг мудири про­
фессор X. Эшматовга, Тошкент электротехника алска института 
«Олий математика» кафедраси укитувчилари ва унинг мудири 
доцент Б. Эргашевга, тахрир ^айъатининг аъзолари физика-мате­
матика фанлари доктори, проффессор С. Абдиназаров ва доцептлар 
Е. М. \усанбоев, Р. Ж. Исомов, А. Омоновларга уз ташаккурини 
билдиради.

Дарсликнинг амалий машгулот кисмига киритилган мисол ва 
масалаларни танлашда, ечимларини текширишда Р. Ж. Исомсв хамда 
А. Омоповларнинг сидкидилдап берган ёрдамларип11 ^муаллиф ^урмат 
билан эътироф этади.

Дарслик хакидаги танкидййу га му'Лбха?йлар билдирган
китобхонларга муаллиф олдиндаи ^з 1Хшнда1Дорч11Л1Ц'ини изхор этадн.

; Муаллиф
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ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

А. НАЗАРИЙ МАВЗУЛАР 

1 - §• Дифференциал тенгламаларга келтириладиган 
механик, физик ва геометрик масалалар

Табиатшунослик ва техникапинг купгина масалалари царалаётган 
цодиса ёки жараёпни тавсифлайдиган номаълум функцияни топишга 
келтирилади, Бир нечта мисол курамиз.

1-масал а. Массаси tn булган моддий нуцта огирлик кучи таъ- 
сирида эркин тушмоцда. Хрвонинг царшилигини цисобга олмай, бу 
моддий нуцтанинг царакат цонунини топинг.

Ечиш. Моддий нуцтанинг вазияти ОМ = s 
координата билан аницланиб, yt вацтга боглиц 
равишда узгаради (1-шакл). Ньютоннинг иккинчи 
цонунига кура:О

та = F,

м

бу ерда т — моддий нуцтанинг массаси, а — 
моддий нуцтанинг тезланиши, F —таъсир этувчи 
куч. Шартга кура, моддий нуцтага фацат огирлик 
кучи таъсир этади, демак, F — mg, бу ерда g— 
огирлик кучи тезланиши, а тезланиш эса йулдаи 
вацт буйича олинган иккинчи тартибли цосиладан 
иборат, натижада куйидагига эга буламиз:

1- шакл (1.1)

(1.1) тенглик номаълум s=s(/) функциянинг иккинчи тартибли цо­
силасини уз ичига олган тенгламадан иборатдир. Бу тенгламани 
t буйича икки марта интеграллаб, изланаётган функцияни осонгина 
топамиз:

(1.2) 

(1-3)

(1.3) тенглик биз излаётган царакатиинг умумий цонунини беради, 
унда иккита интеграллаш доимийси: С\ ва С2 цатнашади. Уларни 
нуцтанинг бошлангич цолати ва бошлангич тезлигини билган цолда 
аницлаш мумкин. Бошлангич t = 0 пайтда моддий нуцтанинг тезлиги 
v0 га, унинг саноц боши О дан узоцлиги эса s0 га тенг булсин, 
дейлик. — тезликни ифодалагани учун (1.2) дан С1=ц0 ни, (1.3) 

dt
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дан эса С, = s0 ни топамиз. У х;олда (1.3) харакат цопунинипг ху­
сусий куриниши куйидагича булади:

s = -у +vat + s0.

2-масала. \аво босимини денгиз сат^ига нисбатан баландликка 
боглик равишда аникланг.

Ечиш. Денгиз сатхидан хисоблангап баландлик h (м), хаво 
босими эса р (Н1м~} булсин. Масала босимнинг баландликка боглик,- 
лигини курсатувчи р — р (й) функцияни топишдан иборат. Денгиз 
сатхида жойлашган 1 м2 юзга эга горизонтал квадрат майдончага 
таянган призматик ^аво устунини царайлик.

Агар h баландликда каралаётган устуннинг кесимини утказсак 
(2-шакл), у ^олда бу кесимдаги ^авонинг босими устуннинг кесим- 
дан юкоридаги цисмипинг огирлиги билан аницланади. Иккинчи гори­
зонтал кесимни h + A h баландликда 
утказайлик. Бу кесимдаги хаво босими 
иккала кесим орасидаги устунда булган 
хаво огирлигига тенг А р микдорга ки­
чик булади. Шунинг учун

Ар = — <7 Ай

деб ёзиш мумкин, бу ерда q катталик 
р босимдаги бир кубометр ^авонинг 
огирлиги. Лекин q катталикнинг узи 
босимга пропорционал. ^акикатан хам, 
qa бир кубометр хавонинг ра = 1 (Н/м?) 
босимдаги огирлиги булсин. Бойль—Ма­
риотт цонуни pV =■■ p„V0 га биноан
бундай микдордаги .хаво р босимда V — — кубометр хажмга эга 
булиб, аввалгича qu(H) огирликда булади. У холда бир кубометр 
.^авонинг q огирлиги q = ~ = qop га ёки, умуман, q — kp га 
булади (й—пропорционаллик коэффициенти). Шундай килиб, куйи­
даги муносабатни хосил циламиз:

&р = — kp Ah.

2-шакл

тенг

(1-4)

(1.4) тенглик h ва h + Ah орасидаги .^амма кесимларда босим узгар­
мас ва р га тенг деб ^исобланган фаразга асосланиб чикарилганлиги 
учун аник эмас. Аслида эса, бу кесимларда босим турлича булиб, 
й ортиши билан у камаяди. Бироц р = p{h) функциями узлуксиз деб 
фараз килиш табиий булганлиги учун (1.4) тенгликнинг хатоси унча 
катта булмайди ва Ай катталик ^анчалик кичик булса, у шунчалик 
кичик булади. Энди (1.4) тенгликнинг иккала томонини Ай га 
булиб
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Ah.-г0 да лимигга утсак, ундаги хатолик хам нолга интилади ва 
биз аник тенгликка эга буламиз:

(1-5)

Бу (1.5) тенглик p(h) функция ва унинг цосиласини богловчи диф­
ференциал тенгламадир. Бу тенгламанинг ечими цаво босими р нинг 
h баландликка богликлигини ифодаловчи функциядан иборат. Нихоят
(1.5) тенгламани бир марта интеграллаб ва h =0 да р = рл берилган 
цийматини эътиборга олиб, хаво босими р нинг денгиз сатхидан 
баландлик h га боЕдиклиги

Р = Ptfi~kh d-б)
формула билан ифодаланишига ишонч хосил цилиш мумкин.

3-масала. Ихтиёрий нуцтасида утказилган уринмапинг ордина- 
талар укидан кесган кесмаси уриниш нуктаси ординатасинипг икки- 
ланганига тенг булган ва Мо(3; 2) нуцтадан утувчи эгри чизикнинг 
тенгламасини топинг.

Ечиш. Изланаётган эгри чизицда ихтиёрий М (х, у) нуцта ола­
миз (3-шакл). М нуцтада утказилган уринманинг тенгламаси

Y — y=y' (Х-х)

ёки

куринишда булади, бунда X, Y 
уринма нуцталарининг узгарувчи 
координаталари, у' — изланаётган 
функциянинг берилган нуцтадаги 
цосиласи. Уринманинг Оу укдан 
ажратадиган b кесмасини топиш 
учун унинг тенгламасида X — 0 дей- 
миз, у цолда b — Y =у — ху' хо- 
сил булади. Иккинчи томондан, ми- 
солнинг шартига кура b = 2 у. b 
кесма учун икки ифода хосил килин- 
ди, уларни тенглаб,

У — ху' = 2 у,

ху'+у = 0 (1.7)
дифференциал тенгламани цосил киламиз. (1.7) тенгламанинг иккала 
томонини dx га купайтириб, — = у' эканлигини эътиборга олсак, 

dx
xdy+ydx = 0 (1.8)

ёки

Уни интеграллаб
d (ху) = 0.

ху = С (1.9)
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ифодани топамиз, бунда С — ихтиёрий узгармас. Унинг циймати эгри 
чизикнинг Мо нуктадан утиш шартидан топилади: С = 6. Шунинг 
учун изланаётган эгри чизикпинг тенгламаси

ху = 6 ёки у — — (1-10)
X

куринишга эга булади. Бу эгри чизик асимптоталари координата ук- 
ларндан иборат булган ва А10 (3; 2) нуцтадан утувчи гиперболадир.

2-§.  Дифференциал тенгламалар назариясининг асосий 
тушунчалари

1- таъриф. Эркли узгарувчи ва номаълум функция .уамда унинг 
^осилалари ёки дифференциалларини богловчи муносабат дифферен­
циал тенглама дейилади.

Агар номаълум функция фа^ат битта узгарувчига боглик булса, 
бундай дифференциал тенглама оддий дифференциал тенглама дейи­
лади.

Агар номаълум функция икки ёки упдан ортиц узгарувчиларга 
богли^ булса, бундай дифференциал тенглама хусусий уосилали диф­
ференциал тенглама дейилади.

2- таъриф. Дифференциал тенгламага кирган х.осилаларнипг энг 
юкори тартиби тенгламанинг тартиби дейилади.

Масалан, ушбу у" — у'cosx — х2у —■ 0 дифференциал тенглама, 
иккинчи тартибли оддий дифференциал тенглама, х(1—y)2dx + 
+ у (1 + х2) dy = 0 дифференциал тенглама эса биринчи тар- 

& дгх — — у — дифференциал 
дх ду

тенглама биринчи тартибли хусусий хосилали дифференциал тенг- 
ламадир. Юкоридаги дастлабки иккита тенгламада у — номаълум 
функция, х эса эркли узгарувчи, учинчи тенгламада эса номаълум 
функция z иккита х ва у узгарувчига богликдир.

п- тартибли оддий дифференциал тенглама умумий куринишда 
цуйидагича ёзилади:

F {х, у, у',^,..., у(п,) = 0. (2.1)

Бу ерда х — эркли узгарувчи, у— номаълум функция ва у', ... , у{п) 
лар номаълум функциянинг ^осилаларидир. Хусусий холларда п-тар­
тибли тенгламада п дан паст тартибли ^осилалар иштирок этмаслиги 
мумкин, шунингдек, номаълум функциянинг узи ёки эркли узгаруЕ- 
чи хдм иштирок этмаслиги мумкин.

3- таъриф. Дифференциал тенгламанинг ечими ёки интеграли 
Деб тенгламага цуйганда уни айниятга айлантирадиган хар кандай 
Дифференциалланувчи у = ср (х) функцияга айтилади.

1- мисо л. Ушбу у = Зех ва у = 4е~х функциялар у” — у — О 
дифференциал тенгламанинг ечими булишини текширинг.
м Ечиш. 1) у = Зех функцияни текширамиз. у' ва у" ларни топа-

тибли оддий дифференциал тенглама,
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/=ЗЛ z/' = 3ex.
Буларни берилган тенгламага куямиз:

3Z — 3ex = 0, 0 = 0.

Демак, у — 3 ех функция у" — у = 0 тенгламанинг ечими экан.
2) Иккинчи функция учун хам тегишли ^осилаларни топиб, тенг­

ламага куямиз:

У = 4 е~х, у' = — 4 е~х, у" = 4 е~\

4е_х—4е_х = 0, 0=0.
Демак, у = 4 е~х функция ^ам у" — у = 0 тенгламанинг ечими 

экан.
4- т а ъ р и ф. Дифференциал тенглама ечимининг графиги интеграл 

эгри чизиц дейилади.
Дифференциал тенгламанинг ечимини топиш жараёни купинча 

интеграллаш билан боглик булгани учун бу жараён дифференциал 
тенгламани интеграллаш деб юритилади.

3- §. Биринчи тартибли дифференциал тенглама
Ушбу F (х, у, у') = 0 тенглама умумий {куринишдаги биринчи 

тартибли дифференциал тенглама деб аталади. Агар уни у' га 
нисбатан ечиш мумкин булса, бу куйидагича ёзилади:

У' = f(x, у).
^осилага нисбатан ёзилган бу шаклдан дифференциаллар иштирок 

этган
dy —f (х, y)dx = 0 

шаклга ёки, умуман,
М (х, y)dx-\-N (х, y)dy == О

шаклга утиш осон, бу ёзув симметрии ёзув деб аталади, чунки бу 
ерда х ва у узгарувчилар тенг ^у^уцлидир.

Дифференциал тенгламани, умуман айтганда, битта функция эмас, 
балки функцияларнинг бутун бир туплами каноатлантириши мумкин. 
Улардан бирини ажратиб курсатиш учун унинг аргументнинг бирор- 
та цийматига мос цийматипи курсатиш керак, яъни х = х0 булганда 
у — у0 куринишдаги шарт берилиши керак. Бу шарт бошлангич 
шарт дейилади, у купинча куйидагича ёзилади:

!/1х=х, = Уо-

1-таъриф. Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг уму­
мий ечими деб куйидаги шартларни цаноатлантирувчи у = <р (х, С) 
функцияга айтилади, бунда С — ихтиёрий узгармас сон.

а) у ихтиёрий узгармас С нинг ^ар цандай цийматида дифферен­
циал тенгламани ^аноатлантирэди;
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б) бошлангич t/lx=Xo = у0 шарт цар цандай булганда хам, ихти­
ёрий узгармас С нинг шундай Со кийматини топиш мумкинки, 
у == ф (х, Q функция берилган бошлангич шартни цаноатлантиради, 
яъни

У»=ф(х., Со).
2-таъриф. Дифференциал тенгламанинг умумий ечимидан ихти­

ёрий узгармаснинг мумкин булган цийматларида хосил килинадигап 
ечимлар хусусий ечимлар дейилади. _

Умумий ечимни ошкормас холда аницлайдиган ф (х, у, С) =0 
муносабат умумий интеграл деб аталади.

Хусусий интеграл деб, умумий интегралдан ихтиёрий узгармас­
нинг мумкин булган цийматида хосил буладиган ечимга айтилади.

Умумий ечим (умумий интеграл) геометрик жихатдан битта 
С параметрга боглиц интеграл эгри чизицлар оиласи куринишида 
тасвирланади. Хусусий ечим (хусусий интеграл) бу оиланинг интег­
рал чизицларидан биридир.

Дифференциал тенгламаларнинг ечимларини топишнинг ягона усу- 
лЕ мавжуд эмас,' шунинг учун дифференциал тенгламаларнинг айрим 
турларини цараб чикишга утамиз, уларнинг умумий ечимларини то­
пиш интегралларни хисоблашнинг одатдаги одднй усулларига келти­
рилади.

4-§.  Узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенгламалар

Дифференциал тенгламанинг энг содда TypnJ узгарувчилари аж- 
ралган тенгламадир:

Л1'(х) dx + N (у) dy = 0. (4.1)
Унинг узига хос томони шундаки, dx нинг олдидаги купайтувчи 

факат х га боглиц булиши мумкин булган функция, dy нинг олди­
даги купайтувчи эса факат у га боглиц булиши мумкин булган функ- 
циядир. Бу тенгламанинг умумий интеграли уни хадлаб интеграллаш 
орцали хосил килинади:

]M{x)dx + \N(y)dy = C.

Ихтиёрий узгармасни берилган тенглама учун цулай булган исталган 
куринишда олиш мумкин.

1-мисо л. Узгарувчилари ажралган цуйидаги тенгламани ечинг: 
xdx + ydy = 0.

^Ечиш.£Уни интеграллаб, умумий интегрални топамиз: 

9

2 С = С2 деб белгилаб, х2 + у2 = С2 га эга буламиз.
Бу — маркази координата бошида, радиуси С булган концентрик 

айланалар оиласидан иборатдир.
Ушбу

(x)N1(y)dx + M2 (x)N2(y)dy =0 (4.2)



куринишдаги дифференциал тенглама узгарувчилари ажраладиган 
тенглама дейилади.

(4.2) тенгламани (у) • Л42 (х) О ифодага булиб, уни узгарувчи­
лари ажралган (4.1). куринишдаги тенгламага келтириш мумкин:

+ dy = 0.
Af,(x) \Nr(y)

Буни интеграллаб, умумий интегрални хосил киламиз: 
pu+f ^dy = C.
Jm2(x J NY(y)

Эслатма. Ушбу
у' =/iW-A(y)

куринишдаги тенглама хам узгарувчилари ажраладиган тепгламадир. 
2-мисол. Ушбу

х(1 + У3) — У' (1 + х2) dy = О
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Ечиш. Тенгламани (1 + х2) (1 + у3) О га булиб, узгарувчилар­
ни ажратамиз (1 + у3 =0 холи алохида каралади):

xdx _  y-dy _ q
1 + 1 + уз

Интеграллаб, цуйидагига эга буламиз:

— 1п|1 +х2| —-1п|1 +у31= —1пС.2 ' 1 1 з ' ' » I 6

Келгуси шакл алмаштиришларни осонлаштириш учун ихтиёрий 
узгармас сифатида 4- In С олинди. Юцоридаги ифодани потенцирлаб, 

6
умумий ечимни хосил киламиз:

'(1+х2)3 =с
(1+у3)2

Энди у3 + 1 =0 ^олни цараймиз. Бундан у = — 1, dy =0. Булар- 
ии тенгламага куйиб, у = — 1 \ам тенгламанинг ечими эканини ку- 
рамиз.

ех
3-мисо л. Ушбу у'у -- --------- дифференциал тенгламанинг

I +ех
у^о = 1^2 бошлангич шартни каноатлантирувчи хусусий ечимини 
топинг.

Ечиш. Тенгламани dx га купайтириб, узгарувчиларни ажратамиз:

Интеграллаб, умумий интегрални косил килами?:
10



= In 11 4- еж/ + In С

ёки
у = ]Л21пС(1+/). (4.3)

Хусусий ечимни топиш учун бошлангич шартдан фойдаланиб, ихти­
ёрий узгармаспинг кийматини аниклаймиз. (4.3) умумий ечимга х=0, 
у = У 2 ни куйиб, У 2 = У 2 In (2 С) ни хосил циламиз, бу ердан

Демак, изланаётган хусусий ечим

булади.

5-§.  Узгарувчилари ажраладиган дифференциал 
тенгламаларнинг амалий татби^и

Техниканинг турли сохаларида учрайдиган катор амалий мухим 
масалалар учун узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенглама­
ларни тузиш ва тахлил килиш йулларини курсатайлик.

5.1. Эркин моддий нуктанинг тугри чизикли ^аракати. Эркин 
моддий нукта т\три чизикли харакат килиши учун унга таъсир 
этувчи кучларнинг тенг таъсир этувчиси узгармас йуналишга эга 
булиши ва бошлангич тезлик эса тенг таъсир этувчи куч йунали­
ши буйича йуналиши ёки нолга тенг булиши керак. Харакат х уци 
буйича содир булса, нукта тугри чизикли харакатининг дифферен­
циал тенгламасини Ныотоннинг иккинчи конунига биноан

т— = F(х, v,Vt) 
dt ‘

ёки (5.1)
тх = F (х, v, t)

куринишларда ёзиш мумкин.
Бунда = — тезланиш харакатТ^онунидан вакт буйича£олин- 

dt2 dt “
ган иккинчи ва v тезликдан t вацт буйича олинган биринчи тартибли 
хосилалар, т — харакатланаётган нукта массаси, F — тенг таъсир 
этувчи кучнинг алгебраик киймати.

а) Моддий нукупага мицдор ва йуналиш жихатдан узгармас 
булган F куч таъсир цилсин. Нуцтанинг бошлангич тезлиги F 
кучнинг таъсир чизигида ётсин. х укни F кучнинг таъсир чизиги 
буйлаб й) налтирамиз. У ^олда (5.1) тенгламани куйидагича ёзиш 
мумкин:
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tnx = F, (5.2)

бунда F — кучнинг алгебраик циймати. (5.2) да х = эканлиги- 
dt

ни цисобга олиб, узгарувчиларни ажратамиз ва интеграллашдан сунг

d х = — dt,
tn

х — — t 4“ С'.
т

(5.3)

ни хосил циламиз.

(5.3) да хам х = — эканлигини эътиборга олиб, узгарувчиларни
dt

ажратамиз:

dx = (^t+C^dt,

буни интеграллашдан сунг

х = — t~ CjZ + С2 (5.4)т
ни топамиз.

(5.4) ифода (5.2) дифференциал тенгламанинг умумий ечимидир.
Харакатнинг бошлангич шартлари t — 0 да х — х0, v = t»n кури­

нишда булсин. У цолда уларни (5.3) ва (5.4) ифодаларга куйиб, ин­
теграллаш доимийлари Cj ва С2 ларни аницлаймиз: Сх = v0, Сг = х0. 
Топилган цийматларни (5.4) га цуйиб, нуцтанинг царакат цонунини 
аницлаймиз:

х = х0 + vut 4- — t2. (5.5)
т

(5.5; дан нуцта узгармас куч таъсири остида текис узгарувчан 
харакатда булишини тушуниш цийин эмас.

б) Моддий нуцтага фацат вацтга боглиц куч таъсир этсин. 
F куч фацат t вацтнинг функцияси сифатида берилган булсин.
У цолда (5.1) тенгламани цуйида1гича ёзиш мумкин:

тх = F(t) (5.6)

ёки тугри чизицли царакатда х = dx _
~ ~dt ~ V'

dx \ —
~~ ~d! булга-

ни учун

dv т —
dt

(5.7)

(5.7) тенгламани t — ta да и = бошлангич шартда интеграллаб, 
хусусий ечимни цосил циламиз:
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V = — F(T)dT + v0.
m J

t,
Бу ечимни куйидагича кайта ёзиш мумкин:

t
mv — mv0 = | -f (T)dr. (5.8)

К
(5.8) дан куринадики, нуктанинг бирор чекли вакт оралигидаги хара­
кат микдорининг узгариши таъсир этувчи кучнинг шу вакт оралиги- 
даги импульсига тенг (харакат микдорининг узгариши хакидаги ко- 
нун). F (I) маълум функция булгани учун охирги интегрални хисоб­
лаб, вактнинг функциясидан иборат бирор

f (t) = f F (т) d т (5.8)
t.

функция билан алмаштирсак, натижада (5.8) ни
mv—mv0=f(t) (5.9)

куринишда ёзиш мумкин. (5.9)’дан нуктанинг тезлиги v ни аниклай- 
миз:

v=vv +— /(/).
т

Бу тенгламада v —— булгани учун о/
dx
T=v°+ rn

ёки узгарувчиларни ажратсак,

dx = k + —
m

булади.
Бошлангич t = t0 пайтда х — х0 дейлик. Бу бошлангич шартлар- 

да охирги тенгламани интеграллаймиз:
t

х = ( |ц0 + — f(/)ld/ + C
J т
t.

ёки

Бу тенглама вацтга боглик функция тарзида берилган узгарувчан 
куч таъсиридаги нуктанинг тугри чизикли харакат конунини ифода­
лайди.

13



в) Моддий нуктага фатт нуктанинг холатига 6ofauk куч. 
таъсир килсин. У х.олда (5.1) тенгламани

т— = F (х) 
dt ’

ёки

куринишда ёзиш мумкин. Бунда — = v булгани учун

mv ~ = F (х),

узгарувчиларни ажратсак,
rtwdv — F (х) dx.

(5.10)

(5.11)

Бошлангич / =/Г| да x=xe, v = иа булсин. (5.11) тенгламани бу 
бошлангич шартларда интеграллаймиз ва куйидаги хусусий интеграл­
ни топамиз:

(5.12)

(5.12) тенглик нуктанинг х—ха масофага кучишида унинг кинетик 
энергиясипипг узгариши кучнинг шу утган йулда бажарган ишига 
тенг эканлигини курсатади. Бу муносабат куч кучиш функцияси 
куринишида берилган ва нуктанинг тезлигини кам кучиш функцияси 
каби ифодалаш талаб килинган холларда жуда цулайдир.

Хркикатан кам, (5.12) нинг унг томонидаги интегрални /(х) билан 
белгилаймиз, у холда

mu2 mvg
>

бундан нуктанинг тезлигини аниклаймиз:

(илдиз олдидаги ишора нуктанинг х укнинг мусбат ёки манфий йуна- 
лишида каракатланишига караб мос равишда танлаб олинади) ёки 
v — — булгани учун

dt

узгарувчиларни ажратсак,
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булади.
Берилган бошлангич шартларни эътиборга олиб, бу тенгламани 

интегралласак,

± f dx
J У +

булади.
Бу тенгламанинг чап томонидаги интегрални хисоблаб, х ни 

t вактнинг функцияси сифатида ’ифодалаймиз ва нуктанинг х.аракат 
конунини топамиз.

г) Моддий нуктага таъсир этувчи куч факат нукупанинг тез- 
лигига боглик булсин. Бундай доллар одатда каршилик кучини хи* 
собга олиш лозим булган масалаларни ечишда учрайди. F=f(v) 
булганда нуктанинг тугри чизикли .харакати дифференциал тенглама­
сини икки усулда интеграллаш мумкин.

1-усу л. Моддий нукта харакати дефферепциал тенгламасини 
m^-=/(u) (5.13)

dt

куринишда олиб, узгарувчиларни ажратамиз:
mdv _

Бошлангич t —10 пайтда v = v0 эканини эътиборга олиб, тепгла- 
мани интеграллаймиз:

Г dv , ,

(5.14) нинг чап томонидаги интегрални хисоблаб, олинган ифода­
ни v га нисбатан ечсак,

(5.14)

dx ...
dt

(5.15)

булади. Бошлангич t = tQ пайтда х = х0 эканини хисобга олиб, бу 
тенгламани интеграллаб, нуктанинг харакат конунини аниклаймпз:

х = х0 4- J <р (/) di.
tn

2-ус ул. Нуцта харакатининг дифференциал тенгламасини яна 
цуйидагича ёзиш мумкин:
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av с / \WIV — = /(»)• dx
Узгарувчиларни ажратамиз:

fnftdfi

тенгламани юкоридаги бошлангич шартларда интегралласак,
V

(5.16)

^амда (5.16) нинг чап то.монидаги интегрални хисоблаб, олинган 
тенгламани v га нисбатан ечсак, тезликни масофанинг функцияси 
сифатида аниклаймиз:

V = =

бундан

(5.17)

Бу тенгламани берилган бошлангич шартларга интеграллаймиз:
X

(5.18)

(5.18) нинг чап томонидаги интегрални хисоблаб, олинган тенглама­
ни х га нисбатан ечсак, х ни вакднинг функцияси куринишида ифо­
далаш мумкин.

1-масала. Уц ц0 = 400 м/с тезлик билан харакатланиб, h — 
= 20 см калинликдаги деворни тешиб, ундан v1 = 100 м/с тезлик 
билан учиб чицсин. Деворнинг каршилик кучи у^нинг хдракат тез­
лиги квадратига пропорционал булса, у^нинг девор ичидаги хара- 
катланиш вакди Т ни топинг.

Ечиш. Ныотоннинг иккинчи ^опунига биноап УК ^аракатининг 
дифференциал тенгламаси

Х5.19)

куринишга эга (манфий ишора деворнинг каршилик кучи уцнинг 
тезлигига к;арама-царши йуналган булгани учун олинган).

(5.19) тенглама узгарувчилари ажраладигап дифференциал тенг- 
ламадир. Узгарувчиларни ажратсак, 

ни хрсил циламиз, бундан
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Интеграллаш доимийси С ни t = 0 да v = v0 бошлангич шарт- 
дан аницлаймиз: С = —. У ^олда

»о
- = V + -• (5.20)V и0

Агар t ~Т да v —vt булса, изланаётган Т вакт 

тенгламадан топилади, яъни

(5.21)

Энди kr катталикпи h, v0 ва Oj ортали ифодалаймиз. Бунинг 
учун (5.20) ни куйидагича ёзиб оламиз:

dx
d7 “

Vo
1 4"

бунда v тезлик —• билан алмаштирилган, уни интеграллаб топамиз: 
dZ

х=— In (1 4-k^ot) + Сх.
«1

t — 0 да х = 0 (ук деворга киради) ва шунинг учун Сх = 0; 
t—T ва х —h (ук девордан чицяпти), демак,

h = In (1 + М>Л
«1

булади.
(5.21) тенгликдан

V - v°
1 1+W’

бундан — = 1 + kxvQ Т, шунинг учун h нинг ифодаси куйидагича 
vi

булади:

бундан

'■“Г1" -•
к1 °1 _ . „

-

ГА MARKAZI



— нинг топилган кийматини (5.21) ифодага цуйиб, изланаётган Т 
*11
вактни топиш учун формула хосил киламиз:

(5.22)

Масала шартида берилган v0 = 400 м/с, щ = 100 м/с, h = 20 см 
кийматларни (5.22) га куйиб, керакли хисоблашлардан сунг Т = 
= 0,00108 с эканипй топамиз.

5.2. Реактив ^аракат. Массаси узгарувчи жисмлар (масалан, ра- 
кеталар) учун массаси узгармас жисмлар динамикасининг асосий ко- 
нунларини (Ньютоннинг иккинчи конуни) бевосита цуллаш мумкин 
эмас. Бундай холда кучни тезланиш билан богловчи бошка тенглама 
куллапилади.

Массаси m — m (/) булган моддий нукта (ёкилги сарф булиши 
натижасида массаси узлуксиз равишда камайиб борувчи ракета мод­
дий нукта деб олиняпти) вактнинг t пайтида v тезликка эга булсин. 
Ракетанинг шу пайтдаги харакат микдори

Q0=mv

булгди. dt вакт ичида ракетадан абсолют тезлиги и Гга тенг dm 
массали зарралар ажралсин. Ракетанинг массаси m камаювчи функ- 
циядан иборат булгани учун dm < 0 ва | dm | = — dm булади. t + 
+ dt вактдан сунг система (ракета ва упдан ажралган зарралар) нинг 
харакат микдори 

булади.

dt вакт ичида харакат мицдорининг узгаришини dQ билан белги- 
ласак,

dQ=Q-Q0
ёки

d Q = (m + dm) (v + dv) — dm и — mv = 

= mdv -rdm(v — «) + dmd v. (5.23)

Агар ракетага таъсир этувчи ташки кучларнинг бош вектори F 
билан белгиланса, система харакат мицдорининг узгариши какидаги 
теоремага кура

(5.24)
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(5.23) ни (5-24) га куйиб, dm-dv иккинчи тартибли кичик микдор- 
пи эътиборга олмасак,

+ —(o’—и) =? (5.25)
at dt

ёки и — v~u0 ажралувчи зарраларнинг нисбий тезлиги эканлигини 
хисобга олсак,

тенгламага эга буламиз.
(5. 25) ёки (5.26) тенгламалар узгарувчан массали нуктанинг ха­

ракат дифференциал тенгламасини ифодалайди. Бу тенглама И. В. 
Мешчерский тенгламаси деб агалади.

>0 да нуктанинг массаси ортипшни (зарралар кушилади),

— < 0 да камайишини (зарралар ажралиб чикади) эслатиб утамиз. 
dt

— 0 да нукта массаси узгармас ва бу холда Мешчерский тенг- 

ламасидан Ныотоннинг иккинчи крнуни келиб чикади.
Мешчерский тенгламасига бошкача куриниш бериш хам мумкин:

£1^1 _=7+ и—. (5.27)
dt dt

Хусусан и = 0 булганда (5.27) тенгламани

d (т v) __ /Ф

куринишда ёзиш мумкин. Демак, и = 0 булганда (5.27) тенглама 
билан Ныотоннинг иккинчи конунини ифодаловчи тенгламанинг ку- 
ринишлари бир хил булади. Агар «о==О булса, (5.26) дан яна 
Ныотоннинг иккинчи конунини хосил китинади. — • и0 ифода ре- ' ‘ ‘ clt
актиз куч деб аталади. Уни R ортали белгиласак, Мешчерский 
тенгламаси куйидагича ёзилади:

т—=? + /?. (5.28)
dt

(5.28) тснгламадан куринадики, хар онда узгарувчан массали нуц- 
та массасини унинг тезланишига купайтмаси мазкур нуктага таъсир 
этувчи таш^и кучлар бош вектори билан реактив кучнинг геометрик 
йигиндисига тенг.

Массаси узгарувчи нукта ташци кучлар булмаганда хрм тезла- 
ниш билан харакатлана олишини эслатамиз. В = 0 булганда
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tn*dL=R. 
dt

Реактив куч катталиги

11 \ dt
dm
~dt («секунд масса») га ваМассанинг вакт бирлигида узгариши

ажралиб чикадиган ёки цушиладиган зарраларнинг нисбий тезлигига 
пропорционалдир.

5.3. Ракетанинг бушликдаги тугри чизикли харакати хакида 
Циолковский масаласи. Бошлангич массаси т0 булган ракета ундан 
ажралиб чикаётган газларнипг узлуксиз жараёпи таъсирида тугри 
чизикли харакат цилади. Газларнинг ажралиб чикиш тезлиги и0 (ра- 
кетага нисбатан) катталиги жихатдан узгармас ва ракетанинг бош­
лангич v0 тезлигига царама-царши йуналган. Огирлик кучи ва хаво- 
нинг каршилигипи хисобга олмасдап ракетанинг харакат конунини 
аницлаш масаласини цараб чикайлик.

(5.26) шаклдаги Мешчерский тенгламасидан фойдаланиб ва Ох 
уцни и0 бошлангич тезлик йуналишида таплаб цамда F = 0 эканли- 
гини эътиборга олиб, ракета харакатининг шу уцдаги проекцияси 
буйича дифференциал тенгламасини цосил киламиз:

dv dm
dt “ dt (5.29)

бунда ~ «секунд масса», — ёнилги массасининг хар бир се-
кунддаги сарфи; ёнилги баркарор ёниш жараёнида ц = const, т — 
ракетанинг узгарувчи массаси. (5.29) да узгарувчиларни ажратиб 
, dm _dv — — и0 — ни хосил киламиз, бу ердан

т

ни топамиз.
Ихтиёрий С узгармасни t = 0 булганда v—va, т = та бошлан­

гич шартдан топамиз. У холда С =и0 In т0 + ва

v — и0 In — +
т

(5.30)

хосил булади.
Агар ракета корпусининг массасини тк, ёнилги массасини т ё би­

лан белгиласак, ракетанинг бошлангич пайтдаги массаси т0 = тк + 
+ тё, ёнилги ёниб булгандан кейинги массаси т = тк булади. 
Ёнилги ёниб булган пайтда ракета энг катта тезликка эришади ва 
бу тезлик (5.30) га асосан
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|л(1 + 7г) 

формуладан аникланади.
Циолковский сони деб аталадиган z=-^- катталикни киритсак,

(5.31) ни куйидагича ёзиш мумкин:
«max = «О + Ы0 ln Z. (5.32)

(5.30) ва (5.31) формулалар биринчи булиб Циолковский томопидан 
топилган ва шунинг учун унинг номи билан юритилади.

(5.32) формуладан v0, ии ва г ортгап сари ракета тезлигининг 
ортиши куриииб турибди. и0 ва z ларни ошнриш ракета конструк- 
цияси ва ёнилги турига борйик.

Агар ио=0 булса, (5.32) ни куйидагича ёзиш мумкин: 
«тах=«01пг- <5-33)

Бу формула -\ам Циолковский формуласи деб аталади. (5.33) дан 

(5.31)

г = еи° муносабатни ёзиш мумкин.
Ракета харакати тенгламасини топиш учун Циолковский форму- 

ласида v ни га алмаштириб, ушбу тенгламани ^осил киламиз: 
dx
~dt

t = 0 да х = 0 деб, уни интеграллаймиз ва ракета х.аракати тепг- 
ламасини топамиз:

t
х = и0 f In — dx + v„t. (5.34)

J m о
(5.34) дан x йул массанинг ёнилги ёниш тезлиги билан аникланувчи 
узгариш конунига богликлиги келиб чикади.

Ракета массаси
т — (1 — at),

бу ерда а = const, а >0 чизикли ^онуниятга биноан узгарса,
t

х — и0 Г In ------—------dr 4- vat
о (1 — ax)

ёки
t

x — —u0 f ln (1 — ax) dx + vat
о

булади.
Охирги ифодада
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f In (1 —ar) dr =-----— [(1 —at) In (1 — at) -j-aZ]
’ Ct

булгани учун

x —— [(1—aO In (1 — a/) 4-a/J+»(/. a
Агар ракета массаси

m = mue~}J, X = const, X > 0 
курсаткичли (экспоненциал) конун буйича узгарса,

t

о
X = и0 i In

ёки

X = иок [ rdr 4- Unt,
о

демак,

(5.35)

Механика конунларидан фойдаланиб космик тезликларнинг кий- 
матларини аницлаш мумкин. Биринчи космик тезликни, яъни раке­
та Ер атрофида йулдош булиб доиравий орбита буйича айланиши 
учун зарур булган тезликни аниклайлик. Бунинг учун ракета- 
нипг марказдан кочма кучи Ернинг тортиш кучига тенг булиши ке­
рак, демак, 

бунда г — орбита радиуси, яъни Ер марказидан орбитада харакат 
цилаётган йулдошгача булган масофа, g— огирлик кучи тезлани­
ши. Агар г пи такрибан Ер радиуси /?ер га тенг деб олсак, у хол­
да

vi ~ V gr ~ УgR^ « 10 • 6400000 = 8 км/с.

Яна хам аникроги и, = 7,93 км/с.
Орбита буйлаб харакат килаётган йулдош Ер сатхидан анча узок- 

лашганда, яъни г > Rc? булганда баландлик узгариши билан огир­
лик кучи тезланишининг цам узгаришини хисобга олмоц керак. Тор- 
тишиш конунидан келиб чицадики. Ер марказидан г масофада буд­

ут т _
ган т массали жисм Ерга F =------- - куч билан тортишади, бунда

г2
тер — Ер массаси. Бирок, иккинчи томондан эса F = mgT(gT — Ер 
марказидан г масофада огирлик кучи тезланиши) булгани учун
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бундан gr=^-. Агар г =Рср булса, gr=g, де- 
r2 r'

ё ^en ё ^ep r? oмак, g = , бундан у -- ------- , шунинг учун gr = -f-. Бундай
.r m<?P Г

холда марказдан кочма кучнинг ва огирлик кучининг тенглигидап:
V1 ^ср

бундан 

= у/ g/^P
Vl =

экани келиб чикади.
Охирги формуладан, г канча катта булса, яъни йулдош Ердан 

цанчалик куп узоклашгап булса, йулдошнинг тегишли орбитада 
айланиши учун зарур булган биринчи космик тезлик шунчалик 
кичик булиши келиб чикади. Масалан, 10000 км (r«s 16400 км) ба­
ландликда Uj = 5 км/с, 380000 км (Ердан Ойгача булган такрибий 
масофа) баландликда эса у, — 1 км/с. Шундай цилиб, Ой Ерга ку- 
лаб тушмаслиги учун унинг тезлиги 1 км/с булиши етарлидир.

Ракета Ернинг тортиш доирасидан чикиб кета олиши учун у 
дан катта тезликка эга булиши керак. Бу тезлик иккинчи космик 
тезлик (ёки Ернинг таъсир доирасидан чикиб кетши тезлиги) 
дейилади ва »2 оркали белгилапади. Унинг кийматини топайлик. Бу­
нинг учун Ер марказидан г масофада булган ракетанинг Еп — mkrgr 
потенциал энергиясини тезлиги у2 булган ракетанинг Еп =

тк у,
= —-— кинетик энергнясига тенглаимиз, натижада

У?

"Ч — =ткГ§П

бундан

v,= V2g^- y2e^ = Vty2

келиб чикади.
Шундай килиб, иккинчи космик тезлик биринчи космик тезлик- 

дан тахминан 1,4 марта катта экан.
5.4. Огирлик кучи ^исобга олинган ракета ^аракати учун 

Циолковский масаласи. Бошлангич масгаси та булган ракета 
ажралиб чикувчи газларнинг тепки кучи таъсирида ю^орига верти­
кал харакат килмоеда. Ракетанинг т массаси t вактга боглик ра­
вишда m—f{t) ^онун (ёнилги ёниш цонуни; буйича узгаради. Газ­
ларнинг ракета харакат тезлигига нисбатан ажралиб чикиш тезлиги 
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узгармас ва пастга йуналган булиб, и0 га тенг. Агар ракетанинг 
Ёр сатхидаги бошлангич тезлиги о0 га тенг булса, ракетанинг кута- 
рилиш баландлигини t вактнинг функцияси сифатида аникдаш маса- 
ласини куриб чикайлик.

Хаво каршилиги ва огирлик кучи тезланишининг ракета кутари- 
лиш баландлигига мос равишда узгариши хисобга олинмайди.

Оу уцни юкорига йуналтирамиз. У холда ракета харакатининг 
дифференциал тенгламаси куйидаги куринишда ёзилади:

/(о (о(а (5.зб)

бунда /' (0 = —---- «секунд масса». (5.36) тенгламада узгарувчилар-dt
ни ажратамиз:

dv = — gdt — и0 dt,

бундан
v = _ gt _ Uq in f (/) c.

t = 0 да ракета массаси m = f (0) = m0, тезлиги v =v} лади, шу 
нинг учун С = и0 In т0 ф- и0, демак,

v = — gt ф- и0 In ~ + Ч>-

v = — булганлигидан, охирги тенгликни узгарувчилари ажралган 
dt

ушбу дифференциал тенглама куринишида ёза оламиз:

dy = [—gt + и0 In + ц0] dt,

буни интегралласак,
t

У + +
о

t = 0 да кутарилиш баландлиги у = 0, шунинг учун = 0 ва, де­
мак,

у = — — + и„ ( In — dr ф- vot.
2 °J /(т)

о
Агар ракета массаси /и = /(/)=/п0 (1—at), бунда а = const, 

а > 0, чизицли цонунга биноан узгарса,

«/ = — у- — «о J In (1 — ат) dr + vot,

интегрални хисоблагандан сунг
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у = 4- — [(1 —a/) In (1 — at) 4-аП + ц/
2 а

булади. Масалан, v0 =0, щ — 2000 м/с ва а = с^! булса,

у = +2-104(1--Я 1п(1--Ч+4-]
3 2 L\ 100/ \ 100/ 100]

экани келиб чикади.
Бундай холда ракета 10 с дан кейин 0,54 км баландликка, 30 с 

дан кейип 5,65 км га, 50 с дан кейип эса 18,4 км га кутарилади.
Ракета массаси т = f (t) = тое~и, X = const, X > 0 курсаткичли 

конунга биноан узгарганда куйидагини хосил циламиз:

У = — S-~ + «» \ In —туг dx -г = U°-~S-t2 + vot,
2 J moe 2

о

v — — = (и„Х — g)t 4- ue булганлигидап t — tk, яъни бутун ёнилги 
dt

захираси ёниб тамом булиш пайтида

t, = vk = (yox — У^Ук = tl^~S *k + Vk,

тезланиш эса

w — — = u0X — g = const 
dt*

булади.
Демак, ракета узгармас тезланиш билан харакат килади. (мпХ — 

— g)<0 да харакат текис секииланувчан, («0Х — g) >0 да текис 
тезланувчан, «0Х — g — 0 да эса харакат текис булиб, тезлиги у0 
булади.

(«0Х — g) < 0 да t — ——— булганда нуцта тезлиги нолга тенг 
g—«<>Х

булади, бу пайтда ракета максимал у баландликка кутарилади:

тах 2 (g-u0X)'
Бутун ёнилги ёниб тамом булгандан сунг ракета царакати

s = -^-4-vk/ + gk

конун буйича давом этади.
Ракетанинг у = ук баландликдан энг катта узоцлашиши Smax ни 

функциянинг t — — стационар нуцтадаги максимуми сифатида то- 
g

памиз:
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Smax grr

Ракетанинг Ер сатхидан максимал балэндликка кутарйлиши утах 
ни

2
Утах ' Smax + Уk I” ~Ук

формула буйича дисоблаймиз.
ик ва ук ларни уларнинг «0, а ва /к оркали ифодалари билан 

алмаштириб, узил-кесил куйидагини ^осил киламиз:
(иД — £Г)2/Г

Утах = - .... + <«0^ - S) tk + Ч *к =

= (“о ~ ё2) *к + 2°0 tk-

5.5. Куп бос^ичли ракета ^аракати. Куп боскичли ракетанинг у 
йулдошни орбигага чикариб цуйгандан кейинги ик тезлигини аниклаш 
талаб килинсин. Бунда реактив жараённинг тезлиги узгармас ва 
унинг катталиги ип га, тезлик йуналишининг горизонтга нисбатан 
огиш бурчаги 6 (i) га, аэродинамик каршилик X (t) га тенг, деб 
кабул килинади.

Агар ракетанинг вактга боглид булган жами массасини G(t) ор­
кали белгиласак, ракета массасининг узгариш тезлиги (ёнилгининг 

, . dGмасса сарфи) — га, реактив тортиш эса 
dt

р _ __ и0 d G
go dt

га тенг булади, бунда ga — Ер сатхида огирлик кучи тезланиши (h 
баландликдаги тезланишни gh ортали белгилаймиз).

Огирлик кучи ва тезлик (атака бурчаги) йуналишларининг бир 
хилда эмаслиги натижасида ракета тезлигинипг камайиши жуда х.ам 
кичик булганлиги учун уни эътиборга олмаслик мумкин, натижада 
ракета харакатининг унинг траекториясига уриимасидаги проекция- 
сининг дифференциал тенгламасини

_G
go

куринишда ёки Р ни унинг t ортали ифодаси билан алмаштириб ва 
тенгламанинг иккала томонини — га булиб,

£о
dv
"dt

dG X . a
------- go-------Sh ЫП v dt-------- G &h

(5.37)

куринишда ёза оламиз.
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Старт пайти t = 0 да ракета тезлиги и = О (бошлангич шарт), 
ракета йулдошни орбитага чикаргандан кейинги t = tk пайтида унинг 
тезлиги v — ик. Шунинг учун t буйича интеграллашдан сунг изла­
наётган тезликнинг киймати куйидагича булади:

” q
= In у------ g0 \ ±-dt — j gh sin 0 dt (5.38)

м kl о 6
бунда n — ракета боскичлари сони, и(., GOi, Gki — мос равишда о^им 
тезлиги, кар кайси айрим бос кич учун бошлангич ва охирги масса- 
лар.

(5.38) формулада унг томондаги биринчи хад Циолковский фор- 
муласига мос келади ва ракетапинг характеристик тезлигини, яъни 
ракета ташки кучлар таъсир этмагандаги тезлигини апглатади. Фор- 
муланинг унг томонидаги иккинчи ва учинчи хадлар мос равишда 
аэродинамик каршилик кучлариии енгишда йуцотилган тезликни бил- 
диради.

5.6. Радиоактив емирилиш. Баъзи кимёвий элементлар атомла- 
рининг ядролари альфа-, бета- ва гамма- нурлар чикариб бошка эле­
ментлар ядроларига уз- узидан айланиши радиоактив емирилиш 
дейилади. Радиоактив емирилиш статистик мохиятга эга: атомлар 
ядроларининг ^аммаси бирданига емирилмай, балки изотопнинг бу- 
тун мавжуд булиш даврида емирилади. Бунда бирлик вакт ичида 
емириладигап атомлар сони хар бир изотоп учун узгармас булиб, 
унинг емирилмаган атомлари микдорининг бирор кисмини ташкил 
этиши аникланган. Бу катталик (цисм) емирилиш доимийси дейи­
лади ва Л х.арфи билан белгиланади.

Шундай килиб, dt вакт давомида емирилган dN атомлар сони 
t.Ndt га тенг, бу ерда N сон t вакт пайтида емирилмай долган 
атомлар сонидир. Натижада ушбу дифференциал тенгламага эга бу­
ламиз:

dN = —kNdt. (5.39)
Манфий ишора емирилмаган атомлар сони N вакт^ утиши билан 

камайишини курсатади.
(5.39) да узгарувчиларни ажратамиз:

Буни интеграллаб, куйидаги ифодани хосил киламиз:
In N — — М + In С

ёки
N = Се~и.

Агар атомларнинг дастлабки сони N0(t =0 да 'N = N0) маълум 
булса, ихтиёрий узгармас (интеграллаш доимийси) С ни аниклаш 
мумкин: No = С ва, демак,
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N = Mu<?-4 (5.40)
Изотоп атомлари микдорининг ярми емирилиши учун керак бул­

ган Т пакт шу изотопнивг ярим емирилши даври дейилади. Турли 
изотоплар учун ярим емирилиш даври турличадир. Масалан, радий 
учун Т — 1590 йил, уран учун Т = 4,6 млрд, йил, радиоактив ко­
бальт (Со60) учун Т = 5,3 йил, радон учун Т = 3,82 сутка.

Т ва А орасида осонгина топиш мумкин булган богланиш бор. 

Вактнинг t = Т пайти учун N = ва демак, — N„e~K т, бун- 
▼г л т 1 -г’ 1 о 2 0,693 о * In 2 л 'лдан е'- ' = — ва Т = « —-—, сунгра А = -у- « 0,693 Т.

Бу N ни А оркали эмас, балки Т оркали ифодалашга имкон бе­
ради, чунончи

_ t In 2 
N = Noe т .

Масалан, ярим емирилиш даври Т — 1590 йил булган радий учун
_ t In 2

N = Noe 1590 = Мое°-000«<.
Бу формуладан атомнинг, айтайлик, 200 йил ичида канча кисми 

емирилишини апицлаш мумкин: t — 200 булса, 200 йилдан кейин 
М|,=200 = Мдв-0’088 = 0,915 No атом колишини, яъни бу ва^т даво- 
мида бор булган атомларвинг 8,5% емирилишини курамиз.

Изотоппипг радиоактив емирилиш тезлиги бу изотопнивг (ёки 
. „ I d.V Iунинг препаратинипг) активлиги деиилади. а активлик а = — га 

ёки (5.39) дифференциал тенглама ва унинг ечимига кура а — XN = 
= АМ„ га тенг.

Активлик ярим емирилиш даври ортали
N In 2 0,693 Уа —------- =------------

Т Т
формула билан ифодаланади.

Агар аа — \N0 препаратпинг бошлангич пайтдагв активлиги бул­
са, у холда

а = аое~и.

Радиоактив модда битта атомининг уртача яшаш даврини хисоб- 
лайлик. t вакт ичида сакланган ва кейинги dt вакт оралиги ичида 
емирилган атомлар сони dN куйидагига тенг:

~dN = kNoe~Kt dt.

Бу атомлар t га тенг булган уртача яшаш даврига эга. Битта атом­
нинг уртача яшаш даврини топиш учун dN ни t га купайтириб, t бу­
йича 0 дан оо гача интеграллаш ва атомларнинг бошлангич сопи Мо га 
булиш керак:
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f Л Л'о te~U dt
1 T
X In 2’

Масалан, радон (Т = 3,82 сутка) учун атомнинг уртача яшаш 
даври v = 5,552 суткага тенг.

5.7. Кимёвий реакция. Агар кимёвий реакцияда А ва В Молда­
вии г хар бири утадиган С модданинг микдори х булса, у хрлда уз­
гармас температура ва бошка баъзи шартлар бажарилганда реакция 
тезлиги — куйидагиларга пропорционал деб хисобланади.

dt
1- х о л. А модда С моддага утганда— А модданинг кол ran мик- 

дорига, бунда у- = k (а — х) дифференциал тенглама келиб читали, 

бунда а билан А модданинг бошлангич микдори белгиланган, k — 
пропорционаллик коэффициента, k > 0;

2- ^ о л. А ва В моддалар С моддага утганда тегишли массалар 
купайтмасига пропорционал булади, бу ^олда

— = k (а — х) (Ь — х)
dt

дифференциал тенглама келиб чикади, бунда а ва b лар Л ва В 
моддаларнинг бошлангич микдори, k — пропорционаллик коэффи­
циента, k > 0.

Хар иккала хол учун х нинг t вацтга богланишини топайлик. 
Тузилган дифференциал тенгламалар узгарувчилари ажраладиган 
дифференциал тенгламалардир. Бошлангич шартлар иккала \олда х.ам 
t = 0 да х = 0 дан иборат.

dxБиринчи холда узгарувчиларни ажратгандан сунг -------= — k dtх — а 
тенгламани хосил киламиз, унинг умумий ечими х = а + С е~м дан 
иборат. Бошлангич шартдан С — — а эканлигини топамиз, биноба­
рин, хусусий ечим х = а(1—е~к1) куринишда булади. Бу ечимдан 
t -* оо да х ->■ 0 эканлиги келиб чикади.

Иккинчи холда узгарувчиларни ажратгандан сунг

ва

dx
(х — а) (х — Ь)

— kdt

j________ _____ 1 / 1
(х — а)(х — Ь) Ь — а\х — а х

эканлигини эътиборга олиб, интеграллашдан сунг

— In х— = — kt + — In С
b — а х — b Ъ — аb — а

ёки
(о—a)t
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умумий интегрални хосил киламиз. Бошлангич шартдан фойдаланиб 
С =— эканлигини топамиз, унинг кийматини умумий ечимга 

цуйиб
X ~~ Cl Cl it t h л\____  —_  g—k (b—a) t
x — b b

ёки
] _ * (ь—а) t

x = ab 1 е (5.41)

ечимни хосил киламиз.хусусий
b > а булсин, яъни В модданинг бошлангич микдори А модда- 

нинг бошлангич микдоридан ортик булсин, у холда бу ечимда t -* оо 
да х а эканлиги келиб чикади.

Агар а>Ь булса, (5.41) тепгликни
х~ь _ е_к(a_t)t
х — а а

куринишДа кайта ёзиб, t -+■ оо да х-+Ь булишини курамиз.
Худди шу натижанипг узини хусусий ечимдан, уни

х = ab ■
e~ k (а—ь) t _] 

fce-/e(Q-b)t _а

шаклда ёзиб олиб з$ам хосил килишимиз мумкин.
5.8. Суюкликнинг идишдан окиб чи^иши. Фараз цилайлик, кун- 

далапг кесим юзи S баландлик h нинг маълум S = S (й) функцияси 
булган идиш Н сатхгача суюклик билан тулдирилган булсин. Идиш 
тубида юзи со булган тешик булиб, ундан суюклик окиб чикади. 
Суюклик сатхи дастлабки И цолатдап исталган h гача пасайиш вак- 
ти t ни ва идишнинг тула бушаш вацги Т ни аницлаймиз. Бунда 
идишдаги суюклик микдори (хажми) нинг узгариш тезлиги v идиш- 
даги суюклик сатхи h нинг (босимнинг) маълум v = и (й) функция­
си деб ([зараз киламиз.

Бирор t пайтда идишдаги суюклик баландлиги й га тенг булсин. 
t ва t + dt гача булган dt вакг оралигида идишдан окиб чикадиган 
суюцлик микдори dV ни асосининг юзи со, баландлиги о (й) булган 
цилиндр хажми сифатида кисоблаб чикиш мумкин. Шундай килиб, 

dV = <ы> (й) dt.
Суюклик нинг ана шу хажмини бошка усул билан цам хисоблаш 

мумкин. Суюклик окиб чикканлиги сабабли унинг идишдаги й сат- 
хи dh катталикка пасаяди, демак, dV = — S (й) dh (dh < 0 булгани 
учун манфий ишора олинди). dV учун иккала ифодани бир-бирига 
тенглаб, куйидаги дифференциал тенгламани косил киламиз:

сои (й) dt = — S (й) dh. (5.42)

Узгарувчиларни ажратиб,
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dh

эканини топамиз, бундан:
h н

Идиш тамоман бушаганда h = 0, шу сабабли унинг тула бушаш
ва^ти

1 f dh 

co J v (ft) 
о

формулага асосан топилади.
Агар суюклик кичик тешикдан ёки киска найчадан окиб чикаёт- 

ган булса, у холда Торичелли конунига мувофик v = р V2gh, бун­
да Я — огирлик кучи тезланиши, р — эмпирик коэффициент (сарф 
булиш коэффициенти). Бу холда хосил килинган формулалар куйи­
даги куринишда ёзилиши мумкин:

Бу формулаларни татбик килишга дойр бир нечта масалаларни 
караб чицайлик.

1-м  ас а л а. Суюцликнинг вертикал доиравий цилиндрик идиш- 
дан о^иб чи^иши. Диаметри D, баланддиги Н булган вертикал уцли 
доиравий цилиндрик идиш сув билап тулдирилган. Идиш тубидаги а 
диаметрли доиравий тешик оркали идишнинг тула бушаш вацтипи 
аникланг (4- шакл).
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Ечиш. Бу холда кундаланг кесим юзи S (h) узгармас ва га 

тенг. Худди шунга ухшаш, тешик юзи га тенг. Демак,
я —т = D2 Р dh = 2Q2 уН 

а2 а У 2g J V fi
О

Масалан, D = 1,0 м, Н = 1,5 м, а = 0,05 м булганда ва сарф бу- 
лиш коэффициента р. = 0,62 (сув учун) деб олинса,

„ 2-(1,0)*/Ё5 сТ -------- -—-—. . — = Зоб с = 5 мин 56 с(0,05)2-0,62- р 19,62

ни хосил киламиз.
2-мае ала. Керосиннинг цистерна остидаги жумрак ортали окиб 

чициши. Узунлиги L ва диаметри D булган темир йул цистернаси 
керосин билан тулдирилгаи. Керосин цистерна остида жойлашган ва 
кесим юзи ю булган киска чикиш найчаси (жумраги) ортали окизиб 
юборилганда, цистерна канча вактда бушашини аникланг (5-шакл).

Ечиш. Нефть махсулоти сатхининг юзи S(/г) узгарувчан катта­
лик булиб,

S (Л) = 2х L = 2 L V R~ — (h — R)- = 2L V (D-h) h 
формула оркали аникланади, шу сабабли

Т = 2L Г -М* = 4LD Ур
сор. p'lg J Г Л Зсор У2g

Масалан, L = 12 м, D = 2,6 м, со = 0,01 м2 ва сарф булиш коэф­
фициента р = 0,6 (керосин) булса,

4-12-2,6 К 2,6
3-0,01-0,6- KW2

= 2520 с = 42 мин.Т

а —
1>2—

6- шакл

3-масала. Сувнинг коник ре­
зервуар тубидан о^иб чи^иши. Уст- 
ки (катта) асосининг диаметри Dr 
пастки асосининг диаметри Dt, ба- 
ландлиги Н булган коник резер­
вуар сув билан тулдирилгаи. Сув 
резервуар тубидаги а диаметрли те­
шик ортали окизиб юборилганда 
унинг канча вацтда бушашини аниц- 
ланг (6-шакл).

Ечиш. Конуснинг горизонтал 
кесим юзи:

s(h)= [о2 + (^-д2)А]2

шу сабабли
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н

T-^^[D’+^-D^dh-
о

= (3D2 + 4DA + 8D2).
15a2p /2g 1 12 2

Масалан, Dt = 0,8 м, D2 = 0,3 м, H = 1 м, а = 0,03 м ва р = 
= 0,62 (сув) булганда

т _ 2.|з.(о,ач-«.(о.я(о.зд+»ю.з>- _ 194с _ з мин14(.
15-(0,03)2-0,62 /19,62

Агар суюцлик окиб чицадиган тешик юзи вактга боглиц, яъни 
со = со (/) булса, у холда (5.42) дифференциал тенглама узгарувчи­
ларни ажратгандан сунг

V

куринишни олади, бунинг интеграли куйидагича булади: 
t h

о н

4-масала. Сувнинг вертикал укли цилиндрик идиш тубидаги 
диафрагмадан оциб чициши. Сув билан тулдирилган вертикал укли 
цилиндрик идиш тубида диафрагма билан беркитилган (фотоаппарат 
объективидаги каби) <о0 (см2) юзли кичик тешик бор. Бошлангич пайт- 
да диафрагма очила бошлайди, бунда ^осил булган тешик юзи со (см3) 
вактга пропорционал, яъни со = kt. Диафрагма тс дан сунг тула 
очилади. Диафрагма тула очилганда идишдаги сув баландлиги hY ни 
аникланг. Цилиндрнинг баландлиги Н (см), асос юзи S (см2).

Ечиш. Шартга кура, t = т да со = соо, демак, со0 = kx, бундан 
1 со о со л/k = — ва шунинг учун со = —.

со нинг кийматини (5.45) интегралга куйиб, топамиз:

бундан

t = т да сув сатхи баландлиги h = ht. Шунинг учун 
(ОрТц l/2g tZTT

AQ V _>_»
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Айтайлик, идишдаи суюклик окиб чи^иб кетиши билан бир пайт­
да вацт бирлигида q ми^дорда (\ажм бирлигида) доимий равишда 
суюклик идишга келиб турсин. У ^олда dt ва^т давомида идишдаги 
суюкликиииг умумий камайиши dV чикиб кетувчи суюклик микдори 
<ои(й)<# ва келиб цуюлувчи суюцлик микдори qdt нинг айирмасига 
тенг, яъни:

dV = [со v (й) — q]dt.
Шу сабабли, дифференциал тенглама

[со о \h) — q] dt = — S (h)dh j 
куринишга келади.

Суюклик сат^ицинг Н дан h гача пасайиш ва^ти t тенгламанинг 
интеграли оркали

(5.46)

t- t _sw_dh
J wi(h) — q 

h
куринишда ифодаланади.

Агар куйиладиган сув микдори q ни окиб кетадиган сувнинг уз­
гармас Н* босими ортали ифодаласак: q = рсо У2gH*, у холда

1
Vh — Vh*

(5.47)

/ =---- 7=- |
л

(5.48)

булади.
Призматик (ёки цилиндрик) резервуар учун [S (й) — So = const] 

2S0 ( r— VH — VH* r- ,n.
* =—:?=• ///♦ In 7=------ — + VH — УН]. (o.49)cof*-y2g /Л—Я* /

^овушо^лиги катта булган суюклик чи^иш найи орцали оциб чи- 
каётганда ламинар оким кузатилиши мумкин, бунда окиб чициш тез­
лиги босимга пропорционал, яъни v = kh булади. Ингичка узун най- 
ча оркали суюклик окиши хам ана шундай цонун буйича содир бу­
лади, v нинг бу цийматини (5.42) га куйиб, дифференциал тенглама 

dt = —S—dh (5.50)
akh

куринишни, интеграли эса

<_1 fs» dh
(£>k .J h 

h

куринишни олишини курамиз. Хусусан, S (й) — Sa = const булга, 
призматик (ёки цилиндрик) идиш учун

<£>k h
булади.
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5.9. Жисмнинг совиши ^ацидаги масала. Массаси т, иссицлик 
сигими с узгармас булган жисм бошлангич пайтда То температурага 
эга булсин. Атроф му^ит температураси узгармас ва Т (То > Тм) 
га тенг. Жисмнинг чексиз кичик dt вацт ичида берган иссиклиги 
жисм ва унинг атрофидаги му^ит температура лари орасидаги фар^- 
ка, шунингдек, вактга пропорционал эканлигини (Ньютон конуни) 
эътиборга олган ^олда жисмнинг совиш конунини топиш талаб ки- 
линсин.

Совиш давомида жисм температураси Т„ дан Т* гача пасаяди. 
Вацтнинг t пайтида жисм температураси Т га тенг булсин. Чексиз 
кичик dt вакт оралигида жисм берган иссицлик мицдори юкорида 
айтилганига кура

dQ — — а (Т — Ти) dt
га тенг, бунда а == const — пропорционаллик коэффициента.

Иккинчи томондан, жисм Т темперагурадан Тм температурагача 
совиганда берадиган иссиклик микдори Q = me (Т — Ти) га тенг, де- 
мак, dQ — mcdT. Энди dQ учун топилган хар иккала ифодани так,- 
цослаб

_ mcdT — —a(T — Тч) dt (5.51)
дифференциал тенгламани ^осил' киламиз. Узгарувчиларни ажратиб

Т—Тм тс

интегралласак, ’■
_а£

1п(Т — Л,)= — - Л-lnC ёки Т — Т^ = Сетс
тс

экани келиб чикади.”
t = 0 да Т = То бошлангич шартдан фойдаланиб С — То — 7\, 

эканлигини топамиз, шунинг учун жисмнинг совиш конуни (хусусий 
ечим)

at
Т = Ты + (Тв-Тк)е (5.52)

куринишда булади.
а коэффициент ё бевосита берилиши ёки кушимча шарт, маса­

лан, t = да Т — Тг оркали берилиши керак
Бундай ^олда

_ g/<
Т\-Т„

булади, бундан

Демак,
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t

Т = Ты+(Тд~Ты)
X* 0 --  1 М/

Агар муцит температураси Ты = 20°C булса ва = 10 мин ичи­
да жисм Та = ЮО’С дан 7\ = 60°С гача совиса, у цолда

/ 1 \'о 
Т =20 + 80-/у I

ни хосил циламиз, бундан /=40 мин

булади.
Агар жисм температураси канча вацт ичида 25°С гача пасайи 

шини топиш керак булса, формулада Т = 25 деб олиб, 25 = 20 -|-

+ 80 ни ёки
5.10. Куйманинг цизиши цацидаги масала. Температураси Та бул­

ган пулат куймани прокатка цилишдан аввал температураси бир coai 
ичида Та дан Ть гача бир текис ортадиган печь ичига жойланади, 
Агар печь ва куйманинг температуралар фарци Тв булганда цуйма 
k-То град/мин тезлик билан кизиса, унинг цизиш цонунини аницлаш 
талаб цилинади.

Печнинг вацтнинг t пайтидаги температурасипи Т оркали белги­
лаймиз. У цолда цуйманинг Т температураси Т = Т — TQ фаркца 
тенг булади. Масала шартидаги печь температурасининг узгариш цо- 
нуии Т = At + В ни топамиз, бунда А ва В доимийлар Т |,=0 = 

= Тв, |(=бо ~ ть шартлардан аницланади, улар мос равишда А = 
р _ т

— —------1 ва В = Т,, га тенг.
60

Масаланинг дифференциал тенгламаси
d— = kT 
dt

куринишда булади, сунгра
^ = 1(Т_7’)=£ (Af + B —то) = Д-^2
dt dt dt ’

dT,
dt

булгани учун юкоридаги тенглама

А — — = kT0 ёки —’ + йТ0 — А = 0
dt dt

куринишни олади. Бу тенгламада узгарувчиларни ажратиб, умумий 
интегрални топамиз:

— In (kT0 — А) +7 = — In С ёки kT0 — А = Се~к‘
k k

То |z = о =0 бошлангич шартдан С — — А ни аницлаймиз, демак,
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Т0 = Т — Т = At + В — Т алмаштиришни бажарсак,

Т =At 4-В—— (1 — e~kt) 
k

ёки

ни хосил циламиз.
К,уйманинг I = 60 мин дан кейинги температураси

булади.
5.11. Ёругликнинг сув оркали утишида ютилиши. Ёруглик оци- 

мииинг юпца сув катлами томонидан ютилиши катлам калинлиги ва 
катлам сиртига тушаётган окимга пропорционалдир. 2 м ли катламдан

холда унинг йена процента 12 м чукурликка етиб боришини аниц- 
лаш хакидаги масалани куриб чикайлик.

h чукурликдаги сиртга тушаётган ёруглик окимини Q оркали 
белгилаймиз. Калинлиги dh булган сув катламиДаи утишдй ютилган 
ёруглик окими dQ

dQ = -- kQdh (5.53)

га тенг, бу ерда k — пропорционаллик коэффициента, й>0.
Бу дифференциал тенгламанинг умумий ечими Q = Ce~kh булади. 

Дастлабки ёруглик оцими Qo га тенг булсин. У колда h = 0 да Q = 
= Qo булган бошлангич шартдан С = Qo ни топамиз, шу сабабли Q = 

—kh 2Q0
= Qoe булади. Масала шартига кура h = 2м да Q = у >

Шунинг учун у Q = Q0(e~k)2, бундан е~к = (у) ва Q = Qo (у) •

— 12м чукурликка Qx

h
2

-1ик окими етиб боради, бу дастлабки ёруглик окими Qo нинг 8,78% 
ни ташкил килади.

5.12. Газнинг ионланиши. Узгармас (доимий) нурланиш таъсири- 
Да газли му^итда ионланиш жараёни руй беради, унда бир секунд 
Ичида берилган кажмдаги газда q та мусбат ва шунча манфий ион 
Хосил булади. Мусбат ва манфий ионлар яна узаро бирлашганликла- 
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ри (ионларнипг рекомбинацияси) учун уларнинг микдори камая бо­
ради.

п та мусбат ионнинг умумий микдоридан хар секундда уларнинг 
микдори квадратига пропорционал булган кисми бирлашишини на- 
зарда тутиб, ионлар микдори п нинг t га богликлик цонунини то­
пиш масаласини куриб чикайлик (пропорционаллик коэффициенти а = 
= const газнинг табиати ва ^олатига oof.ihk).

Ионланиш жараёнининг
dn = qdt — an2dt (5.54)

дифференциал тенгламаси бевосига масала шартидан чикарилади. 
(5.54) тенгламада узгарувчиларни ажратиб

1
а

dn

а

+ dt — О,

унинг умумий интеграли

ни топамиз, бундан

1л1
2/^

1
2 Кад In С

ёки

_ 1/7. eVcuit л-Се-у'^‘ 
П а _Ce~V^‘

t — 0 да п — 0 булганлигидан С = —1 ва ионлар сонининг вацт- 
га богланишини ани^ловчи хусусий j

. п = 1/ ± th(/a^o
г a

ечимни топамиз.
5.13. Цехни вентиляциялаш. Сирими 10800 м3 булган цехдаги ха- 

вода 0,12% карбонат ангидрид гази бор. Вентиляторлар таркибида 
0,04% карбонат ангидрид булган тоза хавони а м3/мин микдорда бе- 
риб туради. Карбонат ангидриднинг концентрацияси цехнипг ^амма 
кисмида вацтнинг ^ар цайси пайтида бир хил деб ^исоблаб (тоза ха- 
вонинг ифлосланган ^аво билан цушилиши жуда тез булади), 10 мин 
дан сунг карбонат ангидрид 0,06% дан ошмаслиги учун вентилятор- 
ларнинг цуввати цандай булишини топиш талаб килинади.

Вактнинг t пайтида хаводагн карбонат ангидрид мицдорини х (%) 
ортали белгилаймиз. t пайтдан бошлаб утган dt ва1\Т оралиги учун 
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цехдаги карбонат ангидрид балансный тузамиз. Шу вацт ичида вен- 
тиляторлар 0,0004 adt м8 карбонат ангидрид олиб кирган булса, цехда 
OOlxad/м3 карбонат ангидрид чикиб кетади. Бинобарин, dt мин нчи- 
ча хаводаги карбонат ангидрид dq — (0,0lx — 0,0004)-adtм3 камай- 
ди. ХаБОДагн карбонат ангидрид микдорининг процептларда камайи- 
шини dx орцали белгиласак, бу мицдорни бошца йул билан

dq — — 10800- 0,0 ldxM3

формула буйича цисоблаш мумкин (манфий ишора dx< 0 булгани 
учун олинди). dq учун топилган иккала ифодани тенглаб, 

(0,01х —0,0004) adt = — 10800 0,01 -dx (5.55)
дифференциал тенгламани цосил циламиз. Узгарувчиларни ажратиб:

dxa dt _ dx 
10800 _х —0,04 '

умумий интегрални топамиз:

/ = 0 да х = 0,12 булгани учун С = 0,08 ва хусусий ечим 
dt

(5.56)

куринишда булади.
Вентиляторларнинг цуввати а ни аницлаш учун х = 0,06 ва t = 

— 10 деймиз. У цолда
а

0,02 =0,08-е 1080
а

1080 1
бундан е ва а = 1080 1п4л;1500 м3/мин.

5.14. Газни тозалаш. Бирор газли аралашмадан газни тозалаш 
учун уни скруббер (у ёки бу ютувчи модда булган идиш) орцали 
утказилади. Ютцичнинг (аппаратнинг маълум тайин режимида) юп- 
Ца цатлами ютадиган газсимон аралаш.ма микдори аралашма концен- 
трациясига, шунингдек, цатламнинг кундаланг кесими цалинлиги ва 
юзига пропорционалдир. Скруббер асосининг радиуси R, баландлиги 
Н булган конус шаклига эга. Газ конус учидан киради. Агар кела- 
етган газда аралашма концентрацияси а%, чициб кетаётган газда эса 

булса, скруббердаги газли аралашма концентрациясини цатлам- 
Дан конус учигача булган масофанинг функцияси сифатида аницлаш 
талаб цилинади.

Аралашма концентрациясини q% орцали, цатламдан конус учи­
гача булган масофани h оркали белгилаб

dq = kqrt r2dh 
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куринишда булади. h = О

дифференциал тенгламани тузамиз, бунда г—конуснинг юпца цат- 
лами кесимннинг радиуси, у конус улчамлари билан г = — муноса- 

н 
бат оркали богланган, демак,

dq = kq л j^'htdh.

Бу тенгламанинг умумий ечими
knR‘h»

„ г» зн‘ q = Се
да q = а, шунинг учун С = а, демак,

kaRW
3Н‘q — ае

шартдан k коэффициентни аиикласак ки-h = Н булганда q = Ь 
фоя. куйидагига эгамиз:

krtR'H’
. л „ знг b — а-е ,

бундан k ни эмас, балки k ^атнашган ифодани аницлаш кулайро^

Узил-кесил куйидаги ифодани ^осил киламиз:
й«

9=аЫ •

Агар скруббер R радиусли шар шаклида булса, dq = kqnr-dh, 
бунда г — шарнинг юп^а ^атлами кесимининг радиуси, у шар радиу­
си R ва шарнинг куйи нуктасидан катламгача булган масофа h би­
лан г2 = R2 — (h— R)2 муносабат ортали борланган. У ^олда

dq = kqn [R2—(h — R}2]dh,
бу тенгламанинг умумий интеграла

In — = /гл Г/?2й
с

булади.
С ва k 

даланамиз:
ни ани^лаш учун q |ft=0 = a, q = b шартлардан фой-

куйидаги
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айирмадан /гл = 3_
4R3

а  b   4Лл/?3
С a 3

In — ни топамиз. Шунга ухшаш а
>" 7 - ta 7 = |п 7 - s" - ?)

айирмани олайлик, бунга />л нинг ифодасини куйиб, тенгламанинг 
хусусий интегралини

1п Q_ h9(3R — h)
a 4R3

куринишда хосил киламиз.
5.15. Илмий ахборот о^ими ^а^идаги масала. Фанда ахборот- 

лар окими, яъни илмий нашрлар сонининг усишини текширишда нашр- 
dt/ „ларнинг — vclhi тезлиги нашрлар сонида эришилган у даражага 
dt ' '

пропорционал деган келишувга асосланилади, яъни усишнииг иис- 
бий тезлиги ~узгармайди. Нашрлар сонининг эришилган дара- 
жасини вактга боглик х:олда аницлайдиган цонун

-■~=k ёки =ky, (/г > 0)
у dt dt

дифференциал тенгламадан топилади, бунда k — у ёки бу фан соха- 
сида нашрга билдирилган фикрларни (уртача) бахоловчи узгармас.

Бу дифференциал тенглама нииг ечими 

экспонента куринишига эга, бу ерда а— фан ривожланишининг маъ­
лум бир бошлангич даражасини бахоловчи узгармас катталик.

Ташци шароитлар кескин узгарганда, тутиб турувчи факторлар 
туфайли усишнинг экспоненциал цонуни сакланмайди. Даража- 
нинг усиши унинг бирорта ^иймати билан чекланади ва нашрлар 
сонининг усиш механизми

= ky(b — yy, (k>0, 0< у< Ь)
at

дифференциал тенглама билан тасвирланади, бунда b катталик у нинг 
мумкин булган максимал цийматини билдиради. Усишнинг 

JL.
у dt

— k(b — у}

нисбий тезлиги энди узгармас булмайди, балки у нинг чизикли функ­
циями булади.

Бу дифференциал тенглама узгарувчилари ажраладиган тенглама- 
Дир. Узгарувчиларни ажратамиз ва уни интеграллаб топамиз:
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Маълумки,

dy 
У (Ь — у)

= kdt, f —= kt + С. 
J У (Ь- у)

Г dy — 
J У(Ь — У) 

Тенглама ечими

- In . 
b Ь — у

— In —---- f- — In а — kt
b b — у b

куринишда булади, бунда С = —- Ina деб олинган. 
ь

Хосил цилинган ечимни потенцирлаб,
ay ьм /I. \ bkt=е , ау =(Ь—у)е ;

о — у

/ , bkt. , bkt bebktу(а + е ) — be , у----------
а-\- е

ва, нихоят,

ии ани^лаймиз.
Бу тенглама билан аникланадиган эгри чизиц логистик эгри чи- 

зиц дейилади. Вактнинг бошлангич пайтларида у нинг кийматлари 
Ь дан анча кичик булганда бу эгри чизиц у = Ьеьи экспонента билан 

деярли устма-уст тушади, у = 
—Ь ва у — Q тугри чизиклар 
логистик эгри чизикнинг асим- 
тоталари булади. М ; —) 

\bk 2 J 
нукта букилииг нукупасидир 
(7- шаклга царанг, унда а = 
— b — 1 деб цабул килинган).

5.16. Подшипниклардаги 
ишкдланиш коэффициентини 
аницлаш. Подшипниклардаги 
ишкаланиш коэффициентини

7- шакл

аниклаш масаласини курайлик. Учларига огир А ва В шкивлар 
урнатилган цисца вал подшипникка урнатилган (8- шакл). Валга 
етарлича катта бурчак тезлик берилади ва кейин у уз ^олига цуйи- 
лади. Подшипникдаги ишкаланиш окибатида валнинг айланиши се- 
кин-аста секинлашади.

Валга куйилган ташци кучлар унинг огирлиги Р, подшипникнинг 
нормал реакцияси N ва ишцаланиш кучи F дан иборат булади. Р ва 
N кучларнинг валнинг айланиш укига нисбатан моментлари нолга 
тенг, ишкаланиш кучи F нинг моменти эса —Fr га тенг, бу ерда 
г—шипнинг радиуси.
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Валнин г (Л ва В шкивлар би­
лан биргаликдаги) айланиш укига 
нисбатан инерция моментини / ор­
кали белгилаб, ушбу айланиш диф­
ференциал тенгламасини хрсил ки­
ламиз:

dot _
iTt-

Бу ерда F — fP (f— изланаётган
ишцаланиш коэффициента) ва

g “
(бу ерда ги — валнинг айланиш уки- 
га нисбатан инерция радиуси) деб 
олиб куйидагига эга буламиз:
Р 2 dU> сп - fgr— г, — — ~ Рг еки — = — -V.
g “ dt dt r2u

Агар f ишкаланиш коэффициентини узгармас катталик деб хисоб- 
ласак, бу тенгламани интеграллаш хеч бир кийинчилик тугдирмайди. 
Тенгламани интеграллаб куйидагига эга буламиз:

Ю = _&/+С,
гч

бу ерда С — ихтиёрий узгармас. С узгармасни бошлангич шартлар 
буйича аниклаймиз. Валга бериладиган бошлангич бурчак тезликни 
соо оркали белгилаймиз. Бу ^олда t = 0 да со = соо га эга буламиз. 
Хозиргина хосил килинган тенгламада t = ва со = соо деб олиб, 
С = со0 ни топамиз, ва демак, узил-кесил

fgf jсо = Ио-----~ t.
ги

Айтайлик, вал унга бошлангич со0 бурчак тезлик берилганидан 
Тс кейин тухтаган булсин. t = Т ва со = 0 ни сунгги тенгламага 
цуйиб, 

' grT
ни хосил к,иламиз.

6- §. Бир жинсли дифференциал тенгламалар

Энг аввал бир жинсли функцияга таъриф берамиз.
1-таъриф.  Агар f (х, у) функцияда х ва у узгарувчиларни мос 

равишда tx ва ty га алмаштирганда (бу ерда t — ихтиёрий параметр) 

f(xt, yt)=tnf(x, у) 
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шарт бажарилса, f (х, у) функция п улчовли бир жинсли функция 
деб аталади.

f{x, y)--=W + у2 функция бир улчовли бпр жинсл^функция- 
дир, чунки

f(tx, ty) = уt2X2 + t2y2 = tVx2 +у2 =tf (x, y).
—У

x + y
Ушбу f(x, y)

ция, чунки

функция НОЛЬ улчовли бир ЖИНСЛИ фуНК'

f (tX, ty) =
lx — ty 
lx+ty

яъни

ёки
f(tx, ty) — f (x, у)

f(tx, ty) = t°f(x, y).
f (tx, ty) = f (x, у) шартга буйсунадиган ноль улчовли бир жинс­

ли функция f (х, у) = <р (— j куринишда ёзилиши мумкин. З^ацицатан 

цам, t параметрни ихтиёрий танлаб олиш мумкин булгани учун 
t = — деб оламиз. У цолда

X
f(x, у) = f (tx, ty) = 7) (т")-

Биз куйида ноль улчовли бир жинсли функция билан иш курамиз
2-таъриф. Агар биринчи тартибли у' = f(x, у) дифференциал 

тенгламанинг унг томони х ва у га нисбатан ноль улчовли бир жинс­
ли функция булса, бундай тенглама бир жинсли тенглама дейила­
ди.

Шундай цилиб, бир жинсли тенгламани 

куринишда ёзиш мумкин.
Бир жинсли (6.1) тенгламани — = и (х) урнига цуйиш ёрдамида 

узгарувчилари ажраладиган тенгламага келтириш мумкин, у цолда 
у=и-х, бу ерда и—янги изланаётган функция. Кейинги тенглик- 
ни дифференциаллаб, у' — и'х + и ни хосил киламиз. у ва у' нинг 
цийматларини (6.1) тенгламага цуйиб, цуйидагини топамиз:

и'х = <р (и) — и
ёки

xdu = (<р (и) — u)dx
Узгарувчиларни ажратиб, интеграллаймиз:
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Сунгра и урнига-^- нисбатни куйиб, (6.1) тенгламанинг умумий ин­

тегралини хосил киламиз.
Изок- УшбУ

М (х, у) dx + N (х, у) dy = 0 (6.2)

тенгламада М (х; у), N (х, у) лар бир хил улчовли бир жинсли функ­
циялар булгандагина (6.2) тенглама бир жинсли тенглама булади. 
Бу— иккита бир хил улчовли бир жинсли функцияларнинг нисбатн 
ноль улчовли бир жинсли функция булишидан келиб чикади.

(6.2) куринишдаги тенгламани ечиш учун уни дастлаб (6.1) ку­
ринишга келтириш керак:

, — М(х. у)
У —---------- •

У(х. У)
Масалан, (у- — Зх2) dy + 2у xdx = 0 ^тенглама бир жинслидир, чун­
ки у2 — Зх2 ва 2ху функциялар икки’улчовли бир жинслидир.

1-мисо л. Ушбу
у' = У+ 1/х2 —у2

X

бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Ечиш. Тенгламани ушбу у' = — + 1/ 1 — куринишга келти- 

X Г х2
рамиз. Унинг унг томони ноль улчовли бир жинсли функциядан иборат.

— — и алмаштиришни бажарамиз, у .уолда у = их, у' — и'х + и. 
X

Буларпи тенгламага цуйиб
и'х + и = и + У 1 — и2, и'х —V1 — и2 ,

узгарувчилари ажраладиган

ах
ёки

тенгламани косил киламиз. ^осил булган тенгламани интеграллаймиз: 
arcsin и — In х + In С.

Бу ердан и = sin (In С х). Энди и = — ни урнига куйсак,

— = sin (In Сх) 
х

ёки
у — х sin (In С х)

ифода косил булади.
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3-таъриф.  (6.2) тенгламада а даража курсаткични у = г“ ур. 
нига куйиш оркали берилган тенгламани х ва z га нисбатан бир 
жинсли тенгламага айлантирадиган цилиб танлаш мумкин булса, бе­
рилган (6.2) тенглама умумлашган бир жинсли тенглама дейилади.

2-ми со л. Ушбу

(х — 2у3) dx + Зу2 (2 х — у3) dy — О
тенгламанинг умумлашган бир жинсли тенглама эканлигини текши- 
ринг ва уни интегралланг.

Ечиш. у =za деб олайлик. У холда
dy = а z“ 1 dz 

ва тенглама ушбу куринишга келади:
(х — 2 z3a) dx 3 a z3“ 1 (2 х — z3“) dz ='0.

dx олдидаги купайтувчи бир жинсли функция булиши учун (шу би­
лан бирга биринчи даражали булиши учун, чунки биринчи цуши- 
лувчи биринчи даражали) За = 1 булиши керак, бунда a =-i-.

dz олдидаги купайтувчи ^ам биринчи даражали бир жинсли функ-

ижобий булади. Демак, у = г3 урнига ^уйиш берилган тенгламани 
куйидаги бир жинсли куринишга келтиради:

(х'— 2z)dx (2|х — z)dz — 0.
Бу тенгламада z = и х деб

(1 — и2) dx + (2 —u)xdu =0
ни ^осил циламиз. (и2—1)-х^=0 булганда узгарувчиларни ажратсак

X U3 — 1

Тенгламани интеграллаб,

In |х| +—Ь |и2 —1|—In
I*

и— 1
и + 1 = — In С2

ёки
x2(u + I)3 — С (и — 1)

ни хосил киламиз. w=—=— булгани учун узил-кесилj цуйидагига 
X X

эга буламиз:
(у3 + X)3 = С (у3 -- х).

Энди и2 — 1 =0 булганда и = ±1, г — ± х ёки у = ± V х ечим­
ни .\амда х = 0 ечимни хосил киламиз.
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7-§.  Бир жинсли тенгламаларга келтириладиган тенгламалар
Ушбу

(7.1)dy __ ах + by 4- с 
dx ахх + b,y + сх

куринишдаги тенглама берилган булсин. Агар с =сх =0 булса, (7.1) 
тенглама бир жинсли булади. Айтайлик, с=£0, сх=#0 ёки улардан 
бири нолдан фаркли булсин. Узгарувчиларни алмаштирамиз:

[х = хх 4-a,

У холда dx — dx2, dy = dyL, . Буларни (7.1)
dx dx^

куйиб, цуйидагини хосил циламиз:
dyx _ ахх + о д + by! + fe Р + с

, dxx а1Х1 + aj a + Ьхух + bx 0 + с1

(7.2)

тенгламага

ёки

(7.3)

Агар

(7.4)(aa-t-fep4-c==0,
I ах a + bL р + сх = О

булса, (7.3) тенглама бир жинсли булади. Бу системани а ва р га 
нисбатан ечиб, (7.2) алмаштириш ортали (7.1) тенглама бир жинсли 
тенгламага келтирилади.

Агар |а
К ьх

Дай холда (7.1) тенглама узгарувчилари ажраладиган тенгламага
z — ах-\-Ьу

урнига цуйиш оркали келтирилади.
Ушбу

_ / ах + by + с \
\ахх + Ьху + сх /

= 0 булса, (7.4) система ечимга эга булмайди. Бун-

dy
dx

(бу ерда / — ихтиёрий функция) тенглама хам (7.3) каби интегралла- 
нади.

1-м и со л. Ушбу у' = х ~ у ~-3 тенгламанинг умумий интегра-
х — у— 1

лини топинг.
Ечиш. Детерминант:

Куйидаги алмаштиришни бажарамиз:
‘ 1 1 == — 2 #= О.



У холда
dyi _ *t ~Ь У> + и + Р — 3
dx,, *1—У1+а—₽—1

Энди
fa-f-0 —3 = 0,
(а — В — 1 =0 

системани ечиб, а = 2, 0 = 1 эканини топамиз. Натижада бир 
жинсли

dyi _ *1 +У1
dXl *1 — У1 

тенгламага эга буламиз.
Энди — — и алмаштиришни бажарсак,

yt=u-x1,
у\ = и'Ху + И,

, , 1 + ии Ху + и = —-— .
1 — и 

Соддалаштиришлардан сунг узгарувчилари ажраладиган тенгламани 
>рсил циламиз:

du 1 +«2
Xxd7y~ 1 —и

ёки
1 — и , dx,------- du = —- .

1 +“2 *1
Тенгламани интеграллаймиз:

arctg и — In 11 + u2| = In + In |C]

ёки
Cx1/T+T5'=earctg“-

и = — ни урнига цуйсак, цуйидагига эга буламиз:
Х1

__________ arctg —
cW+И =е х\

Нихоят, Ху = х — а, У у — у — 1 алмаштиришларпи бажариб, х ва у 
узгарувчиларга утамиз:

arctg
с /(х-2)2 + (у-1)2 = е х~\

2-мисо л. Ушбу
, _ 2хЦ-у-1

У 4х + 2у + 5
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тенгламанинг умумий интегралини топинг.
Ечиш. Детерминант г | = 0, демак, тенгламани

(х =х1+ а, 
[у = У1 + Р

урнига куйиш ёрдамида ечиш мумкин эмас. Бу тенгламани 2х-\-у — 
урнига куйиш ёрдамида узгарувчилари ажраладиган тенгламага 

келтирамиз. У холда

у' = г' — 2, г' = 2 -* 2z + 5

ёки
z' — 5г + 9

2 z -j- 5
Тенгламани интеграл ла ймиз:

— z — 1П |5 г + 9| = х + С. О хо
Энди z = 2 х + у алмаштириш ортали х ва у узгарувчиларга утамиз:

Юг/—5 х = С — 71п|10х4-5г/ + 9|

8-§.  Чизикли тенгламалар
Ушбу

г/'+Р(х)г/ = 3(х) (8.1)
курипишдаги тенглама биринчи тартибли чизикли дифференциал 
тенглама дейилади, бу ерда Р(х), Q(x) лар х нинг маълум узлук­
сиз функциялари ёки узгармасдир.

Агар Q (х) = 0 булса, (8.1) тенглама чизикли бир жинсли, акс 
холда эса бир жинсли булмаган тенглама дейилади. Q (х) =/= 0 деб 
фараз ^иламиз.

(8.1) тенгламани интеграллашнинг икки усулини келтирамиз: урни­
га куйиш усули ва ихтиёрий узгармасни вариациялаш усули.

8.1. Урнига цуйиш усули. (8.1) тенгламанинг ечимини х нинг 
иккита функцияси купайтмаси куринишида излаймиз:

у = u(x)-v(x). (8.2)
Бу функцияларнинг бирини ихтиёрий цилиб олиш мумкин, иккинчи- 
си эса (8.1) тенглама асосида аникланади. (8.2) дан у' ни хисоблай- 
миз:

у' = u'v + v'u.
У ва у' ни (8.1) тенгламага ^уямиз, натижада у цуйидаги куриниш­
га эга булади:

u'd + (v'+P(x)u)u=Q(x). (8.3)
Функциялардан бирини ихтиёрий танлаб олиш мумкин булгани учун
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v функциями цяес ичида турган ифода нолга тенг буладиган килиб 
оламиз, яъни

а'+ Р (х) и = 0. (8.4)
У холда и функциями топиш учун (8.3) дан цуйидаги тенгламани 
хосил киламиз:

u'v = Q (х). (8.5)
Дастлаб (8.4) тенгламадан узгарувчиларни ажратиб и ни топамиз:

= — Р (х) и ёки — = — Р (х) dx, 
dx v

бу ердан
In v=— \ P(x)dx 4- In С,

бундан
v=Ce~$PMdx.

Бизга (8.4) тенгламанинг нолдан фаркли б рорта ечими зарур, шу­
нинг учун С = 1 деб оламиз. У холда

y = (8б) 

Бу ерда I Р (х) dx — бирорта бошлангич функция, v нинг (8.6) дан то- 
пилган к.ийматини (8.5) тенгламага цуйиб, и функция учун узгарув­
чилари ажраладиган тенгламани хосил циламиз:

Ы'<Н Pwdx=_ Q{x)

Бу тенгламани ечамиз:
du= Q(x)e^PMdx dx

u=$Q(x) e$P(x)dx -dx + C. (8.7)

(8.6) ва (8.7) формулалар и Ea v нинг x оркали ифодаларини бе­
ради.

и ва v ни (8.3) формулага куйиб, узил-кесил умумий ечимни хо­
сил циламиз:

y = ’ (8.8)

1-мисол. Ушбу 

чизицли тенгламани ечинг.
Ечиш. у =uv деймиз, у цолда

у' = u'v +v'u 
булиб, цуйидагига эгамиз:
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/ I / tи v + uv Н-----= —
X X

sin x

ёки
, . / , I я \ sin хи v+ulv н---- )=------

\ X / X (8.9)\ •* / х

4- — = 0 булсин, у колда u'v = . Булардан биринчисини еча-
X х

миз:
dv
V

—, демак, In у = — In х, яъни 
X

1
V = — 

X

1
V = —х

ни (8.9) тенгламага куямиз:

» г , 1 sin хи — =------ .
X X

Бу ердан u' = sinx, du — sinxdx, де.мак, и = —cosx-]-С. Шундай 
цилиб,

v = —, и = — cos х + С.
X

Узил-кесил куйидагини ^осил киламиз:
у = и-v = f—(С —• cos х).

X
8.2. Ихтиёрий узгармасни вариациялаш усули. Бир жинсли бул­

маган (8.1) тенгламанинг (Q(x)^O) ечимини топиш учун даставвал 
унга мос бир жинсли

j^ + P(x)y =0

тенгламани ечамиз. Бу тенгламанинг узгарувчилари ажралади, унинг 
умумий ечими 

булади.
Энди ихтиёрий узгармас С ни х нинг бирор С(х) функцияси деб 

Караймиз ва уни шундай танлайликки, (8.1) тенглама цаноатлансин.
С (х) функцияни топиш учун у = С (х) е--1 Р м dx функциянинг ^оси- 

ласини хисоблаймиз, у ва — ларнинг ифодаларини (8.1) тенгламага 
dx

куямиз ва тенгламанинг цаноатланиши, яъни унинг айниятга айлани- 
шини талаб киламиз.

d^ = dC(x) e-JP (х) dx _ £ (х) р (х) e-f₽(x) dx 

dx dx
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булганлиги учун (8.1) тенглама куйидаги

dx
тенгламага утади. Биз яна узгарувчилари ажраладиган ва номаълум 
функцияси С(х) булган тенгламани хосил килдик. Унинг ечими

C(x)=JQ(x)eJ'PWrfxdx + C1

куринишда булади.
С(х) нинг топилган ифодасини бир жинсли тенглама умумий 

ечимига куйиб бир жинсли булмаган (8.1) тенгламанинг изланаётган 
ечимини косил киламиз:

у = е-.( р (х) ах [ j q е f р (х) ах dx + с J .

2-мисо л. Ихтиёрий узгармасни вариациялаш усули ёрдамида

— — yctgx = a sinx
ах

чизикли тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Ечиш. Аввало чизикли бир жинсли

— yctgx = 0 
dx

тенгламанинг умумий ечимини топамиз. Узгарувчиларни ажратамиз:

— — ctg х dx = 0,
У

бундан
In у — In sin х = In С ва у = С sin х

экани келиб чикади. С = С (х) деб, С ни вариациялаймиз, у холда 
у = С (х) sin х, — = d--^ sin х + С (х) cos х.

dx dx

Энди г/ ва — ларнинг ифодаларини берилган тенгламага цуямиз:dx
— (А-- sin х + С (х) cos х — С (х) sin х- ctg х = a sin х 

ах
ёки соддалаштиргандан сунг, dC(x)=adx, бундан C(x)=ax + Cv 
Бир жинсли тенглама ечимига С(х) нинг топилган ифодасини куйиб, 
берилган тенгламанинг умумий ечимини косил киламиз: ’

у = (ах 4- CJ sin х.
у ни аниклашда, унинг келтирилган ифодасига кирувчи f Р (х) dx ва 
j’ Q (х) е Р{х} dx dx аникмас интегралларвинг кар биридаги бошлангич 
функциялардан бирини олиш керак, чунки уларга ихтиёрий узгармас- 
ларни цушиш факат ихтиёрий узгармас Сх нинг кийматини узгартира- 
ди, бу эса дифференциал тенгламанинг умумий ечими учун муким эмас.
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Х=хо да

Айрим цолларда, умумий ечим формуласидаги аницмас 
ларни юцори чегараси узгарувчи булган апиц интеграллар 
маштириш цулайлик тугдиради. Бундай алмаштиришда

/p(a)rfu 1
у — е х° [ J Q W dt +

ни цосил циламиз, бунда х0 ихтиёрий тайин сон. Агар 
// = Уо бошлангич шарт берилса, С, нинг цийматини аницлаш мум­
кин. Чегаралари бир хил булган аниц интеграллар нолга тенг бул­
гани учун С1 = у0 ва чизицли тенгламанинг у = у0 бошлангич 
шартни цаноатлантирувчи цуйидаги хусусий ечимини цосил циламиз:

х X 1-jP(t)dtr Л \P(u)du -
Уо + j Q(0 еХ° dt

интеграл- 
билан ал-

у = е х°

Агар чизикли тенгламанинг битта хусусий ечими у — ух (х) маъ­
лум булса, у цолда умумий ечимини

</ = ■/, (х) + Сг-1РИ“
формула ёрдамида топиш мумкин.

Хакикатан, (8.1) тенгламанинг ечими булган у = z/j(x) функция 
уни цаноатлантиради, яъни ушбу айният уринли:

У\ +P{x)yi =Q(x).
Бу айниятнинг иккала кисмини (8.1) тенгламанинг мос цисмлари- 

дан айирамиз:
(у' — у'})+Р(х)(у—у1)=О

ёки
-■(у. У1)'+Р(х)(у-у1) = 0,

ах
бу узгарувчилари ажраладиган тенглама, демак,

= — P(x)dx,
у — У1

бундан

бинобарин, 

келиб чицади.
Агар чизицли тенгламанинг узаро пропорционал булмаган иккита 

У1 (х) ва у2 (х) хусусий ечимлари маълум булса, у цолда умумий 
ечимни бевосита

У —У1 (х) = С [у2 (х) — у2 (х)] 
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формула ёрдамида топиш мумкин.
Какикатан ^ам, агар t/Дх) (8.1) тенгламанинг ечими булса, 

у .^олда ю^оридагига кура умумий интеграл

куринишда булади.
Бу интегралда барча хусусий ечимлар, жумладан, умумий инте- 

гралдан ихтиёрий С узгармаснинг аник кийматидан, масалан, С = С2 
да хосил буладиган у -■ у2 (х) иккинчи ечим хам булади. Демак, 
ушбу

Уг \х) — ух (х) = C,e~-fР (АГ) dx
айният уринли.

Умумий интегралиинг иккала кисмипи бу айниятнинг тегишли 
кисмларига булиб, куйидагини топамиз:

У ~У1 (х) _ С_
Уг (х) —1/1 (х) С2

Q
ёки — ни С га алмаштирсак, у — ух (х) — С [у2 (х)—уг (х)] келиб 

С2
чицади.

Куйидаги масалани ечайлик.
8.3 Электр занжиридаги утиш жараёни хакндаги масала. Индук- 

тивлик занжирида утиш жараёни содир булади. L индуктивлик еэ 
R актив каршилик узгармасдир. и кучланиш t вактнинг функцияси 
сифатида берилган: Бошлангич ток г0 га тенг. i токнинг
t вактга богланишини топинг. и = и0 = const булган холни текши- 
ринг.

Ечиш. Запжирдаги i ток вакт утиши билан узгаргани ва L ин­
дуктивлик мавжудлиги туфайли узипдукциянинг eL — — L-^ э. ю. к. 

хосил булади. Кирхгоф копунига кура занжирдаги кучланиш пасайи- 
ши Ri э. ю. к. лар йигиндиси и — L ~ га тенг. Шундай г^илиб,

u — L — =iR
dt

ёки

L— +iR = u.
dt

Бу биринчи тартибли чизикли дифференциал тенглама. и ни f(t) 
билан алмаштириб ва тенгламанинг иккала кисмини L га булиб, куйи­
дагини хосил киламиз:

Л R f(t)

Бу чизикли тенгламанинг t = 0 да i = i0 бошлангич шартни 
каноатлантирувчи хусусий ечими
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функциядан иборат булади. f (/) = и„ — const булганда

ёки

Rt t R*
i = e L рй + у е L dx] 

0

t Ят Rt

булганлиги учун
Rt

■
булади.

Rt
t пинг усиши билан е L купайтувчи камаяди ва бирор вахт ора- 

лигидзн сунг жараённи амалда баркарор деб цисоблаш мумкин, бун­
да ток Ом цонуии буйича аник.ланади:

Агар i0 = 0 десак, занжирнинг уланишидаги ток учун формула 
хосил циламиз:

Rt

Бу тенгликдан куринадики, i ток батарея улангандан сунг Ом кону- 
ни билан аникланадиган — ккйматгача усиб боради, чунки туташув 

экстратоки деб аталувчи ~ е L ток жуда тез камаяди ва амалда 

тезда сезиларсиз булиб колади, деб хисоблаш мумкин.
Агар и0 = 0 десак, занжирнинг узилишидаги суниш токи форму- 

ласини хосил циламиз: i — iae L.

Занжирда кучланиш булмаганда факат узиндукциянинг электр 
юритувчи кучи таъсири натижасида занжирдан утадиган бу ток узиш 
эксгпратоки. дейилади; t усиши билан у нолга интилади.

Узгармас — катталиги занжирнинг вацт доимийси дейилади.



Куриб чикилган масала туташиш ва узилиш кетма-кет, жуда тез 
содир булганда, масалан, телеграф алокасида мухимдир.

Ток манбаининг кучланиши и = Е sin со t синусоидал конун буйи- 
ча узгарадиган хол (масалан, R.L — занжир узгарувчан ток манбаига 
уланадиган хол) алохида ахамиятга эга.

Бу холда i ток учун

формула ни хосил киламиз,
Кт Кт

Г Г . , Т / RL . аЕI е sin сот а т = е ----------- sin сот----------------cos сотJ U^+tf2 W-Z.2.+/?2 

булгани учун
С Кт КС

( е L sin сот d т = е L 
о

со£2 \ . соД2----------- cos со/1 Н--------------£«+/?! I со2Д24-/?2

ва токнинг вактга богланиш ифодасини хосил киламиз:

с
КС

.-ML£ L

со2!2 + R?)
RE 

orL2 +R2
+ sin со / —

со LE 
соЧ2-)-/?2

cos со t.

е купайтувчи t уса борган сайин тез камаяди, шу 
сабабли бу формуладаги биринчи цушилувчи киска вакт оралиги- 
дан сунг i катталикни аниклашга амалда таъсир курсата олмайди. 
{долган иккита кушилувчининг йигиндиси и кучланишнинг со часто- 
таси каби уша со частоталн, бирок бошка амплитудали ва бош^а фа- 
зали синусоидал катталикдан иборат, шу билан бирга yia бошлангич 
токка боглик булмайди. Бу ток баркарор ток дейилади.

9 §. Бернулли тенгламаси
Ушбу

/ +Р(х)с/ = 
куринишдаги тенглама Бернулли тенгламаси дейилади. Бунда Р (х) ва 
Q(x) лар х нинг узлуксиз функциялари хамда л=#0 ва п #= 1.

Тенгламанинг барча хадларини у га буламиз: 
у~пУ' +P(x)y-n+l = Q(x). (9.1)
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Энди z — у "+1 алмаштиришни бажарамиз. У холда

г' =(-«+ 1)гГ"-/
Буларни (9.1) тенгламага куйсак,

z' + (—п +1)Р(х)г =(—n+l)Q(x)
чизикли тенглама хосил булади. Бунинг умумий интегралини топиб 
хамда г урнига у~п~[ ифодани куйиб, Бернулли тенгламасининг уму- 
йий интегралини топамиз.

Эслатма. Бернулли тенгламасидан и = 0 булганда чизикли 
тенглама, п — 1 булганда эса узгарувчилари ажраладиган тенглама 
хосил б\“лади. Бернулли тенгламасини бевосита y=u-v урнига 
ц’уйиш ортали ечиш ^ам мумкин.

Л1исол. Ушбу
dy 3 ., ,
—У =—Х'У dx х

Бернулли тенгламасининг умумий интегралини топинг.
Ечиш. Тенгламанинг иккала томонини у2 га булиб, куйидагини 

^осил киламиз (у = 0 булган з^ол алохида текширилади):
1 4у__ А . J. =__Х2
у- dx х у

1— = z деимиз, у .\олда
У

1 dy_ dz
у1 dx dx

ва тенглама куйидаги куринишга келади:
dz з ,— + —Z = х2. 
ах х

Бу чизицли бир жинсли булмаган тенгламани вариация усули билан 
интеграллаймиз. Бир жинсли — + — z = О тенгламанинг умумий 

dx хС
ечими г — — булади. Бу ерда С=С(х) деб, куйидагини дисоблаймиз: X3

dz = dC (х) J___ 3 С (х)
dx dx х3 х4

ва чизикли тенгламага цуямиз:
1___ ЗС(х) 3 С (х) _ х.dC(x)

dx
*• X®еки dC(x) — x^dx, бундан С(х) =------демак, бир жинсли бул-

6 
маган тенгламанинг умумий ечими

6 хЗ

X’ x‘ x4

57



булади. z ни — билан алмаштирсак,
У

± = + 
у 6 X3

ёки

цосил булади.
9.1. Арцоннинг

огирлик

9- шакл

сирпаниши хакидаги масала. Арцон стол устида 
ётибди (9-шакл), унинг учларидан би- 
ри стол устидан а масофада булган 
силлик блок орцали утказилган. Бош­
лангич пайтда 2 а узунликдаги арцон 
булаги блокнинг нариги томонида эр­
кин осилив турибди. Арцоннинг бу 
учипинг харакат тезлиги v ни s йулга 
боглиц равишда топинг, бундай цара- 
катда ишцаланиш царшилиги тезлик 
квадратига пропорционал (пропорцио- 
наллик коэффициентини 1 га тенг деб 
олинсин), бошлангич тезликни эса нол­
га тенг деб цабул цилинг.

Ечиш. Агар блокни саноц боши 
сифатида тацлаб олсак ва Os уцни паст- 
га йуналтирсак, Ньютоннинг 
конуни т - — = F га биноан 

dt

иккинчи

(s + а) -у- = (s — a) g — v2, 
dt

кучи тезланиши.
dv   dv ds   dv
dt ds dt ds

булгани учун тенгламани цуйидагича сзиш мумкин:

(s 4- а) + и2 = (s — a)g.as

Бу п — — 1 булган Бернулли тенгламасидир. v2 — г деб ва и— = 
ds

~ ~ лигини эътиборга олиб, тенгламани цуйидаги куринишда
ёзиш мумкин:

dz | 2 .^2S(s—a)
ds s + a s + a

Бу тенгламанинг умумий ечими
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z = e-2 In (s+a) J L_1 e2 ln <s+°> ds 4- C

булади. Лекин
g-2 In (s+a) — _!---- g2 In (s+o) = (S-j-d)2.

(s+a)2 ’
Шунинг учун

1
(sH-a)2

4£а3
s = 2a да и = 0 бошлангич шартдан С =------— ни топамиз,О
жада хусусий интеграл ушбу куринишда булади:

v2 =-----(s3 — 3a2s — 2а3).
3(s + a)2

нати-

Кавс ичидаги ифодани купайтувчиларга ажрата.миз:
s3 —- 3d2s —• 2а3 = s3 — 2dS2 + 2as2 — 4a2s 4- a2s —- 2d3 = 

= s2 (s — 2d) + 2as (s — 2d) + a2 (s — 2d) = (s — 2a) (s + a)2,
шунинг учун

v = (s —2a).

Бу тенгликнинг иккала томонини квадратга кутариб, t буйича 
дифференциаллаймиз, натижада:

dv _ 2gds 
dt 3dt ’

лекин
ds _ dv _ cPs
~dt ~ ’ d7 ~dP'

Шунинг учун

булади, демак, харакат текис тезланувчан экан.

10-§. Якоби тенгламаси
Умумий ечими элементар функцияларда ифодаланувчи биринчи 

тартибли тенгламалар каторига
(Ах By 4" О dx 4- (4 х 4" В'у 4* С ) dy 4" (4 х В у 4*

+ C")(xdy — ydx) =0 (10.1)

куринишга эга булган Якоби тенгламаси хам киради. Бу ерда А, 
В, , С" — узгармаслардир.

Агар (10.1) тенгламани
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Mdx -\-N dy = 0 
шаклда ёзсак, M ва N лар х ва у га нисбатан иккинчи тартибли 
купхадлар булиб, М нинг ифодасидаги иккинчи тартибли хадлар

— А" ху — В"у2 
куринишда, N нинг ифодасида эса

А"х2 +В"ху
шаклда булади.

Якоби тенгламаси таджик, килинаётганда, аналитик геометриянинг 
бир жинсли координатларига мос келувчи

х,х =—, 
х2 

янги узгарувчилар киритилади. У 
—Xidx3 .

х»
У = —

*3

^олда

 *з^*2 — x-zdx»

4
xtdx2 — Xjdxj

4
xdy — ydx

xi
Янги узгарувчилар ва дифференциаллар учун топилган ифодалар- 

ни (10.1) тенгламага куйиб, уни
dxL

*1
ax 

куринишда ёзиш мумкин. Бу

dx3

*з

Сх

(10.2)= 0

dx2
х,
bx 

ерда
°x = ai х} +а2х2+а3х3. bx = biXl+b2x2 + b3x3

лар бир жинсли координатларга нисбатан чизикли формалардир. 
Декарт координатларига утиш учун х3 = 1 деб олиш кифоядир. 
Якоби тенгламаси хусусий чизикли интегралларга эгадир. Бир 

жинсли координаталарда чизикли муносабатларни ёзамиз:
V ut Xt = и, х, + и2 х2 + и3Х3 (10.3)

Бу муносабатлар (10.2) тенгламани цаноатлантиришини талаб кила­
миз. (10.2) нинг чап томонидаги детерминантнинг биринчи ва иккин­
чи уступларипи мос равишда и2 ва и2 га купайтириб, и3 га купай- 
тирилган учинчи устуига кушамиз ва натижада 
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нН цосил киламиз. (10.3) тенгликка асосан 2 ы,^,=0 эканлигини 
инобатга олиб

(и1 ах + и2 Ъх + ы3 сх) (хуЦ — X[dx2) = 0

щартга эга буламиз. Худди шундай x3dx2 — x3dx3, xLdx3 — x3dx1 ку- 
пайтувчилар билан хам шунга ухшаш тенгликларни цосил цилиш 
мумкин. Бу купайтувчилар бир пайтда нолга тенг бу'лмаганлиги са- 
бабли (10.3) шарт бажарилганда

булади. У цолда цар икки чизицли муносабат пропорционал булиб, 
и1 ах + и2 Ьх + «3 Сх = (“1 Х1 + «2 Х2 + и3 Хз)

уринли булади (X — пропорционаллик купайтувчиси). ах, Ьх, сх лар­
нинг урнига уларни хр х2, х3 билан богловчи ифодаларни цуйиб ва 
цосил килинган айниятда хр х3, х3 лар олдидаги коэффициентларни 
тенглаштириб, ulr ы,, и3 ларни аницлаш учун учта ушбу

(flj — X) Uj + b2u2 + Ci«3 = 0,
«2«i + (&г — X) и2 -j- с.2и3 = 0, (10.4)

. а3и1 + Ь.^ 4- (с8 — X) и3 = 0
бир жинсли тенгламаларга эга буламиз.

(10.4) система нолдан фарцли ечимларга эга булиши учун систе­
манинг детерминанти нолга тенг булиши керак:

ат — X b2 с-2
а2 [Ь2 — X с2

^3 ^3 ^3
Шундай цилиб, биз X га нисбатан куб тенгламага эга булдик. 

Агар бу тенглама учта цациций илдизга эга булса, у цолда (10.4) 
нинг учта цар хил ult щ, и3 ечими булади ва Якоби тенгламасининг 
интеграли учта тугри чизикдан иборат булади. Уларнинг тенглама­
лари

“* = «1 х1+и2х2+и3х3=0, 
vx~vlxl+v2x2 + v3x3=0, 

wx = Х{ + w2 Х2 4- Ш3 х3 = 0

булсин. Бу тутри чизикларни янги уч чизикли координаталар систе­
масининг уклари сифатида цабул циламиз ва янги координаталарни 
яна xlt х2, х3 оркали белгилаймиз. (10.2) тенглама хг =0, х2 =0, 
*з = 0 ечимларга эга булиши мумкин. (10.2) га биринчи ечимни 
цуйиб ва у (10.2) тенгламани айниятга айлантиришни талаб цилсак,

а, = а3 = 0
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булишини аиицлаймиз.
Худди шундай, хг = 0 хрм ечим эканлигидан Ь3 = Ь3 == О экан­

лигини, х3 = О дай с1 = с2 =0 эканлигини топамиз (бу ерда alt . . . , 
с3 лар мос равишда янги координаталардаги коэффициентлар). У 
^олда Якоби тенгламаси куйидаги куринишга келтирилади:

dxY dx. dx3

Л хг х3 = 0 ёки

«1X1 Ь2х,

dx.,
х2
1

ёки
+(<4-^) —Ч-Фэ-Й!) — =0,

Xj х2 х2

Унинг умумий^интеграли 
-С1 = с

булади.
Дастлабки коордииатларга утсак,

(ихХг + ZUX2 + ZZ3X3)a!(u1X1 + U>X2 4- У3Х3)₽ + w2x2 + K'3X3)V = C
■Fx.
булади. Бу ерда

a + P + V = (c3 — b2) + (flj — c3) + (b2 — aj == 0.
Шу сабабли Декарт координатларида умумий ечим

(и,х|+ и,у + h3)“\(i>jX + vty 4- и3)р (и\х + w2y\+ w3y = С, 
куринишда булади.

Куб тенглама битта ^акикий илдиз ва иккита мзвхум илдиз ва 
каррали иддизларга эга булган 1холларда хам ечим шу каби топи­
лади. |

Маълумки, X га нисбатан куб тенглама доим битта ^аци^ий ил­
дизга эга, шунинг учун Якоби тенгламаси х,еч булмаганда битта 
интеграл тугри чизикка эга. Унинг тенгламаси

+ «л 4- «л = 0
булсин. Узгарувчиларни алмаштирамиз:] 

агар «3=0=0 булса, бу алмаштиришнинг детерминанта нолдан фарк- 
ли булади (агар и3 == 0 булиб, и{ =/= 0 булса, х, = их, х2 — х2 деб 
олган булардик). (10.2) тенгламада биринчи ва иккинчи устунларни 
и3 ва «г га купайтириб, и3 га купайтирилган учинчи устунга цуша- 
миз. Янги тенглама ушбу куринишда булади:

dx\ dx2 dx'3

xi Х2 хз = 0
ах. ь^
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Бу ерда с'х, — с3х'3 эканлигига ишонч косил цилиш мумкин. х,= 
-= х' , х'2=у' , х3 — 1 деб, Декарт коэрдинаталарига утамиз. Якоби 
тенгламаси ушбу куринишга келади:

dx' (с'3у' —b\x' —b'2y' — b'3)~dy' (с3х' — ajx' — а'2у' — с') = 0.

Бу квадратурада интегралланувчи бир жинсли тенгламага келти- 
риладиган тенгламадир. Агар бир жинсли координатларга утилмаса, 
Якоби тенгламасини интеграллаш цоидасини куйидагича ифодалаш 
мумкин: (Ю.2) тенгламанинг

«+ + «ау + «3 = 0
чизикли интеграли топилади,

х ■—---------------, у' =---------------
“1«4-“2У+«з ’ «iX+“si/+«3

янги узгарувчилар киритилади. х' ва у' ларга нисбатан ёзилган ян- 
ги тенглама бир жинсли тенгламага келтириладигаи тенглама шак- 
лида булади.

1-мисо л. Ушбу
(14х+ 13г/ + 6)dx + (4х + 5у + 3) dy +

+ (7х + 5у) (ydx — xdy) = 0
тенгламанинг умумий интегралини топинг.

Ечиш. Бир жинсли координаталарпи киритамиз:
х. х2 . x3dx,—x,dx3х = — и — — dx — ——!—r-i—-

xtdx2 — x2dx3

Тенгламанинг детерминант шакли куйидагича булади:
dxj dx2 dx3

*1 х2 х3 = 0.
4Xj + 5х2+3х3 —14xj — 13х2 — 6х3 7хг + 5х2

Пропорционаллик купайтувчиси X ушбу тенгламадан аникланади:
4 - X — 14 7

5 —13—X 5
3 —6 —X

= 0

ёки
Xs+9Х2 + 27Х+ 27 = 0.

Бу тенгламанинг камма илдизлари тенг булиб,
Х2 Х2 == Хд == 3.

и1( и2 ва ы3 ларни аниклаш тенгламаси (10.4) куйидагича була. 
Ди:
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lUy — 14ы2 -j- 7u3 — 0,
5ux — 10«2 + 5u;J = 0, 
3uL — 6u2 + 3«3 = 0.

Бу тенгламалар битта + u3 = 0 тенгламага келтирила­
ди.

Шундай цилиб, битта интеграл тугри чизиц урнига интеграл тур 
ри чизицлар дастасига эга булдик. Чунки —, — нисбатларни аниц- 

«з ыз
лаш учун битта тенглама етарли эмас. и3 ни ва и, орцали ифо- 
далаб ва их = 0 деб, дзета тенгламасини цосил циламиз:

ux (Xj — х2) + и2 (х2 + 2х3) = 0.
Бу ерда ва и2 лар дастанинг бир жинсли параметрларидир.
Бошца шакл алмаштиришларга хожат йуц, чунки даста тенглама- 

сида битта узгармас ишгирок этаяпти, демак, у тенглама­
нинг умумий интеграли булади.

Декарт координатларида бу интеграл
х- 1 =С(г/ + 2)

куринишда булади.
2- м и с о л. (7х + 8у + 5) dx—(7x+8y) dy + 5 (х—у) (ydx —xdy) = 

= 0 тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Ечиш. Бир жинсли координаталар киритилгандан сунг тенглама 

dxt

—7х1 — 8х2 —7хх — 8х2— 5х3

dx3

5хг—5х2
= 0

куринишда булади.
Л ушбу тенгламадан топилади:

—7—X —7
—8 —8—X

0 —5
ёки

X3 + 15Х2 — 25 X — 375 = 0.
Бу тенгламанинг илдизлари к, — — 15, А, = —5, Х3 = 5. к± ни 

инобатга олиб, их, и2 ва и3 ларни аницлаш тенгламаси (10.4) ни ёза- 
миз:

8иг— 7ы2+5и3 = 0,
— 8их + 7и2 — 5и3 = 0,

— 5ы2 + 15и3=0.
Бунинг ечими иг =2; и2 = 3; и3 = 1.

Z, ни инобатга олиб, vt, v2, v3 лар учун ушбу системага эга бу­
ламиз:
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— 2 t>i — 7 u2 + 5 v3 = 0,
— 8 Uj — 3 v2 — 5 y3 = 0,

— 5 v2 + 5 v3 = 0
Бу ердан px = — 1, v2 = 1, v3 = 1. Шунга ухшаш Z3 учун

— 12и»х — 7u»2 + 5ay3 = 0,
— 8х>1 — 13wt — 5ау3 = О,

— 5йУ2 — 5ш3 = 0.

Бу ердан wl = 1; w2 = — 1; w3 = 1.
Шундай килиб,

их = 2Х1 + Зх2 + Х3> VX== ~х\+х2 + хз, 
—х2 + х3.

Тенгламага шу - формулалар 
тиб,

билан ани^ланган u,v,w ларни кири-

du
и

— 15и

dv
v

— 5и

dw
w = 0

ёки

- (5 + 5) +-(—15-5) + —(-5 + 15)=0 
и V W

тенгламага эга буламиз. Уни интегралласак, 

uw = Cv2.

Бошлангич узгарувчиларга утиб умумий ечимни хосил киламиз:

(2х + Зу + 1) (х — у + 1) = С (—х + у + I)2.

11-§. Риккати тенгламаси
Ушбу

^ = P(x){/2 + Q(x)y+/?(x) (11.1)
ах

куринишдаги тенглама Риккатининг умумий тенгламаси дейилади. 
Бу ердаР(х), Q(x), /?(х) бирор а< х< b ораликда узгарувчи хнинг 
узлуксиз функциялари (а > — оо; b с <»).

Тенгламада Р(х) = 6 булса, чизикли тенглама, 7?(х) = 0 булса, 
Бернулли тенгламаси ,\осил булади.

Узгарувчиларни куйидагича алмаштириш натижасида Риккати 
тенгламаси уз куринишини сак,лайди:

1) Эркли узгарувчини ихтиёрий х = ср(х1), (<р — дифференцияла- 
нувчи функция) узгартириш натижасида тенгламанинг куриниши узгар- 
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майди. ^акицатан цам, (11.1) тенгламада бу алмаштиришни бажариб 
яна Риккати тенгламасини оламиз:

= Р [<р (xj| ф' (xj уг + Q [ф (хг)] ф' (xj у +

+ R[ф (*!)] ф' (хх).

2) Эрксиз узгарувчини каср- чизикли у — ~ , (а, В, у, 6
Т</1 + б

царалаётган оралицда аб — [Зу =£ 0 шартни цаноатлантирувчи х нинг 
ихтиёрий дифференциялапувчи функциялари) алмаштириш натижасида 
хам тенглама уз куринишини саклайди:

dy (a^d7 + a'yi + ₽,) {уУ1 + б) ~(v 7Г + У'У1 + б'} (аУ1 + Р)

dx (уУ1 4- 6)2

(аб— Ру) + («' У — У'«) И +(«'б+₽'т—яб'—Р?')/+ (Р'б—6'0)
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Натижани (11.1) тенгламага цуйсак яна Риккати тенгламаси хр- ’ 
сил булганига ишонч хосил циламиз.

Эркли узгарувчи х ёки эрксиз узгарувчи у пинг бундай шакл 
алмаштиришларини бажариб Риккати тенгламаси соддароц (конопик) 1 
куринишга келтирилади.

1) Тенгламада у2 олдидаги коэффициентни у = w(x) г чизикли ] 
алмаштириш оркали ± 1 га генглаштириш мумкин. Бу ерда w(x) I 
цозкрча номаълум функция, тегишли хосилаларни топиб (11.1) тенг- 
ламага цуямиз. У холда

w — + zw' = Р (х) ау2?2 + Q (х) wz — R (х) 
dx

ёки

= Р (х) ауг2 + (Q (х) - z + ^ .
dx \ w / w

Arap w = ± деб олинса, тенглама ушбу куринишга келади: 1 

t-±z.+(w_^)z±pWRW,

Бу алмаштириш х нинг Р(х)=#0 булган узгариш оралии учун 
уринлидир.

2) Тенгламада цидирилаётган у функция олдидаги коэффициентни 1 
у = и 4- а (х) алмаштириш орцали нолга тенг холга келтириш мум­
кин.

Тегишли хосилаларни топиб, (11.1) тенгламага цуямиз. У цолда >



QM
2P(x)’

f

- = P (x) u2 + [Q(x) + 2 P (x) a (x)] и + R (x) + P (x) a2, 
dx

и олдидаги коэффициентнинг 0 га тенг булиши учун а(х)=- 

килиб танлаб олиш кифоядир.
Келгирилган алмаштиришларни биргаликда цуллаб, Риккати тепг- 

ламасиии

у ~ ±у2+Я(х)
ах

куринишда ёзиш мумкин.
Умуман олганда Риккати тенгламасини ечиш квадрату рала рта 

келгирилмайди. Ленин ушбу теоремалар уринлидир:
1-теорема. Риккати тенгламасининг битта хусусий ечими 

маълум булса, унинг тулик ечими иккита квадратура ёрдамида 
олинади.

И с бот: у = у(х) (11.1) тенгламанинг хусусий ечими булсин. У 
холда

yj =P(x)yf+ Q(x)y, + P(x) (11.2)

булади. Энди у = уА— г алмаштиришни бажарамиз. Бу ерда г — янги, 
изланаётган функция. Тегишли хосилаларни топиб, (11.1) тенглама­
га куямиз:

= Р (х) у* + 2 Р (х) у + Р (х) z2 -|- Q (х) у, + Q (х) г + R (х) dx ах
ёки (11.2) ни инобатга олсак,

= Р (х) г2 + (2 Р (х) ух + Q’(x))z. (11.3)
dx

Хосил килинган (11.3) тенглама Бернулли тенгламасидир. Маъ- 
лумки, у иккита квадратурада интегралланади. (11.3) тенгламани 
чизицли тенгламага келтириш учун

«' Z у—У1

алмаштиришдан фойдаланилади.

у =(2P(x)y1 + Q(x))u- — Р(х).
dx

Бу тенгламанинг умумий интеграли

и — С<р (х) + ф (х)
куринишда булади. Бу ердан (11.1) Риккати тенгламасининг тулик 
ечими чицарилади:

_______ 1 _ С1/1Ф (х) + У1Ф (х) 4-1
У 71 С<р (х)+ф (х) Сф(х)+ф(х)
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Шундай цилиб, Риккати тенгламасининг умумий ечими ихтиёрий 
узгармаснинг каср-чизикли функцияси экан. *

Ушбу икки теоремани исботсиз келтириб утамиз.
2- теорем а. Риккати тенгламасининг иккита хусусий ечими 

маълум булса, у \олда унинг умумий ечими бир квадратурада 
топилади.

3- теорема. Риккати тенгламасининг учта хусусий ечими 
маълум булса, умумий ечим квадратураларсиз топилади.

Риккатининг махсус тенгламаси (11.1) тенгламанинг хусусий 
^оли булиб,

^ + аг/2=Ьх“ (11.4)

куринишга эга. Бу ерда а, b ва а лар узгармаслардир. Аницлик 
учун 0 < х < + то оралик каралади. Бу тенглама цуйидаги икки 
^олда элементар функцияларда интеграллапади.

1) а — 0, + аг/2 = Ь. Бу холда узгарувчилар ажралади, яъни

Ь—ау-

2) а =—2. Бу холда тенглама ушбу куринишда булади:

+ <Ч5)

(11.5) тенглама учун у — — алмаштиришни амалга оширамиз ва z
тенгламани

ёки

1 ' Q   *
[Z« dx ‘ Z2 Х«

d? , / z \257-‘'-‘ЧТ) ■]

шаклга келтирамиз. \осил булган тенглама бир жинсли тенглама 
булиб, у квадратураларда интеграллапади.

Мисо л. Ушбу
du 2,1 
dx * 2x2

тенгламанинг ечимини топинг.
Ечиш. у = — алмаштиришни бажариб, тенгламани

dx 2 \х/

шаклга келтирамиз. Бу бир жинсли тенгламани ечишда 
г— — и
X
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белгилашдан фойдаланамиз. У холда

U + X— = — 1
dx

du _ dx
u2 4- 2u 4- 2 2x’

+ 1 =tg (C — 

[— 1 +tg [c —Z —X

> 2— и2‘
2 ’ 

du __
1 4-(« + 1)2 ~ 

jinx) 

1ta *)]•

dx
2х’

Демак,

и

г/ = -
х

12-§. Тулик дифференциалли тенглама. 
Интегралловчи купайтувчи

Таъриф. Агар
Af(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 (12.1)

тенгламанинг чап цисми бирорта и(х, у) функциянинг тулиц диффе- 
ренциали, яъни

du — М (х, y)dx + N (х, у) dy (12.2)
булса, (12.1) тенглама ту лиц дифференциалли тенглама дейилади. 

Функциянинг тулиц дифференциали 
du =^dx + ^dy

дх ду
формула буйича хисобланншини эътиборга олсак, 

%=М(х,у), ^ = JV(x, у). 
дх ду

(12.3)

(12.4)

Биринчи муносабатнн у буйича, иккинчисини эса х буйича диффе- 
ренциаллаб, цуйидагини ^осил ^иламиз:

дМ __ дги dN 
ду дх ду' дх

Бу ердан иккинчи тартибли хосилалар
д М _ dN 
ду дх

Демак, (12.1) тенглама тулик дифференциалли тенглама булиши 
Учун (12.5) шарт бажарилиши керак.

1-мисо л. Ушбу
(2х3 — ху2) dx 4- (2у3 — х2у) dy = О 

д2и
дудх

узлуксиз булгани учун:

(12.5)
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тенглама тулиц дифференциалли тенглама булиш-булмаслигини тек- 
ширинг.

Ечиш. (12.5) шартни текширамиз. М (х, у), N (х, у) ларни бээ­
мвэ:

М (х, у) = 2х3 — ху2, N (х, у) = 2у3 — х2у.
Хусусий хосилаларни топамиз:

Куриниб турибдики,
дМ
ду дх

Демак, берилган тенглама тулиц дифференциалли тенглама экан.
(12.1) тенглама ва (12.2) шартга цайтайлик. Уларни бирлашти- 

риб,
du = М (х, у) dx + У (х, y)dy = О 

ёки
du =0

ни хосил киламиз, бу ердан берилган тенгламанинг умумий интегра­
лы и (х, у) — С экани келиб чицади (С — ихтиёрий узгармас).

и (х, у) ни топиш учун у ни узгармас деб хисоблаймиз, у цолда 
dy = 0 ва (12.2) куйидагича ёзилади:

du — М (х, у) dx.
х буйича интегралласак,

и = у М (х, у) dx + <Р (у). (12.6)

Бу ерда ср (у) номаълум функция. Интеграллаш доимийси у га бог­
лиц булиши мумкин, чунки х буйича интеграллашда у ни узгармас 
деб хисобладик. Энди <р (у) пи (12.6) нинг иккинчи муносабати ба- 
жариладиган цилиб танлаймиз. Бунинг учун (12.6) ни у буйича 
дифференциаллаймиз ва натижани N (х, у) га тенглаймиз:

J dx + ф' (у) = У (х, у).

Бу ердан
ф' (У) = N (х, V)—f~ dx.

Энди у буйича интегралласак,
Ф(У) = | (х, у)— ^dx^j dy+C.

Шундай цилиб, и(х, у) функция цуйидаги куринишга эга булади: 
и (х, у) — [м (х, y)dx+ С (х, У) ~ j dx jdy + С.
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Г
 Бу ифодани ихтиёрий узгармасга тенглаб, берилган тенгламанинг 

Умумий интегралини хосил киламиз.

Атао — = -21- тенглик бажарилмаса, у холда (12.1) дифферен­
ту дх

диал тенглама тулик дифференциаллардаги тенглама булмайди. Би­
рок бу тенгламани тегишли р(х, у) функцияга купайтириш билан уни 
т<лш\ дифференциаллардаги тенгламага келтириш мумкин. Бундай 
функция берилган дифференциал тенглама учун интегралловчи ку- 
пайтувчи деб юритилади. ^ар рандай дифференциал тенглама учун 
хам интегралловчи купайтуичи мавжуд, лекин уни топиш осон эмас.
(12.1) тенгламанинг интегралловчи купайтувчиси топилишини курса- 
тамиз. Ушбу

рМ(х, z/)dx + p/V(x, y)dy = 0
тенглама тулш\ дифференциалли тенглама булиши учун

д (ц Af)   d(p N)
- ду дх

ёки

N дц _ Л4 = р 1ГдМ dN\
дх ду 11 ду дх ) 12.7)

шарт бажарилиши керак.
Бу тенглик (12.7) тенгламанинг интегралловчи купайтувчилари- 

нинг дифференциал тенгламасидир, чунки унинг хар бир ечими 
(12.7) тенгламанинг иккала томонига купайтирилгандан супг уни 
тулик дифференциаллардаги тенгламага келтиради. р (х, у) ни топиш 
учун хусусий ^осилили (12.7) дифференциал тенгламани интеграл­
лаш керак. Умумий .уолда бу масала (12.1) оддий дифференциал 
тенгламани интеграллашдан кийинрокдир. Агар р факат биргипа х 
ёки у узгарувчига боглик булса, масала анча соддалашади.

Биз факат учта хусусий уолпи караймиз.
1-хусусий уол. р — р (х) булсин. У холда (12.7) тенглама 

дМ.
ёки dp-(х) = — 

дх ) р (х)
, . ,дМ

куринишга келади, бундан

In р (х) = J

N (х) 
dx

М
дх , -------ах 

N

яъни

д М ON

dx + C,
N

р (х) =eJ N
С узгармас нолга тенг деб олинган, чунки ^андайдир бит-(ихтиёрий С ~--г.__  ____  ___ „___ ___ v.„

та интегралловчи купайтувчига эга булсак, кифоя).

(12.8)
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дМ dN
_ ду дх ,
by цолда ------ - ------ ифода у га боглиц бу л маслин равшап. Акси

дМ dN

Цам тугри: агар ду дх ифода у га боглиц булмаса, у цолда фа- 

цат х га боглиц булган интегралловчи купайтувчи у мавжуд ва у 
(12.8) тенглик билан ифодаланади.

2-хусусий цол. Энди р = ц(у) булсин. У цолда (12.7) тенг­
лама

(у) 
dy

d]i(y) -JdM dN
dy \ ду дх

дМ dN 
ду дх

М dy

куринишга келадг, бундан
р дм _ dN_ 

_ I ду дх
|*И=е J м , (12.9)

бу ерда С = 0 деб олинган.
дМ dN

Бу цолда ——-----ифода х га боглиц эмас, ва аксинча, агарм
бу ифода х га боглиц булмаса, у цолда факат у га боглиц булган 
интегралловчи купайтувчи мавжуд ва у (12.9) тенглик билан ифода- 
ланади.

(12.1) тенгламани тулиц дифференциаллардаги тенглама курини- 
шига келтириш учун царалаётган хусусий цолларда одатда цуйида- 
гича иул тутилади. —------— ифода тузилади ва унинг N га нисба­

ти олинади. Агар бу ифода у га боглиц булмаса интегралловчи ку- 
пайтувчини топиш учун (12.8) дан фойдаланиш керак; акс холда

— — ифоданинг ДО га нисбати олинади, агар бу нисбат х га 
ду дх

боглиц булмаса, у цолда х га боглиц булмаган ц купайтувчи мав­
жуд ва уни (12.9) формула буйича топилади.

2- м и с о л. (х'2 — у) dx + (х3уг 4-х) dy =0 дифференциал тенгла­
манинг интегралловчи купайтувчисини топинг ва тенгламани инте 
гралланг.

Ечиш. Куриниб турибдики, М (х, у) = х2 — у, N (х, у) = х-у- 
4* х>

^- = -1, ^=2х</’ + 1, ^--^ = -2(1+х^). 
ду дх ду дх

дМ dN
ду дх — —2(1 ~ху^ нисбат х ва у га боглиц.

N хг — у
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д М дМ
------дх_ _ —2(1-7- ху-) _ _2_ х га боглик.
N Х(Х(/2-Н) X

демак, H=lLl(x) интегралловчи купайтувчи (12.8) формула буйича 
^опилади:

|1(х) =
~2 1 

g J х _ g—2 In x — __
X»

Тенгламанинг иккала томонини — га купайтирамиз:
X*

( 1 — dx + (у2 + у) dy = 0 ёки dx + y2dy 4- 

xdy—ydx
х»

Х2

= d j булгани учун умумий интеграл

х 4- — 4- — — — ёки Зх2 4- хуг 4- Зу — Сх = О 3 х 3 i » i У

куринишда булади.
Ушбу

^4-P(x)y = Q(x)

чизикли тенгламанинг интегралловчи купайтувчисини топайлик. Бу­
нинг учун тенгламани дифференциаллар цатпашган куринишда ^ай- 
та ёзиб оламиз:

[Р(х)у — Q(x)]dx + dy =0, бунда М (х, у) = Р(х) у — Q(x), 
У(х, у) = 1. Шу сабабли

ду дх

дМ dN

ду- -?*- = Р (X), Ц (х) = е-Г р ™ dx

Чизикли тенгламанинг иккала томонини е! р <х) dx га купайтириш 
уни тули^ дифференциаллардаги тенгламага келтиради. Шундай ки­
либ, чизикли тенгламани интеграллашнинг яна бир усули \осил ци- 
ЛИПДИ.

3-м  и со л. — -\-ау=етх дифференциал тенгламанинг ингеграллов- 
dx

Чи купайтувчисини топинг ва уни интегралланг (а + m У=0).
Ечиш: Р (х) — а, демак, у =еах. К,уйидагига эгамиз:
еах [(ay — е'"1') dx 4- dy] = 0, аеах ydx -\-eaxdy — е(л+т> х dx = О 

ёки

d (е<“ у)— e<a+m> х dx = 0.
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е(а+т) х
Умумий интеграл еах-у-------------- — С, умумий ечим эса

c-j-m

дУ дх Г

m.v
У =Ce-‘« + -J—. 

а + т

3-хусусий хол. Энди р = pi (со (х, г/)] булсин. .умда инте­
гралловчи купайтувчи тенгламаси (12.7) ни куйидагича ёзиш мумкин:

N = /j
du> дх dm ду \

ёки (агар Л7 а>'х — М со^ =/= 0 булса)
дМ dN

р' _ ду дх

дх

Агар
дМ dN 
ду дх

дш д (о
N———M-----

дх ду

= Ф (®) (12.10)

булса,
p = e5*“)<to = f(co)=f[co(x, i/)] 1

булади.
Интегралловчи купайтувчининг факат х га ёки у га боглик хол- 

лари курилган хол со = х ёки со = у лигидан келиб чикади. (12.10 
шартдан фойдаланиб, куриниши олдиндан маълум булган интеграл­
ловчи купайтувчининг мавжудлиги шартини топишимиз мумкин. Ма- 
салан, ху купайтувчига бэглик булган интегралловчи купайтувчи 
[р = Р (х, у)(

дМ dN

~----- = ф (ху) (бунда со = ху)
Ny — Мх 

булганда мавжуд булади.
Куриниши р = р (х + у) интегралловчи купайтувчининг мавжуд- 

лик шарти

дМ dN
ду дх = ^(х + у) (со=х + у)

N — M

булади.
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|3-§. Коши масаласи. Махсус нукталар

Дифференциал тенгламанинг берилган у |х==д.о = уп бошлангич шарт 
буйича хусусий ечимини топиш масаласи Коши масаласи дейилади.

’ у|х=Л— Уп бошлангич шартнинг берилиши изланаётган хусусий 
ечимга мос интеграл эгри чизиц утиши керак булган Р0(х0, уа) нуц­
танинг берилишини билдиради. Шундай килиб, Коши масаласини 
ечиш — интеграл эгри чизицлар оиласи орасидан берилган нуцтадан 
утадиганиии танлаб олиш демакдир. Бу масала хар доим хам ечимга 
эгами? Бу саволга куйидаги теорема жавоб беради (исботни келтир- 
май, теорема баёни билан чекланамиз).

Теорема. (Коши масаласи ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги). 
Агар f(x, у) функция ва унинг ~ хусусий хосиласи Ра(х0, уи) 

никтани i/з ичига олган бирор D сохада узлуксиз булса, у холда 
у7 — f (х, у) дифференциал тенгламанинг х = х„ да <р (х„) — уа 
шартни каноатлантируечи у = ф (х) ечими мавжуд ва ягонадир.

Бу геометрии жицатдан цуйидагини билдиради: теореманииг 
шартлари бажарилздиган хар бир нукта орцали ягона интеграл эгри 
чизик утади.

Теореманииг шартлари бузиладиган нукталар махсус нукталар 
дейилади. Махсус нуцталар орцали, ё бирорта хам интеграл эгри чи­
зиц утмайди, ё бир нечта чизиц утади. Масалан, у' = — тенглама 
у = Сх умумий ечимга эга, бу интеграл эгри чизиц оиласи — коор­
динаталар бошидан утувчи тугри чизицлар дастасидир (10-шакл.)

х = 0 да (ординаталар укида) ва 
О (0, 0) нуцтада теорема шарти бузилади. 
Текисликпинг, курсатилган нуцталардан 
ташцари, исталган нуцтаси оркали у —Сх 
оиланинг бир тугри чизиги утади. Тео­
рема шарти бузилган 0(0, 0) нукта ор­
цали чексиз куп тугри чизиц утади. Оу 
Уцининг бошца нукталари орцали битта 
цам тугри чизиц утмайди.

Бу мисолда 0(0, 0) нуцта тугун (ди- 
кРитик тугун) дейилади. Бундай холда 
W бир интеграл эгри чизиц махсус нуц- 
ТаДа уз йуналишига эга булади.

' 2у
У =—— тенгламани цам текшираи- X

Лик- Унинг умумий ечими у — Сх2 дан иборат.
Шундай цилиб, умумий ечим учи координаталар бошида булиб 

аосциссалар уцига уринадиган параболалар оиласидан иборат экан. 
laxcyc нуцта атрофида интеграл эгри чизицлар жойлашишининг 

Умумий куриниши 11-шаклда курсатилган. Интеграл эгри чизицлари 
ана П|Ундай жойлашгап дифференциал тенгламанинг махсус нуцтаси 
гпУгУн дейилади.

10- шакл
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У

X

11 - шакл
12- шакл

у' =---- — тенглама учун умумий интеграл ху=С дан, яъни
*

асимптоталари координата уцларидан иборат булган гиперболалая 
оиласидан иборат. Хусусий холда, С = 0 да х = 0 ва у = 0 (коор­
динаталар удлари) ни хосил киламиз. Бу интеграл эгри чизиклар 
координаталар бошидан утади, колган хамма чизиклар эса махсус 
нукта оркали утмайди. Бу хол 12-шаклда тасвирланган; бу турдаги 
махсус нукта эгар дейилади.

у' = х + У дифференциал [тенглама эса у = их урнига куйиш 

натижасида
du 1 4- «2 

X~dx ~ 1—и

куринишга келади, бу ердан узгарувчиларни ажратиб, интегралласак

In С + arctg и---- In (1 + u2) = In х

ёки

Эски узгарувчиларга кайтсак,
arctg

V х 2 4- у2 = Се
Кутб координаталарга (х = р cos ср, у = р sin ср) утиб, охирги ечим­

ни р = Cev куринишга келтирамиз. Бу координаталар боши атрофи- 
да чексиз сондаги (ср ->— оо да) урамлар косил килувчи логарифмик 
спираллар оиласидир. Махсус нукта атрофида интеграл эгри чизиц- 
лар оиласининг куриниши 13-шаклда келтирилган. Бундай махсус 
нукта фокус деб аталади.

Ни\оят у' = —— тенгламани карайлик. Бу тенгламанинг уму
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13- шакл

X
X

мий ечими х- 4- у2 — С2 ни, яъни маркази координаталар бошида 
булган айланалар оиласини беради. Махсус нуцта орцали битта хам 
интеграл эгри чизик утмайди (14-шакл). Бундай махсус нукта 
марказ дейилади. .

14-§.  Дифференциал тенгламанинг махсус ечими тушунчаси

Таъриф. Дифференциал тенгламада унинг умумий ечимидан их­
тиёрий узгармаснинг хеч бир ккйматида цосил цилиниши мумкин 
булмаган ечими махсус ечим дейилади.

.Махсус ечимнинг графиги умумий ечимга кирган интеграл эгри 
чизикларнинг урамаси деб аталувчи чизицдан иборатдир. Бу чизиц 
узининг хар бир нуцтасида оиланинг у ёки бу интеграл эгри чизиги- 
га уринади, шу билан бирга ураманинг турли нукталарида оиланинг 
турли интеграл эгри чизиклари уринади.

. Демак, ураманинг (махсус ечимнинг) х.ар бир нуктаси оркали энг 
камида иккитадан интеграл эгри чизиги утади, яъни унинг цар бир 
нуцтасида ечимнинг ягоналиги бузилади. Бундай нукталарни биз мах­
сус нуцталар деб атадик. Шундай килиб, .махсус ечим махсус нуцта- 
лардан иборатдир.

Агар F (х, у, у') = 0 дифференциал тенгламанинг умумий ипте- 
грали Ф(х, у, С) =0 булса, урама куйидаги тенгламалар системаси- 
Дан топилади:

Ф (■*> У, С) 0/ (14 1)
Ф'(х, у, С)=0.

[?У ерда С ни йуцотиб, у=ср(х) тенгламани хосил циламиз. Агар 
ОУ Функция дифференциал тенгламани цаноатлантирса ва Ф(х, у, Q = 
~ О оилага тегишли булмаса, у холда у тенгламанинг махсус 
^ими булиб, унинг графиги Ф (х, у, С) = 0 оиланинг урамасидан 
«борат булади.

1-мисо л. Ушбу г/2 (1 +у'2) = R2 тенгламанинг махсус ечимини 
ТОПИНГ.

Ечиш. Тенгламанинг умумий интегралини топамиз. Бунинг учун 
Уни У’ га нисбатан ечамиз ва узгарувчиларни ажратамиз:
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ydy
± 1 Л2 — у2

= dx.

Интеграллаб, i'K/?2—у2 =x — С ни топамиз. Квадратга кутар, 
гандан кейин умумий интегрални хосил киламиз:

(х — С)2 + у2 — R2.
Интеграл эгри чизиклар оиласи — радиуси R, маркази абсциссалар 
укида булган айланалар оиласидан иборат (15-шакл). Урамани топа­
миз. Бунинг учун (14.1) системани тузамиз:

((*— С)2 4- х/2 = R2,
I — 2(х —С)=0.

Бу ердан С ни йукотиб, у2 — R2 ёки у = + R ни топамиз. Айлана­
лар оиласининг урамаси у — ± /? тугри чизиклар жуфти булади. 
у = ±R функция берилган тенгламани каноатлантиради. Демак, 
у — +R — махсус ечим.

15-§.  Хосилага нисбатан ечилмаган биринчи тартибли 
дифференциал тенгламалар

Шу пайтга ^адар хосилага нисбатан ечилган, яъни
х/'=/(х, у) (15.1)

куринишдаги дифференциал тенгламаларни текширдик. Бироц, бирин­
чи тартибли тенглама, умуман айтганда,

F(x,y,y') = 0 (15.2)
куринишга эга булиши мумкин, шу билан бирга (15.2) куринишдаги 
тенгламадан (15.1) тенглама куринишига угиш мумкин булавермай- 
ди. Лекип (15.2) дифференциал тенгламани интеграллаш масаласини 
параметр киритиш йули билан хрсилага нисбатан ечилган тенглама­
ни интеграллаш масаласига келтириш мумкин.

(15.2) тенгламанинг айрим хусусий ^олларини караб чикамиз ва 
уларни интеграллаш йулларини курсатамиз.

1. n-даражали биринчи тартибли тенглама. Тенгла­
манинг чап томони у’ га нисбатан бутун рационал функциядан ибо­
рат:
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(У')п + Pi (У'Г1 + Л (/У*^ +<••■+ Рп-хУ' + РпУ = 0. 

бунда п — натурал сон, Рп Р2, Р3 . . . , Рп лар х ва у нинг функ- 
циялари.

Бу тенгламани у га нисбатан еча оламиз део фараз килаилик, 
у холда у' учун, умуман айтганда, п та хар хил ифода хосил бу­
лади:

У' = fi (*', у), у' = /2 (х, (х, у). (15.3)
Бу хрлдз (15.2) тенгламани интеграллаш биринчи тартибли п та 

(15.1) тенгламани интеграллашга келтирилади. Уларнинг умумий 
интеграллари мос равишда цуйидагилар булсин:
Ф, = (х, у, О) = 0, Ф2(х, у, С.) =0, ... Ф„(х, у, Сп) = 0 (15.4)

(15.4) интегралларнинг чап томонларипи узаро купайтириб нолга 
тенглаймиз:

Ф/х, у, С1)Ф2(х, у, Сг).......... Ф„(х, у, С„) =0. (15.5)

Агар (15.5) тенгламани у га нисбатан ечадигап булсак, (15.2) тенг­
ламанинг ечимини хосил киламиз. ^акикатан хам> (15.5) тенглама­
нинг хар цандай ечими хам (15.4) тенгламаларнинг бирини, биноба­
рин, (15.1) тенгламаларнинг бирортасини ва шундай килиб, (15.2) 
тенглама (15.1) тгнгламаларга ёйилгани учун уни хам капоатлаити- 
ради. Умумийликка асосланиб, (15.5) даги барча С\, С2, . . . , Сп 
узгармасларни битта С билан алмаштириш ва тенгламани

ФДх, у, С) Ф2(х, у, С), .. . Ф„(х, у, С) = 0 (15.6)

куринишда ёзиш мумкин, бу (15.2) тенгламанинг умумий ечими бу­
лади. Буига (15.6) тенгламанинг п та тенгламага ажралиши

ФДх, у, Q =0, Ф2(х, у, 0=0...........Ф„(х, у, С) =0 (15.7)

дан ишонч хосил килиш мумкин, бунда С — исталган кийматларни 
кабул килувчи ихтиёрий узгармас, шу сабабли (15.4) тенгламадан 
Хосил килинадиган барча ечимлар (15.7) тенгламадан хосил килипа- 
диган ечимлар орасида булади.

1-мисо л. (у')2 — — = 0 тенгламанинг умумий ечимини топинг. 
аа

Ечиш. Тенгламанинг чап томопиии купайтувчиларга ажратиб, 
куйидагини хосил киламиз:

бундан

у' Vxy - 0 ва у' +- 0.
у а и а

v Бу иккала тенглама узгарувчилари ажраладиган тенгламадир. 
^ ларнинг умумий интеграллари
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+^-c-o. I
Шунинг учун берилган тенгламанинг умумий интеграла ушбу 

куринишда булади:

2. г/ганисбатанечилганва х цатнашмаган тенг­
лама. Тенгламанинг куриниши

£=<₽(«/') (15.8)
дан иборат.

Бу холда параметр киритиш усулини цуллаш максадга мувофи^. 
дир. У царалаётган узгарувчиларни параметр ортали ифодалаш ва 
ечимни параметрик шаклда излашдан иборат. у’ = р деб олайлик. 
У цолда берилган тенглама

0=ф(р) (15.9)
куринишда ёзилади. Агар х ни р ва С оркали ифодаловчи яна битта 
тенглама топиш мумкин булса, у цолда бу иккита тенглама систе­
маси (15.8) тенгламанинг параметрик шаклдаги умумий ечими була­
ди. Улардан р ни йуцотиб, х, у ва С орасидаги муносабатни, яъни 
одатдаги шаклдаги умумий интегрални цосил цилиш мумкин.

Иккинчи тенгламани цуйидагича топамиз. у' = р тенгликни 
dx = — куринишда кайта ёзиб оламиз, бундан х =( — -}- С. Бу

Р ' ' J р
ердаги интегрални булаклаб интеграллаймиз:

f dy _ у , С у dp _ у , р ф (р) dp

Демак,
£х=-У- + f +С (15.Ю)

р J р2
(15.10) ва (15.9) тенгламалар системаси (15.8) тенгламанинг пара­

метрик шаклдаги умумий ечими булади. Агар иложи булса, бу тенг- 
ламалардан р ни йуцотиб, Ф (х, у, С) = 0 шаклдаги умумий инте­
грални цосил цилинади,

2-мисол. у = (у')2 -J-2(/)’ тенгламанинг ечимини параметрик 
куринишда топинг.

Ечиш. у' — р деб оламиз, у цолда у = р2 + 2р3. Буни х буйи­
ча дифференциалласак:

у' =(2р + 6р2)^- ёки у'— р

булгани ва р га цисцартириш мумкин булгани учун

1 =(2+6р)-^.
ах
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Бу ердан
dx = (2 + 6 р) dp ва х = 2 р + 3 р2 + С.

Умумий ечим
(х = 2 р + Зр2 + Сп
Ь = рг+2р3

системадан иборат. Бу ерда р=/=0 деб фараз килинади. Агар р — О 
булса, у = С булади, бу ечим эса тенгламани С = 0 булгандагина 
цаноатлантиришини куриш осон.

3. х га нисбатан ечилганва у ^атнашмаган тенг­
лама. Бу з^олда тенглама

а: = ср (г/') (15.11)
куринишга эга.

Юцоридагидек, у' — р деб оламиз, у холда тенглама
х==<р(р) (15.12)

куринишда ёзилади. у' = р тенгликни dy — р dx куринишда ёзиб 
оламиз, бундан

у = §pdx = рх — \xdp (15.13)

ёки
У =РФ(Р)— $<p(p)dp + C0.

(15.12) ва (15.13) тенгламалар системаси (15.11) тенгламанинг 
параметрик шаклдаги умумий ечимидир. Улардан р параметрни 
йукотиб, Ф (х, у, С) = 0 умумий интегрални хосил ^иламиз.

3-м  ис о л. х — у' sin у' тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Ечиш. у' — р деймиз, у холда х = р sin р. Эиди — — р тенг- 

dx
ликни dy — pdx каби ёзиб оламиз. Сунгра

f pdx = рх — f xdp = рхр sin р dp = рх + poos р —

— Г cos р dp — рх + р cos р — sin р + С

булгани учун у = рх + р cos р — sin р + С. Умумий ечим куйидагича 
ёзилади:

х = psin р,

у = р2 sin р + р cos р — sin р + С.
4. х ёки у 1\атнашмаган, биро^ у ёки х га нисбатан 

ечилган булиши шарт булмаган тенглама. Тенглама 
ушбу куринишга эга

F(y, /)=0 (15.14)
ёки

F(x, у') =0..

6—2939 81



Бу тенгламалардан у ни (биринчи тенгламада) ёки х ни 
(иккинчи тенгламада), шунингдек р = у' ни t параметр оркали ифо- 
далаш мумкин деб фараз киламиз. (15.2) ва (15.3) холлардаги каби 
бу ерда хам тенгламанинг умумий ечими параметрик шаклда хосил 
булади.

Масалан, F(t/. р) = 0 тенглама булган хрлни курайлик. у = <p (Z) 
деб тенгламадан р — ф (Z) пи ёки, аксинча р = ф (Z) деб тенгламадан 
у = <р (t) ни топдик, деб фараз килайлик. У холда бир томондан, 
dy = pdx = ф(/)с(х, иккинчи томондан, dy — <р' (t) dt. dy учун икка­
ла ифодани тавдослаб, ф (/) dx = q/ (Z) dt ни хосил киламиз, бундан: 

dx = dt ва х = С -<₽— dt + С.
Ф(0 J Ф(0

Умумий ечим параметрик шаклда куйидагича ёзилади:

J Ф(0

= Ф (/)•
4- мисо л. у = a]f\ +({/')’ тенгламанинг умумий ечимини то­

пинг. _______
Ечиш. р = у' — sh t деймиз, у .\олда у = а V1 + sh2/ = a ch t 

dy < du— - p дан dx = — ни топамиз.
dx p

dt/= ashZdZ булгаплигидан dx — adt ва x—a/—С. Умумий 
ечим параметрик шаклда куйидагича ёзилади:

lx — at — С,
\у = achZ.

х -- С Бундан Z параметрпи й\т\отамнз. Z —------- булганлигидан
а

. х-4-Су — a ch-------.
а

16-§.  Клеро тенгламаси
Куйидаги

у = ху' Н-ф(«/') (16.1)
тенглама Клеро тенгламаси дейилади, бунда ф(у') у' нинг функ- 
цияси. Тенгламани ечиш учун у' = р(х) белгилаш киритамиз. У хрл- 
да (16.1) тенглама

у=хр + Ц(р) (16.2)

куринишга келади. Бу тенгламани, р' = — эканини хисобга олиб, 
ах

дифференциаллаймиз:

Р = Р ■+<* у-+ Ф'О’) • у-•
dx dx
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булган холда айниятга айланади. Хар икки цолни караймиз.
а) (16.4) тенгламани интеграллаймиз; р=С, С — ихтиёрий узгар­

мас. Энди куйидаги

Бундан

еки

х у- + Ф' (р) -у — 0 ах ах

у(* + Ф' (р)) =0. 
ах

(16.3)

Бу тенглама
*р. =0
dx

(16 4)

ёки
х + ф' (р) = 0 (16.5)

(// = хр + гр (р)
1р = С

тенгламалар системасидаи р параметрпи йуцотсак, берилган (16.4) 
тенгламанинг умумий ечимини цосил киламиз:

у = Сх + ф (С). (16.6)
Геомегрик пуцтаи назардан бу ечим тугри чизицлар оиласини тапь 
кил этади. Хосил цилинган ечимни (16.2) тенглама билан солишти- 
риб, Клеро тенгламасининг умумий ечими ундаги у' цосилани ихти­
ёрий узгармас С га алмаштириш оркали цосил килипишини курамиз.

б) (16.5) тенгламадан р ни х нинг функцияси, яъни р — р(х) 
сифатида топамиз. Куйидаги

(у=хрЧ ф(р),
|р=р(х)

тенгламалар системасидаи р параметрни йуцотиб,
у = хр (х) + ф (р (х). (16.7)

функцияни цосил циламиз. Бу функция (16.1) тенгламанинг ечими- 
дир. Хакикатан цам, бунга ишонч цосил цилиш учун (16.7) дан 
у' ни топамиз:

у' = Р(х) + х—~ + ф' (р(х)) ■ -у ах dx
ёки

у' = р + (х + Ф' (р)) .
ах

(16.5) га кура охирги ифода цуйидаги куринишга келади:
У'=р. (16.8)
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Энди у ва у' нинг (16.7) ва (16.8) формуладаги кийматларини (16.1) 
тенгламага цуйсак,

хр + ф(р) = хр 4-ф(р) (16.9)
айният хосил булади. Демак, (16.7) хацикатан хам берилган тенг­
ламанинг ечими экан. Бу ечимни (16.6) умумий ечимдан С нинг 
бирорта \ам кийматидан ^осил килиб булмайди. Маълумки, бундай 
ечимлар махсус ечимлар дейилади. Куряпмизки бундай ечимни

у = хр + ф (р)
х + Ф' (р) = о

системадап ёки куйидаги1
У = хС 4- ф (С).
х + ф' (С) =0

тенгламалар системасидан С ни йукотиб хосил килиш мумкин. 
Бу ечим р=Сх + ф(С) умумий ечимнинг урамасини аницлай- 
ди. Демак, Клеро тенгламасининг махсус ечими у — Сх + ф (С) 
тугри чизиклар оиласининг урамасини аницлайди.

Шундай килиб, Клеро тенгламасини ечиш учун аввало берилган 
тенгламада у' ни С га алмаштириб, унинг умумий ечимини топиш 
керак:

у =Сх + ф(С).
Шундан сунг куйидаги

у =Сх + ф (С),
х = ф' (С) = 0

системадан С ни йукотиб, махсус ечимни (унинг графиги интеграл 
эгри чизиклар оиласининг урамаси булади) топиш керак.

1-мисо л. Ушбу
У =ху' +у' —у'2

Клеро тенгламасининг умумий ва махсус ечимларини топинг.
Ечиш. Тенгламанинг умумий ечими у' ни С билан алмашти­

риб топамиз:
у — Сх С — С2.

Бу тенгламани С буйича дифференциаллаймиз:

0 = х + 1 — 2 С.
Куйидаги

у = Сх + С— С2,
0 =х+1 —2С

системадан С ни йукртиб,
у =-J-(x+ 1)а

4
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X

махсус ечимни з^осил циламиз. У парабола булиб, у — Сх + С — Сг 
умумий ечимлар оиласининг урамасини ташкил килади (16-шакл).

17-§.  Лагранж тенгламаси

[ Ушбу
У = х<р(у')+^(у') (17.1)

тенглама Лагранж тенгламаси дейилади, бунда (р(у')> Я’(У ) лаР 
у' нинг маълум функциялари. Бундай тенглама ^ам р параметр 
киритиш усули билан ечилади. у' = р (х) деб белгилаймиз. У холда 
тенглама ушбу куринишга келади:

У =x<f(p) + Ф(р)- (17.2)
Охирги тенгламани х буйича дифференниаллаб,

Р = Ф (р) + (хц>' (р) + ф' (р))

ёки

Р~ ф(р)=(*ф'(р) + Ф'(Р))-у- (17.3)
ах

тенгламани з^осил киламиз. р — ф (р) =#= 0 ва ’ р — <р (р) = О булган 
холларни цараймиз:

а) р — ф(р)=#0 булсин, (17.3) тенгламани — га нисбатан dp 
ечиб, куйидаги куринишда ёзамиз:

dx __у <р' (р) _ ф' (р)
dp ' р — <р(р) р — <р(р) ‘

dx Хрсил килинган тенглама х ва — га нисбатан чизиклидир, демак, 
dp

х = Ф(р, С) (17.4)
умумий ечимга эга. (17.4) ни (17.2) га цуйиб, у ни р ва С орцали 
ифодалаймиз:

р = Ф(р, С) ф (р) 4- ф (р) = / (р, С). (17.5) 
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(17.4) ва (17.5) бпзга Лагранж тенгламасининг умумий ечимини 
параметрик куринишда беради:

1х=Ф(р, С),
I.// = f(p, Q.

Бу системада р параметрни йукотиб Лагранж тенгламасининг уму­
мий ечимини цуйидаги куринишда хосил киламиз:

F (х, у, С) = 0.
Тенгламанинг умумий ечимидан хосил булмайдигаи махсус ечими бу­
лиши мумкин.

б) Р — ф (р) = 0 булсин, яъни бирор р = ра да ф (рД = pu бул- 
сип. Ушбу

jp =Хф(р) + ф (p).
Ip “ Po 

системада p ни йуцотиб,
У = хф(р0) +Ф(Р.) 

ечимни цосил киламиз. Бу эса Лагранж тенгламасининг махсус ечи- 
мидир.

Мисо л. Ушбу
1у = X + у'3

Лагранж тенгламасининг умумий ва махсус ечимларини топинг. 
Ечиш. Бу тенгламада у’ ни р(х) га алмаштириб,

у = х + р3

тенгламани цосил циламиз. Уни х буйича дифференциаллаймиз:

р = 1 4-3/г-^ .
ах

(17.6)

Бундан

р—\ =Зр-^~ .
dx

1. Агар р — 1 0 булса, ушбу
dx = -3 -dp 

р— 1

тенгламани интеграллаб, куйидагини цосил циламиз:

х — Зрп |р — 11 + р 4- С.

х нинг цосил цилинган ифодасини (17.6) га цуямиз:
у = 3^ln|p — 1| + р + + С + р3.

(17.7)
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(17.6) ва (17.7) лар Лагранж тенгламасининг умумий ечимини 
параметр куринишида беради.

2. Агар"р—1=0 булса, р = 1 цийматни (17.6) тенгламага 
куйиб,

у=-~х+ 1
махсус ечимни хосил киламиз.

18-§.  Изогонал траекториялар
росила га нисбатан ечйлмаган тснгламаларга ктпинча турли гео­

метрии масалалар, масалан, изогонал траекториялар тугрисидаги ма­
салалар олиб келади.

Агар
F (х, у, а) —■ 0 (18.1)

(а — параметр) эгри чизикларнинг бир парамегрли оиласи булса, 
у холда унинг изогонал траекториялари деб, оила эгри чизицлари 
билан бир хил ф бурчак остида кесишадиган эгри чизикларнинг бош- 
ца оиласига айтилади.

Хусусий .холда, агар ф = у булса, траекториялар ортогонал 

траекториялар деб аталади.
Берилган эгри чизиклар оиласи (18.1) нинг дифференциал тенгла­

масини тузамиз. Бунинг учун (18.1) тенгламани х буйича дифферен- 
циаллаймиз:

(18.2) 
дх ду

(18.1) ва (18.2) тенгламалардан а параметрни йуцотамиз ва эгри чи­
зиклар оиласининг дифференциал тенгламаси

Z/'=7U. (/) (18.3)
куринишга эга булсин деб фараз килаилик-

М (х, у) нуктада кесишувчи иккита эгри чизик орасидаги бурчак деб, 
маълумки, эгри чизикларга бу нуктада утказилган уринмалар ораси­
даги бурчакка айтилади (17- 
шакл). Агар (18.1) оиласининг 
I эгри чизигига -VI нуктада 
утказилган уринманинг Ох ук 
билан ташкил килган бурчаги- 
ни а билан, шу оиланинг II 
эгри чизигига ана шу нуктада 
утказилган уринманинг Ох уц 
билан ташкил килган бурча- 
гини р ортали белгиласак, у 
Холда ф — ± (р — а) ёки р = 
= а ± ф булади. Бундан 

tgB tga±tg(p .
1 ± tg a tg <p 17- шакл17- шакл
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tg ср катталик берилган, уни k оркали белгилаймиз, tga — у' = 
= /(х, у). Шунинг учун

tgp = IM±A.
5Н l±kf(X,y)

Изогонал траекториянинг исталган нуктасининг координаталари 
билан бу нуктадаги уринманинг бурчак коэффициента орасидаги 
муносабатни, яъни траекториялар оиласининг дифференциал тенгла­
масини косил килдик. tg р ни у' оркали белгилаймиз, у колда

z _ f (х, y)±k
1 ± kf (х, у) '

(18.4)

Бу дифференциал тенгламанинг умумий интеграли (18.1) эгри чизиц- 
лар оиласи учун изогонал траекториялар оиласи булади, улар (18.1) 
эгри чизикларни бир хил ср бурчак остида кесиб утади.

Агар траекториялар ортогонал булса, у холда
л 1

/(*. У)

ва ортогонал траекториялар оиласининг дифференциал тенгламаси 
ушбу куринишда булади:

У' == — 77—7 ёки — 4- = /(х, у). (18.5)
f (х, у) у

Шундай килиб цуйидаги коида хосил булади: берилган (18.1) эгри 
чизиклар оиласи учун изогонал траекториялар оиласининг дифферен­
циал тенгламасини топиш учун бу оиланинг (18.3) дифференциал 
тенгламасида у' ни — билан алмаштириш лозим, бу ерда 

1 ±ky
k — эгри чизикларнинг траекториялар билан кесишиш бурчагининг 
тангенси. Хусусан, ортогонал траекториялар учун у' ни ----- 4) га

алмаштириш керак.

18- шакл

Мисол. Битта О нуктадан утув­
чи барча тутри чизикларни бир хил 
со бурчак остида кесиб утувчи эгри 
чизикларнинг, яъни маркази коорди­
наталар бошида булган тугри чизик* 
лар дастасииинг изогонал траекто- 
рияларини топинг (18-шакл).

Ечиш. О нуктани координата­
лар боши учун кабул киламиз. Агар 
изланаётган эгри чизикнг.нг истал­
ган М (х, у) нуктасидаги уринманинг 
Ох ук билан ташкил этган бурча- 
гини а оркали, бу нукта радиус-век- 
торининг Ох ук билан косил кил‘ 
ган бурчагини ср оркали белгиласак,
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= ф + со булади. Б}' тенгликнинг иккала томонидан тангенслар 
олиб, куйидагини хосил киламиз:

tgg = tgq>+tea> .
1 — tg<ptgO)

tg ф = — булгани учун

dy
dx

-V (18.6)

куринишдаги бир жинсли дифференциал тенгламани косил киламиз, 
бунда tg со = k деб олинди. у — хг деймиз, у к°лда

du dz ,— = х------k z.
dx dx

Натижада узгарувчилари ажраладиган ушбу тенглама косил була­
ди:

2 ' к ёки х (1 — kz) — = k (г1 4-1).
1 —kz dx

Бунда
1 —kz
г»+ 1

dz
X

Бунинг умумий интеграли куйидагича булади:

arctg г —~ In (z2 + 1) = k In x — k In C,

ёки

Г^Т7 = сЛагс*8^,
ёки кутб координаталарда умумий ечим

_ф
г = Се*

куринишда булади.
Шундай килиб, изланаётган эгри чизиклар логарифмик спирал 

лардан иборат экан.

19-§.  Изоклинлар усули

Агар биринчи тартибли дифференциал тенгламани интеграллаш- 
нинг юкорида таклил килинган усулларидаи кеч бири максадга 
эриштирмаса ёки мураккаб кис°блашлар талаб килинса, такрибий 
ечишга мурожаат килиш мумкин. Бундай усуллардан бирини, яъни 
график усул — изоклинлар усу лини баён киламиз.
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Ушбу у' = / (х, у) дифференциал тенглама Коши масаласн ечм 
мининг мавжудлиги ва ягоналиги теоремаси уринли булган D соха- 
нинг хар бир Р(х, у) нуктасида у' ^осиланинг кийматини, яъни бу 
нукта оркали утувчи интеграл эгри чизикка уринманинг бурчак коэф­
фициента k — tga=y' пи аниклайди. Бу микдорнк график тарз- 
да бурчак коэффициепти у' = f (х, у) — k га тенг тугри чгзик кес­
маси ортали тасвирлаш мумкин.

^ар бир нуктасида бирорта скаляр микдорнинг киймати берилган 
соха бу микдорнинг скаляр майдони дейилади. Бизнипг \олда 
у’— f (x, у) дифференциал тенглама Оху текисликда йуналишлар 
майдонини аниклайди. Геометрик нуцтаи назардан дифференциал 
тенгламани интеграллаш шундай эгри чизицл^рни топишдан иборат- 
ки, уларга утказилган уринмаларнинг йупалишлари тегишли пуцта- 
лардаги майдон йуналиши билан бир хилдир.

Майдон йуналишлари бир хил булган у' = A (A-const) нукталар 
туплами тенгламанинг изоклини дейилади.

Равшанки, у' — f (х, у) дифференциал тенглама учун изоклин 
тенгламаси /(х, у) — А булади. А нинг турли кийматларида турли 
изоклинларни ,\осил киламиз. Изоклинлар оиласини топиб, интеграл 
эгри чизиклар оиласини такрибий чизиш мумкин.

Мисо л. Ушбу у' = —— дифференциал тенглама учун изоклин­

лар, йуналишлар майдонини то­
пинг. Тенгламани ечмасдан ин­
теграл эгри чизикларни чизинг.

Ечиш. Изоклинлар тенгла- 
малари: — — = А ёки у = — Ах 

х
булиб, улар 19- шаклда курсатил- 
ган тугри чизиклар оиласидир. J

20- §. Юкори тартибли диффе­
ренциал тенгламалар

Тенгламанинг тартиби бирдан 
юкори булса, юкори тартибли 
дифференциал тенглама дейила­
ди. п- тартибли тенглама у(п> хо- 
силадан ташкари эркли узгарув- 
чини ^амда куйи тартибли хоси- 

лаларни т^ам уз ичига олиши мумкин, бинобарин, бундай тенгла­
манинг умумий куриниши

F(x, у, у', у", . . . , у<"))=0 (20.1)

ёки, агар мумкин булса, юцори \осилага нисбатан ечилган

У(п) =f(x, у', у", ... , у(п~") 
шаклда булиши мумкин.

(20.2)
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20.1 Коши масаласи. Умуман олганда, дифференциал тенглама­
ни функцияларпинг бутун бир системаси каноатлантириши мумкин. 
файин ечимни ажратиб курсатиш учун цушимча шартлар хам керак 
булади. Масалан, п-тартибли тенглама учун бирор х — х0 нуктада 
изланаётган у функциянинг циймати ва унинг п — 1- тартибгача бар­
ча хосилаларининг ^ийматлари берилади, яъни

У
У' U.

= f/o.

= Уо’
x=.v0

(20.3)

(20.3) п- тартибли дифференциал тенглама учун бошлангич шартлар 
дейилади. (20.1) ёки (20.2) тенгламанинг (20.3) бошлангич шарглар 
системасини капоатлантирувчи хусусий ечимини топиш масаласи 
Коши масаласи дейилади.

Агар иккинчи .тартибли
F(x, у, у' у") =0 ёки у" — f (х, у, у') (20.4)

тенглама цараладиган булса, у холда х = хп да ечим учун бошлан­
гич шартлар куйидагича булади:

\у' kx. = у'о’

бу ерда х0, уп, у'о— берилган сонлар. Бу шартларнинг геометрик 
маъноси куйидагича: текисликнинг берилган Р0(х„, уа) нуктасида бу 
нуктадан утадиган интеграл эгри чизицца утказилган уринма бурчак 
коэффициенти у'о хам берилган. Шундай килиб (20.4) дифференциал 
тенглама учун Коши масаласини ечиш — бу шундай у —q(x) инте­
грал эгри чизикни топиш демакки, у Р„ (х0, уп) нуцтадан утади ва бу 
нуктада уринманинг бурчак коэффициенти берилган у'о га тенг бу­
лади.

20.2. Дифференциал тенгламалар учун чегаравий масалалар туг- 
рисида тушунча. (20.1) ёки (20.2) тенгламалар учун урганиладиган 
масалалар Коши масаласи билан чекланмайди. Купгина физика ва 
техника масалалари купинча бошлангич шартларга эмас, балки бош- 
ка турдаги кушимча шаргларга олиб келади. Бундай шартларни че­
гаравий шартлар деб аташ хабуЛ килинган. Масалан, изланаётган 
функциянинг бир нечта нуктадаги киймати маълум булганда диффе­
ренциал тенгламанинг ечимини топиш талаб этилади. Бу шартларни 
каноатлантирадиган ечимни топиш масаласи чегаравий масала дейилади.

20.3. Коши масаласи ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги тугри-
сидаги теорема. Агар (х0, у0, у'о, у'о, ... , Уд~1)) нуктани уз ичига 
олган бирор D сохада узлуксиз f(x, у, у', у", ... , z/',_1>) функ­

ция узлуксиз , -р, ~, . . . , хусусий ^осилаларга эга

булса, у .\олда у(,!) = f(x, у, у', у", ... , f/(n_l>) тенгламанинг
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У 1-х. = У'|х=х. = ...................У,'”1,|х=л0 = %<Л=0 Я

шартларни каноатлантирадиган z/ = <р (х) ечими мавжуд булиб, 
бу ечим ягона булади.

Бу теорема Коши масаласи ечимга эга булишининг етарли шарг- 
ларини тайинлайди. Агар царалаётган тенглама иккинчи тартибли I 
яъни у" — f(x, у, у') куринишда булса, у цолда маълумки, 
ва 4,/|л=.г, = У о шартлар P„(xtt, у0) нуцтани аницлаб, бу нуцтадан утади-1 
ган интеграл эгри чизигига утказилган уринманинг бурчак коэффи- 
циенти у'о булади. Бу цолда теорема шартлари бажарилганда урин- 
масининг бурчак коэффициенти у'о маълум булган берилган Фо (х0, уа) 
нуцтадан битта интеграл эгри чизиги утади (20- шакл).

20.4. Умумий ва хусусий ечимлар тугрисида тушунча
Та ъ р и ф. (20.2) диф­

ференциал тенгламанинг 
умумий ечими деб, тенг­
ламанинг тартиби цанча 
булса шунча ихтиёрий уз- 
гармасларга боглиц б\л- 
ган шундай у = ср (х, Ср 
С2, . . . , CJ функцияга 
айтиладики, бу функция 
учун цуйидаги шартлар 
бажарилади:

а) у Ср Сг, ... , Сп ихтиёрий узгармасларнинг исталган циймат- 
ларида (20.2) тенгламани цаноатлантиради;

б) бошлангич (20.3) шартлар цар цандай булганда цам, ихтиёрий 
узгармасларнинг шундай Ср С2, . . . , Сп цийматларини топиш мум- 
кинки, бу цийматларда у = <p(x, Ср С2, . . . , Сл) ечим (20.3) бош­
лангич шартларни цаноатлантиради.

Умумий ечимдан ихтиёрий узгармасларнинг маълум цийматларида 
цосил буладиган ечимлар хусусий ечимлар дейилади.

21« §. Тартибини пасайтириш мумкин булган тенгламалар 
ва уларнинг амалий татбици

Тартибини пасайтириш мумкин булган тенгламаларнинг баъзи 
турларини куриб чицамиз.

1. Ушбу
/”=/(*) (21.1) 

тенгламанинг тартиби бевосита кетма-кет интеграллаш йули билан 
пасайтирилади.

(21.1) дан цуйидагини цосил циламиз: 
у("=0 =J^x)dx + C1.
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Щу тарзда талаб килинган марта интеграллаб (21.1) тенгламанинг 
умумий ечимини топамиз.
у 1-мисо л. Ушбу у"' = sinx—cosx тенгламанинг

f/|x=O У |лс=О 1’ У |х=0 О
бошланрич шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.

Ечиш. Кетма-кет уч марта интеграллаб, ^уйидагиларга эга бу-

Ср С2, С3 ларни бошланрич шартлардан топамиз:

ламиз:
у" =— cos х — sin х 4- Су, 

у' — — sinх 4- cosx 4- Сух 4-Сг, 
х2

у = cos х 4- sin х 4- Су — 4- Срс 4- С3.

. 0------ 1 — 0 -г Су,
— 1 = — о +1 + с\ ■ о + С2,

1 = 1 4- 0 -f- • 0 4- »0 4- С3,

Бу ердан Су = 1, С2 = —2, С3=0. Шундай килиб, изланаётган 
хусусий ечим

у = cos х + sin х 4--------- 2 х.2
2. Ушбу

у(п)=/(х, у(к\ у™, ... , у«~") (21.2)

куринишдаги унг томонида изланаётган у функция ва унинг (k— 1) 
тартибгача ^осилалари иштирок этмайдиган тенгламанинг тартиби 
куйидаги алмаштириш оркали k бирликка пасайтирилади: yw — р(х), 
бу ерда р=р(х)—янги изланаётган функция. (21.1) тенглама бун­
дай алмаштиришдан сунг цуйидаги куринишга келади:

р ~~Pi P » P > •••> P J*
(n — k)- тартибли тенгламани хосил килдик. Бу тенгламани инте­

граллаб, изланаётган функцияни аницлаймиз:
Р = Ф (■*•> Су, Сг, . . . , Cn_k),

сунгра yw = <р(х, Су, С2, ... , СЛ_А) тенгламани k марта интеграл­
лаб, умумий ечимни топамиз.

2-мисо л. Ушбу 

тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Ечиш. у"' = р(х) деймиз, у х;олда yxv—p' ва берилган тенглама 

р' — Vр куринишга келади. Узгарувчилари ажраладиган функция­
га нисбатан биринчи тартибли тенгламани ^осил цилдик:

93



Интеграллаб, топамиз:

2 Ур = х + q ёки р — у (х + CJ’. 

Демак,
у'" = -L(x + q)2,

4
бу ердан

y" = ^(x + q)3 + q,

/ = -L(x + C1r + Cx + q,

у = {х + С1)Б + с’ Т+ CgX + с*

Эслатма. Бундай куринишдаги тенгламаларнинг хусусий холи 
изланаётган функция ошкор цатнашмаган иккинчи тартибли у" = 
= f (х, у') тенгламадир. Бу ерда у' — р (х) урнига куйиш ёрдамида 
тартиб бир бирликка пасайтирилади.

2 xuf3-ми со л. Ушбу у" — —- тенгламанинг «/|х=0 = 1, р'|(=0 = 3 

бошлангич шартларни каноатлаптирувчи хусусий ечимини топинг.
Ечиш. Умумий ечимни топамиз: у' —р(х) алмаштириш бажара- 

миз, бу ердан у"—р'{х). Нагижада у'згарувчилари ажраладиган цуйи- 
даги тенгламани цосил циламиз:

, 2хр .. dp 2xdvр = —— еки — =------- ;
1+х3 р 1-f-x2

бу ердан:
In р — In 11 + xs| + hi q ёки p = q (1 + X2).

Уз навбатида бу ердан:
/ = q(i+x2) ва z/ = q(x + ^0+q.

q ва q ларни топиш учун бошлангич шартлардан фойдаланамиз: 
[3 = q.i
li — q • о+q.

Булардан Сх = 3, Сг = 1.
Демак,

хусусий ечим булади.



У(п) =^(У, у', У"........... У1п~'>) (21.3)

куринишдаги тенгламанинг узига хос томони шундаки, унинг унг 
томонида эркли узгарувчи х ошкор ^атнашмайди. у' = р (у) урнига 
куйиш (21.3) тенгламанинг тартибини бир бирликка пасайтиришга 
имкон беради. Бунда янги зркли узгарувчи сифатида у кабул кили- 
нади. Мураккаб функцияни дифференциаллаш коидасига кура:

, dy
У —р, dx

У^±1р>)^т^„^.р+р^ур.
dy!

— (р"р + р'р') р = р"рг 4- (р')‘ р ва хоказо.
у', У", ■ • •, У(п) ларни (21.3) тенгламага цуйиб, (n = 1)-тартибли 

тенгламага эга буламиз.
4-мисо л. Ушбу у” -г у'2 = 2 е~у тенгламанинг умумий ечимини 

топинг.
Ечиш.

киламиз:
у'—р(у), У"~Р'Р деб, Бернулли тенгламасини хосил

р --U V
” ■■

/ . 9 О —V “ Л . 2 6 УPP + р2 = 2е у еки р +р = —-—.

урнига куйишдан фондаланамиз, бу ердан р' — u'v + 
-т-uv'. Кейинги тенглама цуйидагича ёзилади:

2 е~у , 2 ё~у
u'v 4- uv' 4- uv —------ ёки u'v + (o' + v)u ~ ~

v функцияни шундай танлаймизки, касс ичида турган 
тенг булсин:

UV

ифода нолга

v' + v = 0.
У холда

, 2 й~уUV — ~ е
UV

(21.4) тенгламани интеграллаймиз.
— = — dy ёки In v — — у, бу ердан 

V
V = е~у.

(21.6) ни (21.5) га куйиб, ^уйидагини ^осил ^иламиз:

(21.4)

(21.5)

(21.6)

ии' — —— ёки и du =2 еу dy. 
е~2у

Интегралласак,
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у =2? + ^

ёки

“ = ±\Л4еу + 2Ci (21.7)

булади. Топилган и ва v функциялардан фойдаланиб, изланаётган 
р оралиц функцияни тузамиз:

р = uv = ±е~у 4еу -\-2Ct

ёки
Р = ± У4е-у + 2Сге~2у .

р = у алмаштириш бажариб, узгарувчилари ажраладиган тенг­
лама хосил циламиз:

Буни интеграллаб, умумий интегрални топамиз:

±у 1/4е1/+2С1 =х + С3

ёки (хЧ-Са)2 =е!/4-С1, бу ерда С± = ~ • Тартиби пасаядиган диф­

ференциал тенгламаларнинг амалий татбикига дойр бир нечта мисол- 
лар курайлик.

21.1. Метеорнинг тугри чизикли ^аракати. Дастлаб тинч холатда 
булган, Ердан чексиз катта масофадаги метеор тутри чизицли .\apa- 
кат килиб Ерга тушмоцда. Метеорнинг тезланиши ундан Ер марка- 
зигача булган масофанинг квадратига тескари пропорционал булсин. 
Метеор Ёрга кандай тезлик билан урилишини аникланг.

Ечиш. Метеордан Ер марказигача булган масофани г орцали 
белгилаймиз ва

7<Pr =k_ 
dt2 _ г2

дифференциал тенгламани тузамиз. Тезланиш w = = — (бу
dt1 dt

ерда v — метеорнинг харакат тезлиги) булгани учун тенглама ушбу 
куринишга келади:

dv k dv k— — — ва v — = —,
dt r'2 dr r2

чунки
dv _ dv dr_ dv
dt dr dt dr

Кейинги тенгламанинг умумий интеграли
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2

ь
_ + С
г

куринишга эга, бунда С ни г -> 
аниклаймиз, яъни С = 0, демак

оо да v — 0 эканлигидан фойдаланиб 
, 2kи2 = ■------- .

г
Ерга тушишдаги тезликни г урнига Ер радиуси R~ 6,377- 10е м 

нн цуйиб топамиз, пропорционаллик коэффициента k ни Ердаги 
огирлик кучи тезланиши g = 9,8 м/с2 ва R орцали ифодалаш мум­
кин: ~~ — — g, бундан k = — gR2. [Масофа г = 0 (саноц боши) дан 
бошлаб хисобланганлиги ва тезланиш марказга томон йуналганлиги 
учун манфий ишора олинди.]

Шундай килиб, изланаётган тезликнинг киймати
и = V2gR2/R = V2gR = ]/2 ■ 9,8-6,377-106 =

. = 11180 м/с» 11 км/с

мац- 
ипга

булади.
21.2. Математик тебрангич. Вертикал текисликда жойлашган сил- 

лиц айлана буйлаб огирлик кучи таъсирида царакатланувчи моддий 
нукта математик тебрангич дейилади. Масалан, бир учи 
камланган, чузилмайдиган ва огирлиги цисобга олинмайдиган 
осилган М моддий нуцтани 
математик тебрангич деб ка­
рат мумкин. М нуцтанинг 
цолатини ипнинг вертикал би­
лан ташкил цилган <р бурчаги 
оркали аницлаймиз.

Айтайлик, нуцтанинг мас- 
саси т, ипнинг узунлг.ги I га 
тенг булсин. М нуцтага унинг 
огирлик кучи Р ва ипнинг ре- 
акцияси N таъсир этади 
(21- шакл).

М нуцтанинг царакат диф­
ференциал тенгламасини ту- 
зиш учун

от = S = /ср, р = /, Fx = Рх = — mgsin<p, Fn = Рп = mg cos <р 

булишини эътиборга олиб, ёза оламиз:

ml <р = — mg sin <р,

ml <p2 = — mg cos <p + Nn.

Бу тенгламаларни
(21-8)
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Nn = mlq>2 + mg cos ср (21.9)

куринишда ифодалаш мумкин. (21.8) тенглама воситасида математик 
тебрангичнинг ^аракат крнуни, (21.9) ёрдамида эса ипнинг реакция 
кучини аниклаш мумкин.

(21.9) дан курамизки, ипнинг реакциясини аниклаш учун <р2 кат- 
таликни ср бурчакнинг функцияси сифатида ифодалаш керак. Бунинг 
учун

« _ d ср d ф _ d ф _ ] !d ф2
dtp dt; d(f 2 d<p

муносабат уринли булишини назарда тутиб, (21.8) ни куйидагича ёза- 
миз: I Г63 о

— Id. <р2 = — g sin ф d ф.
« о о
Бу тенгламани t — 0 да ф = ф0, ф = ф„ бошлангич шартларда ин- 

теграллаймиз:
о 

ф о 45

YI j d ф2 = — g j sin ф d ф

ч>. 
ёки

/<р2 =2^(созф —соэфо)+ /ф2. (21.10)

(21.10) ни (21.9) га цуйиб, Nn ни аниклаймиз:

Nn =т1&0 + mg (3 cos ф — 2 cos ср0).

Агар нуктанинг бошлангич тезлиги ов=/фа булса, ипнинг реак- 
цияси

9

Nn = + mg(3«^— 2 cos фо) (21.11)

формуладан аницланади.
Шундай килиб, ипнинг реакцияси тебрангичнинг бошлангич огиш 

бурчаги ф0 ва бошлангич тезлиги va га боглик булади.
(21.11) дан фойдаланиб, нукта доимо богланишни к.аноатлантири- 

ши учун, яъни ипнинг эгилмаслик шартидан бошлангич тезлик кан­
дай кийматга эга булишини аниклаш мумкин. Бунинг учун ф = л 
булганда Nn минимум кийматга эришишини ва ф0 нинг хар кандай 
к.ийматида (AT„)min > 0 булиши учун

ёки

Wmln mg (3 + 2 cos ф0)

у2> (3+ 2 cos фо) g/

>0
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niapi бажарилишини назарда тугамиз.
1 Хусусан, фо — 0 булса,

(21.12)
11|арт бажарилганда ип доимо таран г холда булади.

гДастлаб тебрангичнинг sin ф ф шартни каноатлантирувчи кичик 
■тебранма харакатини текширамнз. Бу холда тебрангичнинг харакат 
дифференциал тенгламаси цуйидагича ёзилади:

,8 л
Ф + — Ф = 0.

(21.13) нинг умумий ечимини

ф = a sin

(21.13)

(21.14)

куринишда ифодалаш мумкин. Бунда а бурчак амплитудасини, 
а бошлангич фазани ифодалайди, улар масаланинг бошлангич шарт- 
ларидан аникланади.

Шундай килиб, математик тебрангичнинг кичик тебранишлари 
гармоник тебранма харакатдан иборат булади.

Тебрангичнинг кичик тебранишлар даври

Т = {2115)

формуладан аникланади. (21.15) дан курамизки, тебрангичнинг кичик 
тебранишлар даври бошлангич огиш бурчаги ф0 га боглик булмайди.

Ф бурчак ихтиёрий кийматни кабул килиши мумкин булган хол­
да тебрангичнинг харакатини текшириш учун (21.10) ни / = 0 да 
Ф = фо. Ф = Фо = 0 бошлангич шартларда интегоаллаймиз. У холда 
(21.10) ни

о g
ф2 = 2 (cos ф— COS ф0)

куринишда ёзиш мумкин. Шу сабабли

±~ip = • Кс°5ф — cosф0 (21.16)

муносабат уринли булади. Агар тебрангич ф бурчак ортадиган йуна- 
лишда харакатланса, (21.16) да мусбат ишора, акс холда манфий 
ишора олинади.

(21.10) да узгарувчиларни ажратиб, куйидагини хосил киламиз:
±dcp 

J^COS ф — cos ф.

Бу тенгламада косинусларни ярим бурчак синуслари

cos ф = 1 — 2 sin2 -у , cos ф0 = 1 — 2 sin2 -у-
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билан алмаштирсак, тенглама ушбу куринишни олади:

(21.17)

(21.17) ни интеграллаш учун sin-- ни k билан белгилаб, <р 
нинг урнига

sin— =&sina
2 (21.18)

тенглик ёрдамида аницланадиган а бурчакни киритамиз. У цолда
dtp ф . ,—cos — = k cos a da,
2 2.

бундан
2 k cos a da 2 k cos a d a

y/l — /г2 sinta

Натижада (21.17) ни

(21.19)

куринишда ёзиш мумкин. t = 0 да ф = ф0 бошлангич шартларни 
цисобга олиб, (21.18) дан а — а0 бошлангич циймат учун

ёки

ифодани оламиз.
Шундай цилиб, (21.19) ни 0 дан t гача интеграллаб, цуйидагини 

цосил циламиз:

t (21.20)
Л
2

Бинобарин, t вацт билан а орасидаги богланиш биринчи турдаги 
эллиптик интеграл орцали ифодаланади.

(21.15) га асосан ф2 манфий цийматга эга булмагани учун 
cos ср > cos ф0 ёки |ф| < ф0, яъни ф бурчак — ф0 дан + ф0 гача узга- 
ради. Шунингдек, ОА вертикалга нисбатан симметрии булган нуцта- 
ларда ф2 бир хил цийматга эга булади цамда ф = ± ф0 да ф2 нол­
га тенг булади. Бинобарин, худди кичик тебранишлар каби ф бур-
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чаК ихтиёрий цийматни кабул килганда ^ам тебрангич <р0 бурчак 
билан аникланадиган чекка .уолатлар орасида тебранма харакатда 
б<лади.
' Мазкур тебранишлар даври 7\ ни аниклаш учун (21.20) даги 

интегралнинг цуйи чегараси тебрангич <р = <р0 га оггандаги чекка 
холатига мос келишини эътиборга оламиз. Бу холатдан тебрангич 
ф®—ф0 чекка холатгача харакатланганда (21.20) да манфий ишора 
олинади. Тебрангич чекка холатдан энг пастки холатигача кучиши- 
да утган вацт тебранишнинг чорак даврига тенг булишини эътибор­
га олсак,

тг‘ —/Я d а d а

л
2

,_____  =-./£ [ _____
- У 1 — A2 sin2 а ' 8 J У 1—A2 sin2 а

я_ 0
2

(21.21)

ёки

Л =4 К.
Л
2
/»

Бунда /С = 1 d а биринчи турдаги эллиптик интегрални
V1 — A2 sin3 а

ифодалайди. К нинг киймати махсус жадвалдан аникланади. 
(21. 21) даги интеграл остидаги ифодани цаторга ёйиб,

о

d а' = (1 -j- — fe2sin2a + —fe4sin4a + . . Яа
1

(1 — A2 sin2 a)2
\ 2 2-4 )

J sin2nada 

о

ифодани оламиз. Бундан ташкари

1-3-5  .. . (2 л—1) л 
= 2-4-6...2л ' 2

булишини эътиборга олиб, тебраниш даври учун

Т1 = 2лу/ [1 + (4) sin2-T + (14) sin4~r + • • •] (21-22) 

формулани оламиз.
(21.22) дан курамизки, бошланрич огиш бурчаги ф0 катталашган 

сари тебраниш даври 7\ ^ам орта боради.
фв кичик циймати учун sin — «Ф0/2 деб, (21.22) да фацат би­

ринчи иккита ^адни эътиборга олсак, тебраниш даврининг такрибий 
киймати цуйидагича ёзилади:
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Г,-»«/1(1+£) (21.23)

(21.15)^ ва (21.23) формуладаги тебраниш даври бир-биридан 
(1 + —) га фарц килади. Бу фарцнинг киймати <рэ га б of лик бу­

либ, куйидаги жадвалдан аникланади:
1- ж адвал

Фо 10° 20е

ОО

60° 90°

1+^

16
1,0019 1,0076 1,0304 1,0684 1,1539

21.3. Физик тебрангич. Массалар маркази орцали утмайдиган го­
ризонтал уц атрофида узининг огирлик кучи Р = Mg таъсирида ха- 
ракатланувчи жисм физик тебрангич дейилади.

Физик тебрангичнинг айланиш уци тебрангичнинг осилит уки 
дейилади. ОС масофани а билан белгйласак, тебрангичнинг холати 
ОС чизицнинг вертикалдан ofhili бурчаги <р билан аницланади.

Горизонтал Z уцни тебрангичнинг айланиш уци буйлаб йуналти­
рамиз (22-шакл). Оху текисликни тебрангичнинг огирлик маркази 
С оркали утказиб, бу текислик учун шакл текислигини оламиз. 
Тинч холатдан <р бурчакка огдирилган тебрангичга унинг огирлик 
кучи Р ва О нуцтадаги цилиндрик шарнир реакция кучининг 
Ха, Yo ташкил этувчилари таъсир этади. Ишцаланиш кучини хиссб-

га олмаймиз.
Тебрангичга таъсир этувчи кучларнинг Z уцца нисбатан бош мо­

менти
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= Мг (Р) + Мг (Хо) + Mz (Уо) = Р a sin <р 
булгани учун

1г <р = — Posing)
ёки

сх> Pit п ..
<р + —j— sin ф — 0 (21.24)

lz
тенгламани оламиз. Бунда /г тебрангичнинг осилит укига нисбатан 
инерция моментини ифодалайди.

(21.24) тенглама физик тебрангич харакатининг дифференциал 
тенгламаси дейилади. sin ф ф муносабат уринли буладиган физик 
тебрангич кичик тебранма харакатининг дифференциал тенгламасини 

;+^Ф=0 (21.25)
» 'г

куринишда ёзиш мумкин. Бу дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими куйидагича булади:

Ф=Ляп(/^/+е) • (21-26)

(21.26) дан курамизки, ф бурча* тебраниш даври

булган гармоник тебранма ^аракат цонуни асосида узгаради.
(21.24) тенглама математик тебрангич харакатининг дифференциал 

тенгламаси (21.8) дан факат $й1ф олдидаги узгармас коэффициент­
лари билан фарц цилади.

Тебраниш даври физик тебрангичнинг тебраниш даврига тенг 
булган математик тебрангичнинг узунлигини аницлаймиз. Бунинг 
учун (21.24) ва (21.8) тенгламаларда бшф лар олдидаги коэффи­
циентларни тенглаймиз:

Ра = _s_
'г I '

бундан
/ = 2££ = _к_. (21.28)

Ра Ма
(21.28) формула ёрдамида аникланадиган I катталикка физик теб­
рангичнинг келтирилган узунлиги дейилади.

Гюйгенс—Штейнер теоремасига биноан
/Z=/C + Mo2 (21.29)

ни ёзамиз, бунда 1С — тебрангичнинг огирлик маркази оркали Z у:\ка 
параллел равишда утувчи уцца нисбатан инерция моменти.

(21.29) ни (21.28) га цуйиб, физик тебрангичнинг келтирилган узун­
лиги учун
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(21.30)

ифодани оламиз.
О нуцтадан орирлик маркази йуналишида бу катталикни цуйиб, 

Oj нуцтани оламиз (22-шакл). нукта физик, тебрангичнинг сил­
киниш маркази дейилади. Огирлик марказидан силкиниш маркази- 
гача булган масофа учун

тенглик уринли булади.
Агар физик тебрангичнинг осилит уци учун силкиниш маркази 

орцали утувчи уцни олсак, (21.28) га кура келтирилган узунлик учун 

формулани оламиз. (21.31) га асосан

Маг
Бинобарин 

тенглик уринли булади.
Шундай цилиб, О ва Oj нуцталардан утувчи уцлар учун 1Х ва 

I келтирилган узунликлар узаро тенг булади. Бошцача айтганда, 
силкиниш маркази орцали утувчи уцни осилит уци учун олсак, 
у холда аввалги осилит уци янги силкиниш марказини ифодалайди, 
яъни уцлар урнини узаро ал.маштириш мумкин.

21.4. Ипнинг мувозанати. Иккита учи билан А ва В нуцталарга 
осиб цуйилган огир эгилувчан бир жинсли чузилмайдиган ипни ца- 
райлик (23-шакл).

В

и

о ✓

23- шакл
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Координата системасини шундай данлаб олайликки, Ох уц гори- 
зонтал жойлашсин, Оу уц эса ипнинг энг пастки Оу нуктасидан ут- 
син (01 нукта А ва В нукталардан пастда жойлашган).

Ипнинг Ох нукта ва ихтиёрий М (х, у) нуцтаси орасидаги кисми 
ни ажратамиз. Ипнинг бу кисмига куйидаги кучлар таъсир 

килади: ,
1) 01 ну^тага куйилган Н таранглик кучи, у ипнинг АОу кис-

ми томопидан хосил цилинган ва Ох нуктадаги уринма (горизонтал) 
буйлаб йуналган; г

2) М нуцтага^ куйилган Т таранглик кучи, у ипнинг МВ кис-
ми томонидан хосил килинган ва М нуктадаги уринма буйлаб йунал­
ган; _

3) ипнинг OiM ^исмига тушган W юк, у пастга йуналган.
Ип мувозанатда булгани учун статика конунларига биноан бу 

барча кучларнинг координата укларига проекциялари йигиндиси нол­
га тенг булиши керак, демак 

бунда а — таранглик кучи Т ва Ох укининг мусбат йуналиши ора­
сидаги бурчак, Н, Т, W — тегишли кучларнинг катталиклари.

Бу икки тенгламадан маълум амалларни бажаргандан сунг

ни хосил киламиз. tga = — булгани учун биринчи тартибли
dx

dy _ И’ ,,
dx

(21.32)н
дифференциалгтенгламага келамиз, унинг интеграли ипнинг мувоза­
натда булгандаги шаклини тасвирловчи эгри чизи^ан иборат.

Горизонтал таранглик Н — узгармас. Агар W=F(x) булса, 
(21.32) тенгламани интеграллаш мумкин:

У = f F(x)dx + C,

бунда С — бошланрич шартлардан топилади.
Бироц, W функциянинг киймати эмас, балки унинг х буйича хо- 

силаси маълум булган доллар учрайди. Бундай холда (21.32) тенг­
ламанинг иккала томонини х буйича дифференциаллаб, иккинчи тар­
тибли 

дифференциал тенгламага эга буламиз. Агар -у- = f (х) (/(х)— маъ­

лум булганда) булса, бу тенгламанинг ечими (ипнинг мувозанат 
холатдаги шакли тенгламаси) ушбу куринишда булади:
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у = -1- I (|/(х) dx) dx + C,x + C,,

бунда Сг ва C2 лар бошлангич шартлардан топилади.
Умумийроц цолларда (21.32) ва (21.33) тенгламаларнинг унг 

томонлари факат х гагина боглиц булмай, балки у ва у' га цам 
боглиц булиб, бу холларда ечимни топиш учун турли усуллардан 
фойдаланишга тугри келади, чунки бевосита интеграллаш мумкин 
эмас.

Масалан, W = qx булиб, ип учлари мацкамланган булсин. У 
холда (21.32) тенглама куринишида булади, шунинг

dx Н
учун умумий ечим

булади. х = О да у — — шартдан С — — цийматни топамиз, демак 
н и

изланаётган хусусий ечим 

параболадан иборат булади.
21.5. Занжир чизиц. Эгилувчан бир жинсли чузилмайдиган арцон 

икки учидан мацкамланган булиб, узининг огирлиги остида осилив 
туради. Агар арконнинг бир бирлик узунлигининг огирлиги q га 
тенг булса, арцоннинг мувозанат холатдаги шаклини аникланг.

Е ч и ш. Бу цолда W — qS, бунда S — арцон ОХМ ёйининг узун-
X

лиги (23-шакл). Маълумки, (—Г dx. Шунинг учун

о
, dWdx, демак ----

dx

X

цосиланинг ифодасини (21.33) тенгламага цуйиб, х аргумент ва 

изланаётган у функция цатнашмаган ушбу иккинчи тартибли диф­
ференциал тенгламани хосил циламиз:

d2y _ q_
dx2 ’ Н (21.34)

« урнига цуйиш орцали бу тенглама узгарувчилари ажралади­

ган ушбу биринчи тартибли тенгламага келтирилади:

бу ерда H/g=a деб белгиланган. Узгарувчиларни ажратиб, интег- 
ралласак,
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In (и + У и- + 1) =— +1пС1(
а

бу ердан
и+Уи* + 1 = Сгех,а.

у~и? + 1 илдизни яккалаб ва хосил булган 
кисмини квадратга кутариб, соддалаштирсак,

1 =C2e2x/a-2C1ueJt/a

ни хосил ^иламиз, бу ердан
j^=_£i ех/а______ 1 е—х/а

dx 2 2 Ci

тенгликнинг иккала

(21.35)

чунки и = —.
dx

Унинг умумий ечими:
^£1 /м + е-*/° + с . (21.36)

[2 2 Ci
Ci ва Сг ихтиёрий узгармасларни аниклаш учун О1 нуктанинг у — а 
ординатасини оламиз. Oj нуцтада уринма Ох укка параллел эканли­
гини эътиборга олиб, бошлангич шартни цуйидагича ёзамиз: х = О 
да у—а, у' = 0. х ва у' нинг цийматларини (21.35) тенгликка 
^уйиб, Ci ни аниклаш учун ушбу алгебраик тенгламани хосил ци- 
ламиз:

бу ердан
С1 = 1.

Иккинчи илдиз (манфий илдиз) ярамайди, бу дифференциал тенгла­
мадан бевосита келиб чикади. ^акикатан хам, Сг < 0 тенгсизлик- 
дан < 0 келиб чикади, бу эса тенгламага зид, чунки унинг унг 

dx-
томони бутунлай мусбат катталик. х ва у нинг кийматларини (21.36) 
тенгламага цуйиб, куйидагини хосил ^иламиз:

бу ердан С2 = 0.
Шундай килиб, изланаётган хусусий ечим

функциядан иборат экан.
Бу масаланинг ечими икки учидап осилган эгилувчан чузилмай- 

Диган аркон уз огирлиги таъсирида гиперболик косинуснинг графиги 
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шаклипи олишини курсатади. Гиперболик косинуснинг занжир чизиц 
деб аталиши кам шу билан тушунтирилади.

а — H/q катталикка геометрик талкин берадиган булсак, у зан­
жир чизикнинг цуйи О1 нуктадаги эгрилик радиусидан (7?) иборат 
булишини кайд килиб утамиз. Буига куйидаги хисоблашлар билан 
ишонч ^осил цилиш мумкин:

х=0 а' ^|.г=0

Шундай цилиб, а катталик занжир чизикнинг шаклини характерлай- 
ди: а цанчалик кичик булса, чизик шунчалик тор ва тикроц бу­
лади.

21.6. Тусин кесимининг эгилиши ва бурилиши. Каралаётган ту- 
синнинг хар бир кундаланг кесими вертикал симметрия укига эга дёб 
Кисобланади. Узаро тенг кундаланг кесимлар огирлик марказлари- 
нинг геометрик урни тусиннинг уци (ёки нейтрал уц) деб аталувчи 
тугри чизикдан иборат. Таъсир этувчи кучлар тусин укига тик йу­
налган булсин. 24-шаклда бир учи махкамлангап, иккинчи учига 
куч таъсир килаётган тусин уцининг эгилиши курсатилган. Куч таъ­
сирида х абсциссали бирор кесимнипг огирлик маркази О ордината 
укига параллел равишда 0г ну^тага кучади. Кесим огирлик марка- 
зининг тусин укига перпендикуляр йуналишдаги 00г кучишн mijcuH- 
нинг шу кесимдаги эгилиши ёки тусин кесимининг эгилиши дейи­
лади. Эгилишни у билан белгилаймиз. Деформацияланиш жараёнида 
кесим яссилигича ^олиб, узининг дастлабки колатига нисбатан бирор 
кичик бурчакка бурилади. 25-шаклда каралаётган кесимпинг дефор- 
манияланишдан олдинги ва кейииги ^олатлари тасвирланган. КаР бир 
кесим узининг дастлабки колатига нисбатан буриладиган 0 бурчак 
кесимнипг бурилиш бурчаги дейилади.

Тусиннинг деформациясипи тулик билиш учун хар бир кесимида 
унинг эгилиши у ва бурилиш бурчаги 0 ни хисоблай билиш зарур. 
Уларнинг кар иккиси кам х пинг (координата бошидап кесимгача 
булган масофа) функцияси булиб, каР бир кесим учун у ва 0 ораси- 
да аник богланиш мавжуд булади.

Фойдаланиладиган декарт координаталарида координата боши ту-
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сип укининг дастлабки холатидаги бирор нуктада олиниб, бу ук абс­
циссалар уки сифатида каралади, ордииаталар уки юкорига йунал- 
ган. Тусинпинг эгилган уки

У = /(х) (21.37)
эгри чизик тенгламаси билан аникланади. Бу эгри чизикка О, нук- 
тадан утказилган уринма абсциссалар уки билан 0 бурчак ташкил 
килади. Маълумки

Амалиётда тусиннииг эгилиши унинг узунлигига нисбатан кичик 
булганлиги сабабли 0 бурчак 1° дан катта булмайди. Шу сабабли

dx

яъни кесимнинг бурилиш бурчаги (радиапларда) шу кесим эгилишидан 
олинган биринчи тартибли хосилага тенг,

Шундай килиб, тусин деформациясини урганиш масаласи унинг 
эгилган уки тенгламаси у = f(x) ни аниклаш масаласига келтирилар 
экап. Бунинг учун тусин деформациясини уни эгувчи ташки кучлар, 
унинг улчамлари ва материалининг физик-механик хусусиятлари би­
лан богланишини билиш зарур. Бундай богланиш материаллар кар- 
шилиги курсидаи маълум булиб, у

1 __М(х)
Р W Е1

—эгилган укнинг берилган нуктадаги
А4(х)—-букувчи моментнивг тегишли кесимдаги 
Е — эластиклик (Юнг) модули, I — кундаланг ке-

куринишдадир. Бу ерда р (х) 
эгрилик радиуси, 
аналитик ифодаси, 
симнинг туеиннинг нейтрал уки 
билап устма-уст тушадиган ук- 
ка нисбатан инерция момента. 
26- шаклда эгрилик радиусини бу­
кувчи моментнинг $згаришига 
боглик равишда узгариши тасвир- 
ланган. Эгилган ук тенгламасини 
олиш учун укнинг эгрилик радиу­
си билан унинг нукталари коорди- 
наталари х ва у орасидаги бог- 
ланишдан фойдаланиш лозим:

(21.39) муносабатни (21.38) 
га куйиб, у, х, М(х) ва Е1 ларни 26- шакл
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богловчп дифференциал тенгламани цосил циламиз:

(21.40)

^осил цилинган тенглама эгилган уц тенгламаси ёки [эластик чи- 
зицнинг дифференциал тенгламаси дейилади.

Амалиётда учрайдиган купгина масалалар учун тусин кесимининг 
бурилиш бурчагини аницловчи — мицдор бирга нисбатан жуда ки­

ях J
чик мицдор булиб, унинг квадратини ицисобга олмаслик мумкин. У 
цолда (21.40) тенглама соддалашади:

,<Ру М (х) _ , „. d-y ... .
. dx* Е ’ dx» v ’ (21.41)

(21.41) тенглама тусин эгилган уцининг тацрибий дифференциал тенг­
ламаси дейилади. Бу ерда иккинчи тартибли хосила ишораси эгил­
ган укни ифодалоЕчи эгри чизиц ботиц булса мусбат, хабарик бул­
са манфий олинади. Бундан буен дифференциал тенгламани

£7^ = М(х) (21.42)
ах2-

шаклда ёзамиз.
Эгилган уц тенгламаси (21.42) дан эгилишлар тенгламаси у = 

— f(x) ни олиш учун (21.42) тенглама интегралланади:
= f M(x)dx + C,

иккинчи маротаба 'интегралласак,
Ely =. J dx f М (x)dx + Сх + D.

Кесим бурилишининг тенгламаси: 

кесим эгилишкнинг тенгламаси:

У Иdx^ М dx + Cx + D]-
Интеграллаш доимийлари С ва D курилаётган масала учун

чегаравии шартлардан аницланади.
У

ц------ X------- Ч
р4 1-

1 ' в
■——J-------------- 1

п УЕ--------------------*=-е—

1-масала. Бир томон­
дан м а цк а мл а н га н^ ту) 
с и н н и н г (консол тусин- 
э г и л и ш и. I узунликдаги ту­
син чап томондан мацкамлан- 
ган. Унг учига Р куч таъсир 
этади. Тусиннинг эгилган уци 
шаклини ва кесимларнинг бу­
рилишини аницланг (27-шакл).

Ечиш. Координата боши- 
ни А нуцтада деб, у уцининг 27- шакл
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мусбат йуналишини юцорига, х укини унгга йуналтирамиз.
Эгилган уц тенгламаси (21.42), ушбу

х = 0да«=0, 9=—=z/'=0 (21.43)
dx

чегаравий шартларда ечилади. (21.42) тенгламанинг унг томони бу- 
кувчи момент 7И(х) ни апиклаш учун координата бошидан х масо- 
фада ихтиёрий кесим оламиз. Бу кесимдаги букиш момента

М(х) = —Р(1 — х)

га тенг булади. У ^олда

£//=’-Р(/-х).

Бу тенгламани икки марта интеграллаймиз:

Ely' = -p(lx-xl\ + C. (21.44)

EIy = -P(^-x^+Cx + D. (21.45)

Интеграллаш доимийлари С ва D ни аниклашда (21.43) чегаравий 
шартлардан фойдалапамиз:

С =0. D — 0.
Шундай цилиб,

dx 2EI \ I )
(21.46)

у=_^/'з_Л\ (21*47)
J 6Ell\ I) * ’

Муста^камлик масаласи ^аралаётганда эгилиш ва бурилишнинг 
энг катта кийматларини аниклаш мухим ахамиятга эга. Улар (21.46) 
(21.47) фупкцияларнинг максимумлари ва чегара нуцталаридаги энг 
катта цийматлари каби аницлапади. Одатда, хар бир нуктада хисоб- 
ланадиган эгилиш индекси кесимни белгиловчи f харфи билан бел* 
гилапади. Караластган масалада В ну^та учун х = I да

f — p,s
'в ~ ЗЕ1'

Минус ишораси эгилиш пастга йуналишини англатади. Энг катта 
бурилиш хам шу кесимда булиб, у 

га тенг. Бу ерда минус ишораси бурилиш соат мили йуналишида 
эканлигини англатади.

2-масала. Текис тацсимланган куч таъсирида бир то- 
мондан ма^камланган тусиннингэгилиши.
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Узунлиги I га тенг, чап 
томондан махкамланган ту. 
синга интенсивлиги q га тенг 
текис тацсимланган куч таъ­
сир этмоцда. Тусиннинг эги- 
лиши ва бурилишини аниц- 
ланг (28-шакл).

Ечиш. Координата бо- 
шидан хмасофадаги кесим- 
да букувчи момент М (х) =

булади. Демак, эгилган уц тенгламаси
(1-х)г

2
куринишда ёзилади. Бу масала учун цам чегаравий шартлар

х = 0 даг/ = 0, 9=—=0 (21. 49)
dx

дан иборат. Эгилиш тенгламаси (21.48) ни кетма-кет икки марта ин­
теграллаймиз:

= f J (Z~*)2 d(l—x) + C = -| (/—х)3+С, (21.50)

= - £ (/ - х)< + Сх + D, (21.51)

Интеграллаш доимийлари С ва D (21.49) шартдан аникланади:
C = -2L3; D =

6 24
Шундай цилиб, бурилиш ва эгилиш тенгламалари мос равишда 

у = — (б — 4 - + -) булади.
24£/ \ 1 Г*) *

El^ = -q
dx* 4 (21.48)

dx

dx 6EI \ I ' I*)’
Тусиннинг х = 1 унг томонидаги энг катта деформациялари

А =_9^

тах 6£/’
f = _/шах

га тенг.
22- §. Юцори тартибли чизицли 

Чизицли дифференциал оператор.
1. Таъриф. Агар п-тартибли 

ланаётган функция ва унинг хосилалари биринчи даражада цатнаш- 
са, бундай тенглама чизицли, тенглама дейилади. n-тартибли чи­
зицли дифференциал тенглама цуйидаги куринишга эга:

ао W у(п) + at (х) + ... + ап (х) у = f (х),
бу ерда а0 (х), аг (х), ... , ап (х) лар х нинг маълум узлуксиз функ- 
циялари (хусусий цолда улар узгармас сонлар булиши мумкин). Бу
112
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функциялар тенгламанинг коэффициентлари дейилади, шу билан 
бйрга аа (х)=1 (агар у 1 га тенг булмаса, тенгламанинг хамма х,ад- 
ларини унга булишимиз мумкин).

/W функция озод хад ёки тенгламанинг унг томони дейилади. 
Агар /(х)Й0 булса, у ^олда

У™ +а1(х)у("_1) + . . . + fln(x)ft=/(x) (22.1)

тенглама чизицли бир жинсли булмаган тенглама дейилади.
Агар f(x) = 0 булса, (22.1) тенглама

t/<n)+a1(x)/’_1)+ ... + a„(x)ft—О (22.2)

куринишга эга булиб, чизикли бир жинсли тенглама дейилади. 
(22.2) тенгламанинг чап томони у, у', у", . . . , у(п> га нисбатан 
бир жинслидир.

Чизикли дифференциал тенгламалар учун ечимнинг мавжудлик 
ва ягоналик теоремасини исботсиз келтирамиз.

Теорема. (22.1) чизикли дифференциал тенгламанинг ах(х), 
а.,(х)............ ап(х) коэффициентлари бирорта[а, Ь] кесмада узлук­
сиз булсин. Агар х0 киймат [a, ft] ораликца тегишли булса, у 
холда (22.1) тенгламани ва унинг исталган бошлангич шартлари 
системасини каноатлантирувчи, бутун (a, ft) ораяикда аниклан- 
ган цамда узлуксиз булган битта ва фацат битта у = ф (х) ечи­
ми мавжуд булади.

2. (22.2) тенгламанинг чап томонини
1ДуУ = У™ + а1(х)у(п~" + • ■ • +ап(х)у (22.3)

ортали белгилаймиз. Шу билан бирга (х) фупкцияларда х аргумент- 
ни кисцалик учун ёзмаймиз. Бу ифода у функциянинг чизицли диф­
ференциал оператори деб аталади.

L оператор у функцияга янги L[y\ функцияни мос цуяди.
1-мисо  л, Агар L[y] = y" — ху'+ 2у ва L[y]=y"+xy булса, 

L [х3] ва L [sinx] ларни топинг.
Ечиш. у = х3 учун куйидагини ^осил киламиз:

L [х3] = (х3)" - х (х3)' + 2х3 = 6х — Зх2 • х + 2х3 = 6х — х®,

яъни г/=х3 функцияга L[y} = 6х — х3 функция мос цуйилади. у — 
= sinx функция учун эса куйидагига эгамиз:

L [sinx] = (sinx)" — х (sinx)' + 2sinx = — sinx — x cosx + 2sinx =
= sinx — x cosx.

L [ft] = ft" + ху булсин. У ^олда у = х3 учун куйидагига эга­
миз:

L [х3] = (х3)" + х (x3j = 6х 4- х4.

ft = sinx функция учун эса:
L [sinx] = — sinx + xsinx.
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L [у[ чизикли дифференциал оператор цуйидаги иккита 
хоссага эга:

а) Узгармас купайтувчини оператор белгиси ташкарисига 
риш мумкин, яъни чика-

^[Су]—CL [у], (22.4)
бу ерда у — исталган, п марта дифференциалланувчи функция; С_
— узгармас. Хакикатан хам, (22.4) операторнинг таърифига’ курд 
A [Су] = (Су)" + а, (Су)(п~'> + а2 (Су)(п~2) 4- . . . + апСу = Су^ +' 

■}-а}Су'1 } + ••• + ^лСу = С (у(л) 4-^у*" ^ 4~ I

+ ад('!"2) + ... + апу) = СЛ[у].

Бу хосса операторнинг бир жинслилик хоссаси дейилади.
б) Иккита функция йириндисининг оператори каР кайси ксшилув- 

чининг операторлари йигиндисига тенг, яъни
(У1 = £[//11 +Ш1,

бу ерда ylt ys—исталган, п марта дифференциалланувчи функция- 
лар. ^аци^атан хам,

C[yt + Уа1 — (У1 + Уг)* ~г <2, (ifi + Уг)*' *’ + . . . + 
+ ал_1 (У1 I У2)' + 4,<(/i + У2)-

Йириндипинг хосиласи хосилалар йигиндисига тенг (булгани учун
Цу} + у2] = (у*л> + у2<л>) + «■ (у‘Г” + уГ 0 ) + ...+

+ ол(У? Д-У2) — (У^*-г а, у}" ” ... +апу,)4-

(Уо 1 + а1У* * + • • ■ + ап у,) — L [у,] 4- Цу21 ■

Бу хосса операторнинг аддитивлик хоссаси дейилади. Равшанки, 
у фа^ат иккита эмас, балки исталган чекли сондаги ^ушилувчилар 
учун хам уринлидир.

23-§.  Чизикли бир жинсли дифференциал тенгламалар. Чизикли 

боглик, ва чизикли эркли функциялар системалари
(22.3) чизикли дифференциал оператордан фойдаланиб,?(22.2) чи­

зикли тенгламани
L [у] = 0 (23.1)

куринишда ёзиш мумкин.
Шундай килиб, бу тенгламанинг ечими шундай у функциядан 

ибораткн, унга L [у] оператор ноль соннни мос куяди. Энди, чи­
зикли бир жинсли (22.2) дифференциал тенгламанинг хусусий ечим- 
лари каКиДаги теоремаларни караймиз. Бунда операторнинг олдинги 
параграфда куриб чикилгап хоссаларидан фойдаланамиз.
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1-теорема, Агар у{ функция (22.2) тенгламанинг ечими бул- 
са у %олда Сух функция хам бу тенгламанинг ечими булади.

Исботи. Агар yt функция (22.2) тенгламанинг ечими булса,
(23.1) тенгликка кура; L [yj =0. Бирок, чизицли операторнинг бир 
жинслилигига кура, Ь(Су^ = CL[yJ. яъни ЦСу}] =0. Кейипги тенг­
лик Cyi функция хам (22.2) тенгламани цаноатлантиришини, яъни 
«нинг ечими булишини билдиради.
' 2-теорема. Агар у} ва у2 (22.2) тенгламанинг ечимлари бул­
са, У холда у1 -ф У* функция хам бу тенгламанинг ечими булади.

Исботи. Агар у, ва у2 (22.2) тенгламанинг ечимлари булса, у 
цолда (23.1) тенгликка кура куйидагига эгамиз:

L [yj = 0 ва L [у2] = 0.
Бирок, операторнинг аддитивлик хоссасига кура: L(yl-\-yt] = 
= 1 [j/il + M&L яъни L [уг + г/2] = 0. Бу ух-\-уг (22.2) тенгламани 
каноатлантиришини, дьни унинг ечими булишини билдиради.

Натижа. Агар ух, у2, ... , уп—(22.2) чизикли бир жинсли 
дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари булса, у холда 
уларнинг чизикли комбинацияси

У = С] ух + С2 у2 + ... + Спуп

хам берилган тенгламанинг ечими булади.
у = Clyi+C2y2+. . -~\-СпУп ифода п та ихтиёрий узгармасни уз 

ичига олади ва п- тартибли дифференциал тенгламани цаноатлантира- 
ди. Ихтиёрий узгармаслар катнашган бу ечим умумий ечим булиши 
учун ихтиёрий узгармасларни улар бошлангич шартларнинг исталган 
берилган системасини каноатлантирадиган ягона усул билан танлаш 
имконияти мавжуд булиши керак. Бундай имконият мавжудми ёки 
йуцми эканини аницлаш учун функцияларнинг чизикли боглиц ва чи­
зицли эркли (боглиц эмаслик) тушунчаларини киритиш керак булади.

1-таъриф. Агар бир вацтда нолга тенг булмаган п та av а2, 
.. . , ап сонлар мавжуд булиб, барча х'£ [а, &] лар учун

«1 У\ +“2 У2 + • ■ • + апУп = 0 (23.2)
муносабат бажарилса, [а, Ь] кесмада аницланган ва узлуксиз ух, у2, 
. . . , уп функциялар системаси [а, 6] кесмада чизикли бослик дейи­
лади.

Агар а„ =/= 0 деб фараз цилсак, (23.2) муносабатни цуйидагича 
ёзиш мумкин:

Уп ~ Pi У\ + Рг У2 + • • • + Рп-1 Ул-1’ 
бу ерда

Шунинг учун функциялар системасининг чизицли боглицлиги систе­
манинг функцияларидан цеч булмаганда биттаси колганларининг чи­
зицли комбинациясидан ибэрат булишини билдиради.
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Хусусан, иккита yt ва уа функция уг = ёки — = р, яъни 
уларнинг нисбати узгармас сон булганда чизикли боглиц булади. I

2-таъриф.  Агар а, + а2 у2 + . . . + а„У„ = 0 муносабат 
факат

“i = “2 = • • • = «„ = о
шартда бажарилса, [а, Ь] кесмада аницланган ва узлуксиз г/р у2 
• ■ • > Уп функциялар системаси чизикли эркли дейилади.

Хусусан, иккита: уг ва уг функция — а, яъни уларнинг 
нисбати узгармас сонга тенг булмаганда чизицли эркли булади.

1-мисо л. Ушбу y1=cos2*, y2=sin2*, у3 — а функциялар сис­
темаси барча *£(— оо, + оо) лар учун чизицли богли^. ^акикатан 
хам, ccj = 1, а2 = 1, а3 =-----да исталган х учун цуйидагига 
эгамиз:

[а1у1 4- а2у2 + а3у3 = cos2* + sin2* —1=0.
2- м ис о л. Ушбу

У1 = cos2*, у3 = sin2*, у3=ех , yi = sin 2*, у-о = cos 2*, у6 = In * 
функциялар системаси чизикли богли^.

Хацицатан хам, — 1, а2 = — 1, а3 = а4 = ав = 0. а5 = — 1 
да исталган * учун куйидагига эгамиз:
«11/1 + «21/г + «з!/з + «41/4 + «5^5 + «el/е = cos2* — sin2* — cos 2* = 0.

3- м ис о л. Ушбу

У\ 1> У2 х> Уз х , • • • , Уп+Х = х

функциялар системаси чизикли эркли.
Хакикатан хам,

«11/1+а2,1/2+ • • • +«п+1^+1 ==а1+а2х+ • • • + 

+ «„+1*'’ =0

тенглик * нинг п дан катта булмаган кийматлари (n-даражали тенг­
лама илдизлари) учун уринли. К,олган холларда тенглик 04 = а2 = 
= . . . = = 0 булганда уринли.

4- мисо л. Ушбу z/j = sin *, z/2=cos* функциялар системаси 
чизицли эркли. ^акикатан ^ам, + а2у2 = ocjsin* + «2cos* = 0 
тенглик cq = аг = 0 булганда уринли. Функциялар сони ик­
кита булганда уларнинг чизицли эрклилигини бу функция- 
ларнинг нисбатидан фойдаланиб аниклаш мумкин. — =tg*

Уг 
булиб, барча * лар учун узгармас сон булмагани сабабли y1=sin*, 
y2=cos* лар чизикли эркли.
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24- §• Вронский детерминанти. Функциялар системасининг чи- 
зицли боклик ва чизикли эркли булиш шартлари

Та’ъ’риф. п — 1 марта дифференциалланувчи t/p у2, уп
функциялар системасининг Вронский детерминанти деб цуйидаги 
детерминантга айтилади:

У\ Уг--- Уп
т У\ Уг - - - Уп

Бу детерминант х нинг функцияси булиб, W —W(x) = W[yv уг ■ ■ ■ 
. . ■ У„] каби белгиланади. У функцияларнинг чизицли боглиц ёки 
эркли эканини урганиш воситаси булиб хизмат килади.

1-теорема. Арар у{, У2, - - - , Уп функциялар системаси чи- 
зицли бослиц булса, бу системанинг Вронский детерминанти 
Ц7 (х) функция аникланган барча нуцталарда айнан нолга тенг 
булади.

Исбот. t/lt у, . , . , г/„ функциялар системаси чизикли боглнк 
булгани учун

«iZ/i + агу, + . . . + а„у„ = О
тенглик уринли, бунда хамма коэффициентлар бараварига нолга 
тенг эмас. ар а3, . . . , а„ лар ичида нолдан фар^лилари мавжуд. 
Тенглик функция аникланган ^амма нукталарда уринли. Бу тенг- 
ликни п — 1 марта дифференциаллаб1 ар а2, . . . , ая ларга нисба­
тан п та алгебраик тенгламаларнинг чизицли бир жинсли система­
сини хосил циламиз. У куйидагидан иборат:

«1У1 + а.2у2 + ..• • +апУп = 0,
«1!/; “Ь а2 У 2 + . • • +апУп = 0,

а1У1 ■■ +^пУп~1 > = 0.
Бу системанинг коэффициентлари бараварига нолга тенг булмагани 
учун (шартга кура) унинг детерминанти нолга тенг булиши керак, 
яъни;

У1 Уг--- Уп
У\ Уг ■■■ У'и

Бу Ух, у2, . . . уп функциялар системасининг Вронский детерминан- 
тидан иборатдир. Демак, функция аницланган исталган нукта учун 
*ЧУ1, Уг, , у„] = 0. Теорема исботланди.
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1-изоц. Теоремадан функция аницлапган нуцталарнинг хеч 1 
булмаганда биттасида W 0 булса, у}, у2, ... , уп функциялар 1 
системаси бу соцада чизицли эркли булиши келиб чицади.

1-м и сол. ек'х, ек,х, ек'х функциялар системаси /г, 
турлича булганда барча х лар учун чизицли эркли 
тинг.

Ечиш. Вронский детерминантини тузамиз ва уни

X

;i> ^2- k3 лар 
эканини курса.

хисоблаймиз:

k2—kx k3—kx
b2   A>2 A>2   £2
K2 K\ K3 *1

*2 k3 

k\, kl, kl

_ e<*T+*.+*«)*
1 1 1

I 1 1I k2 — k2 k3 + kY

_ _(*!+*.+*.)* v I k'- ~ kl k3 kl
~e x\(k2-kl)(k2+kl) (k3-ki)(k3+kl)

</г,_Ь4!,~*3>х (^ — ^) (/?3 — (fe3 — О (барча x лар учун).
Демак, kt, k.., k3 лар турлича булганда el'x, ек‘х, ек,х функция­

лар системаси барча х лар учун чизицли эрклидир.
2-изоц. Агар kx, k2, . .". , kn лар турлича сонлар булса,

функциялар системаси хам чизицли эркли эканини худди юцорида- 
гига ухшаш исботлаш мумкин.

Маълумки, /г-тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенг­
лама

у(п} +а1(х)у[п~1) 4- ... +ап(х)у = 0 24.1)

пи чизицли дифференциал оператор ёрдамида L [z/J = 0 к\ринишда 
ёзиш мумкин. Айтайлик, у2 (х), у2 (х)............уп (х) лар бу тенглама­
нинг ечимлари булиб, бу функциялар бирор сохада дифференциал- 
ланувчи булсин. Бу ечимларнинг чизицли эркли булиши шартини 
топамиз.

2-теорема. Агар у/х), у. (х), ... , уп(х) функциялар чизик­
ли эркли ва (24.1) чизицли бир жинсли тенгламанинг ечимлари 
булса, у холда бу функцияларнинг Вронский детерминанти тенг­
ламанинг коэффициентлари аникланган соханинг цеч бир нук- 
тасида нолга тенг булмайди.

И с бот. Дастлаб, у— 0 функция (24.1) тенгламанинг ечими бу­
лишини ва цуйидаги бошлангич шартларни цаноатлантиришини цайд 
цилиб утамиз:
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/1^ = 0, .... !/(',-1)|x=Xo=O, (24.2)

6v ерда xo—тенгламанинг коэффициентлари апицланган со^анинг 
нуктаси. Фараз киламиз, бирорта х0 нуктада Вронский детерминанта 
нолга тенг булсин

г/|(х0) У2(х0) . . . Уп(х0)
т, ч Уо^о' У^хо) ■ • • У'п^

у1г"м у"~"^... у':~"м
Детерминанта W (х0) булган алгебраик бир жинсли тенгламалар сис- 
темасини ёзамиз:

ai У\ (•*<)) 4“ а2 + • • •+аЛп(хо) =°
ai у iC^o) +"а2 У^Х^ + • ■ • + аХЦ>) =°

(х0) + а2 (*о) + • ■■ • + ’(^=°

Бу системанинг детерминанта W (х0) — 0 булгани учун у ноль бул­
маган ечимга эга, яъни az(t = 1, п) ларнинг .^аммаси .\ам нолга 
тенг эмас. а0, ... , azl лар ёрдамида ечимларнинг чизикли 
комбинациясини тузамиз. Ушбу функцияни ,\осил киламиз:

У (х) = ajZ/t (х) + а2у2 (х) + . . . + а„у„ (х), 
бу ерда av а2> ... , ап ларнинг хаммасн хам нолга тенг эмзс.
(21.1) тенглама ечимларининг чизицли комбинацияси булган у(х) 
функциянинг узи ^ам унинг ечими булади. Бундан таш^ари an a2, 
a3, ... , a„ (24.3) системанинг ечими булгани учун у(х) (24.2) 
бошлангич шартларни каноатлантиради:;

У(х„) = 0, у'(хп) =0, ... , у(п-!) (х0) = 0.

Бирок, бу бошлангич шартларни (21.1) тенгламанинг ечими булган 
У = 0 (айнан нолга тенг) функция хам каноатлантиради. У холда 
берилган бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечимнинг яго- 
налигига кура:

У (X) ЗЕ 0
ёки

<4 У у W + агУг(*) + • • • + а„ул (х) зе 0.

Б»з уДх), у2(х), . . . , уп(х) функциялар чизицли эркли деган ху- 
лосага келдик, бу эса шартга зиддир. Бу зиддият теорема ни исбот- 
лайди.
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Н ат и ж а. Чизицли бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
ечимлари булган у3 (х), у.2 (х), ... , уп(х) функциялар системасининг 
Вронский детерминанти ё айнан нолга тенг, ё хеч бир нуктада нол- 
га тенг булмайди. Бу у, (х), у2 (х), . . . , уп (х) ечимлар системаси 
ё чизицли боглиц, ё чизицли эркли булишидан келиб чицади.

25- §. Ечимларнинг фундаментал системаси
Т а ъ р и ф. п- тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгла­

манинг п та чизицли эркли ечимлари системаси унинг фундаментал 
системаси дейилади.

1- теорема, п- тартибли чизицли бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг п та чизицли эркли ечимлари унинг фундаментал 
ечимлар системасини ташкил этиши учун уларнинг Вронский 
детерминанти нолдан фарцли булиши зарур ва етарлидир.

Хар кандай чизицли бир жинсли дифференциал тенглама чексиз 
куп фундаментал ечимлар системасига эга булишини курсатиш мум­
кин.

Ечимларнинг фундаментал системаси тушунчаси ва Вронский де­
терминанти тугрисидаги цараб чицилган теоремалардан фойдаланиб, 
кандай холда чизицли бир жинсли дифференциал тенгламанинг уму­
мий ечтмини хусусий ечимлардан тузиш мумкин, деган саволга жа­
воб бериш мумкин.

Бу саволга чизицли бир жинсли дифференциал тенглама умумий 
ечимининг таркиби тугрисидаги цуйидаги теорема жавоб беради.

2- теорема. Агар yv у2, у3, ... , уп чизицли бир жинсли 
дифференциал тенглама ечимларининг фундаментал системаси 
б$лса, у цолда бу тенгламанинг умумий ечими бу ечимларнинг чи­
зицли комбинациясидан иборат булади, яъни

У =Clyi+C2y2+. . . +Спуп, (25.1)

бу ерда Ср С2, . . . , Сп — ихтиёрий узгармаслар.
И с бот. 23-§ даги 1 ва 2-теоремалардан келиб чицадиган нати- 

жаларга асосан (25.1) функция чизицли бир жинсли тенгламанинг 
ечими булади. у ечим умумий булишини исботлаш учун ушбу

У Ц>) = Уу У' Ц>) = Уо............У{п~" W = ^”_1) <25-2)

бошлангич шартлар цар цандай булганда цам Ср С2, . . . , Сп их­
тиёрий узгармасларнинг шундай цийматларини топиш мумкинки, 
уларга мос хусусий ечим берилган бошлангич шартларни цаноатлан- 
тнришини курсатиш етарлидир. (25.1) функция (25.2) бошлангич 
шартларни цаноатлантиришини талаб киламиз. Куйидагига эга була­
миз:

^1 ^10 + ^2^20 + • • • Н- Сп У по ~ Уо'
С\ У\0 +^2^20 + • • • + Сп У по = У'о'

адг” +с2«/Г|) + • • • +сяуГ1) = ^Г1)-
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Бу ерда У10. yfo- . • • , У(Г0~1)
пар У1 функция ва унинг хосилаларининг х = ха нуктадаги киймат- 
дари, У20'Уы ■ ■ ■ ' f4o_1) лаР У2 Функция ва унинг хосилаларининг х= 
=х0 нуцтадаги хийматлари ва хоказо уп0, у‘п0, . . . , у^~'> лар уп функ­
ция ва унинг хосилаларининг х = х0 нухтадаги кийматлари. Ср С2,

. , Сп номаълумларга нисбатан алгебраик чизикли тенгламалар- 
нинг (25. 3) системасини хосил килдик. Бу системанинг детерминан­
ти Ур У2’ ■ ■ ■ > Уп фундаментал ечимлар системасининг х0 нухтада­
ги Вронский детерминантидан, яъни W (х0) дан иборат булади. 24- § 
даги теоремага кура бу детерминант нолга тенг эмас. Демак, (25.3) 
система ягона ечимга эга, яъни шундай Ср С2........... Сп сонлар
тупламига эгаки, буларда у Сх ух + С2 у2 + . . . +Спуп ечим
(25.2) бошланрич шартларни каноатлаптиради. Шундай килиб, агар 
ур У2» Уз' ■ ■ • ’ Уп — чизихли бир жинсли дифференциал тенглама­
нинг фундаментал ечимлар системаси булса, у = Схух + С2у2 + 
4- . . . +Спуп функция бу тенгламанинг умумий ечими булиши 
исбот хилинди.

26- §. Остроградский — Лиувилл формуласи

Остроградский — Лиувилл формуласи чизикли бир жинсли тенг­
лама ечимлари системасининг Вронский детерминанти билан бу тенг­
ламанинг коэффициентларини боглайди. Бу формулани келтириб чи- 
Харишни иккинчи тартибли чизикли бир жинсли тенглама учун кур- 
сатамиз. Тенгламанинг куриниши:

у" + (х) у' + а2 (х) у = 0.
Агар ух ва у2— фундаментал система булса, у холда

У 7 + ах (х) у' + а2 (х) ух = 0, 
у" + ах (х) у2 -г а2 (х) у2 = 0.

Биринчи тенгликнинг хадларини у, га, иккинчи тенгликнинг хаДла- 
рини у у га купайтириб ва иккинчисидан биринчисини айириб, топа­
миз:

(У1 Уг' ~ У\ Уз* + ai W (У1Уг — У\ У2> = °- (26-

Бу ерда у^ —УдУ2 = У1
У1

Уг
У2

= W (х) — ух, у., фундаментал ечим­

лар системасининг Вронский детерминанти. уху2 —у'х у2 = W' (х)— 
бу детерминантнинг хосиласи. Демак, (26.1) тенглик куйидаги ку­
ринишга эга булади:

W"(x)+a1(x)W7(x) =0. (26.2)
(26.2) тенгламанинг умумий ечимини узгарувчиларни ажратиб топа­
миз:
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7777 (х) dx, W (х) ф О,
И (х)

чунки ух, у, ечимлар системаси фундаменталдир. Интеграллаймиз: Я 

W (х) = С е- (а> Wdx. (26.3)
Энди (26.2) тенгламанинг

Г(х0) =Г0

бошлангич шартни каноатлантирувчи хусусий ечимини
Уларни (26.3) умумий ечимга цуйсак:

V0 = Ce(-fe* М</Х)|х=хо.

(26.3) ва (26.4) дан 

топамиз.

(26.4)

ёки

(26.5)
экани равшан.

(26.5) формула Остроградский — Лиувилл формуласидир, у ик­
кинчи тартибли тенглама учун келтириб чикарилди, бирок у истал­
ган тартибли тенгламалар учун хам уринлидир. Бу формуладан, 
масалан, W (х) ё айнан нолга тенг экани, ё хеч бир нуктада нолга 
тенг булмаслиги келиб чикади. (26.5) формула иккинчи тартибли чи- 
зикли бир жинсли тенгламанинг битта хусусий ечими маълум бул­
ганда унинг умумий ечимини топишга имкон беради.

Мисол. Ушбу ху" — (1 -фх)у' + у = 0 тенгламанинг yL = ех 
ечими маълум булса, унинг умумий ечимини топинг.

Ечиш. Тенгламани х га булиб, ^айта ёзамиз:

X X
(26.3) формулада Вронский детерминантини унинг киймати билан 
алмаштирамиз, натижада куйидагига эга буламиз:

У'2У1-У2У'1 = Се~*а> ^dx .

Бу ердан

у'2ех — у.рх =Се J х х ’

(чунки ух =ех , у\ =ех , ах(х) ёки

е* (У2 — У2) = С е1п х+х.
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ет х —х булгани учун е* га киекартирсак, охирги тенгламадан: 
У2 ~У 2 = Сх.

5у тенгламанинг бирорта хусусий ечимини топамиз. У биринчи тар­
тибли, чизиклидир. куйидагича алмаштирамиз: y2 — uv, y'2 — u'v + 
j-v'u, натижада u'v+uv' — uv—Cx, бу ердан u'v + u(v'—v) = 
₽ Cx, энди v' — v = 0 деймиз, у холда u'v — Сх. Биринчи тенгла­
мани ечиб, v —ех ни, иккинчи тенгламани ечиб,

и —С\ — С е~х (х + 1)
ни топамиз. и, и функиияларни у2 га цуямиз:

у2 — uv = ех (Ct — Се х(х + 1)).
Хусусий ечимни излаётганимиз учун Сг — О, С = — 1 деб, yt — х+
4- 1 ни хосил киламиз. Иккита: уг —ех, уг =х + 1 хусусий ечим­

лар — = —j- const булгани учун чизицли эркли. Улар фунда­
ментал система ташкил этади, шунинг учун берилган тенгламанинг 
умумий ечими

У = CL ех + С2 (х + 1) 
функниядан иборат булади.

27-§.  Узгармас коэффициентли чизицли бир жинсли 
дифференциал тенгламалар

Чизицли бир жинсли тенгламаларнинг коэффициентлари узгармас 
булган хусусий холни караймиз. Бундай тепгламалардан куп фойда- 
ланилади. Соддалик учун аввал иккинчи тартибли чизицли бир жинс­
ли тенгламани муфассал куриб чицамиз, унинг натижаларини п- тар­
тибли тенгламалар учун умумланиирамиз.

27.1. Узгармас коэффициентли иккинчи тартибли чизикли бир 
жинсли тенгламалар. Ушбу узгармас коэффициентли чизикли бир 
жинсли тенгламани караймиз:

У" +ру' +qy=O, (27.1)
бу ерда р, q — узгармас цациций сонлар. Чизицли бир жинсли тенг­
ламаларнинг умумий назариясидан бундай тенгламанинг умумий 
ечимини топиш учун унинг хусусий ечимлари фундаментал система­
сини топиш етарли экани келиб чикади. Иккинчи тартибли тенгла­
манинг фундаментал системаси иккита чизикли эркли хусусий ечим- 
дан иборат булади. (27.1) тенгламанинг фундаментал ечимлар систе­
масини кандай топиш мумкинлигипи курсатамиз. Бу тенгламанинг 
хусусий ечимини

у = екх (27.2)

куринишда излаймиз, бу ерда k — узгармас сон. Бу функциям; икки 
марта дифференциаллаймиз:
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у' — kekx, у" — k2ekx.
У, у’, у" ларни (27.1) тенгламага цуйиб, топамиз:

ekx (kz + pk + q) = 0. (27.3)
Бу ерда купайтувчи х нинг >;еч кандай кийматида Гнолга тенг 
булмаганлиги сабабли

kr + pk + q = 0. (27.4)

Шундай килиб, k сони (27.4) тенгламанинг илдизи булганда ва фа- 
цат шундагина у функция узгармас коэффициентли чизикли бир 
жинсли (27.1) дифференциал тенгламани каноатлантиради.

(27.4) алгебраик тенглама берилган дифференциал тенгламанинг 
характеристик тенгламаси дейилади. Характеристик тенгламанинг 
илдизлари k-i ва /?2 сонлари булади:

*.—•£ + М4>—1
Бунда куйидаги уч хол булиши мумкин:

a) /4 ва k2 — хациций ва хар хил сонлар, яъни kx #= k2\
б) ва k2 — хацикий ва тенг сонлар, яъни kl=k2 = — р_.

2’
в) kx ва k2 — комплекс сонлар, яъни k} 2 — а ± J0,

бу ерда а = — у, 0 - ]/q |

Хар кайси цолни алохида-алохида цараймиз.
а) Характеристик тенгламанинг илдизлари хакиций ва хар хил: 

kx=/=k2. Бу холда хусусий ечимлар (27.2) формулага кура y1—ek'x 
ва у2 = ек*х функциялар булади.

Маълумки, ух ва у2 функцияларининг нисбати х нинг барча ций- 
матлари учун узгармас сон булса, у холда бу функциялар чизикл 

и eklXбоглик, акс холда улар чизикли эркли. Демак, — = —г— —ех{к'~,‘2}=^ 
у2 е 2

=# const, чунки kx ва k2 лар шартга кура хар хил. Шундай килиб, 
z/1=e*i-tBa у2=екгХ ечимлар чизикли эркли, демак, улар (27.1) 
тенглама ечимларининг фундаментал системасини ташкил этади. 
Шундай килиб, бу функцияларнинг чизикли комбинаиияси

у = 4- С2ек‘х

берилган тенгламанинг умумий ечимини беради.
1-м  и со л. Ушбу у" —Зу’ -f- 2у = 0 тенгламани ечинг.
Ечиш. k2 — 3k 4- 2 = 0 берилган тенгламанинг характеристик 

тенгламаси. Унинг илдизлари: kt — 1, kt =2. Фундаментал ечимлар 
системаси: /4 = ех , у, = е2х. Дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими эса

У = 4- С^х
булади.
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г
б) Характеристик тенгламанинг илдизлари ^акикий ва тенг: —
k. — — Битта хусусий ечим: уг = ек'х юкоридаги мулохаза- 

лар асосида ^осил цилинади. ек^ функция иккинчи хусусий ечим 
сифатида карали ши мумкин эмас, чунки ек*х = ек'х. Шундай хусусий 
ечим топиш керакки, у биринчи ечим yt — ек>х билан чизикли эркли 
булсин. Иккинчи ечим у2 = хек*х функция булиши мумкинлигини 
к'срсатайлик. У yt билан чизикли эркли, чунки

=^^const.
е‘

Бу у2~хек'х функция (27.1) тенгламани каноатлантиришини текши- 
рйш цолди. Уни икки марта дифференциаллаймиз:

l£ = e**x(l + ^| А
у” = ек'х (k]x + 2Аф.

у2, у'2, у, ларни берилган (27.1) тенгламага куямиз:

eklX [(^х + 2kt) + р (Ц- kxx) + qx] = 0.
Кушилувчиларни кайта гурухлаймиз ва ек>х #= 0 га кискартирамиз:

х (£, + pk{ + q) + (2kl + p) — 0. (27.5)

k{ (27.4) характеристик тенгламанинг илдизи булгани учун (27.5) 
даги биринчи каве айнан нолга тенг, яъни k] 4- pk{ + q — 0. kx — 

каррали илдиз, яъни — k, = ёки 2kx — — р булгани учун
(27.5) даги иккинчи каве .уам айиан нолга тенг, яъни 2kr + р = 0. 
Демак, уг=хе^х функция (27.1) тенгламанинг ечими булади ва 
ух = ек'х билан чизикли эркли. Шундай килиб, ух — ек*х ва у2 — 
= хе^х ечимлар (27. iJ тенглама ечимларининг фундаментал систе- 
масини ташкил этади. Демак, бу функцияларнинг чизикли комбина- 
цияси

У = Скуг + С2у2 = ек*х (Сх + С2х),
бу тенгламанинг умумий ечимини беради.

2-ми со л. у" +Ьу' +4 =0 тенгламани ечинг.
Ечиш. Берилган дифференциал тенглама учун характеристик 

тенглама k2 +4&Н-4 =0 куринишда булади. Унинг илдизлари: kx — 
= k, = — 2. Фундаментал ечимлар системаси уг — е~2х ва у2 = 
= хе~2х. Дифференциал тенгламанинг умумий ечими

у =е~2х (С,+С2х).
в) Характеристик тенгламанинг илдизлари комплекс цушма: 

ki = а + ф, А, = а — ф. Бу ерда а = — у, ₽ = ]/<? — р 

Хусусий ечимларни куйидаги шаклда ёзиш мумкин:
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ух = ek,x = e(a+‘P)JC =
= e^tx — g(cu'P) x __ gax. g—ifix

(27.6) ифодага ушбу
е‘ф = cos <p _|_ i simp.

Эйлер формуласипи татбиц цилиб, уни цуйидагича сзамиз: 
ух — еах cos рх + ieax sin рх, 
у2 =еах cos рх — ieax sin рх.

Маълумки, бир жинсли тенглама ечимларининг чизицли комбинация- 
си хам тенгламанинг ечими булади. Шунинг учун куйидаги

F1 = = е™ cos рх,

& = = еах sin

функциялар цам (27.1) тенгламанинг ечимлари булади. Улар чизиц­
ли эркли, чунки. 4r- = ctg px=# const. Демак, ylt ~у, функциялар

Уг
(27.1) тенглама ечимларининг фундаментал системаскни ташкил эта­
ди. Шундай цилиб, бу функцияларнинг чизицли комбинацияси

у — еР-х (С\ cos рх + С2 sin рх) 
берилган тенгламанинг умумий ечимини беради.

3- м и с о л: у" — 4у' + 13у = 0 тенгламани ечинг.
Ечиш. Берилган дифференциал тенглама учун характеристик 

тенглама k2 — 4^ + 13= 0 булади. Унинг илдизлари:
kx = 2 + 3t, — 2 — 3t, a — 2, p = 3.

Ечимларнинг фундаментал системаси: yx = е2х cos Зх, у, = е2х sin Зх. 
Берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

у = е2х(С1 cos Зх + С2 sin Зх).
27.2. Узгармас коэффициентли п- тартибли чизицли бир жинсли 

дифференциал тенгламалар. Ушбу узгармас коэффициентли /г-тар­
тибли чизицли бир жинсли дифференциал тенгламани цараймиз:

*/(n)j+ + -« . + апу = 0, (27.7)

бу ерда ар а2, . . . , ап узгармас сонлар. Бу тенгламанинг умумий 
ечимини топиш учун унинг фундаментал ечимлари системасини то- 
пиш етарлидир. п- тартибли дифференциал тенглама булган цолда 
фундаментал система п та чизицли эркли ечимлардан иборат була­
ди. Хусусий ечимни у =екх куринишда излаймиз. Бу функцияни п 
марта дифференциаллаб ва унинг у', у", ... , у{п) цосилаларини
(27.7) тенгламага цуйиб, куйидаги алгебраик тенгламани цосил ци­
ламиз:

kn + alkn~1 + . . • + = 0.
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gy тенглама (27.7) дифференциал тенгламанинг характеристик 
Тенгламаси дейилади. Характеристик тенглама п та илдизга эга: 

/г.,............kn. Иккинчи тартибли чизикли бир жинсли тенглама­
га ухшаш бу холда хам характеристик тенглама илдизларннинг 
характерига кура уларга мос хусусий ечимлар кандай богланишга 
эга эканини курсатамиз.

а) характеристик тенгламанинг хар бир ^акикий содда k илди- 
зига ех хусусий ечим мос келади:

б) хар бир s каррали \а^икий k илдизига s та чизикли эркли 
ekx, хе^\ .... х5-1 ekx ечимлар мое келади;

в) комплекс кушма илдизларнинг \ар бир k2 — а 4- ф ва k2 — 
= а — т’Р жуфтига 2г та чизикли эркли хусусий ечимлар мос ке­
лади:

еах cos (Зх, хеах cos рх, . . . , xr_1 еах cos рх,
еах sin-рх, хе™ sin рх, . . . , xr~le™ sin рх.

Характеристик тенгламанинг даражаси ёки чизицли бир жинсли диф­
ференциал тенгламанинг тартиби ^андай булса, хусусий ечимлар 
шунча булади. Ечимларнинг чизикли эрклилигини Вронский детер- 
мипанти ёрдамида исбэтлаш мумкин. Фундаментал ечимлар система- 
сидан фэйдаланиб ечимнинг чизикли комбинациясини тузамиз:

У = С\У\ +С2У2 + • • • +СпУп’
бу (27.7) чизикли бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими булади. Бу ерда С2, С3, . . . , Сп ихтиёрий узгармаслар.

4- м и с о л. yw — у —0 тенгламани ечинг.
Ечиш. Берилган дифференциал тенглама учун характеристик 

тенглама k4— 1 =0 куринишга эгадир. Унинг илдизлари k} — I, 
k2 = — 1, k3 = i, й4 = —t. Фундаментал ечимлар системаси = 
= ех, yt = е~х, *у3 = cos х, }у4 = sin х. Берилган тенгламанинг 
умумий ечими:

у ■■= Схех -j- С2е~х + С3 cos х -j-C4 sin х.
5- мисол. yv — 2у1У4~2уш =0 тенгламани ечинг.
Е ч и ш. Берилган тенглама учун характеристик тенглама k5 — 

— 2k4 + 2k3 = 0 куринишга эга. Унинг илдизлари: kt — k, = k3 — 
= 0, &4 = l+t> А5 = 1—i. Демак, тенгламанинг умумий ечими 
куйидагича булади:

у + С2х + С3х2 -j- С3ех cos х 4- С3ех sin х.
6- мисо л. yv + 8уш + 16у! =0 тенгламани ечинг.

Ечиш. Берилган тенгламанинг характеристик тенгламаси k5 + 
4-8/г3 -|- 16/г = 0 куринишда б^либ, унинг илдизлари kx =0, k2 3 = 
= 2i, 5 =—2t булади. Демак, берилган тенгламанинг умумий
ечими куйидагича булади:

у = С\ 4- С, cos 2х 4- С, sin 2х С4х cos 2х 4- С5х sin 2х.
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Энди амалиётда учрайдиган баъзи мухим масалаларни караб чи- 
^айлик.

27.3. Моддий нуктанинг эркин тебранма ^аракати. Маълумки 
моддий нуктани мувозанат холат ига кайтаришга интнлувчи куч кай­
тарувчи куч дейилади. Нуктага унинг мувозанат холатидан ofhujh- 
га пропорционал булган чизикли кайтарувчи куч таъсир этсин. х 
у^ни М нуктанинг тугри чизикли харакати траекторияси буйлаб 
йуналтирамиз. Координаталар боши О ни М нуцтанинг мувозанатда 
булиши мумкин булган хрлатда оламиз (29-шакл).

Агар нукта мувозанат 
холатидан х масофага of- 
дирилса, унга х у^и буйлаб 

X хамиша О нуктага йунал- 
ган кайтарувчи F куч таъ­
сир этади. Бу кучнинг х ук- 
даги проекцияси куйидагйча 
аншуганади:29- шакл

F = —cx, (27.8)
бунда с — пропорционаллик коэффициента.

М нуцтанинг кайтарувчи F куч таъсиридаги тугри чизикли ^а- 
ракати дифференциал тенгламасини тузамиз:

тх = —сх

ёки — = k2 белгилашни киритсак, 
т

x + k2x = O. (27.9)
27.9) тенглама нуктанинг эркин тебранма харакати дифферен­
циал тенгламаси дейилади.

Шундай килиб, моддий нуктанинг кайтарувчи куч таъсиридаги 
харакати иккинчи тартибли бир жинсли узгармас коэффициентли 
дифференциал тенглама билан ифодаланади.

Бу дифференциал тенгламани интеграллаш учун унинг характе­
ристик тенгламасини тузамиз:

V + F = 0.
Бу тенглама Хх — ik, X, = — ik илдизларга эга булгани учун 

(27.9) тенгламанинг умумий ечими цуйидагича ёзилади:
х — Сг cos kt-\-C2 sin kt, (27.10)

бунда Сг ва С2 интеграллаш доимийлари. (27.10) дан вакт буйича 
росила олиб, нуктанинг тезлигини ифодаловчи

х——CYk sin kt 4- Сг k cos kt (27.11)
муносабатни хосил киламиз.

Ci ва С2 интеграллаш доимийларини аницлаш учун бошлангич 
шартлар берилган булиши керак. Масалан, бошлангич шартлар 
куйидагича булсин:
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t — 0 да X = х0, X = х0.
27.12) ни (27.10) ва (27.11) га цуйиб,

(27.12)

С, = х0, а = ^~
k

эканлигини келтириб чицарамиз.
С\ ва С2 нинг бу кийматларини (27,10) га цуйиб, М нуцтанинг 

харакат конунини аницлаймиз:

(27.13)

Нуцтанинг харакатини яццолроц тасаввур цилиш учун Q ва С2 
урнига 

тенгликлар воситасида аницланадиган а ва а янги доимийларни ки­
ритамиз. У цолда (27.10) ни

х — a sin (kt + а) (27.14)
куринишда ёзиш мумкин. Бу тенглама нуцтанинг гармоник тебран­
ма харакатини ифодалайди.

Шундай килиб, моддий нуцтанинг чизицли цайтарувчи куч таъси- 
ридаги эркин тебранма харакати гармоник тебранма харакатдан ибо- 
рат булади.

Нуцтанинг царакат тезлигини аницлаш учун (27.14) дан вацт 
буйича хосила оламиз:

(27.15)
а ва а ни харакатнинг бошлангич шартларвдан фойдаланиб 

аницлаш мумкин. Айтайлик, харакатнинг бошлангич шартлари 
(27.12) куринишида берилган булсин. (27.12) ни (27.14) ва (27.15) 
га цуйсак,

х0 — a sin а, ха — ak cos а цосил булади.
Бунда а ва а лар аницланадиган

а

1 КХлtg а - -г-2-, sm а =

(27.16)

cos а = (27.17)

муносабатларни оламиз.
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М нуцтанинг О тебраниш марказидан энг катта огишига тенг 
булган а масофа тебраниш. амплитудаси дейилади. М нуцтанинг 
берилган ондаги цолати ва ундан кейинги харакат йуналишини ифо- 
даловчи kt + а аргумент тебраниш фазаси дейилади. Бошлангич 
t = 0 пайтидаги фазанинг циймати а тебранишларнинг бошлангич 
фазаси дейилади.

Нуктанинг эркин тебранма харакат графиги 30- шаклда тасвир- 
ланган, бунда х0 — a sin а нуктанинг бошлангич пайтдаги огишини 
ифодалайди. Нукта бир марта тулик тебраниши учун кетган Т 
вацт тебраниш даври дейилади. Синус функциясининг даври 2л га 
тенг булгани учун

£(/4-Т)+а —(£/ + «) = 2л 
ифодадан тебраниш даврининг цийматини топамиз:

Т = — = 2л ]/—.
k г с (27.18)

Тебраниш даврининг тескари кийматига тенг 'булган ва нукта­
нинг бир секунддаги тебранишлар сонини ифодаловчи

(27.19)

катталик тебранишлар частотаси дейилади. (27.19) дан курамизки, 

катталик 2л секунд вацт ичида нуцтанинг тулиц тебранишлар со­
нини ифодалайди. Бу катталик тебранишларнинг доиравий частота­
си дейилади.

Бу формулалардан курамизки, эркин тебранишлар частотаси ва 
тебраниш даври бошлангич шаргларга боглик булмай, факат нукта­
нинг массаси ва с коэффициента боилиц булади.

130



27.4. Тезликнинг биринчи даражасига пропорционал булган кар­
шилик кучи таъсиридаги моддий нуктанинг эркин тебранма хара­
кати. Юкорида нуктанинг эркин тебранма харакати курилганда му- 
хитнинг каршилиги эътиборга олинмаган эди, вахоланки, техникада 
учрайдиган аник масалаларни ечишда каршилик кучини хисобга 
олишга тугри келади. Каршилик кучи тебранма ^аракат мохиятига 
ЖИДД»Й таъсир курсатади. Масалан, бир учи махкамланган ва эркин 
учига юк осилган пружинани чузиб, суигра куйиб юборсак, юк бир 
неча марта тебрангандан кейин хавонинг каршилик кучи туфайли 
тухтайди.

Ох ук буйича ^аракатланувчи М моддий нуктага F цайтарувчи 
кучдан ташкари нуктанинг тезлиги v га царама-царши йуналган 
R каршилик кучи таъсир этсин (31-шакл). Нуктанинг тезлиги упча 
катта булмаганда каршилик кучини тезликнинг биринчи даражасига 
пропорционал деб караш мумкин:

7? = —g и,
бунда р каршилик коэффициепти- 
ни ифодалайди. R — каршилик 
кучининг х уцидаги проекцияси

R = —ЦХ. 31-шакл

F ва R кучлар таъсиридаги нуктанинг харакати дифференциал тенг­
ламасини тузамиз:

тх = — сх — цх.
Тенгламанинг иккала томонини т га булиб, барча хадларини бир 
томон га утказсак,

х + 2nx + k-x — 0 (27.21)

куринишдаги тенгламага эга буламиз, бунда

т т

(27.21) тенглама кайтарувчи куч ва нукта тезлигининг биринчи 
даражасига пропорционал булган каршилик кучи таъсиридаги мод­
дий нуктанинг харакати дифференциал тенгламасини ифодалайди. 
Бу тенглама коэффициентлари узгармас булган иккинчи тартибли 
чизикли бир жинсли тенгламадир. Унинг А.2 + 2пк k2 = 0 характе­
ристик тенгламаси X] 2 = —п ± У ri1— k1 илдизларга эга.

Моддий нуктанинг .уаракати мо^ияти бу илдизларнинг кабул ки- 
Дадиган кийматларига боглид булади. Агар п< k (каршилик унча 
катта булмаган к°л) булса, характеристик тенгламанинг илдизлари 
Чушма комплекс сонлардан, п> k (каршилик катта булган хол) 
булса, хакикий сонлардан иборат булади.
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Бу ^олларни алсцида- алохида куриб чицамиз.
1)Му^итнинг  царшилигн унча катта булмаган 

^ол (n< k).
Бу холда k2 — п2 = деб белгилашни киритсак, характеристик 

тенгламанинг илдизлари А, 2 = — п ± ikt булиб, (27.21) тенглама­
нинг умумий ечими цуйидагича булади:

х = e~nl (CY cos ktt 4- С2 sin kit). (27.22)
Агар Ci ва С2 интеграллаш доимийлари урнига

Ci=a sin а, С2 = а cos а
тенгликлар воситасида аникланадиган а ва а узгармасларни кирит­
сак, нуктанинг х,аракат конуни

x = ae~nt sin (kJ + а) (27.23)
тенглама билан ифодаланади.

(27.23) тенглама нуктанинг гармоник тебранма ^аракат тенгла- 
масидан е_п/ купайтувчиси билан фарц килади. Бу купайтувчи ва^т- 
нинг утиши билан нолга интилади, яъни t -*■ оо да e~nt 0. Шу 
сабабли (27.23) цонун асосида содир буладиган харакат сунувчи 
тебранма хрракат дейилади. Бундай харакат частотаси kt пукта- 
нинг массаси т, пропорционаллик коэффициента с билан бир ца- 
торда музуггнинг каршилик коэффициента ц га хам борлиц булади.

Сунувчи тебранма харакат графиги 32-шаклда тасвирланган. 
(27.23) да | sin (^-f-a)| < 1 булгани учун х координатанинг абсо­
лют киймати

шартни цаноатлантиради. Бинобарин, сунувчи тебранма \аракат гра­
фиги t ук^а нисбатан симметрии жойлашган

х = а е~п! ва л' = — а е~п< 
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(27.24)

чизицларга галма-гал уринадиган синусоида билан ифодаланади.
а ва а интеграллаш доимийларини аниклаш учун (27.23) дан 

ра^т буйича хосила олиб, нуктанинг тезлигини топамиз:

x — ak1e~nt cos (^/+а)—ane~nt sin (ktt + а).
дгар бошланрич шартлар

t = 0 да х — xQ, х = и0
куринишда берилган булса, уларни (27.23) ва (27.24) га куйиб, уш­
бу тенгламалар системасини хосил киламиз:

х0 = a sin а,
□0 = aky cos а — nxQ.

Бунда а ва ос лар аницланадигаи

> (27.25)

(27.26)

акг

муносабатларни оламиз.
Сунувчи тебранма харакат частотаси

— V k1 — п2, (27.27)
^аракат даври эса

т — 2л
1 " (27.28)

формула ёрдамида аницланади.
(27.28) ни куйидагича ёзиш мумкин:

7\ 2Я Т (27.29)

‘/■-(д)’
бунда Т ==— билан нуктанинг эркин тебранма ^аракат даври бел- 

k
гиланган.

(27.29) дан курамизки, сунувчи тебранма ^аракат даври нуцта- 
нинг эркин тебранма харакат давридан бирмунча катта булади. 
«Пекин каршилик кичик булганда бу фарц унча катта булмайди ва 
бунда Т\ « Т деб олиш мумкин. Бинобарин, унча катта булмаган 
му^итнинг царшилиги эркин тебраниш даврига деярли таъсир этмай- 
Ди.

Моддий нуцтанинг мувозанат ^олатидан у ёки бу томонга хар 
гал тебрангандаги максимал огиши сунувчи тебранма .\аракат 
амплитудаси дейилади.
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Агар бу амплитудаларнинг кетма-кет кийматларидан ташкил 
топтан ах, а2, . . . , а, а(+1 , . . . ^атории олсак, бу каторнинг цК- 

= + пайт-

нучта alt 
Л— га тенг

• • •
кита кетма-кет av

ларига мос келади

»

а<+2 хадлари ва^тнинг t. ва //44

(33- шакл), яъни t'ж — /. = L булиб, 

. . . ларга ОБгандаги вактлар айирмасиЛ2, .... ap

арифметик прогрессияни ташкил этади хамда

~'*0г+“г) -п
fle ;------=е 2 (27.30)аг ае п1‘

а- ■ 1 
муносабат уринли булади. —нисбат узгармас булгани туфайли 

ai Т
— п — 

амплитудаларнинг кетма-кет цийматлари, махражи е 2 га тенг

камаювчи геометрик прогрессияни ташкил этади. е 2 га тенг 
булган абстракт сон тебраниш декременти дейилади. Декремент- 
нинг натурал логарифми модулига тенг катталик логарифмик дек­
ремент дейилади ва у D билан белгиланади:

D =Ц 1п е * 2-1 = ”л-.-=Г' (27.31)

Мивдори п га тенг булган коэффициент eg ниш коэффициента 
дейилади.

Шундай цилиб, унча катта булмаган каршиликнинг моддий нук* 
танинг эркин тебранма ^аракатига таьсири, ваь;тнинг утиши билан 
тебраниш амплитудасининг камайиши билан характерланади.
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(27.32)

Г
2) Апериодик х.аракат (n>k). Бу холда п2— k2=h2 бел- 

гилашни киритсак, характеристик тенгламанинг илдизлари
2 = —■ п ± ]/п2 — й2 = — п ± h

^аци^ий булади. Шу сабабли (27.31) тенгламанинг умумий ечими 
куйидагича ёзилади;

х = е~п‘ (Сг ehl С2 е~ы). 
Агар С\ ва С2 интеграллаш доимийлари урнига

q _ Л - j- В q_А—В
1 2 ’ 1 2

тенгликлар воситасида аницланадиган янги А ва В доимийларини 
киритсак, (27.32) ни

х = ~е^ (д +В^

куринишда ёза оламиз. Бу тенгламада

J4 ! е~ы ем —е~м-е 1 е-----= ch ht, —------- -— = sh ht
2 2

гиперболик функцияларни киритиб, уни куйидагича ифодалаймиз:

— е

х =е-^(Д ch ht + B sh ht). (27.33)

Нуктанинг ^аракатини янада якколро^ тасаввур цилиш учун А 
ва В узгармаслар урнига

А — a sh а, В = a ch а

тенгликлар ёрдамида аникланадиган а ва а узгармасларни кирита- 
миз. У зфлда (27.33) урнига

x~ae~nt sh (й/Д-а) (27.34)
тенгламани оламиз.

(27.34) дан курамизки, п > k булган холда нуцта тебранма ха- 
ракатда булмайди, чунки гиперболик синус функцияси даврий функ­
ция эмас. Бу тенглама апериодик харакатни ифодалайди.

Бундай харакат графиги бошланрич шартларнинг кандай були- 
шига караб, 34-шаклда тасвирланган графикларнинг бирортаси ку- 
Ринишида булади. Агар нукта бошланрич пайтда х у^ининг мусбат 
йуналиши буйича йуналган бошланрич vQ тезликка эга булса, у ^ол- 
дэ бу тезлик хисобига нуцта дастлаб мувозанат ^олатидан узокла- 
Ша боради, сунгра цайтарувчи куч таъсирида мувозанат холатига 
аста-секин яцинлаша боради (34-а шакл).

Агар нуцта бошланрич пайтда х укда карама-^арши йуналган 
бошланрич тезликка эга булса, хдракат графиги 34-6, в шаклдаги- 
Дек булади. Бу ^олда нуктанинг бсшлангич тезлиги vQ етарлнча
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34- шакл

катта булса, нуцта мувозанат .\олатидан бир марта утиб, сунгра бу 
холатга аста-секин якинлаша боради (34-е шакл).

3) Чегаравий о л да г и апериодик а р а к а т. Бу холда 
характеристик тенгламанинг илдизлари узаро тенг, ха^икий ва ман­
фий кийматга эга булади:

Xi = Xj = —п.
Бу (27.21) тенгламанинг умумий ечимини

х =е-«'(С1/+Сг) (27.35)
куринишда ёзиш мумкин. Бу холда нуктанинг тезлиги

х = — пе-* (Cxt + Са) + е~^ Сх (27.36)
формула ёрдамида аницланади.

Ci ва С2 ни топиш учун харакатнинг бошланрич шартларидан 
фойдаланамиз. Айтайлик, бошланрич t = 0 пайтда нукта х = х0 ио­
латин эгалласин ва х = <?0 тезликка эга булсин. Бу шартларни 
(27.35) ва (27.36) га ^уйсак,
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х0 Сг,

Vq -- fl С2 “Н -- - flX$ “Ь

С?! = о0 + пх„

эканлиги топилади.
Сх ва С2 ларнинг кийматларини (27.35) га цуйиб, нуктанинг ха­

ракат конунини куйидагича ёза оламиз:

х = e~nt [х0 + (v0 + пх0) /].

Бу тенглама воситасида аникланадиган \аракат ^ам сунувчи аперио- 
дйк харакатдан иборат булади.

28-§. Чизикли бир жинсли булмаган дифференциал тенгламалар. 
Лагранжнинг ихтиёрий узгармасларни вариациялаш усули

Бир жинсли булмаган ёки унг томони берилган дифференциал 
тенглама деб

yw Н-а1(х) у(п~}> + <г. (х) у(п~2) + ••• + ап (*) ^ = (х) (28.1)
куринишдаги дифференциал тенгламага айтилади. Чизикли диффе­
ренциал операторнинг ифодасидан фойдаланиб, (28.1) тенгламани

L[y]—f(x) (28.2)

куринишда ёзиш мумкин. Бу — бир жинсли булмаган тенгламанинг 
ечими шундай функция эканини билдирадики, унга L [у] чизикли 
оператор берилган /(х) функцияни мос куяди.

(28.2) тенглама билан бир каторда
£ [:/] = О; (28.3)

тенгламани хам караймиз. Бу тенглама берилган бир жинсли бул­
маган тенгламага мос бир жинсли тенглама дейилади.

28.1. Умумий ечимнинг структураси. куйидаги теорема чизикли 
бир жинсли булмаган тенглама умумий ечимининг структурасини 
аниклашга ёрдам беради.

1-теорема. Чизикли бир жинсли булмаган дифференциал 
тенгламанинг умумий ечими бу тенгламанинг хусусий ечими ва 
мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечими йиеиндисидан ибо­
рат.

Ис бот. Бу (28.2) тенгламанинг бирорта хусусий ечимини у ор- 
кали, бу тенгламага мос бир жинсли (28.3) тенгламанинг умумий 
ечимини Y оркали белгилаймиз. Бу белгилашларга кура куйидагини 
ёзиш мумкин:
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L[y] = f(x), =0.
Энди бу ечимларнинг йигиндисини тузамиз:

t/ = У +7 (28.4)

Бу функцияни (28.1) тенгламага цуйиб, операторнинг аддитивлик хос- 
сасини эътиборга олсак, куйидагига эга буламиз:

L\y]= L[Y + y\=L[Y\ +L[^T = /(x) + 0 = f(x).

Шундай цилиб, у = Y 4- у функция берилган (28.2) тенгламани ка- 
ноатлангиради, яъни унинг ечими булади. Энди (28.4) ифода уму­
мий ечим эканини исботлаш цолди.

Агар г/j, у2, . ■ ■ , Уп функциялар бир жинсли (28.3) тенглама­
нинг фундаментал ечимлар системасини ташкил этса, у холда унинг 
умумий ечими бу функцияларнинг чизицли комбинациясидан иборат 
булади:

¥ — СхУх 4* + • • • + Спуп,
бу ерда Ср С2, . . . , Сп — ихтиёрий узгармаслар. У цолда (28.4) 
ифодани куйидагича ёзиш мумкин:

0 = 7+ + С2у, 4- ... + спуп. (28.5)

(28.5) ифода (28.2) тенгламанинг умумий ечими эканини курсатиш 
учун ушбу

У(хо) = Уо< У' (*о) = *4 •• • , У{П~'} W — Уап~^ (28.6) 

бошлангич шартлар цандай ^булишидан катъи назар С1( С2 . . . , Сп 
ихтиёрий узгармасларнинг шундай цийматларини топиш мумкинки, 
узгармасларнинг бу кийматларида (28.5) ечим берилган (28.6) бош- 
лангич шартларни каноатлантиришини курсатиш керак, яъни уму­
мий ечимдан берилган бошлангич шартларда уларга мос хусусий 
ечимни ажратиб олиш мумкин эканлигини курсатиш керак. (28.5) 
функция (28.6) бошлангич шартларни цаноатлантирсин:

У о + С1У10 + ^1У-2о + • ■ • + Сп У па = У а' 
у'о +С1у’10+С2у’20 + . . . + Спу'м — у'о.

уоп Сх У\о lf + С.2 У20 *+ » . . + ^пу^0~^ = 

ёки

С1Ую +С2У20 + • . • + Спуп0—у0 — у0,

С1У[0 +С2у20 + ... + Спу'пО = Уо — у 0,

Cty\"-l)+C2y^ + ...+ Спу^^у^-у^-\ (28.7)
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— —' ~~(n—I)
^/0» • • • > Уо

оркали у функция ва унинг хосилаларининг х — х0 нуцтадаги кий­
мати; f/10, у\0, .... орцали уг функция ва унинг хосилала-
рининг х = х0 нуцтадаги циймати; у2й, у'2О, .... у(2п0~" оркали у2 
функция ва унинг хосилаларининг х = х0 нуцтадаги киймати ва хо- 
казо; t/n0, у'п0, .... у^-'> орцали уп функциянинг ва унинг хосила- 
ларининг х = х0 ну^тадаги к.иймати белгиланган.

Натижада Clt Сг, , Сп номаълумларга нисбатан п та алгеб-
раик тенгламалар системаси (28.7) ни зрсил циламиз. Агар бу сис­
теманинг бош детерминанти нолга тенг булмаса, система ягона ечим­
га эга булади. Бироц, системанинг бош детерминанти </ъ у2, . . ., уп 
фундаментал ечимлар системасининг Вронский детерминантидан ибо- 
ратдир:

д = w (у10,'у,о. • • • . У„о1 = w W-
Бу детерминант нолдан фаркли, чунки У1 у2, . . . , уп функциялар 
чизицли эркли. Шундай цилиб, (28.7) система ечимга эга, у ягона 
ечимга эга булиб/бу ечим Крамер формуласи ёки Гаусс усули ёр- 
дамида аникланади.

Бу ердан (28.5) функция ёки (28.4) каралаётган (28.1) ёки (28.2) 
дифференциал тенгламанинг умумий ечими экани келиб чицади.

Шундай килиб, бир жинсли булмаган чизикли тенгламани ечиш- 
да бир жинсли тенгламани ечишга нисбатан фарц бир жинсли бул­
маган тенгламанинг бирорта хусусий ечимини топишдан иборат экан.

Хусусий ечимларни топишда куйидаги теоремадан фойдаланиш 
максадга мувофик.

2-теорема. Агар бир жинсли булмаган (28.1) ва (28.2) тенг­
ламанинг унг томони иккита функциянинг йитндисидан иборат 
булса, яъни

= + /2(х)
булса, у холда бундай тенгламанинг хусусий ечимини унг томон- 
лари fr (х) ва /2 (х) булган мос тенгламаларнинг хусусий ечимлари 
йигиндиси сифатида хосил килиш мумкии.

Ис бот. Ушбу L[yJ =ft(x) ва L [t/2] =Д(х) тенгламаларни ца- 
раймиз. Айтайлик, yt ва у2 функциялар мос равишда бу тенглама­
ларни каноатлантирсин, яъни

Ь [?il = А (*) ва [j/sl = fi (*)•
Чизикли дифференциал операторнинг аддитивлик хоссасига кура: 

L (Pi + Уз1> Mi/il + Иу2\ = fi W + f-i W
яъни

L Ы = /i (x) + f2 (x)
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булгани учун у = yt+у2 функция (28.2) тенгламани цаноатланти- 
ради. Теорема исботланди.

Бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини топишнинг 
умумий усулини курсатамиз.

28.2. Лагранжнинг ихтиёрий узгармасларни вариациялаш усули.
(28.3) бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини тузамиз:

У — С1У1 + Сгу2 + ... + Спуп.
Бир жинсли булмаган (28.2) тенгламанинг хусусий ечимини С1(С2, 
С3, . . . , С„ ларни х нинг функцияси деб, юкоридаги шаклда, яъни

У — Q (x)f/i + С2(х) у2 4- ... + Сп(х) уп (28.8) 
куринишда излаймиз. Бу функцияларни шундай топиш талаб цили- 
надики, (28.8) ечим (28.2) тенгламани цаноатлантирсин. Куйидаги 
тенгламалар системасини тузамиз:

С\У1~\-С2у2 + ... + Спуп =0,
ClX+C2#2 + •.. + С'пуп =0,

+C'z/("-2> +’...+ *= О, (28.9)

+ • • ■ + с’у^ =f(x).

Номаълум CJ, С.р . . . , Сл лардан иборат бу тенгламалар система­
си ечимга эга, чунки системанинг CJ, Cj, • . . , Сл ларнинг олдила- 
ридаги коэффициентлардан тузилган бош детерминанти чизицли эрк­
ли ylf у2, . . . , уп хусусий ечимларнинг Вронский детерминантидан 
иборатдир. Маълумки, бундай детерминант чизицли эркли функция­
лар учун нолдан фарцлидир.

Шундай килиб, (28.9) система С\, С'2, . . . , С'п функцияларга 
нисбатан ечилиши мумкин. Уларни топиб интеграллаймиз:

Сх = J dx 4~ С1(
С2 = J Сз dx С2,

Сп = J Сп dx + СП'

Бу ерда Cv С2, , Сп—интеграллаш узгармаслари.
Энди

z/= Cji/j + С^ + . . . + Спуп (28.10)

бир жинсли булмаган (28.2) тенгламанинг умумий ечими эканини 
исботлаймиз. (28.10) ифодани п марта дифференциаллаймиз, бунда 
цар гал (28.9) тенгликни эътиборга олиб, цуйидагига эга буламиз:
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У — Crfi +С2уа + ... + С„уп, 
у' =C1yi + Cj/2 + • •. + С„уп-

^-1>=С1уГ,)+СауГ’,4- ... + Сп^-1’, 
f/(n> =Ctyi ) + C2z/2I> + . . . + Спу(пп) + /(х).

Биринчи, иккинчи, .... нихоят, сунгги тенгламанинг хадларини 
мос равишда ап, ап_х............ й1 ларга купайтирамиз ва цушиб,
£ [у] = f (х) ни .хосил циламиз, чунки уи у2 , Уп бир жинсли
(28.3) тенгламанинг хусусий ечими ва шунинг учун

L [yj = 0, £ [у2] = 0, . . . , £ [у„] = 0.
Демак,

У ~ С1У1 + С2у2 + . . . + Спуп
функция бир жинсли булмаган (28.2) тенгламанинг ечими булади, 
бу ерда Cv C2J_С„ лар (28.9) дан аникланган функциялар. 
Бу ечим п та Ct, С2, .... Сп ихтиёрий узгармасларга боБЛИК. Де­
мак, бу ечим умумий ечимдан иборат булади.

1-м ис о л. Ушбу дифференциал тенгламани ечинг:
y"'+y' = igx.

Ечиш. Бу тенгламанинг характеристик тенгламаси k3 -J- k = 0, 
kY — 0, k2Z = ± i илдизларга эга. Мос бир жинсли тенгламанинг 
ечими:

у = Cj + C2cosx + С3 sin х,
яъни

У1 =1, У2 = cosx, Уз = sinjc-
Хусусий ечимни хам шу куринишда излаймиз. Бундай тенглама 
учун (28.9) система куйидаги куринишда булади:

С,' С, cos х + С3 sin х = 0,
—С2 sin х -f- С3 cos х = 0,
— Cjcosx — CjSinx = tgx.

Иккинчи тенгламанинг иккала кисмини sinx га, учинчи тенглама­
нинг иккала кисмини эса cos х га купайтириб, цушсак С2 — — sir. х 

ни хосил киламиз. У холда иккинчи тенгламадан Сз = — ——- ке-* ‘ cos х
либ чикади. Биринчи ва учинчи тенгламаларнинг иккала кисмлари- 
ни цушиб, CJ = tg х ни топамиз. Интеграллаш куйидагини беради:
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Бу ердан берилган бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий 
мини куйидаги куринишда зуэсил ^иламиз:

у — — In | cosx| 4-С\ 4-cos2x 4-С2 cosx4-
4- sin2x— sin x • In |tg (y + -y) j +C3 sin x

ёки

у= Cj + C2cosx 4- C3sin x — In I cosx; — sin x In j tg [ y- 4- -ij

бу epAa^sin2x4- cos2x = 1 булгани учун

С] = Cj 4* 1-
2-ми co л. Ушбу дифференциал'тенгламани ечинг:

Ечиш. а) Мос бир жинсли дифференциал тенглама у"----- —у' =
х и 

и’г 1= 0 ёки — = — нинг умумий ечимини излаймиз.'Мос бир жинсли 
У х

дифференциал тенгламадан: In у' =1п х4-1пС1 ёки у' — Ctx. Интеграл- 
лаб, топамиз: у = Сгхг 4- С2, бу ерда Сх — ~ . Шундай килиб, фун­
даментал система = х2, у2 = 1 дан иборат.

б) Хусусий ечимни шу куринишда излаймиз. (28.9) системани 
тузамиз:

(С) х- 4- С2 = 0,
(CJ 2х 4- 0 = х.

' 1 ' X2
Бу ердан Ci == —, Сг= — —. Интеграллаймиз

С1 = -^-х4-С1, С2 = --^4-Сл.

Демак, берилган тенгламанинг умумий ечими

У — (“z- х + Ci)x24~ С2---- — — Схх2 4“ Сг 4—
\ 2 о ц

29- §. Узгармас коэффициентли чизицли бир жинсли булмаган 
дифференциал тенгламалар

Чизикли бир жинсли булмаган тенгламаларнинг коэффициент- 
лари узгармаслар булган хусусий \олни цараймиз.

Чизикли бир жинсли булмаган тенгламани ечиш бир жинсли 
тенгламани ечишдан бир жинсли булмаган тенгламанинг бирорта 
хусусий ечимини топиш билан фарц цилади. Чизикли бир жинсли
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f булмаган тенгламанинг хусусий ечимини топишнинг аникмас коэф­
фициентлар усулини царашга утамиз. Бу усул унг томони махсус 
куринишда булган тенгламалар учун татбик килинади. Агар тенглама­
нинг унг томонида курсаткичли функциялар, синуслар, косинуслар, 
купхадлар ёки уларнинг бутун рационал комбинациялари иштирок 
этаётган булса, бу усул бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий 
ечимини топишга имкон беради. Бунда, табиийки, хусусий ечимни 
унг томоннинг шаклига ухшаш шаклда излаш керак булади. Бундам 
ташкари, хусусий ечимнинг шакли тенгламанинг чап томонига хам 
богликдир.

Аввал иккинчи тартибли дифференциал тенгламани муфассал ка- 
раб чицамиз, сунгра унинг натижаларини п- тартибли дифференциал 
тенгламалар учун умумлаштирамиз.

29.1. Иккинчи тартибли узгармас коэффициентли чизикли бир 
жинсли булмаган дифференциал тенгламалар. Ушбу иккинчи тартиб­
ли узгармас коэффициентли чизицли бир жинсли булмаган дифферен­
циал тенгламани караймиз:

У'+ W/'+ 91/=/(*)> (29.1)
бу ерда р, q— узгармас сонлар. Ушбу

k- + pk+q = Q (29.2)

берилган бир жинсли булмаган (29.1) дифференциал тенгламага мос 
чизицли бир жинсли

\У" +'ру' +'ЯУ = О
дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси булади. f(x) 
функцияни куйидагича ёзиш мумкин булсин:

/ (х) = е '1Х [Рп (х) cos б х 4- Qm (х) sin б х], (29.3)

бу ерда у, б—маълум сонлар, Рп-(х), Qm (х) — маълум купхадлар. Бу 
функциянинг хусусий ^олларини куриб чикамиз.

1) у = 0, 6 = 0 булсин, у х.олда / (х) — Рп (х), бу ерда Рп (х) 
п- даражали купхад. у хусусий ечимни п- даражали ушбу купхдд 
куринишида излаймиз:

у = Rn (х) = Аохп + А1хп 1 + . . . + A n_t х 4- Ап, (29.4) 

бу ерда Ао, Аг, . . . , Ап — топилиши керак булган номаълум 
коэффициентлар. Уларни у = Rn(x) функция (29.1) тенгламани ай- 
нан каноатлантириши шартидан аниклаймиз. (29.4) ифодаии икки 
марта дифференциаллаймиз:

у\ = R'n W = пА° х~' +<« -!) As~2 + • • ■ + 4-н

? = R'n (*) = п (« - 1) Axn~2 + (и - 1) (п - 2) Агх п~3+

+ ■ ■ ■ + 2Ап_1.
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у, у\, уп ларни (29.1) дифференциал тенгламага цуйиб, 
дагини ^осил киламиз:

рп + PRn + = р’> (29.5)
бу ерда Rn— п- даражали купхад; R'n — (п— 1)- даражали купхад 
R'n — (п— 2)- даражали куп.\ад. Мумкин булган ^олларни караб чи’ 
^амиз.

а) <7 ¥= 0 булсин (яъни характеристик тенгламанинг илдизлари 
kt =# О, =#= 0, у холда (29. 5) тенгликнинг чап ва унг томонлари- 
да п- даражали куп^адлар туради. х нинг бир хил даражалари олдц. 
даги коэффициентларни тенглаб, (п + 1) та Яо, Alt А,, . . . д 
номаълум коэффициентларни аниклаш учун п + 1 та тенгламадан 
иборат системани хосил киламиз. Шундай килиб, бу холда хусусий 
ечим У — Rn (х) куринишда булади.

б) q = 0, р ф 0 ((29.2) характеристик тенгламанинг илдизлари: 
kt = 0, ^2 =/= 0) булсин. Агар хусусий ечим яна у = Rn (х) шаклда 
изланса, (29. 5) тенглама куйидаги куринишга келади:

рп +Рр'п = Рп(хУ (29.6)
Чап томонда (п — 1)- даражали купхад, унг томонда эса п- даража­
ли купхад турибди. Демак, хеч кандай Ло, At, ... , Ап ларда 
(29. 6) айният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечимни номаъ­
лум коэффициентлар сонини оширмай (n +1)- даражали купхад 
куринишида олиш керак. Бунинг учун Rn (х) ни х га купайтириш 
етарли. Шундай килиб, бу холда хусусий ечим у = xRn (х) курини- 
шига эга булади.

в) q = 0, р = 0 ((29.2) характеристик тенгламанинг илдизлари 
k1 = k1 — 0) булсин. Агар хусусий ечимни у =Rn (х) шаклда излай- 
диган булсак, (29.5) тенглама цуйидаги куринишда булади:

R'^Pntx) (29.7)

Чап томонда (п — 2)- даражали купхад, унг томонда эса п- дара­
жали купхад турибди. Демак, х;еч бир Ао, Alt . . . , Ап ларда (29.7) 
айният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечимни номаълум коэф­
фициентлар сонини оширмай (л — 2)- даражали купхад шаклида олиш 
керак. Бунинг учун Rn (х) ни х2 га купайтириш етарли. Шундай 
цилиб, бу холда хусусий ечим у = x2Rn (х) куринишда булади.

X у л о с а . а) Агар 0 сони характеристик тенгламанинг илдизлари 
билан устма- уст тушмаса, у = Rn (х) булади.

б) Агар 0 сони характеристик тенгламанинг битта илдизи билан 
устма- уст тушса, у = xRn (х) булади.

в) Агар 0 сони характеристик тенгламанинг иккала илдизи билан 
устма- уст тушса, у = x2Rn (х) булади.
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1- мисо л . Ушбу у" + 4у' + Зу =х дифференциал тенглама.. 
«мумий ечимини топинг.
у 'Ечиш. а) К1 4-4k + 3 — 0 характеристик тенглама kx = — 1, 

= — 3 илдизларга эга. Бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими

куринишда булади.
' б) Чизицли бир жинсли булмаган дифференциал тенгламанинг унг 

томони f (х) = х = (х) куринишга эга, шу билан бирга 0 сони ха­
рактеристик тенгламанинг з^еч кайси илдизи билан устма- уст туш- 
майди. Шунинг учун хусусий ечимни у = Ах + В куринишда излай­
миз. Номаълум И ва В ларни топиш учун у функциянинг ва унинг 
хосилаларининг ифодаларини берилган тенгламага куямиз ва чап хам­
да унг томондаги коэффициентларни таццослаймиз, Бунинг учун 
у? у7. У" ларнинг. ифодаларини ва уларнинг тенгламага кирган коэф- 
фициентларини ёзиб чикамиз. Натижада куйидагини хосил кила­
миз:

3 у = Ах + В,
4 /=Л,
1 у" = 0.

^исоблашларни бажариб, 3 (Ах + В) + 4Л = х 
дан коэффициентларни тенглаб,

(ЗЛ = 1,
t ЗВ + 4Л = 0

системани хосил к;иламиз. Бу системани ечиб,

га эга буламиз. Бу ер-

ларни топамиз. Шундай цилиб, хусусий ечим 

ди. Умумий ечим эса

у = У + у — Схе С^е -|- 1____4_
3 9

(29.8)

дан иборат булади.
2) 6=0 булсин, у хрлда f\x) = evx~Pn(x), бу ерда у — маълум 

сон, Рп(х) эса п- даражали маълум куп\ад. Дифференциал тенгла­
манинг хусусий ечимини

У = е Рп (х)

куринишда излаймиз, бу ерда Rn(x)—-юкоридагига ухшаш п-даража­
ли купхрд, унинг коэффициентлари Ао, Alt ... , Ап — номаълум- 
лар. Уларни у = е ух Rn(x) функция (29.8) тенгламани айнан кано- 
атлантириши керак, деган шартдан аникраймиз. (29. 8) ифодани икки 
марта дифференциаллаймиз:
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У' = ev*

7 = ev*(/?;+2T7?;+?2^.

У> У', У" ларни (20.1) тенгламага цуйиб,
^'+ (2?+ Р) + (Т2+РТ+ ?)/?„ = Р„(х) (29.9)

нн хосил киламиз. Мумкин булган цолларни караб чицамиз.
а) у (29.2) характеристик тенгламанинг илдизи булмасин (яъни 

У kj, У ¥= kJ. У холда (29.9) тенгликнинг чап ва унг томонида 
п- даражали купхадлар ту ради, х нинг бир хил даражалари олдида- 
ги коэффициентларни тенглаб, (л 4-1) та Ао, Alt ... , Ап номаъ- 
лумларни аницлаш учун п 4- 1 та тенгламадап иборат системани цо­
сил циламиз. Шундай килиб, бу цолда дифференциал тенгламанинг 
хусусий ечими

у =гхр„(х)

куринишда булади.
б) у (29.2) характеристик тенгламанинг бир каррали илдизи 

булсин (яъни y=k1, y=^k2 ёки y=^klt y=kj. Агар хусусий ечим у= 
= е>х Rn (х) куринишда изланадиган булса, у холда (29. 9) тенглик 
цуйидаги куринишга эга булади:

p;+(2y+p)p;=p„w. (29.Ю)

Бу ерда чап томонда (п — 1)- даражали купхад, унг томонда эса п- 
даражали купцад турибди. Демак, хеч кандай Ао, AL, . . . , Ап лар- 
да (29. 10) айният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечимда но- 
маълум коэффициентлар сонини оширмасдан Rn (х) урнига xRn (х) 
купцадни олиш керак. Шундай килиб, бу цолда дифференциал тенг­
ламанинг хусусий ечими

у = х е ух Rn (х)

куринишда булади.
в) у (29. 2) характеристик тенгламанинг икки каррали илдизи 

булсин (яъни у — k1 = kJ. Агар хусусий ечим у = eyxRn (х) шакл­
да изланса, у цолда (29. 9) тенглама куйидаги куринишга эга бу­
лади:

! «м» <29-“>
Бу ерда чап томонда (п — 2)- даражали купхад, унг томонда эса 
п- даражали купхад турибди. Демак, цеч цапдай Ао, Av ... , At 
ларда (29.11) айният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечимда 
номаълум коэффициентлар сонини оширмасдан Rn (х) урнига х2 • RnM 
купхадни олиш керак. Шундай килиб, бу цолда дифференциал тенг­
ламанинг хусусий ечими
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у = X-е ух Rn(x)

Куринишда булади.
Хулоса: а) Агар, у k2 булса, у = еух Rn(x).
б) Агар у —kr^ k2 булса, у = хе!Х Rn (х).
в) Агар у = ^ = А2 булса, у = х2е?л Rn (х).
2- мисо л. Ушбу

г/'-бу'4-6у = е2х(Зх —2)
дифференциал тенгламани ечинг.

Ечиш: a) k2 — 5/г + 6 = 0 характеристик тенглама = 2, k2 = 
= 3 илдизларга эга. Мос бир жинсли дифференциал ^тенгламанинг 
умумий ечими

У = Сге2х + Сге3х

булади.
б) Дифференциал тенгламанинг унг томони /(х) = <?‘л(3х —2) = 

= еух (х)_куринишга эга. Бунда у = 2 = ^, шунинг учун хусу- 
сий ечим у=х(Ах + В) е 2х куринишда булади. Бундан у , у" 
ларни топамиз:

/ = е2х (2Ах2 + 2Вк + 2Ах + В),

у7' =е2х (4Ах2 + 4Вх + ЗАх + 4В + 2А).

Берилган дифференциал тенгламага у, у', у’/ларни цуйиб,’ цуйи- 
дагига эга буламиз:

х2(6А — 10А + 4А)Д-’х](6В — 10В — 10А + 4В + 8А) 4-(—5ВД-
+ 4В + 2А) = 3х —2.

х нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициентларини тенглай- 
миз, натижада:

х I — 2А = 3, 1
х°|2Д—В=—2. J 

Системани ечиб,

ларни топамиз. Демак, хусусий ечим 

куринишда, умумий ечим эса
= Cle 2х+ Сле Зх + е2х^-^- х2-х } 

куринишда булади.
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3) у, б =#= О булсин, у холда

f(x)=e VA [Pn (х) cos б х 4- Qm (х) sin бх].

Хусусан, агар Рп(х) = 0 'булса,

f (х) = е ух Qm (х) sin бх; агар Qm (х) = 0 булса, у хрлда

/(х) = е ух Рп (х) cos6x. Ю^оридаги [1), 2) доллар] га ухшащ 
мулохазалардан куйидаги хулосаларга келамиз:

а) Агар у 4- i б ¥= klt k^ булса (йп k2—характеристик тенглама
илдизлари), у \олда хусусий ечимни унг томон шаклида излащ 
кеРак: у =ev’A [u(x)cos6x 4-u(x)sin6x],
бу ерда и(х), и(х) номаълум коэффициентли купхадлар булиб, бу 
коэффициентлар у — берилган (29.1) дифференциал тенгламани ка- 
поатлавтириши керак, деган шартдан топилади. и(х) ва и(х) куп- 
^адларнинг даражаси берилган Рл(х) ва Qm (х) куп^адларнинг энг 
юкори даражасига тенг эканини цайд киламиз.

б) Агар у — i б — булса, хусусий ечимни

у — хе‘л [и (х) cos б х + v (х) sin б х] 
куринишда излаш керак. / (х) функнияда синус ёки косинус иштирок 
этмаганда ^ам хусусий ечимнинг шакли сакланишини кайд килиб 
утамиз. К^аралаётган хол учун хусусий холни, яъни

/(х) = М cos бх + Wsin бх 
булган холни карайлик, бу ерда М, N — узгармас сонлар.

а) Агар 6Z =/= k, /?12 булса, хусусий ечимни

у — х A cos б х + В sin б х 
куринишда излаш керак, бу ерда А, В — номаълум коэффициент­
лар;

б) агар 6Z — k^ k2 булса, хусусий ечимни

у = х (A cos б х + В sin б х) 
куринишда излаш керак.

3- мисо л . Ушбу
у" -2у'-\-У = sin х 

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Ечиш. а) /г2 — 2k 4-1 = 0 характеристик тенглама k2 — k2 = 1 

илдизларга эга. Мос бир жинсли дифференциал тенгламанинг уму­
мий ечими Y=ex (С\ 4- С2х)
булади.

б) Дифференциал тенгламанинг унг томони f (х) = sin х = 
= Afcos бх + Msin бх куринишга эга. Бунда 6Z = i kt, k3. Шунинг 
учун хусусий ечимни куйидаги куринишда излаймиз:
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у = A sin х + В cos х,

ларни топамиз.
у'= Acosx— Bsinx, у" =—4sinx— В cosx

~у ~у', 7 лаРни берилган дифференциал тенгламага куйиб, топамиз: 
(Д + 2В — Д) sin х 4- (В — 2Д — В) cos х = sin х.

sin х ва cosx лар олдидаги коэффициентларни та^кослаб, топамиз: 
sin х 2В — 1, 
cosx — 2Д = 0.

Бу ердан А — 0, В —-±-. Демак, тенгламанинг хусусий ечими: 

4/"=-^-cosx. Умумий ечими: у=У + У-

Шунин г учун: -

у — ех (С\ + Сах) + ~ cos х.

4-мисо л. Ушбу

у" + 41/ = cos 2х

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Ечиш. а) /е2 4- 4 = 0 характеристик тенглама 2 — ± 2i ил- 

дизларга эга, бу ердан а — 0, £ = 2. Мос бир жинсли дифференци­
ал тенгламанинг умумий ечими

У = Cj cos 2х 4- С2 sin 2х
булади.

б) Дифференциал тенгламанинг унг томони f (х) = cos 2х = 
= Mcosбх4-Msin б х куринишга эга. Бунда: 6i= 2t =£t. 
Шунинг учун хусусий ечимни куйидаги куринишда излаш керак:

у = х(A cos 2х + В sin 2х).

у', у" ларни топамиз:

у’ = (Д 4* 2Вх) cos 2х 4- (В — 2Ах) sin 2х,
у" — (2В 4- 2В — 4Дх) cos 2х 4- (— 2Д — 2Д — 4Вх) sin 2х

У, У', у" ларни дифференциал тенгламага куйиб, куйидагига эга бу­
ламиз:

(4 Дх 4- 2В 4- 2В — 4Дх) cos 2х 4- (4Вх — 2Д — 2А — АВх) sin 2х =

— cos 2х.
sin2x, cos2x ларнинг'олдидаги коэффициентларни тенглаб:
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cos2x
sin 2x

■45= 1,
— 44]= 0,'

A = о, В = — -i- эканини топамиз. Хусусий ечим:

у = -у xsin|2x.

У зрлда дифференциал тенгламанинг умумий ечими

У — У + у = Ct cos 2х +'С2 sin 2х + — х sin 2х
‘ 4

булади.
29.2. Узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли булмаган 

п- тартибли дифференциал тенгламалар. Ушбу узгармас коэффици­
ентли чизикли бир жинсли булмаган п- тартибли дифференциал 
тенгламани караймиз:

У(п) +щу (п~" +а2у(п~2) + . . . +апу =f(x), (29.12)

бу ерда alt а.г, . . . , ап-~ узгармас 'сонлар. Мос бир жинсли

7(п) + а1У{п-1) +aty(n~2) + ..'.'■+апу=0 (29.13)

дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси
kn + a2kn~2 4- . . . + = 0 •

булсин. (29.12) тенгламанинг умумий ечими у = Y + у каби тузи* 
лиши маълум, бу ерда Y — мос бир жинсли (29.13) дифференциал 
тенгламанинг умумий ечими, у эса берилган бир жинсли булмаган 
дифференциал тенгламанинг хусусий ечими.

/(х) функция махсус (29. 3) куринишга эга булган холда хусу­
сий ечимни хам уша (29. 3) шаклда излаш керак. (29. 3) куриниш- 
нинг хусусий ^олларини куриб чикамиз ва хусусий ечим шаклини 
тузиш коидаларини келтирамиз.

1) f (х) — Рп{х) булсин, бу ерда Рп (х) маълум куп\ад. Агар 0 
сони характеристик тенгламанинг карралиги г булган ечими булса, 
хусусий ечимни у — xrRn(x) шаклда излаш керак, бу ерда Rn (х) — 
— куп^ад булиб, унинг даражаси Рп (х) нинг даражаси билан бир 
хил, лекин коэффициентлари номаълум.

2) f(x)=eyxPn(x) булсин, бу ерда у — узгармас сон. Агар Y 
сон характеристик тенгламанинг карралиги г булган илдизи булса, 
хусусий ечимни

У = xr еух Rn (х)

шаклда излаш керак, бу ерда Rn (х) хам Рп (х) билан даражаси бир 
хил булган куп.\ад.

150



3) /(x) =Alcos6x-|-Wsin6x булсин, бу ерда М, N, 6—узгармас 
сОнлар. Агар б сон характеристик тенгламанинг карралиги г бул­
ган илдизи булса, хусусий ечимни

у — xr (A cos б х -г В sin бх)
шаклда излаш керак, бу ерда А, В — номаълум узгармас коэффи- 
циентлар, f (х) функцияда фацат синус ёки факат косинус катнаш- 
ган, яъни /(x) = A4cos6x ёки ,f(x)=Nsin6x х.олда хам хусусий 
ечимнинг бу шакли сакланиб кол ад и.

4) / (х) = еух [Рп (х) cos бх + Qm (х) sin б х] булсин, бу ерда у, б— 
— узгармас сонлар, Рп (х), Qm (х) — маълум купцадлар. Агар у + 
4- i б сон характеристик тенгламанинг карралиги г булган илдизи 
булса, хусусий ечимни

у — х r е ух [u(x)cos6x A~v(х)sin бх]
куринишида излаш 'керак, бу ерда м(х), и(х) — коэффициентлари но­
маълум купхадлар булиб, уларнинг даражаси Рп (х), Qm (х) купхад- 
ларнинг энг юкори даражасига тенг. Хусусий ечимнинг бу шакли 
f (х) с| ункцияда факат синус ёки факат косинус катнашган, яъни

f (х) = е ?л Рп (х) cos бх ёки /(х) = е ух Qm (х) sin бх
булганда цам сакланади.

4) цолда аввалги 1), 2), 3j холларнинг умумлаштиришини куриш 
осон.

5-мисол.  Ушбу

y,V-y = X3 + l
дифференциал тенгламани ечинг.

Ечиш, a) ft4—1=0 характеристик тенглама kx = 1, =
= — 1, k3 = i, k4 = — i илдизларга эга. Бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг умумий ечими

Y = C1exA- Сге ~х4-C3COSX-4-.C4sinx
куринишда булади.

б) Дифференциал тенгламанинг унг томони /(х) =х34-1 = Р3(х) 
куринишга эга. 0 сони характеристик тенгламанинг хеч кайси ил- 
дизига тенг эмас, шунинг учун г = 0. Хусусий ечимни цуйидаги 
куринишда излаб, хосилаларнн топамиз:

7 = Ах3 +Вх2 + Сх + &, ~У'" =64,
/ = ЗАх2 4.2Вх + С, 7V = 0.
7' = 6Ах + 2В,

Ушбу тенгликка эга буламиз:
Ах8 — Вх3 — Сх — D = х3 + 1. Бу ерда А = — 1, 
== — 1. Хусусий ечим: у = — х3— 1.
Демак, умумий ечим:

В = С = 0,
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y=Y-vy= Cte x + Сге * + C3 cos x + C4 sin x — x3— 1.
Бир нечта амалий масалаларнинг тахлилини келтирайлик.
29. 3. Моддий ну^танинг мажбурий тебранма харакати. Резо- 

нанс ^одисаси. Моддий нуктага кайтарувчи кучдан ташкари вацт- 
нинг даврий функциясидан иборат булган уйготувчи куч ,^ам таъ­
сир этса, у мажбурий тебранма ^аракатда булади. Даврий куч ман- 
баи уз табиатига кура турлича булиши мумкин. Ёкилги ёниши на- 
тижасида хосил буладиган газларнинг ички ёнув двигатели порше- 
нига таъсир кучи, электромагнитларнинг узгарувчан тортиш кучлари, 
мувозанатланмаган валнинг айланиши натижасида хосил буладиган 
марказдан кочма инерция кучи ана шулар жумласидандир.

Айтайлик, моддий нуктага таъсир этувчи Q уйготувчи кучнинг 
х укдаги проекцияси Qx — Н sin (pt + 6) га тенг булсин; бу ерда 
Н — уйготувчи кучнинг амплитудаси, р — унинг доираьий частотаси, | 
6 — бошлангич фаза.

F кайтарувчн ва Q уйготувчи кучлар таъсиридаги моддий нуц- 
танинг харакат дифференциал тенгламаси куйидаги куринишга эга 
булади:

т х = — сх -j- Н sin (pt + 6)

ёки

х Нй sin (pt + 6), (29.14)

бунда

т

(29. 14) тенглама моддий нуктанинг мажбурий тебранма царака- 
ти тенгламаси дейилади. Бу тенглама коэффициентлари узгармас 
булган иккинчи тартибли, бир жинсли булмаган чизикли тенгла ла­
дан иборат. Унинг умумий ечими х + k2x = 0 бир жинсли тенгла­
манинг умумий ечими хх = a sin (& + а) ва (29.14) тенгламанинг 
хусусий ечими хг ларнинг йигиндисига тенг:

(29. 15)
Агар р k булса, (29. 14) тенгламанинг хусусий ечимини цуйидаги 
куринишда оламиз:

(29. 16)

Бундаги А катталикни аниклаш учун (29.16) дан вацт буйича икки 
марта росила олиб,

хг = — Ар2 sin (pt + 6),
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г су'Нгра х2 ва х. ларнинг кийматини (29. 14) тенгламага цуямиз:
— Ар2 sin (pt + 6) + Ak2 sin (pt + 6) = Ho sinfpt 4- 6)

ёки
A (k2 — p2) sin (pt + 6) — Ho sin (pt + 6). (29. 17)

Бу тенглик уринли булиши учун чап ва унг томондаги sin (pt 4- б) 
олдидаги коэффициентлар узаро тенг булиши керак:

Л (F-/>*)= Я..
Бундан

А = —— (29.18)
k' — р1

муносабатни оламиз.
(29. 18) ни (29.. 16) га ^уйиб, хусусий ечим учун

хг = -- ~ sin (pt + б) k- — p-
ифодага эга буламиз.

Шундай килиб, (29. 14) тенгламанинг умумий ечими куйидаги 
куринишда ёзилади:

х = asin (&+ <х) Н-----——sin (р/4-б). (29.19)
k2 — р-

Бинобарин, моддий нуктага бир вактнинг узида F кайтарувчи ва 
Q уйготувчи кучлар таъсир этса, мазкур нукта k частота билан со­
дир буладиган эркин тебранма харакат хамда уйготувчи куч часто- 
таси р билан содир буладиган мажбурий тебранма харакатлардан 
ташкил топган мураккаб ^аракатда булади.

(29. 19) даги а ва а доимийлар харакатнинг бошланрич шартла- 
ридан ани^ланади. Бу тенгламадаги нуцтанинг мажбурий тебранма 
харакатини ифодаловчн охирги каДДа интеграллаш натижасида хо- 
сил буладиган доимийлар ^атнашмайди. Бинобарин, мажбурий теб­
ранма харакат нукта харакатининг бошланрич шартларига боглик 
булмайди.

Нуктанинг

х2 = —-,ГГ—\ sin (pt б) (29. 20)
k1 — [fi

конун асосида содир буладиган мажбурий тебранма ^аракатини ба- 
тафсил текширамиз.

Мажбурий тебранма харакат амплитудаси

А‘ - (29. 2.)

тенгликдан ани^ланади.
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35- шакл

Мажбурий тебранма харакат тенгламасини унинг амплитудаси 
орцали куйидагича ифодалаш мумкин:

k > р булса, Xj = sin (pt + б),

k< р булса, х2 = — Aj sin (pt +'б) = sin (pt + 6 — л).

Охирги иккита тенгликдан курамизки, агар k > р булса, мажбурий 
тебранма харакат фазаси QX=H sin (pt + 6) уйготувчи куч фазаси 
билан устма- уст тушади (35- шакл); агар k< р булса, мажбурий 
тебранма харакат ва уйгонувчи куч карама- карши фазага эга бу­
лади, яъни мажбурий тебранма харакат фазаси уйготувчи куч фаза­
сидан л га оркада колади (36-шакл).

Мажбурий тебранма царакат амплитудасини частоталар писбаги 
орцали куйидагича ифодалаш мумкин:

Нп н„ Хет

I*2 — Р2! k2 •-"I н
X

билан нуцтага уйготувчи кучнинг максимал кийматига тенг куч 
таъсир этганда унинг мувозанат цолатидан статик огишини ифода- 
ловчи катталик белгиланган.

Агар нисбатни tj орцали белгиласак,
^ст

(29.23)

т] катталик динамиклик коэффициента дейилади; бу коэффициент 
мажбурий тебранма харакат амплитудаси статик огишидан неча марта
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ортик булишини ифодалай­
ди. 37- шаклда ифодаланган 
(29.23) ифоданинг графи- 

гидан курамизки, _> i^a 
динамиклик коэффициента 
жуда катта цийматга эри- 
шади. (29. 17) дан курамиз­
ки, p~k булганда (29.16) 
куринишидаги хусусий ечим 
мавжуд булмайди. Бу холда 
хусусий ечимни куйидагича 
танлаб оламиз:

х* — —(sin pt —
2 А2—р2 v

— sin kt).
Бу ечимни (29. 19) тенглик 
билан ифодаланадиган уму­
мий ечимдан а, а ва б катта- 
ликлар

37- шакл

й2 — р2
, а — 0, 6=0

кийматларни цабул калган ^олда келтириб чикариш мумкин. Агар 
р — k булса, мазкур хусусий ечим -у куринишидаги аникмасликдан 

иборат булади. Бу аникмасликни йутртиш учун Лопиталь цоидаси- 
дан фойдаланамиз:

= —^cos«. (29.24)
2k

р= k

Шундай цилиб, p—k х,ол и да (29. 14) тенгламанинг умумий ечи­
мини

х — a sin (kt + а) — — cos kt (29. 25)
2k

куринишда ёзиш мумкин.
38- шаклда х* фупкциянинг графиги тасвирланган булиб, р = k 

булганда вактнинг утиши билан тебраниш амплитудаси вактнинг 
чизикли функцияси сифатида чексиз орта боради. Бу \одисага резо­
нанс дейилади.
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38- шакл

Резонанс ^одисасинн 
эътиборга олмаслик натижа- 
сида баъзида ипшоотлар те- 
сатдан бузилиб кетиши мум­
кин. Масалан, осма куприк 
устидан аскарлар бир хил 
кадам ташлаб утганда ас- 
кар кадамларининг частота­
си куприкнинг тебраниш 1 
частотаси билан устма- уст 
тушганда резонанс ходисаси I 
руй беради ва натижада I 
куприк бузилиб кетиши мум­
кин. 1850 йилда Анжер ос­
ма куприги устидан 500 
кишилик француз пиёда 

аскарлари батальони бир меъёрда кадам ташлаб утиб бораётганда бу 
куприк бузилиб кетган ва натижада 226 киши халок булган.

Акустика ва радиотехникада хамда турли иншоотларнинг лойи- 
^асини динамик хисоблашда резонанс хрдисаси алохида а^амиятга 
эга.

29. 4. Ну^танинг мажбурий тебранишига му^ит царшилигининг 
таъсири. Эркин тебранма харакатдаги нуктага тезликнинг биринчи I 
даражасига пропорционал булган мухитнинг каршилик кучи таъсир 
этганда нукта сунувчи тебранма харакатда булишини курган эдик. 
Энди мажбурий тебранма харакатдаги нуцтага бундай каршилик | 
кучи кандай таъсир этишини курамиз. Ох ук буйича харакатланув- 
чи М нукта га кайтарувчи куч F, уйготувчи куч Q ва тезликнинг 
биринчи даражасига пропорционал булган /? =— р- v царшилик 
кучи таъсир этсин.

Координаталар бошини пружина деформацияланмаган ^олатига 
мос келувчи нуктапинг эгаллаган холатида олиб, унинг ихтиёрий 
пайтдаги координатасини х билан белгилайлик. У ^олда нуктага 
таъсир этувчи кучларнинг координата укларидаги проекциялари 
куйидагича ифодалаиади:

Fx = — сх, Qx — Н sin (pt +6) — рх, Rx = — рх.

Бундай кучлар таъсиридаги нуцтанинг харакат дифференциал тенг­
ламасини

т х — — сх + Н sin (pt 4- 6) — р х

куринишда ёзиш мумкин. сх ва рх хдцларни чап томонга утказиб, 
тенгламанинг иккала томонини т га булсак,

х + —х 4- — х = - sin (pt 4- 6)
mm т
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— = А2, — = На белгилашларни киритсак,
т т

х +2пх + k2x = Но sin (pt + 6) (29. 26)
дифференциал тенглама цосил булади. (29. 26) тенглама царакат 
тезлигига пропорционал булган каршилик кучи таъсиридаги нукта- 
нинг мажбурий тебранма царакат дифференциал тенгламасини ифо­
далайди. Бу тенглама коэффициентлари узгармас булган иккинчи 
тартибли, бир жинсли булмаган чизицли дифференциал тенгламадан 
иборат булиб, унинг умумий ечими (27. 21) бир жинсли тенгламанинг 
умумий ечими xL билан (29. 26) тенгламанинг хусусий ечими х2 лар- 
нинг йигиндисига тенг булади:

х = + х>. (29. 27).

(27. 21) тенгламанийг умумий ечимини п ва k ларнинг цандай кий- 
матларни кабул килишига караб, мос равишда (27. 22) ёки (27. 23), 
(27. 32) ёки (27. 34) хамда (27. 35) куринишда олиш мумкин.

(29. 26) тенгламанинг хусусий ечимини
х2 = A sin (pt 4- 6 — е) (29.28)

шаклида оламиз. Бундагн А ва е доимийларни апиклаш учун
х2 ва х2 ларни хисоблаб,

х2 = Ар cos (pt + 6 — е),

х2 = Ар2 sin (pt + б — е),

сунгра xs, х2 ва х2 ларнинг цийматини (29. 26) га куямиз:
— Ар2 sin (pt + б — е) 4- 2пАр cos (pt + б — е) + Ak2 sin (pt + б — е) = 

= На sin (pt 4- 6). (29. 29)
Бу тенгламанинг унг томонидаги ифодани куйидагича ёзиб:

На sin (pt 4- 6) = /70 sin (pt 4- б — е 4- е) =
= Нй sin (pt 4- б — е) cos е 4- Н,, cos (pt 4- 6 — е) sin е,

олинган натижани (29. 29) га цуямиз:
А (/г2 — р2) sin (pt 4- б — е) 4- 2 пр A cos (pt 4- б — е) =
= Но cose -sin (р/ 4- б — е) 4- 770sine-ccs(/tf 4-6 — е).

Бу тенглама t вактнинг хар кандай кийматида уринли булиши учун 
sin (^ 4-б — е) ва cos (pt + б — е) олдидаги мос коэффициентлар 
узаро тенг булиши керак:

A (k2 — р2) = Но cos е.) (29. 30)
2 пр А = Но sin е J

(29. 30) дан Л ва е лар аникланадиган ушбу муносабатларни ола­
миз:
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У(&-р^+4п^
(29. 31)

• 2пр tg е =----- —
*2-р2 

е ни (29. 32) дан аниклаш мумкинлигини 
бурий тебранма харакат амплитудаси А нинг 
куйсак,

(29. 32)

тутиб, маж-назарда
^ийматини (29.28) га

х2 = И»
/(k--

(29.J33)

тенгликни оламиз.
Шундай килиб, k ва п лар орасидаги муносабат цандай були- 

шига цараб, (29. 26) тенгламанинг умумий ечимини
1) п< k булганда ^1 = ]/"/г2— п2 белгилашни киритиб,

х = е_ (Сх cos kyt+С2 sin kxt) + A sin (pt + б — e) (29. 34)
ёки

2)

x —'ae — sin (kJ + «) + A sin (pt + 6 — e);
n >k муносабат уринли булганда (h = ]/п2 — k-)

x = e~ nt (Cxe /,(+’C2e ~hl) + sin (pt +’6 — e)

(29. 35)

(29. 36)
ёки

x =\ae, sh’(/i/ +’«)'+ A sin (pt +J6 — e);
n = k холида

x — e~nt (CJ + C2) + A sin (pt + 6 — e) 
куринишда ёзиш мумкин.

Бу тенгламаларда Cr, С, ва а, а лар интеграллаш 
булиб, \аракагнинг бошлангич шартларидан аникланади.
(29.34) даги С\ ва С2 ларни аницлаш учун ундан вакт буйича хо- 
сила оламиз хамда олинган тенгламага ва (29.34) га t — 0
— х0, х — х0 бошланрич шартларни цуямиз:

С2 = —— [х0 + пха — nA sin(6 — е) — Ар cos (б — е)], 
*i

3)
(29. 37)

(29.38)

доимийлари
Масалан,

да х =

С, = х0—А sin (б — е).
С\ ва С2 нинг кийматларини (29.34) га куйиб, моддий 

нинг п< k холдаги харакат цонунини оламиз: 

(29.34) 
нукта*



+ A sin(6 — е) • cos kJ j + A sin(pt + 6 — e). (29.39)

(29.39) дан курамизки, n< k булганда моддий ну^танинг харакатини 
биринчи кушилувчи билан ифодаланадиган ва бошланрич шартларга 
борлик булган сунувчи тебранма ^аракат, иккинчи цушилувчи билан 
ифодаланадиган ва уйротувчи куч таъсирида kY частота билан содир 
буладиган сунувчи тебранма харакат хамда учинчи кушилувчи би­
лан ифодаланадиган соф мажбурий тебранма харакатлардан ташкил 
топган, деб и.араш мумкин.

(29.34) —(29.38) формулаларда цатнашувчи е ~п‘ купайтувчи вацт- 
нинг утиши билан нолга интиладн, яъни бу купайтувчи цатнашган 
хадлар сунувчи тебранма ёки апериодик харакатни ифодалайди. Шу 
сабабли маълум взкд утгандан кейин ну^танинг харакати фа^ат

х’= A sin (p/j+ б — е)

конун билан ифодаданадиган мажбурий £тебранишдан иборат булиб 
колади хамда мажбурий тебранма харакат царшилик кучи таъсирида 
сунмайди.

Мажбурий тебранишдан фаркли уларов, зркин тебранма хара- 
катда жуда кичик ^аршилик мавжуд булганда хам харакат сунувчи 
булади.

Каршилик мавжуд булганда мажбурий тебранма ,\аракат часто- 
, " 2л ..тас.и р ва тебраниш даври т = — уиготувчи куч частотаси ва дав- 

Р
рига тенг булади ^амда му^игнинг каршилиги мажбурий тебранма 
харакат частотаси ва даврига таъсир этмайди.

К,аршилик кучи мавжуд булганда мажбурий тебранма харакат 
фазаси (pt 4- б — е) уйготувчи куч фазаси (pt 4- б) дан фаза сил- 
жиши деб аталадиган ва (17.55) формула ёрдамида аниклападиган е 
катталик цадар оркада колади.

(29.32) дан курамизки, sine= >о булгани учун е кат- 

талик 0 < е < л оралиада узгаради. Шу сабабли, в ни (29.32) фор­
мула воситасида бир цийматли аникрташ мумкин:

2пр
It-—р2

2-—- —
k k 2Вг

еки tge =2_^у =

Бу фэрмулалардан курамизки, е нинг киймати уйготувчи куч часто­
таси билан эркин тебраниш частотасининг нисбатига тенг булган 
~~ =z катталикка хамда су ниш коэффициенти деб аталадиган

-j- = р нинг микдорига боглик булади.
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би-

Бинобарин, р га 
маълум кийматларнц 
бериб, е билан z ора- 
сидаги муносабатни 
39- шаклдагидек тас- 
вирлаш мумкин.

Каршилик кучи 
таъсир этмаган холда 
п = 0 ва tg 8 = 0 бу­
лади. Бу холда кичик 
частота < 1 j

лан содир буладиган 
мажбурий тебранма 

харакат учун е = 0 булиб, мажбурий тебранма ^аракат фазаси би­
лап уйготувчи куч фазаси устма-уст туша ди.

р = k булса, яъни уйготувчи куч частотаси эркин тебранишлар 
частотаси билан устма-уст тушса, суниш коэффициенти р кандай 
^ийматни ^абул ^илищидан катъи назар,

tge- л= оо ва е = —
1—г3 2

булади. Бинобарин, мажбурий тебранма харакат фазаси уйготувчи 
куч фазасидан -у кадар оркада цолади.

Катта частота ( у- > 1) билан содир буладиган мажбурий теб- 

ранма харакат учун е = л булиб, мажбурий тебрапма харакат фаза- 
си уйготувчи куч фазасидан л кадар оркада колади. яъни унга ка- 
рама-карши булади.

k, р ва п ларнинг кийматлари маълум булса, 40-шаклда тасвир- 
ланган графикдан силжиш фазаси е ни бевосита аниклаш мумкин.

Мухитнинг каршилик кучи мавжуд булганда мажбурий тебран- 
ма харакат амплитудаси (29.31) формуладан аникланади. Бу форму- 
ладаги касрнинг сурат ва махражини k2 га булиб, мажбурий тебра­
ниш амплитудаси учун куйидаги ифодапи оламиз:

ёки

д — ________ £Z_________
У (1 _22)2 +4p222' ’

(29.40)

ли А/бунда г = —, р = —, = — булиб, хст катталик уйготувчи куч
k k
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Q нинг максимал кийма- 
тцга тенг булган узгар­
мас Н куч таъсипида нух- 
танинг мувозанат \ола- 
тидан статик силжишини 
ифодалайди. (29.40) дан 
курамизки, суннш коэф­
фициента, h берилганда 
,4 мажбурий тебраниш 
амплитудаси z нинг функ- 
циясидан иборат булади. 
40- шаклда гасЕирланган 
эгри чизикларнинг кар 
бири р нинг маълум ций- 
матида А амплитуда би­

Z

лан z орасидаги муносабатни ифодалайди. 
£(29.40) дан курамизки,

(29.41)

хамда
lim А — 0,
2-*^>

яъни г ук 40-шаклда тасвирланган эгри чизикларнинг амплитудаси- 
ни ифодалайди.

z кандай кийматни кабул килганда А амплитуда максимал кий- 
матга эга булишини ани^лаймиз. Бунинг учун (29.40) да илдиз ос- 
тидаги ифодани /(х) билан белгилаймиз, яъни

/(z) = (l — г2)2+4р2?2.

/(г) нинг минимал кийматига А пинг максимал киймати мос кела­
ди. /(г) экстремал кийматларини аницлаш учун унинг z буйича 
биринчи ва иккинчи хосилаларини дисоблаймиз:

^ = — 4z (1 — z2) 4- 8p2z

ни нолга тенглаб, z нинг А амплитуда экстремал киймат- dz
ларга эришадиган ва бизни кизи^тирадиган z > 0 кийматларини 
аниклаймиз:

zx = 0, z2 — 2Р2.

Агар р< булса, у холда zt = 0 да < 0, яъни /(z) функ­
ция максимумга, А эса минимумга эришади.
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г2 =F1 —2Р2 илдиз учун ‘-ААА =8(1 — 202) > 0, яъни г =г 

булганда f (г) минимумга, А эса максимал цийматга эришади.
(29.40) формулага z = У 1 — 202 ни куйиб, мажбурий тебраниц. 

амплитудаси А пинг максимал к,ийматини аниклаймиз: 4
д = 2хсш

гаах •

(29.42) ни (29.41) билан солиштириб,

(29.42)

Алах >

таъ-

ца-
ре-

нис-

булишига ишонч хосил киламиз.
40-шаклда пунктрли эгри чизик амплитуданинг максимал нук- 

талари ортали утади.
Бу шаклдап курамизки, z = 1 га нисбатан z етарлича катта ёки кичик 

цийматларни кабул килганда мажбурий тебранишлар амплитудаси му- 
хитнинг каршилигига деярли боглик. булмайди. Ammo г катталик г=1 
га якин кийматларни кабул килганда му^ит ^аршилилигининг 
сири нихоятда катта булади.

Шундай 1\илиб, агар суниш коэффициент 0 = ХА шартни 

ноатлантирса, у ^олда z — z2 = У \ —2р2 кийматга эрпигаида 
зонанс ^одисаси руй беради, яъни резонанс z = — частоталар

бати бирдан бирмунча кичик булганда содир булади. (29.42) га кура 
О < Р < * 2 га мос булган резонанс пайтида мажбурий тебранма 

харакат амплитудаси чекли булади.
Агар суниш коэффициенти жуда кичик булса, у \олда z = 1 деб 

олиш мумкин. Бу ^олда p=k булганда, яъни уйготувчи куч часто- 
таси эркин тебраниш частотаси билан устма- уст тушганда резонанс 
содир булади.

43-шаклда 0=0 га мос эгри чизик; царшилик мавжуд булмаган- 
даги нуцтанинг мажбурий тебранма ^аракатига мос келади.

Агар р = 0, р — k булса, (29.40) формулага биноан мажбурий 
тебраниш амплитудаси чексиз катта цийматга эга булади. Бу холда 
тебранма харакат цонуни (29.25) формула ёрдамида аникланади. _

29.5. Горизонтал тебранишларни ёзиш учун сейсмограф. Сейс­
мограф деб ернинг тебранишларини ёзиш учун сейсмнк станция- 
ларда урнатиладиган асбобларга айтилади. Ернинг горизонтал сил- 
кинишларини ёзиш учун хизмат киладиган энг содда сейсмографии 
куриб чикайлик.
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Ер ости да nt хонада жойлаш- 
ган оддий тебрангични тасаввур 
этайлик (41-шакл). Ер силкиниш- 
дари булмаган холда тебрангич 
ЬМо вертикал мувозанат вазиятда 
булади. Энди ер горизонтал теб- 
ранмоцда деб тасаввур этайлик. 
Бу тебранишлар тебрангични теб- 
рантиради, улар эса, уз навбати- 
да, тебрангичга мацкамланган уч- 
лик мослама ёрдамида ёзилади. 
Энди ер тебранишлари билан теб­
рангич тебранишлари орасида цан- 
дай богланиш борлигини куриб 
чикайлик.

Бундай йул билан ёзиб олинадиган тебрангич тебранишлари теб­
рангичнинг тебрапаётган ерга нисбатан харакатининг узидир. Тебран­
гич тебранишларининг дифференциал тенгламасини ёзамиз.

Ер харакатини илгариланма харакат деб цисоблаб, у гармоник 
тебранмокда деб фараз циламиз. Тебрангичнинг осиш уци атрофида- 
даги ер билан бирга силжиб, царалаётган Еактда А вазиятни эгал- 
лайди. О А ни билан белгилаб (45-шаклда х уц чапдан унгга 
йуналган):

Mod

41-шакл

х1 = a sin pt
га эга буламиз, бу ерда а ва р — ер тебранишининг амплитудаси 
ва частотаси.

М жисмга (уни моддий нукта деб караймиз) тебрангичнинг огир­
лик кучи Р ва стерженнипг реакция кучи N цуйилган. Бу кучлар 
цаторига инерция кучириш кучи Feu = —mwl ни цам киритамиз, т 
А нуктанинг тезланиш массаси, wt— тезланишнинг х укка проек­
цией

х’ = — ар2 sm’pt

га тенг. Бундан = ар2 sin pt эканлиги келиб чикади. Шу билан 
бирга тезланиш х уцнинг манфий томонига, яъни унгдан чапга 
йуналган (агар sin pt > 0 булса), демак,

= /nap2sinp(,
ту билан бирга Р‘и куч чапдан унгга йуналган (агар sin pt > О 
булса).

Энди моментлар уци сифатида тебрангичнинг айланиш уци А ни 
°либ, моментлар конунидан фойдаланамиз; бу укни z уц деб атай- 
миз. Тебрангичнинг МА узунлигини I билан, унинг вертикалдан 
огищ бурчагини <р билан белгилаб,

1г = tnvl, V — 1^' 1г — ml2q'
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га эга буламиз. Моментлар цонунига асосан
т 12<р" = — P/sin ф — Feul cos <р

ни .\осил киламиз ёки Feu инерция кучи кийматини куйиб за Р 
— mg эканлигини хисобга олиб, ml- га цис^артирсак,

ф" + -y-jsin Ф = ~~ sin pt cos ф.

Тебрангичнинг кичик тебранишларидан иборат ^ол билан чегарала- 
намиз. sin ф « ф ва cos ф л; 1 деб,

Ф + у Ф = -y-sin pt

га эга буламиз, ф бурчак урнига В нуктанинг осиш гнуктаси А ор« 
кали утадиган вертикалдан горизонтал огиши х ни киритамиз. х = 
= I ф деб (ф бурчакнинг кичиклигйга асосан)

х" + -у-х = а,о2 sin pt

тенгламага эга буламиз. Тебрангичнинг кичик тебранишлари диф­
ференциал тенгламаси апа шундан иборат. Биз мажбурий тебраниш- 
лар дифференциал тенгламасини ^осил килдик.
i Бу тенгламани интеграллаб,

х = a sin (kt + fi) + а ; — sin pt

ни х,осил циламиз, бу ерда k— j/'-y—тебрангичнинг эркин тебра­

нишлари частотаси, а ва р — ихтиёрий узгармаслар, улар бошлангич 
шартлардан аникланади.

Шундай килиб, тебрангич харакати эркин ва мажбурий тебра- 
нишларнинг кушилишидан хосил булади. Ер харакати

xt = a sin pt
тенглама буйича содир булишини ^исобга олсак, курамизки, тебран­
гичнинг мажбурий тебранишлари ср тебранишларини уларни 

Р2

нисбатда орттириб ёки камайтириб такрорлайди. Агар эркин тебра- 
нишлар булмаганида эди, у ^олда тебрангич тебранишлари ёзуви ер 
тебранишларини тугри кайд этган булар эди. Тебрангичнинг эркин 
тебранишлари бундай цайд этишга имкон бермайди. Шунга ишонч 
^осил ^илиш мумкинки, ptk кичик мицдор булганда, яъни тебран­
гич катта частотали эркин тебранишларга эга булганда эркин теб- 
ранишларнинг таъсири унча катта булмайди. Бирок, агар p/k кичик 
булса, у ^олда
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кичик мицдор булади ва, демак, тебрангичнинг мажбурий тебраниш- 
,чари амплитудаси

а

хам кичик булади, яъни тебрангич ер тебранишларига кам сезгир 
булади.

Шу сабабли эркин тебранишларнинг олдини олиш учун бошцача 
йул тутишга тугри келади, чунончи эркин тебранишларни сундира- 
дйгаи катта царшиликлар киритилади. ^аршиликларни тезликнинг 
биринчи даражасига пропорционал хисоблаб, тебрангич тебранишла- 
ри дифференциал тенгламасига эга буламиз (R — — р х):

х" + 2пх + е_
1

х — ар2 sin pt,

бу ерда 2п —суниш коэффициента. Бу цолда тебрангичнинг маж­
бурий тебранишлари амплитудаси 

кийматга эга булади.
Сейсмологик станцияларда сейсмографлар махсус электромагнит 

сунднргичга эга булиб, у апериодиклик чегарасигача келтирилади 
(и = k). Тебрангичнинг эркин тебранишлар частотаси канчалик ки­
чик булса, у шунча сезгир булади.

Мана шунинг учун сейсмографларда асбобнинг эркин тебраниш­
лари частотасини камайтириш (ёки даврини ошириш) га царакат ци- 
линади. Буига тебрангичнинг айланиш укини горизонтал эмас, балки 
деярли вертикал цилиш йули билан эришилади (горизонтал тебран­
гич) ёки тебрангични тункарилган цолатга цуйилади. Бу ерда баён 
этилган мулоцазалар тебранишларни ёзиш учун хизмат цилувчи бар­
ча асбобларга кулланилиши мумкин.

29.6. Пойдевор вибрацияси. А пойдеворга вертикал бир цилиндр- 
ли двигатель урнатилган (42-шакл). Двигатель ишлаётган вактда 
пойдевор узлуксиз титраб (тебраниб) туради. Пойдеворнинг вибра- 
пиясини текшириш талаб этилади.

Бу масалани хал этиш учун двигатель, пойдевор ва пойдевор ку- 
Рилган грунтни (ерни) тавсифловчн маълумотлар керак.

Двигателга келсак, унинг кайтма-илгарилама харакатланувчи 
Цисмларининг огирлигиР(Р огирликка поршеннинг огирлиги ва ша- 
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туннчнг тахминан — кисми орирлиги Кн

ради), кривошипнинг узунлиги г ва шатун ! 
нинг узунлиги I берилади. Двигателнйнг 
бош вали и2 бурчак тезлик билан текис ай­
ланади деб хисоблаймиз.

Сунгра Q орцали пойдеворнипг (двига- 
телнинг кайтма харакатда иштирок этмай- 
диган кисмлари билан биргаликдаги) огир.

г- лигини, S орка л и эса пойдевор тагининг 
юзини белгилаймиз. Ни^оят, грунтнинг 
эластиклик хусусиятларини тавсифл'айдиган 
микдорни бериш лозим. Пойдевор грунтга 
чукканида пойдеворга грунтнинг эластик
реакция кучи F таъсир цилади, уни пой­
девор тагининг юзи S га ва пойдеворнинг 
грунтга чукиш чуцурлигнга пропорционал

42- шакл

деб ^исоблаймиз. Пойдеворнинг бу чукиши ёки утиришини 6 билан 
белгилаб, куйидагига эга буламиз:

(29.43)
Бу формудадаги с коэффициент ортали (уни грунтнинг бикрлик 
коэффициента деб атаймиз) грунтнинг эластиклик хоссаларини тавсиф- 
лаймиз. Агар F кг ^исобида, S см2 хисобида, б эса см хисобида 
ифодаланса, у ^олда с коэффициент кг/см® да ифодаланиши лозим 
эканини таъкидлаймиз.

Шундай цилиб, Р ва Q орирликлар, пойдевор тагининг юзи 5, 
кривошип ва шатун узунликлари г ва I, грунтнинг бикрлиги с 
^амда двигатель бош валининг бурчак тезлиги со берилган. Бу маъ- 
лумотлар буйича пойдевор вибрациясини хисоблаш та лаб килииади.

Рт = — ортали двигателнинг каитма-илгарилама ^аракатла наст- 
s'

ган кисмлари массасини белгилаймиз. Агар пойдевор цузгалмас бул- 
ганида эди, г, I ва со маълумотлар буйича т массани (яъни двига­
тел поршени \аракатини) аниклаш осон булар эди. Бирок аслида 
пойдевор ва у билан биргаликда бутун машина вибрацияланади. Ас­
лида массанинг абсолют ^аракати унинг пойдеворга нисбатан нисбий 
харакати (бу массанинг пойдевор цу зга л мае деб цилинган фараздаги 
харакатидир) ва пойдевор билан биргаликдаги кучма ^аракатининг 
кушилишидан иборатдир. Бу икки харакатдан биринчиси бизга маъ­
лум (чунки кривошип механизмининг улчамлари ва бурчаю тезлик 
берилган), пойдевор билан биргаликдаги кучма ^аракат эса 
хозирча номаълум, ана шуни аницлаш керак. Биз пойдевор верти­
кал йуналишда тебранади ва бунда илгариланма кучади деб хисоб­
лаймиз. Биз кучма харакатни илгариланма харакат деб фараз^К11' 
лаётганимиз учун т массанинг пойдевор билан биргаликдаги кучма 
харакатини, агар т массага таъсир этаётган кучлар цаторига нис­
бий инерция кучи Fru ни киритадиган булсак, абсолют ^аракат деб
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тезланишга царама- 
ни хисоблаймиз.

Г аи<иП этншга КаМимнз- Бу инерция кучини киритиб, т массанинг 
нисбий даракатини царамасдан, балки бу массани пойдевор билан 
поимий боБлапган деб хисоблаймиз. Двигатель ишлаётган вацтда 
пойдев°Р вибрацияси бу долда гуёки машина ишлаётгандек, бирок 
п1 массага Fru узгарувчи куч цуйилгандек булади.

Нисбий инерция кучи Fru ни хисоблашга утамиз. Бизга маълум- 
ки, бу куч сон жидатдан т wr га тенг ва wr
карши йуналган, т массанинг нисбий тезланиши wr

, пойдеЕор кузгалмас булганда В нудтанинг 
тезланишининг узидир (43-шакл). В нудтанинг 
харакат тенгламасини тузамиз. х удини цилиндр 
Уки буйича юкорига йуналтирамиз ва санод боши- 
ни О нуктада белгилаймиз. ОВ = х деб белгилаб,

х — г cos ср +1 sin р
га эга буламиз, бу ерда <р—кривошипнинг бу- 
рилиш бурчаги, р—шатуннинг цилиндр уди би­
лан ташкил этган бурчаги.

Р бурчак ср бурчак билан 
г sin ср = / sin р 

тенглик ордали богланган.
Бундан sinр — Asinср, бу ерда А = -у-.Демак,

даражаларини уз

cos р = 1 — sin2p =1^1 — A2sin2cp.
Радикални Ньютон биноми формуласи буйича 

ёйиб ва бу ёйилмада А нинг туртинчи ва юдори 
ичига олган барча дадларни ташлаб юбориб, такрибан

cos р = 1 —у- sin2 ср

ни хосил диламиз, ва демак:
х = г cos ср'4- / 1---- у sin2 <р^ = г (cos ср-----у- sin2 cpj 4- /.

Бу ерда <р = деб, В нукта каракатицинг такрибий тенгламасини 
К°сил киламиз:

х = г (cos at-----sin2 at j-p I-

Буни вакт буйича икки марта дифференциаллаймиз:

*' = — га (sin со< 4- A sin со t cos со t) — — га ^(sin cof 4* — sin2 co/j, 

x" = — r co2 (cos co 14- A cos 2 at),
Иккинчи тартибли x" хосила wr тезланишнинг x удда проекциясидан 
иборатдир, бу проекцияни шгх билан белгиласак,
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wrx — — rat2 (cos co / 4- л cos 2 co /)
га эга буламиз.

Fru инерция кучи мицдор буйича mwr га тенг ва wr тезланиДИ 

тескари йуналганлиги учун Fru инерция кучининг Ох уцка проекция- 
сини Frux орцали белгиласак,

Frux — — tn wrx — tnr co2 (cos co t + X cos 2 co t) (29.44)

Энди пойдевор харакатини аниклашга 
утамиз. М + т массага Q+P огирлик ку­
чи ва грунтнинг эластик реакция кучи F 
таъсир этади; бу кучлар цаторига нисбий 
инерция кучи Fru ни хам киритамиз (44- 
шакл). Мувозанат цолатда пойдевор статик 
чукиш [ га эга булиб, у огирлик кучи 
Q Р билан грунтнинг эластик реакция ку­
чи F орасидаги мувозанатдан, яъни

Q + P=cSF (29.45)
генгликдан аницланади.

Пойдевор огарлиги мувозанат вазиятининг 
марказини С„ оркали ва унинг тебраниш 
вактининг бирор пайтидаги вазиятини С ор­
цали белгилаймиз. Ох уцни вертикал юцори- 
га йуналтирамиз ва С0 С ни х, билан белги- 
лаймиз (хх мицдор Со нуцтадан юцорига то­
мон цуйилганда уни мусбат цисоблаймиз). 
Мазкур вацтда пойдеворнинг чукиши / — хА 
га тенг булганлиги учун эластиклик кучи 
F учун

F = cS (/' — xj 
ифодани оламиз.

М — т масса харакатининг дифференциал тенгламасининг х ук- 
ца проекцияси 
(М + т)х[ = - (Q + Р) + F + Frux - - (Q + Р) 4- cS (f - xj + 

бундан (29.45) ни хисобга олиб ва (29.44) дан F'K нинг цийматини 
цуйиб,

(Л4 + m)xj = — cSxx 4- гп rco2 (cos со t — л cos 2со/).
cS = k2 белгилашни киритамиз. У цолда цосил булган тенглама 

ушбу куринишни олади:

со2 (со/ + /. cos 2 со /).
М-\-т

(29.46)
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Биз[бир жинсли булмаган чизикли дифференциал тенглама хосил 
килдик. Мос бир жинсли

Xj + fe2x, = О
тенгламанинг ечими бизга маълум булиб, у

х± = CL cos kt 4- С2 sin kt (29.47)
га тенг, бу ерда Сг ва Сг — ихтиёрий узгармаслар. Бир жинсли 
булмаган тенгламанинг хусусий ечимини А ва В номаълум коэффи­
циентлари билан

xr = A cosco/ + Bcos2co/
куринишда излаймиз. xt нинг бу [ кийматини (29.46) тенгламага 
куйиб, куйидагини хосил киламиз: 

(k2 —со2) A cos со /4- (k2 — 4 со2) В cos 2 со/=-^-^-(cos со / 4- X cos 2 со/),
Al-f-m

бу ерда тенгликпинг чап ва унг томонидаги cosco/ ва cos2со/ ол­
дидаги коэффициентларни тепглаб, топамиз:

шло2
(Л<4-<и) (Л2—со2) ’

fwco2X
(fc2—4со2)'

Шундай килиб, изланаётган хусусий ечим бундай булади: 
! coscot . X cos 2 со М 

й2—со2 + Л2—4 со2 )'
_  тгаг / и

1 М-ри U2

Бу хусусий ечимга бир жинсли тенгламанинг (29.47) умумий ечи­
мини кушиб, (29.46) тенгламанинг умумий ечимини оламиз:

jr: . СПГСО2 / COS Cl) t 2. COS2 CO Л
x. =C, cos kt 4- ct sin kt 4--------------------- ---------- - •Af4-m^2-co2 Л’—4C02/

C\ ва C2 ихтиёрий узгармасларни уз ичига олган хадлар пойдевор- 
нинг хусусий ёки эркин тебранишларига мос келади, бу тебраниш­
лар частотаси k га тенг. Олингап формуладаги сунгги х,ад пойде- 
ворнинг мажбурий тебранишларига мос келади. Бу мажбурий теб­
ранишлар, уз навбатида, со ва 2 со частотали иккита гармоник теб- 
ранишнинг цушилишидан хосил булади.

Бу ерда, куриниб турибдики, биз резонанснинг иккита холига 
эгамиз: со = k булганда Еа со = ~, булганда. Двигател бурчак тез- 

лигининг пойдевор кучли вибрациясини кутишимиз мумкин булган 
бу кийматлари критик бурчак тезликлар, уларга мос бурчак тез- 
ликлар эса критик айланшилар сони деб аталади.

Пойдеворни лойихалашда унинг огирлиги ва улчамларини шун­
дай танлаш лозимки, двигателнинг нормал айланишлар сони бу 
хавфли критик айланиш сонларидан етарлича узокликда ётсин.

29.7. Дедуи тебрангичи. Нотекис ^аракатланаётган темир 
йул поездининг тезланишини аниклашда куйидаги усулдан фойда- 
ланилади.
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Поезд вагонига учига М юкча 
урнатилган енгвл стержендан ибо- 
рат М тебрангич (маятник) осилади 
(45- шакл). Поезд потекис х.аракат- 
ланаётганда тебрангич поезд тезла­
ниши йуналишига карама- карши 
йуналишда огади. Тебрангичнинг вер­
тикал огиш бурчагини улчаб поезд­
нинг тезланиши цацида хулоса чи- 
кариш мумкин.

Мувозанатдан огиш бурчаги а учун ушбу формулани оламиз:

бундан

(Оtga = —,
г

“ =gtga.

(29.48)

(29.49)

Поезд узгармас тезланиш билан царакатланмокда дегап фаразни 
цозйрча уз кучида сацлаб туриб, тебрангич узининг мувозанат хо- 
латидан чицарилган деб фараз циламиз Еа тебрангич харакатини аниц- 
лаймиз.

Харакатланаётган вагонда кузатилаётган тебрангич царакати хара- 
катланаётган вагонга нисбатан тебрангичнинг нисбий харакатидан 
бошца нарса эмас. Биз вагон харакатини илгариланма царакат деб 
цисоблашимиз мумкин.

Тебрангичнинг вертикалдан а бурчакка огган мувозанат вазиятини 
белгилаб оламиз ва тебрангич вацтнинг берилган пайтида узининг 
мувозанат вазияти билан <р бурчак хосил цилади, деб фараз циламиз 
(46- шакл). <р ни аницлаш учун дифференциал тенглама тузамиз.

М юкчага (уни моддий нуцта деб цараймиз) унинг Р огирлиги 
ва тебрангич стерженининг реакция кучи N таъсир цилади. Бу куч- 

46- шакл

лар цаторига кучирма инерция 
кучи F°=— mw ни х,ам кирита- 
миз, бу ерда т —юкча массаси, 
w — поезднинг тезланиши (яъни 
М нуцтанинг кучма тезланиши). 
Бу F* кучни поезд тезланишига 
царама-царши йуналтирамиз (46- 
шаклда w тезланиш ни «->-» белги 
билан курсатилгандек, унгдан чап- 
га йуналган деб цисоблаймиз). КУ‘ 
йилган кучлар цаторига кучирма 
инерция кучини цам киритиб, биз 
царакатланаётган вагонда Ца- 
ракатланаётган тебрангичнинг ца- 
ракатини абсолют царакат деб хи­
соблашимиз мумкин.
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Моментлар конунидаи фойдаланамиз. Моментлар уци сифатида 
1ебрангичпинг айланиш ^кини (яъни тебрангичнинг осиш нуктаси 
О дан утувчи ва чизма текислигига перпендикуляр йуналган укни) 
оламиз ва бу уцни г уки деб атаймиз. Моментлар ^онунига асосан 
к.уйидагига эгамиз:

=/И1г + М2г + Л13г, (29.50)

бу ерда /г — шу М моддий нуктапинг z укда нисбатан ^аракат миц- 
дорининг моменти, М1г, М2г, M3t эса мос равишда Р, N ва F‘ куч­
ларнинг моментлари.

Тебрангичнинг ОМ узунлигини / оркали белгилаб, куйидагига 
эга буламиз:

1г = mvl,

бу ерда v — шу М ну^танинг тезлиги, v = I ф' булгани учун
* 1г = т1г <р'

булади. 1г нинг бу кийматини .\амда Р, N ва Feu кучлар моментла- 
рининг цийматларини (29.50) тенгламага 1\уйиб, цуйидагини хосил 
циламиз:

т/2 ф" = — РI sin (а + ф) + Feu /cos (а + ф).

Бу ерда F* = mw деб олиб ва ml2 га кискартириб, топамиз:

ф' + -у- sin (а + ф)----- у-cos (а+ф) = 0. (29.51)

Бу ерда а бурчак (29.48) формула билан аницланадиган кийматга 
эга.

Х,осил булган бу тенгламани интеграллашга тухталиб утирмасдан 
(бу тенглама элементар функциялар ёрдамида интегралланмайди), биз- 
нинг тебрангичимиз узининг мувозанат вазиятидан озгина огади деб 
фараз киламиз: шунга мувофиц равишда Ф ни кичик бурчак деб ^и- 
соблаймиз. Бу холда такрибан цуйидагига эга буламиз:

sin (а + ф) = sin а cos ф + cos а sin ф = sin а + ф cos а, 
cos (а + ф) — cos а cos ф — sin a sin ф — cos а — ф sin а.

sin (а + ф) + cos (а + ф) нинг бу кийматларини (29.51) га куйиб, теб- 
рангичвинг мувозанат вазиятидан кичик огишли харакатининг диф­
ференциал тенгламасига эга буламиз:

cos а 4----- sin а
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Бу ерда (29.48) формула га асосан,

cos а = ——- ■ - -|---- ..." — , sin а = cos а tga = ——-
I 1 + tg2a >■' g —w2 у g2 л-

деб олиб,

<f+ > <p = 0

ни топамиз. Биз эркин тебранишлар дифференциал тенгламасини уо- 
сил уилдик. Бундан ушбу хулосага келамиз: тебрангичнинг мувоза­
нат вазиятидан кичик огишли харакат бу вазият атрофида гармоник 
харакатдир. Бу тебранишлар частотаси

g2 -т- Vs 
I

ифодадан, тебранишларнинг Т даври эса

формула билан аниуланади.
Энди поезднинг w тезланиши узгармас катталик булмаган холга 

утамиз (аслида хам мана шу хол булади). Бу уолда энди огишнинг 
мувозанат бурчаги а уауида гапириб булмайди. Энди бу холда по­
езднинг тезланиши билан тебрангичнинг ofhui бурчаги орасида уан- 
дай боЕланиш бор, деган савол тугилади.

Энди ofhib бурчаги ср ни тебрангичнинг вертикал вазиятидан уи- 
соблаймиз (47- шакл). ср узгарувчи бурчак учун дифференциал тенглама 
тузамиз. Яна кучирма инерция кучи Геи = —mwe ни киритиб ва тебран-

гичнинг осиш укига нисбатан моментлар 
уонунини татбиу эгиб ушбу тенгламани 
уосил киламиз:

m /2 ф" = — РI sin ф 4- mw I cos ф 
ёки

Ф" + -у sin ф = -у- cos ф. (29.52).

Бундан

= g tg Ф + (29.53)
cos <р

47- ша кл ни топамиз. w ва ф узгарувчи бул­
ган холда (29.49) формула ' бу фор­

мула билан алмаштирилкши лозим. Куриниб турибдики, олинган 
бу формула (29.49) тенгликдан уушимча уади билан фару уи- 

cos ср
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,и. Агар тебрангичнинг огашини кузатишдан ф бурчакнинг t вакт- 
богликлиги маълум булса, у холда бу тузатма цадни осон цисоб- 

лаш мумкин.
ср бурчакнинг вацтга богланиши график усулда берилган булса, 

график дифференциаллаш усули цулланилиши мумкин.
Албатта (29.49) содда формула поезднинг узгарувчан тезланиши 

булган холда хам сакланганда максадга мувофик булар эди. Бу 
формула ау узгарувчи булган кайси цолда етарлича аник натижалар 
беради деб узкмизга савол бериб курайлик, яъни кандай шартда теб- 
рангич огиш бурчаги цар бир пайтда узгармас тезланиш буладиган 
холга мос келувчи оришнинг мувозанат бурчагига яцин булади. Бу­
ни узимизга ойдинлаштириб олиш учун, соддалик мацсадида <р 
огиш бурчаги цамма вацт кичик бурчак булади деб фараз циламиз 
(бу асл вазиятга хам етарлича аник мувофик келади); бу цолда 
(29.52) ушбу куринишни олади:

ф" + Ф = у- (29.54)

Бу ердан ср бурчакнинг берилган узгармас w тёзланишга мос ср 
мувозанат цийматини бу ерда и» = const ва cp=const деб, хосил ки­
ламиз:

Ф — (29.55)
g

(бу (29.48) формулага мос булиб, упда а = ср ва tg<p шу ф оркали 
алмаштирилган).

Берилган ® узгарувчи тезланишга мос ср бурчакнинг цакиций узга- 
риш йулини аницлаш учун биз (29.54) тенгламани интеграллашимиз 
лозим.

Ф тезланишнинг энг содда узгариш конунини олайлик: фараз 
килайлик, w тезланиш вактга пропориионал равишда узгариб, вакт 
ичида 0 дан бирор wa кийматгача узгарсин. Бунга мувофик, равишда

Деб оламиз. w нинг бу цийматини (29,54) тенгламага куйиб, 

ф" _|_ JL ф = Л»./
/ /т

га эга буламиз. Биз узгармас коэффициентли бир жинсли булмаган 
дифференциал тенгламага эга булдик. Бу тенглама

хусусий ечимга эга. Бу хусусий ечимга мос бир жинсли тенглама­
нинг умумий ечимини цушиб, тенгламанинг ушбу умумий ечимини 
Цосил киламиз:
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1
Ф = — t + сг cos kt + C2 sin kt, (29.56)

gT '

бу ерда k — j/”JL, Cj ва C, —узгармаслар.

Бу формуланинг биринчи хадида 1 = w деб,
т

Ф = ——|- С\ cos kt + С2 sin kt 
g

га эга буламиз. Бу натижани (29.55) формула билан такдосласак. 
курамизки, ф бурчакпинг ^ак;и^ий киймати бу бурчакнипг циймати- 
дан (29.55) формула билан ани^ланадиган сунгги иккита \ад билан 
фарк цилади, улар эса тебрангичнинг эркин тебранишларига мос ке­
лади. Тебрангич бошланрич пайтда вертикал вазиятда тинч турган 
деб фараз 1^илиб, бу эркин тебранишлар амплитудасини ани^лаймиз. 
(29.56) ифодада

ф' = — С £ sin kt C2k cos kt
gt

тенгликларда t = 0, ф = 0 ва ф' = 0 деб,

ни ^осил циламиз. ва С2 нинг бу ^ийматларини ’(27.56) га цу- 
йиб,

ф = —— t----- — sin kt
gX gkx

га эга буламиз. Куриниб турибдики, тебрангичнинг эркин тебраниш­
лар амплитудаси (уни а билан белгилаймиз)

_  wn Т
gkx 2 ng т

га тенг, бунда Т — тебрангичнинг эркин тебранишлар даври. Бу 
формуладан келиб чицадики, Т / х иисбат канча кичик булса, а ампли­
туда шунча кичик булади. Демак, тебрангичнинг эркин тебраниш­
лар даври поезд тезланишининг усиш ва^тига нисбатан ^анчалик 
кичик булса, ф бурчакнинг хакиций киймати хар бир пайтда у'зи- 
нинг (29.55) билан аникланадиган цийматига шунча як ин булади. 
Бундан ушбу хулосага келамиз: поезднинг тезланиши w билан теб­
рангичнинг (29.55) формуладан аникланадиган ф ofkhi бурчаги ора- 
сидаги богланишга тебрангичнинг эркин тебранишлари камроц таъсир 
этиши учун тебрангичнинг эркин тебранишлари иложи борича ки­
чик даврга (ёки иложи борича катта частотага) эга булиши за- 
РУР-
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30-§. К^ушма тенгламалар

Чизикли дифференциал
L [«/] = апУ + ап-\У + ап_2 У"+to уп~' + а0 yw (30.1) 

ифода берилган булсин. Шундай z(x) функцияни топайликки, унга 
(30.1) ифодани купайтирганда ихтиёрий у функциянинг х буйича 
аник хосиласи булсин (у функция п марта дифференциалланувчи 
функция). z(x) функция Lfyl дифференциал ифоданинг купайтув- 
чйси дейилади. а(. коэффициептлар каралаётган интервалда х нинг 
узлуксиз функцияси ва керакли тартибдаги хосилаларга эга.

(30.1) ифодани z(x) фупкцияга купайтирамиз ва \zL[y]dx ани^- 
мас интегрални дисоблаймиз. Бу интегрални булаклаб, интеграл ос- 
тида у купайтувчи колгунча интеграллаймиз. Натижада куйидаги- 
лар хосил булади:

fani/zdx=fanyzdx, 

f a^y'zdx = ая_, zy — J у (an_{z)' dx, 
f an^y"zdx = a„_2 zy' — ^an_^)'y’dx = an_,zy' — (an_,z)' у +

+ j^(a„_2z/'dx,

Ja^’" l)zdx = axzy(n — (a1z)'y'n y{n 4) — ...+
+ (- l)(n_2) (а1г)(я“2) у + ( - 1)("“”J dx,

}aoyw zdx = a0 zyln~}) — (aoz)' y("~2) + (a„z)" y(n~3} — 
— ... + (— I)”"1 (a^)*"-1’ у + ( — 1)" i у (a#)wdx

ёки интеграллар цатнашмагап хадларни алохида, квадратуралар 
катнашгап хадларни бир интеграл ифодаси остита йигсак,

J zL[y]dx = a„_j zy - (а„_^)'у + ...+( — I)"-1 у +

-\-an_2zy'—(an_3z)'y' + ... + (—l)(n 2>(aoz)<n 2,y'-f-

+ a1zz/<n 2) —(aoz)'r/(n 2) +aozz/° ” + f у {anz — (a„_, z)' + 

+4_2z)"i- ...+(- D42)(n))

ёки интегрални тенгликнииг чап томонига утказиб, япги белгилаш 
лар киритсак,

f{zLfy]_ уМ [z] ) dx = ¥[у, г] (30.2)
ни хосил киламиз.

Дифференциал
М [г] = апг - (аа_рУ + ... +(- if"1 +

+ (- 1)"(аог)<Г,> (30.3) 
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ифода L[y] дифференциал ифодага кушма ифода (ёки оператор) 
дейилади, Чг [у, г] эса бир томондан у,у', . . . , г/(л_1) га, иккинчи 
томондан эса г,г, . . . , z(n_l> га нисбатан бичизик формадир:

^[y,z] ='y{an_lz — (an_2z)' + ... +

+ у' {an_2z - (ап_,г)' + l)'1-2^2)''’'2’ 1 +

+ у(п 2) { а1 z — [auz)' } ,+[у{п ’’ a^z. (30.4)
п- тартибли

М [г] = 0 (30.5)
дифференциал тенглама

L\y] =;о (30.6)
тенгламага цушма тенглама дейилади.

(30.2) муносабат х буйичагина айниятга айланмасдан, 
у ва г функциялар учун ^ам уринли. Агар z учун (30.5) 
манинг z = z ечимини олсак, (30.2) формула

ихтиёрий 
тенгла-

f zL[y]dx = 4r [у, z]
ёки дифференциалласак,

[£/,>] 
idx

куринишни олади.
Шундай цилиб, агар берилган (30.1) дифференциал ифодани 

унта цушма булган (30.5) тенгламанинг ихтиёрий z ечимига 
купайтирилса, (30.1) ифода (м — 1)-тартибли дифференциал 

г] ифодадан олинган тулиц хосилага тенг булади; тескариси 
^ам тугри, z функциянинг L[y] га купайтмаси уни ихтиёрий у 
функция учун аник, хосилага айлантирса, М [ г] =0 булиши зарурдир.

^аки^атан ^ам, агар г (30.1) ифоданинг бирор купайтувчиси 
булса,

гАМ=^-Т1[г/}, (30.7)
ах

бунда Tj [</] у, у', . . . , {/("-’> ларга нисбатан чизикли ифода'
[у] =&„_1 +bn_2(x)y<n~V +...+&! (х)у' +ьо(х)у.

мккинчи томондан, (30.2) ифэдада z нинг урнига z ни к;уйиб,1 х 
буйича дифференциалласак,

^z L\y] =-^^[у,г]+уМ[г] (30.8)
ах

ни х.осил киламиз.
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(30.7) ва (30.8) лардан

ах

ифодани ^осил циламиз.
(30.9) ифоданинг чап томони у га нисбатан п- тартибли чизикли 

ифодадан иборат; унинг нолга тенглиги ихтиёрий у функция учун 
бажарилгани сабабли, у ва унинг х;амма ^осилалари олдидаги коэф­
фициентлари айнан нолга тенг, бошкача булганда (30.9) у нинг 
дифференциал тенгламаси булур эди.

Т учун бичизикли (30.7) ифоданинг куринишидан куйидагилар 
келиб чи^ади:

Vl =C0Z« bn-1==a\Z — (a0Z)'> ’

b0=fl«-lz'—Ч-22)' + • • J+(— I)"-1 (a0 z)ln_l) ‘ 

яъни T, [y] = ¥ [у, г] ва (27.9) тенгликдан M]z]s=0.
Демак, агар у (х) функция ихтиёрий булганда z функция z L [у] 

купайтмани аниц хосилага айлантириши учун z кушма (30.5) тенг­
ламанинг ечими булиши зарур ва етарлидир.

К,ушма (30.5) тенгламанинг х^ар бир ечими (30.6) тенгламанинг 
купайтувчиси булади; унга купайтнриш билан (30.6) тенгламанинг 
чап томони тулии; хосилага айланади. Шундай килиб, (30.6) тенгла­
ма биринчи интегралга эга булади:

V[y,“z]>r, (30.10)

бунинг узи эса бир жинсли булмаган (п—1)-тартибли тенгламадир. 
Демак, агар бизга L[y]=/(x) бир жинсли булмаган тенглама бе­
рилган булса, z функция унинг купайтувчиси булади ва биз бирип- 
чи интегрални ёза оламиз:

Y(y,7)= f f$fcdx+[c.

Агар у' + Ру = Q шаклдаги биринчи тартиблн"гчизикли тенгла­
мага эга булсак, унга мос булган бир жинсли тенгламанинг цушма 
тенгламаси Pz—г'= 0 куринишда булади, унинг ечими z=ePdx 
берилган тенгламанинг купайтувчиси булади.

1-эслатма. Берилган дифференциал тенглама чап томонининг 
узи аниц росила булиши учун унга кушма тенгламанинг ечими 
z = 1 га тенг булиши зарур ва етарлидир, яъни (30.5) тенгламада 
z нинг олдидаги коэффициент нолга тенг булиши керак.

Дацикатан хам, (30.3) ифодани очиб ва унда z нинг олдидаги 
коэффициептни хисоблаб, (30.6) тенгламанинг чап томони аник ро­
сила булишлик шартини топамиз:

<3011)

(30.9)
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2- э с л а т м а. Агар жуфт п — 2т тартибли L [у] оператор кущМа 
оператор билан устма-уст тушса, яъни L [г/] == М [у] булса, у ход. 
да бу оператор уз- узига ^ушма булади. У холда L [у] =0 тенгла­
ма уз- узига кушма тенглама дейилади. Иккинчи тартибли

L \у]^а,у +а1у' -\-аоу",

операторпинг кушма оператори

М [z] s а2г — (atz)' + (аог)" =

- (а2 — а, + «о') г + (— Q] + 2а') г' +аог"
булади. Уз-узига кушмалик шартлари

— а, + 2а'о = аР а2- at + а” = а2

ягона бирипчисига келтирилади: О] = а0. Демак, уз- узига кушма 
иккинчи тартибли оператор (аау')' + а,у куринишда булади.

Мисо л. Ушбу

(1 + х)у" —ху' — у=2х

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Ечиш. Бунда а.2 = — 1, ах = —х, а0 = 1 + х, (30.11) шарт ба-

жарилади: —1 + — х + — (1 + х) = 0. Демак, тенгламанинг чап 
dx dx2

томони аник; хосиладан иборат ва унинг биринчи (30.10) интеграли 
мавжуд булиб, унда z = 1 деб олса булади. Ч' [у, г] ис|юда эса 
a^y—fazY у + аигу’ куринишда булади. Бу ифодага а„, ах ларнинг 
цийматларини, z нинг урнига бир куйиб, биринчи интеграл

(1 +х)у' +у(— х— 1) =х- H-Ci
ёки

ни хосил киламиз. Чап томоннинг кушма ифодаси —z—z' дан 
иборат. z -Ь z' = 0 тенгламанинг г -=е~х ечимини янги тенглама­
нинг купайтувчиси деб кабул килиш мумкин ва натижада

ни хрсил киламиз. Бу тенгламанинг чап томони яна тулик ^осила- 
дан иборат ва унинг умумий ечими

У

куринишда булади.
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31-§. Эйлер тенгламаси
Эйлер тенгламаси узгарувчи коэффициентли чизикли дифферен­

циал тенглама булиб, уни коэффициентлари узгармас булган тенг­
ламага келтириш мумкин. куйидаги тенглама Эйлер тенгламаси 
дейилади.

хп У™ + г/(п~1) + ррсп~2 у<п~2> +...+
+ Рп_1ХУ' +РпУ =q(x) (31.1)

бунда pv р2, .... Рп — узгармас соплар. Эйлер тенгламасининг 
коэффициентлари даражали функциялар булиб, коэффициентнинг да- 
ражаси у билан бирга турган росила тартибига тенг.

Эйлер тенгламаси х = е* ёки t — In х алмаштириш ёрдамида 
коэффициентлари узгармас булган чизикли тенгламага келтирилади.

ХакиКатан ^ам, х — е1 , яъни t = In х булсин (х > О деб фараз 
килинади; х< 0 учуй t == In | х | деб хисоблаш керак). t ни оралиц 
аргумент деб кисоблаб ва — = — эканлигини назарда тутиб, унинг 

dt х
х буйича ^осиласини топамиз:

dy _ dy 1 
dx dt х'

(31.2)

Мураккаб функцияни дифференциаллаш коидасига кура, х буйи­
ча я на дифференциалласак,

бу ердан

d2y~ d2y
[dx\ ~ dt2

х2 = d2y _ ^7
dx2 dt2 dt

(31.4)

Яна x буйича дифференциаллаб, куйидагини косил киламиз: 
d3y d3y / 1 \з . d2y I 2 \ d2y 1 1 dy f 2 \dx3 dt3 (. x )j dt2 ( x3 / dP x ' \x2 dt ( x*)

ва бинобарин,
хз^==^.=3 d^_ dy. 

dx*, dt* dt* dt
(31-5)

J(31.2), (31.4) ва (31.5) тенгликлар куйи косилалар учун xmy<m> 
купайтма у нинг t буйича узгармас коэффициентли косилалари орца- 
ли ифодаланишини курсатади. Тулик математик индукция методидан 
фойдаланиб, бу хосса исталган мусбат п лар учун уринли эканли­
гини исбот килиш мумкин, бу ердан исталган тартибли Эйлер тенг­
ламасини узгармас коэффициентли тенгламага келтириш мумкинли- 
ги келиб чикади.

1-мисол. х3у'"—хгу" +2ху'—2у=0 тенгламани ечинг.
Ечиш. х=е> деб ва (31.2), (31,4), (31.5) тенгламалардан фой­

даланиб, куйидагини косил киламиз:
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d3y __z&JL о —'l — (—
dt3 dfi ' dt ) \ di-

ФЛ _l '2d^ 
dt) ‘ dt — 2y = 0

ёки
dsy
dt3

4-5^-2z/ = 0,
at

яъни коэффициентлари узгармас булган чизикли тенгламани ^осил 
цилдик. Унинг характеристик тенгламаси г3—4г-—5г—2=0 дан кури- 
ниб турибдики, унинг битта илдизи г, = 1 га тенг, уни (г — 1)а (/_ 
— 2) =- 0 куринишда ёзиш мумкин. Бу тенгламанинг илдизлари: 
Г] 2 = 1, г3=2. Тенгламанинг умумий ечими

г/ = 4- С21е‘ + Сдв2'
ёки эски узгарувчиларга кайтсак,

у = СуХ 4- С..х^\гГх 4- С3х2.
Юкорида айтилганлар Эйлернинг

4-Р1х"-1^("-1) 4- . . . + р„_}ху’ +рпу =0 (31.6)

бир жинсли тенгламасини эркли узгарувчини алмаштирмасдан, бево- 
сита интеграллашга имкон беради. Хакикатан хам, коэффициент.та- 
ри узгармас булган узгартирилган тенгламада каррали илдизлар 
йуклигида хусусий ечим ег куринишга, яъни Эйлернинг дастлабки 
тенгламасида у — хт куринишга эга. Шунипг учун аргументам уз- 
гартириб утирмасдан, дархол Эйлер тенгламасининг хусусий ечим- 
ларини у —хг куринишда излаш мумкин: 4

d-TTL = г(г - 1) . . . (г -/г + < г)

булгапи учун' барча k С г ларда

х* У (г- 1} • • • (г - *<+ !)хГ •

Бу ифодаларни (31.6) тенгламага куйиб ва хг га цискартириб. г ни 
топиш учун n-даражали алгебраик тенгламани х.осил киламиз:

г (г — 1) ... (г — п 4- 1) 4- руг (г — 1) ... (г — п 4- 2) 4-
+ • . • +Рп-2 г(г— 1) +рп-1г+рп =0. (31.7)

(31.7) тенгламани Эйлер тенгламаси учун характеристик тенгла­
ма деб аташ табиийдир. У узгартирилган, коэффициентлари узгармас 
булган тенглама учун хдм характеристик тенглама булади.

Агар (31.7) тенглама п та турли Гр г2, . . . , гп илдизларга эга 
булса, п та хусусий ечим топилади. Эйлер тенгламасининг умумни 
ечими

у = СуХг> + С2хг* 4- - • • 4- Спх гп 
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функция булади. а каррали rt илдизга xr', xr* In х, xr> (In х|2 . . , 
/«(In х)®-1 куринишдаги а та хусусий ечим мос келади, комплекс 
кушма а ± Ы илдизлар жуфтига х? cos (b In х) ва Xя sin (b 1п х) 
ечимлар жуфти мос келади.

2-мисол. х3у"' + 2х2у"—ху' + у—0 тенгламани ечинг.
Ечиш. у = хг дейлик. У холда у' = гхг_| ва ху' = гхг; куйи- 

дагини топамиз:
у" = г {г—1)хг~2 ва х2у"=г(г—1)хг.

Энди у"' = г (г— 1)(г — 2)хг_3, бу ердан х3у"' = г (г — 1) (г — 
— 2)хг .

Бу ифодаларни тенгламага куйиб ва хг га кискартириб, ушбуга 
эга буламиз:

г (г — 1) (г — 2) + 2г (г — 1) — г + 1 =0 ёки г3 —
— r-r+1 =0.j

Бу тенгламани -(г — I)2 (г 1) = 0 куринишда ёзиб, 2 — 1, 
г3 — — 1 ни топамиз. Бу илдизлар учта хусусий ечимни беради: 
У1=х, У1 =xln х (хуш илдиз), у3 = х~1 ва шундай хилиб, 
умумий ечим ушбу куринишда булади:

у = С2х С.2 In x + C:j/x.
Эйлерпинг бир жинсли булмаган тенгламасини узгармасларни 

вапиациялаш ёрдамида интеграллаш мумкин. Унг кисмининг баъзи 
турлари учун аницмас коэффициентлар усулини хам куллаш мум­
кин, шу билан бирга буни узгармас коэффициентли тенгламага у'т- 
гандан сунг хам, утмасдан хам бажариш мумкин.

32" §. Дифференциал тенгламалар системалари

Баъзи жараён ёки ^одисаларни тавсифлаш учун купинча бир 
нечта функция талаб ^илинади. Бу функцияларни излаш бир печта 
дифференциал тенгламаларга олиб келитпи мумкин ва бу тенглама­
лар системани ташкил этади.

Бир узгарувчили п та номаълум функция учун дифференциал 
тенгламалар системаси умумий холда куйидаги куринишга эга:

^”1 f/p У2' • • ■ ’ Уп' У1' У2' • • • ' Уп)
^2^' У\' У 2' ■ • • ’ Уп' У\' У2' • • • ’ Уп) ’

Fn(x, yt, у2, .... уп, у\, у'2, = о.
Бу ерда у„ у2, .... уп, у\, у'2............у'п=0 лар мос равишда х
Га боглик булган номаълум функциялар ва уларнинг хосилалари.

32.1. Нормал системалар. Хосилага нисбатан ечилган дифферен­
циал тенгламалар системаси нормал система дейилади. Бундай сис­
тема куйидаги куринишга эга булади:
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(32.1)

y'i=-fi(x, ylt y2, .... yj, 
y'2-f2(x, yv y2............ynl

y'n=fn^ Уу У2............Уп>-
Нормал системанинг хусусиятлари:
а) системага кирувчи барча тенгламалар биринчи тартибли тенг- 

ламалардир;
б) тенгламалариинг унг томонлари хосилаларга боглиц эмас

(32.1) тенгламалар системасини цаноатлантирадиган у} (х), у2(х), . . / 
• ■ ■ > Уп(х) функциялар системаси бу системанинг ечими дейилади.
(32.1) тенгламалар системаси учун Коши масаласи шундай ечимни 
топишдан иборатки, у х = х„ да берилган цуйидаги кийматларни 
кабул килсин:

^1 |х=х0 = У\о< Уг = Ую • • • • Уп |х=х, ~ Упа (32.2)
Бу цийматлар (32.1) тенгламалар системасининг бошлангич шарт- 
лари дейилади. Уларнинг сони номаълум функциялар сони билан 
бир хил.

(32.1) нормал система учун Коши масаласи ечимининг мавжуд- 
лиги ва ягоналиги тутрисидаги куйидаги теорема уринлидир.

Теорема. Агар (32.1) нормал система тенгламаларининг унг 
томонлари узларининг хусусий хосилалари билан биргаликда х„, 
у[0, Уго’ ■ ■ ■ • Упо кийматларнинг атрофида узлуксиз булса, у 
Холда

У\ (х0) — t/ю» У2 (х0) = у20, ■ ■ ■ , уп (х0) = уп0 
шартларни каноатлантирувчи ягона у,(х), у2(х), . . . , уп(х) ечим 
мавжуддир.

(32.1) нормал системанинг умумий ечими деб, п та ихтиёрий С1( 
С,, . . . , Сп узгармасларга боглиц булган ушбу функциялар систе- 
масига айтилади:

У{ ~ Ф, (х, Ср С2, • • • > ^п)’
У2 Фг (^> Ср Cj» • • • ’ ^п)' 

................................................... (32.3)
Уп = Ф„ (Х' Ср С2> ' • • ’ Q.

Бу система куйидаги шартларни каноатлантириши керак:
а) Ср С2, .... Сп ларнинг хар кандай мумкин булган киймат- 

ларида (32.3) функциялар системаси (32.1) тенгламалар системасини 
цаноатлаш ириши керак;

б) Коши теоремаси шартлари бажариладиган сохада (32.3) ФУН*' 
циялар системаси Коши масаласининг ечими булади, яъни (32.3) 
бошлангич шартлар цар цандай булганда цам ихтиёрий узгармаслар­
нинг шундай Ср С2, .... Сп цийматларини топиш мумкинки,
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У] ф| и, Ср с2, .. •, сп),

У2 = Фа ср С2, . . . , С„),
............................ _. . . . . (32.4) 
Уп = Ф„(*. Ср С2, . . . , С„)

бу функциялар системаси берилган (32.4) бошланрич шартларни ца- 
лоатлантиради. Умумий ечимдан ихтиёрий узгармасларпинг мумкин 
булган баъзи цийматларида хосил буладигаи ечимлар хусусий ечим- 
jiap дейилади.

32.2. Нормал системани чикариш усулн билан ечиш. п та диф­
ференциал тенгламадан иборат нормал системани кушимча функция 
киритиш орцали битта п- тартибли дифференциал тенгламадан хосил 
цилиш мумкин. Хакикатан хам,

</(л) =f(X, у, у', у", . . . , г/1"-”) 
тенглама юцори ^осиласига нисбатан ечилгап я-тартибли диффе­
ренциал тенглама булсин. К,уйидагича фараз киламиз:

У = У»
У ~ У} ~ Уг
У" = Уг=Уз

У(п~'} ~ Уп-] — Уп<
У{п} =y'n -=f(x, yv у2............уп).

Шундай килиб, битта я-тартибли тенгламадан биринчи тартибли я та 
дифференциал тенгламаларнинг нормал системаси косил булади:

У\ ~ У»

Уг ~ Уз>
У'з = У-v 

y’n~f(x, У\< Уг< • • • - УпУ
Умуман айтганда, тескариси кам тугри. Биринчи тартибли я та диф­
ференциал тенгламанинг нормал системаси битта я-тартибли диффе­
ренциал тенгламага эквивалентдир. Дифференциал тенгламаларнинг 
нормал системасини интеграллаш усулларидан бири—чицариш усули 
ана шунга асосланган. ^а^и^атан кам, (32.1) системанинг тенгла- 
маларидан биринчисини х буйича дифференциаллаймиз.

у;=^1+^ -у\+... -У'п.
дх ду! дуп

У\, у’2, . . . , у'п косилаларни уларнинг (32.1) даги /ф f2, f3 , 
fn-\> fn лар орцали ифодалари билан алмаштириб, куйидаги тенгла­

мани косил киламиз:
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у\ = F2(x, yvy2, ...» yn).

Хосил ^илинган тенгламани дифференциаллаб, яна юцоридагидек 
йул тутиб, куйидагипи хосил*циламиз:

У\' =F3^ Уу У» ■ ■ ■ • УпУ
Худди шундай давом эттириб, охирида куйидаги тенгламани хосил 
киламиз:

у!"’ =/?п(х> ур*у2.............упУ
Шундай килиб, куйидаги системага эга буламиз:

У\ = Fi (х, yv у2............уп),
У? =Р2(х, Ух, У2, ■ ■ ■ , УпУ
............. (32.5)

у?’ = Уь у2............упу

Бу системанинг^дастлабки (п—1)та тенгламасидан, умуман айтгап- 
да, (п — 1)та у2, у3, , уп номаълум функцияларни у функция 

ва унинг хосилалари ((и— 1)-тартибгача, у хам киради) оркали 
ифодалаш мумкин. Бу ифодаларни (32.5) тенгламаларнипг энг охир- 
гисига цуйиб, номаълум функция yL га нисбатан n-тартибли битта 
дифференциал тенгламага келамиз:

z/W = Ф(х, t/p у{............У{п~1)).
Бу тенгламани ечиб, у} ни топамиз:

У\ — Ф| (х, Ср С2^. . . , С„).
Долган функцияларни топиш учун топилган у1 функцияни ва унинг 
хосилаларини у2, у3............уп ларнинг ифодаларига куямиз. Нати-
жада куйидаги функциялар системасини х.осил киламиз:

1/| = Ф1 ^1' ^2’ • • • '

У2 ~ Фг ^1 ’ ^2 ’ ■ ■ ■ ’ Fд) ’
• • • • ••••• •••

У»=<РЯ(*. CL С2............СпУ
Бу система (32.1) нормал системанинг изланаётган ечимини анту- 
лайди.

1-м  ис о л. Ушбу

г' = У 
дифференциал тенгламалар системасини ечинг, бу ерда эркли узга- 
рувчи х.

Ечиш. Системанинг иккинчи тенгламасини х буйича дифферен­
циаллаб, z" = у' ни ^осил киламиз. у' ни унинг биринчи тенгла-
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мадаги ифодаси билан алмаштириб, г" = — ни оламиз. Иккинчи 
тенгламага кура уни z' билан алмаштириб, бир номаълумли иккин­
чи тартибли цуйидаги тенгламага келамиз:

,, -(/)г
г

Бу тепгламада эркли узгарувчи ошкор холда иштирок этмайди, шу- 
нинг учун унинг тартибини пасайтириш мумкин. Бироц, уни

zz" — (z')2 = О 
куринишида ёзиб ва иккала цисмини г2 га булиб, чап томони аниц 
цосиладан иборат эканини курамиз. Хацицатан цам,

'/у _ zz"—(z'V

натижада тенгламДмиз [—j =0 куринишга эга булади, бу ердан 

— = Су ёки z' — Су2. Узгарувчиларни ажратиб ва интеграллаб, бу 
Z
ердан z ни топамиз:

z = Сгес,х
у = г' булгани сабабли z учун топилган ифодани диффереп- 

циаллаб, у — С£г ес'х ни цосил циламиз. Шундай цилиб, система­
нинг ечими цуйидагича булади:

у = СуС2 ес'х, z — Ci ес'х.
2-м  и сол. Ушбу

(У' = У 
iz' =2у —г 

дифференциал тенгламалар системасининг

бошлангич шартларни цаноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.
Ечиш. Иккинчи тенгламани х буйича дифференциаллаймиз: 

z'—2z/'—z'. Энди у' пи биринчи тенгламага кура у - z билан ал- 
маштирамиз:

z" =2(y + z) — z ёки z" =j2^+f2z— г.
Иккинчи тенгламага кура 2у ни z' + z га алмаштирамиз: z" = 3z. 
Чизицли бир жинсли дифференциал тенгламани цосил цилдик: z"— 
— 3z = 0. Унинг характеристик тенгламаси Л2 — 3 = 0 булиб, у 

=УЛ3, k2 ——УЗ илдизларга эга. Умумий ечим цуйидаги ку­
ринишда булади:
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Уни х буйича дифференциал лаб, г’=С1УЗег'^х— С2 )/Г3'е-> з* 
пи косил киламиз. Иккинчи тенгламага кура у = -i- (г' + г) булга­

ни учун

У= у(1 +/3)^4-|2(1-ГЗ)е-^

ни к°сил киламиз. Шундай цилиб, системанинг умумий ечими то- 
пилди:

1 -L- /3
2

z = Ckе~^х +Cte~yix.
Хусусий ечимни топиш учун С} ва Ct ларнинг уларга мос кий- 

матларини бошлангич шартлардан фойдаланиб топамиз:
С1!^Т+с,1^ = 2кз, 1

С\ Ч- С; --  0.

Бу ердан С, = 2, Ct — — 2. Демак, берилган системанинг хусусий 
ечими куйидаги функциялар системасидан иборат булади:

У =(1 +/3)е^ —(1 - У3)е~^х=2 sh /Зх +

+ 2 УЗ ch /Зх,
г — 2е' $х— 2е~у^х = 4 sh УЗх.

33» §. Чизикли дифференциал тенгламалар системаси

33.1. Чизикли дифференциал тенгламалар деб, изланаётган функ- 
цияларнинг х.осилалари ва бу функцияларнинг узлари чизикли бу­
либ кирган тенгламаларга айтилади.

Биз чизикли тенгламаларнинг нормал системасини караймиз. Бун­
дай система куйидаги куринишга эга булади:

У] +«12^2 + • • • ^1’

t+Wi +а22у2+ . . . + a2nyn=V2, (33.1)

d" + am yi+an2y2 + . ■ ■ + annyn= Vn,

бу ерда yt, y2, . . . , yn— изланаётган функциялар, x — эркли уз- 
гарувчи, aik ва V(. лар х нинг берилган узлуксиз функциялари. Агар 
V, (х) нинг каммаси хам айнан нолга тенг булмаса, у к°лда систе­
ма бир жинсли булмаган система дейилади, агар V,. лар айнан 
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нолга тенг булса, у холда чизикли система бир жинслидир ва у 
куйидаги куринишга эга булади:

dy.

dy,

■ + СЦ У\ +а1зУ2 "Ь ■ • • +%,уп=°-

^+а2|^1 +а22У2+ • • • +a2n-Vn=°-

" “Ь ап\ У\ + ап1 У 2 ~ • • • +аппг/л=0.

(33.2)

Агар (33.1) ва (33.2) системалар бир хил коэффициентларга эга 
булса, у холда (33.2) система (33.1) бир жинсли булмаган система­
га мос система дейилади.

Биз alk коэффициентлар а< х<Ь ораликда узлуксиз деб хисоб- 
лаймиз.

(32.2) системанинг хусусий ечими z/р (х), г/р (х), . . . , ур (х) 
функциялар системасидан иборат булсин, демак, бу функцияларни 
(33.2) тенгламаларга цуйилганда, улар бу тенгламаларни айниятга 
айлантиради. Курит осочки, бу холда С ур, С ур, Сур
функциялар системаси хам (33.2) системанинг ечими булади. Агар 
г/р, Ур. • • • ♦ Уп} ю Ур. Уг2>> • • ■ > Уп} иккита хусусий ечим 

булса, у холда г/р + г/р, г/р + ур, . . . , г/р + г/р х;ам (33.2) 
системанинг ечими булади.

Куйидаги п та хусусий ечимни царайлик:

Агар

Ур> Ур, • • МО, 
• > Уп ’

ур. ур, ■ • • е

У\п), у{2п\ ■ ■. у{пп}-

(33.3)

ур ур • • ур

D - ур уР • • • Ур

у}"’ ур> • • • У(пП)

(33.3')

детерминат (а, Ь) ораликда айнан нолга тенг булмаса, (33.3) ечим- 
лар системаси фундаментал ечим деб аталади.

1-теорема. Агар у\к\ у™, . . . , у1*' (k = 1, 2, . . . , п) (33.2) 
системанинг хусусий ечимлари фундаментал системани ташкил 
этса, у \олда системанинг умумий ечими бундай булади:

у, = с,ур + с2ур + .. • + Слур>,
У2 = С] ур; + С2 ур + • .. +С„у<"),

^ = с,й'’+с2й”+ ■ •• н-^ури

(33.4)
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Мазкур банднинг бошида айтилган фикрлардан (33.4) формула- 
лар системанинг ечими эканлиги келиб чикади. Бу умумий ечим 
эканлигини исботлаш учун Ср С2, . . . , Сп узгармасларни у \ 
■ ■ ■ Уп Функциялар х = х0 да

У1 (хо) У\0)> У2(х<) = У............Уп = №

бошлангич^шартларпи каноатлантирадигап килиб танлаш мумкинли- 
гини курсатиш лозим.

Хакикатан хам, бу шартларни (33.4) ифодаларга цуйиб, С,, С,, 
. . . , Сп ни аниклаш учун ушбу п та чизицли алгебраик тенгла­
малар системасини хосил киламиз:

Cj t/<” (X) 4- с2(/<*> + . • • + {/<"> (х0) = </<">. (33.5)

(I = 1,2, . . . , п).
D (х0) ф 0 булганлиги учун (33.4) система С}, С2, . . . , Сп ягона 
ечимга эга. (33.4) формулаларга ихтиёрий узгармасларнинг топил- 
ган цийматларини цуйиб, изланаётган ечимни хосил киламиз.

1-м  ис о л. Цуйидаги
у(1) _ gX C0S х yt)) —ех sjn Х

у<2> = — sin х, у<? = cos х

ечимлар системасига эга булган иккинчи тартибли, чизицли бир 
жинсли системани тузинг.

Ечиш. Изланаётган тенгламалар бундай булади:

= 0,

dyi
dx

ex i(cos x — sin x) — cos X

У1 ex cos X — sin x
Ух ex sin x cos X

dy-x 
dx

ex (sin x |- cos x) — sin ;

У1 ex cos X — sin j

Уг ex sin X cosJ

= 0

буйича ёйиб ва иккала тенг- 
га булиб, изланаётган системани хосил циламиз:

ёки детерминантларни биринчи устун 
ламани Ь (х) = ех

— (cos2 х) • ух + (1 — sin х cos х) у2 = 0, 

у- — (14- sin x cos x)yL—(sin2 x) i/2=0.

33.2. Бир жинсли булмаган чизицли дифференциал тенгламалар 
системаси. Ушбу бир жинсли булмаган системани цараймиз:
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2-теорем а. Агар бир жинсли булмаган системанинг УДх), 
у, (х), . . • , Yn(x) хусусий ечими маълум булса, у холда бу сис­
теманинг умумий ечимини топиш мос бир жинсли (33.2) систе­
мани ечишга келтирилади.

Хакицатан хам япги изланаётган z£ функцияларни

У1 = Л + 2!, % = K, + z2, . . . , Ля = У„4-гп 
мупосабатлар билан киритамиз. Бу ифодаларни (33.1) тенгламалар­
га куйиб ва

+ал¥± + айК+ . . . +ainYn = У)(х) (г = 1, 2............п)

айниятларпи хисобга олиб, янги zt функциялар учун

__± 4- + аа z2 , 4- zn =0 (t = 1,2... , п) (33.2')

системани хосил киламиз. Теорема исбот ^илинди.
Натижа. (33.1) системанинг умумий ечими куйидаги куриииш- 

га эга:

z/1=c1z/;,4c2{/1(2,+ ... н-схчл,
У1 — СгУ2} -Г С2У22) + ■ • • + + У2,

'Уп=-С^+С.^+ ...4- Спу^+Уп,

бу ерда Ух, Yx, ... , Yn (33.1) системанинг бирор хусусий ечими, 

(33.7)

эса мос бир жинсли (33.2) системанинг п та эркли хусусий ечим- 
лари, Сп С,, ... , Сп—ихтиёрий узгармаслар.

3-теорема.  Агар мос бир жинсли чизикли системанинг фун- 
даментал ечими маълум булса, у холда бир жинсли булмаган 
системанинг ечими квадрату рала рга келтирилади.

Агар (33.2) системанинг (33.7) ечимлари маълум булса, у холда 
унинг умумий ечими куйидаги куринишда булади:



} (33.8)

ларни 
бирга 
ечим-

zJ n '"ЧУп I • • • '^n^n » I

бу ерда C]t С,........... Сп — узгармаслар. С. узгармас коэффициент»
лар билан берилган (33.8) формулалар (33.1) системанинг умумий 
ечимини бермайди. Бир жинсли чизикли тенглама булган холдаги 
каби узгармасларни вариациялаш усулини татбиц этамиз. Ci 
х нинг но.маълум функциялари сифатида цараймиз, шу билан 
уларни (33.8) ифодалар бир жинсли булмаган системанинг 
лари буладиган килиб танлаймиз.

(33.8) тенгламаларни х буйича дифференциаллаймиз:
dy, dy™ dy<? dyW
— = с, — +c2 — + ... +c„ —+ 
dx dx dx " dx

i ,.(•) dCA . A2] dC2 . | (л) dCn ,. . o . (33.9)

(!) „(2) бир жинсли системанинг 
урнига куйилганда биринчи ^адлар нолни 
г-тенгламага цуйиш натижаси бундай бу-

(33.9) ва (33.8) ифодаларни (33.1) га цуямиз. (33.9) формулалар унг 
томонларининг биринчи сатрлари Сх. лар узгармас булгандаги каби 
куринишга эга, чунки у’1’, у(!2), . . . , у1!л) 
ечими булганлиги учун 
беради; хакикатан ^ам, 
лади:

", du<*>
2 ck — k—\ k dx

п fir п
+ 2 2 + 

л=1 dx *=i

+ a<2 2 СкУз' + • • • + °<л 2 СкУ{п}-
*=1 X *-l

ёки

%Ск 
k=\

+

ва Clt С., .. . , Сп ни ани^лаш учун куйидаги тенгламалар колади: 

„О ££i I w(2) ££i i + „<"> ££1 = v
#1 dx dx ‘ ' у' dx

,.<•) dC1 £££ _i_ — = V
y2 dx ' dx ' • • ■ + ^2 dx V,‘2»
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dCj ox dC* -у- + У{ ) ~г 
dx ' dx

(л) dCn — у . 
п dx п

dCt dCn
~г~ > ■ • • > "7Г га нисбатан чизицли б)' система ечимга эга, 

чунки системанинг детерминанта D (х) =# 0.
п та ечим системаси фундаментал деб килипган фаразга асосан 

куйидагини цосил киламиз:
dC, /?п^ + О21У2+... +/>„,vn
17 =---------------- Z777)---------------- =

dCrl DinV1+D2r,Vt+...+DnnVn
~dT =------------------ F(Jj---------------- s <Pn W-

бу ерда Dik(i, k = 1, 2, ... , n) ортали дегерминантнинг z/(£fe) эле­
мент мос минори белгиланган. <р£(х) лар маълум функциялар бул- 
ганлиги учун С( лар квадратура орцали топилади:

С£ = J<p£(x)t/x + 'y£(i = 1, 2, ...» п),

(у. — интеграллаш узгармаслари).
Ci ларнинг топилган цийматларини (33.8) формулаларга цуйиб 

(33.1) системанинг умумий ечимини
У1 = ЪУ? + Ъ У1} + • • • + Yn У,” + Л.

У-2 =Т1У21) +ЪУ2} + • • ■ +?„У2П> +У2’

Уп = Y1 У(п + Т»^2> + • • • + Т„У„ ’ + уп

яуринишда хосил циламиз, бу ерда бир жинсли булмаган система­
нинг У1, Уг, . . . , Yп хусусий ечими

Y((x) =у(-> J <Pi(х)dx + у<2) j<p2(x)dx+ . . . +

+ ylln)$<pn(x)dx = у у<А) --------dx
*=1 J D

формулалар билан аницланади.
2-мисол.  Ушбу — — 2 = cosx, — + у — 1 бир жинсли бул- 

dx dx
маган системанинг умумий ечимини топинг.

Ечиш. Бир жинсли системанинг умумий ечими
у = Сх cosx + C2sinx, г = —Сус sin х + Сг cos х
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к"ринишда булади. Бу кийматларни берилган тенгламаларга куйиб 
куйидаги,системани хосил киламиз:

dCj , dC2 . dCt . , dC-—Lcosx4------  smx = cosx,-------isinx4----- -cosx = l.
dx dx dx “dx

dCj dC<>Системани —- ва —- 
dx dx^

га нисбатан ечиб ва интеграллаб, куйнда-
гини топамиз:

-^1 = cos2 х — sin х, С, — — + — sin xcos х -j-Jcos'x 4- у. 
dx 1 2 2 * ’ H

= sin x cos x-f-cos x, C, =-----— cos2 x 4* sin x + y2

у, ва у,— ихтиёрий узгармаслар.
Ci ва C2 нинг топилган кийматларини у ва z ларнинг.’ифодалари- 

га цуйиб, берилган бир жинсли булмаган системанинг цуйидаги уму­
мий ечимини хосил киламиз:

z/J= ytcosx + уг sinх + cosxj+ 1,

х # |
г,= — sin'x 4- у2 cos х-----— sin х---- — cos х.

33.3. Узгармас коэффициентли чизикли системалар. куйидаги 
бир жинсли чизикли 

+лцУ1+аиуъ 4- •

’^'+а21^1 +a22l/z+ • • • -Га2пУп = °> [

dyn ' .
4/7 + атУ1 + ап-2У-2 + • • • + °пп Уп = 0)

(33.10)

системани ^араймиз ва ундаги коэффициентларни узгармас деб хи- 
соблаймиз. Агар (33.10) система юцори тартибли битта тенгламага 
келтириладиган булса, у холда узгармас коэффициентли чизикли 
тенглама хосил булади. Illy сабабли (33.10) системанинг ечимини 
курсаткичли функциялар куринишида излаш табиийдир:

у, = у, е*, ... , уп=уп е \ (33.11)

бу ерда уп у2, . . . , ул ва X — узгармаслар булиб, уларни (33.11) 
ифодалар (33.10) системани цаноатланадиган килиб ашщлаш лозим. 
(33.10) системага (33.11) уийматларни цуйиб, е,х га кискартириб ва 
у, у2, . . . , у„ олдидаги коэффициентларни танлаб, куйидаги алгеб- 
раик тенгламалар системасини ^осил циламиз:

192



(ац + ^)Т1+а»Т»+ • • • +°inYn=°> 

Oil Т1+(<*22+*)?»+ • • • +^2пУп =0, 

ап\Ъ + fln2 Уг + • • • + («щ, +*)?„= 0.

(33.12)

(33.12) системани ур у2, • • • , Уп га нисбатан п та чизицли бир 
жинсли система сифатида караб, биз бу системанинг детерминанта 
волга тенг булишини талаб цилишимиз лозим, яъни цуйидаги тенг­
ламага келамиз:

Яц-|-Х а12 ■ а\п

Д(Х) =
^21 ^22 ~Т~ • а2п

= 0. (33.13)

ап\ ап2 • апп+^

д (X) детерминант билан бир каторда бизга кейинчалик шу элемент-
ларнинг узидан тузилган куиидаги 7И (X) матрицани хам lyapauira
тугри келади:

а1г • • • \

М(Х)
_ I «21 032 + • • • °2п (33.13')

\ ап\ апп + !
X узгарувчига Хо цийматлар бериб, М (Хо) матрицани ^осил кила­

миз.
(33.13) тенглама X га нисбатан n-даражали тенглама; у харак­

теристик тенглама деб аталади. Шундай ^илиб, (33.10) сис­
теманинг (33.11) куринишдаги ечими X характеристик тенгламанинг 
ечими булган ^олда ва фацат шу холда мавжуд булиши мумкин. 
Бунда икки хол булиши мумкин.

1) Характеристик тенгламанинг барча п та илдизи турлича, Бу 
илдизлар Xr, X,, . . . , Хп булсин. Агар бу илдизлардан бири Х;. ни 
A (X) га куйилса, А (Ху) = 0 ни хосил киламиз. X = Ху да A (X) детер- 
минантнинг (п— 1)- тартибли минорларидан ^еч булмаганда биттаси 
нолдан фар^ли эканлигини курсатамиз. Ха^иКатан ^ам> (33.13) тенг­
ламанинг оддий илдизи булганлиги учун Г—= Д'(Хр #= 0

L Л Jx=xy 
булади.

А'(Х) ни дисоблаймиз:

А'(Х) =

о22+^

а32

°23 • • • а2п
азз+^ • • • °зп +
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an +Х

«31

а]3 • •
^33•

а1п
• °3п +. . +

Яц+Х Ql = •
Огг+Х . °2. п-]

аШ °пЗ • • ■ апп+^ °П-1. 1 ап-1,2 • • • ап-1. п-1

X урнига X. ни цуйиб ва Д' (Хр =# 0 эканлигини цисобга олиб 
натижада X = X. да сунгги йвдиндига кирувчи (л — 1)- тартибли 
диагонал минорлардан хеч булмаганда биттаси нолга тенг эмаслиги- 
ни хосил киламиз. Даъво исботланди.

(33.12) системага цайтамиз ва унда X нинг урнига характерис­
тик тенгламанинг илдизларидан бири X. ни цуямиз. Системанинг 
детерминанти нолга тенг, демак, система нолдан фаркли 
. . . , V,;’) ечимга эга. Бирок, юцорида исботланганига асосан, систе­
ма коэффициентлари матрицаси М(Хр нинг ранги (и— 1) га тенг, 
демак, Y]0’, • • • Vn ’ лаР ихтиёрий пропорцчоналлик купайтувчи-
си аницлигида топилади.

Шундай килиб, бу купайтувчини С. оркали белгилаб,

„(/) _ г ь(1> v(l) — С v(i) = С

ни цосил цилдик, бу ерда k^ii = 1, 2, .... п) — маълум сонлар. 
Шундай цилиб, X = Ху илдизга (33.10) системанинг хусусий ечими 
(биз С.^ 1 деб олдик)

у® = eKfx, у" = k(2h eKix , ... , у"} = е х (33.14) 

мос келади. Тушунарлики, агар биз бир жинсли чизицли тенглама­
лар системасининг хусусий ечимлари системасиии бир хил ихтиёрий! 
узгармасга купайтирсак, яна шу системанинг ечимига эга буламиз.1 
Бу мулоцазаларни характеристик тенгламанинг барча Xlt Х2, Х3, I 
. . . , Хл илдизлари учун татбиц этиб, / = 1, 2, ... , п ........
(33.14) куринишидаги п та хусусий ечимни цосил циламиз.

Шундан сунг (33.10) системанинг тула ечимини цуйидаги 
нишда оламиз:

Ут. ~ + О/<2) + . . . + Сп у^’

Уз = + Cj/2} + ... +Сп у^,

Уп = С1Уп} + С2«/„2) + • • ■ + СП УпП)-

Изоц. Агар тенгламанинг коэффициентлари цацикий булиб,
илдизлари эса мавцум булса, у холда улар жуфт-жуфти бил 
цушма булади, яъни

кури-

баъзи

194



Xt = a 4- P i, = a — p i,
мос ечимлар эса куйидаги куринишда булади:

= k'" e'“+e'> - Л'2> е‘“-м ’0-1.2........... л).

k{.} ва /г*2> коэффициентлар хам, агар уларни д (а 4- р i) ва 
д (а — Р 0 детерминантлар битта сатрининг минорларига тенг килиб 
олинадиган булса, тенг булади. Шунга ишонч хрсил цилиш осонки, 
X ± Р i илдизларга ха^икий ва мав.уум г/*1’ ва г/’2) кисмларга мос

~(D = еах (/{1) cos р х _ z(2) sin р

у (2) _ &ах у(\) sjn р х j(2) cos р xj

куринишдаги ечи.мларнинг иккита системаси мос келади, бу ерда 
ва /*2) — хакиций сонлар булиб, улар

k^=^+u<2\ л<2’=4”-г-/<2)

тенгламалардан аникланади.

3-мисо л. —4~ 7 у — z -- 0, —4-2y+5z = 0 системанинг 
dx dx

умумий ечимини топинг.
Ечиш. Ечимни у = у1еХл, г = у2еХл куринишда излаймиз, уни 

берилган системага куйиб
Vi (X + 7) —у, = 0, 2 у, Ч-(Х4-5)у2 =0 

тенгламаларни уосил киламиз. Уларнинг биргаликдалик шарти цуйи- 
даги характеристик тенгламани беради:

|X+J~ll=0 ёки Ха 4-12 X 4-37 = 0.
I 2. A-f-D|

Бу характеристик тенгламанинг илдизлари X, = — 6 4- Е X, = 
= — 6 — I. Бу илдизлардан биринчисини системага куйиб, yj ва у, 
ни аниклаш учун

Vid+0—= 0, 2yt4-(—1+z)y, = 0

тенгламаларни хосил киламиз, булардан бири иккинчисининг нати-
Жасидир. Биз = 1, = 14-i деб олишимиз мумкин. Хусусий
ечимларнинг биринчи системаси

у(1) =е(-б+0^

булади. Шунга ухшаш Х2 = — 6 — i илдизни системага цуйиб, хусу­
сий ечимларнинг иккинчи системасини ^осил киламиз:

у<2) = е(-6-> ^) = (1_1.)е<-6-0х>

Ечимларнинг янги фундаментал системаси сифатида
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ни олиб,
i<j(l)=e ezcosx, y^—e 6xsinx,

y? = e~6x (cos x — sin x), y^ = e~Sx (cos x + sin x)

эканини топамиз. Умумий ечим бундай булади:
Ух = е~6х ((?! cos х + С3 sin х),

у2 = е~6х ((Cj + С,) cos х + (С, — Cj) sin x).

2) (33.13) тенгламанинг илдизлари орасида каррали илдизлар 
бор. Хо характеристик тенгламанинг т каррали илдизи булсин. Бун­
дай холда т- косиланинг киймати Д(Х) детерминантнинг (га — т)- 
тартибли минорлари орасида кеч булмаганда биттаси X = Хх да нол- 
дан фаркли эканлигини курсатади. Бундан келиб чикадики, А1(Х) 
матрицанинг г ранги учун Х=Ххда г > (п — т) тенгсизлик уринли.
(33.12) чизикли алгебраик тенгламалар системаси г та эркли тенг­
лама системасига келтирилади. Чизикли тенгламалар назариясидан 
маълумки, (33.12) системанинг умумий ечимида (п—г) та номаыум 
ихтиёрий булади; булар у1=С1, ?1=CS, . . . , yn_r=Cn_r булсин. Кал­
ган г та ?„_г+1, Т„_г+2..... , номаълумлар эса С1г Сг...........
Сп-г га нисбатан чизикли формалар шаклида ифодаланади, бу ифо- 
далар куйидагича булсин:

Yi = + ^/2)С» + ... r}Cn_r ’

(/=n—r+1, n — r + 2,...,n)

Биз n — г та ихтиёрий узгармас C\, С2, . . . , Сп г га боглик куйи­
даги системани косил киламиз:

Ух - С^х, уг = С^х, ... , уп_г = Сп_гек,х, 

уп_г+1-(е,+. +er+i с,+... + етл ^(х)

[ та
п —г учун

Уп = ^пС1 + + ... + С‘Ч-г)
Шундай цилиб, т каррали битта X == X, илдизга (п — г) < т 

хусусий ечим мос келади, уларни i — 1, 2, . . . , г. — ~ У'Б 
Ct = 1, долган барча С;. ларни нолга тенг деб хосил киламиз (/ *1 
да С/ = 0):

...... »L-o........=
-е,+у*......
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(ззля

Бу тенгламаларнинг унг томонларида олдидаги коэффициентлар- 
дан иборат матрица цуйидаги куринишда булади:

1 0 0 ... 0 к0}
0 1 0 ... 0 k(2) к{2}

Кп-г+1 • • • Кп

ООО... 1 .(п-r) .(п-г)
Kn-r+l • ■ ■ Кп

Унинг ранги, равшанки, п — г га тенг, (33.14) системанинг сатрла- 
ри орасида чизицли богланиш йуц; шундай цилиб, А = Аг ил- 
дизга мос (п—г) та чизицли эркли ечим системасини цосил цилдик. 
Агар г = п — т, яъни М (А) матрица ранги А = Ах да энг кичик 
цийматга эга булса, у цолда цосил булган ечимлар сони А илдиз- 
нинг карралиги т га тенг ва, шундай килиб, бу илдизга мос барча 
ечимлар цосил килинди (агар т = 1 булса, у цолда г=п—1, 
п — г = 1 ва А оддий илдиз булган цолга келамизки, унга 
системанинг битта ечими мос келади).

Агар М (AJ матрицанинг ранги (п—т) дан катта булса, у цолда 
курсатилган усул билан олинган ечимлар сони п — г шу Ах илдиз- 
нинг карралиги т дан кичик булади. Етишмаётган ечимларни то- 
пиш учун биз худди п- тартибли битта тенглама булган цолдаги 
каби шу ечимларни ех,л, хе*1*, .... хт~} ек'х функцияларнинг чи­
зицли комбинациялари шаклида излашимиз керак.

3-мисо л. — —у + г, — — z + x, ~ = х + у тенгламалар 
dt dt dt

системаларининг ечимини топинг.
Ечиш. Ечимни х — kYeu, у = г = к^л шаклда излаймиз. 
klt ki ва k3 ни аницлаш учун ушбу системага эгамиз:

A кх — кг — к3 = О, 
*—• Ч- A к2 — k3 — О,
— к± — £2 + А &3 = 0. 

Унинг детерминантини нолга тенглаб,

— 1
— 1 
А

= А3 —ЗА —2
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ни хосил киламиз. Бу тенгламанинг илдизлари X, = 2, Xj = д,3 =ь= i1 
Х1=2 оддий илдизга klt k2, k3 учун ушбу иккита эркли тенглама 
системаси мос келади: ‘ !

2kt — k2 — k3 =0, — +2kt — k3 =0,
бундан:

Бу ердан битта ихтиёрий узгармасни узига олган биринчи ечимлар 
системасини хосил циламиз:

х = С1е21, у=С1ем, z = C1e2t, |

Агар М (X) матрицага Х3=— 1 ни цуйилса, у холда унинг ранги 1 га 
тенг булади ва klt k2, k3 ни топиш учун учта тенглама ушбу битта 

— О

тенгламага келади. Агар kY •— Ct, k2 = С3 десак, у холда k3 ~ 
==—(С2+С3) булади ва биз яна иккита ихтиёрий узгармас иштирок 
этган ечимлар системасини хосил киламиз.

Умумий ечим бундай булади:
х = С/' + С2е~', у^С^' + СуГ1, z = С/1 - (C.+Qe"'.

Биз фундаментал ечимлар системасини хосил цилдик, чунки де­
терминант

21 2t 2t 1 1 1е е е
е~( 0 — е~< = 1 0 — 1

0 —t е — е 0 1 — 1

юцорида баён ^илинганлардан узгармас коэффициентли нормал сис­
теманинг ечими бундай булиши келиб чицади:

y/ = /’(7W^‘x(/ = l. 2, ... , п), (33.15)

бу ерда Р{1(х) — даражаси т.— 1 дан катта булмаган купхад, т
(33.13) система X. илдизининг карралиги.

Бундай тенгламанинг умумий ечимини амалда топиш усули цуйи- 
дагича: ,\ар бир илдиз учун (33.15) куринишидаги аницмас коэффи­
циентли ифодалар тузилади. Бу ифодаларни (33.10) системага цуйиб, 
аницмас коэффициентар учун чизикли тенгламалар системасини 
^осил киламиз. Бу системани ечишда ихтиёрий булиб коладиган 
но.маълумлар сони илдизнинг карралигига тенг.

4-ми со л. — 4-х — у —0, — +у — 4г=0, ^-4-4г — 
dt dt dt

системани ечинг.
Ечиш. (33.13) система цуйидаги куринишга эга:
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14-1 — 1 О

О 14-Х —4
— 1 О 44-Х

= 134-6124-91 = 1(14-3)2 = 0.

% = О оддий илдизга мос ечимларни х — а, у = b, z—c кури­
нишда ёзамиз. Бу ^ийматларни берилган системага цуйиб, а, b ва с 
ни ани^лаш учун учта тенглама хрсил циламиз, улар умумий наза- 
рияга асосан, масалан, ушбу иккита эркли тенгламага келтирилади:

а — b = Q, Ь — 4с = 0.

с = Сг (ихтиёрий узгармас) деб 1=0 илдизга мос куйидаги ечимлар 
системасини топамиз:

х — 4 Сг, у — 4 Cj, z — Су.

1 = — 3 илдиз икки каррали, шу билан бирга 1 =# 3 барча ик­
кинчи тартибли минорларнинг булувчиси эмас; шу сабабли бу ил­
дизга мос ечимларни

х = е~3‘ (ау 4- a2t), у = е 31 (by 4- b2t), z = е~3‘ (с 4- cJ.) 

куринишда излаймиз. Буларни берилган системага т$йиб ва e~3t 
умумий купайтувчига кискартириб, цуйидагини ^осил киламиз:

— 3йу — 3a2t 4- а, 4- аг + a2t — by— b2i — О,
— 3 by — 3 b2t 4“ bt 4“ by 4" b2t — 4 Cy — 4 c2t — 0,
— 3 Cy — 3 c2t 4“ ^2 + 4 Cy 4- 4c2/ — и у — ci2t — 0.

Иккала томонда озод хадларни ва t олдидаги коэффиниентларни 
тенглаштириб, куйидаги олтита тенгламани хосил циламиз:

— 2^4-0, —Ь = 0,
— 2 by 4- b2 — 4 Су = О,

4- ^2 — Оу = О,

— 2 О, — 6,-0,
— 26, —4с, = 0, 

с2 — а2= 0.

нг устундаги учта тенгламадан 
^ == 2 С„ с2 — С2 эканини топамиз. 
тенгламадан куйидагиларни х.осил киламиз:

а2 = С2 (ихтиерий узгармас), 
Шундан супг биринчи учта

«1=4, Ьу-=С2— 2С3, Cy — Cz — C2.
Шундай килиб, системанинг умумий ечимни цуйидагича булади: 

х = 4 Сх 4- C2te~3t 4- С3е_3/.

у = 4 Сх 4- С, (- 2 / + 1) с"3' - 2 C,^3'. 

г=Сх4-С,и-1)е-3'+Сзе-3'.
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34- §. Дифференциал тенгламалар системасининг 
биринчи интеграллари

1. Цуйидаги тенгламалар системасини карайлик: 

•^7=/1(х’ У» У» • • ■ • Уп)’ 

~ = №, ylt у„ ... , уп),

dyn
' (fr ~ fn(x’ У1’ У*’ • • • » У^-

(34.1)

Биз бирор ёпиц D сохада Д, ft . . . , fn функциялар ва уларнинг 
Уг, уг . . . , уп буйича хусусий хосилалари барча аргументларга уз- 
луксиз боглиц деб фараз цилайлик. У холда мавжудлик ва ягона- 
лик теоремаси татбиц этилиши мумкин. Агар х0, у°, у°, . . . , у<> 
координатали нукта D нинг ичида ётувчи бирор D' соханинг ичида 
ётса, у цолда (34.1) тенгламалар системасининг

х = х0 да yt = у° (1 = 1, 2, .... л)
бошлангич шартларни цаноатлаитирувчи битта ва фацат битта ечи­
ми мавжуд. Бу ечимлар куйидагича булсин:

У1 = фх (х; х0, y\, у°п ),

Уг Фг (х, Хо, У\ 1 У2 i • • • • Уп )> (24 2)

уп =фп(*; х0, у", у\,...,у°). | I
Бу формулаларда ечимнинг х0, у°, у$, , у® бошлангич шарт- 
ларга богликлиги ошкор курипиб турибди. Уларни турли киимат- 
лар кабул цилиши мумкин булган параметрлар деб кабул циламиз.

Энди D соцада (х0, y°t, у?2, ... , у°) бошлангич нуцтани ва шу 
бошлангич нуцтадан утувчи интеграл эгри чизицда ётадиган бирор 
(х, ylt Уг, ... , уп) нуцтани оламиз. х0, у°, . . . , у°п цийматлар 
бир томондан ва х, yv . . . , уп цийматлар, иккинчи томондан
(34.2) муносабатлар билан богланган. Агар (х, у1У ... , уп) нукта 
бошлангич нуцта сифатида цабул цилинса, у холда бу бошлангич 
цийматлар билан аникланган интеграл эгри чизик, ягоналик теоре- 
масига асосан, (х0, у^, ... , у°) нуктадан утади, шу билан бирга 
Куйидаги муносабатларнинг уринли эканлиги равшан:

У° =Ф1(х0; х, ylt уг, ... , Уп),
= Фа (*<>; х, ylt уг, ... , У„), (34.3)

Уп Фп (*о. Х> У1’ У-’ ■ • • • УпК
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(34.3) формулалар курсатадики, (34.2) тенгламалар системаси у^, у%, 
у°п бошланрич цийматларга нисбатан (£>' со^ада бир цийматли) 

ечилиши мумкин. Шу билан бирга унг томонлари х, ylt у2, . . . , уп 
буйича узлуксиз хусусий ^осилаларга эга булиши мумкин.

у°, у“, . . . , yQn бошланрич кийматларни С„ . . . , Сп ихти­
ёрий узгармаслар билан алмаштириб ва х0 параметрга аниц сон 
киймат бериб куйидаги куринишдаги тенгламалар системасини хосил 
^иламиз- Фх (х, у у, уа, ...» уп) — Сг,

фа(*, У1, У», • ■ • , У„) =Са, (34.4)
Ф„(*> У1> &>•••. Уп) =Сп. I

(34.4) тенгликлар системаси (34.1) системанинг умумий интегра­
ли, (34.4) тенгликларнинг хар бири эса бу системанинг биринчи 
интеграли дейилади. Шуни кайд этамизки, бу тенгликларнинг чап 
кисмининг хар бири эркли узгарувчи ва изланаётган функциялар- 
нинг функциясидан иборат. (34.4) формулаларга асосланиб бундай 
хулоса килиш мумкин: агар ур уг, . . . , уп нинг урнига уларнинг 
(34.2) ифодаларини, яъни (34.1) нинг исталган ечими цуйилса, бу 
функция бирор узгармас микдорга тенг булади. Шундай ^илиб, 
биринчи интеграл таърифини беришимиз мумкин:

1) (34.1) системанинг биринчи интеграллари деб системанинг 
умумий ечимини берадиган тенгламаларни ихтиёрий узгармасларга 
нисбатан ечиш билан хосил ^илинган муносабатларга айтилади.

Олдинги мулохазалар курсатадики, агар ихтиёрий узгармаслар 
сифатида изланаётган функцияларнинг бошланрич кийматлари олин- 
са, биринчи интегрални доимо ^оснл цилиш мумкин.

Равшанки, бу таъриф бутун (34.4) муносабатлар системаси учун- 
гина тугрндир. Шу сабабли, энди биз хар бир биринчи интегрални 
алохида тавсифлайдиган таърифни берамиз.

2) Системанинг биринчи интеграли деб, айнан ихтиёрий узгар­
масга тенг булмаган, чап кисмида эркли узгарувчини ва изланаёт­
ган функцияларни уз ичига олган хамда изланаётган функциялар 
Урнига (34.1) системанинг бирор ечими цуйилганда узгармас киймат 
кабул ^иладиган муносабатни айтилади.

Сунгги таърифдан келиб чи^адики, чексиз куп биринчи инте- 
граллар системалари мавжуд. ^а^икатан уам,

Ф[фл(я> Vv • • • » Уп)' • • • • Фп (•*•' У1< • ■ ■ » С (34.5) 
муносабат (бу ерда С — ихтиёрий узгармас, Ф — уз аргументининг 
ихтиёрий функцияси) (31.1) системанинг биринчи интегралидир, чун- 
ки У1' Ун •••■> Уп УРнига системанинг ечимини цуйиб, биз фа, 
• • • , % функцияларни ва, демак, Ф ни \ам узгармас микдорларга 
айлантирамиз.

2. Биринчи интегралларнинг иккинчи таърифига асосланиб, би­
ринчи интегралнинг чап ^исмини тавсифлайдиган аналитик белгини 
(аломатни) келтириш мумкин. Берилган (34.1) тенгламаларнинг 
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унг томонлари z/lt у2, . . . , уп буйича хусусий хосилаларга эга деб 
фараз этдик, у холда, юкорида исботландики, (34.3; тенгликларнинг 
чап томонлари х, ylt у2, . . . , уп буйича узлуксиз хусусий хрсила- 
ларга эга. (34.4) куринишидаги умумийроц муносабатларни ка- 
рашимиз мумкин, шу билан бирга хам.ма вакг уларнинг чап 
томонлари х, ух, у„ ■ . . , уп буйича хосилаларга эга деб фараз ки­
ламиз, агар (34.4) тенгликларнинг чап томонлари (34.3) тенгликлар­
нинг унг томонларидан (34.5) куринишдаги формулалар орцали 
олинган булса, бу доимо уринли булади, бу ерда Ф узининг барча 
аргументлари буйича узлуксиз хосилаларга эга булган функция.

Айтайлик, биринчи интегралларнинг бири
Ф (*. Si. 3s. • ■ • . 3„) = С (34.6)

да yv У-2, ■ ■ ■ Уп урнига (34.1) системанинг бирор ечими ^уйилган 
булсин, у хрлда унинг чап томони х пинг айнан нолга тенг булган 
бирор фупкциясига айланади. Бу айниятнинг иккала ^исмини х 
буйича дифференциаллаб

дф , £ф_ dyr , дф dyn
дх dyi dx 1 1 дуп а'х (34.7)

ни хосил киламиз. yv у2 ... , уп (34.1) системанинг ечими бмлган- 

лиги учун (34.7) тенгликдаги ............хосилаларни (34.1)
тенгламаларнинг уларга тенг булган унг томонларига алмаштириш 
мумкин ва куйидагини хосил ^иламиз:

дф , г , . ,V+Au ............. w “ +

+ /.(».»................134 8>

(34.8) тенгликда у2, . . . уп лар х нинг функцияларидир ва (34.1) 
системанинг бирор ечимидан иборат. Шундай 1уилиб, бу тенгликдаги 
(х, у}, ... уп) кийматлар (пф- 1) улчовли фазонинг каралаётган ечим 
утадиган нуктасидир. Бирох (34.6) ни дифферепциаллаш натижаси 
С га боглиц эмаслиги сабабли, (34.8) тенглик каралаётган сохадаги 
исталган интеграл эгри чизикда ётадиган (х, уг, ... , уп) нукта 
учун бажарилади. Мавжудлик теоремасига асосан бу со.уанинг хар 
бир (х0, у°{........... у°) нуктасидан интеграл эгри чизих утганлиги
учун (34.8) тенглик каралаётган соханинг исталган со^аси учун 
уринли, яъни х, ylt ... , уп буйича айниятдир. Шундай килиб, хар 
бир биринчи интегралнинг чап томони (34.8) муносабатни айнан 
цаноатлантиради.

Аксинча, бирор ф функция (34.8) тенгламани айниятга айлантир- 
син, у холда (34.1; системанинг исталган эгри чизиби буйлаб (34.7) 
тенглик ва, демак, (34.6) тенглик ^ам Гринли булади. Шундай ^и- 
либ, хаР бир интеграл эгри чизиц буйлаб ф функция узгармас кий- 
мат цабул цилади.
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Шундай килиб, (34.8) тенглик (34.6) тенгламалар биринчи инте­
грал булишининг зарурий ва етарли шартидир.

' Баъзан биринчи интегралнинг (34.8) тенглик билан ифодаланади- 
ган хоссаси бундай таърифланади: биринчи интегралнинг чап кис- 
мидан олинган росила, берилган дифференциал тенгламалар система- 
сига асосан, нолга айланади.

3. Агар биз бирор усул билан (34.1) системанинг ир уг, . . . , уп 
га нисбатан ечиш мумкин булган п та эркли биринчи интегралини 
топа олсак, у холда уларни ечиш уг, у„ . .. , уп нинг х ва п та 
ихтиёрий узгармас Clt С., ..., Сп оркали ифодасини беради. Бу 
ифодалар (34.1) системанинг умумий ечимини беради. ^ацикатан

О (4’1. ifc, ■ • • , % ) 
хам, (34.4) интегралларнинг эрклилик шарти ------------------------  яко-

D(yt, уг, ... , уп ) 
бианнинг нолга айнан тенг эмаслигини билдиради; айтайлик, х0, y°v 
. . . , у° кийматлар системаси унга нолдап фарцли циймат берсин. 
У холда уг, yt , уп лар бу кийматларнинг атрофида Ср С2 . . . , 
Сп ва х нинг бир цийматли узлуксиз функциялари булади. у\, у° 

■ . ■ > У° га етарлича якин хп, у°, у?,, ... , у°п бошлангич кийматлар- 
ни бериб ва узгармасларнинг тегишли кийматларини С\, С2, . . ■ , Сл, 
ортали белгилаб, курамизки, узгармасларнинг бу кийматлари (34.1) 
системанинг ушбу ечимини аниклайди: = фДх, Ср С2, ... , Сп),
. . . , уп = tA ci' ... , Сп) ва улар х = х0 да олдиндан бе­
рилган у°, у°, ..., уQn кийматларни кабул килди. Бу эса ечимнинг 
умумий булишлик шартидир.

Шундай килиб, п та (эркли) биринчи иптегрални билиш (34.1) 
системани интеграллашга тенг кучлидир.

Агар бизга системанинг битта биринчи интеграли
ф(х, yv . . . , уп) = С

маълум булса, у х,олда изланаётган номаълум функциялардан бири­
ни, масалан, уп ни х, калган изланаётган функциялар ва С ихтиё­
рий узгармас оркали ифодалаш мумкин:

*/„ = “(*, У» Уг, ■ , ■ , Уп—\’ Q-

Бу ифодани (34.1) системанинг биринчи, иккинчи, . . . , (п — 1)-тенг- 
ламасига киритиб, (п—1) та изланаётган функцияларга нисбатан (n—1) 
та тенглама системасига келамиз. Шу билан системанинг тартиби бит- 
тага камаяди. Янги (п— 1)-тартибли системани интеграллашни амал- 
га ошириб, (п— 1) та ихтиёрий узгармасни киритамиз, улар С би­
лан биргаликда п та ихтиёрий хзгармасли системани беради, яъни
(34.1) системанинг умумий ечимини косил киламиз. Шунга ух- 
шаш, агар п та эркли биринчи интеграл маълум бглса, у \олда 
системанинг тартиби биттага пасайтирилади.
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1 иЛ “И и . .1- мисо л. — = у, ~ = —х системани караилик. Унинг уму.

мий ечими х = Д cos(/ + a), у = A sin (/ + а) (Д ва а — ихтиёрий 
узгармаслар). Равшанки, х2 у2 = С муносабат бу системанинг би­
ринчи интегралидан иборат. Хацикатан хам, унинг чап кисмидан t 
буйича олинган биринчи хосила система тенгламаларига асосан

2х ~ + 2у — = 2ху — 2ух — О dt * dt ? ?
булади. Шунингдек, Ф(х2 + у2) = С хам биринчи интеграл булади, 
бу ерда Ф—ихтиёрий (дифференциалланувчи) функция.

2- мисо л. Р\атт.1щ жисмнинг харакати назариясида
A±=(B-C)qr, В~= (С — A)rp, C^=(A-[B)pq

тенгламалар системаси учрайди, бу ерда Д > В > С > О берилган 
узгармаслар (жисм инерцияси бош моментлари), р, q, г ‘^функциялар 
эса оний тезлик векторининг ташкил этувчилари.

Тенгламаларни мос равишда р, q, г га купайтириб ва цушиб, 
цуйидагини ^осил циламиз:

Д/?-^,+В<?-^ +Сг—=0.
dt' 4 dt dt

Бунинг чап томони тула дифференциалдир; уни интеграллаш
Ар2 + Bq2 Сг\— т2

ни беради (т — ихтиёрий узгармас) — бу тенгламанинг битта бирин­
чи интегралидир.

Тенгламаларни Ар, Bq, Сг га купайтириб ва кушиб, куйидагини 
топамиз:

бу ердан бошка биринчи интегрални топамиз:
A2p2+B2q2 + C2r2 = п2

(п— ихтиёрий узгармас). Бу икки интегралга боглид булмаган ва /’ни 
ошкора уз ичига олмаган бош^а интеграллар, равшанки, йуц. Уму­
мий назария буйича биз системанинг тартибини биргача пасайтириш 
учун бу интеграллардан фойдаланишимиз мумкин. А>В>С деб 
фараз цилиб ва олинган иккала муносабатни p2,q2 га нисбатан 
ечиб, куйидагини топамиз:

р2 = аг2 a, q2 — — ₽г2,+ Ь,

бу ерда а = —— >0, 6 = —— > 0 ^амда а ва Ъ3 А(А—В) 1 В(А—В)
мае мицдорлар т2 ва п2 ихтиёрий узгармасларга боглик 
^олда, узлари ^ам ихтиёрийдир.

узгар- 
булгани

р ва q нинг ^ийматларини системанинг учинчи тенгламасига 
киритиб,
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$r*+b)

ни хосил ^иламиз. Бу узгарувчилари ажраладиган тенглама булиб, 
унинг ечими элементар функциялар оркали хосил булади.
' Бу мисолда биринчи интегрални топиш усули куйидагидан 
иборат: тенгламалар чап томонларининг шундай комбинацияла- 
ри топиладики, улар t нинг тула ^осилалари булади, шу билан 
бирга унг томони нолга айланади, тегишли бошланрич функцияларпи 
узгармасларга тенглаб, биринчи интеграллар хосил цилипади.
35-§. Дифференциал тенгламалар системаларининг симметрии шакли

1. (34.1) системанинг умумий интегралини берадиган (34.4) му- 
нссабатлар бундай хусусиятга эга: уларга эркли ва бовлик узга- 
рувчилар тенг х,укукли булиб киради. Шундай килиб, бу му- 
носабатлар, агар эркли узгарувчи сифатида yi функциялардан бири 
‘танлангапда хам уз кучида колади. Узгарувчиларни бундай алмаш­
тириш (34.1) система шаклини узгартиради, чунки унга хосилалар 
хам киради, бирок берилган бу тенгламалар (биринчи тартибли) 
дифференциаллар орцали ёзилса, у холда дифференциалларнинг маъ- 
лум хоссасига асосан бу шаклдаги система узгарувчиларни истал- 
ганча алмаштириш, хусусан юкоридагича алмаштиришда хам уз 
кучини саклайди. Шундай килиб, (34.1) системани бундай ёзишимиз 
мумкин:

dx ________ dyr_______ __ ________ dy..______ __ _
1 /1СМ1.У2...................</л) ■■■ Уп)

_ » dyn______
fn(x>yi<y2...........Уп)’

Бу система, агар махражларни бир хил купайтувчига купайтирилса, 
дастлабки системага тенг кучли булиб цолади (бунда бу купайтув- 
чи нолга айланмайдиган сохалар билан чекланиши лозим). Шу са- 
бабли dx дифференциал хам махражида 1 эмас, балки бирор функ- 
цияга эга деб фараз цилиш мумкин. У холда узгарувчиларнинг 
носимметриклиги факат белгилашлардагина булади. Энди х, у1г у2, 
. . . , уп узгарувчилар урнига х.2, . . . , хп узгарувчиларни ёза­
миз (ёзув содда булиши учун узгарувчилар сонини гг-Ь1 эмас, бал­
ки п та деб оламиз).

Симметрии шаклдаги чизикли дифференциал тенгламалар систе- 
маси куйидаги куринишга эга:

_______dx-L_______ __ _______ dx2_______ __ _
(Xj, Х2. • • • , Хд) Х2 (Х1, Х2, . . . , Хп)

Xn(xvx2, ... х„) '

Бу системанинг умумий интеграли эса куйидаги куринишда ёзилади:

(35.2)
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Бу Узгарувчиларнинг исталган бирини эркли узгарувчи, долган бар. 
ча узгарувчиларни эса изланаётган функциялар сифатида кабул Ки- 
лиш имкониятига эга булишни истаётганлигимиз учун X. функция- 
нинг узлуксизлиги ва барча хр х2, . . . , хп аргументлар буйича 
узлуксиз хусусий ^осилалари мавжудлигини талаб цилиш табиий- 
дир.

(35.1) симметрии системадан (34.1) куринишдаги системага утищ 
учун узгарувчилардан бирини, масалан, хп узгарувчини эркли узга­
рувчи сифатида олиш лозим. Системани цуйидаги куринишда ёзамиз:

4*1 _ A~i(*i. х2......... *„) 4хг _ dxn-l _ *„_i
dx„ Х„(хг, х2, ... , хп) ’ dxn Хп' ' ' ' ’ dxn Хп (35-3)

Бунда унг томонларнинг узлуксизлиги бузилмаслиги учун х®, х%, 
. . . , х® бошлангич кийматларда

Х„(х?, х®, ... , х°) =/= О

булиши зарур.
Агарда берилган бошлангич кийматлар Хп ни нолга айлантирса, 

у холда эркли узгарувчи сифатида тегишли Х{ функция нолга ай- 
ланмайдиган х, узгарувчини олишимиз мумкин. (35.3) системанинг 
унг томоилари х°, х^ . . . , х® бошлангич кийматлар барча Xi 
функцияларни нолга айлантирадиган холдагина, яъни

Xj(x®, 4, . . . , х®) = Х2(х®, X®, ... , X®) =. . . =
= Х„(х®, х®, . . . , х°) = О

булгандагина эркли узгарувчини исталганча танлаганда хам узлук­
сиз булиши мумкин.

Бундай бошлангич кийматлар махсус бошлангич цийматлар деб 
аталади; улар (35.1) системанинг махсус нуцталарига мос келади. 
Равшанки, махсус бошлангич кийматларда ечимнинг мавжудлиги 
ва ягоналиги >фкидаги теорема шартлари бузилади.

Бундай холда махсус нукталарни каралаётган сохадан чицарила- 
ди. (35.2) интеграллар жумласидаги каР бир интеграл ёки умуман

Y(xp х2............ хп)=с (35.4)
куринишдаги исталган ифода системанинг биринчи интеграли були- 
шининг аналитик шарти куйидагича ^осил ^илинади. Чг функция 
системанинг интеграл эгри чизиги буйлаб узгармас кийматини саклай- 
ди, демак, унинг бу эгри чизик буйлаб тула дифференциали нолга
тенг:

Бирок dx{ дифференциал лар (35.1) тенгламаларга асосан инте­
грал эгри чизик буйлаб X. функцияларнинг кийматларига пропорцио- 
нал, демак, каР бир интеграл эгри чизик, буйлаб
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v г \ 3*i , v dV , , v dW n............ + ... +X. j- - 0 (35.5, 

ra эгамиз. (35.5) муносабатлар бирор интеграл эгри чизикнинг (уз- 
гарувчи) нуктасини ифодалайдиган х{, х2, .... хп цийматлар учун 
келтириб чикарилди. Бирок бу тенглик (35.4) формуладаги С узгар- 
маснинг исталган киймати учун уринли булганлиги сабабли (35.5) 
тенглик интеграл эгри чизикнинг исталган нуцталари учун бажари- 
лади. Бу ердан, каралаётган соханинг хар бир нуктаси ортали ин­
теграл эгри чизиц утганлиги учун (35.5) муносабат биринчи инте- 
гралнинг исталган цисми учун айнан бажарилади, ва аксинча, (35.5) 
тенгламани айнан каноатлаптирадиган хар кандай Чг функция, агар 
уни ихтиёрий узгармасга тенг цилиб олинса, биринчи интегрални 
беради.

(35.1) системанинг (35.2) умумий интеграл билан берилган ечи­
мини геометрик пуктаи назардан (п—1) улчамли (п—1) та купхил- 
ликнинг ЧЛ = Ct(i = 1, 2, . . . , п — 1) (п улчовли (xt, х2............
хп) фазодаги (ц — 1) улчамли гипертекисликнинг) кесишиши оркали 
аницланган бир улчамли купхиллик (интеграл эгри чизик) сифатида 
караш мумкин; интеграл эгри чизиклар оиласи С;, С2 ... , Сп_1 
параметрларга боглид, ^ар бир гиперсиртлар оиласи эса битта па- 
раметрга боглиц.

2. Тенгламалар системасини симметрии шаклга кслтириш биринчи 
интегралларни излашда купинча фойдали булади. Тенгламаларни
(35.1) дифференциал шаклда ёзиб, биз (35.1) тенгликларнинг диф- 
ференциалларга нисбатан чизикли булган хадларинипг шундай ком- 
бипацияларини излаймизки, бунда чап томонда тула дифференциал, 
унг томонда эса ноль турсин. Бу тула дифференциации интеграл- 
лаб ва натижани узгармасга тенглаб, биринчи интегрални х.осил ки­
ламиз. Агар шу йул билан (л — 1) та интеграл топилган булса, у 
холда умумий ечимга эквивалент булган умумий интегрални х.осил 
киламиз; агар (н — 2) та интеграл топилган булса, у холда умумий 
ечимни топиш масаласи биринчи тартибли дифференциал тенгламани 
интеграллашга келтирилади.

1- м и сол. (г — у)2 ~ = г, (г — у)2 — — у тенгламалар систе- 
dx dx

масини интегралланг.
Ечиш. Системани симметрии шаклда ёзамиз:

dx _ dy   dz
(г—у)2 г у

Бу тенгликларнинг сунгги икки \ади интегралланадиган куйидаги 
комбинацияни беради:

ydy — zdz = О,

бундан биринчи интеграл: у2—z2 = Cr.
Сунгра биринчи нисбатни кейинги икки нисбатнинг олдинги ва 

кейипги ^адлари айирмаларининг нисбатига тенглаб, 
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га эга буламиз, бундан бошца биринчи интеграл
2x + (z — у)3 = Сг

ни цосил циламиз. Бирок бу ерда (у—г)г га булиш туфайли биз 
битта параметрга боглиц ечимлар оиласи х =С, у = z ни йуцот- 
дик, агар эркли узгарувчи килиб х олинса, бу ечимлар мавжуд 
эмас.

2-м и со л. -^-1-—, ~ =—-— дифференциал тенглама- 
dx г dx у — х

лар системасини интегралланг.
Ечиш. Системани цуйидаги куринишда ёзамиз:

, . dx dx ,dy — dx =------- , ------- = dz.
z y—x

Узаро купайтириб, интегралланадиган комбинацияни цосил циламиз: 
^^+А = 0,
у —х г

бундай
(«/ —х)-г = Си

Q
Бу ердан г ни аницлаймиз: г = ——, уни биринчи тенгламага 
ёкиритиб, цуйидагини топамиз:

X
ки (у — х) е ‘ = С2. Умумий ечим

X X
t „ 2» , Cl С,У = С2е + х, г= с2

куринишда бу чади.
Сг ни уз ичига олган муносабат биринчи интеграл эмаслигини 

айтиб утамиз, чунки бу муносабат С\ ихтиёрий узгармасни цам уз 
ичига олади. Ундан берилган интегрални олиш учун биринчи муно- 
сабатдан С\ ни х, у, z орцали ифодалаш ва иккинчи муносабатга 
цуйиш керак:

X
Z . Z(y-x)
(у— Х)е = С3.

36-§. Дифференциал тенгламалар системаларининг амалий татби- 
цига дойр масалалар

Баъзи назарий ва амалий масалаларнинг ечимларини тацлил ци- 
лайлик.

36.1. Модданинг парчаланиши цацидаги масала. А модда Р ва 
Q моддаларга парчаланади. Уларнинг цар бирининг цосил булиш 



тезлиги А модданинг парчаланмаган микдорига пропорционал. Р ва 
Q моддаларнинг микдорлари х ва у нинг t вактга боглик равишда 
узгариш ^онунларини топинг. Бунда парчаланиш жараёни бошлан- 
гандан бир соатдан кейин х ва у мос равишда а/8 ва За/8 га тенг- 
лиги маълум, бу ерда а катталик А модданинг дастлабки микдори.

Ечиш. Вактнинг t пайтида А модданинг ми^дори а — х—у га 
тенг, бинобарин, куйидаги биринчи тартибли дифференциал тенгла- 
ламалар системасига эгамиз:

~ = АДа — X— у),

= /ф — х—у).

Иккинчи тенгламанинг иккала кисмини биринчи тенгламанинг мос 
кисмларига буламиз, у холда — = —, бу ердан у = k.x/k.+C. 

dx
Супгра t = 0 да х — у = 0 булгани учун С = 0 ва шунинг учун 
у = (k2-x)/kl.

Биринчи тенгламада у ни к2х/кг билан алмаштириб, —

+ kt)x = k1a ни топамиз. Биринчи тартибли бу чизикли тенглама­
нинг умумий ечими

X
Л2а

А1+А2
•ь С1е_(*,+*,)<

Бошланрич шартлардан (/ = 0 да х=0) фойдаланиб, С2 ——
— kYa/ + kJ ни топамиз, демак,

х = М (j с—(*.+*«)<
^1+^2

х нинг бу ифодасини у — k2x/kv тенгликка куйиб, куйидагини хо- 
сил циламиз:

_М_, ч
У А14Л >

Вацт бирлиги сифатида соат цабул килинади. t = 1 да х = а/8 ва
У = За/8 эканлигини билган ^олда kr ва й2 коэффициентларни 
ани^лаш учун цуйидаги тенгламалар системасини тузамиз: ’

У At
Ai+A2

А,
Ai+Aa

g—

Иккала тенгламанинг мос ^исмларини ^ушиб, 1—е (k,+k,) = 1/2 ни 
топамиз, бу ердан e-(*‘+**)Z = 2~' ва kt + k2 = In 2. Иккинчи тенг- 
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ламанинг иккала цисмини биринчи тенгламанинг мос кисмларига 
булиб, k3 = 3k.2 ни топамиз. Шундай килиб, k2 — -^-ln 2, k2 == 

— “In 2 ва изланаётган ечим куйидаги куринишда ёзилади: •

x-f(l-2-0.

36.2. Шарчаларнинг найчадаги ^аракати. Горизонтал найча 
2 рад/с бурчак тезлик билан вертикал уц атрофида айланади. Най- 
чада массалари tni — 300 г ва т,2 = 200 г булган иккита шарча 
жойлашган. Улар узунлиги / = 10 см булган эластик пружина ор­
кали бир-бири билан боглапган булиб, пружина чузилмаган ва шар- 
чалар айланиш увидан бир хилда узоклашган (48-шакл). Шарчалар 
курсатилгап холатда бирор механизм срдамида ушлаб турилади. 
Бошланрич пайтда механизм ишлашдан тухтайди ва шарчалар х,а- 
ракатга келади. Агар 24000 дина куч пружинани 1 см чузиши 
мумкин булса, ^ар бир шарчанинг найчага нисбатан ,\аракат кону- 
нипи топинг.

Ечиш. Огиррок шарчанинг координатасини (найчага нисбатан) 
Xj оркали, енгилро^ шарчанинг координатасини хг оркали белгилай- 
миз, бунда санокни айланиш укидан бошлаб хисоблаймиз ва унг 
томопга йуналишни мусбат деб хисоблаймиз (48- шакл).

Агар масала шартига мувофик F = kx деб олсак (бу ерда F— 
пружинанинг х,ар цайси шарчага таъсир кучи, х—пружинанинг 
деформацняси), у холда k = 24000 булади.

Хар кайси шарча нисбий \аракатининг дифференциал тенглама­
сини тузамиз:

d2Xi
= т^х^ — k(xl — x2 — 10), 

а г2
//2 у

т* 77 = т^х-2 + k (%! — хг — 10).
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Хрсил цилинган дифференциал тенгламалар системаси нормал 
эмас, бирок юкорида каралган усуллар ёрдамида ечилиши мумкин. 
биринчи тенгламанинг иккала цисмини иккинчи тенгламанинг мос 
кисмлари билан кушсак:

тх xj + т2 х2 = <o2(m, xt 4- т2 х2).

mixi + т*хг ~ и де^ белгилаб, и" — а" и — 0 тенгламани хосил ки­
ламиз. Унинг умумий ечими:

и = С1 ch at + С3 sh at ёки 3xj 4- 2х2 = С\ ch 2t 4- С2 sh 2t, 
бу ерда шартга кура а = 2 деб олинган ва CJ100 = Сл хамда 
С„/100 = Сг деб белгиланган. Бошланрич шартлаэ t =0 да xL =5, 
xj=0, х2 =—5, х2 = 0. ЗХ] 4- 2х' = 2 (С^ sh 2t 4- С2 ch 2t) ни ки- 
соблаймиз ва бу ерда камда 3xj 4- 2х2 ифодага уларнинг / = 0 даги 
кийматларини цуямиз, у колда С! = 5, С2 = 0, ва демак, Зх^ 4- 
4- 2xt = 5 (е2< — е~2/)/2 ёки Зх, 4- 2х2 = 5 ch 2t.

5 3Бу ердан х2 = — ch 2/----- '—х2 ли топамиз ва уни цуйидагича
узгартирилган системанинг биринчи тенгламасига цуямиз:

х\ = — 76Х] 4- 80 х2 4- 800, 
х; = - 120х, — 116х2 — 1200.

Урнига куйиш х2 узгарувчини йукотади ва факат хх хамда х\ ларга 
эга булган тенгламага олиб келади:

Х’ = _ 76xj + 80 (-|-ch 2t — х, j 4- 800

ёки
х2 + 196 Xj ==200 ch 2/4-800.

Бир жинсли тенгламанинг умумий ечими: хх = С2 cos 14t 4- 
4-С2 sin 14/. Бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечими 
х ни хх = A ch 2/ 4- В куринишида излаймиз.

Бу колда х" = 4А ch 2/ булгани учун xt ва х2 ни дифференциал 
тенгламага цуйиб, ушбу айниятни косил циламиз:

200 A ch 2/,4- 196 В =200 ch 2/4-800,

бу ердан А = 1, В =200/49 ни топамиз, демак, хх = ch 2/4-200/49 
ва х2 умумий ечим куйидагича ёзилади:

xL = cos 14 / 4- Ct sin 14 / 4- ch 2 / 4- —.

Cx ва C2 ларни топиш колди. Бошланрич шартлардан: 5=С14-14~ 
4-200/49, бу ердан Сх = —4/49; 14С2=0, демак, С2=0.

Массаси 300 г булган шарча учун унинг каракат конуни узил- 
кесил
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Xi = ch2t-----— cos 14/ 4
49 

булади.
Массаси 200 г булган шарчанинг харакат цонунини топиш учун 

хг нинг оркали ифодасига цуямиз, иатижада
хг = — ch 2/ — — ( ch 2/ — — cos 14/+^)

’ 2 2 \ [49 49)

ёки
. „ , , 6 ... 300х, = ch 21Н----- cos 141-------- .2 49 49

49- шакл

36.3 Занжирни злектр юри- 
тувчи кучи узгармас булган ман- 
бага улаш. L индуктивлик, С 
сирим ва R карши лик 49-шакл­
да тасвирланган схема буйича 
уланган. Занжир узгармас э.ю.к. 
Е га тенг булган манбага ула- 
нади. Уланишга кадар занжирда 
ток ва заряд йуц деб хисоблаб, 
узиндукция галтагидан утадиган 
i токни t вацтнинг функцияси 
сифатида топинг.

Ечиш. Унг контурдаги токларни ва t, ортали белгилаб. 
Кирхгоф цонуни асосида масаланинг тенгламалар системасини ту­
замиз;

L— + 
dt

t
yj (i — ijd- = E,c ..0 

t

Rti----- yr 1 O'— h) d- = 0,
о

бу ерда i — it — it. Бу системадан ни йукотамиз. 
ламанинг мос цисмларини цушамиз:

L^+Ri^E.
(36.1) нинг биринчи тенгламасининг иккала кисмини 
ференциалласак,

L—4
dfl С

ни цосил циламиз, бу ердан

1 . 1 • л— i------- г, =0с 1

(36.1)

Иккала тенг-

(36.2)

t буйича диф-
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/j ни (36.2) тенгламага цуйсак,

£— + CLR— + Ri = Е 
dt dt'-

ёки t'i ток иштирок этмаган
rf2/ .___1_ di .
dfi ' CR~dt"^

I . £
CL 1 CLR (36.3)

тенгламани ечамиз. Унинг характеристик тенгламаси илдизлари 
г, 2 = —а±0 га тенг, бу ерда куйидагича белгиланган:

1 /(2CR) = а, Уа2—1/(CL) = 0.
Дастлаб а2 > 1/(С£) деб фараз ^иламиз. У холда мос бир жинс­

ли тенгламанинг ечими куйидагича булади:
г = e-eil(C1ch0/ + C2sh₽Z).

Бир жинсли булмаган (36.3) тенгламанин^ хусусий ечими i ни i= 
==А куринишда излаймиз. У холда Г = Г = 0 ва Al(CL)=EI(CLR), 
бу ердан А = E/R.

Демак, i—E/R, (36.3) тенгламанинг i +? га тенг булган 
умумий ечими i куйидаги куринишда булади:

[i = + е~м (Ct ch 01,+ С, sh 07). [(36.4)

Сх ва С2 ни бошланрич шартлардан топамиз. t = 0 да i = 0 булга­
ни учун (36.4) дан —’-l-Cj =0, бу ердан С1 =—’ ва шунинг

R R
учун 

^-f;+e"e/(c,sh0/-|-ch0f).

~ ни дисоблаймиз. 1\уйидагига эгамиз:

C2ch

Бу ерда t = 0 деб, цуйидагини хосил циламиз:
di
dt

Энди Сг ни лам топсак булади. t — 0 да факат i = 0 эмас, балки
= 0 лам эканлигини назарда тутсак, (36.2) тенгламадан —- + 

+ L 0 Са = Е ни х.осил циламиз, бу ердан

а3 > 1/(С£) булган хол учун i хусусий ечим узил-кесил цуйи- 
Дагича ёзилади:
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Энди а2< 1/(CL) деб фараз циламиз. У холда |3 мавхум сон б", 
лади ва р = <0д V— 1 деймиз, бу ерда coj ^а^икий сон V
га тенг.

Бу холда i хусусий ечимни куйидаги куринишда \осил циламиз:

[cos to it 4- (a/to! — R/Ltoj) sin Wj/] j.i

50- шакл

36.4. Индуктив боглан- 
ган иккита контурдан ибо- 
рат занжирни улаш. Электр 
юритувчи кучи Е узгармас 
булган манбага 50-шаклда 
тасвирланган индуктив бог- 
ланган иккита контурдан 
иборат занжир уланади. 
Агар занжирга улаш ноль 
бошланрич шартларда амал- 
га оширилса, шу билан бир- 
га LjZ,, -ф М 2 булса, хар

иккала коптурдаги ц ва i2 токларни t вацтга богли^ равишда то­
пинг.

Ечиш. Кирхгоф конунига асосан масаланинг дифференциал тенг­
ламалар системасини тузамиз:

L. — 4- R L +М^*-=Е,
* л • 1 1 dt

dt dt

(36.5)

Бу ерда M — контурларнинг узаро индуктивлик коэффициента; цол- 
гаи белгилашлар олдинги масаладагига ухшаш.

(36.5) тенгламалар системасидан — ни йу^отамиз. Бунинг учун 
dt

биринчи тенгламанинг иккала томонини Ьг га, иккинчи тенглама- 
никини эса — М га купайтирамиз ва уларни к,ушамиз. У уолда

(LXL± - М2) 4- W! — MR2i2 = L.E,
dt

бу тенгламанинг иккала цисмини LXL2 га булиб, М2/(А1А,) = А2, 
Ri/L2=2o.i, R2/L2=^Lrt2 белгилашлар киритсак, куйидаги тенглама­
ни хосил киламиз:

(1 - fe2) 4- 2«Л - ^25-1, = (36.6)
dt Kj i\\

Бу тенгламанинг иккала к,исмини дифференциаллаймиз, — нинг ифо- d/
дасини топиб, уни (36.5) тенгламаларнинг биринчисига куямиз:



Хосил цилинган тенгламанинг иккала цисмини
^‘1

dt2

Ч = ~ (С2 ch р f + С, sh р 0- (36.8)
«1

Ихтиёрий узгармасларни аницлаш учун ушбу бошлангич шарт- 
лардан фойдаланамиз: t = 0 да ц = 0 ва г2 = 0.

Буларнинг биринчисини (36.8) ечимга цуйсак, дарцол С\ =— E/Ri 
га эга буламиз. Шунинг }чун (36.8) ечим цуйидагича ёзилади: 

i1=y + e-rt(c2shp/--^-ch₽/J (36.9)

Носила оламиз:

нинг олдидаги

коэффициента буламиз:
2(otj — <z2) dl^ 

dt2 ‘ 1 — dt
4«i«2 ;

1 — A2 1
4E

ёки (c^+aJ/G—/г2)—о деб белгиласак:

г 2а^1 1 4giae 
d/з4 dl "*■ 1 —k-

4£a1a2 (36.7)

+

Характеристик тенгламанинг илдизлари rJ>2 ——а ± р, бу ерда р = 

~У о2—(р— хакиций сон, чунки радикал остидаги ифода 
нолдан катта). У холда мос бир жинсли дифференциал тенглама­
нинг z умумий ечими куйидагича булади:

z =e~aZ(C1chp/ +C,shp/).

Бир жинсли булмаган тенгламанинг i. хусусий ечимини аниц- 
мас коэффициентлар усули ёрдамида топамиз. il= А булсин^ бу 
ерда А — топилиши керак булган коэффициент. = 0 ва = О 
булганлиги учун (36.7) дифференциал тенгламадан А га нисбатан 
алгебраик тенглама келиб чикади:

4«1«2 J

1-Л2 ^(i-A2)’
бу ердан Л= E/Rv _

Шундай цилиб, z’i = E/Ri, демак, (36.7) тенгламанинг умумий 
ечими цуйидаги куринишда булади:



ва унинг цийматини t = 0 да дисоблаймиз:
Л1| 
dt I

Хосиланинг топилган цийматини ва бошланрич шартлардаги i\=i,=o 
кийматларни (36.6) тенгламага куйиб, С, ни топиш учун тенглама 
хосил циламиз;

(1_^)^ + С2₽)

о = (а1 + а2)/(1—&2) эканини назарда тутиб, тенгламани 
(?1+оз)£ =2«1£

Ri Ri
куринишга келтирамиз, бу ердан

с _ («1 —cta)£
3 ?(!-*«)/?! ’

{i хусусий^ечимни узил-кесил куйидагича ёзилади:
Е

4 Ri

~rT

(36.10)

i’i хусусий ечимни (36.6) муносабатдан топиш мумкин. Бунинг 
учун у ерда iх ва ^-ни юкорида ix нинг t нинг функцияси сифатида 

топилган ифодасига [(36.10) формулага каранг] ва бу функциянинг 
t буйича хрсиласига алмаштириш керак.

36.5 Истеъмолчи уланган узгарувчан ток занжиридаги транс­
форматор. Истеъмолчига богланган узгарувчан ток занжирига улан­
ган трансформаторнинг иккала контуридаги докларни топинг.

Ечиш. Маълум- 
ки, трансформатор ин- 
дуктивлик хамда ички 
каршиликка эга бул­
ган ва индуктив бог- 
ланган иккита контур- 
дан иборат. Шунинг 
учун 51-шаклдаги схе- 
мадан фацат иккинчи 
контурида /?д1стеъмол- 
чиси (ташци царши- 
лик) булиши билан

фарк, киладиган схемага эга буламиз. Бундан ташцари ток манбаи- 
нинг электр юритувчи кучи Е узгармас деб эмас, балки U (t)^ 
= и cos (и t + <р0) деб олинадиг бу ерда и — амплитуда, со — частота 
ва <р0—манба кучланишининг бошланрич фазаси.
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Кирхгоф конунларига биноан мазкур холда масалага дойр диф­
ференциал тенгламалар системаси (36.5) га ухшаш куринишда бу­
лади:

at dt
l2^+(R3|+R)4+m^-=o,

dt dt

(36.11)

бу ерда U (t) — манбанинг электр юритувчи кучи. Соддалик учун 
бошланрич фаза <р9 ни нолга тенг деб оламиз ва кучланишни U (/) = 
= ucos®/ куринишда ёзамиз.

(36.11) ни номаълумлари —, — булган иккита алгебраик 
dt \dt

тенгламадан иборат система деб караб ва уларни одатдагича ечиб, 
коэффициентлари узгармас булган иккита чизикли тенглама система- 
сига келамиз:

__ ___ ^1^-2 • ,| M(R> — R) . . L2U
dt D D D zqg
di2 _ РгМ. L^R.+R) . MU
dt D 1 D D

бу ерда D'=LyL2— M2—системанинг детерминанта. (36.12; систе­
ма бир жинсли эмас ва уни ечиш учун дастлаб мос бир жинсли

dij
dt

di2 _ R±M . UXR .
~dt D~Ll D~l,‘

(36.13)

системани ечиш керак, бу ерда R2 + R — Я деб белгиладик. Систе­
манинг характеристик тенгламаси куйидаги куринишга эга:

— R^, -г MR
RXM — L2 R — г

Бу ердан

г\+ (Ri^2 + R £i)г RiRD'—О
ни хосил ^иламиз, шунинг учун характеристик тенгламанинг илдиз­
лари ____________________

гх>2 = - ± у ( D (36.14)

булади.
(36.14) дан D>0 булганда характеристик тенглама ё иккита 

манфий ^а^и^ий илдизга, ёки ^а^иций цисмлари манфий булган ик­
кита комплекс илдизга эга булади. Бу холда (36.13; бир жинсли 
системанинг туташув электратокини ани^ловчи умумий ечими t 
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(36.15)

усиши билан электраток тебраниш характерига [(36.14) комплекс 
илдизлар] ёки иодаврийлик характерига (цациций илдизлар) эга бу. 
лишидан катъий назар тез камаяди. Баркарор жараёнпи урганишда 
ечимнинг бу кисмини эътиборга олмаса хам булади, шунинг учун 
умумий холда уни ёзмаймиз.

К,аралаётган схеманинг идеал трансформатор деб аталувчи хусу­
сий холи алохида кизикиш уйготади. Идеал трасформатор узининг 
ички /?! ва /?2 царшиликлари кичиклиги билан характерланади, бу 
каршиликларни ташки истеъмолчи R ва такрибан нолга тенг булган 
D пинг цийматига нисбатан амалда нолга тенг деб хисоблаш мум­
кин, бу ердан цуйидаги такрибий тенглик келиб чицади: М&У LJL' 
Бундай фаразларда 7?==/? деб хисоблаш мумкин ва (36.14) дан 

« 0, г,«—RLX келиб чикади, демак, (36.13) бир жинсли систе­
манинг умумий ечимини идеал трансформатор булган хол учун 
куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

/, = + С‘” е~и'‘, 12 =Г‘2) + C^{e~RLit.

Иккинчи кушилувчилар t усиши билан тез камаяди, баркарор жа- 
раён биринчи цушилувчилар ва бир жинсли булмаган (36.12) систе­
манинг хусусий ечими билан биргаликда характерланади.

U(t) = и cos о) t булгани учун бу хусусий ечимларпи

1Л — A cos to t + В sin cof, 
i2’= P cos (o 14- Q sin co t

куринишда излаймиз. (36.15) ни (36.12) га цуйиб топамиз:
D (— Л (о sin (о t-\- В со cos со f) =— R}L2(A cos® f4-Bsincof)-[-

+ М R (Р cos со t + Q sin co f)'4- Lm cos cof,
D (— P co sin co t + Q co cos cof) = RyM (Л cos co f 4- В sin co f)—

— LrR (P cosco f 4- Q sin cof) — Mu cos cof.
Ёзилган тенгламаларнинг чап ва унг томонларидаги coscof ва sincof 
олдидаги коэффициентларпи узаро тенглаб, туртта А, В, Р, Q по- 
маълумли туртта чизикли тенгламадап иборат цуйидаги системага 
келамиз:

BD со — — ARtL, 4- PM R 4- L2u,
— AD со = —BR^Lj 4* Q34 R, 

QDa> = 4- PLiR_ — Mu,
— PD co = BRyM + QL^R.

Бу системанинг ечими (36.15) хусусий ечимнинг ифодасини беради.
Бу умумий холга тухталиб утмасдан, япа идеал транс­

форматор булган хусусий холга кайтамиз. Унинг учун (7?i «® 
«О, RxR, Dz&O, М «]/цуйидаги тенгламани цосил кила­
миз:

PRV L2Lt + Lxu = О, QRVL^L, = 0.
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бу ердан
Q — 0 ва Р = —УLjLyUlR.

Р нинг топилган киймати истеъмолчи занжиридаги ток ампли- 
тудасини аниклайдн. У холда истеъмолчидаги кучланиш пасайиши- 
нинг амплитудаси и2 = УЬ2/Ь1и га (и — манба кучланишининг 
амплитудаси) тенг булишини цайд циламиз. Шундай килиб, УL2iLr 
каггалик истеъмолчи занжиридаги ва манба занжиридаги кучланиш- 
лар нисбатини ифодалайди. Уни трансформация коэффициента 
дейилади. Биро>\ электротехникада трансформация коэффициенти ку- 
пинча бош^ача куринишда ёзилади. Цилиндрик чулгамли галтак- 
нинг индуктивлиги чулгамлар сони квадратига пропорционал бул­
гани учун трансформация коэффициенти трансформатор урамининг 
бирламчи ва иккиламчи чулгамлари сони нисбатига тенг булади.

36.6. Паст частоталар фильтри.
52- шаклда электр схемаси келти- 
рилган: узаро тенг иккита L ин- 
дуктивлик, С chfhm ва R истеъмол­
чи кучланиши U (t) — и cos со t ко­
пун буйича узгарадиган кучланиш 
манбаига уланган. Истеъмолчидаги 
кучланиш пасайиши тебранишлари- 
нинг характерини ани^ланг. Бунда 
бар^арор жараён билан чекланинг.

Ечиш. Чап ва унг контурлардаги токларни мос равишда ц ва 
i, оркали белгилаб, сигим ортали утувчи ток ia — Ц га тенг экан- 
лигини топамиз. Кирхгоф цонунига кура ц ва i, ларга нисбатан 
ушбу дифференциал тенгламалар системасини хосил ^иламиз:

at dt
‘ t

Ri3+ —J (f, — /x) dt = 0.

о

(36.16)

(36.16) нинг иккинчи тенгламасини t буйича дифференциал лаб, 
куйидагини хосил киламиз:

бу ердан

L^3 + Rd-±
dt1 dt

нинг ифодасини t буйича яна дифференциаллаш ва (36.16) 
нинг биринчи тенгламасига ^уйиш мумкин, у холда тенглама

+ LRC + 2L d-± + Яс, = U (0 (36.17)

куринишни олади.
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(36.17) га мос келувчи бир жинсли .гнглама барча коэффициент- 
лари мусбат булган

UCr3 + LRCr2 -\-2Lr 4- R = О 
куб'Ттенгламадан иборат булади.

Бу тенглама мусбат хаци^ий илдизга эга эмас, чунки г > 0 да 
чап кисмдаги барча кушилувчилар мусбат ва уларнинг йириндаси 
нолга тенг була олмайди. Бундан ташкари, бундай тенгламанинг 
мав^ум илдизларипинг хаки^ий кисмлари манфий б/лишини исбот 
килиш мумкин.

Шундай килиб, (36.17) мос бир жинсли тенглама умумий ечими- 
нинг барча ^ушилувчилари манфий курсаткичли экспонентларга эга 
ва шу сабабли t усиши билан тез камаяди. Бизни кизиктирадиган 
баркарор жараён шунинг учун бир жинсли булмаган' (36.17) тенг­
ламанинг хусусий ечими билан ту ла аникланади, уни U = и cos, at 
булгани учун

/2 = A cos со 14- В sin со/
куринишда излаймиз.

Бу ифодани дифференциаллаб ва i2 ни хамда унинг х.осиласини
(36.17) га цуйиб, цуйидаги тенгламалар системасига келамиз:

Д( — 2L со 4-Л2С со3) 4-B(R — LRC со2)=0,1
A (R — LRC со2) 4- В (2L a—L2C со3) =’ы

ёки
— 2L со 4- L2C со3 = a, R — LRC со2 = р 

белгилашлар киритсак:
а А 4- рв = 0,1
РД — аВ - и. J

Бу системадан
Д’ — Р ы/(а2 4* Р2), В = - - а м/(а2 4- Р2)-

/2 ечимнинг амплитудаси | и | = У А2 + В2 = | и \/Уа2 4- Р2 муноса- 
бат оркали ифодаланади ёки а ва р ларнинг кийматини эътиборга 
олсак: 
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1 1 И Z? <o-(Z.C ш2 - 2/+Я41 — LC&)2 ’ '
Истеъмолчидаги кучланиш пасайишини (36.18) дан тенгликнинг 

иккала цисмини R га купайтириб топиш мумкин, чунки (/2 == Rit- 
со частоталар кичик булганда со2 ва ундан юкори тартибли катта- 
ликларни эътиборга олмаса хам булади. У ^олда (36.18) нинг мах- 
ражида со булмаган хадларгина ко л а ди, демак, радикал остидаги 
ифода R2 га тенг булади. Демак, | v | « | и |/R ва талаб этилаётган 
нисбат | v|• R/1 и | « 1.

Бу паст частотали тебранишлар берилган схемадан амплитудани 
амалда (деярли) узгартирмасдан утишини биЛдиради. Аксинча, кат-



та со часГоталар учун (36.18) да илдиз остидаги ифоданинг бош хади 
со нинг юцори даражали хади булади. Шу сабабли бундай частота- 
лар учун |У|«|и|/(РСсо3), у цолда

|и|
яъни юцори частотали тебранишлар берилган схемадан амалда ут- 
майди, у паст частоталарни утказади ва юцори часготаларни деярли 
утказмайди. Худди ана шу сабабга кура бундай схема паст часто­
там фильтр дейилади.

36.7. Харбин царакатлар динамикаси. Математика татбицлари- 
нинг кенг ривожланиши математик методлар, хусусан, дифферен­
циал тенгламалар ёрдамида илгари фацат мицдорий мулохазалардан 
нарига утиб булмайдиган сохаларга тегишли купгина масалаларни 
хал этишга имкон яратди. Шундай соцалардап бири харбий ишдир. 
Харбин харакатларнинг энг содда моделидан иборат масалалардан 
бирини цараб чицайлик, бундай царакатларда иккита гуруц иштирок 
этади. (Биз уларни шартли равишда яшиллар|ва куклар гуруци деб 
атадик.) _

Яшилларнинг гуруци цисобида Nx та, кукларникида эса N2 та 
бир хилдаги царбий бирликлар (танклар, самолётлар, кемалар, ра­
кета цурилмалари ва хоказо) булсин, шу билан бирга уларнинг тав- 
сифлари турли гуруцларда турлича булиши мумкин; масалан, само- 
лётларнинг танклар билан, ракета цурилмаларининг кемалар билан 
жангини цараш мумкин.

Вацтнинг t пайтида яшилларнинг харбий бирликлари уртача со- 
нини тг орцали, кукларникини эса т, орцали белгилаймиз ва вацт- 
нинг кичик А/ оралигида уларнинг узгаришини хисоблаймиз. Д/пг 
узгариш кукларнинг укца тутиши туфайли шикастланган харбий 
бирликларнинг сафдан чициш хисобига булади. М вацт ичида кук­
ларнинг т2 та царбий бирлигидан цар цайсиси k, Д t та муваффа- 
циятли уц узади. Бу ерда k, = z.2p, уртача уц отиш тезлиги (кук­
ларнинг царбий бирликлари вацт бирлиги ичида уц узишлар сони) 
р2 — айрим отишда нишонни мулжалга олиш эцтимоли.

Шунинг учун
^т1 = — k2m2 Д А

Тенгликнинг иккала цисмини А/ га булиб, д/-<-0 да лимитга ут- 
сак, цуйидаги дифференциал тенгламани цосил циламиз:

Юцоридагига ухшаш мулоцазалар юритиб, цуйидаги иккинчи тенг­
ламани цам цосил циламиз:

Шундай цилиб, бошлангич шартлари тх (0) = Nlt т, (0) = Nt 
булган дифференциал тенгламалар системасини цосил цилдик. 
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Бу тенгламалар жанг динамикаси тенгламалари ёки Ланчестр 
тенгламалари дейилади.

Системани ечиш учун биринчи тенгламанинг иккала цисмини t 
буйича дифференциаллаймиз ва унг томондаги ни унинг ик-

dt 
кинчи тенгламадаги ифодаси билан алмаштирамиз. У холда

d1m1 «. I.—£ — k.k2m,.
dfl 11

Бу тенгламанинг умумий ечими
I k,k, t — Vkji, t

mx — Cye + C2e

куринишга эга ёки гиперболик функциялардан фойдалансак,

т1 — С3 ch k2 i + С4 sh V k2 k2 t 
куринишга эга. mx ни дифференциаллаб биринчи тенгламадан ^уйи- 
дагини топамиз:

т2 = —Ся V ky/kj, sh V kLk2 t — CtV^k^kg ch у'kLk2 t. 
Ихтиёрий узгармасларни аниклаш учун бошланрич шартлардан фой- 
даланиб, куйидаги кийматларпи хосил циламиз: С3 — Afj, С4 = — 
—^2, бу ердан Ланчестр тенгламалари системасининг ечими 
куйидаги куринишда хосил булади:

т1 — N2 ch у' ktk2 t— N2 Уk2/k2 sh Уk2 k21, 

m2 =— Niyk1/k2 shy^A t + N2 ch У k}k2 t.
Бу формулаларни абсолют микдордан нисбий мивдорга, яъни са^ланиб 
долган бирликлар улушига утиб, соддалаштириш мумкин. Бунинг 
учун р4 — р, = m2/N2 деб белгилаймиз ва система тенглама-
ларининг иккала кисмини мос равишда Л\ ва N2 га буламиз, у хол­
да тенгламаларнипг янги системасини хосил циламиз:

^ = -^Иг,
dt Г2

_ ъ И dt n2 И1’

2. «2 =
Бу системани бошланрич шартлар: t = 0 булганда pt = р, = 1 да 
интеграллаш керак. Ю^оридаги системани u, = NJN.;
= k2 N2/Nr параметрлар киритиб, ихчамрок куринишга келтириш 
мумкин. У ^олда

dui
~—“■м-

--«.и.-dt 1,1

222



ut ва и., параметрлар оддий физик маънога эга. их = klNi/N2 
ифоданинг сурати яшиллар узларининг дастлабки таркибида вацт 
бирлиги ичида мумкин бчлган ук узишлари сони, яъни кукларнинг 
ва^т бирлиги ичида яшиллар томонидап яксон килиниши мумкин 
булган бирликларипинг уртача сони. Бу сопни N2 га булиб, куклар­
нинг яшиллар вакг бирлиги ичида яксон килиш мумкин булган бир- 
ликларининг уртача микдорларини хосил ^иламиз. и, катталик яшил­
ларнинг кукларга таъсир этши интенсивлигининг характеристи- 
каси дейилади.

щ катталик хам шундай маънога эга булиб, бунда факат томон- 
ларнинг урни алмашган булади, у кукларнинг яшилларга таъсир 
этиш интенсивлигининг характеристикаси дейилади. Энг кейинги 
тенгламалар системаси ушбу курипишдаги ечимга эга булади:

= ch u2 t — Уи2/и1 sh У и{и2 t,

р2 = ch У ui и2 t—У uL/u2 sh У upit t
(у юкоридаги системани узгарувчиларни тегишлича алмаштириб ечиш 
дан хосил булган). Бу формулаларни япада соддалаштириш мумкин, 
бунинг учун «келтирилган вакт» t — Уи2 и2 t ни киритиш ва 
'|/«1/«2 = х деб белгилаш керак. У холда

и. = ch t------ -— ch t, р.» — ch t — x shZ.
v.

Агар томонларпипг кучлари тенг, яъни х = 1 булса,
~ ’ е

Pi =Р2 = ₽_“*'• ______________________
Бу формулалардан сакланиб долган ^арбий бирликларнинг уртача 
мик дор лари р, ва ра факат келтирилган вакт t га эмас, балки х 
параметрга хам богли^лиги келиб чикади. х параметр кучлар нисба- 
тини белгилайди.

х = К= (njnj Уk^k,.
Бу параметр бир то.мопнинг иккинчи томон олдида устунлигипи 

аниклайди. х > 1 булганда яшиллар куклардап кучли булади ва 
жанг бир канча вактдан сунг яшилларнинг галабаси билан тугайди. 
х < 1 булганда эса аксинча булади х = 1 булганда хеч бир томон 
устунликка эриша олмайди.

х параметрнинг ифодасидан у кучларнинг мупосабати Nr/N3 га 
эффектов ук узиш муносабати kjk, га нисбатан купрок боглиц 
эканлиги куринади. Масалан, А7, нинг икки марта ортиши х пара- 
метрни икки марта ооттиради, эффектов тез отиш нинг икки 
марта орттирилиши эса х параметрни факат У 2 =1,4 марта орт- 
тиради.

К,уйидаги масалани караймиз.
Яшиллар ва кукларнинг икки гурух танклари уртасида жанг 

кетаяпти. Яшилларнинг 50 та танки булиб, уларнинг уртача тез 
отиши минутига = 0,25 ук узишдан ва нишонга текказишнинг
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уртача эхтимоли = 0,56 дан иборат. Кукларда 25 танк булиб, 
уларнинг уртача тез отиши минутига X, = 0,5 уц узишга, нишонга 
текказишнннг уртача эхтимоли Р2 — 0,5 га тенг.

Жанг цайси томоннинг галабаси билан ва тахминан ^анча вацт- 
дан сунг тугашини х;амда голиб чиккан томоннинг йуцотишлари 
тацрибан канча булишини курсатайлик.

Дастлаб цуйидаги коэффициентларни ^исоблаймиз:
Мх-0,25.0,56-50 лоо

2i °’28’

0.5-0,5-25
V 50

= 0,125.

u1>u2 булгани учун яшиллар галаба цозонади. t = /0,28-0,125/ = 
= 0,187/ «келтирилган вацт» га утамиз ва устунлик [коэффициен- 
тини ^исоблаймиз:

х = /0,28/0,125 ~ 1,5.
Жанг тугаши пайтида ц.2 =0, демак,

ch / — х sh / = 0,

бу ердан th / = 1/х = 1/1,5 =0,667. Гиперболик тангенслар жадва- 
лидан / = 0,8 ни топамиз, ^а^икий вацтга (минутларда) утиб, / = 

= //0,187 = 4,28 (мин) ни топамиз. Жанг тугаганда яшилларнинг 
сацлапиб долган танклари улушини аниклаймиз:

53-шакл

Н = ch 0,8 —0,667. sh 0,8 = 1,337-0,667-0,881 =
= 1,337—0,585 =0,752.

Шундай цилиб, танклар жанги тахминан 4,5 мин дан кейин яшил­
ларнинг галабаси билан тугайди, бунда галаба козонган томон даст­
лаб узида бор булган танкларнинг 25 % га якинидан, яъни тахми­
нан 12 та танкидан ажралади.

36. 8. Тушаётган жисмларнииг шарк^а огиши. Бошлангич тез- 
ликсиз тушаётган жисм Ернинг айланиши сабабли вертикал буйича 
эмас, балки ундан бироз шаркца томон огиб харакатланади. Туша­

ётган жисмларнииг бу шаркий огиши- 
ни ^исоблаш талаб этилади. Энг ав- 
вало Ернинг тайин жойида вертикал 
деб нимани айтилишига тухталиб ута­
миз. Ер сиртининг кенглиги <р га тенг 
булган бирор жойида ипга осилган ва 
мувозанат вазиятида турган М юкни 
тасаввур этайлик (53- раем). Ипнинг 
мувозанатли йуналиши мазкур жойдаги 
осма чизи^ ёки вертикал деб аталади. 

Шуни айтиб утамизки, вертикал- 
нинг йуналиши М жиемга ер шари то- 
монидан таъсир згувчи тортишиш ку-

1
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■
ни йуналиши билан устма- уст тушмайди. ^ацицатан хам. Ернинг 
айланиши натижасида М жисмнинг мувозапати ер шарига нисбатан 
нисбийдир, М жисм ер шари билан биргаликда Кучма харакат ки- 
лади,

М жисмга (уни моддий пункта сифатида цараймиз) кинетостатика 
усулини татби^ этамиз. М жисмга ер шари томонидан F торти- 
шиш кучи ва ипнинг реакция кучи Т таъсир этади; кинетоста­
тика усули буйича бу кучлар М ну^танинг инерция кучи Fu билан 

мувозанатланиши лозим. Ер текис харакатланганлиги сабабли Fu 
инерция кучи марказга интилма куч булиб, унинг катталиги

Fu = mr со2

га тенг, бу ерда со Ер айланишининг бурчак тезлиги, г эса М нук­
тадан Ернинг айланиш укига туширилган перпендикуляр. Fu куч 
ер шари увидан г перпендикуляр буйлаб йуналган. F, Т ва F 

кучлар узаро мувозанатлашишлиги сабабли F ва Fu кучларнинг 
тенг таъсир этувчиси ипнинг реакция кучи Т билан мувозанатлаши- 
1пи керак.

Шундай килиб, F ва Fu кучларнинг бу тенг таъсир этувчиси 
жисмнинг биз кузатаётган огирлиги экан; бу тенг таъсир этувчи- 
нинг йуналиши мазкур жойдаги вертикал йуналиш билап бирдир.

Шунга ишонч хосил килиш осонки, марказдан кочма куч Е. 
нинг микдори жисм огирлигига нисбатан кичикдир. Х,акикатан хам»

Fи   mm-   Rttr cos <р 
Р mg g

чунки г = R cos ср, бу ерда 7? — ер шари радиуси. FJP нисбат энг 
катта кийматга экваторда (<р = 0 да) эга булади. 7? = 6370 км, со — 
— I айл/сутка =----- —------ — = 727 • 10 _ 7 — , <р = 0 ва g =J 24-60-60 с с
= 9,78 м/с2 деб экватор учун куйидагини \осил циламиз:

— =0,00344 ёки — = —. 
Р Р 290

Марказдан цочма Fu кучнинг нисбатан кичиклиги сабабли куза- 

тиладиган Р огирлик тортишиш кучи F дан кам фар^ килади ва 
вертикал йуналиш бу куч йуналиши билан кичик бурчак хреил ци- 
•лади. Энди тушаётган жисмнинг шаркий огишига оид масалага цай- 
тайлик.
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о4- шакл

Энди Ер сиртвдан Н баланд- 
ликда тинч турган М моддий 
нукта (биз ер шарига нисбатан 
нисбий тинчлик ^акида гапира- 
миз, албатта) бошланрич тезлик- 
сиз тушмоцда деб тасаввур этай- 
лик (54- шакл). Тушаётган жисм- 
нинг биз кузатаётган харакати 
унинг айланаётган ер шарига 
нисбатан нисбий харакатидан 
бошца нарса эмас. Биз бу ерда 
масаланинг Ер айланишининг бур­
чак тезлиги киёсий кичиклигига 
асосланган такрибий ечимини ба- 
ён этамиз.

М моддий пу^тага унинг ^а- 
ракат вактида Ернинг тортиш ку­
чи F таъсир этади. Бу куч като- 
рига марказдан цочма инерция 
кучи Е" ва кориолис инерция ку­

чи Fcu ни киритамиз. Биз била-
мизки, тортиш кучи F ва марказдан цочма куч F" нинг тенг таъсир 

этувчиси моддий ну^танинг огирлиги Р булиб, у вертикал буйлаб йу- 
налган. Кориолис инерция кучи Fcu нинг мицдорини ва йуналишини 
топамиз. Бизга маълумки,

F% — 2 ти,

бу ерда и — Ернинг шундай нуктасининг айланиш тезлигики, бу 
нукта ер шари укининг бирор нуцтасидан цуйилган ва М ну^та- 
нинг нисбий тезлиги vr га тенг векторнинг охири билан устма-уст 

тушади. Кориолис кучи F ' нинг йуналиши и тезлик йуналишига 

карама- каршидир. и — айланиш тезлигини хисоблаймиз. Бунинг 
учун Ер шари уцининг бирор нуктасидан, масалан, Ер маркази 
О дан М ну^танинг нисбий тезлиги vr га тенг вектор ^уямиз. 

vr нисбий тезлик тушаётган жисмнинг биз кузатаётган тезлиги. 

Биз М нуктанинг харакатини аникламагунимизча vr тезликнинг 
катталиги ва йуналиши бизга номаълум.

Бироц Ернинг айланма бурчак тезлигининг кичиклиги сабабли 
тушаётган жисмнинг траекторияси вертикал тугри чизикдан жу- 
да кам фарк цилади (кузатишлар х,ам шуни тасдиклайди). Бун-
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г
дан келиб чицадики, vr тезликпинг йуналиши вертикалнинг йу- 
налишидан ва, демак, кузатиш жойи А ни Ер маркази О билан 
туташтирадигаи тугри чизикдан хам жуда кам фар^ цилади.

и тезликни хисоблашда биз биринчи яцинлашишда vr нисбий 
тезлик АО тутри чизиц буйлаб йуналган деб уисоблашимиз мумкин.

vr векторни О нуутадан АО тугри чизиц давомида куйиб ва 

и тезликни бу вектор охирининг айланма тезлиги сифатида аниц- 
лаб,

и = vr со cos <р

ни топамиз, шу билап бирга и тезлик Ернинг айланиш томонига 
Ер уки ва ОА радиус орцали утувчи текисликка (яъни шу жойнинг 
медианалар текислигига) перпендикуляр равишда йуналган. Бу ердан

Fcu = 2mvr со cos ф

эканлиги келиб чиуади, шу билан кбирга Fcu кучнинг иуналиши 

и тезлик йуналишига ^арама- к;арши; куриш осонки, кориолис кучи 
Fcu медианалар текислигига перпендикуляр булиб шарцка йуналган. 
Ана шу кучнинг мавжудлиги тушаётган жисмнинг шаркца огишига 
олиб келади.

сжди м нукта харакатининг 
дифференциал тенгламаларини Ер 
шари билан богланган х, у, z 
тугри бурчакли уклардаги про- 
екцияларда тузамиз. Координата 
бошини А нуцтада оламиз, г у^ни 
вертикал юкорига, х укни меди­
ана текислигида жанубга, у у^ни 
эса медиана текислигига перпен­
дикуляр равишда шарика йунал- 
тирамиз (х, у, г уклар 55- шакл­
да курсатилган).

Р ва Fcu кучлар г ва у уц- 
лар буйича йуналганлигини на- 
зарда тутиб, ушбу харакат диф­
ференциал тенгламаларини хосил

55- шакл

киламиз:

тх" — О,
ту" = 2mvr со cos ф, 
mz" = —Р.

(36. 19)
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Бундан таш^ари

г г =0 да
х = 0, у = 0, г — Н, 
х' = 0, у' = 0, г' — О

бошланрич шартларга эгамиз.
(36. 19) нинг биринчи тенгламасини интеграллаб ва бошланрич 

шартларни (/ = 0 да х = 0 ва х' = 0 ни) вазарда тутиб, 

ни топамиз, яъни М нуктанинг ^аракати уг текисликда содир бу­
лади.

Р = mg ни (36. 19) нинг учинчи теигламасига куйиб, 

га эга буламиз, бу ердан
z' ^-gt+C,,

2 — - “Ь "Ь ^2-

Сг ва С2 ихтиёрий узгармасларни бошланрич маълумотлар буйи­
ча топамиз: Сх = 0, Сг= Н. Демак,

(36.20)

(36. 19) нинг иккинчи тенгламасини карайлик. Бу тенгламанинг унг 
томонида бизга номаълум vr катталик турибди. vr тезликнинг йуна- 
лиши вертикалнинг, яъни z у^нинг йуналишидан кам фар^ цилган- 
лиги учун биз биринчи яцинлашишда vr тезликнинг миадори унинг 
2 уцдаги проекциясига тенг деб хисоблашимиз мумкин, яъни

Бундай ^олда (36. 19) нинг иккинчи тенгламаси ушбу куринишни 
олади:

ту" — 2mgt а> cos <р
ёки

у" = 2g’(o/cos<p.
Интеграллаб, топамиз:

Бошланрич шартлардан С3 = 0 ва С4 = 0 ни топамиз.
Демак,
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л>«
(Эб41)

у’ =gtt>/2COS<p,
1 л у = — g со г cos <р.
3

Энди Н баландликдан тушаётган жисмнипг шарций огиш микдор^пи 
топиш кийин эмас; у t нинг z нолга айланадиган пайтига мос >ке- 
ладиган кийматига тенг. (36. 20) да z = 0 деб, ■ ум

ни топамиз. t нинг бу цийматини (36.21) тенгламага цуйиб ва М 
нуцтанинг шаркий огишини е орцали белгилаб,

е — — g со 1/ _./3 cos ср = — со3 г з
1/'8H3 cns(p (36. 22)
> g .- ;c . 

Hl .. 
туша’^Ган

"W »'

ни хосил циламиз.
Санкт-Петербург кенглнгида 100 м баландликда» 

жисмнипг шаркий огишини бу формула буйича дисоблаймиз. "1 
= 100 м, <р = 60° деб,

56- шакл

е — 1,1 см

ни топамиз. Кутилгапидек, е мивдор жуда кичик булиб чикди,
36. 9. Эластик бокпанган иккита массанинг хусусий тебраЫш- 

лари. Энди бир неча эркиплик даражаларига эга булган система- 
ларни царайлик.

К^згалмас О ну^тага илинган винтли 
пружинага осилган юкни тасаввур
этайлик; юкка иккинчи пружина во- 
ситасида М2 юк осилган (56- шакл). Бу 
системанинг узининг мувозанат вазияти 
атрофидаги хусусий тебранишларини ку- 
райлик.

/И, ва М2 юкларнинг массаларини т1 
ва т2 оркали, уларнинг огирликларини 
Рг ва Р2 ортали белгилайлик, пружина- 
ларпинг массаларини \исобга олмаймиз. 
56- а шаклда бу системанинг мувозанат 
вазияти тасвирланган. Бу система уз му­
возанат вазиятидан чи^арилган ва уз доли­
та цуйилган деб фараз этайлик. Пру- 
жинанинг эластиклик кучлари таъсири 
остида системанинг хусусий тебраниш­
лари содир була бошлайди. Системанинг 
бу тебраниш ва^тининг бирор пайтидаги 
вазияти 56- б шаклда курсатилган. Бу 
система ?уаракатннинг дифференциал тенг- 
ламаларини тузамиз.

/Wj ва М2 юкларнинг (уларни моддий 
нукталар деб цараймиз) узларининг му- 
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1возанат вазиятларидан огишларини xt ва х2 ортали белгилаймиз 
Системанинг холати х2 ва х2 оркали тула аницланганлиги учун (юк­
лар факат вертикал кучади деб фараз киламиз) биз система иккита 
эркинлик даражасига эга деб фараз циламиз. Устки пружинанинг 
ТИ, юкка куйилган эластик реакция кучи микдорини F, ортали, паст- 
ки пружинанинг иккала юкка куйилган эластик реакция кучлари 
микдорини F2 ортали белгилаб ва иккала юк харакатининг вер­
тикал ук х га проекцияларда дифференциал тенгламаларини ту- 
зиб, куйидагига эга буламиз:

mix\ =Л +Л— 
т.2х2 — Р.2 — Ft.

Устки ва пастки пружиналарнинг бикрлик коэффициентларини 
мос равишда с2 ва сг оркали, бу пружиналарнинг мувозанат вазият- 
даги чузилишларини fr ва Д оркали белгилаймиз. Системанинг му­
возанат вазият (а) дан (б) вази пга утишида (56- шакл) иккала пру­
жина мос равишда х2 ва х2—хх микдорда кушимча чузилишини ки- 
собга олиб,

^*1 =С1(/> 4“ Х1)г
Л =С(/2 +Х2—Xj)

ни косил киламиз. Бу кийматларни олдинги тенгламаларга куйиб, 
Куйидагига эга буламиз:

Г712Х| = “Ь с2/2 -ф с2х2 — с2х2 — c2f2 —• с2х2,
ГП2Х2 Р2 С2 /2 ' С2Х2 -р С2Хд.

Системанинг мувозанат колатида М2 ва Af2 юкларнинг каР би- 
рига куйилган кучлар узаро мувозанатлашувини кайд этамиз. Муво­
занат вазиятда пружиналарнинг эластик реакция кучлари F2 — 
= Cj/j ва F2 = cj2 кийматларга эга эканлигини назарда тутиб, уш­
бу мувозанат шартини хосил киламиз:

Л +c2f2 —C1ft = Q, 
Р2 — c2f2 = 0.

Бу мувозанат шартлари асосида биз тузган харакат дифференциал 
тенгламаларинииг узгармас каДлари кискаради.

Ушбу
£1±£?=2а, -^-=2&, — = 2с (36.23)

белгилашларни киритиб, система каракатининг дифференциал тенг­
ламаларини узил- кесил ушбу куринишга келтирамиз:

^Ч-га^-гбх, =0,1 (36.24)
xj — 2схх + 2сх2 = 0.)

Биз узгармас коэффициентли иккита бир жинсли чизикли диффе­
ренциал тенглама системасини косил килдик. Бу системани инте- 
граллашга киришиб, унинг хусусий ечимини
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х, = a(l) sin (X/ + Р), 1 
х, = а<2) sin (X t + р; I (36. 25)

ку'ринишда излаймиз, бу ерда a(i), a(2>, X ва р —узгармас сон- 
дар.

Бу X, ва х2 цийматларни (36. 24) тенгламаларга ^уйиб ва 
sin (X t + Р) га кисцартириб, ушбу a (1), а<2) ва X узгармаслар 
каноатлантириши лозим булган тенгламаларни оламиз:

— X2a(1> +2аа (,) — 2Ьа (2) = 0,1 
— Х2а(2) — 2 са(1) + 2са<2) =0 j

ёки

} (36. 26)(2a —X2) а01 — 26 а (2) =0,
— 2 с а (1) + (2с— X2) а<2) = 0.

Бу тенгламалар а(1) = а (2) =0 ечимга эга булиб, у (36. 24) тенг- 
ламаларнинг хг — х2 = 0 хусусий ечимига олиб келади, яъни биз- 
ни системанинг мувозанат вазиятига ^айтаради. а(1) ва а<2) 
масларга нисбатан чизикли ва бир жинсли булган (36. 26) 
малар нолдан фар^ли ечимга бу системанинг детерминанта 
фарцли, яъни

узгар- 
тенгла- 
нолдан

2a—X2 — 26 1
— 2с 2с — Х2| (36. 27)= 0

тенглик уринли булгандагина эга булади.
Биз (36. 24) тенгламалар (36. 25) куринишдаги хусусий ечим- 

ларга эга булиши учун X катталик каноатлантириши лозим булган 
тенгламани хосил килдик. Хрсил булган детерминантни очиб,

X4 — 2 (a +с) X2 4- 4 (а — Ь)с = 0
га эга буламиз. X2 га нисбатан квадрат тенгламадан иборат бу тенг­
лама

X] = а + с — У (а + с)2 — 4 (а —6) с, 1 
12=а+с + /(а+с)2 — 4(а — b)c I

илдизларга эга. Бу иккала илдиз -\ам зодиций ва мусбат эканли- 
гига ишонч ^осил цилиш осон. Улар \ациций эканлигини курсатиш 
учун уларни

X2 = а + с — У (а — с)2 + 4 Ьс |
Хг = а с -|~ У (а — с}2 -|- 4 be j (36. 29)

куринишда ифодалаймиз ^амда а, Ь ва с мивдорлар (36. 23) форму- 
ладан куриниб турганидек, мусбат сонлар эканига эътибор берамиз.

Х^ илдиз мусбат албатта. X2 илдизнинг ^ам мусбатлигига ишонч 
^осил цилиш учун а > Ь эканлигини курсатиш кифоядир, бу х>ам

231



(36. 23) формулалардан куриниб турибди, ва демак, (36. 28) форму- 
лалардаги радикал сон жихатидап а + с дан кичик. 7

Х| ва Аг мусбат сонлардан квадрат илдиз чикариб, иккита .\ацц- 
кий киймат X — А, ва А = А2 ни \осил ^иламиз, бу ^ийматлардд 
(36. 24) система (36. 25) куринишдаги хусусий ечимга эга булади. 
Шундай цилиб, (36. 24) тенгламалар куйидаги иккита хусусий чи- 
зи^ли ечимга эга:

xt = аР sin (Ах/ + pj.1 

х, = аР sin (Axf + Pj) I
ва

xx = аР sin (A^/ 4- ps), | 

x2 = aP sin (A,/ 4-PjM

(36. 30)

(36. 31)

Бу хусусий ечимларнинг ^ap бирига Л4Х ва М2 юкларнинг би- 
рор гармоник тебранма ^аракати мос келади. (36. 30) ечимга Л4Х ва 
М2 юкларнинг Ах частотали гармоник тебраниши мос келади, (36.31) 
ечим эса шу юкларнинг к, частотали гармоник тебранишини беради.

Системамизнинг бу иккита гармоник тебранма харакати унинг 
бош асосий тебранишлари деб аталади; Ах ва А2 частоталар систе­
манинг хусусий частоталари деб ном олган.

Биз (36. 25) хусусий ечимдаги (5 узгармаснинг танланишига куйи- 
ладиган ^еч цандай шартни ^осил ^илмадик. Бу ердан системанинг 
бош тебранишларининг рх ва В2 бошланрич фазалари мутлако ихти- 
ёрийлигича колиши келиб чицади. Л4Х ва Мг юкларнинг биринчи 
бош тебранишлари амплитудалари аР ва а{2) з^амда шу юкларнинг 
иккинчи бош тебранишлари амплитудалари ар ва ар хасида бун- 
дай деб булмайди.

Биз курдикки, (36. 25) ечимдаги а(1) ва а(2> узгармаслар (36.26) 
тепгламаларни цаноатлаитириши лозим. Бу ерда А = Ах, а(,) =
= а *b ва а(2) = а Р деб,

(2а—A 2)аР — 2ЬаР =0,
— 2 с а Р 4- [(2с — Аг) аР = 0 

тенгламаларни хосил циламиз, буларни аР ва а(р амплитудалар 
цаноатлантиради. А = Ах (36. 37) тенгламанинг илдизи, ва демак, 
хозиргина ёзилган системанинг детерминанта нолга тенг булганлиги 
учун, бу тенгламалардан бири иккинчисининг патижасидир.

Бу тенгламалардан
а р 2а — \\ _ 2с 
а {*> 2Ь 2е — М

ни топамиз. Худди шу каби, иккинчи бош тебранишга мурожаат этиб, 
ар 2а-Ар_ 2е

26 в 2с—АР

ни топамиз.
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Шундай цилиб, Afx ва М2 юкларнинг тебраниш амплитудалари 
абсолют кийматлари аникмас булиб цолса- да, бироц хар бир бош 
тебранишда бу амплитудаларнинг нисбатлари Тула аниц кийматларга 
эга булади.

/Wj юкнинг хар бир бош тебраниш амплитудасини ихтиёрий бе- 
риб, яъни

ар’ = ар аР = а,

деб (бу ерда aj ва а2 ихтиёрий узгармаслар), Л4, юкнинг тебраниш
амплитудалари учун мос равишда

2а —
21’

га эга буламиз.
Шундай килиб (36. 30) ва (36. 31) бош тебраниш тенгламалари 

узил- кеснл ушбу куринишга келтирилади:

ва

Xj = aj sin (^/4- fl,),
2a —

x2 = —-— a, sin (V +0i)

xx = a2 sin (V + p2),
2a —

x2 = ——— a2 sin (V + 02).
20

(36. 32)

(36. 33)

Энди (36. 32) тенгламаларга мурожаат этадиган булсак, курамизки, 
биринчи бош тебранишда иккала хх ва х2 массаларнинг кучиши бир 
вацтда нолга айлапади ва бир вацтда максимал цийматларига эриша- 
ди; бу деган суз, иккала Л4, ва М2 юк узларининг мувозанат вази- 
ятларидан бир ва^тда утади ва мувозанат вазиятдан энг катта ofhhi- 
га бир ва^тда эришади. Шу фикрларни (36. 33) тенгламалар асосида 
иккинчи бош тебраниш учун хам айтишимиз мумкин.

Яна шуни ^ам таъкидлаймизки, (36. 29) формулалар асосида
2а—11 = а— с + У~~(а — с)2 + 4Ьс > 0,
2а— %2 ~ а — с—Y (а—с)2+4Ьс <0

га хам эгамиз. Бундан келиб чицадики, биринчи бош тебранишда 
хг ва xt кучишлар х,ар доим бир хил ишорали, иккинчи бош тебра­
нишда эса улар ^арама- царши ишоралидир. Демак, биринчи бош 
тебранишда иккала Мг ва ТИ2 юк бир хил йуналишларда ^аракат- 
ланади (яъни бир хил фазада булади); иккинчи бош тебранишда эса 
Царама- карши йуналишларда харакатланади (яъни царама- царши 
фазаларда булади).

Шундай килиб, системамиз харакатининг дифференциал тенгла­
малари иккита хусусий ечим (36. 32) ва (36. 33) га эга. (36. 24) 
тенгламалар чизикли булганлиги учун бу ечимларни ^ушиб, биз уш­
бу янги ечимни оламиз:
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(36.34)

*i = a, sin (At/ + pj + a2 sin (A^ + 02),

x2 = 04 sin (AtZ — pj + _£Q.~^2 a, sin (A/4- p2).
2b 2b

Бу ечимга кирган a,, a2, px, p2 узгармаслар мутла^о ихтиёрий 
эканлигини таъкидлаб утамиз. (36. 24) система туртинчи тартибли 
булганлиги учун туртта ихтиёрий узгармас an а.,, рр р.2 ни уз ичи­
га олган (36. 34) ечим (36. 24) тенгламаларнинг умумий ечимидир.

Бундай, системамизнинг умумий тебранма каракати унинг иккита 
бош тебранишининг ^ушилишидан иборат булади. Уз- узидан тушу- 
нарлики, ar, a2, рр р2 ихтиёрий узгармаслар бошлангич шартлар 
буйича, яъни Xj ва х2 ми^дорлар ва улар ^осилаларининг бошлан­
гич кийматлари буйича ани^ланиши зарур.

Хусусан, биз бошлангич шартларни а2 = 0 буладиган цилиб 
танлашимиз мумкин, у ^олда (36. 34) тенгламалар (36. 32) тенгла­
маларга айланади ва биз системанинг биринчи бош тебранишига ^ай- 
тамиз. Иккинчи бош тебранишни амалга ошириш учун бошлангич 
шартларни 04 = О буладиган килиб танлаш мумкин.

Пировардида битта хусусий кол учун энг содда \исоблашларни 
бажарамиз. Мг ва Л42 юкларнинг массалари тенг ва пружиналар 
бикрликлари ^ам тенг деб фараз киламиз, яъни 

mL = т3, с2 = с.
деб оламиз.

(36. 23) формулаларга асосан 
Ci « Ci Ci

a = —, b = ——, c = —— 
т1 2т1 2тг

Сунгра (36. 29) формулалар буйича цуйидагиларни хосил циламиз:

= 3~-±2_ да 0,382—,
2 т3 miа2 =4- — — 1/ _±

2 У 4тг1

2,618—.
«1

Бундан
At =0,618 А, = 1,62 У С1

Ушбу 

г тг
киритамиз ва Ао биринчи пружинадаги юкнинг ик-белгилашни

кинчи пружина ва ундаги юк булмаган ^олатда хусусий тебраниш- 
лари частотасидан бошца нарса эмаслигини айтиб утамиз. Шундай 
к;илиб, системанинг хусусий тебранишлари учун биз ушбу цнймат- 
ларни косил киламиз:

Ъ =0,618 Ао, А, = 1,62 Ао.
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Су игра

——— = 2 — 0,382 = 1,618, 
2Ь

-- ----- 2- = 2-2,618 = -0,618
2Ь

катта, 
Мт юк

га эгамиз.
Демак, биринчи бош тебранишда Мг юкнинг тебранишлар амп- 

литудаси А4, юкнинг тебраниш амплитудасидан 1,618 марта 
иккинчи бош тебранишда М2 юкнинг тебраниш амплитудаси 
тебраниш амплитудасининг 0,618 кисмини ташкил этади.

Олинган бу натижаларни гра­
фик куринишда тасвирлаш фойдали- 
дир. Системамизнинг биринчи бош 
тебранишини оламиз. 57- шаклда 
системамизни мувозанат вазиятида 
тасвирлаймиз, хамда Мх ва М2 юк- 
ларнинг мувозанат вазиятларидан 
бу юкларнинг тебраниш амплиту- 
даларини ихтиёрий масштабда (ма­
салан, юк амплитудасини бир- 
лик цилиб) куямиз. Дузгалмас О 
ну^тани М1 юк амплитудасининг 
охири билан хамда Мх ва Л12 юк- 
лар амплитудаларининг охирлари- 
ни узаро туташтириб, устки ёки 
остки пружиналар ихтиёрий нуц- 
тасининг тебраниш амплитудасини 
осон топишга имкон берувчи гра- 
фикни хрсил киламиз. Бу амплитуда цабул цилинган масштабда 
у ёки бу тугри чизикнинг мос нуктасининг горизонтал координата- 
си ортали график куринишда тасвирланади. 57- а шаклда тасвир- 
ланган график системанинг биринчи бош тебраниш шаклини беради.

57- б шаклда иккинчи бош тебраниш шаклини берувчи график 
ясалган. Бу холда М, ва Мх юклар амплитудаларининг нисбати 
манфий сон — 0,618 га тенг булганлиги учун графикни ясашда биз 
а.мплитудани карама- царши томонларга цуя.миз. Куриш осонки, 
остки пружинанинг битта нуктаси нолга тенг амплитудага эга; 
бундай нукта тугун нукта ёки тугун дейилади.

Шундай килиб, биринчи бош тебраниш тугунга эга эмас; иккин­
чи бош тебранишда битта тугун бор. Яна бир марта таъкидлаймиз- 
ки, бош тебранишнинг шакли Мх ва Мг юклар амплитудаларининг 
абсолют кийматларига боглиц эмас, бош тебранишнинг шакли бу 
амплитудаларнинг нисбати билан тула аникланади.
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37- §. Дифференциал тенгламалар системаси ечимининг геометрик 
талкини. Фазалар фазоси ^а^ида тушунча. «Йирт^ич—улжа» масаласи

Юкорида курганимиздек, биринчи тартибли оддий дифференциал 
тенглама у' = f (х, у) содда геометрик талкинга эга булиб, Оху те- 
кисликда йупалишлар майдонини аниклар эди.

Дифференциал тенгламанинг нормал системаси ^ам худди тун­
га ухшаш геометрик маънога эга. Соддалик учун иккита: у (х) ва 
z (х) номаълу.м функцияли иккита оддий дифференциал тенгламадан 
иборат ушбу системани цараш билан чекланамиз:

dy
У’ 2)*

У’

Бу системанинг умумий ечими куйидаги функциялар жуфчидан ибо- 
ратдир:

у у (х, Cj, с2)Д
2 = 2 (х, С2). J

(37. 2)

(37.2) функцияларпипг хар бири уч хлчовли Оху г текисликда ци­
линдрик сиртнинг тенгламасини ифодалайди, улар биргаликда эса 
бу фазода (37. 1) системанинг интеграл эгри чизиби булган эгри чи- 
зи^ни ифодалайди. Уз навбатида (37. 1) система фазодаги бирорта 
соханинг ,\ар бир (х, у, г) нуктасида интеграл эгри чизи^ уринади- 

.. „ du dz оган иуналишини аниклаидиган — ва — кииматларни аниклаиди. 
dx dx

Шундай килиб, дифференциал тенгламанинг (37. 1) нормал сис­
темаси фазода йупалишлар майдонини беради, бу системанинг уму­
мий ечимини топиш геометрик жихатдан узининг хар бир нуктаси­
да майдон ани^лайдиган йуналишга уринадиган икки иараметрли 
эгри чизиклар оиласини топишни билдиради.

Юцорида айтилганларни номаълу.м функциялар сони катта бул­
ган хрлда хам бемалол такрорлаш мумкин. ^акикатан >(ам, п та 
номаълум функцияли п та оддий дифференциал тенгламанинг

1 - fl к У1> ■ • • . Уп)>
2 = fl (X, У1> ■ • • ’ Уц)’

= fn (х, Уу . . , yj

системаси (га -ф 1) улчовли Охуг, . . . , уп фазода йуналишлар май­
донини ани^лайди. Унинг

У1 У1 (х> Су . . . , Сп), 

Уг У2 (х> Су ... , С,,).

Уп ~ Уп ^1> • • • > Q 

(Б)
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f ечими n та C1, . . . , Cn параметрли эгри чизицлар оиласи булиб, 
уларнинг хар бири уз ну^тасида майдоп аниклайдиган йуналишга 
уринади.

Купгина физик масалаларда, хусусан, механикага дойр бир ка­
гор масалаларда дифференциал тенгламалар системасида эркли узга­
рувчи ролини t вакт бажаради. Бундай масалалар учун факат гово­
рила келтирилган геометрик талкин (унда t вакт фазовий коорди- 
наталардан бирининг ролини уйнар эди) кулай булмасдан, бошцача, 
яъни масалага кирадиган узгарувчиларнинг турлича табиатлариии 
тссиб цуймасдан, балки, аксинча, таъкидланадиган ва туда апи^ла- 
надиган талцини ^улайдир.

Бу янги геометрии талкин билан танишишни куйидаги мисоллар- 
ни карашдан бошлаймиз.

1- м и с о л . куйидаги

— + k~x = 0 (37. 3)
dt1

гармоник осциляторнинг тенгламасини курайлик. Маълумки, унинг 
умумий ечими

х = Cj cos kt + С.2 sin kt.
t = о да берилган бошланрич шартлар х I — х0, -х I = и„

11 = о й L=о
куринишда булсин. У холда ихтиёрий узгармаслар учун С} = хв, 
С2 = vjk. Бошланрич шартларнинг берилган системасини цаноатлап- 
тирадиган хусусий ечим куйидаги куринишда ёзилади:

х — x0cos kt 4- — sin kt. (37. 4)k

(37. 4) функция гармоник тебранаётгап моддий ну^танинг TyFpH чи­
зикли уаракат конунини ифодалайди. (37. 3) тенглама иккинчи гар- 

‘ я/
тибли, уни v = — функция киригиб биринчи тартибли иккита диф- 

dt
ференциал тенгламадап иборат нормал система куринишига келти- 
риш мумкин. У холда бошланрич шартлари х Q = х0, v| _ = 

бхлган куйидаги системани хосил циламиз:

Бошланрич шартлари берилган (37. 5) системанинг ечими

х = х0 cos kt + (v0/k) sin kt,] (37 gx
v = — xok sin kt -j- cos kt) '

булади.
(37. 6) тебранаётган моддий нуктанинг харакат цонунинн ва тез- 

ликнинг узгариш ^онунини ифодалайди.

/

237



Юцорида айтилганларга биноан (37. 6) ечим геометрик нуцтаи 
назардан уч улчовли Otxv фазода эгри чизик билан тасвирланади. 
t нинг ^иймати эгри чизи^да шундай нуцтани ани^лайдики, унинг 
координаталари мувозанат \олатидан х масофа кийматига ва моддий 
ну^танинг берилган t моментидаги тезлиги и нинг цийматига мос 
келади.

Агар (37. 6) тенгламани уч улчовли Otxv фазонинг t, х, v ук- 
ларида эмас, балки t ни параметр деб ?(исоблаб, Oxv текисликнинг 
х, v у^ларида царасак, \аракатга бошцача геометрик маъно бериш 
мумкин. Бу ^олда (37. 6) система системадаги тенгламалардан t па- 
раметрни йу^отиб хосил цилиш мумкин булган эгри чизи^ни аниц- 
лайди. Шу ма^садда иккинчи тенгламанинг иккала кисмини k га 
буламиз, сунгра иккала тенгламани квадратга оширамиз ва цуша- 
миз, у холда

X2 + (v/k)2 = X2 + (v„/k)2

ёки р20 = x3n + (иой)2 белгилаш киритиб ва тенгламанинг иккала 
^исмини р0 га булиб, цуйидагини \осил циламиз:

x2/p2+v2/(kp0)2 = 1. (37.7)

Бу ерда р0 = ± 'К х2 + (у0/ k)2 > 0, чунки бошланрич х0 = v0 = О 
шартларда ечим айнан ноль булиб колар эди. (37.7) тенглама Oxv 
текисликда ярим уклари р0 ва kp„ булган каноник жойлашган эл- 
липсни ифодалашини куриш осон.

Oxv текислик (37.5) нормал система учун фазалар текислиги, 
фазалар текислигидаги (37.7) эгри чизиц эса системанинг фазавий 
траекторияси дейилади. Равшанки, бу траектория фацат (37.5) диф­
ференциал тенгламалар системаси билангина эмас, балки яна мос 
бошланрич шартлар билан \ам аницланади. Бошланрич шартларнинг 
.yap бир мумкин булган системасига уз фазавий траекторияси мос 
келади.

Мазкур мисолда (37.4) тенглама билан тавсифланадиган нуцта- 
нинг турри чизицли харакатига системанинг фазалар текислигидаги 
фазавий траектория, яъни (37.7) эллипс буйича харакат мос келади.

Фазалар текислигининг фазавий траекториялар билан тулган 
кисми системанинг фазавий портреты дейилади. Бизнинг холда фа­
завий портрет бутун текисликни тулдиради, чунки бошланрич шарт­
лар тегишлича танлаб олинганда фазалар текислигининг исталган 
нуктаси ортали фазавий траектория —(37.7) эллипс утади.

Умуман (37.1) дифференциал тангламапинг нормал системаси 
учун фазалар текислиги деб, Oyz текислик олинади, фазавий траек­
тория деб Oyz текисликнинг у, z у^ларига нисбатан келтирилган 
G7.2) ечим уисобланади, бу ечимда х аргумент параметр ролини 
уйнайди, интеграллаш узгармаслари ва Сг эса бошланрич шарт- 
лардан аникланади. х параметрни (37.2) системадан йуцотиш фаза­
вий траекториянинг одатдаги тенгламасига олиб келади.

238



Нормал системанинг ечимини фазалар текислигида траектория 
ёрдамида тасвирлаш унг томони аргументга ёки ю^орида механика- 
га дойр масалаларда тилга олинганидек, t вактга боглиц булмаган 
системалар учун айницса му^имдир.

2-мисо л. Ана шу ну^таи назардан ушбу сунувчи тебранишлар 
тенгламасини караб чицамиз:

-^■+2п^ + ^х = 0, (37.8)
ш- at

унинг характеристик тенгламасининг rf 2 = —п± У п2 — k2 илдиз- 
лари п2 —k2 < 0 шартда, яъни k2 —п2 = k\ булганда 2 = —п ± 
± kJ булиб, тегишли умумий ечимни эса

x = e-nZ(C1 cos kJ + C2 sin kJ) (37.9)
куринишда ёзиш мумкин. Бошлангич шартлар ^уйидагича булсин: 
х|=0 = х0, хЧ=о±=ио> ¥>лда (37.9) дан дархол C^Xq келиб 
чикади. С2 ни гопиш учун (37.9) ечимни дифференциаллаймиз:

х' = e_n'[(— nC' -f-^C,) cos kJ + (CJ^—nCJ sin kJ], 
бу ердан t = 0 да и„ = — пС\ + klC2. Демак, С2 = (и0 + пх0)/ kx ва 
хусусий ечим

х _e-nt^Xu cos kJ fo + пхп sjn (37.10)
Ai

куринишини олади.
Янги о = х' функцияни киритсак, (37.8) тенглама ушбу нормал 

система га келади:
х' = и, |
v' = — 2nv — k2x, I

(37.11)

унинг ечими куйидагича ёзилади:

x = e~nt (x0 cos kJ + —------- sin

. Wn-r(n2+^) x0
v = e nl (va cos kJ-------------------------- :

ki

kJ),
(37.12)

sin kJ),

бу ердаги биринчи тенглама (37.10) билан бир хил, иккинчи тенг­
лама эса биринчисини дифференциаллашдан хосил булади.

Олдинги мисолдагига ухшаш, (37.11) системанинг фазавий 
траекторияси Охи текисликнинг х, v уцларига нисбатан ёзилган
(37.12) тенгламалар системасидан иборат булади (бу ерда t пара­
метр ролини уйнайди). Бу ерда параметрни йукотиш (37.6) система- 
дагига Караганда анча мураккаб масаладир. Шунга царамай (37.12) 
система аниклайдиган фазавий траекторияларнинг характерини улар- 
нинг ошкор тенгламаларини х,осил цилиб утирмасдан \ам аниклаш 
мумкин.
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(37.13)

Фазавий траекторияларнинг куринишини аниклашпи енгиллашти- 
риш учун дастлаб v-\-nx ифодани тузамиз, бунинг учун (37.12) 
нинг биринчи тенгламасини п га купайтириб, иккинчи тенгламаси 
билан цушамиз:

v + пх = e~nt ((о0 + пх0) cos kJ — xakA sin kJ),
бу тенгликни kY га булиб ва уни (37.12) нинг иккинчи тенглама­
си урнига ^уйиб, системани цуйидаги куринишда ёзамиз.

х = e~nt(xa cos kJ 4~ ----- sin kJ), 
ki

—----- = e nt [ —-------- cos kJ — x0 sin kJ .
\ )

(37.13) нинг иккала тенгламасини квадратга ошириб, уларни цуша- 
миз:

ёки х? 4* (у0 + пхо)2/ = Р2 белгилаш киритсак, 

ни хрсил ^иламиз, шу билан бирга р #= 0 эканлиги равшан, чунки 
бошланрич шартлар соф ноль шартлардан фарцли.

(37.14) тенгламадан фазавий траекториянинг тенгламасини ^осил 
цилиш учун фойдалапиш мумкин. Бунинг учун (37.14) дан t нинг 
^ийматини топиш ва бу кийматни (37.12) ёки (37.13) тенгламалар- 
нинг бирига цуйиш кифоя. Бирок, олдиндан маълумки, хосил ки- 
линадиган ифода ^аддан ташкари узун булади, бинобарип, бошкача 
йул тутганимиз маъцул.

(37.14) тенгламани
х2 , (р + пх)2 _ .

(ре_пг)2 (*1ре_л')а

куринишда ёзамиз. Бу тенглама эллипс тенгламасини эслатади. 
Агар махражлар узгармас ре~п/=/1, k^e-”* = В булганда эди, у 
^олда тенгламани

ха . (у + пх)2 _
Я2 ' В2

куринишда ёзиш мумкин булар эди, бу координата укларига нисба­
тан бурилган эллипсни ифодалайди, чунки цушилувчида v урнига 
v 4- пх турибди. Биро^, аслида юцоридаги ифодадан куринишича А 
ва В махражлар вактга боглиц. Шунинг учун фазалар текислигида 
B/A=k булган бундай эллипсларни чизадиган буЛсак, фазавий 
траектория буйича ^аракатланаётган нуцта бир эллипсдан иккинчи- 
сига утгандай булади ва спираль (эллиптик — логарифмик спираль) 
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бхйича марказ томон даракатланади. Масаланинг физик маъносига 
к<ра, л>0, шу сабабли e~nt ->0, эллипсларнииг ярим удлари ка- 
м'аяди ва фазавий траектория буйича харакат марказ томон спираль 
буйлаб (мувозанат холати) булади. Аксинча булганда, эллипснинг 
ярим удлари катталашади ва фазавий траектория буйича харакат 
марказдан бошка томонга да раб булади.

Шу паитга дадар икки номаълумли иккита тенглама системаси- 
ни к.араш билан чекланган эдик. Киритилган тушунчалар функция- 
дар сопи катта булган дол учун дам уз кучини садлайди, (А) ку­
ринишдаги унг томони х аргументга боглид булмаган системалар 
(механикада t вадтга боглид булмаган, бундай системалар автоном 
системалар дейилади) учун ечимга геометрик маъио беришда п + 1 
улчовли Охух............уп фазода фадат интеграл эгри чизидларни
эмас, балки п улчовли булган Оу}, ... , уп фазалар фазосида фа­
завий траекторияларни хам куриш мумкин. Фазавий траекториялар 
тенгламаларини хосил .килиш учун (Б) ечимни уларнипг параметрик 
берилиши деб дараш керак, бу ерда х аргумент (i вадт) параметр 
ролини уйнайди.

Чизикли булмаган системалар учун, ва умуман, системанинг 
аник ечимини чекли куринишда хосил дилиб булмаган дамма лол­
ларда фазавий портретларни урганиш айнидса мудимдир. Фазавий 
портретни тахлил килиш берилган система тавсифлайдиган харакат 
характерини, унинг баркарорлигини (тургунлигини) ва бир датор 
махсус масалаларни дар томонлама анидлашга имкон беради. Ми- 
сол таридасида «йиртдич—улжа» масаласини келтирамиз.

Икки тур—йирткич ва унинг улжаси курашипи тавсифловчи энг 
содда модель дуйидагидап иборат. Икки тур балид — товонбалид ва 
чуртанбалид яшайдиган давзани дарайлик. Агар чуртанбалидлар 
булмаганида эди, товонбалидлар узларининг сони х га пропорционал 
булган х = kx тезлик билан экспоненциал донун буйича купайган 
булар эди (биз товонбалидлар жами массаси давзадаги сув массаси- 
дан жуда дам кичик деб дисоблаймиз). Агар чуртанбалидлар сони- 
у булса, у холда чуртанбалидлар еб дуйган товонбалидлар сонини ди- 
собга олиш лозим. Биз товонбалидлар ва чуртанбалидларнинг бир- 
бирига дуч келиш сони товонбалидлар сонига дам, чуртанбалидлар 
сонига дам пропорционал деб дисоблаймиз, у долда товонбалидлар 
сонининг узгариш тезлиги учун x = kx—аху тенгламани досил ди- 
ламиз.

Товонбалидлар булмаганида, чуртанбалидлар дирилиб кетар эди: 
У = — 1у, товонбалидлар булганда эса чуртанбалидлар узлари еган 
товонбалидлар сонига пропорционал тезлик билан купаяди: у = — 
— 1у+ Ьху.

Шундай дилиб, биз йиртдич ва унинг улжаси системаси энг 
содда моделининг дифференциал тенгламалари системасига келдик.
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х = kx — аху,

У ==~ 1у+ Ьху.

К

Бу модель Лотка—Вольтерр модели деб аталади. Системанинг унг 
кисми текисликда вектор майдонни аницлайди. (х, у) нуцтага куйил- 
ган вектор (kx* аху, —1у -\-bxy~) компоненталарга эга. Бу фаза- 
вий тезлик майдонидир: х>0, t/>0 бурчак эса фазавий фазодир.

Фазавий тезликнинг вектор майдо- 
ни компоненталарининг узгаришини 
кузатиб чизиш осон. Буни 58-шаклда 
келтирилган йирт^ич ва унинг улжаси 
моделининг фазавий тезлик майдони 
мисолида куриб чикайлик.Майдоннинг 
махсус нуктаси (x0 = l/b, y0 = k/a) 
товонбаликлар ва чуртанбаликларнинг 
мувозанат сонига мос келади, бунда 
товонбаликларнинг купайиши чуртан- 
бали1улар фаолияти билан, чуртанбалик­
ларнинг купайиши эса уларнинг табиий

улими билан мувозанатлашади. Агар чуртанбаликларнинг бошлан­
рич сони у0 дан кичик булса (шаклдаги А ну^та), у холда товонбалик­
лар ва чуртанбали^лар сонлари, токи купайиб кетган чуртанбалицлар 
товопбалицларни уларнинг купайиши сонидан орти^ еб цуя бошла- 
гунча уса боради (В нуцта), сунгра товонбаликлар сопи камая бо­
ради, чуртанбалицлар сони эса токи ози1у етишмаслиги чуртанбалик­
ларнинг цирилишига олиб келмагунча, уса боради (С нукта); энди 
чуртанбалшулар сони шунчалик камаядики, товонбаликлар яна ку­
пая бошлайди (D ну^та); товонбаликларнинг купайиши эса маълум 
вактга келиб чуртанбаликларнинг купайишига олиб келади.

Шундай килиб, товонбалик ва чуртанбалиц сонларининг улар­
нинг мувозанат сонлари я^инида тебранишлари содир булади. Энди 
бу тебранишлар даврийми ёки нодаврийми деган савол турилади. 
Фазавий тезлик майдонининг биз чизган манзараси бу саволга жа- 
воб бериш имконини бермайди.

Бу масалани хал ^илишда Пуанкаре акслантиришлари ва Ламе- 
гиаграммалари кулланилади.

38-§. Тургунлик назарияси элементлари.
Ляпуноз теоремалари

38.1. Бирор физик жараён харакат дифференциал тенгламалари- 
нинг берилган кучлар ва бошланрич шартларга мос ечимини аник- 
лайлик. Баъзи амалий му^им масалаларнинг ечимларини топишда 
берилган бошланрич шартлар бир оз узгариши мумкин булган ^ол- 
ларни хам lyapaiura турри келади. Масалан, снаряд, ракета ёки са- 
молётнинг бошланрич тезлиги хар доим \ам ^исобланган бошланрич 
тезлик билан устма-уст тушавермайди. Ундан ташкари ^аракатни 
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сОдир цилган кучлардан ташкари кузда тутилмаган оний ёки вак- 
тцнча таъсир киладиган кучларни эътиборга олиш лозим булган 
доллар хам учрайди. Масалан, самолёт учаётганда хдвонинг зичли- 
г'и узгариши натижасида царшилик кучи узгариши ёки бошка цу- 
дщмча кучлар таъсир этиши мумкин.

Шу сабабли купгина масалаларда берилган бошлангич шартлар- 
га жавоб берадиган битта тайин ечимни билибгина ^олмай, балки 
унинг бошлангич шартлар ва аргумент узгаргандаги характерини 
билиш му^имдир. Бу масалалар билан дифференциал тенгламалар- 
нинг сифат назарияси шугулланади. Унинг асосий булимларидан 
бири ечимнинг тургунлиги назарияси ёки ^аракатнинг тургунлик 
назарияси ^исобланади.

Бирор \одиса бошлангич шартлари
^^о)=^о (f = l, 2, , п) (38.1)

дан иборат ушбу

Уи У2............ l/n)U'= 1,2.............. п) (38.2)

дифференциал тенгламалар системаси билан тавсифланаётган бул­
син.

(38.1) шартлар одатда улчашлар натижаси булиб, бинобарин, 
маълум аникликда олинган булади.

Агар бошлангич маълумотларнинг хар цандай кичик узгаришла- 
ри ечимни анчайин узгартира олса, у х,олда (38.2) системанинг биз 
танлаб олган аниц булмаган бошлангич маълумотлар аницлайдиган 
ечимлари хеч цандай кийматга эга булмайди ва хатто ^одисани 
такрибан булса-да тавсифлай олмайди.

Шунинг учун (38.1) шартларнинг жуда кичик узгариши (38.2) 
система ечимини ^ам кичик узгаришларга олиб келадиган шартлар- 
ни билиш мутушдир.

Агар t етарлича кичик чек ли |Z0 — ораликда узгарса, бу
саволга куйидаги мавжудлик ва ягоналик георемаси асосида жавоб 
топиш мумкин, уни исботсиз келтирамиз.

1«теорема. (Ечимнинг бошлангич шартларга узлуксиз боглиьу 
лиги ^ацида.) Агар

% = (38-3)
at

дифференциал тенгламанинг унг томони узлуксиз ва D = {t0 — 
— a^t ^t0 + a, y0 — b <г/„+Ь} тугри туртбурчакда у узга- 
Рувчи буйича чекли (|/'|^М) хусусий цосилага эга булса, (38.3) 
тенгламанинг у (t0) = у„ бошлангич шартни цаноатлантирувчи 
y(t) = у (/, t0, у0) ечими бошлантч маълумотларга узлуксиз 6of- 

булади. Аникроги, \ар цандай е > 0 учун шундай 6 > 0 то- 
тиадики, | у„ — у01 < б булса,

|/0 —/|< Т, 7< То, То = min (а, yj,
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M= max \f(t, y)|
(/. у) Е D

булганда \ y(t, t„, y„)—y(t, t0, y0)\< г булади.
Бу теорема (38.2) система учун хам уринлидир. Теорема- 

нинг барча шартлари бажарилса, масала турри куйилган (коррект) 
дейилади.

Виз ечимнинг тургунлигини t нинг етарлича кичик цийматлари 
оралигида текширамиз.

Агар t С [(„, о») аргумент исталган кийматларни к;абул цила ол- 
са, ечимнинг бошланрич маълумотларга богликлиги масаласи билан 
туррунлик назарияси шурулланади.

Таъриф. Айтайлик, <р(t) = {ср1 (t), . . . , <рл(/)} — (38.2) систе­
манинг ечими булсин. Агар хар кандай е >0 учун шу системанинг 
бошланрич шартлари булган

к,ао)-ФЛ'о)1<6 (38.4)
тенгсизликни каноатлантирувчи шундай 6 > 0 мавжуд булсаки,

|{/z(()—<₽,(()!< 8 (i = 1, 2, . . . , n, V ifG U0’ °°) (38.5)

59- шакл

lim \у (/) —Ф,(0| =0 
>00

тенгсизликлар у ринли булса, 
Ф(/) ечим Ляпунов буйича тур- 
Fyn дейилади.

Шундай цилиб, <р (/) ечимга 
бошланрич шартлар буйича 
ани^ ечимлар барча t^i0 лар 
учун хам яцин булса, ср (/) 
ечим Ляпунов буйича тургун 
булади (59-шакл).

Агар ср (0 ечим Ляпунов 
буйича тургун булса ва бун­
дан ташкари

(i = l, 2, . . . , п) (38.6)

булса, у асимптотик тургун дейилади.
(38.6) дан Ляпунов буйича туррунлик келиб чицмаслигини кайд 

этиб утамиз.
1-м  и со л. — =—у, y(x„) = z/0. Ечимнинг асимптотик тургун- 

dx
лигини текширинг.

Ечиш. Бу тенгламанинг умумий ечими: у=Се х. Бошланрич шарт­
ларни каноатлантирувчи ечим ушбу куринишга эга:

У = У о
Агар бошка у (х0) = у9 бошланрич шарт киритадиган булсак, 

ечим куйидагича булади:
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Г У = У» ех° х.
gу ердан, х>х0 да

\У— У \ = ll/o — Fol ех'~х ^\У—УД-

Шунинг учун, агар | уи — уп\ < б — е булса, у ^олда Iу —~у \ < г, 
яъни х>х0 да У = У о ?'~х ечим Ляпунов буйича тургун. Бу ечим 
асимптотик тургун хамдир, чунки

Нт | у - у\ = Ит | у0 —~у0| еХо_х = 0.
x—f-+ac>

2-мисол.  у' — у тенглама ечимининг тургуплигини текширинг.
Ечиш. Исталган х0 да х>х0 учун | у — У\=\У^~ Уо\вх~х° 

эканини курсатиш мумкин.
х>х0 булганда, х„ кандай булмасин, у ечим тургун эмас, чунки 

х -> + оо да ех~х° ->- + со.
(38.2) системанинг исталган Ф (/) = {(pj (/), ... , ф„ (/)} ечимини 

Ляпунов буйича тургунликка текширишни бирорта бошка система­
нинг айнан нолга тенг (тривиал) ечимини тургунликка текширишга 
келтириш мумкин. Бунинг учун янги номаълум функцияларга утиш 
керак:

X—Xq

(0 = (О — Ф£ (t) («==1,2.............. п). (38.7)

Бу ердан

Натижада 
dxj 
dt

dt ~ dt dt ‘
(38.2) система ^уйидаги куринишга келади:

X, +Ч>1(0» • • • . X„+<P„(O1— Ф1(О>

. • • • > Ф„ (0) (г = 1, 2, ... ,
Бу система ушбу тривиал ечимга эга:

xt(t) = O (г = 1,2...........

n)

«)•

(38.8)

(38.9)

Айтилганлардан ^уйидаги теоремага келамиз.
2-теорем а. (38.8) системанинг тривиал ечими {осойишталик 

нуктаси) Ляпунов буйича mypFyn {асимптотик тургун) булганда 
ва факат шундагина (38.2) системанинг Ф(/)={ф1(0.............. Ф,г(0)
ечими Ляпунов буйича тургун {асимптотик тургун) булади.

Бу ечим шундай хоссага эга: {x{{t), ... , xn{t)) нукта аслида t 
узгариши билан харакат килмай, бир жойда туради. Бу холда (38.9) 
ечим ва (0; ... , 0) нуцта (38.2) нуцтанинг мувозанатлик холати 
ёки осойишталик нуктаси дейилади.

Осойишталик нуктаси х. — 0{i — 1, 2, .... п) га нисбатан тур- 
рунлик шартларини бундай ифодалаш мумкин: агар V е > 0 учун
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шундай 6(e) >0 ни топиш мумкин б^лсаки, унинг учун |х. (/ )|,- 
< 6 (е) (i = 1, 2, . . . , и) тенгсизликдан (х(. (/) / < е (г = 1, 2, . . . , п 
V />/0) келиб чи^са, x( = 0(i = l, 2, .... п) осойишталик нуц, 
таси Ляпунов буйича тургундир, яъни бошлангич нуктаси коорди­
наталар бошининг бирор 6 атрофида булган траектория да
координаталар бошининг исталган е-атрофидан ташкарига чицмай- 
ди. Биз бу ерда тугри туртбурчак атрофлар тугрисида суз юри- 
таяпмиз, бироц сферик атрофларга хам утиш мумкин, бу айницса 
x(Z)={x1(0, , xn(t)} ечимнинг вектор шаклидаги ёзуви учун
цулайдир: _______

| х (Q \| < 6 (е) => || х(/) || < е, ||х|| = 1/ \ | х.|2 (/>f0).
' 1 /=i

1-изох. Чизикли бир жинсли булмаган дифференциал тенгла­
малар системаси

;■ — апУ1 + • • +а\пУп +fl(0

• + апп Уп + fn W
(38.10)

нинг ихтиёрий хусусий ечими y0(t) бу системага мос бир жинсли

=QIlxl + • • • +а1пхп

(38.11)
dxп . .
—7“   &п\ “F • • • “Ь ^пп X/
flf Л1 1 1 1 пп t

системанинг осойишталик нуктаси Ляпунов буйича тургун (асимпто­
тик тургун) булганда ва факат шупда Ляпунов буйича тургун 
(асимптотик тургун) булади.

Хакицатан ^ам, (38.10) система (38.2) системанинг хусусий хо- 
лидир, (38.11) эса (38.8) системанинг хусусий холидир. Бу ерда 
озод ^адлар йук, чунки f(t) функция факат t га богли^ булиб, 
бошлангич функцияларга боглик эмас.

3-теорема (Ляпунов). Тривиал y.(t) = O (i — 1, 2, ... , п) 
ечимга эга

yt............Уп) (t = 1. 2, ...» п) (38.2)

система берилган булсин.
К,уйидаги шартларни каноатлантирувчи дифференциал  ланувчи 

и(У\> • • ■ . Уп) функция мавжуд булсин:
1) и (ур . . . , yj > 0 ва о = 0, факат ух = ... = уп = 0 

гандагина урин ли, яъни v функция координаталар бошида цатъии 
минимумга эга\
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2) v функциянинг фазавий траектория буйлаб (яъни (38.1) 
система ечими y.(t) буйлаб) тулик дифференциали

п п

булсин.
У холда у(=0 (i = 1, 2, . . . , п) осойишталик нуцтаси Ляпу­

нов буйича тургун булади. Агар кушимча равишда координата- 
дар бошининг жуда кичик атрофида (у2 + ... + у2п > 6)

₽<оat
(бу ерда Р — узгармас катталик) булсин деб талаб цуйилса, 
y.(t) = O (i = 1, 2, . . . , п) осойишталик нуцтаси асимптотик 
тургун булади.

v функция Ляпунов функцияси дейилади.
3-мисол.  Ушбу

система ечимининг тургунлигини текширинг.
Ечиш. Куриш осонки, у1 = у2 = 0 осойишталик нуцтаси берил- 

ган системанинг ечимидир. Унинг тургунлигини ани^лаймиз.
и(У\, У2)^У2\+У2 функцияни ^араймиз. У теореманинг барча 

шартларини каноатлантиради:
1) и(У1> 1/2)>0 ва и =0, факат у1 = уг=0 булганда.
2) Фазавий траектория буйлаб:

dv   dv dMi , ди 
dt дуг dt ' ду2

= -2(£/6+у4)<0.

Бундан ташдари, координаталар бошининг атрофидан ташкарида 
М + >0 да)

— р<оdt 1

бу ерда р катталик 2(у\-\-у§ функциянинг у21 + у% — 6 доирадан 
ташцаридаги минимуми).

Демак, ух = у2 = 0 ечим асимптотик тургун.
2-изо^. Ляпунов функциясини yv .. . , уп аргументларнинг 

Квадратик формаси шаклида, яъни
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v= 2 a‘iy^i 
>. i

куринишда излаш керак.
Биринчи талаб v функция мусбат ани^ланган квадратик форма 

бу'лишини ифодалайди, яъни
ап . • °|л

«н • • апп

38.2. Осойишталик нуцталарининг турлари. Биринчи тартибли 
узгармас коэффициентли иккита чизикли тенглама системаси

dx .

— =алх-\-а.12у
(38.12)

ни тургунликка текширишни Ляпунов теоремаси асосида олиб бо- 
риш мумкин. Бироц, (38.12) системани ечиш унча кийин б\лмагани 
учун уни тургунликка бевосита текшириш хам мумкин.

Система детерминантини

(38.13)

деб фараз циламиз.
y(f)=x{t) = Q—/38.12) системанинг бошлангич шартлари ноль 

булган ечими эканини куриш осон,
Умумий ечимни топиш учун

1 6212 I =V— (ап+аи)Ы-Д — 0 (38.14)
a2i о22 XI 

характеристик тенгламанинг умумий ечимларини топишимиз керак. 
д#=0 шартдан Х = 0 (38.14) характеристик тенгламанинг илди­

зи булмаслиги келиб чикади.
1. Характеристик тенгламанинг илдизлари 7Ч ва Х2 \акикий 

ва хар хил булсин.
a = (alt а2), Р = (Pi, Р2) лар (38.12) тенглама матрицасининг мос 

^олда Ху ва Х2 илдизларга тегишли хос векторлари булсин, яъни

У холда, маълумки, (38.12) системанинг умумий ечими цуйидагича 
булади:
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х = 4- С^е1’1 1
у = С,а2ех,/ + C2^2el't j

бу ерда Ср С2 — ихтиёрий узгармаслар.
Агар Х1< 0, Х2< О булса, (38.16) дан куринишича х = у = О 

осойишталик нуктаси асимптотик тургундир.
^акплатан ^ам, масалан, t„ = 0 деб олсак, вактнинг tn пайтида 

(х0, Уо) нуктадап утувчи (38.16) ечим С, ва С2 узгармаслар ортали 
апицланади. Уларнинг цийматлари

х0 — CjOii 4- С,рр
Уо = С^СС2 -р СгРа»

тенгламалардап топилади, бу ерда а^., — а2|\ ¥= 0. Бирок, у ,\олда

(38.16)

Су Axfl 4~ ^Уо» 6?2 Dxa 4" Суо,
А, В, С, D, Е — узгармаслар. Демак,

| х (0 ( | Лх0 4- ВУо II ®1| +1 Dxa 4- Еуа || |,

|Н0/ ^|Дх04-ВУо II «г I 4-1 Dx0 4- Еу0 II ₽2|,

чунки < 0, 12< 0 булганда | eKlt | < 1, | < 1. Бу ердан хар
кандай е>0 учун шундай б >0 топиладики, унинг учун |х0|, 
| у01 < 6 булганда | х (/) [, | у (t) | < е (t > 0) тенгсизлик бажарилиши 
келиб чи^ади, яъни (0, 0) нукта Ляпунов буйича тургундир. Бундан 
ташцари e'Lt ->0 (f -+■ 4- °°) булгани учун (38.16) дан (0,0) 
нуцта асимптотик тургун эканлиги хам келиб чицади.

Агар (38.16) системадан t аргументни чицариб ташласак, хосил 
булгап у — <р (х) функция хОу системадаги харакат траекториясини 
бёради.

Вактнинг t — t0 бошланрич пайтида координаталар бошининг 6- 
атрофида етарлича катга t да координаталар бошининг е- атрофида 
ётувчи нуктасига утади ва / —■ 4* °° Да координаталар бошига ин­
ти ладп.

Бундай осойишталик нуктаси тур­
гун тугун нуктаси дейилади (60- 
шакл).

60-шзклда мазкур холга мос ке- 
лувчи траекторияларнинг жойлашиши 
тасвирланган. -* белгилар оркали ну^- 
танинг t -> 4- о° даги траекториялар 
буйича харакат йуналиши курсатил- 
ган. Биттасидан ташкари барча траек­
ториялар (0.0) нутугада умумий урин- 
мага эга. Агар |?4|<:i\| деб олин- 
са, уринманинг бурчак коэффициента 
aj/ot! га тенг булади. 
Хаьр-цатан хам, 60- шакл
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dx an (С, 04Л' + C2 0^') + aK (Ci + C2 р.2Л')
Q2i (Ci -*- C2 Pi g^~a ^4- 022 (Cj oc2 ~4~ C2 02 e(?'; ,

an (Ci ai + C- pt + «,2 (C2 a2 + C2 p2 e^~^‘
^21^1 ^22^*1 ^2 ^21 ^1 ~^22 ^2 ^2

°° ацСг «1 + «12С1 a2 aiiai + ai2a2 ^iai ai
бу ерда ссг #= 0, чунки

«22 ^1 Н- «22 ^"2 ХОС2, «11 ^1 + «Ц«*2 — A-jOCi-

Агар сс! = 0 булса, худди юцоридагига ухшаш муло.\аза юритиб, 
— -* — = 0 (Xt =/= 0) ни хосил 1(иламиз.
dy сс2

Агар Cj =0 булса, (38.16) дан битта

траекторияни хосил ^иламиз. Бу траекторияга уринма [VPi бурчак 
коэффициентига эга булади.

Шундай цилиб, Cj 0 булган траекторияларга уринмалар абсо- 
лют циймати буйича энг кичик Xj хос сонга мос келувчи a = (an a,) 
хос векторга параллелдир (аг = О булганда вектор у уц буйича 
йуналган).

Бундан ташкари, (С\ = 0 да) яна битта траектория мавжуд, чу- 
нончи у у = —х тугри чизик булиб, модули бхйича катта булган

Pi ->•
Х2 хос сонга мос р = срг, ра) хос векторга параллелдир.

Агар энди Xt > О ва Xj >0 булса, (38.16) дан куринишича 
х = у = 0 осойишталик нуцтаси тургун эмас, чунки t -* 4- 00 да 
eKit од Бундай осойишталик нуцтаси тургун булмаган 
тугун нуктаси дейилади. Бу ^ол аввалги ^олдан t ни (—t) га 
алмаштириш ортали ^осил ^илинади. Шунинг учун траектория ол­
динги куринишга эга булади, биро^ нуктанинг траектория буйича 
харакати царама- карши йуналишда булади (61-шакл).

Нихоят, агар Х2 < 0 ва Х2 > 0 (ёки аксинча Х2 > 0, Хг <0; бул­
са, осойишталик нуцтаси бу гал хам ту1>гуй булмайди, чунки 
t -+■ -)- 00 да -> 4- оо. Координаталар бошининг 6- атрофида жой­
лашган нуцталар

x = C2pi/< г/=С2р2ем
траектория буйича чексизликка кетади. Мазкур ^олда шундай бир 
траектория мавжудки, нуктанинг у буйича .уаракати t ->■ + 00 да 
координаталар боши томон йуналган булишини кайд килиб утамиз:

х = С, 04 е"'1, у =С2 а, е'1‘.
Бу траектория at у —а» х = 0 тугри чизикдан иборат. Бундай кури­
нишдаги осойишталик нуктаси эгар дейилади (62-шакл).

2. Xj ва илдизлар комплекс булсин (akl — хакиций):
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61 - шакл

о

62- шакл

(38.17)

— Р iq, \ — Р — ip (Q О).
(38.2) системанинг умумий ечимини (38.16) куринишда ёзиш мум­

кин, бу ерда а ва р = а = (ап а2) векторларнинг координаталари 
энди комплекс булади.

Бу ечимнинг ^ацикий ва мав^ум кисмлари хам системанинг 
ечими булади. Шунинг учун (38.12) системанинг умумий ечимини 
бу ечимларнинг чизицли комбинацияси к^ринишида ёзиш мумкин:

х — ept (Cj cos qt + Сг sin qt), 
у = ept (a cos qt + b sin qt),

бу ерда CL ва Сг—ихтиёрий узгармаслар, а ва b—бу узгармаслар- 
нинг цандайдир чизикли комбинациялари:

а — kC\ + 1С2, b = тС1 + пС3. 
Айтилганларни мисол ёрдамида тушунтирамиз.

4-мисол. Ушбу системанинг умумий ечимини топинг:

х=х — у
у =2х — у

Ечиш. Характеристик тенгламаси:

1 j | = 0 ёки X2 + 1 =0.

Унинг илдизлари: = i, Х2 = — i.
а ва р векторларнинг координаталарини

(1-004-0, = 0, (l-H)Pi-fc=0

тенгликлардан топамиз, яъни 04 = 1, а, = 1 — Pi = 1> Р, = 1 + » 
деб олиш мумкин.

У ^олда
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x —'a, e* — cos t 4- i sin t,
у = ou e" = (1 — i) (cost 4- i sin t) = (cos t 4- sin t) + i (sin t — cos t) — 

системанинг ечими булади.
Бу ечимнинг .\а^икий ва мавхум кисмлари ,\ам системанинг 

ечимлари булади, шу билан бирга улар чизикли эркли булади. Шу- 
нинг учун уларнинг чизикли комбинацияси системамизнинг умумий 
ечимини беради:

х = С\ cos t + Cs sin t,
у = C, (cos t + sin t) 4- C, (sin t — cos t) =

— (Cx — C2) cos 14- (C, 4- C2) sin t.
Шундай килиб, мазкур холда:

а — Су—С2, b — Cj-j-Q.
р = 0да (38.17) траекториялар турли С,, С2 лар учун кавсларда- 

ги купайтувчиларнинг даврийлиги сабабли ёпи^эгри чизшулар—мар- 
кази (0, 0) нуктада булган эллипслардан иборат булади (63-шакл). Бу 
пуцта маркиз деб аталади. р=0 да асимптотик тур- 
гунлик йук — (х (/), у (/)) нукта курсатилган ои- 
ла эллипсларинипг бири буйича уни чексиз сон 
марта айланиб \аракат.1анади. У / -» 4-оо да \еч 
кандай лимитга интилмаслиги равшан. Иккинчи 
томондан, р = 0 да (0, 0) осойишталик нуцтаси 
Ляпунов буйича тургуидир. Бу тасдицни юцори- 
да каралган 4-мисол ёрдамида текширамиз. Бу 
мисолда системанинг tu — 0 пайтда (х0, у„) нукта 
орцали утувчи ечимини топамиз. Равшанки,

хи Су, Уо ~ с, С2, 
дсмак, С1=х0, С2=х — уа ва ечим куйидаги 
курннишга эга булади:

х (/) = х„ cos 14- (х0 —у0) sin t,
У (t) = Уо cos t 4- (2 x0 — y0) sin t.

Сунгра цуйидагига эгамиз:
1*0/ < k0| + |x0| 4- li/ol = 2 |x0| 4- |y0|, 

ly 01 < koi + 2 koi + koi = 2 koi 4- 2 j«/0|.
e > 0 оламиз ва б = e/4 булсин. У ^олда, равшанки, 
|у0| <6 булса, у \олда барча t лар учун:

агар |х0|,

1*01 <2-^ 4-v<e-
4 4

k0|<2-^-4-2^-=e.
4 4

Осойишталик пуктасининг Ляпунов буйича тургунлигини исбот кил- 
дик.
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(38.17) дан куриниб турибдики, р<0 булганда (х, у) нукта 
t 4- оо да тургун фокус деб аталувчи х = 0, у = 0 ноль нукта- 
га интилади. е й» — 0 + оо) купайтувчининг иштироки ёпиц
эГри; чизикларни /->+оо да координаталар бошига асимптотик 
якинлашувчи спиралларга айлантиради (64-шакл).

‘ = /0' да координаталар бошининг ихтиёрий 6 атрофида жой-
дашган нукталар етарлича катта t лапда (0, 0) нуцтанинг берилган 
е-атрофига тушадилар.

Фокусга интилувчи траекториялар уларга утказилган уринмалар 
t -|- оо да хеч цандай лимитга интилмасликлари каби хоссага эга- 
дирлар. Фокус тугундан шуниси билан фарцланади.

р с 0 булган холда х = у=0 нуцта асимптотик тургун.
Агар ва илдизларнинг хакикий кисми р мусбат булса, бу 

хол t ни (—t) га алмаштиришда олдинги цолга утади. Бинобарин, 
[ траекториялар 64-шаклдаги куринишларини саклаб цоладилар, фа- 

цат нукта харакати царама-царши йуналишда булади.
/-►+00 да оо булгани сабабли вактнинг бошлан-

| бич пайтида координаталар бошининг атрофида жойлашган нукталар 
f кейинчалик чексизликка кетади. Бундай нукта тургун фокус номи 
I билап юритилади (65-шакл).

3. Xj, Х2 илдизлар бир-бирига тенг булсин (лх =Ха, akl — хаци- 
j ций!) У холда улар хацикий булиб, (38.2) системанинг умумий 

ечими

Х = (Л+В/)М 
y = (C + DZ)eM) (38.18)
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куринииода булади, бу ерда А, В, С, D лар узгармаслар булиб, улар 
узаро иккита чизикли тенглама ёрдамида богланган. Бу тенглама­
ларни х ва у функцияларни системага ^уйиб, сунгра е^' купай- 
тувчига цискартириб ^осил цилиш мумкин.

Агар Х]<0 булса, /->4-00 да eV ->0, /е\'-> О ва 
демак, х = 0, у = 0 сокинлик нуцтаси асимптотик тургундир. Уни 
тургун тугун дейилади (1-6 даги каби).

Агар > О булса, х = 0, у = 0 нуцта тургун эмас ва у тургун 
булмаган тугун дейилади.

3-изо^.  Агар Д=0 булса, (38.14) характеристик тенглама 
Xj=O ва X., =а11+а2, илдизларга эга булади. Х2^0 булсин. У хол- 
да (38.2) системанинг умумий ечими цуйидагича ёзилади:

х = 04 Сг р, е 2,
г/ = С1аг+С2р2еЧ

бу ерда С\, Сг — ихтиёрий узгармаслар ва ап ах 4-alt а2 = О, 
— Я22Р1 +^]2p2 =0. t параметрни йукотиб, цуйидаги параллел тугри 
чизиклар оиласини хосил киламиз:

У ~ а2 = (х — Cj aj.
Pl

Агар Xj < 0 булса, у холда t 4- °° да хар бир траекторияда 
(параллел нурларнинг бирида) нуцталар ту траекторияда ётувчи 
х = С1 ах у = Cj а, = — xj осойишталик нуцтасига яцинлашади 

(66- чизма).
(0,0) ну^та у = х т\три

«1
чизицнинг исталган нуцтаси каби

Х2 < О да Ляпунов буйича тур­
гун, лекин асимптотик тургун 
эмас.

Агар X, > О булса, сокинлик 
нуктаси тургун эмас. Агар Хх = 
= X, = О "булса, икки х.ол були- 
ши мумкин:

а) (38.12) системанинг умумий 
ечими х = Cj, у =Сг куринишга 
эга. Бу холда х = у = 0 осойиш­
талик нуктаси Ляпунов буйича 
тургун, бироц асимптотик тургун 
эмас. Мазкур ваз чят А матрица 
ноль булганда: ах1 = а22 =Ом = 
= Ол = 0 да содир булишини кайд 
киламиз. Бу ^олда (х, у} текис- 

ну^талари булиб, Ляпунов 
66- шакл

ликнинг барча нуцталари осойишталик 
буйича тургун булади.

б) (38.12) системанинг умумий ечими

х — Сх 4- CJ., у =a+bt
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куринишга эга. х — у = О осойишталик нуктаси тургун эмас.
Бу холда а22 = —аи, а12ап<0.
5- ми со л. Ушбу системанинг осойишталик нукталари тавсифи- 

ни ани^ланг:
х = — х + ау,
У=-2у.

Ечиш. Характеристик тенгламани тузамиз:

I— I — Q I  лО — 2—х|

Илдизлари: X, = — 1, Х2 = —2. Демак, х = у = 0 осойишталик 
нуцтаси тургун тугундан иборат.

6- ми со л. Ушбу
X = х — у,
у = 2х + 3у

система кандай турдаги осойишталик нуцтасига эга?
Ечиш. Характеристик

тенглама Xj = 2 Ч-1, Х2 = 2—i комплекс илдизларга эга. Бу цуш- 
ма илдизларнинг ха^икий кисми мусбат, шунинг учун х = г/ = О 
осойишталик нуктаси тургун булмаган тугундир.

4-изо^.  Агар система коэффициеитларидан тузилган А матрица 
симметрии булса, бизга маълумки, характеристик тенглама факаг 
хаки^ий илдизларга эга булади. Бундан ташкари

ЯцО-ц = XjX2
эканлиги хам маълум.

Симметрии матрица эллиптик, гиперболик ёки параболик турда­
ги квадратик формани пайдо килгани учун бундай холларда диффе­
ренциал тенгламалар системасини хам мос холда цуйидагича атай- 
миз:

агар ана22 — а22 = XtX2 > 0 булса— эллиптик,
агар апа22—af2 = Х1Х2<0 булса — гиперболик,
агар апа22 — а22 = Х^ = 0 булса — параболик.
Юкорида айтилганлардан равшанки, агар (38.12) система эллип­

тик булса, осойишталик нуктаси X, < О, Х2 < 0 булганда, тургун ту­
гун булади. Бу аи < 0, < 0 булганда мумкиндир.

Агар Xj > О, > 0 булса, осойишталик нуктаси тургун булма­
ган тугун булади (ап>0, аг2>0).

Эллиптик хрлда ап ва а,2 сонлар бир хил ишорали булишини 
айтиб утамиз.

Агар (38.12) система гиперболик булса, аца22—а22<0 осойиш­
талик нуктаси хар доим тургун булмайди (эгар). Агар (38.12)
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система параболик булса, осойишталик нуктаси Х2 = ап 4- аг2 < О 
булганда тургун, Х2=а11+а52>0 булганда эса тургун эмас.

7-ми со л. куйидаги системаларнинг осойишталик нукталари 
тавсифини ани^ланг:

а) х = —Зх + 2у, б) х = х-\-2у, в) х = х~УЗ у,
у = 2х — 5у; у = 2х + 3у; у = КЗ х + у.

Ечиш. Барча мисолларда А матрица симметрии, апа.:1—а212 = 
= 11 >0 булгани учун а) система эллиптик. ап = —3< 0, =
= —5<0 булгани учун осойишталик нуцтаси тургун тугун. апа22— 
— д2 = — 1 < 0 булгани учун б) система гиперболик. Осойишта­
лик нуктаси — эгар. апо.2 — G]2 = 0 булгани учун в) система пара­
болик. aJt+<?22 = 4 > 0, демак, осойишталик нуктаси тургун эмас.

5- и з о к. Узгармас коэффициентли п > 1 та тенгламадан иборат 
чизицли бир жинсли

dui
=ailyl + . ■ ■ +а1пуп 

~ап\Уг + • • • -т-а,тУп

система характеристик генгламасининг барча илдизлари манфий ха- 
киций цисмларга эга булса, бу система учун осойишталик нуктаси 
олдиндан Ляпунов буйича тургун (асимптотик тургун) булишини 
(п = 2 \ол учун булганидек) исбот килиш мумкин.

Системанинг характеристик тенгламасининг барча илдизлари ман­
фий ^акикий цисмларга эга булишининг шартлари куйидаги Раус— 
Гурвиц теоремасида келтирилган.

4-теорема (Раус — Гурвиц теоремаси). п-тартибли цакиций 
коэффициентли

аох 4~ ctiX 4* сих . -j- Gs == 0
тенгламанинг барча илдизлари манфий хакикий цисмга 
ши учун куйидаги 

эга б$ли-

a2s— 1 a2s-2

детерминантларнинг барчаси мусбат булиши зарур ва етарли- 
дир. Бунда i > s булса, а. = 0.

8-масала.  Уатт регулятори узунликлари I га тенг ва О 
нукдада шарнирли бириктирилган ОА ва ОВ стерженлардан
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67- шакл
ташкил топган булиб, бу стерженларнинг учига т массали 
шарчалар бириктирилган (67-а шакл). Вертикал уц буйича сирпана 
оладиган С муфта СЕ ва CD стерженлар воситасида шарлар урна- 
тилган стерженларга шарпирлар билан бириктирилган. Шарлар мод- 
дий нукталар деб каралсин. Бурчак тезлик ортган сари шарлар бир- 
биридан кочади ва С муфта юкорига кутарилади, бурчак тезлик 
камайса, шарлар бир- бирига якинлашади ва С муфта пастга тушади.

Муфта ва стерженларнинг огирлигини эътиборга олмай регуля­
тор ^аракатининг тургунлигини ани^ланг. Айланувчи кисмларнинг 
(шарлар бу хисобга кирмайди) вертикал укца нисбатан инерция мо- 
менти /„ га тенг.

% бурчак билан аии^ланадиган асосий харакатдан регуляторни 
Ф бурчакка огиши натижасида хрсил буладиган тикловчи момент

Mz = —й(<р —ф0)
га тенг. Бунда k — узгармас мусбат коэффициент.

Е ч и ш. Регуляторнинг эркинлик даражаси иккига тенг. Умум- 
лашган координаталар учун ОС ук атрофида айланиш бурчаги р ва 
О А, О В стерженларнинг О АВ текисликка перпендикуляр горизонтал 
ук атрофидаги айланиш бурчаги <р ни оламиз. Регулятор узгармас 
Р=ш0 бурчак тезлик билан айланганда <р0 бурчакни аниклаймиз. Бу- 
нинг учун шарларнинг нисбий мувозанатини текшириш кифоя (67-6 
шакл). Шарларга таъсир этувчи огирлик кучи P(P=mg] ва реакция 
кучи N наторига нормал инерция кучи Фл (Фп = mlwfy sincp0 ни куш- 
сак, бундай кучлар системасини мувозанатда деб карат мумкин.

Бу кучларни N га перпендикуляр укка проекцияласак,
Фпсоэф0- mg sin ф0 == О 

ёки Фл нинг кийматипи куйсак,

ml а>?0 sin ф0 cos ф0 — mg sin ф0 — О
Бундан

(38.19)
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Шундай килиб, регулятор ОС ук атрофида берилган соо бурчак 
тезлик билан айланса, у х,олда ОА ва ОВ стерженлар вертикалга 
Фо бурчак остида орган ^олда харакатланади.

Системанинг харакат дифференциал тенгламасини тузиш учун 
Лагранжнинг иккинчи тур тенгламаларидан фойдаланамиз.

Умумлашган кучларни ^исоблаймиз. Регуляторга шарларнинг 
орирлик кучлари ва Mz тикловчи момент таъсир этади.

Шарлар орирлик кучларининг потенциал энергияси ихтиёрий 
узгармасларгача аниклик билан

П = — 2 mgl cos <p
формула ёрдамида аникланади. Шу сабабли шарларнинг огирлик 
кучларига мос булган умумлашган куч манфий ишора билан 
олинган потенциал энергиянинг ф буйича хусусий хосиласига тенг 
булади:

<2ф = —-^- = —2mg/sii^. (38.20)
* <5<р

Тикловчи /И2 моментга мос умумлашган кучни Q(i билан белгила- 
сак, ни элементар иш ифодасидаги 6Р> мумкин булган кучиш 
олдидаги коэффициентга тенг деб караш мумкин:

6ЛХ = М26р.
Бинобарин,

Qp=Afz = -й(Ф-Ф0). (38.21)

Системанинг кинетик энергиясини хисоблаймиз:

7’ = 7(/1Ра + /,Ф2)-
Бунда 7, регулятор айланувчи кисмларининг (шарлар бу хисобга 
кирмайди) z укца нисбатан инерция моменти /0 билан ф бурчакка 
борлик шарларнинг z уц^а нисбатан инерция моментлари йигинди- 
сига тенг:

7j = 70 + 2 ml'2 sin2 ф
Шарларнинг х ук^а нисбатан инерция -моменти

/2 = 2 ml2.
Шундай килиб, системанинг кинетик энергияси умумлашган коор- 
динаталар оркали цуйидагича ифодаланади:

Т — — [(/0 + 2 ml2 sin2 ф) р2 + 2 ml'2 ф2].

Берилган система учун
d дТ
dt ар
d дТ
dl Зф

(38.22)
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F
куринишдаги Лагранжнинг II тур тенгламаларини тузиш учун зарур 
булган кинетик энергиянинг ^осилаларини ^исоблаймиз:

(38.23)

(38.20), (38.21) ва (38.23) ни (38.22) га цуйсак,

4 m/2 sin ф cos ф ф р + (/„ + 2 ml2 sin2 Ф) 0 = — k (ф — ф0), 
2 ml2 ф — 2 ml2 sin ф cos ф р2 = —‘Itngl sin ф.

(38.24)

Системанинг (38.18) асосий харакат атрофидаги кичик тебранишла- 
рини караймиз. Бунинг учун цуйидаги алмаштиришни киритамиз:

ф = Фо + х, р = Ро 4- у = сои + у ■ (38.25)
Бунда х ва у лар ф ва р узгарувчиларнинг кичик орттирмаларини 
ифодалайди. (38.25) ни (38.24) га киритиб, куйидаги тенгламаларни 
оламиз:

4 тР sin (ф0 4 х) cos (ф0 + х) х (соо 4- у) 41

4- [/0 4 2тР sin2 (ф0 4- х)] у = — kx,
х—(р0 4-1/)2 sin (2 ф0 4 2 х) 4-

+ sin (ф0 4 х) = 0.

(38.26)

Асосий харакат атрофидаги кичик харакатларни текшириш учун 
барча хддларни биринчи тартибли кичик ми^доргача аниклик билан 
хисоблаймиз. Бунинг учун sin х « х, cos х « 1 деб фараз киламиз. 
Натижада (38.26) ни куйидагича ёзиш мумкин:

(/0 + 2 ml2 sin2 ф0)у 4- 2 mt2 sin2 ф0 • р0х+ kx = 0, 
х—р0 sin 2ф0//4 (у cos Фо — Р2 cos 2 ф0) х = 0. (38.27)

Шундай килиб, системанинг асосий ^аракати атрофидаги кичик ха- 
ракатлари учун (38.27) куринишидаги иккита узгармас коэффициент- 
ли чизикли дифференциал тенгламалар системасини оламиз. Улар- 
нинг ечимини

х = С^'1, у = Сге*

куринищда излаймиз. Бунда С\, С, лар узгармас микдорлар. У хол­
да (38.27) га мос характеристик тенглама
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(38.28)

куринишда ёзилади. Бунда

«о = +sin2fo. «1=0,2 ml“

«* = ₽оФо(1 +2cos2<₽o+-7^77),

«з = -^-p0sin2<p0

белгилашларни киритсак, а0 X3 + а« X + «з — 0 тенглама ^осил була­
ди. Бу характеристик тенглама илдизларининг ха^икий цисми манфин 
булишини ифодаловчи Раус — Гурвиц шартлапи

=0^ —а0а3 >0,

«1 «о
а3 аг
О О

О

«I
«з

= «3(«i«2 — а3а6) >0

куринишида ёзилади. Курилаётган холда аа >0, а2 > 0, а3 > О, 
«1=0 булгани учун Раус — Гурвиц шартлари цаноатланмайди, би- 
нобарин, регуляторнинг харакати туррун булмайди.

39-§. Х,аракатни оптимал бошкариш ха л да умумий тушунча

Техникада объектларнинг харакатипи бошкариш ва бошкаришнинг 
энг яхши усулини танлаш алохида а^амиятга эга. ^озирги кунда 
бош^ариладиган объектлар деярли хар кадамда учрайди; автомобиль, 
самолёт, регуляторлар билан жихозланган турли электр асбоблари 
ана шулар жумласидандир.

Бошкарилувчи объектни бир ^олатдан бошца ^олатга турлича 
усулларда утказиш мумкин. Бундай холларда энг кулай йул билан 
утишни аницлашга олиб келадиган оптимал бошцариш масаласига 
дуч келинади.

Механик система нукталарига таъсир этувчи баъзи кучлар воси- 
тасида содир буладиган харакатлар бошкарувчи — одам (ёки авто­
матик цурилмалар) воситасида бош^арилиши мумкин. Масалан, само- 
лётнинг даракатини учувчи ёки автопилот воситасида бошкариш 
мумкин. Техникада учрайдиган бундай масалалар бошкариш функ­
циям цатнашадиган масалалар дейилади. Агар бошкариш функ- 
цияси ва таъсир этувчи кучлар маълум булса, у холда харакатни 
бошкариш берилган объектнинг мазкур кучлар таъсиридаги харака- 
тини анидлашга дойр оддий масалага келтирилади.
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V Бошкаришнинг (харакатнинг) оптималлиги олдиндан белгиланган 
! сифат белгисига караб аникланади. Масалан, икки пункт орасида 

учадиган самолётнинг энг циска вактда манзилга етишини бошка­
риш масаласида сифат мсзони учишга сарф булган вацт, максимал 
юк ташиш масаласида эса сифат мезони ташилган юкнинг огирли- 
ги билан ифодаланади Купинча механик системанинг харакат диф­
ференциал тенгламалари

= /(х1( хг, . . . Хп, uv и,, . . . , uj, (j = 1, 2, . . . п) (39.1) 

ёки
^=/(х,«) (39.2)

куринишдаги тенгламалар системасини та.ушл килишга келтирилади. 
Бунда xlt хг, . . . , хп лар системанинг берилган ондаги холати, х;. 
тезлигини ифодаловчи микдорлар, uv и2........... ик лар эса бошца-
риш параметрларини ифодалайди. Масалан, тугри чизицли харакат- 
даги автомобилнинг харакатини унинг босиб утган нули s ва хара­
кат тезлиги v билан характерлаш мумкин. Бу катталиклар вактнинг 
функцияси сифатида узгаради ва улар двигателнинг тортиш кучи 
F ни цайдовчи томондап узгартириш оркали бошцарилади. Бу маса- 
лада F бошцарувчи параметрни ифодалайди.

Одатда, бошкариш и1( и.2, ... , ик параметрлари ихтиёрий бул- 
май, уларга маълум шартлар куйилади. Масалан, и — автомо­
биль двигателининг тортиш кучи булса, и параметр 0 < и < 
куринишдаги шартни цаноатлантириши керак.

Бошлангич t — t0 пайтда система х0 холатда булиб, t = пайт- 
да уни xt холатга олиб келиш талаб килинса, бошцариш масаласи

=/ [х, и (ЭД
at

дифференциал тенгламаларни ушбу 
х(/0)=х0, х(/1)=х1

чегаравий шартларда ечимга эга буладиган «(/) бошкариш функ- 
циясини танлашга келтирилади. Бу масаланинг ечими х(/) булса, 
бошкаришнинг сифат мезони

/ = Ро[^(П, (39.3)

формула буйича цисобланади.
Харакат дифференциал тенгламалари (39.1) ёки (39.2) тепглама- 

лар билан ифодаланадиган, механик системанинг царакатини опти- 
мал бошцариш масаласи (39.3) функционалнинг мумкин булган энг 
кичик цийматини аниклашга келтирилади.

Мисол тарикасида холати иккинчи тартибли

х —f(x, х, и) (39.4) 
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дифференциал тенглама билан тавсифланадиган объектнинг харака- 
тнни бошцариш масаласининг ^уйилишини келтирамиз.

(39.4) да и — бошкарувчи уакикий параметр булиб, у
— К и < 1 ’ (39.5)

шартларга буйсунади.
х = х, х = х фазавий координаталарда (39.4) тенглама цуйидаги 

нормал система куринишида ёзилади:

х = У . (39.6)
y=f(x, у, и).

f функцияга баъзи чеклашлар ^уямиз, чунончи бу функция 
барча аргументлари буйича узлуксиз дифференциалланувчи ва ушбу 
тенгсизликларни каноатлантиради деб фараз кртламиз:

/(*, У, +l)>0, f(x, у, — 1)<0, барча х, у лар учун (39.7)
— Х' У’<;) = 0, д/ (х’ у’ > 0, барча х, у, и лар учун (39.8) 

ди дх

(39.4) бошцариладиган объект учун берилган бошланрич ^олатдан 
ноль тезликли х = 0 нуктага энг тез тушиш масаласини цараймиз, 
бошцача айтганда, (39.6) объект учун координаталар бошига тушиш 
масаласини караймиз.

Барча {ууйилган шартларни каноатлантирадиган чизи^ли объект 
сифатида х = и тенглама билан тавсифланадиган объектни курса- 
тиш мумкин. Бу чизицли объектдан «кам фаркланадиган» ночизикли 
объектлар хам юкорида цуйилган шартларни каноатлантиради.

К^йилган масалага олиб келадиган ушбу «квазиамалий» масала- 
ни курсатиш мумкин. Ер атрофида доиравий орбита буйлаб хара- 
катланаётган космик станцияда уалокат ^олати юз беради ва тез 
ёрдам бериш талаб ^илинади.

Ёрдам бериш учун Ердан ракета кутарилиб, у станция томон- 
т\три чизикли ^аракатланмокда (станциянинг кучишини хисобга ол- 
ган холда, 68-шакл). Айтайлик, бу гугри чизицда санок боши х = 0 
сифатида ракетанинг станция билан мулжалланаётган учрашиш нук- 
тасини олиб, координаталар киритамиз. У холда ракетанинг харакат 
тенгламаси (агар ракета массасининг ёцилга ёниш хисобига узгари- 
шини хисобга олинмаса)

тх = <р(х, u)+ —k -
(*+')* 

куринишда ёзилади, бу ерда унг томондаги биринчи цушилувчи — 
тортиш кучи, иккинчи цушилувчи эса Ернинг тортиш кучи (г — стан- 
циядан Ер марказигача булган масофа). (39.7) шартларнинг бажа- 
рилиши мутлако табиийдир. и = + 1 да («тула олра») унг томон 
f мусбат, и = — 1 да эса (тормозлаш двигателларининг ишга туши- 
рилиши) эса манфий.
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(39.8) даги биринчи тенгсизликнинг х > — г да (яъни ракета 
нинг харакат зонасида) бажарилиши х,ам худди шундай табиийдир, 
бу бевосита текширилади. Шундай килиб, (39.7), (39.8) шартлар 
бажарилади, улар ракета станцияга етиб келиб, Ерга кайтиш пай- 
тида хам худди шундай бажарилади (69-шакл).

—-7. Коемик 4 
СТДИЧ-ИЯ \

• \ 
\

69- шакл
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Б. АМАЛИЙ МАШБУЛОТЛАР

1-§. Узгарувчилари ажраладиган дифференциал
тенгламалар

Узгарувчилар» ажраладиган дифференциал тенгламаларга дойр 
бир нечта мисол курайлик.

. dy 11-мисо л. — = — тенгламани ечинг.
dx х

Ечиш. Тенгламанинг унг томони (—оо, 0) ва (0, оо) очи:\ 
орали^ларда узлуксиз. Биринчи интеграл учун х0 > 0 да цуйидаги- 
га эга буламиз:

У = (- = 1п —+ {/о-
J X хь
ха

Бу ечим 0 < х < оо оралиедаги барча х ларда аникланган. 
— оо < х < 0 оралик учун х„ <0 бошланрич цийматда куйидаги 
ечимни хосил киламиз:

У = ( —+Уо = In |х| — In |х„\ + Уо ■= In — +у0
X

2-мисо л. (—) —х = 0 тенгламани ечинг.
\dx)

Ечиш. Хосилага нисбатан ечиб, куйидаги иккита тенгламани
^осил циламиз:

? = + Г7 У’ = -/7,
ах ах

з з
2 — 2 —

Бу тенгламаларни интеграллаймиз: у=-\—х2 +С, у=---- -  х2 +
3 ’ 3

з
2 —’+ С. Биринчи тенглама у — + — х2 ярим кубик параболанинг бит-
3

та тарморидан у уэда нисбатан параллел кучириш билан хосил бу- 
ладиган ярим кубик параболаларнинг кутарилиб борувчи оиласи 
(битта параметр) ни аниклайди (70- а шакл); шунга ухшаш, иккин­
чи тенглама пасайиб борувчи тармо^лар оиласини аниклайди (70-6 
шакл).

Равшанки, х>0, — оо < у < + оо ярим текисликнинг ^ар бир 
нуцтаси оркали х,ар бир тенгламанинг битта ва фа^ат битта интег­
рал эгри чизиги утади.
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3-мисо л. — = у- тенгламани 
dx

Агарда биз берилган тенгламани 
унг томонлари бир ^ийматли булган 
иккита тенгламага ажратмаганимизда 
эди, у холда тула ярим кубик пара- 
болалар оиласини \осил ^илган булар 
эдик, бирок бу \олда царалаётган со- 
ханинг ^ар бир нуцтаси ортали иккига- 
дан эгри чизиц утган булар эди (70- в 
шакл).

ечинг.
Ечиш. К,уйидагига эгамиз: 

ёки буни интеграллаб,

ни х,осил циламиз. Бу умумий ечимдир, бундан ташцари у = 0 ху­
сусий ечим уам мавжуд. Уни умумий ечимнинг алмаштирилган 
шакли у =-------- —-------- дан \осил килиш мумкин, бирок, у0 = 0

I — Уо(х~ *о)
да оралиц ^исоблашлар цонуний бул.маслигини куриш осон. Агар 
умумий ечимни х=----- -  +С, у = — —-— куринишда олсак ^ам

У х+С
у = 0 хусусий ечим бу умумий ечимдан С нинг хеч бир кийматида 
^осил булмайди.
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4-мисол.  х(у-—\)dx-\-y(x1 — 1) dy =0 тенгламани ечинг.
Ечиш. Узгарувчиларни ажратамиз, бунинг учун тенгламанинг 

иккала томонини (у2— 1)(х2—1) га буламиз:
xdx ydy

х2 -1 i/* - 1
Иккита дифференциал йигиндисини интеграллаймиз:

In | х2 — 11 + In | у2 — 11 — In | C |
ёки потенцирласак,

(x2-l)(z/2-I) = C.

Умумий интеграл билан ифодаланадиган эгри чизиклар оиласи­
нинг умумий куриниши 71-шаклда курсатилган. Хусусан, С = 0 да 
ушбу 4 та тугри чизицни ^осил киламиз: х = ± 1, у = ± 1 (х — 
= ± 1 ва у = ± 1 кийматлар узгарувчилар ажратилганидан кейин 
махражларни нолга айлантиради); улар квадратурадан хосил булиши 
мумкин эмас эди, чунки унда In | С | интеграл узгармаси з^осил бу- 
лар эди, демак, С#=0.

5-мисо л. Идишдан суюцликнинг окиб чициши. Гидравликада 
сувнинг эркин сиртидан h чу^урликда жойлашган тешикдан сувнинг 
v тезлик билан оциб чициш ^онунн

v = 0,6 У 2gh см/с

формула билан бернлиши келтириб чи^арилади, бу ерда g—огир- 
лик кучи тезланиши.

Баландлиги 10 см, учидаги бурчаги а =60° булган ва сув би­
лан тулдирилган конус воронка берилган. Унинг пастида юзи 0,5 см2
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булган тешик булсин (72- шакл). Сувиинг 
окиб чикиш тезлиги топилсин.

Ечиш. Изланаётган функция вацт- 
нинг исталган t пайтида сувнинг баланд- 
лигидан иборат. Сувнинг оциб чикиш 
тезлиги v з^амма вакт h билан биргалик- 
да узгариб боради. Бирок, агар чексиз 
кичик ва1\Т оралиги dt олинса, у холда 
у ни узгармас деб хисоблаш мумкин (биз 
д/ 0 да га нисбатан юцори тартиб­
ли кичик микдорларни ташлаб юбора- 
миз). Вацтнинг t дан t -f- dt гача орали- 
гида окиб чицадиган сувнинг цажмини 
икки усул билан цисоблаймиз. Бир то- 
мондан, тешик ортали асоси 0,5 см2 ва баландлиги vdt булган ци­
линдр цажмидаги сув окиб чикади; унинг учун изланаётган цажм 
бундай булади:

— dV = — 0,5ud/ = — 0,3 V2gh dt.
Иккинчи томондан, сувнинг окиб кетиши сабабли h баландлик 

dh манфий орттирма хосил килади, оциб чицкан сув цажмининг 
дифференциали бундай ифодаланади:

— d.V = nr2dh = л (Atg 30°)2 dh = - h2dh. 3
— dV учун топилган иккала ифодани тенглаб, h ва t ни богловчи 
цуйидаги дифференциал тенгламани хосил киламиз:

Бу тенгламага t эркли узгарувчи ошкор кирмайди. Узгарувчиларни

— A’dA = — 0,3/2g A2 dt.
3

2 — 5
—-^=-- — h2 + С«—0.0314А2 +С.
0,9V2g 5

ажратамиз:
3

dt- - * A2 dh.
0,9/2^

С ихтиёрий узгармас бошлангич шартлардан аницланади: t = 0 да 
h = 10 га эгамиз, бу ердан С ~ 0,0314 • IO5/2 ва изланаётган хусу­
сий ечим бундай булади (/ га нисбатан ечилган):

5 5

/ 0,0314 (10 2 — А2).
Сувнинг идишдан тула окиб чикиб кетиш вацти ни А = 0 шарт- 
дан топиш мумкин:

=0,0314-105/2» 16 с.
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6-ми со л. Агар пулат арцон (канат) осма куприкнинг учлари- 
дан /7=5 м баландликда, уртасидап эса h — 4 м баландликда 
жойлашган булса, у кандай эгри чизик буйлаб осилиб ту ради (куп­
рикнинг узунлиги 2/ = 20 м)?

Ечиш. Пулат аркой текислигида куприкнинг буйлама кесими 
буйлаб х уцни утказамиз, у укни эса пулат аркоинннг уртаси орта­
ли вертикал утказамиз (73-шакл).

У

н

л
Q

h<

3

JJI
' т

■ н

-------------- 5 В| 7
------------—V----------------------

73- шакл

Пулат арцоннинг АВ кисми цуйидаги учта куч таъсири остида 
мувозанатда булади: А нутутадаги тарапглик кучи Q, В ну^тада пу­
лат аркон буйлаб йуналгап таранглик кучи ва куприкнинг А ва В 
орасидаги цисмининг огирлиги. Куприкнинг огирлигига нисбатан пу­
лат арцоннинг огирлиги жуда кичик булганлиги учун уни хисобга 
олмаслик мумкин.

Куприкнинг О ва Вх орасидаги цисмининг огирлиги Р узунлик 
х га пропорционал: Р = kx.

Бу кучлар узаро мувозанатда булганлиги учун улар проекция- 
ларипинг

Qx = —Q, Тх — Т cos ф.

Qy - 0, Ру —Р = — kx, Ту=Т sin ф.

алгебраик йигиндиси нолга тенг булиши лозим. Бу ташкил этувчи- 
ларни кушиб, куйидагини хосил ^иламиз:

Т cos ф — Q = 0, |
Т sin ф — kx = 0 I

ёки
Т cos ф = Q, 1
Т sin ф = kx, )

Иккинчи тенгламани биринчи тенгламага булсак,
* ktg ф = -*•
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Бироц tg <р — булганлиги учун бу ердан осилиш чизиби диффе­

ренциал тенгламасини ^осил циламиз:

(1.1)

(1.1) тенгламани ечиб,

(1-2)

умумий ечимни хосил ^иламиз. Бошлангич шартлар:

1) х = 0 да у = h = 4.
2) х = ± I да у — Н =5.

Бундан

ва

Топилган узгармасларни (1.2) умумий ечимга куйиб, эгри чизикнипг 
изланаётган ^уйидаги тенгламасини хосил циламиз:

ёки

Бу учи (0; 4) нуктада булган параболадир.

/- дарсхона топшириклари.
Тенгламаларни ечинг:

1. sec2 х tg у dx 4- sec2 у tg xdy = 0.
Ж: tg x-tg z/ = C.

2. У i — x2 dy + У1 — у2 dx = 0.
Ж: arc sin x + arc sin у = C.

3. у (1 + ex) dy — ex dx = 0.
Ж: У'— 2 In (1 +ex) = C.

4. (1 — У) dx + xdy = 0.
Ж: x —(1 — z/)-C = O.

5. Радийнинг парчаланиш цонуни куйидагидан иборат: парчала- 
ниш тезлиги радийнинг мавжуд микдори R га пропорционал. R нинг 
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t га богликлигини топинг. Дифференциал тенглама тузиб, 1600 йил- 
дан кейин радийнинг бошланрич миадоридан ярми цолади деган 
тажриба маълумотларидан пропорциоиаллик коэффициентини аник- 
ланг.

Ж: R = Rae~°’000433 t; вацт йил хисобида.

/- мустацил иш топилири^лари
Тенгламаларни ечинг:

1. х УЛ+ц1 + у У1 + х- • = 0.
dx

Ж: У 1 +у1 + У1 +х2 = С.
2. sin2 xdy + sin2 ydx = 0.

Ж: ctg x + ctg y=C.
3. dy — cos (x + y) dx — 0.
Ж: x + C=tg^.

4. y' cos2 x— 5 У1 — у* =0.
Ж: у = sin (5 tg х + С).

5. Шундай эгри чизикларни топингки, улар учун абсциссалар 
уци, эгри чизикнинг абсциссалар уци билан кесишиш ну^тасидан 
узгарувчи ординатагача бУлгаи ёйи ва бу ордината билан чегаралан- 
ган юзи ордината узунлигининг л-даражасига (п > 1) пропорционал 
булсин. Ихтиёрий узгармас кандай геометрик маънога эга?

Ж: у = k(x—х0)л_| , k — маълум катталик; хп — абсциссалар 
уки билан кесишиш нуцтаси (ихтиёрий узгармас).

2-§.  Бир жинсли дифференциал тенгламалар
Аввало бир жинсли дифференциал тенгламаларни ечишга мисол- 

лар келтирайлик.
1-мне о л. Бир жинсли

dy _ 2хУ 
dx х2 — у1

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
„ dy . duЕчиш: у —и х белгилашни киритсак, — = «4-х- — тенглама 

dx dx
. du 2и u + х • — =-------

dx 1 —и2
ёки

du   и + и3
dx 1 —и2

куринишга утади. и 0, х#=О деб фараз килиб, охирги тенглама- 
дан узгарувчилари ажралган
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(\—U2)dU
X

чап
и + и3 

тенгламани хосил киламиз. Тенгликнинг 
содда касрларга ёйиб ва интеграллаб,

In х + In (u2 +1) — In и = In C ёки

томонидаги ифодани

урнига цуйиб х2 + у2 =ечимни топамиз, и = — булганлиги учун, 
х

— Су ечимга эга буламиз.
Энди х = О ва и = 0 холларни алох.ида текширамиз.
х = 0 булгани учуй dx = 0 булади, лекин уни тенгламага ^уйиб 

булмайди, чупки dx махражда катнашяпти. и — 0, ёки — = О, ёки 
X

у — 0 булгаии учун dy = 0 булади, уни тенгламага ^уйиб у = О 
нинг махсус ечим эканига ишонч хосил киламиз.

2- м и с о л. 9г/ — — 18ху + 4х3 = 0 дифференциал тенгламани 
dx

ечинг.
Е ч и ш. у = z2, = 2z алмаштиришни бажарсак, берилган 

тенглама 

ёки

9z2 - — 9xz2 + 2х3 = О dx

куринишга утади. Бу бир жинсли тенглама. Шунинг учун 
ds , duz = их, — = и 4- х — 
dx dx

алмаштириш оркали узгарувчилари ажралган 
Wdu______dx _

9и4 — 9u3 п- 2 х
тенгламани хосил циламиз. Яна бир бора и2 = v деб, 

9vdv 2dx _ q
9р3—9и +2 ~

ёки
6dv _  3dv , 2dx_ q

3v — 2 3o — 1 ' x _

тенгламани хосил ^иламиз. Бу тенгламани интегралласак,
(3t> — 2)3зА

3v — l = С.
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Бошлангич узгарувчиларга ^айтиш орцали 
(Зи3—2)3х* = с (3z2—2х3)3 = (

Зи3 — 1 _ ’ 3z3—х3
(Зу—2х3) _ г
Ъу-х*

умумий ечимни хосил цнламиз.
3-мисо л. Параболик кузгу. Параллел нурларни битта ну^тага 

туплайдиган кузгу шаклини топинг. Кузгупинг фокал ватари 8 га 
тенг эканлигини билгап холда кузгу сирти тенгламасини тузинг.

Ечиш. Изланаётган сиртнинг Оху текислик билан кесимида 
тенгламаси умумий куринишда y~f(x) булган чизикни хосил кила- 
миз. Нурлар х у^ца параллел равишда унг томондан тушсин. Коор- 
динаталар бошини кайтган нурлар фокусига цуямиз (74-шакл). j

Z. SMT = Z. Т' МО, 'чунки тушиш бурчаги цайтиш бурчагига 
тенг, р бурчак эса МТ'О учбурчакнинг тайней бурчаги/шунинг’учун 
у 2а га тенг:

демак,

0

15- tg3 а

(2.2)
I-/2'

Бу масаламизнинг дифференциал тенгламасидир. С^нгги тенгламани 
у' га нисбатан ечамиз:

у (у'У + 2ху' - у = 0,

у’ = (2.3)
9

бу бир жинсли тенглама.
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Аницлик учуй плюс ишорани олиб ва у' 

умумий махражга келтирамиз:

ни — га 
dx

алмаштириб,

Уни у = их алмаштириш ёрдамида ечиб, (2.3) тенгламанинг куйида- 
ги умумий ечимини оламиз:

у2 = 2Сх + С2 4,

3. у» +Х2• ~x=xyd̂x. Ж: е* = Су,у = 0.

4. (х — у cos -^)dx + x cos - dy =0. Ж: sin =1пх4-С.
\ X/ X x

2-мустак.ил utu momuupuKpiapu.
Тенгламаларни интегралланг:

1. Зу — 7x4-7 = (Зх — 7 у — 3)

Ж: (у+х-1)5(у-х4-1)2=С.

ёки , . С\/=2С(х + -) (2.4)

Биз параметри р = С ва умумий фоку- 
си координаталар бошида булган пара- 
болалар оиласини ^осил цилдик. Шарт- 
га кура изланаётган параболанинг 
фокал ватари 2р = 8, бундан р =С= 
= 4, у х;олда изланаётган кссим тенг­
ламаси бундай булади (75-шакл):

у'2 = 8 (х + 2)— парабола.
Оху текислик ихтиёрий олипганли- 

ги учун, биз шундай кесимларни х уц 
ортали утказилган нсталган текислик- 
да хосил киламиз. Бу ердап изланаёт­
ган кузгу сирт х уци атрофида айла- 
ниш параболоиди булади, унинг тенг­
ламаси эса

У2 + = 8 (х + 2) дан иборат.

2- дарсхона тотиириклари
Тенгламаларни интегралланг.

1.

2.

dy _ 2 ух
dx х2+«/г

Ж: хг — у2 = Су, у — 0.

= — + In у —In х).
ах х Ж: у = хеСх.
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2. (х + 2у + 1) = 2х + 4х + 3.

Ж: е10»-20* = с(5х + Юг/ + 7).
3.

dx \х-^-у — \)

X: е-2 arc ctg £±2 = с (у + 2) 
х — 3

4. (* + у)2 у- = а2.
dx

Ж: х = — у + arctg {/~с.

3-§.  Бир жинсли тенгламага келтириладигаи дифференциал 
тенгламалар

Бир жинсли тенгламага келтириладигаи дифференциал тенгла- 
маларни ечишга дойр мисоллар карайлик.

1-мисо л. Ушбу тенглама ечилсин:
(х — у — 1) dy; = (х + у — 5) dx. 

куйидаги’куринишда ёзамиз: 
dy _ х -у у —5
dx х — у — 1

Ечиш. Тенгламани

Бу ерда
а b 1 11

Я1 Ь. 1 — 11 1 — 1 = —2#=0.

Уни бир жинсли тенгламага айлантириш учуй куйидаги алмашти- 
ришни бажарамиз:

х =l + h, у = т\ + k, dx = dg, dy = dr],
у ^олда

di] _ g-j-n + ft-T-fe — 5 
di i — fl + AJ— k— b' 

h Ea k ни куйидаги шартлардан топамиз:
h+k — 5=0,1 ft = 3, x = £ + 3,

!• бунда" k = 2, удода >-ч + 2.

Натижада куйидаги бир жинсли тенгламани оламиз:
4н _ е + н 
di i — л ’

уни T) = u £ урнига цуйиш ёрдамида ечамиз. Узгарувчилари ажра- 
ладиган цуйидаги тенгламани хосил киламиз:

1 + и2 t .■dt, = В- du,
1 — и
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узгарувчиларни ажратамиз:
+_ _ (1 — и) du
6 1 +

Интеграллаймиз:

In 5 = arctg и----- -  In (1 + tr) + in С, бу ерда и = —
2 i

ёки
Ш (х - 3) = arctg i In [ I + (ti)’] -

Алмаштиришлардан сунг ушбуни ^осил ^иламиз:

arctg = In KU — 3)- + {у — 2)2 + С.

2-мисо л. Ушбу тенгламани ечинг:

(х + у — 2) dx + (х — у + 4) dy = 6.
Ечиш. Бу ерда

а b
«1 Ьг

1

1 = —2 0.

Тенгламани бир жинсли тенгламага айлантириш учун ^уйидаги 
алмаштиришни бажарамиз:

х = + h, у = л + k, dx = d$, dy = dr],
у холда

(s + Л + h + k —• 2) d5 + (5 —■ л + h — k 4)d^ — 0.
h ва k ни цуйидаги шартлардан топамиз:

h + k— 2 =0. 1Л-4 + 4-0. | 6y»®“ '■ = -'• * = 3

ва x=l— 1, у = т]4-3. Натижада ^уйидаги бир жинсли тенгла­
мани хосил циламиз: (5 + tj) dg, + (В — т|) dr] = 0.

Буни r]=u-£ урнига ^уйиш ёрдамида ечамиз ва узгарувчилари 
ажраладиган

(1 +2и — и1) de, + 5(1 — u)du = 0
тенгламани ^осил циламиз. Узгарувчиларни ажратамиз:

dg , (1 -и) du _0
S ' 1+2а—

Интеграллаймиз:

In £ + у In (1 + 2и — и2) = In С
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ёки

S2 • (1 + 2и — и2) — С, бу ерда и = — = -— 
s х +1

Узил-кесил цуйидагини ^осил киламиз:
h , 2(у —3) ^-3ViL X 4-1 • \x4-l/ J

ёки
(х 4- 1)24-2(у —3)(х4-1) —(у —З)2 =С.

3-дарсхона  топшириклари

Тенгламаларни ечинг:
1 • (2х 4- Зу -j- 2) dx 4- (4х -J- бу 4- 3) dy — О 

Ж: х 4- 2у 4“ In (2х 4~ Зу) = С.
2. (х 4- у + 1) dx 4- (2х 4- 2у — 1) dy = О 

Ж: х — 2 (х 4- у) — 3 In (х 4- у — 2) = С.
3. (2х — у 4- 1) dx 4- (2у — х — 1) dy = О. 

Ж: х2 — ху 4- у2 4- х — у = С.
4. (х — 2у 4- 3)dx 4- (2х — у 4- 4)dy = О 

Ж: (х + у - I)2 = С(х - у 4- 3).

3- мустакил иш тотиириклари

Тенгламаларни ечинг:
1. (2х 4-Зу — l)dx 4-(4х 4-6у — 5)dy = О 

Ж: Зх 4- бу 4- 9 In (2х 4- Зу — 7) = С.

2. У'
допинг.

_*4-у —2
У —х —4

тенгламанинг 41(1, 1) нуктадаи утувчи ечимини

Ж: х2 — у2 4- 2ху — 4х 4- 8у — 6 = О
3 dy _ х 4- у — 3

dx х — у — I 
_____________________ arctg ^4

ж. с Г(х - 2)2 4- (у - 1)2 = е *-2. 
4. (х — у— \)dy =(х4-у — 5)4х.

Ж: arctg ^=4" = ln V(x-3)24-(y-2)4 + С.
х — о

4- §. Биринчи тартибли 'чизицли дифференциал тенгламалар

Биринчи тартибли чизицли дифференциал тенгла.маларнинг ечн- 
лишига дойр мисоллар курайлик.

1-мисол.  Ушбу тенгламани ечинг:
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I
dx cos x

Ечиш. у = uv алмаштиришни бажариб, цуйидагини хосил ци- 
ла.миз:

dx dx cos х
ёки

и НИ

буладиган цнлиб танлаймиз. I !нтегралласак,

In и = — Incosx ёки и =—-— 
COS X

v ни узгарувчилари ажраладиган
do 2х
dx cos х (4.1)

дан топиш учун
1 du 2х

cos х dx cos х
тенгламанинг хусусий ечимини танлаб олсак кнфоя. и нинг урнига 
унинг кийматини (4.1) тенгламага цуямиз:

dv = 2xdx; v = х2 + С.
Умумий ечим узил- кесил куйидаги куринишни олади:

!/ = —(х2 + С).
COS X

Бу системани ихтиёрий узгармасни вариациялаш усули (Лагранж 
усули) билан ечиш мумкин. Унинг мо.\ияти цуйидагидаи иборат: 
мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечимида С узгармас шундай 
С(х) функцияга алмаштириладики, натижада бир жинсли тенглама- 
нннг умумий ечими бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий 
ечимига айланади.

Бизнинг ^олда бир жинсли тенглама ва унинг умумий ечими 
мос равишда бундай ёзилади:

у —г/tgx =0 
dx

cos л
бу ерда С — ихтиёрий узгармас.
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Q
Энди С нинг х нинг функцияси ва у —------ бир жинсли бул-

COSX
маган тенгламанинг ечими деб хисоблаб, ^уйидагини топамиз: 

dy_ sin х £ 1 dC
dx cos x cos x dx

у ва ни дастлабки тенгламага куйиб, С(х) функцияни аниклащ 
dx

учун ушбу дифференциал тенгламани хосил циламиз:
sin х £ _|_ I dC £ sin х _  2х
cos2x ccs х dx cos x cos x ’

бу ердан dC — 2xdx ва C (x) = x2 + Clt бунда C± — узгармас, энди 
чизикли тенгламанинг умумий ечими бундай булади:

х2 4-Ci
У =--------- -■COS X

2- мисол. Ушбу тенгламани ечинг:
е*' ({/' 4- 2ху) = 2х ёки у' 4- 2ху = 2хе~х\

Ечиш. у — ии алмаштиришни бажарамиз:
duи —
dx

+ v — + 2х uv — 2хе 
dx

и ни

- + 2хи = 0 dx
буладиган килиб танлаймиз:

— -|- 2xdx = 0, in и + х2 = In С — х2 
и —X*и .

Энди
— X»

тенгламада и нинг урнига

dv с,и — =2 хе
dx
унинг кийматини цуйиб, 
-x>dJL = 2xe-x!

dxе

v = х2 + С ни ^осил киламиз. Демак,ни, уни интеграллаб эса, 
берилган тенгламанинг умумий ечими

У =е~х* (х2 + С)
курннишга эга.

3- м и с о л. Ушбу тенгламани ечинг:
(х2 4- у2 - 2х - 2у) dx + 2 (у - 1) dy = 0.
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Ечиш. Бу тенглама узгарувчини
y2~2y=t (4.2)

алмаштириш йули билан цуйидаги чизикли тенгламага келтирилади:
2 (у — 1) dy = dt

(4. 2) алмаштириш бажарилганидан кейин тенглама
(х2 4- 2х + 0 dx + dt = О 

ёки
- +/ + х2 + 2х = 0. (4.3)dt

куринишга келади. Бу t га нисбатан чизикли тенгламадир. Уни 
Лагранж усули билан ечамиз:

— 4- / = О; In Z 4- х = In С 
dx

t = Се~х
t' = С е~х-Се~х.

t ни (4. 3) тенгламага цуямиз:

С'е~х +х2 + 2х=О, 

+ (х2 4" 2х) е dx
С = — ехх2 + С, t = у2— 2у =

= (С1-ехх-)е ~х
ёки

х2 4- У 2 — 2у = Се х.
4-мисо л. Эгри чизиц абсциссаси 

2 га тенг нуктада уринма абсцис­
са укининг мусбат кисми билан 45° 
бурчак ташкил цилади. Уринманинг ор­
дината лар уцидан кесадиган кесмаси 
уриниш нуцтаси абсциссасининг квад- 
ратига тенг. Шу эгри чизик тенглама­
сини тузинг (76- шакл).

Ечиш. Уринма тенгламаси:
У-у = J(X-x). 

dx
Уринманинг ординаталар уцидан ажратадиган 
гига тенг:

Уо кесмаси цуйида-

Уо---- \-уА~~~{—х), Aq — О.
dx

ёки
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У0 = у-х^-.
dx

Масала шартига кура бу кесма х2 га тенг.
Масаланинг дифференциал тенгламаси:

t/-x^=x2. (4.4)
dx

Бу чизицли тенглама булиб, у ни ечсак, (4. 4) тенгламанинг умумий 
ечими

х2 — Сх -\-у= 0 (4. 5)
ни цосил киламиз. Бошлангич шартлар: х = 2 да — = tg45° = 1. 

dx
(4. 5) тенгламадан:

2х —С4- —= 0,dx

С =2х4-- = 2-2 + 1, С =5. 
dx

Изланаётган эгри чизиц тенгламаси бундай булади; 
I/ + х2 — 5х = О.

4- дарсхона топшириклари
Куйидаги тенгламаларни ечинг:

1. у ~—~=х.
1 4-х3

Ж: у — 1 4-х2 4-С/14-х2.
2. (х — 2ху —у2)-у' + у2 = О.
Ж: курсатма. у — аргумент, х эса функция деб олинсин.

* = /( 1 +Се

3. (х2 + у2+ l)dy + xydx = 0.
Ж: курсатма. Тенглама х’=7 шакл алмаштириш орцали чи­

зицли тенгламага келтирилади.
у* + 2х2у2 + 2г/2 = С.

4. у'—у cosх = sin xcos х.
Ж: у = — sin х — 1 + Се sin*.

4- мустакил иш топшириклари
Куйидаги тенгламаларни ечинг:
1. (1 4- х2) у' — 2ху = (1 -(- х2)2.

Ж: у = (х + С) (1 4-х2).
ху' + 3у = х2 
Ж. у = С

2. х2.
хг

№ 5
X 
—: У — х-3. У'~
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Ж: Су3 = у'2—2х.

5- §. Бернулли т еягламаси
Бернулли тенгламасининг ечилишига мисоллар келтирамиз.
1- м исол . х — — 4у = х2 У у Бернулли тенгламасини ин- 

dx
тегралланг.

Ечиш.
томонини х У у

тенгламани хосил 

сидир.

х у= 0, у#=0 деб фараз цилиб ва тенгламанинг иккала 
га булиб,

—L — 4г/ = х2 KF"
К</ dx

киламиз. У п — ~ булган Бернулли тенглама-

г = У У, dz_  1 dy
dx 21 у dx

киритиш оркали

_ 2 — —— 
dx х'~ 2

чизицли тенгламани хосил киламиз.
Аввал чизикли бир жинсли тенгламани ечамиз, яъни:

dz  2? dz  2dx
dx х г х

янги узгарувчини

ни интеграллаб,

ни хрсил киламиз.

Буни чизицли бир

In z — 2 In х + In С ёки г = сх2
Энди узгармасни вариациялашнн куллаймиз: 

if? 07^* I О- = 2Сх + х-—• 
ах ах

жинсли бхлмаган тенгламага цуйиб, 
2Сх+^_^ = Х 

dx х 2
ёки

dx 2х' 

С = — In х + С,
2 1 

ни косил киламиз. Демак, 
г=--х2(с1+±1пх )

ёки
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ечимга эга буламиз.
2-мисол.  Физикада /? ^аршилик ва L узиндукцияга эга бул- 

ган занжирда i ток кучи ва Е электр юритувчи куч орасида цуйи- 
даги муносабат хосил килинади:

Агар Е ни t нинг берилган функцияси сифатида караладиган булса, 
бу ток кучи i учун чизицли дифференциал тенгламадир. Уни ^уйи- 
даги куринишда ёзамиз:

(5.1)

(5. 1) тенгламани t = 0 да i = 0 бошланрич шартларда Е = const 
деб (ток, узгармас электр юритувчи куч булмаган занжирни улаш) 
ечинг.

Ечиш. Бир жинсли чизикли тенгламани интегралласак

ни беради. Узгармасни вариациялаш урнига (5.1) тенгламанинг уму­
мий ечимини, унинг хусусий ечимини бирор узгармас А сифатида 
танлаб топамиз. Уни тенгламага цуйсак,

£
R

Шундай килиб, (5. 1) тенгламанинг умумий ечими бундай булади:

р
‘--я+с‘

С ни / = 0, 1=0 бошланрич шартлардан аницлаймиз'

Изланаётган хусусий ечим бундай булади:

t = 0 да ток кучи 0 га тенг, кейин -узгармас кийматига тез 

эришади (узгармас токнинг царор топиш жараёни).
3- ми со л. Эгри чизиц узгарувчи нуцтаси радиус-векторининг 

квадрата бу нуцта ортали утказилган нормалнинг у уадан ажрат- 
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ган кесмасига тенг. Эгри чизик (3, 0) нуктадан утади. Унинг тенг­
ламасини тузинг.

Ечиш. Узгарувчи нукта радиус- векторининг квадрати х2 + у2 
га тенг. Нормал тенгламаси:

Y-y =-у (Х-х). 
dy

Нормалнинг у уцдан кесадиган кесмаси (X = 0 да):

Масала шартига кура х2 + у2 — У, ёки
о.о dx ,X- + у- = х — + у.

ёки

— — х = (у2 -— у)х 1 тенглама х га нисбатан Бернулли тенгламаси.

Уни ечиб,
х2 + у2 =Се2у

умумий ечимни хосил киламиз. Эгри чизиц (3, 0) нуктадан утгани 
учун

С = 9.
Изланаётган эгри чизиц тенгламаси:

х2+у2 = 9е2у.
4-мисо л. Нуцтанинг исталган t вактдаги v тезлиги ва уртача 

тезлиги айирмаси шу ва^т ичида утилган йулнинг квадратига про- 
порционал. t — 0 да s = s„=0 ва v — v0 — 1 ни билган холда харакат 
1уонунини топинг.

Ечиш. t пайтдаги тезлик

га, харакат бошлангандан утган t вакт ичидаги уртача тезлик

v = (чунки s0 = 0)

га тенг. Масала шартига кура
v — v = ks2, [Л]= 1(см с)-1,

бу ердан ^аракатнинг >ууйидаги дифференциал тенгламасини хосил 
циламиз:

(5.2)
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Бу Бернулли тенгламасидир. Буни ечиб, (5. 2) 
мий ечими

s 2/
12 + С

тенгламанинг уму-

(5.3)

ни ^осил циламиз. Бошлангич шартлар:

Биро^

Бундан

t = 0 да — = 1. 
at

ds = 2Р — 2С 
dt (fi + Cy1 ’

Буни умумий ечимга ^уйиб, ^аракат конуни тенгламасини ^осил ки-
ламиз:

2/
/2 — 2

ёки
2/

S =-------------.
2 —/г

5-дарсхона топшириклари
Тенгламаларни ечинг:

1. cos х — = у sin х + cos’x. 
dx

Ж: у =------------- 1- — sin х +
cos х 2

х
2cosx

2. — = 2ху — х3+х. Ж: у = Сех* +— х2. 
dx у 2

3.

Ж:

4. Нормал абсциссалар уцидап узгарувчи нуцта радиус вектори- 
нинг квадратига тенг кесма ажратади. Эгрн чизик (0, 3) нуцтадан 
утишини билган холда унинг тенгламасини тузинг.

Ж: + = 9е2х.

5- мустацил uiu топшири^лари.
Тенгламаларни ечинг:
1 • У' +5у = ху2. Ж: у =
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12. ху' — Зу + х2у2 = 0. Ж: У —

1 __ У_
х+ 1

3. у' + Зху = 2х3у3.

y(x-D +С

___________ 1___________
(1 +х) (С + In |1 +х|)

5. Уриниш нуктаси координаталарининг урта геометриги урин- 
манинг ординаталар укидан ажратадиган кесмасининг уриниш нуц- 
таси ординатасипинг иккиланишига нисбатига тенг. Эгри чизиц 
(1, 1) нуктадан утишини билган холда, унинг тенгламасиии тузинг.

Ж: ху — 1 ва х — у(х — 2)2 = 0.

6- §. Тули^ дифференциалли тенглама. 
Интегралловчи купайтувчи

Мавзуга дойр мисолларнинг ечилпшпга намуналар келтирамиз.
1 - м и с о л. (Зх2 + бху-) dx + (6х2у 4- 4у3) dy — 0 тенгламанинг 

чап томонини тулик дифференциал эканини текширинг ва уни 
ечинг.

Е ч и ш . М = Зх2 4~ бху2, N = 6х2у 4- 4у3.
дМ W— = 12 ху ва — = 12ху. 
ду J дх

Демак,
дМ = дК
ду дх

шарт бажариляпти.

— — Зх2 + бху2, U— х3 + Зх2у2 + <р (у) 
дх

ф' (у) ни \исоблаймиз:

ф' («/)= — — ^х-у = N — 6х2у = 4У3>

Ф (у) = у4 -г С. Демак, тулиц интеграл
и = х3 4- Зх2 у2 + у4 = С.

Энди интегралловчи купайтувчини куллаш орцали ечиладиган 
дифференциал тенгламаларга дойр мисоллар курамиз.

2-ми со л. \2ху + х2у + у) dx 4-(х2 4- у2) dy = 0 

тенгламани ечинг.
Е ч и ш. Бунда

дМ dN
ду дх _ 2х + х2 4- у'2 — 2х _ |
~N х2 4- у2

Демак,
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ех [2ху 4- х2у + dx + е х (х2 + У2) dy=O

тенглама ту ла дифференциалли тенглама. Уни интеграллаймиз:
v = \ ev[2xy + х-у 4- dx + <p(y)=y^ е х (2х + х2) dx + 

+ у « Х + Ф (*/) = уе х (*2 + у) + ф О/)-

ф(у) ни топиш учун у ни хисоблаймиз ва уни М (х, у)М(х, у) 

га тенглапггирамиз: ех (х2 4- у'2) 4-ф' (у) = ех (х2 4- г/2), бундан 
ф' (у) — О ва умумий интеграл

^(х=+£) = с.
3- мисол . —---- у tgx = cosх тенгламани ечинг.

dx
Ечиш. Бу тенглама е f 'gxdx =cosx интегралловчи купайтув- 

чига эга, тенгламанинг иккала томонини унга купайтириб
cos xdy — у sin xdx — cos2 xdx = 0

га эга буламиз, бундаги чап томон тула дифференциал, 
лаб топамиз: 

интеграл-

у cos х — J cos2 xdx — С

ёки
у cos х —■ ------ у sin х cosx = С — умумий интеграл.

4- м и с о л. (х — у} dx 4- (х 4- у) dy = 0 тенгламани ечинг.
Ечиш. ц =------------- -----------------  =----------- купаитувчига

х(х-у)4-у(х4-0) х* + ?
тенгламанинг \ар иккала томонини купайтириб ва гурухлаб 

xdx + ydy xdy — ydx q 
х3+У2 x*+y»

ни оламиз, ёки
_1_
2

бундан

d In (х2 4- У2) 4- d (.arctg —] = О, 
\ х /

У
__________ — arctg —

V'x24-^2 =Се
4- м и с о л . (х — у2) dx 4- Zxydy = 0 тенгламани ечинг. 
Ечиш. Тенгламани иккита гуру\га ажратамиз:

(xdx) 4- (— y2dx 4- 2xydy) — 0.
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Биринчи кавснинг интегралловчи купайтувчиси 1 эканлиги аён, 
интегралловчи купайтувчининг умумий ифодаси ц1=ф'х); иккинчи 
^авснинг интегралловчи купайтувчисини—га купайтириб (узгарув- 
чилари ажралган

2ydy =0
х2 ' у2

тенгламага эга буламиз. Умумий интеграл: и. = —=С. Иккинчи

кавснинг интегралловчи купайтувчиси н2 — —!— ф Энди ф
' ху2 \ х)

ни шундай танлаймизки, р2 нинг куриниши ц, нинг куринишида 
булсин, яъни факат v нинг функцияси булсин. Бупинг учун ф(и2) = 
— v, пи куйиш етарли эканлиги куриниб турибди, шундай цилиб, 
пировардида р =—-—. Берилган тенгламани р га купайтириб 

х2
dx _j_ 2xydy_y2dx _
х 

га эга буламиз, бундан
In х— = С.

X

X2

6- дарсхона топшириклари
Куйидаги тенгламаларпинг чап томони тулиц дифференциал эка- 

нини текширинг ва уларни ечинг:

sin — — — cos — + 1 ) dx + cos — — — sin — + 
\ у у x x ) \x x у у

+

Ж: sin — — cos — + x-----=C.X x' у
у-

(x — y)2
Ж: -^- + ln — = С.

Х — У у
3. (е х sin у + х) dx + (ех cos у + у} dy = 0. 

Ж: х2 + у2 + 2ех sin у — С.
куйидаги тенгламаларни интегралловчи купайтувчи киритиш ор- 

кали ечинг:
4. y3dx + 2 (х2 — xz/2) dy = 0.

Ж: р=—; 21пу-^=С.
х2у X

5. (х2у2 — \)dy + 2xys dx = 0.
Ж: хгу + — = С.

У
Курсатма : x2y2dy + 2xy3dx учун умумий интегралловчи ку-
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пайтувчини топиб ихтиёрий функцияни шундай танлаймизки, у х га 
бОЕЛИ!^ булмасин.

6. (1 — x2y)dx + x-(y — x)dy = 0, (р. = р(х)).
Ж: ху2 — 2х2у — 2 — Сх.

6-мустацил ши топшириклари
Берилган тенгламаларнинг чап гомони тула дифференциал экан- 

лигини текширинг ва уларни ечинг:

1. Ж: V\+x2+y2+

2xdx +^dy=O. Ж: -
уп уЗ

2.

3.

+ arctg — = С.
........................ ... 9

уз уп J у3 у

(х + sin у) dx 4- (xcos у + sin у) dy = О
Ж : -у х3 + хsin у—cosy = С.

{ууйидаги тенгламаларни иптегралловчи купайтувчи киритиш ёр- 
дамида ечинг:

4. (2ху2 — y)dx + (у2 +x + y)dy = 0.
Ж: х2 - — + у + \пу = С.

У
5. (2х3 + Зх2у + у2 — у3) dx 4- (2у3 + Зху2 + х2 —x3)dy =0.

Ж: и =----- ------ ^.+ ху + у3 = С.
х2 + </2’ х + у

6. (xcos у — у sin у) dy 4- (xsiny + у cos у) dx = 0. 
Ж:Курсатма и. = р(х) = ех.

(xsin у + у cosy — sin у)е х =С.

7-§.  Хосилага нисбатан ечилмаган биринчи тартибли тенгламалар
1. я-даражали биринчи тартибли тенгламалар. Бундай тенгла­

малар умуман
F(x, у, у') = Ап (х, у) (уУ + А^х, у) (у'),,_1 + . . . + (х, у) = 0

к^ринишда берилади.
1-м  ис о л. Куйидаги тенгламани ечинг:

у'2 + УУ' —х2 —ху = 0.
Ечиш. Тенгламани у' га нисбатан ечиб ёки чап томонини ку- 

пайтувчиларга ажратиб, куйидаги иккита тенгламани ^осил цила- 
миз:

1)/=х, 2)у' = —у—х.
Унг томонларнинг иккаласи хам бутун Оху текисликда бир циймат- 
ли ва узлуксиз; мос равишда цуйидаги иккита ечимга эга буламиз: 

1)у=у + С. 2) у==Се-х-х + 1.
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2-мисол.  Тенгламани ечинг: ху"1—2уу 4-4х = 0. 
Ечиш. Тенгламани у' га нисбатан ечамиз:

У’
у ±Уу* — 4х*

X

Радикалли битта формула билан ифодаланган иккита тенглама хо- 
сил булди. Бу тенглама бир жинсли булиб, у цуйидагича интеграл- 
ланади:

IduУ , du 5.— =и, и+х— = и±уи1— 4,--—_
х ах ± У и- — 4

dx
> X

4 = — 
С

ёки

± /и2—41= — —и.
С

Бу 
тирсак:

тенгликнинг иккала томонини квадратга ошириб, соддалаш-

х2 = 2иСх — 4Сг

ёки дастлабки узгарувчиларга цайтсак,
х* =2С(у — 2С).

Биз параболалар оиласини хосил кил- 
дик, шу билан бирга текисликнинг 
у1 — 4х2 >0 буладиган (яъни у' учун 
тенгламанинг илдизлари ха^иций ва 
хар хил буладиган) кисмининг хар 
бир нуцтасидан оиланинг иккита эгри 
чизиги утади (77-шакл).

2. Узгарувчилардан бирини ошкора 
уз ичига олмайдиган тенгламалар. 
К,уйидаги холларни курайлик:

A) F(x, у') = 0
а) х = ф(р), р = у’.

3- м и с о л. еу + у' = х тенгламани 
ечинг.

Ечиш. Бу тенглама у’ га нисба­
тан элементар функциялар оркали ечил- 
майди, лекин у х га нисбатан ечи- 
лади:

сунгра
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dy = pdx — р(ер + 1) dp
ва, ни^оят,

У = j р(ер + I)dp=ep(p— 1) +y+C.

Шундай 1^илиб, биз х ва у ни р нинг функцияси т^илиб ифода- 
ладик.

б) х = ф (0, Р = х(0. У' = Р‘
4-ми со л. х3 + р3— Зхр=0 тенгламани ечинг.
Ечиш. х ва р учун параметрик ифодани хосил цилиш ма^сади- 

да р —tx деб оламиз. Буни берилган тенгламага цуйиб ва х2 га 
цисцартириб, топамиз:

х(1+/3)=3/, х =------, р =------ .
v 1 ' 1-Н3 г 14-/3

*-3J

Ушбу муносабатни ёзамиз:

у н 14-/» (1-Н3)2 1 J ОН-/»)»

Интеграллаш учун и = 1 +t3 узгарувчини киритамиз:
(3 — 2u)du д f* du g C_du 

и3 J и3 J и2

------------------ h —— + С.I 2(1 +^3)2 14-/2

Б) F(y, у') = 0, у'=р.
5-ми со л. у = р + 1п р, р = у' тенгламани ечинг. 
Ечиш. К,уйидагига эгамиз:

, dy 1 dx = — — —
Р

=sJ.(I + ±)<Jp = ^+A x_inp_±+c. 
р \ р / р р* р

6- м и с о л. р3 — у2'(а — р) — 0, р — у’ тенгламани ечинг.
Ечиш. у — pt деб олиб, берилган тенгламадан цуйидагини \о- 

сил киламиз:
аР » at3Р —------- . сунгра у =------- .

dx— — муносабатдан 

1+Д.«(^+<1)д=3±^л 
afi (l+i*)* !+<•

ни ^осил ^иламиз, бу ердан 

^-fr7?‘"-p'+2J-i??-'+2arct8'+c-

Ушбу
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х — t -f- 2 arctg t 4~ С, у —--------

тенглама берилган тенгламанинг параметрик шаклдаги тенгламаси- 
дан иборат.

7-дарсхона топшириклари
Куйидаги тенгламаларни интегралланг:
1. (у’)г-у + у'(х-у)-х = Ъ.

Ж: у =х + С; у = УС*—хг .
2. (У')3 — (х2 +ху + у2) (у')2 + (х3у + х2у2 4- ху2) у' — х2у3 = 0. 

Ж:у=-1-х3 + С; у = Се^Хг-, у=-^-

3. х(у')з = 14-у'-
Ж:х = /’4-/2, г/= А/2 + 2/+ с.

4. (у')\+У3-^УУ' = 0.
MZ 3/2 . , , 1 +1Ж'- у —------- ; х = — t + In r-------

1 4- р —t~p
7- мустакил ши топшириклари

Куйидаги тенгламаларни интегралланг:
1. х2 (у')2 — 2ху у' + у3 = х2у2 + х4 

Ж: У = xsh(x4-C).
К j рсатма. Тенгламани у" га нисбатан ечиб, — = и деб бел- 

гиланг.
2. х(у')2 + 2ху' — у = 0. 

Ж: (у — С)2 = 4хС.
3. (у')8 —x®(J —у') =0.

Ж: x = -J--i2: y = -i

4. W-l) =(2-у')2.
Ж: У = х —С------ .

х — С
8-§.  Клеро ва Лагранж тенгламаларига параметр киритишнинг 

умумий усуллари
Клеро тенгламасини ечишга дойр мисоллар курайлик.
1-м ис о л. Тенгламани ечинг:

У = ху' 4- у'2.

Е ч и ш. у' — р = р| деб олиб,

У = хр 4- Р2.
га эга буламиз. х га нисбатан дифференциаллаб топамиз:

Р=р4-х~4-2р-^
dx dx
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ёки

бундан:

(х + 2р) =0, 
ах

1) — = 0 ёки 2) х+2р =0. 
dx

1- \о л. ~ = 0, р = С, яъни -^-—С ва умумий ечим t/=Cx+C,
dx dx 1'

2- К о л. х + 2р=0, бу ерга у=хр+р2 ни ^ам бириктириб ва 
р ни чикариб,

4z/ + х2 = 0
махсус ечимга эга буламиз.

Изо^. Агар х ва у ни Декарт 
координаталари сифатида карасак, 
у Хрлда умумий ечим турри чизиц- 
лар оилавидан иборат, махсус ечим 
эса тугри чизицлар оиласининг 
уровчисини беради. Бу холда уров- 
чи параболадан нборат.

2-мисо л. Эгри чизивда утка- 
зилган уринма т\“три бурчакли ко­
ордината уцлари билан юзи узгар­
мас 2 га тенг булган учбурчак 
^осил килади. Бу эгри чизи^ни 
топинг (78-шакл).

Ечиш. Изланаётган 
тенгламасини ёзамиз:

эгри чизиц уринмасининг кесмалардаги

а b
Шартга кура

8 = — = 2

яъни Ъ = — ва биз ушбу эгри чизиклар 
а

Л.+^ = 1.
а 4

ab = 4,

оиласига эга буламиз:

(8.1)

Бу оиланинг дифференциал тенгламасини 
дифференциаллаймиз ва а ни чинара миз: 

топамиз. (8.1) ни х буйича

_L + ^=0, а2/+4 = 0, 
а 4

а ни (8.1) га ^уямиз:
У . = 1

2 2И—У'
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ёки ____
у = ху' + 2/— у'. (8.2)

Бу Клеро тенгламасидир. Унинг умумий ечими:
У = Сх + 2/=С. (8.3)

Бирок; бизни изланаётган эгри чизицни берадиган махсус ечим ци- 
зиктиради. Сунгги тенгликни

У =рх + 2/— р

куринишда ёзиб, уни топамиз. У ни ~ = Р эканлигини назарда ту- 
тиб, х буйича дифференциаллаймиз:

^=р + х&+2 
ах ах

dx

ёки

Сунгги тенгламани

dp dp 1
dx dx У^р

куринишда ёзиб, икки холни курамиз:

Охирги тенгликка у = рх 4- 2]/—р тенгликни бириктириб х;амда р 
ни чицариб

ху = 1
эканлигини топамиз. Бу тенг томонли гиперболадир.

Энди Лагранж тенгламасини ечиш усулини караймиз.
3-м  и со л. у — 2ху'— у'2 тенгламани ечинг.
Ечиш. у' — р Деб белгилаймиз, у хрлда

у = 2хр~ р2.
Бу тенгликни х буйича дифференциаллаймиз:

— = 2р-у2х—~2р — 
dx dx dx

ёки — = р булганлиги учун
dx

р=2р + 2(х — р)
dx 

ёки
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р + 2(х — р)^- — О,
dx

ёки

\р~ + 2х=2р.
ар

Бу х га нисбатан чизикли тенглама. Уни ечамиз:

р^+2х = 0, ^+^=0, 1пх + 21пр =1пС.
dp х р

X = С/р2, х! = ,С'Р2-2РС =£. _ ?£
р= Р3

(8.4)

р‘

ни (8.4) га цуямиз:

с;_2£ 2С
Р pi pi

С =
О

= 2р, С = 2ра,

!•

Демак, умумий ечим куйидагича булади:

С 2 , Сг
x = -T = -rp + -T’ 

р2 3 р-
у — 2рх — р2.

8- дарсхона топшириклари

1. К,уйидаги Лагранж тенгламасини ечинг:

У = ху,г + у'2.

Ж: у = (/^+Т + С)2, z/ = O.

2. К,уйидаги Клеро тенгламаларини ечинг:
а) У = *у’ — \у'г •

Ж: у =Сх ва у — х2.

б) у = ху’ — V1 + у'2.

Ж: у — Сх — У1 4- С2 ва у2 + х2 = 1.

в) у =ху, + ^—с
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Ж: У = Сх + - ва (У~х— 2а)2 = 8х.

8- му ставил иш топширицлари
1. К,уйидаги Лагранж тенгламасини ечинг;

У=х(^_+у') + у'2.

Ж: У = Сх + С2 + 1 ва г/= 1——.
4

2. К,уйидаги Клеро тенгламаларини ечинг:
а) у = ху' + у’ — у'2.
Ж: у —Сх-\- С—С2 ва 4у = (х + I)2.
б) у = ху' +V1 — Т2.
Ж: г/ = Сх+/1-С2 ва z/2—х2 = 1.

в) У = ху' + у.

Ж: у = Сх + — ва у2 = 4х.
С*

9-§.  Траектория ^а^идаги масалалар

Мисоллар курайлик.
1-мисо л. Ушбу айланалар оиласининг ортогонал траекторияси- 

ни топинг:
x2 + //2 + 2Cz/=0. (9.1)

Ечиш. Аввал С параметрни чицариб, оиланинг дифференциал 
тенгламасини хосил циламиз, бунинг учун (9.1) тенгликни х буйича 
дифференциаллаймиз:

2х\+2уу\+2Су'=0. (9.2)

Энди С ни ^9.1) ва (9.2) тенгликлардан чицарамиз. (9.1) тенгликдан

2С = —Г%2 + у2
У

ни топиб ва (9.2) тенгликка ^уйиб, цуйидагини хрсил циламиз:

2x + 2i//—^±£/ = 0
у

ёки 

яъни
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Бу х2 + у2 + 2Су — 0 тенглама билан берилган эгри чизицлар 
оиласининг дифференциал тенгламасидир. Ортогонал траекториялар 
оиласининг дифференциал тенгламаси ушбу куринишга эга: 

яъни

1 _ 2ху
У' ~ &-У2’

Бир жинсли тенгламага эга булдик. у = гх деб олиб, уни инте- 
граллаймиз:

, бундан х (1 4- г2) — С ёки С =2С
1 +га х

деб ва г урнига г = — ни цуйиб,

x2+^2,—2Сх=0

ни ^осил циламиз. Бу х2 + у2 -{- 2Су = 0 оилага нисбатан ортого­
нал траекториялар оиласининг тенгламасидир.

2-мисол. Ушбу тугри чизицлар оиласи
У =Сх

нинг бу оиланинг чизицларини тангенси tga'=& булган а бурчак 
остида кесиб утувчи изогонал траекториялари оиласини топинг.

Ечиш. Берилган оиланинг дифференциал тенгламасини ёзамиз. 
у = Сх ни х буйича дифференциаллаймиз:

dx
Иккинчи томондан, шу тенгламанинг узидан

С = JLС х *

Демак, берилган оиланинг дифференциал тенгламаси
dy __ у
dx х

куринишда булади. Энди

dy _  dx
dx ~ k^l+l

dx
муносабатдан фойдаланиб, изогонал траекторияларнинг
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dx _ у
*£+. * 

dx
дифференциал тенгламасини хосил циламиз. Т индексни тушириб 
колдириб,

dy _ х
~ l-k±

х
ни топамиз. Бу бир жинсли тенгламани у — гх алмаштириш ёрда- 
мида интеграллаб,

1п/х2 + у2 = — arc tg — + In С
k X

умумий интегрални хосил киламиз, у изогонал траекториялар оила- 
сини аницлайди. Бу оилага айнан кайси эгри чизи^лар киришини 
тасаввур этиш учун ушбу

— = tg Ф, /х2 + у2 = р
X

кутб координаталарга утамиз. Бу ифодаларни изогонал траектория­
лар оиласи тенгламасига к.уйиб, куйидагини хосил ^иламиз:

1пр = — ф+ In С
ёки

2. 
р = с/.

Демак, изогонал траекториялар оиласи логарифмик спираллардан 
иборат (79-шакл).
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9- дарсхона тотиириклари
1. Координаталар бошидан чи^увчи ярим тугри чизи^лар оиласи 

у = ах нинг ортогонал траекторияларини топинг.
Ж: х1 2 + у2 = С2.

1. у{п} — f (х) куринишдаги тенглама. Бу тенгламанинг умумий 
ечимини топиш учун унинг чап ва унг томони п марта интеграл- 
ланади.

1-мисол. у'" = cos2x тенгламани ечинг.
Е ч и ш. у" = у cos 2 xdx = sin 2х + Clt

у' = § sin 2х + dx =-----cos 2х 4- С±х 4- С2,

у = J (—cos 2х 4- б\х 4- Cj dx -- ------ ^-sin 2х 4-

4- -j- 4- С2х 4- С3.

2. Ушбу параболалар оиласи
У=Сх2

нинг ортогонал траекторияларини топинг.
Ж: -4--£=(?.

4 2

Демак, берилган параболалар оиласининг ортогонал траектория- 
лари ярим уцлари а — 2С, b = С^2 булган эллипслар оиласидан 
иборат.

3. х2 +у2 = а2 айланалар оиласининг а бурчак остидаги (tga=fe) 
изогонал траекторияларини топинг.

Ж: г = Се^ ’
9- му стонал иш тотиириклари

1. х3 — у2 = а2 (а — параметр) эгри чизиклар ^оиласининг ортого­
нал траекторияларини топинг.

Ж: У=—•
х

2. х2 + у2 =20х айланалар оиласининг ортогонал траекторияла­
рини топинг.

Ж: Айланалар: у — С (х2 4- у2).
3. у =Сх тугри чизиклар оиласининг со ='45° булган х.ол учун 

изогонал траекторияларини топинг.
2 arcjtg—

Ж: Логарифмик спираллар: х2 + у2 — е

10-§.  Тартибини^пасайтириш мумкин булган дифференциал тенгла­
малар
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2. F (x, у , у, . . . y(n)) куринишдаги тенглама. Бу тенгламани 
ечиш учун у' = р алмаштириш бажарилади.

2- м и с о л. (х + 2) у" + у' = 0 тенгламани ечинг.
Ечиш. у' = р, у" - р' десак, (х 4- 2) — + р = 0 булади.

dx
Бу ердан (х + 2) — = — р булади.

dx
Интеграллаш оркали куйидагига эга буламиз:

f — — —• | lnp = — In (х+ 2) + In Clt
J р J !*4-2

1пр =1п(х + 2)“1 + 1пС1, р=—-.
х 4-2

Энди топилган р ни у' = р га ^уйсак,
J-J-^<te-C,ln(x+2)+C,

ни хосил циламиз.
Демак, у — С\ In (х 4- 2) 4- С2 экан.
3. F(y, у', у", . . . у(п)) — 0 куринишдаги тенглама. Бу тенглама­

ни ечишда у'—р(у), у" = р~ каби алмаштириш ^илинади.
dy

3- мисо л. у в и ш чизиги. Бундай кинематик масалани ка- 
райлик. Ох у^нинг мусбат йуналиши буйлаб узгармас а тезлик би- 
лан Р нуцта харакатланмоада. Оху текисликда эса узгармас v тез­
лик билан М нуцта шундай :;аракатланмоцдаки, унинг тезлик векто- 
ри доимо Р ну^тага караб йуналган. М ну^танинг траекториясини 
топинг (80-шакл).

Ечиш. М ну^танинг тугри бурчакли декарт координаталарини 
(х, у) ортали ва Р ну^танинг абсциссасини X ортали белгилаймиз. 
Масала шартига кура:
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х — Хо -}■ nt, 
dx2 + dy2 — vdt2, 

dy_ _ _ У 
dx ~ X—x'

(10.1) тенгламадан X—x]— X0--x -}-at га, (10.3) дан эса

Xo — x + а/ = — /-
dp.
dx

(Ю.1)
'(Ю.2)
(10.3)

(10.4)

га эга буламиз.
х ни эркли узгарувчи сифатида оламиз (у дан х буйича ^осила- 

ларни штрихлар билан белгилаймиз) ва t ни чи^арамиз; (10.2) дан
J-
dx v

ни оламиз; (10.4) тенгламани х буйича гдифференциаллаб,
. , гл у у " — у"2

dx у'*
ёки

di _yy"
dx y’»

ни эфсил 1\иламиз. уЧун топилган иккала ифоданн тенглаб уш­

бу цувиш чизиншинг дифференциал тенгламасини ^осил киламиз:

«/"=—•—VT+75-
V у

Бу тенгламага эркли [узгарувчи кирмайди; юкорида баён цилин ган 
умумий усулга асосан янги узгарувчи у' = р ни киритамиз; бундан 

н dp
У =Р Т7‘—, у ^олда

ёки
dy v У

dp 
dy v

Узгарувчилар ажралади:
dp

P К1 + PJ
_ a dy

v У ’

Бу тенгликни интеграллаб (р манфий эканлигини ^исобга олиб) то- 
памиз:
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ln(v + V (ф)’+1)--2-(ln»+lnC),

бундан:

тенг,

•у + l^(v) +''(C9) ’
Ихтиёрий узгармасларни энг осон усул билан киритиш учун Р ва М 
нукталар у уц^а нисбатан битта параллелда ётган пайтда М ну^та- 
нйнг ординатаси у0 га тенг (яъни к^увиш М0Р0 ^олатдан бошланади) 
деб фараз киламиз; бу пайтда, равшанки, — =0, С= —

Р Уо
оралиц интеграл бундай ёзилади:

Ш +1=Ш
ёки шакл алмаштирсак,

(10.5)

а

(10.6)

нуцтани

(10.5) дан (10.6) ни ’айирсак,

Р \ Уо J X У о )

ёки

a^=v деб (биз а < деб ^исоблаймиз, яъни [Л1 нукта Р
кувиб етиши мумкин) цувиш эгри чизигининг изланаётган тенглама- 
сини иккинчи квадратурадан топамиз:

бу ерда Сх бошлангич абсцисса х0 буйича у =у0 булганда осон то- 
пилади. Узил-кесил куйидагига эга буламиз:

301



Учрашиш нуцтаси абсциссасини у = 0 деб, топамиз:

Нихоят, цувишнинг давом этиш вацти:

v2 — а2
10- дарсхона тогииири^лари

Цуйидаги тенгламаларни ечинг:

Ж: у = х1 1п/ х + Сул + С2х + С3.
2. у"-ху"' + у'"* =0.

С3 х3
Ж: у = Сх —------- -—(- С2х 4- С3.

3. уу" + у'г = у* У
Ж: In у — Сх • ех + С2е~х.

10- мустсщил ши топшириугари
Цуйидаги тенгламаларни ечинг: ]
1. у" = 1пх.

Ж: у=^(\пх-^ + С1х + С2.

2. (i — х2)у" — ху' =0.
Ж: У = (arcsin х)2 4- Cr arcsin х 4* С2.

3. уу"-у,2=0.
Ж: У = С/*.

11«§. Чизицли тенгламалар
1. Чизицли бир жинсли тенгламалар.
1-м  и со л. у" — у = 0 тенглама куйидаги иккита хусусий ечим­

га эга эканлигини текшириш осон: у2 = ех, у2 = е~х. Уларнинг чи­
зицли боглиц ёки чизицли боглиц эмаслигини аницлаш учун цуйи­
даги Вронский детерминантини тузамиз:

&1У1, &] =

Демак, ех ва е х фундаментал системани цосил цилади ва умумий 
ечим бундай ёзилади:

у = Су* 4- С2е~х.
Энди

yt (0) = 1, г/[(0) = 0, у2(0) = 0, у'2(0) = 1 
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бошланрич шартларни цаноатлантирувчи у1 (х), у2(х) нормал фунда- 
ментал системани тузамиз. Равшанки, уг ва у2 лар ех ва 
е~х функцияларнинг чизикли комбинациялари сифатида ифодала- 
нади:

у^х) =аех + Ь е~х“у2 (х) = сех + d е~х.

а, Ь, с, d коэффициентларни ани^лаш учуй ва у, ечимларнипг 
бошланрич шартларидан фойдаданамиз:

1 = а + Ь, 0 = а — Ь, 0 = с + d, 1 = с — d,
бу ердан

— у ехм-4- е х « — у сх — е х
У1(х) = “—2-----= °h Х’ = -----Г"— = sfl Х‘

ух ва у2 функциялар ёрдамида Коши бошланрич шартлари: х = 
— х0 да у = 0, у' = уо пи ^апоатлантирадиган ечимни ёза оламиз. 
Бу ечим бундай булади:

г/ = i/ochx'+ у^ sh х.

2-ми со л. Ушбу
(1 —х2)у" — 2ху’ + 2у=0

тенглама t/x = х хусусий ечимга эга эканлигига ишонч ^осил цилиш 
_  2v

осон. Бизнинг холда а, = —— ва1 — X2

Бу берилган тенгламанинг умумий ечимидир.
3-м  ис о л. Фундаментал функциялари х, х2, х3 булган тенглама­

ни тузинг.
Ечиш. Системани ушбу



формула буйича тузамиз. Шундай цилиб.

У1> У 2 ■ • • Уп У

W [у р у2, . • . У„, у] =
у\ у_; ... У'п У'

У\п} уР.. У™ У{п)

X X3 х3 у
1 2х Зх2 у' 
О 2 6х у" 
0 0 6 у'"

Бу детерминантни су нгги уступ буйича ёямиз:
2х?у" — Gx2y" + 12ху' — 12у = 0.

Бу ерда W(x) — 2x3 ха мда (— оо, 0) ва (0, +°°) оралицларда нолга 
айланмайди. Бу оралицлар учун

у — — У 1- — у------2У=°XXX3
дифференциал тенгламага эгамиз.

2. Чизицли булмаган Дифференциал тенгламалар
4- м и со л. у" +у = Зх тенгламани курайлик. у = Зх хусусий 

ечим эканлигини куриш осон. Мос бир жинсли тенглама цуйидаги 
иккита чизицли эркли хусусий ечимга эга:

y1 = cosx, ya = sinx.
Юцоридагига асосан умумий ечим бундай булади:

у = С1 cos х + Сг sin’x 4- Зх.
Энди берилган тенглама учун Коши масаласини ечамиз. х = 0 да 
у = 1, у' = — 1 бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ечимни то­
памиз. Куйидагига эгамиз:

у' = — С1 sin'x +'С2 cosx + 3.
Бошлангич цийматларни цуйиб, Ct = 1, Сг -}--3 = — 1 эканини то­
памиз, бундан С2= — 4 ва изланаётган ечим цуйидагидан иборат:

у — cos х —'4 sin х + Зх.
5- м и с о л. (2х — х2) у" -J- 2 (х — 1) у' — 2у = — 2 тенглама цуйи- 

даги иккита хусусий ечимга эгалигини текширнш осон:
У1 = 1, Уг=х, 

демак, мос бир жинсли тенглама yY = х — 1 ечимга эга. yY — 1 +'z 
ва у =yxz урнига цуйишларни биргаликда олиб, янги изланаётган г 
функцияни

у=1+(х—1)г 
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тенгла-ма ёрдамида киритамиз, бундан:
у' = (х - 1)г' + г, у" = (х- 1)2* + 2г'.

Олинган ифодаларпи берилган тенгламага куйиб,
[(2х — х2) (х - 1)'г" + 2 (2х - х2) + (х — I)2] г' = О 

ни топамиз, бундан:
г" 2 , 2 — 2х 2х—х2 _ , Ct

-----  — — " ■ ■■, Z —• • С/1 “т- “
г' х — 1 2х — х2 (х—I)3 (х—1)2

2 = CjX------—+ С2,
X — 1

буни у нинг ифодасига куйиб, умумий ечимни хосил циламиз:
у = — CjX2 + С2 (х — 1) + 1,

11- дарсхона топшири^лари

1. у" +— у' + у == О тенгламанинг ух = хусусий ечимини 
X X

билган кол да уни интегралланг.

2. y"sin2x = 2y тенгламанинг yt = ctgx хусусий ечимини билган 
Колда, уни ечинг.

Ж: у = Сй + (С2— С2х) ctg х.
3. cosx, sinx фундаментал системага эга булган тенгламани ту- 

зинг.
Ж: у"+у =0.

4. х2у"—2ху’ + 2у = 2х3 тенгламани бунга мос бир жинсли 
тенгламанинг у = х хусусий ечимини билган холда ечинг.

унга мос бир жинсли тенгламанинг хусусий ечимларидан бири у = 
— ех эканини билган колда топинг.

Ж: у = С1ег + С2х—(х2 + 1).

11-мусгпацил  иш топшири^лари

1. х3у" — Зх2у" + 6ху'—бу = 0 тенгламанинг умумий ечимини 
унинг уг = х, у2 — х2 хусусий ечимларини билган хрлда топинг.

Ж: у = С\х + Сгх2 + С3х3.
2. ху"' — у" + ху' — у = 0 тенгламанинг умумий ечимини унинг 

Ух = х хусусий ечимини билган холда топинг.
Ж: у — СуХ + С2 sin х + С3 cos х.

3. cos2x, sin2x фундаментал системага эга булган тенгламани 
тузинг.

Ж: у" — 2ctg2x-y' =0.
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12-§.  Узгармас коэффициентли чизикли тенгламалар ва уларга 
келтириладиган тенгламалар

1- м и с о л. у" — у = 0. Характеристик тенглама: fe2 — 1 =0, 
унинг илдизлари турлича ва мос равишда kt = 1, k2 = — 1. Бу tp- 
дан мос хусусий ечимлар бундай булиши келиб чи^ади: уг = ег, 
у2 = е~х. У холда умумий ечим бундай булади:

У — Сгех 4- С.2е А.
2- мисо л. у'"+у=0. Характеристик тенглама: k3 4-1 = 0, унинг

илдизлари: = — 1, k23 = —'± Др-. Демак, умумий ечим цуйи-

даги куринишга эга:

у = 4-е2 (с2 cosх 4-С3sinх

3- м ис о л. у"— у" — у' 4-^ = 0. Характеристик тенглама: fk3—
— k1 —- k 4- 1 =0, унинг илдизлари: = k2 = 1, k3 = — 1. Уму­
мий ечим:

У — & (С\ 4" С2х) — С3е .
4- м и со л. t/lv 4- 8у" 4- 16г/ = 0. Характеристик тенглама: k\— 

—'8k2 4-16 = 0 ёки (k2 4- 4)2 = 0. Унинг илдизлари;
^ = А, = 2t, k3 —[k*=— 2i.

Умумий ечим:
у = (C С2х) cos 2х'4- (С3’4- С4х) sin 2х.

5- м и с о л. у'" 4- у" = х? 4- 14-Зхег тенгламани ечинг.
Е ч и ш. Маълум цоидага асосан биз ушбу у'" 4- у" = х2 4- 1, 

у"' 4- у" — Зхех иккита тенгламанинг хусусий ечимларини топиши- 
миз мумкин. Характеристик тенглама равшанки, куйидаги куриниш­
га эга: k3+k2 — 0, унинг илдизлари: = £2= 0, k3 = — 1. Дастлаб 
биринчи тенгламани ^араймиз; унг кисмида курсаткичли купайтувчи 
йук, демак, а = 0, лекин ноль характеристик тенгламанинг икки 
каррали илдизи; шу сабабли биз юкорида баён килинганларга асосан 
хусусий ечимни

У1 = х2 (clx2 4- а2х -f- а0) = а2х^4- <М3 4- л»*2

куринишда излашимиз лозим; у ^олда
У ] = 12а^х2 4- 6qjX 4- 2 а0, У/' =24а2х 4- 6ас

Буларни берилган тенгламага т^уйиб,
24а2х 4- 6а4 4- 12а2х2 4- 6а4х 4- 2а0 = х2 4- 1

ни хосил ^иламиз.
х нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициентларни тенглаб 

12аа = 1, 24а, 4- 6а4 = 0, 6а4 4- 2а0 = 1
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Г
 тенгламалар системасини хосил циламиз. Бу системадан

1 1 3
2 12 1 3 2

коэффициентларни ани^лаймиз. Демак,
1 4 1 , . 3 ,у = — х4------- х3 Н------ х2.*12 3 2

Иккинчи тенгламага утамиз, бу ерда а = 1, характеристик тенгла­
манинг илдизи эмас. Хусусий ечимни

У2 = ехф1х + Ь„) 
куринишида излаймиз. К,уйидагини топамиз:

У' =ev(fe1x + V+b1),
У2' = ег (Ь.х + Ь. + 2^), У'" = er (b.x + b0 + 3&J.

Буларни тенгламага цуйиб ва ег га цискартириб,
bjX -j- b(y -}- 3bj -f- b}X -]- ba 2&j = 3x

ни ^осил ^иламиз. Коэффициентларни тенглаймиз:

2ЬХ = 3, 2Ь0 + = 0, бундан Ь2 = , Ьо =-----у.

Изланаётган хусусий ечим:

*

Берилган тенгламанинг умумий ечими:

у = Сге х С2 + СзХ х2-----— х3 + — х4 +

Cv Сг, С3 —ихтиёрий узгармаслар.
6-мисол.  у"—y—xcosxex тенгламани интегралланг.
Ечиш. а ± pi = 1 ±i ифода k2 — 1 =0 характеристик тенгла­

манинг илдизи эмас. Шу сабабли хусусий ечимни цуйидагича излай­
миз; у иг томонни

±Хе<Ж)х+Д.хе(1-0х
2 2

куринишда ифодалаймиз ва

тенгламанинг хусусий ечимини
Ух = (Ах + В) е{1+‘)х

шаклда излаймиз:
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у" = [Л (1 + z) X + В (1 + I) + А ] е( 1+Ож, 

У, = [2 1Ах + 2 Bl + 2 А (1 + 01 е<1+?)*.

Тенгламага цуямиз ва е(1+')х га ^исцартириб

2(i—l)4x + l(2i —1)В + 2Д(1 + 1)] = ух

ни хосил -^иламиз, бу£ердан коэффициентларни тенглаб топамиз:

TI, » с I— 1— 2i , 7 — i\ (1+0* „ 1Шундаи килиб, У2 = (-----— х + Jе . у —у=-

тенгламанинг У, ечими унинг Уг ечими билан ^ушма булади:
/-I +2/ 
\ Ю

X

Ух ва У2 ни кушиб ва тригонометрик£функцияларга'утиб, берил- 
ган тенгламанинг хусусий ечимини

У = Т * + и) с“х+(т х+-&)sl" *}
куринишда хосил циламиз. Умумий ечимни топиш учун У га 
С^ех + С2е~х ифодани, яъни мос бир жинсли тенгламанинг умумий 
ечимини ^ушиш кифоя. Китобхонга таккослаш , ма^садида бу- хусу­
сий ечимни, унинг хациций шакли

У. ={ех {(Ах 4- В) cos х’+ (Сх + D) sin х}
ни^олиб, топишни тавсия этамиз.

d2x7-мисо л.------- }-а2+ = ф(/) тенгламани ечинг.
dz2

Ечиш. Мос бир жинсли тенгламанинг фундаментал системаси
Xj = sin'a/, х2 — cos at

лардан иборат, хусусий ечимни
х = Сх sin at + С2 cos at

шаклда излаймиз, бу ерда С, ва С2 лар t нинг функциялари булиб, 
улар берилган бир жинсли булмаган тенглама цаноатланадиган килиб 
танланади. Уларнинг t буйича хосилаларини аницлаш учун ушбу 
иккита чизикли тенгламага эгамиз:

С]' sin at + С2 cos at = 0, С\ cos at — C2 sin at = — Ф (/),

бу ердан

C\ = — <p(/)cosa/, С» -- ------ -<p(Z)sinctf
a a

ни топамиз. Булардан Cr ва C2 ни хисоблаймиз:
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t t
Ct= — f <p(T)cosardT, C2 —------i cp(r)sinardT.

я J о J
о о

Уларнинг ^ийматларини x нинг ифодасига цуйиб,
t t

x = sin a/ • — J <p (т) cos a r d т — cos at ■ — ф (t) sin а т d x 

0 o'
ни топамиз.

sin at ва cosat купайтувчиларни интеграл белгиси остига кири- 
тиб ва иккала интегрални бирлаштириб, хусусий ечим учун ифодани 
узил-кесил ушбу куринишда хосил киламиз:

t
x(t) = “ J ф(т)5Ша(/ — T)dr.

о
Бу хусусий ечим бошланрич шартларни цаноатлантиришини текши- 
риш осон:

х(0) = 0, х'(0)=0.
12-дарсхона  тотиири^лари

1. Тенгламани ечинг:
2у" + у' — t/=0.

Ж: у =С1е'Т+С2е~х.

2. yiV +2у"' + 3у" + 2у' + у =0

Ж; у = ~ Т {(Сх + С2х) cos + (С8 + С4х) sin ^-}.

3. Тенгламанинг умумий ечимини топинг:
г/"—4 / + 4 у = х2

Ж: у = ех (Cj + С,х) + — + у + -у.

4. у”-&у' + 8у = ех^е-х.

Ж: ^ = CZ + CZ + y^-f^.

5. у" + 4 у = х sin 2х.

Ж: у = C.COS2X4-C2sin2x——cos2x+ — sin2x. :
1 8 16 J

6. Плазма тебранма ^аракатини тавсифлайдиган
d2y . 4ле2гг0 4 ле!------1----------- v =-------------
dt2 т т
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дифференциал тенгламанинг ечимини топинг (е, п0, т, I — маълум 
катталиклар).

Ж: v =-------—A sin (со/— а), со — 2 е 1/Лдл<> .
пое г т

12- мустакил иш топшири^лари
Тенгламанинг умумий ечимини топинг:
1. //IV-2^=0.

Ж: у = Сг + С2х + С3е + С^~.

2. ym-3y" + 3y'~y=0.
Ж. у = ех(С;А -^х 4-С.х2).

3- У" — 2у -4x2</.

Ж: у = С.е + С2е-*> г +
4. У" + У = sin х sin 2 х.

Ж: у =C1cosx + C,sinx + -—cos3x +Yxsinx-
5. Ут+У" + У'+У=хех.

Ж: // = С1е_л + Сг cos х + С31пх + ех ------

13-§.  Дифференциал тенгламалар системасининг нормал шакли
Намуна сифатида цуйидаги тенгламалар системаларининг ечили- 

шини курсатайлик.
1-мисол.  Ушбу

dx ~~ г ’

дифференциал тенгламалар системасини ечинг.
Ечиш. Системанинг иккинчи тенгламасини дифференциаллаб 

куйидагини хосил циламиз:
сРг   dy 
dr dx

dy .. d-z— нинг урнига унинг —
dx dx2

кийматини биринчи тенгламага куя-

миз, у ^олда
сРг   у2.
dx2 г

Уз навбатида, иккинчи тенгламага асосан у ни — билан алмаш- 
dx

тириб, бир номаълумли иккинчи тартибли тенгламани хосил цила- 
миз:
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ёки
ZZ"—(г')2 =0,

ёки бу тенгламанинг иккала томонини г2 га булиб, 
- (г'Г- = Q 
г»

ни

ни

ни

да

^осил циламиз. Бундан

-у = С1( г = Сгг.

Топилган оралик интегрални яна бир маротаба интеграллаб,

2 = c/'iX
хосил циламиз.
у — булгани учун г нинг ифодасини дифференциаллаб, 

dx
i/=C1C./‘x

^осил циламиз.
Шундай цилиб, берилган системанинг ечйми цуйидаги куриниш- 
булади:

z/ = C1Csec,x, z=C2ec'x.
2-ми со л. Ушбу

dy dz
dx [dx

дифференциал тенгламалар системасини ечинг.
Ечиш. Иккала тенгламани ^ушиб

у' +г' =г+ у

ни топамиз, у + г = и алмаштириш оркали и' = и тенгламани х,осил 
циламиз, бундан

и = Схех 
ни топиш цийин эмас. Шундай килиб,

у + z = 
ёки дифференциаллашдан сунг

z/ -|- г = Сгв .

Охирги тенгламада г' ни у билан алмаштириб, биринчи тартибли 

у' + У — Сгех
чизикли тенгламани ^осил циламиз. Унинг ечими
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куринишда булади.

булади.

1. dy .

2.
г

3.

Ж:

у=±С1ех + С^~х

У холда у -|- z = Ctex га асосан 

г = —С, ех — С2е~х2 1 2

У (ЗД+.Q ’
_  .___ 1 dz 

г ’ dx

Ж: у — х -|- С2е 1 ,

13- дарсхона топили рик лари 
dz 1 I--j + г+д:.

ЬС/’—£
4

dz 1
dx ~~2У'
1

i , г - C,e“-
!•

z = '1
2 Ci (Схх + С2)

dy 
dx

z =

1
У — х ’

——

13-муста^ил иш. топширицлари 
= ау, Г~=Ьг (а О, 0) 

dx dx
у г=С,е‘‘‘.

2. &-Д,
dx у

Ж: У = /С/7

dy _ у* .
г

1.

3- ь »

Ж: у =

z = Kc/x-C2e_2x

t/г _ y- 
dx г

+ су2А;

dz _  zl
dx у

1 __ • Г2
-x' >

1
Cyf + C2e~x ’ ‘ " - Cy? + C2e~x '

14- §. Чизицли дифференциал тенгламалар системалари
Бир неча мисол курамиз.
1-мисол. Ушбу фундаментал ечимлар системасига эга булган 

иккита бир жинсли чизицли тенглама системасини тузинг:
У1 = 1 +t, = /,]
&=2, z,=f.J

Ечиш. W(t)=t(t — 1) булганлиги учун (0, 1) оралиц билан 
чекланамиз. Изланаётган система бундай булади:
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1 0 
dt = 0,

± 1 
dt

1

у 1 4-1 2 у 1 + t 2
z t t z t t

Уни нормал шаклда ёзамиз:

dt t—\y

dz 1

W (/) нолга айланадиган t = 0 ва t — 1 ну^талар 
махсус нукталари булади.

2- ми со л. Системанинг умумий ечимини топинг:

системанинг

=5i/4- 4z, dt » ' ’

— = 4у 4- 5z. dt *

5—X 4 1
4 5 —Х|

Е ч и ш. Характеристик тенгламани тузиб, уни ечамиз:

= 0 ёки V — 10X4-9 = 0,

бу ердан Хх = 1, Х2 = 9, демак, характеристик сонлар турлича ва 
^аци^ий.

Х± = 1 характеристик сопга мос Yj ва у2 сонларни топиш учун 
система тузамиз. Бу системанинг коэффициентлари матрицаси

| 5-Х 4 II
| 4 5—Х||

матрицадан X ни Xt = 1 билан 'алмаштириш натижасида хосил бу­
лади, демак, изланаётган система

4?! + 4т, = 0,
4?1 + 4уа = 0

куринишга эга.
Бу ерда, кутилганидек, иккинчи тенглама биринчи тенгламанинг 

натижасидир (бу ерда улар хатто устма- уст тушади), уни ёзмаслик 
хам мумкин эди. Yi = 1 деб у2 = — 1 ни топамиз.

Шундай ^илиб, Хх — 1 характеристик сонга

21 = —е'
ечим л ос келади.

Шунга ухшаш, Х2 = 9 характеристик сонга мос
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— 4?! + 4у2 = О,
4Yi — 4у2 = О

системани ечиб, у3 = 1, у, = 1 ни топамиз, демак, бу характеристик 
сонга

Уг =e9z, г2=е9<
ечим мос келади.

Биз фундаментал ечимлар системасини хосил цилдик:
у =е, z3 = — е ' 
г/2=е9', z2 = e9'.

Буларнинг чизикли комбинациясини устунлар буйича олиб, ушбу 
умумий ечимни ^осил циламиз:

У ~ Сге + С2е ,
2 — Схе1 +Сге 9/

3- м и с о л. Системанинг умумий ечимини топинг: 

— х + 5у— г,

— = Зх —z/4-z,

а/
dz
— = X 
dt

Е ч и ш . Ушбу
3 —X

— 1
1

Д(Х) =

— У + Зг.

1
— 1

3— X
ва шу билан бирга ^а^и^ий А3 = 2,характеристик тенглама турли 

Xj = 3, А3 = 6 илдизларга эга.
Дастлаб, Х3 = 2 характеристик сонга мос

21 х =v е 21» ЛЭ “ Г13 е

Yu. Yu............Т1Л сонлар си-

Г — V Л
Л1 — < 11е »

куринишдаги хусусий ечимни 
фатида

хг = у12 е 

топамиз.

- 1
5 —X

1

J

О

1
— 1

1

- 1
3

— 1

1
— 1

1

детерминант биринчи сатри элементларининг алгебраик тулдирувчи- 
ларини олиш мумкин.

Бу детерминант д (X) характеристик детерминантдан А ни Ах =
= 1 га алмаштириш билан ^осил булади. У ^олда
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_ I 3 —1| _ 9 v =__I—1 —l|__n v _ I—1 31 __лTil — __  [ | A 712 I J j | U> 713 | ___J

ёки (2 га булсак)
Ym=1, Ti2 = 0, 713 = — 1-

Бу^ийматларни эътиборга олиб, xlt x2, x3 учун ифодаларни
Xj = e2t, x2 =0, x3 = e2t 

куринишда ёзамиз.
Шунга ухшаш тегишли характеристик сонлар X, = 3, Х3 = 6 учун 

7 2р 73ft сифатида
7л — 1, 7»> — 1, 7гз — 1> 7з1 1, 7зг 2, у33 1

ни олиш мумкин. У \олда фундаментал ечимлар системаси 
булади:

бундай

st

.21
*з = —« ,

31Уз=«
г=е'.

Демак, умумий ечим ушбу куринишга эта:

х = С.е 2‘ + С2е 31 4- С3е 6/,
у = С2е 3t — 2C3e6t,
г = С^+ 0^ + С* 61 |

14- дарсхона топширицлари
1. Ушбу фундаментал ечимлар системасига эга булган иккита 

бир жинсли чизицли тенглама системасини тузинг:
Г«/1 = х,_ (zt = —х,
\У» = х l, [Zj = X х.

х — + у= 0.dt у

2. Системанинг умумий ечимини топинг:

g=x + 2,. 

^=1/ + 2х.

Ж: х(/) = С, е 3t + С2е“',

1/(/) = С]в ^2ei •
3. Системанинг умумий ечимини топинг:

duЖ: x^ + z = 0, 
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g = -7X + y> 

d-*=-2x-5y.

Ж: x (/) = e 61 (C\ cos t + C2 sin /), 
у (/) = e ~a (C\ + C2) cos t + (C2 — CJ sin t.

14- мустакил uui топшири^лари
1. Ушбу фундаментал ечимлар системасига эга булган иккита 

бир жинсли чизикли тенглама системасини тузинг:
ух = cos/, z2 — — sin t, 
y2 = sin t, z2 — cos t.

№ = -2.

2. Системанинг умумий ечимини твпииг:

— = х 4- Зу.dt *

Ж: х(/)=(С14-С1/)Л

у (/) = — (С1 4- С2 + C3t) е
3. Системанинг умумий ечимини топинг:

= 4х + бу,
at

— = 4х 4* 2у-dZ У

Ж: x(Z) = C1e“2/4-3Cae8f 
y(t) = Cxe~2t +2С2е 8/.
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