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So‘/> boslii
Xususiy hosilali differensial lenglamalar fani nazariy va amaliy 

ahamiyalgn egii. llslibu landa, asosan, ikkinchi tartibli xususiy 
hosilali dilleiensiiil leii}-.lamalai va ularga qo‘yilgan masalalar 
o' i cam fid i III i m In lailibli и aisiy hosilali differensial tenglamalar 
mult Minill ll/il .i h iiglaimilaii deb ham yuritiladi, chunki bu 
e и, I a n  11 11 11 11 мин)'  Huh sohalarida uchraydigan jarayonlarning
..... . iiiiiiil 11 им It' I Ini mi tuzishda ishlatiladi. Fanning maqsadi
in a. in,till li/iluming klassik tenglamalari deb ataluvchi to‘lqin, 
I i|ife, liainda issiqlik tarqalish tenglamalarini tekshirish va ularga 
(|o‘yiladigan asosiy masalalarni yechishdan iborat. Bu tenglamalarni 
ohganish talabalarda tegishli jarayonlar haqida tasavvurga ega 
bodishlariga imkon beradi. Ayni paytda ularni mantiqiy fikrlashga, 
to‘g‘ri xulosalar chiqarishga o‘rgatadi.

Xususiy hosilali differensial tenglamalar hozirgi zamon 
matematikasining muhim sohalaridan bo‘lib, u matematikaning bir 
necha sohalari, jumladan, matematik analiz, funksiyalar nazariyasi, 
integral va differensial tenglamalar nazariyasi, funksional analiz, 
fizika, texnika fanlari bilan uzviy bog‘liq. Matematik fizika 
tenglamalari so‘ngi yillarda keng rivoj topib kelyapti. Endigi kunda 
matematik fizikaning klassik tenglamalaridan tashqari aralash 
turdagi xususiy hosilali differensial tenglamalar ham o‘rganilib, 
fizikaning ko‘pgina masalalarini hal qilish uchun keng tatbiq 
qilinmoqda.

Matematik fizika tenglamalar fani 2018-2019 o‘quv yilidan
boshlab xususiy hosilali differensial tenglamalar fani deb yuritila
boshlandi. Xususiy hosilali differensial tenglamalar fanining asosiy
vazifalariga xususiy hosilali tenglamalar haqida umumiy tushuncha
berish, ikkinchi tartibli kvazichiziqli tenglamalarning turlarini
aniqlab ularni kanonik ko‘rinishga
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klassik tenglamalari va integral tenglamalarni o‘rganish, har bir 
turdagi tenglamalarga korrekt masalalarning qo‘yilishi va bu 
masalalarni yechish usullarini o‘rganishdan iborat.

Ushbu qo‘llanmada xususiy hosilali differensial 
tenglamalarning yechimlarini analitik ravishda olish, bu 
tenglamalarga qo‘yilgan turli masalalarni, integral tenglamalarni 
yechish usullariga bag‘ishlangan bo‘lib, bu usullar imkon qadar 
keng yoritishga harakat qilingan. Ko‘plab misol va masalalar 
javoblar bilan ta’minlangan.

0 ‘quv qoMlanma mualliflarning Buxoro Davlat universitetida 
ko‘p yillar davomida matematik fizika tenglamalari va xususiy 
hosilali differensial tenglamalar fanlaridan olib borgan amaliy 
mashg‘ulotlarida o‘rganilgan misol va masalalar asosida yozildi.

I lion XUSUSIY HOSILALI DIFFERENSIAL 
li H I VMALAR IIAOIDA ASOSIYTUSHUNCHALAR.

111111 IN < ill (ARTIHLI XUSUSIY HOSILALI DIFFERENSIAL
t k n o l a m a l a r

11 Iii»n I h i I mIii i i m i m v  hosilali differensial tenglamalar haqida 
,i,iiiiini< пн, hunt Him bn ilib. birinchi tartibli xususiy hosilali 
,и г  и i ll i< 11г 1111,111111111111}’ immmiy yechimlarini topish, ularga 
• I 11 im I . In i i i i i i h Ii i m i i i  yechish o‘rganilgan. Mavzuga doir 
..........id . . In It in luin misol va masalalar keltirilgan.

I I  IIIi in, hi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning
umumiy yechimini topish

I rkli o‘zgaruvchi, noma’lum funksiya va uning hosilalari 
.......u Ijijm limksional bogdanishga d iffe re n s ia l te n g la in a  deyiladi.

Aj-ar lenglamada noma*lum funksiya ko‘p o‘zgaruvchining 
(tr/gnnivchilar 2 va undan ortiq) funksiyasi bo‘lsa, bunday 
h n|-lama xususiy  hosila li d iffe re n s ia l te n g la m a  deyiladi.

/I o‘lchovli R" Evklid fazosida nuqtaning dekart 
koordinatalarini п >г orqali belgilaymiz. Tartiblangan
11iniiПу ho'lmagan n ta butun sonning a = (a l,a 2,.../xn) ketma-ketligi n 

(ar(il)li in u ltiin d ek s , |a| = a y +a2 +...+«„ soniga m u ltiin d ek s  

ii/unligi deyiladi. q - Rn fazodagi biror soha (ochiq, bog‘langan 
to plum) bo‘lsin. г<д:)=4а д ,- л )  funksiyaning xeQ  nuqtadagi
|>r| </t i it, i tartibli hosilasini

I)",i lT' D"1...D >  = -----4 ^ — —, &U = u(x)
' 2 дх“'дх“г...дх°щ

ko‘i inishda yozamiz. Masalan, a  = a k xususiy hoi uchun
д,х' и du

IT  и = -----= Dp u, D,u = —  = ux , D~u =
дх“‘ ' Лг ‘ 'dx.

О d2u
dx'
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F=F\x,...fla>. )  funksiya q  soha x  nuqtalarining va 
4a = = Dau , cct =0,1,— haqiqiy o‘zgaruvchiIarning berilgan
funksiyasi bo‘lsin.

T a ’rif. Ushbu
F \x,...jy  z/,..)=0 (1 )

tenglik noma’lum funksiyaga nisbatan x u susiy

h osila li d iffe re n s ia l te iig lam a  deyiladi.
(1) da qatnashayotgan hosilaning eng yuqori tartibiga 

tenglamaning tartibi deyiladi.
Agar F barcha qa, (|aj = o,i,...,///) o‘zgaruvchilarga nisbatan

chiziqli funksiya bo‘lsa, (1) tenglama ch iz iq li d iffe ren sia l 
te n g la m a  deyiladi.

Agar differensial tenglamaning tartibi m  bo‘lib, /'’barcha qai 

H = m o ‘zgaruvchilarga nisbatan chiziqli funksiya bo‘Isa, (1) 
tenglama kv az ich iz iq li d iffe re n s ia l te n g la m a  deyiladi.

T a ’rif. q  sohada aniqlangan ^funksiya (1) tenglamada 
ishtirok etuvchi barcha hosilalari bilan uzluksiz bo‘lib, uni 
ayniyatga aylantirsa, U(X) ga (1) tenglamaning k la ss ik  y ech im i 
deyiladi.

Xususiy hosilali m - tartibli chiziqli differensial tenglamani 
ushbu

LU= Yja« (X)D“U = /О) (2)
\tt\Sm

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda aa(x) lar tenglama 
koeffitsiyentlari,

L= XX (AD"

esa xususiy hosilali m - tartibli differensial operator.
Barcha .replar uchun (2) tenglamaning o‘ng tomoni j \ X) nolga 

teng bo‘lsa, (2) tenglama b ir  jin sli, /(*) nolga teng bo‘lmasa, b ir  
jin s li  b o ‘lm ag an  tenglama deyiladi.

6

A}',ni i/(v) va V(v) funksiyalar bir jinsli boMmagan (2) 
i« iii'lMmiminj', yechimlari boMsa, ravshanki, (tenglama chiziqli 
bn l|'.aiii siihabli) »,.(v) »(.v)-v(.v) ayirma bir jinsli ( /  = o) tenglamaning 
ус» liimi ho'ladi.

Aganla //Да ) ,  i i . . . .к funksiyalar bir jinsli ( /  =  o )  tenglamaning

\ . »11nnIni i bo‘lsa, //(л) Y jC<u№  funksiya ham, bu yerda Ct -  haqiqiy
/I

• i j1 и им .bu. .1111 lenglamaning yechimi bo‘ladi.
I .Iniih o'lamiz, q sohada aniqlangan va k- tartibgacha xususiy 

In • iIn In11 bilim uzluksiz bo‘lgan haqiqiy U(x) funksiyalar sinfi C*(0 

1 1 i t | и ti  bclgilanadi, c.(Q)~ о sohada uzluksiz funksiyalar sinfi. 
.«:(')« funksiyaning normasi

Ikl=Zm(̂ D̂ (x)l/=0 ‘ ^
kabi aniqlanadi.

Ushbu

*2
du 8u du jxn,it,— ---- = 0
<9.*, dx2 dxn J (1)

ko'rinishdagi ifoda b ir in c h i ta r t ib l i  xu su siy  hosila li tenglama 
deyiladi.

Agar (1) da F funksiya xususiy hosilalarga chiziqli bo‘liq 
bo‘lsa, u holda

X x{xx,x 2, . . . ,x „ ,u ) ^ -  + ... + X  n{xx,x 2,...,xn, u ) ^ - =  R{xx,x 2,...,xn,u ) (2)
O X j OX ̂

ko'rinishdagi tenglama kvazichiziqli tenglama deyiladi.
(2) tenglama bir jinli bo‘lmagan tenglama bo‘lib, uning 

simmetrik formasini quyidagicha
dx] _ dx2 _ _ dxn _ du / o \

yozish mumkin. Ushbu sistema xarakteristik tenglamalar sistemasi 
ham deyiladi. Bu sistemaning n ta erkli integralini
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(4)

^ i(x x,x2,. .,xn,u) = C l
i//2(xx,x 2„ yt II Cl

V n{xx,X2,. ; X „ , u ) = C n

topamiz. U holda (2) ning umumiy yechimi 

ko'rinishda bo'ladi.
Bir jinsli chiziqli birinchi tartibli xususiy hosilali differensial 

tenglama quyidagi umumiy ko‘rinishga ega:

* ,  (x, , x2 xn ) ~  + ... + X„  (x,, хг xn =  0 (6 )
ox, dx„

Shuni aytish lozimki, и = const har doim (6) tenglamaning 
yechimi. Biz trivial bo'lmagan yechimni qidiramiz.

(6) ga mos oddiy differensial tenglamalar sistemasining 
simmetrik formasi ushbu

dx i dx~ dx,
X x{xx,x2,...,xn) X 2(xx,x2,...,x„) X „ (x x,x2,...,xn)

(7)

ko‘rinishda bo‘ladi.
(7) sistemaga (6) tenglamaga mos bo‘lgan, oddiy differensial 

tenglamalar sistemasi yoki xarakteristik tenglamalar sistemasi 
deyiladi. Ushbu sistemaning yechimlari esa (6) tenglamaning 
xarakteristikalari deyiladi.

E sla tm a . Ba’zan 1-tartibli xususiy hosilali differensial 
tenglamaning umumiy yechimini topishda xarakteristik tenglamalar 
sistemasi integrallarini topish jarayonida

dxx _  dx2 _  dxn
bi(xy,—,x„) b2(xx,-- ,x n) bn{x

munosabatning o‘rinli ekanligidan
a]dx]+a2dx1+---+amdxm ' 

axbx +ab-\---- 1-ambm

tenglikning bajarilishidan ham foydalanish mumkin. Bunda 
a, = al(xl,x2,---,x)l),i= \,2 ,---,n r,m eN  biror bir funksiyalar.

8

Misol. Ouyidagi tenglamaning umumiy yechimini toping:
du

xz— \-yz 
dx

du
dy

Ф ’ Ф )  1= 0 .

V<4 liish: Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamalar
■ nlnunsini tuzamiz:

dx dy _ dz
xz yz - ( * 2 +.y2)

Sistemaning birinchi integrallarini topamiz.
,A dy_ ^  ^  ln|_y| = ln|x| + ln|C,|
V” yz X  у

v уС. = -x— => у/, = —,
X  X

dy _ dz _ xdx + ydy + zdz 
yz - ( x 2+ y 2) 0

d(x2 + y 2 + z 2) = 0 => x2+;y2+ z 2 = C 2 
=>,//, = (x 2 + y 2 + z 2)

bu yerda (8) tenglikdan foydalandik, ya'ni
dy dz xdx+ ydy + zdz
yz ~ {x2+ y 2) x-xz + y-yz + z-(-(x2 + / ) ) ’ 

xdx+ ydy + zdz _ xdx+ ydy + zdz
x-xz + y-yz + z-[^{x2 + y 2Jj 0

U holda umumiy yechim
и - ф Г—,x2 + y 2 + z 2 j

ko‘rinishda bo‘ladi.
I'ckshirish:

dO  Эу/, dO  di//2 _ y _ 8Ф дФ
+  2 x --------

d iyx a v 5 y / 2 dx x 2 5 y /, d y /2

du d o д ’/Л dO d y /2 1 d o „  dO  
+  2  у --------

dx d y /x dy d y /2 dy X d y /x d y /2

du dO d y  i d o
- + -------

di//2
=  0 -

dO „  dO  
+  2  z --------

oz Эу/, dz d y /2 dz dyf\ S y /2

Topilgan ifodalarni tenglamaga qo‘yib, uning ayniyatga aylanishiga 
ishonch hosil qilish mumkin.

9



M isol. Quyidagi tenglamaning umumiy yechimini topini
дг ( , d z  

x)’— + [x - 2 z ) — = y z .  
ox dy

Y ech ish : Berilgan tenglamaning xarakteristik
sistemasini tuzamiz:

dx _  dy _ d z  
xy x —2 z yz

Sistemaning birinchi integrallarini topamiz:
In |=| = In |=c| H- In |C, j

dx d: 
xy yz

=> C. = —

dx dz

dy dx
X X

dy dx
x — 2 z xy x -2 C xx  xy

ydy = (1 -  2 C, )dx

• i -  = 0 - 2 C , ) i  + C2 = > C , = ^ — ^ 1 -2 ^ 1 *  = > ^2 = i - -

Natijada umumiy yechim quyidagicha aniqlanadi:
Ф| - , 2 -— x + 2z | = 0 .

M u sta q il b a ja r is h  u ch u n  m iso lla r
Tenglamalarning umumiy yechimini toping.

i . v----x— = 0du du ■— •-  x —  
dx dy

du du du „ —  + у  —  + = —  = 0 
dx ' dy dz

2

2  du du • yz —— + xz —— +

4. ,

du
dy ' dz

= 0
du du

X ------ у  —  = x  -  у
dx dy

du duX —  + у ---- = XV + и
dx dy

du duу —  + .v--- = и •
dx dy

5.

6.

7.
( x + 2 y ) g - y j  = 0.

8. ^  3)1

dz &у------ x — = 0 •
dx dy>

tenglamalar

x + 2 z.

10

o.
9.

()i/ On du\ i у - + z —
dx d)i Oz

10.

du
dx

1 1.

dz dzу —  + x — 
dx dy

12.

xdz 2 1e —  + у - 
dx i

13.

2 x ^  + 0
dx

14.

dz j <xy ----- x -
dx (

15.

dz оx —  + 2jy- 
dx 5

16.

17.

18.

19.

20 . 

21. 

22 .

23.

24.

25.

26.

du du
i—  + 2z —  
dy dz

= ye .

dz 2
) -----x  =i

dy

= yz. 

- x 2y  + z .

, ■> i .  dz UZ 2 rv
(x +У )—  + ̂ xy —  + z - 0 .  

dx dy
td z  gz ry —2 v -----xy— - x y z  +1.

dx ’ dy

dz 2 &
x 'z —  + y  z — = y+ x. 

dx " dy
dz dz

y z ----- x z— = e‘ .
dx d)>

2 dz dz
(.z-У ) T̂ + JCZT- = ̂ - dx dy

dz dzx)’—  + (x - 2 z ) —  = y z . 
dx dy

dz dz у  у  — + z — = —. 
dx dy x

. 2 dz dz 2sm x — vtgz = COS Z.
dx dy

dz dz
(x + z) —  + (y+ z)—  = x + y .  

dx dy

dz dz 2(xz + y ) -  + (x+ yz)—  = l - z  . 
dx dy

, . du du du
(y + z)—  + (z + x) —  + (x + y) —  

dx cy oz

dz

11



(10) formulaga ko‘ra

bunda щ , у/2 va % laming ko'rinishidan foydalansak,

Koshi masalasining yechimi bo'ladi.
M asa la . Quyidagi tenglamaning

dz dz 
xz—- + y z—  = -xy  

dx ay

y  = x 2, z = x 2 shartni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
Y echish : Berilgan tenglamaning simmetrik formasidan iborat
dx _ dy _ dz 
xz yz xy

sistemani yechib,

4'\ = - ,  Vi = z2+xy larni hosil qilamiz.

Bunda berilgan shartlardan foydalanib,
l

x = ---,
V\

x+ X--- = lf/
Vx

tengliklarni va quyidagi funksional bogdanishni olamiz:
l l^2= — + — .

4'\ W\

Bu yerda щ  va ц/г laming ko'rinishidan foydalansak,

Koshi masalasining yechimini topamiz.
M u sta q il b a ja r is h  u ch u n  m a sa la la r  

Quyidagi Koshi masalalarini yeching:
л ,dii du du4 . (4y - z ) —  + y —  + z -— - =  0, 

dx dy dz 5 = y  + z

14

2 dz dz 2
У 1Г+хУ—  = х ,  jc = 0, 2 =  y  .

dx qy

dz dz 2 2
x ~ z ~ 2y T = x  + y  ’ У = U  :  = 

dx dy

dz dz
x — + v—  = z - x y  

dx dy

dz dz
^ —  + у —  = г ,  У=х ,  z = x \  

dx dy

dz dz 2
x —  - У —  = z (x-3y) , * = 1 , yz +1 = 0 .

dx dy

dz dz 2 2X -  + y —  = Z-X - y  , y = -2 ,  z = x - x 2. 
dx dy

dz dz - > 2  2yz— vxz— = ху щ x —a , y~+z =a .
dx dy 9

dz dz
z —— xy— -2xy ,  x + v = 2 ,  yz = l. 

dx dy

dz , 2 2 \ dz ~ 2z —  + (z - x  )— + X = 0, y  = x  , Z = 2x. 
ax dy

dz dz( y - z ) — + ( z - x )—  = x - y ,  Z = y  = - x .  
dx qy

15



27 .

28.

ди ди . . ди*—+.У—+(*+«) —= *У. ох су OZ

, . ди . . ди ди( u - x ) - -  + ( u - y ) — - z —  = x+y,  
ах ду dz

1.2. Koshi masalalariniyechish 
Birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama uchun 

Koshi masalasi quyidagicha qo'yiladi. (2) tenglamaning yechimlari 
ichidan shunday

u = f { x i , x

yechimni topingki, u*„ = x,° da
u = (p{xh x 2,...,xn_x) (9)

funksiyaga teng bo'lsin, bunda (p -  berilgan funksiya.
Koshi masalasini yechish ushbu tartibda amalga oshiriladi:
1. Tenglamaning simmetrik (3) formasini tuzib, (4) n  ta 

integral topiladi.
2. (4) dagi x oTniga ni qo‘yamiz:

V 'lV i 'X f
.,х„_х,х1 ,и)= у/г

V n(x\ ,x i,- ■>x „-\ >x°,u) = ij/n

va sistema Xj,x2,...^„_1,w ga nisbatan yechiladi.
=<»i(Fi.F2 .-.F j

*„-i =

3.Ushbu funksiyalardan
,(//2,• • • = ( k \ (vyi, Fa. • • ■ W w  > F2»• • •wn),.../4,-1 fe , ̂  %))> (10)

munosabatni tuzamiz. (10) ga Koshi masalasining oshkormas 
ko'rinishdagi yechimi deyiladi. Agar (10) ni и funksiyaga nisbatan 
yechsak, oshkor ko'rinishida Koshi masalasining yechimini olamiz.

12

M asa la . Ushbu (>+V ^ ) f +f = 2 tenglamaning ,.o d a

shartni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish: Berilgan tenglamaning simmetrik formasi

dx _dy  _dz  
l + J z - x - y  1 2

ko rinishdan iborat. Bu sistemani yechib,
^ = z - 2 y , щ  brni hosil qilamiz,

bunda y = oni qo‘yib,
r =j/„

larga ega boTamiz. Bu sistemadan x va z  m topannz:

x - 4 f \  ~
Vi

z  =  V v

z -  2x

(10) formulaga ко ra
=  0 , 2y/i - y / \  =  0 >

bunda y/\ va y/2 laming ko'rinishidan foydalansak,

2 z -  4 у -  (2/z - x - y + y )  =0
Koshi masalasining yechimini hosil qilamiz. 

Masala. Quyidagi tenglamaning
sdu ди

( 4 y - z ) - -  + y ~  + z —  ~ U  
w  дх dy oz

a  = /  + shartni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
"  Y ech ish : Benlgan tenglamaning simmetrik formasi
*  ni yozib olib, uni yechish natijasida

4 y - z  У z  0
щ  = £ ,  щ  = x -4 y + z , щ  =и ifodalarga ega boTamiz.

у ’

Bu yerda * = 0 deb,
— = <//,, -4y  + z = t//2, y 1 + z2 =4'3

tengliklarni hosil qilamiz hamdaulardan у va ..larni topamiz.
13



23.

24.

25.

26.

27.

28. 

29.

dz dz
x -  + ( x z + y ) -  = z ,  x + у  = 2z , xz= 1. 

ox ay

2 dz dz 2
У T~ ■*" y z W~ — 0 ,  . v - y  = 0 ,  x  — zy =

ox dy
dz dz

л' а +гф _у’ у ’ г х ’ *+2^=г- 
(у + 2г1) ^ - 2 х 1г У -= х 7

дх су
, . & , , d z „
(x -z )  —  + (y - z )  —  - 2 z  

дх ду

3 dz 2 i  dz зд у  i-д z" — = у z х
дх ду 5

& &
* а + ;^ =24'’

x=z, у = д .

х - j' = 2 , z + 2д = 1,

7 = ̂ .
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2-BOB. IKKINCHITARTIBLI XUSUSIY HOSILALI 
DIFFERENSIAL TEN GLAM ALAR HAQIDA ASOSIY 
TUSHUNCHALAR. IKKINCHI TARTIBLI XUSUSIY 
HOSILALI DIFFERENSIAL TENGLAMALARNING 
KLASSIFIKATSIYASI. KANONIK KO‘RINISHGA 

KELTIRISH
Ushbu bobda ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial 

tenglamalar haqida umumiy ma’lumotlar berilgan bo4lib, ikkinchi 
tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning 
klassifikatsiyasi, ko‘p erkli o‘zgaruvchili funksiyalar, n=2 va n>2 
bodgan hollar uchun ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial 
tenglamalarni kanonik koTinishga keltirish bayon etilgan. Mavzuga 
doir mustaqil yechish uchun misol va masalalar keltirilgan.

2.1. Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarni 
turi saqlanadigan sohada kanonik ко *rinishga keltirish 

Ta’rif. x,y erkli o‘zgaruvchilaming u(x,y ) noma’lum funksiyasi 
va funksiyaning ikkinchi tartibigacha xususiy hosilalari orasidagi 
bog‘lanishga, ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial 
tenglamalar deyiladi.

Ta’rif. r 2 fazoda ikkinchi tartibgacha xususiy hosilalari 
mavjud qandaydir u(x,y ) funksiya berilgan bo‘lsin (iixy =uyx). U holda 

Fi^y,u,ux,uy,uxx,uv ,uyy) = 0 (1)
tenglama umumiy holda berilgan ikkinchi tartibli xususiy hosilali 
differensial tenglama deyiladi, bu yerda F -  berilgan biror-bir 
funksiya.

Xuddi shunga o‘xshash ko‘p erkli o‘zgaruvchili ikkinchi 
tartibli xususiy hosilali differensial tenglama quyidagi koh'inishda 
ifodalanadi: r ^ n 'v 'T A D B i^ K O R L ^  |

nl DE v° реоАО°Ж



F[pl,x2,...,xn,u,ux ,иХг,...,их ,—,uxx ,...)= О.

(2)
Ta’rif. Agarda ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili xususiy 

hosilali differensial tenglama yuqori tartibli hosilalarga nisbatan 
ushbu koTinishga

«п (^у)-и„ + ̂ п(х ,у)иху+а11(х,у)-иуу + F{x,y,ii,ux,uy)  = 0 (3)
ega bo‘lsa, unda ushbu tenglamaga yuqori tartibli hosilalarga 
nisbatan chiziqli deyiladi.

Ta’rif. Quyidagi koTinishdagi tenglamalarga ikkinchi tartibli 
ikki o‘zgaruvchili kvazichiziqli xususiy hosilali differensial 
tenglamalar deyiladi:

an(x,y,u,ux,uv)-u):x + 2aX2(x,y;u,ux,uy)-uxy +a22(x,y,u,ux,uy)-u)y + F{x,y,u,ux,uy)= 0.

(4)
Ta’rif. Agarda ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili xususiy 

hosilali differensial tenglama barcha xususiy hosilalariga va 
noma’lum funksiyaning o‘ziga nisbatan ham chiziqli bo‘lsa, ya’ni 
quyidagi ko‘rinishga
«1 i M  • uxx + ̂ a ( x>y) ■ у +a22{x,y) ■ uyy +bx {x,y) ■ ux + b2 (x,y) • uy +c(x,y) ■ и + /(x,y) = 0.

(5)
ega bo‘lsa, unda ushbu tenglamaga chiziqli tenglama deyiladi.

(5) tenglamada an (*,y), al2{x,y ), a22(x,y ), ь,(х,У), c(.v,.y)larga (5)
tenglamaning koeffitsiyentlari, / ( x,y ) ga (5) tenglamaning ozod hadi 
deyiladi va ular oldindan berilgan deb hisoblanadi.

Ta’rif. Agar (5) tenglamada f ( x , y )= о bo‘lsa, u holda bu 
tenglama bir jinsli tenglama deyiladi. Aks holda, ya’ni f { x ,y )* о 
bo‘lsa, (5) tenglama bir jinsli bortmagan differensial tenglama 
deyiladi.

(3) (yoki (5)) tenglamada o‘zgaruvchilarni ixtiyoriy (o‘zaro bir 
qiymatli) almashtiramiz. Bu uchun biz x  va у  erkli o‘zgaruvchilarni 
teskari almashtirish natijasida, ya’ni
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4  = <p(x.y)> n = 4/ ( x , y )  ( 6 )

berilgan chiziqli tenglamaga ekvivalent bodgan va soddaroq 
ko’rinishga ega bo‘lgan tenglamaga ega bo‘lishimiz mumkin.

Buning uchun (3) tenglamada x  va у  erkli o‘zgaruvchilardan 
yangi 4  va Л  o‘zgaruvchilarga o‘tamiz:

их = и ^х + ипТ1х,
uy = ud y + u n1ly'

+ 2 uin^x7jx +unnT]l +  « * £ *  +

“*y =  +  u 4 ,  k x b y  +  Zyrix)+u„nrLVy + U ^ x y  +  W

uyy = u4 &  + 2и^ у П у  + + UnVyy-

(7 )

(7) ifodalarni (3) tenglamaga keltirib qo‘yib, va n 

o‘zgaruvchilarga nisbatan (3) tenglamaga ekvivalent boTgan 
quyidagi tenglamani olamiz:

лп(^.'?)■“« + 2au(£>ri)’u(4 +au {g,ii)-um +F(z,ri,u,u{,un)= 0, (8 )

bu yerda
-  an%l + 2a n£x£y +ct12^yi

an  =  au4xrjx + an (gj]y +  л Л у)+ an gyt]y , 

an  =  anrj2x +  2апг/хг/у + a22T]y ,

Ta’rif.
ax xdy7 -  2ax 2dxdy\- a22dx' = 0  ( 9 )

oddiy differensial tenglama, (3) tenglamaning xarakteristik 
tenglamasi deyiladi.

Ta’rif. (9) tenglamaning integral chiziqlari esa (3) 
tenglamaning xarakteristikalari deyiladi.

(9) tenglama quyidagi ikkita tenglamaga ajraladi:
dy aX2 +т]ах2 — axx ■ a22

dx axx

dv an — -\jan — ax> ■ агг
dx

(10)

( 11)

(9) yoki (10) va (11) oddiy differensial tenglama yordamida 
berilgan (3)-tenglamaning xarakteristikalari topiladi.
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T a ’rif. Agar qandaydir D sohada а?2- а и -а22>0 bo‘lsa, (3) 
tenglama giperbolik turga qarashli, agar D sohada a2n - a u -a22<0 

bo‘lsa, (3) tenglama elliptik turga qarashli, agar D sohada 
ai2 ~ an -a2 2=^ bo'lsa, (3) tenglama parabolik turga qarashli deyiladi.

Shunday qilib, a;2 - a n -a22 ifodaning ishorasiga qarab (3) 
tenglama quyidagi kanonik ko‘rinishlarga keltirilishi mumkin ekan:

<%2 - а и -а2 2 > 0  (giperbolik tur), ми-мл,=Ф(х, к̂,иг,«у) yoki 
иху = Ф(х,у,и,их,иу) .

au ~ an-«2 2 < 0  (elliptik tur), ихх+иуу=Ф(х,у,и,их,иу).

af2 - a n -a22 = 0 (parabolik tur) ихх = Ф(х,у,и,их,иу).

Bu yerda Ф(x,y,u,ux,uy) soddalashtirish natijasida hosil bo‘lgan 
funksiya.

M isol. Quyidagi tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiraylik:

Y echish : aa = - 1 , eu =i, eB=-з — tenglama koeffitsiyentlari. 
A=a\2 ~ a \ \ - a22 ifodaning qiymatini hisoblaymiz. д = 4 > о ,  demak 
tenglama giperbolik turga tegishli. (9) xarakteristik tenglamani 
tuzib, uni yechamiz:

dy - 1  + 2 dy

dy _ -  1 -  2 
dx 1

= —3 => Зх + у  = С

Umumiy integrallardan birini 4 va ikkinchisini ?/ bilan 
belgilab, (7) formulalardan foydalanib hisoblashlarning natijalarini 
berilgan tenglamaga keltirib qo‘yib, soddalashtirishlardan so‘ng 
tenglamaning quyidagi kanonik ko‘rinishini hosil qilamiz:

M isol. Quyidagi tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiraylik:
У1ихх + 2yu + w = 0.
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Yechish: =y , au = y2, вв = 1 -  tenglama koeffitsiyentlari.
A a2X2- a u a22 ifodaning qiymatini hisoblaymiz. д=о, demak 
lenglama parabolik turga tegishli. (9) xarakteristik tenglamani tuzib, 
uni yechamiz:

dy у  dy 1 y 1 ^
dx у  dx у  2

Natijada olingan integralni 4 orqali, 77 orqali esa ixtiyoriy 
funksiyani, masalan, r)=y deb belgilab, (7) formulalardan foydalanib 
hisoblashlarning natijalarini berilgan tenglamaga keltirib qo‘yib, 
soddalashtirishlardan so‘ng tenglamaning quyidagi kanonik 
lafrinishini hosil qilamiz: unn=u4.

Misol. Quyidagi tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiraylik:
(l + x2 )wXT + (l + y 2 }iyy + yuy = 0.

Yechish: =0 , au = \+ x 2, ^ 2 = \+ y 2 — tenglama
koeffitsiyentlari. A = a22 - a u -a22 ifodaning qiymatini hisoblaymiz. 
A = -(l+A-2)(l+y), demak tenglama elliptik turga tegishli. (9) 
xarakteristik tenglamani tuzib, uni yechamiz:

dy = 0± i ^  + x2̂  + y 2) dy _ +j. j l  + y 2 _̂  
dx \ + x2 dx ~ J i + X2 ,
ln(y + Q  +>>2)+ i In^r + л/l  + jc2 ) = C

Umumiy nazariyaga asosan, olingan integralning haqiqiy 
qismini 4 (4 = Re(in(y + Vi + y 2 )+ /in(x + Vi + *2))= in(y + yj\ + y 2)) orqali, mavhum 
qismini esa /7 (7 = im(in(y + ф  + у 2)+ /1п(л- + Vi + U ))= in(x Wi + *2)) orqali 
belgilab, (7) formulalardan foydalanib hisoblashlarning natijalarini 
berilgan tenglamaga keltirib qo‘yib, soddalashtirishlardan so‘ng 
tenglamaning quyidagi kanonik ko‘rinishini hosil qilamiz: 
%+%~//7W;=0-

M u sta q il b a ja r is h  u c h u n  m iso lla r
Quyidagi tenglamalarning turini aniqlang:

1. 0 + 1) d2u 
dx2

. d2u d2u2---— + ■*---Tdxdy dy
1 < x < 3, 0 < >> < 1 .
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д2и д2и . д2и л
2 . -  + х —  + 2(х + у) ——  = 0, х ‘ + (у -6 )  < 1.

ду' ох дхду

о „ д2и , Э2г/ 2 Э2г/ Эи ди п , , , 
-5- 2лу — + JT — + / — j— jf— + j; — = 0, ^ < 1, 

Э хф ф  Эх ду Эх

л / \Э 2п ,  Э2м „ , . ,
4- ^  + Л г т  + ( ^ - ^ ) т т  + та = (). 0  + 5) + /  <1.дх" ду

а2_

W<L

к с>~г/ _ Э 'и  д'и ди
ох' дхду ду2 ф

с  t -\и и л о и о и __5. (у + 1)-^тг — 2 -- -■ А + х-^-тг-  —  = 0, 1 < х < 3, O c jy c l .

6 . 4 ̂ - 7- -  2(х -  у )  ~ ~  + (1 -  ху) у~т -  0, 2<х + у  <5. 
ох дхду ду'

п  2 3 2и д2и д2и ди Эн А , 2 г
/ .  х  — Г + — -  + 2 х -------+ у ------------= 0, 1 < х 2 + у 2 < 7.

Эх2 ф 2 3x3)' Эх ф

о  3 2н ди д2и ди
о . х — -  + 6 —  + ( х + у ) — - - у  —  = 0, 0 < х < 2 , 

Зх2 Эх ду1 ду
0< у <2.

q  - д2и д2и дги ди
У.  6 ------- + у — — +  х — Г + —  = 0, 1 < х < 2,

дхду Эх ду' ду
2<у<3.

10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20. 

21. 

22.

ди ди д2 и 2 д2и д2и 2 г , 
Эх ду дх2 ду2 дхду

, д 2и д2и д2и ди л ,
5 х — -  — 4 х -------+ 2 у — -  + ------- гг = 0, 1 < х < :

Эх2 дхду ду2 дх
4 < j y < 8 .

Quyidagi tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltiring
— 6uxy +1 0u)y + ux -  3uy = 0. 

4uxx+4uX),+u}y-2 iiy= 0 .

иа - х и № = 0 .

М«-У^г = 0*
Х и г с ~ У и у у = Ъ -  

yU-xx — XUn, = 0 .

х2ияс+ у гиху = 0.

У2ихх+Х2иуу = 0. 

У2ихх- Х ги}у= 0.
(i+*2k * + 0 + / k ,  +^Wy=0.

4A »-eX =o-
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23.
24.
25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

- 2 s i 11X ■ uxy -1- (2  -  cos2 x)uyy =  0 .

-1- 2yuxv + и =  0 .

x 2uxx- x u xy+uyy = 0.

2 ^ _ 2 i i +^ =o.
3x“ Э хф  ф *

^ d2u d2u ^ 3 2и 

Эх2 ЭхЭ)' 3_y2

^ - 1 0 ^ + 2 5 ^  = 0. 
дх~ дхду Эу2

Э2н -,x д2и ди ди л
—7 +е —т- + у --х —  = 0.
Эх' ф  ду дхду

у д2и 2 д2и
,  +  2х е  -------+ х  — -  = 0 .

дх' дхду ду'
2v 32м+ zxe' —

Эх.

3 2и , /о  1ч 3 2н  0 2 3 2и  _
у — -\-х {2 у - \)—— - 2 х  —т - 0 .

Эх ЭхЗу 3)'

о I д ‘ и  j  . 3 2м . 2 3 2и
9у —г I 6у smx------- -t-sin х —r - 0 .

' Эх' Э хф  Эу2

2 Э2« з2н 32н
0х ' - т - 2 х у - ^ -  + (4 + у 2) 

дх дхду ду'

д2и х д2и , д2и .
у —т + О -J>)------<?—х = 0 .

ох" Э хф ду'

д2и д2и д2и .
* Т Т  + 0  +  x/gx) + (gx— г =  0 •

ох Э хф  3)'

2 3 2гг . д2и . ,  Э2и .
cos 3' — r - - 2 s m x - c o s v -------+  s i n 'x — -  =  0 .

Эх2 " дхду ду2

г д2и , 2 2ч 3 2гг 2 3 2к А
х  T J  + (2x -Д ' ) - Г З Г - 2>; Т Т  =  0 - 

Зх ЭхЗу ф

д2и ,  3 2г/ 4 3 2г/
— ^ + 20)5  у -------+ cos у — у - 0 .
Зх" дхду ду~

. 2 д2и 2 д2и 
sin у — ^ + cos х — т  =  0 .

Зх2 ф 2

л д2и 2 д2и 2 д2и ди л
х  —т -2х у -------+ у — — +  3 —  =  0 .

Зх" дхду ду2 дх

■ 4 д2и . д2и д2и ди . ди „
sin х — + 2 sin  X------- ь —  ------- + s in x —  = 0 .

Зх" З х ф  ф  ф  Зх
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78.

79.

80. 

81. 

82.

83.

84.

85.

86. 

87.

89.

90.

9 1 .

92.

93.

94.

95.

. , д'и о и 1 ди4у2— 7 -----  +----- = 0 .
дх2 ду' у  ду

s '  — - Т Т  + 0  + О  — = О-
дхду ду ду

2 S2u  ̂ Э2гс 3 2гс 1 Зи _  ^
Зк2  ̂скду Зн2 у 5)'

2 3 2гс _ 3 2м _ 2 д2и диу  — 7 +  2 ху ------- + 2х — 7 + у — = 0 .
дх' " дхду ду' ду

2 д2и „  3 2ы 3 2гс 2 ди . .COS' 7  7 -  2 COSу------- 1------7 -  X cos у ---- 1- (tgx -  х cosy)
дх' дхду ду' дх

д2и . д2и г д2и
— :r + 2 s m x --------- cos х ■— 7 = 0 .
дх2 дхду ду2

sin у
д2и д2и ( sin  у  Л ди

------- + — - + I  - - c tg y \—  =
дхду ду v х )ду

0 .

2 д2и , д2и 2 д2и ди 9*2т=г-6ху— -У у '-у  + у— = 0. 
дх' дхду ду ду

2 д2и . д2и . 2 д2и
х  — г—  2.x s i n  у -------- +  s m  у — 7  =  0 .

дх' дхду ду'

д2и 4 д2и ди „X '--- 7 + COS у — -  + х —  = 0.
дх' ду' дх

. , д2и „ . д2и д2и ди
s m "  у — T  +  2 s m y — — - y + c o s y  —  =  0 .  

дх' дхду ду дх

2у д2и ,  у д2и д и ди е у—7 + Зеу----- + 2 - 7 - 2 —  = 0 .
дх2 дхду ду д)>

г д и . д и 4 ди лу 2 — 7  + 4 — Г + ------= 0
дх2 ду у  ду

дх'
v д и  

дхду
д2и 2 ди е 2г ди 
ду1 ' дх у  ду

2d U _ 2х и 11 2 wlt ь лу 2-гт -2 уе  — — + е — Г-У  ----------—  =  0 .

д2и . д2и 2 S2u 1 ди ди—- - 4 х ----- + 8 х —7--------+ — = 0.
дх дхду ду х дх ду

2д2и . , дхи . 4  д'и .  , Л  , биу  —  + 4 у х -ц -^ + А х — f  + Ъ  —  ,+ 4ду—  = 0
дх'

, д2и 
дхду

4 д_и 
ду2

■> ди 
дх

, д2и . д2и . д2и . ди
c o s 'y — 7 - 4 c o s y -------+  4 — 7 + 2 s m y —  = 0 .

дх2 дхду д)’2 дх

д2и ,, д2и 5 •>.. д2и 5 1у ди
дх' дхду 4 ду' 4 ду
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<>(».
д'и
<)\

д’и . 2 д2и
/  COS.V - s i l l  х-—-  = 0 .

дхду ду-

9 7 , N111 V
d’и . д2и 2 д2и

, 2y s in x -------+ у  — 7 = 0 .
дх дхду ду2

9 8 . Ctll'x
д'и .  . д’и д2и ди л

«Ч дхду ду2 ду

9 9 .
, д'и , д'и . д’и 3 du .

0 : \ .’ г /rv 1 v' , 1 tg x —  = 0 .Ьхду ду2 h дх

1 0 0
d II 

Г
Л\

о .
ду'

101 д'и 1
дх'

/У и ди ..у , 1с/ 0. а  = const
ду ду

1 0 2 . д'и
у л 7

iУ» п
1 X 7 = 0 .

<У

I(M. д'и
'

д'и
1 ° -

Л  к о '/> rrhli о 4?garuIч7/Hifunksiyalar (п>2) bo‘Igan hoi искun 
ihkinchi tarlihli xususiy hosilali differensial tenglamalarni 

kanonik ko (rinishga keltirish
Ko‘p crkli o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali 

(lilTcrcnsial tcnglama qanday kanonik ko‘rinishga keltiriladi? Shu 
mnsalnni qarab chiqaylik. Ko‘p o‘zgaruvchili chiziqli ikkinchi 
Initihli xususiy hosilali differensial tenglama umumiy holda 
quyidagicha bcrilgan boMsin:

д и ^  ди^ - + Z  Я,.— +  C«  =  / :
од:,ox, . .л ox.

(12)

bu ycrda Ау,ВпС — tenglamaning koeffitsiyentlari, /  —ozod hadi. 
I Jshbu lenglamaga mos keluvchi xarakteristik tenglama:

Q(4,...A) = Z4(*HA>
'•7=1

kvadratik lormaga ega bo‘ladi.
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Chiziqli algebra kursidan ma’lumki, bar bir tayinx nuqtada о 

kvadratik formani uncha qiyin bo‘lmagan affin almashtirishlari 
yordamida kanonik ko‘rinishga keltirish mumkin:

Q = t « t f  (13)
/=1

Bu yerda a, \ar  1, -1, 0 qiymatlarni qabul qiladi. (13) dagi manfiy 
va nol koeffitsiyentlar q  ni kanonik ko‘rinishga keltirish usuliga 
bog‘liq emas. Shunga asosan (12) tenglama klassifikatsiyalanadi.

Ta’rif. Agar har bir x & d  nuqtada (13) dagi a,koeffitsiyentlar 
mos ravishda: hammasi noldan farqli va bir xil ishorali; hammasi 
noldan farqli va har xil ishorali; va nihoyat hech bo‘lmaganda bittasi 
(hammasi emas) nol bo‘lsa, (12) chiziqli tenglama D sohada mos 
ravishda elliptik, giperbolik yoki parabolik deyiladi.

Ko‘p erkli o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali 
differensial tenglamalardan bittasini kanonik ko‘rinishga keltirish 
usulini qarab chiqaylik.

Misol. Quyidagi tenglama berilgan bo‘lsin:
»xx + 2u,y+2uyy + 4 +5u^=0.

Uning turini aniqlaymiz va kanonik ko‘rinishga keltiramiz. 
Yechish: Ushbu tenglamaga mos xarakteristik kvadratik forma 

Q = % +2 ^ + 2 % + 4 ^ + 5 %  ko‘rinishda bo‘ladi. Bu kvadratik formani,
masalan, Lagranj usulidan foydalanib kanonik ko‘rinishga 
keltiramiz: Q=(Al + ^ ) 2 +(я2 + 2 Я, ) 2 +%. Quyidagi belgilashlar kiritamiz: 

/ / ,  =  Л,  +  Л2, Мг ~ А (14)
va natijada Q  formani kanonik ko‘rinishga keltiramiz: Q=/j 2+ / ^ + ^ ] .

' l - l  2 ^
(14) tengliklardan л larni topib olamiz. Shunday qilib, M -  о i - 2

, o o i ,
matrisali quyidagi xosmas affin almashtirishlari: \  = / / , +2^,
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1 fi> . К Alar О  formani kanonik ko‘rinishga keltiradi: 
(> / ' I  * f < ' , * //f.

Bu'ilj'iin differensial tenglamani kanonik ko‘rinishga 
I - 1111 n11i)*.;111 xosmas affin almashtirishining matrisasi M  matrisaga

( l о o'
•.immolrik bo 'lgan malrisa bo‘ladi: M' = - i i о 

2 - 2  1

bu almashtirish

quvidnp.1 ko ’im ishga cga: { v; // - x + y ;  c = 2 x - i y + ■.

• I * * i In i dun vn i/ (.V, y , ::) belgilashdan foydalanib,
• 111n i«111)*11:11 ni lopamiz:

VU 1 V  4'A -2 % + 4^ - 4v  ;
v.„. i Av. 4v .., =4к  >

1 vc„ -2vtc+4vx  ; u>*=-2v« + v„c
lupill-an ifodalarni tenglamaga qo‘yib, soddalashtirishlar 

Iм|ai• l)’;imInn \o'nj>, berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishiga 
i gn bo'lami/: w. i v iriV ().

Mustaqil bajarisli uchiin misollar
Quyidagi tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltiring:

«XX +  2 и „  -  2 w K  +  b i  + 6 i / =  =  0 .104.

105.

106.

107.

108. 
109. 

I 1 0 . 
III.  
I 12. 
113.

4«xx “  4 «x, -  2«г>-+  u y  +  « г = 0 .  

uxy -  ux, +ux+ uy -  uz =  0 .

«., 1 2«xx-2«xx +Ъх}у + 1и:2 =0.
uxx -l- 2itxy -  -  6uy, -u„  = 0 .

«X X  +  2%, +  2 u}y + 2uyt +  2u_ + 3u„  = 0 .

«хг ~  « X / +  Ua ~  2M,, +  2ult =  0 .

«хГ + « х ; + « „ + « _ - ,  =  0.

«XX + %  -  2U№ -  4 +  2uyl +u_=0.

«XX +  2w „ -  2uxl +u)y + 7ur_ +  2uyl + 2ua +  2u„ = 0 .
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1 1 4 . м х,х, + 2 | Х *

к -2  k -2

1 1 5 .

k -2

1 1 6 . ' У ' к и х х  +  2 %y ' l n x x  =  0

k=l l<k

1 1 7 . E"«+EMw=°
A-l i<k

1 1 8 .

3 0

1 BOB. X U SU SIY  H O S IL A L I D IF F E R E N S IA L  
I I N O U A M A U A K N IN G  U M U M IY  Y E C H IM IN I T O P IS H

H .lihu holnla ikк inchi tartibli xususiy hosilali differensial 
i' i»rIniimlm iiing umumiy ycchimini topish o‘rganilgan. Mavzuga 
-1.......... •( и | * I V«*t lush uclum misol va masalalar keltirilgan.

I / hocffitsiycntli xususiy hosilali differensial
tcnplunmlarniug umumiy ycchimini topish

( )(ldiy differensial tcnglamalar kursidan ma’lumki, «-tartibli
F (x ,y ,y , .../n))=0

I* 11pjиm.111in}> yc< liimi n la ixtiyoriy o‘zgarmasga bogMiqdir, ya’ni 
» > > Hu o'/)',annaslami aniqlash uchun noma’lum
luiil .i \ .i i (0  qo'slunu ha sliui llarni qanoatlantirishi kerak.

Xususiy hosilali dilTcrcnsial tcnglamalar uchun bu masala 
nuiiakkabroqdir. Bu tcnglamalarning yechimi ixtiyoriy 
o‘/.|»armaslarga cmas, balki ixtiyoriy funksiyalarga bogdiq bo‘lib, 
I hi llinksiyalar soni tcnglamalar tartibiga teng bo‘ladi va ixtiyoriy 
llinksiyalar argumentlarining soni yechim argumentlari sonidan bitta 
каш bo‘ladi.

M isol. Quyidagi tenglamaning u{x,y ) umumiy yechimini toping:
'h y  ~  0  •

Y cchish : Dastlab x  bo‘yicha, so‘ngra у  bo‘yicha
intcgrallaymiz, natijada u(x,y ) = /,(*> + / 2(/> yechimni olamiz. Ko‘rib 
turganingizdek, xususiy hosilali differensial tenglamaning 
ycchimida tenglama tartibiga teng miqdorda, ya’ni ikkita 
lunksiya qatnashayapti, bu funksiyalar argumenti esa yechim 
argumentlari sonidan bitta kam.
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M isol. Quyidagi tenglamaning ham umumiy yechimini 
topaylik:

“w = 0-
Y cchish : Yuqoridagidek mulohaza yuritsak, umumiy yechim:

Ф ,У ) = M x)y+ f2(x)+ f3(y).

M isol. Quyidagi tenglamaning ham u(x,y ,z) umumiy yechimini 
topaylik:

U X) ’X = 0 •
Y echish : Yuqoridagidek mulohaza yuritsak, umumiy yechim:

u(x,y, z) = x - y - f l (x,y) + x-f2 (x, z) + /30 ,  z)
ifodaga teng bo‘ladi.
Oxirgi misolda, ko‘rib turganingizdek yechimda tenglama 

tartibiga mos uchta funksiya qatnashayapti, yechim uch 
o‘zgaruvchili bo‘lgani uchun ixtiyoriy funksiyalar argumenti ikki 
o‘zgaruvchilidir.

M u sta q il b a ja r is h  u ch u n  m iso lla r
Quyida berilgan tenglamalarning umumiy yechimini toping:

1 . u ^ —c^Uyy- 0 .
2 .  w „ - 2 ^ - 3 z / w, =  0 .

3 .  uxy+aux =0.

4. Зипс-5мчг-2ихк+Зих+«у = 2.

5 .  и + aux + buy + a b u =  0 .

6. uxy-2ux-3uy +6u = 2ex+y.

7. uxx + 2au + аги + ux + auy = 0.
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(. Л XusHsiy hosilali differensial tenglamalarning tun 
Mu/lanadigan sohada umumiy yechimini topish 

1 11 ’ 1 1 !. Xususiy hosilali differensial tenglamaning umumiy 
yet hum deb, shu tenglamani qanoatlantiradigan funksiyaga 
nyliladi.

Misol. Quyidagi tenglamaning turi saqlanadigan sohani topib, 
umumiy yechimini aniqlang: x 1uxx- y 2uyy = 0.

Ycchish: au =х2,„п = 0, a22 = - y 2 — tenglama koeffitsiyentlari. 
A an - a ua22 ifodaning qiymatini hisoblaymiz. A = (.xy)2, * * 0  va y *o 

lu)‘lganda, tenglamamiz giperbolik ekan. Yangi 4 va ?)

o‘zgaruvchilarga o‘tamiz :^ = .xy , n=~ almashtirish yordamida

berilgan tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiramiz. Qiyin 
hoMmagan hisoblashlarni bajarib, tenglamaning kanonik ko‘rinishini 
lopamiz:

----- —  U„  =  0 ." 24 П

Endi bu tenglamaning umumiy yechimini topamiz. un = v 
almashtirish bajarib tenglamani yechamiz, natijada

In v = “  In ̂  In f  {jj)

v = V /̂(7) = +<?(£)
«„ = 7)

yechimni olamiz. Dastlabki o‘zgaruvchilarga qaytsak, biz izlayotgan 
umumiy yechim

Ф ,  у ) = л/кй ■ /  ̂  j + g{xy)

ko‘rinishda bo‘ladi.
Mustaqil bajarish uchun misollar

Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimini toping.
8 • yua  + (X-y)uxy ~xu}y = 0.
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9. А 2ихх+ 2хуи^ -  Ъу2иуу -  2хих = 0.

10. х2ихх + 2хуиХ),+ у 2иуу = 0.

11. хуЦ у-Щ  +и = 0-

12. и + 2хуи̂ , -  2хи—0.

13. и̂ , + их + уиу + (рс-  1)м = 0.

14. иху +хих+ 2уиу +2ху  и = 0.

15.
дги д1 и л----+ —7 = 0.
dxdt dt2

16. д2и 2 д2и + _ о
дх2 дхду ду2

17. д2и  ̂ д2и + д2и 2  + ди _ ^
дх2 дхду ду1 дх ду

18.
д2и , д2и 0 д2и ди -ди
дх' дхду ду2 дх ду

19. дх2 дхду ду' дх ду

20.
- д2и , д2и д2и -ди ди9--7-6---- +---7 + 3-------= 0.

дх' дхду ду дх ду

21.
л д2и - д2и „ д2и - ди ди

дх2 дхду ду дх ду

22.
д2и , д2и - д 2и ди -,ди ---7 + 6----+ 9—7 + — + 3— = 0 .
дх' дхду ду~ дх ду

23.
д2и . д2и . д2и ди - ди
— 7 + 4----+ 4— 7 + — + 2 — = 0.
дх' дхду ду дх ду

24. -д 2и ,  д2и д2и ди ди -5— 7 + 6 ----+—7 + —+ —= 0 .
дх2 дхду ду дх ду

25. 9 * i_ 1 2 * i  + 4 ^ +3 ^ -2 ^  = l 
дх2 дхду ду' дх ду

26. - д2и - д2и д2и ( ди ди 3
дх' дхду ду' v дх ду)

27. 8 !% 2 i^ -3 ^  + 2 ?i + 6 2 !i = 0
dA2 дхду ду' dA ду

28.
д2и 4 д2и + д2и  ̂ди [ ди  ̂
дх2 дхду ду2 дх ду
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И).

ч.  

12. 

11. 

И.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

(Уи <Уи v.du—т  + (1 + еу) — = 0. 
дхду ду ду

(У и дги (sin у  Лди

(Уи  ̂ д2и  ̂ vu <)и _q
civ'1 дхду ду2 дх ду

д2и . д2и . ди—7 -sinA----+ (sm х —clgx)— = 0.
дх дхду дх

дги дги , п ди
4 а — -  — v ------- h i —  =  0 .

дх~ ' дхду дх

д2и
дх2

дги
дхду

2 д2и ди 
ду1 дх

диV
д и д'и ди л

дх' дхду дх

д2и д2и ди2х----------у — г - 3 —  = 0 .
дхду ду ду

д2и . д2и , 2 д2и 1 ди—- - 4 а-----+ 4а —т -------= 0 .
дх~ дхду ду' х дх

д2и _ д2и дих ---------3 у — ^ - 5  —  = 0 .
дхду ду' ду

д2и д2и .ди _
а—- - у --- + 4— = 0.

дх дхду дх

д2и - д2и 2 д2и ди . л
дх2 дхду ду2 дх

д2и д2и _ q 

дх2 дхду

. д2и д2и „ди -4а--у —7 + 3— = 0.
дхду ду ду

, д2и - д2и •> д2и ди ди
X ' -----7- 2aV-----------b y - --7 + А -----+ у —  =  0.

дх' дхду ду> дх ду

ду

52и
Л ' о.

дх'
д2и- д2и 

За — 7 - у  
дх2 дхду

л ои п+ 4— = 0.
дх

, д2и д2и 2  ди _ о 
дхду ^ ду2 ду
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47 .

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

_ д'и д'и .диl x — -— у ----- + 3—  = 0 .
дх~ дхду дх

д2и д2и д2и dii dii
+ 2sin  х --------- cos л-— + —  + (sin *  + cos *  +1) —  = 0 .

дх дхду ду~ дх ду

д2и . д2и 2 д2и ди .—-  + 2sin*--------cos' .г—— + cos * —  = 0 .
дх2 дхду ду- ду

д2и . д2и •> д2и ди А— -  -  2 s u u - — - -  (* + c o s ' х) — - - c o s* —  = 0 .  
дх~ дхду ду2 ду

д2и . д2и 2 д2и ди .
— -  —2 s m * ----------(З + cos х ) — = +  * —  +  ( 2 - s i n * - c o s * )
дх2 дхду ду2 дх

д2и д2и 2 д2и А ди л—г -3*1'---- + 2 у  —̂  + 3 у— = 0 .
дх~ дхду> ду ду

.  2 д2и . д2и 2 д2и ди3 * — г—  16 *у -------- h 16 v — = +  15 *—  =  0 .
дх2 дхду ду2 дх

д2и ^ х  д2и + * 2 д2и 2 ди + у 2—х 2 ди ^  
дх2 у  дхд}> у 2 ду2 *  дх у 3 ду

д и д~и 1----- 2*-^-т + -у- , ,
дхду ду- х + у  дх ду)

ди дгЛ- 2*— + 1  = 0
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4-B O B . IK K IN C H IT A R T IB L I  G IP E R B O L IK  T U R D A G I
D IF F E R E N S IA L  T E N G L A M A L A R G A  Q O ‘Y IL G A N  

K O S H I M A S A L A S I

Biror fizik jarayonni to‘la o‘rganish uchun, bu jarayonni 
Insvirlayotgan tenglamalardan tashqari, uning boshlang‘ich holatini 
(boshlang‘ich shartlarni) va jarayon sodir bo‘ladigan sohaning 
i hegarasidagi holatini (chegaraviy shartlarni) berish zarurdir. Ushbu 
hobda ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarga 
qo‘yilgan Koshi va Gursa masalasini yechish o‘rganilgan. Mavzuga 
doir mustaqil yechish uchun misol va masalalar keltirilgan.

4.1. Koshi masalalarini yechish
Shunday qilib, aniq fizik jarayonni ifodalovchi yechimni 

ajratib olish uchun qo‘shimcha shartlarni berish zarur. Bunday 
qo‘shimcha shartlar boshlang‘ich va chegaraviy shartlardan iborat.

Jarayon sodir bo‘layotgan soha g  c  r " bodib, s  uning 
chegarasi bo‘lsin. s  ni bo‘laklari silliq sirt deb hisoblaymiz.

Differensial tenglamalar uchun, asosan, 3 turdagi masalalar 
bir-biridan farq qiladi.

a) K o sh i m asa la s i. Bu masala, asosan giperbolik va 
parabolik turdagi tenglamalar uchun qo‘yiladi; G  soha butun R" fazo 
bilan ustma-ust tushadi, bu holda chegaraviy shartlar bo‘lmaydi.

b) C h eg a ra v iy  m a sa la  elliptik turdagi tenglamalar uchun 
qo‘yiladi; 5 da chegaraviy shartlar beriladi, bu holda jarayon 
statsionar bo‘lgani sababli boshlang‘ich shartlar tabiiy ravishda 
bodmaydi.

c) A ra la sh  m a sa la  giperbolik va parabolik turdagi tenglamalar 
uchun qo‘yiladi; g  c  R n bo‘lib, boshlang‘ich va chegaraviy shartlar 
beriladi.
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Наг qanday masalaning mohiyati berilgan y e E ^  funksiyalarga 
asosan uning u e E u yechimini topishdan iboratdir, bu yerda Щ, va Ev 

- metrikalari pu va pv bo‘lgan qandaydir metrik fazolardir. Bu 
fazolar masalaning qo‘yilishi bilan aniqlanadi.

Masalaning yechimi tushunchasi aniqlangan bodib, har bir 
<peEv funksiyalarga yagona u = R (y )eE ll yechim mos kelsin.

Agar ixtiyoriy s > o  uchun shunday S ( s ) >  о sonni ko‘rsatish 
mumkin bo‘lib, р ^(у ,у 2) < 8 (£) tengsizlikdan ри(ч,щ) < 8  tengsizlik 
kelib chiqsa, masala (£„,£„) fazolar juftida turg‘un masala dcyiladi.

Bunda ц =£($), у е Е р ,  / = 1,2 ,... masalaning yechimi
berilgan shartlar (boshlang‘ich va chegaraviy shartlar, tenglamaning 
koeffitsiyentlari, ozod hadi va h.k.) ga uzluksiz bogdiq bodadi.

Agar tekshirilayotgan masala uchun ushbu
1 ) ixtiyoriy ye .Ev uchun u& Euyechim mavjud;
2 ) и yechim yagona;
3) masala (e u,E v ) fazolar juftligida turg‘unlik shartlar bajarilsa, 

masala [e u, e J  fazolar juftligida korrekt (to‘g‘ri) qo‘yilgan 
yoki to‘g‘ridan-to‘g‘ri korrekt masala deyiladi.

Aks holda masala korrekt qo‘yilmagan masala deyiladi. 
Yuqoridagi talablardan kamida bittasi bajarilmay qolsa, yechim 
boshlangdch va chegaraviy shartlarga uzluksiz bog‘liq bodmasligi 
ham mumkin.

M asa la . Quyidagi Koshi masalasini yeching:
ix u rr -  +  —  и = 0,” ” 2 '

» L 0 =j f ,  и I = o ,  j t> o .
I' '  Iy =0

Y echish : Dastlab, tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiramiz. 
a =a;2 - a na22 ifodaninig qiymatini hisoblaylik. д=*, x>o bodgani 
uchun tenglama giperbolik. Yangi 4 va n o‘zgaruvchilarga o‘tamiz: 
£ = 2-Jx+y, 77 = 2 4 x - y  almashtirish yordamida berilgan tenglamani
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kanonik kodinishga keltiramiz. U quyidagi kanonik ko‘rinishga ega: 
0 . Berilgan tenglamaninig umumiy

yechimi u{x ,y )= j\ l4 x+y)+g<l4 x - y )  ko‘rinishda bo‘ladi.
Bu yechimlar orasidan Koshi shartlarini qanoatlantiruvchi 

yechimni topamiz. Buning uchun quyidagi tenglamalar sistemasini 
topamiz:

f f [ l 4 x \+ g { l jx )= x
I f y ,\2 ^ ) - g y i 2^ ) = 0 '

Natijada,/(2v^)= g(2Vf)= A yechimlarni olamiz, bu natijalarni keltirib

umumiy yechimga qo‘ysak, Koshi masalasining yechimi hosil

bodadi: u(x ,y )=x+— , x>0, |y|<2Vx.4
M asa la . Xarakteristikada berilgan quyidagi masalani yeching:

—y = —y; y + x = 0 da u(x,y) = <p(x) va y ~ x = 0 da м(*,у) = r(*)> 
dx oy

(p{ o) = (̂O).
fE s la tm a . Giperbolik turdagi tenglamaga xarakteristikada 
qo‘yilgan masala Gursa masalasi deyiladi.)

Y ech ish : Dastlab, tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiramiz. 
Д = af2- a ua22 ifodaninig qiymatini hisoblaylik. д = 1, bodgani uchun 
tenglama giperbolik. Yangi 4 va 77 o‘zgaruvchilarga odamiz: 4 = x + y 

, tj = x —у  almashtirish yordamida berilgan tenglamani kanonik 
kodinishga keltiramiz. U quyidagi kanonik kodinishga ega: u{4 =0 .

Berilgan tenglamaninig umumiy yechimi «/(*,>•) = /(* + *)+ g{*-y)  

kodinishda bodadi.
Bu yechimlar orasidan xarakteristikada berilgan shartlarini 

qanoatlantiruvchi yechimni topamiz. Buning uchun quyidagi 
tenglamalar sistemasini topamiz:

{f(o)+ g{2x)=y(x)
1 /( 2*)+ &(°) = У(х)
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Natijada,/(2.t) = V/(,t)-.g(o) va g(2x)=y>(x)-/(0) yechimlarni olamiz. 
Muvofiqlik shartidan esa /(o) + g(o) = «?(ox=<y(0))tenglikni olamiz.
Bundan f(x + y )  = yL^p4-g(0) va g [ x -y )= ( l^ -^ - \- f{ < S )  funksiyalarni

aniqlab, natijalarni keltirib umumiy yechimga qo‘ysak, masalaning

yechimi hosil bo‘ladi : u(x,y) = cp\ |+y/| - m .

M u sta q il b a ja r is h  u c h u n  m a sh q la r
Quyidagi Koshi masalalarini yeching:
1 . uxy=0 ;

M|v=x! = 0, zzv.| , = д/Н> |jc| c l .

2 . u^, +ux= 0 ;
и | y_x = sin x, ux | = 1  |x| < со .

3. uxx —Uyy + 2ux + 2uy = 0 ;

u \ y . o  =  x > M > L = ° .  И < 0 ° -

4. ua -u}y - 2ux -2 uy = 4/
H*=o=-y> w, | x=0 = y - i  H < ° ° -

3  • U X X  ^ x y  ~  U y y  —  — !

M U » = 0 ’  " r U e J C  +  C O S J C ,  I d  <  CO .

6 - Uxy  + У их + xuy + x yn =  0 ;

' i - 3 x = ° .  « , U „  = «-5X,

7. xu ^+ ix+ yyxy+ yu  = 0 ;

= X , = 2x2,

X  <  1 .

x > 0 -

8 .  uxx + 2(1 + 2x)uxy + 4 x ( l  + x)u)y +biv = 0 ;

Hx=o=y, “x L = 2 , H<°°
9  • x 2i<xx -  y ~ u yy -  2 у и у  =  o ;

= «х|я=1= Л  3; < 0 .

40

1 0 .  .v1//,, 2хуыху -  3  у гиуу =  0  /

0, m.,1 = Vxk x > 0 .» 1 УI i
I. yu  u  +  x (2 y  -  1)г/ -  2 x 2u -  — ux = 0 ,

И - л'2- M>U =1> *>0-
1 2 .  yuxx-{x+ y)uX),+xu)y = 0;

l'\y.0=x2> *>0
13. Wjj, + 2ux + uy + 2u = 1 , x > o, v < 1 1

I 4 . ХуЦу +xux -y u y +u = 2y , x > о, у  < со /

« r U r 1- 1-

15 u„ +------ (ux + u )  = 2, 0<x, y<co
x + y

U .. =  X  . и . = \ +  X . 

2 216. u „ - u  + - u x --- uv = 0, |x->’|<1, |x  + v - 2|<l
x  у  ’

k| h = “ 0W  My I v=i = “ i(x), и0 е C 2 (0,2), г/, e C 1 (0,2) •

1 7. 2?/ -  e~xu -  4 x ,  -  со < X, V < со

u = X5 COS X M>U =x2 4 i .

18. a2̂  „ . a//
—x — 1 .-----1—  = и »l = 0,-

dxdt a?" I'™ dl /=0

19. 3 ^ . a2z<+3----- -2 —?-+?(—+ 2 £ )  = 0 , «u = 1 du = 3v
ax2 dxdy 2) ox ay dx x=0

2 0 . ,d 2uу—7 , а2г< а2м+ 6 ----+ —r a//4— duH—  —о, td.v=o== 2v, azz 5v-ax2 a*ay ay" ax 5y dx x=0

2 1 . 3 Л, + 2 ^ - d2u аи+—+du
0 , H.r=0Z du 4V-ax- axay"a/ ax dy dx r=0

2 2 . d2u , а2г/
6 ----+ 8 a2zz a«

- 2
du _- 0 , m| i.=0= 2x, du = 3x + 1 •

дхду гг ax dy dy >.=o
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55. ■2 2 д2и д2и , д2и . ,  ди . , , ,3* Т Т -16̂ );т - г  + 16Гхт + 15х— = 0; 1/1 5дг4-Зх2, 
йх дхоу ду- дх '■

= 10х4 - 9 х \

56.

57.

58.

59.

60. 

61.

д2и 7 й2м
t --т--X

а 2
ди

дх2 - ®5 «|,=1= 2ч/х, — С7/ = 77.

-о.. 2 й2м 2 д2и ди ди - , ди
4х ^ л ~ у  ^  + 8хТ:  + У^Г = 0 ’ MU =2^ —ЙХ Йу ЙХ Йу ЙХ

2 й2м _ , д2и ,  ди ,  ди . , л„* т т -9 ^  ТТ + 6-Х— +6̂ — = °; м , = Зх, — йх йу йх ду '• Эу

й2г/ й2н ,3 2н йм , 3..
йх йхйу йу ду '• ду

,  г д2и д2и 2 д2и , , йм л . , ди
Зх ^ J ~ l6xy^ : +l6y  ^ + 15х ~ г = 0 > И*-.= 2 v , —йх йхйу йу йх 1 дх

д2и . д2и ■, д2и ди йм .
йх2 дхду д}>2 дх ду

3

]_ )> =-COS X

д2и

= 1 + 2  sin х
ди

ду

д2и

у = - cosx

/СО ° и , т • ° и 2 о и ди . ,DZ. —r- + 2smx------- cos х —- 4- cosx— = 0: г/
йх2 дхду ду2 ду 1

=  1 +  COS X.

=  0 .

/то д2и . д2и 7 , й 2м ди п ,
ОО. —T - 2 s i n x ——  - ( 3  +  cos‘ x ) — r - c o s x —  = 0 ;  м = s in x

йх2 дхду ду2 ду 9 •уше" х ’

ди

ду
1 X——е
2

/С/1 й2м т • й2м /о г ч д2и ди .- . ди „6 4 .  —T -2 s in x  —— - ( 3  + cos-.x)—-  + х —  + ( 2 - s m x - c o s x ) —  = 0
дх- дхду ду2 дх ду

. ди
+ — =°.ф

Xususiy hosilali differensial tenglamalar almashtirish yordamida 
kanonik ko‘rinishga keltirilgan, dastlabki tenglamaning berilgan 
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping:
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6 \

66 .

67.

6 8 .

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80. 

81.

d'u ..du ... | . йм
T{0„ V  ’ <-*»♦**••««-** H—l*
d2u I Й// A I c ЙИ. '  -- —  =  0 ; ^  = 3x + 8 ;-. /7 = 4x -  5 *  » U =  5>

Й£й// 2 й4 ox x=0

ймд и . ди . I .
Т— - 4 — - 0 ,  £ = 3.x+ 7у, 1} = 4х-5у , м х=о-  1> ~Z~
дф ц  Й£ дх

д2и ди . I ~ йг/
+ 3 — =  0 , £ = Зх -  4 V, tj = 5х + 6 у ,  » .х=о-2, —  

дф ц дд дх

д2и „ йм I _ , йг/ _
дфт] дс, дх ^

=  2.
о

= 7 .

=  2. 
о

= 3.

й 2м -д и  . I , йм
— -----2 — = 0 ,  £ = 5 х - 6 у ,  /; = х + 2у,  ^х=о-4 ,  —
ddjdrj дг/ дх

д2и 1 ди - I 0 ймв ^  +  4 ^ ‘ 0 ;  {  = 2J:‘ 3>'- "  "  3-' + 4>'' " I - " 21 &

Z y  +  3 | ^ -  =  0 ;  (  . 4 х - 3 у .  4 - S x  + 2y ,
Й(̂ Й// Й77 Йх

й 2м -ди  . I йм
=  £  = 3 x - 4 v ,  77 = 3х + 5у, —

д̂ дт] дт] дх

=  1.

=  1.

= 5.

=  1.

й м  .  ди ди+ 2 —— = 0 ;  £ = 2 х + Зу,  77 = Зх + 5у, 7/1 ^ =  2х, ZЙ̂Й77 й̂  " йу
д 2и . ди - . | „ .

ТТ7 -----4 — - 0 ,  f  = З х +  у,  77 = 2 у  — 5х, и 0= З х  + Э, —
дд,дТ] Й£ 1 ду

д 2и

= 3.

= 0 ;  4 = 0 . 7  =  ^» « L = 3 y  + 5, =  Зу + 1.

1 ОН .  Г  2 3 I
+ ---------=  0 ;  4  =  *  У 5 ;/= -^  w L i=  2х,й̂ й// 3// й̂  

й 2м 2  йм

йх

+ — r= ° i 4 = У  х 5 7 = ^ mLh= 2* 2>
д ф ц  п  д £  

д 2и 4 йм

: 5м
5у

Ч OU - г 3 I ~ Й77+ -—=°; я = х у , г ]  = у, »|х=1=з^,—
й ^ й /7  77 й #

й2н 1 йм

йх

= Зх 2 + 1 .

= Зх + 1.

=  2 + З у .

+  - —  =  ° ;  4 = л : 3 ;  , 7 = ^ w L = 1 = 2 х 3 ,

дед г] т] дс, 

д2и 4 йм+ -Т7 = 0; 4 = х/,7 = ̂ ,
дфт] /7 й^

>-i

йм

йх

= Зх

= 3у".
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82.

83.

84.

85.

86. 

87.

д'и 5 ди
дед i] 3rj дд 

д2и 4 ди

— : =  0 ;  £  =  х у  , Т ]  =  У ,  и | „ , =  3 / ,

ди-  О ; Е —х 2у 4, г/ =  v, w L ,=  у, 
Ъфч Зт] дд 1 1  йх

о гг 3 Эм
3̂ 3// // Эе = 0 ;  £  = х3у 2,т1 = у, и\х=1= 3 у 2,

д2и 9 ди г 3 2 I ,— + “ — = °; 4 = ,»7=^«Li=* ,Э̂Зг; 2?} 52;

ди
дх

ди
дх

= зу .

= Зу + 2. 

- З у  + 2.
=]

= х 2 -  2.
У=1

Э2гг 2 Зг/

дддт] г/ дд
** vu r\ z L 5 | О UU
-------  =  0 ;  Ь = х У > т1=х, и ,.=1= X" + 1 ,—

Зх у=|
д2и 4 ди г 3 4 I , , ди= о; 4=*у >*7=*,«Li=4*2,ЗдЗ̂  З77 3£ Зх

=  6 х .

X a ra k te r is t ik a d a  b e rilg a n  m a sa la la rn i y ech ing :
О О дги _  3 2ы .
о б .  — т  -  е т т  5 v  +  х  =  0  d a  i/(x, v )  =  (р{х), у -  х =  0 d a  и(х,у)  =  у / ( х ) ,дх'  Эу

9>(0) =  ^ ( 0 ) .

o n  3 2z< , 3 2w 3 2гг
8 9 .  — ^-  +  6 — — +  5 — у - 0  ,  у - х  =  0 d a  и(х,у) = <р(х),

дх дхду ду

5 х  -  у  =  0 d a  и(х,у) = у / ( х ) ,  у>(0) =  у / ( 0 ) .

0 л 52г/ г д2гг с д2и п .90. +  +  у -  5 x  +  3 d a  w ( x , y )  =  у?(х),
Зх Эхф1 ф 1

; /  =  х - 1  d a  и ( х , у )  =  ^ ( х ) ,  у > ( -1 )  =  у / ( - 1 ) .

0 1  Э2м Э2гг Э2гг
3 1 .  - ^ “ 6 — — +  8 — у - 0 ,  y  +  4 x  =  0 d a  ! / ( . v , y )  =  ^ ( . v ) ,

car dxqy су

у  +  2x +  2 =  0 da  u{x,y)  =  y /( .v),  ^ ( 1 )  =  y / ( l ) .

n o  J !i/ 3 2w d2u .
9 2 .  3 — y  +  2 — — y - 0 ,  x - _ y - l  =  0 d a  u(x,y)= <p(x),

3x fltoy 3y

x  +  З у  +  1 =  0  d a  u(x,y) = y/(x), (р(\) = уЛ$)- 

Oo . d2u 0 d2u ^ d 2u
9 o .  4  — - 8 ^ -  +  J 3 r y  =  0 ,  x  +  2 y  +  1 =  0  d a  u(x,y) = <p(x),

ox' дхду ду

З х  +  2 y  +  2  =  0 d a  м ( х , у )  =  y / ( x ) ,  ^ i~z)  = l/yi~2)- 

QA dzu d2u d2u .
9 4 .  J T - J  +  5 - — - 2 — y - 0  ,  X + Зу +  2 =  0 d a  u(x, y) = <p(x), 

дх дхду ду'

2x -  у -  1 =  0 d a  г/ (х ,  у ) =  y / ( x ) ,  ^ ( 7)  =  V7^ ) -

4 6

... Э2// . Э2м - d2u A
b .  2 5  у  1- 5— — — 2 — у  =  0 , 2 x  -  5y -  4 = 0  d a  w(x,y) =  ^(x),

Зх Эхф dy

\ 1 .‘ij' 1 3 0 da u(x,у) = у/(x), ^Кз) —^ 4 з ) ‘

дги - 3 2w „ Э о / А
9 6 .  "TT'I 2 ——- - 8 —у - 0  , 4 х -  у + 3 = 0 da и(х,у)  = (р(х), 

дх дхду ду

2х + у  -  4 = 0 da w(x, у) = у/(х), ^ б )  =  ^4б)-

д2и дги д2и
9 7 .  - r T  + - r - r - “ <5-T-7 =  0 ,2 x  + y + 1 = 0 da и(х,у) = <р(х),

ах* 3x3)' Зу
З х - у - 2  Otla м(х,у)---у/(х), ^ 5 ) — VKs)-

( \ о  ~Э2м _ Э2м . Э2м А .9 8 .  2 л О '“ 7 1Г^Г- 4 ^ Т _ 0  ’ 4х + у + 1 = 0 da и(х ,у )  = у>(х),
дх дхду ду

х -  2 у  +  4 =  0 d a  и(х,у) = у/(х), (/X. 1)~УК з)*

nn З2 и „ Э"г/ 1 3“гг . АЧ9 9 .  ‘Т ^  + 2 'ГТ ^ -----яГГ- 0 ,  (х > ( 9 э  у — 1 = 0 da гг(х,у) = у>(х),
Зх' З-хф1 х ф 1

х2 - у = 0 daи(х,у) = уАус),«,(l) = V/(i)

100. ----- у  2х -~-7_ ^  о, (у  > 0 ) ;  у - х л  = 0 d a и(х,у) = <р(х), 
дх дхду

х -  2  =  0  d a  и(х,у) = у/(х), <р{2) = у / ( 4 ) .

1 0 1 .  2 у  1 - 7 +  -^ 7 2  = 0, (х  > 0 ) ;  у  -  л/х =  0  daw(x, у ) = ^э(х),
Зх" йхф>

у - х 2 =  0 dazx(x,y) =  (р{х),

у -  2 =  0  da  г / ( х , у )  =  у / ( х ) ,  <р{4 )  =  у / ( 4 ) .

, л о  3 2гг . 2 д2и 1 ди . .102. —--4х —у-------= 0, (х>0),
Эх" ф'2 х Зх

у + х 2 + 2 = 0 d a /< x ,y )  =  ̂ x ) ,  у>( i) = y/(i).

з rvo 3 2г/ л , 3 2г/ 3 2w 1 Зг/ . ди А ,v л ,  ̂ ч ^  л103. — г  +  2л7гх-----------— ----------------thx—  = 0 : у - е  =0da и ( х ,у )  = ф с ) ,
дх2 дхду ду2 chx ду дх

у - е х =0da//(x,39=K;c)» у>(0) = у/(О).

4.2. To‘lqin tenglamasi uchun Koshining klassik masalasi
C2(/>0)nC'0>0) sinfdan shunday U(x,t) funksiya topilsinki, bu 

funksiya t > о da
u„ =a2/3u+f(xj)

tenglamani va quyidagi boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirsin:
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и \,=л=щ(х)>ц L o = “ ■(*)>

Bu yerda f , u 0,ul -  berilgan funksiyalar.
Bu masalaga K o sh in in g  k la ss ik  m a sa la s i deyiladi.
Agar quyidagi shartlar bajarilsa:
/ eC'(/>0), w0 eC2(/f), щ eC1̂ ) ,  n=l; 
f e C 2(t>0),u0 e C \R " ) ,  ux e C2(R"), n=2,3,

Koshining klassik masalasining yechimi mavjud, yagona va 
quyidagi formulalar orqali topiladi:

n = l boiganda, Dalamber formulasi bilan
wO>0 = y[«o(x + at) + u0( x - a t ) ] + ~  + J J/(£, r)rf£/r • ( 1 )

« = 2 boiganda, Puasson formulasi bilan, agar n=2 bolsa: 
u(x, o=— \ f m r)d "dT i 1 f -

2 m  o i ^ i r - r )  ^ a 2{ t - r ) 2- \ € - x  |2 2 ж |?'-л1<0, V « 2/ 2- | f - x | 2

+ _LA f uo(^)d4
2ла dt | , _ r|<nI д / а 2/ 2 -  | £  | 2

(2)
/7 = 3 boiganda, Kirxgoff formulasi bilan, agar n=3 bolsa:

Ф , ‘) J
Аш \г-4<а№~х\

\ 4 - x |rff+d y ,  7 Ы » *
|f-x|=<W L If- *!»"

(3)
Ba’zida berilgan /,и0,и, funksiyalarga qarab, « > 2  uchun quyidagi 
formuladan ham foydalanish mumkin:

UM  = Y ,
<m + 1 •>/- r

{4)
bu yerda, д — Laplas operatori bolib, к = 0,1,2 ,... marta mos ravishda 

- funksiyalarga qollanilgan. (4) formuladan foydalanish, 
berilgan funksiyalar, ayniqsa, ko‘phad boiganda qulaydir.
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\u„ = uyx + uvy + u::+ax + bt
Masala: j u(x,y,z,o)=xyz 

j u, (x, y, z,0) = xy + z

masalani (4) formula bilan yeching.
Yechish: щ =xyz funksiyaga keraklicha marta д operatorni 

qollaymiz: A\ = u 0 =xyz; t fu0 = Au0(x,y,z) = u0„ + u0jv + uOB = 0  + 0 + 0 = 0 .
Laplas operatorini keyingi qollashlarda ham 1 1 0 I hosil boladi, 
demak, hisoblashni shu yerda to‘xtatamiz.

Xuddi shu hisoblashlarni u x, f  funksiyalar uchun ham 
bajaramiz: a°m, = ux = xy+ z;

Aw, = A2w, = ...= 0 ; A° f = f  = ax+bt; A / = A2/=...= 0 .
Hisoblashlarni (4) formulaga qo‘yamiz, natijada:
u(x,y,z,t) = xyz + t(xy + z) + J (/ - 1-)(ax + br)dr = xyz + t{xy + z) + fy - + У^сЫплт

0
olamiz.

Masala: u„ =uxx+ex; w|/=0 = s'mx, u,|r=o = * + cosx.
Koshi masalasini (1) formula bilan yeching.
Yechish: w0 = sinx, „ ,^  + coŝ , f { x , t )= e x berilgan funksiyalar. 

Masalani yechish uchun Dalamber formulasidan foydalanamiz:
J x+t j t  x + C -r )

u(x,t) = — [sin(x + 0  + s in (jc - /)]+  f  J (£  + cos £)dc + -  J  \еЧЫт =
2  2  x _ t  1 0  x _ ( r _ r )

= 2[sin(x + /) + sin(x - 1)]+ + sin 4

+ — (  A_L_1— fr + t\ .. j + i  [sin(.r + /) -  sin(x -/)]+ | ex sh(t -  r)dz -  sin(jr + /) +
2 2 2 J  2 0

+ xt -  exch{t -  r)| = sin(x+t) + xt + ex (chi -1)

77 = 2 va/7 = з bolgan masalalarni mos ravishda Puasson va 
Kirxgoff formulalari bilan yechganda, ba’zan Dekart koordinatalar 
sistemasidan qutb va sferik koordinatalar sistemasiga o‘tib yechish 
ma’qul. Quyida mos ravishda Puasson va Kirxgoff formulalarining 
qutb va sferik koordinatalar sistemasidagi ifodalanishini keltiramiz:

4 j< x - ( t - r )
—[sin(jr + /) + sin(x -  /)] -
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Agar / е С 2( / > 0) funksiya va uning barcha ikkinchi tartibigacha 
hosilalari har bir о<t<r  sohada chegaralangan, u0eC(R”) funksiya 
chegaralangan bo‘lsa, u vaqtda Koshining klassik masalasining 
yechimi mavjud, yagona va quyidagi Puasson formulasi orqali 
topiladi:

«(*» 0 = 7—7=vT f u0( 4 ) e ^ ‘ d f + (  f Л^г) ё ^ Ш т  . 
\2a^7rt j  r- о r" [2a^7c(t — г J

(5)
Quyidagi formuladan ham foydalansa bo‘ladi

tk 
k\i=0

M asa la . —
dt

+t+ e\

(6)

w|/=0 = 2 . Koshi masalasini yeching.

Y ech ish : Bu masalani yechish uchun (5) formuladan
foydalanamiz. Bu holda berilganlar quyidagilardan iborat: a= 2 , 

uo(x) = 2 , f ( x , t ) = t + e ' . Ularni (5) formulaga etib qo‘yamiz:
■ 00 (x-;)2 1 w r (*~Q~

«(*,,) = ------ _  f 2e 16' d £  + f Г C e 16(,"r)^ r  = / . + / ,
2 - 2 y l n t i

(? )

bu yerda /, = * J /V /^  va i 2 = JJ r+g e ' ^ d & T . Integralarni
2-у/л?

alohida-alohida hisoblaymiz

л/л-

= /7 belgilash kiritamiz,
4V7

e, =  x - 4 y f t T j  

ctt; = -4Vtc///

£ = - 0 0  —> 77 = 0 0

^  -  CO T] =  - C O

J e~n dq -  yfjr - Puasson intcgrali = ~ ^  = 2, 
ЫЯ
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<■ "<//,(// - integralni hisoblashda ham
1 У** u о

>n|M|id,in I ilii 1 1 1.1 yurilib, hisoblashlarni bajaramiz va quyidagi

ll Ijfllll nllll I I I /  / ,  1
)

1. Ikkala integralni (7) ga qo‘yamiz,

llljllllll qll\ 1• 1.1 j 11 \ v t  h i m
. . . t 2

ni liosi 1 qilamiz: u ( x , t ) = — + e  + 1.

M  l i s l iK p ] b a j arish uchun mashqlar
(N) y o k 1 ((>) lonnnl; ilar yordamida quyidagi Koshi masalalarini

1 hill;*
l l )  ( I I 1)

1 ", 'W/,, 1 / it*', “L = 2.

I
", »(1 1 V2, «L = s in x .

1 ", IIM 1 (' ' COSX, ?L = c o sx .

4 , ", //u l e ' s i n x , uL = sinx .

5 . ", //u. -i-sin/, “ L = e~z .

An, =M« '  « L  = e2*-*

7 . "Г-=2'«> « L  =
2

xe~

«. An, =«*» « L =■ sin xe~x .

b) (n 2 )

V. ", ==Ди+е' .  mL =■ c o s x s in j ' .

/ a « / := Д и + s in / s in x s in y , mI =  1.l/=0

1 1 . 4  == A «+cos/ , “ U = xye ~x ~y .

12 . 8//, = A z / + l ,  г/| =
7 I/-0

e-(x-.v)

13 . 2//, = A n ,  м| „ =7 l/=0 cosxj'.

c) (11 3 )

1 4 . ", 2A//4-/COSX, u\ лlr=o -  c o s ^ s i n z .
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15. и, =ЗАи+е‘, u\t=Q =sin(x— z).

16. 4w, -Az/+sin2z u\ = — sin 2z + e~*' cos уl/=0 4  s

17. Z/, =Ai/+C0S^-7+z), г/| 0 = e"(x+”'-)J.
18. и, = Au f ы|;=о = cos(xy) sinz.

d) Quyidagi Koshi masalalarini yeching 
U1 = A l 1 , иЦ=»о(x), x e R "

bu yerda u0 quyidagicha aniqlanadi:
19. u0 = cosj^x* . 20. un = eHx|! .

£=1

s IH)H. ( ) ‘Z G A R U V C H IL A R N I A JR A T IS H  
(F U R Y E ) U S U L I

l 1 ,lit mi bolula tor tebranish va issiqlik o‘tkazuvchanlik 
I* 111'111111111.iи|’;i qo‘yilgan aralash masalalarni yechishning Furye 
и uli ч i j n i 11iIj ’. 'i ii. Mavzuga doir mustaqil yechish uchun misol va 
мы iliiliu Ki'lliiilgan.

5.1. Giperbolik turdagi tenglama 
IJchlari x = o va x = i nuqtalarda mahkamlangan tor tebranishi 

Inij'jamasi masalasi uchun Furye yoki o‘zgaruvchiIarni ajratish 
usiilini bayon qilamiz.

Erkin tor tebranish tenglamasining: 
d2u _ 2 d2u

(О
hoshlang‘ ich:

«L=«o(Aw,L=o=Mi(*) (2)
va chcgaraviy:

I и о Г II о (3)
shartlarni qanoatlantiruvchi M(x,o yechimini d = {(*,/):<> < x < i-t > o} 
sohada aniqlaylik.

Dastlab, (1) tenglamaning xususiy yechimlarini quyidagi 
ko‘rinishda qidiramiz:

u{x,t)= X (X )T {1 ) ,  (4)
bu funksiyalar aynan nolga teng emas va (3) chegaraviy shartlarni 
qanoatlantirsin.
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Puasson formulasi:

u (x ,t) I f(£,T)d&T
~m  0 |#-jc| <a(i-r) ^  a~ (t — r)~ -  \ ^  -  x [ '  2  л и  y ja 2t 2- \ E , —x9 тт

щ (£ № =+

1 d  j- u0(£ )d £  _  1 f ( x  + p c o s(p ,y  + р$\п(р,т) , , ,
2» а г , . Ц / л Я ! 1 ~ ~ М '- ) 2- У  ^ r‘

- i n
|Л<«'

all*
1 а[~1и\(,Х + pco scp ,y  + ps\rup)

2™ l l  j Y P - p

Kirxgoff formulasi:

= J JJ* + P cos <p sjn <7 У + /^sin^sin 9,z + pcosO,t- B- -J/jsin OdOdcpdp +

j atlzj:
* т Ы И  Щ (■*  + P cos cp sin О,у + psin tpsin 0, z + p  cos в)рг sin OdOdcpdp +

0 0 0
1 д  1 at ̂ xx

n i t  0(x + p cos ̂ s in  0, у + p s in  cpsin 0, z + p c o sв)р2 sin OdOdcpdp

M u sta q il b a ja r is h  u ch u n  m a s h q la r
Quyidagi Koshi masalalarini yeching: 
a) (n = l)

u "  =м« + б ; 4 =0 = Л  k, L = 4 x .

Ч / = 4 и ^ + х / ;  i{_0 = x 2, mJ /=0 = x . 

u „ = u xx + s i n x ;  « | /= o = s i n j c ,  « ^ = 0 .

Un = Ux x + e X ;  4 = 0 =sin:t» M, U  =  *  +  COSX.

u,t=9uxx+ s i n x ;  1̂  =  1, « ,1 ,^ = 1 .

, 1 5  7 ‘f 4 ( x  +  /9 C O S ^  v +  p s i n ^ )  , ,
* * ’ * - * !  J— ^ 7 — fd * >

104.
105.
106.
107.
108.
109.
1 1 0 .

b) (n=2 )
111.

4/=«2«*+sinак; и|/=0 = °> « ,L =0- 

4 , =  A ,  + s i n ^ ;  i/l = 0, id  = 0 .

г/„ = Д г / + 2 . Ч=о =*> M/U=>'- ;
1 1 2 .  м„ = Д и + 6 х у / ;  A  =  x 2 - у 1, Ы, Ц  = x y .

113. u„ -  Au + x3—Зху1;  w|/=0 - e xcosy , w,J/=0 = e ,'sinjc.

1 1 4 .  an = A u + ts ,m y ;  w|;=o =  x 2 , и , Ц  =  s i n ^ .
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1 1 II, 'Л < /, " L , V*. H .L

1 ft 1», t \ / l  1 » I г \  //!
' Ь о

м» и  •,/7 -

1 f \u  i Ui , .1
. к  <' о о ■.... , и,\ с>**>.1 ММ»

1 H u,, i r h n ; К 1 и '.(/м1/ <1
1 i t ), и ],,, s i n (hx + cy).

1 0  n„ ( г Л / / , ' Н м . , { ‘ ">[ / \  bu yerda /* =  -у/х2 + У  •

'll II, 11' Л к " L о, и, |м( о, bu yerda r  = J x 2 + у 2 .

и  1 )

•1 а,. Ли  1 J.xys; II5

Г41-Ч

) i ii„ к  An  1 / 1х г ; //| У ,  //,1 — z 2.
1/ О ■’ ’ / 1/=0

' 1, ■ W i  1 (v »{ 0 = * 2.у 2У ,  v ,[ m0= x y z 9 bu yerda
i ’ • у 1 i . :1

4 .
"п Ли 1 б /е * ''2 s i n ^ c o s z ,  „ | ,=0= е х+у cos z V 2 ,  и , |  =  е 3у+*г

'  v и,, и ’Ли  //) = /
1/ 0 •4, и \ l=0 = r \  bu yerda r  = Y x 1 + y 1 + z 1

/ / 2A m + / ‘V . «L=o» ^L=°»bu yerda
/ V*' '/+ * * ’•

I ’ / .  //„ =  a 2A i/ +  c o s x s i n > ,e ' ,  и |( n =  x V ' +z, w,|(=o = s i n x e v+z.

I ’ X . titl -  a !A u + x d  cosQ >y+4z), m| = x>,co sz , m, |/=0 = y z £ .

I .M>. uu = a 1A u ,  zi|f=0 =  c o s r ,  w,|f=o =  c o s / - , bu yerda
, I d c y Y Y .

-/. t. Ixxic/lik o ‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi masalasi 
( ' (/>())nC(/>0) sinfdan shunday W(.v,/) funksiya topilsinki, bu 

limksiya .v e /r , / > о da
u, = a 2A u + f ( x , t )

Icnglamani va quyidagi boshlang‘ich shartni qanoatlantirsin:
W l/=+0 ^0 (•*■)’

bu yerda /,«„ - bcrilgan funksiyalar va |м0|<м, m  > о - biror son.
llu masalaga issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun 

Koshining klassik masalasi deyiladi.
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(4) funksiyani (1) tenglamaga qo‘yib quyidagi oddiy 
differensial tenglamalarga kelamiz:

T '(t)+ a22T(t) = 0, (5)
X' \x )  + AX{x) = 0 , ( 6 )

bu yerda Я - const .
Chegaraviy shartlar quyidagicha bo‘ladi:

x ( 0) = o, x(i) = о. (7)
Natijada biz (6)-(7) Shturm-Liuvill masalasi deb ataluvchi 

masalaga kelamiz.
Bu masalaning xos sonlari:

'як= к = 12.

va bu xos sonlarga quyidagi xos funksiyalar mos keladi:
X,(x) = J j s m ^

Л = Лк boMganda (5) tenglama quyidagi umumiy yechimga ega:
, . kmit , . knot

I k (/) = a k cos----- + b,. s in ------/ * /
Shuning uchun

{ .4 v  , \rr ,.4 f  km l . . клпЛ . клх
uk (x , t )  = X k (x)Tk(t) = 1 ak cos—-— hbk s in——  Isin-----

funksiyalar bar qanday ak va bk uchun (1) masalani va (3) 
chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.

(2)-(3) shartlarni qanoatlantiruvchi (1) masalaning yechimini 
qator ko‘rinishida qidiramiz:

u(x,0 = f_ X k(x)Tt (l) = J fo , cos—  + b„ s in ~ ls in ^  (8)
A-I k=l \  l  l  J  l

Agar bu qator tekis yaqinlashuvchi bo‘lib, uni hadma-had ikki 
marta differensiallash mumkin bo‘Isa, u vaqtda qator yig‘indisi (1) 
tenglamani va (3) chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.
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i/, va doimiy koeffitsiyentlarni shunday aniqlaymizki, (8) 
qaloi yij'/indisi (2) boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirsin, u holda 
• |ii\ i(la)’,i lengliklarga kelamiz:

= (9)
*=1 1

«.(*) = 0 °)

CM vii (10) lormulalar va Ul(X) funksiyalarning (o, /) intervalda 
inii.hu InCyicha Furye qatoriga yoyilmasini beradi. Bu 

\ iivilmalarning koeffitsiyentlari quyidagi formulalar bilan topiladi:
2 r , . . клх 

a k = yj u0{x)sm ——dx ,

bk = f ux( x ) s i n ~ d x  . 
kna J0 I

Masala: Quyidagi masalani yeching:
0 < x < l ,  « 1 ^= 0 , tt\x=l= t ,  м|;=0 = 0, u,|,.0= y .

Chegaraviy shartlar noldan farqli bodgani uchun, yechimni 
u = v+ w  ko‘rinishda qidiramiz, bu yerda w = //,(» +у(^(O-^COb

//,(/> = o. = t- U holda W(X.0 = y ,  yechim esa

u(x,t) = v(x, 1) + J  (*)

ko‘rinishda bo‘ladi. Yechimdagi v(.t,o funksiya quyidagi masalani 
qanoatlantiradi:

( 11)

Berilgan tenglamaning xos sonlarini va sin y-* xos

funksiyalarini aniqlaymiz. Shunga, asosan, yechimni quyidagi 
ko‘rinishda qidiramiz:

= ( 12)
n=l t
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Tenglamaning ozod hadi /(x,t) = у  funksiyani Furye qatoriga

yoyamiz:

Я*»0=£/и(0 sin .̂x. (13)
«=1 L

U O  - Furye koeffitsiyentlarini quyidagi formula yordamida

aniqlaymiz: /я(/) = - | /(£,/) sin — £/<f = - J ^ - s i n — & 4 . Integralni bodaklab 
la 1 l c l l

integrallab, natijada
Г -  ( 1 4 )

тт

tenglikni hosil qilamiz.
(12) va (13) funksiyalarni (14)ni hisobga olgan holda (11) 
masaladagi tengliklarga qo‘yamiz, natijada noma’lum g„(t) funksiya 
uchun quyidagi Koshi masalasini olamiz:

g"A 0  +

g '„ ( 0  =  o, g„(t) =  o.

g„( o = H " It
( 1 5 )

(15) masalani yechishda, dastlab, tenglamaning yechimini quyidagi 
ko‘rinishda qidiring: g„(t) = g n(0 +g*„(t), bu yerda gn(t) - berilgan 
tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi, g*„(0 - 
berilgan tenglamaning xususiy yechimi bo‘lib, o‘ng tomonga qarab 
tanlanadi, bizning holda, g*n(t)=at ko‘rinishda qidirish mumkin.

(15) masalani yechib, natijada (11) masalaning yechimini 
aniqlaymiz:

, . A  ( - 1)”"'-2v(* ,0  = Z  ; ;-----
-l

t - -

( / \ 2
f  - 1 ■ti

4 ' J J

- l

. таг 
sin— x , 

/
(16)

(16) funksiyani (*) ga qo‘yib, berilgan masalaning yechimini 
olamiz, ya’ni:
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, 4 Xt ^  (-1)"+1 • 2u(xyl) = — + 2 j  ------
« Я—1 ( / \2  '\y l  - 1

t -

( \2 л
sin -> ■l

V J / . тагsin---X ./

M u sta q il b a ja r is h  u ch u n  m a sa la la r  
Q u y id ag i a ra la s h  m a sa la la rn i y ech in g :

1- ( 0 < * < i ) 4 = o = O ’ » L , = 0 ,  ll\i=0=X2 - X ,  W,|;=0 = 0 .

2. U"+2u, =1X^11,  (о<х<я-)и|;Ы)=0, 4 ^ = 0 ,  и\1=0= л х - х 2, ы,||=0 = 0.

3. u„+2u1=uxx- u (o <x <tt); k, L  = 0, 4*r=°> 4 =o= 0 > u- L =x -

4 .  u „ + a ,  = u xx,  (o < x < i ) m |x=0 = t ,  H , = i = 0 ’ 4 = o = ° >  z4 = o = 1 - x *

5• Ц, = 4 *  +И, (0 < x < 2) 4= o  = 2Г, = 0 ,  u\i=0 = 0 ,  u \ ^  = 0 .

6. Ц, =4*+«, (o < x < /) m|x=0 = °> 4v=; = 1» 4=o = 0> «,L = 7 •
7 .  ц , = ы « + * ( < > < * < * ) ;  4 =0= 0 ’ " L  =  0 > 4 = o = s i n 2 x > 4 = o = 0 -

8 .  « „ + w , = m„ + 1 ( o < x < i ) ;  « L = o ,  4 =1 = ° ,  4 = 0 =  0 ’ 4 = o = 0 -

9. и„-г/ет+2и, = 4x+8e' cosxl 0<x<— J; их\ ^ = Ъ ,  u\xj_=rf,  =cosx,

u \  ^ - 2 x .'l/=0
10. = 4/(sinx-x)j^0<x<|j; 4=0=3, ux[ ^ = t 2+ t9 4=o= 3 >

4,=o=x + sirbX-
1 1 • u„ -  3и, = г/„ + и -  x(4 + /) + cos у -  (О < x < к  ) > 4*=o = / + 1, 4*=я- = + 9  •>

l/| = x , u, 1 = x.l/=0 5 r l/=0
12. utl - l u , -  = uxx + 2ux-2 t- lx + e ~ x s\n2>x (o < * < л ); w|v=Q - 0 ,  u\х=л = Tit,

u\ = 0, u\ „ = x . l/=0 5 10=0
1 3 .  u„ +2u, =  uxxJr%u+2 x ( l - 4 / ) + c o s 3 x  ^ 0  <  x  <  ; г/ J ^  = t ,  m| ,  = у ,

w| „ =  0 ,  г/J „ =  x .lr=0 5 'l/=0

14. «„ = ua + 4m + 2sin2 X (о < x < Я); wx|*=o = 0 » M* L  = 0» 4=o = 0» uLo = 0
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(17)

(18)

ди _ 2 д1и 
dt дх1 '

tenglamaning boshlang‘ich:
“L=4>(*)>

va chegaraviy:
«L=o,«U =o. (19)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,о yechimini d = {(x,/):o<x</;/> o} 
sohada topish talab etilsin. Dastlab, (17) tenglamaning xususiy 
yechimlarini quyidagi ko‘rinishda qidiramiz:

u(x , t )  = X ( x ) T ( t ) ,  (20)
bu funksiyalar aynan nolga teng emas va x(x) funksiya (19) 
chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.

(20) funksiyani (17) tenglamaga qo‘yib quyidagi oddiy 
differensial tenglamalarga kelamiz:

T(t)+crAT(t)=0, (21)
X " ( x ) +  AX(x)  = 0 ,  (22)

bu yerda Я = const .

x(x) funksiya uchun chegaraviy shartlar quyidagidan iborat:
x(o) = o, x(i) = o. (23)

Natijada biz Shturm-Liuvill (22)-(23) masalasiga kelamiz.
Bu masalaning xos sonlari

к = 1,2,...

bo6lib, ularga quyidagi xos funksiyalar mos keladi:
X k(x)  = sin nkx

2 = 4  bo‘lganda (21) tenglama quyidagi umumiy yechimga ega:

Shuning uchun

'  ( km.
Tk (t)  = a ke~[~

“ *(*>0 = X t (x)Tk(t) = ake
{ x )1

sin
k m

66

funksiya har qanday ak uchun (17) masalani va (19) chegaraviy 
shartlarni qanoatlantiradi.

(18)-(l 9) shartlarni qanoatlantiruvchi (17) masalaning 
yechimini qator ko‘rinishida qidiramiz:

Ф . 0 = f x  w r t 0 ) = si n (2 4 )
i=l k=1 '

Agar bu qator tekis yaqinlashuvchi bo‘lib, uni t o‘zgaruvchi
bo‘yicha bir marta x o‘zgaruvchi bo'yicha ikki marta
differensiallash mumkin bo‘lsa, u vaqtda qator yig‘indisi (17)
tenglamani va (19) chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.

ak doimiy koeffitsiyentlarni shunday aniqlaymizki, bunda (24)
qator yig‘ indisi (18) boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirsin. U holda
quyidagi tengliklarga kelamiz:

= (25)
*=1 1

(25) formula щ(х) funksiyaning (0>/) intervalda sinuslar bo‘yicha 
I'urye yoyilmasini beradi. Bu yoyilmaning koeffitsiyentlari quyidagi 
formula bilan topiladi:

M asa la : Quyidagi masalani Furye usulida yeching:
u, = ua +u , (0 <x</)«L=°J ML =0’ H,=o=13x- (26)

Dastlab, (26) tenglamaning xususiy yechimlarini (20) 
ko‘rinishda qidiramiz.

x{X) va ту) funksiyalar aynan nolga teng emas va x(.v) masaladagi 
chegaraviy shartlarni qanoatlantirsin.

(20) funksiyani (26) masaladagi tenglamaga qo‘yib quyidagi 
oddiy differensial tenglamalarga kelamiz:

7” (0  + A T ( t ) = 0 ,
Х " ( х )  +  (Л + 1)Х(дг) = 0 ,

bu yerda я = const.
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5 5 .  ^ -  = а2^ ,  ( / > 0 ) ,  о < х < / ,  —  ( 0 ,0  = 0, —  ( / , 0  + А и ( / , 0 = 0 ,  А > 0  ,
Ct~ ОХ дх дх

и (х ,0 )=  Д х ) , ^ - (x ,0 )  = F(x); 
d t

5 6 .  (/ > 0 ) ,  о < jc < /. —  (0 ,0  = 0, —  (l,t) + hu(l,t)= О, Л > 0 ,
Ct ОХ дх дх

м(х, 0 ) = 0 , — (х ,0 ) = 1 ; 
д(

5 7 .  §  =  о 2| т >  ( / > 0 ) ,  0 < дг < /, —  ( 0 ,0  = 0, —  (l,t) + hu(l,t)= О, А > 0 ,

ОТ ах дх дх

и (х,0 ) = Лх, ^ - ( х ,0 )  = 0;

5 8 .  — 7  = аг— т, (t > 0),  0 < х < /, м(/,/) = 0, —  (0 , / ) -Л и (0 ,О  = 0, л > 0 ,» Эха 2 2х
э«И(х,0) = / ( х ) ,  —  (x ,0 )= F(x ) ;
О/

>̂2 \̂2
5 9 .  ^ Т  =  а,2? Т >  ( / > 0 ) ,  о < х < / ,  — ( / ,0  = 0, — ( 0 , / ) - А и ( 0 ,0  = 0, А > 0  ,

ОТ ох дх дх

и{х,0) = Д х ) ,  ~ ( х , 0 )  = F(x);
Ot

s ' с \ 3  l l 2 3  l l  . .. л., Л;/
6 0 .  —у  =  а  —т ,  ( / > 0 ) ,  0 < х < / ,  —  ( 0 , о - л « ( 0 , о  = 0, — (/ , / )  + Аи(/,0  = о,

ОТ ах Эх Эх

А > 0 ы(х,0) = / ( х ) ,  | i ( x , 0 )  = F (x);
Ot

, .  2 . я,. Эг/
6 1 .  Т Т  =  а "'ТГ» ( / > 0 ) ,  0 < х < / ,  — ( 0 , 0 -  А.м(0,/) = 0 , — (/,/)  + А,м(/,/) = О, 

от ах Эх Эх

Л, > 0, /г2 > 0. г/(х,0) = / ( х ) ,  —  (х,0) = F(x);
d t

6 2 .  ~ = а 2^ ,  ( / > 0 ) ,  0 < х < / ,  г/(0,О = 0, -^Гт(!,{) = -к-^-(,1,1),
дг дх йft5

Эм
Г----1
5х

ar &

«(•*>0) = Д х ) ,  ~ ( x t0) = F(x);
Ot

, а2 м 2 ^« . лч
6 3 .  -^Т  =  а  — , ( / > 0 ) ,  0 < Х < / ,  м(0,Г) = 0,

ct ох 
и(х,0) = Лх, |^-(х,0) = 0;

tfu 2д1и . я.. д2и ди
б4- F = a a?’ ( '> о ).о< ,< л-(о ,о -о ,р -(а)= -/.-(а),

w(jc,0) = /(.V), ~(х,0)  = /-‘(л);
О/

6 4

6 5 .
a2z<
a d ’

м(х,0) = / ( х ) ,

66.

6 7 .
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7 0 .

7 1 .

(х,0) = F(x);

а 2м 2 ^  
a F  + а  _ а ?

ди (х.О) = F(x);
d t

32и За _ а2»
л" ' I “  ла?2 а  ах2

а2м
dt2 дх2

■ ~ ( х ,0 )  =  Д х ) ;  
d t

3Lu , д2и — 5 и =■ ,а?2 ах-2
6 9 .  ^ т - 5 » = ^ т

$ Ч х ,0 )  = Д х ) ;
Ot

а 2 дх2

^ -1 0 и = ^
а 2 Зх2

f i ( x , 0 )  = Д х ) ;  
Ot

Э‘а а 1»
72' а г_ 1*‘"а?

^ ( х , 0 )  = Д х ) ;
Ot

с и  7Г
—  ( 0 ,0  = 0; j =  0; w(x,0) = Д х ) ,
Эх ах V 2

э« ^  Г ̂
^ ( 0 ,0  = 0; дх д х \2  

i f  7t
ах’Гг

— ,/ | — 0; u(x,0) = cos х, - ^ - (х ,0 )= 0 ;

д и (  7С . .
м ( 0 , / )  =  0;  —  — 4  =  ° ;  м ( х , 0 )  =  Д х ) ,

ozzf яг | .
u ( 0 , t )  =  0 ;  —  — 4  - 0 ;  м ( х , 0 ) =  Д х ) ,  

ox V 2 У

д и ( я  . л
w ( 0 ,/)  =  0 ; —  — 4  -  0» м ( х ,0 )  =  / ( х ) ,

ЙХ V 2

а « [  я-

ах 12

(х,0) = 0;

u(Q,t) = 0; — 1 =  0;  м(х, 0)  = ^ s i n x + s i n 3 x ,

Эи(яг 3
u(0 ,0  = 0; —  - 7  =0;„ ( .т ,0 )  = Д х ) ,  

ОХ V /  у

5.2. Parabolik turdagi tenglama 
Bir jinsli ingichka sterjenda issiqlik tarqalish masalasini ko‘rib 

chiqamiz, uning yon sirti issiqlik o‘tkazmaydi, x = o va x = i 

chegaralarida esa nol temperatura saqlanadi deb faraz qilamiz. 
Ushbu masala uchun Furye yoki o‘zgaruvchilami ajratish usulini 
bayon qilamiz.

Quyidagi masalani qaraylik:
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Chegaraviy shartlar quyidagicha bo‘ladi:
2f(0) = 0, X( l )  = о .

Natijada biz Shturm-Liuvill (28)-(29) masalasiga kelamiz. 
Bu masalaning xos sonlari:

(29)

A_ = l y l  - 1

bo‘lib va bu xos sonlarga quyidagi xos funksiyalar mos keladi:
• muX , (x) = s in ----- ■„ V  /  t

2  = 2 „ bodganda (27) tenglama quyidagi umumiy yechimga ega:

Shuning uchun

rfrt WTn[ t) -a ne 4

-И -
un(x,t) = X„(x)Tn(t) = ane { J . . . .

funksiya har qanday an uchun berilgan masalani qanoatlantiradi. 
Berilgan masalaning yechimini qator ko‘rinishida qidiramiz:

n{x,t) =  ^ Х „ ( х )Tn(t) =  ^   ̂ s in 2 ^  .

«=1 n =\ *

an doimiy koeffitsiyentlarni shunday aniqlaymizki, bunda bu 
qator yig‘indisi boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirsin. U holda 
quyidagi tenglikni hosil qilamiz:

. ПЛХ13-x =  у  an sin ,

bu tenglik u0(x)=\3x funksiyaning (o,/) intervalda sinuslar bo‘yicha 
Furye qatoriga yoyilmasini beradi. Bu yoyilmaning koeffitsiyentlari 
quyidagi formula bilan topiladi:

a = — f 13 x -s in >̂ - d x  .
1 о >l

Bu yerda integralni bodaklab integrallab, a„ = larga ega
7ТП

boMamiz. U vaqtda izlanayotgan yechim quyidagi ko‘rinishda 
bo‘ladi:
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2 6 1^(-1Г  {(f )'-1
u(x,t) = -------e

. nm:
s in ----- .

I

M u sta q il b a ja r is h  u c h u n  m a s a la la r  
Q u y id ag i a ra la s h  m a sa la la rn i y ech in g :

73. Ц = U X X , (О < x  < /) 4 = 0  =0>
74. Ц =  Wx x , (О < x  < /) 4 = o = 0 >

75. Ц =Uxx, (О < x  < /) 4 = 0  =0>
76. Ц = U X X , 'о4 Л Л 1 g

.
*

77. Ц = U X X ,
( 0 < х < / ) 4 х = о = °

78. Ц = U x x , (о < х  < /) Мх|х=0 = 0
m0 = const, agar 0 < x < —

agar — < x < I 
2

ljm «(*.0 -?
79 .  ц  =wxt, (o < x < i)  и,|х=0 = 0 ,  ux|x=/ = 0,

^ - x ,  agar 0<x< —

-l-L 7 2 r
- y - ( l - x ) ,  agar —<x<I  

bu yerda u0=cons. цт  „(x,o-?

80.  ц  =W„, (о < X < 0 ux\x=o = 0, ы|х=1 -  0, u\i=0 = Л-2 -1.

81. U ,=Uxx+U , (o < x < /) 4=o = 0 5 4 w = 0 > 4 o =1*

82 . w,=Mxx“ 4w, ( 0 < х < ^ ) м |х=о = ° ,  и\х=л= ° ,  4= 0 = x 1 ~ 7EC-

8 3 .  Ц = Ц а, (0 < x < /)  M . L  =  1, 4 = /  =  0 , 4=0  =  0 •

84. ц = и хх+ и + 2sin2xsirw, ^0 < x < f ]  w*L=o = 0 > 4 = л = 0 > UL  = 0 -

85. u, =uxx-'2ux+ x + 2 t ,  (o < x < l) 5 4=o =  0 > 4 = i = 0 ’ u \^ = e xsintix.

8 6 .  u, =11̂  + M + 2 5 s i n 2 x c o s x ,  | o <  x  < zr|x=0 =  0 ,  =  1 ,  м|/=0 =  x .

87. м, =wja+w+2sin2xsinx, (0 < x < я) =  0 ,  их\^я =2тй , м|(=0 -  0.
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88. и, -u xx+2ux-u = e xsm x - t ,  (о < * < л) и\х й = 1+/, м|х̂ = 1  + / ,

и\ „ = l + exsin2x.
1/=0

89. u ,-u xx-u=xt(2 - t)+ 2cost , (р< х < л)ux\x=S)= t \  ux\ ^ = t \

и\ „ = cos2x. 
l/=0

90. и, - Uxx-9и  = 4sin21cos3x-9.v2 - 2 ,  (0 < * < я ) mx[.o= 0 , ux\ ^ = 2 k ,

mL=*2+2-
91. u, =uxx+6u+2l(\-3t)-6x+2cosxco&2x, foe*c^j «x|r(| =1,

+ т »  MU =Jf -

92. U, =Uxx+6u+X2(l-6t)-2(t+3x) + s\n2x, (о < дт < 7t) Nx| ^  =1, 

u\ = 2л/ +1, u\ „ — x .х \х=л ’  lr=0

93. u, =uxx+4ux + x-4 t  + \ + e*x co£ ЯХ, (0 <*<i), ы|х=0=/> “L  =2i> 

u\ =0 .

6-B O B . IN T E G R A L  T E N G L A M A L A R

Integral tenglamalar nazariyasi hozirgi zamon 
matematikasining muhim va murakkab yo‘nalishlaridan biriga 
aylanib bormoqda. Integral tenglamalarning turlari shu qadar 
ko'payib ketdiki, ularga umumiy ta'rif berishning iloji bo'lmay 
qoldi. Shunday bo'lsa-da, integral tenglamaning mavjud ilmiy 
adabiyotlarda qabul qilingan ta'rifini eslatib o'tamiz.

T a ’rif. Agar tenglamadagi noma’lum funksiya shu 
funksiyaning argumenti bo'yicha olinadigan integral ishorasi ostida 
bo'Isa, bunday tenglama integral tenglama deb ataladi.

Integral tenglamalarning ba’zilari va ularni yechish usullari 
bilan quyida tanishamiz.

6.1. Fredgol’m tenglamalari. Kelma-ket yaqinlashish usuli 
Matematik fizikaning ko‘pgina masalalari «(/) noma'lum 

funksiyaga nisbatan
\K{xJ)u(t)dt = (1)

b
u{x) -  f(x) + ЯJ K(x,I) u(t)dt (2)

ko‘rinishdagi integral tenglamalarga keltiriladi. Bu tenglamalarda 
/ О )  - ozod had va k (x,i) tenglamaning yadrosi berilgan funksiyalar, 
я - (2) tenglamaning parametri, integrallash chegaralari л va i 
berilgan haqiqiy o'zgarmas sonlardir. (1) va (2) tenglamalar mos 
ravishda Fredgol’mning birinchi va ikkinchi turdagi integral 
tenglamalari deyiladi. (2) tenglamadagi noma’lum funksiya U(X) 

integral ishorasidan tashqarida ham ishtirok etmoqda. Bu 
tenglamalardagi /(*) funksiya /(а < х <ь) kesmada, k (X,o yadro esa
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Q(a < x < ь, a < t < ь) yopiq sohada berilgan va uzluksiz funksiyalar deb 
hisoblanadi.

Agar (2) integral tenglamada /  = o boTsa, unda u

u(x) = A$ K(x,t)u(t)dt (3)

ko‘rinishda bo"lib, bu tenglama (2) tenglamaga mos bir jinsli 
ikkinchi turdagi Fredgol’m integral tenglamasi deyiladi.

Nihoyat, ushbu

< p (x ) u ( x )  =  f ( x )  +  zj K ( x J ) u ( t ) d t  (4)

tenglamaga uchinchi tur integral tenglama deb ataladi. Agar /
kesmada^(.x) = obo Isa, undan (1) tenglama; (̂.v) = i bo'lsa, undan (2)
tenglama kelib chiqadi. Yuqorida biz tanishgan integral
tenglamalarning barchasida noma'lum u{x )  funksiya bir
argumentlidir, ya ni birgina jc erkli o'zgaruvchining funksiyasidir.
Misol uchun quyidagi integral tenglamani olaylik:

1
w ( x )  =  З х  -  2 +  з |  x t u ( t ) d t ,  

о

Bunda
/ ( * )  =  3.x- 2 ,  K ( x , t )  =  x t ,  a  =  0  6  =  1

Я = 3

Demak, bu tenglama Fredgol’inning ikkinchi tur tenglamalaridan 
ekan.

Ta’rif. Agar u(x), funksiyani (1) yoki (2) integral
tenglamaga olib qo‘yganda bu tenglama ayniyatga aylansa, u holda 
bu funksiya shu mos tenglamaning yechimi deb aytiladi.

Misol: u(x) = sin ~  funksiya quyidagi integral tenglamaning

yechimi ekanligini ko'rsating:
> . ''

u ( x ) ---------J K ( x , t ) i ( t ) d t  =  - ,  bunda
4  n 2
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c(2-/) 0 < x < /,

t a s l .
2

Y e c h ish : Tenglamaning chap tomonini yadro ko‘rinishining 
hisobiga, o‘zgartiramiz:

2 ( *  I N

u(x)---- |  K(x,t)<(t)dt +1 K(x,t)u(t)dt =
^  Vo ж у

=„ и - d .( j АА(')л+j =
="M-T

2 - x
2

-\tu(f)dt + -\{2-t)u(t)di
0 2 x

Hosil boTgan tenglamaga ?v(.x) = sin —x ni qo‘yib,
n

2 x / s in — t  i sin — t
-x - T - (2- x ) j— -2-< * + x j(2 - /)—^ - < *  = sm -x  —

( t. /  t та 2 . ( 2 -/ та 2 . яЛ|(=1- т у - Т х С05т +р-т т]""+Т ~ “ 5т ~ 5,пт ] - ^  2

ekanligiga ishonch hosil qilamiz. Demak, z/(x)=sin7-x funksiya

berilgan integral tenglamaga qo‘yganda ayniyat hosil boTdi. Bu esa 
1/(л-)= sin y .x  funksiya tenglamaning yechimi ekanligini ko‘rsatadi.

Endi ikkinchi turdagi FredgoFm integral tenglamasini ketma- 
ket yaqinlashish usuli bilan yechamiz. (2 ) tenglamada к(х ,У) \a / ( x)  

funksiyalar o‘zlari aniqlangan sohalarda uzluksiz boMgani uchun
^\K(x,y)\dy < M, a < x < b, m a x |/(x ) | = m, ( 5 )

boTadi.
Agar (2) tenglama я parametri

И (6)
M { b - a )

shartni qanoatlantirsa, u holda bu tenglamaning yagona u<x) yechimi 
mavjud bo4lib, uni ketma-ket yaqinlashish usuli bilan topish 
mumkin.
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Nolinchi yaqinlashish sifatida (2) tenglamaning ozod hadini 
qabul qilamiz:

"о (*)=/(*)•
Birinchi yaqinlashishni

«1 O) = /00  + z j K ( x ,y ) f ( y ) d y

munosabat bilan aniqlaymiz. Bu jarayonni davom ettirib n -  

yaqinlashishni

«„(*) = /(*) + zj K(x,y)u„_} 0)4%  л = 1,2,... (7)

formula bilan aniqlaymiz.
Shunday qilib, (7) rekkurent munosabatlarni qanoatlantiruvchi

funksiyalar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz.
Matematik analizdan ma’lumki, (9) ketma-ketlikning 

yaqinlashishi

!'«W+ZkW-«„-iW] (9)

qatorning yaqinlashishiga teng kuchlidir. (7) formulani

«„ 09 = /09 + Zj K(x, y)[un_x (у) -  un_2 (y) + un_2 (y)}iy =

= /09 + zj K(x, y)u„_2 (y)dy + Z j K(x, y)[u„_{ (y) -  un_2 (y)]iy =

= M„_, (x) + ZJ К (x, y)[un_x (y) -  un_2 (y)\iy, n -  2,3,4,...

( 10)

ko‘rinishida yozib olamiz.
(6) ga asosan, (10) dan darhol quyidagi tengsizliklar kelib 

chiqadi:
|г*о(х)|< /и,

\щ 09 -  vQ (*)| < т\л\щь -  a),

|м2 09 -  г/, (дт)| < /w|Z|2 M 2 (b -  a)2,

|w„ 00 -  г/„_, (дг)| < /h|Z|" M" (b -  a)".
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• I ini it lii \ qilib, (0) qatorning liar bir hadi musbat sonli

’■ /н| l|" M"(h <t)" ( 1 1 )

q.n*>iiimc inn:. Iimlidnn kalla cmas. (11) qator esa, (6) ga asosan 
, <и|иiIn .1 иivi l i i i l i i . Domak, (9) qator, natijada uzluksiz
Iniil i\ ti n mil)- (K) kelma-kclligi uzluksiz M(x) funksiyaga absolyut 
n i i l  i siit | in In-.1 ни I i (7) Icnglikda w=oc limitga o‘tib,

Л
i/( V) / ( v) i Zj K(x,y)u(y)dy

b ii| Iil iii liir.il qilaiui/, bu esa ,,{x) funksiya (2) tenglamaning 
■ i It11111 rkimligini ko'rsatadi. Bndi (2) tenglamaning ц*) dan

btr.bq.i yerbimi yoqligini ko‘rsatish qiyin emas. Buning uchun 
.iksim ba, yii’iii (2) tenglamaning u(x) dan boshqa yana bitta vo) 
via 1111111 bin deb Гага/ (|ilamiz. IJ her Ida bu yechimlarning ayirmasi 
иi ........... ,<o( В hii jinsli lenglamaning yechimidan iborat bo'ladi,
Ml III

h
ir(.v) K(x,y)w(y)dy,

vi’n = max 0 0 ) 1

deb belgilab olsak, oxirgi tenglikdan
w0 < |Z|Mv0

tcngsizlikka ega boMamiz. Agar w0^0 bo‘lsa, oxirgi tengsizlik (7) 
lengsizlikka ziddir. Demak, w0=0, bundan w(x) = o, ya’ni Mo) = vO) 
ekanligi kelib chiqadi.

6.2. Volterra tenglamalari. Ketma-ket yaqinlashish usuli 
Ta’ rif. Ushbu

z j K{x,y)tp{y)dy = / 0 ) (12)

<p(x) = / ( x) + zj K(x,y)<p(y)dy (13)
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integral tenglamalarga mos ravishda Volterraning birinchi va 
ikkinchi tur integral tenglamalari deyiladi. Bunda «,(*)- 
noma’lum funksiya, я tenglamaning parametri, f ( x )  -  ozod had 
I ( a  < x < b )  kesmada va K (x ,y )  tenglamaning yadrosi -  R ( a < x < b ,  

a < у < x )  yopiq sohada berilgan deb hisoblanadi.
Volterra ikkinchi tur (13) integral tenglamasini ketma-ket 

yaqinlashish usuli bilan yechamiz. 6.1 paragrafdagi mulohazalarni 
qaytarib,

% (14) 
funksiyalar ketma-ketligini hosil qilamiz, bunda

<Po (x ) = /(* ), <p„(x) = f ( x )  + Я J К (x, y)<pn_x (y)dy ,

m = m a>j/(x)|, N  -  ma^A'(x, _y)|

Belgilashlar kiritildi. Bu holda
\<Po (*)| ^

Я\К(х,у)(р0(у)с1у < |Я|/нЛ^(х-а),...,

К (*) -  <Pn-\ 0)| £ m — ^  ^  , n = 1,2,.... (15)
n\

tengsizliklarga ega bo‘Iamiz.
Musbat hadli (-y~a) = me\x\mx-,-> funksional qator я

parametrning ixtiyoriy chekli qiymatida tekis yaqinlashuvchi 
bolgani uchun (15) tengsizliklarga asosan (14) funksiyalar ketma- 
ketligi absolyut va tekis yaqinlashuvchi boiib, uning limiti bcflgan 
9>(x) = lim^oo funksiya (13) tenglamaning yechimidan iborat bo‘ladi.

Endi (13) tenglama yechimining yagona ekanligini 
ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, (13 ) tenglama ikkita <p(x) va ^ ( x) uzluksiz 
yechimlarga ega bo‘lsin. Bularning ayirmasi a>(x) = *>(*)-У/(*)Ыг jinsli

io(x) = я| K(x,y)co(y)c/y ( 1 6 )
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i' I 1111<iиi qiiiiuiilliiuliradi.
in '!■’(>i| ill b brlgilab olsak, (16) dan

И  ' >1 ■ |Я|}|Л'(х(; ' ) | |^ ) |4 у ^ |Я|Ми*(х-а)

I* nr * III Im hb chiqadi. lUindan foydalanib (16) tenglikdan
|л>( o| •; |A|f |a: (x, y)\co(y)\dy  ̂|я|* ^  ^

I' uc i hi in hosil qilamiz. Bu jarayonni davom ettirib, ixtiyoriy
natural n  uchun

|r^x )| й\я\”N nm — J 2- -

l< ii|, a/likni hosil qilamiz. Bu tengsizlikdan da ф )  = о yoki
a.) ekanligi kelib chiqadi.

Slmnday (|ilib quyidagi xulosaga keldik. Volterraning ikkinchi 
im I П) mli'ginl U-nglamnsi, lining yadrosi к ( х , У) va ozod hadi / ( X) 

ii/lnl а/ 111111 asalai bo'lgnnda я parametrning liar bir chekli 
11 1\ mail in him yagona yechimga ega bo‘ladi.

Bu csa Vollerraning ikkinchi tur integral tenglamasi har bir я 
iк-hinl ham yechimga ega boMavermaydigan Fredgol’mning ikkinchi 
tin integral tenglamasidan tubdan farq qilishini ko‘rsatadi.

M iso L  Ushbu

u(x) -  x +1 (/ -  x)u(t)dt 
0

l englamani ketma-ket yaqinlashish usulidan foydalanib yeching. 

Ko‘rinib turibdiki,
/ ( x )=x  va я = l.

Endi quyidagi munosabatlardagi ifodalarni hisoblab chiqamiz:
woW=/W=^
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к ,  (х, у)  = \ к г (х, tr )Kt_r (tr , y)dtr
а

bunda tr ni t  ga almashtirib (19) formulaga kelamiz.
(8) ketma-ketlikning yaqinlashishini isbotlangandagi 

mulohazalarni qaytarib, а <х<ь, а< у <ь kvadratda
^ Х - хК,(х,у)
i = l

qatoming tekis yaqinlashishiga ishonch hosil qilish mumkin.
Bu qatorning yig‘indisi R(x,y ,A) ni к ( х , у )  yadroning yoki (2) 

integral tenglamaning rezolventasi yoki hal qiluvchi yadrosi 
deyiladi.

(17) da n-*>о deb limitda o‘tib, (2) tenglamaning yechimini 
rezolventa yordamida

Ф ) =f i x )  + R(x, y, X)f(y)dy
a

ko‘rinishida yozib olishimiz mumkin.
я(х,у,я)rezolventa Q(a <x<b,a<t<b)  yopiq sohada uzluksiz 

bo‘ladi. Shu sababli, avvalgi formuladan /(*) bilan bir qatorda (1) 
tenglamaning <p(X) yechimining uzluksizligi kelib chiqadi.

Shunga o‘xshash, Volterra (13) integral tenglamasining 
yechimini rezolventa orqali yozish qiyin emas. Shu maqsadda 
matematik analiz kursidan ma’lum bo‘lgan Dirixle formulasini 
eslatib o‘tamiz.

Faraz qilaylik, / ( x, y ) funksiya x = y,x = a, у = ь to‘g‘ri 
chiziqlardan tashkil topgan teng yonli uchburchakda uzluksiz 
bo‘lsin. U holda д bo‘yicha olingan

j  = \ \  f i x ,  y)dxdy
Д

integralni ikki usul bilan hisoblash mumkin. Avval x o‘zgaruvchi 
bo‘yicha a  dan у  gacha, keyin у  bo‘yicha a  dan b gacha 
integrallash mumkin, ya’ni
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7 = \dy \ f {x ,y )dx .
a a

'.u'up,rn у  bo‘yicha x dan b gacha, x o‘zgaruvchi bo yicha a  

dim h i'.ik Iki integrallash mumkin, ya’ni
b b

J  = \ d x \ f ( x , y ) d y .

Oxirgi ikki lengliklardan
b у
\ d y \ f i x  ,y)dx = \ d x \ f ( x , y ) d y
a a a x

Irnglik kelib chiqadi. Bu tenglik Dirixle formulasi deyiladi.
(13) tenglama uchun birinchi yaqinlashishni

<P\ ix) = f i x )  + Я j  K(x, y) f iy)dy

a

lot inula bilan aniqlagan edik.

Ikkinchi yaqinlashish

<Pi (a-) = f i x )  + A \ к  ix, t)(px it)dt =

= f i x )  + a] K ixJ) f i t )  + AJ Kit,y)fiy)dy dt =

= f i x )  + z j  K(x,t)f(t)dt + ?}\ Kix,t)dt\ Kit,y)fiy)dy

tenglik bilan aniqlanadi. Oxirgi ikkilangan integralga Dirixle 
formulasini qoMlaymiz:

} K(x,t)dl'\ K{ t ,y ) f {y )dy .  = J  f i y ) d y \ K ( x , l ) K ( t , y ) d t

a a a x

Agar

K2{x,y) = \Kix, t)K(t ,y)dt

deb belgilasak,

(p2 (х) = f i x )  + л |  K(x, y ) f  iy)dy + A2 J K 2 (x,y)f iy)dy
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«з(*Н(‘

va hokazo. Bu ifodalarning hosil bo‘lishidagi qonuniyat ko‘rinib 
turibdi. Ularning yig‘indisini hisoblasak, izlanayotgan yechimni 
hosil qilamiz:

r 3 r 5 r 7( \ X X X
x) = x --------+ ---------------+ ...  =  S1I1JC
'  3! 5! 7!

6.3. Iteratsiyalangan yadro. Rezolventa.
(2 ) ko‘rinishdagi

<p(x) = f ( x )  + A$K(xJ)<p(t)dt (2)

Fredgol’m ikkinchi turdagi integral tenglama berilgan bo‘lsin. 
(7) tengsizlik bajarilganda (8 ) funksiyalar ketma-ketligi (2) 
tenglamaning u(x) yechimiga yaqinlashishi isbotlangan edi. Endi shu 
ketma-ketlikning har bir hadini batafsilroq o‘rganamiz. Ma’lumki,

(Px(x) = /00 + AI K(x,y)f(y)dy ,

so‘ngra

<p2 (x) = /09 + Z.J K(x, t)<p, {t)dt =

= f{x )  + a] K(x,t)f(t)dt + A2} K(xj)dt\K(t,y)f(y)dy.

Ikkilangan integralda interallash tartibini o‘zgartirib,

К 2 (x> У) = J K 0> 0 K6, y)dt

kabi belgilab olib,
<p2(x) = f ( x)  + а ] к (х,у) / ( у)Лу + A2] K 2(x,y)f(y)dy

tenglikni hosil qilamiz.
Bu jarayonni davom ettirib,
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( 17)
n

O /  ( ' )  1 Al  1K , ( x , y ) f ( y ) d y

!f M

I- и lil I i • cm ho'lami/,, bunda К , { х , у ) \ ж

x  , ( * ,  y) -  К {x,y)  ,

b
Л , I * г ) j A 0 .  I ) K, | ( / ,  y)dt, / =  2 , 3 , . . . (18)

и I in• til minin'.ubiii bilan aniqlandi. K f x , y ) funksiyalar 
ii< iill i iliini'iin (lakmriy) yadrolar deb ataladi.

lull |'Mi',iyiilnii|»aii yadrolarni (18) ga nisbatan umumiyroq
K , ( \ , y )  j Кr ( x , l ) K l_r ( l , y )d t  (19)

Ioi 11111In bilan ilbdalash mumkin. Haqiqatan ham, (17) da K t_x{ t , y )  

v a d i u m  yinia - . Ini  ( I 8 ) formula yordamida K,_2 bilan ifodalab,

Л ' i ) A ( \ . / , ) A (/,./, ) A , >')d/2 dtx = j J K (x ,t l)K(tl, t 2)K i_2 (t2,y)dtldt:

i< 11| ■ 111 in hn-.il qilamiz. A', , (i , ,y)  yadroni orqali ifodalash 
mumkin va hokazo. Bn jarayonni davom ettirib, oxirida

К , (x ,  у )  = \ ... -J K ( x , i t ,).K ( t Xiit2).....X{t,_x, y ) d t x... dt,_x

Ibrmulaga kelamiz. t r o‘zgaruvchi bo‘yicha integralni ajratib, oxirgi 
Ibrmulani

K M , y )  = \ d t r ^ . . . ^ K { x , t x) K { t x>t 2 ) . . . K { t i_x, y ) d t v . d t r_x x

x j -  j К Or > (r+1 )K {tr+1, /+2 )...K -^,-i 1
a a J

kohinishda yozib olamiz. (20) formulaga asosan figurali qavs 
ichidagi birinchi integral K r ( x , t r ) ga, ikkinchi integral esa K,_r (tr , y )  

ga teng.
Shunday qilib,
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bo‘ladi.
Bu jarayonni davom ettirib, xuddi Fredgol’m tenglamasidek, 

<Pn (x ) = f ( x ) + л  J 2  K i (x > y ) f ( y ) dy  (20)
a /=1

tenglikka ega bo‘lamiz, bunda
K,(x,y)  = К ( x ,  y)

К<(х >у) =  \ к ( х , t)K t_x(t,y)dt, / =  2,3, ...

6 . 2  paragrafdagi mulohazalardan л parametrning ixtiyoriy 
chekli qiymatida

/=1

qatorning absolyut va tekis yaqinlashishi kelib chiqadi. Bu 
qatorning yig‘indisini R(x,y,A)  orqali belgilab olamiz. Bu holda ham 
R(x,y,A) ga (13) Volterra tenglamasining rezolventasi deyiladi.

(20) tenglikda «->°o deb limitda o‘tib, (13) tenglamaning 
yechimini rezolventa orqali yozib olamiz:

(pix ) = f i x )  + я ]  R(x, y, A )f(y)dy .

M is o l .  Ushbu

u{x) = x + J(/ -  x )u{t)dt 
0

tenglama rezolventa usuli bilan yechilsin. 
Quyidagilarni hisoblaymiz:

К , = K ( x , l ) = l - x  = - ( x - t \
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!'■ (\.l) | ( V .S'X.Y t)ds = j  (.V -  .v)(.Y + s - t -  x)ds = j (x -  s)[(x - t)~  (x -  5’)]c/.s-
/ / /

| ( '  •y)|(y - 1)-  (x -  s)]ds = (.V - 1)\(x -  s)ds -  [ (x -  j:)2 ds =  -(x - t )  ^ (х -л - )2 + -  [(x -  З)3 ]

. , , L2 _U j _
‘ (.V / ) 3 - ! ( * _ , ) ’ =  ( £ Z ^

2 3 3!

Xuddi shu kabi K3{x,i) ni topamiz:
K,(x,l) = -  j  (л- -  s)(S ~  dt = j ( x -  / -  s+ -  ‘Yds =

va hokazo. Bularni r(x,t,2) = Kx(x,t)+Ж 2(x ,t)+A2K3(xj)+ ... formulaga 
qo‘yib, rezolventani hosil qilamiz:

Г (х ,/,Я ) =  - ( х - / ) + - ^ з ^  ^  + • -  =  —sin(x —?).

U holda berilgan tenglamaning yechimi
u(x) = x -  Jsin(jc -  t)tdt 

0

bo‘ladi. 0 ‘ng tomondagi integralni hisoblab quyidagi natijani 
olamiz:

u(x) = sin x.

M is o l .  Quyidagi tenglamaning iteratsiyalangan (takrorlangan) 
yadro yordamida rezolventasi va yechimini toping:

l

(p[x) -  A j  xt(p{t)dt = f ( x ) .  
о

Yechish: Birin -  ketin quyidagilarga ega boMamiz:

x ,  ( * . / )  =  xi.

K2(x,t)= JxS-5/cfr =Xt —  |j, =—, 
o 3 3
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Agarda |2|<3 bo'Isa, u holda rezolventa 

R(x,t,X )= 'Z K n(x,t)An-' = ~  ga teng bo‘ladi. Bundan

foydalanib yechitnni ushbu <p(x) = f ( x )  + 1 3 xt
—~ f( t)d t ko‘rinishda

0-3 Я
topamiz.

2 k

M is o l .  p (x) -  Я J sin(x -  2t)p(t)dt = f ( x )  tenglama ixtiyoriy chekli я

uchun yechimga ega ekanligini ko‘rsating.
Y e c h ish :  K .(x,/)= sin(x -  2 /) ekanligidan ikkinchi takroriy yadroni

K 2 (x, t) = Jsm(x -  2s)sin(s ~2t)ds = ~ \ \ [cos(* + 2/ -  3s) -  cos(x - 2 1 -  5)]*  =
topamiz 0 2 0

= \  [ -  j sin(*+ 2( -  3s)+sm(x - 2 1 -  j)j| s;=f  = 0.

Bu yerdan barcha takroriy yadrolar uchun K n(x ,t)= Q  bo‘ladi. 
Shunday qilib, rezolventa r (x,,)= Sm(x - n )  ko‘rinishga ega va yechim 

ixtiyoiiy chekli я uchun <p{x)=f (x)+Aj sm(x-2t)f(t)dt bo‘Iadi.

Bu misoldagi yadro x,t s [о, 2k ] kesmada o‘z -  o‘ziga ortogonaldir. 
0 ‘z -  o‘ziga ortogonal yadrolar uchun ikkinchi takroriy yadro 
x2(*.o = o bo ladi va rezolventa integral tenglamaning yadrosi bilan 
ustma -  ust tushadi.

6Л  Ajralgan yadroli Fredgol’m tenglamalari
Ta’rif. Agar (2 ) Fredgol’m ikkinchi tur tenglamasida ishtirok 

etayotgan yadro ushbu

K(.x,t) = Y ja,{x)bl(t) (2 1 )

ko‘rinishga ega bo‘lsa, bunday yadroga ajralgan (o‘zgaruvchilari 
ajralgan) yadro deyiladi, a f x ) va tf(t) Jar [a,b] kesmada uzluksiz 
funksiyalar.
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Ajralgan yadro uchun (2) integral tenglamani chiziqli algebiaik 
tenglamalar sistemasiga keltirib yechish mumkin. Haqiqatan ham,

u(x) = f ( x )  + A.jK(x,t)u(t)dt

tenglamaga (2 1 ) yadroni qo‘yib, quyidagi ko‘rinishdagi tenglamaga 

kelamiz:
u(x) = f{ x )  + Р ^С ,а ,  (x), ( 2 2 )

;=1

bu yerda c, =J/>(.(/)«(/)dt — noma’lum sonlar.

Shunday qilib, ajralgan yadroli (2) tenglamaning yechimini 
(22) ko‘rinishda qidirish kerak. Bu funksiyani (2) tenglamaga 
qo‘yib, hosil boMgan tenglikning o‘ng va chap tomonlaridagi a fx )  

funksiyalar oldidagi ifodalarni har bir / = i,2 ,...,« lar uchun tenglab, Ct 

larga nisbatan algebraik tenglamalar sistemasini hosil qilamiz.

C, = 2'YjCja lJ + Д , / = 1,2,..., n ,
i=i

bu a ~ = |а,-(/)6у(/)Л j Pi ~ |  fiO b fO d t ■

Bu sistemani yechib, q  larni va demak, (2) tenglamaning

yechimi u(X) funksiyani hosil qilamiz.
Bu usulni n = 3 uchun batafsil bayon qilamiz. Bu holda 

q , /=1,2,3 lar quyidagicha aniqlanadi:
ь ь ь
^bx(t)u(t)dt = C,, \b ft)u(t)d t = C2, \b 3(t)u(t)dt = C-. ^

Bu integrallardagi K(o funksiya noma’lum bo‘lgani sababli,
C( va Q  lar ham noma’lum sonlar bo‘lib, ularni topish talab
qilinadi. Shu maqsadda (23) ni (22) ga n = 3 uchun qo yamiz: 

u(x) = f ( x ) + /Ц  (x )q  + Яа2 (x)C2 + /Ц  (AjC,. (24)
(24) ifoda yordamida (23) tengliklarning birinchisini 
o‘zgartiramiz:
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Demak, я parametrning D  determinantni nolga 
aylantirmaydigan hamma qiymatlari uchun (24) ko‘rinishdagi 
yadroli (2) Fredgol’m tenglamalarini shu usulda yechish mumkin 
ekan. Shubhasiz, bu masalada ishtirok etayotgan barcha integrallar
mavjud deb faraz qilinadi.

M i so l. Ushbu tenglama yechilsin:
u(x) = x2 + я j (1 + xt)u(t)dt.

0

Bu misoldagi я parametr umumiy holda berilgan bo‘lib, 
K{xl) = l + xt yadro yuqoridagi (2 1 ) ko‘rinishda ifodalangan. 
Tenglamaning o4ng tomonidagi integialni ikkiga ajiatib,

Г (1 + x t ) u { t ) d t  = j u(t)dt + -xj tu(t)dt
'  O 0

tenglikni hosil qilamiz.
So‘ngra quyidagicha

C x = \u ( J ) d t ,  c 2= J m  t ) d t  

0 0

kabi belgilashlar kiritamiz. U holda berilgan integral tenglama
idx) =x2 +ЯС, +AC2x

ko‘rinishida yoziladi. Noma’lum funksiyaning bu ifodasidan 
foydalanib, c, bilan C 2ni  hisoblaymiz.

Ct = J u(j)dt = J ( d  + ЯС[  + AC2t)dt =

i p  + 2 Q  + ^ C , / 3 = - + Я С .  + - 2 C ,  
3 ' 2 2

yoki
( 1 - Я ) С , - у Я С 2 = J .

Xuddi shuningdek,
i i

= j tu(t)dt = J t(t2 + ЯС,  +/AC2t)dt =

1р+1яС,/2+7ЯС2/3 
4 2 3

= - + - я с ,  + - я с 2
4 2 3

yoki
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-Я С . + (1 - -Я )С 2 = - .  2 1 3 2 4

Sluinday qilib, quyidagi chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi 
Imsil bo‘ldi:

(1-Я)С, я с , = - ,
2 - 3

-  —ЯС, + (1 -  -Я )С 2 = — 
2 1 3 2 4

Bu sistemaning yechimini Kramer formulalariga asosan
yozamiz:

Bu yerda

c .- A .  c , - ^D 2 D

D =
1-Я  - - Я

2
- - Я  1 - - Я  

2 3

= — (Я2-16Я + 12)*0,

A  =

-  - 1 я
3 2
1 !-1я
4 3

A =
1-Я  1 

3
- 1 я 1

2 4

= — (Я+ 24), 
72

=—(3-Я). 
12

Demak,
с  = А .  = ! . .  Я + 24 с, = 3-2.

Л  6 22 -  162 + 12’ ~ 2 ~ Л  22 -  162 + 12 ’

Bularni izlanayotgan noma’lum funksiyaning yuqoridagi 
ifodasiga qo‘yib, uni quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

«<*)=*»+?| 1(3- 2) -■ 2<i+24>-*+-
Я -16Я + 12 6(Я -16Я + 12)

Bu esa berilgan masalaning yechimidir. Yechim ifodasidagi 
kasrlarning maxraji nolga teng bo‘lmasligi uchun я parametr

2 -  16 2 + 12 = 0

Kvadrat tenglamaning ildizi bo‘lmasligi shart, уа’т Д * 8 ±2л/з. 
Xususiy holda2  = 2 deb faraz qilsak, yechim quyidagicha yoziladi:
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Q  = J  A, (f)u(t)dt = J  Й, ( /) [ /( / )  + Ла3 (ОС, + Ла2 (l)C2 + Aa3 (t)C3 ]dt =

= j b l( t ) f ( t )d t  + AC, \b ,( t)a ,{ t)d t +AC2\ b ](t)a2(t)dt + AC3\ b x(t)a3{t)dt. (25)

0 ‘ng tomondagi aniq integrallar o‘zgarmas sonlar bodadi va 
ularni quyidagicha belgilab olamiz:

\ b {( t) f( t )d t  = A{, J a, (t)ax(t)dt = au

b b
\ b x(t)a2(l)dl = a ]2, |б ,( /)а ,(О Л  = a 13 .

U holda (25) tenglik
C[ = 4  4-dC,<2] j +ЛС2<212+2Ĉc713

kodinishiga keladi. Bundagi q,C,,Q noma’lum sonlarni o‘z 
ichiga oluvchi hadlarni tenglik ishorasining bir tomoniga 
odkazsak,

(1 -/Ц,)С, -/Ц2С2 -2al3C3 =/4,
uch noma’lumli chiziqli algebraik tenglama hosil bodadi.

Shunga o‘xshash yana ikkita algebraik tenglamani keltirib 
chiqarish uchun (23 ) tenglamalarning ikkinchi va uchinchisiga 
murojaat qilamiz:

C2 = \ b 2 {t)u{t)dt = J b2 ( / ) [ / ( 0  + Лл, (/)C, + Ла2 (/)C2 + Aa3 (I) C3 ]dt =

= J *2 ( t)f{ t)dt  + ЛС, j  62 (/) а, (/)<* +ЛС2 j b2 (t) a2 (t)dt + AC3 J b2 (l) a3 (l)dt.

Bundagi integrallarni quyidagicha belgilaymiz:
j b 2( / ) f ( t ) d t  = A 2,

b

j  b1( t )a i (t)dt = a 2l

\ b 2(t)a2(l)dt = an , S' и J5

U holda
Q = А 2 + Я С 1а21

>

+ЛС2а2, + AC3a n

yoki
-Aa2iQ +(1 -Яа22)С2 -Ла23С3 -A 2
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hosil bodadi.
Xuddi shuningdek, (23) dan:

Cj = \ b 3{t)u{t)dt = \ b 3 ( t)[ f( t)  + AaAt)C' + Aa2 (l)C2 + ?ui3 (t)C3 \dt.

Buni ham yuqoridagilar kabi o‘zgartirsak, ushbu
-/Ц 2С, +(l-2a33)C3 =Л3

nullja hosil bodadi; bunda
ь Ь

f b3 (t ) f ( t )d t  = A3, J b3 (0  a, (t)dt = a3i ,

b b

\ b 3{t)a2 (t)dt - a 32, | b3(t)a3(t)dt = a33.

Shunday qilib, biz C,larga nisbatan quyidagi chiziqli algebraik
lenglamalar sistemasini hosil qildik:

(1-Ллп)С, -ЛапС2 -A anC3 = At 1
-  Aa2lC, + (1-Ла22)С2 -  Яа23С3 = A2 i (26)
— Aa3lC, — ?m32C2 + (1 — Aa33)C3 = A3 J

Bu sistemadagi 4 lar va a0 lar madum sonlardir, chunki 
ularga mos integrallar ishorasi ostidagi funksiyalar masalada 
bcrilgan bodadi.

Endi (26) sistemani oliy algebradagi Kramer formulalari 
yordamida yechamiz:

C, = c 2
d .

C 3 (27)
D 2 D ’ D

Bu formulalarda
1 - A a „ - A a ]3

D  = - A a r2] 1 - A a 22 - A a 23 (28)
- A a 3, - A a r 1 -Л ^ з з

Madumki, D.ni topish uchun (28) determinantda birinchi 
ustun elementlari odniga (26) dagi Al,A2,A3 ozod hadlarni qo‘yish 
kerak, D2 va D3 lar ham shu usulda topiladi. Shuni ham ta’kidlab 
o‘tishimiz zarurki, (26) sistemadagi 4 >4>>4s laming kamida bittasi 
noldan farqli bodganda, (28) determinantning noldan farqli 
bodishi shart.
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M iso l .  Ushbu tenglama yechilsin:
Z

u(x) = / ( x) + a | cos(x + /)» (0 ^ -  
о

Ma’lumki,
cos( x + t) = cos .v cos 1 -  sin x sin /

va demak, tenglamani

u(x) = f (x)  + Z cos.!tJcos tu(l)dt -  Z s in .r J sm  tu{t)d( = 
о 0

= / (л-) + Я cosa' • C, -  A sinx  • C2

ko‘rinishida yozish mumkin; bunda
X X

C, = J cos tu{t)dt, C2 = J sin tu{t)dt.
о о

Bu integrallarda U(t) ckrniga uning yuqorida olingan ifodasini 
qo‘yamiz:

C, = J cos/[ /( / )  + Я cos tCx -  Я sin tC2 }dt =

0

= J cos if  (t)dt + ЯС, J cos2 idt -  ЯС, J cos l ■ sin idt.
о o o

Integrallarning qiymatlari
z  ^  z

J cos2 tdl = — * Jcos t • sin tdt = 0.
о  ̂ о

bo‘lgani uchun birinchi tenglama
( i - f ) C W

ko‘rinishda yoziladi. Bu yerda
Л = Jcos tf(i)dt.

0

Xuddi shu usulda c2ni izlaymiz:
C 2 = J sin t [ f  (/) + Я cos /С, -  Я sin tC2 ]dt =

0

= J sin i f  (t)di -  ЯС, J s in 2 tdt + ЯС, J cos t • sin td t\ 
0 0 0
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boMganiuchun

bu yerda

va demak,

(i + ~y ~)c 2 = в ,

C, = 2 -  Ял A, C 7 =
2 + Ял

-В.

Izlanayotgan yechim quyidagidan iborat:
"(*)=/(■*) +2Я со5 x , 2Я5Ш x „----------- / ! -------------- В.

2 -  Ял 2 + Ял

Bu ifodadagi kasrlarning maxrajlari nolga aylanmasligi uchun 
я * ±—bodishi kerak. Xususiy holda, aga^ = i, /(*) = * deb olsak,

A = J/ cos tdl = - 2 ,  В  = J t sin tdt = л  
0 0

bo‘lib, yechim uchun quyidagi ifoda hosil bodadi:
4 2 7t

u(x) = x ----------cos j : ---------- sin x.
2 — л  2 + л

M u staq il b a ja r is h  u c h u n  m iso lla r
1

a) <p(x) = z jK (x >y)(p(y)dy + f(x )  integral tenglamani quyidagi hollar
o

uchun yeching:
1 . K ( x , y )  = x -  1 , f ( x ) =  X.

2. K (x,y) = 2ex+y, f { x ) = e \

3 .  K ( x ,y )  = x + y - 2 x y  , f ( x ) = X + X Z.

b) <p(x) = A\K(x,y)<p(j>)dy+f(x) integral tenglamani quyidagi hollar
-1

uchun yeching:
4. K (x,y)=xy+x2y 2, f[x )= x2 +x4.

5. K(x,y) = x>+y>, f{ x )  = \ - 6 x 2.
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6. K(x,y)=x4+5x*y, /(х )= х 2—х4.
7. К(х,у) = 2хУ +5х2_у2, /(х) = 7х4 +3.
8. К(х,у)=х2 -х у ,  Дх)=х2 +х.
9. К(х,у)=5+4ху-Ъх2 - З у 2 +9х2у 2, / ( х)=х.

c) p(x) = AjKx,y)p(y)dy + f(x )  integral tenglamani quyidagi hollar
0

uchun yeching:
1 0 .  K (x ,y )  = sin( 2x + y) , f { x ) = K -  2x .

1 1 .  K ( x ,y )  = sin( x -  2y)  , /(x )= c o s 2 x

1 2 .  AT(x,y) = cos( 2x  + v) , / (x) = sin x •

1 3 .  AT<x,y) = sin(3x + y ) ,  / ( x )  = cos x •

1 4 .  K ( x , y )  = sin у  + у  cos x , / ( * ) = ] -  — .
n

1 5 .  K ( X ,y )  = C o £ ( X - у ) ,  / ( x )  = 1 + cos 4x .

d) p(x) = A fK (x,yM y)dy + f(x )  integral tenglamani quyidagi hollar

uchun yeching:
1 6 .  К  (x, y) = cos x • cos у + cos 2x cos 2 y , / (x) = cos 3x

17. K ( x , y )  = cos x • cos у + 2 sin 2x • sin 2y, / ( x )  = cos x

18. К (x ,y )  = sin x • sin у + 3 cos 2x ■ cos 2y, / (x) = sin x

e) Quyidagi integral tenglamalarning barcha xarakteristik 
qiymatlarini va shu xarakteristikalarga mos funksiyalarini toping.

19.

20. 

21.

<p(x) = Я J 
0

tp(x) = A.j  
0

(p{x) = я |  
0

22 . <?(х)=я|

sin(x + у ) н—  (p{y)dy

cos ‘ (x + y ) + — \p(y)dy

x  У ~  —  <P{}’)dy 
45

23. (p{x) = Я J (sin x • sin 4 y  + sin 2x • sin 3у  + sin 3x • sin 2y  + sin 4x • sin y)cp(y)dy
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I)
24. a va b parametrlarning qanday qiymatlarida quyidagi 

tenglama yechimga ega va shu qiymatlardagi yechimini 
toping:

( p ( x ) - \ 2 ^ { x y - ^ 7 3 -  + ^ y ( y ) d y  + ax2 + bx -  2 ?

25. a parametming qanday qiymatlarida quyidagi tenglama
yechimga ega:

(,o(x) = л/Г 5 |[у (4х2 -  3x)+  x (4 y 2 - 3y)\>(y)dy + ax + — ?
0 x

26. я parametming qanday qiymatlarida
<p(x) = Я |  cos(2x - }’)<p(y)dy + / ( x )

0

integral tenglama har qanday / (x)<= c([o.2^Duchun yechimga ega, shu 
yechimni toping.

g) Barcha я va ozod hadga kiruvchi barcha a, b, c  parametrlar 
uchun quyidagi integral tenglamalarning yechimini toping:

27. cp(x) = Я J (y sin x + cos y)(p{y)dy + ax + b
-z/2

28. (p{x) = Я J cos(x + y)(p{y)dy + a sin x + b
0

29.
l

(p{x) = Я J(1 + xy)<p(y)dy + ax1 + bx + c
-i

30. (p(x) = Я J (x2y  + xy2)(p{y)dy + ax + bx*
-i

31.
j, i

<p{x) = я [ - ( х у  + X~y2)<p(y)dy + ax + b2

32. 9>(x) = Zjj^xy)  ̂+ 7{хуУъ Ĵ (v)4>' + ox + bx%

33. 1 1 4- ;
<p(x) = Я f---~ly(p{y)dy + ax-\- bx2

10  +У

34. (j.>(x) = Я J (Vx + \fy)cp(y)dy + a x 2 + &c + c
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35 . #>(х) =  Я J (ху +  х 2 + > ’2 -Ъ х1 y 2)(piy)dy + ах + b
-I

36. к(х,у) yadroning xos sonlarini va ularga mos keluvchi 
xos funksiyalarini toping va barcha л , а , ь , с  lar uchun quyidagi 
tenglamani yeching

1. K(x,y) = 3x+ xy-5x2y 2 , f(x)=  ax .

2. K(x,y)=3xy+5x2y 2, f{ x )  = cvc +bx.

37. к(х,у)yadroning xos sonlarini va ularga mos keluvchi xos 
funksiyalarini toping va barcha л , а , ь , с  lar uchun quyidagi tenglamani 
yeching:

<P{x) = Я \K{x,y)<p{y)dy + f{x)

1 . K{x,y)  = xcos v +  sin x , f (x)= a + bcos x .

2 .  K{x,y)  = xsin у  + cos x , f { x ) = a x  + b •

Г) Quyidagi integral tenglamalarni yeching va r (x %у-л )

rezolventasini toping:
1

3 8 . (p{x) = Я J sin(x + y)<piy)dy + f{x)
-1

3 9 .  <p(x) = A $ ( l - y  + 2xy)<piy)dy + f ix )
-1

4 0 .  <pix) = Л J (x sin у  + cos x)<piy)dy + ax + b

2 z
4 1 .  (pi x) = Л J (sin * sin у  + sin 2x sin 2 yy)(piy)dy + f i x )

о
p) Har qanday я parametr uchun quyidagi integral tenglamalar 

yechimga ega bo‘ladigan а ,ь ,с  parametrlarning barcha qiymatlarini 
toping:

42. (pix) = я|(л}' + x 2 y 2)(p{y)dy + ax1 + bx + c
-1
1

43. <p(*) = Л |(1  + xy)(p{y)dy + a x 2 + bx + c , b l l  y c r d a  a 2 + b 2 + c 2 = 1 .
-i

4 4 . Ф )  = <p(y)dy+x2 + b
-«V i —JK
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1 i
45. ^(х ) = Я |( х у — )<piy)dy + ax2 -  bx + 1

-i ^
i

46. (pix) -  2 ^ ix + y)(piy)dy + ax + b +1

47. (pix) = Я |  cos(2x + 4 y)<piy)dy + eax*b
0
1

48. (pix) = Я | (sin x sin  + sin 2 * sin + a x 2 + bx + c
- i

49. $c>(x) = Я J(1 + x 2 +У )#>(>’) ф  + ш: + 6х3
- i

q) Quyidagi integral tenglamalarning xos sonlarini va ularga 
mos keluvchi xos funksiyalarini toping:

50. (̂Xj,x2)=я| | X\ + х 2 + — (У1 + У 2 ) (P iy„y i)dyxdy1

51.

52.

<р(х) = Я J ( |x | : + \y \2)tpiy)dy,x = ixl ,x2)

(pix) = Я J  (piy)dy,X = (x , , x 2, X ,)
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7-B O B . E L L IP T IK  T U R D A G I T E N G L A M A L A R

Ushbu bobda elliptik turdagi tenglamalar haqida umumiy 
ma lumot benlgan bo‘lib, ularga qo‘yilgan к о ire к t masalalarni
yechish 0‘rgamIgan. Mavzuga doir mustaqil yechish uchun misol va 
masalalar keltirilgan.

7.1. Umumiy tushunchalar va fundamental у  echim 
Issiqlik maydonlari (sterjen) qaralganda, bu maydonlarda 

issiqlik tarqahsh masalalari ko‘rilgan edi. U maydonlar statsionar
bodmagan maydonlar bodib, issiqlik tarqalish jarayoni vaqtga 
bogdiq edi.

Endi issiqlik tarqalish jarayonini statsionar deb qaraymiz ya’ni 
vaqt 0 ‘tishi bilan maydondagi temperatura 0‘zgarmaydi. Bunday 
maydonlar statsionar temperaturali maydonlar deyiladi.

a) Bir jinsli sterjenda issiqlik tarqalish jarayoni statsionar 
bo lsin, u holda issiqlik tarqalish tenglamasida |t« o  bo‘lib 

tenglama
d 2u
dx2

=  0 О)
ko‘rinishga keladi.

Agai stei jenga doim issiqlik manbalari ta’sir etsa, tenglama
d2u

(2 )
ko‘rinishda bodadi.

b) Bir jinsli membranada issiqlik tarqalish jarayoni statsionar 
bodsa, issiqlik tarqalish tenglamasi

д 2и д2и л 
~dx2 +' d f ~ ( 3 )
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ko‘rinishda yoziladi. Agar membranaga doimiy issiqlik manbalari 
ta’sir etsa, tenglama

^2. *2.
( 4 )d2u d2u 

dx1 + dy2 ~ 8

ko‘rinishni oladi.
c) Bir jinsli qattiq jism uch odchovli fazoda qaralayotgan 

bodsa va unda issiqlik tarqalish jarayoni statsionar bodsa, u holda 
issiqlik tarqalish tenglamasi

( 5 )d2u d2u d2u n 
—r + —r + —r = ° dx2 dy2 &2

bodib, agar unga issiqlik manbalari ta’sir etsa, tenglama ko‘rinishi

(6)д-u d и d и _ 
dx2 + dy2+ dz2 ~ 8

kabi bodadi.
Yuqorida yozilgan (1), (3), (5) tenglamalar mos ravishda bir, 

ikki, uch odchovli Laplas tenglamalari deyiladi. (2), (4), (6) 
tenglamalar esa bir, ikki, uch odchovli Puasson tenglamalari 
deyiladi.

S sirt bilan chegaralangan qandaydir D sohani qaraylik. D soha 
ichida u(x,y,z) temperaturaning statsionar tarqalish inasalasi 
quyidagicha qo‘yiladi:

D soha ichida дм = -/(*,y,r)tenglamani va quyidagi chegaraviy 
shartlardan bittasini:

I. „ = S da (birinchi chegaraviy masala)
(ikkinchi chegaraviy masala)

(uchinchi chegaraviy masala)

qanoatlantiruvchi u(x,y,z) funksiya topilsin, bunda keyingi 
tengliklarda n - S sirt o‘tkazilgan normal, h - berilgan doimiy son, 
f j 2, f  - berilgan funksiyalar.

II. — = / 2, S da
dii 2

III. —+л(м-/,) = o, S da
dn
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Laplas yoki Puasson tenglamasiga qo‘yilgan 1-chegaraviy 
masalaga Dirixle masalasi, 2-chegaraviy masalaga esa Neyman 
masalasi deyiladi.

д orqali 2-tartibli xususiy hosilalarning quyidagi differensial 
operatorini belgilaymiz:

tr& , 2

Ushbu a differensial operator Laplas operatori,
A»-X^- = 0 

f^dxf (7)

tenglama- n odchovli Laplas tenglamasi deyiladi.
(7) tenglamaga mos kvadratik xarakteristik forma quyidagicha 

aniqlanadi:

o = E 7 ,

va bu forma Д, fazoning hamma nuqtalarida musbat aniqlangan. 
Bundan esa (7) tenglama Ц, fazoda elliptik ekanligi kelib chiqadi.

Ta’rif. 2-tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lgan va 
Laplas tenglamasini qanoatlantiruvchi (ya’ni uning yechimi 
bo‘lgan) u(x) funksiya garmonik funksiya deyiladi.

x v a  g o‘zgaruvchilarning funksiyasi bo‘lgan quyidagi funksiya 
ham x, ham £ bo‘yicha Laplas tenglamasini qanoatlantirishini 
to‘g‘ridan-to‘g‘ri tekshirish mumkin:

— k-.E{x,4) = \ n - 2 > n >  2,

n = 2,[- iogk- 4

bu yerda, - x\ = + (&- x>Y + ••• + (£, -7 7  •
bodganda (8) dan quyidagini olamiz:

|ргН£ - хГ +> ¥ -х\~"~г7 , - x ,y.

(8)

Haqiqatan, r*£ 

i = 1,2,-,я (9)

(9) ni etib (8) ga qo‘ysak quyidagiga ega bodamiz:

AE = -n\£ -  л-Г + n\£ - r |  X  fe -  •x,)2 = 0 - 
/=1
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/i, i I unis муп \ va i\ o‘zgaruvchilarga nisbatan simmetrik 
ln> I, inlii'i ш lnm, bu funksiya <f, $ фх  o‘zgaruvchi bo‘yicha ham 
I i|il i , i< 11;<1.itna -.i11i qanoatlantiradi.

(){) lm inula orqali aniqlangan £(*,£) funksiya Laplas 
i. 111• 11и1111■.ini11p. dcincnlar yoki fundamental yechimi deyiladi.

„ i bo'lj-an liolda fundamental yechim x (yoki £) nuqtada 
i.. Li I if an I ni lik /aryadning potensialini bildiradi.

iMa-.ala. и i/(.v, ,v„)garmonik funksiya berilgan

11ini aya }»nimonik funksiya bo‘lish yoki bo‘lmasligini tushuntiring.
V i t l iis li.  v(.v,,д-2) - —  belgilash kiritamiz. Garmonik

Sc, dx2

lunksiyn ta’rilklan foydalanamiz. Funksiyadan o‘zgaruvchilar
ia 1kk i ne l i i  1 a t l i b li x u s u s i y h o s i l a l a r n i  o l a m i z

d' i \ , )  i l ' i i  On j О2и 0 l n du d yu
: Ox; O x , ' «>\f dv,dv; dx | dr 2 dr2 9

, \ ,) O'it On 0 1 и 0 ‘ и) On d*u

0 \
Oxj ’ Ox, 1 ‘

Oxj dr, dr 2 Ox, dr,dr2

Laplas lenglamasini qanoatlantirishini ko‘rsatamiz,
d v (r ,,r2) 0 ’ v (r ,,r2) д 2и ди ~ д 2и д 2и ди д ’и

Av 1----- , = —г ------ + 2—г --------- + --------------г +d.v, ах,- dr, dr, йг," йг,йг, dr, dr,cay
i)'ii ди й2м д ги ди д ъи д и ( д 3и д ъи ^ ди (  д'и  д ’и диI • - + 2  ;--------- 1------------ =---  --г Н----- ;  -(-------------- 1--Г ' ~— +
Ох] Ох| дх2 dr,dr2 дх2 йг,йг2 дх2 (d r, дХ]д 'х 2 J dr, (d r2d"r, дх2 dr, J

О1 и I д 'и  а 2ггh _ ди д ( д2и й2гЛ ди д ( д 2и | d 2iA  | д 2и ( д 2и  ̂ й2гЛ
d.v,d.v; [ d r 2 дх\ J дх2 dr, (dr,2 дх\ J dr, dr2 (dr,2 d r2 J dr,dr, (dr,2 d r2 J

masala shartiga asosan
d2u d2u_  
dr2 dr2 ’

bundan (r ,,r2) + d2v(r ,,r2)
drr dx!

= 0, ya’ni Av = о. Demak, berilgan funksiya

garmonik.
Masala, r,3 +k^x\berilgan funksiya garmonik bo‘ladigan к 

doimiyning qiymatini toping.
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Yechish. ?/(*,,*, )=x,3 +kxlx 22 belgilash kiritamiz. Gannonik
funksiya ta’rifidan foydalanamiz. Funksiyadan o'zgaruvchilar 
bo‘yicha ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni olamiz:

d2u(x],x2)
9 x ,2

— 6x, d24 x t,x2)
dxl

=  2 itx ,

Laplas tenglamasini qanoatlantiradi, ya’ni
d2u d2u 
dx2 dx2 = 0 ,

bundan
6x, + 2 kx , = 0 ,

k = -  3.
Demak, k = - з bodganda berilgan funksiya garmonik funksiya 

bo‘ladi.
M u sta q il b a ja r is h  u ch u n  m a sh q la r

1. Laplas operatorining quyidagi koordinatalar sistemasidagi 
ifodasini toping.

a) egri chiziqli koordinatalarda
х = <р(^п),у = >к(^п),

b) qutb koordinatalarida
x = r cos <p,y = r sin ip

c) silindrik koordinatalarida
x = /-cos (p,y = rs'm (p,z =■ z

d) sferik koordinatalarida
x = r sin v  cos <p,y = r sin и sin <p, z  = r cos v

e) yassi sferoidal koordinatalarida
x = cr/sin (p, у  = д/(£2 -l)(l-/72), г = cos (p.

2 .и=и(хх,...^сп) garmonik funksiya berilgan quyida yozilgan 
funksiyalardan qaysi biri garmonik funksiya bo‘lish yoki 
bodmasligini tushuntiring.

a) n(x+h),h=(hl,...Jin) - d o im iy  vektor;

1 0 0

l>i I ill\ hi doimiy;

• I ili 111niv orlogonal matrisa;

On fluI’) л  ■.fll, />i,
. .  i V/  i 'ii On „
I ) »( i i , i ,n 3;!>«, ll\, fl\y

) S . s  , oi

III
I 'll I 'll

11 , i i  H, 1 ,K
ihi

li) —,/, = 2;
I i'll ) I flu

i'll

U’j
flu \

, i i  2 ;

ш + ,b  
<<v. ) \ dx, ,n = 2.

Quyida garmonik bo‘lgan funksiyalar berilgan. к 
niyning qiymatini toping.

a) x]+kx\x\\ 

l>) x^+xl+bq-,

c) e2x'chkx,-,

d) sin  3 x tchkx 2 ;

i x f .U -U O .

4.„(x,>)funksiyani garmonik deb faraz qilsak, Ф )  

tsiyaning analitik bo‘lishini ko‘rsating.

du . 
dx
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5. и(х,у) = Re /(г), ya'ni и{х,у ) funksiya / ( Z) funksiyaning 
haqiqiy qismiga teng bo‘Isa, D sohada egri chiziq integralidan 
foydalanib, zon in g  analitik bodishini keltirib chiqaring, agar:

5.1. u=x3- 3xy .

5.2. u = e x sm y .

5.3. и = sin xchy .

6 . u x  — v y  =  0, Uy +  v x  =  0  Koshi-Riman tenglamalar 
sistemasidan foydalanib, u(x,y) funksiya bilan qo‘shma garmonik 
bog'langan v(x,y) funksiyani toping:

a) « (x ,  v ) = x y 2 - y x ' ;  

b) u ( x ,y ) = e y s i n x ;

C) u ( x , y )  = shx sin y; 

d )  u(x ,y )  = chx cos nyi 

в )  u ( x , y ) = shx cos y;

1) u(x,y) = chx sin y.

7. Koshi-Riman tenglamalar sistemasidan foydalanib, u(x,y) 
garmonik funksiyani toping:

a) ux(x,y)=3x2y - y 3;

b)  uv( x ,y ) -e x COS_y;

c) ux( x ,y )  -  ex s i n  v;

d) uy(x,y) = x 2 - y 2 +x+y;

e )  ux( x , y ) = x y + x 2- y 2.

8 . Agar:
a) uv - e xcosz-2y,

b) ux =skxcosz+2xy;

c )  и ,  = х У  - x z 2 + 6 x z+ x ;

d )  u _ = e x( x c o s y - y s \ r \ y ) + 2 z .

bo‘Isa, и = u(x,y, 2) garmonik funksiyani toping.
9. Agar:
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•t) n ( » i ) i i\ V*

I •) i> i > i ) •*11 о н v; 

i ) и I ' Г) \//\N iny,

• I ) u j  r) c/nsinK,

« ) < / , ( ' .  1’) \ 1!

In. I .1 u(\,y) garmonik funksiyaga bog'liq bo‘lgan v(x,y)
Inn! lYl t l l l  loping.

' ( 'hc}’(traviy masalalami doirada va doira tashqarisida Furye 
usuli bilan yechish 

I Joint iichun Dirixlc masalasi:
/» [/>' v’ i y 2 <a2}doirada

A u  = о  ( 1 0 )

il l, i o ’К hovli Laplas tenglamasining
"I...- /

( 11)
bn iiiclii chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi yechimini topish 
masalasini ko‘raylik, buyerda f berilgan funksiya.

Dastlab .S={x2 +„v2 =a2} aylanada / e C 1 deb faraz qilaylik 
(keyinchalik bu shartni olib tashlaymiz).

Markazi doira markazida bodgan (p,<p) qutb koordinatalar 
sistemasini kiritamiz. Unda (10) tenglama

A u = - du
P ^ r  +- t -

d_
P dp

kod inishini oladi. 
( 1 2 ), ( 1 1 ) masalani

l d2u
dp) p  dtp

=  0 ( 12)

o‘zgaruvchilami 
yechamiz ya'ni ( 1 2 ) tenglama yechimini 
kod inishda izlaymiz. Bundan esa
(/ <I>(̂ 1 + ЛФ(р) = 0, ф (р)*0  

(It/)

ajratish usuli bilan
u(p,tp)= R(p) ■<&(<)))* 0

( 13)

1 0 3



(14)
1 d (  dR{pj\
p d p {  dp ) - Щ р )  = 0 ,Е  (p ) *0

tenglamani hosil qilamiz. (13) tenglamaning yechimi
Ф(<р)= AcosnJX(p+ £ si nn-Jbp bodib, bu yerda а , в  ixtiyoriy o‘zgarmaslar.
Ko‘rinib turibdiki, ф  burchak 0 dan 2 л  gacha o‘zgarganda bir 
qiymatli funks iya yana o‘z qiymatiga qaytishi kerak, ya'ni
u(p,g> + 2л ) = и { р , ( р ) у ъ с \ п т  davriy bodadi. Bundan esa ф («7 + 2я ) = ф ( ^ )  

ham davri 2л  boigan davriy funksiya bodadi. Bu esa faqat *JJ = n 

-butun son bodsagina mumkin va
Ф„ (<p) = An cos rup + Bn sin tup.

Endi R ( p )funksiyaga nisbatan Eyler tenglamasi hosil bodadi, 
uning yechimini i?(p)=//'ko‘nnishda izlaymiz. Buni (14) tenglamaga 
qo‘yamiz va p Mga qisqartirib, n2 =ju2 yoki P = ± n ( p > 0 )  tenglikni 
olamiz. Demak R (p )=  C p n + D p 'n bunda c , d - ixtiyoriy 
o‘zgarmaslar.

Agar d * о bo‘Isa P-»o da „ = л )»(?)-> « va w(/7,*)funksiya 
sohaning ichida garmonik bodmaydi. Shu sababli, agar ichki 
masalani qarayotgan bodsak B(p)=C /f ya’ni p=n deb olish maqsadga 
muvofiq bodadi. Shuningdek, tashqi masala uchun
R{p)=DP- \  0' = -»,) deb olish kerak, chunki tashqi masalada 
yechim p -> со chegaralangan bodishi kerak.

Shunday qilib, ichki va tashqi Dirixle masalalarining xususiy 
yechimlari mos ravishda /? < a bodganda: un(p,<p)=pn(A„cosn<p+Bnsmn<p) 

va bodganda: un(p,<p)- p n(Лл cosncp+Bnsmrup) bodadi.
Shuni ham ta'kidlash lozimki, P = o nuqtada (12) Laplas operatori 

ma'nosini yo‘qotadi. Biz Au n = 0  tenglik,P = oda ham bajarili ishni 
ko‘rsatish uchun p n cosrup va рРътпср xususiy yechimlar 
p"ei** = (pei*y = (x+i>)"funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari 
ekanligidan foydalanamiz. Buxva  ̂ga nisbatan ko‘p had bodib, p >o

da A u  = 0  hamda uzluksiz ikki marta differensiallanuvchi bodgani
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. I him и da hum Aи  0  tenglama chiziqli bodgani uchun bu
.. и i , v<’( Iiiiiiliu yigdndisi ham mos masalalar yechimi bodadi:

i, .) \  p" i(h con tup i- Bn sin/î ) ichki masala uchun;

i . I V/- "(An cos tup i B„ sin tup) tashqi masala uchun.
и и
■ va B n koeffisiyentlarni aniqlash uchun ( 1 1 ) 

■ In (’.ii.iviу shartdanfoydalanamiz:
ч(ч.'р) £ У ' ( л „  cos tup + Bn sin tup) -  f(<p)

n 0

0 5 )

i /(</') funksiyaning Furye qatoriga yoyilmasini yozamiz 
in.ivjud dcgan faraz bilan)

f(<p)= —— + 2] (»„ cos n<p + /?„ sin ti(p)2 n - i

(uni

(16)

Imi yerda a„ =— f / M coW  dtp („ = 0,1,2,...),
n - n

( 17)

Pn = — J / (^ / ) s in  mp dip ( h = 0,1,2,... ) ( 1 8 )

( I 5 ) va (16) qatorlarni tenglashtirib, ichki masala uchun:

tashqi masala uchun esa
/f0 = 2 4 ,  An = a " a n, B n = a " p n

qiymatlarni topamiz.
Shunday qilib, doirada Dirixlening ichki masalasi uchun

*/(/0,0?) = — + j r f —)  (an costup+/Jn slump) (1 9 )
2 n=\ V a  J

ycchimni, tashqi masala uchun esa
u(p,<p)=?± + j f — '1 (a„ cos rup + p n sin tup) (2 0 )

ycchimni hosil qilamiz.
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Bu funksiyalar haqiqatan ham izlanayotgan yechim boiishini 
kodsatish uchun, ularni hadma-had differensiallab, hosil bodgan 
qatorlar ham yaqinlashuvchi bodishini hamda chegarada uzluksiz 
bo‘lib, chegaraviy qiymatni qabul qilishini isbotlash Iozim bo‘ladi. 
(19), (2 0 ) qatorlarni bitta kodinishda yozib olamiz:

u(p, (a n cos ncp + P n sin n v h p ( 2 l )
»=i 2,

bu yerda
p < l (p < a — ichki), 

{p> a — tashqi),
P

p n lar esa/(y>)funksiyaning Furye koeffisiyentlari.
(19), (20) qatorlarni /<l bodganda istagancha difFerensiallash 
mumkin. Qatorning umumiy hadb/n = t n( a n cos mp + p n sin tup) ni 
qaraylik hamda uni cp bo‘yicha к marta difFerensiallaymiz:

5 4
d(pk

=  ( " n
a n co lo n y + Щ  + р п sin|' ncp

Agar \an\<M, \P„\<M desak, quyidagi bahoga ega bodamiz

■ л *  -2M.

Birorta p0 < °  (ichki masala uchun) va /?,= — > a (tashqi masala
Po

uchun) qiymatlarni fiksirlaymiz, bunda to = P±<\ bodadi va ushbu
a

qatorni qaraymiz ^ J >>n (iaJ +|A j)-2^ 2 / o -n ( t < t Q)
л=1 k=1

Ko£ramizki, bu qator ixtiyoriy chekli к uchun t</0<l bo‘lganda 
yaqinlashadi. Shuning uchun (19), (20) qatorlarni mos ravishda 
ichki, tashqi nuqtasida к marta differensiallash mumkin.

Xuddi shunga o‘xshash ko‘rsatish mumkinki, (19) va (20) 
qatorlarni p0 <a va p x >u (doiraning ichi va tashqarisida) mos 
ravishda p  o‘zgaruvchi bo‘yicha ham istagancha differensiallash 
mumkin. Fiksirlangan p0 ning ixtiyoriyligidan esa (19) va (20)
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> I tint Ini ni doiraning mos ravishda ichki va tashqi nuqtasida 
dlllm-nsiallash mumkin bodadi, hadma-had hosila olish 
immikinligidan esa, superpozitsiya prinsipini qodlash odinli 
rknnligi kclib chiqadi. Demak, koeffisiyentlari (17) va (18) 
loimulalar bilan aniqlanadigan (19) va (20) funksiyalar (10) 
Irnglamani va (11) chegaraviy shartni mos ravishda doiraning 
и 11 ida va tashqi sohasida qanoatlantiradi.

Masala. x 2+ y2=r2<R2 doirada Dirixle masalasini yeching:
Au(x, y) = 0. 0  <  r < R,

Ф ,у )  = g(x,y), r = R. 

bu yerda, g(x,y)= 2x2 - x - y .

Y cchish . Yechim (19) qator kodinishida bodadi, 
koeffisiyentlari (17) va (18) formulalar yordamida aniqlanadi. g(X,y ) 

limksiyani qutb koordinatalar sistemasida yozib olamiz: 
}>(r,(p) = 2r2 c o i  (p-rcoscp-rsincp va r = R d a g  = 2R2 c o i  cp-Rcoscp-Rsmcp 

bo‘ladi.
a„ = — j  g(yc) cos ny/dip  = — ](2R 2 cos2 ip — R cosip  -  7?sin y/)cos mpdy/ 

p n = — j  gO d sin  n y d  у/ = — |  ( 2  R 2 cos2 у/ - R  cos ip -  R  sin ^ )s in  n y/d у/ 

a0 = — |^ 2 7 ? 2 - H Ĉ S -  R  cos у/ -  Л sin y/^jjy/ = 2R 2 

a x = — f (2 Л 2 cos2 у/ -  /?cos у/ -  /?sin ^ )c o s  y/dy/ = - R
7Г J

a 2 = — f (2 Л2 cos2 у/ -  R cos у/ — R sin i//)cos 2y/dy/ = R 2 
к J

/?, = — J (2 R 2 cos2 у/ -  R cos у/ -  R sin y/)sin y/dy/ = - R

Qolgan barcha koeffisiyentlaming qiymatlari nolga teng. 
Topilgan natijalarni (19) qatorga qo‘yib, berilgan masalaning 
yechimini olamiz:

u ( r ,< p )  =  —  + — I (a n cos tup + P n sin ncp) -  R 1 -  r  cos cp + r 2 cos 2cp -  rsin <
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Oxirgi tenglikda dekart koordinatalar sistemasiga o‘tamiz va 
masalaning yechimini olamiz:

lix, y) = R? —X + x 2 -y~  - y .

M asala . :M<<p;£2*-halqa ichida quyidagi „(r)chegaraviy
masalalarning yechimlarini toping: дU(r) = o, u(a) = t , u(b) = u.

Y echish . Bir odchovli holda Laplas tenglamasi quyidagicha:
\ f  d ( du

=  0 .

Tenglamaning yechimi: U(r) = c,inr + c2. c„c2larni chegaraviy 
shartlardan topamiz:

u(a) = C, In a +  C2 =T 
u(b) = C, l n i  + C 2 =U 

T - U
Ct =

In-

T - U
С , - T  - - — - I n  о

I n -
b

Demak, yechim quyidagicha:
, 4 T T - U , г u(r) = T +---------In —

l n -
b
a a

bo‘ladi.

10. x2 +y2 =r2 <R? doirada Dirixle masalasini yeching:
Au(x,y) = 0, 0<r<R,
Ф ,У ) = g(*,y), r =  R.

Bu yerda:
a )  x + xy\

b )  g(x,y)=2(pc+y);

c )  g(* ,y)=4/;
d ) gix,y)=x2 -2 y 2;

e) g(x,y)=4xy;

f )  g( x ,y )  = j y 2 +Rxy;
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^)Ф ^У)=Ъс1-х -У -

[ I. л*2 + /  =г2 <Р? doiradan tashqarida Drixle masalasini yeching:
A u (x ,y )  = 0, R < r <

u(x,y) -  g(x,y), r = R. |k(x,j9| < 00

Bu yerda:
a) g(x,y) = y + 2xy;

b )  g(x,y) = ax + by + c;

c) g(x,y)=x2 - y 2;

d) Ф , у ) = х 2 +1;
e) g(x,y)=y2- x y

f) g(x ,y)=y2 +x+y,

g) g(x,y)=2x 2 -x+ y .

12. x 2 +y2 =r2 <P? doirada Puasson tenglamasiga qo‘yilgan Drixle
masalasini yeching:

Дu{x,y) = /  (x,y),0 <r<R, 
u(x,y) = g(x,y)d = R- 

Agar:
a )  f ( x , y ) = i , g ( * , j ' )  =  ° ;

b) f (x ,y )  = x,g(x,y) = 0;
v2c) f (x ,y )= -] ,g (x ,y )= — ;

d) f (x ,y )  = y,g(x,y) = 1;
e) f (x ,y )  = 4,g(x,y) = 1 .

13.jc2+y2=r2 <R2 doirada to‘g'ri qo‘yilgan Neyman masalasining
A i/(x,y) =  0, 0 < r < R ,
du(x v) „ bajarilish shartini toping.

\  -  = g(x,y), r = R. 
dy

Agar:
a)  g(̂ .̂ ) = Л;
b) g(x,y)=2x2+4
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С) АС-ПА) = 2ху;

d )  g(x,y)=AyL —В;

e) g fc y )= A f +Ву+у.

bo‘lsa, to‘g'ri qo‘yilgan masalaning yechimini toping, bu yerda 
A,В -  doimiy.

14.x 2+y2 =r2 <F? doira tashqarisida g(x,y) funksiya uchun to'g'ri 
qo‘yilgan Neyman masalasining yechimini toping
An(x, y )  -  0, R < r <  oo,

~°ИфГ  ̂= r = |и(*,у)| < со ‘

Agar:
a )  ф ,у ) = у 2-Л;

b) g(x,y)=x2 + Ay-B;
c )  g ( x , y ) = 2 x y  -  Ay + B\

d )  g ( x ,y )  =  x 2 -  A y  + B;

bo‘Isa, masalaning yechimini toping, bu yerda A,В -  doimiy.

15.Agar quyidagilar berilgan bo‘lsa, к -.o<r < к у < гр<я doirada 
u(R,(p)-u{y,(p) = f(<p) shartni qanoatlantiruvchi u{r,cp)eC \K ) garmonik

funksiyani toping, bu yerda о<л, < r , | / о ) ^  = о;
0

a )  f(<P) = s in  (p\

b )  f  {</>) = cos <p\

c) f(<p)=cos2 <p+C;

d )  f{<p) = sin 2 ?̂ + cos Ъ(р\

e) f{(p)=A<zoi (p+Bsmy

f) /(^)=sin^-3co#$?+C;

bu yerda A,B,C -  doimiy.
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1 6 .л: :0 < /■ < r ,o^<p<.л doira tashqarisida u(r ,<p)~«»(*,.*>) = f ( v )  shartni 
qanoatlantiruvchi u(,-,(p)e c l(CK) garmonik funksiyani toping, bu 

yerda o<*. <r , J / ( ^  = 0.

a )  f(<p) = 3sin 2p;

b )  f ( (p )= 5 su i< p ~ /4.

c )  f  (yp) =  s i n 3 +  2 ;

d )  f{ (p )  = s i n ^ + 3 C o ^  <p~A>

e )  / 0 )  = sin <p + cos 5<p-

A  -  doimiy
Au{x,y,z) = 0,

■«СадО) = *(*,д и М т = К Х ' У)

Laplas tenglamasiga qo‘yilgan Koshi masalasini yeching.
(Ko‘rsatma:

«(*)=Z(-i)* —-—Лkr(x.,...,x .) + —-----(2*)! (2А + 1)!AaV(jc, )

formuladan foydalaning, bu y e r d a -  boshlang‘ich 
shartda berilgan funksiyalar.)

Agar:
a )  g M ) = x + 2 y , h k y ) = 2 x - / ;

b )  Ф ,у ) = х < ? 'Ц Х'У )= (у

c) & .У )= ху+ х \ Кх,у)= еЧ -у ,

d) ' У ) ш а я  у; 

<‘Ы х>У>*+2,Цх,у)=ъг-у,

D « * 2 * ,h U ,r ) . x - 2 Sm 2y ,

bo‘lsa.
a5r< i,o<«9<2^halqa  ich id a  q u y id a g i u (r)  c h eg a rav iy  

m a sa la la rn in g  y ech im la r ini to p in g .
18. Au(r) = 0,u(a)sT u{b) = u
19. A«(i-) = o,K (e )e 7 .tl< {b) = u

20 .  Au(r)  = 0,ur( a ) * T M b )  = u

2 1 .  Д и (г )  = 0,« , ( « ) .  r >I<r(6) = l/ .
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2 2 .  Au(r) = Q,u(a) = T,ur(b) + hu(b) = U.

2 3 .  Д u(r) =  0 ,ur(a)-hu(a)  = T,u(b) =  U.

2 4 .  д и ( г )  =  0 ,ur(a) =  T  ,ur(b) +  hu (b) =  ( / .

2 5 .  Д н ( г )  =  0 , г / , ( о )  -  Ли ( a )  =  T,ur(b) =  (У.

2 6 .  Au(r) = Q,ur(a)-  hu (a) = T,ur(b) + hu (b) = U.

2 7 . Ди(/-) = 0,м(о) =  T , u ( c ) =  h u (b ),a  <  c  <  b ,h  #  0.

28. /С:х2 +У+2 г< 0  aylanada
=  f ( x , y ) , ( x , y )  e  a :,

=  g ( x ,y ) ,( x ,y )  = dK ,

masalani yeching, agar:
a)  f { x , y )  =  0 , g f a y )  =  4 x 3 + 6 x - 1;

b ) f(x ,y )  = о,g(x,y)=x2 +2y;

c )  f(x ,y )  = 0, g(x,y) = 2y 2 ~x-
d )  / ( x , y )  = 4 , g ( x , y )  = 2x}’ + l;

e )  f ( x , y )  = 2 4 y , g ( x , y )  = y.

7.3. Chegaraviy masalalarni to ‘rtburchak sohada Furye usuli
bit an yechish

Elliptik turdagi tenglamalarga to‘rtburchak sohada qo‘yilgan 
chegaraviy masalalarni, tor tebranish va issiqlik o‘tkazuvchanlik 
tenglamalariga qo'yilgan aralash masalalarni Furye usulida yechish 
algoritmi asosida yechiladi.

Masala. Laplas tenglamasiga о < .r < P,o < y < s to‘g‘ri to‘rtburchak 
sohada qo‘yilgan chegaraviy masalani yeching: 
u ( 0 ,y ) = u x( p ,y )  = 0, u (x ,0 )  =  0, u (x ,s )  = / ( * ) ;

Yechish. Ikki o‘lchovli Laplas tenglamasi quyidagicha:
d2u d2uA u = —-  + — r  = 0 . 
ax2 dy2

Berilgan masalaning yechimini quyidagi ko‘rinishda qidiramiz:
u(x ,y)  = X ( x ) - Y ( y ) .
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bu yerda x(x) - x  o‘zgaruvchining funksiyasi, Y{y ) - у  

o‘zgaruvchining funksiyasi. Ular uchun quyidagi tenglamalar hosil 
bo‘ladi:

X"(x) + AX(x) = о 

Г(у)-АУ(у) = 0

chegaraviy shartlardan foydalansak, x(x) funksiya uchun quyidagi 
ko‘rinishni oladi: ,v(o) = o , x \ p )  = о.

Natijada masalani yechsak: X n(x) = sin

2n+] 2//+I

Yn(y) = a„e p +bne P

Masalaning yechimi: u(x,y) = Y j u»(x^y) = z l \ a»e P + Le
2//+I N . 2/1 + 1 Sin------ЛХ .

p

Qolgan chegaraviy shartlardan foydalanib, yig‘indidagi 
noma’lum koeffisiyentlar uchun quyidagi tenglamalar sistemasini 
olamiz:

X(a«+O =0>

s
/  2n+l

+ b e

bundan,
b.. = —a.

5>.
2//+1 2n+l >

• 2я + 1sin------лх = / ( X),
P

.2/2 + 1
Sill-------- ЛХ = f ( x ) .

Oxirgi tenglik /(*) funksiyaning Furye qatoriga yoyilmasini 
beradi.

Demak, berilgan masalaning yechimi:
( f  2/2 + 1 1 • Г 2/2 + 1u( x , y )  = > ans h \ -------- тгу sin --------- лх

\  P J \  P

bu yerda, a =-----_i------_f / (jc)
. ( 2/7 4-1 ' J

p  • sn

2n + \ ,sin I -------- 7ГХ I dx.

29. Laplas tenglamasiga о < x < P,o < y < s to‘g‘ri to‘rtburchak
sohada qo‘yilgan chegaraviy masalani yeching:
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a )  и(0,у) = их(р,у) = 0, и(х,0) = 0, и(х, s) = f(x);

b) wx(0,v) = их(р ,у) = 0, и(х,0) = A, u(x,s) = 5л;

c) кх(0,у) = «О ,у) = 0, и(х,0) = 0, иу(х,.s’) = By

d) и(0,у) = U, их(р,у) = 0, м (х,0) = Т sin—, и(х, 5) = 0;
2 Р

e )  и (0 ,у )  = 0 , их О ,  у )  =  q, и ( х ,0 )  =  0 , му (х ,  5 )  =  {У;

f) «(О, у) = 0, и(р, у) = Ту, и(х,0) = О, и (х, s) = — .
Р

30. о < лс < «>,о < v < / yarim tekislikda chegaraviy shartlarni 
qanoatlantiruvchi Laplas tenglamasining yechimi:

a) w(x,0) = uy(x,l) = 0, u(0, y) = f(y),u{cn,y) -  0,
, ч г/(х,0) = uy (x, l) + hu(x, /) = 0,

!i(0, y) = f ( y ) ,  z/(co,y )  = 0 ,h>0;

c )  u(x,0) =  u(x,l) =  0 , ?z(0,_v) =  y(l -  y), u(co,y) =  0 ; 

ы;.(х,0)- hu(x,0) = 05 гг(х,/) = 0,
u(0, y) = l -  y, u(co, _y) =  0, h > 0.

31.о<г<л doirada quyidagi chegaraviy qiymatlarni 
qanoatlantiruvchi garmonik funksiyani toping:

a )  u(R,<p) -  <р{2л -  <p)\

b ) u(R,<p) = 0>sin <p;

C) ur(R,<p) + hu(R,<p) = T + Q sin <p + U cos Ъ<р;

d ) u r (R.1>) = /(<*>)•

32.0</•</? doira tashqarisida quyidagi Laplas tenglamasiga 
qo‘yilgan U = u(r,(p) chegaraviy masalani yeching:

н)г/(Л,^) = 7’sin

Ь)гу(/?,9?) = — + 9?sin

С) " Г(Л,^) + hu(R,<p) = /(<»); 

d ) Mr(/?,^) = U {(p + cos ip).

33. a <r<b halqa ichida chegaraviy qiymatlarni qanoatlantiruvchi 
и = u(r,<p) garmonik funksiyani toping:

1 1 4

И ) it(a,tp) = 0 ,u(b,<p) = A cos (p\ 

l >) it(a,<p) = A,u(b,ip) = В sin 2q>\

c )  n(a,<p) = q cos (p,u(b,(p) = Q + T sin 2<p\

d )  u(a,<p) =  T  +  U cos tp,ur(b,<p) = liu (b,<p) = 0 ;

34. a < r < 6,o < <p < a  doira sektorida chegaraviy shartlarni qiymatlarni 
qanoatlantiruvchi garmonik funksiyani toping:
a )  i/(r,0) =  u(r,a) = 0  ,u(R,<p) = A(p\

b )  uv {r ,0 ) =  u ( r ,a ) = 0 ,u (R , ф) = f{ (p );

c) Ur (r, 0 ) =и f t ,a )  =  0 ,u(R,<p)=U<p;

d )  ;/(r,0) = u ( r , a ) = Q),u r(R,ip) = O;

e )  w(/-,0) =и f t ,  a )+hu(r, a),ur (R, (p)+ yu(R,(p) -  0.
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8-BOB. GIPERBOLIK SISTEMALAR

Ushbu bobda xususiy hosilali differensial tenglamalar 
sistemasi haqida umumiy madumotlar berilib, birinchi tartibli 
xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasining 
klassifikatsiyasi, kanonik kodinishga keltirish, umumiy yechimini 
topish, shuningdek, giperbolik sistemalarga qo‘yilgan Koshi va 
aralash masalalarni yechish o‘rganilgan. Mavzuga doir mustaqil 
yechish uchun misol va masalalar keltirilgan.

8 .1 . U m u m iy  tu s h u n c h a la r .  G ip e r b o lik  s i s t e m a l a m i  k a n o n ik  

к о  ‘r in is h g a  k e l t ir is h  va  u m u m iy  y e c h i m i n i  to p is h  

Quyidagi tenglamalar sistemasi berilgan bodsin
Au U , t ) ^ -  + An ( x , l ) ^ - +  B „ { x , t ) ^  + Bl2( x , t ) ^ -  = / ,(x,t) ,  

dt dt ox ox
AA ^ d ) ~  + An ( x , t ) ^ +  B2l( x , l ) ^ -  + B,2( x , t ) ^ -  = f 2(x,t) 

dt dt ox dx

Bu yerda, a „(x j ), a ,2(*,/), в,, (*,/), в,2(x, i),a 2,(л-,/), a 22(л-,/),в2,(х,/), в22(.г,/)

(О

sistema koeffisiyentlari, /.(х.о.лом) -  ozod hadlar bo‘lib, berilgan 
funksiyalar. „,(*,/).«,(*./) -  nomadum funksiyalar. (1) sistemani 
matritsaviy shaklda yozib olamiz, bu uchun quyidagi belgilashlar 
kiritamiz:

A = An A\. b < :  f /.V

Natijada, berilgan (1) sistema quyidagi ko‘rinishni oladi:
a *L +b ?!L= f

dt dx ( 1)

«.(x.o.w^Ar.ofunksiyalarning toda differensiallarini yozamiz:
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(2)

, du, , du,du, = — - A h-----dx,
dt dx
du2 du,

du, - -—-d t + — -dx. 
2 dt dx

( I) va (2) sistemani birgalikda qaraymiz:

(*)

' du, du2 du, du, _

du, du, du, du,
A 2I ~ Z ~ +  A 2 2 ~ T y + B 2\ — +  В 2 2 ~ Г ^ ~  / 2 ’ 

dt dt dx dx
, du, . du, ,dt — -  + dx----- = du,,

dt dx
du2 du,d t—-  + dx—-  = du,. 
dt dx

Hosil bodgan (*) sistema d u ^ ^ d u ^ d u ^  nomadumlarga
dt ’ dx dt ’ dx

nisbatan chiziqli tenglamalar sistemasini tashkil qiladi. (*) 
tenglamalar sistemasining matrisaviy shakli quyidagicha:

dt dx

dtE—  + dxE —  = du 
dt dx

(*) tenglamalar sistemasi noldan farqli yechimga ega bodishi uchun
л в

ф о
dtE dxE

bodishi kerak.

Ta’rif.
A

dtE
В

dxE
=  0 (3 )

tenglikni qanoatlantiruvchi chiziqlar (1) s i s t e m a n in g  

x a r a k te r i s t i k a la r i  dey ilad i.
Xarakteristikalar ustida munosabatni aniqlash uchun quyidagi 

kengaytirilgan matritsani qarashimiz kerak
{ *  B d .
[dtE dxE du)
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Agar ushbu matritsaning rangi asosiy matritsaning rangiga teng 
boMsa, u holda x a r a k te r i s t i k a la r  u s t id a  m u n o s a b a t  a n iq la n g a n  

d e y ila d i , ya’ni
{ A В f ) \ J A B )

\dtE dxE du J1 [dlE dxE J

Misol.

dt pa dx
dp 2 du 
— + ЛА — =  0 
. dt dx

Akustika tenglamalari sistemasining xarakteristikalarini
aniqlang va xarakteristikalar ustida munosabatni quring.
Sistemaning umumiy yechimini toping.

Yechish. Berilgan sistemani matrisaviy shaklda yozib olamiz:

1 r h +
0 \) d t{ p

0 —  
Po

v PoC0

d [ u

Bundan,

Amil о —Л
Po

KPoC0 0

dl dx

Ta’rifdan foydalanib xarakteristikalarini aniqlaymiz:
l о о
о 1

dl 0 
0 dt

Poco
dx
0

dt 0 PoPo 
dt dx

0 —  
Po 
0 + dx

1 0 0 

0 1 p0cl
dt 0 dx

=  - c ld t1 +  dx2 =  dx2 - c l d r  =  0  .

(dx—c0dt) {dx+c()di) = 0,
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x - c 0t= cons ,,dx

—  = - c B, X + C Qt= C O H Si. 
dt

Demak, tovush tarqalish tenglamalari sistemasi quyidagi 
xarakteristikalarga ega: x - c 0t=cons,, x+ c0t=cons\ 

l ,ndi ushbu tenglamaning kengaytirilgan matritsasini yozib olamiz:
c

1 0 0 |_1_ \
0

0 1 Pop 0
Po
0 0

dt 0 dx 0 dii
dt 0 dx dP,

Xarakteristikalar ustida munosabat quramiz, bu uchun 
kengaytirilgan matrisaning 4-tartibli ixtiyoriy minorini hisoblaymiz
(faqat oxirgi qator o‘chirilmaydi!):

1 0  0 0 
о 1 p 0cl о 
dt 0 dx du 
0 dt 0 dp

=  0

1 0 0 0
1 0

0 2 0 Poco1 PoC 0 —0 dx du
dt 0 dx du

dt 0 dp
0 dt 0 dP

= dxdp + p Qc\dtdu -  0 .

dx dp + p 0c 20du = 0

dx
—  = C0 => c0dp + p 0c 2du = 0, d ( p +  p 0c0u ) = 0 , 
dt

Berilgan sistema uchun x - c 0t=cons, xarakteristika ustida 
munosabat quyidagicha: c0dp+p0c%du=0.

dx -*
—  =  -<••(,=> - codP  +  Poc l du  =  ° -  d ( p -  Pocou ) = °  
dt

Berilgan sistema uchun x+c0/= cons* xarakteristika ustida 
munosabat quyidagicha:

—c0dp+p{)cldu= 0.
Xarakteristika munosabatlardan foydalanib berilgan sistemaning 

umumiy yechimini topish mumkin:

119



p + p & p -f\(x  C0t); p  P(f0u —f 2(x+cQf).

Yuqoridagi tenglamar sistemasidan noma’lum -vertor

funksiyani topamiz:
Natijada berilgan akustika tenglamalari sistemasining umumiy 

yechimi quyidagicha:
u =  U  (x + c0t )~ f 2 (x + c0t) \

■̂Pô o
Р = ^(/Л *- coO + /2 (* + <V ))■

Baicha xarakteristikalari haqiqiy va turlicha boclgan sistemalar 
giperbolik sistemalar deyiladi.

Giperbolik sistemalarga Koshi masalasi xususiy hosilalari 
difleiensial tenglamalarga qo‘yilgan kabi / = 0 da Ox o‘qining biror 
bir intervalida qo'yiladi.

Quyidagi
a ™ + b ™  = 0 (4)

dt dx V '
sistemani qaraylik. Agar / = 0 chiziq xarakteristika boMmasa

dt
hosila sohaning barcha nuqtalarida mavjud boMadi. Faraz qilaylik

de|ŷ | * 0 .
A matritsaga teskari a ~' mavjud (4) sistemaning chap tomonini a ~1 
ga ko‘paytiramiz

a -*a * L +a -'b ™ . o .
dt dx

A~'A=E, A~'B=C deb belgilasak,
dJ L + c ™ = 0
dt dx (5)

Agar (4) sistemamiz bir jinsli boMmasa, ya’ni
A dJ L + B ™  = f

dt dx У (4')
= g  bilan belgilasak,

dU „ dU 
dt dx * (5')

sistemaga kelamiz.
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Biz asosan (5) ko‘rinishidagi sistemalarni qaraymiz.
E c ' 

dtE dxE
=  0

ko‘rinishida boMadi.
Faraz qilaylik, tenglamalar sistemasi n o‘zgaruvchili bo‘lsin. dt 

ni determinantdan tashqariga chiqaramiz:

dt"
E C 

dxE — E 
dt

=  0 .

dl"

dx
0 C -  —  E 

dt
E — E 

dt

= 0 .

dtn( - \ y C -  —  E  
dt

= 0

ga kelamiz.
£ - * , < x . O  (6)dt

(6) tenglik bilan aniqlanadigan chiziqlar xarakteristikalar deyiladi. 
Xarakteristikani aniqlayotganda k, qiymatlar

\C -kE \-0  (7)
tenglikdan topiladi.

(7) tenglamaning ildizlari k, lar haqiqiy va turlicha bo‘lsa, u 
holda qarayotgan sistemamiz giperbolik sistema deyiladi.

Quyidagi sistemani qaraylik:
A(x, t ,U)  —  + B( x , t , U) —  = f ( x , t , U )  ( 8 )

dt dx

(8) ko‘rinishidagi sistemaga Kvazichiziqlisistema deyiladi. 
Chiziqli tenglamalar sistemasi uchun aytilgan mulohazalar

Kvazichiziqli sistemalar uchun ham o‘rinli.
Misol.Berilgan giperbolik sistemani kanonik ko‘rinishga 

keltiring va umumiy yechimini toping:



^ echish- Berilgan sistemani matrisaviy shaklda yozib olamiz: 
П fo -Г| э M  f°l
lo  l ) d t [ v )  1̂—1 0 ) d x \ y j  |^oJ

Bunda,
л А \  ° Ь - Г в

lo 1/ l - l  0

Xarakteristik tenglamani yechamiz:

\B-kE\ = 0 -lW* 0
- 1 o l i o  к =  0 .

Ildizlari: *, = i, t t = -i. 
в  matrisaning xos vektorlarini topamiz:

( B - k $ z = 0,

« - a  ^l-U w
Xos vektorlardan quyidagi matrisani tuzamiz:

-Лz  =
] i

Ushbu matrisaga teskari matrisa:
z-a f1 1

21-1  1

u  z v  almashtirish yordamida tenglama kanonik ko‘rinish°a 
keladi:

dV V dV rs— + к  — = о,
d t  d x

bu yerda, к  = z ~'b z  =  f  1 0 ) v  = 
lo  1 5

Berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishi quyidagicha:
^L_5vl = 0
dt dx 
dv, dv,■ н—— = 0dt dx

Ushbu sistemaning yechimi: +
v2(*.0 = / 2 (*-/).
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. i ’. 11' 111 i i n i 111 yceliim ini quyidagi tenglikdan

■n«1111H III!

II v.v

I I n n . I . HI bn ilgan sislemaning umumiy yechimi:

v ( x j )  =  f \ ( x  +  t )  +  f 2 ( x - t ) .

M u staq il b a ja r is h  u c h u n  m a sh q la r  
l td  ilgan s is tc m a la rn in g  x a ra k te r is t ik a la r in i  an iq lan g :

. | » ( bo, cuy = 0,
| </11, i boy = 0

’• 1 0
V и/,,, 0

I VM„ I - 1 ^ . - 2 ^  =  ( *+ у )2м,

’ ' I ",v ',« - 2wxy+WW.- V̂ =0’
^ j»„ ■2vxy- u yy=0,

/о : II +  i u ,  z  =  x  +  i y,  z  =  x  -  i y  eon  =  0

(». a;//„ - у 2“уУ - ^уиУ = о;
7. -fjc2—1=дг2̂ -;  

ал-1 axj Э)'
.. ди 2 SU 
N. —  ~a  —— 

dt dx'
‘) . (l +  x ? }<xx -  (l +  y 2 )t„, +  xux + yuy =  0 ;

10.

11.

12.

dx Jl + u l+ ul d y '^ l  + ul +u

- L xe-"2̂ )+—^ e ^ ) = ° .
1 dyX> ’

= 0
> У

J [+Ul ;

\  ( 
d

Vi
= o.

+ u:
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13.
Эи ди д о  .
—  + а —+ В— = 0,
dt дх дх
д о  ди д о  л  :-г- + Г— + S —  = 0.ot ох ох

14. - ( Р ' <Р х )  +  - ^ г ( р - ‘Р у ) = 0 ,  р  =

15.
ди д о  _  
ду дх

о,

1 =  ( l - u 2 - и 2)" , (7 —const.

16.

Ф7̂ + ̂ о  —+5/
Эн Эи
Эх Эу 

Эи 1 9/7 
¥ + ^ &  =  0’ 

^ + - L ^  =  o
dt Ро ду

= 0,

17.

- ^  = 0,
9z

Э£, = 0,

ЭЯ, | Э £, 

с0 9/

А 5̂ 2. Э£,_
со Эг Эх
м днъ t ЭЕг Э£,
с0 9/ Эх Эу

Э£, ЭЯ3 | дН2
с0 Э/ Эу Э-
^_дЕ± _дН±  дН3 
"о dt dz Эх
g Э£, ЭЯ2 | ЭЯ,
с0 Э/ Эх Эк

18. dtp _ dip dip dip
St ~ A ^ + 2^ + A l~ +mAv/

dy dz
0 0 0 1 0 0 0 — i 0 0 i 0 l 0 0 0

A  =
0

0

0

1

1

0

0

0
, A2 ~ 0

0

0

-  i
i
0

0

0 ; 4  =
0

l о
 

о 0

0

- 1

0
0

0

1

0

0

- 1

0

0
1 0 0 0 i 0 0 0 0 - i 0 0 0 0 0 - 1

19.
Эн Эн —+ 2—+ u = 0, 
Э/ Эх 
до до
—------+ н = 0;
dt дх

124

11

} \

) I

25.

| fl»i, ди'., I I rr,̂ ( О,
11 (V IV

v const

, i. Си, \ i  лЭ н, xdiij 2х7
I I I х ) I I-------и. = О,

t fit t '  ' дх t дх t
Oil) t Эн2

Of x дх
(/'  I i i  n't Я / ) i)(r sin 2i//)i ' - - ■ = 0,

* ' Ф
.'(i iIm .'i/i) < )(/'- rcos 2t//) r “ /

Эу Эу

н„ -  ux = О,
|(« ll j l l ,  uo(itv + ox)+ (c 2 —o 2)oy = 0

lit I A i{  0 ,

0 

0 

0

3 /2

ди. — L +
dt

du0 , Эн, = Q
dt dx

2 die 1 du,,
з ~ э 7 + з ” э Г = 0,

дик k + \ дим  ] к ди. , _О
dt 2k + дх 2k +1 Эх

Й"Л’-. N duN N  - 1 ди х-i 0
dt ‘ 2 N -  

Эмд-

1 Эх ' 2 Я - 1  
Я  Энл._,

Эх

= 0
dt 2 Я  + 1 Эх

I о 0

II t' II

II I) I 
I I  I )  ( I

G ip e rb o lik  s is te m a la rn i k a n o n ik  k o ‘r in ish g a  k e ltir in g

2 6 .

du do
dt dx 
do dt
dt dx

J 2и, + (2/ -  l)n T -  (2t + \)ux = 0, 

|2 u , -  (2/ + i)mx + (it -  l)u, = 0;
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28 .

29 .

30 .

31 .

ди

^+П +, ' а"
dt

\ии \ до

и и  , (л \O U
~ +  0 + x ) ^ r ~ V  г о ­ст ’

ди до
¥ +&+та=°.

8; ссг u = 0:

2 £ +4 ^ +2а» ,
dt дх дх ~ l6 )~ 2u~o, 

до ди —+8—~2м  
dt дх " '  

дсо „ дох
' 2и -

d t +J дх ~ге + о + 2со;

-  + 6 ^  + 5 до 
dt дх =

до _ои а ,,- + 5 -  + 6^  = ,
dr = 0,

ct дх
-да> дсо .з— +б---- ; ди

dt дх дх ~~ 2о + 3со-3и.

32. ^ L + c ^ =  г
dt ' дх ' :

с=
1
о
о

о
3
J.

" 4

2
4

1

33.
ои 1 др— +----— = 0,dt р0 дх

др , ди 
¥  + / V o ^  = 0

34

35 .

G ip e rb o lik  s is te m a la
f ^ - l k  - (^  + l)u, + u  

l(* + l)«, — (ж - 1)l», ~ u

rn in g  um uniiy  y ech im in i to p in g :
,  - o ,
„ =0;

K +t7
+uv
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o,
(*0 I*’" i • Oil
iV {h ih
i « . <'it Г 1"

0\ Ox
I ( l )<D

01 flv ' Ok

< 4 Du,
< и

1 1
Ox Ox

0ul (<)»; Ou,
/V Ox ' Ox7

)ns On,
6 1 - 4 ^

Dt Ox Ox

<V. 2. (iipcrbolik sistemalarga qo‘yilgan Koshi 
masalasi va aralash masalaniyechish 

( iipcrbolik sistemalarga qo‘yilgan Koshi masalasi va aralash 
mnsiilani yechish xususiy hosilali differensial tenglamalarga 
«|«>'vilp.an Koshi masalasi va aralash masalani yechish kabi. 
< >u\ idngi misollarda sistema uchun qo‘yilgan masalalarni yechish 
I.и isnlilgnn.

M a sala. Giperbolik sistemaga qo£yilgan Koshi masalasini 
yeehing:

I2m, ~ u x ~ v* -  0. 0) = 0 уЛс>0)=  2 x ,  -C O < X < 00.
[2v, — ux — vx -  0,

Yechish. Berilgan sistemani matrisaviy shaklda yozib olamiz:

Bunda,

Xarakteristik tenglamani yechamiz:

\д - Щ  =
к 0 

0 к
= 0,

Ildizlari: *, = о, кг = - 2 . 

в  matrisaning xos vektorlarini topamiz:
(B-k'E)z=0 , 
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1

Xos vektorlardan quyidagi matrisani tuzamiz:
О - fz  = l l

Ushbu matrisaga teskari matrisa:
z , = in  1

21-1  1

u = zv  almashtirish yordamida tenglama kanonik ko‘rinishga
keladi:

^ +* ^ = 0 ,
dt dx

bu yerda, k  = z ~'b z  = \ ^  °Q \ , v  =

Berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishi quyidagicha:

dt dx 
d\\
dt

=  0

Ushbu sistemaning yechimi: V|̂ ’̂  f\(x + 2t)>
v2(x,t) = f 2(x).

Dastlabki sistemaning yechimini quyidagi tenglikdan 
aniqlaymiz:

и = zv
i - 1Y v

d 1 Av2.
Bundan, berilgan sistemaning umumiy yechimi:

u(xj) = f x(x + t ) - f 2(x), 
v(x , t )= f l(x+t) + f 2(x).

Endi berilgan sistema uchun Koshi masalasini yechamiz:
г/(лг,0)=0, v(.x,0) = 2x, °0<X<:oQ

\u(x,0) = f l( x ) - ' f2(x) = 0,
{v(x,t) = f ](x) + f 1(x) = 2x.

ITiOO =
\ f 2(x) = x.
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h l l i d i i l l

\ M x + t) = x  + t, 
l M x )  = x.

I »• null berilgan masalaning yechimi:
[m(* ,0  = t,
[v(x,l) = 2x + t.

Masala. Akustika tenglamalar sistemasi
du  ̂ 1 dp _ q
dt p 0 dx

% + p . c l f - o .
dt dx

In 111)ми bodib, „ = о,х = о,х = / chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. 
YVchish. Xususiy yechimni quyidagi ko‘rinishda qidiramiz:

u = m u ( x )
P = T(t)P(xy

Agar yechim mavj'ud bodsa, u holda t , p , u lar o‘zaro 
quyidagicha bogdangan:

H Q .  i P'(x) 
740 Po U{x)

= Я = const

T'{t) ^ U ' ( x )  .----- = - p 0Cо ------- = Л = const
T(t) 0 0 P(x)

Bundan T(t)~conste/J va shuning uchun xususiy yechimlar:
U = e* -U(x),
P = e* ■ P(x),

kobinishida bodadi.
Madumki, u(x) uchun, W(o) = w(/) = o chegaraviy shartlar bajarilishi 

kerak.u, r ga bogdiq oddiy differensial tenglamaga kelamiz:
P dP л 
Po dx

ЛР + PoC0 ~ ~  = оdx

Bu tcnglamalarning umumiy yechimi quyidagicha:

U = Aec° +Be c °

P =  - p 0C0Aec° +  P0C0Be c °
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а , в  doimiylarni t/(o) = / / ( / )  = о chegaraviy shartlardan aniqlaymiz. Bn
shartlar bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasiga kelamiz:

[Л+В = 0
\ — JL

Л ес° +Be Q = 0

Agar

D(A) =
1 1yj_ _>J_ 

,C 0 _  С »
= e —e c° =—2sh—  = 0

a
Al

bo‘lsa, u holda yuqoridagi sistema nol bo‘lmagan yechimga ega 
ya’ni:

л = (a—britiin son)

a = - \ b = - ~  deb olamiz. 2 2

U = i-
2 i

. . кж
/ s in ----X,/ ’

P = - p 0C0

.kn

e 1 +e л „ кж 
Po^a cos X

Po dx

AP + P0C0 - j -  = 0 
ax

sistema noldan farqli yechimga ega bo‘ladigan qiymatlari л  

parametrning xos qiymati, shu xos sonlarga mos yechimlar xos 
funksiyani tashkil etadi.

Xos qiymat va xos funksiya quyidagi formula bilan aniqlanadi:
,кжС0 . . кж kn

A  =  =  / s i n  ~ x  » P k  =  - P  <Ao c o s  ~ x  -

Xususiy yechimlar cheksiz ko‘p:
uk =e™Uk(x)
Pk =e;JjPk{x)

Ma’lumki, ushbu tenglamalar ixtiyoriy chekli chiziqli 
kombinatsiyasi ham, ya’ni ushbu tenglamalar:
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p

Ouyidagi sistemani

i i = I>* 
/> = Z akPk ур)  k

~  +—2£. = o
dt p Q dx 
dp 2 5w л-£■ + poc 0 —  = 05/ av

VII
и ( 0 , 1 )  =  u ( P , t )  =  0

i hrgaraviy shartlarni qanoatlantiradi. Bu masala yechimi odatda 
in,o) <p(x) ,  p(x,o) = <p(x),{<p(x)^(x)} vektor funksiyani chekli chiziqli 
komhinatsiyada apraksimatsiyalaymiz:

UwJ ^ InwJ
labiiyki

и(х,1) = ^ а ке ^ и к(х)

P(x,t) = Y jake;M'Pk(x)

yechimlar U(x,t) va p (X,t) yechimlarni aproksimatsiyalaydi. 
Komplcks xususiy yechimi:

ы:,
-  iи, = te

■i . кж кжСп . кж . клС.. . кж
sm—  = /cos--- -/ sin— xsm-----/sin— x

l l l l l
кж „ (  кжСи кж . . кжС0 кж iрк = -р 0С0е ' co s— х = -р„Са I cos у -  / c o s— х + / s m - / cos —  х ].

Chiziqli kombinatsiyalar
Г А  + и-к ) (  ик ~ и -к }

II м 2
Р к + р -к1 2 2

2/
Р к - Р - к1 2/ J

Shunday qilib, chiziqli kombinatsiyadan quyidagi xususiy 
yechimga ega bo‘lamiz:

Pk + p-kut +  и кжС 0 к ж—------—  = -  s in ------—/ sin — л: j2 / /
и, -  и t клСа . кж
— ------— = c o s------- I  s in ----2 / /

Yechim

„  . кжС о кж
■ = ~РоС о sin — j— 'sin  —

п.  -  р  . _  . к жС0 кж
= - р 0с о sm - у 2- ' cos — х
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ko‘rinishida tasvirlanadi.
x = о, x = i qo‘zg‘aImas tekislik orasida gaz qatlamining 

tebranishi tik to‘lqin deb ataladi. 4
1-chizmada qandaydir vaqtdagi todqin о \

tezligi va bosimi taqsimoti grafigi 4̂ ! j i ! »U h \ H i h ! keltirilgan. ПЬ | |  j j \l

“Tik to‘lqinlar” nomi shuni 
ifodalaydiki nuqtaning tebranishi uchun tezlik amplitudasi (yoki 
1-chizma p  bosim) nolga teng bo‘lsa, yoki hamma vaqt ekstremal 
bodadi.

Tugun nuqtada bosim amplitudasi maksimal bo‘ladi. Bundan 
tashqari izoh berish kerakki, и siljish fazosi bo‘yicha bosim siljishi 
o‘shanga qarab siljigan bo‘ladi.

Akustika tenglamalar sistemasi uchun yaratilgan Furye usulini 
qarab chiqdik.

u (o ,o  = chegaraviy shartlarni cheklashdagi xususiy
yechimlar yig‘ indisi tik todqinni ifodalaydi.

M asa la .
—  + 2 ^ -  =  0  

d t  d x

d 9  d i t  л

d t  d x

,  u ( 0 , t )  =  S ( l , t )  =  0 ,  u ( x , Q)  =  x t  S ( x f i )  =  0 .

Y echish : Yechimni quyidagi ko‘rinishda qidiramiz:
и  = T(t)U(ic)

S  = T (t)V (x)

Г ( 0  • U(x) +  2 V '(x )  ■ T{t)  =  0  : T (t)U (x )

V(x)T'(t) + 5 U '(x )T (t)  =  0  : T (t)V (x )
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V ( x )  =  C le
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cos >/l ()/f -t- о т j  + / s i n  VTO/^-j + ot^Y -v/To c o s^ y  + mi \x

=  /  s i n  V l O / ^  +  о т^ л /Г о  +  m

)cmak, berilgan masalaning yechimi quyidagicha: 
2 sinf-^- + m  j-vsin -y/lO/^Y + от

=*z -v/lOcos-\/lÔ Ŷ + OT?jcoŝ Y + OT \x

•*z
2 cos -v/TO/f — + otI sinf — + 7,

U J u
sin VTo^Y + я” jVTo coŝ y

Boshlang‘ich shartlardan foydalanib, 
koeffisiyentlami Furye usulidan foydalanib topamiz:

?/(x,0) = Z?^2sin^Y + = x ,

2b = 2 j  x s in jZ  + от^лгйг + 2 |  cos^y  + wi'jxdx = 2 . (nsin — + m

71—Нот 
2

7i Г \2 —+ OT 
2

-л
^  s in (  ~7̂ + m  j =  2 (—l)" f  ~^ + лп  I ■

5 ( x ,0 )  = 0  , a = 0 , b = ( - 1) "

— + ОТ

Demak, berilgan masalaning yechimi
2cosVlO/f — + ot sin —+ ot \x

| = Х2(-1Г|т + - '  2 2
sin л/ГО/^ y  +  лм j s / lO  c o s ^ '

M asa la . Endi esa Furye almashtirishni qo'llab 
sistemaga qo'yilgan aralash masala qanday

noma’lum

giperbolik
yechilishini
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ko‘rsatamiz. Giperbolik sistemalar tebranma jarayonlarini, tovush 
tarqalish hodisalarini ifodalaydi.

n = {(*./)/<> < x < l,/ > о } sohada quyidagi masalani qaraylik:
du dv 
—  + —  = 0, 
dt dx
dv du 
—  + —  = 0. 
dt dx

0 < x < 1, / > 0,

m(0 , /)  -  u( 1 ,/) _ 0 , г/(дг,0) = 0, v (* ,0 )  = cos лх.

Yechish. Masalani yechishda Furye almashtirishidan 
foydalanamiz.

Bir o'zgaruvchili funksiya uchun to'g‘ri va teskari Furye 
almashtirishi mos ravishda quyidagicha bo'ladi:

f ( s )  = -jL=  J / (  x)e 1X1 dx;

f ( x) = ~j=== J  f( s )e mds.

Ikki o'zgaruvchili bo'Igan holda to'g‘ri va teskari Furye 
almashtirishi mos ravishda quyidagicha bo'ladi:

U(s,t) = ■—  ^u(x,t)e~'xs dx;

V(s,t) = — f v(x,t)e',xxdx;
\2 n _од

1 *
u(x>{) — —j =  f U (s,t)eiads;

v(x,t) -  -jL= lv (s ,t)e ix,ds. 
л] 2 л

sistemadagi tenglamalarni ga ko'paytirib, R sohada

integral laymiz.

dt dx >
dv du 
—  + —  = 0. 
dt dx
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= -2=u(x,t)e~ba +-?== [u(x,t)e~asdx= isU(s,t)
dbr v2я 3»

1 “rdu _ix. , dU 1 г du - b a j - r r f  i\—j =  Г— e dx = -----; —7=  — e dx -  tsb (s,t),
V 2x_{d t dt

1 rdv _ixs , dV  1 c dv _ю . л
- =  | — e ,Jcsdx = — ; - =  — e dx = isV(s,t) ,
yflir :Kdt dt yj2n t^dx

U holda berilgan sistema quyidagi ko'rinishga keladi:
dU(s,t) + isV(s,t) = 0 

+ isU(s,l) = 0

U(0,t) = U ( 1 , 0 = 0 ,  U ( * , 0 )  =  0 , K ( j ,0 )  =  0 > ( s ) ,

cfV  
dt2

(̂̂ ,0) = 0

- j 2K = 0

Ya'ni Koshi masalani hosil qilamiz. Bu yerda cosjd̂ -^  .

Ushbu masala ikkinchi tartibli differensial tenglamaga qo'yilgan 
Koshi masalasi.
Hosil bo‘lgan masalaning umumiy yechimini aniqlaymiz:

e"s' +eisl
V(s,t) = <b(s)-
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Ushbu funksiyaga teskari Furye almashtirishini qo'llaymiz.
vU >0  =  \ v(/>s)e's'ds =  3 ^ 7  f  с "т {е~ы + e “' )(Hs)ds =  J  (e‘(x" u +  e '(x+° J ) o ( s ) *  =

cos яг =  ~̂ = |  0 ( s ) e “’<& = -(cos 7T(x - ()  + cos tr(x + /)) = cos ях cos я7

Demak, v(x,/) = cos же cos яг
Endi u(s,t) = - — - s 2v tenglikdan foydalanamiz:is dt

U(s, ( )  =  U ( i ) ( e a - e - a )

Ushbu funksiyaga Furye almashtirishini qo'llab, natijada 
u ( x , t )  = sin asrsin яГ yechimni olamiz.

U holda berilgan masalaning yechimi quyidagicha bo'ladi:
J u(x, /) =  sin 7rxsin nt 
[ v(x, t) = cos nx cos nt

Shuni ta'kidlash joizki, giperbolik sistemalar, Furye 
almashtirishi matematikada keng tatbiqqa ega sohalaridan 
hisoblanadi. Xususiy hosilali differensial tenglamalarga qo'yilgan 
masalalar giperbolik sistemalarga qo'yilgan masalalarga keladi.

G ip e rb o lik  s is te m a la rg a  q o ‘y ilgan  K o sh i m a sa la s in i y ech in g :

38.

39.

40.

2 u, — ux —ut = 0, 
2u, — ux — ux =  0,

u(x,o) =  0, o ( . x , 0) =  2x ,  - ° 0< X < o q

2m -  ( i t  -  1)m + (2/ + lV> =  0, ,
20, + (2, + l)„, -  ( 2 -  I k  -  0, -  0. - M  -  2*. - » < * « «

3m, + 2i>' -  ux - v x =0,  
u, +  u. + u = 0.

h (x ,0 ) =  0, u ( x , 0 )  =  x ,  —10 0 < x < 0 0 .

41. Gursa masalasini yeching: /> |л |

м (х ,-х ) = I// (x), x < 0, p (o)=  y/(o)

42.
du ,  du 
—  + 6  —  

Sx Эу
= 0,

du du 
~dy~~dx

u{x,x) = x, X>Q 
u(x,5x) = x : , x < 0.

2

д2 и d2u
~dt2 ~ ^  = °’ w(x> t)= И*). x>0>

1 3 8

G ip e rb o lik  s is te m a la rg a  q o ‘y ilg an  a ra la s h  m a sa la la rn i 
o ‘/g a ru v c h ila rn i a j ra t is h  usu li b ilan  yech in g :

43.
— -1-9— =  0, 
dt dx 
du du 
—  +  —  =  0. 
Ot dx

i/(0,/) //(я,/)= 0,
//(x ,0)=X 2, u (x ,0 )=  0, O S x S i ;

44.
du ,,ди da  
—  +  9—  +  —  =  0, 
dl dx dx 

du + dii _ q

dt dx 
da da .
—  +  —  =  0; 
dt йх

//(x ,0 ) = 0, u(x,0 )=  0, <«{x,0) =  X2, w(o ,/) -3 u (0 ,/)= 0 , ш (0 ,/)=  0, o (l,/)  = 0, 0 < x < 1;

45.
du . du n
dt dx 
du du
—  + —  + u -0 ,  
dt dx

и ( 0, / ) = о ( я - , / ) = 0, и ( x , 0)  =  0,  u ( x ,0 )  =  s i n 2 X ,  0 <  X  <  Я .

46.
du du
------ h 2 7 ------ h M — 0,
dt dx
du ,  du
—  +  3 -------u  =  0 ,
dt dx

м(0,/) + о (o, / ) = 0, и(1,/)-о(1,/)= 0 , 0 < x  < 1.

47.
+  27— —H = 0, 

dt dx
du du
—  +  3 --------u -  0,
dt dx

я (o , / ) = u ( l , / ) =  0, 0 < x < 1;

48.
f^+«£+,=„+(i_^b,o,
1 d t  dx  \  r
I —  + 4 —  4- (l -  x 2 )m + x 2u  = 0,
[ d t  dx  '  л

i / ( l , / ) - u ( l , / ) =  0, 0 < x < 1. 

m(0,/) = 0,
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49.
ди -до  
—  +  2—  =  0, 
dt дх
—+5—= 0, 
. dt дх

u ( 0 , / ) = 0 , u ( l , , ) = 0 , и (лг,о) = х,

u(x,0 )=  0,  О S j; J  | .

50.
9ы ^9t>

9/ дх 
д о _ 3ди
. 9/ йх

= 0, 

= 0,

и(0,/)= 0. «0.0= о,
и С*>0) = 0. и(х,0)= х о < х < 1-
51.

ди . д и
—  +  2— = 0,
9/ 9х 
9 и  _ ди — + 3— = 0,. dt дх

u(0, i )= 0 , и(1.0= О,

и(х,0)= х, м(х,0)= о. О S х S 1-
52.

9м ^ 9 и

, dt дх 
до .ди

. dt дх

= 0, 

= 0,
и(0,/)=  0, u(l,r)= О, 

и(х, 0 ) =  X,

(Д.х,0) = О, О s JC s 1;

53.
ди до 7̂+зт = 0, От от
до ди
J +V ° -

u(0,0= о, (!,()- о_
»(х,0 ) = 1, и(х,0 )= 0 , 0  < .г < 1 ;
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J a v o b la r

1-bob.

1.2.3.4.5.6.7.z=/(x2+y). 8. z=f(xy+y2). 9. z = /(^-+-). 10.
JC .X

r(x —y  (x + y  + 2z)2
' = /(—  + ■ -) . 11. F(x~-y,x-y+z) = 0. 12.

= 13. fXjc’ -4r ,fe i^ )= o . 14. F(,• + / ,£ ) .0. 15.
e -_y x  x

F(— , x y - — ) = 0. 16. 1— + -) = 0. 17.F(^2+/,X2 + Vzr +T)) = 0.
>' Z Jt + jy Z x — _y z

18. F(- - i , 1пЫ - —) = 0.19. F(x2 + y 2,arctgi-) + (z +1)0 -  0. 20. 20.33.
* у 2 jy

r = 2 .ту . 34. z —y<t - e 2x +1. 35. z = y 2e2̂ ~2.36. и = (1-.X + y)(2 -  2x + z) . 37. 
и = (xy -2z)^~  + — j  . 38. jy2 — л-2 — \n-Jy2 -  x 2 = z -  In | _y | . 39. 2x2(y + l) —y~ + 4 z —1.

40. (x+2y) =2x(z+xy) .41 .  l-^-sinx = sin £ . 4 2 .  2.xy + 1 = д: + 3 v + — . 43.
V У \ У z

v -2>'=x2+_y2+z. 54. z=jry+/^^j, bu yerda /  ixtiyoriy funksiya bo‘lib,

n uchun /(i) = о shart bajariladi.
2-bob.

1. Elliptik. 2. Giperbolik. 3. Parabolik. 4. Elliptik. 5. Giperbolik. 6. 
Giperbolik.7. Parabolik. 8. Elliptik. 9. Giperbolik.10. Elliptik.il.
Elliptik. 1 2 . +unn +u4 =0, £=х,т) = зx + y .  13.unn +u4 = 0, £ = x -2 y , tj=x .

14- uin +777\ +MJ  = °. 4 = t a'2 +У> = “.У, *>0; + =0’
6(4 + //) 34

2F ~ ( - Xy  , Tj=y, xcO. 15. (u4- hJ  = 0, 4 = л~ + 2̂ [y, Tj = x-2yfy,

1 __
V > 0 ; % +MTO —  И, =0, £ = x,ri = 2 y j - y  , У< о . 16.

- “J=0, 4=VM, rj = VlTi , (*>0, ,y>0 yoki x<0, ,y<0); 

+“„)=0’ 4=Vl*l 77 = Vg I (x>0, 7 < 6> yoki x<0, y > 0 ). 17.
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иге~ипп +~Ьи!-^~ ип=^ £ = №» ?7 = М2> (х>0, у>0 yoki Х<0, у<0) \
Ч  ? З7

ии +ичч +Х7 и4 +— ип = 0> £ = №» Н> 12> ( х > 0 , у < 0  yoki х < 0 , у > 0 ).■gT J/7
18. +ит - и { - и ч = 0, £=In|x|, 7 = in [у | (har bir kvadrantda).

19. 1{ц +и„„+~ ^ ис +~ ип =0’ £=з;2> 7 = л'2 (har bir kvadrantda).

2 0 . yyrj?ius +& п)= °’ £=У ~*2> ;7=У +*2(har bir kvadrantda).

21. =  0 , 4  =  I n {х + V 1 +  х 2 )  7  =  1п [у  +  у]\ + у 2}

22‘ “* - 2 ^ ("< " И’)+ 4<*Т^ ^  + М")= °> ^  + «*• 4я?  ~е* (У>0 У°к1

у<0).
23. w^+«w+ c o ^ = 0, 4=*, T]=y-cosx.24.uj]n = U;.25. 26. 4 = 2 _y + .v ;7 =x; 

elliptik, y j + —  = П 4 , п , и Щ ^ ) .  2 7 .| = 2e ' - / ;  ,  = ,  + ; giperbolik,

- ~ ^  = F ( ^ h u ^ ^ ) . 2 S ^  = 5,  + y ; r j = x -parabolik,

C M /-/ r 9// 02/. ^rj r jc. . it- j.;t 9 2/ 9*2/ „  9/2 9 н ч—  = F(4 ,7 ,2/,— ). 29. 4=<? , 7=V elliptik, — +—  = F(4,n,u,— ,— ).
o n  9 4  9/; г  д у  d r f  dE, dij

30. ^ = x 2 - 2 ^ ;n =*;parabolik, ^ 7 i ^ F { 4 , n , u , ^ A . 31. <f=y-x2;
0 7 ' 94 9 7

77= ^ + /;  giperbolik, ^  = F(£j7,h,^ ,|^ ).32. <f=cosx+/; 7 =*; 
acpn 5c 9 7

parabolik, 7  = F(4 ,7 ,m,— ).33. 4 = Ух \т) = ix  \ elliptik,
9 7  og 9 7

9 2m 9 2m 9« 9m. 1(4 c „  x 2 • .^ г+^ г = ^т; ,и,— ),34. £= 2 ? -v  ;n = x + y ;  giperbolik,

- ^ - = F ( 4 , n , u , ^ ) . 3 5 .  £=e>’cosc;n= — ; giperbolik, 
офп dg 9 7  x

^ -  = F(̂ 7,Wj- ,̂ )̂.3 6 . 4 = cos x - sin v; '7=*; parabolik, 
д ф п  5 4  d r ]  1

92м да du.
oq dE, or]
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.*« »«;// 1 г1 ; giperbolik, У^ = 74£7,ы,|̂ ,|̂ ).3 8 .£ = /gy-.t;7=*;x у dEjdn dE di]

рш nbolik, . F(£,7],u,—,—).39.4 = cos у in = sin x elliptik,
97 ' 94 97

" 1 ,) ‘\ / ,̂7,«,^).4 0 .f-in -̂I; 7=*; parabolik,
11' 9// 94 97 x

du du , 9 m 9г/ 9г/,/''(̂ 7.'7 -̂ ,ŷ )-4 1.£ = j>+c/g.t ;7=*; parabolik, =<17 94 97 97 94 97
л л 1 ?\ о -2x il* i*l 0 // О U r ^ /к d u  d u . j■12..', c +2y;rj = e ; elliptik, —г+—т = ̂ 7 » 4 3 .4 = c/gy ,7 = /gx

5ф  dn d<4 d 7

, elliptik, 2 -7 = F(E,7],u,— )-4 4 .̂  = ysmx',n~x \ parabolik,
94 97 94 97

F(£,7],u, ^ A . 4 5 .^= x -e y'; 7 = 2x-ey; giperbolik,
()// 54  dn

i f  и „ du du. л s  ? 1 i _  9'// 9"m 9г/ 9г/., " ^ 4 Й . 4 6 . ^ ,  + 1 ;7 Л ; elliptik, ^ +^  = F(#,7,«,^,f-).
949// 9^ 97 x x  og dn 54 97

1 1  • , •  1 9 2m 9 2m „ d u  d u .  A 0
4 7 .4  = 2x - sin y\n  = y ; elliptik, —5- + — j  = F(4,n,u,— ).48.^ = -̂lnsinx,

9^ 97 9^ 97

// v; parabolik,  ̂ ,■ = /* (4:,7/,m, ). 4 9 . 4 = in cos у  ̂ 7 = insmxj

elliptik, = F (4 ,n ,u ,^ A .so .4 = e ^y jx 2 +y2; n=*-y;
d 4  07] d g  d 7]

giperbolik, - ^ - = F ( 4 ,n ,u , ^ , 4 = хУ ; п = зУ yoki 4 = lny+iln(x2 +9)
dgdi] d4 07]

x 11* **i 9 1/ d~u r on chi. v .
7 = arctg 4 ; elliptik, — у + —  = F(4, n , и ,— , — ).52.4 = -^-~ In X , 7] = x - y ,

d4 dn d4 dn

giperbo 1 i k, — = /*'(4,7, и,̂ ,■̂). 5 3 .4̂ = x̂ + in x; 7=*+у ; giperbo 1 ik,
9497 94 9//

-̂=F(4,7,m,^A.54.4 = ̂ -/; 7 = x ;  giperbolik, -^- = 0.5 5 .̂  = x + 7, 
9497 9^ 97 9497

7=v; parabolik, •^4  = 0* 5 6..4 = x + 2>% 7=x; parabolik, -̂ 4 -y-  ̂= o.5 7 . 
97 97 '  2 97

4 = 4x + y, 7 = 2x + у ; elliptik,———- — = 0.58.4 = ̂  + y, Ti~ x \ elliptik,
dgdi] 2 dg

d2u d~u du . -/•. • 1 r i  92г/ 1 9г/ л / лa F +V  + a?=0-39*^— 8,Perbol,k> a ^ +4 ^ =0- 60*
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Z = 2y - x ,  r j -y \  elliptik, d^ +djj2+dT1 ° -  61.^  = x + 3y ,rj=x;  parabolik,

7 -t+:~-= 0-6 2 .£ = jt + г/,?? = з* + 2у; giperbolik, — — ~ —  = o 63
°7‘ 3 drl ' dZdrj 4 drj

4 = х -ъ у, т]=х; parabolik, - ^ + —  = о .6 4 .£  = х + 2у>п = зх ; elliptik,

5 2м д 2и 1 , 5 м  5 м . л  г , я 25у я »/a ? +V +6 (i? +^ )=0' 6S- ^ 2' - J'- Parabolik, ^ 3 =0.6 6 .

giperbolik, ^ + ~ = o .  67.# elliptik,

SP+0 +2 f r ° -  68-{' "2' + 3л "=*; giP^-bolik, ^ 4 ^ = 0 . 69.

f -* + 2 , . ,  = 2,+*; elliptik, — +— +2|^ = o. 7 0 . ( , yy3y i

giperbolik, ^ г  + 0  = ° ' 71' ; = ' + г. 9=^; parabolik,

f +(a+^ +^ /  °' 72*s = * + y, 7 = 3,-^ ; giperbolik,

+1  ̂= 0.7 3 .*>, + з,. v= x+y \giperbolik, ^L+i|!L = o.7 4^ -v,
dgdrj 2  5 £ 5̂ 5// 2 5//

giperbolik, ^  = o J 5 ^  = in(x + 4 7 T \ ) , n  = \n(y + y[ ^ 7 i ); elliptik,

0 V =O* 76* ^ +*  ?7=̂ ; g iperbolik ,^L =0.7 7 . ^ ^ ,  w ;

parabolik, ^ L +± 2 L = o . 7 8 . 4 = y + x ,  u = x - y 2; giperbolik, ^ -  =0.79.

52м 5m
d£drj

;=л,17=х+^; giperbolik,— +— =0 . 8 О.4-=д:г+л , „ ; parabolik, 

1 ^=0. 81. 7 =*2; elliptik, f ^ + f 4 +4 - ^ +-L *  =0. 82.
^  £-7/5# 2/; 5;7

 ̂= л- + sin у , Tf—x  i parabolik,-^-+ 77— = o. 83.  ̂= j* + У + cos x, TJ = x  — y  — COSJT 5

L 1M 52м 1 Z+n ,du du Q .giperbolik,-----н— c o s  “ (~— —) = o. 84.& r  5 яуя™ 4 2 577 5<55c57; 4 2 '577 5#' - - ~ £ = * + cos y, tj=x ; giperbolik,
52m 1 5m+ -— = o. 85 .£= A  77=x; parabolik, — ~ —  = o 86 Z =xte*

”  а п  577- r f  d Z  • u * ь - <g2 >5^577 77 дг/
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// л-; parabolik,-|4~ У* т? 7 = 0 - 87.^ = ?gy, т? = in ^; elliptik,
’ * 57/- Z +7T dZ

' " i =0. 88. £ = * + cosy, ?7=^; parabolik, | 4  = 0- 89-
• 5 //2 l +  £ 2 dZ dll

' м''-2л-, rj=e>' - x :  giperbolik, —  = 0. 90.^=У,7? = 4x; elliptik,°  r dZdtj

,)' ll.+ 8̂ L + } - 8!L = o. 91. Z = /  +‘2ex,?i=yl p a r a b o l i k , - = 92.
!)Z2 dij2 Z dZ 8li Ti or>

e ciiipuk.|i+0+±|=o . 93.4=*г-з/.

parabolik,| 4 + tt4 ? - =0- 94- i  = 2jc + sin y, n - y  \ parabolik, 2 — о.
1 5 //- 4// ~Z dri OV

95. Z = x+ 2e*t„ = 2д-; elliptik,-^-+44 = 0- 96. <f = .* + y  + sin *,?/ = x-j-sin^;
5£" 577-

1'ipcrbolik, - ^ - + |c o s ^ ( ^ - ^ )  = o. 97. Z = y tg ,T j= y ;  parabolik,
' 1 5^577 4 2 577

,r4 — = 0 . 98. z = yc/vc, Tj = shx; parabolik,|4+ т-Ц -(4 ^ +7-^) = °- 
5 7/2 ^ 2 + 7 /2 8Z  * 1 +  7  ^

9 9 .  ̂= ysin̂ , 77=^; parabolik, f 4 - ^ | j  = 0- 10°* >■ >0 daelliptik,

4 ^ + ^ ii+ — — - 0  ; v <0 dagiperbolik;  ̂= x-i(-y)4 
5<f 57/2 З/7 57/ ‘ 3
52m + —i )  = 0. 101. у> 0  daelliptik,4r=jc, 77=2^ ;,/_X+3( У):’ 5̂ 5?7 ' (77-£)'5<f 57/

5‘“ +l Z +^zl^L  = o; y<o da giperbolik, z = x - 2 j ^ y ,  r j = x + 2 ^ Г у ;
d Z 2 d r y  TJ d r j

102. ^A„=A*>o, у <0), va
5^577 (77 -  z) dZ dr]

S=<rxy,r, = (.-y)U*>°, y< 0). elllPtlk’ - ^ +^ +5 J ^ +3 ^ - ° ’

я = (-JC)2 - y \ r j  =  (-JCp + у  =, (x > 0 , у < 0 ), va<f = JTT - ( - y ) 4  77 = jrT + (-У )1, 

(.x > о, у < o), giperbolik,
52m 52m

d Z d i j "  3 d t j 2 - d Z 2 dZ drj 

va

■+■ (77 — Z — 0 . 103. Z — Jx> Tl--Jy  ( X>0 ,  y >  0),
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Z  = n  = y f - y  (x > o,

/v  =  v ~ X ,  77 =  ' / у ( * <  0,

д~и d2u 1 du 1 duy> o), elhptik, — r + — у - - — — — = 0 ;
dr] % d% rj dr] .

У > 0), £ - ' J x ,  J] -  -yj- у  (д- < о. Х>0),

giperbolik, 4 4 d 2u i ди  

drf ZdZ - — = о.Ю4.
TJ drj UK +U>,n+UK =0’ £ = x> П -У ~ х ,

C -  X - - y  + ^-Z . 105. U„ -  um + u K + u n = 0, £  = ]-x ,  n = ] -x  + y ,  £  = -~ .X  - y + z .  
z z  2 2 2

106. ^  — u nn+ 2 u ? =0, £  =  X + V , TJ = y - X  , £  = y  + z .

107. Ug+u44= 0, <f =  x , n = y - x ,  c = 2 x - y  + z.  108. = 0 ,  £ = x ,

C = j * - j y  + j z .  Ю9. ««+иот+%+«„ = 0,^ = х, 7 = j/-x,

4" =  *  -  X +  2 ,  т =  2 x  -  2 y  +  z  +  t .

110. U ^ -I inn+Ug+U„=0, g = x + y ,  n = y - x ,  c  = z ,  T = y  + z + t .

111. U g-U l]l]+Ux+UTT=0, £  = X + y ,  T) — у  X , C = - 2 v + z  + /, T = z - t .

112. =0, ^ = X, r j - y —X , <- = 2д:-у + г, Г = Х+2+/.
113. + W,;|? =0, 4 = X, // = >’,  ̂= -jr-j+z, Г = X-J>  + / .

114. £«<* =0, & =£x„ * = u,...,„. 115. =0, 6 = £ x M

£ = 1,2,..., n .

1 1 6 .  5 ] к йй - 0 ,  ^  = * , ,  4  ~ xk Хк-Л1 k = 2,3,...,H .  1 1 7 .  = 0 ,
A-=l

3-bob.
1. f ( y  + ax) + g ( y - a x ) .  2. /(*-.y)+g(3;r+ _>-). 3. /О 'К ^ У * 9’.
4. x-,v+/(x-3^) + g(2x+>- ) ^ .  5. [/(x)+g(y)^ '. 6. e^+[/(x)+gO)k3x+2;’.
7 .  Z 0 ; . 8 .  f ( x + _y) + ( x  —y ) g ( x  —y  )  (.x > - y  yoki x < —y).

9. /(jy) + |xy|?g^j, (har bir kvadrantda). 10.
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i „ i i, ,/ . Kolisa(ma. ux v  bclgilash kiritib,

• i и nniuosiibndnrni oling. 12.

. i . |n i/i ).' ' K o ‘i\satina. uy =v  bclgilash kiritib,

n , i , i Sn; о immosabatlarni oling.

I i i / i »И / ' M i  I ( г i/)k (//)c Ko‘rsatma. uy + u = v  bclgilash

I llll il • II I', i г*\ г,, и», i yVy + yv  = 0 immosabatlarni oling. 14.

•'i >и  / ‘( O i  | ( г ч Ш п У  xndrj- Ko‘rsatma. uy + u = v  belgilash kiritib,
0

и i .i  ’гг, (г, I \r) 1 7,v(i'r i ,w) o immosabatlarni oling. 15.

'I • ММ 14 К, II v'l I ' )') I !//(?. л I y)\ | 7 # u = (p(x + 2y) + 4/{x + 2y)e~-\Jg

'l ii ii. I.'» i г), I 9. a i/i(\ y) i i//(.v + 3y)e * ;20.
' i ' i  i г I M '(* i I r)i 21. II </>( x i 2y)ii//(3x + 2 y)e~ ; 22. 

ii Hi П)и/(г iv)c '. 23. n </i2x-y)+iy(2x-y)e~x; 24. 
и v»<' 'M l. 1 • у/(v v).25. и r/?(2x-i-3j') + y/(2x + 3>>)e 3; 26. 
ii </i ’\ г) I i//(.y i Зу)е* д; 27. и = tp(3x-y) + i//(x+y)e - ; 28.
и i/>( \ i 1 v) i i//(x + y)e '■ ; 29. u=(p(x)+iy(x—e  )e ; 30. U -  (̂дг + cos v) — + y/(x); 31.

д и I ди
/. \ i y, i/ = 5 x - y , ——-  +  7 —  = V;u = tp(x + y )  + t / / (5x-y)e  6 ; J Z .  ^ = y>

ogorj 0 or1

i j = y - c o s x ; — ?— 1 ^ -  =  0 ;  г/ =  ^ p ( » + v / 0 - c o s x ) e ,’; 3 3 .  4 = x y , r j = y ;
dqdr] dr)

= u  = <p(xy4) y 3 + iy ( y ) ;  34. ^ = x 2 + y , r j = x
d&Tj n d£

d и du _ .
’ ~drf ~~&q ~

; // <f(x +y)+iy(x +y)e ; 35. f  = xy, П—У ? ттг -------~  = u = у<р{.ху) + у/{у)\ 36.
dqdr] i] dq

ь *)/ >'/=x ; ~ - - - ^ = Q ; u = ( p ( . xy ) x +ifKxY,37-<f;=x2 +y, ч = х ;
дфч ij дх

0ги 1 du . ^  2 , \ 2 , у 2 , s 'уо к з d2u 2 duт — —  = 0;г/ = ̂ х  +у)х +i//(x +у); 38. £ = х у , г 7= х ; — ----- —  = 0;
di] rj di] dqdi] rj dg
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х 2 + xt + <\t2 + —x /3 . 1 0 6 .  s i n x .  1 0 7 .  J tf+ s in fc + O -C l-c W te * . 1 0 8 .
6

1 + / + — (1 -  cos 3t) sin x. 1 0 9 -  -y ■, (l -  cos c/©/)sin cox. 1 1 0 .  —------ ^-sin cot. 1 1 1 .  x+ty+ t2.
9 a‘co со со2

1 1 2 .  x y ( \ + t 2) + x 2 - y 2. 1 1 3 .  I , ’ (.v3 — 3xy2)+  ex cos у  + tey sin x. 1 1 4 .  X +l~ + ^ s in y .

1 1 5 .  2 x  - y 2 + { lx 2 + y 2)t + 2 Г  + 2 t3.

1 1 6 .  X2 +ty2 + l , 2(6 + x3 + y3)+t2 +^ , \ x  + y } 1 1 7 . e3xUy

1 1 8 .  cos{bx + cy) cos{atjb2 + c 2)+  —  '1 sin(6x + cy)sm[atjb2 + c 2)

a^jb2 +c2

1 1 9 .  (x2 +  у 2)2(1 +  0  +  8a2t2(x2 +

1 2 0 .  (x2 + y 2 + A a2\ e ‘ - \ - t ) - 2 a t 2i \  + \ t \  1 2 1 .  x 2 + y 2 - 2 z 2 + t + t 2x y z

2 5  , ,  1 1 '
— c h 5 t--------1— sh5t
26 25  5

1 2 2 .  y 2 + tz2 + 8t2 +—t3 +— lAX2 + ~ t
12 45

1 2 3 .  x2y 2z2 + txy + 3  t 2(x2 + y 2 + z2 + x2 y 2 + x2z2 + y 2z 2)+ ~ tA (з + x2 + y 2 + r 2) + — / '

1 2 4 .  ex+y cod\Zy[2j+te2}+4z s in 5 x  +  / V r^  s in j 'c o sz .

1 2 5 .  (l + /)(x2 + y2 + z2)2 +  10я2/ 2^1 +  ̂ /1 (х 2 + y2 + z2)+a4t \ 5  + t).

1 2 6 .  (x2 + y2 +z2 +6a2\e ' - \ - t ) - a 2t2Q+t).

1 2 7 .  —  ( l - c o s a / ) e '  c o s ^ s in j  +  e ^  -sha tsm x + ̂ j=sh[at^2]+x2ch[atyf2] .
a \_a V 2

1 2 8 .  xycos z cos at + —yzexshat+— ——j  cos(3^ +  4 z /  e ' -  cos5  at — -  sin  Sat
'■ l + 25a~ 5 a

1 2 9 .

cos at + —sin at к a )
1 I COS л/х 2

л/х2 + у 2 + z 2
■sin -Jx2 + y 2 + z2\ t cos at — at sin a t-----sin ai

4 . 3 .

1 .  1 + e ' + — l2. 2 .  t3 + e~‘ sin x 
2

. 3 .  (\+i)e ' COSY. 4 .  chlsinx. 5 .  l - c o s /  + (l + 4 /)_2e

6 .  (l + / )_2e 1+' . 7 .  x(l + 4 /) 2e w '.  8 .  (l + /)~2 sin ———c ,1(,+') . 9 .  e f — 1 + e  24c o sx s in y .
1 +  /

1 0 .  I + i s i n  xsin yfcsin / -  cos / + e~2')  1 1 .  sin( +— —— e l+4' 1 2 .  —+ —- L = e  ,_+'
5 (1 + 4 /)3 8 VTT7
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h w )  K
П  _ _ l _ _ c o s — e 2<b,J>. 1 4 .  — cos x(e ’2' - 1  + 2 /)cos _y cos ze_4' . 1 Э .

* VTT7 >+'J 4
e  - 1 + s i r ( x - y - z j e ^ ' -

s . (■r+>—-)

i6. и -  ■

1 8 . -- --
л/1 +  4/Т  l +  4 f

и+2 -.Й1
( l  +  4 / ) "  2 e  1+4'  •

sinZ  coc ^  1 9 .  е~ * со в£ хк. 2 0 .  (l + 4 /)_2 e UAl. 2 1 .
1 Л. Af 2 i=l

.  £
к '"44 i re2 2 . (1+4/) > s in £ y «  • 2 3 ‘ 4 и л ш "

5-bob

7 ___ 1 [cos(2* + 1)/ + sin(2A' + l)<]sin(2* + l)x
L-~ nh(2k+\r

3 .  8 e - '£ - H )*-
(2/t + 1)2 L 2k + [)

. (2k +1) . (2k +1) ^
sin ----------  ̂C°s z x-2 2

4 - 2 cos 2kt + -— sin Л / - 2
sin^rAx, 2t = J(ktr)  4 -

5 .  f ( 2 - x )  +  J 4/ /czr
/г7Г.4 23

х/ ^ 2 ( - l) t+1

sinAjJ]2 -)3 *•
. л £ х  ,  f  к я

smT ’ л=4 т. - 1 .

)■ 7 + X ’
/ i=l Ttk/̂ .

t — — s in > V
Л-

. лкх ( к л \  _ J

7. sin2̂ cos2/ +£(-l)‘ 2 - [ l - c o s t o ] s i n f a .
t=l Л

8.
i . ,

- l  +  e  2 cos/Uj.t + — s i n / V
l /4-

sin(2/c4-l)7zx, ~ 2̂/t -+-1)3 7Г3 Mk V 2/C + 1̂ 71 4

Ko‘rsatma. Yechimni qator ko‘rinishida qidiring.

Izoh. Yechimni »=v+® yigSndi koYinishida qidirish mumkin. bu
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yerda v = i*(i-*) funksiya tenglamani va chegaraviy shartlarni 

qanoatlantiradi. U holda
u(x ,t) = ——-  cos//*/ + —— sin //*/ |e 2 sin(2A + \)лх.

1 *=°V lVk )
9. 2xt+ (2ef-e"1-3te*)cosx. 10. 3+ \{t+ t2)+(5te'-8e'+4/+8)sinx

11. *(f + l) + U j ' - ^ + l j c o s - x  12. * + ( ± - 1 ^ + 1 , 
^  5 )  2  U O  6  15

e5' \e~x sinSx

13. xt+ (l-e~r -te~')cos3x. 14. (̂e2' + е~г,) - ~ - —cos2x 15.

7  sin x(ch3t -  I) + sin Здг(cht -  1).

16. xt+{ze‘ - e2')e~x sinx. 17. 18. 19. 20.

73.  ̂ sin^, buyerdaa,, = j j u 0(x)sin— d x ,

«= ] (2t'4-l)?;
K oW  = A = const , bo' lgani uchun u(x , t )  = — V -------- e '2

я f^ 2 k  + \
(2k + 1>

_(2£+l)VV (2k + ])n74. = — 1 
л-3 П"о(2А + 1)3 /

75‘ 7 | ' ,-7("т7 Т ^ /£ ^ 5‘"£Г ’ bu 7erda ".-!».(*)*•»&£<*,

A>> (и=1,2,...) - lg/I = _ £ t a  = hi>o tenglamaning musbat ildizlari. 76.

, , M„x ■ V, X2  » w° ' /7.. cos + crsin —-— t
! Ъ Ке M p  + H + S. '  • b u y e r d a * . d " . ( " ( / ' . c ° s y ^ Sm y )< fa .

A> (И=,А-- )- = fJ=hi>11 tenglamaning musbat ildizlari

77. 78. ^ § ( - 0 * ^ J ^ c o S<“ ± i k

79. 2 n (2k +1)—e
l
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4. Agar va bo‘lsa, u holda

+;r<, bu yerda c -  ixtiyoriy doimiy. z = 7 da tenglama

ycchimga ega emas. 5. Agar bo‘lsa, u holda

-(5V7 +6a)+i- 6*2. A=±J— da tenglama yechimga ega emas. 6.
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Agar я Д  va я Д  boisa, u holda ^ -y4 +-y2• Agar я Д  boisa,

Gr3 + *2-|.r 4, bu yerda c -  ixtiyoriy doimiy. я = |  da tenglama

yechimga ega emas. 7. Agar я Д  va я Д  boisa, u holda
2 2

+ 7x4 +з. Agar я Д  boisa, 7*4 + з-Д *2 + c x , bu yerda c - 

ixtiyoriy doimiy. я Д  da tenglama yechimga ega emas. 8. Agar

я * ±ybo‘lsa, u holda Agar я = |  boisa, I., + ̂  + Cx2 , bu

yerda c — ixtiyoriy doimiy. л = - 2. da tenglama yechimga ega emas. 

9 .  Agar я = я, Д  va я Д  bo‘lsa, u holda с. + Д .  Agar я = я2Д  

boisa, c2(3x2 bu yerda c„c2 - ixtiyoriy doimiylar. л = л 3 = |  da

tenglama yechimga ega emas. Agar Я*Я,, / = lj2;3 boisa, u holda 

= ASar va boisa, u holda - ^ - s,n 2* + я - i x .
j  — 5 ^  /1 n  "* 4 ^3 -  4/1

Agar л = boisa, ^ -2x - 2 sin2.v+Ccos2x, bu yerda c — ixtiyoriy 

doimiy. яД  da tenglama yechimga ega emas. 11. Agar я * - -  va

я * -  — boisa, u holda
3 n

ЪпХ .- Я+З)5тх+С°52, .  Agar я = -i- boisa, 

cos 2дг- sin * + Ceos *, bu yerda c - ixtiyoriy doimiy. я = - — da

tenglama yechimga ega emas. 12. Agar Я *±-Д boisa, u holda

sinX+8 ^ 9 ( 2/lcos2x+| sin2jf)* Agar Д = ±?Т2 bo‘lsa’ tenglama 

yechimga ega emas. 13. л ning barcha qiymatlarida - Д _ $ш 3* + cos *.
2-  Ля

14. Agar л * ± — boisa, u holda 1-— —cos*. Agar я = -  boisa,
2 л  6(2/1+  1) °  2

f ~ ~  + (8 + 7r2cos-r)c » bu Yerda c -  ixtiyoriy doimiy. я = Д  da

tenglama yechimga ega emas. 15. Agar я * -  va я boisa, u
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I и >li la cos 4 v -i-11-—--—.Agar я  = —- bo Isa, cos 4* —1 + c, cos 2* + с 2 sin i x,  bu
2 -  Ля °  я

yerda <■,<;. - ixtiyoriy doimiylar. я = -  da tenglama yechimga ega
я

emas. 16. Agar я * — boisa, u holda cos3*. Agar я = — boisa,
Я л

..... I. I cos дг + c2cos i x , bu yerda c„c2 - ixtiyoriy doimiylar. 17. Agar 
I/ 1 va л *  —  boisa, u holda c0-—. Agar л = —  boisa,

я  2  я  1 - Л я  2 я

) cos хн-с sin 2 х , bu yerda с - ixtiyoriy doimiy. я = — da tenglama
71

yechimga ega emas. 18. Agar я * — va я*Д  boisa, u holda sin-_. 

Agar я = Д  boisa, Дп л + ссозя*, bu yerda c - ixtiyoriy doimiy.
Ъя 2

a 1 da tenglama yechimga ega emas. 19. я,  =  — ,  s i n * + c o s * , l ;  я 2 =  - —
я я  я

, cos v-sin* . 20. Я, = — , 1; Я2 =—, cos 2* ; Я, = - —, sin2*. 21. я, =-45 , 3jc2-2
2я

' А> Т ’ 15-t 2 _ 1 - 2 2 * Л' = s ’ ^ ; Я2 = -  — , Ъх5 -  х 5 . 23. я, =---5
2  я

sin * - s i n  3* \Л  ̂ = — , sin 2 * + sin 3* , sin х + sin Ах. 24. а = - 1 2 , 6  = 1 2 ,
я

■12x2 +Cix+C2i bu yerda с,.с2-  ixtiyoriy doimiylar. 25. a=Vl5-3, 
< [iviTx2 +3(i-ViT)t]+-—3.x, bu yerda c -  ixtiyoriy doimiy 26. liar

qanday л parametr uchun ushbu tenglama yechimga ega:
ip(x) = яJcos(2j:- y)f(y)dy + /(*) 27. Agar я Д  bo ^a? tt holda

0

л — — sin x + -3 ^ -+ a x + b .  Agar Л = -  da, а = ь = о boisa va faqat shu 
12(1-2Я ) 1-2Я 2

holda tenglama yechimga ega boiib, yechim: <p(X) = c, cos * + c 2, bu 
yerda c„c2- ixtiyoriy doimiylar. 28. Agar я * ± — (а,ь -ixtiyoriy)

я

boisa, u holda 2(q~2̂ .)sinje + &. Я = А da ixtiyoriy a>* laming
2 + Ял- л-

qiymatida tenglama yechimga ega: (p{x ) = — ^ -s in  x + b + C, cos x , bu
2я

yerda с,- ixtiyoriy doimiy; л = ~ — da ал-+4б = о boisa, va faqat shu
71

holda tenglama yechimga ega boiib, yechim: <р(Х) = ь + с 2 sin*, bu
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yerda c2- ixtiyoriy doimiy. 29. Agar a * \ v а я* | ( а,ь>с-ixtiyoriy)

bo Isa, u holda +— ^ x+ax  . Л = 1 da a+3c = o bo‘lsa, va faqat

shu holda tenglama yechimga ega bo£lib, ^ )  = + c , ,  bu yerda

с,- ixtiyoriy doimiy; z  = ь = о bo£lsa, va faqat shu holda tenglama

yechimga ega bo'lib, yechim: <р(х) = ах2 -~(а + с) + с2х , bu yerda c2-

Vi5ixtiyoriy doimiy. 30. Agar Д *± ^ - («,6-ixtiyoriy) bo£lsa, u holda

2A(5a + 3b) 2 , 4A2(5a + 3b) , , , Vl5 j  , tI
" 15-4Л2 +_^ y _ 4/l2 j x+ax+bx . Д=—  d a  5я + зб = о bo Isa, v a  faq a t

shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib, ф ) = ^ х - ^ х 3'^+С1 —x + X

bu yerda с,- ixtiyoriy doimiy; / U - ^ d a  5* + зб = о bo‘lsa, va faqat

shu holda tenglama yechimga ega bo‘ lib, yechim:
ф )  = с\ х - Ф 2 | + C2| x - J ~ x :

bu yerda c2- ixtiyoriy doimiy. 31. Agar

A * 3 va a * 5 ( a,b -ixtiyoriy) bo‘lsa, u holda 2+b. a = 3 da
3- я  3(5-Д)

a = 0 bo‘lsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib, 
K*)=^!*2+l)+CI5 bu yerda C|- ixtiyoriy doimiy; я-sda ь = о bo‘lsa,

va faqat shu holda tenglama yechimga ega bo£lib, yechim:
<р(л) = C 2 x 2 ~ ^ a x  , bu yerda c2- ixtiyoriy doimiy. 32. Agar л * -  ( а , ь -  

-  6

ixtiyoriy) bo£lsa, u holda ^  + l b x K a x .  л=±  da 5a+ 7b = o bo£lsa, va
7(1 — 6Д) 6

7  1 2

faqat shu holda tenglama yechimga ega bo£lib, Ф ) = —-bx+Ctx2 +C 2x~\

bu yerda c, va c2- ixtiyoriy doimiylar. 33. Agar л *  — va л *  2
П

2а,ь “ixtiyoriy) bo£lsa, u holda - fl+^ 4 ^  +
2 - Ал 2 - Л (4 - л ) x+bx2. л = — da

4 - 7 1  

2
7T

158

1 /,( 1 „) 0 bo‘lsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega 

bn'lib, Ф )  -  ■7r—  x+bx2+ C ,  bu yerda c -  ixtiyoriy doimiy; я = -̂?—

du Iruglama yechimga ega emas. 34. Agar A * ± ^ J ^  ( a,ь,с-ixtiyoriy)

, . . .  5Д(На + 36Ab + 42c) [ 2SA2a + 3026 + 35 , , , 1 /5 .
ho Isa, u ho lda  —^ - i ------ 7--------n—  + ax-+bx. Д = - . -  da

21(5-12Дг) 7(5 — 12Я2) 2 V3

s/ jh I 7>/5(«-i-c) = 0 bo" Isa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega

x3 + I, bu yerda с,- ixtiyoriy doimiy;bo*lib, ф )  = ахг +bx+c+C{ x 2 + J^
V

A ' da 15y/3b-7yf5(a+3c)=0 bo£lsa, va faqat shu holda tenglama

(  1з )
yechimga ega bo£lib, yechim: Ф ) = а х г +bx+c+Cl , bu yerda

, ixliyoriy doimiy. 35. Agar л va я*- (a>6-ixtiyoriy) bo4Isa,

. , , 30(6-1)Д , 3aA2 36A2(b -\)  15 , , , . «.
11 ink a —-— —jr +----- x+----------------. я = —  da b - 1 bo Isa, va

15 + 8Д 3-2Д (15 + 8Д)(3—2Д) 8

liu|at shu holda tenglama yechimga ega bo£lib,
./>(.») = —-ax + 1  - 20a + c(A +1), bu yerda c -  ixtiyoriy doimiy; я = |  da

„ 6 = 0 bo£lsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega bo£lib, 
v>(X) = c ix + c 1, bu yerda c, va c2- ixtiyoriy doimiylar. 36.1. я, = ^ ><Pl = x ;

я2 = <p2 = 3 x - 4 x 2; agar я, * 1  va я2 *- I  bo£Isa, «,(*) = (a-

ixtiyoriy); я = ^ а  tenglama yechimga ega, agar a = 0 bo£lsa va

у(х) = ^ах + с 2(зх-4х2), bu yerda C2-  ixtiyoriy doimiy. 36.2. я, = | ,

W)=x, q P = j f ;  agar яД  bo£lsa, A*) = *** я=- da tenglama

yechimga ega, agar а = ь = 0 bo£lsa, va ф ) = С хх2 +C 2x  bu yerda c, va 
c2- ixtiyoriy doimiylar. 37.1. я,=-,  «,, = sinx; agar я * — bo£lsa,

ф )  = а + Ь с о $ х+ А Ь лс + ^^А Вт х; я = — da tenglama yechimga ega, agar
l — лА 7T
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ь = о bo‘lsa, va (p(x) = a + C sin x bu yerda c  - ixtiyoriy doimiy. 3 7 .2 . 
, <?, = x\ agar я * -b- bo‘Isa, ^ X) = ———+ £ + 2Я£л-созх(Ьи yerda

a,b -  ixtiyoriy); я = — da tenglama yechimga ega, agar a = о bo*Isa,2л
va pc*) = A(i + cos .x) + cx bu yerda c -  ixtiyoriy doimiy. 3 8 .

71
x sin(x + y)  + A — c o s (x -y )

<p{x) =  A f ------------------------------------
{ A(A) f(y )dy+ f{x ) ,  agar A(A) ф о bo‘lsa, bu yerda

A(A) = \-A 2 —; я = — da tenglama yechimga ega, agar /, + /2 = о bo‘Isa,4 л

bu yerda /, = Jcos yf{y)dy, f 2 = Jsin yf(y)dy , va yechim: 
0 0

<p (x) = c ,(s in x + cos* ) + —/ js in x  + f ( x )  ( c ,  - ixtiyoriy doimiy); я = ~ — da
Я  Л

tenglama yechimga ega, agar /,-/, = о bo‘lsa va yechim: 
<p(x) = c 2(sin д г - cos x ) - — / ,  sin x + f { x )  ( c ,  -  ixtiyoriy doimiy);

Я

sin(x + j') + —  со s(x -  y)
R(x,y;A) =--------—--------- rezolventa.

Д(Я)

3 9 . <p(x) = A j — -
— A + y(2x -  4Лл' -1 )

Д(Л)
- f (y )d y+ f(x ) ,  agar A(A) * о bo‘lsa, bu

yerda д(я) = (1- 2Я)(1- 1 я>; я = ̂  da tenglama yechimga ega, agar /, = з/2 
bo*Isa, bu yerda /, = }f ( x)dx, /2 = \xf{x)dx, va yechim:

<p(x) = \ x - - y x + f(x )+C, (c, - ixtiyoriy doimiy); я = ± da tenglama 
yechimga ega, agar /2 = o bo*Isa va yechim: (̂x),_l/l + /(*) + с 2(* + 1)

1 - -Я  + Я2.Х-4ЯД--1)
( c 2 - ixtiyoriy doimiy); =—2----—----------rezolventa. 4 0 .
<P{x) = Я J AT Sin >’ 

1-2лЯ+ cos x (ay + 6)a[y + ax + b =

A{A)

----- + 2ляь cos х + ь , agar я * —
1-2Я-Я 2 л-

bo‘lsa (a,b -ixtiyoriy); я = — da tenglama yechimga ega, agar a = о2л
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lio1 Isa, yechim: (c - ixtiyoriy doimiy),
-rezolventa.

41. ,,VJ) _ ,ijsi"*si" y+ 2*sin 2 y -  "-ЛА * '  a§ar я * 7  b° lsa; 1 = »

tenglama yechimga ega, agar jsinjy/O’Mv = jsm2yf(y)dy = о bo Isa,
(г r - ixtiyoriy doimiylar);yechim: =/(x) +c, sm x+ c2 sm 2x

sin xsin >• + sin 2xsin 2 у _ rezolventa. 4 2. b = 0, 3a + 5c = 0 -
R{x,y\A)  =  — -------------:  ; —

da

1 -  лЯ

43. a = 6 = 0, c = -3
VTo

Т о ; а ~ 7 Г о ’ ь ="•c- i o - 44- " ° - b- ^ 45‘

a = 6 .
4 6  a = 0 6 = - 1 .4 7 .  a ,6 -ixtiyoriy. 4 8 .  a.b .c- ix t iy o r iy .  4 9 .  7 a + 56 0

C l , =
J = 1 ,  p, = 4 (x 1 + x2) + i ;  я 2 = - b  fl», = 4 (*> + *• n
Д. =1

%
= 1+7-

bu= 2+ & { t f+ x * y , A  = - ^ 7 ^ ’ tp2= S{x i+ xl)  1.52. я, = 47г, 

yerda r = -Jx[^x[+xf.

X. Analiz kursidan ma’lumki, dekart ortogonal
koordinatalari sistemasidan ixtiyoriy yPy2,....y„ egii chi q
koordinalar sistemasiga o'tishda quyidagi ifoda.

-А д ги

quyidagi formula bilan ifodalanadi:
Au =\ f g ^ d y j 4&B ^

i i ii II  ̂ (vk = Gkl -g {, О /к elementningbuyerdag = dct||g/,|, g-' ^  u

algebraik to‘ldiruvchisi det||g>Jt|| da,
^  dx, dxt 

£jk(y\->yi.... ’7") "  dyj dyk

yvy2,....yn koordinatalar orthogonal bo‘lganda,
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а)
Аи иди  1 д

. . . . .
к " т ; а « “  s 'Vi

buyerdaj = (v , - v ,)>, g"=-!-(*y
8  ,

£
Ь) Дм = — ̂ -(У~) +Jf—y ; с) ДМ = 1 ^  .

дг г1 дер2 7 г д2(л-<4 1 д-и д2и .
дг г2 дер2 + dz2 ’

r  <3r dr r 2 sin и d u v a ty i ' - ^ l d2w
е) sin* и дерТ)

Аг/ =
л / ( ? ~ 1 ) ( 1 - ^ 2 )  f  5

Ш 2-Т1г) <?<?
е ~ \ ,  Эи

5/7 "~>7' _ Эг/

2-а) garmonik; b) garmonik; с) ga ‘ / VJ ^  ^  ■

f) garmonik; j) yo‘q; h) garmonik; Г̂ 0П1к; d) gar™onik; c) yo‘q; 
kitoblar katta. Keyingi hisoblashla^ ^  garrnonik. Bevosita hisob- 
ni Rc/(_-), x-x1 + fcl,debolib, vektor^ gamionik funksiya . - . (, liXl) 
funksiyaning mavhum qismi0(jr alltlk ду> = »+/w
mumkin. Koshi-Riman sharti Ьц 1т/Ы funksiyani qurish

bolda quyidagicha: — = — ,
du dv ............ dxl dx2 ’
&*=“V  Ko‘rinib turibdiki, ди л

2 1 7==-—+ /---
dx. dx,

Koshi-Riman shartiga asosan w(z) du
. ov 

dxi 3t.

funksiya analitik va

Shunday qilib quyidagi
funksiya ham analitik

du . dv
* _ 1 _ dxx dx,

w(z) du__j dv̂  r du 
Зд:2

garmonik; 1) garmonik; m ) yo‘q.
3.a)k 3; b) k=-2; c)* = ± n ,Chb 2 = Cq 

da. °s d)* = ±3-e) k=0, k=n-2 n>2

^ningha4iqiyqism,._l
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Qj 
I Qj

I iiiiidlilik, lining U(x,y) = ux haqiqiy va V(x,y)=-uy mavhum 
■ |i ini.и iuing ol/.i va birinchi tartibli hosilalari uzluksiz va Koshi- 
Г mi,in •.hai lini qanoatlantiradif/x- V y =м«+м;у = 0  ;

' ", uv  <>•
'■» I u(x,y) va v(x,y) lar f(z)=u(x,y)+iv(x,y) analitik 

liml.,iiyiming haqiqiy va mavhum qismlari, Koshi-Riman sharti 
* »,!/,. i у Obilan bog‘langan. Shuning uchun

л t ,/\ i ly/v ~uydx+uxdy ifodalar funksiyalarning to‘la differensiali 
1м» hull shunday q i l i b +uyy = b u = 0  Bundan, Jrfv = ^-uydx + uxeiy

i iivmiy llksirlangan ( x 0 , y 0) nuqtadan to o‘zgaruvchi nuqtagacha 
i \ ) imqlagacha cgrichiziqli integral D sohada yo‘nalishga bog‘liq
• l l l i l ’ .

i i Ivr'  I I

V у
J 6xy0dx+13(.r2 -  y2)dy +iC = x3 - 3xy2 +  i(3x2y - y ) + / ( - 3.x2y0+ yl+ c)

■ / ( ) < •1 s  i ily -  ie cosу +/(e* cosy0 + c)
■ l /( ) :.iiivr/jyiicosxshy¥i(-cosx0shy0+ c \  6.a)v(x,;>) = + J'4- 6 x 2y 2) + C ;

li) U ' r) г r o w ' l l  ; c )  v(jc,̂ ) = -chx cos у + C j g) v(jc, y) = shx sin у + C j d )

, i /и in г i г c) v(x,y) = -shx cos у + c j 7.a) u(xty )—x у —xy'Cy+Cg 
il) n(, r) c’ :,in г I Cx+C0;

I l l ' l l •III I
У - x< VI  < 1,; С)  "(x,y)=x y - — +xy+ 2 +  Cx +  Cn

I • »̂
11 i i м i ’ i Cy+CQ 8. a) u=yexc o s z -y 2 +X1 +g(x,z), bu i (>

i• I• * i is i i iis'uuy j'.armonik funksiya. b) «=c/acosz-y2+y^ +g(x,y) 
l'ii ' nl i t*.( ■, y) ixllyoriy garmonik funksiya.

• г ч \  1 ly v' 1 +х(х,у), bu yerda g(x,y)-ixtiyoriy garmonik

Innl ilyn
■ i| г r<; ••ini' i r)+f>(xKv), bu yerda g(x,y)-ixtiyoriy
■ Mi пн uni limksiyn.
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9. a) v(x, у) = ~ ^ L  -l.sU yf+ Q x+ Q ;

b) v(^)=^-''sinjr+C^+q; с) ^ х , У) , - с ы  ю ,  + с . у  + с , ;  d)
v(*, У) = ~chx cos у  + C 0x + С,

10. a) W(x,̂ ) = ̂ j  y  + 2[ ~ ^  '! tR~*(akcosk<p+bksink<p) = Rs'm</)+R2sm2<p.

cos ktp va sin ktp o l d i d a g i  k o e f f i s i y e n t l a r n i  t e n g l a s h t i r i b ,  q u y i d a g i n i  

o l a m i z :

t\ R2, ao- a x- a 1~ . . . - 0  b2- R A, 6, =ЬЛ =...=0. Shunday qilib,
u(x,y) =  R2r~' sin tp + RAr~2 sin2q> = ( —1 y + 2{—) xy

Ь) zz(x,;;) = ( - ]  (ax + by) + с;с )u(x,у) = Г—1 (x2- / ) ; d )

1 (R
»(x,y) = i: -  \ ( x 2- y 1)+ -  +1;2 V r

e )  u(x, 7)  = ( — I -  0,5^—1 (.V2 -  y 2 + 2 x y ) ; f )

“(x,y)=  T  - 0 , 5  -  (x2- y 2) + -  ( x + v ) ;

g )  ( x - - y ‘) ~  -  ( x - y ) M . a )  U(x,y ) j s y y+ 2( s : xy

j t / R  (ak c°sk ip+bl. s m k < p ) - R s m tp + R 2sin2 ip , cos k<p va sin ktp o l d i d a g i

k o e f f i s i y e n t l a r n i  t e n g l a s h t i r i b ,  q u y i d a g i n i  o l a m i z :

A = ^ >  4  = 4 = 0 2 = . .  = 0  b2 = R A, b . = b 4 = . . . = 0

S h u n d a y  q i l i b ,  ^ ^ )  = ^ V , s m ^  + ^ V - 2s in 2 ^  =  ^ j V + 2 ^ J ^ .

b) = (ax + by) + c; с )  z/(x,j>) = j"—'j (д:2-^ 2); d)

R'м(^^) = у [у) (x2- y 2) + + 1:
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г' i .»w);0

Ш Ц  j I  | || ( 11 ) ( f  A ) (Л-. y ) \

r2 — R2
, | w | (, ( u ) i x - y ) \  12. а)Ф,^)=—-—;Tenglamaning

....  •. i 1111111111 linil.'ib, I .aplas tenglamasiga qo‘yilgan Dirixle
... . .I. mi . i hr.li mnsalasiga kelamiz.
In , , , R ,\ ) \C)  u(x>y)ss^ - Z — > d) u(x,y)  = U y 2 + y x 1 - R 2y *  8);

L о
. i . ,i г z.'il 13. a)/f oda u(x,y) = const . о da masala xato 
i . 1 1. hi l>) i l{ i \ i \ ll(X,y )  = j ( x I - y 2) + c o m t . a  * ^ d a  m a s a l a  x a t o . c )

mi i P ч v • i onsl; (1) da U( x ,y )  = ( x 2 - y 2) + const . da
mi ilii in» г) и ida u(x,y) = ^ - ( x 2 -  y2) +Ry + const . В ф A da masala

.,i.. | | и) i л da u(x,y)=-^j(x2- y 2) +const. A 4" da masala xato.
I  4 r 2

In п л dn »(v. у) -^-r(y2- x 2)-^y-y+const. в  da masala xato.
> 4 r r 2

, ) li Ui da и(х ,у)= ^г(хг- у г) - ^ х у + const. В ф^~da masala xato.
2 4r r 2

(I) n (A \)R da u ( x , y ) = ^ ^ - ( y 2- x 2)+constB*(A-\)da masala xato. 
2 4/" ^

IS. a) n(i',<p) ' siiu/z \ const. и(г,ф ) = 'У'уk (су, со sk<p+bk s in  k tp ) . Bundan
R Rt к-о

/ / ( R, 11>) M( , </>) ] Г (  11  -  R* )(ak c o s  ktp+ bk s in  ktp) = s in$?
к 0

(, a,=4=...=0 b. =-----, b2=b, = ...=o. Shuning uchun0 1 2  ' R -R l

tt(r,<p) = — -— s i n tp + a0,aQ = const' b )u(r,tp) = —— —cost/.) +const' c ) c  = -  — da 
R-R, R -R l 2

u(rtp)= r l™s2? - +const, c  ̂--da ff(tp)d<p = o shart bajarilmaydi. 
2(R '-R }) 2 J

165



d )it(r,p) = ^ ^  + ̂ ^ ? -  +const; c )B = -A d a  u(r,<p) = A r ™S2? + const. В ф -А  
7 R -  R2 R’ -  /?, 7 Л2-Я ,2

2,7
da J/(<3)^  = oshart bajarilmaydi. 1)и(г,$») = /-s in ^  3rz coslcp 

R-R, + 2(R2- R 2) + c o n s t, C =

• C* 1,5 da jf(<p)d<p = oshart bajarilmaydi.16.a)»(r,g>) = S12n2f  + const 

b)»(/■,(g)= -^  f 1 c°s +c o n s t, a = - .  a * 2,5 da \f((p)d(p = oshart
/  l  r \  — 1̂ * /  J

, . RR. sinm 3RZR? cos2«? i 2? t ,
u(r,<p)= /ry  ̂ ч + ^/г,2 2 +  const a *■ 1,5 da ]/(?)</?» oshart

2(R~-R;)r< '  2

bajarilmaydi. c) masala yechimga ega emas. d),* = ̂ da

dR[
(R~R\ У 2(Rz - R 2)r

bajarilmaydi.
c ) n ( t \ ер) -  RR ' s ' n ^  f t  c o s 5 ^  +  COnst 1 7 .  a )* *  =  .x + 2 > ’ +  z ( 2 x - > ’2) +  — ; b )

7 ( Л - ^ ) г  (Л3-Л,5)г3 7 3 ’ 7

и -  xe y cos z  5

c) w=x(x+j;)+z(y-z)+e*sinz; d) u = .tsin + shz cos ^ ; e)
7/ =  л:3 +  z ( 2 x 2 -  y ) - 3 x z 2 -  у  z 3 +  2  |

ln -
1} и = xz + cos Ixchlz -  sin 2c//2z j 1 8 .  и = T+(U—T)— 19. ? /  = T + Ы1 In — 2 0 .

ln -
а

и = U + а'Г In — ; 21. aT = buda .u  = ciT In r + const, aks holda masala xato A

qo‘yilgan bo‘ladi. 22. u = T + -
b ( U - h T ) \ n -

1 + b h In— 
a

—: 2 3 .u  = U+-
a (T  + h U ) In'

; 24.
1 + я/?1п-

+ aT  In — i 25. и =
b U  -  a TbU -aT

bh b ' ah

abh(T In -  + U In - )  + b U - aT

+ ь и  in - ; 26.

A(a + b + In —)
* « r i n - ;  2 7 . m = ^ J ------ e-

6 c
28. a ) w ( x , y ) = x 3 - 3 x 2 - 3 x /  + 3 / + 1 2 х - 1 ;  b) «(* ,> ;) = I ( * 2 - / ) - * + 2 y  ; c )  

u(x,y) = y2 - x2 - 3 x ;
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CO I <4

\0 <p) sin.̂ * ^ .,gtB 3 j/(y )Si
AO ^  * о

h ) IH \ . г ) V  I ' 1 h ' ^  \  [ /  (4 )  cosAt&gL " v  c o s ^ y ,  ?JgM = h.
n  |W « I Л ) ' * »  J

K/ .. , .i«*L»« (2* + 1)лу.
C)"(̂ > л '^(2А ,Г  —

//(х ,у ) =  2(1 + Л /)У
<ы .̂[/(Л" +/^.) + Л]

Л  Си). У к (у )= Л  c°s Лку + h sin \ y ,  htgAI = -Л.
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31.a) u (r,<p) = ~ —4£-У-£) coskq>; b)
3 t_i К \ J\ J

u(r,<p) = - l - ^ - c o s ^  +  ̂ - s i n ^  + 2 ^

w i - l U
cos k(p j

с) и(/-, ф) = 2- + sin ̂ +— £>3
h 1 + hR R~(3 + Rh) cos3< p ;  d )  ы (/% ^) =  С  +  (4  cosktp  +  Bk s i n кф)

A, = •A/r̂ {/(̂ )cosÂ ’ ̂  = | /(9,)sin J f M d<P = o
32.a) ' f l s^ ;

л  л  J ^ \ - A k  \ r  J

b) u{r,(p) = C  + ~ - c o s ( p  + j - I c o s 2 ( p - ~ s m 2 < p  + AR.Yj— ] cosk( )̂

c )  =  ( 4  c o s t , , + г » s i „ k V)

2* 2*
4  = J/(̂ )cosA'̂ /̂ ), Bk = |  f((p)s\nk(pd(p, d)

, v ЛС/ . ...A  2A2 -1 f/?V . ,и(г,(р) = л и -----sin  ̂+ 2£/> ------— — sinkcp ;7" it=? A(l —A“)l /■ Jk-J k ( \  

2

^ h2 —n2  ̂ »•  ̂ ^  )  u{r,<p)= A— i- + - - ■ л (гг - ^ s m l c p  ;
и и r \n L̂ b — a

b
C )  K (r,* > ) =  0 + T £ V - - - '  —  ■ r ( r  ' - 2 ' a  

Zr+a2- ( r ------- )c o s < p + -
r  Z f + a

(r2H—-)sin2 :̂

d) u(r,<p) = T  -
\ + hb\n-

\ + hb\n — 
b

(1 — AZ>) —+ (1 + hb) —
— + abU —----- -̂----------------f .

b2 + a2 +hb(b2 - a 2)
cos <p

34.a) = 2ite4£fc£± |'rysi|1*a ;
* = l

Ь) K(r,p) = f \ v  2“’ C O S ^ ,  ak = - /? " ^ J / ( ^ ) c - ^  + 1);r
2=0 2fl

aU  4aU  A 1 /" r
2a (pd(p,

C) *<^) = f - * » ;  d) A^

e) »(/- )̂ = 20Aу \ - 2{.h l + я*)(1 - C0Sfl4 >
jt=i [ 4 - + 4 )[1+ a (h~ + 4-)]J ̂  Л sin 2Ч#>.
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8-bob. dy —b ±  л/b 2 +ac
йх

I .'Jr i+CP 0;v<o; 2. 2̂  + y = C,;-2̂ + j  = C2;X +y = C3. 3. 4.j, = c,*, 
,, с 5.лг±_г = С. j 6. _y = C. 7. arcsin jc ± arcsin 3< = C. 8 . 9.

10.' 2 u ,u y ± J 2 u 2 + 2u2 -1  Pi v

(<V)J

4 * ;  ■' Щ !  У Щ
dxdy+ (f C\ -  =0. 11 . (Qr- -̂ -  + r/?>0 . 12 .

Jl + 4?

|«)/i(m)]> 0, <y = .J9?2 + ̂ >2. 13. т(г” 4"77 )] 0. 14.
./..I

^ V l r ' - e - r f - c  1 =0. в

C D
= \AD-BC\, CA = AC,

15.

16.

(1 ’ £ 2 - j j 2 - C 2)2 -  0- 17. 18. 19. d v+ u d t=  0 x + / = C,; d u + vd t = 0 x  -  2r = C 2 20. 

I + ^ ^ o +a,/ f - 9 o + ^ -  + a o(9o ± V ^ a 1«»1j  = 0, r = ±^ L

2 [ .  x 2 -t-Г = C„ r 2; x = C3Z, /(l + x 2)dui + /^  +2w,;c2<4=0. 22.

2»/,//1 ,//Vi r77 0, ±  = ^ 2,'/ ± ^ L .  2 3 . i )  u 2 + o 2 < c 2 2)
f/v cos 21// + r

. 1  , ..>и 1 и 

’ a

> C 1 d o ( c 2 —o 2 ) +  </m [ -  u u T  yJ c " (iC  +  u 2 —c‘)J< 0
)</v I 1ШТ -Jc2(»2 (72 -  c 2)jyy.

24. ||( С,, v r f , ;  7̂2 “ С,, ДС — Mj — C5, JC + Z — C6, м4 C7, Х + / —Cg,

2 5 .  / .

/ 1 1 0  0

2 0I l

2A 4-1
- A  —  0

2A + 1

A7-1
2N- 1

0
- Я

zv
2A7 + 1

2N- 1

К = akpk M , a k = const 

щ +з/;(лК + • • •+(2Л/+1) PN [ \  )uN- C  

x ~ \ t  —Ck, Ak /д,(Я ) =  0.
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Эм, Эм,— L +  — -  =  О, 
dt dx

ди, Эм, "i = « “ "г = “ + ”•
Э/ Эх

Эм, Эм, 
dt дх

= О,
ди OU-,„ +2/—  = о,
dt dx

U x =  U  +  L>, Z /2 =  I /  +  U .

d u , / .  s .du ,
+ (1 + л)—l + m2 = 0,Эхdt

du-, ( \du-,—̂  ~ 0 + x )~z~ + u\ =o,. dt dx
Эм, 1 ди} л3 +Л-1
dt ' л/1 + л 2 дх 2(1 + * : ) М|

Эм, 1 Эм2 л3 + л - 1
dt л/1 + л 2 дх 2(11-*2)

+ л/ Z ■x2o, и1= U~- л/l + X2 и.

U. = u + и, U 2 = U + V.

X +  x  +  1 c(«l -w,)

х3+л-1 x(//,-l>,)
= 0,

• =  0 ,

30.

31.

Эм, Эм,
— —  +  ------- =  M, ,
dt dx

~~ *■ 4 — = 8m, , u = со и = 2u + и + 2<a, Щ ~ ~  1 4 / + 7/9+'2(0.ot dx
du, , Эм,

—4 —-  = 2m3, 
dt dx

du\ du.
— L +  l l — L =  M, + M , ,
Э/ Эл- 1 2
Эм. Эм, . _ „
~   ̂ ** — ~U\ - "M i> I/. = i/ + и u 2 = w — о , 4-5V  + y(D.
ol dx

Эм3 du.
—— (-2----- = jm  i + 2м, + M,,
Э/ Эл ' 2 5

32. 33 

34.
u = g(t + 2x) + f { t - x 2), |м  =  (^5  + l ] / [ 3 x - J 5 y )+ ( Z - l),?(3x +  S y \ .
v = g(t + 2x)- f( t - x 2) { u  =  (л/5 +  з ) / ( з л -  J5yj  +  (л/5 - з)^(зл  +  лД у)

36.
м = /(9 /-л )+ ^ (м -л ) , 
v = f ( 9 t - x ) - g ( t  + x),

Гг/, =  /(л -  / ) + h{x +  2t)+ 3g{x -  3/), 
3 7 .]  м2 = 3A(x + 2/) + g(x-3/),

/в = —• /(9 / -  л) + 3#(/ + л) + eo(2t + л). Ч  «3 = ЗЛ(л + 2() + 6g(x -  3/).

38. u = t, v - 2 x  + t. 39. и = -/(l + /), м = 2-t-/ + /2.40. и = —t, v - x  + 21.
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II- J £ ± ' | +f| i= i | -^o)4241.

= 1z 1l +1L(x -  y ) \
2 0  i 6 v

43. 44. 45.46.47. 48.

x - t 5 у — x 25
4 16

( x - y ) \

ol k=o( n

= z

49. I = Z

50.

51.

52. =2Z-

И *

■ + кл

2 sin {— + fc7r\x cos M  — + к л \
U V2

-  л/Го cosf — + кл  jx s in л/io l — + кл  ]/

( -0*

§— (f***)

V 2

--Zsinf—+ A;rlxsinf—+ Ал1л/б/
7б‘
2 cos

V 2
f — + Ът jx co sf— + кл \-j6t
\ 2 V. 2

И *u , I ,A=0 [ 7Г .— + кл

(-1У

-------Z cos| fL + Z s i n  л/6 —  + кл  |/
Зл/б U  J u
2sin — + кл  лсоэл/б — + кл  /

U J 2

I f -

i f  — + кл  |л cos VTsf — + кл  |г
V 2

—  cosf — + forVsin VTsf — + А'я-\

J J

53. it s  l, ysO.
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