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So‘z boshi

Xususiy hosilali differensial tenglamalar fani nazariy va amaliy
ahamiyatga cepa, Ushbu fanda, asosan, ikkinchi tartibli xususiy
hosilali differensinl tenglamalar va ularga qo‘yilgan masalalar
o rpantladic Helcnchn tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar
matemntih tizkn tenglamalari deb  ham  yuritiladi, chunki bu
fengmdar faloaning turli sohalarida uchraydigan jarayonlarning
it modellaring - tuzishda  ishlatiladi. Fanning magsadi
it fizikaning klassik tenglamalari deb ataluvchi to‘lqin,
[ uplas hamda issiglik targalish tenglamalarini tekshirish va ularga
(o' yiladigan asosiy masalalarni yechishdan iborat. Bu tenglamalarni
o'rpanish talabalarda tegishli jarayonlar haqida tasavvurga ega
bo‘lishlariga imkon beradi. Ayni paytda ularni mantiqiy fikrlashga,
to*gri xulosalar chigarishga o‘rgatadi.

Xususiy hosilali differensial tenglamalar hozirgi zamon
matematikasining muhim sohalaridan bo‘lib, u matematikaning bir
necha sohalari, jumladan, matematik analiz, funksiyalar nazariyasi,
integral va differensial tenglamalar nazariyasi, funksional analiz,
fizika, texnika fanlari bilan uzviy bog‘lig. Matematik fizika
tenglamalari so‘ngi yillarda keng rivoj topib kelyapti. Endigi kunda
matematik fizikaning klassik tenglamalaridan tashqari aralash
turdagi xususiy hosilali differensial tenglamalar ham o‘rganilib,
fizikaning ko‘pgina masalalarini hal qilish uchun keng tatbiq
qilinmoqda.

Matematik fizika tenglamalar fani 2018-2019 o‘quv yilidan
boshlab xususiy hosilali differensial tenglamalar fani deb yuritila
boshlandi. Xususiy hosilali differensial tenglamalar fanining asosiy
vazifalariga xususiy hosilali tenglamalar hagida umumiy tushuncha
berish, ikkinchi tartibli kvazichiziqli tenglamalarning turlarini
aniglab ularni kanonik ko‘rinishga %g%lgféljxiﬁﬁg%r%%gﬂ}gaMng

y71 ARM

\
« 'i
\ INSTHIU |

1

1

1




klassik tenglamalari va integral tenglamalarni o‘rganish, har bir
turdagi tenglamalarga korrekt masalalarning qo‘yilishi va bu
masalalarni yechish usullarini o‘rganishdan iborat.

Ushbu  qo‘llanmada  xususiy  hosilali  differensial
tenglamalarning  yechimlarini  analitik ravishda olish, bu
tenglamalarga qo‘yilgan turli masalalarni, integral tenglamalarni
yechish usullariga bag‘ishlangan bo‘lib, bu usullar imkon gadar
keng yoritishga harakat gilingan. Ko‘plab misol va masalalar
javoblar bilan ta’minlangan.

O*quv go‘llanma mualliflarning Buxoro Davlat universitetida
ko‘p yillar davomida matematik fizika tenglamalari va xususiy
hosilali differensial tenglamalar fanlaridan olib borgan amaliy
mashg‘ulotlarida o‘rganilgan misol va masalalar asosida yozildi.

- 1HO1, XUSUSTY HOSILALI DIFFERENSIAL
ENGEAMALAR HAQIDA ASOSIY TUSHUNCHALAR.
PN C T TARTIBLI XUSUSTY HOSILALI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

Clahibi bobida xususty hosilali differensial tenglamalar hagida
Aoty lomotlae - berilib,  birinchi tartibli xususiy hosilali
A terenednl tengdamalaming umumiy yechimlarini topish, ularga
o vt foshie masalasing yechish o‘rganilgan. Mavzuga doir
st yechiah uchun misol va masalalar keltirilgan.

[ 1 Wirinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning
umumiy yechimini topish

I'tkli o‘zgaruvchi, noma’lum funksiya va uning hosilalari
arnstdagi funksional bog‘lanishga differensial tenglama deyiladi.

Apar tenglamada noma’lum funksiya ko‘p o‘zgaruvchining
(0'zparuvehilar 2 va undan ortiq) funksiyasi bo‘lsa, bunday
(enplama xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.

n o o‘lchovli & Evklid fazosida nuqtaning dekart
Loordinatalarini  x,X,...x,, n>2 orgali belgilaymiz. Tartiblangan
manliy bo‘lmagan » ta butun sonning o=(a,a,..2,) ketma-ketligi n

tartibli multiindeks, |o|=a, +a,+..+«, soniga multiindeks
wzunligi deyiladi. ¢ - » fazodagi biror soha (ochiq, bog‘langan
(o' plam)  bo‘lsin. ux)=u{x,x,..x,) funksiyaning xe¢ nuqtadagi
li| e, vex, 1., tartibli hosilasini

f«],
D' = DDy Dy = #—r Du=u(x)
Ox;"0x3*...0x,"

lo*rinishda yozamiz. Masalan, @=e¢; xususiy hol uchun

- " u au 5 ou
D'u=—=D"u, Du=—=u, Du=—5=u, .
ox" ax, a;
5




F=FHx,..gq,.) funksiya ¢ soha x nuqtalarining  va
9u=Yuum.a, =D, @ =0l.. haqiqiy o‘zgaruvchilarning berilgan
funksiyasi bo‘lsin.

Ta’rif. Ushbu

F(x,...,D"u,..):O (1)
tenglik noma’lum u(x)=ulx.x,..x,) funksiyaga nisbatan xususiy
hosilali differensial tenglama deyiladi.

(1) da qatnashayotgan hosilaning eng yuqori tartibiga
tenglamaning tartibi deyiladi.

Agar rbarcha ¢q,, (Jof=0l..m) o‘zgaruvchilarga nisbatan
chiziqli funksiya bo‘lsa, (1) tenglama chizigli differensial
tenglama deyiladi.

Agar differensial tenglamaning tartibi » bo‘lib, rbarcha g,,
ld=m o‘zgaruvchilarga nisbatan chiziqli funksiya bo‘lsa, (1)
tenglama kvazichiziqli differensial tenglama deyiladi.

Ta’rif. o sohada aniqlangan uxfunksiya (1) tenglamada
ishtirok etuvchi barcha hosilalari bilan uzluksiz bo‘lib, uni
ayniyatga aylantirsa, «x ga (1) tenglamaning klassik yechimi
deyiladi.

Xususiy hosilali m - tartibli chizigli differensial tenglamani
ushbu

Lu= Y a,(x)DU= f(x) 2)
fafem

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda a,() lar tenglama
koeffitsiyentlari,
L= Za“(x)D"

fefen
esa xususiy hosilali m - tartibli differensial operator.
Barcha :cglar uchun (2) tenglamaning o‘ng tomoni /(x) nolga
teng bo‘lsa, (2) tenglama bir jinsli, s(x) nolga teng bo‘lmasa, bir
jinsli bo‘Imagan tenglama deyiladi.
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Apar wo  va vy funksiyalar bir jinsli bo‘lmagan (2)
(englomaning  yechimlari bo‘lsa, ravshanki, (tenglama chizigli
o Tpand sababli) wiv - uo) - v(x) ayirma bir jinsli (s =0) tenglamaning
yechinmi bo'ladi.

Aparda w(x), 1.« funksiyalar bir jinsli (r=0) tenglamaning

yechimlar bo'lsa, u(x) ic,u,(x) funksiya ham, bu yerda ¢ — haqiqiy

o spnemasdar, shu tenglamaning yechimi bo‘ladi.

I'wlntib o'tamiz, ¢ sohada aniqlangan va - tartibgacha xususiy
hostlnlart bilan uzluksiz bo‘lgan haqigiy w(x funksiyalar sinfi C*(Q)
orgali belgilanadi, c)- ¢ sohada uzluksiz funksiyalar sinfi.

w()e () funksiyaning normasi
&
lel= > maqD"g ()

kabi aniglanadi.

Ushbu
F{x,,x:,...,x Ou (o - ﬂ] =0 (1)

""”TM'E
ko'rinishdagi ifoda birinchi tartibli xususiy hosilali tenglama
deyiladi.

Agar (1) da 7 funksiya xususiy hosilalarga chizigli bo‘liq
ho*lsa, u holda

A
KOt Xieren ey ,u)gxl F ot X (X1 %55000s x,,,u)% = R(x;, X500y X, 20) (2)
1 n

ko rinishdagi tenglama kvazichiziqli tenglama deyiladi.
(2) tenglama bir jinli bo‘lmagan tenglama bo‘lib, uning
simmetrik formasini quyidagicha
R ¢ 3)

X Xy . X; R
yozish mumkin. Ushbu sistema xarakteristik tenglamalar sistemasi
ham deyiladi. Bu sistemaning » ta erkli integralini
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vy (%, %00 x,, ) = C,

Wz(x,,xz,,..,x,,,u)= C; (4)

y/"(x,,x:....,x,,,u)=C,,
topamiz. U holda (2) ning umumiy yechimi
DAY (011 2 U (312 (30,3, 20) = O (5)
ko'rinishda bo'ladi.

Bir jinsli chiziqli birinchi tartibli xususiy hosilali differensial
tenglama quyidagi umumiy ko‘rinishga ega:

STI': +... X,,(x,,xz,..., 0 —g}-: 0 (6)

Shuni aytish lozimki, w=const har doim (6) tenglamaning
yechimi. Biz trivial bo'lmagan yechimni gidiramiz.

(6) ga mos oddiy differensial tenglamalar sistemasining
simmetrik formasi ushbu

dx dx, dx,
X, (xl ,.\'ZI,...,x,,) 3 X, (x,,x;,..., %) E o Xy (xl,xz,..., x,,) (7)
ko‘rinishda bo‘ladi.

(7) sistemaga (6) tenglamaga mos bo‘lgan, oddiy differensial
tenglamalar sistemasi yoki xarakteristik tenglamalar sistemasi
deyiladi. Ushbu sistemaning yechimlari esa (6) tenglamaning
xarakteristikalari deyiladi.

Eslatma.  Ba’zan I-tartibli xususiy hosilali differensial
tenglamaning umumiy yechimini topishda xarakteristik tenglamalar
sistemasi integrallarini topish jarayonida

dx, dx, L § dx,

X (s 0)

bl(xl?.“-‘xn)=b2(‘xlﬁ'“’xn)_ _bu(xl"“ X, )—

*n

munosabatning o‘rinli ekanligidan
o

a,dx, +a,dx, ++--+a, dx, _‘k
albl +ab+---+amb,, (8)

tenglikning bajarilishidan ham foydalanish mumkin.  Bunda
a,=a,(x,%,,"5x,),i=12--,mgmeN biror bir funksiyalar.

8
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Misol, Quyidagi tenglamaning umumiy yechimini toping:

s VE o ~(x*+ yz)@ =0,
ax oy oz
\echish:  Berilgan  tenglamaning  xarakteristik  tenglamalar
dstemasing tuzamiz:
& o &
Xz 4 -(_xz +)12)

Sistemaning birinchi integrallarini topamiz.
by o & b, In|y| = Inx| + In|C,|
N2 ¥z X y

>(‘,=x}— = w,:%,

:/y " d=

_ xdx+ ydy + zdz s
yz  —=(x+y%) 0

d(x*+y*+:z)=0 = x*+y*+z'=C,
=y, = +y +2%)

bu yerda (8) tenglikdan foydalandik, ya’ni

dy dz - xdx+ ydy+ zdz
yz e +y)) xexz4y-yzezo-(c +y*)’
xdx+ ydy+ zdz _ xdx+ ydy+ zdz
x-xz+y‘yz+z~(—(x’+y’))— 0 :

U holda umumiy yechim

zl:d{z,xz +y? +zz)
x

ko‘rinishda bo‘ladi.
T'ekshirish:
u_0o0 oy, b Oy, _yoP , 0P
& dy, & Oy, & x* oy, oy,
u_ow oy, 80 oy, 1 a0, a0
ox Oy, & Oy, o x dy, oy,
u_ow By, o dy, o ob , ob
oz Oy, @ Oy, oz y, oy,
Topilgan ifodalarni tenglamaga qo‘yib, uning ayniyatga aylanishiga

ishonch hosil gilish mumkin.




Misol. Quyidagi tenglamaning umumiy yechimini toping:

xy%+(x—22)%:yz,

Yechish: Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamalar
sistemasini tuzamiz:

Gl Gl
Xy x-2z yz
Sistemaning birinchi integrallarini topamiz:
& _d — = In|z|=In|x|+In|C|
xy yz Xz

:>C|=i = y=
X

e = = 0=2C
x—=2z. xp:  x=20x7 xp

-

=2 _(-2c)r+C,>C —i—(l-Zsza =2 _x+2z
& 1 2 2.= = W, = x+2z.
2 2 X 2
Natijada umumiy yechim quyidagicha aniqlanadi:

dl(i,l-.—-—:uvZ:J:O-
X 2

Mustagqil bajarish uchun misollar

Tenglamalarning umumiy yechimini toping.
1. ou & ou

)
=
@

+
T ox ay

&z &
y—-x—=0.
& oy

=

& &
NNy O
(x+ y)E 'Vay

10
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22 o,

Sy T
ou i du

X=2)—A(y—2)—+2z—=0,
(x )ax O )Oy o
:g+r—'—x—y
Yo t's .
exz_’_yZz:yer

ox dy k

& &
2x —+(y—=x)——x" =0,
> O )ay x
X ﬁ—ng—yz

)"ax Y .

oz & s
X—+2y—=x"y+z.
o, e =

2 2 0“2 67 2
x*+y )—+2y—+z"=0,
( y)a yay

2y‘z—xy%=xw)zl+l ‘

ox

P2y /2z§=y+x
a )y T

7§—xzz—e"
ire .

%

[o4 oz
(z—y)zg«»xza:xy.

oz oz
) (X =22)— = yzZ.
0 (x )5. bl
ez oz Yy
y—+z—=——'
&x & x
g G &z "
sin® x—+1gz—=¢0S z .
oz &z
+2)—+(y+z)—=x+y.
(x )a (67 )ay X+
& oz 2
+y)—+(x+yz)—=1-2",
(xz y)& (x yZ)a

(y+z>%+(z+x)%+(x+y%=u.

11




(10) formulaga ko‘ra 5. xz @w'@w‘xy%—o U, =2y

2 ax &
[&) 2\
= 1+ p ou ou du
U4 (‘//] __4J ( ¥ ) : ()‘ x(g..y)a-py(y—x)g-}-(yz _XZ)E:_-O’ 14"! -
bunda ¥, v, va ¥ larning ko rinishidan foydalansak, S B
7, .\’-—-+Il—-=0, ui l:—y_
_x—4y+2) GAren) 04 ) & o -
=08 &z &
i 5 = x——y—=0, z=2x,y=1
Koshi masalasmmg yechimi bo’ladi. g & "
Masala. Quyidagi tenglamaning B Ol vy v
ox ¥
Jr"é +yzgz- =—xy 9.
& ; zﬁg—y%ﬂ, z=y*, x=1.
y=x*, z = x* shartni qanoatlantiruvchi yechimini toping. ‘ 10. o
: : s : o oo 4 ‘
Yechish: Berilgan tenglamaning simmetrik formasidan iborat ‘ §+E+25§=0’ u=yz, x=1
Lo, K L u u du 2, 2
Xz yz xy xg+y5+xy5=0, u=x"+y, z=0.
sistemani yechib 12.
yechib,
2 2
‘ s e . Y +tXy—=x,x=0, 2=y
¥ =§, y, =z"+xy larni hosil gilamiz. 13. &
. . a’: &’: =x? 2
Bunda berilgan shartlardan foydalanib, ' 14 il > TRl A R x5
] :
=— &z &z 2
s i, x-é-‘-+yé;=z—xy, x=2, z=y +1.
x 15;
x* +x-—=y, oz &z s
Z | e erEez, yer, cr.
tengliklarni va quyidagi funksional bog‘lanishni olamiz: | 16. b o
(| ' x——y—=2z"(x-3y), x=1,z+1=0.
Wit =t | 7. . & ¥
'//l ’//I az & % 3
Bu yerda y va , larning ko'rinishidan foydalansak, \ 8 i g R B el T
2 3 .
32+xy=(2'.] +(l) l yzg+x2z=xy, X=a, y2+z2=cf.
x X 19 ox 1Y
Koshi masalasining yechimini topamiz. zg_xyg T ————
Mustagqil bajarish uchun masalalar ‘ 20. a "o '
Quyidagi Koshi masalalarini yeching: z%+(22_x2)%+x=0, y=x, z=2x.
4. (4y— 7)—+ @.}.__1—0’ "I;=o=y2+z2 . 21. e a
@ o ¢ (y—'Z)—+(Z"X)—=):'—y, z=y=—X.
2. & w

14 15




27. & oy &

28.

1.2. Koshi masalalarini yechish

. h?lrinchi Tartib.li xususiy hosilali differensial tenglama uchun
: o§ i masalasi quyidagicha qo'yiladi. (2) tenglamaning yechimlari
ichidan shunday " G
e u=f{x,%,....%,)
yechimni topingki, ux, =x? da
. u=¢>(x,,x2,...,x,,_,) 9)
funksiyaga teng bo’lsin, bunda ¢ — berilgan funksiya
Il(osr;u masalasini yechish ushbu tartibda amalga oshiriladi:
. Tenglamaning simmetrik (3) formasini i .
integral topiladi. : ER
2. (4) dagi x o‘rniga x) ni qo‘yamiz:
v, (x,,x2 SN | xﬂ,u) =i,

0 po=
W, (.rl 2 cporee MR ,u): i,

0 -
‘I/,(X,,X,,...,xu_l,xn,u)z i,

va sistema X;,X,,....X,_;,% ga nisbatan yechiladi.
X = a)l(y—l_lv'/_’—:rv-"/T,,)

Xn-l = mn-l (%’«72""’“7")
u= o, 7, 7,)

3.Ushbu funksiyalardan
w(«//.,.%,---,w,,)=v(w.(%%r--mwz(t//.,wz,---m,),---%(@lf.,wz,--.#/n)l (10)
lr(mfn_osjabalm. tuzar.m.z. (10) ga quhi masalasining oshkormas
o'rinishdagi yechimi deyiladi. Agar (10) ni u funksiyaga nisbatan
yechsak, oshkor ko'rinishida Koshi masalasining yechimini olamiz

12

Masala. Ushbu (I+Jz—x—y‘%+%=2 tenglamaning y-oda ==2x

shartni ganoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish: Berilgan tenglamaning simmetrik formasi
RS G
liyz-x-y 1 2
ko‘rinishdan iborat. Bu sistemani yechib,
w,=z-2y, Va= 2Jz—x—y+y larni hosil gilamiz,

bunda y-oni qo‘yib,
=W
2/z-x=y,
larga ega bo‘lamiz. Bu sistemadan x va z ni topamiz:
2
o

By =

z=Y,.
(10) formulaga ko'ra

/3 »
¥ —Z(w. -y4—')=0, 29, -w; =05

bunda ¥4 va ¥, larning ko rinishidan foydalansak,
2:-4;'—(2,/2_-3:;”)’ -0

Koshi masalasining yechimini hosil gilamiz.
Masala. Quyidagi tenglamaning

(ay- 24y 2 2Z=0
&x "oy &

=y +z' shartni ganoatlantiruvchi yechimini toping.

Yechish: Berilgan tenglamaning simmetrik  formasi
& _dy _d_du qpi yozib olib, uni  yechish natijasida

Ty_:z— y z 0

i =£y’ w, =x—4y+z, y,=u ifodalarga ega bo‘lamiz.
Bu yerda x=0 deb,
oy, —yramr F e

tengliklarni hosil gilamiz hamda ulardan y va :larni topamiz.
13




25.

26.

27,

28.

28,

& o oz
-‘:'5;'*'(4\2"')’)5)‘:2, x+y=2z, xz=1.

cz Cz
yz—-+yz—+zz=0, x—-y=0, x—zy=1.

& Ty
x&"':"a:y, y=2x, x+2y=z.

(y+2z")— —Zx’,.%—x” x=z y=x*,

oz oz
(x—z)—+(y—z)—=22, x=-y=2, z+2x=1.

&z
Z 2 3 2
ij_‘*' ay =yz, x=-z°, y=z-.

&
x—+y—=2W, y=x, z=x¥:

16

2-BOB. IKKINCHI TARTIBLI XUSUSIY HOSILALI

DIFFERENSIAL TENGLAMALAR HAQIDA ASOSIY

TUSHUNCHALAR. IKKINCHI TARTIBLI XUSUSIY

HOSILALI DIFFERENSIAL TENGLAMALARNING

KLASSIFIKATSIYASI. KANONIK KO‘RINISHGA
KELTIRISH

Ushbu bobda ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial
tenglamalar haqida umumiy ma’lumotlar berilgan bo‘lib, ikkinchi
tartibli Xususiy hosilali differensial tenglamalarning
klassifikatsiyasi, ko‘p erkli o‘zgaruvchili funksiyalar, n=2 va n>2
bo‘lgan hollar uchun ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial
tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltirish bayon etilgan. Mavzuga
doir mustaqil yechish uchun misol va masalalar keltirilgan.

2.1. Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarni

turi saqlanadigan sohada kanonik ko‘rinishga keltirish

Ta’rif. xy erkli o‘zgaruvchilarning .(:,,) noma’lum funksiyasi
va funksiyaning ikkinchi tartibigacha xususiy hosilalari orasidagi
bog‘lanishga, ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial
tenglamalar deyiladi.

Ta’rif. & fazoda ikkinchi tartibgacha xususiy hosilalari
mavjud qandaydir «(x,y) funksiya berilgan bo‘lsin (, =#,). U holda

Ftr.yuu Syl U, u”,) 0 (D)

tenglama umumiy holda berilgan ikkinchi tartibli xususiy hosilali
differensial tenglama deyiladi, bu yerda F — berilgan biror-bir
funksiya.

Xuddi shunga o‘xshash ko‘p erkli o‘zgaruvchili ikkinchi
tartibli xususiy hosilali differensial tenglama quy1dag1 ko nmshda
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F(x,,xz,...,x,,,u,ul,u ..... U i u ,...):0.
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Ta’rif. Agarda ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili xususiy
hosilali differensial tenglama yuqori tartibli hosilalarga nisbatan
ushbu ko‘rinishga

a,,(x,y)-un+2a,1(x,y)-uxy+au(x,y)-uw+F(x,y,u,u,,uy)=0 wo (3]
ega bo‘lsa, unda ushbu tenglamaga yuqori tartibli hosilalarga
nisbatan chiziqli deyiladi.

Ta’rif. Quyidagi ko‘rinishdagi tenglamalarga ikkinchi tartibli
ikki o‘zgaruvchili kvazichiziqli xususiy hosilali differensial
tenglamalar deyiladi:

a“(x,y,u,ux,uy)un+2a,2(x,y,u,ux,u.,,)~uxy+a22(x,y,u,u,,uy)-uD,+F(x,y,u,ux,uy)=0.
“4)

Ta’rif. Agarda ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili xususiy
hosilali differensial tenglama barcha xususiy hosilalariga va
noma’lum funksiyaning o‘ziga nisbatan ham chizigli bo‘lsa, ya’ni
quyidagi ko‘rinishga
a,(x.y)u, +2a,2(x,y)- u, +azz(x,y)-u” +b, (x,y)-ux +b2(x,y)-u), +c(x,y)~u+f(x,y)=0 3

&)
ega bo‘lsa, unda ushbu tenglamaga chiziqli tenglama deyiladi.

(5) tenglamada o, (x.»). as () an (0} by(x.2). b (5, 2) (. x)]arga (5)
tenglamaning koeffitsiyentlari, /(x,») ga (5) tenglamaning ozod hadi
deyiladi va ular oldindan berilgan deb hisoblanadi.

Ta’rif. Agar (5) tenglamada s(x,,)=0 bo‘lsa, u holda bu
tenglama bir jinsli tenglama deyiladi. Aks holda, ya’ni/(x,y)«o0
bo‘lsa, (5) tenglama bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglama
deyiladi.

(3) (yoki (5)) tenglamada o‘zgaruvchilarni ixtiyoriy (o‘zaro bir
qiymatli) almashtiramiz. Bu uchun biz x va y erkli o‘zgaruvchilarni
teskari almashtirish natijasida, ya’ni
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£=0@y)sn=v) (6)
berilgan  chizigli  tenglamaga ekvivalent bo‘lgan va soddaroq
ko‘rinishga ega bo‘lgan tenglamaga ega bo‘lishimiz mumkin.

Buning uchun (3) tenglamada x va Y erkli o‘zgaruvchilardan

yangi & va 7] o‘zgaruvchilarga o‘tamiz:
u =u s Hua,,
u, =u g, +u,n,
U, =uull + 22U, E N, U, L Al U, (7
Uy = Ilgf,fy tug, (5:’7y + 5,\!'7: + Uy 710y iy érr Uy
Uy = ugff, +2ug &0, 1,1 3 FUL, U],

(7) ifodalarni (3) tenglamaga keltirib qo‘yib, ¢ va g
o‘zgaruvchilarga nisbatan (3) tenglamaga ekvivalent bo‘lgan
quyidagi tenglamani olamiz:
a6, e + T €}t + ety + PGt 1,)= 0, @®)
bu yerda
an = a, &l +2a,E 8, +antl,
an =a,é, +a, (5,77,. + ’7,5_\.)* ayé, 1, 5
an =aun} +2a,0,7, +ayn} ,
Ta’rif.
ady’ —2a,dvdy+aydd =0 )
oddiy differensial tenglama, (3) tenglamaning xarakteristik
tenglamasi deyiladi.
Ta’rif. (9) tenglamaning integral chiziqlari esa (3)
tenglamaning xarakteristikalari deyiladi.
(9) tenglama quyidagi ikkita tenglamaga ajraladi:

Q=an+\)afz"an'azz (10)

dx a, ?
:(l:au—\]a,’z—a"-an . (l])
dx ay

(9) yoki (10) va (11) oddiy differensial tenglama yordamida
berilgan (3)-tenglamaning xarakteristikalari topiladi.
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Ta’rif. Agar qandaydir » sohada a),-a,-a,>0 bo‘lsa, (3)
tenglama giperbolik turga qarashli, agar p sohada o,-a,-a,<0
bo‘lsa, (3) tenglama elliptik turga qarashli, agar D sohada
ap—a,-a, =0 bo‘lsa, (3) tenglama parabolik turga qarashli deyiladi.

Shunday qilib, &,-@,-a,, ifodaning ishorasiga qarab (3)
tenglama quyidagi kanonik ko‘rinishlarga keltirilishi mumkin ekan:

ay-a,-a,>0 (giperbolik tur), wu,—u,=®xyuu.u) yoki
U, =(x, yu,u,u,) .

ay—a,-a, <0 (elliptik tur), u, +u, =(x, 10,1,

a,~a,-a, =0 (parabolik tur) u, =®(x,y.uu,u).

Bu yerda ®(x.y,uu,.u,) soddalashtirish natijasida hosil bo‘lgan
funksiya.

Misol. Quyidagi tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiraylik:

Uy —2u,,—3u, +u, =0,

Yechish: o, -1, 4, =1, 4, =--3 — tenglama koeffitsiyentlari.
A=a),~a,-a, ifodaning qiymatini hisoblaymiz. a=4>0, demak
tenglama giperbolik turga tegishli. (9) xarakteristik tenglamani
tuzib, uni yechamiz:

dy  —1+2 dy
—_= D= x=-y=C ,
X=) E

dx 1
%:“ll—_zs%=—3sh+}/=(h

Umumiy integrallardan birini ¢ va ikkinchisini 7 bilan
belgilab, (7) formulalardan foydalanib hisoblashlarning natijalarini
berilgan tenglamaga keltirib qo‘yib, soddalashtirishlardan so‘ng
tenglamaning quyidagi kanonik ko‘rinishini hosil qilamiz:
114,'—-%(11‘,—11”):0. .

Misol. Quyidagi tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiraylik:

Vi +2puy, +u, =0,
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Yechish: o, -y, a,=)", 4, -1 — tenglama koeffitsiyentlari.

A-al,—a,-a, ifodaning qiymatini hisoblaymiz. a=0, demak
tenglama parabolik turga tegishli. (9) xarakteristik tenglamani tuzib,
uni yechamiz:

Z-y %:x—yg=C.

Natijada olingan integralni s orqali, » orqali esa ixtiyoriy
[unksiyani, masalan, »=y deb belgilab, (7) formulalardan foydalanib
hisoblashlarning natijalarini berilgan tenglamaga keltirib qo‘yib,
soddalashtirishlardan  so‘ng tenglamaning quyidagi kanonik
ko‘rinishini hosil qilamiz: «,, =u,.

Misol. Quyidagi tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiraylik:

(l+x’)u“ +(1 +y’)u_w +yu, =0.

Yechish: . -0, @,=14x", a,=1+)) — tenglama
koeffitsiyentlari. A=a),~a,-a, ifodaning qiymatini hisoblaymiz.
A:—(l+x’Xl+y3), demak tenglama elliptik turga tegishli. (9)
xarakteristik tenglamani tuzib, uni yechamiz:

In(y+m)q:iln(t+ l+.x2)=C

Umumiy nazariyaga asosan, olingan integralning haqiqiy
qismini ¢ (g:Re(ln(y+m);iln(x+m))=xn(y+‘/|+7)) orqali, mavhum
qismini  esa 7 {p=tmlin(y+ I+ >7 Jrimle+ Vi+2* )= nlx+ vi+2*)  orqali
belgilab, (7) formulalardan foydalanib hisoblashlarning natijalarini
berilgan tenglamaga keltirib qo‘yib, soddalashtirishlardan so‘ng
tenglamaning quyidagi kanonik ko‘rinishini hosil qilamiz:

dy _y
=

dy
=D =
dx

2

g+, —thip, =0,
Mustaqil bajarish uchun misollar
Quyidagi tenglamalarning turini aniqlang:

2 2 2
1 (y+l)a—2‘—26u+xa—1‘—§—u-=o,l<x<3, O<y<l.
® ey B >
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o*u 3
2( +)’)—=0, X +(y-6)* <l
Oxdy

,0u  ou

o at oy

% (x+y) +( _y);‘ry_+m =0, (x+5)* +y* <.

a axy oy

2
6. 48—?—2(x— ~a—u+(l—vy) =0, 2<x+y<S5.
ox” a?
2 2 2
7 x’a—lzi+a—l;+2xa—“+ @—@_o l<x?+y*<T.
x* oy axay 6x ay

8*u  ou o’u  ou
! o ay

o*u 8*u ' du

a oy oy o

12. Uy —Gtt, +10u,, +2, —3u, =0,
13. G+, +uy, ~2u, =0,
14. Uy —xu,, =0,

3. U —yu, =0,
16. xu —yu, =0,
17, Vit =xu, =0,

18. g +yu, =0.

19. Yu, +x'u,=0.

20. yu,, —xzu” =0. 5
21. (l+xz}un+(l+y2)4_‘y+yuy=0.

22, 4’u, —e™u, =0.

5. (y+1)ﬂ—2ﬂ S ‘;’:_o l<x<3, 0<y<l

3.2 i ? cu
) xyx—+x —+ )y —x— 5=0,|x|<], <1

8. x—+6—+(x )————y—-o 0<x<2, 0O<y<2.

—+X—+—=0,1 2, 2<y<3.
axay+ ajrz+ By’ 5 <x< y
ou .ou du ’u au
10. 43— (P = 2) 2y —— =0, x>+ y <.
% oy x° - )ay’ aay v
2 2
1. 5xg~4xa—u 2y ﬂ+gli—u 0, 1<x<3, 4<y<8.

Quyidagi tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltiring:

338

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

o S =
U, —2sinx-u, -+ (2—(.05 x)u», =0.
2 =
Yt A2y, +u, =0,
2 =
X, —xug +u, =0,

du_, u  Fu

—t+—==0.
o ey o
azu_ 6’11_ _3_'11_0
at gy o’ y
2

yenZhipalu g
oxdy ay
2 2
9y! & '.l 16y sinx il »l—sinz.\'a—l; =0).
[ avdy ay
x’a—_z 9-’-‘-1(44 )Qﬁ_o
ax’ é)xé‘y
&'u du L u
—F(ef— —e*—=0.
yaxz (e Y)axay e >
&u gxa “_y
&l‘ @r @Iz )

cos® yﬂ—Zsinx-cosya_z"Hin!xa_z“ =0
o’ axdy ar

,a'u )au_z,au 0.

oxdy !

2,
Q‘-+2 _6 +cos’ y ﬂ_o

a Yam Ve
*u ,

sin’ Yo Heos x—ay: =0.

L+ s au .E}u du
X' —=2 3 =0.
o a7

2 Qu_ &u

ou
sin’ sinx—=0.

-2
ay v e
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il axady oy
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2.2 Ko'p erkli o' cgaruvchili funksiyalar (n>2) bo‘lgan hol uchun
ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarni
kanonik ko ‘rinishga keltirish

Ko'p erkli o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali
differensial tenglama ganday kanonik ko‘rinishga keltiriladi? Shu
masalani qarab chiqaylik. Ko‘p o‘zgaruvchili chiziqli ikkinchi
tartibli - xususiy hosilali  differensial tenglama umumiy holda
quyidagicha berilgan bo‘lsin:

Z. "aaau Z_.Bﬂw“ £ (12)

bu yerda 4,.8,C — tenglamaning koeffitsiyentlari, s — ozod hadi.

Ushbu tenglamaga mos keluvchi xarakteristik tenglama:

Q)= > A, DA, ,

=l

kvadratik formaga ega bo‘ladi.
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Chizigli algebra kursidan ma’lumki, har bir tayinx nugtada o
kvadratik formani uncha giyin bo‘lmagan affin almashtirishlari
yordamida kanonik ko‘rinishga keltirish mumkin:

0=3az (13)

=l

Bu yerda alar 1, -1, 0 gqiymatlarni qabul giladi. (13) dagi manfiy
va nol koeffitsiyentlar ¢ ni kanonik ko‘rinishga keltirish usuliga
bog‘liq emas. Shunga asosan (12) tenglama klassifikatsiyalanadi.

Ta’rif. Agar har bir xep nuqtada (13) dagi o koeffitsiyentlar
mos ravishda: hammasi noldan farqli va bir xil ishorali; hammasi
noldan farqli va har xil ishorali; va nihoyat hech bo‘lmaganda bittasi
(hammasi emas) nol bo‘lsa, (12) chizigli tenglama » sohada mos
ravishda elliptik, giperbolik yoki parabolik deyiladi.

Ko‘p erkli o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali

differensial tenglamalardan bittasini kanonik ko‘rinishga keltirish
usulini qarab chiqaylik.

Misol. Quyidagi tenglama berilgan bo‘lsin:
Up+2u 420 +4u,_ +5u, =0,

Uning turini aniqlaymiz va kanonik ko‘rinishga keltiramiz.

Yechish: Ushbu tenglamaga mos xarakteristik kvadratik forma
O=2 +242, +24 +44,4, +5Z Kko‘rinishda bo‘ladi. Bu kvadratik formani,
masalan, Lagranj usulidan foydalanib kanonik ko‘rinishga
keltiramiz: 0=(4 +24,)" +(4, +24,)" + 2. Quyidagi belgilashlar kiritamiz:

/l,=l,+l’;4u2=22+2]3;/4=23 (14)
va natijada Q formani kanonik ko‘rinishga keltiramiz: Q= +5 +44.
1 -1 2
(14) tengliklardan 4 larni topib olamiz. Shunday qilib, =0 1 -2
00 1

matrisali quyidagi xosmas affin almashtirishlari: 2 =z - +24,
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Lo i A plar Q formani kanonik  ko‘rinishga keltiradi:
() /:,' 0//: t//,'.

Bertlgan  differensial — tenglamani  kanonik  ko‘rinishga
keltivadipan xosmas affin almashtirishining matrisasi M matrisaga

1 0 0

stmmetrik bo'lgan matrisa bo‘ladi: #°={-1 1 0], bu almashtirish
2 -2 1

quyidagt Ko'rinishga ega: ¢« x; p=—x+y; ¢ =2x-2y+z.

Shuledan vie woy o) - weng)  belgilashdan  foydalanib,
dquyidngilarmi topamiz:
L T T e A Lt

m

Uy =V WAV =4V, 5 =V

Wiy oY, = AV 4V, =20, 4V 5 1, =—2We +V,..

Foptlpan ifodalarni tenglamaga  qo‘yib, soddalashtirishlar
bajailpandan so'ng, berilpan tenglamaning kanonik ko‘rinishiga
e botlnmiz: v, v, v, 0,

"
Mustaqil bajarish uchun misollar
Quyidagi tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltiring:

104w, +2u,—2u, +2u, +6u,=0.
105, A, —du,—2u, +u, +u, =0.
106, wy~u,.+u, +u,—u, =0.

107, oA 2u, —2u,_ +2u +2u_=0.
108, w,+2u,—2u, —6u, —u_=0.

109, w0, +2u,+2u, +2u, +2u_ +3u, =0,
110, —u,+u —2u,+2, =0,

I gy +u, +u, +u, =0,

P12, ag o+ 20, —2u, —4u, +2u, +u_=0.

P13 g 20, =20, vuy, + 20 +2u, +20_ +2u, =0,
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114.

115¢

116.

| i
118.

"

U, + Zium -2u,, =0

=2 k=2
n
U e ZZ (— 1)‘t Uy o= 0
k=2

n
Zku-"ﬂ't + 2211"‘11 B 0
k=2 I<k

"
zurm +Z“-‘t’a -~ 0
k=1 I<k

Zum‘ =0.

I<k
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J-BOB. XUSUSIY HOSILALI DIFFERENSIAL
TENGLAMALARNING UMUMIY YECHIMINI TOPISH

Lishbu bobda ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial
tenplamntarning umumiy  yechimini topish o‘rganilgan. Mavzuga
dode mstacil yechish uehun misol va masalalar keltirilgan.

L O parmay koeffitsiventli xususiy hosilali differensial

tenglamalarning umumiy yechimini topish

Oddiy differensial tenglamalar kursidan ma’lumki, n—tartibli

F(x, 3,5 ™) =0
(enpdnmaning yechimi n ta ixtiyoriy o‘zgarmasga bog‘ligdir, ya’ni
30 NG ) Hu o o'zgarmaslarni - aniglash  uchun  noma’lum
nkatyn viv) qo'shimeha shartlarni qanoatlantirishi kerak.

Nususty  hostlali differensial tenglamalar uchun bu masala
murakkabrogdir.  Bu  tenglamalarning  yechimi  ixtiyoriy
o'zparmaslarga emas, balki ixtiyoriy funksiyalarga bog‘liq bo‘lib,
bu funksiyalar soni tenglamalar tartibiga teng bo‘ladi va ixtiyoriy
funksiyalar argumentlarining soni yechim argumentlari sonidan bitta
kam bo*ladi.

Misol. Quyidagi tenglamaning u(x, ) umumiy yechimini toping:

=0,

Yechish: Dastlab x bo‘yicha, so‘ngra y bo‘yicha
integrallaymiz, natijada u(x,y) = 7,(x)+ 7. (») yechimni olamiz. Ko‘rib
turganingizdek, xususiy hosilali differensial tenglamaning
yechimida tenglama tartibiga teng miqdorda, ya’ni ikkita
funksiya qatnashayapti, bu funksiyalar argumenti esa yechim
argumentlari sonidan bitta kam.
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Misol. Quyidagi tenglamaning ham u(x,yyumumiy yechimini

topaylik:
u,,=0.
Yechish: Yuqoridagidek mulohaza yuritsak, umumiy yechim:
ux,y) = Ly + L)+ 1,0).
Misol. Quyidagi tenglamaning ham u(x,y,zy umumiy yechimini
topaylik: i
u,.=0.
Yechish: Yuqoridagidek mulohaza yuritsak, umumiy yechim:
ux,y,2)=x-y- [ 0)+x- ,(62) +£,012) .
ifodaga teng bo‘ladi.

Oxirgi misolda, ko‘rib turganingizdek yechimda tenglama “
tartibiga mos uchta funksiya qatnashayapti, yechim uch
o‘zgaruvchili bo‘lgani uchun ixtiyoriy funksiyalar argumenti ikki
o‘zgaruvchilidir. !

Mustagqil bajarish uchun misollar
Quyida berilgan tenglamalarning umumiy yechimini toping:
l. u,—a’u,=0.
. U2, —3u, =0,
. Uy tau =0,
o 3u —5u,—2u, +3u, +u, =2,
. Uy +au, +bu, +abu=0.

- x4y
. U, —2u, —3u, +6u=2e"".

N N AW

2 &
. U +2au +a'u, +u +au, =0,
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.2 Nususiy hosilali differensial tenglamalarning turi
saqlanadigan sohada umumiy yechimini topish
Ta'rif. Xususty hosilali differensial tenglamaning umumiy
yechimi deb, shu tenglamani ganoatlantiradigan funksiyaga
nytiladi.
Misol. Quyidagi tenglamaning turi saqlanadigan sohani topib,
umumiy yechimini aniglang: x*u,, —y*u,, =0.
Yechish: a,=x",4, -0, a,=—y" — tenglama koeffitsiyentlari.
A a),~ay,ay, ifodaning giymatini hisoblaymiz. A=(xw)’, x=0 va y=o
ho'lganda, tenglamamiz giperbolik ekan. Yangi ¢ va

o‘zgaruvchilarga oftamiz :¢ =y, 77=§ almashtirish  yordamida

berilgan  tenglamani  kanonik  ko‘rinishga keltiramiz. Qiyin
bo*Imagan hisoblashlarni bajarib, tenglamaning kanonik ko‘rinishini
lopamiz:

1
Ug, ——u, = 0.

Endi bu tenglamaning umumiy yechimini topamiz. u,=v

almashtirish bajarib tenglamani yechamiz, natijada

Inv=%ln§—lnf(r;)

v=JEr()  Du=JEf()+g©)
u, =JES ()

yechimni olamiz. Dastlabki o‘zgaruvchilarga qaytsak, biz izlayotgan
umumiy yechim

u(x,y) =] f] [}5) +g(xy)

ko‘rinishda bo‘ladi.
Mustagqil bajarish uchun misollar
Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimini toping.
8. yu +(x—yu,—xu,=0.
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9. xu, +2xyu, —3y'u,, —2xu, =0.

10.
L1
12.
14.

13,

16.

17

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

u, +2xyu, +yu, =0,
XU, =Xt +u= 0.

Uy, + 2xyu) —2xu=0,

U, Fu A YU, +(x=Tu=0.

Uy, + XU, +2yu, +2xyu=0.

u Tu
,_+___z.=o
ot o
6’11_2 &u ou _
x: T axay o
2 2 2
461,‘ 4—l+a',‘_ ou ou_,
o axdy & X Y
2 2 2
BU_ o0 0% G GO0 4

&'u u ou ou ou
3—2‘+2-————2+—+— =0.
ox a'(ay ay o a)’

u  Fu  Ou du du
—5—-8—+3F+2—

2 2 2
a',‘+6——-a Y +9ﬂ+@+3@=0.

a oy @ x oy
u ou u ou . du
= P A&k

ox &y o &

o'u ou &u ou ou
5’— R +

2 2,
92—’:—12ﬁ+4éf-+3@_2@=0 4
ax &y & x

— D

3
ox &y

—+5 -2—
ax®  axgy oy

2 2. ) ;

a—lzi*'z-a—u-3(‘,—If+2-63+6@=0.

ox xdy o & oy

o'u u 8w ,ou ou
— +

oy o ax dy

3-67—4

2 2 2
ou S u Bu+7(8u 6u]=0.

N).

10,
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

TR T

an_y.
ay

. 0'u (sin y au
SINY——t—+ —ctgy |—=0.
dxdy  dy” b ay

’u du  Fu ou du 20

\
'

F(l+e")

¢ »
vy y°

: =S t———=
ax’ andy @t &
szl—qinx e +(sinx—ef, )_aﬁ_o
- oxdy &Y ax 0
2
4xa I,‘—‘ —a ] +72’.‘._0
o - axy o
2 2
i N 4x’?—'2‘—@+2( 5 -0
Ox oxdy ' ox
2 2
Xa'f y—au+2%=o
&° T axgy Ox
Fu _ Ou_jou_
oy "ot oy

axoy » 9

ou u  ou
x——y—+4_—-=0

% o &

2 2 5
a—';-—2x:osx—a Y +cos? x-a—l;—Z-aﬁ+(2cosx+sinx)@ =0.
o axoy ay ax Y
%) l:+ u -0
o oxdy

azll azu ou
L L
ooy o oy

2 0u Pu  ,0u  ou &

= 2y——+ Y S x—+y—=
ox axdy ax

2 a!u 2 azu

a e

du  Fu L ou
2 y'—+4—— =
& ooy  ox

6214 6211 au

——y—-2—=0.

xy T




48.

49.

50.

3.

2

53.

54.

33.

2

2—-&Zsmxﬂ—coszJ:Q1»-?'—‘-+(sm:c+cos’c+l) =
& axdy ' & »
2, 2 2
%+2sinx§v—gy—cosz.\'a—'§+cosx§£=0.
du 'u ou
CE 2sinx X~ (34 cos? x)—-—cosx——O.
o’ oxcy 5)' 53
a- -
o’ QV
Pu_y P g p Uy By
ox oxdy % Qv
. 8u du d'u cu
3x*—-16 16y’ —5 +15x—=0.
X o xyaray+ Y > +15x > 0

du 2 X 6u+1 o’u _20u y - ou

o yady v o xax y o

2 2
G —Zxa—l,‘+ 21 Q—Zxﬂ +1=0.
Oxdy oy X +y

-x*=0.
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4-BOB. IKKINCHI TARTIBLI GIPERBOLIK TURDAGI
DIFFERENSIAL TENGLAMALARGA QO‘YILGAN
KOSHI MASALASI

Biror fizik jarayonni to‘la o‘rganish uchun, bu jarayonni
(nsvirlayotgan tenglamalardan tashqari, uning boshlang‘ich holatini
(boshlang‘ich shartlarni) va jarayon sodir bo‘ladigan sohaning
cheparasidagi holatini (chegaraviy shartlarni) berish zarurdir. Ushbu
bobda ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarga
(o‘yilgan Koshi va Gursa masalasini yechish o‘rganilgan. Mavzuga
doir mustaqil yechish uchun misol va masalalar keltirilgan.

4.1. Koshi masalalarini yechish

Shunday qilib, aniq fizik jarayonni ifodalovchi yechimni
ajratib olish uchun qo‘shimcha shartlarni berish zarur. Bunday
qo‘shimcha shartlar boshlang‘ich va chegaraviy shartlardan iborat.

Jarayon sodir bo‘layotgan soha ¢ cr* bo‘lib, § uning
chegarasi bo‘lsin. s ni bo‘laklari silliq sirt deb hisoblaymiz.

Differensial tenglamalar uchun, asosan, 3 turdagi masalalar
bir-biridan farq qiladi.

a) Koshi masalasi. Bu masala, asosan giperbolik va
parabolik turdagi tenglamalar uchun qo‘yiladi; G soha butun & fazo
bilan ustma-ust tushadi, bu holda chegaraviy shartlar bo‘Imaydi.

b) Chegaraviy masala elliptik turdagi tenglamalar uchun
qo‘yiladi; s da chegaraviy shartlar beriladi, bu holda jarayon
statsionar bo‘lgani sababli boshlang‘ich shartlar tabiiy ravishda
bo‘lmaydi.

c) Aralash masala giperbolik va parabolik turdagi tenglamalar
uchun qo‘yiladi; ¢ < 2~ bo‘lib, boshlang‘ich va chegaraviy shartlar
beriladi.
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Har ganday masalaning mohiyati berilgan ¢<£, funksiyalarga
asosan uning «€E, yechimini topishdan iboratdir, bu yerda E, va £,
- metrikalari g, va p, bo‘lgan qandaydir metrik fazolardir. Bu
fazolar masalaning qo‘yilishi bilan aniqlanadi.

Masalaning yechimi tushunchasi aniglangan bo‘lib, har bir
g E, funksiyalarga yagona u=R(p) € E, yechim mos kelsin.

Agar ixtiyoriy e>0 uchun shunday s¢)>0 sonni ko‘rsatish
mumkin  bo‘lib, p,(@.0)<d(e) tengsizlikdan pu.w)<e tengsizlik
kelib chigsa, masala (£,,£,) fazolar juftida turg‘un masala deyiladi.

Bunda u=R@), u€E, gcE, i-12,. masalaning yechimi
berilgan shartlar (boshlang‘ich va chegaraviy shartlar, tenglamaning
koeffitsiyentlari, ozod hadi va h.k.) ga uzluksiz bog‘liq bo‘ladi.

Agar tekshirilayotgan masala uchun ushbu

1) ixtiyoriy ¢€ £, uchun « € £, yechim mavjud;

2) uyechim yagona;

3) masala (£,.£,) fazolar juftligida turg‘unlik shartlar bajarilsa,
masala (£,.£,) fazolar juftligida korrekt (to‘g‘ri) qo‘yilgan
yoki to‘g‘ridan-to‘g‘ri korrekt masala deyiladi.

Aks holda masala korrekt qo‘yilmagan masala deyiladi.
Yuqoridagi talablardan kamida bittasi bajarilmay qolsa, yechim
boshlang‘ich va chegaraviy shartlarga uzluksiz bog‘liq bo‘lmasligi
ham mumkin.

Masala. Quyidagi Koshi masalasini yeching:

1 .
XU, —u Eu, =0,

u

y=0 =X, uylm=0, x>0.

Yechish: Dastlab, tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiramiz.
A=a;~aya, ifodaninig giymatini hisoblaylik. A=x, x>0 bo‘lgani
uchun tenglama giperbolik. Yangi ¢ va 5 o‘zgaruvchilarga o‘tamiz:
£=2/x+y, n=2/x—y almashtirish yordamida berilgan tenglamani
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kanonik ko‘rinishga keltiramiz. U quyidagi kanonik ko‘rinishga ega:

ty, =0, Berilgan tenglamaninig umumiy

yechimi u(x,y) = {2V +y)+gl2yx - ) ko‘rinishda bo‘ladi.

Bu yechimlar orasidan Koshi shartlarini qanoatlantiruvchi
yechimni topamiz. Buning uchun quyidagi tenglamalar sistemasini
lopamiz:

f{Z x{+g(2~/§)=x
£,/ 2Vx)-g,'eVx)=0"

Natijada, r(2vx)= g(zJ;)=§ yechimlarni olamiz, bu natijalarni keltirib

umumiy yechimga qo‘ysak, Koshi masalasining yechimi hosil
2

bo‘ladi: u(x,,v)=x+y7, x>0, |ylk2Jx.

Masala. Xarakteristikada berilgan quyidagi masalani yeching:

g;;-=g%, y+x=0 da u(x,y)=¢(x) V& y-x=0 da w(x,y)=w(x),
#(0) =y (0).

(Eslatma. Giperbolik turdagi tenglamaga xarakteristikada
qo‘yilgan masala Gursa masalasi deyiladi.)

Yechish: Dastlab, tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiramiz.
A=al,—a,a,, ifodaninig giymatini hisoblaylik. a=1, bo‘lgani uchun
tenglama giperbolik. Yangi ¢ va 5 o‘zgaruvchilarga o‘tamiz: ¢ = <+
, n=x-y almashtirish yordamida berilgan tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltiramiz. U quyidagi kanonik ko‘rinishga ega: #,,=0.

Berilgan tenglamaninig umumiy yechimi u(ey)= 7(c+ )+ g(x-»)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Bu yechimlar orasidan xarakteristikada berilgan shartlarini
ganoatlantiruvchi  yechimni topamiz. Buning uchun quyidagi

tenglamalar sistemasini topamiz:
{f(O) +g(2x)=9(x)
f(2x)+2(0)=p(x)
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Natijada, r@x)=y(x)-£(0) V& g(2x)=p(x)- f(0y yechimlarni olamiz.
Muvofiglik shartidan esa  f(0)+ g(0) = p(0)= w0y tenglikni olamiz.

Bundan f(x+y)= u{izy)- 20) va glx-y)= «{x;y )— /(0 funksiyalarni

aniglab, natijalarni keltirib umumiy yechimga qo‘ysak, masalaning
yechimi hosil bo‘ladi : u(x,y)=¢{%)+ (“}) 2(0).

Mustagqil bajarish uchun mashqlar
Quyidagi Koshi masalalarini yeching:
l. u,=0;

il . =0 u

yax®

2. u +u,=0;

v
Flyax

2 = \/i;I’ lXI‘: 1.

u

= sin x, u

yorx x

ol x| < oo

3. ug—uy,+2u +2u,=0;

“l.---o =X, u

3 ey =0, |XI<°°'

4. up—uy—2u —2u =4;

U 0== ux|,=o=y—l, [ <e0.

5. U +2u,~u,=2;

ul =0, u,_]ym =X + COS X, ] <o -

6. uy+yu +xu, +xyu=0;

X 2
yase=0; u,,l =™ x<ls

|
ymix

o

Xy (X + YU, + 14, =0

3 2
=X, u, =2x", x>0.

=
x

u

1
yeEa
Tie

8. o +2(14+ 20, +4x(1+x)u,, + 2, =0;
/
=2 ]yl <00
9. x'u, —yzu”l -2yu, =0;

14 x=0 = J}’ llxlx,o

qu:I:y, u’lxd=y’ y<0'
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14.

16.

iy, ~2xyu, ~3y"u, =0,
=0, u,_| =Vx7,
yol
Yy

yu, + x(2y =D, - 2xu,, == 0,

X u,,l =t x>0.
»lye0

Vit —(x+ V), +xu, = 0,
=x, x>0

"|!~"z %8 J'Iy-o

Uy +2u +u +2u=1, x>0, y<1;

u|m,_,= x5 =X

Xy, XU —yu, +u=2y, x>0, y<o

ul,_v_,=l-y, n’_L,__l =x-1.

Uy

1
+ (u, +u,)=2, 0<x, y<o
x+y

=3
PR S A T

=1l+x.

ymx

"

u“—uw+%ztx —%11),:0, x-y<l  |x+y-2<l

,a=u(x) | =u ). w4 €C'(02), 4 eC'(02)-

17. u, —eu, =4x, —®0<x, y<o
::l),_:x’cosx, u,l’"=x’+l-
u Su out
18: aata l "l'*’zo’gl,.:_x_]'
ou _du . u ., 0u ou
s 3—4+5—-2— 7— 2—) 0, u =1,—| =
k2 o oy Lo e oy o &l
_du u Fu ou bu aul .
T b b— At —t+—+—=0, U =2y, —| =35y.
20. Sext S dis yaxr_o y
Fu ., 0u du ou ou 6::‘
. 32— —+—=0, 1 =2y, —| =4y.
21 a ey o7 ox oy =25
22 au &u u ou . 0u

By SIS UL BB OO [ (R DN L R
Ty e 5\ =
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,8u ' 3*u u
55. 3x Ez‘—l61y&(—6y+l6 25-4-]5\’5—0, ul, —5,\‘"—-3.’(2,
28 ma0uugsl
|,
a’u 8211 ou
56. g =70 ,,|,_|=2J;,5;’=I=J§.
au 1611
S 4x* — 8x ——0 =0,
axl ayz & y ”lrl I
, 0%u , 0%u 611 ou
58. X —=9 +6x—+6y—=0; =3x, % _ .2
P g PR ay 5 "| X, 3)’,_, x’.
6 u &u ou
59. | —3xy—— 42" 43y T2 0; o =2x O _
# Vw0 e .
.au 6u , 8u ou 20
60. 3x =2y? ="y2,
a Va7 A M v
2
61. -az—',‘+2sinx—6 & —cos’.ta—',f+éli+(sinx+cosx+l)@=0;
ax’ axoy oy &
ou y
"Iy=—cosx =1+ 2sin x, " =sinx,
a4"y=—cos.7r
o'u u Ou
62. —+2sin s =0; =
P a0y pY % 5 "I_rm-mx I+cosx,
ou =
O |y —conx
&u . Ou Ju
63. ——2sinx———(3+c0s” x)—— X -o0; =si
pe mxaxay (3+cos” x)oy‘ cosray ; ul, wcons = SINX,
cu . 3
Q)VW 2
2 2 2
64. %l,_f—ZSinx;—;y—(3+cosz.r)%+x%+(2—sinx—cosx)%=0;
| 0 a —egcosx
Ulyocose=Us = = /
d ®,1un

Xususiy hosilali differensial tenglamalar almashtirish yordamida
kanonik ko‘rinishga keltirilgan, dastlabki tenglamaning berilgan
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping:
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74.

00,

08.
6.
0.

T

75.

76.
T
78.
‘J 79,

80.

81.

' )l)ll

oy ok

u

0, £=2x+3y, n=4x-5y, lll,.~‘,= 1, =2

.y

2
du | ou

\ =
odon 20&

o'u du
-4—=0; = X =4x=5y, U =1, —
2Eon af s $§=3x+T7y,np=4x-5y, [M &F‘,
o'u Au du
—=0; £=3x- =5x+6y, U0=2 —]
0501] + atf s E=3x—-4y, n=5x+06y | 0 2 &t_d,
o'u dou du
—3—=0; - = -4y ur =l,—- :]'
a{ar] 38§ s &£=2x+3y, 7 =5x Y | -0 ax s
u ou ou
—2—=0; £=5x-6y, 5= 2y, =4,—' =1
on og £=5x-6y,n=x+2y "Im .
ou l u u
=0; £=2x-3y,7=3: 4-.u,=23—‘ =
2oy Ady P o X omNEIsEly =271,
3 ou
Ou + ﬁ:o; §=4x—3y,q=5x+2_v.ll|,__o=3,—| =5.
ékon  on x|,
o’u . . N o cu &
6@0_35;_0’ E=3x—-4y, n=3x+5y, U ,v,atpo
2
—?-L+2ﬁ= s £=2x+3y, :]=3x+5y,u|,.=‘,=2x,@ =3,
afaf} 377 ay,.f-o
o%u ou du
—-4—=0; =3 N =2y—5x, 4, ,=3x+5,
e AgE=0 €=3xe . n=2y-Sx il ;ﬂ
? ou
8% ul =3y 45— =3y+l
a&on x|
au l au 2.3 du 2
s e=x"y,n=xul ,=2x, —| =3x"+1.
PRl i R A Pk i
aa : 3@_ 0; &= ,,.=2X:,Q‘— =3x+1.
gon 1o ',._,
o’u 4311
n=y,u,. =2+3y.
oo ag =0 ST =g
ou 1éu  du
f—— = X X, =% =3
ogon  no& 3 §=2Y = - ayl,. !
u 4('}u 2
—=0; X 538 r—1+2y, =3y°.
et i );"y’l' axl..

); E=3x+8y,n=4x-5y, U.o=5,
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82. a‘z:a””+35”;g 0; &=xy'\n=y, 4= 3y.z:Fl=3}"-
83. %‘;+%z; ;§=x’y‘,r7=.v,u|m=y,%|ﬂ=3y+2-
85. %+%:—2=0; §=x3y2,r]=x,uw=x’, Z:N=xl—2.
86. ;;“U-%%_o &=xy’,n= x4, —x1+1,%LI=X

ywl

Xarakteristikada berilgan masalalarni yeching:

38 Bu_du. o e
. Py ayz s Y4x= a u(x,y)=@(x), y—x=0dau(x,y)=y(x),
#(0) =y (0).
o'u o'u fu .
89. P G—Bx—ay 5ay =0; y-x=0dau(x,y)=gp(x),
Sx—y=0da u(x,y)=w(x), p(0)=w(0).
o o* o
90. EX'L;“'.G&‘;_‘V +5— Bvu 05 y=5x+3dau(x,y)=p(x),

y=x-1dau(x,y)=w(x), p(-1)=w(-1).
&'u & u &u

91. =0;

ox’ axay a

y+2x+2=0dau(x,y)=w(x), e(l)=w(l).

y+4x=0da u(x, y)=¢(x),

& 8 o
92. SEZ-*Z&_(;_E’;:O; x—y—1=0dan(x,y)=@(x),

x+3y+1=0dau(x,y)=w(x), ¢(‘%)=¥/(‘%)
ou G LN 8 u

93. — 8
ax* ar@ ayz
3x+2y+2=0da u(x, y) = w(x), A—2)=p=D).

=0 x+2y+1=0dau(x,y)=p(x)

* & &
94. .‘)g’; Sax;; Zayu 05 x+3y+2=0dau(x,y)=px),

2x—-y-1=0da u(x, y)=w(x), (0(';'):'//(%)
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R— e

2 2
05 25:714“5(, u 2(?11
' oy
Sy 3= 0da n(x, y) = (x), ¢(Jj)=‘//(%)
‘)3.

96. 2242 ﬂ-sﬂw;

ax xdy
204 y—=4=0da u(x,y)=w(x), 7( ) V/((.
du, Pu O
a’ o xdy Oy’
Jx -y =2 = 0da u(x, y) = p(x), P3)=W(3).

O'u ., du
98. JA S i —ﬂo 4 = ;
P (').xay 6y s 4x+y+1=0dau(x,y)=e(x),
x-2p+4=0dau(x,y)=w(x), X=3D)=U-2.

o’u u 10 »
99. ?&:—+2x%—;5}—{=0, (I)O), y—=1=0da u(x, y)=¢(x),

XZ ‘y=0dau(xJ)=‘l/(x), p(l)=w ().
100, SHealloo (50;  y-x=0dauts)=g(d,

x—2=0dau(x,y)=w(x), @2)=p(4)

=032x-5y=4=0dau(x,y)=p(x),

4x—y+3=0dau(x,y)=e(x),

97. =032x+ y+1=0da u(x,y) = 0o(x),

ou 621(_ ALl s
101. 2% taay =t G0y Vx =0dau(x, y)=p(x),

y=2=0dau(x,y)=p(x), ¢@(4)=w(4).

u 8 16u
102. &K: —4x y—;&-=o, (X)O),

y+ +2=0dau(x, ) =p(x), (1) =p ).

y—x* =0dau(x, y) = x),

u ou a*u 1 du ou P
! s 2 2~ P hx——=0:y—e"=0da =@x),
103 0 e e s, I e =eunyi=e)

y=e" =0dau(x,y)=yAx), ¢(0) = y(0).

4.2. To‘lgin tenglamasi uchun Koshining klassik masalasi
C'(t>0)nC'(¢20) sinfdan shunday u«(x,r) funksiya topilsinki, bu
funksiya ¢>o0da
u, =@ Mu+ f(x,1)

tenglamani va quyidagi boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirsin:
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u,_o=1,(x), U o= % (x),

— berilgan funksiyalar.

Bu yerda f,u,,,

Bu masalaga Koshining klassik masalasi deyiladi.
Agar quyidagi shartlar bajarilsa:
feC20),u,eC*(R"), u eCR), n=1;
SeC(t20),u, e C*(R"), u, e C*(R"), n=2,3,
Koshining klassik masalasining yechimi mavjud, yagona va
quyidagi formulalar orqali topiladi:
n=1 bo‘lganda, Dalamber formulasi bilan

I xta(i=z)

u(x, l)——[u,,(xﬁ' at)+ uy(x— al)]+-—— le (;)d§+_f I/(; r)dédr - (])

0 x-a(t-1)

n=2 bo‘lganda, Puasson formulasi bilan, agar n=2 bo‘lsa:

‘

e JEndidr | 1 [ @ |
ot @ (1)~ E =2 2y [P E =P
) u (&)de
2ra ot 1 -xl<ar 1’[1212" |&-x ]2
(2)

n=3 bo‘lganda, Kirxgoff formulasi bilan, agar n=3 bo‘lsa:

! 1 |£—x]
s e 15
4’“215-21[(“'5‘1'[[‘:” > )(/f’r e : Jux

u(x,t) =

©))

Ba’zida berilgan f,u,,u funksiyalarga qarab, »>2 uchun quyidagi
formuladan ham foydalanish mumkin:

u(x,t)= Z[(—zﬁauA gy Cnix x, )+ a® K (x,,...

2k4|

(2k+1)!

(2k 1)J (=08 S,

@
bu yerda, A — Laplas operatori bo‘lib, & - 0.12... marta mos ravishda
upu,f - funksiyalarga qo‘llanilgan. (4) formuladan foydalanish,
berilgan funksiyalar, aynigsa, ko‘phad bo‘lganda qulaydir.
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[ Ju ,@)dSJ
~x|=at E=xj=ar {

X5 r)a’r

u, =u, +u, +u, +ax+bt
u(x, y, :,0) =xyz
u, (x, y,:,O) =xy+z
masalani (4) formula bilan yeching.
Yechish: u,=xyz funksiyaga keraklicha marta A operatorni

qo‘llaymiz:

Masala:

Auy=uy=xyz; Ny = Auy(x,y,2) =ty +y,, +l,, =0+0+0=0.
Laplas operatorini keyingi qo‘llashlarda ham nol hosil bo‘ladi,
demak, hisoblashni shu yerda to‘xtatamiz.

Xuddi shu hisoblashlarni #,, /' funksiyalar uchun ham
bajaramiz: A'w, =u, =xy+z;
Ay =N =..=0; Xf =f=ax+bt; Af =Kf=..=0
Hisoblashlarni (4) formulaga qo‘yamiz, natijada:

axt® b’

u(x, y,z,1) = xyz +t(xy +z )+I(t t)(ax +br)dT = y-+1(xy+—)+——+ z yechimni

olamiz.
Masala: u, =u, +e*; 1| =sinx, u|_ =x+cosx.
Koshi masalasini (1) formula bilan yeching.
Yechish: # =sinx, , -x+cosx, S(x1)=€ berilgan funksiyalar.

Masalani yechish uchun Dalamber formulasidan foydalanamiz:
£ x+(t-7)

u(x,t) = ——[sm(x 4+ 1) +sin(x— l)]+ — J‘(f +cos&)dE + 2! Ie*d{dr =

0 x~(t=1)

xa(t=1)

:-IZ-[sin(x +1)+sin(x— I)]+

x=(t=rt)

= %[sin(x + I)+sin(x-l)]+-;-(%+sin§)l —J'

1 (x40 (x+0)*) 1p. i T3 L
+ E(T———z———] +5[5m(x-1-1)—sm(x—l)]+ Ie sh(t—71)dr =sin(x+1)+

xt—e*ch(t— r)|:) =sin(x+1)+xt+e (cht—1)

n=2van=3 bo‘lgan masalalarni mos ravishda Puasson va
Kirxgoff formulalari bilan yechganda, ba’zan Dekart koordinatalar
sistemasidan qutb va sferik koordinatalar sistemasiga o‘tib yechish
ma’qul. Quyida mos ravishda Puasson va Kirxgoff formulalarining
qutb va sferik koordinatalar sistemasidagi ifodalanishini keltiramiz:
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Agar feC*(t>0) funksiya va uning barcha ikkinchi tartibigacha
hosilalari har bir 0</<7 sohada chegaralangan, u,eC(®") funksiya
chegaralangan bo‘lsa, u vaqtda Koshining klassik masalasining
yechimi mavjud, yagona va quyidagi Puasson formulasi orqali
topiladi:

fe-3f

3 S(,1) Aa(t-1)
o “" d d .
( )' Iu ({)e §+££[12a a(t— rl i e

)

Quyidagi formuladan ham foyda]ansa bo‘ladi:

u(x,t)= Z[—a Auu(xl, ,x,, j'( —7)*Ip f(x,, ,x,,,r)d‘r]

u(x,t) =

(2k D'
(6)

& , . =9 B
s+t+¢', 1|, =2. Koshi masalasini yeching.

Masala. 7=4 =
Yechish: Bu masalani yechish uchun (5) formuladan
foydalanamiz. Bu holda berilganlar quyidagilardan iborat: a-2,
u(x)=2, f(x)=t+¢'. Ularni (5) formulaga etib qo‘yamiz:
(-2 _(==8)

uxiy=—— f2e" " dg+ H e e o] ot
J_ 1)

O
bu yerda ;, =

(x=3)"

1 = _(._I-j_)’_ _' T r+eé 1«::)' 1
e v v dédr . Integralarni
A = ]

alohida-alohida hisoblaymiz.

b z
——= = 7 belgilash kiritamiz,
&

1o (x=4)° §=X'4\/Tﬂ 1 ==
e R =m[(-4ﬁe-'f)iq=

f:—m—)q:oo,
é:oo—)]lz—co

= —‘/27 je"”dq = _[e""dr] =[x - Puasson integrali,

=%-~/77=2,

n
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il Hh\" l
» I.

o "Odde - integralni  hisoblashda ham

'|‘J|H ]

Conon g kabi fike yuaritib, hisoblashlarni bajaramiz va quyidagi

Pty : ; :
pabpant olamizs 4o et -1, Ikkala integralni (7) ga qo‘yamiz,
L 3 2
patada gquyidagt yechimni hosil gilamiz: o b
Mustaqil bajarish uchun mashqlar

() yoki (6) formulalar yordamida quyidagi Koshi masalalarini

vl

nyn )

| Rt T R "I:.-.u =2.

| W ot 130 u]m =sinx.

| o~ be ' cosx, o =cosx.

il tou, re'sing, o =sinx.

) e bsing ul, =e.

0. A, =u, o, ="

/. 1" =u,, ], =xe.

8. h =u,,, "|,=o =sinxe™ .

h) (n2)

0 u,=Mu+e, i  =cosxsiny.

10, u, =Autsintsinxsiny, | =1.
(1) u, =AH+C0§, "I:».o = Aye"}"v: «
12, & =Mutl, of =et,

13, 2 =M, 1, =cosxy.
¢)(n3)

14, w, = 2Auttcosy, u  =cosysinz.,
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15. u, =3Mu+e, Y, =sin(x—y-z).

16. 4, = Au+sin2z, ul,, = %sin 2z+e cosy.
l 7. 1[' =Au+C°S¢_y+z)’ "L.o — e‘(.u_l—:): )

¥ 5BOB. O‘ZGARUVCHILARNI AJRATISH
18. u=0Mu, i  =cosy)sinz. , (FURYE) USULI

d) Quyidagi Koshi masalalarini yeching

u =Au, ul,_, =U(x), xeR" L Tty 5 !
' ho =14 (lihbiu bobda  tor tebranish va issiglik o‘tkazuvchanlik

bu yerda uy quyidagicha aniqlanadi: fenplumalinipgn qotyilgan aralash masalalarni yechishning Furye

19: Uy =COSY X, . 20. u, =M. Wil o rpanilpan, Mavzuga doir mustaqil yechish uchun misol va
k=1
2 ! 4 ) msalaloe keltivilgan.
21. 4, =(Z.\',‘)e’*"‘1 2 22 =(sin2kae'H.
“ ) N 5.1. Giperbolik turdagi tenglama
23. u,=e Z] . Uchlari x=0 va x=1 nuqtalarda mahkamlangan tor tebranishi

(englamasi masalasi- uchun Furye yoki o‘zgaruvchilarni ajratish
usulini bayon gilamiz.
lirkin tor tebranish tenglamasining:
Pu 0
a ad
. (M
boshlang®ich:
U, = (), 1, |,0=14,(%) 2)
va chegaraviy:
ul|.,=0,u|_,=0 3)
shartlarni  ganoatlantiruvchi  «(x,r) yechimini p = {x):0<x<se50}
sohada aniqlaylik.
Dastlab, (1) tenglamaning xususiy yechimlarini quyidagi
ko‘rinishda qidiramiz:
u(x,0)= X (T (@) “4)
bu funksiyalar aynan nolga teng emas va (3) chegaraviy shartlarni
qanoatlantirsin.
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Puasson formulasi:
‘
h) ke ’ J &, :)dédf +L w(§)dE -
23 i@ (U =7) -If—xlz 28y @~ E—x [
1 o u($)dE ¢ "('J:'”'f(x+ PCOSP, Y+ psm(p,r)
ZMBlL, kag( |¢ x' 27a1 az(l )

(r+pcos¢,y+psm¢) u,(x+ pcose, vy + psing)
Y\l o , V+ psing
ZMII i 2:111 ot II

Jai -

pdipd,

Kirxgoff formulasn:
1 1 |&- xl)d 1
u(x,1)=—— — ] ( & 1— E+ —— dS+ - dsS | =
4 |, el € X1 ‘._,1 ,l,(g) mat a ‘,_“[::‘:(6)
1 allzx . ! ! p )
=—=[[[ ] x+ peospsing,y + psingsing, z + pcoss,r — £ | psin Gdddpdp +
4ma” 3 95 a
1 Gat2zx
+_4 3 I ”"l(x + peosgsing, y + psingsin 6,z + pcosd)p’ sin ddGdpdp +
000

1 3|17t : "y
+ e 6_[;'[-[ ua(x + peosgsind, y + psingsind, z + pcos)p’ sin w&laip:l
Voo

Mustaqil bajarish uchun mashgqlar
Quyidagi Koshi masalalarini yeching:
a) (n=1)

104. U, =Up+6, o], =x, u| =4x.
105. u, =4u, +xt; "I,.o X, u I/ A
106. U, =, +sinx; o  =sinx, ":Lo =0,
107. U, =u.+e; i  =sinx, u|  =x+cosx.
108. u, =N, dsinx; o =1, uf =1
109. U, =a'u +sinax; 1 =0, u_ =0.
110. U, =du +sinal; uf_ =0, u| =0

b) (n=2)

l 1 1. U” =Au+2; I(I,Lo =X, u’|I:° =y. 5

112. u, =Au+6xyt; u'ko =x? —)»3, "’l'xo =xy.

113. u, =Au+x' =307 u,_, =e"cosy, u| =€ sinx.
114,  w,=Mu+tsiny; ulm =, u,ll;o =siny.
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Ja2’2_pz pdpdp.

: ) ?
115 i A, Jx! -t N,l 27" A yT,
(R () y
) el 1 )
8 TR TR B U T SR T R
vl ARRR
|11/ " VTR I i ul b N,I (13l

o 1

I IN TR i) u[’ 4

| 1Y TR T o ' bu yerda 5= 2yt
Y (Rl e

VORI ey, "'I, L, Sin(xtcy).

| ') W =i N e u[' . =0, u,|’ =0 bu )’Cl’d'd r:\]:c’ +y7.
i)
131 ly A 20z, ], =ty =22, u]  =1.
133 Uy =BAHOX ) =)0, ul =2
(21 o'y |, =x%y'2?, u,, =xyz, bu yerda
o afn? ot gt
|24 1, - At 6™ sinycosz, ,,|,_°= e**? cos z+/2, "'I..o = e’ gin 5x.
A W, d'i W, =r' u,lm =r', buyerda r= \/x’+y_3+:z
|6 1w, - a' Autr'e d,, =0, u| =0, buyerda
/ \/I L } g I
127. u, =a'Au+cosxsinye, o  =x'e’, u|  =sinxe™
[28. 1w, = a' Au+xd cos@y+4z), U, , =xycosz, u_=yzc.
[29, w,=a'hu, o  =cosr, u|_ =cosr, buyerda

rofx 4yt ezt

4.3, Issiqlik o‘thazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi masalasi
(t>0)"C(t=0) sinfdan shunday u(x,) funksiya topilsinki, bu
funksiya ve r", r>0da
u, =a* Au+ f(x,1)
lenglamani va quyidagi boshlang®ich shartni qanoatlantirsin:
ul,_o=t(%),

bu yerda /,u, - berilgan funksiyalar va Ju,|<M, M >0 - biror son.

Bu masalaga issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun
Koshining klassik masalasi deyiladi.
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(4) funksiyani (1) tenglamaga qo‘yib quyidagi oddiy
differensial tenglamalarga kelamiz:
T"(O)+a* AT () =0, )
X'(x)+AX(x) =0, (6)

bu yerda A =const .
Chegaraviy shartlar quyidagicha bo‘ladi:
X(0)=0, X()=0. @)
Natijada biz (6)-(7) Shturm-Liuvill masalasi deb ataluvchi
masalaga kelamiz.
Bu masalaning xos sonlari:

va bu xos sonlarga quyidagi xos funksiyalar mos keladi:

X,,(x):J?sin—ﬂ;—T.

A=% bo‘lganda (5) tenglama quyidagi umumiy yechimga ega:

. kaat

T (1) = a,coskl + b, sin

Shuning uchun

1, () = X, (T, (1) = (a cosl"lm "””) e

+b, smT smT
funksiyalar har qanday & va b uchun (1) masalani va (3)
chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.
(2)-(3) shartlarni ganoatlantiruvchi (1) masalaning yechimini
qator ko‘rinishida qidiramiz:
u(x,f) = ZX )T, (1) = Z(ak cos——fb mk’;a )skam (8)

k=l

Agar bu qator tekis yaginlashuvchi bo‘lib, uni hadma-had ikki
marta differensiallash mumkin bo‘lsa, u vaqtda qator yig‘indisi (1)
tenglamani va (3) chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.
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o, vie b doimiy koeffitsiyentlarni shunday aniglaymizki, (8)
(ator yiptindisi (2) boshlangich shartlarni qanoatlantirsin, u holda
(uyitdagt tengliklarga kelamiz:

Uy (x) = Zak sm (9)

k=)

()= }; bsmk;x (10)

(V) va (10) formulalar #%() va . () funksiyalarning (, /) intervalda
snuslar - bo‘yicha Furye qatoriga yoyilmasini  beradi. Bu
yvoyilmalarning koeffitsiyentlari quyidagi formulalar bilan topiladi:

! 2
a, = nzi.!uo(x)siné—;qu N
2 ¢ o kax
b, = H;.(‘:MI(.\’)SIHTd\' .

Masala: Quyidagi masalani yeching:

- it = a Sk X
U, =up AU, 0<x<ly 1 =0,  =t,u =04, ==

I
Chegaraviy shartlar noldan fargli bo‘lgani uchun, yechimni
u=v+w ko‘rinishda qidiramiz, bu yerda uv:y,(n»,;(,,,u)-y,u)),

x=)

(=0, uy(ny=e. U holda w(xr = ’;i, yechim esa

u(x.():v(x_t)+£;- (*)

ko‘rinishda bo‘ladi. Yechimdagi v funksiya quyidagi masalani
qanoatlantiradi:
v, =V, +v+irl—l-. O<x<l,vL_~o =0, le:l =0

i vl,ﬂo=0, v,],_°=0. (11)

2
Berilgan tenglamaning z,:(%) xos sonlarini  va sin %x X0s

funksiyalarini  aniqlaymiz. Shunga, asosan, yechimni quyidagi
ko‘rinishda qidiramiz:

v(x,1) = Zg,,(()sm-—x (12)

n=l
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Tenglamaning ozod hadi /(n)__ funksiyani Furye qatoriga

yoyamiz:

FEh= Z T (I)sm—’c (13)

n=1

5.0 - Furye koeffitsiyentlarini quyidagi formula yordamida
aniglaymiz: f,(g:%j f(g,z)sm-—gdf-—j—sin—;dg Integralni bo‘laklab

integrallab, natijada
LO=Ey 2 (14)
tenglikni hosil gilamiz.
(12) va (13) funksiyalarni (14)ni hisobga olgan holda (11)
masaladagi tengliklarga qo‘yamiz, natijada noma’lum g,() funksiya
uchun quyidagi Koshi masalasini olamiz:

” (m((g)z—n]gnw=<—n)"",—f,‘; (15)

g, (0=0, g,@)=0.

(15) masalani yechishda, dastlab, tenglamaning yechimini quyidagi
ko‘rinishda qidiring: g,()=g,0+g* ), bu yerda g, - berilgan
tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi, g* () -
berilgan tenglamaning xususiy yechimi bo‘lib, 0‘ng tomonga qarab
tanlanadi, bizning holda, g*, ()=ar ko‘rinishda gidirish mumkin.

(15) masalani yechib, natijada (11) masalaning yechimini
aniqlaymiz:

v(x,t):i 1.2 ({_sin[[ (T) —1}.1] — 1
|

(16) funksiyani (*) ga qo‘yib, berilgan masalaning yechimini
olamiz, ya’ni:
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Mustaqil bajarish uchun masalalar
Quyidagi aralash masalalarni yeching'
1. u,=u,—4u, (o<x<|)u|r0—0 ul =0, u] -x, u]
=0.

2. u, 2 =u,~u, 0<x<z)tf_,=0,4_ =0, u|l=o=m'—x 2 u,[m

u ,20:0: uL:Y=0’ ull-ozo’ u’l::&):x'

U, +24 =1, U0 < x<x); U
=t,d_=0,4_=0,u|, =1-x.

U, +U =l (0<x<1) ul,-o
u, =uxx+u> (0 <x< Z)Illxna =2 L4 ”L:z =0’ “ll:O :0’ "’L-o =0.

. x
U, =U, +uU, (0<x<i) u[m =0, ulm =t, u[r:o =0, ] = T.

U, =U X0 <x<x); ¥ _,=0,4_ =0, 4 =sin2x, u|_ =

I:ﬂ

U, +u, =u, +1 0 <x<1); "L:o =0, u|x“l =0, 4 =0, u) , =0.

O e X[ ey Wl B W

— / ” . — P— —_
u, —u, +2, =4x+8¢ cosr(0<x<—£ s ) =2, "L% =7, i, =cosx,

u,[ =2x.

1l
(95}

>

" T ~
10.  w,—u, —2u =4(sinx—x) (0<x<—2-); Y. =3 u,L:g =+, 4

x=0

u,|MJ =x+sinx.
11 3x s =t+1, d_ =a(t+)
. u,,—3u,=nu+u—x(4+l)+cosT(0<x<:r), = i s U, >

W =x; 4] =2

=0
X o N = =
12, w,~Tu—=u, +2u ~2-Tx+esin3x 0 < x < z); 4 _, =0, u|mr =t

ullro == 0’ u'lm) =X

*lx=0

13. l‘::+2u:=uxx+8“+2x(l—4¢)+COS3x(O<x<§-]; "

o it
=lyoul e =7>
L=

u|:=o = 0’ u"m =¥

2 : -
14, w,=u +8u+2si°x (0 <x<z); %) =0, u,

- =0, “|,=o =0, u,],:b =0
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ou ,u
e wn
tenglamaning boshlang"ich:
ul,.o=2(), (18)
va chegaraviy:
u] =0, ul =0, (19)

shartlarni ganoatlantiruvchi  w(x,;) yechimini p = {x,):0<x <050}
sohada topish talab etilsin. Dastlab, (17) tenglamaning xususiy
yechimlarini quyidagi ko‘rinishda qidiramiz:
u(x,1) = X (x)T(1) 5 (20)
bu funksiyalar aynan nolga teng emas va x) funksiya (19)
chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.
(20) funksiyani (17) tenglamaga qo‘yib quyidagi oddiy
differensial tenglamalarga kelamiz:
T () +a 27(f) =0, (21)
X(x)+ AX(x) =0, (22)
bu yerda A =const .
x(x) funksiya uchun chegaraviy shartlar quyidagidan iborat:
X(0)=0, X()=0. (23)
Natijada biz Shturm-Liuvill (22)-(23) masalasiga kelamiz.
Bu masalaning xos sonlari

2
a=(2) k=12

bo‘lib, ularga quyidagi xos funksiyalar mos keladi:
: - hx
X, (x)=sin =
A=4, bo‘lganda (21) tenglama quyidagi umumiy yechimga ega:
Hh
T )y=éa.ev*

Shuning uchun
u (x,0) =X ()T, ()= ake-(-’—) ' sin an:x

66

funksiya har ganday @, uchun (17) masalani va (19) chegaraviy

shartlarni qanoatlantiradi. -
(18)-(19) shartlarni qanoatlantiruvchi  (17) masalaning
yechimini gator ko‘rinishida qidiramiz:

S o
u(x,t)=§X‘. 7T, (1) =§ake sin—~ (24)

Agar bu gqator tekis yaginlashuvchi bo‘lib, uni ¢ o‘zgaruvchi
bo‘yicha bir marta x o‘zgaruvchi bo‘yicha ikki marta
differensiallash mumkin bo‘lsa, u vaqtda qator yig‘indisi (17)
tenglamani va (19) chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.

a, doimiy koeffitsiyentlarni shunday aniqlaymizki, bunda (24)
qator yig‘indisi (18) boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirsin. U holda
quyidagi tengliklarga kelamiz:

& . kmx
U (x) = Eak smT S (25)

(25) formula u(x) funksiyaning (o,s intervalda sinuslar bo‘yicha
I'urye yoyilmasini beradi. Bu yoyilmaning koeffitsiyentlari quyidagi
formula bilan topiladi:

2 ¢  knx
a, =7Iuo(x)nnT¢Lt -
o

Masala: Quyidagi masalani Furye usulida yeching:
u=u +u, 0<x<n)u =0, 4 _ =0, 4, =13 (26)
Dastlab, (26) tenglamaning xususiy yechimlarini (20)
ko‘rinishda qidiramiz.
y(x) va 7(funksiyalar aynan nolga teng emas va x(x) masaladagi
chegaraviy shartlarni qanoatlantirsin.
(20) funksiyani (26) masaladagi tenglamaga qo‘yib quyidagi
oddiy differensial tenglamalarga kelamiz:
T+ AT (1) =0, 27
X'"(x)+(A+1)X(x)=0, (28)

bu yerda 2= const .
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du 0

55 EI—:Q ?’ ou
u(r0) = 7). 25 0) = F (o)
azu azu
56. —=d—, @>0), % 0,0=0,2
P pe (t>0),0<x</, 5 (0.0)=0, Fe
u(x0)= 0, 2 (x.0)=1;
Su %
57. ?=a2’a—xf’ >0, 0<x<l, %(o',) =0, %:—(I,I) + hu(lt) =

Bu
0) = Ax, Z(x,0) = 0;
u(x,0) x o (x,0)=0;

8u 8u
58. a—;=al¥, (t>0), 0<x <1, u(l,)=0,
w(x0)= 1. 2x0) = Py
32u alll
59. 57=025;, (t>0), 0<x</, %(/,:)w, %(0.1)-/:@0,:):0, h>0
u(x0)= 1, 2 x0) = oy,
Sfu L
60. 5 (t>0), 0<cx<i, %%(O,l)—hu(O,l):O,
h>0u(x,0)= f(x), %(x‘op F(x),
Su 5 Pu
61. 'a_ri':az"&?) (£>0), 0<x<1,%(0,!)—/1.11(0_:):0_
By > 0,0, >0, u(x,0)= f(x), Z_ZI‘(X'O) = F(x);
u & Fox Oou
62. ?ng';, (¢>0), 0<x <1, u(0,)=0, a—i‘(l,x)=—hg<u).
u(x0) = /(0. SHx0) = Flxy,
du L0 'u
63. ?=a 'éx‘z, (t>0), 0<x<1, u(0,1) =0, ;}—1
u(x,0)= Ax, %(x.O):O:
Fu &u Fu ou
4. Zi=aZ3, (>0, 0.1y =0, =5 (L1)=h="
6 az a\’l ( > ) 0<I<1, ox (0.') 0, a{z(:t) 1&(1)1)7

u(x,0)= f(x), Zi—"(x,O) = [F(x),
ot
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191(0.1)— hu(0,1)=0, h>0,
ox

t>0),0<x<1, 20,0)=0, 21,0+ hu(l,t)=0, h>0
ox ax

U0+ hu(l,t)=0,h>0,

du

cu

((R))] =—h%(l,t),

0,h>0,

U0y + hu(l,r) =0,
éx

a_x("l) + hyu(l i) =0,

; &u 8
65. ’a7=ﬂ 'é"—z, (t>0),0<x<
1 1(x,0)= f(x), %(X,O) = F(x);
} Fu ou Fu gy
‘ . =A== X =
; 66. F*H % OO
2 (x0) = Fl);
Sfu ou Fu
BN
7. %% w &
8u u
68 ¥-2u=5)? u(0,4) =0;
2 (x.0) = P
ou ou
69. —61—2— —Su= ? u(0,1)=0;
2 (x0) = P
'u ou
: 70. ?—10l=5x7 w(0,1) = 0;
' & u
71. Ef-lm='&7 u(0,1)=0;
& (x0) = P
|
o &
| 7. 5’2—‘-1711 =5§ u(0,1)=0;

ou x
—a;(-‘.o) = F(x);

Su ou Ju ou
1 52—(0,’)=h§(0,1), 517(1,’)=-hg([»1),

ou

();a’r

G,')ﬂk u(x,0) = £(x),

ouf o 2
o — —’[ — 0; = J. =0
0; BX(Z ) u(x,0) = cos x, > (x,0)=0;

ou(m

E(?t) =0; u(x,0) = £(x),

oulm

5(5,1} 0 1(x,0) = f(x),

e
—_— -—,[ :0; 3 - ﬂ =()
(2 ) wWeO=J 5 (x,0)=0;

a_".(zzr_’t) =0; u(x,0) =%sinx+sin3x,

AE =
a2’ =W u(x,0)= f(x),

5.2. Parabolik turdagi tenglama

Bir jinsli ingichka sterjenda issiglik tarqalish masalasini ko‘rib
chiqamiz, uning yon sirti issiglik o‘tkazmaydi, x=0 va x={

bayon gilamiz.

Quyidagi masalani qaraylik:

chegaralarida esa nol temperatura saqlanadi deb faraz gilamiz.
Ushbu masala uchun Furye yoki o‘zgaruvchilarni ajratish usulini
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Chegaraviy shartlar quyidagicha bo‘ladi:
X(0)=0, X(/)=0. (29)
Natijada biz Shturm-Liuvill (28)-(29) masalasiga kelamiz.
Bu masalaning xos sonlari:

2
i =(ﬂ) =1
I

bo‘lib va bu xos sonlarga quyidagi xos funksiyalar mos keladi:

X, (x) = sin 2.
1
A=2, bo‘lganda (27) tenglama quyidagi umumiy yechimga ega:

()= a,,e{(?]’q} .

Shuning uchun

u,(x,0)=X,(0)7,(1)= a,,e{ T) -l} sinT

funksiya har ganday @, uchun berilgan masalani qanoatlantiradi.
Berilgan masalaning yechimini gator ko‘rinishida qidiramiz:

u(x,1) = iX., (7, ()= ia,e-{[-r] -l}' sin X
a, doimiy koeffitsiyentlarni shunday aniqlaymizki, bunda bu
qator yig‘indisi boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirsin. U holda
quyidagi tenglikni hosil gilamiz:

o

. nm

13-x= E a,,sm—l—,
n=l

bu tenglik #,(x)=13x funksiyaning (o, intervalda sinuslar bo‘yicha
Furye qatoriga yoyilmasini beradi. Bu yoyilmaning koeffitsiyentlari
quyidagi formula bilan topiladi:

a, = Zjl}-»:inﬂdx .
[T 7]
Bu yerda integralni bo‘laklab integrallab, 4, - 2-’. (1) larga ega

bo‘lamiz. U vaqtda izlanayotgan yechim quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:
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26-1 & (-1)™ '[(;]:"]' . nm

e simn—

l)=——— v
u(x.0) n l

n

n=l

Mustagqil bajarish uchun masalalar
Quyidagi aralash masalalarni yeching:
73.  u=u,, @<x<i)u_,=0,4_=0, 4 =A=const
74, u=u,, @<x<i)d_,=0,4_ =0, 4, =A4~x), A=const.
75. u=u,, @<x<i)t]_ =0, e, +hu)_ =0, u_ =1().

76. u=u., 0<x<i) (u_,—hux’mo:O, (u, +h”]x=4 =0, u|'_0 =u,(x) .

77, %=ty @ <x<))tt] =0, ], =0, o =u =const.

!
u, = const, agar 0 <x <—2-
78. U=, (0<x<l) u;IF(, =0, uxl,,, =0, "I,d, = Ji
0, agar 3 <x<l/

liln u(x,t)="?

tre

79. u=u, (0<x<I) ll,L,o=0, u,

x=l =0,

ELI"-X, agar 0<x<%

141:0 i : ?

%(I—x), agar %Sxd

bu yerda u,=cons. | u(x,0-2

80. u=u, (0<x<l)ll,|ho=0, uL:l =0, u|M=_\'2—1.
81. U =u,+tu, (0<x<l) xl|‘=o=0, uIN =0, 14,&=],

2
82. wu=u,~4u, 0<x<r)t =0, _ =0, u _ =x"-m.

83. wu=u,, @<x<nu),=1,4_=0,4_,=0.

84.  w =u,+u+2sin2xsinx, (0<x<§] u] =0, u|p§=0, u,_,=0.

85.  u=u,—2u +x+2, (0<x<1), 4 _ =0, =0, 4  =esinm.
=0

86.  u =u, +u+25sin2xcosx, (0<x<%) Y, =0, u,|r__§ =1, 4 _ =x.

87. w =u +u+2sin2xsinx, (0 <x<z)u| =0, ul_ =27, 4, =0.

=0
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U~ A2 —u=€"SiNX~1, 0 <x<a)d =1+, 4 _=1+1,

11|'_°=l+e’sin2x.

U~ —u=XU2-1)+2¢08, (0 < x < z) U], =1*, u 5

2 xLr:a'

=t

U, , =cos2x.
u, —un—9u=4sinztcos3x—9.t2 -2, 0<x<x) uxIM =0, u,[m =27

W, =x"+2.

91.  u =u, +6u+2(1-3()—6x+2cosxcoLx, (0 <x< %) T s

x=l)

U SLLE 11I =
"!L-._’ R iy PO

2
U, =t +6u+x*(1=60) =2t +3x) +5in2x, (0 < x < z) 1], =1,

w| =2m+1, U, =x.

U, =ty +4U +x—4+1+e coS 2, 0 <x<1), U], =1, U _ =2

=0.
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6-BOB. INTEGRAL TENGLAMALAR

Integral tenglamalar nazariyasi hozirgi zamon
matematikasining muhim va murakkab yo‘nalishlaridan biriga
aylanib bormoqda. Integral tenglamalarning turlari shu qadar
ko'payib ketdiki, ularga umumiy ta'rif berishning iloji bo'lmay
qoldi. Shunday bo’lsa-da, integral tenglamaning mavjud ilmiy
adabiyotlarda qabul gilingan ta'rifini eslatib o'tamiz.

Ta’rif. Agar tenglamadagi noma’lum funksiya shu
funksiyaning argumenti bo yicha olinadigan integral ishorasi ostida
bo’lsa, bunday tenglama integral tenglama deb ataladi.

Integral tenglamalarning ba’zilari va ularni yechish usullari
bilan quyida tanishamiz.

6.1. Fredgol’m tenglamalari. Ketma-ket yaqinlashish usuli
Matematik fizikaning ko‘pgina masalalari »() noma'lum
funksiyaga nisbatan

[ K.uteyde = /), (D

u(x)= f(.\')+lj K(x,t)u(t)dt (2)

ko‘rinishdagi integral tenglamalarga keltiriladi. Bu tenglamalarda
7(x) -o0zod had va x(x. tenglamaning yadrosi berilgan funksiyalar,
2 - (2) tenglamaning parametri, integrallash chegaralari a va »
berilgan haqiqiy o'zgarmas sonlardir. (1) va (2) tenglamalar mos
ravishda Fredgol’mning birinchi va  ikkinchi turdagi integral
tenglamalari deyiladi.  (2) tenglamadagi noma’lum funksiya u(x
integral ishorasidan tashqarida ham ishtirok etmoqda. Bu
tenglamalardagi s(x) funksiya /(. <x<s) kesmada, x(x yadro esa
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O(asx<b, a<t<b) yopiq sohada berilgan va uzluksiz funksiyalar deb
hisoblanadi.
Agar (2) integral tenglamada ;-0 bo‘lsa, unda u

u(x) = [ K (x,0ult)de (3)

ko‘rinishda bo‘lib, bu tenglama (2) tenglamaga mos bir jinsli
ikkinchi turdagi Fredgol’m integral tenglamasi deyiladi.

Nihoyat, ushbu
PL(x) = £(x)+ A[ K (x.0u()de 4)
tenglamaga uchinchi tur integral tenglama deb ataladi. Agar s
kesmada(x)=0bo'lsa, undan (1) tenglama; p(x)=1 bo'lsa, undan 2)
tenglama kelib chiqadi. Yugqorida biz tanishgan integral
tenglamalarning  barchasida noma'lum .  funksiya bir

argumentlidir, ya'ni birgina x erkli o'zgaruvchining funksiyasidir.
Misol uchun quyidagi integral tenglamani olaylik:

1
u(x)=3x-2+ Bleu(l)dt,
0

Bunda
f(x)=3x-2 K(xt)=xt, a=0 b=1
A=3

Demak, bu tenglama Fredgol’mning ikkinchi tur tenglamalaridan

ekan.
Ta’rif. Agar wv, xc[s,s] funksiyani (1) yoki (2) integral

tenglamaga olib qo‘yganda bu tenglama ayniyatga aylansa, u holda
bu funksiya shu mos tenglamaning yechimi deb aytiladi.

Misol: u(x) = sm— funksiya quyidagi integral tenglamaning
yechimi ekanligini ko‘rsating:

o) l;_ix(x,l),(,)d, <,

bunda
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|

X(Z ’) 0<x<1t,

K(x,0)= 1:2 2

2
Yechish: Tenglamaning chap tomonini yadro ko‘rinishining
hisobiga, o‘zgartiramiz:

u(x>—”—’[jx<x,:>«(r)d:+iz<(x,z)w<r)er=
—u(r>-—[1"2 D g -
)2 Sty -

Hosil bo‘lgan tenglamaga u(x)= sin g—.\' ni qo‘yib,

t<x<l.

« [Sin— I 1 sin — I

smzx——(Z x)j——dl+x_[(2 1)——dl sm-g-v—

: t . 2 .. 21ﬂ__2_m,,=£
_T((z x{——;ms?+;—iln?)],oir( »”—(,os2 = sz)"') 3

ekanligiga ishonch hosil gilamiz. Demak,  u(x)=sin %x funksiya

berilgan integral tenglamaga qo‘yganda ayniyat hosil bo‘ldi. Bu esa
u(x)=sin ~x funksiya tenglamaning yechimi ekanligini ko‘rsatadi.
2

Endi ikkinchi turdagi Fredgol’m integral tenglamasini ketma —
ket yaqginlashish usuli bilan yechamiz. (2) tenglamada x(x,y)va s(x '
funksiyalar o‘zlari aniqlangan sohalarda uzluksiz bo‘lgani uchun

b
“K(x,y)ldy <M, asx<bh, Eg[/(x)[ =m, (5)

@

bo‘ladi.
Agar (2) tenglama 2 parametri

W< (6)

M(b—a)
shartni ganoatlantirsa, u holda bu tenglamaning yagona «(x) yechimi
mavjud bo‘lib, uni ketma-ket yaginlashish usuli bilan topish
mumbkin.




Nolinchi yaqinlashish sifatida (2) tenglamaning ozod hadini
qabul gilamiz:
#4(x) = f(%).
Birinchi yaqinlashishni

A
,(x) = f(x)+ A K(x.9)/ (»)dy

munosabat bilan aniqlaymiz. Bu jarayonni davom ettirib »-
yaqinlashishni

L)
u,(0)= 1)+ 2 Koy, )y, n=12,.. Q)

formula bilan aniglaymiz.
Shunday qilib, (7) rekkurent munosabatlarni ganoatlantiruvchi
1y (X), 24,(%), ... 10, (X), ... (8)
funksiyalar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz.
Matematik analizdan ma’lumki, (9) ketma-ketlikning
yaqinlashishi
u, (%) + i[u,, x) -, (9] 9

n=l

qatorning yaqinlashishiga teng kuchlidir. (7) formulani

b
4, () = £+ A KCt ot 1 () =1, () + 14, ) Hy =
b b
= )+ Af K@ )t )y + A K )t 0) =0, )Py = (10)

=u, (x)+ )._[K (x, y)[u,,_1 O -u,., (y)}{_y, n=234,..

ko‘rinishida yozib olamiz.
(6) ga asosan, (10) dan darhol quyidagi tengsizliklar kelib
chiqadi:
|u,, (x)] <m,
iy (x) =244 (x)| < mA|M (b - ),
|u2 (x) =1, (x)[ < ml/l[2 M (b-a)?,

|u,, (x)-u,, (.x)l < m]il" M"(b—a)".
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Shonday qilib, (9) gatorning har bir hadi musbat sonli
‘\'Iul l|“.\l"(/ﬁ u)! (ll)

dutorntng mos hadidan katta emas. (11) gator esa, (6) ga asosan
vagintashuvehidi,  Demak,  (9) qator, natijada  uzluksiz
(nkaiyalaming (8) ketma-ketligi uzluksiz «x) funksiyaga absolyut
Vi tekos yagintashadi, (7) tenglikda n=ec limitga o‘tib,

uin) - S JJ;K(.\*,_)')M(_V)@

fenpliknt hostl gilamiz, bu esa . funksiya (2) tenglamaning
yechime ekanhgini ko'rsatadi. Endi (2) tenglamaning «x dan
boshga yechimi yo'qligini ko‘rsatish qiyin emas. Buning uchun
nksincha, ya'ni (2) tenglamaning «x dan boshga yana bitta )
yechimi bor deb faraz ¢ilamiz. U holda bu yechimlarning ayirmasi
Wi uta a8 bie jinsti tenglamaning yechimidan iborat bo'ladi,

Vi i
Wix) 'Ij K (x, )w(v)dy,
o = gl
deb belgilab olsak, oxirgi tenglikdan
W, SI/quo
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Agar w,#0 bo‘lsa, oxirgi tengsizlik (7)
(enpsizlikka ziddir. Demak, w,=0, bundan wy=0, ya’ni )= v(x)
ckanligi kelib chiqadi.

6.2. Volterra tenglamalari. Ketma-ket yaqinlashish usuli
Ta’rif. Ushbu

A Koy = 1) (12)
P(x) = 1)+ A K(x,y)0(»)dy (13)
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integral tenglamalarga mos ravishda Volterraning birinchi va
ikkinchi tur integral tenglamalari deyiladi. Bunda ,()—

noma’lum funksiya, 2 tenglamaning parametri, f{x) — ozod had
I(a<x<b) kesmada va K(x,y) tenglamaning yadrosi — R(a<x<b,
a<ys<x) yopiq sohada berilgan deb hisoblanadi.

Volterra ikkinchi tur (13) integral tenglamasini ketma-ket
yaqinlashish usuli bilan yechamiz. 6.1 paragrafdagi mulohazalarni
qaytarib,

29 A (), -y 9, (X)), (14)
funksiyalar ketma-ketligini hosil qilamiz, bunda

0o = /(). 9,(x)= F(x)+ 2] K(x,)0,.,(»)dy »
m=mayf(x), N=ma{K(x,y)

Belgilashlar kiritildi. Bu holda
o (x)| < m,

[y (x) = 9 (x)] = <|AmN(x-a),...,

A[K(x, )0, (n)dy

I(/)" )=, (x)] < mlllL'(:—a—). =L2... ( 1 5)

tengsizliklarga ega bo‘lamiz.

[/1| N" (\' a)

Musbat hadli mz M- funksional gqator 2

parametrning ixtiyoriy chekh giymatida tekis yagqinlashuvchi
bo‘lgani uchun (15) tengsizliklarga asosan (14) funksiyalar ketma-
ketligi absolyut va tekis yaginlashuvchi bo‘lib, uning limiti bo‘lgan
¢(x) = limp, (x) funksiya (13) tenglamaning yechimidan iborat bo‘ladi.

Endi (13) tenglama yechimining yagona ekanligini
ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, (13 ) tenglama ikkita ,¢) va , () uzluksiz
yechimlarga ega bo‘lsin. Bularning ayirmasi w(x) = p(x)- y (x) bir jinsli

o(x) = [ K(x,y)oly)dy (16)
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e ot qanoatlantivadi.
wc el dely belpilab olsak, (16) dan
[m(x)] - |AII|K(.\‘,_v)||m(y)|dy <|A|Nm" (x—a)
fenpdshile kelib ehigadi. Bundan foydalanib (16) tenglikdan
(x—a)’
2

|u:1 ‘)I 5 I/!mk( X, _v)"m(.)')ldy < |/I|:sz'

fenptsdiknt hosil gilamiz. Bu jarayonni davom ettirib, ixtiyoriy
natural » uchun

x| <[4l N &= ")

(enpaizlikn hosil gilamiz. Bu lcngsnzhkdan n—o da wx)=0 yoki
o) v oo ekanligi kelib chigadi.

Shunday qilib quyidagi xulosaga keldik. Volterraning ikkinchi
e CEY) integeal tenglamasi, uning yadrosi x(x,y) va ozod hadi s(x)
uzlukatz funksiyalar bo'lpanda 2 parametrning har bir chekli
qiymatt uchun yagona yechimga ega bo‘ladi.

Bu esa Volterraning ikkinchi tur integral tenglamasi har bir 2
uchun ham yechimga ega bo‘lavermaydigan Fredgol’mning ikkinchi
(ur integral tenglamasidan tubdan farq qilishini ko‘rsatadi.

Misol. Ushbu

u(.r) =x+ j:(t —x)u(l)dl

Tenglamani ketma-ket yaqinlashish usulidan foydalanib yeching.

Ko‘rinib turibdiki,
r(x)=x va A=l
Endi quyidagi munosabatlardagi ifodalarni hisoblab chiqamiz:
”o(x)=f(x =X
12]'“ & @

u,(x)= I(t —x)dt = [g . o

2 =0

3 2 3!
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b
K'(X,y)=JK,(X,’,)K,_,(’,,y)d’,

bunda ¢, ni 7 ga almashtirib (19) formulaga kelamiz.
(8)  ketma-ketlikning  yagqinlashishini
mulohazalarni qaytarib, «<x <5, a<y<s kvadratda

> 27K, (x,5)
i=1

isbotlangandagi

qatorning tekis yaqinlashishiga ishonch hosil gilish mumkin.

Bu qatorning yig‘indisi r(x,y,4) Ni  k(x,y) yadroning yoki (2)
integral tenglamaning rezolventasi yoki hal qiluvchi yadrosi
deyiladi.

(17)da n—e deb limitda o°tib, (2) tenglamaning yechimini
rezolventa yordamida

b
Px) = £(x)+ 4] RGx, 3, D f )y

ko‘rinishida yozib olishimiz mumkin.

R(x,y,2)rezolventa o <x<b, a<e<b) yopiq sohada uzluksiz
bo‘ladi. Shu sababli, avvalgi formuladan sy bilan bir qatorda (1)
tenglamaning »(x) yechimining uzluksizligi kelib chigadi.

Shunga o°‘xshash, Volterra (13) integral tenglamasining
yechimini rezolventa orgali yozish qiyin emas. Shu maqsadda
matematik analiz kursidan ma’lum bo‘lgan Dirixle formulasini
eslatib o‘tamiz.

Faraz qilaylik, f(,, funksiya «x=y x=a y=6 to'g'ri
chiziglardan tashkil topgan teng yonli uchburchakda uzluksiz
bo‘lsin. U holda A bo‘yicha olingan

J= U S (x, y)dxdy

integralni ikki usul bilan hisoblash mumkin. Avval x o‘zgaruvchi
bo‘yicha « dan y gacha, keyin y bo‘yicha a dan b gacha
integrallash mumkin, ya’ni
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= jdy}f(x,y)dx.

. ¢ % s
So'npra v bo‘yicha x dan b gacha, x o‘zgaruvchi bo yicha a
dun b pacha integrallash mumkin, ya’ni

J= j,’dxj: f(x,»)dy.

Oxirgi ikki tengliklardan
b » b b
[y [ f(xyydx = [ [ fx )y
tenplik kelib chigadi. Bu tenglik Dirixle formulasi deyiladi.
(13) tenglama uchun birinchi yaqinlashishni

0,(0)= 1)+ 2 K(x ) f()dy

[ormula bilan aniglagan edik.
Ikkinchi yaginlashish

0,(x) = [ () +A] K(x, 00, (0)dlt =
= fx)+ 4] K(x,!)[f(t) + lJK(I,J’)f(y)dY]d' -

= f(x)+ ;.IK(.U) (t)dt + ;}fk(_r,:)dz j K(t,y)f(»)dy

tenglik bilan aniglanadi. Oxirgi ikkilangan integralga Dirixle
formulasini qo‘llaymiz:

iK(x,()dtj K(t,v)f(y)dy.= j £ y)dy]‘: K(x,0)K(t,y)dt
Agar " " "
K, (5,9) = | KGun)K (e, )
deb belgilasak, "

0,) = £3) + 4] K(x. ) SOy + 2| K (o DS O)by
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)= - - 2
)= - 5 - 2

va hokazo. Bu ifodalarning hosil bo‘lishidagi qonuniyat ko‘rinib
turibdi. Ularning yig‘indisini hisoblasak, izlanayotgan yechimni
hosil gilamiz: i

x’ .x’ Y .
u(x)=x—=+——"—+...=sinx
o7

6.3. Iteratsiyalangan yadro. Rezolventa.
(2) ko‘rinishdagi
o(x) = f(x)+ A[ K(x,00(0)dt (2)

Fredgol’m ikkinchi turdagi integral tenglama berilgan bo‘lsin.
(7) tengsizlik bajarilganda (8) funksiyalar ketma-ketligi (2)
tenglamaning .(x) yechimiga yaqinlashishi isbotlangan edi. Endi shu
ketma-ketlikning har bir hadini batafsilroq o‘rganamiz. Ma’lumki,

b
P.(x) = f()+ A[K(x,0)[ely 5
so‘ngra

b
02(x) = f(x) + [ K(x,00, ()dt =

=f(x)+ lj‘K(x.t)f(I)dl + Az}K(x,t)dlj’l((l,y)f(y)a'y.
Ikkilangan integralda interallash tartibini o‘zgartirib,
Ky (x,p)= j[ K(x,0)K (4, y)dt
kabi belgilab olib, ,
P2(x) = f(x)+ ﬂj K(x,»)f (y)’dy +& i K, (0 /() dy

tenglikni hosil qilamiz.
Bu jarayonni davom ettirib,
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"

WAy Jn)d /'J‘i:/{“ 'l\',(-\'-)’)_/'()’)d)’ (17)

REL
fenphibbon epn bo'lamiz, bunda K (x,»)lar
No(x,y)=K(x,y),

h
Ko [KOGOK (e, i=2,3, .. (18)

febourent munosabat bilan aniglandi. K (x,y) funksiyalar
Herntaayalangan (tnkroriy) yadrolar deb ataladi.
[tepentaryalangan yadrolarni (18) ga nisbatan umumiyroq

Koy = [ K (0K, (8 )t (19)

lormula bilan ifodalash mumkin. Haqiqatan ham, (17) da K., ()
yidront yana shu (18) formula yordamida K, bilan ifodalab,

A h E b b
Ao [ KOG [ KK ey (e = [ [ K 0K 8K (8, y)dndt

tenglilnt hostl gilamiz,. K, ,(¢,,») yadroni K, , orqali ifodalash

mumbkin va hokazo, Bu jarayonni davom ettirib, oxirida

h b
K, (x,y)= jf K(xe,t)K(t,,1,)-K (2, y)dt,..dt,

formulaga kelamiz. ¢, o‘zgaruvchi bo‘yicha integralni ajratib, oxirgi

[ormulani
b

b b
K,(x,y)=| dr,{j...fK(x,l,)K(l,,tz)...K(t,_l, y)dt, .4, | x

b b
X [ Kot DK (oot ya) Ky )l ..dz,_,}

ko‘rinishda yozib olamiz. (20) formulaga asosan figurali qavs
ichidagi birinchi integral K, (x,7,) ga, ikkinchi integral esa K, (z,,»)
ga teng.

Shunday qilib,
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bo‘ladi.
Bu jarayonni davom ettirib, xuddi Fredgol’m tenglamasidek,

X n

@, ()= [+ A D AK, (x, ) f )y (20)

a i=1
tenglikka ega bo‘lamiz, bunda

K (x,¥)=K(x,y)

K, (x,0)=[KxOK  (Ly)dt, 1=23, ..
,

6.2 paragrafdagi mulohazalardan 2 parametrning ixtiyoriy
chekli giymatida

3 2K, (x,5)

qatorning absolyut va tekis yaqinlashishi kelib chigadi. Bu
qatorning yig‘indisini r(x, y,2) orqali belgilab olamiz. Bu holda ham
R(x,y,2) ga (13) Volterra tenglamasining rezolventasi deyiladi.

(20) tenglikda n—>w deb limitda o‘tib, (13) tenglamaning
yechimini rezolventa orqali yozib olamiz:

P =1 (x)+ A Rex,y. ) f()dy .

Misol. Ushbu
u(x) = x4 J e xYuloe

tenglama rezolventa usuli bilan yechilsin.
Quyidagilarni hisoblaymiz:

K,=K(@)=t—x==(x=1)
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A (v1) J(\ §)is 0 )eds = I(\ c)(v+.\‘ - x)a's Ir s){x —1)—(x- .s)]ds

x
x

i(\ Se=e)=(x—s)kts = ( I x—$)ds — J- x—s) ds=—(x— {E(x_s)z]i +%[(x—3)}]

’ -t

o) Lo = (‘J’)
‘Xllddl shu kabi K, (x,7) ni topamiz:
i __j(x s)(s )3 _j(x PRI A PR i) ’)
v hokazo. Bularni l"(x,t,l)——-I\,(x,r)+2K:(x,t)+/1K,(x,t) ... formulaga
(j0"yib, rezolventani hosil gilamiz:

r(x.l,l)z—(x—t)+(x;—:)}—(i;:l+...=—sin(x—t)

U holda berilgan tenglamaning yechimi
u(x) =x- ;‘[sin(x — )t
| bo‘ladi. O‘ng tomondagi integralni hisoblab quyidagi natijani

olamiz:

u(x) = sin x,

Misol. Quyidagi tenglamaning iteratsiyalangan (takrorlangan)
yadro yordamida rezolventasi va yechimini toping:

olo) - A xtple)et = 1(x).

Yechish: Birin — ketin quyidagilarga ega bo‘lamiz:

K (\ l)— xt,

d ) I xt
Az(x t) I.rs stds *-\'1—3— 0 —?,

¢ 1
A)(X,’)=§£n-srds -_-.;_‘T’
K (x l)_ e
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Agarda || <3 bo'lsa, u holda rezolventa

2 " » L g - =2 n-l
(x,2,2) §A"(x,:)z —xlnzﬂ:(-:—;-) =33_"; ga teng bo‘ladi. Bundan

foydalanib yechimni X [ 3t
yechimni ushbu ¢(x)= 1(x)+ 2£3j/?.f(t)dl ko‘rinishda

topamiz.

Misol. —,12” in(x — = ixti
o(x) £ sin(x - 20)p(e)dt = 7(x) tenglama ixtiyoriy chekli 4

uchun yechimga ega ekanligini ko‘rsating.
Yechish: K(x,t)=sin(x~2) ekanligidan ikkinchi takroriy yadroni

Kz )= = . N o 3 J l 2z
Sopamiz (x,7) .!5"‘(" 25)sin(s - 2¢)ds = 5 o_[ [cos(x + 20 ~35) - cos(x — 2 — s)lis =

_af L,
= E(_ gsm(x +2£—3s)+sin(x— 2 — s)]l =

x Bu yc?rdan barcha takroriy yadrolar uchun K,(x,1)=0 bo‘ladi
unday qilib, rezolventa (r,/)- (x~21) ko‘rinishga ega va yechim

ixtiyoriy chekli 2 uchun p(x)= s(x)+ /{zfsin (x~20)7(0)ar bo‘ladi.

o Bu mlso'ldagl yadro x:e0,27) kesmada o0‘z — 0‘ziga ortogonaldir
Z — o'ziga ortogonal yadrolar uchun ikkinchi takroriy yadro

d S .
K,(x.n=0 boladi va rezolventa integral tenglamaning yadrosi bilan
ustma — ust tushadi.

6.4. Ajralgan yadroli Fredgol’m tenglamalari

Ta’rif. Agar (2) Fredgol’m ikkinchi
nchi tur t PR
etayotgan yadro ushbu englamasida ishtirok

K=Y,
i (x.0) ;a,(x)h(f) (21)
.0 Tmshga ega bo‘l'sa, bunday yadroga ajralgan (o‘zgaruvchilari
ajralgan) yadro deyiladi, 4(x) va b lar [«,» kesmada uzluksiz
funksiyalar.
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Ajralgan yadro uchun (2) integral tenglamani chizigli algebraik
tenglamalar sistemasiga keltirib yechish mumkin. Hagigatan ham,

u(x)= f(x)+ i.j' K(x,t)u(t)dt
tenglamaga (21) yadroni qo‘yib, quyidagi ko‘rinishdagi tenglamaga
kelamiz:

w(x) = 1)+ 23.Ca, (), (22)

bu yerda c, = ]h,(l)u(l)a’t —noma’lum sonlar.

Shunday gilib, ajralgan yadroli (2) tenglamaning yechimini
(22) ko‘rinishda qidirish kerak. Bu funksiyani (2) tenglamaga
qo‘yib, hosil bo‘lgan tenglikning o‘ng va chap tomonlaridagi ()
funksiyalar oldidagi ifodalarni har bir ;=12,...» lar uchun tenglab, C,
larga nisbatan algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

n
c, =AZC/""J +f,i=12,.,n,
J=

» b
i i = Ia,(t)b,(l)dl ) B, = If(l)b,(l)dl :

Bu sistemani yechib, C larni va demak, (2) tenglamaning
yechimi «(x) funksiyani hosil qilamiz.

Bu usulni n=3 uchun batafsil bayon gilamiz. Bu holda
C,i=1,23 lar quyidagicha aniqlanadi:

b ” t
[bou@di=C,,  [b@u@d=C,,  [bs(Out)dr=Cs.
| “ , 23)

Bu integrallardagi «( funksiya noma’lum bo‘lgani sababli,
¢, ¢, va G lar ham noma’lum sonlar bo‘lib, ularni topish talab
gilinadi. Shu maqsadda (23) ni (22) ga n=3uchun qo‘yamiz:

u(x) = f(9)+ ()G +2a,X)C, +2a,(X)C. (24)
(24) ifoda yordamida (23) tengliklarning birinchisini
o‘zgartiramiz:
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Demak, 2 parametrning D determinantni  nolga

aylantirmaydigan ~hamma giymatlari uchun (24) ko‘rinishdagi

yadroli (2) Fredgol’'m tenglamalarini shu usulda yechish mumkin

ekan. Shubhasiz, bu masalada ishtirok etayotgan barcha integrallar

mavjud deb faraz gilinadi. x
Misol. Ushbu tenglama yechilsin:

1
w(x)=x* + A[ (1 + xt)u(ryde.
0

Bu misoldagi 2 parametr umumiy holda berilgan bo‘lib,
K(x.)=1+x Yyadro yuqoridagi (21)  ko‘rinishda  ifodalangan.
Tenglamaning o‘ng tomonidagi integralni ikkiga ajratib,

1 1
Ij(l +xtyu(0)dt = [u(O)dt + x [ nu(t)e

tenglikni hosil gilamiz.
So‘ngra quyidagicha l
C = j w()ydt, C,= I tu(t)dt

kabi belgilashlar kiritamiz. U holda berilgan integral tenglama
u(x)=x" +AC, +2Cx
ko‘rinishida yoziladi. Noma’lum funksiyaning bu ifodasidan
foydalanib, c, bilan C,ni hisoblaymiz:
C;= ju(l)dl = i(:’ + AC, + AC,N)d =

=—I-+ AC, +l/1C2
3 2

= [.1_1‘ +ACL+ I—/ICJ’]l
3 %
yoki : l
(-2)C, -54C; = 3.
Xuddi shuningdek,

1 1
C, = [ma)dt = [ +2C, +AC,1)d1 =
4 o a

1
oo Lamag Laepiady bap o Lag
=[;’4+5'1C" +37CH ]., 4520, +22C,

yoki
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——*

1 1 1
——AC, +(1-=2)C, = —.
2 1 ( 3 ) 2 4

Shunday qilib, quyidagi chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi

hosil boldi:
1 1
1-2)C, —=2C, =—,
(1-2)C, 32 =3
1 1 1
A +A-3AC, = 7.

Bu sistemaning yechimini Kramer formulalariga asosan
yozamiz:

. D . D
(.,=E'-, (,=’—2
Bu yerda
=4 =2 "
D=| , 2] =—(F=16A+12) %0,
=2 1o
2
L
D,=f 21 =—(A+24),
g O
4 3
o A
D,= =—(3-4)
1, 12
4
Demak,
7o A+24 D, 3-1
et mre e SRS e v e
D 6 A*=162A+12 D AT =162 +12

Bularni izlanayotgan noma’lum funksiyaning yuqoridagi
ifodasiga qo‘yib, uni quyidagi ko‘rinishda yozamiz:
A(3-2) i 2(A+24)
Z=16A+12" 62 —-161+12)

u(x)=x*+

Bu esa berilgan masalaning yechimidir. Yechim ifodasidagi
kasrlarning maxraji nolga teng bo‘lmasligi uchun 2 parametr
A -162+12=0
Kvadrat tenglamaning ildizi bo‘Imasligi shart, ya’ni 1#8+2y/3.
Xususiy holdaz=2deb faraz qilsak, yechim quyidagicha yoziladi:

89




b b
C, = [by(Ou)dt = [b,(O) £ (1) + 2a,(1)C, + Aay (1)C, + Aay(0)C, Jdt =

b b b ]
= [b,(t)f (@)t + 2C, [ b, (1) a, (1)t +AC, b, () ay (1)t + AC, [ b (1) ay (1)t (25)

O‘ng tomondagi aniq integrallar o‘zgarmas sonlar bo‘ladi va
ularni quyidagicha belgilab olamiz:

b b

j by(0)f(t)dt = 4,, [b(0a ()t = ay,

; 3

Jbl(l)az(l)dl =a,, _[b,(l)a,(t)dt =a,.
U holda (25) tenglik

G =4 +2Ca, +Ca, +2Ca;,
ko‘rinishiga keladi. Bundagi G,C,C, noma’lum sonlarni o‘z
ichiga oluvchi hadlarni tenglik ishorasining bir tomoniga
o‘tkazsak,

(1—=7a,)C —2a,,C, - 2a,,C, = 4,
uch noma’lumli chiziqli algebraik tenglama hosil bo‘ladi.

Shunga o‘xshash yana ikkita algebraik tenglamani keltirib

chigarish uchun (23 ) tenglamalarning ikkinchi va uchinchisiga
murojaat gilamiz:

b b
C, = Ibz(’)"(’)dl = Ibz(l)[f(t) +2a,(1)C, + Aa, (1)C, + Aa,(1)C, Jdt =

b b b b
= [,/ @yt + AC, [ by () a, ()t +2C, [ b, (1) ay ()t + AC, [ by(0)ay ().
Bundagi integrallarni quyidagicha belgilaymiz:

5 b
Ibl(’)f(')d’ =4, _[bl(’)al(’)dl =4ay ,

b b
[b.(0a,()dt = ay,, eyt = ayy

U holda
G, =4, +ACa,, +AC,a,, + AC;a,,
yoki
—Aa, G, +(1=2a,)C, — Aa,,C, = A4,
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hosil boladi.
Xuddi shuningdek, (23) dan:

13 b
C, = J’b,u)u(r)d: = j by(Of (1) + 2a,()C, + Aay (1)C, + 2a;()C; .

Buni ham yuqoridagilar kabi o‘zgartirsak, ushbu
—2a,C —Aa,C, +(1-Aa,)C = 4

natija hosil bo‘ladi; bunda

1] b
[by@f 0yt = 4,, [, ()dt = a

b b
[by(D)ay(t)dt = ay,, [byt)ay()dt = a, .

Shunday gilib, biz C larga nisbatan quyidagi chiziqli algebraik
tenglamalar sistemasini hosil qildik:
(1= 2ay,)C, — 2a,,C, — 2a,,Cy = 4,
= Aa,, C, + (1= 2a,,)C, — 2a,,Cs = 4, (26)
— 2y C, = 2, Cy + (1= 2a,)C, = 4
Bu sistemadagi 4 lar va g, lar ma’lum sonlardir, chunki

ularga mos integrallar ishorasi ostidagi funksiyalar masalada
berilgan bo‘ladi.

Endi (26) sistemani oliy algebradagi Kramer formulalari
yordamida yechamiz:

L D, 27
C== C==2, Cu==t, 27)

Bu formulalarda

l_;‘an "}‘alz _Mn
D=|-Za, 1-ia, —Aay (28)
_'Mn “Msz 1_'{”33

Ma’lumki, pni topish uchun (28) determinantda birinchi
ustun elementlari o‘rniga (26) dagi 4,.4,,4, ozod hadlarni qo‘yish
kerak, D, va D, lar ham shu usulda topiladi. Shuni ham ta’kidlab
o‘tishimiz zarurki, (26) sistemadagi 4,,4,,4;larning kamida bittasi
noldan fargli bo‘lganda, (28) determinantning noldan farqli

bo‘lishi shart.
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Misol. Ushbu tenglama yechilsin:
u(x)= f(x)+ ljcos(x + u(t)dt.
Ma’lumki,

cos( x + 1) = cos xcos { = sin xsin /

va demak, tenglamani

u(x)= f(x)+ AcosxTcostu(t)dt — Asin x]'sinm(l)dl =

=f(,\')+/1cos.vc-Cl—o/lsinx‘Cz :
ko‘rinishida yozish mumkin; bunda

C = Icosm(t)dt, C,= Isin tu(t)dt.
0 o
Bu integrallarda () o‘rniga uning yuqorida olingan ifodasini

qo‘yamiz:

C, = [cost[f(1) + Acos(C, = Asin(C, )di =
0
= Icos of (0)dt + ZC‘ICOSI tdt - /Ilecosl -sin td.
o 0 0

Integrallarning qiymatlari

x =

s g
Icos’ldl == Icost-smtd! =0.
0 2 0

bo‘lgani uchun birinchi tenglama

a- 321)(.', =4
ko‘rinishda yoziladi. Bu yerda

A= j'cos f (t)dt.

Xuddi shu usulda c,ni izlaymiz:

x
C, = [sint f() + Acos(C, - Asin1C, Jdt =
a

= Isin if (t)dt — /.Czj'sin’ wdt + AC,Icosbsin r,
0 0 o
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x

s /3
Ism'ldt ==
4 2

bo‘lgani uchun

a+2c, = 5,

bu yerda
B= jsin o (Hdt
0
va demak,
e & o B

Izlanayotgan yechim quyidagidan iborat:

24icos x 2Asin x
= —_— -
TS % T Toas

Bu ifodadagi kasrlarning maxrajlari nolga aylanmasligi uchun
i# t%—bO‘liShi kerak. Xususiy holda, agarz-1, s(x)-xdeb olsak,

B.

A=Ilcosldt=—2, B=Ilsin1dl=7r
0 0

bo‘lib, yechim uchun quyidagi ifoda hosil bo‘ladi:

sin x.

u(x)=x— 3 €OS X — i
T 2-x 2+7

Mustaqil bajarish uchun misollar

a) o(x)= ,1;[ K(x,y)e(»dy + f(x) Integral tenglamani quyidagi hollar
uchun yeching:

L k(y)mr=15 f(&)=x-

2. K(xy)=2", f(x)=¢".

3. K(x,y)=x+y-2xp ,f(X)=X+X2.

b) o(x)= zix(x, ey + f(x) integral tenglamani quyidagi hollar

uchun yeching:

4. Ky =xpx'y?, flx)=o"+x".

1 I
5. Kxy)=x+y3, flx)=1-6x2.
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6. Kxy)=x'+5y, flx)=x"-x".

7. K(xy)=2xy+5x%", f(x)=7x"+3.

8. K(x,y)=x'—xy, flx)=x+x.

9. K(x,y)=5+4xy-3x"=3)* +9°)*, f(x)==x.

c) q,(x)=;.j'1<,\-,y)¢(y)dy+ f(x) integral tenglamani quyidagi hollar
0

uchun yeching:

10. K(x,y)=sin(2x+y), f(x)=r-2x.
1L K(x,y)=sin(x—2y), f(x)=cos2x

12. K(x,y)=cos(2x+y) 5 f(x)=sinx-
13. K(x,y)=sin(3x+ ), f(x)=cosx-

14. K(x,y)=sin y+ycosx, f(x)= 1——
15.  K(xy)=co$(x=y), s(x)=1+cos 4x.

2x . . - .
d) g(x)=2[K(x)o(dy+ f(x) integral tenglamani quyidagi hollar
0

uchun yeching:

16. K(x,y)=cos x-cos y+cos 2xcos 2y, f(x)=cos3x
17. K(x,y)=¢0s x-cos y+2sin 2x-sin 2y, f(x)=cos x
18. K(x,y)=sin x-sin y+3cos 2x-cos 2y, f(x)=sinx

e) Quyidagi integral tenglamalarning barcha xarakteristik
qiymatlarini va shu xarakteristikalarga mos funksiyalarini toping.

19. p(x)= ).T sin(x + y) + %}w(y)dy
2=
20. (x) = /IJ' cos(x+ y) + l}ﬂ(y)dy

21. ¢(x)=/1j' x*y? ——]vr(y)d)'

Ao
22. :,a(x):/lj (;) + [:) (y)dy

2«
23; p(x)= lj‘(sin x-sindy+sin2x-sin 3y + sin 3x - sin 2y + sin 4x - sin yp(y)dy
0
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24. a va b parametrlarning qanday qiymatlarida quyidagi
tenglama yechimga ega va shu qiymatlardagi yechimini
toping:

¢(x)=12;[[ y+%}l/(y)dy+ax2 +bx =27

23. a parametrning ganday qiymatlarida quyidagi tenglama
yechimga ega:

o(x)= \/E_:[[y(‘lxz —3x)+ x(4y? = 3p)p(¥)dy + ax + %?
26. 4 parametrning qanday qgiymatlarida
p(x) = lzjij(Zx = »)e(y)dy + [(x)
integral tenglama har qanday /(e ¢ (o.2=)uchun yechimga ega, shu
yechimni toping.

@) Barcha 4 va ozod hadga kiruvchi barcha a, b, ¢ parametrlar
uchun quyidagi integral tenglamalarning yechimini toping:

x/2

217. o(x)=A I(ysinx+cosy)q)(y)dy+ax+b
i

28. o(x)= Aj:cos(x + y)p(y)dy + asinx + b
0

29. o(x) = Al[(l +x)0(y)dy + ax* + bx+c
4

30. P(x) = Aj(x’y + ) )p(y)dy + ax + bx®
b

31. P(x) = A_jl%w +x7y )p(v)dy +ax + b

1
32. ol) = lI[S(xy)% + 7% ]¢( W)y + ax +bx¥

33.

34, w(x):/lj(i/;+%/;)v)()r)dy+axz +bx+c
]
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1
35. w(x):}.j(nwxz +y7 =32y p(y)dy + ax + b
-1

36.  k(xy) yadroning xos sonlarini va ularga mos keluvchi
xos funksiyalarini toping va barcha ; 4s.clar uchun quyidagi
tenglamani yeching

1. K(x,p)=3x+xy-5V", 7(:)=ax .

2. K(x,p)=3xp+5", flx)=ad +bx.

37. k(xyyadroning xos sonlarini va ularga mos keluvchi xos
funksiyalarini toping va barcha 2,«,s,c lar uchun quyidagi tenglamani
yeching:

o(x)= 2 [ K(x, y)p(»)dy + £(x)

1. K(x,y)=xcos y+sinx, f(x)=a+bcos x -

2. K(x,y)=xsin y+cosx, f(x)=ax+b.
l) Quyidagi integral tenglamalarni yeching va &(x.y:2)
rezolventasini toping:

38, p(x)=2[sin(x+y)e(y)dy + f(x)

1

39.  p()=2[U-y+20)0()dy + 1)
i

40. p(x)=4 j'(x sin y + cos X)p(y)dy + ax + b

41. p(x)= AT(sin xsin y +sin 2xsin 2yy)p(y)dy + f(x)
0

p) Har qanday 2 parametr uchun quyidagi integral tenglamalar
yechimga ega bo‘ladigan 4. parametrlarning barcha qiymatlarini

toping:
1
42, @ =2[Co+xyp0)dy +axt +bx+e
-1
43. p(x)=2[(1+0)0()dy + ax® +bx+c, bu yerda a?+6? +c? =1.

1
44, ¢(x)=xj‘/‘l”_'"_’,¢(y)dy+x’ +b
f =
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45.
46.
47.
48.

49.

q) Quyidagi integral tenglamalarning xos sonlarini va ularga
mos keluvchi xos funksiyalarini toping:

50.

Sk

2.

1
o(x)= lI(.\y—%W(y)dy%’ax’ —bx+1

1
()= 2] (x+ Y)p(y)dy +ax +b +1
-1
2z
0(x)=2 [cos(2x + 4y)p(y)dy + e=**
0
1
o(x) = lI(sin xsin 2y + sin 2xsin 4y)@(y)dy + ax® + bx + ¢
el

!
P(x) = 2[(1+x* + y)p(y)dy + ax + bx’
b

11 3
o x)=2[ | [x. +x =00+, )]my,,yz )dy,dy,

~1-1
e(x)=2 [(xI* +1y1)edy, x = (x,,x;)
<t
L]y

xX)=4 | ——o(y)dy,x=(x,,X,,
o(x) ,,;[.l+IXI¢U)) x=(x),X,,Xy)
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7-BOB. ELLIPTIK TURDAGI TENGLAMALAR

! Ushbu b.obda C”ip_tik turdagi tenglamalar haqida umumiy
ma’lumot berilgan bo‘lib, ularga qo‘yilgan korrekt masalalarni

yechish o‘rganilgan. Mavzuga doir mustaqil yechish uchun misol va
masalalar keltirilgan.

7.1. Umumiy tushunchalar va JSundamental yechim
. Fssiqlik maydonlari (sterjen) qaralganda, bu maydonlarda
issiglik tarqalish masalalar; ko‘rilgan edi. U maydonlar statsionar
bo‘lmagan maydonlar bo‘lib, issiglik tarqalish jarayoni vaqtga
bog‘liq edi.

Endi issiqlik tarqalish jarayonini statsionar deb garaymiz, ya’ni
vaqt o‘tishi bilan maydondagj temperatura o‘zgarmaydi. Bunday
maydonlar statsionar temperagyral; maydonlar deyiladi.

a) Bir jinsli sterjenda issiqlik tarqalish jarayoni statsionar

bo‘lsin, u holda issiqlik tarqalish tenglamasida 2“., bo‘lib
3]
tenglama N
*u
g 0
ko‘rinishga keladi.
Agar sterjenga doim issiqlik manbalari ta’sir etsa, tenglama
o’u
Pt 2

ko‘rinishda bo‘ladi.

b)_ B.ir 'jinsli membranada issiqlik tarqalish jarayoni statsionar
bo‘lsa, issiqlik tarqalish tenglamasi

*u  'u
5‘7+§=0 3)
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T

ko‘rinishda yoziladi. Agar membranaga doimiy issiqlik manbalari
ta’sir etsa, tenglama

2 2
Su Gl v @)

ko‘rinishni oladi.

¢) Bir jinsli gattiq jism uch o‘lchovli fazoda qaralayotgan
bo‘lsa va unda issiqlik tarqalish jarayoni statsionar bo‘lsa, u holda
issiqlik targalish tenglamasi

2 2 2
. )
ot &
bo‘lib, agar unga issiqlik manbalari ta’sir etsa, tenglama ko‘rinishi
o*u 8'u d'u
DS e 6
axl ayl a:z 4 ( )

kabi bo‘ladi.

Yuqorida yozilgan (1), (3), (5) tenglamalar mos ravishda bir,
ikki, uch oflchovli Laplas tenglamalari deyiladi. (2), (4), (6)
tenglamalar esa bir, ikki, uch oflchovli Puasson tenglamalari
deyiladi.

S sirt bilan chegaralangan qandaydir D sohani garaylik. D soha
ichida u(x,y,z) temperaturaning statsionar tarqalish masalasi
quyidagicha qo‘yiladi:

D soha ichida au=-s(xy.-)tenglamani va quyidagi chegaraviy
shartlardan bittasini:

L.u=y,Sda

IL 2. /., S da

(birinchi chegaraviy masala)

(ikkinchi chegaraviy masala)
I11. %%+ hu—-f)=0,S da  (uchinchi chegaraviy masala)

qanoatlantiruvchi u(x,y,z) funksiya topilsin, bunda keyingi
tengliklarda » - S sirt o‘tkazilgan normal, » - berilgan doimiy son,
JisJo 1y - berilgan funksiyalar.
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Laplas yoki Puasson tenglamasiga qo‘yilgan 1-chegaraviy
masalaga Dirixle masalasi, 2-chegaraviy masalaga esa Neyman
masalasi deyiladi.

A orqali 2-tartibli xususiy hosilalarning quyidagi differensial
operatorini belgilaymiz:

Ushbu a differensial operator Laplas operatori,

n a2

=30 7)

tenglama — n o‘Ichovli Laplas tenglamasi deyiladi.

(7) tenglamaga mos kvadratik xarakteristik forma quyidagicha
aniqlanadi:
0=>
va bu forma E, fazoning hamma nuqtalarida musbat aniglangan.
Bundan esa (7) tenglama E, fazoda elliptik ekanligi kelib chigadi.

Ta’rif. 2-tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lgan va
Laplas tenglamasini qanoatlantiruvchi (ya’ni uning yechimi
bo‘lgan) u(x) funksiya garmonik funksiya deyiladi.

x va ¢ o‘zgaruvchilarning funksiyasi bo‘lgan quyidagi funksiya
ham x, ham ¢ bo‘yicha Laplas tenglamasini ganoatlantirishini
to‘g‘ridan-to‘gri tekshirish mumkin:

o

2

E(x,¢)= n_—‘]f A (8)

—loglg—x|, n=2,

bu yerda’ If —xl —~ \/(fx _xn)l * (42 g -‘1)2 +... ¥ (fu "‘n)z C
bo‘lganda (8) dan quyidagini olamiz:

= —|§ - x|_" + nl;‘;’ —x|""1.(¢',. - x,): . t=12..on (9)
(9) ni etib (8) ga qo‘ysak quyidagiga ega bo‘lamiz:

Haqiqatan, x=¢

—-n-2

AE == =" +nl¢ - Z(ﬁ -x) =
98

fivor dunksiyn v ova & o‘zgaruvchilarga nisbatan simmetrik
b lgan e uehian, bu funksiya &, &#x o‘zgaruvchi bo‘yicha ham
[ aplas tenglamasini qanoatlantiradi.

(#) formula orqali aniglangan E(x¢) funksiya Laplas
(enplnmasining elementar yoki fundamental yechimi deyiladi.

o1 bo'lgan holda fundamental yechim x (yoki ¢) nuqtada
oy lnshigan birlik zaryadning potensialini bildiradi.

. : ] ou o
Mupsnln, 1ouly,,..v,) garmonik funksiya berilgan g'-g‘, (n=2)

1 2
(unloatyn parmonik funksiya bo‘lish yoki bo‘Imasligini tushuntiring.
u  du
‘(\-I “f)

Yechish., .
B e (?tl 22T2

belgilash kiritamiz. Garmonik

funksiya  ta’rifidan  foydalanamiz. Funksiyadan o‘zgaruvchilar
ho'yicha ikkinehi tartibli xususiy hosilalarni olamiz:

2 3
Muly ) 0w Ou ]"’n Tl ; du Q'u
| ) .
| ‘ 1 PR
oy ay! vy Oy vy, Ox ax,dx;
Oy, xy) ' Ou ,u"u dlu ou @ u
)2 :
) M) Oy 0x) oxdx, X, ox Ou

[Laplas tenglamasini qanoatlantirishini ko‘rsatamiz,
D' v(x),xy) ' a \(.‘,.,\_.):o_u_ u 2(') u ’u +_6_u_ *u

Ay - - < A
x; o} ) ax, oxf “oxox, Ox, Ox,ox}

Ny ok, o3 ax',axl dx, Ox,0x} @r

' O o* u o%u u d'u _ Cu (Olu d'u ] au[ ’u 6)11 81(]
| D —— — —_— —_— |+

o) 6.7:6‘ X, ox, axzo x axi ox,

i u :7‘:1_ |-0 w)| o 9o u+a u 614 : 53_ a_u o'u 6211+6_zu_
Sy, (ax] o ox? ax ax, \ox;  ox? ax 6x o} ox} ox,ox, \ax}  ox;

masala shartiga asosan

'u 8° u
—_—
x;  ox}

2

a'v(x,,x,) i a*v(x,,x,)

bundan . ;
ox; ox,

=0, ya’ni av=0. Demak, berilgan funksiya

parmonik.
Masala. x +kqx; berilgan funksiya garmonik bo‘ladigan «
doimiyning qiymatini toping.
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Yechish. _u{x,x,)=x] +kgx} belgilash kiritamiz. Garmonik
funksiya ta’rifidan foydalanamiz. Funksiyadan o‘zgaruvchilar

bo‘yicha ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni olamiz:
azu(x,‘,.rz)= A azu(x;,xl)

=2kx,
ox; ox;
Laplas tenglamasini qanoatlantiradi, ya’ni
2 2
gl 2u.
ot ox?

bundan
6x, + 2ke, =0,
k=-3.
Demak, k=-3 bo‘lganda berilgan funksiya garmonik funksiya
bo‘ladi.
Mustagqil bajarish uchun mashqlar
1. Laplas operatorining quyidagi koordinatalar sistemasidagi
ifodasini toping.
a) egri chiziqli koordinatalarda
x=9(&.n).y=y(£,n)
b) qutb koordinatalarida
X=rcos@,y=rsingp
¢) silindrik koordinatalarida
X=rcos@,v=rsing,z=z
d) sferik koordinatalarida
X=rsinUCcos@,y=rsinosing,:=rcosuv

e) yassi sferoidal koordinatalarida

x=¢nsing,y =/ -D1-7%),z=Encosp.

2.u=u(x,,...x,) garmonik funksiya berilgan quyida yozilgan
funksiyalardan qaysi biri garmonik funksiya bo‘lish yoki
bo‘Imasligini tushuntiring.

a) u(x+h),h=(h,...h)-doimiy vektor;
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B v o skalyar doimiy;

Gl oty ortogonal matrisa;

)
|” "
i, i,
T .
) n»2
| )
Y "
0 ] "
1 s I\ I\, no3
o, (h, o
i o y
') Y \ n
I\, o
i o
h) \ w2
o l]\'
Ju
o\
|() n=2

[ ()
(3] )
[::::J (2]

3. Quyida garmonik bo‘lgan funksiyalar berilgan. k
doimiyning qiymatini toping.

a) x +hoxl;

b) x +x; +hks;

¢) " chky;

d) sin 3x,chkx ,;

||‘ o = ;" [ =0.
3 1 . 5 ou .Gu
4.u(x,y) funksiyani garmonik deb faraz qilsak, (0(2)=§_'§

[unksiyaning analitik bo‘lishini ko‘rsating.
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S. u(x,y)=Re (), Ya'Ni u(x,y funksiya () funksiyaning
haqiqiy qismiga teng bo‘lsa, D sohada egri chiziq integralidan
foydalanib, s(-)ning analitik bo‘lishini keltirib chiqaring, agar:

5.1. u=x’-3xy.

5.2. u=e"siny.

5.3. u = sin xchy.

6. uy—v, =0, u,+v,=0 Koshi-Riman tenglamalar
sistemasidan foydalanib, u(x,y) funksiya bilan qo‘shma garmonik
bog’langan v(x,y) funksiyani toping:

a) u(x.y)=x) -yx’;
b) u(x,y)=e¢"sinx;
€) u(x,y) = shx sin y;
d) u(x,y) = chxcos ny;
e) u(x,y) = shx cos y;
) ucx,y)= chxsin y.

7. Koshi-Riman tenglamalar sistemasidan foydalanib, u(x,y)
garmonik funksiyani toping:

a) u,(xy)=3x"y-y";

b) u,(x,y)=e"cosy,

¢) u(x,y)=e"siny;

d) u,(x,p)=x"-y*+x+y

e) u (x,y)=xy+x* -y’
8. Agar:

a) u, =e"cosz—2y;

b) u, =shwosz+2xy,

¢) u, =xy* —xz +6xz+x;

d) u. =e*(xcosy—ysiny)+2z.
bo‘lsa, u = u(x,y,z) garmonik funksiyani toping.

9. Agar:
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W) ey W'y

) o tn 00 e o) oy,
) u ) s nsinyy,
) i () chwiny,
O) 1)
b lan, u(x,y)  garmonik funksiyaga bog'liq bo‘lgan v(x,y)

[inkesayani toping.

"L Chegaraviy masalalarni doirada va doira tashqarisida Furye
usuli bilan yechish

Doirn uchun Dirixle masalasi:
D p? =x* I,v"<az}doirada
Au=0 (10)
il o' lehovli Laplas tenglamasining
o =S
(11)
birinchi - chegaraviy — shartni  ganoatlantiruvchi  yechimini  topish
masalasini ko‘raylik, bu yerda f berilgan funksiya.
Dastlab S={x2 +y2=az} aylanada feC' deb faraz qilaylik
(keyinchalik bu shartni olib tashlaymiz).
Markazi doira markazida bo‘lgan (». ) qutb koordinatalar
sistemasini kiritamiz. Unda (10) tenglama
Au:L.i(,,"_"]a.L,.L"ﬁo (12)
ap) p° Op
ko*rinishini oladi.
(12), (11) masalani o‘zgaruvchilarni  ajratish  usuli bilan
yechamiz ya'ni (12) tenglama yechimini u(p.p)=R(p)-®(p)=0
ko‘rinishda izlaymiz. Bundan esa

'l"l’("/'). L 20(p) =0, Bp)=#0 (13)

g
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li(pd%’))-;x(ppo,k (p)#0 (14)

tenglamani  hosil  qilamiz.  (13) tenglamaning  yechimi
®(p)= Acosn 2p+ Bsinm/Ap bo‘lib, bu yerda 4 5 ixtiyoriy o‘zgarmaslar.
Ko‘rinib turibdiki, ¢ burchak 0 dan 27 gacha o‘zgarganda bir
qiymatli u(p, p)funksiya yana o‘z giymatiga qaytishi kerak, ya'ni
u(p.p +27)=u(p,p)yechim davriy bo‘ladi. Bundan esa a(p+27)=d(p)
ham davri 277 bo‘lgan davriy funksiya bo‘ladi. Bu esa fagat V4 =n
-butun son bo‘lsagina mumkin va

D, (p)=A, cosnp+ B, sin ng.

Endi R(p) funksiyaga nisbatan Eyler tenglamasi hosil bo‘ladi,
uning yechimini Kp)=p"ko‘rinishda izlaymiz. Buni (14) tenglamaga
qo‘yamiz va p”ga qisqartirib, »*=4" yoki u=+n(p>0) tenglikni
Demak R(p)=Cp"+Dp™"bunda ¢ p-
o‘zgarmaslar.

olamiz. ixtiyoriy
w=R(p)(p)> = Va u(p.p)funksiya
sohaning ichida garmonik bo‘lmaydi. Shu sababli, agar ichki
masalani qarayotgan bo‘lsak  Kp)=Cp"ya’ni u=n deb olish maqsadga
muvofiq  bo‘ladi.  Shuningdek,  tashqi  masala
R(p)=Dp~, (u=-n) deb olish kerak, chunki tashqi masalada
yechim p - « chegaralangan bo‘lishi kerak.

Shunday qilib, ichki va tashqgi Dirixle masalalarining xususiy
yechimlari mos ravishda , <« bo‘lganda: «,(p.¢)=p"(4, cosnp+ B, sinng)
va p=a bo‘lganda: u,(p,¢)=p"(4, cosnp+ B, sinng) bo‘ladi.

Shuni ham ta’kidlash lozimki, ,-0 nuqtada (12) Laplas operatori
ma’'nosini yo‘qotadi. Biz Au, =0 tenglik,, -oda ham bajarili ishni
P’ sinng
p"e" =(pe”)' =(x+#) funksiyaning haqigiy va
ekanligidan foydalanamiz. Bu x va y ga nisbatan ko‘p had bo‘lib, ,>0

Agar D#0 bo‘lsa ,-0 da

uchun

ko‘rsatish  uchun p" cosnp va xususiy  yechimlar

mavhum gismlari

da Au=0 hamda uzluksiz ikki marta differensiallanuvchi bo‘lgani
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wohin oo da ham Au=0 tenglama chizigli bo‘lgani uchun bu

dondy yechimlar yigtindisi ham mos masalalar yechimi bo‘ladi:
o) N M, cosng B, sinng) ichki masala uchun;
W) S, cosng v B, sinng) tashqi masala uchun.
A, va B, kocffisiyentlarni  aniqlash ~ uchun (11)
/ " Y
¢ liepenviy shartdan foydalanamiz:
i) Y a" (4, cosnp+ B, sinng) = /(p) (15)

vii /(p)funksiyaning Furye qatoriga yoyilmasini yozamiz (uni

muvjud degan faraz bilan)

j(q:):-az—”-i-i;(a_ cos ng+ f3, sin ng) (16)

] x
hu yerda «, == If(W)COS"W dy (n=012..),
(17)

Bo=L [ r@)sinmy dy (n=012..) (18)

7 e

(15) va (16) qatorlarni tenglashtirib, ichki masala uchun:
7 P! Y e X 3..=&,

a a

tashqi masala uchun esa

qiymatlarni topamiz.
Shunday qilib, doirada Dirixlening ichki masalasi uchun

u(p, (p) = % +i(£) (a,, cosng+ [, sinnq)) (19)
n=l a
yechimni, tashqi masala uchun esa
u(p, @)= % + i(%) (@, cos ngp + B, sin ng) (20)
n=|

yechimni hosil gilamiz.
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Bu funksiyalar haqiqatan ham izlanayotgan yechim bo‘lishini
ko‘rsatish uchun, ularni hadma-had differensiallab, hosil bo‘lgan
qatorlar ham yagqinlashuvchi bo‘lishini hamda chegarada uzluksiz
bo‘lib, chegaraviy giymatni qabul qilishini isbotlash lozim bo‘ladi.
(19), (20) qatorlarni bitta ko‘rinishda yozib olamiz:

ulp, p)= Zt (a, cosnp+ B, snnrz¢)+—(21)

n=l

<1 (p < a—ichki),
buyerda ,-

LN E TR

<1 (p=a-tashgi),

a,, B, laresa f(p)funksiyaning Furye koeffisiyentlari.

(19), (20) qatorlarni <1 bo‘lganda istagancha differensiallash
mumkin. Qatorning umumiy hadiu, =" (a, cos ng + g, sin np) ni
qaraylik hamda uni ¢ bo‘yicha « marta differensiallaymiz:

ak
#:["n [a co{ngo+ )+,B sn{nqm?)]

Agar |a,|<M, |8,|<M desak, quyidagi bahoga ega bo‘lamiz

ak
3¢

<t"-n*-2M.

Birorta p, <a (ichki masala uchun) va p, 2 e (tashgi masala
Po

uchun) giymatlarni fiksirlaymiz, bunda ,, - 22 .| bo‘ladi va ushbu

gatorni garaymiz Z’ (| +B)) <200y 07 0t <ty
k=]

n=\

Ko‘ramizki, bu qator ixtiyoriy chekli # uchun ¢<z <1 bo‘lganda
yaginlashadi. Shuning uchun (19), (20) qatorlarni mos ravishda
ichki, tashqi nuqtasida « marta differensiallash mumkin.

Xuddi shunga o‘xshash ko‘rsatish mumkinki, (19) va (20)
gatorlarni p,<a va p, >a(doiraning ichi va tashqarisida) mos
ravishda po‘zgaruvchi bo‘yicha ham istagancha differensiallash
mumkin. Fiksirlangan a ning ixtiyoriyligidan esa (19) va (20)
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(atorlarni doiraning mos ravishda ichki va tashqi nuqtasida
differensiallash - mumkin  bo‘ladi, hadma-had hosila olish
mumkinligidan esa, superpozitsiya prinsipini  qo‘llash  o‘rinli
clanligi kelib chigadi. Demak, koeffisiyentlari (17) va (18)
formulalar bilan aniglanadigan (19) va (20) funksiyalar (10)
(cnglamani va (11) chegaraviy shartni mos ravishda doiraning
ichida va tashqi sohasida qanoatlantiradi.
Masala. x*+)* =" <R doirada Dirixle masalasini yeching:

Au(x,y)=0, 0<r<R,
ulx,y)=gx, ), r=R
bu yerda, g(x,))=2x"-x-.

Yechish. Yechim (19) qator ko‘rinishida bo‘ladi,
koeffisiyentlari (17) va (18) formulalar yordamida aniqlanadi. g(x,)
funksiyani qutb  koordinatalar sistemasida yozib olamiz:
o(r,p) =27 cos p—rcosp—rsing  va r=R dag=2R cos p—Rcosp—Rsing
ho*ladi.

a, = £ Jg(y/)cos nydy = L J'(ZRz cos® 7 — Rcosy — Rsin v/)cos nydy

B.= “]‘I (W)Sln"!//dl//=—j-(2R cos® y — Reosy — Rsuw/)smm//dw
g

a, = -;l;-];(2R s R Rcosty — Rsin I/I)JV/ =2R
a, = :t:[("R“ cos® iy — Reosy — Rsmy/)cos wdy =-R
= % J‘(?R2 cos® 7 — Rcos — Rsin z//)cos 2udy = R?
B = %I’(ZR’ cos® r — Reos i — Rsin u/)sm wdy =—-R

Qolgan barcha koeffisiyentlarning qiymatlari nolga teng.

Topilgan natijalarni (19) gqatorga qo‘yib, berilgan masalaning
yechimini olamiz:

ulr,p) = %"- + i[%) (a, cosng+ B, sinng) = R* —rcosg +r’ cos2p—rsing .
o=l
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Oxirgi tenglikda dekart koordinatalar sistemasiga o‘tamiz va
masalaning yechimini olamiz:
x,y)=R —x+x' =y ~y.
Masala. .<r<so0<p<2-halqa ichida quyidagi .)chegaraviy
masalalarning yechimlarini toping: au(r) =0, u(a) =7, u(b) = U.
Yechish. Bir o‘lchovli holda Laplas tenglamasi quyidagicha:

Au(r) = %(%(r %)] =0.

Tenglamaning yechimi: u(r)=c, 1 r+ ¢, . ¢,.c,larni chegaraviy
shartlardan topamiz:
u(@)=C/lna+C,=T
u(b)=C,Inb+C, =U
T-U

G, =
In—
b

T-U

C,=T- Ina

In—

b

Demak, yechim quyidagicha:
r-y

[ o
In—
a

u(r)=T+
In<
b

bo‘ladi.

10. x*+)* =" <K doirada Dirixle masalasini yeching:
Au(x,y)=0, 0<r<R,
u(x,y)=g(x.y), r=R
Bu yerda:
a) g(x,y)=x+w;
b) gt »)=2(x* +y);
©) gxy)=4y";
d) g(xy)=x"-2y%;
e) gl y)=40/;
Dey = }—ey’ + Ry
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£) 8(6)) =2 =x—y.

(1. v +y* =" <R doiradan tashqarida Drixle masalasini yeching:
Au(x,y)=0, R<r<om,
Wx,y)=gx,y), r=Rjuxy)|<=
Bu yerda:
a) g(x.y)=y+2x%;
b) g(x.y)=ax+by+e;
¢) gy)=x"-y";
d) gxy)=x"+}
) gxy)=y—xy
f) gxy)=)"+x+y;
g) g(x))=2¢"—x+y.
12.X +y*=r* <R doirada Puasson tenglamasiga qo‘yilgan Drixle

masalasini yeching:
Au(x,y)= [, )0<r <R,
u(x,y)=gx,y),r==R.
Agar:
a) f(xy)=1g(xy)=0;
b) f(xy)=xelxy)=0:

) f(x,y>=—1,g(x,y)=%;

d) rxp=rv.an=1
€) f(xy)=4.8(xy=1.
13.% +y* =r* <R doirada to‘g'ri qo‘yilgan Neyman masalasining
Au(x,y)=0, 0<r<R,
bajarilish shartini toping.

ou(x,y) !

x,¥), r=R
o glx,y

Agar:
a)g(x,y)= 4
b) gxy)=2¢+4
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©) g(x,y)=2x; 16'K5°5’5R'°5¢Sndoira tashqarisida w(z.¢)-u(r,.0)= s(») shartni

d) g(xy)=4/-B; qanoatlantiruvehi () (k) garmonik funksiyani toping, bu
e) g(x,y)=AxX+By +y. yerda 0<Rr, <R, ff(¢)d,p=0;
bo‘lsa, to‘g’ri qo‘yilgan masalaning yechimini toping, bu yerda '
A,B — doimiy 8) fimsasize;
’ ; : . . . =55itf g 4.

14.x% +y* =r' <R doira tashqarisida g(x,y) funksiya uchun to‘g'ri b) /@) SI. (Z 4 ;
go‘yilgan Neyman masalasining  yechimini toping c) /(@) [ gl |
Au(x,y)=0, R<r<o, d) J(@)=sinp+3cog P—4
Susy) o gxy), r=R, [u(x,y)| <" €) f(p)=sinp+cos 5o

4 A — doimiy ‘
Agar: Au(x, ,2) =0, '

a) gxy)=y'-4

Uy 0=8xy), u (s, $.0) = h(x,y)
b) g(xy)=x>+Ay-B;

Laplas t‘3“:‘:’\1‘flmasiga go‘yilgan Koshi masalasini yeching.

e L L L
bo‘lsa, masalaning yechimini toping, bu yerda A,B — doimiy. formuladan foydalaning, bu yerdar(x,,...x, ,),"(*-%,,) — boshlang‘ich
shartda berilgan funksiyalar.)
15.Agar quyidagilar berilgan bo‘lsa, x:0<r<ro0<p<2 doirada e
u(R.9)-u(R,.0) = /(o) Shartni qanoatlantiruvchi u(r,p)eC'(K) garmonik | a) g(x’y)=x+2y=h(x,)')=2x‘)’z;

. - . 2z b X,V)=xe" e
funksiyani toping, bu yerda 0< & <&, [ /(p)do =0, ) &) X', hx, ) =0;

c) g(x:y)=xy+x2’h(x,y)=e‘ +y;
a) /(p)=sinp; : d)  g(xy)=xsin Y.h(x,y) = cos y;
b) s(p)=cosy; €) 8EI) =X +2 hx, y) =252 - ;.

¢) f(p)=cos p+C; D) entinta e e soamay

d) s(¢)=sin 2 + cos 30; bo‘lsa.
€) f(¢)=Acos p+Bsing; asr<bo<ps2rhalga  jchida quyidagi u(r) chegaraviy
f) /(@) =sinp-3cos p+C; , masalalarning yechimarini toping.

bu yerda A,B,C — doimiy. 18. Au(r)=0,u(a) = Toilbh et

} 19. An(r)=°."(ﬂ)=7‘,u,(b)=u.

20. au(r)=0,4,(a)= B

{
21. au(r)=0.u,(a) = Tou (by=U.
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22. Au(ry=0,u(a)=T,u,(b)+hu(b)=U.
23. Au(r)=0,u,(a)~u(a)=T.u(b)=U.
24. pu(r)=0.u,(a) =T u, (b)+hu(b)=U.
25. Au(r)=0.u,(a)=hu(a)=T.u,(b)=U.
26. Au(r)=0,u, (@) hu(a)=T,u,(b)+ hu(b)=U.
27. Au(r)=0,u(a) =T, u(c) = hu(b),a < c < b,h 0.
28. K:x*+)*+2x<0 aylanada
Au(x,y) = f(x,3),(x,y) e K,
u(x, y) =g(x, ), (x.y) =K,
masalani yeching, agar:
a) f(xp)=0,g(x,y)=4x" +6x—1;
b) f(x))=0.g(x))=x"+2y,
©) f(x))=0,g(x))=2y"-x;
d) ey =4y =20+1;

€) f(x,y)=24y,g(x.y)=y.

7.3. Chegaraviy masalalarni to ‘rtburchak sohada Furye usuli
bilan yechish
Elliptik turdagi tenglamalarga to‘rtburchak sohada qo‘yilgan
chegaraviy masalalarni, tor tebranish va issiglik o‘tkazuvchanlik
tenglamalariga qo‘yilgan aralash masalalarni Furye usulida yechish
algoritmi asosida yechiladi.
Masala. Laplas tenglamasiga o< x< p.0<y <5 to‘g‘ri to‘rtburchak
sohada qo‘yilgan chegaraviy masalani yeching:
w0,y) =1(p,y) =0, u(x0)=0, 1(x,5) = f(x);
Yechish. Ikki o‘lchovli Laplas tenglamasi quyidagicha:
O o
x
Berilgan masalaning yechimini qhyidagi ko‘rinishda qidiramiz:

Au 0.

u(x,y)= X(x)-Y(y)-
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bu yerda x(x) - x o‘zgaruvchining funksiyasi, r(y) - »
o‘zgaruvchining funksiyasi. Ular uchun quyidagi tenglamalar hosil

bo‘ladi:
X"'(x)+AX(x)=0
() -AY(y) =0
chegaraviy shartlardan foydalansak, x(x) funksiya uchun quyidagi

ko‘rinishni oladi: x(0)=0,x'(py=0.

Natijada masalani yechsak: X, (x)=sin 2";] :

2n+l _Znol

Y,0)=ae’ +be ’ .

. of i, 2wt
Masalaning yechimi: u(x,y)sZu,,(x,y)=Z[a"e ro+be ? ]sin 2"p+lzzx.
Qolgan chegaraviy shartlardan foydalanib, yig‘indidagi
noma’lum koeffisiyentlar uchun quyidagi tenglamalar sistemasini

olamiz:

)

> (a,+5,)=0,

2o ) 2541
[a,,e P +be * ]sin = f(x),
P

i 1

bundan,

& e 2o 2n+1
Za"[e L —g® }sin——m:f(x).
p

Oxirgi tenglik s(x) funksiyaning Furye qatoriga yoyilmasini
beradi.

Demak, berilgan masalaning yechimi:

s S Al st )
=0 V4 P

buyerds; 4 w0l T j(x)sin(zn gl m)dx.
g [Zn +1 ) . P
peshl ——ns
Vi
29. Laplas tenglamasiga o < x< p,0< y < s to°g‘ri to‘rtburchak

sohada qo‘yilgan chegaraviy masalani yeching:
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a) u(0,y)=u,(p,y)=0,u(x,0) =0,u(x,s) = f(x);
b) #,(0,3)=u(p,y)=0,u(x.0)= A u(x,s)= Bx,
¢) u,(0,y)=u(p, y) = 0,u(x,0)=0,u,(x,5) = Bx;

d) u(0,)=U,u,(p, ) =0,u,(x0)= Tsinzﬂ, u(x,5) =0,
: p
e) u(0.y)=0,u,(p,y) =g, u(x,0)=0,u,(x,5)=U;

) u(0.y)=0,1(p, y) =Ty, u(x,0)=0, u,(x,5)= LLL :
P

30. 0<x<w,0<y<: yarim tekislikda chegaraviy shartlarni

ganoatlantiruvchi Laplas tenglamasining yechimi:
a)u(x,0) =1, (x,)=0,u(0,y) = f(y),u(o0,y) = 0;
b u(x,0) = u, (x,0) + hu(x,1) = 0,
u(0,y) = f(»), u(>0,y)=0,h>0;
€) u(x,0)=u(x,1)=0, u(0,¥) = (I = y), u(®, y) = 0;
u, (x,0) = hu(x,0) = 0, u(x,/) =0,
u(0,y)=1—y,u(»,y)=0, h>0.
3l.o<r<r  doirada  quyidagi  chegaraviy
ganoatlantiruvchi garmonik funksiyani toping:
a) u(R.p)=p(27 - 0);
b) (R, p) = @sin p;
€) u,(R,p)+ hu(R,p)=T +Qsin ¢+ U cos 3p;

d) u,(r.0)= r(0).

32.0<r<r doira tashqarisida quyidagi Laplas tenglamasiga

qo‘yilgan «-u(,p) chegaraviy masalani yeching:
A)u(R,p)=Tsin %;
b)u(r,p) = %+ psin 2

C)u, (R,p)+ hu(R.p) = f(p)

d)n,(R,w) ={/(p +cos p).

33. a<r<b halqa ichida chegaraviy qiymatlarni qanoatlantiruvchi

w=u(r,p) garmonik funksiyani toping:
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qiymatlarni

ﬂ)u(u,lp) =0,u(b,@)= Acos ¢;

|))um,w = A,u(b,p) = Bsin 2¢;

(') u(a,@)=qceos @u(b,p)=0Q+7T sin 2¢;

A)u(a,p)=T +U cos @,u,(b,9) = hu (b,p) = 0;

3. 4<r<b0<p<a doira sektorida chegaraviy shartlarni qiymatlarni
(anoatlantiruvchi garmonik funksiyani toping:

:l) u(r0)=u(r.a)=0,u(R,p)=Agp;
b)u, (r,0)=u(r,a)=0,u(R,¢) = f(p);
©)u, (r,0)=u,(r,@)=0.u(R,¢)=Ugp,

d)u(r,O) =u(r,a)=0u (R,@)=0:

e)u(r,0) =u,(r,a)+hidr,c) u,(R.g)+ p( R,¢)=0.
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8-BOB. GIPERBOLIK SISTEMALAR

Ushbu bobda xususiy hosilali differensial tenglamalar
sistemasi haqida umumiy ma’lumotlar berilib, birinchi tartibli
xususiy  hosilali  differensial ~ tenglamalar  sistemasining
klassifikatsiyasi, kanonik ko‘rinishga keltirish, umumiy yechimini
topish, shuningdek, giperbolik sistemalarga qo‘yilgan Koshi va
aralash masalalarni yechish o‘rganilgan. Mavzuga doir mustagqil
yechish uchun misol va masalalar keltirilgan.

8.1. Umumiy tushunchalar. Giperbolik sistemalarni kanonik
ko‘rinishga keltirish va umumiy yechimini topish

Quyidagi tenglamalar sistemasi berilgan bo*lsin

ou, ou du, Ou,

A,,(,r,l)—a;'- + A, (x,l)a—l2 + B, (x,l)a—x'- + B,z(x.l)a—x‘ = fi(x:1), 0
du du ou du

An(x,l)—all + An(x,r)-—a’2 + BI,(x,l)—a\_’ +B“(x’1)—a_: = f,(x.0)

Bu yerda, Ay (X0 Ay (X0 By, (3,0, By (x,0), Ay, (x00), Ay (x.0), By (x,0), Byy (x,1)  —
sistema koeffisiyentlari, s (x,n, s.(x,n — 0zod hadlar bo‘lib, berilgan
funksiyalar. . (x.0.u,y — noma’lum funksiyalar. (1) sistemani
matritsaviy shaklda yozib olamiz, bu uchun quyidagi belgilashlar

( 2 .) ( 2 HJ (fz) [ ~)
A 1 AP B 1 B f U,y

Natijada, berilgan (1) sistema quyidagi ko‘rinishni oladi:
Vi LI (1)
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du, = —a—"'—dl + o a
at (2)
du, = %dl + a'ia'x.
ot ox
(1) va (2) sistemani birgalikda qaraymiz:
Ju du au ou,
A a_('+'4|26_:+3n 8_4\“+ B, 5_x-=f“
ou ou ou e,
Ay —+ Ay, —2+B, —L+B,, —2=f,,
) 21 a’ 2 a’ 21 ax 2 ax fZ (*)
dt%-rdx%:du,,
ot ox
Ou Ou,
dt =2+ dv—= = du,.
R

Hosil bo‘lgan (*) sistema ‘;L_%"_-_"(;A_"a’i noma’lumlarga
1 X r Al

nisbatan chiziqli tenglamalar sistemasini tashkil qiladi. (*)
tenglamalar sistemasining matrisaviy shakli quyidagicha:

(*) tenglamalar sistemasi noldan farqli yechimga ega bo‘lishi uchun

A B
#0
s

bo‘lishi kerak.

Ta’rif.
‘/I 3420 3)

diE dx
tenglikni ganoatlantiruvchi chiziglar 1) sistemaning
xarakteristikalari deyiladi.

Xarakteristikalar ustida munosabatni aniqlash uchun quyidagi
kengaytirilgan matritsani qarashimiz kerak

A B
diE dxE du)
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Agar ushbu matritsaning rangi asosiy matritsaning rangiga teng
bo‘lsa, u holda xarakteristikalar ustida munosabat aniqlangan

deyiladi, ya’'ni
A B f Al ' =B
=17 .
dif dxE du dtE  dxE
Misol.
ou, 10p_
a  p, ox
» + pct 8 0
o Poo ox

Akustika  tenglamalari  sistemasining xarakteristikalarini

aniqlang va xarakteristikalar ustida munosabatni

Sistemaning umumiy yechimini toping.
Yechish. Berilgan sistemani matrisaviy shaklda yozib olamiz:

1
1 0\o(u 0 — 1 a{in 0
= s P |— = 5
0 la\p ; ox\p 0
P O

Bundan,

Ta’rifdan foydalanib xarakteristikalarini aniqlaymiz:
1

I 0 0

Po
0 1 oy O|=0
dt 0 dx 0

0 d 0 dx

) 8 1.0 0
di0 peci 0|+dx0 1 pyci|=—cidt® +dx* =dx* —cidt* =0.

dt de 0 dt 0 dx

(dx—c,di)(dx+c,di)=0,
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quring.

—c,5 X+Ct =consi,

Demak, tovush tarqalish tenglamalari  sistemasi quyidagi

xarakteristikalarga ega: x—c,t=cons, x+c,t=consi
I'ndi ushbu tenglamaning kengaytirilgan matritsasini yozib olamiz:

TR B S
Po
0 L _pc:i]l0 ©

dt 0 dx |0 du
0 &t 0 ldx dp

Xarakteristikalar ustida munosabat quramiz, bu uchun

kengaytirilgan matrisaning 4-tartibli ixtiyoriy minorini hisoblaymiz

(faqat oxirgi gator o‘chirilmaydi!):

1 0 0 0
0 1 pye; 0__0
de 0 dx duf
0 d 0 dp
1 0 0 0 2
0 1 ped 0 G
- =|0 dx du|=dxdp+ p,cidtdu=0.
dt 0 dc du
dt 0 dp
0 a 0 d
d
71:_"" + pycadu=0.
dx 2
— =, = codp + pocadu =0, d(p+ pycu)=0,

dt
Berilgan sistema uchun x—c,t =cons. xarakteristika ustida

munosabat quyidagicha: c,dp+ pycodu=0.
‘("‘7 = ¢y = -codp + pycidu =0, d(p-pycou)=0
Berilgan sistema uchun x-+c¢ =cons xarakteristika ustida
munosabat quyidagicha:
—cydp+ pycidu=0.
Xarakteristika munosabatlardan foydalanib berilgan sistemaning
umumiy yechimini topish mumkin:
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PHpcu=hx=cl); p-peu=rf(x+cy).
Yuqoridagi tenglamar sistemasidan noma’lum U=(") -vertor
P
funksiyani topamiz:

Natijada berilgan akustika tenglamalari sistemasining umumiy
yechimi quyidagicha:

(x4 o) = fr(x + €,1)),

e
2p,¢,

1
p= E(f,(x—col)+ Ja(x+c,0).

Barcha xarakteristikalari haqiqiy va turlicha bo‘lgan sistemalar
giperbolik sistemalar deyiladi.

Giperbolik sistemalarga Koshi masalasi xususiy hosilalari
differensial tenglamalarga qo‘yilgan kabi (=0 da ox 0‘qining biror
bir intervalida qo‘yiladi.

Quyidagi

au . 8uU
Aa— 1:57_0 4)

sistemani qaraylik. Agar (=0 chiziq xarakteristika bo‘lmasa 2
ot

hosila sohaning barcha nugtalarida mavjud bo‘ladi. Faraz qilaylik

ded4]#0.

4 matritsaga teskari 4~ mavjud (4) sistemaning chap tomonini 4
ga ko‘paytiramiz

il s 482 20
ot x

A" A=E A'B=C deb belgilasak,

au  .ou

D )

Agar (4) sistemamiz bir jinsli bo‘Imasa, ya’ni

U Lou ’
A" f=g bilan belgilasak,

U au ’

SrtEo- =8 (59

sistemaga kelamiz.
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Biz asosan (5) ko‘rinishidagi sistemalarni qaraymiz.

E
| B
dIE del

ko‘rinishida bo‘ladi.
Faraz qilaylik, tenglamalar sistemasi n o‘zgaruvchili bo‘lsin. a

ni determinantdan tashqariga chiqaramiz:

E/
E g5—c-E
dt

dr" =05

E —L'

i

‘ix -
& o ke (©6)

(6) tenglik bilan aniqlanadigan chiziglar xarakteristikalar deyiladi.
Xarakteristikani aniglayotganda &, qiymatlar

|C—kH=0 (7

" (-1)"

ga kelamiz.

tenglikdan topiladi.

(7) tenglamaning ildizlari &, lar haqiqiy va turlicha bo‘lsa, u
holda garayotgan sistemamiz giperbolik sistema deyiladi.

Quyidagi sistemani qaraylik:

A(AIU)—+B( IU)ﬂ_/(xIU) (8)

(8) ko‘rinishidagi sistemaga Kvazichizigli sistema deyiladi.
Chizigli tenglamalar sistemasi uchun aytilgan mulohazalar
Kvazichiziqli sistemalar uchun ham o‘rinli.
Misol.Berilgan giperbolik sistemani kanonik ko‘rinishga
keltiring va umumiy yechimini toping:




Yechish. Berilgan sistemani matrisaviy shaklda yozib olamiz:

lo V0 SJR0-0)

Bunda,

10 0 =1 u 0
o o JJe-L) )
Xarakteristik tenglamani yechamiz:
0 -1\ (k 0
|B—wi=[—1 o){o /.-)‘=0
lldizlari: 4 =1, £, = 1.

B matrisaning xos vektorlarini topamiz:
(B~kE)z =0,

() ()

Xos vektorlardan quyidagi matrisani tuzamiz:

z=(; 7)

Ushbu matrisaga teskari matrisa:

“y1)

U=2zv almashtirish yordamida tenglama kanonik ko‘rinishga

keladi:
2 +K oF, =0,
ar ax
-l =1. 10 v
bu yerda, x =78z = T
0 1 v,
Berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishi quyidagicha:
M _ow _
ar &
?"s + % = 0
o ox

. . s s V(x50 =fi(x+1),
Ushbu sistemaning yechimi: S b,
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Dictlabld sistemaning — yechimini quyidagi  tenglikdan

ait eyl

Uwzv
" 1 I"['\'il
(\'] | I U, Y
Hundan, berilgan sistemaning umumiy yechimi:

w(x,0) = fi(x 1) = fi(x=1),
vix, ) = fi(x+0)+ [H(x=1).

Mustaqil bajarish uchun mashqlar
: ! Sl e ek
lerilgan sistemalarning xarakteristikalarini aniglang
| [, ~hv, ~cv, 0,

: |u, ~av, vbo, =0

. Vi, ok, =0
8§ i, =n, =0
2
l\u” I 2x0,, =i, =20, =(x+y) U,
Y U=y U, -, =0

|u._ Wy, —U,, = 0,

11»._ k21, =0, =0
m=UFID, Z=X+IY, Z=X=1Y 0, =0

0. x'u, ~)'zll_‘,. —2}”‘,, =0;

7 "'(\.:Q’{]=,=@-
: ox i ax ’ a)’z,

2
ou  ,0u
8. =—=a 3

ol ax

2 -
(12 }‘xr ~(1+y )u,.v +xu, + yu, =03

=

PPN | SRS ) s T
B ax \/ﬁuiﬂl: oy \/I'H‘i*'";

3.2 d 2l
l l _(Z urc-—u.-«,,)_“_(uye-u.-w)=0.

o w Nl s 1
. ox \/l+u; a}’ \“'f'll:



@+a@+ﬂ?£=0, i‘ ! ' D "‘. agg, UM
13 ot ox ox . " o v / Voo const
. au+y5u+5<?v 0’ S L Y )
—_— —_— —={). LB )
a o e | i T e
14. (P?’x (pq;,) 0, ,-= p\Jo? +¢)) Y I“” y ."’ tl(llx)”\_llml e
. a p e, /t)ll,_ 0
6,:_3—:_0' | o N ooy i
1 d A roon2y) (e sin ?.l//)
a(p.u)+§ 0)=0, b % | o A
" e Alruin 2) (P~ rcos2r) a7, r=(F)
p=(l—u2-u2) , O =const. M y -
(ap ou dv ", =0, :()
== +=—|=0, \ ’ y
ot o o(ax By] L [ (e ', un( o, (c -v )) =0
ou 1 ép
16. E Za‘— ), I, VA =0,
v, Lo -0 0 0 0
L % p" 4 0 1] 0
|
[./i.a”' +6E, _OF, -0 0 (L)
¢, o oy A 000 3’
ﬁ.%.;%-%_—.g] On,  Ou,
c, ot z ok —=+—=0,
2 of s - (7! ox
ﬁ..ﬂ.;‘%._%:o’ o | 2 Ouy l_iu_o'=0
17 G X & Y o 3 ax 3 ax
1 £ '61':1 _aHs oH, -0
¢ o 54 o 25 Ouy  k+l Oy Kk Oupy _ )
& O, oH, BH,_O = o 2k+1 ox  2k+1 ox
c a & dx » n“” ....... Nb‘u\,+N—16u\,O
i-ﬁ-ai+%-=0 a  2N-1 & 2N-1 ox :
(€0 O ox oy uy, M N Ouy, -0
oy oy oy oy o 2N+1 ox
18. E;=4E; 45;+4 +may
0 0 0 1 0 0 0 —j 0.°0: 1.-0 16 0 A
4=P 919 06 el W09 P R Giperbolik sistemalarni kanonik ko‘rinishga keltiring:
| e 2~ g 3 =
01 0 0 ~i 0 0 1 0 0 Of * Joo-10 ou v
100 0 i 00 0 0 -1 0 o0 00 0 -1 a a
* 0
o, ou qo_ R
—+2—+vu=0, 20. a  ox
9. (27 y
_U__@_leo_ 27 2w, + (2=, = (2t +1), =0,
o & ; 3 20, =21+ D, +@t=1), =0;
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ou v

i | TV (2
28. g’+( +Jr)g‘xl-#u\O,
v

5 +(]+X)a‘v=0;

[ au ov
—+_+XI(=0,

29, o ox

30. @4.8.@_

3. | B o
& L4

32, o cw_
X

3. Japa
/28 =
ot ox
Giperbolik Sistemalarning umumiy yechimini toping:

34. {""1)“'_("'”)”1'#1(,:0’
(x+ D, = (x =1, ~v_ =0,

35. { 0, =2, ~0,) 5, _, )

v, +u, = 3(". ‘U,,)+ 2(”; —uy),
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)
i i i
A

W i o\
i i e

) N 0,

] il (I
i o o
1A )

o ol \
o, . ity ' ity

i oy ox
ity ‘4'11, ':.’n,

\/ 0,
i oy ox

/i , Ot
d O ek +4 220,

= ().

i ax ox

8. 2. Giperbolik sistemalarga qo‘yilgan Koshi
masalasi va aralash masalani yechish

Giiperbolik sistemalarga qo‘yilgan Koshi masalasi va aralash
masalani  yechish xususiy hosilali  differensial tenglamalarga
(o' yilgan Koshi masalasi va aralash masalani yechish kabi.
Ouyidagt misollarda sistema uchun qo‘yilgan masalalarni yechish
ko' rsntilpgan,

Masala. Giperbolik sistemaga qo‘yilgan Koshi masalasini
yeching:

2u,—u, —v, =0,
s . . u(.t_O) =0, v(x_o) =2x, —O<X <0
2v,—u,—v, =0,

Yechish. Berilgan sistemani matrisaviy shaklda yozib olamiz:

8-yl
a(y 5=} o= ()

Xarakteristik tenglamani yechamiz:

b2 340 o

[ldizlari: ¢, =0, #, = -2.
5 matrisaning xos vektorlarini topamiz:
(B-kE)z=0,
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Bunda,




{2 ()

Xos vektorlardan quyidagi matrisani tuzamiz:

z=(; 7)

Ushbu matrisaga teskari matrisa:

Faif1 1
2-11

U=zv almashtirish yordamida tenglama kanonik ko‘rinishga
keladi:

oV oV
—+K—=0
at ax ?

-1 -/ =20 v
bu yerda, x =75z _( 5 0], V:(‘J.
Berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishi quyidagicha:
M _2%m g
a Tox
LA
ot

Ushbu sistemaning yechimi: "9 =/(+20,
v (x,t) = f1(x).
Dastlabki ~ sistemaning  yechimini quyidagi tenglikdan
aniglaymiz:
U=zv

u I =1Yv,

v -l 1 Av,

e
Bundan, berilgan sistemaning umumiy yechimi:

u(x,t) = fi(x+1)— f,(x),
vix,t) = fi(x+1)+ f,(x).

Endi berilgan sistema uchun Koshi masalasini yechamiz:
u(x,0)=0, v(x,0) = 2x, —0<X<Q
{u(x,()) = fi(x)~f(x)=0,
v(x,1) = fi(x)+ f1(x)=2x.

{f.(x)= 57
LX) =x.
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i
L(x+E)=x+1,
{fz(x)=x.
ek, berilgan masalaning yechimi:
u(x,t)=t,
{v(x,t) =2x+1.

Musala. Akustika tenglamalar sistemasi

bertlpan bo*lib, w=0,x =0, x=: chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.
Y echish. Xususiy yechimni quyidagi ko‘rinishda qidiramiz:
u=TOUR)
p=TOPX)
Apar yechim mavjud bo‘lsa, u holda r r v lar o‘zaro
(uyidagicha bog‘langan:
7];((:—)2 = —igg—;—: A = const
Oy

= A = const

Bundan 7()=conste” va shuning uchun xususiy yechimlar:
U=e”-Ux),
P=¢". P(x),
korinishida bo‘ladi.
Ma’lumki, «(x) uchun, «0)=u()=0 chegaraviy shartlar bajarilishi
kerak.o, » ga bog‘liq oddiy differensial tenglamaga kelamiz:

).U+£~d£=0

P, dx
dU
2P+ p,Co ===0
Py &%
Bu tenglamalarning umumiy yechimi quyidagicha:
U=Ae™ +Be &

Ax Ax

P ==p,CoAe® + p,CoBe &
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4,8 doimiylarni v(0)=u@y=o chegaraviy shartlardan aniqlaymiz. Bu

shartlar bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasiga kelamiz:
A+B=0
&,
Ae® +Be © =0
Agar

A A
=e® &= _g

0

-
Co e Gy

D(2)=

(4

bolsa, u holda yuqoridagi sistema nol bo‘lmagan yechimga ega
ya’ni:

e ""_’;"1 (x-butun son)

A= '5; B= _% deb olamiz.
Ay e
Je=il !
U=i ‘e =isin—x,
2i
lf"‘l -lk”
el +e !
P=—p,C, > =-p,C, cos—x
w+ L
pil (LY
au
AP + pyCy s

sistema noldan farqli yechimga ega bo‘ladigan qiymatlari 4
parametrning xos qiymati, shu xos sonlarga mos yechimlar xos
funksiyani tashkil etadi.

Xos giymat va xos funksiya quyidagi formula bilan aniglanadi:

Ay = ik”lco

s U =isin kTﬂx, Py =—p,C, cos 'il”—x -
Xususiy yechimlar cheksiz ko‘p:
u, =e™U, (x)
Py =e®P(x)
Ma’lumki, ushbu tenglamalar ixtiyoriy chekli chizigli
kombinatsiyasi ham, ya’ni ushbu tenglamalar:
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" Z:u;lu [u) Z ("‘)
= a .
I’=Z‘7J’L P [ g Pr
k

Ouyidagi sistemani

@+l_¢_3£_=0
3t p, Ox

ap , Ou
o Co—=0
gt kg

i

w(0,0) =u(P,t)=0
heparaviy shartlarni ganoatlantiradi. Bu masala yechimi odatda
W) - (s P(e0) =00, eywn) vektor funksiyani chekli chizigli
lcombinatsiyada apraksimatsiyalaymiz:

o(x) 5 U, (x)
(w(x)) 5 Z"‘(am]

u(x,0) =Y a.e™U,(x)
Pty =Y ae™ P (x)
yechimlar u(x,) va p(x yechimlarni aproksimatsiyalaydi.
Kompleks xususiy yechimi:

(abiiyki

iy = iekf?' sinkT’r = icoskﬂC° tsinkT”xsin i tsink—”x
Pi = —/7,,C‘,e"—‘l'c_n cos _I%r_x = —p‘,C,,(cos kﬂf" lcoskT”x +isin k”IC° 1cos éf—x)
Chizigli kombinatsiyalar
w Uy U, —u_y
Za‘(:} 2 pyipa [F 2 p, zl.p-k
’

Shunday qilib, chiziqli kombinatsiyadan quyidagi xususiy
yechimga ega bo‘lamiz:

. . krC, . k=m
Uyt g "”Cu,sin.‘lx, Pet Py = =p,C,sin Z-0 ysin 2%«
2 ] ! 2
- . = kxC kx
L-:)_,‘_-L= cos L”I('o tsin ‘Tﬂx’ A S =P, Cysin i 1cos ——x

Yechim
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. kaCy . krm knC, . km
[u) —sin=—r2fsin—-x cos—Lesin—rx
— - -
P - p,C, cos IMIC“ tcosAT’[.r - p,C, sin kG, tcoskT”.x
kaCy(t+7) . kx
| s —sinTx
=va‘+bh
— AiC kaCy(t+7) o kx

TX
ko‘rinishida tasvirlanadi.

x=0,x=1 qo‘zg‘almas tekislik orasida gaz qatlamining

tebranishi tik to‘lqin deb ataladi. "T/
i

~

lI-chizmada qandaydir vaqtdagi to‘lgin 0 T A0

tezligi va bosimi tagsimoti  grafigi 74 !
keltirilgan. Cha

B

“Tik  to‘lginlar” nomi shuni

ifodalaydiki nuqtaning tebranishi uchun tezlik amplitudasi (yoki
lI-chizma p bosim) nolga teng bo‘lsa, yoki hamma vaqt ekstremal

bo‘ladi.

Tugun nuqtada bosim amplitudasi maksimal bo‘ladi. Bundan
tashqari izoh berish kerakki,  siljish fazosi bo‘yicha bosim siljishi

o‘shanga qarab siljigan bo‘ladi.

Akustika tenglamalar sistemasi uchun yaratilgan Furye usulini

qarab chiqdik.

w(0,0)=u(,ry chegaraviy shartlarni cheklashdagi xususiy

yechimlar yig‘indisi tik to‘lqinni ifodalaydi.
du a9
B

oo
Masala. | & g‘; 5 u(0,0)=8(1,0)= 04 u(x,0)=x, 9(x,0)=0.
=0
Yechish: Yechimni quyidagi ko‘rinishda qidiramiz:
u=TOU®X)
I=T(OWV(x)
T'(1)-U(x) +2V'(x)- T(t) = 0 T(OU(x)
V)T'(0)+5U'(x)T() =0 TV (x)
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L'(’_)+2Z—’(i)=0

7() UR)
_T’_(tl + Sy'—(ﬁ =0
@) V()

TO_ V@ _ VW _,
0 UR) V(@
V'(x) U "(x)

5=

U(x) 7 2 .

W0V, -2V (x)=0, V=€, V') =ke",
% V(x)

T'()=AT()=0,

_ar ()
O

V'(x)=ke", 10k*e™ - e =0, UK =) =0, k= —J_()'

C 7- ‘
T 2
V(x):C,eﬂ +Cze7- Vi(x) = J—O-M mk |
2 A .
{i ) o]
10 e
U(I)= A 3 ‘\ﬁa
2 i
G, .G -7'.;:]
Mgl L jeVi0 e
o ™ - -t 26C) g,
U= = s *=0 m

('l—C:=03 ('|=Cz‘

2 2 A =
4 =ei{(5,e?ﬁ +C,87‘_8}’ V.. =e”[cle~/‘° G “'°]=0,
Ty W A s
0 4 o S0 0l =+m
(A =0. 2ch—= ( +m): x= ( )
2[ 2 } 0, J_ \/_0

Z[C,e'[fo,,.)' -C ,).e-'[;w)‘] 2C.(cos(-’2£ + mx)x —i sin(g— + zm)x)

U)=- NT - Jio
c:as(£ + ,—m)x - isin(£ - mx)x 4C,isin (% 0 )
2 2 = :
= J10 Vio

(85 =%\ﬁ(_)\ ﬁcos(g +7m).\' .

V(x)= Cle‘[§ i 21 C,he ey 2c,(% + m)x =
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o [7[ J
—4isin| —+m |x
e

'g

U(x,t)= eﬁa‘(gm}[ﬂsin(g + nn)x) s V(= em'(;“")'(

=—[cos o{ +m)+.s.nJ_1( )] 2isin (§+me.
T [cosﬂ( +m,)+,smr{2+m)] (m{;m]]
o (ol m o m)of o))

2 2

] ((— 2isin[% + 7m)x cos \/El(g- + ;m) —isin \[IEI(;E + m)))

2

e i)

cos MI(% + ma) +isin «/ﬁ/ % + mrI\/ﬁcos(% + im)x)
= +

=

V,+Vou _
2 2
(cos s/l—(-)l(—;5 + Jm) +isin \/ﬁl(g + mx)IJﬁcos(% + m)r)
+ =

2

= lOcosJ]_Ol(g + m)co{% + m}r .
u;i ' ([— 2isin(% + MJIICOS Jﬁl(% + ,'m) +isin \/ﬁ{% % ,,,,DJ ]

2 2

((-Zis.,,(gm]xcosr{ +m ) -isn 0 3 “’"’D]

2 =

=2 cos\/ﬁ)l(g + m)sil{g + m)x

cos «/ﬁt(ﬁ + :m) +isin Jﬁl(l + m Jﬁcos z +7m
V,=Va _ 2 2 2

2 2
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[ cos I ()/( ;r ! zm) +isin MI[% + m)Im cos(izl- + ;m)x) _

2

=i sim[lT)t(% - m}/ﬁ) co{% + m}r .

[Demak, berilgan masalaning yechimi quyidagicha:

(U) 255 25“{% 0 ”’)xsin Jﬁl(i + m)

V| el Zr o 2o
2cos s/ﬁt(% + ;m)sin(-’-;- + m)x
sin Jﬁt(% + m)\/ﬁ cos(g + m)x

Boshlang‘ich shartlardan foydalanib,
koeffisiyentlarni Furye usulidan foydalanib topamiz:

u(x0) = bZZsh{f + lm)x =x,
2b= 2_|'xsm[ + m)xdx + 2] co;( + mz}\d.\' =
2

R sin(f +mz) = 2(—1)"(5 + m)—‘
(,, 2 2 :

+

+by,

noma’lum

)

~+m
2

9(x,0)=0, a=0, p= ()l =
(5+=)
—+m
2

Demak, berilgan masalaning yechimi:

4 - a 2cos~/ﬁt(£ + m)sm(f- + nn)x
(2] | e pmzom

Masala. Endi esa Furye almashtirishni qo'llab giperbolik
sistemaga qo’yilgan aralash masala qganday yechilishini
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ko‘rsatamiz. Giperbolik sistemalar tebranma jarayonlarini, tovush
tarqalish hodisalarini ifodalaydi.
D ={x.00<x<1,0>0 } sohada quyidagi masalani qaraylik:
du  ov

or  ox

9‘1+—q£=0.
ot  ox

u(0,0)=u(l,1)=0, u(x,0)=0, v(x,0)=cos zx.
Yechish. Masalani yechishda Furye almashtirishidan
foydalanamiz.
Bir o'zgaruvchili funksiya uchun to'g‘ri va teskari Furye
almashtirishi mos ravishda quyidagicha bo'ladi:

O<x<l, >0,

A 1 4 ey
/(s)=ﬁ j S(x)e = dx;

] T \ Xy
S(x)= ?/7_{/“)" ds.

Ikki o'zgaruvchili bo'lgan holda to'g‘ri va teskari Furye
almashtirishi mos ravishda quyidagicha bo'ladi:

U(s,1) = % !u(x,l)e"‘"dx;
T

V(s,t) = g

ﬁ Fv(x, e

JU(s,l)e’“ds;

u(x, 1) = f

v(x, ) = J—Z_”— J'V(s,l)e"'ds.

sistemadagi tenglamalarni g ko'paytirib, R sohada

integrallaymiz.
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J2m V2r 2,

L 70 mger L [ e

Jax Lot \/ﬂ_@
| e = dUu
o =2
oy j'.‘)’ e ™dx= 61[\/_ _[u(x e ] =
| TV o, _dV
Jon -[.011 =
L7 o0
L[ = oG rdumlsrd =-—-1—14 x,0)e™ u(x,0e ™ dx=isU(s,1)
e T rf
Xuddi shunday
1 Tov . '
— [Z=e™ax=isV(s,1)
J2_;r_j;6xe isV(
Bizning masalamiz uchun quyidagilar o'rinli:
J_ J“’“ - g ‘L_U-, _JL j’i"ie"“dx=isU(s,z),
2r It
av 1 j &
e Mdx=—; —e dx=isV(s,t) ,
Jz—;t Ia: dt N
U holda berilgan sistema quyidagi ko rinishga keladi:
M+isl’(x,l)=0
WD L isu(s,=0
dt
U,N=UnN=0, U(x0)=0, V(s,0)=d(s),
d'v
= —s¥=0
dr
V(s.0)=0

Ya'ni Koshi masalani hosil qilamiz. Bu yerda cos zx =} [a(s)e"ds .

Ushbu masala ikkinchi tartibli differensial tenglamaga qo’yilgan
Koshi masalasi. ‘
Hosil bo‘lgan masalaning umumiy yechimini aniqlaymiz:

~ist + ist
V(s.t) = D(s)—2
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Ushbu funksiyaga teskari Furye almashtirishini qo'llaymiz. Giperbolik sistemalarga qo‘yilgan aralash masalalarni

1. ¢ uv 1A e 2 | o' zparuvchilarni ajratish usuli bilan yeching:
v(x,0) = — |V (t,5)e"ds = “e™ +e")D(s)ds = M=ty . ol - 2
JEJ; (.5) zJi;_If ( e" )D(s)ds 2\[27-1;@ +e D (s5)ds g2,
i 1 i 1 43 ot ox ;
= [cos mx = = I!I)(s)e ds =—2-(coszr(x—t)+coszr(x+l)) = COS 77X COS 1t , ) ov .@:o-
B a  ox
D k w0, 0) = vlr,r)=0,
€makK, v(x,r)= cos mxcos at ‘ “{.\.‘0)=x2,u(x'0)=0. OSss
Endi mu):#%’_ﬁy tenglikdan foydalanamiz: f 44.
Is
i an 8v O
! b —=0
U(s,t) = ldl(s)(e" —e ) a ? o
4 ou. ow
Ushbu funksiyaga Furye almashtirishini qo'llab, natijada f o
u(x,)=sin msin »  yechimni olamiz. a EAr
U holda berilgan masalaning yechimi quyidagicha bo'ladi: u(2.0)= 0, 0(x.0)= 0, HX0)=x", u(0.)-30(0,1)=0, @ (©.1)= 0, v(.)= 0, 0 S x < 1;
u(x,t) =sinrxsin 7t | 45.
v(x,1) = cos wx cos 7t ‘ @4.43_““,:0
. Ny e . . - . a’
Shuni ta'kidlash  joizki, ~giperbolik sistemalar, Furye W =0
almashtirishi matematikada keng tatbiqqa ega sohalaridan ® o

i
hisoblanadi. Xususiy hosilali differensial tenglamalarga qo'yilgan v0.0)= o(r.0)= 0. u(e.0)= 0, Ue) =sin’x, 05 x <

i 'yi 46.
masalalar giperbolik sistemalarga qo'yilgan masalalarga keladi. . 3
: S : ; | e
Giperbolik sistemalarga qo‘yilgan Koshi masalasini yeching: 5t 5 =0
o i —0<X < %+3—aﬁ—u=0
2 %W, =it i =0, u(x,0)=0, v(x,0)= 2x, o0

w(0,1)+0(0,t)=0, u(l,t)-v 4)=0,0<x<1.
39. {2u,—(2!—l)u,+(2!+])u,r=0, 4(70.') ©.0)=0. 0 0)-v(.e)=0 =

- =25 —00
20, + 2+, — (2t =1, =0, u(x0)=0, v(x.0) = 2, <X

@+27@-u—0
40. 3u,+20, —u, —v, =0, & e a ax :
u +tu +v =0, e Ly ?+3%—U=O'
N y du  u ©.0)=0v(,1)=0,0<x<1;
41. Gursa masalasini yeching: (2 —- = =0, u(x,x)=g(x), x>0, poag il oo SR
ot ‘ 48.
,,(,_-x).;w(x),;o. .;;(o):://(o) %‘;+%}+x’u+(l—x1)1=0,
a_u+6a_"+ja—v= 3 ] .a_u+4@+(|-x’}4+x’u=0
42. o ou yau g P ‘
Fag el uL)-v(,)=0,0<x<1.
u(x,x):x, x>0 | ok
U(t,Sx)-x ,x<0
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ﬁ+222= ;
o  0x

B, 5%y,
ot

u(0.1)= 0, U(‘-l)= 0, u(x,O): x,
v(x,0)=0,0< x <.

50.

u(0,1)=0,vQ,0)=0,
u(x,0)= 0, 0(x,0)= Ll Exei

51.

o 2@=
a ox
ov ., 0u
—_—t3—=
0 &

v(0.)=0, u.0)=0,

0(x.0)=x, ulx0)=0 <, <1

52.
@._~3a_v=0
G, S
W _sx_

a  ox
w(0.0)=0,v(Lt)=0,
u(x.0)= =,
v(x.0)=0,0<x<y;

A

at x

u(0.1)= 0, (l_l): 0,
1(x.0)=10(0)= 0, 0 <y <1
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= 2
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= x— ln] ){
e
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y z
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Giperbolik.7. Parabolik. 8. Elliptik. 9. Giperbolik.10. Elliptik.11.
Elliptik. 122, +u,, +1, =0, E=x, p = 354 y . 13,2, +u, =0, E=x-2y, p=x.

,|

2 2.2 1
14.. l"“—6(§ )(" u,)=0, §=’§X +, q—;x’—y,x>0; “5;’+“nn_§"§=0’
3
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ey “"m,"z(“; -u,)=0, £=\fix], n=ylyl , (x>0, y>0 yoki x<0, y<0) ;
1 :
Myt —-E(u; +u,,)=0, &=\xl, n=vlyl (x>0, y<0yoki x<0, y>0).17.
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1 1 3
Uge — Uy, +3-._F“{ _Eun =0,¢ =Mz’ =

1 1 2 3 q
U, +u,, +§u£ +§’-uq =0, £=|42, n=pf2, (x>0, y<0 yoki x<0, y>0).
18. u +u, ~u,~u, =0, £=In|x|, p =n|y| (har bir kvadrantda).

1 :
19. u, +u,, roEk o =0, =", n=x" (har bir kvadrantda).

20. ug,+ (me; +&u,)=0, £=y* —x*, n=y* +x*(har bir kvadrantda).

1
4 -¢") ‘
21. Uy U, —théu, =0, & = ln(x+\/l +x’) q:ln(v+\/l+y1) '

22. u; ———l—(u‘.-u,,) (u +u) 0, =y +e* 7= y - (y>0 yOkl

oo2E-7) 4(',“" ) i
y<0). ‘
23. u, +u,, +coséu, =0, £=x, r7=y—cosx.24.u,m=u. 25.26. £=2y+ x;np=x;

. du  u # 5 <
elliptik, ; a”’z = e af % ) 27.6=26"—*; p=x+y; giperbolik,
du LRy, | e arabolik,

ooy "aga finfrtiis B=XP
ou_r ‘au Ou =& ﬂﬂ_ Ou Ou
o (&, n,u, PEAY ) 29, &= n=y; C"lptlk ’Nar] F(&n,u ’6;' P —).

30. £=x-2¢';=x; parabolik, 2= k& n.u Z’;g"ﬂl E=y-;

n=x"+y"; giperbolik, ——F(g,r),u,af a—) 32. §=cosx+y’; n=x;
parabolik, = -F(g,r;,u,g;: Z") 33. &= yx 1y =2x; elliptik,
au 6u ou ou
Frr F(&nu "o —).34. £=2¢"~y";p = x+ y; giperbolik,

'u _ du

5 F(¢, l),u,af P )35 &=e’ cosx;n=—; glperbollk ‘
ou

5{57] F(&n,u ’af an )36 £=cos x—sin y , r] =X, parabollk

o’u B ou

et ’a; o
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al‘ au)38 {_]gy—r,” x,

=5 blpClbO]lk —F(b, e

\/ TR

. )
pitabolik, O P du du
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FEn Ou 011)405 ,,,),__, n=x;parabolik,

) 39-., =C0s y .7 =sinx, elllptlk

TN
|

i) ()I/"

' 47 du Ou ou ou

o F(& %" o .41z =y oge sn=x; parabollk _1(5 it — TIEr =).

42.¢ =™ +2p;n=e"; elliptik ﬂ+62 = FE 2 2 43, £ = gy sm=1gx
=y ? on’ Bf an

7:4 Ou
liptik, =F(,n,
, elliptik, 6:; (&pu ag

Ou Ou

—=F(, r].u—;—) 45.&=x-¢"; n=2x-¢"; giperbolik,
o

'Yf' F(E 2 )465 y+-—-,17--— ; elliptik,
lon g

an )44.5 ysinx 7=Xx parabollk

au au ou ou

6{ az (577’ ’656)

"7..‘.' =2x—sin y 7=y, C“iptlk 0 = 'g-l';"' F(f:']a",'%,aﬁ’;‘)-‘ts.f = y—Insin x,
] parabollk ——F(,,r),u % on ) 49. E=Incosy , n=Insin x ,
on”

M a a o aretg ~ 2 . .
clliptik, 6; 5—1;-—17(5,'],1:,%,—2—,-).50.;=a eyt p=x—-y;
—F(; l),u %o )51 E=xy; n=3y yoki é=Iny+iIn(G’®+9);
< 61( &u au ou ; ] .
)~m¢l.;‘ Ihpuk w o —=F(&nu 9" =).52.¢ =;‘7_1nx,;7=x-—y,

u (')u) 31

s .& = xy +Inx 37 =x+y; giperbolik,

giperbolik, ———I(':. 0, —

5*u =FEniu ou ou

Pl Ll v —).54.£ - x—1; n=x; giperbolik, ——055.§-x+y,

agon

. o2 2 62
n=y; parabollk,gT'ﬁ =0.56..z = x+ 2y, n=x; parabolik, a;;; Ea__o 157
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u 8w ou . . o'u 1 éu
Lt —+—=0.59.7 = x- y, n=x+3y; giperbolik, 0. 60.
of Vo T on §x=yyqeaily s HIP Py
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ou  du

lliptik, 2%
E=2y-x,1N= }’,C lpl s a§ 6724‘57‘—0.6l-§=x+3y‘”=x;parabo“k’

u 18 2
a,” 361'_062 £=x+2y,n=3x+2y; giperbolik, S¥ 1 _, ¢
r oken 4on

o'u
n=x; parabolik, —~+——0 64.c - 112y, 5 =3 elliptik,

¢ =x=3y,

a2

o'u Z_ l(ﬁ 611) 0. 65.{—7‘_‘,

n=x; parabolik, —+—=066
on’

o&? 6 8; on
2
m . alile; Tyl ou
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n

R i Gu ﬂ_ "
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£+ ,0u
4cos > (a:; af) 0.84. £=xicosy, n=x: ; giperbolik,

d*u lau . £
x =¥ u du
a;a;; s 0.85.¢6=y n=x; parabolik, <% P —”L—é—o 86. &=xig2,
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O’u *u 1 ou 1 du
(et =07 # 4+2¢" ) -——=0. 2
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! 61} 7 on
ou K a-% ou
agn (n-£) 9 on
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Bzu 1 ou lau

=V=x, 1=y=y (x>0 0, elliptik, 2% "" _____ <
¢ n Y (x>0, y>0), p 577 Zor 7707) 5

E=v-x, 7]=\[;(x<0, y>0), E=x, 7)=,/—y (x<0, y>0)

. o Ou u 1déu 1éu
giperbolik, -—;—6—02—355——;’-6”—0 d04. uy+u, +u, =0, E=x, p=y-x,
1

1
. 105. Upe = Uy, + U +u, =0, {:—Z-.r, r;:—x+y,g’=—-;-.r—y+:.

=x-
2

v
5 2
106. u,.g—u,m+2u¢=0, §=X+_V, N=y—X,{=y+z.

N[—-

107' u{{+uvm=o §=X N=yY—X, {=2x-y+z. 108 llﬁ—‘u

nn
1

n=y-x, g_—x-—}-»E: 109. u, +u,, +uy +u, =0, =x, p=y-x,

—U =0, §=x,

=X=y#zy,T=2x=-2y+z+1t.

110. w, —u,, +uy, +u, =0, E=x+y, n=y-x, L=z, T=y+z+l.
111. us‘{_un')_*_u({—"urr:o’ §=x+y, N=Y=X, {==2y+z+t, T=z—1.
112. Uge =Wy, YU =0, E=X, n=y=X, ¢ =2x—y+z, T=X+2+1,

113. U+, =0, =X, =y, ¢ =-x-ytz, 1=x-y+1.
114. ZuM—O &= Z\',,k—lz ..... a. 115. z( ), =0, £ = zx,,

k=12,.,ne.

N "
116. > =0, ¢, = x5 & =% %y k=23,.,n. 117. Yu,, =0,
= =

& =1’ ( Z:x,), k=12,.,n.118. “:.;'.“g“:.:‘ =0, £ mx, =15

2(k-2)
= k+2 ( 24 )

3-bob.
L frra)+gy-ax). 2. fx-p)+gGx+ ). 3. fO)+g(x)e™.

k=34,.

4. x—y+ f(x-3y)+gx+ y)eT. 5. [f(x)+g(y)]e"’”". 6. & +[f(x)+g(y)]e3”2",

7. fy—a)+gly—ane™. 8. f(x'*‘)")'I'(":—)”)g(x2 —yz)(t>-—y yoki x < —y).
9. re+|ofi g( ] (har bir kvadrantda). 10. /{ )+Ag( )(x +y° #0)
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v v [ et ae o Kotrsatma. v, =v belgilash kiritib,
v Oomunosabatlarni oling. 12.
G [ or e ez Kofrsatma. u, =v belgilash kiritib,
"o v, a0 munosabatlarni oling.
14 ‘ N ERATN it\' e "'z/lz.l Ko‘rsatma. u, +u=v belgilash
battth w1, v v, ke, yv=0 munosabatlarni oling. 14.

"

’ VOO [ mgde "’f///.J Ko‘rsatma. u, +u=v belgilash kiritib,

(0]

ot (v ) e 2ule, )= 0 munosabatlarni oling. 15.

WEE )b wie) 16, v el mvp e v 17. u=(p(x+2y)+z//(x+2y)e§;18‘
RN Py 19w X \)u,/(\l}‘)e 20
g g e b 210 X 2|')av/(3x+2}')e%; 22.

O Oy e s 230w p(2x—p) +y(2x—y)e™; 24.
P Se a9, 28, u
P2~ D) L yAx430)" ™ 27, u=pGx-y)+p(x+y)eT; 28.

29. u=g(x)+yfx—e")e™; 30. u = p(x+cos ,vgwm; 31.

P(2x+3y)+p@x+3y)e; 26.

PN IV (X e

du 1 ou oy
YAy, n=5x- ‘,;(')4’011”6611 =0 u=g(x+y)+pGx—ye *; 32. E=y,
n=y—cosx; 2 o0 = gly) +yy—cosdle’; 33. £=x, n=y;
obon c')r;
du 3 ou 2 o’u _Ou _
— -2 =05 u=p(xy')y’ + 34. £=xX"+y, n=x bl
akon ~n OF 0"y +y(0); 34, & Y e
2 2 x ou 1 éu "
JU=PX Y)Y +)e’; 35, £ =2y, 7=V} —afa’]—;§=0, = yo(w)+wiy); 36.
2 u 1 ou
Eexy n=x Z =05 u=p(xy)x+y(x); 37. X+, =x:
Vi n=x3 ozon 7]6: ’ (K}/')X 698 é= Y, =X,
D1 ou u 2 ou
=03 u= g + )X+ (P +)); 38, E=Xy, p=xj—— = =03
e X"+ )%+’ +); E=xy,n=x; szon noE 03
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xP 4 xt+ 40 +lx1’ 106. sinx . 107. xt+sing+1)—(1—chde*. 108.

1414~ (n—cossr)sm 109.—(]—cosa(z)l)sm ox. 110. ! ——-m—sm or 111, x+ty+£.
112. xy(1+z )+ -y% 113, 20(0 =3197)s " cos y + e sinx. 114 x* +£° tsiny.
115. 2x*-y* +(2x2 +y2)1+2t2 +27,

116. +* 442 +%l’(6+x’ +y’ )0 +§—I'(x+y) 117. e"‘"’{ hSI——+—sh51}

26 25
118. cos(bx+cy)cos(asz’ +c* )+ sin(bx + cy)sim(an//;z +c? )

1
avb® +¢*
119, s fasnoseiee e i R

2
120. (x* +)* + 40 Je' —1—1)—2a12(1+ét} 121. X% +)* =22 +t 4%z
o
122. Y41z 480+ §1‘ +L,‘x= + l/",
T 45

123. .vc’y’:’+{,ry+3l’(.\'2+y‘+:’+x‘y’+.\":z +y’:’) ; ‘(3+x +y +--)+._9_, :

10
124. ¢ co '\/——)He"" sinSx+2%¢™" sinycosz.

125. (H-I)(x2 +y? +zz)z +10(1212[l+%1)(x: +y? +zz)+ a't'(5+1).

126. (x2 +y*+2° +6a2Xe' —l—-l)-—aztz(3+t).

1 = L :
127, ;2—(1 —cosat)e” cosxsin y + e"'[%shalsin x+ %sh(atﬁ)+ x’ch(atﬁ)].

cos(3y + 42(43‘ —cosSat _SL sinSat)
a

128. xycoszcosat + 3, yze“shat+ —-= :
a 1+ 25a*

3 1
(cos at +—sin al)coswﬂx‘ +ytez? + ———————sin Jx*+y* 4 23| tcosat —atsinat s al).
a 2 +yie? a

©

L 1+¢ +—1’ 2. ¢ +e'sinx. 3. (1+0e” cosx. 4. chrsinx. 5. 1-cost+(1+4e)Fe

o e 3 = \ el )
6. (+1)2e ™ 7. x(1+a) 7. 8. (1+1)Tsin ix_e W 9, ¢ —1+e™ cosysiny.
+1
ey !x—y!:
Xy e 12. _+ o
(1+4¢) J1+

10. l+ésin xsin y(2sinl—cosl+e"') 11. sine+
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fetay’)
13. — s—;‘)—l,—’lm'” 14. —cosx( ““'2’)005)"“’5-’8-“- 15.

1+2*
¢ —1+sifx—y—2e™.
16. L)+ 2 B A . il A =
4 +t

nx*+, n n -.‘Li:—‘
sinz ¥ —(‘T"ﬂ. 19. e™ cos Y x,. 20. (1+4r)3e 1. 21.

(xey=2)’
T

1

e

e

18. —=cos —
W 1+ 427 k |

T .
(1+ar) 7 e .

2
n 1 L]
—._| X,
Zxk nuM' 144nt kz_l *]

22. (+4)Esint= e . 23, \/1+4n

S-bob
sm(2l\+l)nx —————Co0 \} 2 +1) 77 + A
1 x 1 0 ( 2k + { )
oty 1)t si in(2k +1)x.
- — _[cos(2k + 1) +sin(2k + 1)l]sm(
% n ?-'(u +1) ‘[

2 kD), 5(2"”);:.
3. 30“'Z(A 1)’{ ﬂ(2k+l)]sm TR

1
. 2_-‘
4. l(l-—x)+Ze )[2coslkl+Il‘—sin).kl—2]sm7rkx, lk=1‘(k:r) =
2
t  kx ahx _ kr -
5. 12—x)+ Z[‘———}"S"Vu ]sm o A (——2
‘t

2
6 _x_l+zz(__1) l-sin/’th sin—, 4 = (_1_) 1
) l k=1 llklz lk !

v-‘~

Ts sm2xcosZ!+Z(—l) [l coskt]sinkx.

k=l

8. .
4 2 2

g |l - SoeA e - 2k+l) R imm=s

— E Ck[—l'fe 2[005[&’4‘;5\“/&'}]5‘“@"+1)m’ C (2k+l)3ﬂ3’ H ( 4

imni S°T: (¢)sink ‘rinishi idiring.
1) =Y 7T, ()sinkzx qator ko rinishida qi
Ko‘rsatma. Yechimni u(x.1) g

Izoh. Yechimni u=v+e yig‘indi ko‘rinishida gidirish mumkin, bu
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yerda v - -;—x(l-x) funksiya tenglamani va chegaraviy shartlarni

qanoatlantiradi. U holda

u(x,t) = =) S x) Z(cos,ukl + #sm Hy ]L’ 2 sin( 24 + 1) zx.

k=0

9. 2xt+(2e' ~¢ ~3teJeosx. 10. 3+x{t+22)+{ste’ ~8¢' +4-+8)sin.

13 4 1
11. x@+)+ =&t —e2+— cos— 2L 1+(___ 1 s
3 5 5 1o 68 +I_e e sin3x.

13. xt+(l —e” —le")cosSx 14. ( e'z’)—i——coslx 15.

2

%sin x(ch3t = 1) + sin 3x(cht - 1).

16. xt+(2¢' —¢¥)esinx.17. 18. 19. 20.

nm : ,
3. Za e{ ) sin?, bu yerdaa, =%Iu,,(x)sin$dx,
0

M 1, ‘"",#:Sm (2k + 1)ax
T &2k ;

- (2&*!) =0
74. oo 8Al* 1 (v/. +|),,x
e .Z;, 2k + 1)’ !

1, (x) = A = const, bo' Igani uchun u(x,7) =

2a’t

- 2 _pla’
75. _2_ a, 6—"‘”"*,8 ’
15 " olo+1)+u?

faX ——dx,
l

Ky 1=12,..) = gu= 'f s a=hl>0 tenglamamng musbat ildizlari. 76.

PR cos#+asmﬂx "
“Nbe * . bu 5 H,X H,X
Z e yerda 5, -{uo(x{y, : : de.

1 L L
4, (n=12,.)- clgﬂ—;[é‘—%}, o=hi>0 tenglamaning musbat ildizlari.

211 M"*“ 2k l
71. . 78. % ”og( il e o5 2kt Dx. - limuten ="
"o duy & SEAPS (k4
9. B . E (Zk iy e ! cos—(—l)ﬂ, lL"} u(x,l):%’.
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12 & [("";l)']:' cm(Zn +1)ax

N 3 (1)’ s . 81.
il )(’unl)" 2
(‘ 1)e
\ i I) 1 l { ) ] k-il
. | A s e 72k +1)
) Lo (RRn)e o b 1)y L . =
N2 * & Gk I)" sin(2k + 1)x. 83. x L e ‘Z“(Zk+ % cos A, X; 2, =

N, fcosx :‘(‘ L l)cos 3x. 85. xt-+sine’™ ™. 86. x4 1sin x+l§(l "’)sm 3x.

B7. 1 "(."'4)“4;05 2x. 88. l+l+(l—e")e‘sinx+e"""sinlx.

2,59 . ]
BY. w4 e' asint—cost+e™cos2x. 90, X +2 +(21—sm2)cos’h.

D1, xae2 4 ;(c"-l)cosx+§—(—c"'+l)cos3x.

A e i1 1
02, xt4-x+ Z _l")z’ ( s )COS(ZI.-—I)X, Ciia =;[~2ﬁ-2k—3)

D8, (vl o'"'zkzc;" 4(1—e'("?"“)’)sinkm,
zt+

dwl

In, agar n=2m
t I( 2 1 1 } agar n=2m-1.
b
w\ 2m

-1 2m+1 2m-3

O-bob.

I. Agar 2=-2 bo‘lsa, yechim yo‘q. Agar 2#-2 bo‘lsa, u holda
2x(241)-2

) PR
i+2

2. Agar i, bu yerda ; --'— bo‘lsa, u holda mi‘;—_l)bo‘ladi.

1=2, da yechim yo‘q. 3. Agar A#2 va iz-6 bo‘lsa, u holda

1247 x = 24/x = 2 + 424

R S ot SN = tenglama yechimga ega emas.
s 00-7) A=2 va 2=-6 da teng y ga eg

5((§+§i;x2+r Agar },..— bo‘lsa,

Cx Z;x +x*, bu yerda ¢ - ixtiyoriy doimiy. 2- 5 da tenglama

4. Agar ).:% va }at— bo‘lsa, u holda

yechimga ega emas. 5. Agar Mg/% bo‘lsa, u holda

p%’z——_(sl X +61)+1-6x7. A::\/gda tenglama yechimga ega emas. 6.
2A° =5
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3(22-3) o
35— 2,1)

Cr’+x’-—%x', bu yerda ¢ — ixtiyoriy doimiy. ,_% da tenglama

5 1
Agar 2#3 Va 122 bo‘lsa, u holda +x*. Agar 1:% bo‘lsa,

yechimga ega emas. 7. Agar ,z=§ va 4=% bo‘lsa, u holda

204
1-24

ixtiyoriy doimiy. ,1=% da tenglama yechimga ega emas. 8. Agar

*+7x'+3. Agar ,1:% bo‘lsa, 7.x'+3—-532-x’+(1t, bu yerda ¢ -

3(5-22)
5(3+22)

yerda ¢ — ixtiyoriy doimiy. 4 - _% da tenglama yechimga ega emas.

3
A% iibo‘lsa, u holda x+x’, Agar A:% bo‘lsa, ;—x+x’ +cx? , bu

1 1 3
9. Agar i=1 = 5 Va 2»3 bo'lsa, u holda c, +3x. Agar 2=, - 2
'3 . 3 - - - - .
bo‘lsa, c,@3x? ~D-2, bu yerda ¢, ¢, - ixtiyoriy doimiylar. ; - 2, =§ da

tenglama yechimga ega emas. Agar A#A, i=123 bo‘lsa, u holda

q)(x)—————- 10. Agar 4:_ Va ie=2 bo Isa, u holda

sin2.\‘+;r-—2x.

Agar 1=-; bo‘lsa, z-2x-2sin2x+Ccos2x, bu yerda c — ixtiyoriy

doimiy. 4:% da tenglama yechimga ega emas. 11. Agar ; . _% va

"*‘% bo‘lsa, u holda sinx+cos2x. Agar 1--> bo‘lsa,

374
2(22.+3) T4
cos 25~ Tsinx+Ceosx, bu yerda ¢ - ixtiyoriy doimiy. .- -2 da

tenglama yechimga ega emas. 12. Agar Aer bo‘lsa, u holda

22
£ (2zcos2x+ - st.x) Agar 1= £+ bo'lsa tenglama
-9 2 22 .

3
sinx+
84

yechimga ega emas. 13. 2 ning barcha qiymatlarida - AT _in3x+cosx.
- A

14. Agar 2+ ! bo‘lsa, u holda 2% cosx. Agar 4:-‘2- bo‘lsa,
T

xA
“6@arn
g-z—ﬂ(s” cos r)r bu yerda ¢ - ixtiyoriy doimiy. 1=_% da

tenglama yechimga ega emas. 15. Agar 2+ 2 va 2. bo‘lsa, u
m T
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holda cosdx1q _)”{;1——-- Agar 2 -t bo‘lsa, cos 4x—1+C, cos 2x + C,sin 2x, bu

“= AT T

yerda ¢, ¢, - ixtiyoriy doimiylar. 2 =% da tenglama yechimga ega
¢mas. 16. Agar 2.1 bo‘lsa, u holda cos3x. Agar ’1=:7 bo‘lsa,

L a1 € cos x4 Cyc0s 26, DU yerda ¢,.c, - ixtiyoriy doimiylar. 17. Agar
| | ¢ €os X . == ¢
| v va a1+ bo‘lsa, u holda = Agar ;- = bo‘lsa,

b 2r -
Jeosx+Csin2x, bu yerda ¢ - ixtiyoriy doimiy. 2= ‘_ da tenglama

yechimga ega emas. 18. Agar 2+ L va ,u_ bo‘lsa, u holda Sn* .
a

— AT
Agar ,1:3_ bo‘lsa, %sinx+Ccos2x, bu yerda ¢ - ixtiyoriy doimiy.
n

1 ' da tenglama yechimga ega emas. 19. 4 =1, sinx+cosx,1; 2, =-%
n T

2 e X
, cosx—sinx. 20, 2, =2L, I; 2,=2, cis2x; 2, =——ssin2y. 2L 2 =455 3x2=2
(4 b 3 n

a5 3 ER 3 S0 g 2
Ay = s 1557 -1 22, A=3s 3P exty Ammsy dToxT 23. ===y

nm,\'—sin3x;/1,=%, sin2x+sin3x, sinx+sindx. 24,  a=-12,b=12,
12¢ +Cx+C,, bu yerda ¢,c,- ixtiyoriy doimiylar. 25. a=yi5-3,
iz +3( ,/’")r]+*_3;, bu yerda c- ixtiyoriy doimiy 26. Har
qanday 2 parametr uchun ushbu tenglama yechimga ega:
4/r(.v):22fcos(2x— W)y + f(x) 27. Agar ;.;:% bo‘lsa, u holda

dar® . 24b
~———sinx+
12(1-22) 1=24

holda tenglama yechimga ega bo‘lib, yechim: ¢(x)=¢,cos x+c,, bu

+ax+b. Agar z:% da, a=6=0 bo‘lsa va fagat shu

yerda ¢,c,- ixtiyoriy doimiylar. 28. Agar ;,u%(a,b-ixtiyoriy)
bo‘lsa, u holda 2@=228)g .., ,_2 da ixtiyoriy «» larning
2+ An F 4

giymatida tenglama yechimga ega: ¢(x)=2"" LLIEHRE T T )

yerda ¢ - ixtiyoriy doimiy; 2--2da azr+4b=0 bo‘lsa, va faqat shu
n
holda tenglama yechimga ega bo‘lib, yechim: px)=s+c,sinx, bu
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yerda c,- ixtiyoriy doimiy. 29. Agar 221va 242 (ap.c-ixtiyoriy)

2la+3¢  3b 2 1
o 1 = ¢
320 3oz 2= da a+3c=0 bo‘lsa, va fagat

shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib, x)- %bxﬂu’ +C,, bu yerda

bo‘lsa, u holda

c,- ixtiyoriy doimiy; z:%da =0 bo‘lsa, va fagat shu holda tenglama

yechimga ega bo‘lib, yechim: px)=a®-Lwso)+c,x, bu yerda c,-

ixtiyoriy doimiy. 30. Agar /l%ig (a,6 -ixtiyoriy) bo‘lsa, u holda

24(5a+3b) , 42 (5a+3b) ., 15 : .
ey L 5(15_41ﬁx+ax+bx. A== da sa+3b=0 bo‘lsa, va faqat

shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib, ¢(X)=a(x—§x’)+q(\/§x’ +x),

bu yerda ¢,- ixtiyoriy doimiy; 1=-g da sa+36=0 bo‘lsa, va faqat

shu  holda  tenglama yechimga ega  bo‘lib, yechim:
5 5 O e -y

ox)= x—5x3)+Cz(x—J;x’J, bu yerda ¢, - ixtiyoriy doimiy. 31. Agar

A
3-27 3(5-2)
a=0 bo‘lsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib,

A#3 va 2#5 (a,b-ixtiyoriy) bo‘lsa, u holda x’+b, 21=3 da

5 ., oy o
¢(X)=b(§r +l)+C,, bu yerda c,- ixtiyoriy doimiy; 21=5da »-0 bo‘lsa,

va faqat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib, yechim:
q;(x):c,x*-%ax, bu yerda c,- ixtiyoriy doimiy. 32. Agar ;.;e% (a,6-

304a+7b *

ixtiyoriy) bo‘lsa, u holda e 2=1 da sa+7=0 bo‘lsa, va

1 2

faqat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib, ¢(.r)=—%bx+c,x-‘ +Cpx3,

bu yerda ¢, va c,- ixtiyoriy doimiylar. 33. Agar 2.2 va 2.2 (
n 4-r

2a+}.b(4—7r)+ 2
2-Ix 2—-A(4-7)
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a,b-ixtiyoriy) bo‘lsa, u holda

x+bx, ;-2 da
b

w0 bo'lsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega
2

T nw = y . . L
bo'lib,  ¢(x) Z(H-T)bez“’ bu yerda ¢ - ixtiyoriy doimiy; 2=~

! 1 /5 e .
i tenglama yechimga ega emas. 34. Agar /’.¢i5\/; (a5, -ixtiyoriy)

5A(14a+362b+42c) 5  2827a+304b+35

; 1[5
ho'lsa, u holda - 2 x4 T o +bx. )_=_J; da
21(5-122) 7(5-122}) 2V3

1530+ 15(a+¢)=0 bo‘lsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega

uor
bo'lib,  @x)=ax’ bl».\'-l-c-o-('{.\'-‘ nJg) bu yerda c,- ixtiyoriy doimiy;

A ', Jz da 15/3b-7J/5(a+3¢)=0 bo‘lsa, va faqat shu holda tenglama
1
yechimga ega bo‘lib, yechim: ¢(X)=ax’+bx+6+C.[x’ —\EJ, bu yerda

ixtiyoriy doimiy. 35. Agar u_’_; va 1:% (a,5 -ixtiyoriy) bo‘lsa,

& holda 200=Dde, dob ., S04 G-D . 55 da s bo‘lsa, va
15484 3-22"  (15+82)(3-24) 5

[agat  shu  holda  tenglama  yechimga ega  bo‘lib,

o) - Lax+1-20a+C* +1), bu yerda c- ixtiyorly doimiy; 2-2 da

«-b-0 bo‘lsa, va fagat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib,
p(x) = Ci+ C,, bu yerda ¢, va c,- ixtiyoriy doimiylar. 36.1. z,=2, 4, = «;

1 e 2. 5 3 1 ¢ 3ax 2
A, —2.9’:—-’-\—‘&, agar -2 va ;.,:-Ebo lsa,¢(x)=——3_u (a

ixtiyoriy); a:%da tenglama yechimga ega, agar a=0 bo‘lsa va
4,1!(.\']—'%ax+C:(3x—4x’), bu yerda ¢ - ixtiyoriy doimiy. 36.2. ,1l=’3,

ax’ +bx
1-22 "7
yechimga ega, agar a=b6=0 bo‘lsa, va ¢(x)=Cx*+Cyx bu yerda c, va

o =x, o =x'; agar “% bo‘lsa, @x)= ;.=% da tenglama

c,- ixtiyoriy doimiylar. 37.1. 2, =1, 4 =sinx; agar 2L bo‘lsa,
b4 b4

292
¢(x)=a+bceosx+ Abmx + ilb sinx; 2 = L da tenglama yechimga ega, agar
= a
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b=0 bo‘lsa, va p(x)=a+csinx bu yerda c - ixtiyoriy doimiy. 37.2.

A==, g =x; agar );:— bo‘lsa, LORE

1
= 4 +b+22bx cos x (bll yerda

a,b — ixtiyoriy); 1 = E da tenglama yechlmga ega, agar a=0 bo‘lsa,

vVa  p(x)=b(+cosx)+Cx bu yerda c- ixtiyoriy doimiy. 38.
=sin(x+ y)+ l-’icos(x -y)

o(x) =2 A(; Jdy+ f(x), agar A(2)=0 bo‘lsa, bu yerda
]

2
T .
M)=1-2 = =% da tenglama yechimga ega, agar /. , -0 bo‘lsa,

bu  yerda = [ cos y(»)dy » = [siny(dy, va  yechim:
0 0
@(x) = C,(sin x + cos x)+ %f, sin x+ f(x) ((‘, = ixtiyoriy doxmly), jeu2 @
n

tenglama yechimga ega, agar ;- -0 bo‘lsa va yechim:

@(x) = C, (sin x = cos x)- % fismx+/x) (¢, -  ixtiyoriy  doimiy);
sin(x+ y)+ é}cos(x— )

R(x, y;24) = e (/'1) - rezolventa.

1l—i)+y(2x 42x—1)
39. o(x)= zj

2 Sy + f(x), agar A(2)+0 bo‘lsa, bu

yerda a(z)=q-22) —%).); 4:% da tenglama yechimga ega, agar ;, -3/,

bo‘lsa, bu yerda f, = j S(x)dx, f, = jx/(x)dr, va yechim:

-1 -1
¢(X)=(X—%)f. +/()+C, (¢, - ixtiyoriy doimiy); 4:% da tenglama
yechimga ega, agar 7, - o bo‘lsa va yechim: ,(x) - —-%f, + () +Cy(x+1)

1—§-z+y(2x-41x—|)

(¢, - ixtiyoriy doimiy); R(x,y;2)=—2 - rezolventa. 40.

A(2)

+2rAbcosx+by AZAT 2 # 2‘_
T

p(x) = AI( afing +cosx)(ay+b)dy+ax+b =

ax
1=-272 1-274

bo‘lsa (a,b —ixtiyoriy); 2 - ; da tenglama yechimga ega, agar a=0

160

ho‘lsa, yechim: p(x) = b(cos x +1)+ Cx (¢ - ixtiyorry doimiy);

'2 J; +cosx - rezolventa.

R(x, Vi A) =~

1
1 ‘Isa; 2=--da

41. ¢(x)=ajw§%ﬁ“‘_2§‘lzlf(y)dy+f(x), agar 1+ — bo‘lsa; =

- AL
o
i Tsi _o bo‘lsa
1 cin v/ (y)dy = [sin 23/ (»)dy =0 N
tenglama yechimga ega, agar !bm o ()dy £ o

ixtiyori imiylar);
)’CChlm e(x)= f(x)+C, sin x + C,sin 2x ((' C3i% lthy()I'l)’ dOl y )’
Rz, y:A) = sin xsin y + sin 2xsin 2y _ rezolventa. 42. p=0, 3a+5c=0-

1 -7l

: el Dok T i B L A5
43. a=-fl:0 =0 \/’0 \FO b=0, c= JT) >
a=6. Y ‘
46. a0, b=-1. 47. a5~ ixtiyoriy. 48. ab.c- ixtiyoriy. 49. 7a+5b=0.50

i 4J' 3
A=ls lp,=4(x‘+x,)+l;l,=—l, ”1‘4(‘|+x) 1. 5
) 3 _ 1 b

=2l +2); 2y =S, gy < Bl 4]t 52 = e

yerda r = Jx7 +x1 +x} -

7-bob.

1. Analiz kursidan ma’ lumki,
koordinatalari sistemasidan ixtiyoriy = YisYas ¥
koordinalar sistemasiga o‘tishda quyzidagi ifoda:
20'u

Au= ZE‘T

i=1

XXy, dekart ortogonal
egri  chizigli

quyidagi formula bilan 1fodalanadl

"

Au = Z'—‘(\[—gﬂL —_)

& & 50y

bu ycrdag = dc[ﬂg k“ 5 glk = —Gi- A :m —g;k ’g]k elementnlng
; g
algebraik to‘ldiruvchisi detllg .| da,

ox, o,
(VYo 2Yu) = Zaylay‘

i=l

=0,j#k.
Yo, koordinatalar orthogonal bo‘lganda, g e
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a)

10 u 1 3 3
Bu=—=—(Jgg" )+ =—(Jgg" )+ 1

A AT o2 (feg dyy L2 fogm 2,
1 on o’ \[g o¢ on
bu yerdag = Ceyy -y, 8" =_(X:*y2) 12 1

RN | [ 2

o g )y 8 =g ——E()gxq-—ygy”)’
g =—(xi+)})

g ® s>

b) A:l:lg-(a_”+Lﬂ-c =13
a’_) " og7 ’ ) All—:a(r@)+ 1 azu+62u,
o P og o’
1.8 P iz
d) au=5 222, L0 g, ou ,
r-or - ér’ risinvav vt~ 1 9

»r

*sin’ v 0g?
e) n“vop

A \/(«f’_lz)(l—rzz)fi[ 52_15”61,} F) |
- Yol e ~igad n L
(¢ —n) laf Vi—77 "5z an e\”g,,a_"},i[é'—n' 1 a,,}

2.a) gam?nik; b) garmonik; c) S 20| & -\/(:2_1)(1-;,:) o
Q garmonik; j) yo‘q; h) garmonik; onik; d) garmomk; e) yo'q;
kitoblar katta. Keyingi hisoblashla. ) garmonik. Bevosita hisob-

. ) a : .
Nl Re /(2), = = x, + i, deb olib, vektor & 8I?r'rl:10mk funksiya , -
alit f(2)=u+iv

funksiyaning mavhum qismiy(,
1

u(x,,x,)

. J "*D=Im sy Seram’ .
mumkin. Koshi-Riman sharti s(z)  funksiyani qurish

by
hold idagicha: 2.
2 olda quyidagicha: P

s ) Ak S
e Ko‘rinib turibdiki, W2y u v ;
2 ! =§l+ia—, funksiya analitik va
1

Koshi-Riman shartiga asosan w(z):@

.oy
A *IE. Shunday qilib quyidagi

funksiya ham analitik ;

du
&)z
garmonik; I) garmonik; m) yo'q. ox, o,
3.2)k=-3; b) k=-2; ¢) - 12/, chkx

da' 2 = eqy 2_\-2.' d)k =43 e) k=0, k:n_z n>2
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4 oonnalitik, uning Ux,y)=u, haqiqiy va ¥(x,y)=-«, mavhum

(iemlarining 0‘zi va birinchi tartibli hosilalari uzluksiz va Koshi-

[timan shartini qanoatlantiradit, =V, =u,, +u, =0 :

G el s 1" 0,

) w

Sulxy)  va vixy) lar  fz)=ulxy)tiv(xy)  analitik
[unksiyaning hagigiy va mavhum gqismlari, Koshi-Riman sharti
i, v, Ou, v, =0bilan bog‘langan. Shuning uchun
N dy e uderudy  ifodalar funksiyalarning to‘la differensiali

bo'lndi,  shunday — qilibu, +u,=A«=0  Bundan, [dv=[-uds+udy

(ntiyorty fiksirlangan (xg, ) nugtadan to o‘zgaruvchi nuqtagacha
(+.v) nugtagacha egrichizigli integral D sohada yo‘nalishga bog‘liq

s
[ A T I(».\');,(l\'-i-I3(x:—yl)dy +iC=X“—3Xyz+i(3-"z)'“yl)+"(—3-\'§)’o+)’«:+C)
Yo M

ma /(&) v'r.iny~-iv‘cosy+i(e’°cosyo+C)

8.4 700 sinxeht icn.\‘\'.s‘/l)H-i(—cosxosh){,+C) 6.2)v(x,y) = %—(x‘ +y'-6xly)+C 3

1) v ) et cosvrCy c) v(x,¥)=—chxcos y+C 3 g) v(x,y)=shxsin y+C 3 d)
C) v(x,y)=—shxcos y+C § 7.3) u(x,y)=fy-x)fcy+co

Vo ek win v

) it v et siny - Cx+-Cy s

Y-
2

3
0wy Ay e) u(,\;):):,xly—%-i-x)w +Cx+C,5

'(' 1OviC, 8. a) u=yé cose—y* +x° +g(x,z), bu

| o
“'I‘ul A Wl
) |

cotdin e 2 xtiyorty garmonik funksiya. b) u=chwosz—y* +y2 +g(x,y)
b yerdn pix.y)-ixtiyoriy garmonik funksiya.

g’u Vi 2 | h‘y

: iz g(xy), bu yerda g(x,y)-ixtiyoriy garmonik

nkuiyn
e v com ved siny 2" <x) (v, ), bu yerda g(x,y)-ixtiyoriy
gl funksiya,
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9. a) v(x,y)=

—l,S(xy) +Cx+G 3

b) v(x,y):-—e" SlﬂX+Cn)’+C|; C) v(x,¥)=—chx sin y+Coy+C, 3 d)

v(x,y) = —chx cos y+ Cox +C,

10. 2) u(x,y) = ( )y+2(R) Xy, ZR"’(aL,COSk(o+think¢))=Rsin¢;+stin2¢'

cos ko vasin kg Oldidagi koeffisiyentlarni tenglashtirib, quyidagini
olamiz:

b=R, a=q=a=.=0 b=R, b=b=.=0, Shunday qilib,

. Y T S RY RY'
u(x,y)=Rrsing+R'rsin2p = — | y+2[ = | xp
>

r

b) u(x,y) =(£i).(ax+by)+c; C)ulx,y) = (ﬁ)‘(xl -y d)
>

2
u(x, y)——( )(x y’)+(§) +1;
RY il
e) u(x,y):(-;—) -0,5(-?—) (x"—y* +2xy);f)
u(x,y) = (E) -O,S(EJ (x? —y’)+(£~)z(x+_v);
r r
g) u(x,y) =R +( ](x -y)- ( )(x -»); 11.2) u(x,y)= ( )y+2( )4:9'

;R"‘(a,t coskp+b, sinkg) = Rsing+ R*sin2p . cos ko va sin ko oldidagi

koeffisiyentlarni tenglashtirib, quyidagini olamiz:
=R, a=a=a=.=0 b=R, b=b=.=0

Shunday qilib, u(x,y) = Rsing + R sin 20 = (ﬁ)z Y+ z(ﬁ]d .
(2 r

b) u(x,y) = (ﬁ)-(ax-b-by) +c; c) u(x,y) = (f_)‘(xz - d)
r

u(x, }’)—l( J(\"— )+(£) +1;
;
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) ! i‘| "‘t".l- "-’n').f)

| |
i ' nll‘ln' |'H[I‘]l\“’)l

W) wie e W 4 j‘ ') ["](\ . 12. .\)N(U)— ‘)2 : Tenglamaning

Gty vechiiming tanlab, Laplas tenglamasiga qo yilgan Dirixle
il yechish masalasiga kelamiz.

500 19
—y .
s d) u(x,y) = !;(y’ 4 yx* =R,y # 8);

R
"' V) ‘i-'n o' I",\),C) "(~".)')=

"

e R 13, a) 4=0da u(x,y)=const . A#0 da masala xato
oy lpan ) ’f daucx, :{,—((.\"—y:)+com'l A %da masala xato.c)

; B:t——da

AR
Winy) Ixyteonst, d) B=

el xnto.e) neada u(_\‘_}'):fil»e—(xz—yz)+Ry+c‘onsl . B# 4 da masala
R’ F.: R
it bl ) ! - da u(.\',y)=—4—;(X’—y )+const, A#T da masala xato.
’ r
‘a‘ 3 RZ
) N A dn ulx, ) R—.'(yz—xz)—-—/g-y+const. B;ﬁ—z-da masala xato.
) r

AR
o) I i} da u(.\',y)— (x V)= Rﬁ xy+const. B:t—da masala xato.
. J

R 1+ R
d) B=(4-)= da u(-\“)’)‘ ,)

(' =x%)+const B#(A- l)—da masala xato.
15, a)ulr.p) m 4 m sing-+const. u(r,p) = Zr"(ak coskg+b, sink) . Bundan
(S |4 k=0

R )= (R, p) Z:(R‘ - R,1 Ya, coske+ b, sinkg) =sing

k0

ag=a=a=.=0 4 gt Ll b, =b,=..=0. Shuning uchun

N R-R

w(r,p) = R: sing +a,, a, = const;; b)u(r, go)— R cosg-+const; €)C = _._da
u(r,q;)—%+comt ol -_da J’ f(p)dg =0 shart bajarilmaydi.
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3
sm;?-&-%a-+const, e)B —Ada u(r,p)= A——2—£+coml B#-4

d)u(rp) = =

rsmq) 3r? cos2¢
R-R, AR-R)
3R? R sin 2¢
(R* =R}y

da j f(@)de = oshart bajarilmaydi. f)u(.¢) =

+eonst, C =

(SR

.c=+15 da J’ f(p)dp =0shart bajarilmaydi.16.a) u(r,¢) = +const
SR*R} cos2p

OV 0= o

+Consl,A=%. 4=2s5da J'f(¢)d¢ =oshart
0

bajarilmaydi. ¢) masala yechimga ega emas. d) 4 =§da

RR, sing  3R*R}cos2¢p
R-R)r AR -R)r

2r
u(r,p) = +const A#1,5 da Ij(w)d¢ =oshart
0

bajarilmaydi.

RR sing R R’cosSw
(R=R)r (R°-R))r’
= xe"cos z,

C) u=x(x+y)+z(y—z)+e*sinz; d) u = xsin ychz + shz cos y 5 e)

e)u(r.p) = +const 17. a)u=x+2y+z(2x— y)+— b)

u =x’+:(2x1—y)—3x:’--§—:’+2;

ln—
f) u = xz+cos2xch2z —sin2ch2z ; 18.u=T+(U- T)-—— 19.u=7-+5U n=; 20.
ln— 4
a

w=U+alln % ; 21, ar=bUdauw = a7 1nr + const . aks holda masala xato

b(U —hT)In = a(T+hU)In’Z
qo‘yilgan bo‘ladi. 22. u=T+ @33 u=l+—L: 24,
1+ bhln— 1+ahln—
a a
20T\ aria k525, v = Sprin L 26,
b ah a
abh(Tn=+U L)+ bU —ar hlnt -’
u= b a +aT|n— 27.11—#,
h(a+b+abhin ) AnZ-n?
a b c

28. a)u(x,y) =x" =3¢ =307 +3" +12t=13 b) u(z,y) = Lz - y')-x+2y; ©)
ux,)) =y ¥ =3x;
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15 ¢) u(x,y)=3(x+1)"+3y" ~2y; 29.a)

) i ) e 2w

) e
R e ki Ck H)zry; % 2o (2A+1)mIf( )(2k+1)7r &
2p 2p
Y Wi o (- 24y | ’@ 3 l(2k+1)7,s cos(2k+l)”xsh(2k+])”y;
o Tk (k4 1) sh-——"= B!
P

8y uln ) MH,: \. ( I) 7t (2k +1)° - _,I (2k+])7zycos(2k+l)m'; d)
TR ik 2p 2p
NI Ji Ih y (ch I2U Tslz——}h——) sin2-x—
" 2 2pA P 2p
y (XA Day
on
AN 2p “h(ZL »|-])7tysin(2k+])7rx
B (2k40) 2p 2p
)
Aie & 2
) 18 s 1 z(2k+])msin(”k+l)”y+
v k41 ¢ (2/‘”)7']1 s s
s
WO 1 h(2k + I)lty (2!.'. + 1)
| .
AR (2K 4 I)sh( 2k -+ D7 2p 2p
L1
N A L) .
D)y, 20 il \hﬂsml‘—i» 1 shl‘—”xsink—’g- 5
e \h{‘— P p g km s s
4 s
" (RIS a1
S0 utr ) >:1I‘l' ¥ sinul\ ;'l){w :—If( )sin (2k ) dy;

.’(h’ | /4;) , Py ” A X -
Ky N EYCosA LdE e cosAy, Ji1gil =h.

Iy)uly, v) j‘r(h‘lA;)ll\‘;[”‘)“)\‘ss Ay &

(A nx
C)uly, y) ‘24 ’A : I) ! sin z >
d)

_,z‘, .
u(x,y)=2(1+ hl)Z———yk(y), yi(¥)= A cos A y+hsin Ay,

1A [I(I +/‘Ll)+h]
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2 & 1fr)
31.a)u(r,¢) =%—4§L—(%) coskg 5 b)

— r e
u(r,p) ——l—ﬁ-cosq7+—smq)+22k1_](—) cosko ;

R ka2
c) __ QI' U v
u(r,p) Vo ing+ o Rh)cos3q;, d)u(r,p)= (,+Zr (4, coskp+ B, sinkg) ;
A=7 ”Rk-, I J(@)coskodp, B, =~ R._, Jf«a)sm kgdg, If(¢)d¢ 0
32.a 2 4T3 (5) ;
) ulr.p) +== 20 coskg 3

AR R R’ RY
b) u(r,qo)-C+3—rcosgo+4 c032¢——snn2¢p+4RZl_ e (—) cosko

k=1

A RE 1
€ =t
) u(r,p) TR ‘E_l k+hR( ) (A, coske+ B, sinkg)

A= [ 1(@)cos kodp, B, = | fip)sin koo, d)

RU 1 >
u(r ;zu——sm +2U — | si s
(r.p)= @ ‘Z_',k(l_‘ )( )smkfp,

A at In—
—=)cos 3 =A—L
= (r = )cosg ,b) u(r,p)=A4 P

In—

2

ai
b ~a'

33.3) u(r,p)= e r* —-g)sin 203
.

) u(r,¢))=Q+ 2(r —)cos¢+ 4(r e 2)sm2¢),

l+hbln£ (I—hb)-—+(l+hb)£

d) u(r,p)=T L+ abl — 1b ——5cosp 3

l+hbin e b +a’ +hb(b* -a)
b

34. a) u(r,p) = 24a’ Z(—]) (EJ smk ¢;

k=1

Qi-lye zk l “_"'
b) u(r,p)= ZG‘r = 2:)”40, ak= Ifw)cos(zkﬂ):r

0 aU _daU & 1 (r)* 4aQR S 1 ( r “  knp
u(r,p)= = ‘2,/;_2 = os— d) u(r,p)= = Zl\'z (—) sin = M
kul

é 2(h* + 22)(1 - cos ady) L &
) o) = 2QRZ{).,():R+4 i+ a(k + 2] ke
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) _—b\b +ac,
== @ 2

8-bob. P
ax a

I 2y =44Cy>0p<03 2. 2x%+y=C,;—2xy1+y=Cz;-¥ +y=C;. 3. 4y =cypx,

R 5.xi~y=('.; 6. y=(‘.7-arcsin xtarcsin y = C. 8. 9

':" 2uu, J;JZ«,’ +2u;—1. 10.
I 2 _ s\

2 o g1 &0 12

o G o

Do) 0.0 olver. 13 de-cE+)=0. 14, 15

5 (/M =& 4) Ig g|=|AD—BC|.CA=.4(.', 16.

[,' .f’_,’Z_g’z)!:O. 17. 18. 19. dv+ud!=0x+t=(.‘,;d'l+Vd’=0x—2'=C;-20'

} N
| v do, + ld(,n" + dl(—qo pdv +a,p, \Ea,(/’.) =0, r==% \/_L
0 r 3

"
2. X+ =Cpru, -y x=Coty {143 oy -+t +2ux°dt=0. 2.
) dv st'//h/l—T .23.1) w0 <? 2)

dv cos 2y + 1’

wl p ot s et do(et =vt)H :Iu[— uu-‘ﬁ/c‘lu‘ +p* -t ’I< 0
(¢!~ 0 Y l uo T ‘/(" u g

y ! ;
A e O et O u:;_(_‘bx_?=(,4;113=C5,x+t=C6;u4=C,,x+13=C,;

\ 0 1

2aly ) a1 -

/4 1 1 2k 1 2k +1
p gl bt g LN
2N -1 2N -1
0 - -
2N +1

1, =, D, (A), a, =const
o +3P(A g+ + N +)B( Ay =C

x=At =G, 2 1(2)=0
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