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Kirish

Funksional analiz - matematik analiz, geometriya va chiziqli algebraning
g‘oya va usullarini cheksiz o‘lchamli fazolar uchun umumlashtiruvchi fan hisob-
lanadi. Hozirgi kunda funksional analizning g‘oya, konsepsiya, usul va tushun-
chalari matematikaning barcha sohalari tomonidan tan olingan. So‘nggi yil-
larda differensial tenglamalar, hisoblash usullari, matematik dasturlashning
talab va ehtiyojlariga javoban funksional analizning yangi chizigli bo‘lmagan
tarmog'i paydo bo‘ldi. Zamonaviy matematikaning bu yo‘nalishi amaliyotchi-
lar va muhandislarning o‘sib kelayotgan ehtiyojlarining bir gqismini qondiradi.

Ushbu darslik Funksional analiz va integral tenglamalar fanidan namu-
naviy ishchi dasturga moslab tuzilgan. Darslik universitetlarning mexanika
va matematika bakalavriyat yo‘nalishlari bo‘yicha ta’lim olayotgan talabalari
uchun mo‘ljallab yozilgan.

Darslikning asosiy magsadi bo‘lg‘usi mutaxassislarni funksional analizning
asosiy tushunchalari va usullari bilan tanishtirish, funksional analizning asosiy
boblari bo‘yicha nazariy bilimlarini shakllantirish, masalalar yechishda malaka
va ko‘nikmalar hosil qilish, hamda ularda integral tenglamalar bilan ishlash
mahoratini paydo qilishdan iborat.

Darslikni o‘qish jarayonida talabalar o‘zlarining matematik analiz, chizigli
algebra va geometriyadan olgan bilimlarini to‘ldiradilar, hamda ularni funk-
sional fazolarga moslab qo‘llaydilar, ya’ni mustahkamlaydilar. Talabalar chi-
zigli funksional va operator tushunchalari bilan tanishadilar va ularning asosiy
xossalarini o‘rganadilar. Cheksiz o‘lchamli funksional fazolarni o‘rganish jara-
yonida o‘quvchilar funksional analizning kuchli va nozik usullarini tushunishga
biroz giynaladilar, lekin tushunib yetganlaridan keyin o‘zlarida ilmga undovchi
qandaydir ichki kuch sezadilar. Bu kuch ta’siri ularda cheksiz o‘lchamli fazo-

larda har qanday fundamental ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lavermasligi va
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birlik sharning kompakt bo‘lmasligini tushunib yetganlarida namoyon bo‘ladi.

Ushbu darslik O‘zMU va SamDUda Funksional analiz hamda Funksional
analiz va integral tenglamalar fanidan ma’ruza va amaliy mashg‘ulotlar olib
boruvchi professor-o‘gituvchilarning ko‘p yillik ish tajribalari asosida yozilgan.

Darslik 9 bob va 40 paragrafdan iborat. Har bir paragraf uchun ta’rif, teo-
rema, lemma va formulalar alohida nomerlangan. Masalan, 2.3-teorema bu
2-paragrafdagi 3-nomerli teorema degani. (1.8) belgilash esa 1-paragrafdagi
8-raqamli formula ekanligini anglatadi. A — belgisi teorema, lemma yoki tas-
diq isboti tugaganligini bildiradi. Har paragraf oxirida mustaqil ishlash uchun
savol va topshiriglar berilgan.

Ushbu darslikda keltirilgan nazariy ma’lumotlar fan bo‘yicha namunaviy
va ishchi dasturda ko‘rsatilgan mavzularni to‘liq qamraydi va u professor-
o‘gituvchilarga o‘zlarining ma’ruza matnlarini tuzishda yordam beradi. Unda
tipik misollar namuna sifatida yechib ko‘rsatilgan. Har paragraf oxirida kelti-
rilgan mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglarni yechib o‘rgangan talabalar
o‘zlarida yetarli darajada bilim va ko‘nikmalar hosil qiladi. Tajribalarimiz-
dan kelib chiqib aytishimiz mumkinki, bu kitob yosh mutaxassislarga funksio-
nal analiz va integral tenglamalar fanidan mashg‘ulotlar olib borishida katta
yordam beradi. Darslik matematik tahlil va matematik fizika mutaxassisligi
bo‘yicha ta’lim olayotgan magistrantlar va aspirantlar uchun ham foydalidir.

Mualliflar darslikni yaxshilashda bergan foydali maslahatlari uchun taqriz-
chilar B.S. Zokirov, [.A. Ikromov, Q.Q. Mo‘minovlarga, mas’ul muharrir M.E.
Muminov, matnni tahrir gilish uchun bergan yordamlari uchun B.E. Davranov
va [.N. Bozorovlarga o‘z minnatdorchiliklarini bildiradi. Darslik birinchi mar-
ta chop qilinayotgani uchun xato va kamchiliklar bo‘lishi mumkin. Xato va
kamchiliklar to‘g'risidagi fikrlaringizni jabdullaev@mail.ru elektron adresiga

jo‘natishlaringizni so‘raymiz.



I bob. To‘plamlar nazariyasining elementlari

Bu bob to‘plamlar nazariyasining elementlariga bag‘ishlangan bo‘lib, u besh
paragrafdan iborat. 1-paragrafda to‘plamlar va ular ustida amallar keltirilgan.
Bu amallarning sodda xossalari o‘'rganilgan. Ikkilik munosabatlari isbotlangan.
2-paragraf akslantirishlar va to‘plamlarni sinflarga ajratishga bag‘ishlangan.
Akslantirishda to‘plamlar birlashmasining (kesishmasining) asli ular aslilari
birlashmasiga (kesishmasiga) tengligi haqidagi teorema isbotlangan. Xuddi
shunday to‘plamlar birlashmasining tasviri ular tasvirlari birlashmasiga teng-
ligi isbotlangan. To‘plamlar kesishmasi uchun bu xil tasdiq o‘rinli bo‘lmasligiga
misol keltirilgan. To‘plamlarni sinflarga ajratish bilan akslantirishlar o‘rtasidagi
bog'lanish ochib berilgan. 3-paragrafda sanoqli to‘plamlar va ularning asosiy
xossalari o‘rganilgan. Chekli yoki sanoqli sondagi sanoqli to‘plamlarning bir-
lashmasi yana sanoqli bo‘lishi isbotlangan. Sanoqli to‘plamlarga ko plab misol-
lar keltirilgan. 4-paragrafda haqiqiy sonlar to‘plamining sanoqsizligi ko‘rsatilib,
kontinuum quvvatli to‘plamlarning ayrim xossalari o‘rganilgan. To‘plamlar
ekvivalentligi haqidagi asosiy teoremalardan biri Kantor-Bernshteyn teore-
masi isbotlangan. Oxirgi 5-paragraf to‘plamlar sistemalariga bag‘ishlangan.
To‘plamlar halqasi, to‘plamlar yarim halqasi ta’rifi, misollar keltirilgan, ular-
ning ayrim xossalari isbotlangan. o— algebra va 60— algebra tushunchalari
kiritilib, bu tushunchalarning teng kuchli ekanligi ko‘rsatilgan. Har paragraf
oxirida mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar berilgan. Bu bob kelgusi

boblarga tayyorlov vazifasini o‘taydi.
1-§. To‘plamlar ustida amallar

Matematikada juda xilma-xil to‘plamlarga duch kelamiz. Haqiqiy sonlar
to‘plami, tekislikdagi ko‘pburchaklar to‘plami, ratsional koeffitsiyentli ko‘phad-

lar to‘plami va hokazo. To‘plam tushunchasi matematikada tayanch tushun-
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chalardan bo‘lib, unga ta’rif berilmaydi. "To‘plam" so‘zining sinonimlari sifati-
da "ob’ektlar majmuasi" yoki "elementlar jamlanmasi" so‘z birikmalaridan

foydalaniladi.

To‘plamlar nazariyasi hozirgi zamon matematikasida juda muhim o‘ringa

ega. Biz uning ayrim xossalarini o‘rganish bilan cheklanamiz.
y

To‘plamlarni lotin alifbosining bosh harflari A, B, ..., ularning element-
larini esa kichik - a,b, ... harflar bilan belgilaymiz. a element A to‘plamga
tegishli iborasi a € A shaklda yoziladi. a ¢ A yozuv esa a element A
to‘plamga tegishli emasligini bildiradi. Agar A to‘plamning barcha element-
lari B to‘plamning ham elementlari bo‘lsa, u holda A to‘plam B to‘plamning
qismi deb ataladi va A C B ko‘rinishda yoziladi. Masalan, natural sonlar
to‘plami haqiqiy sonlar to‘plamining gismi bo‘ladi. A va B to‘plamlar bir xil
elementlardan tashkil topgan bo‘lsa, ular teng to‘plamlar deyiladi va A = B
shaklda belgilanadi. Ko‘pincha, to‘plamlarning tengligini isbotlashda A C B
va B C A munosabatlarning bajarilishi ko‘rsatiladi (|1] ga qarang). Ba’zida
birorta ham elementi mavjud bo‘lmagan to‘plamlarni garashga to‘g'ri keladi.
Masalan, 2 + 1 = 0 tenglamaning haqiqiy yechimlari to‘plami, 2 < z < 2
qo‘sh tengsizlikni qanoatlantiruvchi haqiqiy sonlar to‘plami va hokazo. Bun-
day to‘plamlar uchun maxsus bo‘sh to‘plam nomi berilgan va uni belgalash-
da 0 simvoldan foydalaniladi. Ma’lumki, har qanday to‘plam bo‘sh to‘plamni
o‘zida saqlaydi va har qanday to‘plam o‘zining qismi sifatida qaralishi mumkin.
To‘plamlarning bo‘sh to‘plamdan va o‘zidan farqli barcha qism to ‘plamlari xos

qism to ‘plamlar deyiladi.

1.1. To‘plamlar ustida amallar. Ixtiyoriy A va B to‘plamlar berilgan
bo‘lsin. Agar C' to‘plam faqatgina A va B to‘plam elementlaridan iborat
bo‘lsa, u holda C' to‘plam A va B to‘plamlarning yig‘indisi yoki birlashmasi
deyiladi va C'= AU B shaklda belgilanadi (1.1-chizma).
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Ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi A, to‘plamlarning yig'indisi ham
shunga o‘xshash aniglanadi: A, to‘plamlarning kamida biriga tegishli bo‘lgan
barcha elementlar to'plami bu to‘plamlarning yig‘indisi deyiladi va bu muno-
sabat LdJAa shaklda belgilanadi.

Endi A va B to‘plamlar kesishmasini ta’riflaymiz. A va B to‘plamlarning
umumiy elementlaridan tashkil topgan to‘plam ularning kesishmasi deyiladi

(1.2-chizma) va AN B shaklda belgilanadi.

1.1-chizma 1.2-chizma

Ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to‘plamlarning kesishmasi — () A,
deb, A, to‘plamlarning barchasiga tegishli bo‘lgan elementlar to‘plami t?lshu—
niladi.

To‘plamlar yig‘indisi va kesishmasi aniglanishiga ko‘ra kommutativ va as-

sotsiativdir, ya'ni
AUB=BUA, (AUB)UC=AU((BUCQC),
ANB=BnNA, (AnB)NnC=An(BNO).
Bundan tashqari, ular o‘zaro distributivlik qonunlari bilan bog‘langan
(AUB)NC=(ANnC)u(BNC), (1.1)

(ANB)UC = (AUC)N (BUC). (1.2)

Biz (1.1) va (1.2) tengliklarning isboti murakkab bo‘lmaganligi uchun ularni

o‘quvchiga havola gilamiz.



Endi A va B to‘plamlar ayirmasini ta’riflaymiz. A va B to‘plamlar ayir-
masi deb A to‘plamning B to‘plamga tegishli bo‘lmagan barcha elementla-
ridan iborat to‘plamga aytiladi va A\ B shaklda belgilanadi (1.3-chizma).

Ba’zan (masalan o‘lchovlar nazariyasida), A va B to‘plamlarning sim-
metrik ayirmasi tushunchasini kiritish maqgsadga muvofiq bo‘ladi. A\B va
B\ A to‘plamlarning birlashmasidan iborat to‘plamga A va B to‘plamlarning
simmetrik ayirmasi deyiladi va AAB shaklda belgilanadi, ya'ni AAB =
(A\B) U (B\A) (1.4-chizma).

Ko'p hollarda qandaydir universal E to‘plamning gism to‘plamlari qarala-
di. Masalan, F tekislik, A tekislikdagi biror to‘plam bo‘lsin. Bu holda E\A
ayirma A to‘plamning to‘ldiruvchi to‘plami deyiladi va A" yoki C' A shaklda
belgilanadi (1.5-chizmaga qarang).

1.3-chizma 1.4-chizma 1.5-chizma

To‘plamlar nazariyasi va uning tadbiglarida muhim o‘rin tutadigan ikkilik
prinsipt deb nomlanuvchi quyidagi ikki munosabatni keltiramiz:

1.1. Yigindining to‘ldiruvchise to‘ldiruvchilar kesishmasiga teng:

B\ Aa = (B\Aa). (13)
1.2. Kesishmaning to‘ldiruvchisi to ‘ldiruvchilar yigindisiga teng:

B\ Ao = | J(E\A,). (1.4)

Tkkilik prinsipi shundan iboratki ixtiyoriy tenglikdan, agar bu tenglik qan-

daydir universal E to'plamning qism to‘plamlari ustida bo‘lsa, ikkinchi ikkilik
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tenglikka o‘tish mimkin, buning uchun barcha qaralayotgan to‘plamlar ular-
ning to‘ldiruvchilari bilan, to‘plamlar kesishmasi-birlashma bilan, birlashmasi
- kesishma bilan almashtiriladi.

Biz (1.3) tenglikning isbotini keltiramiz. (1.4) tenglik shunga o‘xshash is-
botlanadi.

Isbot. x € E\|JA, ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda z € E va = ¢
U Aa boladi. Bundgn ixtiyoriy o uchun z ning A, to‘plamga tegishli emasligi-
gaa kelamiz. Demak, x element A, to‘plamlarning to‘ldiruvchilarida yotadi.
Shunday qilib, ixtiyorly « uchun z € E\A, munosabat o‘rinli, bundan biz
r € ((F\A,) ga ega bo‘lamiz. Bu esa

2\ A € N(E\A) (15)

munosabatni keltirib chiqaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar
r € ((E\A,) bo‘lsa, u holda barcha « larda = € E\A, bo‘ladi va x
element A, to‘plamlarning birortasiga ham tegishli bo‘lmaydi, bu esa = ¢

U A, ekanligini bildiradi. Demak, =z € E\ |J A, ekan. Bundan biz

E\|J 4. o ((B\Aa) (1.6)
munosabatga kelamiz. (1.5), (1.6) munosabatlar (1.3) tenglikni isbotlaydi. A
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriglar
1. AAB = (AU B)\(ANB) tenglikni isbotlang.
2. (E\A)A(FE\B) = AAB tenglikni isbotlang, bu yerda A C E, B C E.
3. (AUB)A(CUD) C (AAC) U (BAD) munosabatni isbotlang.
4. A wva B to‘plamlar uchun A C BU (AAB) munosabatni isbotlang.

5. Agar Ay va Ay to‘plamlar kesishmasa, BN By C (A1ABy)U(AsABs)

munosabatni isbotlang.
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2-§. Akslantirishlar. To‘plamlarni sinflarga ajratish

2.1. Funksiya tushunchasini umumlashtirish. Ma’lumki, matematik
analizda funksiya tushunchasi quyidagicha ta’riflanadi: X sonlar o‘qidagi biror
to‘plam bo‘lsin. Agar har bir x € X songa f qoida bo‘yicha aniq bir y son
mos qo'yilgan bo‘lsa, u holda X to‘plamda f funksiya aniglangan deyiladi
va y = f(z) shaklda yoziladi. Bunda X to‘plam [ funksiyaning aniqlanish
sohasi deyiladi, bu funksiya qabul giladigan barcha giymatlardan tashkil top-
gan E(f) to'plam f funksiyaning qiymatlar sohasi deyiladi, ya'ni E(f) =
{y:y=[f(z), veX}.

Agar sonli to‘plamlar o‘rnida ixtiyoriy to‘plamlar qaralsa, u holda funksiya
tushunchasining umumlashmasi, ya'ni akslantirish ta’rifiga kelamiz. Bizga ix-
tiyoriy X va Y to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Agar har bir z € X elementga
biror f qoida bo‘yicha Y to‘plamdan yagona y element mos qo‘yilsa, u holda
X to‘plamda aniglangan Y to'plamdan qgiymatlar qabul qgiluvchi f akslan-
tirish berilgan deyiladi. Bundan keyin biz ixtiyoriy tabiatli to‘plamlar bilan ish
ko‘ramiz (shu jumladan sonli to‘plamlar bilan ham), shuning uchun ko‘pgina
hollarda funksiya termini o‘rniga akslantirish atamasini ishlatamiz.

X to‘plamda aniglangan va Y to‘plamdan giymatlar qabul giluvchi f aks-
lantirish uchun f : X — Y belgilashdan foydalaniladi. Biz asosan quyidagi
belgilashlardan foydalanamiz. N — natural sonlar to‘plami, Z — butun son-
lar to‘plami, Q — ratsional sonlar to‘plami, R — haqiqiy sonlar to‘plami,
C — kompleks sonlar to‘plami, R, = [0, o0), Z, = {0}|UN hamda R”
sifatida n o‘lchamli arifmetik Evklid fazo belgilanadi.

Endi f: X — Y akslantirishga misollar keltiramiz. Quyida, 2.1-2.6 misol-
larda keltirilgan akslantirishlarning giymatlar sohalarini toping.

2.1-misol.

[P R=R, f(z)=|z|.
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2.2. g:R— R, g(z)=2[z]. Buyerda [z] belgi  ning butun gismi.

2.3. Dirixle funksiyasi ©® :R — R,

1, agar x €

D) = garee@ (2.1)
0, agar x € R\Q

2.4. Riman funksiyasi R: R — R,

m .
, agar x = — — qisqarmas kasr, m € Z, n € N

agar x € R\Q.

1
R(z) =4 n (2.2)
0,
2.5. Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P: R?> — R, P(z,y) =x.
2.6. Sferik akslantirish S :R* — R, S(zy, 79, 23) = 2} + 23 + 3.
Yechish. 2.1-misolda keltirilgan f : R — R akslantirishning giymatlar
sohasi E(f) = [0,00) dan iborat. Chunki barcha x € R lar uchun |z| > 0
va ixtiyorly y € [0,00) uchun f(y) =y tenglik o‘rinli.
2.2-misoldagi g : R — R, g¢g(z) =2 [z] akslantirishning giymatlar sohasi,
aniglanishiga ko‘ra E(g) =2-Z:={...,-2,0,2,...,2n,...} dan iborat.
Dirixle funksiyasi ® : R — R ning qiymatlar sohasi ikki nuqgtali to‘plamdan
iborat, yani E(D) = {0;1}.

Riman funksiyasi R : R — R ning giymatlar sohasi,
11 1

ER)=4q0; ;== ...5—; ... p.

() { BIE L }

Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P : R? — R, P(z,y) = x ning
qiymatlar sohasi, F(P) =R dan iborat.

Sferik akslantirish S : R? — R, S(x1, 29, 73) = 23 + 23 + 23 ning qiy-
matlar sohasi, £(S) =R, dan iborat. A
Endi f : X — Y akslantirish uchun quyidagi tushunchalarni kirita-

miz. Har bir @ € X uchun unga mos qo‘yilgan b = f(a) € Y element

a elementning f akslantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi. Umuman, X
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to‘plamning biror A qismi berilgan bo‘lsa, A to‘plam barcha elementlari-
ning Y dagi tasvirlaridan iborat to‘plam A to‘plamning f akslantirishdagi
tasviri yoki aksi deyiladi va f(A) simvol bilan belgilanadi. Endi b € Y ix-
tiyoriy element bo‘lsin. X to‘plamning b ga akslanuvchi barcha elementla-
ridan iborat qismi b elementning f akslantirishdagi asli deyiladi va f~1(b)
simvol bilan belgilanadi. f~1(b) to‘plam f(z) = b tenglama ildizlaridan ibo-
rat. O‘z navbatida har bir B C Y to‘plam uchun X ning B ga akslanuvchi
(o‘tuvchi) gismi B to‘plamning f akslantirishdagi asli deyiladi va f~'(B) =
{x € X : f(z) € B} shaklda belgilanadi. Umuman olganda, Y to‘plam sifati-
da f akslantirishning giymatlar sohasini o‘zida saqlovchi to‘plam qaraladi.
Agar barcha b € B lar uchun ularning f~1(b) aslilari bo‘sh bo‘lsa, u holda
B to‘plamning asli ham bo‘sh to‘plam bo‘ladi.

2.7. 2.1-2.2-misollarda keltirilgan akslantirishlarda A = [0, 3) to‘plamning
tasviri va B = (1, 4) to‘plamning aslini toping.

Yechish. f akslantirish [0,00) da ayniy akslantirish f(z) = = bo‘lganligi
uchun f([0, 3)) = [0, 3) bo‘ladi. g(x) = 0, x € [0,1) va xuddi shun-
day g(z) = 2, ¢ € [1,2); g(x) = 4, x € [2,3) ekanligidan ¢([0, 3)) =
{0; 2;4} ni olamiz. Endi B = (1,4) to‘plamning f akslantirishdagi aslini
topamiz. Buning uchun {z € R: |z| € (1,4)} yoki 1 < |z| < 4 qo‘sh teng-
sizlikni qanoatlantiruvchi haqiqiy sonlar to‘plamini topamiz. Bu qo‘sh teng-
sizlikning yechimi (—4, —1)(J(1, 4) to‘plamdan iborat. Demak, f~1(B) =
(—4, —1)UJ(1, 4) . Xuddi shunday ¢ *(B) = {z € R:2[z] € (1,4)} to‘plam
esa 1 <2[z] <4 < 0,5 < [z] <2 qo'sh tengsizlikning yechimlaridan ibo-
rat. Sonning butun gismi ta’rifiga ko‘ra ¢~1(B) = [1, 2). A

2.8. 2.3 va 2.4-misollarda keltirilgan akslantirishlarda A = R\Q to‘plam-
ning tasviri va B = (1,00) to‘plamning aslini toping.

Yechish. © va R akslantirishlar R\Q to‘plamning barcha elementlariga,
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nolni mos qo‘yadi, shuning uchun ®(R\Q) = R(R\Q) = {0}. Dirixle va

Riman funksiyalarining 1 dan katta giymatlari mavjud emas, shuning uchun
D'B)={zcR:D@)>1}=RYB)={rcR:R@)>1}=0. A

Quyidagi tushunchalarni kiritamiz. Aniglanish sohasi X bo‘lgan f: X —
Y akslantirishda f(X) = Y tenglik bajarilsa, f akslantirish X to‘plamni
Y to‘plamning wustiga yoki syuryektiv akslantirish deyiladi. Umumiy holda,
yani f(X) CY bolsa, u holda f akslantirish X to‘plamni Y to‘plamning
ichiga akslantirade deyiladi.

Agar f : X — Y akslantirishda X dan olingan har xil z; va 9 ele-
mentlarga har xil y; = f(z1) va yo = f(x2) tasvirlar mos kelsa, u holda f
inyektiv akslantirish yoki inyeksiya deyiladi. Bir vaqtda ham syuryektiv ham
inyektiv bo‘lgan f : X — Y akslantirish biyeksiya yoki biyektiv akslantirish
deyiladi.

2.9. f:R—=R, f(x) =ax+b, a+# 0 akslantirishning biyeksiya ekan-
ligini isbotlang.

Isbot. Chizigli f: R — R akslantirishning biyeksiya ekanligini ko‘rsatish
uchun ixtiyoriy ¢ € R da ax+0 = ¢ tenglamaning yagona yechimga ega ekan-
ligini ko‘rsatish yetarli. Yechimning mavjudligi f : R — R akslantirishning
syuryektivligini, yechimning yagonaligi esa uning inyektivligini ta’'minlaydi.

¢t dir. A
a

2.10. Agar f : X — Y biyektiv akslantirish bo‘lsa, u holda ixtiyoriy

AC X uchun f: A— B (B = f(A)) ham biyeksiya bo‘lishini isbotlang.

Bu tenglamaning yechimi yagona bo‘lib u z =

Isbot. f(A) = B dan uning syuryektiv akslantirish ekanligi kelib chigadi,
inyektivligi esa f : X — Y ning inyektivligidan kelib chiqadi. A
2.1-teorema. Ikki to‘plam birlashmasining asli ular aslhilarining birlash-

masiga teng, ya ni

fAuB) = fH(A)UfY(B). (2.3)
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Isbot. Aytaylik, x € f~1(AUB) ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda f(z) €
AUB, yani f(z) € A yoki f(z) € B. Bu holda z element f~!(A) yoki
f~Y(B) to‘plamlarning kamida biriga tegishli bo‘ladi, yami = € f~'(A4) U
f~YB). Bundan f1(AUB) c f~1(A)U f~1(B) munosabat kelib chigadi.
Endi teskari munosabatni ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, z € f~1{(A)Uf~Y(B) ix-
tiyoriy element bo‘lsin, u holda x element f~!(A) yoki f~(B) to‘plamlarning
kamida biriga tegishli bo‘ladi, yani f(x) A yoki B to‘plamlarning kamida
biriga tegishli, shunday ekan, f(z) € AU B. Bu yerdan z € f~!(AU B)
ekanligi va natijada f~1(A)U f~Y(B) C f~}(AUB) munosabat kelib chiqadi.
Demak, (2.3) tenglik o‘rinli. A

Quyida biz yana shunga o‘xshash ikkita teorema keltiramiz. Uchala teo-
remaning isbot sxemasi ikki C' va D to‘plamlarning tengligini ko‘rsatishda
foydalaniladigan C' C D va D C C munosabatlarga asoslangan.

2.2-teorema. [kki to‘plam kesishmasining asli ular aslilarining kesish-

masiga teng, ya ni

fHANB) = fH(A) N fY(B). (2.4)

Isbot. x € f~1(A N B) ixtiyoriy element bo‘lsin, u holda f(z) € AN B,
yani f(z) € A va f(z) € B, shunday ekan, = € f1(A) va =z € f1(B),
yamni x € f~1(A)N f~1(B). Demak, f1(ANB)c f1(A)n fB).

Endi z € f~Y(A) N f~1(B) bo'lsin, u holda z € f71(A) va z € f~1(B).
Bundan f(x) € A va f(z) € B ga yoki f(z) € AN B ga ega bo‘lamiz. De-
mak, x € f~H(ANB). Buyerdan f~1{(A)Nf~1(B) C f~1(ANB) munosabat
kelib chiqadi. Bu munosabatlar (2.4) tenglikni isbotlaydi. A

2.1 va 2.2-teoremalarning tasdiqglari ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi

to'plamlar birlashmasi va kesishmasi uchun ham o‘rinli, ya'ni
! (U Aa> =J 4, £ (ﬂ Aa> =)/ "(Ad).
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2.3-teorema. [kki to‘plam birlashmasining tasvirs ular tasvirlarining bir-

lashmasiga teng
fLAUB) = f(A) U f(B). (2.5)

Isbot. y € f(AU B) ixtiyoriy element bo‘lsin, u holda y = f(z) bo‘lib,
element A va B to‘plamlardan aqalli biriga tegishli bo‘ladi. Shunday ekan,
y € f(A)U f(B). Buyerdan f(AUB) C f(A)U f(B).

Endi teskari munosabatni ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, y € f(A) U f(B)
ixtiyoriy element bo‘lsin. U holda y = f(x) bo‘lib, = element A va B
to‘plamlardan aqalli biriga tegishli bo‘ladi, yani x € AU B. Bundan, y =
f(z) € f(AU B) va demak, f(A)U f(B) C f(AU B). Bu munosabatlardan
(2.5) tenglik kelib chiqadi. A

2.3-teorema tasdig‘i ham ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to‘plamlar
uchun o‘rinli bo‘ladi, yani f(|J Aa) = f(As) tenglik o‘rinli.

2.1-eslatma. Umuman olgznda, ikkiato‘plam kesishmasining aksi ular ak-
silarining kesishmasiga teng emas. Bunga quyidagi misolda ishonch hosil qgila-
miz.

2.11. 2.5-misolda keltirilgan ortogonal proyeksiyalash akslantirishi
Pz,y) =z va A={(z,y):0<2z<1, y=0}, B={(z,y):0< 2z <
1, y =1} to‘plamlar berilgan. P(AN B) = P(A)N P(B) tenglik to‘g‘rimi?

Yechish. A va B to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi, yani AN B = () Am-
mo ularning P akslantirishdagi tasvirlari ustma-ust tushadi, ya'ni P(A) =
0, 1], P(B) =10, 1] va P(A)(P(B)=[0, 1]. Ammo P(ANB)=10.

2.2. To‘plamlarni sinflarga ajratish. Ekvivalentlik munosabatlari.
Ko'pgina masalalarda berilgan to‘plamni elementlarining ba’zi bir belgilari-
ga qarab o‘zaro kesishmaydigan gism to‘plamlarga ajratiladi. Masalan, fazoni
markazi koordinata boshida va radiusi r bo‘lgan har xil sferalarga ajratish

mumkin. Bu sferalar o‘zaro kesishmaydi. Yoki bir shahar aholisini bir yilda
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tug‘ilganlik belgisiga ko‘ra qism to‘plamlarga ajratish mumkin. Bunday misol-
larning har biri to ‘plamni o ‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish deyiladi.

To‘plamlarni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish belgilari har xil bo‘li-
shi mumkin. Ammo bu belgilar ixtiyoriy emas. Masalan, tekislikda ikki a va
b nuqgtalar orasidagi masofa 1 dan kichik bo‘lsa, ularni bitta sinfga kiritsak,
bu belgi tekislikni o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajratmaydi, chunki a va
b nuqgtalar orasidagi masofa 1 dan kichik, b va ¢ nuqgtalar orasidagi masofa
ham 1 dan kichik bo‘lib, a va ¢ nuqtalar orasidagi masofa 1 dan katta bo‘lishi
mumkin. Ko‘rinyaptiki, a va b nuqtalar bir sinfda, b va ¢ ham bir sinfda. U
holda bir sinfga orasidagi masofa 1 dan katta bo‘lgan a va ¢ nuqtalar tegishli
bo‘ladi. Hosil qgilingan xulosa sinflarning tashkil gilinishiga zid, ya'ni tekislik
bu belgi yordamida o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajralmaydi.

Endi to‘plam elementlari qanday shartlarni qanoatlantiruvchi belgilar yor-
damida o‘zaro kesishmaydigan sinflarga ajralishini qarab chiqamiz.

Biror M to‘plam va uning o‘zini-o‘ziga dekart ko‘paytmasi M x M berilgan
bo'lsin va K C M x M qism to‘pam bo‘lsin. Agar (a,b) € K bo‘lsa, a

element b element bilan ¢ munosabatda deyiladi va a ~ b shaklda belgilanadi.
i

2.1-ta’rif. Agar M to‘plam elementlari orasidagi © munosabat quyidagi
shartlarni ganoatlantirsa, unga ekvivalentlik munosabat: deyiladi:

1. Iztiyoriy a € M element uchun a~b (refleksivlik);
¢
2. Agar a~b bo‘lsa, u holda b~a (simmetriklik);

2 2
3. Agar a~b va b~c bolsa, u holda a~c (tranzitivlik).
2 2 2

2.4-teorema. M to‘plamda kiritilgan © munosabat M ni o‘zaro ke-
sishmaydigan sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik munosabati bo ‘lishi
zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. Agar M da kiritilgan ¢ munosabat uni o‘zaro kesish-

maydigan sinflarga ajratsa, a~0b dan a va b ning bir sinfga tegishliligi kelib
¥
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chigadi. U holda a~a va b~ a ekanligi kelib chiqadi. Agar a~b va b~c
o ¢ ¢ ¢

bo‘lsa, a,b va c lar bir sinfga tegishli bo‘ladi, ya’ni a ~ c¢. Demak, bu muno-
sabat refleksiv, simmetrik va tranzitiv bo‘ladi. ’

Yetarliligi. M to‘plam elementlari orasida biror ¢ ekvivalentlik munos-
abati o‘rnatilgan bo‘lsin. K, orqali a element bilan ¢ munosabatda bo‘lgan
elementlar to‘plamini belgilasak, refleksivlikka ko‘'ra a ~a dan a € K, bo‘ladi.
Agar K, va K, sinflarni olsak, ular yoki teng yoki (pKa N K, = 0 bo‘ladi.
Haqiqatan ham, ¢ € K, N K desak, c~a va c~b bo‘ladi. Simmetriklik

¥ ¥

xossasiga ko'ra a ~ ¢ u holda tranzitivlik xossasiga ko‘'ra
¥

a~b. (2.6)
¢

Endi x — K, sinfdan olingan ixtiyoriy element bo‘lsin, ya'ni x ~a, u holda
(2.6) va tranzitivlik xossasiga ko‘ra z ~b, ya'ni x € K. Demalf, K, C K,.
Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, wa sinfning ixtiyoriy vy elementi K,
sinfga ham qarashli bo‘ladi. Shunday qilib, agar ikki K, va Kj; sinflar hech
bo‘lmaganda bitta umumiy elementga ega bo‘lsa, ular ustma-ust tushadi. A

To‘plamni sinflarga ajratish tushunchasi akslantirish tushunchasi bilan uz-
viy bog‘liq. Aytaylik, A to‘plamni B to‘plamga akslantiruvchi f akslantirish
berilgan bo‘lsin. A to‘plamda aniqlangan f akslantirishda, B to‘plamda
tasvirlari ustma-ust tushuvchi elementlarni bir sinfga yig‘sak, ya'ni har bir
b€ B uchun {z € A: f(x) = b} to'plamni bir sinf desak, natijada A ni sinf-
larga ajratishga ega bo‘lamiz. Teskarisi, A ixtiyoriy to‘plam va uning biror bir
sinflarga ajralishini qaraylik. B orqali A to‘plam ajralgan sinflar to‘plamini
belgilaymiz. Har bir a € A elementga o‘zi tegishli bo‘lgan sinfni ( B to‘plam
elementini) mos qo‘yish bilan A ni B ga akslantirishga ega bo‘lamiz.

2.12. Ortogonal proyeksiyalash akslantirishi P : R? — R, P(z,y) = z
ni qaraymiz. Bunda OX o‘qidagi har bir @ € R nuqtaning asli P~ 1(a) =
{(a,y) :y € R}, OX o‘qiga perpendikulyar bo‘lgan vertikal chiziqdan ibo-
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rat. Shunday ekan, P proyeksiyalash akslantirishiga tekislikni parallel to‘gri
chiziglardan iborat sinflarga ajratish mos keladi.

2.13. Uch o‘lchamli R? fazoni uning koordinatalar boshidan bir xil uzoq-
likda joylashgan nuqtalarini bir sinfga yig‘ish bilan sinflarga ajratamiz. Har
bir sinf markazi koordinatalar boshida bo‘lgan r > 0 radiusli sferadan iborat
bo‘ladi. Demak, R?® fazoni konsentrik sferalarga ajratishga bu fazoni [0, 0o)
yarim o‘qqa akslantiruvchi S : R3 — Ry, S(z) = 2} + 23 + 23 sferik akslan-
tirish mos keladi.

2.14. Butun gismlari bir xil haqiqiy sonlarni bir sinfga to‘plash yo‘li bilan
haqiqiy sonlar to‘plamini sinflarga ajratish mumkin. Bu sinflarga ajratishga

g(x) = [z] (2.2-misolga qarang) akslantirish mos keladi.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Agar a wva b haqiqiy sonlarning kasr qismlare teng bo‘lsa, ularni ¢

munosabatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo ‘ladimi?

2. f:R—=R, f(x) = 0,5 [z] funksiya berilgan. Agar A = |0, 8],
B = (2, 3) bolsa, f(A) va f~Y(B) larni toping.

3. f:X — 1[5 20], f(z)=2a®>+1 funksiya berilgan. X to‘plam ganday

tanlansa, f— ustiga (syuryektiv) akslantirish bo‘ladi?

4. f:X — 0, 0o), f(z)=2*+1 funksiya berilgan. X to‘plam qanday

tanlansa, f— inyektiv akslantirish bo‘ladi?
5. f:[0, 7] = [-1,1], f(z) =cosz, g:[0, 7] — [0, 1], g(z)=sinz,
@0, 51— [0, 1), (z) =sinz,v: [0, 3] = [0,10], W) =a"+1,

akslantirishlar ichidan inyektiv, syuryektiv va biyektivlarini ajrating.
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3-§. Ekvivalent to‘plamlar

3.1. Chekli va cheksiz to‘plamlar. Chekli dona elementdan iborat
to‘plamga chekli to‘plam deyiladi, aks holda to‘plam cheksiz deyiladi. Har xil
to‘plamlarni kuzatish jarayonida biror usul bilan berilgan to‘plam elementlari
sonini hech bo‘lmaganda taxminan aytish mumkin. Masalan, ko‘pyoq uchlari
sonini, ma’lum sondan oshmaydigan tub sonlar sonini, yer yuzidagi barcha suv
molekulalari sonini aniq yoki taxminan aytish mumkin. Bu to‘plamlarning har
biri, aniq bo‘lmasada, cheklita elementga ega. Ikkinchi tomondan element-
lari soni chekli bo‘lmagan to‘plamlar ham mavjud. Masalan, natural sonlar
to‘plami, to‘g'ri chizigdagi nuqtalar to‘plami, tekislikdagi doiralar to‘plami,
ratsional koeffitsiyentli barcha ko‘phadlar to‘plami va hokazolar cheksiz to‘p-
lamlarga misol bo‘ladi. Bunda, cheksiz to‘plam deganda, bu to‘plamdan bitta,
ikkita, uchta va hokazo marta elementlarni olgandan keyin ham elementlari
tugamaydigan to‘plam tushuniladi.

Ikki chekli to‘plam elementlari sonining tengligi, yoki biridagi elementlar
soni ikkinchisidan ko‘pligini sanash bilan taqqoslash mumkin. Quyidagicha
savol tug‘iladi, ikki cheksiz to‘plam elementlarini biror usul bilan taqqoslash
mumkinmi? Boshqacha aytganda, tekislikdagi doiralar, sonlar o‘qidagi rat-
sional sonlar, [0, 1] da aniglangan uzluksiz funksiyalar yoki fazodagi to‘gri
chiziglardan iborat to‘plamlardan qaysi birining elementlari ko'p degan savol
ma’'noga egami?

Ikki chekli to‘plam elementlari sonini taqqoslash usullari bilan tanishamiz.
Birinchi usul, ular elementlarini sanash yo‘li bilan taqqoslashdir. Ikkinchi usul,
bu to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatish yo‘li bilan tagqoslashdir.

Ravshanki, ikki chekli to‘plam o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatish uchun,
ulardagi elementlar soni teng bo‘lishi zarur va yetarlidir. Masalan, oliygohdagi

biror guruh talabalari soni va auditoriyadagi stullar soni tengligini tekshirish
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uchun, ularni sanamasdan, har bir talabani aniq bir stulga o‘tqazish kifoya
bo‘ladi. Agar har bir talabaga joy yetarli bo‘lib, birorta ham ortigcha bo‘sh
stul qolmasa, ya'ni talabalar to‘plami va stullar to‘plami o‘rtasida biyektiv
moslik o‘rnatilsa, bu to‘plamlardagi elementlar soni teng bo‘ladi.

Ta’kidlash lozimki, agar birinchi tagqoslash usuli faqat chekli to‘plamlar
uchun yaroqli bo‘lsa, ikkinchi taqqoslash usuli cheksiz to‘plamlar uchun ham
o‘rinli bo‘ladi.

3.2. Sanoqli to‘plamlar. Cheksiz to‘plamlar ichida eng soddasi sanoqli
to‘plam deb ataluvchilaridir.

3.1-ta’rif. Agar M to‘plam bilan natural sonlar to‘plami o‘rtasida biyek-
tiv moshk o‘rnatish mumkin bo‘lsa, M ga sanoqli to‘plam deyiladi. Boshqacha
ta’riflasak, agar M to‘plam elementlarini natural sonlar vositasida aq,as, . ..,
Gy, ... cheksiz ketma-ketlik ko ‘rinishida nomerlab chigish mumkin bo‘lsa, M
ga sanoqli to‘plam deyilads.

Endi sanoqli to‘plamlarga misollar keltiramiz.

3.1. Butun sonlar to‘plami Z va natural sonlar to‘plami N o‘rtasida
biyektiv moslik o‘rnating.

Yechish. Biyektiv moslikni quyidagi usul bilan o‘rnatish mumkin.

2n + 1, agar n >0
fiZ—N, f(n)= !

—2n, agar n <0

ning biyektiv akslantirish ekanligi 2.9-2.10 misollardan kelib chigadi. Demak,
butun sonlar to‘plami sanoqli ekan. A
3.2. Barcha juft natural sonlar to‘plami va natural sonlar to‘plami o‘rtasida
biyektiv moslik o‘rnating.
Yechish. Biyektiv moslikni f(2n) = n qoida bo‘yicha o‘rnatish mumkin.
Quyida biz uncha oddiy bo‘lmagan, lekin muhim misolni gqaraymiz.

3.3. Ratsional sonlar to‘plamining sanoqli ekanligini isbotlang.
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Isbot. Har bir ratsional son yagona usulda

oz:g, ped, ge N

qisqarmas kasr ko‘rinishida yoziladi. Ushbu ratsional son uchun |p| + ¢ uning
balandligi deyiladi. Ravshanki, berilgan balandlikka ega bo‘lgan ratsional son-

0
lar cheklita. Masalan, 1 balandlikka fagat 0 = 7 som ega, 2 balandlikka faqat
1 —1 2 1 2 1

1= i va —1 = T sonlar ega, 3 balandlikka esa 2 = T3 T 71 va, —5
sonlari ega va hokazo. Barcha ratsional sonlarni ularning balandliklari o‘sib
borishi tartibida nomerlaymiz, ya’'ni dastlab balandligi 1 ga teng son, keyin
balandligi 2 ga teng sonlar, undan keyin balandligi 3 ga teng sonlar yoziladi
va hokazo. Bu tartiblashda har bir ratsional son aniq bir nomerga ega bo‘ladi,
ya'ni natural sonlar to‘plami va ratsional sonlar to‘plami o‘rtasida o‘zaro bir
giymatli moslik o‘rnatiladi. Bu yerdan ratsional sonlar to‘plamining sanoqli
ekanligi kelib chiqadi. A

Sanoqli to‘plamlarning ba’zi umumiy xossalarini keltiramiz.

3.1-xo0ssa. Sanoqli to ‘plamning ixtiyoriy qism to‘plami chekli yoki sanog-
lidir.

Isbot. Aytaylik A sanoqli to‘plam, B esa uning qgism to‘plami bo‘lsin,
yvani A= {ai,as,...,a,,...}. A ning B ga tegishli elementlari a,,,a,,, ...
lar bo‘lsin. Agar nq,no,... sonlar ichida eng kattasi mavjud bo‘lsa, u holda
B chekli to‘plam bo‘ladi, aks holda sanoqli to‘plam bo‘ladi, chunki uning
elementlari natural sonlar bilan nomerlangan. A

3.2-xo0ssa. Chekli yoki sanoqlita sanoqli to ‘plamlar birlashmasi yana sanoqli
to‘plamdir.

Isbot. Aytaylik A;, As, ... sanoqli to‘plamlar bo‘lsin. Bu to‘plamlarni o‘zaro
kesishmasin deb talab gilamiz. Talabimiz o‘rinli, chunki aks holda Ay, A2\ Ay,
As\(A; U Ag), A\(A1 U Ay U A3),... to'plamlar o‘zaro kesishmaydi, har

biri ko‘pi bilan sanoqli elementga ega va bu to‘plamlar yig‘indisi Aj, Ao, ...
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to‘plamlar yig‘indisiga teng. Qaralayotgan Ap, Ao, ... to‘plamlarning hamma
elementlarini quyidagi cheksiz jadval ko‘rinishida yozamiz:

Bu yerda birinchi satrda Ay to‘plam elementlari joylashgan, ikkinchi satr-
da A, to'plam elementlari joylashgan va hokazo. Endi jadvalning barcha el-
ementlarini diagonal bo‘yicha nomerlab chiqamiz, ya’'ni birinchi element deb
a11 ni, ikkinchi element deb a1 ni, uchinchi element deb as; ni, to‘rtinchi
element deb ag; ni, beshinchi element deb a9 ni, oltinchi element deb a3
ni va hokazo, ya'ni quyida strelka bilan ko‘rsatilgan tartibda harakat qilib,

nomerlab chigamiz:

Umuman olganda a,,, element (m+1)-(n+1) dan oshmagan nomerga ega

bo‘ladi. Ravshanki, bu qoida bo‘yicha tartiblashda

A:UAn

n=1

to'plamning har bir elementi aniq bir nomerga ega bo‘ladi. Demak, jadval
ko‘rinishida tasvirlangan A to‘plam va natural sonlar to‘plami o‘rtasida o‘zaro
bir giymatli moslikni ko‘rsatilgan usulda o‘rnatish mumkin. A

3.3-xo0ssa. Har qanday cheksiz to‘plam sanoqli gism to‘plamga eqga.

Isbot. Aytaylik, M cheksiz to‘plam bo‘lsin. Undan ixtiyoriy a; elementni
tanlaymiz. M cheksiz to‘plam bo‘lgani uchun unda a; dan farqli as elementni
tanlash mumkin, undan keyin a; va as dan farqli as elementni tanlaymiz, M
cheksiz to‘plam bo‘lgani uchun bu jarayonni cheksiz davom ettirish mumkin.

M cheksiz to'plam bo‘lganligi uchun har bir element tanlanganidan keyin
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unda cheksiz ko‘p element qoladi. Natijada A = {a1,as,...,a,,...} sanoqli
qism to‘plamga ega bo‘lamiz. A

Bundan, sanoqli to‘plamlar cheksiz to‘plamlar ichida eng minimali bo‘ladi
deb aytish mumkin.

3.3. Ekvivalent to‘plamlar. U yoki bu cheksiz to‘plamlarni natural son-
lar to‘plami bilan taqqoslash natijasida sanoqli to‘plam tushunchasiga keldik.
To‘plamlarni nafagat natural sonlar to‘plami bilan taqqoslash mumkin, balki
ixtiyoriy ikki to‘plamni ular o‘rtasida o‘zaro bir giymatli moslik (biyeksiya)
o‘rnatish bilan tagqoslash mumkin.

3.2-ta’rif. Sanoqli bo‘lmagan cheksiz to‘plam sanogsiz to‘plam deyiladi.

3.3-ta’rif. Agar A wva B to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatish
mumkin bo‘lsa, u holda ular ekvivalent to‘plamlar deyiladi va A ~ B shaklida
belgilanads.

To‘plamlarning ekvivalentligi tushunchasini ham chekli to‘plamlar, ham
cheksiz to‘plamlar uchun qo‘llash mumkin. Ikkita chekli to‘plam ekvivalent
bo‘lishi uchun ularning elementlari soni teng bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Endi sanoqli to‘plam tushunchasini boshqacha ta’riflash mumkin: agar to‘p-
lam natural sonlar to‘plamiga ekvivalent bo‘lsa, u sanoqli to‘plam deyiladi.
Ishonch hosil qilish giyin emaski, agar ikkita to‘plam uchunchi to‘plamga ek-
vivalent bo‘lsa, ularning o‘zlari ham ekvivalentdir, xususan, ixtiyoriy ikkita
sanoqli to‘plamlar ekvivalentdir.

3.4. Ixtiyoriy ikkita [a, b] va [c, d] kesmalardagi nugtalar to‘plamlari ek-
vivalentligini isbotlang. Bu yerda a < b, ¢ < d deb faraz qgilinadi.

Isbot. [a, b] va [c, d| kesmalar o‘rtasidagi biyektiv moslik 3.1-chizmadan
ham ko‘rinib turibdi. Bu to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslikni

©:la, b —c, d], x)= Z:CCL(:I:—CL) +c

orqali o‘rnatish mumkin. ¢ ning biyektiv moslik ekanligi 2.9, 2.10-misollardan
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kelib chigadi.

3.1-chizma

3.5. Sonlar o‘qi R va (0, 1) interval ekvivalent to‘plamlardir. Bu to‘plamlar

o‘rtasida biyektiv moslikni

1 1
y = —arctgr + =
7 2

funksiya yordamida o‘rnatish mumkin.

Cheksiz to‘plamlarga oid misollarni o‘rganish jarayonida ko‘rdikki, ba’zida
cheksiz to‘plamlar o‘zining biror xos qism to‘plamiga ekvivalent bo‘ladi. Masa-
lan, butun sonlar to‘plami va natural sonlar to‘plami ekvivalent, sonlar o‘qi
esa (0, 1) intervalga ekvivalent.

Bu holat faqgat cheksiz to‘plamlarga xosdir. Haqiqatan, 3.2-banddagi 3.3-

xossada ko‘rilgan cheksiz M to‘plam va uning {ai, as, ..., a,,...} = A sanoqli
gismini qaraylik. Bu A to'plamni A; = {ay,as,...,a2,-1,...} va Ay =
{as,ayq, ..., a9,, ...} qism to‘plamlarga ajratamiz.

3.6. M va M\A, to‘plamlarni ekvivalent ekanligini isbotlang.

Isbot. A va A; to‘plamlar sanoqgli bo‘lgani uchun, ular ekvivalentdir.
Shuning uchun ular o‘rtasida ¢ : A — A; biyektiv moslik mavjud. Bu
moslikni undan keyin A J(M\A) = M va A;|J(M\A) = M\ Ay to'plam-
larga quyidagicha davom ettirish mumkin, ya'ni M\ A to‘plamning har bir
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elementiga o‘zi mos qo‘yiladi, ya’ni
G M M\ Ay () = o(z), agar v € A |
x, agar x € M\A
Shunday qilib, M va M\As to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatildi.
Lekin M va M\Ay to‘plamlar teng emas, ammo ular ekvivalent. A
Natijada biz quyidagi tasdiqga ega bo‘lamiz.
3.1-tasdiq. Iztiyoriy cheksiz to‘plam o‘zining biror zos qism to ‘plamiga

ekvivalent bo‘lads.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. O‘zbekistondagi barcha talabalar to ‘plami sanoglimi?
2. Barcha ratsional sonlar to‘plami sanoglimi?

3. Ayirmasi chekli, keshishmasi sanoqli bo‘lgan A va B sanoqli to‘plam-

larga masol keltiring.

4. Simmetrik ayirmasi sanogli, kesishmasi chekli bo‘lgan A va B sanogli

to ‘plamlarga misol keltiring.

5. A wva B sonli to‘plamlarning arifmetik yig‘indisi deganda
C ={{c:c=a+b,ac A be B} toplam tushuniladi. Agar A va B
to‘plamlar sanoqli bo‘lsa, ularning arifmetik yig‘indisi ham sanoqli bo ‘li-

shini 1sbotlang?
6. sinx = 0,5 tenglamaning barcha haqiqiy ildizlari to ‘plami sanoglimi?

7. Barcha ratsional koeffitsiyentli ko ‘phadlar to ‘plami sanoqli ekanligini is-

botlanyg.

8. Agar & son biror ratsional koeffitsiyentli ko‘phadning ildizi bo‘lsa, &
algebraik son deb ataladi. Algebraik sonlar to‘plamining sanoqli ekanliging

1sbotlang.
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9. Agar A to‘plam B ga, B to‘plam C ga ekvivalent bo‘lsa, u holda A

to‘plam C' ga ekvivalent bo ‘lishini isbotlang.

10. To‘plamlar o‘rtasida kiritilgan ekvivalentlik munosabati refleksiv, sim-

metrik va tranzitiv bo ‘lishini isbotlang.
4- 8. Haqiqiy sonlar to‘plamining sanoqsizligi

Oldingi paragraflarda sanoqli to‘plamlarga misollar qaradik va cheksiz to‘p-
lamlarning ayrim xossalari bilan tanishdik. Quyidagi savol paydo bo‘lishi tabi-
iydir: umuman olganda sanoqli bo‘lmagan cheksiz to‘plamlar mavjudmi? Bu
savolga ijobiy javob quyidagi teoremada keltirilgan.

4.1-teorema. [0, 1] kesmadagi hagigiy sonlar to‘plami sanogsizdir.

Isbot. Faraz qilaylik, [0, 1] kesmada yotuvchi (barcha yoki ba'zi bir)
haqiqly sonlardan tuzilgan {aq,as,...,a,,...} = A sanogli to‘plam berilgan
bo‘lsin. U holda

a) — O, a11a12a13 ... A1y - - -
a9 = O, a91a9220923 . ..AaA%y - . .,

as = O, a31a320a33...0a3p - ..,

ap =0, p1a432a03 - .- Qppy « - - (4.1)

Bu yerda a;; — a; sonning k—chi o‘nli ragami. Endi 0 va 9 raqamlarga
teng bo‘lmagan b1,bs,...,b,,... raqamlar ketma-ketligini quyidagi usulda
tanlaymiz: b, raqam aq; ga teng emas, by ragam ass ga teng emas, b3
raqam agz ga teng emas va b, ragam a,, ga teng emas va hokazo. Tan-
langan b1, bo, ..., by,,... ragamlar yordamida [0, 1] ga tegishli bo‘lgan [ =
0,010203...0, ... kasrni aniqlaymiz. Aniqlanishiga ko‘ra, 3 son aq,as,...,

ap, ... kasrlarning birortasiga ham teng emas, chunki 3 kasr a; kasrdan ver-

guldan keyingi birinchi ragami bilan, ay dan verguldan keyingi ikkinchi ragami
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bilan va hokazo a, dan verguldan keyingi n raqami bilan farq giladi. Shun-
day qilib, [0, 1] kesma elementlaridan tashkil topgan hech bir sanoqli to‘plam
[0, 1] ni to‘liq qoplay olmaydi. A

4.1-ta’rif. [0, 1] kesma va unga ekvivalent bo‘lgan to‘plamlar kontinuum
quuvatl to ‘plamlar deyilads.

Shunday qilib, [0, 1] kesma sanogsiz bo‘lgan to‘plamga misol bo‘ladi. En-
di [0, 1] kesmaga ekvivalent bo‘lgan, yani kontinuum quvvatli to‘plamlarga
misollar keltiramiz.

4.1-misol. [0, 1] kesmava (0, 1) intervalning ekvivalent to‘plamlar ekan-
ligini isbotlang.

Isbot. Buning uchun (0, 1) dan A = {ay,a9,...,a,,...} sanoqli qism
to‘plamni ajratamiz va undan foydalanib, A; = {0, 1, a1,as,...,a,,...} C

[0, 1] to‘plamni quramiz. Ushbu
p:[0, 1] = (0, 1), @)=z zel0, \4

p(0) = a1, (1) = as, @(an) = ansz, n>1
akslantirish [0, 1] va (0, 1) to‘plamlar o‘rtasida biyektiv moslik o‘rnatadi.

4.2. 3.4-misolga asosan [0, 1] kesma ixtiyoriy [a, b] kesmaga va (a, b)
intervalga ekvivalent bo‘ladi, ya'ni [a, b] va (a, b) to‘plamlar ham sanoq-
sizdir.

4.3. 3.5 va 4.1-misollardan sonlar o‘gidagi barcha nuqtalar to‘plami [0, 1]
kesmaga ekvivalent ekanligi kelib chigadi.

4.4. Tekislikdagi barcha nuqtalar to‘plami, sfera sirtidagi nugtalar to‘plami,
uch o‘lchamli fazodagi nuqgtalar to‘plami, sfera ichidagi nuqtalar to‘plami va
hokazo to‘plamlarga misol keltirish mumkinki, ularning har biri [0, 1] ga ek-
vivalentdir.

4.5. Tekislikdagi hamma to‘g‘ri chiziglar to‘plami [0, 1] kesmaga ekviva-
lentdir.
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4.6. Bir yoki bir nechta o‘zgaruvchining uzluksiz tunksiyalari to‘plami ham
[0, 1] ga ekvivalentdir.

Sonlar o‘qida murakkabroq kontinuum quvvatli to‘plamga misol qaraymiz.
Qaralayotgan bu to‘plam Kantor to‘plami, yoki Kantor mukammal to ‘plam:
nomi bilan taniqli.

4.7. Kantor to‘plamini kontinuum quvvatli ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Kantor to‘plami quyidagicha quriladi. £ = [0, 1] bo‘lsin. Un-
dan (%, ; = K intervalni chigarib tashlaymiz, qolgan yopiq to‘plamni Fj
bilan belgilaymiz. Keyin F} dan (é, g) va, (g, S) intervallarni chigarib
tashlaymiz, ularning birlashmasini K orqali, qolgan yopiq to‘plamni, ya'ni

v = o] U5 3] U5 5] U5
to'plamni F, bilan (4.1-chizma) belgilaymiz. Bu to‘rtta kesmaning har biri
teng 3 gismga bo‘linib, o‘rtadagi uzunligi 37 teng bo‘lgan interval chiqarib

tashlanadi. Chigarib tashlangan

EAUEHUEIUED) o

to'plamni K3 bilan F,\K3 ni esa F3 bilan (4.1-chizma) belgilaymiz. Bu
jarayonni cheksiz davom ettirib, yopiq to‘plamlarning kamayuvchi F;, ketma-
ketligini hosil gilamiz. Agar N
K=()F,

n=1
deb belgilasak, K yopiq to‘plam bo‘ladi. U [0, 1] kesmadan sanoqli sondagi
Kq, Ko, ... K,,... intervallarni chigarib tashlash natijasida hosil bo‘ladi. Hosil
bo‘lgan K to‘plam Kantor to‘plami deyiladi.

Endi K to‘plamning strukturasini o‘rganamiz. Ravshanki, [0, 1] kesmadan

chiqarib tashlangan intervallarning oxirlari bo‘lgan

1 2 1 2 7 8
o, 2 2 2L 4.
07 Y 37 37 97 97 97 97 ( 3)
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nuqtalar K ga tegishli bo‘ladi. Biroq K to‘plam faqat shu nugtalardan iborat
emas. [0, 1] kesmadagi K ga tegishli bo‘lgan nuqtalarni quyidagicha xarak-
terlash mumkin. Buning uchun [0, 1] kesmadagi har bir  ni uchlik sistemada
yozamiz:

053] a9 as (7%
_ a2 s Iy
TT 3 T T 3n

bu yerda a, sonlar 0, 1 va 2 raqgamlardan birini gabul qilishi mumkin. O‘nli
kasrlar holidagidek bu yerda ham ba’zi sonlarni ikki xil ko‘rinishda yozish

mumkin. Masalan,

1—1+0+— +0+- —0+2+ —%2+
3 3 32 3n 3 32 3n

4.1-chizma

Endi K to'plamga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasi hagida

1 2
fikr yuritamiz. Ravshanki, 33 intervaldagi sonlarning uchlik sistemadagi
: : . (1 2 7 8\ .
yoyilmasida a; son albatta 1 ga teng bo‘ladi, 99 va, 99 inter-
vallarga tegishli sonlarning uchlik sistemadagi yoyilmasida ao son albatta 1

. _ ( 1 2 7 8 19 20
ga teng bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash (2—7, 2—7> : (2—7, ﬁ) : (2—7, 2—7>
25 26\ . N : o
va | 50 o intervallarga tegishli sonlar uchun ularning uchlik sistemada-
gi yoyilmalarida as son albatta 1 ga teng bo‘ladi va hokazo. Shunday qilib,

ixtiyoriy x € [0, 1]\ K son uchun uning uchlik sistemadagi yoyilmasida qat-

31



nashuvchi ay, as,...a,,... sonlarning kamida bittasi 1 ga teng. Aytilgan mu-
lohazalardan quyidagi xulosa kelib chiqadi: K to‘plamga kamida bir usul bi-
lan uchlik kasr ko‘rinishida tasvirlanuvchi shunday = € [0, 1] sonlar kiradiki,
ularga mos aq, as, ... ay,, ... ketma-ketlikda 1 raqami biror marta ham uchra-

maydi. Shunday qilib, har bir x € K uchun
ai, ag,...0p,. .. (4.4)

ketma-ketlikni mos qo‘yish mumkin, bu yerda a, ragam 0 yoki 2 ni qabul
giladi. Bunday ketma-ketliklar to‘plami kontinuum quvvatli to‘plamni tashkil

giladi. Bunga ishonch hosil qilish uchun har bir (4.4) ketma-ketlikka
bi, ba, ... by, . (4.5)

ketma-ketlikni shunday mos qo‘yamizki, agar a, = 0 bo‘lsa, b, = 0 bo‘ladi,
agar a, = 2 bo‘lsa, b, = 1 bo‘ladi. Har bir (4.5) ketma-ketlikni, [0, 1]
kesmadagi biror x sonning ikkilik kasr yozuvi deb qarash mumkin. Shunday
qilib, K to‘plamni [0, 1] ga biyektiv akslantirishni olamiz. Bu yerdan K
ning kontinuum quvvatli to‘plam ekanligi kelib chiqadi. (4.3) ketma-ketlikdagi
sonlar to‘plami sanoqli bo‘lgani uchun, ular K ni to‘la qoplamaydi. A

Biz ko‘rsatdikki, K kontinuum quvvatga ega, yani [0, 1] kesma bilan
K to‘plam o‘rtasida biyektiv moslik mavjud. Bundan tashqari Kantorning
mukammal to‘plami bir qator ajoyib xossalarga ega. Masalan:

1) Kantor to‘plamining o‘lchovi nolga teng (6.3-misolga qarang).

2) Kantor to‘plamining yakkalangan nuqgtalari mavjud emas.

3) Kantor to‘plamining ichki nugtalari mavjud emas.

4) Kantor to‘plami [0, 1] kesmaning hech yerida zich emas.
Bu xossalarni mustaqil isbotlashni o‘quvchiga havola qgilamiz.

Endi to‘plamlar nazariyasidagi asosiy teoremalardan biri Kantor —Bern-

shteyn teoremasini isbotlaymiz.
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4.2-teorema (Kantor-Bernshteyn). Iztiyoriy A va B cheksiz to‘plamlar
berilgan bo‘lsin. Agar A to‘plamni B to‘plamning By gism to‘plamiga biyek-
tiv akslantiruvchi f akslantirish va B to‘plamni A to‘plamning Ay qism
to ‘plamiga biyektiv akslantiruvchit g akslantirish mavjud bo‘lsa, v holda A wva

B to‘plamlar ekvivalentdir.

Isbot. Umumiylikni chegaralamasdan, A va B to‘plamlar kesishmaydi
deb faraz qilishimiz mumkin. Ixtiyoriy * = x9 € A elementni olamiz va
{z,} ketma-ketlikni quyidagicha aniqlaymiz. Agar B to‘plamda g(x) = xg
shartni qanoatlantiruvchi = element mavjud bo‘lsa, uni z; deb belgilaymiz.
Agar A to‘plamda f(z) = x; tenglikni qanoatlantiruvchi z element mavjud
bo‘lsa, uni x5 deb belgilaymiz. Aytaylik x,, element aniglangan bo‘lsin. Agar
n juft bo‘lsa, u holda x,1 orqali B dagi shunday elementni tanlaymizki (agar
bunday element mavjud bo‘lsa), x, = g(z,+1) shart bajarilsin, agar n toq
bo‘lsa, x,+1—A dagi shunday elementki (agar u mavjud bo‘lsa), f(z,41) = @,

shart bajarilsin. Bu yerda ikki holat sodir bo‘lishi mumkin.

1. Biror n da ko‘rsatilgan shartlarni qanoatlantiruvchi x, 1 element mav-

jud bo‘lmaydi. Bu holda n nomer z elementning tartib soni deyiladi.

2. Cheksiz {z,} ketma-ketlikka ega bo‘lamiz. Bu holda z elementning
tartibi cheksiz deyiladi.

Endi A to‘plamni uchta to‘plamga ajratamiz. Juft tartibli elementlardan
tashkil bo‘lgan gism to‘plamni Ag orqali, toq tartibli elementlardan tashkil
bo‘lgan gism to'plamni Ao orqali va cheksiz tartibli elementlardan tashkil
bo‘lgan gism to‘plamni A; orqali belgilaymiz. B to‘plamni ham xuddi shun-
day Bg, Bo va By qismlarga ajratamiz. Tushunish qiyin emaski, f akslan-
tirish A ni Bo ga va A; ni B; ga akslantiradi, g~! akslantirish esa Agp
ni Bp ga akslantiradi. Shunday qilib, Ax U A; da f ga teng va Ap da ¢!
ga teng ¢ akslantirish A to‘plamni B to‘plamga biyektiv akslantiradi. A
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4.1 To‘plam quvvati tushunchasi. Agar ikkita chekli to‘plam ekviva-
lent bo‘lsa, ularning elementlari soni teng bo‘ladi. Agar A va B to‘plamlar
ekvivalent bo‘lsa, u holda ular bir xil quvvatga ega deyiladi. Shunday qilib,
quvvat ixtiyoriy ikki ekvivalent to‘plamlar uchun umumiylik xususiyatidir.
Chekli to‘plamlar uchun quvvat tushunchasi odatdagi to‘plam elementlari soni
tushunchasi bilan ustma-ust tushadi. Natural sonlar to‘plami va unga ekviva-
lent to‘plam quvvati uchun Ry (alef nol deb o‘giladi) belgi ishlatiladi. [0, 1]
kesmadagi barcha haqiqiy sonlar to‘plamiga ekvivalent to'plamlar haqgida, ular
kontinuum quvvat ga ega deb gapiradilar. Bu quvvat uchun ¢ yoki N simvol
ishlatiladi. Ny va ¢ orasida quvvat mavjudmi degan savol juda chuqur muam-
mo hisoblanadi. Analizda uchraydigan cheksiz to‘plamlarning deyarli barchasi

yoki Ng, yoki ¢ quvvatga ega.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. Sonlar o‘qidagi oxirlari ratsional bo‘lgan barcha intervallar to‘plamining

sanoqli ekanligini isbotlang.

2. Tekislikdagr ratsional koordinatali nugtalar to‘plamining sanoqli ekanli-

gini isbotlang.

3. Iztiyoriy cheksiz M wva sanoqli A to‘plamlar uchun MUA ~ M muno-

sabatni isbotlang.

4. Ikkita har xil cheksiz o‘nli kasrle yoyilmalarga ega bo‘lgan sonlar to‘p-

lamining sanoqli ekanligini isbotlang.
5. Barcha irratsional sonlar to‘plamining sanogsiz ekanligini isbotlang.

6. Barcha irratsional sonlar to‘plamining kontinuum quuvatga ega ekanli-

gini isbotlang.
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7. Koordinata boshidan o‘tuvchi barcha to‘gri chiziglar to‘plami [0, 1]

to‘plamga ekvivalentma?

5-§. To‘plamlar sistemalari

5.1. To‘plamlar halqasi. Elementlari to‘plamlardan iborat to‘plam to ‘p-
lamlar sistemasi deyiladi. Biz asosan oldindan berilgan X to‘plamning qism
to‘plamlaridan iborat sistemalarni qaraymiz. To‘plamlar sistemalarini belgi-
lash uchun biz gotik alifbosining bosh harflaridan foydalanamiz. Bizni asosan
to‘plamlar ustidagi ba’zi amallarga nisbatan yopiq bo‘lgan sistemalar qiziqti-
radi.

5.1-ta’rif. Agar & to‘plamlar sistemasi simmetrik ayirma va kesishma
amallariga nisbatan yopiq, ya’ni ixtiyoriy A, B € & to‘plamlar uchun
AAB € & va ANB € G bo'lsa, u holda & to‘plamlar sistemasiga halga
deyilads.

To‘plamlar halqasi quyidagi xossalarga ega.

5.1-xo0ssa. Agar G to‘plamlar sistemasi halga bo ‘lsa, u holda & birlashma
va ayirma amallariga nisbatan ham yopiq bo‘lads.

Isbot. Ixtiyoriy A, B to‘plamlar uchun AU B = (AAB)A(AN B) va
A\B = AA(A N B) tengliklar o‘rinli. Bu tengliklardan hamda & sistema
halqa ekanligidan AU B € & va A\B € & munosabatlar kelib chiqadi.
Demak, halga birlashma va ayirma amallariga nisbatan ham yopiq sistema
bo‘lar ekan. A

5.2-xo0ssa. Agar & to‘plamlar sistemasi halga bo‘lsa, u holda & chekli
sondagi birlashma va kesishma amallariga nisbatan ham yopiq bo ‘lads.

Isbot. Agar & to‘plamlar sistemasi halqa bo‘lsa, u holda, 5.1-xossaga ko'ra

S sistema o‘zining Ay va Ay to‘plamlari bilan birgalikda ularning birlashmasi
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va kesishmasini ham saqlaydi. Chekli induktiv gadamdan keyin & sistema

ko‘rinishdagi ixtiyoriy chekli yig‘indi va kesishmani ham o‘zida saqglashi kelib
chiqadi. Ushbu A\A = ) tenglik ko‘rsatadiki, har qanday halqa o‘zida bo‘sh
to'plamni saqlaydi. Fagat bo‘sh to‘plamdan iborat sistema mumkin bo‘lgan
halqalar ichida eng minimali bo‘ladi. A

Agar G to‘plamlar sistemasida shunday E € & to‘plam mavjud bo‘lib,
ixtiyoriy A € & uchun AN E = A bo‘lsa, E to‘plam & sistemaning bir-
ik element: yoki biri deyiladi. Sistemaning biri deganda shu sistemadagi
maksimal to‘plam tushuniladi. Hamma sistemalar ham maksimal to‘plamga
ega bo‘lavermaydi. Masalan, natural sonlar to‘plamining barcha chekli gism
to'plamlaridan iborat sistemasida maksimal to‘plam mavjud emas.

5.2-ta’rif. Birlik elementga ega bo‘lgan to‘plamlar halqasi algebra deyiladi.

5.1-misol. Ixtiyoriy A to‘plam uchun uning barcha gism to‘plamlaridan
tuzilgan A(A)— sistema, biri £ = A bo‘lgan algebra bo‘ladi.

5.2. Ixtiyoriy A to‘plam uchun uning barcha chekli gism to‘plamlaridan
uzilgan sistema halga bo‘ladi. Bu halqa algebra bo‘lishi uchun A chekli to‘plam
bo‘lishi zarur va yetarli.

5.3. Ixtiyoriy bo‘'shmas A to‘plam uchun A va () to‘plamlardan uzilgan
{A, 0} sistema, biri E = A bo‘lgan algebra bo‘ladi.

5.4. Sonlar o‘qidagi barcha chegaralangan to‘plamlar sistemasi halga bo‘ladi,
ammo algebra bo‘lmaydi.

5.1-teorema. Iztiyoriy {R.} halgalar istemasi uchun ularning kesishmasi
R =) Ra vana halga boladi.

Isl?ot. A, B € R = ()R, bolsin, u holda ixtiyoriy a da A, B € R,
bo‘ladi. R, halqa bo‘lga%ligi uchun AAB € R,, AN B € R,. U holda
AAB € R va AN B € *A. A
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5.2-teorema. Irtiyoriy bo‘shmas & to‘plamlar istemast uchun & ni ozi-
da saqlovchi va & ni saqlovchi barcha R halgalarda saqlanuvchi yagona
M (&) minimal halga mavjud.

Isbot. Dastlab X = [(J A to‘plamni uzamiz. Ma'lumki, X to‘plam-
ning barcha gism to‘plamflaer?dan tuzilgan A (X) sistema algebra bo‘ladi,
ya'ni xususiy holda halga bo‘ladi va & ni o‘zida saqlaydi. Demak, & ni
saqlovchi kamida bitta halqa mavjud ekan. Endi & ni o‘zida saqlovchi ham-
ma R halqalar sistemasini ) bilan belgilaymiz. Isbotlangan 5.1-teoremaga
kora B = [] R sistema halqa bo‘ladi va & ni o‘zida saqlaydi. Ravshanki,
izlanayotgari? Es?stema B ga teng. Hagiqatan ham, & ni o‘zida saqlovchi ixti-
yorly R* halgani garasak, kesishma 9R*(24(X) ham ) sistemadagi halqa
bo‘ladi, demak B C R*. Shunday ekan, B hagigatan ham, minimallik ta-
labini qanoatlantiradi. Bu halqa & sistema ustidagi minimal halqa deyiladi

yoki & dan hosil qilingan minimal halqa deyiladi va 9t (&) simvol bilan
belgilanadi. A

5.2. To‘plamlar yarim halgasi. Ko‘pgina masalalarda, masalan, o‘lchov-
lar azariyasida halqa tushunchasi bilan birgalikda unga nisbatan umumiyroq
bo‘lgan to‘plamlar yarim halqasi tushunchasi ham muhim ahamiyatga ega.

5.3-ta’rif. Agar & to‘plamlar sistemasi quyidagi shartlarni qanoatlantir-
sa, unga yarim halga deyiladi:

a) & bo'sh to‘plamni saqlaydi;

b) & to‘plamlar kesishmasi amaliga nisbatan yopiq, ya'ni A,B € &
munosabatdan AN B € & munosabat kelib chigadi;

c) Ae 6, A € G va Ay C A ckanligidan & sistemaning o‘zaro ke-
sishmaydigan As, ..., A, cheklita elementlari mavjud bo‘lib, A\A, = LTJ Ay
tasvir o‘rinli bo‘lads. =

Agar A to‘plam o‘zaro kesishmaydigan Aq, Asg, ..., A, to‘plamlar birlash-
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masidan iborat bo‘lsa, bu birlashma A to‘plamning chekli yoyilmasi deyiladi.

Ixtiyoriy & to‘plamlar halqasi yarim halqa bo‘ladi, chunki A va A;(A; C
A) to‘plamlar & ga tegishli bo‘lsa, u holda As = A\A; € & bo'lib, A =
Aj U Ay chekli yoyilma, o‘rinli bo‘ladi. Demak, har qanday halga yarim halqa
bo‘lar ekan. Quyida biz shunday yarim halgaga misol keltiramizki, u halqga
bo‘la olmaydi.

5.5. Sonlar o‘qidagi barcha [a, b) yarim ochiq intervallar sistemasi — &
yarim halga bo‘lishini isbotlang.

Isbot. & bo‘sh [a, a) = 0 to‘plamni saqlaydi. & to‘plamlar kesishmasi
amaliga nisbatan yopiq, ya'ni [a,b), [c¢,d) € & munosabatdan [a, b) (¢, d) €
S munosabat (5.1-chizma) kelib chiqadi. [a, b) € &, [a1, b1) € & va [ay, b)) C
la, b) ekanligidan [a, b)\[a1, b1) = [a, a1) |J[b1, b) tasvir o‘rinli hamda [a, a;)
va [b1, b) lar & ga (5.2-chizma) qarashli. Demak, & yarim halga bo‘ladi. A

5.1-chizma

5.6. 5.5-misolda keltirilgan sistemaning halqga bo‘la olmasligini isbotlang.
Isbot. Buning uchun & sistemaning to‘plamlar simmetrik ayirmasi ama-
liga nisbatan yopiq emasligini ko‘rsatish yetarli. & sistemadan olingan A =
[0, 5) va B=1[1, 3) to‘plamlarning simmetrik ayirmasini qaraymiz. Bu hol-
da AAB =10, 1)[3, 5) (5.2-chizma) bo‘lib, u & sistemaga qarashli emas.
Demak, G sistema halga bo‘la olmaydi. A

5.2-chizma

Endi yarim halgalarning ayrim xossalari bilan tanishib chiqamiz.

38



5.1-lemma. & yarim halgadan A to‘plam va o ‘zaro kesishmaydigan Ay,
Ag, ... A, to‘plamlar olingan bo‘lib, ularning har biri A to‘plamda saglansin.
U holda Ay, As, ..., A, to‘plamlarni A,q,...,As € & to‘plamlar bilan A
to ‘plamning chekli yoyilmasiga qadar to‘ldirish mumkin, ya'ni A = LSJ Ag.

Isbot. Lemmani matematik induksiya metodi bilan isbotlaymizl?:;“b =1
bo‘lganda tasdigning to‘g‘ri ekanligi yarim halqa ta’rifidan bevosita kelib chiqa-
di. Faraz qilaylik, bu tasdiq n = m uchun ham to‘g‘ri bolsin. Endi n =
m—+1 ta Ay, Ao, ..., Ay to'plamni qaraymiz, ular lemma shartlarini ganoat-

lantirsin. Farazimizga ko‘ra, n =m da
A=A UAU...UA,UBU...UB, (5.1)

tasvir o'rinli. Bu yerda By, ..., B, to'plamlar & yarim halqaga qarashli. (5.1)
tenglikdan A,,4+1 C By U By U ... B, ekanligi kelib chiqadi. Agar B, =
Ant1N By, ¢ =1,2,...,p desak, u holda A1 = Bj1UBy U...UDBy
tenglik o'rinli. Aniqlanishiga ko‘ra By C B, bo‘ladi. Yarim halqa ta'rifiga
ko'ra By\B,1 to'plamni o‘zaro kesishmaydigan By, ..., By, € & to‘plamlar-
ning chekli yoyilmasiga yoyish mumkin, yani By\By = Bgp U ---U By, .
Ravshanki, (5.1)tenglikka ko‘ra quyidagi

A=A UAU---UA,UA, 1 U 61<"j2qu)
q=1 \j=

chekli yoyilma o‘rinli bo‘ladi. Shunday qilib, n = m + 1 bo‘lganda lemma
tasdig’i to‘g'ri ekanligi isbotlandi. Shunday ekan, ixtiyoriy n da lemma tasdig‘i
o‘rinli. A

5.2-lemma. G yarim halgadan olingan har qanday cheklita Ay, As, ..., A,
to‘plamlar sistemasi uchun & da shunday o‘zaro kesishmaydigan cheklita
Bi,...,B; to‘plamlar sistemasi mavjudki, har bir Ay to‘plam By,...,B;
to‘plamlardan ba’zilart yordamida

Av=J B., My c{1,2,...t}
seMy,
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yig ‘indi ko ‘rinishida tasvirlanadi.

Isbot. Bu lemmani ham matematik induksiya metodi bilan isbotlaymiz.
Agar n = 1 bo‘lsa, lemma isboti ko‘rinib turibdi, chunki bu holda ¢ =
1, By = A;. Faraz qilaylik, lemma tasdigi n = m bo‘lganda o‘rinli bo‘lsin.
Endi lemma tasdig'ining n = m-+1 uchun to‘g‘riligini ko‘rsatamiz. & dan ix-
tiyoriy ravishda Ay, As, ..., A, Apaq to‘plamlarni olamiz. Farazimizga ko‘ra,
shunday cheklita o‘zaro kesishmaydigan By,..., By to'plamlar mavjudki,

Ay, Ay, Ay, to'plamlar uchun

Av=|J B,y ke{1,2,....m}
sE My

chekli yoyilmalar o‘rinli va My C {1,2,...,t}. Endi
lezAm+1mBS, 86{1,2,,t}

belgilashlarni kiritamiz. 5.1-lemmaga ko‘ra quyidagi chekli yoyilma o‘rinli

q
Am_|_1:BHUBHU...UBHUUBI/D, BZ/)G 6, p:1,2,q (52)
p=1

Yarim halqga ta'rifiga ko'ra esa
332351UBSQU...UBSfS, steg,

chekli yoyilmalar o‘rinli. U holda k£ =1,2,...,m, bo‘lganda

[s
A= UBy

seM;, j=1

chekli yoyilmalar o‘rinli va
By, By, 1<s<t, 1<j<f, 1<p<gq

to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi. Shunday qilib, B, B]’9 to‘plamlar sistemasi

Ay, ..., An, Ayl to'plamlar uchun lemma shartlarini qanoatlantiradi. A
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5.3. Yarim halgadan hosil qilingan halqa. 5.1-bandda ko‘rdikki, ix-
tiyoriy & sistema uchun uni o‘zida saqlovchi yagona minimal halga mavjud.
Ammo ixtiyoriy & sistema uchun (&) ni & bo'yicha hosil gilish ancha
murakkabdir. Agar & sistema yarim halga bo‘lsa, 9¥(&) ni hosil qilish to‘liq
sharhlanishi mumkin. Ya'ni quyidagi teorema o‘rinli.

5.3-teorema. Agar & yarim halqa bo‘lsa, u holda 9M(S) minimal halga
Ay, to‘plamlar (Ax, € &) bo‘yicha A = LTJ Ay chekli yoyilmaga ega bo‘lgan
A to‘plamlarning X sistemasi bilan ustrlr%{ust tushads.

Isbot. Dastlab X sistemaning halqa ekanligini ko‘rsatamiz. Agar A va B
lar X ga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy elementlar bo‘lsa, u holda quyidagi chekli

yoyilmalar o‘rinli

A:OAZ, B:OBj, A €6, B; 6.

i=1 j=1
S yarim halqa bo‘lganligi uchun Cj; = A;(B; € 6. 5.1-lemmaga ko‘ra

quyidagi chekli yoyilmalar ham o‘rinli

Ai:UCijUU Diy; Bj:UCwUUE (5.3)

bu yerda D, Ej € 6. Hosil qgilingan (5.3) tengliklardan AN B va AAB
to‘plamlarning chekli yoyilmalarga egaligi, ya'ni
ANB=lJc, AaB= (U U D,.k) U (UU Eﬂ>
i=1j=1 i=1k=1 j=11=1

va demak, ANB va AAB larning X ga tegishli ekanligi kelib chiqadi. Demak,
X sistema halga ekan va u & ni o'zida saqlaydi. Agar 9(S) sistema &
ni o‘zida saqlovchi minimal halga bo‘lsa, u holda ixtiyoriy A € X to‘plam
A= 6 Ay, A; € G chekli yoyilmaga ega va 9(S) chekli yig‘indiga nisbatan
yopiqk:blo‘lgani uchun A € M(S) bo'ladi, ya'ni X C M(S) . Demak, X =
M(S). A
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5.4. o - algebralar. Har xil masalalarda, xususan o‘lchovlar nazari-
yasida, sanoqlita to‘plamlar kesishmasi va yig‘indisini qarashga to‘g‘ri keladi.
Shuning uchun, to‘plamlar halqasi tushunchasidan tashqari, quyidagi tushun-
chalarni ham garash magsadga muvofiqdir.

5.4-ta’rif. Agar & to‘plamlar halqasi undan olingan iztiyoriy Aj, Ao,

. Ap, ... to‘plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ularning yig‘indisi A =
Ej A, ni ham o‘zida saqlasa, v holda & sistemaga o - halga deyiladi.
n:15.5-ta’rif. Agar & to‘plamlar halgasi undan olingan iztiyoriy Aj, As,
. Ap, ... to‘plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ularning kesishmasi B =
ﬁ A, ni ham o‘zida saqlasa, u holda & sistemaga 6 - halga deyiladi.
n:15.6-ta’rif. Birlik elementli o - halga o - algebra deyiladi. Birlik elementl

0 - halga esa O - algebra deyiladsi.
Shuni ta’kidlash lozimki,

U Ay = E\N(E\A), N A, =E\U(E\A,)

ikkilik munosobatlaridan o - algebra va ¢ - algebra tushunchalarining ust-
ma-ust tushishi kelib chiqadi.

A cheksiz to‘plamning barcha qism to‘plamlari sistemasi A(A), o - algeb-
ra bo‘ladi. Agar biror & sistema berilgan bo‘lsa, doim uni saqglovchi o -
algebra mavjud. Hagigatan ham, agar X = |J A desak, X ning barcha
qism to‘plamlaridan tuzilgan 2A(X) sistema & flieccs)‘zida saglovchi o - algebra
bo‘ladi. Agar B — & ni o‘zida saqlovchi biror o - algebra va )N( uning biri
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy A € & to‘plam A C )} munosabatga bo‘ysunadi, va

shunday ekan, X = |J A C X. Agar G ni saqlovchi B — o - algebraning
Ac6

biri X uchun X = X munosabat bajarilsa, bu o - algebra (& ga nisbatan)
keltirilmaydigan o- algebra deyiladi.
5.4-teorema. Iztiyoriy bo‘shmas & to‘plamlar sistemasi uchun (bu sis-

temaga nisbatan) keltirilmaydigan shunday B(&) — o - algebra mavjudki, bu
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o - algebra & ni saqglaydi S ni saqlovchi barcha o - algebralarda saglanads.

Bu teorema isboti ham birinchi bandda keltirilgan 5.2-teoremaning isbotiga

o‘xshash olib boriladi. 5.4-teoremada keltirilgan o - algebra & sistema ustiga

qurilgan minimal o - algebra deyiladi.

Misol sifatida sonlar o‘qidagi barcha [a, b] kesmalar va [a, b), (a, b] yarim

intervallar va (a, b) intervallardan tashkil topgan & yarim halqani qarasak,

u holda & ustida qurilgan minimal o - algebrani B(&) bilan belgilaymiz.

Bu o - algebra elementlari Borel to‘plamlar: yoki Borel tipidagi to‘plamlar

deyiladi.
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar
1. o wva 6 — halgalarga misollar keltiring.
2. Halganing birlik elementi (biri) ga ta’rif bering.
3. Sonlar o‘gidagi barcha ochiq va yopiq to‘plamlar sistemasi yarim halga

(halga) tashkil qiladimi?

Sonlar o‘qidagi barcha chegaralangan to‘plamlar sistemasi halqa (yarim

halqa) tashkil giladimi?

Sonlar o‘qidagi barcha chekli to‘plamlar sistemasi halqa (yarim halqa)

tashkil qiladimi?

Sonlar o‘qidan olingan barcha [a, b] kesmalar va [a, b), (a, b] yarim
intervallar va (a, b) intervallar sistemasi yarim halga bo‘lishini isbot-

lang. Bu sistemaning halga bo‘la olmasligini ko ‘rsating.

Tekislikdagi barcha yarim ochiq {(x,y) :a <x <b,c<y <d} to‘gri
to ‘rtburchaklar sistemasi yarim halqa bo ‘lishini isbotlang. Bu sistemaning

simmetrik ayirma amaliga nisbatan yopiq emasligini ko ‘rsating.
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IT bob. O‘lchovli to‘plamlar

Bu bob uch paragrafdan iborat. Dastlabki 6-paragrafda tekislikdagi to‘plam-
ning Lebeg o‘lchovi tushunchasi kiritilgan. O‘lchov tushunchasi bu — kesma-
ning uzunligi, tekislikdagi shaklning yuzasi, fazodagi jismning hajmi kabi tu-
shunchalarning umumlashmasi natijasida paydo bo‘lgan. Bu paragrafda Lebeg
ma’nosida o‘lchovli to‘plamlar sinfi Jordan ma’nosida o‘lchovli to‘plamlar sin-
fidan kengroq ekanligi ta’kidlangan va Lebeg ma’nosida o‘lchovli bo‘lgan, am-
mo Jordan ma’nosida o‘lchovli bo‘lmagan to‘plamga misol keltirilgan. Lebeg
o‘lchovining yarim additivlik, additivlik, sanoqli additivlik va uzluksizlik xos-
salari (6.6, 6.8-6.9 teoremalar) isbotlangan. Birlik kvadratdagi o‘lchovli to'p-
lamlar sistemasi o — algebra tashkil qilishi ko‘rsatilgan. Bu paragrafning ay-
rim to‘ldirishlar bandida tekislikda berilgan A to‘plamning Lebeg ma’nosida
o‘lchovli bo‘lishligi ta’riflangan. Umumlashtirishlar bandida esa Lebeg-Stiltes
o‘lchovlari berilgan. Paragrafning oxirgi bandida sonlar o‘qida Lebeg ma’nosida
o‘lchovsiz to‘plamga misol keltirilgan. Absolyut uzluksiz, singulyar uzluksiz va
diskret o‘lchovlarga ta'rif berilgan hamda ularga misollar keltirilgan.

7-paragrafda o‘lchovning umumiy ta'’rifi keltirilgan. Yarim halqada beril-
gan o‘lchovni yarim halgadan hosil bo‘lgan minimal halgaga davom ettirish
va davomning yagonaligi (7.1-teorema) isbotlangan. Additiv va o — addi-
tiv o‘lchovlarning umumiy xossalari keltirilgan. Additiv, ammo o — additiv
bo‘lmagan o‘lchovga misol keltirilgan.

Bobning oxirgi, 8-paragrafida yarim halgada berilgan o‘lchovni Lebeg bo‘yi-
cha davom ettirish masalasi qaralgan. Bu yerda ham 6-paragrafdagiga o‘xshash
o‘lchovning yarim additivlik, additivlik, sanoqli additivlik va uzluksizlik xos-
salari isbotlangan. Birlik elementli &,,, yarim halqada o — additiv m o‘lchov
berilgan bo‘lsa, bu o‘lchovning Lebeg bo‘yicha davomi —u ham o — additiv

o‘lchov bo‘lishi isbotlangan.
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6-§. Tekislikdagi to‘plamning o‘lchovi

Biz bu paragrafda tekislikda Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plam ta’rifini
beramiz va o‘lchovli to'plamlarning asosiy xossalarini isbotlaymiz.
6.1. Elementar to‘plam o‘lchovi. Aytaylik a,b,c va d lar ixtiyoriy

sonlar bo‘lsin. Tekislikda
a<zx<b a<z<b a<zx<b a<z<b

va

c<y<d, c<y<d, c<y<d, c<y<d

tengsizliklarning istalgan bir jufti bilan aniglangan to‘plamlar sistemasi beril-
gan bo‘lsin. Bu to‘plamlarni to‘g‘ri to‘rtburchaklar deb ataymiz.

Bizga a < x < b, ¢ < y < d, tengsizliklar bilan aniglangan to‘g‘ri
to‘rtburchak berilgan bo‘lsin. Agar a < b, ¢ < d bo‘lsa, u chegaralari o‘ziga
qarashli bo‘lgan to‘g'ri to'rtburchakni, agar a = b va ¢ < d yoki a < b va
¢ = d bo‘lsa kesmani, agar a = b, ¢ = d bo‘lsa nuqtani va agar a > b
yoki ¢ > d bo‘lsa, bo‘sh to‘plamni aniqglaydi. Ochiq a < x < b, c <y < d
to‘g'ri to‘rtburchak a, b, ¢ va d larga bog‘liq ravishda chegarasi o‘ziga qarash-
li bo‘lmagan to‘g'ri to'rtburchak yoki bo‘sh to‘plam bo‘ladi. Yarim ochiq to‘g‘ri
to‘rtburchaklarning har biri bir, ikki yoki uch tomonsiz to‘rtburchaklarni,
ochiq, yarim ochiq oraliglarni aniglaydi.

S deb tekislikdagi barcha to‘g'ri to‘rtburchaklar sistemasini belgilaymiz.

6.1-lemma. Tekislikdagi barcha to‘q‘ri to ‘rtburchaklar sistemasi S yarim
halqa tashkil qilads.

Isbot. a, b, ¢ va d sonlari bilan aniqlanuvchi ochiq to‘g‘ri to‘rtburchak
a = b bo‘lganda bo‘sh to‘plamni aniglaydi, demak ) € & Ikki to‘g'ri to‘rtbur-
chakning kesishmasi to‘g'ri to‘rtburchakdir (6.1-chizma), ya'ni P, P, € &
dan P, N P, € G ekanligi kelib chiqadi. Faraz qilaylik P = P to'gTi
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to‘rtburchak P = P, p,¢,q, to'g'ri to‘rtburchakni o‘zida saqglasin. U holda
a<a <0 <b, c¢c<c<d <d
munosabatlar o‘rinli. P\ P, ayirmani quyidagicha tasvirlash mumkin.
P\P,=P,UP;UP;UP;5,
bu yerda (6.2-chizmaga qarang)
Py = Pugyeds P35 = Pajpdrd;, P = Boypedy, P5 = Paypyee;-

Demak, tekislikdagi barcha to‘g'ri to‘rtburchaklar sistemasi & yarim halqa
tashkil gilar ekan.

6.1-chizma 6.2-chizma

6.1-ta’rif. G yarim halgadan olingan va a, b, ¢, d sonlari bilan aniglan-
gan (yopiq, ochiq yoki yarim ochiq) P = Puyq to‘g‘ri to‘rtburchak uchun
m(P) = (b —a)(d — ¢) sonni mos qo‘yamiz, agar P bo‘sh to‘plam bo‘lsa
m(P) =0 deymiz va m : S — R to‘plam funksiyasini o‘lchov deymiz.

Shunday qilib, & dagi har bir P to'gri to‘rtburchakka uning o‘lchovi
m(P) = (b—a)(d—c) son mos qo‘yildi. Bu moslik quyidagi shartlarni qanoat-
lantiradi:

1) m(P) - manfiy bo‘'lmagan haqiqiy son.
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2) m: 6 — R to‘plam funksiyasi additiv, ya'ni agar

P:OPk, Pi(\P=0, i#k P Pe®
k=1

bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik o‘rinli m(P) = > m(P) .
k=1

6.3-chizma 6.4-chizma

Magsadimiz 1) va 2) xossalarni saglagan holda m o‘lchovni barcha to‘g'ri
to‘rtburchaklar sistemasi & dan kengroq bo‘lgan sinfga davom ettirishdan
iborat. Shu magsadda 9°(&) bilan & yarim halga ustiga qurilgan minimal
halgani belgilaymiz.

6.2-ta’rif. M(S) halga elementlari elementar to‘plam deyiladi.

5.3-teoremaga ko‘ra ixtiyoriy A € 9MM(S) to'plam chekli sondagi o‘zaro
kesishmaydigan to‘g'ri to‘rtburchaklarning yig‘indisi shaklida ifodalanadi va
aksincha.

5b.1-xossa va halga ta’rifiga ko‘ra quyidagi tasdiq o‘rinli.

6.1-lemma. [kki elementar to‘plamning birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi
va simmetrik ayirmasi yana elementar to‘plam bo‘lads.

Endi 9M(6) halqadagi to‘plamlarning, ya’'ni elementar to‘plamlarning o‘l-

chovi tushunchasini kiritamiz.
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n

6.3-ta’rif. Har bir A= |J P. € M(S) elementar to‘plamga
k=1

m/(A) =Y m(P)

sonni mos qo‘yuvchi m’ : M(S) — R moslikni aniglaymiz. m'(A) miqdorni
A to‘plammning o‘lchovi deb ataymiz.

Elementar to‘plamlar sistemasi 9(S) da aniglangan m’ funksiyaning qiy-
mati A elementar to‘plamni chekli sondagi to‘g‘ri to‘rtburchaklar yig‘indisiga
yoyish usulidan bog‘liq emasligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, { P, k =1,2,...,m}
va {Qj, j =1,2,...,n} larning har biri o‘zaro kesishmaydigan to‘g'ri to‘rt-

burchaklar sistemalari bo‘lib, (6.3 va 6.4-chizmaga qarang)

m n
A= LJ.F%:: LJ(Qj
k=1 j=1
tenglik o‘rinli bo‘lsin. U holda ikkita P va @; to'g'ri to‘rtburchaklarning
kesishmasi P, N Q; to‘g'ri to‘rtburchak ekanligidan A to‘plam o‘zaro kesish-
maydigan P, N Q); to‘g'ri tortburchaklar yig'indisi shaklida, ya’ni

Iy

k=1

(P[] Q)

1

n

ko‘rinishda tasvirlanadi va

k=1 j=1
m'(A)=>"m(Q) =) Y m(PnQ;
j=1 j=1 k=1

tengliklar o‘rinli. Oxirgi tengliklar ko‘rsatadiki, A elementar to'plamning o‘l-
chovi m/(A) uning to‘g‘ri to‘rtburchaklar yig‘indisi shaklida tasvirlanish usu-
lidan bog‘liq emas ekan, ya'ni elementar to‘plam o‘lchovi m’ ning aniqglanishi

korrekt ekan.
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1. Agar A € M(S) to'plam to'g'ri to‘rtburchak bo‘lsa, u holda m/(A) =
m(A) bo‘ladi.
2. Agar A € 9M(S) to‘plam chekli sondagi o‘zaro kesishmaydigan A;, As,

.., A, elementar to‘plamlarning yig‘indisi shaklida tasvirlansa, ya'ni A =
n

U Ar u holda
k=1

m/(A) =) m/(Ay) (6.1)

Sk

tenglik o‘rinli. Haqiqatan ham, A € 9M(S) bo‘lganligi uchun A, = |J Py,
j=1

bu yerda {Fy;} - o‘zaro kesishmaydigan to‘g‘ri to‘rtburchaklar sistemasi. U

holda

n Sk n Sk

A=JU Py va m(A)=)_> mPy)=>_ m(4).
k=1

k=1j=1 k=1 j=1
(6.1) tenglik m’ o‘lchovning additivlik zossasini ifodalaydi.
6.1-teorema. Agar A € M(S) va {A,} — elementar to‘plamlarning
chekli yoki sanoqli sistemasi bo‘lib, A C |J A, bo‘lsa,

m' (A) <> m'(A,) (6.2)

tengsizlik o‘rinli bo‘lads.
Isbot. Ixtiyoriy € > 0 va A elementar to‘plam uchun

ml (A) 2 m'(4) - - (6.3)

tengsizlikni qanoatlantiruvchi va A to‘plamda saqlanuvchi yopiq A elementar
4b—a+d—rc)
£ )

Har bir elementar A, to‘plam uchun ochiq an D A, elementar to'plam

to‘plam mavjud (6.5-chizmaga qarang, n >

mavjudki (6.6-chizmaga qarang)

(6.4)



tengsizlik bajariladi. A va ;fn to‘plamlarning tanlanishiga ko'ra A C Ugn
n

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

6.5-chizma 6.6-chizma

Ochiq to‘plamlar sistemasi {An} dan Geyne-Borel lemmasiga ko‘ra A ni
qoplovchi chekli sondagi an, gm, e gns to‘plamlarni ajratish mumkin. A

to'plam chekli sondagi to‘g‘ri to‘rtburchaklar bilan qoplangani uchun
m' (4) < Zm' <Zn> (6.5)
i=1

tengsizlik o‘rinli. (6.3) va (6.5) hamda (6.4) lardan

1=1 n=1
+ <§:m'(An)+§: - -I-E:im’(An)-l—s
2" n=1 n=1 2n+1 2 n=1

ni hosil gilamiz va € > 0 ning ixtiyoriyligidan (6.2) tengsizlikning isboti kelib
chigadi. A
6.1-teorema tasdig‘idagi (6.2) tengsizlik, m’ o‘lchovning yarim additivlik
rossast deyiladi.
m’ o‘lchovning yarim additivlik xossasidan uning o - additivlik xossasi

kelib chigadi, ya'ni quyidagi teorema o‘rinli.
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6.2-teorema. A clementar to‘plam sanoqli sondagi o ‘zaro kesishmaydigan
Ay, Ag, oo Ay, ... elementar to‘plamlarning yig‘indisidan iborat, ya'ni A =
(0. 9]

A, bo'lsin. U holda quyidagi tenglik o‘rinli
—1

n—=

m/(A) =) m(4,). (6.6)

Isbot. m’ o‘lchovning chekli additivlik xossasiga ko‘ra, ixtiyoriy N € N

uchun N N
m'(A) > m/ (U An> = Zm'(An)

tengsizlik o‘rinli. Agar N — oo da limitga o‘tsak,
m'(A) =) m'(A,)
n=1

bo‘ladi. 6.1-teoremaga ko‘ra

o

m'(A) <> m/(Ay).

n=1

Oxirgi ikki munosabatdan (6.6) tenglik kelib chigadi. A

6.2. Tekislikdagi to‘plamlarning Lebeg o‘lchovi. Geometriya va klas-
sik analizda uchraydigan to‘plamlar faqatgina elementar to‘plamlardan iborat
bo‘lmaydi. Shu sababli o‘lchov tushunchasini, uning xossalarini saqlagan hol-
da elementar to‘plamlar sistemasi 9(S) dan kengroq to‘plamlar sistemasi
uchun aniqlashga harakat qilamiz.

Lebeg o‘lchovi nazariyasini bayon qilish jarayonida bizga nafaqgat chek-
li, balki cheksiz sondagi to‘g‘ri to‘rtburchaklar birlashmalarini ham qarashga
to‘g'ri keladi. Bunda birdaniga cheksiz o‘lchovli to‘plamlarga duch kelmaslik
uchun, dastlab F = {(z,y) : 0 <z <1, 0 <y < 1} birlik kvadratda
saqlanuvchi to‘plamlar bilan chegaralanamiz.

6.4-ta’rif. Iztiyoriy A C E to‘plam uchun

*(A) = inf P 6.7
A = inf, SR (6.7)
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son A to‘plamning tashqi o‘lchovi deyiladi. Bu yerda aniq quyi chegara A
to ‘plamni qoplovchi to‘g‘ri to ‘rtburchaklarning barcha chekli yoki sanoqli sis-
temalari bo ‘yicha olinadi.

6.1-eslatma. Agar A— elementar to‘plam bo‘lsa, u holda p*(A) = m/(A).
Haqgiqatan ham, A—elementar to‘plam P, P, ..., P, to‘g'ri to‘rtburchak-

larning birlashmasi ko‘rinishida tasvirlansin, u holda

p(A) <> m(Py) =m/(A), (6.8)
k=1

{P:} to‘g'ri to'rtburchaklar sistemasi A to‘plamni qoplaydi, shuning uchun
(6.8) o‘rinli.

Ikkinchi tomondan, {@Q;} sistema A to‘plamni qoplovchi chekli yoki sanoqli
sondagi ixtiyoriy to‘g’ri to‘rtburchaklar sistemasi bo‘lsa, 6.1-teoremaga ko‘ra

m/(A) <> m(Qj) kelib chiqadi. Shuning uchun
J

m'(A) < inf Y m(@y) = (A). (6.9)

Demak, (6.8) va (6.9) lardan m/(A) = p*(A) tenglikka ega bo‘lamiz. Shunday
qilib, M(S) da m’ va p* o'lchovlar ustma-ust tushar ekan. A

6.3-teorema. Agar chekli yoki sanoqli sondagi {A,} to‘plamlar sistemasi

uchun A C|J A, bo‘lsa, u holda
H(A) <Y (A

tengsizlik o‘rinli. Xususan, agar A C B bo‘lsa, p*(A) < u*(B) bo‘ladi.
Isbot. Ixtiyoriy € > 0 va har bir A, uchun tashqi o‘lchov ta’rifiga ko‘ra

to'g‘ri to‘rtburchaklarning shunday chekli yoki sanoqli {P,} sistemasi mavjud-

ki,



bo‘ladi. U holda quyidagilar o‘rinli:

AcUPuw va w(A) <D Y m(Pu) <) u(A) +e
n k n k n

e > (0 sonning ixtiyoriyligidan teoremaning isboti kelib chigadi. A

Ma’lumki, elementar to‘plamlar sistemasi (&) da m’ va p* lar ustma-
ust tushadi. Demak, 6.1-teorema 6.3-teoremaning xususiy holini ifodalaydi.

6.5-ta’rif. Bizga A C E to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar iztiyoriy € > 0
uchun shunday B C E elementar to‘plam mavjud bo‘lib, p*(AAB) < ¢
tengsizlik bajarilsa, v holda A Lebeq ma’nosida o‘lchovli to‘plam deyiladi.
Agar A Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plam bo‘lsa, uning o‘lchovi deb tashgqi
o‘lchovini qabul qilamiz.

M(E) bilan E ning barcha o‘lchovli gism to‘plamlaridan tashkil topgan
sistemani belgilaymiz. g bilan p* to‘plam funksiyasining U(E) dagi gismini
belgilaymiz, ya'ni ixtiyoriy A € U(E) uchun u(A) = p*(A). Aniglanish
sohasi U(E) bo‘lgan p to'plam funksiyasi Lebeg o‘lchovi deyiladi. Shunday
qilib, o‘lchovli to‘plamlar sistemasi U(E) va unda Lebeg o‘lchovi p aniglandi.

Bizning asosiy maqsadimiz o‘lchovli to‘plamlar sistemasi U(E) ni chek-
li yoki sanoqli sondagi to‘plamlarning birlashmasi va kesishmasiga nisbatan
yopiqligini ko‘rsatishdan, ya'ni U(E) ning o algebra tashkil qilishini isbot-
lashdan iborat.

6.2-eslatma. Agar (6.7) tenglikda aniq quyi chegara A to‘plamni qop-
lovchi barcha elementar to‘plamlar bo‘yicha olinsa, A to‘plamning Jordan

ma’nosidagi tashqi o‘lchovi hosil bo‘ladi, u j*(A) bilan belgilanadi, ya'ni
A= if > m(B).
AC Q P k=1
Ushbu j,(A) = 1—7*(EF\A) miqdor A to‘plamning Jordan ma’nosidagi ichki
o‘lchovi deyiladi. Agar j*(A) = j.(A) bo‘lsa, u holda A Jordan ma’nosida

o‘lchovli to‘plam deyiladi.
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Shuni ta’kidlash joizki, agar A Jordan ma’'nosida o‘lchovli to‘plam bo‘lsa,
u Lebeg ma’nosida ham o‘lchovli to‘plam bo‘ladi va bu o‘lchovlar o‘zaro teng
bo‘ladi.

Hozir biz Lebeg ma’nosida o‘lchovli, ammo Jordan ma’nosida o‘lchovli
bo‘lmagan to‘plamga misol keltiramiz.

6.1-misol. A C E birlik kvadratdagi barcha ratsional koordinatali nuqta-
lar to‘plami bo‘lsin. Uning Lebeg ma’nosida o‘lchovli, ammo Jordan ma’nosida
o‘lchovli emasligini isbotlang.

Isbot. A va E\A to'plamlar £ da zich bo‘lganligi uchun
(A =1, J(E\A) =1

tengliklar o‘rinli. Bu yerdan j,(A) =0 va j*(A) # j«(A). Demak, A to‘plam
Jordan ma'nosida o‘lchovli emas. Ma’lumki, A sanoqli to‘plam (3.3-misolga

qarang), shuning uchun uning elementlarini (zz, y), ¥ € N ko‘rinishda nomer

lab chiqgish mumkin. Shunday ekan,

AZUPk, Pro={(z,y) o <z <, yp <y <yt
k=1

Ikkinchi tomondan ixtiyoriy & € N uchun m(P;) = 0. Bu yerdan p*(A) =0
ekanligi kelib chiqadi. Shuni ta’kidlash lozimki, tashqi o‘lchovi nolga teng
bo‘lgan har qanday to‘plam o‘lchovli to‘plamdir. Buning uchun elementar

to'plam sifatida B = () ni olish yetarli:
p(AAB) = pu*(AAD) = p*(A) =0 < e.

Demak, A Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plam. Shunday qilib, A Lebeg ma’no-
sida o‘lchovli bo‘lgan, lekin Jordan ma’nosida o‘lchovli bo‘lmagan to‘plamga

misol bo‘ladi. A

6.4-teorema. O°lchovli to‘plamning to‘ldiruvchisi o ‘lchovlidir.
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Isbot. Teoremaning tasdig'i elementar to'plamning to‘ldiruvchisi elementar

to‘plam ekanligidan va,
AAB = (E\A)A(E\B)

tenglikdan (1-§ dagi 2-topshiriqqa qarang) kelib chiqadi. A
6.5-teorema. O‘Ilchovli to‘plamlar sistemasi U(E) halga bo‘ladi.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun o‘lchovli to‘plamlarning kesishmasi va
simmetrik ayirmasi yana o‘lchovli to‘plam ekanligini ko‘rsatish yetarli. Ay, Ao
o‘lchovli to‘plamlar bo‘lsin. 6.5-ta’rifga ko‘ra, ixtiyoriy € > 0 son uchun shun-
day By € M(S) va By € M(S) elementar to'plamlar mavjud bo‘lib, quyida-

gi tengsizliklar bajariladi

,u*(AlABl) < -, ILL*(AQABQ) <

DO ™
DO ™

U holda (A1NAy)A(B1NBs) C (A1AB;)U(A3AB;) munosabatdan va tashqi

o‘lchovning yarim additivlik xossasidan
M*((Al N AQ)A(Bl N BQ)) < /L*(AlABl) + ILL*(AQABQ) <e€

ga ega bo‘lamiz. By N By ning elementar to‘plam ekanligidan Ay N Ay ning
o‘lchovli to‘plam ekanligi kelib chiqadi.

Ikki to‘plam simmetrik ayirmasining o‘lchovli ekanligi
(A1AA)A(B1ABy) = (A1AB1)A(AsABy) C (A1ABy) U (A3ABs)

munosabatdan hamda p* o‘lchovning yarim additivlik xossasidan kelib chiga-
di. A

Agar o‘lchovli to‘plamlar sistemasi U(E) da birlik element mavjud bo‘lsa,
u algebra tashkil qiladi. $(F) da F = {(z,y): 0<2z <1, 0<y<1}
to‘plam birlik element shartlarini qanoatlantiradi. Demak, o‘lchovli to‘plamlar

sistemasi U(F) algebra tashkil giladi.
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6.5-teorema va 5.1-5.2 xossalardan quyidagi tasdiglar kelib chiqadi.

6.1-natija. Ikki o ‘lchovli to ‘plamning birlashmasi va ayirmasi yana o ‘lchovli
to ‘plamdar.

6.2-natija. Chekli sondagi o‘lchovli to‘plamlarning birlashmasi va kesish-
mast yana o ‘lchovli to‘plamdir.

6.6-teorema (O‘lchovning additivlik xossasi). Agar Ay, As, ..., A, lar
o‘zaro kesishmaydigan o‘lchovli to‘plamlar bo‘lsa, u holda
o (U Ak) = n(Ap)

k=1

tenglik o ‘rinli.

Teoremani isbotlashda quyidagi lemmadan foydalaniladi.

6.2-lemma. Iztiyoriy A va B to‘plamlar uchun
| (A) — p*(B)| < ' (AAB)

tengsizlik o ‘rinl.

Isbot. A C BU (AAB) bo‘lgani uchun 6.3-teoremaga ko‘ra
§(A) < 1 (B) + ' (AAB).

Bu yerdan p*(A) > p*(B) hol uchun lemmaning isboti kelib chiqadi. Xuddi
shunday, B C AU (AAB) munosabatdan

W*(B) < 1" (A) + p* (AAB)
ni olamiz. Yuqoridagi iki tengsizlikdan
1 (A) - 1(B)] < 5 (AAB). A

6.6-teoremaning isboti. Teoremaning isbotida biz elementar to‘plamlar
uchun o‘rinli bo‘lgan p*(B) = m/(B), B € M(S) tenglikdan aytmasdan

foydalanib ketamiz. Teoremani n = 2 uchun isbotlash yetarli. Bizga A; va A,
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o‘zaro kesishmaydigan o‘lchovli to‘plamlar berilgan bo‘lsin. 6.5-ta’rifga ko‘ra

ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday B; va By elementar to‘plamlar mavjudki,
/L*(AlABl) < g, ,LL*(AQABQ) < £

tengsizliklar bajariladi. A = A1 U Ay va B = By U By deymiz. 6.1-natijaga
ko‘ra A to‘plam o‘lchovli. A; va Ay to‘plamlar o‘zaro kesishmaganligi uchun
Bi N By C (A1AB;y) U (A2AB;) munosabat o‘rinli (1-§ dagi 5-topshiriqqa
garang). Bu munosabatdan va 6.3-teoremadan m/(B; N By) < 2¢ tengsizlik

kelib chiqadi. 6.2-lemmaga ko‘ra,

WA — e < pf(By) = m!(By) < p*(Ar) + € (6.10)
o

p(Az) —e < p*(By) =m/(By) < p*(Az) + €
Endi m’ o‘lchovning additivlik xossasiga hamda (6.10) ga ko‘ra,
m/'(B) = m/(By) +m/(Bs) —m/(By N By) > p*(Ay) + p*(As) — 4e. (6.11)
Quyidagi tengsizlik o‘rinli
pw(A) > m'(B) — p*(AAB) > m/(B) — 2e > p* (A1) + 1" (Ay) — 6e.

Birinchi tengsizlik 6.2-lemmadan, ikkinchi tengsizlik
AAB C(A1AB)| (A A By)

munosabatdan, uchinchi tengsizlik (6.11) dan kelib chiqadi. € > 0 sonining
ixtiyoriyligidan
WA = 0t (A)) + ()
ni hosil gilamiz. Teskari tengsizlik
W) < (A + et (As)
esa A C A;UAy munosabatdan hamda 6.3-teoremadan kelib chigadi. Demalk,
W (A) = i (Ar) + ' (Ao)
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tenglik o‘rinli. Ay, Ay va A to‘plamlar o‘lchovli bo‘lganligi uchun p* ni pu
bilan almashtirish mumkin, ya'ni u(A) = u(Ar) + p(As). A
6.3-natija. Iztiyoriy A C E o‘lchovli to‘plam uchun

1 (B\A) = 1 - p(A) (6.12)

tenglik o ‘rinli.

Isbot. A va E\A to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi va

p(A) + (ENA) = p(E) = 1

Bu yerdan (6.12) tenglik kelib chiqadi. A
6.7-teorema. Sanoqli sondagi o‘lchovli to‘plamlarning birlashmasi va ke-
sishmast yana o‘lchovli to‘plamdir.

Isbot. Ay, Ay, ..., A,,...— o‘lchovli to‘plamlarning sanoqli sistemasi bo*-

lib, A= |J A, bo‘lsin. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz
n=1
n—1
Ap=4Ay, A=A\ A4 n>2
k=1

o
Ravshanki, A = |J A/, hamda A/, to'plamlar juft-jufti bilan o‘zaro kesish-
n=1
maydi. 6.1 va 6.2-natijalarga ko‘ra, A/ to‘plamlar o‘lchovli.
6.6-teoremadan hamda tashqi o‘lchovning yarim additivlik xossasidan ix-

tiyoriy chekli n € N uchun quyidagiga ega bo‘lamiz
(U 4) -3 w <.
k=1 k=1

o
Shuning uchun Y p (A}) qator yaqinlashadi. Demak, ixtiyoriy € > 0 son
n=1

uchun shunday ng mavjudki,

SonA) <5 (6.13)



no
tengsizlik bajariladi. C' = [J A!, to‘plam o‘lchovli to‘plamlarning chekli yi-
n=1
g‘indisi sifatida o‘lchovli bo‘lgani uchun, shunday B elementar to‘plam mavjud-
ki

)

W (CAB) < (6.14)

N ™

tengsizlik bajariladi. U holda

AABccnu3U<LJA>

n>ngo

munosabatdan va tashqi o‘lchovning yarim additivlik xossasidan hamda (6.13)

va (6.14) lardan foydalansak,

(AABquCABHL<LL4>< +_:

n>ngo
kelib chigadi. Demak, A o‘lchovli to‘plam ekan.

O‘lchovli to‘plamlarning to‘ldiruvchisi o‘lchovli ekanligidan hamda

tenglikdan sanoqli sondagi o‘lchovli to‘plamlarning kesishmasi ham o‘lchovli
ekanligi kelib chiqadi. A
6.4-natija. O‘lchovli to‘plamlar sistemasi UW(E), o algebra tashkil giladi.
Natijaning isboti 6.7-teoremadan hamda U(FE) sistemada E = [0, 1] X
[0, 1] ning birlik element ekanligidan kelib chigadi.
6.7-teorema 6.2-natijaning umumlashmasi hisoblanadi. 6.6-teoremaning
umumlashmasi quyidagicha.
6.8-teorema (O‘lchovning o— additivlik zossasi). Agar {A,} — o‘zaro

kesishmaydigan o‘lchovli to‘plamlar ketma-ketligi uchun

A:UAn

n=1
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bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik o ‘rinl

p(A) = p(An). (6.15)

k
Isbot. Ixtiyoriy £k € N da |J A, C A. 6.6 va 6.3-teoremalarga ko‘ra

n=1
k k
" (U An) = u(An) < p(A).
n=1 n=1
Agar k — oo da limitga otsak,
> n(An) < u(4) (6.16)
n=1

tengsizlikka ega bo‘lamiz. O‘lchovning yarim additivlik xossasiga ko‘ra,

WA <3 1A (6.17)
n=1
(6.16) va (6.17) dan (6.15) tenglik kelib chiqadi. A

Yuqorida keltirilgan teorema o‘lchovning sanoqli additivlik yoki o— addi-
tivlik xossasi deyiladi. O‘lchovning o— additivlik xossasidan uning uzluksizlik
xossasi kelib chiqadi.

6.9-teorema (O‘lchovning uzluksizlik zossasi). Agar o‘lchovli to‘plamlar-
ning A1 D Ay D ... D A, D ...ketma-ketligi uchun A = ﬁ A, boilsa, u
holda "~

u(A) = Tim p(A,).

Isbot. A = ) to‘plam bo‘lgan holni garash yetarli, chunki umumiy hol
A, ni A,\A bilan almashtirish natijasida A = holga keltiriladi. Quyidagi

Ar = (A1\As) U (A2\A3) U (A3\A,) U . ..

Va
An = (AN\AN11) U (Anv1\Ang2) U (Anvgo\Anyg3) U ...
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tengliklar o‘rinli va qo‘shiluvchi to‘plamlar juft-jufti bilan o‘zaro kesishmaydi.

O‘lchovning o— additivlik xossasiga ko‘ra

A = p(A\An), (6.18)
p(Ay) = D (A\Au) (6.19)
n=N

(6.18) qator yaqginlashuvchi bo‘lgani uchun uning qoldig‘i (6.19) N — oo da
nolga intiladi. Shunday qilib,

lim u(Ay) = 0. A

N—oo

6.5-natija. Agar A1 C Ay C ... C A, C ... o‘lchovli to‘plamlar ketma-
ketligi uchun A= |J A, bo‘lsa, u holda
n=1

p(A) = lim pu(Ay).

n—oo

Natijani isbotlash uchun A,, to‘plamlardan ularning to‘ldiruvchilariga o‘tish
va 6.9-teoremadan foydalanish yetarli.

6.3. Ayrim to‘ldirishlar. Biz yuqorida faqat birlik kvadrat
E={(zy):0<z<1, 0<y<1} da saglanuvchi to‘plamlarni qaradik.
Bu cheklashdan xalos bo‘lish mumkin. Ma’lumki, R? ni juft-jufti bilan o‘zaro

kesishmaydigan
Emp=A,y): m<z<m+1l, n<y<n+1}

(m, n—butun sonlar) kvadratlar yig'indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin:

6.6-ta’rif. Agar istalgan m, n butun sonlar uchun A,, = AN E,,

to‘plamlar o‘lchovli bo‘lsa, u holda A to‘plam o‘lchovli deyiladi. Agar A
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to‘plam o‘lchovli bo‘lsa,

plA) = 3 plAn) (6.20)

m,nez
qator yig‘indisi A to‘plammning Lebeg o‘lchovi deyilads.

Agar (6.20) qator yig‘indisi chekli bo‘lsa, A chekli o‘lchovli to‘plam deyila-
di. Aks holda A cheksiz o‘lchovli to‘plam deyiladi. Shuning uchun g o‘lchov
cheksiz gqiymat ham gabul gilishi mumkin. O‘lchov va o‘lchovli to‘plamlarning
yuqorida o‘rnatilgan barcha xossalari bu hol uchun ham o‘rinli bo‘ladi. Biroq
6.9-teoremada (6.18) qator yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun p(A;) < +oo shart-
ni qo‘shishimiz kerak bo‘ladi. Takidlash lozimki, sanoqlita chekli o‘lchovli
to'plamlar yig'indisi cheksiz o‘lchovga ega bo‘lishi mumkin. Tekislikdagi bar-
cha o‘lchovli to‘plamlar sinfini L(R?) bilan belgilaymiz.

Bu paragrafda tekislikdagi to‘plamlar uchun Lebeg o‘lchovining qurilish
usulini bayon qildik. Sonlar o‘qi R dagi va uch o‘lchamli R?® fazodagi to‘p-
lamlar uchun ham Lebeg o‘lchovi shunga o‘xshash usulda quriladi. Masalan
sonlar o‘qida o‘lchov dastlab (a, b) intervallar, [a, b] kesmalar va [a, D),
(a, b] yarim intervallardan tashkil bo‘lgan &; yarim halqada, ularning uzun-
ligi sifatida aniglanib, keyin &7 ni saqglovchi minimal halqaga davom ettirila-
di. Undan keyin esa tekislikdagiga o‘xshash usulda Lebeg ma’nosida o‘lchovli
to‘plamlardan iborat o algebragacha davom ettiriladi. Aynan shunga o‘xshash
usulda Lebeg o‘lchovini istalgan n— olchamli Evklid fazosida ham qurish
mumkin. Tekislikda Lebeg ma’nosida o‘lchovli to‘plamlarni kiritish jarayoni-
da odatdagi yuza ta'rifidan kelib chiqdik. Shunga o‘xshash bir o‘lchamli holda
Lebeg o‘lchovining kiritilishi interval (kesma, yarim interval) uzunligi tushun-
chasiga asoslanadi.

6.4. Ayrim umumlashtirishlar. Umuman olganda o‘lchov tushunchasini
boshqacha usulda, ya’ni umumiyroq usulda kiritish mumkin. Bu umumiyroq

usulni sonlar o‘qidagi to‘plamlar uchun amalga oshiramiz.
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Bizga sonlar o‘qida aniglangan kamaymaydigan o‘'ngdan uzluksiz F' funk-
siya berilgan bo‘lsin. Interval, kesma va yarim intervallarga F' funksiya yor-
damida quyidagi sonlarni mos qo‘yamiz:

m((a,b)) = F(b—0) = F(a), m([a,b]) = F(b) = F(a - 0),

m ((a,b)) = F(b) — F(a), m([a,b)) =F({b—0)— F(a—0).
Ravshanki, bu usulda aniglangan m interval (kesma va yarim interval) funk-
siyasi manfiymas va additiv. Yarim halqada kiritilgan bu o‘lchovga yuqorida-
gidek mulohazalarni qo‘llab, qandaydir pp(-) o‘lchovni qurishimiz mumkin.
Bunda pp oflchovga nisbatan o‘lchovli bo‘lgan to‘plamlarning Uy sistemasi
sanoqgli yig‘indi va sanoqli kesishmaga nisbatan yopiq bo‘ladi, pur o‘lchov
esa o— additiv bo‘ladi. Umuman olganda, pp o‘lchovga nisbatan o‘lchovli
to‘plamlar sinfi F' funksiyaning tanlanishiga bog‘liq. Ammo R da o‘ngdan
uzluksis, kamaymaydigan istalgan F' funksiya uchun ochiq va yopiq to‘plamlar,
shuningdek, ularning istalgan sanoqli yig‘indi va sanoqli kesishmalari o‘lchovli
to‘plamlar bo‘ladi. U yoki bu kamaymaydigan o‘ngdan uzluksiz F' funksiya
vositasida qurilgan pp o‘lchov Lebeg-Stiltes o‘lchovi deyiladi.

Bizga Lebeg o‘lchovi p va Lebeg-Stiltes o‘lchovi pupr berilgan bo‘lsin.

6.7-ta’rif. Agar p(A) =0 ekanligidan pp(A) = 0 kelib chigsa, pp ab-
solyut uzluksiz o‘lchov deyiladi. Agar pp o‘lchov chekli yoki sanogli qiymat
qabul qiluvchi F funksiya yordamida aniglansa, pp diskret o‘lchov deb ata-
ladi. Agar pp o‘lchovda istalgan bir nuqgtali to‘plam 0 o‘lchovga ega bo‘lsa
va Lebeg o‘lchovi nolga teng bo‘lgan biror A to‘plam uchun pup(R\A) = 0
bo‘lsa, u holda pp singulyar o‘lchov deyilads.

Ko‘rsatish mumkinki, istalgan o‘lchov absolyut uzluksiz, diskret va singul-
yar o‘lchovlar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlanadi va bu tasvir yagonadir.

6.5. O‘lchovsiz to‘plamning mavjudligi. Biz ko‘rsatdikki, Lebeg ma’-
nosida o‘lchovli bo‘lgan to‘plamlar sinfi yetarlicha keng. Tabiiy ravishda Lebeg
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ma’nosida o‘lchovsiz to'plam mavjudmi? - degan savol paydo bo‘ladi. Bu savol
ijjobiy yechilishini ko‘rsatamiz. O‘lchovsiz to‘plamni qurishni sonlar o‘qida amal-
ga oshiramiz.

6.2-misol. Chegaralangan o‘lchovsiz to‘plamga misol keltiring.

Yechish. Buning uchun [—1, 1] kesmaning nuqtalari orasida ekvivalentlik
tushunchasini kiritamiz: agar x va y ning ayirmasi x —y ratsional son bo‘lsa,
ular ekvivalent deyiladi. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘ladi. Shu-
ning uchun [—1, 1] kesma o‘zaro ekvivalent bo‘lgan elementlardan iborat
K(x), x €[-1, 1] sinflarga ajraladi. Bunda turli sinflar o‘zaro kesishmaydi.
Shunday qilib [—1, 1] kesma o‘zaro kesishmaydigan K(z), = € [—1, 1] sinf-
larga ajraldi. Endi bu sinflarning har biridan bittadan element tanlab olib, bu
tanlab olingan elementlar to‘plamini A bilan belgilaymiz.

Bu A to‘plamning o‘lchovsiz ekanligini isbotlaymiz. [—1, 1] kesmadagi

barcha ratsional sonlar to‘plamini nomerlab chigamiz:
7”():0, r1, To,...

Ar bilan A to‘plamni 7, songa siljitishdan hosil bo‘lgan to‘plamni belgi-
laymiz, yani Ay = A+ry, = {y:y=x+r,, v € A}. Xususan Ay = A,
Ap to'plam A to‘plamdan rj ga siljitish orqali hosil gilingani uchun ular bir
vaqtda yo o‘lchovli, yo o‘lchovsiz to‘plamlar bo‘ladi. Faraz qilaylik, A o‘lchovli
to‘plam bo‘lsin. U holda uni r; ga siljitishdan hosil bo‘lgan A; to‘plam ham
o‘lchovli bo‘ladi va u(Ax) = u(A) tenglik o‘rinli. Ravshanki,

[—1, 1] C U Ag.
k=0

Bundan, o‘lchovning yarim additivlik xossasiga asosan

2= p([=1, 1) < u(lJ Ar) = 1(A) + p(A) + -+ p(A) + -
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Bu yerdan pu(A) > 0 ekanligi kelib chigadi. Tkkinchi tomondan, ixtiyoriy
ke {0,1,2,...} uchun A, C [-2, 2]. Bundan

[j Ak C [—2
k=0

va A to‘plamlar o‘zaro kesishmaydi. O‘lchovning o— additivlik xossasiga

asosall

4=p([-2, 2]) > p(|J Ar) = n(A) + p(A) + -+ p(A) + -
k=0

Bu yerdan pu(A) = 0 ekanligi kelib chigadi. Bu qarama-qarshilik A to‘plam-
ning o‘lchovsiz ekanligini isbotlaydi. A

6.3. 4.7-misolda keltirilgan Kantor to‘plami K ning Lebeg o‘lchovi nolga
teng ekanligini isbotlang.

Isbot. Kantor to'plami K ning o‘lchovi nolga tengligi p([0, 1\K) =1
tenglikdan kelib chiqgadi. Barcha chiqgarib tashlangan intervallar uzunliklari

yig'indisi

(0, 1]\K)M<UKn>ZM(Kn) LR S

n=1

Demak, p(K)=0. A

6.4. Hozir biz qurilishi Kantor to‘plami K bilan bog‘liq bo‘lgan Kan-
torning zinapoya funksiyasini (6.7-chizma) keltiramiz. Kantorning zinapoya
funksiyasini K bilan belgilaymiz va uni R da quyidagicha aniglaymiz. K(z) =
0, z € (—00,0] va R(z) =1, = € [1,00). Endi [0, 1]\K da quyidagicha

1 2
aniglaymiz. K; = (5’ §> to‘plam va uning chegarasida (6.7-chizmaga qarang)

1 1 2
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Ky = KoKy = <— U ( —) to‘plam va uning chegaralarida
1 c 1 2
—, agar T —
47 g 97 9 Y
3 . c 7 8
- ar T - =1.
TR 99
6.7-chizma

Endi

-Us= (5 5)U( ) UG SV 5)

to'plam va uning chegaralarida

2k — 1 —
R(Jﬁ): 93 ,TEng, k:1727374'

2n—1
Xuddi shunday K, = J K, to‘plamning k — qo‘shni intervali va uning

k=1
chegarasida

2k — 1 —
A(r) = ST €Ky, k=1,2,3,...,2" L.
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Shunday qilib, K,, to‘plamlar va ularning chegaralarida £ funksiya aniglandi.
Bu f)ol K, =10, 1]\K to‘plam [0, 1] kesmada zich. Endi zq € K soni K
funksiya aniglanmagan biror nugta bo‘lsin, u holda

R(xg) = sup {ﬁ(a:) <z, TE U Kn}

n=1
deymiz. Hosil gilingan funksiya Kantorning zinapoya funksiyasi deyiladi. Kan-
torning zinapoya funksiyasi R da uzluksiz, monoton kamaymaydigan funksiya
bo‘ladi. Xususan R(0) =0, £K(1)=1.
6.5. F(z) = 2z + 1 funksiya yordamida qurilgan pp— Lebeg-Stiltes
o‘lchovi absolyut uzluksiz o‘lchov bo‘ladi. Bu o‘lchov bo‘yicha A = (1, 5]
to‘plamning o‘lchovini toping.

Yechish. Ta'rifga ko‘ra
pur(A)=F0GB)-F(1)=2-5+41—-(2-1+1)=11-3=8. A

6.6. F'(x) = [z] funksiya yordamida qurilgan pp— Lebeg-Stiltes o‘lchovi
diskret o‘lchov bo‘ladi. Isbotlang.

Isbot. Chunki F(x) = [z] funksiya monoton kamaymaydigan o‘ngdan
uzluksiz funksiya bo‘lib, uning giymatlar to‘plami butun sonlar to‘plami Z
dan iborat. Butun sonlar to‘plami esa sanoqli to‘plamdir. A

6.7. 6.6-misolda keltirilgan pp— Lebeg-Stiltes o‘lchov bo‘yicha
A= (1, 5]U{7; 8} to‘plamning o‘lchovini toping.

Yechish. Hosil qgilingan pr— Lebeg-Stiltes o‘lchovi bo‘yicha ixtiyoriy n €
Z nugtaning o‘lchovi birga teng. Chunki {n} = [n, n] tenglik o‘rinli bo‘lgani

uchun, ta'rifga ko‘ra
pr ([n, n]) = F(n) = F(n-0)=n—(n—1)=1.

Demak, pup({7; 8}) =2. Endi B = (1, 5] to‘plamning o‘lchovini topamiz.



Berilgan A to‘plam o‘zaro kesishmaydigan B va {7; 8} to‘plamlarning bir-

lashmasidan iborat. O‘lchovning additivlik xossasiga ko‘ra

pr(A) = pr(B) + pr({7; 8}) =4+2=6. A

6.8. F(z) = R(z), buyerda K(x) Kantorning zinapoya funksiyasi. F(x) =
R(x) yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi pp singulyar o‘lchov ekanli-
gini isbotlang.

Isbot. pp— Lebeg-Stiltes o‘lchovi bo‘yicha ixtiyoriy a € R nuqtaning
o‘lchovi nolga teng. Chunki {a} = [a, a] tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun, ta’rif-
ga ko‘ra hamda R(x) ning uzluksizligidan pp([a, a]) = R(a) — R(a —0) = 0.

Bundan tashqari A = (—oo, 0)J(1, oo) to‘plamning o‘lchovi ham nolga

teng. Hagigatan ham, o‘lchovning additivlik xossasiga ko‘ra

pr(A) = pr((—00, 0)) + pur((1, 00)) =
= R(0) — lim RK(a)+ lim K(a) — K(1) = 0. (6.21)
6.3-misolda ko‘rsatildiki, u(K)=0. Agar pur(R\K) = 0 ekanligi ko‘rsatilsa,
pr olchovning singulyar o‘lchov ekanligi kelib chiqadi. Endi pp(R\K) ni
hisoblaymiz. O‘lchovning additivlik xossasi va (6.21) tenglikka ko‘ra

pr(R\K) = pp((—00, 0)) + ur((1, 00)) + pp((0, INK) = pr([0, TNK).

Dastlab, K,, n € N to‘plamlar uchun pp(K,) =0 ekanligini ko‘rsatamiz.

oo (53) 1 (G-0)- 1) 3o

Biz bu yerda K funksiyaning uzluksizligidan foydalandik. Xuddi shunday

e () 0 () -
5 (5-0) =2 () 5 (5-0) -2 () -»
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tenglik o‘rinli. pp(K,) =0, n > 3 tengliklar ham shunga o‘xshash ko‘rsati-
ladi. Endi Lebeg-Stiltes o‘lchovi pp ning o— additivlik xossasidan foydalansak

NF([OJ 1] \K) = KF (U Kn) = Z HE (Kn) =0

ekanligini olamiz. Shunday qilib, hosil gilingan Lebeg-Stiltes o‘lchovi pp(-)

singulyar o‘lchov ekan. A
Mustaqil ishlash uchun savol va topshiriqlar

1. pup— 6.8-misolda keltirilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi bo‘lsin. pup(K) =1
ekanligini isbotlang. Bu yerda K— Kantor to‘plama.

2. up— 6.8-misolda keltirilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi, A esa K ni saqlovchi
iztiyoriy to‘plam bo‘lsin. pp(A) =1 tenglikni isbotlang.

3. FElementar to‘plamlar sistemasida aniglangan m' o‘lchovning additivlik

rossasini 1sbotlang.

4. 6.4-teoremani p o‘lchov uchun isbotlang. Bu zossa Lebeg o‘lchovining

yarim additivlik xossasi deyilads.

5. F(x) =x funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi absolyut

wzluksiz o‘lchov bo‘ladimi?

6. F(x) = 2[x] + 1 funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o‘lchovi

diskret o‘lchov bo ladimi?
7. Singulyar Lebeg-Stiltes o‘lchoviga misol keltiring.

8. Lebeg ma’nosida o‘lchovli va [0, 1] kesmaga qarashli to‘plamlar sis-

temasi o — algebra tashkil qiladimi? Javobni asoslang.
9. Tekislikdagi A = {(z,y) : 0 <2 <1,0<y <z} toplam elementar
to‘plam bo ‘ladimi? Uning o ‘lchovini toping.
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7-5. O‘lchovning umumiy tushunchasi

Bu paragrafda biz o‘lchovning umumiy ta'rifini beramiz. O‘lchovni yarim
halqadan halgaga davom ettiramiz hamda uning additivlik va o— additivlik