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SO‘Z BOSHI

Oliy ta'lim muassasalarida mavjud “Matematika™ va “Matematika o*qitish
metodikasi” ta’lim yo'nalishida o-qgitiladigan “Matematik analiz” fani dasturlari bir-
biridan o*qitish magsadi va mazmuni jihatdan tubdan farq qiladi. “Matematika™
ta'lim yonalishida “Matematik analiz™ fani mazmuni chuqurligi bilan bir qatorda
o'gitiladigan bo-limlari bilan ham farq giladi. Bu ta’lim yo*nalishida klassik analiz
asoslari o'rgniladi. “Matematika o°qitish metodikasi® ta’lim  yo‘nalishida
oqitiladigan matematik analiz kursida klassik analiz asoslari bilan bir qatorda
differensial tenglamalar, kompleks va haqiqiy o‘zgaruvchilming funksiyalari
nazarivalari. funksional analiz asoslari o‘rganiladi.

Respublikamizda matematik analiz fanidan yaratilgan o'quv adabiyotlari
“Matematika™ ta’lim yo‘nalishiga moslab yozilgan. “Matematika o°qitish
metodikasi” ta’lim yo‘nalishida  uchun yaratilgan o‘quv adabiyotlari ham
yuqoridagi adabiyotlardan kam farq qiladi.

Bo‘lajak matematika o'qituvchilariga “Matematik analiz” fanini o°qitish
tajribasi. xorijiv tajribalarni o'rganish shuni ko‘rsatadiki, darslikning ta’lim
yo'nalishi Davlat ta’lim standarti, malaka talablariga mos yozilishi, talaba yechishni
uddalashi lozim bo‘lgan tayanch masalalarni yechish namunalarining berilishini.
fanga qiziquvchi talabalarni ham hisobga olishni, talabalar mustaqil ishini
tashkillashtirish uchun materiallaming mavjud bolishini taqoza qiladi.

Ushbu darslikni vozishda vuqorida aytilganlar e’tiborga olindi.

Ushbu darslik uch bo‘limdan — analizga kirish, bir o"zgaruvchili funksiyaning
differensial hisobi va bir o*zgaruvchili funksivaning integral hisobidan — iborat va
o'n ikkita bobdan tashkil topgan. Bunda matematik analiz dasturida yuqorida
aytilgan bo‘limlar bo‘yicha ko'rsatilgan barcha mavzulardan nazariy va gisman
amaliy materiallar, tayanch masalalar va ularni yechish namunalari, mustagil ishga
ajratilgan materiallar masala shaklida keltirilgan.

Darslikni tayyorlashda ta’lim bosqichlari orasidagi izchillikka va ta’limning
kasbiy yo‘nalganlik tamoyillariga, hamda muallifning Nizomiy nomidagi
pedagogika universitetida, ko'p yillar davomida matematik analiz bo‘yicha o*qigan
leksiyalari va olib borgan amaliy mashg‘ulotlaridan kelib chiqqan xulosalariga
asoslandi. Qo‘llanmaning tuzilishi, mavzularning tanlanishi mana shu tajribalar
natijasi bo*lib, shuningdek. shu paytgacha o*zbek tilida mavjud bo*lgan darslik va
o*quv qo*llanmalardan, horijiy davlatlarda chop etilgan yangi adabiyotlardan ijobiy
foydalanildi. Foydalanilgan adabiyotlardagi atamalar, tushunchalar va belgilashlarni
saqlab qolishga harakat qilindi.

Darslikda ta'rif. teorema, lemma. xossalar. misollar har bir bob uchun bir xil
tartibda nomerlangan. Paragraflar so°ngida berilgan mashq va masalalar ham boblar
boyicha nomerlangan. Formulalar har bir paragraf bo‘yicha, rasmlar barcha
bo*limlar uchun ketma-ket nomerlangan.

Teoremalar isbotining boshlanishi ¢, yakuni ¢ belgilar bilan belgilangan.
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BIRINCHI BO‘LIM. ANALIZGA KIRISH

1-BOB. HAQIQIY SONLAR NAZARIYASI

1-§. Ratsi i i i
§- Ratsional sonlar to‘plami va uning xossalari

1. Ratsmnalsanfarto‘plami. Ma'lumki, N = {1,2,3,...,n,...} kabi barcha
natura] ‘plami

sonlar to‘plami, 7 = [,,,,—n,,,,,—3,—2,—1,0,1,2.3----} boabi Earci
butun sonlar to*plami belgjlanadi.

L1-ta’rif. Ushby g
- u 1 - 2 — P .. s
Qisqarmaydigan r = p kasr ko‘rinishda tasvirlash mumkin
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3. Ratsional sonlar to*plamining zichlik xossasi.

1.5-xossa. Bir-biridan fargli ixtivoriy ikki r; va r, ratsional sonlar orasida.

ulardan fargli, kamida bitta ratsional son mavjud.

. s % Eha )
Isbot. O Aytaylik, r; <7, bo'lsin. U holda r = "7 = uchun n <r<rn

bo'lishi ravshan. Shuningdek ratsional sonlarni qoshish va bo'lish qoidalaridan

Y+

—— € @ Kkelib chiqadi. ¢

Ratsional sonlar to*plamining zichlik xossasidan ikkita teng bo‘lmagan
ratsional sonlar orasida cheksiz ko*p ratsional sonlar mavjud ekanligi kelib chigadi
{3-masala).

4. Arximed aksiomasi. Ratsional sonlar to'plamining yuqoridagi
xossalaridan kelib chigmaydigan quyidagi xossasi o*rinli:

1.6-xossa. Har qanday musbat ¢ son uchun undan Katta natural son mavjud.

Bu xossa Arximed aksiomasi deb vuritiladi.
2-§. Ratsional sonlarni sonlar o*qida tasvirlash

To'g'ri chiziqda ixtiyoriy bir nuqtani “boshlang*ich nuqta™ deb olib, O orqali
belgilaymiz. Bu O nuqtani “0”(nol) sonining geometrik tasviri deb qaraymiz.

Endi, shu to*g'ri chiziqda noldan o‘ng tomonga yurishni musbat yo*nalish.
chap tomonga yurishni manfiy yo*nalish deb qabul qilamiz. Biror kesmani tanlab
olib, uni o’Ichov birligi deb gabul gilamiz. Bunday belgilashlar qilingan to‘gri

chiziqni senlar o 'qi deyiladi (1-rasm).

0] M
l-rasm
Rasmda, OM orqali tanlangan birlik kesma belgilangan. M nugta “1” bir

soniga mos keladi deymiz.
1.7-teorema. Har ratsional songa sonlar o‘qida aniq bitta nuqta mos keladi.
Isbot. O Dastlab natural va butun sonlarga mos keladigan nugqtalarni
ko*rsatamiz. O*Ichov birligini, ya’ni OM kesmani O nuqtadan o'ngga, to‘g‘ri chiziq

bo'ylab ketma-ket joylashtirilganda 1, 2, .. ., n, .. . sonlarga mos nuqtalar hosil
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2- rasm
chap tomonda —1, -7
nuqtalar belgjlanad;. Bu nugtalarn;

Endi,

ilinadi, : .
! " Xuddi ShUngdck’ —n sonlarlarga mos
1y TR « dln¢ -

i butun nugtalar” deymiz (2-rasm).
= ko‘rinishdag;

a|mus ;,'__p.i" s
_— q & bat yoki ;ko rinishdagi manfiy ratsional songa
0 Keladigan nugtap; topamiz

Aytaylik, 2 i
Yk, musbat ratsiona] son bo'lsin. Uchi

. 0 nuqtada bo‘lgan KOL
burchak chizamiy, Biror kesma ! i

olib un;j .
ket g marta qo*yib N O nugtadan boshlab 1, nur ustiga ketma-

nugtan; .

: qtani va p mary qo‘yib Mg nuqtani belgil

ar o'qing . i =

o qming birlik kesmasi OM ni qo‘yamiz. Agar M va N,

Parallel to‘g'ri cpise » OMNy chburehag hosil bot|
12_1q Oitkaz'

be1€“‘1}’miz

aylik. OK nurda
Nuqtalarp; birlashtirs

adi. End;j N, nuqtadan MN, ga

» Ularning : .
£ OK bilan Kesishish nuqtasini M, orqali

fa, OMN
34 uchb :
( rasm) 1 urchak OMpr uchburchakga o"xshash
0
M. M
L
Shu sabgp); 2 Songs ) 3-rasm
q s ny
bt P Ut mog |
o152, uholgy dastlah 2 " Keladi Agar 2 m
2 50nga moy q Manfly ratsional son

90yiladi, o

Shunday qilib, sonlar o'gida barcha ratsional sonlarga mos Kkeladigan
nuqtalarni belgilab chigish mumkin ekan. Bu nuqtalarni “ratsional nugtalar™ deymiz.
Demak, sonlar o°qida, har bir ratsional songa aniq bitta nugta mos keladi.

Bu tasdigning teskarisi o‘rinli emas, va'ni quyidagi teorema orinli:

1.8-teorema. Sonlar o°qini tasvirlovchi to*g'ri chiziqda shunday nuqta borki
unga mos keluvchi ratsional son mavjud emas.

Isbot. O Katetlari, birlik kesma OM ga teng bo'lgan OMB to g ri burchakli
uchburchakning OB gipotenuzasini sirkul yordamida O nuqtadan o‘ngga
Jovlashtirsak, sonlar o'qida € nuqtaga ega bo‘lamiz (4-rasm).

Ravshanki, |0C|? = |0B|*> = 2. Mana e
shu € nuqtaga mos ratsional son mavjud
cmas.

Haqgiqatan. teskarisini faraz qilaylik,

va’'ni shunday 2 ratsional son. qisqarmas kasr O M '
4 4- rasm

mavjud bo'lib, (E)z = 2 bolsin. Bundan

p? = 2q*. ya'ni p ning juft sonligi kelib chiqadi. Shuning uchun, p = 2m belgilash
kiritib uni yuqoridagi tenglikka qo‘ysak g2 = 2m? tenglikni hosil qilamiz. Bu esa
g ning ham juft ekanini ko‘rsatadi. Demak, s sonning qisqarmas kasr deb

olganimizga zid xulosaga keldik. Bundan. C nuqtaga mos keladigan ratsional son
mavjud emasligi kelib chigadi.

Sonlar o‘qida € nuqtaga o‘xshash. ratsional sonlar orqali ifodalab
bo*Imaydigan nuqtalarni ko*plab ko*rsatish mumkin. Bunday xulosa ratsional sonlar

to‘plamini kengaytirish zaruriyatini keltirib chiqaradi.

3-§. Ratsional sonlar to‘plamini kengaytirish masalasi. Ratsional sonlar
to‘plamining kesimi
Oldingi paragrafda ta’kidlaganimizdek, sonlar o‘qida ratsional nuqtalarga

. i ELS PR [
mos kelmaydigan nugtalar mavjud. Bu nuqtalarga ham biror *son”’larni mos qo‘yish
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:::::::1}15'3 it sonlar to*plamini 0'z ichiga oladigan yangi “sonli” m-plamni
z i i

mmonidana:‘:}:.“?;%r]tda I9-a.sr.mng ikkinchi yarmida nemis matematigi Dedekind

o i |g-an haqigiy sonlar nazariyasi bilan tanishamiz. Bu nazariyada

ratsional son|ar 10 plamining kesimi tushunchasidir

L9-ta’rif, Ratsional sopjqr Y

. to'plami Q qandaydir usulda 4 v *plamlarga
ratilgan bo'|jp, quyidagi sp @ qandaydir usulda 4 va B 10 plamlarg

artl; T . .
1) ar bajarilsa, by aratish Q ning kesimi deviladi:
A * 0.8 * @; = i

) Aup = Q:
3) A to*
plamga Eeglshh .
ixtivoriv :
sondan kichjy (a < b) ory a son to'plamga tegishli har qanday b

A= (x e 0: Infga Kiritami,
unday ajratlshk . ,‘x =3 B = {x e Q:x > 3}
qQuyi sinfn; eSlmmng uchala ghapin.: :
Mining eng katta . shartini ganggg)

lag antiradi. Shuningdek. 3 soni
a 1, ammo ; 5 -
Yuqori sinf 3 4a eng Kichik element

“ " soni quyi sinf .1 ning

an kiep:
. hlchlk bo‘lgan barcha
4 rc .
€simnjp 2 ratsjq
. nal :
Qi i e Wuyi sipg 4 sonlarni B

da eng
Nt botlag; & Katta elemeny

A

1.11-misol. Kvadrati 2 dan katta bo'lgan barcha musbat ratsional sonlarni 3
sinfga, qolgan barcha ratsional sonlamni A sinfga kiritsak, (1.58) Kesimga ega
bo'lamiz.

Bu kesimda, quyi sinf{ ning eng katta elementi mavjud emas, va'ni A sinfdan
har ganday » ratsional son olmaylik undan katta, 4 ga tegishli ratsional son har doim
topiladi. Shuni isbotlaymiz.

Aytaylik, r biror musbat ratsional son va r* < 2 bo'lsin. Ma lumki. ixtivoriy

1 . ] 1 . - 5
nnatural son uchunr < r 4+ = munosabat o'rinli va r + = ratsional son. Shu sababli
n

1)? o s : g . . .
(r + ;) < Z shart bajariladigan »# ning mavjudligini ko‘rsatish vetarli. Ravshanki

o 5 2r 1 |
(r+—) :r'“+—+?Sr-’+—.
n n*

n n

2r+1

Shu sababli 7% + — < 2 tengsizlikni qanoatlantiruvehi n natural sonni

2r+1

topish yetarli. So'ngi tengsizlikdan n > = — ckanligini topamiz. Shunday qilib,

ra

m+
agar n >

1 P B 2r 1 2 2r 1 .2 2r
bo'lsa. u holda r= + - + - < 2, bundan r< + = +; <1 +7 +

2
212

J

- < 2 tengsizlik, va'ni (r+ i})z < 2 o°rinli bo*ladi.

Demak, quyi sinf A ning eng katta elementi mavjud emas.

Xuddi shu kabi mulohazalar yordamida. yugori sinf B ning eng kichik
elementi mavjud emasligi ko'rsatish mumkin (1-3 - masala).

1.12-izoh. Ratsional sonlar to'plami Q ning. quyi sinfi 4 da eng Katta element,
yuqori sinfi 8 da eng kichik element bor bo*lgan (A4, B) kesimi mavjud emas (2-
masala).

Bunday mulohazalar Q ning (A, B) kesimi uchun faqgat uch turli bo*lishini
ko'rsatadi.

@) Quyi sinf 4 da eng katta element mavjud. yuqori sinf B da eng kichik
element mavjud emas. Bunday kesim birinchi tur kesim deyiladi.

6) Quyi sinf 4 da eng Katta element mavjud emas, yuqori sinf B da eng kichik

eleme : . . : i o
‘ment mayjyg, Bunday kesim ikkinchi tur kesim deyiladi.



¢) Quyi si . o
Quyi sinf 4 da eng katta element mavjud emas, yuqorn sinf  da eng kichik

clement may;
ud e % T
Jud emas. Bunday kesim uchinchi rur kesim deviladi.

4-8. Hadiaiv < . .
§ lﬂqlql:r sonlar to plami va uning xossalari

1 Haq .
’ 191y sonlar to¢ :

0*pla g . : .jons
sonlar qanday aniqlanich: Plami. Avvalgi paragraflarda ratsional va irratsional
1.14-ta? VAL B ularning tariflarj bilan tanishdik
14-ta’rif. Ratsion '
al ‘ -
sonlar to plamining kesmi hagigiyv son deyiladi. Barcha

haqigi : i
q1q1y sonlar tg plami R harfy bilan belgilanadj

Birinch; Yoki ikkinchj tur

e o Kesimlarni ratei
'Iatsional son el ataymiz arni ratsional son|

ar. uchinchi tur kesimnl

Yuqorida ko‘ri]gan 1.11

“Misoldagj kec; ; ) ) ;
Kelgusida gikesim /2 irratsional sonini aniqlaydi.
sonlar wan g
' pl"m”““g Xosalarini ishotlashda

i aniglaydigan kesim yok!

(4,B) kesim . hagi shinilad;
qiy so
2 Haqigiy sonlar ¢ NNl aniglasy Unix = (4, B) deb yozishga kelishiamiz
t i 0‘p|a ini i b A
*Plamida teng, katta va i B tartiblanganlig. 1y, .
ytaylik # Kichik tughuncpy T astlab, hagiqgiy sonl¢
aio {: B) N Kiritami,
’ Va y =
LS tarrg (C.D) hagigi
¥ " qiy
BAAD (g g S iAeg bo‘lsa, x = y: sontar, berilgan bo'|sin
¢Cbgiisax ’agarﬂccva/] . -
Ratsiong| X > deyilagj # C bo'lsa. x < Y
o*plamir: Sonlar tD‘Plamid
amlmng tan'iblanganl K ag] kabl

(Haqigiy sonlar

1bo‘lagj, =Vx<yx>y
’ O%lsin, A
“Agar 4 =
*CAc As bo'lsa, y | "
adi ¢ | O'lsa, y < Y bol » U holda ta'rifga
a

L.17- di. Agar
Xossa.Agarx<y vay<,y A%¥CAasc
O‘ISaa X <

EEELAGE TS X AL SN T {ast twia b

Isbot. ¢ Hagigtan ham, x = (4,B),y = (C,D) vaz = (£, F) bo'lsin. U holda
shartgakora. x <y danAdc C (1), y<z danC < E (2) kelib chigadi. (1) va
(2)dan A € E, bundan x < z kelib chiqadi ¢ .

3. Haqiqiy sonlar to*plamining zichligi. Haqiqiy sonlar to*plamida ratsional
sonlar to’plamidadagi kabi quyidagi xossa o'rinli.

1.18-teorema. Bir-biridan farqli ixtivoriy ikki haqiqiv x va v sonlari orasida.
kamida bitta haqiqiy. xususan ratsional son mavjud.

Isbot. ¢ Aytaylik, x<v bo'lsin. Agar x va v larning ikkalasi ham ratsional son
bo*lsa, u holda ratsional sonlar to-plamining zichlik xosasiga ko‘ra ular orasida
Kamida bitta ratsional son mavjud.

Agar x ratsional son, v irratsional son bo*lsa, u holda y ni aniglovchi (4. 8) 3-
tur kesim mavjud bo'lib, x<1 ekanligidan xe 4 bo*ladi. Quyi sinf 4 da eng Katta
element mavjud bolmaganligi sababli x dan katta re .1 ratsional son mavjud: x<r<y.

Shuningdek. x irratsional son va v ratsional son bo‘lgan hol vuqoridagiga
o"xshash isbotlanadi.

Agar x va y larning ikkalasi ham irratsional son bo*lsa. u holda x ni aniglovchi
(-1.B), y ni aniglovchi (C.D) 3-tur kesimlar mavjud bo'lib, x<y ekanligidan AcC va
A#C bo'ladi. Bundan esa € da 4 ga tegishli bo'lmagan r ratsional son borligi kelib
chigadi: x<r<y o .

4. Haqiqiy sonlarni o‘nli kasrlar bilan ifodalash. Aytaylik. bizga «
irratsional son berilgan bo*lsin. U holda shunday ¢, butun son mavjud bo’lib. a son
Cova ¢y + 1 lar orasida votadi. Endi. [co;¢o + 1] kesmani teng 10 ta bo'lakka

bo*lamiz. « shu bo*lakchalardan biriga ichki nugta bo'ladi. Masalan, uchlari cg, a;
va ¢, a, +1—10-. (a¢y = 0,1,2,...,9 ragamlardan biri) bo'lgan kesmaning ichki

Nuqtasi bo‘ladi. Bu jarayonni davom eftirib, @y, @,,..,@,_; raqamlarni

aniglagandan so'ng a,, raqamni quyidagi qo'shtensizlikni qanoatlandiradigan qilib

aniqlaymiz:

1
Cooma; ..a, <a < Coo 1y ..y t+ 10n (1)
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Shunday - gilip, ¢

irratsional  sonp; T
: . Ing o'nlik
Jarayonida ¢, 2

butun sonnj va ay, a,,
Ulardan Wzilgan ¢,

vaqinlashishlarini topish

w0 oy .. Taqamlar ketma-ketligini hosil gildik.

s g ifodasi dey qarashimiz mumkin
utun yoki cek| o
nl )
B " VKasr bo*lganda ham yuqoridagi kabi ¢, butun sonni
qamlami (1) ga nisbatan umyp,
1yrog bo'lgan
Co, Q’laz a, <
n>=0< Co a,u :
ity ol
Munosabatlardgy, aniglash mymj o N
in
Bu holda p;
- Iror qadam :
- e dan sq NE @ uni o'z jchi, igni .
ixt 'lib golag;, Oralignj ga olgan oraligning uchlaridan
R ‘ nNg qays;j o i
Mizda botlad;, g, S 9¥Si uchiga teng boip qolishi bizning
ooy oyl qadamdap boshlah (2 .
adi, Chap (0'ne ) da 0'ng yoki chap tomonida

n:) tomon; i
9) bo‘lag;. shunday Mdatenglil

bajarilsa, navbatdagi barcha

d : sa, navbatdagi barchi

avrida () bo‘lgan il lib, bu holqy, a ikk
0

(T | )\!I ifoda y 3< l ‘ld biri'
Kasr. Mg nlik kasr i . ga ega bo*ladi:
asr, al r, ikki : )
an, 2,017 = 2’017000 3 nch151~davr1da 9 E’O‘lgan éhalsdz ok
Shunday T 2:016999

qry ; )
Sonnj cheksiz o'nlik kasr ko‘rinishda

Bii b
tasdlqmng teskarig; ham ¢

i ligj, :
. o Ratlenal sonlar tO'plElITIi (_) da
ratilgyy bo'l; qiqiy sonlar 4 lare: Plamj R dak

i pla O‘ramiz,
Lxg ’quy'dagi shary] MR 9andg l?

; ydir ;
Y to T Uy " Parilsy, bU ajryy; “ulda X va y to*plamlarga
Plamggy, olingar - = R; 3) X to¢ atish g Ning kesimi deviladi: |
anlx[iyol_i p]amdan oli Stmi deyiladi: 1)
YV dan Kichik e Xtiyoriy hagqiqiy son

Xuddi ratsional sonlar to'plamidagi kabi, kesimni (X.}) ko‘rinishda

belgilanadi va X to*plam kesimning quyi sinfi, ¥ to'plam esa kesimning vugori sinfi
deyiladi.

Ratsional sonlar to'plami (2 ning kesimi faqat uch turda bolishini bilamiz.
Tabiiy savol tug‘iladi: haqiqiy sonlar to'plami R da kesim necha xil bo*lishi
mumkin?

Quyidagi teorema shu savolga javob beradi.

1.20-teorema (Dedekind teoremasi). Haqiqiy sonlar to'plami R ning
ixtiyoriy (A7}) kesimi uchun quyidagi ikki holdan faqat biri o°rinli bo*ladi:

1) Quyi sinf .\ da eng Kkatta element mavjud, yuqori sinf }" da eng kichik
element mavjud emas;

2) Quyi sinf .\ da eng katta element mavjud emas. yuqori sinf }" da eng
kichik element mavjud.

[sbot. © Aytaylik, R da biror (X)) kesim berilgan bo*lsin. Quyi sinf X dagi
barcha ratsional sonlar to'plamini .1, vugori sinf }" dagi barcha ratsional sonlar
to-plamini B orqali belgilavlik. U holda bu 4 va B to‘plamlar ratsional sonlar
to*plami @ da kesim hosil gilishini bilamiz.

Ma’lumki, (1. 8) kesim biror @ sonni aniqlaydi. Bu son A yoki ! larning biriga
tegishli bo*ladi.

Agar a € X bo'lsa, u holda ¢ son . to’plamning eng katta elementi ekanini
ko rsatamiz.

Faraz gilaylik, a son .\ ning eng katta elementi bo*Imasin. U holda \"da @ dan
Katta bo*lgan biror a, sonni olamiz. Hagiqiy sonlar to'plamining zichlik xossasiga
ko'ra a<r<a, shartni qanoatlantiruvchi » ratsional son mavjud. Endi r < ao, ac€ X
dan re X, shuningdek a<r bo*lganligi uchun. (4. B) kesim xossasiga ko'ra re B. ya'ni
e Vkelib chigadi. Bu qarama-qarshilik farazimizning noto‘g‘ri ekanini ko rsatadi.
Demak, 4 son x ning eng katta elementi bo'ladi.

Agar ae ¥ bo'lsa, u holda « son I’ to'plamning eng kichik elementi ekanligi

Yuqoridagi kabi ko‘rsatiladie .
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Bu teoremadan, hagiqiy sonlar to*plamid
kelib chigadi,

deyiladj.

a 3-tur kesim mavjud bo'lmashg

\ . o . - - s 4 i
Mana shu xususiyatni haqigiy sonlar to*plamining uzluksizlik xossasi

Demak, haqiqiy sonlar to°

hagiqj Plami R da hosil qilingan har bir kesim fagat bitta
aqiqly sonnj aniqlaydj.

5-§. Hagqigiy sonlarni son|

. ar o‘qida tasvirlash
Ratsiona sonlamj g

” iy .,
nlar o qidagi nuqtal

tnishib tgan edik. p, ar orqali tasvirlash bilan 2-§ da

o Paragrafda irratsjon
Mumkinligin; ko'rib chigamiy "
Quyidagi tasdiglar ¢

D To'gri ey

sonlarni sonlar o‘gida tasvirlash

rinli dep olamjz.

qdagi nugtaa,

ilgan ixtiyoriy (XY )

Sinfning eng chap nuqtasi mavjud

a
n va (A B
on 'B) unj 4py:
'arga mog Keladigy « aloveh g, bo‘lsin. Agar quy!
Onlarg, m l'atsmnaln Nuqtalg i ri
arni A’ sinfga, yuqo

. Nuqtalarni B’ sinfga
Uqtalgr; 10 Plamigg (4

.B") kesim hosil

Endi to'g'ri chiziqdagi barcha nuqtalarni X’ va Y sinflarga quyidagicha
ajratamiz:

A" ning hech bo*lmaganda bitta nuqtasidan chaprogda joylashgan nugtalarni
X' sinfga. qolgan nuqtalarni ¥’ sinfga kiritiladi. Natijada to*g'ri chiziq nuqtalari
to*plamida (X', Y") kesim hosil bo"ladi.

To g'ri chizigning uzluksizlik aksiomasiga ko‘ra (X', Y") kesim biror M (x)
nugqtani aniglaydi. Bu nugta X’ da eng o'ng nuqta yoki ¥’ da eng chap nuqta bo*ladi.
Bu nugta *“ratsional” nuqta bo’la olmaydi. Shu M(x) nugtani x irratsional songa
mos qo'yamiz. Xuddi shu kabi, to*g'ri chiziqdagi har bir “ratsional” be'lmagan
nugtaga bitta irratsional son mos kelishini yuqoridagiga o‘xshash mulohazalar
vordamida Ko'rsatiladi.

Shunday qilib. har bir haqiqiy songa to*g'ri chiziqdagi bitta nugta va to"g'ri
chizigdagi har bir nuqtaga bitta haqiqiy son mos keladi. Shu sababli. hagiqiy son
deganda son o°qidagi nuqtani, sonlar o'qidagi nuqta deganda haqiqiy sonni

tushunish mumkin.

6-§. Haqiqiy sonning absolyut qiymati va uning xossalari

Haqigly ~ sonning  absolyut qiymati  (moduli) tushunchasi, muhim

tushunchalardan biri hisoblanadi.
Aytaylik, a biror haqiqiy son bo*lsin.
L.21-ta’rif. Agara > 0 bo

Isa, uning absolyut qivmati deb, a sonning o'ziea
[= Ty
agar a < 0 bo'lsa. —a songa aytiladi.

Odatda a sonning absolyut qiymati |a| kabij belgilanadi. Demak

lal :{ a, agar a = 0 bo'lsaq,
—a, agara < 0 bo'lsq.
Masalan, |4]| = 4, |-2,5| = Z,S,I\E - 1| =2 - LIl=.f2|= 42 <1

1.22-ta’rif. Aytaylik. x,y € R nuqtalar berilgan bo*lsin. Ushby [x — y| son

shu nuqtalar orasidagi masofa deyiladi.




Demak, hagigiy sonning absolut giymatining geometrik ma'nosi sonlar o' qida
sanoq boshidan shu songa mos keluvchi nuqtagacha bo*lgan masofadan, ya'ni 0 dan

berilgan songacha bo*lgan masofadan iborat,

Haqiqiy sonning absolyut qiymati xossalari 24-30-masalalarda berilgan.

7-§. Sonlar o‘qidagi sodda to*plamlar

Elementlari sonlardan iborat to*plamlar san; 0 ‘plamlar deyil
sonli to*plamlar bilan ish ko‘ramiz. Shy sabablj
to°plamni  tushunilad;.

ajratamiz,

adi. Biz, asosan
kelgusida, to‘plam deganda sonli

Matematikada ko'p uchraydigan sodda to*plamlarni

Avtaylik, q, b € Rvaa <p bo*lsin,
L.23-ta'rif.

= D qosh tengsizlikn; /chi barcha
Db i gsizlikni qanoatlantiruvchi barch

]zﬁEmasbe}

O'plami intervat yoii s tengsizliknj Qanoatlantiruvchi barcha sonlar
yoki ochig oraliq deyiladj vy (a; b) orqali belgilanadi
: gilanadi:
(a; b) ={x€R:iq<y < b).
Yokia < x < py qo‘sh t

3

engsizliklarni qanoatlantiruvehi

. _ 1 segmeny
Orqali belgilanag;. deyiladi vy Mos ravishda [a; b) yoki (a; b]
[a; b) = {x
ER: a<x
. =X<h
Kiriti] an by, to'rt x| to'pl b (a; b] ={xepR.: a<x<b}

: amlarn; p;
oraliq degang mlarni by S0°Z bilap oraligl

v ar deyiladi. Demak,
» Yarim Segmentlarday, biri tush

AAVIY nugtalar y

a StZment, interval

uniladi. Qdatda a va

i okl Chc y : . .
. yarim ¢ garalari deyiladj.
b0 lgantari ham uchraygj “Ementiar orasj

nuqtalari cheksiz

Masalan’ ("00; +e) =
(@ +o0) =

8-§. Chegaralangan va chegaralanmagan to‘plamlar

l. Yuqoridan chegaralangan to‘plam. Aytaylik, £ © R bo'sh bo'lmagan
to*plam berilgan bo-lsin.

1.24-ta’rif. Agar shunday & son topilib ixtiyoriy x € £ uchunx < b tengsizlik
bajarilsa. u holda £ to'plam yugoridan chegaralangan, b uning yuqori chegarasi
deyiladi.

Masalan, £=(-:0), barcha manfiy sonlar to'plami yuqoridan chegaralangan.
Bu to plam uchun 0 va ixtivoriy musbat son vuqori chegara bo*ladi.

Ex-{...-3-2,-1.0. 1, 2 } to'plam ham yuqoridan chegaralangan. Bu to*plam
uchun 2 soni va undan katta har bir son vuqori chegara bo-ladi.

Keltirilgan misollardan ko‘rinadiki. yuqoridan chegaralangan to‘plamning

yuqori chegarasi cheksiz ko'p bo*lar ekan.

Agar 24-ta'nf shartini qanoatlantiruvehi b soni topilmasa, u holda £ to plam
Yugoridan chegaralanmagan deyiladi.

Masalan, £:=N={1,23, . .., n, ...} to'plam yuqoridan chegaralanmagan.

Qanday b son olmaylik undan katta 2, natural son mavjud: b < ngy. (ng sifatida b

sonining butun gismidan keyingi sonni olish vetarli).

Yuqoridan chegaralangan to*plamning yuqori chegaralari orasida eng kichigi
Mavjudmi?-degan savolga quyidagi teorema javob beradi.

1.25-teorema. Yugoridan chegaralangan to'plamning yuqori chegaralari

Orasida eng kichigi mavjud.

Isbot. 0 Aytaylik, £ yuqoridan chegaralangan to'plam bo*lsin. Ikki holni
Ko'rib chiqamiz.

@) £ to'plam elementlari orasida eng Kkattasi mavjud, ya'ni shunday x.€ £ son

borki, IXtiyorly xe £ lar uchun x<x, bo'ladi. Demak. x, son £ to'plamning yuqori

chegarasi bosp 1 ning boshqa ixtiyoriy b chegarasidan katta bo*lmaydi: x,<b.

Bulardan X, son £ to

plamning eng kichik yuqori chegarasi ckantigi JeIib
chiqadi. i | .



b E ¢ . S -
) E to'plam elementlar; orasida eng Kattasi mavjud bo-lmasin. U holda

haqlqi\f SDnl U;p i H
4 dr a n u " s - y . H 3
l mi R lz q }Ida(_’lcha .\ va } [()-plt”“l:” £2a d,l]-a[un”/: ]

to‘plamnin /uqori i
g barcha yugori chegaralari to'plamini ¥ orqali, R dagi qolgan barcha
sonlar to*plamini X orgali belgilaymiz. Bunday

. ajratish R da kesim bo'ladi.
Shuni tekshiraylik:

1 5
) E£3 va Ecy dan Y@ kelib chiq
chegaralanganligi uchun uning yuqori che

2) Har bir xe R gqp, y

adi.  Shuningdek, £ yugqoridan
garasi bor. Demak. 1=,

chegara bo‘imayqj. Demak vz:i ) g,a >'uq.0ri chegara bo'ladi, yoki £ ga yugori
bildiradj, » YORLYE X, yoki xe ¥ bo'ladi, Bu esa YUY~ R ekanini

3) Aytaylik
) XEA’ va Vi ; 1. $
YEY bo'lsin, U holda X son £ to‘plamning yuqori

o

abo'lgan biror x.e £ son mavjud. ye }'son

%<y bo'ladi. Bundan ixtivoriy

eng Kichj s adl, ya'ni . Shuni i
hik elementj bo* lganlig; yan ge y, Shuningdek. ¢ son ) ning
Orasida eng |; &l sabablj, 4 son £ tg° ; i
& kichik sop ba‘ladi o - to'plamning yuqori chegaralari
1.26-ta’r' )
if. Yugor:
kichigj, A9rdan ch

Aniq Yuqori che garasj deyilad;.
81 sup - Koty
Uqoridagi p, abj be]"llanad
5 Ul()h 1
elem . 32alar shuni 1o
bt | b gy g g k
of ? a o > to'plamning eng katta
X adi. |y Man olgands 0'sha sop E t'plampi plamning eng
Chegaragj |, Yuqoriq INg aniq yuqori chegarasi
Ning ¢ . an c¢h yuq Cge
sy g zgateg;shh bo'In, J -CE:.aralangan to plammng aniq yugqorl
an, E :[ l lg] my s
3 N G]t 3 kln
O"plamp ; O'plamd, .
o mgamq.uqori Chegarge: 10 sop; Uning eng kat
U1ea tegigh); 5150 ag;, Es=(-g;1 @ elementi va 10 soni bu

to*
Plam uchun syp -1 borlib.

Yuqoridagi misollar uchun supk,=0. supE,=2 bo-lishini tekshirish qiyin
emas.

Agar [ to'plam vuqoridan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda supk=+ec deb
olinadi.

2. Quyidan chegaralangan to‘plam. Avtaylik. ~cR bo'sh bo‘lmagan
to*plam berilgan bo*lsin.

1.27-ta’rif. Agar shunday ¢ son mavjud bo‘lib ixtiyoriy xe £ lar uchun x2a
tengsizlik bajarilsa, u holda £ to‘plam guvidan chegaralangan, a uning quyi
chegarasi deyiladi.

Masalan, [3:+ec) to’plam quyidan chegaralangan. Bu to‘plam uchun 3 va
undan Kichik ixtivoriy son quyi chegara bo*ladi.

['—Z,neN] to‘plam ham quyidan chegaralangan. Bu to'plam uchun 0 va
ixtiyoriy manfiy son quyi chegara bo"ladi.

Demak, quyidan chegaralangan to'plamning quyi chegarasi cheksiz ko'p
bo*ladi. Quyidagi teorema quyidan chegaralangan to*plamlar uchun bo‘lib, 1.25-
teorema kabi isbotlanadi.

1.28-teorema. Quyvidan chegaralangan to‘plamning quyi chegaralari orasida
eng kattasi mavjud.

1.29-ta’rif. Quyidan chegaralangan to‘plam quyi chegaralari orasida eng
Kattasi, uning aniq quyi chegarasi deyiladi.

Aniq quyi chegara infE kabi belgilanadi.

Agar 1.29-ta’rif shartini ganoatlantiruvchi a soni topilmasa, u holda £ to*plam
quyidan chegaralanmagan deyiladi.

Masalan, £ va E: to'plamlar quyidan chegaralanmagan.

Agar E to'plam quyidan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda infE=-c deb
olinadi.

1.30-ta’rif. Ham quyidan, ham yuqoridan chegaralangan to‘plam

chegaralangan to*plam deyiladi.




Masalan, {* fksd .
an, {n'nEN} -barcha to*g'ri kasrlar to*plami. chegaralangan to'plam

bo‘ladi. By to*plam uchun inf{%, neN} =0, .wp{l, neN} -1.
n

Aytaylik, £

kiritsak, y holda [

bo‘ladi,

che nl: e -
garalangan to'plam bo*lsin. Agar infl.-c. supl.-d belgilash

cd| segme AP PP . : .
] segment, £ 10plamni o7 ichiga oluvchi eng kichik segment

.\‘[ashq va masalalar
1-1. 3-xo0ssanj ishotlang.
1-2. 4-xossan; isbotlang.

13,11 l-misoldadagi{

< }\’B k i 1 [tV L
30 ekanliin iy g PRt ugor sinf 4

a eng Kichik element!

1-4, Ratsjong] sonlar t

. o'plami : L
Yuqori sinfj p da eng PlamI Q ning, quyi sinfi
=]

A da eng katta element.

kichik ele
S me x
ekanligjp; isbotlang, it bor bo lgan (A, B) Kesimi mavjud emas

’ v 101Nt 1< ane.
IT Sonp;j inligini isbotlang
on . Ing |k "
eka"hglm 1sbot] Ekvadrahga leng hot .
g £ b0%lmasa, u holda v/n irratsional

1-12. Avtaylik a va /8 hagiqiy sonlar berilgan bo*Isin. Agar ixtiyoriy € musbat
son uchun quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi s, s ratsional sonlar topilsa: 1) s <
a<s'; 2)s<p <s533)s' —s < e uholdaa = bo'lishini isbotlang.

1-13. ¢g, @y @5 ... @, ... cheksiz o'nlik kasr biror a haqigiy sonning ifodasi
bo*lishini isbotlang.

1-14. Haqiqiy sonlar to'plamida Arximed aksiomasi o'rinli ekanligini
isbotlang.

1-15. 1.28 teoremani isbotlang.

1-16. Quyidagi teoremani isbotlang. @ = supE bolishi uchun quyidagi ikki
shartning bajarilishi zarur va vetarli: 1) ixtivoriv x € E uchun x < a; 2) ixtiyoriy &
musbat son uchun shunday x" € E topilib. x' = a — £ bo'ladi.

1-17. X to*plam uchun inf X, sup X ni toping. bu yerda

a) X = {1,%,%, ...,-1-, } b)X = {0,%,%,...,1 + (_1)“,...};

n

1
3n

; RiE N}.

1-18. X to‘g'ri kasrlar toplami. ya'ni X = {z— r<gq, pqE N} bolsin. Bu
to'plamning chegaralanganligini, eng katta. eng kichik elementlari yo*q ekanligini
isbotlang. inf X, sup X ni toping.

1-19. Aytaylik, X, Y haqigiy sonlarning bo*sh bo'lmagan chegaralangan
to'plamlari, X + Y esa barcha x + y. bu yerda x € X, ¥y € Y, ko'rinishdagi sonlar
to‘plami bo‘lsin. X + ¥ chegaralangan to*plam va inf(X +Y) = infX +
infY; sup(X +VY) =supX + supV ekanligini isbotlang.

1-20. Aytaylik, X, ¥ nomanfiy haqiqiy sonlarning bo*sh bo‘Imagan
chegaralangan to*plamlari, X - Y esa barchax -y, buyerdax € X,y €Y,
ko‘rinishdagi sonlar to*plami bo*lsin. X + Y chegaralangan to*plam va
inf(X -Y) = infX -infY; sup(XY) = supX - supY ekanligini isbotlang.

[-21. Aytaylik, X, Y haqiqiy sonlarning bo*sh bo‘lmagan chegaralangan

to‘plamlari, X — Y esa barcha x — y, bu yerda x € X, y € ¥, ko‘rinishdagi sonlar




to‘plami bolsin. X — ¥ chegaralangan to‘plam bo*ladimi? Bu to*plamning anig
quyi, aniq yuqori chegaralari hagida nima deyish mumkin?

1-22. Aytaylik, X haqigiy sonlarning bo'sh bo Imagan chegaralangan

to‘plami, — s i ‘
P X esa barcha —x, bu yerda x € X, ko'rinishdagi sonlar to*plami bo*lsin.

—-X che ; ‘ladimi
garalangan to*plam bo* |adimio Bu toplamning aniq quyi, anig yugqori
chegaralari hagida nima deyish mumkin?
1-23, Aytaylik, X, Y hagiqiy

| . sonlarning bo‘ Sh 'D(‘)'ll]lagfln Io‘pl;j[nl;‘ri l)()'iil3.
quyidagi shart|ar bajarilsin:

4 ixtiyoriy R
b -y YXEX, IXUyoriy y € ¥ uchun x < y tengsizlik o'rinli:
IXtiyoriy £ > 0 5 -
mavjud, n uchun y, — Xe < é&bo'ladigan x, € X,y, €Y
SUpX =

; infX ckanligin; ko‘rsating.
- 4.Ixtiyoriy X

ERu (| =
1-25 Ixtiyoriy g5 ;hu“ Xl = | - x| va ~Ixl=xs]x] bo'ladi. Isbotlang,
s ~V Uchun |xj<g vy
92310 teng kycp; b

126.Ikki 5

. TUx<a (x<a va —a<x<q) tengsizliklar
0'ladi, Isbotiang_

N yig'indisin;

. ‘ Ning | .
Wmatlari yigtingi & absolyut giymayi

va shu sonlar absolyul
hl.ll’\ !.‘H-};Ishlﬂ:_l}:L

munos

abat o°rinlj, |
‘ . Isbotlane.
Xossa qo shiluvchiiam i

Ing soni ikkitadan ortiq bo*lgan holda

. e, lsbotlang.
Ning abgg)

YUt Givmat vn . i
Ymati va shy sonar absolyut giymatlar!

rinli, lsbutlang.

,}ERlarthUn Ixyl _ l |
= |y|.

[¥] bo‘ladi. Isbotlang.

oriy Xyep
v
Ay £ Uchup lil = Ix
y
1

[

I bo*ladi. Isbotlang.

0[s
132, Barey 2 % Wholdq 1 2 .
tengsig] AN N v, iXtive s lb~q| la| Ckanhgini isbotlang.
12lik o¢rip; bolag Yoriy g, lar e
ng, Q" > 1 + na

11 BOB. HAQIQIY SONLAR KETMA-KETLIGI

1-§. Ketma-ketliklar haqida umumiy tushunchalar

1. Ketma-ketlikning ta’'rifi. Ketma-ketliklarning berilish usullari

2.1-ta’rif. Har bir natural son n (n € N) ga biror qoida bo'yicha x, haqiqiy
son mos qo‘vilgan bo"lsin. U holda

L T o M, B (N

sonli ketma-ketlik berilgan deyiladi va bu ketma-ketlik {x,} ko'rinishida belgilanadi.

Xy, X3, X, sonlar, mos ravishda, (1) ketma-ketlikning birinchi hadi. ikkinchi
hadi va n-hadi deyiladi.

X, ketma-ketlikning wmumiy hadi deb ataladi.

Sonli ketma-ketliklar turli xil usullarda beriladi. Shu usullardan ayrimlarini
keltiramiz.

1. Ketma-ketlikning wmumiv had formulasi bilan berilishi. Bu usulda »-
hadning qiymatini shu hadning tartib nomeri bilan bog‘lovchi formula beriladi.
Umumiy had formulasi yordamida ketma-ketlikning istalgan hadini topish mumkin,

ya'ni bu formula ketma-ketlikni to*la aniqlaydi.

; ; ; ; -1t " p
2.2-misol. Umumiy hadi x, = }, bo'lgan ketma-ketlikning dastlabki
) > g
to*rtta hadini yozing.
(-1t

Yechish. Umumiy hadi x, = bo'vicha sonli ketma-ketlikning
dastlabki hadlarini topish uchun unga tartib bilan n = 1; 2; 3; 4 qo’yamiz. Natijada
quyidagi hosil bo‘ladi: 1, —i,é, g
2. Ketma-ketlik o'z hadining tartib nomeri bilan shu hadning qiymati
orasidagi moslikni so'zlar orqali ifodalash yordamida berilishi mumkin. Masalan,
har bir toq natural songa 3 ni, har bir juft natural songa esa 5 ni mos keltiramiz.
Natijada 3, 3, 3, 5. 3, 5, 3. 5, . . . cheksiz sonli ketma-ketlikka ega bolamiz.
Uning umumiy hadini bir nechta formula bilan, masalan x,, = 4 + (=1)" yokix, =

4 + cosmn formula bilan berish mumkin.
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3. Ketma-ketlikning rekurrent usulda berilishi. Agar ketma-ketlikning
dastlabki bitta yoki bi i beri
h 1tta yoki bir nechta hadlarj berilgan bo'lib, keyingi hadlarini shu berilgan
adlar yordamida topish imkonin; i :

yordamida topish imkonini beruvehi formula (rekurrent formula) ko rsatilgan

bolsa, ketma-katlik rekurrent usulda berilgan deyil

. adi. (Rekurrent so'zi lotin tilida
qaytish degan ma’nop; beradi)

2.3-mj =
misol. a,=3, a=2"a,.,-4 (n22) bo'lsa. !

. ds} ketma-ketlikning a-~ s aq
hadlarinj toping, - | N

Yechish. B
- Buyerda ¢ <etli .
uchun rekurrent f, yerda {a,} ketma-ketlik rekurrent usulda berilgan. «; 3 bo*lgani
nt fo = k ;
4=60; g ,~7* ”nu!aa,,—?'-an.]-"r B2 as0san a;=22 q,-4=4 3-4=8: ¢,=2% 1--4-8 8-
TR - ca=2%a;
44~K 454=16-60-4=95¢ ckanligini topamiz
- Netma-ketjk i .
Jadval vol ckotrinia:
yoki grafik ko rinishida berilishi ham mumkin. Ketma-

gi dj
& diskret nuqtalg, to*plamidan (S-rasm)

discretyg _ iborat bo*ladi (lotincha —

uzlukli, alohiqy qismlarda
Quyida birinch;
berilishini keltiram;,

N iborat),

Misoldagi ketma-keqgiy - -
na kctllknmg Jadval usilida va grafik usulida
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2.4-izoh. Agar ketma-ketlikning dastlabki bir nechta hadlari berilgan bo*lib.
keyingi hadlarni berilgan hadlar orqali ifodalash usuli aytilmagan bo‘lsa, bu
hadlarning berilishi ketma-Ketlikning to°liq aniglanishi uchun yetarli bo'lmaydi.
Masalan, 3 5; 7; ... ketma-ketlikni 2 dan katta toq sonlar yoki 2 dan katta tub
sonlar ketma-ketligi sifatida, shuningdek, x,=2n+ 1+ sinm formula bilan berilgan
ketma-ketlik sifatida ham garash mumkin.

2. Chegaralangan ketma-ketliklar. {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

2.5-ta'rif. Agar {x,} ketma-ketlik uchun shunday bir @ haqiqiy son topilib.
barcha # natural sonlar uchun x,2a, (x.<a) tengsizlik bajarilsa, {x,,} ketma-ketlik
quyidan (vugoridan) chegaralangan deyiladi.

2.0-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik uchun ikkita @ va b haqiqiy sonlar topilib,
barcha » natural sonlarda «=<x,<b tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlik
chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.

2.7-misol. x, = :::: ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik ekanligini
isbotlang.

Yechish. Barcha » natural sonlar uchun quyidagi tengsizliklar o‘rinli:

_ =1 SN0 . o n-1 S_nle
Toonel o on+l T " n+l on+l

Demak, 0<x,<1 tengsizlik barcha » natural sonlarda o‘rinli. Bu esa {x,}
ketma-ketlikning chegaralanganligini ko*satadi.

2.8-teorema. {x,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lishi uchun shunday M
musbat son topilib, barcha » natural sonlar uchun |x,| < M tengsizlik bajarilishi
zarur va vetarli.

Isbot. O Zaruriviigi. {x,} ketma-ketlik chegaralangan bo'lsin. U holda « va
b haqiqiy sonlar topilib barcha n natural sonlar uchun a < x,, < b tengsizlik
bajariladi. M = max(|al,|b|) deb olsak, u holda barcha n natural sonlar uchun
—M < x,, < M yoki |x,| < M bajariladi.

Yetariligi. Agar {x,} ketma-ketlik uchun M musbat son topilib, barcha »n

Natural sonlar uchun |x,| < M tengsizlik bajarilsa, u holda {x,} chegaralangan
25
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Kettiaketlile tnits i s
tma-ketlik bo‘ladi. Buni ishotlash uchun chegaralangan ketma-ketlikning 2.6-

@rifida a=-M, b= M gep olish yetarli. ¢

2.9-misol. = A
b} = (=1 + nzop Ketma-ketlikning chegaralangan ketma-
ketlik ekanliginj isbotlang.

Yechish, - 8 .
-8-teoremadan foydalanamiz. lxp| = [(=1)" + _n’? <
. ne+
(o P
nliq nzsp = L+ 75 =2 munosabatlardan ko'rinadiki. barcha
h natural son|arqd
a Ixnl < 2 tengsizli i
< ngsizlik o*rinl; ‘
Ketlk ckap, gsizlik o*rinli. Demak. {xn} chegaralangan ketma-

ketlikning barcha hadlarj b

ror kesma ishli bo: i
gategishli bo'lsa. y chegaralangan bo'ladi.

Hagiqatan py
. M, {xn} ketma-kegfk e
tegishlj bo‘lsa, y holda jxt a }‘e“‘k“mg varcha hadlar bir

iyori or [c,d] kesmagd
or1
Y 1€ N uchun x, ¢

d T
tengsizlikky €2a bo'la (¢, d] bo*ladi. Bundan ¢ < x» <

bildirag; Miz. Bu esa (y 3 1 . jgini
adi, {xn) l\‘llmﬂ-ketllkning chegaralanganligint

sbat i ili
soni uchyp shunday n nomer topilib.

ketma-keq); iladi
cheg ) Ketma-ei chegaralanmagan deyilad!

geometrik ma'nosi - quyidagidan

5 . a Olma Aile
tror hadin g ge, ylik, by kesmaga tegishli bo*Imagan
11~misq] U ISatish Mumkjp, }
Chegary) Uiy hag; ‘
= an ganlj X, =3n +2

bo'lgan  ketma-ketlikning

Ketma-geyi

! S Nin C i
bitta x, Viudligj oM Uchup LA M y hegara]anmaganligini ko"rsatish
Ix, | M Kot g engsizlikp i

nl S Ush yetayy;. Ra kni qanoatlantiruvchi kamida
eka ilag; Vshanki

A8 = [M] + 1 deb olsak,

k :
Clma-ketljk chegaralanmagan

a 3 bﬁ]’i lgan

2.12-ta’rif. Agar ketma-ketlikning ikkinchi hadidan boshlab. har bir hadi
o'zidan eoldingi haddan katta (kichik) bo'lsa. va'ni x,.; > X, (¥, < x,) shart
barcha natural » sonlar uchun bajarilsa, {x,} ketma-ketlik o swvchi (kamavuvchi)
ketma-ketlik deviladi.

Ketma-Kketlikni o°suvchi yoki kamayuvchi ekanligini aniglashda x,., — x,
ayirmani, voki ketma-ketlik hadlari bir xil ishorali bo'lganda t:—1 nisbatdan

T
foydalanish mumkin.

2.13-misol. x,, = 3n?® ketma-ketlik o'suvchi ekanini isbotlang.

Yechish. x,.; — x, avirmani qaraymiz: X,,; —x, = 3(n+1)3 = 3n% =
3(3n* + 3n + 1). Bu ayirma » ning istalgan natural givmatida musbat bo*ladi. Shu
sababli. barcha » natural sonlarda x... ;... ya'ni {x,} ketma-ketlik o'suvshidir.

2.14-misol. Umumiy hadi x, = % bo'lgan ketma-ketlikning kamayuvchi

ckanligini isbotlang.

Isbot. Bu ketma-ketlikning hamma hadlari bir xil ishorali bo*lgani uchun 22
Xn

. . . W 12 n " _ s
nisbatni baholayvmiz: ; UL A o < 1. Ketma-ketlikning barcha hadlari
n ;f

musbat bo*lgani uchun, barcha natural n larda x,,, < x,, tengsizlikka egamiz.
Demak. {x,} kamayuvchi ketma-ketlik ekan.
2.15-ta'rif. Agar {x,,} ketma-ketlik uchun x, .1 = x, (Xp+1 < x;,) tengsizlik

barcha » natural sonlarda bajarilsa. {x,} ketma-ketlik kamaymavdigan

(0 smavdigan) ketma-ketlik deyiladi.

_ 1
Masalan. 1:2; 2;2; 3 3; 3 4: 4: 4; ... ketma-ketlik kamaymaydigan, 1,21

[ B - ikdi

2333 b ; : - ketma-ketlik esa o*smaydigan ketma-ketlikdir.

Har qanday o‘suvchi ketma-ketlik kamaymaydigan ketma-ketlik bo‘lishini.

har qanday kamayuvchi ketma-ketlik esa o'smaydigan ketma-ketlik bolishini
eslatib o'tamiz.
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; cetliklar (umumiy
O‘smaydigan ketma-ketliklar va kamaymaydigan ketma-ketliklar (

nom bilan) monoron ketma-ketliklar deb ataladi.

+ S ikka tek<hirine
2.16-misol. x =" ketma-ketlikni monotonlikka tekshiring.
toam=

re

: n+2  pa] 3 reTh ine barcha
Yechish, Koy =X, = T ;<0 tengsizlik n ning
2n+1 2p-| 4™ —|

natural qiymatlariqa o'rinli. Demak

T o ex, tengsizlik
» IXtyoriy n natural son uchun x, =X leng
o'rinli. Bundan, {x

n} keima—ketlikning kamayuvchi ekanligi kelib chiqadi.

£ cetlikning

2.17-miso), Umumiy  hag; X, = (1 4 l)n bo'lgan ketma-ketlikning
n

kamayuychj ekanligin; isbollang.

Yechish, , 2 2 deb, Zn_ nisbaming 1 d
Tn-1

an kichikligini ko'rsatish yetarli.
n+1
X, (1 + l)
.

n
n 1+% 1 1.\ 1 -
T =R e AR
(1+n“—:—1-) 1+;l—-___T n n

1 n 1 n n

— — 1
t (-2 (e ) ~-3) <
engsizli
Nesizlikdan, {xn} ketma-kctlikning kamayuvchi e
lengsizligiga ko‘ra

tengsizlikdan foydalandik (Bernull

: . -erda
kanligi kelib chiqadi. Bu yer
Berny|); o ) ] L i
0°rin|j bo‘]gan (1 +_]_) > 14 i =
o7

! tBn,gsu:alig,i).
Demak, [(1 + _1_)ru~1
T } kamayuvchi ketmg ketlik.
)k 5hq va Masalalg .
n etma-ketlikn;n
gd Stl 1 s
2~1.xn < abkj tq Mta hadip; Yozing (| 6)
3.3, G g = g +2n 4 3
24 X. — N+1
25 *n = gipm n?
: 26, x
{n]' ketma_ etli 4 &= “'1, xn = —n \'n—l
m Miy hadini fo Astlay

1
L 2 2-8.1.7
el 4
57

2:9.2, 11

st
L | e

1L 2:10, —1,2,~34, =5
REW

§ e

ikni : anlikka tekshiring(11-16):
{xp} ketma-ketlikni chegaralanganlikka tekshir g

1T %, = {wij%, 212:%, = n® + 2n.
== i = 4
n+1
2-13.x, = —Inn. 2-14. x,, ==
Lagarn = 2k
el =16 %, = [YF agarn = 2k + 1.

certlik “Is Ida a)
2-17. Agar {x,} va {yn} chegaralangan ketma-kertliklar bo'lsa. u holda :
- & =¢ n =

cetliklarnine che langan ekanligini
g ;e " Yn} Retma-Ketliklarning chegara g g
['Yl’i + yn}: b) {ln - yn} ) {'Tn n} ketm:

isbotlang,

ikkita chegaralane; xetma-ketlikka misol Keltiringki.
2-18. Shundav ikkita chegaralangan ketma-ket

ularning nisbati chegaralanmagan bolsin.
Quyvidagi kc!ma-kclliklnrning chegar,

2-19. %, =vn2 +1

alangan ekanligini isbotlang (19-22):

—-n. 2-20.x, = In(n + D -inn.
221 x,, = 3ot F2oxy =T S o,
22l x, = ni+q”

{x,} ketma-ketlikni monotonlikka Iekshiring (23-25).

n
= 2-2d. % =" _
2-23.x,, = sinn. 2-24. x,

3n-2"

2:25. % = P, (n 2 2) bu yerda pP,, — birlik doirag

ga ichki chizilgan
muntazam 2n-burchakning perimetri.

_ . _ 3
2-26. Rekurrent formula bilan benlgan ushbu YN=1L% = ;——? ketma-
n-1+
Ketlikni chegaralanganlikga. monotonlikka tekshiring.

2-§. Yaqinlashuychj Ketma-Ketlik ], Va ularning Xossalari
1. l\'etma~kcllikning limitj, y

muhim tushunchaj

aqinlashuycpj |
aridan biri-limit Wshunchas; bi



Umumi ix, = ni 2 [
iy hadlari x, = 2 + = Va¥n =2n—1bo'lgan ketma-Kketliklar
berilgan bo‘|si m i
g Isin. Bu ketma-ketliklar hadlarini sonlar o*qidagi nuqtalar orqali

tasvirlaylik (mos ravishda 6- va 7-rasmlar)

X %y 2y 1
L2-€ l l i 2+¢
M—- -
v 1 3295 3 x
343
G-rasm
N
3 5 - &
Chiz;nadan - T-rasm
% O°Tinadiki; birinep:
.. ' » DIrin ; 1
90 yiglaghjp,» boradj chi {x,} ketma-ketlik hadlari 2 nuqta atrofida

, ikkinchi )

Nugtagi {J"n} kelm ~Ketlhik 1 18
qasi” yoq, Bunday hojlar, a-ketlik uchun bunday “qo‘yiglanish

aytadilar: {x,} ketma-

tug‘ilagi; ¢
onlar giq; :

o Gidan olingap, tayin nuqta berilgan ketma-
b0'113h~bo‘lmas |
N yangi
lHHE, A, o
ra “illip Sonlar o¢qjgq i

Sm) g MUGtaning ¢ o, o, e

ro
fi, & esy atrofning

anish ny i
savolgajavob beri el

2.18.
interyy| (8-

sh uchy ligini Qanday bilish mumkin? Bu

m ati
atemajk atamg Kiritamiy

Musbat son bo*lsin. (a-£.a* €)

radiusi deyiladi.

£ Mumk;y,
atama o

Matematikada “ketma-

miga t
Ketma-ketlikning limiti”

2.19-ta’rif. Agar ¢ nuqtaning ixtiyoriy tanlangan atrofida ketma-ketlikning
biror nomeridan boshlab barcha hadlari yotsa, a soni ketma-ketlikning limiti
deviladi.

a soni {x,} ketma-kKetlikning limiti ekanligi simvolik ravishda ;];an?o X, =a
ko‘rinishda yoziladi (o*gilishi: {x,} ketma-ketlikning n cheksizga intilgandagi limiti
a gateng), bu verda /im lotincha limes so*zining oldingi uchta harfi bo'lib, o*zbekcha
marra, chek ma'nosini bildiradi.

Yugorida avtilganlardan. agar {v,} ketma-ketlik limiti @ ga teng bo'lsa, u
holda a nugtaning ¢ atrofidan tashqarida {x,} ketma-ketlikning faqat chekli sondagi
hadlari bo"lishi mumkinligi kelib chiqadi.

Yugoridagi ta'rifni tahlil gilamiz. Avtaylik lim x,, = a bo’lsin. (a-€,.a- &)

n—ow

intervalni, ya’ni @ nuqtaning &; atrofini qaraylik. Ta’rifga ko'ra shunday #n; nomer
mavjudki, bu nomerdan boshlab ketma-ketlikning barcha hadlari a nuqtaning ¢,
atrofida yotadi: x, € (a—g,.u+g)). X, 1€ (@—g.a+g). X, € (@—€.a+g), ...

Agar (q-£,a- &) intervalni, bu yerda 0<e:<e,, olsak, ya'ni atrotning radiusini
kichiraytirsak nima bo‘ladi? Bu holda ham shunday #n: nomer mavjudki, bu
nomerdan boshlab ketma-Kketlikning barcha hadlari @ nuqtaning &: atrofida yotadi.
Ammo bu nomer avvalgidan Katta. ya'ni n->n, bo’ladi. Har bir atrof uchun o*zining
nomeri mavjud bo*ladi.

Agar x_€ (a—¢g,a+¢) bo'lsa, u holda
a-g<x <a+e<>-£<y, —a<e<>x,—al<e bo'ladi. Yuqorida aytilganlarni
e’tiborga olib 2.19-ta’rifni quyidagicha bayon gilish mumkin.

2.20-ta’rif. Agar ixtiyoriy musbat ¢ son uchun shunday #, nomer mavjud

bo‘lsaki, barcha 1> n, da
|x,, -d|<e W

tengsizlik bajarilsa, a soni {v,} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Agar {x,} ketma-ketlik « limitga ega bo‘lsa, bunday ketma-ketlik

Yaginlashivehi ketma-ketlik deyiladi.




{xa} ketma-ketlikning hamma hadlari bir xil ¢ songa teng. ya'ni umumty hadi

X, =a bo'lgan

o, d, d, d, ,
ketma-ketlikni : i
-ketlik ) avlile . - :
ni tekshiraylik. Bu ketma-ketlikning limiti o°zining ¢ umumiy hadiga

teng, va'ni |j i
s, <= Fim s . Swp D . 5 n
limx, = lima - a, chunki ixtivoriy musbat (kichik) & son uchun
nomerning b [
are 'matlar )
g barcha giymatlarida X, -d=a-a<¢& tengsizlik hammd vaql
bajarilaveradi !
eradi. ny nomer sifatida i ‘
. mer sifatida is é ol . 5
songa bog*| ifatida istalgan natural sonni olish mumkin va 1 g
S og'liq bo'Imaydi. s i m
- - ]- maydi. Shunday qilib, o*zgarmas ketma-ketlikning limiti S
ma-ketlikning hadiga teng

Shunga o*xshash {x
Qtymatlarni gaby| gilib, ke
Ketma-

n) kc‘ma'km”k"i“‘a’ dastlabki bir nechta hadi urlicha

ketlikning limj Yingi hamma hadlari bir xil ¢ songa teng bo*lganda .
3 1 V .-
g limiti g ga teng bo*ladi. Masalan

.4 dod -

111
2;3,2,3,3,3,3 ...,3, e

'

kctma-ketlikning limiti 3

Ea Ieng y § . -

i » Yan lj s e B am ¥ (adi chunkl
ixtiyoriy £ myg _ aol Xn = lim 3 =3 bo ladi, ch

al sonj uchun 3 e

Hp= bO"

hamma vaqt bajarilad; lganda x, - 1‘ =3-3<¢ lcngsizlik

ning ge .
ometrik N
ik ma’nosinj aniqlaymiz.

holda q an, agar
uqtan; ond Ketmakemn. i
hadlarj 1 fl Mg e atrofidan tashqarig ") Ketmarkeli limiti @ ga teng bo'lsa, !
) : lishj mumkinligi kelib chiqaz.{xn} ketma-ketlikning faqat chekli sondagl
]-mile 1.
Umumi
. y h .
Yaqinlashishiy; ” adi x, = _n_ bos
Y SWotiang, n+2 0'lgan ketma-ketlikning 1 g2
echigh Bun; ; &
e iy Uni isbotlagh uchun ixgiyae
\ N Y ng Nomernj _— Yoriy olingap —— L
n+2 1\ <et s Mumkip; at (kichik) & songa

engsizlikni

iy g zhkmng bajarilishini kot
ning uchyp dastlap "

n+2 -1 i

n 2 5 3 T : . 2
= 1[ =% Endi — < ¢ tengsizlikni n ga nisbatan vechamiz: n >=—2.
n+2 n+2 n+2 = = £

Bundan ny = E - Zl deb olish mumkin, chunkin > % —Z = E = 2] = Ny

2 g
Shunday gilib. ixtiyoriy & musbat son uchun shunday ng = l} - 2] nomer topilib.

n

n > n, bo‘lganda |x, — 1] < - 1l <& tengsizlik orinli bo'ladi. Demak,

n+2

" s, . . n
ketma-ketlik vaginlashuvchi va lim —— = 1.
n

—coN+a

Agar E - 2] < 0 bo'lsa, n, = 1 deb olish yetarli.

Shunday qilib. berilgan sonning ketma — ketlik limiti ekanligini isbotlash
uchun quyidagi harakatlarni bajarish kerak:

) |x, — a| ayirmani tuzish;

) |x, —a|l <¢ tengsizlikni n ga nisbatan yechish:

3) kerak bo'lsa, tengsizlikni baholashdan foydalanish;

4) tengsizlikni ganoatlantiruvchi biror natural 1y sonni topish;

5) topilgan uchun ketma — ketlik limiti ta'rifining bajarilishini ko'rsatish.

Limitga ega bo'lmagan ketma-ketlik uzoglashuvchi deyiladi.

Bu degani har qanday a son olsak ham shunday & > 0 son ko‘rsatish
mumkinki, ixtiyorly ny nomer uchun 1 > ng bo'lganda |x, — a| = € tengsizlik
o‘rinli bo*ladi.

2.22-misol. Umumiy hadi x, =n bo'lgan ketma-ketlik uzoglashuvchi
ckanligini ko*rsating.

Yechish. Teskaridan faraz qilamiz. Ketma-ketlik yaqinlashuvchi va uning
limiti a ga teng deb faraz qilamiz. U holda & musbat songa ka‘ra shunday 1, nomerni
topilib, n > n, bo'lganda |n—al <¢ tengsizlik, yami a—e<n<a+é¢
bajariladi. Ammo a + ¢ dan katta bo‘lgan ketma-ketlik hadlari cheksiz ko'p. Bu
ziddiyat farazimizning noto'g'ri ekanligini. ketma-ketlikning uzoglashuvchi
ekanligini ko*rsatadi.

2.23-misol. Umumiy hadi x, = (——1)"+1 bo‘lgan ketma-ketlikning

Uuzo y . o ek e .
qlashuvchi ekanligini korsating.



Yechish. Aytavlik ] : . .
Aytaylik, bu ketma-ketlik yaqinlashuvchi. va'ni u biror « limitga ¢ga

bo'lsin. Avval 4 limitning 1 ga teng bo'|

almasligini ko'rsatamiz. Buning uchun 1
nugtaning (1,3)
2’2

atrofni ratarl; - . -
ofni qarash yetarli, By atrofning tashqarisida ketma-ketlikning

ChEkSiZ ko‘P hadl . .
ari ; R _ _
o*hshash - mavjud. Demak. | ketma-ketlik limiti bo'lmaydi. Shunga
-1 ning ham k e e
lvags—q ; retma-ketlk limit bolmasligini ko*rsatish mumkin. Endi @ #
=1 bo'lsin, A ; _
oldab s ¢ deb min(ja - 1, la + 1]) dan kichik musbat sonnt
‘ adunuqtaning atrofida ketma-
aning ketma-

(...1)n+

olsak, uh
b ketlik hadlari mavjud bo" Imaydi. Bundan
etlik limitj emasligi kelib chiq

1. adi. Shunday qilib, umumiy hadi X, =
bo ]ga_n ketma ¥ q . 3 n

-ketlik uzoqlashuvchj.
- 2, Yaqinlashuvchi Ketma-ke
«4-teg i \

rema, Yaqmlashuvchi ketma-ketlik

ISbOt B
. 0 u 1(3(] [ i ( S
“ytaylll\, (xn} kﬁ'.lllla-kellik

t[ikning xossalari
fagat bitta limitga cga bo*ladl.

1 usuli bilan isbotlaymiz.

I. _ ) 2 2 . i
ANX =q, limy =} @ va b ol limitlarga  ega. yanl
A n Oy (a;&b) bO‘lSi]] U S = J
n va p +¥ holda ixtiyoriy ¢ >0 son uchun shunday
1 no
1 Nomer] ; 1
r Mavjudki, 5« n b
1 00 ‘ganda a-x 5 “Jeanda
b g <& » < hamda n > n, bo'lgandd

< bo'l

0*lad; —
. - adi; p NOmern; ova p
ik i
kala tengsizlik baj ariladj-

dan k i ’
katta qilib olinsa, > n, bo*lganda

la-x|< &

Undan p5,, S X, - <8

Hy bo’lganda - 2

la-p|

Sla~yy ‘
Demak =) ()-.."b)‘S a— _wx e £ &

bo‘l;  Maniy b()‘lmaa ’ = 2 * é -
Olishi kerqy gan gy <

Buﬂ SOn iXti r

day son €sap Yorly mughay ¢ sondan kichik
Olgaler\g nda

8"

a’ni let— 3 '
b=0 YOki a = b bolishi kerak.

E_J

Bu teoremani geometrik usulda quyidagi isbotlash mumkin. Faraz qilaylik.

a=h, aniglik uchun a< b bo‘lsin. a va b laming €=

— atroflarini qaraymiz. {{a.€)
b

va ((b.) atroflar umumiy nuqgtaga ega emas (9-rasm).

WHa.8 b, 9
i &}

\ a 4 b

T~
~

9-rasm

a nugta {x,} ketma-ketlikning limiti bo-lganligi sababli Uf{a.) ning
tashqarisida ketma-ketlikning faqat chekli sondagi hadlari mavjud. Demak (b.¢)
atrofda {x,} ketma-ketlikning cheksiz ko'p hadlari yotmaydi. Bu esa b ning {x.}
ketma-ketlik limiti ekanligiga zid. Shunga o'xshash, agar b {x,} ketma-ketlikning
limiti bo‘lsa. « ning limit bo'lalmasligini ko‘rsatish mumkin. Demak,
yaginlashuvchi ketma-ketlik limiti yagona bo*lar ekan.

2.25-teorema. Yagqinlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan bo'ladi.

Isbot. O lim x, = a bo'lsin. Yaginlashuvchi ketma-ketlik ta’rifigako‘rac =
n—ow

1 uchun, shunday n, nomer topilib, barcha n > ng laruchuna =1 <x, <a+1
bo'ladi. Agar M= max(|x; |, [xz], ., [Xn,|. & = 1], |a + 1]) deb olsak. u holda
ketma-ketlikning barcha hadlari uchun |x,| < M bo'ladi. Bundan esa berilgan
ketma-ketlikning chegaralangan bo-lishi kelib chiqadi. ¢

Lekin 2.25-teoremaga teskari teorema umuman to*g'ri emas, ya’'ni har qanday
chegaralangan ketma-ketlik limitga ega bo‘lavermaydi. Masalan, 2.23-misoldagi
umumiy hadi x, = (=1)""' bo‘lgan ketma-ketlik chegaralangan, lekin
uzogqlashuvchi.

2.26-misol. Teoremadan foydalanib umumiy hadi x,, = ﬁ bo‘lgan ketma-

ketlikning chegaralangan ekanligini isbotlang.
Yechish. Avvalgi punktda (2.21-misol) bu ketma-ketlikning yaqinlashuvchi

ekanligi ko‘rsatilgan edi. Demak. yuqorida isbotlangan teoremadan uning

chegaralanganligi kelib chigadi.




Xuddi shuningdek. lim y, = b va b<r bo"lgani uchun shunday n; € N son
n—oo
mavjud bo'lib, #>n: bo*lganda v,<r bo*ladi.

Agar n,~max{n;, n-} deb olsak, u holda m>n, tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha n larda, bir vaqtda v,<r va x,>r tengsizliklar o'rinli bo*lib qoladi. Bu qarama-
qarshilik farazimizning noto*g'ri ekanligini ko'rsatadi. Demak. a<b. ¢

2.33-teorema (Oraliq ketma-ketlikning limiti haqidagi teorema). Agar
barcha ne N larda x,, < y, < 2, bo'lib, lim x,, =a va lim z, =a bo'lsa, u

n—o mn—o
holda lim y, ham mavjud bo'lib. lim y, = a bo'ladi.
n-—ow n—o
Isbot. O Aytaylik. lim x,, = @ bo‘lsin. Limit ta’rifiga ko'ra ixtivoriy £>0
n—oo
uchun shunday n, € N son mavjud bo‘lib, n >n, bo'lgandaa —e <x, <a+¢
bo*ladi.
Xuddi shu kabi, lim z, = a dan, shunday n, € N son mavjud bo"lib, m>n;
n—o
bo‘lganda a — ¢ < z, < a + £ tengsizliklar o'rinli bo*ladi. Agar ny = max{n,, n,}
deb olsak. u holda n > n, tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha n € N larda
yuqoridagi tengsizliklardan @ —& < x, <y, =2, <a+té, yani a—&<y, <
a + ¢ kelib chigadi. Bu esa. {y,,} ketma-ketlikning yaginlashuvchi bo*lib, lim y, =
n—a
a ckanini bildiradi. ¢
Mashq va masalalar

Ketma-ketlik limitining ta'rifidan foydalanib, tenglikni isbotlang (27-29):

3n+2

2-27. lim = 3.
n—m N+l
Y 4n-1 4
2-28. lim ==
n—+oo 5n+2 5

2-30. 2.29-teoremani @ < g bo‘lgan holda isbotlang.
2-31. Agar {x,} ketma-ketlik 0 dan farqli songa intilsa. u holda biror

nomerdan boshlab ketma-ketlik hadlari absolut qiymati biror r > 0 sondan katta
bo‘ladi.
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2-32. Apar biror nomerdan boshlab x,, Yo bothb, hm x,, = a va
r!ln] Xn = b bo*lsa, y holda 4 A bo'lad; Ishotlane

2-33. Agar biror nomerdan boshlab x,, < v, bo'lib. lim v, =a va
,!'{7‘]‘ Yn=b bo'lsa holda a < ¢ bo*ladj Isbotlang

3-8, Y:n|inl;|shm'chi ketma-ke
I. Ketm

Aytaylik

thiklar ustida arifmetik amallar

:|~k(-|liklar ustidg arifme

s {xn) va {Vn} ketm
2.34-tarif. |

tik amallar

a-ketlik lar berilgan bo'lsin.

Jshby

Xy + s o
PT YL X, + Yaoois X + y, .,

xl -}’], Xz ~ V.,

P Xy — ,ynl
. 1Y X2V, e X Vs oo,
'—!_‘ fﬁ xl‘i
B4 ’ N '
. : . o O #®0,n=12.)
l\Clll'la-kct]iklar mos ry o

Vishda fx.1 ; .
) Yo ova fyon 1L, . e ,\-!r]nﬂbl.
ko Paytmasj y, Nisbhy o kuma—l‘uh“"m“lg yig'indisi, a)

Li deyiladg;

5 va {y U k'.lbi
bCIgllanadi- { 5 +y,,}, {-Tn - yn}. {—Tnyn}- {;:}
Yaqinlash
uvchj
e \td“ kctma-kcthkmng arifmey; o
——y e metik amg|ar bilan bog-liq xossalarl
Wi % kichij ketma-keq: "
etliklar v, ularning  xossalat
Ch |
Ny eksiy Ichijl ketma-kellikl
=9S-ta’rir :
gar |j
u * {@n} cheksi, Kichik ketma-ketlik
NI quy;
X q Yidagich h @’rif,
nyony E> - bO‘lad‘
1
T o 1 D uchyy, Shup
nl <g tengmzlik Orinyj by S o -
36-rnisol . lbo‘lsa, o ch Mavijy bo‘lib, barcha n >
0 ‘ .y ehsi- kich; z '
a-Ketlik liginj ; la, = = bo‘lgan ik f'cu.-;m-kezlik deyiladi.
|sbotlang. ketma_k

etlikning cheksiz kichik
38

Yechish. Ravshanki, n > E] = n, bo‘lganda, ‘%l < € bo'ladi. Demak, [%}
cheksiz Kichik ketma-ketlik.

2.37-misol. Agar |q] < 1 bo‘lsa. u holda {q"} cheksiz kichik ketma-ketlik
ckanini isbotlang.

Yechish. Ixtiyoriy & > 0 son uchun [q"] < ¢ tengsizlikni n ga nisbatan
yechamiz: n > logq&. np = [log,q|£] deb olamiz. U holda ixtiyoriv £ > 0 son
uchun n > n larda |¢"| < ¢ tengsizlik o'rinli bo*ladi. Demak. ?111_1.1010 q" = 0.

3. Cheksiz kichik Ketma-Kketliklar haqidagi lemmalar. Kelgusida. quyidagi

lemmalardan foydalanmiz.

2.38-lemma. Cheklj sondagi cheksiz kichik Ketma-ketliklarning vig*indisi
cheksiz kichik ketma-ketlik bo*ladi.

Isbot. 0 Isbotni ikkita cheksiz kichik ketma-ketliklar uchun keltiramiz.

Aytaylik, {a,} va {8,} lar cheksiz Kichik ketma-ketliklar bo‘lsin. U holda
{¥a}={an + B} ham cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini ko‘rsatamiz.

Cheksiz kichik ketma-ketliklar ta'rifiga Ko‘ra ixtiyoriy € > 0 uchun shunday
7y € N son mavjud bo'lib, barcha n > ny lar uchun |a, | < g bo-ladi.

Nuddi shu kabi, shunday bir n; € N son mavjud bo'lib, barcha n > n, lar

uchun |3, ] < g bo*ladi.

Agar ny = max{n,, n,} deb olsak, u holda barcha n > N lar uchun bir

vaqtda |a,| < g va [B,] < gtengsizliklar o'rinli bo‘ladi. Bundan n > n, larda

h”n, = lan +ﬁnr == JQ’,,["' lﬁnl <§+§:g

kelib chiqadi. Bu esa, rn) ketma-ketlikning cheksiz kichikligini ko‘rsatadi. ¢
2.39-lemma. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz Kichik ketma-
Ketlikning ko*paytmasi cheksiz Kichik ketma-ketlik boladi.
Isbot. ¢ Aytaylik, {xn} chegaralangan ketma-ketlik, {a,} cheksiz kichik

Ketma-ketlik bo'lsin. U holda {y,), bu yerda yp, = ¥, - @, ni cheksiz kichik ketma
ketlik b lishini ko*rsatamiz.
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Berilishga ko'ra

€ >0 son mavj i - .
'ﬂd\Jll(l bo ]lh_ hélf(ll(l nenN Iiifdii i‘:""IF < ¢ Ik.‘l]'-"l/h]‘ n'r[nll bo']lldl.
Shuningdek ‘
¢k, {a,} cheksiz ki ety ®
{an} cheksiz kichik ketma-ketlik borlganligr sababli, ixtiyoriy &2 '
o 3 x k k
£2a mos ravishd; ay -
| r da shunday My € N son mavjud bo'lib, barcha n > ng lar uchun
4 l < = tn 1 M
nb=tenglik o' rinli bo i < ]
- teng rinli bo'ladi. Shunday qilib, barcha n > n, lar uchun l”
lxnanl = |x || )
n Anl < Cc == ¢ tenocisli ‘rinli . et
k nl ¢ = & tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu esa. (¥} ket
etlikning cheksiz kich;
ning cheksiz kichikligini ko'rsatadi. ¢
2 40_ iq % cosr
-40-misol. |jm =20 _ ikni
am == = 0 tenglikni ishotlang.
Yechish. R
sh. Ravshank; ‘05 e
) + {cosn} chegaralangan ketma-ketlik. {I} sa cheksts
| n
ichik ketma-ket)ik (2.36-misol). 23 R
) s01). 239 lemmaga asosan {#} cheksiz kich!
Ctma-ketlik yan: 1:. cosn "
Jyam lim =2 _
N=w n !

3. iaqinla k or
Shu\'chi kct - -K(
boes ma ke ik v i idagi
Ug lallish_ “ll\ va (‘he]-\'SlZ kl(llli\ ketma-k ik "'."Ll 4

Bu bog‘|an
i g lanigh quyidagi teoremada ifoq
- Biror son

x“ z lehi kelllla-—
a} Cthsl k

i .
sbot. ¢ éaruriyligi.

alangan.
{ o .
ket o kunm-kmhk“i“g limiti bo*lishi uchum-
ctlik botlishj 4,
Aytaylik shi zarur va vetarli,
bo‘lsin 1 Yk, {x, . _
lSll‘l- leit - 14 YaqmiaShuvch] ketma-ketlik va limxa a
ta’rifip a-ketlik va
bo‘lib e
tiruveh ay n,e N son m:l\’j”d
Vehi bar
s o= e N larda [x—al<e bo*ladi. BU
hidl<e bottib, (4, -
)’e:arlil;g,-_ » W@&nJ cheksiz kichik ketma-
tboray ketma.

@ son
{xa} ketma-ketlikning lirns etma-keyjj bo*ls
mitj
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[V . |
WXnt chegaralangan ketma-kethih bo'lgani uchun shunda

2ni+1

2 . 1 . . 5
Masalan, x, = —— bo'lsa, uni x, = 2 + = kabi vozish mumkin. Bu yerda
n- =

umumiy hadi a,, = % bo'lgan ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik (2-25-
masala, k=2). Bundan, Lil}].r,,"ﬂ kelib chigadi.
4. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning arifmetik amallar bilan bog‘liq
xossalari
2.42-teorema. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bolsa, u
holda {x,, + y,,} ketma-ketliklar ham yaqinlashuvchi va
Jim G0 = Jim 20 i 3,
tenglik o*rinli bo"ladi.
Isbot. ¢ Aytaylik. 7111_1‘1; Xp = ﬂ,y{i._l.lolc v, = b bo'lsin. 2.41-teoremaga asosan
(x,, —a} = {ay} va {3 — b} = {Bn]} cheksiz kichik ketma-ketliklar boladi. 2.38-
lemmaga ko'ra umumiy hadi a,, + f, = (x,, + ¥,,) — (a + b) bo*lgan ketma-ketlik
ham cheksiz kichik ketma-ketlik bo*ladi. U holda 1-teoremaga ko'ra umumiy hadi
Xn + ¥, bo‘lgan keyma-ketlik yaqinlashuvchi va uning limiti a + b ga teng boladi.
lim (x, — »,) = lim x;, — lim ¥,
n—eo noe n-sco
tenglik ham shu kabi isbotlanadi (2-37-masala). ¢
2.43-teorema. Agar {x,} va {y,} lar yaginlashuvchi bo'lsa. u holda {xnVn}
ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi va lim (x,, - ) = lim x,; - lim y,, tenglik o'rinli
n-—o n—co n—oo
boladi.

Isbot. O Aytavlik. lim x, = a, lim y, = b bo'lsin. 2.41-teoremaga ko‘ra
) i n—o

umumiy hadi x,y, —ab bo'lgan ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik

ckanligini isbotlash yetarli. Buning uchun quyidagi almashtirishlarni bajaramiz:
Xn¥n = ab = Xy — Xpb + Xub — ab = X, (3 — b) + b0y — a)- (1
Teorema shartidan {x,},{b} chegaralangan, {x, —a}, {y» — b} lar cheksiz

kichik ketma-ketliklar ekanligi kelib chigadi. 2.39-lemmaga asoson umumiy hadlari

Xn(yy — b), b(x, —a) bo‘lgan ketma-ketliklar cheksiz kichik ketma-ketliklar

| .
emak, (1) ga asosan {Xn¥n — ab} cheksiz kichik ketma-ketlik. ¢
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2.44-natija,

Agar {x, ketma-ketlik
ey 1 —
\CXn}=c {x,} ketma-ketlik h

vaginlashuvehi bo'lsa, u holda

am yaginlashuvchi bo'lib, lim(¢-x,) o limx, tenglik
o'rinli bo*Jad;. o o

Hagiqata
n, 2.43-[\;( - .
e remada v, ¢ deb olsak, oxirgi tenglik kelib chigadi.
A5-teorema, A o
< Agar {x. b . .
Bar fxay va fy, ketma-ketliklar vaginlashuvchi va Jim =0

bo*
Isa, y holda [3’1} ku!ma-kc[iik [ _ . lim Xn
. ¥n 'am yaqinlashuvchi bo'lib. lim =* = promg
T.Enghk O‘r]n]i bo‘ladi n-—-w Yn N0
Isbot. ¢
- Vo Aytaylik, |
) Im x, — . i
asosan x, = ¢ . e ,I,',.ﬂyn =b # 0 bo'lsin. 2.41-teoremagad
n-— a, vz
nyay, =p +
Masaly 4 Br bo*ladi. § i 1 tadi (3231
)- Bu Ma’lumotlarday, fo Shuningdek, |y, | > p bo'ladi (2-3

ydalansak,

X
—y—’i_fi| _lba, —ap |
== —‘—‘_‘—-—‘—t—

n b lbynl

Siz Kichij .
e ketma-kerljk, L < L ckanligini, ya'n!

ma'kct]ik ekanl; by, = bp
n |uini v
Bod 0 =l e 2 . .
Yami lim In _ Jim x,, borga olsak, {iE ~ 3} cheksiz kichik.
N=ven yr,_ = Mn b

=e Tt _a
aim y, = 3 kelib chigadi. o

eksiz k %
ketliy, Ichik ;
Avtaylik Slkiay Orasidagi oo Va cheksiz katta ketma-
i > 1%} biror ketma — 02‘lanijsh
*H0-ta’pif A E ik bo*
. 2 gar ixt .
Mavjud po: yoriy Ky
tengsizliko i 0 tengsizlikni Ha Axp 5On uchyy, sh
Pk b°‘1Sa,uho]d { \ Da”antlru\'chi b “Nday n, patural son
Bung a{x,} archg o,
2 hol lim 5 _ s cheksiz kayg 4, Wi €N larda |x,,| > A
1 Yozilaq “Retlik deyi)ag;
1

Xn < ~4) bg¢
o 0°lsa, uholdg lim =
ozilagj. o n = 4o : >

1 avishqy lim " 7 A (mos ravishda

Ny ¥n = —

@) ko‘riniShida
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2.47-misol. Umumiy hadi x, = n® bo'lgan ketma-ketlikning cheksiz katta
ketma-ketlik ekanligini isbotlang.

Yechish. Ixtiyoriy katta A> 0 son olamiz. |x,| > A tengsizlikni garaymiz:
n* > A, bundan n > VA. Agar n, = [\m deb olsak. u helda n > ny bo'lganda

|x,] = A bo'ladi. Demak. lim n? = .

n—ow

. . l+{-1)" .
2.48-misol  Umumiy hadi -"..2%'” bo'lgan ketma-ketlik a)

chegaralangan; b) cheksiz katta ketma-ketlik bo*ladimi?

Yechish. a) Bu ketma-ketlik chegaralanmagan, chunki ixtivoriy M musbat
son uchun ketma-ketlikning n=2([M]+ 1) =hadi M dan Katta bo"ladi.

b) Ammo bu ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lmaydi. Chunki A>
0 son va ixtiyoriy n, uchun shunday n = 2n, + 1 mavjudki. x, = 0 < A bo‘ladi.

Bu misoldan har qanday chegaralanmagan ketma-ketlik ham cheksiz katta
ketma-ketlik bolavermasligi kelib chiqadi.

2.49-teorema. Agar {x,,} cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lsa. u holda umumiy

hadi @,, = ?1- bo*lgan ketma-Kketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo-ladi.

Isbot. O Aytaylik, € vetarlicha kichik musbat son bo*lsin. Teorema shartiga

kora lim x, = co. Demak. shunday ng € N son topiladiki, barcha n > ny lar

n—oo

% 1 e 5 i "
uchun |x,| > = bo'ladi. Bundan, la,] < Wl < ¢ tengsizlik kelib chigadi. Bu esa.
E X

I*n
{@,} ning cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini bildiradi. ¢
2.50-teorema. Agar {a,} cheksiz kichik ketma-ketlik va @,, = 0,n = 1,2, ...
bo‘lsa, u holda umumiy hadi x, = ;:—n bo‘lgan ketma-ketlik cheksiz katta ketma-
Ketlik bo*ladi.

Isbot (2-51-masala).
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5-§. Aniqmasliklar

Agar {x, ;
4 va fv.l va 5 . . '
Wing V& Way yaqinlashuvehi ketma-ketlik lar bo'lsa. u holda {x, ‘*‘-‘"}‘

{

. o . b
n { nyn}‘{yn}‘(,lllﬂlyn + ()) ketma-ketliklarning har biri }mlmiﬂSthhI
bo‘lishini ko‘rib o'tdik.

Endi idagi
I, yuqoridagj shartlarning ba'zj|

e hollarda ham
4infashish bor yoki yo'qligini ko*rib o*1

ya ari bajarilmay qolgan

amiz,

1 «E» k 2
> o'rinishidae; .
0 ish ¢ : ; =
idagi anigmaslik.  Ba'zan. lim x,, = 0, im ¥n = 0
n—ow n—«

bo‘lgan holg
a ham i Xn 1
Xn} va {y,) ketma-Ketliklarning xarakteriga qarab. lim 22 ni
¢ £ :

100 ¥n

topish mumkin.

Masa]
an, _1
a)Xn——,yr‘:__ it ) i : _ xn
i n nz Uchun lim - =, |lim = = 0 va lim 7
lim Ao I M- N R neso ¥n
n = —_—
TP nee T T O bot g
b) x, =1
" ' Yn = 2, , N
nz  Uhun |jp 1 _ 0 (O 2 _ = o
lim X — Nownd — Y —=0va lim 2 = lim T
n—l};,n =0 bO‘]adi_ n-—eo 112 n—w ¥n n—® 77
C)x, = l'yn -
n n+1q Uchlln llm _;1_ =0 ] . 1
- ir - ) ‘ . L
1111-?3:, ,11 lim (1 4 1 e 'nl—-ngoﬁ:flvu lim 2 = lim =~ 7
M=¢n +l’l) — 1+0 n—w ¥n n-mm

holdg i . rinib turibdik; 1
i
ey, Dagida b diymatlj g rl!‘"nc}a =0 limy, =0 bolgan
holda {*n r aytish i T
{yn} ketma.keq) S kotpini . mkin emag, Shu sababli ham bu
limitin topish ap 0 lmshidagi ani
) "Maslikni ocpigp o b aslik deyilagi. A n likning
® eb ham gur:  Snigriasiikn
“2* Ko‘rinich: M aytilaqg
b ) ishidagi anigmyg)
0*lgan holda . lim % ik. p zan lim
ketma- Ny, e = o, lim Yn =2

N—co

a, yuqoridagi kabi, {%}

) |
lim (207-m)= lim #(2- ;1 V=4

o n—sx n—x

a) o m= 1., =200 uchun lim (7 +1)=+x,

va
/ N
2 1
no 4 r Ll i I I+
. X " g . =y . = " .
lim 22 = lim _ - =lim ———Y=lim ' =~ boladi.
mex e oaox RS =1 moex 1 s 1 2
e " 2 _ 2 -
n 1
3. «lkoox» Ko*rinishidagi anigmaslik. Agar limx,=0, lim y,=o bo*lsa, u holda,
_\-,Lr,,"T" voki v, T almashtirishlar vordamida, «0-2c» ko'rinishidagi anigmaslik
Vv X

- n *n

0 ., TR ; : o '
«6 » voki « — » ko-rinishidagi anigmasliklarga keltirib vechladi.
0

1 1
dyx,= L v +2nuchun lim *-\—"l‘ =0, lim(n'+2n)=+= va

no+1 a4+ e

. n"{ 1+ 7

. . n +Zn 5 Ho .

lim(x,y,)- lim === =lim—>—= - =1 bo'ladi.
o g | wes |
w4
n

Bulardan tashqari. «c-scn, «0%. «1™», «x"» ko'rinishidagi aniqmasliklar

x - . . -
«—» korinishidagi

mavijud.
. ®

. 0 .
Bunday anigmasliklami  ham «6» yoki

anigmasliklarga keltirib yechiladi.

Mashq va masalalar
2-34. Ta'rifdan foydalanib, berilgan ketma-ketliklarning cheksiz kichik
ketma-ketlik ekanligini isbotlang:

D gy T
n!

a) 1, L. b

1
1 1,5.

o |-

1
n;;---.

e

n?

2-35. Umumiy hadi &, = —1; k > 0 bo‘lgan ketma-ketlikning cheksiz kichik
n

ketma-ketlik ekanligini isbotlang,
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2-36, Chekli sond

B agi cheksiz Kichik hetma-ketliklarning yi »vindisi cheksiz
kichik ketma-ke

tik bo*lishinj isbotlany

2-37
<=3/ Agar lim —=
oo T = @My = b botlsa, uholda lim (x, = Ye) = @ =i
nlesm

bo*ladi. lshmlunu_

Limitlarnj toping,

2-38. lim ;__. 5 $—n<
T-sr 1 =

oo 2-39. lim —

n-eco 3=n°

2-40. lim 2+8nt-1

N=w 10ni-3n4, 2.4 i ﬁ__.;”_-_—l———-
9 ] ; 4l r!”-g Snisan’—2n+l
._-42, lin] sn _"H'J‘*iflh ) )3
e 2134 7n_g 2-43. lim {net) =77
fr—— n-sw
2-44. lim 430
MNe—sen - 2
Tt 2-45. lim “._;nt-—l—

n-sw Vn’+n+q

2-46, | ;
A (VT )
2-48, {x,)

- ‘ Vnisn-von-+2n

._-'17. ]“n et ‘I]—l_'.:—:

kelm . ) n-—smw Vni+1=-V8r 2
a ketlikn B

Mg a limitin; - n+cos -

a| katalik ¢ g N toping, bu yerda x,, = — — I*n

Kichik bot|aq:
. bo ladigan N nomerni ko*rsatin
=% 2)620,1; e =
2-49, Quyidagi {x

g, agar

3
505 Do'lsa,

n} Ketma-keqfip ...
1) x, < o e hkldmmg uzoqlashuvchi ekanligini isbotlang:

3)xn=sinfﬂ 2)‘Yn = l-i-(_._l)n
5)xn=nz 2 4)xn = (_._S)n
2-50. gp 6) x =—
. unday . =L D e
keltiringk' Yaqln]ashuV . + n.
1. qu ehi ) v
a v,

Yidagi ! :
&' shartlar bajarilgj,. } ketma-ketliklarga misol

2)b dmmg

) al"chanuChu“ x r!,l..m n lin]y

2.51 n > 100y, 0 R
.2.50-te0reman” i » AmMmg |jpy .

252 ¢ =otlan e = dimy,
- JCn} ketma_ =

naeXn = q,

{Ixnl} ketma-ketlik
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2-53{x,} ketma-ketlik uzoglashuvchi. lekin {|x,|} ketma-ketlik
yaqinlashuvchi bo'lgan ketma-ketlikka misol keltiring.

2-54. Agarx, 2 0,n € N va lim x,, = a bo'lsa. u holda

n—o

a) lim /x, =Va; b) lim i/x, = Va ekanligini ishotlang.

n-oo\ n—o

2-55. Shunday {x,} va {y,} ketma-ketliklarga misol keltiringki, lim x, =

0. ,l,in..l Yo=0val) imZ=0; 2)lim In—1; 3) lim It = c0; bolsin. 4)

n—m ¥n n—ow ¥n n-ec ¥n
li - 3
Im — mavjud emas.
n—som Vp

2-56. Shunday {x,} va {3,} uzoqlashuvchi ketma-ketliklarga misol

keltiringki. quyidagi ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lsin:
~ Xn
D G +yadi Doyl D)

2-57. Avtaylik, lim x, = x, x, # 0 bo‘lsin. {-":A} ketma-ketlik hagida nima
=R n—o >

n

aytish mumkin?

nt+1 an?

n3-2  5n+2

2-38. a ning ganday giymatlarida umumiy hadi x, = bolgan

ketma-ketlik limiti a) +00; b) —oo; ¢) chekli son bo*ladi?
6-§. Monoton ketma-ketlikning limiti. e soni

2.51-teorema. Agar {v,} ketma-ketlik o‘suvchi bo'lib, yuqoridan
chegaralangan bo‘lsa, u holda {x,} limitga ega, agar yuqoridan chegaralanmagan

bo‘lsa, u holda limx,=+oc bo*ladi.

n—sx

Isbot. ¢ Faraz qilaylik {x,} ketma-ketlik o*suvchi va yuqoridan chegaralangan
bo'lsin. U holda {x,. n=1, 2, ...} to‘plam ham yuqoridan chegaralangan bo*ladi va
shuning uchun, uning aniq yuqori chegarasi mavjud. Uni a orqali belgilaymiz:
a=sup{x,}. Endi @ ni {x,} ketma-ketlikning limiti bo'lishini ko"rsatamiz.

To'plamning aniq yuqori chegarasi xossasiga ko'ra (I-bob, 8-§.) barcha ne N

lar uchun x,<a bo*ladi. Shuningdek, har bir >0 uchun shunday » ' son mavjud bo"lib,
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X

a5 bo'ladi. Shartga ko'ra fx,
larda a—¢-x, - -, izl i
“TEnmarotengsizlik o'rinli Demak. ta'rifea kotra limx,= @
Endi tcoremaning ikkinch;
Fteoremaning ikkinchi qismint isbotlavmiz.
Avtavliik £ ‘ ‘ ‘Isi ' .
Ytaylik. {x,} o suvchi bo'lib. yugoridan chegaralanmagan bo sin. U ol
har bir ; : ngdet
A0 san uchun shunday n'c N son mavjudki. x, A boladi. Shuningde™
barcha ' .
n-n ¢ » 2
lar uchun Xn- Xy Ck

4 5 - > ‘,S]Z]]k
anligi va vuqoridagilarga asosan, Ys A teng
orinli bo*ligh; kelib

| R N 5. . N ay {llib,
chiqadi. Demak, ta rifga ko'ra limx, -r. Shunday 9
monoton o*syyeh; o
0°suvchj ketma-ketlik uchun limy

Yuqoridagi usul bl

; 2.52-
an quyidapi teoremani he fa as umkin (=7
masala), luytdagr tcoremani ham isbotlash m

2.52-¢
e-teoremy, . y .jdan
cheg: ABIN {3} ketmacketlik  kamayuvchi  bo'lib. 4%
garalangay, bo‘lsa amay

> UWholda 5y 4 150 agan
; . heaaralanmds
Waj limitga ega, agar quyidan chegarala
nwz -0 bo*ladj,

‘E;::_—— _2_ 2 5
— “
munoSabatdan b DU L P
» Parcha
larda .
kamaYUVchl g Xn1<x, bo‘lishi, ya'ni {x,} ketma-ketlikning
gl kelib cpy; ’
qadi. Shyps
sababli, {, Miningdek,
d . baj = _~(. Shu
n} ketma‘kctlik — 'cha ne N larda x,~ T 0
Xna=lim —2 it €82, uni ¢ deb o) | [im
=iy amiz: lim x,,=q. Ushbu 17
R | !,Exn munQSabatd n W(I; a. Us =¥
=0, =0 a yg a=0 k 2r:
eli . 2 S
€ sonj, b chigadi. Demak, 11[11 ol
murniy hadj 14 l)n
eka.nlnl i‘sboﬂayrmz n ko rlnIShda bos
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. T >n’
1 0'suvchi ketma-ketlik. shu sababli barcha n

n+l
Buning uchun {(1 + —) } ketma-ketlikni ko'rib chigamiz.  Uning
= n
kamayuvchi ekanligi 2.17-misolda isbotlangan edi. Uning hadlari musbat. bundan
uning quyidan chegaralanganligi kelib chiqadi.

Demak. u limitga ega. Bu limitni ¢ orqali belgilaymiz.

Shuningdek,
w0 )T ()
r1i_{l;5(1 +;) = TE'-To (1 +l) = - (1 +l) =-=e
n n-eo n

n
demak, (1 + - 1 ketma-ketlikning ham limiti e ekanligi kelib chiqadi. Bu e soni
n )
irratsional son bo'lib, uning tagribiy qiymati

e = 2,71828182845904590...
ga teng.

7-§. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi

S4-teorema. Agar {x,} va{y,} ketma-ketliklar berilgan bo‘lib.

1. {x,} o'suvchi. {y,} kamayuvchi,

2.barchan € N lar uchun x,, < y,,
3. :];iar?n(x" —¥n) =0 bo'lsa, u holda {x,} va {y,} ketma-ketliklar
yaginlashuvchi bo'lib, lim x,, = lim y, tenglik o*rinli bo*ladi.
n—o n—coo =

Isbot. ¢ Shartga ko‘ra barcha n € N lar uchun Xp < Yn <y, bo'ladi. Demak.,
{xn} ketma-ketlik o'suvchi va yugoridan chegaralangan. Shu sababli. {xp} limitga

ega: lim x, = c.
n—co

Xuddi shu kabi, {y,} ketma-ketlik kamayuvchi, quyidan chegaralangan va
7111_[2) Yo = ¢' limit mavjud. Qolaversa,

c'—c=lim y, — lir = li — Yy =
n.—;ooyn nh:goxn Tlll_,“(}o(J’n -X-n) = 0

Bundan ¢ = ¢’ ekanligi kelib chigadi. ¢

49



Agar lﬂ:ifhl.l“zli%l

(e, [a,:by].... seementlarning har  biri o'zidan
MgIsming qismi, va'n;

bolsa, u t il eyl l[a;:b:] 5.5 [a,: b,) 2 -
54, u holda ylg 1oy
ric A
Ny chme-g h jovlashgan sopnissitlir ketivadioriien deviladi,
uyidagi tasdj £ 2
shlasdiq, ichnre-i¢ o
5 2 - q na-ich jovlashgan sewmentlar prinsipi deb }11:':[11&{11.
-S5-natija,

,’A\ LA 1 Lo
gar ichma-ich Joylashgan [ay; b, ], [as; bs).. . [an: byl

segmentlar k
ctma-ketlipi ue .
h 8l uchun .].“_],””n'"’uJ 0 bo'lsa. u holda segmentlarning chap
uchlaridan tyz; =
uzilgan S0 . .
*dns Va o'ng uchlaridan tuzilpan !A,! ketma-ketliklar bitta

hl]"tgd Lgd va hu Imit yarcha =14 ]LII['
]l' 1 l h seger

Isbot. 1) s, arga tegishli vagona nugqta bo*ladi.
. 1y ()‘S[[Vchi‘
3) lim(q,.

{b6,} kamav ; 7
bn)=0 bo| tOni Kamayuvehi. 2) barcha ne N lar uchun (an <br
b Y botlganlipig. &
ganligidan 2539 teoremaon ko . . ‘Jadi. BY
aga ko'ra lima, limb, bo'ladl

ar uc
ar uchup a<c<h, kelib chigadi.
aligini ko’rsatam: '
Yy &Nt ko'rsatamiyz. Faraz gilaylik. shu ¢ ”“qmddﬁ
= Kesmalarnj .
ing barcheac: e o L
nT oy = | 1¢ barchasiga tegishli ¢’ nuqta mavjud
; >~ ‘
zid, Demak, ¢ — s | =0 b |

adi. Buesa lim (b,, —a,) =0 ghartgd
n—on

8-8. Yaui
1-Qismiy kegna “dinlashish

. Prinsipj
Sonlardap <y, ~Ketljy, p

Aytaylif o,

ket . A e biror ketm; . R
ma'ketlikning " shartlar pija, . ketma-ketlik bo*lsin. Natural
Naty ’

x T
"”x"z’ ey x"k et ral sonlar ketma ) LU kehha—ketli].; olamiz. {1
s ey Ketlici,
deyilagj y, {x ecketlikng {0} ket “tligiga mos hadlaridan tuzilgan
i n } kabj belgilanag ma-kellikning Glsmiy Fennaterligi
alan, |4 R z
s 1 9
u hun : s 163 25
quyid >
agl ketm. Hik] Yani, x, 2 Fotisa .
31,9 5 arning | b _ ula bilan pey; )
" o (2he1)2, " Gismiy ko rilgan ketma-ketlik
> 16, 36, 202 : Ma-ket]jx boslad
)4 ]6 ’ k) s
P 0%.256, ey
50

Qismiy ketma-ketlik limiti quyidagi xossaga ega.

Agar {x,} ketma-ketlik a limitga ega bo'lsa, u holda { x, } qismiy ketma-
ketlik ham « limitga ega boladi.

Umuman olganda. {x,} ketma-ketlikning limiti vo'gligidan uning gismiy
ketma-ketliklari ham limitga ega emas. degan fikr kelib chigmaydi. ya'ni shunday
ketma-ketliklar borki. ularning limiti yo'q bo‘'lsada. uning ba’zi qismiy ketma-
ketliklarining limiti mavjud bo*ladi.

Masalan. -1, 1, -1.. . . . ya'ni, x,=(-1)" kabi berilgan ketma-ketlik limitga ega
emas. Uning

a) v =1, x;=-1... ., xop1=-1,. . ., limXx2s1=-1,

"owr

byxo=1.x=1.. .., xp=1... limx2~=1

gismiy ketma-ketliklari limitga ega.

Umuman, qanday ketma-ketlikdan yaqginlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratib
olish mumkin?-degan savolga quyidagi lemma javob beradi.

2. Bolsano-Veyershtrass lemmasi

2.56-lemma. Ixtiyoriy chegaralangan ketma-ketlikdan har  doim,
yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin.

Isbot. & Aytaylik. Xy, X2. X3, o0 e - o chegaralangan ketma-ketlik bo‘lsin.
Demak. uning barcha hadlari tegishli bo*lgan [a1:61] segment mavjud bo‘ladi. Bu

al+b]] [J]+h1‘b sl ol
— k05 :61]. Hosil bo‘lgan

segmentni teng ikki qismga ajratamiz: [a);

segmentlarning birida (yoki ikkalasida ham) ketma-ketlikning cheksiz ko*p hadlari

bor bo‘ladi.  Segmentlardan, {x,} ketma-ketlikning cheksiz ko'p hadlari borini

(ikkalasida ham bo*lganda, masalan. chapdagisini) [a2;b2] orqali belgilaymiz. O‘z

navbatida [axb:] segmentni teng ikki qismga ajratamiz. {x.} ketma-ketlikning

cheksiz ko*p hadlari borini [as;b5] orqali belgilaymiz. Va xokazo. shu jarayonni

davom ettirib, ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligiga ega bo*lamiz:
[av:bn], [azbal,. . - [@nibal.. ..

. .. by- . I
[an:b,) segmetning uzunligi b, — a, = 2‘ 1 bo'lib, n—o0 da nolga intiladi.

n
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Ichma-
a-1ch Oy ST
il Joylashgan g, mentlar prinsipica ko'ra va, ) va { by} Ketma-
‘Cliiklar umuyg L
Ny h;r( |” .
) Mtea cea hoe X = =
oladi, vang hlun a,, A!IH? b, =¢

kEndi, 1. ¥

L |

]
! kclmu-kctIl.knm:..' |

@A ] dag astalgan bir hadini olib. uni
orgali, [q.-p | . .

b dapi x ;
ELY hadidan g eyin kelgan biror hadini olib v, orqali. "“:!’:]ddgl

Xy X adlae:
n, h.:dl.lrld;m kevin ) iz. Shu

“elgan biror hadni olib v, orqali belgtlaymi

Jarayonni {; ;
: s davom ertypg : .
b, x,, Vags s X, L gismiy ketma-ketlikni hosil gilamiz
Tanlanigh; . ‘
ﬂl.‘xhl A kotr- . T
bo'I; AN, Yo, laruchun - . bo.on 1. 2. .. tengsizliklar o'rinl
Do lib, 7, ) )

a > I
A X =ekelib chiqadj.

3. Ke[n].l k .
. Retlikning ¢ . ik
berilgan boIsin, =T v Yuqorilimitlari. Aviayiik, {v.) ketma-ketliK

2.57-[asrif

; A}:dr {x.1 k !
. Xng ketr a-ketlin K
Yratib ofjgp, Mumkin b na-ketlikdan, limiti a bo*lgan gismiy ketma- ketli
DO* Se ;
d‘}’”ad] 4 U holdy Son {x,} ketma-ketlikning Ggismiy Jintitt
=tny d-K¢ \ 5 . -
2.58.

ta’rif,
*ni ketmaokeqin ..
Yugor Uikning gismiv for o i uning
198 [imjgi dLY”adl va lim = ASMiy limitlarj jchida eng kattasi uni"3
Im - ;
Aoy, h ¥ 1 ' e is””"‘

X} ketma-ketlikning 4

a limy, orqali b‘:]n;].”m(“

Hobr

bo'lp A
gan kclma-kctlikninu yugqori va quY!

& Qismjy limitlarj - plami {-1,1} dan

2. 60"“"53' g
Va quyj limity,, rinj 2 dx3, 1, 4,1,
Yech]sh K.

1; 2, 3, 4

kctma-k —_— :
etma'-ketlikning 1 C”lkn”‘g ketlikning yuqor!

s *Hliy kell'na -

etligj iginj
"glnmu “Uigining Jimiti 1, va

botlag;

E Demak, lim x, =+0,
L
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Qanday ketma-ketliklarning yuqori va quyi limitlari mavjud? - degan savolga
quyidagi teorema javob beradi.

2.61-teorema. Ixtiyoriy ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari mavjud.

Isbot ([ 1], 106-bet).

4. Ketma-Ketlik yaqinlashishining zaruriy va yetarli sharti. 8-§ da,
monoton ketma-ketliklar uchun ganday shart bajarilganda, chekli limitga ega
bo*lishi bilan tanishdik. Endi, ixtiyoriy ketma-ketlik. qanday shart bajarilganda
vaqinlashuvchi bo*lishi masalasini ko*rib chigamiz.

Aytaylik, biror {x,} ketma-ketlik berilgan bo*lsin.

2.62-ta’rif. Agar ixtivoriy £>0 uchun shunday n.e N son mavjud bo-lib.
barcha »n, m>n, lar uchun |x,-x,|<¢ tengsizlik bajarilsa. u holda {x,} fundamental
ketma-ketlik deyiladi.

2.63-misol. Umumiy hadi x, = — ketma-ketlikning fundamental ekanini

isbotlang.
Yechish. Aniglik uchun m > n bo'lsin. U holda |x,, — x,,| = |— —3% =
in 3,”1_“ - 1| = ;n, o+ < € tengsizlikni n ga nisbatan yechamiz. U holda 3" > - dan

n > logs i Agar ny = []og3 ;] deb olsak, u holda barcha m,n > ny lar uchun
|2 — x| < € o'rinli boladi. Demak. berilgan ketma-ketlik fundamental ketma-
ketlik bo*ladi.

2.64-teorema. (Koshi teoremasi). Biror, {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo*lishi uchun, uning fundamental ketma-ketlik bo*lishi zarur va yetarli.

Isbot. O Zarurligi. Aytaylik, {x,} yaginlashuvchi ketma-ketlik va uning limiti

abo'lsin, ya’ni limx,=a. Limit ta'rifiga ko‘ra, ixtiyoriy £>0 uchun, shunday n.e N

"o

£ - o o .
son mavjud bo‘lib, barcha r>n, larda Lx',,-a\<; tengsizlik o‘rinli bo*ladi. Bundan,

barcha n. m>n, lar uchun

£ €
o= =| (X)) (X mm@)|S | =@+ [ -] < 558
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kelib chig:
1qgad ‘1
jJadi. Demal Pud fundamental khetma-hethih boladi
}r'h.vr/f/:_;:f Avtavhk,
£ ) uchun shunday 5, N
tengsizlik o'rinl; bo*|

) 4 Iy —tal<E
Son mavyud bo'lib, barcha i e, lar uchun [Ya Umi

H . 3 m
nifig | i Bundan v, .- v, 1,1 tengsizlikka cga bo'lamiz. AZF
g bty tay ’ = &

a tayis i

kan] T AWmatini olsak, u holdq ') hetma-ketlikning chegaralang®®
ckanligi kelib o t ‘ = =

sl Kehb chiy; _ "

- adi. Bolsano- evershirass lemmasica ho'ra 4, kc[m:t-kctllkdﬂn
)aqm]zlshuvc]” [ x :

n,

¢ .
QISmiv Ketmaol . g
l Y ketma-ketlik airatib olish mumkin: him v, %

Endi,
SRLEsont fx,t ket |
% k {x,} k(_lm,:-kclllkl””':-’ ham limiti bo*lishini ko rsatamiz.
Or K soninj | |
X gl w e
qilib n, TCINE va gy oy tengsizliklar bir vagtda o't 9 L](“.:-_s
lunlayin"
7. Agar , |
i . i ey 0t olsak. holda barcha n -, lar uchun i,‘-,,-,rr,I
gsizlik o'rinlj hot| ‘

adi. Bularq

Lx dan
c|=lx. .
nCl=lx,- x_ TV IS x4 | -
ketma-keyjip s T X, ~Cl<g4& 2 Kelib chiqadi. Bu €5& 7
ctlikning Yaqinlag) i
N “Shuvehi ekanliging kot reagmd:
Sl o o'rsatadi.e

ketma-ker)i ; —
Ketlik Yaqinlashishining  Kosh friteriVer

2-59. Ketmag ket MHShq va masalalgr
“ketlik o¢e .
tasdj O'suvchi om,
Qe ayting (lfodalang) e ketma-keqlik Kamayuvchi emas dega!
2-60 Ke : ‘ ‘
" NeMasKetli
2 {lc arning Monotop o .
= osnn}: b) fco Masligini kot rsatine
2-61, Qu.yidag1 K e ©) {("—2)31}.
ko Isating e“ha-kcuiklan ! d) {n + (—1)"}.

ling b - ,
'or hadidgy, boshlab kamayishin!

kctma-ketlik quyidan
a-ket]j) o‘suvchi.
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i i . L ‘\.
t-f tundamental ketma-ketlih bolsin. U holda ixtiyor:

2-63. Rekurrent usulda berilgan {x,,} ketma-ketlik uchun quyidagi jumlalarni
isbotlang, bu yerda x, = 2, X, = 0,5x; — 1: 1) ketma-Ketlik chegaralangan; 2)
ketma-ketlikning  {x3;}, {X2x-1} qism ketma-ketlilari biror hadidan boshlab
monoton ekanligini isbotlang.

2-64. 2.52-teoremani isbotlang.

2-65. Ixtiyoriy a uchun lim £ =0 ekanligini ko'rsating.
s )
o m——— Tl e
2-66. Ixtiyoriy ¢>0 uchun limyc+\C+ o+ 0 = ekanligini
ko'rsating.

2-67. Limitni toping:

. l n+k . 9 i -L n
D lim (1+ )" buyerdak €N. 2) lim ()™

2-68. Agar {x,} ketma-ketlikning {x;;} va {xz,_;} qism ketma-ketliklari
yaginlashuvchi va lim x,, = lim x5,y = a bo'lsa, u holda {x,} ketma-ketlik
n—w n—o

vaqinlashuvchi va lim x,, = a ekanligini isbotlang.
n—m

2-69. Agar {x,,} ketma-ketlikda {x;, } va {xz,_,} qism ketma-Ketliklari uchun

lim X, = @, lim x,_; = b,a# b bolsa, u holda {x,} ketma-ketlik
n—cco

n—c

uzoqlashuvchi ekanligini isbotlang.

2-70. Umumiy hadi a) x, = (=1)"; b) x, = sin? bo‘lgan ketma-
ketlikning vaginlashuvchi qism ketma-ketliklarini ko'rsating.

2-71. Berorta ham qism ketma- ketligi chekli songa yaginlashmaydigan
ketma-ketlikka misol keltiring.

2-72. Qism ketma-ketligi chekli songa yaginlashuvchi chegaralanmagan
ketma-ketlikka misollar keltiring.

2-73. {x,} ketma-ketlikning fundamental ekanligini isbotlang:

(-1)"n
2n-1"

1
a)xnzn—;; b) ¥: =

v oe)x,=033..3; d) x, =

nta

3n+1
2-74. {x,,} ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligini isbotlang:
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@)z, = S sinzq
Y 4' t 4

SN na

| H 2
L)X = 1 4 Tl by
2-75. Agar (x,}

va ) arming
(v} fundamental hetma-hetliklar bo'lsa, ulaming

Agbinas s ;
Yigtindisi, ayirmas;, ko'pavimasi

"eN y . Y
bolinmas; haqida nima avtish mumkin ?
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111 BOB. BIR O*ZGARUVCHILI FUNKSIYA VA UNING LIMITI

1-§. Funksiva tushunchasi

Funksiya tushunchasi matematik analizning asosiy tushunchalaridan biri
bolib, uning yordamida turli Kattaliklar orasida mavjud bo'lgan bog'lanishlar
o'rganiladi.

Aytaylik, ixtiyoriv .\ va } sonli to*plamlar berilgan bo"lsin.

3.1-ta’rif. Agar X va ) sonli to'plamlar berilgan bo"lib, \ to'plamdan olingan
har bir x songa biror qonuniyat yoki qoida bilan } to'plamdagi aniq bitta y son mos
qo'vilgan bo‘lsa, u holda \" to'plamda aniqlangan furiksiva berilgan deyiladi.
Funksiva v=f{x). v=g(x), y=¢(x), . . . ko'rinishlarda voziladi.

Agar funksiva berilgan bo'lsa, u holda \ toplam funksivaning aniglanish
sohasi, Y esa funksivaning o zgarish sohasi deyiladi.

Shuningdek. x erkli o'zgaruvchi yoki argument, v esa erksiz o'zgaruvchi
deyiladi.

Odatda {f{x) : x& \'} to*plam funksiyaning givmatlar to plami deyiladi va E(/)

orqali belgilanadi. Funksivaning aniglanish sohasi (/) bilan belgilanadi.
2-§. Funksiyaning berilish usullari

Funksiya ta'rifidan uning berilgan bo‘lishi uchun:

a) funksiyaning aniglanish sohasi — X : b) funksiyaning qiymatlar to’plami —
Y; ) x ga mos kelgan ) ni topish qoidasi yoki qonuniyat berilgan bo*lishi kerak.

Funksiya asosan uch xil usulda beriladi: analitik usul. jadval usuli, grafik usul.

1. Analitik usul. Agar v ni topish uchun x bilan bajarilishi kerak bo*lgan
amallar majmuasi bitta yoki bir nechta formula ko‘rinishida berilgan bo'lsa, u holda

funksiya analitik usulda berilgan deyiladi. fix) formula funksiyaning analitik ifodasi

deyiladi.
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Funksiyy analitik usy)q

: berilmasligi
‘ asi berilmashg
a bertlganda uning aniqlanish sohasi -
: TP a'noga cg
| _ > i itoda ma nog
Mumkin, g, holda aniglanish sohy deganda, nmg analitik
bo

adigan barcha qiymat|

aniglam ), Soheg; deyiladi vy I(f) voki Iy org
3.2-misol. f(x) = x; ﬁmksi)'unm;_'
xé¥a

al belgilanadi.

amiglanish sohasini topimg.
Yechish. Kasr Maxraj nolday §
=50 borign;

(=22) U (2 4oy

3.3-misgq. fx) = V4 — 2% aniq|
Yechish Kv

. SV
— (—00;
lozim. Bundan, X F 42, demak., D) =(

anish sohasinj toping.
adray ildiz ostid

X 20, yoki 25 <4
3d.

o dan 4 -
agi ifoda nomanfiy bo*lishi lozim. Bun

2 L I)cmak, D(f) = (—oo; 2].

misg|. flx) = 2 !'unksi_v
chllish.

X% 4 4y 2 =

F(t) = 2

: ‘plamini toping.
X%+ 4x aning giymatlar to plamini top
I"unksiyanin

. at.
. _ “plamidan ibor
£ aniglanijg} Sohasj hil[]i(]l}' sonlar to Pldm'd
2 T 5 I\ 2
G+ 2)2 _ 4va IXLyoriy x uchun (x +2)% >

e li,
0 bolganligi sabab
= —q bo*laqj. Shund

ay (]l'lb I,(f) = '—1]J -f-OO_).

1oan
- ) i Hd“.:‘”
- Ba'yj holfarda, argumeny y ning giymatlariga mos kel
31 3 - g < ) lgiul
funksiyg Qlymatlar; Jadvalj berilagi Bunda, funksiv jadval usulda berilg
deyilaqj

Funksiyanip,

T bify
unksiyaning fadii
ari to'plam; I ladi. Bu to'plam. funksiy
Ao plami tshun; €

S o5 }abli
iglancan. Shu sat
arqli barch; talarda aniglangan.
arqli barcha nuqtalk

- 7y Y)- = \’}
i i 1 M(x AN xe.
nuqtalaridan  iborat ushiu i

1o l' 1 ) .\ ine orafi ’.'. dL\"ild(li.
l' my /{ v leIl!\'Sl daning (lj Y
O ple o 8

i )) e
1 M (Innj kk‘-ga e
unksiyani rrafigi ) e
\gar tekislikda funksiyaning grafig Feeyl - - ‘
N iva grafik usulda A g |
‘Is a funksiva grafik o I
berilgan bo'lsa, u holda fur ) '
g - ' x
berilgan deviladi. _ l
h ol ho" Isa, .
Funksiva grafik usulda berilgan b : -
ma i . abssissa o'qida
holda f{x.) givmatni topish uchun abssissa o°q _—
l i “qi arallel
Yo nugtani olib, undan ordinata o qliga pars

iy.ni iz,
‘o i si 1, niolam
: sining ordinatasi |
ib. uni grafik bilan kesishgan nuqtasining
uni gr
to'e'richiziq o'tkazib, g
7 ‘ladi - rasm). _ ‘
ol o fo) o borladi (10 i hiziqdan yoki bir nechta nugtalar
f . T ol biror ¢ b N l l\
. T figi tekislikdag ‘ lay chiziq yoki
Funksivaning grafig slikdagi har qanday
) in. Lekin tekislikdag A
*lishi Kin. Lekin
‘plami iborat bolishi mum
to’plamidan iborat b p
: i rafigi bo'lavermaydi. .
nuqtalar to*plami funksiyaning grafigi bol: lgan bo*lsin. Abssissa 0*qining har
. L erilean \
dlio i chiziq berilga . o
" inatalar tekislieida biror / ¢ SRR kil
Koordinatalar tekis ju ' —
ilib o tkazilgan to*g
i 21 qilib otkazilg _
) . : ‘qiga paralle ‘ i boladi.
bir nuqtasidan. ordinata o'qig sikshyaninggradigd
izia bi funksiyaning g
hiziq birorta
i esib o uholda/c
bitta nuqtada kesib o lsa,

Cov2=RY avlanani
Masalan V=R avle

¥
ech  bir “RA y:\/R—’??
alsak, by avlana  hech &
funksiyaning grafigi bo‘la olmaydi. o
) o ;
Lekin aylananing yuqori yarmi v= J ) .
VR - ¥ funksiyaning, quyi yarmi -R{

€sa y=-yR’ - x* funksiyaning grafigi

bo*ladi (1 l1-rasm).

- _.,f 2 _ y1?
3 r - h I \ ¥y R X
Har qandﬂ)’ lenksuamng am

-R

. ‘1 mas.

grafigini  chizish mumkin e ) idagi 11-rasm
s uyl

Masalan, Dirix/e funksivasi deb ataluvchi quyidag

! ivaning grafigini chizib
1, agar x ratsional son bo'lsa, funksiyaning grafig
D(x) = { '

- bo'lsa
i sional son
0, agar x irrat
bo‘lmaydi.
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2 .t : - an fix) va g
4. Funksiyalar ustida amallar. Aytaylik. \ to'plamda aniglangan f(x) vagl
funksiyalar berilgan bo*lsin,
. : . - . ] o i s
3.5-ta’rif. Apar IXtiyoriy xe X uchun fix) g(x) bo*lsa. u holda bu funksiy !

Xto'plamda ¢ ‘zqr '
o'plamda o zay teng funksiyalar deyiladi.

acal. 2 e ' ’
Masalan, fOY =2 41wy g9(x) = ==L funksivalar X = (—pog 1) U e ;
x=1 .
tot i ’ . . . . . ‘ ‘ :5‘
plamda (uning IXtyoriy gism to'plamida ham) teng. Ammo R da teng "
chunki x = 1 nuqtada g(x) funksiya aniql
) X to*plamdan olingan har bir ga berilgan f(x) + g(x) sonni mos -
Natjasida yangi funksiyani hosil qil

anmagan.

sh

e amiz. Bu funksiya f va g funksiyalarning
Yighindisi deyiladj va f + g kabi belg

- : = - - +
e ilanadi. Shunday gilib. (f +g)(x) = e

- Shung ‘Xshs | .‘
o £a o'xshash py funksiya]arning ayirmasi, ko'paytmasi va b A
9x)+9 bo‘lgan Nuqtalarda) meg

. ravishda quyidagicha aniqglanadi: (f — 9Ix) =
90, (f - 9)(x) = ) g, (L) (x) = L&)
Masalan, flx) = ’ .

2
: X) = +2 . ) i “]sa, U
holda (f 4 9(x) = 2,2 SR = g gy funksiyalar ¥~ R da berilgan bo’lsd

(L) = IROE ~X, (f@)(x) = x* +x* lar X 4%
g (JC) = ';z‘:;esa (_‘GO‘ 4

DU (=10)y(q, +0) d

: a funksiya boladi.
Funksnyalar ustida o

] Yana b H ini
aniqlash mumyy, T amalni, funksiyalar kompozitsiyasi amali!
3. Muraky
ab funks;
Ya. Funks;
6. Yalar kom
U=p(x) fUnkSiya

ta’rif, Aytaylik,

Pozitsiyasi,
to*plamj E(p) bolsin, Shu

X to*plamda aniglangan va qiymatlar

boslsin. funksiya
n.u hO‘daFﬂ(ﬂ(x)) funksiy, X top] ) funksiya E(p) to*plamda aniqlangan
® va fﬁ”ksiyalarm'ng . Plamda ap;

Cﬂangan muralk - ki

OMPOzZitgiv, s ) wrakkab funksiva yo

?)(x) = FloCxy). oasi deyiladi vy f°9 orqali belei| di: (f
elgilanadi: 2
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12-rasm

3.7-izoh. Ta'rifdagi X to'plam u = @(x) funksiyaning tabiiy aniqlanish
S _wE e -1
sohasiga teng bolishi shart emas. Masalan. u = p(x)=1-x*y=fQ) Vu
bo'lsin. u = 1 — x? funksivaning tabiiy aniglanish sohasi (—; +00), unga mos
giymatlar to*plami (—oo, 1]. Bu to*plamda f(u) = Vu funksiya aniglanmagan.
Lekin X = [—1,1] deb olsak, E (@) = [0,1] bo'ladi va bu to*plamda fQ) =
' )= ~fl= x*
Vi funksiya aniglangan. Demak. X = [-1,1] to'plamda flo(x))

murakkab funksiya aniqlangan.

Mashq va masalalar

. : /idagilarni toping:
3-1. f(x) = x? — 3x funksiya berilgan. Quyidagilarni toping

D £ (D). DI

5 F(=VB). 4) f(=x).

5) £ (3%). o7 G)

o 8) f(b—2).
f(x)

Berilgan funksiyalarning aniglanish sohasini toping (2-11):

1.3, ) = 3-3.f(x) = sin——

. xl_z
x341 |

35, f(x) = VAE—Tx ¥ 10
3_7.}:()() = \/x_-_7+ \/TO_—_X

6l

3-4.f(x) = logs(—x)
3-6. f(x) = x* +tg x



5 4 5 . 6] TR
=2l -9 f(x) Vit 24—

-“-“J.f(x)

Berilp; s : .
rilgan funksiyalarning givmatlar to*plamini toping (12-17):

3-12. f(x) = x2 — 8x + 20 .13, f(x) = 37
14 f(x) = 2siny — 7 3-15.4(x) = ‘ |
3-16.f (x) = :];ur'c?g X 3-17. f(x) = \'F-r;,—:;+ 2
Berilgan funksiya grafigini chizing (18-21):

|r ~ L agar x < 0 bo'lsy,
3-18 . signy f“ agar x = 0 bo'lsa. (x ning ishorasi)
|

[l agar x > 0 bo'lsa.

3-19, ¢ ‘i ismi
a) y=[x] (x ning butun gismij). b) » {x} (v ning kasr q:sﬂ”}
3-20. f(x) = § % agaro <y < bo'lsa,
THagarl < ¥ <2 bo'lsa.
321 g(x) = { VX.agar 0 < x < 1 po'tsa

TXagarl < x < bo'lsa.
nksiy
funkswalaming aniqglanj

f(x) va 9(x) fu

al . ,

| ar berilgan. f+g.f-g, fg.f/gvagll

sh sohasin;j S L .
formula yozing (22-23). " 1oping. Ulamni qiymatlarini hisoblash uchu

322 flx) = 9C) = Y=y
- =
: 23. f(x) = \/T—_—;,g(x) N
24 Agar £(x) = ST
=Xx+4+5
Q) fe g(0): b) £ o f("as.)g(x) =x2_3 bolsa, quyidagilarni toping:
©) 9(f (o)) ©) g ° g(x);
9 gg2)y. P d)ge flx)
3-25 Beri] ) e f
f(x) murakkab lgan fva g funkSiyalar " (f(X)) h) f(g(x))

hun fo fixy; £,

) g(x); geog(x); 9°
1 ;
arning aniqglanisp s

ohalarini toping (26-
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¢ logy(2 = 3x) 311 f(x) = arccos(x = 2) =@ =2

1-x"
257 1 X )
3-27.f (x) =—igle)=yx=1
3-28.f(x) = :—i—: g(x) = sgn(x) (. n
’ ' . . v = £
3-29. 13-rasmda aniqlanish sohasi
[0.2], giymatlar to*plami [0,1] bo*lgan * *

f(x) funksiya grafigi berilgan. Quyidagi

funksiyalarning aniqlanish sohasi va
qQiy matlar to*plamini toping. grafigini chizing: 13-rasm
. Qf()+1; b)Ff)—2; o) fx+1);

d) f(x—2); €)= f(): f)f(=x) g)1+f(x =1

3-§. Funksiyalarning muhim sinflari

1. Chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar
3.8-ta’rif. Agar \ to'plamda aniglangan fix) funksiya uchun shunday & son
mavjud bo'lib, ixtiyoriy xe X lar uchun f{x)<b tengsizlik bajarilsa, fx) funksiya

yugoridan chegaralangan deyiladi.

. 1 . = : .
3.9-misol. f(x) = —— funksiva X = (—;+w®) oraliqda vuqoridan
1+x2 =
chegaralangan ekanligini isbotlang.
1 o
Yechish. X dan olingan ixtiyoriy x uchun x* = 0, bundan —— = 1 bo‘ladi.

Demak. shunday 1 soni mavjudki, X = (—o0; +o0) oraliqdan olingan ixtiyoriy x

uchun f(x) =

- - < 1 orinli. Bu berilgan funksiyaning yuqoridan chegaralangan
1+x

ekanligini isbotlaydi.
3.10-ta’rif. Agar X to‘plamda aniglangan f{x) funksiya uchun shunday a son
mavjud bo'lib, ixtiyoriy xe X lar uchun f(x) = a tengsizlik bajarilsa, fx) funksiya

quyidan chegaralangan deyiladi.

3.11-misol. f(x) = — funksiya X = (—o;+o) oraliqda quyidan

1+x
chegaralangan ekanligini isbotlang.
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Yechish, x 4. ‘ i S TR
ish. X dan olingan ixtiyorny v uchun x* + 1 > 0 bo*lganligl sababli

2 = 0 bo'lad; i
1+x2 “ladi. Demak. shunday 0 soni mavjudki, ¥ = (—o; +) oraligdan
olingan ixtiver: o

Ban ixtiyoriy x ychun flx) = —s1q o'rnli Bu berilgan funksiyaniné
14 x =

quyidan chegparal.
Juyidan (,hc,gdmldngun ckanligini isbo]

aydi,
3.12-ta’rif,

Agar f(x) funksiya

ham yugorida?
Chcgafﬂlangan bo'ls

X torplamda ham quyidan,

d, u ‘i! 3 ¢ d ¢ i . . n I
uto pf.m]d.l '”('L_‘ Jj"“(“‘.‘ﬂl MY o '
YU( ()ridl gar L S 1 i ” = ] -
] < ]: (JIL&”] fllllk.'i\';l lchl 1 < —— . il k | e I
I)Llndk h ]. 2 k Yar 2 o
. De ]I( dn ’Un 3|
& Slva (.hL'Ed dli””.‘tln.

(I 20 :tri ] ale C l < Lar: =

9 l}\ 1 y i |
[ metr nug dl n 17 {I(! in ( “\.]d 11 h: ”v.lr’“” t K ‘[\-':l“jn = ‘

Lo E': ri (.,hl‘l_lq(ld' n yuq()ri

grafi 98 (14-a r

aning
i bi hgsrim b
BLBIror to* g ri chizigdan pastd

asm). yuqoridan chegaralangan funksty

ilj")”lasllgaxrl bo*ladi. (14-A) rasm).

ty
.\
\\
\\-“-
—_— ‘—"\___
= Y=g )
o) \.
a) *
2. Ju 14-
ft va toq f““ksiya]ar rasm
3.]3_ta$rir- s

Agar ixtiyo,

Junksiyg qey: iy xe v

viladj “¢ uchy - .
adi N (=x) = [ (x) bo‘lsa, u holda ﬂ-”./’{ﬂ
3.14..ta:rif. el o

Agar ixti .
199 funksiy,, deyil Xlyorjy yeo

adj, &

uchu L
) < ~f(x) bolsa, u holda A¥)

= f(x), f(

T —~x) =
315-ta0y "8 ~ X nuggy

J""(x) shartdan agar funksiya X
1q1angan bo‘ﬁsh
reX bo‘ls,

da hap,
i kelib chigadi-

> U holda y to‘plam

Masalan, X, = (-2;2), X; = (—o; +),X; =[-1;1] lar simmetrik

to'plamlar, X, = [-2;2), X = (1; +o0) simmetrik bo‘lmagan to'plamlar bo'ladi.

Shunday qilib. fix) funksiya tog voki juft bo*lishi uchun uning aniglanish
sohasi simmetrik to*plam bolishi zaruriy shart ekan.

3.16-misol. Ushbu funksiyalarni toq-juftlikka tekshiring: a) f(x) = x* = 1;
DY f(x) =Vx—T;0) f(x) = Vx - 1.

Yechish. a) f(x) = x? — 1 funksiyaning aniqlanish sohasi barcha haqiqiy
sonlar to*plamidan iborat, demak, simmetrik to'plam. f(—=x) = (=x)* =1 = x? -

= f(x). Bundan f(x) = x? — 1 juft funksiva.

b) f(x) =+Vx—T1 funksiyaning aniglanish sohasi [1;+c0). Ravshanki, u
simmetrik to‘plam emas. Demak. f(x) = Vx — 1 toq ham emas, juft ham emas.

¢) f(x) = Vx =1 funksiyaning aniqlanish sohasi barcha haqiqiy sonlar

to'plamidan iborat. demak, simmetrik to‘plam. f(—x) = V=x-1=%f(x),

shuningdek. f(—x) = V=x—=1=-Vx+1# —f(x). Demak, f(x)=Vx—-1
toq ham emas, juft ham emas.

4. Monoton funksivalar. Aytaylik. y=f{x) funksiya .\ to'plamda berilgan
bolsin.

3.17-ta’rif. Agar .\ to*plamdan olingan ixtiyoriy x; va x; lar uchun x;<x;
tengsizlikdan f{x))<f{x,) tengsizlik kelib chigsa. u holda bu funksiya .Y to‘plamda
o’'suvchi deyiladi.

3.18-ta’rif. Agar X to‘plamda olingan ixtiyoriy x; va x> lar uchun x;<x;
tengsizlikdan f{x))>f{x2) tengsizlik kelib chiqgsa, u holda flx) funksiya X to‘plamda
kamayuvehi deyiladi.

3.19-ta’rif. Agar X to‘plamda olingan ixtiyoriy x; va x; lar uchun x;<x:
tengsizlikdan flx))<f{x2) (yoki flx;)2f(x2)) tengsizlik kelib chigsa, u holda f{x)
funksiya X to‘plamda kamavmaydigan (yoki o ‘smaydigan) deyiladi.

O‘suvchi, kamayuvchi, kamaymaydigan, o‘smaydigan funksiyalar, bitta

umumiy nom bilan monoton funksiyalar deyiladi (15-rasm).
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. e i
i ekanligin
: ‘suvchi ek
i anigl: 1asida o'su
3.20-misol. y 2. funksivaning aniglanish sol

ishotlang.
Yechish, Funksiy

- 1an iboral.
. ‘plamidan 1

i hasi haqigiy sonlar to'plan
aning amqlanish soha agign

v, + 1) = (2x, + 1) =202
Agar x; < x, bo'lsa. y holda f (x,) = f(x,) = (2x, + )
*1) > 0. Bundan f(x,) < f(xz).

' iva o' suvchi
demak benlgan funksiva o'suve

5 'ni
© okanlig!
> - \Ci]l ‘-]'“
3-21-misol. f(x) = x? funksivaning (—w;0) da kamayu
isbmiang_

Ida
i : ‘Isa. u ho
Yechish. Haqigatan, ALAr Xy, x, € (=, 0) va x, < x; bo'ls

flx) - f(xy) = (x,)* - £xs)F =

(vz =2 )(xz +x9) < ¢
bo‘ladi, bundan f(x

- akgivd
: rilean “m}\S %
1) > f(x;) tengsizlik kelib chigadi. Demak, berilg

kamayuvch;.
y yA
N '
| kamayuvchi
'\ X
' \ O R
e
a 1
\\\_—‘ |
)J A
) o’smaydigan
:K px
—_ | .
a ) .

Plami boslsin. y to*plamdan
= £ (x0) tenglijcp: . .
i . gliknj Qanoatlantiruvchi Xo
Y son bitg, YOoki bir Nechta botlish; mumki
n.
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S to = f(x) tenglikni
Y dan olingan har bir y uchun X to'plamda y f(x)
Agar i as

= funksivaga ega bo'lamiz.
qancatlantiruvchi x faqat bitta bo'lsa. u holda x = @ (¥) f—l
Bu funksiya y = f(x) funksivaga reskari funksiva deyiladi. .
L ye = blal— . - P
| X =Y = (—o0; +0) da berilgan y = Vx funksi
Masalan, =¥= :
funksiyaga teskari funksiya bo*ladi. s e bl
(siy eskari funksiyvani x=f7(y) Ke
Ba’zan, y=f{x) funksivaga tes e
ﬂp- - funksivag kari funksiya bo'lsa.
funksiya y = f(x) funksiyaga tes e
Agar x=¢(v) funksiya y = f( | R
i (sly *ladi. Shu sababli,
flx) funksiyva x=q(y) funksivaga teskari funksiva bo ladi kk
V=Hx 3 G § vag | .
funksivani o ‘zaro teskari funksivalar deyiladi. e vitiedt Unat
' :sivada x argument, v funksiy 3
Ma'lumki, y = f(x) funksiya

teskari bo'lgan x=(y) funksiyada x va y

lar  o'mini  almashtirib  y=p(x) i) /’/
funksiyaga ega bo*lamiz. Shunday qilib, | y‘/

bir xil belgilash bo*lganda ham, y=¢(x) } /_/

funksiya y = f(x) funksiyaga teskari / // .
funksiya deb qaraladi. I / P Y=

F i
Ozaro teskari y=flx) va y=op(x) . -/// X

. s ST S c .ri
funksiyalarlarning grafiklari, y=x to*g

oy i % - bo-]adi(]4_
chiziqqga nisbatan simmetrik -
rasm). . . ing aniqlanish
: csiva berilgan va uning
. o taylik. v=fx) funksiya g
6. Davriy funksiyalar. Aytaylik. )
sohasi .\ bo'lsin. ‘ X+ T) = F2)
3 22 ta’rif. Aeoar biror T # O son va ixtiyorly X € X uchun1 f( - dmrr
. ~-1a . 2¢ ) . R T unmg ,
lik o'rinli bo'lsa, u holda y = f(x) funksiya davriv funksiya
tenglik o‘rinli bo*lsa,
deyiladi. , . g T —
Ta'rifdan ko'rinadiki, y = f(x) funksiya 7" davrli davriy funksiy
a’rifdan ko* ¥
uchun

i ixtiyori hun x + 7, x — T ham
a) uning aniqlanish sohasi X dan olingan ixtiyorly x uc
X ga tegishli bo‘lishi;

67



b) IXtivoriy ¢
e\j.’i

funksiy

- hi kerak.
. ‘lishi kera
X uchun f(x + ') = f(x)tenghk o' rinli bo'hs
A ucht

2 s1va
(v) funksty
lda Ax)
ir shu shartlardan birortasi bajarilmasa. u holc
@ bo'lmayd,

ing
“1gq), uniiz
aviud bolse

— Oar u mavijue
Davriy h:nksn-;umlu eng Kichik musbat davr (agar
asosty davri deyilad

3.23-misol, f(x)

asosiy (

v 'li”g
: r \J ul
: ko rsating
'%\ j[ll’]l\ nvaning (jii\rj\ (-kit”l”l Q
If’! .. o ¢ - ¥

avring toping.

it )T
odi. f(xt
) cr ) Endis f
Yechish [-unksi}'unini: aniqlamish sohasi /)(y) (-7
f (x) tenglikni q

anoat|

antiruvchj 1
sin3(x 4+ T) = sin3x

-hun
) ivox uc

: iNtivorty -
ni topamiz. Shartga ko'ra, it

=

A = Uf
Ty 5‘[”‘{’1
in(3x + 3T) —: .
bo*lishi  kerak Bundan, stn(3x T _ o kelib
i ; . : 2c0s(3x + 1) sin— =
sinuslar ayirmasinj kU‘P:t)’lma‘:‘:l Keliramiz: 2cos(3x +T) z 5T _ 0
chiqadi. Oxirgj tenglik x gy boglig bo*Imagan hold

PR sin7’
a bajarilishi uchun
bo*lishj shart, Bundan 27 _ it

n, T = n € Z. Bu sonlarning
A 3

an
rur1ksiyaning davrj bo*ladj. De

oparlg
har birl berlis

ini
davri 5 ekant
5 yos acosiv dav P
mak funksiya davriy. Uning asosiy 3
ko'rish giyip, Cmas.

avriy emasligini ko*rsating.

U
. . = (—99 0)
gan fu”kSIdemg aniglanish  sohasi )=

(0; +o0) to‘plamdan iborag, Agar funksiya

0+7T.q } )

1da
sak, uho
davriy, dayrj 7 gateng deb olsak,

aslig!
iehli botlmasilsz
anish sohasiga tegishli bo'l

igini
- ; . ivmaslig
berilgan f'unkmyanmg davriymsq

Mashq va Masala)y,
Funkswalaml toq~Juftllkka tek hlrmg (30-39}'
3~30-f(x) = ey . 3-3 .
~31, = x2
3‘-’2-f(x) =% 1 f(x) = 53 .
-~ 3-33. .
3‘34. f(x) . xlz f(x) - x2_q
- 3-35. =1
3-36. Fx) = y2 _ 6x e ey
3-37. Flx) = .3 -
68 * :

davriy

3-38. f(x) = |x3).

_"_;g.f(-‘-) - \21
3-4 ) bln - L' * lan]d'i aniqlanean Ixtivori ﬁ X i]][]]\S yar “)(l va Jllft
= : & e ] # 7
; metri 10 p d q c
& i fi ]]l\ln 121mn .
1n \'i. H]d]sl I\L rlnlshlda \-OZISh mu = =
IUllkSI\raial] o o ) I l gl leOll.a“U
-~ - ’ ) ~ . . . . .. g
- =i + va qu'_’u{[hl\l\ll [El\sll"l““-_
1 ) fLIIlkSl anlt
4 1 . f(.\) 1&.‘(\ ' X
5] 1-, . . . " . . I - .I I E 1.
2 = -utl f‘lll'll\SI\d['llH...‘ ‘-.Iklht—-[ Oldlnlul-l o (Il-d nisbatan S“““"EUI 0" fadl
leO[]allg.

= =L q b UTe dlc o S < 1mim
) I !0 flln]\Sl\fal‘li 12 o1 lt]!’ ]\(Iil ([l 1ata l)(FS]HQ 1 1l bat i S etr i}\
= b N g tq q Y « o q g‘ .
0 I | AVt l) lll\ X X llIll\Sl ] r hi 1q1 Sonl ar to pl.uﬂlda 11 la" n
f vala
\I . -f"( )q ( ) }L .Q z]( s q §Sl -
( ) lSl[ Y bl
Ild[[lda f(ot)'Jlln g X 10 1]]]’]1{5[ 1 l)() 1 u l(laﬂ u”ks yd ]|(l Al ay IZ][ 'II’

10 ll(i‘ !adi‘.
¢ }S ar 1 [+ 1S q 1am emas

i] i loq qaysilﬂ |. 'llﬂ h( m emas, l

ay = 1

: =ff. 6g'=g-g
Df+g 2)f-g 3)fg 4)5. SYfF=f
Nfeg. 8)gef,Nfef, 10geg.

(siya juft, h funksiya
iya toq ham emas, juft ham emas, g funksiya j bo*lishi
3-45. f funksiya tog - ) b) toq funksiya bo'li
toq bo'lsin. Quyidagilarni aniglang: 1) f + g a) juft. -
o e iva bo'lishi mumk :
Kinmi? 2) f + h a) juft, b) toq funksiya bo"lishi ctva Jah e Bl
- ksiya toq ham emas, juft ham emas, g funksiy "tsiya 1) juft
3-46. f funksiya toq he - anial n. Kompozi
) . itsi aniglanga
ixtiyoriy ikkitasining kompozitsiyasi o
toq hamda ixtiyoriy ikkitasining ' itsiyalarni ayting.
q 2) toq funksiya bo*ladigan barcha kompozitsiy NIRR—
unksiya; 2 : = a
funkslyas 2) o ? 4+ 2x + 4 funksiyaning (—co,—1] oraliq
3-47. f(x) = x*+ 2
] ; i ekanligini
chanligini ol ing aniqlanish sohasida o‘suvchi ekanlig
= x3 + 1 funksiyaning
3-48. f(x) =x3 +

isbotlang.

= ; Agar X V ) 1 ton
i=) i (X) mono
. i y l. iﬂi 1SDO g.
L Eiya; b)f X ” s o l) an

= u Y onoto 'Y ‘IiShlnl
itsi 1 n funi\SI a bO
isttlang.
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3-51. (a, b) oraligda o

2 arning
ineki. “l‘l
hhita funhsivaga musol keluring ) (a b)
suvehr thkita funk i & s
amavuvc
a, h) oraligda hama)
ko'paytmas; “4) (a, bh) orahqda o’suvchr, by (a, b) !

oraligda monoton bo'Imasin

a
[ ,[I;II‘:'
coini isbe
| ckanligimn
.”“ Lk‘l -
3-52. Qat’iv monoton funksivaning o zaro bir ci2 i
=L, < 1S yd .
3-53, O zaro

isol
s MIS

i VAL

: rvan funksi

bir qiymatli, ammo monoton bo*lmag

lwlljring.

a
- [ardt
. V-I\JI‘
ar  funks)

. -I]ll_'l]!lir
3-549, Berilpan tunksiyapy teskari funhsivam cle

ifodalang, grafigini chizing: 4) 5 - Stnx, x € J_ c I

g EF
b) ¥ = cosx, x ¢ [=n,0]; holda n7:7

) ) avri bo'lsa. u
3-55. Agar T % soni y = f(x) funksiyvaning davri bo
son ham uning davyri bo*lishinj ishnll;mg holda nl.m €
. ) " *‘Isa. U 101

AgarT % soni y = f(x) funksiy aning davri bo'ls
son ham Uning davyri bo'lishin; ist

3-56.

Yotlang,
3-57. Berilgan funksiy

funksiyaning

Agar
alardan qayvsil
avri may

A flx) = sindy.

.7
. as’
) ¢ davriy enié
ari davriv, qavsilari davriy
asosjy ( jud bo|sy. uni toping;
X
i 5 . (x) = to-=
b) f(x) = COSESx +2; ¢)f(x) =t 3

(=]
Cos3x; ¢) f(x) = xz. f) f(x) = 3cosVx.
3-58, Agar f va g funksiya!ar davriy
holda f+ 9.f-g funk51ya

u
.Isﬁ,
. . al son bo
davrlar nisbarj ratsional sc
am davriy ckanligin; isbot|

ang.
ag davriy bo*

1d bo‘lsin.
4-8. Funksn
Ya lm-utmin ’ri
1 g ta’rify
Funkmyamng nuqtadagl limijgj ha .
rafiklari 16—18-—ra5ml iri
aynanp bittg ©gri chjy i

Yarayljj Barcha hollarda

Tilgan, Ular 5

= a nuqtadagi
70

T
v = 1) /
i
ot /IV :
o ; :

l(“rasn‘l . I‘
= 1y mﬂ\ u
1 oraf rile = J) qrymatt ]
1y x=a da f( d
d afigi keltirilgan ﬂllll\'Sl}ﬂ uchun | l)l | .
16-rasmda grz - n N
a i ratigi 17-ra a dks € :,.
< lanmagan. G sm ) = "l 1
SV L]. l]uqtad( al]lq l ll l' ‘ l
2mas, runksl_\ ab ) y ?I L da aks ettirilgan funks ya
( ) ] ld au O'Zi[]il‘l_ lﬂbll_\’ q]_\n]ﬁtld
| L = =
uchun f d) mav) V g b an f‘lr(l q adi. Grafigi 18 rasmda

¢ < % CI g .

< 1\ a uchun d av d va a\ShI. Llla\ 0\laSh an
u uy

l‘( s l“l” 1N il.ln S1

X '
y ! 1
A I y= f(x)l
y = flx)
/ )
—f(a) / |
. b L~
b A -
x
x 0 i
0 ¢ | 8-rasm
17-rasm

= i < .ya
i 4 1 1
<S1ya aynan
i ‘[ibO a olmasak. llchala funks 3
C qutaﬂl < g
.‘\gal X an + re I) tta ll.llll\S
b()‘ lar Cd]

T la holda ham
Yuqoridagi ucha B
1 lim f(x) = b ene”
x— o e a eng .
. siya limiti & g
iladi. O'qilishi “x a-ga intilganda f{x) funksiy {, agar argumentining
i . - i , ag
yozav ishlatila . uvning mazmuni quyidagidan ibora .dc et By
Yuqoridagl Yoz . ti b limit qiymatl an _
. funksiya qiymati ibiy tenglik
- - aqin tanlansa, - da ushbu taqr
Lyl x a_).l ) tsak, a nuqtaning yetarlicha kichik atrofi
Boshgacha qilib aytsak,
o'rinli: f(x) = b.
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Bu holdi, va na bie s idlavinirke. 1 B nogta ¢ tiborga olinmaydi-
2 Funksiy g, hrmlmm:,l (

2.1,

Kelgusida quyidagi tasdigdan foydalanamiz.

3.29-lemma. Agar ¢ nuqta .\ to'plamning limit nuqtasi bo-lsa, u holda .Y
revne va koshi ta'riflari

l-unl\si\.:mmu

to'plam nuqtalaridan tuzilgan va @ ga yaqinlashuvchi {x,.}, x, # a ketma-ketlik
“r'jlljfl’»}l[l'»lj

adagi limitt ajratib olis i
nuqgtadagr lumite. | ndr tunhsnamng nuqladas E sh mumkin.
gal oy mater } dr Isbot. ¢ Aytaylik. a nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo'lsin. U holda a
Hlemath o ritlar beramas R
{ = ad3
Funksiyvaning nuqt

. 5 1 1 % . . . .
g shu nugqtaning hz -=; = ( to'plamning, a dan farqli kamida bitta x
g nugtadagr hout funksivanimg 3 ing qtaning har bir (a 2 a =) atrofida X to'plamning, a dan farql ka n
‘ : 2 Lo Lepyaliie
m|ql.1n;»,,”;“,”,‘.l bo' g fidagi funksty . oy 1 1 . . G e el
s emas, balkr o o pugtaming atrolidds nugtasi bor, ya'ni a-= < x, < a + - bo*ladi. Bu qo‘shtengsizlikda limitga o*tsak,
atlar ’ - n n
dymatlariy, }""I"Ill[ bo lad - . . s o
il S lim x,, = a kelib chiqadi. Bunda x,, # a ckanligi ravshan. ¢
AYayhk, biror e
b 'sllflll Lo’ ll;” . o . . H ) . . . . . . - .
3.25-ta’rif plam berilgan botlsin ; dan mm“ Shuni ham ta’kidlash kerakki. ¢ nuqtaning ixtiyoriy atrofida .\" to*plamning a
ermanl Agar o : ‘plamning @ &
— - nuqtaning ixtivory atrofida |\ to'plamniis :
kamidy bitty nuqtasi be: | - b Jadi-
s VIsa,

]
v dt—)
U holda g nugra A to*plammning limif nugiet

i
3.20'|llis(,]_ X, s

dan farqli cheksiz ko'p nuqtalari mavjudligi uchun, a ga yaqinlashuvchi {x,} ketma-
ketliklarni cheksiz ko*p usulda tanlab olish mumkin.
ho*)

= [—. ) ) ; o Jimit
adi l $4] seementming har bir nugtasl uning
441 Bu top) N

3.30-ta’rif. (Geyne). Agar .\ to'plamdan olingan va a ga vaqinlashuvchi
AMNing boshe.
Yechisy, " Ja limit nuqtalari vorg Ishotlang. . ]llqlasl IXtyoriy {x,}.
- oA = [=3; e Co ey Jimit T
bo*lishi 0 2-0'ig 1] seementning har bir nuqtasi uning

x=a ketma-ketlik uchun, funksiya givmatlaridan tuzilgan {f{x,)}
- Ia Ketma-ketlik, doim yagona & limitga ega bo'lsa. u holda # soni f{x) funksiyaning a
i AN ravsh; — . eoogonle i -
“Ichlik xosgqq; k AN AYtaylik, a < —3 hotlsin, u holda haqiqiy 5
35" g-d '”‘T'l . s
B0 g i
@ ”“(ltzming i ¢ < =3 bo')

" o|53k' nugtadagi limiti deyiladi.

o i . _ . _—aqadc ) . . ’ : 5
o adigan ¢ son mavjud. ¢ = ¢ ; ® Funksiya limiti lim f(x) = b kabi belgilanadi, ba'zan “x—a da Afx)—b
Den. @ atrofidy y. - ; ,qmsl.‘ x—a
mak, ¢ nugqt; e I_'*"'” to*plamning birorta ham nt b B T
- ta X, to*plampni ) £ a’ Ko*rinishida ham yoziladi.
Zandy ham & “dmning imn nuqgtasi emas. Shunea U“\‘shil-‘;h- o _ S . - o o
To'p] * 7 hugta 10 plamp; o = di Odatda bu ta’rif funksiya limitining ketma-ketliklar tilidagi ta'rifi deyiladi.
Plampa o0 o é g limit nuqtasi emasliei isbotlanad!: . o o '
bo‘lish; mumk'!: tegishl; bo‘lmag.an BEslemastighls ’ n“qms' 3.31-misol. fx)}=3-x" funksiyaning x=1 dagi limiti 2 ekanligini ko‘rsating.
nligini qyy: ° Muqtalar ham shy to*plamning limt . _
3'27‘mi50| > duyidagi misoldan kotri . B N Yechish. x,1 va limx,=1 bo'ladigan ixtivoriy {x,} ketma-ketlik olaylik. U
1sbotlay . Nuqty Finadi. . noa:
. X2 = [0, sainl , : ) : ; ; - : ;
v B=10:2) ' plamning  limit nuqtasi ckanlig! holda yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar bajarish qoidalariga
Ethsh =
*plam Ning “yoriy ¢ so ko'ra limfx,)= lim (3-%:")=3 - limx,* =3 - lim X - limx, =3-1-1=2.
Zig nnj o 4 nose n—sx e "o n—x
cheksiy .. hlik Ossasigy 1. lamiz, holda 2 — o = » 4 haqiqiy sonlar . -
limit P> demgy kamiq it 3 - SRS va 2 ) - ing Demak, ta’rifga ko‘ra lim (3-x)=2.
u lda pb; . . . ns sz
Tl botlag;. i Nuqtas; Mavjyg Sonlari orasida X, to‘plam”™ ‘ .
1 | 3 : TN Y
k e Nugtaniy, - Bundap > berilgan m*plamﬂ'”g 3.32-misol. Geyne ta’rifidan foydalanib lim —— = 4 tenglikni isbotlang.
Eltll‘amiz. g yuqor‘dam h pi J 2 X
arri
28-tasyip fiza feng kuchlj b i Yechish. r(x)= x - funksiva x=2 nuqtada aniglanmagan. x#2 va
Utalari ., VB3 @ ny t ©'lgan yana pitta ta’rifin! ! o Sl ya X=- nuq 4 )
©%lsa, hol q ANing jyq .
8 anugy Yoriy apre

x-—2
Xtop fidy X torpra lim x, =2 bo‘ladigan ixtiyoriy  {x,}
Ulag; Mning cheksiz ko'P
5 dey“adi

P N N

ketma-ketlik  olaylik. U holda
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T o
lim ™

TLE AT E
lim "
X =2 ., _

LY

Demak, hcrilgunlcngliku‘rinli. i [imiti

Ko'p hollardg funksiya limitining Geyne ta'rifi - funksi)
mavjudmasligini ko*rsatishda ishlatiladi
Yaginlashuvch; shund

qiymat]

408
1135
ayvotean nu
Buning uchun qaralayotg
ay ikkita ketm

alar
aridan Wzilgan ke

) : l'u[]kf’i,v
a-ketlik olish kerakki, ularga mos
tma-ketlik|
3.33-misol Dirixle funksiy
isbullang.

b SR n. ..
ar turli sonlarga intilishi lozu | emasligin!
g s c viud cies
asining hech bir huqtada limiti mavj
Yechish, Dirix|e funksiyasj ratsion

arda 0
gilar edj.

sonl

s o i]l son
al sonlarda | giymat, irratsion

qiymat qabu] Aytaylik, o
{r.3 ratsional gop|
aridanp tuzilg

ngd
yaqinlashu‘/chi

9iymat|

o} Qo
3 Shu 5
i ¥ 15 ik
ixlivori}' huqiqr} son boslsir

- alkgivad
m s funkst
i ‘nga mMos
ar ketma-ketligi mavjud. Unga

a-ketljk {1} bo'lib.

n il’ratgi()nal

a
4 ng
1 SOt
” = i Gk ] ea tL‘I'I‘:’-- bl

an ketm uning limiti 1 ¢

g mos
I Ungd
sonlar Ketma-ketligi ham mavjud.

an @
Und‘

. v ya tene. B

s uning limiti 0 ga teng

tlaridan
ar uchun y)

1 ival: jyma
arga mos funksiyalar gty

A 5 ekanip; lsbollang.

echisp, j’(x)=3x-l funkg;
I nksxyam qaraymiz va lxtlyony €20 son olamj Urhales
f(x)-—~5|<:a1a Bx~q _ E o

£
~—2f<3

O'I{Idl-
3 5 AU 4 b
- him?2 =
Iim(v,_ +2) hma jrr
—) L .
2 x -2

- X lda E. '...WQ
I d kO‘ |n'1dlki aga E-:'O son LIChun € d
Hllll]OSilhElt ardan e L, dgar SO ) X ]

h - - .
o | i .-1)=35 ekanini
= i ‘rifea ko‘ra llll'_l (3x-1)=>
ILrl d lﬂ -3¢ ICIIQSiZ“k bajariladi. Bu esa, ta'rifga i
“lganda. |[f{x)-5|-¢ ) I 1 I

bildiradi. N U
isol. lim(x? — 3) = 6 ckanini isbotlang.
3.36-misol. lim(

U —-6| <
avlik. U holda |f(x)
Yechish. fx)=x*-3 bo'lsin. Ixtiyoriy £>0 son olaylik.
echish. fx)=x"-3

= |x? =3 -6|<e <= [x?—-9| <& bundan
£ x2 —

1
|x+3“.\’ 3l <« (1)
munosabat o‘rinli.

= 1 (13 h) S ) == 3 4 kelib
- S e 6 < 1 dan 2<x<
\ Zar (; 1 i [ n kiLhil\ del. 0[‘ ﬂk. u h( ldﬂ I.\ Sl & . | I
o | garg izlikning tomoni ; X = 3 da“
l ]lqd'l 0'z 'lr,_lm‘lda { ] } ILns.’,Sllel\illn._. Chap
1 Iqadl X shu ora I8 <

“rinli bo*ladi.
3 Isak. (1) o°rinli
katta bo*la olmaydi. Shu sababli 7+ |x — 3| < ¢ deb ols
. | . < < *ladi. Bu esa.
-61=lv+3| _31-\']. <g bo
il 1.2 sak, u holda |flx)-6|=lx=3} v

Demak, s=min{ ].? } deb olsak, u
ta'rifga ko'ra lim (x*-3)=6 ekanini bildiradi.

-4

3..5 ;-"l l f z 'ullb h]]] = -l- oli h()ﬂan...'-'.
} i 1 ten ll]\nl 1S
]\OShl tar ld‘}ﬂ fO 'dalt )
1S01. & > =

x=2
=4
X= Z 4 |

. vios | Pyl
son olamiz va | f(x)—4| ifodani qaraymiz: | f(x)

X —4_4l:
x=2

oriv 30
i an. Ixtiyoriy €
funksiva x = 2 nuqtada aniqlanmag
Yechish. 7(x)= 3

(x—=2)(x+2) _

x=2

inadiki. acar
| x +2—4|=| x— 2|. Bundan ko‘rinadiki, ag
H=e|x+2-4|5x-2

5 € SO 1 =€ <] S — S i (l alltiru Chl
i 0 n Chun 6 - d b O! aK., 0<| X |<5
l’.(t. YOIV £> l. 7 ha[l]n anc )zi]l V

jariladi ¢, ta'rif bo“yicha
I larda | f(x)—4|<e tengsizlik bajariladi. Demak, ta
barcha x larda

. x'—4
lim =4,
A |

-3 -ta’r lt. ga] ) a I ma d ll s
A IXtiyori A>0 son uchlln Shund y 1 >0 son ViU 0
3 8 v b 6 b b

. . -
i i iymatlarida |f{x)|
5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiy
xc X ning 0<|x—a|<8 tengsiz
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qoi limitl

adagi |

: . ¢« nuqtadag

tengsizlik o'rinl bo'lsa, u holda » nugta fvr funhsiyaning

deyiladi. Bu hol lim f(x) = orqali belgilanadi
X -vqq

00,
(x) =+

ar x a yetarlicha yagin givmatlarida fiv) 0 bolsa. ! -ul
Agar x NINgE a ga yetarlicha yaqgin qivmatl;

ABAr )0 bo'lsa, lim f{x) = —o5 kabi vozilad
X-—+q

i o e o -
3.39-misol. lim x—1 — @ ckanligini isbotlang
X1 x-—

+00),@ =

Yechish. file) = :’_1 ﬂmksi)’iming aniqlanish sohasi (=, 1) U {1, oo p
- s aqy D

1 uning limj, uqtasi. Ta'rif bo*ujcha ixtiyoriy A> 0 son uchun mun(,“)_l,,sjzlik”i

50N mavjud bo'lib, aniglanish sohasiga tegishli ning 0 < [x-1] < 0 (08

qanoatlantiryyep; barcha qiymatlarida

ko‘rsalishimiz kerak.

x—1

po'lishin

. il
> A tengsizlik orrinl

1
l:,‘l = A tengsizlikdan Ix -1

: i ar ixtivoriy 87
[ < 3 ni hosil gilamiz. Agar IXII)
50N uchyp 5 - 1

-hi
s UV(’h
i sl aanaatlantil
A ni Olsak; u h()ldﬂ 0 L =g Ix*l' < & [ci]g5[7ljklll q‘ll]od
barcha » l-l_I G
larda x~1| > b0 rinlj bo‘ladj. Dem

dk. J\'E} x+] = oo,
2.2, Funksiyamng bir tomon; limitlarj
3.40—ta’rif. Agar IXtiyorijy

kamida bitta

ing
" - 1o plamnit

>0 uchun (@-G,a) intervalda A" to'p
» U holdg 4 nuqta

sl
imir nugta
X o'plamning chap limit D

4y ;
s ) imteryg) uchup 4 chap Jimjy huqta bo*Jadj
i i - | A T "
e o Agar Dmyony o=() uchunp (a a+g) intervalda Y to‘plamnmb
2 nuqtasj bo'Isa, hol ‘ !
o olda nuqta y lo‘plamning ©'ng limit nuqté>
Magg| i
alan, (2.4) Imteryy| uchup 5 O‘ng limiy Nuqta b+
Ytaylik, V=1x) funk C to* g
g S Slya X to Plamgg, ben]gan bo‘lip “to* &
Yoki o‘ng) Jimj; fuqtasi bosigi, e plamins
3.42—ta’r1f (Geyn
s ¥ne) Agar Xto plamnmg nuqtalandan t
e v St et . Uzilgan vy g bir hadi
olganimizda ham

g i limiti
1o ravishda, chap)

intilsa, / flx) funksiyaning a nuqtadagi o 'ng (mos

b ga intilsa, b son fl. )

deyiladi.

1 =)= imitini
R ¥y ok 1+0)=b. chap limi
: iyaning o'ng limitini lim Ax)=b yoki f{a+0) P
Funksiyaning o'ng .

Tk

' - a=0 bo'lsa, lim Ax)=A+0).
lim fx)=h voki fla-0)=b orgali belgilanadi. Agar a=0 bo"ls lim
lim £x)=/-0) kabi belgilash ishlatiladi.

x —4,agar x <2,

funksiyaning x =2
3.43-misol. Ushbu fix) = {

x*agar x=2
. . GO T, ane. .
W Sechep maang Hineslod iobleng inlashuvehi {x,} ketma-ketlik
- i 2 ga vaqinlas i
‘echis ar x,<2 shartlar bilan 2 ga -
Yechish. Agar x,<2 s A = i o — T
< — 1; ., — - -0
‘sak. u holda £ (x,) = x, = 4 va lim f(x,) = lim (x, noe o
olsak. u holda n) = Xp Ny
=2 -4 = -2 po'ladi. ) ata-latiik slsiien fiolda
A 2 shartlar bilan 2 ga yaqinlashuvchi {x,} ketm:
Agar x,>2 shartlz g .
2 3 ) lim rzl = 4 bo'ladi.
7 2 J, i = Xy -
f(xn) = x2 va lim f(xy, S ‘ i vl
2, lim f(x) = 4. Bumisolda chap g
Demak. li_t)nuf(l') =Sy L
X2
Mavjud, ammo bir-biriga teng emas. ilida ham ta'rif berish mumkin.
snitlariea “e-S87 tilida he
- ey a o'ng limitlariga “&-¢ )
Funksivaning chap vao'ng | dav bir &0
’ - o hun shunday
ay. kichik £>0 son uc
S : har ganday. kic . b
3.44-ta’rif (Koshi). Agar o atlantiruvchi
e likni qano:
jud bo‘lib. xe X' ning a<xy<a+d (a-d<x<a) tengsiz .
son mavjud bo‘lib. xe. 750 dnkSyAsinE
izlik bajarilsa, & son fi
: ; -b|<¢ tengsizlik baje
barcha giymatlarida [fx)-b/<¢ teng
figtadagi o g (Ehap) Himit deyliadL. ing bir tomonli limitlari deb yuritiladi.
Somiiey o ¢ imitlari uning bir .
Funksiyaning chap va o'ng li 1 0*ng limit nugtasi bo*lsa. u
A ta, bir vaqtda X" to*plamning ham chap, ham o’ng
Agar a nugta, -
holda Quyidagi teorema o'rinli. limitea ega bo‘lishi uchun. shu
. tada limitga eg o
; ksiya, a nuq A
3.45-teorema. flx) fun ) Eenalik N
' o ; lib. fla-0)=Aa+ =
fuqtada uning chap va o'ng limitlari mavjud bo‘lib. A
bolishi zarur va yetarli

Isbot (3-62-masala).



2.3. F"“kSi}'uning cheksizdagi limitining ta rifi.
3.46-ta rif IXtiyoriy A~ sop uchun (A, - =) interval - = «nuqta»ning. (-;4)
interval . “Muqtanning, (-r; Ay N w) to'plam esa « «nuqtarning atrofi dt-’)'“ﬂd[:
()UI;Wr.:rsu, L, *o6L, oy “auqlaslar by toplamlarga limit nugta ho*lishi
Yuqoridagj kab; @'riflanadi. By holda ham. mos ravishda lim Xp ™€, “m Xn =1 lm}
x;

-~ bo ladigan

{xn} kclm;:-kutliklurni
mumkin.

i 5 . b O“Sh
cheksiz ko'p usullarda tanla

slean
b i e n = . = €0 bo ]g
3.47-ta rif. (Geyne). Agar to'plamdan olingan va lim x,

& n-—+w
IXUyoriy {xn} kclma-kcllik uchun,

A
i ) ) 7 )t ketmé
funksiya giymatlaridan tuzilgan {fxa)y -
ket » : . o s mkgiyaniins

ks har doim Yagona b Jimigy ¢ga bo'lsa, u holda b soni fix) funksh
Cht.‘ksi'/_dagj ("oo" nuqtad

3 A . % . . adie lim (X) -
a81) limiti deyiladi va quyidagicha belgilanadi: J'_fwf
b.
~ erish
Shunga ot vep. : . ) aie beris
83 Oxshash Iunks'—v“”'”g "9, o0 nuqalardagi limitlariga t'rit
Mumkin,
3.48-mis : . ~jﬂini
misol. . fix)=siny funksiyaning X—+oo da limitga ega emaslig
ko‘rsating, J

Yechish_ Limitj 0 bot|

._‘rni

830 X, yo % = Py B ketma-ketlik1a

olaylik. y holda fGm) = Sinnz = I 2

- - ' x

jlljgv fQe) = U,Tltim Fx
o

Yo'qliginj kq¢

o - ~ ]Un‘

:?.) = Sln(zn - ziJ’T =1 bU‘lgiu" UL}
N . - Leivaning

limi - Bu esa, x40 da f{x)=sinx funksiyal

3-61,

Mashq va Masalayy,.
ya’ni Quyid

TO‘Plamni .
Ng limjt p ; .

agi b o Uqtasigg berilgap, ta riflapn ) o
anj Isbotlang. nugta y , Ming ekvivalentligini,
5

lampj P .
p Mning limir Hugtasi bo'lishi

78

- "t ine cheksiz ko p nuqtalari bo-lishi
uchun « nugtaning ixtivoriy atrofida . to'plamning cheksiz ko'p nuq

Zarur va vetarli,

2. 3.45-teoremani isbotlang.
= il ¢ 1 a1 o,
3. lim f(x) = b niwriflang. Geometrik talgin bering
i A.t‘—'v‘-m )
~ -l talal cring.
3-64. lim f(x) = bni ta'riflang. Geometrik talqin bering
X=—wo

< Lo g : S 3,
3-65 . lim f(x) = oo ni ta'riflang. Geometrik talgin bering
X—=+

; ¢ — X § tengsizlikdan

3-66. § ning qanday musbat giymatlarida 0 < |x Xl < S
If(x)—al < tengsizlik kelib chigadi? Bu yerda
A f)=x%x;=3,a=9¢=0001

; AR = B g =k g =00
b) fx) = ;gj%;:g, Xg=3; a=3., ¢
' Gxo=m a=—1,¢=0001
Q) =eesn g = @ ) | .
i : gsizlikdan quyidagl
3-67. & ning qanday musbat qivmatlarida |x — 1| < & tengsizli q
tengsizlik kelib chigadi? Bu verda ol < 001
. ; X 01,
a) |lgx| <2; b |llgxl<1; o llgx]l<01;  dlig

‘ co'rsatinki, |[x — 1] <&
3-68. Har bir £ > 0 son uchun shunday § > 0 son ko‘rs
tengsizlikdan . 2| < ¢ tengsizlik kelib chigsin.
x-1

¥ |é? nug ldda!;l I””l[”ll“‘_) (l&‘\ neta [lfidd“ f()'. dl.llt“”b. 1““““1 loplllﬁl
(6:)-7 ’)-

3. im(x® — 4x + 8).
3-69. lim] (4x + 3). 3-70. lim(
X——

x*-1

x245
3-72. lim
3-71. lim V1 — x2. T
5ol . . ib tenglikni
Funksivanine nugtadagi limitining Koshi ta'rifidan Cyaslam )
3 g b =] -
isbotlang (73-76):

3-74. lim(—x + 4) = 3.
3-73. 1in3(3x-— 2) = —=2. -1
_t*.

1 1
-76. lim- = -,
375 limx? = 9, 36 I =5
x—3 .
. : igini isbotlang(77-78):
f(x) funksiyaning x, nuqtada limiti mavjud emasligini isbotlang(

x%,agar x = 2 bolsa,

. Xg = 2.
x, agar x < 2 bo'lsa

3-77.f(x) = %, Xo = 0. 3-78.f(x) :{

79



4 ) § dng
1- () l]”] /([) Il!]”“l”];j “1;!\|[f‘f”]‘|«,[f!_‘],” [«‘hgtf !
X o)

: sLgnsin-.
a) f(x) = arccry ' b) fi(x) = si, :

p =1
! 4 ,q) =1
(i, agar x = !’)‘ (}’ 1
3-80). )

4 = : con
hm f(x) ni toping. Bu yerda f (x) 1“ o« irratsional s
X () '

u
Lanligini isbotlang: L
hanhg )
3-81. Koshi ta'rifidan fovdalanib IJ.H,I f(x) Ie _
X ) 2 . 2) E -
. TTLN l ) Sarg
o O o NNg:
yerda f(y) = 2= '1” t 1.x6 = 1. Berilpan ¢ ca ko'ra & nitog
%
0,01,
; , _ i HisGhlariz82-83):
F\u‘rs:ltllg:m nuqtadagi hyr tomonli limitlarni hisoblang(
382 f(x) = [X].xyg = 2.
. ~2,agar x = 1 bo'lsa, . - 9,
7’-8’1/ (X) :{ x 9 - . H}-rn = 1: U)X;) = 9
3:99ar x > 1 po'isq
5-§. l.imilga ¢ga bo‘lgan funksiyalarning xossalari s
: - yeplammiis
A - - }
Avtaylik, Y Aix) funksiya y to‘plamda aniglangan va « son .\ 10°P
limit nuqtasj bo*Isin 1
lda
3.49-xnss.| var i 5 ‘Isa, u O
Aé‘“i‘_‘:‘l F(x)=p limit mavjuqg bolib, b-p (b<g) bo
-’CEJ\'nin:q: o Sir . .
l Baga Yetarlichy Yaqin (x#q) t]i}’matlarida fix)=p (fix)<g) bo-ladi. i
shot. ¢ A taylik 1 ’ =() son
o Yiaylik, ll_’:‘c‘lf(x) =5 botlib, b=p bo'lsin. U holda &<
<5<b‘Plengsi21ik . =0
“HNT qanogy), ipe L orrabuf
Uchup Shunday, 0 ] I ‘Mtiradigan qilib lanlaymi, Limit ta’rifiga ko'ra da
SON topilib, (., ) ;v X lar
mx)-—bi—.—.g bolad; Bung PHIb, 0<yx | ‘SLCHSSVN\HI qanoatlantiruvchi xe .\ .
) - Bundap bepe < . . rliknt
hisobga olsak, |, holda 1y putsBi Kelib chiqadi, Agar b-g>p tengsizl
¥ “P ni hegj) Qilamyj,
3.50. Miz, o
50 X055y gar:ltim f(x) b i
—ta E it Mmay U c dﬂ
XEXnm,= aga Yetarlichy, Yagin (v ) Jud bg lib, p>q (6<0) bo*Isa, u hol
a Qymay)
Is arid .
*hot. o Yuq"“‘-‘*‘&;i isbotg, P = B0 U("'KO) bo‘ladj
0 dep olish Yetapl:
arli. ¢

80

==,

1= <« ALAr | = )y IS u dﬂ. Xe .\ nmg a ga
3 ’l X0S8sa £ = L=

4 aq 1 ({"ll q vimatla (1 X ' i q- ; coaralangan l)D Iddi
vm - [ ‘ o )y ra £- ' .1 S p =
¢ [ i -l ta ”l a k( 1 ?‘0 son Ukill.l]'l. bhundil\ bl o onto lb Y
I\b()t VoLimit 13 = a & | ) [ .
= a+o teng ] AY i a an H[q 1 arcna q‘\ matlariaa
nine ¢ (s X Sy H : d f l b ] d
[ s 1zlikni anOalldn“r“ Chl.
! xX<g+o I'l...Sil_lll\Hl (¢ - ' - ‘}\{
= X } DT E l) ) ld 1 CMme flx ‘d X Nning ((I‘(. LATC a
lf\’-i|‘ I\ f o~ l" N4 o . '- - ) I, it S o) il
(- “E Vo 1 O=-< . \[ {1 e !]\ X ] 1INKS 1.\ g §
r l‘”“dtlhl bt“(.hd ql} ¢ 1 i xoaralangan Lkan. ¢
h i 1 ‘m lll; ['lda \.,hl.._\ 3 l l l- )
3--’2‘ 0ssa a ing d ()‘ (ldn 0]1[1_"3“, 2] ddl] talq} ba[Ch‘l
¢ aning 1 .
X a. .‘\ oar a l‘luq ) ( )
nu - 1 T s, 7 Y
l f( ) <_ q(/\) < (ﬂ(_\) tengsi .[lk ormi 2 f(‘ ) ;
qln drda X - ‘Nosl7 r va llm = b ?!,. h n (’? X
l(l[ ma Ud t!i) [l) f = X) = ll 8] !5.'! u [(}ldﬂ llnl g(l) hd[“
—a i a N
j i i i m @ )
¢ v . lln] (.'f) .]1.] q (

‘rinli be'ladi.
j i i ) = b munosabat o'r

ladi va lim g(x) = b1

mavjud bo*lad lim g

1 l\ I my/ = d ¢ ¢ lOplll .
lS[NI O 5)} 0'ra l] N (.V) !‘ L hOld'!. >0 l L h 11 d’\\ )
t. nartoeg £ uchun s ; >‘“ ll

. e - t .ladi-
- d . da b—e<flx }<b1-g bo
U([x 1<81 tengsiz lik o‘rinhl bo'ladigan barcha x lardz VAL

2>0 son topilib,
Shuningdek, lim@(x)=4 bo'lganidan, shu e>0 uchun 8-

X-—*a ‘ . lik
: -e<p(x)<bte tengsiz
O<x-a|<8; tengsizlik o*rinli bo'ladigan barcha x larda b-g<op(
il borledi <y tengsizlikni
A =min{d.5} deb olsak. u holda O<|x-a|<& ChE
o mmiens . izliklamming
) o ova b x)<h+g tengsizl £
qanoatlantiruvchi barcha x larda b-e<fix)<bte va b-e<p(x)
ikkalasi ham o*rinli bo'ladi. . ——
Endi. fix)<g(x)<¢(x) ekanini e'tiborga olsak, u holda oxirgi teng
Cndl. fx)Sg(x)=e(: {

b-e<g(x)<b+¢ kelib chiqadi. Demak, limg{x)=5. ¢

s = o ) - = o
3 ’3 XO0ssa. A...al' /(l) flllll\Sl a x—a dd lllllllgul cga bO lSd u holda bu h“lll
3"50“(1 bO ladl -

kabi ko*rsatiladi. ¢



va g,

bo‘lsin,

holda a) flx) +

limitga cea bol

lim g

@ yaqinlashyych; ixliy(rriy {x:},

b | i r
1d: '[H].]”d
X ivalar |\|Id||-

-8 imi ‘va botlgan flll!l\\[_\ alar

() t} !.I"lllf_{;l cga 14

1

) funksiyalar 3 to'pl
3.54-teorema.
®X), b)) fix F s

: . f(x)
X |lm,:;|’_r). €) lim

T gr(x)

Ishot, ¢ Ayt

bo*lad;.

Bulardap lim (ﬂxn,\ig(an

Demak, i Ufix,) +

s—va glx,) )-
Xuddij shy kabj qol

gan f'ormu]aiarni ham isbot|
3.55. ij

- Agar flx) fup
itga €ga bo‘lip

tayin, o‘zgarmas son.

Isbot, ¢ S4-leoremanin
lim

o (e flxcyy= lim £ 1

-a

£ limit Nugtasj
atdy atrofidag;j barchy nuqta

aylik, [im fx) A

2. Murakkab fu Nksiyanin

JARY)
X)y )

2ix)

: (v) + limg
adi va a) lim(fiey - (x)) I'H_l? iz} x b

lim f(x)

lm g v)

)

ksiya ¢ nugqt

, lim

2 b) holidg 2(x)=k de

m_/(.t)hklimf(.\-) bo‘ladi, ¢

larda &(x¥)c by

82

i 1o YIJI]]”[ =
fa berilgan bo b, ¢ nugta A to'f
amda i

‘A
roa e0a I'JU
a himitga g

(1) funksiyalar ¢ nugtada |

Agar fix) va gy _

(lim i v)20) tunkst

formulalar o*rinl.

a ‘1o
in. U holda .\
va limg(x) ¢ bo'lsin. U hol

¢ 1 Dd:

. W Xn
Jim gt
im fix,) b N0
Vera Ketma-ketlik uchun [l[‘].f(-"'
A "

lim frx,.) + limg(y,).

ash mumkin. ¢

b olsak,

(v). b Jim (A&
ny). g -

ik fix)
- [a‘,“ll[\-,ﬂ'
. allar, Ayta)
ida arifmetik amal
Limitga ega bo*lpan funksiyvalar ustida arifime

i
[imit nuqtas

s, U

.ri
larning har bt
yalarning

x)°

agl
& P n]d‘ &
le

=

il
1y chigd
p 3 ‘]lb c
limj(.n.)iIimg(_r,g bte tenglik ke

)
a KX
- holda

ada limitga ega bo'lsa. u

irorl
x))= srde k bire
(kA ))'"k“”’ﬂ.ﬂ bo‘ladi. Bu verda

. T
M- Shuninggey a nuqtaning bir

sin. By holda x to*pl

amda fg(x))

I“u{al\l\ab [U“ 51 l“(ll:il oa ) .[(l [3]! lllllﬂ,]\l\ﬂh !lu l\slja“l“a llllll[l LlChll!l
1 1 Ol
= =
1\5[ d o«

rinli da flg(x))
RMyidagi tearema:otriali. lim f(z)=b bo'lsa, u holda x—a da_
T : =c¢ va
5 a. Agar limg(x)=c va lim
3.56-teorema. Ag i o
. =5 bo'ladi.
: ‘lib. lim Ag(x)=k
urakkab funksiya ham limitga ega bo’lib. lim har bir £>0 son uchun
mure B ) —
ta’rifga ko'r
. ” ‘lsa, u holda
sar lim Au)=b bo
Isbot. ¢ Agar il

"]I' na l ) -Cc|<g (¢ S1Z (l( hl ‘U’cCha
n v
k C b 1
ld bo hl ( <|u f.l’ ng .I
A .
lll]da} Gs{) son ’ } t a 1LKN1 1noa la “[I

y idagi o>0 son
i )=c bo'lsa, yuqoridag
hl<e bo-ladi. Shuningdek. limg(x)=¢
ue U larda |flu)-h|<e adi.

C 1 S 5 Q %) ‘ "-} 1enesiz 1\“ tl{“(!l dal ']l\’bhi
= izlikni 3 gll tiru
i k' - I 1 ll 1
1 [ll'l\"ud bohht . O\L\ (Ilg(S g Sil ['[dav 6 >() son
| d | I- “-J."l ) 1 ! £ hlm u ),
! ur huﬂda\ &>0 s | )
. 1 I‘ (\) L'l ~ s O‘lg dl DL[nai\, >() son C] ' 1‘ l (Y))
h?l] Cll 1 Xe A’ arda |g( - - hl | |
‘ 1 = |<( teng l 11]\“1 qe Nod l]ﬂl“lr )
j “li <lx-al £
I\la\’_]ud bO llll, 0=l "} S1Z a 1 uvce barchaxe A Hda f(" =

canligini ifodalaydi. ¢
bl bo'ladi. Bu esa, lim flg(x))=b ekanligini ifo
’<& boladi. g SAB

s . oq
vva ) i kabi, ba'zan limitga eg
dalar. Xuddi ketma-ketliklardagi kabi, qmasliklarga olib
iqmas ifodalar. > o rim aniq
> A tida arifmetik amallar bajarish, ay
bolgan funksivalar ustid: _— .
i ko rib o'tamiz. nuqta .
. ; “hollarni korri iglangan va a
LR e (x) funksiyalar .\ to’plamda aniglang
Aytaylik, fix) va g(x :

imi i bo'lsin.
to*plamning limit nuqtasi bo'ls

0
S ifoda “0”
)—0. g(x)—>0 bolsa. u holda g(x)
" da ﬂ.\‘ —U, g
a) Agar X—ra

ko'rinishdagi aniqmaslik deyiladi.

o0
) - =y
. u holda £ ifoda “o0
fx)yoe, glx)—ee bo'lsa, g(x)
. da f(x s B
b) Agar x—a

5 i iladi. co'pavima «0-oo»
s e deyl( ) bo'lsa. u holda flx)g(x) ko'pay
¢) x—a da f(x)— o
ik deyiladi. o(x) yig'indi
kOTiﬂiSllidagi st Aoyt (+2c) bo‘lsa, u holda Ax)rax) yig
-0), g(x)—>-®
d) x—a da fx)—»+xo (

. : iladi.
«e-ox» ko‘rinishidagi anigmaslik deyila
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caydi
. am []Ch v
ik lar har
. 1 \hl\’.i'.'[ .””Ll]'ﬂ.l-"“ | u5u|[al'
Shunmpdek, «0 L 170w 0 hotnin a Llilrilh turll

ir \‘”‘,}\h_‘ﬂ‘:.'
l‘nnul.:_\.

b { y i []]i\\‘:l.
anmgmashk larnn yechish davomada,

qo Hamlad,

3.57-misol ni hisoblany

o omal.
I bord
o i 1icim:tslikd3"1

' ko-rinishdagn af
Yechish Ko'rinib turibdiki, bu ifoda w-n ko'rinis

(x-2)x+ 2) LVE= g
k lim {"_" ]

Vodxe2 e (x=2)x-1)

limn

i N | 5 . . y
3.58-misql lim =1 Limitni hisoblang
2% 1 1

. s

3 <han.
; - avsha
" . s . ; ckant 1<
Yechish 3y tfoda « Korinishdag :mu]m.lhlll\
vy g

Mashq va masalalar

an
a d
fidan olingat-

% T S N |
3-84. Ushby tasdignj isbotlang, Agar g nuqgtaning atro -Jsa. b

. 1ho
avjud
Pareha x nuqtalargy () = b tengsizlik o*rinli va lim /() MY e
holda 1 . idagi 1€
olda ’l“-'l‘r";-ll &= bo‘ladi. (g tasdiq tengsizlikda limitga o’tish haqida
deb atalagj),

farqlj

Limitlarni loping (85-106):
3-85. ;

JcILrl_-xz(sz +2x — )
| 3-87 lim —x_

X=0 X2,

- . Sx+1
3-86. lim =211
x—l;rjl x3-2x+3

3-88. lim 2°=8

il 3-89, lim X2=6x+5

x—32%4+8
| 1 xX=5 x2S 3-90 Yy Ax3_3x2 4y
\ 3-91 li 3 4xqn -XHO 2x
“ ’ rl-r—r-li x3 47 2
d 3_92 lim 2x%—x—
i .y
1—gx2
3-93- lim xa_xz+3x_3 x-»-_z X<+5x+4
~‘—:——‘—_._._‘_
e A e 3.9, lim 247246
X xiy ot
6x +6t2+3.7¢'-!-18
B8q

— x2-2x
S i Y255 3-96. lim ———
3-95 lim = e 2 x—2VXZi6x—4
x=0 ¥i+2x
—— Fox-1
. Ix+3-3 3-98. lim ","_f_z
3-97. lim W= R x—1V5-%
Xx—=3 VX=2—
216
iy VBT -2 3-100. lim 5————
3-99. lim ———= Y pa We—x-3=3
x—=0 X )
1-3x~
. x+5x%—x? 3-102. lim ——— -
3-!01. Ilm el = T oymo x2+Tx=2
X—oa 2x3-x247x
4. lim ==
; xiix 3-104. lim -5——
3-103. lim ——— 3-10 rooo 2x34x7+1
: x¥-3x2+1
=0 1:3
5. lim (VeTT3 3-106. lim (2= - ¥)
3-105. lim (Vx? + 4 - x) 3-10 Siion X232
X—+ oo

3-107. Ushbu tasdigni isbotlang: agar lﬂ fe(x),k =1,n mavjud bo‘lsa. u
holda

DM + ot fr () = 1 (@) o+ lim fo (0

b) Im(f () f,(0)) = lim f; (x) - .- lim Eilz]
formulalar o*rinlj.

- = x, bo'lsin. lim f(g(t)) =
3-108. Aytaylik lim f(x) =a va_lim g(8) = xo bo'lsin. Jim

X—=Xo

@ kelib chigadimi” Javobingizni asoslang.

7-§. Ba’zi bir ajoyib limitlar
"zi bir i ing limiti ko'p
Limitlarni hisoblashga doir mashqlarda ba’zi bir ifodalarning

; ida ko‘rib chigamiz.
Marta uchraydi. Shuning uchun ularni alohida ko'rib chiq

. sinx et
3.59-teorema. Ushbu ll_I;I’[} ‘_ =1 tenglik o*rinli.
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[l i |
T Xt—1—+

4

Qorp:
Frio 19-rasm e l:lfdﬂ
SOt O Ma' Jummk - archa -
M; i . o , i yare
nki. 0-x tengsizlikni qaum:ui‘;umrli\Ll” t

SINx=x—t0y ) <  chu!
EX qo'sh lengsizlik o rin; (19-r ~() polgam!

asm). Shuningdck. siny iy
bu tengsi " - sif-
SIZlikni cine ... : <
W siny gy bo‘lsak, 1% _ 1 hosil boladi. Bundan cosY~T y
: o= 1081 adl.

) Sinx  cosx
kelib chigadi, sill.l‘d-cos.\-
. < -)/
ni qo‘shsak, 0<I-—

Uni (-
Nt (-1) ga ko*paytirib, |

tcngsi'zlikk
kelamiy, Engj, Sihx --11.’.5'7“&
» COSX juft funksiyalar bo*lgani uchun bu tef=

irganda ham o dan
(SR e . =ik 0 ¢

" n_) garmaydj. Shy sababli. oxirgi [cngsmll"‘

2'3) larda o¢pip;.

olave ’ da
SOt N Qolaversa, ( < x <§ bo‘lgan ¥ lar

x
3<2|Sin£_ —l=
2' Lx| bo*lagj,

=2
2 i il
. |
T Bulardan, “'wl"(!-"j tcngSiZ“k hos
1. Bundap X = 0 da 1 — Sinx £

x 0, yarni 4. Sinx
| S O 5 . .
g + 1kelib chigadi. ¢

3.60-natl' IIHM
g 3
Y Quyidagi tengligcpay o0 YUritiladi
a) liml=cosx 1 Sy
x40 = =— 15
* T3 W=,
86

LX o 2 X L2 X
cos”™ _+sin” _ —| cos” _—si
) . l—cosx 2 2 2 £l
Isbot. ¢ a) lim —— = lim = =
o) x” -0 X~
o X Cox Y
2sin” sin |
. 5 , b L
=lim——==—lim| —= [ ==-1"=~.
10 L NE Y 10 X 2 2
X g = 2 &
[2 ) 2
siny

cmzlim{;_]_. ﬂﬁ]:lim L fim ™ =1 1= 1

. Igx .
b) im == = |im -
10y 0y 0| cosxy X w0 cosy 00X

_ 1Y I
3.61-teorema. Ushbu lnn[l+f1 = ¢ tenglik o'rinli.

1-*x ¢

s

Isbot. O Avval lim [1 +— | =e¢ ekanligini ko'rsatamiz.
X

Aytaylik, {x} ketma-ketlik + ga intiluvchi ixtiyoriy ketma-ketlik bo'lsin:

lim {xi}=+oc. U holda, barcha k lar uchun x;>1 deb qarash mumkin. Endi, x; ning

butun gismini 1 orqali belgilaylik, ya'ni m=[x:]. Shunday gilib,

,,‘] . . ) ) -
%[1 + _1—] :}‘ ketma-ketlik |[ (1 . J : ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi
L n, J 1 "

K
& 2 .
bo*ladi. Endi, n, < x, <m+l dan

1

& g 1
n, 1 < 1

i m o W || T ! )< 1+—) 3(14'*]
m+l x,  n, n, +1 Xi 7y

—

tengsizliklar kelib chigadi. Shu sababli,

n, n"]
. ) 1
fim |1+ 1} = fim | [ 14+ — R ] “
X sy ”k +1 r—sex n, + ] nﬂ.- g ]
l -1 Vi l
XIEP(H-‘) = lim [l+1] '(I‘Fﬁ)
= n, rsoo ", 1,
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bo*ladi

Va

2 I A
[H]](IE

J - kelib chigad;. Demak, li_m'f 1+
\ ,r{

n
4 as0sa
‘maga

: : teoremag

I hac ILJ.lyl

Urallq kclmu-kclhl\mn;: limiu |

M
| =¢.
v

Agar OXirgi tenglikda

da y—>*%
ayv-—r-r dda |
almashtirish bajarsak, u holda x

bo*ladi vy (1 I

n U ;o

)-(-) (2
1Y 1Y (( L : \)_

lim (l“—‘-J = lim (]4.- . j = Iim]

s x

| e - . ]. .' J
,l'._l,' :."\"J -rh-l."l Il l_[

I ¥
1+~ =¢
X

Isbollangan bu jkk;j te

Y-y

chiqad;. Demay lim (

l+—,

nglikdan lim( J =¢ bo'ladi. ¢
x

ey

el ] l : mKkin.
Oxirg; tenglikdap Ilm([+_1»)v =€ ekanligini keltirip ehigarish ik
¥—Q L
Haqiqatay, a1

, idagi
limitj haqidagl teoremgy yordamida quyid
tenghklarn: keltirip chigarigp, Mumkip.
- - log
“02-natjj, lim 28, ( .2 Y| im I0(1+ x “rinli
-0 B ];_C;’ XUSusan yj’.lg-_—(’—‘_'—l:*[ t[‘:ng“]\ o r”]“.
Isbot. ¢ |; 8y :
= o, 1y ! _ g L 4
Ing
3.63-nagij,. lim <" -1 =
~ltig, x i By .
T =Ing Xususap, i e tenglik opjpn);
Isbot, ¢ Agary=a—‘-l desak_ h
s | = y i
olda g« 43 yoki x?—log(,(]ty) bo'lib, x—30 da
Y20 botladi. Degy lim =1 i
X x

* log. (] +yy Ing 4

88

C (T+x) =1
3.64-natija. lllr}}“x—

= o tenglik orinli.

i ~x)=In(1+y)
P =1-+v voki pln(1+x
1 -xy-1 desak. u holda (1=x}*=1+y)
Isbot. & Agar y—(1-x)-1 des

bo'lib, x—0 da v—0 bo*ladi. Demak.

} ln(l—:"\.) ]:U.’
1 e ‘
- } g 1"-"“’In(l{hﬂzi - u(l 1+ v) X
!im(—lli—_l = Iimi = l“}('{m ool In(l+
10 \ £y X

— COS=Y itri his 8.
1. lim I ,.M limitni hisoblang
3.65-misol. lim— :

=0 y3in 2x

2
2 S =X =4
—cosdxy . 2sin®2x _ 2lim=— =2
i i ) ——— N 3
Yechish, Ilnu]—\?n-_'—\_m lim ginge
Lol _‘- Ll
i
lim| *° 2 } limitni hisoblang.
-Mmis m
3.66-misol. e e

Y 2 1 ;l_
. [ x+2 = Giml 1 J =
Yechish. “TL r-*_-l-) !”l( x+1

1 et Y g 1 T.:U".I:UF.
o] e

W=22=1 jiimi hisoblang.
SifiTemisal, fg, 00— 2E 2

=

P aX

Yechish. 64-natijaga ko'ra

5
1—2.‘6) -1 7):_1..1-(-2)3'5'
: .(_-' 3 n 2
e B oy :
"“},‘_'i_' 3 1 o

- l" g llllltgtl ega bo ll&h Shal tlllll
8 § l Ulll\Sl}d arnin l

iva X to‘plamda
ik, y=fix) funksiya A
ksiyaning limiti. Aytaylik, y=Ax)
1. Monoton fun siy g

a
[ lar uchun x=
‘i haxe X la

i i bo‘lib, barc

hu to*plamning limit nuqtasi b

berilgan va 4 nuqta shu

bo‘lsin.
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jdan
. o -qul'l
chi va ¥

. . a o'suvchi
3.68-tcorema \BAE - A tunksiva v to'plamda <

; idan
3 yugqor
. agar )
[{ur: ud, de
nea cgd,
L!]L’i'ill’.’l]illl[_’_illl |m'|"=;|. u  holda u nuqt.ul.! lim :

C]IL:)!;U’:Il;ﬂ”n.’l]'nn boy g, uning limitr - 5 bo'lad,

Cllﬂmlmlgan
Isbot, Aytaylik,

- -h
" ridan €
VoJtu) funksiva A In'p];und.l yugc

S bu
2 ma’lumkL.
bo'lsin, Yanil fixy x A

-
alangan. Bizg
. : ‘hegaralang
i to'plam yuqoridan cf ey

) ve AT End

ik: H supiAx)

10"'plam anijgq Yuqori chegaraga cga. Uni 4 orqali belgilay lik: /T :

b son flx) f'unksi}-;mim,{ ¥ >adagi limit) bo*lishini ko*rsatamiz. rivorty
Aniq Yuqori chegary 4

va ix
. . [A[‘)‘E-i’
arifipa Ko'ra, barcha ve \ lar uchun /

o kora A

=0 uchup biror x' ¢ X topilib,

/(x") > b — & bo'ladi. Berilishig ; Bunda?
‘ —_— (x) bo'ladl
funksiyy O'suvchi. yapni barcha x' < larda f(x") < f(x) ¥ gebolsa u
I sprihes il
b—e« f(x)<p<y & tengsizlikn; hosil gilamiz. Agar &
holda "

ha x larda b =
tengsizliknj Qanoatlantiruvchi  barch:
tengsizlik o'rinli bo*ladj

Demag, @ rifpy binoan, lim gy 4
Endi,

holda
*) funksiy, Yuqorid
9anday A- e

‘Isin. U
an chegaralanmagan bo'ls i
o e gy s A ot
.Ilunday x'ex mavjud bo*lib, f(x") > 5
antiruve
tengsizlikni qanoatlanti

, ¢
i — 400,
‘ladi. Demak. lim f{x)

X ra

ing
3 - tnlamning
ayuvchi vg ¢ nuqta Y’ to‘pls

arli share,

VA anuqta XTO‘plamning limit

90

3 0 tE(}ICIIH 0Ss alo 1t1) 1 f(x 1a I[I[ l)() -S l. uchu i 'Ii\’Ol‘iV E>0
i ( i Lllllli].]\_
(]\ hl ] IMe l 5 1“ ¥ (') 1 \_]
) ‘ i b 2]

' )
i (
) X" —al <
. .-'__a <c5'0<|
G viud bolib, 0 < |x | - .
songa mos shunday & > ¢ son mavj larda [f(x") = F(x™)| <
&5¢ ) , . X ar .
. . . x,x €
tengsizliklarni qanoatlantiruvchi  barcha
) iarilishi 7+ -a vetarli
tengsizlikning bajarilishi zarur va yete

Isbot (1], 143-bet; [7]. 89-bet).

i slash
ivalar va ularni tagqos
] siz Kichik funksivalar va - o
9-§. Cheksiz kic R—_—
i. Aytaylik. y=o(x -
Cheksiz Kichik funksiyalarning xossalari. Aytay o
. Cheksiz k S1) o bolsin
ine uqtasi .
o*plamda berilean va o nuqta .\ to*plamning limit nuq v o da chokei
: . lime(x)-0 bo'lsa. u holda c(x) funksiy
3.71-ta rif. Agar M.
k.r'p/;jkﬁmksi,}u deyiladi. Dotsie hichit desilad
Cheksiz kichik funksiyalarni qisqacha. cheksiz is kichik, B08) = x% -4
| - 3 i da cheksiz .
=x +x’ funksiva x—0
Masalan., g (x)=x*-x’ fun )
funksiya x—2 da cheksiz kichik. iz kichik ketma-ketliklardagiga
‘ cksiz
i ichik (sivalar ham cheks
Cheksiz  kichik funksiva
o o0 e . ksiz
e e R ichik funksiyalarning yig‘indisi che
i gi cheksiz kichi
3.72-x0ss3. Chekli sondagi ¢
‘chik £ : ! iy ‘paytmasi
kichik funksiya bo'ladi. e aralangan Guskdiya ko‘pay
“heksiz kichik funksiya va cheg S
3.73-x0ssa. Cheksiz Kichi
cheksiz kichik funksiya bo*ladi. o PP
= x%sin+ funksiyaning x
3.74-misol. Ushbu flx) =x "
funksiya ekanligini ko'rsating. 2 il = s il
Yechish. Berilgan funksiyani a(x) = x2 va g(; ) Z I
| i da a(x) =x
kO'pa}mnasi Ko'rinishda yozish mumkin. x = 0

i isk sohasida
) =sin~ funksiya aniqlanish
funksiya ckanligi  ravshan. g(x) = x

(h 1 a (0] Saga I\O ra f('r')
o ]- - d i gan xos
ara ange = Q[‘i a |5b0t[al
e . ld.-‘ ruq
1 0lde Y =
: = (=i n: |S]n | < l. U h.

iz kichik funksiva bo*ladi.
x2 gjp 1 funksiya x — 0 da cheksiz kichik funksiy
X
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mm——
2. Cheksiz Kichiklarni taqqoslash. Aytaylik. a(x) va B(x) lar y=4 -
cheksiz Kichik bo*[sin,
- ey va B
3.75-ta"rif. Agar, [ ©(¥ ¢ limit mavjud va ¢#0 bo*lsa. u holda a(x) va Bl
cea flx) ‘
cheksiz Kichiklar, x » da bir xil tariipl, deyiladi.
o | - 1ichiklar
3.76-ta’rif, Agar |imy, “(x) I bo'lsa, u holda «(x) va Bix) cheksiz &=
rosg /}( )
X a da ekvivg/e iladj
@ da ckvivaleny deyiladi. By hol i3 Ko'rinishida yoziladi.
37742 kg Acn o P
7-ta’rif. Agar I1:T1;t("” 0 bo*lsa, u holda () cheksiz kichik. x4 b
s _"’
cheksiz Kichikky nic 7
chikka nisbatan Yugqori tartibli cheksiz kichik deyiladi.
Buh =
ol a(x) = o(B(x)) kabi belgilanadi.
3.78-mis Ao
o sol, X0 da olx) sinx, Blx)—x funksivalar ckvivalent Lht]\
chiklar ekanligini ko‘rsati —
ating,
Yechish, [y, st
sh, Haqigatd, . sinx i ‘
datdan, lm}T =1. Demak, 3.76-ta’rifga ko'ra siny -
3.79.

miSOI. X0 da 1 "

i -c : . : 1 chekslZ

kichik bolishinj ko‘rsating 052x funksiya 2a nisbatan yugqori tartibli che
Yechish, 3.77

s 1= coe
052 A

e N K ,
be m . sin
' =0 T =2]im 2Ny

Ay
- . -—_‘
x50 “limsin x - 0. Bundan }-c0%

X x ()

3-80-misol, , d lliljlcjksiz Kichik. Demak, 1 — ¢cosx = 0(x)
k 3 o()=l4y_ )
ichiklar ekaninj isbotlang, Tl va Be)=x Iar bir xil tartibli chekslZ

fsatish yetar);
W i
lim = =|xing(\/]_;~x_‘1) (m_'q

l-o.l —

. L oay(x)
3.81-teorema. Agar x—a da a(x)~cy(x) va B(x)~Bi(x) bo’lib, l]_l.‘}; Br(x)

a(x)

. . . Tib. 1 = lim 2 tenglik
mavjud bo'lsa, u holda lim == 5 ham mavjud be'lib. lim = y terh

x—a f(x x—a f(x)  x—a br(¥

o'rinli bo*ladi,

3 Y, ()5 (x : 0 g ) g e
Isbot. ¢ lim 2% = |jm 2P 0VAD) . gy L0 im B i 2= =

xoa B(X)  x—a SLO@ (B(X) | x—a @y (X) x—a B(x) x—aBilx)

. Ty (s
Ly 2282).
Y—a fi,(x)
. oo l=cos3x
3.82-misol. lim———"" |imitini toping.
Lelxsiny
v 3x (Y 987 Shuniiidele sl dar Y
. Eaedy=Taq2 9l = |=2"- Shy 24 3 X7 -
echish. 1-cos3x=2sin e e s
& N st of -
9x”
. 9
A — . ) — COS X \ 2
kelib chigadi. Demak, I:|11!—~~- —— =lim—=-= .
el xsiny =l &

2 5 I ¥
3xT +4x7 4 x S g
3.83-misol. li111[—:-—- S l limitni toping.

N - ] o SN ET 1osabatlarga
Y e(‘hlSh_ (3}__ 45 __‘\_:‘) 3 ‘(3_\__ )i =27+", X + 4x' ~~X X Imurl I

3
2.2 < 6 o
) (_1,\ +4x +x 27x . 2
7¢O R - =1lim27x" =0.

—— ~lim—— 4
r=s0 P N o
x4 4t X

Mashq va masalalar

Ko'ra

Limitlarni toping (109-116):

in2 3 tg 2x
3- o SUE 3% 3-110. lim ——
109, lliua re ¥ Sin 5x
B=111, ljm 22508 3-112. lim x - ctg x.
x—0 x? x=0
Sx—cos3x
i . arctg 2x 3. im L—
3 113.‘1‘_11:%—-—:( 3 114.']\_110 =
: sin 2x
3115, i ESEE 3-116. lim
) hm sin Tx . x—= tg 4x
x=0

Limitlarni toping (117-125):
; x=5\%
17, i T I 3-118. lim (—) .
X—

x—oo \X+4
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3-119. lim (’—J)

X=0)

3-121. lin

S5~x -
y (3=
X—= \G=x :

3+2x

x+2

3-123. 1 in XV
Ll_l‘wg](l = sin x)%in,

3-125.3.6

ey
J-leoremani 1sbotlang.

94

3 -

IV BOB. UZLUKSIZ FUNKSIYALAR

T

. e =0
3-120. lim—; -

x=2 XT¢&
‘ | In l-‘] l_“ l_' .2 - s . . .
3=122. im——" §- Funksiyaning nuqtada uzluksizligi, nuqtada uzluksiz funksiyalarning

N {

| | xossalari
124. Itm.r“”("'+5)d]nl]' -

iy Funksiyaning uzluksizligi  tushunchasi matematik analizning  asos1y

twshunchalaridan biri bo*lib. u funksiva limiti tushunchasi bilan bevosita bog'liq.
41etarif, Agar lli“.}, fix)= fla) bo'lsa, r(\) funksiva V=0 nuqtada
uzluksiz deyiladi.
Ta'rifdan ko rinadili. v/'(.\') funksiya Y=0 nugtada uzluksiz bo*lishi uchun

( . ,. . - Ty s 4 { i (= ! |
uyidagt shartlac bajarilishi kemale 11 7 (\) funksiya X=0 nuqtada aniglangan; 2)

l[”_]}f(_ x) mavjud: 3) lim f(x)= f(a).

1w
Funksiyaning nuqtada uzluksizligiga Geyne. Koshi ta'riflarini ham berish

Mumkin (1, 3-masalalar).
4.2-misol. V= f(x) funksivani Y=0 nuqtada uzluksizlikka tekshiring:
D S()=xios. am2: b fX)=l] a=2 o fx)=[x]. a=23.
Yechish. a) funksiva w«=2 nuquada aniglangan Va _f(2)=—l;

lim 1 i 2 - |
im /(x)= llm(x ~5)=4-5=-1 mavjud va 1.-i,g~l~f (v) = f(2). Demak, funksiya

a=?
= Nuqtada uzluksiz.

b) funksiya a=2 nugtada aniglangan va £2)=2: limj'(-\')zliﬂ}[l'] mavjud

vl e
en & i i ' |
"as, chunki f(x -0)= lim[x]=1, flz+ 0)= lim [x]=2. Demak, funksiya a= 2
t2-0 ) A e
Nuqtada uzilishga ega.

¢) funksiya a=2,5 nuqtada aniglangan va f{2)=[2,5]=2; lim f(‘) = liq,mﬁ[)f]

=23 LS

Mavijud imf(x)=f ’ |
jud va I‘”Sj (x) _y (2) Demak, funksiya ¢=2,5 nugtada uzluksiz.




- otar
e .ql\a[ﬂ
y i SiZ “Inl‘h v
alariea kabi uzluks
Limitga cga bo'lpan funksiyalarning xossalariga ka

ham quyidagj Xossalarga cpa.
4.3-teorema. Aytaylik flx

a< X nuqtad

va
salanean

5 A .1[”([];!“__

) = 2 '1“(!{]1] L

;s : nalar X ord

) va gix) funksi

auzluksiz bo'lsin 1) holda ——. f(’-')
- et Yo' b,

I a huqtaning (a - &, a + &),6 > 0 atrofi mavjud bc

funksiya chegaralangan b ladi;

2)agar f(a) > 0, (q) <

mavjud bo*lib, by

0 atrofi
adi.

y y >
. s a+8),6
0 bo'lsa, @ nuqtaning (a — 8, a

il
N i) < 0 bo
- . - ; ~ [)' (.l)
atrofdan olingan ixtiyoriy X uchun f(x) >0, f

zluksiZ
‘ tada u?
N ¥ Pl 9(x) va y = f(x) - g(x) funksivalar ¢ nuq
bo‘ladi:

Dy = f(x)- g(x) funksiy

a anuqtada uzluksiz bo'ladi;
5) agar y =

9(x) funksiy

u holda ¥~
Fx)/g(x) funksiya ¢ nuqtad

. 715'1_
4 a nugtada nolga teng bo*lmase

a uzluksiz bo*ladi.
Isbot. (4-5-masala)

) unksiya 4o~
4-S-teorema. A gy, f (x) funksiya Xo nuqtada uzluksiz, g(u) fun aksi?
ada uzlu
f(x0) nugtada Uzluksiz botlsy, | holda 9(f(x)) funksiya x, nuqtada !

(im 7(0) = g(£(x,)).

bo‘ladi, ya'ni lim

I—DX._‘

8/ (x)=g

Isbot, (4-7-masala)

4.6-miso], y=~x1]
Yechish_ y= m

-1 funksiyani u=

e . . wzilgﬂ“
VL oy=fy funksiyalardan

funksiyanj *=0 nuqtada uzluksizlikka tekshiring

=0 nuqtada, » =V
nugtada uzluksiz Demaj Murakkab funk51yaﬂlng uzluksizlig!
haqldagi teoremaga ko‘ra Y=~x*4] funksiyani x=0 Nuqtada uzluksiz bo*‘ladi-
4.7-ta’rif, Aytaylik fx) funksiya X
Agar Sla+0)= |
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; dan
‘nedan va chap
: . e qmd'l 0 ngaa
isol V= \"‘ fllll]\";i\'lllillu i_\'ll:"'Oi'ly '\UC R nu ‘
4.8-misol. Y= slye =

uz

luksiz ckanligini ko'rsating.

i - = Ans l - 3 V=X ful kb aning 1xiy Y
) v tiyorl
1m Xx .\.‘ dL]“al\
lsh l“]] X X,

)
12 PR
Loy, =0 &

S zluksiz.
XER nuqtada o'ngdan va chapdan uzlt

- 3 s A= q d l d
§ 1 1 1
unksivar v u tada UuzZIuKS1ZI11 1

tekshiring,

imitlarini
5 . a Chap hm
. . ; nl‘oug\!
Yechish. Funksivaning x=0 nuqtadagi giymati
¢chish. Funksiyaning -

Bundan
im v = lim (2x)=0 -
hisob] i 0, lim v= lim(3+x)=3. lim y= xh}l}}“(
'Soblaymiz: 4y = gL e '

0=
x a0 . -:0 nuq[ada
i ksiya X
¥(0 + () (0),y(0 — 0) # y(0). demak berilgan funks
=y s YW — + -
o'ngdan uzluksiz. chapdan uzilishga ega. R
i ivani x = 0 nuqtads T
- g P larini
4.10-misol. y = signx funksiyar . o v chap limit
Yechish. Funksiyaning x=0 nuqtadagi qiymatini. 0°'ng i i
echish. Funksiy B 2 - o
=-1, lim y=
hisoblaymiZ: y(0) = Ouli{)noy = = LI—‘MO 0 nuqtada o*ngdan ham,
o v = U nuqla =
¢ berilgan funksiya x
0) ¥(0), y(0 - 0) = ¥(0), demak berilg
hapdap ham uzilishga ega. ; igda aniglangan va Xp €X
4-11-teorema. Aytaylik f(x) funksiya X oraliqd: ing shu nuqtada
L : ‘lishi uchun uning
bolsin f(x) funksiya x = x nuqtada uzluksiz bo*lishi ucht
- /X)) Tunksiya x = x,

ey a vetarli.
chapdan vq o'ngdan uzluksiz bo*lishi zarur va y

Isbot. (4-13-masala) iz bo‘lgan f(x) funksiya X
4.12-ta’vif. X oraliqning har bir nuqtasida uzluksxz' ety 2 nogidh
unksiya (a.b) oraliqda uz ’
oraliqda uzluksi, deyiladi. Agar f(x) funksiya (a

b] kesmada uzluksiz deyiladi.
O'ngdan, § Nuqtada chapdan uzluksiz bo*lsa, u [a.

. CoS X
4.13-misol. y=

izlikk tekSh iring.
1 y i kSllekl\a
3 funkSl anit LlZlLl
X J.\‘ _ 4

barcha
dan boshqa
Yechish. Berilgan funksiya x=1 va x=—4 nugtalar

5 ida
5 bir nuqtasl
o hasining har
uqtalardy aniqlangan. Bu funksiyaning aniqlanish soh: N

2 -—4
. =X +3x
. y=cosxy va Y
Uzluksiy ekanligini ko‘rsatamiz. Hagiqatan ham, |
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24 3x-4 funksiy?

1
va

: a uzluksiz
funksivalar sonlur o'qining har bir nugtasida

x| va x

li 1-
P .;abﬂh
argli. Shu s

fan ftarq
1 nugtalardan Im\iiqii barcha ”“‘l"’l‘”d‘l ok

chd
o barch
) boshqa B
lcoremaning O-bandipa ko'r

da

alardar
funksiva v T va o 4 nuq(.!]drd
a Tunhksiye i

(1, +o0) 10PHM
il 8

o, —4)yu (—41)

nugtalarda uzluksis ho'ladi. Demak u (=, —4)

uzluksiz ho*ladi.

—)
d funksl.\ &

n

) ko pha
+ (1
4.14-misol. g P(x)=ax"+ gx +...+d X #

i (x

ida uzlukst?
a51d¢

. ]Uql‘u‘

: i ar bir f
ratsional funksiya aniglanish sohasining h

O (x)

ckanligini ishnlizmg.

ide

i o ar bir “uqtas
Yechish. Ma'lumki, ko*phad funksiva te"gH [Emzigning h-‘rchu nqu]nfda
aniglangan, ratsional funksiva esq mahraj noldan fargli bo*lgan b
avshankj, f(x)
nugtasida uzluksiz. 43

saning i.\'liyorly

. . . cori chizigniis iy
aniglangan, g =Cvag(x) =x funksiyva togri ¢ o fun}‘s'}

‘ . cara ko phi
-lcorcmaning 3 va 4 bandlariga ko'ra ko’p ,funksi)'a
(P e, . I (x) Iu.;i(_)"u
togtri chw_nqnmg har bir Nuqtasida uzluksiz bo*ladi. ¥ Z)i-(—‘—' W
tofgri chiziqning O

glang®™
D

‘qq ani
~ . ¢ ‘rldn )
) noldan fargli bo‘lgan barcha nugqtala
emal, ko‘phad va ratsig

id uzzlukslZ
. . alarida
nal funksiyalar 0*zlarining aniglanish sohala
bo‘ladi, :
-
anligh”
4.15.mj a i : csiz. ckal=
‘ misol. f(x) o fuhks:yaning [3.5] kesmada uzluksiz ¢
isbotlang,

) Yechish 9(x) = _ 2 funksiya sonla
[3,5] Kesmada ham uzluk

., xususd”
I 0'qida aniglangan, uzluksiz, 1
Siz. By funksiy, [3,

5

Bundan Fpy o 1 ksiya har [3.5] kesm

g(x) fun

o aydi
] kesmada no| qiymat qabul qilm?.

ada uzluksijz,
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= = oli inli bo’lmasa. u
¢lik o‘rinli bo'lma
i 4 nuqtada lim f(x) = f(a) ten
4.16-ta’rif. Agar x = anuq lim -
= anuq X i ili i deviladi.

holda x = anuqta f(x) funksivaning uzilish nuqtasi dey » f(\)

"- 4 = zili tasi  bo‘ladigan

4 ta uzilish nuq
20-25-rasmlarda y = a nuq

funksi}'alaming grafiklari keltirilgan.
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. i -tﬂ
. asi. f(
. h [‘1]llll]h
ATt rif, Apar ty nuqta f () funksiyaning uzilis

/(x4 + 0) bir tomonli limitlar chekhr bolsa, u holda x, nue
fur uzilish nuqas, deyil
Bund
a) f(x, —0)

funksiya bartaraf

[ (xy)

24

o vd X
Aytayhk f(x) funksiva v 1o plamda amglangan

-rasim

4.18-misg]. flx) y

tekshir

ing,

Yechish.

hisoblaymiz.

sabablj

l.irz? J(x)=

mumbki

X

1 botlp;

4.19-misq). ﬂx):% x
2x

1

1 nuqtada

uzluksiz]ikka tekshiring.

adr.

2x-3, ¢ »#

2, ¥ =1

2

+1

» Ya’ni bir ¢

¢ Agarx < g bo

4 ikki hol yus berishi mumkin

Thm f (x) deb olish kifova.

I bo'lsa,

bo'lsa

= lim (35

xX—e0

100

funksivani x

s, s § re ‘na
funksiyaning chap va o'ng

'Isa,
+ Agar x ~ 0 bD']Sa

25-rasm

X1 nuqta funksiyaning

funksiyani A

ja funhsiyanin

. itlar teng
f(xy +0), va'ni bir tomonh limitla

‘b ataladi
. ishea epa deb at
(iish mumbkin bo'lpan uzilishga cg

| nuq[ud:l u

tomonli

5
- ida f(x)=2x-3
Nuqtaning chap vy o'ng tomenida /(-

Iil]n‘ﬂx) lim (2x-3)--]
Tplsey ¥ aleqy

1 40).
bo‘ladi, Demak, A1-0) A

; H'ﬂ”"!f
~l#2= S bo*lgan;j uchun, "

=1 deb olsak, funksiya ¥

G oEEs B a,
omonli limitlar teng bo’lmasé

_f(xo”
* €8a deyiladi. Ushby ¢ = |f (xo + 0) £

eX bo'lsin.

~g)v

o birinc

(x)
Bu holda A

n
: chu
10 U

] HU”” =

/Iul-:sizﬁkkﬁ

. Ii
imitla™”
. 'i
bo’ jganl’®

am"‘o
gilish

4da
=] n“qmd

a
" haid‘

nuqmda

Chap v, O'ng tomonli limitlarini

+1)=

I va /0-0)2A0+0),

. : iei ¢=|1-0=1
Demak. funksiva x=1 nuqtada sakrashga ega. sakrash kattalig |
bo*ladi. o o Leamida biri
4.20-ta’rif. Agar f (xo — 0) va f (o + 0) bir tomonli limitlaning kamida bi
-20-ta’rif. Agar 0~ 2 N S
- sivaning ikkinchi tur
mavjud bo’lmasa voki cheksiz bo'lsa, u holda v, nuqta funksiyaning

uzilish nuqtasi deviladi.
:sizlikka tekshiring.
4.21-misol f(\'}—'—; funksiyani x=1 nuqtada uzluksizlikka te
’ T x—

1 ;
1 {1+0)= lim ——=+oC.
T =00, [(]0) PIETIV =T,
Yechish. Bu funksiya uchun f{1-0)= ‘.l,l.lll.ln =1 ’ B g

PP T ilish nuqtasi ekan.

Demak, x=| nuqta berilgan funksiyaning ikkinchi tur uzili ! finlesivast uehun

. e

4.22-misol. Sonlar 0'qi, (-¢;+=c) da berilgan y=D(x) Dirixle funksty

¥o=2 uning uzilish nuqtasi ekanligini ko‘rsating. ketligini olsak,

. i {x.} ketma-k
Yechish. Irratsional sonlarning 2 ga intiluvchi {x,} ketm uvehi (x0)
: . ine 2 ga intiluv n
D(x,)=0 bo-lib. D(x,)—0 bo'ladi. Agar ratsional sonlarning 2 & § st

. ‘ladi. Demak, X =
ketma—kelligini olsak. D(x7)=1 bo'lib, Dix,)—>1 bo'ladi k tadi. Yuqorida
- canlieini ko-rsatadi.

limitj mavjudmasligini, va'ni uzilishga ega ekanligin kin. bundan D(2-

. imiz mumkin.
tanlangan Ketma-ketlik hadlarini 2 dan kichik deb qarashimiz kkinchi tur uzilish

sivle funksivasinine ikkine

0) ning Mavjudmasligi, demak x, = 2 Dirixle funksiyasining
nuqtasi ekanligi kelib chigadi. tada uzilishga ega
L. o y uqta b
Shu usul bilan D(x) funksiyaning ixtiyoriy x.€ (-c:+=¢) nuq

ekan“gi"i ko‘rsatish mumkin (4-23-masala).
Mashq va masalalar

st "rifini ayting.

4-1. Funksiyaning nuqtadagi uzluksizligining Geyne ta'r g

42, s

f(x) xX+1
fbydalanu;isbonang.

izligini ‘rifidan
funksiyaning x = 2 nuqtada uzluksizligini Geyne ta rili
nK =

e . - i ta’rifini ayting.
4.3, Funksiyaning nuqtadagi uzluksizligining Koshi ta’r

sizlicini Koshi
44, fx) = 2x — 1 funksiyaning x = —1 nuqtada uzluksizligini
a’rifidan foydalanib isbotlang.
4-5, 4.3-teoreman;i isbotlang.
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7 - (MOS rav
T L d a ) p
1-( \ 1 H ) “llll‘\" Iva x I]llt]i.llj.l ll/ll”\\lf v
“4=0. s 11; IV

( 5 T
) oep (MOS
s )=\
alarda At
: ¥ archa nuglak
bo'l holda x, nugtaning biror atrofidag barct
w'lsa, u holda x, H U

l . :cpotlang.
fix)=q) bo'ladi. e 3h
7. Murakkab funksiyvaning uzluksizligt hagidag
4-7. Murakkab funk yi !

izl ‘kshiring.
4-8. f(x) = “™ funksiyani usluksizlikka teks
G - |

ol

sizlikK
¥ o u‘)"ll.l]'\h
S“n i'“g(”- x # 0 bo'lsa; funksivani

4 x) = x o

9. f(x) [ l,agar x = 0 bo'lsa .

i e g nug@™

tekshiring,
4-10. -

i Xo
. r ar hlr
: %) fi aning hi
Fa'rifdan foydalanib, f(x) funksiy
uzluksiz ckanligini isbot|

ang: et 5 . 3
= 3 X =
Af) = ¢ b)f(x) = x: e)f(x) = x3: d) f(x)
4-11. Ushbu
¢ “x < 1 bo'lsa,
- x,agar x <
f(x) =

Z,agar x > 1 bo'lsa
funksiyaning Xg = 1

-hapd
; ada chap
uzluksiz ¢masligini, ammo bu nuqtac
ekanligini ko*rsating, [ (x) funksiya grafigini chizing.

4-12. Ushbu

) X =3,agar x < —2 ho'lsa,

F&) = { x* — 4, agar x = —2 bo'lsa uksiZ
. yALY

> uzluksiz emasligini, ammo by nuqtada o‘ngdan u

ekanligini ko‘rsating. () funksiya grafigini chizing,

o
ng.

4-13.4 1 l-teoremanij isbotla

4-14, f(x) funksiyanj uzl]

Coaee o Uzilish
uksizlikka tekshiring, grafigini chizing.
Nuqtalarida sakrashpj hisoblang,

agar x < —3 bo'lsq,
a) f(x) = V4 —xz, agar—25x<2bo’lsa,
X=2, agar x - 2 bo'lsq.
x3+1, agar x < 1 bo'lsq,
9) f(x) = 2, agar 1 < X =2bo'lsq,
3x,

agar x > 2 bho'lsq,
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ishd;iﬁ.\'u]“i}

qvishda

n uzlukst?
a

o
zluksizlikka tekshiring:

4-15. f(x) funksiyani x, nuqtada uzluksizlik

-15. sivani X,

1 ‘,0_'__3

)
Sx=3_1

L =1 &f)=
2y flx) = arctg ——,xo = 1: o) f

; ) funksivaning
: dalanib, f(\) funksiy
4 ksiz funksivaning xossalaridan foydalan
-16. Uzluksiz funksiyaning

iz ekanligini isbotlang:
(—o: + ) oraligda uzluksiz ekanligini e
. Y =58 +5
a) f(x) =4x® ———+ 2. b)f('}‘) XA -
= 4 x?+1 ) 3 _——— 7 + cos-4x.
f(x) = sinSx — 37 L. d) f(x) = VX
€) f(x) = sin5x —

; = 0 nuqtada
1ksiz, Xg
% funksiyaning x, > 0 nuqtada uzlt
4-17. f(x) = Vx funksiyaning
ioini i ang S tada
0'ngdan uzluksiz ekanligini isbotlang. uksiz. 9() funksiya xo nuq
) ; da uzluksiz. - eoa
“(x) funksiva x, nuqta izlilishga eg
4-18. Agar f(x) funksiy . nugqtada uz
) - ) funksiya Xp
. x) + g(x)
uzlilishea ega bo'lsa, u holda f(
i (siyalarga
bo*ladi. Isbotlang. day f(x), 9 funksiy
fa uzilishga ega bo’lgan shunday bo'lsin; 2) ularning
4-19. x, nuqtada uz Ed S Hishea ega bo 2
e tada uzilishga €g
. ey : gt indist xp nuq
misol keltirinkj. 1) ularning yig'ir
o e csivalarga
Yighindisi x; nugtada uzluksiz bo*lsin ‘ va bo'lean g(x) funksiy
4-20 tada uzluksiz f(x), uzilishga ega . I -oa bo‘lsin; 2)
=z, xG nuq a - - llls 1ga €ga
. tada uz 5
misol keltirinki. 1) ularning ko'paytmasi Xo nuq
i _ . sluksiz bo*lsin. , ()|
Hlaming ko'paytmasi x, nuqtada uzluks “sa. u holda f(xD va If
421 Agar  f(x) uzluksiz funksiya bo‘lsa,
=<1, £ 3 =g
' s ‘ 2 ane.
funksiyalar ham uzluksiz bo‘ladi. Isbotlang

et ‘|sa. u holda
4-22. f(x) funksiya X oraliqda uzluksiz bo‘ls

(%), agar f(x) >0,
B = [f 8, agar f(x) <0.

igda uzluksiz
0. agar f(x) =9, funksivalar ham X oraliq
el = IJ‘r(x), agar f(x) <0

bo'lag;. lsbollang.

~ L ; I Ir b 11 ada llzllishga S
i l. !e ﬂ]llksWﬂSU ing hd] i! I 1C[‘
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n

F
bu yerda g

| ho! L
[“ agar x irratstonal bo Is¢
: . o JEN
4-24. Avtatlik, f (x) |3, agarx =%, pei g
¥ 1 . {
q

-hotlang:
. . [ﬂu)[lt 5
2 .\||;K[l}-

> [ sivasl "IL-
i ‘ G bo*lsin (bu funksiva Riman funksi
qisqarmaydigan kasr, bo'ls .

ada
; ; qld(
. eeiopnal nu
. - ratstol
- b) har b
f(x) funksiya a) har bis rratstonal nugtada uzluksiz:

birinchi tur uzilish nuqgtasiga epga.

walari
-ni xossal:
ivalarning
3-§. Kesmada uzluksiz bo*lgan funksiyal =

. varni (@)
Igan funksivalarnt: YU
Biz quyida, asosan [a.h) segmentda uzluksiz bo lgan fu Jluksiz [‘unksi_\'i"“”
- an u £
intervalda uzluksiz, nuqtada o'ngdan va b nugtada chapdan N
: Sclye
daraymiz. ; _wm._l.._f(.niuﬂ“‘;ﬁ
4.23-teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). - - - i Scg”]cl“ ‘
a funksiva ¢

[a:h] scgmentda aniqlangan va uzluksiz bo‘lsa, u holda funksi

chcgara!ungan bo*ladi,

Isbot.

I

- : y o -uli hil: ib boramiZ.
O Isbotni teskaridan faraz qilish usuli bilan olit

‘araz gilaylik. Six) funksiya

qanday natura] son olmayljk,

ya'nk

c[adi.
., bo'la
- ] .
shunday x,e [a:b] nuqta topilib, Axx) ctlikni
Shu shart bilan [a;b] segmentd

“1gin.
s bo'ls
yuqoridan chegaralanmagan

a-k
. _ ketma )
an olingan x;, x5, xs,. . ., X - .L-;'Sh”ass
i : ; ano-Vey
qaraylik. Bu ketma-ketljk chegaralangan bo'lgani uchun. Bolsa
lcmmasiga ko‘ra undan yaqin]

-
nkit
ik olish mul
ashuvchj tXn, } ketma-ketlik ajratib olis
X, —> Xo= [a:b].

Teorema shartiga ko*r

N ine u

a X, nuqtada uzluksiz. Shuning
f(xnk)—)f(xo) bo*ladi. Ikkinchj tomondan,
f(xnk) = Ny bo‘lib, f(x

chun
a flx) I'unksiy -
ors e o0 T8

bu kctma-kei[ikning qurilishiga
) = 400 ekani kelib

farazimizning noto‘g rj ekanliginj ko*rsatadi.

ilik.
chiqadi. Bu qarama-qarshi
Funksiya quyidan
isbotlanadi_ *
4.24
[a;b] segm

chegaralanmagan holda ham yuqoridagiga o*xshash
~teoremy, (Veyershtrassni
entda uzluksiy, bo
Va aniq yuqor;

ng ikKinchj te
‘Isa, u holda

oremasi). Agar fix) funksiya
chegaralariga erishadi.

funksiya shy segmentdq Ozining aniq quyi
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ini idagicha avtish mumkin:  [a:b]
Isbot. ¢ Teoremaning xulosasini quyidag \

) _ (). fxa)= inf
talar mavjud bo'lib. Ax) -\UPIM-‘)"-A 2) o

segmentda shunday x, va x- nuqtale SN ’ wlab

{ﬁ,\')} bo'lad;.

. iymati f(.\':)
agi eng katta qrymati, |
Demak., flx)) fix) tunksivaning [a:6] segmentdagi eng ke
emak, fx;) son fix sivaning
#sa eng kichik qiymati ckan.

A%
. T ~hun., 4.23-
zluksiz bo‘lgani uc
Berilai oy Fanksivn [a:b] segmentda uzluksiz A
C :[Z Jlx SIVE s = s \_uqo.” t
; (A to'plam aniq )
leoremaga ko'ra chegaralangan bo'ladi. Demak. £(/ to'ple lar Kiritaylik
ag: oz g s _
inf" {4x1=d belgailashlar J
. ) ) o)) =e. inf {Ao}=c =
quyi chcuuralurua era. Ushbu .su[‘] Vv | e, (5] .
L ga eg s
T ishini ko‘rsatamiz.
it A )=c bo'lishini ko‘rsa
s o x1)=c bo'lisl
Endj. [@:b] segmentda biror x; nuqta mavjud bo*lib. £ :
) U a O(x)= ———
I [a:b] larda Ax)<c bo'lsin. U holda of c—f(¥
Faraz qilaylik. barcha xe [a:b] larda A: ‘
’ ; “ani
—— alangan. Ya
. aga ko'ra chegaralang
I"unk~i3 1 [ah] tda uzluksiz va 4.23-teoremaga Ko'r
*ya laih] segmentd: S1Z Vi

shunday u

n 1
Q H - A L

bi = l I'(‘l uchun (D(.\')S 48 hO‘ladl. Bllﬂddl'l.ﬂ_\)_(. :,
~0 so t plllb har bir x a.

. {gadi. Bu esa, ¢
" R Chlqadl- B
o T canligi kelib
boklib‘ Cu L son /(\) funksi_\'unil‘lg vuqorli th._‘-;ﬂldsl eks
7

. ziddivat
=1, Zld- BU. 2
. arasi degan fikrga
Son fiy) funksivanine aniq yuqori chegarasi deg

fﬂr‘aZImrzmlm noto*g'ri ekanligini ko'‘rsatadi b gt fe) fanlsiya
- - P emasi). Agar /i.
et rinchi teor
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q
s P 1\ P P 1 ili dl
Nbo'lsa qe — ( _) ad= 7 deb gabul gilinadi.
ad
Endj ixtiyoriy a irr

fani anialavmiz.
atsional son uchun a® darajani aniqlay } va {dn} @
va {@n
. ional son. {Cn
4.40-1emm:1. a>1vaa ixtiyoriy musbat irratsional
sonning kami bi|ay, v

0 pl bllall ()h t 24 cetma-
T i 1 uZl] arn }\
l\ i ngan tﬂq ib‘\f qu lnatlarldal’l o

ke’l]iklar bo'lsin, U holda sup{acn} = inf{a“n} bo*ladi.

leOt. 0 {Cn}

vtivoriv 1 va m
o co'ra ixtiyoriy
va {d,} ketma-ketliklarning tuzilishiga ko't
Naturg| sonlar uchy

Lk aridan
N Gy < d, o‘rinli. Bundan {a‘"} ketma-k_etl1kn-mgitiyi:avjud:
chegaralanganligi kelib chigadi. Demak, bu ketma-ketlikmn% “"“ rogiion
A acs = sup{a‘n}, Shunga  o‘xshash {a%n} ketma-ketlikning
chegaralanganngi’

d
: dn = inf{a n}
; S T lim a
ketma-ketlikning limitining mavjudligt va lim
Keliy

Chiqag;,



1;1 i3| 1
) Ev 1 I hull-‘
b X ateny y . 1 -]1 h arfaym Fd
« ng \Lg]l mir f’ uc e -
( ) cnelamaning

P H rﬂa
, -~ ¢~1 Buni¢ tiborg
o 1+ 410" Bundan ff = Tom N
. 10 - ] 4 $ . -‘ 1—
tengsizligigako'raa = (1 4+ f#) | k'mm-l\c[hw”'
| e gt s 221 potladi. ¢
olsak, a’n — qn = g (g7 — 1) =a X

. nligini
10" ]\clll}\ L.kd]lh-
hik ketma- .

) . s 7 l.\n,hl}\ o die

v e (=Y a-ketlikning cheksi b chiqd

et Ama-keth -

chegaranganligini, { o | keum - inf{at") kelib ¢

it Isak. lim (a9 — ) = 0, bundan supf{a

¢ uborga olsak,

n-ser

A 0
T 2 lamiz. q 0
Shu umumiy limitni a“ deb gabul qil lamiz. @ > 0 va
1 -h olamis.
e | -
o e lda a* = T
Agar a < 1,a > 0 bo'lsa, u he (2)

- a1qsh

i ) ap . okidla
bo*lganda, a% = — deb gabul gilamiz. huni (@ k
a

X i llql.ldl light
. . iy s . 4 a”t niar anlig
Shunday gilib, ixtiyoriy hagigiy x son uchun al

. 1oek
lari orinli
. archa xossalar
joizki, a® uchun butun ko-rsatkichli darajaning barcha
tekshirib ko rish mumkin (4-53-masala).

2. Ko‘rsatkichli funksiya va uning xossalari.

e ke .’,'\-u.'f-'ic/rh
d.41-ta’rif. y = g (a>0,a # 1) korinishidagi funksiy
Junksiya deyilad;. g (— +)
4.42-x0ss2. Ko*rsatkichli funksiyaning aniqlanish sohas!
giymatlar to‘plami (0, +) dan iborat. faf uchul?
Isbot. ¢ Musbat sonning hagqigiy darajasi barcha haqiqgiy SOnE
aniglangan,

Aytaylik, a > 1 bo‘lsin. U

n =
‘ladi. @
holda @ = 1 + A deb olsak, 4 > 0 bo 2
a+nn

=214na tengsizlikdan n — 400 da a™
istalgancha katta qiymatlarga ega. g
kelib chiqadi. e

- pemak. 4
— +oo kelib chigadi. Dem

" - 0
= —-1; munosabatdan n — +oo da
a

93.@ =141 deb olsak, 1> 0 bo'ladi.
-——(1+A)"21+Ax> 1.
114

Bernulij tengsizligiga ko'ra a*

1
a—%

< 1 bo'ladi. ¢

aaqf =
Agara > 1 va x € (—o0; 0) bo'lsin. U holda a

. 1
o ‘suvchi. 0<a<
444 \gar @ > 1 bo'lganda a® funksiya o'su
-H4-X088a. Agg =
bo‘lganda Kamayuvchi bo'ladi. ; x1(g¥2=%1 — 1) > 0,
s L =0T
Isbot. 0 a > 1,x, < x, bo'lsin. u holda a™* — a
Xo
chunki g¥:=%: 5 1 Bundan a** < a*:. ¢

‘oini ko*rsatish
. uvchi ekanligini ko'rsa
Shukabi, 0 < @ < 1 bo'lganda a* funksiya kamayuvchi ekanlig
Shu kabi., g
mumKkin.

: i tasida
interv har bir nuq
+.45-x0ssa. Ko'rsatkichli funksiya (-eci+ec) intervalning
uzluksiz, _ cavlik. @ > 1 bo'lsin.
Isbot. 0 Dastlab, lim a* = 1 ekanligini ko'rsatamiz. Aytaylik.
shot. 0 Das ab, lim s
Ul : % =1+ a, deb olsak. u holda a = ( n
olda an > 1 bo'ladi. Agar an = n i<
i - coan ko'ra @, > 0. Endi
1 €71 pho'ladi. @, ni tanlashimizga ko'ra @n
* nay, bundan «, < = bo'ladi. @y

i iqadi.
- o o i = 0 kelib chiqz
@y < -——an tengsizlikda limitga o*tsak. ’113:13: n

1 il bo*ladi
im an = 1 hosil bo*ladi.
1 : 5 s ‘tsak. lim an =1
Ushbu @i = 1 + @, tenglikda limitga o'tsak. lim 2
—=an
o ahi larda —
. 1 AN tlantiruvchi x
=S e - sizlikni ganoa
e . tengs q

an

tengsizlik o*rinl; Bundan lim a® = 1 kelib chigadi.

x—=0

T iz.
. : sbotlayml
. * = g¥o ekanligini 1
o lim a* =a
Endj IXtivoriy x4 € (—oo, +00) uchun x=xg

: Xo
: ; ‘=Xg = g*e-1=a"
lim gx _ lim (a¥o - a* *0) = g% lim a*"" =a
.t-oxa -\""J.‘g X=Xp L 1 _ axo‘
I i P — (1)_x0 =
-‘\arﬂ f a lim a* = lim nx . Lt =
g <a<1bo Isa, u holda lexo iy (E) :1L:;:0(a) a
ShUl’lday

larda uzluksiz. ¢
qilib, ko*rsatkichli funksiya barcha x € (—0, +)

ishda:
) . -civalar mos ravish
3. Giperbolik funksiyalar. Quyidagi ko'rinishdagi funksiya o

e —¢€
X —x N 3 Fi »:Sh_l;’:
b-tarrif, pocp=£ e -giperbolik kosinus. ¥ 2
- Y= 5

o= ¢ giperbolik
giperbolik s, v:tm:ie_"_giperbolik tangens, y=¢ I

. C" + c"‘
kotangens deyiladi,
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o alalarda garalgan.
Bu funksiyalarnimg xossalar $7-61- masalalarda qar:

Qllﬂsi

o alanish S
aning aniqld
4. Logarifmik funksiya. a® ko'rsathichh funkiyaning

.+ cohasida

. amich sohas
i aniglants

(=, +w), qiymatlar to"plami (0, +o) dan iborat bolib, u and

.karl
. jan tes
aenvehi). Bund
uzluksiz, @5 1 {0 < g < 1) bo'lganda o suvchi (kamayuvch

.+ sariladi-
na shartlart bajaril

an teskar!

. . . idaer 4 3 ]-teorer
funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi hagidagr 4.3 1-teor

o, +0) bo'lg
b ataladi V2

Demak, aniglanish sohasi (0, +o). giymatlar to*plami (=

L v de
-y _ : ; : : sarifmik funksiyd
funksiva mavjud. 13y funksiya asosi a bo'lgan logarifmik 1t

quyidagicha belgilanadi: Jog,, x.

a0l
. voi o haqidag
T _ s sizhgl
Shuningdek, teskari funksivaning mavjudhgi va uzluk J
: S 1oelib chigadl
teoremadan f(x) = log, x funksivaning quyidagi xossalari kelipren'd
4.47-x0ss2. [(x) =log, x .
funksiva ¢ = 1 da o'suvchi, 0 < ¢ < g
-
1 da kamayuvchi bo‘Jad;. J a>‘1//
- N - A
4.48-x0ss2. flx) = log, x ' ' . i1 ,/://
-~ - i . = . - - /
funksiya anlt-qfarTmh sohasida uzluksiz. o Fa \\\_‘
Logarifmik funksiya grafigi N
abssissa o'gini (1:0) Nuqtada  kesib oeasl
o‘tadi (27-ra5m).

S. Darajali funksiyy, 27-rasm
4.49-ta>ri - s o jiladi- P
AL F(X) = 2k ke rnishidagi funksiya darajali funksiya dey flad

yerda 4 o*zgarmag haqiqiy sop.

DU = (—o0,0) U (0, 400
! ’ ); agar = =
(=0, +0) bo‘lagi. T =xmmen bo'lsa, u holda D(f) =
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Darajalj funksiyaning ba'zi xossalarini sanab o*tamiz.

4.50-x0ssa. 11 > 0 bo'lganda darajali funksiya o‘suvchi, u < 0 bo'lganda
darajal; funksiva Kamayuvchi bo'ladi.

Isbot. 0 Hagigatan ham, f(x) = x* darajali funksiyani logarifmik va
Ko'rsatkich]j funksivalar gatnashgan murakkab funksiya deb qarashimiz mumkin:
Xt = gutnx holda 1 >0 bo'lsa, e* > 1 va Inx funksiyaning o°suvchi
ekanligidan (e")™*  o-suvchi bo'ladi. Agar 1 <0 bolsa. e <1 va lnx
funksi_\'aning 0"suvchi ekanligidan (e#)'™ kamayuvchi bo'ladi. ¢
4.51-xo0ssa. f(x) = x# funksiya aniglanish sohasi (0;+ec) da uzluksiz.
Isbot. ¢

Murakkab funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremadan kelib
chigadi. ¢

6. Trigonoml‘"'ik funksiyalar. Trigonometrik funksiyalar maktabda,
S ltsey va Kasb-hunar Kollejlarida o'reanilgan. Shu sababli, bu yerda
trigonometrik funksiyalami”g aniglanish sohasida uzluksizligini isbotlash bilan
chegaralanamiz.

4.52~teorcma. sinx,cosx,tgx,ctgx funksiyalar o'zining aniglanish

Sohalarida uzluksiz.

Isbot. ¢ Yo € D(sin) = (—oo0, +00) bo'lsin. lim sinx = sinx, ekanligini

" x=Xp
{0* rSat. N . : ] =
is . S ¢ 5 G : ¢ — sinxg =
himiz lozim, Quyidagi almashtirishlarni bajaramiz: sinx 0
e N . X=Xq
2 Sin =—Xo x+x, x+x, sint=0 sin

Z —
cos X0 _ . ——— 1, x
2 0s : =i —2"_:—%'(35_10)- X = Xy da X—xg

E 2

o0s
o — 0, cogX*xq ; (o da sinx — sinxy = 0
b —tesa chegaralangan funksiya. Bundan x — x, da st 0
O°ladj -
- Demak, iy, sinx = sinx, o'rinli.
X=x, 4
cos <siyani ' 2 | -
f x l"unl\31yamng uzluksizligi cosx = sin (x +§) ayniyat va murakk
Unksiyani
Yanip izlioj ib chigadi
& Uzluksizligidan kelib chigadi.

t . i . :
] ax fllnksly;mmg uzluksizligi tgx = % (x # §+ k, k € Z) ayniyat va
Z UkSiz .
fUnksnya[ar ustida arifmetik amall

ar haqidagi teoremadan Kelib chiqadi.
a Qf
XShaSh Ct‘gx fuﬂksivanino 1y biilroq

hung

Flicinm, fehntlach mimkin &



7. Teskari trigonometrik funksivalar.

Wi
R

I

1
i (-1:1] segmentd?!
. . o ivmatlari to-plami :
segmentda o'suvchi va uzluksiz bo'lib, qiymatla P

. — l__
: i, sinx funksi
1 inx arksinus funksiva. Ma'lumki. st
. y=4arces e : : =R

. 1 aui
L mqld =
) sizhet I
. iudliei va uzluksizlg
iborat (28, a) -rasm). Teskari funksiyaning mavjudligi v

: Bu
oo .1\"l1d-
s rnksiva mav)
) Cbcivapa teskari funksiy
teoremaga asosan. [—1; 1] segmentda sinx funksiyaga tesk

funksiya arcsinx orgali belgilanadi.

i
k_q]Zh_
; faiova uzlu
. s e 'U(_”I‘_.ll Vi
Bu funksiyaning bevosita teskari funksiyaning mav]

. ; . ssalarini sanab o*tamiz. N
hagidagi teoremadan kelib chiqadigan xossalarini sanab o't . D(arcsm)
. ialanish sohasi )
4.53-teorema. arcsinx funksiyaning aniglanish s¢ uvehi
.ida ©
‘alanish sohasids
: i lari to*plami E (arcsin) = [=Z EL u aniglanish soh¢
[=1; 1], giymatlari 1o plami E (arc: =
va uzluksiz.

Arcsinus funksiyalaming grafigi 28, b) -rasmda berilgan.
2.y=arccosx, arkkosinus funksiya.

ar

e, qiymatld

cosx funksiya [0; 7] segmentda kamayuvchi va uzluksiz bo*lib. q1¥
to'plami [—1: 1] segmentdan iborat (29,

dligi
- anine maviudlié

a)-rasm). Teskari funksiyaning ma g
va uzluksizligi hagidagj teoremaga asosan, |

5 ﬂga
3 1kstyds
—1;1] segmentda cosx fur
teskari funksiya mavjud. By funksiva arccos

X orqali belgilanadi.

¥
1’
1
i
X !
2 !
I —— L
1 —
[ 2
’ |
: "
a)
28-rasm
118

; ; rccos) =
. : . sohasi D(a
4.54-teorema. arccosx funksivaning aniqlanish

ida k uvchi
ani ish sohasida kamayuvc
=1 1], qiymatlari to*plami E (arccos) = [0; ], uaniglanish s
va uzluksiz.

(29, b)-rasm).

y

1

\?-':Co SX

y=arccosk

a)

20-rasm

e kin
N ita nﬂash mum
Xuddi shunga o*xshash. arctgx vaarcctgx funksiy alarni
(62-63~masalalar).

: iladi.
. ik funksivalar deyl
Y o i wskari trigonometrik funksi
Tana shu to*nt j| funksiyalar res £

% g ometrik
. o teskari trigon
Darajali, ko*rsatkichlj. logarifmik, trigonometrik va te
funksiyahr asosiy elementar funksivalar deyiladi. | (qo'shish e
- . ifmetik ama r S
Asosiy elementar funksiyalar ustida to'rt arifmetik wejarilganda hosil
L0 ) . 1i marta g
k9 Paytirish, bo‘lish) va murakkab funksiya tuzish chekli m

bo‘ladigan funksiyatar elementar funksivalar deyiladi.

.sivaga misol bo*ladi:
L. Quyidagi funksiyalarning har biri elementar funksiyaga
a) V=xTsin2y,

1
b) y= \jlg?-i-— +arccosy,
x

c) YESIN4 3y )l

Aol isol bo‘ladi:
2. Elemengay bo‘lmagan funksiyalarga quyidagilar miso
a) Y=[x) funksiya, «y ning butun qismi”.
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i t ¢ ki s’
byy txj x-[x] tunksiya. v ning kasr

2 Isa.
| awar v ratsional son bo'lsi
¢) Dirixle funksivasi, /()

so'lsa
() awar v irratsional son t

Mashq va masalalar

ishotlang.

; iva uchun isbo

4-38. 4.29-tcoremani kamavuvchi funksiyva uc
4-39.

(siZ
, u‘!.'“l"
3 ani ];“]gdﬂ.
(x) funksiya [”-[;] kesmada  anig
Agar f(x unksiy: :

- hotlang
- Lini isbhot
Jeanligmi .
. ston ckanlig o lsd
1 Iva gat’ v monc - b
. P o ia bu [U]]]\Hl_‘nl 8] A E—
teskarilanuvehi bo Isa, u holds o
g |3 c va (¢ B,
4-40. Agar f(x) funksiya biror oraligda aniglangan

; : ; ‘ladi. Isbotlang
u holda uning, teskari funksiyasi uzluksiz bo'ladi

4d8
f£(x0) nugtad
= ra = AQ
i skari funksiyast Yo
4-41. xo nuqtada uzluksiz, lekin teskari funksis
uzilishga ega bo'lgan f funksiyaga misol keltiring.
4

< oqed
- Lgivak
nkst}
maoan fU
i uzluksiz bo'lmag
-42 Qat’iy monoton uzluksiz, lekin teskarisi uzluksiz
misol kcltiring.

mne
i (01 ®
. . : y plami [
4-43. Aytaylik f funksiya [0,1] da uzluksiz, giymatlar (¢ l;- ini isbotlang
i kanlig
aismi bo'Isin. U holda f(e) = ¢ bo*ladigan ¢ € [a, b] mavjud e
4-44. Ayt

.f(b) <
aylik f va g funksiyalar [a, b] da uzluksiz, f(fl) > y(f;)kanligini
g(b) bo‘lsin. U holda f(¢) = g(c) bo'ladigan ¢ € (a,b) Y
isbotlang. - potlsin: U

4-45. Aytaylik fvag funksiyalar [0.1] da uzluksiz, feg =g ° /o
holda f(c) = g(c) bo‘ladigan ¢ [0,1
4-46. Aytaylik f va

holda flg(c)) =

] mavjud ekanligini isbotlang.

kanligini isbotlang:
=R; DY F(x) = x2, x _ (—2; 3);
I == x = [0:2, DI = xsint x = (0,
4-49. fF(x) funksiyanmg X to*plamda tekis uzly,

.2 =R
) 2y = g b) f(x) = sinx?, X
a) f(x) =x*, X =R;

- XY =(0 1).
; d f(x) = nx, X =(0,
¢) f(x) = C()Si, X =(0;1); f

‘lsa, u
ragan bo’lsa,
. : chegaralanmag
’ tervalda cf &
" unksiva cheoaralanean in
4-50. Agar funksiva cheg S ini isbotlang
s T hotlang.
. e -lrhhgml 1S L=
holda by funksiva shu oraligda tekis uzluksiz eme i ekanlieini isbotlang.
4-51. Uzluksiz davriy funksivaning tekis uzluksiz exanlig [0; +c0) oraligda
- L a1/ UC B - : ‘no w
o - n sivaning ’
= x" funksiy "
s e atural son uchun y = . to plamini
4-32. Ixtiyoriy n natural s T
T unksivaning qid
0*suvehi luksiz ckanligini isbotlang. Bu funksiyaning
suvchi va uzluksiz cke = &

toping.

< O i isbotlang:

4-33. Quyidagi aynivatlarni isbotlz B = R
sLare =

a) @* - gz = g¥1*¥z, b)a

Crla¥)*e = g¥im, 4

i lang.
4-54. 4.42-xossani 0 < a < 1 hol uchun isbot

X = +OO WIS 1 holda l .
a =<

l € (0, ) kl. La, L I. U
i \ 0 <a< va ld bo a(h
Dllanl;'

¥ > 1 boladi.
1 x € (—0;0) bo'lsa, u holda a

4-36. Agar 0 <a <1 va ‘
lsbotlan;__r_

‘plami  (-¢37¢
: . jymatlar  t0'p
4-57. y=shy aniglanish sohasi (-ci7¢). qiy!
interyalg

- alanlieini isbotlang.
-1 nzluksiz ekanligin
an iborat toq funksiya. aniglanish sohasida uzluks (1) intervaldan
’ ’ : “plami (137
4-38. y=chx aniqlanish sohasi (-oc;+e0). qiymatlar lol.p ini isbotlang.
- t : siz ekanligin
iborat, juft funksiya va aniqlanish sohasida uzluksiz e srmeflac to*plami (-1;D
4-59, =ty (-=0;+c) intervalda aniglangan va qty canfiii isbotlang
- | . : luksiz ekanlig )
intervaldap iborat toq funksiya, aniglanish sohasida uz. - ciymatlad to°plami
4-60. y=cthy (—o0; 0) U (0;: +0) to"plamda aniqlangan, .l iy ekanligini
~OU. yv=¢ —0o; ; . i
’ . sida uzh
{“n;‘l)UH'*T) dan iborat toq funksiya. aniglanish sol
isb()tlang.

. . id
4-61. Giperbolik funksiyalar orasida quyi

Sb()tl agimit 0 b ll orl lekallll mnil
a nosal atlar !'l."l] g

S lb

ng

3=shy chytchx-shy,
D theethy=1; b) chiv-shiv=1, c) sh(xty)=shv-chy

—chix+shx.
by, ) ch2x=ch®x
d) Ch(xi”}')=chr-ch_vis}vc-sh_r, ¢) sh2x=2shxchv, )
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i

: b th ¢ thy ; /
gith(xty) X n 1 cthie 1) 1« thy-(in

It the iy thy o rin
462 tgx funksiyani (=% 7) oraligda o'rganing. Shu natijalarga
arctgx funksiyani ta'riflang, xossalarim ifodalang.
4-63. ctgx funksiyani (0; ) orahgda o'rganing. Shu natijalargd

arcct g Ivani 1 v W
gx funksiyani ta riflang, xossalarini ifodalang.
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IKKINCHI BO*LIM. BIR O*ZGARUVCHILI FUNKSIYANING
DIFFERENSIYAL HISOBI

V BOB. HOSILA
1-§. Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar

L1, Egri chiziq urinmasi. Urinmaga ta'rif

berish uchun limit tushunchasidan foydalanishga T N £

10°¢'ri Keladi. Faraz qilaylik, ybiror egri chiziq yoyi. -

f’:;z:: jvgr:]:hizi(.]ning nuqtasi bo'lsin. an t:hiziqf}a : /—;r'i{\{l s
qQtani tanlab, MyN kesuvchi o'tkazamiz. 7z

Agar N nugta egri chiziq bo'ylab M, nuqtaga

Yaqinlashsa. MyN Kkesuvchi M, nuqta atrofida buriladi. 30-rasm

Shunday holat bo*lishi mumkinki. N nuqta Mo nuqtaga yaqinlashgan sari MoN
kesuvehi biror M,T limit vaziyatga intilishi mumkin. Bu holda M,T to*g'ri chiziqy
cgri chizigning M, nuqtasidagi urinmasi deyiladi. (30-rasm). Agar kesuvchining
limit holayi mavjud bo‘lmasa. u holda M, nuqtada urinma o‘tkazish mumkin emas

deyiladj. Bunday hol Mynuqta egri chizigning sinish (o°tkirlanish) nugqtast

bo*lganda o*rinli bo' ladi.
1.2. Egri

urmmasining

chiziq
burchak
kocl‘ﬁtsientini topish masalasi.
Endi ¥ egri chiziq biror oraliqda i
aniqlangan uzluksiz y = f(x) T
l.lll’lks.iy

holda

aning  prafigi  bo'lgan

urinmaning
koeffitsientin;

burchak @

———— >
topaylik. — 8/ i )
Qaralayotgan f(x) funksiya
grafigini ifodolovchi 7 chiziqqa tegishli My

Nuqtaning abssissasi Xo. ordinatasi f(x,) va shu nuqtada urinma mavjud deb faraz
Qilaylik.

31-rasm




olib, M('N

ani
-4 Ax)) nuqtaf
/ + Ax, f(xy + AX)
¥ chiziqda M, nuqgtadan farght N(x, + Ax, f

0 otoan
hkil et
ilan tashki
: bilan )
: y'nalishi i
Lning Ox o'gr musbat ¥ k Ax ga bog'li4
kKesuvehi o'tkazamiy g - burchak AY £
avshankl, ¢
: y1-rasm). Ravs
i : etlayvmiz (3] -ras
burchagini « bilan belei 3
o‘rinli. L gilen
bo'ladi: ¢ = ulbx) vatyga o N~ hosil 1
‘o'nalish . ning
i i bssissa  o'qining  musbat  yo'n o ﬁ:nkst)dl!l
Urinmaning 4 LY ! Lolda ta
i “Jsa. u N
& 2 - (= - h(\ h
ni il leilaymiz. Agpar >
burchagini 0 bilan belgilay
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lu‘,]ti—
jtaning Mo !
[ nuqté L
va Nt —
. ) = lim tga.
lIZ]LIkSi'f.Hglg}l ko ra kurlrt?!lu = tgt N —My ()]'-;llk- k”,-”w:ﬂ
ivini ¢'tiborga ok
. -hili ekanliging ¢
intilishi Ax ning 0 ga intilishiga teng kuchli ckanlig
Idﬂ
g i ‘lami tas!
lim =X tenglikka ega bo'lamiz, (Jaan nudt
e | i bssissasi xp bo'lE —
Shunday gilib = f(x) funksiyaning abssis AY |imitning
; E : , im 2
ishi uchun shu nuqtada 1o 7
novertikal urinma o'tkazish mumkin bo‘lishi uchun ['f'i-icn[igu
coeffits <
¢ 15
: i chak ke
mavijud bo‘lishi zarur va yetarli, limit esa urinmaning burch:
bo‘lar ekan.

noddiy
ik. 1
u“r“]\‘
. idaoi masala. Ayta)

3. l-iarakatdagi nuqta tezligini topish haqidagi m

nuqta s = g(¢) qonuniyat bilan to*g*ri chiziqli harak

fizikada Nuqtaning t, va ty
s(ty) yo'lining shy vaqt ora

— 4s _ s(to+at)—s(e,) . i
Vo'rta = i T g Rdvsl1ank1,

'iv
/ 'ullll‘
‘lein. Ma |
atlanayotgan bo’Isin.

€ 2

e -
+Ab)
. ; = s(to N
+ At vaqtlar orasida bosib o tgan As - peyilar edi:
a7 |11 dE)
ligtiga nisbatj nuqtaning o‘rtacha tezlig ik
. ‘ 45 s¢rtacha €%
At qancha kichik bolsa, it
Nuqtaning ¢, Paytdagi tezligiga shuncha
Paytdagi oniy tezligi deb

‘mtilgandagi limitiga aytil

. to
taning
yaqin bo*ladi. Shuning uchun nuqts

1ga

ning At NO

(to: to + At] vaqt oralig‘idagi o*rtacha tezlikning

adi.

Shund ili = lim As
unday qilib, Voniy A:To =~

Seani zluksizligi
. (sivaning uzl
ilani “rifi, hosilaga ega bo‘lgan funksiy 5
2-§. Hosilaning ta’rifi. hosil: ga eg

- B = b . < . j (_‘L) SIVE ( y ) < \n.] o
ri Vil Ul Iva (a nterva

llnl\bl\ 1 hUSlld\l[[ll[(’ ta rlf-l \\1] }, t l. b te jr‘

: 1 "‘“*—d“ hO l\]n

]A 1a ‘hh naa th“] ‘.\ ax
[31] It \\l-—\ oy \)
crva 1legl ]I' ! L l
I“'[a\][l\l\ll .[0

ady=
' unksiva ham xg nuqtada 4)
+Ax € (a,b) bo'lsin. Natijada f(x) funksiva ham xq nuq
Fx + Ax) ~ f(xy) orttirmaga ega bo*ladi. i s
: ing limiti lim = = lim —— E
SA-ta'rif. Agar Ax—0 da ¥ nisbatning limit _\H-]Pu gl L ;
- Agar A X
Mmavjuq vq che

i hosifasi deviladi
. . ri hosilasi dey
Kli bo*lsa. bu limit [ (X) funksivaning xo nuqtadag

9 kabi
' i | SU%6) o ali ba'zan esa V' lv=y, YOKi == g
V“f(-fn). voki V'(xy). voki _T orqali. ba’z: ; X=X,
- - 25
bci&ﬂanadi.
Demag.
\ S(xp+Ax)=f(xp
(x.) = lim & = T e
f('\:‘) - _'\.l.l[j-]u:_\t Ax—0Q Ax A —
¢ : C = x — Xp va Ax—
Bunda Xo + Ax = x deb olaylik. U holda Ax = x 0
Natijadg |
o F(x) = f(xgy
. Ay fxg + Ax) — f(xgy = Tim f————
lim = — lim - XXy X — X
Ax~0Ax  Ax—g Ax
bO‘Iadi,

; ) =f(xo)
dagi hosilasi x = x, da ———
Demak_ f(x) funksiyaning Yo nuqtadagi hosilas n
msbatning limitj sy

atida ham ta'riflanishi mumkin:

()= f(xp
f'(xp) = lim iy

X—xy XX

*o Nuqtadg hosil

ifferensiallanuvchi
aga ega bo'lgan funksiya shu nuqtada d{fﬁ’l:-n‘”ai:qtasida
- : ar r
de)f'i]adi. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalning -h‘” 'l..’”. bl
diffcfk’llsiallanuvchi bo'lsa, u (a, b) intervalda differensiallanuvchi g
dQYiladi,

Hosilan; topish amalj differensiallash amali deyiladi.
Yuqoridagi

demgq ' (x)

_ celadi
. . a son mos keladi,
limit mavjud bo*lgan har bir xo nuqtaga aniq bitt
- bu yang; funksiy
ardg niqlangay p
deb Yuritiladj

: : 2 barcha x
a bo*lib, u yuqoridagi limit mavjud bo‘lgan

. .sivasi, odatda, hosilasi
u funksiya f(x) funksiyaning hosila funksivasi, o




. mne
s jshning
.ilasini top
7 . h(\_\llds
-y funhksiva
hosila ta'rifidan fovdalanib, y = f(x) 1
L.ndr hosila 1a ‘ \

[ :rish mumkin
quyidag: algornmini ber

1"lli
| :[]l\n
= .1 "l]'l.ln‘ )
1 lll]l\.‘ﬂ}‘ =
N < 13 MOs ]
tayinlangan x ql_\]]hl[lg_l
4 ntning o) danj
l'(’;ld:””. "\[L““]L” s

f (x) nitopish

fqib
-hiq!
-1ddan \.]
i .ohasida
1k h soha
I o aniglams
f(x) funksivaning anty
g 4 nt x ga
2"!1’(14”1‘ Argumen i

‘ sh.
: ¢+ Ax) nitopis
ketmaydigan Ax orttirma berib f(x 4 )

. e blnsh
. acipi h1s©
. ,n“rnmbli
ivaning Af (x) = f(x + &x) = [(X)«
J-qadam. Funksivaning

BP0, isbatni tuzish.
-gad: “—— nisbatni tuzi:
4-qadam. ™

C1imiting hisoblash.
; nitini his
D) oichat; x — (0 dagi I
5-qadam. . hisbatning 4

Sdacini toping. iplabs
AP silasini tOpINE . ravi
5.2-misol. f(x) = kx + b funksiyaning hosil \reument X 1 .
-2-misol, = o oo
) ~ alan: 1Z. / E
Yechish. Hosila topish algoritmidan foydalanam
echish. sile sh alg

12
sram
Ax orttirma b€T

a

s

i
: ex 4 b. Argumentg Grﬂirmﬁs
funksiya giymatini hisoblaymiz: f(x) = kx
u  holda

Funksiya
f(x+A8x) = k(x + Ax) + b = kx + kAx + b.

kx + b) = kX
AFG) = flx + Ax) = F(x) = (kx + kdx + b) — (K
nisbatni tuzamiz; 20(x) _ kax

bo’ ladi

_k
Af(x) _ li_fllgk
A iz: lim ——— 7 Ax
= le. Limitni hisoblaymiz: Ax—0 AX
Ax Ax
Demak, (kx + b) = k ekan.

0:
Xususan, f(x)
) =x (k=

(h'=
. = 0) uchun

= b o‘zgarmas funksiya (bu holda k )

1) funksiya uchun x' = 1 bo*ladi.
5.3-misol. f(x)

1 funksiyaning hosilasini toping.
= 4
Yechish.

flx) = -J‘;

ti
'\”113
ivaning 44

" : ksiyaning
Argumcnming tayinlangan x giymatiga mos fun

; adagi
* 8a Ax orttirma berib, funksiyaning x 4+ Ax nuqtadag

qiymatim™!
hisoblaymiz: f(x + Ax) = 1

X+Ax
va |Ax| < x deb hisoblaymiz,

Fl+A8x) — fx) =

=0
. olda X
- Bu yerda umum iylikni cheklamagan h

b G iz: Af(X) -

Funksiyaning orttirmasini hisoblaym b

10,

§ - _ N yaz
- _ 1i
eyt e e Orttirmalar nisbatir
. - arGy _ N w, 1 . . limitint
soddalashtiramlz. A = *Geraman = — x*yzax Bu nisbatning
. iz: lim ALG) N | = _1
hisoblaymiz- Alal:TO = 1_\1}:13;10( P z-
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\fa A}‘

l

Demak., (i)' e :1_

Z, llnsilng:a ¢ga bo'lgan
Yo nuqtada hosilag;

1“' l-\.\ A o \‘ o1 . fu .‘\‘i\ilnin__‘
1K i 'ﬂnlnh u'fl“l\'fl.(]l_. 1. ,r (\ ) [!l\
a e

‘ iz bolishi orasida
a bolishi bilan uning shu nuqtada uzluksiz be

quyidag; bog*lanish mavjud:

S.4-tcm'emn

el o y'Isa. u holda
Agar £(x) funksiva X, nugtada hosilaga cga be
funksi}-a shu nuqtada uzluksis borladi. S
“1si ‘mak,
. silaea cea botlsin, Den
Isbot ¢ Fary, Qilaylik, f(x) funksiva x nuqtada hosilaga eg
L a4 X =Y talarda ushbu
Ushbu lim L9=fxy | avjud va f(x,) ga teng. Barcha x=x, nuq
A;._,Uhjj;— limit mavjud va fxe) g g

F) = f(xy) = L=

tenglik 0'rinj-

i) (¥ = xg). U holda ko*paytmaning limiti
l‘.l") i
haqidagi leoremagy Ko'ra
i a1 )
i (7 (x) = ¢ im (L= o) (X —x ]j B
A T \Xgl)) = lim | /L0 !
I“Au( I 0)) x—ex ¥ — X

— ljm (f(l) = f(xy)

X—x,
ba-ladi_ Bu ¢

“lim (= xp) = (%) 0 =0
X=Xy,
a f(x) funksiy

1e0remanina
uzluksizligidan

aning x, nuqtada uzluksizligini bildiradi
- s -~ LIS = y
Sy teskarisi  o'rinli emas, yva'ni funksiyaning
uning shy
‘\'IaSalan,

Yzluks;i,

nuqtada
: judligi kelib chigavermavdi.

nuqtada  hosilasi mavjudligi kelib chigaverms

X| funksiya ning

»AMmg y —

()l"ui["n]asi ﬂl}’ -

Y=

J(l L 1 ] " S S f = ‘l ll ['lda
¢ ‘h-d ]1_\ 1a llﬂl'ldz .o Xususan x { n (l <
(J 1‘luqtadu hOSilclL’

_ T adagi
acgaemas. Bu funksivaning x = 0 nuqtadag
|Ax| bo'lib, undan

lim ﬂ—\ =1,

Ax—+ 0 Ax
ax n’Sbaming As

=0 dagi limig; mavjud emasligi kelib chiqadi, demak f(x) =
X| funto: .
Nksiyq = 0 nugtaqy hosilaga ¢

24 emas.
- DIy ‘Omﬁnli hl]Sil

alar,
S'Shta‘rif' Agar Ax +0 (Ax— — 0) da —= nisbatning limiti
lim 3 + Ax) — f(xq)
=i = iy Of(xa % AX) — flx) Ay f(xo
X

Ax




adagi o'ng (chap)

» v, nut
; ' aning Xa
- - e TN : X h[n]\‘\l}t -
mavijud va chekli bo'lsa, bu Imit f(x)

; ‘ ' abi belgilanadi. 1adi.
hosilasi deb ataladi va f! (x,) (,f (xo)) kabi L Ji hosilalar deb atal )
Cp n : .
Odatda funksiyaning o'ng va chap hosilalari bir foni dagi 018 hosilast
datd: Slyé £ adag >
ing x = 0 nuqgtadas

5 s N o funksiyvaning x

Yugoridagi misoldan, f(x) = |x]| -

4 fva
- igi kelib chigadi. nksiy?
I ga, chap hosilasi - 1 ga tengligi kelib chigadi <iflardan hamda fu
o 5 1. ' rl 2z e
Funksiyaning hosilasi ta'rifi va bir tomonli hosila ta

crinli
: 0 rin
aning
. - yeoremantlis
. -, qdagn teo
limiti mavjudligining zaruriy va yetarli shartidan quyl
S & . - . 5 Z]llL
ckanligi kelib chigadi: . biror atrofida ¥
S.6-teorema. Aytaylik f(x) funksiya x, nugtaning

v
. .,aﬂll’
T ‘|[S|H£
H ine 0° nh bo
' . a fi(xq) = fl(xg) tenglikning 0°rl
filxy), ﬂ(x[,) lar mavjud va f (x,) =X

yetarli boladi.

Isbot (5-7-masala).

Jar!
ama

al tengl

& . 3 . . T FF. “()r[]]:‘l

3-§. Hosilaning geometrik va fizik ma’nolari. Urinma va

) funksiy?

3.1. “"Silaning geometrik ma’nosi. Yuqorida biz, agar ¥ = fx . holda
grafigining Mo (xo; £ (x0)) nuqtasida urinma o‘tkazish mumkin bo‘lsa:

urinmaning burchak koeffitsienti Kusiinie = e};irToj_i ckanligini ko'rsatg

an edik-
Bundan hosilaning geometrik ma’nosi kelijb chiqadi:

¥ = f(x) funksiya grafigiga abssissasi x = Xo
urinmaning  burchak koeffitsienti

Ikur:‘rm'w. = f'(xo)-

10 o tkazilgd!
bo‘lgan nuqtasida o'tkaZ

: teng
R a
hosilaning shu nuqtadagi giymatig

. . 1 —'nchi
3.2. Hosilaning fizik ma’nosi. Hosila tushunchasiga olib keladigan ikK1 i
P 1zl
masalada harakat qonuni s = s(t) funksiya bilan tavsiflanadigan to‘gri chizld
bo‘ylab harakatlanayotgan moddiy nuqtaning ; vaqt momentidagi

oniy tezligi
Voniy = g_}.rilu%i- ekanligini ko‘rgan edik. Bundan hosilaning fizik (mexanik) ma’nos!
kelib chiqadi.
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‘siali harakatda ¢ vaqt
¢ ro'rl chizic I hﬂrdi\c
§=5(t) funksiya bilan tavsiflanadigan to'g'ri chiziq (t)
i - =5 .
. 3 i %% T silaga teng: Voniy h
momemldag1 harakat tezligining son qiymati hosilaga teng: U I ——
idavicha ham aytish
. . . B L . u\']ddgl\,hd p
HOSllamng mexanik ma’nosini gisqacha quy
¥o'ldan Vaqt bo*yvicha olingan hosila tezlikka teng. ‘. cemtigii, Talki
N - inu onty eLsiiths
Hosila tushunchasi nafaqat 10'g'ri chiziqli harakatning seradt, Masalan,
. ialashea imkon beradi. .
bUSh a Jarav Aarmine e v tezlieini nmqldshgl .
q Jarayonlarning ham onty tezlig hun uzatilayotgan
- T hu YIS
P ) o qizdirish uc
Aviaylik, Y= Q(T) jismni T temperaturaga qadar q

jismning
i I holda jismning
s i © funksiva boslsin. U
18s1qlik miqdorinine o*zgarishini tavsiflovehi funksiya
fssr'qh'k sig*

. o
— silaca teng
‘vicha olingan hosilag
imi issiglik miqdoridan temperatura bo'yicha <
bo*ladi:

dQ  AQ
C= ar AIPPDE’[_‘- —
Umuman olganda, hosilani f (x) funksiya bilan avsiilanacigan,
Iezligimng matematik modeli deb aytish mumkin. - - Fg sy s
3.3. Urinma va normal tenglamalari. !\)"la-\'.hk' }:l,:shli -
Muqtadg hosilaga ega, M(xg, f(xp)) funksiya grafigiga tL?ni ik
Funksiy, grafigiga shu nuqtada o-tkazilgan urinma tenglamas votean to-g'ri chizia
Bu tenglamani y = kx + b ko'rinishda izlaymiz. e -"’kxo + b tenglik
M(xo, £ (x5)) nuqtadan o‘tishi ma’lum, shu sababli f (koi urinma tenglamasi
Orinli. Bundan p — f(xo) — kx, ekanligini topamiz. Defnfl h-oa coa bo'ladi. Agar
Y= by f(x0) — kxgyokiy = f(x) + k(x —Xo) ko rml? ;-l n:;ﬁga tengligini
urinmaning k burchak koeffitsienti hosilaning xo nuqtadagt 4 ytasida o‘tkazilgan
€tiborgy olsak, y = f(x) funksiya grafigiga M(xg.f(xo)) nuq

urinma teng|amasi quyidagicha bo*ladi:

(D
P= PO+ e ol d ‘tadigan va shu
. sidan O = )
Y = f(x) funksiya grafigining M (xo; f (¥0)) nuf{tal iziq normal deyiladi.
‘otri 11
"qtadag; urinmaga perpendikulyar bo‘lgan to'gri €

ientlari
. koeffitsien
ine burchak k
Ma’ lumg;, Agar k..o # 0 bo‘lsa, urinma va normalning



-y funksiy®
— f(x) fur
any = f(
art bilan bog*langan boladi. Bundan:
normal fe 1 shart bilan Y .

urinrma asinl
nelamasi
. al tengla
erafigipa M(x,: f (x,)) nugtasida o' thazilgan norm

1 = 5) (2)
Y ’”Y"Jﬂf'(l,:

keltirib chigarish mumkin

iy= f(x”)'
olamasl
. a [L'”::’-[‘
. Frs yda urinm
S.7-izoh. Apar Kurinma = 0 bo*lsa, u holc

normal tenglamasi esy y — Xy bo'ladi

VAL
4 0tk
— A u”‘ll.‘rbulngd
5.8-misol, Abssissasi x = ] bo*lgan nuqtada y = 7 8

urinma va norma| tenglamalarini tuzing,.

U
r(l) = ’l B
Lo
Yechish. Bu misolda Xo =1 f(xp) = 1. f/(x) = v o
s i® Y
. . o 2 JamiZ:
qiymatlarni (1) formulaga go'yib urinma tenglamasini hosil gt
l),ya’niy--z——x; 1+("M1).
: amiz: ¥ =
(2) formuladan foydalanib, normal tenglamasini yozamiz: }
yaniy = . yrin®
i
5 i - _ adan o°tuveh
S9-misol. y — ,2 parabolaning  A(0; —4) nugqtad:
tenglamasini yozin o ibd-
glamasinj yozing. b [urll’d1
Yechish, Berilgan nuqta y

5 5 ro .U'rini
= x* parabolaga tegishli emasligi K
Aytaylik, x = *o Nuqta urinjgp -

= X0’
A » ,1'0) -
qtasining abssissasi bo*Isin. U holda
f(x) = 2x, f(xy) = 2% (1) 1

rmuladan foydalansak

24 2x(x — Xg)

Y= 2x,x — X2
tenglamaga €2a bo‘lamjz.

3

Shartga ko‘ra urinma

O‘rniga 0 va —4 qiymatlar;

; vay
0; -4 Nuqtadan o*tigh; kerak. (3) tenglamada X
b

) L od
T M 99Yib X, ga nisbatay —4 = —x,? tenglamagd &
o‘lamiz, Bundan Xo =2, x, =

0= =2 bo‘lishin;j lopamiz
Agar Xg = 2 bo* Isa,
botlsa, y = 4, _
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. iruvchiikkitay = 4x — 4.y =
Shunday gilib, ko*rsatilgan shartni qaneatlantiruvchi ikkita y

—4X — 4 urinma tenglamasini hosil qildik.

Mashq va masalalar
if i i silalarini toping (1-4):
Ta'rifdan foydalanib. quyidagi funksiyalarning hosilalar p
522 v = et
S-I.y: —4. 5-2)

5-4. f(h) = he+1

- r 1 1 --6 .
Hosilaning ta'rifidan foydalanib f(x,) ni toping (5-6)

53y =5t3-2t 4+ 7.

3-5.f(x) = 4x? — 3x + 8,x, = 1. '
3-6. f(x) = cos 2x,x, = 0.
3-7.5.6-teoremani isbotlang.

8.y = f(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasini toping:
- S— —-3,

DY =(x+2)(x+2)x+3)(x +4)(x +5), X

D)y = (1 +ax?)(1 + bx9), xo = 1.

|x|% sin e) agar x # 0, funksiya
5-9. a ning qanday qiymatlarida y = 0 agarx =0

X | o : eca bo‘]ﬂdi-
a) uzluksiz bo'ladi; b) hosilaga ega bo*ladi; c) uzluksiz hosilaga eg

. ikka tekshiring:
5-10. Quyidagi funksivalarni differensiallanuvchanlikka te

= |sinx|;
a)y = x|x|; Y

x3, agar x €Q,

.3 <0,

=4 r x>0 v { i
5-11. Agem- ’xigzo nuqtada chekli bir tomonli hosilalar’ln;air\)a:t k:zll(:;

Pl & f1(xy) bo‘lsa, u holda funksiyaning grafigi qanday bo’ladi®

(%o, f (x0)) nugta grafikning sinish nuqtasi deyiladi.

LS X 1] 1 ]i“l[[ﬂsi va “()Imali
5 ) .
_l f unk iyaning abSSlSSaSl 'U nuq adagl

lglalllalal‘ini tuzl“g:

- = -1
a)flx) =x5=3x+2,x%=1 O fx)=x2-x-1x

i =x? - <siyaning
5-13. Usbu (—2;11) nugtadan o‘tuvchi va y = x? —4x funksiy:

. s el AT R,
grafigiga urinadigan barcha to*g‘ri Ch’z’?;‘m ping

AP



e i i toping:
Serilyran tunk sivalarmmge eratiklariea umumiy bo lgan urinmani P
g 2y vay = X
nkin. Bunday

Z - 4x;

a)y X 4+ X e v Y i, )y A

S Ba'z nugtalarda him ro(-x ) i leng bho*lishi mur
nhksivaning hosilas

Jrostlaga ega yoki fu

hollarda <hu nugtalarda funhsiva chekse
cheksizga teng devilad
o agindmi?
i L5k B e Bt bcoschn 0 nugtada hosilasi mavjuc
: yanimn 0 bolgdl
=

i : ahssissast
by Shu funksiyaning  prafiging chizing, uning abssissd

nugtasidagy urinmas mavyjudnn” | “_,hrL;iﬂi
- shuness
ila s

tomonli chekstZ hos

_ 0
(xg) = ST

S-16. Cheksiz hosila uchun ham bir
qarash mumkin Berilgan 1, nugtada /) (x,) = +9 /
2

Javjudmt

f'(.l:’a) 5

f20xy) t «rs bo hishy ham mumhkin
1 s : . . - lale il]j nm
v Vx funksiyaning x = 0 nuqgtadagt bir tomonli hosilalar

5-17 Aytaylik. y = f(x) funhsiya x = Xo nugtada u
- . ‘ . e = xy nugtads
b (=) bo'lsin. U holda funksiya grafigi abssissast & Ao

(,Yg) =

= X0

= 7

da

mavjudmi? Mavijud bo'lsa, uni sxematik ratishda chizing. P
, otq uzluksize /¥
5-18. Aytaylik, y = f(x) funksiva x = Xo nugtada Uzl

holda funksiya grafigining
Uni sxemal

. . abssissast
+oo va f'(x,) = —o bo'lsin, U at h
ik rafl®

nuqtada atrofidagi holati hagida nima aytish mumkin?
chizing. ; Imchﬂsi
2 . tush

agi purchak tus

5-19. Urinmalar yordamida ikki egri chiziq orasid ida shu
2 : . T . ishi tasl
ta’riflanadi. Ikki egri chiziq orasidagi burchak deb ularning kesishish nud

chiziglarga o‘tkazilgan urinmalari orasidagi burchakka aytiladi.

asini keltirib chigar!

a) Ikki egri chiziq orasidagi burchakni topish formul

b) y = x? parabola va y = :{gipcrbolalar orasidagi burchakni toping-

4-§. Hosilani hisoblash qoidalari

u(x) va v(x) funksiyalar (a, b) intervalda aniglangan bo‘lsin.

1. Yig‘indining hosilasi.

5.10-teo ‘
_ rema. Agaru(x) va v(x) funksivalarming x € (a, b) nuqtada
Imavjud bo*|s; '

. Jud bolsa, u holda f () = u(x) + v(x) funksiyaning ham x nugtada
Osilasj Mmavjud vy | ) | -
N ) =w) +vx
tenglik 0°rinli bo*lad;. " N

Isbot. ¢ fryy =
(ulx + 4 F() = u(x) + v(x) bo'lsin, u holda Ay = flr+4x) = flx) =
J x) + .
- v(x + Ax)) — (u(x) + v(x)) = (ulx + %) —u(x)) + (v(x +
U(X)) = Au+ Av bo'ladi.

lim & _ .
a:—To = ﬂllm okl
x—0 Ax

= lim & 4 jim 2 = y'(x :
St sx—0Ax | arapaxr Y () +2 )
shunday qil; ; .
ay qilib, (1) tenglik o*rinli ekan.
S0 1-mij
Soil-miasol, v = 402 . . " oy S s .
Y =X 4+ 1/x funksiyaning hosilasini toping.

YECh'-l ‘_
By = (2% + 1/x) = (02 + (1/x) = 2x — 1/x* Demak, y' =

2x - 1
x2°

Malema ik i
tik el e 5 : ; : T
S— induksiva metodidan foydalanib, quyidagi natijani isbotlash
S12wat
atija, A . :
1. Agar uy (%), uy(x), ..., u,(x) funksiyalarning x nuqtada

hosilala 5
ri e
Mavjiud  bo'lsa, u holda F(X) = u(x) + wa(x)+ ..+ up(x)

funks;
Styanin
2 ha i : i - .
M X nuqtada hosilasi mavjud va quyidagi formula o‘rinli bo*ladi:

f'(x) = -
3 1 (uy () + U () + - 414, () = u () + w' () + o+ up ().
Ko paytnmniug hosilasi.
5.13-te
Cabot|g orema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar x € (a,b) nuqtada hosilaga
a,ut i
oo 10lda ularning f(x) = u(x)-v(x) ko*paytmasi ham x € (g, b) nuqtada
aga epg v, -
tenglik o PO =w@) v +u@) v'E) (2)
O'rinlj bo*ladi.
Isbot. ¢
fC) = w(@)-v(x) bo'lsin, u holda Ay = f(x +Ax) = f(x) =

ulx + Ax) = u(x) + Au| _
v(x + Ax) = v(x) + Av| (G +

81 ()
+av) - w(x)-v(x) = Auv(x) + Avu(x) + Audv.
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oo egd
o iga  +s
. ashtirib.  limitg

. : N .oddalashur
orttirmasining  argument  orttirmasiga  nisbatini - s¢

ligidan
. (sizligidd
. e uj,il.ll\&l =
P ksivaning
funksiyalar ustida arifmetik amallar va hosilasi mavjud funksi
- 8 < - %

: ) + hm = “mnAv:

t ; -

Au - : szkeliy |9 “(_‘. + Pt Ax

lim : ) ’ ]"(’1) i (.".].1'”']“ .‘-.r) a4

Ay .0 Ax
. (4%
i REIE el - l —_— ( )
foydalansak: Al;n_( Pl

y Ax

P
Yo' ) blfl;ld]‘
, , = aiteYaple) + wi)vix
u'(x)v(x) 4+ ulx)v'(x) + u (,r)-;«_l-in_lnﬂt =u'(x)vix

iy a orinli.
5.14-natija. Quyidagi (Cu(x))" = C-u'(x) formula ¢ i AR ¢ =0,
. = o)+ Cu(X)
Isbot. 0 5.13-tcoremaga ko'ra, (Cu(x)) = C-u(x)

W o3
Cemdk (Gutnl’ = Cata - nugtada hosilagd eg
S.15-natija. Agar u, (x), u,(x),..., u,(x) funksiyalar x nuqx ‘ []llqlﬂdﬂ
I P B L a. AP s Uy 3 + s
. o Uy (x) har
bo‘lsa, u holda ularning ko*paytmasi f(x) = u, (x)-u,(x)-. i

hosilaga ega va quyidagi formula o°rinli bo*ladi:

. ; ) +
£100) = (uy (0)-uy (x)- U (1)) = uf () ua () iy (X)

U Gy (X)) + o 4 1y () uy (). 1y, ()
Isbot (5-19-masala).

3. Bo‘linmaning hosilasi.

e
silag
. tada ho
5.16-teorema. Agar u(x) va v(x) funksivalar x € (a, b) nuq

. asi X = (a'b)
ega, v(x) # 0 bo‘lsa, u holda ularning f(x) = u(x)/v(x) bo’linma
nuqtada hosilaga ega va

f, (x) — u'(x)-v(x)+u(x)-v'(x)

F (3)
vé(x)
formula o‘rinli bo*ladi.

Au
. L HE
Isbot. 0 f(x) = tg; bo'lsa, u holda Ay = f(x + Ax) — f(x) =

v(x)+8Y
a(x) —
ulx) _ duvlx)-Avu(x) _ . p . . : . By _ Buw(x)-8vELs =
e T aDeen ¢ Nisbatni quyidagicha yozib olamiz: 2¥ =

Ax (v(I)+AVJ'v(I)Ax
Au Av 1
(E v(x) —u(x) ax)  VEmeetoay 8x—0 da

s a
limitga o‘tamiz, limitga €&
funksiyalarning xossalari va 13

-teorema isbotidagi kabij lim Av = 0 tenglikdan
Ax—0

i By s Au Av 1

1 —_ = _— s Lo . W

A:l:r—l}o Ax al;rllu (Ax v(x) u(x) .ax) v2(x)+v(x)Av

natijaga erishamiz, ya’ni (3) formula o‘rinli ekan. ¢

foydalansak,

ur(x)-v(x)—u(x)-w(x)
v3(x)

=
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$.17-misol. Ushbu f(x) = X

" funksivaning hosilasini toping.
; ) g

Sx-4

; F TV (B —4)—(3x+TH(Gx-4)
. 3x+7 (3x+7)(5x-4)—(3x+ =
Yechish. f'(v) = (’ ) =

Sx—4 (5x—4)*
35x-4)-5(3x4 7 37 .t . .
T = _ *mak. X) = T

(5x—a)2 (s.r—.n!'i)un k. [ (x) (Gr-2)

i ; sivanine hosilasi

5-§. Murakkab funksivaning hosilasi. Teskari funksiyaning
: FaTil = @(x) funksiya
S.I. Murakkab funksivaning hosilasi. Aytaylik. u ¢(x)

. : “li funksiyalar

(@, b) intervaldg, ¥ = f(u) funksiya esa (c; d) da aniglangan bo lib, bu R
i . i1a) a. albaua,

Yordamida y = f(@(x)) murakkab funksiya tuzilgan bo*lsin (bunda

(@.5) daw = (x) € (¢, d) borlishi talab gilinadi).

a hosilaga ega. y =
S.lS-tcorema. Agar u = @(x) funksiva x € (a, b) nugtada hos
fw) funksiya esa y =

T ay=f(e()
@(x) nuqtada hosilaga ega bo’lsa, u holda y = f
Murakkakh funksiy

A x nuqtada hosilaga ega va .
’ (I (
(f (@(x))) = f(u)-¢'(xX)

fOl'mula o'rinli bo*ladi.

Isbot. ¢ = @(x) funksiya x nuqtada hosilaga ega bo'lganligi uchun uning X

Muqtadagi orttirmasini
Au = @' (X)Ax + ahx (2)

kO'rinishda Yozish mumkin. bu yerda Ax—0 da @ —0. . o

Shunga o'xshash, y = f(u) funksiyaning « nuqtadagi orttirmasini

Ay = f'(w)Au + pAu @

Ko'rinishda yozish mumkin, bunda Au—0 da 0. 11 anialangan ifodasini

So'ngi (3 tenglikdagi Au o‘rniga uning (2) tenglik bilan m1'1q1ang e ond =
0O yamiy. Natijada Ay = f'(u)(e' (x)Ax + abx) + B (x)-Ax
P00 Gax + (Fuya + 9/ ey + e tenglikka cga S gar Au—0

Agar Ax bo‘lsa, (2) tenglikdan a—0 va Au—0 bo‘lishi, ach—)O .

0lsa, u holdg (3) tenglikdan £—0 ekanligi kelib chiqadi. Bulardan esa

oy i ¥ bilan
' P T hi Eldl, unt ¥ bi
FWa+ g op + af cheksiz kichik funksiya ekanligi kelib chiq

belgilaymiy.
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dan =
I n
renplik o‘rinli. Bundall ay
Shunday qilib, Ay = ['(u)@'(x)Ax + yia tenglik ¢

1 elib chiqadi. Buesay =
i i (1)’ (x) orinh ckanhgi kelib chiga
f{lw)yp'(x) + y va ']Ln-lu ol 0 g

["(u)e'(x) ckanligini isbotlaydi e

A ; .ilasini toping.
, 2 . S hostlasini i
9-mis = (x4 — =) funksivaning
5.19-misol y (.t X)

):

%

. i 4y (,‘C’ -
. 2 2 . ;l\. Vv = (U
Yechish. Bu yerda vy = vt u = (-1' - _) Dema

4u? (2)( - &) =8 (x" - 5)5 (.r = —]~)

X X

"o

; -ozib‘
1 Ko rinishdad ¥
: 3 o3 dy du
Amalda (1) tenglikni = =

oo 7
- — voki _V—\" = Yullx

dx du dx
% - o 5 i g r;]liq
quyidagi qoida tarzida ifodalaydi: i hosilas ord™
ey “yichd <chl
Murakkab  funksiyaning erkli  o'zgaruvchi  bo’ kli o‘marll“I
3 idan crk =
. . <soaruvchidan €
o'zgaruvchi bo‘yicha olingan hosila va oraliq o‘zgaru
bo*yicha olingan hosilalar ko"paytmasiga teng. Hean nuqtadﬂ y
oy G ; wkin: agar berilgd rsd
Bu goidani quyidagicha talgin qilish mun : 12 teZ 0283
, 2
I ma
o°zgaruvchi u ga nisbatan Yu' marta tez, u esa x ga nisbatan Uy

1!
Ux -
T AR — T
. : ; s o roaradi, ya'nt Yx
u holda y o‘zgaruvchi x £a nisbatan y,'ul, marta tez o"zgaradi, 3

po'lga"
Yuqoridagi qoida uchta, umuman chekli sondagi hosilaga e _ tp(t)-
funksiyalar kompozitsiyasi uchun ham o*rinli. Masalan, agar y = fGa %
t = h(x) bo‘lsa, u holda y! = Yu'ug t; tenglik orinli bo‘ladi.
5.2. Teskari funksiyaning hosilasi. e
S.20-teorema. Agar y = f(x) funksiya [a; b] kesmada monoton O v
(a; b) intervalning har bir nuqtasida noldan farqli y'
holda bu funksiyaga teskari bo‘lgan x =
hosilaga

‘Isa, U
= f'(x) hosilaga ega b0 "
i rva
©(y) funksiya (f(a); f(b)) intc ,
o v te
ega va ixtiyoriy y e (f(a); F(B)) uchun uning hosilasi 1/f"(x) €3
bo*ladi.

Isbot. ¢ Aytaylik, Y= f(x) funksiya [@: 5] kesmada orgavell. (5 b)
intervalda vy = f i

8a va ixtiyoriy x e (e, b) tichun Fi(x) 20 bo‘lsin.

Quyidagi belgilashlarnj kiritamiz: f(a) = g, Fb) =gy holda y = f(x) funksiya

aviudligi va uzluksizligj hagidagi tecorema shartlari
136

o

. silaga  ega
’ L ine hosilaga eg
bajariladi. chunki v = f(x) funksivaning uzluksizligi  uning el
: / ’ a v = f(x) funksiyag
i i smada y = f(
ekanligidan kelib chigadi. Shunday qilib. [a; ] kesnu
. - leiva maviud bo*ladi.
Misbatan teskari bo*lgan x = @(y) tunksiva mavjud

. . 7. Uholdax = ¢
Teskari funksiya argumenti v ga Ay = 0 orttirma berami CH -
R e v funksivaning
; adi va teskari funksiy
funksiva biror Ax = @(y + Ay) — ¢(y) orttirma oladi va te

-anliei kelib chiqadi.
- >0 ekanligi keli
monotonligidan Ax = 0, uzluksizligidan esa Ay 0 da Ax ¢

7 ida avtileanlarni
- e ugorida ayulg
Endi x = (y) funksivaning hosilasini topamiz. Yuq

r—
Ax v demak x, =
G , ifiga korrs im — ==—m = F
¢liborga olsak. hosilaning ta’rifiga ko'ra ﬂ]‘l'l'llu B yme f

©'(y) = 1/f(x) formula o'rinli ekan. ¢

” z T
‘rinli (3-72
: . a ham o'
5.20-teorema f(x) funksiva kamayuvchi bo lgand:
Ay Ll (s A« L
Masala).

B S oidasi
Demak. teskari funksiva hosilasini hisoblash q

(4

Xy =

1
Yx!

formuly bilan ifodalanadi.

; : osilalari
6-§. Asosiy elementar funksiyalarning b

o funksiyaning X
6.1. y = x# (x > 0) darajali funksiyaning hosilasi. Bu

Ay
k=t (1 +E)P — 1 ga teng Va 4,
Nuqtadagi orttirmasi Ay = (x + Ax)¥ —xH = x

xH=-1 (1+9£)"_1

X

Y
- i chun lim -
. 0=l Shuning u Ax—0
"  bo’ladi. Ma'lumki, lim - = #

X

oi hosilasi
I . (1+3 W wel ayide funksivaning X nuqtadag
Im H=-1 x — -1 u 2
ﬂx-.ox ax Hx

X

Mavjud va y' = ux*~1! bo'ladi.
Demak, (x#) = px#=1 formula o‘rinli. ini foydalangan holda,
ini foy g
Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash formulas

i ish
idaci formulani YOZI
sl uchun quyidagt form
(u(x))# ko‘rinishdagi murakkab funksiya
Mumkin:
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7 pa 1 '
((u(.x’))"];.'(u(i')) s (Xx)

’ W—_— ilinsin. BU
Masalan, y — (x* + 1)* funksivanming hosilasim topish talab d!

L aoa ko'ra
misolda u(x) = (x* + 1) p = 3. Demak. yuqoridag! formulaga ko'r

’

Yy = 30x? + 1)2((x2 + 1) = 3((x% + 1)72xr = 6x(x"F 1)

i 1)
i . e x R O,ﬂ b o
6.2. Ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi. ) = a (¢

rg3*-1)
ay . e
3 . ; . : Ax _ e X
ko'rsatkichli funksiya uchun Ay = a**®* —a* = a*(a™ VA ax .
R I

-1 . . k = m
= [na. Shuning uchun \[mr‘ ax  Ax-s0 Ax

Ma'lumki, hm
Ax 0

: ; S xf 1lalar o‘rillli ekal
«'lna mavjud. Demak ra®) = a*lna, xususan, (e¢*)" = e* formuk

. agiod

<ilasi 0'Z1E°

& & . . - - - . . * (- g 1 02’11351
Ko'rinib turibdiki, y = ¢* funksiva ajoyib xossaga cga: uning h

teng ekan.

crinli
. : qe O I'ln
au(x) (a > ()‘ a # 1) fl”]ksiya llChUn L]l]yidﬂgi t(-)rmu]d]dmm:a lﬂa
. . . 3 ! ’ ’
bo*lishini ko'rish qiyin emas: (@u*)' = il )

Masalan, (35%-3)' = 35%-3. (5x _ 3y'. [n3 = § - 35%=3 - In3

_ " osilast-
6.3.y = log,x (a>0,a+1,x> 0) logarifmik funksivaning h »
a 5 i Cs )

Bu funksiya x = ¢ funksiyaga nisbatan teskari funksiya bo‘lgani ehidt i
- ‘ l
funksiyaning hosilasini e

= *
a¥lna x[na

|-

topish qoidasiga ko‘ra y. =
X

XN

1 .

(logq x) *ina- Xususan, (Inx)" = % formula o‘rinli.

log i . u'(x) ’
Ba u(x) funksiya uchun quyidagi formula o*rinli: (log, u(x)) = a(x)ina

6.4. Trigonometrik t‘unksiyalarning hosilalari.

)y =si i i e

. y. Stnx funksiyaning hosilasi. Funksiyaning x nuqtadagi orttirmasit!
uslar ayirmasi formulasidan foydalanib topamiz:

Ay = sin(x + Ax) — sinx = Zsingcos (:'c+éf
2 2/
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$y- . Ax

e'tib . Ay . stn— . o, AvY
e lim = = lim —z=- lim cos (.1 +=]=

Ax—0 Ax Ax—=0 = Ax—=0 =

a olgan holda limitea o'tsak.

Cosx boladi.

Dictriak. feimait . o
nak. (sinx)' = cosx tormula o'rinli.

')) y =
<~ = - o e o " ; p o a .
05X funksiyaning hosilasi. Bu funksiyvaning hosilasini topish uchun
Cosx = ¢; ’ )

X =sin -/ .
. (x + 7/2) avmivat  va  murakkab  funksivaning

ldas;j i i )
: Sidan foydalanamiz. U holda
C()Sx)* = .

= S i il 1 - - [} 4

‘ (sin(x + af2)) = cos(x + 7/2)- (x + 7/2) = cos(x + 7/2)-1 =

OS(x + 7/2)

hosilasini  topish

cos - . . PR T ;
. (x + T/2) = —sinx avnivatni ¢'tiborga olsak, quyidagi formulalarning
'l eleap:.. - X
ekanligj kelib chigadi: (cosx)' = —sinx.
3] y = tg.\' v

g 1 a ¥ = ctgx funksivalarning hosilalari. Bu funksiyalarming
sila

arinj : y ; ; e y Sy . .
topish uchun bo"linmaning hosilasini topish qoidasidan foydalanamiz:
(tgx) = (5”“‘)' _ cosx+sin®x 1

Cosx

cosix costx’

Xuddi shunga o*xshash (ctgx) = —

— . formulani ham keltirib chiqarish
sin-=x

Mumkip, Bunij mashgq sifatida o*quvchilarga qoldiramiz.

Trigonometrik funksiyalarning argumentlari x erkli o*zgaruvchining u(x)
funksiyasi bo*lsa, u holda murakkab funksiyaning hosilasi haqgidagi teoremaga ko‘ra
Wyidagi formulalar o*rinli bo*ladi:

(sinu)' = w'cosu, (cosu) = —u'sinu,
(f u) = u’ = — o

gu) cos?u’ (ctgu) sin?u’
6.5.

Teskari trigonometrik funksiyalarning hosilalari.  Teskari
funksiyaning hosilasi haqidagi teoremadan (5.20-teorema) foydalanib, y = arssinx
(~lgx< 1) funksiyaning hosilasini topaylik.

. L
Bu funksiyaga teskari bo‘lgan x = siny funksiya [-5‘2] d paaugron

" . . . - ine bir
O'suvchi va (—%%) intervalda hosilaga ega, hamda bu intervalning har

1 1
— z
xy casy

Nugtasida hosila noldan farqli: x; = cosy # 0. Shuning uchun yy = Endi
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. orinli
T only formula
osyv = V1 — sinx
(_E'E) intervalda cosy > 0 va bunda cosy =\
z'2

t‘ l ] h _—— ——.1_ = ! bﬂtladiA
bo‘lganligi uchun Ve = 1-sin?y  Ji-x?

77 [ ¢ ri ]11.
3 8 lU I'llll]d o'ru

. 2l ' X< ] ) T

‘( cst x) \.‘"'l__- ( 3y

'nulﬂ
Endi

, fort
. Ty uchun
= arccosx (=1 < x < 1) funksiyaning hosilas!

- eiva [0,7] 48
. _ osy funksiya [
keltirib chigaramiz. Bu funksiyaga teskari bo'lgan x = cosy

ir
. ar bl
. jing h
A Inlcrvﬂlf =
monoton kamayuvchi. (0;7) da hosilaga ega bo'lib. bu _ fmksi\’ﬂ"i”g
~mak, teskart 1U d
nuqtasida noldan farqli x}, = —siny hosilaga ega. Demak, teske

L —
1 yq ko'ra Xy
o s w abli 3-8 dagi (4) ga
hosilasi hagidagi teorema shartlari o'rinli. Shu sababli $-§ dag

erda
) y ’ Bu )cl’
== -l ! = ——L_ ham o'rinli bo'ladi. {
Y Yo = " siny  Viccesiz Vi-xt
(0;7) da siny = V1 = cos2x ckanligidan foydalandik).
! ~rmula o'rinli ckaf-
Shunday qilib, (arccosx) = ~ =— (-1 <x<1) forn

VIi—x- ( n ﬂ)
: splami |7 z'2
Ma'lumki, y = arctgx funksiyaning qiymatlar to'pla

“ d va

: csiya mavju
intervaldan iborat, Shy intervalda unga teskari bo‘lgan x = tgy funksi)
bu funksiyaning hosilasi xh =

waning hosilas!
—— noldan farqli. Teskari funksiyaning
coséx
haqidagi teoremadan foydalansak,

. 1 _ 1 _ 2. _ 1 _ 1
yx_x)’,_(tgy)'—cos y_1+t_gzy_ 1+ x2
bo‘ladi.

Demak, quyidagi formula o‘rinli:

1
(arctgx) = =
1+ x°
Xuddi yuqoridagi kabi Y=arccigx funksiya uchup

(arcctgx)' o v )

1+ x2
formulaning o*rinli ekanligini ko‘rsatish mumkin.
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3 i o zearuvehining
. T sntlari v erkli o zgaru S
Teskari trigonometrik funksivalarning argumentlari

— idaei teoremadan
; Ao silasi haqidagi teoren
ulx) funksiyasi bo'lsa, u holda murakkab funksivaning hosilasi hag
quyidagi formulalar kelib chigadi:

i wiex)
i s Wwix, . S L~ g 4 2
(arcsinu(x)y = » (arccosu(x)) V=™ o
\I=—wurx) A
wix)
. wiox, o )Y == - )
(arcrgu(x)) — ) ; (arcctgu(x)) Uead =1 5 d
1+ rx

Mashq va masalalar

. ® 2 ane.
L. . S— 5 12-natijani 1sbotlal 24
5-20. Matematik induksiya prinsipidan fovdalanib, 5.12-natij oz
- e unksivalar  chiz
5221, Chekli sondagi  diftferensiallanuvchi funksiva o
) ~hizigli kombinatsiyasiga
; : = o . o AavTan © jay chizigli kon
l‘Omblllalsl}’asnnng hosilasi hosilalarning aynan shunday
eng, y

. s Ida f'(x) =
ani agar f(x) Uy (X) + Catls (X) ...+ Uty (X) bo'lsa. uholda f

1(x) + C2us (X) +... + ¢, ul (x). Isbotlang.

Ciu

vy

-22.5] S-natijani isbotlang.
5-2

(%)

. . idan iborat
i P si va nisbatidan 1
- Ikki funksiya yig*indisi. ayirmasi. ko'paytmasi har biri hosilaga
’ 1 - s 'ng 1ar bir d=
: 0 AR : ‘lis u funksiyalarni
bo*lgan 1unks1yamng hosilaga ega bo'lishidan t ¢ wesdloyihi miSallEE
" - arn1 asos
€2a bo'lish; har doim kelib chiqavermaydi. Shu fikrla
keltiring_

; ; _—
i 3 <kab funksiyaga miso
324, Xo nuqtada hosilaga ega bo'lgan f(g (,\)) murakka
k?lliringki:
0 (g (x0)) mavjud, g(x,) mavjud bo*lmasin;
¢ jud bo*lsin:
b) ff(g (xo)) mavjud emas, g(xp) mavjud
jud emas.
c) f'(g(xo)) mavjud emas, g(xo) mavju .
dink iling:
5-25. Quyidagi tasdiqlarni isbotlang yoki ml\‘o.rcf]i b;lishi .
a) differensiallanuvchi funksiyaning hosilasi ju
funksiyaning toq bo*lishi yetarli; R
b) differensiallanuvchi funksiyaning hosilasi Jt

funksiyaning toq bo*lishi zarur;
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o _ A . Jichi uchun
¢) differensiallanuvchi funksivaning hosilasi toq bo lishi uchu
funksivaning juft bo*lishi vetarlr, i
b ning

s - L . i Jichi uc funksiya
d) differensiallanuvchi funksivaning hosilasi tog bo lishi uchun

juft bo*lishi zarur.

Funksiyalarning hosilalarini toping (26-44):

4 5 X
5-2(),y :‘;\/E+EH_, 5-27. y = 10.’(0—';—*-3\['
= . !\“17 . ex
3-28. y = 2ctgx — 3sinx 5-29 y = arctgx + 7 ‘

. 5 3 )
5-30.y = 19 — Sarcsiny 5-31 y = (x° — D )

3-32 @(a) = 3arcsina — 4arccosa + 14Va

2y
BE o - + 3cos
5-33. f(t) = 1_tu 5-34. y = 3sin®x —lgx
5-37. = (1 * ! il
v=() e 38y =
0.y = (x+ 1(x + 2)6x + 3).
40y = (- 1?3y — 5
5441 f(x) = *ox+2 2
) x*44 S-42 y = x*+2

§-43.y = X ;
Y ﬁ(xs‘i'\/;ch—-Z) 5-44. y = _32__%-1111‘3‘

Berilgan fy ksi . 221

AiSlyaning x,, nuqtadagi hosilasini toping (45-48):

5-45. f(x) = f;%“.xo -1
1 .
5-46.f(x) s

e Gy = §
5-47.f(x) = )

3-50. Y = tg4x.

P2y = inses _

5-59 = 1 smx

ot - 3-60. y = ——
arcsin x 1+tg x
xinx ” . s
56l y = — 5-62. y = sh(In(tg2x))
5*63. Y = xarcsiny +v1 — x‘_z 5-064 i = :,w'_-;m‘ 2x+4 sin :.r‘
5.65.y = o= M _x-3 R
Jy=e -3 — 5-66 v = arcsinV1 —x<.

x+2
5-67. V=x- 2\‘§ 5-68 y = Stl.n‘logs x)

5460, y = L 222

5-70. y = In(e* + 1) — 2arctge”

5 tg 3x+Incos 3x
= -

3

-
=
Il
A

5-72 y =

arctg x x

5-74 f(x) = 2 2(1+x7)

575 f(x) = =2 4 arctg i—

x

- . X+l (3x-19)V3-2x-x~
3-76. y = 14 arcsin Aj R

L]

5-78.5.20-teoremani f(x) funksiya kamayuvchi bo*lganda isbotlang.

7-§. Logarifmik hosila. Daraja-ko‘rsatkichli funksivaning hosilasi

7.1. Logarifmik hosila. Faraz qilaylik, y = f(x) funksiya (a; b) intervalda
diﬁ‘ere‘wiallanuvc:hi va f(x) > 0 bo'lsin. U holda shu intervalda [ny = Inf(.\’)-
funksiy, aniglangan bo*ladi. Bu funksiyani x argumentning murakkab funksiyast
Sifatida qarab. x nuqtadagi hosilasini hisoblash mumkin bo‘lgan xo nuqtada fx)

. ) ciuanino ilasini
funksiyaning hosilasini topish kerak bo*lsin. Murakkab funksiyaning hosilasi

Lopish qoidasidan foydalanamiz: (Iny)' = 2,;’ = (Inf(x))', bundan

V= y(nf ) o
formulaga ega bo*lamiz.

: -ifmik hosila
S5.21-ta'rif. Funksiva logarifmidan olingan hosilaga logarifmik hos

deyiladi.
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1
~yrmuladal
; ilasini topishda

Birnechta funksivalar ko paytmasining hosilasin p

jgatan
Adi. Haqiqd
. : bcrddl-
! hea imkon
fovdalanish hisoblashlarni birmuncha soddalashtirishg

i jlaga
i=1n funksiy@ host

. g 2 ar bir u;. tﬂb«
= . ] siva (bu yerda har fn
ham, y = u, - u, - ... - u, funksiya (bu )

e 0('ﬂri
Timksivant log
; Jein. Bu funksiy
ega va ixtiyoriy x € D(f) da u, > 0) berilgan bo Isin.
& « b, 3 b =

Iny = Inu; + Inu, +... +Inu,, bundan csa

kning KK

YoM g W 4 Y tenglikni hosil gilan
y uy u, =

Up

iz Sotngi tengli
iz, S0TNE

: : idagiea ega botlamiz:
tomonini y ga ko'paytirib quyidagiga cga bo'l

“lrl
ey WY o ek )
y' = Uty ot '“rz.(—!: * u, 4 Un
i b ing.
i . gt silasint top
5.22-misol. y = ——(x:{]—J],, funksiyaning hosile
o o (x+2)*(x+3

Yechish. Berilgan funksiyani logariflaymiz:

a0 olibs
sllﬂ
: - +3). Bu tenglikdan e
Iny = 2In(x + 1) — 3in(x + 2) — 4ln(x + 3)
ushbu tenglikka ega bolamiz:
X2 3 &
Y x+1  x+z =43
Bundan )
cpZp14x+5
" (x+1)% ( 2 3 _L) — _,(_‘12[-’%—1:—_'3—)—" o(x)
y T 2P0 \xe1  7ez 243 rn y’(u(x))
i ik, Y — .
2. Daraja-ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi. /\ylayll . u(/‘)'
u(x) > 0) Ko*rinishdagi

. ~rilean
daraja-ko‘rsatkichli funksiya berilg

chi bo'Isi™
v(x) funksiyalar x ning qaralayotgan giymatlarida differensiallanuve
funk

1
U holda { )
siyaning hosilasini hisoblash uchun (1) formulani qo‘llaymiz.

formulaga ko‘ra

, (x) -
v = u(x)vix) . 11“[(Ti(k.’)u("))J = u_(x)”(x)(v(x) - inu(x)) = u(X)v
W Gux) + v(x) - 1?(:)2) bo‘ladi.

wC” P U v’ (x) + v(x)uxr -1
Shunday

N =
Bundan (u(x)v )

U (x) formula kelib chiqadi.
daraja—ko‘rsatkichli

Lo jkkita
funksiyaning  hosilasi "
qo‘shiluvchidan iborat: agar u(x)"®) o rsatkic

qilib,
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. ikkinchi qo*shiluvchi hosil
qo*shiluvchi, agar u(x)**’ darajali funksiva deb garalsa ikkinchi qo's
bo*ladi.

= o L a1 H 1 T_
5.23-misol. y = x*~! funksiyaning hosilasini toping

Yechish. (1) formulani qo*llaymiz.

1
Y = y-(lnx*1y = 3 b ((x - Dinx)’ = x5+ 1= )

8-§. Yugqori tartibli hosilalar d
| i i b) da
i. Far: ilavlik. biror (@,
8.1. Yuqori tartibli hosila tushunchasi. Faraz qlh_r e i
i 3 x) hosilg ’
' i i ‘lsin. Ravshanki. f'( .
hosilaga €ga f(x) funksiya aniglangan bo'lsin s, 33
i “lo: (sivaning
aniglangan funksiva bo‘ladi. Demak. hosil bo'lgan funksiy e e
; i ; '(x) funksiyaning
hosilanina hosilasi hagida gapirish mumkKin. Agar f'(X) e sl ¥
; i i i -1ibli silasi de)
Mavjud bo'lsa, uni f (x) funksiyaning ikkinchi tartibli ho

S b’ d Shli]] ay 1lb. lﬂ‘lif
: mnv 1 1 1lanadi. d Y ql

r y “f(x) . . ine bl 1 bllﬂn Llﬂ.ll

f ()’ dx2’ dax? 11 ollarning T

| l Shyu,lrl(-a)o (y')r o a ng l1osilasi maviud bO'lSﬂs u
xsna ikki i ‘1][-‘3“ hOSil: ning f
g % ‘h( Sh. agar l]\l\!nChl tarta =

ddy  @f(®) pani belgilanadi.
uchinchi tartibli hosila deyiladi va y", f"(X) GEr Taw

Demak. ta’rif bo'yicha y'"' = i ot o Heilalar xuddi shunga
Berilgan funksiyaning to'rtinchi va h.k. tar-nbdac sl s

O'Xshash aniglanadi. Umuman f(x) funksiyaning ("1 v . O,

hOSilasining hosilasiga uning n-tartibli hosilasi deyiladi

%y an x)

dxn’ —_—

. el —tartibli
. Demak, ta’rif bo‘yicha n-t
i llarning biri bilan belgilanadi. De , T
den SIMVo g

‘lan hisoblanar ekan.
h()Sila y(ﬂ) e (y(n-—]_))f rekkurent (qaytma) formula blla['l bl
; e 1 hi ang.
5.24-misol. y = x* funksiya berilgan. y"'(2) ni hiso m(g) = 24x-2 =48
Yechish y, _ 4x3 yn — 12x2' yHl - 24;(, dﬁ!ﬂaky , n_tart]bl]
R : { tartibli, masalan,
Yuqorida aytilganlardan, funksiyaning yuqor et

. ; rurligi
s o ibli ilalarini topish za
hosilalarini topish uchun uning barcha oldingl tartibli host
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umiy
. i ychunum
ibli hosilalarruc
artibli hosi

kKebib chigadi Ammo avrim tunksivalarming yugori tar o mumkin.
‘ , ’ ’ s chigaris "

a4 kelurib chige 1o tacin
qonunivatni topish va undan toydalanib formula kel tartibli hosilalar
g ’ el ing n-k
Misol tarigasida ba'zi bir clementar funksiyalamimg
1150 Arigas « «

~hun
o l]‘-hl
If)pll””/ =

Bunin

=
P

)i topamiz.

: F hun v
1)y = x" (x = 0, R) funksiya uch o=l — Dx

e 1, v

-
) ; . G ;! Fes
uning hosilalarini ketma-k et hisoblaymiz: v

lundan Jpag (1 hun
Sy X "
() = (s = 1) (e = 2)...(u—=n+1) Janing 1 = 1 uc
) ormulaning
. il kelib chigadi. Bu forn e
deb induktiv fara, gilish mumkinligi kelib chigac i vani

- H [i
daorih
4+ 1da

B 4 o'rinl
orinliligi yugorida ko'rsatilgan. Endi (1) formula n = K dd- =k
¥ = gl — 1)...(u — k + 1)x#~% bolsin deb, uning 7

bo‘lishinj ko*rsatamiz.
Ta'rifga ko'ra yk+1) = (¥"7)". Shuning uchun

=Ky =
¢+ =i S I)XL )
y” . (y(k)) — (‘H(}i — 1)-..(,u k —k=1

= e 1o =8 1) (= )X -rinli bO
E e q ham ©O
bo*lishi kelib chiqadi. Bu esa (1) formulaning n = k + 1 da har e
bildiradi_ De nula IXtyoty

lishi™

S ; pon B I
mak, matematijk Induksiya usuliga ko‘ra (1) for
uchun o*rinlj.

11 hosilast
Mday=_4 bo‘lsin. U holda y = 2 funksiyaning -tartibli ho
X
1y (™ (-1)*-nl
(;) S EDED) Ly S 2D

i+l
formula bilan topiladi,

2) ¥y =iny x>0 funksiyaning

funksiyainng birinchj tartibli hg
foydalansak,

I 1iZ.
n-tartibli  hosilasini topan

- ormulada?
silasi 5 ‘—“i bo‘lishidan hamda (2) formi

Y™ = (yrym-1y _ (3_)(“_U = EDM-DG gy 3
x T @)
formula kelip chiqadi.
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’ - 1 lni
< 2 X = cosx. Biz 1
) L 4 . siva uchun y
3) y = sinx bo'lsin. Ma'lumki. bu funksiyz

quyidagi

A m
v = cosx = sin(x + ;)
I cevinei tartibli
. . = sinx funksivaning kevingi
ko*rinishda yozib olamiz. Songra y = sinx funksiyaning

hDSiialaI‘ini hisoblﬂyn]i/..
— = )
y” = (C(JS.\')r = —sin (.\' ¢ 2 ’
- = X 3 )
Yy = (=sinx)" = cosx sin( : 24"

s
y(”!) = (—cosx)’ = sinx = (x + 4 - -2-)
unksiyai ibli hosilasi uchun
Bu ifodalardan csa ¥ = sinx funksiyainng n-tartibli

i 4)
P = iy = (x +n -5) ( .
ik induksiva usuli bilan
iligi v ratik induksiya
formulg kelib chiqadi. Uning to*g-riligi yana matem

iSbc‘tlanadi,
Xuddj shunga o xshash
. f.) (5)
(cosx)™ = cosx = (x il

ekanligini Ko'rsatish mumkin.

Masalan.

3n ;

(cosx) 19 = cos(x + 115 g) — & (x i —2_) B SUTK ibli hosila
8.2. Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’flosi. [k};m:h;r::il o
*odda mexanik ma’noga ega. Aytaylik, moddiy nuqtér‘nng .har a. :“thSi]aSi o=
funksiya bilan aniglangan bo‘lsin. U holda uning bmn?lu t-arz;nibli e
$'(t) harakat tezligini ifodalashi bizga ma’lum. Ikklncf’u‘ i
S"(6) hosila esa harakat tezligining o‘zgarish tezligi, yani hara
ifodalaydi' ekundlarda

S-25-misol. Moddiy nugta s = 5t2 +3t +12 (s metrlz.uda;)‘t;asmas o
berilgan) qonun bo*yicha to*g'ri chiziqli harakat gilmoqda. Uning 028

’sirida harakat qilishini ko‘rsating.
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: il + ) = t + - = 2 < lt 1
% : O lt mi 12.!(1\ miz. [
ch l d 1N 1 H 5
)t + ; 10. i va {ti sientla - t am
Y ] h 5 ( e 4 Jf ¢ A I“ '; S (
15

iramiz va ikki
v celtiramiz va ik
- s axrajea keltira
topish uchun tenglikning o'ng tomonini umumiy maxrajg
tyicha
z D\IL}
qonuni bo’)
‘yvuton gon
. as chan. Nyut
10m/s* bo'lib, harakat tezlanishi o' zgarmas ck
a= i - harak:

. i B(x =2},
” . o T 3= ,-’1(,\ 3) +
kasrning tenglik shartidan fovdalanamiz. U holda 2x +
—_— yoki
H he ) zearmas erafl . ' - , 34— 2B)
kuch tezlanishga proporsional. Demak. kuch ham o2 bnits formulast: 2x+3 =(A+ B)x + (=3¢
8.3. Yuqori tartibli hosilaning xossalari. L¢] 4 bo'lsa. U

1 p o i S .d.ll tkk . phdd teng
i ik < 1de 1 1 }\[? g

-1 I = N ‘ ll : C ‘I'l iZ. ”\ki }\'L‘ hadnll'l._. lt.IlL.lll\ -h\ln &

i 1 riald t=

| ival: ta “l Il h B

3 i 2 & fllll]\&l\dLi n

® ( X0ssa. .'\"«'l “{).) va [‘().)

. = o'lishi
i oldidaei koeffitsientlar teng b
bo*lishi uchun o*zgaruvchining mos darajalari oldidagi koeffitsi
- = =} - 3
. ilasi uchun
: i@ s gt hosilast uc
ikki fi iva vig: sining n -tartibh
holda bu ikkj funksiya yig-indisining

g il bo'ladi:

Z21Ur va yetarlj) quyidagi tenglamalar sistemasi hosi

) () = (0 (x) + l’””("‘—) A+B=2

R B ket {_;%zl —2B =73 ivin emas. Topilgan
- ; . Letman ieini ko rish giyin emas. &

' ao e ilalarini ketr : ; - 7. B=9 ekanligini k¢ :
formula o'rinli bo*ladj. funksivaning hosilalarin Bu Sislemaning yechimi (=-7. B=9 ekanlig T———
: avlik, v = u + o’lsin. Bu funksiyaning . ) . . ida isbotlangan xoss: )

Isbot. 0 Aytaylik.y = u + v b Matijalamni (1 tenglikka qo*yamiz va yugorida isbotls in:
. . ; T T . ‘e ozish mun :
is sh natijasid: t arni hosil gilamiz: ] o o ilasini kuyidagicha yozi
hisoblash natijasida quyidagilarn k i Y ="+ V" sila benlgan funksl}'amng n-tartibli hosilasini kuyidag :
' ' T ')’ —_ (“ + v = bli ho (n
y=u+v,y"'=(y ok tartib R 1 (7)
: anamiz. vanl 1= +1 () + g(
atematik | (siye todidan fovdalanamiz. =k =-7(—-: x—3 )
Matematik induksiya metodid: b faraz qilamiz ¥2 n y — s
(o) — , (k ) tenglik o‘rinli bo"lsin deb faraz ) i ) ; -tartibli hosilal
uchun y09 =yt 4 tenglik o’rinli b ; Endi ——112 va —13 funksivalarning n-tart
M v " — x—-
uchun yt+1) — ey | v¥* L ekanligini ko rsatamiz. wa bo’lg¥
laon E2E
. i 1 - a’rifi, hosilaga €E
Hagiqatan ham, yuqori tartibli hosilaning ta’rifi,

(k) +
funksiyalar Xossalaridan foydalanib

Buning uchuny =
(v(k))f = ylk+1) + plk+1)

: ksivani
1asini bilish vetarli. Bu funksiy
e funksiyaning n-tartibli hosilasini bilish'y
(k)y" = (u Xra ’ )
(k) 4 -
(k+1) ( Ufl)’ = (u
y y

: 'miz. U holda
y - blaymiz. U
U= (x 4 a)7! ko'rinishda yozib, ketma-ket hosilalarni hisoblay

-3
. - e e - u=2(x+a)”
ckanligini topamiz. i xtiyor’y W=—(x+a)?
- (m) tenghk I
Matematik induksiya Prinsipiga ko'ra y(™ = (") 4+ p
natural n uchun o*ripj; deb xulosa chiqaramiz. ¢

-4
-3 = —p(x+a)".
u” = —2-3(x + a) 3= —6lx
5.27-xossa.

|digd Matematik induksiya metodi bilan ”
a > ﬂiSi o - } -n-1
O‘zgarmas ko‘paytuvchinj n-tartibli hosila belg ul® = (-1)"n! (x +a) ib quvidagi
. foydalanib quyidag
chiqarish mumkin: (Cu)m) — Cu(m. ‘ Shuﬂday qilib, (7) va (8) tengliklardan foyda e — 3
Bu xossa ham matematik induksiya metodidan foydalanib isbotlanadi. . ym =7-(=D"nl(x —=2)"" 1 + 9-(-1)"n! (x
mu
S.ZS-misol. y = -—ziﬁ_ funksi : ibli hosilasi uchun fort
%2 —Sxse Yaning n-tartibli hosi
keltirib chiqaring,

Yechish, Berilgan kas,-
ajratamiz: x? — 5y 4 g — (x —

ratsional funl-csiyanin

72

9

= (—1)“?’1' ( )
2)(x — 3). So*ngra

x-3m -2
hilargad
£ maxrajini l‘:o‘}’JEl)’“‘V('h1 ©

Natijagy erishamiz.

‘Isa, u
g 'lalargﬂ cga bo
S:29-x0ssa. Agar u(x) va v(x) funksiyalar n-tartibli host

2x + 3 _ A B

_(""_""?)‘(?—-_‘3—) - x—2 + ;C—:E (6)

ibli ilasi uchun
holda py ikki funksiya ko*paytmasining » -tartibli host
148
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e e

—_—

ko (n=k) (KD oo

tn) =yt =t e G U
(UU} n) _ H(”li' 4 (‘:]“ n=liy' 4 (-'u 4 + n

in

) «
Oy et et (%)

. Lo . ) nin-1) 1n ‘L_"'I_}
formula o'rinli bo'ladi. Bunda ¥

. A v =
laymiz. Ma Jumk1, (u )

Isbot. % Matematik induksiya metodim qo'l di Shuning
O 'rsﬂ!'d -
; ; - -periligini Ko

Wv + ur'. Buesan = 1 bo'lganda (9) formulaning to g THE uchun ham

. i  + 1
; ooB s ; ; b, uning 7
uchun (9) formulani ixtiyoriy n uchun o'rinli deb olib.

o giriligini ko'rsatamiz. (9) ni differensiyalaymiz: (-r:u(ar”u" *
, v n=11p" 4 ‘r;
(UU)('““ =™y 4y + (..r,lu(n:l. + (U 1

(n=1! +
_“_IUH‘V
(‘.r-fu(”ﬁmvm oo Chyn=k+1) (k) 4 (.k“«rwkl[,f.k~ B R Cn
“n “n
CA M0t g™ g gyt (10)
Ushbu
, ) (n+1) _ a8 — 2., 0
1+Cn=1+n=C‘,;4_1,C;,+(,.,‘flI:?1+1Lr_;_J:-_‘:_;—_ =
. —k+1)
s nn—1).(n+2—-k) nn-=1) .0
Cit+ck =
n n — + kr
(k= 1) ’

=(n+1)n...(n+1—(k—1))

k!
tengliklardan foydalanib, ( 10) ni quyidagicha y

k
= Cn+‘.|

ozamiz:
r+1) _ _(n

uv = +1) 5

(uv) u‘ v+ Gl uMy +C,%+,u(“_])vu+"‘+C1I:+1u
+ .- + uv(n+1)

(n+1“"‘:)17(k}

nuld
Demak, (9) formula n + 1 uchun ham o‘rinli ekan. Isbot etilgan L
Leybnits formulasi deb ataladi. ¢

5.30-misol, Y = x3g%

funksiyaning 20-tartibli hosilasini toping.
YE(‘,hiSh. u=e* va v

3
(20 X7 deb olsak, Leybnits formulasiga ko‘ra
v ) — x3(ex)(20) + C%D(x:;),(ex)(;g)

CL G (@) 4 (3 ()@ exyior |
(x3)n = 6x, (x3)u!

+ C5H(x3)""(ex)(18) 4

2
s A o (x3)(20)ex bo‘ladi. (x3)' = Sx d
= 6, (x )(4) =0 tengliklami vay =

keyingi hosila]arining 0 gatengligini, shuningdek vn uch
e’tiborga olsak, "

x? funksiyaning hamma
n (ex)(ﬂ) = e* ekanllgln'
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YD = e¥(x3 4 31 x* + 6Cx + 603 tenglik hosil bo*ladi.

Endi koeffitsientlarni hisoblaymiz:

2014 . S 50-19:18
Czlo —] 20, sz() - ~U"1) - 1()0' C'_:_‘JQ — L‘I;?EE — L‘;.— — 1140

- 3

Demak,

YO = e¥ (k3 4+ 60x% + 1140x + 6840).

Mashq va masalalar

Logarifmik hosiladan foydalanib, hosilani hisoblang (79-91):
379y = xarctgx, 5-80.y = (x* + 1)
581, y = hlxsaye

582 v =
=i 3B

x*x-10
—————
(x?+4)Vx=6

By = 3 S X rx 584 f(1) =t

Ko'rsatilgan tartibli hosilalarni toping (79-87):

>-85.y = Incos X, y'=? 5-8.y = sin*x,y" =?
3BTy = 5%,¢ =3 5-88.y = ——,y" =?
xX—=
5-89 f(l) — Xex,fru(x) =% 5-90. T'(IS) = cos I, I.(Ii’)(ﬁ) =7
S‘()l y =

[n x,},(n) =7



VI BOB. DIFFERENSIAL

g garuriy
; : hi hotlishining %
1-§. Differensiallanuvchi funksiya. Differensiallanuvchi bo li

va vetarli sharti

b)
. " a X € (a
Aytaylik, y = f(x) funksiya (a,b) oraligda aniglangan V& =0

bo‘lsin.
6.1-ta’rif. Agar f(x) funksiyaning x, nuqtadagi 8y orttirmasin!
Ay = A-Ax + a(Ax)Ax (1) chi
ko‘rinishda yozish mumkin bo*lsa. bu funksiya x = xg nugtada (lm;;,,-‘,,;_yiu!'!'“"'”
Junksiya deyiladi. Bunda A — Ax ga boglig bo'lmagan biror o' zgarmas son. @

esa Ax —0 da cheksiz kichik funksiva, va'ni ﬂlim a(Ax) = 0.
Fgm

nalik
Y = kx + b chizigli funksiyani qaraylik. Uning uchun 8y = kdx teng!

orinli, ya'ni funksiya orttirmasi argument orttirmasiga to'g'ri ent
Tarifdagi Ay = A-Ax + a(Ax)Ax tenglik csa funksiya orttirmasi argumBu
orttirmasiga «deyarli to'g'ri proporsional»ligini bildiradi, ya'ni 8Y = dax i
tenglik |Ax| ganchalik kichik bo‘lsa, shunchalik aniqrog bo*ladi. Geometrik "uq.m
nazardan funksiyaning x nuqtada differensiallanuvchi bo‘lishi funksiya grafif x
nuqtaning yetarlicha kichik atrofida biror novertikal to‘g'ri chiziq, ya'ni b

e . o .
chizigli funksiya grafigi bilan «qo’shilib» ketishini anglatadi. Shunday qilt .
geometrik nuqtai nazardan funksiyaning x nuqtada differensiallanuvehi bo'llslll

funksiya grafigini x nuqtaning yetarlicha kichik atrofida «o‘gerilash» mumkiniiglm
anglatadi.

Masalan, 32-rasmda y = x? funksiya grafigini x, = 1 nuqta atrofida ¥ =
2x — 1 to'g'ri chiziq grafigi bilan «qo‘shilib» ketishi ko‘rsatilgan
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a9 e = ket nclio
2 -rasmdan y = |x| funksivani x = 0 nuqtada ditterensiallanuvchi emashgl

Kelib chigadi, bu funksiya grafigini x = 0 nugtaning hech bir atrofida «o g rilaby
bo*Imaydi.

x-l

vl

O
32-rasm 33-rasm
0.2-teorema. f(x) funksiya x = x, nuqtada differensiallanuvehi borlishi
uchun i ’ . L
Uning shu nugtada chekli f'(x,) hosilasi mavjud bo'lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. ¢ Zarurivligi. Funksiya x = x, nuqtada differensiallanuvchi bo*lsin. U
holda funksiy

- aning orttirmasini (1) ko-rinishda yozish mumkin. Undan Ax # 0 da

A+ 2 : . . . Ay el

* a(Bx) ni vozish mumkin. Bundan Ax—0 da AhmGE: = A, demak x
a0 A

Mqtady hog; .
hosila Mavjud va f'(x) = A ekanligi kelib chigadi.

Yetarlilig; oo ; : . e e DY g .
tarliligi Chekli f'(xg) hosila mavjud bolsin, ya'ni J_i‘l‘ga—i = f'(xg). U
holda él .

ax

[ (xo) + a(Ax), bu yerda a(Ax) Ax—0 da cheksiz kichik funksiya.
D‘"—‘mak,
Yoki ay = 4 Ay = f'(x0)-Ax + a’(Ax)éx (2)‘ | )
f(x) Bilesh x.+ “(AJ.C)AX, bu yerda A = f'(x,). Shunday qilib x = X, nuqtada
¥a differensiallanuvchi va A = f'(x,) ekan. ¢
hOS“aBu {eorema bir o'zgaruvchili funksiya uchun differensiallanuvchi bo*lish

nin . L : . o
& Mavjud bo‘lishiga teng kuchli ekanligini anglatadi. Shu sababli hosilani
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iladigan
i e an[lﬂd[=
17ni sila 0'Tg
atik analizning hos
I“Pi“h amali funksivani differensiallash, matematik an

bo*limi differensial hisob deb ataladi

e s ham
‘rifni ha
shbu ta Il
AT y'lgan ush
Shunday gilib, avvalgi I-ta'rif bilan ekvivalent b

berish mumkin:

eod
laga <=

— hosi
ada chekli f'(xo)
6.3-ta’rif. Apar f(x) funksiva x = x, nugtada chekli f

. 1A f];]di-
: hi deyl
. rensiallantne
bolsa, u holda f (x) funksiya x = x, nuqgtada differens

o ot alar
. ik va ﬁz]l\ ma
2-§. Funksiya differensiali, uning geometrik v

n
iglang?
- ualda anid
. : . interva o
2.1. Funksiya differensiali. f(x) funksiva (a;b) ¢ funksiyaning
- . ‘lsin. Ya'm
bolib, x € (a; b) nuqtada differensiallanuvchi bolsin.

nuqtadagi orttirmasini

Ay = f'(x)Ax + a(Ax)Ax (1)

i X —7‘0.
ko*rinishda yozish mumkin bo*lsin, bunda Ax -0 da a(Ax)

’ ning
s ot 1)

) “inkejva oritirma
G.4-ta’rif, » nuqtada differensiallanuvchi f(x) funksiy

erensiali d€Y
bosh qismi [ (x)Ax berilgan f(x) funksiy
va dy yoki df(x) orqali belgilanadi, y

iladi
aning shu nugtadagi diff
a‘nidy = f'(x)Ax.
Masalan, y = 2 funksiya uchun dy = 2xAx
Agar f(x)
bo‘ladi. Shunpj

gateng. . dp = AX
Ay va'ni
= X bo‘lsa, u holda [(x) =1vadf(x) = 1%, x bilal

(
: ; ] atda,
hisobga olgan holda argument orttirmasini, od
belgilashadj.

Ja
Buni Nazarga olsak, f(x) funksiya
diffcrensialining formulag;j
dy = f'(x)dx yoki dy = y

dx (2)
bo‘ladi.

2.2. Differensialning geometrik
ma’nosi. Enpdj X € (a; b) nuqtadg

bo‘lgan F(x)
funksiyaning grafigi 34-rasmda ko

differensallanuvchi

rsatilgan

34-rasm
chizigni ifodalasin deylik.

: avishda M
Bu chiziqning (x, f(x)) va (x + Ax, f(x + Ax)) nuqtalarin mos ravis

i f£(x) funksiva x nugtada
va K bilan belgilaylik. Unda MC = s G g B el 1 ) antst; 1’;( f“](l'))
= . S - fa orafivie: liﬂ‘_'. i X, s
chekli f* () hosilaga cga bolgani uchun f(x) funksiva gratigiga uning

. . koeffitsienti
‘ T burchak koeffits
nNuqtasida o'tkazilgan M| urinma mavjud va bu urinmaning b ‘

X asint K bilan b ‘lgt]'ﬂ}lll\
90 = f'(x). Shu My, urinmaning K¢ bilan kesishgan nuqtasini £ bilan be

C - - = f'(x)Ax ekani kelib
Ra\'Shanki, AMEC dan ££ = tge Bundan £EC = MC-tge = f'(x)

Mc T
chiqaq; Demak, f(x) funksiy

e - funksiva
aning x nuqtadagi differensiali y = f'(x)Ax ’
grafigigy M(x, f(x))

i i si £C ni ifodalaydi.
nugtada o'tkazilgan urinma orttirmasi E(
l) e h &=
. o : L. o an iborat.
‘ffCrc[1s|3|,1|lm geometrik ma’nosi aynan shundan ibor

i s = f(t). buyerda s —bosib
> Differmmial"i“g fizik ma’nosi. Moddiy nuqtas = f(¢). buy

% 3 fgUri
O'tilgan vorl. t=vaqt. f(t)-differensiallanuvchi funksiva, gonuniyat bilan to*g'ri
ChiZiqli harakm|an;|)-mgan bo*lsin. T
8¢ vagt oralig-idy nuqta As = f(t + At) — f(¢) yo'lni bosib o'tadi. } o. Ining
bu OMtirmasini Ag — F(OAL + a(At)At korinishda ifodalashimiz mumkin. Bu
YOlni NUQta birer O'zgaruvchan tezlik bilan bosib o'tgan. Agar At vaqt oraligida
uqta O'Zgarmgag F1(0) tezlik, v

s s B
dusal\, by hislids bosib o*tilean yo'l f/(6)At ga teng bo'ladi. Bu esa vo'lning
dlfferensialiga teng:

a'ni t vaqtdagi tezligiga teng tezlik bilan harakatlandi

ds = f (At

5 R i i ish
3-8 Elﬂllentar funksiy.ll:lrning differensiallari. Differensialni top

qoidalari. Differensial formasining invariantligi
. P sivalarning
3.1 Elementar funksiyalarning differensiallari. Elementar funk )
h() 1 .. . i
Stlalarin; bilgan holda ularning diffe

i ‘idagi formulalarni
rensiallari uchun quyidagi formula
.
Yozish Mumkip.

THX Ty (x> 0);
2~d(q-") =

a*-lng dx (@>0,a=1):

dx ]
3 dllog, X) = ‘—rl—-dx (x>0,a>0,a # 1), xususan, d(Inx) = - (e > 0);
x na r 1 ’
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4 d(sinx) = cosxdx:

J d(cosx) = —sinxdx:

£

: L cn, k €7);
d(tgx) = ——— dx (r 2 km, )

COS%x

1. d(ctgx) = -

dx(x # km, k € 7);

S

1 e e 1)
8.d(arcsinx) = T_:,—,’d}(' (-1<x<1)
V1 — x<

1 1 ;
Y d(arccosx) = — ﬁdx (—-1<x<1)

1
1+ x?
1
Il.d(arcctgx) = _T+—x?dx'

o jali ta'ri
5 A csiva differensia
3.2. Differensialni topish qoidalari. Funksiya d

10.d(arctgx)

dx;

-+ kelib chiqadi: o
. B winli ekanligl ]\L]]h(- ) . ining
topish qoidalaridan quyidagi tasdiglarning o‘rinli ekanlig gl yig‘mdlbm
s gl 3
6.5-teorema. Chekl; sondagi differensiallanuvchi funksi

differensiali ularning differensiallari yig‘indisiga teng. -  mumkin:
Isbhot. O Ikki funksiya yig*indisi uchun quyidagicha isbotlas o
AU + 1) = (i) + vy dx = (W(x) + V()
= U(xX)dx + v'(x)dx = du + dv.

. . ' ¢ proe nadi. ¢ Ly
Umumiy holda Mmatematik induksiya metodi bilan isbotla 5 o rinll-
6.6

idan

-dv formul
-teorema. Quyidagi d(u(x)-v(x)) = v(x)-du + u(x)-dv

Isbot. ¢ Ko‘paytmaning hosilasi
foydalanamiz:

: gopulalar
va funksiya differensiali formula
HuE) () = i) v(a)ydx (' (0)v(x) + u(x)v'(x))dx =

= WD V) + u)- (v (xyxy =
6.7-teorema. Quyidagi d(Cu(x))
Isbot (6-1-masala).

v(x)-du + u(x)-dv.¢

= CW (x)dx formula o‘rinli.

6.8-teorema. Bo lmmaning differensialj uchun quyidagi
u(x) du - v(x) — u(x) - dv
dl—2) = ——_Uu()-dv
v(x)

v2(x)
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formula o'rinly.

Isbot (6-2-masala).
3.3. Differe
Nqtada differe

YOKi erkli ot g

=l

: o tavhik, v = f(x) funksiva x
nsial formasining invariantligi. Avtaylik. v = f(x) ,

talning ta'rifiga ko'ra dy = v, 'Ax,
nsiallanuvehi boslsin. Differensialning ta'rifiga k¢ b

. ishga kelishganimizni ¢’tiborga
aruvehining orttirmasini dx kabi vozishga kelishganin
olsak, dy = Yi'dx edi,

Endi erkli

. ke i *zgaruvchining
O'zgaruvchi  emas.  balki ¢t erkli  o'zgan
ferens; ) ) U a y=f(e())=g()
dlmrcHSIallnnuvchi funksivasi bo'lsin: v = o(t) U holda » At .
) ' nelik otrinh
Sly : ol r =y, dt tenglik o
funkSl}u t ()‘zgnruvchininu murakkab funksivasi va dy Ve i
) 1 ) . ~ys P sak. d\'f = Yy aX
olad, Lekin Ye = yi'x/dt va dx = x.'dy lamni ¢’tiborga olsak, d)

i ko'rinishiga gavtamiz.
fOrmulaga €2a bo'lamiy, va'ni differensialning avvalgi ko*rinishiga qayte .
) . . - b = .o »-_1
- ; 7 oaArm: yani  funksiva

Sh““da.\' qilib.  differensial  formasi o zgarmadi. )
1fkrms:almmg formasj

: orksiz (oraliq)
v erkli o'zgaruvchi bo'lganda ham. erksiz (oraliq
0 )
Zgaruych; bo'lgang

cogepel sila va hosila
@ ham bir xil ko'rinishda bo*ladi: differensial hosi
qays; o‘zgaru\chi

> «chi differensiali
bo'yicha olinavotean bo'lsa. o'sha o'zgaruvchi di .
kO‘ 5 i . - siiing J:J‘I\'(H'it””hg"
pa}tmas'g“ teng bo'ladi. Bu xossa differensial  formasining .
Geyilag; 2 ifferensi rmasining
®Yilagj, Shunj aytib o'tish lozimki, bu xossada faqat differensial fo
Saqlanjgp;

haqida £ap boradi.
garyy

. e . c = Ax; x
Agar x erkli o zgaruvchi bo'lsa, u holda dx

Ql’ksiz & .
0z chi bo*|sg_ u hold

3 “ladi.
a. umuman olganda, dx = x bo-lad

6. a—— .
i 9-misp). ¥ = VX berilgan,
t

.. s o

1) x erkli o*zgaruvchi bo'lgandava2) x = t

3 boklgandn dy nj hisoblang.

Y echish. ]) 2-§ dagl {2) formulaga ko‘ra
1 2 dx

dy = g.r 3dxy =

3Vx?

2) Dif, -
e v T eeronn ; . ;
. Tensia| lormammng varianthik xossasidar tovdalansak dy = k_f\
O‘Iib A 3 d ) ? \_\

dy:

1
4
W Ty gy Gt a0,
=3 VWS v =5y°
lamiz,

natijaga ega b()‘




i i i 1l lIlShl
-§. T q ibiv hisoblashlarda dlfrﬂrc"hl:ll"lﬂ_p (o llan )
‘ . l‘ X d = — (x
n 1 A ifferensic allll\"Ch’ Y= f
unk Yuquri 5. wkidiomaniiinlek, 0 l‘lLlL]lil d d”fl.rk.nslsl” I qurlbI}.
: ibi *NE ik o |n]| Shu
f Si}“ Hehun Y f'(x(,)dx“ ye ni A,V = d}’ lﬂqr]hi_\ eng lll\ or jyatgd
Tlllhi”l aha"") =

: : . taoi tenglikda ay =
ega bo'lib, differensialning mohiyatini belgilaydi. Yuqoridagt 1€ns

tenglik matematik analizning nazariy va tatbigiy masalalarida

; lamiz:
f(x) = f(xg), Ax = x — x, deb olsak, quyidagi tenglikka ega bo lami
fx) = f(xg) = f(xg)( x — x4) yoki
F ) = fx0) + ["(x0)(x = Xa) (1) —
cene qo-llantlact
(1) formula funksiya qiymatlarini taqribiy hisoblashda keng o1&

Masalan, f(x) = Jx funksiya uchun quyidagi

\J’x+f‘_\xz\./§+£l (2)
2Vx

formula o°rinli. Agar f(x) = \'x funksiyaning x = 0,98 dagi qiymatini "

. _ 0,98 ~
talab qilinsa, (2) formulada x = 1, Ax = —0,02 deb olish yetarli. U holda ’F/

—o, : ak, uni
VI+22 =1-0,01 = 0,99 borladi. Agar /0,98 kalkulyatorda hisoblas

isoblash

- - - iffe HSiai
107 aniglikda 0,989949 teng ekanligi ko‘rish mumkin. Demak. MRS
yordamida hisoblaganda xatolik 0,001 dan katta emas.

5-§. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari
5.1. Yugqori tartibli differensiallar., Aytaylik, y = f(x) funksiya birof (@b)
intervalda berilgan bo‘lsin. Bu funksiyaning dy = F(%)dx differensiali x ga bog'11d
bo‘lib, dx = Ax va Ax orttirma x ga bog‘liq emas, chunki x nuqtadagi Omirmani X
ga bog‘lig bo‘lmagan holda ixtiyoriy tanlash mumkin. Bu holda diffé:rensiill
formulasidagi dx ko'paytuvchi o‘zgarmas bo‘ladi va f'(x)dx ifoda faqat X g2
bog*liq bo‘lib, uni x bo‘yicha differensiallash mumkin,
Demak, bu funksiyaning differensialj mavjud bo‘lishi mumkin va u, agar
mavjud bo‘lsa, funksiyaning ikkinchi tartibli differensial; deb ataladi
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IkKinchi tartibli differensial d*y voki df (x) kabi belgilanadi. Shunday gilib.

ikkinchi tartibli differensial quyidagicha aniglanar ekan: d*y = d(dy)
Berilgan y = f(x) funksivaning ikkinchi tartibli ditterensiali ifodasini topish

ue — o ; _ e U hold:
hundy = £(x)dx formulada dx ko'paytuvchi o zgarmas deb qaraymiz. U holda

EY = d(dy) = a(f () = d(f () = (D0 = @) (d0?
"O'ladi. B kelgusida oy ning darajalarini qavssiz vozishga Kelishib olamiz. Bu
ga olsak, (dx)* = dx? bo'ladi va ikkinchi tartibli differensial
Uchup quyidagi ifodani hosi qilamiz:

kehshuvni ¢tibor

d?y = £ (x)edx* e
| Shunga 0°xshash. uchinchi tartibli differensialni ta'riflash va uning uchun
o i chiqarish mumkin: d3y = d(d?y) = d(f""()dx?) = £ (x)dx’.

Umumi_\- Hioida funksiyaning (n — 1)-tartibli differensiali d\"~Yy dan
8 differengiq

belgilanadi,

olin i Nl Ty kabi
| funksivaning n-tartibli differensiali deviladi va d™y Kabi
va'ni dny:d(dn—l},) Bu holda ham funksivaning n-tartibli
[T —— '
frensiali v v sy L . . .
li Uning n-tartibli hosilasi orqgali quyidagi
dny = FOENC e (2

O Fini

Shda ifodatanishins i !
a lmddmmshml isbotlash mumkin.
Yuqoridagi

Qifferap
fernnsmli va erk|

kelib

formuladan funksivaning #-tartibli hosilasi uning n-tartibli
1 0*zgaruvchi differensialining #-darajasi nisbatiga teng ekanligi
Chiqadi:
f(")(x) o d" \,/d:‘,fl.
. 2, Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Endi x
ro - *
SUmeng 1 ‘ 1
_ biror ¢ ¢, 2aruvchining funksiyasi x = @(t) bo'lgan hol uchun yugori
tartip); g ning funksiy ¥ E

L di . )
llT‘3l‘t.nsmllarm hisablash formulal

Bu holgy 25 arini keltirib chiqaramiz.

S = e bo‘lganligi sababli, dx ni x ga bog'liq emas deb
ababli ta'rif bo'yicha (d?y = d(f"(x)dx)) hisoblaganda, d*y ni
* funksjyalay ko-pa}’tmasining differensiali deb qaraymiz.




6-9. VZ6. 6-10. t g44°.
NN “(x)d,r)dx‘f'
— ¢ ix + f (,1 )ti X ([
déy = d(f (x)dx) = d(f (x))c
FlixjilPx = PHyde® + Playdcx

G=1 1, (20235

6-12. Funksiva orttirmasini differensial bilan almashtirib. y = y(x)
f““kSi}’ilﬂing ko*rsatilgan nuqtadagi qiymatini taqribiy hisoblang: _am
a)y=Vx, x=65x=1251324 by=Vx, x=90:x=12
ya'ni N (3)
d?y = f"(x)dx? + f'(x)d"x

9y =sinx, x = 29% x = 359°;
formulaga cga bo'lamiz.

dy v = arcsinx, X = 0.51.
la (3)

- rinli
‘ Jaei taqribiy formula o
6-13. x4 ga nisbatan kichik Ax uchun quyidagi taqribiy

ormu 0 &4 it

— 1) fort
il gilingan (

Endi ikkinchi tartibli differensial uchun hosil (
~ndal (K

ekanligin; isbotlang;
! foini kosreatish givin emas
formulaning xususiy holi eckanligini ko rsatish g1y

] Z=
d?.-( = x"dx
lda 3
. «chi bo'lsa, u ho
Hagiqatan ham. agar x crkli o’zgaruvchi borls:

n X ) - 0.
; eI i 8
VXo +Ax =[x + i A

nx
ydi.
. i vehi gatnashma)
7 ‘lib. (3) formuladagi ikkinchi qo shiluvchi g
0-dx* = 0 bo'lib. (3) formuladag

Shu formula vordamida taqribiy hisoblang:
i dift : . ‘idagi
Uchinchi tartibli differensial uchun quyidag

10
VV640; b) V199; ) 3/24345; d) V1000
: (4)
Cad dy vad®y lami toping (12-13):
d3y = f"(x)dx?® + 3f"(x)dxd*x + [(X)d°X ‘ Y vad?y lami toping (1 )
. area taklif gilamiz.
formula o*rinli ekanligini isbotlashni o*quvchilarga taklif g

n
forlﬂtllal?“d"1

6"‘4.}’ :x—_-l
ingan

r— .. n Ollnga

Ikkinchi va uchinchi tartibli differensiallar uchu

5y = x(lnx —1).
6-15.y = x(
x+1"
jal
(fferenst?
5 s e hda dif
murakkab funksiyaning yugqori tartibli differensiallarini hisoblas

lL“Sldl(lan 10 d, l & n ayr ~ l .
a ’dq lbl\ ormule
) a (ln]b. (1 + LI) = l 4+ 1n 1 1 ! 1 Timu ant

ri ;
an yuao 13bollang.

. d
a1k ya un
AR a, ikkinchi
formasining invariantligi buziladi. Boshgacha aytganda,

a
i A bnshq
. hi yokl

. - czaaruveil
tartibli differensial formulalari ko*rinishi x argument erkli 0'Zg

: ‘ladi.
. . Jrchi “liq bo'la
o‘zgaruvchining differensiallanuvchi funksiyasi bo*lishiga bog

Mashq va masalalar
6-1. 6.7-teoremani isbotlang,.
6-2. 6.8-teoremani isbotlang.
Funksiyaning differensialini toping (3-6):
6-3.y = arctg J/x. 6-d. y = (x* — x) tg x.
6-5. y = 6-6. y =22

x241 "
v ; <rinishda:
Yy =yx) funkslyamng orttirmasi va differensialini umumiy ko'rif
shuningdek Ax ma’lum bo‘lganda x,, nuqtada toping (7-8).
6-7.y = x* + 2x, x,

x?Inx.

1, Ax = 0,01.
6-8.y =x% + x — 5, Xo = 0, Ax = Q5.
Differensial yordamida tagribiy hisoblang (9. 1):
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VII |
3OB. DIFFERENSIAL HISOBNING ASOSIY TEOREMALARIVA

ULARNING TATBIQLARI

1-§. O*rta givmat haqidagi tcoremalar

asalalarm!

\/Id“_'” 'l\ 1 ra ld ean dst -
‘ 1at < I I i .
| (l”(lll[ }\U[.\ld;[ [0 Ji ‘_;““li { asosty . alt

yechishda katta ahami . "
atta ahamiyatga ga bo"lgan funksiyvalar sinflaridan flU"I’["‘m]“ndan) o

bu uzluksiz fi |
Juksiz S ralar win f { . i
funksiyalar sinfi hisoblanadi. Oldingi bobda biz d“-h_.rcng;allﬂﬂu"“]

funksi\' T nfi |
stvalar sin iz i "
f1 'IJ/.]Ukbl/_ 1unks;|yulnr s‘inf‘lninu L]i.‘%ﬂll. hU'“ShiHi ko'r.‘iilt an 1
chunki ko'l
hiriladl-

Differensiallanuvchi funksivalar o°zi I !
; siyalar o'ziga xos ahamiyatga cgd )
tatbiqiy mas ) i 0"
masalalarni yechis i
ni yechish hosilasi mavjud funksiyalami o°rganishga ke

Bunda { ] b B
Y funksiyal: a'zi bi ichi "
ya lar ba z1 bir llll]lll'l'li)' xossalarga cga. U ‘\-Ussﬂlﬂr “:h]da "

qgiymat haqi i (
didagi teore mni'\:atga

nicleanr 1 bi ] I
tlar nomi bilan birlashgan teoremalar alohida ah

cga. Ushby
1 teoremal: '
) | ki bu
r [a; b] kesmada o'rganilayotgan funksiyd uchun ¢ }le
Iu)’di'

Xossaga eg
ga bo‘lgan [q:
a; t smags ishli i
1.L1.F [a; b] kesmaga tegishli ¢ nugtaning mavjudligin! e
-1. Ferma teoremasi

7.1-teorem
a. Agpg - : .
(@, b) nuqtada eng k gar f(x) funksiya (a,b) oraliqda aniglangan v piror € ©
2 Katta o kichi ' i f
a (eng kichik) qiymatga erishsa va shu nuqtada chekli / @

hosila j
mavjud bo‘lsa, u holda f'(¢) = 0 bo*ladi
i = 0 bo‘ladi.
ot. & f(c) ﬁmksiyaning eng

(@;b)da f(x) <
' = f( -
f'(€) hosila Sl €) tengsizlik o*

Katta giymati bo*lsin, ya'ni ixtiyorty *
rinli bo*lsin. Shartga ko'ra bu ¢ nuqtad? chekl

Ravshanki,

F(©) = 1im X = F©)

i T AC (G BN (CORd A
Ammo x < ¢ ot -0 x—¢ = lim ——
o 1ganda f_(gim x—=c+0 X m=il
Figich xc =20 g~ ©) =0 -]gandd
>0 va x > ¢ bo’lgd

= S YL
x—c €) = 0 bolishj
i, ishidan f(¢) = g ckani kelib chj
qiymat holi shunga o‘xshash ; . elib chiqadi.
Isbotlanadj
.e
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Ferma t i g

coremasi s D 1 :

(C‘f(c)) I sodda geometrik ma'noga ega. U f(x) funksiva erafigiga

, nuqt ‘tkazi i o N
Jtada o tkazilgan urinmaning Ox o'qiga

a ol i
paralell bo*lishini ifodalavdi (33-rasm) ’

735 B

- dzoh. Ichki ¢ nuqtada f'(¢) = 0 bo'lsa ham o
t ; ;
dlada f(x) funksiya eng katta (eng kichik)

Qiymatnj qabul qi
| s i
20y qumasligi mumkin. Masalan, f(x) =

N

YA

X e (-1 i
(=1;1) da berilgan bo'lsin. Bu

funksiya ye z
Yauchun £7(0) = 0 bo*ladi. lekin

sy T Finthstyatics . 35-rasm

L2, Roll tm-)n‘ g F“‘ 1; 1) dagi eng katta yoki eng kichik qiymati bo*lmaydi.

- masi
botlip, C]indamnl'; ([:0: lzoremasi): Agar f(x) funksiva [a; b] kesmada aniglangan
F(b) Sharifiem; qano' I] -allZlUkSlZ: 2) (a; b) da differensiallanuvchi: 3) f(a) =
¢ < by I atlantirsa, u holda f’(¢) = 0 bo’ladigan kamida bitta ¢ (a <

avjud bo*ladi.

Is .
ol ful:;ija :’::L]:mki‘ agar f.'(?:) funksiva [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u
erishadi. Qar-alaymo esmada o‘znng eng katta M va eng kichik m giymatlariga

e :an f(x) funksiya uchun ikki hol bo*lishi mumkin.
W f.(C; —u holda [a,b]. kesmada f(x) = const va f'(¥) = 0 bo‘ladi.
ixﬁ}'oriy nuatas, .— 0 tenglamani ganoatlantiradigan nuqta sifatida (a;b) ning

ini olish mumkin.
qiymaia ‘:d; ?:, bu holda Lc‘:oremaning f@ = 1® shartidan funksiya M yoki m
Chigadi. A i amida birini [a, b] kesm.anmg lch.ki .nuqt.asida c.{abu] qi.lishi kelib
¥ o o iqlik uchun f(c) =m bo‘lsin. Eng kichik qiymaming ta’rifiga ko‘ra
,b] uchun f(x) = f(c) tengsizlik o*rinli bo‘ladi.

Endi f'(¢) = 0 ekanligini ko‘rsatamiz. Teoremaning ikkinchi shartiga ko‘ra
o funksiya (a; b) intervalning har bir x nuqtasida chekli hosilaga ega. Bu shart,
Xususan ¢ nuqta uchun ham o‘rinli. Demak, Ferma teoremasi shartlari bajariladi.
Bundan f(¢) = 0 ekanligi kelib chiqadi.

f(¢) = M bo‘lgan holda teorema yuqoridagi kabi isbotlanadi. ¢
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Roll teoremasiga quyidagicha
geometrik talgin berish mumkin (36- X
rasm). Agar |a, b| kesmada uzluksiz. vy
(a, b) intervalda differensiallanuvehi
f(x) funksiva kesma uchlarida teng

giymatlar gabul qilsa, u holda f(x)

funksiya grafigida abssissasi x = ¢

A 36-rasm
bo*lgan shunday € nuqta topiladiki, shu

‘Jadi.
| bo'lad
«qiga parallel t

. : Ahesissalar otgiga pa
nuqtada funksiya grafigiga otkazilgan urinma abssissalar 0°¢

At emas
iy shart
. el ‘lib. zarurly =
7.4-izoh. Roll teoremasining shartlari vetarli bo I

ing 3-shart
Masalan, 1) f(x)=x3 xe€ [—=1:1] funksiya uchun teoremaning
bajarilmaydi.
(f(-1) = -1

# 1 = f(1)). lekin f'(0) = 0 boladi.
x, agar 0 < x < 1,
2)f(x) =40, agar1 < x < 2,

- sining
funksiva uchun Roll teorema
2, agar x = 2,

. "(x) =
A lasldﬂf('
barcha shartlari bajarilmaydi, lekin (1; 2) intervalning ixtiyoriy nuq
0 bo*ladi.

1.3. Lagranj teoremasi

: b] kesmad?
7.5-teorema (Lagranj teoremasi). Agar f(x) funksiya [@

da
_ g kam!
uzluksiz va (a, b) da chekl; f"(x) hosila mavjud bo‘lsa, u holda (a,b) :
bitta shunday ¢ nuqta mavjud bo‘lib,

fb) —
T*);@ =f'e €

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

tshot.% Quyidagi yordamchi funksiyanij tuzib olamiz:

= {¥=d)
Bu ®(x) funksiyani [a, b] kesmada uzluksiz vq (a, b) da hosilagaiega po‘lgan
f(x) vax funksiyalaming chiziqli kombinatsiyasi sifatida qarash mumkin Bund

PE) =G - flo) - LB @)
—a

an

164

o a hosilaga ega ckanligi kelib
o00) fmksiyzming la, b] kesmada uzluksiz va (a, b) da hosilaga ega ¢
chiqadi. Shuningdek

®(a) = @) =0,
demak O(x)

. . arini ganoatlantiradi.
funksiva Roll teoremasining barcha shartlarini qgano atl
) ol a Bitts inday ¢ nuqta
Demak, Rol| teoremasiga ko'ra (a, b) intervalda kamida bitta sht 3
mavjud boladiki. ®(c) = 0 bo'ladi.

Shunday qilib,

fb) = fla) _
b—a
. .olib chigadi. ¢
vabundan esa isbot qilinishi kerak bolgan (1) formula kelib chigadi
(1) formulani

D) = f1(0) - B

ba'zida Lagranj 1
Jormulasi deb ham yuritiladi. Bu formula Jiv)
frc)
IO -f@=r)b-a) @
kO‘riniShd 1 rai s
a ham yoziladi. - -
Endi Lagranj teoremasining &
£Cometrik ma’nosiga to'xtalamiz. f(x)

funksiya Lagranj teoremasining shartlarini

37-rasm
nine v a))r B(bl f(b))
9anoatlantirsip deylik (37-rasm). Funksiya grafigining A(a fe
. <k ienti
Uqtalar orqali kesuvchi o*tkazamiz, uning burchak koeffitsi

BC _f() —/(@
AC - b-a

tgf =
bB‘]adi_ Y funksiya grafigiga
Hosilaning geometrik ma’nosiga binoan Fie3 =B J'r(x[(oefﬁtsie:mi: tgh =
uning (c; £(c)) nuqtasida o‘tkazilgan urinmaning b.urCh:ita shunday ¢ nuqta
(e Demak, (1) formula (a,b) intervalda ramide ™ uqtada o‘tkazilgan
Mavjudligini ko'rsatadiki, f(x) funksiya grafigiga (¢ f(€)) nud
Urinma AR kesuvchiga paralell bo*ladi. cinishda ham yozish mumkin.
Isbot gilingan (1) formulani boshgacha ko Tlmj—]a — @ belgilash kiritamiz,
Buning uchun a < ¢ < b tengsizliklarni e’tiborga olib. ;=0 =

ij 1) formula ushbu
: b )0, 0 < 6 < 1 bolishi ravshan. Natijada (1)
u = _———
olda ¢ = a + ( o



f(h) — f(a)
Ko rinishga kelads,

f'(a+ (b — a))(b —a)

Agar (1) formulada a = x,; b =

rishlar bajarsak. U
x, + Ax almashtirishlar baj
(3)

3u formula argume

f(x, + Ax) — f(xy) = f(c)Dx

nt orttirmast
bu yerda x, < ¢ < x, + Ax. ko'rinishga Keladn

; r
. irmald
. Jekli orttt
. NI la chek
bilan funksiya orttirmasini boglavdi, shu cababli () forn

Sormulasi deb ataladi, " worcmasi kelib

Agar (1) Lagran) formulasida f(a) = f(b) deb olsak. R.D t

chigadi, ya'ni Roll teoremasi Lagranj teoremasining xususiy holl L:kd_l .1k5i)'3 uchun
7.6-misol. Ushbu [0,2] kesmada f(x) = da¥ —Gx" # A= 4 M

Lagranj formulasidagi ¢ ning givmatini toping.

; ‘I]i
T hoSllﬂS1
: : svmatlarimi v ;
Yechish. Funksivaning kesma uchlaridagi iymatlarhi nqtijﬂ]ﬁrm
oy . lingan n¢
hisoblaymiz: f(0) = —2:f(2) = 12; f'(x) = 12x* — 10x + 1. 0lng

Lagranj formulasiga qo*yamiz, natijada

vadral
. 2 _ G — 3= 0 kva
12 - (-2) = (12¢2 - 10c + 1)(2 — 0) yoki 6c° —- -
54497 Topilg?
tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani yechamiz: €2 = 72 7

ildizlardan faqat 2* J57

o
. = 2t ekan:
7> 9aralayotgan kesmaga tegishli. Demak, ¢ =

12

 poladi-
: : . N o iy holi b0
Lagranj teoremasi oz navbatida quyidagi teoremaning Xususiy

1.4. Koshi teoremasi (x)
7.7-teorema (Koshi teoremasi). Agar [a, b] kesmada f(x) L g,(x)
funksiyalar berilgan bo‘lib, 1) [a, b] da uzluksiz; 2) (a, b) intervalda f'()f) g s
mavjud, hamda g'(x) # 0 bo‘lsa, u holda hech bo‘lmaganda bitta shunday ¢ @
¢ < b) nuqta topilib,

f®) = 1@ o)
gd) — g(@  g'(0)

(4)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. ¢ Ravshanki, (4) tenglik ma’noga ega bo‘lishi uchun g(b) # g(ﬂ)
bo‘lishi kerak. Bu esa teoremadagi g’'(x) = 0, x e (a; b) shartdan kelib chiqadi-
Haqiqatdan ham, agar g(a) = g(b) bo‘lsa,

U holda g(x) funksiya Roll
166

y 9

i . o . == . 2 " Vo — 0
teoremasining barcha shartlarini qanoatlantirib, biror ¢ € (a; b) nugtada g'(¢)

bo'lar edi. By esa x € (a; b) da g'(x) = 0 shartga ziddir. Demak. g(b) # a(a).
Endi yordamchi

00 = 109 101 - S8 — g1 (e Tk s

Shartga ko'ra £ (x) va g(x) funksivalar [a, b] da uzluksiz va (a, b) intervalda
dirfere“Si}’a!anuvehi bo*lgani uchun F(x) birinchidan [a, b| kesmada uzluksiz

funkSi-‘lalami“S chizigli kombinatsivasi sifatida uzluksiz. ikkinchidan (a.b)
intervalda
3 f(b) = fla) '
') =) —————=g'(x)
RO ETE
hosilaga ega.

So*ngra ®(x) funksivaning x =a va x=Db nugtalardagi qiymatlarini
hisoblaymig- ®(a) = d(b) = 0. Demak, ®(x) funksiya [a, b] kesmada Roll
leﬂremash’lillg barcha shartlarini qanoatlantiradi. Shuning uchun hech bo‘lmaganda
bt shunday ¢ (q < ¢ < b) nuqta topiladiki, ®'(c) = 0 bo'ladi. Shunday qilib,

0= — g _ f)-fa)
& '€ ab)-gla)

= g'(c)
¥a bundan (4) tenglikning o*rinli ekani kelib chigadi. ¢
Isbotlangan (4) tenglik Koshi formulasi deb ham ataladi. ;
3 ) - cesmada
7-8-misol. Ushbu f(x) = x2 va @(x) = Vx funksiyalar uchun [0,4] kesm
Koshi formulasini yozing va ¢ ni toping.

i i iymatlari va
3 . : ; cesma uchlaridagi q
Yechish. Berilgan funksiyalarning kesr

- = . ') = 2x"
hosilalarini topamiz: £(0) = 0. f(4) = 16, 9(0) =0, @) =2 [

) = 2_—\1;“ Bulardan fovdalanib Koshi formulasini yozamiz:
X B
3
7 = V4
126:2 = 2% bundan 4cy = 8 yoki cyc = 2. Demak ¢
-0 L]

2vc
Mashq va masalalar

¢ i lang.
7-1. Roll teoremasini f(c) = M bo‘lgan holda isbotlang
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asi to-g'rilig
asi 102

hun Roll teorem
7-2

jud bo’ Isa) (3-60)

Asiva Ud
enlean khesmada funhksn

(1)

. an
. ¢ (agar umi
tehshirng, teoremadag ¢ nimnyg gy mating toprng G

0; 4-
2y gx - 30
2% Hxl = xl=2. =& 2] Efa)="F 7
_ o ' T (=1:1]
T - - == / 1.—1[ ] .o
7-5. f(x) = cos x, l ' l 6. flx) =Y 108 riligh
S oeani teoremast BE
Berilpan kesmada /(1) funksiya uchun [agran) L’l _l‘;,]}”.f)):
2) < - . . nlil\'_i“( O 15¢
tekshiring, tecoremadagi ¢ ning giymatint toping (agar i
7-7. f(x) = ¢*,[0; 1]
, : [, ,I‘
78 f () = 1[5

. z ,m
7-9.4 (x) = |x = 11[0:3] - ashtiruvel!
y = f(x) cerichizigning. urinmasi A va BB nuqtalarint

o : _ o
parallel boladigan nugtasini toping (10-11): _— mshlﬂ[”"b
7-10 4 4x, A(1; —3); B(5; 5). Chizma yordam
-0y = x* — 4x, c—=3);

7-11.y = Inx, A(1;0); B(e; 1).

ari
rcha ghartlar

; shga ba
o i dmei shartlaridan boshga b .
7-12. Roll teoremasining quyidagi shartlaridar -Iad'”“?

] : aviud bo
bajarilsa, f(£) = 0 bo'ladigan ¢ € (a. b) nuqta har doim mav]

a) f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz; - orali chcksiz
. .ylci bir hil 1shoT¢
b) f funksiya (a, b) intervalda chekli hosilaga, yoki bir hi

hosilaga ega;

c) fla) = f(h).

iud
avju
. uqta m
7-13. Roll teoremasi shartlari f(£) = 0 boladigan § € (@, )1

borlishi uchun zaruriy va yetarli shart bo*ladimi?

.1
Feid, PO = {xsm;,agar x #=0,
0, agar x=0
Lagranj teoremasi o‘rinlimi?

: da
funksiya uchun [—1; 1] kesma

2-§ Anigmasliklarni ochish. Lopital qoidalari

Tegishli funksiyalarning hosilalari mavjud bo‘lganda g

— 9,
0-00, @
1%, 09, ko‘rinishdagi anigm

A
asliklarni ochish masalasi engillashadi. Odatda
168

ST

i

ini

;ll'iga

i : - ~ , - i : 4 deb ataladi. Biz
hosilalardan foydalanib. anigmasliklarni ochish Lopital goidalari de

quyida Lopital qoidalarining bavoni bilan shug ullanamiz.

0 | v | )
2L 0 ko‘rinishdagi aniqmaslik. Ma'lumki, x-sa  da f(x) »0 va

‘ . - : qlar edi. Kopincha x — a
i, LR(‘—) ifoda = Ko'rinishdagi aniqmaslik deyilar edi. Ko'pineha 1
gix) 0 =
da 6

S . Y e . SenpT 1sh oson
proey ifodaning limitin; topishga quraganda i ; ifodaning limitini topish os

: B % ; . : Crearemada ifodalanean.
boTadi. Buifodalar limitlarining teng bolish sharti quyidagi teoremada itodalang

7.9-teorema, A ear

3 - 5y > 0.

b f(x) va g(x) funksiyalar (a — &;a) U (a;a + ). bu verda «

10° . R . - S N x) =
“plamda differensiallanuvehi va shu to-plamdan olingan ixtiyoriy x uchun g(x)

0.9'(x) = 0; 2) Lim f(x) = lim g(x) = 0: 3) hosilalar nisbatining limit (chekli
S X—a
yoki Cheksiz)

< i L) i

b : . ol S imitt lim mavju
Mavjud bo*lsa, u holda funksivalar nisbatining limiti g

Va

@Y)
"Nk 0 rinli bosladi. b
B =0 de

Whot, o i ikkala funksiyani x = a nuqtada f(a) =0. g(a)

Aniglasal ikkinchi
lim

srislik ‘rinli botlib, f(x) va
rfG) =0= f(@), limg(x) =0 = g(a) tengliklar o'l
xX—a

‘o'ra
- shartga ko'r
natijada

8(x) fu“kSi}’ﬁlar X = a nuqtada uzluksiz bo*ladi. Ceivalar [a ], bu
; 1ksiyala ;X
Avval x > g holni qaraymiz. Berilgan f(x) va g™ lantiradi. Shuning
) ; tad tlantiradL.
Yerda x < a + &, kesmada Koshi teoremasining shartlarini qanoa

by L@ = £ englik
Uehun @ bilan x orasida shunday ¢ nuqta topiladiki, ushbu ges-gea) = ¢'(e)

o . so‘ngi tenglikdan
O*rinli bo* Jad. f(a) = g(a) = 0 ckanligini ¢ tiborga olsak, s0

fe _ [ @
gx)  g'(©)
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A ‘ . ; - < x bo'lganligi sab
ho'lishi kelib chigadi. Ravshanki, a < ¢ < x bo Ie -

. X)) _lims
&=
o . nelikdan M 279~ oo
¢ = a bo'ladi. Teoremaning 3-sharti va (2) tenglik ra 9iX

Kelib chigadi

Shunga o*xshash. x < a holni ham garaladi

. ) o dnlxT-3) e ahlange.
7.10-misol. Ushbu lim ——— limitni hisoblang
x—2x4+3-10

. lar
l‘th“h‘ u

. ) N 2 43— 10

Yechish. Bu holda f(x) = In(x*® — 3),9(x) =x

uchun 7.9- tcoremaning barcha shartlari bajariladi.

lim g (x)
X+
Haqigatan ham,

X2

> —
1) lim f(x) = lim In(x? —3) =1n

x*

lim(x* +3~10) = 0; 2) f'(x) = = glx) = 2t A

3) lim £ 3 2z

x—2g'(x)

1 .
im——=- = 2 ho'ladi.
r£n2 (x?=3)(2x+3) 7

In(x?-=3) 4 e
» O.tenrerass Liwms im ———— = —, .
Demak, 7.9-teoremaga binoan Lll;!}z P - iining]unm
) -civalar nisbd =
7.11-eslatma. Shuni ta’kidlash kerakki, berilgan funksiyalar

lib.
3)

etarli DO
L ; . art yetd
shart bajarilmasa ham mavjud bolishi mumkin, ya'ni 3) At

. . ) - cjvalar (0;
zarurly emas, hagiqatan ham f(x) = x2 cosf.g(x) = fURKSIYS
2) shartlarni qanoatlantiradi va

1
lim f(x) = lim (xcos —) =0,
x>0 g(x) x-o x

lekin

i ['(x)

- 1 1 L1 ; : da
e LI_T};I](ZXCOS; + sin ) mavjud emas, chunki n = @

x. - 2(-1 n+l

n lim (_.(#

T

n—w n

= 1 : 1, .1 : =
wm >0 va ,}}ff}u(zxcoS; +sin-) = + sinmn) =0,

n =

n—oo

ﬂ) +
- 1 g
nzn+d) 0 uchun Jim (2xcos; + sin i) = Tirii ( S (ern +3

1
sin (Znn + g—)) = 1.

71'(2]‘1. +§')

s P

2

o 7 i)

) x“m f(x) =0, lim g(x) = 0: 3) hosilalar nisbatining limiti 1Lun g’
=+ X— 4+

(cheklj yoki cheksiz) maviud bolsa. u holda funksivalar nisbatining limiti

li flx) n
e an Maviud va

f(x) .
= 1 3)
.1-171-[:1 ]u.‘ u ! (\) .

tenglik ot rip; bo'ladi.

Isbot (7-15-masala).

o & y
22 = ku‘rinishdagi anigmaslik. Agar x = o da f(x) — . gx) o=
bo‘ls;l‘ ).

a0 ifoda -3 ko'rinishidagi aniqmaslik deyilar edi. Endi bunday anigmaslikni
Ochishda ham J(x) va g(x) funksivalarning hosilalaridan foydalanish mumkinligini
kohrsaladi‘:’san teoremani keltiramiz.
7'13"t00rcm:\. Agar D) f(x) wva g(x) funksivalar (a;o°) nurda
d‘ffﬁrensiallanu\‘chi_ hamda  g'(x) = 0. 2) limf(x) = Il_i‘:llmy(l') sh
L o

lim [ £(x) . fx)
ot . (A) == " 3 —_— =
¥~ g’z Maviud bo'lsa. y holda \l_l_l};} ﬁ mavjud va }_-IJ-EID glx 11_:‘1‘; g'(x)
bo*lag;.
- i) . T b T - _f'(x) 1
Isbot. ¢ Teorema shartiga ko'ra lim S mavjud. Aytaylik, lim @ H
B¢ reo g'(x) Ao g

botlsiy. U holda

Ve >0 sonni olsak ham shunday N > 0 son topilib, x = N
bD"lganda

£ f'(x) '
1 > < '(.‘C) u 2

Umumiylikni cheklamagan holda N > a deb olishimiz

3)

P 5
NEsizlik|ar bajariladi.

my 2 < %
MKin. U holga X = N tengsizlikdan x € (a; o) kelib chiqadi.
Avtaylik, x > bolsin. U holda [N; x] kesmada f (x) va g(x) funksiyalarga

Oshj S, .
Coremasinj qo’llanib quyidagiga ega bo*lamiz:
Lo-rwy _ pri

I -g(ny = P .buyerda N < ¢ < x.

Endic > bo*lganligi sababli x = ¢ da (3) tengsizliklar o'rinli:
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£ f'(c) £
_—< <o T
727 o "2
bundan ¢sa
e f(x)—f(N) E (3)
—_—— - < u+=-
=< g—gm) “F72

tengsizliklarga cga bolamiz.

: a g(N) 1ar
. ) = oo, f(N) va gl
Teorema shartiga ko'ra lim f(x) = oo, I[_‘.'H,;q(") /
x— 0 " [_(fd):ﬁf_)kas[
; ; . atta givmatlarida —g(N)
esa chekli sonlar. Shu sababli x ning vetarlicha katta qiymat g(x)-9

—— ]
. ) v M soni topilib, X =
% kasrdan istalgancha kam farq giladi. U holda shunday M son!
glx
larda

; £
O i< Ry “)
2 gx) 2

tengsizlik o‘rinli boladi.

B I barchﬂ
& v Udl\lq
Shunday gilib, ixtiyoriy £ > 0 son uchun shunday M soni ma )

: oo glatadin®
. . flx) _ sk a liginl ang
X 2 M larda (4) tenglik o'rinli bo‘ladi, bu esa lim —=5 = K ckanlig

7.14-misol. Ushbu lim L’-:;f limitni hisoblang.
X—n

ini
. 4 shartlar
Yechish. f(x) = lnx, g(x) = x funksiyalar uchun 7.13-teorem

i 2) ()7 1
tekshiramiz: 1) bu funksiyalar (0,+o0) da differensiallanuvchi:

g =1;3) lim £9 = i Y% vani mavjud. Demak,
x—+co g'(x) x—4m 1

1
izlanayotg®

limit ham mavjud va lim 2% = 0 tenglik o*rinli.
x—+o0 X . lilnf(x) =
2.3. Boshqa ko‘rinishdagi aniqmasliklar. Ma’lumki, [T o
i . . o bo‘]l *
D.chirgng(x) = oo bo‘lganda f(x)-g(x) ifoda 0-c0 ko‘rinishidagi anigmaslik
uning quyidagi

f(x)-g) = f(lx) = g(lﬂ

glx)  f(0)

172

Kabi yozish orqali a yoki — Ko'rinishidagi anigmashikka  Keltinsh mumkin.
Shuninedel  1im ¢ - g o —
ek, lmlf(-\') = 4o, him g(x) = +@ bo'lganda f(x) — g(x) itoda «
X Jumng £
® ko' Saa? . " _ ) %, T
Mnishidagi amgmaslik bo*lib. uni ham quyidacha shakl almashtirib

i 1 1
() f(x)
) - gt = S0
. fLY) ()

- ko.r- . ;

0 Nishd I - :
lagi anmgmaslikka Keltivish mumkin.

Ma'lumyj,

Y = a da f(x) funksiva 1,0 va o ga, g(x) funksiya esa mos
"avshda o 0 v

- . . o i . . . . oo Q 0
k A0 intilganda (f (x))9) darajali-ko rsatkichli ifoda 1<, 0, @
Orinishidagi - ' i ) _

\dagi anigmasliklar edi. Bu ko'rinishdagi anigmasliklarni ochish uchun
dvy. =

al v = X N . . :
( Y= ayee ni logarifmlaymiz: (ny = g(x)-In(f(x)). Bunda x — ada
I n : ' o "

(f(x)) ifoda 0.00 ko'rinishdagi anigmaslikni ifodalaydi.

Sl ; 1 ) o Q Q
k "iay ilie funksiva hosilalari yordamida 0-00, 00 —co. 1%, 07, o7,
.Okrini‘ . . 5w 3 - - SHAE

shdagi amgmasliklarni ochishda. ularni %}'oki E ko'rinishidagi aniqmaslikka
kellirib’ S0' e + o o

& Yugoridagi teoremalar qo llaniladi.

7.15-¢slat

h ma. Agar f(x) va g(x) funksivalarning f'(x) va g'(x) hosilalari
am | o
P va e singari yuqorida keltirilgan teoremalarning barcha shartlarini
a antj -
q noatldntlrsa, u holda

fCy )
o5 I e - M )

lengl"klar ©'rinli bo*ladi, ya'ni bu holda Lopital qoidasini takror qo*llanish mumkin
botlag;,

lim
a

x—

1
7.16-misol. Ushbu lim (—tgx)? limitni hisoblang.
x=0 x

1
r 22 . 0 LAtrini i 1 las“k
Yechish. Ravshanki. x—0 da (t%r-) * ifoda 1% ko‘rinishdagi aniqgn

b0*ladi, Un; logarifmlab, % anigmaslikni ochishga keltiramiz:
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I
& X coscx
tgx . .2
[ "'(_]E In 4 ) ’ ng - _
: [ : — lim————"
T Al (k2 o« 2x
2 .]t”-lfl (.‘(") x—0 )r
- — §inxcosx
1 x — sinxcosx 1 (x —stnxc -
== lim —— - == lim - ol
T 2x x? 2 x-0 1
: 2¢in®x 1 g e
2y 4sinix 1, 2sin°X_ 2.
1 1—cosix+sin™x 7. . - :
B 2 hngj 3x? 6 x—-0 X
x= e r

1 1
: tgx\=? _ - _ 35
Demak, lim (—) = g3 = VE.

x—0) x

ashq va masalalar
Mashq oan hold?:

- reni saqla
5 T likni sad
7-15. 7.12-teoremani isbotlang. Ko‘rsatma: Umumiy -
. alantiz
: ; i 4 v =+ x almashtirishdan foydal? .
teoremadagi ¢ sonni musbat deb oling va x = 7. ko_rsa“ng__

7-16.

il ot lishini
7.13-teoremaning x — a da ham orinli t

Ko‘rsatma: t = —— almashtirishdan foydalaning.
x—a

Lopital qoidasidan foydalanib limitlarni toping (17-30):

. x%sx—10 . Inx
[ ey - =
eX_1 X Inx
7-19. lim 7-20. lim —
x—0 sinx x40 X
7-21 e 22. lim —==
el e 7- 'xl_r.% ctg 2x
; 2, ,- el ),
7-23. xl_l.r_:’lmx e x, 7-24. il_l’:% = Smx)
. 3 . 1 1
7-25. Jlrx_l"rc}a;)c ex — 1). 7-26. Ll_r}} S —'_1_Iz)-
1
7-27. lim xt9 7-28. lim(cos 2x)*% .
x—0 x—0
; i
7-29. lim (3)

1
7-30. lim x3+inx,
X0

3-§. Teylor formulasi

Teylor formulasi matematik analizning eng muhim formulalaridan biri bo*libs

ko*plab nazariy tatbiqlarga ega. U taqribiy hisobning negizini tashkil qiladi.
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!\1a‘lumki. funksiy

3.1. Teylor Ko'phadi. Peano ko*rinishdagi qoldiq hadli Teylor formulasi.

| | - 7 i . « ; ar ene s ydda
aning givmatlarini hisoblash ma'nosida ko*phadlar eng s¢
funksiyalar hisoblan

. _ _ not miviating hisoblash
adi. Shu sababli funksivaning v, nugqtadagt qiy matint hisobl

uct i : iri <1 Hadt
1 uni shy nuqta atrofida ko phad bilan almashtirish muammosi paydo bo ladi

Nugtada differensiall

G . st . A ' (x i “l\d‘\-'
anuvehi funksiva ta'rifiga Kotra, agar v fov) fiinleslya.ng

ny fee : agi st
qtadg dlﬁt‘ft’nsmllanm'chi bo'lsa, u holda uning shu nugtadagi orttirmasini

ﬂf(l'n) = fl(l’g)A

ko Mnishda vogigp,

Boshqacha aytg

biriney; darajq

ko‘Dhad Maviugd be-

bu ko‘phad p

a“iql:mgan V=
C8a by

Sha B
finj Yanoat|any,

X+ Q(Ax), va'ni

f('\) = J“(In) + f(xo)x — xp) + 0(X — XU)
mumkin.

o ) s v tunksiva uchun
ganda x, nugtada ditferensiallanuvehi v fix) funksiyat

Pi(x) = f(xg) + by — %) (1

lib. =X da f(x) = P, (x) + 0(x — xp) boladi. Shuningdek,

1{xp) = f(x0), P{(xy) = b = f'(x,) shartlarni ham qanoatlantiradi.
Endj UMumiyroq masal

ani qaraylik. Agar x = X, nugtaning biror atrofida

F(x) funksiva shy nugtada f7(x), f7'(x),.... fU7(x) hosilalarga
» UWholda

F) =p,(x) + o({x — x ™)

(2)
adigan daraine; —
B £an darajasi n dan katta bolmagan P, (x) ko*phad mavjudmi®?
nday Ko*phadn;i

Pn(x) =5

i
"Nishda iz,

P:n (xu) =

PT:(X) = 1+ 2b
n’(x) =21b, + 3
Pr:”(X) =

o+ b" (.\’ - XO) + b-_l(x - Xo)2+ e +bn ("-
Ymiz. Noma'lum bolg

Shanlardan foydala

=X (3)
gan by, by, b, ..., b, KoefTitsientlarni topishda

Flxo). Bixa) = £'Geo), BY™ = £ (xg), ..., B (xg) =
R A CORENCY

hamiz. Avval P,(x) ko*phadning hosilalarini topamiz:

2(x — Xg) + 3b3(x — x0)2+ ---+nbn(x - xo)n—-I'

3¢ = X)+ .. 4ne(n — 1)b, (x — x)" 72,
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P (x) = no(n = 1):(n = 2)-.. 2 1bne B
Yugqorida olingan tengliklar va (3) tenglikning har ikkala mmon.l'_l,- ;

xo ni qo'yib barcha by, by, b, ..., by kocffitsientlar qi)mullurini topamiz:

Po(xg) = f(xq) = bo,

Pa(xo) = f'(xp) = by,

P (xg) = f"(xo) = 2:1by = 2! by,

P,.fn)(xt)) = f(”l(xo) =n-(n— ])-._.-2'“3,; =ntb, (n)(to)

= = ¥ ) n !
Bulardan by = f(xp), by =1 (x0), b2 _,f "(xo

hosil gilamiz. Topilgan natijalarni (3) qo‘yamiz va
‘1 ) )2 + e
o " (xy)(x — Xo
P(x) = fxg) + f (xu)(x—x(,) +25f (lu)(

1
+ —]““)(x(,)(x —x)" ) di
i i deb ataladl
ko‘rinishda ko‘phadni hosil gilamiz. Bu ko’ phad Tevlor ko phadi

LoV
2. Funkst
Teylor ko‘phadi (2) shartni qanoatlantmthm isbotlaymi

4)
x).
= ) = Pl
Teylor ko'phadi ayirmasini R, (x) orqali belgilaymiz: Rn(x) = /(

hiqadi.
shartlardan R, (xo) = R (xy) = -+ = Rp(xp) =0 bo*lishi kelib ¢h q

Ral®) _ anlig"
Endi  R,(x) = o((x —x0)"), yani lim cih o

(xx)"

. nﬂslil
a 1aﬂlq1
ko‘rsatamiz. Agar x — x, bo‘lsa, lim Hald), ifodaning % ko*rinishdag

X=X \X— o)™

U holdd
. 1 Z-
ekanligini ko‘rish giyin emas. Unga Lopital qoidasini #» marta tatbig gilan

(x) ' n=1)(x) _ 5_‘2’_‘353
5 Rp(x A Rp(x Rp x

lim —2 = lim i) = lim B2 = lim T
x—3xg (x—xo)" xX—Xxg n{x-x,)n-1 xX—=Xq ni{x—xq) x—Xo

(n) .
tim 26 = 0 demak x — xo da Ry (x) = 0((x — xo)") o'rinli ekan
im

Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi:

rta
7.17-teorema. Agar y = f(x) funksiya x, nuqtaning biror atrofida 7 e
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda x — x4 da quyidagi formula

GO = fGa) + FGro)Cx = x0) + 5 £ (o) x — x)? +
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+"'+Ffm(x“)(‘r — %) wo((x ~xp)) (6]

o'rinli bo*ladi,

Bu yerda Rp(x) = 0((x = xo)™) Peano ko rinishidagi goldiq fad deviladi.

Agar (6) formulada xo = 0 deb olsak, Teylor formulasining xususiy holi hosil
bo*ladi:

FGY =70+ fo)x + %I“'(O)x# . -1", FO 0" +o(x™).(7)
2! n!

Bu formula 1 lakloren formulasi deb ataladi

3.2. Teylor formulasining Lagranj ko‘rinishdagi qoldiq hadi. Teylor
f(’rmulasi R, (x)

O
qoldig hadi yozilishining turli ko rinishlari mavjud. Biz uning
La)r Thadew:

&ranj kKo*rinishi bilan tanishamiz.

Qaralayotgan f(x) funksiva x, nuqta atrofida n +1 —tartibli hosilaga cga
bo'lsin deb talap qil

amiz va vangi g(x) = (x —xo)"*! funksiyani kiritamiz.
Ra\'Shankh
9X) = g'(xg) =...= g (x) = 0; g+ (xo) = (R + DE# 0.
Ushby Ra(x) = f(x) — P, (x) va g(x) = (x — xo)"*! funksiyalarga Koshi
toremagipi

, _ _ () .. =0
tatbiq gilamiz. Bunda Rp(xo) = Ry(x) =---= Bn (xo)

¢ tiborga olip, quyidagini topamiz:
R H0G) R0 = Ri(xe) _ R'u(e) R, () — R'n(xo) _ R"n(c2) _
9@ I -9l g@® g0 -9 (o) g'"(c2)
ROy RUG) - RE(xe) _ RETVE
= ) T gD — g 9T
bu yerda €1 € (xg; X), €5 € (Xg; C2), e + Cn € (Xoi Cn1):
Shunday qilib, biz

R,(x) RYV(©
g(x) - J("H‘](-f)
SKanligini ko rsatdik, bu yerda &e (xq; x). Endi g(x) = (X — X"

( ) D e 241 y SaK
IV = (g D, R, V() = FMI(E) ckanligini ¢ tiborga olsak
uyj 1]

quyidag; formulaga ega bo*lamiz:

P 177
‘,;;;“"ﬁ\'?l\




;(nc]i(') L e (:(l’ -y
= e ISR - X ) Fres = LYo N
R, (x) 1 1) (x 0

Bu (8) formulani Teylor formulasining Lagran

) (8)
. - hadi
li ku'rini.\f!id(l}.’f qol'tl'!f] h
deb ataladi.
[agranj Ko rinishdagi qoldig hadni

llrzn]‘(xu+(}(\ A[])) n+ (9)

(n+1)!

R,(x) = (x = Xo)

a'nl
[sol’l-."‘1
: - bl bot lgan musba
ko'rinishda ham yozish mumkin, bu verda ¢ birdan kichik bo’lg
0<a<1. Idiq hadli Teylor
P ‘-'."1i[0ll €
Shunday qilib, f(x) funksiyaning Lagranj ko rinishidag!

formulasi quyidagi shaklda yoziladi:

g )it
FG) = Flxg) + f(xo)(x = xp) + " (x)(x = %0)

x)-
1 (un)(»‘) - rda _E(lo.
+ﬁf‘”}(x,)(x—xu)" " f L o) ), bu yer
( + 1)! 0 < < 1.
>rda '
Agar x, = 0 bo'lsa, u holda & = x4 + 0(x — Xo) = 0%, bu ye wrmulasl
fakloren
bo*lishi ravshan, shu sababli Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Mak
I , L coup)x™
FGO =[O + O + o [/ (0)x7+ ..+ [P(0)F
f(n+1)(9x) -
LS, sl 0
(n+ 1) = L
shaklida yoziladi.
4-§. Ba’zi bir elementar funksiyalar uchun Makloren formulasi
)

4.1. e” funksiya uchun Makloren formulasi. f{x)=¢" funl\slvaﬂlné( i
oraliqda barcha tartibli hosilalari mavjud: /¥ ¢x)= ¢, j—J, 2, .., n+ /. Bundan- el €

3-
SUO=1 =12, 3 f* D@9 =™ va_f10)~1 hosil botladi. Olingan natijalarm!
§ dagi (10) formulaga qo‘yib

x° n-1
=+t —+ +T 4+ e D
r2! nl (n+1)7 (
178

buyerda 0<g-<1, formulaga ega bo*lamiz.

Brasmda frx)=¢* funksiva va Pifx) ko'phad funksivaning grafiklari

keltirilgan_

38-rasm
% Sinus funksiya uchun Makloren formulasi. f{x)- sinx funksiyaning

ista]
8an tartip|; haosilasi mavjud va n-tartibli hosila uchun quy idagi formula o ‘rinli

edl 3T ny 7
VB-8) £ %)= sing v+ ':7 ). x=0daf0)=0 va

agar n =2k,

agar n=2x+|

TP 0y i
2 i( 1j¥,

Shu“ing uchun 3-§ dagi (10) formulaga ko‘ra

X 2k N 2k +3
SlT]x . X Ox+
x +o.+ (=1 sin(@x >

L+ ), 0<6 <l
L (2k + )! (2k +3)!

(5)
kot rmlshdagl yoyilmaga ega bo‘lamiz.
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¥ v
N f' kY 1 G ‘ I:U

39-rasm

. : ioo orafiklari kel
39-rasmda frx) sinx, 2i0x). o(x) funksiyalarning grafi

5 )= c0oSY
. g Jumkis Y
) aci Ma lumKls,
4.3. Kosinus funksiya uchun Makloren formulasl. Vi<

J - . - . . En g ool v -
funksiyaning n-tartibli hosilasi uchun /"¢ x )= cos( X+

(V.8-§). x=0 da fi0)-1 va ["(0)=cos =

=2k
> -1y, agar n=2
Demak, cosx funksiya uchun quyidagi formula o°rinli: '
: 1L
2 4 ¢ 2k e 2o ) ]((}<
o ]~ L * - + .+ (=D = + X cos(fx+ k). 0
20 41 el 2k (2k+2)!

eeltirilg
40-rasmda ffx)= cosx, Pax), P,(x) funksivalarmning graﬁklarl keltirtis

h

HIT} formulagd ==
2

n=2k+1l

[ 0. agar
/

ran.

v
X - 4
- . > X +;’:__
NN A)FL 5T g
—cosX
| 2 S(x)=co
Bilx)=1-%_
0l
40-rasm
180

rilzan

.u;lﬂ‘iz

4 f()=(1+x)* (ue R) funksiva uchun Makloren formulasi. Bu funksiva
(

1) intervalda aniglangan va cheksiz marta difterensiallanuvehi. Uni Makloren

formulacion v ; e
ulasiga yoyish uchun fix) (/- x/* funksivadan ketma-ket hosilalar olamiz:

.l.'f.\‘)‘_-ru(]_;__\.)iifll -2

)=l =1l+x /)

! '("'):ﬂ(ﬂ*lu,u—lnl by p

My,
P =1 =) =+ e x . (D

Ravshankj, 01 1. 700

" Lpe=1)  (g-n- 1)
unkmyaning N

Shuning uchun fix) (I x)*

lakloren formulasi quvidagicha voziladi:

(“ ) =1y LX 4 ‘i_‘(“ 71)_\_: _

RAl

p(pe=1)..(u -:_f_i) e

n'

(n+1)! (L+ 02" (<<,

(8)

( N TC)=in(1+x) funksiya uchun Makloren formulasi. Bu funksiyaning
“liy 4 i ) .
) intervalda aniqlangan va istalgan tartibli hosilasi mavjud. Haqiqatan ham.

Six) = , o .
1= (In(i + X)) =(1+x)" funksiyasiga (7) formulani qollab, unda -1 debnni

h-1 ki 1yt 1y . i
bilan almashtirsak, f{"](.\')z———( I formulani hosil gilamiz.

(1+x)

f Ravshanki, fi0)-0, f7(0)-(-1*!(n-1)! Shuni ¢'tiborga olib. berilgan

Unkgivam: : ;

'Yaning Makloren formulasini yozamiz:

2 n-1
1!1(1+.\‘):_\-_.£__+j\;i_£“_+ +i=1)

2 3 4 n

= ,\j (—1_)"7 X o

=l E 9
(e l) 1)

0<@ <l

Yuqorida keltirilgan asosiy elementar funksiyalarning Makloren formulalari

b h '
Oshqa funksiyalarn; Teylor formulasiga yoyishda foydalaniladi. Shunga doir
Misol[gr Ko‘ramiz.

7-18-misol. Ushbu ffx}=e* funksiya uchun Makloren formulasini yozing.

Yechish, By funksiyaning Makloren formulasini yozish uchun f(0).

T 0) tarni topib, 3-§ dagi (10) formuladan foydalanish mumkin edi. Lekin

(x)=e fUnkSlyaning yoyilmasidan foydalanish ham mumkin. Buning uchun (D
f()nn . - .
uladagi x nj -3y ga almashtiramiz, natijada
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s
2
)
Nl
o
t
4
-
|
e}
~
-

formulaga ega bo*lamiz.

. ini
' ’ b e s atrofida Teylor formulast!
7-19-misol. Ushbu f7x) Inx funksivani x, 1 nugta atrofida Teylor

yozing,

|-x/
) fix) - Inl
Yechish. Berilgan funksiyani Teylor formulasiga yoyish uchur S

] ga
. . . Aalanamiz. Unda x -
funksiya uchun olingan (9) asosiy voyilmadan foy dalanamiz. Undz

almashtiramiz, natijada lnx In((x-1)- 1) va

> a = 1
(x—1y (x—=1," (=1, (x- s ., PG G
Inx (x=1)— oA (=1 +
i 2 (=1 i fHLU (]+0f\'“)
N —~ & []H[l
formulaga ega bo"lamiz. Bu formula x-1>-1 bo*lganda. ya'ni x* Rlaecis ulas
formuie
4.6. Teylor formulasi yordamida taqribiy hisoblash. Makloren

Lagranj korinishdagi qoldiq hadini baholash masalasini qaraylik.

- ning
sument ¥
Faraz qilaylik, shunday o*zgarmas 1/ son mavjud bo* Isinki. argt

ida
, Vn‘l'i[]ar
¥=0 nuqta atrofidagi barcha giymatlarida hamda » ning barcha q>

/™ (x)| =M tengsizlik o*rinli bo'lsin. U holda

n-1

S ]
R, — A | ———
| Ralix)] = (n+1)! \ (n+1)!

41
o . BRI x|" 1alik
tengsizlik o°rinli bo‘ladi. Argument x ning tayin qiymatida /Zim 5 1 ot 1)’ = e

) ) . i botlar
orinli, demak » ning yetarlicha katta qiymatlarida R,(x) yetarlicha kichik bo
ekan.

Shunday qilib, x,=0 nuqta atrofida f{x) funksiyani

T, T ‘ 1
SO)+ f(0)x z_rf (O)x?+ ... + ;—_rf"’(o)f'

ko*phad bilan almashtirish mumkin. Natijada funksiyaning x nuqtadagi qiymali

uchun

_— 1
fC’C)"-’f(O)*f(O)X'* 2—']"(0))(2; e e n}(g)‘
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tagribiy formula Kel;

hi - .
tsoblashdagj xatolik [R+(x) gateng bo*ladi.

7_ = 3 [} - a . 5
20-misol. ¢” nj .00 aniqlikda hisoblang.

Yechish,

et

; iunksnmmﬂ Makloren  tormulasidan  fovdalanamiz. (1)
0
Mulady y— 0,1 deb olsak. u holda

G, 01 0.0 (0.

TR T
masala Shaniga ko.r

A xatolik 0,001 dan Katta bo*Imasligi kerak. demak
n-1
Rufx)= Ol,_ o010 o o ‘ o _ .
(,7+l)f < 0,001 tengsizlik o'rinli bo'ladigan birinchi # ni topish
Yetarlj, o016 .

" < eKanliginj ¢’tiborga olsak. so'ngi tengsizlikni quyidagicha yozib
Olsh mumpiy.

2
) = < 0,001-
10 Y+ 1)!
Endj n=1_ 2. 8

te . qiymatlarni so'ngi tengsizlikka qo'yib tekshiramiz va bu
I
12sizlik = =3 dan bosh|

ab bajarilishini topamiz. Shunday gilib, 0,001 aniqlikda

0oy, 01,001 0001

1/ 2! 3

e

=1,055.

Xususi}- holda, n=1 bo"lganda

) ‘rr( .’_’)
Jx) T £ (x0) (x-x0) taqribiy hisoblash formulasi Ra(x)= L fs (x-x0)”
*aniqlikda o*rinli bo*ladi.

721~Imsol Differensial yordamida radiusi #=1.01 bo‘lgan doira yuzini
toping
£. Hisoblagh xatoligini baholang.

Yechish. Doira yuzi S-m° ga teng. Bunda ro=1. Ar=0,01 deb olamiz va

S=5r) funksiy

a orttirmasini uning differensiali bilan almashtiramiz:
S ~ . —_

(r) > S(-' o)+ dS(F'u): .S(FQ)‘ S .()'Q)A!'.
Natijada

St.01) « S S(1)+ S'(1)0.01= 17+ 20,01= 1,027 hosil bo‘ladi.
Bundy hisoblash xatoligi
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lib chiqadi. Bu tormula vordamida bajarilgan taqgribiy

N




*lig emas.
Rie] oo aunp va bog'lig €l
1) 36 Ar-rg)s. ro & rdan katta emas. S ()= var 5
- bl -

-

- 00314 dan
z—ﬂ-ﬁ,f)l: 0.0001 7 Demak. hisoblash xatoligl 0.0
71

shu sababli K.r#)

katta emas. -
atti qi}'[’]‘lﬂ“n

Hop - : 3 tad
7.22-misol. Ushbu fix) ¢~ funksiyaning x~0.03 ntd

differensial yordamida hisoblang. Xatolikni baholang. g 0,03
3 G ) e (x=X0) da xo=4-
Yechish. Tagribiy hisoblash formulasi fix)sf(x) ./ ea/re
qiymatlarni qo*ysak, f(0.03)=f10; - ['(0)0.03 bo*lib. xatolik
R 115 2 17160 .0 037 0 £ 0,03 bo*ladi. -
2 oL 2 = . 4 la[‘lll- e
R g P hisob
Berilgan funksiya hosilalarini va nuqtadagl q,.\m‘uldrlﬂ. vl
- T
2 g =T o ¢ ¢
f'x) (2x-1)e” "“bundan f'(0) -1. f'(x)-2¢ (e ths (97 va R
. aiaf - (-f)-0.03 07
bundan /" '(£)~ 3. Olingan natijalardan foydalanib. /(7. 03)=1-(-1)
—-(,03°=0.0017 ekanligini topamiz.
2! qﬂtorlﬂr

tckshirishda.

Teylor formulasi funksiyalarni  ckstremumga

nazariyasida, integrallarni hisoblashlarda ham keng tatbigqa cgd-
Mashq va masalalar

7-31. Agar e* funksiyaning Makloren formulasida x=1 bo'lsa.

e=14L,1 1 e’
TR TR T R ear Y]

formulani hosil gilamiz. Bu formula yordamida e sonining irratsionall

(2)

a.
igini isbottan,

E e dﬂrﬂja[ari
Teylor formulasidan foydalanib P(x) ko‘phadni x — Xo NiNg
bo‘yicha yoying (32-33):
7-32.P(x) = x>+ 4x® — 6x — 8, x, = —1.

7-33.P(x) = x° =3x* +7x + 2, x = 2.

f (x) funksiyani xo nuqtada Teylor formulasi boyicha yoying (34-35):
7-34. () = xeTxo = —1. 7-35.f(x) = In(2x — 1), %5 = L
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y . /-31

1 1 > : 7 K e i1 . a
f(x) funksiyani Makloren formulasi boyicha o(x*) gacha yoying. bu yerd
736 f(x) = sin®x,k = 4. 7-37. f(x) = chx,k = 5.

7-38. Lagranj goldiq hadli Teylor formulasi yordamida quy idagi ifodalarm

107 aniglikda tagribiy hisoblang:
OV127, b VBT, o) V250 d Ve:
¢) sin85°; f) cos72°, e)Inl,3; hy arctg0.8.
7

-39. Teylor formulasi vordamida quyidagi taqribiy tormulalarning absolut
Xatoligin; baholang:

o -," .‘_1 ) 3
A)e" E:o?.USxSl; h)sinx*—:x—--‘f+;. lxl = 12

3! 3

C}COS.T:;l_.g_*_i_ﬂ Ix] <0,5; d)tgxt.\"i“%, |_\’|SU.1.
TR

Q)l?l(1+x)zx_‘\:_:+f:i_fi l'\.‘<‘0'l‘

Dl Fx = 1% a B geyaid
z 8 16
7-40. Teylor formulasi vordamida taqribiy hisoblang:

a)e, 1077 aniglikda; b) V10, 1073 aniglikda;

€)$in1°,107% aniglikda;  d) V30, 107* aniglikda.
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e crv ANt TERSHIRISH
VI BOB. HOSILLA YORDAMIDA FUNKSIYANI TEKS

. 10 tekshirish
1-§. Hosila yordamida funksivani monotonlikka teks

1.1. Funksiyaning o‘zgarmaslik sharti

Shu

. “lgin.
e . «chi bo'lst
8.1-teorema. frx) funksiya (a.h) da differensiallanuvc

. a yetarli-
. . ) . '(x) = 0 bo*lishi zaruf vay
intervalda ffx) funksiya o' zgarmas bolishi uchun f'(x

archa
. *|sa. be
: : civg o'zearmas Do
Isbot. ¢ Zarwrligi ravshan. Chunki funksiya o°Zg

nuqtalarda /"fx) 0 bo-ladi.

. !Chi-
. rerensiallant¥
Yetarliligi. Shartga ko'ra f(x) funksiva (a.b) intervalda differe i qf'l’"FG‘

. ) ) ‘ g avjud va/s b
ya'ni (a; b) oraliqga tegishli ixtiyoriy x uchun chekli /'(x) hosila mav] it S

) 1 Qaralayotg
Endi x,~x, bolgan ixtiyoriy x,x.e(a:b) nuqtalarni olavlik. Qaralay

ini 'anoatlantimdi'
funksiya [x;;x;] kesmada Lagranj teoremasining barcha shartlarini 4
Demak, (x;:x;) intervalga tegishli shunday ¢ nuqta topilib,
fxa) = () = (€)= 1) @
tenglik o‘rinli bo*ladi. Teorema shartiga ko*ra ixtiyoriy x € (@; b) uchun / (X).
bundan f'(c) = 0, va (1) tenglikdan f(x2) — f(x;) = 0 ckanligi kelib Chiqadl:dadi
Shunday qilib, fx) funksiyaning (a;b) intervalning istalgan ikkita nuqUasts®
qiymatlari o‘zaro teng. Demak, funksiya o*zgarmas bo‘ladi. ¢ o
Bundan integral hisobda muhim rol o‘ynaydigan quyidagi natija kelib chld"f )
8.2-natija. Agar f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da chekli f(x) V@ g
hosilalarga ega va f'(x)=g'(x) tenglik o'‘rinli bo‘lsa, u holda /ffx/ bilan gt
funksiyalar o‘zgarmas songa farq qiladi:
Jx)=g(x)+ C, C=const.

Hagqiqatan ham, shartga ko‘ra (fx)-g(x)) '=C'=0. Bundan 1-teoremaga aspse?
Jx)-g(x)=C, ya'ni f{x)=g(x)+C tenglik orinli ekanligi kelib chiqadi.

8.3-misol. Funksiyaning o*zgarmaslik shartidan foydalanib

sind x = 1;(1 — cos2x) ayniyatning o‘rinli ekanliginj isbotlang,
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P 9 A -

4 i : T : : ; : > 1 e
Yechish Quyidagi funksivani qaraymiz: f(x) = sin® x —=(1 — cos2x) bu
funksiy . ; . S atene:
ksiya (=ci+c) da aniglangan. differensiallanuvehi va hosilasi aynan nolga teng:

’
(x) Zsinxcosy — sin2y = 0. Funksivaning o*zgarmaslik shartiga ko'ra

sin®x — = (1 = cos2x) = C
L
OTinli ¢ .
mli. ¢ p; aniql

ash uchun v argumenty
holdg C =

ga qiymat beramiz, masalan x 0 bo'lsin. L

4 5] ! 2 1 ko I .1 H
0 vasin®x - 7 (1 = cos2x) = 0 voki sin® x = = (1 — cos2x) boladi.
L2 Funksiy

aning o‘sishi va kamavishi. Biz bu verda funksiyva hosilasi
Yordamigq

a flmkgly;ming monotonligini aniqlash mumkinligini ko'rsatamiz.

8.4- g | - ' .

) 4 teoremy. Avtavlik, ffx) tunksiva (a;b) intervalda aniglangan va
ifr . ) . -
f!erenslallanuvchi

bo'lsin. Bu funksiya (a;b) intervalda kamaymaydigan
O%smayd; i '
aydigan) bolishi uchuy;

1 £7(x) >0 (£(x)< 0) tengsizlikning o*rinli bo*lishi zarur
Ya yetar)j

Ish . . w .
ot. ¢ I\ama_\'maydlgan funksiya holini qaraymiz.
lﬂf'm'i_ﬂjg

: o ‘s Jj Ida
. 1. fix) funksiya (a;b) intervalda kamaymaydigan bo Isin. U ho
”“'Yoriy X E (q

ib) va A0 uchun Ay fix- Ax)-f{x)=2 0 tengsizlik, Ax<0 uchun

Ay= g . Av <lichi ravshan.
T A)-fix)< 0 tengsizlik o'rinli bo*ladi. Bundan esa K_'ZO bo-lishi ravsha

Te Ay . : —0 da
Orema Shartiga ko'ra ffx) differensiallanuvehi, demak K nishAHOg £
Chekfi 1+ ... — smaea (3-84 masala)
hek i limitj Mavjud, tengsizlikda limitga o'tish haqidagi teoremaga (3 8
ko'ry P 2 B8 >
> bu limjt nomanfiy bo*ladi. ya'ni lim —“= =f'(x)2 0.

o~ i x;<x> bo‘lgan

Yetar!iiigi. ixtiyoriy x € (a; b) uchun £'(x)= 0 bo‘lsin. Endi x;<x .

o ; cciva [x;:x7] kesmada
Wtiyoriy v, %26 (a;b) nugtalarni olaylik. Qaralayotgan f(x) funksiva [x;.x2] |

. < (x;:x>) intervalga

Lagranj tememasining barcha shartlarini qalloatlﬂmlradl- Demak, (.\/,.\‘) m &

@ishli shunday ¢ nuqta topilib,
Fx2)-fx)=f"(c) (x2-Xy) (2)
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4 i
. a (2) tenglikda
. o an /fc)>0. va (2)
tenglik o'rinli bo*ladi. Teorema shartiga / (x>0, bundan ffc

< inksivaning (@
; : L .a funksiyaniig
f(x':}-ﬁ'.\'f/)“ )'Zl‘”i fixs) > f("!f L'l\i”lii“:’.l kelib L'hl(-[ddl. Bu es:
- ~ Seeivalisini ko rsatadi.
intervalda kamaymaydigan funksiyaligini ko'rsat

.. anadi. ¢
) ‘1100 kabi isbotlanadi.
O smaydigan funksiya holi ham yuqoridagi Kabi 1

artini isbotlaymiZz:

i etarli sh
—_— o . “lishining yetarli s .
Endi funksiyaning gat’iy monoton bo lis] £} Ianuvchl va

. - valda differensial
8.5-teorema. Agar ffx) funksiva (a.h) intervalda ¢ (a.b)

) funksiya
. iz 1da fix) fun
ixtivoriy x € (a; b) uchun f(x)-0 (fix)<0 ) bo'lsa, u holda
intervalda gat’iy o"suvchi (kamayuvchi ) bo-ladi.

Isbot. O Avtaylik, x,x:e(a'h) va

x;<x; bo'lsin. Ravshanki. [x;,x;] kesmada

y=x 31X
. ] 4
Jtx)  funksiya [Lagranj teoremasining

barcha shartlarini qanoatlantiradi. Bu
teoremaga binoan shunday ce(x; xz)
mavjudki

JOe2)=f(x1)=f(c) (x2-x,)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglik va

S'(e)=0 (f'(c)<0 ) ekanligidan f{x,)>f(x;)
(ftx2)<fx1)) bo'lishi kelib chiqadi. 41-rasm

aydi. ¢

osilas!

L erichini ifodal
Bu fix) funksiyaning gat’iy o*suvchi (kamayuvchi) bo‘lishini 1 b
: 2 ng
Ushbu y=x* funksiya (-1;1) intervalda gat’iy o‘suvchi, lekin uning
=0 nuqtada nolga teng bo‘ladi.

Shunga o‘xshash ffx)- x+ cosx funksiya ham aniqlanish sohasida qﬂ;'j
o‘suvchi, ammo uning hosilasi f'(x)= /-sinx cheksiz ko'p nuqtalarda (¥ ~z
27n,n € Z) nolga teng bo*ladi (41-rasm). . -

Bu misollar yuqoridagi teoremaning shartlari funksiyaning qat’iy © e
(kamayuvchi) bolishi uchun faqat yetarli shart ekanligini ko‘rsatadi.

8.6-misol. Ushbu f{x)=2x?-/nx funksiyaning monotonlik intervallarini toping:

Yechish. Funksiya (0;+0) intervalda aniqlangan va hosilasi f' (x)= 4x-1/%X &3
teng. Yuqoridagi yetarli shartga ko‘ra, agar 4x-7/x>0 bo‘lsa, ya’ni x>1/2 bo‘lsa,
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O'suvehi; gar 4=/ x<0 bo'lsa. ya'ni v 1/2 bo'lsa funksiva kamayuvehi boladi.
Shunday qilib. funksiya (0:1 2

) intervalda hamayuvehi. (1 2+ =) intervalda o'suveh
bo*lagi,

8.7-mi50|7 Ushbu 4, " R 1dv -6

funksiyvaning monotonlik

oraliglarip; loping,

Yechish, gy funksiyaning aniglanish sohasi (-:0%(0:+2c) dan iborat.

Funksivan: :
Ksiy aning hosilasinj topamiz:

3

S )= X —Tx46 (v 3}(,\'—1X.\'*:)‘
X 2

A
BU'ndan (‘IZ-S]U(O;I]U[E;T,) toplamda £x)20, [-3:000[1:2] da esa fx)=0
bO‘lishini aniqlash giyin emas.
Dcmak, berilgan fix)
Unksiyy (-3, 0;1] va [2:x) o
of?‘iqlaming har birida o*suvchi; - = _\‘-'-nnf‘;‘f
3,09 va (1:2) oraliglarning har

birida 1. i
da kamayu\,chi bo*ladi. . L

arctgy< v-xt6 qo'sh /"'ﬁ
o'rinlj bo*lishini
Yechish,

7 X
Bcr“gan 9 oz EE] ) o8 1

te LI
ngSlzllknlng o'ne
=

. qismi arcrgy= x-x/6 tengsizlikni
leQtlay

42-rasm
Chap qismi shunga o‘xshash isbotlanadi. fix)=arcigy-x-x'6
aymiz, uning hosilasi

miz,

E -1

e ]
S~ Ta ol 7y, gateng. f{x)=arctgx-x+x"/6 funksiya sonlar
2(1+x7) =

1+ X2

0'qj -
Qida aMqlanagan va uzluksiz, dem

) ak u [0;1] kesmada ham uzluksiz, (0:1)
Mtervaldg Fx)<

0. Bundan esa ftx) funksiya [0;1] kesmada Kamayuvchi bo'lib,

= 189
B



0-x<1 shartni qanoatlantiruvchi x lar uchun fix)- f(0/ tengsizlik o'rinl

So'ngi tengsizlikni f{0) 0 ni ¢'tiborga olib. quyidagicha vozib olamiz:
arcigx-x- x/6 <0 bundan arcigx v-x"6. ; eltrilgan
Bu qoshtengsizlikda gatnashgan funksiva grafiklari 42-rasmdd =

Mashq va masalalar

Funksiyaning monotonlik oraliglarini toping: "
. _ 2 _2x + 4)-
8-1.f(x) = (x—2)%-(x+ 2). 82.f(x)= m(x*—2

83. f(x) =x + e™*. 8-4. f(x) = xInx.

1 - = os L.
Sy =—— 8-6.5(t) =t +¢ .
8-5.y =17 o sonlar o'qida
8-7. a paramectrning qanday giymatlarida f(x) funksiy?

o suvchi bo*ladi?

242X

a‘— z w1 JX
2) f(x) = x* —ax; 0 ) = S+ @V

e 4c0SX-
c) f(x) = ax — sinx; d) f(x) =ax + 3sinx +

. Y oraliqning ©
8-8. Agar f(x) funksiya (a; b) oraligda uzluksiz va (a; b) oraliq siyd
£ funks

hekli

sondagi nuqtalaridan boshqa barcha nuqtalarda f’(x) > 0 bo’lsa.

(a; b) oraligda gat’iy o‘suvchi bo‘ladi. Isbotlang. @
8-9. Aytaylik, f(x) funksiya (a; b) oraliqda o*suvchi bo’lsin Bunda

ham (a; b) oraligda o*suvchi bo‘lishi kelib chigadimi? €
8-10. Agar § > 0 topilib, x € (xo — 8,%) uchun f(x) < f(xo) va it

(Xo, %o + &) uchun f(xp) < f(x) bo‘lsa, u holda f (x) funksiya Xo nuqtada e

deyiladi. Quyidagilarni isbotlang: ~ s

a) f(x) funksiya biror oraligning har bir nuqtasida o‘suvchi bo*lsa,
oraliqda o°suvchi bo‘ladi.

2 oin 2 .
b) f(sz[x+x smx, x 5= 0, lekin

0 funksiya x=0 nuqtada o‘suVChi,
' xX =

shu nuqtani oz ichiga olgan hech bir oraliqda osuvchi emasligini isbotlang-
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o¢ladi.

§- Parametrik ko*rinishda berilgan funksivaning hosilasi

2.1. Funksiyani ' | "
| . Funksiyani parametrik usulda berilishi. Avtaviik, r o*zgaruvehining /
Qymat|ar 10 plamida

X =),

Y (1
| Ly =)
Unksiyalar sistem

asi berilgan va v =(s) funksivaning givmatlar to-plami 2
bo*lsip.

& Ushbu savolga javob izlavmiz: (1) sistema ) wo'plamda » ni x ning
Unksivae: o .
q ll\Sl}asl sifatida anigqlaydimi? Har bir x ga unga mos 7 boyicha V :L”(” soni mos
0'ygal-
¥sak, by moslik funksiva bo- ladimi
D10'plamdan iXtivoriy x, ni tayinlab,

L I
. X, =olt) (2)
AMmanj qaraymiz,
Bu tepg), ' el
y tenglama 7 to*plamda vechimga ega. Ammo (2) tenglamaning ildizi
22ong {o i - * : |
" lmashgl ham mumkin. Aytaylik, bu tenglama 7 to-plamda bir nechta fo1.
r ; 2

" - ildizlar e v
1z]ar 2a ega bo'lsin. U holda Yoy = V’(%J* Poal= q,r(fm), ... sonlar ichida bir
bir '
gﬁ te ¢ . CEE R flal 1
h *N¢ bo'lmaganlari mavjud bo*lishi mumkin, masalan Yo # Vo bo’lsin. v
oldg v ’ : : ‘i
}qundagl moslikka ko*ra x=xo 2a 1o sifatida vo) ni ham yoz ni ham mos qo-3 ish
Mum; . = . . . 5
5 Kin. Shy sababli (1) funksiyalar sistemasi yordamida D to plamda x ning
Unkeiva.: .
Ksiyasin aniqlab bo*Imaydi.
kKinchj tomondan, (2) tenglama ildizlari to*plamida y=¢() funksiya
i
“83rmas songa teng bolishi mumkin: () =¥/ {s) = 3. U holda qaralayotgan
Xg S()nga 3

‘ ‘s : i ini ‘yish
o‘zgaruvchining ¢ ga mos keladigan yagona yo qiymatini mos qo-y
Mumkip,

Agar D dan olingan har bir x uchun yuqoridagi xossa otrinli bo‘lsa, u holda D
Sohada Yuqoridagi qoida yordamida y=f(x) funksiya aniqlanadi. Bu funksiya Q)]
Sistema vordamida aniglangan deyiladi. (1) dagi ¢ o‘zgaruvchi parametr, y=Ax)
funksiya esa parametrik ko‘rinishda berilgan deyiladi.
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i
L ramelr’
e oaeeini plish pa
(1) sistemadan v flv) funkspanmg analitik ifodastnt

vo'gonsh deb ataladi,

il sifatida aniqlashi

(1) sistema y o'zgaruvching x o' zgaruvchining funksiyasi sié " bo.hsm
sclarilanuve
uchun X = () funksiya (/ to'plamdan olingan/ uchun) teskarts vechimg? egd
q vagona ¥ -

yetarli. Hagigatdan ham. bu holda (2) tenglama I toplamda Y& 1 ,qn yagond fo
Jadigd -
bo‘ladi. Demak. /) dan olingan har bir xo uchun g = p(t,) bolac vm\
) i, (1) sistem:

kab funkS"

L oladi. Shunday qt

mavjud, bu ¢, songa yagona }, ~ y (I, ) mos keladi. Shunda) o
3G % ’ . AT ning mura
ning v fix) funksiyasi sifatida aniglaydi. Bu funksiyani
sifatida aniglash mumkin:
2 gy
e f(r) = r//({ﬂ (.\))-
. : wekari funksiya.

bu verda ¢ '(x) funksiya X = () funksiyaga teskari funksiys

L ejyall
_ - y=flx) funkst*
L.r =1 Lerilgan. Bu sistema.
4
v="_1

8.10-misol. 1 =(—x:+%) da
aniglaydimi?
' D = (~0:+°)
Yechish. x ¢ funksiya 7 da gat’iy monoton va

i sifatl
3 asl s
3 Xr=re . nksiy
funksiyasi { =</x mavjud. Bundan Hr , sistemay ni x ning fu
y=t

aniqlaydi.

nkil
. : . rodalash MY
Bu holda y funksiyani ¢ parametrni yo‘qotib, x orqali ifoda
y=x{/; , bu yerda X€ (—oo;4<0)

- paraz ail@y!
2.2. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi-
x argumentning y funksiyasi quyidagicha

fxi(ﬂ(f), ()
wt), a<t<p

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin.
4 t]sa.
Agar x= (1) funksiya teskarilanuvchi bo‘lsa, ya'ni £ =g ™'(x) ma\gud bo'ls
-1
u holda y= (1) tenglamani y= y(@™(x)) ko‘rinishda yozib olish va y= (@ )/
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“L‘S‘}amng hosilasini topish masalasini qarash mumkin. Odatda bu masala

a . R R el o e
Parametrik tenglamalar bilan berilgan funksivaning hosilasini topish masalasi deb
ham yuritjlad;

8.11-teorema. Avtaylik, oo va wrr) funksivalar [«:B] da uzluksiz va (@)
da differensiayy,

anuvehi hamda ¢ ') shu intervalda ishorasini saglasin. Agar x o)

funk
Sl}mmg-'- Qivmatlar o plami [a.b] kesma bo'lsa, u holda x (7). ¥ /(1)
lenglamth [(lh] Ju

uzluksiz, (. b)
funksiyan;

da differensiallanuvechi botlgan v fix)
m“qlﬁ}'di va

Ye=Fx)= v, e (&)

fo Xoooe'e)
Mulg 0°rinlj bo*ladi,

Is

55 oo shartiga ko'ra ¢ (1) funksiya [c:p] da ishorasini saqlaydi,
ani

Mqlik uepyy ?(1)~0 bo

Isin. U holda x o) funksiva [o:B] da uzluksiz va qat’iy

O'Suvehi b
©'ladi. Shuning uchun la.b] kesmada unga teskari bo*lgan uzluksiz, qat’iy
Suvchl t = 0 (\)

funksiya maviud va bu funksiya (a.b) oraligda
lfferensiallanuvchi

; 1

hosilasi -
X

formula bilan hisoblanadi. Bu holda

X

S W)= e '
o (X)) funksiya ham [a.b] kesmada uzluksiz bo*ladi. Bu funksiyaning

]

Osilag;
ni
e topamiz. Murakkab funksivaning hosilasini hisoblash qoidasiga ko'ra
=0 , -
x> bundan esa yo= gt = X (x' = 0) bolishi kelib chiqadi. ¢
2 X': -\",- r
(o

B) da @ '(1)<0 bo* 1[:3[] holda teorema shunga o‘xshash isbotlanadi.

8.12-1m: ¥ =4cos’t,
12-misoy s ( cos parametrik tenglamalar
il =4sin’t, O<t<m/2
Uan pe

rilgan funksnyanmg hosilasini toping.

Yechlsh. (0,;{/2) da

X, ==12cos” tsint <0 va bu kesmada yuqoridagi
Oremanj
n ] ‘
& barcha shartlari bajariladi. Shuning uchun (6) formulaga ko'ra
y’_‘ = ﬁlgfi'jz tcost

= lzco.siz—;i;; =—tgt bo‘ladi.
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Ravshanki,

| x (,’(f). (7)
| pity 0= fS
|- o) i
-1 A l-“'( 1.
o w o w e oaramoetrik ifodala)
tenglamalar v, funksiyani x ning funksiyasi sifatida parame

partlarini
— :,l'l.ﬂ»rtl‘

, L otidae) teorema
Aytaylik, (6) tenglamalar  sistemasl vuqoridagl

: ; . [Cha
.oty ping X DO

. wiadis .ilasi, ya'niy nins

ganoatlantirsin. U holda v, funksivaning x bo*yicha hosilast, )

. < o PR : < ithm Tteohlae in:

ikkinchi tartibli hosilasini quyidagicha hisoblash mumk

, vt )
(a0t E
’ v 3 - 2 ‘ L , 3

e o () ('t

o akinehi tartitl
Shunday qilib, quyidagi goida o‘rinli ekan: y ning X bolylehe l:irinchi larlibli
s i ne
hosilasini topish uchun parametrik ko*rinishda berilgan ﬂmks1_\-an|n': o naliiﬂ"i X'
= L4 o7 d
hosilasi ", ni 7 parametr bo‘yicha differensiallab, so-ngra hosil qUlinEs
ga bo‘lish kerak.

Jasini
i hosil®

g tartibli
Misol tarigasida yuqorida berilgan funksiyaning ikkinchi

i tiborg?
i ' . . kanligin!
topamiz: y'=i1gt, (v')'=(igt) ;- I'cos’t va x'—-12cos’t-sint ¢ N
. . " |
olsak, qoidaga ko‘ra V=

.. bo'ladi.
12cos” t- sint

. ham
. 5 . 5||a|af
Xuddi shu usulda uchinchi va boshga yugqori tartibli ig
hisoblanadi.

Mashq va masalalar
(x=t¢ ksiyﬂ“i
& . . . ok un
8-11. sistema berilgan. Bu sistema} Ax) f
Y=cos!, te (—wo;+o
aniqlaydimi?

[[x=t+cost, . ping
Sel USO8 y=sint+Ins, 0<t < 4o sistema biror sohada y o ¥
funksiyasi sifatida aniqlaydimi?

Parametrik ko‘rinishda berilgan y = y(x) funksiya uchun V' (x

 ni toping (137
16):

194

8-14 x = cos’t,y = sin” t.
8-15. x = Ll T

= — \f —

3
= g-i6 x = t— gretgty =7+ L
g t
Ko'rsatilgan tartibli hosilasini toping (17-18):

817 x = cos®t,y = sindt, vl =7

5t o
= e Yy =1

S‘IS X = 331.};

) [ X= -7([‘.
8-19. Agar biror chiziq 4 ¢ L

1_ =),

IN

¢ <1< f3 sistema yordamida parametrik
| i g s (xoao) nuqtasida
bc“lgan bolsa, bu chizigning ¢ parametrning 7o giymatiga mos (xov0) NUQtE
© thazilgan urinmasi va normalining tenglamalarini yozing.
idaei o‘tkazilgan urinma va
8-20. x = t%,y = t3 chiziqning t, = 2 nuqtasidagi o tkazilgan
no . )
rmal lenglamalarinj yozing.

T

Y, A hi nuqtasida
8_—)1 l X=dcos I T sl ino [ = — ©a Mos keluve

=1 — iziqning &
ﬁ te [0 1l chizigning i

Vv=4sin'¢

0'tkazj ; b
Kazilgap urinma va normal tenglamalarini yozing.

bid ; : keluvchi
822, P =acos20 lemniskataning & =— givmatlariga mos

6

: y g e s Jo‘rsatma: X =
Nuqtasidy ©'ikazilgan urinmaning burchak koeffitsientini toping. Ko'rs
DCOSQ,y

= psind formulalaridan foydalaning.

r z . a :shirish
3-§. Birinchi tartibli hosila yordamida funksiyani ekstremumga teksh

3.1. Funksiyaning ekstremumlari. Aytaylik. f(x) funksiya (a.b) intervalda
aniqlangan Va Xy (a:b) bo*lsin. i

8.13-ta rif. Agar x, nugtaning shunday (xg-8:xo~ &) atrofi mavjud b-0~hb_. shu

atrofday, olingan ixtiyoriy x uchun f{x)f(xo) ( f(x)2f(x0) ) tengsizlik o'rinli bo'lsa, u

. i xp) €s5a
holda Yo nuqta ffx) funksiyaning maksimum (minimum) nuqiast o

Sunksivn, - ; . :
ksiy aning maksimumi (minimumi) deb ataladi.
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i (xo-8.xe- &) mavjud bo lib, shu
8.14-ta’rif Agar x, nuqtaning shunday atroti (x-0.x :

A I
L At In][ bol

. . L ) iy ) tengsizlik o°r

atrofdan olingan ixtiyoriy x2xv, uchun fexj- frx,) ( #x) - fixe) J1eng

ladi.
. ale ﬁdC}lIa
. : . wumga ) €
u holda frx) funksiya x, nugtada gat’iy maksimumga foinii
Funksiyaning

maksimum va  minimum

nuqtalarj funksivaning

ckstremum nugtalari,
maksimum  va  minimum
qiymatlari funksivaning

ekstremumlari deb ataladi.

Shunday qilib, agar f(x,)

maksimum (minimum) bo‘lsa,
u holda fix,) funksiyaning il aan Kichig!)
¥o nuqtaning kichik atrofida qabul giladigan qiymatlarning eng kattas! hfunksivﬂ

] Shﬂﬂ
. ) ) R . 4 O']I.‘lh1
ekstremumi u aniglangan sohada eng katta yoki eng kichik qiymati g

emasligi kelib chigadi.

o 1: g ; ) ndan
bo‘ladi, ya'ni funksiya ekstremumi lokal xarakterga ega. Bu

. csimuim
Shuningdek, fix) funksiya (a.b) intervalda bir qancha maks!

. sum
- . crus S i pir minifd
minimumlarga ega bo‘lishi, maksimum giymati uning ba’zl bir

oal

qiymatidan kichik bo‘lishi ham mumkin. Masalan grafigi 43—rasmda ko'rSﬂ'“Igz:]

y=ftx) funksiya uchun x- ¢ nuqtada lokal maksimum, x- 4 nuqtada lokal rain
mavjud bo‘lib, fla)< frb) tengsizlik o‘rinli.

3.2; Ekstremumning zaruriy sharti.

. : 1ing
Funksiya hosilalari yordamida !
ekstremum nuqtalarini topish osonlashadi.

Avval ekstremumning zaruriy shartini ifodalovchi teoremani keltiramiz-
8.15-teorema.

a
Agar f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz, shu nugtad

ekstremumga ega bo‘lsa, u holda bu nuqtada fix) funksiyaning hosilasi nolga tens
yoki mavjud emas.
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. a cea bo*lsin. U holda
Isbot. ¢ Aytaylik, fix) funksiva x, nuqtada maksimumga cga bo*lsin
; . ; T " d: ingan va Xo
o huqtaning shunday (x,-8; x,- &) atrofi mavjud bo'lib. bu atrofdan oling (
. . . e . s slda
nuqtadan farql ixtiyoriy x uchun ffx,) - fix) bo*ladi. Agar x -xo bolsa, u holdz

X )= fex, ) -0

X — X,
tenosi-|iL
engsizlik, agar y- xp bo'lsa, u holda

fix)— [t No <
X=Xy

t DTk, oy
engsizlik o'rinl; bo*lishi ravshan.

o . - ol . e e viud bo*lsa,
Bu tengsizliklar chap tomonidagi itodalarning x—x, da limiti mavj
U holdg

Cx)—f Xa J)_p -
lim J(x)— f(x,) £ (x0- 0)<0 fim J(X) = T (X0 =f(xp-0)20
S ‘_T:—ﬁ\ — 1 (X =4, viry=0 X — Xo

bO‘ladi.

. ilalari nolga teng
Agar funksiyaning chap f" (x,-0) va o'ng [ (x0° 0) hosilalari nolg

bo‘lsa, U holda funksiya hosilasi f" (xo) mavjud va nolga teng bo’ ladi. ‘
Agar ["(xg—0) va f'(xo+0) lar noldan farqli bo'lsa, ravshanki

o+ 0) < f'(xo = 0) bo'lib. f'(xo) mavjud bo'lmaydi. ot Kabi
Funksiya y, nugtada minimumga cga bo‘lgan hol ham yuqoridagi ke

1botlanaq;. ®

(i ila
T talar yoki host
8.16-ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nuq ladi. Funksiya
: . ; -f ataladl.
"3Vjud bo'Imaydigan nuqtalar funksiyaning kritik nugtalari deb e
hocit. . . . 2 deb ataladi.
"Osilasi nolga teng bo*lgan nuqtalar statsionar nuqtala

Har qanday kritik nuqta funksiyaning ekstremum nuqtasi bo‘lzfverma,\ d;‘ekin
Masalan, fix)=(x-1)%, [ (x)=3(x-1), £ (1)=0 bo‘lib, xo=1 kritik n_uvqn:-t -
el Nuqtaning ixtiyoriy atrofida f(/)=0 eng kichik, yoki eng- katta qllyzloancm
Olmaydj, Chunki har bir atrofda noldan kichik va noldan katta qiymatlar istalg
bor. Demak, x=1 nuqtada ekstremum yo°q. . . R
8.17-misol. Agar f{x) funksiya xo nuqtada cheksiz hosilaga €8

— igini ko‘rsating.
bu nugta funksiyaning ekstremum nuqtasl:)_?o la olmaslig!

—

y N




e EaL el v ada maksimumga
X€(Xo-8:x0- ) uchun fix)« fix,) bo'ladi, va'ni ffx) funksiva xo nuqt d
- U holda
- f(x,) ., bolsin. Uho

ey ' cga. 3 ticl 1.\;\.11.‘-[\
o . b l\ ¢ J /HH . . i .. . .shi.\'hl d) olea o'xshas
Y echish. f\\l 1y 1 / X v oet X A l b} bu llO]d'd._f(.\') lunksn'u Xo nuqmda minumumea cri s
;v - o) dan olinge ) . £
t | fay o -U son “‘P””’- (xR 2 d 15b0[1’¢1!la(ll.
[.\liw:ri_\' -0 uchun shund: Mt -

acq XX
rH jan esd-
frx)— £ b epgsizlik bajariladi. Bund:
IXtiyoriy x=x, lar uchun : . g

; joan ¢ da f(x)
' i . g mavdigan ¢) holda_
Sfix) hosila x,, nuqtadan o°tishda o'z ishorasini o*zgartirmay
3 4 1 L

yaning X funksi}:a Xo nuqt

4 hi voki aat’iv kamayuvehi
funksi aning (x, -8, x, - &) atrofida qat’iy o'suvchi yoki qat’iy kama)
7/ fun g
& 5 . I e % )\n];ll\_‘f{.\}
da fix) fixn). x x,da fixy frx, ckanligi kelib chigadi. De
¢ 3 0l . n Ui -

i boladj : o
| kabi isbottan3d* adi. Demak, x
agl Ka

0 l'lllqlﬂdil ekstremum )’O'q. ¢
d " am yvuqorid
— i ~ yo'lean hol ham )
]'luql‘ddil ckstremumi Yo q. f (Xy) < b =

und i) 1 i 'q'\'.'] l(l\'ilﬂsi
S g - 1s 1' 't 5l1d"l lllnl\- 13 t =
l ndz v qllll) CI\'SL[ cmumea S][llll(’l\'Ul‘—.'d“ nuqtai 1ot 5

. . S kin
; . T T arti bo'lib. leki
lshorasuung O'zgarishi ekstremumga erishishning faqat vetarli she

Qaruriy sharg; bo'la olmaydi.

o = e cotarli shartlari. (a
3.3. Ekstremum mavjud ho‘lishining yetarli Juksiz va X0 nud
o : ada uz :
8.18-tcorema. Aytavlik., frx) funksiva o nugtada

. . n l_
g nu qoridagj g P i slre a tekshirish uchu
i [ 1 [ik]ﬂr Yu n £1 160[‘8111ddml 1[1[1}&5[}‘3[‘[11‘12 ekstremumgs
i'unksiy;min r Kritik gtasi bo'lsin. 0 t.naslz =

oy P o . _
! (raxg- &) da (9 qoidani keltirty chigaramiz.

a) Agar ixtivoriy (x,-8:xy) da [/ (x) -0, (xa:Xu an «» 82 . arini topish uchun

o ichorasini «*” e 8.19-qoida. f(x) funksivaning ekstremumlarini top
“tishida o'z ishoras ; \ 0

o‘rinli bo*lsa, va'ni [ x) hosila x, nuqtadan o tishida o o

3 , -
aksi oa ega bo'li
o zgartirsa. u holda f{x) funksiya x, nuqtada maksimumg

‘ ib. £7(x)=0 teng i yechish kerak.
D ft) funksiyaning /'(v) hosilasini topib, f°(x)=0 tenglamani ye
. +|sd.
orrinli b0 Is

2 ini hosil
) ' : : ib. kritik nuqtalar to*plamini
izliklar >o'ngra S mavjud bo'lmagan nuqtalarni topib. kritik nuqtals
b) Agar (x,-8:x0) da f (x) 0, (xy:x0- &) da ./* (x) -0 tengsizlics rtirsa u qilish kerak.
. 4 07 zL8
. cini «» dan « o g8
ya'ni f(x) hosila x, nuqtadan o‘tishda o'z ishorasini «» da

: ini aniglash
silani horasini aniql
2) har bir kritik nuqtadan chapda va o°ngda hosilaning 1s
holda fix) funksiya x, nuqtada minimumga ega bo*ladi.

¢ Kerak ld
d . : 1 holda
 hol . o‘zgartirsa, u
) ni O.Z‘,ar[irmasa. U 3) agar hosila ishorasini «+» dan «-» ga («-» dan «+» ca) . L osila
c) Agar f (x) hosila x, nuqtadan o‘tishda o*z ishorasi = o i ga) eca bo*ladi. Agar h
. ) U Kritik Nuqtada fix) funksiva maksimumga (minimumga) eg
x) funksiva x, nugtada ckstremumga ega bo‘lmaydi. . X i . X . :
i@ S A s >0 bo*lishida? ff Shorasi ©"zgarmasa, ekstremum mavjud bo*lmaydi.
Isbot. ¢ a) holni qaraymiz. Bu holda (x,-&:xo) da [ o o'rd

2 ceivant kstremumini toping.
ak 8.20-mij 3(x—1) funksiyaning e
. s T Shaﬂgd ««U-misg], f(x) :(I+4)\(—\
funksiyaning (xi-3: x4) da qat’iy o'suvchiligi kelib chiqadi. So'ngrd
Jx) funksiya x, nugtada uzluksiz bolgani sababli

: luksiz. Uning
Yechish. Bu funksiya (-ei+o0) oraliqda aniglangan va uz

ilasing S(x+1)
lim [(x)= lim f(x)=f(x,) (1) hosilasin; topamiz: f7(x)= X1
X=rxp—0 X—rx,+0 33\ x—1 tada esa Chek_li hosila
PEE——
tenglik o‘rinli. Demak, (x, -5 Xe) dan olingan ixtiyoriy x uchun Ravshanki, hosila x=-1 nuqtada nolga aylanadi, x 1 nuq
i @) iy Mavjud emgs.
L it
bo*ladi. (xo; x0+6) da f'(x)<0 bo‘lishidan fx) funksiyaning (x¢; xo + ) da q

- - aﬂ
kamayuvchiligi kelib chigadi. Demak, (1) tenglikni e’tiborga olsak, (¥s:X0" 5 d

_— B e i a
olingan ixtiyoriy x uchun yana (2) tengsizlik bajariladj. Bundan x, dan farqli parch
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iqni 44
o+oc) oraliq
¢ uchun (=
Endi hostlan sshorasime aniglaymiz. Buning Ees

1qad

. oraliqd
) \1oan har bIf
bo |gan h

rasmda ko'rsatilpandek orahglarga ajratamis va ot )

hostlaning ishorasing amglaymiz

Ad-rasm 1ada ma}s‘simum
Bu chizmadan qoidaga ko ra berilgan funksivaning ¥ =] pUgS y bo‘IEShini
. a ege
giymat f¢—1, 34 gavax | nuqtada minimum qiymat /(¥ 0 &
ko‘rish mumkin.

shirish
o teksh
o ) . 1epremumgd
4-§. Yuqori tartibli hosilalar vordamida funksiyanl ekstref

ekshiris!
4.1. IkKkinchi tartibli hosila yor(l:mlid

a ckstremumgi i 14

. . ,HL 1

5 a il vl ]}'J\]

891 -tetrenmm, Aytaylik. frx) funksiva x, nuqtada birinchi

. ' - AP (o
hosilalarga ega va f (x,)=0 bo‘lsin. U holda agar / (x)<0 b

& bolad"
) . ' ) o 1u ta
funksiyaning maksimum nugqtasi, agar /™ (xw)=0 bo'lsa, minimuc ’

eg?
I silalare®
sbot. ¢ frx) funksiya x, nuqtada birinchi va ikkinc

hi tartibli b0
va f (xu)=0, f" X3)<0 bo‘lsin, De

pi, y2 ™

chi.

- i ]‘1}"[1“('
mak, x, kritik nuqtada /" (x) Kam¢

ixtiyoriy XE (X0-6;xy) lar uchun A (x)=

S &> ' &) botladi.

K=

=

qun 07
. §) uch¥
jw (xa)=0va ixliyOriY xXE (Xp X0 )

e wh Y
. . o ini «
Bu esa x, nuqtadan o‘tishda hosila 0°Z ishoras

» ga o‘zgartirishini i .
gartirishini, demak, x, maksimum nuqta ekanligini bildiradi- sh
"

‘ ‘ ¢ -5]13

. J7 x0>0 bo‘lgan holda Xo ning minimum nuqta bo*lishi shung? © '
isbotlanadi. ¢

Isbotlangan teoremaga asoslanib

-da
g . . dam!
T ikkinchi tartibli hosila YOF
funksiyani ekstremumga tekshirishning quyi
8.22-qoi

dagi qoidasini keltiramiz
' umga tek
D f x)=0 tenglamaning barcha yech

Imlarinj topamiz;
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1
) @ £ = - & « P X % 17 : ar
2) har bir statsionar nuqtada /7 /x. ning ishorasini aniglaymiz. Agar f

hl

(x0)<0 bo'lsa, x, maksimum nuqtasi. /(x>0 bolsa, xo minimum nuqtast i,

) ekstremum nuqtalar givmatini v fix) qotvib. f(x) ning chstremum
Qymatlaring lopamiz.

Umuman aytganda. bu qoidaning o’ llanish doirasi torrog masalan. u birinchi
artibli chek]; hosil

a mavjud bo'Imagan nuqtalarga qo'llanila olmasligh 0°z-0 zidan
favshan, kkineh: ibli i .

N IkKinehi tartibli hosila nolga aylangan yoki mavjud bo'lma
qoida aniq n

van nugtada ham
atija bermaydi.

‘ 8.23-misol. Ikkinchi tartibli
ol Yordamida V=2sinx - cos2x

funksi_\'a ekslrcmumlarinianiqlang_ A2 VA
. \'chlish. Fuﬂksi}'a davriy  \ /A
b(.)llganligi sababli [0:27] kesma [ a s s o -
Uan chcklanishimiz mumkin. .

Funks; . |
Ksiyan: . '
l Yaning birinchj va ikkinchi ! 1
Artibli b
ostlalaripi iz i \
arini topamiz: V] \ |
0 \ ‘
R P . \
i T =COSN-25in2x- 2cosx(]-
“Sthx); yoe

| \ I
= I v
csSinx-deos2x.

45-rasm
T 1 . . .
. Ushby 2cosx(1-2sinx)=0 tenglamadan funksivaning [0;27] kesmaga tegishli
0'la -
(<}

an kriin S26; x= 37 ! |
krj N kritik nugtalarini topamiz: x;= 76; x~ w2 X5=5m6; X372 Fnaihar O
Critik . i i iSHl &
nuqtada ikkinehi tartibli hosila ishorasini aniglaymiz va tegishli xulosa
Ch“kﬂtamiz:

Y (2)= -3<0, demak x,=n/6 nugqtada y(T'6)=3/2 maksimum mavjud.

Y (22)- 250, demak x;=7/2 nuqtada y(/2)=1 minimum mavjud.
Y(56)=-3<0, demak x 5= 57/6 nuqtada y(576)=3/2 maksimum mavjud.
Y"(32°2)=6>0, demak x,~ 322 nuqtada y(372)=-3 minimum mavjud.

Bu funksiyaning (-271;2n) intervaldagi grafigi 45-rasmda keltirilgan.
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. : et re a tekshirish
4.3. Teylor formulasi yordamida ekstremumga te

» trofida
. . O X" o)a
8.24-teorema. Aytaylik, /x) funksiya v, nugtaning biror (xv

fog [y

‘n a - o . . = s ;'l \i‘
f " tx) fn=2) uzluksiz hosilalarga cg

o 7 (xn {7 fxa 0. f" (xo)=0 bo'lsin.
U holda

gjmumgd
; da lokal maks
1) Agar nn juft va [ " rx,) ) bo'lsa. funksiya xo nuqtada I¢
ega bo‘ladi;

13
. mg,ﬂ CE
. ade cal mullmu E
2) Agar njuftva f" (x,) -0 bolsa. funksiva xs nugtada lok
bo*ladi;

mavdi.
e 4 eod bO lln .
3) Agar ntoq bo'lsa, funksiya x, nuqtada ekstremumga €g

. revlor
. li Tey
; oo i ool dig had

Isbot. ¢ frx) funksiya uchun Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq

formulasini yozamiz:

I ; .
SO fixy - f(xu)(x-xn) ¥ fﬂ (xo)(xX-X0)"

Ty ‘)
= "! y f'n_h(xu)ﬂ\’-xt;)"'l + f }(7 )(3 - X, )" bu )crda :E(Xﬁ'
(-1} n’
’ i - bﬂb]l
Teorema shartiga ko‘ra f' (xn) ]" (xg)=..= f Uxg) ), shusa

foo=fxg) + L '(‘f)(x_\o)n, yoki

Soofx) = LED )
L2

i & 4 ) . u mda
tenglik o'rinli bo‘ladi. Yana teorema shartiga ko'ra /' (x) funksiya Xo q

S taning
uzluksiz Shuning uchun uzluksiz funksiyaning lokal xossalariga ko‘ra xo nuq

ing
shunday (x¢-8,x4+ &) atrofi topilib, bunda i n

+0)

5 (n} g
(@) funksiyaning ishorasi /" (¥0/
ishorasi bilan bir hil bo*ladi. Aytaylik, xe (x0-8,x0+

-0) bo‘lsin. U holda &e (x070. xu”
bo*lishi ravshan. Endi quyidagi ikki holni qaraymiz.

I-hol. Aytaylik, # toq son bo*lsin. U holda (x0-8,x0+ &) atrofda (1) tengnkniﬂg
o‘ng tomenidagi /™ () kopaytuvchining ishoras; I (xg) ning ishorasi bilan bir hil
202

Dkl s R “ladi. va'ni
bo*ladi, ikkinchi ko'paytuvehi esax ~x, da (x-v,)" 0. v ¥, da (x-x0)"-0 boladi.y

o ) . ; e ‘[1gliki‘lii‘l§:‘.
(¥-x9)" ifoda x, nuqta atrofida ishorasini o' zgartiradi. Bundan esa (1) teng
chap tomonj. Yamni fiv)-fix,)

1da ishorasini o zgartirishi
avirma ham v, nuqta atrofida ishorasini o*zgartr
kelib chigadi.
nga ega
Shunday qilib, 1 toq son bo- lganda /v funksiva xo nuqtada ekstremut
bﬂtima}’di_

i . i ishorasini
2-hol. Engi 7 juft son bo*lsin. U holda (1) tenglikning o'ng tomoni ishe

0'z¢
Zramrm'i)dl uning ishor

g ir hi *ladi ndan
asi [ fxo) nine ishorasi bilan bir hil bo’ladi. Bu
i g 7 smak. funksiyva xe
g " (x,)< bo'lsa. u holda Fix)-fix=0, va'ni fix)- fixg). demak, funkst
! a fix)-fxe) >0,
"tada maksimumga ega bo'ladi. Agarda f " (x, -0 bo'lsa. u holda frv)-/(xo
Ya 3 . “ladi. ¢
) fr,), demak, funksiva v, nugtada minimumga ega bo-ladi.
8.25-misol, Ushbu y x*-53*.5 funksivaning ckstremumlari topilsin.
Yechish,

uchun funksiya
Flmks“““m“ kritik nuqtalarini topamiz. U 'ning
hosslaslm ——

o lq alal d{ld[ S d[.\] nar licl ar 1n rat
< n & l s 100 -
h 1 -} ...“\' l'\rn[l. nt 1: ! t st 510 - d bj
Unmu

. 1o M dirlar v,=0. x>:=4 bo‘ladi.
uchun 5x’-2053=0 tenglamani vechamiz. Uning ildizlari x; 0. x:

Ikkinch; tartibli hosilani topamiz: f (x)- 20x7-60x".

. - ivmat gabul
I 0 bo‘lgani uchun. x=4 nuqtada funksiya minimum qiym q
iladi; hisoblaymiz:
Qilag;: Jt4)=261 " (0)=0 bor lgani uchun uchinchi tartibli hosilani hi
fm(\) 60x2

= 120x-
=120x, f™ (0)=0. to*rtinchi tartibli hosilani hisoblaymiz: " (x)-
20. i

‘o'ra +=0 nuatada
(0)=-120<0' va »= -4 juft bo‘lgani uchun 3-teoremaga ko‘ra x=0 nuq
fuy
Ksiya mal\smlumm. ega: f{0)=-5.

5-§. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari

Faraz qilaylik, f{x) funksiya X sohada aniglangan bo‘lsin. Bu funksiyaning
Ymatlar to* plami E(={f(x): xe X} ni qaraymiz.




iqyV i chegaras!
u holda uning aniq yugqori €

|sa. u holda vt soni fiv/

Agar £(f) toplam chegaralangan bo Isa.

_ ; _ = [.(f) bo’
mavjud, uni M sup {fix)} deb belgilaymiz. Agar MeEf i
Jud, - ; i Xu
5 X o ‘]uilﬂﬂadl'
)t kabi belg
. . . va VM e Lﬁr '
funksiyvaning eng Katta iy mati deb ataladi A ¢ (i )} deb
. : nr-ll1
) . mract M \';ud. uni
PRI e 1 chegarast mav,
shunga o*xshash £¢f) to'plamning aniq quy 2 eng kichik

- Leivaning
o funksiyanifiz

belgilaymiz. Agar me L(f) bo'lsa, u holda m soni f(x/

giymati deb ataladi va m - mun rx)h k

s X

kabi th.lldI‘lddl

miZe
unksw.ml qaray

[a:b] da eng

i oida
bu holda quyldngl q

. o YR
Endi [a,b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo |S“”-ﬂ':gimning
Bu holda Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko'rd !.un o
katta va eng kichik giymatlari mavjud bo-ladi. Ravshanki.
orinli bo*ladi. orini 10P1S"

y :omatl
-+ ene kichik giym?@
8.26-qoida. [a b] da funksiyaning eng katta va eng ki

uchun bu kesmaga tegishli barcha kritik nuqtalari tOPl!adi-.
nuqtalardagi giymatlari hisoblanadi. So'ngra bu giymatiar blh[;]
tagqoslanadi. Bu qiymatlar ichida eng kattasi f7x) funksiyaning [@ i
katta qiymati, eng kichigi esa f{x) funksiyaning eng kichik q:ynnu

eng
tta V&
I ) da eng k3
8.27-misol. f(x)=x+ L funksiyaning [Eﬁ {100] keesmd
X

kichik giymatlarini toping.

a'ni
. % ' . x? =1 Uni nolga tul"lab y
Y echish. Funksiya hosilasini topamiz: f"(x)= =———-

x* =1

tal
] nuq
L . 1Y
=0 tenglamani qarab, x=-1 va x=1 ekanligini topamiz. Bulardal

ta
. . Fi yal nllq
EF);lOO] kesmaga tegishli emas va bu kesmada hosila mavjud bo'lmas

yo‘q. Fagat bitta x=I

o rilgan
statsionar nuqta [HI)—O;IOO] kesmaga tegishli. Be

; niZ-
funksiyaning \’—1—166 =1; x=100 nuqtalaridagi qiymatlarini hisoblay™

1?1!100)=!00.01;,fi1)--2; {

. 100V 100,01 Bu givmatiarning eng Rattasi 100, 01, eny
Kichigj 2.
Demak, berilgan g Iyani
aK. berilgan hlnkﬁl_\';mmg | U;mnl dagi eng Katta gqnymati 100,01, eng
Kichik giymati esq 2

= fateng, ya'ni o omay 7 IRTR 100,071

nn Meark- 2
_’x(,ar .
o X SIva
( Rx) funksiya inter alda. torgri chizigda, |a:h), [ -
-j:.b) (a: b

), (= b)),
| oraliglarda tekshiril

avotean
u -
nksnamm, eng k;

bolsa. u holda

bunday
atta (g]]u

0;-;1liqi'~1"d“
hY
hsahn v=x iunkm

Kichik) Qivmatlari maviud bolmasligi ham mumkin.
o 1 -2
- aning (1:2] oraligda eng Kichik givmati. [ 1:2) oraligda
"8 Katta Qiymati
I Mmavijy N . .
‘Hmm —_ Jud emas, Sonlar O'qida v funksiyaning eng katta
3 arLIu\f tu“l\Sl\

\garf Yaning eng kaua. eng hichik givmatlari maviud emas
() funkg;
iva (| ;
nks ala:b) (lai==)n or aligda o suvehi botlsa. u holda bu oraligda
1\ anll]g Q[]u

Kichi

Shy K givmati mav jud va unga v o nuqtada erishadi.

SHlngg o X

.. S O'xshash g s ; .

O"rinligy, sdiq (b)) (- &) oraliqda uzluksiz funksiva uchun ham

Agar
inte L ﬁmks‘} a(abyintery

alda alda uzluksiz, xpe (a:5) kritik nuqtaga ega, (a:vo)
0%suvc}
" i " n(l\ann\ uvchiy,

s xo:b) intervalda kamavuvchi (o*suvchi) bo*lsa. u
dyotg
Crishag; Yot oraliqda f{x) fun

Ksiya xynuqtada eng katta (eng kichik) qivmatga

Agg

ny SAAX) funksiya (@;b) inte
qtaldrua e()a Vi

rvalda uzluksiz,
1mer"fﬁ-h‘ia kan

unda chekli sondagi kritik
A asxo<x <. <x,<b (aixo) intervalda o*suvchi (kamayuvchi). (x,:4)

unk Mayuvehi (o suvchi) bolsa, u holda garalayotgan (a;b) intervalda f{x)
Siya eng

! katta (eng kichik) qiymatga erishadi. Bu qiymatni funksiya kritik
Nug alarday birida qabul giladi.

A

chek 8ar flx) funksiya (-eei+e0) ([a:b)) da uzluksiz va x—»-00, x—>+a0 (x—b-0)) da

heklj

a 1 yoki cheksiz limitga ¢ga bo‘lsa, u holda bu funksiyaning kritik nuqtalardagi

i
Ymati vy cheksizdagi limitlarini solishtirib, uning eng katta,

eng kichik
i
q ymaﬂa”mng mavjudligi haqida fikr bildirish mumkin.



———

= rmaﬂﬂi
lindaoi eng katta 1y
8.28-misol. f(x) Inx-x funksiyvaning (0:-7) oraliqdag! €he

toping. =

= ——-"’1
g x)=
] o e al: ‘]1 ([8] d"‘"! f
Yechish. Funksiyaning hosilasini va kritik nugtalarn p

j &t
hi. Agar
x = 1. Agar O-x-| bo'lsa. u holda /7(x) -0, bundan A flx) 07suve

ksiyd
) wak flx) o ine=x fun
bo*lsa u'holia FA)<g, bindan ) kamayuvchi. Demak. fix

nugtada eng katta giymatiga erishadi: 1) -1. p— cichik
25 N .1y intervaldag
is s _ 2, 2 funksiyaning (0:1)10
8.29-misol. Ushbu f(x) = _ + [ funksn

giymatini toping. ﬁmksiyﬂmng

'11’04

r (8x-3)2x+3) yq bundan
Yechish. Bu funksiya uchun f (x) = yi(1-x)°

a
s =4
; oo — 2 ckanligint tOpaml
(0:1) intervalga tegishli bo*lgan kritik nuqtast ¥ =

. r=
; amayuvchi. AZ3
x < 2 bo‘lsa, u holda f'(x) < 0, bundan f (x) kamayt

B

u holda f'(x) > 0, bundan f(x) o*suvchi. Demak. (0.

, . . li: f (E) = 64
funksiya x = = nuqtada eng kichik qiymatga erishadl: /-

Mashq va masalalar
Funksiyani ekstremumga tekshiring (23-38):
8-23. f(x) = =, 8-24. f(x) = ;—f;‘
8-25. f(x) = x3 — 3x + 1. 8-26. y = ex~_4.r+5
§-28.r =529 +7
8-30. y—x(x—-3)z(x‘*'1) ’
8-32.y = (x — 5)e™.
8-33.y = 2x + D3 (x — 2)2. 8-34.y = x* — Bx? + 12
8-35.y = x5 — 5x* + 5x3 — 1.

8-27.y = x— arctgx.
8-29.y = x3 — 4xZ,

8-31. y = 2sinx + cos2x.

8-36.y =

1+x2°

8-37.y = sin2x — x. 8-38. y = =—

. 1 g
Berilgan funksiyaning oraliqdagi eng katta va eng kichik qiymﬂtlfﬂ"im topttS
(39-42):

8-39. f(x) = x3 — 6x? 4 9,

8-40. f(x) = l?xs

xe[-1:2].

—9x° + 48y, x € [0:9].

8-41. f(x) = f + li, X € (0;1).

842 F(x) = x = 2y%, x € (0.5).
8-43.

Radiusi R bor lgan doiraga ichki chizilgan eng katta yvuzli tog’ ri
0'rth
urchakning tomonini toping.

8-44.

R radiuslj sharga ichki chizilgan eng katta hajmli silindrning
balandligip; ¢

ome

8-45 " -
b A5 g radiusli sharga ichki chizilgan eng katta hajmli Konusning
alandhum toping,

8-46. R radiusli sh

b arga ichki chizilgan eng katta yon sirth e
alandhﬂml toping,

8-47. R radiusli

v . . - - SN
b sharga tashqi chizilgan eng kichik AU, RpniSHRG
Alandligjpn;

lopi[](t

r xil
8-48. Berilgan silindrga. asos markazi silindr asosining markazi bilan bi

§ uning
gan konyg tashqi chizilgan. Konus asosining radiusi qanday bo-lganda.
AJmj
' eng Kichik bo'ladi?

s 17 gilindrning
8-49 Berilgan konusga ichki chizilgan eng katta hajmli silin
andhﬂlnl lOpan

ile llipsga
8-50. 2,2 ¥'= 18 ellipsga tegishli A(1,4) va B(3.0) nuqtalar berilgan. E. 1p
.ne katta bo*lsin.
tegish); shunday ¢ nuqta topingki. ABC uchburchakning yuzi €ng katta bo

©8- Egri chiziqning qavariqligi va botiligi. Egri ehiziqning nedlish GRART
6.1. Egri chizigning qavarigligi va botigligi. Aytaylik, f(«f) funksw’ill 1—‘\::

"Uqtada f'(x0) hosilaga ega, ya'ni funksiya grafigining M(xofixo)) PUAWSIEY

"overtikal urinma o*tkazish mumkin bo‘lsin. .
8.30-ta’rif, Agar x=xy nuqtaning shunday atrofi maviud bo'lib, v=f(x) et

ok _ : e
*#laning bu atrofdagi nugtalarga mos bo' lgan bolagi shu egri ehiziqaa M{xef(xo)
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. _ . SO . a fix) funksiya
nuqtasidan o*tkazilgan urinmadan pastda (yuqorida) joylashsa. u holda /(%)

X xg nuqtada gavarig (botiq) deyiladi. o
: avarig (botig) bo'lsd,
Agar egri chizig biror intervalning barcha nuqtalarida qavariq (botiq 47
izi : : . Sodi df- a gavariq va
u holda bu chiziq shu intervalda gavarig (botiq) deyiladi. 46 rasmda q

rasmda botiq egri chiziglar chizilgan.

b1
4 ‘
Af
M
' i
I\ : X
@) ! X Q /
X6 - xo
46-rasm 47-rasm

QO

he)

48-rasm 49-rasm

Egri chiziq nuqtasining ordinatasini y bilan, shu egri chiziqqa -"“"""ﬂ"{f’))
nuqtasida o‘tkazilgan urinmaning x ga mos ordinatasini ¥ bilan belgj]ayhk.
Ravshanki, agar x, nuqtaning biror atrofidan olingan barcha x lar uchun y-1'<¢ o
Y 2 0) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda egri chiziq x=x, nuqtada qavariq (botiq)
bo*ladi. (48-,49-rasmlar)

8.31-teorema. Faraz qgilaylik, f{x) funksiya X oraliqda aniglangan va xpEX

nugtada ikkinchi tartibli hosilasi mavjud bo‘lsin. Agar f" (x0)>0 bo‘lsa, u holda

208

o P N

funksiya grafigi x, nuqtada botiq: agar /™ rx,~0 bo*lsa. u holda funksiva grafigi x,

uqtada qavariq bo*ladj.

Isbot. 0 Aytaylik, /" (x>0 bo‘lsin, Quyidagicha yordamchi funksiya
Kiritami- = L - . “
"amiz: Fx)=y-¥, ya'ni Frx) fixi-fixo)- | ixa)ix-xo). Ravshanki Fxg) 00 F 1x)
.. . . *
;) f fxo). F” (x) _f (x) bo'ladi. Bundan F iy _f r.\‘.ﬂ—f' (xes 0 va F

(xo)= f* x0)>0 ek

anligi kelib chigadi. Demak, (ckstremum mavjudligining yetarli
shartiog 1.
8 ko'ra) x, nuqta £1x) funksivaning minimum nuqtasi bo'ladi, ya'ni x,

Nugtan;j : - . :
Ng biror atrofida Fix)2Fxg) 0 bo'ladi. Fex) v-Y bolganligidan v2>}
tengsizlik o ;
K o'tinli hattad: . . - K : A Fo
K o'rinli bo ladi. Bu esa v, nuqtaning aytilgan atrofida tunksiya grafigi

Urinm
adan v ST, o - . - : ‘ladi
an yuqorida Joylashishini, ya'ni funksiya grafigi xo nuqtada botiq bo"ladi.

COremaning il ki e . . .
aning ikkinchj qismi shunga o xshash isbotlanadi.
Agar biror intervalda S x>0 (/7 (x1<0 ) bo'lsa. u holda y=fx) egri chiziq

shy :
tervalda botiq (qavariq) bo*ladi.

8.32-misol. Ushbu y-x* funksiya grafigining botiglik, qavariqlik oraliglarini
AMiglang,

Yechish. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz: v "= 20x". Bundan,
agar y~) bo‘lsa. ¥"°>0, agar x<0 bo'lsa v"<0 bo*ladi. Demak, (-;0) oraligda egri
®hiziq qavariq, (01+c0) oraliqda esa botiq bo*ladi.

6.2. Egri chiziqning burilish nuqtasi. Endi egri chizigning burilish nuqtasi
tushunchasini Kiritamiz,

8.33-ta’rif.  Agar 1Y
fuqtaning shunday (xg-8:x0+ &)
alrofi topilib, f7x) funksiya (xo-
Fxg) oraligda botiq (qavariq), rd 4
(x0;x4+ 8) oraligda esa qavariq /
(botiq) bo‘lsa, u holda xo nuqta e

Xo
Y=f(x) egri chiziqning burilish

50-rasm
hugtasi deyiladi.



. e Lasib o°tadi
. , ; e .ori chizigni kesib
Agar burilish nuqtasida urinma mavjud bo'lsa. u cgrn chiziq

(50-rasm)

IPTE— 111L]V'Cl‘i
8.34-teorema. Aytaylik. v f7x) funksiya x xo uglaRs dl“”‘njm“‘u holda
bo'lsin. Agar x x, nuqta funksiyaning grafigining burilish nugtasi bo ST.nu ol
i : g ens )
shu nuqtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi mavjud va nolga
mavjud bo*lmaydi.

- elearisini {ara
. A<i bo-lsin. Teskarisit
Isbot. 0 Aytaylik. x, nuqta ffx) ning burilish nugtast bolsin

_0 bo-ladi-
. i g m.,),‘() bo
gilamiz: f" (xg) mavjud va 7 txpp=0. U holda Jtxw=0 yoki fﬂ 2

mniﬂg
. remaea binoan Xe nuq
T (xp)= 0 (f” (xy) -()) bo'lgan holda 8.3 1-teoremaga binoz

_ adi. Bu X
‘oa gavari iq) bolac
biror (xo-8.x,+ &) atrofi topilib. bunda ffx) funksiya qavariq (botiq) eng
i s 1" (xo) n0O182 TF
ning burilish nuqta bo'lishiga zid. Demak, burilish nugtada ] @
bo‘ladi yoki mavjud bo*lmaydi.

i
ilish nuds

S (x0)=0 bo‘lishi yoki /™ (x) ning mavjud bo*Imasligi bur :

an. V=X
. a0 . f i N1;1saldﬂ-.
mavjudligiinng faqat zaruriy sharti bo*lib, vetarli shart bo‘la olmaydi.

; tasi
. . : : ilish nud
funksiya uchun y '~ 4x?, 3= /2x? va 3 ''(0)=0 bo'ladi. Lekin. X 0 burt

cmas. ¢

i
. aoremal
. . i . L i oA o IILOFC
Endi burilish nuqtasi mavjudligining vetarli shartini tayinloveh

keltiramiz.  on X

8.35-teorema. Aytaylik, f{x) funksiya x=x, nuqtada diffc:rensial]«'fm”vcIll )
nuqtaning shunday (x,-8; xo+ &) atrofi topilib, (xg-8:x9) va (xo; Xo* &) imer\m“arda
J” (x) mavjud, hamda har bir intervalda S (x) ishorasi o*zgarmas bolsin. AEA +
nuqtaning chap va o‘ng tomonlarida f” ¢x) har xil ishorali bo‘lsa, Yo nuqta ﬂ"-)
funksiyaning burilish nuqtasi bo‘ladi; agar f” (x) bir xil ishorali bo‘lsa. u holda Xo
nugqtada burilish bo‘lmaydi.

Isbot. 0 Haqiqatan ham, xs-6<x<x bo‘lganda [ <0 (" (=0 bo*lsas

xo<x<xg+ S bolgandaesa [ ()>0 (f” (x)<0) bo‘lsa, 8.3 I-teoremaga ko'ra o 4%
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Y-

chapda ftx) funksiya qavariq (botig). x, dan o'ngda esa botiq (qavarig) bo*ladi

Demak ol L . y :
ak, x huqta f(x) funksivaning burilish nuqtasi bo*ladi.

Agar (x0-8:x0) va (x4, x,- &) intervallarda /7 xs bir xil ishorali. masalan /
x)<0 bo'lsa

U holda bu intervallarda frx) funksiva qavariq bo'lib. burilish
bO‘lmaydi. ¢

Sh e ; : : - g s
unday qilib, f{x) funksivaning burilish nuqtasini aniglash uchun /= x)- 0
tenglamap; y

echamiz hamda NAREY maviud bo'lmagan nugtalami topamiz. Hosil
qilinnan .
£an har bir Xg

nuqtadan chapda va o'ngda /7 ¢x) ning ishorasini tekshiramiz.
8.36-mi« ; L . :
misol Ushbu 7, { +* funksivaning burilish nuqtasini toping.

Yechj T eyl s s
Chish. Funksiyaning aniqlanish sohasi - (=c;+ec). Birinchi va ikkinchi

tartip); : L . .
li hosilalarini topamiz: [ x) SAx7 . ffx)= 19, _‘17 Ikkinchi tartibli hosila
) : 9 x

*=0ny
Qtadan boshga barcha nuqtalarda mavjud va noldan fargli. Bu nuqta atrofida

walta

35-]_@0 o
'ma shartlarin; tekshiramiz. Agar x<0 bo'lsa /7 (x)=0; x>0 bo’lsa S =0
00" lag, Demak

erafikning (0;/0)) nuqtasi burilish nuqtasi bo*ladi.

837-misol v -95,% (,50) O<x<oo,  funksiyaning burilish
X d
nuqtasini toping

Y ech; . oa_2a, x 3 oa teng

echish. By funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi y''= =5 (In—— E) gatens.

2

Agar Int _ i =0 bo‘lsa. u holda f" (x)=0 bo‘ladi. Demak, x= ae*
a 2 '

bo&lganda j”(_,:)zo_ Bu nuqtadan chapda va o‘ngda /" (x) ning ishorasini
3 3

kshiramiy. O<x<ae? bo‘lganda [~ (x)<0, v>ae? bo'lganda f* (x)>0 bo'ladi.
3

3 - ¢ :
Demak, grafikning (ae?;2. ¢ ) nuqtasi burilish nugtasi Rl

o | W)

8.39-misol. Quyidagi funksiyalarning qavariglik, botiglik intervallari va
burilish nuqtalarini toping:



: i P
ajy x'-xif8x7 24x-15. b)y x-x

: - 1Z:
e el hosilalarini topam!

Yechish. a) funksivaning birinchi va ikkinchi tartibli hosila

y'odx?s 3x%-36x- 24 v 12x7- 6x-36 [2(x7 - x 2-3)

o NiZ.
. , ! e T 5 ¢kanligini topan
Ushbu v "0 tenglamani yechib, x; -2, x> 1.2 ckanlig

= - ¥ ﬂﬁ}\
- : alic larda &
Bundan (-x:-2) va (1.5: =) oraliglarda v "0 demak bu oraliq ol
i " ‘ liada erafik qavartd '
botig bo*ladi; (-2;1,5) oraligda y"" < 0, demak bu oraligda ¢ i

. o otzeart
x; -2 va x, 1,5 nuqtalardan o‘tishda ikkinchi tartibli hosila lshhrﬂsl.ﬂl 0-:&
Shu sababli  (-2:-127) va (1.5 -11,0625) nugtalar burilish nuqtalari bOH

5 = A](_) (_t?’:m- =
b) funksivaning hosilalarini topamiz: v 1° 3 .oV "oy "
1120, dem
bo‘lganda ikkinchi tartibli hosila mavjud emas. x-0 lm'lf_-’andso'rludi‘ [kkin‘:hi

s ak erafik botic ,
funksiya grafigi qavariq. x~0 bolganda y 0, demak grafik o 0:0) nuat?

-a e . . T —. hu S'dhab]l (
tartibli hosila x=0 nugtadan o*tganda ishorasini o zeartiradi. s

burilish nugtasi bo*ladi.

Mashq va masalalar

_ . arini toping’
Funksiyaning botiglik, qavariglik oraliglari va burilish nugtalat )

. 2 4 68—
8-51. f(x) = 4:2_ 8-52. f(x) = x* — 4x* — 48x .

8-33. f(x) = e™*",
8-55.y = (x% — 1),

g-54.y = x> — 10x* + %=
8-56.y = x -arctg X-

i, -4 +-8
8-57.y = %ﬁ 8-58.y = ==,

X
8-59.y =3+ VYx — 4.

8-60. y = xVx2(x + 8)- ch
. buﬂ 15
8-61. y = :—:;1-1- cgri chizigning bir to‘g'ri chizigda yotuvchi ucht?
nugqtasi mavjudligini ko‘rsating.

3 +
8-62. a ning qanday giymatida abssissasi x = 1 bo*lgan nuqtada ¥ = *

ax? + 1 egri chizigning burilish nuqtasi mavjud bo*ladi?

8-63. a ning qanday qiymatida y =

. ya
e* + ax? egri chiziq burilish nuqtds
ega?

212

8-64. ava b lamning qanday giymatlarida M(1.3) nuqa y = ax” + b= egn
chizigning burilisi, nugtasi boladi?

7-§. Asimptotalar

Funksiyan; cheksizlikda, ya'ni x— = va x »=c da. yoki uning ikkinchi tur
uzilj . .
lIlSh I'qutas'l atrOild[\ o'ro

anish Ko'p hollarda funksiya gratigi nugtalari bilan biror
< -
to g‘n Chizi ning £ . . . ” 5 - o1 ini ko'rsatadi
4ning nuqalari orasidagi masofa yetarlicha kichik bolishini ko*rsatadi.
Bunday

XOssaga ega bo'lgan to'gri chiziglarni topish funksiyani tekshirishda
Yordam bergq;.

8.40-ta'ri | -
b 40-ta’rif. Agary fix) cari chizigda olingan o' zgaruvchi nuqta koordinatalar
Oshidag cheksiz

uzoglashganda shu nuqtadan biror to'g'ri chizigqacha bo’lgan
Masof: : :
a H . . . 2 vl e
nolga intilsa, holda bu to*g*ri chiziq egri chizigning asimprorasi deyiladi.
A51mptolalar v

- ertikal (ordinatalar o-qiga parallel) va og'ma (ordinatalar
qiga par
allel emag

; ) bo'lib ikkiga ajraladi. T x=a
s ma asimptotalar ichida abssissalar o*qiga
Parzlillel bo*lganlari ham mavjud bo'lib. ular
80rizontg) asimptota deyiladi.

1,
Qlaylik
kamida

A3
Vertikal

,[

asimptotalar. Faraz
> @ nuqtadagi bir tomonli limitlarning
biri cheksizga teng bolsin. U holda "
V) egri chiziqdagi M(x,3) nuqta x—a da @ .

Koord; ; a =
O0rdinata|ay boshidan cheksiz uzoglashadi,
Shu “uqtadan e

a to*g'ri chizigqacha bo*lgan 51-rasm -
‘ ‘o‘ri chiziq y= ori
g MN:L‘"“[ nolga intiladi. Demak, ta'rifga ko‘rax=a to*g*ri chiziq y=/1x) €2
ChiZiqning (funksiya grafigining) vertikal asimptotasi bo*ladi. l
i i ivalar uchun
RavshankL haqiqiy sonlar to‘plamida uzluksiz bo‘lgan funksiyalar

. . ki i tur uzilish
vertikal asimptota mavjud emas. Vertikal asimptota faqat ikkinchi tu

Nugtalarida bo‘lishi mumkin.

(]
s




3 g o 01 acimptotalarinl
. . ; X rtikal asimp
8.41-misol.  Ushbu funksivaning /frx) : 4 vertikal ¢
.
. “
toping. -
Yechish. Funksivaning aniglanish
sohasi,  ravshanki  x'-4 0  tenglama
ildizlaridan boshqa barcha haqiqiy sonlar

to*plamidan iborat.

Bu nuqtalarda funksiyva ikkinchi tur e

. : x4 9x
uzilishga ega. Hagiqatan ham /im g
x-2-0 vr" —

ey |
x=2
oo s . XT 4 9x _ ) Qe
el im — Tl im S
x—+2+0 F* ‘_,4 ooyt — 4
5 x° +9x
. lim ————=+=x_ demak x -2 va
x—+=24() x- —4
52-rasm

x=2 to'g'ri chiziglar vertikal asimptota bo"ladi (52-rasm).
7.2. Og‘ma asimptota. Og‘ma
asimptota  tenglamasini - kx+ b
ko‘rinishda izlaymiz. Bir xil abssissali

egri chiziq ordinatasi va asimptota

ordinatasi orasidagi masofa x—»+wo

yoki x—-w da nolga intilishini
ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, M va N abssissasi

x ga teng bo*lgan egri chiziqdagi

53-rasm
. - h b()' fgaﬂ
va asimptotadagi nuqtalar, (53-rasm) MP esa M nuqtadan asimptotagacha

: 2 ; . gilgan
masofa, o (a#n/2) asimptotaning Ox o°gining musbat yo*nalishi bilan hosil Qi

burchagi bo*lsin. U holda AMNP uchburchakdan MP=MNcosc., bundan esa

MN=MP/cosu
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tenglikka ega bo*lamiz, Bu tenglikdan, agar 1/7 nolga intilsa. u holda A/\ ham nolga
intilishi, vq aksincha, agar M\ nolga intilsa. u holda M7 nolga intilishi kelib chiqadi.

Shunday qilib, agar x—» - voki x

> -0 da frx)-kx-h ayirma nolga intilsa. u
hold 7=y ) .
W=k=bto g'n chiziq v fix) funksiva grafigining asimptotasi bo*lar ekan.
Bundan

lm (#(x)-kx-b)=0 shart y- Av- b to'g'ri chizigning y fix) funksiya

Erafigin; . : ) _ C
BINIng og'my asimptotasi bo*lishi uchun zaruriy va vetarli shart ekanligi kelib
chiqad;,

Xu
Susan. y- b gorizontal asimptota bolishi uchun fim (f(x)-b)=0. ya'ni fim
Jx)=p ;
shartning bajarilishi zarur va yetarli.
fi Maldaog'ma asimptotalarni  topish  uchun quyidagi teoremadan
OYdalanilag;.

8 . : ST
. 42- -teoremy. Vv fix) funksiya grafigi v Av- b og'ma asimptotaga ega
0'lish;j uchup

k= f(x)
:‘gj ¥ va b= hm(/(\)—A\)

hekh li
lm'tldmm" mavjud bolishi zarur va yetarli.

'sbot. 0 Zar urivligi. y=kx+ b to*g*ri chiziq v=f{x) funksiya grafigining x—=

dagi 3imptotasi po: Isin, ya'ni lim (f(x)-kx-b)=0. U holda f{x)-kv-b=a(x) tenglik
inli, by Yerda a(x) x — da cheksiz kichik funksiya. So'ngi tenglikni quyidagicha
Yoz
b olish mumkin: f{x)=kx+ b+ a(x). Demak,

[["]L(__-)khm(‘k b a(x)
L= X

.T X

— )=k, Irm(j(r) k\)_hm(b a(x))=b

t .
Neliklar o*ringi bo- Jadi.

Yefﬂrllhgg AyTavhl\ k= lim~2L f( ) va b= [”n( fix)— kx) chekli limitlar

X X
Mavjyg bo*Isin. So'ngi im (f{x)-kx)=b tenglikni quyidagicha yozib olish mumkin:
T ko= b+B(x), bu yerda f(x) x—»2 da cheksiz kichik funksiya. Demak, f{x)-kx-




i ; e fryy funksiy3
b pix). vani i (ftx)-kxe-b) 0. Bu esa ) - b otorgn chiziq ) -fix) funks1y

grafigining x—»» dagi asimptotasi ckanligini bildir

Yechi 3 i
chish. a) x=3 dq fix)
adi. ¢

1J

X _ funksiya ikkinchi wr uzilishga cga va
X =
5
lim (2~ =%
Tl
8.43-misol. Ushbu f/x) yinfe

; . eini toping:
s funksiyaning ElSlmplUIaLlrlllll P

V=tx Noanliol ¢ . - . : .
-3 bo'lganligi sababli, v 3 vertikal asimptota bo"ladi.
' jun Og'ma asi >
o . pyning ueh aasimptotalarni izlaymiz: . i .
Yechish Avval bu funksiyainng aniglanish sohasini topamiz. Buning P arniizlayvmiz: A h!nl -1 \f”-” (2- ~- - y=2
¢+ — >0 tengsizlikni yechib, D(v) = (=1~ 1) (0:2) ni hosil qilamiz. b= lim (kv gy (200 = o :
. gsizhiknt yechib, V)= Lo . Yz Jim (2v+——-2v) 2. Demak. ¥ Jyve 2 ogima asimptota
g . L . . £
_ ) b0*ladj, :
t:ndi chegaraviy nugtalardagi funksiya holatini aniglaymiz.
. dan b) V=l g
: oldﬂs]d S7Xe funksivanine anialanis : .
lim xin(e+ —)=—=, x—>+0 dagi limitni hisoblashda Lopital d x=() Nuqtada f ivaning aniglanish sohasi (-:0)/(0; +=¢) to”plamdan iborat.
6 d - unksivanine che S - e g
” yaning chap va o'ng limitlarini hisoblaymiz.
I I lim xelx=q. 1 oin :
(——=) =0 At e (1 x 1 belgilash kiritamiz. u holda x —+0 da >+
| . 1 X bt )
Infe+ ) B 0 ©ladi)= lim ¢
. . ; . =0. = o0 N ] N ; . . .
foydalanamiz: lim xinte+ )= lim I ¥ = lim | 15 g ) Demak. x=0 to*g'ri chiziq vertikal asimptota bo ladi.
x »-0) bry x-»+0 r »-0 =
x” End:
X ndj oot 3
: ma as - . .
I e qsimpwtaS’ = Maasimptotalarni izlaymiz: k= lim tim el =et=1
; a5 o : 3 s _ cal @ ot X 4 oera
Bulardan ko‘rinadiki, berilgan egri chiziqning X=7 vertik { %
b=2 [ 11
ir evy= s -1
mavjud x " O-kx)= tim, (el -x)= = lim ‘l -=|[./x=z, x =L =—0|=
. x-rss e LAX
Endi og‘ma asimptotalar mavjudligini tekshiramiz. =l s =
F%) 1 ),1)‘ 20 =1, shunday qilib y x- 1 og'ma asimptota ekan.
. x ) 1 ) R R ;
k=Ilim* "7 =Ilimln(e+—)=1, b= lim( f(x)—kx)= Lim x(In( X
= X Xy X I x—+L
1 = --1__.(_ - lf) 8-8. Funksiyani to‘la telkshirish va graﬁgini yasash
Infe+—)—1 o4 1" Funksivani . L L :
= = [lim X = lim X b lyaning xossalarini tekshirish va uning grafigini yasashda quyidagilarni
x—>a = a)arig
X —]—, e h Magsadga muvofiq:
X x° ; - . Tadi- e i
h 1) Funksiyaning aniqlanish sohasi va uzilish nugtalari topiladi; funksiyaning
5 1 Che . . by st :
Demak, grafikning y = x + = og‘ma asimptotasi mavjud. garaviy nuqtalaridagi qiymatlari (yoki unga mos limitlari) hisoblanadi.
e : £ x ,
8.44-misol. Asimptotalarni toping. a) y=2x+ = : b) y=xe'*

2) Funksiyaning tog-juftligi, davriyligi tekshiriladi.
3) Funksiyaning nollari va ishora turg unlik or

aliglari aniqlanadi.
4) Asimptotalar topiladi.
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intervallar!

. S : onlik
S) Funksiya ckstremumga  tekshiriladic uning monot
aniglantladi.

e s reryallar
- ; .1 wa botiglik intery
6) Funksiya grafigining burilish nuqtalari. qavariglik va botiq

topiladi.

. , ) ) ) e o wrafioini chizing.
8.45-misol. v «rx’-/) funksiyani tekshiring va gratiginl =

alari
Uzilish puqtaldr

; ; : : (ot EanlE ‘plami.
Yechish. 1) aniglanish sohast - haqiqy sonlar to'pl

K=t

. 5 :_l),;_
. . . . was g s ooy lim x(x
yo'q. Funksivaning chegaraviv givmatlari: /im X(X /) '

2) funksiya davriy emas. toq funksiya:

- ; siZ]ik“i
e e ..'-‘I) O [Cﬂg
3) funksiyaning uchta noli bor: x 0; x -l:x 1. Ushbu x(x s
. . ~mak, funksiy<
yechamiz, uning yechimi (-1,0)(1,+7) to"plamdan iborat. Den

o qabu!
= TV i\r’[nﬂtidr q
1,00 (1, +) toplamda musbat va (-=,-1)(0,1) to'plamda manfiy 4t

qiladi.

4) og'ma asimptotaning burchak koeffitsientini topamiz:

V ;
k=tim = = = lim (x7-1)-=.
roer X

T

.]d
mavjt
: e i lar ham
Demak, og'ma asimptota mavjud emas. Vertikal asimtota

emas (chunki, uzilish nuqtalari vo q).

(irib
; tcnglash
5) Funksiya hosilasini topamiz: y' 3x™-/. Hosilani nolga

=1/
X
statsionar nuqtalarini topamiz: y'=0 yoki 3x’-1=0, bundan x--lf\f’

. ib funksiy?
Ushbu (54-a-rasm) sxemani chizamiz, va intervallar metodidan foydalan

+20)
e . L (1/N3
hosilasining ishoralarini aniglaymiz. Bundan funksiya (oo, _1/\[5) va (1

ayuvehis
intervallarda monoton o‘suvchi, (—1/+/3,1/V3) intervalda monoton kamay o

= o kanlig
x = —1/V3 nuqtada maksimumga, x = 1/+/3 nuqtada minimumga egd ©

. - . . ) Eion agar
kelib chiqadi. Ekstremum nugtalarida funksiya giymatlarini hisoblaymiZ:

Xmax = _1/\/5 bo‘lsa, u holda YVmax = 2/(3\/5); agar Xmin — 1/\/_3_ b{)‘|531
holda Y, = —2/(3v3) bo‘ladi.

6) Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: y'* = 6x. Ikkinchi tartibli hosilani nolgd

tenglashtirib y''=6x=0, x=0 ckanligini topamiz. Sxemani (54-b-rasm) chizamiz V4
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hosil bo- ; _
o’lgan intervallarda ikkinchi tartibli hosila ishoralarini aniglay miz. Bundan
=0 nu s . ‘
dfada burilish mavjud. (-:0) da tunksiya gratigr qavariq. (0; +o2) da boug
ckanligin; - o
ni ; 0 _— " ,
&Il topamiz. Burilish nuquasi ordinatasini topamiz: y(0) =
Funksiy

a grafigi S4—c-rasmda keltirilean.

1 vexgn-dxte)

1/ 43

v ¥'=0

2

S4-rasm
8.46-
“Misal. Y =+v4 + V4 — x funksiyani tekshiring va grafigini chizing.
Yec -
hish. 1) Aniglanish sohasi — [0,4] kesma. Funksiyaning chegaraviy

q ma
. arini topamiz: agar x = 0 bo'lsa, u holda y = 2; agar x = 4 bo'lsa, ¥ = 2.
Unks
l}'mmg uzilish nuqtalari yo*q.

2) FllllkSIya toq ham, juft ham emas, davriy ham emas.

3) funksiyaning nollari yo'q.

4 Og'ma asimptotalari yo*q. chunki aniqlanish sohasi kesmadan iborat.

N _ e W
3) Hosilasini topamiz: yr= >4 =¥ —¥X
2Vx VA —x

- ; iz: = 2. 55-
Hosilani nolga tenglashtirib, kritik (statsionar) nuqtani topamiz: X = 2.3
. . ‘ i, (24
faSmdagi sxemani chizamiz. Bundan funksiya (0,2) intervalda o‘suvchi, (2,4)

iNtervalda kamayuvchi, x = 2 nuqtada funksiya maksimumga erishishi kelib
chiqadi. Maksimum nuqtasining ordinatasi )’rm-u"—_zﬁ'
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6) Ikkinchi tartibli hosilani

topamiz:

1 fA—-x"?+5
B e g R

"

V== (0.4)

intervalda ikkinchi tartibli hosila N
manfiy, demak bu intervalda

funksiya grafigi qavariq bo'ladi.

Funksiya grafigi 55-rasmda

chizilgan. Shuni aytib o'tish ped
kerakki, llm}}/ o,
lim ) = —= bo*lganligi ' i
£-4A—0" 5 //
sababli, funksiva grafigi (0,2) _ ) 55-
nugtada ordinatalar o‘qiga, (4,2) nugtada x4 tog'ri chiziqqa urinadi.
rasm
8.47-misol. y=x*. funksiyani tekshiring va
grafigini chizing.
Yechish. Avval funksiyani quyidagicha
yozib olamiz: y— x*= "=,
1) funksiyaning aniqglanish sohasi
barcha musbat sonlar to‘plami. Chegaraviy
qiymatlari: lim eine=1, lim ei=1c0_ Uzilish
nuqtalari yo‘q.
2) Funksiya juft ham, toq ham, davriy ham
emas. 1
3) Funksiyaning nollari mavjud emas. = 0’:367
56-rasm
4) Og‘ma asimptotasini izlaymiz: /= z“.'l ‘i;i =+o0, demak og‘ma asimptota
yo‘q.
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3) Hosilasini topamiz: v’ x'tinxc /) v 0 tenglamadan v et funksiva

(0.1/7¢) intervalda k

. . % . 1 il
amayuvchi, (1/e, +o0) intervalda osuvchi bo'ladi. x = ¢
qtada funksiy

a minimumga ega, uning ordinatasi Vi = 0,692.

6) Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: v x*relny- /)7 1 v Ikkinchi tartibli

hosi|
(0, +0) intervs . . ‘ .
(0, +20) intery alda musbat, demak funksiva bu intervalda botiq.

Funksivap
ksiy aning x=( nuqta atrofida tekshiramiz.

lim y = jig x ! |
" i ¥ 1) . bundon funksiyva grafigi (0.1) nugtada ordinatalar
0'qi in
412a urinjg); kelib chiqgadi.
Funksiy. loi S

Ksiya grafigi S6-rasmda bertlgan.
8.47-miso). Jix)
Yechisy 1)

Miqlangay |

X-Inix-) funksivani to*la tekshiring va gratigini chizing.
Funksiya x? — 1> 0. ya'ni (—e0; —1) va (1; +o0) oraliglarda

A uzluksiz. Funksiyaning chegaraviy qivmatlarini izlaymiz:

li x , 3
x--’i’lr‘,;f('\) lim (x-In(x"-1)) -x: fim Stx) - dim (- inle-dl)=-%

o B el 0 v a1e0

Demale ¢ :
3K, funksiva grafigi ikkita x =

--1 Va _ -
; “—ful "-'ef'llkal asimptotalarga ega. i A
nksiya oq ham, juft ham. |
ham epyqg |
3)
Manfiy,

da\:r ly

fu SIV =
nksiya (—o0,—1) intervalda

‘ (L, 400y intervalda yagona noli B .
fna\fmd‘

UM topish  uchun  taqribiy

’Hx}- x+In(x*1)
Metodlaridan  foydalaniladi.

hisﬁblash

Natijada

Xp = 1,15 ekanligini

anj A
lashimi, mumkin. Demak, funksiya

1 ; 57-
Q; 1.15) ntervalda manfiy, (1,15, +o0) oraligda musbat. 57-rasm

4) Og'ma asimptotalarini izlaymiz:

b= lim 2= g, e O =Dy g gy (k= lim RSN,
Keritee; 3 S - N b0 X—aix
demak ogtmg asimptota mavjud emas.
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5) Funksiya hosilasi y’ = 1 + 2x/(x* — 1) funksiyaning aniglanish sohasida
mavjud, shu sababli uning kritik nuqtalari faqat statsionar nuqtalardan iborat bo’ ladi.
Bunda y’ = 0 tenglama vechimlari x; = =1 — VZvax,=-1+ V2 bo'lib. X2 =
~1+ V2 funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli emas. Shunday qilib. yagond
rtik nugta maviud va (—oo;—1) oraliqqa tegishli, (1; +o0) oraliade ¥'> 9 **
funksiya o‘suvchi bo'ladi. x; = =1 — V2 nuqtada maksimum mavjud- Uning

ordi if(—1— —
natasi f(—1 — v2) = =1 — VZ + In(2 + 2v2) = —0,84 ga teng.

6) Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: y"' = — 2D gundan y” < 0 g
. (x-1)%
grafik qavariq. Funksiya grafigi 57-rasmda berilgan
C.( .
Mashq va masalalar
x) funksiva grafigini H
f(x) funksiya grafigining asimptotalarini toping (65-70):
8-65. f(x) = 23
) ==, 8-66. f(x) = x - e*.
8-67.y = —= -
x+2 8-68}1 = e x
8-69 f(x = 1
—_— ) S 8-70.f (x) = x — arctgx.
unksiyani to'liq tekshiring va grafigini chizing:
87l.y = evrs
o y :2- 8-72.y = In(1 — x°).
73y =
1-g¥ 8-74.y = x3 - 4x* + 3%

8-75. y =x 4 l
x 8-76_y = x2.e™%.

8-77.y = &+

x=2 -
. x3 8-78.y = 3;22
-9y = o
8-80. y = x— [nx.

8-8].y = sinx + si
n2
8-83.y = g% ~2% " 8:82. 9 =sin® -+ oSk
' 8-84.y = x3In? x.

UCHINC .
CHI BO*LIM. BIR O*ZGARUVCHILI FUNKSIYANING
INTEGRAL HISOBI
IN BOB. ANTQMAS INTEGRAL

1-§ S :
- 3 Bm.hlang‘lch funksiva va anigmas integral tushunchalari
Hlerensial hj R A
Wing hosilasi ‘f‘:?b”““‘: asosiy masalalaridan biri berilgan fx) funksivagako'ra
hosil&Siga kg-m—r Y) ni topishdan iborat edi. Bu masalaning teskarisi. yva'ni
: = a funksivani ‘zini ti .
INtegra) hisobn; 11\51? aning o'zini tiklash masalasi katta ahamivatga cga bo’lib
Ng asosiy masalalaridan hisoblanadi. o |

J0x) funks;
¥ tunksiya bi
stya biror G

9. 1-ta rif . (a.b) (chekli yoki cheksiz) intervalda aniglangan botlsin.

) - Agar (a, i ; - .

Yani (o ) int (a.b) da fix) funksiya biror /7(x) funksiyaning hosilasiga teng.
ks ervalds RN I S ’ - - -

an olingan ixtivoriv x uchun /7(x)= flv) bo'lsa, u holda F(x)

fL]_nk :
Sivg ({1 b .
T4 1a.0) Intervald; s

a flx A . i 5 . i . .
Ml Ax) funksivaning boshlang ‘ich funksiyasi deviladi.

D fix
x) bo‘lsi : . :
5 o'lsin. Bu funksiyaning (0:+¢) intervalda boshlang‘ich

funksiy

asi Frx)—a . y :
(xX)=2~x X boladi, chunki (0;+) da F'(x) = Jxy = == Sy

RS

2) ftx)=x2 ni 1
J(x)=x* ning (-sci4+oc) oraliqda boshlang'ich funksiyasi F(x)= £ bolishi

favshap,
Ravshank; ;
— vshanki, agar biror oraliqda Frx) funksiya f{x) ning boshlang‘ich funksiyasi
a T
» U holda ixtiyoriy o‘zgarmas C son uchun
F(x)+C (8
" ham f{x) ning boshlang‘ich funksiyasi  bo‘ladi, chunki
Fow0) =Py
Bundan quyidagi xulosa kelib chiqadi: agar fx) funksi

funksiyaga ega bo*lsa, u holda uning boshlang‘ich funksiyalari ¢
ligda berilgan fix) funksiyaning

bilan ifodalanadimi, boshgacha

funksiya

ya biror boshlang‘ich
heksiz ko‘p bo‘ladi.
Quyidagi savol tug‘ilishi tabiiy: biror ora

barcha boshlang‘ich funksiyalari (1) formula
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o
- ang'‘ich
, ) o ) , g G .dican boshlang
aytganda ffx; funksiyaning (1) formula bilan ifodalanmaydig

funksiyalari mavjudmi?

Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.

‘ich
‘ - oa frx) ning boshlang
9.2-teorema. Agar biror oraliqda F(x/ funksiya fix) ming

ivasi C
sich funkstyas
. o . T ang'ich fu
funksiyasi bo‘lsa, u holda frx) funksiyaning IXtyorty boshlang
. ) . ) . Aimida ifodalanadi.
o‘zgarmasning biror giymatida (1) formula vordamida ifoda

. -gjyaning
1 - 'Y ﬁll‘lksly
Isbot. ¢ Aytaylik, (;(x) funksiya garalayotgan oraliqda Jtx/

. . " 'va[li
. ) vordamchi funksi)
boshlang'ich funksiyasi bo‘lsin. Ushbu @y Gifxi-11(x) porie ladi ya'nis
. . : .1 _frx)-0 bo'ladh 7
qaraymiz. Bu funksiva uchun ¢'(x) G'(x)-F () fx)f1%) . ladi.
k sharti bajart

. . . . celvaninge 1 j\‘]i
qaralayotgan oraligda ¢fx) funksiya uchun funksiyaning doimi) il G

: : © po‘ladi. D
Boshqacha aytganda G(xj-F(x)- (', ya'ni Gfx) Fix)-( bo’ladi

funksiya (1) formuladan ¢ ning biror giymatida hosil bo"ladi. ¢ ; 1ang'i‘:h
Shunday qilib, agar oraliqda berilgan ffx) funksiyaning bitta Feo bos_ll__ 4G

funksiyasi ma’lum bo‘lsa. u holda uning barcha boshlang’ich funksiyalart 17

bu yerda C ixtiyoriy o‘zgarmas son, ko'rinishda ifodalanar ckan.

e i alarning
9.3-ta’rif. (a.b) intervalda berilgan f{x) funksiya boshlang ich funksty

. ali
o i s iomas ineg™
umumiy ifodasi /(x)+ C, bu yerda C- const, shu f{x) funksiyaning anigma

—l
. ntegl@
deb goan vy jf(.\')dr kabi belgilanadi. Bunda | - integral bdgm‘ﬂx) I

- deb
e . e ogruvehisi €
ostidagi funksiva, f(x)dx - integral ostidagi ifoda, x — integrallash zgart
ataladi.

Demak, ta’rifga ko‘ra

[reoax=rF)+C, (2)

bu yerda F(x) funksiya f(x) ning biror boshlang*ich funksiyasi.

- ychun
Masalan, (-0:+o0) da f{x)=cosx bo*Isin. Bu holda (sinx)"=cosx bo'lga! u
jcosxdx =sinx+C bo‘ladi.

(2) formuladan ko‘rinadiki, berilgan Jx) funksiyaning biror boshlang‘i‘:h
funksiyasini va uning aniqmas integralini topish masalalari deyarli pir xil
masalalardir. Shu sababli f{x) funksiyaning boshlangich funksiyasini topishﬂi hamt,
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anj i - A _ . L 3
amas integralini topishni ham i funksivani integrallash deb ataymiz,

Inte e . ;
grallash dn"icrcnsm!lashgu nisbatan teskari amaldir.

Integrallagh amalining to'g'ri bajarilganligini tekshirish uchun olingan
hatijani differens;; ot | o .

Jani differensial|ash vetarli: differensiallash natijasida integral ostidagi funksiya
hosil boligh; lozim,

Masalan, j;'C"u{\" X+ 0
v
ekanligip;
[ o .. o
gini tekshirish uchun i S
te[]nﬁ- ® | S o
. S kmng o'ng tomonidagi S =] \\
res N ‘/ )
u“kSl)'adun B, i N~ —
. hosila olamiz:
+Q . % L — T
=3; 5 = : T )
t Y. demak, integrallash - \‘“
0' 2 ri hatn = 1
&1 bajarilgan, \:) ? : :
Ge - y L 4=
ometrik nuqtai nazardan bu e ~T \
Corcm | & \
2 f1%) funksivan: - L ’
: ftx) funksiy aning anigmas e
Mtegralj -

%)+ C bir parametrli 58-rasm

‘:(gu chiziglgy oilasini ifodalaydi (C-parametr). Bu egri chiziglar oilasi quyidagi
uo-ssaga cga: egrj chiziglarga abssissasi x=xp bo‘lgan nuqtasida o‘tkazilgan
"malar bir-biriga parallel boladi (58-rasm).
bi F09+ C egri chiziglar oilasi inregral egri chiziglar deb ataladi. Ular bir-birlari
‘ ilan Kesishmaydi, biri-biriga urinmaydi. Tekislikning har bir nuqtasidan fagat bitta
Ntegry) chiziq o‘tadi. Barcha integral chiziqlar biri ikkinchisidan Oy o*qiga parallel
ko' chirish natijasida hosil bo*ladi.

9.4-misol. Abssissasi x bo‘lgan nuqtasida o‘tkazilgan urinmasining burchak
koefﬁlSienﬂ k=x° formula bilan ifodalanadigan va (2:3) nuqtadan o‘tuvchi egri
chizign; toping.

Yechish. Ma’lumki, y'=k=x’, bu shartni qanoatlantiruvehi y funksiyaning
4
x .
T . 3 s s s fodaga ega
Umumiy ifodasi y= J’ dv bo‘ladi. Bu integralni hisoblab ¥ 3 + C ifodaga cg

tadi i siya
bo'lamiz. Izlanayotgan egri chiziq (2;3) nugtadan o tadi. Shu sababli funksiy

i : " ning li qiymatini
ifodasiga berilgan nuqta koordinatalarini qoTyamiz va C ning kerakli qiy

tJ
&)
w



: sgri chiziq
i , L izlanavotgan €grl
topamiz. Natijada 5~ « (. ¢ 1 hosil borladi. Demak, izlanayots

: v
tenglamasi v + ] ckan

fix)
: ; andﬂ}f
s 1i 44 berilean har 4
Endi quyidagi savolga javob 1zlaymiz: biror oraliqda bertlg
funksiyaning boshlang-ich funksivasi mavjudmt. b -],1\'crrﬂa}'dl

o ; o'ld
o . vas) maviu
Har qanday funksivaning ham boshlang ich funksiyasi mav]

(36-masala). lckin quyidagi teorema o'rinli. holda uning
. . P .iz bo'lsa. U
9.5-teorema. Agar f(x) funksiya biror oraliqda uslukstz

boshlang*ich funksivasi mavjud bo*ladi. hobda uzluksﬂ
) g s - hahli bu DO
Bu tecoremaning isboti kelgusida ko'rsatiladi. shu sabal

qun
an funksiyalar ucl

- . . . - . R n o 0'[2
funksiyalarni integrallash haqida gapiriladi. Uzilishga cgd bo’lg 1
; qaraladl
i " i y Lo alier]= hun ¢ ara
integrallash masalasi uning u yoki bu uzluksizlik oraliglari ucl :

ciyd
pu funkst?

Silichea ega
Masalan, f(x) = L funksiya x = 0 nuqtada uzilishga €2
x
(0; +) va (—0;0) oraliglarda uzluksiz. Birinchi oraliqda
formula orinli. Ammo ikkinchi oraliq uchun bu formula ma’noga €& fI g
, . o Lich givin emast )y
bu oraliqda quyidagi formula o*rinli bo*lisini tekshirib ko rish qiyin ¢t *
In(—x) + C =
kin: f’l—dx .
Bu ikki formulani quyidagicha umumlashtirib yozish mum=T &%
In|x| + C.

2-§. Anigmas integralning sodda xossalari

. . : idagl
9.6-xossa. Aniqmas integralning differensiali (hosilasi) integral %

ifodaga (funksiyaga) teng:
d [ fxyee <fx)dx (([ f(x)dx) =ftx).
Isbot. ¢ Ta’rifga ko‘ra

d [ fe)dx = d(FG) +€) = dF(X) = F'(x)dx = f(x)dx. o
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7-xossa. Biror funksiva differensialining anigmas integrali shu funksiya
bilan o7, _—
0"zgarmas son vigrindisiga teng: [ dF(x) = F(x) + C.

Isbot. O [ dF(yy = JF'()dx = F(x) +C o

§ii. ‘ ) ) . . . . .

| X0ssa. Agar f(x) ning boshlang ich funksivasi mavjud bo'lsa. u holda

IXtiyoriy =
yory k (k = 0) son uchun

_'l-/\:ﬁ.\')dr 'k!f(.\')ui\'
bo'ladi, ya*p; 0'z

(h
garmas ko*paytuvchini integral belgisi oldiga chiqarish mumkin.
Ish A .

Ot. 0 {fix)dy- 1 X)- " bo'lsin. U holda

k[f(x):t'c kOF(x)- C)=kiix) - kO

” (2)
Oladi. (kfry)) -

i kF (x)- kfix) va kC ixtivoriy o'zearmas son bo'lganligi uchun
'(.Y)—k(‘i- : N - ) - . ..
- oda kffx) funksiyaning barcha boshlang'ich funksiyalarini beradi, ya'ni

) Iftxyde= kFgx)- ke
0*ladj 5
" (2)va (3) dan (1) kelib chiqadi. ¢

9.9, o 5
Zoh. k=0 bo'lganda (1) tenglik o'rinli emas. Haqiqatan ham. bu

tenglikm |

Mg chap tomoni f0fix)dx- [0dx— ., ¢ ~ixtiyoriy o' zgarmas son. 0°'ng tomoni

e | |
SR 0[f(x) iy 0-(Ftx)-C)-0.

9.10-

izoh, Integrallarni topishda AC yozilmaydi. Uning o'riga C yoziladi,
Chunki ixti

. Yoriy o'zgarmas sonni yozish usuli muhim emas. Bunda o°zgarmas
h Shiluvchimng ixtiyoriy giymat qabul gila olishi muhim hisoblanadi.
g Cixtiyoriy o*zgarmas son bo'lsa, u holda C*. 4C - ixtiyoriy o°zgarmas
o bo'ladi Lekin €2, sinC - ixtiyoriy o‘zgarmas son emas, chunki 20, [sinCI=1.
%-1-xossa. Agar f{x) va g(x) larning boshlang’ich funksiyalari mavjud bo‘l-sa,
* holdg j(f(x) + g(x))dx = [ f(x)dx x [ g(x)dx bo'ladi, ya'ni ikkita funksiya
“lecbrai vig'indisining integrali aniqmas integrallar algebraik yig'indisiga teng:
Isbot. 0 Aytaylik, F(x) va G(x) lar mos ravishda f(x) va g(x) larning
boshlangjcp funksiyalari bo‘lsin. U holda J f(x)dx + [ g(x)ax = FE+G)
GG+ €)= (RO + 60 + (62 £ C2)
Ammo, F(x) + G(x) funksiya f(x) £ g(x) ning
chunki. (7 (x) + G (o))’ = F/(x) £ 6'6) = f@ £9C) G
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boshlang‘ich funksiyasi,

+ C, esa — ixtiyofi)’



. n
ikkita o'zgarmas sonlarning algebraik yig'indisi- yana ixtiyorty oizgarmes. 58
bo*ladi. ’ ’
Shu sababli (F(x) + G(x)) + (€, * Cz) ifoda f(x)+9(x) n'“g. b:rCha
boshlang‘ich funksiyalarini beradi, ya'ni J(f(x) £ g(x))dx gateng be l.ad]é ming
Bu xossani chekli sondagi funksiyalar uchun ham isbotlash mumkin. BUETES
uchun matematik induksiyva metodidan foydalanish yetarli (9-34-masala)
9.12-izoh. Integrallarni topishda ( ;#(; o'rniga € yoziladi.
Masalan, I(cosx +3x7 ) = _[C"*‘ vy + J-S“A‘tx sl 4 s cofsa, U
9.13-xo0ssa. Agar F(x) funksiva f(x) ning boshlang'ich funksiyasi bo 1St
holda [ f(ax + b)dx = ];F(ax +b)+C, (a#0)tenglik orinli bo*ladi.

aoi siyagd
5 e agi funkst)
Isbot. O Tenglikning o'ng tomonining hosilasi integral ostidag

S S(ax T
: : L (ax + b)) =2 (F
teng ekanligini ko‘rsatish yetarli. Haqigatan ham, ;1~(ax a

b)) = f(ax + b).e

: !ash
. . . . .. mteﬂrﬂl
9.14-xossa. (integrallash formulasining invariantligi). Agar 2

. istalgal
H : . .. " g 1S
formulasida integrallash  o‘zgaruvchisini  shu  o‘zgaruvchining

ning Sll{lk
differensiallanuvchi funksiyasi bilan almashtirsak integrallash formulasinine

w ning
o'zgarmaydi, ya'ni agar [foax=F(xy+c va u funksiya ¥

differensiallanuvchi funksiyasi bo*lsa. u holda J.f(u)du = Fu)y+C bo*ladi.

o - asidan
Isbot. ¢ Birinchi tartibli differensialning  invariantlik form

- Mapuveh
foydalanamiz. Bunga ko‘ra, agar dF(x)=F'(x)dx va u-u(x) differensiallantt

. teanligin
funksiya bo'lsa, u holda dF(u)=F"(udu bo*ladi. jf(u)du= Fu)y+C ekanlig

; : . —_—_ . 1 plamiz:
isbotlaymiz. Buning uchun so*ngj tenglikning ikkala tomonidan differensial olam

([ S Godu) = S, dCUF () + C) ~F Gy = £y,

Bu differensiallarning tengligidan 9.14

. - Lelib
— xossaning  o‘rinli ekanlig! keli
chigadi.¢
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3-§. Asosiy integrallar jadvali

Yuqorida isbotlang
tegral|ar Jadvali
aniqlayd;.

an aniqmas integralning sodda xossalari va anigmas

birgalikda
lntegrallash am
$ababli, quyidg Keltiriladig

o

integrallarni  hisoblashning  asosiy  goidalarini

ali ditferensiallash amaliga teskart amal boslganligi

s an formulalarnine ko pehiligini hosilalar jadvalidan hosil
Qilish Mumkip
Qu"id Iy i 1 . .. . . . . r
int A SRS aniqmas integrallar jadvalini keltiramiz. Bunda har bir formula
€8ral ostidqpi . ) :
dagi ﬁlnks‘)“l'«\mmg aniglanish sohasida qaraladi.

l_ & .rucl i\‘
j" W e o o ~1; 2. [(‘: In|x|+C, x=0;
[CERN | Sy
3. a‘dy - 4 .
'[ c 'm*'( s a=0, a+1: jt"(f.\' =" 06
4_ [ (-i\' _ . x
j-l_::l_ sarcgx + —d\——: = lurc'!ls: —+ ', a=0;
i TXT AT ua a
3; dx . )
-[-_]_J‘\‘? =arcsinx + (7 j—-“ = arcsin = +C (| xl<le])s
=X — &
6. =g;\.‘__ 5 dx
jaSzx_—fgx+c; 7

= —C'fg.\' +C ;
TSIt x

8 (e ) o

Imsxd"' =sinx+ O, 9. Isinxdx=—cosx+C:

10, .[chxdr:shw- C: 1. J shydy =chx +C
W f2e . de
.[Ch:_\_—tln +C; 13. jsh:x_—alu+( H
. I_Td-‘t—"=ilna+x 0 03
@-x* 2a |la-x

' j‘:i‘—\/%;ﬂn\xh}xz ia=|+c,(|x|>!,an.
2 -a

to
I~
=l




4-§. Integrallash usullari

advaldag!

) _— idaei ifodant ]
4.1. Bevosita integrallash usuli. Bu usul integral ostidag | CS'!I-lfidﬂ"
- . {QS5dle
. . 4 anigqmas integral X
biror integral ostidagi ifoda ko*rinishiga keltirish va anigmas
foydalanishga asoslangan. )

2ydx; ©
g i toping: a) [ 2%% - 3¥dx; b) Jt9°%
9.15-misol. Quyidagi integrallarni toping: a) 5

2

] (sm'—i - C”SE) dx; d) [ cos2xdx.

Yechish. a) [27- 3 et = [(27:3) v = [

|3
~
~
-

b) [!.:_:'k vedx J'jﬂi—); cdx J s

5 . X
COs” X j e el = Iu{\' =
RS -
- Cos™ X

COs™ ¥ cos™ X

P

( . X x Y y H . X Saiis X sz X cns‘:i )h':
= < —_——COS — e SIn” — — 2« — S e - 9
c) _[\ sin - —cos S &= = > 5 2

\

I(l —sinx)dx =x + cosx + ("

] [ | ooopy, bO09
s SIN 22X 7 '
d) jcos 2xelx :jcos 2x- ;}d(l.\‘) = '[COS(-z«")d( 2x) = 2 >

integrallash formulasining invariantligi xossasidan foydalanil

i hisoblf"‘h

. [ 7oy g inteoraln
4.2. O‘zgaruvchini almashtirish usuli. Ushbu |fix)dy integ junda?

talab qilinsin. Integralda o‘zgaruvchini almashtirish usulining mohiyatl s]'ﬂida
iboratki, unda integrallash o‘zgaruvchisi x ni biror x— ¢¢) formula yordﬁ'esmri
o‘zgaruvchi bilan almashtiriladi. Bunda @'(1) uzluksiz va x=@(1) £a nisbatan !
funksiya r= ¢! (x) mavjud deb faraz qilinadi. Endi

x=@ (1), dx=@'(1)dt
ifodalarni .l‘f(x)d\' ga qo‘yamiz:

a1 om)e war 3y
Bu yerda ¢(#) ni shunday tanlash kerakki, o‘'ng tomondagi integral Soddaroq

dv i ‘Isa,
bo‘lsin. Agar fip(t) e (t) funksiyaning boshlangich funksiyalaridan biri / (1) bo

lfwae= [ fow) e @d=F)+ C=Fo' )+ ¢
kelib chigadi.

I. ':-_'--—-.-.p,‘ i

”
(3) formula anigm

as integralda o=y
atalad;,

cgaruvchini almashtivish formulasi deb

Ba'zj hollarda ¥

angi o*zgaruvchini
holl Cn]as_

t ov tormula orgali Kirttish foydadan

oo ni hisoblang.
o £

9.16-misq|. [ dx

\.chi' | L. > N
2 B, eul=p almashtirish Kiritamiz. U holda ¢* 71, v In(F - 1. dv
2t
Ad y I 2d -
!".4_1 "aj.,_,“' ——-[_('f B . S k e “ladi
- == | = searctgt + C = 2arctgNe’ =1+ C boladi.
\,I:"‘: -+ = b

9.17-mj
ti~mig e §

sol. _[Mni Ycosxdy ni hisoblang.
Yechish_ !

S dr- cosxdx almashtirishni kiritamiz. Bu holda
ISin!x'COS o X r 1 ' .
s [’ di=—+( = —sin'x+C bo'ladi.
Otz i 4 4
garuvehin: . ) . _ '
i50b]y ] chini almashtirish  usulidan fovdalanib  anigmas  integralni
Shda :
s almashyipict . . . ] ) ) o
'“tegral . "ashtirishn; Qo'lay tanlab olish muhim hisoblanadi. Ixtivoriy
M hig
ob ; v s B e . N i
Bung, lashda o Zgaruvchini almashtirishning umumiy qoidasi yo'q.
¥ qudalaTni b

a°z1 funksiyalar (trigonometrik. irratsional va boshq.) sinflari

Kin,
hOllarda

hu g,
un keltlrish mum

differe _ integrallarni  hisoblashda integral ostidagi  funksiyani

n d -

ta'y Slalbelgm Ostiga “kiritish™
Plﬁga B &

s

Otispy (hosj|

ay‘iladi_

usulidan foydalanadi. Funksiya differensialining
0 (x)dy

“d((x)). Bu tenglikning chap tomonidan o'ng tomeniga
Qilish) o) K S . L o i g
) ®'(x) ko Paytuvchini differensial belgisi ostiga “kiritish™ deb

Yayljk
ik > Ushby J‘f‘(qj(x))fﬂ‘(,\?)
sy Uin
SO‘ngra q)(_\‘):

dv Ko'rinishdagi integralni hisoblash talab
egralda ¢(y) |

O’paytuvchini differensial belgisi ostiga kiritamiz va
1 - .
[5¢ * Almashtirish bajaramiz. U holda quyidagi
D)) e
P .[f(q’(-"))d(ﬂﬂ(-\')) = J-f(u)du 5

g.la-mis()l' [: ‘\-\/‘\

3 -~
1+ %% xe integralni hisoblang.

2a ega bo'lamiz:




Yechish. xids | d(] + .\‘:j ckanligidan [‘Uydnlanzuniz. u helda
25

| ) ja Lu® ;Em&(
/= l_[(l +x)d(l+ xS+ x =ul= ﬂ‘““m ST
2

&y 2 4 8
3
bo‘ladi.
9.19-misol. / |' _sin xdx integralni hisoblang.
Y4+ 3cosx
i emas:
R RPN alyin
Yechish. sinxdx= —ld(Ll +3cosx) ckanligini ko'rish  anl

3
4+3cosx u deb belgilaymiz. Natijada
I=

I 1 ] !

1 ) sp ! g —Zur+C=-
—SI(4+3L05x) d(4 + 3cosx) --—;J-u elu - 3”

SRR ]

hosil bo*ladi.

'(x)
- ‘ holda ¢

Agar integral ostidagi funksiva ¢'(x)/¢fx) ko‘rinishda bo |sa, u iga
o qvaldagl iNtEETEE

ko*paytuvchini differensial belgisi ostiga kiritish orgali uni jadvaldag! il

keltirish mumkin:

J_(p'(x)d\‘ _ J d(p(x)) =1In l‘f’(x) [ +C .

p(x) p(x)
Masalan,
inxd . } x|+C-
]‘t,gxdx= ‘[S"u " = —I d{oasx) =su=cosx|= —I@ =—In|u|+C=-In | cof* |
cosx cosx u

. . asining
4.3. Bo‘laklab integrallash usuli. Bu usul ikki funksiya ko paytmas

cjyalar

differensiali formulasidan kelib chiqadi. Ma’lumki, agar u(x) va v(x) funksty
: — dfuv)”
differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsa, u holda d(iv)=udv+vdu yoki udv=d(t 4

vdu bo'ladi. Bu tenglikni ikkala tomonini integrallasak,
!udv= jd(uv)— [vdu, yoki

| udv=uv - Ivdu (4)

formula hosil bo'ladi. Bu formula bo'laklab integrallash formulasi deyiladi. Bu

me] ; . ' Y " : - achos:
Ua yordamida |wdv ni hisoblash boshqa, |vdu integralni. hisoblashga

Keltirilag; - f i , sl
filadi. Bu formuladan | ue ga nisbatan | vdu integralni hisoblash oson botlganda
foydalanilag;

9.20-misol. ixcosvdx nj hisoblaneg.

Yedkier, . Xodu x.v sinx. dv o cosvdx belgilashlarni kiritamiz. U holda
jx-cos xdy = '[u(h' )

bo*ladj.

A = {"ciu vosiny — | sinvdv o wsina o cos X ¢

9-21-misol. | vy nj hisoblang.

dx s s T )
Iy, duy —= vox, v dv almashtirishni kiritamiz. U holda,
e

YQthSh. u

Iln Xy = _\-m‘h’ =x-lnxy-— [\ Ff{\. —v-lnx—x+C bo'ladi
J ¥

Endi : suli bilan
Endi amaliyotda tez-tez uchrab turadigan va bo*laklab integrallash usuli b
hig N
ob| S L .
nadigan integrallar tiplarini keltiramiz. .
{2 i integrallar, bu
i j!f,(_\-)c’“d\-, j-f’ (x)sin Axdx, [ﬁ,(.\‘)cusk.\'tb‘ ko‘rinishdagi 1nteg
Yerda p

o i hisoblash uchun
n(X) < — darajali ko-phad. k — biror son. Bu integrallarni hisc
E[:[)

"(x) deb olish va (4) formulani  marta qo-llash yetarli.
 vrdy x)arctgxdy,
2, I P(x)In Xelx, j P, (x)arcsin xdx, I[:(_\-)arccob xdx, J- P(x)a

5] -n — d‘il.l'flja]i
IP»(-\')GI'CC!gxdx ko'rinishdagi integrallar, bu yerda Pn(x)

o - ‘daci ko‘payuvchi
Ko Phad. By integrallarni bo*laklab integrallash uchun Pn(x) oldidagi ko pay
funksi}’ani  deb olish lozim.

iqiv sonlar. Bu
% jc‘“" cos bxdx _[c"" cosbxdy. bu yerda a va & lar hagiqly

; e : di.
Ntegrallar ikki marta bo‘laklab imegrallash usuli bilan hisoblana

9.22-misol. [arcsinxdx integralni hisoblang.

= _ aresiny deb olamiz.
Yechish. Bu integral 2-tipga Kiradi, bunda Po(x)=1 va # are

U holda



v

|t = arcsin x. i = ——— xcdx
Jarcsinxdr ‘ =2

2= xyarcsiny - [r“"
‘ o TN l-x
dv = v,

=X

= xarcsin x + l—[ 1-x%) 2d(1-x") =

xarcsinx + \/I'—T +C bo'ladi.

; . X ; £ 8
9.23-misol. Ie Cns;cir integralni hisoblang.

., oldidagi

. . . fatidd - ning
Yechish. Bu integral 3-tipga mansub. sifatida dx

allashni
chida

¢ integr
ko®paytuvchilardan ixtiyoriy birini olamiz va ikki marta bo’ laklab
i B . y lﬂ! 0'Z ic
bajaramiz. Ikkinchi marta integrallaganimizda avval berilgan integrd

; , . - fopamiz:
saqlaydigan tenglikka ega bo*lamiz. Bu tenglikdan berilgan integralni top

X u=e", du = —e "dv bt B
-r p =
Ie cos;dx-— |=2¢" 5105
< dv = L.os—dx V= jc..ns;)—d(——) Zsin—
| u= e, du = —¢ “dx % . osﬁ"'
+2J-e sin ™ ddy = | =dp NS4 €55

X
ldv =sin = d.\ v=—2Cc0s— =
3 2

- - ;(h-
cr o X o[- & . X e X J’; oS
'4,[6 COSEd’C, va'ni Je ‘cosac.{r;Ze"sm;—éle cos7 - 4])¢ 2

-

bundansje cos— cbc 26'51n§—4e COS—,yOl\l

-x i . . i X
Ie coszdr—g(e smE—Ze cos—).

Mashq va masalalar

Bevosita integrallash usulidan foydalanib integrallang (1-6):
x*4+x2-6
9-1. [T gy, 9-2. f(i_ﬂh_ 3 )dx.

x Va3 x247
9-3. [ x(x? + 1)dx.

X
(x3+2)2
%5 f_JE_dx' 9'6-f(4sinx+8x3 e )dx.
cos?x
Integrallarni hisoblang” (7-14):

234

P -

9-7. f sin® 3x dx. 9-8. J cos*8x dx.

99. [ tg*xdx. 0-10. [ T2 dx.

11 [(3tgx — 2etgx)idx. 942, L\:f‘— dx.

9_[3. COS 2x dx sin 2x
e v O-14 [

0z
“garuvehini almashtirish usulidan fovdalanib integrallang (15-22):

Q'IS-I mdx

dx
(3x+2)°

9-18. [ e*" - x?dx.

9-16.f
17, [ sindxcos x dx.

9-19_;‘_'53

sinx dx
Q.0
4 0 J-(_us.\d-l
[V ’)] X dx -arctgx dx
i —
Jl.1~‘+1 ()..____.J

x2+1

BO . % i 3 s -~ Q)
laklab integrallash usulidan fovdalanib integrallang (23-28):

9-23

3. [ xsinxdx. 024, f(2x — 1)+ ¥ dx.

9-25. Inxdx

Jloags,

927.f In? x dx,

Integrallarm; hisoblang (9-34):

999 B

9-26. [ x=2*dx:

9-28. [ x arctgx dx.

9-30. [ arctgvxdx.

in‘xdx
9.3 dx e Lo —_—
S1. ISlnx' 9-32. f.r- 3-Inx

3x+5 Sll‘l( )dx
_______

arctg :
9-33 [ €27t~ +ax
1+x2

" 9-34.f

; anib, chekli
9-34. 9.11-xossani matematik induksiva metodidan foydalani

Onhdagi integrallanuvchi funksiyalar uchun isbotlang.

raligda f'(x)
9435, Duibu tespemasing isbollans: Ager f(x) funksiya biror oraliq

. — b nuqtalarda (@) =
hOSilaga ega borlib, shu oraliqqa tegishli bo® lgan x = @, X = b nuq

B sonlar orasidagi
A#B= f'(b) bo'lsa, u holda bu oraliqda £'(x) funksiya 4 va
barchg qiymatlarni qabul giladi, ya'ni 4 va B sonlar o uqta topilib F=C
i i n >
soni uchun (a,b) intervalga tegishli bo‘lgan kamida bitta ¢
bo*ladi.

rasidan olingan har qanday C
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| agar p<x< 1,
9-36. Darbu teoremasidan foydalanib. flx) = [ 2, agar =77
) ) o clieini isbotlang.
funksivaning [0;2] da boshlang-ich funksiyaga cga emasligint : cunksiyast
’ . . ane (v‘iC] ’
9-37. Aytaylik. F(x) funksiya f(x) funksiyanng bsitiang funksiya
ey ggar £(41 100
bo*lsin. Quyidagi tasdiglarni isbotlang yokKi rad eting: @) ag ll holda F(x)
_ - iva bo'lsa, U
bo*lsa, u holda F(x) - toq funksiya: by agar f (x) juft funksiy F) davriy
: s fa F B
— juft funksiya; ¢) a) agar f(x) davriy funksiva bo'lsa. U holc
funksiya. T
’ : hlane'ich funksi¥e
9-38. Uzilishga ega, lekin sonlar o*qida uzluksiz boshlang’1€
mavjud bo'lgan funksiyaga misol keltiring.

. & 'IIL
. s et iiopingi 8l
9-39. Quyidagi funksiyalarning boshlangich funksiyalarini 0P

- d)
xER; Y|l —x|+|1+x| x€R; o) (2x = 3)lx =21 0 8
max(1,x%),x € R.

5-§. Ratsional funksiyalarni integrallash

r
};asrlﬂ
atsional
5.1. Sodda ratsional kasrlar va ularni integrallash. Sodda ré

larn
) : funksiyd
deb nomlanadigan kasrlar asosan to‘rt xil bo‘ladi Ratsiona! babl
it sa
integrallash shu to‘rt xil sodda kasrlarni integrallashga keltiriladi. Shu

hi
' o ko rinis
to‘rt xil kasrni integrallash masalasi alohida ahamiyat kasb etadi. Ularning
quyidagicha:

% 4 Mc+ N Mx+ N
X=a (x-—aY x4+ px+gq (x +p,\+q)k

_4g<0 deP
bunda 4, M, N, a, p va g lar haqiqiy sonlar, &>lnatural son va r 44
hisoblanadi.

Endi yuqoridagi kasrlarni integrallash masalasiga o‘tamiz

a)

—a ni integrallash quyidagicha amalga oshiriladi

P a) =Aln|x-a|+C.
X—d ==

Q. _
(-\’—a)" nintegrallavimiz (A -1
[ ddy .
.m:-'”fﬁf-m;d(\'-‘u :_(\ a)’ e A )
R il (V=&Y x—a)
c) Mx 4+ N
jx‘ dy i

+ P\‘ -4 q

integrallash — (p-
di
ferensialin; ajrati

g 0 suratida mahrapning
b : -
olish va mahrajini kvadratlar vie

Jadvalg shindisiga helurish orgah
"8l integrallarga kel

:}_f}{\f’\_i e \ d(x* s pyagy o (2x s pda TP .
Px +g !A\h— P \2! (s ) &5 % \;,‘l ey ML
+[N‘£I‘[)‘\J 1r._h - M : \Ip\- dix+ pl/2)
M 2l g T M L'\ LT T h s g
:I‘El”("'l*!’-“*q)wk;;l&’ 1 2—'“*!’

= \ ——'_.\(If‘_[l . : + (.
d ‘ - Jq—;' 4 Jdg-p°
) J\{sc+ N
4

(x* “

a_] aramiz

FP==

k
* x4 g)f (k=1) sodda kasrni integrallash uchun x- p/2-: almashtirish

bundan g s
e dz, - q=(x-p2)-g-p’4-2~a’ buyerdaa’ g-p° 4 U

M
i_“?‘i)iiiv___ . zdz 2N —Mp dz Mp
O 4 g =M —— 4 = 5 - 2 Pl i S
7 R = J (:? LA )" 2 *
boty, g
adi, Ravghank". ] = zd= 1 C
o= = — = —= +C.
(:' + a‘)k 2(1 —k)(:’ +a‘) ‘
Demak
J’k: f Z

_(_E—;T integralni hisoblash kifoya bo*ladi.
T+ a-

[§]
a
~l



I N
L ; | | =ds B Bu
s ol ped s | ; - e | -,"I"';'k
i dz = lll_ “ i = — == LR S +a’)
2 ) 2 ¥ 2 s 4 a’ (= +~d )
(:' +d ) a (: +d )
il § dz I, ekanligini ¢ tiborga olsak.
(2 d’)
[z | z°dz 5
1= i ;T 3 ]-1'*'7—'-’ J )
(::+u')' a (z" +a’)
bo‘ladi.
Endi | ——— ni bo'laklab integrallaymiz.
' +ay
22 u =z, gl
zdz ) |
(‘- +a ) C["‘(zz +“1)1-' v 2(1(/‘)(: +at)
. Ly
z 1 dz ~ e I il 5(’1':6 '
20-k)2* +a) 21-k) (2 + Y 20—k)zT+a’)
So‘ngi topilgan ifodani (5) formulaga qo*yamiz, natijada
| - Lz[i—a,k_l _ : ] ©)
| a \ 2k-2 20— k)z" +a’) 7
“ 4g-F
2x+pP 4 a= e
(6) rekurrent formula deb ataladi. z= 3 -
; almashtirishlarga qaytib, izlanayotgan integralni topamiz.
; ida
| dz 1 z ordarm!
Iy = j Pagd Zarctg;JrC bilgan holda (6) formula ¥

, = jm integralni hisoblash mumkin. Hagqiqatan ham,

fo o Lifr o &
(Z2+a*)Y a*\ 2722+ 4 2(z* +a%) 2

1 z
= oaita ahy  ag e _+C.
2a°(z" +a”) 2a a

Shunday qilib. biz barcha sodda kasrlarn imtegrallash formulalarini hosil
qildik,

52, Ratsional funksivalarni inteerallash. Integralni hisoblash uchun
u iy
Mumiy usyljar bo*lmag

O'rganilgap

ani uchun ayrim tunksivalar sinflarini integrallash vorllan
Hozir biz ana shunday funksivalar sinflaridan biri bilan =
chlqamiz.

.\'la‘ ) | | > - et .
lumki. RafX) - T R o, ko phad butun ratsional funksiva,
P X o n-|
BLQ =&* tax" +..va x+da ( 0. b, 20)

= omsl ) Ky = M K =
Y, (x) b x byt w 4 b, x+b,

53 ;
kasr ratsional funksival

u ar deb ataladi. Butun va kasr ratsional funksiyalar
Mum, :
AN ratsiong| funksiyal

quyi ar deb avtiladi. Butun ratsional funksiyani integrallash
Yidagich, bajarilagi-

IR, (o) | ' | |
{” {.\)d_\' !l(;“_\'”(i\'- .l‘”-\_,l.,‘n({'\_' . !du—!-“i\-. !f:r:(f_\'-

~0_ 1, @ '

L] :

X N
o R = 2 e i O
1

Endj i ! ‘ "
di Kasr ratsional funksiyalarni integrallash masalasiga o’tamiz.

bShbuﬁ_\-)- i kasr ratsional funksiya berilgan bo*lsin.
Q. (x)

-‘\gar n-

4 e AY g kasr

“m bo'lsa, u holda f(x) - to‘e'ri, n>m bo‘lsa, fix) - noto'g'ri

Tatsig .
nal funksiya deyiladi.
3

A . x*+3 x +x+5
Masalan. e , 1 - to*e‘ri kasr ratsional funksiyalar; A
X741 X i d |

" Notg g s ; i e
lo'gr kasr ratsional funksiyalar bo-ladi.

To'gri ratsional kasrni integrallashni o'rganamiz.
L(

: 5 (n<n1) to* g'ri ratsional kasr berilgan bo*lsin. Uni chekli sondagi sodda
(x)

=m

P.(x)
. . 3 <i dda _"._
Fatsional Kasrlarning yig*indisi ko‘rinishda ifodalash mumkin. Shu magsa Q,(x)
kasrn'mg mahrajini chizigli va kvadrat ko‘paytuvchilarga ajratish lozim, buning
uchun Q,(x)=0, ya'ni

)
w
o

P i ‘;i
-
il P g



o™ b b0 (7)
(x)=0 tenglama

tenglamani yechish kerak. Algebraning asosty teoremasiga kora & dda
? (s0

o oy B ildizlar hagiqry
karrali ildizlarini hisobga olganda m ta ildizga cga bo'ladi. Build

yoki karrali) va kompleks (sodda yoki karrali) bo-lishi mumkin. " il
. . - karrall I
Ma’lumki, agar x « garalayotgan Omlx) ko-phadning sodda (4

1 DL ‘linadi va
bo'Isa, u holda (nfx) ko'phad x-cr ((x-ct)*) ga qoldigsts borlinadi

(_)m(.\'} (.\"(Z)(_)rn..f(-t) fg)ﬂlﬁrj (I'a}kc_)’"""("'})

tenglik o‘rinli bo*ladi.

o'lsa, U hold?

: . ildizi b
Agar = u- iv kompleks son Unmfx) ko*phadning sodda ez 5 po-ladi-

o Lk ne lldl

unga qo‘shma bo‘lgan Z ~u-iv kompleks son ham Omfx) ko phadning -
_ . imadi rda P77

Bu holda ko‘phad (x-z)(x-Z ) x*- px- q ga qoldigsiz bo linadi, bu y¢€ . 1

) ko'rinis

Z ) -2u, gq=zZ =V, pd-g-0 va uni Unmlx) (- px- ) Om 205 o
| ] i ildiz! g
ifodalash mumkin. Shunga o‘xshash, agar = kompleks son s eerall
holda Qufx)= ( x>+ px+g)*Om.2«(x) tenglik o'rinli bo‘ladi. .
leks jldizlar! toplle

Faraz gilaylik, (7) tenglamaning barcha haqiqgiy va komp (lare?

: 10t DE rtl]VCh
bo‘lsin. U holda Onfx) ko‘phadni chizigli va kvadrat uchhadli ko'pay
ajratish mumkin: )"

i 2y ,_\H"]r
Oml(x)= b(x—a)(x—pF)" Ax=p)i(xt s px+g)” (7 + px+4:) AP

bu yerda k;+ ky+ ..o ke 255+ 252+ .25, m.

. kasrlar
Algebra kursida LX) to'g'ri ratsional kasr elementar (sodda)
(x)

yig‘indisi shaklida yozilishi ko‘rsatiladi:

P(x) A A, A B B B, ..
= + < b + 1 1 2 i __——-"';'
0.0 x-a G-ay T ey 2B G-py T G-B

Ms_t'i'Ns, +,..+
F—
(x* + px+d)

N

. L
foo +——L*—2+...+ Bt ZM'x+N1 +
x—y (x—=p) (x=p)" x"+px+gq,
Ux+V, U, x+V,
- +ot - -
X'+ px+q,

(x*+ p,x+gq,)"’ (8)

240

=———— — _ e
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i

Il ’ 5 =
2V, - noma’lum koeffitsientlar.

\; . 2 ) . . . Eeg P
uqoridagi formulani koeffitsientlarni topmagan holda bir necha misollarda
ko'rsatamiz:

”__xlz_i“ ¥ 42 A Bl +D’Y+E'
(I- _1)(\# +1) (-\‘_ l)(x: +.\_+1](.\_: iy 1) - .‘___l I: +.\~+l ,\‘: +1 -
B ted o4 B € =
GG T yea Ty-2 e -
3)
¥ ~2x+3 4 B C Dx+E  Fx+G +—£{—-

o2 ) . . -+ — +— =
(52 (x+5) x=1 (x=17 (x-1) x+2 +2)° x+2
(8) Yoyilmadagi koeffitsientlarni topish uchun noma lum  koeffiisientlar
metodi yolki [ "
yoki xususiy qivmatlar metodidan foydalaniladi.
P Noma’lum koeffitsientlar metodining mohiyati quyidagidan iborat. Aytaylik,
A{X) |
. | ! . ’ e dda
o T s () ko‘rinishdagi noma lum koeftitsientli so
Kasr ig'i ‘ | - '
lar yig«indis; shaklidagi yoyilmasi berilgan bo’lsin. Sodda kasrlarni On(x)
Umumis g1 yo} ' o ’ o
amiy mahrajea keltiramiz va suratda hosil bo‘lgan ko‘phadni Pa(x) 8
tenglashtiramiz.

Ma’lumki, ikkita ko*phad aynan teng bo*lishi uchun bu ko*phadlardagi x ning

TN . chsts q vetarli. Shuni
O xil darajalari oldidagi koeffitsientlarning teng bo lishi zarur va Y€t

: idagi x ning bir
hlsobga olgan holda hosil bo*lgan ayniyatning 0'ng va chap tomonidag 2

i . . : ‘daci noma’lum
Xl darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglashtiramiz 2 FIoAg

. S il gilamiz. Shu
kmefﬁlsiemlarga nisbatan m ta chizigli tenglamalar sistemasini hosil 4
Sistemani yechib, noma’lum koefﬁtsientlami topamiz.

. . o ing.
9.24-misol. Ushbu ratsional kasrni sodda kasrlarga yoying

X -

. . laga ko‘ra
Yechish, ¥3-8=(v-2)(x*+2x+4) bo*lganligi sababli (8) formulag

o o 4, BerC
— T 2 ’
P F DR re+d) x-2 ¥ rreEs
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Je o'ng tomonint
g o'ng

. S naliknit
bu yerda A, B va € lar noma’lum koeffitsientlar. Bu tenglikn

umumiy mahrajga keltiramiz, u holda

x* Alx* +2x+4) + (B.\‘_—-E;)[_f _,,2) ho'ladi. Bundan
x' -8 (x-2)(x%+2x+4)
A B H(2AC28)x 44220 - g C
=L I i tenelashtl LT A
Endi x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglash

larni topish uchun ushbu tenglamalar sistemasiga ega bolami

| 1=4+8, |
| 1 2 2
#*|0=244+C-2B}=> A==, B==, C=7=
0 . ] 3 = 2
x| 0=a44-20 |
Shunday qilib,
x’ 1 L 2x+1)

x*—8 3(x-2) 3x +2x+4)

' 'ﬂg'
o - . . kasrlarga Y0¥!
9.25-misol. Ushbu 77'\ +26x -9 l-atsiona] kasrni SOddd kaﬁrl’i g

x4+ 4x" +4x° -9
Yechish. Kasrning mahrajini ko*paytuvchilarga ajratamiz:
XA 439 =(x7 4 20 )29 = (x 2+ 2x-3 ) x3+ 20 +3) (- 1 )(x+3)(_r-’«1-f‘/..v:+3).
(8) formuladan foydalanib yoyilmani yozamiz:

7x? +26x-9 A B Cx+D
= + +— .
(x-D(x+3)(x* +2x+3) x—1 x+3 x*+2x+3

Tenglamaning Oing tomonini umumiy mahrajga keltiramiz_ J holda
7x* +26x-9
(x-D(x+3)(x* +2x+3)

_ A3 +2x43)+ Blx—1)(x* + 2x +3) + (Cx + D) + Hx =1
(x-D(x+3)(x* +2x +3)
bo‘ladi. Bu Kkasrlarning suratlarini

idagi
tenglashtiramiz so‘ngra X old

koeffitsientlarni tenglashtirib quyidagiga ega bo*lamiz:

5 O0=Ad+B+(, i

b]

x| T=54+B+2C + D, . -
! ’ i V=~ 4=1,B=1.C=-2.D=5.
X|26=94+B-3C+2D,)

0 1

X -9=94-3B8-3D,

Demak,

7x* +26x-9 1 —2x+3

(-D(x+3)(x® +2x+3) x-1 x+43 x +20+3
Noma'lum  koeffitsientlarni topishda x ning bir xil darajalari oldidagi
Koeffitsientlarni  solishtirish o'rniga v o‘zgaruvchiga bir nechta (noma’lum
koeffitsientlar soniga teng) qiymatlar berib, noma’lum koeffitsientlarga nisbatan
tenglamalar sistemasini hosil gilish mumkin. Bu metod xususiy givmailar metodi
deb Yuritiladi, Bu metod ayniqgsa LAY rarsional kasr mahraji ildizlari sodda va
’ 0..(x)

iai i i ‘lay
hadiqiy bo: Iganda qo*1 keladi. Bunda x ga shu ildizlarga teng Qi) matlar berish qo™1ay
bo‘ladi,

9.26-misol, 4"+ 1688 i odda kasrlarga ajrating.
3
x' —4x

Yechish. (8) formulaga ko‘ra

4x? p1ex_g Ax +16x-8 —i+ B N Cq_
—_ T T r— = —_— o
X' -4y x(x+2)(x-2) x X+ 2 x—2

: ; atlarini
. i celtiramiz va sur
i 4 P 1 I m rnahraJGa l\e
Ushbu tenglikning o‘ng tomoninl umumiy &

lenglashtil‘anﬁz:

4x+ 16_1-—8=A(.\-+2}(x—2)+B.\'(x'2)+Cx(x+2)' - Jaeini hosil gilamiz:
—~ givmatlar berib quy1das
X ga kgtn]a..ket _\—:0’ .‘-:_2 va x—2 quma

x=0|-8=-44) A=2,
Xm0 —24:88'}2{453:"3’
x=2 40=8C|J | C=5
Shunday qilib,

4 +16x—8 2 3 5

x(x+2)(x—2)_x x+2 x-2




- dalanish
Ba'zi hollarda yuqorida Ko rilgan ikkala metoddan birgalikda fo‘}dﬁlasmi
ham mumkin. va'ni noma’lum Koeffitsientlarga nisbatan tenglamalar Slsm;z:daai
hosil gilish uchun x ga bir gator xususiy iy matlar berish va x ning O
koeffitsientlarni tenglashtirish mumkin. o Ralsioﬂal
I-ndi ratsional kasr funksiyalarni integrallash goidasini keltiramiz:
kasrni integrallash uchun quyidagi ishlarni bajarish lozim:

o uni
e olda ul
) e 3 bo |sa, U h
1) agar garalayotgan L) ratsional kasr noto’g7r! (n2mm)

) (x)

; ; T e A ¢ alab olamiz:
ko'phad va to'g ri ratsional Kasr yig indisi ko rinishda ifodale

_j.:.'{x), R(x)+ /,)',(,A;)_, ki
,.(x) (J),.(x)

uni
P (x) ;  rore'ri (s < m) bo'lsd u holda
2) agar garalayotgan —=— ratsional kasr to’grl

O (x)

(8) formula yordamida sodda kasrlarga yoyy amiz;

.asrlal
ional Kas
o — a ratsion
3) ratsional kasr integralini uning butun qismi va sodde

: ‘mi-
: blaym

; T ’ o wa har bir i soralni h1SODH
integrallari yig-indisi ko‘rinishida yozib olamiz va har bir Integ

: casrmi
. o I A O ratsmnal ke
Noma'lum koeffitsientlarni topganimizdan keym ———

0,(x)

h
v o yrﬂ"ﬂs
) ) .rlarni int€8
integrallash masalasi yuqoridagi ayniyatda gatnashgan sodda kasr

masalasiga keltiriladi.

X +1 o
9.27-misol. | ————dx integralni hisoblang.
x(x—1Y)

. quyidag!
. . ! ; Uni qu!
Yechish. Integral ostidagi funksiya to'g-r kasrdan iborat.

ko‘rinishda yozib olamiz:

< +1 A B C D
—_.—.—BV:A -+ = + =
x(x=1) x x—-1 (x=1) (x-1
Bundan

o di
X%+ 1= A(x-1)*+ Bx(x-1)*+ Cx(x-1)+ Dx  kelib  chigad =0

c : : 3 i hosil
ozgaruvchiga 0, 1, 2 va -1 giymatlar berib, quyidagi tenglamalar sistemasin!
gilamiz:

‘ —A:L
D=2,
A+2B+2C+2D=9,

\-84-4B+2c-D=0.

Bundan .{--1, =2, (=1, D-2 ni topamiz.

3 . " . -

Demak,j:_]__d\::_[iil+3[_iil_+ _‘E‘_T+2| _” -
x(x =1y 1% et - Yx-D

:—l“lr\'l'fllnl,\'—ll——l——————l +C-

x=1 (x=17°

2 2, L4 R i .
9.28-misol. /= [" i ¥ =8 ¢ integralni hisoblang.
- x —4dx

"echi . T A totg'ri
Yechish. Inteeral ostidaei kasr-noto'g'ri Kasr. Uning butun va 5
i B
dismlarin; ajratib olamiz:

X +x*~8 o2 4x* +16x-8
— =4t —
(x=2)(x+2)

"

X —A4x

; ; . g 9.26-misol).
To'g'ri qismi 23 +16X-8 4 sodda kasrlarga ajratamt (qarang 9-26-miso)

x'=4x
Natijaga X +x* =8 _ 2, ap 234 2 tenglikka ega botlamz
X —4x y x+2 x-—=<
Bundan
=
3 E dx . & 5J__-_
2 3 x X 2| =-3 + 9
[(-"2+x+4+:_ 2 +rL dx=-—+';‘+4X+" % -[.\-+2 X—=
x x+2 x-2 3 & ,
x X 4x+
12 < —2|+InC="+57
:5—+L+4x+2lll|3"|_3m|x+zl+3mlx 3 2
3 2
Cx*(x-2Y
+[n\—(\__3)—.
(x+2)

2 . . . )
9.29-misol.j = de integralni hisoblang
x- —
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- : Ini kasrlarga
Yechish. Integral ostidagi funksiya to'g ri kasrdan iborat. Uni sodda E

; oy ib integralni
ajratishni 9.24-misolda ko'rgan edik. Shu voyilmadan foydalanib &

hisoblaymiz:
J f ~dx
x -8
-
A , , A==,
3 PR 3 |
j \1 dx:I( 4 +—‘If'—\—--— - jh‘: Al F
(x=2)(x" +2x+4) x=2 x'+2¢+4 —
lede 1 2x+2 | edeet + 20+ 8 gpx-2]
37x-2 31x7+2x+4 3 X+ 2x+

. -8)-
+%ln|x2+2x+4|+~;-|n(f: In|(Clx —2)(x° +2x ¢4)) |= InYC (x

n
alarda
C . or Sxem
9.30-izoh. Integrallarni hisoblashda har doim ham tayvy

a
isold
H - . , . , ldqg] n
foydalanishga harakat qilavermaslik kerak. Xususan, yuqoric

2 ,,{:,!:i\'s
xch_r:%d(f_g) ckanligidan foydalanish mumkin edi. U holda _[7‘,:,2

l3j d(,\;___sg) dx :%ln | x? —8|+%[n(‘ —IniC(x'-8) -
x o -

Mashq va masalalar

Sodda kasrlarni integrallang (40-47)

4 dx
9-40._[1—_‘_3'. 9-4] J’(x Ty
11dx
9-42.f T 9-43. fx_————~2+wx+zq.
(x+6)dx (4x—1)dx
i e 9-45. [ -;m,,—{
9-46. -r (x2+1)3 9-47.f

(x2— 4x+29)2
Integrallarni toping (48-53):

2x—-3
9-43._]—de. 9-49, f—dx

X2—6x+5

S+x%-8
9 50 J- x4+x2 9-51_[ xxade

i %
Ee

9.53 9= _ . ¢ 7xi=10x?+30x—
52, &
I_r:._s. .’ :‘“ J

2 i,
(x* +l!)l.\-+.\—.-.‘|

6-§. Trigonometrik ifodalarni integrallash

]\Ciuusida Rfwv, . av) kabi belgilashdan foydalanamiz. U wv,...w larga

Nish o - i
alan ratsjonal funksiyani. va'ni w.v.....w va haqiqiy sonlar ustida chekli sondagi

10 i . . . s .
arifmetik amalni bajarish natijasida hosil bo*lgan ifodani anglatadi. Bu yerda u.

3
et | e N _
ar harf, ifoda bo*lishi mumkin.

l\-lasalun, Riuv) N STTRI
S+ Ay —

R(-\'-\E.{‘/;):M
e

Jx. 3f isbat: i unksiya;
3Ux x, JJx. x larga nisbatan ratsional funksi
+ 34/x

w va v larea nisbatan ratsional funksiya:

R(si
e(mnx.ccmx) M sinv va cosy larga nisbatan ratsional funksiya

’_‘bll‘l X+ 2cosx

bo‘lag;.

l \}- Y lf - & r - 7 mas (‘h“[]!\ 1 l]()(lada X da"
X Od'ﬂ X gd nlsbatglﬂ l;llSIOIml unkSl} a emas,
lldlz ch]q

. & ]

1 : s sin v +/x larga nisbatan ratsiona
arish amali ham ishtirok etmoqda. Lekin x. ~vX larg «

runksiy

a bo*ladj.

: i hi hun
= JR(Sin x.cosx)dx integralni qaraylik. Ushbu integralni hisoblash ue

iy usyl mavjud. Haqgiqatdan ham, /= :g— almashtirishni bajarsak,

ﬁfgx
2 X . 2 2
1-1g" ) 1-£ 2

X=2arcigt, dx =

Kelib chiqadi. Bu ifodani integralga qo‘ysak.

1—¢*, 2dt_ dt
1= [ Rr2t . R(1)
J- (1+r 1+12) 1+1£° '[

i
1a R o'z ar ’uIIlellt]a 1nin, latSIOIIal funkSanSl bo lgalll Uchlul 13
!: rint g

i i ional funksiyalarni
ham ratsional funksiya bo‘ladi. Demak, berilgan integral ratsi

integrallashga keltiriladi.
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. dx T
9.31-misol. [ ———— ni hisoblang.
“l+sinx

holda

Yechish. Bunda n'g—z— = ¢ almashtirishni bajaramiz. {

tJ

J-' de j _ | ‘ 2t ::[ 2t tljdu*l‘): _‘. .“_\,
I+sinx 2, 2 1477 J1+2048 TES IS 1+18 5

bo‘ladi.
rdamida

Shuni ta’kidlash kerakki, { = f;,’i universal almashtirish yo

shadi.

dx I .
J - ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash osonla
acosx+hbsinx +c

. dx . .
9.32-misol, | ——— - integralni hisoblang.

9+ 8cosx +sinx

S x
Yechish. tgi =1 almashtirishdan foydalanamiz. U holda

[ i .

9+8cosx+sinx j (8- —-[:3+2!+|7

1+ 9+ A N
1+¢- -+

X
1
= d(f +1) 1 t+1 1 g ~ + .
=2 ———=— LI o e = .
j(f+])2+16 Pt —garelg— —* 1
C . jond
Ko'pgina hollarda bunday universal almashtirish murakkab 1ats

. o hqa
funksiyalarni integrallashga olib keladi. Shuning uchun, ba’zi hollarda bos
almashtirishlardan foydalanish ancha qulay bo*ladi. di
., - 1.
a) R(sinx, -cosx)=-R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda sinx=1 almashtirish bajan!a

: irish
Agar Rf-sinx, cosx)=-R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda cosx=1 almashtl

bajariladi. Nihoyat,

s . . i
R(-sinx, -cosx)=R(sinx, cosx) bo‘lsa, u holda 1gx=1 a]mashtlﬂf‘hdal
foydalaniladi.
9.33-misol. j‘ - integralni hisoblang.
cos” x

248

e ) _— | _osuEEemme

4 - . . 5 A -
Yechish. Bu holda integral ostidagi funksiya uchun
Ri-sinx. -cosx)- Resinx. cosx)

shart bajarilad; : s : o e
it bajariladi, tgx t almashtirishdan foydalanamiz. Natijada

tx i 2% - porladi
——— s ety . 07 )e 4 C = tgx + ==+ DO 140L
P _[(l tg XA gy) '[ll )=t 3 £ 3

i i [ ik : - sonlar.
” I?,[”‘”"-"'CUS" v integralni garaylik. Bunda m.n butun

Q“}’ldagi uchta holni ko*ramiz:

) i va o lardan hech bo*lmaganda biri toq son bolsin. Masalan. m- togq son.
V&I m=2ps 1. k-butun son. U holda r sinx, dr cosxdy, cosx (I-.\'in-‘_r)* (1-r')*
almasluirish!ur natijasida

fe J‘gin" X+ COS™ xcd = [Sin-. yeos™t veosady = _|-'r"- (11— ) dr bo*ladi.

Demak, 1 g4

nisbatan ratsional funksiyaning integraliga ega bo lamiz.
?-34-misol fsin® 2x- cos' 2xdv integralni hisoblang.

Fanksi . ) . 2 ey eos 2vdy =
Yechish, [Sm" 2x-cos 2xdy = _[sm 1 2x(1—sin” 2x)cos 2xely

L I 1 [ 1 h7 20+ C kelib chiqadi.
= Sl i Pt g RS gl

2_[ \ )t 101 i 10 14

2) m va n musbat juft sonlar bo‘lsin, ya'ni m=

Bu holda ushbu

r.
2s, n=2k. s, k- natural sonla

. . . alardan
L I+eos2x o2 1—cos2X oy =2sinxcosy formulalar
=— "  sin“x= S

cos” x

foydalanish magsadga muvofiqdir. Bu formula

- H o
lar orqali sinx va COSI larning

darajalarin pasaytirish mumkin bo‘ladi.

9.35-misol. [sin® x- cos’ xav N hisoblang.

s ; [ ein? x(sinxcosx) &¥=
Yechish. jsin“x- cos” .m’x—-_fﬁlﬂ x(s

| (gin2 2x- cos2xdx =
1 1. 2 g L 2oy —— sin? 2x- €O
:IE(I—cos?.x)(Esuﬂx) dx= Sjsm 7x SJ‘ |
1 in2x) = 11*-——1 Sin4.\'—~—§sin32x+C.
= 116.[(1—cos4x)dx-—-l6jsin“Zxd(sm_x) = 5




¢ . bo‘lsa.
o . , ST anfiy bo
3) Agar m va n lar juft sonlar bo'lib, ularning kamida birt m g
: :xatind
- i : : a rgx— ¢ almashtints
yuqorida bayon qilingan usul magsadga olib kelmaydi. Bunda ggx [ alllx
bajarish lozim bo"ladi.

E Jar mos
. ‘rini agl mtegrﬂl
<) [fﬁ:"rd\: Ic't,x:“m!r, ;2 —natural son. n-1 Ko rinishdag

ravishda fgx ¢ va crox ¢ almashtirishlar yordamida hisoblanadi.

L[l' 3 *E e nl
Masalan, rgx 1 x arctgt.  dx- T almashtirishlar
4

bajarsak

"

3 . i los 1 St i r'lISiO
j'-'.s!"xdx —Ilr . or hosil boladi. Demak. berilgan integral r@
“

nal funksiyan

integrallashga keltiriladi.
9.36-misol. [1g”xcée ni hisoblang.

Yechish. Yuqoridagi almashtirishlarni bajarsak,

s & 4 T+
3 (o 1 pdl =
_[fgsde=_[ ! 2a’t:'|'(r‘—r+- ' yar=———+=)—7, 1

L+1 e+ a 2 27 i+l
4 d 2
= %~1—22~+ iln(fz +1)+C = Ii”:—x—{i;iﬁ— %|[1(:g2.r+ N+C
hosil bo*ladi.
d) Isin nx - cos mxdx, jcus Fx- COSs mxelx, jsin sux- sin mxdy

ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash uchun ushbu

sin sx- cos mx = ]E(sin(n— m)x +sin(n + m)x),

COSMX - COS X = ]E(cos(n —m)x + cos(n+ m)x),

sin sx- sin mx = %(cos(n —m)x —cos(n+ m)x),

tirish

formulalardan foydalanib, berilgan integrallarni yig'indining integraligd kel
mumkin.

9.37-misol. [sinSx: cos3xdx ni hisoblang.

" . 1 .
Yechish. Isme- cos3xdx = EJ(Sm(Sx—- )+ sin(Se 4+ e ) =

i | | , .
lsmS,\'cl\' == cos2y—  cosdx+( .

l(_
==18In2xg .
2 16

1
2
Mashq va masalalar

Integrallarni toping (34-69):

g dx i1
954 =X 9-55 2
casx T 1-sinx
-5 de - 2=sinx
6 9.57.f 2205 gy,
Stésinx 2+cosx
-5 dx N . 1+s8inx
9 DS-Iﬁ——*—_ 9-59, [ ——————
cSinx-cosx+5 (1+cosx)sinx
dx
9-60,I——1£‘ ()-(\l.f——.___\f-
Ssinfx—3cos?x+4’ astnix+9cosix
dx 5
62, [ —2__ ge63. [ -25=,
1+3cosix’ =) sindx

9-64.1 sinSx dx. 9-65.[ sin*x cos®x dx.

s sin2x dx , sinfx dx
4 66, [ ——=2°% 9-67.[ ———
cos’x cos X

9-68.f sin®x dx. 9-69.[ sin®x - cos*txdx.

i ni i ash
7-§. Sodda irratsional funksiyalarni integrall
“ - oksivalari elementar
Har qanday ratsional funksiyaning boshlang‘ich funksiy

; e riodik. Lekin har ganday
funkslya bolishini va ularni hisoblash usullarini ko‘rib chiqdik.

(siya
i : i sentar  funks
Tatsj - e mnksivalari  elen
'sional  funksiyaning  boshlang‘ich  funksiy

Stads *zi bir
‘ . : bo‘ladigan ba'Zl
b0‘lavermaydi. Biz hozir boshlangich funksiyalari elementar

i Tlar asosan biror
: cullanamiz. Ul
Sodda irratsional funksiyalarni integrallash bilan shug‘ull

ava keltiriladigan funksiyalardir.
=

Almashtirish yordamida ratsional funksiy
¢ )ax N ,rm,;rz....,nrk,
70 [ Ree 3 W o A2l (e

kU‘rinishdagi integrallar.

1, -butun sonlar)

B — oy i
m my | e kasrlarning eng kichik umumiy
!
u integral x=r, bu yerda s 71_]_ Sy -
i celtiriladl.
al funksiya integraliga keltirilad

s gl
L)t

maxraji, almashtirish natijasida ratsion

I R(\ﬁﬁﬂ\j;—)d\ = jR(r’,r“,z’!
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\/—ch
f _\j_ ni ]]|\Uh]dn“
. evrall O
oy _ - . ciabi iy maxrdj
Yechish. 1/2 va 1/3 kasrlarning eng kichik umumi

" holda dx 6£'dr ho'ladi.

9.38-misol. J

od [eng

bolganligi sababli x ¢ almashtirish bajaramiz. |

] =
R pl+——)dl=
- f ! Hl I

J' J_u{r J.r ‘or ()J- U - 0[“4 4
’ o

i B3 3., i s i DEH o
] T +-3"-+(;!+6]n]:—||+( =X+ —-NX
S ")

5
\/_ ZJ_+3 x + 6% ‘Gln‘\/;—ll

72 12! Rl (ﬂ"’ .. (m ”’J & Kko‘rinishdagi integral
’ Nex+d cx+d

a, boc d 1or

) . _ s o1 funksivasl.
Bu integralda R-o‘z argumentlarining ratsional funksiyz i
kichik um!

.. . . H . mng eng
haqiqiy sonlar va «,, o5, ..., &, - ratsional sonlar bo*lib, ularning €z

f‘,’iﬁl —cons! va
maxraji m va ad —bc#0 bo‘lsin. (Agar ad-bc=0 bo’lsa, u holda ex+d

4 oy o, . . ¥ bo‘ladi)
R x,( “r eees td ifoda x ga nisbatan ratsional funkslya
cx+d cx+d

Quyidagi

ax+ b
. m, il ax + b
cx+d ex+d

almashtirishni kiritamiz. U holda

t"d—b =l
s va dy= m(ad — be)t™ ' dt
a—ct” (a—ct™)?

; .. _ - ashgd
bo‘ladi. Natijada, berilgan integral ¢ ga nisbatan ratsional funksiyani integrall?

keltiriladi, ya’ni

- d m-1
[:]—[{( dl——f-,f(z"m,..., M
a—ct (a—=ct™)?

tu nfrt

dt.

(]
v
LS}

B
undan avval g pin 12 argumentlari irratsional ifodalardan tashkil boslsa. endi

argumentlar rate: .
lar ratsiona] va butun ratsional funksivalarga keltirildi.

Qisqacha qilib vozsak. 7

ol 'Ryude, bunda Ry - ratsional funksiva. Avval
olin
2an nau,ai-,r‘,,1 ko'

a bunday mtegral elementar funksivalar orqali ifodalanadi.
9.39mi ;
DY-mis . i\
lsol. / ,'—k— - N integralni hisoblang.
+ 1 — \/_\ :

Yechi - ' .
chish, Integral ostidagi funksiva  R(x.+/v+1.</x +1) ko'rinishdagi

, 1 1 _— :
- bu yerda = 5. @ = Bu kasrlarmning eng kichik umumiy

s %]

NLox 1 dy 6rdn a1 F, Yx -1+ almashtirishlar

Quyidagi = ]-___(:’ dr_ -6 ..‘_[{ integralea Kelamiz. Natijada
t | o7

funksiva b i,

Mahraj; M=6. U holdg
ba}arib,
-1 !

=6 (g : ‘
+-“)dt—“r +307+ 61+ 6In|r-1|+C =

Vrs] +3x 51+ 64/x+1+6In |x+1-1]+C boladi.

Mashq va masalalar

Integraini toping (70-73):

9. -70. Vxdx
J-"Xz-\fx- 071-"\1‘_-»\,1
97> dx 9-73 ——l-—
P [— . -73. -
I"J(‘zzl—)z-m—ﬂ' J o

9741 = [ R(x,Vax? ¥ bx ¥ ¢ )dx integralni, agar

) @ < 0 va ax? + bx + ¢ kvadrat uchhad @, B haqiqiy ildizlarga ega bo‘lsa.
Uholdy VoxXT X pxrto = (x — a)t almashtirish;

b)a > 0'bo'lsa VazZ TEr r o= t— *Va yokim= t + xva
almashtirish:

‘;:)c>Obo‘lsa,\/-Elx_z‘T‘TJ'C_J"E:ﬂ_i_\/E inlieini isbotlang
t 2a nisbatan ratsional funksiyaning integraliga keltirish mumkinligini 1sbotiang.

Yuqoridagi almashtirishlar Eyler almashtirishlari deyiladi

tJ
wn
s



Q78,1 . ) .
75. Ushbu = [ x™ - (a + bx")Pdx integral berilgan bo'lsin. bunda ,

) bo*lgani tufayli

integral ostidagi ifoda binomial differensial deb aytladi Binomial Jifferensialg® X BOB. ANIQ INTEGRAL

- ratsional sonl; - - ) o
| S()ll]d!’. avah ]1;1q1q1), sonlar. a hv' binom (lkkl hild

bog'liq quyidagi teorema o'rinli.

—l.c”r(”n' > i { E . P ot inomial l- .
a. (P.L.Chebishev teoremasi). Quyidagl uch holdagind b §. Aniq integral tushunchasiea olib keladi lal
differensialning i asigd adigan masalalar
sia ol _ _ _ L
alning integrali elementar funksiya bo’ladi. . I Yuza haqidagi masal "
= unksi ' ag asala. |u. b] Kesmada - e fe
I-hol. p — butun son; Siya berilgan bislsin ; J la uzluksiz va nomanfiy /()
v fix) funksivani T e .
2-hol. p = Kasr s TR Chiziglar bilan che ! ksiyaning gratigi, Ox 0'q. x @ vax- b to'g'
. kasrson, lckin —— - butun son. cgaralangan tekis figura adBh cori chizigli . ]
3-hol L it Hususiy holda . bil S cgri chizigli rapetsiva deb ataladi.
AR P E LA : in T . ’ - bilan « o Gl B ; e
2 = kasr sonlar, lekin - + p - butun son. ' mumkm‘ yoki har ikk nuqta voki A va b nuqtalar ustma-ust ek Bam
Us . ; ksiyd & ar kKL hel Bir vageda var berishi ]
shbu uch holda binomial differensialning integrali elementaf fun Qaralamtgan fig ir vaqtda yuz berishi mumkin. Bu hollarda ham
bo*lishini . ; - Arning ura egri chizigli tr : s
. 5 ] - rape ra " .
i ko'rsating. Ko'rsatma. I-holda p butun son bo'lsa, m va kasrl qli trapetsiya deb yuritiladi.
umumiy mahraji & ni topi
ji k ni topib. x * almashtirishdan foydalaning. .

2-holda a + n o_ .
bx™ = t* almashtirishdan foydalaning.

3'h()lda a+ bhx"
XM= ¥ .. " i
tx™ almashtirishdan foydalaning.

59-rasm
i topish talab qilinsin. Buning uchun

[ a4Bb egri chizigli trapetsiyaning yuzin
a'.b] kesmani

a=xgp <,\',<x_,<_._<_\-"-:b

Nuqtalar yordamida n ta bolakka bo‘lib va bu nuqtalardan Oy o’qqa parallel to g ri

chiziglar o‘tkazib, adBb egri chiziqli trapetsiyani # 12 kichik egri chizigli

trapetsiyalarga bo‘lamiz. Endi har bir [xe.nxe] kesma ichida ixtiyoriy £, nuqta

olamiz. Har bir trapetsiyada asosi [xi-r.xe] va balandligi A&:) bo'lgan to'g'ri

to‘trburchak chizamiz. Bu to‘g'ri to‘trburchaklaming yuzalari
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f(-f;;)ka-.\’t-rl G k=12, .n

o ; el Jetindist esa
bo'ladi. To'g'ri to*riburchaklar yuzlarining yig-indisi ¢

"

Su > f1E,)Ax,

kol

abl
) T “Jsa, (bu holda [
orqali belgilaymiz. Agar 4 max /L deb belgilasak va A=20E0ls

\ etslyd
i chizigli trapetsh
. i o' sadi) S, ifoda egri chizigh
ni mayda bo*laklarga bolishlar soni n cheksiz o°sadi) S, ifoda eg ivaning yuzi deb
i chizigli trapetsiyaning
yuziga tobora yaqinlasha boradi. Shuning uchun egri chizigli traj
STlm S, lim Z f(E, )Ax,
e A an) = :
k=]

ni qabul qilish tabiiydir. lik, jism

. ala. Faraz qilay
1.2.0‘zgaruvchan kuch bajargan ish haqidagi masala uch
4 jarg k

= fix)
. . sivasi bo‘lgan F=/
Ox o'q bo‘ylab Oy o‘qdagi procksiyasi x ning funksiyasl Ro%E 5 mqm.rachﬂ
i adan 01 =
ta’sirida harakat dilayotgan boIsin. Jism shu kuch ta’sirida a nuqta
harakatlanganda bajarilgan ishni topish talab gilinsin.

Buning uchun [;5] ni 7 ta bo*lakka bo* lamiz:

. [ab
. i tan
s % - nuq[aﬂ
=X X" X7 <Xy~ xp= b, [xep,x2] bo‘lakdan ixtiyorty Gk

: ishini
) . i bajargan 13
olamiz va shu bo*lakda jismega ta’sir etuvchi kuchni f1&) ga, uning baj

T (x-x11)= f1E4) Ay

; iban
. ishi taqm
ga teng deb qaraymiz. U holda F=f{x) kuchning [a;b] da bajargan 15

n L. v £ )AX:
2. f(€)Ax, gateng bo‘ladi. Ravshanki, 2 = max Ax, nolga intilsa. ;ﬂ-*
k=1

I<k<n
bajarilgan ishnij aniqroq ifodalaydi va unj 4

A—pl)

1 1.
n ish [ﬂll"]l\"
“lim>® f(g,)Ax, deb olis
k=1

Shunday qilib, yuqoridagi ikki masalani yechish ushbu
2 [€)Ax,
k=1

ko‘rinishdagi yig*indining limitini hisoblash masalasiga olib keldi.
ko*pchilik geometrik, mexanik va h.k.
izlashga keltiriladi.

ash

. . cmitini
masalalar shunday yig‘indilarning lin

2-§. Integral yigtindi, aniq integralning ta’'rifi

Aytaylik, fix) funksiya [, 4] da aniglangan bo'lsin. [a. b] kesmani
([:.'Cu'( X< x

X< . <X=b

; . A . ; ‘nlamini [a. b
Matalar bilan g bo'lakka bo'lamiz. [a. 5] ni bo*luvchi bu sonlar to*plamini [a. 5]
NG bo fipichr: ; : . ;
£ bo linish; deb ataymiz va 7 bilan belgilaymiz:

W={x0. xy, e X @=X0C )T Xy < x,=hl.
. . ivtivoriv ¢, nugta
Har bir clementar [verx:] (K 2.2, m) kesmada bittadan ixtiyorly < 1
lanlab,

'- | s onioobiavlik va quyidagi
shu nuqtalarda funksivanin fi<.) qiymatlarini hisoblaylik va qu)

Vigt: o

Y18 indip; Wzay|ik:

S( Tr:}: zf(‘f. )‘\\-A . ( l}
k=1
bu ye
U verdy A_t;c-:xk__\.k_l [xe . xs

| (k= 1.2.....n) kesmaning uzunligl.

Ushby (h)y

) ' i tanlash
Y . — £, nuqtalarni
s b ning bo*linishlari 7, va har bir [xz.xx] kesmadan < q
" .

Sullari cheksiz Ko'p borl

. -l vie ‘indisi deb ataladi.
ig*indi fix) funksivaning [a, b] dagi inregral yig'in

3 e 1 v‘i[]dilﬂfi
ganligi sababli f(x) ning [a:b] dagi (1) integral yig

=} - w
‘ . ; ciritamiz.
""Plami cheksiz to*plam bo*ladi. A=max Ax; belgilash kiritan

o i (1) integral yig*indisi
10.1-ta>rif. Agar A nolga intilganda i) ning [a:b] dagi (

ini
R ‘0a va é—‘k nugqtalarin
Chekjj 4 limitga ega bo*lib, bu limit [a;b] ning 7 bo*linishlarisa

o omali
e g -b] dagi aniq inegra
tanlagsh usuliga bog‘liq bo*lmasa, o'sha / limit /{x) ning Lzt o
o

deyilag; vau

]

j J(x)dx
Orqali belgilanadi:

b
lim 3" 7 (§0nn= [ S/ (x)ds

Bllnda h i ma’uosida
(o] d anuvc ]- Oki lean
l ﬂ) funksiya a'bl da il‘ltegl‘all l 1 (y
Y a J(x :

integrallanuvchi) deyiladi.



;o (x)-
2 i . . : s T rf 1 (]LI(L ﬂ
Bu yerda ham anigmas integraldagi kabi frvdy inle wral ostidag ift S
; o5a MO
. . i Ja atals va b Lsd n
integral ostidagi funksiva, x - integrallash o zgaruvehisi deb ataladi, a V@

ravishda integrallashning quyi va yuqori chegaralari deyviladi.

. integrali
. . - . L e anigmas INEE
Aniq integralning J f( x )ddx belgilanishi shu funksiyaning anigms

o

: hu | llcﬂml
ilanishi i Ccoralni hisoblash shu IRES
belgilanishiga o'xshash. Bu tasodifiy emas. Aniq integralni hisobl

. arning
. . " 5 . . . St 1 S bt (€ lad" uld
ostidagi  funksiyaning anigmas integralini hisoblashga keltir ; o
= IS
. L. L. . S alariii ~slab qe
belgilashlarining  o'xshashligi  integrallash  formulalarini €55

3 im fard
sl . . . PR asida muhin
osonlashtiradi. Ammo aniq integral bilan aniqmas integral orasic

y shu
. . . . o 2 s g ; an iborat.
mavjud: f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi aniq integrali biror sonda

L peivalarind
. . . . . . . ; Vi unl\Sly“
funksiyaning anigmas integrali csa uning barcha boshlang ich f

ifodalaydi. Shu sababli bular turli tushunchalardir.

- 1[]]ing
- : : SR T g q integre
Aniq integral tushunchasiga olib kelgan birinchi masaladan aniq

]ﬂ[]ﬁy
i - : . - 5 o are an non
geometrik ma'nosiga kelib chiqadi: geometrik nugqtai nazard: hizigli
i
- T s : 5 w e egri ©
funksiyaning aniq integrali son jihatdan shu funksiyaga mos ©=

trapetsiyaning yuziga teng bo*ladi.

3-§. Aniq integral mavjud bo‘lishining zaruriy sharti

R olda bY
10.2-teorema. Agar fix) funksiya [a, b] da integrallanuvchi bo‘lsa, U h

funksiya [a; 5] da chegaralangan bo*ladi.

n

Isbot. O Teskarisini faraz qgilaylik. U holda f{x) funksiya [a:0] kfs"“’"”f%
bo‘linishiga mos [xe.,x:] (k=1,2,...n) kesmalarning hech bo*Imaganda bm-dﬂ
chegaralanmagan bo*ladi. Masalan, funksiya [x...%] da chegaralanmagan borIsi
Integral yig*indini quyidagicha yozish mumkin:

St )= A~ () Ax;

bunda A= s (Eoanet Y £ (& )Ax.
k=1 k

=7+1

i s : 4. o s e P B a mavjudKki,
[x-1.x) da fix) chegaralanmaganligidan shunday &, € [x;-2.x,] nuqte ]

E VAvl 1 -
& v 14+ — tengsizlik o'rinli bo'ladi. U holda

IS(3l =|A~f1&, )ax) 2 \/E, ) Axi-14] =14 5 -]

1
WS 2] % i B A
2 ; 1 vietindining chekli
Demak, i— 0 da S(r)—sa bo'ladi va bundan integral Y12 indining
. i ) i ) z 2 | 11]‘-‘.".2’1
limiti mavjug emasligi kelib chigadi. Bu esa fx) ning integrallanuvehi ekanligies

zid bo* |ad: . L w
bo'ladi. By qarama - qarshilik teoremani isbot qiladi. ¢

. ) ksivalar
Shuni  ham  aytish  kerakki. ba'zi bir chegaralangan funksty

i o < : .oaralanganligi
‘Megrallanuvehi bo'imasligi ham mumkin. ya'ni funksiyaning chegaralangs

- _ lib. vetarli shart bo'la
Uning integrallanuvehi bolishi uchun faqat zaruriy shart bo lib. yetarli sha
Olmayqj. Masalan.

f(x):({l)‘ agar x irratsional bo’lsa,

agar x ratsional bo’lsa

<ivanine kesmadagi
funkSi)'ﬂ (Dirixle funksiyasi) [-1:1] da chegaralangan. Shu funksiyaning

i : lar uchun faqat
iegral yig‘indilarini olaylik. Agar har bir [x-r. X4] kesmada &

rats; .
alsional nuqtalar tanlab olinsa,

Skr"):if(ék}' Axy :zl' Ax, =2
k=1 k=1
bo‘lad;,

A ar E i alar tanlab
r ¥ i nal mlqt |

g ha bi \ ] kesmada . uchun taqat irratsio

: 1T | Xggo Nk Sk ar

Olinsa‘

S(Tn):if(ék)'ll\'k =§0'A—\'k =0-
k=1 .

g n i ish usuliga
imiti & i tanlab olis

i iotindining LHmith & uqtala ‘

emak, S(z, integral y1 - o o

grallanuvcln emasligini K

bog‘ligdir. Bu esa Dirixle funksiyasining inte



) igtindilari va ularning xossalari
4-§. Darbu yig‘indilari va ularning xoss ila

1 iror on
et ‘h] ning biro
ftx) funksiya [a.b] da aniglangan va chegaralangan bo’lsin. [a. |

bo*linishini olib, quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

1y, inf fix), M, sup  fix) (1
Sty Z Ay, S (1Y Z MoAx, (2)

i deb

g vig! fdh’tu:d
e . ; : Jva vugori yig ok

Bunda (2) yig-indilar mos ravishda Darbuning qivi va yug

H |
+da mavjudlig
. - - kesmada ma
ataladi. Funksiyaning chegaralanganligidan mr, va M ning mos kes

i
chunk
. et e o Imaydi,
ravshandir. Umuman aytganda, (2) vigrindilar integral yig ‘indi b

1ksiyd
. ] . ;s , - uzluksiz fur
my va My funksiyaning giymatlari bo*Imasligi mumkin (agar f{x/ U
bo'lsa. (2) yig-indilar frx) funksiyaning integral vig'indilari bo ladi)
Darbu yig*indilarining uchta asosiv xossasi mavjud.
10.4-xossa. Har qanday 7, bo*linish uchun
S(tw< S(1) < S (1,

tengsizliklar o°rinli bo*ladi.
Isbot. O Ixtiyoriy &, e [x.,.x,] uchun my; SIS )My
S= kaé\xh = Zf(.f,, YAx, = Z.-U’Ji\xJL =35
k=1 k=] k=1

¢ ya
buning auyi ¥
Shuni ta’kidlash lozimki, berilgan 7, bolinish uchun Darbuning d

yuqori yig-indilari yagona bo‘ladi, lekin integral vig*indi. har bir qism kesmadan ok
nuqtalarni tanlash evaziga cheksiz ko p bo‘ladi. ¢
10.5-xossa. [a;6] ning bo'linish nuqtalari sonini oshirish natijasida o4
yig'indilar kamaymaydi, yuqori yig‘indilar esa o‘smaydi. ]
Isbot. 0 [a;b] ning 7, bo*linishi uchun quyi yig*indi S, bo*lsin. Endi tw‘lims.h
nuqtalami ortiramiz. Masalan, [x.;,x] ni X nuqta yordamida ikkiga bo‘lamiz. Hosil

bo‘ladigan yangi quyi yig‘indini S, deb belgilaymiz,

k-1 n
S;= 2 mAX, “mpdne Y mAx,,

=1 J=k+1
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S, Zl m Ax

TN ) m (xe- X ) S m Ax
7=1

k-l
bunda nmy'= inf 'ﬁ..\’), —_ inl- fix).
Thede2] [ref

Ma’lumki,

i : ni uyi
to’plamning aniq quyi chegarasi qism to'plamining aniq qu
Chegar

asidan katta emas, Bunj e tiborga olsak, m " = . mx” = i va

e 1) = AN
PR x, D m N (xg= X)) 2N x ) mia(X= X )= Xy g )= v
Munosabgg o'rinli.

Demak. S: 28, bo'ladi. ¢

Yugori yig: indiga bog'lig bo*lgan hol shunga o*xshash isbotlanadi.

a anday
19.6-x0ssa. [a:h] ning har qanday bo*linishidagi quyi yig'indi har q

b . =
0shqa bo: linishdagi yuqori yig‘indidan katta emas.

ra “Ioi bo‘linishdagi
Isbot. ¢ 7, bo‘linishdagi yig'indilar S; va S, bo Isin. 7,
g s hotlini ugtalarni
Yig'indilar; S:va S, deb belgilaylik. Endi, 7, va T, lardagi bo*linish nuq

i < i il gilamiz.
blrgallkda olib, yangi r_ bo*linishni va unga mos 5; va S, larni hosilq

i’;l

(“) ga ko‘ra

9SS va §, 25,

(1) ga ko*ra S; < ? . Shuning uchun

S

A

2 < S— < ‘STZ }’Oki §I < S: - R ‘.l’ld”ar to;plami esa
; O v 1]
Demak, quyi yig*indilar to‘plami yugoridan, yuqort Y1
. =

Quyidan chegaralangan bo‘ladi. ¢

rti
5-§. Aniq integralning mavjudlik sha

riy va yetarli shartni keltiramiz.

: ‘lishining zaru
Quyida integral mavjud bolishining Legaralangan /(%) funksiyaning

: cl
10.7-teorema. [a;b] kesmada aniglangan va

shu kesmada integrallanuvchi bo‘lishi uchun

lim (S(z,,) -S(7,))=0 )
261



shartning bajarilishi zarur va « etarli,

Isbot. & Yetarlilizi (1) shan bajarilgan bolsin. 72.»0 da quyi yigiindtlar 5
1 soni ortadi.

ketma-ketligi limitga ¢ga bo*ladi, chunki 2 -»0 da bo*linish nugtalarinir
natjada {5,} uchun Darbu yig-indilarining 10.5-xossasiga ho'ra
L -

o o . . ) . < noton
o'rinli bo*ladi. Shu bilan birga 10.6-xossaea ko'ra §,<5,. yan {2 H0°

o*suvchi hamda yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik. Demak. u limitga ¢ga-
Shunga o'xshash, 7.—»0 da vuqorida yig indilar ketma-ketligi {S" } et

limitga ega bo*ladi. frx) funksivaning chegaralanganligi va (1) shartdan
0= llif:i:(.?(?n y=S(r.))= Iinl.?(r" )= limS(z,), "f”{ﬁ”n ) :{”.'f:ﬂr") -

. . . sizli ']\a
kelib chigadi va bunda /~chekli sondir. U holda S(r,) < S r'_)s.‘S(f,,) [cngb“ﬁm\
Kkli

. o . yemak. ch€
ko‘ra oraliqdagi o zgaruvchi S(7,) ham o‘sha limitga ega bo'ladi. s

ii.r'r’{.S'(r") =1 limit mavjud ekan.

- o . . . i f ] ;[
Zarurligi. fx) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo'lsin, ya'nt {”_'(‘,‘b(r")

& a . - - i iki <(5
bolsin. Bu holda Ixtiyoriy & > 0 uchun shunday & >0 son topiladiki. A

bo‘lg =1« -
0°lganda |S(T,,) ]|<E bo‘ladi. Yuqoridagi / limit integral

S(T")z W - . n'liq
kzﬂf(fkli\lk da  qatnashgan S nuqtalarni tanlash usuligd bog

bo*l igi ig auy!
maganligi hamda m; va A, lar ftx) funksiya qiymatlari to*plamining anid L

va aniq yuqori chegaralari bo‘lganligi sababli
Stry-f<E S
IS(z,) 1152<5, |S(r,,)—]|s§-<£

tengsizliklar o‘rinli bo*ladi. Bundan /-« S(r,)<S(r, )< [+& yoki A<0
=\t =0LT7, )<

bo‘lganda |S(r,)— celi igadi '
ganda | (z,) §(rn)|<25 kelib chiqadi. Oxirgi tengsizlik esa (1) shartning

bajarilishini ko‘rsatadi. ¢

ta
=3
~

6-§. Integrallanuvchi funksiyalar sinflari

10.8- ; 5 i
0.8-teoremy Agar fix) funksiva [a:b] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda

funks;
S1va ‘e =
¥a shu kesmada integrallanuvcehi bo'ladi.

Isbot. 0 K | s e
X ot. O Kantor teoremasiga ko'ra fix) funksiva [a:b] kesmada tekis uzluksiz
O'ladi, ya'ri iepi.
» Yami ixtivoriy £>0 uchun shunday 80 son topilib, |x-x"[<8 tengsizlikni
qanoat|apy; :
Mtiruvehi va (4. 5) kesmaga tegishli bo*lgan barcha x, x " lar uchun

[fix ‘)tf‘(xl')l‘ft‘.

R .
ngsizlik o'rinli bo*ladi.
- ! - . ri i ?-
fto) funksiya har bir [¥k.,.x4] da uzluksiz be*lgani uchun Veyershtrassning =

o O —
masiga ko'ry shunday £," e [xe. 5] va &, € [kl nuqtalar topiladiki, A<,

): " inli
"o fle, J=M; bo‘lad;. |~T]' _ 27| <xevi <A tengsizlik orinli. Agar A<S deb

Tk

Olsak_ tel.; 5 i
» teKis uzluksizlikka ko'ra ’_f'(;“; Y= & ), <g bo'ladi. Bu holda

n

0<3g 3
S-8§-= Z("'”* — m )Ax, ‘fz
k=1 f=t

Shunday qilib, 2<s bo‘lganda

A\‘.{ <5i A":t = g(b - ﬂ') '
A=1

.f(':x, )= j‘(af: )

0<S - S <g(b-a)
ya'ni funksiya

bo‘Iib, Li"(}(g‘ 5)=0 tenglikning,

€0 ixtiyoriy bo‘lganidan
ajarilishi kelib chiqadi.

in : i i
tegrallanuvchi bo‘lishining zaruriy va yetarli sharti b

Den]ak,f('(') flmksi}'a [a:b] kesl'ﬂada integrallanuvclli bo‘ladi. ¢

_ : chi
S Eaortas o B vpunte - 1+ x funksiyalar [1:2] kesmada integrallanuv
- x _“'

bo‘ladi, chunki ular bu kesmada uzluksiz.



’

va
_ - . heoaralanmagan
Aksincha, y =9 (O] finksiva [0:1] kesmada chegard
i 0 x =10 l‘
; . .
o integra
- 010011 kesmadagl €
uzilishga cga. Funksiya chegaralanmaganligidan uning [0:1]
mavjud emasligi kelib chigadi. nfi

‘valar si
i funksiyalar
— anialane: iksiz funkst)
Yugqoridagi teoremaga asosan kesmada aniglangan uzh

. 1kin-
e mul
e . +noda kengaytiris!
integrallanuvchi bo‘lar ckan. Bu sinfni ma’lum ma noda kengd! I ralangal
heoaraldls
- ariea ega bo*lgan cheEs
Buning uchun [a; h] da chekli sondagi uzilish nugtalariga cga bo'lg

funksiyalar sinfini ko‘rib o*tamiz.
ftx) funksiya [a;h] kesmada chegaralangan bo'lsin.

o . = . i P . E i (:i
M =sup f(x), m= inf f(x) belgilarni kiritib, quyidag
o lah| = lah|
Wy = M—-—m

o XE)
. . U holda [¥%7
sonni f(x) funksivaning [a.b) kesmadagi tebranishi deb ataymiz. L

ok, oM
k=1,2,...,n kesmalardagi funksiyalarning tebranishini @x orqali belgilasa®
my va
S - S = i('&/k —m JAX, = i“’f CAx :
P *= . ghartin!
bo‘lganligi uchun integral mavjud bo'lishining zaruriy Vva yetarl

quyidagicha yozish mumkin bo‘ladi:

l_iijw,‘-Axk =0 (n
£ =] =1

d ‘hckli
10.9-teorema. Agar ;5] da chegaralangan ffx) funksiya shu kesmada ¢ adi
s e F <ladl-
sondagi uzilish nugtalariga ega bo‘lsa, u holda f(x) funksiya imegmllanuvclu bo _
’ . jyorty
Isbot. ¢ fx) funksiyaning uzilish nugtalari ¢, ¢, ... . cx bo‘lsin. XY

kichik £>0 olamiz va har bir uzilish nuqtasining uzunligi £ dan kichik bo*lgan
(crren crm &), (créxcrte), ..., (cren ci &)

atroflarini ajratib olamiz. [a;b] kesmadan bu oraliqlarni chiqarib tashlasak, ktl 12

kesma qoladi. Ularning har birida f{x) funksiya uzluksiz, hamda Kantor teoremasig?d

ko‘ra tekis uzluksiz funksiya bo‘ladi. Shuning uchun uzilish nuqtalarni o rab oluvchi

. N
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atroflaming tashqarisida votuvehi oraliglar uchun shunday ©. > 0 mavjudki. ulardan

olingan vy ‘.\:"-\'ﬂ":(‘;{ tengsizliklarni qanoatlantiruvehi v va 7 lar uchun

V)= ()< e tengsizlik bajariladi. Endi 0 - minjd e &g} belgilashni

Kiritib, la:b) kesmani uzunligini & dan Kichik bo'lgan A\v . 1.2, ... » qismiy

Oraliglarga bo'lamiz. Shunda 2 xil oraliglarga ega bo'lamiz:
1)

Wzilish nuqtalarini o'rab oluvehi atroflarning tashqarisida yotuvehi
oraliq|;
aliqlar - yjarg

a Sunksi_\aning tebranishi 0 < botladi.
2)

aratilgan atroflar bilan umumiy nuqtalarga cga bo'lgan oraliglar — bu
Oralig| i
ar e o . T

larda fum\Sl} animg tebranishi A -m @4 5 dan Katta bo la olmaydi.

S e - Cy e s :
hunday qilib, Z"’--'\\' ni yuqoridagi ikki xil gismiy oraliglarga mos
=1

favishg
4 guruhlab, ikkita vigrindiga ajratamiz:

@ Ax i
Z ,r\\J.+Zm,.;\1I..
Bunda

Z“’,"L\\‘,- < sz Ax, <g(b-a).

]

Zm,m; <(M=m)> Ax, <(M —m)3ks |
I 7

. . 2 iklari
Chunkj 2. Qismiy oraliglardan (c-&: ¢+ &) da to*la joylashganlarning uzunlikla
Yig'indis; ke dan Kichik, qisman yotganliklariniki 2 e dan kichik boladi.

Shuning uchun, agar Av, <& bo'lsa.

. = 0 da
Yo Ax <e(b-a)+ KM -m),  yami  AZEEALT
!

1= s

" va oa k a o al i [lanuvc i
shartga ko‘ra f(x funksiya berilgan kesmada integra h

EICUJAXJ ‘)0 (1) h r j‘(‘) ive ri

J=

bo‘ladi. ¢



. u shu
: - ton bo'lsa.
10.10-teorema. Agar f(x) funksiya [« b] kesmada mono

kesmada integrallanuvchi borladi.

olib.
o e yriy £>0 son
Isbot. ¢ Aniqlik uchun f{x) o*suvchi funksiya bo'lsin. Ixtiy¢

unga ko‘ra 40 sonni quyidagicha aniglaymiz: 5 Fibr-fla)

: 0s
P h|ﬂa m
& el r  bo‘limshig
) . cesmani A = maxAxr <& bo‘ladigan t,
So'ngra |a.h] kesmani A L
\ < C o gito et tuzamiz. U hold2
Darbuning quyi S(7,) va S(r,) yuqori yig-indilarini tuzami

§(I‘")—§(r")r iw“x\; - i(j‘(_r;)~f(.\'k Y, =
k=] k=]

= f{x)+
T 2 = et

f(/)—f(d]

Lt (x —(flx) = f(x,) =
Flx )= x4 = ”b_ﬂu(/

chi
. i SO ”aanL
= 5 (f(b)— f(a)) =& bo‘ladi. Demak, funksiya integrd
JSb)y— fla) Iayotg_an
“ == B A - sa qara =
bo*lishining zaruriy va yetarli sharti S(7,)-S(z,)<¢ bajariladi. Bu ¢
funksiyaning integrallanuvchi ekanligini bildiradi. ¢

jgi
. ka]}llg
S ; uvchi €
Chegaralangan va kamayuvchi funksiyaning integrallan
yuqoridagi kabi isbotlanadi.

1 .
10.11-misol. J{ 5 o=,
2, x=1
integrallanuvchi ekanligini asoslang.

Yechish. Bu

4 Kesmadd
funksiyaning [1,2]

iz oridag!
funksiyaning integrallanuvchi  ekanligini Y49
teoremalardan foydalanib asoslash mumkin

s 10.9-
Funksiya x=1 nuqtada uzilishga ega, qolgan nuqtalarda esa uzluksiz-
teoremaga ko‘ra bu funksiya [1;2] da integrallanuvchi bo*ladi

bu
Shuningdek, berilgan funksiya [a;4] da kamayuvchi. Shuning uchun ush

; . hi
funksiya 10.10-teoremaning hamma shartlarinj qancatlantiradi va integrallanu¥e
bo‘ladi.
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10.12-izoh.

. . . . mi  faqatgina
Integrallanuvchi funksivalar  sinflariming - sont 1

2 cga
Ch"‘*‘"ahmﬂn uzluksiz, chegaralangan va chekli sondagina uzilish nuqtalariga ¢

h
Olgan hamdy chegaralangan va

cheklani, qolmaydi. Uzilish nuqt
Ketmg-

monoton bo'lgan  funksivalar sinflari bilan
alari sanogli to*plamni (hadlari takrorlanmaydigan

Ketlikni) tashkil ctadigan chegaralangan tunksivalar sinft ham kesmada
ll‘llegr'\][

anuvehi bo-lishini Ko'rsatish mumkin.
10.13-iz0p.

Agara b bo'lsa, ta'rifea ko'ra har qanday funksiya uchun ushbu
o

jf(x)cb;:()

a

tene

glik o ripy; deb kelishamiz.

7-§. Aniq integralning xossalari

A v 5 5 S e cossals 1 ]‘1 gara 'miZ.
VVval aniq integralning tenglik bilan ifodalanadigan xossalarini qaray

10.1 +-xo0ssq j

a

ldy=h—g.

Isbot. 0 Hagigatan ham., bunda fix)- 1 va ta'rifea ko'ra

5
1'(LY:' 5 CAY — ‘la i e
I‘, l,ll'nzl Ax, = b—a bo'ladi

kfix)
10.15-x0ssa. Agar fix) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo’lsa, u holda &7

k==
( S0nst) ham integrallanuvchi va

b
ka(.ﬂcit . I-:If(.\')dt
bo*laq,

. " _ 2 " fk )Ax, = k j'(_x-)dr
Isbot. ¢ Hagiqatan, L{l&; Kf (&)Ax, =k !E;éf(_ ¢ ‘u[

b
b . s < g x)dx gateng. ¢
Demak, ka(x)dr mavjud va uning qiymati I”,‘[f( =



e g*_’;_’*i"*"':—%tﬁlzw

inteerallanuvchi bo'lsa, U
10.16-xo0ssa. Agar f;(x) va f>(x) funksiyalar [a. b] da integrallanu

holda f;(x)+ f>(x) ham [a. b] da integrallanuvchi va

b A b
Joreoz oo = [ fods [ f,00d

tenglik o‘rinli bo*ladi.

ar soni
ealve ‘hlldr s0
. . :0ssa qoO SI'InIIU“"L
Isbot. Bu xossa avvalgi xossa kabi isbotlanadi. Bu xossa {

chekli (ikkitadan ko*p) bo*lganda ham o*rinli boladi.

. _eenini
7 lar1 © i
F T a'ni integrallash chegard
10.17-xo0ssa. J'v/'(x)ak:ﬁj_f(x)dr. ya'ni integral
a b

. - . .. isiea o*zgartadi.
almashtirsak, aniq integral ishorasini qarama-qarshisiga
]

; bu
. ~h bo |sa,
antalanoe: »di. 7\gar &
Isbot. ¢ }.f(xjd.r integral a¢<b hol uchun aniglangan ¢

¥ ,ichﬂ
: : u)’tda."';
o Aladi xossani 4
Xossa aniq integral ta'rifiga qo*shimcha sifatida qaraladi. Bu

h

adigal
talqin qilish mumkin: |

a - . & p l"arq qll
- j’f(x)dx integrallari ishorasl bilan
a .3
integral yig'indilarning limiti bo*ladi. ¢ funksiya uchunt
: > INKSIY®
10.18-x0ssa. {Aniq integralning additivlik xossasi) Agar fix) It .
el
¢ b b noi tenglik © rin
[7Gds, [ f()d, [ (x)de mavjud bo'lsa, u holda quyidag

bo‘ladi:

b <
ff(x)dr=jf(x)ctr+j'f(.r)czx (1)

. =Xm
<Jamizki, ¢
Isbot. ¢ a<c<p bolsin. [@;&] ni shunday » ta bo‘lakka bo‘lamiZ
bo‘linish nuqtalaridan biri bo‘lsin. U holda

2 SEA =3 1, > oy,

va ymif(gk )Axk =jf(x)d"—' h‘r"if(éi )Axk =jf(x)dx,
1097 = A0 k=1

268

i",”f Z”; JAx, = | (X )dv bo*lgani uchun bu yerdan (1) kelib chigadi.

Agara - p. bo*lsa, u holda |-_I'Ar' xtdy= |-f( X dx 4 | FOx )dx

bo*lip, bundan [j'; il = ‘|‘,f'f v — ‘|.J"‘" e = J‘-/-' % Jade .-..[_/'( vy bo*ladi.

. ; ; . asi bolishidan gat’iy
Shunday qilib, ¢ nuqta [a. 5] ning ichki voki tashqi nuqtasi bo-lishidan q
[]a . . .
Za"(lilunghk o'rinli bo'ladi. ¢

laniq i % ; cosslarini o'rganamiz.
Endi aniq integralning tengsizlik bilan ifodalanadigan xosslarini o'rg
c o *lsa. u holda
10‘19"‘0353- Agar [a:b] da fix) integrallanuvchi va ffx)=0 bo'ls
\ 4

J 7 bo*ladi.

Ishot, ¢ RS20 k120 va Axg-xe-xs s >0 botlgani uchun

;f‘ix)f\xeo bo'ladi.  Bu

tenggi,p: -
Ngsizlikdq limitga o*tsak y
J.f(.r)dx

Aj
“lim3” (&, )Ax, 20
& A £

)

;s -’12 ! £ B,
Kelib chiqadi. o

10.20-x o5 (Aniq integralning

x
. Q
Monoton)j Xossasi) Agar [a;b] da fix)

VA o(x) Jar integrallanuvchi va o(x)=f(x)
bo‘;m, u holda

b b 60-rasm
Jo (adx <[ 1 ey
bo‘lagj,

. & » £IE - 1‘ 2\ W R.
Isbot. ¢ [a;5] ning ixtivoriy bo‘linishi uchun R (€. &

Demak, igp(g* YAx, < i-f('fk )Ax, bo‘ladi. Bundan
k=1 k=1

269



) 2
i % i < 1i % I3 - . voki 7] (x)edx < ‘
3 o6 s, < lim S /v, yoki [ o <

o

{ fxscdx kelib chiqadi. ¢

. e n(x) Sf(x)
60-rasmda yuqoridagi xossaning geometrik talqini berilgan. ¢ il
L . i, Bb egri chizid

bo*lganligi sababli w4:B8,h egri chizigli trapetsiyaning yuzl a1 Bib e

trapetsiyaning yuzidan katta emas.

) . fie) aynan nolga tené
10.21-xo0ssa. Agar [a:b] da fix) uzluksiz bo"lib, fix) =0 va ffx) aynal

b

bo'imasa. u holda [ f(x)dx>0 bo*ladi.

7]

y
. 11 kesmada shundad
Isbot. ¢ fix) aynan nolga teng bo*lmaganligi sababli [a:b] kesma

cpq E niNg
. . 2 ceizliol k.o rac
& nugqta topilib, bu nuqta uchun A )>0 bo*ladi. ffx) ning uzluksizligigd

s yehun
. s talari uc
shunday (o3 ) atrofi mavjudki, (o;f3 ) [, b] va bu oraligning barcha nuq

)

< £ f f[‘)fb: Vﬂ
ham f1x)>0 o‘rinli bo‘ladi. U holda Ifuntrrf./‘(.r)d"*ff(x)fi‘ I :

2
“

f - i ‘lgani uchuf!
10.19-x0ssadan If(.r)drajf(_r)c& kelib chigadi. frx) uzluksiz bo'lg

. bilan
v i i m
[a;ﬁ] da u eng kichik qiymatga erishadi. Bu eng kichik qiymatn!

I , - )
belgilaymiz. [ 8] da fx)>0 bo‘lganligi uchun m>0 bo*ladi. Shuning uchu!

£ g
If(x)dx?!mdx:m(/}—a ) =0,

b Il
va bundan jf(x)czrzj f(x)dx>0 kelib chiqadi. ¢

. i
10.22-izoh. Umumiy holda 10.19-xossadagi tengsizlik qat’iy bo’la alFie
Hagiqatdan ham,

f(x)=[?’ xe [=L0)u (o1,
. x=0

funksiya 10.21-xossadagi shartlarni qanoatlantiradi. Shy bilan birga

Jl.f(x)dx:}f(x)dt+jf(x)dr=0+0=o,

ya'ni J._f(.x'!cir 20 (g

atiy tengsizlik bajarilmaydi).
-1

b

I."-(A‘”bﬁ' =0 bo'lishj uchun fv funksiva |a. ] kesmada 10.21-xossa shartlarini

a

qanoatlantirigy; vetarli.
10-23-xossa. Agar fix) funksiya [a.b] kesmada integrallanuvehi bo'lsa. u

holda |f(x )| funksiva h

am shu kesmada integrallanuvchi bo*ladi va

5
J‘f( X)edy

b j- Fivydy

tengsizlik o'rinli.

i s T 4 ixtivoriy >0
Isbot. 0 frx) funksiva [a. b] da integrallanuvchi boslsin. U holda ixtiyoriy

son gl s L anday 7,
" olingangy ham shunday &0 son topiladiki, A<d bo’lgan Han RGEY e

0 lmishga nisbatan
-S(Tn ) — é_‘( z. ) = Zﬂ)‘ t\\.i <&
k=]

bG‘ladi. Ravshanki. ¥.v"e |a:b] 1ar uchun

o= 1oy < )= fX)]
*NGSizlik o rin; bo'lib, undan quyidagi

supl £ (x| - | £ < sup| £(x") = £ 5, - /()
tengsizlik kelib chigadi. Demak, @, SO tengsizlik o‘rinli, bunda @, -

fu“kSiya"ing [xx.r:x4] dagi tebranishi. Natijada

Z”7k¢\*a < ia‘)k.&xi <€
k=] k=1

iligi kelib
inteorallanuvchiligt
bo'lad. Bundan esa |f(x)l funksiyaning [a:b] kesmada integ
chigadi.
Shuningdek,
,Z FEDAY | < D | F (&A%
=1 k=1

G
e



igadi. ¢
tengsizlikda 2. —0 da limitga o'tsak, izlanayotgan tengsizlik kelib chiq i .
e a | £ (x) ham
10.24-izoh. fix) funksiva [a, b] da integrallanuvchi bo*lsa. u holda ¥ (

an
) sl . losa, umuiné
integrallanuvchi bo‘lishini ko'rib o'tdik. Bunga teskari bo*lgan xulos:

aytganda. noto'g‘ri boladi. Masalan.
At

]-—], agar x ratsional bo’lsa

agar x irratsional  bo'lsa,

Slx)=
funksiya uchun

!j‘,f(x)ldx :]-Ictr =b-a,

. . % " 'n(’ O'Zi
Demak, [a.:h] da U'(x)\ funksiya integrallanuvchi bo*ladi, lekin fix) ning

Dirixle funksiyasi kabj integrallanuvchi emas.

1] kesmada
10.25-x0ssa. (Aniq integralni baholash) Agar fix) funksiya [a:b] ke

integrallanuvchi va m= fix) s M bo'lsa, u holda

b
m(b-a)< If(x)drsf'vl(b-u) (2)

tengsizlik o‘rinli bo*ladj,

B;
A —
Ishbot. ¢ Shartga ko‘ra ixtiyoriy P
N
x€ [a;b] uchun m<fix)<rs. By tengsizlikka \\\ |
) >~ =g
10.20-xossani, so‘ngra 20.15 va 20.14- Al

Xossalarni tatbiq etamiz:

I -
b
IdeS}f(-T)dxsTMd_\-, 0 2 b

m}dxé}f(x)dstidx, 61-rasm

b
m(b-a)< | SV M(b-a). o

61-rasmda [a.b] da flx)=0 bo‘lgan ho

: nell’ik
I uchun 10.25-xossaning £€0!
talgini berilgan. a4,

F: ‘ri
1b to'g'ri to’rtburchakning yuzi m(b-a) ga, ad:B:b 108
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< F-ﬁ_ "
y
Lt ™

P N

keg
Mady shunday cny

- chiziali trapetsivaning
.1, eori chiziqll trapetsiy
tocrtbur i']]\ni"" ‘.'U?i ‘Iff‘ ”) o tene. (2) I\.‘ngSIle}\dﬂn (—}:r q
chakning yuzi \(b-a) ga teng

QL tatetri to riburchak
. C il o kkinchi to*gri
yuzi birinchi to*g'ri to'rtburchak yuzidan kichik emas, 1

Yuzidan katta emasligi kelib chiqadi.

I
= A1ni haholang.
10.26-misol. J‘-"‘) + x’dx integralni baholang

+ d 1zlik ‘rinli. Bundan
d 9<9+x <10 tenesizlik o'r
ish. [0:1]  Kkesmada = 3 B
cka i i ) formulaga ko'ra
< < J10 skanliei kelib chiqadt. 2 g

1
| i3< ':d.\'é\[l_O
M-0y< de\-g JI0(1=0) voki .a;j i
0
0
| | i solishtiring.
0-2%-misol, j“'d“ va [-\‘:d\' integrallarni solish
¢ o | |
][,\'{i\’EJ'I}d\' po'ladi.

[l

P deanliei sababli
Yechish. (0:1] kesmada x> X bo*lganlig!

0

. i daoi teoremalar
8-§. O‘rta qiymat haqidagi tec

(7 ho'lsa, u holda bu
10‘28‘t00rema. Agar fix) funksiya [a:b] kesmada uzluksiz bo sa, ul
qta topiladiki,

)

If(“)d‘f=ﬂc_J(b-a) (n

tengik o°rinli bo*ladj. ’

Isbot, ¢ fix) funksiya [a;6] kesmada ) P

i - 3 A
'“tegl'allams\rchi. Demak 10.25-xossaga

L -
KO'ra m(b-a)s [ f(x)dx<hifb-a) tengsizlik

Q'rinlj. Bundan
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"
j_/'( X )y

m < "_’_;, — < M 62-rasm
r—=a

sosan

st i : o e s i - _teorema) a
tengsizlik hosil bo'ladi. Endi Bolsano-Koshi teoremasiga (4.27-1€01¢

[a:h] kesmada shunday ¢ nugta topiladiki,

h
I,/'(x)a‘_\' i
fle)= =—_ yoki _[_/(J:lci\' fle)rh-ay

b-ua

bo*ladi. ¢
_— wolikning chaP
Bu tenglikning mohiyati quyidagicha: f(x)20 bo*lganda tengliks

cotrl
S _ _ eoda esa t0°8
tomoni egri chiziqli trapetsiyaning yuzini, o‘ng tomoni fic)(h-a/ ifoda

to*rtburchak yuzini ifoda giladi (62-rasm). sudki
. . . > a mavjuase
Demak, yfix) funksiyaning grafigida shunday M(c:/tc)) nudt e 7i
- qning Y4
tomonlarining uzunliklari fic) va b-a bo'lgan to'g'ri to"rtburchaknifis
: L= pilan

da,

yuqoridan y- f1x)>0, quyidan Ox o'q bilan vax-a, x- b vertikal to*g’ri chizigla

) e , . rtgan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuziga teng bo'ladi. Boshqgacha Y%=

L ) sl f1c)
/64 funksiyaning [a:h] da qabul giladigan barcha qiymatlarining o°rta arifmetie/
ga teng bo‘ladi, ya’'ni
b
7@ =1 fixyaix 2
bHau
adi.

Bundaf(c)-berilgan_f(x) funksiyaning [a; 6] kesmadagi o ‘ria givmatl deyil

" 1 ”w ing.
10.29-misol. flx)= ; funksiyaning [1;2] kesmadagi orta qiymatml topins

i ; 1 f 2
Yechish. (2) formulaga ko‘ra f((_-)=’)__IJ'd_jf=|n|x||l =In2

%
demak, funksiyaning o‘rta giymati In2 ga teng ekan.

__]nl:]ﬂz’

10.30-teorema. Agar [a.b] da fix) va o(x) lar uzluksiz, @(x)= 0 (yoki <0)
bo‘lsa, u holda [a;b] da shunday ¢ nugta topiladiki

b b
[r@omas= fe) [ o e 3)
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o'rinli bo* ladj.

» h
Isbot. 0 fix) va o) uzluksizligidan [_fl-‘"@”(—‘)‘i"- J.(‘o (x)dx_integrallar

Mavjud bg ladi. Vevershtrass teoremasiga ko'ra, sup f(x) M [i‘lflhfif(x)—: m lar mavjud
[.:.f‘] v
YA <M. )20 bo*lgani uchun mo<fivioes Me(x) kelib chigadi. U holda

b

» B

mjm X)dx = _I-f(l‘)tp(.wd\' <M f(,n (x)elx .

a e a

Bu yerda ikki hol bolishi mumkin.

)

i o tengsizlikdan [ /()
l-hol:; _[(,0 (x)dx=0 bo'lsin. Ravshanki, bu holda so'ngl tengs J

P(x)dx =0 Kelity chiqadi va (3) tenglik o‘rinli bo*ladi.

&

I]’(_\')g?(.\‘)(i\' ’
[ a & osizlik o‘rinll.
U-hol: [ ¢ (x)ctx=0 botlsin. U holda m < S5 = M 11837
a l'm(\)‘,b
' i ; topiladiki.
[2:6] da Jx) funksiya uzluksiz bo‘lgani uchun shunday ¢ nuqta top
b
.[f(-")@(.\‘)dx ;
) € kell i 1. ¢
= /() bo'ladi. Bu tenglikdan (3) tenglik kelib chiqa
Jooa

. i integral
9-§. Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo lgan aniq integ oy
_ funksiya har 4
S0 funksiya [a;b] da uzluksiz bo’lsin. U holda bu

- . : i har bir
2 ’ n [a,b] dagi
lx1cla;b) da integrallanuvchi bo‘ladi va I.f(f)df integral x N1

ining yuqori

4 holda integral 07

Qlymatiga aniq bir sonni mos qo‘yadi. Demak, b

chegarasining funksiyasi bo*ladi:




p A
Wrx) If (Odr . a<c<p. ¥ .y
a o
) A
Geometrik  nuqtai  nazardan  f1)>0 il
bo*lganda @rx) funksiya 63-rasmdagi egri chizigli ore)
trapetsiyaning  bo‘yalgan qismining  yuzini l,
. 1 —
bildiradi. ¢| = |98 %
@(x) funksiyaning x bo'yicha, yva'ni aniq
5 ; . . 9 . v . ‘. 3-rasm
integralning yuqori chegarasi bo'yicha hosilasini topamiz. 63-ras

- rasi
1 : " ¥ » o N ri ctha
10.31-teorema. Uzluksiz funksiya aniq integralining yuqo

; idagl
. - . . ” . . . . . h ~aAras
bo‘yicha hosilasi mavjud va u integral ostidagi funksiyaning yugori cheg
qiymatiga teng:

D (x)= [jf(r)dr) £ JF )

Isbot. © x, x+ Ave [a:b] lar uchun Adyx)= Dx+ Ax)-D(x) -
= x+Ax

Ar £ # i r-At ) bo.ladi.
ff(F)d!—ff(f)df=If(r)dt— _[f(r)dr-ff(:)dr = fj(”df

E x

- aii bu
Ofrta giymat hagidagi leoremaga ko‘ra shunday &e [x;x+Ax] topiladikl,
nuqtada
J SWdt=fr&) Ax, ya’'ni AD (x) = f(£) Ax

x

o‘rinli bo‘ladi. Bundan Ad(x)

_—

) ning
= /(&) kelib chigadi. Ax—0 da &—sx vafix)
uzluksizligini sy o AD(x . o1 aeadi.

sizligini nazarda tutsak, @) - lim - ):?E}f@—):f(x) hosil bo'la

Shunday qilib, &’ (x) = (f: f(t)dt)' .

Bu tenglik [a;b] da uzluksiz bo‘lgan fix) funksiyaning boshlang‘ich funksiyas!
@(x) mavjud ekanligini ko‘rsatadi.
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. . irortasini
Funks ivaning boshlang ‘ich funksivalardan bi

3

10.32-misol. d(y) = fsinrd{ funksiya hosilasini toping.

1
i ; idaoi . "(x) = si o' ladi.
Yechish. y uqoridagi teoremaga ko'ra ®'(x) = sinx b

10.33-misol, D(x)= [<-’dr funksiya hosilasini toping.
1

. li
: TR borat, shu sabab
Yechish. Bu holda yuqori chegara x ning funksiyasidan i
ke ; y gucis i o Fos namiz:
Murakkal funksivani differensiallash qoidasidan foydalar

R G

. P Ini hisoblash
10-§. Nyuton - Leybnits formulasi. aniq integra

i Jang'ich funksiya
Nyuton - Leybnits formulasi. Aniq integral bilan bosh
Orasida qallda}' bog']anish mavjudligini ko'rib o‘tayhk.

ar h
. ine boshlang’ic
Avtaylik, fix) funksiya [a;b] da uzluksiz va Fix) uning

| - 1201 mulohazalarga ko‘ra
tunksi}'alaridan biri botlsin: F'(x) = f(x)- Yuqoridagi mu

D(x)= If(r)dr

= - ‘ 1 lda mﬂ,lumki:
hamf(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo ladi. U ho

@(x)=F(x)+ C, C=const.

a deb olsak, 0= F(a) +C. yoki

F(a).

Demak, f:f(t)dt =F(x) +C. Bunda x=
% t=F@&)—
ke —F(a) kelib chigadi. Demak, fa fd

Endi x=4 deb olsak,

: 1)
ff(t)dt = F(b) — F(@

R /i shu
R aniq integra

iz bo‘lgan funksiyaning : orttirmasiga
o'l va'ni [a;b] kesmada uzhiksiz ng bu kesmadagi ortiir

leng bo'ladi.



iv f asi bo'li Nyuton-
(1) formula integral hisobning asosty formulasi bolib. Ut
formulasi deyiladi. .
korif
i é X
(1) tenglikning o'ng tomonidagi /- (b)-F(a) ayirma, odatda /( )
fhags ' its f  quvidagicha yoziladi
yoziladi. Bu holda Nyuton-Leybnits formulasi quyidagicha Y0Z
b
jf(t)dt = F(x)|e = F(b) = F (a).
’ it iqnmS
i his 3 ;alasini an
Nyuton-Leybnits formulasi aniq integralni hisoblash masa

integralni hisoblash masalasiga olib keladi.

P b [ra+ sin) ¥
10.34-misol. Aniq integrallarni hisoblang: a) =z 0

’

5 dx

Vomm ¥ 2 e *dx.

2
Yechish. a) j]—dx !nm =in2-Inl=In2;
X

b) I( l "Si”.t)dt = (x_.co‘s-x)ll: _ (ﬂ"COS?I)—(()—C(),\‘O)- 7 I" ] T 2‘.

0

c)jm [(4+r) zd(4+x) 2~/4+x. _7(J__J_)_

0

0 .
d) Ieflxd_x_—__alze—lr\il__li(eu_ 2 € 1

— e ):
-1

i 5igd
10.2. Aniq integralni bo‘laklab integrallash. Nyuton-Leybnits formuld fl'
abll
ko‘ra aniq integral bilan aniqmas integral orasida bog*lanish mavjud. Shu sab

sh
bo‘laklab integrallash usulini aniq integrallarni hisoblashda ham tatbiq qili
mumkin.

Faraz qilaylik, u#(x) va v(x) funksiyalar [a;b] da uzluksiz hosilalarga egd
bo‘lsin. U holda

(uv) =u'viuv'
botlib, ufx)v(x) funksiya u'()v(x)+u(x)v’(x) uzluksiz funksiyaning boshlang"ich

b
funksiyasi bo*ladi. Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra I(u’v +u dx = )|,
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Levbnils

c Lok ‘ ke
— JH\'qu' () = [/ vedx Kelib chigadi. S0 nera wv'dx o ud

vy
vdu ekanligini e'tiborga olsak. natijada

Emh‘ = (u\')':__ - [\'n!u 2)

a

aniqg in . ‘ | . .
integralni bo lakiab integrallash fornudasi hosil bo'ladi.

10-35-misol. [ xcosxdx integralni hisoblang.

| . L j']adi.
Yechish. Bl =5 die cagede deb olsak. du=dx, v s hosil bc
Demak, (2) ga ko'ra

.

ik

. 2 2 T __1.‘:1_‘(:0\0______—-.
j Xcosxdy = (,\‘S[n \)l: _ j sin xdx = = + COSX|, 5 >
Q0 . >

0

- avtavlik, /(X funksiya
10.3. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish. Aytaylik, /(%)
la;h

Ikesmada aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin.

si funksiya [a:f]
10.36-teorema. Agar fix) funksiya [u;h] da uzluksiz, X (1)

o etami [acb]
) ~matlari toplami [a.
Kemada uzluksiz differensiallanuvehi, x=¢( funksiya ai} matlar
kesmadan iborat hamda o(@)=q, @(P)- b bolsa, u holda

h ﬁ 3
If(.\')dx-' jf(g:(:))gp‘(ﬂdf

L ik LI %
englik o'rinli bo*ladi. o Lchun shu kesmada U
z bo‘lga

Juksi "
hess ] Sl aw o'ra (A= o(p)=b po*lganli

oa K
boshla“g‘iCh funksiya F(x) ga e&& Shartga
Sababli Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra

a
h _[dFe)=
[ fx)dx = Fb)— F(@)= FloBN—F (p(@)) I

A ‘
=‘JL FY(p(0)g'(t)dt = G R (r)dt.
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) irish usuli
. il almashtiris
Shuni ta’kidlash kerakki. aniq integralni o'zgaruvchilarni

o -oarﬂlﬂri
. . wi s 4 integrallash cheg
bilan hisoblaganda integral ostidagi ifoda bilan bir gatorda integ
ham o*zgaradi. ¢
1
10.37-misol. [\]l - x dx hisoblang,.
o —gint

. i, 1 holda X
. irishni bajaramiz. U h
Yechish. Bu integralda x- sinr almashtirishni bajaram

e iradi
; i [0:=] kesmada qanoatlant
funksiya yuqoridagi teoremadagi barcha shartlarni [0: s

s aga ko'ra
va dx=costdt, a=0 da &=0, b=1 da /2. Demak. (3) formulaga ko

‘ ; : | g
Jv‘l —xldy = j\}'] —sin‘r- costdr = Icns".’df = J-[E + Ecml’ Jf"
0 0 0

1]

T

1
=(—!+lsin21)
24 Ty

10.38-misol, j ni hisoblang.
+J_

—( da

) 2t va d

Yechish. x=¢* deb o'zgaruvchini almashtiramiz, u holda dx— 2/d!

t=a =0, 5=9 da ;=B =3 bo'ladi
T ¢ 2edt
o 1+ J_ l +¢

-(3) formulaga ko‘ra

2[[%—L Jr:?,(;_]n“+,|)]"):6—2In4.
AU EY’

wi3
10.39-misol. J &k dx ni hisoblang,

kit %
. g\-d,\":d'r‘
Yechish.  sinx=r deb almashtirish bajaramiz. U holda coOS
r=sin(m/6Y=1/2, t7=sin(x/3)=/3 12 bo‘ladi. (3) formulaga asosan
3 Bz NENG: "
I C‘OSSI dx= j f_sdfz-.__l“. =l[16_l£]=3;,
¢ SIn” x T 4|, 4 9 9

Mashq va masalalar

Nuyton-Leybnits formulasidan foydalanib, aniq integralni hisoblang ( 1-8):
280

P v

.‘ y

-lg2

10-1 .J’;(Z.\' +sin 2x)dx

10-2 J 2% - 5%dx.
2 5 dx 2x+2
10-.\,_2 Ixeg 1{1-4._!1 :(h.
ex+Vx f1ox-4
10-5-,[1 T\j;—dx. ]0_(1_‘10 —-—\;_2 dx
1()”"-ff’"'—t—d'x 10.3_f1l Vax — 2dx
1+x2 e 5

. L ane (9-14):
Trigonometrik funksiyalarning integrallarini hisoblang (

3 = dx
10‘9-_[(," (Cos3x - fcosx) dx. 10-10. [; ey T

ix

L9-11. ff tg%x dx.

10-12. f."f 1—cos6x
10-13, L i“}atx. 10-14. [Z cos”@d¢-
i3
n
Ratsional kasrlarn integrallang (15-18):
0157 2= 10-16.7 ==
C X
10 S5x%+s5 _ls-fs__.’_—'i.—'—.
-17'f3 T dx 10 1 x2+6x+10
x~2

.
_ ib hisoblang (19-22):
O‘Zgﬂruvehini almashtirish usulidan toydalamb hiso

In2 g4z xdx
10-19. " 2= 10-20., 7=

16 d dx
10- 7]J' x+fr_ 10- "‘f—ll+{f__

ang (23-26):
Bo‘laklal integrallash usulidan foydalanib hisoblang 23

2 2 i
10-23. [° xe-*qx. 10-24. [ In(x? + Ddx

3 dx.
10-25 [ 100 10-26. J7, 9x* InCx + 2 ksiya har
toa T i Ida bu funksiya hs
10-27. f(x) funksiya [a; b] da uzluksiz bolsin. U ho

ali x ga
va uning integr
anday [x,b] < [q,b],a < x < b kesmada integrallanuvchi

iq
avchi bo‘lgan an
bog: lig bo*ladi: FlE) = f F()dt. Bu quyi chegarasi o‘zgar

* X

integra] deyiladi. F'(x) ni toping.

( 1y Lot
ib, lim n+2
10-28. Ilzidx = In 2 integraldan foydalamb, S0 G

[ ——

n+n) = In 2 tenglikni isbotlang.




1
1

1 . . : —_—t =
10-29. fu e E :x'z dx integraldan fovdalanib. lim n ( ;T 2z

+...+

n-ew nt e
1 T " V.
—-) = 7 tenglikni isbotlang.
2n? 4 s nksiya uchun
10-30. [a, b] kesmada uzluksiz bo*lgan har ganday f(x) fu
g ioini isbotlang.
ushbu J-: fx)dx = f:f(a + b — x)dx tenglik o°rinli ekanligini isbo

. ¢siya uchun
10-31. [a, b] kesmada uzluksiz bo*lgan har qanday f (x) funksiy

‘L oerinli ekanligini
ushbu f:f(x)dx =(b—-a) f[; f(a + (b — a)x)dx tenglik o'rinli ekan

isbotlang. e (0
5 s age
10-32. Aytaylik f(x) funksiya [=L, 1] kesmada uzluksiz bo’lsin. @

unksiva juft bo‘lsa U
funksiya toq bo‘Isa, u holda f_tl f(x)dx = 0: b) agar f(x) funksiya ju

holda f_t[f(x)dx =2 f; f(x)dx ekanligini isbotlang.
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XI BOB. XOSMAS INTEGRALLAR

: i ; . o Bas s 18 oe -hasini Kiritib
1”"’1 oraliqda berilgan fiy) funksivaning aniq integrali tushunc
b il o T
il o*rgandik Shuni t

- avonida oraliqning
a'kidlab otish kerakki. integralning bay onida.orallg
chekliligi va fix)

ning chegaralanganliei bevosita ishtirok etdi.
Endj avvalgj

onyy > < < s < I 111“1135]"]! I.‘Jh
[[‘nl S 11Lll‘l(.hd\lnl ma llltl'l ma [101 ]rd 1 Ul
3%

: . ashtirish shunday
U bormikan degan savol tugtuladi. Albatta, umumlashtiri Lt
boligh: 1 . . salari o'z kuchini saglab
Olishi Kerakk;. Natijada Riman integralining asosiy xossalari 0°z k
Qolsin, Ba'zi hoy

. 4 . an
o da aniglangar

arda aniq integral tushunchasini cheksiz oraliq
funks;y

ik i. Biz
. = s rei atote'ri E\Ciﬂdl-
ayoki chegaralanmagan funksiya uchun umumlashtirishga tog

hozj intecrallarni  kiritamiz  va
21 ang shunday umumlashgan (yoki xosmas) integrallamni

.
@ T8anam;j,.

3 ; s integral
1-§. Integrallash sohasi chegaralanmagan xosmas integ

i ‘li ning har qanday
e funksiya la:+sc) cheksiz oraliqda aniglangan bo'lib. uning

la; ¢)

ILFe

1shbu
. " S T t > a) uchunt
chekli qismida integrallanuvchi bo*Isin, ya'ni ixtiyoriy ¢ (

; -} funksiya uchun faqgat
X)dyx integral mavjud bo‘lsin. Bu integral berilgan f (x) funksty
t
t - 3o = x)dx.
€ [a, +o0) ©'zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi: F(¢) = [ f( )

i agi holatiga f(x)
L F(t) = [' f(x)dx funksiyaning t — +co dagi
@ ) +oo - ;
! iladi v x)dx Kabi
ﬁmksl)’aning [a;+o0) oraliqdagi xosmas integrali deyiladi va u f“ f(x)
belg“ﬂnadi,

ll.2-ta‘rif. Agar t —» +oo da F(t) = f; f(x)dx funksiyaning chekli limiti
. e . . Far a
Mavjyq bo‘lsa, = f(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi. f(x) funksiy
a -
€sa cheksiy [a; +o0) oraliqda integrallamuvchi funksiyva deb ataladi.
. P csi i mavjud
Agart — 400 daF(t) = ftf(x)dx funksiyaning limiti cheksiz yoki mavj
a

bo‘lmaSa, Uhalda [ f(x)dx xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.
a

- a8, ...



deyiladi V2

Chekli yoki cheksiz limit xosmas integralning qiyma

J 7Gx = lim [ 7 Goydx Kabi yoritadi
=40

.

11.3-misol. j—,;_u.e R . integralni yaginlashishga tekshiring.
X
1

Yechish. Agar a#1 bo*lsa. u holda

I — = lln]j(-lj = lim X = lim (=1
]X .l»--:lx ""‘l—f-([ 1—-x | —cr
Demak,
-1
dx [ . Mo ],
j“‘T=< -«
b (o=, Va<l.

Agar «=1 bo‘lsa, u holda

J- de .ty
—=lim| ==
l x LR s = Y

lim In |x|[; =limlnt==.
1o 1 b

oId ) u [\'ﬂn-
Demak, _[—: integral o1 da yaqinlashuvchi, o<1 da uzoglashuvchi €

X

|

4

11.4-misol. f e “dx, a>0 ni hisoblang.

0

ety r e-‘“ , ——(’7‘" GIJ
Yechish. Ie““c[\' = lim Je"”‘dx = I = [lim +— |=
5 [ - [ —pscr a 1] b sar a

lim
a
— . 1 1
*llm[—— =-l_.
t—o| ae‘" a
-

11.5-misol. j

0

cosxdx ni vaginlashishga tekshiring.

Yechish. Bu xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘ladi, chunki £ — +° da

F(t)= Jcosxdx =sin{
0

funksiya limitga ega emas.
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: o . p oot -uqoridagi kabi
Funksiyaning (—e;b] oralig bo'yicha xosmas integrali ham yuqoridag
@riflanadj

0

11.6-misol. [

A : .
- ni yaqinlashishga tekshiring.

+ X
. 0 T ° _ lim (aretg0— arctgr) == -
Yechish, f MR = lim | L .= lm urcs’éf-"l.- :,II.T (arcie0 .
GlTaAT A Lo e
o -
- . ) . dv 7
emak. integral yaqinlashuvehi va [ e 2

—

) : . : = (-OC:'*'OC)
Avtaylik, fix) funksiya (=c:+=0) da uzluksiz bo*lsin. U holda biror ¢

¢ ey ~inksivaning ikka
uchup J S(x)dx va _[ F(x)dv integrallar yig'indisi bu, fpiEs N

-

. i deyiladi va
. . mtt:;_lrd“ dey
INtegraljash chegaralari ham cheksiz bo'lgan Xx0smas

dU¥idagichy voziladi: J_f(x)cir. Demak.

ff( X)elx= J' f(x)dx+ ﬁff(-\')d"

va ta‘rif bo.yicha

T T : 0 )X
J S(x)dx= lir}}:'[f (x)ddv+ };p}!f (x)el

deb 9abul gilamiz.

.:

(v integral
hekli borlsa, | QIR
Agar (3) dagi ikkala limit ham mavjud v chekli bo'ls

&

yaqinlashuvehi, aks holda uzoqlashuvchi deyiladi.

11.9-misol. _[ integralni yaginlashishga tekshiring.

1+ x?
Yechish. (3) formulada ¢=0 deb olamiz. U holda
i

l+x2 3 1+a2

—o

P r dx

[t]
dx . + lim T
= ]lmJ- 2 o -
2w 1+x* =gl

1+x

+ N
ol

%]




t— LU‘L‘!},’O) =

lim (arctg0 — arctgr) = lim(arcts

e

= !hm arctgx| + lim urcrs,rxi' -
Loa rowed 5 (

1
=—7+
2

n =7,
Geometrik a T teral
etrik  nuqtai nazardan yaqginlashuvchi J'_f (x)dx Xosmas integt

o

y ftx)=0 egri chizi . ‘qi
gri chiziq, x a =0 to'g'n chiziglar bilan chegaralangan va 0x 0%
yo‘nalishida cheksiz cho‘zi i Ess atadi
cheksiz cho‘zilgan figuraning chekli S vuzaga cga ckanligin! ﬂl‘gl“‘ﬂdl
i xosmas

.x

]_;"(x)d.r va J

e

(64-ras : R
rasm). Shunga o‘xshash, F(x)dx _\,aqin]ag,]uwch

-

inte ' i
grallarga ham geometrik talgin berish mumkin.

~
\:f(x )
ot
g >Z—
l g

G4-rasm

2-§. Xosmas i i
§. Xosmas integralning xossalari
h cossalarg?

Y uqorida Kiriti
iritil :
gan xosmas integrallar aniq integrallarga o'xshas

ega:
11.10-xo0ssa. A T

= ! [ (x)dx xosmas integral yaginlashuvehi V2 I(-O‘Zgarmas
li

son bo‘lsa, T 2 +o
{ kf (x)dx ham yaqinlashuvchi va I kf (x)dx :k’f £ (dx tenglik o'rin

bo‘ladi.
Isbot (11-1-masala).

11.11-x0ss
Xo0ssa. ;\unr T 3 . .+ O
holda f"'“’( i -[” fFx)dx va Jd @(x)dx );u]inlnslm\ch; bolsa. u
f(x) + o(x
a )+ @(x))dx  yaginlashuvchi  va [T £ @())dx =
a = 3 -

J- '| (r - x
a s )dl t- 1 x t 2 - = & z . !
- -[Gl q ( )( X ‘L.H‘...lll\ Q 'llnh hU L“- 1.

Isha
t(11-1-masala).
11.12
-12-xossa. Age U
sa. Agar Jax xos .
holdy ixtiy § L, f(x)dx xosmas integral _\‘mli“l'*"‘lmwm ol »
Xtiyoriv
Yorly b > a uchun [ 7 f(x)dx i -
»  F(X)dx integrali ham vaqinlashuvchi bo-ladi vaa

= pe
8 Xdx = ¥ ¢¢. i
'r“ fOOdx + L, f(x)dx orinli bo*ladi.

Isb
ot (11-1masala).
a bu funksiyaning xosmas

X0ss8a. Aear +co ~ ’
\‘-\L X € la; ) lthLll‘l -(\.) = it

inleur =
aralj vaqj
aqinlashuvchi bo'ls @
chi bo*lsa, u holda _f; fx)dy = 0 boladi.

l‘
sbot (] I-1-masala).

1114
=19-X0ss:¢ S— 2 .
sa. Avtaylik f(x) va @ (x) funksival +o0) da aniglangan,

uz]u]\'si? va 0 ar [a;
L Vg S
f(x) < @(x) shartni qanoatlantirsin. U holda
+ £ (x)dx ham vaqinl

a)agar (**
a7 e()dx vaqinlashuvchi bo’lsa. It

ashuvchi

b !adi;
b) a0 + o -
agar ["” f(x)dx uzoqlashuvchi borlsa, J,  @(dx ham uzoglashuvel!

bU‘ladi‘
f(x)dx =

Isb . N :
ot O Aniq integral xossalariga kora ixtiyoriy &= a uchun J,

F) = Jo f)dx =
Demak, F (t)
1 F(L)

J‘t
a P(x)dx o*rinli.

g J.:mfp(x)dx yaqinlashuvchi
munosabatla.r o‘ri

t
faotax < [77 padx <+
huningdek, f()=

funksiv
inksiya yugoridan chegaralangan- S
Bulardan tlﬂn F(t) chekli lim

po‘lsa, U holda

nli bo‘ladi.
0 bo‘lgani uchur
itning mavjudligi, ya’ni

funkSiya o*suvchi bo‘ladi.

kelib chiqadi.

+e
Jo 7 Fx)ax yaqinlashuvchiligi




; - artdan F(t) =
Aksincha, ["7 f(x)dx uzoglashuvchi bo'lsin. [(x) = 0 sha
a

A dx &
Ce s Lali "nd!.ff(x)
f; f(x)dx funksivaning t — +o da +oo intilishi kelib chiq b i
la
- 3 2LV inge € L= +oo .
f: @(x)dx tengsizlikdan J': @(x)dx = G(t) funksiyaning ham

intilishi, ya'ni _[:m @ (x)dx uzoglashuvchiligi kelib chigadi.

. . " . Trt ,_
11.15-misol. j’*m —i integralni yaginlashishga tekshiring
1 vrda J'*mdx imc‘lml
5 . = H » ni a
Yechish. 11.14-xossadan foydalanamiz. Berilgan integral 10X

'SOI) [1:{’.‘(} dﬂ
. 0 P -Im1 L]
bilan solishtiramiz, bu integral « > 1 da vaginlashuvchi (11.3-m -
o berilge
1 1 1 " : +w dx . s vadi |35h|5h|dan
— = — bo'lg abz — integralning yaqin
e S TS 3 boIganligi sababli. [, = integ
+oo  dx . . s . . .
L N integralning yaginlashishi kelib chiqadi.

3-§. Absolyut yaginlashuvchi integrallar i
. spartl
. ) (e e s 8 retarli sha
Quyida xosmas integral yaqinlashuvchi bo*lishining zarurly va ¥
isbotsiz keltiramiz [2, 210-b.]. bl
T . idagi [ f(x)dx xosmas intes
11.16-teorema (Koshi teoremasi). Quyidagi fa fG (to >
. day to \'0
yaginlashuvchi bo‘lishi uchun ixtiyoriy £ > 0 son olinganda ham, shunday

'”f(x)dxl <E
a) soni topilib, t" > tg, t" > tg bo*lgan ixtiyoriy t', t'’ lar uchun lff,

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

. iglashdd
g l
Ushbu teoremadan xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligin! aniq

. a undal
foydalanish qiyin, ammo bu teorema muhim nazariy ahamiyatga Ega ¥
quyidagi teoremani isbot gilishda foydalanamiz.

. ‘]sa, u
11.17-teorema. Agar [ | (x)|dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo
holda [ f (x)dx xosmas integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi.

+az

mag?
Isbot. ¢ Shartga ko‘ra _“f(x)]dt vaginlashuvchi integral. 11.16-teorel

a

asosan, ixtiyoriy £>0 son olinganda ham, shunday ¢, (1,> ) soni topiladiki,
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| i ' . 7lik bajariladi. Ammo
t Lo, 07 1,61 1) bo'leanda “{(\)‘J\ & E iL‘Ill.'.bi/]ll\ b.l_]dl‘ll 1d
{

=

7 Goasls [|f (o

T -,

! ay ~a) soni topiladiki,
Peak, ixtivoriy £>0 son olinganda ham, shunday fo (7 al sc
i

oty bo*lganda

\_[ S(x)dx|<e

"

- . -hiliei kelib
bo'lag - ‘s ing yac inlashuvchilig
adi. I.16-teoremaga asosan I.f(.t)cil' integralning ¥aq

a

Chiqadi_ 'S

: | bo*lsa, u holda
f . oral vaginlashuvehi be
TL18-ta’rif. Agar J-|f(.\‘)\ dv xosmas integral yagt

a
e

s nksi sa
—— -) funksiya ¢
o] deviladi, f(‘)
J'f(x)dx absolvur yaginlashuvchi xosmas integral de)
a - -

A ; : iva deb ataladi-
o) oraliqda absolyut integrallanuvehi funksie

i -y | dx
9 i bolib, if(-\)|
11.19-ta Tf(,-)dx yaqinlashuvchl ! :l;
A9-ta’rif.  Agar

o Y 7 Sl u 'C!ﬂ
h as n lalt l o hﬂ fh 1aq1nla

xosm €, 4 T LV
v , u hOlda If(\)d]f teord s

a

deyilagj.

: tekshiring.
- . inlashishga
sinx integralni yaql
11.20-misol. I_de n
| X

ISiﬂ.xl < __l_- va
=72
1:+ec) da ¢
,

i i jramiz. ( .
Flsiti£] v integralnl tekshir |
Yechish. Avval J- X =|sinx| .

| 11 | 4-xossaga ko‘ra _!- 2

i igi i, :

-[ l"{" yaqinlashuvchi bo*lganligl sababl

2 3
v X
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! i
L c Sh[]\Ch
-~ 51 a

g ; inl
Sin X . A1 absolyut yaqh

2 . u i . N DALY Jte ‘I'dl ab: b

mlcgral yaqmlashu‘.'dn bo*ladi. Demak. | o elx integ

bo*ladi.
: (in.
b i ]]11]]]1}\
‘ : ayon qilish
Yugoridagi xossalarni j f(x)dx integral uchun ham b
4-§. Xosmas integrallarni hisoblash
< e ; Y 7.3 o ‘ullanamiz.
Endi xosmas integrallarni hisoblash bilan shug ullana o) d8

ksiya 147

a) Nyuton - Leybnits formulasi. Faraz gilaylik. fix) fur i
rmulastde

. . i . ; ~vhnits fo
uzluksiz bo*lsin. Xosmas integral ta’rifi hamda Nyuton - Leybni

E [ (x)dx = lim [_f(x)dx = lim(F(¢)— F(a))
- - »ex 4 [-—#ex ) r
) i bo'ladi- AS?
kelib chigadi, va bunda F(x) funksiya f{x) ning boshlang'ich funksiyasi bo e
i A ;i qiyma
t—+o da F(t) ning limiti chekli bo‘lsa, bu limitni F(1) ning = dagi a%
qabul qilishimiz mumkin, ya’ni
lim F ()= F(~ o).

. lasi
" e formt
Bundan esa, f(x) funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnits

o‘rinli bo*lishi kelib chiqadi:
§ f dx =F (- o0)-F@)-Fx)|

: ZluksiZ
b) Bo‘laklab integrallash. Aytaylik, u(x) va v(x) har biri [a:F= ) da uz
. N 4o - 1‘[‘3[
u'(x) va v'(x) hosilalarga ega bo‘lsin. Agar j'v (x)du(x) ~ x0smas inte&
yaqginlashuvchi hamda
Jl_if‘n u(t) = u(+o0), rl.im v(e) = v(+oo)

—

limitlar chekli bo*lsa, u holda I u (x)dv(x) ham vaqinlashuvchj botiadiva

a
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]u (x)dvix) (zrr,\')\'f_t')l\: - J v (x)dulx)

; - : alni hi ang.
11.21-misol [.\'c dx xosmas integralni hisoblang

" 4' : Sy iz. U holda
Yechish. Borlaklab integrallash usulidan foydalanamiz
- . 2 X)) =~ !i_n]
i s = lim (-X¢€ Y o
wix)=x, dvix)- e tdx. du(x)=dx. vx)=-e (u(x)V(x)) U e

X = ¢ 1
o 0 [vdug - f (e lime | =0

c
5

-1=-1 bo*ladi va demak.

j e dy - 0-(-1)=1.
n ; - berilgan
¢) O*zgaruvchini almashtirish. Aytaylik, ffx) funkS¥® [ate0) da b

bo*lsin. Quyidagi I f tx)dx integralda x= (1) almashtirish kiritamiz. Bunda
(1) e funl:siya [o;450) da berilgan va uzluksiz @ (1) hosilaga €53
(2) (1) funksiva [or:tec) da qat’iy o*suvchi:

(3) ol)=a, of- =)= “_',“ P(1) =+ bo‘lsin.

U ichida (x)d-"
1 ‘1 hld n I.f
hold QI f((ﬁ(f )){ﬂ 'U)Cﬁ yaqinl Shll\-’Clll bo 1S )
a a

Yaqinlashuvchiligi hamda
[ reode= | sonweod

tenglik o‘rinli bo*lishi kelib Chlqﬂdl
Mashq va masalalar

11-1. 20-23 -xossalarni isbotlang.
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u hOldﬂ

11-2. Agar [ f(x)dx va N 7 p(x)dx uzoglashuveht bolsa.
. o 100 oraliqdd
[, (f(x) £ x))dx uzoglashuvchi bo-ladimi? Ko-rsatma.[1; +0)

1
flx) = =i p(x) = — )—1—1 funksiyalarni qarang.
Juvehi po'ls3:

11-3. Agar [ f(x)dx yaqinlashuvchi. N 7 p(x)dx uzoglas!

uholda [ 77 (f(x) + @(x))dx yaginlashuvchi bo' ladimi” .
o talrif berine

11-4. f(x) funksiyaning (—; b] oraligdagi xosmas integraliga r

canlig

2 ini
shuvchl ck

Xosmas integralning giymatini toping 3 voki uning uzogla

ko*rsating (5-14):

4+ i 2
11-5.f " e " dx. 11-6. _[(: xe ¥ dx.
= +r dx +r 1x
i 7.'[]3 zlnx’ 11-8'-[82 r:fl_n_J:
¥ + dx dx
-2, ‘]‘1; P T L1 10[ (1*:)\1’
Li-11.f " 2asi 0 L o¥dx
,  2xsinxdx. 11-12.f  x e*dx.
dx =3 —
11-13. f_mm 11-l4._[‘; 2 e Vidx.

Xosmas integralni yaqinlashishga tekshiring (1 5-22):

+w xd
11-15.; 4—:2 11-16.],

+o arcty tdx

+00
11-17.f 7 e~ cos 2x dx. 11-18.f," 1117;2-dx
+ oo dx
11- 19_’- —— 11-20. J-+oc 2+3xc405xdx'
+o x arctgx
11-21.f; " 288 gy 1122 [0
xX+cCos X

5-§. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas intcgl‘nli
Aniq integral mavjudligining zaruriy sharti integral ostidagi fuﬂksjya"mg
chegaralanganligi edi.
Endi f{x) funksiya [a; b] da chegaralanmagan bo*Isin. Aniqrog'i ixtiyoriy 70,

(e<h-a) uchun f{x) funksiya [a;b-£] da chegaralangan va integrallanuvchi bo*lib; 2
292

Nuqtaning atrofidagina chegaralanmagan bo’lsin. Bu holda b nuqta f(x) funksiyaning
maxsus nugrasi deb ataladi.
:
Demak, ixtiyoriy ¢ fa + h) uchun f £ (x)dx integral mavjud bo-lib, u fagat 7
. ": |
©'zgaruvchining funksiyasi bo*ladi:
‘

jf(x)cir ). a~r—b.

11.22-ta’rif. F7y) funksiyaning (—b-0 dagi limit holatiga chegaralanmagan

¥) funksiyaning [a, ) oraliqdagi xosmas integrali deyiladi va t Jf (x)dx kabl

belgilanad;.

- 3 ™. i 2 cly # Sn]as
Agar r—b-0 da (1) funksiyaning limiti mavjud bo’lib. AR
i o . ) 1 o [ k lya
Negral yaqinlashuvchi deyiladi. f{x) funksiya esa [a:b) da 1nte=rallanuvch| funks

deb ataladi.
j‘f(l)d‘ xosmas

Agar (—b-0 da F(1) funksiyaning limiti cheksiz bo‘lsa, J

da ham biz

inte iud bo*lmagan hol

gral uzoglashuvchi deyiladi. yugorida limit mav)

XOsn 3 . .
has integralni uzoglashuvchi deymiz.

Demak,

Jf (x)dx = lim F)= lim, If(x)afx'
2 t—b=0 L= i

a .+ iganda (a;b] oraliq
Xuddi yuqoridagidek, @ nugta f(x) ning maxsus nuqtasi bo lga

boyicha xosmas integral ta’riflanadi. AXSUS
ftx) funksiya (a;b] oraliqda berilgan b

nuqtasi bo‘lsin. Bu funksiya (a; b] ning

4 funksiyaning ™

o*lib, @ nugta sh i
(a<t< b) qismida

istalgan  [£:2]

imegral]anuvchi, ya'ni ushbu

[ 7 e =10

integral mavjud bo‘lsin.




Alapnmagan
N et o Cgﬂrdldﬂ[ﬂtv
11.23-ta’rif. Fry) funksiyaning 1—a-0 dagi hmit holatiga cheg

i - abi
. : i deb ¢ jpvau f (_r)d,\
fix) funksiyaning (a:b] oraliqdagi xosmas integrali deb ataladi v J

belgilanadi.

[ Fix)c
o : - hekli bolsa, I.f("
Agart — a-0da (1) funksiyaning limiti mavjud va chekli be

. 'Iﬂdl
. Mangvehi funksiya deY!
xosmas integral yaginlashuvchi. ffx) esa (a.b] da unc'__'rdlldﬂu“-l" fi

b . eagral
A L )5“135 ]ntes
Agar (— a+ 0 da F(y ning limiti cheksiz bo'lsa, u holda J_:’ (x)dv XC

m biz
A 3 g % " " . . ‘ e ]()]dﬂ hﬂ
uzoqlashuvchi deyiladi. Yuqoridagi limit mavjud bo Imagan i

integralni uzoglashuvchi deymiz.
Demak,

b

b
[ £ 69dx~ tim Fay— tim [ 1 (gdx
. : : x)=
Agar ftx) funksiya [a;h] kesmaning biror ichki ¢ nuqtasida 1“,1]}-’{(
integralni kKI2
bo‘lsa, u holda aniq integralning additivlik xossasiga o*xshash integraln

integralning yig‘indisi ko‘rinishda ifodalaymiz:
b < b ' 5
_[f(x)dx: jf(x)dr B If(x)dx = rlir_[l“j-f(x)d.\‘ + .l,i‘_"l,_[f{-")dr'

Agar tenglikning o‘ng tomonidagi limitlar mavjud bo‘lsa, u holda xosma®
integral yaginlashuvchi deyiladi, aks holda uzoqlashuvchi deyiladi. )
Geometrik nuqgtai nazardan chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrah
y=f{x) egri chiziq, y=0, x=a, x=b to*g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan va x—b0 da

" oy ) T a
(x —a~+ 0. x—c#0) Oy o*qi yo‘nalishida cheksiz cho‘zilgan figuraning chekli Yuz&
ega ekanligini anglatadi (65-rasm).

-
»
>

——

i e A

l -

6G5-rasm

dx s
11.24-misol. l* ~ ni yaqinlashishga tekshiring.
X

Q

qtasidir.

e (sus nu
— L <jvaning maxsu
Yechish. Bunda x-0 nuqta integral ostidagi funksty

Bu holda ta'rif bo'yicha

I NP ,‘1,{}1[\/-_r115}107f\ =rh‘5):;“(2—2\/?)=2.

. : i 2 ga teng.
; : ng qiymatt =
Demak, berilgan integral ynqmlushuvchl va uning 4

Loa tekshiring-

1 i ) R .
11.25-misol. Ly integralni }’f‘q'“lasmsE

I—x

idir.
; ivaning maxsus nuqtasl
Yechish. Bunda x=1 nuqta integral ostidagi funksty aning
Bu holda
| , —1+2)=2
,[hfdﬁ__ =i llm( 1—x|= m‘“n(_
Umh';‘r‘n" \,._ (—1-0 1

Demak’ bu integral ham yaqm!aShuvchl.
1 . 5 «shiring.
11.26-misol. ji"_ integralni yaqmlashlshga tekshiring
x
Yechish. Ta'rifga ko'ra

di.
ya’'ni bu xosmas integral uzoqlashuvohi bo‘la

lim | . llm In|x || = 1lm(ln1—lnt):+°‘-‘
%

1—+0+0
t >U+U
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- oody
11.27-misol. j—~— ae .a<h integralniy dqmldshlshﬂd tekshiring.

oo

-X)

Yechish. Ikki holni qaraymiz. 1-hol. a1 bolsin. U holda

b gl o : p-x)"
I—.:*lim LSRN, ¢ — ey edb—xy=~li e =
“(b—xy u'[“}'—.\‘)" :hm I(}} 0 d(b-x)= ,1].!,“!‘ l—a |,
" [ ”7—(1) s <1
. i 4 ¢ .
l—ert I’L‘n“((h 0 H(h—a =3 l-a
lll o a > 1.

2-hol. o.=1 bo-lsin. U holda

b .

_‘ de =lim_[ — - :
2 Ab=ix) r-h-ud(b_x)‘_,l“ﬂ"llnlb—‘fll :—,115‘1_1”(1[11h—r|—]n|h—aU:+°c

b

Demak, jbdx

sy . . da
(b—x)* integral a<1 bo‘lganda yaqmlashuvchl. ozl

a

uzoglashuvchi bo‘lar ekan.

6-§. Chega T . ;
garalanmagan funksiya xosmas integralining xossalarl
Quyida mas : i
5 axsus nuqtasi b bo‘lgan f{x) funksiyaning [a:b) oraliq bo'yich?
olingan I

f(x)dx xosmas i i
/ as integr i o . —
gralining xossalarini keltiramiz. Bu _\(()553'31“1 me XSus

nuqtasi @ bo‘lgan funksiyani .
. g nksiyaning (a;b] oraliq bo‘yicha olingan xosmas integralla”
un ham bayon qilish mumkin.

11.28-xo0ssa. : :
Agar fix) funksiyaning [a;b) dagi xosmas integfﬂh

yaqinlashuvchi bo‘lsa, bu funksiyani
b siyaning [¢;b), (a<c< i ‘yicha i i ham
yagqinlashuvchi bo‘ladi. Bunda e oraliaperiets et

] 4 b
[ f (o = [ £ s+ [ f eds

tenglik o‘rinli bo*ladi.
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11,29-x0ss; P : ; ;
xossa. Agar | f tvdy va |@(x)dx integrallar yaqinlashuveh bo-lsa. u

holda ixtivar:
a1xtiyoriy e, £ sonlar uchun
(@ f(x) £ Boax
int '
¢gral ham yagqinlashuvchi bo'lib.
b A 5
j.(a f)® Bo(x)dy —a J;_f(l')ti\' & }3_[9"(-")‘1"'

tenglik o'
nglik o*rinli boladi.

11.30-xo0ssn. Agar }f “(xjdv integral }'aqinlashuvchi bo'lib, [@:8) da fix)20

bo'lsa, u t i
-Uholda [ £ (x)dv=0 borladi

a

5 b T
| . . minlashuvehi bo‘lib,
11.31-x0ssa. Agar j_/' (x)dx va _[40 (x)dx integrallar yadin asil

a a

[2:5) da fix) < g(x) borlsa, uholda [/ 9= [ bo'ladi-

Zluksiz bo‘lib, b esa ularning

11.32-xossa. f{(x) va @(x) funksiyalar [a:b) dau

maxsus nuqtasi va 0 <) se). € [40) borlsin. U hold®
b b o hi bo‘ladi:
) I @ (x)dx )’aqinlashuVChi bo‘lsa, If (x)dx ham yaqinlashuve !

] b Jashuvehi po‘ladi.
b) If (x)dx leoqlashuvchi bo'lsa, Iqo (x)dx ham uzoq
a Keltiramiz- Qolgan xossalar

ib chiqadi-

g isbotini
2’ »riflaridan keli

11.30- -xossanin

Misol tariqasida
mhshuvchlllgl t

iyoriy 1€ [a:b)

bevosita xosmas integral V& uning yad

t
alariga asosan fiX v) 20 b0 ‘|sa, ixtI

Isbot. ¢ Aniq integralning X0s5

uchun ,[f (x)dx = 0 b0’ |adi. Bundan




~

[] (xjdx — lim Jj (xjcdx =0

ekanligi kelib chiqadi. ¢

i 4lini hisoblash
ng xosmas integralini hisobl

7-§. Chegaralanmagan funksivani
isoblash

B pilan
Endi chegaralanmagan funksiyaning Xxosmas integralini

shug‘ulanamiz.

a) Nyuton-Leybnits formulasi. hu
pu holda st

Faraz gilaylik, fix) funksiya [a.b) da uzluksiz bolsin. Ma'lumkl.

oraligda uning boshlang'ich funksiyasi /(x) mavjud bo*ladi.

ey ning P
navjud bo'lsa, bu limitni F(x} ™

Agar x—b-0) da F(x) ning chekli limiti 1

nugtadagi giymati deb qabul gilamiz, ya'ni lim F(x) Fth)
e _[‘cybﬂlts

: : - poe : I 1
Xosmas integral ta'rifi hamda aniq integrallar uchun Nyutor

formulasidan foydalanib,

b 1 b
Jf fx)cx lim J‘f (x)dx= lim (I()-F(a))= F(b)-Fla) (x|,
tegfa]i

. 3 ; ; : : ; . . . in
ni topamiz. Bu esa, yuqoridagi kelishuv asosida, f{x) funksiyaning xosmas !

uchun Nyuton - Leybnits formulasi orinli bo‘lishini ko*rsatadi:
b
[ £ )x =F(b)-Fa).

b) Bo‘laklab integrallash.

. . . a
u(x) va v(x) funksiyalarning har biri [a; b) da uzluksiz «'(x) vav "(x) hosilalaré

ega, b nugta esa v(x)u'(x) hamda u(x)v'(x) funksiyalarning maxsus nuqtasi bo*Isin-
b
Agar I" (x)du(x) xosmas integral yaginlashuvehi hamda ushbu Zim (¢ V(! )
. [vb-0

1]
limit chekli bo*lsa, u holda _[u (x)dv(x) xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo-libs

a

b "

j-“ (x)dvix) rrzf.\')v!\'ul‘ - I\'(\'I(ﬁl(.\'!
5 -

tenolik o rit: 5
englik o*rinli boladi. Bunda wibyvrbr lim o) -

3

¢) O*zgaruvchini almashtirish.
ftx) funksiya [a:b) da berilgan bo'lib, & uning maxsus nuqtast borlsin.

5
i : - ashtirish
[-f fx)dx xosmas integralni qaraylik. Ushbu integralda x— (1) almast

) = 0 hosilaga ¢g2 hamda

ba.qr g 3 5
Haramiz, bunda ¢rr) funksiva [a. /) oraliqda uzluksiz ¢ (1
integral

xOsSmas

o . - :
=8 ,‘{}pnmrbb. Bu holda agar [_f(w(m‘!’ ()

€

3 ~hi bo‘]’\di va
f (x)dx xosmas integral ham )'f'qml“Sh"Vd" ’

T

yaqmlashuwhi bo*lsa

]

I S (x)dx f.l"(co(r)w’(r}dr

tel']l.‘.lik o'rinli '
= lbo-lad ) | )
1 funksiyaning [a:5) oraliq bo yicha

Yuqorida bi ; ¢ b bo*lgan f{x) g -
qoriga hizriagsts hugres y Sérib o‘tdik. Bu usullarnt maxsus
C

oli ; WEE ini k -
Ngan xosmas integralini hisoblash usullarini K = ntegralini

i 5 o li[‘lgﬂﬂ X =
Nqtasi ¢ bo'lgan funksiyaning (ab] oralid botyicha CTHS
hi :

1soblashda ham qo* llash mumkin.
1 . .
11.33-misol. / =j-——di‘— ni hisoblang-
avshanki,

14 x)x |
( shni bajaramiz: R

a ega hamda o(0)=0

(4]

_ ¢? almashtiri
Yechish. Ushbu integralda x=00) ra

a c;o'('!)=.?r>0 uzluksiz hosilag

?(1) funksiya (0;1] oraliqd

@(1)=1. Demak, -
=

1
= Zarclg?‘|0 =2

=

¢odt
[ dx ! :.’.Idf _2'[_____—2—
I= = 3
j;(1+.ﬂxl‘x J;(“" yooalt




. . ran
. S e “hegaralanmag
Chegarasi cheksiz bo'lgan xosmas integraldagi kabi cheg .
. . “hasinl
; -aqinlashish tushunchas
funksiyaning xosmas integrali uchun ham absolyut yaginlashish
Kiritish mumkin.

o hun
i ho- 7y) funksiya uc
(a:h] da aniglangan va a nugta maxsus nuqtasi bo*lgan /(x)

h

: . b as integrd
J;f(x)!dx yaqinlashuvchi bolsa, J‘j (x)dy absolyut yaqinlashuvchi xosm

a

al

o

o 1cioa deb ataladis
deyiladi, f(x) funksiya esa (a:h] da absolyut integrallanuvchi funksiya de

Mashq va masalalar _
. jginl
. - . P 1 ekan“.‘:’-l
Xosmas integralning qiymatini toping yoki uning uzoglashuvch
Ko‘rsating (23-26):

11-23. j«m . ‘“
"’5f2(,,4)2 lI%fm
Xosmas integralni yaginlashishga tekshiring (27-30):
11-27.{5441_3}_2@ 11-28.f C‘f"
1129f W 11-;0[ J__
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XITBOB. ANIQ INTEGRALLARNING TATBIQLARI

1-8. Yuzani hisoblash formulalalari

i.

Az qilaylik, x-q, ¢ p v

fu
nksiya erafigi bilan chew:
fio

o sy chiziglar va v frx) nomantiy uzluksiz
garalangan 1) tekis figura berilgan bolsin. Biz shu
2u

1g aning Yuzini hisgh

laymiz. Buning uchun |, 5] kKesmaning biror 7, bolinishini
Olamj,.

Xy X, b
Jix) Ning

a- x,,

(i r.3) Kesmadagi eng kichik va eng katta qivmatlari mos ravishda
™k va My bo- Isi

- M- Har bir [x; ;] ga mos. asosi shu kesmadan iborat bo*lgan,
aland)jk ) .

lari ega Meva v A botlgan ikkitadan to*g i to'rtburchaklar yasaymiz
(66-ragyy).

B .
) archy (o rlburt.hakhrmnn kichiklaridan (balandliklari my) iborat boslgan
O'pby 3 !
rchak /) ilLur'iL'l ichki chizilgan ko*pburchak bo*lib. katta to'rtburchaklardan

0“’1( k ; -
O"pburchak tashqi chizilgan bo*ladi. Ularning yuzlari mos ravishda

y=/t)

i
]
1
[
1
I
|

1
I
1
\
1
a X; X3 Xpp Xk Xn-l b
66-rasm
e kzmkdxk =S5(7,), o' = ZMJ:A"& = 5(z,)
=1 k=1
bo‘ladi_ Shart

2a ko‘ra f{x) funksiya uzluksiz, bundan uning integrallanuvchi ekanligi
Kelip chiqadi.

Demak,
WP =lmS(r,) =limS(r,) =info’ (2 =maxAy,),

a . . .
Yami D figurg (egri chizigli trapetsiya) kvadratlanuvchi va uning yuzi

301




S .[ [ (x)dx

bo*ladi.
Agar yuqoridagi
joridag 1
o e gi D figura quyidan ¥ 0 torg chiziq omie?
%)< fix), xe [a:b])  chizig  bil
chegaralang: “1i | .,
1gan bo'lib, p(x) funksiya uzluksiz

bo‘lsa, u holda
Se
]'(f(X) —p(x))ddx

a

bo*ladi.

12.1-misol. vy x* vax*
) ~ ~hiv7t *
y* chiziglar bilan chegaralanagan

o7-rasm

i :
iguraning yuzini toping
o
Yechish. Beri
sh. Berilgan fi i
igura yugoridan y = Jx. 0=xslchizi Bl e
: oy <x< chiziq ilan, /1d¢

csa y .\1 0<Y<] 7- S 11n uchu
(e an > 7 €
== Lht,gdralangal ((J THSITI). Shur ing u hun
1 ]

3
2x2 11
0 3"

A

I
03 3 3

2 1

1
S :_[(sz:cz)d\'=
Q

Ebrl ChlZl v 4 1 k
Y qh tra
p(:tSl adaé1 egrl ChlZlq par'm ctl
s usu lda

o o(B)=b. [ )

[, x = (1),
=w(t)
kesmada
i () uzluksi
siz, ¢(t) esa monoton va uzluksi (i
iz @'(t) hosilaga €&

yidagiga ega bo*lamiZ:

( = [i h(:[ll“all l)I) 1) l“(l w
t< ) lbln (
a

a deb fara?

C]IIallllZ. () zZga Vcllllll a a ht“ls]l qC)lda 1£a asosan qu
g ru
lm S S g

S=b T
Jreds=[wirw e (1)

X = dacos!,

12.2-misol. i
(0<r=2m) elli
ipsning yuzini h
isoblang.

= bsint

Yechish. A
. Avval ellipsni
ellipsning chorak gismining
yuzini topamiz
iz:
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5 °
4 =\ bsint(—asi : _
e mn ‘ B
0dr = (zh] sin’rdr = — b( NE&
* ¢ \ (l Ccos 20dr = 9-—- [ — _"_ﬂ_’ 5 frd}"
: ) O
Demak, S=rah 0
arkasi

ne eilloidai .
sikloidaning bir

aly—smi.
0<r= .17

1“1501 ()\ Q7 ql v I T
d
-\‘ - !(l——(ﬂ‘\f)

bil
an ch
egar z
aralangan figura yuzini hi
gura yuzini hisoblang

Yechis
hish. (1) formulaga ko'ra

S=
. “(1_
_y cosDa(l —cost)dt =a’ .[(lﬂw\” dr =

“:( [d!u PI- ‘[ = bl 4
cos + cos’ 2
0 0 tdt COs f(!” a ((f 75il1”|6:
Q

Ty=3za’-

(1
I +cos2)d) =a (2T + (;+lsm"uf)

Nﬁ——-

0

ida figuraning yuzini hisoblash

2-§.

Qutb koordinatalar sistemasid
asi r =r(®) bo‘lgan J egri chiziq.
yuzini lusoblash

qtada po‘lgan @ =9
‘tadi deb faraz

Qutb k i
oordinatalar sistemasida tenglam

90 =
va ¢ = :
£ nurlar bilan chegaralangan figurd 2
a'ni boshi 0 nu *  our

Bu i figura
a kesib ©

an bitta nuqtad
qamymiz

(<o
(LS -

gy r=r@) chizigni ko’ pi bil
oral Yig sindi tuzish.

=r(@) funksiyani [& B
yuzini hisoblas

] da uzluksm deb

Qilamiz. Shuningdek,
qli OB scktorning

Egri chizi
keyin esa limitga o*tishdan iborat algoritmdan foydaianamlz.
e [a.f] g 9w B qism kesmalarg? poclamiz V2
@rr k =-f,_fn pelgilash Kiritamiz- U holda
a ajraladi.

o =
——r N

gri chizigli qism sektorlarg

O o et
AB egri chiziqli sektor nta €
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2 — - : o 12 ;ulqlﬂﬂi
2. Har bir ¢, ], k=1n gism kesmadan ixtiyoriy ravishda s
rini hisoblaymiZz:

tanlab olamiz va () funksiyaning shu nuqtalardagi givmatla
jymati
aarmas va qry mal

mdiusi

niz (68~

r,=r(,), k=1n

3. Har bir [f/’i-:-f/’;l qism kesmada » = r(¢) FskEisumiiotz

" ::‘(0;() ga teng deb qaraymiz. Bu holda cgri chizigli gqism sektornt
an almashtirar

r, =r(0,), markaziy burchagi A¢, bo*lgan doiraviy scktor bil

rasm).

68-rasm

r*(6,)A, formula bilan hisoblanad!-

Bunday doiraviy sektor yuzi AS,
2
Egri chizigli 048 sektorning S yuzini tagriban » ta doiraviy qism Sekmr]ard'»‘”

tuzilgan figura yuziga teng deb qarash mumkin:

S=3.45, =3 2r 0one, (M
k=1 ~ 3
halik

taqubiy [eng]ik [q’k—hgak] kesmalar qanchalik kichik bo:lsa, S]'ll.lnc

(1
! ‘- - : ‘ i l - .- .
aniq bo‘ladi. (1) ning o*ng tomoni 5,»2(90) uzluksiz funksiya uchun integral Y18 indi
bo‘ladi.
4. OAB egri chizigli sektorning yuzi S deb integral yig‘indiniﬂg
A= ?;15;33;: Ag, — 0 dagi limit qiymatini qabul qilamiz:
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N = lim—l_;zr:u)i]_\c_p‘ J',.:W)‘;Qj

aei tormul

td | —

1 bilan hisoblanar

Shunday qilib, egri chizigli sektorning yuzi quy id

ckan.
| 8
5= B j!" () dp (2)
12 4-misol. r=a(l+cose) T ;‘
b =
kar s s ' g ‘ -
dioida bilan chegaralangan figuraning k - .
e |
Yuzinj hisoblang (69-rasm). | / :
. o ‘ l |
Yechish, Kardioida qutb o°qiga : - A\ &
meala ! i . g — a <@
- simmetrik, demak uning yuzl 5
AR - . 3"
O egri chizigli sektor yuzining l‘
ik-- igi . \\
kﬂanganllglga teng bo'ladi. ABO egri %
chizial: = -
hiziqli sektor = a(l+cos@)  chiziq.
: ) ! 69-rasm
?=0.0=7 nurlar bilan chegarlangan.
2) fi L
i 1400520y =
T = _" ’)COSW +____’_j__—-—'
| : )%im:a’j(l«r—, 5
.?:2-—],- dgp:a'J-(1+cos¢o ( J
2 Q 0
ﬁ o= %;'r(./z2 : B
] i uzinl
aralangan figuraning Y

2 . .
=a’ (g + 2sing + - sin2¢)
2 4
an cheg

!‘ iskata bil
12.5-misol. r = a~Jcos 2 lemﬂlS}\q
A

toping,
Yechish, +fcos2¢ funksiya
. x 7l va
[0;2“] l]ing faqatglna [-__Z'Z‘ll Vi

a anigqlangan

{95_5_”1 gismlarid
47 4 l_]
b boshi va qutb

(70-rasm). Bu figura qu
k. Shuning uchuf
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0‘qiga nisbatan simmetr




: e, k. ;
S5 4 J-”- cos 2 2ar  sin2pld a
p) >

{)

Mashq va masalalar

2 .. 5 - 2 4 - oyd
Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figura yuzini hisoblang:

sinx,y = Zsinx,x = 0,x = :ff
— 2 i — - -
12’?y_x,y_;,y—[),x—0,x— 3
12-3.y% = 2x + 1,y = x — 1.
1244y = —>x? + 3x + 6, y =-x? — x +
125y =x% y = 2%, y = x.
12-6.y = x¥ - 3x,y = x
12-7.y = x* — 2x + 3, y = 3x — 1.
12-8.y = arcsinx, mx = 2y.
12-9. Xy = B,y = [-jx3_y = 27
12-10.y* = (4 - x)?, x = .
12-11. (y — %)% = 3, x =
X=2+3cost x=a t
12-12_{ 59 oo
Yy =3+ 2sint. 12-13. {yzbsint.
2352 —_ - 3
12-14. { 5 ’ 12-1 {x = 8 cos3t _ -
=3t —t3 5'y=85in3t,x_1(x_1)'
12-16. {x:cos t
y = sin3 t & [0:2m).
X =1t — sin izig bilan.
12-17 {y — 1—cost sikloidaning birinchi arkasi va y == to‘g‘ri chiziq bilan
0 < < 2m).
12-18.7 = 5 cosep. 12-19. 7 = V/3sin .
12-20.r =

3(1 + sing). 12221.r = 2 [5in 2¢.

12-22. 7 = acos2¢,a > 0 atirgulning bir yopirog‘i bilan,
12-23.r = 2a(1 -cos¢),a > 0 kardioida bilan.
12-24.

r =2 + cos ¢ Paskal chig®onog‘i bilan.
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3-§. Fazoviy jism hajmini hisoblash
3.1. Ko*ndalang kesimi ma’lum bo‘lgan jism hajmini hlso‘b_l[‘:s:ino -
Aytaylik. yopiq sirt bilan chegaralangan T jism ber1lgfm bo'li [;;‘S”: o
10°¢'ri chiziqqa, masalan, abssissalar o'qi Ox £3, perpend:kulyarkw.m o
ixtiyoriy Kesimining yuzi ma’lum bolsin. Bunday kesim ko.'i'r'dm’m':f'SicssaSi x, -
Ko.ndala“g Kesim uning Ox o°q bilan kesishish nugtasining abs
aniqlanadi,

. " ‘ Oaradi, ya’ni
yuzi S 0°2g

ndalang kesim ) .

Umuman olganda, x o' zgarishi bilan ko® S(x) funksiyant

lan belgilaymiz.
X 0'zgaruvchining funksiyasi bo'ladi. Uni Sty bilan

Y = Ch 1
/i berl[gan Jl minlt
f 't qud}lHlZ. bll era ava b I S ng ell

(chegaraviy) kesimlari abssissalari (71 -rasm)-

71-rasm

ini tuzi limitga
i ¢indini tuzish va
j ing /' hajmini hisoblash uchun integral Y18
I' jismning ajm

; ; / amiz. ;
o'tishdan iborat algoritmdan foy dalan gtalar yordamida 7z L

L. 4] kesmani &= ) _1.n belgilashlar kiritamiz.
) . . = S Hs /1:[}1%_;(A.Yk, k=L .
i e I endikulyar tekisliklar o‘tkazamiz.
rp

) ‘gaa pB
Bo‘lish nugtalari xx orqali O 9'89

k=Ln bo‘lgan

oo galinligh Ave
k= Ln tekisliklar oilasi T jismni har birining 4

X = xj
qatlamlarga ajratadi (72-rasm).
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2. Hs :
2. Har bir [x S
Cx . k ,
k-1 5 . . -
] L. gism kesmadan 1xtiyort ravishda &; nud@

tanlab olami
amiz va S(x) fi .
2 va S(x) funksiyaning s o
iyaning shu nugtadagi (=) qiymatini hisoblaymiZ:

. Har bi
ir [x,_.x]
- %] gism . .
SE) e l kesmada S Srx) funksiya o ‘zgarmas va giymatl
») gateng deb f: .
araz gilamiz. U e -
va yasovchisi O k iz. U holda T jismning har bir qatlamida asosi S(&:)
x 0'qqa par
alel tote i sili ; ;
p | to*g'ri silindrni qarash mumkin. Bu qism to'g'n

silindrnin ;
g balandligi A, , hajmi
gi Ar,., hajmi AV, = %(-:' JAY, formula bilan hisublanadi.

72-rasm

T jismnin j
¢ hajmi V taqri
. griban Eo e
figura hajmiga teng bo*ladi: # ta pog'onali gism silindrlardan tashkil topga™
V= N -, L
*Z_-lmk =kZ:lS(:_f* JAx, -

Ravshanki =
» A=maxAx, q a

ah 3 anchalik ki H
{ah] 1 lik kichik bo‘lsa, laq]’lbly leng’lik shunchaiik

Izla y ga” llajmlll g q ymat d
nayot n 1 1 eh

V= lim>’ S
;}L%Z{.S(gk)a.xk ni qabul gilamiz

Limit ostidagi i
gi ifoda [a,b] k
yig‘indisi bo‘lganligi | kesmada uzluksiz bo*
olganligi sababli o‘lgan S(x) funksiyaning integral

=ty [
)‘E&;S(g JAx, = [ S(x)dx bo‘ladi.
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1gan jism hajmi, agar Ox

Shund
ay gilib, v a va x=b tekisliklar orasida joylasl

0°qqa perpendikuly .
rpLH l]\lll_\ ar l\'t_‘_\'ll“ }-‘uzi I'I.l;]‘lun] q q(\) Xe [a b] funl\snra bo Isa

= [ S 1)

a

forn i
wla bilan aniqlanadi.

12.6-mis i 2oz’
tisol. = 4 P gy e | ellipsoid bilan chegaralangan jism hajmini

a” f) c”

hisoblang.
Yechi : L.
chish. Agar ellipsoidni x= )i tekislik bilan kesib o‘tsak, kesimda

'psning yarim o*qlari

3 I
B (1 IS +%T=1 ellips hosil bo‘ladi. Bu elli
- -3
a a

b 1-— 5 T =
m va ,uziS:S(h)=ﬂ’b£'(1_f%) ga teng
a

bo* lad;
i. (1) formulaga ko‘ra izlanayotgan h

e1-i/a" gateng bo'lib. ¥

ajm

3 a

s I S(hydh= ‘[ﬂ'bc(l - f1—:—)1:171 =mhc(h— —)
a” a |,

-a .
-

¢~ r bo‘lganda radius

4
= —gmabc .

i r ga teng shar hosil po‘ladi va uning

Xususan, a=b-
hajmi i’ ;
imi —77* bo'ladi.
da adBb egarl chiziqli
da aABb trapets:yam

3.2. Aylanma jism hajmini hiso
angan deb

an
p to'g'r chiziql

_|lSIl1I'|l qaraymlz Bun
ar bilan chegaral

ar teklslll\lar b
il bo* ladi.

tra
petsiyani aylantirishdan hosil bo’lg

Y=fix) egri chiziq, Ox © ‘qi, x=a va ¥~
). Agar bu jismga Ox 0'qqa perped1k

= f{x) ning mo

uly ilan kesib

qQaraymiz (73-rasm)

o'tsak, kesimda radiusi )

Demak, bu holda ko-ndalang kesi™ yuzi
S(x)y=my*=7( £(x))? boladi

Aylanma jism hajmini hisoblash uchun (1)
i oy o'dl atrofida aylantmsh

Agar jism cCDd trapetsiyant
g hajmi quyidagi formula bilan hlsoblanad:

dan foydalanamiz:

dan hosil bo‘lgan

bo‘lsa (74-rasm), u holda unin
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d

1 -y chiziq
o ; e led] €D
4 ?rj.\“dr :rj(rp(_'.-))' v, bu yerda xY=¢00 ). Vel I
tenglamasi.
(B2 Y
| y =) - .
A7 i -':"——f-——“'."
P 3\ / S — 2
e /

73-rasm 74-rasm

h b
V=:rjy:dx:;rj(_/'(.r))"d.t (2)

i . i1 bo'lgal
12.7-misol. i— + %Z =1 ellipsni Ox 0'q atrofida aylantirishdan hosil

jism hajmini hisoblang,

o‘qi atrofida ay

Yechish. (2) fnrmulaga ko‘ra

V= j:rv

@ =
—-a

”bz S J"
(a"x—"-—)
g 3
s 3

=2

—%) = gﬂabz.

12.8-misol. x=a(t=sint), y=a(l-cost), 0<(< 27 sikloida arkasini o
lantirishdan hosil bo‘lgan figura hajmini toping.

Yechish. (2) formuladan foydalanamiz. Bunda 0<x<27a bo‘ladi. pemak-

_ 2 : 4 ; i
=7 j yde. Bu integralda o‘zgaruvchilarni almashtiramiz. X = a(f — sin/):
0

v=a(l-cost) deb olamiz, u holda dx=a(l-cost)d! boladi. Agar x,~0 bo'ls®
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quyidagini hosil

r] = 0 _\': =

. amni et a olib.
27a bho'lsa. [, =27 bo‘ladi. Bulami € tiborga
qilamiz:
lzo

Ty

it - £} —

3 : ; 1o 4 el g08 LJH=
:fT(f" [‘l—cos]).gh =aa j(l—_\t05f+_1b05 {

0

0

.‘;LJ (l—cost) cl(l—LObf)df =

1+ cos2t £ s Er)d(SiH!))z
=xa’((t —Jslnr” +1J' = dr — ?.[(I sin

1e

S 3 sin 2t . sin’ 1 —s57a.
=7Ta (2:r+[k(.r+ Yy—sint+—— >
o R e

]

< “

PR T T
4-§. Egri chiziq yoyi uzunligini hisob N
\VAQSI Yo
4.1. To'g'ri burchakli koordinatalar sistemasida

hisoblash. Aytaylik, v=£ix) funksiya [@ b] kesm
assi [ egri €

zluksiz va / shu
ish talab

funksiya grafigi bo'lsin. (75-rasm)- X

iz.
unligini § bilan pelgilaym

Qilinsin. Yassi / egri chiziqning uz

- ini uzunligi
Avval 4B yoyini g y19_ e n,

deganda nimani tushunishni i 3
aniqlab olamiz. Buning uchun

la.5] kesmani ixtiyoriy ravishda A

a=xg<x;< . . <x,=b nuqtalar x
yordamida  n-ta  bo‘lakka 5 Xel b
bo‘lamiz. S amxg 0% ™

Ax, =x, - x,, k=Ln == 75-rasm

=Ln
belgilash kiritamiz. Har bir X, ;

q bilan kesishg

nugtadan Oy o‘qqa !/ i po*lakka bo’ Jinadi.

o‘tkazamiz. Bu holda AB yoy 7 =

31l
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1iziq hosil

nuqtalarini kesma (vatar) bilan tutashtiramiz va (X N e N8 ST ct

qilamiz. Shu siniq chizigning uzunhgim [, bilan belgilay miz.

Demak.

L, |AN N Rt Bl= 2.1

bu verda Al =N, N, yoyga tiralgan vatar uzunligi. adi
- pola

Siniq chizigning uzunligi A5 yoy uzunligining tagribiy qiymat! ba

L kesmd

(I =1,). Ravshanki, agar [a.h] kesmaning bo-linish nugtalari soni n ni (@IST l“" "
it

uzunliklari eng kattasining uzunligi nolga intiladigan (.;ils;:ik) ortirsak. U hold? i

adi deb qabul qilish tab
u hold

chizigning uzunligi .15 yoy uzunligiga intil biiydir ;
a bu ||]1‘lll

o' lsa,

Agar 4 maxAx, >0 da [, chekli limitga ega b

[er 1]
yoyning uzunligi deyiladi. egri chizig bu holda ro’g ilanuvehi deb ataladl’

s = limi/,\!b ()
k1

A oD}
. a5
as. Chl!-lq e

Agar chekli limit mavjud bo‘lmasa, yoy uzunligi mavjud €
to'g 'rilanmaydigan deyiladi.
ga bo.lsa‘ u

Endi, agar fx) funksiya [a.b] kesmada uzluksiz hosilaga €
ph formt

grilanuvchi ekanligini ko*rsatamiz va uning uzunligini hisoblas ‘
keltirib chigaramiz.
T v - . . . : .g-i
N, N, vatar uzunligini hisoblaymiz. N, (e Vk-1): Nifxu )W be Igﬂﬂll“

sababli

Al = =
% lNk,lN,,[a JAx2 +Ay; = ’H(%)Zi\xk bo‘ladi.
k

Lagranj teoremasiga ko‘ra

&y.k.— Slx)— k=)
LGS a) | gy, e Gronm)-

Ax, X, — X,

Demak,
Al = 1+ (f (£ Ax, .
Olingan natijani (1) ga qo‘yamiz.
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holda /

5 lim\‘ﬁ 2)

s
=

L+ ((ED - Ax

k=l

Bl o ' . . 1 Y s
(2) formulaning o*ng tomonida fi+ Wtk funksiyaning [a.b] dagl integral

ietindici s n . e T T
Yighindisi yozilgan. Bu funksiya uzluksiz bolganligi sababli integral yig'indining

limitj " o e
Niti mavjud va shu limit J1+ (77(x)° funksivaning [a.f] dagr amd integral

teng bo'ladi.

v=tim> I (FEray, = [T e,

iga

- e i »a bo'lsa,

Shunday qilib. agar f(x) funksiya [a.b] kesmada uzluksiz hosilaga ¢ga

u 5 ik aoi ula bilan
holda 4B yoy to'girlanuvchi va uning uzunligi s quyidag! L

hisoblanadi-

f (3)

5= :Hl ()

a

12.9-misol. x* + )° = R” aylana uzunligini hisoblang. ,

. . s oini amiz.
' aoi di uzunligin! top
Yechish, Avval aylananing | chorakdagi qis™

/ : 2 .- R boladi.
Aylananing bu yoyi tenglamasi v = \/R’:l 0sx=R

Bundan = - ——2—-" Demak (3) formulaga ko'r

R —x° )
x
2R = Rarcsin—]-a-o

X’ -
Rz—x:d\ —'[_ﬁ-

. = 27R gateng

= R-

1N

Shunday qilib. aylana uzunlig

R h.
:shda berilgan yoy pzunligin! hisoblas
ishd: . o
metrik ko‘rinishda perilgan bo‘lsin
) — uzluksiz h

erda x(1). e

4.2. Parametrik ko‘rin
Egri chiziq tenglamasi para J— -

x=x(t), y=y()-1€ [f,.1.) bu Y

[[]st.':] da xr(t)io
(3) formulada

x=x(), dv=X(0dt, Vo= ¥

ini jramiz.
ni almashtird
foydalanish uchun avval o‘zgaruvchl

n foydala

/.. U holda
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I \:
.\.[ ]
1+ ‘ Ll )t
\ X,

yoki
‘[\/( Y(1)) + (V) dr. (4)
12.10-misol, ¥ = U sint), :
| =]~ G 0<t<27 sikloida arkasi uzunligi!
hisoblang.
Yechish. s = i 2 2
_[ \/a (1-cost)’ +a’sin’rdt = ”j [2(1 - cost)dt =
=af Wd ot i
- —dt = 2 . -
0 2 u,[ 5in 5"'” = _4(10()5[; = 8a.
qutb

Eeri chiziq

n. "(W)

4.3. Quth koordi S Y B
rdinatalar  sis temasida L i igi
a Yo) uzunligl.

koordinatal .
ar sistemasida r =
va r(@) lami | r=r(g). pe o, 3] tenglama bilan berilgan bo'lsi
a, 3] da uz o
ko*rinishd zluksiz deb faraz gilamiz. Bu chiziqni arametrik
a yozamiz: .. chizigni pate
[ X = ’.(qJ)COS({).
y=r(p)sing.

4 y da q y .
X va n P bo Vlcha hOSllalallll hlSObla
miz

X, =1 cosp —rsing|
,V,‘., = f‘rSingg S "COSg{Jl :(fq‘)z +(}/m)2 - ’,2 +(’}):-
Demak,

p

s= [P+ ("ydp.
(5)

a

12.11- .
miso =a l g
| 4 ( + COSQD) kal(l!()lda IlZU“ll 'H]l 5 b]
11S0 a“g

AR 0 4 71.-; ’i‘ T
- 4 .

Yechis
1ish. Bure
. Burchak 0 d
o an 1 vachs: e .
t vacha o’ zgarganda izlanayotgan yoyning varimini

r' = —asing, T+ (r)?=a*(1+

hosi ;
] :
qilami; )
1Z. (5) dan foydalanamiz:
” ¢

0

Co5@Q)2 4 .
050) + a?sin? ¢ = 2q2
2a°(1 + cosy) = 4a” cos

n
Si= zj /r?— ¢
\rn-+(rr2 -y ) _Q) A 0
) )i de = l-uJ w.sf dg = 8a sm?—l = 8a.
21p

&)

44, v
- Yoy differensiali. Yoy . ;
siali. Yoy uzunligl 5= J-\}l +(f (N dv formulasida

im(:g

ra]!ast = g

S ning quyi

. uvi cheearasi o'

faraz — Juyi chegarasi o'zgarmas, yugori chegarasi esa o zearuvchi deb
s l- \r ? e =
X < . uqori cheearani r .

belgilaylik il Jori chegarani x bilan integrallash o*zgaruvchisini 7 bilan

. Bu holda vov s 5
a yoy uzunligi yuqori chegaraning funksiyasi bo*ladi:

s(0) = _|',/1 S ar

aniq integralning hosilasi hagidagi

Yuqori
Clon Cl o 4z
1egarasi o' zgaruvchi bo'lgan

suvchi, uning hosilasi quyidagi formula

IL‘_Orm
CMmageg l\ ‘
o'ra stx) funksi
bila N ra s(x) funksiya differensiallar
N aniqlanadi:

g =J1+ () -

Bu o .
ndan yoy differensiali uchun quyidagi formulani hosil qila

ds = ¢ (ax =1+ (x))dx-

uzunligini his

miz:

oblash uchun ushbu

Demal )
emak, yoy differensiali yordamida yoy

]
S= :
jd" formulani hosil qili

a

shimiz mumkin.

, o ay
Agar V = —i— ckanligini e’tiborga olsak.

[#
ds = 1+(%):fﬁ=mf

ya'ni
ds’ = e + &’
analogi) hosil po‘ladi.

(Pifagor teoremasining
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- E‘. .-\ \~l;|""l;l g‘irt ,"ll7i||| hi()hl:lhh
. | b kS'l
Ty, Vi UZ]U 1
I < ! “l"“}. a
.,\ ta “ 3 /(\) iUl] 'Hi_.—&l ‘(’.}]] “\ . ['l]iltl;l il[lll]]tl”gd“. nun - ., ’d'
| hi/iqﬂi ()1 U‘q! ﬂ”(-[ ¥

| ! i g sarl
hosilaga cga bo'lsin. Uning gre afigi bo lgan Al egr ! .
76-rasm). Shu sjrtning Y&

a avianma sirt hosil bo® ladi (

aylantirish natijasid
]u hl ning bir

-linisht

i : . : : or bolinis
integral vordamida aniglaymiz. Buning uchun
s Y )]
a=x <x <..<X g x, < S Ay b.
4] I LS -

Jtog'ri chizigla

Bo‘linish nuqtalaridan Oy 0’qqa paralce
am Va(Xk. ﬂ\'u') .

ini ;'lﬂiq

ini olamiz:

yoygacha davom cttiramiz. Buning natijasida AB yoy B jarni ket 1-ket
v s ' - : quqta arn
yordamida n ta bo'lakka botlinadi. Endi A No. Mg vonet N, B nud
tutashtirib, siniq egri chiziq hosil gilamiz.
L
76-rasm
a
bo‘ladigan aylanm

AB yoyni Ox o‘qi atrofida aylantirish natijasida hosil
sirtning yuzi deb siniq chizigni Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil b

yuzining Ne Nk vatarlar eng kattasining uzunligi nolga intilgandagi limit

gilamiz.
Ma’lumki,

|Nk-lNk||= '\jak —x ) +(f(x)— F(x))
316

o*ladigan sit

ini qabul

Shuning uchun kelgusida

vatar uzunlig;j .
zunligi nolga intilganda Av, >0 va aksincha.

limitnj

A maxAy, >0

canda kesik konus sirti

uchun ko'ri
0'rib o*tami; . . _ ) .
otamiz. Ng Ny vatarni Ox o°qi atrofida aylantirg

hosil bo*|ad;
bo*ladi va uning vuzi

5 =2 ) 2@y oy
3 k-1 5

Shu tar;
arzda hosil ail : o s
da hosil gilingan yuzlaming 1 tasini qo-shsak. siniq chiziq yordamida

hOS]]
qilingan sin vuzi P, kelib chigadi:

P a5 S )+ f(x
=2y LR G oy Al = NN

-

Unib
0 T1acha Lot rin . s
shqacha ko'rinishda yozish mumkin:

Y+ (¥ (As, — AL ).

- 2.Ti LTS =

k=1

Po=27) L)+ f(x) 4,
AS
‘ 5 :

bung

a As . . o
S, mos ravishda N,; va \; nuqtalar orasidagl yoy uzunligi.

oy flx )+ () g

' <i ¢ : I S = E nma

Ma'lumki, Ax, >0 da As, —»0 Shuningdek, P bo'li

siva uzluksiz po*lganidan.

fx,
() va f(x) 1ar orasidagi son bo'lib. fix) funksiy

shunday
ay g€ (x,,:x,) mavjudki,

M—f(f )

kinchi

bo'ladi. a7 — max £(x) deb belgilaylik 10 da Pn ning tarkibidagi ikkineh
& X A

asytsh

qO Shil'quhi

y _____————(x"") + (% }(Ask —AlL)= 271'2”: f(gt)(Ask -AL)=
2 k=1 2

0<2-5 L
EZ:[ ﬂ
27 M [Z A —Z;A’k J" &
k=1 e

<27MY (As, —AL)=
k=1

chunki
lunZA! —ka =L

,{40
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o - arda tutilgan?
e gepilanuvehilig! nazards c
(vugoridagt Jhartlarda .1/ yoyning 108 rilanuveliinlit

Demak.
hm o 2limy S SO ::_l;m\!.\

ho'ladi. ya'ni aylanma sirtning yu/!

e
5 2/’([ f(x)ds 2:1_[ ll.\)\ﬁ- [(x) ey

]

formula bilan ifodalanadi.

: Arik
i X= f_.ﬂ(’}- ({[ S { é /}) p:‘ﬂ'ﬁ]“L

)

R i . qenulamast

Apar 10°g rilanuvehi YOY tenglamast \\_“ e

a €gd

. iz hosilalare
ko rinishda berilgan bo-lib, @) va y (1) lar uzluksiz B¢

holda sirtning yuzi

/I = . 5
5= zﬂfw(n p )y v (1) df

bo*ladi. Shunga o*xshash. agar egri chiziq
r= (), as0<h

tenglama bilan berilgan bolib. f'(0) uzluksiz funksiya bo*lsa,

K 2 + 20
s =2 £©@)sin0 7@+ SO

formulani keltirib chigaramiz.

12.12-misol. Radiusi R bo'lgan sfera sirtining yuzini toping.

e
: il idagich’
Yechish. | usul. Aylana tenglamasi parametrik ko rinishda quy=ee

yoziladi:
[ x = Rcost,

y = Rsinf, Q< <27

: adi. BY
chorak aylanani Ox o‘qi atrofida aylantirish natijasida yarim sfera hosil bo ladi. B

T
holda 0=t < 5 bo‘ladi, shuning uchun
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bo. lsn. U

s -g”. . o
2 YRL‘"” (- Rsinry 2.5 Y

] CAReosnY dr 27RO sinedr 2RI cosr| 2

Demak, §=47p° 0

Il us S
sul. Quib k 1

Shuni Koordinatalar sistemasida ay lana te ‘ S
i . ay lana cnglamast

S :

5 =27\ Rsi : ' i

2 i SINEIN R + 07 e = ::7[\"[5”1(»'(1'(} = ZTR: N l"‘[\)
; Mashq va masalalar

~25 R B
==+ K radiusli shar hajmini
s shar hajmini toping.

26
26. Asosini
sosining radiusi R v .
g radiusi R va balandligi H bo'lgan konus hajmin

12:3%. » 2 = s
~l.z = x are ik silindar - . |
“hegaralanpap i parabolik silindar va y = 0,y = 0,2 = pEEEE—
gan jism hajmini toping
12228 N
0z = ] o= 2 i
tekislik gy bilan c} y? parabolik silindar va y = 0,72 = QX ° =
an ¢ 1¢oar; 11 | h
garalangan jism hajmini topi
. o gan jism hajmini toping.

Jism haio y? paraboloid va z 4 tekislik bilan chegaralangan
IMini toping :
1230, 2

+ y2 ) . i Al & .
125y .2 y© + 4z% < 4 cellipsoid hajmin LOping.
ool X ey? i
0l e o+ z¢ =725¢ :
"Ngan Qatlamining po 25 shamingy = 1vay = 4 tekisliklar bilan kesib
£ haymini toping
- oping.

2-32 2 + v? )
tekisliklar ” 4 z* = 1 bir pallali giperboloid vaz = 0,2 = 3
lan chepgr
Avkan Chegaralangan jism hajmini toping
Ma jism haj '
N haimini hie
1233 v - jmini h150blax1g;
= XX =0 _ -
‘2-34_y . Y = 8 figurani Ox o qi atrofida.
PR Y = 0,x = 0,x = 1 figurahi Ox o' atrofida
Syt =
X 3 . ’ .
12“36.3:2 B (x + 1), x = 0 figurani Oy o'qi atrofida.

WG i & T Watiseia?
XX = 0 figurani Oy o'gl atrofida,

2R




12-37 vy Jxe*, % 0, % [n 2 figurani Ox o'ql atrofida.
12-38 2einx, ) < x =W figurani 0% o'g atrofida
12-39. y* 4x,y* x! figurani OX o'y atrofida.

12-40. y* = OX¥ Vox* ﬁjJUr;mi 0x 0°q! atrofida.

Yoy uzunligini hisoblang:

acha-

. Joan NUGLAE
. iy = 2botlgan®
12-41. y = —x* + ZX uchidan abssissast X

Yy a yacha.
[2-47, 7 =° — 6 bolgan nuqtas

U]

12-43.y = Inx . x = V8 dan x = V15 gacha.

ahssissasi X

. . gan gismi-
12-4d.y =% —4x+ 2 Ox o'gi bilan ajratilgan 4

: 1 5. aua “ha.
12-45. %x = y7, 0(0; 0) nugtadan A(2V/3; 3) nuqtasse

i dagl
Alari ol'ablddr
z 5 . - g “lar nu ldld”

12-46.y = %(en + e u) abssissalari 0 vaa bo*lgan nuq
bo*lagi

a cos’t,

!

. T
12-47. Astroida uzunligini toping: {y o el B

x =t—sint, . o
12-48. {y e — (bir arkasi).
x = acost,

12'49'{); =asint.

x = 3t?
12-50. {y Rt

— 3
12“5]_{x = cos”t,

. l:=0dant=E acha.
y = sint, Z gacha

1252, {x

— t
=€ L ¢ = 0dant = 1 gacha.
y =e"sint

12-53.1 = VZsing.

12-54.7r = 3,5(1 — cos@).

s =lgp=2 =2
12-55.7 = @ =7 dan ¢ Bgacha.

12-56.1 = S5¢,r = 10w aylana ichidagi qismi.
12-57.7 = 6(1 +sing).@ € [-3: o).
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12-58.7 = VZe?,0< @ <.

Aylanma sirt yuzini hisoblang:
7.59 vy = % i 1

12-59. y* = 2x,x € [0; 4] parabola yoyi Ox o'qi atrofida.

24 = sinx i i i

12-60. y = sinx,0 < x < msinusoida yoyi Ox o'qi atrefida

x? y? .
12-61. THEEl ellips Ox o*qi atrofida.

12-62, = s 3 1 elli :
a: Tz — Lelhips Ov orgi atrotida
l2-63 o=

4sing aylana quib o' qi atrofida.

2cosg aylana qutb o°qi atroftida.

X . nchishea tatbigi
6-§. Aniq integralning fizik masalalarni yechishga tatbiq

. iy ta biror
o Aytaylik, moddd nuq
6.1. O‘zgaruvchan kuch ishini hisoblash. Ay}

- taning
o i . v g ¢ ilsin. Bu nuq £
o'zgaruvchan F kuch ta'sirida to’g'm chizigli harakat &

3 -0t hShl

e e alishi ko' chish YO na
ko*chishini 5 vektor orgali belgilaymiz va kuchning ¥0 palishi K i
: . B . ., IR 5 vektor arning
bilan bir xil bo'lsin deb faraz gilamiz. | Flvals| orqali I V@

Uzunliging belgilaymiz.

v " . 1 R ‘.\'.l \\‘\\.\s‘“
| Agar F o'zgarmas bo'lsa, u holda mexanikadan W Lok, bajanig
A=|F 3

lf\-|s| ga teng bo'ladi.

Endi g

F vo'nali 3 )

holni qaray, alishni saglagan holda modul bo*yicha o'zgaruvehan bo' i
ym : : i

1Z. Shy k :
h Shu kuch bajarean ishni hi _
arakau““'dvmna bajargan ishni hisoblaymiz. Ox o°qi deb moddiy nugta
SOlgan {ototp &% s i

0shlarn. .. g chiz - : ik
lang ich va oy iqni gabul  qilamiz.  Aytaylik, yo'nalishning
SMan; ’

Ning har

gi nuqtalari abssis i .
Qtalari abssissalari mos ravishda a va b (a= b) bo'lIsin. [a.b]
1} 5
nkslyasi, y

I huqtasi
ida Kuc : 5 ,
h moduli ma’lum givmat qabul giladi va x ning

anj g
Fx) g F=F ) bo'ladi.
i -/ Tunkg; ;
15ab), SIYani uzluksiz deb hi
lag uchup, 51z deb hisoblaymiz. O zgaruvehan kuch bajargan ishini

all . il“c; e .o .
BOritm gy gral vigrindini tuzish va limitga o'tishea

asoslangan
n fi 2
Oydalanami,.

i2l




amiz:

1. [ah] kesmani 1 : .
[a.b] kesmani x,. & =1.n nuqtalar yordamida » ta bo’lakka bo’l

a=x,<Xx<.<Xx = = ; —
<X <<X, <X, =hAx, = x, —x, . k= ln belgilash kiritamiz, U k-inchi

ism kesma uzunligig: 3 ; o ot 3 e i
q ma uzunligiga teng. Ma'lumki, butun yo'ldagi ishni A bilan, [, %] qism

n

kesmada bajarilgan ishni .
bajarilgan ishni /1, bilan belgilab, quyidagiga cga bo'lamiz: 1= > A
k=1

Agar  [x,_,x] ni yetarlicha kichik qilib olsak. u holda har bir bunday
kesmada | F |~ const deb garash mumkin.

2. Har bir [x,_,,x, | gism kesmadan ixtiyoriy £, nuqtani tanlab olamiz va Fix)
funksiyaning shu nugtadagi giymatini hisoblaymiz.

3. Har bir gism kesmada kuchning moduli o*zgarmas qiymatga ega va i
funksiyaning ¢, nuqtadagi qiymatiga teng deb faraz qilamiz: [F|= /() Bu hold2

kuchni . )
ne %1% ] kesmadagi ishi a4, - |#|ax, = F&0)Ax, bo'ladi
k Sx SR :

O‘zga .
garuvehan kuchning butun vo‘ldagi ([« ] da) ishi uchun

”

.’122(1i :ZF(E’{&)AH
k=1

k=1
munosabat o‘rinli bo‘ladi.

4. 5 ) . g
maxAx, —»0 dagi A4, ning limitj mavjud bo*ladi (chunki £(x) farazgs
ko‘ra uzluksiz ‘
o )TFa o'zgaruvchan kuchning a nuqtadan b nuqtagacha bo‘lgan tog'ri
iziqli yo‘ldagi ishini ifodalaydi: )
- b
A=l
1;_133; F(€)Ax, = [ F(x)dx (H
12.13-

misol. A jinani
gar prujinani 0,05 m ga cho*zish uchun 2 H kuch sarf gilinsa,

u holda bu prujinani ‘zi

prujinani 0,1 m ga cho‘zish uchun bajariladigan ishni hisoblang

Yechish. G i . jinani '
o - uk qo‘mlmlga ko'ra prujinani cho‘zuvchi (siquvchi) kuch moduli
|F| shu cho‘zishga (siqishga) proporsional bo‘ladi ya’'ni |f"|f kx, b da x
- . o ’ “| = kx, bu yerda x-
cho‘zilish (siqilish) kattaligi. Shartga ko‘ra 2=k-0,05, bundan k=40 1)

.05, =40. (

formulaga ko‘ra
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al L0l
A= j 40xdv=20x°| " =0.2J.

6.2. O‘zgaruvchan quvvatli elektrodvigatel ishini hisoblash. Endi ishni

topishga doir boshqa masalani qaraymiz. Dvigatelning Ar=[a.b] vaqt oralig‘ida

bajargan ishini hisoblaymiz, bunda uning ¢ vaqgtdagi quvvati ma’lum va N(y) ga teng

qaraymiz.
Y uqoridagi algoritmdan foydalanamiz:
1. [a.b] kesmani 7 ta bo*lakka ajratamiz: [fer &), k=Ln AL =66y

qtani tanlaymiz.

9

. Har bir [#.,. &] qism kesmadan ixtiyoriy T, nu

T o 7 *
Har bir gism kesmada quvvami o zgarmas va N (Ik) ga teng deb qaraymiz.

(9F)

U holda
Ax A, =Y N(T )AL -
k=1

Nt funksiyani uzluksiz deb qara)’miZ va l= IR%;(A& —» 0 da limitga o"tamiz.

Natijada

A= j N(0dt 2)

formulaga ega bo*lamiz.

12.14-misol. [0,%1] vagqt oralig‘ida o*zgaruvchi tok bajargan ish va o‘rtacha
@

quvvatini hisoblang.
Bunda tok kuchi /= 1,sin®! formula bilan aniglanadi (- tokning maksimal

arshiligi R-ga teng)

giymati, @ -doiraviy chastota, t-vaqt, zanjir q .
quvvati N=1R formula bilan

Yechish. Ma’lumki, o‘zgarmas tok kuchining

aniqlanadi. (2) formulaga ko'ra

P>

Ixler zﬂal"COSZﬂ)t ~ IG;R;T
A=12R | sin“wrdt = 1,'R _—2——du-.
0 0
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ga teng

] R
Ozgaruvchan tokning o'rtacha quvvati ¢esa NV = g
bo*ladi,
L arkazl
e g . R “irlik marki
6.3. Statik momentlarni, inersiva momentlarini va og‘irlik
koordinatalarini hisoblash.

] ) : hakli koordinatalar
6.3.1. Umumiy ma’lumotlar Tekislikda totg'ri burchakli koor

sistemasi berilgan botlsin.

ishatan
- X . 3 ; ) . . )IE ]]15bdlt
12.15-ta’rif. m massalj Afx.y) moddiv nugtaning (Jx o‘qqa (V)

ac )ﬁ'l
E ; i L. e “|gan mas<
statik momenti deb son jihatdan nugta massasini nuqtadan Ox o*giga bo lg

ko*paytmasiga teng bo*lgan kattalikka aytiladi:

M, =my (M =mx).

i : ta) £4
12.16-ta’rif. m massal Arx.3y moddiy nugtaning Ox (Oy 0°q, O nuq

. A |ean
nisbatan inersiy i

. L. - rachi ho'
@momenti deb shu nugta massasini Ox ((h. () nuqta) gacha't
masofa kvadratj ko‘paytmasiga teng bo*lgan kattalikka aytiladi:

I, =nn?, 1, =mx’, [, =m(x’ +37)

' : i iv nuqtalar
Agar my, n,,....m. massali Ax, ), A(X,0).s A (x,.v,) moddiy nud

sistemasi berilgan bo*lsa, u holda statik momentlar

n i

M, = Z My, M = Z”’rr&, (1)

k=i PRy

inersiya momentlari

n

n

= 2 _ 5

Ix—Zm;_yk 5 ly—kaxk .
=1

k-1

fyo=1_+ /, = Z(,\'kz +y,° Y,
k=1
formulalar bilan hisoblanadi.

12.17-ta’rif. Moddiy nuqtalar sistemasining og 'irlik markazi deb quyidagi

xossaga ega bo‘lgan nuqtaga aytiladi: agar bu nuqtaga sistema massasi M = Z”‘t

k=1
qo‘yilsa, u holda uning ixtiyoriy o‘qga nisbatan statik momenti sistemaning shu
0°qqa nisbatan statik momentiga teng bo‘ladi.

Og'irlik markazi koordinatalarini S(x,7) deb belgilasak, u holda ta’rifga ko‘ra
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M, = Z”’&ﬁ’: =My, M, = Zlm*.r,c =M
k=] ke

hosil qilamiz. Shunday qilib. moddiy nugqtalar sistemasining og'‘irlik markaz
koordinatalari

: M, % |
}:—-‘-:(Zm%x;)/zmt' Tz—l:(éﬁﬁ)})/én&

AMf k=1 k=1 1W
formula bilan hisoblanadi. .
6.3.2. Tekis yoyning ogirlik markazi. To'g'rilanadigan 4B yoy bo‘yla

o ovhi etrik
o =1 zichlik bilan biror medda joylashgan bo‘lib, bu yoyning param

tenglamalari
[x=x(1),
,]"= ](j). OS !S L

. - ov uzunligi x(7),
boIsin (parametr sifatida / —yoy uzunligi olingan), bunda L Buny) =

v(l) lar [0;1.] da uzluksiz funksiyalar.
[0:1.] ning biror bo*linishini olamiz:
O=ly=<l< .. . <=L -
Natijada 4B yoy Py, P qismlarga bo‘linadi. bunda

Pi=Prtxg i), xi=x(ly), _1’,(.7)’(];;)

1 .EIP_{ b’O}'g:l O\flashgan massa Aj" “l = [A[;.- S]lu massanlt £ "uqmca

q 1
ooraina lal'l taqr

1 i 5 I!‘lll\ I]larl\aZInIIlE k

Zlasht[] amIlz. U 10 dﬂ sistema og [I a ban

n

" ] A[
an(] )A[I: Z_\‘([k )AI‘. _ g)(t) k
?z k:l' k =A_:—I—Z——“s ),-::___—i———-
A
k=1

B —
zluksiz bo‘lgani uchun yuqoridagi integr
u

Hacl. ) e S funketyalr avjud bo‘ladi va ta’rifga ko‘ra

. . dagi limiti m
yig‘indilarning A([)=g§§ﬂfk"0 g

ilinadi:
0 imi deb qabui qilina
i i i shu limitlarga teng
g'irlik markazning kooradinatalari shu iy
o L y=—|wl)di.
X= J\(!‘)d/, y J,V( )




15 voy tenglamasi V= ,f(.‘f}. a<x<h korinishda berilgan ha‘lsin. U holda

I ¢ * : =
X=—|xyl+ f(x)dv. 3 ‘: | /(.l‘lm‘h

din)
bo*ladi.
12.18-tecorema (Guldinning birinchi teoremasi). 4/ tekis yoyni shu ekislik
yotgan voy bilan kc.smhmnydlgan biror 0*q atrofida aylantirishdan hosil bo ladiga

sirtni i f i i irli i chizgan aylane
mning yuzi shu yoyning uzunligi bilan uning ogrirlik markazi chizgan e
uzunligining ko*paytmasiga leng,

. a
Isbot. ¢ AR yoy tenglamasi ¥= f(x), a<x<h ko'rinishda bo'lsa, u hold

- 1 . | —
%= ‘T.[x I+ f(x)'dv, y= Ej/'(.\')-./l + [1(x) dx.
Bu tengliklarning ikkinchisini 27/ ga ko' paytirsak,
B
ZFTTI_ — zﬁjf(x) 1+ f(x):dx

h - : [ J 1 1 . . -
osil bo*ladi. Ushby tenglikning o‘ng tomoni 45 voy Ox o*qi atrofida aylanlshlddﬂ

hosil bo* irtni : . sirlik
lgan sirtning yuzi bo‘lib, chap tomoni yoy uzunligi bilan uning & irlik

markazi chizgan aylana uzunligining ko‘paytmasidir. ¢

12.19-misol = 2 5 w
. 3 e — . ) . - ZI
) B=x*, -Rsxs<r yarim aylananing og'irlik marka

koordinatalarini topish talab qilinsin.

Yechish.

chunki integral ostidagi funksiya toq. Demak, yarim aylananine ogtirlik markazi
=

(0; 2R ] nuqtada joylashgan.
T

6.3.3. Tekis figuraning og'irlik markazi. y = f(x),y = @), f(x) <

@(x) uzluksiz egri chiziglar va x=a, x=b, a<b to‘g'ri chiziqlar bilan chegaralangan
G tekis figura bo‘ylab zichligi o'zgarmas p=1 bo’lgan biror modda joylashgan

bo‘lsin. [a,b] kesmani
a=xp<xX<... "/‘-‘:n—!(-\'rr:b

i “li ‘o°ri to‘rtburchak
nugtalar yordamida » ta bo‘lakka bo lib, G figuraga n ta t0’g

101 B 7 i = ._-xl.
chizamiz. Bu to*rtburchakning balandligi @(-\k)—f(-\x) ga, asosl esa A, =X =X,
asi
gateng (A=1.2..,

m, = plo(x,)- J(x Ay,
bo‘ladi (bunda p =1 - jismning zichligi). To‘rtburchak diagonalari kesishgan

ini i i idagicha yoziladi:
nuqtaning, ya'ni og‘irlik markazining koordinatalari quyidagicha y

+X __ox, )+ j(\k)
g -'_riL_k- Py =
NETT 2

; ! i ‘irlik markazi
U holda » ta to‘rtburchakdan iborat bo‘lgan figuraning 0Z irlik m

koordinatalari quyidagicha yoziladi:

ii:k Mg i(-‘} - A.;i }(W(xk)_f(xk))mk
— ksl =

4 Bl 2y
&=t - —
(@(x.)— F(x DA%
gmk ;
" ! i N | ))‘Ax
m= im‘ Z(‘,’D(Ik)-f(xk DAY,

= im77 =1 bo‘lib, £,17) nuqta
Bulardan A = 111(1:1.:: Ax, —> ,:_,"01 A0

kazi bo‘ladi. Shuningdek,

b ' » S ,
fim Y (p(x,) = (DA% = [0 = fEN
000 .

G figuraning og’irlik mar

bunda S berilgan G figuraning yuzidir. Endi
P - i
Z (Ifr - %L ]W(-"k )= S(x NAx, ; Xy (p(%:

k=1

)— f(x DA%~
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1

]

2-(("” v) - /e, A chanliging ¢Ttiborga olsak.,

r

l'”'HZ‘ PO )= v, DAY, | vt )~ f(x)dy boladi va

].”.”24("0( X, )= f(x, NAx,” (), chunki 4 >0 da

o i L o (=)
L((p( X, )= J(x, )Ax,~ - Z‘t oy )+ f(x, )Aax = A /-24'\". = NAl

{(bunda N sup(!(p(,r') v | £tx, M)y Demak. 4 0 da

! b

!-’C(fﬂl'x)*f f(x) ), [(f,n-'(,r)__/ (o))l

S - £ . ;} — Y ——— :
j“ﬁ'“‘) — f(x))dx 2"-((/)( v) = f(x))dx

Agar G figura egri chizigli trapetsiya bo"lsa (v =@(X). f(x)= 0).u holda

§ = llgjjv\‘y(l\'. n= %jl.-‘d\.

L

bo'ladi. Bunda S = o
adi. Bunda S I(/J(xjdx— cgri chizigli trapetsiyaning yuzi. Bu holda

@

1 .
=e & i . b i T
7 28 ;[} dx tenglikdan 27s ZIGD‘(I)dx yoki 2znS :ﬁf{p’(,\‘}(h' bolib:

quyidagi teorema o‘rinlj bo*ladi:

12.20- . _
0-teorema (Guldinning ikkinchi teoremasi). Tekis figurani o'zi bilan

kesish izan o . o
maydigan o‘q atrofida aylantirish natijasida hosijl bo‘ladigan figuraning hajmi

L]
7| p® (x)dx - i
( :[GP (x)dx) shu figuraning yuzi S va uning ogtirlik markazi chizgan aylananing

uzunligi ko‘paytmasiga teng.

0

Mashq va masalalar

12-65. =+ Y- =1 (y=0) yarim ellipsning Ox o‘qiga nisbatan statik

a2
momentini toping.

1266, x?+y2=r? (y>0) yarim aylananing ogirlik markazi
koordinatalarini toping.
2 2 z I B ini “irli
12-67. x3 + y3 = @3 astroida yoyining birinchi kvadrat bo‘lagining og’irlik

markazi koordinatalarini toping.

12-68. ¥ = ch> zanjir chizigning absissalari x; = —a va Xz = a bo‘lgan
2 |

nuqtalari orasidagi yoyi og‘irlik markazi koordinatalarini toping.
12-69. x = a(t —sint),y =a(l - cost) sikloida (¢t =0 dan t =27
yoyining og'irlik markazi koordinatalarini toping.

12-70. y = cosx (—Esxsg—r) kosinusoida va absissa 0°ql bilan
2

chegarlangan figuraning og'irlik markazi koordinatalarini toping.

12-71. x*+y*=r2(y=0) yarim doiraning  og‘irlik  markazi

koordinatalarini toping.

2 i . ali . o
12-72, r—z + i_z = 1 ellips bilan chegaralangan figuraning birinchi kvadratdagi
a?

bo‘lagining og‘irlik markazi koordinatalarini toping.
12-73. x = a(t — sint),y =a(l— cost) (t =0dant = 27 gacha) sikloida
va absissa o‘qi bilan chegaralangan figuraning og'irlik markazi koordinatalarini

toping.

i ¢ o‘zini i moni
12-74. Tomoni a bo‘lgan muntazam oltiburchak o‘zining biror to

atrofida aylatirilgan. ~ Guldin reoremasi yordamida: a) hosil bo‘lgan jism hajmint

toping; b) jism sirti yuzini toping.

12-75. x = a(t —sint),y = a(1 — cost) sikloidaning birinchi arkasi va

a 0‘qi atrofida aylantirilgan. Hosil bo‘lgan

absissa bilan chegarlangan figura ordinat

jism hajmini va sirt yuzini toping.




FOY
JYDALANILGAN ADABIYOTLAR

1 Ay
: ANTADOR
< poe I.. Mancypos X.. Marevmarik :
. . Maremarng anais. [-kiem.~ T
LS » 0.
5
Zs Cabirvi
av/Iy.uiace A, pa O
AL BA OOHIKATAP NMaten: . oiii — ~ Ba
‘ [ATHE aHLTH3 KYpeH MHCOT

Mdcaralra TV -KH - =
d. p Y1 C Y

J [dAMH, l KHCM. [ ”&"UC]\‘”L‘[( I ¥ ] £

vV INM P ] M, ‘))1_1'/(’
-1 I\])XH“(H‘ E b .

1 M. (.’l' 3 ¥ l
s QJTOBHE i

3 11l [ P . lr‘ 0aApHEKOB ’”l] 'l » -[[”” o

MaTEMaTH
! 1CCKOMY anas
} J Y anannsy., M “Briciias mkosa”, 1999 695
4. lemua : R e
MUuoerua B C6
I.C6 P
s L o OPHMK 3,124 M YIPaKHCHHI 110 _\:a'rc.\mT“"‘:"‘Ko'\ly
2 Adarenwereo ACT
2 ». 2003 ,-558 ¢
. | 3,-558 cT.
- MCKyHop H.C
CL Jnddepe |
bdepenunaibnoe u nurerpanpHoc pcuncieHiv: I

[ \4’. T 4 P ] ) 4
ML HHILI I)CLI—[]])E,L(. ._U( 2.— ]()(l

6. Tas
oshmetov O, T
Matematik analiz I-qism. T ~ Turgunbayev R.. Saydamatov E. MadirimoV M.
' - T.:"Extrem .
7. X um-Press™, 2015 .
Udoybcr e i -1 -108 b.
4 .
2010 - ganov (5. va b()shq_ Matematik : . . .
ematik analizdan ma’ruzalar. | qisot
8. Ad
ams, Robert A
- (Robe
obert A'Cxan([crL Caletiliss a C()ﬂ]pletc COUI—S‘:'

Textbooks ;
s. Christo

pher Essex. -
Education Canada, a divisios x.f‘ 7th ed. Copyright @ 2010, 2006, 2005 pearson

1 of Pears . ] g SRR
9. Liie son Canada | 7
Larson R., Edward nc., Toronto, Ontario.-1077 P-
B s B a ’
ruce H. Calculus. Ninth Edition. (‘engﬂge

Learning. 2010. 1334 p

10.  Claudi
1a Canuto, Anij
. > t c
Verlag. Italia, Milan. 2008 135 ita Tabacco Mathematical analysis. | Springer-
~-435p. L g

l - X
Hp P :) B
. HH p .M
KHH ar
] a e aHHe ] aTreMarTrHyec 1 1al1M3 B cBeTE ero 1 ]

ep - &
11 C aHrn M.. ]Iay“”‘lb"’l JV"’lp, 2008 396 C

330

T

Ilova. Matematik analizning rivojlanish tarixi haqida

XVII asrea keli rro. . .
rivojlanishi hi;;:;:ﬁ:"’IE?::"Of;:L:Lr:n}g s:hum—ngdek._ sanoat, ishlab chiqarishning
orasidagi bog‘lanishlarni tadqig ::[' l:-“ Jztljrayoﬂ]?m} i o'zga.ruvc‘m migdorlar
tabiat fanlariga jadal kir'b‘qu]‘ etishga sabab bo‘ldi. h:[atemankamng metodlari
savyoralar h;{ruf\'alic ib bor i, Jumladgl} l.609-19‘- yillarda Kepler tomonidan
berilishi. 163238 - t.]_(lJrnUgmmg-kashf Etl]l‘slll va uning ma.temalik formulalarda
matematik i-f;d.'lhni:;]l _arlg Gal:ie):' tomonidan jismning erkin tushish qonunining
qonunining kasl‘n‘L clil;;‘l' 86 - yl]da. N')-"uton_tpmomdflr.l l?uum olam tortilishi
faktlar tabiat qonunlari hi ?fa mal‘e‘ma.n.k ifodasining bEI‘lll?h[ va.boshqa ko‘plab
S onaocht ‘]:i_u(;naltcman[\a tilida bayon eu_shga olib [-feld1. '

vossalarinine  aksi sifl-?t‘(?r ar va ula'r‘ OrﬂSI(:lﬂgl bogflam.shlanung umumiy
£ atida  matematikada o'zgaruvchi miqdor va funksiya

oa keldi va bu matematika predmetining tubdan kengayishiga,
o*zgaruvehi miqdorlar

tushunchalari vujudg
natijad: <. -
atijada matematika rivojining vangi bosqichi -

alizning vujudga kelishi va rivojlanishi

zga\f‘_z_mal“k-'l%iga - olib keldi. Bu davrni an
ti deb ta'riflash mumkin.

muhi 0 Zgﬂru\’ch} m_iqdorlar matem
][_l__m} qadam 1637 yilda Dekartning M
;irlnlzg]likzoiml' [?ckart 0'z a_sarida Viyet
leh‘llamag{d m?lkka11111!a}laslltirga[1 holda
kO(;l'dinata]' ai—_li’_ _noma lumlarni .o'zgaruvch_ilar
natijasida sgp? ]\m“SI-L Bu g‘O}’alalrmng geometriya V2 2 B g
yaratildi. m i,eon_lfztr]?c masa]a.lar_m algebra_metodlf:r'[ bilan tatd.qul et{sh lmkom).’atl

1, | atn.ma_llkanmg yangi bir tarmog’l — analitik geomeiriyd vujudga keldi.

(masal:;n\d[l]] ?Snﬂﬂg §0‘ngiga _kelib mat'ematik.ada 1?ufhi1-n masalalar-sin.ﬂ_arining
ostandart figuralarning yuzlari va hajmlarini hisoblash, egrl chiziglarga

urinma o‘tkazi : ) v S ' ; ¢
inma o°tkazish masalalari) hal etish bo*yicha bilimlar to plangan edi, shuningdek
‘echish metodlari vujudga Keldi. Bu masalalar notekis

turli xt_isusiy hollar uchun y
;zfix’?)“}k harakatlami_ tavs.iﬂash. xususan uning oniy xarakteristikalar.ini (_vaqmin_g
b‘o‘»;’adf_ly momentdagi tezlik, tezlanish), shunindek, o'zgaruv.chz'm te,'":-llk bilan lsoc.hf
Jadigan harakatda bosib o‘tilgan yo‘lni topish masalalari bilan J1ps bog'ligligl
ma lum bo‘lib goldi. Bu turli tabiatli (geometrik va fizik) masalalami bo*g*lanishni
aniglashda umumiy til - sonlar va ular orasidagi bog" lanishlar (sonli funksiyalar) -
shakllantirishga imkon berdi.

BU vaziyatlarning (hol

Leybnitsga bir biriga bog’liq bo‘Imagan ho
uchun matematik apparat yaratishga olib keldi.
boshlab Bonaventura Kavale

atikasining vujudga kelishida birinchi va
fetod haqida mulohazalar™ asarining nashr
tomonidan taklif etilgan matematik
quyidagi ikki g'oyani ilgari suradi:
deb  qarash: tekislikda
lgebra bilan uyg‘un[ashuvi

ikki olim Isaak Nyuton vd Gotfrid

Ida ko‘rsatilgan masalalarni yechish
i iz asarlarida o‘zidan

ri. Blez paskal,
Jarini jamladi va

atlar) parchasi

oldingi olimlarning, Arximeddan I
Djeyms Gregori, Isaak Barrou kabi zamondosh]arining ba’zi natijalaris :
atik analizning - turli xil dinamik Jara_yon_laml,

tiklar funksional bog'lamshlar

ng yangi

”n}li{nlashtirdi. Shu apparat matem
Y.ﬂ ni o zgaruvchilarning bog‘lanisharini, ‘Yo asosini
yoki funksiya deb nomlaydigan. o‘zgaruve bo‘limi &

tashkil etdi.

matema
hi matematikani

)
)




Funksiy:
SIva tushunchasini NV
o nksiy St asrd: iritdi |
differensial va intepral hic f” "\\ “" Jatords nalisming boshas bor o
vujudga keldi: qztl:b}rl'lr ]MH bll;m bir qatorda analizning boshqa bo'limlari ham
a € A7 'asi 1 . : . |
geometriyaga tatbigi. k ]fl-/'lr[-“{sl. differensial tenglamalar nazariyasi, analizn!
barchasi mZx’anikw lf:;yjkty';wh;a‘hk differensial geometriva, Bu nazariyalarning
archasi me) a. fizika, texnikani ivoji bila 1 |
Tl e ik | _rl-\.:mni_.' rivoji bilan bog'liq edi. Analizning )f|rll\
bog‘liq. Nyutondan b()ﬂ?{tl; fizika fanida qo'yilgan masalalarni yechish ey
’ N3 shlab > 1 ‘ 7
J.Lagranj (1736-1813) A Pu: 5 SR, MO o (“07-1783)‘
A.Lyapunov (1867-1918) _ll‘:”kun: (1854-1912). M.V.Ostrogradskiy (1801-1861)
yo'llarni yaratishda 'shutdjl"dd)ﬂs]u]u matematiklar ham o*z asarlarida analizda yang!
et . € - \'p - - . 3 - H 1 —
b chi avrdagi tabiatshunoslikning muhim, dolzarb masalalarida®
Shunda ‘si
» Y yo'sinda Evler v: ' '
bog*lig bo*lgan bo*limj-v; [-_}’l‘j}' M_l'“‘é“”U analizning mexanika bilan o
@ Lyspunce oans mc;l’rm'lmon hisobni yaratadi, XIX-asrning so'ngida S
S o g ”'V}d.mkz{ masalalaridan kelib chiggan holda differensi
' stat nazariyasini varatadj
Mg sifat ) 3 i.
namri)\[X asrda analiz yangij bir
e Yasi — bilan boyidi. By
atematiklarning 7

armoq — kompleks o' zgaruvchining funksiyalar
ishlatida hazariyaning kurtaklari [..Evler va bir qator
vujudga keldi. XIX-asrning o°rtalarida fransi

matematigi  O.Kosh;j
shakllantirildj. sht (1789-1857) mehnatlari tufayli qathiy nazafiye o
Analiz m /
anish

4 . atematikaning .
lriz:lan bir qatorda u matematikilr?;r?rkdzl—va uning bosh qismi sifatida tez rivojl
7 H y ecle 2
azanyqas:ga ham Kirib bord; g eski sohalariga-algebra, geometriya, hatto 0
Analizning rivojlan;j : )

I ojlanishi j .
hajmi harp ortib bordi. Na;éﬂfray}?qlda'wrang va qiyin masalalarga qgarab bordi va
asoslashni, tizim]ash!irishni'va Ya amning ortib borishi uni yana ham yaxshiroq
shakHBernard Bolsano 18121650&”-I tanqidiy tahlil gilish zarurati hosil bo*ldi.

s antirgandan  so‘ng haqi yilda ‘UlelkSiZ[ikning zamonaviy ta"rifini
41y o'zgaruvchining  funksiyalari analizi

matematikaninn -
alohida bo‘lim;
a i = o‘lim :
sarlari shu davrda keng ma’lun: :E:;Z;langa e2a bo'la boshladi. Ammo Bolsano

18?.]— yilc‘lan boshlab Ogy

nlar

usten Koshi cheksiz kich; ;
fundam antigi Cheksiz kichiklar tushunchasi orqall
asoslariet;nat::[ui;?msal‘lkemk tllshunch;sliy vzs?f(;g: ]Shkak“antirib boshladi. Koshiga
: i P Sk o
Xissalari  evaziga Ililn:/i? R vcl_/ershtrasg;ga O?XCShsasz Euamvchmmg ﬁ.mksw_as'
teoremalarni isbotlash uch uzluksizlik  kabi tushun h oshqa matematiklarning

uchun yepsilon-delta tj)j rivojl C-aEml ta’riflash, asosty

antirildi.

XIX asrda Bern :

gard R :

qiist son] iman mtegra]lash nazariyasini rivo; o

Sonlar uzluksizligini taxmin qjl; nirivojlantirdi. Shu davrda

Natijada matematik : ni i
bo‘lmagan Dirixle fi mahluglar vujudga kela bosh] d‘qu,q etishga olib keldi.
= xle funksiyasi; uzluksiz, lekin hech yer?ia['h hech yerda uzluksiz

332 osilaga ega bo*Imagan

\’c-\'cfSl“m"?S funksivasi; tekislikni butunlay to*ldiruvchi Peano chiziglari. Bunday
funksiyalar bilan bog*liq muammolarni yechish jarayonida Kamil Jordan o‘zining
o'lchovlar nazarivasini, Georg Kantor esa to‘plamlarning intuitiv nazariyasini
yaratdi. XX asrning boshlariga kelib matematik analiz to‘plamlar nazariyasi bilan
fo_rmallushliriidi. Anri Lebeg o‘lchov muammosini hal etdi. David Gilbert esa
G_]lbcn fazolarini kiritdi. Normalangan vektor fazo g'oyasi paydo bo‘ldi va 1920
yillarda Stefan Banax funksional analizga asos soldi.
Agar klassik analiz o*zgaruvchi sifatida sonni, ya'ni haqiqiy sonlar (komp]ek§
sonlar) to*plami elementini hisoblasa, funksional analizda esa funksiyaning O‘Z'l
0*zgaruvchi sifatida qaraladi. Hozirgi zamon ta’rifida funksional analiz elementlari
orasida yaqinlik tushunchasini (topologik fazolar) yoki masofa tushunchasint
(metrik fazolar) kiritish mumkin bo*lgan ixtiyoriy matematik ob’ektlar fazosiga
analiz nazariyasini tatbiq etishdan iborat.
Matematik analiz fani bugungi kunda ham
bo*limlaridan hisoblanadi. Uning tarmoglari bugungi
shakllandi. Ularga quyidagilarni kiritish mumkin:
funksiyalari nazariyasi. kompleks o°zgaruvchining
differensial tenglamalar, funksional analiz. topologiya, di
boshg. B

rivojlanib borayotgan matematika
oi kunda alohida fan sifatida
haqiqiy o'zgaruvch-inin'g
funksiyalari ~nazariyasl.
fferensial geometriya va

matematikaning rivoji V.I.Romanovskiy,

Respublikamizda zamonaviy . nc
; / msoqov kabi olimlar bilan bog‘liq.
icha ilmiy

T.N.Qori- Niyoziy, S.H.Sirojiddinov, T.Sari et bt
O‘zbekistonda matematik analizning barc;ha bo‘limlari ob}ih e

tadgiqotlar olib borilmogda. Masalan. akademik Sh.A.A}qllpO‘h’ a;stgpolggik
. . 1 g L]

funksional analizning zamonaviy muammolari (operatorlar a Tieznring, el

fazolar), akademik A.Sa’dullayev boshchiligida.ko‘mple%cs anali i i
M.Saloxiddinov  rahbarligida ~ xususiy hqsnlah dlfferenmonidan:olinoan
nazariyasining dolzarb muammolari tadqiq etilmoqda. Ular tom g

+ e B nufuzli xorijiy
natijalar xorijiy xamkasblarida katta qizigish uyg otmogda Vva

Jjurnallarda chop etilmoqda.
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