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I. HARAKAT TENGLAMALARI.

Mexanik sistema holatini aniq belgilash uchun zarur bo"lgan mustagil
kattaliklar soni sistemaning erkinlik darajasi deyiladi. Masalan: N ta moddiy
nuqtadan iborat sistemaning erkinlik darajasi 3N ga tengdir. Mustagil kattaliklar
albatta nuqtalarning dekart koordinatalari bo'lishi shart emas.

Erkinlik darajasi V' bo"lgan sistema holatini tola xarakterlovchi N ta
istalgan g,.q,..q. Kautaliklar shu sistemaning umumlashgan koordinatalari deb.

. dg . . . ) .
g = L—h— hosilalar esa uning wmumlashgan tezliklari deb ataladi.

Tezlanishlar ¢, ni koordinatalar ¢ va tezliklar ¢, bilan boglovchi
munosabatlar  fiarakat tenglamalari  deyiladi.

Mexanik sistemalar harakat qonunining eng umumiy ifodasi  eng kichik
ta’sir prinsipi (yoki Gamilton prinsipi) deb ataluvchi prinsip orqali beriladi.

Bu prinsipga ko'ra har bir mexanik sistema Lagranj funksivasi deb
ataluvchi

L{as o e Qxs @159 - Gust)=(L q. g1 (1.1
funksiya bilan xarakterlanadi.
Harakat tenglamasi esa (a'sir  (ta'sir integrali, ta“sir funksiyasi) deb

ataluvchi quyidagi ifodaning

S :j-L (q.q.0)dt

U]

harakat davomida minimal (ekstremum) givmatga erishishi shartidan topiladi

(8S =0) va Lagranj tenglamalari deb ataladi:

d ol L (i=12..N) (1.3)

S Sup

di ¢q, g,
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Lagranj funksjvasi = . o _
gran) ksiyasi L ma"lum anigqlikda topiladi. Bir-biridan koordinata
va vaqtning ixtivori e . ’ . :

Atning ixtiyoriy funksiyasidan olingan to"la hosilaga farglanuvchi Lagranj

funksiyalari bir xi i
Yalari bir xil harakat tenglamalariga olib keladi:

rf el - _—!
L'(g.q.t)=1 (g.q.1) + %_I’ (g.1) e
C

| agrani funksi o .
= il ng - - v - . - -
Shan) ksiyasining fizik ma'nhosi sistemaning kinetik va potentsial

energiyalari ayirmasiga tengligidadir:

L=T-y (1-3)

T - kinetik energiya. U/ - potentsial energiya.
To"la energiya Lagranj funksiyasj orqali quyidagicha ifodalanadi:

. ;{:{?'ﬂ" (1.6)

Umumlashgan impulsning aniglanishi csfu quyidagicha:

ol (1.7)

1 ache ; .
Imumlashgan kuch ham xuddi shuningdek aniglanadi:

cl. (1.8)

1"".:-_\_

oy,

§1.1. Berilgan La ; .
Lt .agran ey il
° granj funksiyasidan harakat tenglamalarini topish.

Har ganda zik <ic .
q y fizik sistemani tavsiflashda, avvalom bor u sitemaning

Lagranj funksiyasinj tuzish lozim. so™n

IIe ¥ .. .
bo'Timda avvaldan b ) gra harakat tenglamasini topish kerak. Bu
@ aldan ani .
vy < benlgan Lagranj funksiyalari orqali Lagranj tenglamalari.
I harakat tenglg T . = B2
glamalarini tzishga oid masalalar bilan tanishib chigamiz
.2 -
I-masalq. =9 _q
3 g

Yechilishi.  Masalani  yechishda  Lagranj  tenglamasining  (1.3)

ko'rinishidan foydalaniladi. Masalaning berilishiga asosan:

cL _ - diL_ i(q) =
cq Codréq )
Demak, Lagranj tenglamasiga ko'ra g=-q.
1’
2—masala. L= %

Yechilishi. Lagranj funksiyasi vaqtga oshkora bog'liq holda berilgandir.

oL d oL d . . . .
—=0. —— = —(i)=q+i§
cq dr Cg dr
. . q
Demak. Gg+1i=0. q:_? )

(): s "H- 12
—w+u—CL\S€J.

3—masala. L= =

Yechilishi. Lagranj funksiyasining berilishidan sistemaning erkinlik
darajasi N =2 ga tengdir. ¢, va ¢» larcaesa ¢ va ¢ lar mos keladi. Lagranj
tenglamasi (1.1) esa har ikkala koordinataga mos ravishda 2 ta tenglamadan

iborat boladi:

d ¢l cL _(iﬁ_Lﬁi[m
died 0’ drdg op

Lagranj funksiyasining korinishidan:

oL . w5 e e o
i—=sin()-cos()-¢‘+smé). i(—]f:i(ﬁ)m‘), i:
co dt 60 dt c
del  do, . o : )
——=—(gsin" @) =sin" @ - +2¢-sinf-cos- .
dt O dfw) B

Demak, har bir erkinlik darajasiga mos ikkita tengalama ushbu

ko'rinishga ega bo"ladi:




N/

Aotz e, W

w1 ) -
0=;¢ sin20 +sind , ¢ =-20pctgo .

&

1.1.-Misollar.
Quyidagi Lagranj funksiyalari bilan xarakterlanuvchi fizik sistemalarning

tezlanishlarini toping (harakat tenglamalarini tuzing):

2. I.=—ﬂ+q‘

(I +cf)cf _fi_:_

1. L= ]
2 2
B b ol Je2ran) 1)
JL=—+—0" +—. 4 L=—-UV+—.
20 r 2 JUv

6. L :%(.%’ + 37 ) = (2 + 7 + ).

5. L==(# +37) = (- yx).

Voo e aov 1oy , )
7. L=§(J;‘ +.1;p+,1")—5(.r' —.\;1'+_1-")~ 8. L =i;—’(5:_ +p‘¢')+%(;{§" +mgp¢3),

9. [ = ”’fz" A Mgy ;, _é( £ )3 0. [ = m;r {m: (et ;ﬁ) + .’_m(m re-;fl))cusgﬁ}

Wy s s 5 E2 4 2 — &Y
0 L=Z(8480) (- 66+87) 1 1= D X 2 2G a)
ai 22 ey
e X —wx
13. L= ( )
2

§1.2. Ekvivalent Lagranj funksiyalari.

Bir birlaridan doimiyga va koordinata hamda vaqtning ixtiyoriy
funksiyasidan olingan to'la hosilaga farglanadigan, shuningdek ixtiyoriy
doimiyga ko'paytirish natijasida hosil bo'ladigan Lagranj funksiyalari bir xil
harakat tenglamasiga olib keladi. Ushbu bo"limda aynan Lagranj funksiyasining
zikr etilgan hossalaridan foydalanilgan holda ekvivalent Lagranj funksiyalarni

tuzish (topish) uquvi o"zlashtiriladi.

6

To'la hosilani tashlab yuborish yo'li orqali ekvivalent Lagranj
funksiyasini tuzishga masalalar ko'raylik:

I-masala. L'=x-sint

Yechilishi. Berilgan ifodaga x-cos¢ ni qo'shib va ayirib yozish natijasida

quyidagi ifodani olamiz:
= I B d y d )
L =,r-smt+.\'cos.f—.\'cosf=—(.\'-s:n!)—-.rcosl=L+—(.\'osml),
dt dar
Demak. avvalgi Lagranj funksiyasiga mos yangi Lagranj funksiyasi
quyidagi ko'rinishga ega ckan: L=-x-cost.
Endi bu ikki Lagranj funksiyalari L wva L' bir xil harakat
tenglamasiga Keltirishini ko'rsataylik:
ol doL d,.
— =0, ——=—(sint)=(cosr). cost =0.
ox dr ¢x  di

oL d oL
—=-cosf{, ——=0  cost=0.
cx dr ox

2-masala. Dekart koordinatalari bilan quyidagicha bog‘lanishda bo‘lgan

koordinata sistemasida moddiy nuqtaning Lagranj funksiyasi yozilsin:

-y
= - : y=4ypv.
e e

Yechilishi. Ma'lumki, moddiy nuqtaning Lagranj funksiyasi quyidagicha

aniqglanadi:
m(dsy mdsS’®
Latotiei] 22| <= =<t
Z(cfr} D= aE

Bu yerda ds*- mazkur koordinata sistemasidagi uzunlik elementining kvadrati.
U(g)— faqatgina koordinataga bog‘liq potensial energiya. 7 - kinetik energiya.
Dekart koordinata sistemasida:

dS* =dvi 4y’ +dz* va L= %(_\‘: + 37+ 2 -Uxy,0).




9:;¢“sm20+sm6‘, ¢ =-20pc1gl .

I.1.-Misollar.
Quyidagi Lagranj funksiyalari bilan xarakterlanuvchi fizik sistemalarning

tezlanishlarini toping (harakat tenglamalarini tuzing):

(I-!—cf)cf _gi 2. L==\1-¢4" +¢.

L b= :
2 2
L=l e L , B O
3 2+20 +r_ 4. L 2U‘+JL71"
] 2 o ) . 2 Z
5 L =§(x' +y“) (20— k). 6. L =%(.'r' +_\'")—(x: +y7 +.\-y).

1 .2 . . ] 2 v iy o -
LS )y 8 =B (P ) e L (1 )

4

2

9. L :i]—"‘f—ggllz +_.-.._’”32é:’- é—’ 4 _.j?(é-': =&Y 10. /= i";—r{m: + e+ ;ﬁ) + 2{.1:((:) +q5)cus¢]

2

rr :2 i 3 E2 s £ 2 F £
11. L=‘2—(§|I+§1 )_X(é:l?*‘:ﬂ‘.fz +‘:sz ) 12. L= Mo, sy :-Z({’? (") .
e (X* —w’x?
13: L= ( )

§1.2. Ekvivalent Lagranj funksiyalari.

Bir birlaridan doimiyga va koordinata hamda vaqtning ixtiyoriy
funksiyasidan olingan to'la hosilaga farglanadigan, shuningdek ixtiyoriy
doimiyga ko'paytirish natijasida hosil bo'ladigan Lagranj funksiyalari bir xil
harakat tenglamasiga olib keladi. Ushbu bo"limda aynan Lagranj funksiyasining
zikr etilgan hossalaridan foydalanilgan holda ekvivalent Lagranj funksiyalarni

tuzish (topish) uquvi o"zlashtiriladi.

To'la hosilani tashlab yuborish yo'li orqali ekvivalent Lagranj

funksiyasini tuzishga masalalar ko'raylik:
I-masala. L'=x-sint
Yechilishi. Berilgan ifodaga x-cos¢ ni qo'shib va ayirib yozish natijasida

quyidagi ifodani olamiz:

P e d ! d !
L' =x-sint+xcost —xcost = —(x-sint)—xcost = L +—(.\'-sml),
dt dt

Demak. avvalgi Lagranj funksiyasiga mos yangi Lagranj funksiyasi
quyidagi ko'rinishga ega ckan: L=-x-cosz,
Endi bu ikki Lagranj funksiyalari L wva [’ bir xil harakat

tenglamasiga keltirishini ko'rsataylik:

oL’ del’ d, .
—=0. ——=—(sin¢) =(cost), cost =0.
ox dr % el

i =—Cos{, -(—i-—'(—:-:E =0 cosi=0.

ox dt ox

2-masala. Dekart koordinatalari bilan quyidagicha bog‘lanishda bo‘lgan

koordinata sistemasida moddiy nuqtaning Lagranj funksiyasi yozilsin:

o=V -
X=- 3y y= V.
= y=yp

Yechilishi. Ma'lumki, moddiy nuqtaning Lagranj funksiyasi quyidagicha
aniqlanadi:

m{dsy mds’®
L=T-U=—|—| =U =——-=U .
z(m] W)= e

Bu yerda 4S°*- mazkur koordinata sistemasidagi uzunlik elementining kvadrati.
/(g)— faqatgina koordinataga bog‘liq potensial energiya. 7 - kinetik energiya.
Dekart koordinata sistemasida:

dS* =dvi +dy' +dz* va L= %’(_\“: + P42 =U(x,»,2).



- . e A . =V ., @Pvi+ve Sq
Yugoridagi bog‘lanishdan: #=%"", y= - topiladi.

1

2(p v):

Yangi o"zgaruvchilardagi Lagranj funksiyasi esa ushbu ko rinishni oladi:

. F‘ ‘
Lal o’ +1’|"“‘(F~EJ -U(p.v).
8 0 v/

S-masala. Egri chiziq bo‘ylab harakatlanayotgan zarraning Lagranj
funksiyasi yozilsin.
Yechilishi. Egri chizigli ortogonal koordinata sistemalarning Dekart koordinata
sistemalari bilan bog‘lanish yaxshi ma"lum. Koordinata tekisliklari kesishgan
yerda hosil bo‘lgan ~hiziglaming tenglamalari odatda parametrik ko‘rinishida

beriladi: x, = x (¢), - parametr.

Llg.q)= Elmhfq)(f ~1'(¢), hlg)= (%’—J 5 (g) = U(F(g))-

Bu yerda #(g) - Lame koeffitsiyentlari (Tlovaga qarang).
Lagranj tenglamasi (1.3) dan:

s th ., oV
mh{q )i+ i q - Eﬁ— =0
2 dq aq

Agarda yoyning uzunligini kiritsak:

S= \f/;(},)q ) $= \/h(q}r} 2
2 . i - al/ or I alr
ckvivalent tenglamani olamiz. L o
cr ol Vhoegq
Parametr sifatida yoy uzunligini olsak, x, =x(S)  Lagranj funksiyasi
ushbu ko‘rinishini oladi: L= %S: ~U(F(S)

4-masala. Lagranj tenglamasini (1.4) almashtirishda
L'(q.q.t)=L(q.q,1)+ j—}:(q_f)

o‘zgarmay qolishini ko‘rsating.

Yechilishi. Hagiqatdan ham %—%+Z:—lq ekanligini hisobga olsak (1.3)
¢ c cq,

tenglamada L — /' almashtirish bajarish natijasida uning birinchi hadida

-‘}*ﬁ:{! ga teng “ortigcha™ qo'shiluvchi, ikkinchi hadida esa xuddi shunday
dt og

S [—-‘?} “ortigcha™ go’shiluvchilar paydo bo‘lishadi va ular bir-birlari bilan
cq, \ dt

qisqarib ketishadi.
Xuddi shuningdek
L'(g.g.1) = L(q.q.1)+ (1)
almashtirish ham Lagranj tenglamasini o*zgartirmay qolishini korsatish qiyin
emas.
1.2.— Misollar.

To'la hosilani tashlab yuborish yo'li bilan ekvivalent Lagranj funksiyasi

tuzing:

] I . 2 2 L,_ I . + 2
1. L :-E(q+t} : . »-E(q q).
3. I'=xp—yx. 4, L'=txx.
5. L'=gcost. ro Mfpd .

6. L 2((1 g )
— ; P, 3
7 L':i"-(m\'-: +a't’). 8. L'="—§" +miygsin(p-yi).
2 2
sin’ yt 10. L' =gdsingsiny1+cos’ yt

’

9. L'=gsinyrcosg + g

prars
>

me
2

11. Lp_-: (Igﬁe"é siny! 12. bt %((bz +§5L’“1 COS¢) +

Moddiy nugtaning Lagranj funksiyasini usbu hollarda yozing:
13. Sferik koordinat sistemasida.
14. Qutb koordinat sistemasida.

15. Silindrik koordinat sistemasida.



16. Dekart koordinatalari bilan quyidagi bog’lanishda bo’lgan koordinatalarda
bitta moddiy nuqtaning Lagranj funksiyasini yozing :

a) x=R(g+sing), y=R(1-cosg) b) x=¢+8, 1-'=E
- 0.

vyx=U, y=v-U, z=1z, U
g) x=—, y=vU, z==z.
"

d)_rzg-, y=¢-0. c).\‘=\f(7\;.}'=ﬁ.:=£.
v

j) x=x, y=\/%7,:=l/v. z) -T=\EECUS¢. y=\/(f_:;sin¢, :="E;"
i)x=o‘,/{cfl—l](l;:]T)cos¢. v=y(& =1)(1-n?)sing, z=oln .

17. L=—/1-%" Lagranj funksiyasida x =qgchld +7shi, ¢ = gshi+rchA,

almashtirish bajarib ¢ va r lar orqali Lagranj funksiyasining ifodasi topilsin.
§1.3. Mexanik sistemaning erkinlik darajasini topish.

Tavsiflanayotgan fizik sistemani, jumladan mexanik sistemani holatini
tavsiflash uchun zaruriy kattaliklar sonini bilish muhim masaladir, chunki
shunga mos ravishda harakat tenglamalari olinadi va ular hal gilinadi.
Talabalarda ushbu uquvni hosil gilish uchun bu bobda chiziq bo"ylab yoki
tekislikda harakatlanayotgan mexanik sistemalar uchun boglanishlarni inobatga
olgan holda erkinlik darajasini topish masalalari ko'riladi. Bunday
sistemalarning fazodagi harakati ham bundan mustasno emas. Ma"Tumki,
erkinlik darajasi deb fizik systemani tavsiflash uchun zarur bo"lgan kattalikiar
soniga aytiladi.

I-masala. Biror bir chiziq bo’yicha harakat gilayotgan moddiy nuqtaning

erkinlik darajasi topilsin.

Yechilishi. Aniglanishiga ko'ra, mexanik sistemaning erkinlik darajasi

shu sistemani xarakterlaydigan, o'zaro bog'liq bo'lmagan kattaliklar sonidir.
Chiziq bo'yicha harakatlanayotgan moddiy nugtaning vaziyati bor yo'g'i bitta
koordinata bilan aniglanadi. Masalan, shu chiziqgdagi muayyan nugqtagacha
bo’lgan masofa bilan. Shuning uchun chiziq bo’ylab harakatlanayotgan moddiy
nuqtaning erkinlik darajasi birga teng. Bu natijaga moddiy nugqtalar
sistemasining dekart koordinat sistemasida erkinlik darajasi 3N ga teng degan
ta'rifdan ham kelish mumkin. Bizning hol uchun N =1 ga teng, chunki bitta
moddiy nuqta. Harakat esa bir o'lchamlidir, yaii chiziq bo’ylab. Demak, dekart
koordinat sistemasini xarakterlovchi koeffitsiyent 3 o'rnida 1 bo'ladi.

2-masala. Fazoda harakatlanayotgan ikki moddiy nugqtadan iborat
sistemaning erkinlik darajasi topilsin.

Yechilishi. Fazoda erkin harakatlanayotgan har bir moddiy nuqtaning
erkinlik darajasi ta'rifga binoan 3N =>3 ga teng. Ikki moddiy nuqtaning
erkinlik darajasi S=3-1+3-1=3-2=0 gateng.

3-masala. Fazoda bir-biridan o’zgarmas masofalarda joylashgan uchta
moddiy nugtadan iborat sistemaning erkinlik darajasi topilsin.

Yechilishi. 3 ta moddiy nuqtaning erkinlik darajasi §=3-3=9 ga teng.

1.1.-rasm.

Ammo bu sistemaning harakati 3 ta (masofalar) cheklanish (bog'lanish) bilan

chegaralanganligi sababli §=9-3=06 gateng.
Demak. koordinatalararo har bir bog'lanish (tenglama) erkinlik darajasini
v

bittaga kamaytiradi.



1.3— Misollar.

I. Chiziq bo'ylab harakatlanayotgan quyidagi sistemalarning erkinlik
darajasi topilsin:

a) 2 ta bir-biri bilan bog'langan moddiy nuqtalarning,

b) 9 ta moddiy nuqtalardan iborat zanjirning,

v) N ta moddiy nuqtadan iborat zanjir.

2. Tekislikda harakatlanayotgan sistemalarning erkinlik darajasi topilsin:

a) Bitta moddiy nuqta,

b) 2 ta moddiy nuqta,

V) 3 ta 0" zaro bog’'langan moddiy nuqtalar,

g) 3 ta ketma-ket bog'langan moddiy nutalar,

d) 2 ta o’zaro bog'langan moddiy nugqtalarni biri tekislikda, ikkinchisi esa
chiziq ustida harakatlanadi.

e) Ikkita o’zaro bog'langan moddiy nuqtalarning har biri tekislikda
harakatlana oladi.

3. Fazoda harakatlanayotgan sistemalarning erkinlik darajasi topilsin:

a) 2 ta bir-biri bilan bog'langan moddiy nuqtalar,

b) 3 ta ketma-ket bog'langan moddiy nugqtalar,

v) Hgarilanma harakatlanayotgan bir-biri bilan 0'zaro bog'langan moddiy
nugqtalar,

g) Aylanma harakatlanayotgan o' zaro bog langan moddiy nuqtalar,

d) 2 ta o'zaro bog'langan, biri tekislikda, ikkinchisi esa, fazoda

harakatlanayotgan moddiy nuqtalar.

§1.4. Mexanik sistemaning Lagranj funksiyasini tuzish.

Lagranj metodi doirsida dinamik masalalarni hal qilishda yoki fizik

sistemani tavsiflashda quyidagi amallar ketma-ketligini amalga oshirish nazarda

tutiladi:

o fizik sistemasining erkinlik darajasini aniglash;
e magsadga muvofiq sanoq (koordinat) sistemasini va umumlashgan
koordinatalarni tanlash:
e zarralar  sistemasi koordinatalari va tezliklarini umumlashgan
koordinatalar va tezliklar orqali ifodalash:
e zarralar  sistemasining  Kinetik  energiyasini  umumlashgan
koordinatalar va tezliklarning funksiyasi sifatida yozib olish;
Mazkur amallar natijasida ixtiyoriy fizik sistemaning Lagranj funksiyasini
tuza bilish uquviga erishiladi. Yechimlari keltirilgan turli mexanik
sistemalarning Lagranj funksivasini tuzish masalalari esa, bu uquv va

ko"nikmalarni shakllanishiga olib keladi.

I-masala. Bir tekis harakatlanayotgan sanoq sistemasidagi moddiy
nuqtaning Lagranj funksiyasi yozilsin.

Yechilishi. Koordinatalari x, v,z bo'lgan sanoq sistemasiga nisbatan bir
tekis harakatlanayotgan sanoq sistemasining koordinatalari x',)",z" bo’lsin.
Harakat x yoqi bo'vicha v tezlik bilan sodir bo’layotgan bo’lsa, Galiley

almashtirishlari quyidagicha yoziladi (# =0 da koordinatalar boshi bir nugtada

bo'lgan devlik

ty

=z).

’

r 5!
x=x"+vt, y=»,

b

L. s 1
Bundan, x=x'+v,y=y,2=
Lagranj funksiyasi esa,

my ., op 2 . r2 -r2 %
L=ﬂ( 024 7 +2) U == (27 + 28V 4y 4 50+ )-U:
2V . 2

(2:1-'v+1"’) ni (2vx’+v"f) funksiyadan to'la hosila bo’lgani uchun Lagranj
funksiyasi ifodasidan tushirib qoldirishimiz mumkin.

d W ik o oi%
‘Demak, z_(_\-'- +7 42 )—(a ,
2



ya'ni Lagranj funksiyasi xuddi x,y,z koordinatasidagi kabi ko'rinishga ega.
Bu Qalileyning nisbiylik prinsipidan dalolatdir.

2-masala. Bir jinsli og'irlik maydonida Joylashgan gorizontal chizigda
harakatlanuvchi m, va vertikal chiziqda harakatlanuvchi m, zarralaring

Lagranj funksiyasi yozilsin.(1.2.-rasm). Ularning orasidagi masofa o' zgarmas va

a gateng.

Yechilishi. Ma’ lumki, to'la Lagranj funksiyasi Lagranj funksiyalari

yig'indisidan ibirat: L=L +L,.

AN
Y
m;

a

ny @
A >
r X

1.2.-rasm.

Harakat tekislikda sodir bo'layotgani uchun har bir zarraning erkinlik
darajasi 2 ga teng. Harakatni tasviflash uchun masalan, x o'qini gorizontal

bo’ylab tanlab olaylik (chizmaga qarang). Koordinata boshini esa m, nuqtadan
r masofada joylaylik va a kesma bilan gorizontal chiziq orasidagi burchakni ¢
harfi bilan belgilaylik. U holda x,, V12X, ¥, koordinatalarning o'zgarishi r va ¢
larning 0" zgarishi bilan bog'lanadi. Chizmadan ko rinib turibdiki

x=r,y=0, X, =r+acosg, y, =asing.

Birinchi zarraning Lagranj funksiyasi

M., .2
L]=?'(x,"‘+y,)~U| = Ll__._'_"z_n,;z_Ul_

14

Harakat davomida 1-zarraning potentsial energiyasi o'zgarmay qolgani

sababli, uni keyinchalik tushirib qoldirsak ham bo’ladi (Lagranj funksiyasining

xossalariga asosan ). 2-zarra uchun esa:

(5 52) -0y = (- absing) +(aboose) v, =

=-'%1-(r’2 -a'¢ —2ai¢3sin¢)—U3, U, = mgy, = mgasing.

Shunday qilib. to’la Lagranj funksiyasi :
_‘I)ll'i"”l2 .2 !2_3_ 232 4 s _ .
L———z—-r + > (a (] 201¢sm¢) m,gasing.
3-masala. 13.-rasmda ko'rsatilgan bir jinsli og'irlik maydonida
joylashgan sistemaning Lagranj funksiyasi tuzilsin. Bu yerda  m, zarra

vertikal chiziq bo'yicha harakatlanadi. Sistema esa yalpi holda vertikal o'q

atrofida doimiy burchak tezlik bilan aylanadi.

1
A

ney mz

1.3.-rasm.’

Yechilishi. Vertikal o'q bilan kesma orasidagi burchakni ¢ bilan

belgilaylik. Vertikal o'q atrofida sistemaning burilish burchagini esa ¢ deylik.

Uholda & berilgan burchak tezlik @ ning o0'zidir.
Koordinata boshini A nuqtada tanlaylik va sistemaning Lagranj funksiyasini

Y$zib olaylik:



L=L+L, L=2(T,-U), L,=T,-U,.
Har ikki xil zarraning kinetik energiyasi 7, ni topish uchun har ikkala

my zarra uchun ko“chish elementi (uzunlik elementi) kvadratini yozib olaylik
dS” = (adp)’ +(asinpdd)’ .

Ikkinchi zarra esa, faqat vertikal o'q bo'yicha harakatlangani uchun. A
nuqtadan m, gacha bo’lgan masofa y, =2acose ga teng va uning Kinetik
energiyasi

My 2 _ M
. = > h! 1 —~--—(—7agpsm(p)' 2nm,a’ @’ sin® .

Har ikki tur zarraning p-tensial energiyasi esa, quyidagicha:
U, =—mgacosp,

Shunday qilib

U/, ==2m,gacosp gateng.

L=m(a’¢" +a’sin’ - o)+ 2m,a’sin’ @ ¢ +2ga(m, +m,)cosp.

4-masala. Massalari m; va m, bo’lgan qarama-qarshi zaryadli ikki zarra
hosil qilgan dipol bir jinsli elektr maydon E ta'sirida turibdi. Lagran]
funksiyasi topilsin.

Yechilishi. Avval ikki zarra harakatini inertsiya markazining ilgarilanma
harakati va zarralarning bir-biriga nisbatan harakati (agarda oralig-masofa
fiksirlangan bo'lsa, aylanma harakatdan iborat) ga keltirib olaylik. Uning uchun

quyidagi o' zgaruvchilarni kiritaylik:

r=F—h, . Zm,f"; i+ m,r, (1.9)
R=%2=2— = ——
Zm, m, +m,

Har bir zarraning radius vektorini bu yangi o zgaruvchilar orqali yozib
olish mumkin:
- m s - m, 1.10
F=R+—=2—F, B=R-——F ( )

m, + m, my + nt,

Bu ikki zarradan iborat sistemaning Lagranj funksiyasi esa

16

ny =

I 2 M
L=T+T,-U = —r+
- 2 2

=U(nn) =

3

m( = m, =) m(= Ay ISR
= Y R+—2F| +—= R———F | -U@r)=
2 iy + 1, 2 my + 1,

m ot g +l mm, <
2 my +m,

Quyidagi belgilashlarni kiritsak (m - keltirilgan massa):

mm,
my+m, =M. —— =M.
B m, +m,
Lagranj funksiyasi ushbu ko‘rinishni oladi:
M =, mo=, (1.11)

L=t +— =-U(r).
2 2

Demak. bu sistemaning Lagranj funksiyasi yalpi harakat R va nisbiy
harakat # larga mos qismlarga ajraldi, potensial energiya esa fagatgina nisbiy
joylashuvga bog'liq. Endi berilgan masalaga qaytsak. fagatgina potensial
energiyani  aniglasak yetarli. Dipol momenti deganda quyidagi vektor
tushuniladi:

d= Zifq "
!
bu erda ¢ - zarralar zaryadi. Bir jinsli elektr maydon  E ta'sirida turgan
]
dipolning potentsial energiyasi U =(Ed) = Edcos®  dan iborat.
Nisbiy harakat (aylanma harakat) ga mos Lagranj funksiyani sferik

koordinat sistemasida yozadigan bo’lsak va dipolning uvzunligi I=|f|=r

0'zgarmas ckanligini hisobga olsak:

L(l_l 1=

:»fé[—((ﬁ +sin’0-6")
DENOV TADBIRKORLIK
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L=Li+L,, L=2(F,-U,), L,=T-U,.
Har ikki xil zarraning kinetik energiyasi 7, ni topish uchun har ikkala
my zarra uchun kochish elementi (uzunlik elementi) kvadratini yozib olaylik
dS” = (adp)’ + (asinpd6)’ .
[kkinchi zarra esa, faqat vertikal o'q bo'yicha harakatlangani uchun, A
nuqtadan m, gacha bo’lgan masofa vy, =2acos ga teng va uning kinetik

energiyasi

i, L T
L=—» =";(—3HWSWP)‘ =2n,a ¢ sin” ¢.

Har ikki tur zarraning p-tensial energiyasi esa, quyidagicha:
U, = =m gacosp, U/, ==2m,gacosp gateng.
Shunday qilib

L=m, (a:qf' +a’sin’ -0’ ) + 2mzu: sin" -7 + 2ga(m, +m, )cns‘(p.

4-masala. Massalari m, va m, bo’lgan qarama-qarshi zaryadli ikki zarra
hosil qilgan dipol bir jinsli elektr maydon E ta'sirida turibdi. Lagranj
funksiyasi topilsin.

Yechilishi. Avval ikki zarra harakatini inertsiya markazining ilgarilanma
harakati va zarralarning bir-biriga nisbatan harakati (agarda oralig-masofa
fiksirlangan bo’lsa, aylanma harakatdan iborat) ga keltirib olaylik. Uning uchun
quyidagi o' zgaruvchilarni kiritaylik:

F=F-—r, - mr i+ m.,r, (1.9)
, YIS i
me m, +m,

Har bir zarraning radius vektorini bu yangi o’zgaruvchilar orqali yozib

olish mumkin:

= _ B m, - = mo 1.10)
=R+ —2F A=R-—1f (
my +m, my +m,

Bu ikki zarradan iborat sistemaning Lagranj funksiyasi esa

16

n ,.1 m, =,
— _+—‘;—'_ -U(h.n) =

L=T,+T,-U =>

m,

m, =) m|[= m Y
- Y R+—2 F|+=R——TL—F | -U(r)=
2 my + i, 2 my, + m,

m o+, s, Lomm,
ol VLS Gl 1y~ QAP Sl B __UU-]_
2 2m +m,

Quyidagi belgilashlarni kiritsak (m - keltirilgan massa):

myn,
my+m, =M. ———=n.
- m, +n,
Lagranj funksiyasi ushbu ko'rinishni oladi:
(1.11)
M ZE v,
2 2

Demak, bu sistemaning Lagranj funksiyasi yalpi harakat R va nisbiy

harakat 7 larga mos qismlarga ajraldi, potensial energiya esa fagatgina nisbiy

joylashuvga bog'liq. Endi berilgan masalaga qaytsak, fagatgina potensial

energiyani aniglasak yetarli. Dipol momenti deganda quyidagi vektor

tushuniladi:
i=Ye
]

bu erda ¢ - zarralar zaryadi. Bir jinsli elektr maydon  E ta'sirida turgan
!

dipolning potentsial energiyasi U =(Ed) = Edcosf  dan iborat.

Nisbiy harakat (aylanma harakat) ga mos Lagranj funksiyani sferik

koordinat sistemasida yozadigan bo’lsak va dipolning vzunligi 1=lf|=r
o'zgarmas ckanligini hisobga olsak:
. m,,:é?f-: :>mz] Z_(¢* +sin’0- 6)
’ - DENOV TADBIRKORLIK
VA PEDAGOGIKA
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L=liwl,, L=2%-U); L=T,~U,.

Har ikki xil zarraning kinetik energiyasi 7, ni topish uchun har ikkala
m, zarra uchun ko'chish elementi (uzunlik elementi) kvadratini yozib olaylik
dS* =(adp)’ + (asinpdo)’ .

Ikkinchi zarra esa, faqat vertikal o'q bo'yicha harakatlangani uchun. A

nuqtadan m, gacha bo’lgan masofa v, = 2acose ga teng va uning Kinetik

energiyasi
n, ., .. 2.9 . 3
T, =—2y; ==2(2apsin @)’ =2m,a’¢ sin* ¢.
2 2
Har ikki tur zarraning potensial energiyasi esa, quyidagicha:
U, =-mgacosp, U/, ==2m,gacosp ga teng.
Shunday qilib

L=m, (alq'f +a’sin® -0’ )+ 2ma’sin® - ¢ + 2ga(m, +m, )cosg.

4-masala. Massalari m va m, bo’lgan qarama-qarshi zaryadli ikki zarra
hosil gilgan dipol bir jinsli elektr maydon F£ ta'sirida turibdi. Lagranj
funksiyasi topilsin.

Yechilishi. Avval ikki zarra harakatini inertsiya markazining ilgarilanma
harakati va zarralarning bir-biriga nisbatan harakati (agarda oralig-masofa
fiksirlangan bo'lsa, aylanma harakatdan iborat) ga keltirib olaylik. Uning uchun
quyidagi o’zgaruvchilarni kiritaylik:

F=F-F, 5 ZHJF . myl; +m,r, (1.9)
Z n my -+ m,
Har bir zarraning radius vektorini bu yangi o'zgaruvchilar orqali yozib

olish mumkin:

. m, . . = m, 1.10)
I}:R+—?‘-J", ;'2=R_._.___.._'_,._ (
iy +m, my + n,

Bu ikki zarradan iborat sistemaning Lagranj funksiyasi esa

16

. myony My,
L=T+T,-U = =i +—5 -UGn) =

2

-~

”]

= mo =) m (= mo .Y
= LUYR+—2 F| +=2 R-———F| =U(r)=
2 my + i, 2 ny +m,

mtm, g +l ity 22 —U(r)
2 2, +m,

Quyidagi belgilashlarni kiritsak (m - keltirilgan massa):

i,
my +m, =M. ——— =
: my +m,
Lagranj funksiyasi ushbu ko'rinishni oladi:
S, M, (1.11)
L= A—/[—R‘ +—r°=U(r).
2 2

Demak, bu sistemaning Lagranj funksiyasi yalpi harakat R va nisbiy
harakat # larga mos gismlarga ajraldi, potensial energiya esa faqatgina nisbiy
joylashuvga bog'liq. Endi berilgan masalaga qaytsak. fagatgina potensial

energivani aniglasak yetarli. Dipol momenti deganda quyidagi vektor
tushuniladi:
d= foe, ;
1
bu erda ¢ - zarralar zaryadi. Bir jinsli elektr maydon  E
1

U= (Eﬂ) = FEdcos@® dan iborat.

ta'sirida turgan

dipolning potentsial energiyasi

Nisbiy harakat (aylanma harakat) ga mos Lagranj funksiyani sferik

koordinat sistemasida yozadigan bo'lsak va dipolning uzunligi I=|F|l=r
0'zgarmas ckanligini hisobga olsak:
2 1 2 32
, Lm,,:f;—'f-: :>£"2L(¢z+sin'9-8‘)
’ DENOV TADBIRKORLIK
VA PEDAGOGIKA
% INSTITUTI ARM
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M =, 1% 51 5 o o us
Demak, 1,:—-—1('+%(¢“+sin‘()-0')—EdcosU.

D

S-masala.  Mayatnikning osilish nuqtasi S = S(7) qonuniyat bilan

vertikal bo'yicha harakatlanadi. Lagranj funksiyasi tuzilib harakat tenglamasi

topilsin (1.4.-rasm).

&

v

m

I.4.~rasm
Yechilishi. Koordinata boshini mayatnikning osilish nuqtasida tanlab, =
o'qini vertikal boyicha yuqoriga yo'naltiraylik. x 0'qi esa tebranma harakat
tekisligida qolsin. Mayatnikning vertikaldan og“ish rolini umumlashgan

koordinata ¢ o'ynaydi, mayatnik uzunligi /, massasi m bo'lsin.

x=/sing

U holda
z=8~—/cos¢

_m

L —E(S'z + 2ISgsingh+ lzq&:)—mg(.? —/cosg)

Sgsing = —;—i(S"cos;b) +§cos¢

ckanini hisobga olib, hamda Lagranj funksiyasi ifodasidan faqatgina vaqtga

bog’liq funksiya va to'la hosilani tushirib qoldirsak:
’]: = .
L=21¢ +m(g+8(r))lcosg.

Bu yerdan harakat tenglamasini topish oson

18

é+1" (g +§(f))sin¢ =0
2-usul. Agarda noinersial sanoq sistemasini osilish nuqtasida tanlab olsak:
x'=Ising, z'=-lcosp.
Umumlashgan potensial energiya

U, =—mgr +mW (t)i"

R8Y
ko'rinishga ega bo'ladi. Bu yerda II'(r)- noinersial sanoq sistemasining

tezlanishidir:
W (1) =(0.0.5(7)).

Demak B =—m(g+.§)[cns¢.

5

Ikkinchi tomondan v*=x"+27=/"¢" ckanligini eslasak, bu Lagranj
funksiyasi ham yugoridagi bilan bir xil ekanligini ko'ramiz.
m
e YL
I

ot

Tabiiyki harakat tenglamasi ham yugqoridagidek bo"ladi.
6- masala. Bir jinsli og’irlik maydonida, gorizontal chiziqda turgan va

vaziyati o'zgaradigan m, massali zarraga n, massali matematik mayatnik
biriktirilgan. Lagranj funksiyasini tuzing, harakat tenglamasini, integrallarini

yozing (1.5.-rasm).

o1

my

<

- SRR SR SR
v

§ mn>
1.5.-rasm




Yechilishi. Massasi ~ m,  ga teng zarraning gorizontal chiziqdagi
vaziyatini umumlashgan koordinata S (¢) aniglasin, mayatnikning vertikaldan
og'ishini umumlashgan koordinata ¢ aniglasin. Koordinata oqi y vertikal

bo’yicha yuqoriga yo'nalgan bo'lsin, x esa gorizontal chiziq bo'yicha. U holda

x=5 x,=lsing+S
»=0 Y, ==lcosg

L =_;_mls'.z +%mz (S" +2ISpcos ¢ +12;52) +m,gl cos ¢

Harakat tenglamasi esa ushbu ko'rinishda

dit{(ml +m,)S + mzlécos¢} =0,

.- . al. .
ya'ni umumlashgan impuls P=2~E'("’ +m)S +mlpcosep - saqlanuvchi

kattalikdir, chunki S siklikdir. Ikkinchi harakat tenglamasi esa shunga
o*xhsash topiladi:

d . 2 )
E[rn2 (IScos¢ +/ ¢)] =-m,glsing.
Ya'ni g+l {S‘cos¢+( S¢)sm¢}
7-masala. O’ zaro ta'sir energiyasi
(’n’ )"'—(’1 72)
bo'lgan ikki zarradan iborat mexanik sistemaning Lagranj funksiyasini tuzing,

harakat tenglamalari hamda 7 (1), E(r) lami toping.

Yechilishi: (1.9) va (1.10) formulalardan foydalansak:

L=(ié,7’k,'%)=le” + lmf'z —ﬁFz, Mﬁ:O‘ mr =~k
2 2 2

harakat tenglamalarining yechimi esa:

20

- =, k
F(t)= Acoswt + Bsinwr; w=|—

R(1)=R(0)+ R(0)-1 5 —

Bulami (1.10) ifodaga qo'yib. 7(r) va #(r) lami topamiz.

n,

Boshlang'ich shartlar (holat) ni shunday tanlaylikki, zarralar radiuslari x"-a

va g ga teng aylana bo'ylab harakatlanayotgan bo’lsin:
M

9 - A m, _
H(0)=22a. B(0)=-jra.  AO)=3R. A(0)=-.
binobarin #,d=0, v,=@a.
= - -1 P
Bu holda R(0)=0, R(0)=0, A=a, Bﬁ;" va
i(t)= -—-(acosa) ! +Zsmwl) (1) -—;{—(acosw (4= Lma)t)

‘ m.

m m . . e 2
2 —_ aylanalar bo'ylab il
Demak. zarralar —-a va a radlllsh- yla y M o

va %p" tezliklar bilan inersiya markazi atrofida blr-bmdan; a masofada

aylanar ekan.
8-masala. N +1

koordinata boshi m, zarra ustida joylashgan sanoq sistemasida tuzing.

Zarralarning  radius-vektorlarini 7, bilan belgilab

ta zarradan iborat sistemaning Lagranj funksiyasini

Yechilishi.
(@=0,1,...,N) yangi vektor kiritaylik 7, =7 -7, . Sistemaning to'la massasi

M=my+m+..+my= Zm‘,

21




bo'lsin va 7,7,...,F, o'zgaruvchilardan R Bz P B larga
o'taylik, &- inersiya markazining radius-vektori. Inersiya markazi bilan m,
zarrani tutashtiradigan 7/ vektor kiritaylik.

U holda F,=R+F +F,

R= Z ”l""—:i 7

chunki = 4 Lo =R~
>om,

Wy e =F =T,
Ushbuning > m, (#/+7,)=0 o rinliligidan:

gl DR

s —— Y m F

Jumladan, bu sisteraning kinetik energiyasi quyidagicha:

5

T :%,uﬁ-‘ 4%2,;;_, (47, ) = L é > m, (72 428 7 + B

MR 4 %Zm‘,r'i.,, E E_I‘_[(Z’”«’?---):-

Bu zarralarning o' zaro ta'sir potensial energiyasi:

U= ‘?’z m,nm, _J’Z m,m,
=y |

a=h ab rb r\u. = ’u,,

N —

= %.\H-{;: + —;— (Z mEl = M r~:',':J =

Bu yerda 7 - gravitasion doimiy. Yuqoridagi Lagranj funksiyasidan \ +1

ta harakat tenglamasi olinadi:

= . om - ot )
R=0; BLE, ~= Y Bk, S———y  [#=1;2,uu,N)
M cr;

a e

Ikkinchi tenglama tabiiyki, N ta va ularni bir-birlariga qo’shib chigsak, hamda

N
[Zm, + m“J—-m” =M-m,
cu]
m, P ol
2, ==Y
M < 7

o ’lm

ekanligini hisobga olsak:

Natijada, bularni qaytadan ushbu ko rinishda yozib olishimiz mumkin:

s cUu  m, oU
Ml == g —= =
cr; m

e 0 a

m>

1.6.-rasm

Aoar m -~ m bo'lsa. oxirgi ifodadagi ikkinchi had birinchi hadga nisbatan

g alayon
rolini o'ynaydi. Yugoridagi formulalarni uch jism masalasiga tadbiq etaylik

(1.6.-rasm). Koordinata boshini m, zarrada tanlab olaylik.

Doy Lmgmy o Doy o mamy ooy (1.12)
L=—MR" +—= sk ns - Fo iy = U
2 2 M 2 M M
mn, m,m,
‘:'—“/-——*‘—,-’—-‘ —“—__ — 1
h i3 |’|: ""|=|

buerda m, =m, +m, va M=m, +m,+m, harakat tenglamalari:

4 . m,, oU _m, oU z my, ¢U m; oU
R=0, mip, =——r—— =, M St T e
YR my OF, my Ohy m, &F, m OF,

Ko'pincha uch jism masalasida quyidagi Yakobi koordinatalari R.r.7;

keng qo'llaniladi (1 7.-rasm):

m
>
r
>
r
o
>
) >
R
> >
r r

1.7.-rasm
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= M, m
=R-——2F_ iz I(’ "“11_- - m, . om, . .
Mo om, ’ A fy = R“v’ *;;“f (1.13)

bu erda % - inersi <azi radi i
da R - inersiya markazi radius-vektori, vektor 7 sca. m, va m, zarralarning

inersi ini ilan birikti i
ya markazini m, zarra bilan biriktiruvchi kesma. Bu o zearuvchilarda

Lagranj funksiyasi quyidagi ko rinishni oladi:

£, . | [ s
L=—mR" +— —m, . r (
el ¢ - . U\F, R )
| | !
- LI B (1.14)
m, m, myooomom,
 F mnt, oy, " nL i,
n; _ r = m, _
/ I3 r— K
iy, ny

9. Sy B . TR ;
masala. Bir jinsli shar bilan zarra o'rtasidagi o zaro ta'sirning potensial
R it L T o G
gtyasini toping. Bir jinsli og"irlik maydoniga o’tish chegarasini ko ring.
Yechilishi i M radiusi i
lishi. Massasi M radiusi R ga teng sharning markazidan » masofada
turgan m massali i : si
ali zarr. y a’s ensic rajyasi rd
a bilan o’zaro ta'sir potensial energiyasi (1.12) ga ko'ra:

Uy =—y J md\l

Bu erda ¢, 7 i i
¢, r sharning elementar massasi dA = pdl’ va m zarraning

radi : A ; i
dius vektorlari. Sferik koordinatalar boshini shar markazida tanlab olsak:
R 5 in
U(F) =~ ;)J.;'zdg’_[sm 0do | B
o 0 0 AJF+E =21 Ecost)

nmdp
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Bu yer 'Is
yerdan shar »> R bo'lsa, r>¢ va

-:I,

UGF) = 2y ﬂmjz I = mM
.
Aksholda r<R va
24

0 r

. - ( R 1 ; 5
f-l;-)_—__-,_:""lﬂiljjwd’ I‘)‘_: I‘EJI’ _‘/Hmf(:{_,r_“]

Shunday gilib, U(x,1.2)=1"(r), r=yx* +y*+z" uchun

|, m.UA rs R (1.15)
=
Vr)= 3
) mM{( ., r°
B Lid | e B 7T
2R R

Demak sharning zichligi sferik simmetrik bo’lganda shar tashqarisidagi
maydon nuqtaviy zarraning maydonidan farglanmaydi. Endi shar sirtiga yaqin
masofadagi zarra uchun maydonning ko rinishini gidiraylik (masalan, Yer

sirtidagi, # = R+7', 7 << R):

. oV \ M o=
U(F’)EI”(R)"‘r'iﬂ_ﬁ:_}’%_—n]g, \‘E:'%LR

10-masala. Quyidagi erkin fizik sistemalar uchun Lagranj funksiyalari tuzilsin

va Lagranj tenglamalari olinsin:

a) erkin zarra;
b) chizigli garmonik ossillyator;
v) simmetrik markaziy maydonda masofaning kvadratiga teskari

proporsional bo"lgan tortishish kuchi ostida harakatlanayotgan zarra.

Yechilishi. @) Erkin zarraga hech qanday kuch ta“sir etmayotganligi uchun
uning Lagranj funksiyasi faqatgina kinetic enrgiyasidan iborat bo"ladi.
Umumlashgan koordinatalar sifatida oddiy dekart koordinatalarini olib ~ x, y. =

(hech qanday bog lanishlar bo‘lmaganligi tufayli). Lagran] funksiyasini ushbu

ko‘rinishda topamiz

m .
L=— ("+]' +”').
2
Bu ifodadan Lagranj tenglamalarini tuzamiz:

PIEARTIIT AR AV A )
o E'r die\ oy ) oy di\ ¢z ) o=

dt
J'

(28]
t

R



Natijada ushbu tenglamalarni olamiz

mi=0, mi=0, m7=0.
Ko'rinib turibdiki, Lagranj tenglamalari erkin zarraning dekart koordinatalarida
vozilgan odatdagi harakat tanglamalaridan iborat ekan. Bulardan berilean
boshlang“ich shartlar asosidagi (t=0,F =7 va U =0,) erkin zarraning harz;kal
gonunini topish mumkin: H
F(t)=04+F.,.
b) Chizigli garmonik ossillyator deb, F =—fx kuch ostida chiziq bo"ylab
harakatlanayotgan ~ m  massali zarrachaga aytiladi. bu yerda k- doimiy
musbat koeffitsient. Mazkur potrnsial kuchga mos potensial energiva us;l
quyidagicha ifodalanadi: h
F= —grad’U(x) = —VU(.\') = —-(a’(/(.\')/df\')ét =—hxe,.

dU(x)
Buyerdan —"L x _ shuning uchun
dx S
; fox®
[J (_\') 22
2
agarda ialni
v POl _or=10 da nolga teng desak. Ossillyatorning kinetik
energiyasi
mx’
T = <
2

bo"ganligi uchun uning Lagranj funksiyasi quyidagicha bo"ladi :

_ mxt ke’

L=""T

2 2
Bundan Lagranj tenglamasini ushbu ko‘rinishda topamiz:
mx + ko = 0.
Chastotani B o .
@" =k/m ko'rinishda aniqlab, osssillyator uchun ma“lum bo"lgan

harakat tenglamasini topamiz:

¥+w'x=0.
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v) Har qanday markaziy — simmetrik maydondagi zarraning harakati impuls

momenti salanganligi uchun, unga perpendikulyar bo“lgan  tekislikda sodir

bo"ladi.

Bu tekislikni  x0y deb. unda umumlashgan kordinatalar sifatida qutb

koordinatalarni p va @ kiritsak qulay boladi. Tortishish kuchi

koordinata boshida joylashgan markazgacha bo"lgan masofaning kvadratiga

teskari proporsional bo“lganligi uchun, uni quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

- [
F (p) = “‘—._,{’p.
P
bu yerda « 0o'zaro ta‘sir doimiysi. Kuch markazidan cheksiz uzoqdagi

masofalarda potensialni nolga teng deb. potensial energiya uchun ushbu ifodani

yozishimiz mumkin:

(74
U(p) = —;.

o e . 2 v | I . s
Qutb koordinatasida zarra tezligining kvadrati 0" = p*+ p ¢ bo*lganligi

uchun Lagranj funksiyasi quyidagicha yoziladi:

L:’—i{(pup:q‘azp%.

Lagranj tenglamalarini tuzib

d(aL)_ oL _, i{iL_Jﬂﬂ_O
d!LC‘/)_ op | di\og) dp

ikkinchi tartibli harakat tenglamalarini topamiz
.. i, OF R <
mp—mpp +—5= 0, mp @+2mppp=0,
P/

va ular zarraning qutb koordina sistemasidagi harakat tenglamasining o zidir,
% (=]

buyerda w, va W lar radial va burchak tezlanishlardir:
” ?

a
mw. =——, ’”"'.,a =0.
P
2




Shuni eslatish lozimki, keyingi boblarda (II-bob) harakat tenglamalarini fizik
sistemaning o'ziga tegishli bo'lgan harakat integrallari orqali yechish usuli
go'Maniladi. Jumladan, bu masalaning yuqoridagi Lagranj funksivasi ifodasida
® oshkora gatnashmayotganligi tufayli (bunday koordinatalar sikfik
koordinatalar deyiladi), ularga mos wmumiashgan impulsiar saqlanadi, va u
bizning hol uchun  p_ =0L/8¢=mp’p, korinishga ega bo'lib, qiymati impuls
momentining M. komponentasiga tengdir. Xuddi shuningdek, bu ifodalarda
vaqt 1 ham “siklik” dir, va unga mos energiya (§1.5. bo"limga garang) ham

saglanadi:
my . 2.2 o
o= - =— o ) ——.
E=T+U 2(,0 pfp) -

Shunday gilib, markaziy maydonda siklik o“zgaruvchilarni hisobga olish

birinchi tartibli tenglamalarga olib keladi:

3

mp'__g’__'_ M: =0 u n]p“'(/'J':.W_.

2 p 2mp’

1.4.— Misollar.
1. Quyidagi hollar uchun zarralarning Lagranj funksiyasini yozing:
a) tekis tezlanuvchan harakat gilayotgan sanoq sistemasi uchun,
b) bir tekis aylanayotgan sanoq sistemasi uchun.
2. Zarralar sistemasining Lagranj funksiyasini yozing:

a) shar sirtida harakatlanayotgan bir jinsli og'irlik maydonidagi m
massali zarra uchun (sferik mayatnik):

b) konus sirt ustida harakatlanayotgan m massali zarra uchun. Konus
uchining burchagi —2a ga teng deyilsin, potensial energiya esa, konus uchidan
bo’lgan masofaga teskari proporsional deyilsin;

v) bir jinsli og’irlik maydonida joylashgan qo'sh yassi mayatnik uchun.

(1.8.-rasm);
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g) 1.9.-rasmda ko' rsatilgan bir jinsli og"irlik maydonida joylashgan m, va

. zarralar sistemasi uchun. Zarralar ko'rsatilgan chiziglar bo’ylab harakat-

lanadi:
d) bir jinsli og'irlik maydonida joylashgan yassi mayatnik uchun (1.10-

rasm). Sterjen bo'ylab esa, m, zarra doimiy v tezlik bilan harakatlanadi.

AN

[7771777
1.9 —rasm

1.8.—rasm

mny

1.11.—rasm

1.10.—rasm

e) Osilish nuqtasi y=asnes gonun bo'yicha vertikal tebranadigan yassi
mayatnik uchun (1.11.-rasm).

j) Shu sistema v =asinor qonun bo'yicha gorizontal tebrangan hol uchun.

/



3. Massasi M bo'lgan yadro va » ta massasi m ga teng elektronlardan tashkil
topgan atomning Lagranj funksiyasi yozilsin. Inersiya markazi harakati inobatga
olinmasin va masalani n ta zarra harakati holiga keltirilsin.

4. Massalari m, va m, bo’lgan zarralaro zaro va =) gonuniyat
bilan harakatlanayotgan m, zarra bilan ta'sirlashayotgan bo’lsa Lagranj
funksiyasini toping.

§1.5. Energiya va to’xtash nuqtalarini topish.

f-masala. Agar Lagranj funksiyasi quyidagicha ko'rinishda bo'lsa.

energiya topilsin:

L 28 T((In’iln) + /t({lll’{.lu ) _U((In)’
buerda A, 7 lar mos ravishda ¢, ning chizigli va kvadratik funksiyalaridir.

Yechilishi. (1.6) formulaga asosan

T . , _
E= Z—f/,,_L Z( "+25f—l—q” T(4,.4,)- A(q,.4,)+U(q,)

Lekin, bir jinsli funksiyalar uchun Eyler teoremasiga ko'ra

iqk =2T, —(—'-4—q =A. Shuning uchun E=7+U .
n n (’qn

2-masala. lLagranj funksiyasi quyidagi boshlang’ich  shartlarni

ganoatlantiruvchi moddiy nugta harakatining to’ xtash nuqtasi tipilsin.

X . .
I,:—Z——Sinx, x,=0n1a x, =1

Yechilishi: Kinetik energiya nolga teng bo’ladigan nuqtalar (£=U ni
qanoatlantirgan, yoki x, =0 bo'lgan) to xtash nugtalari deyiladi.

Energiyaning saqlanish qonunidan foydalanamiz:

oL a
=-—--\*L:——+Sm1.
cv 2

N

o R b
Boshlang™ich shartlarga asosan: [, = —_;'— +sinx, =

ga teng.

M| -

o | —

Zarra to"xtaganda x =0 bo"ladi. ya™i £ =0 = E,. Demak, sinx =

T . o :
Bu erdan x :E to"xtash nuqtasi ekanligini topamiz.

3-masala. Lagranj funksiyasi quyidagicha bo"lgan sistemaning energiyasi

topilsin;
_ml’ +L62 146 |+ 31cos
L ——'2*“* ¢ ‘5 ﬁf B (.05(25.
Yechilichi:
3L mil?
E:Z;T?-q,—l,::; —{(24+6)d+(6+4)0} -

-

254 16440 stcoss -
ml' [¢ LY L +¢53)—_)IL05‘¢‘.
1.5.-Misollar.

1. Quyidagi Lagranj funksiyalariga mos energiya topilsin.

a) L=—\J1-v' +Av—¢. A, ¢ nap agarruna ¢, JapHHHT GYHKLHACH.

- me’ v) L =%’ —(e -1?,

2) L=i"“l%fl_‘,-.z+"21 (¢ 2,¢<;1n¢)—m,sm¢5
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2. l.l.-misollarda berilgan Lagranj funksiyasi bilan xarakterlanuvchi
sistemalarning energiyasini toping.
3. Quyidagi Lagranj funksiyasi va boshlang’ich shartlarga tegishli

sistemalarning to’xtash nugqtalarini toping:

.2 . | .
a) L=—f1-x"+x, x,=1, fp= b) [ v =1, & =1
= )
mi’ : ! X xi—1
V) I‘=T+COS’Y’ xu:u‘ "-n:'\/T_" g) ]‘=l+- .1-|.=], .\.‘I.zﬁ.
= 1 F= s w2, a9
d) sz‘-— 22 xllzlg .%"2\/{‘?, 8) L & "L' X, Xy 0" X £
j) L=x~¢" = =2 P2 4+x 4]
J) €5 xu U, Xy - Z) L:——_ x“::3‘ '('“:]‘
X
1 _ul - & " ]
i) L=x"-Inx, x,=1, % =Ine. k)L:mA N C 22 4o 2
3 =) =y #¥ .
2 x Jm
I .. i | i . .
)] L=;)-mx +4Le™, & =0, m) L=;mx'+U“ch hx, E=-E, <0.
x,,=v“2 E‘”‘
m

Iy, 1.5 1 3k
n L=—mi’ +—k* ——a. x(0)==. #(0)=0.
) s Tl x(0) Y t(0)

i 3 /
1)x=0,x=—£ 2) x=0,%= Eﬁ 3) x=Ir.
a A

_ Loy 1. 5 1 | X
0) L=—mx" +—kc* —— jix* = —mi’ cos| = |, x(0)=0,
= 5 2 p) L G +U,,Los(!). x(0)=0,

X(O):E' .‘i‘({)):(). .i‘((]): %

§1.6. Elektromagnit maydonlardagi harakat.

Zarraning elektromagnit maydondagi harakatining Lagranj funksiyasini
quyidagicha yozib olish mumkin:
- I =2 —- -
L(r.r.t):—mr —Um(r.r.r),
') J
sy - [ P 115)
U, (7.Fr) = e(7.0) - SFA(7.r) .

C
bu yerda e-zarraning zaryadi. c-yorug'lik tezligi, ¢ va A mos ravishda
elektromagnit maydonning skalyar va vektor potensiallari, U/  -umumlashgan
potensial energiya (ahamiyat bering. potensial energiya tezlikka bog'liq).
Odatda elektromagnit potensiallari ¢ va A lar elektr va magnit -rnaydon

kuchlanganliklari £ va / lar bilan o'zaro bog’ligdirlar:

54 5 = 1.16)
4. gradg, H =rotd (

Umumlashgan impuls (1.7) dan odatdagidek topiladi:

o e 1.1
2} :;_L-=f”.i', +£‘AF(F.I) ( 7)
X (&

Bu verdan Lagranj tenglamasi (harakat tenglamasi) (1.8) ni tuzish

mumkin:

) 3 e o (1.18)
i(m X +£A, ] =—¢ C?ﬁ +f-v~f—
dr " T of, ¢ ax
Lagranj tenglamasi (1.18) ni quyidagi holda yozib olish mumkin:
(1.19)

z =, €ras5
mr = eE+-E|iLHJ

Hagqigatdan ham (1.18) larni hisobga olib (1.16) dan:

0 2 7 2( @ 0. ! 3l %
o . o, g[(_««, f_fLJ[_ﬁl_fiJ

R e e =
”L\, / a[ 6.\‘, (.‘.x: ¢ ar

dx, ¢ oy ¢

(5]
(5]



-

(1.20)

+§(6:A‘ (:AJx =ck +L|:.rH]

ox, oOx
. 04, o -
chunki —“L-—=g . H,, £,xH, —[FH:I,.
Cx, Ox,

Xuddi shuningdek, "umumlashgan" impuls momenti  (1.17) dan

M:[ (J‘H.l'-l-e/-i)] Lh2h
¢

Zarraning bir jinsli o’ zgarmas elektr va magnit

p=—EF, 2:%[?]:-‘] (1.22)

aniglanadi:

maydonlardagi harakatida yuqoridagi ifodalar "tanish" ko'rinishga ega
bo'ladilar:
L_lIHI:?-P(’EF-}'"E-E[I}FJ B EF
5 5 ; =gt —ekr,

ﬁ:mhi[g,—-], (1.23)

70 ﬁ:eﬁ+%[fh']

—e[rl ]——-[H[r Vv ]

Ma'lumki, maydon kuchlanganliklarining potensiallar orqali aniglanishi

M =[F 7l

bir giymatli emas. Haqiqattan ham, (1.16) dagi ifodalarda

b—>¢ = ¢+15{f_ A A=A-Vf, (1.24)

almashtirishlar bajarganimiz bilan £ va A larning qiymati o zgarmaydi. Bu

yerda f(x,f)-koordinata va vaqtning ixtiyoriy funksiyasi. Bunday simmetriyani

kalibrovka invariantligi deyiladi.

Il. HARAKAT TENGLAMALARINI INTEGRALLASH

§2.1. Bir o‘lchovli harakat tenglamalarini integrallash.

Bir o*Ichovli harakatni ifodalovchi Lagranj funksivasi:

mi’
f-:—_)-—(( X)), (2.1)

Unga mos keluvchi Lagranj tenglamasini yozamiz :

d dl dL
—— =0 2.
dt dv  dx (2.2)

(2.1) funksiyani (2.2) tenglamaga qo*ysak

my + ——— eU(x) =0 2.3)

ox
tenglama hosil bo*ladi. Bu tenglama ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama
bo‘lgani uchun uning yechimida ikkita o‘zgarmas kattalik bo‘ladi. Harakat
tenglamasi yechimini aniglashning yuqoridagiga qaraganda soddaroq va ko‘p
hollarda juda qulay bo‘lgan yoli quyidagicha: avval moddiy nuqta energiyasi
aniglanadi va Lagranj funksiyasi vaqtga oshkor bog'liq bo‘lmaganligi sababli
energiya saglanuvehi kattalik bo“lishini hisobga olgan holda, keordinataning
vaqtga bog*ligligini topamiz:

E=#22 -1, (2.4)

Bu ifodaga (2.1) funksiyani go*yib, energiya ifodasini topamiz:

E= m:)\ + U (x)= const . (2.5)

X, 2
Bundan, o= ,f—{f? ~U(x)].
dt m
Oxirgi ifoda o°zgaruvchilari ajraluvchi birinchi tartibli oddiy differensial

tenglama bo*lgani uchun,

¢ Jae]

d +C, (= J'—-————(ﬁ. ¥C

_.[r..u( )] -’i[E—U(_\-)]

mn

(2.6)

|95}
N




Natijada (2.6) ifodaning o‘ng tomonidagi integral yechilib, vagt va koordinata
orasidagi bog‘lanish aniglanadi. Yechimdagi ikkita o‘zgarmas kattalik £ va
€ larni aniqlashda boshlang*ich shartlardan foydalaniladi.
I-masala.  Harakat tenglamasi integrallansin:
L=x*+1g'x 1=0da x=03=2.
Yechilishi. Ko‘rinib turibdiki, Lagranj funksiyasi vaqtga oshkora boglig emas.
demak, energiya saglanuvchi kattalik.
Energiya ifodasini topamiz:
E —j;e—L—L =2xx% - %% —1gix =37 —1g’x
ox
Biror vaqt momenti uchun energiya ifodasini topsak. u boshqa vagqt

momentlarida ham o‘zgarmaydi: r=0da £E=4-0=4,

Demak, 4 =3 —1g°x, ‘iﬁ = % =4 +1g°x.
o

Bu tenglamani yechamiz:

fes _.+( = ——__Lfi_‘_f‘!'__. (=
J‘,,‘4+tu X "- ‘ sm ‘[JJLOH x+sin’ !

v L(].‘a X

_[ d(snﬂ) +(.=I a'(sm T) +C _LJ,LS|,1(‘{’§Sin_I.J+(-_
\/4(I—sin3x)+sinl.\' J4-3sin’ x

t=0 da x=0 ekanligidan ¢ =0 ekanlngikelib chiqadi Demak,

I [+ . 3
| = —=arcsin —2—51nx s X = arcsin -—sm\/il =

V3 V3

“

2-masala. Harakat tenglamasi integrallansin:

2 |
L=3%*-—, t=0da x=I, %=0.
X

Yechilishi. Bu holda ham te*la energiyani topamiz:
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E=x° +l.l:(] da ]“()+-!-:]_ l=5t42
X 1 =
Oxirgi tenglamadan tezlikni topamiz:
v ]
-_—_=X= i —_——
(ff Y
i dx Ess sk [ J |]
Bundan, esa / _J +C =[x ( j N gy e

Yechimdan ko*rinib turibdiki, r>0vax—-1>0.

Demak, x <1 bo‘lishi mumkin emas ekan. (=0 da x=1 ligidan C=0 hosil
bo‘ladi. Shunday qilib, yechim quyidagicha bo‘lar ekan:

(= i = 1) + [ +Vx—1]

3-masala. Harakat tenglamasi integrallansin:

& 1
L="—+x+—
X X

(=0da E=-3,x=3,

]

Yechilishi. Bu masalada avvalgilaridan fargli ravishda =0 da x, berilmagan,
lekin to'la energiyaning giymati ma“lum bo*lganligi uchun masala yechilishi

mumkin. Xuddi avvalgi masalalardagidek energiyaning ifodasini topamiz:

0 oL 2% Pooq 1
E= .r-i—l edi, OL_Z  dan E=2i-"yx——,
o ox X x % X
. & 1
Berigan shartlardan I =~‘——.\-—«;: -3
¢ ni i B il =34 ;—I
Bundan X ni topamiz: o \/1—?3:

Bu integral oson yechiladi

_3+(‘ t=0 da x=3 dan ("=—arcchi.
i a JE

2

2x
1 =arcch

Demak beriigan boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechim quyidagicha:

/ e arcch &
!: -rl? — ‘C' —
aree \/g \!5
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4-masala. Harakat tenglamasi integrallansin:

L=-V1-%*+x, 1=0da x=2,%=0.
Yechilishi. Bu holda energiya ifodasini hisoblashdan boshqa yo'l yo'q (ya'ni,
avvalgi misollardagidek potensial energiya ifodasi ishorasini o*zgartirib qo‘ya

qgolish imkoniyati yo*q).

oL x 3 1
E=x—-L=x +Vl-% =x=
ox N «’I—,\":

Demak, energiya ifodasi:

1
E= -x= -
Ji-#2 Ji-o

Bundan tezlikn: ropsak:
.@.:i‘: l———-—l—’, ’=".";i““—"—+(,‘.
dt (e=1)’ |

Bu integral oson yechiladi:

I (x l)dx J’( ljd(x:—Zx)_l_(._ x*=2x+C.

])z—l x? —2x 27 x?-2x -

Boshlang‘ich shartlardan foydalanib C ni topamiz:
t=0dax,=2edi0=Ja-4+C, =0,

Demak, yechim ushbu ko‘rinishni oladi
t =VJx* -2x, yoki x=l+m.
5-masala. Harakat tenglamasi integrallansin:
L=x*+2x +x* t=0,x=0,x=1
Yechilishi. Energiyaning ifodasini topamiz va uning boshlang ich giymatini
topib olamiz:
E=3-2x-x° t=0 = E=1-0-0=1 1=%-2¢-x"

Bu erdan harakat tenglamasini yuqoridagi masalalardagi kabi tuzamiz:
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j=%=J|+2x’+x" =,/(x"+l)2 =x*+1

Echimni topish qiyinchilik tug“dirmaydi, ammo bu keng tarqalgan integrallash

usulini batafsil ko*rsataylik:

I—Jl d‘. 3 2
R = x +|=(X+l)(x‘—x+l) o
dx dx Bx+C
= =A + - dx
f Ix’+| I.\-+| -[x“—x+l
x|0=4+B
x |0=-4+B+C
M= A4+C .'f"—‘—l-.B=~l.C=-2-
X ‘ = 3 3 3
.{ N
de 1 I x-2 \ ("'E)‘i‘ 1 dx
=== - ————dx=—l = 2 =
! I_\:’+| il 3-fx2—-x+l "IH] Ir “x+l +2I

| 1 2 I 2x— (-x + )
=—In|x+l|-=In{x* =x+1)+—=ac +C.-— -t —=arc
3Inlx || In(.\ X I) J.quclg N oot J§ arctg N

Boshlang‘ich shartlardan:

P VL
t=0.x=0 - 18
Va nihoyat
(x+1 )’ 2x-—1+5\/§7t

=—|I‘l

arct, _
6 x'—-x+ \/5 g\ﬁ 18

6-masala. L=x*+2sinx+sin’x (=0 da x=0,x=1

Yechilishi. Xuddi yuqoridagilardek energiyaning ifodasidan:

% =_‘{2"—=«/ﬁ- 2sinx+sin’ x

dt

Integgallash esa giyinchilik tug"dirm'aydi:
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. d(z—xJ d[f-;‘:) 3 " \/4{/
dx i= 15U Sl 0 :;x_= x
I=I __J' 2 =_J' 4 2 =~lg(£—£J+(' X mL({H-COSI) o cos Y VoCOSZI,

l+sinx l+cos(§—x) cosz(j—f) 4 2
4 2 - = gin > .. -
: = =sm 27 almashtirish bajarib,
1=0x=0=>C=1 --1g{£-f)+| (£_£)=|_ ) )
4 2 1732 ! dx =211d-’-1d[h]+_~]
=Z 2w cos > -z 1-=
X== 2arcig (1-1) 0 21
ni hisobga olib J'c(t) ni integrallasak
7-masala. L=x*+e*
.Xx
Yechilishi. Yana enrgiyaning saqlanishidan foydalanamiz, chunki Lagranj vyt I+sin '27
funksiyasi vaqtga oshkora bogliq emas: ‘T =In — x
1 —sin 5
E=x-¢" X=vE+e™™ . 2 -
ni olamiz, chunki boshlang‘ich shartlardan C'=0.
dx de* de*
’=J' :de = = ¢ - X .y :
‘_JE+8" ‘[Ee" bt 4 _ b " - Y Buyerdan SI > =th==  degan xulosaga kefamiz (t -, x —>xl).
4E”4E ke +;7—,7) “1E |
o ’ Masaladagi U(x) potensial funksiya matematik mayatnikning potensial
= 2\}—E_I de” 2 45,/—.[ d(2Ee ”) 1 Inj(25e" + 1)+ (26" +|)2 —l, energiyasidir, x - yoyning uzunligi. Solitonlar nazarityasida yuqoridagi yechim
\/(ZEe'+l) -1 \/ 2Ee '“ odatda quyidagi ko‘rinishda ko‘proq ishlatiladi:
x _1) exp -2
4 4 20°
8-masala. Zarra U(x)=-U, cos‘lv maydonda harakat gilmogda. i
Boshlang'ich shartlar x(0)=0, {0)= 4U =v, bo‘lganda x{r) ni toping. 2.1-misollar.
Harakat tenglamalari integrallansin
Yechilishi. To‘la energiyaning boshlang"ich shartlardagi qi i i
giyaning boshlang"ich shartlardagi qiymati noldan kattadir .. L=j:—-l—2-.f=0 da. x=15=0. 2. L=it+er. 1=0dax=0,5=2.
E=%m.i"—U,,cos§ ~rd U, E=U,>0 o -
3. L= _xs=0dax=l £=1I. 4. L=i—;§x—1_0 da x=1%=0.

va saqlanuvchi kattalik (integral) dir: '
5. L=%\i+a\". (=0 da E=0.x=0.  GlL=i'-8c+x',r=0 da x=2%=0

1 (dx)
E= -2-111(-‘-1;) -U, cog% =U,.

<~
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-

r=| clx i d[g_xJ d[_—_:ig

- J' 4
I+sinx T 103
l+cos| — —x cos” -

2 4

(=0x=0=C=1 I=-—[g[£—£J+] (g[f_'_‘: =1-t
4 2 2

X = J—;——Zarcig(] ~t)

7-masala. L=x*+¢™

Yechilishi. Yana enrgiyaning saqlanishidan foydalanamiz, chunki Lagranj
funksiyasi vaqtga oshkora bog"liq emas:

E=i-¢"' ¥=vE+e™

et
Jreves b (Bl el
4F 4F ‘ 2\/]_ 4E

o de* I d(2Ee" +1) L
_ il

; ZJEIJ(ZEG"-{—I):—I arlE J(zlfe"n)’ L AEE

de’
clx = T
4

1:ji_3

(2£e* +1)+J(2Ee* +|)" -—!!

8-masala. Zarra {/{x)=~1J, cos ; maydonda harakat gilmogda.

au,

Boshlang‘ich shartlar x(0)=0, {0)= —==v,
m

bo‘lganda x(r) ni toping.

Yechilishi. To*la energiyaning boshlangich shartlardagi giymati noldan kattadir
E=imi-u, cos’T" Y, E=U,>0

va saqlanuvchi kattalik (integral) dir:
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<\ [0, .= x
x= E{:’,.(I + cole o’ j © gos? = = v, cos =,
\f 1 ! \' m 2/ 2/

. X
Z=sIh—  almashtirish bajarib,

>
de__, % zld[h”—f]

%
CoS—
2!

ni hisobga olib %(r) ni integrallasak

i X

. 1 +sin—
Y i 2
o -

! l—=sii—
21

ni olamiz, chunki boshlang‘ich shartlardan € =0.

;X vl )
Buyerdan S 3/ = l/?’,)—(} degan xulosaga kelamiz (¢ — o, x - xl).

Masaladagi /(x) potensial funksiya matematik mayatnikning potensial
energivasidir. x - yoyning uzunligi. Solitonlar nazariyasida yuqoridagi yechim

odatda quyidagi ko*rinishda ko*proq ishlatiladi:

‘T .\') vl
N ———|=¢C -
"“(4 773 T

2.1-misollar.

Harakat tenglamalari integrallansin

1. !,:.i"‘fi.r:() da, y=1x=0. 2. L=x"+e". r=0dax=03=2
X7

i Pexk-l e
3 L=;“_——x.::0 da x=1 i=1. 4. L=""51=0 da x=1%=0
5. 1.=’-’£+m'. =0 da F=0.x=0. 6.1 =i -8x" +x', 1=0 da x=2.%=0
2
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mi ome’xt gy gyt
Tl fx
2 2 , . .

2 2 g . m ey’ x

9

(3]

m=la= 2(0[)’.ﬂ:]
9.L=x +CIgX, (=0da x=Z 5-4
2

=y
) galig

1oL =% 4

sin® by’
1=0 da E=0x=%
bh

Zarraning quyidagi maydonlardagi harakati integrallansin:

1 1. (j(,l): —(,"UL. ._Y({]): 0, (O) e I':?:f;”

0
m

g
ll(!(—r)——zk.\' +§;a,r. r(())_ _,;((;)_{,

Ko‘rsatma: 3 :_\f_r ~x. 1, ~x(0). v, — x -

2 =" almashtirish bajaring va

& 2= & I |
T Xo 'Tc|+3+ A‘,—:J!

S == N

13. 7 ;
arra. Ux)=v, L\D( H) tashqi maydonda £ >0, energiya bilan

harakatlanm £t ;
oqda. X, = dan X, =« gacha borish uchun shunday potensial

to*siqli ; :
qit maydonda va erkin harakat davomida ketgan vaqtlarining ayirmasini
toping,
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§2.2. Harakat finitlik shartini va tebranish davrini
energiyaga bog‘liq holda aniglash.

Har ikki tomondan chegaralanuvchi harakat finit harakat deyiladi. Tola

energiva £=7+0 bo’lganligidan 7 =0 holda E=U(x) tenglamadan harakat

chegaralarini aniglab, qaysi hollarda harakat finit bo‘lishini, finitlik sharti va
tebranish davrini energiyaga bog lanishini ko*raylik.

[-masala.

Yechilishi. Harakat davomida E£>U. yani T'>0. Lekin, to*xtash nuqtalarida

7-0 bo'lib, E=U(x) ligidan finitlik shartini topamiz. Avval energiyani
topaylik: E=i"+x"=T+U to‘xtash nugtalarida 7=0, demak, x=0. Ya'ni
to"xtash nugtalari tezlik nolga teng bo‘lgan holatlardir:

* - g, x=+JE, x, =—VE, x, = JE.

Bundan ko‘rinib turibdiki, £<0 bo‘lishi mumkin emas. Agar E=0 bo‘lsa,

to*xtash nuqtasi bitta (harakat bir tomondangina cheklangan) va harakat finit

bo‘la olmaydi. Shuning uchun, £>0.
Endi harakat tenglamasini integrallaylik va bunda tebranish davri bir

to'xtash nugtasidan ikkinchi to*xtash nuqtasigacha harakat uchun ketgan

vagtning ikkilangani ekanligini hisobga olaylik, ya"ni

d\

i=ifB=rt, 1=
Ill Y '[1,'[_\

Ty JE ) JE

f oy dx ; X
T=2|—==2 ——~—1=20rcsm[—-fJ] =27

'r[, \/E— i _:[7' E—-x- NE) 5

Demak. £ >0 da harakat finit va tebranish davri 7'=2x ga teng.

, 2 1
g L=&id—"",
2-masala. % X

’ e TR 1
Yechilishi. Energiyaning ifodasini topaylik: £ =3"="+"7
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Toxtash nuqtalarida % =0 edi, £ = e +-l—1.
X% %

Bu tenglamani yechamiz: X i b I+E- Xy = = LT
E E E
Ko'rinib turibdiki, —1< £<0 da harakat finit bo* ladi,

E <1 da yechimlar yo*q,
E=0 da esa harakat infinitdir. Finitlik holida to‘l;

@ energiyaning ishorasi
manfiyligini hisobga olgan holda £ ni (= £) bilan be

Igilab olsak,
JeleE  LJTE

Endi harakat tenglamasini integrallaymiz:

3 ﬁ*_h =+C',

\f.r +ﬁp_

xelx

J-\/— Ex? +"\_~_——l'

ﬁ_\.- ﬁ_'___jr clx
df X X )

o =1l — gt -1) dx

ijer Ex’ =1 IJ\/ l[__. IJ

& ~|+'—_-'* Ex —2,\'4"—_

E E

A e N ol

= [ +

arcsin =
E : ! .f =
.\.I ( ) l '

g 4;1

Demak, harakat 0<Z<1 da finit va davri 7_:_2_7: ga teng. Bunda to‘la
E2
energiya manfiyligini hisobiga E ni (- £) bilan almashtirilganini unutmang.

3-masala. L=3x"~1g’x
Yechilishi. E =% +1g°x, =% o

Harakat finitligi uchun £ >0 sharti kifoya.

1gx, = —\/F 1gx, = \/Z
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; ) y dx r’ cos xcv
T =7 J' {[\

s VEcos® x—sin” x

L5

S

2 [ h+E . ]
arcsin — sinx
JI+ E E

Bu integralni yechish 1-paragrafning l-masalasidagiga o*xshash.

To* xtash nuqtalarining hisoblangan giymatlari ko*rinishini biroz o*zgartirsak

\f—E_ s E T 2T
i =- , sinx,= " =
NS E VIR E JIE

2
J+E

4-masala. Zarra 2.1-rasmda ko‘rsatilgan

Demalk, E>0, T=

1 1
¥)=——kx? + = Axt, k.A>0
Ul)=-3k g
maydonda harakatlanyapti. Harakat tenglamasini integrallang, agarda

x, =x{(0)= \/';' H0)=0 bo‘lsa.

Ut

i)

|8
"

2.l-rasm.
Yechilishi. To*la energiya boshlang®ich shartlarda

) TR (P (P
E=—mx’"——kx +—-Ax" =0.
2m\ 5 X by
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:
A

|-

. ) e 1]
Toxtash nuqtalarida x = 0 edi, £=-—+—.

X X
T BRIk
Bu tenglamani yechamiz: X= ‘#‘ Xy = ‘—l—j]—”—

Ko'rinib turibdiki, —1< £ <0 da harakat finit bo*ladi. ~ - -1 da yechimlar yo*q.
E=0 da esa harakat infinitdir. Finitlik holida to‘la energiyaning ishorasi
manfiyligini hisobga olgan holda £ ni (- £) bilan belgilab olsak,

1-V1-E L+ fl—E
Koy | Ry St
E 2

Endi harakat tenglamasini integrallaymiz:

2

x ¥

y xedx
T=2 e
!/—£+:——; IJ¥F\+°\—1
X X

Id!:z\‘—l\ “'l! T dx s

A

L

_ZVZX_E"I-:A':nl- 2 e
=

2/7

; . 2
Demak, harakat 0<F£ <1 da finit va davri T:lii ga teng. Bunda to‘la
E?

energiya manfiyligini hisobiga £ ni (- £) bilan almashtirilganini unutmang.
3-masala. L=x"~1g’x

= 1g’°x=E, 1gv, =-JE. 8%,

5

Yechilishi. E =X +1g°x,
Harakat finitligi uchun £ > 0 sharti kifoya.
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j-:vtm' fZJ-ﬁ'—*"(

e ’]: dx B ,,J- dx N 7" cos xdv -
iE-tg’x & \/F_Sin‘-\‘ e JEcos® x—sin’x
cos” x

= arcsin 1+Esin\ i
= cs J sinx
JI+E E

]

Bu integralni yechish 1-paragrafning 1-masalasidagiga o*xshash.

To"xtash nugtalarining hisoblangan giymatlari ko*rinishini biroz o*zgartirsak

i 2 sin x 2 /4 ]
SN X, ===, Xy T =
: 1+E * VI+E JI+E

2
1+

Demak, E>0, T=

:

4-masala. Zarra 2.1-rasmda ko*rsatilgan
Eoog. b
Hx)=—=kx" +=Ax", kA0
{ (\) 5 2 A

maydonda harakatlanyapti. Harakat tenglamasini integrallang, agarda

x, =x(0)= \@ #(0)=0 bo‘lsa.

Uix)
I3
Va
: "=
' V2
1
2.1-msm.

Yechilishi. To*la energiya boshlangich shartlarda

g 1,41
E= %m.\"‘ ——Ekx‘ +Zi\‘$ =0.
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i,

U holda (2.6) formuladan x, dan x gacha borishi uchun ketgan vaqtni aniglaylik
(harakat x ninig yo‘nalishiga qarama-qarshi bo Igani uchun ishora manfiy):
I ... e /ﬂj_fé"__
\/’2 [i ] 2 l ‘.l} ):' Xy -\_\}\13_\2
1

— 0+ —fx" —— Ax
n| 2 4

S >

X, — XX, —x°

1 2m ln[ix,, +xqfx; —x° }

2x, ¥V A

Bu yerdan x(r) ni topish mumkin:

x()= = r.)'f I:J%r:l =@ da  x(t) 0.

To*xtash nugtasini energiyaga bog‘lig holda aniglaylik:

) . oo
E+l/ﬂ'"—i/:.\‘"=0, X, = ﬁi (EJ +—l_
2 4 A A A

1) E=0,unda x, =0, x, = l\[zé .

A

2)E<0, lekinE > E ——i——— da x, =0 va x,, < t\/zﬁ oraligda finit harakat.
24 A

mn

4 2k
3) E>o. .\'3}"'.‘"2_“!‘[“ x|<—f—;.
A A

S-masala. Zarra U(x)=—U,ch*kx maydonda harakatlanmoqda. Harakat

tenglamasi integrallansin .

Yechilishi. Bu potensial Ekkartning simetrik potensali bo‘lib, u 2.2-rasmda
ko‘rsatilgan. Lagranj funksyasi va energiya:

1 2 -2 . 3 2
L==—mx*+Uy,ch™kx , E= l.m'_\"‘ - U, ch kx.
2 2
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//___.

_—/ E=-Es i

-Us

22-rasm.
Chizmadan ko‘rinib turibdiki, £ >0 da harakat infinit, <0 da esa, harakat
finit. Shuning uchun ikki xil holni ko*ramiz.
1. E=~k, <0, 0)=0, i(0)=x%,.

U holda

\/;; J; J~ chikx dx \F J- d(shkx) .
'{ s\~ E,ch*kx+U, \/U(, E, - E,sh*kx

shkx almashtirish bajarib

k. IEL
—-——‘-[—1—SiI‘I(mf+d). (,,:,{-1’7_&
E n

Ty

‘!"ru - Eu

shkx =

yechimini olamiz.

O B O
To*xtash nuqtalari K5 = phees E, |

Bu holda zarra x,, nuqtalar orasida nochizigli davriy tebranadi, harakat davri

¢sa:

T =2 my dx _2m | m =£,_, E=U(x|,:)~
N2 Emom  wVE e

Davrning to‘la energiyaga bog’ ligligi mral\atmnn noizoxronligidan dalolatdir.

Potensial Lhuqur;uhl atrofidagi harakatni ko*raylik, ya'ni

U=-U,+& &<<U,.

47




Bu hol kx<<1 dasodir bo‘ladi va {/(x) ni qatorga yoyishimiz mumkin:
Ux)~-U,(1-47x" +...).
Bu holda ham (2.6) formuladan x(r) ni topsa bo‘ladi. lekin  /(x) 2-darajali

polinom ko‘rinishda bo*lgani uchun (2.5) dan foydalanamiz;

—_-;;m" U, +U k" x" +..=E

L

Ikkala tomonini differensiallab
mi +2Uk*x =0
tenglamani olamiz. Bu tenglama kichik erkin tebranish ((3.2) tenglama)

tenglamasi kabi bo‘lib yechimi:

X . 2[
X = ism fﬂr,f. w, = k. —
wn m

2. £>0 bo‘lsin. Boshlang*ich shartlar x(0)=-7, (0)=
Zarra  x=[  nuqtaga borguncha ketgan vaqtni topaylik. Biz uchun
kL>>1 holi o*ta qizigarlidir.

J

£= |0 six & = = |
E,-U, i E,-U,
FI 1 [ \/5‘:+1+'§’=1\[—’-’11n4f,ﬂ5
1+&2 AR \/5+|_n KN 2E @

SR S N ZL\[ l‘/Eln ..
kN2E  E+U, kV2E E+U,

H l 2 H H b . - . . .
Agarda £~ 5 M ekanini hisobga olsak I-had zarraning erkin harakati vaqtini,

2-had esa shu zarraning tashqi maydon bilan o‘zaro ta“siridan kelib chiqadigan
o‘zgarishni anglatadi. Albatta, harakat infinit va 2-had orqali tashqi potensial

maydon ta"siri aniqlanadi.

48

2.2-misollar.

X | p & 2
a) L="—-x-—. b) £ =i-e* -1).
.2 s TV .
= ‘—h‘—l e) L =37 —ih'x.

f) L:%m +U,ch™k \mm(u +U, )= (U, =U,) thkx.
U,>U,>0, U,>0, E=-E<O.

L, aa s
g) L= Em\" -U g ax.

§2.3. Siklik koordinata tushunchasidan foydalanib
harakat tenglamalarini integrallash.
Lagranj funksiyasi oshkor bog‘lig bo‘Imagan koordinata siklik koordinata

deyiladi va impulsning shu koordinataga mos tashkil etuvchisi saqlanuvchi

kattalik bo‘ladi. Chunki,

dgl o P = EE =const

e e A

dt éx  ox S - 2

Bu xildagi masalalarni ikki tipini ko‘ramiz: boshlangich shartlar berilgan

masalalar va boshlang*ich shartlar berilmagan masalalar.

1= io1dax=0, ¥=1.
=

I-masala.
Yechilishi. Masalaning berilishidan ko‘rinib turibdiki, boshlangich shartlar
oL _ ..
ilgan vi P =——=1t"x=consl.
berilgan va S

Boshlang‘ich shartlarga asosan (=1 da P=11=1 = rx=1,

dy .| P4 =£+C———+C

@ : r t

dt t

Yana boshlang*ich sha/stlarga binoan C=1.
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ekanligini hisobga olsak.

y=[x(P,-1)di=] x(n-nd \PEe-x(n =

2£\'—x3(li—]) B=1

E . (P,—i)x—E

* arcsin
P -1

/ g
S-masala.  §1.4ning 6-masalasidagi sistemaning harakat tenglamasi
integrallansin,
Yechilishi. Umumlashgan koordinata S siklikdir:
= (i, +m, )S +m,lpcosp =const.
Ko‘pincha sistemani yaxlit holda tinch turibdi desak bo‘ladi. U holda
const =0 deb yuqoridagi tenglamani integrallasak:
(m, +n1, ) S + myl'sin g = const.
Bu tenglik sistemani inersiya markazi gorizontal yo*nalishda tinch turganining
matematik ifodasidir. To‘la energiya bu ifodalar orqali quyidagi ko‘rinishga

keladi:

ml2 o7 i, 5
E=—2 1— ——COs~ @ |—m,pglcosp.
2 [ ny -+, ﬂ} 2 bcos @

Bu yerdan t= J. e Bt 2 e

2 (ml +m,) E+m,glcosp

Ikkinchi zarraning koordinatalarini ™ =Ising+s vy, =-lcosp

@ orqali ifodalab, m, zarraning harakat trayektoriyasi gorizontal va vertikal

. ) . Im
yarim o‘glari ——— hamda / ga teng ellipsning bir bo‘lagi ekanligini ko‘rish
m, + n,
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giyin emas. Agarda m, —>c desak tebranish trayektoriyasi aylananing

bo*lagidan iborat bo*lgan oddiy matematik mayatnik harakat holatlarini olamiz.
6-masala. 1.4-misollarning  2b-masalasidagi  sistemaning  harakat

tenglamasini integrallang.

Yechilishi. qutb o‘qi konus uchidan tik yugoriga yo‘nalgan sferik koordinata

sistemasida (2.3-rasm):

L :-’ﬂ(f-: +r sin:aqb:)—mgrcosw.
2
Ko'rinib turibdiki, ¢—siklik koordinata va umumlashgan impuls - p,

saqlanadi: p_ =nwr *sin” a¢ = M _. Energiya ham saqlanadi:

22 M‘
E:i-i-———-i-mgr cos .

2 2mrsin” &

Bu yerdan ¢ =J Ll 3
\[%[E_Unzuﬁ(")]

- M. j dr
$= 2msin‘a” p? \[[iE"UnMr(’ )

‘U,,M.("): + mgrcos .

/

2mrsin’ a

n
(5]




E=U,,(r) shart (M, =0 bo‘lmaganda) r ga nisbatan uchinchi tartibli

tenglamadir va uning ikkita ildizi musbatdir. Zarra trayektoriyasi esa, bu ildizlar
bilan aniglangan konus sirtidagi parallel ikki gorizontal aylana oralig‘ida yotadi.

2.3-misollar.

=2 .2
X . . 2
1. L=7+12x,t=0, x=0,x=1. 2. L-_-f‘,_cos,,,=0.x=0”\;=|_

[2 L 2 .
=V +x",1=3,x=0,x=1.

xl
3. L=TCOSZI,I=O,X=0,}'(=L

-~

X +xx—1
5. L==—-——,1=0da PO
x? 6.L=T+xy‘+x.

x=0x=0.
2+ 28x+y° 2
7. L=————';)—-L. 8. L=—1-%" =7 +x.
o L= P 10. 1.4-misollarning 2a-masalasini
x integrallang,

§2.4 Markaziy maydondagi harakat tenglamalarini integrallash.

Maydon markaziy simmetriyaga ega bo‘lsa, koordinata boshini maydon
markaziga joylashtiriladi va fazo izotrop bo‘lganligi uchun, impuls momenti
vektori A7 =[7x p] saqlanuvchi bo‘ladi. Radius vektori 7 L A/ bo‘lgani uchun
markaziy maydondagi harakat tekislikda sodir bo‘ladi va shuning uchun moddiy
nuqta Lagranj funksiyasini

quyidagicha ko‘rinishda yozamiz:

=26 +r2?)-u(r) @7
.OL . OL mr?  mrlg?
i E=F—+¢p—-L=—o Utr
Energiya esa, o @ 20 > + > + (I )

eL 2.
M=M=p,= (—3; =mr-g (2.8)

ekanligidan foydalansak:

mrz M

2 '7mr

+ U(r) 2.9

Energiya ifodasidagi ikkinchi had kinetik energiyaga tegishli edi, lekin impuls
momenti \/ saqlanuvchi bo‘lgani uchun uni endi potensial energiyaga taallugli
deyish kerak. Demak,

E= '—";—-ww,. ,#,(r)“

va to‘xtash nugtalari koordinatalarini topishda E=Uw(r) tenglama yechiladi.

+U(r) (2.10)

Bu nugtalarda 7 =0 bo‘lsa ham, ¢=0 bo‘lmasligi mumkin. Shuning uchun,
ba'zan, burilish nugtalari ham deyiladi. Harakat tenglamalarini (bu holda

koordinata ikkita ekanligini nazarda tutishimiz kerak)\ integrallash avvvalgi

paragrafdagidek amalga oshiriladi. (2.8) ifodadan

dr . ﬂ«_r._ﬁ--

;'-’-=r—J]l; L(')] m’r®’

\/717 U(r)]—- M “ (2.12)
|

dr |

\/ [E- U(r)]- pm

.11

A’ M
=p=——0o0, dp=—7 dt
(2.8) dan d’ T v

ckanligini va (2.10) ni hisobga olsak,
Mar
2

o- :
Jonle vt 2

hosil bo‘ladi. (2.12) va (2.13) lar qidirilgan yechimlardir. Lagranj tenglamasi har
bir koordinata uchun ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama bo‘lgani va

masala ikki o*lhovli bo‘lgani uchun harakat tenglamalari yechimlarida to‘rtta

+C, (2.13)
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o‘zgarmas kattalik bo‘lishi kerak edi. Hagiqatan ham (2.12) va (2.13) da
E, M, C,, C, lar o‘zgarmas kattaliklardir.
Markazga eng yaqin va eng uzoq nuqtalar koordinatalarini energiya va

impuls momentiga bog‘liq holda aniglash.

a
1-masala. U=—. a>0,

,
Yechilishi. Yuqoridagi (2.10) ifodadan foydalanib, markazga eng yaqin va
markazdan eng uzoq nuqtalar koordinatalarini aniglash uchun quyidagi
tenglamani yozamiz:

E=U = M-,+i,=E,

2mr oyt

Ko*rinib turibdiki, ret, /M ,
2mkE

¥ manfiy bo‘lishi mumkin bo‘lmaganligi uchun harakat bir tomonlama

cheklangan:
e ’M’ +2ma
2mE
1 1
2-masala. U= —(——,———). m=1,
28\r° r

Yechilishi. Yana (2.10) ifodadan foydalansak:

-1+ 1+SE(M=+|)

2
LI7+—1~(—IT—1)=E. ZEI'Z‘FI'—.‘\/:‘FI:O, =
2rt 2\r° r 4E

Agar E>0 bo‘lsa, kasr suratidagi ildiz birdan katta bo‘lgani uchun

tenglamaning yechimi bitta va harakat infinitdir.

E <0 bo‘lsa, l+8£(M2 +1)>0 bo‘lishi kerak.
Demak, ————I—Z—— <E<0 da harakat finit bo‘ladi.
8(M* +1)
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3-masala. Quyidagi potensial energiya bilan xarakterlanuvchi markaziy

maydondagi harakat tenglamalari yechimlarini toping:

Uszt. m=1,
;

Yechilishi. Buni (2.12) ga qo‘ysak:

e =L RE (a7
- +;0_Im+:‘, SE 2Er (Al +l)+:0
1—t, = ﬁ,/z&-z -(v? +1).

Potensial energiya ifodasini (2.13) ga qo‘ysak,

1
l\’d(") 2
: r M M+l
Y — =- +@, = arccos + ¢,
F+on =] JZ'F el J2EF

,
JM? +1

M
- = ——=——arccos ———=—.
¢ J1+M? J2Er

r l 2 l _J
4-masala. U =E(r +;—) m-‘l.
Yechilishi. Bu ifodani (2.12) ga qo‘yamiz.
ar rdr :
=I +%=I T 4 2 th
M? 2Er —r* = (M +1
P R TR
oo
l 2_F .
d(, ) +1, =larcsin L E +1,.

=J’\[E’--(:)zu’+|)-—(:-’—E)2 2 E?=(M*+1)

r= \/;4- JE—:—(Mz +1)-sin 2(1-4,)-

Potensial energiyani (2.13) ga qo‘ysak, quyidagicha bo*ladi:

I
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1 AVARS
My d(ﬁ) . A e T
=— Py = —— === ArCCOs —t—————+¢,.
2 J_%@_]_.Aﬁi! N /Y N VA 7
2 e
| M? ]
r=

JE—FV'I":: -M?* -1 cos[Z\/M2 +1 Qﬁ@i]

5-masala. Zarraning U(r)= —% maydondagi harakat integrallari topilsin

{Kepler masalasi).

Yechilishi. Ma'Tumki, markaziy maydonda Lagranj funksiya

- 7 U
L=imituy  ova R o WUF
2 or or orr

ou

Harakat tenglamasi esa mi = -==
or

1-harakat integrali- energiya quyidagicha

E= -;-mi': +U(r)=const.
Impuls momentidan vaqt bo‘yicha hosila olsak:
- oUF F
—\/I=—r = Fl+mjrr —m;r——---——=_?_
(e 5)=n{r #)enf? ] nl77]=-{ 7. S2L ][

Demak, yana uchta harakat integralini topdik.

M =AM, =const.
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Oxirgi ifodani 7 ga skalyar ko‘paytirib AMF=0 tenglamani olamiz. Bu
tenglama A/, ga perpendikulyar bo‘lgan va koordinata boshidan o‘tuvchi

tekislikning tenglamasidir.
Bu harakat integralidan tashqari Kepler masalasida o‘ziga xos harakat

integrali mavjuddir. Harakat tenglamasi:

.\l=nl[l-'i:], E=—5——‘;.
Harakat tenglamasining ikkala tomonini A1 ga vektor ko‘paytiraylik:
2 a r. -
m[7 51 )= —W[r i)
va uning chap tomonida to‘la hosiladan foydalansak : '
. -
dr-~ Qffo2y 22\ @ o A2\ Fr—iy - _f'_ r
ii)=-5(F(7)-7r) =5 (Fri=) “[—" ) “5(-)
|
Demak, ‘_ :
[ \I]—————cons{ (2.14)

r

Mazkur harakat integralini birinchi bo‘lib Laplas topganlig{i sababli bu vektorni

|

Laplas vektori deb atashadi.

6-masala. Kepler masalasini parabolik koordinatalarda yeching.

Yechilishi. Parabolik koordinatalar dekart koordinatalar bilan quyidagicha

bog‘lanishdadir:
— . 1
x=\JEncosp, y=snsing -=3(§—rz), 0<&, n<o,
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Masalani yechishda birinchi harakat integralidan foydalanamiz, ya™ni

energiyaning saqlanish qonunidan:

Impuls momentining - o*qiga proeksiyasi M. =mZng.
Bu ifodalarni zarraning parabolik koordinatalardagi Lagranj funksiyasidan topsa

ham bo*ladi:

E+n

Laplas vektori (2.14) ning = o°giga proeksiyasini topamiz:

m 7° .:' m . a(F -
—(ff-ﬂi)[?—r: g |+ Zenet (e -n) -2 ¢
8 7 £ 2 E+n

Energiya va mazkur ifodalardan ¢  larni tushirib qoldirib. tenglamalarni  £°

va 7j* larga nisbatan yechib chigamiz:

9 2 i )
YW, (&+7) o, (E+7)
2 — 2 > ) 3
”’I(':):; /:"F.(_{.yi "V/:1 H-s("?):': ;._f_a‘+(_ ‘\1:1
" ¢ 2ms" )’ i m n 2mn” )’

Yuqoridagi tenglamalardan ikkita o'zgaruvchilari ajralgan tenglamalarni olamiz:

s e S
EN A AN A

M. va yuqoridagi &' hamda 75’ lar aniglangan tenglamalardan uchinchi

tenglamani topamiz:

Oxirgi uchta tenglamalar odatda qiyinchiliksiz integrallanadi.

U= I 2.9
7-masala. = 5 et
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, o - _ Mgy 2.2 1 22 3 -
Yechilishi. E= —,)—(F +1p )+;W(0 e, M=,

. A me’r’ B
(‘.u :2””.1 -}-—:‘2—_'~ _[L LI‘"( )] (2!5)

7 =0 shartidan (E=0) » koordinata bo‘yicha harakat holatlarini topishimiz

mumkin (burilish nugtalari):  h<r<a

TR ), b (e - o)

_[2E M (2.16)

me’ = Nme

harakat tenglamalarini (2.12), (2.13) tenglamalardan topiladi. Bu tenglamalardan

trayektoriya tenglamasini topish uchun boshlang'ich shartlarni go*llaylik:

r(0)=4n. v(0)=uy,

U holda (2.13) dan

shartdan topiladi.

bu yerda ¢, "(0’..;) =b

Yugoridagi integralni u = 1 almashtirish orqali integrallasak:
Z

2c]
a2 2.17)
' c'ﬁ+\E—4(3’0052('/’—‘/’r~) ;

(2.16) ifodadan foydalanib (2.1 7) ni qaytadan yozib olsak trayektoriya yarim

o‘qlari a va b lardan iborat ellips ekanini ko‘rish giyin emas:

ath?
2 = = (2.18)
: a’ Cosz(w—!/’,,,)+h“ sin (¢ —,.)

(2.14) tenglamani integrallasak:

e _%[(*If il T cosZw(f—-t,,,)}. (2.19)

6l



‘ ‘.';;l

At

v

buyerda 1, r=b nugtadan /=0 momentga eng yaqin vaqt momentida o"tish
vaqtidir. (2.19) ifodani (2.18) ga monand ravishda yozib olaylik:

r=bcos’ (-1, )+a’sin* oft-1,) (2.20)

(2.20) va (2.14) dan (1) = arctg

[4]
38 (r=1,) J +ep,,

2.4-misollar.

1. Markazga eng yaqin va eng uzoq nuqtalar Koordinatasi topilsin.

a)u==, b)U=",.
T r
2t AN
_ g e)U=-U[1+ ’—]
d) U= 2' .om=1. ) ( ¢’ )

2. Harakat tenglamasi integrallansin.

I
a)l=—_m=1.
) i m=]

Irr 1
b/ == —==
) Z(r: r}

m=1.

d) U= —(.",(f‘é) . E=0, z=0.
o r ’

1l
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1. KICHIK TEBRANISHLAR

Mexanik sistemaning bargaror (furgun) muvozanat holati yaqinidagi
harakatini odatda kichik tebranishlar deb nomlanadi. Bunday harakatlarning eng
soddasi erkinlik darajasi birga teng bo’lgan holi (bir o’lchovli erkin harakat)
quyidagi Lagranj funksiyasi bilan xarakterlanadi:

ke G

2 2
Bu Lagranj funksiyaga mos harakat tenglamasi esa,ushbu ko'rinishga ega
F+o'x=0 (3.2)
Bu tenglamadan ko'rinadiki, sistema barqaror muvozanat holati yaqinida
garmonik tebranma harakat giladi (garmonik ossillyator, chizigli garmonik

ossillyator modeli atamalari ham ishlatiladi):

x=C cosa+Cysnof, (3.3)
x=acos(@! +a) (3.39
a- tebranishlar amplitudasi, a=C," + ¢," . a-boshlang‘ich faza,
< £ _ch iklik chast
1ga = ——= W= - chastota (siklik chastota).
c, ,
) . . B e
Sistemaning energiyasi E= Smo'a
(3.4
tebranish amplitudasi « ning kvadratiga proporsionaldir.
Ko'pincha (3.3) ga mos bog’lanishni quyidagi
(3.5)

xo= Rc{ A } A=ae"

kompleks ifodaning xaqiqiy qismi sifatida olish qulay bo'ladi. 4 ni kompleks

amplituda deyiladi.
Mexanik  sistemaning tashqi maydon ta'siridagi tebranishlari  majburiy

tebranishlar deyiladi. Bu holdagi tebranishlar kichik bo’lganligi sababli, tashqi



-
g~

i
#

maydon kuchsiz deb faraz qilinadi, aks holda tashqi maydon katta siljishlarga

olib kelishi mumkin. Bir o’ Ichamli majburiy harakat uchun:

e L . o (3.6)
2 2
va harakat tenglamasi it b <)
m

(3.7)
dan iborat bo'ladi. Jumladan, tashgi kuchning ko'rinishi  #(r)= fcos(yr + f3)

bo"lgan holda majburiy tebranishlar koordinatasining o"zgarishi esa:

; s (3.8)
x=acos\mt +a)+ - —coslyt+ [ o
( ) ;(”_"—JL s(yt+ )
ifoda bilan aniglanadi. Bu erda y — majbur ctuvchi kuchning chastotasi.
Rezonans holida o =~ » kichik tebranishlar uchun:
x=acos(mr+o)+ —'[——.rsin (ot + p) (3.9)

zme)
Erkinlik darajasi ko'p (Sga teng deylik) bo"lgan sistemaning tebranishi

quyidagicha xarakterlanadi:
%) (3.10)

(o105, %, =k,
ok

Z(m,‘j“ +h,x,)=0 (3.11)

L=

W=

Bular o’zgarmas koeffitsiyentli § ta chizigli bir jinsli tenglamalar
sistemasidan iboratdir. Bu yerda x, - bargaror muvozanat holatidan kichik
og'ishlar (siljishlar).

Bunday tenglamalarni yechishning umumiy qoidasiga asosan (3.11)

tenglamalar quyidagi
Z(‘ﬂ”l’”..{ +k, ],—I,_ =0 (3.12)

k
algebraik tenglamalar sistemasiga keltirib olinadi. Bu sistema noldan fargli

yechimga ega bolishi uchun uning aniglovchisi (xarakteristik tenglama)
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|f"4 "f’):"’.:-l =0 (3.13)
bo"Tishi kerak. Umumiy holda bu tenglama § ta haqiqiy musbat o} (a=12....5)

ildizga ega (odatda xususiy chastotalar deb nomlanadi).
Umumiy holda (3.11) ning echimi

X = ZA.‘“(“.?} W= ZAL;“: 5

ko'rinishda bo"ladi. Bu yerda A, — (3.13) aniglovchining o, ga mos minori.

0, =Re{C,e} (3.14)

Shunday qilib, sistema koordinatalaridan har birining vaqt boyicha
0'zgarishi ixtiyoriy amplituda va fazali, lekin aniq chastotali § ta 6,.0,....0
oddiy davriy tebranishlarning qo’shilishidan iborat ekan. Har biri faqat birgina
oddiy tebranishda bo'la oluvchi umumlashgan koordinatalar  normal
koordinatalar deyiladi. Oddiy davriy tebranishlarni esa, normal tebranishlar
deyiladi. Ta'rifga binoan normal tebranishlar uchun:

0, +w6, =0 (3.15)

So"nuvchi tebranishlar tenglamasi:

¥+2ic+e x=0 (3.16)
- s0"nish koefTisienti ( A7 - so"nishning logarifmik dekrementi).
o, - ishqalanish bo“Imagandagi erkin tebranishlar chastotasi.
(3.16) tenglamaning echimi quyidagichadir:
22 3.17
= (‘I(’q' i (‘JP{J ’ Na =—A+JA —f:)(: (J )
Bu yerda uch hol bo'Tishi mumkin:
1) i<eo, v=ae cos(o1 +a) (3.18)
o = J;,fj—“chasiolali" so'nuvchi tebranishlar.
_{;_-\ Peof ]r J —{ f‘.‘*\:‘.).}ﬁ";\: ‘Il (3. 1 9)
2) A>w,, Xx= Ce +Cye
1) e 3.20)
3) A=w, x=(C +C t)e™ (

Oxirgi ikki holda, ya'ni so'nish koeffitsiyenti yetarli ravishda katta

bo'lganda harakat nodavriy so'nuvchi harakatdan iborat bo'ladi. So nuvchi

(=)
n




harakatni  xarakterlovchi umumlashgan ishqalanish  kuchlari tezlikning
kvadratiga proporsional bo'lgan dissipativ funksiyalar-# orqali aniglanadilar:

cF (3.21)

L viae =

ax,
Bu kuchlar Lagranj tenglamasining 0"ng tomonida ishtirok etishlari kerak:

d oL _al aF (3.22)

Ishgalanish  kuchlari ta'sirida  energivaning o zgarishi  (ajralishi.
dissipasiyasi) dissipativ funksiya orqali quyidagicha aniglanadi:
dE .

—=E=-2F
dt

(3.23)

§3.1. Berilgan Lagranj funksiyasiga oid erkin tebranma harakatning

bargaror muvozanat holati va chastotasini topish

. - . . 'rk . . . . . .
I-masala. Lagranj funksiyasi L= = +sinx dan iborat sistemaning kichik

tebranishlar chastotasini toping.
Yechilisii. Bu masalani vechishdan oldin bir o'lchamli harakatga mos
chastotani topishning umumiy metodini ko'rsataylik. Aytaylik,

_ flg)g’ (3.24)
2

L ~U(g)

bo"lsin, g=g, nuqta barqaror muvozanat nuqtasi bo“lsin. U holda

e

U"(g=g,) =0 boladi. binobarin nazariyaga binoan bu nuqtada U"(¢=q,)>0

bo‘Tishi kerak. Natijada. barqaror muvozanat atrofida Lagranj funktsiyasi

f(qu)'(}z _ Lw(qu)
2 2

L=: q°

ko“rinishga keladi. Harakat tenglamasi esa
1(q.)d+U"(g,)g =0
ko'rinishda yoziladi. Erkin tebranishning chastotasi esa ushbu formula bilan

aniqlanadi
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w = __‘U"(q") (3:25)
\] Say)

Bizning masala uchun U/=-sinx, U'=—cosx=0,

shartidan  x, =i;r- : U"=sinx :L"[{?J:bo ga tengligidan bu nuqta

barqaror muvozanat holidir. (3.24) ifodaga binoan 7(x)=1 ga teng, yani

/(x,)=1. Demak, chastota

2-masala. Massasi m bo'lgan zarraning prujina ta'sirida gorizontal
sterjen bo'ylab tebranma harakatining bargaror muvozanat holati topilsin.

Prujinaning bir uchi silliq sterjenda ulangan. ikkinchi uchi esa sterjendan
! masofada yotuvchi O nuqtaga mahkamlangan. Prujinaning kuch ta’sir

etmagan holdagi uzunligi @ , bikrligi k deb olinsin.

0 >
y

! 2

3.1.-rasm

Yechilishi. Koordinata sistemasini 3.1.-rasmda ko'rsatilgandek tanlab

olsak, zarraning kinetik va potensial energiyalari quyidagicha
i A =§(,/F +y —a)'
2

bo'ladi. Bargaror muvozanat holatini topish uchun U dan olingan birinchi va

ikkinchi tartibli hosilalarni hisoblab olaylik,

ﬂ’l:k(\/il-i—yl—u)- !Zy =

oy - i

67




oU &k ) m—— 2
~ 2 J “+ (\H" +y° —(i)- ~ ! -
oy JI +y7 l\/! +y° - "+
ol v s
T ekanligidan uchta muvozanat holatini topamiz:

""“ 1 0 (a = l) )mm \' a _, (a > j)

Har bir muvozanat holatining bargarorlik shartini tekshirib chigaylik. Ma'lum

ediki, barqaror (turg'un) muvozanat holida ikkinchi tartibli hosila musbat

- D

2 0 S G B 5 3
(—”y_} >0 bo'lishi kerak. Birinchi holat barqaror holat chunki
E

57 - . e
[ EJ =—‘:,—(/—a)>[) agarda />a bo'lsa. Qolgan ikki holat /<a dagina

mavjud bo’lib, barqaror holatlaridir, chunki

(T’_jJ = P 55
(4’_1'-' Voo 21 a

=0 (a<l) nuqta, a>/ daesa

Demak, sistema v =o' =1

sy |

f k ol g
w, = —(I—a) va W, = —(a~—1")
nil ’ ma’

chastotalar bilan tebranma harakat qiladi. Lagranj tenglamasining y=y,

Youri2d

nugtalar atrofida

atrofidagi yechimi (3.3) ga ko'ra:

y(t) =acos(wl +a)
2-pusul. Shu masalani umumlashgan koordinata ¢ ni kiritish yo'li bilan

yechishni ko rsataylik:

— y:!sm(p L:n".'((p)ga'_U((/))= ml*p° _ﬁ( / _“J

cosgp 2 2cos'p 2\ cosg

Bargaror muvozanat holati

08

(.‘l_.=_k( [ -(,)’5“34":0

o cosQ cos™ @

i : . . !
ifodadan aniglanadi: ¢, =0. />a da : cose,,=—. I<a g,

a

Ikkinchi tartibli hosilalarni hisoblasak:

a2 2<in’
(_(:(_i) _,\(!qmqp) H( { —a]{ 1 +.dsm1 gp)_
co ), cos™ ¢ cose cos@  cos' @
(‘:(: =ki(l —a). ((T{"J = k(az—Il)-‘;.
L Q). .. I

p it

Chastota esa quyidagicha aniqlanadi:

0 = Ce) U(p,,)>0 va u yuqoridagi ko'rinishga ega.
me,,,)
X -x -1 o4 s
3-masala. L= S5 ga mos chastota topilsin.
X

Yechilishi. Bu ifodani quyidagicha yozib olaylik,

X+l : 2 x*+1 . ;
=— ; xX)=—, Ux)= , Ulx)=
“ 2x 2x Jx) X (x) 2x ( 2x

Bu yerdan x, =1 nuqta bargaror muvozanat nugtasi bo*ladi:

U'(.\—)zﬂ]-,-. U(x, =D =1, f(\)““ flx,=D=1nup,
X

U"(x,) i
J(x)

Demak. W=

. e Inr \ T
4-masala. Quyidagi qonun bo'yicha U e o'zaro ta'sirlashayotgan

ikki zarra aylanma harakatining tebranish chastotasini toping (zarraning massasi

m gateng).
Yechilishi. Masalani qutb koordinat sistemasida qaraylik. Bu sistemaning

£ . m H i e i i
keltirilgan massasi — ga teng. U holda sistemaning to'la energiyasi

E=T+U= _;(' P+ ]—IT"-’—
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Masalaning qovilishi i ekl L . .
aning  qo’yilishidan ayonki, siklik koordinata »  ga mos Bu erda  xy- zarraning barqaror muvozanat nuqtasidan og“ish masofasi.
umur i LY A o o - v e . .y
mlashgan impuls 7, _-2—{: #*) doimiydir (saqlanuvchi). To"la energivani Chizmadagi sistemaning Lagranj funksiyasini tuzaylik:
qayta yozib olaylik: = ™" [ % _Inr e mi_(k+Dx
< ylik: £ = i bl B Bu ifodaning ikkinchi hadi potentsial ' Lem—=—sa=lal.
\ - <
energiya rolini i taffalet: . PE iy T+
a rolmi oynaydi (effektiv potensial) Uy e Buerdan o = [—.
mr’ i
Bu yerdan hosilalarni topib olaylik: 1 e e . _
G6-masala. Zarraning (-‘:((].ﬂ'):-?—-t-—:l-—. c¢>0 potensial maydondagi
[/'(rJ:“z—(lﬂl'—l—-{f—P.—-. (,l"'“.)_. 6 ( 1 5 l:”:. B
] Ll —_— m——] - * 4 — . - e -
r 2 m ,-'l L T harakati tahlil gilinsin.
Barqaror muvozanat nuqtasi  r, esa, ’(r)=0 ifodadandan topiladi. hamda Yechilishi. Bargaror muvozanat holati kg+cg’ =0 tenglamadan topiladi.
ikkinchi tartibli hosilaning bu nuqtadagi qiymati musbat ekanligi ko'rinib Aksariyat real hollarda o'zaro ta'sir energiyasi boshqaruvchi parametriar deb
turibdi: nomlanuvchi qo’shimcha o'zgaruvchilarga bog'liq bo'ladi. Bizning holda &
1,82 o shunday parametrdir. _
p=e* Un )= 2 " >0 a) Agarda k>0 bo‘lsa, yolg"iz yechim ¢ =0 , turg"un holat bo*Tadi (3.3.-
P o e .. asm).
Kinetik energiyaning ifodasidan esa /()= ckanligi ko'Tinib turibdi. Demak. e
2 S
fere) =k
aq )
i = w: 2 o oo 9 \
J(ry) NI Utg)
a ‘
1 S-masala. 3.2.-rasmda ko'Tsatilgan zarraning bo"ylama harakatining
. chastotasini toping. Prujinalarning bikrligi % va [ ga teng.
f Yechilishi. Bikrligi & va [ ga teng prujinalarning potensial energiyalari -
q=0 q
3.3.-rasm

o fos =
' mos ravishda —;— va %. ga teng.
b) k<0 bo"lsa, uchta yechim mavjud (3.4.-rasm):

I B 2
(K ()_”(_J T [(SHUJ T
UIE —+(‘— . (5(]: L ' [ 2 5([: s I |

¢

3.2.-rasm.
71

70




Ao e W

Ulg) i

3.4.-rasm

Bu holda ikki simmetrik turg'un holat ¢ - mavjud, ¢,=0

nuqta esa

k=0 holda turg'un edi, endj noturg’un muvozanat holatiga aylanib qoldi, ya'ni
parametert  musbat qiymatlardan manfiyga tomon o’ zgarib borganda ¢,=0
holat turg"undan noturg'un holatga aylanadi. Ushbu noturg™ unlikni simmetriyani
buzuvchi noturg unlik deyish mumkin, chunki zarra yo chap. yo o’ng tomondagi

potensial chuqurlikka tushib qoladi. Turg un holat q=q,

holdagi yechim (3.26) ga binoan:

q(1) =q, +acos(of +a), o, =,I21k|/
mn

Binobarin o*zaro ta“sir energiyasi U(q.k) - simmetrik funksiyasidir:

atrofida E<0

-U(crk)f(i(—q.k) ammo yechim simmetriklik Xususiyatiga ega emas
S!stemlamng muvozanat holati ¢, (k) ning parametr 7/ q.k) ning kriti‘l\:
nuqtasi k=0 dan o'tishda 0’ zgarishi b{ﬁ.'rkaks'r:ya(ikki]anish)dcyiladi.

7-masalasi. Radiusi , bo’lgan aylana vertikal tekislikda markazidan

o'tgan 0'q atrofida Q burchak tezlik bilan tekis aylanyapti. Shu aylana bo'ylab

harakatlanayotgan zarraning turg'un holat atrofidagi haraka; chastotasi topilsin.

Yechilishi. Aylana bilan bog'lig bo'lgan noinersional sanoq sistemasining

Z o'qini aylanish o’qi bilan ustma-yst Joylashtiraylik. Zarraning aylana
72

tekisligidagi harakatini voritish uchun umumlashgan koordinata sifatida qutb

burchagi ¢ nitanlaylik. Zarraning kinetik energiyasi

LM osa
=—ag .
7 lag
Potensial energiya ikki qismdan iborat: birinchisi-og’irlik maydonidagi
potensial energiya, ikkinchisi-markazdan gochma energiya

5

I s - o l 2 2 =0 2
U =mgac0.\'go——-;m[n§1] =mgacos ¢ ——ma Qsin” @,

m

L]

3.5.-rasmi.

Muvozanat holatlari

U’ =-sin qn(mga +ma’Q’ cos qa) =1

| B
shartdan topiladi: p=0. ¢.=7 ¢y =arcc.0:-[ GQIJ

(a:“J :—(mgn+mazﬁl)<0
E('O- sl

demak ¢, — noturg“un holat. Qolgan nugtalarda:

a

(EIU) :(,,,g{;-mazﬂz)>0 . Q<2
g
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2

(FUJ L
— =ma’ () - m(i;) >0, O>%&
P=p1s 23 .

~ 2
cp P

Demak, oxirgi ikki ]
; .ox1rg1 ikki holat turg'un muvozanat holatlari ekan va bu holatlar
atrofidagi tebranma harakatning chastotalari quyidagicha:
(y§=£-€2!. m‘rl:Q"-(——g—\:
a a!l:J '
8-masala. Bir hi i
a. Bir hil balandlikda turgan oralig'i ¢ bo'lgan ikki parallel

sterjen ustidan uzunligi "
nligi 24 ga teng elastik ip tashlangan va uning uchlari m

massali s| : . .
sharcha bilan birgalikda biriktirilgan. Muvozanat holatida ip teng

fo h uchbl.llchak I S X rt Cb!alllbll CI"ISIO“ S
mon ]051! qllﬂdl deb hil
b I'Chal‘lln_lp ve ll\dl t

Echilishi. Sh oy .
archaning vertikal tebranishini xarakterlash uchun sharcha

bilan birlashgan j A% .
gan ip uchlarining bir-biri bilan hosil qilgan  2¢  burchakni
g ¢

tuzaylik: Lagranj funktsiyasini

}'
3.6.-rasm
L=T-y, T:ﬂ[i(zc'lggaﬂz | md*y?
2 di\2 8 sin’ o’

p : ) oo
otensial energiya ikki gismdan iborat Birin

elastiklik koeffitsiyenti chisi-kichik tebranishga xos

(bikrllk) 'a bhoo'l; A .
potensial energiyasi: 83 bog'liq bo'lgan kichik og’ishlarning
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 Haae Bl @ a Yk :
U, =;A‘(ay) =;—[[1_. e )—a] =—( ‘a a)
2 2|\ 2singg  2sing 2\ sing

Ikkinchisi esa, og'irlik maydoni ta'Siridagi potentsial energiya:

. ne
U,=mgy=-mg cos @ =—-gacigy

2sing

Shunday qilib. potensial energiya ushbu ko'rinishni oladi:

i a kIl a i [
l,«(gfa)::}-mgcfgw-l—; %inw’a [

Barqgaror muvozanat holati esa

cl/ 2 !
oU _ _mga_ | — 1|22 g
cep  2sin” @ sing sin” @

shartidan topiladi. Bu ifoda faqatgina (.o=% da nolga teng bo‘liub, noma‘lum
) P

bo“lgan koeffitsient & ni aniglashga imkon beradi: & = 2
= aﬁ

Bu ifodalardan foydalanib ikkinchi tartibli hosilaning giymanitini

topamiz:
i—i- = i4— mga =0
o ),.x 3

[

£ chastota bilan

7 o
T
¢, shar -7 holat atrofida o=—¢
Demak, sharcha ¢ . s

vertikal tebranadi.

3.1. — Misollar.

1. Berilgan Lagranj funksiyasiga mos kichik erkin tebranishlarning chastotasini

toping.




2

¥

e

a) L=3%—x%".

VIS il
2 Vilny

d) L =£;L“(i'cosaoc—l‘h‘).

b) L =L'hx(:'(: - 1)_

TR
) L_T_{_z_“f‘nx]- F, = const .

2. Turli i : : .
zotop atomlaridan tarkih topgan ikkita ikki atomli molekula tebranish

ChaStOlalal'l va i p c g
ar (¢ ning nis al"“ t l" Y 0 r mas Nnos ra lS]ld‘l ‘l
(0} h 1 b op1 &,q at lnia I Sdsl I v
va "?l.nf-‘ ga tel‘lg.

3.1.-rasmda berilgan sistemaning chastotasi topilsin

4. To'g'ri chizi s
£ ziq bo'yicha harakatlana oluvchi va bir uchi nuqtada bo'lgan

prujinanine ikkinchi . SR e
s bh kkinchi uchiga biriktirilgan » massal; nuqtaning (3.7-rasm)
ranish chastotasi
A S1 va barqaror muvozanat holati aniglansin. Prujinaning tinch
agl uzunligi A S
g1 uzunligi / ga teng bo lib, 7 kuch ta'sirida tortiladi il T
deb qaralsin) .

A
/
B
X
3 .7.—-pac M

3 8 . . . - *
S, =T Z]S“]da kO lSBtl'a“all SlSlClIlanlng balqal()l n]uvom“at hOIalI va ChaST.Ol:lSl

topilsin. M : . P
P Muvozanat holatida prujinaga r kuch ta’sir etadi, va uning uzunligi /

ga
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teng. Ko'rsatma: &/ = \/[(r'-:- !')—r'r ~1 va bu vektorlar orasidagi ¢ burchak uchun

n* ..
oSO = 1_% deb olinsin.

m

3.8.-rasm

6. Noturg'un muvozanat nuqtasi atrofida zarra koordinatasining vaqtga

bog'ligligini toping. Lagranj funksiyasini tuzing.

7. Massasi m zaryadi e bo’lgan zarra radiusi R bo'lgan vertikal vaziyatdagi

aylana bo’ylab og'irlik kuchi ta'sirida harakatlanadi. Aylananing eng quy!

nuqtasida zaryadi ¢ ga teng bo'lgan aynan shunday zarra turibdi. Muvozanat

holati va tebranish chastotasi topilsin. (3.9 -rasm).

3.9.-rasm.

8. 3.10.-rasmda ko'rsatilgan sistemaning og’irlik kuchi ta'siridagi erkin

tebranishi topilsin. Lagranj funksiyasi tuzilsin. Muvozanat nuqtasi, chastotasi

topilsin.




3.10.-rasm.

9. Kichik tebranishlarning amplitudasi va fazasini

a) koordinata, tezlik hamda chastotaning

b) koordi iyani
) koordinata va energiyaning funksiyasi sifatida aniglang
g.

§3.2. Majburiy tebranishlar.

-masala. Kichik doimi .
oimiy tashqi kuch £, ta'sirida muvozanat holatining

1

%, =0 siljishini topj i
: Jishini toping. Uni massa va chastota orqali ifodalang
o

Vechilishi. Sist
ShL Sisten 5 :
bo'lgani ucl ; " muvozanat nugtasi x, =0 atrofida kichik tebranishlar
N uning potensial e JeL
B & potensial energiyasi tashqi kuch tasir eteunc iiibiing
korinishda bo'Tad; - guncha quyidagi

U(x) :E_ _ ma®x*
2
Mavjud tashqi siri
j qi kuch ta’sirida potensial energiya o'zgaradi:
rfo | mwty?
U (,\):—!_r_,_[;['l_,_-

Muvozanat nugtasi '
qtasi x| esa shy ;
) potensial s 5 ; ,
energiyadan olingan hosilaning

nolga tengligidan topiladi:
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U'(x)=me’s, —F, =0, ya'ni  x/=—
moy*

Demak, o zgarmas kuch tebranishning muvozanat holatini siljitadi.
2-masala. Boshlang'ich ¢ =0 momentda sistema muvozanat holatida x=0

tinch turgan =0 deb olib, F(¢)=/F cosat kuch ta'sirida sistemaning majburiy

tebranishini aniqlang. Erkin tebranish chastotasi o gateng.
Yechilishi. Sistemaning tashqi kuch ta'siridagi majburiy tebranishi (3.7)

tenglamaga mos ravishda kechadi:

by o 1
X+ x=—F cosat
m

Bu tenglama bir jinsli bo’lmagan 2-tartibli oddiy differensial tenglamadir.

Uning umumiy yechimi shu tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning (3.2)

umumiy yechimi %, va shu tenglamaning biror Xususiy % yechimlari

yig indisidan iboratdir: X=Xt X
Ma' lumki. (3.2) ifodaga mos ravishda x, =C,cosar+C,sinal . Xususiy

yechim x, ni esa tashqi kuchga mos ravishda x, =bcosar holda gidiraylik. Bu

ifodani yuqoridagi tenglamaga olib borib qo'yish va gisqartirish natijasida:

cosal .

h =

- — l.'
5 ' v=x,+x =C cosanr+C,sinet +—"(

e 1 S ET :)
m {m“—a’) m(e -«

¢, va (, koeffitsientlarni boshlang'ich shartlardan r=0, x=0. =0 foydalanib

v By RN :
topiladi. Avval (=0 da x=0 shartdan  C, :T;(m’-ql) ekanligi , so"ngra

(=0 da =0 shartdan esa C,=0 ekanligi kelib chigadi. Natijada ushbu

echimni olamiz:.

5

X =!_{L-—,—-l—-—-—(cos at —cosot)
nt (ﬂ)— “'C{’)




3-masala. Tashqi kuch F=F cos(w+A)r, (o A) ta'Sirida tebranish

amplitudasining vaqtga bog'liq ravishda 0"zgarishini toping, - erkin tebranish

chastotasi r=0, x=0, 5=0.

Yechilishi. 2-masalaning yechimidan foydalansak:

Fy
S 1J[cns(m+A)!—cosm.r]

m[r')z —(w+A)

Lekin (@) A) ekanligidan o’ —(0+A) ~ -20A

X= )

2mmwA

[cos(a) +A)f ——cuswt]

O'rta qgavs ichidagi ““dani trigonometrik almashtirishlar natijasida

sinuslar ko' paytmasiga keltirib yozib olsak boladi. Natijada

Fy

Y A
x= Sin—-:sin| m+ =
meA 2 QES

Demak, tebranish amplitudasi vaqt o'tishi bilan chastotasi (yoki

[N ==

tebranish dayri 27 : .
Vi ) ga teng bo'lgan holda davriy o'zgaradi. Uning maksimal

qiymati esa 4_ - fo_

maA

4-masala. Sj M .
ala. Sistema tebranishining tashgi < kuch ta'siridagi keyingi

amplitudasi topilsi i
pilsin. Sistema ;= momentgacha muvozanat holatida tinch
>+ kuch esa quyidagi

1>T'da F=0,0<:<T da F=F

turgan x=0, 3=
qonun bo’yicha o'zgaradi: 7<0 va

(3.11.-rasm),

F A
F L
2
e . t
3.1 -rasm,
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Yechilishi: <7 vagtidagi.yani F=F, kuch ta'siretib turgan vaqtdagi

; ; el ; F -
(1-sohadagi) tenglamaning xususiy yechimini x"=—= (3.7) shaklida
= me

gidiramiz. Umumiy yechim esa

S F;
= W4 XY = € cosr + C, sinwr +—25
maw-

boshlang"ich shartlar asosida quyidagicha yozib olinadi:

W= Fy (I—coswr)

=

meao-

Bu l-sohadagi umumiy yechimdir. Kuch ta'sir etmaganda (2-soha) ¢>T

esa, tebranish erkin
¥ = cosw(t—T)+C,sin w(r— T)

Umumiy nazariyaga ko'ra bu ikki yechimlar (tebranish) =7 momentda

ir-biri ishi kerak, shu j ing hosilalari ham:
(chegarada) bir-biriga teng boTishi kerak, shu jumladan ularning

: : N i@ (=T
W(=T)=x"(r=T). W (e=1)=3(1=T)
Mazkur «chegaraviy» shartlaridan noma“lum koeffitsientlar aniqlanadi
i F,sineT
C =—2(1-cosal), C;=—"——
' : meo

ma”

Sistemaning kuch ta“siridan key ingi amplitudasi esa quyidagicha boladi

— 2F . aT
a=JC}+Cy =—sin—
3 mo 2

2r
ingi i kabi =0 dan T=-— gacha
S-masala. Oldingi masaladagi kabi, ammo =0 dz — 8

; i et (312
R ? i “oaruvchi kuch ta'siri uchun yechilsin (3.
F(t)= F,cosex  qonun bilan o"Zg:

rasm).
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1"#\__‘ > =4

P

T e o

Faw

3.12.-rasm.

[

~y

- Yechilishi. Bu masalani ham huddi oldingi holdagidek yechish mumkin.
Le;f'“ o yechimning boshqacha ko'rinishidan foydalanamiz.
Malumki, (3.7) tenglamani ixtiyoriy tashqi kuch F(1) uchun umumiy holda
integrallash mumkin. Buning uchun uni ¢=X+iwx mavhum funsiva

yordamida ushbu ko'rinishda yozib olinadi:

d
(X +iwx)—io(x+iox) = I F dg |
P, = — l 2 r_
dt m ( ) 5 dt "(")‘: -—EI ([)

Bu bir jinslj ( 3 .
Jinsli - bo"lmagan  birinchi tartibli tenglamaning yechimini
£= At)e™ - -

holda qidiriladi
1 va vagtea bo'li e . o .
Sl q'g liqo zgarmasning hosiasi uchun ushbu ifoda

; 1
A(t) = ‘_F{I)L’_'M
m

Uni integrallab keng ishlatiladigan ifodani olamiz:

7
= fet > —iw 61’
£=e"[F(t)e '—+§,,JL
5 m
(3.26)
& =% +iwx, g’,,=§({=0)' Tebranish x(r)

€sa (3.26) ifodaning mavhum

ismini @ li ijasi iladi
q ga bolish natijasida topiladi. Amplitudasi esa |cf,’|2 :31‘;' =o'd
mn
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vt

el -4
. . - - - ~ > +e
dan aniglanadi. Maslada berilgan F ()= F, cosor = F, g

kuchni

(3.26) ga olib borib qo'ysak, va integrallasak (/>7 dasistema x=0 atrofida

erkin tebranadi):

E B

= =il & JJ-L, o ( e ol 4 e.:r) xrr I ]+ J -mr
10 7m

2m 0

Fo., | -
s 0, g : (l —e 2ol )
2m 2iw
P F 2
Bu erdan |<.[ =——[4w T + 4T sin 20T +4sin” a)T]
16m @
2r - anr
7 =25 ekanini hisobga olsak, amplituda a= T ga teng.

[

6-masala. Uzunligi /=2 massasi m=1 bo'lgan mayatnik so’nuvchi

tebranishining chastotasi va so'nish koeffitsiyentini toping. Ishqalanish
natijasida energiyaning yutilishi burchak tezlikni kvadratining ikkilanganiga

tengdir. (Og’irlik kuchi tezlanishi g =1 deb olinsin, 3.13-rasm).

Yechilishi. Frkin tebranayotgan mayatnikning Lagranj funkisiyasini

?.ﬁl:(‘ + 57 )

fEELL LT,

tuzaylik: L=T-U,

Q@ 1
_______ m
Vo
3.13.-rasm.
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Qutb koordinata sistemasida:  x=Isinj , y=licos;

WE i o 3‘.1..1_1'"!".1
T= —5—(1' cos j j&+ [ sin _]j&)— —2—-_,:&

Chizmadan ko'rinib turibdiki, potensial energiva U= mg/(1- cosj ) ga

; teng. Bu ifodadan ko'rinib turibdiki, j ., = 0 kichik tebranishlarning bargaror

e

muvozanat nugtasidir. Bu nuqta atrofida potensial funksiyani qatorga qo’yish

natijasidagi U=

"'g; - ni olamiz (3.24 ga qaralsin). Demak, erkin tebranayotgan

mayatnikning Lagranj funksiyasi quyidagichadir:

2 2

Ammo, masalaning shartiga ko'ra ishqalanish natijasida energiyaning

', yutilishi E=-2%& ga teng. Demak, (3.23) ifodaga asosan dissipativ funksiya

o | | I'= - j& gateng. Shunday qilib. (3.22) ga asosan harakat tenglamasini tuzamiz:
et |
| P+2—+22=(
1 | ml~
Ay
!‘ Masalaning berilishiga ko'ra m=1. 1=2. g=1 desak,
i | -
v + 22— _—
.’ p+2 4 + 5 0
| Bu tenglamani (3.16) tenglama bilan solishtirsak 4 :& va = L topamiz
| 2 )
Demak, so'nuvchi tebranishlarning birinchi holini olamiz, ya'ni i<e

.So’nuvchi tebranishlarning "chastotasi” esa @ = \Ju? - i° :ﬁ ga tengdir.
4

7-masala. So'nuvchan tebranayotgan zarraning boshlang’ich shartlar
| t=0 da x=x, i=v, asosidagi harakatni aniglang. So nish koeffitsiyenti  /

1 ishqalanish bo’lmagandagi chastota o, dan kichik deb oling.

Echilishi. Harakat tenglamasi (3.16) ga binoan ¥ =2Ax+@]x =0

84

Bu tenglamaning yechimi (3.17) ga asosan quyidagichadir:

x=Ce" +Ce™. 1, =—A% A -,

Bizning hol  Zi<e, bo"lgani uchun:

1, =—Axija -2
x=e" ((’, cosyJw,” = A%t +C,sin Jo, —i.‘f)

Bu erdan esa.

2 {7~ 2 2 i 2 Sine
V=.\"=—/!.\-+e""‘/ml,‘—/t“ (( ;ms\/(o,, -A t+C25m‘fm(, A r)

B < v 3 i ni
Endi boshlang'ich shartlardan noma’lum koeffitsiy entlar €, va G 1
topamiz:
L v+ AX,
(‘I:"‘U‘(J= 2 2
w, —A° )
; == peEA% . [Eariae
Demak, x=e Y| x, cos\Jo, _X»H_J:’:_—i_:bm oy de
©, -

. 5 T 0 izi ‘yicha
8-masala. Prujina bilan birlashtirilgan ikki zarra vertikal chiziq bo’yiche

. | ki i. Qaysi
harakatlana oladi. Bulardan biri  S(t) =S, cosex gonuni bilan tebranadi ‘Q Y

asi birinchiniki §, dan

shartlarda ikkinchi zarraning majburiy tebranish amplitud

kichik bo"ladi?
m

[ﬂ

Y S()

T L T

3.14 —rasm
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Yechilishi. Zarraning Lagranj funksiyasini tuzaylik (koordinata boshi 1-
zarrada joylashgan noinersional sanoq sistemasida).

m ., k o
L-;r —v;(r l) —~ mgx — mSx

bu erda uchinchi had og"irlik maydonidagi potensial energiya bo'lsa, to'rtinchi

had (3.6) ga mos tashgi kuch bilan bog Tiq: F(r)_r - ,;,,";"(,)_\- _

Harakat tenglamasi: mi =—k(x—1,) ~mg +mS,w* cos ot

(1)
f:_wze(-“—’o)“"s(,(u: cosal—g, @ =

g .
Zarra x,, =1, == holat atrofida tebranma xarakat giladi. Shuning uchun

I : |
(n tenglamaning yechimi nazariyaga ga sSiE

=i e ] .
o T X0+ Xy —acos(mu/+o_w) - erkin tebranishga mos, « va « lar

boshlangich shartlardan aniglanadi.

y @’S,
Ay = COS . ] Jragl ) . .
' oo -0t @1 - majbur etuvchi kuch ta siridagi xususiy yechim,
Sl mp P!
Demak, x= _'—+acos((u”; ra)+ 0°S, —
k o —w
0

AU‘ I D, o8 =K : N : . . . . .
BAGa @y >2a7 (~k>2ma’) |bo Isagina ikkinchi zarraning majburiy

tebranish amplitudasi birinchinikidan kichik bo™
modeli hisoblanadi,

adi. Bu sistema amartizatorning

3.2. — Misollar.

1. Boshlang’ich =0 momentda sistema muvozanat holatida (x=0) tinch

turibdi (x=0) deb, quyidagi Ft) kuchlar ta'sirida P —
tebranishini aniglang. Erkin tebranish chastotasi g ga teng.

a) F()=F
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v) Fle

d) Flt)=Fe™ cospr.

g) Flr

)=
)=
b) Flt)=F sinar.
)=
e) F(1)=

F.e™" sin 31

2. Quyidagi tashqi kuchlar F{r) ta'sirida tebranish amplitudasining vaqtga
bog'liq

a) F(t)=acoswr.  b) Flt)=asnot. V) Fl)=asn(o+A)

ravishda o’ zgarishi topilsin. Erkin tebranish chastotasi ~@, t =0, x=0.

3. =0 momentda muvozanat holatida tinch turgan (x=0, i =0), sistema
tcbranishining  #() kuch ta'siridagi keyingi amplitudasi topilsin.  F(e)
kuchlarning o' zgarishi quyidagichadir:

a)r<0da F=0,0<r<7 da F:T - t>T da F=F,

byr<odarF=0,0<r<7 da F= F.,rq t>7 da F=0.
For

v)r<0da F=0,0</<T da F=F,t>TdaF=

g) F=Fsinat, 0<t<T = 2% da.va F=0,T<t<w da.
: o

4. 6-masalani £ = ~4(/)" holi uchun yeching.
5. 3.2.-chizmada korsatilgan sistemaning so'nish koeffitsiyenti va chastotasini

k=5, I=4 va har bir prujinada energiya yo'qotilishi tezlik kvadratining

ikkilanganiga teng bo'lgan holda toping.

6. 7-masalani a) A >o, va b) A=, hollar uchun yeching.

§.3.3 Ko'p erkinlik darajasiga ega sistemaning tebranishi.




I-masala. Prujinaga osilgan massasi m ga teng zarraning og'irlik kuchi
ta'sirida tebranishining barqaror muvozanat holati topilsin. Prujinaning kuch

ta’sir etmagandagi uzunligi a ga bikrligi & gateng (3.15.-rasm).

y
(4
P
mg
X
v
3.15.-rasm.

Yechilishi. Koordinata sistemasini (3.15.-rasm) dagidek tanlab olamiz,
mustaqil koordinatalar sifatida qutb koordinatalari p va ¢ niolaylik. U

holda sistemaning potensial energiyasi:

U-mgpc05¢+k(p__za)__

- Barqaror muvozanat holatini topish uchun potensial energiyadan olingan
hosilalarini topaylik:

ou ( 2
= p-a) au
=-mgpcosQ+k-—m . = i
op 2 9 mgpsing

v v 2
P k, P mgpcos g, 30 =mgsing

Birinchi tartibli hosilalarni nolga tenglash natijasida

mg
=g+t -
Py =A% k- wm_{oy”}
ni topami
pamiz. Bulardan o, =“*L;‘g, P =0  barqaror muvozanat

nugtalari bo'ladi. Chunki ikkinchi tartibl hosilalar

azU) 62
5| =k _U. -
[ap- muv g 0’ [a(p: )m - '"gpmvv > 0

quyidagi tengsizlikni qanoatiantiradi:
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Fu) (&u U Y
- — | - == >0 3.27
(&f ).,,,. [6«" )m (6;760’) - G20
Oxirgi tengsizlik potensial energiyaning shu holatda minimumi borligini

anglatadi. Muvozanat holatining boshqalari p_,,.;a—%g-. o =r bargaror
emas (noturg'un) muvozanat holatlari ekanligini ham shu tengsizlikdan ko'rsa
bo'ladi.

2-masala. Quyidagi Lagranj funksiyasi yordamida aniqlangan

sistemaning Xususiy chastotasi tipilsin:
-l(x\"z+ "2)— L +x+
=3 » v ¥y

Yechilishi. Potensial energiyaning ko'rinishidan barqaror muvozanat

holatini topaylik \

u) _ (#U) _, (azuf _
&x’ mm,— 3 ) XY )

Demak, x,,,. =l },.,=1 holatlar sistemaning barqaror muvozanat holati

ekan (3.27 ga qarang). Endi berilgan Lagranj funksiya?ini (3.10) ga muvofiq
ravishda yozib olaylik. Avval kinetik energiyaning koordinatalar orqali yozilgan

ifodasini muvozanat holatidan og’ish & =x-1, & =y-1 lar orqali yozib

olaylik. Buning uchun kinetik energiya ifodasida x=1 y=I va ,

f, =% &&=y almashtirishlar bajarish yetarlidir. Endi potensial energiya

ifodasini ham shu ko'rinishga keltiraylik. Buning uchun potensial energiya

ifodasini muvozanat holati x=1, y=1 , atrofida qatorga yoyib, ta'rifga

binoan ikkinchi tartibli hadlarini saqlab. qolsak yetarli. O’zgarmasdan iborat

bo'lgan qismini, Lagranj funksiyasining xususiyatlariga binoan, hisobga olmasa
bo'ladi.
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muy X muy ¥ muy XX v )y muy ] oy miv T g mun

L" =3, Ur =[_/‘” =U‘ (}"" :__(fn o

2[(x—l)z+(J'—')’]+(1+|)(x—1)(,1,--n B

UG &)=—— - E & &S,
Shunday qilib, Lagranj funksiyasini quyidagi holga keltirib oladik:
1520 (gag )
Harakat tenglamalari (1.3) ga binoan quyidagicha
E+25+& =0, E+25, 45 =0,
Bu tenglamalarning yechimini &=Ce™, & =Ce™ holda

gidiramiz.
Bulami tenglamaga qo™ysak
C(2-0")+C,=0. C,+¢,(2-0%)=0
ni olamiz. (3.13) ga binoan oxirgi tenglamadagi koeffitsientlardan
tuzilgan determinant nolga teng bo'Tishi kerak:

2-0’ I 232
Lingd®—an? =(2—")‘) "|=(1—(u:)(3—m2):0

Bu yerdan tebranishlarning xususiy chastotasi o, sl ar =43

ekanligi kelib chigadi.

3-masala. Quyidagi Lagranj funksiyasi bilan

A )
N s (T e e
2 -_F’-—

anigl 3 .
qlangan sistemaning normal tebranishi va chastotasini toping.
echilishi. Harakat tenglamalarini (1.3) £a asoslanib tuzamiz

o j:' wtl)/ ¥ !
F+Zax-Yog  pa¥,_X_
2 D } +2+J 5—0

Bu tenglamalarnin = Pl e
S g yechimi x,=Ce™, x,=Cye™ holda gidiramiz. Bu

ifodalarni yuqoridagi tenglamalarga olib boril qo“ysak:
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(',(I—m") + ——2 =0
) (3.28)

—M + (}(I—wl) =0

Nazariyaga binoan, (3.13) ga mos determinant nolga teng bo"lgandagina

noldan fargli yechim topiladi:

; (I+r-f) ,

l-w =

2 4
(1+m ] l )
2

ga tengligini topamiz.

: 5 I
Bu yerdan xususiy chastotalar o, =3, . = 7
ol
Shunday qilib, normal tebranishlar (3.14) ga binoan

0= Rc{ﬂte"ﬁ’}. 0, = Rc{aﬁ,:’?}
Ma' lumki, (3.14) ga binoan
x=C,0+C0:, ¥y= C,0+C,0.

Bu koeffitsiventlarni topish uchun (3.28) tenglamaga avval =3 ni, keyin

ni qo'yamiz. Natijada =, da c,=-C,, va o=, da

2
2
]
G|

C,=C, nitopamiz.
Bu bilan biz x va v larni normal koordinatalar @, va 0, larorqali

yozib olishimiz mumkin. Lekin ¢, va C., koeffitsiyentlarni shunday tanlash

kerakki. normal koordinatalar orqali yozilgan Lagranj funksiyasi ta'rifga binoan

garmonik ossillyatornikiga o' xshash bo*lishi kerak:

00 00+l (3.29)
L= —-T—' - >

Yugoridagilarga binoan:
x=C0+Cy0,. ¥= 0+ 0,




Bulami berilgan Lagranj funksiyasidagi kinetik va potensial energiya
ifodalariga qo'yib, (3.29) ko rinishini talab qilsak:

Ci=—Cy=1 (o =-Cyp ="l“

J3
larni olamiz. Shuni ko' rsataylik. Kinetik energiya ifodasiga
j"=C||Qn j’="C||Q = C'ZIQ'l

larni olib borib qo’ysak, ¢

;Qf ko'rinishidagi ifodani olamiz. Lekin, ¢, =1
bo'lishi kerak, ya'ni C, =~Cy =1 ekan. Xuddi yuqoridagidek
¥=Cy0y, ¥=-C,0,=Cp0,
larni kinetik energiya ifﬁdasiga olib borib qo'yish natijasida % ifodani '
olamiz, ya'ni CJ:% bo'lishi kerak.

Demak, c, =C, =L ekan.

V3

Shunday qilib, normal tebranishlar quyidagicha aniqlanar ekan:
s=(0+&) »= (e +Z)

4-masala, i
a. Massalari m, va m, ga teng va bir-biri bilan bikrligi + ga,

uzunligi esa i : iina bi
g @ teng bo'lgan prujina bilan bog'langan sistemaning tebranishi

topilsin (ikki molekula modeli).

3.16.-rasm

Yechilishi. Dekart koordinatalarining OX 0'qini prujina bo’ylab joylab

sistemaning Logranj funksiyani yozishimiz mymkin.
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2

Pl 2 <2 k
L =£21'-x; +";- x; —E(xz -X,—a)

&~

Potensial energiyaning ifodasidan ko'rinib turibdiki, uning minimal
qiymati faqatgina x,_, -, =a da emas, balki x,—x =a ni qanoatlantirgan
hamma nuqtalarda mavjud bo’ladi. Shuning uchun bu barqaror muvozanat
nugtasini chetlantirilgan deb bo’lmaydi. Shunga qaramasdan, masalani
yechishda yuqorida ishlatilgan metoddan foydalanaveramiz. Muvozanat
holatidan og’ish masofasini kiritaylik:

él =X X e :2 = X2 %2

Lagranj funksiyasini bular orqali yozib olaylik:
- 'nlélz + mzfzz _ k(& "él)z
2 2 2

L

harakat tenglamasi bunday bo*ladi:

R ., " , & 54 :
5_,.."_‘5'._"_53_.-:0, ke kg
m, o n, m,

£ =Ce™, & =Ce” nitenglamaga qo'yish natijasida

[-mz +-"-JC. O . +l—w’ +—I‘-JCz =0
m, m, ﬂlz ”12

KoefTfisientlardan tuzilgan determinant esa,

—n):+i LS
m, m, 2(_mz+_"_)(_mz +__k_]_._£l‘;_=
_ _k__ o+ _I_{_ m, m, j myn,
m, 2
___w4_w2{_k_+_k_J=(gz( 2——k—J=0
m_m m

1 _ mm,

|
Qo m=|—+—| =
bo'lishi kerak. Bu erda ['". mz] m, + 1,

- keltirilgan massa.
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Natijada ushbu chastotalarni topamiz: o =0, o= .
B m
Endi o va o, lami xarakteristik tenglamaga olib borib go“yamiz va

nis 5 .o, : 2 .
Gl=acy, —f;ﬁ(-uﬁ ni olamiz. Normal tebranishlar esa,
I

- ! i, 1
G=—|0+[20,| &="|0- [,
: “m(”l ”’I‘-’J i m[gl m.('):]

ko'rinishda bo'ladi. Agarda x pa x, koordinatalarga otsak,

1 n 1 [
NN e ¥ = O+ [0, |, x,= A (., O (L
o r[ Vo J % Y | \),,,f‘?=J

S-mas i L ks L ; ; . .
sala. Berilgan Lagranj va lissipativ funksiyalariga mos so"nuvchi

harakatning so"nish koeffisienti topilsin:

eXdnt | ey

) L :
? 2 2
" Yechilishi: ini (3 . .
{} ilishi: Harakat tenglamasini (3.22) ga mos ravishda tuzamiz

) 1% .

3 S G X
M Xtx4=—= i R
’v j harakat tenglamalaridan ko'rinib turibdiki. so'nuvchi harakat nodavriy.

' Yechimni x=Cietiw v on G

. ! It &= Gl y=C, ¢ ko'rinishida qidiramiz:

| - G )

| (,(l+p)+71=0, ('2(]+,.)+&:”
2

niolamiz. Buyerdan » nj topi i
y r i topish uchun yuqoridagi tenglamalar sistemasining

— determinanti nolga teng bo'lishi kerak

1+ l

Ijr=(|+r)~‘—%:[%.H-]@H):o

L
2

A, = —% ga teng ekan. Bu koefTitsiyentlar aslida

s 1
Demak, 4 =-=. 4,
2

harakat tezligining so’nish koeffitsiyentlaridir, chunki bu harakat nodavriy

harakatdir (garmonik funksiyalarga bog'ligligi yo'q).

6-masala. 1.4.-rasmdagi vassi qo’shaloq mayatnikning barqaror

muvozanat holati atrofidagi harakati o"rganilsin.

Yechilishi. 1.4-mashglaming 2v  misolining javobidan foydalanib

a=1l. b=, busistemaning Lagran] funksivasini qaytadan yozib olaylik:

Lo :l;mg Pl + i:—! @ + Lo, cos(o, + @)+

+ (m+m,)glcosg + myl,cosp, = T-U

Potensial energiyaning ko'rinishidan ayon bo'lib turibdiki turg'un

nugtalar ¢, =0. ¢, =0 . Kichik tebranishlar uchun (¢, 7 1)

o

> -
cos¢y, = [”*%'- cos(o—:) =1

deb olsak bo‘ladi. U holda
m, + i, , i, )
L ghgy __2"53!:(0:

L "12‘/-35 + %:_]:'W:z +anl, o0, =
(n
Bu ifodadan harakat tenglamasini tuzsak:

(ml-km:)[!g}'?, + mbhp, * (”"1"'”’:)!’4'@91 =0,

g+ Ly + ge =0
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Bu tenglamada ¢, =Ce”, ¢, =C,e™ almashtirish bajarsak:

C (m,+m,)(g—1,w‘) - G@'myl, =,

-Co'ly + C(g-ho') =0

Bu xarakteristik tenglamalarning yechimi (3.13 dan)

o}, = 2':1'12 {(”’l +m)(4+4) * \/(m, +m,) I:(m| +m) (1, +1, )1 ..4m,/,1:] }(2)

a) Agarda (2) ifodada m, —» desak quyidagini olamiz

G (AT (A

Ya'ni, xususiy chastotalar bir-biri bilan o zaro ta'sirlashmayotgan ikki

mayatnikning tebrarma harakatining chastotalarini olamiz o} £

b) Masalani soddalashtirish uchun (2)ifodada  m,=m, } =1, desak:

m N . . .
= ;12 I.z,plz + 20,0, + o} -§(z¢,’ +! )J

Bu holdagi harakat tenglamalaridan (¢,=0 turg'un) quyidagi xususiy
chastotalar topiladi:

g
ol _-I-(ziﬁ):wg(z_ﬁ).
Mazkur natijani (2) ifodadan ham olish mumkin.
3.3. - Misollar.

L. Quyidagi Lagranj funksiyasi yordamida aniglangan sistemaning barqaror
muvozanat holati va Xususiy chastotasini toping:

B+ p+ P
a) L=—-—-5—y~—(x3 -y +3xy),

.2 .2 ..
b) L=£_+_y_ﬂ_(h(xy)+l+l)
2 x y
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2. Quyidagi Lagranj funksiyasi bilan aniqlangan sistemaning normal tebranishi
va chastotasini toping:

2+ 2+t 3 +2)°

Il =

a) > 5
3 2y=
.\‘r’+2—5)‘2-1~j12+:z .\-’+)"+—5’v:+:2

b) L= - - .

=X +ig+yie X eyt 42 4y
v) L= 5 >
g) L= X2+ -ilz — w:lxz +(‘)cf:)'2 raxy

2 2

3. 3.10.-rasmdagi sistemening tebranishini toping.

4. Quyidagi hollarda » ta zarradan iborat sistemaning tebranma harakatining
erkinlik darajasi va xarakteri topilsin:

a) fazodagi, v

b) tekislikdagi, |

v) chiziq bo’yicha.

5. Quyidagi Lagranj va dissipativ funksiyalariga mos s?‘nish koefTitsiyentini

toping

Pyt &+ 257
L= ’ F= '
2 2

6. Harakat tenglamasini tuzing: j

_32+2)'x‘_3x2+5}’2 F=£Z_M

a) L

2 2 2
2 2 2
AP 43+ XA
b) L= ——"F—— 2
1(# ﬁ’)
1 .2 .2 1 _l__ ==—+—}
v)L=5(xr + 3y )—5(”.“‘*-")’ 2(:: y
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IV. KANONIK TENGLAMALAR.

Mexanik i ini
s ¢
stema holatini umumlashgan koordinata va tezliklar orqali
L] & «

aniqlash (Lagranj fi izmi
0 i i

) gran] formalizmi) bunday sistemalarni yoritishning yagona usuli
mas. Ba'zan mexanik si e |

xani : ini

k sistemalar holatini umumlashgan koordinata ¢, va
umumlashgan j G o
G impul ali i
pulslar  p orqali ifodalash qulayroq bo'ladi  (Gamilton

formalizmi

1). Bu T ;

). Bu usulda mexanik sistemaning holati Gamilton funksiyasi
o L

H(p,a)= pg, - (g, 1) (4.1)

Harak i )
Sy | at tenglamasi esa -5 (S -erkinlik darajasi) ta birinchi
tenglamalar sistemasidan iboratdir:

bilan xarakterlanadi.

. aH 5
q, = (__! P =_}£ (4.2)

cp, cq
Bu tengla {
malar-Gami z
i amilton tenglamalari yoki kanonik tenglamalar deb

ataladi. (4.1) munosabatdan ko'rinib turibdiki
funksiyasi ‘

i, Gamilton funksiyasi # Lagranj
. olgan orttirm = ’ -
a L=1L,+1" ga teskari ishorali orttirma oladi (bu

holda ; ]
P-q Vva q.q lar 0'zgarmas deb hisoblanadi):

(# ')rw = _(L')U‘q (4.3)

Dinamik k i
attaliklar-
umumlashgan koordinala, impuls. hamda vaqtning

ixtiyoriy  funksiyasi
vasi (q. iho
/(g.p.0) ning vaqt davomida o zgarishi quyidagicha

aniqlanadi:
df  of
—— I — I
d, = Ky {Il,_/} (44)
Bu yerda {H,j}:Z[ﬂf_ﬂ_-fl_" s
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operator kattalik  Prasson gavslari deb ataladi. Agarda ixtiyoriy f(q.p.0)

funksiva harakat integrali (harakat davomida saglanuvchi kattalik) bo'lsa, u

holda
Y i, 1)=0. (o)
ci

Shu jumladan, vaqtga oshkora bog'liglik yo'q bo’lsa

{H,_f} =0 4.7)

Gamilton tenglamalari Puasson qavslari orqali juda ham chiroyli

simmetrik ravishda ifodalanadi
po={H.p}- @ ={H.q:}- (4.8)

Dinamik kattaliklarning funksiyasi bo’lgan uchta ixtivorly  f.g.h

kattaliklarning Puasson qavslari orasida Yakobi ayniyati o'rinlidir:

(ria,my+ {ath, 13+ .20 =0, (4.9)

§4.1. Berilgan Gamilton funksivalariga mos Gamilton tenglamalarini tuzish

va ularni integrallash.

I-masala. Ushbu Gamilton funksiyasiga mos Gamilton tenglamasini

tuzing:
H=\l+p +r
Yechilishi:
oH |]— gl P sildes e
p=Sl = |(1+pt) P 2p= =5 {2 E =
ap (2[ l) \/I+p‘ o

£ p=-1

Demak R i T
Ji+p




2 2

2-masala. H=Pr, P .

; 2 " enie sin @,
Yechilishi:
(4-r.6; p>p.p,), r'=ﬂ=p,, p == _ Py

apr ' 6,. r3 Sin 2 0 =

oH
0=2—= Zeoz ’ p =_%_p;°0$0

dp, rlsin’@ " =28 -m—cose.
3 -macana. H=p? +_p,_f+ P, ,

Pl U0.0)

Yechilishi: Bu gal erkinlik darajasi 3 ga teng, demak, uch juft tenglama

topiladi
- . 2(pi+p?
”—2p’, p":_s- p”- 2pw _ﬂa 0 = 2pn
r sin“ @ or - ’_3 ’
by =2Pefs0 U 2, U
rZSh’Q 60’ ¢~r'-'sin20‘ P‘,=_5;.

4.1.-Misollar.
1 Gamilton tenglamasini tuzing.
a) H = f”;z_L b) 1 =2:Pe 2

d H= P +p;:
2 dge oy i e M
« 4.2-m i . )
isollarning 3-punktida berilgan Gamilton funksilariga mos Gamilton

tenglamalarini tuzing

4.2. L i .
§ agranj va Gamilton funksiyalari orasidagi bog’lanish.

Gamilton f e .,
ol ™ kn ormalizmi doirasida harakat tenglamalarini yechish avvalida
ilto ivalaring tusi .
n funksiyalarini tuzish amaliyotini aniglab olish saruratdir. Keling fizik

sistemani i “
maning Lagranj funksiyasi ma“lum bo*lganda, uning Gamilton funksiyasini

- h e . I3 . .
topis yf) Tini ko'vsataylik. Eng qulayi Gamilton funksiyasining aniglanish
formulasidan (4.1) foydalanishdir (yoki umumlashgan energiya ):
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H((lnqu,--nqn;Pp Pg,-"a P,,-’) = Zpﬂ., - L(ql’qzy'",q,.;q.pq-'p"-, q-,nt) .
JE

Bu ifodaning o"ng tomonida bizga “kerakli” bo"gan o‘2garuvchilar g,p,¢ dan
tqshqari “ortigcha”  o'zgaruvchi ¢, lar ham bor. Bu “ortiqcha”
o"zgaruvchilarni “kerakli” lari orqali ifodalasﬁ uchun, ya'ni ¢,=¢, (G0 f)o,t)
bog"lanishni topish uchun umumlashgan impulsning aniglanish ifodasidan

foydalanamiz:

oL(3.q.t o .
p, =——(a-.——-l= P, (912 ui G Gaseersnrt) (j=12,....n).

J

Hosil bo'lgan bu algebraik tenglamalardan topilgan ¢, larni Gamilton

olib-borib qo‘yish natijasida izlangan ifodani

funksiyasining o‘ng tomoniga
\

olamiz. :
Ba‘zan, teskari masalani, ya"ni ma‘lum bo“lgaﬂ\ Gamilton funksiyasidan
Lagran;j funksiyasini toppish masalasini hal gilishga to‘g‘ﬁ keladi:
n J
L(qpqzs'"’qn;q.pq';n-"sq.,,st) = ijqj - H(q|9q2’"+QQn; pls p‘_’a""l p,,:t) ?
=t ‘
Bu ifodaning o"ng tomonidagi “ortiqclia” o'zgaruvchi p, lami “kerakli”

o‘zgaruvchilar orqali ifodalash p,(é,é,t) {uchun ushbu Gamilton

tenglamasidan (4.2) foydalanamiz:

H (g p-1) _ . .
. OH\g:p =G, (91,G2s-9u Pr> Prr-oos Pust) (j=12,...n).

q, o

J

Umumlashgan impulslarning ifodalarini pl(ii,c’}',t) yuqoridagi Lagranj

funksiyasi formulasiga olib-borib qo*'yish va o*xshash hadlarni soddalashtirib

izlangan ifodani olamiz _

1-masala. Ushbu Lagranj funksiyasiga mos Gamilton funksiyasini toping:
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3
L=-mc? |_L
o

Yechilishi. (4.1) ifodaga asosan
H=pv-L(v).
bu yerda

my
i

p:

PR

4
1-

2

Oxiei _ €
Xirgl ifodada tezlik v ni impuls » orqali ifodalab, Gamilton

funksiyasini i i i
Yyasining formulasiga olib borib qo‘yamiz;
Ve pc - v me
N \f T T
p-+mc c P +mc
Demak,

Hspy-[=—_P¢ m*c’ .
+ 4 ig+n:c)cf—p+”,c

\/In +mic? \/p: +mic? \/—'+m o

A2

2-masala.  Berj :
erilgan  L=sp2 9 . 5],
g 1’l’+7+¢0 +3lcosp  dan  Gamilton

funksiyasini tuzing,
Yechilishi. By La
granj funksiyasi erkinlik d
sistemani xarakterlaydi 49, 29,0 4.6 s e g mevent
f 20, G, -9,

lzla i i

nayétgan Gamilton funksiyasi quyidagicha bolishi kerak.
) H(E,,B,,¢,9)=ZP,(},~L(¢,0,¢?,0).

vval, umumlashgan impulstarni topib olaylik:

aL
F=—=r(24 aL
> UL C AL N N YIS
Bu ifodalardan ¢ = F-h . 2P, -p
/2 ’ 0= ['—’ k4

Bularni Gamilton funksiyasining ifodasiga olib borib qo'ysak:

= Pw(,""' Elé" L(¢10,¢),é)= Pwi;P”-i- P 2P, - Iz-,
i e ] -

12
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3-masala. Massasi m ga teng zarrachaning sferik koordinat sistemasidagi

Gamilton funkiyasini yozing.

Yechilishi. Ma“lumki, bitta zarrachaning sferik koordinat sistemasidagi
Lagranj funkisyasi quyidagi ko'rinishdadir:

L=l +r26" +r*sin 6°)-U(r.6.0)
Har bir umumlashgan koordinataga mos impulslami hisoblab olaylik:
P =mr, P =m0, F, =mrlsin?6p

Biz bu ifodalar orqali, yana yuqoridagi masalalami f(echgandek Gamilton

ini topishimiz mumkin. Hozir esa boshqacha usul\‘ishlatémiz. Mexanik

funksiyas
sistemaning energiyasini Lagranj funksiyasi orqali ifodasini eslaylik:

|
E= Zq ———L——]-m(r +r'0’+r’sh‘0¢’)+l](r,0,¢)

Gamilton funksiyasini topish uchun esa, energiyani impulslar orqali

yo*zish kifoyadir:
2 2p? 0 P
H:lm[_&,_+r ,P‘: +r sin_ }+U(r0¢)
2 \m mr mirisin'é
Demak,

2

":0)+U(r,0,¢)-

2
H= _L[I’f + P;;+
2m r

4-masala. Ushbu Gamilton funksiyasiga mos Lagranj funksiyasini toping:

-

P2 P-
H=—4—rt—r.
20°  2rtsind

Yechilishi. Yuqoridagi (4.1) va (4.2) ifodalardan

L=Y P4,-H ZP —-H




lekin o n i
n o‘hg tomonda hamma umumlashgan impulslarni tezliklar orqali ifodalab

olish kerak. Bizning hol uchun (4.2) ifodadan tezliklarni topamiz:

i‘=£’2. .=~P”
g rising’

Bulami Lagranj funksiyasining ifodasiga olib borib qo"“yamiz:

- BH .2 2 . . . 2
L"ZB'5-H(r,ﬂ,R,R,)=,‘9=,:+0'.,.25i,,0,0'_ (r{)) +(()'r'sm0) wrl=
’ 200 27%sin0 |

). R
07’ +rzsm 6.9°

2 7 "
Demak,
L=9.,'.1 +l'zsi110.0'2 _
2 2
S-masala. :

iy
1= e,

Lagranj funksiyasi topilsin.

Yechilichi . .
hilishi. Gamiton tenglamasini tuzamiz i=pt+p '
=P, Ve Y="ro

ya'ni, undan P.=3, b, =i-jt
x ’ y = X— V.

Leijpa(imp Pl ofe v .. 3
(-5t )y > -y(x-)")=x,i’-y7’-
6-masala, Quyidagi sodda

fizik sistemala
] ' r uchun Gami iyalarini
) ion formaliam; amilton funksiyalarini

da sistemalar ha akatini o e
@) erkin zarra; rakatini tahlil giling :

b) chizigli garmonik ossillyator;
v) markaziy maydondagi zarra
Yechilishi. Ushbu algoritm asosida ish tutamiz;

® avval Lagranj

L(3, L,t =TG5 \N—11(=
( q ) (q,q,t) U (q,t) (bu sistemalar uchun Lagranj
funksiyalari §1.4 bo*limning 10

funksiyalarini topamiz

-Masalasida berilgan );
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e songra, umumlashgan impulsning aniglanish formulasidan
umumlashgan tezliklari umumlashgan impuls va koordinatalar
orqali ifodalab olamiz;

e topilgan ifodalarni Gamilton funksiyasi aniglanishi formulasi (4.1)
ga olib-borib qo‘yamiz.

a) Erkin zarraning Lagranj funksiyasi dekart koordinatalarida ushbu ko'Tinishga

ega L=(m/2)(x*+3*+2') (erkinlik darajasi n=3 gateng va ¢, =%,

4,=Y, ¢, =7 ).. Mos umumlashgan impulslarni topamiz:

oL . oL_ . :
po=gy=mh py=oo=m p.=—=m,

(bizning holda umumlashgan impulslar odatdagi kinematic impulslara mos
keladi), shuning uchun , x=p,/m,y=p,[m, 2= p./m. \\
Topilgan bu tezlik ifodalarini Gamilton funksiyasi ifodasiéa olib-borib
qo'yamiz: ;
H (%322 Pos Py P2) = 5P+ 9Py + 3P = (mf2)(5 + 5 + -"’)’=
i3 2. 3. 3
=(pi+pi+pl)[m=(pi+ P+ pi)/(~2'")=£i:-§’;—+—p-:-=f;
Erkin zarra Gamilton funksiyasi shundan iboratdir.
Bu ifodalarning vector ko*rinishlari ham keng qo'llaniladi:
L=mv[2= m(W)/2=m(#)/2 -
p=0L/ér=mi >F = p/m—>
— H(F.P) =(i§i"‘)— mF[2=p*[m—- p*[2m= p:/m.

Mazkur Gamilton funksiyasida koordinatalar ishtirok etmayotganligi uchun

impulsning  barcha komponentalari
tenglamalari esa ushbu ko'rinishni oladi:
p=-0H|or 7 =0H[op=p[m.

_ harakat integrallaridir. Gamilton

Bu tenglamalarning yachimi osongina topiladi:
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=P, F=pt/m+F,.

b) Chizigli garmonik ossillyatorning Lagranj funksiyasi quyidagicha
L(x,%)=mi*[2 - maix? 2.

Shuning uchun,

p=aL/ax=mx x"=p/'"'

~ Gamilton funksiyasi osongina topiladi

H(x,p)= p)'c(p)—L(x,J':(p)) =P’ [2m +me? x*/2

va uning i i . . ]
© Hfodasi garmonik ossillyatorning to'ta energiyasi £ bilan ustma-ust

tushadi. Gamilton formalizmi
zmida harakat tenglamasi koinich
topiladi: nglamasi ko'rinishi

ham osongina

i P =~0H[dx = ~ma}x, X=0H[op=p/m.

u teng C

" glamalarning ikkinchisini vaqt bo'yicha differensiallab topilgan p ni
birinchisining chap tomoniga qo°yib

. - garmonik ossill i
tenglamasini olamiz; yatorning  standart

i+wlx=0
8) v) Markaziy maydondagi zarraning La

ikkiga teng:: 2=p.a granj funksiyasi ( erkinlik darajasi

= ~qutb koordinat sistemasi) ushbu ko'rinishga ega:

L o
(/w,p,a’)—mp2/2+mp2¢’/2—U(p)-

Shuni ta"kid} < .
ash lozimki, Lagranj formalizmida koordinata ¢  siklikdir

chunki . .,
unki u Lagranj funksiyasi ifodasida ishtirok etmaydi

Bu koordinatalar
P vVa @ ga mos keluvchi umumiahgan impulslarni

aniqglaylik:
oL
p = e—— A aL
I4 ap mp’ p? = ah¢ = mp2¢.
Umumlash : ..
gan tezliklarni impuls va koordinatalar orqali ifodalab olaylik

p = &’ . ~ ﬁ’_

m mp®
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Bu ifodalarni Gamilton funksiyasi aniqlangan (4.1) formulaga qo"yib, uni

I =H(p,p,p,.p,) ko'rinishga keltirib olamiz:

B3

p, m(8,Y _m0( Pe ) (o) le s Po
e |2 —— =24+ ~-+U(p).
( m ) 2 (mp‘) () 2m 2mp° ()

Py

H=
Po "mp* 2

Ko'rinib turibdiki koordinata ¢ Gamilton formalizmida ham siklik koordinata
ekan. shuning uchun unga mos umumlashgan impuls p_, (uning fizik ma‘hosi
M_! ) harakat integralidir.

Bu natija Gamilton tenglamalaridan to"gridan to"g'vi kelib chiqadi va bu holat

tenglamalarni yechishni soddalashtiradi

= 6H—O—> const; £ __a_@_i_au
Py = PP Po= Ppo 5 Py p mp ap
cH oH p
o= _ Lo Lo p=t=te
op, mp- mp op, m |

Yugqoridagi hamma hollarda vaqt ¢ ham “siklikd)r” natijada

umumlashgan energiya (Gamilton funksiyasi) saglanuvchi kattalik bo*tadi

H(g.p)=E =const .

Ushbu holat markaziy maydondagi harakatni tahlil qilis{hda juda qo‘1

keladi:
2
L 2 Pl
=ZHE-U(p)-—— |
7-masala. Erkin zarraning Q(?) burchak tezlik bilan aylanayotgan sanoq
sistemasidagi Gamilton funksiyasi va tenglamasini tuzing.

Yechilishi. Bunday sanoq sistemasidagi zarraning tezliklari N[f)f]

gani uchun Lagranj funksiyasi ushbu ko'finishda bo‘ladi

L 71)= .2'-,,,(; +[oF ) -ue).

shaklda aniqlan

Bu yerdan umumlashgan impulsni topamiz:
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pZen(r (i),

Binobarin Gamiiton funksiyasi (4.1) dan aniglanadi:

,

HE, bt )—-——(p m[Q;D ""[Q"]: +U(r =— -—Q[l pl+u().
Bu yerdan Gamilton tenglamasi osonlikcha topiladi:

x-.'___=Px- [Q’:L e oH ﬁﬁ—ﬂj-

3 = = em—
13
8-masala. Elektromagnit maydondagi

erkin  zarraning Gamilton
funksiyasi va harakat tenglamalarini yozing.

Yechilishi. §1.6. dagi (1.15.-1.17.) ifodalarga asosan:

. | ? .-
L(xyx’t)=5mtz —ew(x,[)“';:f/!(x’[), p, = ’n.i', +£.4,(x,l),
c

H(x,p,t)=p,)'c, -L =[mx, +.e._4').5(l —%mitf +e'(o—£i',.‘l, -
¢ ¢

1 .. _ | e Y
—Efﬂx, tep=—0v P, --c-A' +ep.
Demak,

”("’P”)“-(P -—A) +eg.

Harakat tenglamalari (4.8) dan topiladi:

% oH .
={H’ ,}— ——(‘__ =
o m P CA ‘ v,

o

b={H,p}=-2H __ 0p e 24

= - —— v . 7

J

! axl c 8.‘,
Bu oltita tenglamalar uchta ikkinchi tartib)j tenglamalarga ekvivalentdir.
Hagigatdan ham:
ST CE RN AN
cla o™ o, ¢ o
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o4, ad Sp 104 f_‘"_!__oi_gl‘g
+£ L V —-EE + ,}k Bg) E === ” » ox. ox Yy
X, a‘ ¢ CX, C O i J
cl o

Biz buyerda Gamilton funksiyasi bilan adashtirib yubormaslik uchun

igini iladi | i vektor ko'rinishda
maydon kuchlanganligini 8 deb belgiladik. Tenglaman

: oy = el- 3
. :oef+ - B)
yozib qo‘yaylik: mr = el + c[' ]

4.2.-Misollar.

3 ) . . - - -I in
1. Quyidagi hollarda massasi m ga teng zarraning Gamilton funksiyasi tuzils
a) silindrik koordinat sistemada,
b) dekart koordinat sistemasida,
v) garmonik ossillyator uchun (bikrligi £ ), \‘

g) matematik mayatnik uchun (uzunligi / ). \

2. Quyida berilgan L ga mos Gamilton funksiyalarini toping;

s § b) L= 5 (Z-l)’ U,

a) L=—-5—+ln.\

L= X+ )2
£ g g) L=
v) L=-;-+,\j +x '
Py +_l_
—lv._ I e)L— 2 r'
d)L= 3 J—
24 z) L-_-%i(r”.mfr’ sin"o)—mgrcost‘),
. - + ':_yj- .
b) L X
: 52 2,2 N
hl . . . _ x —-.‘- 0) _ J +M-.
(’"1'*'":)"'2 +(¢'—2r¢smm_mz s @ K) L—_Z— 2 ax
i) L= 2 : 2

2 x;": _—_:‘::Z
|)L=»mcz\[l——_ﬂ?""¢""z e ¢c ¢’
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m) 1—5[ I:U +(¢+Q) sin” UJ{—I [af/+(gﬁ l—(l)um’)} +34° ([ 1,)sin’® @sin’ 95}

B0 4 . ;
Quyidagi Gamilton funksiyalariga mos Lagranj funksiyalarini toping;

1

a) H:lup,-rp‘+£2_‘- b) “:mﬂ'
P2 X
V) A== —— s v
2 2%ty o N "
g) —(ﬁ 5 (u+v )
p.p,
d) H =245 o
g e) ple=r) 1
2 r’
- |
1) H=2 4Py +—=— 2 N
Jeo gy H=t | (pr+pr), |
2 )’ 1)

2 2_2 2 2 3)2
Y il i

2 : k H__...__
1 ) 5 p

4.[,:_¢'2__,: -
3%~ (1-cosg) da umumlashgan koordinatani g - 25in 2 deb /7 ni
2

toping.

§4.3. Puasson qavslari.

Puasson qavslari
1, il
gari ta'kidlab o'tganimizdek. differensial operatordir va

umng nazariy fi
y fizika ta‘limidagi roli katta ahamiyatga egadir. Bunday operatorlar

bilan ishlash, ul
tlarning  qiymatlarini hisoblab topish, amaliy jihatdan juda

muhimdir. Asosiy fi '
y fizik kattaliklardan bo' lgan koordinata, impuls va impuls

mome
ntlari komponentalaridan tuzilgan Puass
on qavslarini hisoblashni bilish

muhimdir. Aynigs
; yniqgsa, ularning vektor xarakterga ekanligi, vektorlar va tenzorlar
analizi borasidagi bilimlar ko nikmasini qo*llash
shni t

Jiddiy qiyinchiliklar tug“dirishi mumkin

aqozo etishi talabalarda
Albatta, dekart komponentalardan

olingan uzundan - uzo i i
q hosilalardan iborat Puasson qavsining giymatlarini
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hisoblay olish mumkin, ammo tenzor belgilashlar  ko'rinishidagi ifodalarni

topish bir muncha qiyindek tuyulsa ham, bu usul afzalligi yaqqol namoyon

bo'ladi. Shuning uchun ham, avval dekart komponentalardan an“anviy

hosilalarni topib yechish usuliga masalalar ko‘ramiz, so"ngra egri chizigli

koordinatalarda  operator ko'rinishlarini  qo'llash,  vektorlar analizi

formulalaridan foydalanish, tenzor ifodalar ustida amal bajarish kabi usullarga

o'tib boramiz. Muhimi, bunday hisoblashni amalga oshirayotganda Puasson
qavslari hossalaridan foydalanish natijaga tezroq eltishini anglashdir. Jumladan,
ushbu fundamental Puasson gavslarining qiymatlari asqotadi:

(PG} =04 {pl.p‘t}:{q,.qt}:().

bu yerda &, Kroncker simvoli bo"lib, uning qivmati indekslari bir xil bo”lganda birga

teng. aks holda nolga teng.

J-masala. Moddiy nuqta impulsi bilan impuls
komponentalaridan tuzilgan puasson qavslarini hisoblang.
Yechilishi. Bunday qavslarning soni ko"p bo‘lgani uchun

momentining dekart

dastavval,

masalan {.'lf_,[)l} ni hisoblashni ko'raylik va ba'zi xulosalarga kelish bilan

tanishib chigaylik. Buni (4.5) ifodaga asosan konkret ko"rinishda yozib olaylik :

aM_ ap, aM ap,
{.w,_.p.}:z e |
TLop o, oq, op,

Uch o"lchovli fazoda yig“indi alomati indeksi i 3 ta qiymatni gabul giladi:
=X,z

Bizning hol uchun g, > X hZs Bi = PorPur s

Ya'ni,

po=mi M= Yp: =Py M, =zp, —Xp., M. =3P, =Py

p, = mx, p, =
r bir hosila olish

Natijada, berilgan ifodada 6 ta haddan iborat bo'Tadi va ha

amalini bajarish har doim ham juda engil emas:
oM, dp, OM, ap,

f aM_ ep, oM, dp, M, ap, oM, dp, N ~
M, p =y e e
ap, ox ax dp, op, O dy dp, dp. o= = COp,




Ammo, dinamik kattaliklar bo"lgan impuls va koordinatalar bir-biriga bog"liq
bo‘imagan (mustagil) o*zgaruvchilar ekanligidan va xususiy hosilalar

xossasidan foydalanib ushbularni yozishimiz mumkin:

P._% _ % _% _g -
20, p " o ag 0w LTPXYE POPLp.P
Natijada
aM__ oM oM
{any}='a——m——a—£-m+—'m—.%apv .a“_, _-ai.])=..ﬂé =...p
Pe x o, dy dp, op, &= oy "

Demak, M.,p, }=-p
Xuddi shuningdek,  {(,,p,}=p,, (M, p.}=0
ekanligini hisoblab topish qiyin emas. Qolgan Puasson gavslarining noldan
farqli qiymatlarini shu ifodalarda  «, ¥,z lami siklik almashtirish natijasida
hosil bo'lishini ko‘rish qiyin emas.

Bu ifodalarni butunlay antisimmetrik tenzor £, orqali yozib olishimiz
mumkin (Ilovaga qarang)

{A/,,p/ } =€ P>
1 €5~ siklik almashtirilganda.
0 &3 - siklik almashtirilganda.
ik larning boshqa giymatlarida.

M. .

. azkur formula orqali barcha shu kab; qavslarning qiymatini topish
mumkin, masalan, {47, p.} niyugoridagi ifodadan topaylik:

{M,,p }=— waP: =E,.p. = p,

Sh - re
uni ta"kidlash lozimki, berilgan ifodani xususiy hosilalar xossasidan foydalanib qisqarog

yo"l bilan hisoblash mumkin cdi:

(M.p,}- Z[Zﬁaﬂ?ﬁﬂtjz{% M) oM p_ M.,
b, 0q, g, op, a, g, op, > o, o 2
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2-usul. Yqorida biz Puasson qaslari natijasini to"gridan- to"g'ri
hosilalarni hisoblash yo‘li bilan topdik. Ko*p hollarda bunday masalani natijasi
ma‘lum bo*Igan soddaroq ko‘rinishdagi Puasson qavslariga ( masalan,
fundamental qavslar) keltirib olish yo'li bilan ham hal gilsa bo"ladi. Bunday

amallarni Puasson qavslarining xossalaridan foydalanib bajariladi:

(M,.p,) = . ~p,-0,) = p )= (o m ) = ¥ o p b o v -

-={p,-p,}-p,{z.p,}=y- 0+ p.-(-D=2:0- p,-0=—p,
Yana o'sha natija. Talabalaming ko*zi son indeksli komponentalarga
o'rganishi uchun bu natijani tenzor indekslar bilan qaytadan yozib ko‘rsataylik:

q, _')r\'pxpx_\ b, ")Pppz-p)

My =x,p,=x,py M, =X, =%P; M, =x,p, —%:pP, \_

{:W,./),} {x;[)\ x|PpP;} {\’,p,,p.} {xspz,Pz}=xz{p3’f’2}+pa{xz~pz}_
1

=04 Py P2} = PrA% P2} =% 04 (~8p) =X, 0= Py (- ==Py
3-usul. Vektorlar va tenzorlar analizidan ma‘tumki (ilovaga qarang)
impuls momenti komponentalarini ikki vektorning vektor kcrpaytmasi shaklida
butunlay antisimmetrik tensor orqali yozib olish mumkin:
M, =(M), =[PPl =—E,X, P = ~Ein*1Pr-
va impuls komponentalari orasidagi Puasson qavslari

Impuls momenti
va fundamental Puasson gqavslari

qiymatlari Puasson qavslari xossalari
giymatlarini inobatga olgan holda osongina topiladi:

{A'[npj} { EinX1Pics P;} .lk{‘lpupj} nlk['xl{pk‘pj}*.pk{r[ PJ}]

=&, (% -0+ pi( —()1,)]-— :an6 = S‘p‘

Pirovardida, yana o"sha yuqoridagi natijani oldik:
{Mi’ p,-}= —EikPr .
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2- masala. Moddiy nuqtaning impuls momentlari  dekart
komponentlaridan tuzilgan Puasson qavslari hisoblansin.

Yechilishi. Xususan, {M,,M,} ni to"g ridan —to"g*vi hosilalarni hisoblash
yo'li bilan topishni ko‘raylik

{M M}_mal_aﬂ_a‘w +aiaM _ oM, oM, +au oM, aM_ oM,

~0.2M_o M, oM, \ oM, . oM, 0M, av oM,

=0 —-()—L 4 0=

ox op, ap, oy ap, &T‘E‘%;-—_vp,—xp‘ ==l/..

Demak W=
Xuddi shuningdek {AI_.,, M,}= =M.,  {M M }=-M

'Bir xil komponentalarning bir-biri bilan Puasson qavslari nolga aylanib

ketadi, chunki har bir ayriluvchi hadlar bir-biriga tengdir:
rar = M )= s ar ) =

?u. nat‘ijalami antisimmetrik tenzor orqali umumlashtirib yozib olish mumkin,

ixtiyoriy ikki komponentalaming Puasson qavsi uchinchisi orqali ifodalanadi
M. M}=—g uM,..

2-usul. Bu ifodaning qiymatini fundamental qavslarga keltirib olish qiyin ish

emas va faqatgina ikkita had noldan fargli ifodaga ega, ulaming yigindisi esa

impuls momentining uchinchi komponentasiga tengdir:
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(M. M,}={x,p,—x.py.x,p, - 00} ={xpnxp - 0P} ={xpsap - xp} =
={npenp)={upap) ~{senpl+Hxee = x{pe )+ oy ) -
~{ponp - pdap =5 pe s - o fxen b x (penp ) + oy o n ) =
=x2,\-,{p,.p,}+x,p.{P,.x,}+p3x3{.\-z.p.}“"p,p.{-"z-v";}‘~"r"|{Ps«P;}"szs{Pv"l}'
~pxi %, pb - pp ) - {p - % {pont=patzo p} = paprtonte
+3, 5,1 Py P} + 50y Py X )+ DX pi} PPy {rox}=xp{pan}+ e s pl=

=X,p° 00 + PyX, (=63 =X, p = pyX, = =M,
3-usul. Mazkur ifodani tenzor belgilashlar asosida keltirib chiqaraylik. Bizga
ma'Tlumki: "*\
M, =[7 B =euxpe M, =[FB], =prp,.
N . {
U holda izlanayotgan ifoda ushbu ko'rinishni oladi: i

!
{M,,Mj} ={£,uxkpl’€ pn} nH Sjllll' {xk Prs x p"}

Bu erda doimiylar Puasson qavsi ichidan tashqariga chiqarib yozildi va bu
qavsni !
ko*paytmalardan olingan Puasson qavslari xossalaridan foydalanib yozib

olaylik:

(5 2o %o P} =5 2o % P} 0 PP =55 P PP S }p+
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+x, (%, p.}p,++{x., x, Yoo, =xx,-0+x.{p. x, } p, +

+X {xw pn}pl +0:-p,p, = 8,3 p, +(=3,)x,,p,
Bu natijani oldingi ifodaga qo*yib davom ettirsak va birlik antisimmetrik
tenzor bilan ishlash qoidasini qo*1lasak:

M
{ "M} 'H /"" {xk P a pﬂ} Ertl g/m mxkpn+(—5bl)x pl] :kn /mnxkpn En g/mn Xul) =

=& € -
ik rym X,,D,, Elin E]Ilm Xaly = (61.1511: -0 JM)ka,, ( m ’, -0 ,(51,)xmpl =X,P, -(Sllxkp‘ -

%Py +0%Pa =X,0, =P, =~(x,p,~X,p) = =€, M,.

uk

Demak, MM} =g M,

3-masala. {M,,M} hisoblansin.
. Yechilishi. Bu masalani ham Puasson qavslarining asosiy ifodasiga
enl.gan kattaliklamni o‘miga qo‘yib, to"g‘ridan- to"g'ri hosilalarni hisoblab
toppish yo'ti bilan yechishdan boshlaylik:

(M. M}y =0-0,OM M2 _OM, 201> M, oM _aM, o
o, & o op, op o -??—(—-)—(\/ + M+ M])-

2
—p 2 (a2 3/, )
P (MM 02y 2 (002 w0 +M:)—(—p‘)a—;}(Mf MEAAL)=

=2M.(p.~3p,)+2M, (p-w,)= 2M.M_ +2M (~M.)=0.

Demak‘ {Mva:}=0.

Bu nanjaga umumiyroq ko'rinish beraylik, uning uchun vektorlar skalyar
ko“paytmasi ifodasidan foydalanamiz:

MZ =(W)=ZMI(M& =zAlnA’n~

Ko“paytmaning Puasson qavslarini hisoblash usuli , hamda oldingi masala

natijalaridan foydalanib ushbuni olamiz:
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Ay ={0r, S A = S A M Y= ST, MM, + (M, MM, )=
=23 (=6, M,)M, ) =23 (-5, MM, ) =2[ 43T | =0.
Ya'ni, impuls momenti komponentalarining uni kvadrati bilan hosil gilgan
Puasson qavslari gqiymati nolga teng ekan:
{M.ar}=0.
Bu muhim natija nazariy fizikaning keyingi bo‘limlarida keng qollaniladi.
4-masala. {(E R (5 i')} hisoblansin. @.5 — doimiy vektorlar.
Yechilishi. Bu ifodani hisoblashdan oldin impuls va radius vektor dekart

komponentalari orasidagi Puasson qavslari qiymatini topaylik:

op, €4,
{Pk~q1}=Z[g&'C_q'j-__&'_J'z ap, " ;0=5U'

ép, éq, &g, op, \
Hamda, tenzorlar analizidagi Eynshteyn qoidasi, ya“ni qaytgriluvéhi indekslar
bo'yicha yigindi amali ketadi deb kelishilganligi sababli sk%alyar ko‘paytma
ifodasidagi yig'indi alomati ), ni tushirib qoldirishimiz thumkinligini
nazarda tutamiz. Shunga qaramasdan, bundan buyon anglashuvmovchilik oldini
olib, bu belgini ba“zan ishlatib turgan ma"qul: hamda belgi ostidagi yig‘indi
indeksini ham tushurib qoldirishimiz mumkin, albatta qaqlday indekslar bo"yicha

yig'inddi olish ayon bo'Isa. Ushbu ekvivalent ifodalarni yodda tuting:
(ab)= Za,b, Za‘b,, Zab 5, =ab =ab,=ab,0,,

Shularni e“tiborga olib va Puasson qavslari xossalariga asoslanib berilgan

ifodani hisoblaymiz:

{(5 p)- (5 f)} = {Za,p,.AZbkq‘.}=tha,b‘. {p,,qk} = ga,bké‘,k =Z’:a,b, =(&'5) .
(a7, (57)=(39)

S-masala. Kepler masalasida to‘la energiya, impuls momenti va Laplas

Shunday qilib,

vektori saglanuvchi kattalik ekanligini ko‘Tsating.
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Yechilishi. Tkkinchi bobning §2.4 bandidagi 5-masalada Kepler masalasi

Lagranj usuli bilan tahlil etilgan edi. Shu muammoni Gamilton usuli bilan
yechilishini  ko'raylik. Kepler masalasining Gamilton funksiyasi ushbu
ko'rinishda:

ol B

2m r
Vaqtga oshkora bog liglik yo'gligidan (4.4) ga ko'ra
rH

ya'ni, to"la energiya saglanuvchi kattalik ekan: Tessonst.

Kuddishuni A,
uddi shuningdek (4.4) ga bincan impuls momentining o"zgarishini topaylik:

M, ={H,M}={H,F Bl }={H,5,x p, }= 2,05t p, ) +

( J

o oy
= EpX X =, Ol pom™ = %[FF],ﬂn"[ﬁﬁ] =0
fr .

+E’A’" Py {[{ xJ } l.ll: {

-}=2
EpX ( ax,r +£.,“p

Demak, [“} s

Ya'ni, impuls momenti ham saglanuvchi kattalik ekan.
Endi, La itorining ozgarishini
plas vektorining o"zgarishini ko'rsatamiz. Uning uchun Laplas

vektorini quyidagi ko'rinishda yo'zib olaylik:
s 1l 7
£ = - [i,‘n/]*—l—.

Uning tashki daech
g tashkil etuvchisining (komponentalarining) ozgarishini ko‘raylik va

hisoblab topaylik:

E={H,8)= ]H,ﬂ#ﬂ]_;} # :L_{H_[ﬁf 1) _{,,_%}
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:l{n.;,;,,f-,\'rl}ﬁln.:‘i’s i {1, pl'lf—IH }
a \ r)] ma r

Buyerda p=mf vamarkaziy maydonda ¥ ning saglanuvchi kattalik

ekanligi hisobga olindi. Ana endi, Puasson qavslarining qiymatlarini hisoblaylik:

ff,:_.i_,_-'{_‘,\/‘ {(_E)_p’} {f__ _\_}=
me r T

| , . ! L1
m ‘M( )_"fm }_5;;\'{ r_}—

1 1 1 - B 1
:—'—f' s I‘I ——p =—X ( Pu{ Pus?! 'l) q& J“[ — e
HH mr J'III'

mr ! mr ' 2m
| 1 1 e X
== \,(".w X P ) 2l S 1 Xy Po = 3 — Epfon X NP1 T Pt—3%Pn=
mr n mr mi mr mr
| - I X, = 1 X
= -(d, O -8, 0 ) x.p—— Pt —3%.P=" -[xxp =X xpl-—p+—5xp,=0
! mr mr mr mr mr

m r

Bu keltirib chigarishda uchinchi rangli antisimmetrik tenzor xossalaridan
foydalandik (Ilovaga qarang).
Agarda, tenzor ko‘Tinishdagi ifodalardan odatda ishlatiladigan vektor

shaklga o'tilsa bu natija yanada yaqqolroq ko'rinadi:

7(7B) B | 5
) = {2 2 e pmL [ S | o

Demak, (;) =0.

Ya'hi, Laplas vektori ham saqlanuvchi kattalik ekan.




oF, oF, ar, 4.18)
9 =-=*, Q =-=1, H = (4.
ap' aP‘ ”+ 0,

- Biz, bundan buyon, vaqt ¢ invariant qoladi deb hisoblaymiz. Kanonik

almashtirishlar Puasson qavslarini ham invariant qgoldiradi:

{1.8he =1 8o (4.19)

| . — .
I-masala. F, =) q,0, hosil giluvchi funksiya yordamida sodir bo‘ladigan
kanonik almashtirishlamni toping.
Yechilishi. (4.14) ifodaga asosan:

oF, oF,
“_—— o , :—._:_ } =
%, ag, = A M= H.

Shunday qilib, £, = -g,, 0, = p, almashtirishlar, haqiqatdan ham Gamilton
tenglamasining ko‘rinishini o'zgartirmasligi yaqqol ko'rinib turibdi, chunki
H=H' va yuqoridagi almashtirishlarni Gamilton tenglamasiga olib borib
qo'ysak, bas. Bu almashtirishlar koordinata va impulsning o'Tinlarini
almashtiradi (yangi koordinata eski impulsga teng, yangi impuls esa, eski
koordinataga mos). Bu misol Gamilton tenglamalarida koordinata va impulsning
tutgan oni bir xil ekanligining timsolidir. Bulamning orasidagi farq fagatgina
nomidadir xolos. Shuning uchun ham, biz ularning koordinata va impuls degan
nomlarini shartli ravishda ekanligini nazarda tutmoqimiz lozim. Ko“pincha
ulami kanonik qo 'shma kattaliklar deyiladi,

2-masala. F,(g,P)=q¢%" hosil qiluvchi funksiya yordamida sodir
bo"ladigan kanonik almashtirishlarga olib keladigan hosil giluvchi funksiya
F,(p, Q) topilsin.

Yechilishi: Hosil qiluvchi funksiyalar vaqtga oshkora boglig
bo“Imaganligi uchun # = 1’ va (4.16) tenglamalardan F, =q%" ga mos kanonik

almashtirishlarni topamiz:

oF, oF,
pP=r=2e", Q=2o
ag 1 Q=p =0
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Masalaning qo“yilishiga binoan shunday F,(p,0) hosil qiluvchi
funksiyani topish kerakki, unga mos kanonik almashtirishlar gam aynan
yuqoridagi ifodaga teng bo"lsin. Bu hosil giluvchi funksxyaga mos kanonik

almashtirishlar (4 17) ifoda bilan aniglanadi:
oF, oF,

=——— P=—_'
op 0

Bu ifodalarning chap tomonlarini yuqoridagi tengliklardan aniglab,

so'ngra integrallab F,(p.Q) funksiyani topamiz:

0=22__F  p_(ho)=-20mpeclo), =L,
p ap 40’

PV R [2)eam K@ KO )

P""(w)" %0’ ‘"(4@) 2hp-0 o = n0)

Buyerdan bo*laklab integrallab, quyidagini olamiz \E

€(0)=0fn(40)-1) - ‘
Demak, |
F,(p.Q)= =201 p+Qln(40)-1)= Q[l+ h(fé])'

Shunday qilib,
Fy(g,P)=g’¢" va F(p.0)= O(I«Hn(p1 J

hosil giluvchi funksiyalar aynan bir xil kanonik almashtirishlarga olib keladi:

= A 0=g-p—.
”“"(qu' 0=

3-masala. Ushbu hosil giluvchi funksiya

!
FgQ)=mogq’ ch

yordamida sodir bo‘ladigan kanonik almashtirishlar topilsin. m va o

larni doimiy Kattaliklar deb, garmonik ossillyator uchun harakat tenglamasi
yechilsin.
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Yechilishi. Bu hosil giluvchi funksiya uchun (4.14) tenglamalarga asosan:

oF e -
p=—t=mwqgcgQ, P:..EI_'_M
dq

30 2sin’Q’

Bu yerdan albatta yangi »,0 larni eski ¢,p lar orqali ifodalash mumkin,
lekin hozir eski ¢,p lamni yangi 0.7 lar orqali ifodalab. masalani yozishimiz
qulayrog. Oxirgi ifodadan

2P
q= |—sn0.
ne

Buni birinchisiga olib borib qo"ysak, p=J2me P cosO ni olamiz. Hosil
qiluvchi funksiya # vagtga oshkora buzTig bo'lmaganligi uchun /7' = 1/ ya'ni,
yangi Gamilton funksiyasi #' eski Gamilton funksiyasidan  q.p  larni
yuqoridagi bog'lanishlarga mos . orqali ifodalasak yetarli. Ma“lumki,

garmonik ossillyatorning Gamilton funksiyasi massa m va o chastota orqali
quyidagicha ifodalanadi:
= _2_ - _5_ } 2m . —ZH_

Yangi o"zgaruvchilarga o"tsak.

H'=wPcos® Q+aPsin® Q= wp

Demak, H =P,

Bu Gamilton funksiyasida Q  siklik koordinataga aylanib qolganligi

uchu ;
N, unga mos umumlashgan impuls  p saglanuvehi kattalik bo‘Tadi.

(Kanonik almashtirishlarni qo“lashning afzalligi ham xuddi shundadir. Ba‘zi

masal - : 1 $gocs
alalarda hamma koordinatalarni siklik koordinatalarga aylantirish mumkin).

Gamilton funksiyasi vagtga oshkora bog'liq bo‘Imagani uchun P = E oty
«

kattalikd; i ;
ttalikdir, £ energiya. Umumlashgan koordinata O ni aniglovchi harakat
tenglamasi esa juda sodda korinishga ega:
oH

D=2
) apP @, Q =ml+a,
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Buyerda - boshlang“ich shartlardan aniglanuvchi  integrallash

doimiysidir. Eski koordinata uchun esa, oxirgi ifodadan quyidagini olamiz:
’ 2P . ’,'!E ;
g= |—sinQ= [—sin(e+a).
ne [ON

4-masala. Fg.P)=qh P hosil giluvchi funksiya yordamida sodir

bo"ladigan kanonik almashtirishlar topilsin.
Yechilishi. 1’ = H chunki hosil giluvchi funksiya vaqtga bog"liq emas.
Demak,

cf,

B P, ©O-

q z
= —_—=—, O=ge™®; T P=e".
£ éq = ePp P

S-masala. Bir jinsli og"irlik maydonida harakatlanayotgan zarraning

Gamilton funksiyasi

hosil giluvchi funksiya
Fy(x, p'yi) = xp' + mgxt

oa mos kanonik almashtirishlar natijasida qanday ko'rinishni oladi?

Yechilishi: Hosil giluvchi funksiya ko'rinishidan, bu yerda eski (x.p)

o'zgaruvchilarga yangi (x'.p') o“zgaruvchilar mos kelishi ayon bo'1ib turibdi:

(1"-; i r 6";
p=—==p +mg, X == S =D
av o
TN O (. mgt)”
x=x", p=p +mgl, R ar 2m ’

6-masala. Lagranj tenglamasining nugtaviy almashtirishlar

q, = ﬂ],(Q;:Q_- :---#Qs:")- i=12,...8
a 0"z ko'rinishini saglab golishi ko'rsatilsin.

natijasid
yechimini  §=1, erkinlik darajasi bir

Yechilishi: Avval, masalani

ho'lgan holda ko'rsataylik:




d A =) =} =)
1=alQ.), Sl AL 2, %, i=20. 2,
d o Qd a o0~ = (o“ a’ (1)

Bu ift :
'! odalardan ko'rinib turibdiki, umumlashgan teziklarda umumlashgan
kordinatalarga ham bog"Tiglik paydo boladi, ya“ni h
L'(Q.0.4)=1(q(0.1). (0.0. tks

Eski o'z : . .
0"zgaruvchilardagi Lagranj tenglamasini yozib olaylik va uning mos

hadlari i iri
art nuqtaviy almashtirishlarda qanday 0"zgarishini ko' raylik:

d ol ol r
i L aLf.. L, =y i =
———=0 oL _dLdq oL og & 8 3 A
dtag og : 6(_) = = g g L (@)= 0 d(/ B i g
g 00 &g o0 cQ a0 ({) dr’ dr e’
al' oL 3L 4 A B
= — (‘Y{ C a oL’ SL & ~y A ap
30 %00 @ B0’ e L T
900 o4 artcQ’ 30 2930 220 a0

Oxirgi if s )
gl ifodaning ikkinchi hadi umumlashgan koordainatanig bog Tanishida

umumlas} : .
shgan tezlik gatnashmagani uchun tushib goladi, chunki [_f _ UJ
P

Bul
u hadni (1) formula orgali ko*rinishini o “zgartirib olaylik:

al. oL 5 al. o = ~r =~
Ea=:;$( )-i%{f(1Q+ 4 !—iﬂ .’._‘,._”_ﬂ ol &4
~ AGaQlo0™ ot | aGoQ agacQ éGe0’
Bu yerdan -
da d[‘v 8
—== <09 |_doL & ol d i 7
==, 0 a0 & I(L ol 5
dl 60 dr| og (()J dl & o 0 & —= ﬁ/ G O - -f:g— (.))
(13 j dioQ 0 di g oG 0

-3) formulalar asosid i
a yangl o'zgaruvchilar bo'yj i amasini
fuzaylik o"yicha Lagranj tenglamasini

daL o .
2= Ok _oqdol oL alog oL o dq|dol oL
dt aq  cq |

dréQ a0 L()d[cq .LTIEE-)___OTIE_“_F;:?‘E; _____t| 4

Shunday qili . !
Y qilib, (4) ifodadan ko'Tinib turibdiki, Lagranj tenglamasi eski

0"zgaruvchilarga nj
ga nisbatan qanday ko'rinishga cga bo'lsa, yangi o"zgaruvchilarda

ham shunday ko'rinishga ega ekan. Demak, Lagranj tenglamasi nuqtaviy
almashtirishlarga nisbatan invariantlik xossasiga ega ekan.

Ko"p -erkinlik darajasi uchun (1-4) formulalarni umumlashtirish

muammoni hosil qilmaydi:

.~ 0, aq,
% _Zc(),. O +?

da ol _ 89 r oL L j |

di 60 60, o0 |didq, &g

7-masala. F, =(q,P)= PA A4 hosil qiluvchi funksiya yordamida

sodir bo'ladigan almashtirishlar kanonik almashtirishlar ekanligini isbotlang.

Yechilishi. (4.1) formulalarga asosan F, funksiya uchun kanonik

{

|

almashtirishlar tenglamasi quyidagicha i
. o

P =23/_'P,. 0, = fla.1), HsH+Y2AP, . |

J oq, ol |

|

\

Bu ifodalardan ko‘rinib turibdiki, mazkur hosil giluvchi funksiya nuqtaviy

almashtirishlarga olib kelar ekan. Demak. har ganday nugtaviy almashtirishlar

kanonik almashtirishlar eckan. Bu almashtirishlarning kanonik ekanligini

10" ridan-t0"g T hisoblab ko‘rsataylik, soddaroq bolishi uchun i=1 bo"lgan
holni ko‘raylik:

. o p 2t A
f"::_f(q.f}f’ D[}:-e—q-f_ Q-f(q.r) .H—H’+ar

Bizga kerak boladigan hosilalarni ulardan foydalanib topaylik, chunki ular
kanonik almashtirishlar tenglamalaridir:

pad :f,,} p& o p L
di\ oq oq  Ogol

0H’ (j ﬂ:’_’fg_’,ﬁzf:il'ﬁ_!,a"f’
0 o&q  oqor  0Q oq  oqot

; v T : :
Mazkur ifodalarning chap va o'ng tomon yig indilari ushbuni beradi
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L .. 0
m’ LI(PT-(I[—)
oy &g a0

qavslar ichidagi ifodalar esa, eski va yangi o"zgaruvchilar orqali yozilgan
Gamilton tenglamalaridir, demak, ularning ko'tininshlari invariant ekan. Shu
bilan talab gilingan tasdiq isbotlandi.

Xuddi shuningdek, Gamilton tenglamalarining ikkinchi juftini ham

tekshirib ko*rish mumkin:

0=2yqn-L. L% 9 T J 9,

o dqgor ot Sqd o og

"I!’ 'J 3 3 a = ) =] =18
07‘: c (H+ fp)_r'}f! o el r,p e ('”L(('_—’(,]Jl.-,_i ar of (J
oP aP ot oP o ap (,[’ ot dp oP &g ct ép oy r.'
Bu ifodalardan , Gamilton tenglamalarining ikkinchi juftining ham
invariant ekanligi yaqqol ko'tinib turibdi:
A

o e T LR
C-F "2 5

8-masala. Erkin zarra Gamiltonianining
FG, p'\t) = ' - f(7,1)
hosil qiluvehi  funksiyasi yordamida amalga oshiriladigan gradient

(kalibrovka) almashtirishlariga nisbatan o'z ko'rinishini saqlab qoladigan

(invariant) formasini ko'rsating.

Yechilishi: (4.16) ga asosan X=Xy  py=pl- af

ax,

buyerda x,.p, lar radius-vektor va impulsning komponentalari, . p' lar

yangi koordinata va impulslar.

Yangi Gamilton funksiyasi H'(F, p, ,)_ (p —Vf) i
o’

2 . ] Al e P’ ] it
chunki erkin zarraning Gamilton funksiyasi == vaqtga oshkora bog"lig

emas.
Gamilton tenglamalari esa

o Y L A, o) S, &S
i':l[pl —f—f~J s P =—[n—:—}-—-—+ ST

ar,

Binobarin, erkin zarraning gamiltoniani Kalibrovka almashtirishiga
nisbatan invariant emasligi yaqqol ko‘rinib turibdi. Shunga qaramasdan, harakat
tenglamasi ¥ =0 oz ko'rinishini saqlab goladi. Mazkur Gamilton

funksiyasining kalibrovka almashtirishlariga nisbatan invariant holga keltirish

mumkin, uning uchun qo‘shimcha kalibrovkalash ~maydonini quyidagi

almashtirishlarni qanoatlantiradigan qilib kiritamiz.

I T
H — H +eplF.t), p—> pr—AF.r).

(4

p..i- mos ravishda skalyar va vektor potensiallar deyiladi va clektr hamda

anliklari bilan bogliqdirlar. Yangi koordinatalarga

quyidagicha o“zgarishini

magnit maydon kuchlang
o'tilganda bu qo“shimcha funksiyalar (maydonlar)

talab qilinadi.
1af

,»_ia.li':.-H-Eﬁ’_l. (a—>(ﬂ”¢7—~;

P . 1 : H “rinishea
Natijada gamiltonianning invariant qoladigan shakli quyidagi ko'rinishg

ega bo"ladi:
e -, i L
H(F. p'. {)= _)m(p—z.-i(r r)) +e@.
Gamilton  funksiyasi kalibrovka

Shunday qilib, erkin zarraning .
1. elektromagnit

an shaklan invariant golishini talab qilisl

almashtirishlariga nisbat '
ratini taqozo etar ekan. Aynan shu xususiyat

maydon potensiallarini kiritish zaru

entar zarrachalar nazariyasinl

ivasi i m
kvantlashgan maydon nazariyasi asosida ele

yaratishda muhim omil bo"ldi.




9-masala. §1.4 ning 9-masalasida ko'rilgan uch Jjism  (1.6-rasm)

masalasmmg Gamilton funksiyasi
Fz(’-;npti’l:’ pl3)= fef’*‘(”: _’71)/—712 +('—z _ﬁ)ﬁns
hosil qiluvchi funksiya orqali topilishini ko‘rsating. Bu yerda, eski koordinata va
impuls 7 p i XF,LELPp .7
p %usB. lardanyangi = 3,7,,7,, P, 5., A, koordinata va impulslarga

o'tiladi. R esa inersiya markazi radius-vektori.

Yechilishi, Ixtiyoriy inersial sanoq sistemasida uchta zarradan iborat

mexanik sistemaning Gamilton funksiyasi ushbu ko'rinishga ega:
1 =S P s s
H ‘gm"{"u(rh’z-’a)

Yuqoridagi hosil giluvchi funksiya F, dan (4.16) ga ko'ra:

L, m
=L Mg oF:
! > Pix— Py =M ; . oF, m,
a M : A VA RN S I TR
3
a -
F=S1=f, 5 290 oF,
ap Ly =h=F, A =—-0p|1‘—'r~r,. M=m +m, +m,.

Y: I . . .
angi o'zgaruvchilar orqali Gamilton funksiyasini yozib oladigan bo*lsak:

H=— il p" —_—g s ﬁ pl’pn

2M 2m, ,” m, +U("|* "n)

Buyerda m, ~a va b zarralarning keltirilgan massasi, /- to"la impuls.
Y:lqoridagi ifoda sanoq sistemasining koordinata boshi m, zarrada tanlab
;;:f:: hC:k!)g: :Chmza":;?n i.borat sistema Gamilton funksiyasining ifodasidir.

22 M, adigan bo‘Isa, bu ifodaning to*rtinchi hadi (potensial

ener
giyaning mos hadi bilan birga) oldmgn hadlarga nisbatan kichik (g"alayon)
deb qaralishi mumkin:

5

P
H=1_ 2 S
Y, +Ho+H,+AH, H ;-&._rm.m,, AH = Pubn —y myn,

In
> —_—

m py oy
n Tin m, 12 nl

Bu ifodalarni (1.12) formuladan ham "O"g"ﬁdan-to“g'ﬁ topish mumkin
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4.4—Misollar.
1. Ortogonal almashtirishlar Q.=Za.‘-‘h kanonik almashtirishlar ekanligini
ko‘rsating.
2. F, =) q,P, gamos almashtirishlar qanday almashtirishlardir?

3. Ushbu nuqtaviy almashtirishlar g, =4,(0,0:-.Qs) i=12,...,S Gamilton

tenglamalarining ko‘rinishini saqlab qolishini hisoblab ko‘Tsating.

4. Ushbu almashtirishlar ¢, = £(0,,0,-0s,t) natijasida energiya va

umumlashgan impulslarning o"zgarish gonuniyatlari topilsin.
5.0= tn(sm P ) P = q ctg p almashtirishlar kanonik ekanligini ko‘Tsating.
q

6. Ushbu kanonik  almashtirishlarga Q= h(l +4/g cos p),

P= 2(! +Jg cos p)\/(;sm p mos hosil giluvchi funksnya\ F,(p.g) topilsin.

7. Ushbu almashtirishlar @ va # ning qanday qumatlarlda kanonikdir? Hosil
giluvchi funksiya F,(p,0) nitoping. Q=¢° cosﬁp,; P=q“sinfBp.
8. a)F=)40. bF=XpR, V)F=-2F0

hosil qiluvchi funksiyalarga mos al&nashtirishlar to'g'risida nima deyish

mumkin?

9, Puasson qavslari kanonik almashtirishlarga nigbatan invariant ekanligini

isbotlang.

10. Berilgan hosil giluvchi funksiyaga mos kanonik almashtirishlar topilsin:

a) chastotasi »{r) bo'lgan garmonik ossillyator uchun 0 va P o'zgaruvchilarda

harakat tenglamalari topilsin

F(0.0.0=mo (0 %52

() kuch tasiridagi garmonik ossillyator uchun Q va P

b) Tashqi
o"zgaruvchilarda harakat tenglamalari topilsin
Fg.0.1)= ma)(q——gl) cng .
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11. idagi iri i
Quyidagi almashtirishlarning kanonik ekanligini isbotlang:
5 < .

2P sin O, + e
i \/ PsinQ, + P, ' J;m')( 20 cosQ, —(_)_,)
= ;

ma

el -
2P cosQ, + (2, Jme (— \fll’, sin @, + I’.)

PEAGENESTITEL s
Jna DT 5

Agar, vektor potensiali A= D, xH 0] bo' i
S o"lsa magnit maydonidagi zarra

uchun angi o' i i :
yang 'zgaruvchllarda Gamilton tcngIanmlari tUDilSill Buycrch @} i
. : B = ——
mc

]2 F P)= 5] . e
2(0.P)=aql hosil qiluvchi funksiya bilan berilgan, kanonik

almashtirishlar ganday manoga ega?

13. Quyidagi hosil hi : .
g il hiluvchi funksi :
yalarga mos kanonik almashtirishl ilsin:
2) Fy(6.P)=Phg, i almashtirishlar topilsin:
b) /o (q, P)= .11
2

v) F (. P) :q\/2_[1 !

g (F p ) =g =V p't +miV

dy F, = ;
Z ({r e) F: = qu In P,;
j=l

14=1

) F=
”Zla In(gs)exp(b,P);  z) F,= Zf,,p,c_),,
iyl

14. Garmonik ossillyz . :
sillyatorning Gamilton funksiyasi quyidagi hosil giluvchi

funksiyalar .
2a mos ravishd . :
a qanday 0"zgaradi? Kanonik almashtirishlarni toping.

a) Fi(g, P)= P —imwq’ + 23 2meqp g

v) I (‘IQ) =—me quggﬂ
—

15. ‘7 = £ "Gamilion “finksiyasi qayi
2m n funksiyasi quyidagi hosil qiluvchi funksiyalarga mos

almashtirishlar natijasida qanday o"zgarishini toping
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ﬂ) l'j (.\‘..T'.I) :.’M b) ]:: (‘ p'J):M

23
2 2m

16. Uch jism masalasidagi Yakobi o' zgaruvchilari (§ 1.4. ning 9-masalasi, 1.7-

rasm) quyidagi

F,=RP+(i -7, A, +[r‘1 UL ]’_}3 ‘

m;

hosil giluvchi funksiya orqali aniglanishini ko'Tsating (9-masalaga garang).

§4.5. Gamilton-Yakobi metodi.

MaTumki. ta'sir funksiyasini yugori chegara koordinatasining funksiyasi

deb qaralganda quyidagi bog'Tanishlarni olish mumkKin:

5 as :
B __H, =—=p dS = p,dq, — He (4.20)

Yugqoridagi bog lanishlardan foydalanib, Gamilton funksiyasidagi

; A 5 i : 5« S ;
impulslarni —— lar bilan almashtirib quyidagi ifodani olish mumkin:
ci,

oS oS
& Hlgsn LI 4.21)
o 3¢, 0dy

1glama Xususiy hosilali birinchi tartibli tenglama bo’ 1lib, Gamilton-

Lagranj va Gamilton tenglamalari qatori

Bu ter

Yakobi tenglamasi deb ataladi.

Gamilton-Yakobi tenglamasi ham harakat tenglamalarini integrallashning

oblanadi. Gamilton-Yakobi tenglamasining to'la integrali

asoslaridan biri his

quyidagichadir:
S= j'(t,q,,..(,-s,a,....a_s.) +A (4.22

Buyerda a,.a;...@, V2 A lar ixtiyoriy doimiylardir. Endi Gamilton-

asining to‘la integrali bilan harakat te
k. Buning uchun kanonik almashtirishlar orgali ¢

nglamalariningyechimlari

Yakobi tenglam
orasidagi bog lanishni topayl

va p o"zgaruvchilardan yangi o"zgaruvchilarga o"tay

lik. Hosil giluvchi funksiya




sifatida (4.22) dagi * 7(g.a./) funksiyani tanladik deylik, unda q,.a....a
kattaliklar yangi impulslar rolini o'ynaydi. Yangi koordinatalarni  g,.4....p
v Ba B,

lar orqali belgilab olaylik. Hosil qiluvchi funksiya eski koordinatalar va yangi
impulstarga bog*liq bo‘Iganligi uchun uning turi
Fg.P.0)= f(g.a.1)

bo“ladi va (4.16) tenglamalardan foydalanamiz.

oF,_ o . .
p,:—:— = =O.f " C;
o, 2, <7F % e H+y 4D

Lekin f(t,q,a) fur!ksiya Gamilton-Yakobi tenglamasini qanoatlantirgani

uchun yangi Gamilton funksiyasi H' nolga aynan tenglashadi:

H'=H+af H + __=0
ot ot

(4.24)
Shuning uchun, yangi ozgaruvchilar ,,, uchun Gamilton tenglamasi

quyidagi ko'ﬁnishga keladi:
Q' = h =0 D _ .

=4 = F=-—r=0=aq, =0, a, =const, p =const
4.25)

Ikkinchi tomondan e of
sa, /. )
"t oa, B, tenglamalar, » ta koordinata g,

lami 2, t
3 a va ﬂ doimiylar orqali ifodalashga imkon beradi. Shunday

ilib,
q t biz harakat tenglamasmmg umumiy integralini topamiz. Demak, mexanik
sis
ema harakatini Gamilton-Yakobj metodi bilan yechish uchun (4.22) ifoda

bilan aniglangan to'la integral topiladi, so'ngra uni a boyicha

differensiallanadi, natijada n ta algebraik tenglamalar —— =4 hosil bo"ladi.

Impulslarning vaqtga bogligligi )
8a boghiqligiesa 7, " tenglama bilan aniqlanadi.
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Agarda, Gamilton funksiyasi #(g.P.r) vaqtga oshkora bog'liq bo‘imasa,
Gamilton-Yakobi tenglamasi ancha sodda ko'rinishga keladi. Bu holda tasir

funksiyasi quyldagl ko'rinishga keladi:
S=S8,(q)-Et ‘ (4.26)

Bu yerda
S.=|2.pda,

gisqartirilgan ta'sir funksiyasidir.
O'z navbatida bu funksiya uchun Gamilton-Yakobi tenglamasi esa

quyidagichadir:
4.27)

—.1

H[(h‘qza qn &I &' ""’&I *
1 2 n

I-masala. Massasi m ga teng erkin moddiy nuqta ha‘l\-akati Gamilton-
\ .

Yakobi metodi bilan yechilsin. |
Yechilishi. Erkin zarraning Gamilton funksiyasi \

piepl+p (
N 2m . i

s, @, 8, J_ £

H
Gamilton-Yakobi tenglamasi esa, quyidagicﬁa 4.21 dan)“
MENCICE
o 2m|\ ox oy o !
Yugqoridagi Gamilton funksiyasi vaqtga oshkor bog'liq bo' Imaganligi

uchun

bo'ladi va energiya saqlanadi.
Demak, (4.26) ga asosan S ning vaqtga bog'ligligi

siklik koordinata

-Er
.. v gt oS
ko'rinishda bo'ladi. Yana o =P, tenglamagd asosan,

&

S nin
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g ifodasida oshkora ko'rinishida ishtirok etishi mumkin. Bizning



holda E=consl' va x.y= koordinatalar siklikdir. Shuning uchun, f(x)= _[,/21; Xdv=x

_+ E arcsin —
. E
ta'sir funksiyasi ,/

Bu kattalikni S ta'siming ifodasiga olib-borib qo*yish natijasida ushbuga
S=px+py+pzc-Et

L ) . . ega bo"lamiz:
ko'rinishga ega. Bu ifodani Gamilton-Yakobi tenglamasiga olib borib

. ° w2E-x
qoysak: .

. X
> +Earcs1nJ.2_E—Et .
| AT AT A o5 _ 8 _ . _pd_. Yugoridagi ifodani yagona doimiy E bo’yicha differensiallab, uni 1, ga
2m ’ oa, op, m " . - ..
’ tenglashtirib algebraik amallami bajarsak, tebranma harakat ifodasini olamiz:
da, dp, m da, p, T as JE ,
—_———+EJEx i,
Bu yerdan b= oF 2J2E X V2E-x +arcsnnJ-E
- Pl P, p.t
x=x,+5 =y - P . .
m YEWA T t+1{, = arcsin F_\/;f s x=\2Esin(t+4,). \
lami topamiz. Demak, erkin zarra chizigli harakat qiladi.

i i \
¢ X Demak, chastotasi @=1 ga teng garmonik tebranishlar ekan. \{
Z-masala. Lagranj funksiyasi L =%-% bo'lgan garmonik ossillyator |

| Gami , N . :
masalasi Gamilton-Yakobi metodi bilan yechilsin. 3-masala. Massasi m=1 bo'lgan zarraning U =~ markaziy/ maydondagi

Yechilishi. Avval, Gamilton funksiyasini topib olaylik

harakati integrallansin
2

H=p~+x_: Yechilishi.  Zarraning sferik koordinat sistemasidagi Gamilton
2 27 ] r
. : funksiyasini yozaylik
Gamilton-Yakobi tenglamasi esa os +l( asY .2 o . |
a 2N\ax) 2 . [p, prp, Pl
2 r risin’ 9 r
Bu yerda harakat bir o'Ichovlj va  x - koordinata siklik emas. Lekin | ] as
1{(as 1(aS _= 0
Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora bog'liq emas, ya'ni E=const, Bu yerdan %i +_[( a,) L (06 +r 1 aq) !
demak, (4.26) dan | |
Bu ifodalardan ko‘rinib turibdiki, fagat @ siklik koordinata. Shuning
S=—E’+f x . . . 3 . .
? uchun, § ta’simi quyidagi ko'rinishda gidiramiz ~
Buni Gamilton-Yakobj tenglamasiga qo'ysak va (x) funksiyani topsak: S=—E+pp+f(r)+F(0), (E =const, p, =const).
(33 x Buni Gamilton-Yakobi tenglamasiga qo’ysak ushbuni olamiz:
2\ar +7=E’ (3) =2E-x%, -
X
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ZEr:—2r—r:(i)-=—p§ +(i ..
dr sin’0 \ do

Mazkur tenglamaning chap tomoni fagat - ga, o'ng tomoni esa, faqat 0

ga bog’liq, demak, har ikkala tomon bitta doimiyga tengdir:

2 s .
ZEr:—Zr—r:(i) =a. Lo + 4 =a
dr sin’@ \do :

.. 2
Natijada /'(r)=j ZE";“,Tz‘d"* F’(9)=I a- .p’ do.
sin’

n-é
Bularni integrallarini hisoblab, ularni § ta"Sirning ifodasiga qo ysak:

S=-Et+pp+ 2Er -2 —q - arccos —al o -
rJ2Ear+I

Ja coso . o arcsi 2cosec’0p} —(a’ + pl)

- ! Arch ZEI'—I +\/—
7 - Q arcco: =
2E JZE(Z-I»I sr/a=_;: 2 csin P —P;

EF,.a

Bu ifodalami lar bo'yicha differensiallab va ularni

doimiylarga tenglashtirib, harakat trayektoriyasini olishimiz mumkin.

4.5. — Misollar.

I 9“” idagi Lagranj funksiyalariga mos Gamilton-Yakobi tenglamasi yozilsin:
1 .
a L='— l— 2 2 —r712\52 2
’ 2[( V) +(1 Uty ] b) L=—-mc,f1-% .
\’ e

m(i? +rsin® 64 + 1’6
L= ( ¥ )_l_

1 .
v) L='2-(U2 +v2)(U2 +132)_(U+V)2. 2)
2 r

*2

d) L=+ 4x.
X

2. Agarda, Gamilton-Yakobi tenglamalari quyidagi ko rinishda bo'lsa, Lagranj
tenglamasi tuzilsin

2 2 2
SE BE) S E) o w rEsy
of 2{vioU) U\ov a 20ulsy)  vlov
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0.

~ ; ¥ : as 1 (. és8S
v) (i—S+-'—[(-g%+a)’) +(%§—ax) :'=O g) E+—J§(2§g_l)=o'

as 1|(asY (asY| 1 as as) 1/,
—t=|| = 20 |+ = y=—x—|+=(x*+y*)=0.
D% +7[(ax) +[8y)] 2[} oy > (¥ +57)

3. Massasi, birga teng zarraning quyidagi maydonlaridagi harakati Gamilton-
Yakobi metodi bilan integrallansin:

a) Kuchlanganligi birga teng bir jinsli maydonda

b) U =1 maydonda, tekislikda.
r

1
v) Aksial simmetriyaga ega U =-; maydonda.
4) Massasi m ga teng zarraning erkin tushishi masalasi Gamilton-Yakgbi

metodi bilan yechilsin.. \

\
\

!
1
!
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V. ZARRALARNING TO'QNASHUVI.

Impuls va energiyaning saglanish qonunlarini hisobga olishning o'zigina
mexanik jarayonlarning muhim xususiyatlarini ochib beradi. Bunday jarayonlar
turkumiga parchalanish (emirilish)., zarralarning elastik to'gnashuvi, sochilish
muammolari kiradi. Nisbiylik prinsipi asoslariga tayanib olingan bu natijalar
sodir bo"Tayotgan jarayonlar qanday kuchlar tasirida 10"y berayotganidan qattiy
nazar, saqlanib goladigan natijalar hisoblanadi. Bunday qattiy natijalarni

kinematik munosabatlar deyiladi
§5.1. O’z-0’zidan parchalanish (emirilish).

O'z-0'zid o
an parchalanayotgan zarra (ya'ni tashqi kuch ta'sirisiz) ikkita
zarrachaga par el .
ga parchalangan holni ko'raylik. Ana shunday jarayonlarni yoritishda
ushbu ikki xi ; el I 2 s
i xil sanoq sistemasi keng qo'llaniladi: laboratoriva sistemasi (L-

sistema) va inersiya markazi sistemasi (S-sistemay).

S-sist iahli Leattalillarm: 1" ;
stemaga tegishli kattaliklarni "0" indeksi bilan belgilaymiz. Parchalanishni
S-siste v
mada garash qulayroq, ya'ni parchalangunga gadar parchalanuvchi zarra
tinch turibdi _ :
bdi desak P, =0, u holda parchalanish natijasida hosil bo’lgan zarralar

qarama-qarshi tomonga sochiladilar:

[3|“ = _[32n = /;

0*

p : S T
archalanish sodir bo'lishi uchun, parchalanish energiyasi - « noldan katta
bo'lishi kerak:

£=E -E,~E (5.2)

21

bu yerda "I" indeksi, "ichki energiyani" anglatadi. Energiyaning saglanish

gonunidan:

= p (5.1

,,.:n.'(l + IJ' B (5.3)

2\lm  ny T 2m
bu yerda m,.m. - mos ravishda birinchi va ikkinchi zarralarning massalari, m

keltirilgan massa har bir zarraning tezlilklari esa

(54

? pit]
m, m,

Vio
Agar, zarra parchalangunga gadar 1° tezlik bilan harakatlanayotgan
bo'lsa, quyidagi tezliklarni qo’shish formulasi orqali L - sistemaga o'tiladi.
v :I;+\fn_ (5:3)

bu yerda v. v, yemirilgandan so'ng hosil bo’lgan zarralardan birining L- va S-
sistemadagi tezliklari. (5.4.) ifodadan:

v+ =2yl cosf = v,

(5.6)

bu verda ¢ - shu zarraning I’ tezlik yo'nalishidan og'ish burchagi. Bu

munosabatlar L- va S- sistemalardagi zarralarning tezliklarini aniglab beradi.

hilib chigish manzarasi ikki xil bo'lishi mumkin:
sa, ikkinchi

"<y, va

Zarralarning soc

I">v,. birinchi holda uchib chigish burchagi (og"ish) ixtiyoriy bo’l
holda asosan ilgariga garab uchib chigiladi. Bu og'ish burchagining maksimal

qiymati
v, (5.7

sin & =—

s ]

L- va S- sistemadagi og’ish burchaklari ¢ va g, lar orasidagi bog lanish

v, sin 0, (5.8)

1g0 = :
& St cos@, +1




[ T I -
cost, =——sin " () + cos(} ﬁ_._l (5.9)
Lt (vsin @)’

kgana AN G uigl 3 ;
Agarda v, >I" bo'lsa, bog'lanish bir giymatli va fagat musbatishora
hisob inadi : i i
ga olinadi, v, <I" da ikkala ishora ham hisobga olinishi zarur. Uchib
chiqi imoti i i )
qish tagsimoti faqatgina tezlik uchun bo'Imay. balki uchib chigish burchagi
energiyasi bo'yicha ham bo'lishi mumkin.
M : S-siste
asalan: S-sistemada parchalangan zarralar burchak bo'yicha izotrop
taqsimile i ¢ i
qsimlangani uchun, hamda fazoviy burchak d0, = 27sin 0,40, ni hisobga
olgan holda burchak tagsimoti quydagichadir:
Int >
< sin 60,d0), e
L-sistemadagi i [ i
: gl tagsimot esa, bu ifodani (5.9) dan foydalanib o' zgartirilishidan
topiladi. Masalan: L-sistemadagi energetik tagsimot
dT (5.11)
2my vV
dan iborat i i
. bu yerda m, - i -sortli zarraning massasi, 7 -kinetik energiyasi.
Agarda, m i ikki
dg j . massasi M ga teng zarra ikkitadan ko'p zarralarga parchalanayotibdi
csa 3 vty 17 1 3 =
, IXtiyorly om, massali zarra uchun energetik tagsimotda maksimal giymat

mavjuddir (S-sistemada)

o] (5.12)

(T"'}m'vc =

v Shuni ta’kidlash lozimki, (5.2) ifodadan & >0 dagina parchalanish sodir
bolishini hisobga olsak, hamda parchalanayotgan zarra tinch turibdi desak.

E >E,+E;, = M>m-+m, (5.13)

{-masala. 1kkita zarracha parchalanish jarayonida uchib chiqqgan

zarralaming L -sistemada og'ish burchaklari 0 va 0, orasidagi bog‘lanish

topiisin.

Yechilishi. S-sistemada ikkala zarraning og‘ish burchaklari orasidagi

munosabat ¢,, = 7 ~0,, dir. 6, ni 8, deb belgilab (5.8) formulani har ikkala zarra

uchun qoTlab, quyidagilarni olamiz:

V +v,cosf, =v,sn B,c1g6,, 1" —v,,cos0, = vy, sin Gycrgl, .

Bu ikki munosabatdan ¢, ni yo“gotsak, ¢, va 0, orasidagi bog"lanishni
topgan bo'lamiz. Uning uchun cosf, va sind, ni aniglab, cos® 0, +sin* 6, =1
tenglamaga qo"yamiz:
2 d 2 2
i 5 v v VI 1 v eref, —vycrgty )
Sﬂl"0l|+Ct'!S-()l,=l=( 1@ ‘l)) (ll! {. l‘ - 20 £ 2) ,
(c120, +ctgl: ) vipva,

bu yerdan

3

Yin e ._VJ:U cos(d) +{)z) - VigVao SI0 (0, + 0:)

—— N IV T
sn* @, sin"0, 020 G g, sin@, 17 sin’ 0, sin” 0,

Yugoridagi (5.3) va (5.4) ifodalardan
3 Pm, + m,)

; P!
Yig) =, M P =my,=tLvy, & ;"— =
i Zm

e £l

i 2
vy, My 2mym,

ckanligini hisobga olsak:

Lsin (6, +0,).

"2 i’ " sin "U, - 2sin @, sin 8, cos(&, +6,) =
(m, +m)l”

Ysin” 0, +
m ,

2-masala. Parchalanish bo'laklari bo‘lgan zarralarning uchib chigish

burchagi (og"ish burchagi) bo"yicha tagsimoti L—sistemada topilsin.

Malumki, S-sistemada uchib chigish burchagi bo"yicha

S- va L- sistemasidagi og“ish burchaklari
T

Yechilishi.

tagsimot (5.10) ifoda orqali topiladi.

“lanish esa (5.9) formula orqali ifodalanadi.

0. va @ orasidagi bog

sistemadagi burchak tagsimotini topish uchun (5.9) ifodaning ikkala tomonini

va (5.10) ifoda bilan solishtirish yetarli, lekin mazkur

differensiallash
bog lanishning ikki giymatli ekanligi - unutmaslik kerak. Xususan, v, >V
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bo“lganda (5.9) da radikal oldidagi musbat, v,<I" da esa, har ikkala ishora

hisobga olinadi.

)y, <¥ da, 0sO< 1, hamda (5.9) ni ikkala tomonini differensiallasak:

i V2 I7sin@cos’0do
—sin 6,d6, = ~—25in 0c0s0 dO —sin 0 dB) |1 - —-—_ 1" smOcos
Yy vysin-0 \/ 2 ’

o l——v?'sin'()
I? ) .
| - l+-2~(cos'0—sin’0)
Lsin 0,d0, = L5 0 d6] 2 cosg + — Y
2 2 v, '
. l——z—sm‘0

vl)

Demak, bu hol uchun burchak tagsimoti quyidagicha:

r2

. - 1+ ~5-cos20

=sin 0,d0] 2—cos@ + ——28

2 Vo o

l—~—zsin’0
0

b) v<Vda 0<6<6,_ (5.9) ning ikkala tomonini differensiallab va ikki
qiymatlikni, hamda ¢ ortganda unga mos 6, ning bittasi ortishi va ikkinchisi

kamayishini hisobga olsak (ya'ni, ikkalasining yig'indisi o'rniga ayirmasi
-olinadi):

/'z

-2
I+ cos28 I+ ’~ cos 20

1. 1, 14 v; v
s 0,do, =sin 6db| 2—cosO + °z = $in0dl| —2ee

v, 14 2
’ - ,sin’@ -2 g

vy vl

o

3-masala. Antiprotonlar 5 deyteriy <  bilan to"qnashib yutiladi va
quyidagi reaksiya (parchalanish) sodir bo‘ladi

mezonning to

prd=n+7" deb ' -
“la energiyasi hisoblansin. Buyerdagi zarralarning massalari
quyidagicha (c=1 deb olingan):  m,=939,5Ger | m;=m, =938,2Gel",
m, =18755GeV , m_, =135.0Gel". k

144

Yechilishi. To'tt vektorlarning quyidagi signaturasini nazarda tutamiz
(to'rt-impuls P esa, energiya £ vaimpuls 5 ni 0"z ichiga oladi):
A=(4,. ), 4= -F, 4B= 4B, - iB
p’ =(p.. p)=(£. p) P=pi-p =E-p = pl=m

Ham energiyasi, ham impuls saqlanishini hisobga oladigan to'rt impuls
saqlanish qonuni quyidagicha yoziladi:

Pt pPy=pP, %P,

Parchalanish sodir bo"lgunga qadar (pd) sistemaning to'rt impulsini
P=p;+p, deb belgilab olsak va parchalanish S-sistemada sodir bo"layotibdi
(P=0) desak

P= (lf,. f’) =(E. P) :(mi_, +m,.0)= (M,(j)* M=m;+m,
chunki, tinch turgan  (5d) sistemaning energiyasi tashkil etuvchilarning
massalari yig‘indisidan iboratdir. To'rt- impuls isaqlanishidan neytronning
impulsini aniglab olib, uni kvadratga oshirsak:

P.=Ps+pP,—p.=P-p,,
m, = p}=(P=p,) =P =2Pp,+ p} = P*=2(B,p’ - Pp,)+ p} =

=M -—ZP"p: + p: = A’ -2ME, +mf, .

Mol —ni?
E = T 1
Demak, Y VI

=124 Gel",

4-masala. Energiya €=113Gel’ bo'lgandagina ‘He+"N="0+'H
reaksiya sodir bo'la boshlaydi. L —sistemada to"gnashuvga qadar azotning
yadrosi tinch turibdi. Ushbu reaksiya sodir bo'tishi uchun « - zarraning minimal
energiyasi topilsin.

Yechilishi, Shartga ko'ra o -zarra va azot yadrolarining nisbiy xarakati

energiyasi ¢, dan katta bo'lishi kerak:.

:

ul’ _ mym,
2&, =

m +m,
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m.m, a- zarra va azot yadrosining massalari, v.%, - shu zarralarning 4, Massasi m=0.14Gel’ ga teng = -mezon m, =0.106Gel" lik x -mezon

i nisbi igi iva £ T el eral ; . . < >
i y tezligi.Izlanayotgan energiya £ quyidagicha boTishi kerak. va tinch holatdagi massasi m_ =0 ga teng neytrinoga parchalanadi: 7 — s+ . Bu
| = = = =
i . omy _m m, +m ki zares fho kinetik enereivasi ilsi
E, ="'7"'2"‘-:~8", =—1_2g =1.45Gel’ ikki zarralarning Kinetik energiyasi topilsin .
- n,

§5.2. Zarralarning elastik to’qnashuvi.

Bu energiyaning qiymatini inersiya markazi sistemasida yozib olsak,

R g s A R —— : s, .1
£ ek LU N L T'o'qnashuv protsesslarini yoritishda ham, ikki xil sanoq sistemasi ko'p

1 I:'l = ——2 2 “_ I"I + \—]]’.l' A'/ = n;l + n;:.
! ; qo'laniladi. Ikki zarraning to'qnashish masalasi S-sistemada soddaroq hal
Shu energiyaning bir gismi 25t i bl : : ; .
| glyaning bir qismi v reaksiyada ishtirok etmay, «- zarra va qilinadi. Bu sistemada ikki to’qnashuvchi zarralarning inersiya markazi tinch

azot Yadrosidan tashkil topgan sistemaning yalpi harakati energiyasiga turibdi deb hisoblanadi. Impuls saglanish gonuniga binoan bu ikki zarraning

aylanishini t5t el s . impulslarinine  vo'nalishlari qarama-qarshi bulib son qiymatlari bir xildir:
y hini yaqqol ko'rish r=umkin. Bu energiya parchalangan bo"laklarning P g YO IE . 4 11

: kinetik energiyasiga aylanadi. v =1, —¥, -nisbiy tezlik,
= m,oo 5 I
Vip = ———w* Vay, = “m“’ Py =700 = Po?
LN . n, -+ M, N
. 5.1.-Misollar. I v
‘1{“,{ I.Tezligi I’ ga teng zarracha ikkita bir xil zarraga parchalanadi. Bu ikki : 1l =]
) b P=py+ P =0= By + By’ Bul = |5 = 2
Y “e A P . 10 gl 10 20 1 20 (1]
| zarra parchalanishi natijasida hosil bo’lgan zarralarning harakat yo'nalishlari
1 orasidagi .. . bu yerda #.7 lar to’qnashgunga qadar zarralarning tezliklari, shtrix bel isi esa,
+ M agi burchak 0 ga teng deb, shu burchak bo'yicha tagsimot topilsin. e MBS -
to’gnashuvdan so'nggi kattaliklarni anglatadi. S-sistemada to'gnashish har

: ' Inersiya markazi sistemasida parchalanish izotrop deb hisoblansin va hosil
1 ikkala zarra tezliklari yo'nalishining burilishidangina iboratdir. Agarda m

bo’Igan zarrachalarning tezligi v, ga teng deb olinsin.

~

2 : . ; zarraning o’ y evingi yo' nalishini il lgi &
2. Parchalanayotgan & -mezonning massasi 0.5Gel hosil bo'lgan 7 - zarraning to’ gnashgandan keyingi yo'nalishini 7,  bilan be gilasak

E mezonniki e ~ 1 . s g . . . " n, . " m . 14
: Sa 0.14Gel" desak, quyidagi parchalanish reaksiyalari to'g risida Vo = Wy 1‘_~..i——+'fvu.. (41
i ) ) m, + ny -+,
nima deyish mumkin S )
- L-sistemada esa, inersiya markazi tezligi 7’ ni qo’shib qo’ysak yetarli
‘ a) K =37z, b) K >4z )
‘ 3 M X » m_e nyy, 4 my,
i H . . v = 2 i, = 5dh.-
> Massast M ga teng zarracha ikki m, va m, massali zarrachaga DomcEmy
2 =
| parchalanadi. hosil bo'lgan zarralarning energiyasi S-sistemada topilsin (c=1
| deb olinsin). . m_ (5.15)
Yy =— ", =
my A+, nt +
|
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S-sistemadagi birinchi zarraning og'ish burchagi - (burilish. sochilish) » bilan,
L-sistemadagi har bir zarraning birinchi zarra yo'nalishidan og’ish burchaklari

0, va 0, orasidagi bog'lanish quyidagicha (burchak tagsimoti):

m, sin 7= 5.16
’g01 = —_— X B H‘ = : £ ( ;
my -+, cos 7 2

0=0,+0, zarralarning to’gnashishdan keyingi bir-biriga nisbatan og’ish

burchagi. Agarda L-sistemada m, zarra m ga elastik urilayapti desak

m, >m, da 0=0+0, <§

m<m,da  0=0+0, > i_: (5.17)

Endi har bir zarraning to gnashuvdan keyingi tezliklarining qiymatini »

burchak orqali yozzsak

5

2 2
) \/m, + My + 2y, cos y r_2my . (y (5.18)
= ,  Vi=——-~—sin| &
"y + n, m, +m,
Uriluvehi zarra m, va L-sistemada tinch turgan zarraning massalariga
garab m zarraning to'gnashuvdan keyingi yo™nalishi har xil bo'lishi mumkin:
a) istalgan yo'nalish, agarda m, <m, bo'lsa,

b) smo,, = pj qanoatlantirgan 0, . dan katta burchakka og'a
1

3

olmaydi, agarda m, >m, bo"lsa:

i)

i :“"S(%J’ " :mt:J (5.19)

«Pesh zarba » (7 =7) holida

Agarda m = n, bo"]sa_’ 0 = .ﬁ;- s () = ff_— r.4

[3%)

1[N

= m—m,

S o 2m, 5 (5.20)

18y i, m, +m,

Bu holdagi v, ning qiymati - erishish mumkin ho’ lgan eng katta giymatdir va
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Lp

-1 T R 4mym, =

2mx 5 Sy

= m, +m,
(5.21)
m, \': - . - -
E=—"1 _ yrilayotgan m, zarraning boshlang’ich energiyasi. Odatda,
2

ikki zarra to’qnashuvi masalasining to'la yoritishlishi ( #  burchakni topish)
zarralar o'zaro ta'sirining konkret qonunini hisobga olgan holda harakat
tenglamalarini yechishni talab etadi.

Lekin, ikki zarra to'gnashuvi masalasi bir zarraning /(-) maydondagi

ou’ish masalasiga kelitrilishi mumkin(3.1.-rasm )

p :1”—2‘/’| (5.22)
A 5.23
M . (5.23)

© N

Py S
Fimin \{;m[lf —U)]- ’Mq

5.1.-rasm.

(Bu integralni aniglanish 2.1.-punktda batafsil yoritilgan).




e

]
T i et

|

(5.23)da energiya va impuls momentini cheksizdagi tezlik - v, va mo’ljal
masofasi - p orqali yozib olsak

. (5.24)
B
2 M = mpv,,

r mv,
Zarralar dastasining  sochilishini xarakterlaydigan effektiv sochilish
kesimi quyidagicha aniglanadi:

dr}':fﬁ (

n

h

.20)

N -dasta ko'ndalang kesimining birlik yuzasidan vaqt birligi ichida o’ tadigan
zartalar soni, dN -y +dy burchak oralig'ida sochiladigan zarralar soni. Bu

kattaliklarning p va » lar orqali ifodasi quyidagicha:

do =27pdps do = 2”!7(2’)#[(_’2;1"2 (527)
ax

Effektiv kesimni L - sistemada sochilish burchagi 0 ga bog'ligligini
topish uchun (5.27) dagi  » ni (5.16) formulalar bo'yicha

lozim_

0 orqali ifodalash

I-masala. Zarralarning @ radiusli absolyut qattiq sharchada sochilish

effektiv kesimi topilsin (5.2- rasm)
U(r) | r<a

l& re>a

Sy ; , g
Yechilishi. Sharchadan tashqarida zarra erkin  harakatlangani  va

sharchaning ichiga hech qachon Kkira olmasligi tufayli, zarraning harakati

to’gnashish nugtasiga
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5.2.-rasm.

tortilgan, sharchaning radiusiga nisbatan simmetrik bo’lgan troyektoriya

bo"yicha sodir bo'ladi. Suratdan kurinib turibdiki:

o = y
p=asme, =asm—; £ = acns[%)
bu yerda. » - S-sistemadagi og'ish burchagi, p - mo’ljal masofasi. Effektiv
kesimni (5.27) formuladan aniglasa bo'ladi:

dply) fi]
=

(7 m’sin ydy  ,dO
dy = mcus( —sml ); |- .':ld_;/ =X =y
iy 7 =

,l' 2 4

da = 27p7)

dO =2xsin y dy
Bundan ko rinib turibdiki, S-sistemada sochilish - izotrop.

Effektiv kesim do ni burchak bo'yicha integrallab to’la kesimni topamiz:

, d 2

a’o':a‘—4—=fra )

Demak. zarra umuman to gnashishi mumkin bo’lgan yuza doiraning
yuzasidan iborat ekan. L-sistemada effektiv kesimni sochilish burchagi ¢, orqali
ifodalash uchun (5.16) formuladan » ni @&  orqali ifodalasak yetarlidir
(sochiluvchi zarraning massasi m, "tinch" tinch turgan sharchanikini esa, m,

deylik). 7 ni ¢, orqali aniglash xuddi 5.1. punktdagi 2-masaladagidek bo’lgani




uchun, oxirgi javobni yozsak yetarli, chunki (5.16) va (5.8) formulalar bir biriga

juda ham uxshash.

a) Agardam, <m, bo'Tsa,

m

14+ — cos20,
a m . ",

do, = 27" cost, + 2 dO), .
4 n, 2
2 | myoL 2

—-—-8in 8,

m,

mn,
, 1+ ™ cos26,
a n
do, = - ’l do),,

Pl . B
1-"isin" @,
m )

V) m,=m, bo'lca, yuqoridagi formulalardan  de - a'|cost|dO, ni olamiz

Bu yerda modul belgisini to'g'ri ishorani olish uchun ataylab qoldirdik

((5.27) ga qarang). Shu natijani do - < j() ifodada 7 =20, eckanini hisobga

olib ham topish mumkin ((5.19) qarang):

do, = £ 2”":1 xdy = ma’ sin 26,d6, = a’ 12sin 0, cost,db, =a [cos@ ]d@

To’'gqnashuvga qadar tinch turgan sharchalar uchun y=7-20,
bog'lanishdan foydalansak :

a*do

dG, = = a’2xsin(r-20,)

d{z-20,)
— o= cost.d),. dO, =2z sin 0,d0),

2-masala. Massasi 7 ga teng zarraning U =2—I- markaziy maydondagi

og'ish burchagi va effektiv kesimi topilsin,

YechilishiMa'lumki, (5.23) ifoda xarakatlanuvchi zarraning  qutb

burchagining cheksizlikdan markazga eng yaqin masofaga yaginlashguncha

o' zgarishini aniqlaydi. Zarraning o'z yo'nalishidan og'ish burchagi esa (5.22) ga

asosan y =z -2¢,. Dastlab (5.23) dan ¢, ni topaylik (m=1):
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MY

B=wtey dan 7, ning givmatini topamiz.
2rp Ay
: ' v M N '
Iy = L .\{ Po = J L = = —=——==2rccos sl - =
; 28 , M: 1 Vil N 2E
- 2[.__ e roman
rooor
T A
= ”—[aru.o\ 0 -arccos1]= . !_,W
” + M- \/l+ M
Demak,
M I+ A7 =M Ltm pv. —mpv,
)’-T—”C,?“T S e a— — = p—— =g = .
V1= M° vi+ M l+m pv,

Bu ifoda ogish burchagi » ni mo’ljal masofasi p bilan bog'laydi .

XM, o 1 (x-n)

e —— P s =
T /—+m pvl m'v; 7t ~(y-xz)
Bu erdan
e, ’2( ""){T ~(z-7) LL(/’ mlx - J
do =2rpdp =——
ml,] [zr _(/ ,,)1'
_2r xly-m)dy
v’ [rr: _(;{,_z)l
voki do = 72y ~a)dO dO=2xsin y dy .

m™v: 7?2 = g)sin y’

Bu S- sistemadagi effektiv kesimining ifodasidir.

. g T | .
3-masala. 1kkita massalari /2 ga teng bir xil zarra U =55 qonuniyat
re

bilan o'zaro ta'sirlashayotibdi deb, zarralarning biri tinch turgan sistemada

effektiv kesim topilsin.




4T, sin’

SR

Yechilishi. Yuqoridagi 2-masalaning yechilishidan foydalanamiz. Bu . .
_pl (2 -2cosy) _

- = o , . P . n .
holda ikki zarraning o'zaro munosabati keltirilgan massasi -'-_; teng zarraning 2m, 2m, my 4 m,

1 : ; : T . _mW _pirinchi o o inalil ensraivas:
U:z—,— maydondagi harakati masalasiga keltirib olinadi. Ya'ni, oldingi = birinchi zarraning Kinetik energiyasi
"- -
Sochilish burchaklari 6, va ¢, lar(5.16) formula orqali yozilishi mumkin

masalaning natijasida m = 521 deb olishimiz kerak.

R m, sin =3 "
I i = X . 9, =""% yoki
? do= 87'(x —m)dx m, + i, CO8 ¥ 2
: IR N v : . .
| mov_x (...ﬂ ,() _ :m;r—;,_f: s 7 — ¥) L
: ] ) ) g ChE A e | l+cosiTt—x) l—cosy
Iﬁ L-sistemada harakatda bo’lgar zarra (uriluvchi) uchun ¢ % ((5.19 ga qarang)
5 - Oxirgi ifodalardan:
l deb
3 16, + 0,)=1g0 180, +180; _ (1, +m, Jsin =
{ : _ . ) ‘- +{/, )= g T = T ) —
do, = 21'1(‘_:()‘,, JT)dUL _ zr 1(2‘(), -;r)c)l(% VT P —rgbtigd, {m, + ml)cos )_f(l—cns I)—mj sin” ¥
1 O x—0) 20 (x~0) snd,
l.",.-: !
1.? l by . . 14 fr“ 1 .
' ! To'qnashishdan oldin "tinch" turgan zarra uchun ¢ = ._.zf.. (om, + 1, )sin mkmy X
: - : = clg=.
‘{.t-!' ; 3 . (m, —m, M-ssg) m—m "2
h s 327°0,d0, 16 0;dO),
Z o T TS s T . s we as e L i
m'v, (’TL “401') m'v, (fr" ~4();) sin @, Oxirgi natijadan ko rinib turibdiki. — m =, da 6.==.
L 2
. d-masala. 7 R T " . atda  adi . . L. TR .. ¢
| sala. Zarralardan biri to qnashuvgacha tinch turgan holatda edi. Bu ifodalar to gnashayotgan zarralarning bir-biridan og'ish burchagi - @,
| Nishon tinch turgan sistemada zarralarni inetik encrgiyasi sochilish - : ishi :
ik " o alaing kinetik encraiyasi va sochilis ning S-sistemadagi sochilish burchagi y bilan bog lanishini beradi.
urchaklari S-sistemadagi sochilish burchagi # orqali topilsin. e : s i ;
Al ; i St 5. masala. Ushbu kattalikning Galiley almashtirishlariga nisbatan
‘ Yechilishi. Faraz qilayhkkl \7'._ =0 bn"lsin. ! 3
i " invariant
L u holda, V=% ~% =7 |[fl=l3 . . - s G
\ 1~ =%, [ =[] va ekanligi ko rsatilsin va uning S-sistemadagi qiymati topilsin:
= . . my, +m,v, " ’ - (4 1)= (B + L)
Bl = an] P ’”I A4l thé i = f”l i;| + !_!\J'IH ) S5 = L'__.;_i.__(_!_l__j[—'-—— %
I ”II +!H} ‘”!. +’”2 Z\m, +m,
| ﬁ;zmzl:—;nﬁi:g W, — v i I . s "
' L) = v, Buerda, 7 = ”';' -kinietik energiya.
Bu ifodalardan har bir zarraning to qnashuvdan keyingi kinetik
energiyasini topish mumkin: Yechilishi.  Galiley almashtirishlarining  tezliklar uchun ifodasidan
R ” 42 32 R . foydalansak:
7;,= P " myy + 2"”1 vy COs ¥ + my ni, v, T ml-’- + 2mym, cos y + i, Y
2my (my + )" 2m, o (m, + m, Y ’ SR my,) o+ l')' L (15; + J);_ (m,(\:,’ + l')d m:(\?é + l]} _
) . 2 2 2(m, + m,) 2 2 2(m, +m,)
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)

_my P myVy (my) + mv, )’ (T~ (B +p.)
2 2 2(m, +m,) C 2, +my)

Demak, bu kattalik saglanuvchi ekan.

S-sistemada (5.13) larga asosan:
s=|mv, movy | (2, +p,) _m ( mo ] Y L ) e i
2 2 2m, +m,) 2 {m, +m, 20 m +m, 2

5.2.-Misollar.

. S-sistemada zarralarning to’gnashuvgacha bo'lgan tezligi V2 wa

sochilish burchagi  ma’lum. Bu zarralaring to’qnashuvdan keyingi tezlik va
impulslari topilsin. Inersiya markazining tezligi I", nisbiy tezlik v=¥ 4% ga

teng.

2. To'gnashish protsessida ikkala zarraning bir-biridan og’ish burchagi

0':=(.)'+03 ning qabul gilishi mumkin bo'lgan giymatlarining intervali

aniglansin.  Ko'rsatma: Dastlab burchaklarning tangenslarini topib olib,

ekstremumga tekshirish qulay.

3. Ushbu kattalikning 1==2m(T;~T,)+(p,-p,) Galiley almash-

tirishidagiga nisbatan invariant qolishini ko'rsating v

giymatini toping.

a uning S-sistemadagi

4. i “la i N
Massasi m bo'lgan Zarraning quyidagi markaziy maydonlardan og'ish
burchagi topilsin:

ayv==, byy-1f1_ !
i ) 2(r? F)
5. Quyidagi maydonlar uchun zarraning markazga tushish effektiv kesimi
topilsin:
. o o 5
Al=-—, bU=-=, _a p i
) - ) P (n>2), V)U_Tq_r_:.’ o) U:{ﬂ—%

e
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6. Zarraning absolyut gattiq sharchadan sochilishidagi effektiv kesimini
zarraning yo'qotayotgan energiyasi ¢ orqali yozing.

§5.3. Relyativistik mexanika elementlari

Eynshteynning nisbiylik prinsipiga asoslangan mexanika, relvativistik
mexanika deyiladi. Agar, K sanoq sistemasi K sanoq sistemasiga nisbatan I’

tezlik bilan X o°qi bo‘yicha harakatlanayapti. desak quyidagi Lorens

almashtirishlari o*rinlidir.

Odatda K:)G. }’=(I—/)’: )—3 belgilashlar kiritiladi. Teskari almashtirishlar
&

(5.28) dan V¥ — = ga o*zgartirib topiladi:

t':y[r—é.\'} (5.29)

x'=y(x=Vt), y'=n "

Xususiy uzunlik, vaqt, hajmlar quyidagichadir:

fel, =t &= (5.30)

‘!l\.+I/ i Y \_\ S vy .
v, = vV ? ‘_! i vV 2 H 'I"_I (5_’1)
] 4~ 14—~ l+—l
eF ¢ c
vV i
v=—p, (v'. =7 (5.32)
lg—
e

kelib chiqadi. Tezlik yo*nalishining o‘zgarishi quyidagicha
v'sind'
gl =g ——
& 7(v'cos@'+17)
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P=mvy, E=mc?y,

(5.34)

n Za“a“l“g ”“I)UIS. LIlClgchl, I‘ab"l‘dﬂ] va Gd“”]lu“

funksiyalari. Energiya va impuls orasidagi bog‘lanish

El 2 2 9
T=pmc (5.35)

(4

ni 4 o‘lchovli tushuncha orgali yozib olish qulay:

i E -2
p" = _’" = L ' N = =2 & -3 2 3
[c p) (P".5), p'p,=pi-p= B =i, (5.36)

Bu kattalik uchun Lorens almashtirishlari quyidagicha:
Vv
p.=| pA=E; =p' :
[P: = J,a Py=Py  p.=p'., E=y(E+Vp',) (3.37)

Relyavistik 2
elyavistik zarra uchun qulay munosabatlar (7.7) ifodalardan kelib chigadi:

v
p=— (5.38)

"
Relyativisti ikani :
yativistik - mexanikaning asosly bo‘laklaridan biri relyativistik

zarralaming kinematikacid; ¢ g
jid atikasidir. Ma"lumki, energiya va impuls saqlanish qonunlari

azo va aqlnl”” €ng mu
= D' u n Xususi alla!i blla“ bob Il(ld“ X :;
maxsus i?I.Sb!yhk pi l.‘iSl[Jlda hanl 0 rllﬂldll
K ne ka' 1 y ad
1 ||1at| Sl u Xususi at]arda“ kLllb Chlq

igan qonuniyatlar asosidagi
i~ er - . £ ‘ : =
0'Zzaro ta’sirni o‘rganadi, §

lekia of et . .
% ' ekin o‘zaro ta siming xarakteri, kelib chigishi bilan
gizigmaydi.

Masalan, bir gruppa zarralar o‘zaro ta'
gruppasi hosil bo‘ldi,
kerak:

sirlashdi va yana gandaydir zarralar

boshlang‘ic o .
g'ich va oxirgj vaziyatlarda 4-impuls saqlanishi

a+b+..—+c+d... "y pht !
Pat Dy dsaplvplie | 4=0123 (539)

Bu tenglik har qanday inersial sanoq sistemasida o*rinlidir, undan tashqari 4 -

impulsning kvadrati invariantdir.
p'p,=p =m'c’ =iny (5.40)
I-masala. Noturg'un zarrachalar har.. xil yo°l bilan parchachalanadilar.
Masalan: K -mezonlar (kaonlar) quyidagi parchalanish «kanallariga» ega:
K' =y +v, - 63,6% holda, K" =7 +x" - 21.2% holda, ya™ni, birinchi
reaksiya taxminan uch marta ko*proq uchraydi. Bu parchalanish reaksiyalarining
ehtimolligi «birlamchi zarracha» K -mezonning tezligiga qanday bog’liq?

Yechilishi. Nisbiylik prinsipi har ganday jarayonlar uchun o‘rinlidir, shu

jumladan parchalanish jarayoni uchun ham. Agar, tinch turgan kaon qandaydir

proporsiya bilan parchalanar ckan. uchib borayotgan kaon o°zi bilan boglig
bo*lgan sanoq sistemasida (o*zining «tinch» holat sanoq sistemasida) o*shanday
proporsivada, o‘sha  kanallarga parchalanishi  kerak. ~Shuning uchun,
parchalanish kanallari proporsiyalari tezlikga bog‘liq emas. Aks holda, nisbiylik
prinsipiga zid ravishda, vogiyalikning sodir bo*lishi inersial sanoq sistemasining
tanlanishiga bog‘liq bo*lib golgan bo*lardi.
Birlamchi zarrachaning  tezligi, ikkilamchi  zarracha (:r. y,v) larning
tezliklarigagina ta‘sir giladi, xolos.

2-masala. Musbat zaryadli pion- 7°  ko'proq musbat zaryadli myuon-
M va neytrinoga parchalanadi: 7" —p +v, . Tinch holatdagi 7~ -
mezonlarning yarim yemirilish davri 7, = 1,8-10"  sekundga teng. Tajribada
tezligi v = (I -5 IO-';)-C ga teng bo‘lgan (¢ -yorug'lik tezligi) 7~ - mezonlar
dastasi hosil gilindi. O*Ichashlar natijasida bu dastadagi pionlarning yarim
yemirilish davri gancha? Shu vaqt davomida, ya™ni. pionlarning yarmi
parchalanguncha, ular gancha masofa o‘tadilar?
Yechilishi. Nisbiylik nazariyasining maftunkor dalillaridan biri vaqt o‘tishining

sekinlashish effektidir. Aynigsa, harakatlanuvchi va tinch turgan ob“ektlar bilan
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sodir bo‘ladigan jarayonlarning vagqtiy xarakteristikalarini solishtirganda bu
effekt yaqqol namoyonlanadi. Laboratoriya o‘lchashlari shuni ko‘rsatdiki har
ganday harakatlanuvchi ob“ektlar bilan sodir bo‘layotgan protsesslar tinch
turgan ob"ektlarda sodir bo‘ladigan protsesslarga ko'ra y marta «sekinrog»
o‘tadi.

Yugoridagi (5.29) formuladan

Nt ] 1
r=(1-4) === i}
\/-’i, J(._K,(HK)
i c ¢
J ] = ! =100
\/(1_@1'10:13)(“@_—31_[15) J5-107(1+1-5.107)
. -

yani y -faktor taxminan » =100 ga teng. Demak . 7=p.7r,~1.8-10°
sekund ekan  Bu vaqt ichida pionlar /=v-7=540m masofa o‘tadilar. Demak
540 m  masofa o‘tilganda dastadagi pionlarning soni ikki marta kamayadi.
Shunday qilib, yorug‘lik tezligiga vaqgin tezliklar bilan harakatlanuvchi
noturg*un zarrachalaring «umri» (yashash davri) ¥ marotaba uzayishini aniq
fakt desa bo‘ladi. Keling, vaqtni sekin o‘tish effekti (5.30) noo‘rin deb, faraz
qilaylik. U holda, yarim yemirilish davri 7, ga mos ravishda har 5,4 metrda

dastaning yarmi parchalanib ketar edi, va 540 metr uzoqlikdagi hisoblagichea

1o
boshlang‘ich dastaning atigi [;] gismigina borib tushgan bo*lardi. Lekin,

ol _ (Elll)m _ ([024)1“ S (101)“' =10™
Demak, hisoblagichga loagal bir dona pion borib tushish uchun dastada, kamida

30 . . .
107 dona pion bo‘lishi kerak. Bu shunday katta sonki, dunyodagi hamma
tezlatgichlardagi

Vaholanki,

pionlar sonini yiqganda ham shunga teng bo‘lmaydi.

bu tajribada, yuzlab metrda Joylashgan hisoblagichlar ham
zarrachalarni «tutgan»lar,
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3-masala. Siferblat tekisligiga perpendikulyar ravishda doimiy 1" tezlik
bilan harakatlanayotgan soatning strelkasi siferblat tekisligida  tezlik bilan
aylanyapti. Strelkaning uchi bizga nisbatan qanday tezlikda harakatlanyapti? Bu
tezlikning siferblat tekisligidagi komponentasi nimaga teng?
Yechilishi. Ko'zg almay turgan soatning strelkasi radiusi R bo‘lgan siferblatni

—, . -
T = 27R davrda avlanib chigadi. Harakatlanuvchi soat uchun davrning

1
u

qiymati qo‘zg'almas kuzatuvchi sistemasida (5.30) ga asosan 7' =77,
Ikkinchi tomondan, ko'ndalang o‘lchamlar Lorens qisqartirishlari (7.3) ga

27R

v

uchramaganligi sababli, radiusning giymati o'zgarmaydiva T =

Bu verda biz strelka uchining tezligi v ni bo’ylama v va ko'ndalang v,
komponentalarga ajratdik. Oxirgi ikki ifodani solishtirib

u V-

v =—=u,l-—

Y ¢

Bu yerda, v, - siferblat tekisligida o*tadi. Tabiiyki. soat strelkasi tezligining
bo"ylama komponentasi -v, soat siferblatining tezligi 1" ga teng. Tezlikning

moduli Pifagor teoremasiga binoan :

1

e L
vi=vi v, =V +u |1l -—
! 1 P

Bu natija tekislik normasi bo‘yincha inersial ko*chishga duchor bo‘lgan har

ganday tekislikdagi harakat uchun o‘rinlidir. Xususan, tekislikda yorug‘likning
tarqalishiga bu ifodani go‘llasak, c=u va ¢ =V, ¢ =+’ =V yorug'lik

tezligining invariantligi yagqol kurinadi:

1
|cl= (c"‘ +c )1 =c.
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4-masala. Massasi M ga teng zarracha massalari m, va m, ga teng

zarrachalarga parchalanayotibdi. Birlamchi zarracha tinch turgan sistemada hosil
bo‘Igan ikkilamchi zarrachalarning energiyasi topilsin.

Yechilishi. To'rt o‘Ichovli impuls saglanish qonunini tuzaylik .

F=py+py =023
Bu yerda PJ:(Mcz’é)’ PI:)=(ﬂ’p;('J’ Pv’c! =[ﬁ’pit)).
c ; c
Alohida energiya va impuls uchun ham saglanish qonuniyatini yozish mumkin:
Demak,
2 - - - -
Mc”=E, + E,, P+ Py =0, | Bro 9 Py |I= P
£y ~(cp)’ =mic", £, ~(cp)' =mic*,
Buifodadan p ni yo“qotsak:

By -Ey=(m-md)e',  Fo-£y =) s
) M
Bu yerdan
M2 +n, —m?
Epppy=—T72—2 ek c’. (5.41)

2M
Demak, zarrachalarning energiyalari massalar orqali bir giymatli ravishda
aniqlanadi.
S-masala. Tinch holatda turgan neytral kaon ikkita pionga parchalanadi.
Pionlaming massalari bir-biriga teng deb, ularning tezliklari topilsin.
Yechilishi. Massalari bir xil bo*lgani uchun, pionlaming tezliklari moduli bir xil

bo‘lib, qarama-garshi tomonga yo*nalgan bo‘ladi, chunki kaon tinch turgan

sistemada.

P;( =(ch2’i’x) =(MA.02,())

va |p,l=mv; v - pionlaming tezligi.
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Energiyaning saqlanishiga va (5.30) formulaga ko‘ra (pionga «bog‘langan»
sanoq sistemasining tezligi ham v gateng):

M, =2E =2m yc.

Bu verd 1M, I N T
vyerdan Y= = " m, s 72 Mi'

m, =139.6MeV / M, =497, TMeV | ¢ ekanini hisobga olsak:

v=0,83-c.
Bu natijaga 4-masalaning javobidan ham kelish mumkin. U yerdagi

energiyaning ifodasi (5.41) na m =m,=m,, M =M, necak:

X
M,

c .

E =
™ 2M,

Energiya uchun Lorens almashtirishlari (5.34) dan foydalansak ‘
2 (

K omciy=E, = 2my=M;g
2MK ¢ mx(’ 7 T A K

Demak, pionlarning tezligi yorug'lik tezligiga yagin-ekan.

Bu masalaning yechilishidan foydalanib, shunday simmetrik parchalanish
sodir bo‘lganda hosil bo‘lgan zarralaming kinetik energiyasining «massa
defekti» bilan qanday bog‘langanligini ko'rsataylik. Mazkur parchalanishda
pionlaming tezligi yorug‘lik tezligiga yaqin edi. «Norelyativistik» parchalanish
natijasida hosil bo‘lgan ikkilamchi zarrachalarning tezligi yorug‘lik tezligidan

ancha kichik v<<c bo‘ladito Parchalanayotgan zarraning massasini M,

ikkita hosil bo‘lganlarinikini esa m, ne6, Tm=M,—2m, - «massa defekti» ni

M, . . .
yugoridagi ifodalardan (y = -2—-"—) foydalanib yozib olaylik:
m, )
y= M(l___,l_‘_M(l_zmu:‘_'_:]'".
2m, 2m, 2m,

Kichik tezliklarda esa



~
1l
1]
J[
S ¢
|
\_'T/:
]
+

Bu ifodalardan

m=n, —.
5

1

Kichik tezliklarda esa cnergiya uchun klassik mexanika ifodalaridan
foydalanish mumkin. Shunday gilib, simmetrik parchalanishda, har ikki
zarralarning  kinetik energiyasi bir xi! bo‘lganligi uchun, «massa defekti»
zarralarning - kinetik  energiyalarining  yig‘indisini yorug-lik  tezligining

kvadratiga nisbatiga tengdir

r:H’ L\-)I

m=

Harakatlanayotgan ikkilamchi zarrachaning «massansi m ni kinetik

energiyasi bi ‘laylik: i ikkita bi
glyasi bilan bog‘laylik: A/, massali zarra ikkita bir xil zarraga parchalanib

ketganligi uchun

Im L

1] E o
m=—=n +—=m 4 0

2 i 2 ¢ 2 2 n,

2

1 qll 1 da\‘("”]dd zarra !l\a_‘isalllng «Q'“b » bOIIS]ll]II,

norelyativistik yaqinlashishda zarraning  kinetik energiyasi bilan bog*ladik

5
4

Xuddi shu natijani «relyativistik massanning ifodasidan 2 <] yaqinlashish
e’ ’

holida ham keltirib chigarish mumkin

v’ ’
m=my=m|l+—|=pm +l~
2e¢r e
6-masala. i p
sala. Impulsi p, bo‘lgan K" -mezon uchib borayotib (laboratoriya

sistemasi) ikkita 7 mezonga parchalandi: K° —>27. K -mezon tinch turgan
o

sistemada 7 -mezonning impulsi P.ovau K -mezonnig yo*nalishiga nisbatan
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0. burchak ostida otilib chiqqgan deylik. Shu = -mezonning laboratoriya
sistemasidagi energiyasi va og'ish burchaklari topilsin.

Yechilishi- Avvalombor. kaonning tinch turgan sistemasidan (p, =0)
laboratoriya sistemasiga (ya'ni p, impulsga ega kaonning parchalanayotgan
sistemasiga, p, =0 sanoq sistemasi emas!) o'tgandagi energiya va impulslarni

topib olaylik. (5.34) formuladan:

E =mey, P, =myy
Bu yerdan
E - _ P
y=—ts. FBr=Li- (5.42)
m.co m,

Yugqoridagi (5.37) formulani quyidagi ko*rinishda yozib olish mumkin:

- .. VE' . o
E=y(E+Vp' ). b =;f(p +-(—) p,=p', (5.43)
Biz bu yerda impulsni bo*ylama va ko*ndalang komponentalarga yoydik:
p=p+P.
Pionning energiyasi va impulsi kaon tinch turgan sitemada berilgan, ya™ni V,
tezlik bilan harakatlanib ketayotgan sanoq sistemasida ((5.43) formuladagi (' -

shtrixli) sistemaga mos keladi).

Demak (5.43) dan foydalansak:

" . _E. ¥
E, =y(E, +V,Pr)- r. :s{p..ﬂu. ] (5.44)

(5.44) ga (5.42)ni olib kelib qo.ysak

Heg (5.45)

Ay .1

2

me

Agarda

p. =p,cosf., P, =p.sinG, E, =c\mic’ +p;
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belgilashlar kiritsak, (5.45)ni quyidagicha yozib olish mumkin:
(] l hd
E, —Z;(EkE, +c p.p, cosex)

px'1=pz cosgz = 2
myc”

(E,p, cosé, +p.E,)

P, = P,sin6, = p_siné, (5.46)
Bular izlanayotgan E, va p. ning ifodalarini beradi. Bu ifoda, harakatlanib
turib parchalanayotgan sistema uchun umumiy ifodadir, uni ikkita ketma-ket
Lorens almashtirishlari orqali topdik. (5.46) dan parchalanish burchaklari (ya"ni
yo‘nalishning o‘zgarishi) ni ham topsa bo, Jadi:

" mp,sing, (5.47)

1g6, =
E,p,cos@, + p,E,

7-masala.  Serpuxovdagi (Rossiya) tezlatgichda  protonlarning

E =76 GeV energiyali dastasini hosil qilindi. Qo‘zg‘almas nishonga urilgan
protonlar dastasi har xil reaksiyalar sodir giladi, yangi zarrachalar «tug‘iladi»,
shu jumladan protonlar va antiprotonlar. Agar protonlar va antiprotonlar massasi
E=0,94GeV /c* bo'lsa, bir to‘qnashish davomida ulardan qanchasi hosil
bo‘ladi?

Yechilishi. Protonlar dastasi odatda nishonning protonlari bilan to‘qnashadi.
Energiya va impulsning saqlanish qonunini yozaylik:

E+mc’ =E+E,+.., p+0=p+p, +..

Bu ifodaning o‘ng tomonida yangi hosil bo‘lgan protonlaming energiyasi va
impulsi. Bir qarashda, birinchi tenglikdan, hosil bo‘lgan protonlarning sonini
topsa bo‘ladigandek (agarda hammasi proton va ularning barchasi tinch turibdi
desak, ularning energiyasi n-mc® ga teng
po Etmc?

mc’
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Lekin, hech qachon shuncha proton xosil bo‘lmaydi, chunki bu zarrachalar
ikkinchi tenglikka mos impulsga ega bo‘lishi kerak. Bunday to‘gnashish
masalasini, ko*pincha parchalanish masalasiga keltirib olish qulay. Tezlatilgan
proton nishon protoniga urilgach gandaydir massasi M ga teng «zarra» hosil
bo'ladi deylik, uning qanday hosil bo‘lgani kinematikani qizigtirmaydi,
yugoridagi tengliklarning chap tomoni ganotlantirilsa bas, so‘ngra u protonlarga
parchalanadi. Bu «fiktiv» zarraning massasi M albatta, tenglikning chap

tomonidagi kattaliklardan hosil bo'lgan chunki M zarra tinch turgan sanoq
sistemasida uning to‘rt impulsi p!,=(Mc.5) ya'ni, energiyasi E+mc’ va
impulsi p ga teng to‘rt impuls orqali ifodalanadi va invaniriantdir:

Mc* =(E+mc’ )2 ~(cp) =2mc* (E+mc?).

Biz bu yerda proton uchun o'rinli bo'lzan E*=(pc)’=m’c’ tenglikdan

foydalandik. Demak, parchalanayotgan «fiktivy zarraning massasi (effektiv

massa) tezlatilgan protonning energiyasiga bog‘liq bo‘ladi: !

M=—‘-,/2m(E+mcz) ' (5.48)
c

| .
ya"ni, M = E?. Real zarralarning tinch xolatdagi parchalanish protsessi bilan

«massasi» (5.48) formula orqali aniglangan zarrachaning parchalanishi orasida
prinsipial farq bor. Birinchi protsessda hosil bo‘lgan zarralar massasining
yig‘indisi parchalanayotgannikidan katta bo‘lishi mumkin emas. Ikkinchi
protsessda esa, «fiktivw zarraning massasi tezlatilgan zarraning energiyasiga
bog‘liq ravishda ortib boradi. Bu fiktiv zarra uzog‘i bilan nechta protonga

parchalanishi mumkin ekanligini topish mumkin:

M_ [2E+me’) ’2(76+0,94) 15
m \ md 0,94

ya'ni, 12ta proton va antiprotonlar hosil bo‘lishi mumkin ekan.
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8-masala. Uchrashuvchi protonlar tezlatgichida E = 70GeV energiyali
dasta hosil gilinsa, bu tezlatgichning effektivligi qo‘zg‘almas nishonli oddiy
tezlatgichning qanday energiyali dastalar ogiminikiga mos keladi?
Yechilishi. Ma‘lumki, uchrashuvchi tezlatgichlarda (qarama-qarshi yo‘nalgan
dastalar tezlatgichi) har bir dasta energiyasi asosan yangi zarrachalar hosil gilish
uchun ketadi. Oddiy tezlatgichlarda esa, dasta energiyasining ko‘p qismi
parchalanuvchi «fiktive zarraning yalpi xoldagi harakatini ta"minlashga ketadi.
Uchrashuvchi dastalar to‘qnashganda (bir xil energiyali va bir xil massali
zarrachalar dastasi) inersiya markazi sistemasida dastalarning tula impulsi nolga
teng:

P=p+P.,=0, P=-p=p

Bu yerda indekslar dastalarga tegishli. Yana, 7-masalaga o‘xshash «fiktiv» zarra
parchalanayotibdi desak, uning impulsi nolra teng, massasi esa, dastalar
energiyasining yig‘indisi orqali anqlanadi:

P=p +p,, Mc*=E, +E

01 0

Demak,

M =2E0 5 149G (5.49)
c

2

Yuqoridagi 7-masaladan ma‘lumki, shunday «fiktivs zarraning massasi

oddiy tezlatgich energiyasi bilan quyidagicha bog‘lanishga ega
M?*= Zm( m+ £,J
pE;

Bu ifoda va (5.49) formuladan foydalansak:

2 2 ol . . -
Protonlar uchun E; >> mc* = 0,94Gey ekanligini xisobga olsax:

2

2F
E=—2 =10000Gey
mc
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Shunday qilib, har bir dastaning energiyasi £=70GeV lik uchrashuvchi

tezlatgichning effektivligi, E=10"GeV lik oddiy tezlatgichning effektivligiga
to*g'ri kelar ekan. (5.49) formula bilan berilgan «effektiv massa» yangi zarralar
«tug‘dirish» uchun va ularga kinetik energiya berishga sarf bo"lishi mumkin,
shu jumiadan, protondan yuzlab marta «og‘ir» zarrachalar hosil bo‘lishi
mumkin. Lekin, hosil bo‘lgan zarrachalarning umumiy massasi M/ dan «og'‘im
bo‘lishi mumkin emas. Agar uchrashuvchi telatgichda proton va antiprotonlar
emas. balki elektron va pozitronlar shu energiyagacha tezlantirilsa, elektronning
massasi protonnikidan =2000 marta kichikligi sababli, ularning effektivligi
yanada yuqori bo‘ladi - E=2-10'GeV .

9-masala. Massasi m energiyasi E ga teng neytral #°-mezon ikki E,

va E, energiyali fotonga parchalanadi. Laboratoriya sistemasida pionning

tezligi v bo‘lsa, fotonlar orasidagi burchak ganday o‘zgaradi? Laboratoriya’

sistemasida foton pionning yo‘nalishiga & burchak ostida uchib chiqadé deb
dQ fazoviy burchakda otilib chigish ehtimolligi P(6)dQ topilsin. :
Yechilishi. Avval energiya va impuls saqlanish gonunidan fotonlar orasidagi
burchak uzgarishini topaylik. Ma'lumki, '

m'¢' = E? —(cji)2 ,

- invariant kattalikdir. Saqlanish qonunidan:

E=F+E,), P=Dp+P, ’”2"4=(E|—Ez)z_"2(ﬁ|+l—72)—°
Lekin hosil bo*lgan fotonlarning tinch holatdagi massasi nolra teng va,
b= EI" Py = Ez_

c c

Shuning uchun

nic = EX + EX +2E,E, —c* (B} + P2 +21 by || P | cosa)=E; +’E§_+ 2E,E, -
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e — e e * -

o ey Fa— gt cose :_]-.,Ez(I-cosa)=4l;llzzsm'(7).

Bu yerda « -fotonlar orasidagi burchak. Oxirgi ifodadan e, ni topish

mumkin. Uning uchun masalan E, ni pionning energiyasi E orqali yozib

olaylik;

E,=E-LsE-x va 4.r(1§—.r)sin"[ngm’c".
2

Agar  y=4x(E-x) deb belgilab olsak, bu ifodaning maksimum qiymati

y=E* pa tens _E . . o
) gateng va x= > da unga crishadi. Ammo y-sin:(mJ =nret-
5

Al ! ! . a 3
doimiydir Demak y, . qiymatida s.'m'(—;J minimumga erishishi kerak.

Shuning uchun E?sin?| Lo | _ 2ot
5 ;
Endi m a 5 . . % P g . . H B
. masalaning ikkinchi gismini ko‘raylik. Biror burchakka sochilish

ehtimolligi saqlanuvchi kattalik:

p(0)dQ=p'(8)doy yoki p(0)=P(0) 15"
dcos@

(5.46) formuladan laboratoriya va tinch holat sistemalarida sochilish
burchaklarini topsa bo‘ladi (fagat kaon o*rnida pion, pion ornida esa. foton deb
hisoblash kerak.

by erda (5.41) formuladan foydalansak:

!gg:l ¢sing' (5.50)
g y cecos@'+v

Bu ifoda massasi
nolra teng zarrachalarga parchalanishdagi umumiy ifodadir.

Xuddi shuningdek, ko*pincha (5.45) formulalardan kelib chiqadigan quyidagi
ifoda ishlatiladi:
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Al (.51

cosd =
c+vcosd'

Harakatlanayotgan sanoq sistemasida vozib olish uchun almashtirish

bajarish vetarli:

1 ¢sind . ccosf—v 5.52
(gl =————, cosf'=——— (3.52)
v ceost—v ¢—vecos@

(5.52) ifodalardan

u ! " 1 1 |
61;‘-05?} *_'["(6) :=4 3 .
aeos y:(l—l—cosf)) 4 [I—l—cosﬁ)

C C

P(6)=P'(0)

Chunki. pion tinch turgan sistemada parchalanish izotopdir, va ehtimollik.

p'(f))=4—l-.

[0-masala. Elastik to‘qnashayotgan ikki zarra masalasidagi kattaliklarni
relyativistik invariantlar orqali yozing.
Yechilishi: (5.39) ifoda bilan berilgan ikki zarraning elastik to‘qnashish
masalasidagi kinematik munosabatlarni topishda har qanday sanoq sistemasida
o‘rinli bo*lgan to‘rt impulsning saqlanish gonunidan kelib chiagamiz
Avval. shu masala doirasida c=1 deb hisoblashni kelishib olaylik. Bunday
kelishuy ko*p kinematik Kattaliklarni topishda ancha noqulayliklar yaratadigan
va doimo kasr tariqasida o*ziladigan kattaliklarni sodda ko‘rinishga keltiradi. Bu
holda massa, energiya va impulslarning o‘lchamligi bir xil- GeV larda. Odatdagi
o‘lchamliklarga otish uchun kerakli yerda yorug'lik tezligini yozib qo'yish
yetarlidir.
Demak PP, =P Pt P P= E*~p*=m’, i=1,23.
Odatda quyidagi uchta relyativistik parametrlar qo‘llaniladi:

Boshlang‘ich holatdagi to‘rt impuls kvadrati,
s::(p: + P:{‘)(P.u. ) ph‘“) (55.))
Elastik to‘gnashuvda «c « zarraga uzatilgan to‘rt impuls kvadrati:
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t=(pt =Pl )(Po =) (34}
- “d” zarraga berilgan to‘rt impuls kvadrati:

#

w=(pt=pi)(po-pu) =

h
N
n

Bu kattaliklar relyativistik invariant kattaliklardir, chunki to‘rt impuls
kvadratlaridan iborat bo‘lgan kattaliklardir va ular o‘zaro quyidagi munosabat

orqali bog‘langandirlar:

N

SHLru=m +m+m +m (5.56)

Keling, S-sistemada kinematik kattaliklarni invariant parametrlar orqali yozib
olaylik («0» indeks S-sistemaga tegishliligini ko‘rsatadi). Avval energiyani S
orqali yozib olaylik :

pull = _]Jhll L] f’:.ll = _p:hn-_ ’).':) + I)f::J = ( [::.rll =+ E’nl‘()) ?

5

Plot iy =(Ea+Es0)s  5=(E,+E,.0) =(E,+E,.0) .

hu» [

. P A 2 2 .. .
Ochirgi ifodada E=./p’ +m ekanligin hisobga olib, tenglikni impulsga

nisbatan yechib chigsax:

o A(S,mj.mf) e IO /1(5. m;.m;) (5.57)
Pon = Pro = it FHER G D (_Il = Pan = ———
48 ‘ 45
Bu erda A- kinematik funksiya:
A y.z)=x"+y* + 2 =2y -2y —2xz =(x+ y—z) —dxy = (x+y—z) —dxz
(5.58)
Energiyaning ifodasi endi qulaygina yoziladi:
2 2 . 3 2
E - S+m;, —m, o S+m; —nr, (5.59)

~ab T 2\/3‘ ’ hiy 2\/;

Simmetrik ravishda a —¢ —> irt 3
c, b ! i 1 I i
o ) ([, all’]'lﬂShtll’lb LU. va [‘.‘“, ni lO])lSh mumkin.

(5.58) ifodadan ¢ -invariantni sochilish burchagi y bilan bog*lash mumkin:
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t=m +m, =2F,,E+2| Py |l Piolcos x (5.60)

5.3-Misollar.

I. Tinch turgan 7 -mezon myuon va neytrinoga shunday parchalanadiki.
myuon tezlikka ega bo‘ladi. Agar tezlatgichda tezligi v, =(l—-5-10"i)'c ga
teng pionlar dastasi hosil gilingan bo‘lsa. qo‘zgalmas hisoblagich qanday
tezlikli myuonlarni «tutib» goladi. Ularning » - faktori ganday?

2. Tinch holatda turgan m, zarrachaga m, zarracha kelib tushayapti,
natijada massasi M >m, +m, bo‘lgan zarrachalar guruhi hosil bo'ldi. Shu
reaksiya sodir bo'lishi uchun m, zarrachaning yetarli bo*lgan minimal kinetik
energiyasi topilsin.

3. K" — 27 parchalanishdagi pionning impulsi va energiyasi laboratoriya
sistemasida  p..@. ea, K -mezoning impulsi va energiyasi esa ‘ﬁ;,(u; ga
teng. K -mezon tinch holatda bo*lgan sistemada pionning impulsi va energiyasi
qanday?  Ko‘rsatma: 6-masaladan foydalaning.

4. Zarrachaning tinch holatdagi massasi m bo‘lsa, tezligi v ni uning

a) to'la energiyasi. b) kinetik energiyasi.v) impulsi orgali ifodasini toping.

5. Tinch holatdagi 7 -mezon 7 —>u+v reaksiya ko‘rinishida
parchalanadi. # -mezonning kinetik energiyasi topilsin.

6. Tashgi maydon ta'Sirisiz foton elektron va pozitron juftiga aylana
olmasligi  ko‘rsatilsin (4 impuls  saqlanish  qonunidan  foydalaning
pl=p =mch).

7. 9-masalada, £, = I, deb, fotonlar orasidagi burchak topilsin.

8. Yuqori energiyali £, foton tinch holatda turgan M bo‘lgan yadro bilan

to'qnashib neytral pion 7" hosil giladi ( “foto-paydo bo‘lish” ). Fotonning

yo*nalishiga perpendikulyar ravishda sochilgan pionlarning energiyasini toping.
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9. L-sistemada (B, =0) ikki zarraning elastik to‘qnashuvidagi zarralar
energiyasining ifodasi relyativistik invariantlar orgali ifodalansin.

10. Ikki zarraning elastik to‘qnashuvida (m =m, m,=m,) S-
sistemasidagi sochilish burchagi y ni:

a) invariantlarning L-sistemada hisoblangan qiymatlari  ((5.60)
formuladan foydalanib),

b) £,,E; va E, bilan bog‘lang.
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VL. QATTIQ JISM HARAKATIL.

Mexanikada gqattig jism deb harakat davomida oralaridagi masofalar
0'zgarmaydigan moddiy nuqtalar sistemasi tushiniladi (dattiq jism modeli).
Qattiq jismni moddiy nugtalar sistemasi deb ko'rish ba'zi masalalarni yechishni
osonlashtiradi. Qattiq jismni tutash muhit (uzluksiz) deb qarash ham mumkin.
Bu ikki xil qarash bir-biriga zid bo’Imasdan, balki biridan ikkinchisiga osongina
o'tish mumkin. Xususan, qattiq jismni moddiy nuqtalar sistemasi degan
mulohazadan tutash muhit degan mulohazaga o’tish uchun, qattiq jismning
massasini moddiy nuqtalar massalari yig'indisiga teng deb qarashdan p
zichlikli uzluksiz moddaning di’ hajm bo’yicha olingan integraliga teng deb
o'tish kifoyadir. Qattiq jism harakatini ifodalash uchun odatda "qo’zg’almas"-
X,Y.Z va “harakatlanuvchi” - x,,x,,x; sanoq sistemalaridan foydalanamiz
(belgilanishiga e‘tibor bering, bosh harflar “qo"zg"almas” uchun). Harakatdagi
koordinatalar sistemasi (“harakatlanuvchi”) boshini inersiya ni‘aarkazida tanlab

olish hisoblashlarda kop qulayliklarga olib kgladi. Ixtiyori& qattiq jismning
erkinlik darajasi 3N ——;—N (N -1) gateng. Odatta gattiq jism modeli bu bir-biri

bilan qattiq birikkan 3 ta zarradir N =3,ya"ni S =6 . Bu olti parametrning
rolini inersiya markazi radius vektori komponentalari va uchta burilish
burchaklari o,,ynashi mumkin.
Qattiq jism ixtiyoriy nuqtasining tezligini quyidagicha ifodalash mumkin:
V=1 +[QF ] .
(6.1)
Bunda 7 -nuqtaning «qo,zg,aluvchan» sistemadagi radius vektori,

¥ - qo,zg.almas sanoq sistemasiga nisbatan shu nuqgtaning tezligi,

V - inersiya markazining tezligi, yoki ilgarilanma harakat tezligi,

Q - qattiq jism biror nuqtasi aylanishining burchak tezligi.
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Qattiq jism kinetik energiyasi: =y,
2l

Yig'indi qattiq jism tarkibidagi hamma moddiy nuqtalar bo’yicha olinadi.

Bu ifodaga tezlik ifodasini (6.1) qo’ysak ushbu ko"rinishni olamiz:

A P R ?
T:%_J?Zm{n?--((z,f)}:%+{-1,g;g; (6.2)

hosil bo'ladi. Bunda g - qattiq jism massasi. I, -inersiya momenti (inersiya
tenzori),

Bu ifodadagi birinchi had qattig Jismning ilgarilanma harakat energiyasi.
ikkinchisi esa aylanma harakat energivasi bo'lib, uni quyidagicha tasavvur

qilish mumkin (bu tenzor ifodalardagi yig'indi alomati gaytariluvchi indekslarga

tegishli ekanini unutmang):

l . -
7;{“‘ = 5 f:thQf.- ’ I:l.- = Z”’(-"fﬁ.k - '\-1".i. ) (6’}
Qattiq jism Lagranj funksiyasi esa, quyidagi ko rinishga keladi:
phs, 1 ;
L==—+20,00,~U

U - potensial energiya. I, - inersiya tenzori yoki inersiya momenti deyiladi:

¥ ""()’z + 22) — 2 mxy -2 mizx
L, ==X myx Zm(x2 + ::) - Y. myz (6.4)
~> mzx — X mzy Zm(x2 b3 J,:)

Ko'rinib turibdiki, /7, simmetrik tenzor. Inersiya tenzorining bu an“anaviy

korinishida v, =x.x,=y,x, =z deb olingan.  Agar qattiq jismni tutash muhit

desak:

f, :J‘p(xfé',k —x,xk) dv . (6.5)
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Inersiya tenzorini diagonal ko'rinishga keltirish mumkin. Bu holga mos
keluvchi o'qglar x,.x,.x, inersiva bosh o’glari, | ning komponentalari esa,
tenzorning diagonal elementlari (bosh inersiva momentlari) deyiladi, jumladan

T, :%(I,Qf +105 + 1,QY).
Shuni takidlash zarurki 7, +17, =1,
I, +1, =Zm(.\f +x§ +1\'§)22m(_\f o )= I (6.6)

Agarda jismning inersiya momentlari  J,#/,# [, bo'lsa- assimmetrik
pirildog.  /,=1/,#/, bo'lsa - simmetrik pirildog, I,=1,=1, bo"lsa -
sharsimon pirildoq deb ataladi. Bordiyu, qattiq jism qandaydir simmetriyaga ega
bo.Jsa bosh o.glarni topish yengillashadi, inersiya markazi vaziyati va bosh
o.glar ham shu simmetrivaga ega bo.lishi kerak . Masalan., Jism tekislik
simmetriyasiga ega bo,Isa, inersiya markazi shu tekislikda joylashadi, hamda 2
ta bosh o.q shu tekislikda (x,.x,) yotadi, uchinchisi esa bu tekislikka

perpendikulyardir.

1. Tekislikda joylashgan zarrachalar (moddiy nuqtalar) uchun x, =0

I = Znu‘f; 5 =Znu‘,’1: R =Zm(_\f +x7), L=1+ 1, (6.7)
Ba'zi praktik hollarda, inersiya tenzorini inersiya markazida joylashmagan
koordinat sistemalarida hisoblash qulayroq bo"lishi mumkin:

I = Zm(_\‘;?d* —x'x} ) A A
U holda =1, +u(as, —aa,). (6.8)

2. To.g.ri chiziqda joylashgan moddiy nugtalar sistemasi (sterjen). deylik  x;
0,4i bo,yicha joylashgan bo,Isin, bunday sistemani rofafor deyiladi. U holda

X =x,=0 i =1 :Zm,\';, 1, =0 (6.9)
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Inersiya markazida joylashgan qo.zg,aluvchan sanoq sistemasida gattiq [ = lm‘_: . [O F] m I:ﬁ F]: b —U

jismning **xususiy” momenti qoladi xolos : 2 2
' & U - i oz CRT=ET ]
[ = - s M =W +m| F Q|+ 2m| vQ |+ m| Q| FQ | |. (6.16)
M=Z[ﬁﬁ]zZm[i’[ﬂfﬂ*—-Zm{i"qu(FQ} (6.10) dt or [ ] |: ] l— [ JJ
yoki Keyingi ifodadagi 4-had Keriolis kuchi, oxirgi had esa, markazdan qochina
M, = Zm{fo, -x,.\'“Qk} =Q&Zm{xfc5'a u_v,.\'i} =1,Q,. (6.11) kuchdir,

Agar  x,,x,,x; bosh o.glar bo.Jsa bu formulani quyidagicha yozib olish § 6.1 Inersiya tenzorini hisoblash

‘ mumkin:
| M, =19, M =10, M, =10, (6.12) )
| Xususan sharsimon pirildog uchun — [-masala. Ushbu 6.1- rasmdagi sistemaning bosh inersiya momentlarini
25 = opimng.
I =1,=1, M =10 (6.13) Pk
attiq jism oltita erkinlik darajasiga ega bo'lganligi uchun, uning harakat Yechilishi. Moddiy nuqtalar bir to'g'ri chiziq bo’ylab joylashgani uchun
J 5 y nuq B ylab joy S
ko ) bbbt it «q sifatida x oGini
tenglamalari soni ham oltiga teng bo'lishi kerak. Bular ularnfng, shu 0'q bo'yicha koordinatasini  topamiz (bu 0'q sifatida x o"qini
] olaylik, u holda y, =0. =z =0.).
|/ - -
dr - dM -
¥ —=F, —=K (6.14)
M .i df d’
A ) B 2 I
o Bu yerdagi P -gattiq jism impulsi, F -gattiq jismga ta'sir ctayotgan [ o )
kuch, M - qattiq jism impuls momenti, K= ZLF?] - gattig jism gismlarining Mg =l 2
| kuch momentlari yig’indisi. 6.1.-rasm
g Biz shu vaqtgacha inersial sanoq sistemalaridagi harakat hagida
mulohaza yuritdik. Agar ilgarilanma harakat (inersiya markazi) tezligi vaqtga
bog'liq holda 0" zgaruvehi bo'Isa, Lagranj funksiyasi va tenglamasi mos ravishda Dastlab koordinata boshi 1-nuqtaga joyvlashgan deb ularning vaziyatini aniglab
quyidagi ko'Tinishni oladi: olaylik: x{ =0, x;=2, x;=3.
1, o _ dv 0 - Inersiya markazi k inatasini X, vilaylik va uni angs
’ L:;mv'*mW(l)r—U, "’;‘:_;\g_’"w(’)- 6.15) nersiya markazi koordinatasini x, deb belgilaylik va uni shu tanlangan
| - : u koordinat sistemadagi qiymatini hisoblaylik :
" = dﬁ 5 : r r ;P r r ]
; Bunda W(r) = — ilgarilanma harakat tezlanishi. x, TN LY L l-x+1-x,+2-x] _n

my+my an 1+1+2

Agar ilgarilanma harakat tezligi bilan birga burch ik he :
3 gar 1ig g g chak tezlik ham vaqtga Demak, bu sistemaning inersiya markazi 2- nuqgtada yotar ekan. Endi koordinata

og'lig bo’lsa, ular mos ravishda ushbu ko"rinishni oladi: o s . .
€ boshini inersiya markaziga ko’chirsak va simmetriyani hisobga olsak, moddiy




nuqtalarning inersiya markazida joylashgan sanoq sistemasiga nisbatan

koordinatalari quyidagicha bo"ladi: x, =-2, x,=0. x,=1.

1y =Zma(yu2+za2)=0’

Iy =Z”’a(}’a2 +xa2)=6'

Iy==%m,(x}+:7)=6,

(6.4) ifodaga mos ravishda hisobl'angan bu kattaliklar, tabiiyki diagonal
tenzorning elementlaridir (bosh inersiya momentlari).

2-masala. Ush!)u 6.2- rasmdagi sistemaning bosh inersiya momentlarini
toping.

Yechilishi. Bu gal nuqtalaming inersiya markazida joylashgan koordinat
sistemalasiga nisbatan koordinatalarini to"g'ridan-to"g ri topaylik. Buning uchun
x 0'qi uchburchakning asosi, y o0'qi esa uchburchak balandligi bo’ylab
yo'nalgan koordinata sistemasini inersiya markazida joylashgan deylik ( z o'qgi
tekislikka perpendikulyar), yani koordinata boshi balandlik ustida yotadi. U
holda ushbu tengliklar o°tinlidir (chunki koordinata boshi inersiya markazida
joylashgan) :

k=2m,l—f =0 = Zm,x[ =Z’nlyl =Zmlzl =0.

m,=l

mp= n;= 1

6.2.-rasm
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Yugqoridagi ifodalardan va chizmadan ko'rinib turibdiki, quyidagi tengliklar
o'rinli:
Ly +lx 4l =0, Ty +ly, +1y=0, z=5,=5,=0
x, =X, =1, 5-5=1, -y, =y -y =3
Bu tengliklami yechib, nugqtalarning inersiya markaziga nisbatan
koordinatalarini topamiz:
x=0y=22=0, x=-Ly=-L5=0, x=1y=-1:=0.
Bulardan foydalanib bosh inersiya momentlarini hisoblab topamiz:
Iy=1,=6, I,=1,=2, I,=I_=8.
Kutilganidek, bunday tanlab olingan koordinat sistemasi o"glari bosh o*glardir,
bunga nodioganal clementlarning nolga teng ekanligini hisoblab ko'tib, ishonch
hosil gilish mumKkin: l,=1_=1_=0. |
3-masala. Ushbu 6.3- rasmdagi sistemaning bosh itiersiya momentlarini
toping. 5
Yechilishi. Oldingi masaladagidek, .x va y o'qlarini uchburchak
katetlari  bo'ylab yo'nalgan koordinata " sistemasini inersiya markazida

joylashgan deylik (= o"qi tekislikka perpendikulyar).

‘ -

my=2 m;=1

6.3 rasm
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Koordinata boshi inersiya markazida joylashganligi sababli va
chizmadagi holatga ko"ra ushbu tengliklar o'rinlidir :

Zmlxr =0 =3x+2x,+x;= 0., x5—x,= 1,

ZHI’,VV} =0 =3y + 2y, +y;=0, Vi Yo =N~ J5i==-
Natijada mazkur (sbHu, HHEPIMS MapKa3iia Kofiamran) koordinat

sistemasida zarralarning (nuqtalarning) koordinatasini aniglaymiz:

1 5
X=X :—g1 X5 —_—g‘ » =L y=) =-1, z,=z,=5 =(.
Inersiya tenzorining komponentalarining (6.4) ifodadagi kattaliklarini hisoblasak
quidagilargina noldan fargli qiymatlarga ega bo lishini ko'ramiz :
I.=6, I =-5—. I =ﬂ. o=1,=1
RA 6 & 6 A ?

Demak, bu sistemaning inersiya tenzori diagonal ko'rinishda emas:

B | 0
1, =1 % 0
41
0 0 o]
L GJ

Ammo, biz bilamizki, har qanday ikkinchi rangli 7, tenzorni diagonal
ko'rinishga keltirish mumkin. Buning uchun matrik ko'rinishdagi. xususiy
giymatlar masalasini eslaylik: Tod, = A4,
buyerda A xususiy givmat deyiladi, A - vektorniesa A xususiy
giymatga mos keluvchi xususiy vektor deyishadi. Yuqoridagi tenglamaning
yechimi quyidagichadir:

T A =A4= T, A -Ai6 A =0= (T, ~46,)4,=0.
Oxirgi tenglamani xususiy vektor komponentalari uchun bir jinsli tenglamalar
sistemasi deb garash mumkin va u notrivial yechimga ega bo"lishi uchun uning

xarakteristik tenglamasi nolga teng bo'lishi kerak:
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det (T, = 48,)=0.
Uch o"lchamli fazoda xarakteristik tenglama uchinchi tartiblidir va uning uchta
xususiy giymatlariga har xil xususiy vektorlar mos keladi.
Demak, bu masaladagi 7, tenzorni diagonal ko'rinishga keltirish uchun ushbu

determinantni vechishimiz kerak va uning yechimlari bosh momentlar bo"Tadi:

Determinant ochib chigilsa:

ﬂ—i)(if—ﬂi+4)=0.
6 6

Buyerdan /,./..I, bosh momentlar topiladi:

_ 41 41441105 _41-4/1105

[ ==, 15,=2CF .

"6 : 12 ’ 12

4-masala. Ushbu 6.4- rasmdagi sistemaning bosh inersiya momentlarini
toping.

Yechilishi. Oldingi masaladagidek, x va y o'qlarini piramida asosi
tomonlari bo’ylab yo'nalgan (¥ tekislik asosga parallel) koordinata sistemasini
inersiya markazida joylashgan deylik (z o"qi asosga perpendikulyar va
balandlik bo'ylab yo"nalgan).Simmetriyaga asosan inersiva markazi shu
balandlik ustida joylashadi. U holda x =y =0 bo'lib qolgan zaralarning x va
v—  koordinatalarining yarmisi manfiy. yarmisi esa musbat ishoraga ega

bo'ladi. Buni. chizmadagi munosabatlarni inobatga olgan holda, to"g"ridan —

to"g"ri hisoblab ko"Tsatish mumkin.




ny=2

m=1
=1

m=1
6.4-rasm
2mX =y my, = mz,=0= 4x 4+ X, + X, +x, +x, =0
4y|+}’3+)’3+y.,+y5=0_ ‘42"'1"2., +z, + ";'i"’ =0
2 3 = =5

X, —X =X =X = ]

Xy =X =X, =0 = —y =

4 1 =X XI—I, V, }’u—.Vs—)’u=l. _]11—’}1":))5—1)_;:'

Loy =z —zy =z -2, =2—-z,=4
B 5 L .
u munosabatlardan zarralarning inersiva markazida Joylashgan koordinat

sistemasidagi koordinatalari topiladi.

A= =0 . x=x=1 n=x=-1 y,=y=1 y=y =-I
2 J3 3 Y3 .

Inersiya momentlarini hisoblab topish qiyinchilik tug“dirmaydi:

Zm!xf =Zm,yf =4, Zm,z,2 =32; 1, =1=36.1 =8.

5-Masala . Sistema koordinatalari

-a,3a,5a; -3a,8a,-5a; -a,-3a,-3a: -3a. -8a.7a
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bo'lgan nugqtalarda joylashgan massalari m  ga teng bo"lgan 4 ta
zarrachadan iborat. Inersiyaning bosh momentlarini aniglang.
Yechilishi. Diskret zarrachalar tizimi uchun tanlab olingan koordinatalar
sistemasidagi inersiya markazining o'rnini topamiz:

y=\ga=2a ¥=0, Z=a
4

Yangi koordinatalar sistemasining boshini ushbu inersiya markaziga qo'yamiz

va yangi o"qlarni eski koordinata o'qlariga parallel yo'naltirilgan ravishda

joylashtiramiz. Inersiya markazi aniglanish formulasiga muvofiq yangi

koordinatalar sistemasidagi barcha zarrachalarning koordinatalarini topamiz:
a.3a.da; -a.8a.-6a: a,-3a.-4a: -a.-8a.6a.

Bu koordinatalar sistemasida inersiva tenzorining komponentlarini hisoblaymiz :

J_=250ma’, J =0, J_=0. J,=108ma’, J.=72md’, J.=150ma’.

Topilgan inertsiya tenzorini bosh o'qlarga nisbatan vozish uchun xarakteristik

tenglamani tuzamiz :

250ma” —J 0 0
. . |=9
0 108ma™ —J T2ma”
0 72ma’ 150ma” —.J

Determinantni ochib chiqib, ushbuni olamiz:

(250ma’ —J) | (108ma’ =) (150ma’* = J) =51 78ma’]=0
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Bu tenglamani yechib chigib sistemaning bosh inersiya

momentlarini topamiz
J,=250ma’, J,=204ma’, J,=54ma’.
6- Masala. Massasi m ga teng, balandligi / va asos tomoni a bo'lib

teng yonli uchburchak shakliga ega bo'lgan, yupqa bir jinsli plastinkaning bosh
inersiya momentlarini hisoblang.

6.5-rasm

Yechilishi. Plastinka tekis bo'lgani uchun uning inersiya markazi plastinka
tekisligida joylashganligi aniq va u simmetriya sababli teng yonli
uchburchakning balandligi # ustida yotadi. Demak, bosh o"glarni balandlik
bo"yicha ( Y 0"qi) va asosga parallel ravishda tanlanadi (X 0"qi, O koordinata

boshi, C esa inersiya markazi nugtasi), bu holda C nugtaning X koordinatasi
nolga teng.

Plitaning simmetriya o'gi (teng yon tomonli uchburchak) mavjudligi sababli,
inertsiya markazi ushbu o'qda X koordinatasi nolga teng bo'lgan C nuqtada
joylashgan va (6.6) formulaga muvofiq Y koordinatasini hisoblash. ), bu erda
biz plastinka yuzasi bo'ylab hisoblash uchun moddaning massa zichligini sirt va
integral bilan almashtirishimiz kerak. C nuqtaning Y koordinatasini hisoblash
uchun esa (6.6) formuladan foydalanamiz, fagat xajmiy zichlik o“rniga sirt
zichligi  o(x,v)=2m/ah niishlatamiz:

I
=—[o(x.y)yds
m S
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Shuni avtib o tish lozimki, hisoblashni shu tanlab olingan koordinat sistemasida
amalga oshiramiz, bosh o“glardagi giymatni topish  uchun esa, inersiya

momentlarining xossalaridan (6.8) foydalanamiz.

Integralning additivlik xossasiga ko'ra natija musbat xOy da joylashgan

plastinka yuzasini hisoblab, uni 2 ko"paytirish orgali olinadi:

; Lo 5 5 S
et a2 2 1 a2 2,
}=;’;j( '[ Yd'\}d\“:lzj‘[ ( )] uh[ 2 3 a 8 3

Qhxla

Geometriyadan yaxshi ma'lum  bo"lgan natija. Plitaning simmetriyasi
tufayli uning bosh inertsiya o'qlaridan biri Oy o'giga to'g'ri keladi, shuning
uchun ikkinchisi Ox o'giga parallel ravishda yo'naltiriladi. Plita tekis bo'lgani
uchun uchinchi bosh inersiya o'qi uning tekisligiga perpendikulyar yo'naltirilgan
bo'ladi., Yassi jism uchun (6.7-masalaga qarang), uning tekisligiga
perpendikulyar bo'lgan o'qga pisbatan inersiya momenti (bizda Oz o'qi bor)

boshqa ikkita bosh o'qga nisbatan momentlar vig'indisiga teng, shuning uchun

bizea 1w I, lami hisoblash kifoya:

“a

m': I dy) x’dx = = I[h - ]_\ dx = ey T 48"?“

0 L
0 2nia

Xuddi shuningdek 7,

ah '%ah a 3ah| 2 8

. . 8 Am e 2hx 5 dm|Ha ak’| 1 .,
./‘_=ﬂj(j PR [h‘—(——) }ctx: [——_ =~ mh

0 2nxta

Endi inersiya markaziga nisbatan bosh inersiya momentlarini topish
uchun koordinatalar sistemasini plitaning inersiya markaziga olib boramiz.
Yangi bosh o"qlarni eskisi bilan bog'laydigan a vektori faqat bitta nolga teng
bo'lmagan komponentaga a,=-2h/3 ega bo'lganligi sababli, (6.8) ga

P

muvofiq:
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-
— — e SR, S

Il
-‘.‘.‘.

v = —imh: = -I—nn’a'1 -imh: = an:, J.
9 2 9 18 4

=—ma.
48

Oz 0"qiga mos inersiya momenti esa :

Jo=J +J =-I-11Jh2+-—l-mc.': = ( 3a” + 8h*)
’ 18 48

b 4 y

7-masala. Qirralari a,b,c bo’lgan bir jinsli parallelepiped bosh inersiya
momentlari aniglansin
Yechilishi. Parallelopiped bir jinsli bo'lgani uchun inersiya markazi
geometrik markaz bilan mos keladi va shuning uchun
a a b b ¢ e
—<Xx<—, —<y<—, ——<z<—,
2 2 2 2 2 2
Koordinata boshini inersiya markaziga va koordinata o qlarini

parallelopiped qirralariga parallel qilib olsak, inersiya tenzori diagonal holatga
keladi:

/ :Ip(_‘:z +3z a‘l’ = Hj" dxhj: dy I d‘(y ')d: :;l_i(b: +c:) :
—al2 b2 —ci2 =

#= | pdV’ - parallelopiped massasi.

8-masala. Radiusi R. balandligi / bo'lgan silindrming bosh inersiya
momentlarini aniglang.

Yechilishi. Koordinata boshini inersiya markaziga joylashtirsak va
silindrik koordinatalar sistemasidan foydalansak:

x=rcos¢, y=sing, 2=z, 0<r <R, O<p<2r, —£< <g
2
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Ix hi2
L :Ip(_ﬁ+:J)dl':]£rdrjd¢ [ (f sin" g +z° )a’_— 4(1? +h—}

2
o 1] -h/2

I, = "[R +’—}. r. i,
r =

-
| V4

9-masala Qattiq jism kinetik energiyasi ifodasi (6.2) ni tenzor ifodalashlar

orqali keltirib chigaring

Yechilishi. Qattiq jism kinetik energiyasi ifodasini keltirib chigarishda (7,,,)
biz vektorlar algebrasidan ma‘lum bo"lgan ushbu tenglikdan foydalandik:
[or] =|aw ~(@ Y]

Ammo, vektor komponentalarining indeksli ifodalari va uchinchi rangli

antisimmetrik tenzor (&, . IV bobga qarang) xossalaridan foydalangan holda

birmuncha engillik bilan bularni keltirib chiqarish mumkin:
=l e[ ] §=lH{QF]. [OF] =595,

Yuqoridagi belgilashlar orqali kinetik energiya ifodasini yozib olaylik:

T= __nn = Zm vy = ——Zm v, +£,,,‘Q X )(V.*'S,,,,,,Q.,.‘m)_

I .
= ;ZH’.,(V,V;- + V: “’mm nr an + V guAQ \uk +& Lol Q,u X rLSmem‘mr)
“ a

Natijada kinetik energiya ifodasi uch gismdan iborat bo“ldi va T

inersiya markazi sistemasida nolga aylanib ketishi yagqol ko'rindi:

W, = Zm VYV, =

i Z'" (v F.mm m T(Hl i V El,lle \'m‘) 8},.( V Q Zn! x :>_ 0

.'\I\




ol

;gf.?‘. e

-

~

Bu ifodalarda Eynshteyn qoidasiga rioya gilingan bilan, turli zarralar

bo"yicha yig“indi alomati saglanib golindi. 7T

avl

ning ko'rinishini £, ning
xossalariga asosan

(ilovaga qarang) quyidagicha yozib olish mumkin:

ru! Z ”TuguAQ x glrerm x«m .'f& gmm Z ”I Q; \ui Q "

|
2

il I
=520 (6K = X Xun) = 5 10,0

"

Buyerda, 7 yuqorida aniglangan inersiya tenzoridir:
e zlnu ((Sjrrllak xu.ﬁ n) (r.'u) ZI” (bﬂli‘ ak x.y ".ml )
a

Shunday qilib, qattiq jism kinetik energiyasi ifodasini ushbu ko“rinishda
oldik:

& o = _\2 &
T= ‘u —t— Zm{Q‘ ( :)}z,ulz +%l1kﬂ,.0_‘

10-masala. Qattiq jism impuls momenti ifodasi (6.9) ni tenzor
ifodalashlar orqali keltirib chiqaring
Yechilishi. Qattiq jism impuls momenti ifodasini keltirib chigarishda biz

vektorlar algebrasidan ma“lum bo"1gan qo“shaloq vektor ko"paytmaning ushbu

tengligidan foydalandik:
[i-‘[ﬁf]] ={FQ-F(Fty)

Impuls momenti vektorining biror komponentasi ifodasini antisimmetrik tenzor

iy orqali yozib olish va uning xossalaridan foydalanish natijasida ushbularni

olamiz (7-masala ishlanishiga qarang):
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mTapTam

L I
“((Slrh ,'n Icm)z!” Q Qm uk an :;Z’n ((‘)""Q Q rik" Q Q X,

A [1 = Z ,”;r (gu'f\ 1.!1 gium "m an ) ui gﬁnm Z 'r”u (.X_” meuu) =
a a
u.k um.( Z”I (\ Slm \un) (( un Omapn )Z’” ‘\ Qm \uu =5
a

= Z ’”u('\.:urQJ Xan — '\-urQJ'\.-H) = Z’"u (QJ"\”.m X _‘:-JIQJ') =
(¢4

Yyt oan

IZ!"‘?(Q ) .\ Xai” ,UQ ) Q Z”z.z((.)q\ an " Vai \'uf) _[ Q

Demak, M =19Q9,.

Shu bilan birga yuqoridagi vektor munosabatni topish yo'li ham ko'rsatildi.
6.1-Misollar.

1. Uzunligi / bo'lgan ingichka sterjen bosh inersiya momentlari topilsin.

2. R radiusli sharning bosh inersiya momentlari topilsin.

3. Ichida » radiusli shar shaklida bo'shlig’i bo’lgan R radiusli shar bosh

inersiya momentlari topilsin
4. Balandligi & va asos radiusi R bo'lgan doiraviy konus bosh inersiya

momentlari topilsin.
5.Bir chiziqgda joylashgan atomlardan iborat molekulaning bosh inersiya

momentlari topilsin.

6. Teng yonli uchburchak shaklidagi uch atomli molekulaning bosh inersiya

momentlari topilsin.

6.6 - rasm




Misollarning javoblari: U:":[ 1 l}-‘- 3(5(;[‘_ id \] oy
. 0 ) L 0) I
1.1-misollar b) L=m = ?
1.4=-10 14, 2. G=(~¢*):. 02 (v 1)+ (U7 1)+ 208 (Up=1)+
I+q° ‘ V) L=m 3 ’
! 29 - 2"(} °% J 1 k’ i [ ' 1 y T3 It
3.F:r()‘—-L,.0=—L-. 4. (::—AI_-- (_’i::——'.J‘_" m| v A ) U v = }.f\-.i Uy +4U += .
r r Uv V¥ v YU e) L= ?| L A Y ) 40!
5. =2y, j=-2%. 6. i4+2x+y=0, #+2y+x=0.
7. #+Lex-L=0, p+2+y-Z=0. 8. ms-yE=0, pp-gp=0. [’** :
2 2 2 2 17. 1 - ;;v("—"]
- g ok . -V
9.8 KE=8) o g MEZE) o 10.5+0'sng=0
n, ) nt,
11. § =o', -207,; 12, 2 -26-8). ; _2E-5) 1.3-misollar
. 5 LB .
", ", N1
. 5 ! , 3 1.a) I, b) 1. v) L.
& =wE ~2wE,; 0f =N ) )
m
13. i+ai+mx=0 , " 4 )2 )3
i 2.2)2, b4 V)3, o4 = e
ey 1.2-misollar
v e
"I .2 4 - R . (3 s +
i 1. .=4 4 T il 3.2)3, b) 7. v) 3 ta koordinata o*qlariga mos ravishda,
2 2
% 3. L=2xp, L=-2yx X i - . ke
; 4. L= 5 g) 3 ta aylanma harakatni aniglaydigan 3ta burilish burchaklariga mos ravishda.
J ‘ 5. L=—psint. 6. g+ Agarda nuqtalar sistemasi to*g'ri chizigni tashkil etsa - 2 ta. d) 4.
1" . " S 2 .
i 7. [=—nux L : -
N 8. L =mi'%~+m[}f' sin(g-yr). 1.4-niisollar
_} | l. ﬂ) .i'-'.i" val: ‘-‘__:J-,r: = __:"-. [‘:,n_'_'—-{-_f.'--fv:"' .—b’-
9. L=—ysingpcosyt. 10. /. = ycospeosyr. 2
! 1. L=ye* cosyt. 12. 1 my' m p b) Silindrik koordinata sistemasida = o*qi aylanish o*qi deb qaralsin,
s LE———=—me SINQ.
\ & 2 ’ :r", e f/?=§r”"f'('”- Lzm,‘.rl 42" +"':(¢5'+m)‘ #rr(r'_:"(ﬂ')_
| 16. 2
a) L=mR'¢(1+cosp)-U(R.¢p). 2. a) Mayatnikning osilish nuqtasi sfera ustida deb, = o*qining yo*nalishi
L £20° +r7sin® 0p° ]
| Pastga qarab olinsin:  L=m g cos0,
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FPerisniagp® a Ng S
by L= 2 20 _a (1+9 )q q 2. E=—n -q
p LE="2T 1 —a
( bz .2 . . 2 2 q
+ , os(@—
d) L=M-a’¢’+mz 0 +2ab¢20<.os(¢ 0)+ oot 4 E__I.va_—__l
3. E=?+—-—2-0 -';. y ) Uy
+(m, +m, ) ag cos g+ m,bg cos ), | 1
, ) 2 ) = (= 1), 6. E=—(*+ 37 )+(x* +37 +x).
g)L=a2¢zmgSm2¢'+mgCOS'(0 ag Sk 2(" +57) = (- %) 2( J+("+) )

> —?(m, sin @ +m, sin ),

- ] 2 . l 2 hd m 232 l z2 2
7. E=~(F++ 7 )+=(x"-xw+)y). 8. E= + -= +m, .
d) r=r, +vi, 7=v, ikkinchi zarra uchun k 2(r T )+2(‘ ) (é FP) 2(1" go¥’)
L m,azqzi2 m, (¢2 ('b "'W)z) 2. 10. E_ma {¢ 2u((z)+cos¢)}
= + ~+mgacosg+nm,e(r +v L 2 2
2 2 \8 ¢ .8 (7, vt)cosg E=m.2§: §|:+11122§| -z-+§(§z'§l)
L_ml2 " . = ’
€) L==—-¢" + mlaw’ sin 21 - cosg + mgll cosp + asin er), 1. 1, po gl mst - (& - 5)
j 9’ 25 i L —ﬂ(§ +‘: ) (é:l_éfz"":‘:) ?
) L= -+mlaw’ sin wi-sin ¢ + mglcosg . ' : :
2 ca:(i,z_*_wzx:) '
3.0-2. Z*Z (Z,e ) W, TR il
2r
| 1 3.
4 L=omil +—mi} ~UG.F), U=-p i _, i nym, = z
. L—y 2 b) x=2, oz
22 F-Al TR0 R RO a) ¥=2-. UERES
0ol pesl e
1.5-misollar
L j) ¥=hs 2) xl:=3¢2\/§ i) x=¢
1 22 2
a) E=—L_sg, by £ M K
1-v? ) >t k) x=-§- )] x:aln(%- - m) .\’=-A|j‘4"-‘€"[i %)
V) E=3 +(e" -1), m +m, ‘ 0
g) E=——2—— 2+ (¢ 2:¢sm¢)+m,sm¢
2. =0, o3k p)x=2anl
n) a
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2.1.

3. 1 =arcsin(x~1)

6.1 =l]nx_4
8 x+4

1 . |m
8. 1 =—arcsin, |—awox -+,
@ 2L

10. 1= e agin b‘ —bcosbx) _ ,257‘: -

a’ +h a +bh

!H
‘) F

x(r) = -2aln{ 1—-

L
13. rglrm \/chi\'
| —pr 2 by

I |
JE-U, _ﬁ]

Misollar

2] :
2. = -:—,(— ArcShe™ 3 + .-l."(.'.\'i'f\'{.-"l)
3

4. 1 = ArcChx

1 Jis
9.t =—=arccos ——cosx
J15 4

J_U., +JE
JE-U, ~JE

c=0da = 1",L\p—

2a

v, 2m . .
?—.'), L= h— da zarra cheksizga ketadi.
~a a0

2m ﬁ:

JE~U,+E

2a,|—/In =

2.2.- Misollar

Ax— L
a) £>2, T =2arcsin “ ‘ =27
VE- =1},
by £et, 7o a0 B 20
- <1, T = —=-arccos — = -,
JI=-E JE |‘ JI—E
1) ~1<E<0, T=—"-arcsm '\.f‘_]'h 27
a) —l<f<U. 7' = aresm ——— = ——
) JE Vi-El, JE
E<l, 2 arcsin L’—E—m\h 2
— '2 L‘.' B '. = —
€ 0<k< N f:' V E - N-E
_ .T\,"‘Vilrlil
i a\,f.f;' +U,
2.3-misollar
l‘n
l._‘l"—f——_“,
J

!
ln(l—m_,]

2. x= N

[l +1g 5
3. x=uigt,

!
4, x=—,

6

; JFTEe ok
6. x= _.JF SChlt—1,)- g P= 2arcig % .

78 .r—[ 2L-P; J (\/I_—_Fﬂlrcsin.\').



[2 JE_PJ (I s acsin -

8. x=—EiJ(I—I.,):+iI+Pfi, y=P ArcCh Etx .
JI+ P

4E -1 E 2E (-1
9.x=—-,—-cos(l’ 2 =—-(t-1,)+ =-si — |+ ¥
2 v 4 b y P ( ‘J)+ P: sm P 2 +)1l'

B do M
10. ¢ —j——__ s Vo 0)= Im—mglcos(),

”32 [E— Vrlxl: (0)]

Bu integrallar elliptik integrallardir. Umumlashgan koordinata ¢ ning aniqlash
sohasi E>v,, dan, chegarasi esa E=V,, dan aniglanadi. Oxirga tenglama
cos¢ ga nisbatan 3-darajali tenglama bolib, (-1.+1) oraliqda ikkita ildizi mavjud
va sferadaga ikki parallel (ham konsentrik) doira oraligidagi trayektoriyalarni

aniglab beradi o = M- 40
? lﬂj‘/smlolf-rw(a)]'

2.4-misollar

2 2 2 ’__’_.T‘.;'I_:_'.'.T_?"_
1.a) p 2AEVMa +IMEM” b)r=i\[llvl“+\/.’lvl‘+16m'15
E AmE

d) r=\’E:t\]Ez+iM:+lj,

_ dl +I-4k? ) k=M m’c'U, emU,
e)r= s ’ T=—— om0
2 cy2mU, M 2
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r M

2.a)l l +‘1 (¢ ¢0J
I+.\I

=

) %:27‘—_%-_:(”,’85(;\!: +|)+|)cosH'";;’ (¢—¢..)J,

Fe A
d) I‘='7.C\P|:2 ‘I- (¢ 2”":11 "}
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f) o’ =—{la"[l ] g)w=\/§.

o' |y (m] +m
— L]
o \mn(m, +m,)
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o sin @,
7' X, =13 - B <]1 ! =X,
8mgR” 2

x,>1da 4 nuqta bargaror muvozanat nuqtasidir, x, <1 da esa.

noturg-un.

B bVl ) PEY e o 3 ME
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11.0 12. _[55 p 13 mpp? 14.0

16. LWL 47 LWL 4y ,J0
dr r dp p dr

4.4-misollar
6. F, = —e(eu —l)zlgp,
8. a), b) koordinata va impuls bir-biriga almashadi,

v) aynan almashtirilgan.,
10.a) ¢ = 1/isin 0, p=V2mwPcosQ, Q=0 +cr')§£'-—2-—Q—, P
mao 20

bu yerda P va @ ta“sir — burchak uzgaruvchilari,

b) g= F2+ EsinQ, p=2mwPsnQ,
mo mo

d p=F2moPsnQ.

11. Gamilton funksiyasi H’=oP,,
harakat tenglamalari 2 =P, =0, =0, 0, =0.

15.0

cos 20

= poy—=,
(0]

12. Bu almashtirishlar p=aP, r = % o‘xshashlik almashtirishidir.

13.a) g=e", p=Pe?, p=2P,
b) p=P20, 7=420,
d) F=F"+11, p=p +ml,

1 .
14~a)fl=m(Q—‘P), p=—-i"%(Q+iP),
b) ¢ = ’-'g%cosQ, p=—2moPsinQ,

n

d) qg= ’ECOS(Q)L}-Q), P=—J2mmPsm(my+Q).H =0,
mo
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q=+2PQ,

H' =H-Vp'.

H'=-io PQ,
H=0P,

=0,

Pt p=p. H(',p'.1)=0.

15.b) x=x"+—.

m

4.5-misollar

s 1] 1 (asy . 1 (asY
la) 4o —| = +——(—) =0,
) a +?.|:I--v‘(6u) I-u-\ov

as | 1{(esy 1 as)z 1 [gg) o
e)-(;*.{iz;[[_é}-) +r:(80 .‘:r:sin:() o r
(asY (asY
f) &)L \'(-ai) + é—-) -x=0,
a |4x ax dy

v an Lo LoV
2.a) vii+t’n>=‘7. ui}+uv=-‘-’i—, b) uu+—£—, w+—2—,
$=2/ = —2a o ni =2 §
d) mi=2/y, mj = =2ax, e) ¥Jxy' =1, )
f) =2y, mip = -2%.
~c N2 2 A2 ¢
3.a) —(i‘()-+l (a—’s) + ) +(§) -x=0, -"=X‘.+Pu,'+?,
a 2\a) \a) \&
p: +[):+p? H gg—” = const
X =—3‘——2;——‘—E -boshlang‘ich holat, aE P T )
a;s‘.=l?,v=consf, Y=y, + P2E-p] - pl +2x.
oF
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RN
B e

1

asY 1(asY
b) ko‘rsatma: i—s +%l:(i—gj +~»[£~J }rl =0, S=-Et+p,p+f(r) 3

ot or re\ ép r 3 s o

4., 1,=1 ——’BN[R +—) 10’
d) ko‘rsatma: S =-FEt+p g+ p.z+ f(r).
1 )
! ¥l = . 5 [” = [ll :—ZHJ”H?J'”..‘. [.‘.. =0
e) H =p——m‘n{v, }-'5’! : p=mgr. Moo
2m 2
5.1-misollar 6.1, - 20,1, nWol,= ’f:;l_”‘ I, =1,+1,. ah-asosvabalandlik
u 2

2. a) parchalanadi,

L MPemt -
g = —,’—{li-w—-—r-

4. £, =4MeV,

=% V 4 n,vi 2 V-
1 ¥ = ———, =
m, +n, mn,
3. t=4u% sin? £,
2
i) a2,
mv?
[_,D’__ o ] .
E* 4E*) 2
d) o= fj
0 Ex—
28
2O
6. do = sl ;
l‘;ﬂﬂ\
ul’
1.1, =1,=4~—,1,=0,
11 22 12 i3

m (2(.5 s
__[;(R —1 )

myvi

b) parchalana olmaydi.

M~ +m; —my;
M

E, =298 Mel

E,

5.2-misollar
ey pr=ml & puvii, pil=ml—pvii.
b) it ;m(" B 2).:{ ff‘ ]u
mv’
o L- _) o
T 4E
s e) o=
\(! E<—
6.1-misollar
2uR’

Ze b=ty =y = T

(R—r)zr‘f(i‘l joom
T o3 3 | 13
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- - 1.8)
do =[d§/dsk ]= hlhk dql dq; [e’ek] (
ILOVA ; '
‘ i = (a5 1S a5 V= hi.h, dg, dg, dq.
Ba"zi muhim matematik qo‘shimchalar. ‘ . di _(dS,LIS:dS;I) i ll ba's operatorlaming
. ‘ . : i ga bo‘lgan ba"zi op
I. Egri chizigli ortogonal koordinata sistemasida fazoviy hosilalarning Bu aniglanishlar orqali muhim ahamiyatga ega bo"lg
ifodalari, ifodasini keltiraylik: 1.09)
Nugtaning egri chiziqli koordinatalarin; 9-9:-¢, deb, ularning Dekart 1. gradé =g = Z}TJ ]
koordinatalari orqali boshlanishlarini yozib olaylik: ‘ (1.10)
9 =q,(x,y.z) (1.1 | 2. diva=(Va)= l —(alh ") +——(a "1”)’*—("""")
A 2. dna—( Ininh, | 0q
7: =q,(x.3.3) - M}e
U =q,(X.y,:) 3. rotd _[Va] ___{—(03113)-'_(a,h~)}e1 +__{._—_(a3h, oq; i
Va aksincha F=Fg,.q9,.9,) (1.2) | h, ‘
o . . . C b \ 1.11
Dekart va ortogonal egri chiziqli koordinata sistemalarining ortlari (birlik 1 { B ()~ 0 (a h.)}53~ (1.1D)
+——y 2 - :
vektorlari) | hh |0, 7 oq, i
P - ] hh, a |
PGk 8.6, (1.3) 1 [ e (hhée +_"—(£‘s_”_ﬁc_¢i)+_a_(_;_’:-.:£)}! (1.12)
. o S A= o\ h oa,) 4.\ k Ga:) o\ b 3g;)]
€é)=3,. ("1["2".1]):' hhhy | O, Ay
Radius-vektor 7 egri chizigli koordinatalarning funksiyasi bo‘lganl; idan: . ;
: ’ ) . o 1.4) A. Sferik koordinatalar sistemasi
- Z—_dq' Z‘;: e " \‘ x=r-sinfcosp, y=r-sinfsing, z=r-cosb.
‘ ) - L

Quyidagi belgilashlarni kiritaylik

LR CRSEC IS g2 (&)%)

a'q dq oa.

dr
dg,

h =

Bu 4, koeffitsiyentlar Lame koefTitsiyentlari deb nomlanadi.

Demak radius-vektorni egri chiziqli koordinatalardagi ifodas; quyidagicha

2
-cos@
(" smﬂcOSV’) { (r Smgsmq,)) (6(r ;ros )) =!

aF =3 hdge,. (1.6) h = ,1,

Uning modulini |¢F| = ds deb belgilasak ‘ . S
7 in i * (8(rcosd -
ds? =Zh}dq‘2’ (1.7) . \(1*) J(w) +(6(r 51:3\:511\0’)] +( 5 J
===\ 75 £
bo‘ladi. Demak radius-vektorni egri chizigli koordinatalardagi ifodasi 46

quyidagicha:

dS, =dS, & = hdg @ 209
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: . ilindrik koordinata sistemasi:
(fl u’.v (r Hlll()u)s(p} a"’"-‘ii!”)sinr/}] \3 ,{.(i'L'll‘»‘()) 2 . B. Silindrik
n"f u"( -~ | 3 | - i = rsind. T =
!" :” c@ J \ Pelv) J X = pcose. V= psma. L=4.

._l'? —] h). = h() =, /f-. h'- = SO
A dq, cq, aq, éq,

ds? :(a’.")2 +r? (d()): + 17 sin’ 0(‘/@)2

| gradp=Vg=F 108 106, 126 124, o4 104, 1 24,

—F +—-——

héq " hor” hyao " b, "’ & " rod "’ rsing ap 7 = 3
). divi (V 1 bl P 1 - d&F =\/(ij :J[E(pcus(p)] +(5(pf|nq7}) f[f—:] 1
2). diva = a) = —_h I, (u hh )+ T(u Sl )+ ——;l—(u i) J =5 P dp ap E 8o

| (“ (ﬁ‘ =
=— ar’ sin Q)+ ——{a.rsi iR, o 2
e Si“(){ﬂ' ( e a(}(a:; sin0)+ r"fﬂ(“" )} i ir (/)r..u‘»(/’) [ (P""W’)J [E: )k
’ _|ar ' ( " —~ =\p
= rlfp f‘/’ <4 e

3).
~ 1 d ”
rota=|\Va|=——m 25 T I -
Y]t~ L )~ ) po) [ - [l (2esol] (2] -
: c[" c)'. ) c=z oz
S _9. I 2 a ) I
hh, {oq 2) ag (“h )} B eing {:{;(ar sind/) — E(“ N )}r_ 4 =h =1 h,=h,=p. hy=h =1

dst = (dp): +p’ (u’go)l +(d:):.

':{ ("'b"“’)‘“*(f*'>;£'r'1{ .r)——(a.)}«;

\op, 128 10p, 108, 06, 134, 05,
z cz

2 c 1).gradg =V ——é =—7€, e S € S0
4).A¢=_.'_{_§'_{_"’ﬁ£?gj+i Wiy 29\ 8 (hh 29 ]{ . ).gradg =V = Z, 2 hmop " hop " h & a0 " pop
/?1/?1;71 _D(I| /I, (F-:{]] F‘(I: [12 (?(f: (".(h h, Og, I - l ) ( !l )

o= () =t () &-H—((I I, ,__( ahh) ==
2). diva ( U’) It {t.; (
1 { o ( ¢.J o - - R 3 R l
" rsi AL } [Hm()(¢)+ r_i8g =118 0o+ A(a +L((r P
r=sind@ | or or oo re0) ép\rsindop)|’ "5 ('?p(a'l) ('.’tp( 2) ER J
3).

1 J S 4
T5 1 - / 1,h,) 18, +
Fo1G = I:V(_;/ — i {(q (u h, ) (a f1, )}1 + h /J 1 (ﬂ‘ 1. ) 2 (( }

(«, )——{u p)} g +—[—[¢J )——(u p)lf‘_‘_+

2 (5

”’l

,*,,],,{ o )*‘—‘(uh,)} ,}:{
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J; Lf.— ’(p sin@cosg) a(r-sin@sing)\ [ (reoso) ) B. Silindrik koordinata sistemasi:
drp u'r;? 8¢ J P | '*| T J =rsind. .
J o\ 7 X = pCosp, V= psma. =z
h=h =1, hy=h,=r, hy=h,=rsm@
dS? —(d:) + (dt?) + 7 sin? O(d'q? . “r ’+ p_”_]
= dq dq :qJ r:]‘ aq, |
| ¢ - !r’qﬁ 1r¢ﬂ 1 o¢ 3 13 -
1 gradg =V = é =— +— ORISR [ ¢, 1 8,
zh éq, h, or e I, a0 h,cp © - ar ! +r a0 +r',‘;ll'|() r?p‘”“'
= I pu.)\(ﬂ) E(psimp)]' (E’: )1 i
2 Vel = = = 2 (e =1;
2). divd (Va) hih {(’ q, (u h, hi)" 7(“ h'hl A :)}':) 5 d,n dp cop { cp cop
| 1 c
| —m > (a, sin 0) +-——(a r sm(}) + ——-—-—(a s )} -
| (pc.uwp) ( (pqm(p)] [F_::J s
& drp d(/) ep
3).
o raru=[\_7c—: =——{-i(u h, M) bE + I e
- L) el +——q —(an) - —(a,h, i : B 2 s s 2 s o
) i ] hh, |og, " ) hh, | B lw( 2) ”h(a n) e , di| (C_,_) - [.«(pcosrp)J _i{r(psm(p)J 4(£) -1
‘1‘:?' 1 o | 2 5= d= d= oz oz oz
o e —(a, 1, e h)re = —_— -
hh, {rq ( 2. 1)}&" = rzsin(J{o()(a r sm()) 0 (u r')}r. i hy = h“ =1 h: = hrp =p, hy=h,=1.
: ; 1 3 2 -: 2 - 2
’ :{——(awmnO)——(aJ )} s l{__( “")_——‘(“u)} ds’ =(dp) +p (do) +(dz) .
" i
| . 1og, 126, 108, 106, 06, 136, 8.
1 3 A ~ sradd =Vé = F b — g +—— &, >, ——8, + €.
1 4). Agp = 1 {L(ﬂ%}.{_&_ ﬁ,ﬁti /1}!1 (d) l " D.gradg =V ¢ Zh 2. €, ll ap e, h‘" (::‘(JJL' % E:L_ 20" pa(/)tf C:L
- hhh | 6g,\ B g, oq, \ Iy dq, ((h lf, aq, f B
— i = 1
: 2y. divii = (Vi) = ————(a/uh, i-—-—- ainh, ,, ahnh, }
| 2). diva = ( I) ik {”{’( | ) ( i) ( | )
r 1 [e@ [ *¢J d [mina g\ of r @ 5
' = — r’sing | /L2 | D _r Gél. 1 a
.‘ r Sm{){m or o0 r (‘j()) ﬁrp[rsin{) o )|’ :; 6—3((’]’))+—p a, )+F_q(”‘l’)
3).
8 2
P - a,h, —(a.h)——(a.ln, 2
rota = [Vu] W {(‘h (a.hn) 2. (a. ’-)}‘ hl, { (a.h) ( )} 2
—| e 2 )~ f = {ag o) 2o e+ L2 )-—(rw)}
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e

1} @& 0
L (@) Lo

o

woage V|2 (mhos), o (hnoe), 2 (b oo
hivh, | og,\ &g, cgq,\ I, g, cq. \ N, aq,

_1jo( o8], (126 m( 271,
!’{aﬂ(/’aﬂjiafﬂ(r’ﬁ’/’Ji oz ”ﬁr)f’

2. Birlik psevdotenzorning birlik tenzor orqali ifodalanishi.
Determinantlar nazariyasidan foydalanib. birlik psevdotenzorni birlik tenzor

komponentalaridan tashkil topgan determinant shaklida yozish mumkin.

Lig 2 77 his "
" e
ézi, > ‘52:7 eiOs;

P iy ..,

voki Zys%55-++51, indekslaro'miga /y > J2--es J,, indekslar olinsa:

Eoni by oE
Jr Sz Sy

......................

’y.l ? nj:‘. ’?f-n

boladi. Bu ikki psevdotenzorlar ko*paytmasini tuzaylik:

212

5“] ’C)li: ""(Sli,, 5l Ji 751_;': “"O[Jr"
B0 By ey || s By 2
gi'l 'i: "‘in g’l j: "'J.n ¥
(Sm', ? Y ni, ""5m' 5;1], > 5;;]‘3 Tttt g,

Mos ustunlar elementlarini ko“paytirib qo"shish qoidasi va birlik tenzor
ta“rifiga muvofiq bunday yozamiz:

5,51, + 82,8y F ot 8y Sy =6

1A 72/ w2

(51 i Ol.fz + 57—'] 52.f3 AT 5’"-1 5’€f1 = 5f|.f3

Sy, O +5,,0,;, +...+3, 5, =06

,f” =iy <02 ’U.n "-n.i)r
Demak ikki psevdotenzorlar ko“paytmasining elementlari  birlik
tenzorlardan iborat determinant ekan:

A

Y/ Ve ivin

£ £ ;= Ok 5O ....5,.2,.”

fyinedy, = Jy T2t 2 h i />

O, . AP
L Siniz Ll

Jumladan, uch o“lchovli fazoda bu ifoda quyidagi ko"rinishni oladi:

0. 50,40,

ih TR Y T

=18 850,

gfif:i; 8!] s b Tyt T
5’3J} ’ 5‘5-1"3 2 5"31'3

Bu determinantni ochib yozadigan bo'isak ushbuni olamiz:




-

=, 0. (5‘ +5 (5 O +0 O . O —

£, £ s
hialy N J2)s Wy 22 J, )3 51 Ntz iady T 43;

-5,65,6,-6,6.,05, -5,6,,0

l'|j7 LV LW ’Jfl
Mazkur ifodani mos indekslar bo"yicha yig"ishirish mumkin.
a) Masalan, i, =j, bolsin, uholda &,, =0, +0,,+0d; =3 bo'ladi,

hamda ushbularni hisobga olsak

=0 0.0, =0

Gyt Lh? Wy Wi ?

5 5 51:;3‘ {5“:5 :(S:lr,'

CYERVY I
determinant natijasini quyidagicha yozib olamiz :

E (5 [5 + 5 1 4 §_- h 6‘1 h - 3(5"1 ¥ J’: ] - (5‘1 h ‘S“ /] - 6" k (S =

N1z -'1/ i

[5'|'| Wtz
=5 68 -8 0 =
th 2 L 2] (5‘
2h I

b) So"ngi ifodada i, = j, deb hissoblab ,yana yig"ishtirish amalini ishlataylik:
=0 ,0, (5' 5 = 35,m -0, = 25““ :

’|‘2"3gll iaty Wiy T hb f2h 11
v) Va nihoyat, bu natijani ham =/, deb hisoblab . so"ngra yig"ishtirsak:

=26,, =6

ooty PRl i
Yugoridagi natijalarning amaliyotdagi roli muhimligi uchun ularni uch o"lchovli

fazoda ko"p ishlatiladigan an“anaviy ko'rinishlarini qayta keltiraylik:

1y

it 1t e

anm = 36‘”'5!. +5 bﬂ +(5 6 ")5.':"5 é‘daﬁm ‘Sbuérf ﬂm _é‘im(skl’

thnt

.ul.ngfmn = é 5»{”: é)‘.'mék.“ grhig.'hr = 25'." Fr.kn&'rin - 6

214

£,.,- indekslar siklik almashtirilganda.

¢.,, -indekslar siklik almashtirilganda.

ik larning boshqa qiymatlarida.
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