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SO‘Z BOSHI

Ma’lumki, algebra atamasi yurtdoshimiz, buyuk mutafakkir olim, matematik
va astronom Muhammad ibn Muso al-Xorazmiy (783–850) tomonidan yozil-
gan “Al-jabr va al-muqobala” asari nomi bilan befosita bog‘liqdir. Muhammad
al-Xorazmiyning asarlarida sonlar ustidagi arifmetik amallar keltirilgan bo‘lib,
birinchi va ikkinchi darajali algebraik tenglamalarga keltiriladigan masalalarni
yechishning umumiy usullari berilgan.

Keyinchalik nafaqat sonlar ustida, balki, ixtiyoriy to‘plam elementlari,
obyektlar ustida amallar kiritilishi natijasida algebraning abstrakt tushun-
chasi hisoblangan algebraik sistemalar paydo bo‘lgan. Algebraik sistemalar-
ning dastlabkisi bu gruppalar hisoblanib, gruppalar nazariyasi abstrakt algebra-
ning asosiy bo‘limlaridan biridir. Gruppalar berilgan to‘plamda bitta algeb-
raik amal kiritish orqali aniqlanib, chekli to‘plamlar ustida o‘rin almashtirish-
larni o‘rganish orqali kommutativ bo‘lmagan gruppalar vujudga kelgan. O‘rin
almashtirishlar gruppasini, umuman gruppalar nazariyasini paydo bo‘lishida al-
gebraik tenglamalarni yechish masalalarini o‘rganish alohida ahamiyat kasb etadi.
Yuqorida ta’kidlaganimizdek, birinchi va ikkinchi darajali algebraik tenglamalarni
yechishning umumiy usullari Muhammad al-Xorazmiyning asarlarida berilgan
bo‘lsa, uchinchi va to‘rtinchi darajali algebraik tenglamalarni yechish usullari esa,
XVI asrda yashab ijod qilgan italiyalik matematiklar J.Kardano (1501-1576) va
L.Ferrarilar (1522-1565) tomonodan e‘lon qilingan ishlarda keltirilgan. Beshinchi
va undan yuqori darajali tenglamalarning umumiy yechimini topish usullarini
aniqlash masalasi juda ko‘p olimlarning qiziqishiga sabab bo‘lib, bu masalalar
XIX asrga kelibgina o‘z yechimini topgan.

O‘rin almashtirishlar gruppasini algebraik tenglamalarni radikallarda yechish
masalasini hal qilish uchun qo‘llagan fransiyalik matematik Lagranj XVIII asr
oxirlarida gruppalar nazariyasida muhim rol o‘ynaydigan qator natijalarni olgan
bo‘lsa, XIX asr boshlarida norvegiyalik matematik Abel (1802–1829) tomonidan
darajasi besh va undan yuqori bo‘lgan algebraik tenglamalarni umuman olganda
radikallarda yechish mumkin emasligi isbotlangan. Evarist Galua (1811–1832)
tomonidan aynan qanday tenglamalarni yechish mumkin va qandaylarini yechish
mumkin emas degan masalaning o‘rganilishi esa nafaqat gruppalar, balki may-
donlar nazariyasini rivojlantiruvchi yangi bir nazariyaning paydo bo‘lishiga olib
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6 MUNDARIJA

keldi. Hozirgi kunda ushbu nazariya Galua nazariyasi deb yuritiladi.
Keyinchalik o‘rin almashtirishlar gruppasining Keli, Veber, Jordan va Silovlar

tomonidan davom ettirilishi, gruppalarning abstrakt ta’rifi kiritilib, ularning umu-
miy xossalarini o‘rganishga turtki bo‘lgan. Yuqorida aytilganidek, gruppalar va
ularning xossalari, XVIII asr oxirlari va XIX asr boshlarida ko‘p o‘rganilgan
bo‘lsada, gruppalarning abstrakt ta’rifi XX asr boshlariga kelibgina kiritilgan.
Shundan so‘ng bu nazariyaning qator olimlar tomonidan jadal suratda o‘rganilishi
halqalar va maydonlar nazariyasining ham rivojlanishiga olib keldi.

Halqalar bu gruppalardan farqli o‘laroq ikkita binar amal orqali aniqlanadi-
gan obyekt hisoblanib, gruppalar nazariyasidagi ko‘plab tushuncha va tasdiqlar
halqalar uchun ham davom ettiriladi. Halqa tushunchasi dastlab, D.Hilbertning
(1862–1943) ishlarida keltirilgan bo‘lib, keyinchalik E.Artin, E.Nyoter, A. Frenkel
kabi matematiklar tomonidan uning abstrakt ta’rifi kiritilgan. Maydonlarning
kengaytmasi va gruppalarni bog‘lovchi Galua nazariyasining zamonaviy talqinda
bayon qilinishida ham E.Artinning xizmatlari muhim rol o‘ynaydi.

Hozirgi kunga kelib, gruppalar, halqalar va maydonlar nazariyalari algeb-
raning asosiy obyektlari hisoblanib, matematikaning geometriya, topologiya,
funksiyalar nazariyasi kabi qator sohalarida qo‘llanilishi bilan birga fizik va
mexanik masalalarni yechishda ham ishlatiladi. Zamonaviy algebrada esa,
gruppa, halqa va maydon tushunchalaridan ham umumiyroq bo‘lgan algebraik
sistemalar o‘rganilmoqda. Jumladan, yurtimiz matematiklari tomonidan as-
sosiativ bo‘lmagan algebralarning bir qator muhim sinflari, ularning xossalarini
o‘rganishga doir qator muammolar hal qilingan.

Ushbu o‘quv qo‘llanma “Matematika” ta’lim yo‘nalishi dastlabki kurslarida
o‘qitiladigan asosiy fanlardan biri hisoblangan Algebra va sonlar nazariyasi kursi-
ning Algebra bo‘limida o‘tiladigan barcha mavzularni va magistrantlar uchun
mo‘ljallangan “Abstrakt algebra” fanini to‘liq qamrab olgan. Qo‘llanmada ing-
liz va rus tillarida yozilgan qator zamonaviy adabiyotlardan foydalanilgan bo‘lib,
ko‘plab mavzularning yoritilishida D.S. Malik, J.N. Monderson, M.K. Sen “Funda-
mentals of Abstract algebra”, P.A. Grillet “Abstract Algebra”, T.W. Hungerford
“Algebra” kitoblaridan hamda Moskva Davlat universiteti “Oliy algebra (Высшая
алгебра)” kafedrasi materiallaridan keng foydalanilgan. Galua nazariyasiga doir
mavzular esa M.M. Postnikovning rus tilida yozilgan “Galua nazariyasi (Теория
Галуа)” kitobi asosida yozilgan. O‘quv qo‘llanma yuqori kurs talabalari, magis-
trantlar hamda gruppalar, halqalar va maydonlar nazariyasini chuqur o‘rganishni
rejalashtirgan tayanch doktorantlar uchun ham foydali hisoblanadi.



BOB 1

Gruppalar nazariyasiga kirish

Sonlar to‘plami va ularda aniqlangan qo‘shish va ko‘paytirish amallari algebraik
sistemalarga eng dastlabki misollar bo‘la oladi. Masalan, natural, butun, rat-
sional, haqiqiy va kompleks sonlar to‘plami qo‘shish va ko‘paytirish amallari bilan
birgalikda algebraik sistema tashkil qiladi. Lekin barcha sonlar to‘plami ham
ushbu amallarga nisbatan algebraik sistema bo‘lavermaydi, masalan manfiy son-
lar to‘plami ko‘paytirish amaliga nisbatan algebraik sistema emas, chunki ikkita
manfiy sonning ko‘paytmasi musbat son bo‘ladi. Shuningdek, irratsional sonlar
to‘plami qo‘shish amaliga nisbatan algebraik sistema bo‘lmaydi, chunki ikkita
irratsional sonning yig‘indisi ratsional son bo‘lib qolishi mumkin. Haqiqiy son-
lar ustidagi qo‘shish va ko‘paytirish amallari binar amallar hisoblanib, gruppa
tushunchasi ham biror to‘plamda aniqlangan binar amal yordamida kiritiladi.
Umiman olganda algebraik amal deganda nafaqat binar amal, balki n-ar amallar
ham tushuniladi.

1.1 Binar amal, yarim gruppa, monoid va gruppalar

Bizga bo‘sh bo‘lmagan A to‘plam va A × A dekart ko‘paytma berilgan bo‘lsin.
A × A dekart ko‘paytmani A to‘plamga o‘tkazuvchi ∗ : A × A → A asklantirish
berilgan bo‘lsa, u holda A to‘plamda binar amal aniqlangan deyiladi. Ushbu
(A, ∗) juftlikka esa algebraik sistema yoki gruppoid deb ataladi. Odatda (a, b)
elementning bu akslantirishdagi qiymati a ∗ b, a · b yoki ab kabi belgilanadi.

1.1.1-misol.

• Bizga biror A to‘plam berilgan bo‘lib, ushbu to‘plamdan olingan ixtiyoriy x
va y elementlar uchun x ∗ y = x ko‘rinishda aniqlangan ∗ amali binar amal
bo‘ladi.

• N natural sonlar to‘plamida quyidagi amallar binar amal bo‘ladi:

+, ·, max, min, EKUB, EKUK,

7



8 BOB 1. GRUPPALAR NAZARIYASIGA KIRISH

ya’ni qo‘shish, ko‘paytirish, ikki sonning maksimumi, minimumi, eng katta
umumiy bo‘luvchisi va eng kichik umumiy karralisi.

• Z butun sonlar to‘plamida qo‘shish (+) va ko‘paytirish (·) amallari binar
amal bo‘ladi.

• [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lgan barcha funksiyalar fazosi C[a, b] da ixtiyoriy
f, g ∈ C[a, b] funksiyalar uchun (f ◦ g)(x) = f(g(x)) kabi aniqlangan amal
binar amal bo‘ladi.

1.1.1-ta’rif. Agar (S, ∗) algebraik sistemada ixtiyoriy a, b, c ∈ S elementlar uchun
assosiativlik xossasi, ya’ni

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda (S, ∗) algebraik sistemaga yarim gruppa deyiladi.

1.1.2-misol.

• (N,+), (N, ·), (Z, ·) algebraik sistemalar yarim gruppa bo‘ladi.

• A to‘plamda olingan ixtiyoriy x, y elementlar uchun ∗ amali x ∗ y = x

ko‘rinishda aniqlangan bo‘lsa, (A, ∗) algebraik sistema yarim gruppa bo‘ladi.

1.1.2-ta’rif. Agar (M, ∗) yarim gruppada shunday e ∈M element mavjud bo‘lib,
ixtiyoriy a ∈M element uchun

e ∗ a = a ∗ e = a

tenglik bajarilsa, u holda (M, ∗) yarim gruppaga monoid deyiladi. Ushbu e ele-
mentga esa birlik element deb ataladi.

1.1.3-misol.

• (Z, ·), (N, ·), (Z,+) algebraik sistemalar monoid tashkil qiladi.

• (Mn(R),+) – elementlari haqiqiy sonlardan iborat bo‘lgan n-tartibli kvadrat
matritsalar to‘plami, matritsalarni qo‘shish amaliga nisbatan monoid tashkil
qiladi.

• (Mn(R), ·) – elementlari haqiqiy sonlardan iborat bo‘lgan n-tartibli kvadrat
matritsalar to‘plami, matritsalarni ko‘paytirish amaliga nisbatan monoid
tashkil qiladi.

Endi asosiy tushuncha hisoblangan gruppaning ta’rifini keltiramiz.



1.1. BINAR AMAL, YARIM GRUPPA, MONOID VA GRUPPALAR 9

1.1.3-ta’rif. Agar (G, ∗) monoid berilgan bo‘lib, ixtiyoriy a ∈ G element uchun

a−1 ∗ a = a ∗ a−1 = e

tenglikni qanoatlantiruvchi a−1 ∈ G element mavjud bo‘lsa, u holda (G, ∗) algeb-
raik sistemaga gruppa deyiladi. a−1 element esa a elementning teskari ele-
menti deb ataladi.

Demak, gruppa bu biror to‘plamda aniqlangan algebraik amalga nisbatan as-
sosiativlik xossasi o‘rinli bo‘ladigan, birlik elementi mavjud bo‘lib, ixtiyoriy ele-
menti teskarilanuvchi bo‘ladigan algebraik sistema ekan.

Agar (G, ∗) gruppaning ixtiyoriy a, b ∈ G elementlari uchun

a ∗ b = b ∗ a

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda (G, ∗) gruppa kommutativ gruppa yoki Abel
gruppasi deyiladi. Kommutativ bo‘lmagan gruppa esa nokommutativ gruppa
deyiladi.

1.1.4-misol.

• (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) algebraik sistemalar kommutativ gruppa bo‘ladi.

• (Q \ {0}, ·), (R \ {0}, ·), (C \ {0}, ·) algebraik sistemalar kommutativ gruppa
bo‘ladi.

• (Mn(R),+) – elementlari haqiqiy sonlardan iborat bo‘lgan n-tartibli kvadrat
matritsalar to‘plami, matritsalarni qo‘shish amaliga nisbatan kommutativ
gruppa tashkil qiladi.

• (GLn(R), ·) – elementlari haqiqiy sonlardan iborat bo‘lib, determinanti noldan
farqli bo‘lgan n-tartibli matritsalar to‘plami, matritsalarni ko‘paytirish ama-
liga nisbatan nokommutativ gruppa tashkil qiladi.

• (SLn(R), ·) – elementlari haqiqiy sonlardan iborat bo‘lib, determinanti 1 ga
teng bo‘lgan n-tartibli matritsalar to‘plami, matritsalarni ko‘paytirish ama-
liga nisbatan nokommutativ gruppa tashkil qiladi.

Qiyudagi misolda X to‘plamning barcha qism to‘plamlaridan tuzilgan P (X)
oilani qarab, bu oila ikki to‘plamning birlashmasi, kesishmasi va simmetrik
ayirmasi kabi amallarga nisbatan qanday algebraik sistema tashkil qilishini
aniqlaymiz.

1.1.5-misol. Bo‘sh bo‘lmagan X to‘plamning barcha qism to‘plamlaridan tuzilgan
P (X) sistema uchun quyidagilar o‘rinli bo‘ladi:
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• P (X) to‘plam birlashma ∪ amaliga nisbatan monoid tashkil qiladi, lekin
(P (X),∪) gruppa emas. Haqiqatdan ham, birlashma amali binar amal bo‘lib,
ushbu amal uchun assosiativlik xossasi o‘rinli bo‘ladi. Birlik element vazi-
fasini e = ∅ bajarsa, bo‘sh to‘plamdan farqli bo‘lgan ixtiyoriy to‘plam teska-
rilanuvchi emas. Shuning uchun (P (X),∪) monoid bo‘lib, gruppa tashkil
qilmaydi.

• P (X) to‘plam kesishma ∩ amaliga nisbatan monoid tashkil qiladi, lekin
(P (X),∩) gruppa emas. Bu yerda ham aniqlangan amal binar amal bo‘lishi
va assosiativlikning bajarilishi ravshan. Birlik element vazifasini e = X ba-
jarsa, X dan farqli bo‘lgan ixtiyoriy to‘plam teskarilanuvchi emas.

• P (X) to‘plam simmetrik ayirma 4 amaliga nisbatan kommutativ gruppa
tashkil qiladi. Chunki, simmetrik ayirmaga nisbatan birlik element e = ∅
bo‘lib, ixtiyoriy A ∈ P (X) elementning teskarisi o‘ziga teng bo‘ladi, ya’ni
A−1 = A.

Bizga sonlar nazariyasidan ma’lumki, ixtiyoriy n natural son uchun Zn =
{0, 1, . . . , n− 1} chegirmalar sinfini hosil qilish mumkin, hamda bu chegirmalar
sinfida qo‘shish va ko‘paytirish amallari aniqlanadi.

1.1.6-misol. Zn = {0, 1, . . . , n− 1} chegirmalar sinfi uchun quyidagilar o‘rinli:

• (Zn,+n) kommutativ gruppa tashkil qiladi.

• (Zn, ·n) monoid tashkil qiladi, lekin gruppa bo‘lmaydi.

1.1.7-misol. (Zn, ·n) monoidning barcha teskarilanuvchi elementlari to‘plami

Un = {a ∈ Zn \ {0} | (a, n) = 1}

ko‘rinishida bo‘lib, bu to‘plam ko‘paytirish amaliga nisbatan gruppa tashkil qiladi.
Ya’ni (Un, ·n) kommutativ gruppa.

Endi gruppaning ba’zi sodda xossalarini o‘z ichiga olgan qiyudagi tasdiqni
keltiramiz.

1.1.1-tasdiq. Ixtiyoriy (G, ∗) gruppa uchun quyidagilar o‘rinli:

1) Gruppaning birlik elementi yagona.

2) Ixtiyoriy a ∈ G element uchun yagona teskari element mavjud.

3) Ixtiyoriy a ∈ G element uchun (a−1)−1 = a.

4) Ixtiyoriy a, b ∈ G elementlar uchun (a ∗ b)−1 = b−1 ∗ a−1.



1.1. BINAR AMAL, YARIM GRUPPA, MONOID VA GRUPPALAR 11

Isbot. 1) Faraz qilaylik (G, ∗) gruppada ikkita e1 va e2 birlik elementlar
mavjud bo‘lsin. U holda e1 ∗ e2 ko‘paytmani qarasak, e1 element birlik element
bo‘lganligi uchun e1 ∗ e2 = e2. Ikkinchi tomondan esa, e2 element birlik element
bo‘lganligi uchun e1 ∗ e2 = e1. Demak, e1 = e2.

2) Faraz qilaylik a ∈ G element uchun ikkita teskari element mavjud bo‘lsin,
ya’ni shunday b, c ∈ G elementlar mavjud bo‘lib,

a ∗ b = b ∗ a = e, a ∗ c = c ∗ a = e

bo‘lsin. Quyidagi tengliklardan b va c elementlarning tengligini hosil qilamiz:

b = b ∗ e = b ∗ (a ∗ c) = (b ∗ a) ∗ c = e ∗ c = c.

Demak, a elementga teskari element yagona.
3) a ∈ G elementning teskarisi a−1 bo‘lganligi uchun

a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e.

Faraz qilaylik, b ∈ G element a−1 ga teskari element bo‘lsin. U holda

b ∗ a−1 = a−1 ∗ b = e.

Bu tengliklardan biz a va b elementlar a−1 ga teskari element ekanligini hosil qil-
amiz. 2)-xossaga ko‘ra ixtiyoriy elementning teskari elementi yagona bo‘lganligi
uchun b = a ekanligi kelib chiqadi. b element a−1 ning teskarisi ekanligidan
(a−1)−1 = a bo‘ladi.

4) Bizga a, b ∈ G elementlar berilgan bo‘lib, a−1 va b−1 elementlar ularning
teskari elementlari bo‘lsin, ya’ni

a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e, b ∗ b−1 = b−1 ∗ b = e.

Quyidagi tengliklarni qaraymiz

(a ∗ b) ∗ (b−1 ∗ a−1) = (a ∗ (b ∗ b−1)) ∗ a−1 = (a ∗ e) ∗ a−1 = a ∗ a−1 = e.

(b−1 ∗ a−1) ∗ (a ∗ b) = (b−1 ∗ (a−1 ∗ a)) ∗ b = (b−1 ∗ e) ∗ b = b−1 ∗ b = e.

Ushbu tengliklardan a ∗ b elementning teskarisi b−1 ∗ a−1 ekanligi kelib chiqadi,
ya’ni

(a ∗ b)−1 = b−1 ∗ a−1.

Endi gruppaning tartibi va gruppa elementi tartibi tushunchalarini kiritamiz.

1.1.4-ta’rif. Agar G gruppaning elementlari soni chekli bo‘lsa, u holda G gruppa
chekli gruppa deyiladi. Chekli gruppaning elementlari soni uning tartibi deyi-
ladi va |G| kabi belgilanadi. Elementlari cheksiz ko‘p bo‘lgan gruppalar cheksiz
gruppalar deyiladi.
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Bizga (G, ∗) gruppa va uning a ∈ G elementi berilgan bo‘lsin. Ushbu element-
ning darajalarini quyidagicha aniqlaymiz:

a0 = e,

an = an−1 ∗ a, n ≥ 1,

an = (a−1)−n, n < 0.

Ta’kidlash joizki, ixtiyoriy k, s butun sonlar uchun ak∗as = ak+s tenglik o‘rinli.
Agar qandaydir k, s (k > s) butun sonlar uchun ak = as, tenglik o‘rinli bo‘lsa, u
holda ak−s = e munosabatga ega bo‘lamiz.

1.1.5-ta’rif. G gruppaning a ∈ G elementi uchun an = e shartni qanoatlantiruv-
chi natural sonlarning eng kichigiga berilgan elementning tartibi deb ataladi.
Agar an = e shartni qanoatlantiruvchi natural son mavjud bo‘lmasa, u holda bu
elementning tartibi cheksizga teng deb ataladi. Berilgan a ∈ G elementning tartibi
ord(a) kabi belgilanadi.

1.1.8-misol. (Z6,+6) gruppani qarasak, bu gruppaning tartibi 6 ga teng, ya’ni
|Z6| = 6 hamda

ord(0) = 1, ord(1) = 6, ord(2) = 3, ord(3) = 2, ord(4) = 3, ord(5) = 6.

1.1.9-misol. M = {1, i,−1,−i} to‘plam ko‘paytirish amaliga nisbatan gruppa
tashkil qilib,

ord(1) = 1, ord(i) = 4, ord(−1) = 2, ord(−i) = 4.

Gruppada assosiativlik xossasi o‘rinli bo‘lganligi uchun, a1, a2, . . . , an element-
larni ko‘paytirishda qavslarning qo‘yilishi ahamiyatli emas, shuning uchun odatda
chapdan qo‘yilgan qavslar ishlatilib, ko‘paytma (. . . ((a1 ∗ a2) ∗ a3 . . . ) ∗ an) kabi
yoziladi.

Bundan tashqari gruppalar uchun quyidagi xossalar ham o‘rinli bo‘lib, biz
ularni isbotsiz keltirib o‘tamiz.

1.1.2-tasdiq. (G, ∗) gruppadagi ixtiyoriy a, b, c ∈ G elementlar uchun quyidagilar
o‘rinli:

1) a ∗ x = b tenglama yagona yechimga ega bo‘lib, x = a−1 ∗ b bo‘ladi.

2) x ∗ a = b tenglama yagona yechimga ega bo‘lib, x = b ∗ a−1 bo‘ladi.

3) a ∗ b = a ∗ c yoki b ∗ a = c ∗ a tenglikdan b = c kelib chiqadi.

4) agar a2 = a bo‘lsa, u holda a = e bo‘ladi.
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Quyidagi teoremada gruppaning elementi tartibi bilan bo‘g‘liq bo‘lgan asosiy
xossalarni keltiramiz.

1.1.1-teorema. Aytaylik, G gruppaning a ∈ G elementi uchun ord(a) = n bo‘lsin,
u holda quyidagilar o‘rinli:

1) Agar qandaydir m natural son uchun am = e bo‘lsa, u holda m soni n ga
bo‘linadi.

2) Ixtiyoriy t natural son uchun ord(at) = n
EKUB(t,n).

Isbot. 1) Aytaylik, m = qn+ r bo‘lsin, bu yerda 0 ≤ r < n. U holda

ar = am−qn = am ∗ a−qn = am ∗ (an)−q = e.

Berilgan elementning tartibi n ga teng bo‘lganligi uchun n soni an = e shartni
qanoatlantiruvchi eng kichik natural son. ar = 0 va 0 ≤ r < n ekanligidan esa,
r = 0 kelib chiqadi, ya’ni m soni n ga qoldiqsiz bo‘linadi.

2) Aytaylik, ord(at) = k bo‘lsin, u holda atk = (at)
k

= e. Demak, tk soni n
ga bo‘linadi, ya’ni tk = nr. Agar EKUB(t, n) = d bo‘lsa, u holda t = du, n =
dv, EKUB(u, v) = 1 bo‘lib, tk = nr ekanligidan duk = dvr tenglikka, bundan
esa uk = vr munosabatga ega bo‘lamiz. Bu esa, uk soni v soniga bo‘linishini
anglatadi. Bundan esa, EKUB(u, v) = 1 ekanligini hisobga olsak, k soni v = n

d

soniga bo‘linishi kelib chiqadi.
Endi (at)

n
d elementni qaraymiz:

(at)
n
d = a

nt
d = a

ndu
d = anu = e.

Bu tenglikdan, ord(at) = k ekanligini hisobga olgan holda, n
d soni k ga

bo‘linishini keltirib chiqaramiz. Demak, k = n
d , ya’ni ord(at) = n

EKUB(t,n) .
Yuqoridagi teoremaning isbotidan osongina ko‘rish mumkinki, agar a element-

ning tartibi n ga teng bo‘lsa, u holda

e, a, a2, . . . an−1

elementlar turli bo‘lib, ixtiyoriy m butun son uchun am element ulardan biriga
teng bo‘ladi.

1.1.10-misol. G = (−1; 1) intervaldan iborat bo‘lgan to‘plamning a ∗ b = a+b
1+ab

amalga nisbatan gruppa tashkil qilishini isbotlang.

Yechish. Dastlab ushbu amal haqiqatdan ham binar amal bo‘lishini tekshi-
ramiz, ya’ni a, b ∈ G ekanligidan a ∗ b ∈ G kelib chiqishini ko‘rsatamiz. Buning
uchun a2 < 1, b2 < 1 ekanligidan foydalanib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

(1− a2)(1− b2) > 0,
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1− a2 − b2 + a2b2 > 0,

a2 + b2 < 1 + a2b2,

a2 + 2ab+ b2 < 1 + 2ab+ a2b2,

(a+ b)2 < (1 + ab)2,∣∣∣∣ a+ b

1 + ab

∣∣∣∣ < 1.

Demak, haqiqatdan ham a ∗ b ∈ G bo‘ladi. Quyidagi

(a ∗ b) ∗ c =
a+ b

1 + ab
∗ c =

a+b
1+ab + c

1 + a+b
1+abc

=
a+ b+ c+ abc

1 + ab+ ac+ bc
,

va

a ∗ (b ∗ c) = a ∗ b+ c

1 + bc
=

a+ b+c
1+bc

1 + a b+c
1+bc

=
a+ b+ c+ abc

1 + ab+ ac+ bc

tengliklardan assosiativlik xossasining o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Ushbu algeb-
raik sistemada birlik element vasifasini e = 0 bajarib, ixtiyoriy a ∈ G elementning
teskarisi esa −a bo‘ladi. Demak, (G, ∗) gruppa bo‘ladi. �

1.1.11-misol. Tartibi juft songa teng bo‘lgan gruppada a2 = e shartni qanoat-
lantiruvchi a 6= e element mavjud ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Bizga G gruppa beringan bo‘lib, |G| = 2n bo‘lsin. Ma’lumki, agar
qandaydir a ∈ G element uchun a−1 = a bo‘lsa, u holda a2 = e bo‘ladi.

A = {g ∈ G | g−1 6= g} to‘plamni qaraymiz. Ma’lumki, e /∈ A bo‘lib, A
to‘plamda yotuvchi biror elementning teskarisi ham shu to‘plamda yotadi. Demak,
A to‘plamning elementlari soni juft son bo‘lib, A 6= G. Bundan esa, A to‘plamda
yotmaydigan birlik elementdan farqli, a ∈ G element mavjudligi kelib chiqadi,
ya’ni a 6= e, a−1 = a. Demak, a2 = e. �

1.1.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Quyidagi to‘plamlar keltirilgan amallarga nisbatan gruppa bo‘ladimi?

• (nZ,+) – natural n soniga karrali butun sonlar to‘plami qo‘shish amaliga
nisbatan;

• ({2n+1 | n ∈ Z},+) – barcha toq butun sonlar to‘plami qo‘shish amaliga
nisbatan;

• (R+, ·) – musbat haqiqiy sonlar to‘plami ko‘paytirish amaliga nisbatan;

• ({z ∈ C | zn = 1}, ·) – birning n-darajali barcha kompleks ildizlari
to‘plami ko‘paytirish amaliga nisbatan;
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• (R, ∗) – haqiqiy sonlar to‘plami, a ∗ b = a kabi aniqlangan amalga nis-
batan;

• (R, ∗) – haqiqiy sonlar to‘plami, a ∗ b = a+b
2 kabi aniqlangan amalga

nisbatan;

• (R, ∗) – haqiqiy sonlar to‘plami, a ∗ b = ab kabi aniqlangan amalga nis-
batan;

• (M ×M, ∗) to‘plam, (x, y) ∗ (z, t) = (x, t) kabi aniqlangan amalga nis-
batan, bu yerda M qandaydir to‘plam, M ×M – dekart ko‘paytma.

2. G = R \ {1} to‘plamni a ∗ b = a + b − ab amalga nisbatan gruppa tashkil
qilishini isbotlang.

3. G = R \ {−1} to‘plamni a ∗ b = a + b + ab amalga nisbatan gruppa tashkil
qilishini isbotlang.

4. G = {(a, b)| a, b ∈ R, b 6= 0} to‘plamdan olingan ixtiyoriy (a, b), (c, d) ∈ G

elementlar o‘rtasida ∗ binar amal (a, b) ∗ (c, d) = (a + bc, bd) ko‘rinishida
aniqlansa, u holda (G, ∗) nokommutativ gruppa bo‘lishini isbotlang.

5. Quyidagi matritsalar to‘plaminining qaysilari matritsalarni qo‘shish amaliga
nisbatan gruppa bo‘lishini aniqlang.

• G =

{(
a b

c d

)
| a, b, c, d ∈ Z

}
.

• G =

{(
a b

c d

)
| a, b, c, d ∈ 2Z

}
.

• G =

{(
a b
0 c

)
| a, b, c ∈ R

}
.

• G =


 1 a b

0 1 c
0 0 1

 | a, b, c ∈ R

 .

6. Quyidagi matritsalar to‘plaminining qaysilari matritsalarni ko‘paytirish ama-
liga nisbatan gruppa bo‘lishini aniqlang.

• G =

{(
a b

−b a

)
| a2 + b2 6= 0, a, b ∈ R

}
.

• G =

{(
a b
c d

)
| ad− bc = 1, a, b, c, d ∈ R

}
.
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• G =

{(
1 n
0 1

)
| n ∈ Z

}
.

• G =


 1 a b

0 1 c
0 0 1

 | a, b, c ∈ R

 .

7. Quyidagi matritsalar to‘plami ko‘rsatilgan amallarga nisbatan gruppa
bo‘ladimi?

• Simmetrik matritsalar to‘plami qo‘shish amaliga nisbatan.

• Simmetrik matritsalar to‘plami ko‘paytirish amaliga nisbatan.

• Determinanti noldan farqli bo‘lgan matritsalar to‘plami qo‘shish amaliga
nisbatan.

• Determinanti noldan farqli bo‘lgan matritsalar to‘plami ko‘paytirish
amaliga nisbatan.

• Dioganal ko‘rinishidagi matritsalar to‘plami qo‘shish amaliga nisbatan.

• Dioganal ko‘rinishidagi matritsalar to‘plami ko‘paytirish amaliga nis-
batan.

• Yuqori uchburchak ko‘rinishidagi matritsalar to‘plami qo‘shish amaliga
nisbatan.

• Yuqori uchburchak ko‘rinishidagi matritsalar to‘plami ko‘paytirish ama-
liga nisbatan.

• Yuqori uchburchak ko‘rinishidagi teskarilanuvchi matritsalar to‘plami
ko‘paytirish amaliga nisbatan.

• Barcha ortogonal (ATA = AAT = E shartni qanoatlantiruvchi) matri-
tsalar to‘plami ko‘paytirish amaliga nisbatan.

8. Biror X to‘plamni o‘zini o‘ziga o‘tkazuvchi barcha akslantirishlar to‘plami,
superpozitsiya amaliga nisbatan yarim gruppa tashkil qilib, gruppa
bo‘lmasligini ko‘rsating.

9. y = ax+b
cx+d , a, b, c, d ∈ R, ad− bc 6= 0 ko‘rinishidagi funksiyalar to‘plami super-

pozitsiya amaliga gruppa tashkil qilishini isbotlang.

10. U6,U7,U9,U12,U24 gruppalarning elementlarini ko‘rsating.

11. (Z12,+) gruppa elementlarining tartiblarini aniqlang.

12. (U9, ·) gruppa elementlarining tartiblarini aniqlang.
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13. (GL2(R), ·) gruppaning tartibi 2 ga teng bo‘lgan barcha elementlarini toping.

14. Agar (G, ∗) gruppaning ixtiyoriy a ∈ G elementi uchun a2 = e tenglik o‘rinli
bo‘lsa, u holda (G, ∗) gruppa kommutativ ekanligini isbotlang.

15. Agar (G, ∗) gruppaning ixtiyoriy a, b ∈ G elementlari uchun (a ∗ b)2 = a2 ∗ b2
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda (G, ∗) gruppa kommutativ ekanligini isbotlang.

16. (G, ∗) gruppa kommutativ bo‘lishi uchun, ixtiyoriy a, b ∈ G elementlar uchun
(a∗b)−1 = a−1∗b−1 tenglik o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

17. Agar (G, ∗) gruppaning a, b ∈ G elementlari uchun a4 = e va a2 ∗ b = b ∗ a
bo‘lsa, u holda a = e ekanligini ko‘rsating.

18. Agar (G, ∗) gruppaning a, b ∈ G elementlari uchun a ∗ b = b ∗ a−1 va b ∗ a =
a ∗ b−1 bo‘lsa, u holda a4 = b4 = e ekanligini isbotlang.

19. Agar (G, ∗) gruppaning a, b ∈ G elementlari uchun a2 = e va a ∗ b4 ∗ a = b7

bo‘lsa, u holda b33 = e ekanligini ko‘rsating.

20. Agar (G, ∗) gruppaning a, b ∈ G elementlari uchun a−1 ∗ b2 ∗ a = b3 va
b−1 ∗ a2 ∗ b = a3 bo‘lsa, u holda a = b = e ekanligini ko‘rsating.

21. (G, ∗) gruppaning ixtiyoriy a, b ∈ G elementlari uchun quyidagilarni isbot-
lang:

• ord(a) = ord(a−1);

• ord(a) = ord(b ∗ a ∗ b−1);
• ord(a ∗ b) = ord(b ∗ a).

22. Agar (G, ∗) gruppaning a, b ∈ G elementlari uchun a ∗ b = b5 ∗ a3 munosabat
o‘rinli bo‘lsa, u holda ord(b ∗ a−1) = ord(b5 ∗ a) = ord(b3 ∗ a3) ekanligini
isbotlang.

23. Agar (G, ∗) gruppaning a, b ∈ G elementlari uchun ord(a) = n, ord(b) = m,

(n,m) = 1 va a∗b = b∗a munosabatlar o‘rinli bo‘lsa, u holda ord(a∗b) = nm
ekanligini isbotlang.

1.2 O‘rin almashtirishlar gruppasi

Endi chekli nokommutativ gruppa bo‘lgan o‘rin almashtirishlar gruppasini
aniqlaymiz. O‘rin almashtirishlar gruppasi bu bo‘sh bo‘lmagan chekli to‘plamni
o‘zini o‘ziga o‘tkazuvchi barcha biyektiv akslantirishlar to‘plamining superpozi-
tsiya amaliga nisbatan aniqlangan gruppasi hisoblanadi. Ushbu gruppa muhim
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gruppalardan bo‘lib, to‘plamning quvvati 2 dan katta bo‘lganda u nokommutativ
gruppa bo‘ladi.

Bo‘sh bo‘lmagan X to‘plamda aniqlangan π : X → X biyektiv akslantirishga
X to‘plamning o‘rin almashtirishi deb ataladi. X to‘plamning barcha o‘rin
almashtirishlaridan iborat bo‘lgan to‘plamni S(X) kabi belgilaymiz. Yuqorida
ta’kidlaganimizdek, S(X) to‘plam superpozitsiyasi (kompozitsiya) amaliga nis-
batan gruppa tashkil qiladi, ya’ni ixtiyoriy f, g ∈ S(X) o‘rin almashtirishlarning
ko‘paytmasi sifatida ularning f ◦ g superpozitsiyasini qaraymiz.

Ushbu amal uchun assosiativlik o‘rinli bo‘lib, birlik element vazifasini ayniy
akslantirish, teskari element vazifasini esa teskari akslantirish bajaradi. Ushbu
(S(X), ◦) gruppaga o‘rin almashtirishlar gruppasi deb ataladi.

Agar X to‘plam chekli to‘plam bo‘lib, uning elementlari soni n ta, ya’ni |X| =
n bo‘lsa, u holda (S(X), ◦) gruppa Sn kabi belgilanadi. Sn o‘rin almashtirish-
lar gruppasining elementlarini qulayroq ko‘rinishda yozish uchun quyidagi bel-
gilashlarni kiritib olamiz. |X| = n bo‘lganligi uchun X to‘plam o‘rniga In =
{1, 2, . . . , n} to‘plamni qarab π : In → In biyektiv akslantirishni

π = {(1, π(1)), (2, π(2)), . . . , (n, π(n))}

yoki

π =

(
1 2 3 . . . n

π(1) π(2) π(3) . . . π(n)

)
(1.1)

ko‘rinishda yozib olsih mumkin. Demak, Sn gruppaning ixtiyoriy elementini (1.1)
ko‘rinishda yozish mumkin.

Masalan, I4 da aniqlangan π ∈ S4 biyektiv akslantirishni π(1) = 2, π(2) =
4, π(3) = 3 va π(4) = 1 ko‘rinishda aniqlasak, bu elementni quyidagicha yozish
mumkin:

π =

(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
.

Sn gruppadagi π, ϕ ∈ Sn o‘rin almashtirishlar o‘rtasidagi ko‘paytma ularning
superpozitsiyasi kabi aniqlanganligi uchun

π =

(
1 2 3 . . . n

π(1) π(2) π(3) . . . π(n)

)
va ϕ =

(
1 2 3 . . . n

ϕ(1) ϕ(2) ϕ(3) . . . ϕ(n)

)
o‘rin almashtirishlarning ko‘paytmasi

π ◦ ϕ =

(
1 2 3 . . . n

π(ϕ(1)) π(ϕ(2)) π(ϕ(3)) . . . π(ϕ(n))

)
kabi bo‘ladi.
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Masalan, π1, π2 ∈ S4 o‘rin almashtirishlar uchun

π1 =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
, π2 =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
bo‘lsa, u holda

π1 ◦ π2 =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
◦
(

1 2 3 4
2 1 4 3

)
=

(
1 2 3 4
1 4 3 2

)
bo‘ladi.

Ta’kidlash joizki, Sn gruppa birlik elementining ko‘rinishi

e =

(
1 2 3 . . . n
1 2 3 . . . n

)
kabi bo‘lsa,

π =

(
1 2 3 . . . n

π(1) π(2) π(3) . . . π(n)

)
elementning teskarisi esa

π−1 =

(
1 2 3 . . . n

π−1(1) π−1(2) π−1(3) . . . π−1(n)

)
ko‘rinishida bo‘ladi.

Masalan, π =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
o‘rin almashtirish uchun π−1 =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
.

1.2.1-tasdiq. Sn (n ≥ 3) gruppa nokommutativ (kommutativ emas) va |Sn| = n!.

Isbot. Dastlab, ushbu gruppaning nokommutativ ekanligini ko‘rsatamiz.
Buning uchun quyidagi π1, π2 ∈ Sn elementlarni qaraymiz

π1 =

(
1 2 3 4 . . . n

1 3 2 4 . . . n

)
, π2 =

(
1 2 3 4 . . . n

3 2 1 4 . . . n

)
.

U holda

π1 ◦ π2 =

(
1 2 3 4 . . . n
2 3 1 4 . . . n

)
va

π2 ◦ π1 =

(
1 2 3 4 . . . n
3 1 2 4 . . . n

)
.

Demak, π1 ◦ π2 6= π2 ◦ π1, ya’ni Sn gruppa kommutativ emas.
Endi |Sn| = n! ekanligini ko‘rsatamiz. Bu gruppaning elementlari umumiy

ko‘rinishi

π =

(
1 2 . . . n

π(1) π(2) . . . π(n)

)
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bo‘lib, π(1) ∈ {1, 2, . . . , n}, ya’ni π(1) ning qiymati n ta sondan biriga teng bo‘lishi
mumkin. π(2) ∈ {1, 2, . . . , n} \ {π(1)} bo‘lganligi uchun π(2) ning qiymati n− 1
ta sondan biriga va hokazo π(n) ∈ {1, 2, . . . , n} \ {π(1), π(2), . . . , π(n− 1)} ekan-
ligidan π(n) ning qiymati faqat bitta songa teng bo‘lishi mumkinligi kelib chiqadi.
Natijada, π o‘rin almashtirishni hosil qilish mumkin bo‘lgan barcha imkoniyatlari
1 · 2 · 3 · · · · · n = n! soniga teng, ya’ni |Sn| = n!.

Endi sikl va transpozitsiya deb nomlanuvchi o‘rin almashtirishlarni keltiramiz.

1.2.1-ta’rif. π ∈ Sn o‘rin almashtirish

π =

(
i1 i2 . . . ik−1 ik
i2 i3 . . . ik i1

)
ko‘rinishda aniqlangan bo‘lsa, ya’ni π(i1) = i2, π(i2) = i3, . . . , π(ik−1) =
ik, π(ik) = i1 bo‘lib, a ∈ In \ {i1, i2, . . . , ik} elementlar uchun π(a) = a bo‘lsa,
u holda bu o‘rin almashtirishga uzunligi k ga teng bo‘lgan sikl yoki k-sikl
deb ataladi va (i1, i2, . . . , ik) ko‘rinishida yoziladi. Uzunligi 2 ga teng bo‘lgan sikl
esa transpozitsiya deyiladi.

Uzunligi k ga teng bo‘lgan π = (i1, i2, . . . , ik−1, ik) siklni k xil usulda yozish
mumkin, ya’ni quyidagi tengliklar o‘rinli

π = (i1, i2, . . . , ik−1, ik) = (i2, i3, . . . , ik, i1) = · · · = (ik, i1, . . . , ik−2, ik−1).

Sikl ko‘rinishidagi o‘rin almashtirishlarni sonlarning orasiga vergul qo‘ymasdan
(i1i2 . . . ik) kabi yozish ham qabul qilingan. Masalan, (S3, ◦) gruppaning barcha
elementlari(

1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
2 1 3

)
,

(
1 2 3
3 2 1

)
,

(
1 2 3
1 3 2

)
,

(
1 2 3
2 3 1

)
,

(
1 2 3
3 1 2

)
bo‘lib, ular sikl ko‘rinishida mos ravishda quyidagicha yoziladi:

e, (12), (13), (23), (123), (132).

1.2.2-ta’rif. Bizga π1, π2 ∈ Sn o‘rin almashtirishlar berilgan bo‘lsin. Agar
π1(k) 6= k shartni qanoatlantiruvchi barcha k lar uchun π2(k) = k bo‘lib, va aksin-
cha π2(i) 6= i lar uchun π1(i) = i bo‘lsa, u holda π1 va π2 o‘rin almashtirishlar
kesishmaydigan o‘rin almashtirishlar deyiladi.

Masalan,

π1 =

(
1 2 3 4 5
2 3 1 4 5

)
va π2 =

(
1 2 3 4 5
1 2 3 5 4

)
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o‘rin almashtirishlar kesishmaydigan o‘rin almashtirishlar bo‘lib, ularning sikl
ko‘rinishidagi ifodalari esa π1 = (123) va π2 = (45) bo‘ladi.

Bunda, π =

(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)
o‘rin almashtirish uchun π = π1 ◦ π2 = π2 ◦ π1

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa, π o‘rin almashtirishni kesishmaydigan π1 va π2 sikl-
larning ko‘paytmasi shaklida ifodalanishini bildiradi. Bundan tashqari, o‘zaro ke-
sishmaydigan o‘rin almashtirishlar uchun kommutativlik xossasi o‘rinli bo‘lib, bir
nechta o‘zaro kesishmaydigan o‘rin almashtirishlarni ko‘paytirganda ham ularning
joylashish tartibi ahamiyatga ega emas.

Quyidagi teoremada birlik elementdan farqli bo‘lgan ixtiyoriy o‘rin al-
mashtirishni kesishmaydigan sikllar ko‘paytmasi ko‘rinishida yozish mumkinligi
ko‘rsatiladi.

1.2.1-teorema. Ixtiyoriy π ∈ Sn (n ≥ 2) o‘rin almashtirish o‘zaro kesishmaydi-
gan sikllar ko‘paytmasi ko‘rinishida (sikllarning joylashish tartibini hisobga olma-
gan holda) yagona tarzda ifodalanadi.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun induksiya usulidan foydalanamiz. Agar
n = 2 bo‘lsa, u holda S2 = {e, (12)} bo‘lib, teorema o‘rinli bo‘lishi kelib
chiqadi. Teoremani barcha Sk, 2 ≤ k < n gruppalar uchun o‘rinli bo‘lsin deb
faraz qilib, uni Sn uchun isbotlaymiz. Ixtiyoriy π ∈ Sn, π 6= e element uchun
{π(1), π2(1), π3(1), . . . , πs(1), . . . } ⊆ In to‘plamni qaraymiz. In to‘plam chekli
bo‘lganligi uchun, πl(1) = πm(1) tenglikni qanoatlantiradigan l va m natural son-
lari mavjud. U holda p = |l −m| uchun πp(1) = 1. Demak, πp(1) = 1 tenglikni
qanoatlantiruvchi p natural soni mavjud. Bunday sonlarning eng kichigini i deb
belgilaymiz, ya’ni i = min

p
{p ∈ N | πp(1) = 1}. U holda quyidagi

A = {1, π(1), π2(1), . . . , πi−1(1)}.

to‘plamning barcha elementlari turli bo‘lib, quyidagi τ ∈ Sn o‘rin almashtirishni
aniqlash mumkin

τ = (1, π(1), π2(1), . . . , πi−1(1)).

Ya’ni biz uzunligi i ga teng bo‘lgan siklni aniqladik.

Endi B = In \ A to‘plamni qaraymiz. Agar B = ∅ bo‘lsa, u holda i = n

bo‘lib, π = τ, ya’ni π o‘rin almashtirish sikldan iborat bo‘ladi. Agar B 6= ∅ bo‘lsa,
u holda σ = π|B o‘rin almashtirishni, ya’ni σ sifatida π o‘rin almashtirishni B
to‘plamda aniqlangan qismini qaraymiz.

Agar σ = π|B o‘rin almashtirish S(B) da birlik element bo‘lsa, u holda π = τ,
ya’ni

π = (1, π(1), π2(1), . . . πi−1(1))
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bo‘lib, π o‘rin almashtirish uzunligi i ga teng bo‘lgan sikldan iborat bo‘ladi. Agar
σ o‘rin almashtirish S(B) da birlik element bo‘lmasa, |B| < n ekanligidan in-
duksiya faraziga ko‘ra, σ o‘rin almashtirishni B to‘plamda o‘zaro kesishmaydigan
sikllarning ko‘paytmasi ko‘rinishida yozish mumkin, ya’ni σ = σ1 ◦ σ2 ◦ · · · ◦ σr.

Endi, 1 ≤ i ≤ r soni uchun, πi o‘rin almashtirishni quyidagicha aniqlaymiz:

πi(a) =

{
σi(a), agar a ∈ B,
a, agar a /∈ B.

U holda, π1, π2, . . . , πr va τ o‘rin almashtirishlar Sn to‘plamda o‘zaro kesishmay-
digan sikllar bo‘lib, π = π1 ◦ π2 ◦ · · · ◦ πr ◦ τ tenglik o‘rinli bo‘ladi, ya’ni π o‘rin
almashtirish o‘zaro kesishmaydigan sikllar ko‘paytmasi ko‘rinishida ifodalanadi.

Demak, ixtiyoriy o‘rin almashtirishni o‘zaro kesishmaydigan sikllar
ko‘paytmasi ko‘rinishida ifodalash mumkinligi ko‘rsatildi. Endi, bunday
ifoda sikllarning joylashish tartibini hisobga olmagan holda yagona ekanlig-
ini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya‘ni π o‘rin almashtirish r va s ta
o‘zaro kesishmaydigan sikllarning ko‘paytmasi ko‘rinishida ifodalansin. U holda

π = π1 ◦ π2 ◦ · · · ◦ πr = µ1 ◦ µ2 ◦ · · · ◦ µs.

Ixtiyoriy πi, 1 ≤ i ≤ r siklni qaraylik. Agar πi = (i1 i2 . . . il) bo‘lsa, u holda
π(i1) 6= i1 bo‘lganligi uchun, i1 soni qaysidir µj siklda ham qatnashadi. Sikllar
o‘zaro kesishmasligini hisobga olsak, bunday µj siklning yagona ekanligiga ega
bo‘lamiz. Ushbu µj siklni esa µj = (i1 c2 . . . cm) ko‘rinishida yozib olish mumkin.
U holda

i2 = πi(i1) = π(i1) = µj(i1) = c2,

i3 = πi(i2) = π(i2) = π(c2) = µj(c2) = c3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

il = πi(il−1) = π(il−1) = π(cl−1) = µj(cl−1) = cl

tengliklardan l = m, hamda πi = µj ekanligini hosil qilamiz. Demak, ixtiyoriy πi
sikl uchun shunday µj sikl topilib, πi = µj tenglik bajarilar ekan.

Ushbu mulohazani ixtiyoriy µk sikl uchun yuritib, unga mos µk = πt shartni
qanoatlantiruvchi πt siklning mavjudligini keltirib chiqazish mumkin. Demak,
ixtiyoriy πi sikl uchun πi = µj shartni qanoatlantiruvchi yagona µj sikl topiladi.

Yuqoridagi teoremadan quyidagi natijaga ega bo‘lamiz.

1.2.1-natija. (Sn, ◦), n ≥ 2 gruppadagi ixtiyoriy π o‘rin almashtirishni transpo-
zitsiyalar ko‘paytmasi ko‘rinishida ifodalash mumkin.

Isbot. 1.2.1-teoremaga ko‘ra ixtiyoriy o‘rin almashtirish sikllar ko‘paytmasi
ko‘rinishisa yoziladi. Demak, natijani isbotlash uchun uzunligi k ga teng bo‘lgan
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ixtiyoriy siklni transpozitsiyalar ko‘paytmasi ko‘rinishida yozish mumkinligini is-
botlash yetarli. k = 1 bo‘lsa, u holda (i) = e bo‘lib, e = (1) = (1 2)◦ (1 2) bo‘ladi.
Agar k ≥ 2 bo‘lsa, u holda

(i1 i2 . . . ik) = (i1 ik) ◦ (i1 ik−1) ◦ · · · ◦ (i1, i2)

tenglikdan ixtiyoriy siklni transpozitsiyalar ko‘paytmasi ko‘rinishida yozish
mumkinligi kelib chiqadi.

1.2.1-natijada biz ixtiyoriy o‘rin almashtirishni transpozitsiyalar ko‘paytmasi
ko‘rinishida ifodalash mumkin ekanligini isbotladik. Ammo, o‘rin almashtirish-
ning bunday ifodasi yagona emas. Masalan, (1 2 3) siklni

(1 2 3) = (1 3) ◦ (1 2) = (1 2) ◦ (2 3)

ifodalaridan tashqari (1 2 3) = (1 2)◦(1 3)◦(2 3)◦(1 2) kabi ham ifodalash mumkin.
Ya’ni bunday yoyilmalarda transpozitsiyalar farq qilishi bilan birga ularning soni
ham turli bo‘lishi mumkin.

Quyida biz biror o‘rin almashtirishni turli xil ko‘rinishda transpozitsiyalar
ko‘paytmalari shaklida ifodalangan bo‘lsa, bunda barcha ifodalardagi transpo-
zitsiyalar soni yoki juft yoki toq bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Buning uchun dastlab quyidagi belgilash va tushunchalarni kiritib olamiz.
Bizga a1, a2, . . . , an sonlar berilgan bo‘lsin. χ orqali quyidagi ko‘paytmani bel-
gilaymiz:

χ =
∏

1≤i<j≤n
(ai − aj).

Ixtiyoriy π o‘rin almashtirish uchun

π(χ) =
∏

1≤i<j≤n
(aπ(i) − aπ(j))

bo‘lsin.

1.2.3-ta’rif. Agar π ∈ Sn o‘rin almashtirish uchun π(χ) = χ bo‘lsa, u holda π
o‘rin almashtirishga juft o‘rin almashtirish, agar π(χ) = −χ bo‘lsa toq o‘rin
almashtirish deyiladi.

Quyidagi lemmada ixtiyoriy transpozitsiyaning toq o‘rin almashtirish ekanli-
gini ko‘rsatamiz.

1.2.1-lemma. Ixtiyoriy σ ∈ Sn (n ≥ 2) transpozitsiya uchun σ(χ) = −χ bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, σ = (i j), i < j bo‘lsin. U holda χ ifodada ishtirok etuvchi
ai−aj ko‘paytuvchi σ(χ) ifodada aσ(i)−aσ(j) = aj−ai = −(ai−aj) kabi qatnashadi.

Endi ko‘pi bilan bittasi i yoki j ga teng bo‘lgan k, l (k < l) sonlari uchun ak−al
ifodani qarab, quyidagi hollarni tahlil qilamiz.
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1. k, l /∈ {i, j} bo‘lsin, ya’ni k va l larning har ikkalasi i va j dan farq qilsin,
u holda aσ(k) − aσ(l) = ak − al bo‘lib, ushbu ak − al ko‘paytuvchi χ va σ(χ)
larning ifodasida o‘z ishorasini o‘zgartirmaydi.

2. l = i bo‘lsin, u holda k < i bo‘lib, χ ko‘paytmada ak − ai va ak − aj
ko‘paytuvchilar ishtirok etadi. Ushbu ko‘paytuvchilar σ(χ) ifodada esa

(aσ(k) − aσ(i))(aσ(k) − aσ(j)) = (ak − aj)(ak − ai)

kabi bo‘lib, (ak − ai)(ak − aj) ko‘paytmaning ishorasi o‘zgarmaydi.

3. l = j bo‘lsin. Agar k < i bo‘lsa, biz yana (ak − ai)(ak − aj) ko‘rinishidagi
ko‘paytmaga ega bo‘lib, yuqorida qaralgan holni hosil qilamiz.

Agar i < k < j bo‘lsa, u holda χ ifodada (ai − ak)(ak − aj) ko‘rinishidagi
ko‘paytma qatnashib, σ(χ) da esa

(aσ(i) − aσ(k))(aσ(k) − aσ(j)) = (aj − ak)(ak − ai) = (ai − ak)(ak − aj)

bo‘ladi. Demak, bu holda ham (ai − ak)(ak − aj) ko‘paytma o‘z ishorasini
o‘zgartirmaydi.

4. k = j bo‘lsin, u holda l > j bo‘lib, χ ifodada (aj − al)(ai − al)
ko‘rinishidagi ko‘paytma qatnashadi. Ushbu ko‘paytmaning σ(χ) dagi ifo-
dasi esa, quyidagicha bo‘ladi

(aσ(j) − aσ(l))(aσ(i) − aσ(l)) = (ai − al)(aj − al).

Ya’ni ushbu holda ham (aj−al)(ai−al) ko‘paytmaning ishorasi o‘zgarmaydi.

5. k = i bo‘lgan hol esa, i < l < j bo‘lganda 3-holga, j < l bo‘lganda esa
4-holga keltiriladi.

Demak, ai − aj ko‘paytuvchidan boshqa barcha ko‘paytuvchilar yoki o‘z
ishorasini o‘zgartirmaydi yoki ishorasini saqlovchi juftiga ega. Bundan σ(χ) = −χ
ekanligi kelib chiqadi.

Yuqoridagi lemmadan π o‘rin almashtirish turli usulda transpozitsiyalar
ko‘paytmasi ko‘rinishda yozilgan bo‘lsa, ya’ni

π = σ1 ◦ σ2 ◦ · · · ◦ σr = τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τs,

u holda |r − s| soni doim juft son bo‘lishi kelib chiqadi. Ya’ni r va s sonlari bir
vaqtda yoki juft yoki toq bo‘ladi. Haqiqatdan ham, σi va τj transpozitsiyalar
uchun σi(χ) = −χ va τj(χ) = −χ ekanligini hisobga olsak,

π(χ) = (σ1 ◦ σ2 ◦ · · · ◦ σr)(χ) = σ1(σ2(. . . σr(χ))) = (−1)rχ,
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π(χ) = (τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τs)(χ) = τ1(τ2(. . . τs(χ))) = (−1)sχ

tengliklarga ega bo‘lamiz. Bundan esa r va s sonlari bir vaqtda yoki juft yoki toq
bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, π ∈ Sn o‘rin almashtirish juft o‘rin almashtirish
bo‘lishi uchun uning juft sondagi transpozitsiyalarning ko‘paytmasi ko‘rinishda
yozilishi zarur va yetarli ekan.

Uzunligi k ga teng bo‘lgan π = (1 2 . . . k) siklni π = (1 k)◦(1 k−1)◦· · ·◦(1 2)
ko‘rinishda yozish mumkin ekanligidan, uning juft o‘rin almashtirish bo‘lishi uchun
k toq son bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi kelib chiqadi.

Sn simmetrik gruppaning barcha juft o‘rin almashtirishlari to‘plami An kabi
belgilanadi.

1.2.1-misol. Juft o‘rin almashtirishlar to‘plami superpozitsiya amaliga nisbatan
gruppa tashkil qiladi.

Haqiqatdan ham, e = (1 2) ◦ (1 2) tenglik o‘rinli ekanligidan e ∈ An, ya’ni
An 6= ∅. Ma’lumki, π1 va π2 juft o‘rin almashtirishlar uchun π1 ◦ π2 ham juft
o‘rin almashtirish bo‘lib, bundan esa ◦ amali An to‘plamda binar amal ekanligi
kelib chiqadi. Agar π ∈ An bo‘lsa, u holda π ◦ π−1 = e juft ekanligidan, π−1 ∈ An.
Demak, (An, ◦) gruppa bo‘ladi. Ushbu gruppaga ishora almashishlar gruppasi
deb ataladi.

Quyidagi teoremada ishora almashishlar gruppasining ixtiyoriy elementini
uzunligi 3 ga teng bo‘lgan sikllar ko‘paytmasi shaklida ifodalash mumkinligini
ko‘rsatamiz.

1.2.2-teorema. An (n ≥ 3) gruppaning ixtiyoriy elementini uzunligi 3 ga teng
bo‘lgan sikllar ko‘paytmasi ko‘rinishida yozish mumkin.

Isbot. Aytaylik, π ∈ An o‘rin almashtirish berilgan bo‘lib, uning transpo-
zitsiyalar ko‘paymasi ko‘rinishidagi ifodasi quyidagicha bo‘lsin

π = σ1 ◦ σ2 ◦ · · · ◦ σ2r.

Shuningdek, ixtiyoriy (a, b) transpozitsiyani (a b) = (1 a) ◦ (1 b) ◦ (1 a)
ko‘rinishida yozish mumkin bo‘lganligi uchun o‘rin almashtirish

π = (1 i1) ◦ (1 i2) ◦ · · · ◦ (1 i2m)

shaklga keladi.

Nihoyat, (1 i1) ◦ (1 i2) = (1 i2 i1) tenglikdan foydalanib, π o‘rin almashtirishni
uzunligi 3 ga teng bo‘lgan sikllar ko‘paytmasi ko‘rinishda yozish mumkinligini
hosil qilamiz.
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1.2.2-misol. Quyidagi π ∈ S7 o‘rin almashtirishni sikllar ko‘paytmasi shaklida
ifodalang

π =

(
1 2 3 4 5 6 7
6 3 5 2 4 7 1

)
.

Yechish. Dastlab,

π(1) = 6, π2(1) = π(6) = 7, π3(1) = π(7) = 1

tengliklardan foydalanib, σ1 = (1 π(1) π2(1)) = (1 6 7) siklga ega bo‘lamiz. Endi,
I7 to‘plamdan σ1 siklda mavjud bo‘lmagan elementni, masalan 2 sonini olamiz. U
holda,

π(2) = 3, π2(2) = π(3) = 5, π3(2) = π(5) = 4, π4(2) = π(4) = 2,

ya’ni σ2 = (2 3 5 4). Demak, π = σ1 ◦ σ2. �

1.2.3-misol. Quyidagi (1 3 5 7) ◦ (2 3 5 4) ∈ S7 elementning tartibini toping.

Yechish. Dastlab, ushbu elementlarning ko‘paytmasini topib, so‘ngra uni
sikllar ko‘paytmasi shaklida ifodalaymiz

(1 3 5 7) ◦ (2 3 5 4) =

(
1 2 3 4 5 6 7
3 2 5 4 7 6 1

)
◦
(

1 2 3 4 5 6 7
1 3 5 2 4 6 7

)

=

(
1 2 3 4 5 6 7
3 5 7 2 4 6 1

)
= (1 3 7) ◦ (2 5 4).

Demak, berilgan element uzunligi uchga teng bo‘lgan ikkita kesishmaydigan
sikllarning ko‘paytmasi ko‘rinishida ifodalandi. Har bir siklning tartibi uchga
teng bo‘lganligi uchun berilgan elementning tartibi ham 3 ga teng ekanligini kelib
chiqadi. �

1.2.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Quyidagi o‘rin almashtirishlarni o‘zaro kesishmaydigan sikllar ko‘paytmasi
ko‘rinishida yozing. Shuningdek, berilgan o‘rin almashtirishlarni transpo-
zitsiyalar ko‘rinishida ifodalang:

•
(

1 2 3 4 5 6
3 5 4 1 6 2

)
.

•
(

1 2 3 4 5 6
3 2 1 5 4 6

)
.

•
(

1 2 3 4 5 6 7
2 5 4 3 6 7 1

)
.
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•
(

1 2 3 4 5 6 7 8
2 5 4 8 1 7 3 6

)
.

2. Quyidagi α va β o‘rin almashtirishlar uchun α ◦ β ◦ α−1 ifodani toping:

• α = (1 2 5 7), β = (2 4 6) ∈ S7.

• α = (1 3 5 7), β = (2 4 8) ◦ (1 3 6) ∈ S8.

• α = (1 3) ◦ (5 8), β = (2 3 6 7) ∈ S8.

• α = (2 5 9) ◦ (1 3 6), β = (1 5 7) ◦ (2 4 6 9) ∈ S9.

3. (1 3 5 7) va (2 3 6 8) ∈ S8 sikllar uchun α ◦ (1 3 5 7) ◦ α−1 = (2 3 6 8)
tenglikni qanoatlantiruvchi α o‘rin almashtirishni toping.

4. Quyidagi elementlarning tartiblarini aniqlang:

• (1 2 3) ◦ (4 5) ∈ S5.

• (1 2 4 3) ◦ (5 6) ∈ S6.

• (1 7 4 3) ◦ (2 6 5) ∈ S7.

• (1 2 4 3) ◦ (2 6 5) ∈ S6.

• (1 2 7) ◦ (1 3 5) ∈ S7.

5. Agar σ ∈ Sn o‘rin almashtirish o‘zaro kesishmaydigan sikllar ko‘paymasi
ko‘rinishida

σ = σ1 ◦ σ2 ◦ · · · ◦ σk
kabi ifodalangan bo‘lib, ord(σi) = ni, i ∈ {1, 2, . . . , k} bo‘lsa, u holda

ord(σ) = EKUB(n1, n2, . . . , nk)

ekanligini isbotlang.

6. (1 2 . . . n− 1 n)−1 = (n n− 1 . . . 2 1) tenglikni isbotlang.

7. α = (a1 a2 . . . ak) ∈ Sn sikl berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi tenglikni
isbotlang:

α2 =

{
(a1 a3 . . . a2m−1) ◦ (a2 a4 . . . a2m), agar k = 2m;
(a1 a3 . . . a2m+1 a2 a4 . . . a2m), agar k = 2m+ 1.

8. S4 gruppaning tartibi ikkiga teng bo‘lgan barcha elementlarini toping.

9. S4 gruppaning tartibi uchga teng bo‘lgan barcha elementlarini toping.

10. A4 gruppaning barcha elementlarini sikllar ko‘paytmasi shaklida yozing.
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11. Ixtiyoriy α, β ∈ Sn o‘rin almashtirishlar uchun α−1◦β−1◦α◦β ∈ An ekanligini
isbotlang.

12. |An| = n!
2 tenglikni isbotlang.

13. Sn simmetrik gruppada uzunligi r ga teng bo‘lgan turli xil sikllar soni 1
r

n!
(n−r)!

ga teng bo‘lishini isbotlang.

14. σ ∈ Sn, n ≥ 2 siklning uzunligi k ga teng bo‘lishi uchun, ord(σ) = k bo‘lishi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

1.3 Qism gruppalar. Siklik gruppalar

Bizga (G, ∗) gruppa va uning bo‘sh bo‘lmagan H ⊂ G qism to‘plami beril-
gan bo‘lsin. Agar ∀a, b ∈ H elementlar uchun a ∗ b ∈ H bo‘lsa, u holda H

to‘plam ∗ amaliga nisbatan yopiq deb ataladi. Ta’kidlash joizki, G to‘plam
gruppa bo‘lganligi uchun H to‘plamda ham assosiativlik sharti bajariladi, ya’ni
∀a, b, c ∈ H elementlar uchun (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) munosabat o‘rinli. Demak,
agar H to‘plam ∗ amaliga nisbatan yopiq bo‘lsa, u holda (H, ∗) yarim gruppa
tashkil qiladi.

1.3.1-ta’rif. Agar H to‘plam G gruppada aniqlangan ∗ amaliga nisbatan gruppa
tashkil qilsa, u holda H to‘plam (G, ∗) gruppaning qism gruppasi deyiladi va
H ≤ G kabi belgilanadi.

Ta’kidlash joizki, ixtiyoriy gruppaning kamida ikkita H1 = {e} va H2 = G

qism gruppalari mavjud. Gruppaning birlik elementdan va o‘zidan iborat bo‘lgan
qism gruppalaridan farq qiluvchi qism gruppalariga xos qism gruppalar deyiladi.

Biz avvalgi mavzularda qaragan juda ko‘p gruppalarimizning biri ikkinchisiga
qism gruppa bo‘ladi. Masalan, butun sonlar to‘plamining additiv (qo‘shish ama-
liga nisbatan) gruppasi, ratsional sonlar to‘plamining additiv gruppasiga qism
qruppa, o‘z navbatida ratsional sonlar haqiqiy sonlarning, haqiqiy sonlar esa kom-
pleks sonlar to‘plamining additiv qism gruppasi bo‘ladi, ya’ni qiyudagilar o‘rinli

(Z,+) ≤ (Q,+) ≤ (R,+) ≤ (C,+).

Bundan tashqari sonlar to‘plamlarining multiplikativ(ko‘paytirish amaliga nis-
batan) gruppalari uchun ham quyidagilar o‘rinli

(Q \ {0}, ·) ≤ (R \ {0}, ·) ≤ (C \ {0}, ·).

Ma’lumki, n-tartibli teskarilanuvchi matritsalar to‘plami GLn(C) va determi-
nanti 1 ga teng bo‘lgan matritsalar to‘plami SLn(C) ko‘paytirish amaliga nisbatan
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gruppa tashkil qilib, SLn(C) ≤ GLn(C). Bundan tashqari GLn(C) gruppaning
qism gruppalari bo‘lgan quyidagi muhim gruppalar mavjud:

O(n) = {A ∈ GLn(R) | AAT = ATA = E},

SO(n) = {A ∈ O(n) | det(A) = 1},
U(n) = {A ∈ GLn(C) | AA∗ = A∗A = E},

SU(n) = {A ∈ U(n) | det(A) = 1},

bu yerda A∗ = A
T
, ya’ni A matritsaning elementlarini kompleks qo‘shmasi bilan

almashtirib, so‘ngra transponirlashdan hosil bo‘lgan matritsa.
Endi qism gruppaning xossalarini batafsilroq o‘rganishni boshlaymiz.

1.3.1-tasdiq. Gruppaning ixtiyoriy qism gruppasining birlik elementi, gruppa bir-
lik elementi bilan ustma-ust tishadi.

Isbot. Aytaylik, H to‘plam G gruppaning qism gruppasi bo‘lib, eH va eG
elementlar mos ravishda (H, ∗) va (G, ∗) gruppalarning birlik elementlari bo‘lsin.
U holda, ixtiyoriy a ∈ H element uchun

a ∗ eH = eH ∗ a = a.

Ikkinchi tomondan H ⊂ G ekanligidan

a ∗ eG = eG ∗ a = a

hosil bo‘ladi. Bu tengliklardan eG ∗ a = eH ∗ a tenglik kelib chiqadi. Gruppada
qisqartirish qoidasi o‘rinli bo‘lganligi uchun eG = eH ekanligini hosil qilamiz.

Yuqoridagi tasdiqdan ko‘rinadiki, berilgan H ⊂ G to‘plam (G, ∗) gruppaning
qism gruppasi bo‘lishi uchun H to‘plam ∗ amaliga nisbatan yopiq bo‘lishi, G
gruppaning birlik elementi H to‘plamda yotishi va ∀a ∈ H elementning teskarisi
a−1 yana H to‘plamga tegishli bo‘lishi zarur va yetarli.

Quyidagi teoremada esa, yuqorida aytilgan shartlarni umumiy bitta shart bilan
almashtiruvchi tasdiq beriladi.

1.3.1-teorema. (G, ∗) gruppaning bo‘sh bo‘lmagan H ⊂ G qism to‘plami qism
gruppa bo‘lishi uchun ixtiyoriy a, b ∈ H elementlar uchun a ∗ b−1 ∈ H munosabat-
ning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriylik. Aytaylik, (H, ∗) qism gruppa bo‘lsin, u holda ixtiyoriy
a, b ∈ H elementlar uchun b−1 ∈ H bo‘lib, bundan esa a ∗ b−1 ∈ H munosabat
o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

Yetarlilik. Endi, ixtiyoriy a, b ∈ H elementlar uchun a ∗ b−1 ∈ H munosabat
o‘rinli bo‘lsin. Agar b = a deb olsak, u holda a ∗ a−1 = e ∈ H. Demak, e birlik
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element H to‘plamga tegishli bo‘ladi. Endi a element o‘rniga e elementni olib,
ixtiyoriy b ∈ H element uchun e ∗ b−1 ∈ H, ya’ni b−1 ∈ H munosabatni hosil
qilamiz. Demak H to‘plamda yotuvchi ixtiyoriy elementning teskarisi ham H da
yotadi. Endi a ∗ b−1 ∈ H munosabatda, b ∈ H element o‘rniga b−1 ∈ H elementni
qo‘ysak, a ∗ (b−1)−1 = a ∗ b ∈ H ekanligi hosil bo‘ladi. Bundan esa, (H, ∗) qism
gruppa ekanligi kelib chiqadi.

Berilgan H qism to‘plam chekli bo‘lgan holda quyidagi natijaga ega bo‘lamiz.

1.3.1-natija. (G, ∗) gruppa va uning bo‘sh bo‘lmagan H ⊂ G chekli qism to‘plami
berilgan bo‘lsin. Agar ∀a, b ∈ H elementlar uchun a ∗ b ∈ H munosabat o‘rinli
bo‘lsa, u holda (H, ∗) qism gruppa bo‘ladi.

Isbot. Natijaning shartidan ixtiyoriy a ∈ H element va ixtiyoriy n ∈ N
uchun an ∈ H o‘rinli ekanligi hosil bo‘ladi, ya’ni a ∈ H elementning ixtiyoriy
natural darajasi yana H ga tegishli. H to‘plam chekli to‘plam bo‘lganligi uchun
{a, a2, . . . , ak, . . . } elementlarning ichida o‘zaro tenglari mavjud, aks holda H ning
elementlari cheksiz ko‘p bo‘lar edi. Demak, qandaydir m va k (m > k) natural
sonlar topilib, am = ak tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan e = am−k ∈ H
ekanligini, ya’ni gruppaning birlik elementi H to‘plamda yotishini hosil qilamiz.

Endi H dagi barcha elementlarning teskarisi ham H da yotishini ko‘rsatamiz.
Ixtiyoriy a ∈ H element uchun am−k = e ekanligidan a ∗ am−k−1 = am−k−1 ∗ a = e

tenglikka ega bo‘lamiz, ya’ni a elementning teskarisi a−1 = am−k−1 ∈ H. Demak,
(H, ∗) qism gruppa bo‘lar ekan.

1.3.2-ta’rif. (G, ∗) gruppaning markazi deb

Z(G) = {b ∈ G | a ∗ b = b ∗ a, ∀a ∈ G}

to‘plamga aytiladi.

1.3.2-teorema. (G, ∗) gruppaning markazi uning kommutativ qism gruppasi
bo‘ladi.

Isbot. Ixtiyoriy a ∈ G element uchun e ∗ a = a ∗ e ekanligidan e ∈ Z(G) kelib
chiqadi. Demak, Z(G) bo‘sh bo‘lmagan to‘plam. Aytaylik, b, c ∈ Z(G) bo‘lsin,
ya’ni b∗a = a∗ b, c∗a = a∗ c tengliklar ∀a ∈ G uchun o‘rinli bo‘lsin. Bundan esa,
a∗ c−1 = c−1 ∗a tenglik ham ∀a ∈ G uchun o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Quyidagi

a ∗ (b ∗ c−1) = (a ∗ b) ∗ c−1 = (b ∗ a) ∗ c−1 = b ∗ (a ∗ c−1) = b ∗ (c−1 ∗ a) = (b ∗ c−1) ∗ a

tenglikdan esa b ∗ c−1 ∈ Z(G) ekanligini hosil qilamiz. Demak, Z(G) qism gruppa
bo‘lib, uning kommutativ ekanligi esa ta’rifdan bevosita kelib chiqadi.

Quyidagi teoremada berilgan gruppaning qism gruppalari kesishmasi yana
qism gruppa bo‘lishi ko‘rsatiladi.
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1.3.3-teorema. (G, ∗) gruppaning ixtiyoriy sondagi qism gruppalari kesishmasi
yana qism gruppa bo‘ladi.

Isbot. Bizga G gruppaning Hα, α ∈ I qism gruppalari berilgan bo‘lib,
⋂
α∈I

Hα

to‘plamni qaraylik. Ixtiyoriy Hα qism gruppa uchun e ∈ Hα bo‘lganligi uchun,
e ∈

⋂
α∈I

Hα bo‘ladi. Demak,
⋂
α∈I

Hα to‘plam bo‘sh emas.

Endi ∀a, b ∈
⋂
α∈I

Hα elementlarni olamiz. Bu elementlar har bir qism gruppaga

tegishli, ya’ni a, b ∈ Hα bo‘lganligi uchun a ∗ b−1 ∈ Hα bo‘ladi. Bundan esa
a ∗ b−1 ∈

⋂
α∈I

Hα kelib chiqadi. Demak,
⋂
α∈I

Hα qism gruppa.

1.3.3-ta’rif. Aytaylik, (G, ∗) gruppa va M uning qism to‘plami bo‘lsin. G gruppa-
ning M to‘plamni o‘z ichiga oluvchi barcha qism gruppalari kesishmasi M to‘plam
orqali hosil qilingan qism gruppa deyiladi va 〈M〉 kabi belgilanadi.

1.3.4-teorema. G gruppaning M qism to‘plami orqali hosil qilingan qism grup-
pasi uchun quyidagi tenglik o‘rinli

〈M〉 = {aε11 ∗ a
ε2
2 ∗ · · · ∗ aεnn |a1, a2, . . . , an ∈M, εi = ±1, n = 1, 2, . . . }.

Isbot. Teoremadagi tenglikning o‘ng tominini H orqali belgilab olaylik.
Ma’lumki, n = 1 va ε1 = 1 bo‘lgan holda a1 ∈ H, ya’ni M to‘plamning ixti-
yoriy elementi H ga tegishli ekanligi kelib chiqadi. Bundan tashqari, ∀h, g ∈ H
uchun h = aε11 ∗ a

ε2
2 ∗ · · · ∗ aεnn va g = bε11 ∗ b

ε2
2 ∗ · · · ∗ b

εk
k bo‘lib,

h ∗ g−1 = aε11 ∗ a
ε2
2 ∗ · · · ∗ aεnn ∗ b

−εk
k ∗ · · · ∗ b−ε22 ∗ b−ε11 ∈ H.

Demak, H to‘plam qism gruppa bo‘lib, M ni o‘z ichiga oladi. Bu esa 〈M〉 ⊂ H
ekanligini anglatadi.

Ikkinchi tomondan esa barcha ai elementlar 〈M〉 qism gruppada yotganligi
uchun, aε11 ∗a

ε2
2 ∗ · · · ∗aεnn ko‘rinishidagi barcha elementlar 〈M〉 da yotadi. Bundan

esa, H ⊂ 〈M〉 kelib chiqadi. Demak, 〈M〉 = H.
Agar M to‘plam bitta elementdan iborat to‘plam, ya’ni M = {a} bo‘lsa, u

holda 〈{a}〉 o‘rniga 〈a〉 belgilashdan foydalanish qabul qilingan.

1.3.2-natija. G gruppaning ixtiyoriy a elementi uchun 〈a〉 = {an | n ∈ Z} bo‘ladi.

Agar G = 〈M〉 tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda M to‘plam G gruppaning hosil
qiluvchi to‘plami deyiladi, M to‘plamning elementlari esa G gruppaning hosil
qiluvchi elementlari deb ataladi.

1.3.4-ta’rif. Agar G gruppada G = 〈a〉 tenglikni qanoatlantiruvchi a ∈ G element
mavjud bo‘lsa, u holda G gruppa siklik gruppa deyiladi.
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Ta’kidlash joizki, har qanday siklik gruppa kommutativ gruppa bo‘ladi.
Haqiqatan ham, G = 〈a〉 siklik gruppaning ixtiyoriy b va c elementlari uchun
shunday butun n va m sonlar topilib, b = an va c = am tengliklar o‘rinli. Ushbu
b ∗ c = an ∗ am = an+m = am ∗ an = c ∗ b tenglikdan b va c elementlar o‘zaro
o‘rin almashinuvchi ekanligi kelib chiqadi. O‘z navbatida b va c elementlarning
ixtiyoriy ekanligidan G gruppaning kommutativligiga ega bo‘lamiz.

1.3.1-misol.

• Qo‘shishga nisbatan butun sonlar gruppasi (Z,+) siklik gruppa bo‘ladi, ya’ni
Z = 〈1〉.

• Qo‘shishga nisbatan chegirmalar gruppasi (Zn,+) ham siklik gruppa bo‘ladi,
ya’ni Zn = 〈1〉.

Quyidagi teorema chekli siklik gruppalarning aniq tasnifini ifodalaydi.

1.3.5-teorema. Agar G tartibi n ga teng bo‘lgan siklik gruppa bo‘lsa, u holda
G = 〈a〉 = {e, a, a2, . . . , an−1}.

Isbot. G siklik gruppa bo‘lganligi uchun G = 〈a〉 bo‘lib, 1.3.2-natijaga ko‘ra
〈a〉 = {ai | i ∈ Z} kelib chiqadi. Suningdek, 〈a〉 chekli bo‘lganligi uchun shunday
i, j (j > i) butun sonlar topilib, ai = aj bo‘ladi. Natijada aj−i = e, j − i > 0
tenglikka ega bo‘lamiz. Endi T := {k ∈ N | ak = e} to‘plamning eng kichik
elementini m bilan belgilaymiz. U holda S := {e, a, a2, . . . , am−1} to‘plamning
barcha elementlari turli bo‘ladi. Darhaqiqat, agar as = at, 0 ≤ s < t < m, bo‘lsa,
u holda at−s = e, 0 < t− s < m bo‘lib, m soni T to‘plamning eng kichik elementi
ekanligiga zidddiyat kelib chiqadi.

Shuningdek S ⊆ 〈a〉 ekanligi ma’lum. Endi 〈a〉 ⊆ S munosabat o‘rinli ekan-
ligini ko‘rsatamiz. Buning uchun a ning ixtiyoriy darajasi S to‘plamga tegishli
ekanini ko‘rsatish kifoya. Ixtiyoriy ak ∈ 〈a〉, k ∈ Z uchun, qoldiqli bo‘lish
qoidasiga ko‘ra k sonini k = qm+ r, 0 ≤ r < m ko‘rinishda yozib olsak:

ak = aqm+r = (am)q ∗ ar = e ∗ ar = ar ∈ S.

Bundan esa, 〈a〉 ⊆ S kelib chiqadi. Shunday qilib, S = 〈a〉 va S ning ele-
mentlari turli, hamda 〈a〉 gruppaning tartibi n ga teng ekanligidan m = n kelib
chiqadi.

Yuqoridagi teoremadan quyidagi natijaga ega bo‘lamiz.

1.3.3-natija. G gruppa siklik bo‘lishi uchun shunday a ∈ G element topilib,
ord(a) = |G| bo‘lishi zarur va yetarli.

Quyidagi teoremada siklik gruppaning ixtiyoriy qism gruppasi yana siklik
gruppa bo‘lishini ko‘rsatamiz.
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1.3.6-teorema. Siklik gruppaning ixtiyoriy qism gruppasi yana siklik gruppa
bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, G = 〈a〉 siklik gruppa berilgan bo‘lib, H uning qism gruppasi
bo‘lsin. Agar H = {e} bo‘lsa, u holda uning siklik ekanligi ravshan. Aytaylik,
H 6= {e} bo‘lib, b ∈ H, b 6= e bo‘lsin. U holda b = am bo‘lib, H qism gruppa
bo‘lganligi uchun b−1 = a−m ∈ H. Bundan esa, H qism gruppa ak, k > 0 elementni
o‘z ichiga olishi kelib chiqadi.

Aytaylik, n soni an ∈ H munosabat o‘rinli bo‘ladigan eng kichik natural son
bo‘lsin. U holda biz H = 〈an〉 ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun ixtiyoriy
h ∈ H elementni an ning darajasi ko‘rinishida yozilishini ko‘rsatish kifoya. h ∈ G
bo‘lganligi uchun shunday k ∈ Z topilib, h = ak bo‘ladi. k sonini n ga qoldiqli
bo‘lsak, k = nq + r, 0 ≤ r < n. U holda, r = k − nq ekanligidan

ar = ak−nq = ak(an)−q ∈ H

kelib chiqadi. n soni a elementning darajasi H ga tegishli bo‘ladigan eng kichik
natural son bo‘lganligi uchun r = 0 ekanligiga ega bo‘lamiz. Demak, k = nq,

ya’ni h = (an)q kelib chiqadi. Bu esa, H = 〈an〉 ekanligini anglatadi.

Ma’lumki, Z4 gruppa to‘rtinchi tartibli siklik gruppa bo‘lib, uning qism grup-
palari quyidagilardan iborat

H1 = {0}, H2 = {0, 2}, H3 = Z4.

Ko‘rinib turibdiki, Z4 gruppaning barcha qism gruppalari ham siklik.

Quyidagi misolda yana bir to‘rtinchi tartibli gruppani keltiramiz.

1.3.2-misol. Aytaylik, bizga G = {e, a, b, c} to‘plam berilgan bo‘lib, bu to‘plamda
∗ binar amal quyidagicha aniqlangan bo‘lsin:

e ∗ a = a ∗ e = a, e ∗ b = b ∗ e = b, e ∗ c = c ∗ e = c,

e ∗ e = a ∗ a = b ∗ b = c ∗ c = e,

a ∗ b = b ∗ a = c, a ∗ c = c ∗ a = b, b ∗ c = c ∗ b = a.

U holda (G, ∗) kommutativ gruppa bo‘lib, ushbu gruppa uchun

〈e〉 = {e}, 〈a〉 = {e, a}, 〈b〉 = {e, b}, 〈c〉 = {e, c}

munosabatlar o‘rinli. Ko‘rinib turibdiki, bu gruppa siklik emas. Ushbu gruppa
4-tartibli Kleyn gruppasi deb atalib, K4 kabi belgilanadi.

1.3.3-misol. G gruppaning H qism gruppasi uchun gHg−1 = {ghg−1 | h ∈ H}
to‘plam qism gruppa bo‘lishini va |gHg−1| = |H| ekanligini ko‘rsating.
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Yechish. Dastlab, gHg−1 to‘plam G gruppaning qism gruppasi bo‘lishini
ko‘rsatamiz. e = geg−1 ∈ gHg−1 ekanligidan bu to‘plamning bo‘sh emasligi kelib
chiqadi. Ixtiyoriy gh1g

−1, gh2g
−1 ∈ gHg−1 elementlar uchun

gh1g
−1(gh2g

−1)−1 = gh1g
−1gh−12 g−1 = gh1h

−1
2 g−1 ∈ gHg−1.

Bundan esa, gHg−1 to‘plamning qism gruppa ekanligi kelib chiqadi.

Endi |gHg−1| = |H| tenglikni ko‘rsatamiz. Buning uchun f : H → gHg−1,
f(h) = ghg−1 akslantirishni aniqlaymiz. Ushbu akslantirish inyektiv bo‘ladi,
chunki f(h) = f(h′) ekanligidan ghg−1 = gh′g−1 munosabatni, bundan esa h = h′

tenglikni hosil qilamiz. Bu akslantirishning syurektivligi esa ixtiyoriy a = ghg−1

element uchun f(h) = a ekanligidan kelib chiqadi. Demak, f akslantirish o‘zaro
bir qiymatli. Bundan esa, |gHg−1| = |H| kelib chiqadi. �

1.3.4-misol. Tartibi nm(n > 1,m > 1) ga teng bo‘lgan gruppaning xos qism
gruppasi mavjud ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Aytaylik, G gruppaning tartibi nm soniga teng bo‘lsin. Agar G
siklik bo‘lsa, u holda G = 〈a〉 bo‘lib, ord(am) = n bo‘ladi. H = 〈am〉 to‘plam esa,
G gruppaning xos qism gruppasi bo‘ladi.

Agar G gruppa siklik bo‘lmasa, u holda uning birlik elementdan farqli ixtiyoriy
a ∈ G elementini olib, H = 〈a〉 to‘plamni qarasak, ushbu to‘plam G gruppaning
xos qism gruppasi bo‘ladi. �

1.3.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Quyidagi to‘plamlar (Z12,+12) gruppaning qism gruppasi bo‘lishini isbotlang:

• H1 = {0, 2, 4, 6, 8, 10}.
• H2 = {0, 3, 6, 9}.
• H3 = {0, 4, 8}.

2. Quyidagi matritsalar to‘plamlarini (GL2(R), ·) gruppaning qism gruppasi
bo‘lishini isbotlang:

• S1 =

{(
a b
c d

)
| ad− bc = 1

}
.

• S2 =

{(
a 0
0 a

)
| a 6= 0

}
.

• S3 =

{(
a b
−b a

)
| a2 + b2 6= 0

}
.



1.3. QISM GRUPPALAR. SIKLIK GRUPPALAR 35

• S4 =

{(
a b
0 d

)
| ad 6= 0

}
.

3. H = SLn(R) to‘plam G = (GLn(R, ·) gruppaning qism gruppasi bo‘lishini
isbotlang.

4. H = {z ∈ C | |z| = 1} to‘plam (C\{0}, ·) gruppaning qism gruppasi bo‘lishini
ko‘rsating.

5. G = {(a, b)| a, b ∈ R, b 6= 0} to‘plamda binar amal (a, b) ∗ (c, d) = (a+ bc, bd)
kabi kiritilgan bo‘lsa, u holda quyidagilarni isbotlang:

• (G, ∗) nokommutativ gruppa.

• H1 = {(a, b) ∈ G | a 6= 0} to‘plam G gruppaning qism gruppasi.

• H2 = {(a, b) ∈ G | b > 0} to‘plam G gruppaning qism gruppasi.

• H3 = {(a, b) ∈ G | b = 1} to‘plam G gruppaning qism gruppasi.

6. G = {(a, b)| a, b ∈ R, b 6= 0}, (a, b) ∗ (c, d) = (a+ bc, bd) gruppaning tartibi 2
ga teng bo‘lgan elementlarini toping.

7. (Z,+) gruppaning quyidagi qism gruppalarini aniqlang:

• H1 = 〈4, 6〉.
• H2 = 〈4, 7〉.
• H3 = 〈6, 9〉.

8. (Z,+) gruppaning barcha qism gruppalarini aniqlang.

9. S3 gruppaning quyidagi T = {x ∈ S3 | x2 = e} qism to‘plami qism gruppa
bo‘ladimi?

10. S3 gruppaning barcha qism gruppalarini aniqlang.

11. S4 gruppaning tartibi 3 ga teng bo‘lgan barcha qism gruppalarini aniqlang.

12. Ushbu H = {e, (1 2)◦(3 4), (1 3)◦(2 4), (1 4)◦(2 3)} to‘plam S4 gruppaning
qism gruppasi bo‘lishini isbotlang.

13. S4 gruppaning tartibi 4 ga teng bo‘lgan barcha qism gruppalarini aniqlang.

14. S4 gruppaning H = 〈(1 2), (1 2 3 4)〉 qism gruppasini aniqlang.

15. Sn gruppa uchun quyidagilarni isbotlang:

• Sn = 〈(1 2), (1 3), . . . , (1 n)〉.
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• Sn = 〈(1 2), (1 2 3 . . . , n)〉.
• Sn = 〈(1 2), (2 3), . . . , (n− 1 n)〉.
• An = 〈(1 2 3), (1 2 4), . . . , (1 2 n)〉.

16. G gruppaning a va b elementlari uchun ord(a) = 6, ord(b) = 2, va (ab)2 = e
tengliklar o‘rinli bo‘lsa, u holda quyidagilarni isbotlang:

• aba = b.

• (a2b)2 = e.

• ba2b = a4.

• ba3b = a3.

17. Kommutativ gruppaning barcha chekli tartibli elementlaridan tuzilgan
to‘plam qism gruppa bo‘lishini isbotlang.

18. Barcha elementlarining tartibi chekli bo‘lgan cheksiz gruppa mavjudmi?

19. G gruppani ikkita xos qism gruppalarning birlashmasi ko‘rinishida tasvirlab
bo‘lmasligini isbotlang.

20. Gruppaning ikkita qism gruppasi birlashmasi qism gruppa bo‘lishi uchun biri
ikkinchisining ichida yotishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

21. G gruppaning H qism gruppasi uchun 〈H〉 = H tenglik o‘rinli ekanligini
isbotlang.

22. Tartibi 30 ga teng bo‘lgan 〈a〉 siklik gruppa berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi
qism gruppalarning elementlarini toping:

• 〈a2〉.
• 〈a3〉.
• 〈a4〉.
• 〈a5〉.
• 〈a6〉.

23. Tartibi 20 ga teng bo‘lgan siklik gruppaning tartibi 5 ga teng bo‘lgan ele-
mentlari sonini aniqlang.

24. Quyidagi gruppalardan qaysilari siklik gruppa bo‘ladi:

• (2Z,+).

• (Q,+).
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• (R,+).

• ({z ∈ C | zn = 1}, ·) – birning n-darajali barcha kompleks ildizlari
to‘plamining multiplikativ gruppasi.

• (Q \ {0}, ·).
• (R \ {0}, ·).

25. GL2(C) gruppaning quyidagi qism gruppalarini aniqlang:

• A =

〈(
0 1
−1 0

)〉
.

• B =

〈(
0 i
1 0

)〉
.

• C =

〈 −1 0 0
0 0 1
0 1 0

〉 .
26. GL2(R) gruppaning A =

(
0 1
−1 0

)
va B =

(
0 1
−1 −1

)
elementlarining

tartiblarini toping. 〈AB〉 siklik gruppa GL2(R) gruppaning cheksiz siklik
gruppasi bo‘lishini isbotlang.

27. Elementlari butun sonlardan iborat bo‘lgan n-tartibli ortogonal matritsalar
to‘plami O(Z) gruppa tashkil qilishini ko‘rsating, hamda uning tartibini
aniqlang.

28. Tartibi n ga teng bo‘lgan siklik gruppaning hosil qiluvchi elementlari soni
ϕ(n) ga teng ekanligini isbotlang, bu yerda ϕ-Eyler funksiyasi.

29. S3 gruppaning ixtiyoriy xos qism gruppasi siklik gruppa bo‘lishini isbotlang.

30. S4 gruppaning barcha siklik qism gruppalarini toping.

31. Ixtiyoriy nokommutativ gruppa xos qism gruppaga ega ekanligini isbotlang.

32. Quyidagi mulohazalardan qaysilari o‘rinli?

• Ixtiyoriy n natural son uchun, tartibi n ga teng bo‘lgan siklik gruppa
mavjud.

• A4 gruppaning ixtiyoriy xos qism gruppasi siklik bo‘ladi.

• A3 – siklik gruppa.

• A4 – siklik gruppa.

• (R,+) gruppaning ixtiyoriy xos qism gruppasi siklik gruppa bo‘ladi.
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1.4 Qo‘shni sinflar. Lagranj teoremasi

Biz ushbu mavzuda chekli gruppalar uchun asosiy teoremalardan hisoblangan Lag-
ranj teoremasi haqida ma’lumot beramiz. Lagranj teoremasi chekli gruppa qism
gruppalari tartibi haqida ma‘lumot beruvchi teorema hisoblanadi. Dastlab, qism
gruppaning chap va o‘ng qo‘shni sinflari tushunchalarini kiritamiz.

1.4.1-ta’rif. Bizga G gruppa va uning H qism gruppasi berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy
a ∈ G element uchun quyidagi aH = {a∗h | h ∈ H} va Ha = {h∗a | h ∈ H} to‘p-
lamlar mos ravishda H qism gruppaning chap va o‘ng qo‘shni sinflari deyiladi.

Ta’kidlash joizki, eH = He tenglik har doim o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashqari, a
element har doim aH va Ha qo‘shni sinflarga tegishli bo‘ladi. Agar G kommutativ
gruppa bo‘lsa, u holda aH = Ha tenglik ixtiyoriy a ∈ G uchun o‘rinli.

1.4.1-misol. S3 gruppaning A3 qism gruppasi barcha chap qo‘shni sinflarini tuza-
miz, bu yerda

A3 = {e, (1 2 3), (1 3 2)}.

Buning uchun S3 = {e, (1 2), (1 3), (2 3), (1 2 3), (1 3 2)} gruppaning barcha
elementlari bo‘yicha aA3 chap qo‘shni sinflarni yozib chiqamiz:

eA3 = {e, (1 2 3), (1 3 2)},
(1 2)A3 = {(1 2), (1 3), (2 3)},
(1 3)A3 = {(1 2), (1 3), (2 3)},
(2 3)A3 = {(1 2), (1 3), (2 3)},

(1 2 3)A3 = {e, (1 2 3), (1 3 2)},
(1 3 2)A3 = {e, (1 2 3), (1 3 2)}.

Demak, eA3 = (1 2 3)A3 = (1 3 2)A3 va (1 2)A3 = (1 3)A3 = (2 3)A3 tengliklar
o‘rinli bo‘lar ekan.

Yuqoridagi misoldan ko‘rinib turibdiki, turli a, b ∈ G elementlar uchun ham aH
va bH qo‘shni sinflar teng bo‘lishi mumkin. Quyidagi teoremada turli elementlarga
mos keluvchi chap (o‘ng) qo‘shni sinflarning teng bo‘lishining zaruriy va yetarlilik
kriteriyasini keltiramiz.

1.4.1-teorema. G gruppa va uning H qism gruppasi berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy
a, b ∈ G elementlar uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli:

1) aH = bH ⇔ b−1 ∗ a ∈ H.

2) Ha = Hb⇔ a ∗ b−1 ∈ H.
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Isbot. Faraz qilaylik aH = bH tenglik o‘rinli bo‘lsin. U holda a ∈ aH va
aH = bH ekanligidan, a = b ∗ h′ tenglikni qanoatlantiruvchi h

′ ∈ H element
mavjudligi kelib chiqadi. Bundan b−1 ∗ a = h

′ ∈ H munosabatga ega bo‘lamiz.
Endi, aksincha b−1 ∗ a ∈ H munosabat o‘rinli bo‘lsin, u holda b−1 ∗ a = h

′ ∈ H
deb belgilasak, a = b ∗ h′ kelib chiqadi. Ixtiyoriy a ∗ h ∈ aH element uchun
a ∗ h = b ∗ (h

′ ∗ h) ∈ bH ekanligidan aH ⊆ bH munosabatga ega bo‘lamiz.
Endi, bH ⊆ aH munosabat o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. b−1 ∗ a = h

′
tenglikni

a ∗ (h
′
)−1 = b ko‘rinishida yozib olaylik. Ixtiyoriy b ∗ h ∈ bH elementni olsak, u

holda b∗h = a∗ (h
′
)−1 ∗h ∈ aH ekanligidan bH ⊆ aH munosabatga ega bo‘lamiz.

Demak, aH = bH.
Teoremaning 2-qismining isboti ham 1-qismining isbotiga o‘xshab ko‘rsatiladi.

Endi turli qo‘shni sinflarning kesishmasligini isbotlaymiz.

1.4.2-teorema. Bizga G gruppa va uning H qism gruppasi berilgan bo‘lsin. Ix-
tiyoriy a, b ∈ G elementlar uchun aH = bH yoki aH ∩ bH = ∅ munosabatlardan
biri o‘rinli, ya’ni qo‘shni sinflar yoki ustma-ust tushadi, yoki kesishmaydi.

Isbot. Faraz qilaylik ixtiyoriy a, b ∈ G elementlar uchun aH ∩ bH 6= ∅ o‘rinli
bo‘lsin. U holda c ∈ aH ∩ bH element mavjud, ya’ni c ∈ aH va c ∈ bH. Bundan
esa, c elementni c = a ∗ h1 va c = b ∗ h2 kabi ifodalash mumkinligi kelib chiqadi,
bu yerda h1, h2 ∈ H. Natijada, a ∗ h1 = b ∗ h2 tenglikka, bu tenglikdan esa,
b−1 ∗ a = h2 ∗ h−11 munosabatga ega bo‘lamiz, ya’ni b−1 ∗ a ∈ H. U holda 1.4.1-
teoremadan aH = bH tenglik kelib chiqadi. Demak, agar aH ∩ bH 6= ∅ bo‘lsa, u
holda aH = bH bo‘lar ekan.

1.4.1-natija. G gruppa va uning H qism gruppasi berilgan bo‘lsin. U holda
{aH | a ∈ G} to‘plamlar sistemasi G gruppaning o‘zaro kesishmaydigan bo‘lak-
laridan iborat bo‘ladi.

Berilgan G gruppaning H qism gruppasining barcha chap qo‘shni sinflaridan
tashkil topgan sistemani LH := {aH | a ∈ G} kabi, barcha o‘ng qo‘shni sinflaridan
tashkil topgan sistemani esa RH := {Ha | a ∈ G} kabi belgilaymiz.

1.4.3-teorema. H, aH va Ha to‘plamlar orasida o‘zaro bir qiymatli moslik
o‘rnatish mumkin.

Isbot. Ixtiyoriy a ∈ G element uchun aH chap qo‘shni sinf berilgan bo‘lsin.
f : H → aH, f(h) = ah akslantirishni qarab, bu akslantirishni o‘zaro bir qiymatli,
ya’ni biyektiv ekanligini ko‘rsatamiz. Ushbu

f(h1) = f(h2) ⇒ a ∗ h1 = a ∗ h2 ⇒ h1 = h2

tengliklardan f akslantirishning inyektiv ekanligi kelib chiqadi.
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O‘z navbatida ixtiyoriy a ∗ h ∈ aH element uchun f(h) = a ∗ h tenglikni
qanoatlantiradigan h ∈ H element doim topilganligi uchun f akslantirish syurek-
tiv bo‘ladi. Demak, biz qurgan f akslantirish biyektiv ekan, ya’ni H va aH
to‘plamlar orasida o‘zaro bir qiymatli moslik mavjud.

H va Ha to‘plamlar orasidagi o‘zaro bir qiymatli moslik ham yuqoridagi kabi
o‘rnatiladi.

1.4.2-natija. G gruppaning ixtiyoriy H qism gruppasi va ixtiyoriy a ∈ G elementi
uchun |H| = |aH| = |Ha| tengliklar o‘rinli.

Demak, chekli H qism gruppaning barcha chap va o‘ng qo‘shni sinflari element-
lari soni bir xil bo‘lgan to‘plamlardan iborat bo‘lar ekan. Quyidagi teoremada esa,
barcha chap qo‘shni sinflar soni barcha o‘ng qo‘shni sinflar soniga teng bo‘lishini
ko‘rsatamiz.

1.4.4-teorema. G gruppaning H qism gruppasini barcha chap va o‘ng qo‘shni
sinflaridan tashkil topgan sistemalar o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik mavjud,
ya’ni |LH | = |RH |.

Isbot. Ma’lumki, teoremani isbotlash uchun f : LH → RH biyektiv ak-
slantirish qurish kifoya. f akslantirishni quyidagicha aniqlaymiz: f(aH) =
Ha−1, aH ∈ LH .

Dastlab, bu akslantirishning to‘g‘ri aniqlangan ekanligini ko‘rsatamiz. Agar
aH = bH bo‘lsa, u holda 1.4.1-teoremaning 1-bandiga ko‘ra, b−1 ∗ a ∈ H muno-
sabat o‘rinli bo‘ladi. Natijada, b−1 ∗ (a−1)−1 ∈ H va 1.4.1-teoremaning 2-bandiga
ko‘ra, Hb−1 = Ha−1 tenglikka ega bo‘lamiz. Ya’ni f(aH) = f(bH) tenglik o‘rinli.
Demak, f to‘g‘ri aniqlangan akslantirish ekan.

Endi f akslantirishning inyektiv ekanligini ko‘rsatamiz. Darhaqiqat, agar
f(aH) = f(bH) o‘rinli bo‘lsa, u holda Ha−1 = Hb−1 bo‘lib, 1.4.1-teoremaning
2-bandiga ko‘ra a−1 ∗ (b−1)−1 ∈ H, ya’ni a−1 ∗ b ∈ H. O‘z navbatida, b−1 ∗ a =
(a−1∗b)−1 ∈ H munosabatdan aH = bH tenglik kelib chiqadi, ya’ni f akslantirish
inyektiv bo‘ladi.

ushbu f akslantirishning syurektiv ekanligi esa, ixtiyoriy Ha ∈ RH element
uchun Ha = H(a−1)−1 = f(a−1H) munosabat o‘rinli ekanligidan kelib chiqadi.
Demak, f : LH → RH akslantirish biyektiv.

Shunday qilib, biz G gruppaning H qism gruppasi bo‘yicha olingan chap yoki
o‘ng qo‘shni sinflari soni bir xil ekanligini ko‘rsatdik. Ularning sonigaH qism grup-
paning G gruppadagi indeksi deb ataladi va [G : H] kabi belgilanadi. Ma’lumki,
agar G chekli gruppa bo‘lsa, u holda [G : H] indeks ham chekli bo‘ladi.

Endi ushbu mavzuning asosiy teoremasi hisoblangan Lagranj teoremasini kelti-
ramiz.
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1.4.5-teorema (Lagranj teoremasi). G chekli gruppaning tartibi uning H qism
gruppasining tartibiga qo‘ldiqsiz bo‘linadi va |G| = [G : H] · |H| tenglik o‘rinli.

Isbot. Bizga G gruppa va uning H qism gruppasi berilgan bo‘lsin. Gruppa
chekli bo‘lganligi uchun, H qism gruppaning chap qo‘shni sinflari soni chekli
bo‘ladi. Aytaylik, H ning barcha chap qo‘shni sinflari soni r bo‘lib, ular
{a1H, a2H, . . . , arH} bo‘lsin, ya’ni [G : H] = r. U holda 1.4.1-natijaga ko‘ra

G =
r⋃
i=1

aiH, bu yerda aiH ∩ ajH = ∅, i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ r. Ushbu qo‘shni sinflar

kesishmaydigan bo‘lganligi uchun

|G| = |a1H|+ |a2H|+ · · ·+ |arH|

tenglik o‘rinli.
1.4.2-natijaga ko‘ra |H| = |aiH|, 1 ≤ i ≤ r bo‘lib,

|G| = |a1H|+ |a2H|+ · · ·+ |arH| = |H|+ |H|+ · · ·+ |H|︸ ︷︷ ︸
r marta

= r|H| = [G : H]|H|.

Demak, G gruppaning tartibi H qism gruppaning tartibiga qo‘ldiqsiz bo‘linar
ekan.

1.4.3-natija. Agar G gruppaning tartibi n ga teng bo‘lsa, u holda ixtiyoriy a ∈ G
elementning tartibi n ning bo‘luvchisi bo‘lib, an = e bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik ord(a) = k bo‘lsin, u holda H = 〈a〉 siklik qism gruppa k ta
elementdan iborat, ya’ni |H| = |〈a〉| = ord(a) = k. Yuqoridagi 1.4.5-teoremaga
ko‘ra esa, n soni k ga bo‘linadi, ya’ni n = kq. Demak,

an = akq = (ak)q = eq = e.

1.4.4-natija. Agar G tartibi tub son bo‘lgan gruppa bo‘lsa, u holda G siklik gruppa
bo‘ladi. Bundan tashqari, tartibi tub songa teng bo‘lgan siklik gruppalar xos qism
gruppaga ega emas.

Isbot. G gruppaning a ∈ G (a 6= e) elementi uchun H = 〈a〉 siklik qism
gruppani qarasak, u holda |H| soni |G| ning bo‘luvchilaridan biri bo‘ladi. |G| tub
son bo‘lganligi va |H| ≥ 2 ekanligi uchun |G| = |H| tenglik kelib chiqadi, ya’ni
G = H.

Endi qism gruppalarning ko‘paytmasi tushunchasini kiritamiz.

1.4.2-ta’rif. G gruppaning H va K bo‘sh bo‘lmagan qism to‘plamlari ko‘paytmasi
deb HK = {h ∗ k | h ∈ H, k ∈ K} to‘plamga aytiladi.
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Tabiiyki, ushbu ta’rif yordamida G gruppaning bir nechta H1, H2, . . . , Hn bo‘sh
bo‘lmagan qism to‘plamlari ko‘paytmasini quyidagicha aniqlanishi kelib chiqadi

H1H2 . . . Hn = {h1 ∗ h2 ∗ · · · ∗ hn | hi ∈ Hi}.

Agar G gruppaning H va K bo‘sh bo‘lmagan qism to‘plamlari qism grup-
palar bo‘lsa, ularning ko‘paytmasi HK to‘plam ham G gruppaning qism gruppasi
bo‘ladimi degan tabiiy savol tug‘iladi. Ushbu savolga quyidagi teoremada javob
beriladi.

1.4.6-teorema. G gruppaning H va K qism gruppalari ko‘paytmasi HK to‘plam
qism gruppa bo‘lishi uchun HK = KH bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriylik. Aytaylik, HK to‘plam G gruppaning qism gruppasi
bo‘lsin. Ixtiyoriy y ∈ KH elementni olsak, bu element y = k ∗ h, k ∈ K,h ∈ H
ko‘rinishida yoziladi. O‘z navbatida k = e ∗ k va h = h ∗ e ekanligidan, hamda e
birlik elementH vaK qism gruppalarning har ikkalasida yotganligidan foydalanib,
k, h ∈ HK ekanligini hosil qilamiz. HK qism gruppa bo‘lganligi uchun k∗h ∈ HK
bo‘ladi. Demak, ixtiyoriy y ∈ KH uchun y ∈ HK kelib chiqdi, ya’ni KH ⊆ HK.

Endi bu minosabatning ikkinchi tomonini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy z ∈ HK
element uchun HK to‘plam qism gruppa bo‘lganligidan z−1 ∈ HK, ya’ni z−1 =
h1 ∗ k1 kelib chiqadi. Demak, z = (z−1)−1 = (h1 ∗ k1)−1 = k−11 h−11 ∈ KH, ya’ni
HK ⊆ KH. Bulardan esa, HK = KH ekanligini hosil qilamiz.

Yetarlilik. Aytaylik, HK = KH bo‘lsin. Ixtiyoriy x, y ∈ HK elementlarni
olamiz. U holda x = h1 ∗ k1 va y = h2 ∗ k2, bu yerda h1, h2 ∈ H, k1, k2 ∈ K.

HK = KH tenglikdan foydalangan holda, quyidagi munosabatga ega bo‘lamiz:

x ∗ y−1 = h1 ∗ k1 ∗ (h2 ∗ k2)−1 = (h1 ∗ k1) ∗ (k−12 ∗ h−12 ) = (h1 ∗ k1) ∗ (h3 ∗ k3) =

h1 ∗ (k1 ∗ h3) ∗ k3 = h1 ∗ (h4 ∗ k4) ∗ k3 = (h1 ∗ h4) ∗ (k4 ∗ k3) ∈ HK.
Bundan esa, HK to‘plamning qism gruppa ekanligi kelib chiqadi.

Endi qism gruppalarning ko‘paytmasi HK qism gruppa bo‘lishi uchun yana
bir zaruriy va yetarlilik shartni keltiramiz. Bu shart berilgan qism gruppalarning
birlashmasi orqali beriladi.

1.4.7-teorema. G gruppaning H va K qism gruppalari ko‘paytmasi ham qism
gruppa bo‘lishi uchun HK = 〈H ∪K〉 bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Aytaylik, HK ko‘paytma G gruppaning qism gruppasi bo‘lsin. U
holda H ⊆ HK va K ⊆ HK bo‘lib, H ∪K ⊆ HK bo‘ladi. 〈H ∪K〉 qism gruppa
H ∪ K to‘plamni o‘z ichiga oluvchi eng kichik qism gruppa bo‘lganligi uchun
〈H ∪K〉 ⊆ HK. Bu munosabatning teskarisi esa H,K ⊆ 〈H ∪K〉 ekanligidan va
〈H ∪K〉 ning qism gruppaligidan kelib chiqadi, ya’ni ixtiyoriy h ∈ H va k ∈ K
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elementlar uchun h, k ∈ 〈H ∪ K〉 bo‘lib, h ∗ k ∈ 〈H ∪ K〉 bo‘ladi. Demak,
HK ⊆ 〈H ∪K〉, bundan esa HK = 〈H ∪K〉 kelib chiqadi.

Teorema ikkinchi tomonining isboti esa, 〈H ∪ K〉 ning qism gruppaligidan
bevosita kelib chiqadi.

Quyidagi teoremada chekli H va K qism gruppalarning ko‘paytmasi element-
lari soni uchun o‘rinli bo‘lgan formulani keltiramiz.

1.4.8-teorema. G gruppaning H va K chekli qism gruppalari berilgan bo‘lsin. U
holda

|HK| = |H||K|
|H ∩K|

.

Isbot. Ma’lumki, H va K qism gruppalarning kesishmasi A = H ∩ K ham
G gruppaning qism gruppasi bo‘ladi. Bundan tashqari, A to‘plam H gruppan-
ing ham qism gruppasi bo‘lib, Lagranj teoremasiga ko‘ra |H| soni |A| soniga
bo‘linadi, ya’ni |H| = |A| · n. U holda [H : A] = n, ya’ni H qism gruppada
A ning n ta turli chap qo‘shni sinflari mavjud. Ushbu chap qo‘shni sinflar oilasini

{x1A, x2A, . . . , xnA} ko‘rinishda yozib olamiz. U holda H =
n⋃
i=1

xiA bo‘lib, A

to‘plam K gruppaning ham qism gruppasi ekanligidan foydalansak,

HK =
( n⋃
i=1

xiA
)
K =

n⋃
i=1

xiK

tenglikka ega bo‘lamiz. Endi xiK va xjK = (i 6= j) chap qo‘shni sinflarning turli
ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, xiK = xjK bo‘lsin, u holda x−1i ∗ xj ∈ K.
Ikkinchi tomondan esa, x−1i ∗ xj ∈ H bo‘lganligi uchun x−1i ∗ xj ∈ A munosabatga
ega bo‘lamiz. Natijada xjA = xiA tenglik kelib chiqadi, bu esa A ning H dagi turli
chap qo‘shni sinflari sifatida tanlab olinganiga zid. Demak, x1K, x2K, . . . , xnK
to‘plamlar turli qo‘shni sinflar bo‘ladi. U holda

|HK| = |x1K|+ |x2K|+ · · ·+ |xnK|

bo‘lib, |K| = |xiK|, i = 1, n ekanligidan (1.4.2-natijaga qarang)

|HK| = |K|+ · · ·+ |K|︸ ︷︷ ︸
n marta

= n|K| = |H||K|
|A|

=
|H||K|
|H ∩K|

tenglikka ega bo‘lamiz.

Quyidagi natija yuqoridagi teoremadan to‘g‘ridan-to‘g‘ri kelib chiqadi.

1.4.5-natija. Agar G gruppaning H va K qism gruppalari uchun H ∩ K = {e}
bo‘lsa, u holda |HK| = |H||K|.
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1.4.2-misol. Agar G gruppaning tartibi pn ga teng bo‘lsa (p – tub son), u holda
uning tartibi p ga teng elementi mavjud ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Gruppaning ixtiyoriy a 6= e elementi uchun H = 〈a〉 siklik qism
gruppani qarasak, ushbu siklik qism gruppaning tartibi pn ning bo‘luvchisi bo‘ladi.
Demak, |H| = pm, bu yerda 0 < m ≤ n. Bundan ixtiyoriy d | pm soni uchun H
siklik gruppaning tartibi d ga teng qism gruppasi mavjudligi kelib chiqadi. Ya’ni
tartibi p ga teng bo‘lgan qism gruppasi ham mavjud. Bu esa, tartibi p ga teng
element mavjudligini anglatadi. �

1.4.3-misol. Agar G kommutativ gruppaning tartibi 2 ga teng bo‘lgan ikkita turli
elementi mavjud bo‘lsa, u holda gruppa tartibini 4 ga bo‘linishini ko‘rsating. Bu
natija nokommutativ holda o‘rinli emasligiga misol keltiring.

Yechish. Aytaylik, G kommutativ gruppaning a va b elementlari tartiblari 2
ga teng bo‘lsin. U holdaK = {e, a} vaH = {e, b} qism gruppalarning ko‘paytmasi
HK ni qarasak, G kommutativ bo‘lganligi uchun HK = {e, a, b, ab} ham qism
gruppa bo‘ladi. Demak, G gruppaning tartibi 4 ga bo‘linadi.

Nokommutativ bo‘lgan holga misol sifatida S3 gruppani va uning a = (1 2),
b = (1 3) elementlarini keltirish mumkin. Ushbu elementlar turli bo‘lib, ularning
tartiblari 2 ga teng, lekin gruppaning tartibi 4 ga bo‘linmaydi. �

1.4.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Quyidagi G gruppalarning H qism gruppalari bo‘yicha o‘ng qo‘shni sinflarini
aniqlang:

• G = S3 va H = {e, (2 3)}.
• G = S3 va H = {e, (1 2 3), (1 3 2)}.
• G = (Z,+) va H = nZ.
• G = (C,+) va H = R.
• G = (R,+) va H = Z.
• G = (R \ {0}, ·) va H = R+.

• G = (C \ {0}, ·) va H = R \ {0}.
• G = (C \ {0}, ·) va H = {z ∈ C | |z| = 1}.

2. G = GLn(R) va H = SLn(R) berilgan bo‘lsa, ixtiyoriy g ∈ GLn(R) matritsa
uchun gH qo‘shni sinf determinanti g matritsaning determinantiga teng mat-
ritsalardan iborat bo‘lishini isbotlang.

3. S4 gruppaning H = {e, (1 2) ◦ (3 4), (1 4) ◦ (3 2), (1 3) ◦ (2 4)} qism gruppasi
barcha o‘ng (chap) qo‘shni sinflarini toping.
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4. G gruppaning bo‘sh bo‘lmagan H qism to‘plami qism gruppa bo‘lishi uchun
HH = H bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

5. G gruppa va uning H, K qism gruppalari berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy x ∈ G
element uchun (H ∩K)x = Hx ∩Kx tenglik o‘rinli ekanligini isbotlang.

6. G gruppa va uning H, K qism gruppalari berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy a, b ∈ G
elementlar uchun Ha ∩ Kb = ∅ bo‘lishini yoki ∃ c ∈ G uchun Ha ∩ Kb =
(H ∩K)c tenglik o‘rinli bo‘lishini isbotlang.

7. Agar G gruppaning H va K qism gruppalari indekslari chekli bo‘lsa, u holda
H ∩K ham chekli indeksli qism gruppa bo‘lishini isbotlang.

8. Tartibi pq, (p, q) = 1 ga teng bo‘lgan gruppaning ixtiyoriy xos qism gruppasi
siklik bo‘lishini isbotlang.

9. Agar G chekli gruppaning H va K qism gruppalari uchun |H| >
√
|G| va

|K| >
√
|G| bo‘lsa, u holda |H ∩K| > 1 ekanligini isbotlang.

10. G chekli gruppaning A va B, A ⊂ B qism gruppalari uchun quyidagi tenglik
o‘rinli bo‘lishini isbotlang

[G : A] = [G : B][B : A].

11. G chekli gruppaning A va B qism gruppalari uchun quyidagilarni isbotlang:

[A : A ∩B] ≤ [G : B], [G : A ∩B] ≤ [G : A] · [G : B].

12. Tartibi 200 dan kichik bo‘lgan G gruppa berilgan bo‘lsin. Agar G gruppaning
tartibi 25 va 35 ga teng bo‘lgan qism gruppalari mavjud bo‘lsa, u holda G

gruppaning tartibini toping.

13. Tartibi 35 ga teng bo‘lgan G gruppa berilgan bo‘lib, A va B uning mos
ravishda tartibi 5 va 7 ga teng bo‘lgan qism gruppalar bo‘lsa, u holdaG = AB
ekanligini isbotlang.

1.5 Normal qism gruppalar va faktor gruppalar

Biz avvalgi mavzuda G gruppaning H qism gruppasi chap va o‘ng qo‘shni sinflari
tushunchasini kiritdik. Ma’lumki, agar G kommutativ gruppa bo‘lsa u holda
chap va o‘ng qo‘shni sinflar ustma-ust tushadi. Gruppa kommutativ bo‘lmagan
holda esa ular turli bo‘lishi ham mumkin. Qism gruppalar ichida chap va o‘ng
qo‘shni sinflari ustma-ust tushadiganlari muhim ahamiyatga ega bo‘lib, bunday
qism gruppalar normal qism gruppalar deb ataladi.
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1.5.1-ta’rif. Bizga G gruppa va uning H qism gruppasi berilgan bo‘lsin. Agar
ixtiyoriy a ∈ G element uchun aH = Ha tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda H qism
gruppa G gruppaning normal qism gruppasi yoki normal bo‘luvchisi deb
ataladi va H C G kabi belgilanadi.

Ta’kidlash joizki, ixtiyoriy G gruppaning kamida ikkita G va {e} normal qism
gruppalari mavjud bo‘lib, gruppaning G va {e} dan farq qiluvchi normal qism
gruppalariga xos yoki notrivial normal qism gruppalari deyiladi.

1.5.2-ta’rif. Agar G gruppaning xos normal qism gruppalari mavjud bo‘lmasa,
ya’ni normal qism gruppalari faqat {e} va G lardan iborat bo‘lsa, u holda G gruppa
sodda gruppa deyiladi.

Ta’kidlash joizki, kommutativ gruppaning ixtiyoriy qism gruppasi normal qism
gruppa bo‘ladi. Demak, siklik bo‘lmagan kommutativ gruppalarning xos siklik
qism gruppasi mavjud bo‘lib, u xos normal qism gruppa bo‘ladi. Ya’ni siklik
bo‘lmagan kommutativ gruppalar sodda emas.

Tartibi murakkab son bo‘lgan chekli siklik gruppalarning ham xos qism grup-
pasi mavjud, ya’ni bunday gruppalar ham sodda emas. Tartibi tub son bo‘lgan
siklik gruppalar esa xos qism gruppaga ega emas. Demak, kommutativ bo‘lgan
holda faqat tartibi tub songa teng bo‘lgan siklik gruppalargini sodda gruppalar
bo‘ladi. Biz quyiroqda kommutativ bo‘lmagan An gruppaning sodda ekanligini
ko‘rsatamiz.

Ushbu teoremada berilgan qism gruppaning normal qism gruppa bo‘lishi
zaruriy va yetarlilik shartini keltiramiz.

1.5.1-teorema. G gruppaning H qism gruppasi normal qism gruppa bo‘lishi
uchun ixtiyoriy a ∈ G uchun aHa−1 ⊆ H bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriylik. Aytaylik, H C G bo‘lsin. Ixtiyoriy x ∈ aHa−1 element
olsak, bu element x = a ∗ h ∗ a−1 kabi yoziladi. a ∗ h ∈ aH = Ha bo‘lganligi
uchun, shunday h1 ∈ H element mavjudki, a ∗ h = h1 ∗ a tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Bundan esa, a ∗ h ∗ a−1 = h1 ∈ H, ya’ni aHa−1 ⊆ H kelib chiqadi.

Yetarlilik. Aytaylik, ixtiyoriy a ∈ G uchun aHa−1 ⊆ H munosabat o‘rinli
bo‘lsin. Ixtiyoriy x = a∗h ∈ aH element uchun x∗a−1 = a∗h∗a−1 ∈ aHa−1 ⊂ H
bo‘lganligi uchun x ∗ a−1 ∈ H kelib chiqadi. Ya’ni, x ∗ a−1 = h1 ∈ H, u holda
x = h1 ∗ a ∈ Ha. Bu esa, aH ⊆ Ha ekanligini anglatadi. Xuddi shunga o‘xshab,
a element o‘rniga a−1 elementni qo‘yish orqali Ha ⊆ aH munosabatga ega bo‘lish
mumkin. Demak, aH = Ha, ya’ni H C G.

Quyidagi teorema orqali normal qism gruppalarni muhim xossalari keltiramiz.

1.5.2-teorema. G gruppaning H va K normal qism gruppalari uchun quyidagilar
o‘rinli:
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1) H ∩K ham G gruppaning normal qism gruppasi bo‘ladi.

2) HK = KH bo‘lib, HK ham G gruppaning normal qism gruppasi bo‘ladi.

3) 〈H ∪K〉 = HK.

Isbot. 1) Gruppaning ixtiyoriy ikkita qism gruppasining keshishmasi yana
qism gruppa bo‘lishidan H ∩ K ham G gruppaning qism gruppasi bo‘lishi kelib
chiqadi. Endi uning normal qism gruppa ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun
ixtiyoriy g ∈ G element uchun g(H ∩K)g−1 ⊆ H ∩K bo‘lishini ko‘rsatish kifoya.
Ma’lumki, g(H ∩ K)g−1 to‘plamning ixtiyoriy elementi g ∗ a ∗ g−1, a ∈ H ∩ K
ko‘rinishida bo‘ladi. a ∈ H ∩ K ekanligidan g ∗ a ∗ g−1 ∈ H va g ∗ a ∗ g−1 ∈ K
munosabatlarga ega bo‘lamiz. Demak, g ∗ a ∗ g−1 ∈ H ∩K ya’ni g(H ∩K)g−1 ⊆
H ∩K.

2) Dastlab, HK = KH tenglikni isbotlaymiz. Ixtiyoriy h ∗ k ∈ HK elementni
tanlab olaylik, bu yerda h ∈ H va k ∈ K. U holda K C G ekanligidan hK = Kh,

demak ∃ k1 ∈ K element mavjudki, h ∗ k = k1 ∗ h ∈ KH, ya’ni HK ⊆ KH. Shu
usul bilan KH ⊆ HK munosabat ham o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatish qiyin emas.
Demak, HK = KH, u holda 1.4.6-teoremadan HK to‘plam G gruppaning qism
gruppasi ekanligi kelib chiqadi. Endi HK C G ekanligini ko‘rsatamiz. H va K

normal qism gruppalar bo‘lganligi uchun ixtiyoriy g ∈ G element uchun gHg−1 ⊆
H va gKg−1 ⊆ K munosabatlar o‘rinli. Natijada,

g(HK)g−1 = g(Hg−1gK)g−1 = (gHg−1)(gKg−1) ⊆ HK.

Demak, 1.5.1-teoremaga ko‘ra HK C G.
3) Ushbu teoremaning 2-qismidan ma’lumki HK ≤ G. U holda 1.4.7-teore-

madan HK = 〈H ∪K〉 tenglikka ega bo‘lamiz.
Biz avvalgi paragrafda G gruppaning biror H qism gruppasining barcha chap

qo‘shni sinflari oilasini LH , barcha o‘ng qo‘shni sinflari oilasini esa RH kabi
belgilagan edik. Normal qism gruppaning chap va o‘ng go‘shni sinflari ustma-
ust tushib, biz ushbu (chap yoki o‘ng) qo‘shni sinflar oilasini G/H kabi belgi-
laymiz. Endi ushbu G/H to‘plamda ixtiyoriy aH, bH ∈ G/H elementlar uchun
aH ∗ bH = (a ∗ b)H ko‘rinishida binar amal aniqlaymiz.

1.5.3-teorema. G gruppaning H normal qism gruppasi berilgan bo‘lsin. U holda
(G/H, ∗) gruppa tashkil qiladi.

Isbot. Dastlab, G/H to‘plamda aniqlangan ∗ amalini to‘g‘ri aniqlangan ekan-
ligini ko‘rsatamiz. Ya’ni aH = a1H va bH = b1H ekanligidan aH∗bH = a1H∗b1H
yoki (a ∗ b)H = (a1 ∗ b1)H bo‘lishini ko‘rsatamiz. aH = a1H va bH = b1H teng-
liklardan a = a1 ∗ h1 va b = b1 ∗ h2 tengliklarni qanoatlantiradigan h1, h2 ∈ H
elementlar mavjud ekanligi kelib chiqadi. U holda

(a1 ∗ b1)−1 ∗ (a∗ b) = b−11 ∗a−11 ∗a∗ b = b−11 ∗a−11 ∗a1 ∗h1 ∗ b1 ∗h2 = b−11 ∗h1 ∗ b1 ∗h2.
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H normal qism gruppa va h1 ∈ H ekanligidan b−11 ∗h1∗b1∗h2 = (b−11 ∗h1∗b1)∗h2 ∈
H, ya’ni (a1 ∗ b1)−1 ∗ (a ∗ b) ∈ H munosabatga ega bo‘lamiz. Demak, 1.4.1-
teoremaning birinchi qismidan (a ∗ b)H = (a1 ∗ b1)H tenglik kelib chiqadi. Shun-
day qilib, G/H to‘plamdagi ∗ amal to‘g‘ri aniqlangan bo‘lib, (G/H, ∗) algebraik
sistema bo‘ldi.

Endi biz ∗ amalning assosiativ ekanligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy aH, bH, cH ∈
G/H elementlar uchun

(aH) ∗ [(bH) ∗ (cH)] = (aH) ∗ [(b ∗ c)H] = [a ∗ (b ∗ c)]H =

= [(a ∗ b) ∗ c]H = [(a ∗ b)H] ∗ (cH) = [(aH) ∗ (bH)] ∗ (cH).

Demak, ∗ assosiativ amal ekan.
Ravshanki, (G/H, ∗) algebraik sistemada eH element birlik element vazifasini

bajaradi. Haqiqatdan ham ixtiyoriy aH ∈ G/H element uchun

(aH) ∗ (eH) = (eH) ∗ (aH) = aH.

Ixtiyoriy aH ∈ G/H elementning teskari esa, a−1H element bo‘ladi. Chunki,

(aH) ∗ (a−1H) = (a−1H) ∗ (aH) = (a ∗ a−1)H = eH.

Demak, (G/H, ∗) gruppa tashkil qiladi.

1.5.3-ta’rif. G gruppaning H normal qism gruppasi yordamida hosil qilingan
(G/H, ∗) gruppaga faktor gruppa deb ataladi.

1.5.1-misol. G = (Z,+) gruppani H = 5Z qism gruppasi normal qism gruppa
bo‘lib, G/H faktor gruppaning elementlari esa quyidagicha bo‘ladi:

Z/5Z = {5Z, 1 + 5Z, 2 + 5Z, 3 + 5Z, 4 + 5Z}.

1.5.2-misol. G = S3 gruppani H = {e, (1 2 3), (1 3 2)} qism gruppasi normal
qism gruppa bo‘lib,

G/H = {H, (1 2)H}.

1.5.3-misol. G gruppaning indeksi 2 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy H qism gruppasi
normal qism gruppa bo‘ladi. Chunki, H qism gruppaning turli chap va o‘ng qo‘shni
sinflari H va G \ H dan iborat bo‘lib, a ∈ H elementlar uchun aH = H = Ha,
a /∈ H elementlar uchun esa aH = G \H = Ha bo‘ladi.

Yuqoridagi misoldan Sn gruppaning An qism gruppasi normal ekanligini hosil
qilamiz. Demak, Sn gruppa xos normal qism gruppaga ega, ya’ni u sodda gruppa
emas.

Quyidagi misolda esa, A4 gruppaning normal qism gruppasini keltiramiz.
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1.5.4-misol. A4 gruppaning H = {e, (1 2)◦ (3 4), (1 4)◦ (3 2), (1 3)◦ (2 4)} qism
gruppasi normal qism gruppa bo‘ladi. Demak, A4 gruppa sodda gruppa emas.

Endi biz n 6= 4 bo‘lgan holda An gruppaning sodda ekanligini ko‘rsatamiz.
Ma’lumki, n = 1 va n = 2 bo‘lgan hollarda An to‘plam bitta elementdan iborat
bo‘ladi, n = 3 bo‘lganda esa A3 to‘plam 3 ta elementdan iborat siklik gruppa
bo‘lib, uning sodda ekanligi ravshan.

1.5.4-teorema. An, n ≥ 5 gruppa sodda gruppadir.

Isbot. Faraz qilaylik, An gruppaning H 6= {e} normal qism gruppasi mavjud
bo‘lsin. Aytaylik, π ∈ H, π 6= e element In = {1, 2, . . . n} to‘plamning eng
kam sonini o‘zgartiradigan o‘rin almashtirish bo‘lsin. m orqali ushbu π o‘rin
almashtirish o‘zgartiradigan elementlar sonini belgilaymiz, ya’ni

m = |{u ∈ In | π(u) 6= u}|.

Faraz qilaylik m > 3 bo‘lsin. Berilgan π o‘rin almashtirishning kesishmaydigan
sikllar ko‘paytmasi ko‘rinishidagi ifodasi

π = π1 ◦ π2 ◦ · · · ◦ πk

bo‘lsin. Quyidagi hollarni qaraymiz.

• 1-hol. π = π1 ◦ π2 ◦ · · · ◦ πk ifodadagi barcha sikllar transpozitsiyalardan
iborat bo‘lsin, ya’ni barcha sikllarning uzunligi 2 ga teng bo‘lsin. U holda
π kamida ikkita transpozitsiyaning ko‘paytmasi ko‘rinishida yoziladi, ya’ni
k ≥ 2. Aytaylik, p1 = (a b) va p1 = (c d) bo‘lsin. Ixtiyoriy f ∈ In \{a, b, c, d}
son olib, σ = (c d f) o‘rin almashtirishni qaraymiz. Ma’lumki, σ ∈ An

bo‘lib, H normal qism gruppa bo‘lganligi uchun σ ◦ π ◦ σ−1 ∈ H, ya’ni π′ =
π−1◦(σ◦π◦σ−1) o‘rin almashtirish ham H ga tegishli bo‘ladi. Ushbu π′ o‘rin
almashtirish uchun π′(a) = a va π′(b) = b bo‘lib, π′(f) = c bo‘ladi. Bundan
tashqari, π(u) = u bo‘ladigan u /∈ {a, b, c, d, f} sonlari uchun π′(u) = u
bo‘ladi. Bundan esa π′ ∈ H o‘rin almashtirish birlik elementdan farqli bo‘lib,
π o‘rin almashtirishdan kamroq sonlarni o‘zgartirishi kelib chiqadi, bu esa π
eng kam sonni o‘zgartiradigan o‘rin almashtirish ekanligiga zid.

• 2-hol. π = π1 ◦ π2 ◦ · · · ◦ πk ifodadagi uzunligi 2 dan katta bo‘lgan sikl
mavjud. Umimiylikka ziyon yetkazmagan holda π1 siklning uzunligi 2 dan
katta deb olish mumkin, chunki kesishmaydigan sikllar uchun kommutativ-
lik xossasi o‘rinli. Agar m = 4 bo‘lsa, u holda π = π1 bo‘lib, u toq o‘rin
almashtirish bo‘lib qoladi, demak, m ≥ 5 bo‘lishi kerak, ya’ni π o‘rin al-
mashtirish kamida 5 ta sonni o‘zgartiradi. Aytaylik, π1 = (a b c . . . ) bo‘lib,
d, f ∈ In\{a, b, c} sonlari uchun σ = (c d f) o‘rin almashtirishni qaraylik. Bu
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yerda ham π′ = π−1 ◦ (σ ◦ π ◦ σ−1) ∈ H bo‘lib, π′(a) = a, π′(b) = π−1(d) 6= b,
bo‘ladi. Bundan tashqari, π(u) = u bo‘ladigan u /∈ {a, b, c, d, f} sonlari
uchun π′(u) = u. Demak, ushbu holda ham π o‘rin almashtirishdan kamroq
sonlarni o‘zgartiradigan π′ ∈ H o‘rin almashtirish mavjud bo‘lar ekan. Bu
esa π eng kam sonni o‘zgartiradigan o‘rin almashtirish ekanligiga zid.

Demak, m > 3 deb faraz qilib, tahlil qilingan har ikkala holda ham biz ziddiy-
atga keldik. Bundan esa, m = 3 bo‘lishi, ya’ni An gruppaning ixtiyoriy H 6= {e}
normal qism gruppasi π = (a b c) sikl ko‘rinishidagi o‘rin almashtirishga ega
ekanligi kelib chiqadi. Endi bundan foydalanib, H = An ekanligini ko‘rsatamiz.
Ixtiyoriy ϕ = (u v w) ∈ An sikl uchun σ(a) = u, σ(b) = v, σ(c) = w shartni
qanoatlantiruvchi σ ∈ Sn o‘rin almashtirishni qarasak, σ ◦ π ◦ σ−1 = ϕ teng-
lik o‘rinli. Bundan esa, H ning normal qism gruppa ekanligidan σ ∈ An uchun
ϕ ∈ H bo‘lishi kelib chiqadi.

Agar σ /∈ An bo‘lsa, u holda σ toq o‘rin almashtirish bo‘lib, d, f ∈ In \ {a, b, c}
sonlari yordamida tuzilgan σ◦(d f) o‘rin almashtirish juft bo‘ladi, ya‘ni σ◦(d f) ∈
An. Quyidagi tengliklardan

ϕ = σ ◦ π ◦ σ−1 = σ ◦ (a b c) ◦ (d f) ◦ (d f)−1 ◦ σ−1

= σ ◦ ◦(d f) ◦ (a b c) ◦ (d f)−1 ◦ σ−1 =
(
σ ◦ (d f)

)
◦ π ◦

(
σ ◦ (d f)

)−1
,

yana ϕ ∈ H ekanligiga ega bo‘lamiz.

Shunday qilib, biz An gruppaning ixtiyoriy H 6= {e} normal qism gruppasi
barcha ϕ = (u v w) sikllarni o‘z ichiga olishini ko‘rsatdik. Uzunligi 3 ga teng
bo‘lgan barcha sikllar An gruppani hosil qilganligi uchun H = An bo‘ladi (1.2.2-
teoremaga qarang).

1.5.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. SLn(R) gruppa GLn(R) gruppaning normal qism gruppasi ekanligini isbot-
lang.

2. H = {e, (1 2)◦(3 4), (1 4)◦(3 2), (1 3)◦(2 4)} to‘plam S4 gruppaning normal
qism gruppasi ekanligini isbotlang.

3. A4 gruppa uchun shunday H va K qism gruppalarni topingki, H qism gruppa
K da normal bo‘lib, A4 da normal bo‘lmasin.

4. G gruppa va H uning qism gruppasi bo‘lsin. H normal qism gruppa bo‘lishi
uchun ixtiyoriy g ∈ G va h ∈ H elementlar uchun ghg−1 ∈ H bo‘lishi zarur
va yetarli ekanligini isbotlang.
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5. G gruppa va H uning qism gruppasi bo‘lsin. Agar ixtiyoriy a, b ∈ G element-
lar uchun ab ∈ H munosabat o‘rinli bo‘lishidan ba ∈ H kelib chiqsa, u holda
H CG ekanligini isbotlang.

6. G gruppa va H, K uning qism gruppalari bo‘lsin. Agar HCG bo‘lsa, u holda
(H ∩K)CK ekanligini isbotlang.

7. G gruppa va uning H normal qism gruppasi uchun faktor gruppa element-
larini toping:

• G = (Z,+) va H = (2Z,+);

• G = (Q,+) va H = (Z,+);

• G = (Z12,+12) va H = 〈4〉.

8. G = (R \ {0}, ·) gruppa va uning H = Q \ {0} qism gruppasi uchun G/H

faktor gruppaning siklik emasligini isbotlang.

9. Agar G gruppaning H va K normal qism gruppalari uchun H ∩ K = {e}
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy h ∈ H va k ∈ K elementlar uchun hk = kh tenglik
o‘rinli bo‘lishini isbotlang.

10. Gruppaning H qism gruppasi va K normal qism gruppalarining ko‘paytmasi
qism gruppa bo‘lishini isbotlang.

11. Agar H to‘plam G gruppaning tartibi n ga teng bo‘lgan yagona qism gruppasi
bo‘lsa, u holda H CG ekanligini isbotlang.

12. A4 gruppaning tartibi 6 ga teng bo‘lgan qism gruppasi mavjud emasligini
isbotlang.

13. A4 gruppaning barcha qism gruppalarini toping.

1.6 Sentralizator, normalizator va kommutant

Biz avvalgi mavzuda G gruppaning markazi

Z(G) = {b ∈ G | a ∗ b = b ∗ a, ∀a ∈ G}

to‘plamni aniqlab, uning kommutativ qism gruppa bo‘lishini isbotlagan edik.
Ta’kidlash joizki, gruppaning markazi nafaqat qism gruppa balki, normal qism
gruppa bo‘ladi. Haqiqatdan ham, ∀a ∈ Z(G) va ∀b ∈ G uchun a ∗ b = a ∗ b
ekanligidan foydalansak, b−1 ∗a∗ b = b−1 ∗ b∗a = a ∈ Z(G) kelib chiqadi. Demak,
Z(G) C G.
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Endi gruppaning sentralizatori va normalizatori tushunchalarini kiritib, ular-
ning xossalarini keltiramiz. Ixtiyoriy a ∈ G element uchun

C(a) = {b ∈ G | a ∗ b = b ∗ a}

to‘plamni aniqlaymiz. Bu to‘plam a elementning sentralizatori deyiladi.

1.6.1-tasdiq. C(a) to‘plam uchun quyidagilar o‘rinli:

1) Ixtiyoriy a ∈ G element uchun C(a) to‘plam G gruppaning qism gruppasi
bo‘ladi.

2) Z(G) =
⋂
a∈G

C(a).

3) C(a) = G bo‘lishi uchun a ∈ Z(G) bo‘lishi zarur va yetarli.

4) Ixtiyoriy a, b ∈ G elementlar uchun C(b−1 ∗ a ∗ b) = b−1 ∗ C(a) ∗ b.

Isbot. 1) Agar b, c ∈ C(a) bo‘lsa, u holda a ∗ b = b ∗ a va a ∗ c = c ∗ a
ekanligidan,

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c = (b ∗ a) ∗ c = b ∗ (a ∗ c) = b ∗ (c ∗ a) = (b ∗ c) ∗ a

tenglikni hosil qilamiz, ya’ni b ∗ c ∈ C(a).
Bundan tashqari, a∗b = b∗a tenglikdan a∗b−1 = b−1∗a ekanligi ham osongina

kelib chiqadi. Demak, C(a) qism gruppa.
Ikkinchi va uchinchi xossalarning o‘rinli ekanligi ta’rifdan to‘g‘ridan-to‘g‘ri ke-

lib chiqadi.
4) Ma’lumki, x ∈ C(b−1 ∗ a ∗ b) bo‘lishi uchun

x ∗ (b−1 ∗ a ∗ b) = (b−1 ∗ a ∗ b) ∗ x

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli. Ushbu tenglik esa (b∗x∗b−1)∗a = a∗(b∗x∗
b−1) tenglikka teng kuchli bo‘lib, bundan esa, b∗x∗b−1 ∈ C(a) ⇔ x ∈ b−1∗C(a)∗b
bo‘lishini hosil qilamiz. Demak, tenglikning chap tomoni o‘ng tomoniga qism, o‘z
navbatida o‘ng tomoni chap tomoniga qism bo‘ladi.

Endi G gruppaning biror M qism to‘plami va H qism gruppasi uchun sentra-
lizator va normalizator tushunchalarini kiritamiz.

1.6.1-ta’rif.
CH(M) = {a ∈ H | ax = xa, ∀x ∈M}

to‘plam M ning H qism gruppa bo‘yicha sentralizatori

NH(M) = {a ∈ H | aMa−1 = M}

to‘plam esa normalizatori deb ataladi.
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Odatda M qism to‘plamning G gruppa bo‘yicha sentralizatori va normalizatori
qaralganda CG(M) va NG(M) belgilashlar o‘rniga C(M) va N(M) belgilashlardan
foydalaniladi. Agar M to‘plam bitta elementdan iborat bo‘lsa, u holda sentrali-
zator va normalizatorlar ustma-ust tushub, H = G bo‘lganda esa, bu to‘plamlar
elementning sentaralizatoriga teng bo‘ladi.

1.6.2-tasdiq. Normalizator uchun quyidagilar o‘rinli:

• N(M) to‘plam G gruppaning qism gruppasi bo‘ladi.

• Agar H to‘plam G gruppaning qism gruppasi bo‘lsa, N(H) = G bo‘lishi uchun
H C G bo‘lishi zarur va yetarli.

• Agar H to‘plam G gruppaning qism gruppasi bo‘lsa, u holda H C N(H).

• CH(M)CNH(M).

Endi kommutator va kommutant tushunchalarini kiritamiz. Berilgan G grup-
paning a, b elementlari kommutatori deb aba−1b−1 elementga aytiladi va [a, b] kabi
belgilanadi. Ma’lumki, [a, b] = e bo‘lishi uchun ab = ba bo‘lishi zarur va yetarli.
Bundan tashqari, kommutator uchun quyidagi elementar xossalar o‘rinli.

1. [a, b]−1 = [b, a];

2. [a, b]ba = ab;

3. c−1[a, b]c = [c−1ac, c−1bc];

4. [ab, c] = a[b, c]a−1[a, c];

5. [c, ab] = [c, a]a[c, b]c−1.

1.6.2-ta’rif. G gruppaning barcha kommutatorlaridan hosil qilingan qism grup-
paga kommutant deb ataladi va [G,G] kabi belgilanadi. Ya’ni

[G,G] = 〈[a, b] | a, b ∈ G〉.

Gruppaning A va B qism gruppalari uchun ham kommutant tushunchasini
aniqlash mumkin, ya‘ni [A,B] = 〈[a, b] | a ∈ A, b ∈ B〉.

1.6.3-tasdiq. Gruppaning kommutanti normal qism gruppa bo‘ladi, ya’ni
[G,G] C G.

Isbot. [a, b]−1 = [b, a] tenglikdan [G,G] to‘plamning ixtiyoriy elementi chekli
sondagi kommutantlarning ko‘paytmasidan iborat ekanligi kelib chiqadi. U holda
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g−1(ab)g = (g−1ag)(g−1bg) va g−1[a, b]g = [g−1ag, g−1bg] tengliklardan foydalanib,
ixtiyoriy x = [a1, b1][a2, b2] . . . [ak, bk] ∈ [G,G] element uchun

g−1xg = g−1[a1, b1][a2, b2] . . . [ak, bk]g = (g−1[a1, b1]g)(g−1[a2, b2]g) . . . (g−1[ak, bk]g)

= [g−1a1g, g
−1b1g][g−1a2g, g

−1b2g] . . . [g−1akg, g
−1bkg]

ekanligiga ega bo‘lamiz. Demak, g−1xg ∈ [G,G] ya’ni [G,G] C G.

1.6.1-misol. Agar A C G va B C G bo‘lsa, u holda [A,B] C G va [A,B] ⊆ A∩B
ekanligini isbotlang.

Yechish. g−1[a, b]g = [g−1ag, g−1bg] xossadan [A,B] C G kelib chiqadi.
A C G ekanligidan [a, b] = aba−1b−1 = a(ba−1b−1) ∈ A kelib chiqadi. Xuddi

shunday [a, b] = aba−1b−1 = (aba−1)b−1 ∈ B bo‘lishini hosil qilamiz. Demak,
[A,B] ⊆ A ∩B. �

1.6.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. S4 gruppaning quyidagi elementlari uchun C(a) sentralizatorni aniqlang:

a = (1 2), a = (1 2) ◦ (3 4), a = (1 2 3 4).

2. Quyidagi gruppalarning markazlarini toping:

S3, A4, S4, GLn(R), SLn(R).

3. Z(Sn) = {e} ekanligini isbotlang.

4. Agar G/Z(G) faktor gruppa siklik bo‘lsa, u holda G gruppaning kommutativ
ekanligini isbotlang.

5. Agar H CG va |H| = 2 bo‘lsa, u holda H ⊆ Z(G) bo‘lishini isbotlang.

6. Quyidagilarni isbotlang:

• [S2, S2] = {e}.
• [A3, A3] = {e}.
• [A4, A4] = {e, (1 2) ◦ (3 4), (1 4) ◦ (3 2), (1 3) ◦ (2 4)}.
• [Sn, Sn] = An.

• [An, An] = An, n ≥ 5;

• [GLn(R), GLn(R)] = SLn(R).

• [SLn(R), SLn(R)] = SLn(R).

7. S3 gruppaning barcha elementlari uchun [[x, y], z] = e tenglik bajariladimi?

8. Agar gruppada [[x, y], z] = e ayniyat bajarilsa, u holda [x, yz] = [x, y][x, z]
va [xy, z] = [x, z][y, z] ayniyatlar o‘rinli ekanligini isbotlang.
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Gruppaning morfizmlari. Izomorfizm
haqidagi teoremalar

Ma’lumki, izomorfizm tushunchasi algebraik sistemalarning, xususan gruppalar-
ning asosiy tushunchalaridan hisoblanadi. Chiziqli algebra kursida chiziqli fazolar
uchun izomorfizm tushunchasi aniqlangan bo‘lib, bir xil o‘lchamli barcha chiziqli
fazolarning izomorf ekanligi isbotlangan. Ya’ni bir xil o‘lchamli chiziqli fazolar
bir xil strukturaga ega bo‘ladi. Gruppalar uchun ham izomorfizm tushunchasini
kiritilishi, ularni xususiyatlarini o‘rganish va tasniflash imkonini beradi. Bundan
tashqari, gruppalarning morfizmlari deb ataluvchi gomomorfizm, epimorfizm va
monomorfizm tushunchalari yordamida murakkab xususiyatga ega bo‘lgan grup-
palarni soddaroq gruppalar yordamida o‘rganishga olib kelinadi.

2.1 Gruppaning gomomorfizmi va izomorfizmi. Keli teo-

remasi

Biz avvalgi mavzularda o‘rgangan bir qancha gruppalar bir xil strukturaga ega
bo‘lishini ko‘rish mumkin. Masalan, 4-tartibli Kleyn gruppasi K4 = {e, a, b, ab}
bilan S4 gruppaning G = {e, (1 2) ◦ (3 4), (1 4) ◦ (3 2), (1 3) ◦ (2 4)} qism
gruppasi bir xil strukturaga ega. Tartibi bir xil bo‘lmagan gruppalarni har xil
strukturaga ega ekanligi tushunarli. Lekin bir xil tartibli gruppalar ham turli
strukturaga ega bo‘lishi mumkin. Masalan, (Z4,+) va K4 gruppalari bir xil tartibli
bo‘lishiga qaramasdan ular turli strukturalarga ega. Chunki, Z4 gruppa siklik
bo‘lib, K4 gruppa siklik emas. Demak, gruppalarni farqlash uchun qandaydir
umumiy tushuncha kiritish talab qilinadi. Izomorfizm tushunchasi aynan shunday
tushuncha hisoblanib, u orqali gruppalarning tasniflari keltiriladi va xususiyatlari
o‘rganiladi. Biz dastlab gomomorfizm tushunchasini kiritamiz.

2.1.1-ta’rif. Bizga (G, ∗) va (G1, ∗1) gruppalar berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy a, b ∈ G
elementlar uchun f(a ∗ b) = f(a) ∗1 f(b) shartni qanoatlantiruvchi f : G → G1

akslantirishga G gruppani G1 gruppaga o‘tkazuvchi gomomorfizm deb ataladi.

55
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Biz G va G1 gruppalarning birlik elementlarini mos ravishda e va e1 kabi
belgilaymiz.

2.1.1-misol. Ixtiyoriy a ∈ G uchun f(a) = e1 ko‘rinishidagi akslantirish gomo-
morfizm bo‘ladi. Haqiqatdan ham, ixtiyoriy a, b ∈ G elementlar uchun

f(a ∗ b) = e1 = e1 ∗1 e1 = f(a) ∗1 f(b)

tenglik o‘rinli.

Yuqoridagi misolda keltirilgan gomomorfizmga trivial gomomorfizm deb
ataladi. Ushbu misoldan ko‘rinadiki, ixtiyoriy G gruppani G1 gruppaga
o‘tkazuvchi gomomorfizm har doim mavjud. Bundan tashqari, G gruppani o‘ziga
akslantiruvchi ayniy akslantirish ham gomomorfizmga misol bo‘ladi.

Endi gomomorfizmning muhim xossalarini keltirib o‘tamiz.

2.1.1-teorema. G gruppani G1 gruppaga akslantiruvchi f gomomorfizm berilgan
bo‘lsin. U holda quyidagilar o‘rinli:

1) f(e) = e1, bu yerda e va e1 elementlar mos ravishda G va G1 gruppalarning
birlik elementlari;

2) ixtiyoriy a ∈ G uchun f(a−1) = f(a)−1 tenglik o‘rinli;

3) agar H ≤ G bo‘lsa, u holda f(H) := {f(h)| h ∈ H} ≤ G1;

4) agar H1 ≤ G1 bo‘lsa, u holda f−1(H1) := {g ∈ G| f(g) ∈ H1} ≤ G;

5) agar H1 C G1 bo‘lsa, u holda f−1(H1) C G;

6) agar G kommutativ bo‘lsa, u holda f(G) ham kommutativ;

7) agar a ∈ G elementning tartibi n ga teng bo‘lsa, u holda ord(f(a)) soni n
ning bo‘luvchisi bo‘ladi.

Isbot. 1) f gomomorfizm ekanligidan, f(e)∗1f(e) = f(e∗e) = f(e) = f(e)∗1e1
tenglikka ega bo‘lamiz. Qisqartirish qoidasiga ko‘ra f(e) = e1.

2) Ixtiyoriy a ∈ G element uchun f(a) ∗1 f(a−1) = f(a ∗ a−1) = f(e) = e1.
Shuningdek, f(a−1) ∗1 f(a) = e1 tenglikni ham ko‘rsatish mumkin. Gruppadagi
ixtiyoriy elementning teskari elementi yagona ekanligidan f(a−1) = f(a)−1 tenglik
kelib chiqadi.

3) H ≤ G bo‘lsin, u holda e ∈ H bo‘lib, teoremaning birinchi qismida berilgan
f(e) = e1 xossaga ko‘ra e1 = f(e) ∈ f(H) munosabat o‘rinli. Demak, f(H) 6= ∅.
Ixtiyoriy f(a), f(b) ∈ f(H) elementlarni qaraymiz, bu yerda a, b ∈ H. U holda

f(a) ∗1 f(b)−1 = f(a) ∗1 f(b−1) = f(a ∗ b−1)
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kelib chiqadi. H ≤ G bo‘lganligi uchun a∗ b−1 ∈ H, ya’ni f(a)∗1 f(b)−1 ∈ f(H).
Demak, 1.3.1-teoremaga ko‘ra f(H) ≤ G1.

4) Teoremaning birinchi qismiga ko‘ra, e ∈ f−1(H1), demak f−1(H1) 6= ∅.
Ixtiyoriy f(a), f(b) ∈ H1 elementlar uchun

f(a ∗ b−1) = f(a) ∗1 f(b−1) = f(a) ∗1 f(b)−1 ∈ H1.

Demak, a ∗ b−1 ∈ f−1(H1) bo‘lib, 1.3.1-teoremaga ko‘ra f−1(H) ≤ G.

5) H1 C G1 ekanligidan ixtiyoriy f(g) ∈ G1 element uchun f(g)H1f(g)−1 ⊆ H1.
Ixtiyoriy g ∈ G uchun gf−1(H1)g

−1 ⊆ f−1(H1) munosabat o‘rinli bo‘lishini
ko‘rsatish kifoya. Agar gf−1(H1)g

−1 to‘plamdan ixtiyoriy a element olsak, bu
elementni a = g ∗ b ∗ g−1 ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda b ∈ f−1(H1). U
holda

f(a) = f(g ∗ b ∗ g−1) = f(g) ∗1 f(b) ∗1 f(g−1) = f(g) ∗1 f(b) ∗1 f(g)−1 ∈ H1.

Demak, a ∈ f−1(H1), bundan esa g ∗ f−1(H1) ∗ g−1 ⊆ f−1(H1) kelib chiqadi.
Shunday qilib, f−1(H1) C G.

6) Agar G kommutativ gruppa bo‘lsa, u holda ixtiyoriy f(a), f(b) ∈ f(G)
elementlar uchun f(a) ∗1 f(b) = f(a ∗ b) = f(b ∗ a) = f(b) ∗1 f(a) tengliklardan
f(G) gruppaning ham kommutativ ekanligi kelib chiqadi.

7) Ushbu (f(a))n = f(an) = f(e) = e1 tengliklardan, 1.1.1-teoremaga ko‘ra
ord(f(a)) soni n ning bo‘luvchisi ekanligi kelib chiqadi.

2.1.2-ta’rif. Bizga G va G1 gruppalar, hamda f : G→ G1 gomomorfizm berilgan
bo‘lsin.

• Agar f syurektiv bo‘lsa, u holda f akslantirish epimorfizm deyiladi;

• Agar f inyektiv bo‘lsa, u holda f akslantirish monomorfizm deyiladi;

• Agar f biyektiv bo‘lsa, u holda f akslantirish izomorfizm deyiladi;

• G gruppani G1 gruppaga akslantiruchi epimorfizm mavjud bo‘lsa, u holda G1

gruppa G ning gomomorf obrazi deyiladi.

Demak, gruppalarning izomorfizmi bu birinchi gruppani ikkinchi gruppaga
o‘tkazuvchi biyektiv (o‘zaro bir qiymatli) gomomorfizm ekan. Agar G gruppani
G1 gruppaga akslantiruvchi izomorfizm mavjud bo‘lsa, u holda G va G1 gruppalar
o‘zaro izomorf deyilib, G ∼= G1 kabi belgilanadi.

Gruppani o‘zini o‘ziga akslantiruvchi izomorfizm esa avtomorfizm deb ata-
ladi. Berilgan G gruppaning barcha avtomorfizmlar to‘plamini Aut(G) kabi bel-
gilanadi.
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2.1.3-ta’rif. G va G1 gruppalar, hamda f : G → G1 gomomorfizm berilgan
bo‘lsin. U holda {a ∈ G | f(a) = e1} to‘plam f gomomorfizmning yadrosi
deyiladi va Kerf kabi belgilanadi.

2.1.1-teoremadan ma’lumki, e ∈ Kerf, ya’ni ixtiyoriy gomomorfizmning yad-
rosi bo‘sh bo‘lmagan to‘plamdan iborat bo‘ladi.

2.1.2-teorema. G gruppani G1 gruppaga akslantiruvchi f gomomorfizm berilgan
bo‘lsin. U holda f monomorfizm bo‘lishi uchun Kerf = {e} tenglik o‘rinli bo‘lishi
zarur va yetarli.

Isbot. Faraz qilaylik, f monomorfizm bo‘lsin, u holda ixtiyoriy a ∈ Kerf
element uchun f(a) = e1 = f(e) tenglikka ega bo‘lamiz. Ushbu f akslantirish
inyektiv bo‘lganligi uchun a = e, ya’ni Kerf = {e}.

Endi Kerf = {e} tenglik o‘rinli bo‘lsin. Ixtiyoriy a va b elementlar uchun
f(a) = f(b) tenglikdan

f(a ∗ b−1) = f(a) ∗1 f(b−1) = f(a) ∗1 f(b)−1 = e1

kelib chiqadi. Natijada, a ∗ b−1 ∈ Kerf = {e} munosabatga ega bo‘lamiz, bu
munosabat esa o‘z navbatida a∗b−1 = e tenglikka ekvivalent, ya’ni a = b. Demak,
f monomorfizm ekan.

Quyidagi teoremada birinchi gruppani ikkinchi gruppaga o‘tkazuvchi ixtiyoriy
gomomorfizmning yadrosi birinchi gruppaning normal qism gruppasi bo‘lishini
ko‘rsatamiz.

2.1.3-teorema. G gruppani G1 gruppaga akslantiruvchi f gomomorfizm berilgan
bo‘lsin, u holda Kerf C G.

Isbot. Ixtiyoriy a, b ∈ Kerf elementlar uchun

f(a) ∗1 f(b−1) = f(a) ∗1 f(b)−1 = e1 ∗ (e1)
−1 = e1 ∗ e1 = e1

tengliklar o‘rinli ekanligidan, a ∗ b−1 ∈ Kerf munosabat kelib chiqadi. Demak,
1.3.1-teoremaga ko‘ra Kerf to‘plam G gruppaning qism gruppasi bo‘ladi.

Endi Kerf ning normal qism gruppa ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy a ∈ G
va h ∈ Kerf elementlar uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli

f(a ∗ h ∗ a−1) = f(a) ∗1 f(h) ∗1 f(a−1) = f(a) ∗1 e1 ∗1 f(a)−1 = e1.

Bundan esa, a ∗ h ∗ a−1 ∈ Kerf kelib chiqadi, ya’ni aKerfa−1 ⊆ Kerf , demak
Kerf normal qism gruppa.

Biz 2.1.1-teoremada H qism gruppaning f gomomorfizmdagi obrazi f(H) yana
qism gruppa bo‘lishini ko‘rsatdik, lekin normal qism gruppa uchun bu munosabat
har doim ham o‘rinli emas. Quyidagi tasdiqda normal qism gruppaning epimor-
fizmdagi obrazi yana normal qism gruppa bo‘lishini ko‘rsatamiz.
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2.1.1-tasdiq. Agar f : G→ G1 epimorfizm berilgan bo‘lib, H CG bo‘lsa, u holda
f(H)CG1 bo‘ladi.

Isbot. H qism gruppa G da normal bo‘lganligi uchun, ∀h ∈ H va ∀g ∈ G
elementlar uchun g ∗ h ∗ g−1 ∈ H. Ixtiyoriy h1 ∈ H1 va g1 ∈ G1 elementlarni
olamiz. f gomomorfizm syurektiv bo‘lganligi uchun shunday h ∈ H va g ∈ G
elementlar topilib, f(h) = h1 va f(g) = g1 bo‘ladi. Bundan esa,

g1 ∗1 h1 ∗1 g−11 = f(g) ∗1 f(h) ∗1 f(g)−1 = f(g ∗ h ∗ g−1) ∈ f(H)

ekanligini hosil qilamiz. Demak, f(H) to‘plam G1 gruppaning normal qism grup-
pasi.

Biz o‘tgan paragrafda G gruppa va uning H normal qism gruppasi uchun
G/H faktor gruppa tushunchasini kiritgan edik. Berilgan G gruppani G/H faktor
gruppaga akslantiruvchi g : G→ G/H akslantirishni quyidagicha aniqlaymiz:

g(a) = aH, ∀a ∈ G.

Ushbu g akslantirish epimorfizm bo‘ladi. Chunki, g : G → G/H akslantirish
aniqlanishiga ko‘ra syurektiv bo‘lib, ixtiyoriy a, b ∈ G elementlar uchun

g(a ∗ b) = (a ∗ b)H = (a ∗H) ∗ (b ∗H) = g(a) ∗ g(b).

Bundan tashqari Kerg = H, chunki a ∈ Kerg ekanligi g(a) = eH tenglikka, bu
esa aH = eH tenglikka ekvivalent. Oxirgi tenglik esa a ∈ H munosabatga teng
kuchli ekanligidan Kerg = H kelib chiqadi.

2.1.4-ta’rif. Berilgan G gruppani G/H faktor gruppaga akslantiruvchi g(a) =
aH, ∀a ∈ G ko‘rinishda aniqlangan gomomorfizmga tabiiy gomomorfizm deb
ataladi.

Ushbu teoremada gruppalarda aniqlangan izomorfizmning xossalarini kelti-
ramiz.

2.1.4-teorema. G gruppani G1 gruppaga akslantiruvchi f izomorfizm berilgan
bo‘lsin, u holda quyidagilar o‘rinli:

1) f−1 : G1 → G ham izomorfizm;

2) G kommutativ bo‘lishi uchun G1 ham kommutativ bo‘lishi zarur va yetarli;

3) Ixtiyoriy a ∈ G element uchun ord(a) = ord(f(a)) tenglik o‘rinli;

4) G siklik gruppa bo‘lishi uchun G1 ham siklik bo‘lishi zarur va yetarli.
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Isbot. 1) f akslantirish biyektiv ekanligidan, f−1 ham biyektiv ekanligi kelib
chiqadi. Endi, f−1 akslantirishning gomomorfizm ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy
u, v ∈ G1 elementlar uchun f(a) = u va f(b) = v tengliklarni qanoatlantiruvchi
a, b ∈ G elementlar topiladi. Bundan esa, a = f−1(u), b = f−1(v) kelib chiqib,
u ∗1 v = f(a) ∗1 f(b) = f(a ∗ b) ekanligidan, f−1(u ∗1 v) = a ∗ b = f−1(u) ∗ f−1(v)
tenglikka ega bo‘lamiz, ya’ni f−1 akslantirish gomomorfizm bo‘ladi. Demak, f−1

izomorfizm ekan.

2) Aytaylik, G gruppa kommutativ bo‘lsin. f akslantirishning syurektiv ekan-
ligidan, ixtiyoriy u, v ∈ G1 elementlar uchun shunday a, b ∈ G elementlar topilib,
f(a) = u, f(b) = v bo‘ladi. U holda

u ∗1 v = f(a) ∗1 f(b) = f(a ∗ b) = f(b ∗ a) = f(b) ∗1 f(a) = v ∗1 u.

Demak, G1 ham kommutativ gruppa.

Va aksincha, agar G1 kommutativ gruppa bo‘lsa, ixtiyoriy a, b ∈ G elementlar
uchun

f(a ∗ b) = f(a) ∗1 f(b) = f(b) ∗1 f(a) = f(b ∗ a).

f akslantirish o‘zaro bir qiymatli bo‘lganligi uchun a ∗ b = b ∗ a kelib chiqadi.
Demak, G ham kommutativ gruppa.

3) f akslantirishning gomomorfizmligidan ixtiyoriy a ∈ G element va n ∈ N
uchun f(an) = (f(a))n tenglik o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Agar f(b) = e1
bo‘lsa, u holda f inyektiv bo‘lganligi uchun b = e. Demak, an = e tenglik o‘rinli
bo‘lishi uchun (f(a))n = e1 bo‘lishi zarur va yetarli. Faraz qilaylik, ord(a) = m

va ord(f(a)) = n bo‘lsin, u holda am = e ekanligidan (f(a))m = e1 kelib chiqadi.
1.1.1-teoremaga ko‘ra n soni m ga karrali va shuningdek, (f(a))n = e1 ekanligidan
m soni n ga karrali ekanligi kelib chiqadi. Demak, m = n.

4) Faraz qilaylik, G siklik gruppa bo‘lsin, ya’ni G = 〈a〉. U holda f(a) ∈ G1

ekanligidan 〈f(a)〉 ⊆ G1 kelib chiqadi. G1 gruppadan b element tanlab olsak,
u holda f syurektiv akslantirish bo‘lgani uchun f(c) = b tenglikni qanoatlan-
tiradigan c ∈ G element mavjud. G siklik gruppa ekanligini hisobga olsak, c = an

tenglikni qanoatlantiruvchi n butun son mavjud. Natijada,

b = f(c) = f(an) = (f(a))n ∈ 〈f(a)〉.

Demak, G1 = 〈f(a)〉, ya’ni siklik gruppa. f−1 akslantirishning ham izomor-
fizmligidan va G1 gruppaning siklik ekanligidan G gruppaning ham siklik gruppa
bo‘lishi kelib chiqadi.

Quyidagi teoremada siklik gruppalarning to‘liq tasnifini keltiramiz.

2.1.5-teorema. Tartibi n ga teng bo‘lgan ixtiyoriy siklik gruppa (Zn,+n) grup-
paga, ixtiyoriy cheksiz siklik gruppa esa (Z,+) gruppaga izomorf.
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Isbot. Aytaylik, (G, ∗) tartibi n ga teng bo‘lgan siklik gruppa bo‘lsin, ya’ni
G = 〈a〉. Quyidagi f : G → Zn, f(ai) = i, ∀ i = 0, 1, . . . , n − 1 akslantirishni
qaraymiz. Ma’lumki, bu akslantirish syurektiv bo‘ladi. Bundan tashqari, uning
inyektiv ekanligi quyidagi munosabatlardan kelib chiqadi:

f(ai) = f(aj) ⇒ i = j ⇒ n | (j − i) ⇒ ai−j = e ⇒ ai = aj.

Demak, f o‘zaro bir qiymatli akslantirish ekan. Endi bu akslantirishning
izomorfizm ekanligini ko‘rsatamiz:

f(ai ∗ aj) = f(ai+j) = i+ j = i+n j = f(ai) +n f(aj).

Demak, G ∼= Zn.
Agar G = 〈a〉 cheksiz gruppa bo‘lsa, u holda f : G→ Z akslantirishni ∀i ∈ Z

uchun f(ai) = i, ko‘rinishda aniqlaymiz. Bu akslantirish ham o‘zaro bir qiymatli
bo‘lib,

f(ai ∗ aj) = f(ai+j) = i+ j = f(ai) + f(aj)

ekanligidan uning izomorfizmligi kelib chiqadi, ya’ni G ∼= Z.

Yuqoridagi teoremadan ushbu natijaga ega bo‘lamiz.

2.1.1-natija. Bir xil tartibli ikkita siklik gruppa o‘zaro izomorf.

Endi ixtiyoriy chekli gruppa Sn o‘rin almashtirishlar gruppasining biror qism
gruppasiga izomorf bo‘lishi haqidagi Keli teoremasini keltiramiz.

Berilgan G gruppaning ixtiyoriy a ∈ G elementi uchun quyidagi

fa : G→ G, fa(b) = a ∗ b, ∀ b ∈ G

akslantirishni aniqlaymiz. Ushbu akslantirish biyektiv akslantirish bo‘ladi, chunki,
fa(b) = fa(c) tenglikdan a∗b = a∗c, bundan esa b = c tenglikning kelib chiqishi bu
akslantirishning inyektiv ekanligini, ixtiyoriy b ∈ G element uchun fa(x) = b teng-
likni qanoatlantiradigan x = a−1∗b elementning mavjudligi esa fa akslantirishning
syurektiv ekanligini anglatadi.

Demak, fa akslantirishni G to‘plamdagi o‘rin almashtirish deb qarash mumkin.
Ma’lumki, ixtiyoriy G to‘plamdagi barcha o‘rin almashtirishlar to‘plami S(G)
superpozitsiya amaliga nisbatan gruppa tashkil qiladi. Ushbu (S(G), ◦) grup-
paning F (G) = {fa| a ∈ G} qism to‘plamini qaraymiz. Quyidagi teoremada
F (G) to‘plamning qism gruppa bo‘lishini va uning G gruppaga izomorf ekanligini
ko‘rsatamiz.

2.1.6-teorema (Keli teoremasi). Ixtiyoriy G gruppa uchun (F (G), ◦) to‘plam
gruppa bo‘lib, F (G) ∼= G.
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Isbot. Dastlab, (fa)
−1 = fa−1 ekanligini ko‘rsatamiz. Darhaqiqat, ixtiyoriy

b ∈ G element uchun fa−1(b) = a−1 ∗ b tenglik o‘rinli. Ikkinchi tomondan esa,
fa(a

−1 ∗ b) = b ekanligidan (fa)
−1(b) = a−1 ∗ b tenglikni hosil qilamiz. Demak,

(fa)
−1 = fa−1 .

Endi, (F (G), ◦) to‘plamning gruppa ekanligini, ya’ni bu to‘plam (S(G), ◦)
gruppaning qism gruppasi ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy fa, fb ∈ F (G) va c ∈ G
elementlar uchun

(fa ◦ f−1b )(c) = (fa ◦ fb−1)(c) = fa(fb−1(c)) = fa(b
−1 ∗ c)

= a ∗ (b−1 ∗ c) = (a ∗ b−1) ∗ c = fa∗b−1(c).

Demak, fa ◦ f−1b = fab−1 ∈ F (G), ya’ni 1.3.1-teoremaga ko‘ra F (G) to‘plam
S(G) gruppaning qism gruppasi bo‘ladi.

Endi F (G) ∼= G ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun g : G → F (G) akslan-
tirishni quyidagicha aniqlaymiz: g(a) = fa, ∀ a ∈ G. Bu akslantirish aniqlanishiga
ko‘ra syurektiv bo‘lib, uning inyektiv ekanligi quyidagi tengliklardan kelib chiqadi

fa = fb ⇒ fa(c) = fb(c),∀c ∈ G ⇒ a ∗ c = b ∗ c ⇒ a = b.

Endi, g akslantirishning gomomorfizm bo‘lishini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy c ∈ G
element uchun

fa∗b(c) = (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) = fa(b ∗ c) = fa(fb(c)) = (fa ◦ fb)(c)

tenglik o‘rinli, ya’ni fa∗b = fa◦fb. Shuningdek, g(a∗b) = fa∗b va g(a)◦g(b) = fa◦fb
ekanligidan g(a ∗ b) = g(a) ◦ g(b) tenglikka ega bo‘lamiz. Demak, g biyektiv
gomomorfizm ekan, ya’ni g izomorfizm.

Demak, Keli teoremasidan tartibi n ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppa Sn o‘rin
almashtirishlar gruppasining biror qism gruppasiga izomorf bo‘lishi kelib chiqadi.

2.1.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Quyidagi berilgan f akslantirish G gruppani G1 gruppaga o‘tkazuvchi go-
momorfizm bo‘ladimi? Agar gomomorfizm bo‘lsa, u holda uning yadrosini
toping:

• G = (Z,+), G1 = (Z,+), f(a) = 2a.

• G = (Z,+), G1 = (Z,+), f(a) = a+ 1.

• G = (R+, ·), G1 = (R+, ·), f(a) = a2.

• G = (R,+), G1 = (R+, ·), f(a) = 2a.

• G = (R \ {0}, ·), G1 = (R+, ·), f(a) = |a|.
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• G = (C \ {0}, ·), G1 = (R+, ·), f(z) = |z|.
• G = (C \ {0}, ·), G1 = (R+, ·), f(z) = 1

|z| .

2. G gruppani G1 gruppaga o‘tkazuvchi barcha gomomorfizmlarni toping:

• G = (Z,+), G1 = (Z,+).

• G = (Z,+), G1 = (Z6,+6).

• G = (Z6,+6), G1 = (Z4,+4).

• G = (Z8,+8), G1 = (Z12,+12).

• G = (Z20,+20), G1 = (Z10,+10).

3. Quyidagi gruppalarning o‘zaro izomorf emasligini ko‘rsating:

• G = (Q,+) va G1 = (R,+).

• G = (Z,+) va G1 = (R,+).

• G = (Q,+) va G1 = Q/Z.
• G = (Q \ {0}, ·) va G1 = (R \ {0}, ·).
• G = (R \ {0}, ·) va G1 = (C \ {0}, ·).

4. Bo‘sh bo‘lmagan X to‘plamning barcha qism to‘plamlaridan tuzilgan P (X)
sistema uchun aniqlangan (P (X),∪) va (P (X),∩) yarim gruppalar izomorf
ekanligini isbotlang.

5. G gruppada aniqlangan f : G → G, f(a) = a−1 akslantirish gomomorfizm
bo‘lishi uchun G kommutativ bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

6. G = {(−1, 1), ∗}, a ∗ b = a+b
1+ab gruppa (R,+) gruppaga izomorf ekanligini

ko‘rsating.

7.

(
a b
c d

)
matritsani y = ax+b

cx+d funksiyaga o‘tkazuvchi aklsantirish GL2(R)

gruppani G = ({ax+bcx+d , ad − bc 6= 0}, ◦) gruppaga o‘tkazuvchi gomomorfizm
bo‘ladimi?

8. (Z4,+) gruppani va (U5, ·) gruppaga o‘tkazuvchi barcha izomorfizmlarni to-
ping.

9. Agar G,H va K gruppalar berilgan bo‘lib, f : G → H va g : H → K
gomomorfizmlar bo‘lsa, u holda g ◦ f akslantirish G gruppani K gruppaga
o‘tkazuvchi gomomorfizm ekanligini ko‘rsating.

10. Tartibi 20 ga teng bo‘lgan gruppadan, tartibi 70 ga teng bo‘lgan gruppaga
gomomorfizm mavjudmi?
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11. Tartibi 70 ga teng bo‘lgan gruppadan, tartibi 20 ga teng bo‘lgan gruppaga
epimorfizm mavjudmi?

2.2 Diedr va kvaternion gruppalari

Ma’lumki, tartibi tub songa teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppa siklik bo‘lib, bunday
gruppalar Zp gruppaga izomorf bo‘ladi. Xususan, izomorfizm aniqligida tartibi
1, 2, 3, 5 va 7 ga teng bo‘lgan yagona gruppalar mavjud. Biz tartibi 4 va 6 ga teng
bo‘lgan gruppalarning tasnifini va tartibi 8 ga teng bo‘lgan nokommutativ grup-
palarni keltiramiz. Kichik tartibli gruppalarning to‘liqroq tasnifini esa keyinroq
keltiramiz.

Dastlab to‘rtinchi tartibli gruppalarni keltiramiz. Bizga shu paytgacha ikkita
to‘rtinchi tartibli Z4 va K4 gruppalar ma‘lum bo‘lib, ularning biri siklik, ikkinchisi
siklik emas, demak, ular izomorf emas. Quyidagi teoremada izomorfizm aniqligida
Z4 va K4 gruppalardan boshqa to‘rtinchi tartibli gruppa mavjud emasligini
ko‘rsatamiz.

2.2.1-teorema. Ixtiyoriy to‘rtinchi tartibli gruppa Z4 va K4 gruppalardan biriga
izomorf.

Isbot. Aytaylik, G = {e, a, b, c} to‘rtinchi tartibli gruppa bo‘lib, u siklik
gruppa bo‘lsin, u holda G ∼= Z4. Demak, G siklik bo‘lmagan holni qarash,
ya’ni siklik bo‘lmagan to‘rtinchi tartibli gruppani K4 ga izomorf ekanligini
ko‘rsatish kifoya. G gruppa siklik bo‘lmaganligi uchun uning to‘rtinchi tar-
tibli elementi mavjud emas. Ixtiyoriy elementning tartibi gruppaning tartibi
bo‘luvchisi bo‘lganligi uchun a, b, c elementlarning tartiblari 2 ga teng bo‘ladi,
ya’ni a2 = b2 = c2 = e. Endi a · b elementning c ga tengligini ko‘rsatamiz. Faraz
qilaylik a · b = e bo‘lsin, u holda a = a · e = a · (a · b) = a2 · b = b tenglikdan
a = b ekanligini hosil qilamiz, bu esa ziddiyat, demak a · b 6= e. Agar a · b = a
bo‘lsa ham e = a · a = a · (a · b) = a2 · b = b tenglikdan e = b ekanligini hosil
qilib, yana ziddiyatga kelamiz, ya’ni a · b 6= a. Xuddi shunga o‘xshab a · b 6= b ham
kelib chiqadi, demak, a · b = c. Yuqoridagi kabi b · a = c tenglikni ham ko‘rsatish
mumkin. Bundan tashqari

a · c = c · a = b, b · c = c · b = a

tengliklar ham shu usul bilan ko‘rsatiladi. Bu esa, to‘rtinchi tartibli ixtiyoriy
siklik bo‘lmagan gruppa K4 ga izomorf ekanligini bildiradi.

Endi oltinchi tartibli gruppalarni o‘rganamiz. Ma’lumki, Z6 siklik gruppa va
S3 o‘rin almashtirishlar gruppasi oltinchi tartibli gruppalar bo‘ladi. Ta’kidlash
joizki, S3 siklik bo‘lmagan nokommutativ gruppadir, shuning uchun Z6 va S3
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gruppalar izomorf emas. Bundan tashqari S3 eng kichik tartibli nokommutativ
gruppadir. Quyidagi teoremada izomorfizm aniqligida faqat 2 ta oltinchi tartibli
gruppa mavjud ekanligini ko‘rsatamiz.

2.2.2-teorema. Ixtiyoriy oltinchi tartibli gruppa Z6 va S3 gruppalardan biriga
izomorf.

Isbot. Aytaylik, G oltinchi tartibli siklik bo‘lmagan gruppa bo‘lsin. G ning
tartibi juft son bo‘lganligi uchun unda tartibi 2 ga teng bo‘lgan a ∈ G element
mavjud, ya’ni a2 = e. Agar G gruppaning barcha elementlari ikkinchi tartibli
bo‘lsa, u holda G kommutativ gruppa bo‘lib, uning turli a, b elementlari orqali
hosil qilingan qism gruppa e, a, b, ab elementlardan iborat bo‘ladi. Bu esa ziddiyat,
chunki 6-tartibli gruppa 4-tartibli qism gruppaga ega emas. Demak, G gruppaning
tartibi 2 dan farqli elementi mavjud. G siklik emasligini va barcha elementining
tartibi 6 ning bo‘luvchisi ekanligini hisobga olsak, tartibi 3 ga teng bo‘lgan b ∈ G
element mavjudligini hosil qilamiz. Demak, ord(a) = 2 va ord(b) = 3. Ma’lumki,
H = {e, b, b2} to‘plam G gruppaning indeksi 2 ga teng bo‘lgan qism gruppasi
bo‘lib, ixtiyoriy gruppaning indeksi 2 ga teng qism gruppasi normal bo‘lganligi
uchun H C G. Ikkinchi tomondan esa a /∈ H ekanligidan G = H ∪ aH kelib
chiqadi, ya’ni G = {e, b, b2, a, a · b, a · b2}. Endi b ·a va b2 ·a elementlarni qaraymiz.
Buning uchun H ning normal ekanligidan foydalansak, a−1 · b · a ∈ H. Demak,
a−1 · b · a element e, b va b2 elementlardan biriga teng bo‘lishi kerak.

Agar a−1 · b · a = e bo‘lsa, u holda b = a · e · a−1 = e. Bu esa ziddiyat. Agar
a−1 · b · a = b bo‘lsa, u holda b · a = a · b bo‘lib, ord(a · b) = ord(a) · ord(b) = 6
kelib chiqadi. Bu ham G ning siklik emasligiga zid. Demak a−1 · b · a = b2, ya’ni
b · a = a · b2 kelib chiqadi. Xuddi shunga o‘xshab, b2 · a = a · b tenglikka ega
bo‘lamiz. Ya’ni G gruppa {e, b, b2, a, a · b, a · b2} elementlardan iborat bo‘lib,

a2 = b3 = e, b · a = a · b2, b2 · a = a · b.

Shunday qilib, biz ixtiyoriy oltinchi tartibli siklik bo‘lmagan gruppa yagona
gruppaga izomorf bo‘lishini, xususan S3 ga izomorf bo‘lishini ko‘rsatdik.

Quyidagi misolda ikkita hosil qiluvchi elementga ega bo‘lgan n-darajali diedr
gruppasini keltiramiz.

2.2.1-misol. Ikkita a, b hosil qiluvchi elementlarga ega bo‘lib,

ord(a) = 2, ord(b) = n, b · a = a · b−1

bo‘lgan Dn = 〈a, b〉 gruppa n-darajali diedr gruppasi deyiladi, bu yerda n ≥ 3.
Ta’kidlash joizki, Dn gruppa tartibi 2n ga teng bo‘lgan nokommutativ gruppa bo‘lib,
uning elementlari quyidagilardan iborat

Dn = {e, b, b2, . . . , bn−1, a, a · b, a · b2, . . . , a · bn−1}.
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Ma’lumki, D3 oltinchi tartibli gruppa bo‘lib, D3
∼= S3 bo‘ladi. D4 esa

sakkisinchi tartibli nokommutativ gruppa hamda D4 gruppaning elementlari

{e, b, b2, b3, a, ab, ab2, ab3}

bo‘lib, a2 = b4 = e, ba = ab3, b2a = ab2, b3a = ab. Demak,

ord(a) = ord(b2) = ord(ab) = ord(ab2) = ord(ab3) = 2, ord(b) = ord(b3) = 4.

Quyidagi misolda GL2(R) ikkinchi tartibli teskarilanuvchi kvadrat mat-
ritsalar gruppasining D4 gruppaga izomorf bo‘lgan qism gruppasi mavjudligini
ko‘rsatamiz.

2.2.2-misol. Aytaylik, G ⊆ GL2(R) quyidagi matritsalardan hosil qilunivchi
gruppa bo‘lsin

A =

(
0 1
1 0

)
, B =

(
0 1
−1 0

)
.

U holda ord(A) = 2 va ord(B) = 4. Bundan tashqari

BA =

(
0 1
−1 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
1 0
0 −1

)
va

AB3 =

(
0 1
1 0

)(
0 −1
1 0

)
=

(
1 0
0 −1

)
.

Demak, BA = AB3, bundan esa, G gruppa 4-tartibli diedr gruppasi bo‘lishi kelib
chiqadi.

Endi S4 o‘rin almashtirishlar gruppasining 4-tartibli diedr qism gruppasini
ko‘rsatamiz.

2.2.3-misol. S4 gruppaning a = (24) va b = (1234) elementlarini qaraylik.
Ma’lumki,

a2 = e, b2 = (13) ◦ (24), b3 = (1432), b4 = e, b ◦ a = a ◦ b3.

Bundan esa, G = 〈a, b〉 gruppa 4-tartibli diedr gruppasi ekanligi kelib chiqadi.

Endi D4 diedr gruppasining barcha qism gruppalarini aniqlaymiz. Lagranj
teoremasiga ko‘ra, D4 ning xos qism gruppalarining tartibi faqat 2 va 4 ga teng
bo‘lishi mumkin. Tekshirish qiyin emaski,

H1 = {e, a}, H2 = {e, b2}, H3 = {e, a · b}, H4 = {e, a · b2}, H5 = {e, a · b3}

gruppalar D4 ning tartibi 2 ga teng qism gruppalari bo‘ladi. Uning tartibi 4 ga
teng qism bo‘lgan qism gruppalari esa quyidagilardan iborat:

T1 = {e, b, b2, b3},
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T2 = {e, a, b2, a · b2},
T3 = {e, a · b, b2, a · b3}.

Endi yana bir tartibi 8 ga teng bo‘lgan gruppa Q8 kvaternion gruppasini
qaraymiz.

2.2.1-ta’rif. Hosil qiluvchi elementlari a, b bo‘lib,

ord(a) = 4, a2 = b2 va b · a = a3 · b

bo‘lgan G gruppaga kvaternion gruppasi deyiladi.

Boshqacha aytganda, kvaternion gruppasi {1, i, j, k,−1,−i,−j,−k} element-
lardan tashkil topib, i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i,
ki = −ik = j shartlarni qanoatlantiruvchi gruppadir.

Quyidagi misolda matritsalar gruppasining Q8 gruppaga izomorf bo‘lgan qism
gruppasini ko‘rsatamiz.

2.2.4-misol. Aytaylik, G ⊆ GL2(C) quyidagi matritsalardan hosil qilunivchi
gruppa bo‘lsin

A =

(
0 1
−1 0

)
va B =

(
0 i

i 0

)
.

U holda ord(A) = 4 va

A2 = B2 =

(
−1 0
0 −1

)
.

Bundan tashqari,

BA =

(
0 i

i 0

)(
0 1
−1 0

)
=

(
−i 0
0 i

)
va

A3B =

(
0 −1
1 0

)(
0 i
i 0

)
=

(
−i 0
0 i

)
.

Ya’ni, BA = A3B, demak G = 〈A,B〉 kvaternion gruppasi.

Kvaternion gruppasi elementlarining umimiy ko‘rinishi quyidagicha bo‘lib,

Q8 = {e, a, a2, a3, b, a · b, a2 · b, a3 · b},

ord(a2) = 2 va ord(a) = ord(a3) = ord(b) = ord(a·b) = ord(a2 ·b) = ord(a3 ·b) = 4.
Endi Q8 gruppaning barcha qism gruppalarini aniqlaymiz. Ta’kidlash joizki,

uning xos qism gruppalari quyidagilardan iborat:

H1 = {e, a2}, H2 = {e, a, a2, a3},
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H3 = {e, a · b, a2, a3 · b}, H4 = {e, b, a2, a2 · b}.
Bunda [Q8 : H2] = [Q8 : H3] = [Q8 : H4] = 2 bo‘lganligi uchun H2, H3 va H4

qism gruppalar Q8 ning normal bo‘luvchilari bo‘ladi. Bundan tashqari, H1 ning
ham normal qism gruppa bo‘lishini tekshirish qiyin emas. Demak, Q8 kvater-
nion gruppasining ixtiyoriy qism gruppasi normal bo‘lar ekan. Ushbu teoremada
izomorfizm aniqligida D4 va Q8 dan boshqa tartibi 8 ga teng bo‘lgan nokommu-
tativ grupppa mavjud emasligini isbotlaymiz.

2.2.3-teorema. Izomorfizm aniqligida tartibi 8 ga teng bo‘lgan 2 ta nokommutativ
gruppa mavjud.

Isbot. Biz yuqorida D4 va Q8 gruppalarning tartibi 8 ga teng bo‘lgan nokom-
mutativ grupppalar ekanligini aytib o‘tdik. Bundan tashqari Q8 gruppada tartibi
4 ga teng bo‘lgan elementlar 6 ta bo‘lsa, D4 gruppada esa bunday elementlar 2
tani tashkil qiladi. Demak, D4 va Q8 gruppalar izomorf emas.

Endi tartibi 8 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy G nokommutativ gruppani olaylik. |G|
juft son bo‘lganligi uchun, G da tartibi 2 ga teng bo‘lgan u ∈ G element mavjud,
ya’ni u2 = e. Ma’lumki, G gruppaning qolgan elementlari tartibi 2, 4 va 8 ga teng
bo‘lishi mumkin. Agar gruppaning ixtiyoriy elementi kvadrati e ga teng bo‘lsa,
u holda G kommutativ gruppa bo‘ladi. Bundan tashqari, gruppada tartibi 8 ga
teng element mavjud bo‘lsa, u holda G siklik bo‘ladi. Demak, G gruppada tartibi
4 ga teng bo‘lgan a ∈ G element mavjud.

Aytaylik, H = {e, a, a2, a3} bo‘lsin, u holda [G : H] = 2 bo‘lganligi uchun
H CG. Demak, b /∈ H element uchun G = H ∪Hb bo‘lib, H ∩Hb = ∅. Ya’ni,

G = {e, a, a2, a3, b, a · b, a2 · b, a3 · b} = 〈a, b〉.

H C G bo‘lganligi uchun b · a · b−1 ∈ H bo‘lib, bundan esa, b · a · b−1 element
e, a, a2 va a3 elementlardan biriga teng bo‘lishi kelib chiqadi. Quyida bu element
e, a, a2 elementlarga teng bo‘lmasligini ko‘rsatamiz. Chunki, agar

• b · a · b−1 = e bo‘lsa, u holda a = e,

• b · a · b−1 = a bo‘lsa, u holda a · b = b · a, ya’ni G kommutativ,

• b · a · b−1 = a2 bo‘lsa, u holda a2 = e.

Ya’ni har uchala holda ham ziddiyatga keldik. Demak, b · a · b−1 = a3 bo‘ladi,
ya’ni b · a = a3 · b.

Bundan tashqari, |G/H| = 2 bo‘lganligi uchun ord(Hb) = 2 bo‘lib, b2 ∈ H
ekanligi kelib chiqadi. Yuqoridagi kabi b2 ham H ning 4 ta elementidan biriga
teng bo‘lishi kerak. Agar b2 = a yoki b2 = a3 bo‘lsa, u holda ord(b) = 8 bo‘lib, G
gruppa kommutativ bo‘lib qoladi. Bu esa, ziddiyat. Demak, b2 = e yoki b2 = a2
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bo‘lishi kerak. Ushbu ikkala holda ham G = 〈a, b〉 gruppa nokommutativ gruppa
bo‘lib, mos ravishda D4 va Q8 gruppalarga izomorf bo‘ladi.

2.2.5-misol. D4 gruppaning markazini toping.

Yechish. Ma’lumki, ixtiyoriy gruppaning markazi uning qism gruppasi bo‘lib,
D4 gruppa oltita D4, {e}, H2 = {e, b2}, T1 = {e, b, b2, b3}, T2 = {e, a, b2, a · b2} va
T3 = {e, a · b, b2, a · b3} normal qism gruppaga ega. Shuning uchun Z(D4) markaz
ushbu oltita qism gruppalardan biriga teng bo‘ladi. a · b 6= b · a, ekanligidan
a, b /∈ Z(D4) kelib chiqadi. Demak, Z(D4) markaz D4, T1 va T2 qism gruppalarga
teng emas. Agar a·b ∈ Z(D4) bo‘lsa, u holda b = a·(a·b) = (a·b)·a = (b3·a)·a = b3

bo‘lib, b2 = e hosil bo‘ladi. Bu esa ziddiyat, demak Z(D4) 6= T3. Ushbu

b2 · a = b · (b · a) = b · (a · b3) = a · b6 = a · b2

tenglikdan b2 elementning a bilan o‘rin almashishi kelib chiqadi. Bundan esa,
b2 ∈ Z(D4) ekanligini ko‘rish qiyin emas, demak, Z(D4) = {e, b2}. �

2.2.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. D3 diedr gruppasini S3 gruppaga o‘tkazuvchi barcha izomorfizmlarni toping.

2. Q8 gruppaning markazini toping.

3. GL4(R) – to‘rtinchi tartibli teskarilanuvchu matritsalar gruppasining Q8

gruppaga izomorf qism gruppasini toping.

4. G gruppani G1 gruppaga o‘tkazuvchi barcha gomomorfizmlarni toping:

• G = Z4, G1 = K4.

• G = K4, G1 = Z4.

• G = S3, G1 = Z6.

• G = Z6, G1 = S3.

• G = Z8, G1 = D4.

• G = Z8, G1 = Q8.

• G = Q8, G1 = D4.

• G = D4, G1 = Q8.

5. G gruppani G1 gruppaga o‘tkazuvchi barcha epimorfizmlarni toping:

• G = D4, G1 = K4.

• G = Q8, G1 = Z4.

• G = Q8, G1 = Z2.

• G = D4, G1 = Z2.



70 BOB 2. GRUPPANING MORFIZMLARI. IZOMORFIZM HAQIDAGI TEOREMALAR

2.3 Izomorfizm haqidagi teoremalar

Ushbu mavzuda gruppalarning izomorfizmlari bilan bo‘g‘liq bo‘lgan, izomorfizm
va moslik teoremalari deb nomlanuvchi natijalarni keltiramiz. Ushbu teoremalar
gruppaning gomomorfizmlari va faktor gruppalar orasidagi bo‘glanishlarni ifo-
dalovchi teoremalar hisoblanadi.

2.3.1-teorema. Bizga G gruppani G1 gruppaga o‘tkazuvchi f : G → G1 epi-
morfizm berilgan bo‘lsin. Agar G gruppaning H normal qism gruppasi uchun
H ⊆ Kerf munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda g : G → G/H syurektiv tabiiy go-
momorfizm uchun f = h ◦ g shartni qanoatlantiruvchi yagona h : G/H → G1

epimorfizm mavjud. Shuningdek, h inyektiv bo‘lishi uchun H = Kerf tenglik
o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. h : G/H → G1 akslantirishni ixtiyoriy aH ∈ G/H uchun h(aH) = f(a)
ko‘rinishida aniqlaymiz. Dastlab, bu akslantirishning to‘g‘ri aniqlangan ekanligini
ko‘rsatamiz. Ya’ni, aH = bH bo‘lsa, u holda b−1 ∗ a ∈ H bo‘ladi. O‘z navbatida
H ⊆ Kerf ekanligidan,

f(b−1 ∗ a) = e1 ⇒ f(a) = f(b) ⇒ h(aH) = h(bH)

kelib chiqadi. Demak, h akslantirish to‘g‘ri aniqlangan.

Ixtiyoriy a element uchun (h ◦ g)(a) = h(g(a)) = h(aH) = f(a) tenglik o‘rinli
ekanligidan, h◦ g = f tenglik kelib chiqadi. Endi, h : G/H → G1 akslantirishning
epimorfizm bo‘lishini ko‘rsatamiz. f : G → G1 akslantirish syurektiv bo‘lganligi
uchun h : G/H → G1 ham syurektiv bo‘ladi. Shuningdek,

h((aH) ∗ (bH)) = h((a ∗ b)H) = f(a ∗ b) = f(a) ∗1 f(b) = h(aH) ∗1 h(bH).

Demak, h akslantirish epimorfizm ekan.
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Endi bu shartlarni qanoatlartiruvchi epimorfizm yagona ekanligini ko‘rsatamiz.
Faraz qilaylik, boshqa h1 : G/H → G1 epimorfizm mavjud bo‘lib, f = h1 ◦ g
bo‘lsin. U holda, ixtiyoriy aH ∈ G/H element uchun

h(aH) = f(a) = (h1 ◦ g)(a) = h1(g(a)) = h1(aH)

tenglik o‘rinli. Demak, h = h1.
Endi teoremaning ikkinchi qismini, ya’ni h inyektiv akslantirish bo‘lishi uchun

H = Kerf bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlaymiz. Faraz qilaylik, h inyek-
tiv akslantirish bo‘lsin. U holda Kerf ⊆ H ekanligi quyidagi munosabatlardan
kelib chiqadi

∀a ∈ Kerf ⇒ f(a) = e1 ⇒ h(aH) = e1 = h(eH) ⇒ aH = eH ⇒ a ∈ H.

Shuningdek, teorema shartiga ko‘ra H ⊆ Kerf bo‘lganligi uchun H = Kerf
tenglikni hosil qilamiz.

Endi H = Kerf tenglik o‘rinli bo‘lsa, h akslantirishning inyektiv bo‘lishini
ko‘rsatamiz. Agar h(aH) = h(bH) bo‘lsa, u holda

f(a) = f(b) ⇒ f(b−1 ∗ a) = e1 ⇒ b−1 ∗ a ∈ Kerf = H ⇒ aH = bH.

Demak, h inyektiv akslantirish.
Demak, 2.3.1-teoremada H = Kerf bo‘lsa, u holda h izomorfizm bo‘lar

ekan, ya’ni G/Kerf ∼= G1 munosabat o‘rinli bo‘ladi. Ushbu natija gruppalar
nazariyasida muhim o‘rin egallab, uni gruppalar uchun gomomorfizmlarning
asosiy teoremasi yoki gruppalar uchun izomorfizm haqidagi birinchi teo-
rema deb nomlanadi.

2.3.2-teorema (izomorfizm haqidagi birinchi teorema). Agar f akslantirish
G gruppani G1 gruppaga o‘tkazuvchi gomomorfizm bo‘lsa, u holda G/Kerf ∼= f(G)
bo‘ladi.

2.3.1-teoremadan G gruppaning har bir G1 gomomorf obraziga yagona N nor-
mal qism gruppa mos kelib, G/N ∼= G1 bo‘lishi kelib chiqadi. Masalan, S3 grup-
paning uchta gomomorf obrazi, shuningdek uchta normal qism gruppasi mavjud.
Uning gomomorf obrazlari S3, Z2 va Z1 bo‘lsa, normal qism gruppalari esa, {e}, A3

va S3 lardan iborat bo‘lib,

S3
∼= S3/{e}, Z2

∼= S3/A3, Z1
∼= S3/S3.

2.3.3-teorema. Aytaylik, G1 gruppa G gruppaning gomomorf obrazi bo‘lsin, u
holda quyidagilar o‘rinli:

1) Agar G siklik gruppa bo‘lsa, u holda G1 ham siklik gruppa bo‘ladi.
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2) Agar G kommutativ gruppa bo‘lsa, u holda G1 ham kommutativ gruppa
bo‘ladi.

3) Agar G gruppa chekli bo‘lib, G1 gruppada tartibi n bo‘lgan element mavjud
bo‘lsa, u holda G gruppada ham tartibi n ga teng bo‘lgan element mavjud.

Isbot. Teoremaning 1 va 2-qismlari isboti 2.1.1-teoremaning 6-qismidan kelib
chiqadi. Shuning uchun, biz faqat teoremaning 3-qismini isbotlaymiz.

Aytaylik, a1 ∈ G1 elementning tartibi n ga teng bo‘lsin. Agar n = 1 bo‘lsa,
u holda e ∈ G biz qidirayotgan element bo‘ladi. Endi, n > 1 bo‘lgan holni
qaraylik. f : G → G1 akslantirish syurektiv bo‘lganligi sababli, f(a) = a1
shartni qanoatlantiruvchi a ∈ G element topiladi. G gruppaning tartibi chekli
bo‘lganligi sababli, ord(a) ham chekli bo‘lib, 2.1.1-teoremaning 7-qismidan ord(a1)
soni ord(a) ning bo‘luvchisi ekanligi kelib chiqadi, ya’ni n | ord(a). U holda
ord(a) = nt, t ∈ N ⇒ t < ord(a) ⇒ at 6= e. Agar b = at deb olsak, u holda
bn = e bo‘lib, 1.1.1-teoremaga ko‘ra

ord(b) = ord(at) =
ord(a)

EKUB(t, ord(a))
=
nt

t
= n.

2.3.4-teorema (izomorfizm haqidagi ikkinchi teorema). Bizga G gruppa va
uning H, K qism gruppalari berilgan bo‘lsin. Agar K C G bo‘lsa, u holda

H/(H ∩K) ∼= (HK)/K.

Isbot. Ixtiyoriy h ∈ H element uchun f : H → (HK)/K akslantirishni
f(h) = hK ko‘rinishida aniqlaymiz. Ushbu f akslantirish gomomorfizm bo‘ladi,
chunki ixtiyoriy h1, h2 ∈ H elementlar uchun

f(h1 ∗ h2) = (h1 ∗ h2)K = (h1K) ∗ (h2K) = f(h1) ∗ f(h2).

Ixtiyoriy xK ∈ (HK)/K element uchun x = h ∗ k tenglikni qanoatlantiruvchi
h ∈ H va k ∈ K elementlar topiladi. Shuningdek,

xK = (h ∗ k)K = (hK) ∗ (kK) = hK = f(h)

tenglik o‘rinli ekanligidan f akslantirishning syurektivligi kelib chiqadi, ya’ni
f(H) = (HK)/K. U holda gomomorfizmning birinchi teoremasiga ko‘ra,

H/Kerf ∼= (HK)/K

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
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Endi, Kerf = H ∩K ekanligini ko‘rsatamiz. Aniqlanishiga ko‘ra

Kerf = {h ∈ H| f(h) element (HK)/K ning birlik elementi}.

Bundan esa,

Kerf = {h ∈ H| hK = K} = {h ∈ H| h ∈ K} = H ∩K

kelib chiqadi. Demak, H/(H ∩K) ∼= (HK)/K.

2.3.5-teorema. Bizga f : G → G1 epimorfizm berilgan bo‘lib, H C G uchun
Kerf ⊆ H bo‘lsin. Agar g : G → G/H va g1 : G1 → G1/f(H) tabiiy go-
momorfizmlar bo‘lsa, u holda g1 ◦ f = h ◦ g shartni qanoatlantiruvchi yagona
h : G/H → G1/f(H) izomorfizm mavjud.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun Ker(g1 ◦ f) = H tenglik o‘rinli ekan-
ligi ko‘rsatish kifoya. Chunki, bu tenglikdan 2.3.1-teoremaga ko‘ra, yagona
h : G/H → G1/f(H) izomorfizm mavjud ekanligi kelib chiqadi. Ixtiyoriy a ∈ H
element uchun f(a) ∈ f(H) = Ker g1 ekanligidan (g1 ◦ f)(a) = g1(f(a)) ele-
ment G1/f(H) faktor gruppaning birlik elementiga tengligi kelib chiqadi. Ya’ni,
a ∈ Ker(g1 ◦ f), bundan esa H ⊆ Ker(g1 ◦ f) kelib chiqadi.

Agar a ∈ Ker(g1 ◦ f) bo‘lsa, u holda g1(f(a)) element G1/f(H) gruppaning
birlik elementi bo‘ladi, bundan esa f(a) ∈ Ker g1 = f(H) kelib chiqadi. Natijada,
f(a) = f(b) tenglikni qanoatlantiradigan b ∈ H element topiladi. U holda

f(a) = f(b) ⇒ f(a ∗ b−1) = e1 ⇒ a ∗ b−1 ∈ Ker f ⊆ H,

ya’ni
a = (a ∗ b−1) ∗ b ∈ H ⇒ Ker(g1 ◦ f) ⊆ H.

Demak, Ker(g1 ◦ f) = H.

2.3.6-teorema (izomorfizm haqidagi uchinchi teorema). G gruppa va uning
H1, H2 (H1 ⊆ H2) normal qism gruppalari berilgan bo‘lsin. U holda

(G/H1)/(H2/H1) ∼= G/H2.
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Isbot. 2.3.5-teorema shartidagi G1, H va G1/f(H) gruppalar o‘rniga mos rav-
ishda G/H1, H2 va (G/H1)/(H2/H1) gruppalarni qo‘yib, f sifatida f : G→ G/H1

tabiiy gomomorfizmni qarasak, f(H2) = H2/H1 tenglik o‘rinli bo‘lib, teoremaning
isboti kelib chiqadi, ya’ni

Aytaylik, G gruppani G1 guppaga akslantiruvchi f epimorfizm berilgan bo‘lsin.
G gruppaning ushbu gomomorfizm yadrosini o‘z ichiga oluvchi barcha qism grup-
palari oilasini Ω(G,Kerf) kabi, G1 gruppaning barcha qism gruppalari oilasini esa
Ω(G1) kabi belgilaymiz.

2.3.7-teorema (Moslik teoremasi). Agar G gruppani G1 guppaga akslanti-
ruvchi f epimorphizm berilgan bo‘lsa, u holda ushbu epimorfizm yordamida o‘zaro
bir qiymatli f ∗ : Ω(G,Kerf)→ Ω(G1) moslik o‘rnatish mumkin. Bundan tashqari,
ushbu f ∗(H) = K moslikda HCG bo‘lishi uchun KCG1 bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. f ∗ : Ω(G,Kerf)→ Ω(G1) akslantirishni quyidagicha aniqlaymiz:

∀H ∈ Ω(G,Kerf) uchun f ∗(H) = {f(h) | h ∈ H}.

Dastlab, ushbu akslantirishning syurektiv ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik,
K ∈ Ω(G1) bo‘lsin. Ushbu K qism gruppaning proobrazi f−1(K) ni H orqali
belgilaylik. Ma’lumki, H to‘plam G gruppaning qism gruppasi bo‘lib, u Kerf
ni o‘z ichiga oladi, ya’ni H ∈ Ω(G,Kerf). Bundan tashqari, f ∗(H) = K ekan-
ligidan, f ∗ akslantirishning syurektivligi kelib chiqadi. Endi ushbu akslantirish-
ning inyektiv ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, H1, H2 ∈ Ω(G,Kerf) bo‘lib
f ∗(H1) = f ∗(H2) bo‘lsin. U holda ixtiyoriy h ∈ H1 uchun shunday h2 ∈ H2

element topilib, f(h1) = f(h2) bo‘ladi. Bundan esa, f(h1 · h−12 ) = e1 ekanligi,
ya’ni h1 · h−12 ∈ Kerf ⊆ H2 kelib chiqadi. h1 = (h1 · h−12 ) · h2 ∈ H2 ekanligidan esa
H1 ⊆ H2 munosabatga ega bo‘lamiz. Xuddi shunday, H2 ⊆ H1 munosabatni ham
hosil qilish mumkin. Demak, H1 = H2, ya’ni f ∗ o‘zaro bir qiymatli akslantirish.

Endi teoremaning ikkinchi qismini isbotlaymiz. Aytaylik, f ∗(H) = K bo‘lib,
H CG bo‘lsin. U holda a ∈ G va h ∈ K elementlar uchun a · h · a−1 ∈ H bo‘ladi.
Ya’ni f(a) ∈ G1 va f(h) ∈ K elementlar uchun

f(a) · f(h) · f(a)−1 = f(a · h · a−1) ∈ K.
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Demak, K to‘plam G1 gruppaning normal qism gruppasi.
Va aksincha, agar K ∈ Ω(G1) bo‘lsa, u ixtiyoriy a ∈ G va h ∈ K elementlar

uchun f(a · h · a−1) = f(a) · f(h) · f(a)−1 ∈ K, ya’ni a · h · a−1 ∈ H. Demak,
H CG.

Yuqoridagi teoremada G1 gruppa o‘rniga G gruppaning biror normal qism
gruppasi N bo‘yicha G/N faktor gruppasini olib, g : G→ G/N tabiiy gomomor-
fizmni qarasak, quyidagi natijaga ega bo‘lamiz.

2.3.1-natija. G/N faktor gruppaning barcha qism gruppalari K/N ko‘rinishida
bo‘ladi, bu yerda N ⊆ K va K ≤ G. Bundan tashqari, K/NCG/N bo‘lishi uchun
K CG bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Aytaylik, g : G→ G/N tabiiy gomomorfizm bo‘lsin, ya’ni a ∈ G uchun
g(a) = aN. U holda Kerg = N bo‘lib, 2.3.7-teoremaga ko‘ra G gruppaning N qism
gruppasini o‘z ichiga oluvchi qism gruppalar oilasi bilan G/N to‘plamning qism
gruppalari oilasi o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli g∗ moslik mavjud. Ya’ni ixtiyoriy
K ⊆ G/N qism gruppa uchun H ⊆ G, qism gruppa topilib,

K = g∗(H) = {g(a) | a ∈ K} = K/N.

Teoremaning ikkinchi qismi esa 2.3.7-teoremadan to‘g‘ridan to‘g‘ri kelib chiqadi.

Quyidagi misolda moslik teoremasining izohini keltiramiz.

2.3.1-misol. Aytaylik, (Z,+) va (Z12,+12) gruppalar berilgan bo‘lib, f : Z→ Z12

epimorfizm f(n) = n kabi aniqlangan bo‘lsin. U holda Kerf = 〈12〉 bo‘lib,

Ω(Z,Kerf) = {〈12〉, 〈6〉, 〈4〉, 〈3〉, 〈2〉,Z},

va
Ω(Z12) = {〈0〉, 〈6〉, 〈4〉, 〈3〉, 〈2〉,Z}

bo‘ladi. f ∗ : Ω(Z,Kerf)→ Ω(Z12) akslantirish esa, quyidagicha aniqlanadi:

f ∗(〈12〉) = 〈0〉, f ∗(〈3〉) = 〈3〉,

f ∗(〈2〉) = 〈2〉, f ∗(〈6〉) = 〈6〉,
f ∗(〈4〉) = 〈4〉, f ∗(Z) = Z12.

Endi biz G gruppani o‘zini o‘ziga o‘tkazuvchi izomorfizmlarni, ya’ni avtomor-
fizmlarni qaraymiz. Ma’lumki, avtomorfizmlar to‘plami Aut(G) kabi belgilanib,
unda superpozitsiya amali binar amal bo‘ladi. Bundan tashqari, ∀f, g, h ∈ Aut(G)
uchun

(f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h)
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tenglik o‘rinli, ya’ni superpozitsiya amali uchun assosiativlik bajariladi. Ayniy
akslantirish iG ∈ Aut(G) esa birlik element vazifasini bajarsa, ∀f ∈ Aut(G) uchun
f−1 avtomorfizm teskari element bo‘ladi. Demak, (Aut(G), ◦) gruppa bo‘lar ekan.

Endi ushbu avtomorfizmlar gruppasining qism gruppasi bo‘ladigan ichki avto-
morfizmlar tushunchasini kiritamiz. Ixtiyoriy a ∈ G element uchun θa : G → G
akslantirishni

θa(b) = a · b · a−1, ∀b ∈ G
kabi aniqlaymiz. Ta’kidlash joizki, ushbu θa akslantirish avtomorfizm bo‘ladi.

Haqiqatdan ham, θa(c ·d) = a ·(c ·d) ·a−1 = (a ·c ·a−1) ·(a ·d ·a−1) = θa(c)◦θa(d)
tenglikdan uning gomomorfizm ekanligi kelib chiqadi. Ixtiyoriy c ∈ G uchun
c = θa(a

−1 · c · a) tenglikdan θa akslantirishning syurektiv ekanligi,

θa(c) = θa(d)⇒ a · c · a−1 = a · d · a−1 ⇒ c = d

munosabatdan esa, inyektivligi kelib chiqadi. Demak, θa ∈ Aut(G).

2.3.1-ta’rif. θa ko‘rinishidagi avtomorfizmga ichki avtomorfizm deyiladi. G

gruppaning barcha ichki avtomorfizmlar to‘plami Inn(G) kabi belgilanadi.

2.3.1-tasdiq. Ichki avtomorfizmlar quyidagi xossalarga ega:

1) θa ◦ θb = θa·b;

2) (θa)
−1 = θa−1;

3) ixtiyoriy ϕ ∈ Aut(G) uchun ϕ ◦ θa ◦ ϕ−1 = θϕ(a).

Isbot. 1) Ixtiyoriy a, b ∈ G elementlar uchun

(θa ◦ θb)(c) = θa(θb(c)) = θa(b · c · b−1)

= a · (b · c · b−1) · a−1 = (a · b) · c · (a · b)−1 = θa·b(c).

Demak, θa ◦ θb = θab.
2) θa ◦ θa−1 = θa·a−1 = θe = iG va θa−1 ◦ θa = θa−1·a = θe = iG ekanligidan

(θa)
−1 = θa−1 kelib chiqadi.
3) Ixtiyoriy ϕ ∈ Aut(G) uchun

(ϕ ◦ θa ◦ ϕ−1)(b) = ϕ(θa(ϕ
−1(b))) = ϕ(a · ϕ−1(b) · a−1)

= ϕ(a) · ϕ(ϕ−1(b)) · ϕ(a−1) = ϕ(a) · b · (ϕ(a))−1 = θϕ(a)(b).

Demak, ϕ ◦ θa ◦ ϕ−1 = θϕ(a).

2.3.8-teorema. G gruppaning Inn(G) ichki avtomorfizmlari Aut(G) avtomor-
fizmlar gruppasining normal qism gruppasi bo‘ladi, ya’ni Inn(G) C Aut(G).
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Isbot. Ayniy akslantirish uchun iG = θe ekanligidan iG ∈ Inn(G) kelib
chiqadi. Ixtiyoriy θa, θb ∈ Inn(G) uchun θa ◦ θ−1b = θa ◦ θb−1 = θa·b−1 ∈ Inn(G)
bo‘lganligi uchun Inn(G) qism gruppa bo‘ladi. Va nihoyat, ∀ϕ ∈ Aut(G) uchun
ϕ ◦ θa ◦ ϕ−1 = θϕ(a) ∈ Inn(G) ekanligidan Inn(G) C Aut(G) kelib chiqadi.

Ta’kidlash joizki, G gruppaning markazi Z(G) normal qism gruppa bo‘lib,
G/Z(G) faktor gruppa esa G gruppaning ichki avtomorfizmlar gruppasiga izomorf
bo‘ladi. Ya’ni quyidagi teorema o‘rinli.

2.3.9-teorema. G gruppa berilgan bo‘lib, Z(G) uning markazi bo‘lsin. U holda
G/Z(G) ∼= Inn(G).

Isbot. G gruppadan Inn(G) gruppaga f : G → Inn(G) akslantirishni quyi-
dagicha aniqlaymiz

f(a) = θa, ∀a ∈ G.

Ma’lumki, ushbu akslantirish syurektiv bo‘lib, u gomomorfizm bo‘ladi. Haqiqat-
dan ham, ixtiyoriy a1, a2 ∈ G uchun

f(a1 · a2) = θa1·a2 = θa1 ◦ θa2 = f(a1) ◦ f(a2).

Endi ushbu gomomorfizmning yadrosini topamiz:

Kerf = {a ∈ G | f(a) = iG}
= {a ∈ G | θa = iG}
= {a ∈ G | θa(b) = iG(b), ∀b ∈ G}
= {a ∈ G | a · b · a−1 = b, ∀b ∈ G}
= {a ∈ G | a · b = b · a, ∀b ∈ G}
= Z(G).

Demak, Kerf = Z(G) bo‘lar ekan. U holda izomorfizm haqidagi birinchi
teoremaga ko‘ra G/Z(G) ∼= Inn(G) kelib chiqadi.

2.3.2-misol. (Z,+) gruppaning barcha gomomorf obrazlarini toping.

Yechish. Aytaylik H gruppa (Z,+) gruppaning gomomorf obrazi bo‘lsin,
ya’ni f : Z → H epimorfizm mavjud. U holda izomorfizmning birinchi teore-
masiga ko‘ra Z/Kerf ∼= H. Kerf yadro Z gruppaning normal qism gruppasi
bo‘lganligi uchun, Kerf = nZ bo‘ladi, bu yerda n ≥ 0. Demak, H ∼= Z/nZ.
Ma’lumki, Z/nZ gruppa n = 0 da Z ga n > 0 da esa Zn ga izomorf bo‘ladi. Shun-
day qilib, Z gruppaning gomomorf obrazlari Z va Zn ekanligiga ega bo‘lamiz.

2.3.3-misol. Agar chekli G gruppadan Z8 gruppaga epimorfizm mavjud bo‘lsa, u
holda G indeksi 4 va 2 ga teng bo‘lgan qism gruppalarga ega ekanligini isbotlang.



78 BOB 2. GRUPPANING MORFIZMLARI. IZOMORFIZM HAQIDAGI TEOREMALAR

Yechish. Aytaylik, f : G → Z8 epimorfizm bo‘lsin, u holda izomorfizmning
birinchi teoremasiga ko‘raG/Kerf ∼= Z8.Demak, G/Kerf tartibi 8 ga teng bo‘lgan
siklik gruppa. Bundan esa, G/Kerf tartibi 4 va 2 ga teng bo‘lgan H1 va H2

normal qism gruppalarga ega ekanligi kelib chiqadi. Moslik teoremasiga ko‘ra esa
G gruppaning N1 va N2 normal qism gruppalari mavjud bo‘lib,

Kerf ⊆ N1, N1/Kerf = H1 va Kerf ⊆ N2, N2/Kerf = H2

bo‘ladi. Bundan esa,

[G : N1] =
[G : Kerf ]

[N1 : Kerf ]
=

8

4
= 2,

[G : N2] =
[G : Kerf ]

[N2 : Kerf ]
=

8

2
= 4

kelib chiqadi.

2.3.4-misol. D4 gruppaning ichki avtomorfizmlar gruppasi Inn(D4) ni toping.

Yechish. 2.3.9-teoremaga ko‘ra Inn(D4) ∼= D4/Z(D4) bo‘lib, o‘z navbatida
|Z(D4)| = 2 ekanligidan D4/Z(D4) faktor gruppaning tartibi 4 ga tengligi kelib
chiqadi, ya’ni

D4/Z(D4) = {e · Z(D4), a · Z(D4), b · Z(D4), (a · b) · Z(D4)}.

Bundan esa, b2 ∈ Z(D4), a
2 = e va (a · b)2 = e ekanligini hisobga olsak,

D4/Z(D4) faktor gruppaning birlik elementdan farqli barcha elementlarining tar-
tibi 2 ga teng bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, Inn(D4) ∼= D4/Z(D4) ∼= K4 ekanli-
gini hosil qilamiz.

2.3.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Aytaylik, G = (R∗, ·) noldan farqli haqiqiy sonlar to‘plamining multiplikativ
gruppasi va uning T = {1,−1} normal bo‘luvchisi berilgan bo‘lsin. G/T ∼=
(R+, ·) ekanligini isbotlang, bu yerda (R+, ·) barcha musbat haqiqiy sonlar
to‘plamining multiplikativ gruppasi.

2. Ixtiyoriy n natural son uchun Z/nZ ∼= Zn ekanligini isbotlang.

3. Isbotlang: 4Z/12Z ∼= Z3.

4. Isbotlang: 8Z/56Z ∼= Z7.

5. Ixtiyoriy o‘zaro tub m va n natural sonlari uchun mZ/mnZ ∼= Zn ekanligini
isbotlang.



2.3. IZOMORFIZM HAQIDAGI TEOREMALAR 79

6. Shunday G gruppa topingki, uning A va B normal qism gruppalari uchun
A ∼= B va G/A 6∼= G/B bo‘lsin.

7. Z8 gruppa Z15 gruppaning gomomorf obrazi emasligini ko‘rsating.

8. Agar Z15 gruppa G gruppaning gomomorf obrazi bo‘lsa, u holda G gruppa
indeksi 5 va 3 ga teng bo‘lgan normal qism gruppalarga ega ekanligini isbot-
lang.

9. Isbotlang:

• Aut(Z5) ∼= Z4.

• Aut(Z8) ∼= K4, bu yerda K4 − 4-tartibli Kleyn gruppasi.

• Aut(Zn) ∼= Un.

10. Inn(S3) ∼= Aut(S3) ∼= S3 ekanligini isbotlang.

11. Aut(S4) ni toping.

12. Aut(K4) ni toping.

13. Aut(D4) ni toping.

14. Aut(Q8) ni toping.

15. (Q,+) gruppaning barcha avtomorfizmlarini toping.

16. Agar G gruppaning markazi faqat birlik elementdan iborat bo‘lsa, u holda
Aut(G) gruppaning markazi ham birlik avtomorfizmdan iborat ekanligini is-
botlang.

17. D4 gruppaning shunday H va K qism gruppalarini topingki, K C H va
H C D4 bo‘lib, lekin K qism gruppa D4 da normal bo‘lmasin.

18. D4 gruppaning barcha gomomorf akslarini toping.

19. Q8 gruppaning barcha gomomorf akslarini toping.

20. Ixtiyoriy qism gruppasi normal bo‘lgan, kommutativ bo‘lmagan gruppaga
misol keltiring.
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2.4 Gruppalarning to‘gri va yarim to‘g‘ri ko‘paytmasi

Ushbu paragrafda gruppalarning to‘g‘ri ko‘paytmasi tushunchasini kiritamiz.
Gruppalarning to‘g‘ri ko‘paytmasi yuqori tartibli gruppalarni kichik tartibli grup-
palar orqali o‘rganish imkonini beradi. Bu orgali gruppalarning ba’zi umumiy
xossalarini ham o‘rganish mumkin. Dastlab, quyidagi misolni qarab chiqamiz.

2.4.1-misol. Bizga (G1, ∗1) va (G2, ∗2) gruppalar berilgan bo‘lsin. Ushbu
to‘plamlarning G1×G2 dekart ko‘paytmasida quyidagicha binar amal aniqlaymiz:

(a1, a2) ∗ (b1, b2) = (a1 ∗1 b1, a2 ∗2 b2).

Ushbu amalga nisbatan G1 × G2 dekart ko‘paytmaning gruppa tashkil qilishini
tekshirish qiyin emas. Haqiqatdan ham, ushbu amal binar amal ekanligi va as-
sosiativlik shartining bajarilishi osongina kelib chiqib, G1 × G2 to‘plamda (e1, e2)
element birlik element vazifasini bajaradi, bu yerda e1 va e2 mos ravishda G1 va
G2 gruppalarning birlik elementlari. Ixtiyoriy (a1, a2) elementning teskarisi esa,
(a−11 , a−12 ) bo‘ladi, bu yerda a−11 va a−12 elementlar mos ravishda G1 va G2 grup-
palardagi a1 va a2 elementlarning teskarilari.

Endi yuqoridagi misolni umumlashtirgan holda ixtiyoriy sondagi
G1, G2, . . . , Gn gruppalarning tashqi to‘g‘ri ko‘paytmasi tushunchasini kirita-
miz. Buning uchun

G = G1 ×G2 × · · · ×Gn = {(a1, a2, . . . , an) | ai ∈ Gi}

to‘plamda ∗ binar amalni

(a1, a2, . . . , an) ∗ (b1, b2, . . . , bn) = (a1 · b1, a2 · b2, . . . , an · bn)

kabi aniqlaymiz, bu yerda shartli ravishda Gi gruppalarning barchasidagi binar
amallar bir xil · kabi belgilangan. G to‘plam ushbu amalga nisbatan gruppa
tashkil qilib, u G1, G2, . . . , Gn gruppalarning tashqi to‘g‘ri ko‘paytmasi deb
ataladi.

Ta’kidlash joizki, gruppalarning tashqi to‘g‘ri ko‘paytmasining birlik elementi
(e1, e2, . . . , en) bo‘lib, (a1, a2, . . . , an)

−1 = (a−11 , a−1n , . . . , a−1n ) bo‘ladi. Quyidagi
teoremada gruppalarning tashqi to‘g‘ri ko‘paytmasining ba’zi muhim xossalarini
keltiramiz.

2.4.1-teorema. Aytaylik, G1, G2, . . . , Gn gruppalar berilgan bo‘lib, G ularning
tashqi to‘g‘ri ko‘paytmasi bo‘lsin. Hi = {(e1, e2, . . . , ei−1, ai, ei+1, . . . , en) | ai ∈ Gi}
to‘plamlar uchun quyidagilar o‘rinli:

1) Ixtiyoriy i (1 ≤ i ≤ n) uchun Hi to‘plam G gruppaning normal qism gruppasi
bo‘ladi.
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2) Ixtiyoriy a ∈ G elementni yagona ravishda a = h1 ∗ h2 ∗ · · · ∗ hn kabi yozish
mumkin, bu yerda hi ∈ Hi.

3) G = H1 ∗H2 ∗ · · · ∗Hn.

4) Hi ∩ (H1 ∗ · · · ∗Hi−1 ∗Hi+1 ∗ · · · ∗Hn) = {e}.

Isbot. 1) Aytaylik, a = (e1, . . . , ai, . . . , en), b = (e1, . . . , bi, . . . , en) ∈ Hi

bo‘lsin, u holda

a ∗ b−1 = (e1, . . . , ai, . . . , en) ∗ (e1, . . . , bi, . . . , en)
−1

= (e1, . . . , ai, . . . , en) ∗ (e1, . . . , b
−1
i , . . . , en)

= (e1, . . . , ai · b−1i , . . . , en) ∈ Hi.

Bundan esa, Hi to‘plam G gruppaning qism gruppasi ekanligi kelib chiqadi. Endi
uning normal qism gruppa bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Ixtiyoriy g = (g1, g2, . . . , gn) ∈ G element uchun

g ∗ a ∗ g−1 = (g1, g2, . . . , gn) ∗ (e1, . . . , ai, . . . , en) ∗ (g1, g2, . . . , gn)
−1

= (g1, . . . , gi · ai, . . . , gn) ∗ (g−11 , g−12 , . . . , g−1n )

= (e1, . . . , gi · ai · g−1i , . . . , en) ∈ Hi.

Demak, Hi normal qism gruppa.

2) Ixtiyoriy a = (a1, . . . , an) ∈ G element uchun hi = (e1, . . . , ai, . . . , en) ∈ Hi,
1 ≤ i ≤ n elementlarni olsak a = h1 ∗ h2 ∗ · · · ∗ hn bo‘ladi. Endi a elementning
bunday ifodasini yagona ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, qandaydir ki ∈ Hi

elementlar uchun a = k1 ∗ k2 ∗ · · · ∗ kn bo‘lsin, u holda ki = (e1, . . . , bi, . . . , en)
bo‘lib,

a = (a1, a2 . . . , an) = k1 ∗ k2 ∗ · · · ∗ kn = (b1, b2, . . . , bn)

bo‘ladi. Bundan esa, ai = bi, ya’ni hi = ki ekanligi kelib chiqadi.

3) G = H1 ∗H2 ∗ · · · ∗Hn ekanligi (ii) dan to‘g‘ridan-to‘g‘ri kelib chiqadi.

4) Aytaylik, a ∈ Hi ∩ (H1 ∗ · · · ∗Hi−1 ∗Hi+1 ∗ · · · ∗Hn) bo‘lsin, u holda

a ∈ Hi va a ∈ H1 ∗ · · · ∗Hi−1 ∗Hi+1 ∗ · · · ∗Hn.

Demak, birinchi tomondan a = (e1, . . . , ai, . . . , en), ikkinchi tomondan esa
ushbu a element

h1, . . . , hi, hi+1, . . . , hn

elementlarning ko‘paytmasi ko‘rinishida ifodalanadi, bu yerda ai ∈ Gi va hj ∈ Hj,
ya’ni hj = (e1, . . . , bj, . . . , en). Demak,

a = (e1, . . . , ai, . . . , en) = hi∗ . . . hi−1∗hi+1∗· · ·∗hn = (b1, . . . , bi−1, ei, bi+1, . . . , bn).
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Bundan esa, ai = ei va bj = ej ekanligi kelib chiqadi, ya’ni

Hi ∩ (H1 ∗ · · · ∗Hi−1 ∗Hi+1 ∗ · · · ∗Hn) = {e}.

Endi gruppada normal qism gruppalarning ichki to‘g‘ri ko‘paytmasi tushun-
chasini kiritamiz. Ichki to‘g‘ri ko‘paytma tushunchasini kiritishga yuqoridagi teo-
remada G gruppaning kesishmalari birlik elementlardan iborat bo‘lgan Hi normal
qism gruppalarning ko‘paytmasi ko‘rininshda ifodalanishi asosiy turtki bo‘lgan
deyish mumkin.

2.4.1-ta’rif. Agar G gruppada H va K normal qism gruppalar berilgan bo‘lib,
G = H · K va H ∩ K = {e} bo‘lsa, u holda G gruppa ushbu normal qism grup-
palarning ichki to‘g‘ri ko‘paytmasi shaklida ifodalanadi deyiladi.

Ta’kidlash joizki, agar gruppaning ixtiyoriy H va K normal qism gruppalari
uchun H ∩ K = {e} shart o‘rinli bo‘lsa, u holda ∀h ∈ H va ∀k ∈ K uchun
h ·k = k ·h bo‘ladi. Haqiqatdan ham, H va K larning normalligidan foydalansak,
(k−1 ·h · k) ·h−1 = k−1 · (h · k ·h−1) element H ∩K gruppaga tegishli ekanligi kelib
chiqadi. Demak, (k−1 · h · k) · h−1 = e, bundan esa h · k = k · h hosil bo‘ladi.

Bundan tashqari, G gruppa H va K normal qism gruppalarning ichki to‘g‘ri
ko‘paytmasi shaklida ifodalansa, ixtiyoriy g ∈ G elementni yagona ravishda
g = h · k, h ∈ H, k ∈ K ko‘rinishida ifodalash mumkin. Ushbu ifodaning
mavjudligi ta’rifdan bevosita kelib chiqsa, uning yagonaligi esa quyidagi mulo-
hazalardan kelib chiqadi. Faraz qilaylik, g = h · k = h1 · k1, h, h1 ∈ H, k, k1 ∈ K
bo‘lsin, u holda h−11 · h, k−11 · k ∈ H ∩K = {e} ekanligidan h1 = h va k1 = k kelib
chiqadi.

Ushbu mulohazalardan foydalanib, G gruppa o‘zining bir nechta
H1, H2, . . . , Hn normal qism gruppalarining ichki to‘g‘ri ko‘paytmasi shakl-
idagi yoyilishi ta’rifini quyidagicha kiritamiz.

2.4.2-ta’rif. Agar G gruppaning ixtiyoriy g ∈ G elementini hi ∈ Hi(Hi CG) ele-
mentlarning ko‘paytmasi ko‘rinishida g = h1 ·h2 · . . . ·hn yagona ravishda ifodalash
mumkin bo‘lsa, u holda G gruppa H1, H2, . . . , Hn normal qism gruppalarining ichki
to‘g‘ri ko‘paytmasi shaklida ifodalanadi deyiladi.

Ta’kidlash joizki, G gruppa H1, H2, . . . , Hn normal qism gruppalarining ichki
to‘g‘ri ko‘paytmasi shaklida ifodalanishi uchun G = N1 · N2 · . . . · Nn va
Ni

⋂
(N1 . . . Ni−1Ni+1 . . . Nn) = {e} bo‘lishi zarur va yetarli.

Endi tashqi va ichki to‘g‘ri ko‘paytmalar orasidagi bog‘lanishni kelti-
ramiz. Agar G gruppa H1, H2, . . . , Hn normal qism gruppalarning ichki to‘g‘ri
ko‘paytmasi shaklida ifodalansa, u holda G gruppani ushbu normal qism grup-
palarning tashqi to‘g‘ri ko‘paytmasi sifatida qarash mumkin. Ya’ni quyidagi teo-
rema o‘rinli.
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2.4.2-teorema. Agar G gruppa H1, H2, . . . , Hn normal qism gruppalarining ichki
to‘g‘ri ko‘paytmasi shaklida ifodalansa, u holda

G ∼= H1 ×H2 × · · · ×Hn,

ya’ni G gruppa ushbu normal qism gruppalarining tashqi to‘g‘ri ko‘paytmasiga
izomorf bo‘ladi.

Isbot. Ixtiyoriy g ∈ G element yagona ravishda g = h1h2 . . . hn, hi ∈ Hi

ko‘rinishida ifodalanishidan foydalanib, f : G→ H1×H2×· · ·×Hn akslantirishni

f(g) = (h1, h2, . . . , hn)

kabi aniqlaymiz. Ushbu akslantirishning to‘g‘ri aniqlanganligi va o‘zaro bir qiy-
matli moslik ekanligini osongina ko‘rsatish mumkin. Endi ushbu akslantirishning
gomomorfizm ekanligini ko‘rsatamiz.

Ixtiyoriy a = a1a2 . . . an va b = b1b2 . . . bn elementlarni olamiz, bu yerda
a, b ∈ G va ai, bi ∈ Ni. U holda Ni ∩ Nj = {e} bo‘lganligi uchun ai · bj = bj · aj
bo‘lib,

f(a · b) = f
(
(a1a2 . . . an) · (b1b2 . . . bn)

)
= f(a1b1a2b2 . . . anbn) =

= (a1b1, a2b2, . . . anbn) = f(a) · f(b),

ya’ni f gomomorfizm bo‘ladi. Demak, G ∼= H1 ×H2 × · · · ×Hn.

Yuqoridagi teoremadan gruppalarning tashqi va ichki to‘g‘ri ko‘paytmalari bir
xil xususiyatga ega ekanligi kelib chiqadi. Shuning uchun keyinchalik ularni farq-
lamasdan gruppalarning, shunchaki to‘g‘ri ko‘paytma deb ishlatiladi.

Quyida gruppalarning to‘g‘ri ko‘paytmasiga doir ba’zi tasdiqlarni keltiramiz.

2.4.1-tasdiq. Aytaylik, G va G1 gruppalar va f : G→ G1 gomomorfizm berilgan
bo‘lsin. Agar H C G uchun f akslantirish H ni G1 ga o‘tkazuvchi izomorfizm
bo‘lsa, u holda G = H ×Kerf .

Isbot. f(H) = G1 ekanligidan ixtiyoriy a ∈ G element uchun shunday h ∈ H
element topilib, f(a) = f(h) bo‘lishi, ya’ni f(h−1 · a) = e1 ekanligi kelib chiqadi.
Bu esa, h−1 · a ∈ Kerf ekanligini anglatadi. Bundan foydalanib, qandaydir b ∈
Kerf element uchun b = h−1 · a, ya’ni a = h · b deb yozish mumkin. Demak,
G = H ·Kerf ekanligini hosil qildik. Endi H ∩Kerf = {e} bo‘lishini ko‘rsatamiz.
Aytaylik a ∈ H ∩ Kerf bo‘lsin, u holda a ∈ Kerf ekanligidan f(a) = e1 = f(e)
tenglik kelib chiqadi. a, e ∈ H va f |H : H → G1 akslantirishning o‘zaro bir
qiymatliligidan a = e ekanligiga ega bo‘lamiz, ya’ni H ∩ Kerf = {e}. Demak,
G = H ×Kerf .
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2.4.2-tasdiq. Aytaylik, G1, G2, . . . , Gn siklik gruppalar berilgan bo‘lib, |Gi| = mi

bo‘lsin. G = G1×G2×· · ·×Gn gruppa siklik bo‘lishi uchun m1,m2, . . . ,mn sonlari
o‘zaro tub bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Aytaylik, Gi = 〈ai〉 bo‘lib, ixtiyoriy i, j uchun (mi,mj) = 1 bo‘lsin.
(a1, a2, . . . , an)

k = (e1, e2, . . . , en) ekanligidan aki = ei, 1 ≤ i ≤ n bo‘lishi,
ya’ni k = miqi kelib chiqadi. (mi,mj) = 1 bo‘lganligi uchun k soni ya’ni
(a1, a2, . . . , an) elementning tartibi m1m2 . . .mn soniga bo‘linishi kelib chiqadi.
|G| = m1m2 . . .mn bo‘lganligi va ord

(
(a1, a2, . . . , an)

)
= m1m2 . . .mn ekanligidan

G = 〈(a1, a2, . . . , an)〉 kelib chiqadi.

Agar qandaydir i, j uchun (mi,mj) = d > 1 bo‘lsa, u holda p =
EKUK(m1,m2, . . . ,mn) < m1m2 . . .mn bo‘lib, ∀gi ∈ Gi uchun

(g1, g2, . . . , gn)
p = (gp1, g

p
2, . . . , g

p
n) = (e1, e2, . . . , en)

bo‘ladi. Ya’ni G gruppa ixtiyoriy elementining tartibi m1m2 . . .mn = |G| sonidan
kichik bo‘ladi. Bundan esa, G gruppaning siklik emasligi kelib chiqadi.

Endi gruppa uning ikkita qism gruppalari yarim to‘g‘ri ko‘paytmasi shaklida
ifodalanishi ta’rifini keltiramiz. Yarim to‘g‘ri ko‘paytmaning to‘g‘ri ko‘paytmadan
farqli tomoni shundaki, bunda qism gruppalardan biri normal bo‘lishi shart emas.

2.4.3-ta’rif. Agar G gruppaning H va K qism gruppalari berilgan bo‘lib, quyidagi
shartlar bajarilsa:

1) H normal qism gruppa,

2) H ∩K = {e},

3) G = HK,

u holda G gruppa H va K qism gruppalarning yarim to‘g‘ri ko‘paytmasi shak-
lida ifodalanadi deyiladi va G = H hK kabi belgilanadi.

Ta’kidlash joizki, ushbu ta’rifdagi 2) va 3) sahrtlarni G gruppaning ixtiyoriy
elementi yagona ravishda h · k, h ∈ H, k ∈ K ko‘rinishida ifodalanish sharti bilan
almashtirish mumkin. Bundan tashqari, chekli gruppalar uchun |G| = |H||K|
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

2.4.2-misol. Ushbu misolda ba’zi qism gruppalarning yarim to‘g‘ri
ko‘paytmalarini keltiramiz:

• Sn = An h 〈(1, 2)〉, ya’ni o‘rin almashtirishlar gruppasi, juft o‘rin al-
mashtirishlar gruppasi va ikkinchi tartibli 〈(1, 2)〉 siklik gruppalarning yarim
to‘g‘ri ko‘paytmasi shaklida ifodalanadi.
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• S4 = K4 h S3, bu yerda K4 = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} to‘rtinchi tar-
tibli Kleyn gruppasi, S3 esa, S4 ning 4 ni o‘z joyida qoldiruvchi elementlaridan
tashkil topgan qism gruppasi.

• GLn(R) = SLn(R)h {diag(λ, 1, . . . , 1), λ 6= 0}.

Agar G = H h K bo‘lsa, u holda G/H ∼= K ekanligini ko‘rish qiyin emas.
Lekin teskarisi har doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi, ya’ni G gruppaning ixtiyoriy
H normal qism gruppasi uchun G/H faktor gruppaga izomorf bo‘lgan K gruppa
har doim ham mavjud bo‘lavermaydi. Masalan, G = Z va H = 2Z deb olsak, u
holda Z/2Z gruppaga izomorf bo‘ladigan qism gruppa mavjud emas.

2.4.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Quyidagi gruppalarning qaysilari siklik bo‘lishini aniqlang:

• Z2 × Z9.

• Z6 × Z9.

• Z3 × Z5 × Z8.

• Z4 × Z5 × Z12.

• Z7 × Z15 × Z16.

2. Quyidagi gruppalarning siklik ekanligini ko‘rsating va barcha hosil qiluvchi
elementlarini toping:

• Z2 × Z3.

• Z5 × Z6.

• Z3 × Z4 × Z5.

• Z2 × A3.

3. G = A×B kommutativ bo‘lishi uchun A va B gruppalar kommutativ bo‘lishi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

4. Agar A,B,C va D gruppalar uchun A ∼= C va B ∼= D bo‘lsa, u holda
A×B ∼= C ×D ekanligini isbotlang.

5. Z2 × Z15
∼= Z5 × Z6 ekanligini isbotlang.

6. K4
∼= Z2 × Z2 ekanligini isbotlang.

7. Ixtiyoriy G1, G2, . . . , Gn gruppalar uchun

Z(G1 ×G2 × · · · ×Gn) = Z(G1)× Z(G2)× · · · × Z(Gn).

ekanligini isbotlang.
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8. G gruppa H va K uning qism gruppalari bo‘lib, G = H ×K bo‘lsa, u holda
G/K ∼= H va G/H ∼= K ekanligini isbotlang.

9. Aytaylik G gruppa H va K uning normal qism gruppalari bo‘lsin. Agar
G = HK va H ∩ K = N bo‘lsa, u holda G/N ∼= H/N × K/N ekanligini
isbotlang.

10. Quyidagi gruppalarning qiysilarini ikkita qism gruppasining to‘g‘ri
ko‘paytmasi shaklida ifodalash mimkin:

Z8, Z12, Z15, Z20,
S3, D3, (Z,+), (Q,+)

11. Quyidagi gruppalarning mumkin bo‘lgan barcha to‘g‘ri yoyilmalarini toping:

Z12, Z18, Z30, Z60.

12. Quyidagi gruppalarning qaysilari o‘zaro izomorf bo‘ladi:

Z2 × S3, Z2 × Z6, Z12.

13. Z9 va Z3 × Z3 gruppalar izomorf emasligini ko‘rsating.

14. Quyidagi gruppalarning o‘zaro izomorf emasligini ko‘rsating:

Z8, Z4 × Z2, Z2 × Z2 × Z2.

15. Z12 va Z2 × Z6 gruppalarning izomorf emasligini ko‘rsating.

16. Z2 × S3 va A4 gruppalarning izomorf emasligini ko‘rsating.

17. Z2 × S3 va D6 gruppalarning izomorfligini ko‘rsating va barcha izomorfizm-
larni toping.

18. Isbotlang: Aut(Z2 × Z2) ∼= S3.

19. Aut(Z2 × Z3) ni toping.

20. Aut(Z2 × Z4) ni toping.

21. Aut(Z3 × Z4) ni toping.

22. Aut(Z3 × Z3) ni toping.

23. Aut(Z2 × Z5) ni toping.



BOB 3

Abel gruppalari

Biz ushbu bobda abel ya’ni kommutativ gruppalar haqida batafsil to‘xtalib
o‘tamiz. Chekli abel gruppalarini tasniflash masalasi XIX asrda o‘rganilgan
muhim muammolaridan biri hisoblanib, algebra, sonlar nazariyasi, topologiya va
kombinatorika kabi bir qator fanlarda o‘z tadbig‘iga ega. Ma’lumki, siklik grup-
palar abel gruppasi bo‘lib, ixtiyoriy chekli siklik gruppa Zn gruppaga, cheksiz
siklik gruppa esa Z gruppaga izomorf bo‘ladi. Biz ushbu bobda chekli abel grup-
palarining to‘liq tasnifini keltirib, ixtiyoriy chekli abel gruppasi siklik gruppalarn-
ing to‘g‘ri yig‘indisi shaklida ifodalanishini isbotlaymiz. Bundan tashqari, ushbu
natija hosil qiluvchi elementlari soni chekli bo‘lgan cheksiz abel gruppalari uchun
ham o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz.

3.1 Chekli abel gruppalari

Bizga G abel gruppasi berilgan bo‘lsin. Odatda abel gruppasida binar amalni +,
birlik elementni 0 orqali va a elementga teskari elementni −a orqali belgilash qabul
qilingan. Shuning uchun biz ham ushbu mavzuda aynan shunday belgilashlardan
foydalanamiz. U holda an o‘rniga na ifoda ishlatilsa, ord(a) = n deganda esa
na = 0 ekanligi tushuniladi. Bundan tashqari, A va B abel gruppalarining to‘g‘ri
ko‘paytmasi A × B ham A ⊕ B kabi belgilanib, to‘g‘ri ko‘paytma o‘rniga to‘g‘ri
yig‘indi atamasi ishlatiladi.

Ixtiyoriy G gruppa uchun quyidagi to‘plamni aniqlaymiz:

T (G) = {g ∈ G | ord(g) <∞},

ya’ni G gruppaning tartibi chekli bo‘lgan elementlaridan tuzilgan to‘plamni T (G)
kabi belgilaymiz. Ushbu T (G) to‘plam G gruppaning davriy qismi deb ata-
ladi. Agar T (G) = {e} bo‘lsa, ya’ni gruppaning birlik elementidan farqli barcha
elementlari tartibi cheksizga teng bo‘lsa, u holda G gruppaga buralishga ega
bo‘lmagan gruppa deb ataladi.

87
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Ta’kidlash joizki, nokommutativ gruppalarning davriy qismi har doim ham

qism gruppa bo‘lavermaydi. Masalan, GL2(R) gruppaning A =

(
0 1
−1 0

)
va B =

(
0 1
−1 −1

)
elementlarining tartiblarlari chekli, ya’ni ord(a) = 4,

ord(b) = 3 bo‘lib, AB =

(
−1 −1
0 −1

)
elementning tartibi cheksizga teng. Demak,

T (GL2(R)) to‘plam GL2(R) gruppaning qism gruppasi bo‘lmaydi. Quyidagi teo-
remada esa, abel gruppalarining davriy qismi qism gruppa bo‘lishini ko‘rsatamiz.

3.1.1-teorema. G abel gruppasi uchun quyidagilar o‘rinli:

1) T (G) qism gruppa.

2) T (G/T (G)) = {0}, ya’ni G/T (G) gruppa buralishga ega bo‘lmagan gruppa
bo‘ladi.

Isbot. 1) Aytaylik, a, b ∈ T (G) bo‘lsin, u holda ord(a) = r va ord(b) = s,

ya’ni ra = 0, sb = 0 bo‘lib,

rs(a+ b) = s(ra) + r(sb) = 0,

r(−a) = −ra = 0

tengliklardan a + b ∈ T (G) va −a ∈ T (G) ekanligi kelib chiqadi. Demak, T (G)
qism gruppa.

2) Ixtiyoriy a + T (G) ∈ T (G/T (G)) element olsak, bu elementning tartibi
chekli bo‘lganligi uchun

s(a+ T (G)) = sa+ T (G) = T (G)

bo‘lib, bundan sa ∈ T (G) ekanligi kelib chiqadi. U holda ord(sa) = r bo‘lib,
(rs)a = r(sa) = 0 ekanligidan a ∈ T (G). Bu esa a + T (G) = T (G), ya’ni
T (G/T (G)) = {0} ekanligini anglatadi.

Endi tartibi p tub sonining biror darajasidan iborat bo‘lgan elementlar
to‘plamini, ya’ni

G(p) = {g ∈ G | ord(g) = pk, k ≥ 1}

to‘plamni qaraymiz. Ushbu G(p) to‘plam ham G gruppaning qism gruppasi
bo‘lishini ko‘rsatish qiyin emas. Chunki, agar a, b ∈ G(p) bo‘lsa, u holda
ord(a) = ps, ord(b) = pm, ya’ni psa = 0, pmb = 0. Agar t = max{s,m} deb
olsak, u holda

pt(a+ b) = pta+ ptb = 0, ps(−a) = −psa = 0,
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tengliklardan a+ b,−a ∈ G(p) ekanligi kelib chiqadi. Ushbu G(p) qism gruppalar
primar komponentalar deb ataladi.

Agar gruppa o‘zining davriy qismi bilan ustma-ust tushsa, ya’ni T (G) = G
bo‘lsa, u holda u davriy gruppa deyiladi. Boshqacha aytganda, davriy gruppa
ixtiyoriy elementining tartibi chekli bo‘lgan gruppadir.

3.1.2-teorema. Ixtiyoriy davriy gruppa primar komponentalarning to‘g‘ri
yig‘indisi shaklida ifodalanadi, ya’ni

G =
⊕
p

G(p).

Isbot. Ixtiyoriy a ∈ G element olsak, u holda ord(a) <∞. Aytaylik, ord(a) =
n = pk11 p

k2
2 . . . p

kr
r bo‘lsin. Quyidagi belgilashni kiritamiz ni = n

p
ki
i

, 1 ≤ i ≤ r.

Ta’kidlash joizki, nia ∈ G(pi), chunki, pkii (nia) = na = 0. Bundan tashqari, ushbu
ni sonlari o‘zaro tub bo‘lganligi uchun t1, t2, . . . , tr butun sonlari topilib,

t1n1 + t2n2 + · · ·+ trnr = 1.

U holda a elementni quyidagicha yozish mumkin

a = 1 · a =
( r∑

i=1

tini

)
· a =

r∑
i=1

ti(nia),

bu yerda nia ∈ G(pi). Demak, G gruppaning ixtiyoriy elementi G(pi) qism grup-
palar elementlarining yig‘indisi ko‘rinishida ifodalanadi.

Endi q /∈ {p1, p2, . . . , pk} uchun G(q) ∩ (G(p1) + G(p2) + · · · + G(pk)) = 0
ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy b ∈ G(p1) + G(p2) + · · · + G(pk) element olsak,
u holda ord(b) = ps11 p

s2
2 . . . p

sk
k , si ≥ 0 bo‘ladi. G(q) gruppa esa, tartibi q sonining

darajalaridan iborat elementlardan tashkil topgan, hamda q /∈ {p1, p2, . . . , pk}
bo‘lganligi uchun G(q)∩ (G(p1) +G(p2) + · · ·+G(pk)) = 0 kelib chiqadi. Demak,
G =

⊕
p
G(p).

Biz endi chekli abel gruppalarini batafsilroq o‘rganamiz. Ta’kidlash joizki,
ixtiyoriy chekli gruppa davriy gruppa bo‘ladi, ya’ni chekli gruppalar uchun
T (G) = G shart o‘rinli. Demak, 3.1.2-teoremaga ko‘ra ixtiyoriy chekli abel grup-
pasi ham primar komponentalarning to‘g‘ri yig‘indisi shaklida ifodalanadi. Ya’ni
G chekli abel gruppasi uchun |G| = pk11 p

k2
2 . . . p

kr
r bo‘lsa, u holda

G = G(p1)⊕G(p2)⊕ · · · ⊕G(pr)

yoyilma o‘rinli, bu yerda |G(pi)| = pri. Bundan tashqari, ushbu yoyilma
qo‘shiluvchilarning o‘rnini almashtirish aniqligida yagona bo‘ladi. Ya’ni agar
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G = B1 ⊕ B2 ⊕ · · · ⊕ Br bo‘lib, |Bi| = psii bo‘lsa, u holda si = ri va Bi = G(pi)
bo‘ladi. Bu esa, chekli abel gruppalarini o‘rganish masalasi primar komponenta-
larni o‘rganish masalasiga keltirilishini bildiradi. Demak, biz tartibi pk (p – tub
son) soniga teng bo‘lgan gruppalarni qarashimiz, ya’ni barcha elementining tartibi
p sonining darajalaridan iborat bo‘lgan abel gruppalarini o‘rganamishimiz yetarli.

Aytaylik, G gruppa uchun |G| = pk bo‘lib, a ∈ G element tartibi eng katta
bo‘lgan element bo‘lsin, ya’ni ∀b ∈ G uchun ord(a) ≥ ord(b). U holda ord(a) = ps,
s ≤ k bo‘lib, s = k bo‘lgan holda G gruppa siklik bo‘ladi.

3.1.1-lemma. Aytaylik, G gruppa uchun |G| = pk bo‘lib, a ∈ G element tartibi
eng katta bo‘lgan element bo‘lsin. U holda shunday B ⊂ G qism gruppa mavjud
bo‘lib, G = 〈a〉 ⊕B yoyilma o‘rinli.

Isbot. Aytaylik, ord(a) = pr bo‘lib, H qism gruppa H ∩ 〈a〉 = 0 shartni
qanoatlantiruvchi maksimal qism gruppa bo‘lsin. Ushbu 〈a〉 va H qism grup-
palarning to‘g‘ri yig‘indisini G0 = H ⊕ 〈a〉 kabi belgilaymiz. Agar G0 = G bo‘lsa,
u holda B = H bo‘lib, lemmaning isboti kelib chiqadi.

Faraz qilaylik, G0 6= G bo‘lsin, u holda b ∈ G \ G0 element mavjud bo‘lib,
ord(b) = ps, 1 ≤ s ≤ r. EndiG\G0 to‘plamdan tartibi minimal bo‘lgan x elementni
tanlab olamiz, ya’ni x ∈ G \ G0 bo‘lib, ∀b ∈ G \ G0 uchun ord(x) ≤ ord(b).

Agar px elementni qarasak, u holda ord(px) = ord(x)
p ekanligidan va ord(x) ning

minimalligidan px ∈ G0 ekanligi kelib chiqadi. U holda shunday l ∈ Z va y ∈ H
elementlar topilib, px = la + y bo‘ladi. pr soni gruppaning elementlari tartibla-
rining eng kattasi bo‘lganligi uchun gruppaning ixtiyoriy c ∈ G elementi uchun
prc = 0. Xususan, prx = 0, u holda biz quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz

0 = prx = pr−1(px) = pr−1(la+ y) = pr−1la+ pr−1y.

Bundan esa, pr−1la = −pr−1y ∈ 〈a〉⊕H ekanligi, ya’ni pr−1la = 0 kelib chiqadi.
Demak, pr−1l soni pr ga bo‘linadi, bu esa l soni p ga bo‘linishini anglatadi, ya’ni
l = pt. Shunday qilib, biz px = la + y = pta + y ekanligini, ya’ni p(x − ta) = y
bo‘lishini hosil qildik. Ushbu x− ta element H qism gruppada yotmaydi, chunki
agar x− ta ∈ H bo‘lsa, u holda x ∈ ta+H bo‘lib, x ∈ G0 ekanligi kelib chiqadi.
Demak, 〈x− ta〉⊕H qism gruppa H gruppadan kattaroq qism gruppa bo‘ladi. H
gruppa H ∩ 〈a〉 = 0 shartni qanoatlantiruvchi maksimal qism gruppa bo‘lganligi
uchun (

〈x− ta〉 ⊕H
)
∩ 〈a〉 6= 0.

Demak, shunday k,m ∈ Z sonlari va z ∈ H element topilib, m(x − ta) + z =
ka 6= 0 bo‘ladi. Bundan esa,

mx = (mt+ k)a− z ∈ 〈a〉 ⊕H = G0
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ekanligi kelib chiqadi.
Agar m soni p ga bo‘linsa, u holda p(x− ta) ∈ H ekanligidan m(x− ta) ∈ H

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa ziddiyat, chunki ka = m(x− ta) + z /∈ H.
Agar m soni p ga bo‘linmasa, u holda shunday u, v butun sonlar topilib,

up+ vm = 1 bo‘ladi. Endi px,mx ∈ G0 ekanligini hisobga olib,

x = 1 · x = (up+ vm)x = u(px) + v(mx) ∈ G0

bo‘lishini hosil qilamiz. Bu esa G0 6= G ekanligiga zid, demak, G = 〈a〉 ⊕H.
Quyidagi misolda tartibi p2 ga teng bo‘lgan siklik bo‘lmagan abel gruppalari-

ning tasnifini keltiramiz.

3.1.1-misol. Tartibi p2 ga teng bo‘lgan siklik bo‘lmagan abel gruppasi Zp ⊕ Zp
ga izomorf bo‘ladi. Haqiqatdan ham, agar G siklik bo‘lmagan abel gruppasi uchun
|G| = p2 bo‘lsa, u holda G gruppaning 0 dan farqli barcha elementlarining tartibi p
ga teng bo‘ladi. Ixtiyoriy noldan farqli a ∈ G element uchun 3.1.1-lemmaga ko‘ra,
shunday B qism gruppa topilib, G = 〈a〉 ⊕ B. Endi |B| = |G|

|〈a〉| = p ekanligidan B

qism gruppaning ham siklikligi kelib chiqadi. Demak, G ∼= Zp ⊕ Zp.

Quyidagi teoremada tartibi pk ga teng bo‘lgan ixtiyoriy abel gruppasini ya-
gona ravishda siklik gruppalarning to‘g‘ri yig‘indisi shaklida yozish mumkinligini
isbotlaymiz.

3.1.3-teorema. Aytaylik, G chekli abel gruppasi bo‘lib, |G| = pk bo‘lsin, u holda
quyidagilar o‘rinli.

1) G gruppa siklik gruppalarning to‘g‘ri yig‘indisi shaklida

G = G1 ⊕G2 ⊕ · · · ⊕Gr

kabi ifodalanadi, bu yerda |G1||G2| . . . |Gr| = pk.

2) Agar G gruppaning G = G1⊕G2⊕· · ·⊕Gr va G = H1⊕H2⊕· · ·⊕Hs yoyil-
malari mavjud bo‘lib, |G1| ≤ |G2| ≤ · · · ≤ |Gr| va |H1| ≤ |H2| ≤ · · · ≤ |Hs|
bo‘lsa, u holda s = r va |Hi| = |Gi|, 1 ≤ i ≤ r bo‘ladi.

Isbot. 1) Chekli abel gruppasi uchun |G| = pk ekanligidan 3.1.1-lemmaga
ko‘ra tartibi maksimal bo‘lgan a ∈ G element uchun G = 〈a〉 ⊕ B munosabat
o‘rinli. O‘z navbatida B gruppa uchun ham |B| = pl, l < k bo‘lganligi uchun
B = 〈b〉⊕C yoyilma mavjud. G gruppa chekli bo‘lganligi uchun, induktiv tarzda
uni chekli sondagi 〈a〉, 〈b〉, . . . , 〈c〉 siklik gruppalarning to‘g‘ri yig‘indisi shaklida
ifodalanishi kelib chiqadi.

2) Dastlab s = r ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun

G[p] = {a ∈ G | pa = 0}
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to‘plamni qaraymiz. Ushbu to‘plam ham G gruppaning qism gruppasi bo‘ladi.
Tartibi pci ga teng bo‘lgan Gi siklik qism gruppalar uchun |Gi[p]| = p tenglik
o‘rinli, chunki Gi[p] to‘plam noldan farqli ixtiyoriy elementining tartibi p ga teng
bo‘lgan siklik qism gruppadir, ya’ni Gi[p] ∼= Zp. Demak, biz

|G[p]| = |(G1 ⊕G2 ⊕ · · · ⊕Gr)[p]| = |G1[p]⊕G2[p]⊕ · · · ⊕Gr[p]|

= |G1[p]|+ |G2[p]|+ · · ·+ |Gr[p]| = rp

tenglikka ega bo‘lamiz. Ikkinchi tomondan esa,

|G[p]| = |(H1 ⊕H2 ⊕ · · · ⊕Hs)[p]| = |H1[p]|+ |H2[p]|+ · · ·+ |Hs[p]| = sp.

Bundan s = r ekanligi kelib chiqadi.
Endi |G1| ≤ |G2| ≤ · · · ≤ |Gr| va |H1| ≤ |H2| ≤ · · · ≤ |Hs| bo‘lsa, |Hi| = |Gi|

ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, |Gi| = pci va |Hi| = pdi bo‘lib,

c1 = d1, c2 = d2, . . . , cj−1 = dj−1, cj 6= dj

bo‘lsin. Umumiylikka ziyon yetkazmagan holda cj < dj deb olish mumkin. U
holda c1 ≤ c2 ≤ · · · ≤ cj ≤ · · · ≤ cr ekanligini hisobga olsak, pcjGi = 0, 1 ≤ i ≤ j.

Demak,

pcjG = pcj(G1 ⊕G2 ⊕ · · · ⊕Gr) = Gj+1 ⊕Gj+2 ⊕ · · · ⊕Gr.

Ikkinchi tomondan esa, pcjHi = 0, 1 ≤ i ≤ j − 1 ekanligidan

pcjG = pcj(H1 ⊕H2 ⊕ · · · ⊕Hr) = Hj ⊕Hj+1 ⊕Hj+2 ⊕ · · · ⊕Hr.

Ya’ni, pcjG gruppa bir tomondan r − j − 1 ta, ikkinchi tomondan esa r − j
ta siklik gruppalarning to‘g‘ri yig‘indisi shaklida ifodalandi. Bu esa, teoremaning
birinchi qismida isbotlangan s = r ekanligiga zid. Demak, |Hi| = |Gi|.

Quyidagi misolda tartibi 8 ga teng bo‘lgan abel gruppalarining tasnifini kelti-
ramiz.

3.1.2-misol. Tartibi 8 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy abel gruppasi Z8, Z4 ⊕ Z2 va
Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 gruppalardan biriga izomorf bo‘ladi.

Haqiqatdan ham, agar G gruppada ord(a) = 8 bo‘lgan element mavjud bo‘lsa, u
holda G ∼= Z8. Agar G gruppaning barcha elementlari uchun ord(a) < 8 bo‘lsa, u
holda uning noldan farqli elementlari tartibi 4 yoki 2 ga teng bo‘ladi. Gruppaning
tartibi 4 ga teng elementi mavjud bo‘lsa, u holda ushbu a ∈ G element tartibi
eng katta bo‘lgan element bo‘lib, G = 〈a〉 ⊕ B bo‘ladi, ya’ni G ∼= Z4 ⊕ Z2. Agar
G gruppaning noldan farqli barcha elementlari uchun ord(a) = 2 bo‘lsa, u holda
ixtiyoriy a ∈ G, a 6= 0 element uchun G = 〈a〉⊕B bo‘lib, |B| = 4 bo‘lganligi uchun
o‘z navbatida B qism gruppa ham B = C ⊕ D yoyilmaga ega bo‘ladi. Demak,
G ∼= Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2.
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Shunday qilib, tartibi pn ga teng bo‘lgan abel gruppasi G = G1⊕G2⊕· · ·⊕Gk

kabi tartibi pni ga teng bo‘lgan siklik gruppalarning to‘g‘ri yig‘indisi shaklida
ifodalanar ekan. Agar |Gi| = ni sonlari uchun n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nk bo‘lsa, u holda
n1, n2, . . . , nk sonlariG gruppaning invariantlari deb ataladi. Yig‘indisi n ga teng
bo‘lgan turli n1, n2, . . . , nk invariantlarga turli abel gruppalari mos keladi. Demak,
tartibi pn ga teng bo‘lgan abel gruppalarining soni, turli invariantlarning soniga
teng. Boshqacha qilib aytganda, tartibi pn ga teng bo‘lgan abel gruppalarining
soni n sonini n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nk sonlarining yig‘indisi ko‘rinishida n = n1 + n2 +
· · ·+ nk kabi ifodalashlar soniga teng.

Yuqoridagi teorema va lemmalardan foydalanib, chekli abel gruppalarining
tuzilishi va tasnifi haqida to‘liq ma’lumot beruvchi teoremani keltiramiz.

3.1.4-teorema. Ixtiyoriy chekli abel gruppasi siklik gruppalarning to‘g‘ri
yig‘indisi shaklida ifodalanadi. Agar G chekli abel gruppasi uchun

|G| = pk11 p
k2
2 . . . p

kr
r

bo‘lsa, u holda

1 ≤ c1,1 ≤ c1,2 ≤ · · · ≤ c1,t1, c1,1 + c1,2 + · · ·+ c1,t1 = k1,

1 ≤ c2,1 ≤ c2,2 ≤ · · · ≤ c2,t2, c2,1 + c2,2 + · · ·+ c2,t2 = k2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 ≤ cr,1 ≤ cr,2 ≤ · · · ≤ cr,tr , cr,1 + cr,2 + · · ·+ cr,tr = kr

shartni qanoatlantiruvchi

G =
r⊕
i=1

( ti⊕
j=1

Gi,j

)
, bu yerda Gi,j = 〈ai,j〉, ord(ai,j) = p

ci,j
i

yoyilma bir qiymatli aniqlanadi.

Isbot. Ixtiyoriy chekli gruppa primar komponentalarning yig‘indisi shaklida
ifodalanganligi uchun |G| = pk11 p

k2
2 . . . p

kr
r gruppani

G =
r⊕
i=1

Gi, |Gi| = pkii

kabi ifodalash mumkin. 3.1.3-teoremaga ko‘ra esa, Gi gruppalar siklik gruppalar-
ning to‘g‘ri yig‘indisi shaklida ifodalanadi. Demak, Gi,j siklik gruppalar topilib,

Gi =
ti⊕
j=1

Gi,j bo‘ladi, bu yerda

pki =

ti∏
j=1

|Gi,j|, 1 ≤ i ≤ r.



94 BOB 3. ABEL GRUPPALARI

Demak, ord(ai,j) = |Gi,j| = p
ci,j
i elementlar topilib, Gi,j = 〈ai,j〉 bo‘ladi, ya’ni

G =
r⊕
i=1

( ti⊕
j=1

Gi,j

)
.

Endi ushbu yoyilmaning teoremada berilgan shartlar asosida yagona ekan-

ligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, G =
r′⊕
i=1

( t′i⊕
j=1

Hi,j

)
yoyilma mavjud bo‘lib,

|Hi,j| = pdi,j va

1 ≤ d1,1 ≤ d1,2 ≤ · · · ≤ d1,t′1, d1,1 + d1,2 + · · ·+ d1,t′1 = k1,
1 ≤ d2,1 ≤ d2,2 ≤ · · · ≤ d2,t′2, d2,1 + d2,2 + · · ·+ d2,t′2 = k2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 ≤ dr′,1 ≤ dr′,2 ≤ · · · ≤ dr′,t′
r′
, dr′,1 + dr′,2 + · · ·+ dr′,t′

r′
= kr′

bo‘lsin. U holda har bir pi tub soni uchun primar komponentalarni alohida
hisoblasak, r ta G(pi) komponentalar hosil bo‘lib, r′ = r ekanligi kelib chiqadi.
Bundan tashqari,

G(pi) =

ti⊕
j=1

Gi,j =

t′i⊕
j=1

Hi,j

ekanligidan

1 ≤ ci,1 ≤ ci,2 ≤ · · · ≤ ci,tj ,

1 ≤ di,1 ≤ di,2 ≤ · · · ≤ di,t′j ,

munosabatlarni hisobga olsak, 3.1.3-teoremaga ko‘ra t′j = tj va di,j = ci,j bo‘ladi.

Demak, 3.1.4-teoremaga ko‘ra ixtiyoriy chekli abel gruppasi siklik gruppalar-
ning to‘g‘ri yig‘indisi shaklida ifodalanib, G ∼= Zpn11 ⊕Zpn22 ⊕ · · · ⊕Zpnkk bo‘ladi, bu
yerda pi tub sonlar bo‘lib, ularning orasida o‘zaro tenglari ham bo‘lishi mumkin.
Ushbu pn11 , p

n2
2 , . . . , p

nk
k sonlari G gruppaning elementar bo‘luvchilari deb ata-

ladi. Endi elementar bo‘luvchilarni quyidagi tartibda joylashtirib chiqamiz:

p
n1,1
1 , p

n1,2
1 , p

n1,3
1 , . . . n1,1 ≥ n1,2 ≥ n1,3 ≥ . . .

p
n2,1
2 , p

n2,2
2 , p

n2,3
2 , . . . n2,1 ≥ n2,2 ≥ n2,3 ≥ . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
p
nk,1
k , p

nk,2
k , p

nk,3
k , . . . nk,1 ≥ nk,2 ≥ nk,3 ≥ . . .

Agar ushbu qatorlarning uzunliklari maksimumi s ga teng bo‘lsa, qolganlarini
birlar bilan to‘ldirgan holda, barchasining uzunligi bir xil deb, ya’ni s ga teng deb
olish mumkin. U holda

mj = p
n1,j
1 p

n2,j
2 . . . p

nk,j
k , 1 ≤ j ≤ s
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sonlari uchun mj+1 | mj munosabat o‘rinli bo‘lib, |G| = m1m2 . . .ms bo‘ladi.
Ushbu (m1,m2, . . . ,ms) sonlari esa G gruppaning invariant faktorlari deb ata-
ladi.

Agar Gj = 〈a1,j〉 ⊕ 〈a2,j〉 ⊕ · · · ⊕ 〈ak,j〉 deb olsak, bu yerda ord(ai,j) = p
ni,j
i .

U holda p1, p2, . . . , pk sonlari tub sonlar bo‘lganligi uchun, Gj gruppa ham sik-
lik bo‘lib, |Gj| = mj bo‘ladi. Shunday qilib, biz G gruppani tartibi invariant
faktorlarga teng bo‘lgan abel gruppalarning to‘gri yig‘indisi shaklida ifodalash
mumkinligini hosil qildik.

3.1.3-misol. Tartibi 32 ga teng bo‘lgan barcha abel gruppalarini toping.

Yechish. 32 = 25 bo‘lganligi uchun 5 sonini barcha mumkin bo‘lgan yoyil-
malarini qaraymiz.

5 = 4 + 1 = 3 + 2 = 3 + 1 + 1 = 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1

bo‘lganligi uchun tartibi 32 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy abel gruppasi quyidagi grup-
palardan biriga izomorf bo‘ladi

Z5,

Z16 ⊕ Z2,
Z8 ⊕ Z4,

Z8 ⊕ Z2 ⊕ Z2,

Z4 ⊕ Z4 ⊕ Z2,

Z4 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2,
Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2.

�

3.1.4-misol. Tartibi 20 ga teng bo‘lgan barcha abel gruppalarini toping.

Yechish. 20 = 22 · 5 ekanligidan, tartibi 20 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppa
G(5) va G(2) primar komponentalarning to‘g‘ri yig‘indisi shaklida ifodalanib,
|G(5)| = 5 va |G(2)| = 4 bo‘ladi. O‘z navbatida G(5) ∼= Z5 bo‘lsa, G(2) esa
Z4 va Z2 ⊕ Z2 gruppalardan biriga izomorf. Demak, tartibi 20 ga teng bo‘lgan
ixtiyoriy abel gruppasi Z5 ⊕ Z4 va Z5 ⊕ Z2 ⊕ Z2 gruppalardan biriga izomorf. �

3.1.5-misol. G = Z50 ⊕ Z20 ⊕ Z8 gruppaning elementar bo‘luvchilarini toping.

Yechish. 50 = 52 · 2, 20 = 22 · 5 va 8 = 23 bo‘lganligi uchun Z50
∼= Z25 ⊕ Z2

va Z20
∼= Z4 ⊕ Z5 bo‘ladi. U holda

G ∼= Z52 ⊕ Z5 ⊕ Z23 ⊕ Z22 ⊕ Z2

bo‘ladi. Demak, G gruppaning elementar bo‘luvchilari 52, 5, 23, 22, 2 lardan iborat.
�
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3.1.6-misol. G = Z24 ⊕ Z36 ⊕ Z10 gruppaning invariant faktorlarini toping.

Yechish. 24 = 23 · 3, 36 = 22 · 32 va 10 = 2 · 5 bo‘lganligi uchun gruppaning
elementar bo‘luvchilari 23, 22, 2, 32, 3, 5 sonlaridan iborat. U holda

23, 22, 2
32, 3, 1
5, 1, 1

deb olsak, m1 = 23 ·32 ·5 = 360, m2 = 22 ·3 = 12 va m3 = 2 bo‘ladi. Ya’ni invariant
faktorlari 360, 12, 2. Demak, G gruppa Z360 ⊕ Z12 ⊕ Z2 gruppaga izomorf. �

3.1.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Tartibi 9, 16 va 27 sonlariga teng bo‘lgan barcha abel gruppalarini toping.

2. Tartibi 15, 21, 22, 26, 33 va 35 sonlariga teng bo‘lgan barcha abel gruppalarini
toping.

3. Tartibi 12, 18, 28, 36, 45 va 60 sonlariga teng bo‘lgan barcha abel gruppalarini
toping.

4. Tartibi 63, 80, 180, 240 va 360 sonlariga teng bo‘lgan barcha abel gruppalarini
toping.

5. Tartibi pq (p va q turli tub sonlar) ga teng bo‘lgan ixtiyoriy abel gruppasi
Zp ⊕ Zq gruppaga izomorf ekanligini isbotlang.

6. G = Z144 ⊕ Z12 ⊕ Z8 gruppaning elementar bo‘luvchilarini toping.

7. G = Z120 ⊕ Z30 ⊕ Z8 gruppaning elementar bo‘luvchilarini toping.

8. G = Z180 ⊕ Z40 ⊕ Z9 gruppaning elementar bo‘luvchilarini toping.

9. G = Z40 ⊕ Z15 ⊕ Z36 gruppaning invariant faktorlarini toping.

10. G = Z22 ⊕ Z60 ⊕ Z18 gruppaning invariant faktorlarini toping.

11. G = Z44 ⊕ Z66 ⊕ Z12 ⊕ Z72 gruppaning invariant faktorlarini toping.

12. Tartibi 540 ga teng bo‘lgan barcha abel gruppalarini toping.

13. Tartibi 504 ga teng bo‘lgan barcha abel gruppalarini toping.

14. Tartibi p3 ga teng bo‘lgan barcha abel gruppalarini toping.

15. Tartibi p4 ga teng bo‘lgan barcha abel gruppalarini toping.
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16. Tartibi p3q2 ga teng bo‘lgan barcha abel gruppalarini toping.

17. Tartibi 120 ga teng bo‘lgan gruppaning tartibi uchga teng bo‘lgan nechta
elementi mavjud.

18. Tartibi 24 · 32 · 53 ga teng bo‘lgan nechta abel gruppasi mavjud.

19. Tartibi 23 · 32 · 5 · 72 ga teng bo‘lgan nechta abel gruppasi mavjud.

3.2 Hosil qiluvchi elementlari soni chekli bo‘lgan abel

gruppalari

Biz ushbu mavzuda cheksiz abel gruppalarini o‘rganamiz. Avvalgi mavzuda biz
ixtiyoriy chekli abel gruppasi siklik gruppalarning to‘g‘ri yig‘indisi shaklida ifoda-
lanishini ko‘rsatgan edik. Biz hosil qiluvchi elementlari soni chekli bo‘lgan cheksiz
abel gruppalarni o‘rganib, ularni ham siklik gruppalarning to‘g‘ri yig‘indisi shak-
lida ifodalanishini ko‘rsatamiz. Ma’lumki, Z gruppa bitta hosil qiluvchiga ega
bo‘lgan cheksiz siklik gruppa bo‘lsa, Z2⊕Z6⊕Z gruppa siklik bo‘lmagan gruppa
bo‘ladi. Ushbu Z2⊕Z6⊕Z gruppaning hosil qiluvchi elementlari 3 ta bo‘lib, ular

(12, 0, 0), (0, 16, 0), (0, 0, 1).

Bizga G abel gruppasi va uning {a1, a2, . . . , ak} elementlar to‘plami berilgan
bo‘lsin. n1a1 + n2a2 + · · · + nkak, ni ∈ Z ifodaga bu elementlarning chiziqli
kombinatsiyasi deb ataladi.

3.2.1-ta’rif. Agar G gruppaning a1, a2, . . . , ak elementlarining chiziqli kombi-
natsiyasi nolga tengligidan, ya’ni n1a1 + n2a2 + · · · + nkak = 0 ekanligidan
n1 = n2 = · · · = nk = 0 bo‘lishi kelib chiqsa, u holda ushbu elementlar to‘plami
chiziqli erkli deb ataladi. Agar a1, a2, . . . , ak elementlar to‘plami chiziqli erkli
bo‘lib, G gruppaning ixtiyoriy a ∈ G elementini ushbu elementlarning chiziqli kom-
binatsiyasi orqali a = n1a1 + n2a2 + · · · + nkak kabi ifodalash mumkin bo‘lsa, u
holda X = {a1, a2, . . . , ak} to‘plam G gruppaning bazisi deb ataladi.

Agar G gruppada bazis mavjud bo‘lsa, u holda u erkin abel gruppasi deb
ataladi. Butun sonlar gruppasining chekli sondagi to‘g‘ri yig‘indisi Z⊕Z⊕· · ·⊕Z
erkin abel gruppasi bo‘ladi. Chunki, ushbu gruppada chekli sondagi

(1, 0, 0 . . . , 0), (0, 1, 0 . . . , 0), . . . , (0, 0, 0, . . . , 1)

bazis mavjud. Lekin biz yuqorida ko‘rgan Z2⊕Z6⊕Z gruppa erkin abel gruppasi
emas, chunki (12, 0, 0), (0, 16, 0), (0, 0, 1) elementlar to‘plami chiziqli erkli emas.
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Ya’ni, hosil qiluvchi elementlari soni chekli bo‘lgan gruppalar har doim ham erkin
abel gruppasi bo‘lavermaydi.

Quyidagi teoremada ixtiyoriy erkin abel gruppasi chekli sondagi siklik grup-
palarning to‘g‘ri yig‘indisi shaklida ifodalanishini ko‘rsatamiz.

3.2.1-teorema. Ixtiyoriy erkin abel gruppasi cheksiz siklik gruppalarning to‘g‘ri
yig‘indisi shaklida ifodalanadi, ya’ni G ∼= Z⊕ Z⊕ · · · ⊕ Z.

Isbot. Aytaylik, X = {a1, a2, . . . , ak} to‘plam G gruppaning bazisi bo‘lsin. U
holda a1, a2, . . . , ak elementlar chiziqli erkli bo‘lganligi uchun niai = 0a1 + · · · +
niai + · · · + 0ak = 0 tenglikdan ni = 0 kelib chiqadi. Bu esa, ai elementning
tartibi cheksizga teng ekanligini bildiradi. Demak, G gruppa 〈ai〉, 1 ≤ i ≤ k siklik
gruppalarning to‘g‘ri yig‘indisi shaklida ifodalanadi, ya’ni G = 〈a1〉⊕ 〈a2〉⊕ · · · ⊕
〈ak〉. Cheksiz siklik gruppalar Z ga izomorf bo‘lganligi uchun G ∼= Z⊕Z⊕· · ·⊕Z
ekanligini hosil qilamiz.

Ta’kidlash joizki, erkin abel gruppalarida turli xil bazislar mavjud bo‘lishi
mumkin. Masalan, Z ⊕ Z gruppada {(1, 0), (0, 1)} bazisdan tashqari
{(1, 0), (0,−1)}, {(−1, 0), (0, 1)} va {(−1, 0), (0,−1)} bazislar ham mavjud.
Quyidagi teoremada erkin abel gruppasining turli bazislaridagi elementlari soni
bir xil bo‘lishini ko‘rsatamiz.

3.2.2-teorema. Agar G erkin abel gruppasining {a1, a2, . . . , ak} va {b1, b2, . . . , bs}
bazislari berilgan bo‘lsa, u holda k = s bo‘ladi.

Isbot. Dastlab, {a1, a2, . . . , ak} elementlar to‘plami bazis ekanligidan foy-
dalansak, G ∼= Z⊕ Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸

k ta

kelib chiqadi. U holda 2G ∼= 2Z⊕ 2Z⊕ · · · ⊕ 2Z︸ ︷︷ ︸
k ta

bo‘lib,

G/(2G) ∼= Z/2Z⊕ Z/2Z⊕ · · · ⊕ Z/2Z︸ ︷︷ ︸
k ta

∼= Z2 ⊕ Z2 ⊕ · · · ⊕ Z2︸ ︷︷ ︸
k ta

.

Demak, |G/2G| = 2k. Ikkinchi tomondan esa, {b1, b2, . . . , bs} ham bazis
bo‘lganligi uchun |G/2G| = 2s ekanligini hosil qilamiz. Bundan esa, k = s kelib
chiqadi.

Erkin abel gruppasining bazisidagi elementlar soniga gruppaning rangi deb
ataladi va rk(G) kabi belgilanadi. Rangi k ga teng bo‘lgan erkin abel gruppasini
esa Fk kabi belgilaymiz. Quyida ba’zi zaruriy lemmalarni keltirib o‘tamiz.

3.2.1-lemma. Bizga Fk abel gruppasi va uning {a1, a2, . . . , ak} bazisi berilgan
bo‘lsin. Agar Fk gruppadan qandaydir G abel gruppasiga f : Fk → G va
g : Fk → G gomomorfizmlar berilgan bo‘lib, f(ai) = g(ai), 1 ≤ i ≤ k bo‘lsa,
u holda f = g bo‘ladi.



3.2. HOSIL QILUVCHI ELEMENTLARI SONI CHEKLI BO‘LGAN ABEL GRUPPALARI 99

Isbot. Ixtiyoriy x ∈ Fk element uchun x = n1a1 +n2a2 + · · ·+nkak bo‘lganligi
uchun

f(x) = f(n1a1 + n2a2 + · · ·+ nkak) = n1f(a1) + n2f(a2) + · · ·+ nkf(ak)

= n1g(a1) + n2g(a2) + · · ·+ nkg(ak) = g(x)

tenglikdan f = g kelib chiqadi.

3.2.2-lemma. Fk ⊕ Fs ∼= Fk+s.

Isbot. Bizga Fk va Fs abel gruppalari berilgan bo‘lib, ularning
bazislari mos ravishda {a1, a2, . . . , ak} va {b1, b2, . . . , bs} bo‘lsin. U holda
{a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , bs} elementlar to‘plami Fk⊕Fs gruppaning bazisi bo‘ladi.
Haqiqatdan ham, ixtiyoriy x ∈ Fk⊕Fs uchun x = y+z, y ∈ Fk, z ∈ Fs bo‘lganligi
va

y = n1a1 + n2a2 + · · ·+ nkak, z = m1b1 +m2b2 + · · ·+msbs,

ekanligidan

x = y + z = n1a1 + n2a2 + · · ·+ nkak +m1b1 +m2b2 + · · ·+msbs

kelib chiqadi. Ya’ni Fk ⊕ Fs gruppaning ixtiyoriy elementi

a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , bs

elementlarning chiziqli kombinatsiyasi orqali ifodalanadi.
Endi bu elementlar to‘plamining chiziqli erkli ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik,

n1a1 + n2a2 + · · ·+ nkak +m1b1 +m2b2 + · · ·+msbs = 0

bo‘lsin. U holda

n1a1 + n2a2 + · · ·+ nkak = −(m1b1 +m2b2 + · · ·+msbs) ∈ Fk ∩ Fs

bo‘lib, ularning nolga teng ekanligi kelib chiqadi. Ya’ni

n1a1 + n2a2 + · · ·+ nkak = 0, m1b1 +m2b2 + · · ·+msbs = 0.

Bundan esa, n1 = n2 = · · · = nk = 0 va m1 = m2 = · · · = ms = 0 kelib chiqadi.
Demak, rk(Fk ⊕ Fs) = k + s. Bundan esa, Fk ⊕ Fs ∼= Fk+s kelib chiqadi.

3.2.3-lemma. Agar G va G′ abel gruppalari berilgan bo‘lib, f : G → G′ va
g : G′ → G gomomorfizmlar uchun f ◦ g = 1G′ bo‘lsa, ya’ni f ◦ g akslantirish
G′ da ayniy bo‘lsa, u holda quyidagilar o‘rinli:

1) Kerg = {0}.
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2) Imf = G′.

3) Kerf ⊕ Img = G.

Isbot. 1) Agar y ∈ Kerg bo‘lsa, u holda g(y) = 0 bo‘lib,

y = (f ◦ g)(y) = f(g(y)) = f(0) = 0.

Demak y = 0, ya’ni Kerg = {0}.
2) Agar y ∈ G′ bo‘lsa, u holda y = (f ◦ g)(y) = f(g(y)) ∈ Img ekanligidan

Imf = G′ kelib chiqadi.
3) Ixtiyoriy x ∈ G elementni x = x− g(f(x)) + g(f(x)) deb yozib olsak,

f(x− g(f(x))) = f(x)− (f ◦ g)(f(x)) = f(x)− f(x) = 0.

Demak, x − g(f(x)) ∈ Kerf. Ikkinchi tomondan esa, g(f(x)) ∈ Img. Bu esa,
ixtiyoriy x ∈ G element x = y + z kabi ifodalanishini bildiradi, bu yerda

y = x− g(f(x)) ∈ Kerf, z = g(f(x)) ∈ Img.

Endi Kerf ∩ Img = {0} ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, a ∈ Kerf ∩ Img
bo‘lsin. U holda f(a) = 0 va qandaydir y ∈ G′ uchun a = g(y). Bundan esa,

a = g(y) = g
(
(f ◦ g)(y)

)
= g
(
f(g(y))

)
= g(f(z)) = g(0) = 0

kelib chiqadi. Demak, Kerf ∩ Img = 0, ya’ni G = Kerf ⊕ Img.
Biz yuqorida hosil qiluvchi elementlari soni chekli bo‘lgan gruppalar har doim

ham erkin abel gruppasi bo‘lavermasligini ta’kidlagan edik. Quyidagi teoremada
ularning erkin abel gruppasi bo‘lishining zaruriy va yetarlilik shartini keltiramiz.

3.2.3-teorema. Hosil qiluvchilari soni chekli bo‘lgan abel gruppasi erkin abel
gruppasi bo‘lishi uchun uning buralishga ega bo‘lmasligi, ya’ni T (G) = {0} bo‘lishi
zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriylik. Aytaylik, G erkin abel gruppasi bo‘lib, {a1, a2, . . . , ak}
uning bazisi bo‘lsin. Ixtiyoriy x ∈ T (G) element uchun ord(x) = r, ya’ni rx = 0
va x = n1a1 + n2a2 + · · ·+ nkak. U holda

0 = rx = r(n1a1 + n2a2 + · · ·+ nkak) = (rn1)a1 + (rn2)a2 + · · ·+ (rnk)ak

bo‘lib, bundan rni = 0, 1 ≤ i ≤ k kelib chiqadi. r > 0 ekanligidan ni = 0 tenglikni
olamiz. Bu esa x = 0 ekanligini, ya’ni T (G) = {0} bo‘lishini bildiradi.

Yetarlilik. Aytaylik, G = 〈a1, a2, . . . , ak〉, ya’ni hosil qiluvchi elementlari
soni chekli bo‘lgan abel gruppasi bo‘lib, T (G) = {0} bo‘lsin. U holda bunday
gruppalarning erkin abel gruppasi bo‘lishini k ga nisbatan induksiya usuli orqali
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ko‘rsatamiz. k = 1 bo‘lgan holda G = 〈a1〉 ∼= Z bo‘lib, u erkin abel gruppasi
bo‘ladi. Endi hosil qiluvchi elementlari soni k tadan kam bo‘lgan gruppalar uchun
teorema sharti o‘rinli deb faraz qilib, k uchun to‘g‘ri bo‘lishini ko‘rsatamiz. Agar
{a1, a2, . . . , ak} elementlar to‘plami chiziqli erkli bo‘lsa, u holda u bazis bo‘lib, G
erkin abel gruppasi bo‘ladi, ya’ni G ∼= Fk.

Faraz qilaylik, {a1, a2, . . . , ak} elementlar to‘plami chiziqli bog‘liq bo‘lsin, ya’ni
hech bo‘lmaganda bittasi noldan farqli bo‘lgan n1, n2, . . . , nk butun sonlari topilib,

n1a1 + n2a2 + · · ·+ nkak = 0

bo‘lsin.
Ushbu sonlarning eng katta umumiy bo‘luvchisi d = EKUB(n1, n2, . . . , nk)

uchun mi = ni
d deb olsak, u holda

d(m1a1 +m2a2 + · · ·+mkak) = 0.

T (G) = 0 va d 6= 0 ekanligidan

m1a1 +m2a2 + · · ·+mkak = 0 (3.1)

tenglikni olamiz, bu yerda EKUB(m1,m2, . . . ,mk) = 1. Agar m1 = ±1 bo‘lsa, u
holda a1 = ±(m2a2+· · ·+mkak) bo‘lib, G gruppa k−1 ta hosil qiluvchi elementga
ega ekanligini bildiradi. U holda induksiya faraziga ko‘ra G = 〈a2, a3, . . . , ak〉
gruppa erkin bo‘ladi. Agar m1 6= 0 va m2 = · · · = mk = 0 bo‘lsa, u holda
m1a1 = 0 bo‘lib, gruppa buralishga ega bo‘lmaganligi uchun a1 = 0 bo‘ladi. Ushbu
holda ham biz G = 〈a2, a3, . . . , ak〉 ekanligini, ya’ni induksiya faraziga ko‘ra uning
erkin gruppa bo‘lishini hosil qilamiz. Demak, kamida ikkita mi,mj noldan farqli
sonlari mavjud. Umumiylikka ziyon yetkazmagan holda |m1| ≥ |m2| > 0 deb
olish mumkin. U holda a2 hosil qiluvchi element o‘rniga a′2 + ma1 element olish
hisobiga biz yangi {a1, a′2, . . . , ak} hosil qiluvchilarga ega bo‘lamiz. Ushbu hosil
qiluvchi elementlarga nisbatan (3.1) tenglik quyidagi shaklga keladi

(m1 −mm2)a1 +m2a
′
2 + · · ·+mkak = 0.

Ushbu tenglikda m sonini |m1 − mm2| < m2 tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan
qilib tanlash mumkin. Demak, a1 elementning oldidagi koeffitsientni kamaytirish
mumkin. Ushbu jarayonni davom ettirib, biz yuqoridagi qaragan holga, ya’ni
m1 = ±1 ga keltirishimiz mumkin. Demak, hosil qiluvchi elementlar chiziqli erkli
bo‘ladi, ya’ni G gruppa erkin gruppa bo‘ladi.

Endi biz rangi k ga teng bo‘lgan Fk erkin gruppadan ixtiyoriy G abel gruppaga
bo‘lgan gomomorfizmlar haqida to‘xtalib o‘tamiz. Bizga rangi k ga teng bo‘lgan
Fk erkin gruppa berilgan bo‘lib, {a1, a2, . . . , ak} uning bazisi bo‘lsin. Ushbu
a1, a2, . . . , ak elementlarni G gruppaning b1, b2, . . . , bk elementlariga o‘tkazuvchi
ϕ akslantirishni qaraymiz, ya’ni ϕ(ai) ∈ G.
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3.2.4-teorema. Agar Fk erkin gruppaning {a1, a2, . . . , ak} bazisini G gruppa ele-
mentlariga o‘tkazuvchi ϕ akslantirish berilgan bo‘lsa, u holda f(ai) = ϕ(ai),
1 ≤ i ≤ k shartni qanoatlantiruvchi f : Fk → G gomomorfizm mavjud va yagona.

Isbot. Aytaylik, ϕ(ai) = bi, 1 ≤ i ≤ k bo‘lsin. Ixtiyoriy x ∈ Fk element uchun

x = n1a1 + n2a2 + · · ·+ nkak

ekanligidan foydalanib, f : Fk → G akslantirishni f(x) = n1b1 + n2b2 + · · ·+ nkbk
kabi aniqlaymiz. U holda, f(ai) = ϕ(ai), 1 ≤ i ≤ k bo‘lib, ushbu akslantirish
gomomorfizm bo‘ladi. Haqiqatdan ham, ixtiyoriy x, y ∈ Fk uchun

x = n1a1 + n2a2 + · · ·+ nkak, y = m1a1 +m2a2 + · · ·+mkak

bo‘lsa, u holda x+ y = (n1 +m1)a1 + (n2 +m2)a2 + · · ·+ (nk +mk)ak bo‘lib,

f(x+ y) = (n1 +m1)b1 + (n2 +m2)b2 + · · ·+ (nk +mk)bk =

= n1a1 + n2a2 + · · ·+ nkak +m1a1 +m2a2 + · · ·+mkak = f(x) + f(y).

Ixtiyoriy g : Fk → G gomomorfizm g(a1), g(a2), . . . , g(ak) elementlar orqali bir
qiymatli aniqlanganligi sababli f(ai) = ϕ(ai), 1 ≤ i ≤ k shartni qanoatlantiruvchi
gomomorfizmning yagona ekanligi kelib chiqadi.

Yuqoridagi teoremadan ko‘rinadiki, ixtiyoriy Fk erkin gruppaning bazisini
G abel gruppasiga o‘tkazuvchi akslantirishni gomomorfizmgacha davom ettirish
mumkin hamda bunday gomomorfizm yagona ravishda aniqlanadi. Quyidagi teo-
remada esa, hosil qiluvchilari soni chekli bo‘lgan ixtiyoriy abel gruppa erkin abel
gruppaning gomomorf obrazi bo‘lishini ko‘rsatamiz.

3.2.5-teorema. Hosil qiluvchilari {b1, b2, . . . , bk} bo‘lgan ixtiyoriy G abel gruppaga
Fk gruppadan f : Fk → G syurektiv gomomorfizm mavjud va G ∼= Fk/Kerf.

Isbot. Aytaylik, Fk erkin gruppaning bazisi {a1, a2, . . . , ak} bo‘lsin. U holda
3.2.4-teoremaga ko‘ra Fk gruppadan G gruppaga f(ai) = bi shartni qanoatlanti-
ruvchi gomomorfizm mavjud. b1, b2, . . . , bk elementlar G gruppaning hosil qiluvchi
elementlari bo‘lganligi uchun ushbu f gomomorfizm syurektiv bo‘ladi. Gomomor-
fizm haqidagi birinchi teoremaga ko‘ra esa, G ∼= Fk/Kerf.

Endi hosil qiluvchi elementlari soni chekli bo‘lgan abel gruppalarining tuzilishi
haqida to‘liq ma’lumot beruvchi teoremani keltiramiz.

3.2.6-teorema. Hosil qiluvchi elementlari soni chekli bo‘lgan ixtiyoriy abel grup-
pasi chekli abel gruppa va rangi chekli bo‘lgan erkin abel gruppaning to‘g‘ri
yig‘indisi shaklida ifodalanadi. Ya’ni G = T (G) ⊕ H, bu yerda T (G) chekli abel
gruppa va H ∼= Fk.

Bundan tashqari, bunday yoyilma yagonadir, ya’ni agar G = A⊕H = B⊕M
bo‘lib, A, B chekli abel gruppalari va H ∼= Fk, M ∼= Fs bo‘lsa, u holda A = B va
H ∼= M (ya’ni s = k) bo‘ladi.
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Isbot. Aytaylik, G hosil qiluvchi elementlari soni chekli bo‘lgan gruppa
bo‘lib, {b1, b2, . . . , bn} uning hosil qiluvchilari bo‘lsin. U holda G/T (G) ham hosil
qiluvchi elementlari soni chekli bo‘lgan gruppa bo‘lib, T (G/T (G)) = 0 bo‘ladi.
Ya’ni, 3.2.3-teoremaga ko‘ra G/T (G) gruppa erkin abel gruppasi bo‘ladi. Demak,
G/T (G) ∼= Fk, bu yerda k = rk(G/T (G)). Ixtiyoriy gruppadan uning biror nor-
mal qism gruppasi bo‘yicha faktor gruppasiga tabiiy gomomorfizm mavjud va u
syurektiv bo‘lganligi uchun f : G→ Fk syurektiv gomomorfizm mavjud. U holda
Fk gruppaning {a1, a2, . . . , ak} bazis elementlariga akslanuvchi c1, c2, . . . , ck ∈ G
elementlar topilib, f(ci) = ai bo‘ladi. Endi ϕ(ai) = ci, ϕ : Fk → G akslantirishni
qarasak, 3.2.4-teoremaga ko‘ra ushbu akslantirishni g : Fk → G gomomorfizm-
gacha davom ettirish mumkin, ya’ni g(ai) = ci. Demak, f : G→ Fk va g : Fk → G
gomomorfizmlar mavjud bo‘lib, ular uchun

(f ◦ g)(ai) = f(g(ai)) = f(ci) = ai

munosabat o‘rinli. Bu esa, f ◦g = 1Fk
ekanligini anglatadi. U holda 3.2.3-lemmaga

ko‘ra G = Kerf ⊕ Img. Agar Kerf = T (G) ekanligini hisobga olib, H = Img deb
belgilasak, G = T (G) ⊕ H kelib chiqadi. Endi H ∼= Fk ekanligini ko‘rsatamiz.
Buning uchun fH : G→ Fk akslantirishni qarasak, f(H) = f(G) = Fk ekanligidan
fH ning syurektiv ekanligi,

KerfH = Kerf ∩H = Kerf ∩ Img = 0

tenglikdan esa, uning inyektivligi kelib chiqadi. Demak, H ∼= Fk.
Endi T (G) gruppaning chekli ekanligini ko‘rsatamiz. T (G) ∼= G/H ekanligidan

uning ham hosil qiluvchilari chekli ekanligi kelib chiqadi. Demak, T (G) gruppa-
ning x1, x2, . . . , xs hosil qiluvchi elementlari mavjud bo‘lib, barchasi chekli tartibga
ega, ya’ni ord(xi) = ri. U holda G gruppaning elementlari

n1x1 + n2x2 + · · ·+ nsxs, 0 ≤ ni ≤ ri

ko‘rinishida bo‘lib, |T (G)| ≤ r1r2 . . . rs bo‘ladi. Ya’ni T (G) chekli gruppa.
Endi teoremaning ikkinchi qismini isbotlaymiz. Aytaylik, G = A⊕H = B⊕M

bo‘lib, A, B chekli abel gruppalari va H ∼= Fk, M ∼= Fs bo‘lsin, u holda

T (A) = A, T (B) = B, T (H) = 0, T (M) = 0.

Bundan esa

A = T (A) = T (A)⊕ T (H) = T (A⊕H) = T (G) =

= T (B ⊕M) = T (B)⊕ T (M) = T (B) = B

ekanligi, ya’ni A = B kelib chiqadi. Bundan tashqari,

Fk ∼= H ∼= G/A = G/B ∼= M ∼= Fs
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ekanligidan k = s hosil bo‘ladi.
Shunday qilib, biz yuqoridagi teoremada hosil qiluvchi elementlari soni chekli

bo‘lgan ixtiyoriy abel gruppa chekli abel gruppa va rangi chekli bo‘lgan erkin abel
gruppaning to‘g‘ri yig‘indisi shaklida G = T (G)⊕Fk kabi ifodalanishini ko‘rsatdik.
O‘z navbatida T (G) chekli abel gruppa siklik gruppalarning to‘g‘ri yig‘indisidan
iborat bo‘lganligi uchun T (G) ∼= Zm1

⊕ Zm2
⊕ · · · ⊕ Zms

. Rangi k ga teng bo‘lgan
Fk erkin abel gruppa esa cheksiz siklik gruppalarning to‘g‘ri yig‘indisi shaklida
ifodalanadi, ya’ni Fk ∼= Z⊕ Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸

k ta

. Demak, hosil qiluvchi elementlari soni

chekli bo‘lgan ixtiyoriy abel gruppa uchun quyidagi yoyilma o‘rinli bo‘ladi

G ∼= Zm1
⊕ Zm2

⊕ · · · ⊕ Zms
⊕ Z⊕ Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸

k ta

.

Ushbu yoyilmada m1,m2, . . . ,ms sonlarini invariant faktorlar deb, ya’ni mj+1 | mj

shartni qanoatlantiradigan qilib tanlashimiz mumkin.

3.2.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. (Q,+) gruppaning hosil qiluvchilari chekli bo‘lgan gruppa emasligini isbot-
lang.

2. Z ⊕ Z6 gruppa hosil qiluvchilari chekli bo‘lgan gruppa bo‘lib, erkin gruppa
emasligini ko‘rsating.

3. G = Z4 ⊕ Z7 ⊕ Z9 ⊕ Z gruppa uchun T (G) qism gruppani aniqlang.

4. Z20 ⊕ Z75 ⊕ Z90 va Z120 ⊕ Z25 ⊕ Z45 gruppalar izomorf bo‘ladimi?

5. Z200 ⊕ Z30 ⊕ Z36 va Z120 ⊕ Z18 ⊕ Z100 gruppalar izomorf bo‘ladimi?

6. Z15 ⊕Z12 ⊕Z30 ⊕Z⊕Z va Z108 ⊕Z50 ⊕Z⊕Z gruppalar izomorf bo‘ladimi?

7. Hosil qiluvchilari chekli bo‘lgan abel gruppasining gomomorf obrazi ham hosil
qiluvchilari chekli gruppa ekanligini isbotlang.

8. Isbotlang: Aut(Z30) ∼= Aut(Z15).

9. Isbotlang: Aut(Z⊕ Z2) ∼= Aut(Z2 ⊕ Z2).
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Gruppalarga oid qo‘shimcha tushuncha
va teoremalar

Biz ushbu bobda gruppalar nazariyasini chuqurroq o‘rgangan holda, gruppalar
nazariyasining muhim tushuncha va teoremalarini keltiramiz. Ma’lumki, grup-
palar nazariyasi vujudga kelishida o‘rin almashtirishlar gruppasining aniqlan-
ishi asosiy omil hisoblanadi. Chunki, dastlabki o‘rganilgan nokommutativ grup-
palar aynan o‘rin almashtirishlar gruppasidir. Keyinchalik gruppaning abstrakt
ta’rifi va undagi tushunchalar kiritilishi ham aynan o‘rin almashtirishlar grup-
pasining xususiyatlarini o‘rganish uchun xizmat qilgan. Gruppaning to‘plamga
ta’siri tushunchasi aynan biror to‘plamdagi o‘rin almashtirishlar gruppasi bilan
shu to‘plam orasidagi bog‘lanishni aniqlash natijasida kiritiladi. Biz ushbu bobda
gruppaning to‘plamga ta’siri tushunchasini kiritib, uning xossalarini o‘rganish bi-
lan birga, gruppalar nazariyasida asosiy rol o‘ynovchi Silov teoremalarini keltirib
o‘tamiz. Bundan tashqari ushbu bobda nilpotent va yechiluvchan gruppalar
haqida ham qisqacha to‘xtalib o‘tiladi.

4.1 Gruppaning to‘plamga ta’siri

O‘rin almashtirishlar gruppasi bu biror X to‘plamni X to‘plamga o‘tkazuvchi
barcha o‘zaro bir qiymatli akslantirishlar to‘plamidan iborat bo‘lib, u S(X) kabi
belgilanadi. Agar ∀f ∈ S(X) va ∀a ∈ X elementlar uchun, (f, a)→ f(a) moslikni
qarasak, biz S(X) × X to‘plamni X to‘plamga akslantiruvchi amal aniqlagan
bo‘lamiz. Ushbu aniqlangan amal kabi ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan X to‘plam va
ixtiyoriy G gruppa uchun gruppaning to‘plamga ta’siri tushunchasi kiritiladi.

Bizga G gruppa va bo‘sh bo‘lmagan X to‘plam berilgan bo‘lib, G×X to‘plamni
X to‘plamga akslantiruvchi ? : G × X → X amal aniqlangan bo‘lsin. Ixtiyoriy
g ∈ G va x ∈ S elementlarning ushbu amal yordamida aniqlangan g ? x qiymati
o‘rniga (g, x) yoki gx belgilashlardan ham foydalaniladi.

4.1.1-ta’rif. Agar ? : G × X → X amal aniqlangan bo‘lib, quyidagi shartlar

105
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bajarilsa,

• (g1 · g2) ? x = g1 ? (g2 ? x), bu yerda x ∈ X, g1, g2 ∈ G,

• e ? x = x, bu yerda e ∈ G gruppaning birlik elementi,

u holda G gruppaning X to‘plamga (chap) ta’siri aniqlangan deyiladi.

Agar G gruppaning X to‘plamga (chap) ta’siri aniqlangan bo‘lsa, u holda G
gruppa X to‘plamga ta’sir qiladi deyiladi, X to‘plam esa G-to‘plam deb ataladi.

Ushbu misolda yuqorida ta’kidlab o‘tilgan S(X) o‘rin almashtirishlar grup-
pasining X to‘plamga ta’siri aniqlanishini ko‘rsatamiz.

4.1.1-misol. Bizga X to‘plam va G = S(X) o‘rin almashtirishlar gruppasi beril-
gan bo‘lsin. G gruppaning X to‘plamga ta’sirini quyidagicha aniqlaymiz:

f ? x = f(x), ∀f ∈ G, x ∈ X.

U holda e ∈ G birlik element uchun e ? x = e(x) = x va ixtiyoriy f, g ∈ G

uchun
(f ◦ g) ? x = (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f ? (g(x)) = f ? (g ? x)

tengliklar bajariladi. Ya’ni G gruppaning X to‘plamga ta’siri aniqlangan.

Quyidagi misolda X to‘plam sifatida G gruppaning biror H normal qism grup-
pasini olib, uning G-to‘plam bo‘lishini ko‘rsatamiz.

4.1.2-misol. Aytaylik, G gruppa va uning H normal qism gruppasi berilgan
bo‘lsin. G gruppaning H to‘plamga ta’sirini quyidagicha aniqlaymiz:

g ? h = g · h · g−1, ∀g ∈ G, ∀h ∈ H.

H normal qism gruppa bo‘lganligi uchun g ? h ∈ H bo‘lib, e ? h = e ·h · e−1 = h
va ∀g1, g2 ∈ G uchun

(g1 · g2) ? h = (g1 · g2) · h · (g1 · g2)−1 = (g1 · g2) · h · (g−12 · g−11 )

= g1 · (g2 · h · g−12 ) · g−11 = g1 · (g2 ? h) · g−11 = g1 ? (g2 ? h)

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Demak, H qism gruppa G-to‘plam bo‘ladi.

4.1.3-misol. Aytaylik G gruppaning biror H qism gruppasi berilgan bo‘lsin, X =
{aH | a ∈ G} deb olsak, u holda G gruppaning X to‘plamga ta’sirini quyidagicha
aniqlaymiz:

g ? (aH) = (g · a)H, ∀g ∈ G, ∀aH ∈ X.
U holda, e ? (aH) = (e · a)H = aH va

(g1 · g2) ? (aH) = ((g1 · g2) · a)H = (g1(·g2 · a))H = g1 ? (g2 ? (aH))

ekanligidan X ning G-to‘plam ekanligi kelib chiqadi.
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Endi G gruppaning X to‘plamga ta’siri aniqlangan bo‘lsa, bu orqali X
to‘plamda ekvivalentlik munosabatini kiritish mumkinligini ko‘rsatamiz. Buning
uchun X to‘plamning a, b elementlari orasidagi a ∼ b munosabatni quyidagicha
aniqlaymiz:

agar g ∈ G mavjud bo‘lib, g ? a = b bo‘lsa, u holda a ∼ b.

Quyidagi teoremada, ushbu ∼ munosabatning ekvivalentlik munosabati ekan-
ligini isbotlaymiz.

4.1.1-teorema. Aytaylik, G gruppa berilgan bo‘lib, bo‘sh bo‘lmagan X to‘plam esa
G-to‘plam bo‘lsin. X to‘plamda aniqlangan ∼ munosabat ekvivalentlik munosabati
bo‘ladi, bu yerda

a ∼ b ⇔ ∃g ∈ G, g ? a = b.

Isbot. Ixtiyoriy a ∈ X, uchun e ? a = a ekanligidan a ∼ a, ya’ni ∼ munosa-
batning refleksiv ekanligi kelib chiqadi.

Endi ushbu munosabatning simmetrik ekanligini ko‘rsatamiz. Agar a, b ∈ X
uchun a ∼ b bo‘lsa, u holda g ∈ G element topilib, g ? a = b bo‘ladi. Bundan esa,

g−1 ? b = g−1 ? (g ? a) = (g−1 · g)a = e ? a = a

ekanligi, ya’ni b ∼ a kelib chiqadi. Demak, ∼ munosabat simmetrik ekan.
Endi munosabatning tranzitivligini ko‘rsatamiz. Agar a ∼ b va b ∼ c bo‘lsa, u

holda g1, g2 ∈ G elementlar topilib, g1 ? a = b va g2 ? b = c bo‘ladi hamda

(g2 · g1) ? a = g2 ? (g1 ? a) = g2 ? b = c

tengliklardan a ∼ c ekanligi, ya’ni ∼ munosabatning tranzitivligi kelib chiqadi.
Demak, ∼ munosabat ekvivalentlik munosabati bo‘ladi.

Har qanday ekvivalentlik munosabati berilgan to‘plamni o‘zaro kesishmay-
digan sinflarga ajratgani uchun, yuqorida aniqlangan ekvivalentlik munosabati
ham X to‘plamni sinflarga ajratadi. Ushbu sinflar G gruppaning X to‘plamdagi
orbitalari deb ataladi. Demak, a ∈ X elementning orbitasi [a] = {b ∈ X | b ∼ a}
to‘plamdan iborat bo‘ladi va orb(a) kabi belgilanadi.

Endi a ∈ X element uchun G to‘plamning quyidagi qism to‘plamini
aniqlaymiz:

St(a) = {g ∈ G | g ? a = a}.
Ta’kidlash joizki, ushbu St(a) to‘plam G gruppaning qism gruppasi bo‘ladi.

Haqiqatdan ham, e ? a = a ekanligidan e ∈ St(a) kelib chiqiadi. Ixtiyoriy
g, h ∈ St(a) elementlar uchun, g ? a = a va h ? a = a ekanligidan quyidagi
tengliklarga ega bo‘lamiz:

(g · h) ? a = g ? (h ? a) = g ? a = a,



108 BOB 4. GRUPPALARGA OID QO‘SHIMCHA TUSHUNCHA VA TEOREMALAR

h−1 ? a = h−1 ? (h ? a) = (h−1 · h) ? a = e ? a = a.

Demak, g · h ∈ St(a) va h−1 ∈ St(a), ya’ni St(a) to‘plam G gruppaning
qism gruppasi bo‘ladi. Ushbu St(a) qism gruppalar statsionar qism gruppalar
yoki stabilizatorlar deyiladi. Quyidagi lemmada a ∈ X elementning orbitasi va
stabilizatori orasidagi munosabatni keltiramiz.

4.1.1-lemma. Aytaylik, G gruppaning X to‘plamga ta’siri aniqlangan bo‘lsin.
Ixtiyoriy a ∈ X element uchun [G : St(a)] = |orb(a)| tenglik o‘rinli. Ya’ni, a
elementning orbitasi elementlari soni St(a) qism gruppaning indeksiga teng.

Isbot. L orqali St(a) qism gruppaning barcha chap qo‘shni sinflaridan tashkil
topgan oilani bilgilaymiz, ya’ni L = {gSt(a) | g ∈ G}. Biz ushbu L to‘plam va
orb(a) orasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatamiz. Buning uchun quyidagicha
f : L → orb(a) akslantirish aniqlaymiz:

f(gSt(a)) = g ? a, ∀gSt(a) ∈ L.

Bu akslantirishning to‘g‘ri aniqlanganligi va inyektivligi quyidagi munosabat-
lardan kelib chiqadi:

g1St(a) = g2St(a) ⇔ g−12 · g1 ∈ St(a)

⇔ g−12 ? (g1 ? a) = (g−12 · g1) ? a = a ⇔ g1 ? a = g2 ? a.

Uning syurektiv bo‘lishi ham osongina kelib chiqadi, chunki ∀b ∈ orb(a) uchun
g ∈ G topilib, g ? a = b, ya’ni, f(gSt(a)) = g ? a = b.

Demak, f : L → orb(a) biyektiv, ya’ni [G : St(a)] = |L| = |orb(a)|.
Agar gruppaning a, b ∈ G elementlari uchun shunday g ∈ G element topilib,

b = g−1 · a · g tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda a va b elementlar o‘zaro qo‘shma
elementlar deyiladi.

4.1.2-misolda H sifatida G gruppani o‘zini olsak, gruppaning o‘zidan o‘ziga
bo‘lgan ta’sirini hosil qilamiz. a ∈ G elementning ushbu ta’sirdagi orbitasi, unga
qo‘shma bo‘lgan elementlar to‘plamidan iborat bo‘ladi, ya’ni

orb(a) = {b ∈ G | b = g−1 · a · g}.

Ushbu to‘plamga a elementning qo‘shma sinfi deb ataladi. Ravshanki, G
gruppa o‘zaro kesishmaydigan qo‘shma sinflarning birlashmasidan iborat bo‘ladi.

Endi qism gruppalar uchun qo‘shmalik ta’rifini keltiramiz. Agar G gruppaning
H va K qism gruppalari uchun ∃g ∈ G element topilib, H = g−1 · K · g tenglik
o‘rinli bo‘lsa, u holda bu qism gruppalar qo‘shma deyiladi.

Yuqoridagi lemmadan G chekli gruppa bo‘lsa, u holda ixtiyoriy elementning
orbitasining quvvati (elementlar soni) gruppaning tartibi bo‘luvchisi ekanligi kelib
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chiqadi. Bundan tashqari ekvivalent sinflarning aniqlanishi undagi elementning
tanlanishiga bog‘liq bo‘lmaganligini hisobga olsak, a ∼ b ekanligidan [G : St(a)] =
[G : St(b)] tenglik kelib chiqadi. Yuqoridagi mulohazalardan va 4.1.1-lemmadan
foydalanib, quyidagi teoremani isbotlash mumkin.

4.1.2-teorema. Aytaylik, G gruppaning X to‘plamga ta’siri aniqlangan bo‘lsin.

1) Agar a, b ∈ X elementlar uchun a ∼ b bo‘lsa, u holda St(a) va St(b) gruppalar
o‘zaro qo‘shma bo‘ladi.

2) Agar G chekli gruppa bo‘lib, X chekli to‘plamning ekvivalentlik munosabati
orqali kesishmaydigan sinflarga yoyilmasi X = orb(a1)∪orb(a2)∪· · ·∪orb(ar)
ko‘rinishida bo‘lsa, u holda

|X| =
r∑
i=1

[G : St(ai)].

Isbot. 1) Aytaylik, a, b ∈ X elementlar uchun a ∼ b bo‘lsin. U holda shunday
g ∈ G element topilib, b = g ? a bo‘ladi, bundan esa, a = g−1 ? b kelib chiqadi.
Ixtiyoriy g · h · g−1 ∈ gSt(a)g−1 elementni qaraymiz, bu yerda h ∈ St(a), ya’ni
h ? a = a. U holda

(g · h · g−1) ? b = g ? (h ? (g−1 ? b)) = g ? (h ? a) = g ? a = b.

Demak, g ·h · g−1 ∈ St(b), bundan esa, gSt(a)g−1 ⊆ St(b) hosil bo‘ladi. Xuddi
shunga o‘xshab g−1St(b)g ⊆ St(a) ekanligini ham ko‘rsatish mumkin. Natijada
biz gSt(a)g−1 = St(b) tenglikka ega bo‘lamiz, ya’ni St(a) va St(b) qism gruppalar
o‘zaro qo‘shma.

2) 4.1.1-teoremaga ko‘ra X to‘plam kesishmaydigan sinflarning birlashmasi
ko‘rinishida ifodalanadi. X to‘plam chekli bo‘lganligi uchun, uni r ta sinfning

birlashmasi ko‘rinishida yozish mumkin. 4.1.1-lemmaga ko‘ra |X| =
r∑
i=1

[G : St(ai)]

ekanligini hosil qilamiz.
Endi G gruppaning X to‘plamga ta’siri yordamida G gruppani S(X) o‘rin

almashtirishlar gruppasiga akslantiruvchi gomomorfizm qurish mumkinligini
ko‘rsatamiz. Dastlab, ixtiyoriy g ∈ G element uchun τg : X → X akslantirishni
τg(a) = g?a kabi aniqlaymiz. Ushbu τg akslantirish o‘zaro bir qiymatli akslantirish
bo‘ladi. Chunki,

τg(a) = τg(b) ⇒ g ? a = g ? b ⇒ a = b

munosabatdan uning inyektiv ekanligi kelib chiqsa, g ? (g−1 ? b) = b tenglikdan
∀b ∈ X uchun a = g−1 ? b element topilishi, ya’ni akslantirishning syurektiv
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ekanligi kelib chiqadi. Demak, τg ∈ S(X). Bundan tashqari, g1, g2 ∈ G elementlar
va ∀a ∈ X uchun

τg1·g2(a) = (g1 · g2) ? a = g1 ? (g2 ? a) = τg1(g2 ? a) = τg1(τg2(a)) = (τg1 ◦ τg2)(a)

tengliklardan τg1·g2 = τg1 ◦ τg2 kelib chiqadi.
Endi G gruppadan S(X) o‘rin almashtirishlar gruppasiga ψ : G → S(X)

akslantirishni quyidagicha aniqlaymiz

ψ(g) = τg, ∀g ∈ G.

U holda ψ akslantirsih uchun

ψ(g1 · g2) = τg1·g2 = τg1 ◦ τg2 = ψ(g1) ◦ ψ(g2)

tengliklarning bajarilishini, ya’ni uning gomomorfizm ekanligini hosil qilamiz.
Agar X to‘plam sifatida G gruppaning biror H qism gruppasi barcha chap

qo‘shni sinflari to‘plamini olsak, ya’ni X = {aH|a ∈ G} deb olsak, u holda 4.1.3-
misolga ko‘ra G gruppaning ushbu to‘plamga ta’sirini g(aH) = (g · a)H kabi
aniqlash mumkin. Demak, yuqoridagi mulohazalar yordamida ψ : G → S(X)
gomomorfizm aniqlanadi. Ushbu tasdiq Kelining umumlashgan teoremasi deb
nomlanadi.

4.1.1-tasdiq. Aytaylik, G gruppa va uning H qism gruppasi berilgan bo‘lib,
X = {aH|a ∈ G} bo‘lsin. U holda ψ : G → S(X) gomomorfizm mavjud bo‘lib,
Kerψ ⊆ H.

Isbot. Tasdiqni isbotlash uchun Kerψ ⊆ H ekanligini ko‘rsatish kifoya. Ix-
tiyoriy g ∈ Kerψ olsak, u holda ψ(g) = τg akslantirish X to‘plamdagi bir-
lik akslantirish bo‘ladi, ya’ni ∀aH ∈ X uchun τg(aH) = aH. Bundan esa,
g(aH) = aH, ∀aH ∈ X ekanligi, xususan gH = H, ya’ni g ∈ H kelib chiqadi.
Demak, Kerψ ⊆ H.

Quyidagi natijada G gruppaning H qism gruppasi bo‘yicha indeksi orqali nor-
mal qism gruppasi mavjudligini aniqlash kriteriyasini keltiramiz.

4.1.1-natija. Aytaylik, G gruppa va ining indeksi n ga teng bo‘lgan H xos qism
gruppasi berilgan bo‘lsin. Agar G gruppaning tartibi n! ning bo‘luvchisi bo‘lmasa,
u holda G gruppa notrivial normal bo‘luvchiga ega.

Isbot. 4.1.1-tasdiqqa ko‘ra, ψ : G → S(X) gomomorfizm mavjud bo‘lib,
Kerψ ⊆ H bo‘ladi. Bundan esa, G/Kerψ ∼= ψ(G) ⊂ S(X) kelib chiqadi. H
qism gruppaning indeksi n ga teng bo‘lganligi uchun |X| = n, ya’ni |S(X)| =
n!, demak ψ(G) gruppaning tartibi n! ning bo‘luvchisi bo‘ladi. Ya’ni |G/Kerψ|
soni ham n! ning bo‘luvchisi. Lekin G gruppaning tartibi n! ning bo‘luvchisi
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bo‘lmaganligi uchun |Kerψ| 6= 1 kelib chiqadi. Ixtiyoriy gomomorfizmning yadrosi
normal bo‘luvchi bo‘lganligi hamda Kerψ 6= e va Kerψ ⊆ H ekanligidan uning
notrivial normal bo‘luvchi ekanligi kelib chiqadi.

Endi qo‘zg‘almas nuqta ta’rifini kiritamiz.

4.1.2-ta’rif. Aytaylik, G gruppaning X to‘plamga ta’siri aniqlangan bo‘lsin. Agar
g ? a = a tenglik bajarilsa, u holda a ∈ X element g ∈ G elementga nisbatan
qo‘zg‘almas nuqta deyiladi. Agar a ∈ X element G gruppaning barcha ele-
mentlariga nisbatan qo‘zg‘almas bo‘lsa, u holda u G gruppaga nisbatan qo‘zg‘almas
nuqta deyiladi.

Xg orqali X to‘plamning g elementga nisbatan qo‘zg‘almas nuqtalar to‘plamini
belgilaymiz, ya’ni

Xg = {a ∈ X | g ? a = a}.

X to‘plamning berilgan ta’sirdagi orbitalar sonini |X/G| kabi belgilaymiz. Ushbu
teoremada orbitalar sonini qo‘zg‘almas nuqtalar soni orqali beruvchi ifodasi kelti-
riladi.

4.1.3-teorema (Bernsayd lemmasi). Aytaylik, G chekli gruppaning X chekli
to‘plamga ta’siri aniqlangan bo‘lsin. U holda

|X/G| = 1

|G|
∑
g∈G

|Xg|.

Isbot. Quyidagi to‘plamni qaraymiz

T = {(g, a) ∈ G×X | g ? a = a}.

Agar T to‘plamning elementlari sonini g ∈ G elementni fiksirlab, unga mos
keladigan qo‘zg‘almas nuqtalar to‘plami Xg bo‘yicha sanab chiqilsa, u holda
|T | =

∑
g∈G
|Xg| tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Ikkinchi tomondan esa, a ∈ X elementni fiksirlab, bu elementga mos keluvchi
St(a) qism gruppalarning elementi bo‘yicha sanab chiqsak, |T | =

∑
a∈X
|St(a)|.

Aytaylik, |X/G| = r bo‘lsin, ya’ni X = orb(a1) ∪ orb(a2) ∪ · · · ∪ orb(ar), u
holda ∑

g∈G

|Xg| =
∑

a∈orb(a1)

|St(a)|+
∑

a∈orb(a2)

|St(a)|+ · · ·+
∑

a∈orb(ak)

|St(a)|.

Agar a va b elementlar bitta orbitaga tegishli bo‘lsa, ya’ni orb(a) = orb(b)
bo‘lsa, u holda [G : St(a)] = [G : St(b)] bo‘lib, |St(a)| = |St(b)| kelib chiqadi.
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Bundan esa,∑
g∈G

|Xg| = |orb(a1)||St(a1)|+ |orb(a2)||St(a2)|+ · · ·+ |orb(ar)||St(ar)|

=
|G|
|St(a1)|

|St(a1)|+
|G|
|St(a2)|

|St(a2)|+ · · ·+
|G|
|St(ar)|

|St(ar)|

= r|G|,

kelib chiqadi, ya’ni orbitalar soni r uchun r = 1
|G|
∑
g∈G
|Xg| tenglikka ega bo‘lamiz.

4.1.4-misol. Tartibi pn (p – tub son) bo‘lgan G gruppa va X chekli G-to‘plam
bo‘lsa, X0 = {a ∈ X | g ? a = a, ∀g ∈ G}, qo‘zg‘almas nuqtalar to‘plami uchun
|X| − |X0| sonining p ga bo‘linishini isbotlang.

Yechish. Agar X = orb(a1) ∪ orb(a2) ∪ · · · ∪ orb(ar) bo‘lsa, u holda 4.1.2-
teoremaga ko‘ra

|X| =
r∑
i=1

[G : St(ai)].

A = {a1, a2, . . . ar} kabi belgilab olamiz, bu yerda ai elementlar turli orbitalarga
ega bo‘lgan elementlardir. Ma’lumki, a ∈ X0 ekanligi g?a = a, ∀g ∈ G ekanligiga,
bu esa orb(a) = {a}, ya’ni St(a) = G ekanligiga teng kuchli. Bundan esa,

|X| = |X0|+
∑

a∈A\X0

|G|
|St(a)|

tenglikka ega bo‘lamiz. a ∈ A\X0 elementlar uchun St(a) 6= G ekanligidan, ushbu

elementlar uchun |G|
|St(a)| 6= 1 kelib chiqadi. |G| = pn bo‘lganligi uchun, ushbu |G|

|St(a)|
sonlari ham p sonining qandaydir darajasi ko‘rinishida ifodalanadi, ya’ni ular p
ga bo‘linadi. Bundan esa, |X| − |X0| sonining p ga bo‘linishi kelib chiqadi. �

4.1.5-misol. Agar |G| = pn (p tub son) bo‘lib, X chekli G-to‘plam uchun p - |X|
bo‘lsa, u holda G gruppaga nisbatan qo‘zg‘almas nuqta mavjudligini isbotlang.

Yechish. Aytaylik, X0 = {a ∈ X | g ? a = a, ∀g ∈ G} bo‘lsin. 4.1.4-misolga
ko‘ra |X|− |X0| soni p ga bo‘linadi. |X| soni p ga bo‘linmaganligi uchun |X0| ham
p ga bo‘linmasligi kelib chiqadi. Demak, X0 6= ∅, ya’ni a ∈ X0 qo‘zg‘almas nuqta
mavjud. �

4.1.6-misol. Aytaylik, G gruppa va uning H qism gruppasi berilgan bo‘lib, |H| =
pk (p–tub son) bo‘lsin. U holda quyidagilarni isbotlang:

(i) [G : H] ≡p [N(H) : H], bu yerda N(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H}.
(ii) Agar p | [G : H] bo‘lsa, u holda N(H) 6= H.
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Yechish. (i) Ushbu misolni yechish uchun H gruppaning X = {aH | a ∈
G} to‘plamga h(xH) = (hx)H kabi aniqlangan ta’sirini qaraymiz. Ushbu ta’sir
bo‘yicha qo‘zg‘almas nuqtalar to‘plami

X0 = {aH ∈ X | h(aH) = aH, ∀h ∈ H}

ko‘rinishida bo‘ladi.

4.1.4-misolga ko‘ra |X| ≡p |X0|. Bundan tashqari, X to‘plamning aniqla-
nishiga ko‘ra |X| = [G : H]. Demak, qo‘yilgan masala |X0| = [N(H) : H] tenglikni
ko‘rsatish masalasiga keltirildi.

Aytaylik, aH ∈ X0 bo‘lsin, u holda h(aH) = aH,∀h ∈ H, ya’ni a−1ha ∈
H,∀h ∈ H. Bundan esa, a−1Ha ⊆ H kelib chiqadi. H chekli gruppa bo‘lganligi
uchun |a−1Ha| = |H|. Demak a−1Ha = H, ya’ni a ∈ N(H). Shunday qilib aH ∈
X0 bo‘lgan holda a ∈ N(H) ekanligi hosil bo‘ldi.

Bu munosabatning aksi ham yuqoridagi mulohazalarni teskari tomonga yuri-
tish orqali kelib chiqadi. Shunday qilib, biz X0 = {aH | a ∈ N(H)} ekanligini
ko‘rsatdik. Bundan esa, |X0| = [N(H) : H] kelib chiqadi, ya’ni

[G : H] ≡p [N(H) : H].

(ii) Misolning (i)-qismiga ko‘ra [G : H] ≡p [N(H) : H]. Agar [G : H] soni p
ga bo‘linsa, u holda [N(H) : H] ham p ga bo‘linadi. Demak, [N(H) : H] > 1,
bundan esa N(H) 6= H kelib chiqadi.

4.1.7-misol. G chekli gruppa, H uning qism gruppasi bo‘lsin. Agar [G : H] = p
bo‘lib, p soni |G| ning eng kichik tub bo‘luvchisi bo‘lsa, u holda H to‘plam G

gruppaning normal qism gruppasi ekanligini isbotlang.

Yechish. X = {aH | a ∈ G} deb olsak, [G : H] = p bo‘lganligi uchun
|X| = p. Demak, |S(X)| = p!. Ushbu X to‘plamda g ? (aH) = (ga)H kabi
aniqlangan ta’sirni qaraymiz. Ma’lumki, ushbu ta’sir yordamida ψ : G → S(X)
gomomorfizm ψ(g) = τg kabi aniqlanadi, bu yerda τg(aH) = (ga)H.

Endi ushbu gomomorfizmning yadrosi H ga tengligini ko‘rsatamiz. Aytaylik,
g ∈ Kerψ bo‘lsin, u holda (ga)H = eH, ∀aH ∈ X, xususan gH = H. Bundan
esa, g ∈ H kelib chiqadi, ya’ni Kerψ ⊆ H.

Aytaylik |G/Kerψ| = n bo‘lib, n = p1p2 . . . pk bo‘lsin. Barcha pi tub sonlari
|G| ning bo‘luvchilari bo‘lib, p soni |G| ning eng kichik tub bo‘luvchisi bo‘lganligi
uchun pi ≥ p. Ikkinchi tomondan esa, |G/Kerψ| soni |S(X)| ning bo‘luvchisi ekan-
ligini hisobga olsak, p! soni n ga bo‘linishini, ya’ni barcha pi sonlariga bo‘linishini
hosil qilamiz. Bu esa, faqatgina i = 1 va p1 = p bo‘lgan holdagini o‘rinli bo‘ladi.
Shunday qilib, biz [G : Kerψ] = p ekanligini hosil qildik. Bundan esa, H = Kerψ
kelib chiqadi, ya’ni H normal qism gruppa. �
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4.1.8-misol. Aytaylik, G gruppa va H uning qism gruppasi bo‘lsin. Agar |G| =
pn, bu yerda p – tub son, p ≥ n va |H| = p bo‘lsa, u holda H normal qism gruppa
ekanligini isbotlang.

Yechish. Ma’lumki, X = {aH | a ∈ G} uchun |X| = [G : H] = |G|
|H| = pn

p = n

bo‘ladi. 4.1.7-misolga ko‘ra ψ : G→ S(X) gomomorfizm uchun Kerψ ⊆ H o‘rinli.
|H| = p tub son bo‘lganligi uchun Kerψ = {e} yoki Kerψ = H. Agar Kerψ = {e}
bo‘lsa, u holda G gruppa S(X) gruppaga izomorf akslantiriladi. Bundan esa
|S(X)| ning |G| ga bo‘linishi, ya’ni pn | n! ⇒ p | (n− 1)! ekanligi kelib chiqadi.
Lekin p ≥ n bo‘lganligi uchun bunday bo‘lishi mumkin emas, ya’ni bu ziddiyat.
Shunday qilib, biz Kerψ = H ekanligini ko‘rsatdik, demak H normal qism gruppa.

�

4.1.9-misol. Tartibi 2m (m toq son) ga teng gruppa tartibi m ga teng normal
qism gruppaga ega ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Keli teoremasiga ko‘ra G gruppa S(G) gruppaning biror H qism
gruppasiga izomorf bo‘lib, ψ : G → H ⊆ A(G) izomorfizm esa quyidagicha
aniqlanadi

ψ(g) = τg bu yerda τg(a) = g · a.

G gruppaning tartibi juft bo‘lganligi uchun g ∈ G element topilib, ord(g) =
2 bo‘ladi. U holda τg(τg(a)) = g2a = a ekanligidan τg o‘rin almashtirish
(a, ga) ko‘rinishidagi transpozitsiyalarning ko‘paytmasi ko‘rinishida ekanligi kelib
chiqadi. |G| = 2m bo‘lganligi uchun τg o‘rin almashtirish orqali hosil bo‘ladigan
(a, ga) transpozitsiyalar soni m ta bo‘ladi, ya’ni τg toq o‘rin almashtirish bo‘ladi.
Bundan esa, H qism gruppada toq o‘rin almashtirishlar ham mavjudligi kelib
chiqadi (chunki τg ∈ H).

Endi H gruppadan {−1, 1} gruppaga f : H → {−1, 1} akslantirishni
aniqlaymiz

f(σ) =

{
1 agar σ juft o‘rin almashtirish bo‘lsa

−1 agar σ toq o‘rin almashtirish bo‘lsa

Ushbu akslantirish epimorfizm bo‘lib, H/Kerf ∼= {−1, 1} bo‘ladi. Bundan esa,

|Kerf | = |H|
|{−1, 1}|

=
2m

2
= m

kelib chiqadi. Demak, H gruppa tartibi m ga teng bo‘lgan normal qism gruppaga
ega. H gruppa G ga izomorf bo‘lganligi uchun G ham tartibi m ga teng bo‘lgan
normal qism gruppaga ega bo‘ladi. �
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4.1.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. S4 o‘rin almashtirishlar gruppasining I3 = {1, 2, 3, 4} to‘plamga quyidagi
ko‘rinishda aniqlangan π?a = π(a) ta’sirining barcha orbitalari va statsionar
qism gruppalarni toping.

2. n-o‘lchamli V chiziqli fazodagi barcha teskarilanuvchi chiziqli almashtirishlar
gruppasining V to‘plamga ta‘siri orbitasini toping.

3. Uch o‘lchamli V chiziqli fazodagi barcha ortogonal chiziqli almashtirishlar
gruppasining statsionar qism gruppalari va orbitalarini aniqlang.

4. I10 = {1, 2, . . . , 10} to‘plamga S10 gruppaning quyidagi siklik qism gruppalari
ta’siri barcha statsionar qism gruppalari va orbitalarini toping:

• G =

〈(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 8 3 9 4 10 6 2 1 7

)〉
.

• G =

〈(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
7 4 6 1 8 3 2 9 5 10

)〉
.

• G = 〈(1 6 9)(2 10)(3 4 5 7 8 )〉 .

5. Agar G gruppaning H qism gruppasi berilgan bo‘lib, |H| = 11 va [G : H] = 4
bo‘lsa u holda H CG ekanligini isbotlang.

6. Agar G gruppaning H qism gruppasi berilgan bo‘lib, [G : H] = n va H qism
gruppa G ning notrivial normal qism gruppasini o‘z ichiga olmasa, ψ : H →
Sn monomorfizm mavjudligini isbotlang.

7. G = GL2(R) gruppa va S = R2 to‘plam berilgan bo‘lsin. U holda S ning
G-to‘plam ekanligini ko‘rsating, bu yerda(

a b

c d

)
(x, y) = (ax+ by, cx+ dy).

8. Agar G gruppadan X to‘plamga ta’sir aniqlangan bo‘lib, |G| = 77 va |X| =
20 bo‘lsa, u holda qo‘zg‘almas nuqta mavjudligini ko‘rsating.

9. Tartibi 80 ga teng bo‘lgan gruppaning tartibi 16 ga teng qism gruppasi
mavjud bo‘lsa, u holda bu gruppaning sodda emasligini ko‘rsating.

10. Tartibi 70 ga teng bo‘lgan gruppaning tartibi 14 ga teng qism gruppasi
mavjud bo‘lsa, u holda bu gruppaning sodda emasligini ko‘rsating.

11. Tartibi 6, 10, 14, 22, 26, 34 va 58 ga teng bo‘lgan gruppalar sodda emasligini
isbotlang.
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12. Tartibi 8 ga teng bo‘lgan gruppaning sodda emasligini ko‘rsating.

13. Tartibi 63 ga teng bo‘lgan sodda gruppaning tartibi 21 bo‘lgan qism gruppasi
mavjud emasligini isbotlang.

14. Isbotlang: N(aHa−1) = aN(H)a−1.

15. G gruppaning H va K qism gruppalari berilgan bo‘lsin. H C K bo‘lishi
uchun H ⊆ K ⊆ N(K) bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

16. Agar G gruppaning H va K qism gruppalari qo‘shma bo‘lsa, u holda N(H)
va N(K) qism gruppalar ham qo‘shma ekanligini isbotlang.

4.2 Silov teoremalari

Lagranj teoremasidan ma’lumki, chekli gruppaning ixtiyoriy qism gruppasining
tartibi, gruppaning bo‘luvchisi bo‘ladi. Lekin ushbu teoremaning teskarisi o‘rinli
emas, ya’ni tartibi gruppa tartibining bo‘luvchisiga teng bo‘lgan qism gruppa
har doim ham mavjud bo‘lavermaydi. Masalan, tartibi 12 ga teng bo‘lgan A4

gruppaning tartibi 6 ga teng bo‘lgan qism gruppasi mavjud emas. Haqiqatdan
ham, agar A4 gruppaning tartibi 6 ga teng qism gruppasi mavjud bo‘lganida, u
Z6 va S3 gruppalardan biriga izomorf bo‘lar edi. A4 gruppada tartibi 6 ga teng
element bo‘lmaganligi uchun, uning Z6 gruppaga izomorf qism gruppasi mavjud
emas. S3 gruppada tartibi 2 ga teng bo‘lib, o‘zaro o‘rin almashmaydigan (12)
va (13) elementlar mavjud. Lekin A4 gruppada bunday elementlar mavjud emas,
ya’ni uning tartibi 2 ga teng bo‘lgan (12)(34), (13)(24), (14)(23) elementlarining
barchasi o‘zaro o‘rin almashinuvchi bo‘ladi. Demak, A4 gruppaning S3 ga izomorf
bo‘lgan qism gruppasi ham mavjud emas.

Ushbu paragrafda biz tartibi pk( p – tub) soniga bo‘lingan har qanday gruppa
tartibi pk ga teng bo‘lgan qism gruppaga ega ekanligi va bunday qism gruppalarn-
ing o‘zaro qo‘shmaligi hamda ularning soni haqida malumot beruvchi teoremalarni
o‘rganamiz. Ushbu teoremalar norvegiyalik matematik L.Silov tomonidan 1872
yilda isbotlangan bo‘lib, uning sharafiga Silov teoremalari deb nomlanadi.

Quyidagi lemmada kommutativ gruppalar uchun Lagranj teoremasining
teskarisi p tub son uchun o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz.

4.2.1-lemma. Agar kommutativ gruppaning tartibi p tub soniga bo‘linsa, u holda
bu gruppaning tartibi p ga teng bo‘lgan elementi mavjud.

Isbot. Aytaylik, G kommutativ gruppa bo‘lib, n = |G| va p | n bo‘lsin.
Lemma isbotini gruppa tartibiga nisbatan induksiya metodini qo‘llab amalga os-
hiramiz. Agar n = 2 bo‘lsa, u holda teorema o‘rinli bo‘lishi ravshan. Lemmani
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tartibi n dan kichik kommutativ gruppalar uchun o‘rinli deb faraz qilib, uni G
gruppa uchun isbotlaymiz. Aytaylik, a ∈ G, a 6= e element uchun ord(a) = m
bo‘lsin. Agar p | m bo‘lsa, u holda m = pk bo‘lib, (ak)p = am = e ekanligidan
g = ak elementning tartibi p ga teng bo‘ladi.

Agar p - m bo‘lsa, u holda H = 〈a〉 qism gruppani qaraymiz. G gruppa
kommutativ bo‘lganligi uchun H qism gruppa G da normal bo‘lib, G/H faktor

gruppaning elementlari soni n dan kam bo‘ladi. Bundan tashqari, |G/H| = |G|
m

va p - m ekanligidan, p | |G/H| kelib chiqadi. Induksiya faraziga ko‘ra, G/H
gruppada tartibi p ga teng bo‘lgan bH element mavjud, ya’ni (bH)p = bpH =
H. Bundan esa, bp ∈ H kelib chiqadi. Agar g = bm deb belgilasak, |H| = m
bo‘lganligi uchun gp = (bm)p = (bp)m = e, demak gp = e bo‘ladi. Ma’lumki, g 6= e,
aks holda (bH)m = H bo‘lib, p |m bo‘lar edi, bu esa ziddiyat. Demak, ord(g) = p,
ya’ni G gruppada tartibi p ga teng bo‘lgan element mavjud.

Yuqoridagi lemmada tartibi p tub soniga bo‘linuvchi kommutativ gruppa
a ∈ G, ord(a) = p elementga ega ekanligini ko‘rsatdik. p tub son bo‘lganligi
uchun ushbu a element orqali hosil bo‘lgan 〈a〉 siklik gruppaning ham tartibi p ga
teng, ya’ni G gruppa tartibi p ga teng bo‘lgan qism gruppaga ega. Bundan esa,
kommutativ gruppalar tartibi gruppa tartibining tub bo‘luvchisiga teng bo‘lgan
qism gruppalarga ega ekanligi kelib chiqadi.

Quyidagi teoremada esa, kommutativ gruppalar tartibi gruppa tartibining ix-
tiyoriy bo‘luvchisiga teng bo‘lgan qism gruppaga ega ekanligini, ya’ni Lagranj
teoremasining teskarisi kommutativ gruppalar uchun o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz.

4.2.1-teorema. Aytaylik, G gruppa tartibi n ga teng bo‘lgan kommutativ gruppa
bo‘lib, m soni n ning bo‘luvchisi bo‘lsin. U holda G gruppaning tartibi m ga teng
bo‘lgan qism gruppasi mavjud.

Isbot. n = 1 va n = 2 uchun teorema o‘rinli ekanligi ravshan. Faraz qilaylik,
tartibi n dan kichik kommutativ gruppalar uchun teorema o‘rinli bo‘lsin. Agar
p tub soni uchun p | m bo‘lsa, u holda m = pm1 bo‘lib, 4.2.1-lemmaga ko‘ra G
gruppada tartibi p ga teng bo‘lgan H qism gruppa mavjud. G gruppa kommutativ
bo‘lganligi uchun H normal qism gruppa bo‘lib, G/H faktor gruppa uchun

|G/H| = |G|
|H|

=
n

p

bo‘ladi.

|G/H| < n va m1 | |G/H| bo‘lganligi uchun induksiya faraziga ko‘ra G/H
faktor gruppada tartibi m1 ga teng bo‘lgan K/H qism gruppa mavjud. Bu yerdagi
K to‘plam G gruppaning qism gruppasi bo‘lib, |K| = |K/H| · |H| = m1p = m
ekanligidan uning tartibi m ga teng ekanligi kelib chiqadi.
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Quyidagi teorema Koshi teoremasi nomi bilan atalib, unda tartibi p tub soniga
bo‘linuvchi kommutativ bo‘lmagan gruppalar ham tartibi p ga teng bo‘lgan ele-
mentga ega ekanligi ko‘rsatiladi. Ushbu teorema Silovning birinchi teoremasining
xususiy holi bo‘lganligi uchun biz uni isbotsiz keltiramiz.

4.2.2-teorema (Koshi teoremasi). Agar G gruppaning tartibi n ga teng bo‘lib,
n soni p tub soniga bo‘linsa, u holda G gruppada tartibi p ga teng bo‘lgan element
mavjud. Xususan, G gruppa tartibi p ga teng bo‘lgan siklik qism gruppaga ega.

Endi bevosita Silov teoremasi uchun kerak bo‘ladigan tushuncha va xossalarni
keltirib o‘tamiz. Bizga biror G gruppa berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, g∗a = g ·a ·g−1
amal orqali G gruppaning o‘zidan o‘ziga ta’sir aniqlash mumkin. U holda ushbu
ta’sirda a ∈ G elementning stabilizatori C(a) = {g ∈ G | a ·g = g ·a} to‘plamdan,
orbitasi esa a bilan qo‘shma bo‘ladigan elementlardan iborat bo‘ladi, ya’ni

St(a) = C(a), orb(a) = {b ∈ G | b = g · a · g−1}.

Bizga gruppaning to‘plamga ta’siri mavzusidan ma’lum bo‘lgan |orb(a)| = [G :

St(a)] tenglikdan esa |orb(a)| = |G|
|C(a)| ekanligiga ega bo‘lamiz.

4.1.2-teoremaga ko‘ra esa

|G| =
∑
a

[G : C(a)] (4.1)

tenglikka ega bo‘lamiz, bu yerda yig‘indi turli orbitalardan bittadan olingan ele-
mentlar bo‘yicha olinadi.

Ma’lumki, agar a ∈ Z(G) bo‘lsa, u holda C(a) = G bo‘lib, orb(a) = {a}
bo‘ladi. Demak, (4.1) tenglikni

|G| = |Z(G)|+
∑

a/∈Z(G)

[G : C(a)] (4.2)

kabi yozish mumkin.

4.2.1-misol. Agar S3 o‘rin almashtirishlar gruppasi uchun yuqoridagi kabi ta’sir
aniqlasak, u holda

Z(e) = G, Z
(
(12)

)
= {e, (12)}, Z

(
(13)

)
= {e, (13)}, Z

(
(23)

)
= {e, (23)},

Z
(
(123)

)
= Z

(
(132)

)
= {e, (123), (132)}

bo‘lib,

orb(e) = {e}, orb
(
(12)

)
= {(12), (13), (23)}, orb

(
(132)

)
= {(123), (132)}

bo‘ladi. Demak, S3 gruppa uchta kesishmaydigan orbitalarga ajraladi.
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Endi ushbu mavzudagi asosiy tushuncha hisoblangan p-gruppa va p-qism
gruppa tushunchalarini kiritamiz.

4.2.1-ta’rif. Agar gruppaning ixtiyoriy elementi tartibi p tub sonning darajasi
ko‘rinishida bo‘lsa, u holda bunday gruppaga p-gruppa deyiladi.

4.2.2-misol.

• K4 – To‘rtinchi tartibli Kleyn gruppasi p-gruppa bo‘ladi (bu yerda p = 2).

• Ixtiyoriy n = pk uchun Zn gruppa p-gruppa bo‘ladi.

Agar G gruppaning H qism gruppasi p-gruppa bo‘lsa, u holda H ga G grup-
paning p-qism gruppasi deyiladi. Masalan, Z12 gruppa uchun H = {0, 3, 6, 9}
gruppa p-qism gruppa (p = 2) bo‘ladi.

Quyidagi teoremada ixtiyoriy p-gruppaning markazi trivial emasligini
ko‘rsatamiz.

4.2.3-teorema. Ixtiyoriy notrivial p-gruppaning markazi bittadan ko‘p elementga
ega, ya’ni agar |G| = pk, k > 1 bo‘lsa, u holda |Z(G)| > 1.

Isbot. Agar Z(G) = G bo‘lsa, u holda teorema isboti to‘g‘ridan to‘g‘ri kelib
chiqadi. Aytaylik, Z(G) 6= G bo‘lsin, u holda a /∈ Z(G) elementlar uchun C(a) 6=
G bo‘lganligidan va C(a) ⊂ G ekanligidan [G : C(a)] sonlari p ga bo‘linishi kelib
chiqadi. Demak, (4.2) tenglikdagi

∑
a/∈Z(G)

[G : C(a)] soni p ga bo‘linadi. Nihoyat,

|G| = pk ekanligidan |Z(G)| ham p ga bo‘linishi kelib chiqadi.

Yuqoridagi teoremadan quyidagi natijaga ega bo‘lamiz.

4.2.1-natija. Tartibi p2 (p – tub son) ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppa kommutativ
bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, |G| = p2 bo‘lsin, u holda 4.2.3-teoremaga ko‘ra |Z(G)| > 1
bo‘lib, Lagranj teoremasidan |Z(G)| = p yoki p2 ekanligi kelib chiqadi. Faraz
qilaylik, |Z(G)| = p bo‘lsin, u holda a ∈ G \ Z(G) element mavjud bo‘lib, C(a)
gruppa uchun Z(G) ⊂ C(a) va a ∈ C(a) ekanligidan |C(a)| = p2 kelib chiqadi.
Bundan esa C(a) = G, ya’ni a ∈ Z(G) munosabatga ega bo‘lamiz. Bu esa
ziddiyat, demak Z(G) = G, ya’ni G – kommutativ.

Endi bevosita Silov teoremalarini keltirishga o‘tamiz.

4.2.4-teorema (Silovning birinchi teoremasi). Agar |G| = pk · m bo‘lsa
(p−tub son, (p,m) = 1), u holda G gruppaning tartibi pr(0 ≤ r ≤ k) ga teng
bo‘lgan qism gruppasi mavjud.
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Isbot. Aytaylik, n = |G| = pk ·m bo‘lsin. Teorema isbotini n ga nisbatan in-
duksiya metodi orqali amalga oshiramiz. Agar n = 1 bo‘lsa, u holda k = 0 bo‘lib,
G = {e} gruppaning izlanayotgan qism gruppasi o‘zidan iborat bo‘ladi. Demak,
n = 1 uchun teorema o‘rinli. Endi n dan kichik tartibli gruppalar uchun teorema
o‘rinli deb faraz qilib n uchun ko‘rsatamiz, bunda k ≥ 1 deb olish mumkin.

1-hol. G gruppa markazining tartibi p ga bo‘linsin, ya’ni p | |Z(G)|, u holda
Z(G) kommutativ gruppaning tartibi p ga teng elementi mavjud (4.2.1-lemmaga
qarang), demak shunday a ∈ Z(G) element topilib, ord(a) = p. Ushbu element
orqali hosil qilingan H = 〈a〉 gruppa esa G gruppaning normal qism gruppasi
bo‘lib, G/H faktor gruppaning tartibi pk−1 bo‘ladi. Induksiya faraziga ko‘ra
G/H gruppa tartibi pi(1 ≤ i ≤ k − 1) bo‘lgan Ki/H qism gruppalarga ega.
Ushbu {e}, H,K1, . . . Kk−1 gruppalar esa G gruppaning tartiblari mos ravishda
1, p, p2, . . . , pk sonlariga teng bo‘lgan qism gruppalari bo‘ladi.

2-hol. |Z(G)| soni p ga bo‘linmasin. U holda |G| = |Z(G)|+
∑

a/∈Z(G)
[G : C(a)]

ekanligidan ushbu tenglikning o‘ng tomonidagi ikkinchi qo‘shiluvchi ham p ga
bo‘linmasligi kelib chiqadi.

Demak, shunday a /∈ Z(G) element topilib, [G : C(a)] soni p ga bo‘linmaydi.

[G : C(a)] = |G|
C(a) = pk·m

C(a) ekanligidan |C(a)| soni pk ga bo‘linishi, hamda a ∈ C(a),

a /∈ Z(G) ekanligidan C(a) 6= G kelib chiqadi. Demak, C(a) to‘plam G gruppa-
ning tartibi n dan kichik va pk ga bo‘linuvchi qism gruppasi. Induksiya faraziga
ko‘ra C(a) gruppaning tartibi pr(0 ≤ r ≤ k) bo‘lgan qism gruppalari mavjud
bo‘lib, ular G gruppaning ham qism gruppalari bo‘ladi.

Endi Silov p-qism gruppasining ta’rifini keltiramiz.

4.2.2-ta’rif. Tartibi pk ·m ga teng bo‘lgan (p – tub son, (p,m) = 1) gruppaning
tartibi pk ga teng bo‘lgan qism gruppasiga Silov p-qism gruppasi deyiladi, ya’ni
Silov p-qism gruppa G gruppaning maksimal p-qism gruppasidir.

Ta’kidlash joizki, Silovning birinchi teoremasidan tartibi p soniga bo‘linuvchi
ixtiyoriy chekli tartibli gruppa Silov p-qism gruppasiga ega ekanligi kelib chiqadi.

Biz endi Silovning ikkinchi teoremasini keltiramiz. Silovning ikkinchi teore-
masida G gruppaning ixtiyoriy p-qism gruppasi qandaydir Silov p-qism gruppasida
yotishi va gruppaning barcha Silov p-qism gruppalari o‘zaro qo‘shma bo‘lishi
ko‘rsatiladi.

4.2.5-teorema (Silovning ikkinchi teoremasi). Aytaylik, G chekli gruppa
bo‘lib, |G| = pk ·m bo‘lsin, bu yerda k ≥ 1 va (m, p) = 1. U holda G gruppaning
ixtiyoriy p-qism gruppasi qandaydir Silov p-qism gruppasida yotadi. Barcha Silov
p-qism gruppalari o‘zaro qo‘shma bo‘ladi.
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Isbot. |G| = pk ·m bo‘lganligi uchun uning S− Silov p-qism gruppasi mavjud
bo‘ladi, ya’ni |S| = pk. Quyidagi chap qo‘shni sinflar oilasini qaraymiz

LS = {xS | x ∈ G}.

Aytaylik, H to‘plam G gruppaning p-qism gruppasi bo‘lsin. H gruppadan
LS to‘plamga chap ta’sirni quyidagicha aniqlaymiz. ∀h ∈ H va xS ∈ LS uchun
h ∗ xS = (h · x)S. Ta’kidlash joizki, bu ta’sir to‘g‘ri aniqlangan, chunki xS = x′S
ekanligidan x′ = x · s, s ∈ S, bundan esa h · x′ = (h · x) · s, ya’ni h ∗ x′S = (h · x)S
kelib chiqadi.

Ma’lumki, |LS| = |G|
|S| = pk·m

pk
= m, ya’ni o‘ng qo‘shni sinflar oilasi elementlari

soni p ga bo‘linmaydi. H gruppaning LS to‘plamga ta’siri esa ushbu to‘plamni
kesishmaydigan orbitalarga ajratib, bu orbitalarning elementlari soni

|orb(y)| = |H|
|St(y)|

bo‘ladi, bu yerda y ∈ LS va St(y) statsionar qism gruppa. Demak,

|LS| =
∑
y

|H|
|St(y)|

=
∑
y

|orb(y)|,

bu yerda yig‘indi har bir orbitadan bittadan tanlangan y element bo‘yicha olinadi.
Ma’lumki, har bir orbitalardagi elementlar soni p ning qandaydir darajasi

ko‘rinishida bo‘lib, bittadan ko‘p elementga ega bo‘lgan orbitalar elementlari soni
p ga bo‘linadi.

Tenglikning chap tomonida turgan |LS| soni p ga bo‘linmaganligi uchun bitta
elementli orbitalar mavjud. Demak, xS ∈ LS element mavjud bo‘lib, orb(xS) =
{xS}, ya’ni ∀h ∈ H uchun (h ·x)S = xS. Bundan esa, Hx ⊂ xS, ya’ni H ⊂ xSx−1

kelib chiqadi. |xSx−1| = |S| = pk ekanligi uchun xSx−1 ham Silov p-qism gruppasi
bo‘lib, u H qism gruppani o‘z ichiga oladi.

Agar H qism gruppa Silov p-qism gruppasi bo‘lsa, u holda |H| = pk ekanligidan
H = xSx−1 bo‘ladi, ya’ni H gruppa berilgan S Silov p-qism gruppasiga qo‘shma
bo‘ladi. Bundan esa, G gruppaning barcha Silov p-qism gruppalari o‘zaro qo‘shma
ekanligi kelib chiqadi.

Agar G gruppaning yagona Silov p-qism gruppasi mavjud bo‘lsa, u holda
Silovning ikkinchi teoremasidan uning normal qism gruppa ekanligi kelib chiqadi.
Chunki, agar H yagona Silov p-qism gruppasi bo‘lsa, u holda unga qo‘shma
bo‘lgan barcha qism gruppalar H bilan ustma-ust tushadi, ya’ni ∀g ∈ G uchun
gHg−1 = H bo‘ladi. Bu esa H qism gruppaning normal ekanligini anglatadi.

Endi Silovning uchinchi teoremasini, ya’ni chekli gruppaning Silov p-qism grup-
palari soni bilan bog‘liq bo‘lgan teoremani keltiramiz.
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4.2.6-teorema (Silovning uchinchi teoremasi). Chekli gruppaning Silov
p-qism gruppalari soni gruppa tartibini bo‘lib, p modul bo‘yicha 1 bilan taqqosla-
nuvchi bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, G gruppa uchun n = |G| = pk · m, k ≥ 1, (p,m) = 1
bo‘lsin. G gruppaning barcha qism gruppalari to‘plamini S(G) = {H | H ≤ G}
kabi, barcha Silov p-qism gruppalari sonini esa np kabi belgilaymiz. Berilgan G
gruppaning S(G) = {H | H ≤ G} to‘plamga ta’sirini quyidagicha aniqlaymiz:

g ∗H = g ·H · g−1, ∀g ∈ G, ∀H ∈ S(G),

ya’ni, ta’sir orqali H qism gruppa o‘ziga qo‘shma bo‘lgan qism gruppaga o‘tadi.

Silovning ikkinchi teoremasiga ko‘ra, ushbu ta’sir orqali barcha Silov p-qism
gruppalari bitta orbitada yotishi kelib chiqadi. Demak, qandaydir S Silov p-qism
gruppasi uchun np = |orb(S)| bo‘ladi. |G| = |orb(S)| · |St(S)| tenglikdan Silov
p-qism gruppalari soni n ning bo‘luvchisi ekanligi kelib chiqadi, ya’ni np | n.

Endi np = 1 + p · q ekanligini, ya’ni Silov p-qism gruppalari soni p modul
bo‘yicha 1 bilan taqqoslanuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz. Buning uchun barcha Silov
p-qism gruppalari to‘plamini F = {S1, S2, . . . , S|np|} kabi belgilab, S1 gruppaning
F to‘plamga ta’sirini a ∗ Si = a · Si · a−1 kabi aniqlaymiz, bu yerda a ∈ Si va
Si ∈ F (umuman olganda ixtiyoriy Si0 uchun ta’sir aniqlash mumkin, umumiylikka
ziyon yetkazmagan holda i0 = 1 deb olib, S1 gruppa uchun aniqlangan ta’sirni
qaraymiz).

Ma’lumki, ∀a ∈ S1 uchun a · S1 · a−1 = S1, ya’ni S1 nuqta qo‘zg‘almas nuqta
bo‘ladi. Demak, ushbu ta’sirga nisbatan |orb(S1)| = 1. Endi ushbu S1 nuqta
yagona qo‘zg‘almas nuqta ekanligini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni
qandaydir i 6= 1 uchun Si nuqta qo‘zg‘almas nuqta bo‘lsin, u holda a · Si · a−1 =
Si, ∀a ∈ S1. Bundan esa, S1 · Si = Si · S1 tenglik kelib chiqadi. U holda 1.4.6-
teoremaga ko‘ra bu qism gruppalarning ko‘paytmasiH = Si·S1 hamG gruppaning
qism gruppasi bo‘ladi.

S1 va Si Silov p-qism gruppalari H qism gruppada yotganligi uchun, ular H
gruppaning Silov p-qism gruppalari. Bundan esa, Silovning ikkinchi teoremasiga
ko‘ra, ular H gruppada ham o‘zaro qo‘shma bo‘ladi, ya’ni ∃h ∈ H topilib, S1 =
h · Si · h−1. Bundan esa, h = a · b, a ∈ S1, b ∈ Si ekanligini hisobga olib,

S1 = a · b · Si · (a · b)−1 = a · (b · Si · b−1) · a−1 = a · Si · a−1 = Si

tenglikka ega bo‘lamiz. Demak i = 1.

Shunday qilib, biz S1 ∗ F→ F ta’sir S1 nuqtadan boshqa qo‘zg‘almas nuqtaga
ega emasligini ko‘rsatdik. F to‘plamning elementlari soni orbitalardagi elementlar
soni yig‘indilariga teng va faqatgina bitta orbita bitta elementli qolgan orbitalar
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elementlari soni |orb(Si)| = pk

|St(Si)| bo‘lib, ular p ga bo‘linganligi uchun np = 1+p·q
tenglik kelib chiqadi.

Demak, Silovning uchinchi teoremasidan G gruppaning tartibi pk ·m ga teng
bo‘lsa, u holda uning Silov p-qism gruppalari soni np = 1 + pq bo‘lib, np | m
ekanligi kelib chiqadi.

4.2.3-misol. Agar G nokommutativ gruppa uchun |G| = p3 bo‘lsa, u holda
|Z(G)| = p ekanligini ko‘rsating, bu yerda p – tub son.

Yechish. |G| = p3 ekanligidan 4.2.3-teoremaga ko‘ra |Z(G)| > 1 kelib chiqadi.
G gruppa nokommutativ bo‘lganligi uchun |Z(G)| 6= p3. Demak, |Z(G)| = p
yoki |Z(G)| = p2. Agar |Z(G)| = p2 bo‘lsa, u holda |G/Z(G)| = p bo‘lib, G/Z
faktor gruppaning siklik ekanligi, bundan esa, G gruppaning kommutativligi kelib
chiqadi. Demak, |Z(G)| = p. �

4.2.4-misol. Tartibi 45 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppa tartibi 9 ga teng normal
qism gruppaga ega ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Gruppaning tartibi 45 = 32 · 5 bo‘lganligi uchun, uning Silov 3-
qism gruppasi mavjud. U holda Silovning uchinchi teoremasiga ko‘ra, Silov 3-
qism gruppalarning soni uchun n3 = 3k + 1 va n3 | 45. Bu munosabatlar esa
k = 0, ya’ni n3 = 1 bo‘lgandagina bajariladi. Demak, gruppaning yagona Silov
3-qism gruppasi mavjud bo‘lib, uning tartibi 9 ga teng. Silov 3-qism gruppasining
yagonaligidan esa, uning normal bo‘lishi kelib chiqadi. �

4.2.5-misol. Tartibi 96 ga teng bo‘lgan gruppaning tartibi 16 yoki 32 ga teng
bo‘lgan normal qism gruppasi mavjudligini ko‘rsating.

Yechish. Tartibi 96 = 25 ·3 bo‘lgan G gruppaning Silov 2-qism gruppalari soni
n2 bo‘lsin. Silovning uchinchi teoremasiga ko‘ra n2 = 2k + 1 va n2 | 96 bo‘ladi.
Bundan esa, n2 = 1 yoki n2 = 3 ekanligi kelib chiqadi.

Agar n2 = 1 bo‘lsa, u holda gruppaning yagona Silov 2-qism gruppasi mavjud.
Uning tartibi 32 ga teng bo‘lib, u normal qism gruppa bo‘ladi.

Agar n2 = 3, ya’ni G gruppaning 3 ta Silov 2-qism gruppasi mavjud bo‘lsa, u
holda ushbu Silov 2-qism gruppalarni A, B va C kabi belgilab, A∩B kesishmani
qaraymiz. |A| = |B| = |C| = 32 ekanligidan A ∩ B qism gruppaning tartibi ham
32 ning bo‘luvchisi ekanligi kelib chiqadi. A 6= B bo‘lganligi uchun |A ∩ B| <
32, hamda |AB| ≤ 96 ekanligidan va |A ∩ B| = |AB| = |A||B|

|AB| = 32·32
|AB| = 32·32

|AB|
tenglikdan |A∩B| > 8 bo‘lishini hosil qilamiz. Demak, |A∩B| = 16. Bundan esa,
[A : A∩B] = 2 va [B : A∩B] = 2 kelib chiqib, A∩B C A va A∩B C B ekanligi
hosil bo‘ladi. Bu esa, A,B ⊆ N(A∩B), ya’ni AB ⊆ N(A∩B) ekanligini bildiradi.

|N(A ∩ B)| ≥ |AB| = |A||B|
|A∩B| = 32·32

16 = 64 munosabatdan esa, |N(A ∩ B)| = 96,
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ya’ni N(A ∩ B) = G kelib chiqadi. Bu esa A ∩ B qism gruppa G gruppaning
tatribi 16 ga teng normal qism gruppasi ekanligini anglatadi. �

4.2.6-misol. Agar tartibi 52 ga teng bo‘lgan gruppa tartibi 4 ga teng normal qism
gruppaga ega bo‘lsa, u holda gruppaning kommutativ ekanligini isbotlang.

Yechish. Aytaylik, G gruppaning H normal qism gruppasi mavjud bo‘lib,
|H| = 4 bo‘lsin. U holda H kommutativ bo‘ladi. Ikkinchi tomondan esa, |G| =
13·4 bo‘lgani uchun gruppaning Silov 13-qism gruppalari mavjud, hamda ularning
soni 13k + 1 bo‘lib, u 52 sonining bo‘luvchisi. Bundan esa, G gruppa yagona
Silov 13-qism gruppaga ega ekanligi kelib chiqadi. Agar ushbu Silov 13-qism
gruppani A orqali belgilasak, A C G bo‘lib, A ∩ H = {e} bo‘ladi. Ushbu A va

H qism gruppalarning normal ekanligidan va |AH| = |A||H|
|A∩H| = 52 bo‘lishidan esa,

G = A×H kelib chiqadi. Har ikkala A va H normal qism gruppalar kommutativ
bo‘lganligi uchun G ham kommutativ bo‘ladi. �

4.2.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Tartibi 14 ga teng bo‘lgan gruppaning tartibi 7 ga teng yagona normal qism
gruppasi mavjudligini isbotlang.

2. Tartibi 24 ga teng bo‘lgan gruppaning tartibi 7 ga teng bo‘lgan elementlari
nechta bo‘lishini aniqlang.

3. Tartibi 36 ga teng bo‘lgan kommutativ gruppaning tartibi 6 ga teng bo‘lgan
elementga ega ekanligini ko‘rsating.

4. Tartibi 15 ga teng bo‘lgan gruppaning kommutativ ekanligini isbotlang.

5. (Z12,+12) gruppaning barcha 2-qism gruppalarini toping.

6. (Z12,+12) gruppaning barcha 3-qism gruppalarini toping.

7. A4 gruppaning barcha 2-qism gruppalarini toping.

8. Tartibi pq ga teng bo‘lgan kommutativ gruppaning siklik ekanligini isbotlang.
Bu yerda p, q-tub sonlar va p 6= q.

9. Tartibi p2 ga teng bo‘lgan gruppaning siklik bo‘lishini yoki siklik gruppalarn-
ing to‘g‘ri yig‘indisi shaklida ifodalanishini isbotlang.

10. Agar tartibi 28 ga teng bo‘lgan gruppa tartibi 4 ga teng yagona qism grup-
paga ega bo‘lsa, u holda bu gruppaning kommutativ ekanligini isbotlang.

11. S4 gruppaning barcha Silov 3-qism gruppalarini toping.
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12. Gruppa yagona xos qism gruppaga ega bo‘lishi uchun u siklik bo‘lib, tartibi
p2 ga teng bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

13. |G/Z(G)| = 91 tenglik o‘rinli bo‘ladigan G gruppa mavjudmi?

14. Agar G gruppaning P Silov p-qism gruppasi va H qism grupalari berilgan
bo‘lib, NG(P ) ⊆ H bo‘lsa, u holda NG(H) = H ekanligini isbotlang.

15. Agar G gruppaning P Silov p-qism gruppasi va H qism grupalari berilgan
bo‘lib, P C H va H C G bo‘lsa, u holda P C G ekanligini isbotlang.

16. Agar |G| = 143 bo‘lsa, uning Silov 11-qism gruppasi yagona ekanligini
ko‘rsating.

17. G gruppa va uning H normal qism gruppasi berilgan bo‘lsin. H gruppaning
ixtiyoriy P Silov p-qism gruppasi uchun G = H ·NG(P ) bo‘lishini isbotlang.

18. Ixtiyoriy chekli kommutativ gruppa o‘zining Silov p-qism gruppalari ichki
to‘g‘ri ko‘paytmalari shaklida ifodalanishini isbotlang.

19. Agar |G| = pm bo‘lib, H to‘plam G gruppaning xos qism gruppasi bo‘lsa, u
holda aHa−1 = H shartni qanoatlantiruvchi a ∈ G, a /∈ H element mavjud
ekanligini isbotlang.

4.3 Silov teoremalarining ba’zi tadbiqlari

Ushbu mavzuda Silov teoremalarining chekli gruppalarni o‘rganish va kichik tar-
tibli gruppalarni tasniflashdagi ba’zi tadbiqlarini ko‘rib chiqamiz. Dastlab, chekli
tartibli sodda gruppalarning ba’zi xossalarini keltiramiz. Ma’lumki, kommuta-
tiv gruppalar sodda bo‘lishi uchun ularning tartibi tub songa teng bo‘lishi zarur
va yetarli. Chunki, tartibi murakkab songa teng bo‘lgan, ya’ni biror m soniga
bo‘lingan kommutativ gruppaning tartibim ga teng bo‘lgan qism gruppasi mavjud
bo‘lib, u xos normal qism gruppa bo‘ladi. Demak, chekli tartibli sodda kommuta-
tiv gruppalar haqida to‘liq ma’lumot mavjud. Nokommutativ sodda gruppalarni
o‘rganish masalasi esa, bir muncha murakkab hisoblanib, biz Silov teoremalarini
qo‘llagan holda kichik tartibli sodda gruppalar haqidagi ma’lumotlarni keltiramiz.

4.3.1 Chekli sodda gruppalar

4.3.1-teorema. Tartibi pn ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppa sodda emas, bu yerda
p – tub son, n > 1.
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Isbot. Aytaylik, |G| = pn bo‘lib, Z(G) uning markazi bo‘lsin. 4.2.3-teoremaga
ko‘ra |Z(G)| > 1. Agar G = Z(G) bo‘lsa, u holda G gruppa kommutativ bo‘lib,
uning sodda emasligi kelib chiqadi. Agar Z(G) 6= G bo‘lsa, u holda aynan Z(G)
markaz G gruppaning normal qism gruppasi bo‘ladi. Demak, G sodda emas.

4.3.1-misol. Tartibi 9 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppa Z9 va Z3×Z3 gruppalardan
biriga izomorf bo‘lishini ko‘rsating.

Yechish. Yuqoridagi teoremaga ko‘ra tartibi 9 ga teng bo‘lgan G gruppaning
sodda emasligi kelib chiqadi. Bundan tashqari, |G| = 9 = 32 ekanligidan 4.2.1-
natijaga ko‘ra tartibi 9 ga teng bo‘lgan gruppaning kommutativ bo‘lishini hosil
qilamiz. Agar G gruppada tartibi 9 ga teng a ∈ G element mavjud bo‘lsa, u holda
G = 〈a〉 bo‘lib, G ∼= Z9. Agar gruppada tartibi 9 ga teng bo‘lgan element mavjud
bo‘lmasa, u holda uning birlik elementdan boshqa barcha elementlarining tartibi
3 ga teng bo‘ladi. Ixtiyoriy a ∈ G, a 6= e element uchun H = {e, a, a2} qism
gruppani hamda b ∈ G, b /∈ H element uchun K = {e, b, b2} qism gruppani hosil
qilamiz. Demak, G gruppaning H va K normal qism gruppalari mavjud bo‘lib,
H ∩K = {e} va G = HK. Bu esa G = H ×K ∼= Z3 × Z3 ekanligini anglatadi.
Demak, tartibi 9 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppa Z9 va Z3 × Z3 gruppalardan
biriga izomorf bo‘ladi. �

Endi tartibi pq ga teng bo‘lgan gruppalarning sodda emasligini ko‘rsatamiz.

4.3.2-teorema. Tartibi pq ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppa sodda emas, bu yerda
p va q – tub sonlar.

Isbot. Aytaylik, G gruppaning tartibi pq ga teng bo‘lib, p > q bo‘lsin. Grup-
paning barcha Silov p-qism gruppalari sonini n orqali belgilasak, Silovning uchin-
chi teoremasiga ko‘ra n = pk + 1 va n | pq. Bundan esa, n = 1 ekanligini, ya’ni
G gruppaning yagona Silov p-qism gruppasi mavjudligini hosil qilamiz. Ushbu
Silov p-qism gruppasining tartibi p ga teng bo‘lib, u normal qism gruppa bo‘ladi.
Demak, G sodda emas.

4.3.2-misol. Tartibi 15 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppa Z15 ga izomorf ekanligini
ko‘rsating.

Yechish. Silovning birinchi teoremasiga ko‘ra tartibi 15 ga teng bo‘lgan G
gruppaning Silov 5-qism gruppasi va Silov 3-qism gruppalari mavjud. Bundan
tashqari, bunday qism gruppalarning yagona ekanligini aniqlash ham qiyin emas.
Chunki, Silov 5-qism gruppaning yagonaligi yuqoridagi teorema (4.3.2-teorema)
isbotidagi kabi kelib chiqsa, Silov 3-qism gruppalarning soni ham 3k + 1 bo‘lib,
15 ning bo‘luvchisi bo‘lishi kerak. Bu esa, faqat k = 0 da o‘rinli.

Ushbu qism gruppalarni A va B orqali belgilasak, ular G gruppaning normal
qism gruppalari bo‘lib, A ∩ B = {e} bo‘ladi. Bundan esa, G = A× B ∼= Z5 × Z3
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ekanligi kelib chiqadi. 3 va 5 sonlari o‘zaro tubligidan 2.4.2-tasdiqqa ko‘ra Z5×Z3

gruppaning siklik ekanligini hosil qilamiz. Demak, G ∼= Z15. �
Ta’kidlash joizki, tartibi pq ga teng bo‘lgan barcha gruppalar ham siklik

bo‘lavermaydi. Masalan, tartibi 10 ga teng bo‘lgan gruppa uchun yuqoridagi
misolning yechimini aynan qo‘llab bo‘lmaydi. Chunki, 10 = 2 ·5 bo‘lganligi uchun
Silov 2-qism gruppalarining soni 2k + 1 va (2k + 1) | 10 ekanligidan, k = 0
yoki k = 2 bo‘lishi mumkinligi kelib chiqadi. Bu esa, tartibi 10 ga teng bo‘lgan
gruppaning 5 ta Silov 2-qism gruppasi mavjud bo‘lishi mumkinligini anglatadi.
Masalan, D5 = 〈a, b〉 diedr gruppasi tartibi 10 ga teng bo‘lgan siklik bo‘lmagan
gruppa bo‘lib, uning 5 ta Silov 2-qism gruppasi mavjud.

Quyidagi teoremada tartibi 2p ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppaning siklik yoki
Dp diedr gruppasiga izomorf bo‘lishini ko‘rsatamiz.

4.3.3-teorema. Tartibi 2p ga teng bo‘lgan ixtiyoriy G gruppa Z2p yoki Dp diedr
gruppalaridan biriga izomorf.

Isbot. Koshi teoremasiga ko‘ra tartibi 2p ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppaning
tartibi p va 2 ga teng bo‘lgan elementlari mavjud. Aytaylik, ord(a) = p va
ord(b) = 2 bo‘lsin. Agar H = 〈a〉 qism gruppani qarasak, [G : H] = 2 bo‘lganligi
uchun H normal qism gruppa bo‘ladi. U holda bab = bab−1 ∈ H bo‘lib, qandaydir
ai ∈ H uchun bab = ai. Bundan esa, a = baib tenglik kelib chiqadi. Ikkinchi
tomondan esa ai

2

= (ai)i = (bab)i = (bab−1)i = baib. Demak, a = ai
2

bo‘lib,
ai

2−1 = e kelib chiqadi. ord(a) = p bo‘lganligi uchun p | (i2 − 1), ya‘ni p | (i− 1)
yoki p | (i + 1). Agar p | (i − 1) bo‘lsa, u holda i = 1 bo‘lib, ba = ab tenglikka
ega bo‘lamiz. Bundan esa ord(ab) = 2p ekanligini, ya’ni G gruppada tartibi 2p ga
teng bo‘lgan element mavjudligini hosil qilamiz. Demak, G ∼= Z2p.

Agar p | (i+ 1) bo‘lsa, u holda i = −1 bo‘lib, bab = a−1 ekanligi kelib chiqadi.
Bu esa, G gruppa ord(a) = p, ord(b) = 2 va ba = a−1b shartni qanoatlanturuvchi
a, b elementlardan hosil bo‘lishini anglatadi. Demak, G ∼= Dp.

Quyidagi teoremada tartibi pq ga teng bo‘lgan gruppalarning tasnifini kelti-
ramiz.

4.3.4-teorema. Tartibi pq (p va q tub sonlar va p < q) ga teng bo‘lgan ixtiy-
oriy G gruppa yoki siklik gruppaga yoki ap = e, bq = e va a−1ba = br shartni
qanoatlantiruvchi a, b elementlardan hosil bo‘livchi gruppaga izomorf, bu yerda q
soni r− 1 ning bo‘luvchisi emas, lekin q | (rp− 1). Ikkinchi holat faqat p | (q− 1)
bo‘lgandagina o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Koshi teoremasiga ko‘ra G gruppaning tartibi p va q ga teng bo‘lgan
a, b elementlari mavjud, ya’ni ord(a) = p va ord(b) = q. Ushbu elementlardan
hosil qilingan siklik gruppalarni mos ravishda A = 〈a〉 va B = 〈b〉 kabi belgilasak,
ular G gruppaning Silov qism gruppalari bo‘ladi. Silov q-qism gruppalarining soni
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1+mq bo‘lib, (1+mq) | pq. Bundan esa (1+mq) | p kelib chiqib, p < q bo‘lganligi
uchun m = 0 ekanligini hosil qilamiz. Demak, B qism gruppa G gruppaning
normal qism gruppasi bo‘ladi. Ikkinchi tomondan Silov p-qism gruppalarning
soni 1 + kp bo‘lib, (1 + kp) | pq, ya’ni (1 + kp) | q kelib chiqib, bundan esa k = 0
yoki p | (q − 1) ekanligini hosil qilamiz.

Agar k = 0 bo‘lsa, u holda A ham G gruppaning normal qism gruppasi bo‘lib,
G = A×B ekanligini, ya‘ni G ∼= Zp × Zq ∼= Zpq bo‘lishini hosil qilamiz.

Agar k 6= 0, ya’ni p | (q − 1) bo‘lsa, u holda A qism gruppa normal emas. Bu
esa G gruppaning kommutativ emasligini bildiradi. Lekin B qism gruppa nor-
mal bo‘lganligi uchun a−1ba ∈ B, ya’ni a−1ba = br. Bu yerdan r − 1 soni q ga
bo‘linmasligini hosil qilamiz, aks holda ba = ab bo‘lib, G gruppaning kommuta-
tivligi kelib chiqadi. Bundan tashqari, induktiv ravishda a−jbaj = br

j

tenglikni
hosil qilish mumkin. Masalan, j = 2 bo‘lgan holda ushbu tenglikning to‘g‘ri
ekanligi qiyudagicha ko‘rsatiladi

a−2ba2 = a−1(a−1ba)a = a−1bra = (a−1ba)(a−1ba) . . . (a−1ba) = br
2

.

Demak, a−jbaj = br
j

tenglik o‘rinli. Xususan, j = p bo‘lganda b = br
p

tenglikni,
ya’ni q | (rp − 1) munosabatni hosil qilamiz.

4.3.1-natija. Agar p va q (p < q) tub sonlari berilgan bo‘lib, q − 1 soni p ga
bo‘linmasa, u holda tartibi pq ga teng bo‘lgan gruppa siklik bo‘ladi.

Endi yuqoridagi natijalardan foydalanib, tartibi 60 dan kichik bo‘lgan nokom-
mutativ sodda gruppa mavjud emasligini ko‘rsatamiz. 4.3.1-teoremaga ko‘ra tar-
tibi

8, 9, 16, 25, 27, 32, 49

ga teng bo‘lgan gruppalar sodda emas. 4.3.2-teoremadan esa tartibi quyidagi
sonlarga teng bo‘lgan gruppalarning sodda emasligi kelib chiqadi:

6 = 3 · 2, 10 = 5 · 2, 14 = 7 · 2, 15 = 5 · 3, 21 = 7 · 3, 22 = 11 · 2,
26 = 13 · 2, 33 = 11 · 3, 34 = 17 · 2, 35 = 7 · 5, 38 = 19 · 2, 39 = 13 · 3,
46 = 23 · 2, 51 = 17 · 3, 55 = 11 · 5, 57 = 19 · 3, 58 = 29 · 2.

Biz 4.1.8-misolda G gruppa H qism gruppaga ega bo‘lib, |G| = pn, |H| = p,
(p – tub son, n ≤ p) bo‘lsa, u holda H normal qism gruppa ekanligini isbotlagan
edik. Bunga ko‘ra, tartibi 20 = 5 ·4, 28 = 7 ·4, 42 = 7 ·6, 44 = 11 ·4 va 52 = 13 ·4
sonlariga teng bo‘lgan gruppalarning tartiblari mos ravishda 5, 7, 11 va 13 ga teng
bo‘lgan normal qism gruppalari mavjud bo‘ladi. Demak, tartibi

20, 28, 42, 44, 52

sonlariga teng bo‘lgan gruppalar ham sodda emas.
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Bundan tashqari, 4.1.9-misolga ko‘ra tartibi 2m (m toq son) ga teng gruppalar
ham sodda emas. Demak, tartibi 18, 30, 50 va 54 ga teng bo‘lgan gruppalarning
ham sodda emasligini hosil qilamiz.

4.1.1-natijaga ko‘ra esa G gruppaning indeksi n ga teng bo‘lgan H xos qism
gruppasi mavjud bo‘lib, n! soni gruppaning tartibiga bo‘linmasa, u holdaG gruppa
notrivial normal bo‘luvchiga ega. Tartibi 12 ga teng bo‘lgan gruppaning tartibi
4 ga teng bo‘lgan Silov qism gruppasi mavjud bo‘lib, uning indeksi 3 ga teng.
3! = 6 soni 12 ga bo‘linmaganligi uchun tartibi 12 ga teng bo‘lgan gruppaning
ham sodda emasligi kelib chiqadi. Xuddi shu mulohaza bilan tartibi 24, 36, 45 va
48 ga teng bo‘lgan gruppalarning ham sodda emasligini hosil qilamiz. Chunki,

• |G| = 24 = 3 · 23 bolsa, |H| = 8 bo‘lgan Silov qism gruppasi mavjud bo‘lib,
[G : H] = 3 va 3! soni 24 ga bo‘linmaydi;

• |G| = 36 = 4 · 32 bolsa, |H| = 9 bo‘lgan Silov qism gruppasi mavjud bo‘lib,
[G : H] = 4 va 4! soni 36 ga bo‘linmaydi;

• |G| = 45 = 5 · 32 bolsa, |H| = 9 bo‘lgan Silov qism gruppasi mavjud bo‘lib,
[G : H] = 5 va 5! soni 45 ga bo‘linmaydi;

• |G| = 48 = 3 · 24 bolsa, |H| = 16 bo‘lgan Silov qism gruppasi mavjud bo‘lib,
[G : H] = 3 va 3! soni 48 ga bo‘linmaydi.

Quyidagi misollarda tartibi 40 va 56 ga teng bo‘lgan gruppalarning sodda
emasligini ko‘rsatamiz.

4.3.3-misol. Tartibi 40 ga teng bo‘lgan gruppaning sodda emasligini ko‘rsating.

Yechish. Gruppaning tartibi 40 = 5 · 23 bo‘lganligi uchun uning Silov 5-qism
gruppasi mavjud. Ma’lumki, Silov 5-qism gruppalarining soni 5k + 1 bo‘lib,
5k + 1 | 40. Bundan esa k = 0, ya’ni Silov 5-qism gruppasining yagona ekan-
ligini hosil qilamiz. Bu esa, Silov 5-qism gruppaning normal ekanligini bildiradi,
ya’ni tartibi 40 ga teng bo‘lgan gruppa sodda emas. �

4.3.4-misol. Tartibi 56 ga teng bo‘lgan gruppaning sodda emasligini ko‘rsating.

Yechish. Gruppaning tartibi 56 = 7 · 23. Aytaylik, n7 va n2 mos ravishda
gruppaning Silov 7 va 2-qism gruppalari soni bo‘lsin. U holda n7 = 7m + 1 va
n2 = 2k+1 bo‘lib, n7 | 56 va n2 | 56 bo‘ladi. Bundan esa, n7 = 1 yoki 8 ekanligini,
n2 = 1 yoki 7 bo‘lishini hosil qilamiz. Agar n7 = 1 bo‘lsa gruppaning yagona Silov
7-qism gruppasi mavjud bo‘lib, u normal bo‘ladi. O‘z navdatida n2 = 1 bo‘lsa,
gruppaning yagona Silov 2-qism gruppasi normal bo‘ladi. Demak, n7 = 1 yoki
n2 = 1 bo‘lgan hollarda gruppa sodda emas.
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Aytaylik, n7 = 8 va n2 = 7 bo‘lsin, u holda gruppaning 8 ta A1, A2, . . . , A8

Silov 7-qism gruppalari va 7 ta B1, B2, . . . , B7 Silov 2-qism gruppalari mavjud.
Ushbu Silov 7-qism gruppalari uchun |Ai| = 7 va Ai ∩ Aj = {e} tengliklar o‘rinli
bo‘ladi. Ixtiyoriy a ∈ Ai, a 6= e elementning tartibi 7 ga teng bo‘lganligidan G
gruppada tartibi 7 ga teng bo‘lgan 48 ta element mavjudligini hosil qilamiz.

Ikkinchi tomindan barcha Bi Silov 2-qism gruppalar 8 ta elementli bo‘lib,
|B1 ∩ B2| ≤ 4 bo‘ladi. Bundan esa, B1 ∪ B2 to‘plam kamida 12 ta element-
dan iborat ekanligi, hamda bu elementlarning barchasining tartibi 7 dan farqli
bo‘lishi kelib chiqadi. Shunday qilib, biz gruppada tartibi 7 ga teng bo‘lgan 48
ta, tartibi 7 dan farqli 12 ta element mavjudligini ko‘rsatdik. Bu esa, gruppaning
elementlari soni 56 ta ekanligiga zid. Demak, n7 = 8 va n2 = 7 bo‘lishi mumkin
emas. �

Shunday qilib, biz yuqoridagi mulohazalar va misollar orqali quyidagi teore-
mani hosil qildik.

4.3.5-teorema. Tartibi 60 dan kichik bo‘lgan nokommutativ sodda gruppa mavjud
emas.

Endi tartibi 60 ga teng bo‘lgan sodda gruppalarni o‘rganamiz. Ma’lumki,
tartibi 60 ga teng bo‘lgan kommutativ gruppalar sodda emas, chunki 60 soni mu-
rakkab son. Biz 1.5.4-teoremada A5 gruppaning sodda ekanligini isbotlagan edik.
Ushbu gruppaning tartibi 60 ga teng bo‘lib, u nokommutativ gruppadir. Demak,
tartibi 60 ga teng bo‘lgan sodda gruppa mavjud. Tabiiy ravishda, A5 gruppadan
boshqa tartibi 60 ga teng bo‘lgan sodda gruppa mavjudmu degan savol tug‘iladi.
Ushbu savolga javob berish uchun dastlab quyidagi lemmani isbotlaymiz.

4.3.1-lemma. Tartibi 60 ga teng bo‘lgan sodda gruppaning tartibi 12 ga teng
bo‘lgan qism gruppasi mavjud.

Isbot. Aytaylik, gruppaning Silov 5-qism gruppalari soni n5, Silov 2-qism
gruppalari soni esa n2 bo‘lsin. U holda n5 = 5m + 1, n5 | 60 va n2 = 2k + 1,
n2 | 60 bo‘ladi. Bundan esa, n5 = 1 yoki 6 ekanligini hosil qilamiz. Berilgan
gruppa sodda bo‘lganligi uchun n5 = 6, ya’ni grupaning 6 ta Silov 5-qism gruppasi
mavjud. Ushbu Silov 5-qism gruppalarni A1, A2, . . . , A6 kabi belgilasak, |Ai| = 5
bo‘lib, Ai ∩ Aj = {e}, i 6= j bo‘ladi. Bundan tashqari, a ∈ Ai, a 6= e element
uchun ord(a) = 5 ekanligidan gruppada tartibi 5 ga teng bo‘lgan 24 ta element
mavjud ekanligini hosil qilamiz.

Ikkinchi tomondan esa, n2 = 2k+1, n2 | 60 munosabatdan va gruppaning sod-
daligidan n2 = 3, 5, 15 bo‘lishi kelib chiqadi. Faraz qilaylik n2 = 15, ya’ni Silov
2-qism gruppalari 15 ta bo‘lsin. Ushbu Silov 2-qism gruppalarni B1, B2, . . . , B15

kabi belgilasak, |Bi ∩Bj| ≤ 2 bo‘ladi. Agar barcha i 6= j uchun Bi ∩Bj = {e}
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bo‘lsa, u holda
⋃
i

Bi to‘plam 46 ta elementni o‘z ichiga olib, uning barcha ele-

mentlari tartibi 5 dan farqli bo‘ladi. Biz yuqorida gruppaning tartibi 5 ga teng
bo‘lgan 24 ta elementi mavjud ekanligini ko‘rsatgan edik, bu esa gruppa element-
lari son 60 ta ekanligiga zid. Demak, Bi ∩ Bj 6= {e} bo‘ladigan Silov 2-qism
gruppalari mavjud. U holda |Bi ∩ Bj| = 2 bo‘lib, Bi ∩ Bj to‘plam Bi va Bj

gruppalarning normal qism gruppasi bo‘ladi. Bundan esa, Bi, Bj ⊆ N(Bi ∩ Bj),
ya’ni BiBj ⊆ N(Bi ∩ Bj) kelib chiqadi. N(Bi ∩ Bj) to‘plam G gruppaning qism
gruppasi ekanligi va |N(Bi ∩ Bj)| ≥ |BiBj| = 8 munosabatdan foydalansak,
|N(Bi ∩Bj)| = 12, 20, 30, yoki 60 bo‘lishini hosil qilamiz.

• Agar |N(Bi ∩ Bj)| = 60 bo‘lsa, u holda Bi ∩ Bj qism gruppa G da normal
bo‘ladi, bu esa G ning sodda ekanligiga zid.

• Agar |N(Bi∩Bj)| = 30 bo‘lsa, u holda N(Bi∩Bj) qism gruppa G da normal
bo‘ladi, bu ham G ning sodda ekanligiga zid.

• Agar |N(Bi ∩ Bj)| = 20 bo‘lsa, u holda [G : N(Bi ∩ Bj)] = 3 bo‘lib, 3! soni
60 ga bo‘linmaganligi uchun 4.1.1-natijaga ko‘ra G gruppaning normal qism
gruppasi mavjud.

Demak, |N(Bi∩Bj)| = 12, ya’ni G gruppaning tartibi 12 ga teng bo‘lgan qism
gruppasi mavjud.

Agar n2 = 3 bo‘lsa, u holda ixtiyoriy Bi Silov 2-qism gruppa uchun n2 =
3 = [G : N(Bi)] bo‘lib, |N(Bi)| = 20 ekanligini hosil qilamiz. Bu holda ham
yuqoridagi kabi, 4.1.1-natijaga ko‘ra G gruppaning normal qism gruppasi mavjud
ekanligi kelib chiqadi.

Agar n2 = 5 bo‘lsa, u holda n2 = 5 = [G : N(Bi)] bo‘lib, |N(Bi)| = 12, ya’ni
G gruppaning tartibi 12 ga teng bo‘lgan qism gruppasi mavjud bo‘ladi.

4.3.6-teorema. Tartibi 60 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy sodda gruppa A5 gruppaga
izomorf.

Isbot. Aytaylik, G tartibi 60 ga teng bo‘lgan sodda gruppa bo‘lsin. 4.3.1-
lemmaga ko‘ra G gruppaning tartibi 12 ga teng bo‘lgan H qism gruppasi mavjud.
U holda [G : H] = 5 bo‘lib, 4.1.1-tasdiqqa ko‘ra G gruppani S5 gruppaga aks-
lantirib, Kerf ⊆ H shartni qanoatlantiruvchi f : G → S5 gomomorfizm mavjud
ekanligi kelib chiqadi. G gruppa sodda bo‘lganligi uchun Kerf = {e}, ya’ni f aks-
lantirish inyektiv. Demak, G gruppa S5 gruppaning qandaydir T qism gruppasiga
izomorf bo‘ladi. Endi T = A5 ekanligini ko‘rsatamiz, buning uchun T to‘plamda
toq o‘rin almashtirish mavjud emasligini ko‘rsatish kifoya. Agar T to‘plamda
qandaydir toq o‘rin almashtirish yotsa, u holda T da yotuvchi barcha juft o‘rin
almashtirishlar to‘plami T ning notrivial normal qism gruppasi bo‘ladi. Bu esa
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ziddiyat, chunki, T gruppa sodda G gruppaga izomorf. Bundan esa, T = A5

ekanligini hosil qilamiz, ya’ni G ∼= A5.

4.3.2 Kichik tartibli gruppalarning tasnifi

Endi tartibi 15 dan katta bo‘lmagan gruppalarning to‘liq tasnifini keltiramiz. Ay-
taylik, G gruppaning tartibi n bo‘lsin. Agar n = 1 bo‘lsa, u holda G = {e}. Agar
n = 2, 3, 5, 7, 11 yoki 13 bo‘lsa, u holda G siklik bo‘lib, u Zn ga izomorf bo‘ladi.
Agar n = 4 bo‘lsa, u holda G gruppa Z4 va K4

∼= Z2 × Z2 gruppalardan biriga
izomorf bo‘lishi ma’lum (2.2.1-teoremaga qarang). Agar n = 6 bo‘lsa, u holda
G gruppa Z6 va S3

∼= D3 gruppalardan biriga izomorf bo‘ladi (2.2.2-teoremaga
qarang).

Agar n = 8 bo‘lib, G nokommutativ bo‘lsa, u holda G gruppa D4 va Q8

gruppalardan biriga izomorf ekanligi 2.2.3-teoremada ko‘rsatilgan edi. Tartibi 8 ga
teng bo‘lgan kommutativ gruppalar esa, Z8, Z4×Z2 va Z2×Z2×Z2 gruppalardan
iborat bo‘ladi.

Biz 4.3.1-misolda tartibi 9 ga teng bo‘lgan gruppa Z9 va Z3×Z3 gruppalardan
biriga izomorf bo‘lishini ko‘rsatgan bo‘lsak, 4.3.2-misoldan esa, tartibi 15 ga teng
bo‘lgan gruppa Z15 ga izomorf ekanligini kelib chiqadi.

Bundan tashqari, 4.3.3-teoremadan tartibi 10 ga teng bo‘lgan gruppa Z10 yoki
D5 gruppaga, tartibi 14 ga teng bo‘lgan gruppa esa Z14 yoki D7 gruppalardan
biriga izomorf bo‘lishi kelib chiqadi.

Shunday qilib, tartibi 15 gacha bo‘lgan gruppalarning to‘liq tasnifini olish
uchun faqatgina tartibi 12 ga teng bo‘lgan gruppalarning tasnifini keltirish ki-
foya.

Tartibi 12 ga teng bo‘lgan 5 ta gruppa mavjud bo‘lib, 2 tasi kommutativ
va 3 tasi nokommutativ gruppalardir. Kommutativ gruppalar Z12 va Z6 × Z2

gruppalardan biriga izomorf bo‘lsa, quyidagi teoremada tartibi 12 ga teng bo‘lgan
nokommutativ gruppalarning tasnifini keltiramiz.

4.3.7-teorema. Tartibi 12 ga teng bo‘lgan nokommutativ gruppalar quyidagi
o‘zaro izomorf bo‘lmagan gruppalarning biriga izomorf:

1) A4 – to‘rtinchi tartibli juft o‘rin almashtirishlar gruppasi.

2) D6 – oltinchi darajali Diedr gruppasi.

3) Ŝ3 = 〈a, b〉 – ikkita hosil qiluvchiga ega bo‘lib, a6 = e, ba = a−1b va b2 = a3

shartni qanoatlantiruvchu gruppa.

Isbot. Aytaylik, G nokommutativ gruppa bo‘lib, tartibi 12 ga teng bo‘lsin.
U holda uning Silov 2-qism gruppalari va Silov 3-qism gruppalari mavjud bo‘lib,
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ularning sonini mos ravishda n2 va n3 orqali belgilaymiz. Ma’lumki, n2 = 2k + 1
bo‘lib, n2 | 12, hamda o‘z navbatida n3 = 3k + 1 bo‘lib, n3 | 12. U holda n2 = 1
yoki 3, o‘z navbatida n3 = 1 yoki 4 ekanligi kelib chiqadi.

Agar n2 = 1 va n3 = 1 bo‘lsa, gruppaning Silov qism gruppalari har ikkalasi
ham normal bo‘luvchi bo‘ladi. Bundan esa, G gruppa ushbu gruppalarning to‘g‘ri
ko‘paytmasi shaklida yozilishi, ya’ni kommutativ ekanligi kelib chiqadi.

Agar n2 = 3 va n3 = 4 bo‘lsa, u holda har biri 3 ta elementdan iborat bo‘lgan
turli B1, B2, B3, B4 Silov 3-qism gruppalari uchun Bi ∩ Bj = {e} bo‘lib,

⋃
i

Bi

to‘plam 9 ta elementdan iborat bo‘ladi. Ikkinchi tomondan esa 4 ta elementdan
iborat turli A1, A2, A3 Silov 2-qism gruppalarining birlashmasida kamida 6 ta ele-
ment mavjud. Bu esa, |G| = 12 ekanligiga zid. Demak, n2 = 3 va n3 = 4 bo‘lishi
mumkin emas. Shunday qilib, biz n2 = 1, n3 = 4 va n2 = 3, n3 = 1 bo‘lgan
hollarni qarashimiz yetarli ekan.

Aytaylik, n2 = 1 va n3 = 4 bo‘lsin, ya’ni G gruppaning bitta Silov 2-qism
gruppasi va 3 ta Silov 3-qism gruppalari mavjud. U holda Silov 2-qism gruppa
normal qism gruppa bo‘lib, uni K orqali belgilaymiz, H esa biror Silov 3-qism
gruppa bo‘lsin, ya’ni K = {e, k1, k2, k3} va H = {e, h1, h2}. Ushbu H gruppaning
K normal qism gruppaga h ? k = hkh−1, ∀h ∈ H, ∀k ∈ K kabi aniqlangan
? : H × K → K ta‘sirini qaraymiz. Agar ushbu ta‘sirning barcha orbitalari
bitta elementli bo‘lsa, u holda k = hkh−1, ya’ni kh = hk bo‘lib, G gruppaning
kommutativ ekanligi kelib chiqadi. Demak, orbitalar ichida bitta elementdan farqli
bo‘lgani mavjud. |H| = 3 ekanligi uchun ushbu orbita ham 3 ta elementdan
iborat bo‘ladi. Demak, k1, k2, k3 elementlar bitta orbitada yotadi. Bundan esa,
ularning tartiblari bir xil ekanligi, ya’ni 2 ga teng bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,
K = {e, k1, k2, k3} gruppa K4 – to‘rtinchi tartibli Kleyn gruppasiga izomorf bo‘lar
ekan.

Bundan tashqari k1, k2, k3 elementlar bitta orbitada yotganligi uchun qanday-
dir h ∈ H element uchun

hk1h
−1 = k2, hk2h

−1 = k3, hk3h
−1 = k1

bo‘ladi. Bundan esa, G gruppaning barcha elementlari quyidagi ko‘rinishda
bo‘lishi kelib chiqadi

G = {e, k1, k2, k3, h, hk1, hk2, hk3, h2, h2k1, h2k2, h2k3}.

Shunday qilib, biz n2 = 1 va n3 = 4 bo‘lgan holda G gruppada ko‘paytmalar
yagona ravishda aniqlanishini hosil qildik. Ushbu gruppaning A4 ga izomorf ekan-
ligini tekshirish esa qiyin emas.

Endi n2 = 3 va n3 = 1 bo‘lgan holni qaraymiz. Ushbu holda H = {e, h1, h2}
Silov 3-qism gruppasi yagona bo‘lib, u normal bo‘ladi. Shuning uchun endi
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K = {e, k1, k2, k3} Silov 2-qism gruppaning H normal qism gruppaga k?h = khk−1

ta’sirini qaraymiz. Yuqoridagi kabi, ushbu ta’sirda elementlari soni bittadan ko‘p
orbita mavjud bo‘ladi, aks holda G kommutativ bo‘lib qoladi. Bundan esa, ikkita
elementdan iborat orbita mavjud bo‘lib, u {h1, h2} to‘plamdan iborat ekanligi ke-

lib chiqadi. |St(h1)| = |K|
|orb(h1)| = 2 ekanligidan K to‘plamda birlik elementdan

boshqa ki0h1 = h1ki0 shartni qanoatlantiruvchi ki0 element mavjud ekanligi kelib
chiqadi. Bundan esa ushbu ki0 element H ning barcha elementlari bilan o‘rin al-
mashinuvchi ekanligi kelib chiqib, uning tartibi 2 ga teng ekanligini hosil qilamiz.
Aks holda, ya’ni ki0 elementning tartibi 4 ga teng bo‘lsa, u holda G kommutativ
bo‘lib qoladi. Demak, A = H ∪ ki0H to‘plam 6 ta elementdan iborat bo‘lib, u
kommutativ qism gruppa bo‘ladi, ya’ni A ∼= Z6.

Endi A qism gruppaning a ∈ A hosil qiluvchi elementini va k ∈ K \ {e, ki0}
element olib, kak−1 elementni qaraymiz. Ushbu element uchun kak−1 ∈ A bo‘lib,
u a dan farqli bo‘ladi, aks holda G kommutativ bo‘lib qoladi. Bundan tashqari,
ord(kak−1) = ord(a) = 6 ekanligidan, kak−1 = a−1 bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,
G = A∪kA bo‘lib, a va b elementlar gruppaning hosil qiluvchi elementlari bo‘ladi,
bu yerda ord(a) = 6 bo‘lib, ord(k) esa 2 yoki 4. Agar ord(k) = 2 bo‘lsa, u holda
G ∼= D6 bo‘ladi. Agar ord(k) = 4 bo‘lsa, u holda K ∼= Z4 bo‘lib, biz Ŝ3 gruppani
hosil qilamiz.

Ta’kidlash joizki, biz yuqoridagi teoremada ikkita a, b hosil qiluvchiga ega
bo‘lib, a6 = e, ba = a−1b va b2 = a3 shartni qanoatlantiruvchi Ŝ3 = 〈a, b〉 gruppa
haqida aytib ketdik. Bu shartlarni qanoatlantiruvchi gruppaning yagona ekanli-
gini ko‘rsatish qiyin emas, quyidagi misolda esa, bunday gruppaning mavjudligini
ko‘rsatamiz.

4.3.5-misol. GL2(C) gruppaning quyidagi ikkita elementini olamiz:

A =

(
1 −1
1 0

)
, B =

(
i 0
i −i

)
.

Bu elementlar uchun ord(A) = 6, ord(B) = 4 va A3 = B2 ekanligini tek-
shirish qiyin emas. U holda H = 〈A,B〉 gruppa 12 ta elementdan iborat bo‘lib, Ŝ3

gruppaga izomorf bo‘ladi. Ushbu Ŝ3 gruppaning markazi Z(Ŝ3) = {e, a3} bo‘lib,
Ŝ3/Z(Ŝ3) faktor gruppa S3 ga izomorf bo‘ladi. Shuning uchun odatda ushbu gruppa
S3 gruppaning markaziy kengaytmasi deb ataladi.
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Shunday qilib, ushbu mavzuda biz kichik tartibli gruppalarning quyidagi
ko‘rinishdagi tasnifini hosil qildik.

Gruppaning Gruppalar Kommutativ Nokommutativ
tartibi soni gruppalar gruppalar

1 1 {e} −
2 1 Z2 −
3 1 Z3 −
4 2 Z4, Z2 × Z2 −
5 1 Z5 −
6 2 Z6 S3

7 1 Z7 −
8 5 Z8, Z4 × Z2, Z2 × Z2 × Z2, D4, Q8

9 2 Z9, Z3 × Z3 −
10 2 Z10 D5

11 1 Z11 −
12 5 Z12, Z6 × Z2 A4, D6, Ŝ3

13 1 Z13 −
14 2 Z14 D7

15 1 Z15 −

4.3.6-misol. Agar G gruppaning tartibi 231 ga teng bo‘lsa, u holda:

1) Gruppaning Silov 11-qism gruppasi normal ekanligini isbotlang.

2) Gruppaning Silov 7-qism gruppasi normal ekanligini isbotlang.

3) Gruppaning tartibi 77 ga teng bo‘lgan siklik qism gruppasi mavjud ekanligini
isbotlang.

4) Gruppaning H,G va L qism gruppalari mos ravishda uning Silov 11, 7 va
3-qism gruppalari bo‘lsa, G = HKL ekanligini isbotlang.

5) H ⊆ Z(G) ekanligini ko‘rsating.

Yechish. 1) 231 = 11 ·7 ·3 ekanligidan, uning Silov 11, 7 va 3-qism gruppalari
mavjud ekanligi kelib chiqadi. Silov 11-qism gruppalari soni n11 = 1 + 11k bo‘lib,
(1 + 11k)|3 · 7 ekanligidan n11 = 1 kelib chiqadi. Demak, gruppaning yagona Silov
11-qism gruppasi mavjud bo‘lib, u normal bo‘ladi.

2) Silov 7-qism gruppalari soni esa n7 = 1 + 7k bo‘lib, (1 + 11k)|3 · 11. Bundan
n7 = 1 kelib chiqadi, ya’ni Silov 7-qism gruppasi ham normal bo‘ladi.
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3) Gruppaning H Silov 11-qism gruppasa va K Silov 7-qism gruppalari normal
bo‘lganligi uchun HK ham normal qism gruppa bo‘lib, H ∩ K = {e} bo‘ladi,
demak HK = 77. Bundan tashqari, H va K gruppalar siklik bo‘lib, (7, 11) = 1
ekanligidan HK ning siklik qism gruppa ekanligi kelib chiqadi.

4) Gruppaning L Silov 3-qism gruppasi uchun L∩ (HK) = {e} bo‘ladi, chunki
HK qism gruppada tartibi 3 ga teng element mavjud emas. Bundan tashqari,

|HKL| = |HK| · |L|
|L ∩ (HK)|

=
77 · 3

1
= 231 = |G|

ekanligidan G = HKL kelib chiqadi.
5) HK siklik gruppa ekanligi uchun ixtiyoriy h ∈ H va k ∈ K uchun hk = kh

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Endi G/K faktor gruppani qarasak, |G/K| = 33 ekan-
ligidan, uning Silov 11 va 3-qism gruppalarining yagona ekanligini hosil qilamiz.
Demak, G/K faktor gruppa siklik bo‘ladi. Birlik elementdan farqli a ∈ L va
h ∈ H elementlarni olsak, a, h /∈ K bo‘lib, G/K faktor gruppaning kommuta-
tivligidan (aK)(hK) = (hK)(aK), ya’ni (ah)K = (ha)K tenglikka ega bo‘lamiz.
Bundan esa, (ah)−1(ha) ∈ K kelib chiqadi. H normal qism gruppa bo‘lganligi
uchun a−1ha ∈ H munosabatni, o‘z navbatida (ah)−1(ha) ∈ H ekanligini hosil
qilamiz. Demak, (ah)−1(ha) ∈ H ∩ K = {e}, ya’ni h−1a−1ha = e, bundan esa
ha = ah kelib chiqadi. Shunday qilib, biz ∀h ∈ H, ∀k ∈ K, ∀a ∈ L element-
lar uchun hk = kh va ha = ah, ekanligini hosil qildik. Bundan esa H ⊆ Z(G)
munosabat osongina kelib chiqadi. �

4.3.7-misol. Tartibi 255 ga teng bo‘lgan gruppaning siklik ekanligini isbotlang.

Yechish. 255 = 3 · 5 · 17 bo‘lganligi uchun, uning Silov 17, 5 va 3-qism
gruppalari mavjud. Ularning sonini mos ravishda n17, n5 va n3 kabi belgilasak,
n17 = 1+17m va n17 | 15 ekanligidan n17 = 1 bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, grup-
paning Silov 17-qism gruppasi normal bo‘ladi. Gruppaning Silov 5-qism grup-
palari soni uchun n5 = 1 + 5k va n5 | 51 bo‘lib, bundan n5 = 1 yoki n5 = 51
ekanligi kelib chiqadi. O‘z navbatida n3 = 1 + 3l va n3 | 85 ekanligidan n3 = 1
yoki n3 = 85 hosil bo‘ladi.

Agar n5 = 51 va n3 = 85 bo‘lsa, u holda 51 ta Silov 5-qism gruppalarning
birlashmasida tartibi 5 ga teng bo‘lgan jami 204 ta element yotadi. Xuddi shun-
day, 85 ta Silov 3-qism gruppalarning birlashmasida esa tartibi 3 ga teng bo‘lgan
170 ta element mavjudligi kelib chiqadi. Bu esa gruppaning elementlari 255 ta
ekanligiga zid. Demak, n5 = 1 yoki n3 = 1 tengliklardan hech bo‘lmaganda bittasi
o‘rinli bo‘lishi shart.

Aytaylik, n5 = 1 bo‘lsin, u holda K Silov 5-qism gruppasi ham normal bo‘lib,
H∩K = {e} bo‘ladi. Bundan esa, ∀h ∈ H va ∀k ∈ K uchun hk = kh ekanligi kelib
chiqadi. Avvalgi misolning 5) bandiga (4.3.6-misol) o‘xshab G/K faktor gruppani
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qaragan holda H ⊆ Z(G) ekanligini hosil qilish mumkin. Bundan esa, |Z(G)| =
17, 51, 85 yoki 255 ekanligi, o‘z navbatida |G/Z(G)| = 15, 5, 3 yoki 1 bo‘lishi kelib
chiqadi. Tartibi 15, 5, 3 va 1 bo‘lgan gruppalar siklik bo‘lganligi uchun G/Z(G)
faktor gruppa siklik, ya’ni G kommutativ bo‘ladi. Bu esa, gruppaning Silov 3-qism
gruppasi ham yagona ekanligini anglatadi, ya’ni n3 = 1. Demak, tartibi 255 ga
teng bo‘lgan gruppa tartiblari 17, 5 va 3 bo‘lgan siklik qism gruppalarning to‘g‘ri
ko‘paytmasidan iborat bo‘ladi. 17, 5 va 3 sonlarining o‘zaro tub ekanligidan esa,
gruppaning siklik ekanligi kelib chiqadi.

Agar n3 = 1 deb faraz qilinsa ham, xuddi yuqoridagi mulohazalar kabi n5 = 1
ekanligini hosil qilish mumkin. �

4.3.8-misol. Tartibi 455 ga teng bo‘lgan gruppaning siklik ekanligini isbotlang.

Yechish. |G| = 455 = 5 · 7 · 13 bo‘lganligi uchun gruppaning Silov 13-qism
gruppasi mavjud va ularning soni n13 = 1 + 13k, n13 | 35. Bundan esa, n13 = 1
ekanligi kelib chiadi. Demak, G gruppaning H Silov 13-qism gruppasi normal
bo‘ladi. Bundan esa, N(H) = G kelib chiqadi. Endi Aut(H) ni qarasak, H
ning tartibi 13 ga teng bo‘lganligidan |Aut(H)| = 12 ekanligini hosil qilamiz.
Bundan tashqari, N(H)/C(H) faktor gruppadan Aut(H) gruppaga monomor-
fizm mavjud. Demak, |N(H)/C(H)| soni 12 ning bo‘luvchisi bo‘ladi. Ikkinhi
tomondan esa |N(H)/C(H)| soni 455 ning bo‘luvchisi. (455, 12) = 1 ekanligi-
dan |N(H)/C(H)| = 1 kelib chiqadi, demak, C(H) = N(H) = G. Bundan esa,
H ⊆ Z(G) ekanligiga ega bo‘lamiz. |Z(G)| soni 455 ning bo‘luvchisi bo‘lganligi
uchun |Z(G)| = 13, 65, 91 yoki 455 ekanligi, bundan esa, |G/Z(G)| = 35, 7, 5 yoki
1 bo‘lishi kelib chiqadi. Ushbu hollarning barchasida G/Z(G) gruppaning siklik
ekanligini, ya’ni kommutativligini hosil qilamiz. Bu esa, G gruppaning yagona K
Silov 5-qism gruppaga va yagona L Silov 7-qism gruppaga ega ekanligini anglatadi.
Bundan G = H ×K × L ekanligi, ya’ni uning siklik bo‘lishi kelib chiqadi. �

4.3.3 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Tartibi 125 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppaning sodda emasligini ko‘rsating.

2. Tartibi 65 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppaning sodda emasligini ko‘rsating.

3. Tartibi 130 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppaning sodda emasligini ko‘rsating.

4. Tartibi 75 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppaning sodda emasligini ko‘rsating.

5. Tartibi 96 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppaning sodda emasligini ko‘rsating.

6. Tartibi 150 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppaning sodda emasligini ko‘rsating.

7. Tartibi 200 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppaning sodda emasligini ko‘rsating.
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8. Tartibi 133 ga teng bo‘lgan gruppaning siklik ekanligini ko‘rsating.

9. Tartibi 665 ga teng bo‘lgan gruppaning siklik ekanligini ko‘rsating.

10. Yagona Silov 2-qism gruppaga ega bo‘lib, tartibi 100 bo‘lgan gruppaning
kommutativ ekanligini isbotlang.

11. Tartibi 70 ga teng bo‘lgan gruppaning tartibi 35 ga teng bo‘lgan siklik qism
gruppasi mavjud ekanligini isbotlang.

12. Tartibi 385 ga teng bo‘lgan gruppaning Silov 7-qism gruppasi gruppa
markaziga qism ekanligini isbotlang.

13. Tartibi 1045 ga teng bo‘lgan gruppaning Silov 11-qism gruppasining normal
bo‘lishini va Silov 19-qism gruppasi gruppa markaziga qism ekanligini isbot-
lang.

14. Tartibi 627 ga teng bo‘lgan gruppaning Silov 19-qism gruppasining normal
bo‘lishini va Silov 11-qism gruppasi gruppa markaziga qism ekanligini isbot-
lang.

15. Tartibi 168 ga teng bo‘lgan sodda gruppaning sakkizta Silov 7-qism gruppasi
mavjudligini va tartibi 14 ga teng qism gruppasi mavjud emasligini ko‘rsating.

16. Izomorfizm aniqligida tartibi 70 ga teng bo‘lgan barcha gruppalarni toping.

17. Dn diedr gruppasining markazini toping.

18. D2n va D2n+1 gruppalarning qo‘shma sinflarini toping.

19. Agar G gruppaning tartibi p2q2 ga teng bo‘lsa, (p, q – tub sonlar va p > q)
u holda uning Silov p-qism gruppalari sonini aniqlang.

20. Tartibi p2q2 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy gruppaning sodda emasligini ko‘rsating.

4.4 Yechiluvchan va nilpotent gruppalar

Biz avvalgi mavzularda kommutativ va chekli gruppalar bilan yaqindan tani-
shib, ularning xossalari va tasniflarini keltirdik. Lekin hayotda kommutativ
bo‘lmagan gruppalar ham, cheksiz gruppalar ham juda ko‘p uchraydi. Bunday
gruppalarni sanoqli sondagi kamayuvchi normal qatorlar yordamida, chekli grup-
palar bilan bog‘lash orqali o‘rganish mumkin. Kommutativ gruppalarning muhim
umumlashmalari bu yechiluvchan va nilpotent gruppalar hisoblanadi. Yechiluv-
chan gruppalarni kommutativ gruppaning bir necha marta kengaytmasini ol-
ish orqali hosil qilingan gruppa deb aytish mumkin. Nilpotent gruppalar sinfi
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esa, kommutativ gruppalar bilan yechiluvchan gruppalarning orasida yotuvchi
sinf hisoblanadi. Yechiluvchan gruppalarning asosiy jihati shundan iboratki,
ular algebraik tenglamalarni radikallarda yechish masalasi bilan uzviy bog‘liq.
Ma’lumki, darajasi 5 gacha bo‘lgan algebraik tenglamalarnigina radikallarda
yechish mumkin bo‘lib, undan yuqori darajali algebraik tenglamalarni esa
radikallarda yechish mumkin emas. Ushbu masala Sn o‘rin almashtirishlar grup-
pasining yechiluvchan bo‘lishi bilan ekvivalent bo‘lib, n < 5 bo‘lganda Sn gruppa
yechiluvchan, n ≥ 5 bo‘lganda esa yechiluvchan bo‘lmaydi.

4.4.1 Yechiluvchan gruppalar

Biz dastlab, yechiluvchan va nilpotent gruppalarni ta’rifini keltirish uchun zaruriy
bo‘lgan tushunchalarni kiritib olamiz. Bizga G gruppa va uning quyidagi shartni
qanoatlantiruvchi Hi qism gruppalari berilgan bo‘lsin

G = H0 ⊇ H1 ⊇ H2 ⊇ · · · ⊇ Hn = {e}. (4.3)

Agar ushbu Hi qism gruppalar turli xil bo‘lsa, ya’ni Hi 6= Hi+1, 0 ≤ i ≤
n bo‘lsa, u holda n soni ushbu qatorning uzunligi deyiladi. Ya’ni qatorning
uzunligi, turli qism gruppalarning sonidir.

4.4.1-ta’rif. • Agar (4.3) qatorda Hi qism gruppa Hi+1 ning normal qism grup-
pasi bo‘lsa, u holda ushbu qatorga subnormal qator deyiladi.

• Agar (4.3) qatorda har bir Hi qism gruppa G gruppaning normal qism grup-
pasi bo‘lsa, u holda ushbu qatorga normal qator deyiladi.

Ta’kidlash joizki, ixtiyoriy normal qator subnormal qator bo‘ladi. Chunki,
Hi gruppa G da normal bo‘lishidan Hi+1 da ham normal bo‘lishi kelib chiqadi.
Ushbu Hi/Hi+1 faktor gruppalarga faktorlar deb ataladi. Agar Hi = Hi+1 bo‘lsa,
u holda Hi/Hi+1 faktorga trivial faktor deb ataladi. Demak, subnormal(normal)
qatorning uzunligi, bu trivial bo‘lmagan faktorlarning soniga teng bo‘ladi.

Agar G gruppada H0 = G va H1 = {e} deb olsak, u holda ixtiyoriy gruppaning
normal qatorga ega ekanligini hosil qilamiz, ya’ni

G = H0 ⊇ H1 = {e}.

Ushbu normal qator trivial normal qator deb ataladi.
Quyidagi misolda subnormal bo‘lib, normal bo‘lmaydigan qatorga misol kelti-

ramiz.

4.4.1-misol. S4 o‘rin almashtirishlar gruppasida

H1 = {e, (1 2) ◦ (3 4), (1 3) ◦ (2 4), (1 4) ◦ (2 3)}
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va
H2 = {e, (1 2) ◦ (3 4)}

deb olsak, S4 = H0 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ H3 = {e} qator subnormal qator bo‘lib, normal
qator bo‘lmaydi. Chunki, H2 qism gruppa H1 qism gruppada normal, lekin S4

gruppaning normal qism gruppasi emas.

Kommutativ gruppalar uchun ixtiyoriy subnormal qator, normal qator bo‘ladi,
chunki kommutativ gruppalarning ixtiyoriy qism gruppasi normal qism gruppa
bo‘ladi. Masalan, (Z12,+12) gruppaning quyidagi normal qatorlari mavjud:

Z12 ⊃ 〈6〉 ⊃ {0},
Z12 ⊃ 〈3〉 ⊃ 〈6〉 ⊃ {0},
Z12 ⊃ 〈2〉 ⊃ 〈4〉 ⊃ {0},
Z12 ⊃ 〈2〉 ⊃ 〈6〉 ⊃ {0}.

Endi subnormal qatorlarning ekvivalentligi tushunchasini kiritamiz.

4.4.2-ta’rif. Bizga G gruppaning ikkita subnormal qatorlari berilgan bo‘lsin:

G = H0 ⊇ H1 ⊇ H2 ⊇ · · · ⊇ Hn−1 ⊇ Hn = {e}, (4.4)

G = K0 ⊇ K1 ⊇ K2 ⊇ · · · ⊇ Km−1 ⊇ Km = {e}. (4.5)

Agar ushbu subnormal qatorlarning faktorlari o‘rtasida o‘zaro bir qiymatli moslik
o‘rnatish mumkin bo‘lib, mos faktorlar o‘zaro izomorf bo‘lsa, u holda ushbu qator-
lar ekvivalent deyiladi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, ekvivalent subnormal qatorlarning uzunliklari teng
bo‘ladi. Quyidagi misolda butun sonlar gruppasininng ikkita ekvivalent subnor-
mal qatorlariga misol keltiramiz.

4.4.2-misol. Z gruppaning quyidagi subnormal qatorlarini qaraymiz:

Z ⊃ 4Z ⊃ 12Z ⊃ 24Z ⊃ 120Z ⊃ {0}, (4.6)

Z ⊃ 2Z ⊃ 8Z ⊃ 24Z ⊃ 120Z ⊃ {0}. (4.7)

Birinchi qatorning faktorlari

Z/4Z ∼= Z4, 4Z/12Z ∼= Z3, 12Z/24Z ∼= Z2, 24Z/120Z ∼= Z5, 120Z/{0} ∼= Z

bo‘lsa, ikkinchi qatorning faktorlari esa,

Z/2Z ∼= Z2, 2Z/8Z ∼= Z4, 8Z/24Z ∼= Z3, 24Z/120Z ∼= Z5, 120Z/{0} ∼= Z.

bo‘ladi.
Ko‘rinib turibdiki, ushbu faktorlar orasida o‘zaro bir qiymatli moslik mavjud

bo‘lib, ular izomorf bo‘ladi. Demak, ushbu ukkita subnormal qator ekvivalent bo‘lar
ekan.
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Endi yechiluvchan gruppa ta’rifini kiritamiz.

4.4.3-ta’rif. Agar G gruppada

G = H0 ⊇ H1 ⊇ H2 ⊇ · · · ⊇ Hn−1 ⊇ Hn = {e}

subnormal qator mavjud bo‘lib, Hi/Hi+1 faktor gruppalar kommutativ bo‘lsa, u
holda G gruppaga yechiluvchan gruppa deb ataladi. Berilgan qatorga esa G
gruppaning yechiluvchan qatori deyiladi.

Ma’lumki, ixtiyoriy kommutativ gruppa yechiluvchandir, chunki kommutativ
gruppaning trivial normal qatori ham yechiluvchan qator bo‘ladi. Shuning uchun
S1 va S2 gruppalar yechiluvchan gruppalar bo‘ladi. Quyidagi misollarda S3 va S4

gruppalarning yechiluvchan ekanligini ko‘rsatamiz.

4.4.3-misol. S3 o‘rin almashtirishlar gruppasida H1 = {e, (1 2 3), (1 3 2)} qism
gruppani qarasak,

S3 ⊃ H1 ⊃ {e}
qator yechiluvchan qator bo‘ladi. Demak, S3 yechiluvchan gruppa.

4.4.4-misol. S4 o‘rin almashtirishlar gruppasida H1 = A4 va H2 =
{e, (1 2) ◦ (3 4), (1 3) ◦ (2 4), (1 4) ◦ (2 3)} qism gruppalarni qarasak,

S4 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ {e}

qator yechiluvchan qator bo‘ladi. Demak, S4 yechiluvchan gruppa.

Demak, Sn o‘rin almashtirishlar gruppasi n ≤ 4 bo‘lganda yechiluvchan gruppa
bo‘lar ekan. Biz keyinroq Sn, n ≥ 5 gruppalarning yechiluvchan bo‘lmasligini is-
botlaymiz. Quyidagi teoremada esa ixtiyoriy yechiluvchan gruppaning qism grup-
pasi ham, gomomorf obrazi ham yechiluvchan bo‘lishini ko‘rsatamiz.

4.4.1-teorema. Agar G gruppa yechiluvchan bo‘lsa, u holda uning ixtiyoriy qism
gruppasi ham, gomomorf obrazi ham yechiluvchan bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, bizga

G = H0 ⊇ H1 ⊇ H2 ⊇ · · · ⊇ Hn−1 ⊇ Hn = {e}

yechiluvchan qator berilgan bo‘lib, K esa G gruppaning qism gruppasi bo‘lsin.
Quyidagi Ki = K ∩Hi qism gruppalar uchun

K = K0 ⊇ K1 ⊇ K2 ⊇ · · · ⊇ Kn−1 ⊇ Kn = {e}

qatorni yechiluvchan qator bo‘lishini ko‘rsatamiz. Hi+1 C Hi bo‘lganligi uchun
Ki+1 CKi ekanligi osongina kelib chiqadi. Bundan tashqari Ki+1 = Ki ∩Hi+1 va
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Ki/Ki+1 = Ki/(Ki ∩ Hi+1) ekanligidan izomorfizm haqidagi ikkinchi teoremaga
ko‘ra

Ki/Ki+1
∼= (KiHi+1)/Hi+1

bo‘lishi kelib chiqadi. Hi/Hi+1 faktor gruppaning kommutativligi va
(KiHi+1)/Hi+1 ≤ Hi/Hi+1 ekanligidan Ki/Ki+1 gruppaning ham kommutativligi
kelib chiqadi. Bundan esa, K qism gruppaning yechiluvchan ekanligi kelib chiqadi.

Endi G gruppaning gomomorf obrazi yechiluvchan bo‘lishini ko‘rsatamiz. Ay-
taylik, f : G→ G′ epimorfizm berilgan bo‘lsin. H ′i = f(Hi) to‘plamlarni qarasak,
f epimorfizm bo‘lganligi uchun f(Hi+1)C f(Hi) bo‘ladi. Demak,

G′ = H ′0 ⊇ H ′1 ⊇ H ′2 ⊇ · · · ⊇ H ′n−1 ⊇ H ′n = {e} (4.8)

qator subnormal qator bo‘ladi. Biz endi H ′i/H
′
i+1 faktorlarning kommutativ ekan-

ligini ko‘rsatamiz. Buning uchun g(hi) = f(hi)H
′
i+1 kabi aniqlangan g : Hi →

H ′i/H
′
i+1 akslantirishni qaraymiz. Ushbu g akslantirish epimorfizm bo‘lib, ixti-

yoriy hi+1 ∈ Hi+1 uchun

g(hi+1) = f(hi+1)H
′
i+1 = f(hi+1)f(Hi+1) = f(Hi+1) = H ′i+1

bo‘ladi. Bundan esa Hi+1 ⊆ Kerg ekanligi kelib chiqadi. Demak, g epimor-
fizm orqali Hi/Hi+1 gruppadan H ′i/H

′
i+1 gruppaga epimorfizm aniqlash mumkin.

Bundan esa, H ′i/H
′
i+1 faktorlarning kommutativ ekanligi, ya’ni G′ gruppaning

yechiluvchanligi kelib chiqadi.
4.4.1-teoremadan quyidagi natijani hosil qilamiz.

4.4.1-natija. Agar G yechiluvchan gruppa bo‘lib, H uning normal qism gruppasi
bo‘lsa, u holda H va G/H gruppalar ham yechiluvchan bo‘ladi.

Quyidagi teoremada esa, yuqoridagi natijaning teskarisi ham o‘rinli ekanligini
ko‘rsatamiz.

4.4.2-teorema. Agar G gruppaning H normal qism gruppasi berilgan bo‘lib, H va
G/H gruppalar yechiluvchan bo‘lsa, u holda G gruppa ham yechiluvchan bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, G/H yechiluvchan gruppa uchun

G/H = K0 ⊇ K1 ⊇ K2 ⊇ · · · ⊇ Km−1 ⊇ Km = {eH} = {H}

yechiluvchan qator berilgan bo‘lsin. U holda, G gruppaning K i = Ki/H
va Ki+1 C Ki shartlarni qanoatlantiruvchi Ki, 0 ≤ i ≤ m qism gruppalari
mavjud. Izomorfizm haqidagi uchinchi teoremaga ko‘ra Ki/Ki+1

∼= K i/K i+1

bo‘lib, Ki/Ki+1 gruppalarning ham kommutativ ekanligi kelib chiqadi.
Ikkinchi tomondan esa, H yechiluvchan bo‘lganligi uchun

H = H0 ⊇ H1 ⊇ H2 ⊇ · · · ⊇ Hn−1 ⊇ Hn = {e}



4.4. YECHILUVCHAN VA NILPOTENT GRUPPALAR 143

yechiluvchan qator mavjud. U holda

G = K0 ⊇ K1 ⊇ K2 ⊇ · · · ⊇ Km−1 ⊇ H ⊇ H1 ⊇ H2 ⊇ · · · ⊇ Hn−1 ⊇ Hn = {e}

qator ham yechiluvchan bo‘ladi. Demak, G gruppa ham yechiluvchan.

Endi gruppaning yechiluvchan bo‘lishini uning kommutanti orqali ifodalovchi
natijani keltiramiz. Ma’lumki, G gruppaning kommutanti

[G,G] = 〈[a, b] = aba−1b−1 | a, b ∈ G〉

to‘plamdan iborat bo‘lib, u normal qism gruppa bo‘ladi (1.6.3-tasdiqqa qarang).
Bundan tashqari, G/[G,G] faktor gruppa kommutativ bo‘ladi.

4.4.3-teorema. Bizga G gruppa va uning H qism gruppasi berilgan bo‘lsin.
[G,G] ⊆ H bo‘lishi uchun H CG va G/H faktor gruppaning kommutativ bo‘lishi
zarur va yetarli.

Isbot. Aytaylik, [G,G] ⊆ H bo‘lsin, u holda ixtiyoriy h ∈ H va a ∈ G uchun
aha−1h−1 ∈ [G,G] ⊆ H bo‘lib, aha−1 = (aha−1h−1)h ∈ H ekanligi kelib chiqadi.
Demak, H normal qism gruppa bo‘ladi. Endi G/H gruppaning kommutativligini
ko‘rsatamiz. Buning uchun ixtiyoriy aH, bH ∈ G/H elementlarni olsak,

(aH)(bH)(aH)−1(bH)−1 = aHbHa−1Hb−1H = aba−1b−1H

bo‘ladi. aba−1b−1 ∈ [G,G] ⊆ H ekanligidan (aH)(bH)(aH)−1(bH)−1 = H

bo‘lishi, ya’ni aHbH = bHaH ekanligi kelib chiqadi.

Va aksincha, agar H C G bo‘lib, G/H kommutativ bo‘lsa, u holda a, b ∈ G
elementlar uchun (aH)(bH) = (bH)(aH) tenglikdan aba−1b−1 ∈ H munosabat
kelib chiqadi. Bu esa, [G,G] ⊆ H ekanligini anglatadi.

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz

G(1) = [G,G], G(k+1) = [G(k), G(k)], k ≥ 1.

U holda biz kommutantlardan iborat quyidagi qatorga ega bo‘lamiz

G ⊇ G(1) ⊇ G(2) ⊇ G(3) ⊇ . . . .

Ushbu qator G gruppaning hosilaviy qatori deb ataladi. Quyidagi teore-
mada berilgan gruppaning yechiluvchan bo‘lishini hosilaviy qator orqali beriluvchi
zaruriy va yetarlilik kriteriyasini keltiramiz.

4.4.4-teorema. G gruppa yechiluvchan bo‘lishi uchun shunday m ∈ N soni topi-
lib, G(m) = {e} bo‘lishi zarur va yetarli.
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Isbot. Aytaylik, G(m) = {e} bo‘lsin, u holda

G ⊇ G(1) ⊇ G(2) ⊇ · · · ⊇ G(m−1) ⊇ G(m) = {e}

qator yechiluvchan qator bo‘lib, G gruppaning yechiluvchanligini hosil qilamiz.
Endi G gruppa yechiluvchan bo‘lsa G(m) = {e} shartni qanoatlantiradigan m

soni mavjud ekanligini ko‘rsatamiz. G gruppa yechiluvchan bo‘lganligi uchun

G = H0 ⊇ H1 ⊇ H2 ⊇ · · · ⊇ Hn−1 ⊇ Hn = {e}

yechiluvchan qator mavjud. Hi+1 CHi va Hi/Hi+1 faktorning kommutativ ekan-
ligidan 4.4.3-teoremaga ko‘ra [Hi, Hi] ⊆ Hi+1 ekanligi kelib chiqadi. Bundan esa,

H1 ⊇ [H0, H0] = G(1), H2 ⊇ [H1, H1] = G(2), . . . , {e} = Hn ⊇ [Hn−1, Hn−1] = G(n)

ekanligini hosil qilamiz. Demak, G(n) = {e}.
Endi Sn o‘rin almashtirishlar gruppasining n ≥ 5 bo‘lganda yechiluvchan

emasligini ko‘rsatamiz.

4.4.5-teorema. Sn(n ≥ 5) o‘rin almashtirishlar gruppasi yechiluvchan emas.

Isbot. Aytaylik, Sn gruppaning H qism gruppasi berilgan bo‘lib, u uzunligi
3 ga teng bo‘lgan barcha sikllarni o‘z ichiga olsin. Ixtiyoriy π = (a b c) ∈ H
sikl uchun a, b, c sonlaridan farqli d, f sonlarni olib (n ≥ 5 bo‘lgani uchun bunday
sonlar mavjud), α = (a b d) va β = (a c f) sikllarni qaraymiz. U holda π, α, β ∈ H
bo‘lib,

(a b c) = (a b d) ◦ (a c f) ◦ (a d b) ◦ (a f c) = αβα−1β−1 ∈ [H,H]

bo‘ladi. Bu esa, uzunligi 3 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy π = (a b c) siklning [H,H]

kommutantda yotishini bildiradi. Bundan esa, S
(1)
n = [Sn, Sn] ham uzunligi 3 ga

teng bo‘lgan barcha sikllarni o‘z ichiga olishi kelib chiqadi. Induktiv ravishda,
ixtiyoriy k ≥ 1 uchun S

(k)
n qism gruppa uzunligi 3 ga teng bo‘lgan barcha sikllarni

o‘z ichiga olishiga ega bo‘lamiz. Demak, S
(m)
n = {e} tenglik o‘rinli bo‘ladigan m

soni mavjud emas. Ya’ni Sn (n ≥ 5) gruppa yechiluvchan emas.

4.4.2 Nilpotent gruppalar

Endi nilpotent gruppalar ta’rifini kiritib ularning xossalarini keltiramiz.

4.4.4-ta’rif. Agar G gruppada Gi/Gi+1 ⊆ Z(G/Gi+1) shartni qanoatlantiruvchi

G = G0 ⊇ G1 ⊇ G2 ⊇ · · · ⊇ Gn−1 ⊇ Gn = {e}

normal qator mavjud bo‘lsa, u holda G gruppaga nilpotent gruppa deb ataladi.
Berilgan qatorga esa G gruppaning markaziy qatori deyiladi.
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Ta’kidlash joizki, ixtiyoriy normal qator subnormal bo‘lganligi va Z(G/Gi)
gruppaning kommutativligidan, ixtiyoriy nilpotent gruppaning yechiluvchan ekan-
ligi kelib chiqadi. Bundan tashqari, ixtiyoriy kommutativ gruppa ham nilpotent
bo‘ladi. Quyidagi misolda esa, yechiluvchan S3 gruppaning nilpotent emasligini
ko‘rsatamiz.

4.4.5-misol. S3 o‘rin almashtirishlar gruppasi uchun ikkita normal qator mavjud
bo‘lib, ular quyidagilardan iboratdir

S3 ⊇ {e}

va
S3 ⊇ {e, (1 2 3), (1 3 2)} ⊇ {e}.

Birinchi qator uchun S3/{e} * Z(S3/{e}) ekanligi ravshan.
Ikkinchi qator uchun esa H1/{e} * Z(S3/{e}) bo‘ladi, bu yerda H1 =

{e, (1 2 3), (1 3 2)}. Demak, S3 gruppa nilpotent emas.

Quyidagi teoremada ixtiyoriy chekli p-gruppasining nilpotent ekanligini
ko‘rsatamiz.

4.4.6-teorema. Chekli p-gruppa nilpotent bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, G gruppa chekli p-gruppa bo‘lsin. Agar |G| = 1 bo‘lsa, u
holda uning nilpotent ekanligi ma’lum. Aytaylik, |G| > 1 bo‘lsin, u holda p-
gruppaning markazi uchun |Z(G)| > 1 ekanligidan H1 = Z(G) 6= {e} bo‘ladi
(4.2.3-teoremaga ko‘ra). Agar G 6= Z(G) bo‘lsa, u holda |G/Z(G)| > 1 bo‘lib,
G/Z(G) ham p-gruppa bo‘lganligi uchun |Z(G/H1)| > 1. U holda G gruppaning
shunday H2 normal qism gruppasi topilib, H1 ⊂ H2 va H2/H1 = Z(G/H1) bo‘ladi.
Natijada biz {e} ⊂ H1 ⊂ H2 qatorni hosil qilamiz. Agar G 6= H2 bo‘lsa, u holda
ushbu jarayonni yana davom ettirgan holda,

{e} ⊂ H1 ⊂ H2 ⊂ · · · ⊂ Hn

normal qatorni hosil qilamiz. G gruppa chekli bo‘lganligi uchun bu jarayon chekli
qadamdan keyin to‘xtaydi, ya’ni Hn = G bo‘ladi. Ushbu normal qator uchun
Hi+1/Hi = Z(G/Hi) ekanligidan G gruppaning nilpotentligi kelib chiqadi.

Endi berilgan G gruppa uchun quyi markaziy qator tushunchasini kiritamiz.
Gruppaning G[i] qism gruppalarini quyidagicha aniqlaymiz

G[1] = G, G[2] = [G[1], G], . . . , G[i] = [G[i−1], G], i ≥ 1.

U holda ushbu qator

G = G[1] ⊇ G[2] ⊇ G[3] ⊇ . . .

markaziy qator bo‘lib, uni G gruppaning quyi markaziy qatori deb ataladi.
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4.4.7-teorema. G gruppa nilpotent bo‘lishi uchun G[n] = {e} shartni qanoat-
lantiruvchi n natural son topilishi zarur va yetarli.

Isbot. Aytaylik, qandaydir natural n soni uchun G[n] = {e} bo‘lsin. U holda

{e} = G[n] ⊆ G[n−1] ⊆ · · · ⊆ G[2] ⊆ G[1] = G

qator markaziy qator bo‘lib, G gruppaning nilpotent ekanligi kelib chiqadi.
Endi buning aksini, ya’ni agar G gruppa nilpotent bo‘lsa, u holda G[m] =

{e} shartni qanoatlantiruvchi m natural soni mavjudligini ko‘rsatamiz. Gruppa
nilpotent bo‘lganligi uchun

{e} = G0 ⊆ G1 ⊆ G2 ⊆ · · · ⊆ Gn = G

markaziy qator mavjud. U holda Gi+1/Gi ⊆ Z(G/Gi) bo‘lib, ∀gi+1 ∈ Gi+1 va
g ∈ G uchun gi+1Gi · gGi = gGi · gi+1Gi bo‘ladi. Bundan esa, gi+1gGi = ggi+1Gi

ekanligi, ya’ni g−1i+1g
−1gi+1gGi = Gi bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa, g−1i+1g

−1gi+1g ∈
Gi ekanligini, ya’ni [Gi+1, G] ⊆ Gi bo‘lishini anglatadi.

Biz endi G[i] ⊆ Gn−i+1, 1 ≤ i ≤ n+ 1 ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun i

ga nisbatan induksiya metodidan foydalanamiz. G[1] = G = Gn ekanligidan ushbu
munosabatning i = 1 da o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Faraz qilaylik, G[j] ⊆ Gn−j+1

munosabat o‘rinli bo‘lsin. U holda

G[j+1] = [G[j], G] ⊆ [Gn−j+1, G] ⊆ Gn−j.

Demak, G[i] ⊆ Gn−i+1 munosabat i = 1, 2, . . . , n+ 1 lar uchun o‘rinli. Demak,
G[n+1] ⊆ G0 = {e} bo‘ladi.

Yuqoridagi teoremadan foydalanib, nilpotent gruppaning ixtiyoriy qism grup-
pasi ham nilpotent bo‘lishini ko‘rsatish qiyin emas. Chunki, agar G gruppa nilpo-
tent bo‘lsa, u holda qandaydir n soni uchun G[n] = {e} bo‘ladi. Gruppaning
ixtiyoriy H qism gruppasi uchun H [i] ⊆ G[i] ekanligidan H [n] = {e} bo‘lishi, ya’ni
qism gruppaning ham nilpotentligi kelib chiqadi.

Endi gruppa uchun yuqori markaziy qator tushunchasini kiritamiz. Beril-
gan G gruppa uchun Z0(G) = {e} va Z1(G) = Z(G) kabi belgilashlarni kirita-
miz. Z1(G) qism gruppa G da normal bo‘lganligi uchun G/Z1(G) faktor grup-
pani qarash mumkin, hamda Z(G/Z1(G)) ham o‘z navbatida faktor gruppa-
ning normal qism gruppasi bo‘ladi. U holda G gruppaning Z1(G) ⊆ Z2(G) va
Z2(G)/Z1(G) = Z(G/Z1(G)) shartlarni qanoatlantiruvchi yagona Z2(G) normal
qism gruppasi mavjud.

Ushbu jarayonni davom ettirgan holda, Zi(G) ⊆ Zi+1(G) va Zi+1(G)/Zi(G) =
Z(G/Zi(G)) shartlarni qanoatlantiruvchi

{e} = Z0(G) ⊆ Z1(G) ⊆ Z2(G) ⊆ · · · ⊆ Zn(G) ⊆ . . .
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qatorni hosil qilamiz. Ushbu Zi(G) qism gruppalar G da normal bo‘lganligi uchun,
biz hosil qilgan qator normal qator bo‘ladi. Ushbu qatorga G gruppaning yuqori
markaziy qatori deb ataladi.

Ta’kidlash joizki, agar G gruppada qandaydir n natural son uchun Zn(G) = G
tenglik o‘rinli bo‘lsa, biz hosil qilgan

{e} = Z0(G) ⊆ Z1(G) ⊆ Z2(G) ⊆ · · · ⊆ Zn(G) = G

qator markaziy qator bo‘ladi, chunki Zi+1(G)/Zi(G) = Z(G/Zi(G)).
Demak, agar Zn(G) = G bo‘lsa, u holda G nilpotent bo‘ladi. Quyidagi teore-

mada esa, ushbu munosabatning teskarisi ham o‘rinli ekanligini isbotlaymiz.

4.4.8-teorema. Agar G gruppa nilpotent bo‘lsa, u holda n natural soni mavjud
bo‘lib, G = Zn(G) bo‘ladi.

Isbot. Gruppa nilpotent ekanligidan

{e} = G0 ⊆ G1 ⊆ G2 ⊆ · · · ⊆ Gn = G

markaziy qator mavjud ekanligi kelib chiqadi. Ya’ni Gi/Gi−1 ⊆ Z(G/Gi−1). Teo-
remani isbotlash uchun induktiv tarzda Gi ⊆ Zi(G) ekanligini ko‘rsatamiz. i = 0
uchun G0 = {e} = Z0(G) bo‘lib, induksiya bazasi o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
Aytaylik, Gj ⊆ Zj(G) bo‘lsin, u holda [Gj+1, G] ⊆ Gj ⊆ Zj(G) ekanligidan foy-
dalansak, ∀gj+1 ∈ Gj+1 va ∀g ∈ G uchun g−1j+1g

−1gj+1g ⊆ Zj(G) kelib chiqadi.
Bundan gj+1Zj(G) · gZj(G) = gZj(G) · gj+1Zj(G) tenglikka ega bo‘lamiz. Bu
esa gj+1Zj(G) ∈ Z(G/Zj(G)) = Zj+1(G)/Zj(G) ekanligini, ya’ni gj+1 ∈ Zj+1(G)
bo‘lishini anglatadi. Demak, Gj+1 ⊆ Zj+1(G). U holda Gn = G ekanligidan
Zn(G) = G bo‘lishi kelib chiqadi.

Quyidagi lemmada yuqori markaziy qator uchun o‘rinli bo‘ladigan xossalardan
birini keltiramiz.

4.4.1-lemma. Agar G gruppa H va K gruppalarning to‘g‘ri ko‘paytmasidan iborat
bo‘lsa, ya’ni G = H ×K bo‘lsa, u holda Zi(G) = Zi(H)× Zi(K) bo‘ladi.

Isbot. Lemmani i ga nisbatan induksiya usulidan foydalanib isbotlaymiz.
Agar i = 1 bo‘lsa, u holda

Z1(G) = Z(G) = Z(H ×K) = Z(H)× Z(K) = Z1(H)× Z1(K)

ekanligidan lemmaning o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi.
Faraz qilaylik, lemmadagi tenglik i = k uchun o‘rinli bo‘lsin, ya’ni Zk(G) =

Zk(H)×Zk(K). Biz uni i = k+ 1 uchun o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. Ma’lumki,
Zk+1(G) qism gruppa G gruppaning Zk(G) ⊆ Zk+1(G) va Zk+1(G)/Zk(G) =
Z(G/Zk(G)) shatlarni qanoatlantiruvchi yagona normal qism gruppasi. Tabiiy
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ravishda aniqlanuvchi quyidagi ψ : H/Zi(H)×K/Zi(K)→ (H ×K)/Zi(H ×K)
izomorfizmni qaraymiz. U holda

Z(G/Zk(G)) = Z
(
(H ×K)/Zk(H ×K)

)
= Z

(
(H ×K)/Zk(H)× Zk(K)

)
= Z

(
ψ((H/Zk(H))× (K/Zk(K)))

)
= ψ

(
Z(H/Zk(H)×K/Zk(K))

)
= ψ

(
Z(H/Zk(H))× Z(K/Zk(K))

)
= ψ

(
Zk+1(H)/Zk(H)× Zk+1(K)/Zk(K)

)
=
(
Zk+1(H)× Zk+1(K)

)
/
(
Zk(H)× Zk(K)

)
=
(
Zk+1(H)× Zk+1(K)

)
/Zk(H ×K)

=
(
Zk+1(H)× Zk+1(K)

)
/Zk(G).

Demak, Zk+1(G) = Zk+1(H)× Zk+1(K).
Yuqoridagi lemmadan nilpotent gruppalarning to‘g‘ri ko‘paytmasi yana nilpo-

tent bo‘lishi kelib chiqadi. Chunki, agar H va K gruppalar nilpotent bo‘lsa, u
holda Zn(H) = H va Zn(K) = K bo‘lib, Zn(H ×K) = Zn(H)×Zn(K) = H ×K
ekanligidan ularning to‘g‘ri ko‘paytmasi ham nilpotent bo‘lishini hosil qilamiz.
Ushbu mulohazani umumlashtirgan holda quyidagi teoremaga ega bo‘lamiz.

4.4.9-teorema. Agar G1, G2, . . . , Gn gruppalar nilpotent bo‘lsa, u holda G1×G2×
· · · ×Gn gruppa ham nilpotent bo‘ladi.

Quyidagi teoremada biz gruppaning nilpotent bo‘lishiga ekvivalent bo‘lgan bir
qancha shartlarni keltiramiz. Xususan, ushbu teorema nilpotent gruppalarni p-
gruppalar orqali to‘liq tasniflash imkonini beradi.

4.4.10-teorema. Bizga G chekli gruppa berilgan bo‘lsin. U holda quyidagilar
ekvivalent:

1) G gruppa nilpotent.

2) G gruppaning ixtiyoriy maksimal qism gruppasi normal.

3) G gruppaning ixtiyoriy Silov qism gruppasi normal.

4) G gruppa p-gruppalarning to‘g‘ri ko‘paytmasi shaklida ifodalanadi.

Isbot. 1) ⇒ 2) G gruppa nilpotent bo‘lganligi uchun

{e} = G0 ⊆ G1 ⊆ G2 ⊆ · · · ⊆ Gn = G

markaziy qator mavjud. Aytaylik, H maksimal qism gruppa bo‘lsin, u holda
G0 ⊆ H ⊂ Gn va H 6= G bo‘lgani uchun Gm ⊆ H va Gm+1 6⊆ H shartlarni qanoat-
lantiruvchi m ≥ 0 soni topiladi. Demak, a ∈ Gm+1, a /∈ H element mavjud. Endi
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aGm ∈ Z(G/Gm) ekanligidan ixtiyoriy h ∈ H uchun (aGm)(hGm) = (hGm)(aGm)
ekanligiga, ya’ni h−1a−1ha = (ah)−1ha ∈ Gm ⊆ H munosabatga ega bo‘lamiz. Bu
esa, a−1ha ∈ H, ya’ni a−1Ha ⊆ H ekanligini anglatadi. Xuddi shunga o‘xshab,
aHa−1 ⊆ H munosabatni ham hosil qilish mumkin. Demak, a−1Ha = H, bu
esa, a ∈ N(H) ekanligini bildiradi. Natijada biz H 6= N(H) munosabatga ega
bo‘ldik. H ning maksimalligidan esa, N(H) = G hosil bo‘ladi. Ya’ni H normal
qism gruppa.

2) ⇒ 3) Faraz qilaylik, G gruppaning biror P Silov p-qism gruppasi beril-
gan bo‘lib, u normal qism gruppa bo‘lmasin. G gruppa chekli bo‘lganligi uchun
N(P ) qism gruppani o‘z ichiga oluvchi H maksimal qism gruppa mavjud, ya’ni
N(P ) ⊆ H. U holda H normal qism gruppa bo‘lib, ixtiyoriy a ∈ G uchun

aPa−1 ⊆ aN(P )a−1 ⊆ aHa−1 = H

bo‘ladi. Bu esa, P va aPa−1 Silov p-qism gruppalarining H ga ham qism bo‘lishini
bildiradi. Demak, h ∈ H element topilib, h(aPa−1)h−1 = P bo‘ladi. Bundan esa,
ha ∈ N(P ) ⊆ H ekanligi, hamda a = h−1(ha) ∈ H kelib chiqadi. Ya’ni H = G

bu esa H ning maksimal ekanligiga zid. Demak, P normal qism gruppa.
3) ⇒ 4) Agar G gruppaning ixtiyoriy Silov qism gruppasi normal bo‘lsa, u

holda G gruppa Silov qism gruppalarning to‘g‘ri ko‘paytmasi shaklida ifodala-
nishini ko‘rsatish qiyin emas. Silov qism gruppalari p-gruppalar bo‘lganligi uchun
berilgan gruppa p-gruppalarning to‘g‘ri ko‘paytmasi shaklida ifodalanadi.

4) ⇒ 1) Ushbu natija 4.4.6-teorema va 4.4.9-teoremalardan bevosita kelib
chiqadi.

Biz Silov teoremalari mavzusida kommutativ gruppalar uchun Lagranj teore-
masining teskarisi o‘rinli ekanligini ko‘rsatgan edik. Ya’ni kommutativ gruppaning
tartibi m ga teng bo‘lib, n soni m ning bo‘luvchisi bo‘lsa, u holda gruppada tar-
tibi n ga teng bo‘lgan qism gruppa mavjud bo‘ladi. Quyidagi teoremada nilpotent
gruppalar uchun ham Lagranj teoremasining teskarisi o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz.

4.4.11-teorema. Aytaylik, G nilpotent gruppa bo‘lib, |G| = m bo‘lsin. Agar n | m
bo‘lsa, u holda G gruppa tartibi n ga teng bo‘lgan qism gruppaga ega.

Isbot. Aytaylik, m = pr11 p
r2
2 . . . p

rk
k bo‘lib, Hi, 1 ≤ i ≤ k qism gruppalar G

gruppaning Silov p-qism gruppalari bo‘lsin. U holda G = H1 × H2 × H · · · ×
Hk bo‘lib, ixtiyoriy n | m soni n = pt11 p

t2
2 . . . p

tk
k ko‘rinishida bo‘ladi. |Hi| =

prii bo‘lganligi uchun bu qism gruppalarning tartibi ptii ga teng bo‘lgan Ai qism
gruppalari mavjud. U holda B = A1 × A2 × · · · × Ak qism gruppaning tartibi n
ga teng bo‘ladi.

4.4.6-misol. Yechiluvchan G gruppaning H (H 6= {e}) qism gruppasi uchun
H(1) 6= H ekanligini isbotlang.
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Yechish. Faraz qilaylik, H(1) = H bo‘lsin, u holda, H(2) = [H(1), H(1)] =
[H,H] = H(1) = H 6= {e} ekanligidan, induktiv tarzda H(n) = H 6= {e} bo‘lishini
hosil qilamiz. Ikkinchi tomondan esa, G gruppa yechiluvchan bo‘lganligi uchun
uning H qism gruppasi ham yechiluvchan bo‘ladi. Bu esa, qandaydir k uchun
H(k) = {e} bo‘lishini anglatadi. Natijada biz ziddiyatga ega bo‘lamiz, demak,
H(1) 6= H. �

4.4.7-misol. GLn(R), n ≥ 3 gruppaning yechiluvchan emasligini ko‘rsating.

Yechish. Aytaylik, G = GLn(R) bo‘lsin. Eij orqali ai,j = 1 va qolgan ele-
mentlari nolga teng bo‘lgan n-tartibli matritsani belgilaymiz. U holda

EijErs =

{
Eis, agar j = r,

0, agar j 6= r.

Bundan tashqari, I birlik matritsa uchun i 6= j da I + Eij ∈ G bo‘lib, (I +
Eij)

−1 = I − Eij bo‘ladi. Aytaylik, T = 〈I + Eij | i 6= j〉 bo‘lsin, ya’ni T orqali
{I + Eij | i 6= j} elementlardan hosil bo‘lgan qism gruppani belgilaylik. U holda
n ≥ 3 bo‘lganligi uchun shunday k, 1 ≤ i 6= k 6= j ≤ n soni topilib,

(I + Eik)(I + Ekj)(I + Eik)
−1(I + Ekj)

−1 = (I + Eik)(I + Ekj)(I − Eik)(I − Ekj)

= (I + Ekj + Eik + Eij)(I + Ekj + Eik + Eij) = (I + Eij)

bo‘ladi. Bu esa (I + Eij) ∈ T (1) ekanligini anglatadi, ya’ni T = T (1). Demak, T
yechiluvchan emas, bundan esa, G gruppaning ham yechiluvchan emasligi kelib
chiqadi. �

4.4.8-misol. D4 gruppa uchun markaziy qator toping.

Yechish. Ma’lumki, D4 = 〈a, b〉 bo‘lib, ord(a) = 4, ord(b) = 2 va ba = a3b.
Ushbu gruppa uchun quyidagi qatorni qaraymiz

{e} ⊆ {e, a2} ⊆ {e, a, a2, a3} ⊆ D4,

ya’ni G0 = {e}, G1 = {e, a2}, G2 = {e, a, a2, a3} va G3 = D4. Ma’lumki,
ushbu qator normal qator bo‘lib, |D4/G1| = 4 va |D4/G2| = 2 ekanligidan
D4/G1 va D4/G2 gruppalarning kommutativ ekanligi kelib chiqadi. Demak,
G2/G1 ⊆ D4/G1 = Z(D4/G1) va D4/G2 ⊆ Z(D4/G2) = D4/G2. Bundan tashqari,
Z(D4) = {e, a2} = G1 ekanligidan G1/G0 ⊆ Z(D4/G0) munosabatni hosil qilamiz.
Demak, keltirilgan G0 ⊆ G1 ⊆ G2 ⊆ G2 qator markaziy qator bo‘ladi. �

4.4.3 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Z20 gruppa uchun mumkin bo‘lgan barcha normal qatorlarni tuzing.
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2. Quyidagi gruppalar uchun mumkin bo‘lgan barcha normal qatorlarni tuzing:

K4, S3, D4, Q8, Z3 × Z3, Z15, A4, S4.

3. Quyidagi gruppalar uchun mumkin bo‘lgan barcha subnormal qatorlarni tuz-
ing:

S3, D4, Q8, A4, S4.

4. Tartibi quyidagi sonlarga teng bo‘lgan gruppalarning yechiluvchan ekanligini
isbotlang:

12, 15, 20, 21, 28, 35, 36, 42, 45, 100.

5. Tartibi quyidagi sonlarga teng bo‘lgan gruppalarning nilpotent ekanligini is-
botlang:

16, 27, 33, 35, 45, 51, 65.

6. D5 gruppaning nilpotent emasligini ko‘rsating.

7. Dn gruppaning yechiluvchan ekanligini isbotlang.

8. Dn gruppa nilpotent bo‘lishi uchun n = 2m bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini
isbotlang.

9. Agar G gruppaning N normal qism gruppasi uchun N ∩G(1) = {e} bo‘lsa, u
holda N ⊆ Z(G) va Z(G/N) = Z(G)/N ekanligini isbotlang.

10. Tartibi pq (p, q – tub sonlar) bo‘lgan ixtiyoriy gruppa yechiluvchan ekanligini
isbotlang.

11. Tartibi p2q (p, q – tub sonlar) bo‘lgan ixtiyoriy gruppa yechiluvchan ekanligini
isbotlang.

12. Tartibi pqr (p, q, r – tub sonlar) bo‘lgan ixtiyoriy gruppa yechiluvchan ekan-
ligini isbotlang.

13. Tartibi p2q2 (p, q – tub sonlar) bo‘lgan ixtiyoriy gruppa yechiluvchan ekan-
ligini isbotlang.

14. Quyidagi gruppalarning hosilaviy qatorlarini aniqlang:

D4, Q8, A4, S4, S3 × Z2, S3 × Z3, S3 × S3.

15. Quyidagi gruppalarning quyi markaziy qatorlarini aniqlang:

D4, Q8, A4, S4, S3 × Z2, S3 × Z3, S3 × S3.
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16. Isbotlang: [Sn, Sn] = An.

17. Isbotlang: [An, An] = An, n ≥ 5.

18. Quyidagilarni aniqlang:

• [SL2(Z2), SL2(Z2)].

• [GL2(Z2), GL2(Z2)].

• [SL2(Z3), SL2(Z3)].

• [GL2(Z3), GL2(Z3)].

19. Isbotlang: [GLn(R), GLn(R)] = SLn(R).

20. Isbotlang: [SLn(R), SLn(R)] = SLn(R).

21. Yuqori uchburchak ko‘rinishidagi teskarilanuvchi matritsalar gruppasi
(ko‘paytirish amaliga nisbatan) yechiluvchan ekanligini isbotlang.

22. Yechiluvchan gruppalarning to‘g‘ri ko‘paytmasi yechiluvchan bo‘lishini isbot-
lang.

23. S3 × Z gruppa cheksiz yechiluvchan gruppa ekanligini isbotlang.

24. G gruppa yechiluvchan bo‘lishi uchun G/Z(G) faktor gruppaning yechi-
luvchan bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

25. G gruppaning A qism gruppasi va B normal qism gruppasi berilgan bo‘lsin.
Agar A va B qism gruppalar yechiluvchan bo‘lsa, u holda AB ham yechi-
luvchan ekanligini isbotlang.

26. Nilpotent gruppaning gomomorf obrazi ham nilpotent bo‘lishini isbotlang.

27. O‘zi nilpotent bo‘lmagan, lekin qandaydir normal qism gruppasi bo‘yicha
faktor gruppasi nilpotent bo‘lgan gruppaga misol keltiring.



BOB 5

Halqalar va ideallar

Biz avvalgi boblarda bitta binar amalga ega bo‘lgan algebraik sistemalarni, ya’ni
gruppalarni batafsil o‘rgandik. Ushbu bobda esa ikkita binar amal bilan aniqlanu-
vchi algebraik sistema bo‘lgan halqa tushunchasini kiritamiz. Gruppadagi ko‘plab
tushunchalarning analoglari halqalar uchun ham aniqlanishi bilan bir qatorda,
faqat halqalarga tegishli bo‘lgan tushunchalar ham mavjud. Biz ushbu bobda
gruppalar nazariyasidan ma’lum bo‘lib, halqalar uchun ham analoglariga ega
bo‘lgan xossalarni keltirganimizda, ba’zi tasdiq va teoremalarning isbotlarini
qisqacha keltirib ketamiz.

5.1 Halqalar va ularning turlari

Bizga bo‘sh bo‘lmagan R to‘plam berilgan bo‘lib, unda ikkita binar amal aniqlan-
gan bo‘lsin. Ushbu binar amallarni + va · kabi belgilab, ularni shartli ravishda
qo‘shish va ko‘paytirish amallari deb ataymiz.

5.1.1-ta’rif. Bo‘sh bo‘lmagan R to‘plamda aniqlangan + va · binar amallari
quyidagi shartlarni qanoatlantirsa:

1) (R,+) kommutativ gruppa;

2) (R, ·) yarim gruppa;

3) Barcha a, b, c ∈ R elementlar uchun

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c), (b+ c) · a = (b · a) + (c · a)

u holda (R,+, ·) uchlikka halqa deyiladi.

Boshqacha qilib aytganda, bo‘sh bo‘lmagan R to‘plamdagi + va · binar
amallari uchun quyidagi aksiomalar bajarilsa, u holda (R,+, ·) halqa deb ataladi:
(R1) Ixtiyoriy a, b, c ∈ R elementlar uchun (a+ b) + c = a+ (b+ c).
(R2) Ixtiyoriy a, b ∈ R elementlar uchun a+ b = b+ a.

153
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(R3) Shunday 0 ∈ R element mavjudki, ixtiyoriy a ∈ R uchun a+ 0 = a.
(R4) Ixtiyoriy a ∈ R uchun shunday −a ∈ R element mavjudki, bunda
a+ (−a) = 0.
(R5) Ixtiyoriy a, b, c ∈ R elementlar uchun (a · b) · c = a · (b · c).
(R6) Ixtiyoriy a, b, c ∈ R elementlar uchun a · (b + c) = (a · b) + (a · c) va
(b+ c) · a = (b · a) + (c · a).

Halqadagi 0 elementni halqaning nol elementi deyiladi. Odatda halqalar
uchun a·b o‘rniga ab belgilashdan a+(−b) o‘rniga esa a−b belgilashdan foydalanish
qabul qilingan.

5.1.1-misol. Z butun sonlar to‘plami odatdagi qo‘shish va ko‘paytirish amallari-
ga nisbatan halqa bo‘ladi. Bundan tashqari, ratsional sonlar to‘plami Q, haqiqiy
sonlar to‘plami R va kompleks sonlar to‘plami C ham qo‘shish va ko‘paytirish
amallariga nisbatan halqa tashkil qiladi.

5.1.2-ta’rif. R halqaning barcha a, b ∈ R elementlari uchun ab = ba tenglik o‘rinli
bo‘lsa, u holda R halqa kommutativ halqa deyiladi. Kommutativ bo‘lmagan
halqalarga esa nokommutativ halqa deb ataladi.

Agar R halqada ko‘paytirish amaliga nisbatan birlik element mavjud bo‘lsa,
ya’ni shunday e ∈ R element topilib, ixtiyoriy a ∈ R uchun ea = a = ae teng-
lik o‘rinli bo‘lsa, u holda ushbu e elementga halqaning birlik elementi deyiladi.
Gruppalar nazariyasidan ma’lumki, ixtiyoriy algebraik sistemaning birlik elementi
yagona bo‘ladi. Demak, halqaning birlik elementi ham yagona bo‘lib, biz uni 1
orqali belgilaymiz. Birlik elementga ega bo‘lgan halqa biri bor halqa deb ataladi.

5.1.2-misol. (Z,+, ·), (Q,+, ·) (R,+, ·) va (C,+, ·) halqalar biri bor kommutativ
halqalarga misol bo‘ladi.

5.1.3-misol. (2Z,+, ·) juft sonlar to‘plami birlik elementga ega bo‘lmagan halqa
bo‘ladi.

5.1.4-misol. Agar R kommutativ halqa bo‘lsa, u holda R ustida aniqlangan bir
o‘zgaruvchili ko‘phadlar to‘plami R[x], ko‘phadlarni qo‘shish va ko‘paytirish amal-
lari bilan birgalikda kommutativ halqa bo‘ladi. Xususan, (Z[x],+, ·), (Q[x],+, ·),
(R[x],+, ·) va (C[x],+, ·) halqalar kommutativ bo‘ladi.

5.1.5-misol. Chegirmalar sinfi Zn = {0, 1, . . . , n} to‘plam unda aniqlangan
qo‘shish va ko‘paytirish amallari bilan birgalikda halqa tashkil qiladi. (Zn,+n, ·n)
halqa chegirmalar halqasi deb ataladi.

Yuqorida biz faqat kommutativ halqalarga misollar keltirdik. Quyidagi misol-
da esa nokommutativ halqaga misol keltiramiz.
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5.1.6-misol. Elementlari biror R halqadan olingan n-tartibli kvadrat matritsalar
to‘plami Mn(R) matritsalarni qo‘shish va ko‘paytirish amallariga nisbatan halqa
tashkil qiladi. Matritsalarni ko‘paytirish amali uchun kommutativlik o‘rinli
bo‘lmaganligi sababli (Mn(R),+, ·) nokommutativ halqa bo‘ladi.

Yuqoridagi misoldan ko‘rinadiki, Mn(Z), Mn(Q), Mn(R) va Mn(C) halqalar,
ya’ni elementlari mos ravishda butun, ratsional, haqiqiy va kompleks sonlar-
dan iborat bo‘lgan n-tartibli kvadrat matritsalar to‘plami nokommutativ halqa
bo‘ladi. Ushbu matritsalar to‘plamlarida birlik matritsa yotganligini hisobga ol-
sak, ular birlik elementga ega bo‘lgan halqalar bo‘ladi. Mn(2Z) to‘plam, ya’ni
elementlari juft sonlardan iborat matritsalar to‘plami esa birlik elementga ega
bo‘lmagan nokommutativ halqa bo‘ladi.

Endi halqaning ayrim elementar xossalarini keltiramiz.

5.1.1-teorema. R halqa va ixtiyoriy a, b ∈ R elementlar uchun quyidagi tengliklar
o‘rinli:

1) a0 = 0a = 0.

2) a(−b) = (−a)b = −(ab).

Isbot. 1) aa + a0 = a(a + 0) = aa tenglikdan a0 elementning qo‘shishga
nisbatan neytral element ekanligi kelib chiqadi, demak, a0 = 0. Xuddi shunga
o‘xshab 0a = 0 tenglikni hosil qilish mumkin.

2) 0 = a(b− b) = ab+ a(−b) tenglikdan a(−b) = −(ab) ekanligi kelib chiqadi.
Xuddi shunga o‘xshab (−a)b = −(ab) tenglik ham osongina ko‘rsatiladi.

Ta’kidlash joizki, agar R biri bor halqa bo‘lib, R 6= {0} bo‘lsa, u holda uning
0 va 1 elementlari har xil bo‘ladi. Haqiqatdan ham, agar 1 = 0 bo‘lsa, u holda
ixtiyoriy a ∈ R element uchun a = a1 = a0 = 0. Bu esa R 6= {0} ekanligiga zid.

Aytaylik, R biri bor halqa bo‘lsin. Agar u ∈ R element uchun shunday v ∈ R
element topilib, uv = vu = 1 shart bajarilsa, u holda u element teskarilanuvchi
deyiladi, v element esa u elementning teskarisi deb ataladi va u−1 kabi belgilanadi.

5.1.2-teorema. R biri bor halqaning barcha teskarilanuvchi elementlaridan tuzil-
gan T to‘plam uchun quyidagilar o‘rinli:

1) T 6= ∅.

2) 0 /∈ T.

3) ∀a, b ∈ T uchun ab ∈ T .

Isbot. 1) 1 · 1 = 1 = 1 · 1 bo‘lganligi uchun 1 ∈ T , demak T 6= ∅.
2) Ixtiyoriy v ∈ R element uchun 0v = 0 ekanligi va 0 6= 1 bo‘lganligi uchun

0 /∈ T bo‘ladi.
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3) Aytaylik, a, b ∈ T bo‘lsin, u holda c, d ∈ R elementlar topilib, ac = ca = 1
va bd = db = 1. Ushbu

(ab)(dc) = a(bd)c = ac = 1,

(dc)(ab) = d(ca)b = db = 1

tengliklardan esa ab elementning teskarilanuvchi ekanligi kelib chiqadi, ya’ni
ab ∈ T .

Yuqoridagi teoremadan kelib chiqadiki, biri bor halqaning barcha teskarilanuv-
chi elementlaridan tashkil topgan to‘plam ko‘paytirish amaliga nisbatan gruppa
tashkil qiladi.

5.1.3-ta’rif. Agar biri bor halqaning ixtiyoriy noldan farqli elementi teskarilanuv-
chi bo‘lsa, u holda u jism deyiladi. Kommutativ jismga maydon deb ataladi.

Ta’kidlash joizki, (R,+, ·) halqa jism bo‘lishi uchun (R\{0}, ·) algebraik siste-
maning gruppa bo‘lishi zarur va yetarli. O‘z navbatida R halqa maydon bo‘lishi
uchun esa (R \ {0}, ·) algebraik sistemaning kommutativ gruppa bo‘lishi zarur va
yetarli.

5.1.7-misol. 1) Butun sonlar halqasi (Z,+, ·) maydon tashkil qilmaydi, chunki
uning 1 va -1 dan boshqa elementlari teskarilanuvchi emas.

2) Ratsional, haqiqiy va kompleks sonlar to‘plami (Q,+, ·), (R,+, ·), (C,+, ·)
maydon bo‘ladi.

Endi halqalarda yana bir muhim tushuncha bo‘lgan nolning bo‘luvchisi tushun-
chasini kiritamiz.

5.1.4-ta’rif. Halqaning noldan farqli a ∈ R elementi uchun, shunday noldan farqi
b ∈ R element topilib, ab = 0 yoki ba = 0 bo‘lsa, u holda a element nolning
bo‘luvchisi deb ataladi.

Ta’kidlash joizki, jismda xususan maydonda, nolning bo‘luvchisi mavjud emas.
Chunki, ab = 0 bo‘lsa, u holda b = (a−1a)b = a−1(ab) = a−10 = 0 tenglikdan b = 0
ekanligi kelib chiqadi.

5.1.5-ta’rif. Nolning bo‘luvchisiga ega bo‘lmagan kommutativ biri bor halqaga bu-
tunlik sohasi deyiladi.

5.1.8-misol. Butun sonlar halqasi (Z,+, ·) butunlik sohasi bo‘ladi. Juft sonlar
to‘plami (2Z,+, ·) esa birlik elementga ega bo‘lmagan kommutativ halqa bo‘lib,
nolning bo‘luvchilari mavjud emas.
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5.1.9-misol. Matritsalar halqasi (M2(R),+, ·) nokommutativ halqa bo‘lish bilan

birgalikda, nolning bo‘luvchilariga ega. Xususan,

(
1 0
0 0

)
va

(
0 1
0 0

)
mat-

ritsalar nolning bo‘luvchilari bo‘ladi, chunki(
1 0
0 0

)
·
(

0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
.

Quyidagi teoremada nolning bo‘luvchilari bilan halqadagi qisqartirish qoidasi
orasidagi bog‘lanishni keltiramiz.

5.1.3-teorema. Nolning bo‘luvchisiga ega bo‘lmagan halqada qisqartirish qoidasi
o‘rinli, ya’ni, a, b, c ∈ R, a 6= 0 elementlar uchun ab = ac ekanligidan b = c
kelib chiqadi (ba = ca ekanligidan b = c kelib chiqadi). Bu qisqartirish qoidalari
mos ravishda chap va o‘ng qisqartirish qoidalari deb ataladi. Va aksincha, agar
qisqartirish qoidalaridan (chap yoki o‘ng) biri o‘rinli bo‘lsa, u holda R nolning
bo‘luvchisiga ega emas.

Isbot. Faraz qilaylik, R nolning bo‘luvchisiga ega bo‘lmasin. Aytaylik,
a, b, c ∈ R elementlar uchun ab = ac bo‘lib, a 6= 0 bo‘lsin. U holda ab − ac = 0
ekanligidan a(b− c) = 0 kelib chiqadi. R nolning bo‘luvchisiga ega bo‘lmaganligi
va a 6= 0 ekanligidan b− c = 0, ya’ni b = c kelib chiqadi. Xuddi shunga o‘xshab,
ba− ca = 0 ekanligidan ham b = c tenglikni keltirib chiqarish mumkin.

Va aksincha, R halqada qisqartirish qoidalaridan biri aytaylik, chap qisqar-
tirish qoidasi o‘rinli bo‘lsin. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni R halqa nolning
bo‘luvchisiga ega bo‘lsin. Aytaylik, a ∈ R element nolning bo‘luvchisi bo‘lsin,
ya’ni b 6= 0 element topilib ab = 0. U holda ab = a0 ekanligidan va chap qisqar-
tirish qoidasi o‘rinliligidan b = 0 kelib chiqadi. Bu esa, a nolning bo‘luvchisi
ekanligiga zid. Demak, R nolning bo‘luvchisiga ega emas.

5.1.6-ta’rif. Elementlari soni chekli bo‘lgan halqa chekli halqa, aks holda chek-
siz halqa deyiladi.

Chegirmalar halqasi (Zn,+n, ·n) chekli halqa bo‘lsa, (Z,+, ·), (Q,+, ·)(R,+, ·)
va (Mn(R),+, ·) halqalar cheksiz halqalar bo‘ladi. Bundan tashqari, (Zn,+n, ·n)
halqa n murakkab son bo‘lgan holda nolning bo‘luvchisiga ega bo‘lgan halqa
bo‘ladi. Masalan, (Z6,+6, ·6) halqada 2 · 3 = 0, ya’ni 2 va 3 nolning bo‘luvchilari.

Quyidagi teoremada nolning bo‘luvchisiga ega bo‘lmagan chekli kommutativ
halqa maydon bo‘lishini ko‘rsatamiz.

5.1.4-teorema. Elementlari kamida ikkita bo‘lgan, nolning bo‘luvchisiga ega
bo‘lmagan chekli kommutativ halqa maydon bo‘ladi.
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Isbot. Aytaylik, R nolning bo‘luvchisiga ega bo‘lmagan kommutativ halqa
bo‘lib, elementlari n ta bo‘lsin, u holda R = {a1, a2, . . . , an}. Biz ushbu halqaning
maydon bo‘lishini ko‘rsatishimiz uchun, uning birlik elementga ega ekanligini va
ixtiyoriy noldan farqli elementi teskarilanuvchiligini ko‘rsatishimiz kerak. Ixtiyoriy
a ∈ R element uchun

aa1, aa2, . . . , aan

elementlarni qaraymiz. Ma’lumki, ushbu elementlar turli xil bo‘ladi, chunki
agar aai = aaj bo‘lsa, u holda 5.1.3-teoremaga ko‘ra ushbu halqada qisqar-
tirish qoidasi o‘rinli bo‘lib, bundan ai = aj ekanligi kelib chiqadi. Demak,
R = {aa1, aa2, . . . , aan}. U holda bu elementlar ichida a ga teng bo‘lgani mavjud,
ya’ni qandaydir k uchun aak = a. R halqaning kommutativligini hisobga olsak,
aka = aak = a kelib chiqadi. Endi ushbu ak elementning birlik element ekanligini
ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy b ∈ R element olsak, bu elementni b = aaj ko‘rinishida
yozish mumkin. U holda

bak = akb = ak(aaj) = (aka)aj = aaj = b

ekanligidan ak elementning birlik elementligi kelib chiqadi.
Endi ixtiyoriy a elementning teskarilanuvchi ekanligini ko‘rsatamiz. Ushbu

ak birlik element ham R da yotganligi uchun ak ∈ {aa1, aa2, . . . , aan}. Bu esa
qandaydir s uchun aas = ak ekanligini bildiradi. R halqa kommutativ bo‘lganligi
uchun asa = aas = ak. Demak, a element teskarilanuvchi. Bundan esa, R halqa-
ning barcha elementlari teskarilanuvchi ekanligi kelib chiqadi. Shunday qilib, biz
R halqaning maydon ekanligini ko‘rsatdik.

Yuqoridagi teoremadan ushbu natijalarni olishimiz mumkin.

5.1.1-natija. Ixtiyoriy chekli butunlik sohasi maydon bo‘ladi.

5.1.2-natija. Zn halqa maydon bo‘lishi uchun n tub son bo‘lishi zarur va yetarli.

5.1.1 Nilpotent va idempotent elementlar

R halqaning ixtiyoriy a ∈ R elementi va n butun son uchun na elementni
quyidagicha aniqlaymiz:

0a = 0, na = a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n ta

, n > 0, na = (−n)(−a), n < 0.

Halqaning ixtiyoriy a, b ∈ R elementlari va ixtiyoriy m,n butun sonlar uchun
quyidagi xossalar o‘rinli ekanligi osongina kelib chiqadi:

(m+ n)a = ma+ na, m(a+ b) = ma+mb,

(mn)a = m(na), m(ab) = (ma)b = a(mb), (ma)(nb) = mn(ab).
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5.1.7-ta’rif. Agar shunday n natural soni mavjud bo‘lib, ixtiyoriy a element uchun
na = 0 tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda bu shartni qanoatlantiruvchi eng kichik na-
tural songa, halqaning xarakteristikasi deb ataladi. Agar bunday natural son
mavjud bo‘lmasa, u holda halqaning xarakteristikasi nolga teng deyiladi.

Masalan, Z,Q,R,C halqalar xarakteristikasi nolga teng bo‘lgan halqalar
bo‘lsa, Zn halqa esa, xarakteristikasi n ga teng bo‘lgan halqadir. Quyidagi misolda
xarakteristikasi 2 ga teng bo‘lgan halqaga misol keltiramiz.

5.1.10-misol. Ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan X to‘plamning qism to‘plamlaridan tu-
zilgan P (X) to‘plamlar oilasini qaraymiz. Ma’lumki, P (X) to‘plam simmetrik
ayirma amaliga nisbatan kommutativ gruppa tashkil qiladi. Agar (P (X),4,∩)
uchlikni qarasak, u holda bu uchlik halqa tashkil qiladi, ya’ni P (X) to‘plam sim-
metrik ayirma va kesishma amallariga nisbatan halqa tashkil qiladi. Bu halqa kom-
mutativ, birlik elementga ega halqa bo‘lib, birlik element vazifasini bo‘sh to‘plam
bajaradi, ya’ni e = ∅. Ushbu halqaning xarakteristikasi 2 ga teng, chunki

2A = A4 A = (A \ A) ∪ (A \ A) = ∅.

Quyidagi teoremada butunlik sohasining xarakteristikasi qanday songa teng
bo‘lishi mumkinligi haqida ma’lumot beramiz.

5.1.5-teorema. Butunlik sohasining xarakteristikasi faqat nolga yoki tub songa
teng bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, R butunlik sohasi chekli xarakteristikaga ega bo‘lib, u
murakkab n soniga teng bo‘lsin. U holda n = n1n2, 1 < n1, n2 < n hamda ixtiyoriy
a ∈ R uchun na = 0, xususan n1 = 0. U holda 0 = n1 = (n1n2)1 = (n11)(n21)
bo‘ladi. R nolning bo‘luvchisiga ega bo‘lmaganligi uchun n11 = 0 yoki n21 = 0.
Agar n11 = 0 bo‘lsa, u holda ixtiyoriy a ∈ R uchun n1a = n1(1a) = (n11)a = 0.
Bu esa, halqaning xarakteristikasi n ekanligiga, ya’ni n ning minimalligiga zid.
Xuddi shunday, n21 = 0 ekanligidan ham ziddiyat kelib chiqadi. Demak, n tub
son.

Endi halqaning nilpotent va idempotent elementlari tushunchalarini kiritamiz.

5.1.8-ta’rif. Agar halqaning a ∈ R elementi uchun a2 = a shart bajarilsa, u holda
bu element idempotent element deb ataladi. Agar qandaydir n natural son uchun
an = 0 bo‘lsa, u holda bu element nilpotent element deb ataladi.

Halqaning nilpotent va idempotent elementlari uchun quyidagi sodda xossalar
o‘rinli.

1. Agar a ∈ R element idempotent bo‘lsa, u holda u nilpotent emas.

2. Agar a ∈ R element nilpotent bo‘lsa, u holda u teskarilanuvchi emas.
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3. Agar a ∈ R element nilpotent bo‘lsa, u holda u nolning bo‘luvchisi bo‘ladi.

4. Agar R kommutativ halqa bo‘lib, a va b elementlar nilpotent bo‘lsa, u holda
a+ b ham nilpotent bo‘ladi.

5. Agar R birlik elementli, nolning bo‘luvchilariga ega bo‘lmagan halqa bo‘lsa,
u holda halqaning 0 va 1 dan boshqa idempotent elementlari mavjud emas.

5.1.11-misol. Z12 halqaning idempotent elementlari 0, 1, 4 va 9, nilpotent ele-
mentlari esa 0 va 6 lardan iborat bo‘ladi.

5.1.2 Bul va regulyar halqalar

Biz endi ba’zi muhim halqalarni, ya’ni Bul va regulyar halqalarni keltirib o‘tamiz.

5.1.9-ta’rif. Barcha elementlari idempotent bo‘lgan biri bor halqa Bul halqasi
deyiladi.

Bul halqasiga eng sodda misol (Z2,+2, ·2) halqa bo‘lsa, yana bir Bul halqasiga
misol sifatida (P (X),4,∩) halqani keltirishimiz mumkin.

Bul halqalari uchun quyidagi teorema o‘rinli.

5.1.6-teorema. Ixtiyoriy Bul halqasi kommutativ bo‘lib, uning xarakteristikasi 2
ga teng.

Isbot. Aytaylik, R Bul halqasi bo‘lsin. Dastlab uning xarakteristikasi 2 ga
teng ekanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy x ∈ R uchun x2 = x, xususan, x+x element
uchun ham (x+ x)2 = x+ x. Bu tenglikdan x2 + x2 + x2 + x2 = 2x, bundan esa,
4x = 2x, ya’ni 2x = 0 kelib chiqadi. Demak, halqaning xarakteristikasi 2 ga teng.

Endi R halqaning kommutativligini ko‘rsatamiz. Buning uchun (x + y)2 =
x + y tenglikni chap tomonini ochib chiqsak, x + xy + yx + y = x + y, ya’ni
xy+yx = 0 kelib chiqadi. Bu tenglikning ikkala tomoniga xy ni qo‘shib, halqaning
xarakteristikasi 2 ga teng ekanligidan foydalansak,

xy = 2xy + yx = yx.

Demak, R kommutativ halqa.

5.1.10-ta’rif. Agar x ∈ R element uchun x = xyx tenglikni qanoatlantiradigan
y ∈ R element mavjud bo‘lsa, u holda x element regulyar element deyiladi. Bar-
cha elementlari regulyar bo‘lgan halqa regulyar halqa deyiladi.

5.1.12-misol. 1) Z halqaning regulyar elementlari 0, 1, -1 lardan iborat bo‘ladi.
2) Ixtiyoriy Bul halqasi regulyar halqa bo‘ladi.
3) Haqiqiy sonlar halqasi R regulyar halqa, lekin Bul halqasi emas.
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Regulyar halqalar uchun quyidagi teorema o‘rinli.

5.1.7-teorema. Aytaylik, R regulyar halqa bo‘lib, ixtiyoriy x 6= 0 element uchun
x = xyx tenglikni qanoatlantiruvchi y ∈ R element yagona bo‘lsin. U holda

1) R halqa nolning bo‘luvchisiga ega emas.

2) x 6= 0 element uchun x = xyx ekanligidan y = yxy bo‘lishi kelib chiqadi.

3) R halqa jism bo‘ladi.

Isbot. 1) Aytaylik, x, z noldan farqli elementlar uchun xz = 0 bo‘lsin. Teo-
rema shartiga ko‘ra x = xyx tenglikni qanoatlantiruvchi yagona y ∈ R element
mavjud. U holda

x(y − z)x = xyx− xzx = xyx

ekanligidan y − z = y tenglikni, ya’ni z = 0 ekanligini hosil qilamiz. Demak, R
halqa nolning bo‘luvchisiga ega emas.

2) Noldan farqli x element uchun x = xyx ekanligidan biz quyidagi tenglikka
ega bo‘lamiz

x(y − yxy) = xy − x(yxy) = xy − (xyx)y = xy − xy = 0.

R halqa nolning bo‘luvchisiga ega bo‘lmaganligi uchun y−yxy = 0, ya’ni y = yxy.

3) Dastlab, teorema shartini qanoatlantiruvchi halqa biri bor halqa ekanligini
ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy x 6= 0 element uchun x = xyx tenglikni qanoatlantiruvchi
yagona y ∈ R element mavjud. Biz e = xy elementni birlik element bo‘lishini
ko‘rsatamiz. Ushbu element noldan farqli bo‘lib,

e2 = (xy)(xy) = (xyx)y = xy = e.

R halqa nolning bo‘luvchisiga ega emasligini hisobga olsak, ixtiyoriy z ∈ R
element uchun

(ze− z)e = ze2 − ze = ze− ze = 0

e(ez − z) = e2z − ez = ez − ez = 0

tengliklardan ze− z = 0 va ez − z = 0 ekanligini, ya’ni ze = ez = z munosabatni
hosil qilamiz. Demak, e = xy element birlik element bo‘ladi.

Endi R halqaning ixtiyoriy noldan farqli elementining teskarilanuvchi ekanli-
gini ko‘rsatamiz. Aytaylik, x 6= 0 bo‘lib, x = xyx bo‘lsin. U holda xyx = xe va
xyx = ex, ya’ni x(yx− e) = 0 va (xy− e)x = 0. Bu tengliklardan esa, yx− e = 0
va xy − e = 0 ekanligi kelib chiqadi, chunki R halqa nolning bo‘luvchisiga ega
emas. Demak, xy = yx = e, ya’ni x element teskarilanuvchi. Bundan esa, R
halqaning jism ekanligini kelib chiqadi.
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5.1.13-misol. R halqa noldan farqli nilpotent elementga ega bo‘lmasligi uchun
a2 = 0 ekanligidan a = 0 tenglik kelib chiqishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

Yechish. Aytaylik, R halqa noldan farqli nilpotent elementga ega bo‘lmasin.
U holda a2 = 0 ekanligidan a = 0 tenglik kelib chiqishi ravshan.

Endi misolning ikkinchi tomonini ya’ni a2 = 0 ekanligidan a = 0 tenglik kelib
chiqsa, R halqa noldan farqli nilpotent elementga ega bo‘lmasligini ko‘rsatamiz.
Teskarisini faraz qilaylik, R halqaning noldan farqli b ∈ R nilpotent elementi
mavjud bo‘lsin, ya’ni bn = 0. Ushbu n natural sonini bn = 0 tenglikni qanoat-
lantiruvchi eng kichik natural son deb faraz qilish mumkin.

Agar n soni juft bo‘lsa, u holda n = 2m bo‘lib, (bm)2 = b2m = bn = 0. Bundan
esa bm = 0 ekanligini hosil qilamiz. Bu esa n sonining eng kichik ekanligiga zid.

Agar n soni toq son, ya’ni n = 2m + 1 bo‘lsa, u holda (bm+1)2 = b2m+2 =
b2m+1b = 0 bo‘lib, bu tenglikdan bm+1 = 0 ekanligini hosil qilamiz. Bu ham n

sonining eng kichik ekanligiga zid, chunki, n > 1 bo‘lib m + 1 < n. Demak, R
halqa noldan farqli nilpotent elementga ega emas. �

5.1.14-misol. Aytaylik, R halqa birlik elementli kommutativ halqa bo‘lsin. Agar
a ∈ R element teskarilanuvchi va b ∈ R element nilpotent bo‘lsa, u holda a + b

elementning teskarilanuvchi ekanligini ko‘rsating.

Yechish. a ∈ R element teskarilanuvchi bo‘lganligi uchun, shunday c ∈ R

element topilib, ac = ca = 1 bo‘ladi. Ikkinchi tomondan esa b ∈ R element
nilpotent bo‘lganligi uchun qandaydir n natural soni uchun bn = 0. Endi d =
c−c2b+c3b2 + · · ·+(−1)n−1cnbn−1 elementni a+ b elementning teskarisi ekanligini
ko‘rsatamiz. Haqiqatdan ham

(a+ b)d = (a+ b)(c− c2b+ c3b2 + · · ·+ (−1)n−1cnbn−1) =

= ac−ac2b+ac3b2+· · ·+(−1)n−1acnbn−1+bc−bc2b+bc3b2+· · ·+(−1)n−1bcnbn−1 =

= 1−cb+c2b2+ · · ·+(−1)n−1cn−1bn−1+cb−c2b2+c3b3+ · · ·+(−1)n−2cn−1bn−1 = 1.

Xuddi shunga o‘xshab, d(a+b) = 1 ekanligini ham ko‘rsatish mumkin. Demak,
a+ b element teskarilanuvchi. �

Yuqoridagi misolda R halqaning kommutativ bo‘lishi muhim ahamiyatga ega.
Chunki, kommutativ bo‘lmagan halqada teskarilanuvchi va nilpotent elementning
yig‘indisi har doim ham teskarilanuvchi bo‘lavermaydi. Masalan, M2(R) halqada

teskarilanuvchi A =

(
0 1
1 0

)
element va nilpotent B =

(
0 −1
0 0

)
elementlar-

ning yig‘indisi A+B =

(
0 0
1 0

)
teskarilanuvchi emas.

Quyidagi misolda M2(R) halqaning regulyar halqa ekanligini isbotlaymiz.
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5.1.15-misol. M2(R) halqa regulyar halqa ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Misolni yechish uchun ixtiyoriy A =

(
a b
c d

)
elementning regulyar

ekanligini ko‘rsatamiz. Quyidagi hollarni qaraymiz.

1. det(A) 6= 0 bo‘lsin, u holda A matritsa teskarilanuvchi bo‘lib, B = A−1

element uchun A = ABA bo‘ladi.

2. det(A) = 0 bo‘lsin. Agar A = 0, ya’ni a = b = c = d = 0 bo‘lsa, u holda
ixtiyoriy B ∈ M2(R) matritsa uchun A = ABA bo‘ladi. Agar a 6= 0 bo‘lsa,

u holda d = bc
a bo‘lib, B =

(
1
a 0
0 0

)
matritsa uchun

ABA =

(
a b

c d

)(
1
a 0
0 0

)(
a b

c d

)
=

(
a b

c d

)
.

Demak, A matritsa regulyar element bo‘ladi.

Xuddi shunga o‘xshab, b 6= 0, c 6= 0 va d 6= 0 bo‘lgan hollarda ham A
matritsaning regulyar element ekanligini ko‘rsatish mumkin. Ya’ni, M2(R)
regulyar halqa. �

5.1.3 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Quyidagi sonlar to‘plamining qaysilari qo‘shish va ko‘paytirish amallariga
nisbatan halqa tashkil qilishini aniqlang:

• nZ, ya’ni natural n soniga karrali bo‘lgan butun sonlar to‘plami.

• maxraji fiksirlangan tub sonning darajalaridan iborat bo‘lgan ratsional
sonlar to‘plami.

• x+
√

2y ko‘rinishidagi haqiqiy sonlar to‘plami, bu yerda x, y ∈ Q.

• x+ 3
√

2y ko‘rinishidagi haqiqiy sonlar to‘plami, bu yerda x, y ∈ Q.

• x+ 3
√

2y+ 3
√

4z ko‘rinishidagi haqiqiy sonlar to‘plami, bu yerda x, y, z ∈ Q.

2. Quyidagi to‘plamlarni halqa tashkil qilishini aniqlang, bu yerda i2 = −1 :

• Z[
√
n] = {x+ y

√
n | x, y ∈ Z}.

• Z[i] = {x+ iy | x, y ∈ Z}.
• Q[i] = {x+ iy | x, y ∈ Q}.
• Z[i

√
n] = {x+ iy

√
n | x, y ∈ Z}.

• Q[i
√
n] = {x+ iy

√
n | x, y ∈ Q}.
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3. Quyidagi matritsalar to‘plamining qaysilari matritsalarni qo‘shish va
ko‘paytirish amallariga nisbatan halqa tashkil qilishini aniqlang:

• elementlari haqiqiy sonlardan iborat bo‘lgan simmetrik matritsalar
to‘plami;

• elementlari haqiqiy sonlardan iborat bo‘lgan kososimmetrik matritsalar
to‘plami;

• elementlari haqiqiy sonlardan iborat bo‘lgan yuqori uchburchak
ko‘rinishidagi matritsalar to‘plami;

•
(

a b
2b a

)
ko‘rinishidagi matritsalar to‘plami bu yerda a, b ∈ Z;

•
(

z w

−w z

)
ko‘rinishidagi matritsalar to‘plami bu yerda z, w ∈ C.

4. Bir o‘zgaruvchili ko‘phadlar to‘plami P (x) ko‘phadlarni qo‘shish va
ko‘paytirish amallariga nisbatan halqa tashkil qilishini ko‘rsating.

5. Bir o‘zgaruvchili ko‘phadlar to‘plami P (x) ko‘phadlarni qo‘shish va super-
pozitsiya amallariga nisbatan halqa tashkil qiladimi?

6. Quyidagi halqalarning barcha teskarilanuvchi elementlarini toping:

Z6, Z8, Z12, Z15, Z18, Z24, Z30.

7. Quyidagi halqalarda nolning bo‘luvchilarini toping:

Z5, Z8, Z12, Z15, Z22, Z24, Z30.

8. Quyidagi halqalarning barcha nilpotent elementlarini toping:

Z6, Z8, Z12, Z15, Z16, Z24, Z36.

9. Quyidagi halqalarning barcha idempotent elementlarini toping:

Z5, Z6, Z8, Z10, Z12, Z14. Z27.

10. Zn halqa noldan farqli nilpotent elementga ega bo‘lmasligi uchun n soni-
ning kanonik yoyilmasi n = p1p2 . . . pk(pi 6= pj) kabi bo‘lishi zarur va yetarli
ekanligini isbotlang.

11. Zn halqa nol va birdan farqli idempotent elementga ega bo‘lmasligi uchun
n = pr bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.
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12. Agar Zn halqada n = m · k bo‘lib, (m, k) = 1 bo‘lsa, u holda Zn halqa nol va
birdan farqli kamida ikkita idempotent elementga ega ekanligini isbotlang.

13. Quyidagi halqalarning barcha idempotent elementlarini toping:

Z15, Z30, Z42, Z60, Z72, Z84. Z90.

14. Quyidagi halqalarning barcha nilpotent elementlarini toping:

Z40, Z44, Z60, Z72, Z180, Z252, Z300.

15. M2(R) halqaning barcha teskarilanuvchi, idempotent va nilpotent element-
larini toping.

16. Z[i] = {x + iy | x, y ∈ Z} halqaning barcha teskarilanuvchi, idempotent va
nilpotent elementlarini toping.

17. R halqa kommutativ bo‘lishi uchun (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

18. R halqa kommutativ bo‘lishi uchun a2− b2 = (a− b)(a+ b) bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

19. R halqaning ixtiyoriy a ∈ R elementi uchun a3 = a tenglik o‘rinli bo‘lsa, u
holda R halqaning kommutativ ekanligini isbotlang.

20. Biri bor R halqaning a ∈ R nilpotent elementi uchun 1− a va 1 + a element-
larning teskarilanuvchu ekanligini isbotlang.

21. Agar a ∈ R element halqaning idempotent elementi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
b ∈ R uchun (1− a)ba elementning nilpotent ekanligini ko‘rsating.

22. Agar biri bor R halqaning x, y ∈ R elementlari uchun xy va yx ko‘paytmalar
teskarilanuvchi bo‘lsa, u holda x va y elementlar ham teskarilanuvchi
bo‘lishini ko‘rsating.

23. Agar biri bor, nolning bo‘luvchilariga ega bo‘lmagan R halqaning x, y ∈
R elementlari uchun xy ko‘paytma teskarilanuvchi bo‘lsa, u holda x va y
elementlar ham teskarilanuvchi bo‘lishini ko‘rsating.

24. Biri bor halqa Bul halqasi bo‘lishi uchun ixtiyoriy a, b elementlar uchun (a+
b)ab = 0 bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.
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5.2 Qism halqa va ideallar

Ushbu mavzuda gruppalar nazariyasidan ma’lum bo‘lgan qism gruppa va nor-
mal bo‘luvchi tushunchalarining halqalar nazariyasidagi analogi hisoblangan qism
halqalar va ideallar tushunchalari haqida gaplashamiz.

5.2.1-ta’rif. Bizga (R,+, ·) halqa va uning R′ qism to‘plami berilgan bo‘lsin.
Agar R′ to‘plam, R da aniqlangan amallarga nisbatan halqa tashkil qilsa, u holda
(R′,+, ·) halqaga (R,+, ·) halqaning qism halqasi deb ataladi. Boshqacha ayt-
ganda, agar R′ to‘plam (R,+) gruppaning qism gruppasi bo‘lib, ∀x, y ∈ R′ uchun
x · y ∈ R′ shart bajarilsa, u holda (R′,+, ·) qism halqa deyiladi.

Berilgan maydonning qism maydoni tushunchasi ham, qism halqa ta’rifi kabi
aniqlanadi, ya’ni agar (F,+, ·) maydonning F ′ qism to‘plami ham F da aniqlangan
amallarga nisbatan maydon tashkil qilsa, u holda (F ′,+, ·) qism maydon deyiladi.

Ushbu teorema halqaning berilgan qism to‘plamini qism halqa bo‘lishining
zaruriy va yetarlilik shartini ifodalaydi.

5.2.1-teorema. (R,+, ·) halqaning R′ qism to‘plami qism halqa bo‘lishi uchun
quyidagi shartlarning bajarilishi zarur va yetarli:

∀x, y ∈ R, uchun x− y ∈ R va x · y ∈ R.

Isbot. Agar (R′,+, ·) qism halqa bo‘lsa, u holda ∀x, y ∈ R′ uchun x−y ∈ R va
x · y ∈ R bo‘lishi ravshan. Va aksincha agar, ∀x, y ∈ R′ uchun x− y ∈ R bo‘lsa, u
holda 1.3.1-teoremaga ko‘ra R′ to‘plam (R,+) gruppaning qism gruppasi bo‘ladi.
∀x, y ∈ R′ uchun x · y ∈ R ekanligidan esa, (R′,+, ·) qism halqa bo‘lishi kelib
chiqadi.

5.2.1-misol. 1) nZ to‘plam (Z,+, ·) halqaning qism halqasi bo‘ladi.
2) E8 = {0, 2, 4, 6, } to‘plam (Z8,+8, ·8) halqaning qism halqasi bo‘ladi.
3) (Z,+, ·) halqa (Q,+, ·) halqaning qism halqasi bo‘ladi.
4) (Q,+, ·) maydon (R,+, ·) maydonning qism maydoni bo‘ladi.
5) (R,+, ·) maydon (C,+, ·) maydonning qism maydoni bo‘ladi.

Biz 5.2.2-teoremada halqaning biror qism to‘plami qism halqa bo‘lishi zaruriy
va yetarlilik shartini keltirdik. Xuddi shunga o‘xshab, F maydonning bo‘sh
bo‘lmagan S qism to‘plami qism maydon bo‘lishi uchun quyidagi shartlarning
bajarishi zarur va yetarli:

1) |S| ≥ 2;

2) ∀x, y ∈ S elementlar uchun x− y ∈ S va x · y ∈ S;
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3) ∀x ∈ S uchun x−1 ∈ S.

5.2.2-misol. Q(
√

2) = {a + b
√

2 | a, b ∈ Q} to‘plam R maydonning qism may-
doni bo‘ladi. Haqiqatdan ham, bu to‘plamning elementlari soni ikkitadan ko‘p va
ixtiyoriy a+ b

√
2, c+ d

√
2 ∈ Q(

√
2) uchun

a+ b
√

2− (c+ d
√

2) = a− c+ (b− d)
√

2 ∈ Q(
√

2),

(a+ b
√

2) · (c+ d
√

2) = ac+ 2bd+ (ad+ bc)
√

2 ∈ Q(
√

2).

Bundan tashqari noldan farqli a+ b
√

2 ∈ Q(
√

2) element uchun

(a+ b
√

2)−1 =
1

a+ b
√

2
=
a− b

√
2

a2 − 2b2
=

a

a2 − 2b2
− b

a2 − 2b2

√
2 ∈ Q(

√
2).

Quyidagi teoremada qism halqalarning kesishmasi yana qism halqa bo‘lishini
ko‘rsatamiz.

5.2.2-teorema. Ixtiyoriy sondagi qism halqalarning (maydonlarning) kesishmasi
yana qism halqa (qism maydon) bo‘ladi.

Isbot. Bizga R halqaning Ri qism halqalari berilan bo‘lsin.
⋂
i

Ri to‘plamning

ham qism halqa ekanligini ko‘rsatamiz. Nol element ixtiyoriy qism halqaga tegishli
bo‘lganligi uchun qism halqalarning kesishmasida ham yotadi, demak

⋂
i

Ri 6= ∅.

Aytaylik, x, y ∈
⋂
i

Ri bo‘lsin, u holda ixtiyoriy i uchun x, y ∈ Ri bo‘lib, Ri

to‘plamlarning qism halqa ekanligidan, x − y, x · y ∈ Ri munosabat ixtiyoriy i

uchun bajarilishi kelib chiqadi. Bundan esa, x − y, x · y ∈
⋂
i

Ri hosil bo‘ladi.

Demak,
⋂
i

Ri qism halqa.

Endi ideal tushunchasini kiritamiz. Yuqorida ta’kidlab o‘tganimizdek halqa-
ning ideali tushunchasi gruppaning normal bo‘luvchisinining analogi hisoblanadi.
Bizga R halqa va uning bo‘sh bo‘lmagan I qism to‘plami berilgan bo‘lsin.
Quyidagi shartlarni qaraymiz:

(1) I to‘plam (R,+) gruppaning qism gruppasi, ya’ni ∀a, b ∈ I uchun a− b ∈ I;

(2) Ixtiyoriy ∀a ∈ I va r ∈ R elementlar uchun r · a ∈ I;

(3) Ixtiyoriy ∀a ∈ I va r ∈ R elementlar uchun a · r ∈ I.

5.2.2-ta’rif. Agar R halqaning bo‘sh bo‘lmagan I qism to‘plami uchun (1) va (2)
shartlar o‘rinli bo‘lsa, u holda I to‘plam R halqaning chap ideali deb ataladi.

Agar (1) va (3) shartlar o‘rinli bo‘lsa, u holda I to‘plam R halqaning o‘ng
ideali deb ataladi.

Agar (1), (2) va (3) shartlar o‘rinli bo‘lsa, u holda I to‘plam R halqaning ikki
yoqlama ideali deb ataladi.
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Ikki yoqlama ideallar qisqacha ideal deb ham nomlanadi. Ta’kidlash joizki,
ixtiyoriy R halqada {0} va R to‘plamlar ideal bo‘lib, ular R halqaning trivial
ideallari deyiladi. Trivial bo‘lmagan ideallarga notrivial ideallar deyiladi.

5.2.3-ta’rif. Agar R halqaning notrivial ideallari mavjud bo‘lmasa, u holda bun-
day halqaga sodda halqa deb ataladi.

Quyida butun sonlar va matritsalar halqalarining ba’zi ideallariga misollar
keltiramiz.

5.2.3-misol. 1) nZ to‘plam (Z,+, ·) halqaning ideali bo‘ladi.
2) (M2(R),+, ·) halqaning quyidagi qism to‘plamlarini qaraylik:

I1 =

{(
a 0
b 0

)
| a, b ∈ R

}
,

I2 =

{(
a b
0 0

)
| a, b ∈ R

}
,

I3 =

{(
a 0
0 0

)
| a ∈ R

}
.

I1 to‘plam M2(R) halqaning chap ideali, I2 to‘plam esa o‘ng ideali bo‘ladi. I3
to‘plam M2(R) halqaning qism halqasi bo‘lib, ideal tashkil qilmaydi.

Endi halqaning markazi tushunchasini kiritamiz. Bizga qandaydir R halqa
berilgan bo‘lsin, ushbu

C(R) = {a ∈ R | ab = ba, ∀ b ∈ R}

to‘plamga R halqaning markazi deb ataladi. Ravshanki, R kommutativ halqa
bo‘lishi uchun R = C(R) bo‘lishi zarur va yetarli.

Ta’kidlash joizki, ixtiyoriy halqaning markazi qism halqa bo‘ladi, chunki
∀a, b ∈ C(R) elementlar uchun ax = xa va bx = xb bo‘lib, bundan esa

(a− b)x = ax− bx = xa− xb = x(a− b),

(ab)x = a(bx) = a(xb) = (ax)b = (xa)b = x(ab)

kelib chiqadi, ya’ni a − b, ab ∈ C(R). Demak, C(R) qism halqa. Lekin halqa-
ning markazi ideal bo‘lishi shart emas. Masalan, M2(R) matritsalar halqasining

markazi

(
a 0
0 a

)
ko‘rinishidagi matritsalardan iborat bo‘lib, ideal tashkil qil-

maydi.
Aytaylik, R kommutativ halqa va I uning ideali bo‘lsin. Quyidagi to‘plamni

aniqlaymiz
AnnI = {r ∈ R | r · a = 0, ∀a ∈ I}.
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Ushbu to‘plam R halqaning I ideali bo‘yicha annulyatori deb ataladi. Halqan-
ing biror ideali bo‘yicha annulyatori ideal tashkil qilishini ko‘rsatish qiyin emas.
Haqiqatdan ham, agar r1, r2 ∈ AnnI bo‘lsa, u holda ∀a ∈ I uchun r1a = r2a = 0.
Quyidagi

(r1 − r2) · a = r1 · a− r2 · a = 0,

(x · r) · a = x · (r · a) = 0

tengliklardan r1−r2 ∈ AnnI va ∀x ∈ R uchun x ·r ∈ AnnI ekanligi kelib chiqadi.

Biz 5.2.2-teoremada qism halqalarning kesishmasi yana qism halqa ekanligini
ko‘rsatgan edik. Xuddi shunga o‘xshab ideallarning ham kesishmasi yana ideal
bo‘lishini ko‘rsatish qiyin emas. Ya’ni quyidagi teorema o‘rinli.

5.2.3-teorema. Ixtiyoriy sondagi bo‘sh bo‘lmagan chap (o‘ng) ideallarning ke-
sishmasi ham chap (o‘ng) ideal bo‘ladi.

Endi R halqaning X qism to‘plami orqali hosil qilingan ideal tushunchasini
kiritamiz. Berilgan X to‘plamni o‘z ichiga oluvchi ideallarning kesishmasiga X
to‘plam orqali hosil qilingan ideal deyiladi va 〈X〉 kabi belgilanadi. Ma’lumki,
ushbu 〈X〉 ideal X to‘plamni o‘z ichiga oluvchi eng kichik ideal bo‘ladi. X

to‘plamni o‘z ichiga oluvchi chap va o‘ng ideallarning kesishmalari esa mos ra-
vishda 〈X〉l va 〈X〉r orqali belgilanadi. Agar X to‘plam bitta elementdan iborat,
ya’ni X = {a} bo‘lsa, u holda 〈{a}〉 belgilash o‘rniga 〈a〉 belgilashdan foydalanilib,
ushbu idealga bosh ideal deb ataladi.

5.2.4-ta’rif. Barcha ideallari bosh ideal bo‘ladigan halqaga bosh ideallar
halqasi deb ataladi.

Butun sonlar halqasi bosh ideallar halqasi bo‘ladi. Chunki, butun sonlar
halqasining barcha ideallari nZ ko‘rinishida bo‘lib, nZ = 〈n〉. Ya’ni, Z halqaning
barcha ideallari bosh ideal bo‘ladi.

5.2.4-teorema. Aytaylik, R halqa va uning bo‘sh bo‘lmagan X qism to‘plami
berilgan bo‘lsin. U holda ushbu to‘plam orqali hosil qilingan chap va o‘ng ideallar
uchun quyidagilar o‘rinli:

〈X〉l =

{
k∑
i=1

riai +
l∑

j=1

njbj | ri ∈ R, nj ∈ Z, ai, bj ∈ X

}
,

〈X〉r =

{
k∑
i=1

airi +
l∑

j=1

njbj | ri ∈ R, nj ∈ Z, ai, bj ∈ X

}
.
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Isbot. Aytaylik, A =

{
k∑
i=1

riai +
l∑

j=1

njbj | ri ∈ R, nj ∈ Z, ai, bj ∈ X

}
bo‘lsin. Biz A = 〈X〉l ekanligini ko‘rsatamiz. 〈X〉l to‘plam barcha chap ideallar-
ning kesishmasi bo‘lganligi uchun X ⊆ 〈X〉l munosabat o‘rinli. Bundan tashqari,
〈X〉l to‘plam yig‘indiga va halqaning biror elementiga chapdan ko‘paytirishga
nisbatan yopiq bo‘lganligi uchun A to‘plamning ixtiyoriy elementi 〈X〉l idealda
yotishi kelib chiqadi. Demak, A ⊆ 〈X〉l.

Endi ushbu munosabatning teskarisi o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. Buning
uchun A to‘plam X to‘plamni o‘z ichiga oluvchi chap ideal bo‘lishini ko‘rsatish
kifoya. Ixtiyoriy x ∈ X uchun x = 0 ·x+1x ekanligidan x ∈ A kelib chiqadi, ya’ni
X ⊆ A. Bundan tashqari A to‘plamning ixtiyoriy a, b ∈ A elementlari va r ∈ R
element uchun a − b ∈ A va ra ∈ A ekanligini ko‘rsatish qiyin emas. Demak,
A to‘plam X to‘plamni o‘z ichiga oluvchi chap ideal bo‘ladi. Bu esa 〈X〉l ⊆ A

ekanligini bildiradi. Demak, A = 〈X〉l.
Teoremadagi ikkinchi tenglik ham birinchisi kabi ko‘rsatiladi.
Agar R halqa biri bor halqa bo‘lsa, u holda yuqoridagi teoremadagi tengliklar

quyidagi ko‘rinishga keladi:

〈X〉l =

{
k∑
i=1

riai | ri ∈ R, ai ∈ X

}
,

〈X〉r =

{
k∑
i=1

airi | ri ∈ R, ai ∈ X

}
.

Bosh ideallar uchun esa quyidagi munosabatlarni olamiz.

5.2.1-tasdiq. Bizga R halqa va uning a ∈ R elementi berilgan bo‘lsin. U holda
quyidagilar o‘rinli:

• 〈a〉 = {ra+ as+ na+
k∑
i=1

riasi | r, s, ri, si ∈ R, n ∈ Z}.

• 〈a〉l = {ra+ na | r ∈ R, n ∈ Z}.

• 〈a〉r = {ar + na | r ∈ R, n ∈ Z}.

• Agar R biri bor halqa bo‘lsa, u holda 〈a〉 = {
k∑
i=1

riasi | ri, si ∈ R, n ∈ Z}.

• Agar a ∈ C(R) bo‘lsa, u holda 〈a〉 = {ra+ na | r ∈ R, n ∈ Z}.

Berilgan R halqaning ixtiyoriy a ∈ R elementi uchun quyidagi to‘plamlarni
qaraymiz

Ra = {ra | r ∈ R}, aR = {ra | r ∈ R}.
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Ushbu to‘plamlar R halqaning mos ravishda chap va o‘ng ideallari bo‘ladi.
Ushbu ideallar a elementni o‘z ichida olmasligi ham mumkin. Agar R biri bor
halqa bo‘lsa, u holda a ∈ Ra va a ∈ aR. Bundan tashqari, agar R biri bor
halqa bo‘lib, a ∈ C(R) bo‘lsa, u holda Ra = aR = 〈a〉 bo‘ladi. Demak, biri bor
kommutativ halqalar uchun har doim Ra = aR = 〈a〉 tenglik o‘rinli bo‘lar ekan.

Biz yuqorida butun sonlar halqasi bosh ideallar halqasi bo‘lishini ko‘rsatgan
edik. Quyidagi teoremada esa biror maydon ustida berilgan ko‘phadlar halqasi
bosh ideallar halqasi ekanligini ko‘rsatamiz.

5.2.5-teorema. Biror maydon ustida berilgan ko‘phadlar halqasi bosh ideallar
halqasi bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, F maydon berilgan bo‘lib, F[x] ko‘phadlar halqasi bo‘lsin.
Ma’lumki, F[x] halqa biri bor kommutativ halqa bo‘ladi. Ushbu halqaning ix-
tiyoriy J idealini bosh ideal ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, g(x) ko‘phad J
idealning darajasi eng kichik bo‘lgan elementi bo‘lsin. U holda ixtiyoriy f(x) ∈ J
ko‘phad uchun f(x) = g(x) ·q(x)+r(x), deg(r(x)) < deg(g(x)) munosabat o‘rinli.
J ideal bo‘lganligi uchun r(x) = f(x) − g(x) · q(x) ∈ J. Tanlangan g(x) ko‘phad
J idealning darajasi eng kichik elementi bo‘lganligi uchun r(x) = 0 ekanligiga,
ya’ni ixtiyoriy f(x) ∈ J uchun f(x) = g(x) · q(x) tenglikka ega bo‘lamiz. Bu esa
J = 〈g(x)〉 ekanligini bildiradi.

Ta’kidlash joizki, 5.2.5-teoremada F ning maydon bo‘lishi muhim. Chunki,
halqalar ustida berilgan ko‘phadlar halqasi har doim ham bosh idellar halqasi
bo‘lavermaydi. Masalan, Z[x] ko‘phadlar halqasini qarasak, ushbu halqa bosh
ideallar halqasi emas. Chunki uning ozod hadi juft butun sonlardan iborat bo‘lgan
qism halqasi ideal bo‘lib, bosh ideal bo‘lmaydi.

Aytaylik, R halqaning A,B bo‘sh bo‘lmagan qism to‘plamlari berilgan bo‘lsin.
Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

A+B = {a+b | a ∈ A, b ∈ B}, AB = {a1b1+a2b2+ · · ·+anbn | ai ∈ A, bi ∈ B}.

Agar bir nechta A1, A2, . . . , An qism to‘plamlar berilgan bo‘lsa, induktiv tarzda
A1 + A2 + · · ·+ An va (. . . (A1A2)A3 . . . )An to‘plamlarni ham aniqlash mumkin.

5.2.6-teorema. R halqaning A,B,C va A1, A2, . . . , An ideallari uchun quyidagi-
lar o‘rinli:

1) A+ A = A.

2) A+B = B + A.

3) (A+B) + C = A+ (B + C).

4) A1 + A2 + · · ·+ An ham ideal bo‘ladi.
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5) (AB)C = A(BC).

6) AB ham ideal bo‘ladi.

7) B(A1 + A2 + · · ·+ An) = BA1 +BA2 + · · ·+BAn.

8) (A1 + A2 + · · ·+ An)B = A1B + A2B + · · ·+ AnB.

Isbot. Teoremaning isboti idealning ta‘rifidan va induksiya metodini qo‘llash
orqali to‘g‘ridan-to‘g‘ri kelib chiqadi.

Biz endi faktor gruppalar kabi faktor halqa tushunchasini kiritamiz. Ay-
taylik, R halqaning I ideali berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, (I,+) additiv gruppa
(R,+) gruppaning normal bo‘luvchisi bo‘ladi. U holda biz R/I faktor gruppani
aniqlashimiz mumkin, ya’ni R/I to‘plamning a+ I va b+ I elementlari uchun

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I.

Endi ushbu elementlarning ko‘paytmasini (a + I) · (b + I) = ab + I kabi
aniqlaymiz. Demak, R/I to‘plamda qo‘shish va ko‘paytirish amallari aniqlandi.

5.2.7-teorema. (R/I,+, ·) to‘plam halqa tashkil qiladi.

Isbot. Dastlab, R/I to‘plamda aniqlangan ko‘paytirish amalini to‘g‘ri
aniqlanganligini isbotlaymiz. Ya’ni agar a + I = a′ + I va b + I = b′ + I bo‘lsa,
u holda ab + I = a′b′ + I ekanligini ko‘rsatamiz. a′ ∈ a′ + I = a + I bo‘lganligi
uchun, shunday x ∈ I element topilib, a′ = a+x bo‘ladi. O‘z navbatida, b′ ∈ b+I

bo‘lganligi uchun qandaydir y ∈ I element uchun b′ = b+ y. U holda

a′b′ = (a+ x)(b+ y) = ab+ ay + xb+ xb.

Bundan esa a′b′ − ab = ay + xb+ xb ∈ I ekanligi kelib chiqadi, ya’ni

ab+ I = a′b′ + I.

R/I to‘plamda ko‘paytirish amaliga nisbatan assosiativlikning o‘rinli bo‘lishi va
destributivlik shartining bajarilishi esa ko‘paytmaning aniqlanishidan va 5.2.6-
teoremadan bevosita kelib chiqadi.

Yuqorida aniqlangan (R/I,+, ·) halqaga R halqaning I ideali bo‘yicha faktor
halqasi deb ataladi. Masalan, Z butun sonlar halqasining I = nZ ideali bo‘yicha
faktor halqasi

Z/nZ = {nZ, 1 + nZ, . . . , n− 1 + nZ}
sinflardan iborat bo‘ladi.

5.2.4-misol. Agar R halqaning ixtiyoriy a ∈ R elementi uchun a2 + a ∈ C(R)
bo‘lsa, u holda halqaning kommutativ ekanligini isbotlang.
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Yechish. Aytaylik, a, b ∈ R bo‘lsin, u holda a2 + a, b2 + b ∈ C(R). Ikkinchi
tomondan esa, (a+ b)2 + a+ b ∈ C(R), ya’ni a2 + ab+ ba+ b2 + a+ b ∈ C(R). Bu
munosabatdan esa, ab + ba ∈ C(R) ekanligi kelib chiqadi. Demak, a(ab + ba) =
(ab+ ba)a, ya’ni a2b = ba2. Bu esa a2 ∈ C(R) ekanligini bildiradi. a2 + a ∈ C(R)
ekanligidan esa a ∈ C(R) kelib chiqadi. Shunday qilib, biz R halqaning ixtiyoriy
a ∈ R elementi uning markazida yotishini ko‘rsatdik. Demak, R kommutativ
halqa. �

5.2.5-misol. M2(R) halqa sodda halqa ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Aytaylik, M2(R) halqaning qandaydir notrivial J ideali mavjud

bo‘lsin. U holda noldan farqli A =

(
a b
c d

)
∈ J element mavjud. B =

(
0 0
1 0

)
va C =

(
0 1
0 0

)
matritsalarni qarasak,

AB =

(
b 0
d 0

)
, CD =

(
c d

0 0

)
, CAB =

(
d 0
0 0

)
.

Ma’lumki, J ideal bo‘lganligi uchun AB,CA,CAB ∈ J. Bundan esa, a, b, c, d
sonlarining hech bo‘lmaganda bittasi noldan farqli bo‘lganligi uchun har doim
a 6= 0 deb olish mumkinligi kelib chiqadi. U holda(

1 0
0 0

)(
a b

c d

)(
a−1 0
0 0

)
=

(
1 0
0 0

)
∈ J

bo‘lib, bundan esa(
1 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 1

)
elementlarning ham J idealga tegishli ekanligi kelib chiqadi. Demak,

E =

(
1 0
0 1

)
=

(
1 0
0 0

)
+

(
0 0
0 1

)
∈ J

kelib chiqadi. Bu esa J = M2(R) ekanligini bildiradi. Ya’ni, M2(R) halqa sodda
emas. �

5.2.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Butun sonlar halqasining quyidagi qism to‘plamlarining qaysilari qism halqa
tashkil qilishini aniqlang:

• 4Z.
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• 4Z + 1.

• 5Z + 2.

• 4Z + 2.

2. Quyidagi halqalarning barcha qism halqalarini aniqlang:

Z12, Z15, Z16, Z20, Z30, Z.

3. Quyidagi to‘plamlarni M2(R) matritsalar halqasining qism halqalari ekanli-
gini ko‘rsating:

• A1 =

{(
a b

0 c

)
| a, b, c ∈ R

}
.

• A2 =

{(
a b

−b a

)
| a, b ∈ R

}
.

• A3 =

{(
a b

0 a

)
| a, b ∈ R

}
.

• A4 =

{(
a b

√
3

−b
√

3 a

)
| a, b ∈ Q

}
.

• A5 =

{(
a+ b b

−b a

)
| a, b ∈ Z

}
.

4. Agar R biri bor halqa bo‘lsa, u holda T = {n1 | n ∈ Z} to‘plam qism halqa
bo‘lishini isbotlang.

5. R halqaning T = {a ∈ R | na = 0} qism to‘plami qism halqa bo‘lishini
ko‘rsating.

6. Agar a ∈ R element halqaning idempotent elementi bo‘lsa, u holda aRa
to‘plam qism halqa bo‘lishini isbotlang.

7. Z[x] ko‘phadlar halqasining ozod hadi juft butun sonlardan iborat bo‘lgan
qism halqasi ideal bo‘lib, bosh ideal bo‘lmasligini ko‘rsating.

8. Quyidagi halqalarning qism to‘plamlari ideal bo‘lishini ko‘rsating:

• R = Z24, I = {0, 8, 16}.
• R = Z28, I = {0, 7, 14, 21}.
• R = Z[

√
7], I = {a+ b

√
7 | a, b ∈ Z, a− b juft son}.
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• R =

{(
a b

0 c

)
| a, b, c ∈ Z

}
, I =

{(
0 b

0 c

)
| a ∈ Z

}
.

• R =

{(
a b

0 c

)
| a, b, c ∈ Z

}
, I =

{(
0 a

0 0

)
| a ∈ Z

}
.

9. Yuqoridagi misollardagi halqalarning berilgan ideali bo‘yicha faktor halqa-
larini aniqlang.

10. R =

{(
a b

0 c

)
| a, b, c ∈ Z

}
halqaning barcha ideallarini aniqlang.

11. Aytaylik,

R =


 a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33

 | aij ∈ Z

 ,

I =


 0 b c

0 0 2d

0 0 0

 | b, c, d ∈ Z

 , J =


 0 x 2y

0 0 2z

0 0 0

 | x, y, z ∈ Z


bo‘lsin. U holda I to‘plam R da ideal, J to‘plam esa I da ideal bo‘lishini,
lekin J to‘plam R da ideal bo‘lmasligini ko‘rsating.

12. Quyidagi

A =



x −y z −t
y x −t z

z t x −y
t −z y x

 | x, y, z, t ∈ R

 ,

to‘plam (M4(R),+, ·) halqaning qism halqasi ekanligini isbotlang.

13. A = {x + 3
√

5y + 3
√

25z | x, y, z ∈ Q} to‘plam haqiqiy sonlar maydonining
qism maydoni ekanligini ko‘rsating.

14. Aytaylik, α ∈ R soni ratsional koeffitsiyentli f(x) keltirilmas (ratsional sonlar
maydoni ustida keltirilmas) ko‘phadning ildizi bo‘lsin. U holda

A = {x0 + x1α + x2α
2 + · · ·+ xn−1α

n−1 | xi ∈ Q}

to‘plam haqiqiy sonlar maydonining qism maydoni ekanligini isbotlang.

15. Agar R halqaning A chap ideali va B o‘ng ideallari berilgan bo‘lsa, u holda
AB to‘plam R halqaning ikki yoqlama ideali bo‘lishini ko‘rsating.
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16. Kommutativ halqaning nilpotent elementlari to‘plami ideal bo‘lishini isbot-
lang.

17. R halqaning I1 va I2 ideallari birlashmasi I1 ∪ I2 ham ideal bo‘lishi uchun
I1 ⊆ I2 yoki I2 ⊆ I1 bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

18. R halqaning I va J ideallari uchun I+J ham ideal bo‘lishini va I+J = 〈I∪J〉
ekanligini ko‘rsating.

19. Quyidagi halqalarning berilgan I ideal bo‘yicha annulyatorlarini toping:

• R = Z12, I = {0, 4, 8}.
• R = Z15, I = {0, 5, 10}.
• R = Z20, I = {0, 2, 4, . . . , 18}.
• R = Z[i] = {a+ ib | a, b ∈ Z}, I = {a+ bi | a, b ∈ 2Z}.

20. Regulyar halqaning ixtiyoriy ideali regulyar ekanligini ko‘rsating.

21. Z[i]/〈2〉 faktor halqani aniqlang va uni maydon emasligini ko‘rsating.

22. Z[i]/〈3〉 faktor halqa maydon bo‘lishini isbotlang.

23. Z[i]/〈n〉 faktor halqa maydon bo‘lishi uchun n tub son bo‘lib, uning ikkita
butun sonlar kvadratlari yig‘indisi shaklida ifodalanmasligi zarur va yetarli
ekanligini isbotlang.

5.3 Halqalarning gomomorfizmi va izomorfizmi

Ushbu mavzuda biz halqalar uchun gomomorfizm va izomorfizmlar tushuncha-
larini kiritib, izomorfizm va moslik teoremalarini keltiramiz.

5.3.1-ta’rif. Bizga (R,+, ·) va (R′,+′, ·′) halqalar va f : R → R′ akslantirish
berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy a, b ∈ R elementlar uchun

f(a+ b) = f(a) +′ f(b),

f(a · b) = f(a) ·′ f(b)

tengliklar o‘rinli bo‘lsa, u holda f akslantirish R halqani R′ halqaga o‘tkazuvchi
gomomorfizm deb ataladi.

5.3.2-ta’rif. Bizga R va R′ halqalar hamda f : R → R′ gomomorfizm berilgan
bo‘lsin.

• Agar f syurektiv bo‘lsa, u holda f akslantirish epimorfizm deyiladi;
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• Agar f inyektiv bo‘lsa, u holda f akslantirish monomorfizm deyiladi;

• Agar f biyektiv bo‘lsa, u holda f akslantirish izomorfizm deyiladi;

• R halqani o‘zini o‘ziga akslantiruvchi izomorfizm esa avtomorfizm deb ata-
ladi.

Agar R halqani R′ halqaga o‘tkazuvchi izomorfizm mavjud bo‘lsa, u holda
ushbu halqalar izomorf deyiladi va R ∼= R′ kabi belgilanadi. R halqani o‘zini
o‘ziga o‘tkazuvchi barcha avtomorfizmlar to‘plami esa Aut(R) kabi belgilanadi.
Halqalarning gomomorfizmi uchun quyidagi xossalar o‘rinli bo‘lib, ushbu xossalar
gruppaning gomomorfizmi xossalari kabi isbotlanadi.

5.3.1-teorema. Bizga R va R′ halqalar, hamda f : R→ R′ gomomorfizm berilgan
bo‘lsin. U holda quyidagilar o‘rinli:

1) f(0) = 0′.

2) f(−a) = −f(a).

3) Agar R halqaning A qism halqasi berilgan bo‘lsa, u holda f(A) = {f(x) | x ∈
A} to‘plam R′ halqaning qism halqasi bo‘ladi.

4) Agar R′ halqaning B qism halqasi berilgan bo‘lsa, u holda f−1(B) = {x ∈
R | f(x) ∈ B} to‘plam R halqaning qism halqasi bo‘ladi.

5) Agar R kommutativ bo‘lsa, u holda f(R) ham kommutativ bo‘ladi.

6) Agar R biri bor halqa bo‘lib, f epimorfizm bo‘lsa, u holda R′ ham birlik ele-
mentga ega va f(1) = 1′ bo‘ladi.

7) Agar R biri bor halqa bo‘lib, f epimorfizm va a ∈ R element teskarilanuvchi
bo‘lsa, u holda f(a) ham teskarilanuvchi, hamda f(a)−1 = f(a−1).

R halqani R′ halqaga o‘tkazuvchi f : R → R′ gomomorfizmning yadrosi deb
quyidagi to‘plamga aytiladi

Kerf = {a ∈ G | f(a) = 0′}.

Yuqoridagi teoremaga ko‘ra ixtiyoriy gomomorfizmining yadrosi bo‘sh emas,
chunki 0 ∈ Kerf. Bundan tashqari halqa gomomorfizmining yadrosi ikki yoqlama
ideal bo‘ladi. Haqiqatdan ham, agar a, b ∈ Kerf va x ∈ R bo‘lsa, u holda f(a) =
f(b) = 0 ekanligidan f(a − b) = f(a) − f(b) = 0, f(a · x) = f(a) · f(x) = 0 va
f(x · a) = f(x) · f(a) = 0 bo‘lishini hosil qilamiz. Bu esa a− b, a · x, x · a ∈ Kerf
ekanligini, ya’ni halqa gomomorfizmi yadrosining ideal bo‘lishini anglatadi.



178 BOB 5. HALQALAR VA IDEALLAR

5.3.1-misol. • R halqani R′ halqaga o‘tkazuvchi f(a) = 0′ kabi aniqlangan
f : R→ R′ akslantirish gomomorfizm bo‘lib, Kerf = R bo‘ladi.

• R halqani o‘zini o‘ziga o‘tkazuvchi ayniy akslantirsh gomomorfizm bo‘lib,
Kerf = {0} bo‘ladi. Bundan tashqari ushbu ayniy akslantirish avtomorfizm
bo‘ladi.

Endi (Z,+, ·) butun sonlar halqasini (Zn,+n, ·n) chegirmalar halqasiga
o‘tkazuvchi gomomorfizmga misol keltiramiz.

5.3.2-misol. Z halqani Zn halqaga o‘tkazuvchi f(a) = a kabi aniqlangan aks-
lantirish gomomorfizm bo‘lib, uning yadrosi uchun Kerf = nZ munosabat
o‘rinli. Ya’ni ushbu akslantirishning yadrosi n soniga karrali bo‘lgan butun sonlar
to‘plamidan iborat bo‘ladi.

Quyidagi misolda biri bor R va R′ halqalar uchun f : R → R′ gomo-
morfizm syurektiv bo‘lmasa, u holda f(1) = 1′ tenglik har doim ham o‘rinli
bo‘lavermasligini ko‘rsatamiz. Buning uchun Z×Z to‘plamda quyidagi amallarni
aniqlaymiz

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), (a, b) · (c, d) = (a · c, b · d).

U holda Z× Z to‘plam ushbu qo‘shish va ko‘paytirish amallariga nisbatan halqa
tashkil qilib, bu halqaning nol elementi (0, 0), birlik elementi esa (1, 1) bo‘ladi.

5.3.3-misol. Z halqadan Z ⊕ Z halqaga bo‘lgan f : Z → Z ⊕ Z akslantirishni
quyidagicha aniqlaylik

f(x) = (x, 0), ∀x ∈ Z.
Ushbu akslantirish gomomorfizm bo‘lib, u inyektiv, lekin syurektiv emas. Ya’ni

bu akslantirish monomorfizm, lekin epimorfizm emas. Z halqaning birlik elementi
uchun f(1) = (1, 0) bo‘lib, bu element Z ⊕ Z halqaning birlik elementi emas.
Ya’ni birinchi halqa birlik elementining obrazi ikkinchi halqaning birlik elementi
bo‘lmaydi.

Biz avvalgi mavzuda (Z[
√

3],+, ·) va (Z[
√

5],+, ·) halqalarni qarab o‘tgan edik.
Bir qarashda ushbu halqalar izomorf halgalarga o‘xshab ko‘rinadi. Lekin ular
izomorf halqalar bo‘lmaydi.

5.3.4-misol. (Z[
√

3],+, ·) va (Z[
√

5],+, ·) halqalar izomorf emasligini ko‘rsating.

Yechish. Teskarini faraz qilamiz, ya’ni f : Z[
√

3]→ Z[
√

5] izomorfizm mavjud
bo‘lsin. U holda f(1) = 1 bo‘lib, bundan esa f(3) = 3 ekanligi kelib chiqadi.
Ikkinchi tomondan esa,

f(3) = f(
√

3
2
) = (f(

√
3))2
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munosabatdan f(
√

3) =
√

3 tenglikka ega bo‘lamiz. Demak,
√

3 ∈ Z[
√

5]. Bu esa
ziddiyat. �

Endi gruppalar nazariyasida bo‘lgani kabi tabiiy gomomorfizm tushunchasi va
izomorfizm haqidagi teoremalarni keltiramiz. Teoremalarning isbotlari gruppalar
uchun berilgan teoremalar isboti kabi bo‘lganligi uchun biz ularning isbotlariga
batafsil to‘xtalib o‘tirmaymiz.

Bizga R halqa va uning I ideali berilgan bo‘lsin. U holda quyidagi g : R→ R/I
akslantirishni qaraymiz

g(a) = a+ I, ∀a ∈ R.
Ushbu akslantirish gomomorfizm bo‘lib, u tabiiy gomomorfizm deb ataladi.
Tabiiy gomomorfizm syurektiv bo‘lib, Kerg = I munosabat o‘rinli.

5.3.2-teorema. Bizga R halqani R′ halqaga o‘tkazuvchi f : R → R′ epimorfizm
berilgan bo‘lsin. Agar R halqaning I ideali uchun I ⊆ Kerf munosabat o‘rinli
bo‘lsa, u holda g : R → R/I syurektiv tabiiy gomomorfizm uchun f = h ◦ g
shartni qanoatlantiruvchi yagona h : R/I → R′ epimorfizm mavjud. Shuningdek,
h inyektiv bo‘lishi uchun I = Kerf tenglik o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun h : R/I → R′ akslantirishni h(a+I) = f(a)
kabi aniqlaymiz. Ushbu akslantirish to‘g‘ri aniqlangan bo‘lib, f = h ◦ g tenglik
o‘rinli bo‘ladi. Uning gomomorfizm ekanligi esa quyidagi tenglikdan kelib chiqadi

h
(
(a+ I) · (b+ I)

)
= h(a · b+ I) = f(a · b) = f(a) · f(b) = h(a+ I) · h(b+ I).

Endi bevosita izomorfizm haqidagi teoremalarni keltiramiz.

5.3.3-teorema (izomorfizm haqidagi birinchi teorema). Agar f akslantirish
R halqani R′ halqaga o‘tkazuvchi gomomorfizm bo‘lsa, u holda R/Kerf ∼= f(R)
bo‘ladi.

5.3.4-teorema (izomorfizm haqidagi ikkinchi teorema). R halqaning I va
J ideallari uchun I/(I ∩ J) ∼= (I + J)/J munosabat o‘rinli.

5.3.5-teorema (izomorfizm haqidagi uchinchi teorema). R halqaning I va
J ideallari uchun I ⊆ J bo‘lsa, u holda

(R/I)/(J/I) ∼= R/J.

Quyidagi teoremada esa gruppalar nazariyasidagi kabi halqalar uchun moslik
teoremasini keltiramiz.

5.3.6-teorema (moslik teoremasi). Aytaylik, R halqani R′ halqaga akslanti-
ruvchi f epimorphizm berilgan bo‘lsin. U holda R halqaning Kerf ⊆ I shartni
qanoatlantiruvchi ideallari to‘plami bilan R′ halqaning ideallari to‘plami orasida
o‘zaro bir qiymatli moslik mavjud.
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Endi ixtiyoriy halqani biri bor halqaga kengaytirish mumkinligini, ya’ni ixtiy-
oriy halqa uchun shunday biri bor halqa topilib, bu halqalar orasida monomorfizm
mavjudligini ko‘rsatamiz.

Bizga R halqa berilgan bo‘lsin. R′ = R× Z to‘plamda

(x, a) + (y, b) = (x+ y, a+ b), (x, a) · (y, b) = (xy + ay + bx, ab)

amallarni qarasak, R′ to‘plam ushbu amallarga nisbatan halqa tashkil qiladi.
Ushbu halqa biri bor halqa bo‘lib, (0, 1) element uning birlik elementi bo‘ladi.
Bundan tashqari, f(x) = (x, 0) kabi aniqlangan f : R → R × Z akslantirish
monomorfizm bo‘ladi.

5.3.1-tasdiq. Agar R halqadan birlik elementli S halqaga ϕ gomomorfizm berilgan
bo‘lsa, u holda ϕ = ψ ◦ f shartni qanoatlantiruvchi ψ : R × Z→ S gomomorfizm
mavjud, bu yerda f : R→ R× Z bo‘lib, f(x) = (x, 0).

Isbot. ψ : R×Z→ S akslantirishni ψ(x, a) = ϕ(x) + a1S kabi aniqlaymiz, bu
yerda 1S element S halqaning birlik elementi. U holda ixtiyoriy x ∈ R uchun

(ψ ◦ f)(x) = ψ(f(x)) = ψ(x, 0) = ϕ(x)

tenglik o‘rinli, ya’ni ϕ = ψ ◦ f. Bundan tashqari ushbu akslantirish gomomorfizm
bo‘ladi, chunki

ψ
(
(x, a) + (y, b)

)
= ψ(x+ y, a+ b) = ϕ(x+ y) + (a+ b)1S =

= ϕ(x) + ϕ(y) + a1S + b1S = ψ(x, a) + ψ(y, b),

ψ
(
(x, a) · (y, b)

)
= ψ(xy + ay + bx, ab) = ϕ(xy + ay + bx) + (ab)1S =

ϕ(x)ϕ(y) + aϕ(y) + bϕ(x) + ab1S = (ϕ(x) + a1S) · (ϕ(y) + b1S) = ψ(x, a) ·ψ(y, b).

5.3.5-misol. Xarakteristikasi nolga teng birlik elementli ixtiyoriy halqaning Z bu-
tun sonlar halqasiga izomorf qism halqasi mavjud ekanligini isbotlang.

Yechich. Aytaylik, R xarakteristikasi noldan farqli birlik elementli halqa
bo‘lsin. T = {n1 | n ∈ Z} to‘plamni qarasak, ushbu to‘plam R halqaning qism
halqasi bo‘ladi. Chunki, a, b ∈ T elementlar uchun a = n1 va b = m1 bo‘lib,

a− b = n1−m1 = (n−m)1, ab = (n1)(m1) = (nm)1.

Ya’ni a− b, ab ∈ T. Endi Z butun sonlar halqasidan T to‘plamga f(n) = n1 kabi
aniqlangan f : Z → T akslantirishni qaraymiz. Bu akslantirish gomomorfizm
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bo‘lib, u syurektivdir. Bundan tashqari R halqaning xarakteristikasi nolga teng
ekanligini hisobga olsak,

f(n) = f(m)⇒ n1 = m1⇒ (n−m)1 = 0⇒ n = m

munosabatlardan bu gomomorfizmning inyektivligi kelib chiqadi. Demak, f
izomorfizm. �

5.3.6-misol. Ixtiyoriy p tub soni uchun elementlari soni p ta bo‘lgan halqalar
izomorfizm aniqligida ikkita ekanligini isbotlang.

Yechish. Aytaylik, (R,+, ·) halqa p ta elementdan iborat bo‘lsin. Ma’lumki, p
ta elementli ixtiyoriy gruppa (Zp,+p) gruppaga izomorf. Agar (Zp,+p) gruppada
�1 va �2 ko‘paytmalarni quyidagicha aniqlasak,

a�1 b = 0, a�2 b = ab

u holda biz o‘zaro izomorf bo‘lmagan (Zp,+p,�1) va (Zp,+p,�2) halqalarga ega
bo‘lamiz. Ya’ni birinchi halqa trivial ko‘paytmaga ega bo‘lgan halqa bo‘lsa,
ikkinchi halqa esa, chegirmalar halqasidan iborat bo‘ladi.

Endi R halqani yuqoridagi ikkita halqadan biriga izomorf ekanligini
ko‘rsatamiz. (R,+) ∼= (Zp,+p) bo‘lganligi uchun, (R,+) gruppa additiv siklik
gruppa bo‘ladi. Aytaylik, (R,+, ·) halqa (Zp,+p,�1) halqaga izomorf bo‘lmasin.
U holda R halqada aniqlangan ko‘paytma trivial emas. Agar a ∈ R element
(R,+) additiv siklik gruppaning hosil qiluvchi elementi bo‘lsa, u holda R ning
ixtiyoriy elementi ka ko‘rinishiga ega bo‘ladi. U holda a2 = na tenglik o‘rinli,
bu yerda n 6= 0. Endi mn ≡ 1(mod p) shartni qanoatlantiruvchi m soni uchun
b = ma elementni qarasak,

b2 = m2a2 = m2na = ma = b

munosabatga ega bo‘lamiz. Ya’ni R halqada b2 = b shartni qanoatlantiruvchi
noldan farqli element mavjud. U holda f(n) = nb kabi aniqlangan f : Zp → R
akslantirish (Zp,+p,�2) halqadan (R,+, ·) halqaga bo‘lgan izomorfizm bo‘ladi.
Chunki,

f(n+m) = (n+m)b = nb+mb = f(n) + f(m),

f(n�2 m) = f(nm) = (nm)b = (nm)b2 = (nb) · (mb) = f(m) · f(n).

�

5.3.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Z butun sonlar to‘plamida a⊕ b = a+ b− 1 va a� b = a+ b− ab kabi amal-
lar aniqlangan bo‘lsin. (Z,⊕,�) halqa ekanligini ko‘rsating va uni (Z,+, ·)
halqaga izomorf ekanligini isbotlang.
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2. R halqani R′ halqaga o‘tkazuvchi barcha gomomorfizmlarni aniqlang:

• R = (Z4,+4, ·4) va R′ = (Z6,+6, ·6).
• R = (Z6,+6, ·6) va R′ = (Z10,+10, ·10).
• R = (Z,+, ·) va R′ = (Z,+, ·).
• R = (Z,+, ·) va R′ = (2Z,+, ·).
• R = (Z,+, ·) va R′ = (Z6,+6, ·6).
• R = (R,+, ·) va R′ = (R,+, ·).

3. Quyidagi halqalarning izomorf emasligini ko‘rsating:

• (R,+, ·) va (Q,+, ·).
• (R,+, ·) va (C,+, ·).
• (Z,+, ·) va (2Z,+, ·).
• (2Z,+, ·) va (3Z,+, ·).
• (Q

√
2,+, ·) va (Q

√
3,+, ·).

4. R halqani R′ halqaga o‘tkazuvchi emimorfizm mavjudmi?

• R = (Z,+, ·) va R′ = (Z5,+5, ·5).
• R = (Z15,+15, ·15) va R′ = (Z5,+5, ·5).
• R = (Z24,+24, ·24) va R′ = (Z7,+7, ·7).
• R = (Z18,+18, ·18) va R′ = (Z8,+8, ·8).

5. R halqani R′ halqaga o‘tkazuvchi monomorfizm mavjudmi?

• R = (Z8,+8, ·8) va R′ = (Z,+, ·).
• R = (Z5,+5, ·5) va R′ = (Z15,+15, ·15).
• R = (Z6,+6, ·6) va R′ = (Z8,+8, ·8).
• R = (Z12,+12, ·12) va R′ = (Z18,+18, ·18).

6. Let T2(Z) =
{( a b

0 c

)
| a, b, c ∈ Z

}
va Z halqalar uchun f(

(
a b
0 c

)
) = a

kabi aniqlangan f : T2(Z) → Z akslantirishning gomomorfizm ekanligini
ko‘rsating va uning yadrosini toping.

7. Agar R Bul halqasi {0} va R dan boshqa idealga ega bo‘lmasa, u holda
R ∼= Z2 ekanligini isbotlang.
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8. Xarakteristikasi n(n > 0) ga teng biri bor ixtiyoriy halqaning Zn halqaga
izomorf qism halqasi mavjud ekanligini isbotlang.

9. Kompleks sonlar maydonining haqiqiy sonlarni o‘zgarishsiz qoldiruvchi avto-
morfizmlarini toping.

10. A =

{(
a b

−b a

)
| a, b ∈ R

}
halqa va (C,+, ·) kompleks sonlar maydoni

berilgan bo‘lsin. f(a + ib) =

(
a b

−b a

)
akslantirish izomofizm ekanligini

ko‘rsating.

11. A =

{(
a b

2b a

)
| a, b ∈ Q

}
halqa B = {a+b

√
2 | a, b ∈ Q} halqaga izomorf

ekanligini ko‘rsating.

12. Quyidagi matritsalar halqalari izomorf bo‘ladimi?

A =



x −y z −t
y x −t z

z t x −y
t −z y x

 | x, y, z, t ∈ R

 ,

B =

{(
u w

−w u

)
| u,w ∈ C

}
.

5.4 Nilpotent, maksimal va birlamchi(prime) ideallar

Ushbu paragrafda ba’zi muhim ideallar haqida to‘xtalib o‘tamiz. Bizga R halqa
va uning I ideali berilgan bo‘lsin. Quyidagi qatorni qaraymiz

I1 = I, Ik+1 = Ik · I, k ≥ 1.

5.4.1-ta’rif. Agar shunday n natural son topilib, In = {0} bo‘lsa, u holda I
nilpotent ideal deb ataladi. Ixtiyoriy elementi nilpotent bo‘lgan ideal esa nil
ideal deb ataladi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, ixtiyoriy nilpotent ideal nil ideal bo‘ladi. Lekin teskarisi
o‘rinli bo‘lishi shart emas. Z8 chegirmalar halqasining I = {0, 4} ideali ham nil,
ham nilpotent ideal bo‘lsa, quyidagi misolda nil bo‘lib, nilpotent bo‘lmaydigan
idealga misol keltiramiz.
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5.4.1-misol. p tub soni uchun chekli hadi noldan farqli bo‘lgan {an}, an ∈ Zpn

ketma-ketliklarni qaraymiz, ya’ni qandaydir m sonidan katta barcha k lar uchun
ak = 0. Endi R orqali bunday ketma-ketliklardan tuzilgan to‘plamni belgilab, bu
to‘plamda qo‘shish va ko‘paytirish amallarini quyidagicha aniqlaymiz

{an}+ {bn} = {an + bn}, {an} · {bn} = {an · bn}.
U holda R to‘plam ushbu amallarga nisbatan halqa tashkil qiladi. Endi bu

halqaning {pai} ko‘rinishidagi ketma-ketliklardan iborat qism to‘plamini I orqali
belgilaymiz. Ushbu I to‘plam R halqaning ideali bo‘lib, uning ixtiyoriy elementi
nilpotent bo‘ladi, chunki ixtiyoriy an ∈ I element (pa1, pa2, pa3, . . . , pam, 0, 0, . . . )
ko‘rinishida bo‘lib,

{an}m = (pma1, p
ma2, p

ma3, . . . , p
mam, 0, 0, . . . ) = {0}.

Demak, I nil ideal. Endi ushbu idealning nilpotent emasligini ko‘rsatamiz.
Teskarisini faqaz qilaylik, ya’ni I nilpotent ideal bo‘lsin, u holda qandaydir m ∈ N
natural soni uchun Im = {0}. Endi m + 1 ta hadi p ga teng bo‘lgan {an}
ketma-ketlikni qaraymiz, ya’ni {an} = (p, p, . . . , p, p︸ ︷︷ ︸

m+1 ta

, 0, 0, . . . ). U holda {an}m =

(0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m ta

, pm, 0, 0, . . . ) bo‘ladi. pm element Zpm+1 da noldan farqli bo‘lganligi

uchun {an}m ham I idealning noldan farqli elementi bo‘ladi. Bu esa Im = {0}
ekanligiga zid. Demak, I nilpotent emas.

Aytaylik, R kommutativ halqa, I esa uning nilpotent elementlaridan tashkil
topgan qism to‘plami bo‘lsin. Ma’lumki, kommutativ halqada nilpotent element-
larning ayirmasi yana nilpotent element bo‘ladi. Bundan tashqari, ixtiyoriy a ∈ I
va x ∈ R elementlar uchun (xa)n = xnan tenglikdan xa ∈ I ekanligi kelib chiqadi.
Ya’ni I nil ideal bo‘ladi.

5.4.1-tasdiq. Aytaylik, R kommutativ halqa, I esa uning nilpotent elementlaridan
tashkil topgan qism to‘plami bo‘lsin. U holda I nil ideal bo‘lib, R/I faktor halqa
noldan farqli nilpotent elementga ega emas.

Isbot. Tasdiqning birinchi qismini, ya’ni I nil ideal ekanligini yuqorida keltirib
o‘tdik. Shuning uchun tasdiqning ikkinchi qismini isbotlaymiz. Faraz qilaylik,
a+I element R/I faktor halqaning nilpotent elementi bo‘lsin. U holda qandaydir
n natural soni uchun (a + I)n = I tenglik o‘rinli bo‘ladi. Ikkinchi tomondan
esa (a + I)n = an + I bo‘lganligi uchun an + I = I, ya’ni an ∈ I ekanligini
hosil qilamiz. Bu esa, an elementning ham nilpotent element ekanligini bildiradi.
Demak, shunday m natural soni uchun (an)m = 0, ya’ni anm = 0. Bundan biz
a elementning nilpotent ekanligini, ya’ni a ∈ I bo‘lishini hosil qilamiz. Demak,
a + I = I, bu esa R/I faktor halqaning nol elementi. Shunday qilib, biz R/I
faktor halqa noldan farqli nilpotent elementga ega emasligini ko‘rsatdik.
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5.4.1 Tub va keltirilmas elementlar

Ushbu bo‘limda birlik elementga ega bo‘lgan kommutativ halqaning tub va kelti-
rilmas elementlari tushunchalarini kiritib, ularning xossalarini keltiramiz.

Aytaylik, R birlik elementga ega bo‘lgan kommutativ halqa bo‘lsin.

5.4.2-ta’rif. Agar birlik elementga ega bo‘lgan kommutativ R halqaning noldan
farqli va teskarilanmaydigan p ∈ R elementi uchun p | ab ekanligidan p | a yoki
p | b ekanligi kelib chiqsa, u holda ushbu element tub element deb ataladi.

5.4.3-ta’rif. Agar birlik elementga ega bo‘lgan kommutativ R halqaning noldan
farqli va teskarilanmaydigan p ∈ R elementi uchun p = ab ekanligidan a yoki b
elementlarning teskarilanuvchi ekanligi kelib chiqsa, u holda ushbu element kelti-
rilmas element deb ataladi. Aks holda, ya’ni agar p elementni teskarilanu-
vchi bo‘lmagan a va b elementlarning ko‘paytmasi shaklida p = ab kabi ifodalash
mumkin bo‘lsa, u holda p element keltiriluvchi deyiladi.

Ta’kidlash joizki, Z butun sonlar halqasida p tub sonni olsak, u holda p va −p
elementlar ham tub ham keltirilmas elementlar bo‘ladi.

Quyidagi misolda, tub element bo‘lib, keltirilmas bo‘lmaydigan elementga
misol keltiramiz.

5.4.2-misol. Z6 halqaning p = 3 elementi tub element bo‘lib, keltiriluvchi bo‘ladi.
Chunki, agar a, b ∈ Z6 elementlar uchun 3 | ab ekanligidan, shunday c ∈ Z6

element uchun 3 · c = a · b tenglikning bajarilishi, bundan esa 6 | (ab− 3c) ekanligi
kelib chiqadi. Ushbu munosabatdan esa, 3 | (ab− 3c), ya’ni 3 | ab ekanligini olish
qiyin emas. Bu esa 3 | a yoki 3 | b ekanligini, ya’ni 3 | a yoki 3 | b bo‘lishini
bildiradi. Demak, p = 3 element Z6 halqaning tub elementi.

Ushbu p = 3 elementning keltiriluvchi ekanligi esa 3 = 3 · 3 tenglikdan kelib
chiqadi. Ya’ni 3 elementni teskarilanmaydigan elementlarning ko‘paytmasi shak-
lida ifodalash mumkin.

Endigi misolda esa, keltirilmas bo‘lib, lekin tub bo‘lmaydigan element
mavjudligini ko‘rsatamiz.

5.4.3-misol. Z[i
√

5] = {a+ bi
√

5 | a, b ∈ Z} halqaning p = 3 elementi keltirilmas
bo‘lib, tub bo‘lmaydi.

Chunki, ushbu elementni teskarilanmaydigan elementlar ko‘paytmasi shaklida
(a + bi

√
5)(c + di

√
5) = 3 kabi ifodalash mumkin emas. Demak, p = 3 element

keltirilmas element. Lekin 3 ga bo‘linmaydigan a = 1 + i
√

5 va b = 1 + i
√

5
elementlarning ko‘paytmasi ab = 6 soni 3 ga bo‘linishidan, ushbu elementning tub
emasligi kelib chiqadi.
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Endi qanday halqalarda tub va keltirilmas elementlar ustma-ust tushishi
haqidagi natijalarni keltiramiz.

5.4.1-teorema. Butunlik sohasining ixtiyoriy tub elementi keltirilmas element
bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, R butunlik sohasi bo‘lib, p ∈ R tub element uchun p = ab
bo‘lsin. U holda p | ab bo‘lib, bundan esa p | a yoki p | b ekanligi kelib chiqadi. Agar
p | a bo‘lsa, u holda a = pq bo‘lib, p = ab = pqb, ya’ni p(1− qb) = 0 kelib chiqadi.
R soha butunlik sohasi va p 6= 0 bo‘lganligi uchun 1 − qb = 0 tenglikni, ya’ni b
elementning teskarilanuvchi ekanligini hosil qilamiz. Xuddi shunga o‘xshab, agar
p | b bo‘lsa, u holda a element teskarilanuvchi bo‘ladi. Demak, p keltirilmas
element.

5.4.1-teoremaning teskarisi o‘rinli emasligi 5.4.2-misoldan ko‘rinadi. Ya’ni bu-
tunlik sohasining keltirilmas elementi tub element bo‘lishi shart emas.

Quyidagi teoremada esa, bosh ideallar sohasining keltirilmas va tub elementlari
ustma-ust tushishi ko‘rsatiladi.

5.4.2-teorema. Bosh ideallar sohasining p elementi keltirilmas bo‘lishi uchun
uning tub element bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Ushbu teoremaning yetarliligi 5.4.1-teoremadan bevosita kelib chiqqan-
ligi uchun uning zaruriyligini isbotlaymiz. Aytaylik, R bosh ideallar sohasining
p keltirilmas elementi uchun p | ab bo‘lsin, u holda ab = rp. Ikkinchi tomondan
esa R bosh ideallar sohasi bo‘lganligi uchun 〈p, b〉 ideal qandaydir 〈d〉 ideal bilan
ustma-ust tushadi. Bu esa, d | p, ya’ni qandaydir q ∈ R element uchun p = dq

ekanligini bildiradi. p element keltirilmas ekanligidan d va q elementlardan hech
bo‘lmaganda bittasi teskarilanuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Agar d teskarilanuvchi bo‘lsa, u holda 〈p, b〉 = 〈d〉 = R bo‘lib, bundan esa R
halqaning ixtiyoriy elementi p va b lar orqali ifodalanishi kelib chiqadi. Xususan,
qandaydir s, t ∈ R elementlar uchun 1 = sp+ tb. Bundan esa,

a = a(sp+ tb) = asp+ atb = asp+ trp = (as+ tr)p

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu esa a element p ga bo‘linishini bildiradi.
Agar q teskarilanuvchi bo‘lsa, u holda d = pq−1 bo‘lib, d ∈ 〈p〉 ekanligi kelib

chiqadi. U holda 〈p, b〉 = 〈p〉 bo‘lib, b ∈ 〈p〉 ekanligi, ya’ni b element p ga bo‘linishi
kelib chiqadi. Shunday qilib, biz p | ab ekanligidan p | a yoki p | b kelib chiqishini
ko‘rsatdik. Demak, p tub element.
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5.4.2 Maksimal, birlamchi(prime) va primar(primary) ideallar

Endi halqaning bir qancha maxsus ideallari tushunchalarini keltirib, ularning xos-
salarini o‘rganamiz. Dastlab, birlamchi(prime) ideal tushunchasini kiritamiz.
Ta’kidlab o‘tish joizki, birlamchi ideal tushunchasining bir qancha ekvivalent
ta’riflari mavjud bo‘lib, biz asosiy ta’rif sifatida quyidagini keltiramiz.

5.4.4-ta’rif. Aytaylik, R halqaning P ideali berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy A,B
ideallar uchun AB ⊆ P ekanligidan A ⊆ P yoki B ⊆ P kelib chiqsa, u holda P
ideal birlamchi(prime) ideal deb ataladi.

Ta’kidlash joizki, agar P birlamchi ideal bo‘lib, a, b ∈ R elementlar uchun
〈a〉〈b〉 ⊆ P bo‘lsa, u holda 〈a〉 ⊆ P yoki 〈b〉 ⊆ P kelib chiqadi. Bu esa, a ∈ P yoki
b ∈ P ekanligini anglatadi. Demak, P birlamchi ideal bo‘lib, 〈a〉〈b〉 ⊆ P bo‘lsa,
u holda a ∈ P yoki b ∈ P. Bundan tashqari, qandaydir k ∈ N natural soni uchun
〈a〉k ⊆ P bo‘lsa, u holda a ∈ P bo‘ladi.

Birlamchi ideal tushunchasini yuqoridagi ta’rifga ekvivalent bo‘lgan quyidagi
ta’rif orqali ham aniqlash mumkin. Ushbu ta’rifning yuqoridagi ta’rifdan farqi
shundaki, bunda birlamchi ideal tushunchasi halqaning elementlari orqali beriladi.

5.4.5-ta’rif. Aytaylik, R halqaning P ideali berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy a, b ∈
R elementlar uchun aRb ⊆ P ekanligidan a ∈ P yoki b ∈ P kelib chiqsa, u holda
P ideal birlamchi(prime) ideal deb ataladi.

Quyidagi teoremada esa, yuqoridagi ta’riflarning ekvivalent ekanligini
ko‘rsatamiz.

5.4.3-teorema. R halqaning P ideali birlamchi ideal bo‘lishi uchun ixtiyoriy
a, b ∈ R elementlar uchun aRb ⊆ P ekanligidan a ⊆ P yoki b ⊆ P kelib chiqishi
zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriylik. Aytaylik, P birlamchi ideal bo‘lib, a, b ∈ P elementlar
uchun aRb ⊆ P bo‘lsin. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz

A = RaR, B = RbR.

U holda A va B to‘plamlar R halqaning ideallari bo‘lib,

AB = (RaR)(RbR) ⊆ R(aRb)R ⊆ RPR ⊆ P.

P ideal birlamchi ideal bo‘lganligi uchun A ⊆ P yoki B ⊆ P. Agar A ⊆ P
bo‘lsa, u holda 〈a〉3 ⊆ RaR = A ⊆ P ekanligidan a ∈ P kelib chiqadi. Xuddi
shunga o‘xshab, agarB ⊆ P bo‘lsa, u holda b ∈ P ekanligini hosil qilamiz. Demak,
a ⊆ P yoki b ⊆ P.
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Yetarlilik. Aytaylik, ixtiyoriy a, b ∈ R elementlar uchun aRb ⊆ P ekanligidan
a ⊆ P yoki b ⊆ P kelib chiqsin. Faraz qilaylik, R halqaning A va B ideallari
berilgan bo‘lib, AB ⊆ P va A * P bo‘lsin. U holda shunday a ∈ A element
topilib, a /∈ P. Ixtiyoriy b ∈ B element uchun

aRb = (aR)b ⊆ AB ⊆ P

ekanligidan, a ∈ P yoki b ∈ P kelib chiqadi. Lekin, a /∈ P bo‘lganligi uchun biz
ixtiyoriy b ∈ B element uchun b ∈ P ekanligini hosil qilamiz. Demak, B ⊆ P,
ya’ni P birlamchi ideal.

Yuqoridagi teoremadan quyidagi natijani hosil qilamiz.

5.4.1-natija. R halqaning P ideali berilgan bo‘lib, ixtiyoriy a, b ∈ R elementlar
uchun ab ∈ P ekanligidan a ∈ P yoki b ∈ P kelib chiqsa, u holda P birlamchi
ideal bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, A va B ideallar uchun AB ⊆ P va A * P bo‘lsin. U
holda ∀a ∈ A \ P va ∀b ∈ B elementlar uchun ab ∈ AB ⊆ P bo‘lib, teorema
shartiga ko‘ra a ∈ P yoki b ∈ P bo‘ladi. Lekin a /∈ P bo‘lganligi uchun b ∈ P
kelib chiqadi. Ushbu b elementling ixtiyoriyligidan B ⊆ P munosabatni hosil
qilamiz. Demak, P birlamchi ideal.

Ta’kidlash kerakki, 5.4.1-natijaning teskarisi R halqa kommutativ bo‘lgan
holda to‘g‘ri bo‘lib, umumiy holda esa har doim ham o‘rinli emas. Chunki, agar
R halqa kommutativ bo‘lib, P uning birlamchi ideali va ab ∈ P bo‘lsa, u holda
〈ab〉 ⊆ P bo‘lib, R halqaning kommutativligidan 〈a〉〈b〉 ⊆ 〈ab〉 ⊆ P kelib chiqadi.
Bundan esa, 〈a〉 ⊆ P yoki 〈b〉 ⊆ P ya’ni a ∈ P yoki b ∈ P hosil bo‘ladi. Demak,
R halqa kommutativ bo‘lsa 5.4.1-natijaning teskarisi o‘rinli. Halqa kommutativ
bo‘lmagan holda ushbu natijaning teskarisi o‘rinli bo‘lmasligiga biz quyidagi mi-
solda javob beramiz.

5.4.4-misol. Mn(Z) matritsalar halqasi uchun I = {0} ideal birlamchi ideal bo‘lib,
ab ∈ I ekanligidan a ∈ I yoki b ∈ I bo‘lishi har doim ham kelib chiqmaydi. Chunki,
Mn(Z) halqa nolning bo‘luvchilariga ega.

5.4.5-misol. Z butun sonlar halqasida P = {3k | k ∈ Z} ideal birlamchi ideal
bo‘lib, P = {6k | k ∈ Z} ideal esa birlamchi emas.

Quyidagi teoremada biri bor kommutativ halqada birlamchi ideallarning xos-
sasini keltiramiz.

5.4.4-teorema. Biri bor kommutativ R halqaning P (P 6= R) ideali birlamchi
bo‘lishi uchun R/P faktor halqa butunlik sohasi bo‘lishi zarur va yetarli.
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Isbot. Zaruriylik. Aytaylik, R biri bor kommutativ halqa va P uning bir-
lamchi ideali bo‘lsin. U holda R/P faktor halqa ham biri bor halqa bo‘lib, 1R+P
element uning birlik elementi bo‘ladi. P birlamchi bo‘lib, P 6= R bo‘lganligi uchun
1R+P 6= P, chunki, P = 0+P element faktor halqaning nol elementi bo‘ladi. Endi
R/P faktor halqada nolning bo‘luvchisi mavjud emasligini ko‘rsatamiz. Faraz qi-
laylik, a+ P va b+ P elementlar uchun (a+ P )(b+ P ) = 0 + P bo‘lsin, u holda
ab+ P = P bo‘lib, ab ∈ P ekanligi kelib chiqadi. Bundan esa, R halqaning kom-
mutativligi va P idealning birlamchi ekanligini hisobga olsak, a ∈ P yoki b ∈ P
kelib chiqadi. Bu esa, a + P = 0 + P yoki b + P = 0 + P ekanligini anglatadi.
Ya’ni, R/P faktor halqa nolning bo‘luvchisiga ega emas.

Yetarlilik. Aytaylik, R/P faktor halqa butunlik sohasi bo‘lsin. Agar ab ∈ P
bo‘lsa, u holda

0 + P = ab+ P = (a+ P )(b+ P )

ekanligidan a+ P = 0 + P yoki b+ P = 0 + P kelib chiqadi. Bu esa, a ∈ P yoki
b ∈ P ekanligini anglatadi. Bundan esa, R halqa kommutativ bo‘lganligi uchun
P idealning birlamchi ekanligi kelib chiqadi.

Agar R halqa bosh ideallar sohasi bo‘lsa, u holda quyidagiga ega bo‘lamiz.

5.4.5-teorema. Aytaylik, R bosh ideallar sohasi va P uning xos ideali bo‘lsin. P
ideal birlamchi ideal bo‘lishi uchun uning tub element orqali hosil qilinishi zarur
va yetarli.

Isbot. Aytaylik, R bosh ideallar sohasi va P = 〈p〉 uning xos ideali bo‘lsin.
U holda p 6= 0 va P 6= R bo‘lib, p elementning teskarilanuvchi emasligini hosil
qilamiz. Agar ab ∈ R elementlar uchun p | ab bo‘lsa, u holda ab = pc bo‘lib,
ab ∈ P ekanligiga, bundan esa, a ∈ P yoki b ∈ P munosabatga ega bolamiz.
Demak, p | a yoki p | b, ya’ni p element tub element bo‘ladi.

Va aksincha, agar p tub element uchun P = 〈p〉 idealni qarasak, u holda ab ∈ P
shartni qanoatlantiruvchi a, b ∈ R elementlar uchun p | ab kelib chiqib, bundan
p | a yoki p | b hosil bo‘ladi. Bu esa, a ∈ P yoki b ∈ P ekanligini, ya’ni P idealning
birlamchiligini anglatadi.

Yuqoridagi teooremadan butun sonlar halqasining barcha birlamchi ideallari
0,Z va 〈p〉 = {pk | p tub son} ideallardan iborat bo‘lishini hosil qilamiz.

Endi maksimal ideal tushunchasini kiritamiz.

5.4.6-ta’rif. Aytaylik, R halqa va unung M ideali berilgan bo‘lsin. Agar M 6=
R bo‘lib, R halqaning M ⊂ I ⊂ R shartni qanoatlantiruvchi I ideali mavjud
bo‘lmasa, u holda M ideal maksimal ideal deb ataladi.

Maksimal chap va o‘ng ideal tushunchalari ham yuqoridagi ta’rif kabi kiritiladi.



190 BOB 5. HALQALAR VA IDEALLAR

5.4.6-misol. Z butun sonlar halqasida A = {3k | k ∈ Z} iedal maksimal ideal
bo‘lib, B = {4k | k ∈ Z} ideal esa maksimal emas, chunki ushbu B ideal uchun
I = {2k | k ∈ Z} ideal mavjud bo‘lib, B ⊂ I ⊂ Z.

Ta’kidlash joizki, biri bor kommutativ halqaning ixtiyoriy maksimal ideali
birlamchi ideal bo‘ladi. Haqiqatdan ham, M ideal R halqaning maksimal ide-
ali bo‘lib, a, b ∈ R elementlar uchun ab ∈ M va a /∈ M bo‘lsin. U holda
〈M,a〉 = {u + ra | u ∈ M, r ∈ R} idealni qarasak, M ⊂ 〈M,a〉 bo‘lib, M
ning maksimal ekanligidan 〈M,a〉 = R kelib chiqadi. Demak, 1 ∈ 〈M,a〉, ya’ni
shunday u ∈M, r ∈ R elementlar mavjud bo‘lib, 1 = u+ ra bo‘ladi. Bundan esa,
b = bu+ rab ∈M ekanligi kelib chiqadi. Ya’ni M birlamchi ideal.

Quyidagi misolda esa, biri bor kommutativ halqada birlamchi ideal bo‘lib,
maksimal bo‘lmagan idealga misol keltiramiz.

5.4.7-misol. R = {(a, b) | a, b ∈ Z} to‘plamda

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), (a, b) · (c, d) = (ac, bd)

amallarni qarasak, (R,+, ·) halqada I = {(a, 0) |a ∈ Z} to‘plam birlamchi ideal
bo‘lib, maksimal bo‘lmaydi. Chunki, I idealni o‘z ichiga oluvchi J = {(a, b) |a ∈
Z, b ∈ 2Z} ideal mavjud. Ya’ni I ⊂ J ⊂ R.

Ta’kidalsh joizki, agar kommutativ halqa birlik elementga ega bo‘lmasa, uning
ixtiyoriy maksimal ideali birlamchi bo‘lishi shart emas.

5.4.8-misol. R = 2Z juft sonlardan iborat halqada I = 4Z to‘plam maksimal ideal
bo‘lib, lekin birlamchi ideal emas, chunki, 2 /∈ I va 2 · 2 = 4 ∈ I.

5.4.6-teorema. Bosh ideallar sohasining P xos ideali birlamchi bo‘lishi uchun
uning maksimal bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Aytaylik, P birlamchi ideal bo‘lsin. U holda 5.4.5-teoremaga ko‘ra
qandaydir p tub element uchun P = 〈p〉 bo‘ladi. Faraz qilaylik, qandaydir I ideal
uchun P ⊂ I, P 6= I bo‘lsin. U holda a ∈ I \ P element mavjud. Ushbu a va
p elementlar o‘zaro tub bo‘lganligi uchun shunday s, t ∈ R elementlar mavjud
bo‘lib, sa + tp = 1. Bundan esa, 1 = sa + tp ∈ I kelib chiqadi. Demak I = R,
ya’ni P maksimal ideal.

Endi 5.4.4-teoremaning maksimal ideallar uchun analogini keltiramiz.

5.4.7-teorema. R birlik elementli kommutativ halqaning M ideali maksimal
bo‘lishi uchun R/M faktor halqa maydon bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriylik. Aytaylik, M maksimal ideal bo‘lsin. R/M halqa ham
kommutativ biri bor halqa bo‘lib, ixtiyoriy noldan farqli a + M ∈ R/M element
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olsak, a /∈ M bo‘ladi. Agar 〈M,a〉 idealni qarasak, M ⊂ 〈M,a〉 ⊂ R bo‘lib,
M maksimal bo‘lganligi uchun 〈M,a〉 = R bo‘ladi. Demak, 1 ∈ 〈M,a〉, ya’ni
shunday m ∈ M va r ∈ R elementlar topiladiki, m + ra = 1 bo‘ladi. Bu esa
m+ ra+M = 1+M, ya’ni ra+M = 1+M ekanligini bildiradi. Bundan esa (a+
M)(r+M) = 1+M ekanligini, ya’ni a+M elementning teskarilanuvchiligini hosil
qilamiz. Demak, R/M halqa kommutativ biri bor halqa bo‘lib, uning ixtiyoriy
elementi teskarilanuvchi bo‘ladi, ya’ni R/M maydon.

Yetarlilik. Aytaylik, R/M maydon bo‘lsin. U holda M 6= R. Agar I ideal
uchun M ⊂ I bo‘lsa, u holda a ∈ I \ M element uchun a + M element R/M
maydonning noldan farqli elementi bo‘ladi. Maydonning ixtiyoriy noldan farqli
elementi teskarilanuvchi bo‘lganligi uchun shunday r ∈ R \M element mavjudki,
(a + M) · (r + M) = 1 + M, ya’ni 1 − ar ∈ M. Bundan esa, 1 = m + ar ∈ I
ekanligini, ya’ni I = R tenglikni hosil qilamiz. Demak, M maksimal ideal.

Endi yana bir muhim ideal bo‘lgan primar ideal tushunchasini kiritamiz. Pri-
mar ideal tushunchasining kiritilishini butun sonlar halqasidagi 〈pk〉 ko‘rinishidagi
halqalar bilan bog‘lash mumkin. Ma’lumki, arifmetikaning asosiy teoremasiga
ko‘ra ixtiyoriy n butun sonni n = pα1

1 p
α2
2 . . . pαs

s ko‘rinishida ifodalash mumkin.
Bu yerdagi pi tub sonlar orqali hosil qilingan 〈pi〉 ideallar Z halqaning birlamchi
ideallari bo‘lsa, 〈pαi

i 〉 ideallar esa primar ideallar bo‘ladi.

5.4.7-ta’rif. Aytaylik, R kommutativ halqaning Q ideali berilgan bo‘lsin. Agar
ab ∈ Q, a /∈ Q shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy a, b ∈ R elementlar uchun
shunday n natural son topilib, bn ∈ Q bo‘lsa, u holda Q ideal primar(primary)
ideal deb ataladi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, ixtiyoriy birlamchi ideal primar ideal bo‘ladi. Quyidagi
misolda esa, yuqorida aytilganidek, 〈pk〉 ko‘rinishidagi ideallarning butun sonlar
halqasida primar ideal bo‘lishini ko‘rsatamiz.

5.4.9-misol. Butun sonlar halqasining 〈pk〉 ko‘rinishidagi ideali primar ideal
bo‘ladi. Ta’kidlash joizki, k ≥ 2 bo‘lganda 〈pk〉 ideal birlamchi ideal bo‘lmaydi. Biz
uning primar ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, ab ∈ 〈pk〉 bo‘lib, a /∈ 〈pk〉 bo‘lsin.
U holda shunday r ∈ Z son topilib, ab = rpk bo‘ladi. a soni pk ga bo‘linmaganligi
uchun b soni p ga bo‘linishini, ya’ni b = qp ekanligini hosil qilamiz. Bundan esa,
bk = qkpk ∈ 〈pk〉 ekanligi kelib chiqadi. Demak, 〈pk〉 primar ideal.

5.4.8-ta’rif. Aytaylik, R kommutativ halqa va uning I ideali berilgan bo‘lsin.
Quyidagi

{a ∈ R | ak ∈ I qandaydir k ∈ N uchun}

to‘plamga I halqaning radikali deb ataladi va
√
I kabi belgilanadi.
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Ta’kidlash joizki, ixtiyoriy I ideal uchun I ⊆
√
I bo‘lib,

√
I ham ideal bo‘ladi.

Chunki, agar a, b ∈
√
I bo‘lsa, u holda shunday n va m natural sonlari uchun

an, bm ∈ I. Bundan esa, (a − b)n+m ∈ I ekanligi kelib chiqadi, ya’ni a − b ∈
√
I.

Agar r ∈ R va a ∈ I bo‘lsa, u holda (ra)n = rnan ∈ I ekanligidan ra ∈
√
I hosil

bo‘ladi. Demak,
√
I ideal.

5.4.2-tasdiq. Agar R kommutativ halqaning Q ideali primar bo‘lsa, u holda
√
Q

ham primar ideal bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, a, b ∈ R elementlar uchun ab ∈
√
Q va a /∈

√
Q bo‘lsin. U

holda qandaydir n natural son uchun (ab)n ∈ Q. Bundan esa, anbn ∈ Q, lekin
an /∈ Q ekanligi kelib chiqadi. Q ideal primar bo‘lganligi uchun shunday m ∈ N
son topilib, (bn)m ∈ Q. Demak, b ∈

√
Q ya’ni Q primar ideal.

Quyidagi teoremada R kommutativ halqaning I primar idealini R/I faktor
halqa bilan xarakterlovchi xossani keltiramiz.

5.4.8-teorema. R kommutativ halqaning I ideali primar bo‘lishi uchun R/I

faktor halqadagi ixtiyoriy nolning bo‘luvchisi nilpotent element bo‘lishi zarur va
yetarli.

Isbot. Zaruriylik. Aytaylik, I primar ideal bo‘lib, a+ I element R/I faktor
halqada nolning bo‘luvchisi bo‘lsin. U holda shunday b+ I ∈ R/I element uchun
(a + I)(b + I) = I bo‘ladi. Bundan esa, ab ∈ I kelib chiqadi. I halqaning
primarligini va b /∈ I ekanligini hisobga olsak, qandaydir n ∈ N natural son uchun
an ∈ I bo‘lishini hosil qilamiz. Demak, (a+I)n = an+I = I, ya’ni a+I nilpotent.

Yetarlilik. Aytaylik, R/I faktor halqadagi ixtiyoriy nolning bo‘luvchisi nilpo-
tent bo‘lib, a, b ∈ R elementlar uchun ab ∈ I va a /∈ I bo‘lsin. U holda
(a + I)(b + I) = ab + I = I. Agar b + I element nolning bo‘luvchisi bo‘ladi.
Bundan esa uning nilpotent ekanligi, ya’ni (b + I)n = bn + I = I bo‘lishi kelib
chiqadi. U holda bn ∈ I bo‘lib, I idealning primar ekanligini hosil qilamiz.

5.4.10-misol. Ixtiyoriy ideali birlamchi ideal bo‘ladigan butunlik sohasi maydon
bo‘lishini isbotlang.

Yechish. Aytaylik, R butunlik sohasi bo‘lsin. U holda ixtiyoriy noldan farqli
a ∈ R element uchun a2R idealni qaraymiz. Ushbu ideal birlamchi ideal bo‘lganligi
uchun a2 ∈ a2R munosabatdan a ∈ a2R kelib chiqadi. Demak, qandaydir, b ∈ R
element topilib, a = a2b. Bundan esa, a(1 − ab) = 0 tenglikni hamda a 6= 0
bo‘lganligi uchun ab = 1 bo‘lishini hosil qilamiz. Demak, R butunlik sohasining
ixtiyoriy noldan farqli a elementi teskarilanuvchi ekan, ya’ni R maydon.

�

5.4.11-misol. 〈x〉 ideal Z[x] halqaning birlamchi ideali bo‘lib, maksimal
bo‘lmasligini ko‘rsating.
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Yechish. Aytaylik, Z[x] halqaning

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmx

m

elementlari uchun f(x)g(x) ∈ 〈x〉 bo‘lsin. U holda a0b0 = 0 bo‘lib, a0 = 0 yoki
b0 = 0 bo‘ladi. Bundan esa, f(x) ∈ 〈x〉 yoki g(x) ∈ 〈x〉 kelib chiqadi. Demak, 〈x〉
birlamchi ideal.

Endi ushbu idealning maksimal emasligini ko‘rsatamiz. Agar 〈x, 2〉 idealni
qarasak, ushbu ideal uchun 〈x〉 ⊂ 〈x, 2〉 ⊂ Z[x] munosabat o‘rinli bo‘lib, bundan
〈x〉 idealning maksimal emasligi kelib chiqadi. �

5.4.12-misol. 〈x2〉 ideal Z[x] halqaning primar ideali ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Aytaylik, Z[x] halqaning

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bbx

b

elementlari uchun f(x)g(x) ∈ 〈x2〉 va f(x) /∈ 〈x2〉 bo‘lsin. U holda, a0b0 = 0 va
a0b1 + a1b0 = 0 bo‘lib, a0 6= 0 yoki a1 6= 0.

Agar a0 6= 0 bo‘lsa, u holda b0 = b1 = 0, ya’ni g(x) ∈ 〈x2〉. Agar a0 = 0 bo‘lsa,
u holda a1 6= 0 bo‘lib, bundan b0 = 0, ya’ni (g(x))2 ∈ 〈x2〉 kelib chiqadi. Demak,
〈x2〉 primar ideal. �

5.4.3 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. 2 ∈ Z10 elementning tub bo‘lib, keltiriluvchi emasligini ko‘rsating.

2. 2 + i
√

5 element Z[i
√

5] halqaning keltirilmas, lekin tub bo‘lmagan elementi
ekanligini ko‘rsating.

3. Z[i] halqaning 2− i, 1 + i va 11 elementlari keltirilmas ekanligini isbotlang.

4. Z9 halqaning barcha tub va keltirilmas elementlarini aniqlang.

5. Agar Z[i] halqaning a+ bi elementi uchun a2 + b2 soni tub son bo‘lsa, u holda
a+ bi ∈ Z[i] elementning tub ekanligini isbotlang.

6. Agar Z[i
√

3] halqaning a+ bi
√

3 elementi uchun a2 + 3b2 soni tub son bo‘lsa,
u holda a+ bi ∈ Z[i] elementning keltirilmas ekanligini isbotlang.

7. Quyidagi halqalarning barcha maksimal ideallarini toping:

Z6, Z8, Z10, Z12, Z18, Z25.

8. Quyidagi halqalarning barcha birlamchi ideallarini toping:

Z6, Z8, Z10, Z12, Z16, Z18.
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9. I = {(5n,m) | n,m ∈ Z} ideal Z × Z halqaning maksimal ideali ekanligini
ko‘rsating.

10. I = {a0 + a1x + · · · + anx
n |a0 = 3k} ideal Z[x] halqaning birlamchi ideali

ekanligini ko‘rsating.

11. Biri bor chekli kommutativ halqaning ixtiyoriy xos birlamchi ideali maksimal
ekanligini isbotlang.

12. Bul halqasining ixtiyoriy xos birlamchi ideali maksimal ekanligini isbotlang.

13. Biri bor R halqaning xos I ideali maksimal bo‘lishi uchun R/I faktor halqan-
ing sodda bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

14. Aytaylik R halqaning I ideali berilgan bo‘lsin. U holda R/I faktor halqaning
ixtiyoriy P birlamchi ideali uchun I ⊆ J va J/I = P shartlarni qanoatlanti-
ruvchi J birlamchi ideal mavjud ekanligini isbotlang.

15. Ixtiyoriy r haqiqiy son uchun Ir = {f(x) ∈ R[x] | f(r) = 0} to‘plam R[x]
halqaning maksimal ideali ekanligini isbotlang.

16. Ixtiyoriy K maydon uchun K[x] ko‘phadlar halqasi va ixtiyoriy a ∈ K element
uchun ϕa(f(x)) = f(a) kabi ϕa : K[x] → K akslantirish aniqlangan bo‘lsin.
U holda ushbu ϕa akslantirishning epimorfizm ekanligini ko‘rsating va Kerϕa
to‘plam K[x] halqaning maksimal ideali bo‘lishini isbotlang.

17. Biri bor kommutativ halqaning I1 va I2 ideallari uchun
√
I1 ∩ I2 =

√
I1∩
√
I2

ekanligini isbotlang.

18. Z[x] halqaning 〈x, 4〉 ideali primar ideal ekanligini isbotlang.

19. Z[x] halqaning 〈x, 6〉 ideali primar ideal emasligini ko‘rsating.

20. Bosh ideallar sohasining ixtiyoriy notrivial I idealini I = P1P2 . . . Pn
ko‘rinishida birlamchi ideallarning ko‘paytmasi shaklida ifodalanishini isbot-
lang.

5.5 Halqalarning to‘g‘ri yig‘indisi

Bizga A va B halqalar berilgan bo‘lsin. Ushbu to‘plamlarning A × B dekart
ko‘paytmasida quyidagi amallarni aniqlaymiz

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2), (a1, b1) · (a2, b2) = (a1 · a2, b1 · b2),

bu yerda a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B bo‘lib, birinchi va ikkinchi komponentalar bo‘yicha
yig‘indi va ko‘paytmalar mos ravishda A va B halqalardagi aniqlangan amallardir.
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U holda A×B to‘plam yuqorida aniqlangan amallarga nisbatan halqa tashkil
qilib, ushbu halqa A va B halqalarning to‘g‘ri yig‘indisi deb ataladi va A ⊕ B
kabi belgilanadi. Ushbu halqada nol element (0, 0) ko‘rinishida bo‘lib, agar A va
B halqalar birlik elementli halqalar bo‘lsa, u holda (1, 1) element birlik element
vazifasini bajaradi. A va B halqalarning to‘g‘ri yig‘indisi nolning bo‘luvchilariga
ega bo‘lgan halqa hisoblanadi, chunki, (a, 0) · (0, b) = (0, 0) ekanligidan (a, 0) va
(0, b) ko‘rinishidagi elementlar nolning bo‘luvchisi ekanligi kelib chiqadi.

Biz yuqorida ikkita halqaning to‘g‘ri yig‘indisini aniqlagan bo‘lsak, induktiv
tarzda bir nechta R1, R2, . . . , Rn halqalarning ham to‘g‘ri yig‘indisini aniqlash
mumkin, ya’ni R1×R2×· · ·×Rn to‘plamda har bir komponenta bo‘yicha qo‘shish
va ko‘paytirish amallarini aniqlash orqali halqa hosil qilish mumkin.

5.5.1-misol. Z2 ⊕ Z3 halqaning elementlari

(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2)

ko‘rinishida bo‘lib, (0, 0) halqaning nol elementi, (1, 1) esa halqaning birlik ele-
menti bo‘ladi.

Ta’kidlash joizki, ushbu halqa Z6 halqaga izomorf, chunki, quyidagicha aniqlan-
gan

f
(
(0, 0)

)
= 0, f

(
(1, 1)

)
= 1, f

(
(0, 2)

)
= 2

f
(
(1, 0)

)
= 3, f

(
(0, 1)

)
= 4, f

(
(1, 2)

)
= 5

akslantirish Z2 × Z3 halqani Z6 halqaga o‘tkazuvchi izomorfizm bo‘ladi.

Quyidagi tasdiqda esa, n va m sonlar o‘zaro tub bo‘lgan holda Zn⊕Zm halqa-
ning Znm halqaga izomorf ekanligini ko‘rsatamiz.

5.5.1-tasdiq. Agar n va m sonlari o‘zaro tub bo‘lsa, u holda Zn ⊕ Zm va Znm
halqalar izomorf.

Isbot. Tasdiqni isbotlash uchun Zn ⊕ Zm halqadan Znm halqaga izomorfizm
quramiz. Ma’lumki, f izomorfizm nol elementni nol elementga birlik elementni
birlik elementga o‘tkazadi. Shuning uchun

f
(
(0, 0)

)
= 0, f

(
(1, 1)

)
= 1.

Endi Zn ⊕ Zm halqaning a = (1, 1) elementini olib,

(0, 0), a, a+ a, a+ a+ a, . . . , a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n+m−1 ta

elementlarni qarab chiqsak, n va m sonlari o‘zaro tub bo‘lganligi uchun ushbu ele-
mentlar turli bo‘lib, ular Zn⊕Zm halqaning barcha elementlarini beradi. Agar Znm
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halqaning k elementini a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
k ta

elementga mos qo‘yuvchi akslantirishni

qarasak, ushbu akslantirish Znm halqani Zn ⊕ Zm halqaga o‘tkazuvchi o‘zaro bir
qiymatli akslantirish bo‘lib, qo‘shish va ko‘paytirish amallarini saqlaydi. Demak,
ushbu akslantirish izomorfizm bo‘ladi. Ya’ni Zn ⊕ Zm ∼= Znm.

Yuqoridagi tasdiqdan ko‘rinadiki, Znm halqaning k elementini Zn⊕Zm halqa-
ning (k(mod n), k(modm)) elementiga o‘tkazuvchi f : Znm → Zn⊕Zm akslantirish
izomorfizm bo‘ladi. Ushbu tasdiqni umumlashtirgan holda quyidagi natijaga ega
bo‘lamiz.

5.5.1-natija. Agar juft-jufti bilan o‘zaro tub bo‘lgan n1, n2, . . . , ns butun sonlar
berilgan bo‘lsa, u holda Zn1⊕Zn2⊕· · ·⊕Zns halqa Zn1n2...ns halqaga izomorf bo‘ladi.

Bizga A va B halqalar va ularning R = A⊕B to‘g‘ri yig‘indisi berilgan bo‘lsin.
U holda

I1 = {(a, 0) | a ∈ A} va I2 = {(0, b) | b ∈ B}
to‘plamlar A × B halqaning ideallari bo‘lib, I1 ∩ I2 = {(0, 0)} bo‘ladi. Bundan
tashqari, R = A⊕B halqaning ixtiyoriy x ∈ R elementini yagona ravishda

x = y + z, y ∈ I1, z ∈ I2

kabi ifodalash mumkin.

5.5.2-tasdiq. Agar R halqaning I1 va I2 ideallari berilgan bo‘lib, I1∩ I2 = {0} va
ixtiyoriy x ∈ R elementni x = y + z, y ∈ I1, z ∈ I2 kabi ifodalash mumkin bo‘lsa,
u holda R ∼= I1 ⊕ I2 bo‘ladi.

Isbot. Agar I1 ∩ I2 = {0} ekanligidan foydalansak, ixtiyoriy x ∈ R elementni
x = y+ z, y ∈ I1, z ∈ I2 kabi yagona ravishda ifodalash mumkinligi kelib chiqadi.
Chunki, agar x = y1+z1 = y2+z2 bo‘lsa, u holda y1−y2 = z2−z1 ∈ I1∩I2 = {0}.
Bundan esa, y1 = y2 va z1 = z2 kelib chiqadi. Bundan foydalangan holda R
halqadan I1 ⊕ I2 halqaga f(x) = (y, z) kabi akslantirish aniqlaymiz, bu yerda
x = y + z, y ∈ I1, z ∈ I2.

Ushbu f : R → I1 ⊕ I2 akslantirish biyektiv akslantirish bo‘ladi. Endi uning
gomomorfizm ekanligini ko‘rsatamiz. Agar x1, x2 ∈ R elementlar berilib, x1 =
y1 + z1, x2 = y2 + z2, bo‘lsa, u holda

x1 + x2 = y1 + z1 + y2 + z2 = (y1 + y2) + (z1 + z2),

x1 · x2 = (y1 + z1) · (y2 + z2) = y1 · y2 + y1 · z2 + z1 · y2 + z1 · z2 = y1 · y2 + z1 · z2.
Bundan esa

f(x1+x2) = f
(
y1+y2+z1+z2

)
= (y1+y2, z1+z2) = (y1, z1)+(y2+z2) = f(x1)+f(x2),
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f(x1 · x2) = f
(
y1 · y2 + z1 · z2

)
= (y1 · y2, z1 · z2) = (y1, z1) · (y2, z2) = f(x1) · f(x2)

kelib chiqadi. Demak, f akslantirish biyektiv gomomorfizm, ya’ni izomorfizm
bo‘ladi.

Agar A va B halqalar birlik elementli halqalar bo‘lsa, u holda (1, 0) va (0, 1)
elementlar A ⊕ B halqaning idempotent elementlari bo‘lib, ularning yig‘indisi
A ⊕ B halqaning birlik elementi bo‘ladi. Ya’ni, e = (1, 0) deb belgilasak, e va
1− e elementlar A⊕B halqaning idempotent elementlari bo‘lib,

A ∼= eR, B ∼= (1− e)R.

Boshqacha qilib aytganda,

R ∼= eR⊕ (1− e)R

munosabat o‘rinli. Shunday qilib, biz agar R halqa birlik elementli A va B

halqalarning to‘g‘ri yig‘indisidan iborat bo‘lsa, u holda R halqadagi e = (1, 0)
idempotent element uchun R ∼= eR ⊕ (1 − e)R munosabat o‘rinli ekanligini
ko‘rsatdik. Quyidagi tasdiqda esa, ushbu munosabatning teskarisi ham o‘rinli
ekanligini ko‘rsatamiz.

5.5.3-tasdiq. Agar birlik elementli kommutativ R halqa e idempotent elementga
ega bo‘lsa, u holda R halqa eR va (1−e)R halqalarning to‘g‘ri yig‘indisiga izomorf
bo‘ladi.

Isbot. Bizga R halqaning e idempotent elementi berilgan bo‘lsin, u holda 1−e
element ham idempotent bo‘ladi, chunki,

(1− e)(1− e) = 1− e− e+ e2 = 1− e− e+ e = 1− e.

Endi eR va (1 − e)R to‘plamlarni qarasak, R halqa kommutativ bo‘lganligi
uchun ular ideal tashkil qiladi. Bundan tashqari, ixtiyoriy x ∈ R elementni

x = ex+ x− ex = ex+ (1− e)x

kabi eR va (1 − e)R ideallardan olingan ex va (1 − e)x elementlarning yig‘indisi
shaklida ifodalash mumkin.

Endi, eR∩ (1− e)R = {0} ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, a ∈ eR∩ (1− e)R
bo‘lsin, u holda shunday b, c ∈ R elementlar topilib, a = eb va a = (1 − e)c. Bu
tengliklardan esa, ea = e2b = eb = a va ea = e(1− e)c = (e− e)c = 0 ekanligini,
ya’ni a = 0 bo‘lishini hosil qilamiz. Demak, eR∩ (1−e)R = {0} va 5.5.2-tasdiqqa
ko‘ra R ∼= eR⊕ (1− e)R kelib chiqadi.

Ta’kidlash joizki, 5.5.3-tasdiq R birlik elementli halqa kommutativ bo‘lmasdan,
e idempotent R halqaning markaziga tegishli bo‘lgan holda ham o‘rinli bo‘ladi.
Chunki, agar e ∈ C(R) bo‘lsa, u holda R halqa kommutativ bo‘lmasa ham eR va
(1− e)R to‘plamlarning ikki yoqlama ideal ekanligi kelib chiqadi.
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5.5.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. p tub son uchun Zp2 halqani ikkita halqaning to‘g‘ri yig‘indisi shaklida ifo-
dalash mumkin emasligini ko‘rsating.

2. Haqiqiy sonlar maydoni ustida uzluksiz funksiyalar halqasini ikkita halqaning
to‘g‘ri yig‘indisi shaklida ifodalash mumkin emasligini ko‘rsating.

3. (a, b) ∈ A ⊕ B element teskarilanuvchi bo‘lishi uchun a va b elementlarning
teskarilanuvchi bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

4. Quyidagi halqalarning qaysilari o‘zaro izomorf ekanligini aniqlang:

• Z24 va Z12 ⊕ Z2.

• Z24 va Z6 ⊕ Z4.

• Z6 ⊕ Z4 va Z12 ⊕ Z2.

• Z24 va Z6 ⊕ Z2 ⊕ Z2.

• Z24 va Z4 ⊕ Z3 ⊕ Z2.

• Z6 ⊕ Z4 va Z4 ⊕ Z3 ⊕ Z2.

• Z12 ⊕ Z2 va Z4 ⊕ Z3 ⊕ Z2.

• Z8 ⊕ Z3 va Z4 ⊕ Z3 ⊕ Z2.

5.6 Nyoter va Artin halqalari

Ushbu paragrafda biz maxsus halqalar bo‘lgan Nyoter va Artin halqalari haqida
gaplashamiz. Ta’kidlash joizki, Nyoter va Artin halqalari mos ravishda o‘suvchi
va kamayuvchi zanjirlarning uzilish shartlari orqali beriladi.

Bizga R halqa va uning A1, A1, . . . , As, . . . ideallari berilgan bo‘lsin.

5.6.1-ta’rif. Agar R halqadagi ixtiyoriy o‘suvchi ideallar ketma-ketligi

A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ As ⊆ . . .

uchun shunday n soni topilib, An = An+1 = . . . munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda
R halqa o‘suvchi zanjirlarning uzilish shartini qanoatlantiradi deb ataladi.

5.6.2-ta’rif. Agar R halqadagi ixtiyoriy kamayuvchi ideallar ketma-ketligi

A1 ⊇ A2 ⊇ · · · ⊇ As ⊇ . . .

uchun shunday n soni topilib, An = An+1 = . . . munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda R
halqa kamayuvchi zanjirlarning uzilish shartini qanoatlantiradi deb ataladi.
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Boshqacha qilib aytganda, ixtiyoriy qat’iy o‘suvchi (kamayuvchi) zanjiri chekli
bo‘lgan halqaga o‘suvchi zanjirlarning uzilish shartini (kamayuvchi zanjirlarning
uzilish shartini) qanoatlantiradi deyiladi.

5.6.1-misol. Butun sonlar halqasi Z o‘suvchi zanjirlarning uzilish shartini
qanoatlantirib, kamayuvchi zanjirlarning uzilish shartini qanoatlantirmaydi.
Haqiqatdan ham, agar Z halqaning

A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ As ⊆ . . .

o‘suvchi zanjiri berilgan bo‘lsa, u holda qandaydir mi sonlar uchun Ai = miZ
bo‘lib, mi+1 | mi munosabat o‘rinli bo‘ladi. m1 son chekli bo‘lganligi va uning
bo‘luvchilari soni chekli ekanligidan ixtiyoriy qat’iy o‘suvchi zanjir chekli ekanligi
kelib chiqadi. Demak, Z halqa o‘suvchi zanjirlarning uzilish shartini qanoatlanti-
radi.

Lekin Z halqada cheksiz ko‘p ideallardan iborat

2Z ⊇ 4Z ⊇ · · · ⊇ 2sZ ⊇ . . .

kamayuychi zanjir mavjud. Shuning uchun Z halqa kamayuvchi zanjirlarning uzi-
lish shartini qanoatlantirmaydi.

5.6.3-ta’rif. O‘suvchi zanjirlarning uzilish shartini qanoatlantiruvchi halqa
Nyoter halqasi deb ataladi.

Kamayuvchi zanjirlarning uzilish shartini qanoatlantiruvchi halqa Artin
halqasi deb ataladi.

Yuqoridagi 5.6.1-misoldan ko‘rinadiki, butun sonlar halqasi Nyoter halqasi
bo‘lib, Artin halqasi bo‘lmaydi. Bundan tashqari, ixtiyoriy chekli halqalar ham
Nyoter, ham Artin halqasiga misol bo‘ladi. Quyidagi misolda esa, Nyoter halqasi
ham Artin halqasi ham bo‘lmaydigan halqaga misol keltiramiz.

5.6.2-misol. [0, 1] kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiyalar to‘plamida qo‘shish va
ko‘paytirish amallarini

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (f · g)(x) = f(x)g(x)

kabi aniqlasak, u holda C[0, 1] to‘plam ushbu amallarga nisbatan halqa bo‘lib, bu
halqa Nyoter halqasi ham Artin halqasi ham bo‘lmaydi. Chunki, ushbu halqada

An = {f ∈ C[0, 1] | f(x) = 0, 0 ≤ x ≤ 1

n
},

Bn = {f ∈ C[0, 1] | f(x) = 0,
1

n
≤ x ≤ 1},

ideallarni qarasak, A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ As ⊂ . . . cheksiz o‘suvchi zanjir bo‘lsa,
B1 ⊃ B2 ⊃ · · · ⊃ Bs ⊃ . . . esa cheksiz kamayuvchi zanjir bo‘ladi.
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Ta’kidlash joizki, biz Nyoter va Artin halqalarining ta’riflarini halqaning ikki
yoqlama ideallaridan iborat zanjirlar orqali kiritdik. Faqat chap (o‘ng) ideallardan
iborat zanjirlar orqali chap (o‘ng) Nyoter va Artin halqalari ta’riflarini yuqoridagi
kabi kiritish mumkin.

Endi Nyoter halqalarining xususiyatini ta’riflovchi quyidagi teoremani kelti-
ramiz.

5.6.1-teorema. Berilgan R halqa uchun quyidagilar ekvivalent:

1) R halqa Nyoter halqasi.

2) R halqaning ixtiyoriy ideallar sinfi maksimal elementga ega.

3) R halqaning ixtiyoriy ideali hosil qiluvchilari soni chekli bo‘lgan ideal.

Isbot. 1) ⇒ 2) Aytaylik, R halqa Nyoter halqasi bo‘lib, uning I ideallar
sinfi berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy A1 ∈ I elementni, ya’ni R halqaning I sinfida
yotadigan ixtiyoriy idealini olaylik. Agar A1 ideal I sinfning maksimal elementi
bo‘lmasa, uni o‘z ichiga oluvchi A2 ideal mavjud. Xuddi shunday, agar A2 ideal
ham maksimal element bo‘lmasa, u holda uni o‘z ichiga oluvchi A3 ideal mavjud.
Ushbu jarayonni davom ettirish natijasida A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · ⊂ Ak ⊂ . . .

o‘suvchi zanjir hosil qilamiz. R halqa Nyoter halqasi bo‘lganligi uchun shunday
n soni topilib, An = An+1 = . . . o‘rinli bo‘ladi. Ushbu An ideal esa, I ideallar
sinfining maksimal elementi bo‘ladi.

2) ⇒ 3) Aytaylik, R halqadagi ixtiyoriy I ideallar sinfi maksimal elementga
ega bo‘lib, R halqaning ixtiyoriy A ideali berilgan bo‘lsin. U holda a1 ∈ A element
uchun 〈a1〉 idealni qaraymiz. Agar 〈a1〉 = A bo‘lsa, u holda A ideal bitta hosil
qiluvchili ideal bo‘lib, tasdiq isboti kelib chiqadi. Agar 〈a1〉 ⊂ A bo‘lsa, u holda
a2 ∈ A, a2 /∈ 〈a1〉 elementni olib, 〈a1, a2〉 idealni qaraymiz. Ushbu jarayonni
davom ettirgan holda

〈a1〉 ⊂ 〈a1, a2〉 ⊂ · · · ⊂ 〈a1, a2, . . . , an〉 ⊂ . . .

ideallarni hosil qilamiz. Agar I = {〈a1〉, 〈a1, a2〉, . . . 〈a1, a2, . . . , an〉, . . . } ideallar
sinfini qarasak, ushbu sinf maksimal elementga ega. Ushbu maksimal element
〈a1, a2, . . . , as〉 uchun 〈a1, a2, . . . , as〉 = A munosabat o‘rinli bo‘ladi. Demak, A
ideal chekli sondagi elementlar orqali hosil qilinadi.

3)⇒ 1) Aytaylik, R halqaning ixtiyoriy idealining hosil qiluvchilari soni chekli
bo‘lib, A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ As ⊂ . . . o‘suvchi zanjir berilgan bo‘lsin. U holda

A =
∞⋃
i=1

Ai to‘plam ham R halqaning ideali bo‘lib, uning ham hosil qiluvchilari

soni chekli bo‘ladi. Aytaylik, A = 〈a1, a2, . . . , an〉 bo‘lsin. U holda aj element
qandaydir Aij elementga tegishli ekanligidan 1, 2, . . . , n sonlari uchun i1, i2, . . . , in
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sonlarini hosil qilamiz. Agar k = max{i1, i2, . . . , in} deb olsak, Ak = A bo‘lib,
Ak = Ak+1 = . . . munosabat bajariladi. Ya’ni, R halqa Nyoter halqasi.

Ta’kidalsh joizki, Artin halqalari uchun 5.6.1-teoremaning analogi quyidagicha
bo‘ladi.

5.6.2-teorema. R halqa Artin halqasi bo‘lishi uchun, uning ixtiyoriy ideallar sinfi
minimal elementga ega bo‘lishi zarur va yetarli.

Quyida Artin halqasi bo‘lib, Nyoter halqasi bo‘lmaydigan halqaga misol kelti-
ramiz.

5.6.3-misol. Ixtiyoriy p tub son uchun

Z(p∞) =

{
a

pn
∈ Q | 0 ≤ a < pn, n ∈ N

}
to‘plamni qaraymiz. Ushbu to‘plamda a ⊕ b = (a + b)(mod 1), a � b = 0 amal-
larni qarasak, (Z(p∞),⊕,�) uchlik birlik elementga ega bo‘lmagan kommutativ
halqa tashkil qiladi. Ushbu halqadagi ko‘paytma trivial bo‘lganligi uchun ixtiyoriy
(Z(p∞),⊕) qism gruppa ideal bo‘ladi.

Aytaylik, Z(p∞) halqaning qandaydir I ideali berilgan bo‘lib, k soni qanday-
dir q element uchun q

pk
/∈ I shart bajariluvchi eng kichik son bo‘lsin. Ma’lumki,

EKUB(q, p) = 1 bo‘ladi, aks holda p | q bo‘lib, q
pk

= a
pk−1

/∈ I munosabatdan k
sonining eng kichik ekanligiga ziddiyat hosil qilamiz. Endi I idealning

Jk−1 = {0, 1

pk−1
,

2

pk−1
, . . . ,

pk−1 − 1

pk−1
}

qism to‘plamini qarab, I = J ekanligini ko‘rsatamiz.
Faraz qilaylik, I idealda r

pn , n ≥ k element mavjud bo‘lsin, bu yerda
EKUB(r, p) = 1. U holda shunday x, y butun sonlar topilib, xr+ yp = 1. Ikkinchi

tomondan esa xr
pk

= (xpn−k)r
pn va yr

pk
= y

pk−1
elementlar I idealda yotganligi uchun

1
pk

= xr+yp
pk
∈ I. Bundan esa, ixtiyoriy q uchun q

pk
∈ I bo‘lib, bu k sonining tanla-

nishiga zid. Demak, I idealning barcha elementlari r
pn , n < k ko‘rinishida bo‘ladi.

Bundan esa, J = I kelib chiqadi. Shunday qilib, biz Z(p∞) halqaning ixtiyoriy xos
ideali chekli ekanligini ko‘rsatdik. Bundan esa, ixtiyoriy kamayuvchi zanjirning
chekli ekanligi kelib chiqadi. Ya’ni, (Z(p∞) halqa Artin halqasi.

Lekin
J1 ⊂ J2 ⊂ · · · ⊂ Jk ⊂ . . .

qat’iy o‘suvchi zanjirni qarasak, bu zanjir chekli emas, ya’ni Z(p∞) halqa Nyoter
halqasi emas.

Endi Nyoter halqalarining gomomorf obrazi va ularning to‘g‘ri yig‘indilarini
o‘rganamiz.
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5.6.3-teorema. Nyoter halqasining gomomorf obrazi ham Nyoter halqa bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, R Nyoter halqasi bo‘lib, f : R → S epimorfizm berilgan
bo‘lsin. S halqaning

J1 ⊂ J2 ⊂ · · · ⊂ Js ⊂ . . .

ideallardan iborat o‘suvchi zanjirini qarasak, ushbu ideallar uchun Ik = f−1(Jk)
to‘plamlar R halqaning ideallari bo‘lib,

I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ Is ⊂ . . .

munosabat o‘rinli. R halqa Nyoter halqasi bo‘lganligi uchun shunday n soni topi-
lib, In = In+1 = . . . . Bundan esa, f akslantirishning epimorfizm ekanligidan foy-
dalansak, Jn = Jn+1 = . . . kelib chiqadi. Demak, S halqa ham Nyoter halqasi.

5.6.4-teorema. R halqaning I ideali berilgan bo‘lib, I va R/I halqalar Nyoter
halqalari bo‘lsa, u holda R ham Nyoter halqasi bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, R halqaning

A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ As ⊂ . . .

ideallardan iborat o‘suvchi zanjiri berilgan bo‘lsin. U holda ϕ : R → R/I tabiiy
gomomorfizm uchun

ϕ(A1) ⊂ ϕ(A2) ⊂ · · · ⊂ ϕ(As) ⊂ . . .

ideallar R/I halqadagi o‘suvchi zanjir bo‘ladi. R/I halqa Nyoter halqasi
bo‘lganligi uchun shunday n soni topilib, ϕ(An) = ϕ(An+1) = . . . .

Bundan tashqari, A1 ∩ I ⊂ A2 ∩ I ⊂ · · · ⊂ As ∩ I ⊂ . . . ideallar I Nyoter
halqasining o‘suvchi zanjiri bo‘lib, shunday m soni uchun Am∩I = Am+1∩I = . . . .
U holda k = max{n,m} uchun ϕ(Ak) = ϕ(Ak+1) = . . . va Ak∩I = Ak+1∩I = . . .
munosabatlar o‘rinli.

Biz endi, Ak = Ak+1 = . . . ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun Ak = Ak+1

tenglikni ko‘rsatish yetarli. Ixtiyoriy b ∈ Ak+1 element olsak, ϕ(Ak) = ϕ(Ak+1)
bo‘lgani uchun c ∈ Ak element topilib, ϕ(b) = ϕ(c). Bundan esa, b + I = c + I
ekanligi, ya’ni b − c ∈ I kelib chiqadi. Ikkinchi tomondan esa, b − c ∈ Ak+1

bo‘lganligi uchun b − c ∈ Ak+1 ∩ I = Ak ∩ I, ya’ni b − c ∈ Ak. Bu esa, b ∈ Ak

ekanligini, ya’ni Ak = Ak+1 tenglik o‘rinliligini anglatadi. Demak, R halqa Nyoter
halqasi.

5.6.1-natija. R1 va R2 Nyoter halqalarining to‘g‘ri yig‘indisi ham Nyoter halqasi
bo‘ladi.
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Isbot. R1 ⊕ R2 halqa uchun (R1 ⊕ R2)/R1 faktor halqani qarasak,
(R1 ⊕ R2)/R1

∼= R2 bo‘lib, R1 va R2 halqalar Nyoter halqalari bo‘lganligi uchun
5.6.4-teoremaga ko‘ra R1 ⊕R2 ham Nyoter halqasi ekanligi kelib chiqadi.

Ta’kidlash joizki, 5.6.1-natija chekli sondagi Nyoter halqalari uchun ham
o‘rinli. Ya’ni R1, R2, . . . , Rn Nyoter halqalarining to‘g‘ri yig‘indisi R1 ⊕ R2 ⊕
· · · ⊕Rn ham Nyoter halqasi bo‘ladi.

5.6.5-teorema. Agar R halqa kommutativ va birlik elementli Nyoter halqasi
bo‘lsa, u holda R[x] ko‘phadlar halqasi ham Nyoter halqasi bo‘ladi.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun R[x] halqadning ixtiyoriy A idealining hosil
qiluvchi elementlari soni chekli ekanligini ko‘rsatamiz. A ⊂ R[x] idealning darajasi
n ga teng bo‘lgan ko‘phadlari xn hadi oldidagi ko‘effitsiyentlaridan va noldan
iborat to‘plamni In orqali belgilaymiz.

Ushbu In to‘plam R halqaning ideali bo‘ladi. Haqiqatdan ham, a, b ∈ In
bo‘lib, a 6= 0, b 6= 0 bo‘lsa, u holda shunday f(x), g(x) ∈ A ko‘phadlar topilib,
deg(f(x)) = deg(g(x)) = n va bu ko‘phadlarning xn hadi oldidagi koeffitsiyentlari
mos ravishda a va b ga teng. Agar a − b = 0 bo‘lsa, u holda a − b ∈ In. Agar
a − b 6= 0 bo‘lsa, f(x) − g(x) ∈ A va deg(f(x) − g(x)) = n bo‘lganligi hamda
a− b element f(x)− g(x) ko‘phadning xn hadi oldidagi koeffitsiyenti ekanligidan
a − b ∈ In kelib chiqadi. Endi, a ∈ In va r ∈ R elementlar uchun ar 6= 0 bo‘lsa,
u holda ushbu element rf(x) ko‘phadning xn hadi oldidagi koeffitsiyenti bo‘lib,
ar ∈ In bo‘ladi.

R halqaning ushbu In ideallari uchun In ⊂ In+1 munosabat o‘rinli. Chunki,
a ∈ In bo‘lsa, u holda qandaydir f(x) = axn + a1x

n−1 + · · · + an−1x + an ∈ A

ko‘phad mavjud bo‘lib, xf(x) = axn+1+a1x
n+ · · ·+an−1x

2+anx ∈ A ekanligidan
a ∈ In+1 kelib chiqadi. Shunday qilib, biz R halqaning ideallaridan iborat bo‘lgan

I0 ⊂ I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ In ⊂ . . .

o‘suvchi zanjirni hosil qildik. R halqa Nyoter halqasi bo‘lganligi uchun ushbu
zanjir qandaydir m ta qadamdan keyin uziladi, ya’ni Im = Im+1 = . . . . Bundan
tashqari, Nyoter halqasining ixtiyoriy ideali hosil qiluvchi elementlari soni chekli
ekanligidan I0, I1, . . . , Im ideallar ham hosil qiluvchi elementlari soni chekli bo‘lgan
ideallardir, ya’ni

Ik = 〈ak,1, ak,2, . . . , ak,tk〉, 0 ≤ k ≤ m,

bu yerda ak,j elementlar A idealning qandaydir k-darajali fk,j(x) ko‘phadlarning
bosh koeffitsiyentlari. R[x] halqaning ushbu ko‘phadlar orqali hosil qilingan ide-
alini B orqali belgilaymiz, ya’ni

B = 〈fk,j(x) | 0 ≤ k ≤ m, 1 ≤ j ≤ tk〉.
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Ma’lumki, B ⊂ A. Biz endi A ⊂ B ekanligini, ya’ni ixtiyoriy
f(x) ∈ A ko‘phadni B idealga tegishli ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun
f(x) ko‘phadning darajasi bo‘yicha induksiya usulidan foydalanamiz. Agar
deg(f(x)) = 0 bo‘lsa, u holda f(x) ∈ I0 ⊂ B ekanligi ravshan. Endi A ide-
alda yotuvchi darajasi s dan kichik bo‘lgan barcha ko‘phadlar B idealga ham
tegishli bo‘lsin deb faraz qilib,

f(x) = c0x
s + c1x

s−1 + · · ·+ cs−1x+ cs ∈ A, c0 6= 0

ko‘phadni qaraymiz. Agar s ≤ m bo‘lsa, u holda c0 ∈ Is bo‘lib, Is =
〈as,1, as,2, . . . , as,ts〉 bo‘lganligi uchun ushbu c0 element as,1, as,2, . . . , as,ts elementlar
orqali ifodalanadi, ya’ni

c0 = r1as,1 + r2as,2 + · · ·+ rsas,ts, r1, r2, . . . , rs ∈ R.

Bundan esa

hs(x) = r1fs,1(x) + r2fs,2(x) + · · ·+ rsfs,ts(x)

ko‘phadning B idealga tegishli ekanligi kelib chiqadi. Bundan tashqari, ushbu
hs(x) ko‘phadning ham darajasi s ga, bosh koeffitsiyenti esa c0 ga teng. Demak,
f(x) − hs(x) ∈ A ko‘phadning darajasi s dan kichik bo‘lib, induksiya faraziga
ko‘ra, f(x) − hs(x) ∈ B kelib chiqadi, ya’ni f(x) ∈ B. Shunday qilib, biz s ≤ m
bo‘lganda A ⊂ B ekanligini ko‘rsatdik.

Endi s > m bo‘lgan holni qaraymiz. U holda

c0 ∈ Is = Im = 〈am,1, am,2, . . . , am,tm〉

bo‘lib, c0 = r1am,1 + r2am,2 + · · ·+ rmam,tm, bu yerda r1, r2, . . . , rm ∈ R.
Endi quyidagi

g(x) = f(x)− xs−m
(
r1fm,1(x) + r2fm,2(x) + · · ·+ rmfm,tm(x)

)
ko‘phadni qarasak, ushbu ko‘phadning darajasi s dan kichik bo‘lib, induksiya
faraziga ko‘ra u B idealga tegishli. Ikkinchi tomondan esa r1fm,1(x) + r2fm,2(x) +
· · · + rmfm,tm(x) ∈ B ekanligidan foydalansak, f(x) ∈ B kelib chiqadi. Shunday
qilib, biz ixtiyoriy f(x) ∈ A uchun f(x) ∈ B ekanligini, ya’ni A ⊂ B bo‘lishini
ko‘rsatdik. B idealning hosil qiluvchi elementlari soni chekli bo‘lganligi uchun
A ideal ham hosil qiluvchi elementlari soni chekli bo‘lgan idealdir. Demak, R[x]
halqaning ixtiyoriy idealining hosil qiluvchi elementlari soni chekli ekan, ya’ni R[x]
Nyoter halqasi.

Yuqoridagi teoremadan quyidagi muhim natijani olamiz.

5.6.6-teorema (Gilbertning bazis haqidagi teoremasi). Agar R halqa kom-
mutativ birlik elementli Nyoter halqasi bo‘lsa, u holda R[x1, x2, . . . , xn] ko‘phadlar
halqasi ham Nyoter halqasi bo‘ladi.
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Endi Artin halqasining muhim xossalaridan birini keltiramiz.

5.6.7-teorema. Bittadan ko‘p elementga ega va nolning bo‘luvchilariga ega
bo‘lmagan kommutativ Artin halqasi maydon bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, R halqa nolning bo‘luvchilariga ega bo‘lmagan kommutativ
Artin halqasi bo‘lsin. Ixtiyoriy a ∈ R element olib, quyidagi ideallarni qaraymiz

〈a〉 ⊃ 〈a2〉 ⊃ 〈a3〉 . . . .

U holda shunday n soni topilib, 〈an〉 = 〈an+1〉 = . . . munosabat o‘rinli, ya’ni
an ∈ 〈an+1〉. Demak, qandaydir m butun son va r ∈ R element uchun an =
ran+1+man+1 tenglik o‘rinli bo‘lib, bundan an−1(a−ra2−ma2) = 0 kelib chiqadi.
an−1 6= 0 va R halqa nolning bo‘luvchilariga ega bo‘lmaganligi uchun

a = ra2 +ma2 = (ra+ma)a.

Ushbu e = ra+ma element R halqaning birlik elementi bo‘lib, e = (r+me)a
ekanligidan esa a elementning teskarilanuvchi ekanligi kelib chiqadi. Demak, R
maydon bo‘ladi.

5.6.4-misol. R =

{(
a b

0 c

)
| a ∈ Z, b, c ∈ Q

}
halqa o‘ng Nyoter halqasi bo‘lib,

chap Nyoter halqasi emasligini ko‘rsating.

Yechish. Ushbu R halqada In =

{(
0 m

2n

0 0

)
| m ∈ Z

}
to‘plamlarni qarasak,

ular halqaning chap ideallari bo‘lib, In ⊂ In+1 bo‘ladi. Ya’ni R halqada

I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ · · · ⊂ Ik ⊂ . . .

qat’iy o‘zuvchi chap ideallar zanjiri mavjud. Demak, R halqa chap Nyoter halqasi
emas.

Endi ushbu R halqaning o‘ng Nyoter halqasi ekanligini ko‘rsatamiz. Buning
uchun R halqaning ixtiyoriy o‘ng idealining hosil qiluvchi elementlari soni chekli
ekanligini ko‘rsatish kifoya.

Agar R halqaning ideali A1 =

{(
0 b
0 0

)}
ko‘rinishda bo‘lsa, u holda(

0 b

0 0

)(
0 0
0 1

b

)
=

(
0 1
0 0

)

ekanligidan

(
0 1
0 0

)
∈ A1 bo‘lishini, ya’ni A =

(
0 1
0 0

)
R =

〈(
0 1
0 0

)〉
r

teng-

likni hosil qilamiz. Bu esa, A1 ideal bitta hosil qiluvchi elementga ega ekanligini
anglatadi.
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Xuddi shunga o‘xshab,

A2 =

{(
0 0
0 c

)}
=

〈(
0 0
0 1

)〉
r

, A3 =

{(
0 b
0 c

)}
=

〈(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)〉
r

,

A4 =

{(
m d
0 e

)}
=

〈(
k 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)〉
r

ekanligini ko‘rsatish mumkin. Bu yerda, b 6= 0, c 6= 0,m 6= 0 hamda k element
A4 ko‘rinishidagi idealga tegishli matritsalarning birinchi ustun va birinchi satrida
turgan sonlar ichidagi eng kichik natural son. �

5.6.1 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. O‘zi Artin halqasi bo‘lib, qism halqasi Artin halqasi bo‘lmaydigan halqaga
misol keltiring.

2. O‘zi Nyoter halqasi bo‘lib, qism halqasi Nyoter halqasi bo‘lmaydigan halqaga
misol keltiring.

3. Artin halqasining gomomorf obrazi ham Artin halqasi bo‘lishini isbotlang.

4. Agar R halqaning I ideali berilgan bo‘lib, I va R/I halqalar Artin halqalari
bo‘lsa, u holda R halqaning ham Artin halqasi ekanligini ko‘rsating.

5. Agar birlik elementli o‘ng Artin halqasida qandaydir a, b elementlar uchun
ab = 1 bo‘lsa, u holda ba = 1 ekanligini ko‘rsating.

6. Birlik elementli kommutativ Artin halqasining ixtiyoriy birlamchi(prime) ide-
ali maksimal ekanligini ko‘rsating.



BOB 6

Galua nazariyasi

Biz ushbu bobda maydonning kengaytmalari tushunchalarini kiritib, u
orqali Galua nazariyasini keltiramiz. Ma’lumki, Galua nazariyasi algebraik
tenglamalarni radikallarda yechish masalasini o‘rganish natijasida paydo bo‘lgan
bo‘lib, algebraik ko‘phadga o‘rin almashtirishlar gruppasining qism gruppasi
bo‘lgan Galua gruppasini mos qo‘yish orqali amalga oshiriladi. Galua nazariyasi-
ning fundamental teoremasi biror maydonning chekli normal va separabel ken-
gaytmasining Galua gruppasi barcha qism gruppalari bilan ushbu kengaytma qism
maydonlari orasidagi moslikni o‘rnatuvchi teorema hisoblanadi. Bobning asosiy
teoremalaridan biri bu f(x) = 0 algebraik tenglama radikallarda yechilishi uchun
ushbu ko‘phadga mos keluvchi Galua gruppasining yechiluvchan bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligi haqidagi teoremadir.

6.1 Maydonning kengaytmalari

Dastlab maydonning kengaytmalari tushunchalarini kiritib olamiz. Bizga F may-
don va uning K qism maydoni berilgan bo‘lsa, u holda F maydon K maydonning
kengaytmasi deb ataladi. Biz K maydonning F kengaytmasi berilgan bo‘lsa,
K ⊂ F kabi belgilashdan foydalanamiz. Ta’kidlash joizki, K ⊂ F kengaytmada F
maydonni K maydon ustidagi vektor fazo sifatida qarash mumkin.

6.1.1-ta’rif. K ⊂ F kengaytmada F maydonni K maydon ustidagi vektor fazo
sifatidagi o‘lchami dimK F = [F : K] kabi belgilanadi va F maydonning K maydon
ustidagi darajasi deb ataladi.

Agar [F : K] soni chekli bo‘lsa, u holda ushbu kengaytma chekli kengaytma,
aks holda cheksiz deb ataladi. Demak, K ⊂ F kengaytma chekli bo‘lib, [F : K] =
n bo‘lsa, u holda shunday α1, α2, . . . , αn ∈ F elementlar mavjud bo‘lib, ixtiyoriy
β ∈ F element yagona ravishda

β = k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn

207
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kabi ifodalanadi, bu yerda k1, k2, . . . , kn ∈ K. Ushbu α1, α2, . . . , αn elementlar esa
K ⊂ F kengaytmaning bazisi deb ataladi.

Bizga K ⊂ F kengaytma va X ⊂ F to‘plam berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, biror
maydonning qism maydonlari kesishmasi yana qism maydon bo‘ladi. F maydon-
ning K ∪ X to‘plamni o‘z ichiga oluvchi barcha qism maydonlari kesishmasi K
maydon ustida X to‘plam orqali hosil qilingan maydon deyiladi va K(X) kabi bel-
gilanadi. Ushbu K(X) maydon X to‘plam, hamda K maydonni o‘z ichiga oluvchi
eng kichik maydon bo‘ladi. X to‘plam chekli bo‘lib, X = {α1, α2, . . . , αn} bo‘lgan
holda biz K maydonning chekli K(α1, α2, . . . , αn) kengaytmasini hosil qilamiz.

6.1.2-ta’rif. Agar K ⊂ F kengaytmada a ∈ F element uchun hech bo‘lmaganda
bittasi noldan farqli bo‘lgan k0, k1, . . . , kn−1, kn ∈ K elementlar topilib,

k0a
n + k1a

n−1 + · · ·+ kn−1a+ kn = 0

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda a element K maydon ustida algebraik element deb
ataladi. Aks holda, ushbu elementga transendent element deyiladi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, agar a ∈ F element K maydon ustida algebraik bo‘lsa,
u holda u koeffitsiyentlari K maydondan olingan biror ko‘phadning ildizi bo‘ladi.
Bunday ko‘phadlarning darajasi eng kichik bo‘lganini a algebraik elementning
minimal ko‘phadi deb ataladi. Ta’kidlash joizki, minimal ko‘phad bir qiy-
matli aniqlanib, u K maydon ustida keltirilmas ko‘phad bo‘ladi. Ushbu minimal
ko‘phadning darajasi esa a algebraik elementning darajasi deb ataladi.

Masalan,
√

3 ∈ R soni Q ratsional sonlar maydoni ustida algebraik bo‘lib,
uning darajasi 2 ga teng.

6.1.3-ta’rif. Agar α1, α2, . . . , αn algebraik elementlar topilib, K(α1, α2, . . . , αn) =
F bo‘lsa, u holda K ⊂ F kengaytma algebraik hosil qilingan kengaytma deyi-
ladi.

Xususan, n = 1, ya’ni F = K(α) bo‘lganda bunday kengaytmaga sodda al-
gebraik kengaytma deb ataladi. Ushbu α elementga esa primitiv element
deyiladi.

Agar K ⊂ F kengaytma uchun shunday

K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Ks = F

sodda algebraik kengaytmalar ketma-ketligi mavjud bo‘lsa, u holda ushbu ken-
gaytmaga murakkab algebraik kengaytma deb ataladi. Ya’ni murakkab algeb-
raik kengaytma, bu α1, α2, . . . , αs elementlar orqali hosil qilingan Ki = Ki−1(αi)
ko‘rinishidagi bir nechta sodda algebraik kengaytmalar ketma-ketligidan iborat.
Murakkab algebraik kengaytmaning ta’rifida umuman olganda αi elementlar Ki−1
maydonlarda algebraik bo‘lib, K maydonda algebraik bo‘lishi talab qilinmaydi.
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6.1.4-ta’rif. Agar K ⊂ F kengaytmada ixtiyoriy a ∈ F element K maydonga
nisbatan algebraik bo‘lsa, u holda ushbu kengaytmaga algebraik kengaytma deb
ataladi.

6.1.1-tasdiq. K ⊂ F kengaytmada a ∈ F algebraik element berilgan bo‘lib, bu
elementning darajasi n ga teng bo‘lsa, u holda [K(a) : K] = n, ya’ni sodda algebraik
kengaytmaning darajasi minimal ko‘phadning darajasiga teng.

Isbot. Aytaylik, a ∈ F element K maydon ustida algebraik element bo‘lib,
f(x) uning minimal ko‘phadi bo‘lsin, ya’ni f(a) = 0, bu yerda deg(f(x)) = n.
Quyidagi

K[x] = {k0xs + k1x
s−1 + · · ·+ ks−1x+ ks | ki ∈ K}

bir ozgaruvchili ko‘phadlar halqasini qaraymiz. Ma’lumki, K[a] ⊂ K(a) munos-
abat o‘rinli. Biz K(a) ⊂ K[a] bo‘lishini ko‘rsatamiz. Buning uchun ixtiyoriy
noldan farqli β = g(a) element uchun β−1 ∈ K[a] ekanligini ko‘rsatish kifoya, bu
yerda g(x) koeffitsiyentlari K maydondan olingan qandaydir ko‘phad.

g(a) 6= 0 bo‘lganligi uchun g(x) ko‘phad f(x) ko‘phadga bo‘linmaydi hamda
f(x) ko‘phadning keltirilmas ekanligidan EKUB(g(x), f(x)) = 1 bo‘lishi kelib
chiqadi. U holda shunday M(x) va N(x) ko‘phadlar topilib,

f(x)M(x) + g(x)N(x) = 1

tenglik o‘rinli. Ushbu tenglikdan x = a bo‘lganda g(a)N(a) = 1 ekanligini, ya’ni
β−1 = N(a) ∈ K[a] bo‘lishini hosil qilamiz. Demak, K(a) = K[a].

Shunday qilib, biz ixtiyoriy β ∈ K(a) element uchun shunday g(x) ∈ K[x]
ko‘phad topilib, β = g(a) ekanligini ko‘rsatdik. Agar g(x) ko‘phadni f(x)
ko‘phadga qoldiqli bo‘lsak, g(x) = f(x)q(x) + r(x) tenglikdan β = g(a) = r(a)
ekanligiga ega bo‘lamiz. Bu esa K(a) maydonning ixtiyoriy elementini dara-
jasi n dan oshmaydigan r(x) ko‘phad orqali β = r(a) kabi yozish mumkinligini
bildiradi. Bundan tashqari, 1, a, a2, . . . , an−1 elementlar K maydonda chiziqli erkli
bo‘lganligi uchun ular K(a) maydonda bazis bo‘ladi. Demak, [K(a) : K] = n.

Ta’kidlash joizki, biz yuqoridagi tasdiqning isbotida sodda algebraik ken-
gaytma uchun K[a] ko‘phadlar halqasining maydon ekanligini va 1, a, a2, . . . , an−1

elementlarning K(a) maydonda bazis bo‘lishini ko‘rsatdik, bu yerda n soni a ele-
mentning minimal ko‘phadi darajasi. Bundan tashqari, quyidagi natijani ham
bevosita tasdiqning isbotidan hosil qilamiz.

6.1.1-natija. K(a) maydonning ixtiyoriy β elementi β = g(a) kabi ifodalanadi.

Quyudagi tasdiqda esa, ixtiyoriy chekli kengaytma algebraik kengaytma
bo‘lishini ko‘rsatamiz.

6.1.2-tasdiq. Ixtiyoriy chekli kengaytma algebraik kengaytma bo‘ladi.
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Isbot. Aytaylik, [F : K] = n bo‘lsin. U holda F maydonning ixtiyoriy n + 1
ta elementi K maydon ustida chiziqli bog‘liq bo‘ladi. Bundan esa, ∀β ∈ F uchun
1, β, . . . , βn−1, βn elementlar ham chiziqli bog‘liq ekanligi kelib chiqadi, ya’ni hech
bo‘lmaganda bittasi noldan farqli bo‘lgan k0, k1, . . . , kn ∈ K elementlar topilib,

k0β
n + k1β

n−1 + · · ·+ kn−1β + kn = 0.

Demak, β ∈ F element k0x
n + k1x

n−1 + · · · + kn−1x + kn ko‘phadning ildizi,
ya’ni u algebraik element.

6.1.2-natija. Ixtiyoriy chekli kengaytma algebraik hosil qilingan kengaytma
bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, K ⊂ F kengaytma chekli bo‘lib, α1, α2, . . . , αn element-
lar bazis bo‘lsin. Yuqoridagi tasdiqqa ko‘ra ushbu elementlar algebraik bo‘lib,
ular orqali hosil qilingan K(α1, α2, . . . , αn) maydon K maydonning algebraik hosil
qilingan kengaytmasi bo‘ladi. Bundan tashqari, ushbu kengaytma eng kichik
bo‘lganligi uchun K(α1, α2, . . . , αn) ⊂ F munosabat o‘rinli.

Ikkinchi tomondan esa, α1, α2, . . . , αn ∈ K(α1, α2, . . . , αn) bo‘lganligi va ixti-
yoriy β ∈ F element β = k1α1 + k2α2 + · · · + knαn kabi ifodalanganligi uchun
F ⊂ K(α1, α2, . . . , αn). Demak, F = K(α1, α2, . . . , αn), ya’ni F algebraik hosil
qilingan kengaytma.

Endi ixtiyoriy algebraik hosil qilingan kengaytma murakkab algebraik ken-
gaytma ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, K maydonning F = K(α1)(α2) . . . (αn)
murakkab algebraik kengaytmasi berilgan bo‘lsin.

6.1.3-tasdiq. Ixtiyoriy β ∈ F = K(α1)(α2) . . . (αn) element uchun koeffit-
siyentlari K maydondan olingan shunday g(x1, x2, . . . , xn) ko‘phad topilib, β =
g(α1, α2, . . . , αn) tenglik o‘rinli.

Isbot. Tasdiqning isbotini n uchun induksiya metodini qo‘llab amalga oshi-
ramiz. n = 1 bo‘lgan holda tasdiqning o‘rinli ekanligi 6.1.1-natijadan kelib chiqadi.
Faraz qilaylik, L = K(α1)(α2) . . . (αn−1) maydon uchun tasdiq o‘rinli bo‘lsin. Ixti-
yoriy β ∈ F elementni qarasak, F = L(αn) bo‘lganligi uchun, L maydonda shunday
h(x) ko‘phad topilib, β = h(αn).

Aytaylik, h(x) = γ0x
m + γ1x

m−1 + · · · + γm bo‘lsin, bu yerda γ0, . . . , γm ∈ L.
Induksiya faraziga ko‘ra har bir γi uchun gi(x1, x2, . . . , xn−1) ko‘phad topilib, γi =
gi(α1, α2, . . . , αn−1). Bundan esa,

g(x1, x2, . . . , xn) = g0(x1, x2, . . . , xn−1)x
m
n +

+g1(x1, x2, . . . , xn−1)x
m−1
n + · · ·+ gm(x1, x2, . . . , xn−1)

ko‘phad uchun β = g(α1, α2, . . . , αn) ekanligi kelib chiqadi.
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6.1.3-natija. Ixtiyoriy algebraik hosil qilingan kengaytma murakkab algebraik ken-
gaytma bo‘ladi, ya’ni K(α1, α2, . . . , αn) = K(α1)(α2) . . . (αn).

Isbot. Induktiv tarzda aniqlanuvchi quyidagi maydonlarni qaraymiz

L0 = K, L1 = L0(α1), L2 = L1(α2), . . . ,Ln = Ln−1(αn).

Har bir αi element K maydonda algebraik bo‘lganligi uchun ular Li−1 may-
donda ham algebraik bo‘ladi. Demak, Li ⊂ Li+1 kengaytmalarning barchasi sodda
algebraik kengaytmalar bo‘lib, Ln = K(α1)(α2) . . . (αn). 6.1.3-tasdiqqa ko‘ra,
Ln maydonning ixtiyoriy β elementi α1, α2, . . . , αn elementlar orqali qandaydir
ko‘phad yordamida ifodalanadi. Bundan esa, Ln ⊂ K(α1, α2, . . . , αn) ekanligiga
ega bo‘lamiz.

Ikkinchi tomondan esa, Ln barcha α1, α2, . . . , αn elementlarni o‘z ichiga olgan-
ligi uchun K(α1, α2, . . . , αn) ⊂ Ln. Demak, K(α1, α2, . . . , αn) = K(α1)(α2) . . . (αn).

Bizga K ⊂ F kengaytma berilgan bo‘lib, L maydon uchun K ⊂ L ⊂ F muno-
sabat o‘rinli bo‘lsa, u holda L maydon K va F maydonlarning orasida joylashgan
maydon deyiladi. Ma’lumki, α1, α2, . . . , αn ∈ F elementlar uchun

K(α1) ⊂ K(α1, α2) ⊂ · · · ⊂ K(α1, α2, . . . , αn)

munosabat o‘rinli.

6.1.4-tasdiq. Agar K ⊂ L va L ⊂ F kengaytmalar chekli bo‘lsa, u holda K ⊂ F
kengaytma ham chekli bo‘lib,

[F : K] = [F : L] · [L : K]

tenglik o‘rinli.

Isbot. Aytaylik, [F : L] = n va [L : K] = m bo‘lsin, u holda F maydonda
α1, α2, . . . , αn bazis, L maydonda esa β1, β2, . . . , βm bazis mavjud. Tasdiqni isbot-
lash uchun ushbu

αiβj, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m

elementlarni F maydonning K maydon ustidagi bazisi bo‘lishini ko‘rsatish kifoya.
Dastlab, ixtiyoriy γ ∈ F elementni ushbu elementlarning chiziqli kombi-

natsiyasi shaklida ifodalanishini ko‘rsatamiz. Ma’lumki, γ element α1, α2, . . . , αn
larning chiziqli kombinatsiyasi orqali

γ = c1α1 + c2α2 + · · ·+ cnαn

kabi ifodalanadi, bu yerda c1, c2, . . . , cn ∈ L. O‘z navbatida ushbu c1, c2, . . . , cn
elementlar esa β1, β2, . . . , βm larning chiziqli kombinatsiyasi orqali

ci = di,1β1 + di,2β2 + · · ·+ di,mβm
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kabi ifodalanadi, bu yerda di,j ∈ K.
Demak,

γ =
n∑
i=1

ciαi =
n∑
i=1

m∑
j=1

di,jαiβj,

ya’ni ixtiyoriy γ ∈ F elementni αiβj elementlarning chiziqli kombinatsiyasi shak-
lida ifodalash mumkin.

Endi αiβj elementlarning chiziqli erkli ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, qan-

daydir ki,j ∈ K elementar uchun
n∑
i=1

m∑
j=1

ki,jαiβj = 0 bo‘lsin. Agar ci =
m∑
j=1

ki,jβj

kabi belgilasak, yuqoridagi tenglik

c1α1 + c2α2 + · · ·+ cnαn = 0

ko‘rinishga keladi. Bu yerda c1, c2, . . . , cn ∈ L va α1, α2, . . . , αn elementlar F
maydonning L maydon ustidagi bazisi bo‘lganligi uchun c1 = c2 = · · · = cn = 0

ekanligi kelib chiqadi. Demak, ixtiyoriy i (1 ≤ i ≤ n) uchun
m∑
j=1

ki,jβj = 0.

O‘z navbatida β1, β2, . . . , βm elementlar L maydonning K maydon ustidagi bazisi
ekanligidan ki,j = 0 kelib chiqadi. Ya’ni, αiβj elementlar chiziqli erkli.

Yuqoridagi tasdiqni umumlashtirgan holda ushbu natijaga ega bo‘lamiz.

6.1.4-natija. Agar

K = L0 ⊂ L1 ⊂ L2 ⊂ · · · ⊂ Ln = F

bo‘lib, har bir Li maydon Li−1 maydonda chekli bo‘lsa, u holda K ⊂ F kengaytma
ham chekli bo‘lib,

[F : K] = [L1 : L0][L2 : L1] . . . [Ln : Ln−1]

tenglik o‘rinli.

Bundan tashqari 6.1.4-tasdiqdan quyidagi muhim natija ham kelib chiqadi.

6.1.5-natija. Ixtiyoriy murakkab algebraik kengaytma chekli kengaytma bo‘ladi.

Isbot. 6.1.1-tasdiqqa ko‘ra har bir sodda algebraik kengaytma chekli bo‘lib,
murakkab algebraik kengaytma chekli sondagi sodda algebraik kengaytmalarning
ketma-ket qo‘llanilishi orqali hosil bo‘lishini hisobga olsak, 6.1.4-tasdiqqa ko‘ra
ixtiyoriy murakkab algebraik kengaytmaning chekli ekanligi kelib chiqadi.

Yuqorida hosil qilingan 6.1.2, 6.1.3 va 6.1.5-natijalardan quyidagi teoremaga
ega bo‘lamiz.

6.1.1-teorema. K ⊂ F kengaytma uchun quyidagilar teng kuchli:



6.2. SEPARABEL VA NORMAL KENGAYTMALAR 213

• K ⊂ F chekli kengaytma;

• K ⊂ F algebraik hosil qilingan kengaytma;

• K ⊂ F murakkab algebraik kengaytma.

6.1.1-misol. x2 − 3 ko‘phadni Q(
√

2) maydonda keltirilmas ekanligini isbotlang.

Yechish. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni x2 − 3 ko‘phad Q(
√

2) maydonda
ko‘paytuvchilarga ajralsin. U holda

x2 − 3 = (x− (a+ b
√

2))(x− (c+ d
√

2)), a, b, c, d ∈ Q.

Bu tenglikdan

x2 − 3 = x2 − (a+ c+ (b+ d)
√

2)x+ ac+ 2bd+ (ad+ bc)
√

2

ekanligi, ya’ni

a+ c = 0, b+ d = 0, ac+ 2bd = −3, ad+ bc = 0

kelib chiqadi. Demak, c = −a, d = −b, a2 + 2b2 = 3 va ab = 0. Oxirgi tenglikdan
a = 0 yoki b = 0 kelib chiqib, a2 + 2b2 = 3 tenglik esa, a, b ∈ Q bo‘lganda o‘rinli
emasligi kelib chiqadi. Shunday qilib, biz x2 − 3 ko‘phadning Q(

√
2) maydonda

keltirilmas ekanligini ko‘rsatdik. �

6.1.2-misol. Q ⊂ Q(
√

2,
√

3) kengaytmaning bazisini toping.

Yechish. Quyidagi Q ⊂ Q(
√

2) ⊂ Q(
√

2,
√

3) kengaytmalarni qaraymiz.
Ma’lumki, Q ⊂ Q(

√
2) kengaytmaning bazisi {1,

√
2} bo‘ladi, chunki, x2 − 2

ko‘phad Q maydon ustida
√

2 sonining minimal ko‘phadi. Yuqoridagi 6.1.1-
misolga ko‘ra x2 − 3 ko‘phad Q

√
2 maydon ustida

√
3 sonining minimal ko‘phadi

bo‘lib, bundan Q(
√

2) ⊂ Q(
√

2,
√

3) kengaytmaning bazisi {1,
√

3} ekanligi kelib
chiqadi. U holda 6.1.4-tasdiqqa ko‘ra [Q(

√
2,
√

3) : Q] = 4 bo‘lib, uning bazisi
{1,
√

2,
√

3,
√

6} bo‘ladi. �

6.2 Separabel va normal kengaytmalar

Ushbu bo‘limda biz separabel va normal kengaytmalarni o‘rganamiz.

6.2.1-ta’rif. Bizga K maydon va f(x) ko‘phad berilgan bo‘lsin. Agar K maydon-
ning qandaydir F kengaytmasida f(x) ko‘phad chiziqli ko‘paytuvchilarga ajralib,
kengaytma orasidagi hech qaysi qism maydonda chiziqli ko‘paytuvchilarga ajral-
masa, u holda F maydon f(x) ko‘phadning (K maydon ustidagi) yoyilish may-
doni deb ataladi.
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Boshqacha qilib aytganda, F maydon f(x) ko‘phad chiziqli ko‘paytuvchilarga
ajraluvchi eng kichik maydondir. Agar f(x) ko‘phadning barcha α1, α2, . . . , αn
ildizlarini o‘z ichiga oluvchi qandaydir universal maydon mavjud bo‘lsa, u holda K
maydon ustidagi f(x) ko‘phadning yoyilish maydoni K(α1, α2, . . . , αn) maydondan
iborat bo‘ladi.

6.2.2-ta’rif. Agar f(x) ko‘phad K maydonda keltirilmas bo‘lib, f(x) ko‘phadning
yoyilish maydonida ushbu ko‘phadning ildizlari turli bo‘lsa, u holda bu ko‘phadga
separabel ko‘phad deb ataladi.

6.2.3-ta’rif. Agar K maydonning α algebraik elementining minimal ko‘phadi
separabel bo‘lsa, u holda ushbu elementga K maydon ustida separabel element
deb ataladi. K ⊂ F algebraik kengaytmada ixtiyoriy α ∈ F element K maydon
ustida separabel bo‘lsa, u holda ushbu kengaytmaga separabel kengaytma deyi-
ladi.

6.2.1-tasdiq. Xarakteristikasi nolga teng bo‘lgan maydondagi ixtiyoriy keltirilmas
ko‘phad separabel bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an keltirilmas ko‘phad
berilgan bo‘lsin. Ushbu ko‘phadning formal hosilasi deb ataluvchi

f ′(x) = na0x
n−1 + a1(n− 1)xn−1 + · · ·+ an−1

ko‘phadni qaraymiz. Ma’lumki, ushbu formal hosila uchun(
f(x) · g(x)

)′
= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

tenglik o‘rinli. Agar f(x) = (x− α)mg(x) bo‘lsa, u holda

f ′(x) = (x− α)mg′(x) +m(x− α)m−1g(x)

bo‘lib, bundan f(x) va f ′(x) ko‘phadlar umumiy ildizga ega bo‘lishi uchun
m ≥ 2 bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi kelib chiqadi. Boshqacha aytganda, f(x)
ko‘phad karrali ildizga ega bo‘lmasligi, ya’ni separabel bo‘lishi uchun f(x) va
f ′(x) ko‘phadlar o‘zaro tub bo‘lishi zarur va yetarli. Xarakteristikasi nolga teng
bo‘lgan maydonda ixtiyoriy f(x) keltirilmas ko‘phad f ′(x) ko‘phad bilan o‘zaro
tub bo‘lganligi uchun uning separabel ekanligini hosil qilamiz.

6.2.1-tasdiqdan quyidagi natijaga ega bo‘lamiz.

6.2.1-natija. Xarakteristikasi nolga teng bo‘lgan maydonning ixtiyoriy algebraik
kengaytmasi separabel bo‘ladi.

Ta’kidlash joizki, ixtiyoriy maydon ustida berilgan keltirilmas f(x) ko‘phad
f ′(x) ko‘phad bilan o‘zaro tub bo‘lishi uchun f ′(x) 6= 0 bo‘lishi zarur va yetarli.
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Xarakteristikasi p (p 6= 0) ga teng bo‘lgan maydonda esa, f ′(x) = 0 bo‘lishi uchun
f(x) ko‘phad f(x) = g(xp) ko‘rinishida ifodalanishi zarur va yetarli.

Xarakteristikasi p (p 6= 0) ga teng bo‘lgan maydonda keltirilmas bo‘lib, separa-
bel bo‘lmaydigan ko‘phadlar mavjud. Masalan, xarakteristikasi p ga teng bo‘lgan
F maydon va biror t transendent son berilgan bo‘lsa, u holda F(tp) maydonda
f(x) = xp − tp ko‘phad keltirilmas bo‘ladi. f ′(x) = pxp−1 = 0 ekanligidan esa
f(x) ko‘phadning separabel emasligi kelib chiqadi. Bundan tashqari F(tp) may-
don ustidagi xp − tp ko‘phadning yoyilish maydoni F(t) bo‘lib, ushbu maydonda
xp − tp ko‘phad p karrali bitta t ildizga ega.

6.2.1-teorema. K cheksiz maydonning ixtiyoriy chekli separabel kengaytmasi
sodda algebraik kengaytma bo‘ladi, ya’ni agar K ⊂ F kengaytma chekli separa-
bel bo‘lsa, u holda shunday θ ∈ F algebraik element topilib, K(θ) = F.

Isbot. 6.1.1-teoremaga ko‘ra ixtiyoriy chekli kengaytma algebraik hosil qilin-
gan kengaytma bo‘ladi. Demak, K ⊂ F separabel kengaytma ham chekli
bo‘lganligi uchun, ushbu kengaytma ham algebraik hosil qilingan. Ya’ni shun-
day α1, α2, . . . , αm algebraik elementlar mavjud bo‘lib, K(α1, α2, . . . , αm) = F.
Biz m = 2 bo‘lgan holda K ⊂ F kengaytmaning sodda algebraik ekanligini
ko‘rsatishimiz yetarli. Chunki, umumiy holni m = 2 bo‘lgan holdan induksiya
orqali osongina keltirib chiqarish mumkin.

Demak, F = K(β, γ) bo‘lib, ushbu β, γ algebraik elementlarning minimal
ko‘phadlari f(x) va g(x) bo‘lsin. Aytaylik, f(x) va g(x) ko‘phadlarning ildizlari
mos ravishda

β = β1, β2, . . . , βn va γ = γ1, γ2, . . . , γs

bo‘lsin. f(x) va g(x) ko‘phadlar separabel bo‘lganligi uchun, ushbu ildizlar turli
bo‘lib, quyidagi

λi,j =
βi − β1
γ1 − γj

, 2 ≤ i ≤ n, 2 ≤ j ≤ s

elementlarni qarash mumkin. K maydon cheksiz bo‘lganligi uchun bu λi,j ele-
mentlarning hech biriga teng bo‘lmagan noldan farqli c element mavjud. U holda
θ = β1 + cγ1 elementni qarasak, θ 6= βi + cγj, 1 ≤ i ≤ n, 2 ≤ j ≤ s munosabat
o‘rinli.

Ushbu θ element ham F maydonga tegishli bo‘lganligi uchun, u ham algebraik
bo‘lib, K(θ) sodda algebraik kengaytma F maydonning qism maydoni bo‘ladi,
ya’ni K(θ) ⊂ F.

Ikkinchi tomondan esa, h(x) = f(θ − cx) ko‘phadni qarasak, ushbu ko‘phad
g(x) ko‘phad bilan yagona umumiy ildizga ega. Chunki,

h(γ) = f(θ − cγ) = f(β) = 0
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bo‘lib,
h(γj) = f(θ − cγj) 6= 0, 2 ≤ j ≤ s.

Ya’ni faqatgina γ element h(x) ko‘phadning ildizi bo‘lib, qolgan γi, 2 ≤ j ≤ s
elementlar esa ildiz bo‘lmaydi. Bundan esa, h(x) va g(x) ko‘phadlarning eng
kichik umumiy bo‘luvchisi x − γ ga teng ekanligini hosil qilamiz. Biz h(x) va
g(x) ko‘phadlarni K(θ) maydon ustidagi ko‘phadlar deb qarasak, ularning umu-
miy bo‘luvchisi ham shu maydonga tegishli ekanligidan γ ∈ K(θ) kelib chiqadi.
Bundan tashqari β = θ − cγ ekanligidan β ∈ K(θ), ya’ni F = K(β, γ) ⊂ K(θ).
Shunday qilib, biz F = K(θ) ekanligiga ega bo‘ldik.

6.2.4-ta’rif. Bizga K ⊂ F chekli kengaytma berilgan bo‘lsin. Agar K maydonda
keltirilmas bo‘lib, F maydonda kamida bitta ildizga ega bo‘lgan ixtiyoriy ko‘phad F
maydonda chiziqli ko‘paytuvchilarga ajralsa, u holda K ⊂ F kengaytmaga normal
kengaytma deyiladi.

6.2.1-misol. Q ⊂ Q(
√

2) kengaytma normal bo‘lib, Q ⊂ Q( 3
√

2) kengaytma esa
normal emas, chunki Q( 3

√
2) maydonda yechimga ega bo‘lgan x3−2 ko‘phad chiziqli

ko‘paytuvchilarga ajralmaydi.

Agar K maydondagi α va β algebraik elementlarning minimal ko‘phadlari
ustma-ust tushsa, u holda ushbu algebraik elementlar qo‘shma elementlar
deb ataladi. Boshqacha qilib aytganda, algebraik elementlar bitta keltirilmas
ko‘phadning ildizi bo‘lsa, u holda ular qo‘shma deyiladi. Bundan foydalanib, nor-
mal kengaytmaning qo‘shma elementlar orqali beriluvchi quyidagi ta’rifini hosil
qilamiz.

6.2.5-ta’rif. K ⊂ F chekli kengaytma berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy α ∈ F
elementning qo‘shmasi yana F maydonga tegishli bo‘lsa, u holda ushbu kengaytma
normal kengaytma deyiladi.

Quyidagi teoremada normal kengaytma bilan ko‘phadning yoyilish maydoni
orasidagi bog‘liqlikni keltiramiz.

6.2.2-teorema. K maydonning ixtiyoriy normal kengaytmasi shu maydon
ustidagi qandaydir f(x) ko‘phadning yoyilish maydoni bilan ustma-ust tushadi.
Va aksincha, K maydon ustidagi ixtiyoriy f(x) ko‘phadning yoyilish maydoni K
maydonning normal kengaytmasi bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, K ⊂ F kengaytma normal kengaytma bo‘lsin. U holda
F maydon K ustida chekli bo‘lib, shunday α1, α2, . . . , αn ∈ F elementlar uchun
F = K(α1, α2, . . . , αn) bo‘ladi. Agar, αi elementlarga mos keluvchi fi(x) minimal
keltirilmas ko‘phadlarni qarasak, u holda K ⊂ F kengaytma normal bo‘lganligi
uchun ushbu fi(x) ko‘phadlar F maydonda chiziqli ko‘paytuvchilarga yoyiladi.
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Bundan esa,
f(x) = f1(x)f2(x) . . . fn(x)

ko‘phad ham F maydonda chiziqli ko‘paytuvchilarga yoyilishi kelib chiqadi. De-
mak, F maydon f(x) ko‘phadning yoyilish maydonini o‘z ichiga oladi.

Ikkinchi tomondan esa, α1, α2, . . . , αn elementlar f(x) ko‘phadning ildizlari
bo‘lganligi uchun f(x) ko‘phadning yoyilish maydoni K(α1, α2, . . . , αn) maydonni
ya’ni F maydonni o‘z ichiga oladi. Shunday qilib, F maydon f(x) ko‘phadning
yoyilish maydoni bilan ustma-ust tushishini ko‘rsatdik.

Endi teoremaning ikkinchi qismini ya‘ni tasdiqning teskarisi o‘rinli ekanligini
ko‘rsatamiz. Aytaylik, F maydon K maydon ustidagi biror f(x) ko‘phadning yo-
yilish maydoni bo‘lsin. U holda F maydoning ixtiyoriy elementi f(x) ko‘phadning
α1, α2, . . . , αn ildizlari orqali ifodalanadi. Ya’ni ixtiyoriy β ∈ F element uchun
qandaydir g(x1, x2, . . . , xn) ko‘phad topilib, β = g(α1, α2, . . . , αn) tenglik o‘rinli.
Ushbu g(x1, x2, . . . , xn) ko‘phadning o‘zgaruvchilari o‘rinlarini almashtirish orqali
yangi ko‘phadlarni hosil qilamiz. Ma’lumki, x1, x2, . . . , xn elementlarning o‘rin
almashtirishlar soni n! ta bo‘lganligi uchun g(x1, x2, . . . , xn) ko‘phad yordamida
jami n! ta gϕi

(x1, x2, . . . , xn) ko‘phadlar hosil qilinadi, bu yerda ϕi element Sn
o‘rin almashtirishlar gruppasining elementi. Quyidagi ko‘phadni qaraymiz

G(x) =
n!∏
i=1

(x− gϕi
(α1, α2, . . . , αn)).

Ta’kidlash joizki, G(x) ko‘phadning barcha koeffitsiyentlari o‘zgaruvchilari
α1, α2, . . . , αn bo‘lgan simmetrik ko‘phadlardan iborat bo‘ladi. Ixtiyoriy sim-
metrik ko‘phad, elementar simmetrik ko‘phadlar orqali ifodalanganligi va elemen-
tar simmetrik ko‘phadlarning α1, α2, . . . , αn ildizlardagi qiymatlari K maydonda
yotganligi uchun G(x) ko‘phadning barcha koeffitsiyentlari ham K maydonga te-
gishli bo‘ladi.

Bundan tashqari, β = g(α1, α2, . . . , αn) element G(x) ko‘phadning ildizi bo‘lib,
β elementga mos keluvchi h(x) minimal ko‘phad G(x) ko‘phad bilan umumiy
ildizga ega. Bundan esa, G(x) ko‘phadning h(x) minimal ko‘phadga bo‘linishi ke-
lib chiqadi. Bu esa, h(x) ko‘phadning ixtiyoriy ildizi G(x) ko‘phadning ham ildizi
bo‘lishini, aniqroq qilib aytganda gϕi

(α1, α2, . . . , αn) kabi ifodalanishini anglatadi.
Ya’ni h(x) ko‘phadning qolgan ildizlari ham F maydonda yotadi. Shunday qilib,
biz F maydonning ixtiyoriy β elementiga qo‘shma elementning yana F maydonga
tegishli ekanligini hosil qildik. K ⊂ F kengaytma chekli bo‘lganligi uchun uning
normalligi kelib chiqadi.

Normal kengaytma uchun tranzitivlik xossasi umuman olganda o‘rinli emas,
ya’ni, K ⊂ F va F ⊂ P kengaytmalar normal ekanligidan K ⊂ P kengaytmaning
normal ekanligi har doim ham kelib chiqavermaydi.
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6.2.2-misol. K = Q, F = Q(
√

2) va P = Q( 4
√

2) bo‘lsin. Ma’lumki, Q(
√

2)
maydon Q ratsional sonlar maydoni ustidagi x2−2 ko‘phadning yoyilish maydoni
bo‘lib, o‘z navbatida Q( 4

√
2) esa Q(

√
2) maydon ustidagi x2 −

√
2 ko‘phadning

yoyilish maydonidir. Ya’ni Q ⊂ Q(
√

2) va Q(
√

2) ⊂ Q( 4
√

2) kengaytmalar normal
kengaytmalar bo‘ladi. Lekin Q ⊂ Q( 4

√
2) kengaytma normal kengaytma emas,

chunki Q( 4
√

2) maydon ratsional sonlar maydoni ustida keltirilmas bo‘lgan x4 − 2
ko‘phadning ildizlaridan biri 4

√
2 sonini o‘z ichiga olib, boshqa bir ildiz i 4

√
2 esa

ushbu maydonga tegishli emas.

Quyidagi tasdiqda esa tranzitivlik xossasi o‘rinli bo‘lishining zaruriy va
yetarlilik shartini keltiramiz.

6.2.2-tasdiq. Bizga K ⊂ F va F ⊂ P normal kengaytmalar berilgan bo‘lsin.
K ⊂ P kengaytmaning normal bo‘lishi uchun K maydonda shunday f(x) ko‘phad
topilib, f(x) ko‘phadning F maydon ustidagi yoyilish maydoni P maydon bilan
ustma-ust tushishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriylik. Aytaylik, K ⊂ P kengaytma normal bo‘lsin. U
holda K maydonda shunday f(x) ko‘phad topilib, ushbu ko‘phadning barcha
ildizlari α1, α2, . . . , αn uchun P = K(α1, α2, . . . , αn) bo‘ladi. Bundan esa P ⊂
F(α1, α2, . . . , αn) kelib chiqadi.

Ikkinchi tomondan F ⊂ P kengaytma normal ekanligidan F(α1, α2, . . . , αn) ⊂ P
munosabatga ega bo‘lamiz. Demak, P = F(α1, α2, . . . , αn), ya’ni P maydon koef-
fitsiyentlari K maydondan olingan f(x) ko‘phadning F maydon ustidagi yoyilish
maydoni bilan ustma-ust tushadi.

Yetarlilik. Aytaylik, koeffitsiyentlari K maydondan olingan f(x) ko‘phad
uchun P = F(α1, α2, . . . , αn) bo‘lsin, bu yerda α1, α2, . . . , αn elementlar f(x)
ko‘phadning barcha ildizlari. K ⊂ F kengaytma normal bo‘lganligi uchun K
maydonda shunday g(x) ko‘phad mavjudki, uning barcha β1, β2, . . . , βs ildizlari
uchun F = K(β1, β2, . . . , βs). U holda P = K(α1, α2, . . . , αn, β1, β2, . . . , βs) bo‘lib,
ushbu αi, βj elementlar f(x)g(x) ko‘phadning barcha ildizlarini beradi. Demak, P
maydon K maydon ustidagi f(x)g(x) ko‘phadning yoyilish maydoni bo‘ladi. Bu
esa, K ⊂ P kengaytma normal ekanligini bildiradi.

6.2.3-misol. F = Q(
√

2, 3
√

5) kengaytma uchun F = Q(θ) shartni qanoatlantiradi-
gan θ ∈ R sonini aniqlang.

Yechish. Biz θ =
√

2 3
√

5 ekanligini ko‘rsatamiz.
√

2 3
√

5 ∈ Q(
√

2, 3
√

5)
bo‘lganligi uchun Q(

√
2 3
√

5) ⊂ Q(
√

2, 3
√

5). Ikkinchi tomondan esa (
√

2 3
√

5)3 =
10
√

2 ekanligidan
√

2 ∈ Q(
√

2 3
√

5) bo‘lishini, bundan esa 3
√

5 ∈ Q(
√

2 3
√

5) muno-
sabatni olamiz. Bu esa, Q(

√
2, 3
√

5) ⊂ Q(
√

2 3
√

5) ekanligini anglatadi. Demak,
Q(
√

2, 3
√

5) = Q(
√

2 3
√

5), ya’ni θ =
√

2 3
√

5. �
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6.2.4-misol. Agar K ⊂ F kengaytmada [F : K] = 2 bo‘lsa, u holda bu kengayt-
maning normal ekanligini isbotlang.

Yechish. Aytaylik, α ∈ F va α /∈ K bo‘lsin. U holda K(α) kengaytmani
qarasak, K ⊂ K(α) ⊂ F bo‘lib, [F : K] = [F : K(α)] = [K(α) : K] ekanligidan
[K(α) : K] = 2, ya’ni F = K(α) kelib chiqadi. Bundan K maydondagi ushbu
α elementga mos keluvchi minimal ko‘phadning darajasi ham 2 ga teng bo‘lib,
bu ko‘phad F maydonda α ildizga ega ekanligi kelib chiqadi. Demak, f(x) =
(x− α)(cx− d), c, d ∈ F. Bundan esa, f(x) ko‘phadning ikkinchi ildizi c−1d ham
F maydonda yotishi kelib chiqadi. Ya’ni K ⊂ F kengaytma normal. �

6.3 Galua gruppasi va uning tartibi

Bizga K ⊂ F kengaytma berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, F maydonning barcha av-
tomorfizmlar to‘plami Aut(F) superpozitsiya amaliga nisbatan gruppa tashkil qi-
ladi. G(F,K) orqali K maydonning barcha elementlarini o‘zgarishsiz qoldiradigan
avtomorfizmlar to‘plamini belgilaymiz. Ya’ni

G(F,K) = {ϕ ∈ Aut(F) | ϕ(a) = a, ∀a ∈ K}.

Ta’kidlash joizki, G(F,K) to‘plam Aut(F) gruppaning qism gruppasi bo‘ladi.
Chunki, birlik avtomorfizm G(F,K) to‘plamda yotib, ixtiyoriy ϕ1, ϕ2 ∈ G(F,K)
avtomorfizmlar va a ∈ K element uchun

(ϕ1 ◦ ϕ−12 )(a) = ϕ1(ϕ
−1
2 (a)) = ϕ1(a) = a

ekanligidan ϕ1 ◦ ϕ−12 ∈ G(F,K) kelib chiqadi. Demak, G(F,K) qism gruppa.

6.3.1-ta’rif. Agar K ⊂ F kengaytma separabel va normal kengaytma bo‘lsa, u
holda G(F,K) gruppaga F maydonning K maydon ustidagi Galua gruppasi deb
ataladi va Gal(F,K) kabi belgilanadi.

Agar K maydonda berilgan f(x) = c0x
n + c1x

n−1 + · · ·+ cn−1x+ cn ko‘phad F
maydonda qandaydir α ildizga ega bo‘lsa, u holda ixtiyoriy ϕ ∈ Gal(F,K) uchun
ϕ(f(α)) = 0 tenglikdan

c0ϕ(α)n + c1ϕ(α)n−1 + · · ·+ cn−1ϕ(α) + cn = 0

kelib chiqadi. Bu esa ϕ(α) ham f(x) ko‘phadning ildizi ekanligini bildiradi. De-
mak, Galua gruppasining ixtiyoriy elementi f(x) ko‘phadning ildizini yana ildizga
o‘tkazar ekan.

Endi bizga Gal(F,K) Galua gruppasi berilgan bo‘lsin. U holda K ⊂ F ken-
gaytma separabel va normal bo‘lganligi uchun, 6.2.1-teoremaga ko‘ra ushbu ken-
gaytma sodda algebraik bo‘ladi. Ya’ni shunday α ∈ F element topilib, F = K(α)
tenglik o‘rinli.
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Ushbu α elementning minimal ko‘phadi f(x) uchun degf(x) = n bo‘lsa, u
holda [F : K] = n tenglik o‘rinli. Demak, ixtiyoriy θ ∈ F elementni

θ = c0 + c1α + · · ·+ cn−1α
n−1

kabi ifodalash mumkin, bu yerda c0, c1, . . . , cn−1 ∈ K.
Yuqoridagi mulohazaga asosan Galua gruppasining ixtiyoriy ϕ elementi ushbu

α ildizni f(x) ko‘phadning boshqa bir ϕ(α) ildiziga o‘tkazadi. Demak, ixtiyoriy
ϕ ∈ Gal(F,K) avtomorfizmga f(x) ko‘phadning ϕ(α) ildizini mos qo‘yish mumkin.

6.3.1-tasdiq. α ildiz uchun Φ : ϕ → ϕ(α) ko‘rinishida aniqlangan akslantirish
Gal(F,K) Galua gruppasi bilan f(x) ko‘phadning ildizlari orasida o‘zaro bir qiy-
matli moslik o‘rnatadi.

Isbot. Aytaylik, β element f(x) ko‘phadning qandaydir ildizi bo‘lsin. U holda
K ⊂ F kengaytmaning normalligi va α ∈ F ekanligidan β ∈ F kelib chiqadi.

Endi ixtiyoriy θ = c0 + c1α + · · ·+ cn−1α
n−1 element uchun

ϕ(θ) = c0 + c1β + · · ·+ cn−1β
n−1

kabi aniqlangan ϕ : F → F akslantirishni qaraymiz. Ushbu akslantirishni g(x) =
c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x

n−1 ko‘phad uchun

θ = g(α) bo‘lsa, ϕ(θ) = g(β)

kabi aniqlash mumkin.
Ta’kidlash joizki, akslantirishning g(x) ko‘phad orqali aniqlanishi ko‘phadning

darajasiga bog‘liq emas. Chunki, agar deg(g(x)) ≥ n bo‘lsa, u holda g(x)
ko‘phadni f(x) ko‘phadga qoldiqli bo‘lib,

g(x) = f(x)q(x) + r(x)

tenglikdan θ = g(α) = f(α)q(α) + r(α) = r(α) ekanligiga ega bo‘lamiz. r(x)
ko‘phadning darajasi n dan kichik bo‘lganligi uchun ϕ(θ) = r(β) bo‘lib, ikkinchi
tomondan esa g(β) = f(β)q(β) + r(β) = r(β) ekanligidan ϕ(θ) = g(β) kelib
chiqadi, ya’ni ixtiyoriy g(x) ko‘phad uchun ϕ(g(α)) = g(β).

Endi ushbu aniqlangan ϕ akslantirishni avtomorfizm ekanligini ko‘rsatamiz.
Aytaylik, bizga ixtiyoriy θ1, θ2 ∈ F elementlar berilgan bo‘lsin. U holda g1(x) va
g2(x) ko‘phadlar topilib, θ1 = g1(α) va θ2 = g2(α). Bundan tashqari,

θ1 + θ2 = g1(α) + g2(α), θ1θ2 = g1(α)g2(α)

ekanligidan

ϕ(θ1 + θ2) = ϕ(g1(α) + g2(α)) = g1(β) + g2(β) = ϕ(θ1) + ϕ(θ2)
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ϕ(θ1θ2) = ϕ(g1(α)g2(α)) = g1(β)g2(β) = ϕ(θ1)ϕ(θ2)

kelib chiqadi. Demak, ϕ akslantirish F maydondagi qo‘shish va ko‘paytirish amal-
larini saqlaydi. Endi ϕ akslantirishning biyektiv ekanligini ko‘rsatamiz. Buning
uchun K(β) maydonni qarasak, β ∈ F bo‘lganligi uchun K(β) ⊂ F. Ikkinchi
tomondan esa, [F : K(β)] = deg(f(x)) = n bo‘lganligi uchun K(β) = F. Bu esa
ixtiyoriy θ ∈ F elementni

θ = c0 + c1β + · · ·+ cn−1β
n−1

kabi ifodalash mumkinligini anglatadi. Agar yuqoridagi kabi

ψ(θ) = c0 + c1α + · · ·+ cn−1α
n−1

akslantirishni aniqlasak, u holda ψ ◦ ϕ = ϕ ◦ ψ = id bo‘lib, ushbu ψ akslan-
tirish ϕ akslantirishning teskarisi ekanligi kelib chiqadi. Demak, ϕ gomomorfizm
teskarilanuvchi, ya’ni avtomorfizm.

Ushbu ϕ avtomorfizm K maydonning elementlarini o‘zgarishsiz qoldirganligi
uchun ϕ ∈ Gal(F,K). Demak, f(x) ko‘phadning ixtiyoriy β ildizi uchun ϕ(α) = β
shartni qanoatlantiruvchi ϕ ∈ Gal(F,K) avtomorfizm aniqlandi.

Endi bunday avtomorfizmning yagona ravishda aniqlanishini ko‘rsatamiz.
Faraz qilaylik, ϕ, ψ ∈ Gal(F,K) avtomorfizmlar uchun ϕ(α) = β va ψ(α) = β

bo‘lsin. U holda ϕ(α) = ψ(α) ekanligidan (ψ−1 ◦ ϕ)(α) = α kelib chiqadi. Ya’ni
ψ−1 ◦ ϕ avtomorfizm α elementni o‘zgarishsiz qoldiradi. Ixtiyoriy θ element α
orqali θ = c0 + c1α + · · ·+ cn−1α

n−1 kabi ifodalanganligi uchun (ψ−1 ◦ ϕ)(θ) = θ.

Demak, ψ−1 ◦ ϕ = id, ya’ni ϕ = ψ.
Yuqorida isbotlangan tasdiqdan quyidagi natijaga ega bo‘lamiz.

6.3.1-natija. Gal(F,K) Galua gruppasining tartibi K maydonning F maydon
ustidagi darajasiga teng, ya’ni |Gal(F,K)| = [F : K].

6.3.1-misol. Q ⊂ Q(
√

2,
√

3) kengaytmaning separabel va normal ekanligini is-
botlang va ushbu kengaytma Galua gruppasining tartibini aniqlang.

Yechish. Q ⊂ Q(
√

2) ⊂ Q(
√

2,
√

3) kengaytmalarni qarasak, x2 − 2 ko‘phad
Q ⊂ Q(

√
2) kengaytma uchun minimal hamda x2−3 ko‘phad Q(

√
2) ⊂ Q(

√
2,
√

3)
kengaytma uchun minimal ko‘phadlar bo‘lganligidan [Q(

√
2) : Q] = 2 va

[Q(
√

2,
√

3) : Q(
√

2)] = 2. Demak, [Q(
√

2,
√

3) : Q] = 4.
Ushbu kengaytma algebraik ekanligi va ratsional sonlar maydonining xarakte-

ristikasi nolga teng bo‘lganligi uchun bu kengaytma separabel bo‘ladi. Endi uning
normal ekanligini ko‘rsatamiz. f(x) = (x2− 2)(x2− 3) ko‘phad Q maydon ustida
keltirilmas bo‘lib, Q(

√
2,
√

3) maydonda

f(x) = (x−
√

2)(x+
√

2)(x−
√

3)(x+
√

3)
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kabi chiziqli ko‘paytuvchilarga ajraladi. Bundan esa, Q(
√

2,
√

3) maydon f(x)
ko‘phadning yoyilish maydoni ekanligi kelib chiqadi. U holda 6.2.2-teoremaga
ko‘ra Q ⊂ Q(

√
2,
√

3) kengaytma normal bo‘lib, 6.3.1-natijaga ko‘ra esa
|Gal(Q(

√
2,
√

3),Q)| = [Q(
√

2,
√

3) : Q] = 4. �

6.4 Galua nazariyasining fundamental teoremasi

Aytaylik, K ⊂ F separabel va normal kengaytma berilgan bo‘lib, K(θ) = F
bo‘lsin. Ushbu θ elementga mos keluvchi K maydon ustida berilgan minimal
f(x) ko‘phadni ixtiyoriy L (K ⊂ L ⊂ F) oraliq maydon ustida berilgan deb ham
qarash mumkin. U holda f(x) ko‘phad L maydonda ham separabel bo‘lib, ushbu
ko‘phadning L maydon ustidagi yoyilish maydoni esa L(θ) maydon bilan ustma-
ust tushadi. Bundan tashqari, L(θ) maydon L maydonning separabel va normal
kengaytmasi bo‘lib, L(θ) ⊂ F.

Ikkinchi tomondan esa, K ⊂ L va θ ∈ K ekanligidan K(θ) ⊂ L(θ), ya’ni
F ⊂ L(θ) kelib chiqadi. Shunday qilib, biz F = L(θ) ekanligini, bundan esa L ⊂ F
kengaytma ham separabel va normal bo‘lishini hosil qildik.

Demak, bizga qangaydir Gal(F,K) Galua gruppasi berilgan bo‘lsa, u holda
K ⊂ L ⊂ F shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy L maydon uchun Gal(F,L) Galua
gruppasini qarash mumkin.

6.4.1-tasdiq. K ⊂ F maydonlarning orasidagi ixtiyoriy L maydon uchun
Gal(F,L) Galua gruppasi Gal(F,K) Galua gruppasining qism gruppasi bo‘ladi va
uning tartibi [F : L] ga teng.

Isbot. Gal(F,L) Galua gruppasining elementlari L maydonning barcha el-
ementlarini o‘z joyida qoldiruvchi avtomorfizmlar to‘plamidan iborat bo‘lganligi
va K ⊂ L ekanligi uchun ixtiyoriy ϕ ∈ Gal(F,L) element K maydonning barcha
elementlarini o‘z joyida qoldiradi.

Demak, ϕ ∈ Gal(F,K), ya’ni Gal(F,L) ⊂ Gal(F,K). Ushbu Gal(F,L) grup-
paning tartibi [F : L] ga teng ekanligi esa, 6.3.1-natijadan kelib chiqadi.

Endi Gal(F,K) Galua gruppasining ixtiyoriy H qism gruppasi uchun quyidagi
to‘plamni aniqlaymiz

FH = {a ∈ F | ϕ(a) = a, ∀ ϕ ∈ H}.

Ya’ni FH to‘plam F maydonning H avtomorfizmlar qism to‘plamining ixtiyoriy
avtomorfizmida o‘zgarishsiz qoladigan elementlaridan iborat to‘plam. Ravshanki,
ushbu FH to‘plam ham maydon bo‘lib, K ⊂ FH ⊂ F munosabat o‘rinli.

6.4.2-tasdiq. Gal(F,FH) = H.
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Isbot. Aytaylik, F = FH(θ) va |H| = m bo‘lib, H gruppaning elementlari

ϕ1 = id, ϕ2, . . . , ϕm

bo‘lsin. Quyidagi ko‘phadni qaraymiz

h(x) =
m∏
i=1

(x− ϕi(θ)).

Ma’lumki, ushbu ko‘phadning ildizlari

ϕ1(θ) = θ, ϕ2(θ), . . . , ϕm(θ) (6.1)

elementlardan iborat bo‘ladi. Ixtiyoriy ψ ∈ H avtomorfizm uchun

ψ(ϕ1(θ)) = ψ(θ), ψ(ϕ2(θ)), . . . , ψ(ϕm(θ)) (6.2)

elementlarni qarasak, ψϕ1, ψϕ2, . . . , ψϕm avtomorfizmlar H gruppaning barcha
elementlarini berganligi uchun ushbu elementlar (6.1) elementlar bilan ustma-
ust tushadi. Boshqacha qilib aytganda, ixtiyoriy ψ ∈ H avtomorfizm uchun
h(x) ko‘phadning ildizlari faqat o‘rinlarini almashtiradi. Demak, o‘zgaruvchilari
ϕ1(θ), ϕ2(θ), . . . , ϕm(θ) bo‘lgan ixtiyoriy simmetrik ko‘phadning qiymati ixti-
yoriy ψ avtomorfizmda o‘zgarishsiz qoladi. h(x) ko‘phadning barcha koef-
fitsiyentlari o‘zgaruvchilari ϕ1(θ), ϕ2(θ), . . . , ϕm(θ) bo‘lgan elementar simmetrik
ko‘phadlardan iborat bolganligi uchun h(x) ko‘phadning barcha koeffitsiyentlari
ixtiyoriy ψ ∈ H avtomorfizmda o‘zgarishsiz qoladi.

Demak, h(x) ko‘phadning koeffitsiyentlari FH maydonga tegishli, ya’ni h(x)
ko‘phad FH maydondagi ko‘phad bo‘ladi. Ushbu h(x) ko‘phad θ ildizga
ega bo‘lganligi uchun θ elementning f(x) minimal ko‘phadi h(x) ko‘phadning
bo‘luvchisi bo‘ladi. Bundan esa, deg(f(x)) ≤ deg(h(x)) = m kelib chiqib,
[F : FH ] ≤ deg(f(x)) ≤ m ekanligini hosil qilamiz.

Endi FH maydon uchun Gal(F,FH) Galua gruppasini qarasak, |Gal(F,FH)| =
[F : FH ] bo‘lib, ikkinchi tomondan esa, Gal(F,FH) Galua gruppasi FH maydonning
barcha elementlarini o‘z joyida qoldiruvchi avtomorfizmlardan iborat, ya’ni H
gruppaning barcha elementlarini o‘z ichiga oladi. Demak, |Gal(F,FH)| ≥ m.
Shunday qilib, biz Gal(F,FH) = H ekanligiga ega bo‘ldik.

Endi K ⊂ F maydonlarning orasidagi ixtiyoriy L maydon uchun H = Gal(F,L)
gruppani olib, FH maydonni qaraymiz. Ma’lumki, L ⊂ FH bo‘lib,

[F : L] = [F : FH ] · [FH : L]

tenglik o‘rinli.
Ikkinchi tomondan esa,

[F : FH ] = |Gal(F,FH)| = |H| = |Gal(F,L)| = [F : L]

ekanligidan [FH : L] = 1 kelib chiqadi. Demak, biz quyidagi natijaga ega bo‘lamiz.
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6.4.1-natija. H = Gal(F,L) gruppa uchun FH = L bo‘ladi.

Demak, K ⊂ F kengaytma orasidagi ixtiyoriy L maydonga Gal(F,K) grup-
paning H = Gal(F,L) qism gruppasini, va aksincha Gal(F,K) Galua gruppasi-
ning ixtiyoriy H qism gruppasiga FH maydonni mos qo‘yish mumkin. Bundan
tashqari, turli L1 va L2 maydonlarga turli qism gruppalar mos keladi. Chunki,
agar Gal(F,L1) = Gal(F,L2) bo‘lsa, u holda L1 = FGal(F,L1) = FGal(F,L2) = L2.

Shunday qilib, biz quyidagi teoremaga ega bo‘ldik.

6.4.1-teorema (Galua nazariyasining fundamental teoremasi). K ⊂ F
separabel va normal kengaytmaning orasidagi maydonlar to‘plami bilan Gal(F,K)
Galua gruppasining qism gruppalari to‘plami orasida o‘zaro bir qiymatli moslik
mavjud. Bunda L maydonga Gal(F,L) qism gruppa va H ⊂ Gal(F,K) qism grup-
paga esa FH maydon mos keladi. Bundan tashqari, |Gal(F,L)| = [F : L] va
[F : FH ] = |H|.

Ta’kidlash joizki, K ⊂ F separabel va normal kengaytmaning orasidagi may-
donlar to‘plami bilan Gal(F,K) Galua gruppasining qism gruppalari orasidagi
ushbu moslikda K maydonga Gal(F,K) Galua gruppasining o‘zi mos kelsa, grup-
paning faqat birlik elementdan tashkil topgan qism gruppasiga esa F maydon mos
keladi. Bundan tashqari ushbu moslikda F maydonning L1 va L2 qism maydon-
lari uchun L1 ⊂ L2 munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda bu qism maydonlarga mos
keluvchi H1 va H2 qism gruppalar uchun H1 ⊃ H2 bo‘ladi.

6.4.1-misol. Agar Q ⊂ Q(
√

2,
√

3) kengaytmani qarasak, u holda 6.3.1-misolga
ko‘ra |Gal(Q(

√
2,
√

3),Q)| = 4 bo‘lib, Gal(Q(
√

2,
√

3),Q) Galua gruppasi Z4 va
K4 = {e, a, b, ab} gruppalardan biriga izomorf bo‘ladi. Q ⊂ Q(

√
2,
√

3) kengayt-
maning orasida ikkita Q(

√
2) va Q(

√
3) maydonlar bo‘lganligi uchun ushbu Galua

gruppasining ham tartibi 2 ga teng bo‘lgan kamida ikkita qism gruppasi mavjud.
Bundan esa Gal(Q(

√
2,
√

3),Q) ∼= K4 kelib chiqadi. Galua nazariyasining funda-
mental teoremasiga ko‘ra qism maydonlar va qism gruppalar orasidagi quyidagicha
moslikni o‘rnatish mumkin:

Q↔ K4, Q(
√

2,
√

3)↔ {e},

Q(
√

2)↔ {e, a}, Q(
√

3)↔ {e, b}, Q(
√

6)↔ {e, ab}.

Endi K ⊂ F kengaytma orasidagi L maydon K maydonning normal kengayt-
masi bo‘lgan holni qaraymiz.

Dastlab, quyidagi tasdiqni keltiramiz.

6.4.3-tasdiq. K ⊂ F separabel va normal kengaytmada α, β ∈ F elementlar K
maydonda qo‘shma bo‘lishi uchun, shunday ϕ ∈ Gal(F,K) avtomorfizm topilib,
β = ϕ(α) bo‘lishi zarur va yetarli.
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Isbot. Aytyaylik, β = ϕ(α) bo‘lib, f(x) ko‘phad α elementning minimal
ko‘phadi bo‘lsin. Gal(F,K) Galua gruppasining ixtiyoriy avtomorfizmi K may-
dondagi ixtiyoriy ko‘phad ildizini yana ildizga o‘tkazganligi uchun f(β) = 0. De-
mak, α va β elementlar qo‘shma bo‘ladi.

Aksincha, agar α va β elementlar qo‘shma bo‘lsa, u holda Gal(F,K) gruppaning
barcha elementlarini

ϕ1 = id, ϕ2, . . . , ϕn

deb olib,
ϕ1(α) = α, ϕ2(α), . . . , ϕn(α) (6.3)

elementlarni qaraymiz. Ixtiyoriy ψ ∈ Gal(F,K) avtomorfizm uchun

ψ(ϕ1(α)), ψ(ϕ2(α)), . . . , ψ(ϕn(α)) (6.4)

elementlarni qarasak, ushbu elementlar (6.3) elementlarning o‘rinlarini al-
mashtirishdan hosil bo‘lgan elementlar bo‘ladi. Demak,

g(x) =
n∏
i=1

(x− ϕi(α))

ko‘phadning barcha koeffitsiyentlari ixtiyoriy ψ ∈ Gal(F,K) avtomorfizmda
o‘zgarishsiz qoladi, ya’ni g(x) ko‘phad K maydonda aniqlangan ko‘phad bo‘ladi.
Berilgan α element g(x) ko‘phadning ildizi bo‘lganligi uchun α elementning
minimal f(x) ko‘phadi g(x) ko‘phadning bo‘luvchisi bo‘ladi. Bundan esa f(x)
ko‘phadning β ildizi ham g(x) ko‘phadning ildizi ekanligi kelib chiqadi. g(x)
ko‘phadning barcha ildizlari ϕj(α) ko‘rinishida bo‘lganligi uchun qandaydir j
uchun β = ϕj(α).

Quyidagi teoremada normal kengaytmaga aynan normal qism gruppa mos ke-
lishi ko‘rsatiladi.

6.4.2-teorema. Agar K ⊂ F separabel va normal kengaytmaning orasidagi L
maydon K maydonning normal kengaytmasi bo‘lsa, u holda Gal(F,L) gruppa
Gal(F,K) Galua gruppasining normal qism gruppasi bo‘ladi. Bundan tashqari,
Gal(F,K) Galua gruppasining ixtiyoriy H normal qism gruppasiga mos keluvchi
FH maydon K maydonning normal kengaytmasi bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, K ⊂ L kengaytma normal bo‘lsin. U holda 6.4.3-tasdiqqa
ko‘ra ixtiyoriy α ∈ L element va ϕ ∈ Gal(F,K) avtomorfizm uchun ϕ(α) element α
bilan qo‘shma bo‘ladi. K ⊂ L kengaytma normal bo‘lganligi uchun α elementning
qo‘shmasi yana L maydonga tegishli, ya’ni ϕ(α) ∈ L. Demak, ϕ : F → F avto-
morfizmni L maydonda aniqlangan deb qarash mumkin. Aniqroq qilib aytganda,
L maydonda quyidagicha ϕ′ akslantirishni aniqlaymiz

ϕ′(α) = ϕ(α), ∀α ∈ L.
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Ushbu ϕ′ akslantirish L maydondagi avtomorfizm bo‘lib, K maydonning ele-
mentlarini o‘zgarishsiz qoldiradi, ya’ni ϕ′ ∈ Gal(L,K). Demak, biz Gal(F,K)
gruppaning ixtiyoriy ϕ elementiga Gal(L,K) gruppaning ϕ′ elementini mos
qo‘ydik. Ushbu moslik, bu ikkita gruppa o‘rtasidagi gomomorfizmdir. Ya’ni
Ψ(ϕ) = ϕ′ kabi aniqlangan Ψ : Gal(F,K)→ Gal(L,K) akslantirish uchun

Ψ(ϕ ◦ ψ) = Ψ(ϕ) ◦Ψ(ψ)

munosabat o‘rinli. Ushbu Ψ gomomorfizmning yadrosi L maydonning barcha
elementlarini o‘zgarishsiz qoldiradigan avtomorfizmlardan iborat bo‘ladi, ya’ni
KerΨ = Gal(F,L). Ixtiyoriy gomomorfizmning yadrosi normal qism gruppa
bo‘lganligi uchun Gal(F,L) gruppa Gal(F,K) Galua gruppasining normal qism
gruppasi ekanligini hosil qilamiz. Demak, teoremaning birinchi qismi isbotlandi.

Aytaylik, Gal(F,K) Galua gruppasining ixtiyoriy H normal qism gruppasiga
mos keluvchi FH maydon berilgan bo‘lsin. H normal ekanligidan ixtiyoriy ψ ∈ H
va ϕ ∈ Gal(F,K) elementlar uchun ϕ−1 ◦ψ ◦ϕ ∈ H. Ya’ni ixtiyoriy α ∈ FH uchun
(ϕ−1 ◦ ψ ◦ ϕ)(α) = α. Bundan esa, ψ(ϕ(α)) = ϕ(α) tenglikni, ya’ni ϕ(α) ∈ FH
ekanligini hosil qilamiz. Bu esa, FH maydonning ixtiyoriy elementiga qo‘shma
element yana shu maydonga tegishli ekanligini, ya’ni FH maydonning normalligini
bildiradi.

Yuqoridagi teoremadan quyidagi natijani hosil qilamiz.

6.4.2-natija. Agar K ⊂ F separabel va normal kengaytmaning orasidagi L may-
don K maydonning normal kengaytmasi bo‘lsa, u holda

Gal(L,K) ∼= Gal(F,K)/Gal(F,L).

Isbot. Biz yuqoridagi teorema isbotida Ψ : Gal(F,K) → Gal(L,K) go-
momorfizm qurib, ushbu gomomorfizmning yadrosi Gal(F,L) ga teng ekanligini
ko‘rsatdik. Agar biz ushbu gomomorfizmning syurektiv ekanligini ko‘rsatsak,
u holda izomorfizm haqidagi birinchi teoremaga ko‘ra natijaning isbotiga ega
bo‘lamiz. Ma’lumki,

|Ψ(Gal(F,K))| = [Gal(F,K) : Gal(F,L)],

ya’ni Ψ gomomorfizm obrazining elementlari soni Gal(F,L) qism gruppaning
Gal(F,K) gruppadagi indeksiga teng.

Ikkinchi tomondan gruppalar uchun Lagranj teoremasi va 6.1.4-tasdiqqa ko‘ra

[Gal(F,K) : Gal(F,L)] =
|Gal(F,K)|
|Gal(F,L)|

=
[F : K]

[F : L]
= [L : K] = |Gal(L,K)|.

Bu esa, Ψ(Gal(F,K)) = Gal(L,K) ekanligini, ya’ni Ψ gomomorfizmning
syurektivligini bildiradi.
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6.4.2-misol. Aytaylik, F maydon Q maydon ustidagi x3− 2 ko‘phadning yoyilish
maydoni bo‘lsin. U holda

x3 − 2 = (x− 3
√

2)(x+
3
√

2

2
(1−

√
3i))(x+

3
√

2

2
(1 +

√
3i))

ekanligidan F = Q( 3
√

2,
√

3i) kelib chiqadi. Agar Q ⊂ Q( 3
√

2) ⊂ Q( 3
√

2,
√

3i)
kengaytmalarni qarasak, x3 − 2 va x2 + 3

√
2x + 3

√
4 ko‘phadlar mos ravishda

Q ⊂ Q( 3
√

2) va Q( 3
√

2) ⊂ Q( 3
√

2,
√

3i) kengaytmalar uchun minimal ko‘phadlar
bo‘lganligi uchun [F : Q] = [F : Q( 3

√
2)] · [Q( 3

√
2) : Q] = 6. Demak, |Gal(F,Q)| = 6.

Endi ushbu Galua gruppasining elementlarini aniqlaymiz. Buning uchun x3−2
ko‘phadning ildizlarini

r1 =
3
√

2, r2 =
3
√

2

2
(−1 +

√
3i), r3 =

3
√

2

2
(−1−

√
3i)

kabi belgilab olsak, ixtiyoriy ϕ ∈ Gal(F,Q) avtomorfizmni ushbu ildizlardagi
qiymatlari orqali aniqlash mumkin. Ya’ni barcha avtomorfizmlar r1, r2, r3 ele-
mentlarning o‘rinlarini almashtiruvchi aklantirishlardan iborat bo‘ladi. Demak,
Gal(F,Q) Galua gruppasi S3 o‘rin almashtirishlar gruppasiga izomorf.

U holda S3 o‘rin almashtirishlar gruppasining xos qism gruppalari

H1 = {e, (1, 2)}, H2 = {e, (1, 3)}, H3 = {e, (2, 3)}, H4 = {e, (1, 2, 3), (1, 3, 2)}

bo‘lganligi uchun bu qism gruppalarga mos keluvchi oraliq maydonlar quyidagicha
bo‘ladi

L1 = Q(r1), L2 = Q(r2), L2 = Q(r3), L4 = Q(
√

3i).

H1, H2, H3 qism gruppalar S3 o‘rin almashtirishlar gruppasining normal qism
gurppasi bo‘lmaganligi uchun L1,L2,L3 kengaytmalar ham normal emas, lekin H4

gruppa normal qism gruppa bo‘lib, unga mos keluvchi L4 = Q(
√

3i) maydon ham
Q maydonning normal kengaytmasi bo‘ladi.

6.5 Tenglamalarning radikallarda yechilishi

Bizga K maydonda f(x) separabel ko‘phad berilgan bo‘lib, F maydon esa K may-
don ustidagi f(x) ko‘phadning yoyilish maydoni bo‘lsin.

6.5.1-ta’rif. K maydondagi f(x) ko‘phadning Galua gruppasi deb, Gal(F,K)
gruppaga aytiladi, bu yerda F maydon K maydon ustidagi f(x) ko‘phadning yoyi-
lish maydoni.

Aytaylik, f(x) ko‘pdanning ildizlari α1, α2, . . . , αn bo‘lsin. Ma’lumki, Galua
gruppasining har bir ϕ ∈ Gal(F,K) elementi va ixtiyoriy αi ildiz uchun ϕ(αi)
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element yana f(x) ko‘phadning ildizi bo‘ladi. ϕ avtomorfizm o‘zaro bir qiymatli
akslantirish bo‘lganligi va α1, α2, . . . , αn ildizlar turli xil ekanligi uchun ushbu ϕ
avtomorfizmni Sn gruppaning elementi sifatida qarasa bo‘ladi. Demak, darajasi n
ga teng bo‘lgan f(x) ko‘phadning Galua gruppasini Sn gruppaning qism gruppasi
sifatida qarash mumkin.

Biz dastlab, xarakteristikasi 3 dan farqli bo‘lgan ixtiyoriy maydonda berilgan
kubik ko‘phadning Galua gruppasini o‘rganamiz. Ma’lumki, ixtiyoriy

f(x) = x3 + βx2 + γx+ δ

kubik ko‘phadni x = u− β
3 kabi almashtirish bajarib, g(x) = x3 + bx+ c shaklga

keltirish mumkin. Shuning uchun biz g(x) = x3 + bx + c ko‘phadning Galua
gruppasini o‘rganish bilan chegaralanamiz.

Aytaylik, g(x) = x3 + bx + c ko‘phad K maydon ustida keltirilmas bo‘lsin, u
holda ushbu ko‘phad K maydonda ildizga ega bo‘lmasdan, K maydon ustidagi
g(x) ko‘phadning yoyilish maydonida α1, α2, α3 ildizlarga ega bo‘ladi. Demak,

g(x) = (x− α1)(x− α2)(x− α3)

hamda

α1 + α2 + α3 = 0, α1α2 + α1α3 + α2α3 = b, α1α2α3 = −c.

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz

d = (α2 − α1)(α3 − α1)(α3 − α2), D = d2 = (α2 − α1)
2(α3 − α1)

2(α3 − α2)
2.

U holda ∀ϕ ∈ Gal(F,K) avtomorfizm uchun ϕ(D) = D hamda ϕ(d) = d yoki
ϕ(d) = −d bo‘ladi. Bundan tashqari, D = −4b3 − 27c2 munosabat o‘rinli.

6.5.1-teorema. Aytaylik, g(x) = x3+bx+c ko‘phad K maydon ustida keltirilmas
va separabel bo‘lib, F maydon K maydon ustidagi f(x) ko‘phadning yoyilsih may-
doni bo‘lsin. Agar D soni K maydonda biror sonning kvadrati shaklida ifodalansa,
u holda Gal(F,K) ∼= A3, aks holda Gal(F,K) ∼= S3.

Isbot. D = −4b3 − 27c2 bo‘lganligi uchun D ∈ K. Aytaylik, D soni K may-
donda biror sonning kvadrati shaklida ifodalansin, ya’ni d ∈ K bo‘lsin, u holda
ixtiyoriy ϕ ∈ Gal(F,K) uchun ϕ(d) = d bo‘lib, Gal(F,K) gruppa S3 o‘rin al-
mashtirishlar gruppasining faqat juft o‘rin almashtirishlarini o‘z ichiga oluvchi
qism gruppasiga izomorf bo‘ladi. f(x) kop‘hadning ildizlari turli xil bo‘lganligi
uchun Gal(F,K) 6= {e}. Demak, Gal(F,K) ∼= A3.

Agar D soni K maydonda biror sonning kvadrati shaklida ifodalanmasa, u
holda d /∈ K bo‘lib, Gal(F,K) Galua gruppasining tartibi 3 dan katta va u S3
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gruppaning toq o‘rin almashtirishlarni ham o‘z ichiga oluvchi qism gruppasiga
izomorf. Demak, Gal(F,K) ∼= S3.

Endi biror K maydonda f(x) = xn − 1 ko‘phadni qaraymiz. Ma’lumki ushbu
ko‘phadning ildizlari birning n-darajali ildizlari deb ataladi. Ushbu ko‘phad
uchun

(xn − 1) = (x− 1)(xn−1 + xn−2 + · · ·+ 1)

tenglik o‘rinli bo‘lib, x = 1 element ushbu tenglamaning eng sodda ildizi, qolgan
ildizlari esa xn−1 + xn−2 + · · ·+ 1 ko‘phadning ildizlaridan iborat bo‘ladi.

Xususan, K maydon kompleks sonlar maydoning qism maydoni bo‘lsa, u holda
f(x) = xn − 1 ko‘phadning ildizlari

ξk = cos
2πk

n
+ isin

2πk

n
, k = 0, 1, . . . n− 1

ko‘rinishida bo‘ladi.

Kompleks sonlar maydoni ustida bo‘lgani kabi ixtiyoriy K maydondagi bir-
ning n-darajali ildizlari to‘plami ko‘paytirish amaliga nisbatan gruppa tashkil qi-
ladi. Ushbu gruppaning tashkil qiluvchi elementlari esa birning n-darajali bosh-
lang‘ich ildizlari deb ataladi. Demak, ζ element birning n-darajali boshlang‘ich
ildizi bo‘lishi uchun {ζk | 0 ≤ k ≤ n−1} to‘plam birning barcha n-darajali ildizlari
to‘plami bilan ustma-ust tushishi zarur va yetarli. K maydonnni ζ boshlang‘ich
ildiz bo‘yicha kengaytmasi F = K(ζ) maydon birning barcha n-darajali ildizla-
rini o‘z ichiga olganligi uchun, K(ζ) maydon K maydon ustidagi f(x) = xn − 1
ko‘phadning yoyilish maydoni bo‘ladi.

6.5.1-tasdiq. f(x) = xn − 1 ko‘phadning Galua gruppasi kommutativdir.

Isbot. Aytaylik, ζ element birning n-darajali boshlang‘ich ildizi bo‘lsin.
U holda f(x) ko‘phadning Galua gruppasi Gal(K(ζ),K) bo‘lib, ixtiyoriy ψ ∈
Gal(K(ζ),K) avtomorfizm uchun ψ(ζ) element yana f(x) ko‘phadning ildizi
bo‘ladi. Demak, qandaydir k soni uchun ψ(ζ) = ζk tenglik o‘rinli. Agar ζk element
boshlang‘ich ildiz bo‘lmasa, u holda qandaydir m < n uchun (ζk)m = 1. Berilgan
ψ avtomorfizmning teskarisini qarasak, ζ = ψ−1(ζk) bo‘lib, ζm = ψ−1((ζk)m) = 1.
Bu esa, ζ elementning boshlang‘ich ildiz ekanligiga zid, ya’ni ζk element bosh-
lang‘ich ildiz. Demak, k va n sonlari o‘zaro tub.

Shunday qilib, biz har bir avtomorfizm uchun ζ boshlang‘ich ildizni ζk ga
o‘tkazuvchi k elementni mos qo‘yamiz. Ushbu k soni n modul bo‘yicha aniqlani-
shini hisobga olsak, biz Gal(K(ζ),K) grupppadan Un gruppaga bo‘lgan Ψ(ψ) = k
kabi aniqlanuvchi gomomorfizmni hosil qilamiz, bu yerda Un gruppa Zn che-
girmalar halqasining teskarilanuvchi elementlaridan iborat multiplikativ gruppa.
Ψ(ψ) = 1 bo‘lishidan ψ avtomorfizmning ayniy ekanligi kelib chiqqanligi uchun
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Ψ : Gal(K(ζ),K) → Un gomorfizm monomorfizm bo‘ladi. Demak, Galua grup-
pasi Un gruppaning qism gruppasiga izomorf. Un gruppa kommutativ ekanligidan
Gal(K(ζ),K) Galua gruppasining ham kommutativligi kelib chiqadi.

6.5.1-tasdiq isbotidan ko‘rinadiki, f(x) = xn − 1 ko‘phad Galua gruppasi-
ning tartibi Un gruppa tartibining bo‘luvchisi bo‘ladi. Un gruppaning tartibi
ϕ(n)−Eyler funksiyasining qiymatiga tengligidan Galua gruppasining tartibi ϕ(n)
ning bo‘luvchisi ekanligi kelib chiqadi.

6.5.2-ta’rif. Xarakteristikasi nolga teng K maydon ustidagi f(x) = xn − c
ko‘phadning yoyilish maydoniga K maydonning sodda radikal kengaytmasi
deb ataladi, bu yerda c ∈ K va c 6= 0.

Ta’kidlash joizki, K maydonning xarakteristikasi nolga teng bo‘lganligi uchun
f(x) = xn − c ko‘phad separabel ko‘phad bo‘ladi. Ushbu f(x) ko‘phadning ildi-
zlari ζkθ ko‘rinishida bo‘lib, K maydon ustidagi f(x) ko‘phadning yoyilish may-
doni esa F = K(ζ, θ) maydondan iborat bo‘ladi, bu yerda ζ – birning n-darajali
boshlang‘ich ildizi, θ esa f(x) ko‘phadning biror fiksirlangan ildizi.

6.5.2-teorema. Sodda radikal kengaytmaning Galua gruppasi yechiluvchan
bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, F = K(ζ, θ) bo‘lsin. 6.5.1-tasdiqning isboti kabi ixtiyoriy ψ ∈
Gal(F,K) avtomorfizm uchun ψ(ζ) = ζk shartni qanoatlanturuvchi k sonini mos
qo‘yish mumkin. Bundan tashqari, θ element f(x) ko‘phadning ildizi bo‘lganligi
uchun f(θ) ham shu ko‘phadning ildizi bo‘ladi. Bundan esa, ψ(θ) = ζmθ tenglik
o‘rinli bo‘ladigan m soni mavjudligi kelib chiqadi. Demak, ixtiyoriy ψ ∈ Gal(F,K)
avtomorfizmga (k,m) juftlikni mos qo‘yish mumkin.

Endi bu moslikni har bir komponentasi bo‘yicha n-modul aniqligida yagona
ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, (k,m) va (k1,m1) juftliklar bitta ψ avtomor-
fizmga mos kelsin. U holda

ψ(ζ) = ζk = ζk1, ψ(θ) = ζmθ = ζm1θ.

Bundan esa, ζk−k1 = 1 va ζm−m1 = 1 ekanligi ya’ni k − k1 va m −m1 sonlari
n ga bo‘linishi kelib chiqadi. Demak, k ∈ Un va m ∈ Zn bo‘lib, biz Gal(F,K)
gruppani Un×Zn to‘plamga otkazuvchi inyektiv akslantirishga ega bo‘lamiz. Endi
Un × Zn to‘plamda quyidagicha amal aniqlaymiz

(k1,m1) ◦ (k2,m2) = (k1k2, k2m1 +m2).

U holda Un × Zn to‘plam ushbu amalga nisbatan gruppa tashkil qilib, bu
gruppani Mn kabi belgilaymiz. Ushbu Mn gruppaning birlik elementi (1, 0) bo‘lib,
(k,m) elementning teskarisi esa (k−1,−k−1m) bo‘ladi.
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Agar H = {(1,m) |m ∈ Zn} to‘plamni qarasak, ushbu to‘plam Mn gruppaning
normal qism gruppasi bo‘lib, kommutativ bo‘ladi. Bundan tashqari, Mn/H ∼= Un

ekanligidan faktor gruppaning ham kommutativ ekanligi kelib chiqadi. Demak,
Mn gruppada

Mn ⊃ H ⊃ e

yechiluvchan qator mavjud, ya’ni Mn gruppa yechiluvchan.
Demak, biz yuqorida Gal(F,K) Galua gruppasidan Mn yechiluvchan grup-

paga inyektiv akslantirish qurgan ekanmiz. Agar biz bu inyektiv akslantirishning
gomomorfizm ekanligini ko‘rsatsak, teoremaning isbotiga ega bo‘lamiz.

Aytaylik, bizga ψ1 va ψ2 avtomorfizmlar berilgan bo‘lib, ularga (k1,m1) va
(k2,m2) juftliklar mos kelsin. Ya’ni

ψ1(ζ) = ζk1, ψ1(θ) = ζm1θ, ψ2(ζ) = ζk2, ψ2(θ) = ζm2θ.

U holda ψ2 ◦ ψ1 avtomorfizm uchun

(ψ2 ◦ ψ1)(ζ) = ψ2(ζ
k1) =

(
ψ2(ζ)

)k1 = ζk1k2,

(ψ2 ◦ ψ1)(θ) = ψ2(ζ
m1θ) = ψ2(ζ

m1)ψ2(θ) = ζk2m1ζm2θ = ζk2m1+m2θ.

Ushbu tengliklardan esa ψ2 ◦ ψ1 avtomorfizmga (k1k2, k2m1 + m2) juftlik mos
kelishini hosil qilamiz. Demak, Gal(F,K) Galua gruppasidan Mn yechiluvchan
gruppaga qurilgan inyektiv akslantirish gomomorfizm, ya’ni monomorfizm bo‘lar
ekan. Mn gruppa yechuluvchan bo‘lganligi uchun uning ixtiyoriy qism gruppasi
ham yechiluvchan bo‘lib, bundan Gal(F,K) Galua gruppasining ham yechiluvchan
ekanligi kelib chiqadi.

6.5.3-ta’rif. Agar K ⊂ F kengaytmada shunday

K = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Li ⊂ Li+1 ⊂ · · · ⊂ Ls = F (6.5)

kengaytmalar ketma-ketligi topilib, har bir Li ⊂ Li+1 kengaytma sodda radikal
kengaytma bo‘lsa, u holda K ⊂ F kengaytma radikal kengaytma deb ataladi.

Radikal kengaytmadagi kengaytmalar ketma-ketligi esa, radikal qator deyi-
ladi. Ta’kidlash joizki, radikal kengaytma bir nechta radikal qatorlarga ega bo‘lishi
mumkin. Bundan tashqari, radikal qatorda Li ⊂ Li+1 kengaytmalar normal
bo‘lganligi bilan K ⊂ F kengaytma normal bo‘lmasligi mumkin. Bir vaqtning
o‘zida ham normal ham radikal bo‘lgan kengaytmaga normal radikal ken-
gaytma deb ataladi.

6.5.3-teorema. Ixtiyoriy K ⊂ F radikal kengaytma uchun shunday F (K ⊂
F ⊂ F) maydon mavjudki, K ⊂ F kengaytma normal radikal kengaytma bo‘ladi.
Ya’ni ixtiyoriy radikal kengaytma qandaydir normal radikal kengaytmaning ichida
yotadi.
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Isbot. Isbotni radikal qatorning uzunligi bo‘yicha induksiya metodini qo‘llab
amalga oshiramiz. Agar s = 1 bo‘lsa, u holda K = L0 ⊂ L1 = F bo‘lib, K ⊂ F
kengaytma normal radikal bo‘ladi, ya’ni F = F deb olish yetarli.

Tasdiqni usunligi s ga teng bo‘lgan radikal qatorlar uchun o‘rinli bo‘lsin deb
faraz qilib, s+ 1 uchun ko‘rsatamiz. Agar

K = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ls ⊂ Ls+1 = F

qatorni qarasak, induksiya faraziga ko‘ra K ⊂ Ls kengaytmani o‘z ichiga olivchi
Ls (K ⊂ Ls ⊂ Ls) normal radikal kengaytma mavjud, ya’ni qandaydir

K = P0 ⊂ P1 ⊂ . . .Pt−1 ⊂ Pt = Ls (6.6)

radikal qator mavjud.
Ikkinchi tomondan esa, Ls ⊂ F kengaytma sodda radikal kengaytma bo‘lganligi

uchun F = Ls(ζ, θ), bu yerda ζ – birning n-darajali boshlang‘ich ildizi, θ esa
xn − c, c ∈ Ls tenglamaning birorta fiksirlangan ildizi.

Aytaylik, ushbu c ∈ Ls elementning K maydon ustidagi minimal ko‘phadi
g(x) bo‘lsin. K ⊂ Ls kengaytma normal bo‘lib, c ∈ Ls bo‘lganligi uchun, g(x)
ko‘phadning barcha ildizlari Ls maydonda yotadi. Bundan esa, ζ boshlang‘ich
ildizning ham Ls maydonda yotishi kelib chiqadi. Ushbu g(x) ko‘phadning ildizlari
β1 = c, β2, . . . , βr uchun Ls maydonda quyidagi tenglamalarni qaraymiz

xn − βi = 0, 1 ≤ i ≤ r.

Bu r ta tenglamaning har biridan bittadan α1 = θ, α2, . . . , αr ildizlarni olib,
Ls maydon va ushbu αi ildizlarni o‘z ichiga oluvchi Ls(α1, α2, . . . , αr) maydonni
qarasak, ζ, θ ∈ Ls(α1, α2, . . . , αr) ekanligidan F ⊂ Ls(α1, α2, . . . , αr) kelib chiqadi.

Endi quyidagi

Ls ⊂ Ls(α1) ⊂ Ls(α1, α2) ⊂ · · · ⊂ Ls(α1, α2, . . . , αr) (6.7)

qatorni qarasak, ushbu qator radikal qator bo‘ladi. Bundan esa, (6.6) va (6.7)
qatorlarni birlashtirish natijasida K maydondan boshlanib, Ls(α1, α2, . . . , αr)
maydonda tugovchi radikal qatorning mavjudligini keltirib chiqazamiz. Ya’ni
K ⊂ Ls(α1, α2, . . . , αr) kengaytma radikal kengaytma bo‘ladi.

Endi ushbu kengaytmaning normal ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun

G(x) = g(xn) = (xn − β1)(xn − β2) . . . (xn − βr)

ko‘phadni qarasak, α1, α2, . . . , αr elementlar G(x) ko‘phadning ildizlari bo‘ladi.
Demak, K maydon ustidagi G(x) ko‘phadning yoyilish maydoni Ls(α1, α2, . . . , αr)
maydonni o‘z ichiga oladi. Ikkinchi tomondan esa, G(x) ko‘phadning qolgan ildiz-
larini α1, α2, . . . , αr elementlarga birning n-darajali boshlang‘ich ildizi ζ ning dara-
jalarini ko‘paytirish orqali hosil qilinadi. Bu esa G(x) ko‘phadning barcha ildizlari
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Ls(α1, α2, . . . , αr) maydonda yotishini, ya’ni Ls(α1, α2, . . . , αr) maydon K maydon
ustidagi G(x) ko‘phadning yoyilish maydoni bilan ustma-ust tushishini anglatadi.
Demak, K ⊂ Ls(α1, α2, . . . , αr) kengaytma normal radikal kengaytma bo‘ladi.
F = Ls(α1, α2, . . . , αr) deb olsak, teorema isbotini hosil qilamiz.

Endi xarakteristikasi nolga teng bo‘lgan K maydonda

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an = 0 (6.8)

tenglamani qaraymiz.

6.5.4-ta’rif. Agar (6.8) tenglamaning θ ildizi K maydonning qandaydir radikal
kengaytmasiga tegishli bo‘lsa, u holda θ ildiz radikallarda ifodalanadi deyiladi.
Agar tenglamaning barcha ildizlari radikallarda ifodalansa, u holda ushbu tenglama
radikallarda yechiladi deb ataladi.

Ta’kidlash joizki, θ ildizning radikallarda ifodalanishi uning K maydon ele-
mentlari ustida to‘rtta arifmetik amal va n-darajali ildiz chiqarish orqali hosil
qilinishi bilan teng kuchli.

6.5.2-tasdiq. Agar f(x) keltirilmas ko‘phadning hech bo‘lmaganda bitta ildizi
radikallarda ifodalansa, u holda f(x) = 0 tenglama radikallarda yechiladi.

Isbot. Aytaylik, f(x) keltirilmas ko‘phad bo‘lib, θ uning radikallarda ifodala-
nuvchi ildizi bo‘lsin. U holda K ⊂ F radikal kengaytma mavjud bo‘lib, θ ∈ F. O‘z
navbatida 6.5.3-teoremaga ko‘ra F maydonni o‘z ichiga olivchi F maydon mavjud
bo‘lib, K ⊂ F kengaytma normal radikal kengaytma bo‘ladi. θ ∈ F bo‘lganligi va
K ⊂ F kengaytmaning normalligidan, f(x) = 0 tenglamaning barcha ildizlari F
maydonda yotishi kelib chiqadi. Demak, f(x) = 0 tenglama radikallarda yechiladi.

6.5.3-tasdiq. Ixtiyoriy normal radikal kengaytmaning Galua gruppasi yechiluv-
chan bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, K ⊂ F normal radikal kengaytma berilgan bo‘lsin. U holda
Galua nazariyasining fundamental teoremasiga ko‘ra

K = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ls−1 ⊂ Ls = F

radikal qatorga Gal(F,K) Galua gruppasining quyidagi qism gruppalari ketma-
ketligi mos keladi

Gal(F,K) = H0 ⊃ H1 ⊃ · · · ⊃ Hs−1 ⊃ Hs = E, (6.9)

bu yerda Hi = Gal(F,Li).
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Ixtiyoriy i (1 ≤ i ≤ s) uchun Li−1 ⊂ Li kengaytma normal kengaytma ekan-
ligidan Hi = Gal(F,Li) qism gruppaning Hi−1 = Gal(F,Li−1) qism gruppada nor-
mal bo‘luvchi ekanligini hosil qilamiz. Bundan tashqari, Hi−1/Hi faktor gruppa
Gal(Li,Li−1) gruppaga izomorf bo‘lib, Li−1 ⊂ Li kengaytma sodda radikal ken-
gaytma bo‘lganligi uchun 6.5.2-teoremaga ko‘ra Hi−1/Hi faktor gruppa yechiluv-
chan bo‘ladi. Demak, (6.9) qator normal qator bo‘lib, uning har bir Hi−1/Hi

faktor gruppalari yechiluvchan. Bundan esa Gal(F,K) Galua gruppasining yechi-
luvchan ekanligi kelib chiqadi.

Ta’kidlash joizki, 6.5.3-tasdiqning teskarisi umuman olganda o‘rinli emas, ya’ni
Galua gruppasi yechiluvchan bo‘lgan ixtiyoriy normal kengaytma radikal ken-
gaytma bo‘lavermaydi. Lekin Galua gruppasi yechiluvchan bo‘lgan ixtiyoriy nor-
mal kengaytmani o‘z ichiga oluvchi normal radikal kengaytma mavjud. Biz ushbu
fakt isbotini keyingi paragrafda keltirib o‘tamiz (6.6.2-teoremaga qarang). Galua
teoremasi deb yuritiladigan quyidagi asosiy teoremaning isbotida esa biz ushbu
faktdan foydalanamiz.

6.5.4-teorema (Galua teoremasi). f(x) = 0 tenglama radikallarda yechilishi
uchun uning Galua gruppasi yechiluvchan bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriylik. Aytaylik, K maydon ustida berilgan f(x) = xn+a1x
n−1+

· · ·+ an−1x+ an ko‘phad uchun f(x) = 0 tenglama radikallarda yechilsin, u holda
K maydonning tenglamani barcha ildizlarini o‘z ichiga oluvchi normal radikal
kengaytmasi mayjud va u K maydon ustidagi f(x) ko‘phadning yoyilish maydonini
o‘z ichiga oladi. Ya’ni agar F maydon tenglamaning barcha ildizlarini o‘z ichiga
oluvchi normal radikal kengaytma, L esa K maydon ustidagi f(x) ko‘phadning
yoyilish maydoni bo‘lsa, u holda K ⊂ L ⊂ F.

6.5.3-tasdiqqa ko‘ra Gal(F,K) yechiluvchan gruppa bo‘lib, uning
Gal(F,L) qism gruppasi ham yechiluvchan bo‘ladi. Gal(L,K) gruppa esa
Gal(F,K)/Gal(F,L) faktor gruppaga izomorf bo‘lganligi uchun u ham yechiluv-
chan bo‘ladi.

Yetarlilik. Aytaylik, L maydon K maydon ustidagi f(x) ko‘phadning yoyilish
maydoni bo‘lib, Gal(L,K) Galua gruppasi yechiluvchan bo‘lsin. U holda yuqorida
aytilgan faktga asosan (6.6.2-teoremaga qarang) L maydonni o‘z ichiga oluvchi
normal radikal kengaytma mavjud. Bundan esa, f(x) = 0 tenglama radikallarda
yechilishi kelib chiqadi.

6.5.1-misol. Ratsional sonlar maydoni ustida berilgan f(x) = x4−2 ko‘phadning
Galua gruppasini toping.

Yechish. Ma’lumki, f(x) = x4 − 2 ko‘phad ratsional sonlar maydoni ustida
keltirilmas bo‘lib, kompleks sonlar maydoni ustida quyidagi ko‘rinishda chiziqli
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ko‘paytuvchilarga ajraladi

x4 − 2 = (x− 4
√

2)(x+
4
√

2)(x− i 4
√

2)(x+ i
4
√

2).

Bundan ko‘rinadiki, Q ratsional sonlar maydoni ustidagi f(x) ko‘phadning
yoyilish maydoni Q(i, 4

√
2) maydondan iborat. Agar Q ⊂ Q( 4

√
2) ⊂ Q(i, 4

√
2)

ekanligidan foydalansak,

[Q(i,
4
√

2) : Q] = [Q(i,
4
√

2) : Q(
4
√

2)] · [Q(
4
√

2) : Q].

Endi x4− 2 ko‘phad Q maydonda 4
√

2 element uchun minimal, x2 + 1 ko‘phad
esa Q( 4

√
2) maydonda i uchun minimal bo‘lganligi uchun [Q( 4

√
2) : Q] = 4 va

[Q(i, 4
√

2) : Q( 4
√

2)] = 2 bo‘lib, [Q(i, 4
√

2) : Q] = 8 ekanligi kelib chiqadi.
Demak, |Gal(Q(i, 4

√
2),Q)| = [Q(i, 4

√
2) : Q] = 8, ya’ni f(x) ko‘phad Galua

gruppasining tartibi 8 ga teng. Bundan esa, Gal(Q(i, 4
√

2),Q) Galua gruppasi
Z8, Z4 × Z2, Z2 × Z2 × Z2, Q8 va D4 gruppalardan biriga izomorf ekanligi kelib
chiqadi.

Ta’kidlash joizki, f(x) ko‘phadning barcha ildizlari 4
√

2,− 4
√

2, i 4
√

2,−i 4
√

2
bo‘lganligi uchun ixtiyoriy ϕ ∈ Gal(Q(i, 4

√
2),Q) avtomorfizmni aniqlash uchun

uning ildizlardagi qiymatlarini aniqlash kifoya. Bundan tashqari, ϕ(α) = α, α ∈ Q
ekanligidan ϕ(− 4

√
2) = −ϕ( 4

√
2) va ϕ(−i 4

√
2) = −ϕ(i 4

√
2). Bulardan foydalanib,

Gal(Q(i, 4
√

2),Q) Galua gruppasining barcha elementlarini quyidagi jadval oqrali
ifodalashimiz mumkin

ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4 ϕ5 ϕ6 ϕ7 ϕ8

4
√

2 4
√

2 4
√

2 − 4
√

2 − 4
√

2 i 4
√

2 i 4
√

2 −i 4
√

2 −i 4
√

2

− 4
√

2 − 4
√

2 − 4
√

2 4
√

2 4
√

2 −i 4
√

2 −i 4
√

2 i 4
√

2 i 4
√

2

i 4
√

2 i 4
√

2 −i 4
√

2 i 4
√

2 −i 4
√

2 4
√

2 − 4
√

2 4
√

2 − 4
√

2

−i 4
√

2 −i 4
√

2 i 4
√

2 −i 4
√

2 i 4
√

2 − 4
√

2 4
√

2 − 4
√

2 4
√

2

Ko‘rinib turibdiki, ushbu gruppa kommutativ emas, chunki ϕ2 ◦ ϕ5 6= ϕ5 ◦ ϕ2.

Bundan tashqari, Q8 kvaternion gruppasining tartibi 2 ga teng bo‘lgan qism
gruppasi bitta bo‘lib, Gal(Q(i, 4

√
2),Q) Galua gruppasida esa bunday qism grup-

palar uchta, ya’ni H1 = {ϕ1, ϕ2}, H2 = {ϕ1, ϕ3}, H3 = {ϕ1, ϕ4}. Demak, Galua
gruppasi Q8 gruppaga ham izomorf emas. Bundan esa, Gal(Q(i, 4

√
2),Q) Galua

gruppasi D4 Diedr gruppasiga izomorf ekanligini kelib chiqadi. �
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6.6 Qo‘shimcha tushuncha va teoremalar

Bizga K1 va K2 maydonlar berilgan bo‘lib, P esa ushbu K1 va K2 maydolarni o‘z
ichiga oluvchi eng kichik maydon bo‘lsin. Masalan, agar K1 = K(θ1) va K2 =
K(θ2) bo‘lsa, u holda ushbu maydonlarni o‘z ichiga oluvchi eng kichik maydon
K(θ1, θ2) bo‘ladi.

6.6.1-tasdiq. Agar P maydon K1 va K2 maydonlarni o‘z ichiga oluvchi eng kichik
maydon bo‘lib, K2 = K(θ1, θ2, . . . , θn) bo‘lsa, u holda P = K1(θ1, θ2, . . . , θn).

Isbot. Aytaylik, P ushbu K1 va K2 maydonlarni o‘z ichiga oluvchi eng kichik
maydon bo‘lsin. K ⊂ K1 bo‘lganligi uchun K(θ1, θ2, . . . , θn) ⊂ K1(θ1, θ2, . . . , θn),
ya’ni K2 ⊂ K1(θ1, θ2, . . . , θn). Bundan tashqari, K1 ⊂ K1(θ1, θ2, . . . , θn) bo‘lib, P
maydonning eng kichik ekanligidan P ⊂ K1(θ1, θ2, . . . , θn) kelib chiqadi.

Ikkinchi tomondan esa, K1 ⊂ P va θ1, θ2, . . . , θn ∈ P ekanligidan
K1(θ1, θ2, . . . , θn) ⊂ P kelib chiqadi. Demak, P = K1(θ1, θ2, . . . , θn).

Ushbu tasdiqdan quyidagi natijaga ega bo‘lamiz.

6.6.1-natija. Agar K maydonning K1 va K2 kengaytmalaridan hech bo‘lmaganda
bittasi chekli bo‘lsa, u holda ushbu maydonlarni o‘z ichiga oluvchi eng kichik may-
donning ixtiyoriy elementi

α1β1 + α2β2 + · · ·+ αsβs

ko‘rinishida bo‘ladi, bu yerda α1, α2, . . . , αs ∈ K1, β1, β2, . . . , βs ∈ K2.

Isbot. Aytaylik, K ⊂ K2 kengaytma chekli bo‘lsin. U holda ushbu ken-
gaytma algebraik hosil qilingan kengaytma bo‘lib, K maydonda algebraik bo‘lgan
θ1, θ2, . . . , θn elementlar uchun K2 = K(θ1, θ2, . . . , θn). Ushbu elementlar K1 may-
donda ham algebraik bo‘lib, P = K1(θ1, θ2, . . . , θn) maydonning ixtiyoriy ele-
mentini θ1, θ2, . . . , θn elementlar va K1 maydonning elementlari orqali

α1β1 + α2β2 + · · ·+ αsβs

kabi ifodalash mumkin.
Aytaylik, K maydonning K1 va K2 kengaytmalari hamda K ⊂ F normal va

separabel kengaytma berilgan bo‘lib, ushbu K1 va K2 maydonlarni o‘z ichiga oluv-
chi eng kichik P maydon uchun K ⊂ P ⊂ F bo‘lsin. U holda

K ⊂ K1 ⊂ P ⊂ F va K ⊂ K2 ⊂ P ⊂ F

bo‘lib, Gal(F,P), Gal(F,K1) va Gal(F,K2) gruppalar Gal(F,K) Galua gruppasi-
ning qism gruppalari bo‘ladi. Ushbu qism gruppalar uchun quyidagi tasdiq o‘rinli.

6.6.2-tasdiq. Gal(F,P) = Gal(F,K1) ∩Gal(F,K2).
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Isbot. Gal(F,K1) va Gal(F,K2) gruppalar mos ravishda K1 va K2 maydon
elementlarini o‘z joyida qoldiruvchi avtomorfizmlardan iborat bo‘lib, ixtiyoriy
ϕ ∈ Gal(F,K1) ∩Gal(F,K2) avtomorfizm α1β1 + α2β2 + · · ·+ αsβs ko‘rinishidagi
elementlarni o‘z joyida qoldiradi. Bundan esa, ϕ avtomorfizm P maydonning ham
ixtiyoriy elementini o‘z joyida qoldirishi kelib chiqadi. Demak, ϕ ∈ Gal(F,P),
ya’ni Gal(F,K1) ∩Gal(F,K2) ⊂ Gal(F,P).

Ikkinchi tomondan esa, ixtiyoriy ψ ∈ Gal(F,P) avtomorfizm K1 va K2 maydon-
larning elementlarini ham o‘z joyida qoldiradi. Demak, Gal(F,P) ⊂ Gal(F,K1) ∩
Gal(F,K2) bo‘lib, bundan esa tasdiqning isboti kelib chiqadi.

6.6.2-natija. F = P bo‘lishi uchun Gal(F,K1) ∩ Gal(F,K2) = {e} bo‘lishi zarur
va yetarli, bu yerda e – gruppaning birlik elementi.

6.6.3-natija. Agar K ⊂ F normal va separabel, K ⊂ K1 normal va K ⊂ K2

kengaytmalar berilgan bo‘lib, F maydon K1 va K2 maydonlarni o‘z ichiga oluvchi
eng kichik maydon bo‘lsa, u holda Gal(F,K2) Galua gruppasi Gal(K1,K) Galua
gruppasining qandaydir qism gruppasiga izomorf bo‘ladi.

Isbot. 6.4.2-natijaga ko‘ra Gal(K1,K) ∼= Gal(F,K)/Gal(F,K1), ya’ni

Ψ : Gal(F,K)→ Gal(K1,K)

epimorfizm mayjud bo‘lib, KerΨ = Gal(F,K1).

Bundan tashqari, Gal(F,K1) ∩ Gal(F,K2) = {e} ekanligidan esa ushbu Ψ
epimorfizmning Gal(F,K2) gruppada monomorfizmligi kelib chiqadi. Demak,
Gal(F,K2) gruppa Gal(K1,K) gruppaning qandaydir qism gruppasiga izomorf
bo‘ladi.

Endi siklik kengaytma tushunchasini kiritamiz.

6.6.1-ta’rif. Agar Gal(F,K) gruppa siklik gruppa bo‘lsa, u holda K ⊂ F ken-
gaytma siklik kengaytma deb ataladi.

Agar K maydonning f(x) = xn − c ko‘phadga mos keluvchi sodda radikal
kengaytmasida birning n-darajali boshlang‘ich ildizi K maydonga tegishli bo‘lsa, u
holda ushbu sodda radikal kengaytma siklik kengaytma bo‘ladi. Haqiqatdan ham,
agar F = K(ζ, η) bo‘lib, ζ ∈ K bo‘lsa, u holda K(ζ, η) = K(η) bo‘lib, 6.5.2-teorema
isbotidagi kabi Gal(F,K) gruppadan Mn gruppaga qurilgan monomorfizmning
obrazi H = {(1,m) | m ∈ Zn} to‘plamdan iborat bo‘ladi. Ushbu H to‘plam Mn

gruppaning siklik qism gruppasi bo‘lganligi uchun Gal(F,K) Galua gruppasining
ham siklik ekanligi kelib chiqadi.

Shunday qilib, biz birning n-darajali boshlang‘ich ildizi K maydonga tegishli
bo‘lgan holda ixtiyoriy sodda radikal kengaytmaning siklik kengaytma bo‘lishini
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hosil qildik. Bizning maqsadimiz ushbu tasdiqning teskarisi ham o‘rinli ekanlig-
ini ko‘rsatishdan iborat. Buning uchun dastlab, bir qancha zaruriy lemmalarni
isbotlab olamiz.

Demak, bizga xarakteristikasi nolga teng bo‘lgan maydonning K ⊂ F siklik
kengaytmasi berilgan bo‘lib, [F : K] = n bo‘lsin. Aytaylik, ζ – birning n-darajali
boshlang‘ich ildizi va ϕ ∈ Gal(F,K) avtomorfizm siklik gruppaning hosil qiluvchi
elementi bo‘lib, ζ ∈ K bo‘lsin. Ixtiyoriy α ∈ K element va t butun son uchun
quyidagi qatorni qaraymiz

(ζ t, α) = α + ζ t · ϕ(α) + ζ2t · ϕ2(α) + · · ·+ ζ(n−1)t · ϕn−1(α)

6.6.1-lemma. Shunday α ∈ K element mavjudki, (ζ, α) 6= 0.

Isbot. Xarakteristikasi nolga teng bo‘lgan maydon cheksiz maydon bo‘lganligi
va K ⊂ F kengaytma chekli ekanligi uchun 6.2.1-teoremaga ko‘ra shunday θ ele-
ment topilib, F = K(θ) bo‘ladi. Bundan tashqari, [F : K] = n bo‘lgani uchun θ

element darajasi n ga teng bo‘lgan keltirilmas ko‘phadning ildizidir. Biz quyidagi
elementlarni qarab,

(ζ, θ), (ζ, θ2), . . . , (ζ, θn−1)

bu elementlardan hech bo‘lmaganda bittasi noldan farqli ekanligini ko‘rsatamiz.
Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni (ζ, θ) = (ζ, θ2) = · · · = (ζ, θn−1) = 0 bo‘lsin, u

holda 
θ + ζ · ϕ(θ) + ζ2 · ϕ2(θ) + · · ·+ ζn−1 · ϕn−1(θ) = 0,

θ2 + ζ · ϕ(θ2) + ζ2 · ϕ2(θ2) + · · ·+ ζn−1 · ϕn−1(θ2) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

θn−1 + ζ · ϕ(θn−1) + ζ2 · ϕ2(θn−1) + · · ·+ ζn−1 · ϕn−1(θn−1) = 0.

Bundan tashqari, ζ – birning n-darajali boshlang‘ich ildizi ekanligidan foy-
dalansak, 0 = ζn − 1 = (ζ − 1)(1 + ζ + ζ2 + · · ·+ ζn−1) tenglikdan

1 + ζ + ζ2 + · · ·+ ζn−1 = 0

kelib chiqadi.
U holda 1, ζ, ζ2, . . . , ζn−1 elementlar oldidagi koeffitsiyentlardan tuzilgan de-

terminantning qiymati nolga teng bo‘ladi, ya’ni∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

θ ϕ(θ) ϕ2(θ) . . . ϕn−1(θ)

θ2 ϕ(θ2) ϕ2(θ2) . . . ϕn−1(θ2)

. . . . . . . . . . . . . . .

θn−1 ϕ(θn−1) ϕ2(θn−1) . . . ϕn−1(θn−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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Endi ϕ akslantirishning avtomorfizm ekanligidan foydalansak, ϕi(θj) =(
ϕi(θ)

)j
bo‘lib, yuqoridagi determinant quyidagi ko‘rinishga keladi∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

θ ϕ(θ) ϕ2(θ) . . . ϕn−1(θ)

θ2
(
ϕ(θ)

)2 (
ϕ2(θ)

)2
. . .

(
ϕn−1(θ)

)2
. . . . . . . . . . . . . . .

θn−1
(
ϕ(θ)

)n−1 (
ϕ2(θ)

)n−1
. . .

(
ϕn−1(θ)

)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Ko‘rinib turibdiki, ushbu determinant θ, ϕ(θ), ϕ2(θ), . . . , ϕn−1(θ) elementlarga
nisbatan Vandermond determinanti bo‘lib, uning qiymati nolga teng ekanligidan
ushbu elementlarning ichida o‘zaro tenglari mavjudligi kelib chiqadi. Ya’ni qan-
daydir i, j (0 ≤ i, j,≤ n − 1) uchun ϕi(θ) = ϕj(θ). Bundan esa ϕi = ϕj kelib
chiqib, bu esa ϕ avtomorfizmning hosil qiluvchi element ekanligiga zid. Ushbu zid-
diyatdan (ζ, θ), (ζ, θ2), . . . , (ζ, θn−1) elementlarning ichida noldan farqlisi mavjud
ekanligi, ya’ni lemmaning isboti kelib chiqadi.

6.6.2-lemma. Agar (ζ, α) 6= 0 bo‘lsa, u holda F = K(α).

Isbot. α ∈ F bo‘lganligi uchun K(α) ⊂ F bo‘lib, H = Gal(F,K(α)) gruppa
Gal(F,K) Galua gruppasining qism gruppasi bo‘ladi. Siklik gruppaning qism
gruppasi yana siklik bo‘lganligi uchun H gruppa ham siklik.

Aytaylik, |H| = m bo‘lsin, u holda |Gal(F,K)| = n ekanligi uchun m | n bo‘lib,
H qism gruppaning indeksi d = n

m bo‘ladi. Demak, H gruppaning ψ hosil qiluvchi
elementi uchun ψ = ϕd tenglik o‘rinli. α ∈ K(α) bo‘lganligi uchun ϕd(α) = α

bo‘lib, bundan ixtiyoriy i, j uchun ϕid+j(α) = ϕj(α) kelib chiqadi. Quyidagi
tengliklarni qaraymiz

(ζ, α) =
n−1∑
k=0

ζk · ϕk(α) =
m−1∑
i=0

d−1∑
j=0

ζ id+j · ϕid+j(α) =

=
m−1∑
i=0

d−1∑
j=0

ζ id+j · ϕj(α) =
d−1∑
j=0

ζj · ϕj(α) ·
m−1∑
i=0

ζ id.

Agar d 6= n bo‘lsa, u holda ζd 6= 1 bo‘lib, ζn = 1 ekanligini hisobga olgan holda
quyidagini hosil qilamiz

m−1∑
i=0

ζ id = 1 + ζd + ζ2d + · · ·+ ζ(n−1)d =
1− ζmd

1− ζd
=

1− ζn

1− ζd
= 0.

Demak, d 6= n bo‘lgan holda (ζ, α) = 0. Lemma shartiga ko‘ra (ζ, α) 6= 0
bo‘lganligi uchun d = n, ya’ni m = 1 kelib chiqadi. Bu esa, H = {e} ekanligini,
ya’ni F = K(α) bo‘lishini bildiradi.
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Biz yuqoridagi lemmada agar (ζ, α) 6= 0 bo‘lsa, u holda F = K(α) bo‘lishini
ko‘rsatdik. Lekin buning teskarisi har doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi. Ya’ni
F = K(α) bo‘lib, (ζ, α) = 0 bo‘lishi ham mumkin.

Endi (ζ, α) 6= 0 bo‘lsa, β = (ζ, α) kabi belgilab, (ζ t, α) ifodalarni o‘rganamiz.

6.6.3-lemma. Ixtiyoriy t natural son uchun quyidagi munosabat o‘rinli

(ζ t, α) ∈ K(β),

bu yerda β = (ζ, α) 6= 0.

Isbot. Agar

(ζ t, α) = α + ζ t · ϕ(α) + ζ2t · ϕ2(α) + · · ·+ ζ(n−1)t · ϕn−1(α)

ifodaga ϕ avtomorfizmni qo‘llab, ϕ(ζ) = ζ ekanligini hisobga olsak, quyidagiga
ega bo‘lamiz

ϕ(ζ t, α) = ϕ(α) + ζ t · ϕ2(α) + · · ·+ ζ(n−2)t · ϕn−1(α) + ζ(n−1)t · ϕn(α) =

= ζ−t
(
ζ tϕ(α) + ζ2t · ϕ2(α) + · · ·+ ζ(n−1)t · ϕn−1(α) + α) = ζ−t(ζ t, α).

Demak, ixtiyoriy t uchun

ϕ(ζ t, α) = ζ−t(ζ t, α) (6.10)

tenglikka ega bo‘lamiz, xususan t = 1 bo‘lganda ϕ(ζ, α) = ζ−1(ζ, α).

Ushbu tenglikning ikkala tomonini t darajaga oshirsak,

ϕ
(
(ζ, α)t

)
= ζ−t(ζ, α)t. (6.11)

Yuqoridagi (6.10) va (6.11) tengliklarni bo‘lsak,

ϕ

(
(ζ t, α)

(ζ, α)t

)
=

(ζ t, α)

(ζ, α)t

tenglikka ega bo‘lamiz, ya’ni ϕ avtomorfizm (ζt,α)
(ζ,α)t elementni o‘zgarishsiz qoldiradi.

ϕ avtomorfizm Gal(F,K) siklik gruppaning hosil qiluvchi elementi ekanligidan
(ζt,α)
(ζ,α)t element ixtiyoriy avtomorfizmda ham o‘zgarishsiz qolishi kelib chiqadi. De-

mak, (ζt,α)
(ζ,α)t ∈ K, ya’ni ixtiyoriy t uchun shunday ct ∈ K element topilib, (ζt,α)

(ζ,α)t = ct.

Boshqacha qilib aytganda, (ζ t, α) = ct(ζ, α)t = ctβ
t, ya’ni (ζ t, α) ∈ K(β)

6.6.4-lemma. Agar β = (ζ, α) 6= 0 bo‘lsa, u holda F = K(β).
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Isbot. Quyidagi yig‘indini qaraymiz

n−1∑
t=0

(ζ t, α) =
n−1∑
t=0

n−1∑
j=0

ζjtϕj(α) =
n−1∑
j=0

(
ϕj(α)

n−1∑
t=0

ζjt

)
.

Agar j = 0 da
n−1∑
t=0

ζjt = n va j = 1 da
n−1∑
t=0

ζjt = ζjn−1
ζj−1 = 0 ekanligini hisobga

olsak,
n−1∑
t=0

(ζ t, α) = nα

tenglikka ega bo‘lamiz. 6.6.3-lemmaga ko‘ra, tenglikning chap tomonida turgan
ifodalar K(β) maydonga tegishli bo‘lganligi uchun, o‘ng tomondagi ifoda ham
shu maydonga tegishli bo‘ladi, ya’ni α ∈ K(β). 6.6.2-lemmaga ko‘ra K = K(α)
ekanligidan, F ⊂ K(β) kelib chiqadi. Ikkinchi tomondan esa, β ∈ K bo‘lganligi
uchun K(β) ⊂ F. Demak, biz F = K(β) ekanligiga ega bo‘ldik.

Endi siklik kengaytma bilan sodda radikal kengaytma orasidagi bog‘lanishni
beruvchi asosiy teoremani keltiramiz.

6.6.1-teorema. Agar xarakteristikasi nolga teng bo‘lgan K maydon birning n-
darajali boshlang‘ich ildizini o‘z ichiga olsa, u holda uning darajasi n ga teng
bo‘lgan ixtiyoriy siklik kengaytmasi f(x) = xn − c ko‘phad orqali aniqlanuvchi
sodda radikal kengaytma bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, xarakteristikasi nolga teng bo‘lgan K maydonning darajasi n
ga teng bo‘lgan K ⊂ F siklik kengaytmasi berilgan bo‘lib, ζ – birning n-darajali
boshlang‘ich ildizi K maydonga tegishli va ϕ ∈ Gal(F,K) avtomorfizm siklik grup-
paning hosil qiluvchi elementi bo‘lsin. U holda 6.6.1-lemmaga ko‘ra shunday α ∈ F
element topilib, (ζ, α) 6= 0. Agar β = (ζ, α) va γ = βn kabi belgilasak, u holda
(6.11) tenglikka ko‘ra

ϕ(γ) = ϕ((ζ, α)n) = ζ−n(ζ, α)n = (ζ, α)n = γ.

Bundan esa, γ ∈ K ekanligi kelib chiqadi. Demak, β element xn−γ keltirilmas
ko‘phadning ildizi. 6.6.4-lemmaga ko‘ra F = K(β) bo‘lganligi uchun K ⊂ F
kengaytmaning sodda radikal kengaytma ekanligini hosil qilamiz.

Endi Galua teoremasining yetarliligi isbotida foydalanilgan teoremani kelti-
ramiz.

6.6.2-teorema. Agar xarakteristikasi nolga teng bo‘lgan maydonda K ⊂ L normal
kengaytmaning Gal(L,K) Galua gruppasi yechiluvchan bo‘lsa, u holda L maydon
K maydonning qandaydir normal radikal kengaytmasining ichida yotadi.
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Isbot. Dastlab, Galua gruppasi siklik bo‘lgan holni qaraymiz, ya’ni K ⊂ L
kengaytma normal bo‘lib, uning darajasim ga teng hamda Gal(L,K) gruppa siklik
gruppa bo‘lsin. U holda birning m-darajali boshlang‘ich ildizi ξ uchun F = L(ξ)
maydonni qaraymiz.

Ushbu F maydon K maydonning normal kengaytmasi hamda L va K(ξ)
maydonlarni o‘z ichiga olivchi eng kichik maydon bo‘lib, 6.6.3-natijaga ko‘ra
Gal(F,K(ξ)) gruppa Gal(L,K) gruppaning qandaydir qism gruppasiga izomorf
bo‘ladi. Bundan esa Gal(L,K) gruppa siklik bo‘lganligi uchun Gal(F,K(ξ)) grup-
paning ham siklikligi kelib chiqadi.

Agar |Gal(F,K(ξ))| = n, ya’ni [F : K(ξ)] = n bo‘lsa, u holda n | m bo‘lib,
birning n-darajali boshlang‘ich ildizi ζ birning m-darajali boshlang‘ich ildizi ξ
ning qandaydir darajasidan iborat bo‘ladi. Bu esa, ζ ∈ K(ξ) ekanligini bildiradi.

Shunday qilib, biz K(ξ) ⊂ F kengaytma siklik kengaytma bo‘lib, birning n-
darajali boshlang‘ich ildizi ζ uchun ζ ∈ K(ξ) ekanligini ko‘rsatdik. U holda 6.6.1-
teoremaga ko‘ra ushbu K(ξ) ⊂ F kengaytma sodda radikal kengaytma bo‘lib,
K ⊂ K(ξ) ⊂ F bo‘lganligi uchun F maydon K maydoning radikal kengaytmasi
bo‘ladi. Ushbu kengaytmaning normal ekanligi va L ⊂ F bo‘lishi F maydon-
ning qurilishidan kelib chiqadi. Demak, Galua gruppasi siklik bo‘lgan hol uchun
teorema isbotlandi.

Endi umumiy holga o‘tamiz, ya’ni K ⊂ L normal kengaytma berilgan bo‘lib,
Gal(L,K) Galua gruppasi yechiluvchan bo‘lsin. U holda quyidagicha yechiluvchan
qator mavjud

Gal(L,K) = H0 ⊃ H1 ⊃ · · · ⊃ Hi−1 ⊃ Hi ⊃ · · · ⊃ Hs ⊃ E.

Isbotni s bo‘yicha induksiya orqali amalga oshiramiz. Agar s = 1 bo‘lsa, u
holda Gal(L,K) gruppa siklik bo‘lib, yuqorida isbotlangan holga kelamiz. Demak,
s = 1 uchun teorema o‘rinli. Endi Galua gruppasi uzunligi s− 1 ga teng bo‘lgan
yechiluvchan qatorga ega bo‘lgan maydonlar uchun teorema o‘rinli deb faraz qilib,
L maydonning Galua gruppasi yechiluvchan qatorining uzunligi s ga teng bo‘lsin
deb olamiz. Ushbu qatordagi H1 normal qism gruppaga mos keluvchi LH1

may-
donni qarasak, K ⊂ LH1

kengaytma ham normal bo‘lib, Gal(LH1
,K) Galua grup-

pasi Gal(L,K)/H1 faktor gruppaga izomorf bo‘ladi. Bundan esa Gal(LH1
,K)

gruppaning siklik ekanligi kelib chiqadi. U holda LH1
maydon qandaydir normal

radikal kengaytmaning ichida yotadi.
Aytaylik, LH1

maydonni o‘z ichiga oluvchi normal radikal kengaytma P bo‘lsin.
L va P maydonlarni o‘z ichiga oluvchi eng kichik maydonni L kabi belgilasak,
6.6.3-natijaga ko‘ra Gal(L,P) gruppa Gal(L,LH1

) gruppaning qandaydir qism
gruppasiga izomorf bo‘ladi. Endi Gal(L,LH1

) = H1 ekanligini hisobga olsak, H1

gruppa uzunligi s− 1 ga teng bo‘lgan yechiluvchan qatorga ega bo‘lganligi uchun
uning ixtiyoriy qism gruppasi ham, xususan Gal(L,P) gruppa ham uzunligi s− 1
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ga teng bo‘lgan yechiluvchan qatorga egaligi kelib chiqadi. Bundan esa, induksiya
faraziga ko‘ra, L maydon P maydonning qandaydir normal radikal kengaytmasi-
ning ichida yotishi kelib chiqadi. L maydonni o‘z ichiga olib, P maydonning nor-
mal radikal kengaytmasi bo‘lgan ushbu maydonni F kabi belgilasak, K ⊂ P ⊂ F
ketma-ketlikdagi har bir kengaytma radikal kengaytma bo‘lganligi uchun F may-
don K maydonning radikal kengaytmasi bo‘ladi. 6.5.3-teoremaga ko‘ra esa K ⊂ F
radikal kengaytmani o‘z ichiga oluvchi F normal radikal kengaytma mavjud.

Shunday qilib, biz L maydonni o‘z ichiga oluvchi K ⊂ F normal radikal ken-
gaytma mavjudligini ko‘rsatdik.

6.7 Mustaqil ishlash uchun misol va masalalar

1. Quyidagi kengaytmalarning darajalarini toping va bazislarini aniqlang:

• Q ⊂ Q(
√

3).

• Q ⊂ Q( 3
√

5).

• Q ⊂ Q(
√

2,
√

7).

• Q ⊂ Q(
√

2, 3
√

2).

• Q(
√

3) ⊂ Q(
√

3,
√

7).

• Q ⊂ Q(
√

2 +
√

3).

• Q ⊂ Q(
√

3 +
√

5).

• Q ⊂ Q(
√

2 + 3
√

2).

2. Quyidagi ko‘phadlarning ko‘rsatilgan maydonlarda keltirilmas ekanligini is-
botlang:

• f(x) = x2 − 5, F = Q(
√

2).

• f(x) = x2 − 7, F = Q(
√

3).

• f(x) = x4 + 3x2 − 7x+ 1, F = Q.

• f(x) = x4 + x+ 1, F = Z2.

• f(x) = x3 + 3x+ 2, F = Z5.

3. Q ratsional sonlar maydoni ustida quyidagi sonlarga mos keluvchi minimal
ko‘phadlarni toping:

•
√

2 +
√

3.

•
√

2 +
√

5.

•
√

2−
√

2.
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•
√

6 + 3
√

2.

4. Quyidagi maydonlar ustidagi ko‘phadlarning yoyilish maydonlarini aniqlang
va kengaytmalarning darajasini toping:

• K = Q, f(x) = x4 − 2.

• K = Q, f(x) = x4 + 4.

• K = Q, f(x) = x3 − 3.

• K = Q, f(x) = x4 − 5x2 + 6.

• K = Q, f(x) = x4 − 10x2 + 21.

• K = Q, f(x) = x4 + x2 + 1.

• K = Q, f(x) = x6 + x3 + 1.

• K = Z2, f(x) = x2 + 1.

• K = Z5, f(x) = x2 + x+ 1.

5. Gal(C,R) Galua gruppasining tartibini aniqlang, bu yerda C va R mos ra-
vishda kompleks va haqiqiy sonlar maydonlari.

6. Q( 3
√

5) = Q( 3
√

25) ekanligini ko‘rsating.

7. Agar F = Q(
√

2,
√

3,
√

5) bo‘lsa, Gal(F,Q) Galua gruppasining tartibini
aniqlang.

8. Q ⊂ Q(i,
√

3) maydonlar orasidagi barcha mayonlarni aniqlang.

9. Ratsional sonlar maydoni ustida berilgan quyidagi ko‘phadlarning Galua
gruppalarini toping:

• f(x) = x2 − x+ 1.

• f(x) = x4 − 1.

• f(x) = x3 − x− 1.

• f(x) = x3 − 3x+ 1.

• f(x) = x3 − 2.

• f(x) = x3 − 7.

• f(x) = (x2 − 2)(x2 − 5).

• f(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1.

• f(x) = x4 + x2 + 1.

• f(x) = (x2 − 3x+ 1)(x3 − 2).

10. Ratsional sonlar maydoni ustida berilgan f(x) = x5 − 10x4 + 2x3 − 24x2 + 2
ko‘phadning Galua gruppasi S5 ga izomorf ekanligini ko‘rsating.
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