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KIRISH

Ushbu o'quvsqo‘llanma “Chiziqli algebra va analitik geometriya” fanining
birinehi glsmi, ya'ni Analitik geometriya fanidan bakalavriatning “5130100 -
Matematika™ ta'lim yo'nalishi uchun mo‘ljallangan bo‘lib, 1-kurs talabalari uni
Ikkinehl semestrda o'tadilar, O'quv-qo‘llanmani yaratishda yetakchi Oliy ta’lim
musssasanlarl o'quy dasturlarida asosiy adabiyot sifatida kiritilgan. I. Vaisman.
Annlytionl Ceometry (USA, World Scientific. 1997), Oprea J. Differential
geometry and Its application (USA, PH, 1997) adabiyotlaridan foydalanilgan.

Kurs davomida vektorlar ustida qo‘shish va songa ko*paytirish amallari va
Wlarning xossalari, bazis tushunchasi va chizigli erkli hamda chizigli bog‘liq
vektorlarga ta'rif beriladi, vektorlarining skalyar ko‘paytmasi va uning xossalari,
vektorlaming vektor ko‘paytmasi va uning xossalari, aralash ‘ko‘paytma,
vektorlaming oriyentatsiyasi, nokomplanar  vektorlarga qurilgan
parallelepipedning hajmi shu vektorlarning aralash ko‘paytmasining absolyut
qlymatiga tengligi, parallellogramning yuzasi vektorlarning vektor ko‘paytmasi
usunligiga teng ekanligi isbotlanadi, vektor-funksiya tushunchasi; vektor-
funkalys xossalarl; vektor-funksiya differensiali; vektor-funksiya uzluksizligi;
voktor-funkslys aniqmas Integrali; vektor-funksiya hosilalarining geometrik
ma'nosl; yopishma tekislik va uning tenglamasi; binormal va boshnormal
tmrluuid ogrl chizig yoyi uzunligi va uni hisoblash; vektor funksiyalaming
analitik realizatslyasi; normal tekislik tenglamasi; egri chiziq egriligi va uni
hisoblash formulalari; egri chiziq buralishi va uni hisoblash formulalari. Frene
formulalar; fazoda va tekislikda to‘g'ri chiziglarning turli tenglamalari; normal
tonglama, tekislik tenglamasi; to‘g‘ri chiziglaming o‘zaro vaziyati;
tekisliklaming o'zaro vaziyati; tekislik va to‘g‘ri chiziglarning joylashishi;
nugtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa; ayqash to‘g‘ri chiziglar; ikki ayqash
to'g'rl chiziglar orasidagi masofa; aylana va uning elementlari; fazoda sfera
tenglamasi; ikkinchi tartibli sirtlarning kanonik tenglamalari; tekis kesimlar;
Joylashishi; ikkinchi tartibli konusning kesimlari: ellips, parabola, giperbola va
ularning xossalari; ikkinchi tartibli chiziqlaming kanonik tenglamalari; ikkinchi
tartibli chiziglaming qutbdagi tenglamalari; ikkinchi tartibli chiziglaring
Joylashishi; simmetriya o‘qlari; ikkinchi tartibli chiziglarning asimptotik va
noasimptotik yo‘nalishlari; maxsus yo‘nalishlar; urinma tenglamasi; ikkinchi
trtibli  chiziqlarming  diametri; tekislikni chiziqli almashtirish; affin
almashtirishlar; xossalari; ortogonal almashtirishlar va ulaming xossalari;
Ikkinchi tartibli chizigning markazi; markaz haqidagi tasdiglar; markaziy va
nomarkazly  ikkinchi tartibli chiziglaming umumiy tenglamalarini
soddalashtirish o‘rganiladi va fazoda berilgan ikkinchi tartibli sirtlarning
umumiy tenglamalari ikki holga: markaziy va nomarkaziy hollarga ajratilib
kanonik ko‘rinishga olib kelinadi. Ushbu o’quv-qo’llanmani tayyorlashda o’z
hissasini qo’shgan “Geometriya va topologiya” kafedrasi professor-
o'qituvchilariga 0’z minnatdorligimni bildiraman.




1-kitob. ANALITIK GEOMETRIYA

1-§. Vektorlar va ular ustida amallar
Reja:

Vektor hagida tushuncha

Vektorlarni qo‘shish amali

Vektorlarni songa ko‘paytirish
Vektorlar ustida amallarnining xossalari

awN

Ta’rif-1. Yo 'nalishga ega bo ‘lgan kesma vektor deb ataladi.

Biz vektorni AB ko‘rinishida yoki bitta kichik lotin harfi bilan
a,b,c ko‘rinishida belgilaymiz. Vektorni 4B ko‘rinishida belgilasak
A,B nuqtalar mos ravishda vektorning boshi va oxiri joylashgan
nuqtalardir, vektorning uzunligi F{ﬂ ’ lE] ko‘rinishida belgilanadi.

Agar vektorning boshi va oxiri bitta nuqgtada bo‘lsa, u nol vektor
deyiladi. Nol vektor yo‘nalishga ega emas, uning uzunligi esa nolga
teng. Nol vektor 0 ko‘rinishida yoziladi.

B

2

A

Ta’rif-2. Ikkita a=AB va b=CD vektorlardan b=CD vektor
boshini a=AB vektor oxiriga qo‘yilganda AB vektor boshidan CD
vektor oxiriga yo‘naltirilgan vektor, bu vektorlarning yig‘indisi
deyiladi va a + b ko‘rinishida yoziladi.

Yuqorida keltirilgan vektorlarni qo‘shish qoidasi uchburchak
qoidasi deyiladi.

Ta’rif-3. Berilgan A hagiqiy son va G vektorning ko paytmasi
shunday vektorki, uning uzunligi |A||a| ga teng, yo‘nalishi: A>0
bo‘lganda @ vektor yo ‘nalishi bilan bir xil, A<0 bo ‘Iganda esa a
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Vektor  yo'nalishiga qarama-qarshi  bo‘ladi. Ko'paytma Ad
ko ‘vinishida yoziladi. 4

Biz v ; bilx'm haml.na vektorlar to‘plamini belgilaymiz. Bunda
;:!&ltlt::'m:‘r‘l:::kmr to'g'ri chiziqda, bir tekislikda yoki fazoda yotgan

Vektorlarni qo‘shish va skalyar songa ko‘paytirish amallari
Quyldagl xossalarga ega:

l.v;_;'_.i»_u_v uchun; a+b=>5+a — kommutativlik.

2, Va,b,ce V uchun; (@a+B)+c=a+(b+c) - assosiativlik.

3. Vae V uchun 3be¢ vV a+b=0,b=-a

4. Vae ¥ uchun; a-1=a- birlik element.

5. Ya,be ¥ hamda VAe R uchun A(a+3)=Aa+Ab

6. VA, e R va Yae V uchun: a(A + u)=Aa+ ua

7. YA, ue R va Yae V uchun A(ua)=(iu)a

r'."\‘/}i-hr uchun ;7+|6t;-05

nehl xossani  isbotlash ixtiyoriy ikkita a b

vektorlarning boshini bitta o nuqla:?_‘i‘;;lalsftli{:;)i’z ‘:l;k ot

chizmadagi 04BC parallelogrammni  hosil gilamiz. Bu
parallelogrammdagi O4B uchburchakdan OB=a+5 tenglik, OCB
uchburchakdan esa 08 =5+a tenglikni hosil qilamiz(Chizma-3).

Ikkinchi xossani isbotlash uchun a vektorning boshini O nuqtaga,
b vektorning boshini a vektorning oxiriga joylashtiramiz va o
vektorning  boshini esa 5 vektorning oxiriga joylashtiramiz.
Chizmadan quyidagi tengliklarni hosil gilamiz

(@+b)+c=0C a+(b+c)=0C




Har bir @= AB vektor uchun b= BA vektor.Z vektorga qarama
arshi yo‘nalgan, uzunligi esa a ning uzunligiga teng ‘vel.cto}:-dnfi
‘\llektorlami qo‘shish qoidasiga ko‘ra 4B+ BA=0 tenglikni hosi
qllml;:sMncm xossani isbotlash uchun a va b vektorlaming
boshlarini bitta nuqtaga joylashtirib, ular yordamida quyidagi 4BCD
1 mni hosil gilamiz. i .
pmg:;lg::nn A son uchun ia va b vektorlarg&g qunlgz.m ABCD
allelogramm ABCD parallelogrammga O‘XShaS!'Idll'. S}!umng }1c'hun
pa{n diagonali uzunligi 4BCD parallelogramm diagonali ufzun.hgldafx
El!rmina “kattadir”. Bundan esa A(a+b)=Aa+Ab tenglikni hosil

gilamiz.

Aa

a b Ab. .

Oltinchi xossani isbotlash uchun /I,u >9 va .A,u.< 0. :z!ll:x;u

qaraymiz. Birinchi holda 4 va 4 sonlarinmg.lshorasn bir );111 ; ;t

Shuning uchun ularning ikkalasi ham yok‘l manﬁ{ yo :r;;sBu
bo‘ladi. Biz ularning ikkalasi ham manfiy bo‘lgan holni garay

holda a(A +u), Aa+ua vektorlar a vektorga qarama qgarshi )to‘na.lgan
bo‘ladi. Demak ular bir xil yo‘nalishga ega. Ularning uzunliklari esa
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|4+ ;4[]«3] ga tengdir.Agar 4 va u sonlari musbat son bo‘lsa, yuqoridagi

mulohaza takrorlanadi. 2 va u sonlarining ishoralari har xil bo‘lsa,
biz yana ikkita holni qaraymiz:

Avu>0 va A+p<0.2+u>0 bolganda a(d+u), Aa+pb,
Aa+pa vektorlar a vektor bilan bir xil yo‘nalishga ega. ua
vektoring boshini 1a vektorning oxiriga joylashtirib, ularning
uzunliklari ham tengligini ko‘ramiz.Chizmaga qarang. Qolgan hollar
yuqoridagidek mulohazalar asosida tekshiriladi.

Ta’rif4. Bir to'g'ri chizigga parallel vektorlar kollinear
vektorlar deyiladi.

Vektorlar bir xil yo‘nalishga ega bo‘lsa 211 5 ko‘rinishda, agar
qarama qarshi yo‘nalishga ega bo‘lsa a T\ 5 ko‘rinishda belgilaymiz.

Tasdig- 1.Nol vektordan fargli a,b vektorlar kollinear bo lishi
uchun Ae R son mavjud bo'lib,a=2b tenglikning bajarilishi zarur
va yetarlidir,

Isbot. Vektorlar uchun a=Abshart bajarilsa, 2,5 vektorlar
kollinearligini isbotlash sodda bo‘lganiligi uchun uni isbotlashni
o'quvehilarga havola etamiz .Bu shartninig zarurligini ko‘rsatamiz.
Agar a,b vektorlar kollinear bo‘lsa, ularni parallel ko*chirish
natijasida bitta to‘g‘ri chizigqa joylashtirish mumkin. Shuning uchun
ular / to'g'ri chizigda yotadi va ularning boshi O nugtada deb

hisoblaymiz. Agar a,b vektorlar bir xil yo‘nalishga ega bo‘lsa, A =B

Z

uchun a=2b tenglik bajariladi. Agar 2,5 vektorlar garama qarshi
yo‘nalishga ega bo‘lsa, 1 =I—l§|l- uchun a= 5 tenglik bajariladi.

Ta’rif-5. Vektor (a- vektor) yotgan to'gri chiziq a tekislikka
parallel bolsa, a vektor a tekislikka parallel deyiladi,

Ta’rif-6. Uchta a,b,c vektorlar bitta tekislikka parallel
bo ‘Isa,ular komplanar vektorlar deyiladi.

Tabiiyki, agar vektorlar komplanar bo‘lsa, ularni parallel
ko‘chirish natijasida bitta tekislikka joylashtirish mumkin.




Vektorlarning o ‘qqa proeksiyasi

Vektorning o‘kka proeksiyasi vektoming‘ ?'o‘n_ghsh':tga qaralt)
musbat, manfiy yoki nolga teng bo‘lgan son bo hgf- (‘:’ hifm aommg
o0‘qqa proeksiyasi quyidagi qoida bo‘yicha amglana 1; ik Y

Agar a=AB bo‘lsa, 4 va B nugtalaming to } B’il o
proeksiyalarini mos ravishda 4, B bll.an belgl.layxfnz. :;man ing
o‘qdagi kattaligi avektorning £ o‘qdagi proeksiyasi deb ataladi.

Chizma-7
Proyeksiya uchun P
pr.a=|a|cos¢
tenglik o‘rinli bo‘libpu erda o -berilgan avektor vaf 0°'q
orasidagi burchakdir. :
Proyeksiyaning xossalari:

1. pr,/1¢_1=/1pr,¢—z , Ae R'
2. pr,(;+l-7)= pr.a+ prb Sl
Isbot. 1. Birinchi prAa=Apr,a tenglikni isbotlash uchun quyidagi
i qaraymiz: - i ”
hOllzl';“:l =0 yt?c:‘lsa Aa=0 tenglik o‘rinli bo‘ladi va.natijada £ =58

munosabatdan & u %
pria=0 va pria= Apr,a=0

i

tengliklar kelib chiqadi.

b) A>0 bo‘lsa, a5 munosabatdan tenglik kelib chigadi;bu
erda @ va v mos ravishda a va b vektorlarning ¢ o‘q bilan hosil
gllgan  burchaklaridi. Bu holda |id=4]d va demak
pr,(/l:l) -|/1;|cosu/ =Apra.

b) 1<0 bo‘lsa, | @ va a vektorlar uchun a4 5 munosabat o*rinli
bo'ladi. Shuning uchun y=@+7 tenglikdan quyidagi munosabat
kelib chigadi:

pq(&Z):IA;Ioos(¢+7t)=-/1[;]cos(¢+7r)=2.pr,5.

2. pr,(a+b)= pr.a+ prb tenglikni isbotlashni keyinrogqa qoldirib,
skalyar ko‘paytmani o‘rganishga o‘tamiz.

Chizigli erkli va chizigli bog ‘lanishli vektorlar oilasi. Bizga

@, @3,a3,..45 | vektorlar oilasi va n ta A,4,,..,4,sonlar berilgan
bo'lan, A+ Ayas + ..+ A, an vektor @, az,....an vektorlarning chizigli
kombinasiyasi deb ataladi. Chizigli kombinasiyada qatnashayotgan
sonlarning  birortasi noldan fargli bo‘lsa, u notrivial chizigli
kombinasiya deb ataladi.

Ta'rif. Berilgan { a1, a2,as,....an } vektorlar oilasi uchun kamida
bittasi noldan farqli bo ‘lgan A,,2,,...,4,, sonlar mavjud bo ‘lib,

Alc_n +11;2 +.4Aan=0

tenglik o'rinli bo'lsa, | a\,a2,as,...an | vektorlar oilasi chizigli
bog ‘lanishli deyiladi.

Izoh. Vektorlar oilasi chizigli bog‘lanishli bo‘lsa, uning birorta
notrivial chiziqli kombinasiyasi nol vektor bo‘ladi.

Teorema-1. Ikkita vektordan iborat oila chizigli bog ‘lanishli
bo'lishi uchun bu oila vektorlarining kollinear bo lishi zarur va
yetarlidir.

Isbot. Oilaga tegishli ikkita a va b vektorlar chizigli bog‘lanishli
bo'lsa, kamida bittasi noldan farqli 4;,4, sonlari mavjud bo‘lib,
Aa+,b=0 tenglik bajariladi. Agar 1, #0 bo‘lsa, a=—(4;/4,)b
tenglikni hosil gilamiz. Bu esa birinchi tasdigga ko‘ra a va b
vektorlarning kollinear ekanligini ko‘rsatadi.

Va aksincha, @ va b vektorlar kollinear bo‘lsin. Ularning
boshlarini bitta nuqgtaga joylashtirsak, ular bitta to‘gri chizigda yotadi.
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Bu to‘gri chizigda vektorlar boshi Joylashga” e koq%a
sifatida olib, koordinatalar sistemasini ki ’hod
N\

oxirlarini A va B harflar bilan_ belgilaymiz 5.5
Vektorlardan bittasi, misol uchun a ﬂ"d““f”q'l\ \\”e
Demak, a#o va O anta AB kesmam bm"“Sbalda
BO/OA=A yoki BO=104 '1

Endi b=-1a tenglikni ko‘rsatamiz Agar ‘Lb% ladi:
bir xil bo‘lsa, O nuqta 4B kesmaga tegishl engs | ¥
vektorlar yo‘nalishi qarama qarshi bo'ls® P/¥ki g '\g%"h
b va -Aa vektorlarning yo ‘nalishlari pir xil. Uhmmgubq '“g u‘f},

teng:
|5l B0l o 4l il Ailigg \

Demak, bu vektorlar tengdir. Endi 6=/ g son g
tenglik kelib chiqadi. Demak, a va b ve Odﬂlchmqj 4“
oilani tashkil giladi.

Teorema-2.

1) Vektorlar oilasiga nol vekio' fegishi T )
chizigli bog ‘lanishlidir.

2) Vektorlar oilasi birorta chizil b"g aniy
oilasini 0z ichiga olsa, bu oila ham chi?libg fanu},; Pb%

Isbot.

1)  Berilgan { ay,a2,as,....an ) Wlasi
-=l ,i# j sonlar uchun A,ZMJ&*M +‘,.,4 '\“nﬁ
tenghk o‘rinli bo‘ladi. ‘Y ‘6'
2)  Berilgan { aj,a2,a3,....9n }Ollﬂdibunechh\

k=12..m, m<n, vektorlar chizigli boglamslﬂ; mlam"%
ularning birorta notrivial chizigli kombinasiyas ), l%{



mavjudligi, @ va b vektorlar kollinear emasligidan kelib chigadi).
Vektorlarni ko‘shishning parallelogramm koidasiga ko‘ra ¢ vektor
OA va OB vektorlar summasiga teng, ya’ni
c=04+0B.
OA  vektor noldan farkli a vektorga kollinear (u bilan bir togri
chizigda yotuvchi), demak, shunday A hagiiy son topiladiki,
OA=Aa

tenglik o‘rinli bo‘ladi.Xuddi shunga o‘xshash, OB=1b tenglik
ham o‘rinli. Bu tengliklardan

c=Aa+ub

tenglik kelib chiqadi. Oxirgi tenglikni Aa+ub+(~1)c=0
ko‘rinishda yozib olish mumkin. Bu tenglikdagi A, p va —1 sonlarining
kamida bittasi noldan farqli bo‘lganligi sababli, oxirgi tenglik a,b va
¢ vektorlarning chizigli bog‘lanishligini ifodalaydi. Teorema
isbotlandi.

Natija-1. Agar ab va c vektorlar komplanar bo‘lmasa, ular
chizigli erkli bo ‘ladilar.

Natija-2. Ixtiyoriy uchta komplanar bo ‘Imagan vektorlar orasida

ikkita kollinear vektorlar bo ‘la olmaydi. Shuningdek ular orasida nol
vektor ham bo ‘Imaydi.

Masala yechish namunasi

1.1. ([1], 1.2.1 i)). d, b, € chiziq]i yerkli vektorlar berilgan.
[=2b—¢—d, mM=2d-b~—¢ il =22&—d~— b vektorlami
chizigli yerklilikka tekshiring.

Yechilishi: Quyidagi vektor tenglikni qaraymiz:

Al+pim +vit =d(-2+2u—v) + bA—pu—v) +
é(=A=pu+2v)=0.

Bu yerda d, b, & chiziqli yerkli bo*lgani uchun

—-A+2u—v=0
[ 2A—u—-v=0
—A—u+2v=0
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tenglamalar sistemasiga yega bo‘lamiz va noma’ lumlar uchm}

A = p = v munosabat o ‘rinli bo‘lib, ular noldan fargli bo‘la-oladi.
Demak, [, 7, it —chizigli bog‘liq vektorlar.

1.2.([2],1159) AC=aBD=b vektorlar ABCD
parallelogrammning diagonallari. Shu parallelogrammning tomonlari
bo‘lgan Xﬁ,_B_C',Z'B,m vektorlarni a, b vektorlar orqali ifodala{lg.

Yechilishi: Avvalo ABCD parallelogrammni chizib olamiz. AC
va BD diagonallar kesishish nugtasini O bilan belgilaym.iz.Bizga
ma’lumki parallelogrammning diagonallari kesishish m.xqtasflda teng
ikkiga bo‘linadi, bundan quyidagi munosabatlarni hosil gilamiz:

Javob: AB = 5?,2?_(." = a—:b—, CD = 9;—“,5:_4. = -a;—':.
13.(12),1169) 0 nugtadan ikkita AC = @,BD = b  vektor
chiqadi. AOB burchakning bissektrisasi bo‘ylab yo‘nalgan biror OM
vektor topilsin.
Yechilishi: AOB burchakni

Y - chizib olamiz. a va b vektorlar

P M yordamida burchak uchidan chigib,

0 e 7 uning tomonlari bo‘ylab yo‘nalgan
B, s —— birlik vektorlarni topamiz. Buning

uchun @ va b vektorlarni mos
a

ravishda I_;_I va IITI sonlarga ko‘paytiramiz. Natijada e; = 04; = a1 V2

e; = 0B, =ﬁ birlik vektorlarni hosil gilamiz. e;va e; vektorlar

orqali OA;MB; rombni tuzib olamiz. Bizga ma’lumki, rombning
dioganallari uning burchaklari bissektrisasi bo‘ladi. Demak OM nur
AOB burchak bissektrisasi hamda
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OM = e;+e; = L%I -+ I%I AOB bufchakning bissektrisasi bo‘ylab

yo‘nalgan vektor. Javob: OM = al + m

Mustagil ishlash uchun masalalar

1.([2], 1161) [A] ABC uchburchdkda AD mediana o‘tkazilgan.
AD Vektorni 2, AC vektorlar orqali ifodalang. ‘

2.(12], 1163) [A] YE, F nuqtalar ABCD to‘rtburchak 4B, CD
tomonlarining o'rtalari. B = 42 y ckanligi isbotlansin.

Bundan trapetsiyaning o‘rta chizig‘i haqidagi teoremani keltirib
chiqaring.

3.([2], 1165) [A] Muntazam ko‘pburchak markazidan uning
uchlariga qarab yo‘naltirilgan vektorlar yig‘indisi 0 ga tengligi
isbotlansin. :

4.(I12], 1167) [A] Uchburchak tekisligida shunday nuqta
topilsinki, shu nuqtadan uchburchak uchlariga yo‘nalgan vektorlar
yig‘indisi nolga teng bo‘lsin.

1.5.([1], 1.2.1 ii)).d, b, € chiziqli yerkli vektorlar berilgan.
§=d+b+&vektomil! =b—2¢+d m =d—b, n' =2b+ 3¢
vektorlar orqali chiziqli ifodalang.

5.(12), 1160)[U] K, L nugqtalar ABCD parallelogrammning BC,
€D tomonlarining o‘rtalari. AK = k, AL = I deb BC, CD vektorlarni
k va | vektorlar orqali ifodalang.

6.([2],1162 ) [U] ABC uchburchakda 4D, BE, CF medianalar
o‘tkazilgan. AD+BC +CF vektorlar yig‘indisi topilsin.

7.(12,1164 ) [U] 4B=p, AF =q vektorlar muntazam ABCDEF
oltiburchakning ikkita qo‘shni tomonlari. Bu oltiburchakning
tomonlari bo‘ylab qo‘yilgan BC, CD, DE, EF vektorlami p, ¢
vektorlar orqali ifodalang.

8.([2], 1166) [U] Tekislikning ixtiyoriy nuqtasidan chiqib,
muntazam ko‘pburchak markazini tutashtiruvchi vektor shu nuqtadan
chiquvchi va ko‘pburchak uchlarini tutashtiruvchi vektorlarning o‘rta
arifmetigiga teng ekanligi isbotlansin.

9.(12], 1168) [U] 1167 masala parallelogramm uchun yechilsin.
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Test namunalari
1. az-u3).b-63%-9 vektorlar o‘zaro qanday joylashgan‘?
a) ab- kollinear
b) alb
3 ‘-f E—z 3()')ll'mear emas '
(;) 6122:-01;3}, b ={—6:3;-9} vektorlar qanday 0°Zaro

osabatda bo‘ladi. o |
muna) va b kolleniar bo‘ladi.

Lb
=b

=2
S’
T R

va b kollinear emas. ‘ SRR
‘;) '(‘l:6' 5),b(3-24,83,-24 yektorlar o°zaro qanday joylashg
. a e ’ ’

z vektorlar komplanar

a) ab, :
b) abg vektorlar kollinear
¢) ab,E 0'zaro ortogonal

a.b,¢ komplanar emas . 0 -
i) P‘(,S'IC'B) va O(2;-1;4) nugtalar berilgan. PQ vektorning

koordinatalarini topilsin.
) (=321}
b) {1;1,0}
{0; 4;0}
« () 4 . an’
:% {Oig’- 4}- —3} vektorning boshi A(1;2;5) nuqtada joylashg;
3 a 3 i 4 - - - . 3
shu vektorning oxirining koordinatalarini toping
a) (4;6:32);
b) (5:7:2)5
¢) (5:752);
. . 2 ; : ‘ 2 "
:) &(3; g ,veIZtorlar o*zaro qanday joylashgan bo‘lsa, \a+5\ \al+{B|
tenglik o‘rinli llo‘ladi.

a) 4

b) allh
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¢) ald
d) da=-b
7. A={3L5}, B={1;2;2} bo‘lsa 4B ,
i { } bo‘lsa 4B vektorning koordinatalarini
a) {-21-3}
b) {123}
c; {0§1;4}
d) {-123}
8.a={13~1} vab={2;1;4
’ 2 Y- s kt 1 ¢ = =
vektorning koordinatlarini t{()ping} vektorlar berilgan bo‘lsa, 2 — 35
a) {~4;3-14}
b) {4-310}
o) {=310;4}
d) {12-3}
9.a va b vektorlarning kollinearlik shartini ko‘rs ating

2-§. Vektorlarning skalyar
; , vektor va aralash ko* i
ularning geometrik ma’nosi, hisoblash formtl:;lylzl:iah"’

1. Vektorlarning skalyar ko‘pami

2. Vektor ko‘paytma tushunchasi

3. Vektorning vektor ko‘paytmasi xossalari
4. Vektorlarning aralash ko*paytmasi

5. Aralash ko‘paytmaning xossalari

16

chigadi:

Vektorlarning skalyar ko ‘paytmasi

Ikkita @ va b vektorlaming skalyar ko‘paytmasi deb

(Z,E)=|E||E|cos¢ . ifodaga aytiladi. Bu yerda ¢ - a va b vektorlar
orasidagi burchak. [1, 1.4.1. definition, 24-27 bet]

Skalyar ko‘paytmaning ta’rifidan bevosita quyidagi fakt kelib

1-xossa. Ikkita vektorning skalyar ko‘paytmasi nolga teng

bo‘lishi uchun ularning o‘zaro perpendikular bo‘lishi zarur va

yetarlidir.
(a5)-0e¢=2,aLb

2-xossa. (a,a)= Fzr
3-xossa. Kommutativlik (Z : 5)=(5 ,Z).
4-xossa. (1a ,b)=2(a.b) ;A€ R
5-x0ssa. (Z + 3,2) - (;,E) +(5,E)
Beshinchi xossa isboti proeksiya ning ikkinchi xossasidan kelib
chiqadi:
(a+5:3)=[a+ BJeleoso =, (a+B)d=
o 3+ D= i e |- Fl v+ s
a,b,c vektorlar komponentalari bilan berilgan bo‘lsin, ya’'ni
a=xi+yj+zk, b=x,i +y,] +2;k, E=xj+y,]+zk.
Avvalo komponentalari bilan berilgan ikki vektorni skalyar
ko*paytirish masalasini o‘rganaylik:
(a,E):(x,T‘ + ) + 7k, X0 + Y, ) + zzl?)
Tenglikni o‘ng tomonidagi gavslarni ko‘phadni ko‘phadga
ko' paytirish qoidasiga asosan ko‘paytiramiz:
(d.l;) w(7,7)xx +(7,7)x% +(T,E)xlx, +(7,7)xx +(7:7)x % +(f,i)x2x, +
+(i.7)x,x, +(E,])x,xz +(E,E)x,x,
ikki vektorni skalyar ko*paytirishning ta’rifiga asosan i,j.k birlik
ortogonal vektorlar bo‘lganidan
oos('i,])=cos—;-= 0, cos{i

=0, cos(j,k)=0
DENOV TADB
IR
VA pEDAGOg&iLIK
INSTITUTI ARM
Ne__ A§%0¢% .
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Shu sababli (7,7)=(7,k)=(7.7)= (7.k)= (k.7)=(k,7)=0 va
(f,f) =(},]) =(k-,E) =1, demak (5,5) =xx, + Wy, + 2,z,. Bu tenglik
quyidagi teoremani isbotidir

Teorema. Komponentalari bilan berilgan a=xi+y,j+zk, va
b=x,i +y,j+z,k vektorlarning skalyar ko‘paytmasi bu vektorlarning
bir ismli komponentalari ko‘paytmasining yig‘indisiga teng.

Agar alb bo‘lsa (&,5)= 0 bo‘lganidan xx,+yy,+2zz,=0, bu

tenglik ikki vektorning perpendikularlik shartidir. Vektorlar orasidagi
burchak esa quyidagicha bo‘ladi:

(E,b) yoki cosg = XX, + W, +22, ¢

lalla| ,/x,’+yf+zf,/x,’+y§+z;

cosp =

Vektor va aralash ko ‘paytma

Ta’rif-1. Tartiblangan {Z,B,E} uchlikda ¢ vektor oxiridan a,b

vektorlar tekisligiga qaraganimizda a dan b ga gisqa burilish
yo 'nalishi soat mili yo ‘nalishiga qarama-qarshi yo ‘nalgan bo ‘Isa, bu
uchlik o ‘'ng uchlik deb ataladi. Agar bu yo ‘nalish soat mili yo ‘nalishi
bilan ustma-ust tushsa, { a,b,c} uchlik chap uchlik deyiladi.

Bizga {a,b,c} o'ng(va {Z,E,E} chap ) uchlik berilgan bo‘lsin.

LY

4-chizma

Ta’rif-2. Ikkita a va b vektorlarning vektor ko‘paytmasi deb shunday
vektorga aytiladiki, bu vektor [Z,Z] kabi belgilanadi va:

1) [Z,Z] ning uzunligi a va b vektorlarga qurilgan

parallelogramm yuziga tengdir:

| [a5]l 2 al | 3l sing |

2)[ ][E 3] vektor @ va b vektorlarga perpendikular bo‘lishi
kerak: ] [_ _] "

ab|la,|ab|Lb; - . :

E) a, b vektorlar va vektor ko‘paytma [a,b] o‘ng uchlik hosil
giladi. : -
Vektor ko‘paytmaning xossalari:

1) [2,3]:-[b,a]; -y

2) [;12,5]:1[2,b]=—[u,a], A€ R;.

3 [a+be)=[ac)+{Be)

4) [ab]=0<allb _ 14

Tasdid[l-l QYordamchi fakt). Berilgan a teklsl.lkda vektor va unga

perpendikular birlik = vektor berilgan bo‘lsin. Agar g vel.ctcrr :a
tekislikka perpendikular va e,c,g o‘ng uchlik bo‘lsa, @ tekislik
yotuvchi har ganday a vektor uch

tenglik o°rinlidir.

Qi

ko‘rsatish uchun ularning
gligini ko‘rsatamiz. Vektor
% ¢ vektorlarga

Isbot. 1) Vektorlar ten_gligi'ni
o‘nalishlari bir xil va uzunllklafl tengligini
{(o‘paytmaning ta’rifiga ko‘ra, uning uzx.n.\hgx a va c V
qurilgan parallelogmmmning yuziga tengdir:
19




| [E,Z:“ =S. Chap tomondagi vektorning uzunligi esa| pr.al || ea
tengdir. Agar parallelogrammning asosi sifatida ¢ vektorni olsak,
uning yuzasi || hga tengdir. Bu yerda h balandlik bolib, | pr.al =h
tenglik o‘rinlidir. Demak vektorlarning uzunligi tengdir. Endi ularning
yo‘nalishi bir xil ekanligini ko‘rsatamiz. Agar a,c,g - o‘ng uchlik
bo‘lsa, g va [a,c| vektorlar bir xil yo‘nalishga ega. Bu holda a va e
vektorlar [c| vektorning bir tomonida joylashgan va np,a>0 bo‘ladi.
Agar a,c,g- chap uchlik bo‘lsa, pr.a<0 va pr,EHE vektor g vektorga
qarama qarshi yo‘nalgandir. Demak, pr;2|z|§ vektor yo*nalishi [Z,E]
vektor yo‘nalishi bilan bir xil bo‘ladi. Natijada

[a7)= prs e

tenglikni hosil gildik.

Ta’rif-3. Uchta a,b,c vektorlarning aralash ko ‘paytmasi deb,
([Z,Z],Z) migdorga aytiladi va quyidagi ko ‘rinishda belgilanadi:

abe =([a,b].c). [1, 1.4.18. definition, 35-bet]

Tasdig-2. Berilgan nokomplanar (chizigli erkli) a,b,c vektorlar
o'ng uchlikni tashkil qilsa, ularning aralash ko ‘paytmasi ularga
qurilgan parallelepipedning hajmiga, aks holda esa hajmning manfiy
ishora olinganiga tengdir. [1, 1.4.19. proposition, 35-37 bet]

Isbot: Biz a,b,c vektorlarga qurilgan parallelipipedning hajmini ¥
bilan belgilaymiz. Agar S bilan a va b vektorlarga qurilgan
parallelogrammning yuzasini belgilasak, [;_z] - Se tenglik o‘rinli
bo‘ladi. Bu yerda e vektor [E,Z] ko‘paytma bilan bir xil yo‘nalgan
birlik vektordir. Skalyar ko‘paytmani proeksiya yordamida yozsak,

abc=S F:I pr;z'

tenglikni hosil qilamiz.

Bu yerda prc absolyut qiymati bo‘yicha a,b,c vektorlarga
qurilgan va asosi a, b vektorlarga yasalgan parallelogrammdan iborat
parallelipipedning balandligiga tengdir. Agar a,b,c o‘ng uchlikni
tashkil gilsa, pr.c=h, agar a,b,c chap uchlikni tashkil qilsa, pr-c=-h
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ipi in
tenglik o'rinli bo‘ladi. Bu yerd{ h qaralayotgan parallehplpedn g
balandligidir. Shuning uchun v(a

b,c)=Sh formulani hisobga olsak,

i ita tasdiq isbotini olamiZz. B ol .
= bé:g?ltt)?z vekt(})r ko‘paytma xossalarini isbotlashga kirishamiz.

abla a.blb,a uchliklarning
1-xossa isboti ablab| va a,b,[b,a]

'yentatsiyalari har xil ekanligidan kelib chiqadi: birinchi uchlik o‘ng
ori

oriyentatsiyaga , ikkinchi uchlik chap oriyentatsiyaga egadir.

i i ko*rami 0.
2-xossani isbotlash uchun ikkita lholnli .ko r.a;m;i */,1, :1?5 ;‘/;a,l :ga i)
.- hi holda a vaiavektorlar bir Xil YOTRE"® :
h Br::‘\f:un (E) b [}.Z 5] va 3,3,[ Z,b] vektorlar bir xil oriyentatsiyaga
’ " i ; . . . .l
ega. Demak [ 4a b| va A[Z,E} vektorlar uzunliklari teng va bir X1
yo‘nﬁl;it:\i;?itlda 2 va Aa vektorlar yo‘nalishl.ari c.qarama-fqarshlev:
a,b,[ Aa b| va a,b[ a,b) vektorlar uchliklari har xil oriyentatsiyaga ghl
b;‘ladi Bundan esa [AZ,B]va [Z,E] vektorlar qarama qa:'s_
. iqadi a,b Al a,b
yo‘nalishga ega ekanligi kelib chigadi.Demak, [fla,b] va [a ]
vektorlar bir xil yo‘nalisll\ga egava uzunliklari tengdir.
3~ isbotini keltiramiz. PR : -
:) Eofyw:la < komplanar vektorlar , e,c,g - 0Ng uchlik l?]o ht?;d:{tga
vcktorlm: l.-tasdiq shartlarini qanoatlantiruvct.u vektorlz.lr bo sa, 1
vektor ko‘paytmani quyidagi l_(_o‘r_i_mshda_ygmsh m\_xmk_m.
[;,Z]=maﬁg va [b,c]=pr;bF:]g .
Endi proeksiya xossasidan foydalanib
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[Z+Z,c°]=pr;(2+5)|2|§= pr. ald g+ pr. blde

tenglikni hosil gilamiz.

b) a,5, va ¢ komplanar komplanar vektorlar emas;

Bu holda [ a+b,c 3 [c_z,c_] va [ b, ¢ | vektorlaming barchasi
vektqrga pf:rpendikular bo‘lganligi uchun ular komplanar oilani
ta.shkl.l etadi. Demz.ik, ular chizigli bog‘lanishli bo‘ladi, ya’ni kamida
bittasi noldan farqli 4,4,,4, sonlari mavjud bo‘lib,

H[a+be] +a[ac]+a4[ b ]=0
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan
Ala+bc]=-4[ ac) -4[ b,c ]

tenglikni hosil qilib, uning ikkala tomonini & ga skalyar

ko*paytiramiz va
A(a+b)cb=-4,ach

tenglikni hosil gilamiz. Yuqoridagi aralash ko‘pa haqidagi

tasdiqqa ko‘ra .3 Y vttt
(a+b)ch va ach

aralash ko‘paytmalarning absolyut qiymatlari mos ravishda Viers
» V., hajmlarga tengdir.

__ Bu parallelepipedlarning asoslari sifatida mos ravishda a+5,5 va
a,b, v.el.dorlar-ga qurilgan parallelogrammlamni olsak, ularning
balandligi tengligini ko‘ramiz. Shuning uchun Vs =Sh Va ¥, ., =S,h

terggliklax:dan va ulaming asoslari yuzalari ham tengligidan bu
hajmlarning tengligi kelib chiqadi.

)b

Endi (a+b)ch va acb aralash ko‘paytmalar bir xil ishoralarga
ega bo'lishi, a+b,c,b uchlik oriyentatsiyasining a,cb uchlik
oriyentatsiyasi bilan ustma-ust tushishidan kelib chigadi. Demak,
(a+b)cb=ach munosabat o‘rinli. Bundan esa, 4 =-4, munosobatni
hosil gilamiz. Xuddi shunday usul bilan 4, = -2, tenglikni isbotlaymiz.

Demak,
[a+bc)=[ac]+[5]
tenglik o‘rinlidir.

4-xossaning isboti a va b vektorlar parallel bo‘lganda, ular
orasidagi burchakning sinusi nolga tengligidan kelib chigadi.

Ushbu mavzu bo‘yicha amaliyot darsida quyidagi misol va
masalalarni yechish tavsiya etiladi:

Skalyar ko‘paytmaga doir masalalar
1. Quyidagi hollaming har birida &b vektorlarning skalyar

ko‘paytmasi topilsin:
1. |@|=8,5|=5, @"5)=60"%
I

2. |d|=|b|=1, (a~b)=135"
3. B

4. |a|=3,|5|=6, alib;

5. |d|=3,|b|=1,ail5.

2.

ABC uchburchak tomonlarining uzunliklari berilgan: BC =5,
CA=6, AB="1. BA, BC vektorlarning skalyar ko‘paytmasi topilsin.

3. p=a(he)-b(ac) va ¢ vektorlaming bir-biriga
perpendikularligi isbotlansin.

4, p=c+2f va a=5¢-41 vektorlar o‘zaro perpendikularligi
ma’'lum bo‘lsa, é va f birlik vektorlar orasidagi burchak topilsin.

5. Tomonlari birga teng bo‘lgan teng tomonli ABC uchburchak
berilgan. BC=a, CA=b, AB=¢ deb (ab)+(b,c)+(¢,a) ifoda
hisoblansin.

6. ABC uchburchakda 4D, BE,CF medianalar o‘tkazilgan.

BA+CB+ AC vektor hisoblansin.
7. To‘g'ri burchakli ABC uchburchak 4B gipotenuzasiga CH
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perpendikular tushirilgan. CH vektor a=CB , 5=C4 vektorlar orqali
ifodalansin.
~ 8 D nugta ABC uchburchakning AB tomonini AD:DB=A
nisbatda bo‘ladi. CD kesmaning uzunligi uchburchakning uchta
tomoni va A son orqali ifodalansin.

9. Koordinatalari bilan berilgan &5 vektorlarning skalyar
ko‘paytmasi hisoblansin:
_ D a={52}, b={-3, 6}; 2) a={6, -8}, 5={12, 9}; 3) a={3, -5},
b={7,4}.

10. Koordinatalari bilan berilgan quyidagi
orasidagi a burchak topilsin:

a,b vektorlar

1. a={4,3}, b={1,7};
2. a={6,-8}, b={12, 9}
3. a={2,5}, 5={3,-7};
4. a={2,-6}, b={-3,9}.

: 11. a={5, 2}, _E ={7, -3} vektorlar berilgan. Bir vaqtning o‘zida
ikkita (,7)=38, (b,i)=30 tenglamani qanoatlantiradigan x vektor
topilsin.

12. a={3, -2}, b={-5, 1}, ¢ ={0, 4} vektorlar berilgan.

I 3a@-4(ab)+5b°-6(b,c)-2¢ %

2. 2(ab)é-3.57a +(a,c)b topilsin.

13..{7,_-4} vektorning {-8, 6} vektorga parallel bo‘lgandagi
proyeksiyaning son giymati topilsin.

14. Koordinatalari bilan berilgan @, 5 vektorlaming skalyar
ko‘paytmasi hisoblansin:

1. a={3,5,7}, 6={-2,6,1});
2. a={3,0,-6}, b=(2, -4,0};
3. a=({2,5,1}), 5=(3,-2,4).

Vektor ko‘paytma va aralash ko‘paytmaga doir masalalar
1.

b vektorlami bilgan holda: 1) [(a+5 )(a-5 )|;2)[a(a+b
)] H 3)[

a,
a+b - a
’b—
5-4)

= |

vektorlar topilsin.

2. [é.l‘;]2 +(é,5)ﬁl = a'b* ekanligini ko‘rsating.
3. Agar uchta &b, vektorlar kollinear  bo‘lmasa,
[d.ii] - [5,6] =({¢,a] tenglikdan @+b+=0 munosabatning kelib
chiqishini ko‘rsating va aksincha.
4. [ab+aa|=[a+ ub,b =[5 ] ekanligini ko‘rsating.
5. Ushbu [4,5]+[6,¢]+[¢,a]=0 munosabat o‘rinli bo‘lsa, &5, |
vektorlarning komplanarligini ko‘rsating. l
6. Bir nuqtadan chiquvchi uchta komplanar &b,é vektorlar
berilgan. Ularning oxirlaridan o‘tgan tekislikning [5,5]+[E,a]+[a,a]
vektorga perpendikularligini ko‘rsatilsin. : |
(! [5.5].[5.6].[6.61 vektorlar komplanar bo‘lsa, ularning \
kollinearligi ko' rsatilsin. J
8. Quyidagi hollarning har birida [&.E] vektor ko‘paytma
topllsin: 3
1) d=(2, 3, 1}, b={5, 6, 4};2) a={5,-2, 1}, b={4,0, 6}; |
3)5‘{'2' 6l '4}’ 5={3: '9’ 6}-

9. a={8, 4, 1}, b={2, -2, 1} vektorlardan yasalgan ;
parallelogramm yuzi hisoblansin. }
10.a={3, 1, 2}, 5={2, 7, 4} ¢={1, 2, 1} vektorlar berilgan. 1)

1)565; J N ‘
2) [14,61,¢1]; 3) [4,[?,€]] topilsin.

Mavzu bo‘yicha test namunalari

1. @ va b vektorlarning skalyar ko’paytmasi quyidagicha bo’ladi

a) @b = [al- p]- cos¢
b)ab =|al- IEI sing ;
c) ab =|al- |b]- 1g¢
d)ab =|a}- [p|- ctge
2. a va b vektorlar orasidagi burchak quyidagi formula

yordamida aniglanadi:



3.Ixtiyoriy @ va b vektorlar uchun quyidagi munosabatlardan

qaysi biri o’rinli.

a)(ab)’ < a’b?
b)(ab)’ > a’b?
c)(ab)’ 2 a’’
d)(ab)2 <a'b
4.a va b vektorlarning vektor ko’paytmasi bo’lgan vektorning

uzunligi quyidagiga teng.

a) [5,5]=|a||5|sin¢
o [a5]-ilas

o)[@.5] =lalfp|cose
d)[ @5 =ab]cree

5.a va b vektorlarning ortogonallik shartini ko’rsating.

b)[a-5]=0
c)a+b=0
d)a-b=0

Neeg
| )
%
I o
+
= al
]
(=]

ISTIRT]
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0 b« 0

b)(d=b)d=0

0) (avh)ewo

d(ab)e=o

N dwal+7)43k va b=3i -5] +k vektorlarning skalyar
ko' paytmnsl quyidagiga teng.

W) b = ~20

b) db = 20

) db = ~50

d) db = 30

9. dwi va b=i+] vektorlar orasidagi burchak quyidagiga teng.

n)gw=ay

b) ¢ = 90"

AT ERIY

g0

10, @w ok va bwk vektorlarning vektor ko’ paytmasi
uyidagign tong.

") rdb'J- /

h)[ah‘J-j
C)ldl;.l-k‘
d)|.¢)5]~j+l(.

Il. d=7+2j+3k vab=j+2k, é=k vektorlarga yasalgan
parallelopipedning hajmi quyidagiga teng .

a)V=1

b)V =6

¢) V=12

d)V =4

12. d@=j+k va b=j vektorlarning vektor ko’paytmasi
quyidagiga teng

a) [az;]:-;

27




d) [55 ] =j+k

13. @=i+j va b= vektorlarning vektor ko’paytmasi
quyidagiga teng

a) [55 ] =k

b)[ab|=]

c) [55 ] =i

d)[ab]=j+k

14. G=i+j va b=k vektorlarning vektor ko’paytmasi
quyidagiga teng

a) [EE] =j+i

17. @=4i -5j+3k va b=37 -5j +k vektorlarning skalyar
ko’paytmasi quyidagiga teng.

a) ab =—41

b)ab =20

c) @b =-50

d)ab =30
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3+, To'g'ri chiziq va tekisliklarning turli tenglamalari
Reja:

To'g'ri chiziq va uning umumiy tenglamasi
Tekislik va uning tenglamalari

Fazoda to'g‘ri chizigning tenglamalari

Ikki nugtadan o‘tuvchi to‘gri chiziq tenglamasi
To'g'ri chiziq ikkita tekislikning umumiy qismidir

- —

Aflin koordinatalar sistemasida ixtiyoriy to‘g‘ri chiziq uchun

shunday birinchi darajali
Ax+By+C=0 (1)

tenglama mavjudki, to‘g‘ri chiziqda yotgan har bir nuqtaning x,y
koordinatalari (1) tenglamani ganoatlantiradi ( 4,8 sonlari bir vaqtda 0
pn teng emas); shu bilan birga x,y o‘rniga (1) tenglamaga
yaralayotgan to'g'ri chizigdagi istalgan nugta koordinatalarini
o' yganda, bu tenglama ayniyatga aylanadi.

Aksincha: tekislikdagi ixtiyoriy affin koordinatalar sistemasida
A"+ " » 0 sharti bilan berilgan (1) ko‘rinishdagi har qanday tenglama
uchun shunday to‘g‘ri chiziq mavjudki, bu to‘g‘ri chiziqda yotgan
nugtalarning koordinatalari bu tenglamani ayniyatga aylantiradi.

(1)  ko‘rinishdagi tenglama to‘g‘ri chizigning umumiy
tenglamasi deyiladi.

Agar to'g'ri chiziq o‘zining umumiy tenglamasi bilan berilgan
bo'lsa, bu to‘g'ri chizigqa nisbatan bir tomonda joylashgan nuqtalar
uchun

Ax+By+C>0 2)
va unga nisbatan ikkinchi tomonda yotgan nuqtalar uchun
Ax+By+C<0 (3) ;

tongsizliklar bajariladi.

Tekislikning tegishli qismlari musbat va manfiy yarim tekisliklar
deb ataladi. Tenglamaning chap tomonini manfiy songa ko‘paytirish
natijasida musbat yarim tekislik manfiy yarim tekislikka almashadi va
aksincha. Ustma- ust tushmaydigan ikkita M,(x,.y,), M,(x,»,)
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nuqtadan o‘tadigan to‘g‘ri chiziq tenglamasi affin koordinatalar
sistemasida quyidagi ko*rinishlardan biriga ega bo‘ladi. '

x y
LI 3"' 0 (4)
X2 V2
yoki
X=X Yy=-n
Lz"‘n Ya=n by (5)
x=-x#0 va y,-y #0
shartlar bajarilganda:
Lol 0 2 (6)
0% Y=
yoki
x,=x,#0
shartda

y-3=2"2%(x,-x). (7)
X, =X

To‘g‘ri chiziqda yotgan yoki unga parallel bo‘lgan noldan fargli
ixtiyoriy vektor to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori deyiladi.

Oy o‘qiga parallel bo‘lmagan yoki oy o‘gi bilan ustma- ust
tushmaydigan to‘g'ri chizigning burchak koeffitsiyenti deb songa
aytiladi.

Ikkita M,(x,»,), M,(x.y,) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning
burchak koeffitsiyenti & =22~ formuladan topiladi.

X3 =X

Agar koordinatalar sistemasi to‘g‘ri burchakli bo‘lsa, & soni
to‘g'ri chizigning 0x o‘qi bilan tashkil gilgan burchak tangensiga
teng.

(x.») nuqtadan o‘tib, burchak koeffitsiyenti & ga teng va oy
o‘qiga parallel bo‘Imagan to‘g‘ri chiziq tenglamasi affin koordinatalar
sistemasida

Y=n=kx-x) (8)

ko‘rinishda bo‘ladi. To*g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyenti &
~ bo‘lib, u 0¥ o'qini (0,6) nugtada kesib o‘tsa, to‘g‘ri chiziq tenglamasi
“quyidagicha yoziladi:

y=kx+b  (9)

' [1, 48-49 6ernap)
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To'g'ri chiziq koordinita o‘qlarini (a,0) va (0,5) nuqtalarda kesib
0'tun, uning tenglamasi

+

=1

Q%
S

ko'rinishda yoziladi. ;
To'g'rl chiziq (x,y,) nuqtadan o‘tib, {,m} vektorga parallel bo‘lsa,
i holda uning tenglamasi

rl”"' ’;y'. (10)

yoki
el T e 4 (11)
I m
ko'rinishda bo'ladi. :
Ixtlyorly (x,») nuqta va noldan fargli a= (/.m) vektor benlgaq
o' lan, () nugtadan o'tib (,m) vektorga parallel bo‘lgan to‘g‘ri
uhlelgning parametrik tenglamasi

(FEERY
Vpwypannes (12
z A
|

ko‘rinishda bo‘ladi. .
Bu yerda ¢ son shu to‘g‘ri chiziqda yotgan ar r.luqtamng
koordinatasi bo‘lib, bunda (x,,,) nuqta koordinatalar boshi va {/,m)
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vektor esa masshtab vektor sifatida olingan. A4x+By+C,=0,
A,x+B,y+C,=0 tenglamalar bilan berilgan ikki to‘g‘ri chizigning
kesishishi parallel bo‘lishi va ustma-ust tushishi uchun quyidagi
jadvalda berilgan shartlarning bajarilishi zarur va yetarlidir.

To‘g'ri chiziqlarning joylashuvi shartlar
Kesishadi IA, Bl o
4, B,
Parallel bo‘ladi A B
=0 ammo,
4, B,

Rl | 4 :
| B CJ—ICZ Az' determinantlardan
hech bo‘Imasa biri (yoki ikkalasi)
noldan fargli

4, B _lBl C|=|2| Al‘=o
2 A

A2 B 2 2 B) Cz
ikki to‘g‘ri chizigning ustma-ust tushishining zarur va yetarli
shartini quyidagicha ham ifodalash mumkin:
Ax+By+C =A(Ax+B,y+C,), A#0

X

Ustma-ust tushadi

{
I
‘f
i
'f

¥x
(bu tenglik xy ga nisbatan ayniyatdir) Ax+By+C =0,
Ax+B,y+C,=0 umumiy tenglamalar bilan berilgan to‘g‘ri
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uhiglglarning  kesishish  nuqtasining  koordinatalari
furmulalaridan hisoblanadi:
lB. C.‘ LC“ A
B C; 3 vl
4 8 T[4 B
Al B! ’AI B!’
Affin sistemasida umumiy tenglamalari bilan berilgan
Ax+By+C =0, Ax+B,y+C,=0
10'g'ri chiziglar kesishsa,
a(Ax+ By+C)+p(Ax+By+C,)=0, a*+p* >0
tenglamada xy oldidagi koyeffitsiyentlar baravariga nolga
aylanmaydi, va bu tenglama to‘g'ri chiziglarning kesishgan
nugtasidan o'tgan to*g'ri chiziq tenglamasini aniglaydi. Aksincha
Axt By+C =0, Ax+B,y+C, =0
0'w'rl ehiglglarning kesishgan nuqtasidan o‘tgan har ganday
W ehielg

(13)

xm

alAdx+ By+C)+p(Ax+By+C,)=0,

tenglama bilan ifodalanadi.

Ax s By C w0, Ax+By+C, =0 to'g'ri chiziglar parallel bo‘lsa,
a(Ax+By+C,)+P(Ax+B,y+C,)=0 (14)

tenglama berilgan to‘g‘ri chiziglarga parallel bo‘lgan to‘g'ri
chiziq tenglamasini aniglaydi, bunda
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AH T
4, B B

bajarilishi kerak va aksincha (bunda «,s sonlardan hech bo‘lmasa

bittasi noldan fargli)
Ax+By+C =0, Ax+B,y+C,=0
to‘g‘ri chiziglarga parallel bo‘lgan har ganday to‘g‘ri chiziq
a(Ax+By+C)+f(4,x+B,y+C,)=0
tenglama bilan ifodalanad;.

5

¥

To‘g'ri chiziglar dastasi deb bir tekislikda yotgan va bitta
nuqtadan o‘tadigan to‘g‘ri chiziglarning xos to‘plami deb ataladi.
Umumiy nuqta dasta markazi deyiladi.

Ofzaro parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziglar to‘plami ham parallel
to‘gri chiziglar dastasi yoki xos bo‘lmagan dasta deyiladi. Agar affin
koordinatalar sistemasiga nisbatan uchta to‘g‘ri chiziq tenglamalari

Ax+By+C,=0
Ax+By+C,=0 (15)
Ax+B,yy+Cy =0

berilgan bo‘lsa,
Al Bl Cl
AI BZ Cl
4, B, C,

shart to‘g‘ri chiziqlarning biror dastaga xususiy holda to‘g‘ri
chiziq dastasiga tegishli bo‘lishi uchun zaruriy va yetarli shartdir.

=0 (16)

{4, %) nuqtadan o‘tgan to‘g‘ri chiziglar dastasi tenglamasi quyidagi
ko' rinishda yozilishi mumkin:
A(x—x)+B(y-y)=0 (17)

bu yerda 4,8 koeffitsiyentlar ixtiyoriy haqiqiy giymatlarni qabul
iilndi va bir vagtda nolga aylanmaydi.

Umumiy dekart koordinatalar sistemasida koordinatalari (-B,.4)
vektor hamma vaqt Ax+By+C=0 to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘ladi.
fo'g'rl burchakli dekart koordinatalari sistemasida (4,B) vektor
A4 iy + € =0 to‘gri chiziqqa perpendikular bo‘ladi.

Agar (4,8 vektor to‘gri chizigning ixtiyoriy nuqtasida
joylashtirilsa, bu vektorning uchi 4x+By+C=0 to‘g‘ri chiziqqa
miabatan musbat yoki manfiy yarim tekislikda yotadi.

Mar qanday tekislik umumiy dekart sistemasida (x,,2)
koordinatalariga  nisbatan  birinchi  darajali, ya’ni  ushbu
Ayt My €2+ D=0 ko‘rinishli tenglama bilan ifodalanadi; bu
Wwiglamadagl A,B,C koeffitsiyentlar bir vaqtda nolga teng emas deb
fame gillnadi. Aksincha, shu ko‘rinishdagi har qanday- tenglama
Wwhisliknl aniglaydi. Bu tenglama tekislikning ‘umumiy tenglamasi
oyl

~

Apnt tokisllk o'zini umumiy Ax+By+Cz+D=0 tenglamasi
Bilun bertlgan bo'lea, tekislikning bir tarafida yotgan barcha nugtalar
koordinalard uohun

Ax+By+Cz+D>0
v Ikkinehl tarafda yotgan nuqtalar uchun esa:
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Ax+By+Cz+D<0
tengsizlik o‘rinli.

Mos ravishda yarim fazolarni «musbat» va «manfiy» yarim
fazolar deb ataymiz. Tekislikning umumiy tenglamasini chap
tomonini manfiy songa ko‘paytirganda, musbat yarim fazo manfiy
yarim fazoga aylanadi va aksincha, berilgan M(x,y,z) nuqtadan
o‘tadigan va berilgan ikkita nokollinear a={\m,n),b={l,m, n}
vektorlarga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasi ushbu ko‘rinishda
yoziladi:

X=X y=-nzi-z
L m 1 |=0
L m n

yoki (r —r)ab = Obu yerda r;- berilgan M, nuqtaning radius
vektorini bildiradi. Bu tenglama quyidagi vektor-parametrik
ko‘rinishga ega: r =r, + ua +vb>

yoki koordinatalarda

x=x+ul +vl
Y =) tum tvm,
z=z +un +vn
Bu yerda u, v-sonlar tekisligidagi M nuqtaning boshi M, nuqtada

1"4
va masshtab vektorlari a, b vektorlardan iborat koordinatalar
sistemasiga nisbatan umumiy dekart koordinatasidir.

Ikki M(x;,y1,21), M(x,y22,) nuqtadan o‘tgan MM, vektorga
kollinear bo‘lmagan, a vektorga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasi
ushbu ko‘rinishda yoziladi:

X—X, Y=y, 2-2,
X, =X, V2=V 2,-2,|=0
/ m n
yoki (r—r, Xr, —n)a=0 r;, r, —bu yerda berilgan M;, M,

nuqtalarning radius vektorlarini ifodalaydi. Bu tenglama esa
parametrik shaklda:

% [1, 2.2.3 proposition, 49 Ger]
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yoki kOOTdmam‘arda: x=x+ul+ v(x,— %)

y=y‘+um+v(y,—)'1)
z= zl+un+V(zz;':‘)\ f bizga ¢ to‘g“ﬂ‘
: i kiritilg D aralle
Detart koordinatalat SEECL jqor ¢ 1o SHEAEL L
chiziq berilgan bo \S:,o ‘\sin,\ Sty e to.g“ :dius-ve\“Of‘“" 4
vektorlardan DI o1 gan Mizoywz0) MUABIRE Ly nugtaning
pirorta nuqta ‘:Q\Sf‘:;oda radius-vektort r m:lgm "
pilan belgilas

-1 ola. 2l vektorlarning
hiziqga tegishli bo‘lishi r-n V& @ {a.a

to'g'ri chzid Yo

para“el\igiga teng kuchlidir




ko‘rinishda yozib,to‘g‘ri chizigning vektor ko‘rinishdagi

tenglamasini olamiz..Bu yerda ¢ parametr —«dan «gacha o‘zgarganda

r vektor oxiri ¢ to‘g’ri chiziq nuqtalarini hosil giladi. Yuqoridagi
tenglamani koordinatalar orqali yozsak
x=Xx,tal ,y=y,+a,t ,z=z,+at
© " tengliklarni hosil qilamiz.Bu tenglamalar to‘gri chizigning
parametrik tenglamalari deyiladi.

Agar bu tenglamalardan ¢ ni yo‘qotsak

X=Xy Y=Vo_2—2%,
a a a, @

tenglama kelib chigadi. Bu tenglama ¢ to‘gri chizigning kanonik
tenglamasi deyiladi. v &,

Fazoda radius-vektorlari 7,7 bo‘lgan M(x,y,z) va M(x,,y,,z,)
nuqtalar berilgan bo‘lsa, bu nuqtalardan o‘tgan ¢ to‘g‘ri chiziq uchun
r,—r, vektor yo‘naltiruvchi vektor bo‘ladi. Yuqoridagi (1) tenglamadagi
vektor o‘rniga r, -7, vektorni qo‘ysak, M,(x,,,,2,) nuqta sifatida
M(x,,y,,z,)nuqtani olsak, ¢ to‘g‘ri chizigning vektor ko‘rinishdagi
parametrik tenglamasini

r=r+(n-R)t €)

ko‘rinishda yozish mumkin. Agar (3) tenglamada ¢ parametrni
yo‘qotib uni koordinatalar orqali yozsak, ¢to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasini

x=h YN _3—5% 4)
\=H N~ =%
ko‘rinishda hosil gilamiz.
Bizga ¢ to‘gri chiziq kanonik
=% Y=Y 2-%

g a, 4
tenglama yordamida berilgan bo‘lsin.Bu tenglamadan quyidagi
ikkita tenglamalarni hosil gilamiz
X=X Y=Y
a a -’
Y=Y . 2%
a, a, &)

Bu tenglamalarni
ay(x—x,)-a(y—3,)=0, a;(y - y,)-a,(z~2,)=0
ko‘rinishda yozsak ¢ to‘gri chiziq
a)(x—x,)-a,(y=y,)=0

va

as()")’o)" az(z— zo)= 0

tenglamalar bilan aniglanuvchi tekisliklarning kesishishidan
Iborat bo‘lishini ko‘ramiz. Agar bizga ikkita a va b tekisliklar
A x+By+Cz+D =0

va

A, x+B,y+C,z+D, =0
tenglamalar bilan berilib,

[4 B, C, J
4, B, C,
matritsaning rangi 2 ga teng bo‘lsa, ular parallel bo‘lmaydi va
birorta ¢ to‘g‘ri chiziq bo‘ylab kesishadi .Bu to‘g‘ri chizigning
kanonik tenglamasini tuzish uchun uning birorta nuqtasini va bitta
yo‘naltiruvchi vektorini bilishimiz yetarli. Biz koordinatalari
A x+By+Cz+D =0
A x+By+Cy,z+D, =0
sistemani qanoatlantiruvi M,(x,,,,z,) nuqtani topib, ¢ to‘g‘ri
chizigning yo*‘naltiruvchi vektori sifatida », ={4,,8,,C,} va n, ={4,,B,,C,}
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vektorlarning vektor ko‘paytmasini olamiz,chunki bu vektor
ko‘paytma ¢ to‘g‘ri chiziqqa paralleldir.

Masala yechish namunasi

Quyida to‘g‘ri chiziqqa doir masalalarni yechishning bir nechta
usullarini misollarda ko‘rsatamiz. To‘g‘ri chizigga oid masalalar
yechishda bu misollar ancha yordam beradi.

1-masala: Kesishuvchi ikkita Ax+By+C, =0, 4x+By+C,=0
to‘g'ri chiziq va ularda yotmaydigan M,(x,,»,) nuqta berilgan. Shu
to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchaklardan shu nugtani oz ichiga olgan
burchak bissektrisasining tenglamasi tuzilsin.

Yechish. AM(x,y) nuqta izlanayotgan bissektrisada yotgan
ixtiyoriy nuqta bo‘lsin. Bu nugtadan berilgan to* g‘ri chiziqlargacha
masofalar teng bo‘lganligidan:

|[4x+By+C,| 8! |4,x+ B,y +C,|
\/A|x +B,} \/Azz +B,’
nuqtalar bitta burchakning ichki nugtalari bo‘lgani uchun
Ax+By+C, Ax,+By,+C, sonlarining ishoralari bir xil. Xuddi
shuningdek, A4x+B,y+C,, 4x+B,y,+C, sonlar ham bir xil ishorali,

M, ya’'ni
t {4,8,) (Ax+By+C)XAx, + By, +C,)>0,
1 {4,B,) (A x+ B,y + C, X4, %, + B,y, +C,) >0

Agar
Ax,+ By, +C,, Ax,+B,y,+C, sonlar
bir xil ishorali bo‘lsa,
1 Ax+By+C, Ax+By+C, sonlar

E, ™ ham bir xil ishorali bo‘ladi.
Izlangan bissektrisa tenglamasi
7-chizma quyidagi ko‘rinishga ega:

IA“'+B-}'+C|| _|Ax+Byy+C)| (1)
\/‘412 +B’ s \/’42z +8)
Agar Ax,+By,+C, Ax,+By,+C, sonlar qarama-qgarshi ishorali
bo‘lsa, (7-chizma)
Ax+By+C, Ax+By+C, sonlar ham qarama-garshi ishorali
bo‘ladi; u holda izlangan bissektrisa tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:
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Ax+By+C, _Ax+B,y+C,
\/"1z +B’ \/Azz + Bzz‘
()

Izoh: (1),(2) tenglamalarni
faqatgina M, nuqtani o‘z ichiga
olgan  burchakka  tegishli
nuqtalar -~ koordinatalari emas,
balki. shu burchakka vertikal

bo‘lgan nugtalarning
E & koordinatalari ham
qanoatlantiradi.
85 - 2-masala:  Kesishadigan
< ; 8:chibiing ikkita Ax+By+C, =0,

Ax+B,y+C,=0 to‘gri chiziglar
va ularning hech birida ham yotmaydigan M,(x,y,) nuqta berilgan. M,
nuqtani o‘z ichiga olgan burchak kosinusi topilsin.

Yechish: M, nuqtadan berilgan MM, MM, to‘g‘ri chiziglarga
perpendikular tushiramiz. Izlangan burchakni « MM, MM, vektorlar
orasidagi burchakni g bilan belgilasak, u holda: a =180° -2

1) Agar Ax,+By,+C, Ax+By,+C, sonlar musbat bo‘lsa,
7, ={4,B) 7, = {4,,B,} vektorlar
yo'nalishlari  m_M,, MM, vektorlarga
garama-qarshi bo‘ladi (8- chizma).

Shuning  uchun MM, MM,
vektorlar orasidagi g burchak 7,7, M,
vektorlar orasidagi burchakka teng y
bo‘ladi, ya’'ni srias

= 2

b B B n

va bundan,
feu) AA, + BB,
cosax J'A|;+813JA21+821 S
2)  Agar
Ax,+ By, +C,, Ax,+ By, +C, sonlar o

manfiy bo‘lsa, u holda #={4,B}

£
9
X
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i, ={4,B,} vektorlar yo’nalishlari s, MM, vektorlarniki bilan bir
xil bo‘ladi. Demak , bu holda ham
s A4, +BB,
\/At2 + Bl‘ \/Az2 + le :
3) Ax, + By, +C, >0, A,x,+B,y,+C,<0 bo‘lsin. U holda

A=(4,8) va MM, vektorlar qarama-qarshi yo’nalishga ega.

i, ={4,B,) va MM, vektorlar esa bir xil yo’nalishga ega bo‘ladi. Bu
holda 7,7, vektorlar orasidagi burchak 180° - =a ga teng va
st oAt + BB,
\/‘41z +B’ \ﬁ‘zz +B,’
4)  Agar Ax,+By,+C <0, Ax,+By,+C,>0 bo‘lsa, (9-
chizma):

_ AA+BB,
£ \/Axl +B’ \/Azz +B;’

3-masala. O‘zaro perpendikular bo‘lmagan kesishuvchi ikki
to‘g‘ri chiziq

cosa

Ax+By+C,=0
Ax+B,y+C,=0

va ularda yotmaydigan M,(x,,y,) nuqta berilgan. Bu nuqtaning shu
to‘g‘ri chiziglardan tashkil topgan o‘tkir burchakda yotishi uchun
zaruriy va yetarli shartlar topilsin.

Yechish: Zaruriy shart. A,(x,y,) nuqta to‘g‘ri chiziglar orasidagi
o‘tkir « burchakda yotsin. Agar 4x,+By,+C,, 4x,+B,y,+C, sonlar bir
xil ishorali bo‘lsa, (2-masalaga garang),

EE, A4, + BB,
\/‘41z +B} \/Azz +B
ammo « -0‘tkir bo‘lgani uchun, 44, + BB, <0 demak
(44, + BB, )(Ax, + By, + C, (A, x, + B,y, +C,) < 0

lekin Ax,+By,+C,, 4x,+B,y,+C, sonlar qarama-qgarshi ishorali

bo‘lsa (2-masalaga garang):

teng,

A4, + BB,
VA + B} 4} + B}’
ammo « - o‘tkir burchak uchun 4,4, + BB, >0 demak,
(44, + BB, )(Ax, + By, + C )4, %, + By, +C,) < 0
shuning singari, M, nuqta o‘tmas burchakda yotsa; u holda

cosa =
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(A4, + BB, X Ax, + By, + C X 4,% + B,y, +C,) >0
tengsizlikni hosil gilamiz; bundan
(44, + BB, A x, + By, + C (A% + By, +C,) <0
shart M, nuqtaning o‘tkir burchakda yotishi uchun zarur va
yetarliligi kelib chigadi.

4-masala: O‘zaro perpendikular bo‘lmagan ikkita kesishuvchi
Ax+By+C =0, A4x+B,y+C,=0 to‘g‘ri chiziglar berilgan.To‘g’ri
chiziglar orasidagi o‘tkir burchak bissektrisasi tenglamasini tuzing.

Yechish. M(x,y) to‘g‘ri chiziglar orasidagi o‘tkir burchak
bissektrisasida yotuvchi ixtiyoriy nuqta bo‘lsin. U holda :
|4x+By+C,| |4,x+B,y+C,|
Jar+ B¢ [a’+B]
nuqta o‘tkir burchakda yotganligi sababli 3-masalaga asosan
(A A, + BB, X Ax, + By, + C,{A,x, + B,y, +C,)<0.

Agar A4, +BB,>0 bo‘lsa, Ax+By+C, Ax+B,y+C, sonlar
qarama-qarshi ishorali bo‘lishi kerak. Demak o‘tkir burchak
bissektrisasi tenglamasi

Ax+By+C, _ _Ax+ +C,
4 +B'  [47+B]

ko‘rinishda bo‘ladi. Lekin AA,+BB, <0 bo‘lsa,
Ax+By+C, Ax+B,y+C, sonlar bir xil ishorali va ikki to‘g‘ri chiziq
orasidagi o‘tkir burchak bissektrisa tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

Ax+ B|y+C, £y A,lx-f- B,y+C,

\/41"'81: VAzz "'le

Mustagqil ish uchun topshiriglar

1. Berilgan A4x+By+Cz+D=0 tekislik berilgan CE kesmaning
kesishish shartini yozing.
2. Uchta tekislik
Ax+By+Cyz+D =0,
Ayx+ Byy+Cyrz+ Dy =0,
Ayx+ Byy+Cyz+ Dy =0
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, ularning bir nuqgtada kesishish
shartini toping.
3.  Ikkita parallel bo‘Imagan to‘g‘ri chiziglar
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20. To‘g'ri chiziq x;5=y ;2=z+21 tenglama bilan berilgan

bo‘lsa, unga koordinata boshidan tushirilgan perpendikulyar
tenglamasini tuzing.

Test namunalari

1. xCosa+ ySina—p=0 tenglama to‘g‘ri chizigning qanday
ko‘rinishdagi tenglamasi, p- sonning geometrik ma’nosi qanday?
a) To‘g‘ri chizigning normal tenglamasi, p- koordinata
boshidan to‘g‘ri chiziggacha masofa.

b) To‘g'ri chizigning umumiy tenglamasi, p- koordinata
boshidan to‘g‘ri chiziggacha masofa.

¢) To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi, p-
koordinata boshidan to‘g‘ri chiziggacha masofa.

d) To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi, p- ixtiyoriy son.

2. Ax+By=0,4%0,B+0 tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chiziq
tekislikda koordinata sistemasiga nisbatan ganday joylashgan.

a) to‘g‘ri chiziq koordinata boshidan o‘tadi.

b) to‘g‘ri chiziq Ou o‘qiga parallel.

¢) to‘g‘ri chiziq Ox o‘giga parallel..

d) to‘g‘ri chiziq Ox o‘qi bilan ustma-ust tushadi.

3. Ax+By+C=0 ko‘rinishdagi tenglama qanday ataladi?
a) Tekislikda to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi.

b) To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi

¢) To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi

d) To‘g'ri chizigning normal tenglamasi

4. To‘g'ri chizigning umumiy tenglamasida x va
o‘zgaruvchilar oldidagi koeffitsientlar ganday geometrik ma’noga ega.

a) To‘g'ri chiziq normal vektorining koordinatlari

b) To‘g‘ri chiziq yo’naltiruvchi vektorining koordinatlari

¢) To‘g‘ri chizigning Ox va Oy o‘qlaridan ajratgan
kesmalarining uzunliklari

d) Ixtiyoriy koordinatlar

5. Ax+B=0,B%0 tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chiziq
tekislikda koordinata sistemasiga nisbatan qanday joylashgan.

a) to‘g‘ri chiziq Oy o‘qiga parallel.
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b) to‘g'ri chiziq koordinata boshidan o‘tadi. ‘
¢) to‘g'ri chiziq Ox o'qi bilan usma-ust tushad{.
d) to‘g'ri chiziq Oy o'qi bilan usma-ust tushadi.
& 2y A tenglama to‘g‘ri chizigning ganday ko‘rinishdagi
a b
tenglamasi deyiladi ? . :
a) To‘g'ri chizigning kesmalarga msbatap tenglamasi
b) To‘g‘ri chizigning umumiy tenglgmasn
¢) Kanonik ko‘rinishdagi tenglamaS}
d) Burchak koefitsiyentli tenglamasi.

7. X=X _Y~X tenglama to‘g‘ri chizigning qanday ko‘rinishdagi
m n

tenglamasi deyiladi, m,n sonlar ganday geometrik ma’noga ega. '
a) To‘g'ri chizigning kanonik tenglamasi, m va n yo‘naltiruvchi
vektorning koordinatalari .
b) To‘g'ri chizigning kanonik tenglamasi, m va n normal
vektorining koordinatalari. ' oy
¢) To'g'ri chizigning parametrik tenglamasi , m van— haqiqiy
sonlar. : .
d) To'g'ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi, m va n
haqiqiy sonlar. :
8. *~*% _Y¥-X ko‘rinishdagi tenglama qanday ataladi?
L=% N—Nh " )
a) Berilgan ikki nugtadan o‘tuvchi to*g‘ri chiziq tenglamasi.
b) To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi. .
¢) To‘g'ri chizigning kesmalarga nisbatan tanlamaSI.
d) To‘g‘ri chizigning parametrik tenglamas!. B
9. To‘g'ri chizigning parametrik tenglamasi ... ko‘rinishga ega.
(x=x+Am
) y=y+in
T il
n=% N~Nh
B
c) ad b 1
d) y s h + b - - - -
10. y=k+b ko‘rinishdagi tenglama to‘g'ri chizigning qanday
ko‘rinishdagi tenglamasi va k.b sonlar ganday geometrik ma’noga
ega?
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a) To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi, k son
to‘g‘ri chizigning 0x o°qi bilan tashkil gilgan burchak tangensiga
teng, 4- son to‘g‘ri chizigning Oy o‘gidan ajratgan kesmasi.

b) To‘g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi, k son
to‘g‘ri chizigning Ox o‘qi bilan tashkil gilgan burchak kotangensiga
teng, 5- son to‘g‘ri chizigning Ox 0‘qidan ajratgan kesmasi.

¢) To'g‘ri chizigning burchak koeffitsiyéntli tenglamasi, k=Cosp
b~ ixtiyoriy son. WIS o

d) To'g'ri chizigning parametrik tenglamasi, & - &gw , b-to‘g'ri
chizigning' Oy o*qidan ajratgan kesmasining uzunligi.

4-§. To‘g'ri chiziq va tekisliklar o‘zaro vaziyatini aniqlash,.
nuqtadan to‘g‘ri chizigqacha, nuqtadan tekislikkacha, to‘g‘ri
chiziglar orasidagi masofalarni aniglash

Reja:

Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak

To'g'ri chiziq va tekislikni kesishuvi

Ikki tekislikning o‘zaro vaziyati

To‘g'ri chiziq va tekislikning o‘zaro vaziyati
Nugtadan to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofa
Ikkita ayqash to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofa

. Fazoda nuqtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofani
hisoblash

SLONLA e (R

Fazoda ikki to‘g'ri chiziq orasidagi burchak sifatida fazoning
istalgan nuqtasidan shu to‘g‘ri chiziglarga parallel o‘tkazilgan ikki
to‘g‘ri chizigning tashkil gilgan burchaklaridan ixtiyoriy birini olamiz.
Bu burchak 0 bilan » orasida o‘zgaradi. Agar L, va L, to‘g‘ri chiziglar
o‘zining kanonik tenlamalari bilan berilgan bo‘lsa, ravshanki, ular
orasidagi burchak ularning yo‘naltiruvchi vektorlari orasidagi
burchakka teng.

Ll o B YWy LA h
m, n 2

Ly i e 2T a 2" 5 bo'ise
m, n, P,
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G5 mmamI Bl (1)
1L, bo‘lsa 5,182 bo‘lib
Agar LJL, At
m, n P s Is
(2) ikki to‘g'ri chizigning parallelik shartidir. Agar L; 1 L, bo’lsa,
o =0 (3).
§, L 52 bo‘lib, mm, +mm+ P2 =" A - < dir.

' (3)ikk to'g'ri chiziq perpendikulyarlik g burchakni topish
Endi to‘gri chiziq bilan teklsl.nk or§sxdag1 : el
alasini qaraylik: to‘g‘ri chiziq e B “m"i- lik orasidagi

masyelacssiyasi orasidagi burchakka to* gri chiziq bilan tekis
pro 1s1Ca
burchak deb aytiladi.

. x-3 _y-Yo_i=% tenglama bilan tekislik esa
To‘g'ri chiziq —=="""""""7

P e .

Ax+By+Cz+ D=0 tenglama bilan berilgan bo ls:»m r:kil?k:i::?‘o;nd

iyasi idagi hak ¢ O‘rmiga, rmal

: royeksiyasi orasidagi bu?wc ey : e Bieci
:I:krt‘gn'p iybilan to‘g'ri chizigni yo naltiruvchi § vektort O!

urc Hagigatan I _,y=sing bo‘lganidan
'—-p burchakni topish qulay. iqatan cos(=- @)=sing
2

cos@ =

! @5 _ Am+ Bn+Cp — 4)
sing = ol ’F‘T’B’z‘fﬁ’m
¢ <3 ‘i &4-@:0 (5)
LI Qbolss, 5.1 bo'lib am+ 0 27 5 c LI Q
f;%atro‘ g'ri chiziq va tekislikning parallelik shartidir A
c
bo‘lsa allS bo‘lib $=%=; (6)- . . i
(6) to‘g'ri chiziq va tekislikning perpendikulyarlik s ; bil
- .. x-x_p-%_Z"% (1) kanonik tenglamasi bilan,
Lwgnaieagnt s " P nasi bilan berilgan
QO tekislik Ax+By+Cz+D=0 (2) umumiy tengl‘ i lch;ziq bilan O
bo'lsin va ular o‘zaro parallel DOt }_,.tolg . (2) tenglamalar
tekislikni kesishgan nuqtasini topamiz, e vla roporsiyaning
istemasini yechimini topamiz: buning s, z);m‘;lardan X0z
z‘mumiy qiymatini 4 bilan belgilaymiz va bu deng; :
: iz, ya'ni
‘am‘ top:?l:lz, y"’l __Z-Zl oA s =2., y——-——y‘ =1v z-_pf'l'=l b‘ﬂardan
W

x=mad+X, y=ni+y, z=I"z'*z‘l (3) .
(2) dagix, Y, 7 larning giymatlarini (2) ga qo‘yamiz:
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A(mA+x)+ B(ni+y,)+ C(pA+2z)+D=0 yoki
Ax,+ By, + Cz, + D+ A(4,+B,+C,)=0 (4)

L to‘g‘ri chiziq va Q tekislik parallel bo‘lmaganidan Am+ Bn+
Cp#0 (4) dan 2 ni topamiz:
Ax, + By, +Cz, + D
¥

(5) ni (3) ga qo‘ysak M,(x,;:y;z,) to‘gri chiziq bilan tekislikni
kesishgan nugqtasi hosil bo‘ladi. Agar 4m+ Bn+ Cp=0 bo‘lib, Ax, + By, +
Cz,+D#0 bo‘lsa, to'g'ri chiziq bilan tekislik kesishmaydi. Agar 4m+
Bn+ Cp=0 bo'lib, 4x, + By, + Cz, + D=0 bo‘lsa, bu vaqtda L to‘g‘ri chizig
ustida yotadi va ular cheksiz ko‘p nuqtada kesishadi.

Masala: ’-‘—;-l=§=z—2'—l to‘g‘ri chiziq bilan x+2y-2z-3=0

tekislikning kesishish nuqtasi topilsin.

Yechish:  4m+ Bn+ Cp=1-2+3-242-(-2)=2+6-4=4%0, demak,
berilgan to‘g‘ri chiziq va tekislik parallel emas. Endi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini parametrik shaklga keltiramiz:

x—;—‘:k,%:l;zz;l:i., x=24+1, y=34, z=21+1
X, ¥, z larni tekislikning umumiy tenglamasiga qo‘yamiz:
24+1+2:34=224+1)~-3=0
22+41+64-44-2-3=044-4=0,1=1
X =2A+1=2-1+1=3,y, =3-1=3;z,=2-1+1=3

Demak berilgan to‘g‘ri chiziq va tekislikni kesishish nugqtasi
M,(3;3;3) ekan.

*Bizga dekart koordinatalari kiritilgan fazoda « va g ikkita
tekisliklar mos ravishda quyidagi tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin:
a'Ax+By+Cz+D =0, p:A,x+B,y+Cyz+D, =0,

Bu tekisliklar orasidagi burchak ularning normal vektorlari
orasidagi burchakka tengdir. Ularning », ={4,,B,,C,} va n, ={4,,8,,C,}
normal vektorlari orasidagi burchakning kosinusini

A=-

A A, + BB, +CC,

cos@ =
JA2 +B*+C? J4 + B} +C}

* (1, 58-59-6eraap)
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furmila bo'yieha hisoblashni bilamiz. Tekisl.ik_laming Parallellik
shartl wlarning vektorlari paralieligiga teng kuchlidir. Shuning uchun
I bt

|_u:
O

A
4,

MBI

ko' rinishda yoziladi, Tekisliklarning perpendikulyarlik sharti

wlirning normal vektorlarl perpendikulyarligiga teng kuchli va
A BB A CC, =0

=
g

Wb yoritndi,

Bizga ikkita ¢,,¢, tog'ri chiziglar mos ravishda

=% Y= _2"% va X=% _Y=) Lty
a, a, a, b, b, b,

kanonik tenglamalar yordamida berilgan bo_‘lsir_l._Bu Eenglamalami
vektor ko‘rinishda yozsak, ular 7 =7, +af va r=n, +as
ko'rinishlarga keladi.

Parallellik. Bu to‘g‘ri chiziglar bir tekislikda yotib kesishmasa,
ular parallel to‘g'ri chiziglar deyiladi. ' : o

Agar biz uchta r,-r=MM,, a va b vektorlarning bir tekislikda
yotishi shartini yozsak
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=0

175K Va=W %2
a, a, a

b b b,
tenglikni hosil gilamiz.

' Dasonia MKKHTA TYFPA YHIMKHHAT §3apo

- BasHATH

,yumman ymuymsﬂ

Y.t

Ayqash to‘g ‘ri chiziglar. To‘g'ri chiziglar bir tekislikda
yotmasa, ular ayqash to‘g‘ri chiziglar deyiladi. Bu holda 7, -7, = 3,47, ,
a va b vektorlar komplanar bo‘Imaganligi uchun

178 NN 5
L TR a

Bt il sl

#0

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. To'gri chiziglar parallel bo‘Imaganligi
uchun a va b vektorlar o‘zaro kolline_ar emas.
Agar to‘g‘ri chiziglar kesishsa, 2 =% =MM  a va b vektorlar
komplanar bo‘ladi, @ va b vektorlar esa kollinear emas.
Bizga ¢ to‘g‘ri chiziq
X=Xy Y=Yy _ 2—2,
a, - a, i a,
tenglama bilan, tekislik
Ax+By+Cz+ D=0
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fenglama bilan berilgan bo'lsa, ularning tenglamalari bo‘yicha
W anio varlyatint aniglamogehimiz,

}
O |

! -

Tekislik va to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak to‘g‘ri chizigning
yo'naltiruvchi  vektori  va tekislik normal vektori orasidagi
x

burchakning 5 gacha bo‘lgan to‘ldiruvchisiga tengdir, ya’ni agar
o la,a, a,} va n={4,B,C} vektorlar orasidagi burchak y ga teng bo‘lsa,
tekislik va to‘g‘ri chiziq orasidagi ¢ burchak g-—w ga tengdir. Bu
burchak

Aa, + Ba, + Ca,
J4* + B* +C* Ja} +a} +a?

formula bo‘yicha hisoblanadi. Tekislik va to‘g‘ri chizigning
paralellik sharti

sing =

Aa, + Ba, +Ca, =0
tenglikga, perpendikulyarlik sharti esa

munosabatga teng kuchlidir.
Agar Ax,+By,+Cz,+D=0 va Aa +Ba,+Ca,=0 tengliklar
bajarilsa, ¢ to‘g‘ri chiziq « tekislikda yotadi.
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Masala yechish namunasi

1.([1], p68, 2.3.8.Ex ) Berilgan A(-112) nugtadan va
d: %2 "—;3 = ‘_—*1' to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi tekislik tenglamasini

tuzing.

Yechish: d to‘g‘ri chizigdan O(-23-1)
’ nuqtani olamiz. a={12-1}-d to‘g‘ri chizigni
/ yo‘naltiruvchi vektori. 7€ ={-12,-3}.

© Qidirilayotgan tekislik a , AC vektorlarga

* parallel va 4(-112) nuqtadan o*tadi:

+1 y-1 z-
1 2 -1|=0 = x-y-z+4=0
=1 2 -

Javob: x-y-z+4=0

2.3.1.([1],p72) AABC uchburchakning A va B uchlari mos
ravishda Ox hamda Oy o‘qlarining 2x —y —2 = 0 to‘g'ri chiziq
bilan kesishish nuqtalari bo‘lib, tgA =3, tgB = bolsa, AC hamda
BC tomonlar tenglamalarini tuzing.

2.3.2.([1],p72) Tekislikda 4x—6y—3=0,2x—3y+7=0
to‘g‘ri chiziglar parallel ekanligi ko‘rsatilsin hamda bu to‘g‘ri
chiziglarga parallel va ulardan teng uzoqlikda joylashgan to‘g‘ri
chiziq tenglamasi tuzilsin.

23.8.({11,p72) x+5y+z=0,x—2z+4=0 tekisliklarning
kesishish to‘g‘ri chizig‘idan o‘tuvchi hamda x —4y —8z+ 12 =10
tekilik bilan -E- burchak ostida kesishuvchi tekislik tenglamasini
tuzing.

2.3.9.([1],p72) Berilgan P(4,3,—2) nuqtadan 3x =y + 5z + 1 =
0 tekislikkacha masofani toping.

3x+2y—z+5=0

23.11.(11,p72) d.{ i+ o
koordinata tekisliklariga proyeksiyalari tenglamalarini
toping(x, ¥, z —fazoning ortogonal koordinatalari).

2.3.13.([11,p72) A(1,-1,1),B(1,1,0),€(0,2,—1) nuqtalar
berilgan (ortogonal koordinatalar). A nuqtadan BC to‘g‘ri chizigqacha
masofani toping.

W

to‘g‘ri chizigning
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23.15.([1),p72) A(23,1) nugtadan ==X =22 to'g'ri
chizigqa perpendikulyar tushiring.
2.3.17.([1],p72) Berilgan == = ==2 =22 Zto'g'ri

chiziglar orasidagi masofani toping va bu to‘g‘ri chiziqlarga umumiy
perpendikulyar tenglamasini tuzing.
1([2]).Berilgan (3,1,-2) nuqtadan va
. Lol o
Stkigledrin &
to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
x=3 y+4 z-2

2(I12)). 5 . 3 to‘g‘ri chiziqdan o‘tuvchi va
- : 2 ; 208 ;l to‘g*ri chiziqqa parallel tekislik tenglamasini
tuzing.

3(|2]). Berilgan 4(4,-3,1) nuqtadan x+2y-z-3=0 tekislikkacha

bo‘lgan masofani toping.
x-7 y-3 z-9 x=3uy=liz=l s, .

4(]2]). Ushbu S i va kT R to‘g‘ri
chiziglar orasidagi masofani toping.

5(I2]). To‘rtburchak tomonlari x+3y=0, x—y=0, x—y-4=0,
3x+ y—12=0 tenglamalar bilan berilgan. To‘rtburchak burchaklari
bissektrisalarining tenglamalarini tuzing.

x+l y z-2

6([2]). To‘g‘ri chiziq S et Sl tenglama bilan berilgan
bo‘lsa, unga 4(4,0,-1) nugtadan tushirilgan perpendikulyar
tenglamasini tuzing.

7([2]). Tomonlari 18X+6y—l7=0, l4x—7y+15=0, 5x+10y-9=0

tenglamalar bilan berilgan uchburchakning burchaklarini toping.
8(2]). To‘rtburchak tomonlari
x+3y=0, x—-y=0, x—y—-4=0, 3x+y-12=0
tenglamalar bilan berilgan. To‘rtburchakning dioganallari
tenglamasini tuzing.
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- -3 y-1 z-1
9(12]) Ushbu X=7.r=3_z-9 oy 223 _»=l 2=l g
([2]). Ushbu s : = va 7 > 3 to‘g'ri
chiziglarga umumiy perpendikulyar bo‘lgan to‘g'ri chiziq
tenglamasini tuzing ‘

x-7_y-4_ z-$§
5 1 4

va 3x-y+2z-5=0

Mustagqil yechish uchun masalalar

2.3.3.([1],p72) AABC uchburchakning B, S uchlari qo‘zg‘almas
bo‘lsa, AC? —AB? = constant munosabatni qanoatlantiruvchi
barcha A nuqtalarning geometrik o‘rni to‘g‘ri chiziq ekanligini
isbotlang hamda bu to‘g‘ri chizigning BC tomon bilan hosil gilgan
burchagini toping.

2.3.10.([11,p72) x+5y—24+2=04x-y+3z—-1=0
tekisliklarning kesishish to‘g‘ri chizig‘idan o‘tuvchi va

a) Oy o‘qiga parallel;

b) 2x—y+5z—3 =0 tekislikka perpendikulyar tekisliklar
tenglamalari topilsin.

2.3.12([1],p72) A(1,1,0),B(0,1,1),€(1,0,1), D(—1,1,1) nuqtalar
berilgan. 4, B nuqtalardan o‘tuvchi hamda CD to'g‘ri chiziqqa parallel
tekislik tenglamasini tuzing.

2.3.14([1),p72) A(4,0,1) nugtadan o‘tuvchi va == = 22 = =

35:- y__—lz —z;—l to‘g'ri chiziglar bilan kesishuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing.

2.3.16.([1],p72) Fazoda (di)"—'—- =X=22 @i =2"=
-z—z—to g'ri chiziq tenglamalari berilgan.

i) to‘g‘ri chiziglar bir tekislikda yotishini ko‘rsating va bu tekislik
tenglamasini tuzing.

ii) to‘g‘ri chiziglar orasidagi o‘tmas burchakni ko‘rsating va bu
burchak bisterisasi tenglamasini tuzing.

1([2]).Berilgan M(x,y,,z) nugtadan o’tuvchi va

Ax+By+Cz+ D=0
tekislikga perpendikulyar to’g’ri chiziq tenglamasini yozing.

56

2()2]). Quyidagi to’g’ri chiziglarning kesishish nuqtasini toping:

1) 8x-3y-1=0, 4x+y-13=0

2) 3x+7y-15=0, 9x+2ly-32=0

3) S5x-2y+13=0, x+3y-11=0

3(]2]). Quyidagi uchta to’g’ri chiziqlar bir nuqtadan o’tadimi?

1)3x~y=1=02x~y+3=0,x-y+7=0

2)x+3y~1=0,5x+y-10=03x-5y—-8=0

3) 3x—y+6=0,4x-3y—-5=0.2x—y+5=0.

4(|2]). Uchburchak tomonlari ushbu x+2y+3=0, 3x-7y+9=0
Sx-3y-11=0 tenglamalar bilan berilgan. Uchburchakning
balandliklari kesishgan nuqtani toping.

5([2]). To’g’ri chiziglar orasidagi burchakni aniglang.

(3x—4y-2z=0, e [4x+y—62z-2=0,
2x+y-2z=0 i y=3z+2=0

6([2]). Quyidagi to’g’ri chiziq va tekislikning kesishish nuqtasini

toping.

x+1 -3 z
—==——=—va 3x-3y+2z-5=0
P ST G
x-13 y-1 z-4
= = va x+2y-4z+1=0
. I %

7([2]). Berilgan 4(4,~3,1) nugtaning x+2y-z-3=0 tekislikdagi
proyeksiyasini toping.

8([2]). Berilgan 7= Z—— == to‘g'ri chizigning x—y+3z+8=0

tekislikdagi proyeksnyasmi topmg.
9(|2]). Berilgan to‘g‘ri chiziq berilgan tekislikda yotadimi?
x=1_y+3_z+2

4x+3y-z+3=0
VORN sudh bogt T

x-1 y z-2

ST e W i 5x-8y-2z-1=0
NSpiany e
3) x+2=!;-_5=_]g_’ 3x-2y-z-1=0

10(J2]). Berilgan to‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchakni
toping.
1) x—1_ y+3 242

3 af st

4x+3y-z+4+3=0
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x-1 y z-2
N2 LT sl gy-22-1=
) 17 3 x—8y—2z 0

x+2 y-5 z

— =2 == 3x-29-z-1=
3 3 1 x—2y-z 0

11([2]). To‘g‘ri chiziglarning tenglamalarini kanonik ko‘rinishga
keltiring.
1J3x—4y—22=0,2)f4x+y—6z—2=Q
2x+y—2z=0 y=3z+2=0.
12(J2]). To‘g‘ri to‘rtburchakning uchta tomoni
x+y=0, x-y=0, x-y-4=0
tenglamalar bilan berilgan. Uning yuzasi 10 ga teng bo‘lsa,
to‘rtburchakning to‘rtinchi tomoni tenglamasini tuzing.
13(|2]). Uchburchak tomonlari
x+2y+3=0,3x-7y+9=0, 5x-3y-11=0
tenglamalar bilan berilgan. Uchburchakning medianalari
kesishgan nuqtani toping.

Test namunalari

1. Ax+By+Cz+D=0 tekislikning umumiy tenglamasida 4,B,C
koeffitsientlar ganday geometrik ma’noga ega?

a) Tekislikning normal vektorining koordinatlari

b) Tekislik yo’naltiruvchi vektorinig koordinatlari

¢) Tekislikda joylashgan vektorning koordinatlari

d) Tekislikka parallel vektorning koordinatalari.

2. Ax+By+Cz=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata
sistemasiga nisbatan qanday joylashgan?

a) Koordinata boshidan o‘tadi

b) Ox o‘giga parallel.

¢) Oy o‘qiga parallel

d) Oz o‘qiga parallel.

3. By+Cz+D=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata
sistemasiga nisbatan qanday joylashgan?

a) Ox o‘qiga parallel.

b) Oz o‘qiga parallel.

¢) Oy o‘qiga parallel.

d) Koordinata boshi orgali o‘tadi.

58

4. Cz+D=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata
sistemasiga nisbatan ganday joylashgan?

a) xOy koordinata tekisligiga parallel.

b) Ox o‘qiga parallel.

c) Oy o‘qgiga parallel.

d) Koordinata boshidan o‘tadi.

5. Tenglamasi By+ D=0 bo‘lgan tekislik koordinata tekisliklariga
nisbatan ganday joylashgan?

a) xOz koordinata tekisligiga parallel.

b) Oz koordinata tekisligiga parallel.

¢) xOy koordinata tekisligiga parallel.

d) Ou o‘qiga parallel.

6. Ax+D=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata
tekisliklariga nisbatan qanday joylashgan?

a) Oz koordinata tekisligiga parallel.

b) Ox o‘qiga parallel.

¢) Ox koordinata tekisligiga parallel.

d) Ou o‘qiga parallel.

7. Cz=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata sistemasiga
nisbatan ganday joylashgan?

a) xOy koordinata tekisligi bilan ustma-ust tushadi

b) xOz koordinata tekisligi bilan ustma-ust tushadi

¢) Oy o‘qidan iborat.

d) Ox o‘gidan iborat.

8. By=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata sistemasiga
nisbatan ganday joylashgan?

a) xOz tekisligidan iborat.

b) xOpy tekisligidan iborat.

c) Ox o‘gidan iborat.

d) Oy o‘qidan iborat.
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5-§. To‘g*ri chiziq va tekisliklar o‘zaro vaziyatini aniqlash,
nuqtadan to‘g‘ri chizigqacha masofalarni aniqlash

Reja:

1. Nugqtadan to*g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofa
2 Nugtadan tekislikgacha bo‘lgan masofani hisoblash

3. Fazoda nuqtadan to'g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofani
hisoblash

4, To'g’ri chiziq va tekislikni kesishuvi

3. Ikkita ayqash to* g°ri chiziglar orasidagi masofa

6. “Bizga I to* g'ri chiziq berilgan bo‘lsa, koordinata boshidan
o‘tuvchi va [ to‘g'ri chiziqga perpendikulyar to‘g‘ri chizigni L
bilan, ularning kesishish nugtasini M, bilan belgilaymiz. Agar nbilan
L to*g‘ri chizigning birlik yo‘naltiruvchi vektorini belgilasak , u

;={cose,sh9}
ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Tekislikning M(x, ) nuqtasi / to‘g‘ri chiziqga tegishli bo‘lishi
uchun OM vektorning L to‘g‘ri chiziqqa proeksiyasi OM, vektorning
uzunligiga teng bo‘lishi zarur va yetarlidir. Agar oM, vektorning
uzunligini p bilan belgilasak

Pr.OM =p
tenglikni hosil gilamiz, Proyeksiyani skalyar ko‘paytma orqali
ifodalash natijasida biz
xcosd + ysing — p=0

tenglamani hosil qilamiz. By tenglama to‘g‘ri chizigning normal
tenglamasi deyiladi.

Agar M(x,y) nugta tekislikning ixtiyoriy nugqtasi bo‘lsa, N, bilan
M(x, y) nuqtaning L to‘g‘ri chiziqdagi proeksiyasini belgilasak, M,N,
kesma kattaligi uchun quyidagi MyN, = ON, — OM, = ON, - ptenglikni
hosil qilamiz. Bu yerda ON, = np-OM bo‘lganligi uchun

MyNy = xcos8 + ysind — p

([, 23.1 proposition, 61 Ger])

Chizma-24 ™ . o3
kattalikni hisoblash imkonini ber:fhl.ﬁBudl;;?tlaadi‘
i | to‘g'ri chizigdan chetlas 1s“ ¥ e
M(x.) .nuq.mmfsolyut qiymati M(x,y) nuqtadan l‘ t?ﬁg i
Chiﬂzhlsmh::o‘?a; tengdir. Demak, nuqtadan to'g
bo‘lg

Ao amasini normal
i ¢ ‘ri chlZlq tengl : l_nl
bo‘lgan masofani hisoblash uchun ton%;qtzal koordinatalarini normal

o< A keyin esa 2 P o‘yiSh
ko'CHAS gke:::::h tom)((midagi o‘zgaruvchilar o'miga 4
tenglamanin . e
etarlidir. i chizigning umumiy tenglamasini normal ko‘rinishg;
Lo RE Chlzds s fini
keltirish uchun uning ikkala tara i

7 A "
h zarur bo‘ladi. Bu yerda 1C ‘—:—p t.eng
hun ¢ ifodaning ishorasi C ning
ishi lozimdir. :
hsml:;)azx:?arqli @=(I,m) vektor bet:tl%a.n
arallel bo‘lgan to'g'rl

formula MyN,

ifodaga ko‘paytirif
bajarilishi kerak. Shuning t;l:‘
ishorasiga qarama-qarshi =
Ixtiyoriy (x.3) nuqta. va SRk
bo‘lsa, (x;,») nuqtadan o‘tib (I,m) vektorg
1271 2
izigni ik tenglamasi
chizigning parametri gl ony

y=y+mt (12
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ko‘rinishda bo‘ladi.
Bu yerda ¢ son shu to‘g‘ri chiziqda yotgan » nuqtaning
koordinatasi bo‘lib, bunda (x,,y,) nugta koordinatalar boshi va {I,m}
vektor esa masshtab vektor sifatida olingan.
Ax+By+C, =0, Ax+B,y+C,=0

tenglamalar bilan berilgan ikki to‘g‘ri chizigning kesishishi
parallel bo‘lishi va ustma-ust tushishi uchun quyidagi jadvalda
berilgan shartlarning bajarilishi zarur va yetarlidir. Ikki to‘g‘ri
chizigning ustma-ust tushishining zarur va yetarli shartini quyidagicha
ham ifodalash mumkin:

Ax+By+C, = A(Ax+B,y+C,), A#0

(bu tenglik xy ga nisbatan ayniyatdir) Ax+By+C =0,
Ax+B,y+C,=0 umumiy tenglamalar bilan berilgan to‘g‘ri
chiziglarning  kesishish  nuqtasining  koordinatalari  Kramer
formulalaridan hisoblanadi:

Bl Cl |Cl Al

» B, C, r C, 4,
Sldor Bl el RLi613)

4, B, 4, B,

Affin sistemasida umumiy tenglamalari bilan berilgan
Ax+By+C =0, A4, x+B,y+C,=0
to‘g‘ri chiziglar kesishsa, a(4x+By+C)+p(4x+B,y+C,)=0,
a’+p* >0 tenglamada xy oldidagi koyeffitsiyentlar baravariga nolga
aylanmaydi, va bu tenglama to‘g‘ri chiziglarning kesishgan
nuqtasidan o‘tgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini aniqlaydi. Aksincha
Ax+By+C =0, 4x+B,y+C,=0
to‘gri chiziglarning kesishgan nuqtasidan o‘tgan har ganday
to‘g‘ri chiziq
a(Ax+ B y+C)+p(4,x+B,y+C,)=0,
tenglama bilan ifodalanadi.
Ax+By+C =0, 4, x+B,y+C,=0
to‘g‘ri chiziglar parallel bo‘lsa,
a(Ax+By+C)+p(Ax+B,y+C,)=0 (14)
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tenglama berilgan to‘g‘ri chiziglarga parallel bo‘lgan to‘g‘ri
chiziq tenglamasini aniglaydi, bunda '—:l = —? x—% bajarilishi kerak va
2 2
aksincha (bunda e, sonlardan hech bo‘lmasa bittasi noldan fargli)
Ax+By+C, =0, 4,x+B,y+C,=0

to‘g‘ri chiziglarga parallel bo‘lgan har qanday to‘g‘ri chiziq

a(Ax+By+C)+p(4,x+B,y+C,)=0

tenglama bilan ifodalanadi.

To'g'ri chiziglar dastasi deb bir tekislikda yotgan va bitta
nuqtadan o‘tadigan to‘g‘ri chiziglarning xos to‘plami deb ataladi.
Umumiy nugqta dasta markazi deyiladi. O‘zaro parallel bo‘lgan to‘g‘ri
chiziglar to‘plami ham parallel to‘g‘ri chiziqlar dastasi yoki xos
bo‘lmagan dasta deyiladi. Agar affin koordinatalar sistemasiga
nisbatan uchta to‘g‘ri chiziq tenglamalari
Ax+By+C =0
A x+B,y+C,=0 (15)

Ax+B,y+C,=0

berilgan bo‘lsa,

shart to‘g‘ri chiziglarning biror dastaga xususiy holda to‘g‘ri
chiziq dastasiga tegishli bo‘lishi uchun zaruriy va yetarli shartdir.
(x,») nuqtadan o‘tgan to‘g‘ri chiziglar dastasi tenglamasi quyidagi
ko‘rinishda yozilishi mumkin:
A(x—x)+B(y-»)=0 (17)

bu yerda 4,8 koeffitsiyentlar ixtiyoriy haiqiqy qiymatlarni gabul

qiladi va bir vaqtda nolga aylanmaydi.
Umumiy dekart koordinatalar sistemasida koordinatalari (-3,4)
vektor hamma vaqt
Ax+By+C=0

to‘g'ri chiziqqa parallel bo‘ladi. To‘g'ri burchakli dekart
koordinatalari sistemasida (4,8) vektor Ax+By+C=0 to‘g‘ri chiziqga
perpendikular bo‘ladi. Agar {4,B} vektor to‘gri chizigning ixtiyoriy




nuqtasida joylashtirilsa, bu vektorning uchi 4x+By+C=0 to‘g'ri
chizigqa nisbatan musbat yoki manfiy yarim tekislikda yotadi.

Fazoda a tekislik berilgan bo‘lsa, koordinata boshidan bu
tekislikka perpendikulyar ¢to*g‘ri chiziq o‘tkazamiz va bu to‘g‘ri
chiziqning tekislik bilan kesishish nuqtasini M, bilan belgilaymiz.

To‘g‘ri chizigning OM. vektorga parallel yo*naltiruvchi birlik e
vektorini

e ={cosa,cos B, cos y}

ko‘rinishda yozishimiz mumkin.Bu yerda ¢ vektorning

koordinata o‘qlari bilan hosil gilgan burchaklari mos ravishda «,4,7
harflari bilan belgilangan.Agar @, nuqta koordinata boshi bilan ustma
ust tushsa, e vektor sifatida ¢ to‘g'ri chiziqqa parallel ixtiyoriy
vektorni olish mumkin. Bu vektorning tanlanishi ¢ to‘g‘ri chiziqda
yo‘nalishni aniqlaydi va ¢to‘g‘ri chizigni o‘qqa aylanadi. Fazoning
M(x,y,z) nuqtasia tekislikka tegishli bo‘lishi uchunOM vektorning ¢
0‘qqa proeksiyasi OM. vektor uzunligiga teng bo‘lishi lozimdir.

Tz

Chizma-27

Demak

"P;O—M =P
tenglik o‘rinli bo‘ladi.Bu yerda p- koordinata boshidan a
tekislikkacha bo‘lgan masofa).Bu tenglikda e vektorning birlik vektor
ekanligini hisobga olib,tenglikni
np,OM = (‘_’ W)

ko‘rinishda yozamiz. Skalyar kupaytmani koordinatalar orqali

ifodalasak,yuqoridagi tenglik
xcosa + ycosB+zcosy =0

ko‘rinishga keladi. Bu tenglama tekislikning normal tenglamasi
deyiladi. :
Bu tenglama yordamida berilgan M(x,,y,,2,) nuqtadan @
tekislikgacha bo‘lgan masofani hisoblash mumkin. Berilgan
M(xo,yo,zo) nuqtadan @ tekislikgacha bo‘lgan masofani 4 bilan,
M(x,,y,,2,) nuqtaning ¢o‘qdagi proeksiyasini N bilan belgilasak,
yo‘nalishga ega bo‘lgan M,N kesmaning Kattaligi M(x,,y,.2,)
nuqtaning @ tekislikdan chetlanishi deyiladi.Bu chetlashishni 5 bilan
belgilasak, 8 =M/N =0ON-0M,

tenglik o‘rinli bo‘ladi.Bu yerda p=0M,tenglikni hisobga olsak,

6=ON-p

tenglikni hosil qilamiz.Bu tenglikda OM vektorning ON
proyeksiyasini

skalyar ko‘paytma orqali yozsak

S =x,co8a+y,cosff+z,cos8y—p

_|A.x,,+By,+Cz,+D|
'I A + B +C? I

formulani topamiz. Biz oldingi paragraflarda tekislikda nuqtadan
to‘g‘ri chiziggacha masofa formulasini ham keltirgan edik. To‘g‘ri
chiziq va tekislik tenglamalarini vektor ko‘rinishda yozib biz ikkita
formulani bitta formula ko‘rinishida yozishimiz ham mumkin.
Hagiqatdan, tekislikning (to‘g‘ri chizigning) normal vektorini
n={4,B,c} (to‘g‘ri chiziq uchun =»={48}) ko‘rinishda, tekislikka
tegishli (to‘g‘ri chiziqqa tegishli) nuqta radius vektorini » bilan
belgilasak, tekislik (to'g'ri chiziq) tenglamasini (r—7,.7)=0
ko‘rinishda yozishimiz mumkin.Radius —vektori 7; bo‘lgan M(x,,y,.z,)
nuqtadan tekislikkacha (to‘g‘ri chiziqgacha) bo‘lgan masofa skalyar
ko‘paytmaning moduliga tengdir:

formulani olamiz. Bundan esa d uchun 4

- gl




Bizga fazoda ¢ to‘g‘ri chiziq va unga tegishli bo‘lmagan
M,(x,,5,,2,) nuqta berilgan bo‘Isin. Biz bilamizki to‘g‘ri chiziq va unga
tegishli bo‘lmagan nuqta orqali bitta tekislik o‘tkazish mumkin.
Tekislikda nuqtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofani hisoblashni
oldingi paragraflarda o‘rgangan edik. Buning uchun biz to‘g‘ri
chizigning tekislikdagi tenglamasini va nugqtaning tekislikdagi
koordinatalarini bilishimiz kerak. Lekin bu ish har doim qulay
bo‘lmaganlini uchun biz bevosita ¢ to‘g‘ri chizigning r=r, +a
tenglamasidan foydalanmoqchimiz. Bizga to‘g‘ri chizigning
M,(x,,y,,2,)nuqtasi va uning yo‘naltiruvchi a vektori ma’lum. Agar
nuqta ¢ to‘g‘ri chiziqqa tegishli bo‘lib, M,(x,y,z) va ¥ nuqtalardan
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq ¢ to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar bo‘lsa,
M,(x,y,2) va Nnuqtalar orasidagi masofaM,(x,y,z) nugtadan¢ to‘g‘ri
chiziqqacha bo‘lgan masofadir. Biz Na7, vektorni Ni7, = de, ko‘rinishda
yoza olamiz. Bu yerda d4=|NM,|, e, esa Ni, vektor bilan bir xil
yo‘nalishga ega bo‘lgan birlik vektordir. Xuddi shunday a vektorni
a= |t—1|ez ko‘rinishda yozib, N7, va avektorlarning vektor ko‘paytmasi
uchun [NM,.a]= dl;[e.,é: ] tenglikni olamiz.

N,
Bu tenglikdan 4= H

0

formulani hosil qilamiz. Lekin bu formulada N nuqta
koordinatalari noma’lum bo‘lganligi uchun biz undan bevosita
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foydalana olmaymiz. Lekin chizmadan ko‘rinib turibdiki,biz Nar,
vektorni ‘

NM, =1, - (r, +at,)
ko‘rinishda yoza olamiz. Bu yerda ¢ -parametrning N nuqtaga ;
mos keluvchi giymatidir. Endi bu ifodani yuqoridagi formulaga qo‘yib

va ar,, a vektorlarning vektor ko’paytmasi nol vektor ekanligini
hisobga olsak

nh—rh.a

z

formulani olamiz. Bu formulani koordinatalar orqali yozsak, u

2 2 2
N —Vo Z1—3% +xl_x0 21—z, s 1= % N =Y
i a as a a; % a

J;,’ +al+al

d=

s D el

ko‘rinishga keladi.

L to‘g‘ri chiziq - e p
bilan, Q tekislik Ax+By+Cz+D=0 (2) umumiy tenglamasi bilan
berilgan bo‘lsin va ular uzaro parallel bo‘lsin. L tog‘ri chiziq bilan Q
tekislikni kesishgan nuqtasini topamiz, ya’ni (1) va (2) tenglamalar
sistemasini yechimini topamiz: buning uchun (1) prapersiyaning
umumiy giymatini 4 bilan belgilaymiz va bu tenglamalardan x, y, z
larni topamiz, ya’ni

o 2N ok g ea, LA g 20 a ) bulardan
m n P m n P
x=mA+x, y=nd+y, z=pi+z (3)
(3) dagi x, y, z larning qiymatlarini (2) ga qo‘yamiz:
A(mA +x,)+ B(nd+ y,)+ C(pA+z)+ D=0 yoki
Ax,+ By, + Cz, + D+ A(4, + B, +C,)=0 (4)

L to‘gri chiziq va Q tekislik parallel bo‘lmaganidan 4m+ Bn+

Cp#0 (4) dan A ni topamiz:

(1) kanonik tenglamasi

Ax, + By, +Cz, + D

Y A,+B,+C, ®)
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(5) ni (3) ga qo‘ysak M,(x,;ys2,) to‘g'ri chiziq bilan tekislikni
kesishgan nuqtasi hosil bo‘ladi. Agar Am+ Bn+ Cp=0 bo‘lib, Ax,+ By, +
Cz,+D#0 bo‘lsa to‘g‘ri chiziq bilan tekislik kesishmaydi. Agar Am+
Bn+ Cp=0 bo‘lib, 4x, + By, + Cz;+ D=0 bo‘lsa, bu vaqtda L to‘g‘ri chiziq
ustida yotadi va ular cheksiz ko‘p nuqtada kesishadi.

Masala yechish namunasi

Ushbu "—;1=§=’T"‘ to‘g‘ri chiziq bilan x+2y-2z-3=0

tekislikning kesishish nuqtasi topilsin.

Yechish:  Am+ Bn+ Cp=1.2+3-2+42-(-2)=2+6-4=420, demak
berilgan to‘g‘ri chiziq va tekislik parallel emas. Endi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini parametrik shaklga keltiramiz:

x=-1_ A y z-1

5 ——A—-z——-;l x=24+1, y=34, z=21+1

x, ¥, z larni tekislikning umumiy tenglamasiga qo‘yamiz:
2A+1+2-34-2(22+1)-3=0
2A+1464-44-2-3=041-4=0,A=1
Xo=2A+1=2-1+1=3;y,=3-1=3;2, =2-1+1=3

Demak berilgan to‘g‘ri chiziq va tekislikni kesishish nugqtasi
M,(333) ekan.
SBizga dekart koordinatalari kiritilgan fazoda « va g ikkita
tekisliklar mos ravishda quyidagi tenglamalar bilan berilgan bo‘Isin:
a:Ax+By+Cz+D =0, g:4,x+B,y+C,z+D,=0.
Bu tekisliklar orasidagi burchak ularning normal vektorlari
orasidagi burchakka tengdir. Ulaming », ={4,,8,C,} va n, ={4,,8,,C,}
normal vektorlari orasidagi burchakning kosinusini
A‘IAZ + BIBZ +C1C2
JA2 + B +C? A2 + B2 +C?
formula bo‘yicha hisoblashni bilamiz. Tekisliklarning parallellik

sharti ularning vektorlari paralleligiga teng kuchlidir. Shuning uchun
bu shart

511, 58-59-6etmap]

|

S
c

aa

2
ko‘rinishda yoziladi.
Tekisliklarning perpendikulyarlik sharti ularning normal

vektorlari perpendikulyarligiga teng kuchli va

AA,+BB,+CC,=0
ko‘rinishda yoznladl
Biz ikkita ¥ =n, +at va r= f'z +bs tenglamalar bilan berilgan
¢,,¢, ayqash to‘g‘ri chiziglar orsadagi masofani  hisoblash
formulasini keltirib chiqarmoqchimiz. Ikkita ¢,,¢, to‘g‘ri chiziglar
orasidagi masofa
d=infd(4,B),Ae ¢,,Be ¢,
formula bo‘yicha aniglanadi.Bu yerda d(4,B)- 4 vasnuqtalar
orasidagi masofadir. Agar to‘g‘ri chiziglar kesishsa, ular orasidagi
masofa nolga teng bo‘ladi. Parallel ¢,.¢, to‘g‘ri chiziglar orasidagi
masofani hisoblash uchun bitta 4e ¢, no‘qtani olib undan ¢, to‘g‘ri
chiziqgacha bo‘lgan masofani hisoblash yetarlidir. To'g‘ri chiziglar
aygash bo‘lgan holda biz avvalo mos ravishda ¢,,¢,to‘g'ri chiziglarga
tegishli bo‘lgan 4, vaB,nuqtalar mavjud bo‘lib, bu nugqtalardan
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqning ¢,¢, to‘g‘ri chiziglarga perpendikulyar
ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun biz 4,8, vektorni
AyB, = (r, + bsy) —(r; +at,)
ko‘rinishda yozib, uning a va b vektorlarga perpendikulyarlik
shartlarini yozamiz. Bu shartlarni skalyar ko‘paytma orqali yozsak,

s (a-ra)+(ab)s,~(@a) =0  (5)
(- 7.5)+(6.5)s, (ab)r =0

ko‘rinishga keladi. Bu tengliklar $,,/, noma’lumlarga nisbatan

chizigli tenglamalar sistemasidan iboratdir. Bu sistemaning asosiy
determinanti A noldan farqli,chunki

a|@d) (@)
1ad) @3)]

munosabat o‘rinlidir. Demak (5) sistema yagona yechimga ega,
ya’'ni (4,,B,) juftlik yagonadir. Endi 4,8, kesma uzunligi to‘g‘ri
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chiziglar orasidagi masofaga tengligini ko‘rsatamiz.Buning uchun
mos ravishda £,,¢, to‘g‘ri chiziglarga tegishli va radius —vektorlari
r,+at r,+bs
vektorlardan iborat 4, Bnuqgtalar uchun
|4B| 2|4, B,|
tengsizlikni isbotlaymiz.
Bu tengsizlikni isbotlash uchun 4B vektorni
AB=1r, —r,)+ (b.v;—at)=(r2 —n, +bs, -a(o)+(s—so)b+(t—to)a
ko‘rinishda yozamiz.Bu ifodada
AB,=r,—n+bs,—at,
tenglik o‘rinli. Ikkita o‘zaro perpendikulyar p, g vektorlar uchun
- - —2 =2
(p+@)’ =p +q
tenglik o‘rinlidir. Bu tenglik umumlashgan Pifagor teoremasi
deyiladi.
Bu tenglikni

P=4B,, q=(s—s)b+(t~1)a
vektorlar uchun yozsak

4B’ =(Z—;|+Eso —::to)z +[(s =5, b+ (t=1,)a)
tenglikni olamiz.Bu tenglikdan esa
A8 25 -7 +Bs, —at,) = 2B,
tengsizlikni hosil gilamiz. Endi 4,8, kesma uzunligini hisoblash
uchun formula keltirib chigaramiz. Shu magsadda 4,B,,a,b
vektorlarning aralash ko‘paytmasini tekshiramiz.
Aralash ko‘paytma moduli uchun

[4B,a b |=|4,,[a.5]

tenglik o‘rinli ekanligini bilamiz.Bundan esa

[4,B, ab|

it o

munosabatni olamiz. Aralash ko‘paytmadagi 4,B, vektorni
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A)B, = Ay A, + A B, + B, B,
ko‘rinishda yozamiz. Bu yerda A e ¢,,Bc ¢, va O4 =n,0B,=r,
. Shuning uchun 7,4, vektor a vektorga, B,B, vektor esa b vektorga
paralleldir.Bularni hisobga olsak

d= \A’f ¥ §
la,bl
formula kelib chigadi.Bu formulani koordinatalar yordamida
yozsak ,u

X, =% V2= 227%
abs| a, a, a,
d s bl bz b3
2 2
a, a, a, 4 a, a,
\/; b, b, by b b,
ko‘rinishga keladi.

Mustagqil ish uchun topshiriglar

Berilgan 4x+ By + Cz+ D=0 tekislik berilgan CE kesmani kesishi
shartini yozing.
1.Uchta tekislik
Ax+By+Cz+D =0,
Ay x+ Byy+Chrz+ Dy =0,
Ayx+ Byy+Cyz+ Dy =0
tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, ularning bir nuqtada kesishish
shartini toping. ~
2.Ikkita parallel bo’Ilmagan to’g’ri chiziglar
Aix + Bly 3 Cl =0 ’
Ayx+ By+Cy =0
tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, ular hosil qilgan burchakning
bissektrisalari tenglamalarini tuzing.

7




» 3.Be’rilgan M(x,,y,) nuqtadan o’tuvchi va y=kx+bto’g’ri chiziq
uiz, az gma lum ¢ burchak tashkil giluvchi to’g’ri chiziq tenglamasini
4. Uchta to’g’ri chiziq
Ax+By+C =0,
Ayx+ By+C, =0,
. . Ax+Byy+Cy=0
: hantler:gtloa:na;ar bilan berilgan bo’lsa, ularning bir nuqtada kesishish
5.Ikkita parallel bo’lmagan tekisliklar
Ax+By+Cyz+D =0,
W L beA2x+Bzy+sz+Dz=0,
amalar bilan beril i il qi ikki i
burchaklar uchun bissehoﬁi??ez?sll:ﬁaﬂglglosmﬁ:lm tlllx(zxk'xnyoqh
6. Tkkita parallel bo’Imagan tekisliklar 4
Ax+By+Cz+D =0,
Ayx+Byy+Coz+ Dy =0,
tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, berilgan M,(x,,y,,z,) va
M,(x,,y,,2,) nuqtalarning tekisliklar hosil gilgan ikki yo’qlli
burcl_;a]glearlga nisbl:tan holatini aniglang.
.Berilgan tekislikning beri i kesishi shartini yozi
8.Ikkita parallel bo’lmgagan ]t?lgl’?ill?iaz?;ll:s'sm . sy
Ax+By+C; =0,
Ayx+ By +Cy =0,
tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, koordinata boshi va berilgan
A‘l,(x,, y,) nuqtaning to’g’ri chiziglar hosil gilgan burchaklarga
nisbatan holatini aniqlang.
9. Berilgan M,(x,,y,,z ) nuqtadan o’tuvchi va
Ax+ By +Cz+ D, =0 tekislikka perpendikulyar to’g’ri chizigning
tenglamasini yozing.

RPN, - -
10. To’g’ri chizig =2 =% my 02 pz° tenglama bilan berilgan

I
bo’lsa, bu to’g’ri chiziq va unga tegishli bo’lmagan M, (x,,,,z)
nuqtadan o’tuvchi tekislik tenglamasini yozing.
11. Affin koordinatalar sistemasini aniglovchi bazis vektorlari
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orasidagi burchak '; ga teng bo’lsa, 4x-5y+7=0 va 9x+4y—11=0

tenglamalar bilan berilgan to’g’ri chiziglar orasidagi burchakni toping.

12. Affin koordinatalar sistemasi o’qlari orsasidagi burchak %ga

teng bo’lsa, uchlari A-12), B{LY) , C(z,—%) nuqtalarda bo’lgan

uchburchakning 4B tomoni va C uchidan tushirilgan medianasi
orasidagi burchakni toping.
13.Quyidagi uchta to’g’ ri chiziq bitta nuqtada kesishadimi?
Ix-y-1=0 ,2x—y+3=0,x—y+7=0
14. Tkkita to’g’ri chiziq
x-3y+10=0,
2x+y—8=0
tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, bu to’g’ri chiziglar orasidagi
gismi P(0,1) nuqtada teng ikkiga bo’linuvchi to’g’ri chiziq
tenglamasini tuzing.
15. Uchburchak tomonlari
2x-y+3=0, x+5y—-7=0 va 3x-2y+6=0
tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, uning balandliklari
tenglamalarini tuzing.
16. To’rtburchak tomonlari
x—-y=0, x+3y=0, x—y—4=0, 3x+y-12=0
tenglamalari bilan berilgan.To’rtburchak diagonallari
tenglamalarini tuzing.
17. Uchburchak tomonlari
2x-5y-2=0 x+y—8=0, 5x—2y—-5=0
tenglamalar bilan berilgan. Uchburchak ichida shunday nuqta
topingki, bu nuqta bilan uchburchak uchlarini tutashtiruvchi to’g’ri
chiziglar uchburchakni teng yuzali uchburchaklarga ajratsin.
18.To’g'ri chiziq 12x + 5y -52= 0 tenglama bilan berilgan
bo’lsa,unga parallel va undan 2 birlik masofada bo’lgan to’g’ri chiziq
tenglamasini tuzing.
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Test namunalari

1. M(x,)) nuqtadan x- cos i
‘ "Cos@+y-sing-p=0 to‘g‘ri chizi
bo‘lgan masofa qanday formula orqali hisoblanadi? .
a) d=|x cosg+y,sing - p|
b)  d=xcosg-ysing-p
c) d=|‘x|°°s*+”|c°s¢"p'
d) g- NA+B
'A'xl + By} —q
2. M(x.y) nuqtadan 4x+ i chizi
\(x, y+C=0 to‘g*ri chiziggacha bo‘l
masofa qanday formula yordamida hisoblanadi? = e
2) a-l45+Brq :
VA + B
b) d- |4x + By, +(
Ji-g
c) d= JA:‘B;
|4x + By, + |
d) d=}x,Co.u+y,Cm—p]
3. Ax+By+C=0 to‘g‘ri chizi i
TR ot . g 1Ziq tenglamasi qanday shartda normal
a) A+B*=1,C<0
b) £+B8 +1.Cc<0
C) A-B=|
d) 4+B=1,C<0
4. Ax+By+C, =0 va Ax+B
) y+C, =0 to‘g'ri chizi i
bir nuqtada kesishish shartini kO‘I‘S&ti:‘lg 3 : o S

4, B
8)A1 Bzato
4 B
b =
)A, B, 0
4 C|
<=)A2 Cz—O
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0 ’n, ¢',
b, C,
N Av i Mys (x4 Do 0 tekislikning umumiy tenglamasida 4,B,C
howlfiwlentlar ganday geometrik ma’noga ega?
u) Tekislikning normal vektorining koordinatlari
f) Tekislik yo'naltiruvchi vektorining koordinatlari
¢) Tekislikda joylashgan vektorning koordinatlari .
i) Tekislikka parallel vektorning koordinatalari.
6, Ax+By+Cz=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata
slstemasiga nisbatan qanday joylashgan?
n) Koordinata boshidan o‘tadi
b) Ox o‘qiga parallel.
¢) Oy o‘qiga parallel
d) Oz o‘qiga parallel.
7. By+Cz+ D=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata
slstemasiga nisbatan qanday joylashgan?
a) Ox o‘qiga parallel.
b) Oz o‘qiga parallel.
¢) Oy o‘qiga parallel.
d) Koordinata boshi orqali o‘tadi.
8. C:+D=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata
sistemasiga nisbatan qanday joylashgan?
a) xOy koordinata tekisligiga parallel. -
b) Ox o‘qiga parallel.
¢) Oy o‘qgiga parallel.
d) Koordinata boshidan o‘tadi.
9. Tenglamasi By+D=0 bo‘lgan tekislik koordinata tekisliklariga
nisbatan qanday joylashgan?
a) xOz koordinata tekisligiga parallel.
b) yOz koordinata tekisligiga parallel.
¢) xOy koordinata tekisligiga parallel.
d) Oy o‘qiga parallel.
10. Ax+ D=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata
tekisliklariga nisbatan qanday joylashgan?
a) yoz koordinata tekisligiga parallel.
b) Ox o‘qiga parallel.
¢) xOy koordinata tekisligiga parallel.

‘-o
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d) Oy o‘qiga parallel.

11. Cz=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata sistemasiga
nisbatan qanday joylashgan?

a) xOy koordinata tekisligi bilan ustma-ust tushadi

b) xOz koordinata tekisligi bilan ustma-ust tushadi

¢) Oy o‘qidan iborat.

d) Ox o‘qidan iborat.

12. By=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata sistemasiga
nisbatan qanday joylashgan?

a) xOz tekisligidan iborat.

b) xOy tekisligidan iborat.

¢) Ox o‘gidan iborat.

d) Oy o‘qidan iborat.

13. 4x=0 tenglama bilan berilgan tekislik koordinata sistemasiga
nisbatan qanday joylashgan?

a) yoz tekisligi bo‘ladi.

b) xOy tekisligi bo‘ladi.

¢) Ox o‘qidan iborat bo‘ladi.

d) Oy o‘qidan iborat bo‘ladi.

14. §+%+§ =1 ko‘rinishdagi tenglama ganday ataladi va a,b,c

sonlar ganday geometrik ma’noga ega?

a) Tekislikning kesmalariga nisbatan tenglamasi, a,5,c-sonlar
mos ravishda, Ox, Oy, Oz o‘qlardan ajratgan kesmalarining
uzunliklari.

b) Tekislikning umumiy tenglamasi; a,5,c- ixtiyoriy sonlar.

¢) Tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasi, a,5,c-tekislik
normal vektorining koordinatalari.

d) Tekislikning normal tenglamasi ; a,6,c mos ravishda, Ox, Oy,
Oz o‘qlardan ajratgan kesmalarning uzunliklari.

15. 4x+By+Cz+D,=0 va Ax+B,y+C,z+D, =0 tekisliklar orasidagi

burchak quyidagi formula yordamida topiladi:
cosg =

) " guemmicg
JA+ B +C- JA + B} +C}

cosp =
b) AA +BB. +CC,
JETB G+ + B C;
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c) VAN CL,
@) " m-cc
16, At By Cxd D=0 va Ax+B,y+C,z+D,=0 tenglamalar bilan
borligan tekisliklarning parallellik va perpendikulyarlik shartlarini
ko' raating. :
AA.G,
W A 8 G
A+ BB, +CCy=0
ARG
b) A‘ ,l (“l
Ad, = BB, ~CC,=0
ABLL
¢) A B €
AA BB, O =0
‘v - ." - "‘1 )
d)y A M €
Ady BB G =)
17, Wir to' g'rl chizigda yotmaydigan uchta M,(x,y,z), M,(x,.y, z,)
Vi M,(x, %) nuqtalardan o*tuvchi to*g‘ri chiziq tenglamasini yozing-
B'R-a 5-n a3
n=h H=Nh H=¥
28 LA
b) X% M=
:

-
nH=z

-5 Y=Nh I=4
c) A m, "
1 my ny

-% YN =%
d) rn b [

-0

=0

=0

VI -
18, x cosa +y- cos f+z-cosy— p=0 ko‘rinishdagi tenglama
tekislikning qanday ko‘rinishdagi tenglamasi deyiladi va psoni
ganday geometrik ma’noga ega?
a) Tekislikning normal tenglamasi; p - koordinata boshidan
tekislikgacha bo‘lgan masofa.
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b) Tekislikning normal ko‘rinishdagi tenglamasi; p- ixtiyoriy
son.

¢) Tekislikning umumiy tenglamasi; p - koordinata boshidan
tekislikgacha masofa.

d) Tekislikning normal ko‘rinishdagi tenglamasi; p - normal
vektorning koordinatlari.

6-§. Aylana va sfera tenglamalari

Reja:
1. Aylana va uning tenglamasi
2 Sfera va uning tenglamasi

Bu mavzu affin yoki ortogonal koordinatalar sistemasiga nisbatan
ikkinchi darajali tenglamalar bilan aniqlangan chiziglar va sirtlar
oilasiga mansub bo‘lgan aylana va sferaga bag‘ishlangan ([1,75 bet]).

Bizga elementar geometriyadan ma’lumki, tekislikda markazi A4
nuqtada, radiusi » bo‘lgan aylana AN masofa r ga teng bo‘lgan N
nuqtalarning geometrik o‘rnidir. Fazodagi AN=r bo‘lgan N
nuqtalarning geome’m'k o‘rni markazi 4 nuqtada radiusi » bo‘lgan
sfera deyiladi”.

Markazi C(a,b) nuqtada bo‘lgan, » radiusli aylananing tenglamasi
quyidagi ko‘rinishga ega:

(x—a) +(y-b)y=r* (1)
Bu tenglama aylananing normal tenglamasi deyiladi. Markazi
koordinatalar boshida bo‘lsa, aylananing normal tenglamasi
2+y'=r' (2)
ko‘rinishni qabul giladi.
A+ 4* +2Bx+2Cy+D=0 tenglama A#0 va B*+C'-4D>0

shartarda markazi (~2-C) nuqadagi r=JBI—+(;,——AD radiusli

aylanani aniqlaydi.
Tekislikdagi ixtyoriy M(x,y) nuqta koordinatalarini aylananing
normal tenglamasiga qo‘ysak, hosil gilingan:

® [1,75 Ger]
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o=(x-a)+(y-b)-r*
son M(x,y) nuqtaning aylanaga nisbatan darajasi deyiladi. A
nuqtadan C(a,6) nuqtagacha bo‘lgan masofani 4 desak, bu son

awd'~r gateng bo‘ladi.
AN

y ——
// s \\\
7
‘ ]
J
\‘ ’/."
A g : X
0, . ¥
1-chizma

Agar M nuqta aylana tashqarisida yotsa, u nuqtaning shu
aylanaga nisbatan darajasi musbat, va u a nuqtadan aylanaga
o'tkazilgan urinma uzunligining kvadratiga tengdir, yoki elementar
geometriyaning ma’lum teoremasiga ko‘ra: o=M7"=M4-MB bo‘ladi,
ya'ni M7 urinma uzunligining kvadrati & nuqtadan o‘tkazilgan
ixtiyoriy kesuvchi uzunligini uning tashqi qismi ko‘paytmasiga teng.
Olingan & nuqta aylana ichida yotsa, » nuqtaning darajasi manfiy va
uning absolyut giymati shu nuqtadan o‘tuvchi vatar bo‘laklarining
ko‘paytmasiga teng bo‘ladi:

o =—MA- MB
Agar M nuqta aylanada olinsa, uning darajasi =0 ga teng. Agar
4 =(x-a) +(y-b) -5 =0
h=(x-a,)" +(y=5,)' -r," =0

ikki aylana tenglamasini ifoda etsa,
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& Dale - va Mt + 0, <0
tenglama (hh2 — ixtiyoriy bir vaqtda 0 ga tep,

ayland (yoki to‘€'ri chizig)ni tasvirlaydi: 4, - g bo

Imagan sonlar)

o,ll =
Kesishs® *" 2langlyr
o x'l“l * )\zuz =0
aylana va aylanalarning kesishish nuqtalaridag .
l‘lul +klu1 =0 o tadi.

tenglamani, har biri uchun = nisbatning dargjos:

3 2 asy _ M
po'ladigan nuqtalaming  geometrik o‘rni tenglamas,l x, 2 tentg‘

in. Sl i deb qaras
m Ay =M ¢'o st.m.n pajaplsa, Mty + 0, = 0 teng| .
= to‘gm d}l‘z‘?“‘ aniglaydi. Bu togtri Chiz?m% -u, =0 yoki
kal o‘qi deyiladi, ya’ni radikal o‘qda yotuvep; 9 ikki aylananing
kala aylanaga nisbatan darajasj tengdir. har b nuqtani har
Uchta », =.0:u,=o,u, =0 aylana berilgan bolih PAs S
pir togM cmz-\qdag;t:.asa, har bir juft ay) “fannng'markazlar!
cui =t =% O nugtadan o'tagi g, n‘fq'adlkal 0‘ql;m
i . uqta shu uchta
ravishda " Quyidagilar mos
U=G-a)+(y-pp -y,
bilan to'g'ri v S iCag
aylana bIan g chiziq tenglamasi by
ay‘anani ifodalaydi. u=0 aylana bilan y-¢ ul:a" “+iv=0 tenglama
y+Av=0 aylana vlaming kesishish nugtalaridan o 1 chiziq kesishsa,
Tasdiq - 1) Markazi 4 nugtada vy raq. 20
(sfera) quy\dagl tenglamani qanoat]
po‘ladi:

"

2 1.
an & rad.“ui r boc
i ¥ nugalar to*plami
t (i*a)z=;l’(l)
bu yerda R va @ vektorlar mos ravi
jus vektorlari. revishda. N vy 4 nugtalarning

711, 3.1.1-propos.. 75 bl

ko‘rinishida bo‘ladi, bu yerda a, b sonlari 4 nuqtaning

koordinatalari. Bu (2) tenglamani unga ekvivalent bo‘lgan ushbu
X +y'=2ax-2by+0=0 (3)
ko‘rinishida yozish mumkin, bu yerda o =a* +b* -r*.
3) ortogonal koordinatalar sistemasiga nisbatan sfera tenglamasi
(x—a)z +(y—b)z +(z—c)2 =r’ (4)

ko‘rinishida bo‘ladi, bu yerda a, b, ¢ sonlari 4 nuqtaning

koordinatalari. Bu (4) tenglamani unga ekvivalent bo‘lgan ushbu
P4y +22 =2ax-2by-2cz+0 =0 (5)
ko‘rinishida yozish mumkin, bu yerda o =a* +b* +¢* —r*.
Isbot. Ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasidan

foydalanib 4 va N nugqtalar orasidagi masofani hisoblaymiz. Natijada
isbotlash kerak bo‘lgan tengliklarni hosil gilamiz.

(3) ko‘rinishidagi tenglamalarni (2) tenglama ko‘rinishida yozish
mumkin bo‘lganligi uchun (3) ko‘rinishidagi har ganday tenglama
nylanani aniglaydi. Masalan,

4y —x+y=-1=0 (6)

SRS

ko‘rinishida yozish mumkin va u markazi (l —-l-) nuqtada va

tenglamani

radiusi \/3/2 ga teng aylana tenglamasidir. Ikkinchi tomondan
X +y =x+y+1=0 (7)

tenglamani qanoatlantiruvchi haqiqiy koordinatali nugqtalar
mavjud emas. (7) tenglamani

(4] 1)
2 2 2
ko'rinishida yozamiz va uni xosmas aylana tenglamasi deyiladi.
Lokin har ikki holda ham (3) tenglama aylananing umumiy tenglamasi
deyllndi. (5) tenglama esa sferaning umumiy tenglamasi deyiladi.
Aylananing umumiy tenglamasida uchta parametr ishtirok etadi.
Demak, aylana tenglamasi uni qanoatlantiruvchi uchta nuqta
yordamida hosil gilinar ekan. Elementar geometriya kursidan yaxshi
ma'lumki, buning uchun berilgan uchta nuqta bir to‘g‘ri chiziqda
yotmasligi kerak. Shuningdek, har bir uchburchak uchun bitta aylana



.mavjud bo‘ladi. Agar berilgan nuqtalar M,(x,y,z) (i=123) bolsa,
aylana tenglamasi ushbu
xf+y,1"2‘1".'2by.+0=0 ) ;
tenglamalar sistemasini @, b, o larga nisbatan ).rechnb hosil
qilinadi. Determinantlar nazariyasi bilan tanish talabalar izlanayotgan
aylana tenglamasi

24y: Xy
SRENE NS WP
G+, o N
G+Y, X N

‘rinishi ‘lishini osongina topishadi. Bu determinant
hiso!l)(:a:s?sum?;) t::glama ko‘rinifllnl:l:i oladi. Ikkinc‘hi tomonda.n.bu
determinant nolga teng bo*ladi, agar (x,y) ni (x,y,) bilan almashtirilsa

ikki i bir xil bo‘lgan determinant nolga teng). ) ‘
(lkkn)?us::i" bs:uxrllga og‘xshash bir tekislikda _yo.txpa)./dx_gan to rtta
nuqtadan o‘tuvchi sfera tenglamasini ham t.losnl qlh.shxm.tz mumkin.
Bu masalani talabalarga mustagil i_sh sifatida qoldiramiz.

Bizga ma’lumki, chiziglar va sirtlar ’
parametrik tenglamalar yordamida ham v
berilishi mumkin. Endi biz aylana va b
sfera uchun ham parametrik tenglamalar /

yozmoqchimiz. Aylana uchun parametr g

sifatida AN vektor va Ox o‘qi orasidagi M,_,y e
burchakni olsak (2-chizma), N nuqtaning

koordinatalarini osongina topamiz: — '

[ x=a+rcost 9
y=b+rsint
¢ o ( 2
; tenglama aylananing parametrik
tenglamalari bo‘ladi.

Sfera uchun bizga ikkita

¥ parametr kerak bo‘ladi. Ulardan

biri sifatida geografik kenglikni,

g ya'ni AN vektor bilan Oxy

tekisligi orasidagi ¢ burchakni, ikkinchisi sifatida geografik uzoqlikni,
ya'ni AN to‘g‘ri chiziq orqali o‘tuvchi Oz o‘qiga parallel tekislik
bilan 4 nuqta orqali o‘tuvchi Oxz tekisligiga parallel tekislik orasidagi
w burchakni olamiz. U holda N nuqtaning koordinatalari
X=a+rcosgcosy
{y=b+rcosgsiny (10)
|z=c+rsing

formulalar bilan aniqlanadi (3-chizma). Bu tengliklar sferaning
parametrik tenglamalari bo‘ladi.

Shuni ta’kidlab o‘tishimiz kerakki, aylana va sferaning parametrik
tenglamalaridagi parametrlarni ayrim hollarda maxsus turdagi
koordinatalar sifatida foydalaniladi va ular tadbiqiy masalalarda
muhim rol o‘ynaydi. Agar tekislikda O nuqta quth boshi bo‘lsa, har
bir N nuqta markazi O nuqtada, radiusi r=/ (ON) bo‘lgan aylanaga
tegishli bo‘ladi (bu yerda / uzunlik). Agar & oriyentirlangan yo‘nalish
Ox o‘qi yo‘nalishi va & bilan ON orasidagi oriyentirlangan burchak
sifatida ¢ ni olsak, (r,¢) juftlik N nugtani aniglaydi. (r,@) juftlik N
nuqtaning quth koordinatalari deyiladi.

Qutb koordinatalardan foydalanishda ba’zi muammolar mavjud.
Birinchidan, bu koordinatalar O nuqta uchun aniglanmagan. N nuqta
O nugta bilan ustma-ust tushganda ¢ burchak aniqlanmagan, lekin O
nuqta r=0 ga mos keladi deyish mumkin. Ikkinchidan, r uzunlik
bo‘lgani uchun r20 shartni talab qilishimiz kerak bo‘ladi, ¢
burchakning giymati esa 27n (bu yerda n ixtiyoriy butun son) ga teng
bo‘ladi. Tekislik nuqtalari va nugtaning qutb koordinatalari orasida
o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatish uchun » va @ ning giymatlarini
quyidagi oraliglarda o‘zgaradigan qilib olishimiz mumkin:

y 0<r<+m,0<p<2r.
v Lekin ba’zi masalalarda nugqta tekislik
N bo‘ylab uzluksiz harakat qilishi kerak.
Bunday hollarda ¢ burchakning giymatini
27 dan katta, r barcha hagqiqiy qiymatlarni
® qabul qiladi deb hisoblash mumkin. Bu
noqulayliklarga qaramasdan qutb
koordinatalardan  foydalanish ko‘pgina
hollarda qulaydir.

v

4-um3ama
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Agar (x,y) Dekart koordinatalar sistemasini 4-chizmadagidek
kiritsak, quyidagi
X=pCosQ, x=psing@
bog‘lanishlarni olamiz. Berilgan N nuqtaning Dekart
koordinatalari ma’lum bo‘lsa, uning qutb koordinatalarini topish
uchun

p=yx'+y’

formula bo‘yicha birinchi qutb koordinatani topamiz. Ikinchi qutb
koordinatani topish uchun nuqtaning N nuqtaning qaysi chorakda
Jjoylashganligini bilishimiz kerak va
: ¢’=tvtfgf,¢=arcctgi

tengliklardan foydalanishimiz kerak.

Fazoda N nuqta uchta son bilan aniqlanishi mumkin: (p,p,z). Bu
yerda (p,¢) N nuqtaning Oxy tekisligidagi proyeksiyasi bo‘lgan H
nuqtaning qutb koordinatalari, z esa N nuqtaning Oz o‘giga
proyeksiyasi bo‘lgan N nuqtaning applikatasidir. Ushbu (p,0,z)
sonlar N nuqtaning silindrik koordinatalari deyiladi.

Agar biz fazoda  dekart
koordinatalar sistemasini kiritsak,
silindrik va dekart koordinatalari
orasidagi ushbu

X = pCosQ, x=psing, z=z
bog‘lanishlarni olamiz. Bu yerda
2 P9 o‘zgaruvchilar uchun
Y 0<p<+w, 0<p<27
munosabatlar o‘rinlidir.

Fazoda silindrik koordinatalar
sistemasini kiritganimizda fazo bitta
o‘qqa ega bo‘lgan ichma-ich

joylashgan (konsentrik) silindrlarga ajraladi. Fazoning har bir nugtasi
bu silindrlarning fagat bittasiga tegishli bo‘ladi. Agar nuqtaning
silindrik koordinatalari p,p,z bo‘lsa, bu nuqgta yotgan silindming
radiusi p ga teng bo‘ladi. Agar nugqta silindrlar o‘giga tegishli bo‘lsa,
u tegishli bo‘lgan silindrning radiusi nolga teng bo‘ladi. Yugqoridagi
tanlangan dekart koordinatalar sistemasida silindrlarning o‘qi Oz
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; ) K
idan iboratdir. Bu dekart koordinatalar sistemasida konsentri
o‘ql - !
silindrlar tenglamasi 3 ladlis
‘rini ‘ladi. 7 e
l)((oucrlldnils:t?:ml?:gdek, fazodagi M nuqta quyxc\loaliglll \;cahtt:nséoso Pl‘g =
ishi in: . Buyerda p= .
;qlanishi mumkin: (0.0:¥) . i
- :mqq) va y esa mos ravishda markazt (0] xtl\\‘xqta:)a, r; ‘:q oA dp;
O et kenglik V3  vazpalibdir | (S-shizns). | ST |
. l%an : PO Y kattaliklar M nuqtaning sferik e ‘
‘ an 2 * - - =
:i?;l:;ng Bunga sabab, fazoning koor?mr:nt?lat:s hi; : c:i';:di_e;mning
: : A sfe :
qanoatlanun::hl nugqtalari to plami stel ot nuqtag‘:mhz;’;&%:g
o sy di. Nugtaning dekart koor
bo‘lgan sferada yotadi. I qta B Raoe
rt:;?:gt:t’i:i:: rlziorditfamlari orasidagi bog lanish quyidagicha

"‘:psinwcos% 0sp<2%

n
{y=psingeosy, —5<¥<3

——
-

e~

i bi ing sferik koordinatalari
fazo nugqtalari bxlan. ulfn:nu.tg
mk:)'gatqamoslik o¢zaro bir giymatli bo‘lishi uchun ular uchun
b 05p<oo,0$¢p<27t,0<w<7r

chegaralar qo‘yiladi. ) : ini Kkiritganimizda fazo
. talar sistemasin KU A
Fazoda sferik kwfdf"‘gan sferalarga ajraladi. Agar nuqtaning
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sferik koordinatalari PP,

teng bo‘ladi. Bu masofa nugta : :
masofaga tengdir. Nugta qtadan koordinatalar boshigacha bo

: p radiusli sferada yotgan bo‘ls

burc:{akl:gmng sferadagi vaziyatini aniglaydi. il

ko‘rim.ar C(a,b,c) nugtada, r radiusli sfera tenglamasi idagi
shga ega: L.

‘lgan
va y

(O-0)°+(-b)* + (z-c) =1
(7-chizma). Bu tengl ;

glama sft . o
Agar sfera markazi koordinatalarebrj:;uh'i1 i i deyiladi.

e oobeny g bilan ustma-ust tushsa, normal

232
i x4+ =
ko‘rinishga ega bo‘ladi. T

Ax’+Ay’+Az~’+2Bx+2Cy+zoz+E=o

A0, B+ C2+D2-AE>0

shartda markazi (-2 _C £ i
1 ( 3 T3 —7) nuqtadagi va radiusi ,=
B +C'+D' 4
ye ga teng bo‘lgan aylanani aniglaydi.

’ 2 : » Dllqtada bO lgan Sferaga

tenglama

i
|
v

7-chizma
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¥ bo‘lsa, u yotgan sferaning radiusi p ga

Agar M nuqta sfera tashqarisida yotsa, bu nuqtaning sferaga
nisbatan darajasi musbat sondir. Bu son M nuqgtadan sferaga
o‘tkazilgan urinma uzunligining kvadratiga teng. Agar M nuqta sfera
ichida yotsa, bu nuqtaning sferaga nisbatan darajasi manfiy son
bo‘ladi va absolyut giymati bo‘yicha MP-MQ ko‘paytmaga teng. MP,
MQ kesmalar M nuqtadan o‘tuvchi ixtiyoriy vatar bo‘laklarining
uzunliklariga teng.

Agar M nuqta sferada yotsa, bu nuqtaning sferaga nisbatan
darajasi nolga teng. M(x,y,z) nuqtaning markazi C(a,b,c) nuqtada
yotuvchi va radiusi » ga teng sferaga nisbatan darajasi

s=(x-a)2+(y-b)2+(z-c)2—v)

formuladan aniglanadi.

Konsentrik bo‘lmagan ikkita sferalarga nisbatan teng darajali
nugtalarning geometrik o‘rni tekislikdan iborat. Bu tekislik ikkita
sferaning radikal tekisligi deyiladi. Agar sferalar kesishsa, radikal
tekislik ularning umumiy aylanasi orqali o‘tadi.

Ikkita sfera tenglamalarini qaraylik:

(x-a)’+(¢-b)’+(z-c)’~1"=0,
(x-a)" +(-b))’ +(z-c) "+’ =0

va ularning chap tomonlarini u;, u, deb belgilaylik.

Aw+4u, =0 tenglama 4, 4, sonlar bir vaqtda nolga teng bo‘lmagan
holda sfera yoki tekislikni aniqlaydi. Agar sferalar kesishsa, bu
tenglama ularning umumiy aylanasidan o‘tadigan sferani yoki
tekislikni ifoda etadi. u,=u; tenglama radikal tekislikni aniqlaydi.

Au+puv=0 tenglamada u=0 sfera tenglamasi va v=0 tekislik
tenglamasi bo‘lsa, A#0 shartda sferani, yoki A=0,4#0 shartda
tekislikni aniglaydi. Agar ular kesishsa bu sfera v=0 tekislikning sfera
bilan kesishish chizig‘i orqali o‘tadi. :

Tasdiq®. Bizga markazi 4 nuqtada bo‘lgan I aylana yoki sfera
berilgan bo‘sin. Aylana tekisligida yotuvchi d to‘g‘ri chiziq aylanani
ikkita haqiqiy koordinatali nuqtalarda kesib o‘tadi, agar 4 nuqtadan d
to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa radiusdan kichik bo‘lsa. Agar bu
masofa radiusga teng bo‘lsa, bitta haqiqiy koordinatali nuqtada kesib
o‘tadi. Agar bu masofa radiusdan katta bo‘lsa to‘g‘ri chiziq kesib
o‘tmaydi.

* 1, 81-6er, 3.1.2]
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Natija’, Aylana (sfera)ning har bir urinmasi
o‘tkazilgan radiusga perpendikulyar bo‘ladi.

Urinma tushunchasi muhim geometrik rol o‘ynaydi. Shuning
uchun turli geometrik holatlar uchun urinma tenglamalarini yozish
qgiziqarlidir. Agar M, tekislik (fazo)dagi tayin nuqta bo‘lsa, (1)
teglama bilan berilgan aylana (sfera)ning berilgan nuqtadan o‘tuvchi
barcha urinmalarini topamiz.

Agar urinmaga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy As nugqtaning radius
vektori 7 bo‘lsa, urinma tenglamasi F=r,+4v ko‘rinishida bo‘ladi va
uning yo*‘naltiruvchi vektori # = MM =r-r, ga teng (8-chizma).

Shuning uchun MM to‘g‘ri chiziq aylana (sfera)ga urinma
bo‘lishi uchun # vektor A =0 shartni ganoatlantirishi, ya’ni

[G-2Xn -2 -G-7)]p? - (o -a)]=0 (11)
tenglik bajarilishi kerak.

urinish nuqtasiga

8-
Yugqoridagi mulohazalardan ushbu tasdiq kelib chiqadi.
Tasdiq'’. Aylana (sfera)ning berilgan M, nuqtasida o‘tkazilgan
urinma tenglamasi

[6-3Xn -a)-°F ~[¢ -3 - o[ -aF - 7] 0 (12)
ko‘rinishda bo‘ladi.
Isbot. Biz M(?) nuqta urinmaga tegishli bo‘lishi uchun 7 vektor

(12) tenglikni qanoatlantirishi zarur va yetarli ekanligiga egamiz.

Shuning uchun biz (12)-tenglik (1 1)-tenglikka teng kuchli ekanligini

isbotlashimiz  kerak. Buning uchun (11)-tenglikda ushbu
F-f=F-a+a-r, almashtirishni bajaramiz va qavslamni ochamiz.

° (1, 82-6er, 3.1.3)
(1, 83-6er, 3.1.4)

-tenglikni hosil qilamiz. (12) formulaning ge'ome‘tnk
:‘\:“?:)(:? q(ulyziZiagigan iborat. Agar M, nuqta aylanaga tegishli bo‘lsa,
(12) tenglik R L e s
‘rinishi adi. (13)-tenglama to‘g‘ri chiziq teng :

bo‘lill‘)(,) : :;f‘l:f:ni:: lM, nuf]tat)i-agi ilrinmasi tenglamasidir.‘ B‘u' unr?n?a
AM, radiusga perpendikulyardir. Shuning x.xchun ,.4M° to‘g‘ri chiziq
aylananing M, nuqtadagi normal tenglamasi bo‘ladi. .Sfera uchu;;:na
(13)-tenglamani fazoda qaraymiz. U hol.da: bu tenglik .M., fluq'
o‘tuvchi va radiusga perpendikulyar tek{shk tengl_amasn bo_ lgdx.—_t‘lBu
tekislik sferaning M, nuqtadagi urinmalanda.n tashkil to;.)ganhgl ugl un
uni sferaning M, nuqtadagi urinma tekisligi teng.lamaSI deb ataymlz:
AM, to‘g'ri chiziq esa sferaning M, nuqtadagi normal tengla.r?as;x
bo‘ladi. ‘ A

tenglamaning chap tomoni aylana (sfera) tengl.amasmlfxg
chap(lti)x;lom'géagi (i-?)’ ifodani 'skalyar k?‘p.aytm_a Shktaklld? y:‘z:bt;
ko‘paytuvchilardan birida 7 vektommg o mxg’a Ry ve o;rln :ﬁ ).’lh
hosil qilinadi. Bu jarayon algebra kursidan ma lurph, 1qut as dan:::]a
deb yuritiladi. Agar (1) va (13) tenglamalar koordxqataa: yolramasmi
yozilsa, aylana (sfera)ning (3) ((5)) umumiy teng
qutblashtirish ushbu 1

x* - xx,, -’HE("‘*J‘o) (14)

almashtirish yordamida amalga oshiriladi. l?u zflmashtirish y vaz
o‘zgaruychilar uchun ham xuddi shunday yoziladi, b.u yerdfx X :'.,.zo
lar M, nuqtaning koordinatalari. Natija shum.iax.l iboratki, ay a:a
(sfera)ning M, nuqtadagi urinma (urmma tekislik) tenglamasi bu
uning umumiy tenglamasini qutblashtirishdir.

Misol'’. Ushbu M,(2-13) nuqta

P+ +2—x+y+z-14=0 A

tenglama bilan berilgan r sfer:agz.i tegishli eka.nl‘igini.tekshmng va
r sferaga M, nuqtadagi urinma tekislik ten_glamasgnf yozm.g.- :

Yechish. M, nuqta r sferaga tegishli eka‘nl.lgl tekshmsh.\fc un
nuqtaning koordinatalari ~sfera tenglamasini  qanoatlantirishini

"1, 84-p, 3.1.5]
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ko‘rishimiz oson. Urinma tekislik tenglamasini yozish uchun sfera
tenglamasini qutblashtiramiz. Buning uchun esa (14) munosabatdan

foydalanamiz.  Natijada Zx—y+3z—%(x+2)+%(y—l)+ %(z+3)—l4= 0

tenglikni yoki 3x-y+7z-28=0 ni hosil gilamiz. Bu izlanayotgan
urinma tekislik tenglamasidir.

Endi yana (12) tenglikka qaytamiz. Agar M, nuqta r aylana
(sfera)dan tashqgarida yotsa, ma’lumki, bu nuqtadan aylanaga ikkita
urinma, sferaga esa urinma konus o‘tadi. Agar M, nuqta r aylana
(sfera)ning ichida yotsa, u holda bu nuqtada aylana (sfera) uchun
haqiqiy urinma (urinma tekislik) yo‘q. Lekin aytish mumkinki, bu
holda (12) tenglik aylana uchun ikkita mavhum urinmalar juftligini,
sfera uchun esa xosmas konus tenglamasini aniglaydi.

Shuni ham ta’kidlashimiz kerakki, urinma (urinma tekislik) bilan
aylana (sfera)ning kesishish nuqtasi M, ning koordinatalari (1) va ( 12)
tengliklarni qanoatlantirishi bilan bir qatorda (13)-tenglikni ham
qanotlantirishi kerak. Natijada urinma (urinma tekislik) M, nuqta
uchun muhim geometrik ahamiyatga egaligini hosil gilamiz. Bu
urinma (urinma tekislik) M, nuqta bilan aylana (sfera)ga nisbatan qutb
o‘qi (tekisligi) va M, nuqta qutb boshi deyiladi.

Misol'’, Ushbu x+y+z+1=0 tenglama bilan berilgan tekislikning
x'+y'+z' —x+y+z-14=0 tenglama bilan berilgan sferaga nisbatan qutb
boshini toping.

Yechish. Izlanayotgan qutb boshi M,(x,,2,) nuqta bo‘lsin. U
holda qutb tekisligini qutblashtirish yordamida hosil gilamiz, ya’ni
qutb tekisligi

xx,,+»a,,+zz,,—-;—(x+x,)+%(y+y°)+-;-(z+zo)-l4=0
yoki unga ekvivalent bo‘lgan
x(x,--;—)+y(y°+%)+z(z°+-;-)+%(—x.,+y.,+zo)—28=0
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu tekislik berilgan tekislik bilan ustma-
ust tushishi, ya’ni ularning mos koeffitsiyentlari proporsional bo‘lishi
kerak va biz x, = -62_3, i =-‘277 ni hosil gilamiz.

2[1,85-p,3.1.6)

Tasdiq" . Aytaylik G aylana (sfera) umumiy tenglamasi (3) (mos:
ravishda (5)) bilan berilgan va a nuqta aylana (sfera) yotuvchi
tekislik (fazo)ning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. U hol(.la, agar P!. P
nugtalar G aylana (sfera)ning » nuqtadan o‘tuvchi 4 o‘q bl‘la_m
kesishish nuqtalari bo‘lsa, a(MP,) «(MP,) ko‘paytma 4 o‘qqa bog'liq
emas.

Masala yechish namunasi

1-misol. ([1],p84,3.1.5.Yex) M,(2-13) nuc!tani

r: ¥+y+2-x+y+z-14=0 tenglama bilan berilgan sf:eraga tegfleh

ekanligini tekshiring va shu nugtadan sferaga urinma tekislik
tenglamasini tuzing. : A

‘ e Yechish: M,nuqta koordinatalarini r

e -, sfera tenglamasiga olib borib quyamiz:
P+ (-1 +3 -2+ (-D+3-14=4+149-2-1+3-14=0
=>Merl
Urinma tekislik tenglamasi:

0 > uu,, uH%(u+u,) ya’'ni

xx,+»',+zz.-%(x+x°)+-;—(y+y.)+%(z+z,)—l4=0 =
Zx-y+3z—%(x+2)+—;-(y—l)+%(z+3)—l4=0 = 3x—-y+7z-28=0
Javob: 3x-y+7z-28=0. :
2-misol. ([1], p84., Ex3.1.6) Ushbu x+y+z+1=0 tenglama !:nlan
berilgan tekislikning x* +y* +z*-x+y+z-14=0 tenglama bilan berilgan
sferaga nisbatan qutb boshini toping. s
Yechish. Izlanayotgan qutb boshi M,(x,y,z) nuqta bo‘lsin. U
holda qutb tekisligini qutblashtirish yordamida hosil gilamiz, ya’'ni
qutb tekisligi 1 :
xxo+yy,,+zzo—%(x+x,)+5(y+y°)+5(z+z,,)—l4=0

yoki unga ekvivalent bo‘lgan
x(“o-'li)"‘)'()’o "‘%)"’z(zo +%)+%(—x°+y°+z,)—28=0

3 (1, 86-6er, 3.1.7)
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ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu tekislik berilgan tekislik bilan ustma-
ust tushishi, ya’ni ularning mos koeffitsiyentlari proporsional bo‘lishi

kerak va biz x, = -2, =z =-"2" ni hosil gilamiz.
Javob: Xy =--6—2§-, Yo =12, =_%

Masala yechish namunasi

1.([11,p93,Yex3.1.2.) Koordinatalar boshidan utuvchi
x? +y* — 10x — 4y + 25 = 0 aylana urinmasining tenglamasini
tuzing.

2.([1],p94,Yex3.1.4.)Berilgan ikki aylananing radikal o‘qi
aylanalar markazlaridan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigqga perpendikulyar
ekanligini kursating hamda radikal o‘q berilgan aylanalar bilan to‘g‘ri
burchak ostida kesishadigan aylanalar markazlarining geometrik o‘rni
ekanligini isbotlang,

3.([2])Quyidagi har bir holda aylana s markazining
koordinatalarini va r radiusini toping.

) x*+y'-6x=0;

2) x*+y*+6x-8y=0;

3) x*+y*-10x+24y-56=0;

4) 3x*+3y’ +6x-4y—-1=0.

4.([2])x* + y* -1=0 aylanaga nisbatan A@3,1), B(1,0),C(-2,0) va D(-2,})
nuqtalarning vaziyati aniqlansin.

5.([([2])Markazi 2x-y+1=0 to‘g‘ri chizigda yotuvchi va (2,1),
(3,4) nugtalardan o‘tuvchi aylana tenglamasi tuzilsin.

6.([2])x-y+2=0, 7x+y=0 to‘g‘ri chiziglarga urinuvchi, radiusi
r=42 ga teng bo‘lgan aylana tenglamasi tuzilsin.

7.([2]) A(-1,0), B(2,4) nuqtalarni tutashtiradigan 48 kesma cga =3
burchak ostida ko‘rinadigan nuqtalarning geometrik o‘rni topilsin.

8.([2]) 4x+ By+C=0 to‘g’ri chizigning x*+y* = R* aylanaga urinma
bolishi uchun zaruriy va yetarli sharti topilsin.

9.([2],1542.) Quyidagi aylananing markazi aniglansin.

+y*+22=R? , Ax+By+Cz+D=0
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10.  ([2],1543) A(3;0;4), B(3;5:0),C(3;4;4),D(5;4;6)
nuqtalarning (x-1)2+(y+2) 2+(z-1) 2=49 sferaga nisbatan vaziyati
aniqlansin.

11.  ([2],1544) Quyidagi tekistliklarning ushbu (x-1)2+(y-2)
2+(z-4) 2=25 sferaga nisbatan vaziyati aniqlansin.

12. 1) 2x+2y+z+2=0,

13.  2) 2x+2y+z+5=0,

14.  3) 2x+2y+z+11=0.

15. to‘g‘ri chizigqa qo‘shma bo‘lgan diametrial tekisligining
tenglamasi tuzilsin.

16.  ([2],1546) ([2],1547) x2 +y2+2z2- R2=0 sferaning S(x0 y0
z0) nuqtadan o‘tuvchi vatarlari o‘rtalarining geometrik o‘rni topilsin.

17.  ([2],1549) (x-a)2+(y-b) 2+z-c)2=R2 sferaning MO (x0 y0
z0) nuqtadan o‘tuvchi vatarlari o‘rtalarining geometrik o‘rni topilsin.

18.  ([2],1550.) S(x0 y0 z0) nuqtadan x2 +y2+z2= R2 sferaga
o‘tkazilgan urinma tekislikka tushirilgan perpendikularlar asoslarinig
geometrik o‘rni topilsin.

19.  ([2],1552.) (x-a)2H(y-b) 2+(z-c)2=R2 sferaga MO (x0 y0
z0) nuqtada o‘tkazilgan urinma tekislik tenglamasi tuzilsin.

Mustagqil ishlash uchun masalalar

1. ([1],p93,Yex3.1.1.)Tekislikda (x — 1)? + y* = 4 tenglama bilan
berilgan aylana va P(z.—i) nuqtani garaymiz, i) P nuqtani aylaninig
ichki nuqtasi ekanligini ko‘rsating va o‘rtasi P nugtada bo‘lgan d vatar
tenglamasini tuzing.

ii) Aylananing d to‘g‘ri chizigga nisbatan M qutbini toping va shu
nuqtadan o‘tuvchi aylananing urinmalar juftining kvadratik
tenglamasini tuzing

2.([1],p94,Yex3.1.3.)x* + y* = 16, (x—~5)*> + y* = 9 aylanalar
orasidagi burchakni toping.

3.([1],p94,Yex3.1.6.).ABBaCD — I' aylananing o‘zaro ortogonal
diameterlari bo‘lib, € nuqtadan o‘tuvchi d to‘g‘ri chiziq I' aylanani N
nuqtada kesib o‘tsin hamda AB bilan kesishish nuqtasi M bo‘lsin. I’
aylanani N nuqtasidan o‘tuvchi urinmasi bilan M nuqtadan AB parallel
qilib o‘tkazilgan to‘g‘ri chiziq kesishish nuqtalarining geometrik o‘rni




I' aylananing D nuqtasidagi o‘rinmasi bilan ustma-ust tushishini
kursating.

4.([2])Markazi S(-1,3) nuqtada va radiusi =4 bo‘lgan aylana
tenglamasi tuzilsin.

5.([2])Koordinatalari quyidagi:

) (x=1)*+(y-3)*225

2) 16s(x=1)*+(y+3)* <25,

3) (=D +(y-2)'<25 (x-4)+(y-6)*<9

4 x*4+y'-6x<0, y20

5) x*+y'-4y<0, Hzl

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi nuqtalar tekislikda qanday
joylashadi?

6.({2]) Markazi ox o‘qida bo‘lgan va Oy o‘qiga urinuvchi
aylananing tenglamasi tuzilsin.

7.([2)) (x-a)* +(y-b)* =r* aylana qanday shart bajarilaganda
koordinatalar boshidan o‘tadi?

8.([2])x* + y* + Ax + By+C = 0 tenglama qanday shart bajarilganda
aylanani aniqlaydi?

9.2])Markazi (1;-3) nugtada va (3;5) nugtadan o‘tuvchi
aylananing tenglamasi tuzilsin.

10. ([2])Koordinatalar o‘qlariga urinuvchi, radiusi 3 ga teng
aylananing tenglamasi tuzilsin.

11. ([2)Aylana (1,4), (-7,4), (2,-5) nuqtalardan o‘tadi. Uning
markazi, radiusi va tenglamasi topilsin.

12. ([2])Radiusi »=+5 ga teng bo‘lgan, x+2y-3=0 to‘g‘ri
chiziqqa urinuvchi, markazi 0y o‘qgida yotuvchi aylana tenglamasi
tuzilsin.

13. ([2])oy o‘qiga (0;-3) nugtada urinuvchi va (-2;1) nuqtadan
o‘tuvchi aylana tenglamasi tuzilsin.

14.  ([2])Markazi (1,1) nugtada bo‘lib, koordinatalar boshidan
o‘tuvchi aylananing tenglamasi tuzilsin.

15. ([2])%* +»* -2x-8y-8=0 aylana 5x+12y—14=0 to‘g‘ri chiziq
bilan kesishishi natijasida hosil gilgan vatarning uzunligi topilsin.

16. ([2])(x-5)* + ¥’ -9=0 aylanaga koordinatalar boshidan
o‘tkazilgan urinmalar tenglamalari tuzilsin.
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17.  ([2])(x-a)* +(y-b)* -r* aylana M,(x,,y,) nuqtadan @ burchak

ostida ko‘rinsa, shu burchak yarmining sinusi: oL Z
2 Jx,-a) + (v - 8)’

tenglikdan topilishi isbotlansin.
18. ([2]) (5,0), (4,1) nuqtalardan o‘tuvchi va 3x+4y+34=0
to‘g‘ri chiziqqa urinuvchi aylana tenglamasi tuzilsin.

Test namunalari

1. x*+)’-6x=0 aylananing markazi s, radiusi » ni toping.

a) 53,0), r=3

b)5(0,3), r=4

c) $(-3,0), r=2

d)s53,0), r=2

2. Quyidagi nuqtalardan qaysi biri x* +y*-1=0 aylanaga tegishli?

a) S(-1,0)

b) 7(3,0)

) R3,1)

d) ¥(-2,0)

3. x*+)* =1 aylanaga M,(1,0) nuqtada o‘tkazilgan urinma '
tenglamasi:

a)x=1

b) x=-1

c)y=1

d)y=-1

4.Radiusi =3 markazi $(3,0) nuqtada bo‘lgan aylana tenglamasi:

a)x’+y' -6x=0

b)x*+)*-8x=0

)X +y'-1=0

d)x*+y* -4x=0

5. M(0,42,42) nuqtaning sferik koordinatalarini toping.

a) M2 7.7

an
b) M2,
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YMW2ZD

d) M(Z.O,%)

6. M2.42,1) nuqtaning silindrik koordinatalarini toping.
a) M(Z,%,l)

nx
b) M. 5.7
T
<) M2, 2 z)
dymeo’
7. Tekislikdagi qutb va dekart koordinatalari orasidagi bog‘lanish

qanday formulalar bilan beriladi.

a) x=poosp.y=psing
b)l=pﬂnv.y=pmw
C) x=pigp.y=pcigp
d) x=sing,y = cosp

8. Nugtaning qutb koordinatalari berilgan # “‘-%’. Uning dekart

koordinatalari topilsin.

a)(0;6)

b)(3;4)

c)(-2;4)

d)(0'3)

9. M(0;-4) nuqtaning qutb koordinatalari topilsin.
a) (47)

K

DICE)

c) (1;45°)

d) @2

10. a=$5, b=3, R=6 bo‘lsa, markazi koordinata boshida bo‘lgan

aylana tenglamasini tuzing.

a) (x- 5 +(y-3)* =36
b) (x-5)~(y-3)* =25
c) (x-3P +(y-57 =16

2 2
d)x_+z_=25
25 9
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11. x'+y'-2x+6y-15=0 aylananing markazini va radiusini

toping.

a)C(1;-3), R=5

b)C(-1;3), R=5

¢)C(2;6), R=25

d)C(-1;-3), R=15

12.  x?+y*+8x—4y-5=0 aylananing markazini va radiusini

toping.

a)C(-4;2), R=5

b)C(-4;4), R=5

c)C(8;-2), R=25

d)C(-4;4), R=25

13.  x*+y*+2'-2x+y+2)=22 tenglama qanday sirtni tasvirlaydi?
a)Sfera

b)Giperbolik paraboloid

c)Ikki pallali giperboloid

d)Ellipsoid

14. Quyidagi sfera markazining koordinatalari va radiusi

aniqlansin. £ + y + 7 -12x+ 4y-62=0

a)C(6;-2;3), R=7

b)C(-6,-2;-3), R=7

¢)C(-6,-2;3), R=49

d)C(6;-2;-3), R=14 .

15. x4, 422-, sferaga M (x,y,.z,) nuqtada o‘tkazilgan urinma

tekislik tenglamasini ko‘rsating.

a) xx, + W +2z,~r' =0

b) xx, +yy, +z, +r =0

C) x4 = =z =r' =0

d)(x'xo)"’(}"'}'o)*(z'zo)"l=°

16.  4(3:0:4), B(3:5:0), C(3;4;4), D(5:4;6) nuqtalarning qaysi

biri x-1'+(+2)"+(z-1* =49 sferaning ichida yotadi?

) 4(3;0;4)
b)B(3;5:0)
©)C(3;4:4)
d)p(s;4;6)
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7-§. Ikkinchi tartibli sirtlarning umumiy nazariyasi

Reja:
1. Ellipsoid
2 Giperboloidlar
3; Paraboloidlar
4. Chiziqli sirtlar

1°. Ellipsoid"*
Fazoda dekart koordinatalari sistemasi kiritilgan bo‘lib, unda
ikkinchi darajali F(x,y,z) ko‘phad yordamida berilgan
Flx,y,2)=0 (1)
tenglamani qaraylik. Fazoda koordinatalari (1) tenglamani
qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami ikkinchi tartibli sirt deb ataladi.

Ta'rif-1. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart

koordinatalari sistemasida 7
2 2 2
-3-2- + ’Z—z + —::2— =1 (2)
ko ‘rinishda yozish mumkin bo ‘Isa , u ellipsoid deb ataladi.Bu
tenglamada a>b2c>0 munosabat bajarilishi talab gilinadi.

Ellipsoid tenglamasidan ko‘rinib turibdiki, u koordinata o‘qlariga

nisbatan
simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning simmetriya
markazidir.

Ellipsoidning shaklini chizish uchun uning koordinata
tekisliklariga parallel tekisliklar bilan kesimini garaymiz.Masalan,uni
z=h tenglama bilan aniqlangan tekislik bilan kessak, | <c bo‘lganda
kesimda

x2 yZ h2
2w
tenglama bilan aniglanuvchi ellips hosil bo‘ladi.Bu tenglamani
xz yZ
+ =

=
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ko'rinishda yozish mumkin.

Xuddi shunday, ellipsoidni Oxz,Oyz tekisliklariga parallel
tekisliklar bilan bilan kessak, kesimda ellipslar hosil bo‘ladi.
Yuqoridagilarni hisobga olib,ellipsoidni chizmada tasvirlashimiz
mumkin.

Chizma-1

Ta’rif-2. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart

koordinatalari sistemasida
2 2 22
et @

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa , u ikki pallali giperboloid deb
ataladi.Bu tenglamada a>b>0, ¢ >0 munosabatlar bajarilishi talab
gilinadi.

Ikki pallali giperboloid tenglamasidan ko‘rish mumkinki,
uchinchi o‘zgaruvchi z<cva z2ctengsizliklarni qanoatlantirishi
kerak. Demak ;

ikki pallali giperboloid ikki qismdan iborat va uning nomi
shakliga mosdir. Agar ikki pallali giperboioidni z=h tenglama bilan
aniglangan tekislik bilan kessak, |4 >c bo‘lganda kesimda

2 P W

—— e S T2 e e ]
a® b
tenglama bilan aniglanuvchi ellips hosil bo‘ladi.Bu ellipsning

yarim o‘qlari mos ravishda

’h’ ;hz
a —c—z— -1 ’ b :2— -1
kattaliklarga tengdir.

Agar ikki pallali giperboloidni y=# tenglama bilan aniglangan
tekislik bilan kessak, har qanday 4 uchun kesimda




2 2 om st oy
2 a_2=b_2+l 2 b cz'l 4)
tenglama bilan aniglanuvchi giperbola hosil bo‘ladi. Bu ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa , u bir pallali giperboloid deb
giperbolaning yarim o‘qlari mos ravishda ataladi.Bu tenglamada a>5b>0, ¢ >0 munosabatlar bajarilishi talab
' X h? qilinadi.
¢ ”b_z e l+b—2 Bir pallali giperboloidning tenglamasidan ko‘rish mumkinki, u
koordinata tekisliklariga nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata
boshi esa uning simmetriya markazi bo‘ladi. Bir pallali giperboloidni

z=h tenglama bilan aniglangan tekislik bilan kessak, har qanday

2

kattaliklarga tengdir.

: Xuddi shunday ikki pallali giperboloidni x =/ tenglama bilan
aniqlangan tekislik bilan kessak, har ganday A uchun kesimda

2 2

tenglama bilan aniglanuvchi giperbola hosil bo‘ladi. Bu
giperbolaning yarim o‘qlari mos ravishda

2 2
C\’“:T ) b‘fH:—z
kattaliklarga tengdir.

Bundan tashqari (3) tenglamadan ko‘rish mumkinki, giperboloid
koordinata tekisliklariga nisbatan simmetrik joylashgan,koordinata

boshi esa uning simmetriya markazi bo‘ladi.Bularni hisobga olib, uni

chizmada tasvirlashimiz mumkin.

S

Chizma-2. Ikki pallali giperboloid

Ta’rif-3. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart
koordinatalari sistemasida
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uchun kesimda
x2 y2 h2
a—z + b—z = c—z +1

tenglama bilan aniqlanuvchi ellips hosil bo‘ladi. Bu ellipsning

yarim o‘qlari mos ravishda
2 2
a\;l+:—2 , b\/l+;h7
kattaliklarga tengdir.Agar #=0 bo‘lsa, kesimda eng kichkina
ellips hosil bo‘ladi. Bu ellips bir pallali giperboloidning bo‘g‘zi deb
ataladi.
Bir pallali giperboloidni x=#, y=htenglama bilan aniglangan
tekisliklar bilan kessak, mos ravishda |4/ < a va |h < bbo‘lganda
kesimda

y oz ﬂ 2y a2 W
tenglamalar bilan aniglanuvchi giperbolalar hosil bo‘ladi.Bu
giperbolalardan birinchisining yarim o‘qlari mos ravishda

’ 2 { 2
a l+h— st b l+h—2—
c c
kattaliklarga tengdir. Agar |#=a yoki |#2| = & bo‘lsa,

kesimda mos ravishda
2 2 2 2
y e X 5 Z_ -
tenglamalar bilan aniglanuvchi ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar
hosil bo‘ladi. Bu faktlarni hisobga olib, bir pallali giperboloidni

chizmada tasvirlashimiz mumkin
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Chizma-3

Ta’rif-4. Sirtning xz an shu sirtda yotuvchi to‘g‘ri
chiziq o‘tsa, bunday sirt chiziqgli sirt deyiladi.

Sirt chegaralagan bo‘lsa,unda to‘g‘ri chiziq yotmaydi va shuning
uchun u chizigli sirt bo*Imaydi. Demak ellipsoid chiziqli sirt
bo‘Imaydi.

Teorema. Bir pallali giperboloid chiziqli sirt bo ‘lib, uning har bir
nuqtasidan giperboloidda yotuvchi ikkita to ‘g ‘ri chizig o ‘tadi.

Paraboloidlar

Ta’rif-5. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart
koordinatalari sistemasida

2

2
s daps 4)
P q

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa , u elliptik paraboloid deb
ataladi. Bu tenglamada p, ¢ >0 munosabatlar bajarilishi talab gilinadi.

Elliptik paraboloidning tenglamasidan ko‘rish
mumkinki,koordinata boshi unga tegishli, yOz vaxOz tekisliklari
elliptik paraboloidning

simmetriya tekisliklari = bo‘ladi. Elliptik paraboloidni z=h
tenglama bilan aniqlangan tekislik bilan kessak, A>0bo‘lganda
kesimda yarim o‘qlari mos ravishda2hp , |/2hq kattaliklarga teng
bo‘lgan ellips hosil bo‘ladi. Elliptik paraboloidni x=#h . y=h
tenglamalar bilan aniqlangan tekisliklar bilan kessak, kesimda fokal
parametrlari mos ravishda p ,q kattaliklarga teng bo‘lgan parabolalar
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2
(h.o,;'—] nuqtalarda joylashgan. Bu xossalarni hisobga olib, elliptik
p

paraboloidni chizmada tasvirlashimiz mumkin.

y

X
Ta’rif-6. Ikkinchi tartihli cirt tanalamagini birorta dekart
koordinatalari sistemasida  Chizma-6.
XX o 4)
P q
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa , u giperbolik paraboloid deb
ataladi. Bu tenglamada p >0, g >0, munosabatlar bajarilishi talab
qilinadi.
Giperbolik paraboloid ham y0z va xOz tekisliklarlarga nisbatan
simmetrik joylashgandir. Agar giperbolik paraboloidni z=#h tenglama
bilan aniqlangan tekislik bilan kessak, #>0bo‘lganda kesimda yarim

o‘qlari mos ravishda
V2hp ,\[2hq
kattaliklarga teng bo‘lgan giperbola hosil bo‘ladi. Agar h<0
bo‘lsa, kesimda haqiqiy o‘qi Ox o‘qqa, mavhum o‘qi Oy o‘qqa
parallel va yarim o‘glari mos ravishda /~2hqg, -2hp Kkattaliklarga
teng bo‘lgan giperbola paydo bo‘ladi. Kesuvchi tekislik xOy tekisligi
ustma-ust tushsa, kesimda

~

X

2
. W 2R
p q
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tenglama bilan aniqlanuvchi ikkita kesishuvchi to‘g‘ri hosil
bo‘ladi.

Giperbolik paraboloidni o‘qiga parallel tekisliklar bilan kesssak
kesimda parabolalarni olamiz.

Chizma-7.
Masalan kesuvchi tekislik x = htenglama bilan berilsa,kesimda

2
fokal parametrlari ¢ ga teng va uchi[h,o,;'—) nuqtada bo‘lgan parabola
P

hosil bo‘ladi.
BTeorema-1. Giperbolik paraboloid chizigli sirt bo ‘lib, uning har
bir nuqtasidan paraboloidda yotuvchi ikkita to ‘g ‘ri chizig o ‘tadi.
Isbot. Giperbolik paraboloidga tegishli M(x,, y,,z,) nuqtadan
o‘tuvchi va

x=xy+1t
y= yo +mi
Z=2Zy + nt
tenglamalar bilan aniglangan to‘g‘ri chiziq paraboloidda yotishi
uchun
(xo + 1) _()’o +tm)’ =2z +n)
P q
tenglik parametrning har bir qiymatida bajarilishi kerak.

Bu tenglikni
2 2
,z('__m_)+ z,(_‘_‘&_m_,,):o
P q P q
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¥ [1, 3.3.8 proposition]

ko‘rinishda yozib, undan

2

E_m _o va To_mo_

P 9 P q

n=0

tengliklarni hosil qilamiz. Bu tengliklardan {/,m,n} yo’nalish
uchun

l:m:n=\/;:u\/¢7:(-59——u&)
N

munosabatni hosil qilamiz. Bu yerda u=#1 tenglik bajarilgan.
Demak, giperbolik paraboloidning har bir nuqtasidan unda yotuvchi
ikkita to‘g‘ri chiziq o‘tadi. Bu to‘g‘ri chiziglarning parametrik
tenglamalarini
x=x0+1,/p

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu parametrik tenglamalarda

*o Yo
=%yl |20
(3-+2)
munosabat bajarilsa,

Z,
t=l|=— 0

7 _ Mx J
( ) (5
N
bo‘lganda (5) to‘g‘ri chiziglar z=0 tekislikni kesib o‘tadi. Bu
tekislikda

X

e 8 O VI e
g A g T A

tenglamalar bilan aniglanuvchi to‘g‘ri chiziglar ham yotadi.
Demak (5) to*g‘ri chiziq (6) to*g‘ri chiziglarning bittasini kesib o‘tadi.
Buni aniqlash uchun
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(5) ifodalarni (6) tenglamalarga qo‘ysak

(%*’w ,Vo“"l\/—) ( +u~—]+2¢,

Jp /g Jp g
tenglikni olamiz. Demak (5) to‘g‘ri chiziq
x y
—+u-—==0 (7)
Jr e

to‘g'ri chizigni kesib o‘tadi. Bu to‘g‘ri chizigning parametrik

tenglamalarini
x=7/p
—0<T <+

=-—m\/—
ko‘rinishda yozish mumkin. Yuqoridagi (5) va (7) to‘g'ri
chiziglarning kesishish (x, +#/p, yo + ut,Jq ) nuqtada kesishadi va bu

nuqtaga parametrning

xo'”n/’ ["o _u)’o]

%y
qiymati mos keladi.
Agar (' =t-1 belgilashni Kkiritib, (5) to‘g‘ri chizigning
parametrik tenglamalarini
X=Xy +’\/;=(xo +‘n/;)"'(’—‘l)\/;=(f +n)p
y=yo+tuq= (}'o +'|"\/E)+“(’“‘|)\/_="(" -1 e

z= zo+{——u—] (¢e- t,{f_ J_) A1,

ko‘rinishda yozish mumkin.

Agar -’-‘\/"=—uT=0 bo‘lsa, giperbolik paraboloidning (4)
tenglamasidan z;=0 tenglik kelib chiqadi. Demak, bu holda (5)
to‘g‘ri chiziq z=0 tekislikda yotadi.

Misollar

1. [2]. Markazi C(a,b,c) nuqtadagi, r radiusli sfera tenglamasi
quyidagi ko nmshga ega:

(x-a) + @b’ + o) =
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Bu tenglama sferaning normal tenglamasi deyiladi. Agar sfera
markazi koordinatalar boshi bilan ustma-ust tushsa, normal tenglama

quyidagi
L+y+72=7
ko‘rinishga e§a bo‘ladi.
A’ + Ay + A+ 2Bx + 2Cy + 2Dz + E=0
tenglama
Az0B + C?+ D-4E> 0

shartda markazi (—%, —%, -%) nuqtadagi va radiusi r=
|BI+C'1+Dz AE
V A
M nuqtaning radiusi r, markazi C nuqtada bo‘lgan sferaga
nisbatan darajasi deb
u=d' -’

songa aytiladi. Bu yerda d = MC son M nuqtadan C markazgacha
bo‘lgan masofa.

Agar M nuqta sfera tashqarisida yotsa, bu nuqtaning sferaga
nisbatan darajasi musbat sondir. Bu son M nuqtadan sferaga
o‘tkazilgan urinma uzunligining kvadratiga teng. Agar M nuqta sfera
ichida yotsa, bu nuqtaning sferaga nisbatan darajasi manfiy son
bo‘ladi va absolut giymati bo‘yicha MP-MQ ko‘paytmaga teng. MP,
MQ kesmalar M nuqtadan o‘tuvchi lxtlyony vatar bo‘laklarining
uzunliklariga teng.

Agar M nuqta sferada yotsa, bu nuqtaning sferaga nisbatan
darajasi nolga teng. M(x,y,z) nuqtaning markazi C(a,b,c) nuqtada
yotuvchi va radiusi  ga teng sferaga msbatan dara;asn

u=(x-a)’ + (-b)’ + (z¢)’ - r
formuladan aniqlanadi.

Konsentrik bo‘lmagan ikkita sferalarga nisbatan teng darajali
nuqtalarning geometrik o‘rni tekislikdan iborat. Bu tekislik ikkita
sferaning radikal tekisligi deyiladi. Agar sferalar kesishsa, radikal
tekislik ularning umumiy aylanasi orqali o‘tadi.

Ikkita sfera tenglamalanm qarayllk

(X-al) + (,V'bl) + (Z-CI) = "l =0,
(xaz) + (-by)’ + (zc)’—r =0

va ularning chap tomonlarini u;, u, deb belgilaylik.

ga teng bo‘lgan aylanani aniqlaydi.
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bo‘lmagan holda sfera yoki teki
kesishsa, bu tenglama ularning um
yoki tekislikni ifoda etadi. wu, =
aniqlaydi.

2.12). Quyidagi sfera markazining koordihatalari va radiusi
aniqlansin.

1) x’ +y%+2° -1 2x+4y-62=0,
2) X+ + 2 +8x=0),
3) X% +y7+2°-2x + 4y-62-22=0,
4)x’ +y? +2%-62-7=0,
3. [2]. Quyidagi aylana markazining koordinatalari va radiusi
aniqlansin.
e +y2+22-12x+4y-6z+24=0
2x+2y+z+1=0
4. [2]. Quyidagi aylananing markazi aniqlansin.
x° 4y’ +2 =R, Ax+By+Cz+D=0 :
5.12). A(3,;0;4), B(3,;5:0),C(3;4,4),D(5;4;6) nuqtalarning (x-
D*+(+2) *+(z-1) =49 sferaga nisbatan vaziyati aniqlansin.
6.12]. Quyidagi tekistliklarning ushbu (x-1)?+(-2) 2+ (z-4) >=25
sferaga nisbatan vaziyati aniqlansin.
1) 2x+2y+z+2=0),
2) 2x+2y+z+5=0,
3) 2x+2y+z+11=0.
7. 12]. O‘qlari koordinata o‘qlaridan iborat bo‘lgan va,
x2+y2+z2=9, z=x aylanadan hamda M3, 1,1) nuqtadan o‘tgan
ellipsoid tenglamasi tuzilsin.

8.12). ’2'—; +% +% =1 ellipsoidning M(3,2,5) nuqtasidagi urinma
tekisligi tenglamasi tuzilsin.
9.12]. " Ax+By+Cz+D=0 tekislikning :_ + :_ + 7 =
ellipsoidga urinishi uchun zaruriy va yetarli shart topilsin.
10[2]. . " Ax+By+Cz+D=0 tekislikning :_ + :_ + 7 =1

ellipsoid bilan kesishishi uchun ganday shartning bajarilishi zarur va
yetarli?

ot
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ljy; + Lu, = 0 tenglama l), I sonlar bir vaqtda nolga teng
slikni aniqlaydi. Agar sferalar
umiy aylanasidan o‘tadigan sferani
u; tenglama radikal tekislikni

Test namunalari

i i irtning x=2a tekislik
1. ’—2+%:—+i -1 tenglama bilan berilgan sirtning x
C

e - . - ¢ -
bilan kesimida ganday chiziq hosil bo ladi?

a) @
b) Ellips
¢) To'‘g'ri chiziq
d) parabola . S
ul¥ i i i tekislik bilan
2, "—,+% -2z tenglama bilan berilgan sirtni qaysi

kesimida parabola hosil bo‘ladi?
a) x=2a
b) z=2a
:;)) lzJ:l‘:bu sirt kesimida parabola hosil bo‘lma.ydl . )
3 £ ¥ 2 sirtni qgaysi tekislik bilan kesimida ellips hosi
v R

bo‘ladi?
a) z=2
b) x=2a
c) y=b

d) Ushbu sirt kesimida ellips hosil bo‘Imaydi ' )
4. ¥ _¥ _. sirtni qaysi tekislik bilari kesimida giperbola hosi
I
bo‘ladi?

a) z=2

b) x=2a

c) y=b ) ) ‘ '

d)) Ushbu sirt kesimida giperbola hosil bo Imaydi

* _¥ _2, sirtning z=2 tekislik bilan kesimida ganday chiziq

bZ
hosil bo‘ladi?
a) giperbola
b) Ellips :
¢) To‘g'ri chiziq
d) Parabola



xl 2

a} b}

hosil bo‘ladi?

a) Parabola

b) giperbola

c¢) Ellips

d) To‘g‘ri chiziq

7. Sferani markazidan o‘tuvchi tekislik bilan kesganda ... hosil
bo‘ladi.

a) Aylana

b) Ellips

c) Nugqta

d) To‘g‘ri chiziq

8. Sferani markazidan o‘tuvchi tekislik bilam kesganda hosil

bo‘lgan aylananing radiusi ...

a) berilgan sfera radiusiga teng

b) berilgan sfera radiusidan ikki barobar katta
¢) berilgan sfera radiusining yarmiga teng
d) aniglab bo‘lmaydi

9. Giperbola quyidagi sirtning kesimidir:

a) konus, bir pallali giperboloid, konus,

b) ellipsoid,bir pallali giperboloid,

c) elliptik paraboloid

d) doiraviy silind, konus

10.Parabola quyidagi sirtning kesimidir:

a) konus, elliptik paraboloid

b) konus, ellipsoid

c) bir pallali giperboloid, elliptik paraboloid
d) doiraviy silind, konus

11.Ellips quyidagi sirtning kesimidir:

a) konus, ellipsoid

b) Silind, giperbolik paraboloid

c¢) Konus, parabolik silindr

d) Parabolik silindr, ellipsoid

12.Elliptik paraboloidning tekis kesimlarida ganday chiziglar

hosil bo‘ladi?

a) ellips va parabola
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-2_-2:sirtning y=b tekislik bilan kesimida ganday chiziq

b) ellips va giperbola
c) giperbola va parabola
d) parabola
13.Doiraviy silindrning tekis kesimlari nimalardan iborat? 1.
aylana, 2. Ellips, 3. Parabola, 4. Ikkita parallel to‘g‘ri chiziq, 5.to‘g"ri
chiziq

a) 1,2,4,5

b) 1,2,3,4

c) 1,345

d) 2,3,4,5

14.Giperbolik parabolondnmg tekis kesimlari nimalardan iborat?
1. giperbola, 2. Ellips, 3. Parabola, 4. Ikkita kesishuvchi to‘g"ri chiziq,
5.to‘g‘ri chiziq

a) 1,34

b) 1,2,3

c) 3,45

d) 14,5

15.Bir pallali giperboloidning tekis kesimlari nimalardan iborat?
1. glperbola, 2. Ellips, 3. Parabola, 4. Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq,
5.to*g‘ri chiziq
a) 1,24
b) 1,2,3
c) 34,5
d) 1,45

8-§. Ikkinchi tartibli konus kesimlarining umumiy nazariyasi
(Ellips, giperbola va parabolaning kanonik tenglamalari)

Reja:

Konus va uning kesnmlan

1.

2. Parabola
3. Ellips

4. anerbola

Konus va uning kesimlari'®
Ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini biror dekart -

1 (1, 96-103-betlar]
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koordinatalari sistemasida
1'2 2 22
> S o R
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa , u konus deb ataladi.Bu
tenglamada a>b>0, ¢ >0 munosabatlar bajarilishi talab gilinadi.
Konus tenglamasidan ko‘rinib turibdiki,u koordinata tekisliklariga
nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning simmetriya
markazidir.Bundan tashqari,agar M(x,, ., z,) nuqta konusga tegishli
bo‘lsa, O(0,0,0) vaMy(x,,y,,2,) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri
chiziqdagi har bir nuqta konusga tegishlidir. Haqiqatan ham, bu to‘g‘ri
chizigqa tegishli nuqta (x,,2v,,z,) ko‘rinishga ega va bevosita

x 2 1z x 2 2 z 2
(:2)2 +(0;oz) __(Coz)zzrz [_:T+};L2__co_2)=o
tenglikni tekshirib ko‘rish mumkin.

Konusning har bir yasovchisi bu ellipsni bir marta ( faqat bitta
nuqtada) kesib o‘tadi. Konusda yotuvchi va bu xossaga ega bo‘lgan
chiziqglar ~konusning yasovchisi deyiladi. Bu ellipslarning
markazlaridan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq konusning o‘qi deyiladi.

Yuqoridagi kanonik tenglamada konusning o‘qi Oz o‘qi bilan
ustma-ust tushadi. Koordinata boshi ham konusga tegishli, konusning
hamma yasovchilari bu nuqtadan o‘tadi. Konusning hamma
yasovchilari o‘tuvchi nuqgta uning uchi deb ataladi.

Ta’rif-4. Konusni uning uchidan o‘tmaydigan tekisliklar bilan
kesish natijasida hosil bo‘lgan chiziglar konus kesimlar deyiladi.
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Teorema-2. Aylanadan boshqa hamma konus kesimlar
tekislikda berilgan nuqtagacha bo‘lgan masofasining berilgan to‘g‘ri
chiziggacha bo‘lgan masofasiga nisbati o‘zgarmas bo‘lgan
nuqtalarning geometrik o‘rnidir.

Isbot. Konusni atekislik bilan kesganimizda hosil bo‘lgan
chizigni y bilan belgilaylik. Konusga ichki chizilgan va a tekislikka
urinuvchi sferanining tekislik blan kesishish nuqtasini £ bilan
belgilaymiz. Ichki chizilgan sfera konusga aylana bo‘ylab urinadi. Bu
aylana yotuvchi tekislikni o bilan belgilaymiz. Konus kesimga
tegishli ixtiyoriy M nuqta olib, undan o‘tuvchi yasovchi bilan o
tekislikning kesishish nuqtasini B bilan belgilaymiz. Konus kesimga
tegishli M nuqtadan a va o tekisliklar kesishishidan hosil bo‘lgan &
to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar o‘tkazamiz. Sferaga M nuqtadan
o‘tkazilgan urinmalar kesmalari bo‘lgani uchun FM=BM tenglik
o‘rinli bo‘ladi. Berilgan M nuqtadan o tekislikgacha bo‘lgan
masofani h(M) bilan belgilasak, AM =" gy HM)

sing siny
o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda ¢ - @ va o tekisliklar orasidagi burchak, y -
konus yasovchis va o tekislik orasidagi burchak, 4 nuqta esa M
nuqtadan J to‘g‘ri chiziqgqa tushirilgan perpendikulyar asosidir.
Yuqoridagi tengliklardan

tengliklar

FM _BM _sing
AM AM  siny

munosabatni olamiz. Bu munosabatdan ko‘rinib turibdiki, j_AA;
nisbat M nuqtaga bog‘lik emas. Teorema isbotlandi.

Konus kesim uchun F nuqta uning fokusi & to‘gri  chiziq
esa direktrisa deyiladi. Yuqoridagi nisbat 1 dan kichik yoki teng
bo‘lganda konus kesimning hamma nuqtalari fokus bilan birgalikda
direktrisaning bir tarafida yotadi. Haqiqatdan ham direktrisaning
boshqa tarafida yotuvchi M’ nuqta uchun

M BM
AM' =AM’
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar yuqoridagi nisbat 1 dan katta
bo‘lsa, direktrisaning har ikkala tarafida konus kesimga tegishli
nuqtalar bor. Demak, bu holda konus kesim ikki qismdan iborat .
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koordinatalari sistemasida
xl 2 22
i 0
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa , u konus deb ataladi.Bu
tenglamada a>b>0, ¢ >0 munosabatlar bajarilishi talab gilinadi.
Konus tenglamasidan ko‘rinib turibdiki,u koordinata tekisliklariga
nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning simmetriya
markazidir.Bundan tashqari,agar M(x,, y,, z,) nuqta konusga tegishli
bo‘lsa, (0,0,0) vaMy(xy, vy, 2z,) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g'ri
chizigdagi har bir nuqta konusga tegishlidir. Haqiqatan ham, bu to‘g‘ri
chizigqa tegishli nuqta (ex,,2v,,z,) ko‘rinishga ega va bevosita

x 2 1z x 2 2 z 2
(aoz)z +(0;oz) “(coz)z=’2 {%+%—CL2]=O
tenglikni tekshirib ko‘rish mumkin.

Konusning har bir yasovchisi bu ellipsni bir marta ( faqat bitta
nugtada) kesib o‘tadi. Konusda yotuvchi va bu xossaga ega bo‘lgan
chiziqlar konusning yasovchisi deyiladi. Bu ellipslarning
markazlaridan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq konusning o‘qi deyiladi.

Yuqoridagi kanonik tenglamada konusning o‘qi Oz o‘qi bilan
ustma-ust tushadi. Koordinata boshi ham konusga tegishli, konusning
hamma yasovchilari- bu nuqtadan o‘tadi. Konusning hamma
yasovchilari o‘tuvchi nuqta uning uchi deb ataladi.

Ta’rif-4. Konusni uning uchidan o‘tmaydigan tekisliklar bilan
kesish natijasida hosil bo‘lgan chiziqlar konus kesimlar deyiladi.
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Teorema-2. Aylanadan boshqa hamma konus kesimlar
tekislikda berilgan nuqtagacha bo‘lgan masofasining berilgan to‘g‘ri
chizigqgacha bo‘lgan masofasiga nisbati o‘zgarmas bo‘lgan
nuqtalarning geometrik o‘rnidir.

Isbot. Konusni atekislik bilan kesganimizda hosil bo‘lgan
chizigni y bilan belgilaylik. Konusga ichki chizilgan va a tekislikka
urinuvchi sferanining tekislik blan kesishish nuqtasini £ bilan
belgilaymiz. Ichki chizilgan sfera konusga aylana bo‘ylab urinadi. Bu
aylana yotuvchi tekislikni @ bilan belgilaymiz. Konus kesimga
tegishli ixtiyoriy M nuqta olib, undan o‘tuvchi yasovchi bilan o
tekislikning kesishish nuqtasini B bilan belgilaymiz. Konus kesimga
tegishli M nuqtadan a va @ tekisliklar kesishishidan hosil bo‘lgan &
to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar o‘tkazamiz. Sferaga M nuqtadan
o‘tkazilgan urinmalar kesmalari bo‘lgani uchun FM=BM tenglik
o‘rinli bo‘ladi. Berilgan M nuqtadan o tekislikgacha bo‘lgan
masofani h(M) bilan belgilasak, AM =730 gy HM)

sing siny
o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda ¢ - a va o tekisliklar orasidagi burchak, y -
konus yasovchis va o tekislik orasidagi burchak, 4 nuqta esa M
nuqtadan J to‘g‘ri chiziqqa tushirilgan perpendikulyar asosidir.
Yuqoridagi tengliklardan

tengliklar

FM _BM _sing
AM ~ AM  siny

munosabatni olamiz. Bu munosabatdan ko‘rinib turibdiki, Z_AA;
nisbat M nuqtaga bog‘lik emas. Teorema isbotlandi.

Konus kesim uchun F nuqta uning fokusi & to‘g‘ri  chiziq
esa direktrisa deyiladi. Yuqoridagi nisbat 1 dan kichik yoki teng
bo‘lganda konus kesimning hamma nuqtalari fokus bilan birgalikda
direktrisaning bir tarafida yotadi. Haqiqatdan ham direktrisaning
boshqa tarafida yotuvchi M’ nuqta uchun

FM' _BM'
—_—>—21
AM'  AM'
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar yuqoridagi nisbat 1 dan katta
bo‘lsa, direktrisaning har ikkala tarafida konus kesimga tegishli
nuqtalar bor. Demak, bu holda konus kesim ikki qismdan iborat .
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Biz bilamizki, agar e<1 bo‘lsa konus kesim ellips bo‘ladi. Agar
e=1 bo‘lsa, konus kesim parabola bo‘ladi. Konus kesim uchun e>1
bo‘lsa, u giperbola bo‘ladi.

Konusni z=#4 tenglama bilan aniglanuvchi tekislik bilan kessak ,
kesimda yarim o‘qlari mos ravishda g|h{, é|h| kattaliklarga teng
(1 c

bo‘lgan ellips hosil bo‘ladi. Agar biz konusni x=#A, y=h tenglamalar

bilan aniqlangan tekisliklar bilan kessak, kesimda yarim o‘glari mos
ravishda

c a c b
dw, jﬂ“;ﬁ-;ﬁ
kattaliklarga teng bo‘lgan giperbolalar hosil bo‘ladi.

Konus kesimda parabola hosil bo‘lishini ko‘rsatish uchun, uni

z=Sx+hh#0 tenglama bilan aniglanuvchi tekislik bilan kesamiz.
a
Natijada kesimda

tenglama bilan aniglanuvchi ikkinchi tartibli chizigni hosil

gilamiz. Koordinatalar sistemasini almashtirish yordamida bu
tenglamani

ko‘rinishga keltirsak, uning parabola ekanligini ko‘ramiz.

Rt

N
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PARABOLA
Tekislikda biror dekart koordinatalar sistemasida
apx’ +2axy+ any’ + 2ap3x+2a,y+ap=0 (1)
tenglama  berilgan  bo‘lsin. Bu  yerda ay1,a;,,a;,
koyeffitsiyentlarning kamida bittasi noldan fargli bo‘lishi lozim. Bu
shartni a,,” + a;;> + ay," >0 ko‘rinishda yozish mumkin.
Ta’rif. Tekislikda koordinatalari (1) tenglamani qanoatlantiruvchi
nuqtalar to‘plami ikkinchi tartibli chiziq deyiladi.
Misollar. Tekislikda koordinatalari  x? + y? =0Otenglamani
qanoatlantiruvchi nuqgtalar to‘plami faqat bitta nuqtadan iborat.
2) Tekislikda koordinatalari x*-»*=0 tenglamani
ganoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami ikkita to‘g‘ri chizigdan iborat. .
3) Tekislikda koordinatalari xy—-1=0 tenglamani
qanoatlantiruvchi nugqtalar to‘plami ikki qismdan iborat va maktab
kursidan ma’lumki, u giperbola deb ataldi.
X4 , Ta’rif-2.  Ikkinchi tartibli chiziq
/,‘m tenglamasini biror dekart koordinatalar
A sistemasida
: yi=2px, p>0 2)
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u
parabola deb ataladi. Tenglamadagi p soni
parabola parametri deyiladi.
Misol. Siz maktab kursidan y=x’
tenglama bilan berilgan parabolani yaxshi
bilasiz. Bu tenglamani kanonik ko‘rinishga

-

keltirish uchun
X=y)=x

almashtirish bajaramiz. Natijada y2=2-%x' tenglamani hosil

gilamiz. Bu yerda p= % :

Tenglamadan ko‘rinib turibdiki, agar(x,y) koordinatali nugta
parabolga tegishli bo‘lsa, (x,~y) nuqta ham parabolaga tegishli
bo‘ladi. Demak parabola Ox o‘qiga nisbatan simmetrik joylashgandir.
Bundan tashqari koordinata boshi parabolaga tegishli,x manfiy
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qiymatlarni qabul gilmaganligi uchun parabola Oy o‘gining o‘ng
tomonida joylashgan. Bu mulohazalardan foydalanib biz chizmada
parabolani quyidagi ko‘rinishda tasvirlashimiz mumkin.

Tekislikda x+—§=0 tenglama bilan berilgan to‘gri chiziq

parabolaning direktisasi , F(g,o) nuqta esa uning fokusi deb ataladi.

Parabola xossalari:
1° . Parabolaning ixtiyoriy nuqtasidan direktisagacha bo‘lgan
masofa fokusgacha bo‘lgan masofaga tengdir.
Parabola nuqtasidan F(%,O) nuqtagacha bo‘lgan masofani r

bilan, direktisagacha bo‘lgan masofani dbilan belgilab r=d
tenglikni isbotlaymiz.

2 [ 2
= P 2 2 4 2
r= X - + = - -
]’( 2) \/x pr+o+y

ifodada y*=2px tenglikdan foydalansak va x>0 munosabatni

hisobga olsak
[ 2
'(H!z) gl
w2 2

formulani hosil gilamiz.
Direktrisagacha bo‘lgan masofani hisoblash uchun nugqtadan
to‘g'ri chizigqacha bo‘lgan masofa formulasidan foydalanib

d={-x-Pl=x+ P,
2 2

tenglikni hosil gilamiz.

2°. Parabolaning geometrik aniqlanishi.

Berilgan to‘gri chiziq va unda yotmaydigan nugtadan bir xil
- uzogqlikda joylashgan nugqtalar to‘plami paraboladir.

Tekislikda ¢ to‘g‘ri chiziq va unga tegishli bo‘lmagan F nuqta
berilgan bo‘lsin. Berilgan F nuqtadan ¢to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan
masofani pbilan belgilab va Fnuqtadan ¢ to‘g'ri chizigqa
perpendikulyar ravishda o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni abssissa o‘qi sifatida
olib koordinatalar sistemasini kiritamiz. Abssissa o‘gining musbat
yo‘nalishifto‘g‘ri chiziqdan Fnugqta tarafga yo‘nalgan, koordinata
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boshini¢ to‘g'ri chiziq va Fnuqta o‘rtasiga quyidagi chizmadagi kabi
joylashtiramiz. Ordinata o‘qi esa f to‘g‘ri chiziqqa paralleldir.
Natijadaf to‘g‘ri chiziq: x+§=0 tenglamaga, Fnuqta esa(-’zl,o)
koordinatalarga ega bo‘ladi.Tekislikning M(x,y) nuqtasidan ¢ to‘g‘ri
chiziqqacha bo‘lgan masofaning shu nuqtadan F nuqtagacha bo‘lgan
masofaga tengligidan
y =2px
tenglamani hosil gilamiz.

: /

ELLIPS

Ta’rif-3. Ikkinchi tartibli chiziq tenglamasini birorta Oxy dekart

koordinata sistemasida
x2 2
et @) .

ko‘rinishida yozish mumkin bo‘lsa, u ellips deb ataladi. Bu yerda
koeffitsiyentlar a>b>0munosabatni ganoatlantiradi.

Bu tenglamani o‘rganish natijasida ellipsni chizamiz va uning
xossalarini keltirib chigaramiz. Tenglamadan ko‘rinib turibdiki, x,y
o‘zgaruvchilar —a<x<a, —b<x<b tengsizliklarni qanoatlantiradi.
Abssissa o‘gida yotuvchi F(-c,0), Flc, 0) nugtalar ellipsning

fokuslari, x¢§=o tenglamalar bilan aniglanuvchi to‘g‘ri chiziglar

ellipsning direktrisalari deb ataladi. Bu yerda c=Va®-b?, e=§
bo‘lib, e soni ellipsning yeksseﬁtrisiteti deyiladi. Tenglamadan' °
ko‘rinib turibdiki, ellips koordinata o‘qlariga nisbatan" simmetrik
joylashgan bo‘lib, koordinata boshi uning simmetriya markazidir.
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Ellips xossalari:
1. Ellipsning ixtiyoriy nuqtasidan uning fokuslarigacha bo‘lgan
masofalar yig‘indisi o‘zgarmas va 2a ga tengdir.
Bu xossa bevosita hisoblash yordamida »# +r, =2a tenglikni
tekshirish yordamida isbotlanadi.’
=

2. Ellipsning ixtiyoriy nuytasiuan wung fokuslarigacha bo‘lgan
masofalarning mos direktrisalargacha bo‘lgan masofalarga nisbati
o‘zgarmas va e soniga tengdir.

Bu xossa bevosita i:;?—:e tenglikni tekshirish yordamida
1 2

isbotlanadi.
I 2 2, 2 2 x°b?
n= (x+c)2+y =,x"+c " +2xc+b" ——5—=
a
2,2 712
/xz—“‘b +2aex+a2=\lx2u)+2aex+a2=|xe+a|

VT2 2

a
d = —x—g|= x+_a_{=!xe_+ai:> L
e e e d,
2. Ellipsning geometrik aniqlanishi.

Tekislikda ikkita nugta berilgan bo‘lsa, bu nuqtalargacha bo‘lgan
masofalarining yigindisi o‘zgarmas songa teng bo‘ladigan
nuqtalarning geometrik o‘rni ellips bo‘ladi.

Isbot. Tekislikda F Fnuqtalar berilgan.Biz tekislikning
nuqtasidan bu nuqtalargacha bo‘lgan masofalarni mos ravishda r,r,
ko‘rinishda belgilab,

n +ry =const =2a
tenglikni ganoatlantiruvchi nuqtalarinng geometrik o‘rnini
aniqlashimiz kerak. Berilgan nuqtalar orasidagi masofani 2c¢ bilan
belgilasak, » +r, >2a tengsizlikdan a>c¢ munosabat kelib chigadi.
118

Tekislikda  dekart  koordinatalar  sistemasini  quyidagicha
kiritamiz.Berilgan F£,F, nuqtalardan o‘tuvchi to‘gri chizigni abssissa
o‘qi sifatida olamiz, unda musbat yo‘nalish F nuqtadan 7, nuqtaga
garab yo‘nalgan bo‘ladi. Koordinata boshini F,F;nuqtalarning
o‘rtasiga joylashtirib, ordinata o‘qi sifatida abssissa o‘qiga
perpendikulyar ixtiyoriy o‘qni olamiz. Masofalar uchun

n= X+C)z+y2 ’ I'2=\}(X"'C)2+y2
ifodalarni yuqoridagi tenglikga qo'yib,
(Jc+c)2 +y2 =2a- )t‘—c)2 +y?
tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikning ikkala tomonini kvadratga
oshirib,

hadlarni ixchamlashtirib va yana bir marta kvadratga oshirib
2 2

X
;2— + -‘Z—z =1

tenglamani hosil qilamiz. Bu yerda b%=a”-c¢? belgilash
kiritilgan.

3. Bizga / to‘g‘ri chiziq va unga tegishli bo‘lmagan nuqta F
berilgan bo‘lsa, tekislikda berilgan nuqtagacha bo‘lgan masofasining
berilgan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofasiga nisbati o‘zgarmas
birdan kichik e soniga teng bo‘lgan nuqtalarning geometrik o‘rni
ellips bo‘ladi.

Bu faktni isbotlash uchun berilgan F nugtadan to‘g‘ri chiziqqa
perpendikulyar to‘g‘ri chiziq o‘tkazib, uni abssissa o‘qi sifatida
olamiz. Natijada abssissa o‘qini F nuqta ikki qismga ajratadi. Berilgan
F nuqtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofaning e soniga
ko‘paytmasini pbilan belgilab, quyidagi tengliklar bilan

o pez va c=ea, b=va®-c?

a , b, c sonlarni kiritamiz.Koordinata boshini abssissa o‘qining
/ to‘g‘ri chizigni kesmaydigan gismida F nuqtadan ¢ birlik masofada
joylashtiramiz. Natijada koordinata boshidan / to‘g‘ri chiziqgqacha
bo‘lgan masofa

p 1-e? a
p+c==—+ea= +ea=—
e e e
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kattalikka teng bo‘ladi. Bu yerda p, bilan F nuqtadan 7 to‘g‘ri
chizigqacha bo‘lgan masofa belgilangan. Demak / to*g‘ri chiziq
tenglamasi

a
x——=0
e

ko‘rinishda bo‘ladi. Ikkinchi koordinata o‘qini / to‘g‘ri chiziqqa
parallel o‘tkazib, tekislikning M(x, y) nuqtasidan F nuqtagacha bo‘lgan
masofani r bilan, 7 to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofaga d bilan
belgilasak, r=ed tenglikdan

2 2

+==1

ﬁNIH
%

tenglamani olamiz.
GIPERBOLA

Ta’rif-4. Ikkinchi tartibli chiziq tenglamasini birorta Oxy Dekart

koordinata sistemasida
2

=
~

-1 @)

a
ko‘rinishida ifodalash mumkin bo‘lsa, bu chiziq giperbola deb
ataladi. Bu yerda koeffitsiyentlar a>5>0munosabatni qanoatlantiradi.
Giperbola tenglamasini tekshirish natijasida quyidagilarni olamiz:
1) x,y o‘zgaruvchilar |x>a, -—®<y<® tengsizliklarni
qanoatlantiradi. Absissa o‘qidagi F(-c,0), F(c 0) nuqtalar

!

N
%

giperbolaning fokuslari, xi§=0 tenglamalar bilan aniqlanuvchi ‘
to‘g'ri chiziglar giperbolaning direktrisalari deyiladi.Bu yerda
c=a® +8?, e=<>1 bo‘lib, e soni giperbolaning yekssentrisiteti
deyiladi. ¢ *

2) Tenglamada x,y o‘zgaruvchilarning faqat ikkinchi darajalari
qatnashganligi uchun giperbola koordinata o‘qlariga nisbatan

simmetrik joylashgandir. Bundan tashqari koordinata boshi
giperbolaning simmetriya markazidir.
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3.Tekislikda ikkita nuqta berilgan bo‘lsa, bu nuqtalargacha
bo‘lgan masofalarni ayirmasining moduli o‘zgarmas songa teng
bo‘ladigan nuqtalarning geometrik o‘rni giperbola bo‘ladi. Tekislikda
F, F, nuqtalar berilgan. Biz tekislikning nuqtasidan bu nuqtalargacha
bo‘lgan masofalarni mos ravishda r,r, ko‘rinishda belgilab

|r, - r2| =2a

tenglikni qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami giperbola ekanligini
isbotlaymiz. Berilgan nuqtalar orasidagi masofani 2c¢ bilan
belgilaymiz va tekislikda dekart koordinatalar sistemasini quyidagicha
kiritamiz. Berilgan F,, F; nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni abssissa
o‘qi sifatida olamiz, unda musbat yo‘nalish F, nuqtadanF, nuqtaga
garab yo‘nalgan. Koordinata boshini F F,nuqtalarning o‘rtasiga
j:oy.lash.tirib, ordinata o‘qi sifatida abssissa o‘giga perpendikulyar
ixtiyoriy o‘qni olamiz. Masofalar uchun

r =(ex+af ,r, = (ex—af
ifodalarni yuqoridagi tenglikga qo‘yib

T o]

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikni kvadratga oshirib va zaruriy
algebraik almashtirishlarni bajarib

xl yZ
5=l
a b
munosabatni olamiz. Bu yerda 5% =c? - a? belgilash kiritilgan.

2 2

Misol. =+ ’Z—z - j—z =0 konusni qaysi tekislik bilan kesganda

kesimda parabola paydo bo‘ladi?
Yechish. Konus kesimda parabola hosil bo‘lishini ko‘rsatish
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uchun, uni z= Cx+hh#0 tenglama bilan aniglanuvchi tekislik bilan
a

2
%+Z— L
a

b’ - c? ) )

tenglama bilan aniqlanuvchi ikkinchi tartibli chizigni hosil
qilMiz. - e - -
Koordinatalar sistemasini almashtirish yordamida bu tenglamani

hb? ha
2—- — —
y =2 ac(x+2c)

ko‘rinishga keltirsak, uning parabola ekanligini ko‘ramiz.

kesamiz. Natijada kesimda

Darsda yechiladigan misollar

1. (12])." (0,-2,2) (-1,0,0) nuqtalardan va x2+_ yf-zz=o konusni

parabola bo*yicha kesuvchi tekislik tenglamasi t;ml?mz. _

2. ([2))° (0,-2,2) (-1,0,0) nuqtalarda.n vax'+y'-z _=0 konusni
ellips bo*yicha kesib o‘tadigan barcha tek1§llk12ar gopllsm. e

3. ([2]) 2x=2y=z to‘g'ri chiziq orqah_ 4x°-y +g2 fO sirtni teng
tomonli giperbola bo‘yicha kesuvchi tekislik o.‘tl.(alesm.

4. (2 x°+22%-2x=0 sirtning z-y=0 tekislikka par'fxllel e
tekisliklar bilan kesishishidan hosil bo‘lgan parabolalarning o‘qlari

i tekislik tenglamasi tuzilsin. .
yotu‘5“.:}“(‘[2]) : Ell%ptik paraboloidni aylanalar bo.‘yic‘ha ‘kCSU'VC.hl,
o‘zgarmas radiusli sferalar markazlarinipg geometrik o‘rni to_pﬂsm.

6. ([2])' (0,1,1) nuqtadan o‘tgan silindr o‘zaro per_pt_:nczilkglar
tekisliklarda doiraviy kesimlarga ega. Bu kesimlardgn bl.l’l Xty -1=0,
z=0 tenglamalar bilan aniqlanadi. Silindr t.englamaSI lUZIISII.I. A

7. (2D ¥ +y’ +42°-1=0 ellipsoid bilan xjky+z=0 tgklsl.nkmng
kesishishidan hosil bo‘lgan ellips yarim o‘qlarning uzunliklari
topllts;‘.m (2]} =0 tekislik 2y”+2-2x=0 paraboloidni aylana boyicha
kesishishini isbotlan% va bu aylana radiusini t0p|qg. )

9. ([21) X’ +2y*+2’ +4xy-2xz-4yz+2x-6z=0, x-z=0 parabolaning
parametri topilsin. b

10. (12))" Ax +BY+Cz+D=0 (4’+B'+C*=1) tekislik bilan %+
a

{ ‘: =1 ellipsoidning kesishishidan hosil bo‘lgan chizigning affin
turini aniglang.

1. ([2])° :—j+:—: - z—: =0 konusni teng tomonli giperbolaga
bo'yicha kesuvchi tekisliklar topilsin.

12. ([2])" Ikkinchi tartibli ikkita sirtning kesimi ikkinchi tartibli
chiziglarini o‘z ichiga olsa, bu ikkala sirt uchun umumiy bo‘lgan
qolgan nuqtalar to‘plami (agar u bo‘sh bo‘lmasa) ham ikkinchi tartibli
chiziq bo‘lishi isbotlansin.

13. ([2])" Ikkinchi tartibli ikki chiziq orqali ikkinchi tartibli sirtni
0‘tkazish uchun bu chiziglar ikkita umumiy nuqtaga ega bo‘lishi zarur
va yetarli (umumiy nugqtalar xos va xosmas, haqigiy yoki mavhum,
turli va ustma-ust tushuvchi bo*lishi mumkin).

14. ({2])" Ikkinchi tartibli uchta chiziq tekisliklari umumiy to‘g‘ri
chizigqa ega bo‘Ilmasin. Bu tekisliklar juft-jufti bilan ikkita umumiy
nuqtaga ega bo‘lsin va bu nuqtalarning hech biri bir vaqtda uchchala
chiziqqa tegishli bo‘Imasin. Bu uchta chiziq orqali ikkinchi tartibli sirt
0‘tkazish mumkinligi va uning yagonaligi isbot gilinsin.

15. ([2])’ Ikkinchi tartibli ikkita sirt bosh o‘qlarining parallel
bo‘lishi uchun bu sirtlar tenglamalariga tegishli bo‘lgan kvadratik
forma matritsalar o‘rin almashinuvchi bo‘lishi zarur va yetarlidir.

16. ([2]) Elliptik paraboloidning ikkita o‘zaro perpendikular
diametrial kesimlarining parametrlariga teskari bo‘lgan sonlar
ylg'indisi berilgan paraboloid uchun o‘zgarmas ekanligi ko‘rsatilsin.

17. ([2))" Har biridan o‘zaro perpendikular bo‘lgan yasovchilari
0'tadigan bir pallali giperboloid nugqtalarining geometrik o‘rni
aniglansin. Shu geometrik o‘rin nuqtalarida o‘tkazilgan urinma
tekisliklarga parallel bo‘lgan tekisliklar bir pallali giperboloidni
qanday egri chiziq bo‘yicha kesadi?

Test namunalari

1. Ikkinchi tartibli konusni tekislik bilan kesganda nuqta paydo
bo*lishi mumkinmi?
a) ha
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b) yo'q _
¢) To‘g‘ri javob berilmagan
d) bilmayman : .
2. Ikkinchi tartibli konusni tekislik bilan kesganda kesishuvchi
to‘g‘ri chiziglar paydo bo‘lishi mumkinmi?
a) ha
b) yo‘q .
c) To‘g'ri javob berilmagan
d) bilmayman
3. é*%’i =0 tenglama bilan berilgan konusni qaysi tekislik
a c
bilan kesganda ellips paydo bo‘ladi?
a) z=2
b) z=0
C) x=a
d) y=a
4. f-,+{;—§=o tenglama bilan berilgan konusni qaysi tekislik
a c
bilan kesganda giperbola paydo bo‘ladi?
a) x=a
b) y=0
c) z
d) ==
5. ’—:-»i;-i =0tenglama bilan berilgan konusni qaysi tekislik
a c
bilan kesganda nuqta paydo bo‘ladi?

6. S+ :_ ~# _otenglama bilan berilgan konusni qaysi tekislik
c .
bilan kesganda ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq paydo bo‘ladi?
a) x=a
b) y=0
c) z=0
d) z=2 . .
7. Giperbola quyidagi sirtning kesimidir:
124

a) konus, bir pallali giperboloid
b) konus, ellipsoid
c) bir pallali giperboloid, elliptik paraboloid
d) doiraviy silind, konus
8. Parabola quyidagi sirtning kesimidir:
a) konus, elliptik paraboloid
b) konus, ellipsoid
c) bir pallali giperboloid, elliptik paraboloid
d) doiraviy silind, konus
9. Ellips quyidagi sirtning kesimidir:
a) konus, ellipsoid
b) Silind, giperbolik paraboloid
¢) Konus, parabolik silindr
d) Parabolik silindr, ellipsoid
10.Ikkinchi tartibli konusni tekislik bilan kesganda parabola
paydo bo‘lishi mumkinmi?
a) ha
b) yo‘q
¢) To'g'ri javob berilmagan
d) bilmayman
11.Ikkinchi tartibli konusni tekislik bilan kesganda giperbola
paydo bo‘lishi mumkinmi?
a) ha
b) yo‘q
¢) To‘g'ri javob berilmagan
d) bilmayman
12.Ikkinchi tartibli konusni tekislik bilan kesganda ellips paydo
bo*lishi mumkinmi?
a) ha
b) yo'q
¢) To'g'ri javob berilmagan
d) bilmayman
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9-§. Ikkinchi tartibli chiziqlarning qutb koordinata sistemasidagi
tenglamalari

Reja:

1. Parabola, ellips va giperbolaning ba’zi koordinatalar
sistemasidagi tenglamalari

2 Qutb koordinatalardagi tenglalamalar

a. Parabola

b. Ellips

c Giperbola

Koordinata boshi chizigning uchida bo ‘Igan hol:
a) Ellips kanonik ko ‘rinishdagi
x2 yZ
-a—z + —b—z' =1 (l )
tenglama bilan berilgan bo‘lsa,
X=x+a, Y=y (2)
almashtirish bajarsak, yangi O'x’y’ koordinatalar boshi ellipsning

chap (—a,0) uchida joylashadi va (1) tenglama

(x-a)

BN ¢
ko‘rinishga keladi. Bu tenglamani

Yy =2px +qx’ )

ko‘rinishda yozib olamiz.

N

2 2
Buyerda p=—, g=—— =€’ —1 bolib, ~1< g <0 munosabat
a a
bajariladi. Agar giperbolaning
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tenglamasida

X=x-a,y=y (6)
almashtirish bajarsak, tenglama
yi=apdegdt (%)
ko‘rinishda bo‘lib, koeffitsiyentlar uchun
2 2
=—=e"-1>0 =—
a’ vl a

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Agar (*) tenglamada g =0 bo‘lsa,
parabola tenglamasini hosil qilamiz.

Demak, giperbolalar, ellipslar va parabolalar tenglamalarini ( "‘)
ko‘rinishda yozish mumkin.

QUTB KOORDINATA SISTEMASIDAGI TENGLAMALAR?
a) Parabola

2
Y =2px
: kan.opik tenglama bilan berilgan bo‘lsa, qutbni parabola fokusiga
joylashtirib, qutb o*qi sifatida abssissa o‘qini olib, parabola
tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida yozaylik.

£ o
f -
e
Agar biz

"7 [1,78-79 pp]
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p =
’\j =X 2 > ,V' =)
almashtirishlar bajarsak
X =rcosg, ) =rsing
tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda r, ¢ nuqtaning qutb
koordinatalari bo‘lib, agar nuqta parabolaga tegishli bo‘lsa, » uning
fokal radiusiga tengdir.

Biz x——g =rcos¢ tenglikda r ning nuqtadan direktrisagacha

bo‘lgan masofaga tengligini hisobga olib, r = x + —g ifodani

yuqoridagi tenglikka qo‘ysak,
L P
1—-cos¢
munosabatni hosil qilamiz. Bu munosabat parabolaning qutb

M (xy)
v

koordinatalar sistemasidagi tenglamasidir.

b) Ellipsning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasini
keltirib chigaramiz. Buning uchun qutbni ellipsning chap fokusiga
joylashtirib, abssissa o‘qini qutb o‘qi sifatida olamiz.
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Ellipsning

2 2

X y=1

T P

a
kanonik tenglamasini qutb koordinatalar sistemasiga o‘tkazish
uchun

[x'=x+¢

iy' il d
almashtirishlar yordamida yangi O'x'y' dekart koordinatlar
sistemasini kiritamiz. Bu koordinatalar sistemasi va qutb koordinatalar
orasidagi bog‘lanish boshi ;
X =rcosg,  =rsing
formulalar yordamida beriladi. Ellipsning M nugtasi uchun chap
fokal radius uning qutb radiusiga tengligidan foydalanib
MF =r=ex+a
tenglikni yozamiz. Bu tenglikdagi r = ex + a ifodani
x+c=rcos¢
tenglikka qo‘ysak
gadanl ol
1-ecos¢

tenglamani hosil qilamiz. Bu yerda
2

=—=a—ec
a
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tenglikdan foydalandik.
s) Giperbola tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida yozish
uchun uning har qismi uchun mos ravishda qutb koordinatalar
sistemasi kiritamiz. Uning o‘ng qismi uchun qutb boshini
giperbolaning o‘ng fokusiga joylashtiramiz va absissa o‘qini qutb o‘qi
sifatida olamiz.
Q"k\ A~V

el
o "
[ 2 x

/,;;;f’ N

Giperbola nugtasi uchun qutb radiusi » uning o‘ng fokal
radiusiga teng bo‘lganligi uchun
r=ex—a

ifodani hosil gilamiz.

Biz bilamizki, agar dekart O'x’y/ koordinatalar sistemasi uchun
qutb boshi koordinata boshida joylashgan va qutb o‘qi Ox' abssisa
0“qi bilan ustma-ust tushsa, qutb koordinatalar sistemasi vaO'x’y/
koordinatalar sistemasi orasidagi bog‘lanish

X =rcos¢g
y =rsing
formulalar yordamida beriladi.

Bu yangi Oxy’ koordinatalar sistemasi va giperbola tenglamasi
berilgan Oxy koordinatalar sistemasi orasidagi bog‘lanish esa

¥=x-c
Y=y
ko‘rinishda bo‘ladi. Biz bu tengliklarning birinchisidan
foydalanib,
x—c=rcos¢
tenglikni hosil qilamiz. Yugqoridagi » = ex—a ifodani bu
tenglikga qo‘ysak,
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Sl
l1—ecos¢
tenglamani hosil gilamiz. Bu yerda

b° c“-a
p=—= =ec—a
) a a
tenglikdan foydalandik.
7‘@% A y
N
I\ \
' g O~

. Biz giperbola chap shoxining tenglamasini qutb koordinatalar
SIste'masida yozish uchun qutb boshini chap fokusga joylashtiramiz va
abssissa o‘qini qarama-qarshi yo‘nalish bilan qutb o‘qi sifatida
olamiz. Biz agar

X =-x-c

y=y
" formulalar bilan yangi dekart koordinatalar sistemasi kiritsak,ular
uchun

X' =rcosg
Y =rsing
formulalar o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda qurb radius chap fokal
radiusga teng bo‘lganligi uchun
r=—ex—a
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdagi » ning ifodasini yuqoridagi
formulardan kelib chiqadiagan
—X—C=rcos¢
tenglikka qo‘yib
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. 1-ecosg
tenglamani hosil gilamiz.

Bu yerda ham

tenglik o‘rinlidir.
Demak, qutb koordinatal

» U ar sistemasid i
har qanday ikkinchi tartib g a mos ravishda tan]

R an
z1q tenglamasini Bdda

r= p
. . 1—-ecosg
ko‘rinishda yozish mumkin ekan. Bu tenglama e = | bo‘lsa,

parabola, e <1 bo‘lganda ellj i : i
. ps va nihoyat e>1 bo Iganda giperbola

Masala yechish namunasi

I-misol. Agar F'M-

FM masofani PR i
fokuslar orasidagi maso aning absolyut kattaligi 2 a=40sm,

fa 2c=50sm bo‘lsa, giperbola mavhum yarim
132

o‘qining uzunligi b ni toping. Giperbolaning kanonik tenglamasini
tuzing.
Yechish: Berilganlarga ko‘ra a=20sm va c=25sm.

b =c*-a’, b=c'—a* =25" 20" = J/625-400 = V225 =15
sm
Demak, mavhum yarim o‘qning uzunligi 15sm ga teng yekan.
Giperbolaning kanonik tenglamasi formulasi - (23) ga @ vab
larning giymatlarini qo‘yamiz:

dan iborat yekan.
2-misol. Agar giperbola haqigiy o‘qining uzunligi 8sm. ga,
mavhum o‘qining uzunligi yesa 4sm. ga teng bo‘lsa, F, va F, fokuslari
absissalar o‘qi OX da yotgan giperbolaning tenglamasini tuzing.
Yechish: Shartga ko‘ra 2a=8 sm va 2b=4 sm. Bulardan a=4 sm
va b= 2 sm. Ushbu giymatlarni giperbolaning tenglamasi- (23) ga
qo‘yamiz va uni soddalashtirib, izlangan tenglamani hosil qilamiz:

xl y2 x! xl 1 xJ yl

ayyE s o A

P NI Y T Sy
2 2
3-misol. Giperbola %— ';—4 =1 tenglama bilan berilgan. Uning

yekssentrisitetini toping va asimptotalarining tenglamasini tuzing.
Yechish: Masalaning shartiga ko‘ra a’=25, b’=24. Bulardan a

=5, b=+/24 . Giperbola yekssentrisitetining formulasi — (25) dan
foydalanamiz:
Va'+b' _J25+24 Va9 7

a 5 5 5

Demak, yekssentrisiteti ye=1,4 ga teng ekan. Endi berilgan

qiymatlarni (27) ga qo‘yib, giperbolaning asimptotalarining
tenglamasini tuzamiz:

y=i£xc:>y=i—\/:_4x<:y=:t—2\S[ x.
a
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4 — misol. Giperbola ;-f-;’-; =1 tenglama bilan berilgan bo‘lsa,
uning direktrisalarini toping.

Yechish: Masala shartida a’=64 va b’=36 parametrlar berilgan.

Ulardan a=8 va b=6 dir. Giperbola direktrisalarining formulasi
x= ig dan ye, ya’ni yekssentrisitetni topamiz;

_Va'+p? _V64+36 V100 _10_s

a 8 8 4’
Hosil gilingan giymatdan foydalanib, giperbolaning
direktrisalarini topamiz:

e

x=:t£<:>x=i£c>x=:t3—2- éxku x=16,4.
e 5 5

4
Demak, giperbolaning direktrisalari x = 16,4 dan iborat yekan.

Mustagqil yechish uchun masalalar

1. ([2]) Qutb koordinatalari quyidagi giymatlarga ega bo‘lgan
nugqtalar yasalsin:

5 e sl % 25
G @D G, 053 @55,
n n n

6m. 63, (Ji,—zx 2.

2. ([2]) Tomoni a ga teng bo‘lgan muntazam oltiburchak
uchlarining qutb koordinatalari aniglansin; oltiburchakning uchlaridan
biri qutb, shu uchidan o°tgan tomoni qutb o‘qi deb olinsin.

3. ([2]) Berilgan ikki nuqta orasidagi masofa hisoblansin:

D a3 va 0l

) cad vaneh

1in T
3) E(3,W) va F(4,;).

4.([2]) Qutb koordinatalar sistemasida A(8;—23—") B(6;§) nuqtalar

berilgan. 48 kesma o‘rtasining koordinatalari topilsin.
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5.(2D) A(s;%”) nuqta berilgan. 1) 4 nuqtaga qutbga nisbatan
simmetrik bo‘lgan 2 nuqta; 2) 4 nuqtaga qutb o‘qiga nisbatan
simmetrik bo‘lgan ¢ nuqta topilsin.

6. ([2]) A(Z;%). 3(3;4?“),C(1;37"),D(5;1:),E(S,O) nuqtalar berilgan. Qutb

0‘qi qutb atrofida 37;-‘- burchakka musbat yo’nalishda burilsa, bu
nuqtalarning koordinatalari aniqlansin. \ .
7. ([2]) Uchlaridan biri qutbda bo‘lgan, qolgan ikki uchi
@5, nuqtalarda joylashgan uchburchak yuzi hisoblansin.
97718 [ .
8.([2]) Qutb koordinatalari bilan berilgan

A(Z;g), B(Ji;:’T").C(S;—’Zi). D(3-,—%), nuqtalarning to‘g‘ri burchakli
koordinatalari topilsin; bunda abssissalar o‘qi qv:nb 0‘qi bilan,
koordinatalar boshi qutb bilan ustma-ust tusha.dl. .
9. ([2]) To'g’ri burchakli koordinatala.ri bllan.ben.lg:.m
A(-L1),B(0:2),C(50) nuqtalarning qutb koordinatalari topilsin. ‘
10. ([2]) » nuqtaning dekart koordinatalari x=8 y=-6 bo‘lsa,
uning qutb koordinatalari topilsin.

11. ([2]) Qutb koordinatalar bilan berilgan M(IO;%), nuqtaning

dekart koordinatalari topilsin. Bu yerda qutb o‘qi 0x o‘qiga parallel
bo‘lib, qutb 0(2;3) nuqtada joylashgan. : N

12. ([2]) Qutb sifatida O(3;5) nuqtani olib, qutb o‘qini Oy o‘qining
musbat yo’nalishiga parallel qilib yo’naltirib, a,(9:-1),M,(5:5-2/3)
nuqtalarning qutb koordinatalari topilsin.

Test namunalari

1. Giperbolaning fokuslari orasidagi masofa 8 ga, LA
direktrisalari orasidagi masofa 6 ga teng bo‘lsa, uning yarim o‘qlarini
aniglang.

qa) v a=23, b=2

b) a=2, b=2

c) a=23,5=43

d) a=43, b=2
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2.  Ekssentrisiteti e=2 bo‘lgan giperbolani i i
orasidagi burchakni toping. B ERSTR R e

a) a=120°

b) a=9%"

c) a=45

d) a=30

3 AT e . koo i
el giperbolaning fokuslarini toping.

a)  F(-17,0), £017,0)
b)  F(-17,0), F(0,-17)
c) F(0,-17), F,(0,17)
d)  E150), £150

< yz % .
e giperbolaning M,(x,,y,)nugtadagi urinma
tenglamasini ko‘rsating.
a) X _Wo

a ¥
z= =
B, e
2 &
C) a;‘o + ybzyo =0
d) Do _ W _
a b
5 ¥ _¥ | giperbolani i i
o 2y eipe laning asimptotalari tenglamalarini
ko‘rsating.
a) y=i£x
a
b) y= +<x
a
be

c) y=t—x
a

d) y=igx
e

6. »*=6x parabolaning direktrisasi tenglamasini toping.
a) x+1.5=0

b) x-15=0
c) x+12=0
d) x=12=0
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% y* =2px parabolaga M,(x,y,) nuqtasidagi urinmasining
tenglamasi:

a)  w=plxtx)
b)  y-n=pE-x)

C)  y+y=pEtx)

d) Wo = pPlx—X,)

8. Quyidagi nuqtalardan qaysi biri y* =8x tenglama bilan

berilgan parabolaga tegishli?

a) A2

b) B(4,2)

c) M(-2,~4)

d) P(-2,4)

9. £ +y*—6x=0 tenglama bilan berilgan aylananing markazi §

va radiusi rni toping.

a) S$3,0), r=3

b) 5(0,3), r=4

c) 5(=3,0), r=2

d) S(3,0), r=2

10.  Quyidagi nuqtalardan qaysi biri ' +y*-1=0 tenglama bilan

berilgan aylanaga tegishli';’

a)  S(-10)

b) 7(3,0)

c) R(3,1)

d)  v=20

10-§. Chiziglarning _
asosiy elementlari: shakli, o‘lchamlari, simmetriya o‘glari

Reja:
1Chiziglarning invariantlari

2.Chiziglarning asosiy elementlari: shakli, o‘lchamlari
3.Chiziglarning asosiy elementlari: simmetriya o‘qlari

Ikkinchi tartibli chizigning umumiy tenglamasi odatda quyidagi
ko‘rinishlardan birida yoziladi:
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Ax* + 2By + Cy* +2Dx+ 2By + F = () (1)
a,x* +2a,,xy + ay,y* +2a,x+ 2a,y+a=0 1)
a,x* +2a,% +a,,y’ +2a,x+2a,,y+a,, =0 1)

(1)  ko‘rinishdagi tenglama quyidagi chiziglarning birini
aniqlaydi:

>
X%, Y? 3
a—x+ b_l =1 C“lpS,
Xx:.r
22 3= mavhum ellips,
2 2 . . . .
12 Y_2 o ikkita mavhum kesishuvchi to‘g‘ri
< bz chiziq,
> Y g
= 52! giperbola,
X r
& & 0 . !(esishadigan ikkita mavhum to‘g‘ri
chiziq,
Y?=2pX parabola,

X*=d', a#0 ikkita parallel to‘g‘ri chizig,

X*=-a’, a#0 ikkita mavhum parallel to* g‘ri chiziq,
X*=0 ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziq.
Ushbu

fafo o (2)

a4 ap,
Ky=l|a, a, a, (3)

a3, Ay, a,,
l,=a, +a, (C))

ifodalar to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasini boshqa to‘g‘ri
burchakli koordinatalar sistemasiga almashtirishga nisbatan ikkinchi
tartibli chizigning invariantlari deyiladi, bu yerda a, =a,, deb
hisoblanadi.
Bu esa quyidagini bildiradi: agar biror to*g‘ri burchakli
koordinatalar sistemasida ikkinchi tartibli chiziq
a,x" +2a,xy+a,y* +2a,x+2a,y+a=0
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tenglama bilan va boshqa to‘g‘ri to‘g‘ri burchakli koordinatalar
sistemasida shu chiziq
d, x*+2d, X y'+ad,, y*+2d' | xX+2d, y'+d'=0
tenglama bilan berilsa, u holda:

a,, a a,,' a

1" 12| _ |9 12 A k. afy '
I,=| fo ‘I ' 1a I, =a,+ay=a,+ay’,

21 22

a4y
a, a, a| la,' a, a
K,=la,, a,, a=la;' a,,' a,.
a a,. al| |a' a' a
a
1,=0, K, =0 bo‘lgan holda, ushbu «, = +|‘:” a’

(aytilgan ma’noda) invariant bo‘ladi va u seminvariant deyiladi.
M —IA+1,=0 (6)
tenglama xarakteristik tenglama's deyiladi. Uning A,, A, ildizlari
doimo hagqiqiy.

Hagiqatan (6) kvadrat tenglamaning diskreminanti D= I -4/,
ga teng bo‘lib, bu ifodani ikkinchi tartibli chiziq tenglamasidagi
koeffitsiyentlar orgali ifodalasak , D=(q,, - a,, )z +a}, 20 munosabat
bajariladi.

Ikkinchi tartibli chiziglarni uch guruhga ajratish mumkin.

Birinchi guruhga yagona simmetriya markaziga ega bo‘lgan
chiziglar kiradi, ular: ellips, mavhum ellips, kesishadigan ikki
mavhum to‘g‘ri chiziq, giperbola va kesishadigan ikki to‘g‘ri chiziq.

Ikkinchi tartibli chiziq yagona markazga ega (ya’ni I guruhga
tegishli) bo‘lishi uchun 7, # 0 shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Ikkinchi guruhga simmetriya markaziga ega bo‘lmagan
chiziglarni, ya’ni parabolani kiritamiz. Chizigning parabola bo‘lishi
uchun ushbu 1, =0, K, # 0 shart bajarilishi zarur va yetarlidir.

Uchinchi guruhga simmetriya markazlari to‘g‘ri chizigni
tashkil etadigan chiziglarni kiritamiz, ular: ikkita parallel to‘g‘ri
chiziq, ikkita mavhum parallel to‘g‘ri chizig, ustma-ust tushadigan
Ikkita to'g‘ri chiziq, ikkinchi tartibli chizigning simmetriya markazlari
to'g'ri chizigni tashkil etadigan bo‘lishi uchun 7,=0,K,=0 shart
bajarilishi zarur va yetarlidir.

a, a

ifoda ham

a,

UM ELT|
139




CHIZIQLARNING ~ ASOSIY  ELEMENTLARI: SHA KLI,
O'LCHAMLARI

To'g'ri burchakli koordinatalar sistemasini almashtirish
natijasida I guruh chiziglarining tenglamasini

A,x? +Aly’+%=0 7
2
II guruh chiziglarining tenglamasini
K
Ix*+2 |-=2y=0 8
L 8 (8)
IIT guruh chiziglarining tenglamasini
Ix* + % =0 (%)

ko‘rinishga keltirish mumkin.

Ikkinchi tartibli chiziglaming mos guruhlarga tegishli
bo‘lishining zaruriy va yetarli alomatlari invariantlar orasidagi
munosabatlar bilan quyidagicha ifodalanadi:

1. Ellips 7,>0, 1k, <0,

Mavhum ellips 7, >0, 1,K, >0,

Kesishadigan ikki mavhum to‘g‘ri chiziq 7, >0, K,=0,

Giperbola 7, <0, K, =0,

Kesishadigan ikki to‘g‘ri chiziq 7, <0, k, =0.

2. Parabola 7, =0, K, #0.

3. Ikki parallel to‘g‘ri chiziq

Ikki mavhum parallel to‘g‘ri chiziq 7, =0, k, =0, K, >0,
Ustma-ust tushadigan to‘g‘ri chiziq 7, =0, &, =0, K, =0.

Yugqorida yozilgan ma’lumotlar 1- jadvalda berilgan.

Ellips yoki giperbolaning boshlang‘ich koordinatalar

sistemasiga nisbatan joylashishi quyidagicha aniqlanadi:
Yangi koordinatalar sistemasining boshi
[ a,x+a,y+a =0
ia::x+a,j+a: =0 (10)
sistemaning yechish natijasida topiladi.
Yangi 0'x o‘qning burchak koeffitsiyenti (a,, # 0 holda)

140

ko L2 i (11)

ay ; X
formuladan topiladi, bu yerda A, son xarakteristik tenglamaning
yechimi bo‘lib, A,x* +3,¥? +%=o tenglamadagi X* oldidagi
koeffitsiyentdir. 21 )
Agar chiziq ellips bo‘lib A, xarakteristik tenglamaning absolut
qiymati jihatdan kichik ildizi bo‘lsa, = "—';—"L' formula ellips katta
0*qining burchak koeffitsiyentini aniglaydi. i .
Agar chiziq giperbola bo‘lib, %, xarakteristik tenglamaning X,
A4y (a,#0) formula
a,
giperbola haqiqiy o‘qining burchak koefﬁtsiyentini. ifodal.aydi. -
Agar parabolaning uchi, parametri va o0°qi bf)‘ylcha botnq}nk
tomoniga yo‘nalgan vektor ma’lum bo‘lsa, pa}rabolamng boshlang‘ich
sistemaga nisbatan joylashishi ma’lum bo‘lad.n. .
Parabola uchi parabola o‘qi tenglamasi b}lan parabol‘a o
tenglamasini birgalikda yechish natijasida, ya’ni parabola o‘qining

bilan bir xil ishorali ildizi bo‘lsa, u holda: k=

a,a +a,a,
a,,x+auy+'—'af:—:’-—’—0 (12)
yoki
a,,a, +a,a, _
a,,x+a,,y+—’ﬁ—‘—-0 . s
tenglamasini parabola tenglamasi bilan birga yechib topiladi.

[rn an'_rn "u} (13)

i a a, a a '
sonlardan iborat vektor parabola o‘qiga'parallel bo‘lib, botiqlik

tomoniga yo‘nalgan. Parabolaning parametri

p=\-13 (14)

formuladan aniglanadi. Lo '

Agar ikkinchi tartibli chiziq ikkita to‘g*ri ?hlzxqqa a;ra!sg., bu
to'g'ri chiziglar tenglamalarini tuzish uchup cl?mq ten.glamasm!n.g_
¢hap tomonini chizigli ko‘paytuvchilarga ajratib, ularning har birini
nolga tenglashtiriladi.
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CHIZIQLARNING ASOSIY ELEMENTLARI: SIMMETRIYA
O‘QLARI

Ikkinchi tartibli chiziq metrikasi 8188, bilan aniglangan
affin koordinatalar sistemasiga nisbatan berilgan bo‘lsin. U holda
berilgan affin sistemasini ikkinchi affin sistemaga almashtirishga

nisbatan ikkinchi tartibli chiziq invariantlari quyidagi ifodalar bilan
aniglanadi:

lla, a,
hes 15
il a, a, (15)
1 ay a; a
K, = GI%n % 4 (16)
a a a
I, =__1_(a“ 8u| |81 @ ) a17)
Glla;, g lgn ay

bu yerda

G=g,8:- gnz .
K,-invariant affin sistemada quyidagi ko‘rinishga ega:

a, 8. @
Kz:i 1 8n ayf | (19)
G
a 0 a

Affin sistemasida kanonik tenglamalarining koeffitsiyentlari
invariantlar orqali xuddi to‘g‘ri burchakli sistemadagidek ifodalanadi.

Ellips va giperbolaning affin sistemaga nisbatan joylashishi
quyidagicha  aniglanadi: = markazining  koordinatalari (10)
tenglamalardan topiladi. Yangi 0'x o‘qining burchak koeffitsiyenti

g, a,; a
€2 4 a,

0 a a

k=_§“t‘g—zl (20)
yoki
k=gzl}‘|"'az| (21)
@y —8nh,

formuladan topiladi; bu yerda A, -xarakteristik tenglamaning
yechimi va u X* oldidagi koeffitsiyentdir.
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Tasdiq. '*Agar x=0 ikkinchi tartibli chiziqnipg si.mmeFriy.a o‘qi
bo‘lsa, u holda ikkinchi tartibli chiziq bu to‘g‘ri.chl.zxqm o‘z ichiga
oladi yoki uning tenglamasi x ning birinchi tartib bilan qatnashgan
hadni o‘z ichiga olmaydi. - " ‘

Isbot. Ikkinchi tartibli chizigning SImmetnya.o qi x=0 bo .lsa, u
holda (x,y) va (-x,y) nuqtalar bu chiziq tenglamasini qanoatlanur_adn.
Va bu mulohaza ikkinchi tartibli chizigning barcha (x,y) nugqtalari
uchun o‘rinlidir. Bundan

@x" +apy’ +2a,y+8, =0, 8 + 3 x =0
Munosabatlarni olamiz. Bu esa ikkinchi tarfl.bh -chlz!q. .
tenglamasi berilgan munosabatlardan birinchi yoki ikkinchisi bilan
aniqlanishini anglatadi va qolgan barcha koffitsentlar r}olgan teng.
Parabolaning joylashishi xuddi to‘g‘ri burchalfh koordmata[ar
sistemasi bilan ish ko‘rgandek aniglanadi, faqat o‘qning tenglamasi
idagi
e £119,,a; — 812(a,,a, + ajlal)+ 82d@ _ (22)
i 8110y, — 28128, + €124y

yoki
81192,0; — £,2(0,0, +31,G,) + £5,8,,9, _ 0 (23)
81102~ 28128, + €224,

ayx+aypy+
ko‘rinishda bo‘ladi.
Masala yechish namunasi
1-misol. Quyidagi tenglama bilan berilgan chizigning turi va

joylashishi aniqlansin.
~ 6xy+8y* —12x—26y +11=0

0 3 i
I, =|3 1:—9<0,

demak-bu chizig-birinchi guruhga tegishli;

o 3 -
K,=|3 8 -13=8120;
6 —13 11

chiziq giperboladan iborat;

Yechish.

it )
{1.,3.3.21 proposition] 48




D,

7 \\ s
21-chizma
1,=0+8=8.
Chizigning xarakteristik tenglamasi:

A -8.-9=0.

Xarakteristik tenglamaning yechimlari:
A =9 4,=-1
Almashtirishdan so’ng tenglama ox? -y? + 8—; =0 ko’rinishga
keladi.

Kanonik tenglamasi esa:

Markazi quyidagi
[3y-6=0,
13x+ 8y-13=0
tenglamalardan topiladi. 0(-1.2)- nuqta chiziq markazi. o' x
o’qning burchak koeffitsiyenti = % =3;
Bu ma’lumotlardan foydalanib, giperbolani chizish mumkin(21-
chizma).
2-misol. Quyidagi
6xy+8y —12x—26y+11=0

Chizigning tenglamasini kanonik shaklga o’tkazuvchi
koordinatalar sistemasini almashtirish formulalari topilsin. |
Yechish. Giperbola markazi 0'(-1,2) nuqtada o' X o’qning

burchak koeffitsiyenti 3 ga teng, demak:

1 3 3e.
cosp = _ﬁ' smne= _l\/—'-é_' ’
Natijada almashtirish formulalari quyidagicha bo’ladi:
_x=3y .. _3x+y
X= 7 -1 Y= er+2,
bundan
X=x-3y-—5. y=—3x+y—5
Jio Jio
kelib chiqgadi.
3-misol. Quyidagi

6xy+8y* —12x—26y+11=0
chizigning kanonik koordinatalar sistemasidagi fokuslarining
koordinatalari va direktrisa tenglamalari topilsin.
Yechish. Kanonik koordinatalar sistemada chiziq fokuslarining
koordinatalari quyidagicha
Xp = -J10; ya=0
Xp2 = ‘/ﬁ; Yer =0,
boshlang’ich sistemada esa: x;, =-2, y, =-1 x,, =0,y;, =5.
Kanonik sistemada direktrisalari tenglamalari

1 [
.r-tﬁ, ‘
boshlang’ich sistemada esa:
x+3y-5 =1L~
V10 Jio’
yoki x+4y—-4=0, x4+3y-6=

4-misol. Quyidagi
x—4xy+4y? +4x-3y-7=0

0 ko’rinishda bo’ladi. }
chizigning shakli va joylashishi aniqlansin: ’
|

Yechish.
: J, <2 3
1= we, Bl w =22
2 4 2| s
3 =t ey
2
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Demak, berilgan chizig-parabola; 7,=1+4=5.
O - i : 0 sl
Parametri L ey Kanonik tenglamasi: y ng.

132
0O’qgining tenglamasi: x—2y—T42=0
yoki
x=-2y+1=0.

Parabola uchining koordinatalarini topish uchun tenglamalar:

[x=2y+1=0

x'—4xy+4y* +4x-3y-7=0;

[x=2y=-1

(x-2y) +4x-3y-7=0,

fx-2y+l=0

'141-3y-6=o.

Natijada, parabola uchi 0'(3,2) nuqtada, botiglik tomoniga

" NPy AR S— #
/ 22-chizrna\
X

yo’nalgan o’q vektori esa
QT2 f%, : _EF PRI ST T
ll 2 - 2 2 - ZJ e ’
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koordinatalarga ega (22-chizma). ( X =5 bo’lganda v =+1 teng
ckanini bilish foydali).
5-misol. Quyidagi
X —4xy+4y’ +4x-3y-7=0
chizigning fokusi va direktrisasi topilsin (4-misolga garang).
Berilgan chiziq parametri p= ﬁ; ga teng parabolani

ifodalaydi. Parabola uchi ¢'(3,2) nuqtada. Parabola o’qining musbat
yo’'nalishi (-2,-1) vektor bilan aniqlanadi. 0x va 0'x o’qlar orasidagi
burchakni ¢ desak:

2 4 1
cosw=—ﬁ, sm¢=—ﬁ;

Demak almashtirish formulalari:

P> 43 40, y_—,\'-zr+2
J5 . NG
bundan
—-2x—-y+8 x-2y+1
X=22r2T 0 Y=g
NG V5
Kanonik sistemada fokus koordinatalari:
1
X=—=, ¥Y=0,
45

boshlang’ich sistemada esa:
x=29; y=195
kanonik sistemada direktrisa tenglamasi: x = -4—‘%
boshlang’ich sistemada esa:
~2x~y+8 | .
=- oki 8x+4y-33=0
5 as Y »

6-misol. Quyidagi
X =5xy+4y* +x+2y-2=0
tenglama bilan aniqlagan chizigning turi va joylashishi aniqlansin.

Yechish.
P, it 9
I, = 5 =-=<0
Z 4 4
2

chiziq birinchi guruhga tegishli.
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— N | -

chizig-kesishadigan ikkita to’g’ri chiziqdan iborat. Tenglamani
ikkita chiziqli ko’paytuvchilarga ajratamiz.
P =S5xy+4y’ +x4+2y-2=x" +(=Sy+Dx+4y’+2y-2=

2

2
=x? +(—5y+l)x+(_5‘;+l) +4y? +2y—2—(,-5)2'—+1)

i 2 - P < 2
=(x+ 5)2'+l) +4),,.'_2),_2__25)' 410y+l=(x+ 5;4—])_

2
_(3y—3) =(x+-5y+l+3y—3 x+—5y+l_3y—3 s
2 2 2 2 2

=(x-y-1)(x-4y+2)
bu to’g’ri chiziglar tenglamalari: x—y-1=0; x-4y+2=0 dan
iborat.

Darsda yechiladigan misollar

1.([2])Koordinata boshini sirtning simmetriya markaziga
ko’chirish  yordamida  quyidagi  sirtlarning  tenglamasini
soddalashtiring.
1) x> +2y? +22% + 2xy-2x -4y -4z =0;
2) Y2 +3xp+2yz+ 2 +3x+2y=0;
3) x2+2y? -2 +2x =2y +2z+1=0
2 2

2
2. ([2])kkinchi tartibli sirt %+f—6+%=1 tenglama bilan

berilgan. Bu sirtning M(2, 1, -1) nuqtadan o’tuvchi va bu nuqtada teng
ikkiga bo’linuvchi vatarining tenglamasini yozing.
2

2 2
3. ([2])Ikkinchi tartibli sirt £9—+yT-’7=-1 tenglama bilan

berilgan. Bu sirtga (-6; 2; 6) nuqtada urinuvchi tekislik tenglamasini
yozing.
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2 2 2
4.([2])Ellipsoid % + yT - il— =1 tenglama bilan berilgan. Unining

(-2; 1; -1/2) nugtadagi normali tenglamasini yozing.

5.(12)) Ikkinchi tartibli sirt
2x? +5y% +822 +12)z + 62x + 2xp + 8x + 14y +18z=0  tenglama  bilan
berilgan. Bu sirtning l)x—;—5=§=z_—+5‘ to’g’ri chiziqga; 2)Ox o’qiga;

3)Oy o’qiga; 4)Oz o’qiga parallel vatarlarga qo’shma diametrial
tekisligi tenglamasini yozing.

6. ([2])x* +3z> —6xy+8x+5=0 tenglama bilan berilgan ikkinchi
tartibli sirtning %:%:’T“ to'g'ri chizigdan o’tuvchi diametrial
tekisligi tenglamasini yozing.

7. ([2])Ikinchi tartibli sirtning bitta M(2,0,-1) nuqtasi, markazi
(0,0,-1) vaOxy tekislik bilan kesimi

[x*-4xy-1=0
12:0

malum bo’lsa,uning tenglamasini tuzing.

8.([2]) Ikkinchi tartibli sirtning berilgan tekislik bilan
kesishishidan hosil bo’lgan chiziqni tekshiring

2 2
l)£_+.L_zz =], 4x—3y—122—6=0
9 4

2 2
2)"‘-+!—-+zz-l_ x+4z-4=0.
16 4

9. ([2]){% - % =z paraboloidning 3x+2y-4z=0 tekislikka
parallel bo’lgan to’g’ri chiziqli yasovchilarini toping.

10.([2]) Berilgan M(6,28) nuqtadan o’tuvchi va 591 + %2— - %:— =1
sirtda yotuvchi to’g’ri chiziglami toping.

Mustaqil ishlash uchun masalalar

1. Markazi €(2;) nuqtada bo’lgan ikkita qo’shma diametr
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uchlari 4(51),B(0;3) nuqtadan iborat ellips tenglamasi tuzilsin.

2. Diametri x-2y=0 to’g’ri chizigdan x+y =0 esa uchidagi
urinmasidan iborat bo’lgan hamda 4(0;1) nuqtadan o’tuvchi parabola
tenglamasi tuzilsin.

3. Markazi c(2;) nuqtada, Ox o’qiga 4(3:0) nuqtada urinadigan
va Oy 0’qi uning xosmas (cheksiz uzoq) nuqtasida kesishadigan
giperbolaning asimptotalari topilsin.

4. Uchlari 4(4;2), B(8;2),C(4;5) nuqtalarda bo’lgan 4BC
uchburchak bilan berilgan. Shu uchburchakka tashqi chizilgan
uchburchakning 4 uchidan chigarilgan 4o mediana diametri
bo’ladigan parabola tenglamasi tuzilsin.

5. A40B uchburchak berilgan: 4(8;0),0(0,0), B(0;6) . 0 nuqtadan
o’tadigan, 4B tomoni o’rtasida urinadigan, 04,08 tomonlarni kesib
o’tadigan ikkinchi tartibli chiziq tenglamasi tuzilsin.

6. Parallelogrammning uchta 0(0;0), 4(4;0), 8(2;2). uchi hamda
A va B nuqtalar parallelogrammning qarama-qarshi uchlari ekanligi
ma’lum. Shu parallelogramga ichki chizilgan va parallelogramm
tomonlarining o’rtalarida urinadigan ellips tenglamasi tuzilsin.

7. (3;0) nuqtadan o’tadigan markazi (0;-1) nuqtada bo’lgan
ikkinchi tartibli chiziq berilgan. Bu chiziq 2x-3y+1=0, x+y-5=0
to’g’ri chiziqlarni xosmas nuqtalarda kesib o’tishi ma’lum bo’lsa,
chiziq tenglamasi tuzilsin.

8. (1;1) nuqtadan o’tadigan, Ox o’qni (1;0) nuqta va xosmas
nuqtasida, shuningdek, 0y o’qini (0;1) nuqta bilan xosmas nuqtasida
kesib o’tadigan ikkinchi tartibli chiziq tenglamasi tuzilsin.

9. M(1) nugtadan o’tib, 0x 0’qiga (3;0) nugtada urinadigan
va asimptotasi Oy o’qidan iborat giperbolaning tenglamasi tuzilsin.

10. Asimptotalari x-1=0, 2x—y+1=0 to’g’ri chiziqlardan iborat
bo’lgan va 4x+y+5=0 to’g’ri chiziqqa urinadigan giperbola
tenglamasi tuzilsin.

Test namunalari

1. Quyidagilardan qaysilari ikkinchi tartibli chiziq uchun
invariant?
a) a,+a,

b) aa, +a|12
150

) a,+ay

d) a,+a,+ 35

2.) Qtlxlyid:gil:zrzdan qaysilari ikkinchi tartibli chiziq uchun
invariant?

a) a,a, - alzz

b) a,-ay,

c) a,+ay

d +a,+ 3

3? Qall;yid:gil:?dan qaysilari ikkinchi tartibli chiziq uchun
invariant?

a) a,a,+a 122

b) @, —ay

€) a,+ay

h gaysisi i

2) (gle)’cid;gi{ardan qaysilari ikkinchi tartibli chizid uchun
invariant?

a) aay+aj,

b) a,-a,

C) a,+ay

a,, a,; a,

d) k,=

a,, dy dy

Ay, Gy Gy e
5. Quyidagilardan qaysilari ikkinchi tartibli chizigning
xarakteristik tenglamasini ifodalaydi?
a) N =Ir+1,=0
b) A*~1LA+1,=0
c) A+1A+1,=0
d) A’-1A+1,=0 o ghri?
6. Quyidagi mulohazalarning qayst birt tO
a) Qikl)c,inclfi1 tartibli chiziqninggqxarakterisuk tenglamas!
echimlari haqiqi g
* b) ikkincctlliqtzrtibli chizigning xarakteristik tenglam:
haqiqiy yechimlari mavjud .
¢) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristi
yechimi mavjud bo‘lmasligi mumkin

ining barch?
asining
k te:nglamaSi“ing
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d) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
kompleks yechimlari mavjud

7. Birinchi guruhga qaysi chiziqlar kiritiladi? To‘liq javobni
ko‘rsating!

a) yagona simmetriya markaziga ega bo‘lgan chiziglar

b) ellips, mavhum ellips, giperbola va kesishadigan ikki to*g*ri
chiziq.

c) yagona simmetriya markaziga ega bo‘lmagan chiziglar

d) mavhum ellips, kesishadigan ikki mavhum to‘g‘ri chiziq,
giperbola va kesishadigan ikki to‘g‘ri chiziq.

8. Ikkinchi guruhga qaysi chiziglar kiritiladi? To‘liq javobni
ko‘rsating!

a) yagona simmetriya markaziga ega bo‘lgan chiziqlar

b) ellips, mavhum ellips, giperbola va kesishadigan ikki to‘g‘ri
chiziq.

c) yagona simmetriya markaziga ega bo‘lmagan chiziqlar

d) mavhum ellips, kesishadigan ikki mavhum to‘g"ri chiziq,
giperbola va kesishadigan ikki to‘g‘ri chiziq.

9. Uchinchi guruhga qaysi chiziglar kiritiladi?

a) simmetriya markazlari to‘g‘ri chizigni tashkil etadigan
chiziqlarni kiritiladi

b) ellips, mavhum ellips, giperbola va kesishadigan ikki to‘gri
chiziq.

c) yagona simmetriya markaziga ega bo‘lmagan chiziglar

d) mavhum ellips, kesishadigan ikki mavhum to‘g‘ri chiziq,
giperbola va kesishadigan ikki to‘g‘ri chiziq.

10. Uchinchi guruhga tegishli chiziglarning tenglamasini
ko‘rsating!

K

a) Ix*+-1=0
1

b) l,x‘iZ’--—’y:O.
I,

C) A xt4+Ayt+ L’(l =0
2

~

d) 1< +-£2-=0.
1
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11. Ikkinchi guruhga tegishli chiziglarning tenglamasini
ko‘rsating!
. K
a) Ix'+ 1—’ =0

b) I1x*+2 ’-5’-,»=0.
’x

C) Axt4a,y’ +% =0
d) 1x*+ Binil,
IJ
12. Birinchi guruhga tegishli chiziqlarning tenglamasini
ko‘rsating!

a) Ix? +£=0
1,

b) I1x*+2 ’—Ely=0.
1

C) Axt4n,y? +% =0
2
d) 1x* +% =0.

3

11-§. Chiziqlarning asosiy elementlari asimptotalari,
urinmalari, diametrlari

Reja:
B Ikkinchi tartibli chiziq va to‘gri chiziqning o‘zaro vaziyati
2 Asimpotik yo‘nalish
W Yo‘nalishga qo‘shma diametr
4,

Qo‘shma yo‘nalishlar va bosh yo*nalishlar

IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQ VA TO‘GRI CHIZIQNING
O‘ZARO VAZIYATI

200y
Bizga a,,x> +2ay,xy + ayy® +2a3x + 2a5; y + a33 =0 (1) tenglama
bilan aniqlangan ikkinchi tartibli chiziq va

*[1,110-111 pp )




x=xy+1t

Y=Y+ mi
parametrik tenglamalar yordamida to‘g‘ri chiziq berilgan bo‘lsin.
To'g‘ri chiziq va ikkichi tartibli chizigning kesishish nugtalarini
topish uchun ifodalarni (1) ga qo‘yamiz. Natijada quyidagi

((1"12 + Zalzlm + anmz)z + 2(a| lLTO + an(lyo + mo)"’ an"lyo + aBl G 3 023’”) +
+ Flxg.y)=0

kvadrat tenglamani hosil qilamiz.Bu tenglamada ikkinchi darajali
had oldidagi ifoda to‘g‘ri chizigning yo‘nalishiga bog‘liq xolos. Ba’zi
yo‘nalishlar uchun bu ifoda nolga teng bo‘ladi va yuqoridagi tenglama
chizigli tenglamaga aylanadi. Ba’zi yo‘nalishlar uchun bu ifoda nolga
teng emas va yuqoridagi tenglama kvadrat tenglama bo‘ladi.

Ta’rif-1. Berilgan{¢,m} yo ‘nalish uchun

ayl? +2aylm+ aym® =0
tenglik bajarilsa,bu yo ‘nalish asimpotik yo ‘nalish,
apl? +2apim+ apym® #0

munosabat bajarilsa noasimptotik yo ‘nalish deyiladi.

To‘g'ri chizigning yo‘nalishi noasimptotik bo‘lsa, yuqoridagi
tenglama kvadrat tenglama bo‘ladi. Demak bu to‘g‘ri chiziq (1) chiziq
bilan ikkita yoki bitta umumiy nuqtaga ega bo‘lishi mumkin.
Noasimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq bilan
bitta nuqtada kesishsa, u urinma deb ataladi.

To‘g'ri chizigning yo‘nalishi asimptotik bo‘lsa, yuqoridagi
tenglama chiziqli tenglama bo‘ladi. Demak, bu holda to‘g‘ri chiziq (1)
bilan bitta nuqtada kesishadi, yoki to‘g‘ri chizigning hamma nugqtalari
(1)ga tegishli bo‘ladi. Agar ikkinchi darajali had koeffitsiyenti nolga
teng bo‘lib, ozod had noldan fargli bo‘lsa, to‘g‘ri chiziq ikkinchi
tartibli chiziq bilan kesishmaydi. Asimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri
chiziq ikkinchi tartibli chiziq bilan kesishmasa, u ikkinchi tartibli
chiziq uchun asimptota *'deyiladi.

Biz

a“l2 +2ap,lm+ aypm® =0

B[, 115p 3.3.5 def]
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tenglamada £+#0bo‘lsa, & =% belgilash kiritib uni
ap + 2a12k + azzkz =0
ko‘rinishda, agar m#0bo‘lsa, k= £ belgilash kiritib, uni
m

ay,k? + 2a,k +ay =0
ko‘rinishda yozamiz. Ikkala holda ham diskriminant uchun
D= 4al22 —4a,a,, =46
tenglik o‘rinli. Demak, & >0 bo‘lsa asimptotik yo‘nalish mavjud
emas. Bu holda (1) chiziq elliptik chiziq deyiladi, agar 6 =0 bo‘lsa,
asiptotik yo‘nalish bitta va bu holda (1) chiziq parabolik, § <0 bo‘lsa,
ikkita asimptotik yo‘nalish mavjud, chiziq esa giperbolik chiziq
deyiladi.
Yuqoridagi (11) tenglamadagi birinchi darajali had oldidagi
koeffitsiyent
(@y,£+ ajym)x +(ay €+ aypm)y + a3+ ayym=0 (13)
ko‘rinishga ega. Agar
ayl+a,m=0

(14)
ayl+ayym=0

tengliklar bir vaqgtda bajarilmasa, (13) tenglama to‘g‘ri chizigni
aniglaydi.

Berilgan {¢,m} yo‘nalish uchun(14) tengliklar bajarilsa, {¢,m}
yo‘nalish maxsus yo‘nalish deyiladi. Ikkinchi tartibli chiziq uchun
6#0 bo'‘lsa, (14) sistema faqat trivial yechimga ega va demak,
yagona markazga ega bo‘lgan chiziglar uchun maxsus yo‘nalishlar
yo‘q.

Ta’rif-2. Maxsus bo‘lmagan {£,m} yo 'nalish uchun (13)
tenglama aniglovchi to'g'ri chizig ikkinchi tartibli chizigning {¢,m}
yo 'nalishga qo ‘shma diametri deb ataladi.

Diametr tushunchasining korrekt aniglanganligini ko‘rsatamiz.
Avvalo, {¢,m} yo‘nalish asimptotik yo‘nalish bo‘lgan holni qgaraylik.
Bu holda,

ay, 1% +2ay,im +aym’ =0
tenglikning chap tomoni uchun
ayl? + 2apim + apm?® = (ay,l + apm)l + (apl + apymym  (14)
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tenglik o‘rinli. Demak,
] (@ + ayym)l + (ay,l + o
tenglik kelib chiqadi. Bu tenglikdas (15)
£

(16)

~(at+ayum) a,e
& 3 mé+a,m
l:)fi f;?norts;onailhk munosabati kellib cil:;qadi
e .
vektor bo‘lganul(i: ;In i..—(a‘ZI.+ azzm)a 01|1+a|2m} Veklol- yo‘na]tiruv hi
Diametrga tegishgli uchun diametr {¢,m} yo‘nalishga paralle] bo'l iy
had oldidiagi Roeffite 2 uchun (11) tenglamadagi birinchi o
s e Il‘t_sgm nolga teng bo‘ladi. Demak, bu hol dal g_arajah
; oll chiziq uchun asimptota bo‘ladi ; iametr
R bt 14 ool 0D hisite iy v 308
shma yo 'nalishlar va bOSh ‘ . '
yo‘nali ¢ Sl yo ‘nalishlar. Noasi .
nuqtal;:fa keg?bbo‘lga" to’g'ri chiziq (1) chizigni if}:;gpti;lk {m)
belptiah Tt f?‘ Otsa, M\ M,kesmaning o‘rtasini As, £ .M‘
0°g'ri chizigning parametrik tenglamalarini ] b
1
xX=xo+1Ilt, y=
ko‘rini : s F= Yoty
keluvchimliShda y?@lz_ . etning A, M, nuqtalar
ildizlasi b‘:)‘);":;tlanm 4, 1 bilan belgilasak, ular (10) ten lga e
i B 8tl va: l:hyet teoremasigi ko‘ra £ +1,=0 teng%i:m an}nlg
- Bu tenglikdan M(x,,y,) h % o‘rinli
ekanligi kelib chigadi 0l%0.¥o) nNuqtaning diametr bt
vatarlfrlrxinglbc)c‘l:::rd 'dDema‘k noasimptotik {t,m} )’O‘nalisl?a a teglslhh
o‘shma di an a.‘n o‘tuvchi to‘g‘n' chizi g‘ mlel
q SN a diametr bo‘ladi. 1z1q shu yo‘nalishga
oasimptotik {¢,m} yo‘nali
diame Lok WGy yoinalishga  ega) botigan :
s nu::?a:lils':ﬂ'_”’o(‘xo,)’o) o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqg(l) C;l,lazl q(.) shma
qi;'matlari (10 b I,’u nuqtalarga mos keluvchi pamc::l i
MGLRY o ) te.ngla.manmg ildizlari bo‘ladi. To‘g'ri chi etrning
tengl;;n;da bl::t::;u ::::_‘:lt.rga tegishli  bo‘Iganligi uc;:m;z‘qr(u]r(l)ﬁ
bo*ladi. Vi arajali had oldidagi koeffitsi
nuqgta lMVIyet teorem.as igako'ra 4, +4,=0 bo‘lganlilgili,::rl:t A Jeeig
nudia MiM; kesmaning o'rtasi bo'ladi. Demak, di & M)
orrekt aniqlangan. fametr tushunchasi
Be .I 3 .
rilgan {¢,m} yo‘nalishga qo‘shma diametr tenglamasini
(a"x+a'2y+a")l+(az|x+au}’+an)m=0 (ll;l
156 )

har qanday diametr (1

go ‘shma bo ‘lsa,u bosh yo ‘nalish
uchun u {-m, £} yo'

yo*nalish bosh yo‘nalish bo‘l
bo‘ladi. Berilgan {£,m} yo‘nal

“\.z:::

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu tenglamadan ko‘mnib turibdiki,
) chiziq markazidan o‘tadi.
yo ‘nalish o ziga pergendikulyar yo ‘nalishga

deyiladi.”
Bu ta’rifga ko‘ra {¢,m} yo‘nalish bosh yo*nalish bo‘lishi
nalishga qo‘shma bo'lishi kerak.Albatta, agar {£,m}
sa, {~m,¢} yo‘nalish ham bosh yo‘nalish
lishning bosh yo*‘nalish bo‘lish sharti

ay Il + ay(Im + ml' )+ ayymni =0

tenglikda {¢, i} vektorni {~ m,¢} bilan almashtirish natijasida hosil

Ta’rif-1. Birorta

bo‘ladi va quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

a, € +(ay —ay )em—ay m’ =0 (35)

Agar {¢,m} maxsus yo‘nalish bo‘lsa,
¢ _—ap _—an

m  ay a2
tenglik o‘rinli bo‘ladi va yuqoridagi (35) shart bajarilgan.Biz
bilamizki, fagat 6=0 bo‘lgan hollardagina ikkinchi tartibli chiziq
maxsus yo‘nalishga ega bo‘lib, u ikkinchi tartibli chiziq uchun
asimptotik yo‘nalish bo‘ladi. Demak, yagona markazga ega
bo‘Imagan ikkinchi tartibli chiziglar uchun asimptotik yo‘nalish bosh
yo‘nalish bo‘ladi. Albatta, maxsus yo‘nalishga perpendikulyar
yo‘nalish ham bosh yo*nalish bo‘ladi. Boshga bosh yo‘nalishlar yo‘q.
Demak, yagona markazga ega bo‘lmagan ikkinchi tartibli chiziglar

uchun ozaro perpendikulyar fagat ikkita bosh yo*nalish mavjuddir.
Yugqoridagi (35) tenglikda a;,=0 va a,=adxn munosabatlar
bajarilsa, bu tenglik ixtiyoriy {¢,m} yo‘nalish uchun bajariladi. Demak,
bu holda ixtiyoriy yo‘nalish bosh yo‘nalish bo‘ladi.Agar a) #0
bo‘lsa,(35) tenglik & =-f"— (va k= 5;— ) ifoda uchun kvadrat tenglama
bo‘ladi. Bu tenglamada diskriminant uchun
D=(ay, --azz)z +4a*2>0
munosabat o‘rinli bo‘lgani uchun u ikkita ildizga ega va demak,
ikkinchi tartibli chiziq uchun ikkita o‘zaro perpendikulyar bosh

yo‘nalish mavjud.

21, 123p 3.3.19 def]
157




Berilgan {£,m} yo‘nalishga qo‘shma diametr yo‘nalishi {¢, nf}
uchun
Il = ayl + ay,m):(ay ! + ay,m) (18)
munosabat o‘rinli. Bu munosabatni
(@) + ayymY +(ayyl + ayym)d =0
ko‘rinishda yoki
ayll' + ay,(Iml + ml' )+ ayymm =0

ko‘rinishda ham yozish mumkin.

Ta’rif- 1. Ikkita {¢,m} va {€,m} yo‘nalishlar uchun (20)
munosabat bajarilsa, bu yo ‘nalishlar (1) chizigga nisbatan go'shma
yo ‘nalishlar deyiladi.

Bu munosabatda (1) tenglama koeffitsentlari qatnashadi.
Koeffitsiyentlar esa koordinatalar sistemasiga bog‘liq. Ikkita {¢,m} va
{¢,m} yo‘nalishlar biror koordinatalar sistemasida (1) chiziqga
nisbatan qo‘shma yo‘nalishlar bo‘lsa, ular ixtiyoriy koordinatalar
sistemasida (1) chiziqga nisbatan qo‘shma yo‘nalishlar bo‘lishini
ko‘rsatamiz.

Biz Oxy koordinatalar sistemasidan  O'¥) koordinatalar
sistemasiga

x=¢ X +¢pp) +x,
y=cuX +eny +y,
almashtirishlar yordamida o‘tsak,(1) tenglama
(X)) +2d,XY + dyy (V) +2d)3X + 2y + sy =0
ko‘rinishga keladi. Ikkita {¢,m} va {¢,»} yo‘nalishlar uchun
qo‘shma bo‘lish sharti bo‘lgan (21) tenglikni

A =(an a, )
a, an
belgilash kiritib,
(l',m’)A[l ):o

m
ko‘rinishda, (1) tenglamani esa.

% X

(X,)’)'( }*’2(013’“23{ )*ass =0
y y

ko‘rinishda yozish mumkin.
1-misol. Quyidagi

x—4xy+4y’ +4x-3y-7=0

chizigning shakli va joylashishi aniglansin:

Yechish.

1
L=,

1o

I
0, K=2 4 -2
2

2
3 25
7

-2
=2
2

Demak, berilgan chizig-parabola;

Parametri

O‘gining tenglamasi: 5
12-2:¢-3)
x=2y— =0
1+4
yoki
x=-2y+1=0.
Parabola uchining koordinatalarini topish uchun tenglamalar:
[x—2p+1=0 ;
x—4xy+4y’ +4x-3y-7=0,
[x=2y=-1
(x=2y)" +4x=3y-7=0;
[x=2y+1=0
i4x-3y—6=0.

Natijada, parabola uchi 0'(3,2) nuqtada, botiqlik tomoniga

Kanonik tenglamasi:

yo’nalgan o‘q vektori esa

&

2
'll;

4
—3_
2

1
2

=1+4=5.

20
1!} = (=5, -%) Wies -1
2l




22-chizma

VLY

koordinatalarga ega (22-chizma). ( x =5 5 bo‘lganda v =+1 teng
ekanini bilish foydali).

5-misol. Quyidagi
it -4xy+4y’ +4x-3y-7=0
chizigning fokusi va direktrisasi topilsin (4-misolga garang).

Berilgan chiziq parametri p = 7 ga teng parabolani
ifodalaydi. Parabola uchi 0'(32) nuqtada. Parabola o‘qining musbat

yo’nalishi (-2,-1) vektor bilan aniqlanadi. ox va 0'x © ‘glar orasidagi
burchakni ¢ desak:

cosw:—%, simp:-

Demak, almashtirish formulalari:
—2X+Y . -X-2
eatooe nn B

i,
J's-’

x=

bundan
b —Zx:/-gy+8’ Y= x—jgwl
Kanonik sistemada fokus koordinatalari:
X= %, Y =0,

boshlang‘ich sistemada esa:
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x=29;, y=195
kanonik sistemada direktrisa tenglamasi: x = aby,

45
boshlang‘ich sistemada esa:
ij%ﬁ“ﬁ; yoki 8x+4y-33=0

X =5xp+4y? +x+2y-2=x +(-Sy+Dx+4y’+2y-2=
4 e A ~Sy+1Y
=x"+(=Sy+1D)x+ B +4y" +2y-2~ e =

2 2 & 2
=(x+ 5;4-1) +4y’+2y—2—25y 410y+1=(x+ S;+l)_

2
_(3y-3 =(x+—5y+l+3y-3}(x+-5y+l_3y—3)=
2 2 2 2 2

=(x—y-l)‘(x—4y+ 2)
bu to’g’ri chiziglar tenglamalari: x-y-1=0;  x-4y+2=0 dan
iborat. )

Mustaqil ishlash uchun masalalar

1. Diametri x—2y=0 to’g’ri chizigdan x+y=0 esa uchidagi
urinmasidan iborat bo’lgan, hamda 4(0;1) nuqtadan o’tuvchi parabola
tenglamasi tuzilsin.

Z: Uchlari 4(4;2), B(8;2),C(4;5) nuqtalarda bo’lgan 4B8C
uchburchak bilan berilgan. Shu uchburchakka tashqi chizilgan
uchburchakning 4 uchidan chigarilgan 4p mediana dlametn
bo’ladigan parabola tenglamasi tuzilsin.

' 3 408 uchburchak berilgan: 4(8,0),0(0:0), 8(0:6). 0 nuqtadan
o’tadigan, 48 tomoni o’rtasida urinadigan, 04,08 tomonlarni kesib
o’tadigan, ikkinchi tartibli chiziq tenglamasi tuzilsin.

4. Parallelogrammning uchta 0(0;0), 4(4:0), 8(2;2). uchi hamda
A va B nuqtalar parallelogrammning qarama-qarshi uchlari ekanligi

~ma’lum. Shu parallelogramga ichki chizilgan va parallelogramm .

tomonlarining o’rtalarida urinadigan ellips tenglamasi tuzilsin.

5. (3;0) nuqtadan o’tadigan markazi (0;-1) nugtada bo’lgan
ikkinchi tartibli chiziq berilgan. Bu chiziq 2x-3y+1=0, x+y-5=0
to’g’ri chiziglarni xosmas nuqtalarda kesib o’tishi ma lum bo’lsa,
chiziq tenglamasi tuzilsin. 2
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6. (1;1) nugtadan o’tadigan, Ox o’qni (1;0) nuqta va xosmas
nuqtasida, shuningdek, 0y o’qini (0;1) nuqta bilan xosmas nuqtasida
kesib o’tadigan ikkinchi tartibli chiziq tenglamasi tuzilsin.

7 M(L)) nuqtadan o’tib, Ox o’qiga (3;0) nuqtada urinadigan
va asimptotasi Oy o’qidan iborat giperbolaning tenglamasi tuzilsin.

Test namunalari

1. Quyidagilardan gaysi biri assimptotik yo*‘nalishni aniglovchi
tenglama?

a) apl? + 2ay,lm + ayym® =0

b) a@,ay, +a};=0

©)  a@a,-a;=0

d) @, +a,+a, =0

2. Quyidagilardan qaysi biri assimptotik yo‘nalishni aniglovchi
tenglama?

a) ayl? +2ap,im + aym® 20

b) ayl? +2ap,lm + ayym® =0

€)  aap+ap=0

d) a,a, —a;=0

3. Urinma ta’rifini ko‘rsating!

a) Noasimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli
chiziq bilan bitta nuqtada kesishsa,u urinma deb ataladi.

b) Asimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq
bilan bitta nuqtada kesishsa,u urinma deb ataladi.

¢) Noasimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli
chiziq bilan kesishmasa, u urinma deb ataladi.

d) Noasimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli
chiziq bilan bittadan ortiq nuqtada kesishsa,u urinma deb ataladi.

4. Quyidagi mulohazalarning qaysi biri to‘g‘ri?

a) Asimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq
bilan kesishmasa, u ikkinchi tartibli chiziq uchun asimptota deyiladi.

b) ikkinchi tartibli chiziqning xarakteristik tenglamasining
haqiqiy yechimlari mavjud

c¢) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
yechimi mavjud bo‘lmasligi mumkin
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d) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
kompleks yechimlari mavjud

5. Quyidagi mulohazalarning qaysi biri to‘g‘ri?

a) Noasimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli
chiziq bilan kesishmasa, u ikkinchi tartibli chiziq uchun urinma
deyiladi. '

b) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
haqiqiy yechimlari mavjud

c) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
yechimi mavjud bo‘lmasligi mumkin

d) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
kompleks yechimlari mavjud

6. Quyidagi mulohazalarning gaysi biri to‘g‘ri?

a) ¢ >0 bo‘lsa asimptotik yo*nalish mavjud emas.

b) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
haqiqiy yechimlari mavjud

c) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
yechimi mavjud bo‘lmasligi mumkin

d) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
kompleks yechimlari mavjud

7. Quyidagi mulohazalarning gaysi biri to‘g‘ri?

a) agar 6 =0 bo‘lsa, asimptotik yo‘nalish bitta va bu holda (1)
chiziq parabolik chiziq deyiladi

b) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
haqiqiy yechimlari mavjud

¢) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
yechimi mavjud bo‘lmasligi mumkin

d) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
kompleks yechimlari mavjud

8. Quyidagi mulohazalarning qaysi biri to*g‘ri?

a) 6 <0 bo‘lsa ikkita asimptotik yo‘nalish mavjud, chiziq esa
plperbolik chiziq deyiladi.

b) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
haqiqiy yechimlari mavjud

¢) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
yechimi mavjud bo‘Ilmasligi mumkin

d) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
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kompleks yechimlari mavjud

9. Quyidagi mulohazalarning qaysi biri noto‘g‘ri?

a) <0 bo‘lsa ikkita asimptotik yo‘nalish mavjud, chiziq esa
giperbolik chiziq deyiladi.

b) 8 <0 bo‘lsa, ikkita asimptotik yo‘nalish mavjud, chiziq esa
giperbolik chiziq deyiladi.

c) agar 6 =0 bo‘lsa, asimptotik yo‘nalish bitta va bu holda (1)
chiziq parabolik chiziq deyiladi

d) ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
kompleks yechimlari mavjud

10. Quyidagi mulohazalarning qaysi biri noto‘g‘ri?

a) 0 <0 bo‘lsa, ikkita asimptotik yo‘nalish mavjud, chiziq esa
giperbolik chiziq deyiladi.

b) Ikkinchi tartibli chizigning xarakteristik tenglamasining
haqiqiy yechimlari mavjud

c) Asimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq
bilan kesishmasa, u ikkinchi tartibli chiziq uchun asimptota deyiladi.

d) Barchasi to‘g‘ri

12-§. Affin almashtirishlari va ortogonal almashtirishlar
Reja:

1. Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini almashtirish
2. Affin almashtirishlari
3. Ortogonal aimashtirishlar

TEKISLIKDA DEKART KOORDINATALAR SISTEMASINI
ALMASHTIRISH*

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lib, uni
koordinatalar boshi O nuqta atrofida ¢ burchakka burishni garaylik.

Tasdiq. Nuqtaning “eski” va “yangi” koordinatalari orasidagi
bog‘lanish

2(1,4.3.3,4.3.4 propositions, 161-163pp.]
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x=Xx cosg — y/ sing
y=Xsing + )/ cos¢

tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadi.

Isbot. Bir vektordan ikkinchisiga qisqa burilish yo‘nalishi soat
strelkasi yo‘nalishiga qarama-qarshi bo‘lsa, bu vektorlar o‘ng ikkilik,
aks holda chap ikkilik tashkil giladi deyiladi. Bazis sifatida biror
ikkilik tanlansa, biz oriyentatsiya tanlab olingan deb hisoblaymiz.
Bizga {7]} va {77} ortonormal bazislar berilgan bo‘lsin. Bu bazislar
yordamida kiritilgan Dekart koordinatalar sistemasilarini mos ravishda
Oxy va OXy bilan belgilaylik. Nugtaning “eski” va “yangi”
koordinatalari orasidagi bog‘lanishni topamiz. “Yangi» koordinatalar
sistemasi markazining «eski» koordinata sistemasidagi
koordinatalarini (a,b) bilan belgilaylik.

B
e
Vs €, ¢ e,

Tekislikda M nugqta berilgan bo‘lib,uning Oxy vaOxy
slstemalardagi koordinatalari mos ravishda(x,y) va(x,y) juftliklardan
iborat bo‘lsin.

Biz quyidagi tengliklarga ega bo‘lamiz:
OA=xi+yj, OA=xX7+y7 , w=a}+b7
Har bir vektornif i,j} bazis orqali ifodalash mumkinligi uchun
7=a“;+a,,_7 ,7=az,;'+an; H
munosabatlarni hosil gilamiz. Bu ifodalarni
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OA=00 + 04, OA=xi+y]
tengliklarga qo‘yib
x;'+y}=a;'+b_7+a“1’;'+aux’}+a2,)/;'+an)/;
tenglikni hosil gilamiz.
Bazis vektorlari { —:;} chiziqli erkli oilani tashkil etganligi uchun
yuqoridagi
munosabatdan
x=a X +a,)y +a
y=ayX +a,y +b
formulalarni olamiz. Endi a, koeffitsiyentlarni topish uchun
ikkita holni qaraymiz.
Birinchi hol: {7, j} va {77.7} bazislar bir xil oriyentatsiyaga ega.
Bu holda, agar ¢ bilan i va 7 vektorlar orasidagi burchakni
belgilasak, ; vaj vektorlar orasidagi burchak ham ¢ ga teng bo‘ladi.
Yugqoridagi (1) tengliklarning har ikkalasini i va j vektorlarga skalyar
ko‘paytirib '
@, =cos$,a, =sing , a, =-sing, a,, =cos¢
formulalarni olamiz. Agar { i,jjva { 7.7} bazislar har xil

oriyentatsiyaga ega bo‘lsa, j vaj vektorlar orasidagi burchak 7 - ¢
ga teng bo‘ladi. Bu holda (1) tengliklarning har birini i va j
vektorlarga skalyar ko‘paytirib
@, =cos$ ,a, =sing , a, =sing, a,, =—cos¢ formulalarni hosil
qilamiz. Bu formulalarni (2) formulalarga qo‘yib mos ravishda
quyidagi ikkita formulalarni olamiz:
6 : x=Xcosg - y/sing +a 3)
y=Xsing + y cosg+b

Bu holda o‘tish determinanti uchun
a, 4
aZl aIJ

A= =l

tenglik o‘rinli.
Ikkinchi holda bazislarning oriyentatsiyalari har xil va
koordinatalarni almashtirish formulalari
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=X cos¢ + Y sing +a

b )
1y=1’sm¢-‘)/cos¢ +b
5 .

y g

~l

~l

ko‘rinishda bo‘ladi. -
Bu holda o‘tish determinanti uchun
@ @
az‘ azz - - - -
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak koord}nata!ar snstema‘sml
almashtirganimizda o‘tish matritsasining deter.mmz_mp musbat bo lsa3
oriyentatsiya o‘zgarmaydi. Agar o‘tish matritsasining det‘ermma{m
manfiy bo‘lsa, oriyentatsiya qarama-qarshi oriyentatsiyaga o zgaradi.

A= =-1

Ikkita P va Q tekislikni qaraylik. P tekislikda to‘g‘ri bu.rchakli
Ox,x, koordinatalar sistemasi hamda Q tekislikda 064, koordlr.lztu'llar
sistemasi berilgan bo‘lsin. ® va Q tekisliklar ustma-ust keltirilishi
mumkin. Shuningdek, koordinatalar si;temalari ham ustma-ust
keltirilishi mumkin. il

iziqli ar.
f.hlZlq'lll‘;lc?slﬁ(l:i:r::shiziqli almashtirishlar tush}nnchasi.
Berilgan 7 tekislik va undagi M(x,y) nuqtani
x'=ax+a,y+a, )
y'=ayx+ayy+ay, )
formulalar yordamida M'(x.y') nugqtasiga o‘Mvchn
ukslantirishga 7 tekislikni chizigli almashtirish deyiladi. Har bir M
nuqtani M' nuqtasiga
Ushbu A=|a" a"l determinant (1) chizigli almashtirishning
dy G

{eterminanti deyiladi. ‘
‘ Agar AatOy bo‘lsa, (1) almashtirish xosmas, A=0 bo‘lsa, xos
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almashtirish deyiladi.

Biz faqat xosmas almashtirishlarni o‘rganamiz. Bunday
almashtirishlarga affin almashtirishlar deyiladi.

A=0 bo‘lsa, z tekislikning barcha nugtalarni bitta to‘g‘ri
chiziqdagi nuqtalarga o‘tib qoladi. Demak, affin almashtirish bu A #0
shartni qanoatlantiruvchi chiziqli almashtirishdir.

Affin almashtirishning xossalari

1. Ikkita affin almashtirish ketma-ket bajarilsa, yana affin
almashtirish paydo bo‘ladi.

2. Ayniy almashtirish x'=x,y'=y affin almashtirishdir.
: 10
Hagqiqatan, A= ]o ||= 1#0 demak, affin almashtirish.

3. Affin  almashtirishga  teskari  almashtirish  affin
almashtirishdir. (ya’ni M' ni M nugqtaga o‘tkazuvchi almashtirish).
Isbot. (1) munosabatdan x va y larni topamiz.

(ax+ay=x-a, 4, TS
@ X +a,y=y'-a, Aicir: A
Aal B a'2¢0,A,=x:—an au’A _[% x'-ay,
a, a, y'-ay ay| 7 |a, y'-ay
(
x=%(anx'—a,,y'-a” au]
a, a
@y - A
. v (B Gy
ek )
1 A( Tk T« ey g
Bundan ko*rinib turibdiki, (2) almashtirish chiziqli almashtirish
a a
Tu"—bn "'f=bu
va _%"'bzl %=bzz
a4y _4
A= A A =l¢0
4 4| A
A A
demak (2) almashtirish affin.

4. Affin almashtirishi tekislikni bir qiymatli almashtirishdir.
Ya’ni har bir M nugqtaning yagona M' obrazi va aksincha ixtiyoriy
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M' nuqtaning yagona M proobrazi mavjud.

Isbot. Faraz qilaylik, affin almashtirishda ikkita M(x,y) va
M(x,y) nugqtalar bitta M'(x'y') nuqtaga o‘tsin. U holda (1)
formulalarni berilgan M(x,y) va M(%,y) nuqtalar uchun yozib
tenglamalarni ayirsak:

[an(x"f)+au()"7)=0
| (x-%)+a,(y-7)=0

chizigli bir jinsli tenglamalar sistemasini hosil qilamiz.
a4 4
3 An
trivial yechimga ega: x-X¥=0,y-y=0, bundan esa x=X,y=y
munosabatlar kelib chigadi, ya’ni M va M' nuqtalar ustma-ust
tushadi.

M' nuqtaning asli (proobrazi) yagonaligi uchinchi xossadan
(aksinchasi) yuqoridagidan ko‘rsatiladi.

Teorema. Affin almashtirishda to‘g'ri chiziq yana to‘g'ri
chiziqqa, parallel to*g‘ri chiziqlar parallel to‘g‘ri chiziglarga o‘tadi.

Isbot. 7 tekislikda /:4x+ By+C =0 to‘g‘ri chiziq berilgan bo‘lsin.
(1) affin almashtirishni bajarish natijasidal/':4'x+ B'y+C'=0 tenglama
bilan aniqlanadigan to‘g‘ri chiziq hosil bo‘ladi. Bunda

Bu sistema uchun A=| #0, demak, bu sistema yagona

ian——qau=A',£a,,—ﬁan=3',—£au a,| Bl D3| _
A A A A Ala, ay| Ala, ay,
A a; a,| B ) Gy
- +a,y'- +—| —a,x'+a, y'- +C=0
A(a”x ey an) A( S an)

Demak, / to‘g‘ri chiziq nuqtalari /' to‘g‘ri chizigqa bir qiymatli
o‘tar ekan.

Uchinchi xossaga ko‘ra, aytish mumkinki, /' to‘g‘ri chiziq
nuqtalari / to‘g‘ri chiziq nuqtalariga bir qiymatli o‘tadi. To‘rtinchi
xossaga ko‘ra / to‘g‘ri chiziq nuqtalari /' to‘g‘ri chiziqqa o‘tadi.

Xossaning ikkinchi qismini isbotlashga o‘tamiz. Bizga o‘zaro
parallel /, va I, to‘g‘ri chiziglar berilgan bo‘lib, ularning (1) affin
almashtirishdagi akslari 4 va [, bo‘lsin. /, va [ to‘g‘ri chiziglar
kesishsin deb faraz qilaylik, M'e,n/, kesishish nuqtasi bo‘lsin.
To'rtinchi xossaga ko‘ra M' nuqgta yagona M nuqtaning obrazi va M
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nuqta /, va /, to‘g‘ri chiziglarning har biriga tegishli. Bu esa /, va /,
to‘g‘ri chiziglarning parallelligiga zid. Xossa to‘liq isbotlandi.

Teorema. Agar tekislikdagi biror to‘g‘ri chizigda yotmaydigan
uchta nuqtaning bir to‘g‘ri chiziqda yotmaydigan obrazlari berilgan
bo‘lsa, tekislikning affin almashtirishi bir qiymatli aniqlanadi.

Isbot. Teorema shartiga ko‘ra M,,M,,M, nuqtalar r tekislikda bir
to‘g‘ri chizigda yotmaydi va M, M, M, nuqtalar ham bir to‘g‘ri
chizigda yotmaydi. = tekislikda A, nuqtalarni A, nuqtalarga
o‘tkazuvchi yagona affin almashtirishi mavjud ekanligini ko‘rsatamiz.
Buning uchun (1) munosabat bilan aniglanuvchi affin almashtirish
mavjud bo‘lib, a,,a,,a,,a,,a,,a,, koeffitsentlar bir qiymatli
aniglanishini va A#0 ekanini ko‘rsatish yetarli. (1) formulalardan
M,,M,, M, nuqtalarning birinchi koordinatalari uchun quyidagi

X =ax+a,y+a,
X, =a,x, tapy, ta; 3)
X, = ayX; +a,y; +a,

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz Bu sistemada a, a, a,

noma’lumlar. Sistemaning asosiy matritsasining determinanti

x »n 1
D=lx, » 1
x; » 1
o X=X Va— N . . .
bo‘lib, u dereminatga teng va noldan fargli, chunki
X=X Yi—0

bu determinant M,M, va M,M, vektorlarga qurilgan
parallelogrammning yuziga teng va bu vektorlar nokolleniarligidan
75 V27N Gereminat nolga teng emas. Demak, (3) sistema yagona
=% =N
a,, a,, @, yechimga ega.

Xuddi shunga o‘xshash a,,, a,,, a,; koeffitsentlar ham bir qiymatli
aniqlanishi ko‘rsatiladi. Endi A# 0 ekanini ko‘rsatamiz.

(a"(x, -x) a,(» ~y,))=(a" @ [ H—X KX )
au(xs_xl) au()’:‘)’l) G A AN Vi~ h
det( AB)=det(A) det(B) detA=detA" lardan foydalansak,
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dcl[u”(x’ —XI) an(yz_yl))z de{"n a”}det(xz_x' X=X J
& (x,~x) a,,(y,—y,) a 9y Yomh Nh—h
a, a,

a4 9y

bundan esa A= # 0 ekani kelib chigadi.

ORTOGONAL ALMASHTIRISHLAR

Tekislikda quyidagi chizigli almashtirishni qaraylik
x'=aqx+a,y+a, 1
V'=ayx+a,y+ay

Agar .\“:(":)x:(") A=(““ ""), B=(““) belgilashlar
y y @, ap a4y

kiritsak, (1) sistemani X'= AX + B ko‘rinishda yozish mumkin
(1) almashtirish uchun A4"4=E munosabat bajarilsa, u
ortogonal almashtirish deyiladi.

("ll ”nI"n @, )=( a, +a, 4G, +ayay Jz(l 0)

y ay \ay ay G, + aya,, a, +ay, 01
@+, =, &, + @, =1, a,a, +a,a, =0

Ortogonal almashtirishi affin almashtirishi bo‘ladi.

Teorema (Ortogonal almashtirishning asosiy xossasi). Ortogonal

almashtirishda nuqtalar orasodagi masofa saglanadi.
Isbot, M (x,y) va M,(x,,y,) nuqtalarni (1') ortogonal

nlmashtirish M/ (¥, ) va M, (,,5,) nuqtalarga o‘tkazsin.
Ushbu |M,M,| = |M,'M, | munosabatni isbotlash kerak.

|M|'Mx'|) =(x - ‘,')z +(y =) =(a||(xz =% )+a,(», ‘)’u))z +

Hay (%= x)+ ay (v, =) =(ad + @ J(x~x) +(a} + @ )(x - %) +
t(af + a ) (32 = »)" + 2(aya, + ayan, )% - %) (% - 3) =

=(x=x) +(n,-n) =|M|MZIz

Masala yechish namunasi

1-misol. Ushbu
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= X, cCOSu — X, Sina
Y, = X, Sina + X, cosa} ©)
akslantirish Ox x, koordinatalar sistemasini a burchakka burishdan
iborat. Bunda Ox x,sistemadagi har bir x, va x, koordinatali nuqta (3)
gonuniyat bo‘yicha o‘zgaradi.
Shunday qilib, (3) chiziqli almashtirish eski x
koordinatalarni yangi y, va y, koordinatalarga o‘tkazadi.
Bu almashtirishning matritsasi quyidagi ko‘rinishga ega:
u:t)sa —sina

, va x,

ina +cosa

y.=3x,}’ w-p
Y2=X, 1 |

akslantirishni qaraymiz. Bu akslantirishda (1, 1) nuqta (3, 1)
nuqtaga, (1, 2) nuqta (3, 2) nuqtaga, (2, 1) nuqta (6, 1) nuqtaga, (2, 2)
nuqta (6, 2) nuqtaga va hokazo o‘tadi. Oxx, va Oyy, koordinata
sistemalarini bir joyda garasak, bu akslantirishni 2-chizmadagi kabi
tasvirlash mumkin. Bu akslantirish Ox, o‘qi bo‘ylab 3 marta

cho‘zishdan iborat.
3-misol. Ushbu

2-misol. Ushbu

N=2x +x,

N =X—X
almashtirishga teskari almashtirishni toping.
Yechish. Almashtirishning determinantini topamiz:
4 Il=-—2—l=—3;t0
1-1
Demak, berilgan almashtirish o‘zaro bir qiymatli.
Teskari almashtirish quyidagicha bo‘ladi:

1

1

X = '3')’. + 5)’:
1
3

A=

1
X, = Syl a
bu almashtirishning matritsasi
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Darsda ishlanadigan misollar

I, Allin almashtirish berilgan: x'=3x+ y—6,
Mlimashtirishda gaysi nugta (9;8) nuqtaga o‘tadi?

4. Affin almashtirish berilgan:

Ve Ay 12, e ax-3y+6. 7x-2y-24=0 to‘g‘ri chiziqdagi, bu
nllllalhllrishdu yana shu to‘g‘ri chiziqda yotadigan nuqta toping.

3. "u affin almashtirish 421, BG0), c(:4) nuqtalarni mos
rvishda #00), #019), (31 nuqtalarga o‘tkazadi. Bu almashtirishda
M) nugta ganday nuqtaga o‘tadi? Bu almashtirish qaysi nuqta
qn'm‘ul.nml bo'lndi?

il A 000), 4, (0.2), 4,(<30) nuqtalarni 4,'(2;3), 4,"(-1;4), 4,"(=2;-1)
Mustalargn o' thazadigan affin almashtirish aniglansin.

5. Ushbu affin almashtirishning x'=ax+5y—11, y=2x+4y-7
o' sh nugtasi aniglansin.

6. Ushbu affin almashtirishning x=3x+4y-8, y=x+3y—4 qo‘sh
nugtasi aniglansin,

7. Ushbu ¥« 3xi4y-15, y'=2x+4y-2=0 affin almashtirishda
quyldagl:

0 Ox Oy o'qlar,

B, 240y 800, Ax-3y-240 t0'g'ri chiziglar;

€. 2x-6y-7=0 to'g'ri chiziq

ganday to‘g'ri chiziglarga almashadi?

8. Ushbu x'=2x+y-2, y=x-y-1 affin almashtirish va 401 nugta
berilgan. 4 nuqtadan o‘tadigan shunday to‘g‘ri chiziq topilsinki, u shu
almashtirishda yana 4 nuqtadan o‘tadigan bo‘lsin.

9. Ushbu x=7x-y+1, y'=4x+2y+4 affin almashtirishning qo‘sh
to'g'ri chiziglari topilsin.

y=x+y+1. Bu

10. Ushbu ;z::[:y} a' +b* # 0 affin almashtirishning qo‘sh

to‘g‘ri chiziqlari bo‘lmasligi isbotlansin.
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11." ¥=x+3y, y=4x+3y dan iborat affin almashtirishning qo‘sh
to‘g'ri chiziglari yangi sistema o‘glari deb olinsa, bu almashtirish
qanday yoziladi?

12." Affin almashtirish berilgan: x¥=5x+y, y'=4x+3y. Bu

almashtirishda o‘zlariga kollinear bo‘lgan vektorlarga almashadigan
vektorlar topilsin.

MUSTAQIL ISHLASH UCHUN MASALALAR

1. Tekislikning ¥=ax+b, y'=cy+d (bu yerda a,b,c.d sonlar barcha
haqiqiy qiymatlarni qabul giladi va a#0, c=0 faraz gilingan) affin
almashtirishlari to‘plami gruppa tashkil etadimi?.

2. Tekislikning ushbu x'=x, y'=ky (k-noldan farqli hagigiy son)
affin almashtirishlari to‘plami gruppa tashkil etadimi? Bu
almashtirishlarning geometrik ma’nosi aniqlansin.

3. Ushbu x'=x+ky, y'=y (k barcha haqiqiy qiymatlarni gabul
qiladi) affin almashtirishlar to‘plami gruppa tashkil giladimi?
Ko‘rsatilgan har bir almashtirishlarning geometrik ma’nosi aniqglansin.

4. Quyidagi x¥=ax, y'=iy (1 barcha haqiqiy qiymatlarni qabul
giladi) affin almashtirishlar to‘plami gruppa bo‘la oladimi?
Ko‘rsatilgan har bir almashtirishlarning geometrik ma’nosi aniqlansin.

5. Dekart koordinatalar sistemasida ushbu
x'=r(xcos—ysing), y'=r(xsing+ ycosq) (bu yerda r barcha musbat va
haqiqiy qiymatlarni va o barcha haqiqiy qiymatlari qabul giladi)
affin almashtirishlar to‘plami gruppa tashkil giladimi?

6. Ushbu x=ax—by, y'=bx+ay (bu yerda a va b sonlar bir vaqtda
nolga teng bo‘lmagan qiymatlarni qabul giladi va a* +4* #0) affin
almashtirishlar to‘plami gruppa tashkil giladimi? Ko‘rsatilgan har bir
almashtirishlarning geometrik ma’nosi nimadan iborat?

7. Ushbu x'=r(xcos@— ysing)+a, »'=r(xsing+ycose)+p (bu yerda r
. barcha musbat qiymatlari va ¢,a,8 parametrlar barcha haqiqiy
musbat giymatlami gabul qiladi) affin almashtirishlar to‘plami gruppa

tashkil qiladimi? Bu almashtirishning geometrik ma’nosi nimadan
iborat?

8. Ushbu % =~ 1‘3} almashtirish M(x,x,) nuqtani N(y,.y,)
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N taga o'tkazadi.
A) Quyidagi nuqtalar obrazlarining koordinatalarini toping:
M (A8, M, (-4,-5), M,(-2,7), M,(7,-2)

) Quyidagi nuqtalar proobrazlarining koordinatalarini toping:
~|‘,|"I Nl(‘-s)n N\(d-.6)v Nl(—&—g)

Y. Uchlari  4(33), B(-33), C(3-3), saD(-3-3) nuqtalarda bo‘lgan
{0 kvadratning obrazini toping. Bunda akslantirish formulalari

W4 =41 dan iborat.
b2

10. Akslantirish ushbu " =3""5"’*2} formulalar bilan berilgan.
Y =2x,+x,-7

MM nugtaning obrazini va N(-5,2) nuqtaning proobrazini toping.

11, Ushby =245+ 3% '} almashtirishga teskari almashtirishni

Yy ®x=2x, 45
oplng
) - 4 S N . . .
12 Ushbu :' ;" 3"' s} almashtirishga teskari almashtirishni
N
g

Test topshiriqlari

I, Wir vektordan Ikkinchisiga gisqa burilish yo*nalishi soat
Alrelkast yo'nalishigs qarama-qarshi bo'lsa, bu vektorlar ... tashkil
il doyllndi,

W0 Ik

) ehap o nglik

0 ) vektorlar uehligin

) bazls

4. Wir vektordan Ikkinchisiga qisqa burilish yo*nalishi soat
steelkasl yo'nalishi bilan bir xil bo‘lsa, ular chap ikkilik tashkil qiladi
ey ilndi.

o ng Ikkilik

) chap o'nglik

) vektorlar uchligini

i) bazis

1. Koordinatalar sistemasini almashtirganda o‘tish matritsasinig
determinanti musbat bo'lsa, oriyentatsiya ....
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a) o‘zgarmaydi

b) o‘zgaradi

¢) musbat bo‘ladi

d) manfiy bo‘ladi

4.Almashtirish uchun 4"4=E munosabat bajarilsa, u ....
almashtirish deyiladi.

a)ortgonal

b) affin

c) chizigli

d) xos

5. Agar o‘tish matritsasining determinanti manfiy bo‘lsa,
oriyentatsiya qarama-qarshi oriyentatsiyaga ....

a) o‘zgarmaydi

b) o‘zgaradi

¢) musbat bo‘ladi

d) manfiy bo‘ladi

6. Agar A#0 bo‘lsa, (1) almashtirish ... almashtirish deyiladi.

a) xosmas

b) xos

C) maxsus

d) maxsus bo‘lmagan

7.Agar A=0 bo‘lsa, (1) almashtirish ... almashtirish deyiladi.

a) xosmas

b) xos

C) maxsus

d) maxsus bo‘lmagan

8. .... almashtirishlarni affin almashtirishlar deyiladi.

a) Xxosmas

b) xos

C) maxsus

d) maxsus bo‘lmagan

9. affin almashtirish bu ... shartni ganoatlantiruvchi chizigli
almashtirishdir.

a)A#0

b) A=0

c) A<O

d) to*g‘ri javob berilmagan
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10, Almashtirish uchun ... munosabat bajarilsa, u ortgonal
ulmashtirish deyiladi.

W A’A=E

b) /4" =E

A TA=E

d)A'A=E

13-§. Ikkinchi tartibli chiziqlarning umumiy tenglamalarini
kanonik ko‘rinishga keltirish. Markaziy hol

Reja:

1. Ikkinchi tartibli chiziq markazi
2 Markaziy chiziq tenglamalarini kanonik ko‘rinishga
heltirish

IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLARNING UMUMIY
TENGLAMALARINI KANONIK KO ‘RINISHGA KELTIRISH*!

Biz bu mavzuda tekislikda dekart koordinatalar sistemasida
ayx’ +2apxy + py* +2a13%5+ 26y y + az; =0 (1)
tenglama bilan berilgan ikkinchi tartibli chizigni tekshirish bilan
shug‘ullanamiz. Bu ishni koordinatalar sistemasini o‘zgartirish va
(1 tenglamani soddalashtirish yordamida amalga oshiramiz. Birinchi
navbatda parallel ko‘chirishda (1) tenglama koeffitsiyentlari qganday
0'#garishini tekshiramiz. Buning uchun
X¥=x-x0, Y=y-¥ 2)
formulalar yordamida almashtirishlarni bajaramiz. Bu holda
kourdinata o' glarining yo*nalishlari o*zgarmaydi,faqat koordinata
boshil (x,, ) nuqtaga ko‘chadi.Bu formulalardan x,y larni topib va
(1) ga qo'yib
@y (X)? +2aXY + dyy () + 245X +2dy +diy =0 (3)
tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamada koeyeffitsiyentlar uchun
dy=ay, dp=ay, dp=ay,

L (LI,
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di3 = ay X +apYo + @13, dyy =y Xg + Apyg + Ay, diy =F(x, yo) (4)

tengliklar o‘rinli bo‘lib, F(x, y)bilan (1) tenglamaning chap
tomonidagi ifoda belgilangan.

Yuqoridagi (3) formulalardan ko‘rinib turibdiki, paralllel
ko‘chirishda ikkinchi darajali hadlar oldidagi koeffitsiyentlar
o‘zgarmaydi. Agar O(x,,y,) nuqtaning koordinatalari

:ni:'-‘:z)""als _0 (5)
21 ny+ay =0,

sistemani ganoatlantirsa, (3) tenglamada birinchi darajali hadlar

qatnashmaydi.
Bundan tashqari, agar O(x,,y,) nuqtaning koordinatalari (5)
sistemani qanoatlantirsa, O'(x,,y,) nuqta ikkinchi tartibli chiziq
uchun simmetriya markazi bo‘ladi. Haqiqatan ham bu holda
koordinatalar markazini O/(xp,y,) nuqtaga ko‘chirsak, tenglamada
birinchi darajali hadlar gatnashmaydi. Shuning wuchun yangi
koordinatalar sistemasida
F(x,y)=F(x,-))

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak, O(x,,y,) nuqta chiziq uchun
simmetriya markazidir. Va aksincha, agar birorta 4 nuqta chiziq
uchun simmetriya markazi bo‘lsa, uning koordinatalari (5) sistemani
qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Koordinata boshini 4 nuqtaga
joylashtirib, yangi X,y koordinatalar sistemasini kiritamiz. Agar
M(x,y) nuqta chiziqqa tegishli bo‘lsa, F(x, y)=0 tenglik o‘rinli
bo‘ladi. Koordinata boshi simmetriya markazi bo‘lgani uchun
F(-x,~ y)=0tenglik ham o‘rinli bo‘ladi. Bu tengliklarni ikkinchisini
birinchisidan ayirib a,,x + a»; =0 tenglikni hosil qilamiz. Agar a,,,a,,
koeffitsiyentlarning kamida bittasi noldan fargli bo‘lsa, bu tenglama
to‘g‘ri chizigni aniqlaydi, ya’ni ikkinchi tartibli chizigning hamma
nugqtalari bir to‘g‘ri chiziqda yotadi. Agar ikkinchi tartibli chiziq bir
to‘g‘ri chizigda yotmasa, bu koeffitsiyentlarning har ikkalasi ham
nolga teng bo‘ladi. Bu esa 4 nuqtaning koordinatalari (5) sistemani
ganoatlantirishini ko‘rsatadi. Bu faktlarni hisobga olsak, quyidagi
ta’rifning geometrik ma’nosi yaxshi tushinarli bo‘ladi.

Ta’rif-1 .Tekislikdagi M,(x,,y,) nuqtaning koordinatalari (5)
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sistemani qanoatlantirsa, u (1) tenglama bilan berilgan ikkinchi
tartibli chizigning markazi deyiladi.

Tabiiyki, (5) sistema yagona yechimga ega bo‘lishi, cheksiz ko‘p
yechimga ega bo‘lishi yoki umuman yechimga ega bo‘Imasligi
mumkin. Agar

ay,ay ~-a »n #0
munosabat o‘rinli bo‘lsa, (5) sistema yagona yechimga ega
bo‘ladi. Agar
aro%n %
G2 9 axp
munosabat o‘rinli bo‘lsa sistema cheksiz ko‘p yechimga,
s VRO L
Gy G A3

munosabat bajarilsa, sistema yechimga ega emas. Bularni
¢'tiborga olib, biz ikkinchi tartibli chiziglarni uchta sinfga ajratamiz:

a) yagona markazga ega bo‘lgan chiziqlar;

b) cheksiz ko‘p markazga ega bo‘igan chiziqlar;

¢) markazga ega bo‘lmagan chiziglar;

Biz quyidagi determinantlarni kiritamiz
41 %2 93

a ap
N A= an azz 023

o=

a; ap
ay Gy a3

bu yerda
a; =ay, a3 =4ay3, a4z =dadx.

belgilashlar kiritilgan.

Yagona markazga ega chiziglar uchun J #0, yagona markazga
op bo'lmagan chiziglar uchun s =o. Chiziglar cheksiz ko‘p markazga
sgn bo'lishi uchun A=0 tenglik bajarilshi kerak.

Uchinchi tartibli determinantni
iy a”l:u ap
a3 a3 a3 93 21 9n

ko'rinishda yozib olsak, oxirgi determinantd ga tengdir. Agar
# =0 bo'lsa,
birorta & soni uchun

a1 Gp| %1 %92

A=ay;
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a ap a); Ay

(3 a3 ap| |y ay
munosabat bajariladi. Bu tenglikni hisobga olib

a, a
A=("|3"“’23* i

%1%

k,
a, ay,

- - - - - a3! 032
tenglikni hosil gilamiz. AgarA=0 tenglik ham bajarilsa,
ay—-ka,,=0 va i 0
a5, Gy

tengliklardan kamida bittasi o‘rinli bo‘ladi.

__ tengl Bu tengliklarni
birinchisi o‘rinli bo‘lsa, 2 R
s VL T
a,, a,
munosabatdan
B o o .
L a4, 4 ay
munosobat kelib chikadi. Agar
l:u a -0
Gy

bo‘lsa, “u1-%2_j va %2 % tengliklardan

a, ay, Qp Gy

a, a; ay

munosobat kelib chiqadi. Demak, §=0 va A=0 tengli : .
vaqtda bajarilishi ngliklarning bir

9, _a, _a,
Gy o ey
" sMa teng kuchlidir. Natijada biz quyidagi tasdigni hosil
qilamiz:
Tasdiq. Ikkinchi tartibli chizig
a) 6#0 bo ‘Isa yagona markazga ega,
b) 6=0 va A=0 bo Isa cheksiz ko P markazga ega va markazlar
to ‘plami bitta to ‘gri chizigni tashkil etadi:
v) 6=0va A#0 bo‘lsa markazga ega emas.
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YAGONA MARKAZGA EGA BO‘LGAN IKKINCHI TARTIBLI
CHIZIQ TENGLAMASINI SODDALASHTIRISH

Biz umumiy ay,x? +2ap,xy +ayy’ +2a13%+2a5;y +az3 =0
tenglama bilan berilgan yagona markazga ega ikkinchi tartibli chizigni
aniglash va uni yasash bilan shug‘ullanamiz.

Bu holda parallel ko‘chirish yordamida koordinata boshini
ikkinchi tartibli chizigning markaziga joylashtiramiz.

Natijada tenglamada birinchi hadlar yo‘qoladi. Koordinata
o‘qlarini o‘zaro perpendikulyar bosh yo‘nalishlar bo‘yicha
yo‘naltiramiz. yo‘nalishlarning o‘zaro qo‘shma bo‘lishi invariant
xossa bo‘lganligi uchun yangi koordinatalar sistemasida {10} va{0,1}
yo‘nalishlar o‘zaro qo‘shma bo‘ladi. Bu shart

ap =0
tenglikka teng kuchlidir. Demak bu holda ikkinchi tartibli
chizigning tenglamasi
&y ¥? +dyp y? +ds3=0 (36)
ko‘rinishga keladi.Bu tenglamada
ay #0dy, #20,ds3

koeffitsiyent esa nolga teng bo‘lishi ham,nolga teng bo‘Imasligi
ham mumkin. Agar d&; koeffitsiyent esa nolga teng bo‘lsa, (36)
tenglama

AX?+By?=0 37

ko‘rinishga keladi. Agar 4,B koeffitsiyentlar har xil ishoralarga
ega bo‘lsa, bu tenglama ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chizigni aniqlaydi.
Koeffitsiyentlar bir xil ishoralarga ega bo‘lsa, bu tenglamani bitta
nuqtani aniglaydi.

Yuqoridagi (36) tenglamada d); koeffitsiyent esa nolga teng
bo‘lmasa, (36) tenglama '

AX? +By?* =1 (38)

ko‘rinishga keladi. Bu tenglama esa koeffitsiyentlarning
Ishorasiga qarab, ellipsni yoki giperbolani aniglaydi.

Demak, yagona markazga ega bo‘lgan ikkinchi tartibli chiziq
guyidagi to‘rtta chiziglarning biridan iborat:

1. Ellips

2. Giperbola;
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3, Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq;
4, Bitta nuqta.
Masala. Quyidagi
X =5xy+4y° +x4+2y-2=0
tenglama bilan aniqlagan chiziq tenglamasini soddalashtiring.
Yechish. Berilgan ikkinchi tartibli chiziq uchun ikkinchi

invariantni hisoblasak,
- 9
I, = 2-_Z<0
2 i——s- . 4
2

chiziq birinchi guruhga tegishli, ya’ni berilgan chiziq giperbolik
tipda. Ushbu

i ibaBody
2 2
Kishs a0 Hlso
2
S Silar
2

munosabatdan berilgan ikkinchi tartibli chizigning kesishadigan
ikkita to‘g‘ri chizigdan iborat ekanligini ko‘ramiz.
Tenglamani ikkita chizigli ko‘paytuvchilarga ajratish
yordamida soddalashtiramiz:

P =5xy+4y* +x+2y—=2=xX"+(=Sy+Dx+4y*+2y~2=

=x’ +(—Sy+l)x-o-(_5};+l))-0-4y2 +2y— 2_(—5y2+1 )2 =

- -
=(x+-sy2+1)’Hy,”y_z_&;ﬂﬂ:(ﬂ_zyz_n)‘_

2
(3y-3Yu x+-5y+l+3y-—3}(x+—5y+l_3y—3)=
2 2 2 2 2

=(x-y-1)-(x-4y+2);
bu to‘g‘ri chiziglar tenglamalari: x-y-1=0;  x-4y+2=0 dan
iborat.
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Darsda yechiladigan misollar

1. Asimptotalari x-1=0, 2x-y+1=0 to‘g‘ri chiziqlardan iborat
bo‘lgan va 4x+y+5=0 to‘g‘ri chizigga urinadigan giperbola
tenglamasi tuzilsin.

2.([2]) Ikkinchi tartibli sirtning berilgan tekislik bilan
kesishishidan hosil bo‘lgan chizigni tekshiring

2i4::2
DE+2L —72=1, 4x-3y-12z-6=0
9 4

)
2)5—+2—+22=L x+4z-4=0.
16 4

2 2
3. ([2])‘1‘—6-”7=z paraboloidning 3x+ 2y -4z =0 tekislikka

parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziqli yasovchilarini toping.
Bi 2 %

4.([2]) Berilgan M(6,2,8) nuqgtadan o‘tuvchi va % - -’i— - %g =1
sirtda yotuvchi to‘g‘ri chiziqlarni toping.

5. Diametri x-2y=0 to‘g‘ri chizigdan x+y=0 esa uchidagi
urinmasidan iborat bo‘lgan hamda 4(0;)) nuqtadan o‘tuvchi parabola
tenglamasi tuzilsin.

6. Uchlari 4(4;2), B(8:2),C(4;5) nuqtalarda bo‘lgan 4BC
uchburchak bilan berilgan. Shu uchburchakka tashqi chizilgan
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uchburchakning 4 uchidan chiqarilgan 4p mediana diametri
bo‘ladigan Parabola tenglamasi tuzilsin.

% 408 uchburchak berilgan: 4(8:0),0(0:0), B(0;6). 0 nugtadan
o‘tadigan, 48 tomoni o‘rtasida urinadigan, 04,08 tomonlarni kesib
o‘tadigan ikkinchi tartibli chiziq tenglamasi tuzilsin.

8. Parallelogrammning uchta 0(0:0), 4(4;0), B(2:2). uchi hamda
4 va B nuqtalar parallelogrammning qarama-qarshi uchlari ekanligi
ma’lum. Shu parallelogramga ichki chizilgan va parallelogramm
tomonlarining o‘rtalarida urinadigan ellips tenglamasi tuzilsin.

9. (3;0) nugtadan o‘tadigan markazi (0;-1) nuqtada bo‘lgan
ikkinchi tartibli chiziq berilgan. Bu chiziq 2x-3y+1=0, x+y-5=0
to‘g‘ri chiziglarni xosmas nugqtalarda kesib o‘tishi ma’lum bo‘lsa,
chiziq tenglamasi tuzilsin.

10.  (1;1) nugtadan o‘tadigan, 0x o‘gni (1;0) nuqta va xosmas
nugqtasida, shuningdek, 0y o‘qini (0;1) nugta bilan xosmas nugqtasida
kesib o‘tadigan ikkinchi tartibli chiziq tenglamasi tuzilsin.

1. M(t) nuqtadan o‘tib, Ox 0‘qiga (3;0) nuqtada urinadigan
va asimptotasi Oy o‘qidan iborat giperbolaning tenglamasi tuzilsin.

Test savollari

1. Quyidagilardan gaysi biri yagona markazga ega?
a)  Ellips

b)  Ikkita parallel to‘g‘ri chiziq

c)  Ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziglar

d) parabola
2. Quyidagilardan qaysi biri yagona markazga ega?
a) Giperbola

b)  Ikkita parallel to‘g‘ri chiziq

c)  Ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziglar

d)  parabola

3. Quyidagilardan qaysi biri yagona markazga ega?

a)  Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq

b)  Ikkita parallel to‘g‘ri chiziq

¢)  Ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziglar

d)  parabola

4. Quyidagilardan qaysi biri yagona markazga ega?
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a) Nugqta

b)  Ikkita parallel to'g‘ri chiziq

c) Ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziglar
d) parabola

5. Quyidagilardan qaysi biri yagona markazga ega emas?
a) Ellips

b) Nugqta
c) Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq
d)  parabola

6. Quyidagilardan qaysi biri yagona markazga ega emas?
a) Ellips

b) Nuqta

c) Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq

d)  Ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziglar

7. Quyidagilardan qaysi biri cheksiz ko‘p markazga ega ?
a) Ellips

b) Nuqta

c) Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq

d) Ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziglar

8. Quyidagilardan qaysi biri cheksiz ko‘p markazga ega?
a) Ellips

b) Nugta

¢) Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq

d) Ikkita parallel to‘g‘ri chiziq

9. Quyidagilardan qaysi biri markazga ega emas?

a) Ellips

b) Parabola

¢) Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq

d) Ikkita parallel to‘g‘ri chiziq

10. Quyidagilardan qaysi birlari yagona markazga ega?
e) Ellips, giperbola

f) Nuqta, parabola

g) Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chizig, nuqta

h) Ikkita parallel to‘g‘ri chiziq, ellips
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14-§. Ikkinchi tartibli sirtlarning umumiy tenglamalarini
kanonik ko‘rinishga keltirish

Reja:

| B Ikkinchi tartibli sirtlarning umumiy tenglamasi

2. Yagona markazga ega ikkinchi tartibli sirt tenglamasini
soddalashtirish

3. Yagona markazga ega bo‘lmagan ikkinchi tartibli sirt
tenglamasini soddalashtirish

IKKINCHI TARTIBLI SIRTLARNING UMUMIY
TENGLAMASI
Biz ikkinchi tartibli sirt deganda fazoda dekart koordinatalar
sistemasida koordinatalari quyidagi

a, X’ +a,y’ +a,z’ +2a,xy+2a,xz+2a, yz + 1
+2a,x+2a,y+2a,z+a,=0 0

tenglamani ganoatlantiruvchi nuqtalarning geometrik o‘rnini
tushunamiz.

Bu yerda aq,,a,,a,,a,,a,,a, koeffitsentlardan kamida bittasi
noldan fargli. Yuqoridagi (1) tenglamani ikkinchi tartibli sirtning
umumiy tenglamasi deb ataymiz.

Ma’lumki, ikkinchi tartibli sirt geometrik obyekt sifatida, berilgan
dekart koordinatalar sistemasidan boshqa dekart koordinatalar
sistemasiga o‘tganimizda o‘zgarmaydi. Eslatib o‘tamiz, (1) tenglama
va boshga koordinata sistemasiga o‘tgandagi tenglama ekvivalentdir.

Quyida biz bir dekart koordinatalar sistemasidan boshqasiga
o‘tganimizda (1) tenglamaning koeffitsiyentlarining o*‘zgarishini
ko‘ramiz. Parallel ko‘chirish va burishni alohida qaraymiz.
Quyidagicha belgilashlar kiritamiz: (1) tenglamaning yuqori tartibli
hadlari

aX" +a,)’ +a,7" +20,xy+20,x2 +2a, yz

—(1) tenglamaning yuqori tartibli hadlari
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2a,,x+2a,y+2a,z+a,

—(1) tenglamaning chiziqli hadlari.

Dekart koordinatalar sistemasini

x=x"+x,
Y=yt 2
z=2z+2z,

formulalar yordamida parallel ko‘chirishni qaraylik. Bunda
Xy, Yo» Z, Yangi koordinatalar boshining eski Oxyz koordinatalar
sistemasidagi koordinatalari (2) tenglamalar sistemasidagi ifodalarni
(1) tenglamaga qo‘yib ikkinchi tartibli sirtning yangi koordinatalar
sistemasidagi tenglamasini hosil gilamiz:

a, x*+a,y?+a,z"+2a,x'y'+ 2a,,x'z'+ 2a,, y'z'+
+2a' x'+2a' y'+2a'y z'+a’y, =0 (1)
Bu tenglamada
a'y =ayX, +ayy, +asz,+a,
a'yy =apXg+anyy+ayz,+ay,
@'y = @3 X, + Ay Y, + 8337, + Gy, 3)
@'y =@, %, + Yy + a2, +280,X, Yo +2a1,%20 + 28y Vo2 +
+2a,x,+2a,,y, +2a,z,+a,,

Yugqoridagilardan quyidagicha xulosa gqilish mumkin: Dekart
koordinatalar sistemasini parallel ko‘chirganimizda yuqori tartibli
hadlar oldidagi koeffitsiyentlar o‘zgarmaydi, chizigli koeffitsentlar esa
(3) formulalardagi kabi o‘zgaradi.

Koordinatalar sistemasini burishda ikkinchi tartibli sirt
tenglamasining o‘zgarishini o‘rganishda bizga quyidagi tushunchalar
kerak bo‘ladi.

Bizga ikkinchi tartibli sirt

Flx,y,z)=0 (1)

tenglama bilan berilgan bo‘lsa, unga tegishli M(x,, y,.20)
nuqtadagi urinma tekislik tushunchasini kiritamiz.

Ta’rif. Ikkinchi tartibli sirtda yotuvchi va M, nuqtadan o‘tuvchi
hamma chiziglarning shu nuqtadagi urinmalari yotuvchi tekislik
Sirtning M, nuqtadagi urinma tekisligi deyiladi.

Urinma tekislik tenglamasini keltirib chiqaramiz. Buning uchun
M, nuqtadan o‘tuvchi a tekislik bilan sirtni kesganimizda hosil
187




bo‘lgan kesimni (chizigni) y bilan , uning M, nuqtadagi urinmasini /
bilan belgilaymiz.

Urinmaga tegishli nuqtani M(x,y,z) bilan, y chiziqgda M,
nuqtaga etarli yaqin nuqtani N bilan belgilab, M, va N nuqtalardan
to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziqda M(x, y,z) nuqtaga eng
yaqin nuqta M’(x,y,z’) bo‘lsin. Biz N nuqtaning koordinatalarini

xy =X +0(x¥ = xp)
ynv=yo+ (Y - y)
Zy=2p -H(z’—zo)
ko‘rinishda yozish mumkin.
Koordinatalar uchun bu ifodalarni (1) tenglamaga qo‘ysak

Flxo +1(x —x), yo +€y =y} 20 +6z' ~2,))=0 (1)

tenglikni olamiz. Bu tenglikning chap tomonidagi ifodada 71— 0
da ¥,y,z' o‘zgaruvchilar mos ravishda x,, y,,z, kattaliklarga intiladi.
Yugoridagi tenglikni ¢ ga bo‘lib va F(x,,yy,2,)=0 tenglikni hisobga
olib, t—0 da limitga o‘tsak

(x=x0)F:(x0, ¥o 20)*(,V—J’O)Fy(xo'J’o»zo)+(z - 20 )F(x0,50,20)=0

14
( )tenglamani hosil gilamiz.Bu tenglama sirtning M, nuqtadagi
urinma tekisligi tenglamasidir.

Biz ikkinchi tartibli chiziqlar uchun diametr tushunchasini
kiritgan edik. Ikkinchi tartibli sirt uchun esa diametr tekislik
tushunchasini kiritamiz. To‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli sirtni ikki M,N
nuqtada kesib o‘tsa, MN kesma ikkinchi tartibli sirt uchun vatar
bo‘ladi.

Teorema-1. Parallel vatarlarning o‘rtalari bir tekislikda yotadi.

Isbot. Ikkinchi tartibli sirt uchun maxsus tanlangan Oxyz dekart
koordinatalar sistemasi mavjudki, uning tenglamasida xy,xz, yz
ifodalar qatnashmaydi. Bu faktni isbotlash uchun

Flx,,z)=a,,x* + aypy’ + a2’ +2a,x9 + 2ay,yz + 2a332 +
+2a,4x + 2a5,y + 20347 + Ay,

belgilash kiritib,

f(x‘y,z)= a"x2 + azzyz + aniz + Zzaux{ +2ay3yz + 2a,3xz
x“+y“+z

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya hamma o‘zgaruvchilarga
nisbatan bir jinsli, ya’ni

S(Ax,Ap,42) = f(x,y,2), Ae R'

tenglik o‘rinlidir. Bundan tashqari f funksiya birlik sferada
chegaralangan va sferaning birorta M, nuqtasida bu sferadagi eng
kichik giymatga erishadi.

Funksiya bir jinsli bo‘lgani uchun, u koordinata boshidan
chiquvchi nurlarda funksiyaning giymati o‘zgarmaydi. Demak, M,
nuqtada funksiya o‘zining aniqlanish sohasidagi eng kichik giymatiga
erishadi.

Koordinatalar boshini o‘zgartirmagan holda 0z o‘qni OM,
vektor bo‘yicha yo‘naltirib, yangi Oxy’z’ koordinatalar sistemasini
kiritamiz. Yangi koordinatalar sistemasida funksiya

1y 7)= d, X2 +dypy? +d332': + 2¢;’,21'y’2 +2a5, 7 + 2dj,x7
X +y“+7
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Maxrajda turgan ifoda nuqtadan
koordinata boshigacha bo*‘lgan masofa ning kvadrati bo‘lgani uchun.
Uning ko‘rinishi o‘zgarmaydi. Yangi koordinatalar sistemasida M,
nuqta (0,0,z,) koordinatalarga ega va

£0,5.2,)= dyy? + 2;"23)" +dnzy’

Zp +y2

#(oa}/»zoll -0
W s

tenglikdan 45, =0 munosabat kelib chiqadi. Yuqoridagidek
/(¥ ,0,z,) Funksiyaning M, nuqtada minimumga erishishidan
foydalanib, dj, =0
tenglikni olamiz. Natijada ikkinchi tartibli sirt tenglamasi
d X% +2d,XY +dip Y + 24X +2d5,Y +2dy? + diyZ? + dyy =0
ko‘rinishga keladi. Bu yerda fagat x',y' o‘zgaruvchilarga bog‘liq
ifodada ¥’y ko‘paytmani yo‘qatish uchun koordinatalar sistemasini

(anday o'zgartirishni biz IV bobda o‘rgandik. Buning uchun
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tenglik o‘rinli. Demak,




koordinata boshini o‘zgartirmasdan yangi, Ox", 0y o‘qlarni o‘zaro
go‘shma qilib tanlasak, Oz o‘q yo‘nalishini o‘zgartirmasak, sirt
tenglamasi
ay X% +ayy? +a5;2> + 2aix +2a,y +2ay,z +a=0(15)
ko‘rinishga keladi.
Endi bevosita teorema isbotiga kirishamiz. Buning uchun
400
FIC H v
to‘g‘ri chiziqqa parallel vatar o‘rtasining koordinatalarini x, y,z
bilan belgilasak , uning uchi koordinatalari mos ravishda
X=X+, y=y+put, z=z+v va x=x—A,y=y-put,z=z-wv (16)
ko‘rinishda bo‘ladi. Vatar uchlari sirtga tegishli bo‘lgani uchun,
ularning koordinatalari (15) tenglamani qanoatlantiradi. Ularni (15)
tenglamaga qo‘ysak,
a,,;:2 + au;z + au;z + 2a,;+ 2az;+ 2a3; +a+ Zt(xa".;-r,uan;

+va33;+/1a, + pa, +vu3)+tz(a”,%2 +a22;12 +a33v2)=0

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikda ¢ ning ishorasini o‘zgartirsak
ham, u o‘rinli bo‘ladi. Demak, birinchi darajali had koeffitsienti nolga
teng bo‘ladi:
A(a,,x + a,)+ p(azzy + a2)+ v(a33z + a3)= 0 (17)

Bundan esa vatar o‘rtasining koordinatalari (17) tenglamani
qanoatlantirishi kelib chigadi.

Ta’rif-2. Parallel vatarlarming o‘rtalaridan o‘tuvchi tekislik
sirtning diametrial tekisligi deb ataladi.

Diametrial tekislikning tenglamasini ixtiyoriy dekart
koordinatalar sistemasida yozish uchun (16) ifodalarni

F(x,y,z)=0
tenglamaga qo‘yib,
2F(x,y,2) £ 2(AF, (x,p,2) + pF, (x,y,2) + VF,(x,y,2)) +

+2(a, A% + apu’ +aypv? + 2aAp + 2ay34v + 2a3vA) =0
tenglikni olamiz.Bu tengliklik bajarilishi uchun ¢ oldidagi
koifsent nolga teng bo‘lishi kerak. Demak, diametrial tekislik
tenglamasini

AF, +uF, +AF, =0 (18)
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ko‘rinishda yozish mumkin. Ravshanki, agar ikkinchi tartibli sirt
simmetriya markaziga ega bo‘lsa, har ganday diametrial tekislik bu
markazdan o‘tadi.

Demak ikkinchi tatibli sirt markazi

F,=0, F,=0, F,=0 (19)
tengiamalar sistemasi yordamida aniglanadi.

Paraboloidning diametrial tekisligi uning o‘qiga parallel
bo‘ladi. Bu holda a;; = 0 bo‘lganligi uchun (18) tenglamada =
o‘zgaruvchi qatnashmaydi.

Elliptik va giperbolik silindrlar uchun ularning o‘qlaridagi
hamma nugqtalar markaz bo‘lgani uchun har ganday diametrial tekislik
sirt o‘qi orqali o‘tadi.

Ta’rif. Bizga a tekislik berilgan bo‘lib,sirtga tegishli ixtiyoriy
M nuqta uchun a tekislikka nisbatan bu nuqtaga simmetrik nuqta
ham sirtga tegishli bo‘lsa, a tekislik sirtning simmetrik tekisligi
deyiladi.

Diametrial tekislik tenglamasidan foydalanib sirtning simmetriya
tekisligi tenglamasini keltirib chiqaramiz. Simmetriya tekisligiga
perpendikulyar yo‘nalishdagi o°zaro parallel vatarlar o‘rtalari
simmetriya tekisligiga tegishli bo‘lganligi uchun a={/,m,n} vektorga
perpendikulyar simmetriya tekisligi tenglamasi (18) ga ko‘ra

IF, +mF, +nF,=0  (20)
ko‘rinishda bo‘ladi. Simmetriya tekisligiga a={/,m,n} vektor
perpendikulyar 5
bo‘lganligi uchun
ayl+apm+apn _ ayl +apm+ayn _ ayl+ aypm+apn @1

l m
proposionallik o‘rinli bo‘ladi. Simmetriya tekisligiga
perpendikulyar yo‘nalishni (20) tenglikdan aniqlash uchun (21)
nisbatni & bilan belgilab, ekvivalent sistemani hosil gilamiz
(ay; — k)l +a;;m+apn=0
{ay !l +(ay, — k)m+ a;n=0 (22)
|@3 + ayym+(az3 —k)n=0
I, m, n lar bir vaqtda nolga teng bo‘Imaganligi uchun
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a,—k ap a; |

ay ap-k ap |=0
as ap  ap—k
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan k ni. topib (22) sistemaga
qo‘yamiz va undan {/, m,n} yo‘nalishni topamiz. o -
Biz sirtning simmetriya tekisligini bilsak, ikkmc}u tambl'l sirt
tenglamasini soddalashtirish uchun qulay, yani kanonik koordinatalar
sistemasini topish giyin bo‘lamaydi.

YAGONA MARKAZGA EGA IKKINCHI TAR’ZI;IBLI SIRT
TENGLAMASINI SODDALASHTIRISH

Yagona markazga ega ikkinchi tartibli sir.ming umumiy ‘
tenglamasini parallel ko*chirish va 1-teoremani qo‘llash yordamida
@), x2+a'y yP+ay 27+ a'y =0 (23)
ko‘rinishga keltiramiz. Ikkinchi tartibli sirtning markazi yagona
ekanligidan ma’lumki,

a, 0 0
0 a, 0 |=4a,a,8;#0.
0 0 a3

Bu munosabatdan a,,,a,,,a; koefTitsentlarning hech biri nolga
teng bo‘llmasligini ko‘rish mun}kin. ; ‘
Endi (23) tenglamaning mumkin bo‘lgan barcha

ko‘rinishlarini qarab chiqamiz. : e

1-hol. (23) tenglamadagi @,,a5,a; koefTitsiyentlar .bnr. xn!
ishorali, a, koeffitsiyent esa noldan farqli. Bu holda (1) .|kkmch|
tartibli sirt ellipsoidning kanonik tenglamasini amqlaydx‘. Agar
@y, Gy 0y VA @ koeffitsiyentlar bir xil ishorali bo‘lsa (1) ikkinchi

1“2 a4

tartibli sirt tenglamasi

5 3
{1, page 133] 192

ko‘rinishga keladi. Bunda Ellipsoid mavhum, agar ¢,,,q,,,a.,
koeffitsiyentlar bir xil a,, koeffitsiyent esa ularga qarama-garshi
ishorali bo‘lsa,
X) yl Z 2
dy 4
ay Qp Gy
ko‘rinishdagi ellipsoidning kanonik tenglamasi hosil bo‘ladi.
2-hol.  (23)  tenglamadagi  4,.4,.0, va o«
koeffitsiyentlardan ikkitasi bir xil qolganlari qarama-qarshi ishorali
Bu holda (1) ikkinchi tartibli sirt bir pallali giperboloidning
kanonik tenglamasini aniglaydi.
Aniglik uchun g, > 0,a,, > 0,a,, <0,a,, <0 bo‘lsin. Bunda (i)
ikkinchi tartibli sirt tenglamasi

X5 ) S
e —=]
LG Gy Gy

ay, a4y ay

tenglamani hosil gilamiz. Bu esa bir pallali giperbolaning kanonik

tenglamasi. Agar koeffitsentlarning ishorali boshga holatda bo‘lsa,
koordinata o‘qlarini almashtirish yordamida kanonik tenglamaga
kelish mumkin.

3-hol.  (23) tenglamadagi  a,.a,.¢;, Vva a,
koeffitsiyentlardan birining ishorasi qolganlarining ishorasiga qarama-
qarshi .

Bu holda (1) ikkinchi tartibli sirt ikki pallali
giperboloidning kanonik tenglamasini aniqlaydi.

Aytaylik aniglik uchun q,, <0,a,, <0,a,, > 0,a,, <0 bo‘lsin. U

holda %4509 50,-%50 munosabatlar bajariladi. Bunda (1)

@, ay Ay
ikkinchi tartibli sirt tenglamasini
D B G
ol ST
AGu Gy 9%
a, ay Ay

Ko'rinishga keladi. Bu esa ikki pallali giperbolaning kanonik
tenglamasi, Agar koeffitsentlarning ishorali boshqa holatlarda ho‘lsa,
koordinata qo‘larini almashtirish yordamida kanonik tenglamaga
kelish mumkin.
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4-hol. (23) tenglamadagi a,, koeffitsiyent nolgz.l teng.
Bu holda (1) ikkinchi tartibli sirt konusning kanonik
tenglamasini aniqlaydi. o pel ‘o il
; Agar a,,,a,,,a;, koeffitsiyentlarning ishoralari bir xil bo‘lsa,
a',x*+a'yyi+a'yz® =0
tenglama dekart koordinatalar sistemasida x= y=z-—.'0 nuqtada
bajariladi. Ya’'ni (23) tenglama bu holda nugqtani aniglaydi. Bu konus
mavhum konus deb ataladi. . : . :
Agar a,,a,,a,, koeffitsiyentlaming ishoralari turlicha
bo‘lsa, (23) tenglama konusni aniqlaydi. =
: Aytaylik aniglik uchun g, <0,a,, <0,a;, >0 bo‘lsin. U holda

munosabatlar bajariladi. Bunda (1) ikkinchi tartibli  sirt

tenglamasini s :
L Xon X RE e
P P

a,, an Ay

ko‘rinishda yoza olamiz.

YAGONA MARKAZGA EGA BO‘'LMAGAN IKKINC}lll
TARTIBLI SIRT TENGLAMASINI SODDALASHTIRISH

Berilgan ikkinchi tartibli chiziq markazi yagona bo‘lmasa,

1-teoremani qo‘llash bilan (1) tenglamani
4, + Ay + 02" + 20, X+ 2,y + 20,7+ Ay = 0 (24.)
ko‘rinishga olib kelamiz. .
Markaz yagona bo‘Imaganligi uchun

a, 0 0
0 a, 0 |=aq,a,a;= 0
0 0 ay;

munosabat o‘rinli. Bundan esa a,,,a,,.a;, koeffitsiyentlardan

bittasi yoki ikkitasi nolga teng bo‘lishi mumkin. Ularning barchasi bir

paytda nolga teng bo‘lolmaydi.

'[1, page 131]

1-hol. a,,a,,,a,, koeffitsiyentlardan bittasi nolga teng.
Aniglik uchun a,, koeffitsiyent nolga teng bo‘lsin. Agar
koeffitsiyentlardan boshqa biri nolga teng bo‘lsa, koordinata o‘qlarini
qayta nomlash bilan yuqoridagi holga kelish mumkin.
Yangi x',y',z' koordinatalarga eski x,y,z koordinatalarga
x=x"+ ﬁ,
4,
y=y'+ %
2
z=2'
almashtirish yordamida o‘tsak, (24) tenglama quyidagi
ko‘rinishga keladi
a,x* +a,y* +2a,z+a, =0.
a) Agar koeffitsiyentlar uchun a,, =0, a,, =0 munosabat
bajarilsa, (1) tenglama yordamida berilgan ikkinchi tartibli sirt

xt —&-y.:o
J a4,

ikkita tekislik tenglamasiga ajraladi. Ko‘rinib turibdiki, By sy
koeffitsentlar turli ishorali bo‘lgan holda hagqigiy, bir xil ishorali
bo'lganda esa mavhum tekisliklar paydo bo‘ladi.

b) Agar koeffitsiyentlar uchun a,, =0, a,, #0 munosabat
bajarilsn, (24) tenglama
ax" +ayy’ +a, =0 (25)

ko'rinishga keladi. a,,4, va a, koeffitsentlar bir xil ishorali
bo'lganda mavhum silindr tenglamasi paydo bo‘ladi. Agar a,,a,
koeffitsentlar bir xil ishorali a, koeffitsent esa ularga qarama-qarshi
ishoraga ega bo‘lsa, arifmetik amallarni bajarish orqali  (25)

tenglamani
2 2

L4 ey
aQy a,
4, ay

holatga olib kelamiz. Shunday qilib bu holda berilgan ikkinchi
tartibli sirt elliptik silindrni aniqlar ekan.




ay,,a, koeffitsentlar turli ishorali bo‘lgan holda, giperbolik
silindr tenglamasiga ega bo‘lamiz. :

CANI TN & 0
ay Gy ay Gy
a, ayp a, a4y

v) Agar a,, #0 munosabat bajarilsa, (24) tenglamani
koordinata boshini parallel ko‘chirish bilan
a,x* +ayy’ +2a,z=0 (26) . '
Ko‘rinishga olib kela olamiz. (26) tenglama paraboloidlarning

tenglamalarini aniqladi. ‘ X
¢ Agar a,, a,, bir xil ishorali bo‘lsa, paraboloid elliptik

bo‘ladi S50
X X =2
a,,
a‘l alz - - - ¢ -
Agar a,, a,, turli ishorali bo‘lsa, paraboloid giperbolik bo‘ladi
a, Gy

a, an

2-hol. q,,,a,,,a,;, koeffitsiyentlardan ikkitasi bir paytda nolga teng.

Aniglik uchun a,, = a,, =0 bo‘lsin. Agar koeffitsiyentlardan .boshqa
biri nolga teng bo‘lsa, koordinata o‘qlarini qayta nomlash bilan

oridagi holga kelish mumkin. : \
it Yangi x',y',z' koordinatalarga eski x,y,z koordinatalarga
=X,
y=y'
z=2'% G
ay oy
almashtirish yordamida o‘tsak, (24) tenglama quyidagi
ko‘rinishga keladi:
a2 +2a,x+ 2a, Y+, =0. (27)
a) Agar koeffitsiyentlar uchun a, =0, a, = 0. m.un.osabat
bajarilsa, (1) tenglama yordamida berilgan ikkinchi tartibli sirt
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z=% —a_“
u a;

Ikkita parallel tekislik tenglamasiga ajraladi. Ko‘rinib turibdiki,
ity koefTitsentlar turli ishorali bo‘lgan holda hagqigqiy, bir xil
ishorall bo'lganda esa mavhum tekisliklar paydo bo‘ladi. Agar a,, =0
b tekisliklar ustma-ust tushadi.

b) Agar a,, a, koeffitsiyentlarning kamida bittasi noldan
gl Bu holda dekart koordinatalar sistemasini Oz o*qi atrofida
shunday burchakka buramizka bunda abssissa o‘qi 2a,,x +2a,,y +a, =0
tekislikka parallel bo*lsin. Ko‘rish mumkinki bunday almashtirishdan
so'ng (27) tenglama

a2’ +2a,y=0 (28)

ko'rinishni oladi. (28) tenglama parabolik silindr tenglamasi
ekanligh ko'rinib turibdi,  Xulosa sifatida aytish mumkinki, (1)
tenglama bilan berilgan ikkinchi tartibli sirt tenglamalari
soddidalushtirishdan keyin quyidagi hollardan biriga keladi?’

AR

1) :,ob,ou,,:’olmO:

" Mavhum ellipsoid (a,, >0 bo‘lgan holda);

b, Ikki pallali giperboloid (a,, <0 bo‘lgan holda);

0 Mavhum elliptik silindr ( a,, = 0 bo‘lgan holda);

J ]
) ;l‘.:)’“nn"‘lﬁoi

" Haqlgly ellipsoid (a,, > 0 bo‘lgan holda);
b Bir pallali giperboloid ( a,, <0 bo‘lgan holda);
¢ Haqiqiy elliptik silindr (a,, = 0 bo‘lgan holda);

1) ;3--5-,-+a,,z'—1=0:
n Bir pallali giperboloid ( a,, >0 bo‘lgan holda);
b, Ikki pallali giperboloid (a,, <0 bo‘lgan holda);
Giperbolik silindr ( a,, = 0 bo‘lgan holda);
4) Viva,2 -2px=0:
Elliptik paraboloid ( a,, >0 bo‘lgan holda);

11, page 132, theorem 3.4.2)
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b. Giperbolik paraboloid (a;; <0 bo‘lgan holda);

[P Parabolik silindr (a,, =0 bo‘lgan holda);

5) x-a'y'+auz’=0:

a. Haqiqiy yoki mavhum konus (mos ravishda a,, >0 va
a,, <0 bo‘lgan hollarda);

b. Ikkita kesishuvchi tekisliklar (a,, =0 bo‘lgan holda);

6) X +a'y +a,z’ =0

a. Mavhum konus ( a,, >0 bo‘lgan holda);

! Hagqiqiy konus (a;, <0 bo‘lgan holda);
c. Mavhum kesishuvchi tekisliklar (a,; =0 bo‘lgan holda);

Masala yechish namunasi

1-misol. To'g'ri burchakli koordinatalar tenglamalar sistemasiga
nisbatan
Sx? +2)% + 527 —4xy— 2 - )z +10x-4y—-2z+4=0
tenglama bilan berilgan sirtning ko‘rinishi va joylashishi

aniqlansin.
Yechish.
5 -2 -1
I,=‘»2 2 -z‘:o.
-1 -2 5
§. -2 -1 S
2 2 -2 -

K, = =0,
Lo T S SIS

5 -2 -1 4

s -2 |s -4, |2 -
1,=\_2 le st j=36.
s "<2 s|’|s -1 8|2 =2.-
2 2 -2+l 5 -l+f}2 5 -1|=-36
s -2 4 h -1 4‘\ \:2 -1 :‘
I,=5+2+5=12.

[,=K,=0I,>01K,<0

K, =

bo‘lgani uchun berilgan tenglama elliptik silindrni aniqglaydi.
Xarakteristik 2’ —124* +364 =0 tenglama ildizlari: 4, =4,=6,4,=0
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Sodda tenglamasi

6x* +6? _?=0
yoki 6

x‘+y‘=

O | -

ko‘rinishga ega.

Bu tenglama radiusi - i
% . iusi 7 & teng aylanma silindrni aniqlaydi.
Silindrning o°qi ushbu
Sx=2y-z+5=0,
~2x+2y-2z-2=0,

g

i’ ] : } &

isol Koor:imaztalal;nmg togri burchakli sistemasida
3 g ) x.+y +42° + 2y + 4z +4yz—62+1=0
glama bilan berilgan sirtning ko‘rinishi va joylashishi

aniglansin,
Yechish,

e

Il:‘l l :0
2 2 4
T3 0
T FRS TR

K, =

ST
0 0 -3 1|
1 ) |l 1 2

l, = + ¥

: " 2 j+2 4'”0

K=l 1 0+2 4 -3+ 4 _3=_13

I|=l"'l+4=6 !

Berilgan tenglama parabolik silindrni aniqlaydi
Sod i 6x? J |
da tenglamasi: 6x* -2 [+ '—6§y =0
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yoki x* = j'-,}_ . Silindr yasovchilariga perpendikular kesimining

parametri o
- 23"
Silindring vaziyatini aniglash uchun uning tenglamasini
o (x+y+2z+m) ~[2mx+ 2my+2(2m +3)z +1=0]

ko‘rinishda yozib olamiz.

m'sonini ikkita tekislikning perpendikularlik shartidan foydalanib
topamiz:

xX+y+2z+m=0,
2mx+2my+2(2m+3)z +1=0,
‘ Im+1m+ 2(2m +3)= 0.

bu ye.rdan. m=~1. Shunday qilib silindr yasovchilariga parallel
bo‘lgan simmetriya tekisligining tenglamasi: x+y+2z-1=0 bu
tekislikka perpendikular urinma tekislik tenglamasi: - 2x—2y+2z+1=0.
Bu -yerdan esa, shu urinma tekislikka perpendikular va silindring
botiqlik tomoniga yo’nalgan {-2-22}4{ {-1-11} vektorni topamiz.

3-misol. To‘g*ri burchakli koordinatalar sistemasida ushbu
Y+ 2y +4x+2)z—4x-2y=0
. tenglama bilan berilgan sirtning ko*rinishi va joylashishi

aniqlansin.

Yechish:

0 1 2 -

LI QRS U
K= =

*“l2 1 6 o .

-2 <10 o

11

I'=|(‘) :Hg (Z!‘+x s

0,4l ~A |0 52~ } 1 =
Ky=|1 1 -1|+[2 0 of+{1 0 o|=0
-2 -1 0 20 0 10 0
[,=0+1+0=1

Bu yerda 1, =K, =0,1, <0,K, = 0 bo‘lgani uchun berilgan tenlama
kesishuvchi ikkita tekislikni aniglaydi.
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Bu tekisliklar tenglamalarini topish uchun berilgan tenglamaning

chap tomonini x,y,z ga nisbatan chizigli ko*paytuvchilarga ajratamiz:

y‘+2xy+4n+2p—4x—2y=y’+2(x+z—l)y+4xz-4x=y’+2(x+z-l)y+(x+z—l)’ +
raz—dx—(x+z-1)f =(x+y+2z-1) +4m-dx-x" -2z -7 ~1+2x+2z=(x+y+z-1) -
-x*+2e-2x-2" +Zz—|=(x+y+z—l)’-(x’—Zz+21+z’-2:+l)=(x+y+z-l)’ -[x’ +

+2(!—z)x+(l—z)’]=(x+y+z-l)’ ~(x-z+1f =(2x+y)y+22-2)
Bu yerdan berilgan tenglama aniqlagan tekislik tenglamalari
2x+y=0,y+2z-2=0
ekanligini topamiz.

Mastagqil ishlash uchun masalalar

1. Koordinata boshini sirtning simmetriya mérkaziga ko‘chirish
yordamida quyidagi sirtlarning tenglamasini soddalashtiring.

1) x? +2y% +222 + 2xp-2x -4y —4z=0;

2) Y +3xy+ 2z +zx +3x+2y=0;

3) x? +2y? ~22 +2x-2y+2z+1=0

2 2 2
2. Ikkinchi tartibli sirt % + f_s + 59— =1 tenglama bilan berilgan.

Bu sirtning M(2, 1, -1) nuqtadan o‘tuvchi va bu nuqtada teng ikkiga
bo'linuvchi vatarining tenglamasini yozing.

2 2 2 .
3. Ikkinchi tartibli sirt 1‘9_ + YT - ’7 =1 tenglama bilan

berilgan, Bu sirtga (-6; 2; 6) nuqtada urinuvchi tekislik tenglamasini
yozing. < ,

SR e f e
4, Ellipsoid 58— + ,.VT + fl—=l tenglama bilan berilgan. Unining (-2;

1; -1/2) nuqtadagi normali tenglamasini yozing.

5. Ikkinchi tartibli sirt
2x% + 5y +82% +12yz + 62x + 2xy + 8x + 14y'+ 182 =0 tenglama bilan
berilgan. Bu sirtning l)x—;s— = % - Z_J'sl to‘g‘ri chiziqqa; 2)Ox o‘qiga;
3) Oy o‘qiga; 4)Oz o‘qiga parallel Vatarlarga qo‘shma diametrial
tekisligi tenglamasini yozing.
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6. x* +3z> —6xy +8x+5=0 tenglama bilan berilgan ikkinchi
tartibli sirtning —— e 3 = % = ZT—I to‘g‘ri chiziqdan o‘tuvchi diametrial
tekisligi tenglamasml yozing.

7. Ikinchi tartibli sirtning bitta M(2,0,~1) nugqtasi, markazi €(0,0,-1)
va Oxy tekislik bilan kesimi

[x?—4xy-1=0
iz =0

malum bo‘lsa,uning tenglamasini tuzing.

8. Ikkinchi tartibli sirtning berilgan tekislik bilan kesishishidan
hosil bo‘lgan chizigni tekshiring

2 2
)>+2—22=1, 4x-3y-122-6=0
TR

3 3
)X + X 42221, x+42-4=0.
16 4

2 2

9. T~y =+ paraboloidning 3x+2y—4z=0 tekislikka paralle]

bo‘lgan to‘g‘ri chizigli yasovchilarini toping.
2 2

10. Berilgan M(6,2,8) nuqtadan o‘tuvchi va % - 14- —%:l sirtda
yotuvchi to‘g‘ri chiziglarni toping.

11. Quyidagi sirtlarning kanonik tenglamasi va joylashishini
aniqlansm
x +5y +2° +2xy+6xz+2yz-2x+6y+22 0.
2x +y +22 -2xy+2yz+4x-2y=0.
x +y +4z +2xy+4xz+4yz-6z+1 =0.
4’ +9y +2- 12xy—6yz+4zx+4x-6y+22—5 0.
7%’ +6y +5z -4xy-4yz-6x-24y+18z+30=0.
2x +2y 5z +2xy-2x-4y-4z+2=0.

-2y +z +4xy-8xz-4yz-14x—4y+l4z+16 0.
2x° +2y +37° +4xy+2xz+2yz-4x+6y—22+3 0.
2x +5y +Zz -2xy+2yz-4xz+2x-10y-2z-1=0.
10 X +5y +2° +2xy+6xz+2yz-2x+6y+22 0,
11. 5x -;?/+52 -4xy-2xy-4yz+ 10x-4y-22+4=0;
12. x*-2y%+z +4xy-10xz+4yz+2x+4y-102—1 =0.
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13. 5x° -y ?+z +4xy+6xz+2x+4y+6z-8 =0.
14. 2 +10y°-2z 2+ 12xy+8yz+12x+4y+8z-1=0.

Test namunalari

1. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri ellipsoidni aniqlaydi?

2 2
0 Sl
2 2
b) i:“-%—z—:l
c) :—Z+§-=|
2 2
d) 3——%—:1

2. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri bir pallali giperboloidni
aniqlaydi?

"
5

| i e
) Gt
2 2 2
I S A
b) ;74'—14'0—’—1
2
c —+==1
) EE
2 b}
I 8
d) e ol

3. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri ikki pallali giperboloidni
aniqlaydi?

~
'~
-~

0 Gef-ge-

DR A

c) :: " i—: =1

d) ;—z - :—: =1

4. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri konusni amqlaydl"
a) 2: . —‘E; g 0

S
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6. :—:+Z—: =2pztenglama bilan berilgan sirt qanday nomlanadi ?

7 :—:+:—:=l tenglama bilan berilgan sirt ganday nomlanadi ?

9. y* =2px tenglama bilan berilgan sirt qanday nomlanadi ?

Quyidagi tenglamalardan qaysi biri giperbolik paraboloidni

C) i{* ;=1
a [ 4
< y! ~
d) 3oyl
4.
aniqlaydi?
> il il
e
2 y’ ‘z‘z R,
a) a—1+ LT 3 =1
*
b) ;,‘-0- :;Z- =1
xi yl 5
c) i 1
a) elliptik paraboloid
b) Elliptik silindr
c) Giperbolik silindr
d)  Parabolik silindr
a) Elliptik silindr
b) elliptik paraboloid
¢)  Giperbolik silindr
d)  Parabolik silindr
§ 2 ¥
al bl
a)  Giperbolik silindr
b) elliptik paraboloid
c)  Elliptik silindr
d)  Parabolik silindr
a) Parabolik silindr
b) elliptik paraboloid
¢)  Elliptik silindr
d)  Giperbolik silindr

¥ =1 tenglama bilan berilgan sirt ganday nomlanadi ?

10, £+ =2, (p=q>0) tenglama bilan berilgan sirt ganday
P g
nomlanadi ? .
a) elliptik paraboloid
b)  Elliptik silindr e
¢)  Giperbolik silindrParabolik silindr
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