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SO'Z BOSHI

Oy 1 lim muassasalarida maviud “Matematika™ vi “Matematika o'gitish
metoddiban” ta' lim yo'natishida o*qitiladigan “Matematik analiz” fam dasturlari bir-
Widan o' gitish magsadi va mazmuni jihatdsn wbdan farg giladi. “Matematika"
' lhin o nalishida “Matematik analie” fanl muzmuni chuquriigi bilan bir qatorda
o witiadigan bo'limlari bilan ham farg qiladi. Bu ta'lim yo'nalishida klassik analiz
aumbarl o' tgmiladi,  “Matematika  o'qitish  metodikasi”  ta'lim  yo'nalishida
wtiadigan matematik analiz kursida klassik analiz asoslan bilan bir qatorda
difleromsinl tenglamalar, kompleks va haqigiy o' zgaruvchilming  funksiyalari
wacacisularl, funksional analiz asostari o' rgnniladi

Respublikamizda matematik annliz fanidan yarutilgan o'quv adabiyotlari
Matemotikn”  w'lim  yo'nalishign moslab  yozilgan., “Matematika  ©'qitish
metodikasi” @'lim yo'nalishida  ochun  yaratilgan o'quy  adabiyotieri  ham
ynjoridagi adsbiyotiardan kam farq giladi.

Ho'lnjok matematika o'qituvchilariga “Matematik analiz” fanini o' qitish
miribast, worijly tajribularmi o'rganish shuni Ko'rsstadikl, darslikning ta'lim
yo' nalishi Daviat ta'lim stasdarti, malaka taloblaciga mos yozilishi, talaba yochishni
ddatashi logim bo'lgan tayanch masalalarmi yechish namunalarining berilishing,
fangs qiesquvchi talabalarni ham hisobga olishnl, talabalar mustaqil ishini
tashkilbashtivish uchun materiaflaming maviud bo'lishini tagoza giladi,

Ushbu darsliknl yozishda yugorida avtilganiar ¢'tiboega olindi.

Ushbu darslik uch bolimdan — analizgn kirish, bir o‘zgaravchili funksiyaning
difYerensial hisobl va bir o' zgaruvchill funksivaning integral hisobidan — iborat va
a'n Ikkim bobdan tashkil topgan Bunda matematik analiz dasturida yuqorida
aytilgan bo'limlar bo'yicha ko'rsatilgan barcha mavzulardan nazariy wva qisman
wmaliy materiallar, tayanch masalalar va ulami yechish namunalari, mustaqil ishga
/ratilgan materiallar masala shaklida keltirtigan

Darslikni tayyorlashds ta'lim besqgichlan orasidagi izchillikka va ' limnmng
kasbiy yo'nalganiik tamoyillarigs, hamda muallifning Nizomiy nomidagi
pedagogika universitetida, ko*p yillar davomida matematik analix boyicha o'gijgan
leksivalari va olib borgan smally mashg‘ulotlaridan kelib chigqan xulosabariga
asoslandl. Qo'llanmaning tuzilishi, mavzulaming tanlanishi mana shu tajribalar
natijasi bo'lib, shuningdek, shu paytgacha o'zbek tilida mavijud bo®lgan danlik va
o'quv qo'llanmalardan, horijiy daviatiarda chop etilgan yangi adabiyotlardan jjobiy
foydalanildi. Foydakanilgan sdabiyotlardagi atamalas, tushunchalar va belgilashlami
saglab golishgn harskst gilindi.

Darslikdn ta'rif, seoremu, lemma, xessalur, misollar har bir bob uchun bir xil
tartibda nomeriangan. Paragraflar so'nyida berilgan mashq va masalalar ham boblar
boyicha nomecriangan Formolalar har bir pamgral bo'yicha, rasmiar barcha
bo' limiar uchun ketma-ket nomerlangan.

Teorcmalar sbotining boshlanishi O, yakuni ¢ belgilar bilan belgilangan.
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BIRINCHI BO'LIM. ANALIZGA KIRISH

1~ BOB. HAQIQIY SONLAR NAZARIYASI

1-8. Ratskomal sonlar to*plami va uning vossalari

1. Ratsional sontar to*plami, Ma'lumki, N = {1,2,3,...,7n....) kabl barcha
natwal soolar to'plami, Z = (..., =M, =3 =2,~1,0,1,2,3,...] kabi barcha
butun sonlar 1o plami belgilanad

Lt-tu'rif. Ushbu gisqarmaydigan r = f kast ko*rinishda tasvirlash mumkin

bo' lgan har bir son rutxional sou deyiladi, bu verda p biror butun, ¢ esu atural son
Harcha ratsional sonlar to*plamini ¢ orgali belgllaymiz
22,2 kasrbarni bar birini gisjartitish natijasid < - qisqarmas kust ko' rinishga
heltirsh osumdcin, Densak, wlorming har bie eatsional son va ular o'z teng

() w'plamda wrifimetik amallar quyidagicha kiritiladi. Aytaylik, r, = f"’ va
]

ry = '.-" sl sondar bertlpw bo' ksin. Bu ry va ry ratsioanl sonlami yigindisi deb,

J

‘ » Paly=Pei:
Pobry ow B B PR Ly avirmash deb, 7y - rp w2 Bt o BTG
Ll L[ “wh Nt Vs W

songa, ko'paytmasi deb, 7, oy = sls‘ = E‘S‘ songa, ry ¢ O bolganda ulaming
\J I (AL}

bo' limmasi deb, ry:r; = LB o B ongn aytiladi.
- 9 e

2. Ratsional sonlarning tartiblanganhik sossasi.

L2a'rif Agnr ry, =y = O ho'lsa, ry =y, agarry =13 > 0 bo'lsa, ry > 1y,
agar ry = ry < 0 bo'lsa, ry < 75 deyiladi

1.3-xossn. Ixtiyorty ikkite r; va r; ratstonal sonlar uchun ry, =g <
e, 1y > ry mumosabatlardan fagat bittasi o*rinli bo'lads,

L.4-xossa. Ixtiyorly wchia ry, r; va ry ratyional sonler uchunrny <7 var <
ry munosabatiardan ry < 7y bo'lishi kelib chigadi,

Bu xossalaming to'g'riligt matsional sonlar ustidags arifmetik amaliaming
xossalaridan foydalunib sbotlunedi (1-, 2-masalalaz).
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A Ratsional sonlar to'plamining sichlik xossasl

1.5-xassa. Bir-biridan fargli ixtivoriy ikki r; va r; mtsional sonlar orasida,
ulardan fargli, kiemida bitta ratsional son mavjud.

Isbot, 0 Aytaylik, r, <71; bo'lsin. U holda r = -171 uchun r, < 7 <1y
bo'lishi ravshan. Shumingdek ratsional sonlami qo'shish va bo'lish qoidalaridan
l;l: € Q kelib chigadi ¢

Ratsional sonlar to'plamining zichlik xossaidan ikkita 1eng bo'lmagan
ratsiooal sontar orasida cheksiz ko'p mtsionnl sonlar maviud ekanhigr kelib clugad|
(3-masala).

4. Arximed aksiomasi Rossionnl sonlar  to'plamining  yugonidagi
xoszaluridan kelib chigmaydigan quyidagl xossast o rnl:

1.6-xossa, Har qenday mushat © son uchun undan kutta naturnl son maviod

Bu xossa Arximed aksiomasi deb yuritiladi,

2-8. Ratsional sonlarni sonlar o'qida tasvirlash

To'g'n chiziqda ixtiyoriy bir nugtant “boshiang'ich nugta™ deb olib, O orgall
belgilwymiz. Ba () nugtani “0%(nol) sonining geometrik tasvin deb garaymiz

Endi. shu to'g'ri chizigda noldan o'ng tomanga yurishnl mushat yo'nalish,
chap tomonga yutishnl manfiy yo'nalish deb qabul gllamiz. Biror kesmani tanlab
olib, uni o'kchov birtigi deb gqabul gilamiz. Bunday belgilashlar qilingan to'g'nl
chiziqni somlar o gl deyiladi (1-msam),

O M
I~tasm

Rasmdda. OM ocrqali tonfangan birlik kesma belgilangan, M nugea “1™ bir
soniga mos keladi deymue.

1. 7-teorema. Har ratsional songn sonlar o' qida aniq bitta nugia mos keladi.

Isbot. O Dastiab patural wvi butun sonfargs mos keladigan nogtsbaeni
ko'rsatamiz. O'kchov birligini, ya'ni OM kesmanl 0 nugtadan o'ngga, 10'g"rl chizig
bo'yiab ketma-ket joylaabtirilganda 1, 2, .. », . .. soalargs mos nogtaler hosil

|
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2+ rusm
qifimacds. Xuddi shuningdek, chap tomonda -1, ~Z....,~n,., sonlarlargs mos

pugtaler belgilanudi. Bu nugtulami “butin sugtalar™ deymiz (2-oasm)

Ends, E ko' rinishdags musbet yoki -s ko' rinishdagi manfiy ratsonal songn
mos Keladigan nuqtani topamiz

Aytaylik, 5 mushat rutsional son bo'lsin. Uchi O nugtada bo'lgan KOL
burchak chizamiz, Biror kesma olib uni © nugtadan boshinb OL nur ustign Ketma-
ket ¢ marta qo'yib N, nogtani va p marta qo'yib M, nugtand belgilaylik, OX nurda
esa, 0 nugtadan sonlar o'gqiniog birlik kesmast OM ni qo'yaniz Agar M va N,
ragtalami birlushtirsak, OM N, uchburchak hosil bo'ladi. Endi Ny, nugtadan M N, ga
parnllel 1o g'ri chizig o'tkazib, uwlarning OK bilan kesishish nuqtasim M, orqali
belgileymiz. Yasmhga ko'ta, OMN, uchburchak OM N, uchburchakga o'xshash

{ beram)

o LM' \ A K

Jerasm

Shu sababli % songn M, mugta mos kefadi. Agae -s manfly ratsioanl son
bo' ks, u holda dustlab 5 songa mos M,, nugua topiladi. Keyin uni O nuquaga nishatan
simmetrik almashtiramiz. Hosll bo'lgen nugragy -s manfly ratsional son mos
qoyiladi ¢

Stwodoy gilib, sonlar o'qida barcha ratsionul sonlarga mos Keladigan
nugialeend belgilab chigish mumkin ekan. Bu nugtalami “ratsional nugtalar™ deymiz.
[Demnk, sonlar o'qida, har bir ratsional sengse anig bitte nugta mos Keladi,

Bu tasdigning teskarisi o' rinll emas, ya'ni quyidagi teorema o'rinki.

1.8-teorema. Sonkar o'qini tasviddoschi to'g'n chizigda shunday nugta boeki
unga mos keluvehi rstsional son mavjud emas,

Isbot, 0 Katetlorl, birlik keima OM ga teng bo'lgan OME 10'g'ri burchakhi
uchburchakning OF gipotenuzssint  sickul  yordamida € nogiadan  o'ngga
joytashtirsak, sonfar o'qida € nugtags ega bo'larmz (d-ruvm),

Ravshaziki, |[0C] = |08 = 2. Mana .
shu € noglags mos ratsional son mavjud /
CImas, / '
Hagigatan, teskarisini faraz qilaylik, Y
ya'ni shundsy £ ratsional son, gisqarmas kasr 0 : e :
., PR

3
mavjud bo'lib, (E) =2 bo'lsin. Bundan

p* = 2q°, yva'ni p ning juft sondigi kelib chiqadi. Shuning uchun, p = Zm belgilash
kiritib uni yugoridagi tenglikka qo'ysak ¢* = Zm* tenglikni hosil gilamiz. Bu csa
quing bam joft ekanini Ko'rsatadi. Demak, s sonning qisquarmtins kusr deb

olganimizgn zid xulosaga Keldik. Bundan, € nugtaga mos keladigan mtsional son
maviud emuskigh kelib clugadi. ¢

Sonlar o'qida € nugtags o'xshash, rusional sonlar orgall  ifodalab
bo* Imaydigan nugtalemi ko'plab ko' rsatish mumkin. Bunday xulosa ratsional sonlar
to plamini kengaytirish zaruriyutini Keltirib chiqaradi,

3-§. Ratsbonnl sonlar to*plamini kengaytirish masalasi. Ratsional sonlar
to*plamining Kesimi

Oldingi paragrafda ta'kidlaganimizdek, sonlar o'qida ratsional nugtalarga
mos kelmaydigan nugralar mavjud. Bu nugtalargs ham biroe “son"lami mos qo*yish




zanati, ya'ni eatsional sonlar to'plamini o2 ichign oladignn yangi “sonhi™ to*plamni
aniglagh zarwr, Quyida 19-asming ikkinchi yarmida nemis matematigi Dedekind
tomonidan ki etilgen hagiqly sonlar nazariyasi bilan tanishamiz. Bu nazariyada
asosly tushuncha ratsional sonlar to'plamining kesimi tushunchasidie.

1.9-1a"ril Ratsional sonlar wo'plami @ qandaydir usulda A va 8 w'plamlarga
wjentilgun bo'lib, quyidagt shartlar bijurilsn, bu wjratish Q ning Aeximi deyiladi

1) A»QB ¢

2) AUB =2

3)  Aw'plamgs tegishli ixtiyoriy ¢ son B to'plamga segishli hue ganduy b
sonden kichik (a < b),

Odatda kesimni (A, #) ko‘rintshdn belgilanadi. Bunda A to'plam kesimning
gy viegfi, B 10 plam esa kestmning yugord sigfi deyilodi

Musalan, 3 sonini va undan kichik bo'lgan barcha mtsional sonlami 4 sinfga,
3 dan kams bo'lgan barcha rutsional sonlacni & sinfga Kiritamiz:

Aw=(r€Q:ix=<3), Be=(xe Q:x>3i

Bunday apratish kesimning uchala shartini qaooatiantiradi. Shuningdek, 3 soni
quyi sinfiing eng katta elementi bo' ladi, ammao yugori sinf & da eng kichik element
maviud emas,

Umumiy holda, ixtiyoriy r mtsional son uchun A = [r € Q:x <r),f = v €
Q:x > r) w'plamlarni Kiritib (A, #) kesimni hosil gilsak, » sonl guyi sinf 1 ning
eng \ntta chomentt bo'ladi. Yugori sinf ¥ da eng Kichik element mavjud emas
Hagiqatan ham, /7 da eng kichik element mavjud va u ry, ga teng deb faraz qllaylik.
U holda r < r; va ratsional sonlar w'plamining zichlik xossasign ko‘ra r dan kutta
va ry dan kichik bo'lgan ry ratsional mavjud bo'lib, u A sinfga ham, & sinfiga ham
tegishli emus. Bu esa (A, 8) ning kesim ekanligiga 2id bo® ladi

L10-misol. Ixtiyorly r ratslonal soni ochun r dan kichik bo‘lgan bercha
ratsional sonlarmi A sinfga, r va undan katta bo*lgan barcha ratsional sonlami 8
sinfga Kiritib bosil gilingan (A, #) kesimning quyl sinfi A dan eng kana element
mavjud emas, Yugon sinf § da r eng Kichik clement bo*Tadi

11T mivol, Kyadrati 2 dan katta bo*lgan barcha musbat misional sonlami B
sinfga, golgan barcha ratsional sonlemi 4 sinfga kiritsak, (A, 8) Kesimya ega
bo' lamiz
Bu kesimda, quyi sinf 4 ning eng katta elementi mavijud cmas, ya'oi A sinfdan
har qanday » ratsional son olmaylik undan katta, 4 ga tegishli msional son har doim
topikadi. Shuni isbotlaymiz.

Aytaylik, r biror mushat rutalonal son va r? < 2 bo'lsin. Ma'lumki, ixtiyoriy

n natural son uchunr < r 4 ;';mununhn o'tinlivar + irmmml son. Shu sababli

3
(r + -E) < 2 shart bajaniladigan » ning maviudhging ko'rsatish yetardi. Ravsbunki

1/ 2r 1 TS |
(ro-) ar+—+—=<Sr’+
n n n?

Shu sababli ¥ + %2 < 2 tengsizlikni gancatlantiruvchi n natural sonni

opish yetarlt. So'ngl tengszlikdan n > :—'_';'- ckanligint topamiz. Shunday gilib,

|

ugar n >-;"T:-:ho'ha. u bolda r* ¢i”'-+£< 2, bundan r‘+¥+:—,s e +%+
1 ' 5 : - 1
=< 2 tengaizhik, ya'm (r + ;) < 2 o'rinhi bo'ludi

Demak, guyi sinf 4 ning eng katte elementi maviud emas

Xuddi shu kabi mulohazalar yordamida, yuqorl sinf B ning eng kichik
elementi mavjud emusligi ko'rsatish mumbkin (1-3 « masala)

1.12<izoh. Ratsional sonlar to'plami @ ning. quvi sinfi 4 da eng kotta element,
yugori sinfi # da eng kichik element bor bo'lgan (A, B) kesimi mavijud emas (2-
masala).

Bunday mulohazalar Q ning (A, B) kesimi uchun fagat uch turli bo' lishini
ko' reatci.

@) Quyt sinfl A4 da eng katta element masjud, yuqori sinf’ & da eng Kichik
element waviud emas, Bunday kesim birdnchi tur kesime deyiladi.

5) Quyi sinf A da eng katta clement mavjud emas, yugori sinf & da eny kichik
clement maviud. Bunday kesim ikkinchi tur kexim deyiladi




¢) Quyi sinf' A da eng katta element mavjod emas, yagori sinf & da eng kichik
clement maviud emas, Bunday kesim wehinchi nir kesim deyiladi.

4-§. Haqiqly soalar to'plami va uning sossaluri

1. Hagigiy sonlar to'plami. Avvalgi paragraflarda ratsional va gratsional
sonlar qanday aniglanishi va ularming m'riflard bilan tanishdik.

1. 14-ta"rif, Ratsional sonlar 1o'plamining kesmi bagiqiy son deyiladi. Barcha
hagigly sonlar 1o plami & harfi bilan belgilanadi

Birinchi yoki tkkinchi tur kesimlami ratsional sonlar, uchinehi tur kesimni
irratsional son deb atavmiz

Yugjorida ko'rilgan 1.1 l-misokdags Kesim J2 irratsional sonini aniqlaydi,

Kelgusida  haqigly  sonlar  tw'plamining  xesslarinl  ishotlashda
tushonmovchilik oldini olish magsadida ratsional sonni aniglaydigan kesim yoki
rutsional son deganda birinchi tur kesim tushiniladi

(4,47) kesim x haqiqty sonni aniglasa, uni x = (A, #) deb yozishga kefishamiz.

1. Hagqiqiy sonlar (o'plamining tartiblangantigi, Dastiab, bagigry sonlar
to' plamida feng, katts va kichik tushunchalaring Kirtamiz.

Avtaylik, x = (A, B) vay = (C, D) bagiqty sonlar, berilgan bo'lsin

LISta'rif. Apst A=Cho'lsa, x =y, agar AcCva A= C bho'lsa, x < y;
agar A D Cvn A » Cbo'lsa, x > v deyiladi.

Ratsional sonlar to'plamidagi kald ushbu  xossaler  (Haqigly sonlar
10" plamining tartiblanganiik xossasi) o'rinli:

L.16-xossa. Ixtiyorly x va y hogigly sonlar uehun x = yx <y x>y
munesabatizrdan fagat bittas: o'rinli bo'kadi.

Isbot. 0 x = (A H),y = (C,D) bo'lsin. Agar A = € bo'lsa, u holda ta'rifga
ko‘mx = ybo'ladl. Agar A # C.AC Cbo'lsa, x <y boladi. AgwAw CLASC
bo'lsa, x > y boladi e

Li17-x0ssa Agar x <y va Y < 2 bo'lsa, x < z bo'ladi

W

Isbot. ¢ Hagigtan ham, x = (A, B),y = (€, D) vaxr = (E, F) bo'lsin. U holda
girgako'm, x <y dmAcC (1), y<zdanCcE (Z)kelibchigadi. (1) va
(2)dan A < E. bundan x < z kelib chigadi ¢

. Hagigly sonlar to*plamining zichligi. Hagigiy sonlar to' plamida ratsional
sonlar 1o'plamidadagi kabi quyidagi xossa o'rinli.

1.18-teorema, Bir-biridan fargh ixtivordy thki hagigly x va v sonlari orasida,
kamicla bitta haqigly, xususan ratsional son mavjod.

Isbot. & Aytaylik, x<y bo'lsin. Agar x va y larning (kkalasi ham ratsional son
bo'lss, u hokla rutsional sonlar 10 plamining zichlik xosusiga ko' ular ormsida
kamida bitts nesional soa mavjud

Agar x ratsional son, ¥ irratsional son bo'lsa, u holda y ni eniglovehi (4.4 3-
war kesim mavind bo'lib, «<y eknnligidan ve A bo'ladi. Quyl sinf 4 du eng kaftu
element maviud bo' Imaganligi sababli x dan katta re 4 misional son mavjud; y<r<y

Shuningdek, x irratsional scan va y ratsional son bo'lgan hol yugoridagiga
o'xshash ishotlanadi.

Agar x va y laming ikkalosi ham irratsionnl soa bo'bsa, u holde x ni anigloven
(A, #), v ni aniglovehi (C,D) 3-tur kesimlar maviud bo'lib, x<y ckanfigidan A<C va
1#C bo'ladl. Bundan esa C di 4 g tegishli bo'imagan r ratsional son borligi kelib
chigadiz x<r<y ¢

4. Hagigly sonitarni o'nli kasrlar bilan ifodalash. Aytaylik, bizga o
irratsional son berilgan bo'lsin. U holda shundsy ¢, butun son mavjud bo'lib, a son
Covit €p + 1 lar ornsida yotadi Endi, [cgicq + 1] kesmani teng 10 ta bo'lakka
bo'lamiz. @ shu bo' lakchalardan beriga ichki nugta bo' kadi. Masalan, uchlari ¢y, a,
i Co @y + ﬁ. (a; —0,1,2,....,9 mgamiardan biri) bo'lgan kesmaning ichki
nugrasi  bo'ladi. Bu jarayooni davom eftinb, a0, .., 0., raqamiami
aniglagandan so°'ng @, raqamni quyidagi qo'shtensizlikni qanoatiandiradigan qilib
aniglaymiz:

1

Cn,a;a: ...“n << Co.tl,a, BN + W

(1




Shunday qilib, « imatsionnl sonning o'nlik  yuginlashishlarini topish
Jerayonida ¢y butun sonm va a,, @y, .., 0y, o mgamiar ketma-ketliging hosil gildik.
Ulnrdan tuzilgan ¢y, oy ;... o, ., stmvol cheksiz o 'mlik kasr deb staladi va uni a
trratsional sonning ifodasi deb qamshimiz mumkin,

a butun yoki cekli o'nli kast bo'iganda ham yugoridagi kabi ¢, butun sonni
i Uy, ay, Ay, radganlari (1) ga nishatan umumiyrog bo‘lgan

Colyly . .8y S QS Lo 0,0, .00, *ﬁ: (2)
munosabatlardan aniglash mumkin

Bu holda biror qadumdan so'ng @ uni o'z ichiga olgan oraligning uchluridan
biriga teng bo'lib golad:, Oraliqoing gaysi uchigo teng bo'lib qolishi bizning
ixtyorimizda bo'ladi. Shu qadamdan boshlab (2) da o'ng yoki chap tomonida
tenghk bojanilads, Chap (o'ng) tomonida tenglik bajarilsa, navbatdagi barcha
ragamiar O (9) bo'ladi. shunday gilib, bu holda a ikki xil ifodaga ega bo'ladi: biri-
davrida 0 bo'lgan cheksiz o'nlik kasr, ikkinchisi-davrida 9 bo'lgan cheksiz o'nlik
ke Masalon, 2,017 = 2017000 .. = 2016999 _.

Shunday qilib ixtiyoriy @ hagigly sonni cheksiz o'nlik kaw ko‘rinishda
Hodalash mumkin

By tadigning teskarisi ham o rindi { 1-] 3-masaly).

Kelgusida haqigly son deganda cheksiz o'nlik kasrni tasavvur qilishimizgs
ho'ladi. Chekli yoki davriy cheksiz o'nlik kasr rutsional sonni, nodavriy cheksiz
o'nlik kusr irmatsional somni ifodakaydi

S, Haqigiy sonlar to'plamining weluksizligh Ratsional sonlar to*plami ¢ da
Kiritilgan kesim wshunchasini hagiqly sonlar to'plami R da ko‘ramiz.

L19-ta"ril, Haqigiy sonlar to'plami R qaodaydir usulda X' va ¥ to"plamlarga
ajratilgan bo'lib, quyidagi shartlar bajarilsa, bu ajratish R ning kestm) deyiladi: 1)
X0 =0 HX0Y =R 3)X 10 plamdan olingan ixtiyoriy x hagigiy son
¥ 10'plamdan olingan ixtiyorty ¥ dan kichik.

Nuddi masional sonlar w'plamidagt kabi, kesimmi (X 1) ko‘nnishda
bl basaddi v A to'plam Kesimning gued yinfi, ) 10 plam esa kesimning yvigord sinfi
deviladi

Ratsional sonlar to'plami Q0 ning kesimi fugat uch turda bo'lishini btlamiz.
Pabidy savol tug'iladi: bagigiy sonler to'plami R da Kesim necha xil bo'lishd
mumkin®

Quyidagi teoremma shi savolgs javob berndi.

1.20-teorems (Dedekind teoremasl). Haqigly soolar to'plami R wing
iatiyoely (X)) keskmi uchun quyidagi ikki holdan fagat biri o' rindi boladi:

1) Quyi sinf X' da eng katta clement mavjod, yugori sinf ¥ da eng Kichik
clement maviued emins,

2)  Quyi sinf X da eng katts element mavjod emas, yuqori sinf ) da eng
kichik element mavjud,

Isbot, O Aytaylik, R du biror (X)) kesim berilgan bo*lsin, Quyi sinf X dagi
burcha ratsional sonlar to'plaminl A, yugori sinf ¥ dagi barcha ratsional sonlas
to'plamini # oeqali belgilaylik. U holda bu 4 va B tw’'plamlar ratsional sonlas
10" plami @ da kesim hosil gilishini bikamiz

Mu'lumki, (4. &) kesim biror & sonni aniglaydi. Bu son X yoki } laming birga
tegishli bo' lads.

Agar a € X bo'lsa, u holda & son X to'plamning eng katta elementi ekanini
ko' reatamiz,

Faraz qilaylik, o son X ning eng katta elementi bo*imasin. U holda V' da a dan
Kkatta bo'lgan biror a, soani olamiz. Hagigiy sonlar 10 plamining zichlik xossasiga
ko'ra a<r<a, shartni qanoatlantiruvchi » ratsional son mavjod. Endi r < a, ae X
dan re X, shuningdek a<r bo'lganligh uchun, (4, #) kesim xossasiga ko' re 8, ya'ni
re ¥ kelib chigadi. Bu qarnma-garshilik ferazimizning noto'g'ni ekanini ko' ratadi,
Demak, a son X ning eng Katta elements bo* kadi

Agar o€ ¥ bo'lsa, u holda @ son ) to'plamning eng Kichik clementi ekanligi
yugoridag kabi ko' rsatiladie




Bu teoremadan, hagiqiy sonlar to'plamids 3-tur kesim maviud bo'Imasfig
kelid chigodi. Mana shu xususiyatni hagigiy sonlas to' plamining ssluksizlik xossai
deyilads

Demak, hagiqiy sonlar to'plami R da hosil gilingan har bir kesim faqat bitta

hagiqiy soani aniglaydi

5-§. Haqigly sonlarni sonler o*qida tasvirtash

Ratsional sonfami sonlar o'qidagl nugtalar ongali tasvirlash bilan 2-§ da
tanishib o'tgan edik. Bu parsgrafda imatsional sonlami sonlar o'gida tasvirkash
mumkinliginl ko'rib chigamiz

Quyidagi tasdiqlar o*rinhi deb olumiz.

1) To'g'ri chizigdagi nugtalar 10°plami tartiblangan, ya'ni to'g'ri chiziqdagi
ixtiyorty lkki ¢ va o nugtalardan biri ikkinchisidan chapda yotadi. Shuningdek, agar
¢ magta d nugadan, d nugta ¢ nugtadan chapda yotse, u holda ¢ nugta ¢ nugtadan
chapda yotadi

2) Bar-biridan fargli ixtiyorty ikki ¢ va d nuqtalar oraside, kamida bitta
“ratxional” nuga mavyud

3) To'g'n chizigning barcha nogtalari to'plamida qurilgan ixtiyoriy (X', Y")
kesim uchun X' sinfning eog o' ng nugtasi yoki ¥ sinfning eng chap nugtesi mavjud
(Bu tasdigni to'g'ri chizigning welukxizlik akviomay! deyiladi).

4) To'g'ri chizigda eng chap va eng o'ng nugta mavjud emas,

Har bir mtsional songa, to'g'n chiziqda ratvional nugta mos kelishini 2-% da
ko' matyan edik. End) imatsional sanga, to' g'ni chizigdagi ratsbonal bo® fmagan nuqgea
mos kelishing ko' rsatamiz

Aytaylik, x imatsional son va (A, 8) uni aniglovehi kesim bo'lsin. Agar quyi
sinf A dagi ratsional sonlarga mos keladigan “ratsional” nugtalami A’ sinfga, yugor
sinf B dagi rusional sonlarga mos keladigan “ratsional™ nuqtalami §' sinfga
kiritsak, u bolda 10'g'ri chizigning ratsional nugtalari to'plamida (A, B') kesim hosil
bo' lach

"

Ll to'g'ri chizigdagi barcha nuqtalami X' va ¥° sinflargn quyidagicha
Wratanmiie

A' ning hech bo'imagands bitty nugtasidan chaprogqda joylashgan nogtalarmi
X' sinfga, qolgan nugealami Y sinfga kiritiladi. Natijada to'g'ni chizig nuqgtaian
o' plassdda (X7, ") kesim hosil bo*ladi

fo'g'n chizigning uzluksizlik akslomasiga ko'ru (X', Y") kesim biror M(x)
sgtani aniglaydi. Bu nogta X' da eng o'ng nugta yoki V' da eng chap nugta bo'ladi
I mugta “vamional™ nuqa bo'ls olmaydi. Shu M(x) nuglam & irstsionnl songa
mon qo yamiz. Xuddi shu kabi, to'g'n chingdagi har b “rutsiomal”™ bo®lmagan
pustaga bite irrasional son mos kelishint yugoridagige o'xshush mulohazalar
yordemida ko' rustilad)

Shunday qulib, har bir hagiqiy songa 10°g'ri chizkgdagt bina nugte va °g'n
chiriqdagt har bir nugtags bitta hagigiy son mos keladi. Shu sababli, hagiqiy son
degunda son o'gidagl ougtani, sonlar o'qudagl nugta deganda haqigty sonmi

thunish mumiin

i-§. Haqigiy soaning absalyut glymatl va uning sossalari

Haqgigly somnming absolyut gqiymati (modull) tushunchasi, muhim
tushunchalardan biri hisoblanadi

Aytaylik, o biror hagigly son bo*lsin

L21-ta'rif. Agar g 2 0 bo'lsa, uming absolvud givmat) deb, o sonning o' ziga,
agar @2 < 0 bo'lsa, —a songs aytiladi

Odutds ¢ soaning sbsolyut giymatl Ja| kabi belgitasadi. Demak,

|af = g

a, agar a = 0 bo'lsa,
-a, agara <0 bo'lsa.

Masalan, 4] = 4, |-25(=25|VT 1| =2 - L1~ 2= V2 -1
1.22-ta"vif. Aytayiik, x, ¥ € R nugtalar berilgan bo'lsin, Ushbu [x — ¥| son
shu nugtalar orssidagi mavofs deyilad



Demak, haqigly seaning absolut giymatining geometrik ma’nosi sonlar o' qida
sanog boshidan shu scagn mos keluvehi nugtagacha bo'lgan masofadan, ya'ni 0 dan
berilgan songacha bo'lgan masofadan iborat.

Haqigiy sonning absolyut qiymat: xossalari 24-30-masalalarda berilgan,

7-§. Sonlar o'qidagi sodda to'plamiar

Elementlari sonlardan (borat to' plamiar sonll fo plomiar deyiladl Biz, asosan
sonli to'plamlur bilun ish ko'ramiz. Shu sababli, kelgusida, to’plam deganda sonli
wo'plamni  tushuniludi.  Matematikada  ko'p uchraydigan  sodda 10 plamlam;
ajratnmiz.

Aviaylik, a, b € Rvaa < b bo'lsin

1.23-1a'rif. o) Ushbu @ < x < b qo'sh tengsizlikni qanoatlantiruvehi barchy
sonlar to' plami yegment yoki kesma deyiladi va |a: b orgali belgilanad::

[a;b] = [(x € R:a < x < b).

b) Ushbu a < x < b qo'sh tengsiziikni gancatlantiruvehs barcha sontar

10" plami interval yoki ochig oraliy deylladi va (a: b) orqali belgilanadi:
(mb)=[reERa<x<b)

¢) Ushbu @ € x < b yoki a < x S b qo*sh tengsizlikinmi qanoatlantirgvehi
barcha sonlar to'plami yarim segment deyiladi va mes ravishds [a; b) yoki (a; bl
orgall belgllunadi

[;b)=(xER:asx<b)(ub)={rER:a<xsh)

Kiritilgan bu, to'rt xil to’plamlarni bir so'z bilan oraliglar deyiladi. Demak,
oraliq deganda segment, interval, yarim segmentlardan biri tushuniladi. Odatds o vy
b sontar shu oraliglaming chegaraviy muqtalari yoki chegaralari deyiladi.

Inteevallar va yarim segmentlar omside chegaraviy nuqtalari chokgiz
bo'lgankan ham uchraydi.

Masalan, (—co; #0) = R, [g;+0) =[x €R:x=a),

(a;4o)m [xER:x>a), (—o; b]=[xER:x<h])

(—oo; b)) = [x € Rix < b)

"

8-§. Chegaralangan va chegaralanmagan to'plamlar

L. Yogoridan cheguralangan to'plam. Ayuaylik, £ © B bo'sh bo'lmagan
10" plam berilgan bo'tsin,

1.24-ta"rif, Agar shunday b son topllib ixtivoriy x € £ uchun x < b iengsizlik
bujurilsa, u holda E w'plam yugoridan chegaralangan, b uning yegori chegaras!
doyiladi,

Masalan, E;={-x,0), barcha manfiy soniar 1o plami yugoeidan chegaralangan,

I to"plam uchun 0 va ixtiyoriy mushat son yuqori chegara bo' ladi.

Epel. . ~3-2-1,0,1,2 ) w'plam ham yuqoridan chegaralangan. Bu to*plam
uchun 2 soni va undan katta har bir son yuqori chegara bo*ladi.

Keltirilgan misollardan ko'rinadiki, yugoridan chegaralangan to‘plamning
yuiori chegarasi cheksiz ko'p bo'lar ekan.

Agar 24-ta'rif shartini qanostlantiruvehi & soni 1opilmasa, u holika £ to'plam
gk ¢chegaralammagan deyiladi,

Masalun, EoN={ L2, 3, .. & .. .) w'plam yugoridan chegaralanmagan.
(Jonday b son olmaylik undan katts m, natural son maviud; b < ng, (rg sifatida b
wonining butun gismidan keyings sonni olish yetarli)

Yugoridan chegaralangan 10" plamaing yugori chegaralan arasida eng kichigi
mavjudmi?-degan savolga quyidagt toorema juvob beradi,

1.28-teorema.  Yugoridan chegaralangan to'plamning yuqori chegaralari
orassda eng Xichigi mavjud,

Isbot. 0 Aytaylik, £ yugoridan chegamlangan to'plam bo'lsin, 1kki bolni
ko' rib chigamiz,

a) E w'plam elementlari orusida eng kattasi mavjud, ya'ni shunday xa £ son
borki, ixtiyorly x€ £ lar uchun x<x, bo'ladi. Demak, 5. son £ 10’ plamning yugori
chegarasi bolib £ ning boshqa Ixtiyoriy b chegarasidan katta bo' lmaydi: x.<b.

Bulardan x, son £ t0'plamning eng kichik yugori chegarasi ckanligi kelib
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by £ w'plam clementlan orasida eng knttasi mavjud bo'lmasin. U holda
hagigly sonlar to'plami R ni, quykdagichn A" va ¥ to'plamlargs ajetamiz £
to'plamning barcha yuqori chegarulari to‘plamini ¥ orqali, R dagi qolgsn barcha
sonlar 1o plamini X orqali belgilaymiz Bunday ajratish R da kesim ba*ladi

Shumt Sekshiray lik:

1) Ev@ va EcX dan Ve kelib chigedi. Shuningdek, £ yugqoridan
chegaralungantigl uchun uning yuqori chegarasi bor, Demak, 1#2

2) Hur bir x= R son yoki £ ga yuqori chegara bo'ladi, yoki £ ga yogoni
chegara bo' Imaydi, Demak, yoki xe X, yoki xe ) bo'ladl. Bu ess X\ )= R ekanini
bilkdiradi

1y Avtayli, X va ye F bo'lsing U holda x son £ to'plasnning yugori
chegarasi bo*Imaydi, ya'ni £ da x dan Katta bo*Igan biror & £ son mavjud. ye ¥ son
F w'plamning yugori chegarasi bo*lganfigi uchun x<x<y bo‘ladi. Bundan ixtiyorty
w X, ixtivorly v ¥ uchun v<y bo*lishi kelib chigadi

Ma bk, (X0 ¥) Kesim unig) bitta o sooni aniqlaydi. e bo'lganligh wehun o
son E to'plamning viegori chegarast bo‘ladi, ya'ni ae Y. Shuningdek, o son ¥ ning
eng kichik elementi bo'lgankigi subabll, ¢ son £ to'plamning yugoel chegamtari
orasida eng kichik son bo'ladi ¢

1.26-ta’ril. Yuqonidan chegarlangan to'plam yuqori chegaralari ormida eng
kichigs, uning anng yugort chegorayi deviladi.

Anig yuqori chegarn sup® kabi belgilnnadt

Yuqoridagi mulobuzalar shuni ko'rsatadiki, agar £ to'plamning eng kana
clementi mavjud bo'lsa, u holda o'sha soa £ 1o'plamning aniq yugori chegarasi
bo'ladi. Umumon olganda yugoridan chegaralangan to'plamning aniq yuqori
chegaraal uning o"zigs tegishli bo' lmasligs mumkin,

Masalon, E~{0;10] to'plamda 10 soni uning eng katta elementi va 10 soqi bu
to'plumning anig yuqori chegarasi bo'ladi, Eo=(-8;1) to'plam uchun supEy=1 bo'lib,
1 soni unga tegishll emas

N

"

Yugoridogi misollar uchun supE~0, supE;~2 bo'lishini tekshirish giyin
Uine

Agar L o' plam vugoridan chegaralanmagan bo'lsa, 4 bolda supf=+= deb
olinahi

1. Quyidan chegaralangan to'plam. Avtaylik, Z<R bo'sh bo'lmagen
' plam becilgan bo'lsin

L27-tn"rif, Agar shunday o son mavjud bolib ixtiyoriy ve £ lar uchun x24
Wmgsizkik bajariisa, u holda £ to'plam guyidan chegaralongan, o uning quw
« e praxi deyiladi

Masalan, [3;+2) two'plam quyidan chegamiungan Ba to'plam uchun 3 va
widan Michik ixtiyoriy son quyi chegiam bo'ladl.

(.'A,n-' N) to'plam ham quyidan chegaralangan. By w'plam ochun 0 va
Intivorty manfiy son quyi chegam bo' ladi.

Demak, quyidan chegaralangan to‘plamning quyi chegarasi cheksiz ko'p
bo' ladi. Quyidagi teorema quyidan chegaralangan to*plamlar uchun bo'lib, 1.25-
tearema kabi isbotlanadi

1.28-teorema. Quyidan chegaralangan to'plamning quyi chegaralari ornsida
eng kurtasi maviud

1.29ta'rif. Quyidan chegaralangan to'plam quyi chegaralars orasidn eng
hateash, uning anig guyd chegarasi deyilad],

Anig quyl chegara Inf/E kabi belgilanadi

A gar | 20-ta"rif shartind qancatlantiruvehi o soni topilmasa, u holda £ 10'plam
quytclan chegaralanmagan deyiladi,

Masalen, £, va £: w'plamlar quyidan chegaralanmagan

Agar E wplam quyidan chegaralanmagan bo'lsa, u holda iy/E=—= deb
olmads

1.30-ta'rif. Ham quyidan, ham yuqoridan chegaralangan 1o'plam
chegaralangan to'plam deyiladi




Masalan, [i,nrN] -harcha to'g*ri kasrlar to’plami, chegamlangan to'plam
bo'ladi, Bu to'plam uchan m,fl'l‘,nsN) -0, .\up‘i.nSNl d|

Aytaylik, £ chegaralangan 10'plam bo'lsin, Agar (nfE=c, mplE=d belgilash
Kiritsak, u holda [cd] segment, E 10" plammi o'z ichiga olovehi eng kichik segment
bo' ladi

Mashqg va masalafar

-1, 3-xossanl sbotlang

1-2. 4-xoasani sbotlang,

1-3. L1 I-misoldadagi (A B) kesimning yuqors sinli B da eng kichik elementl
yo'y ekanligini ishothang.

14, Rutsional sonlar 10" plami @ ning, quyl sinfl 4 da eng katta element,
yiqori sinfl 8 da eng kichik clement bor bo'lgan (A, B) kesimi mavjud enns
chunliginl isbotlang

1-5. Quyidagi sonlarm aniglaydigan ratsional sonlar 1o'plamidagi kesimlumi
twzing: a) -2, b) 677, ¢) V3.

I<6. Agar p tub son bo'lsa, u holda /p irrstsional son ekanligini isbotlang

17, Agar it bech bir sonning kvadratigs teng bo'imasa, u holds Vi irratsional
son ckunliginl isbotlang.

1-8.Vi+V3 ning irutsional son ekanligin wbotlang

19, log; 3 ning irratsional son ekanligini isbotlang

1-10. Ratsional va irratsional sonlarming vig indist iratsional son eXanligini
shotlang,

1=1 1. Bekita irratsional sonning yig*indisi iratsional son bo'ladimi?
@, b estsional sonlar va a < b bo'lsin. U holda ular orasida kamida bitta irratsional
sonning mavjudliging isbotlang.

2

12 Avtaylik @ va /1 hagiqiy sonlar berilgan bo’ lsin. Agar ixtiyoriy & musbat
st uchun quyidugl shartlami ganoatlantiruvehi 37, 5 ratsional sonlar wopilsa: 1) s <
WEr 2)sSPS513)s — 5 <o, uhoidaa = f§ bo'lishini isbotlang.

L3 Co i@y @y, .. cheksiz o'nlik kasr biroe o hagigly sonning ifodasi

b Thin shotlang

I<1%. Haqiqly sonlar 1o'plamida Arximed sksiomasi o'rinli ekanligini
whotlang

1-15. 1.28 weoremani Bsbotlang

116, Quyldagi teoremani ishotlang, @ = supf bo'lishi uchun quyidagi ikki
dusining bajanlishi zarur va yetarli: |) ixtiyorly x € E uchun x < @; 2) Ixtiyoriy ¢
miishat son uchun shunday x’ € E twpilib, x* 2 a — ¢ bo'ladi

=17, X w'plam uchun inf X, sup X ni toping. bu yerda

X = ‘1-%-, }; X = ‘ul; X7y | 4-c_”'....§:

L‘l.\"—‘{%fs'f-'-i ‘—'. nEN]

[-18. X w'g'ri kaselar wo'plaml, ya'ni X = [:." P<q pqE ."-" bo'lsin. Bu
to'plamning chegaralangantiging, eng katta, eng kichik elementlari yo'q ckanligini
hotlang. inf X, sup X ni toping

1-19. Aytaylik, X, Y hagigiy sonlaming bo'sh bo'imagan chegaralangan
(o' plamlart, X + ¥ esa barcha x + y, bu verda x € X,y € ¥, ko'ristishdagi sonlar
to'plami bo'lsin. X + ¥ chegaralangan to‘plam va inf(X + ¥) = inf X +
InfY ; sup(X +Y) = sup X + sup¥ ckanligini ishotlang

1-20. Ayuylik, X, ¥ nomanfiy hagigiy soalarming bo‘sh bo*Imagan
chegaralangan to‘plamlari, X « ¥ esa barcha x -y, buyerda x € X,y € ¥,
ko' rinishdags sonlar 1o”plami bo'isin. X + ¥ chegaralangan to’plam va
(nf(X - ¥) = 108X - infY ; sup( X +¥) = sup X *sup ¥ ekanligini isbotlang.

1-21. Aytaylik, X, ¥ haqigiy sonlaming bo‘sh bo'imagan chegarnlangan
to'plamlari, X ~ ¥ esu barcha x — y, bu yerda x € X, y € ¥, ko'rinishdagi sonlar

N
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o plami bo'lsin X =¥ chegaralangan 1o°plam bo*ladimi? Bu to*plamning anig
quyi, anig yugors chegaralar hagida nima deyish mumkin?

1-22. Aytayhik, X haqiqly sonlaming bo'sh bo'lmagan chegaralangan
to'plami, =X esa barcha = x, bu yerda x € X, ko'rinishdagi sonlar toplami bo'lsin
=X chegaralangan to*plam bo’ladimi? Bu to*plamning anig quyi, aniq yugori
chegaralor) hagida nima deyish mumkin?

123, Aytaylik, X, ¥ hagigly sonlaming bo‘sh bo* Imagan 10 plamiari bo'Nb,
quyidagi shartlar bajarisin:

a) ixtyony x € X, ixtiyoriy y € ¥ uchun ¥ < y tengsizlik o'rinli;

b)  ixtiyorty € > 0 son schun y, = x, < g bo'ladigan x, E Xy, €Y
maviud.

sup X = inf X ckanligini ko' rsating.

124 Ixtiyoriy x € R uchun x| = | = x| va ~|x|<x=ix| bo'ladi. Ishotlang

1-25 Ixtivoriy >0 uchun jxj<a va —o<x<a (iSa va —~a<x<a) tengsizlkla
0" zaro teng kuchii bo'ladi, Isbotlang,

126 Ikkil son yigtindisining absolyut qlymati va shu sonlar sbsolyut
qivenatlan yig“indisi uchun |e+yvi<ix] [y munosabat o'rinli, Ishotlang.

1-27 Isbotlangan xossa qo*shiluvchilaming sons ikkitadan ortiq bo'lgan holda
ham o'rinkiz prptxes . Loexnd€ sl o el Isbotlang

1-28 Ikki son aywrmasining absolyut giymati va shu soanlar absolyut qiymatlari
aytrmasi ochun [rf-{{<iv<y| munosabat o'rinii. Isbotlang,

129 Ixtiyoriy x, 1€ R lar uchun x« y| = |x| - |y| bo'ladi. Isbotlang,

130, Ixtiyorty x, ¥ € R vay » 0 uchun H = % bo'ladt. Isbotlung,

= bo'lsa, 1 holda —— < - ckanligini isbotlang,

) (LT =)

1-31, Agar |b] <

1-32. Barcha s N va ixtiyoriy a>-1 bar uchun (1 +a)" 2 14 na
tengsizlik o'rinli bo'ladi. ishotlang

11 BOB. HAQIQIY SONLAR KETMA-KETLIGI

1-§. Ketma-ketfiklar hagida smumiy tushunchalar

1. Ketma-Ketlikning ta*rifl. Ketma-Ketliklarning berilish usullari

L 1ta'rif. Har bir natural son it (n € N) ga buror goida bo'yicha x, bagigiy
ML mos qo' yilgan bo'lsin. U holda

Xy Xgo Xyu o Xy oot ()

sonli Aetmiia-Rerlid berilgan deytndi va bu ketma-ketlik {x.) ko'rinishida belgilanadi

¥i, Xy X, sonlar, mos ravishda, (1) ketma-ketlikning birinchi hadi, ikkinchi
bt va s-hadi deyiladi

v, ketma-ketlbkning rrewmiy hoadi deb staladi.

Sonll ketma-ketliklar turfi xil usullarda beritadi. Shy esullardan ayrimlarini
hebamiz

I, Ketma-ketlikning umumiy had formulasi bilan berilishi. Bu usulda o
hudning qiymatini shu hadning tartib nomerd bilan bog'kovehi formula beriladi,

| Jemumiy had formulasi yordamida ketma-ketlikning istalgan hadind topish mumkin,

ya'ni bu formula ketma-ketlikn to*la aniglaydi

22-misol. Umumiy hadi ¥, = -5 bo'lgan ketma-ketlikning dustiabki

' roa hadind yozing,

Yechinh, Umumiy hadi x, = ‘-:-';’: bo'yicha sooll Ketma-ketiikning

?

(bastlabki hadlurind topish uchun ungs tutib bilan n = 1; 2; 3; 4 qu'yamiz. Natijada
111

At W
2. Ketma-ketlik o= hadining tartth nomerd bilan shu hodning qiymati
orasidagl moslikni so'zlar orqali ifodalesh yordamida berilishi mumkin. Masalan,
b bir toq natural songa 3 ni, har bir juft natural songa esa 5 ni mos keltiramiz,
Natijada 3,3, 3,5, 3,5, 3, §, .. cheksiz sonli ketma-ketlikka ega bo'lamiz,
| Ining umumiy hadini bir nechta formula bilan, massian x, = 4 + (—=1)" yokix, =
4 4 cosmn formula bilan berish mumkin

D

quyidagi bosil bo'ladi: 1, —




L Ketma-ketlikning redwrvens usuldn berilishi. Agar ketma-kotlikning
dasthabi) birts yoki bir nechta hadlari berilgan bo'lib, keyingi hadlarini shu berilgan
fadlar yoedamida topish imkonini beruvehi formula (rekurrent formula) ko rsattigan
bo'lsa, ketma-katlik rekurrent usubda berilgan deyiladi, (Rekurrent 5021 lotin tilida
quytish degan ma'noni beradi)

2.3-misol. o:=3, 0 ~2%a, 4 (122) bo'lsa. [a) ketma-Kethikning oy @, @,
hadlaring toping

Yechish. Bu yerda [a, ) ketma-ketlik rekurrent usulda berilgan. ¢, =3 bo'lgani
uchun rekurrent formila @, 2% o, <4 ga asosan o725 4424 34+8; a2 g -4-8 §-
4-60; a2 ar4=16 604956 ckanligini topamiz.

4. Ketma-kethik jadval yoki grafik ko' rinishida berflishi ham mumkin. Kete-
ketlikning grafig diskret nugtalar to'plamidan (S-casm) (borat bo'ladi (latincha
discretus — welukl, alohids gismiardan Iboeat),

Quyida birinchi misokdagi ketmakethikniog jadval usilida va grafik esulids
berilishini keltieamiz.

R L 0 L L N B
| Xy | = __’_ ' _l_ o (_l)'n—x T :
4 9 16 nt ‘ ‘
2 mza T
—q -6 < 1 i
I 1 ‘1 i : | 1
\ +
\ r T .
et b 1 |
: — i
"—‘N. ! | - T -
e { ‘-1»——1_<~.'? S
1 -
— _<L.‘ - = ? | $
¢ : T

Sernam

an

L Adeoh. Agar ketms-hesiikning dastiabki bir nechts badlan berilgan bo'lib,
besingl bhadlami berilgan hadlar orgali fodalash usuli aytilmagan bo'lsa, bo
Wadiaring benifishi ketma-ketlikning to'lig uniglanishi uchun yetarlh bo'lmaydi.
Malen, 3 5 7; ketma-ketlikni 2 dan katta tog sonlar yoki 2 dan katta tub
wilnr hetma-ketligh sifatida, shuningdek, £~ 20+ | +sinan formula bilan berilgan
hotimakuthik sifstada ham garash mumkin

1. Chiegaralangan Ketma-ketliklar. [x, ] ketma-ketlik berilgan bo'lsin

1.5l Agar [x,) ketma-Ketiik uchun shunday bir a hagiqiy son topilib,
Sart b o naturnl sonlar uchun r2a, (Sa) tengsizlik bajarilss, (X, ] ketma-keshik
gy (ywgoridan) chegaralangan deyiladi

Lt rdf. Agar {x,) ketma-ketlik uchun ikKita @ va b hagigly sonlar topilib,
Wheoh o naturs! sombards  aSeSh  teagsizlik  bajaribsa,  {xg]) ketma-ketlik
ohegoralangen hetma-ketlik deyiladi

~1

"
1. %-misal x = —
nel

ketma-Ketlik chegaralangan ketma-ketlik ekanfigini

ishotlang
Yechish, Barcha a natural sonlar uehun quyidagi tengsizhiklar o*rinki

n=l_n-n_ . "—-ls'-“l~l

*Tael nel Tnel mel

Demak, 0<x.<] tengsizlik barchs » natural sonlarda o'tinli. Bu esa [v)
hetma-ketlikning chegaralanganliging ko' satadi

2 Mteorema. (X, ] ketma-ketlik chegaralangan bo'lishi uchun shunday M
munbat son topilib, barcha » natural sonlar uchun |2, | < M rengsizlik bajarilishi
2oear va yetarli

Isbot, 0 Zaruriligl. {x,) ketma-ketlik chegarulangan bo'lsin. L holda ¢ va
b hagigiy sonlar topilib barcha n natural sontar uchun a < x, < b tengsizhik
bajaritadi. M = max(Jal, |b]) deb obsak, v holda barcha n natural soalar uchun
~M < x, S M yoki [x,| < M bajariladi

Yetarifigi. Agar (x,) ketma-ketlik uchun M musbat son wpihb, barcha n

pnatisral soalar uchun fx,| < M tengsizlik bajarilsa, u holda [x,] chegaralangan
p i




ketma-ketlik bo'ladi. Buni isbotlash uchun chegaralangan ketma-ketlikning 2.6+
ta'rifida @ =-M, b= M deb olish yetarli. ¢

19-misol (x,) = (-1)" =+ .:':l ketma-ketlikning chegaralangan ketma-
ketlik ekanfigini ishotlang.
Yechish. 2. ¥-tcoremadan  foydalanamiz. lx,] = l(—l)" + L S

nfetl ™

="+ |25 =14 25— < 1+ % = 2 munossbatlardan ko'rinadiki, barcha
n natural sonlarda || < 2 tengsizlik o'rinll. Demak, {x, ] cheguralangan ketma-
ketlik ckan

Geometrik muqtayi nazardan @ S x,, S b tengsizlik, chegarnlangan [x, )
ketma-kethik hadiart [a, 5] kesmagn tegishl ekanligini bildirnd). Aksinchs, ketma-
kethikning barcha hadban biror kesmaga tegishli bo'lsa, u chegaralangan bo' ladi.

Haqigatan ham, (x, ] ketma-ketlikning barcha hadlari biror [¢,d] kesmagn
tegishli bo'lsa, u holds ixtivorty #e N uchun x,, € [¢,d] bo'ladi, Bundan ¢ < x, <
d tengsiziikka oga bo'lamiz. Bu esa [x,) ketma-ketlikning chegarnlanganligmi
hildirah

2.10-1a%rif, Agar ixtiyorty M musbat soni uchun shunday n nomer topilib,
[xy| > M tengsizlik bajarilss, u holda {x, ) ketma-ketlik chegaminnmagan deyiladi

Ketma-ketlik chegaralanmaganligining geometrik ma'nosi  quyidagidan
iborat: har ganday [-M:M] (M>0) kesma olmaylik, bu kesmoga tegishli bo'imagan
Ketma-ketlikning biror hadini ko'rsatish mumkin

LAl-misol. Umumiy badi x =3n+2 Dbo'lgan  Ketma-ketlikning
chegaralanmaganiiginl isbotiang

Yechish. Ta'rifga ko'ra ketmuketlikning chegaralanmaganligini ko‘rsatish
uchun ixtiyucly M > 0 son uchun |5, > M tengsizliknd quocatlantiruvehi kamida
bitta x, mavjudligini ko'rsatish yetarli. Ravshanki, agar n = [M] 4 1 deb olsak,
fryl > M tengsizlik bajariladi. Demak, berilgan ketma-ketlik chegaralanmagan
ckan

3. Monoton ketma-kethiklar. {x,] ketma-ketlik berilgan bo'lsin.

24

LA3an'rif. Agar ketma-ketlikning ikkinchi hadidan boshlab, har bir hadi
W aldiun oldingl haddan katta (Kichik) bo'lss, ya'ml xe.y > Xy (Xyep < Xy shart
hare b natural o sonlar uchun bajaribsa, [x,) ketma-ketlik o suvehi (kamaywvehi)
bkt ik devilodi
Ketma-ketliknl o suvehi yoki kamayuvchi ckanligini ansgiashda x5,y — Xy
':" nisbasdan

wrlemand, yoki ketma-ketlik hadlari bir xil ishorali bo*iganda

fyditandsh mumkin
L1Nmbsol. x, = 3n? ketma-ketlik o'suvehi ekanini isbotiang.
Yechish. x,,; = X, ayirmani qaraymiz: x,,, — ¥y = 3(n 4 1P =-3nt=

W' + In + 1) Buayirma n ning istalgen natural qlymatida musbat bo'ladi. Shu

sabsabll barcha » naturn! sonlarda x,. (>s,, ya'nl {x, | ketma-ketlik o°suvshidir

2. 14mivol. Umumiy hadi x, = ﬁ bo'lgan ketma-ketlikning kamayuvehi

whanligini isbotlang,
tshot. Bu ketma-ketlikning hamma hadlari bir xil ishorali bo*lgani uchun f:ﬁ;‘

na.,-’ n' 2 . . A |
sishatni baholaymiz: '—"'7—! = SEL = T 1. Ketma-ketlikning barcha hadlari
" -

bat bo'lgani uchun, barcha natural n larda x.., < x, tengsiziikka egamiz.
Domak. [x,,] knmayuvehi ketma-ketlik ekan

1.15-ta'rif. Agar (X, ] ketma-kethik uchun Xy, 2 Xg (Xns1 = X)) wengsizlik
sonlarda  bajariisa, [x,) Ketma-ketlic  Ramoymaydigan
(o amavclipan ) Ketma-ketlik deyiladi

barchis v natural

3 1
Masalan, 1:2:2:2;3; 3; 3: 4; 4, 4; ... ketma-ketlik knmaymaydigan, l;1 ~

- -~

f Y l l
113"V 47474

Haor ganday o'suvchi ketma-kethik kamaymaydigan ketma-Xethik bo'lishin,
har qanday kamayuvchi kerma-ketlik esa o'smaydigan ketma-ketlik bo'lishini

- .. ketma-ketlik esa o' smaydigan ketma-ketlikdi

o hatib o"tamie,



e ———

O'smuydigan ketma-ketliklar va kamaymaydigan ketma-kethiklar (umumiy
nom bilan) monoton Ketma-Ketliklar deb stalad)

n+l
Lltanisol, ¢ = St ketma-kethikni monotonlikka tekshiring.

+2 .
Vahiok & <k n+2 _n_4£ 3

ko Zn_-l:--ln’-lt“ tengsizlik n ning barcha

matural giymatlarida o°rinli. Demak, ixtiyorly » nntural son uchun 5, <x, tengsiziik
o'nnlt. Bundan, (x,) ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi kelib chigadi.
> » ne l
217-misol. Umumiy hadi x, = (l + i) bo'lgan  Ketma-ketlikning
Kamayuvchl ekanligini isbotlang

Yechish, n > 2 deb, ,»— nisbatning | dan kichikligini ko'rsatish yetarli,

(47 [l Y 1y

) (142 =(-3) (143 <
(1-3) (1+3) = (1-3) <2

tengsizlikdan, (x, ) keemo-ketlikning kamayuvchi ckanligi kelib chiqadi. Bu yerda

Bemulll  tengsizligign ko'ra  o'rinli  bo'lgun (l +-—'—;). >1+4 1, =14
n . n
tengsizlikdan foydulandik (Bemulli tengsizligi)

Demmk, ’(l . E)M‘] kamayuvchi ketma-ketlik

Mushq va masslalar

(%, ] ketma-ketfikning dastlabki to'rita hadini vozing {1-6)

Y. = 2%+l
1. x, = 2%*1 22x, = +2n 4 3
33.2, = (-1)" + 1 24, x, ==
n
2.5 = xipn 2= .
25, Xy = 5in 6. = =1, %y = =n-X,.,

{%x) Xetma-ketlikning dastlabki birnechta hadlarin bilgan holda wning
umumiy hadini formula yordamida bering (7-10);

i

02 1-.1-.1 210, =12, -34.-5,,.

1
y*

(%, ) ketma-ketlikni chegaralanganfikka tekshiring(11-16):

211 x, = (=-1)" 2-12. %o = 0¥ + 2n.
+1
Xz, = ~lan 2-14. %, ="T
14 -1} 216 _{ 1 agarn = 2k
L g e =20 A% =l agarn =2k + 1.

317, Agar (%) va {ve) chegaralangan ketma-kertliklar bo'lsa, u holda a)
(8 * W )i D) {Xn = Ya)i ©) {Xe " ) ketma-ketlik larning chegarnlangan ekanhgini
It lang

318, Shundasy kkita chegamlangan ketma<kethikka misol kehiringkl,
ulaing nishati chegaralanmagan bo’lsin

Quyidagi ketma-ketliklaming chegaralangan ckanligini isbotlang (19-22);

219.%, =¥Yné41~-n 2220, %, = in(n 41)=~inn
1. * -
221, X4 = ';";:"1. 2.22. % = h‘—’—;"'—'*.(, =X =95

(%, ) ketma-ketlikni monotonfikka tekshiring (23-25)
"
n-3

2-23.x, = sinn 2:24.%x, =

225, Xa = Py, (n 22} bu yerda Py, ~ birlik doiraga ichki chizilgan
muntazam 2n-burchakning perimotri

3.26. Rekurrent formula bilan berilgan ushbu x; = 1,x, = ;—"—; ketmna-

kethikni chegaralanganlikga, moootonlikka tekshining
2-4. Yaginlashuvehi ketma-ketliklar va ularning xossalari

1. Ketma-ketlikning limit. Yaqinlsshuvchi Ketma-ketlik, Matematikaning
muhim tushunchalaridan biri-limit tushunchasi bilan tanishishga kirishamiz.

»n




|

. A (=1~

Uemumiy hadlari x,, = 2 + “Svay, =In~ 1bo'lgan ketma-ketlikiar
berilgan bo'lsin. Bu ketma-ketliklar hadlarini sonlar o' gidags nugtalar orgali
tasvirlaylik (mos ravishda 6- va 7-rasmlae),

X,

X, 4 Xy X
t2-¢ 1 1 l i+r
. ~ ——
0 ! S 29 s 3 X
3 42
6-rasm
0 i 3 4 7 4
T-rasm

Chizmadan ko'rinadiki, birinchi (2.) ketma-ketlik hadlart 2 nugta atrofida
“qo'yiqlashib™ boradi, ikkinchi (3,) ketma-ketlk uchun bunday “qo'yiqlanish
nugtasi™ yoq. Bunday hollards mastemutiklsr quyidagicha aytadilar (x.} ketma-
kethik yaginlashuvchi; {v,} ketma-ketlik uzoqlashuvehi,

labbaly savol tug'iladi: soalar o'qidan olingan tayin nugra berilgan ketma-
ketlikning “qo'yiqlanish nugtasi™ bo*lish-bo* Imasligini qanday bilish mumkin? Bu
savolga javob berish uchun yangi matematik atama kiritamiz

2.18-ta'rif. Aytsylik @ sonlor o' qidagi nugts, -musbat son bo'ksin. (a-c e+ £)
interval (§-rasin) o nogtaning £ atrofl, & ess atrofning radiusi deyiladi

e A

Qe a at+e 3

S-rasm
Masalan, (1,98, 2.02) interval 2 nuqtaning atrofi bo'ladi, bunda atrofning
ruddiust 0,02 ga teng.
Endi yuqoridagi savolgn javob berishimiz mumkin, Matematikada “kotma-
ketlikning qo'yiqlanish nugtasi™ degun atama o‘miga “ketma-ketlikning limi®
atzmasi ishlatiladi

ALl

L191a'rif. Agar @ mutaning ixtiyorly tanlangan strofida ketma-ketlikning
Woor someridan boshlab barcha hadliarl yotsa, @ soni ketma-ketlikning limiti
deyiladi

@ woni {¥,) ketmn-ketlikning limiti ekanligi simvolik avishda ’!lm I, =d
' tinishda voziladi (o' gilishi: {x,) ketma-ketlikning » cheksizgn intiigandag! limiti
W g teng), bu verda fim lotincha limes so*zining oldingi uchia harfi bo'lib, o' zbekcha
mierst, chek ma'nosint bildiradi,

Yuqorids avtilganiardan, agar (v,) ketmao-kethik fimiti « ga teng bo'lsa, v
holita o nugtaning ¢ atrofidan tashqarida {x,) ketma-ketlikning faqas chekli sondagi
hadlarl bo'lishi mumkinligi kelit chiqadi.

Yuqoridagi ta'rifni tahli] qilamiz. Aytaylik 'l‘l:tll.. = bo'lsin. (06,0 £))
inlervalni, yva'nl @ nugtaning ¢, strofini qaraylik. Ta'rifga ko'ra shunday v/ nomer
maviudkl, bu nomerdan boshlab ketma-ketlikning barcha hadlari o nuqtaning &)
worofida yotadi: x_ e (@—8, @+8), 5 € (0-6 @+ ) X € (0-€ a48), .

Agr (a-£42* ) intervalni, bu yerds 0<£:<%,, olsak, ya'ni strofning radiusint
Michiraytisak nima bo'ladi? Bu holda ham shunday »; nomer mavjudkd, bu
notmerdan boshlab kotma-ketlikning barcha hadlart & nugtaning «; atrofida yotadi.

Amimo bu nomer avvalgidan katta, va'nl as>n bo'ladi. Har bir atrol uchun o*zining
momer! maviud bo*ladi,

Agir 5, & (a~&,a+) bo'lss, b holds
GeLCx, <a+Ees gex, ~a<esdx, —aks bo'ladi. Yugorida aytilganlami
' tiborgs olib 2.19-ta"rifni quyidagicha bayon gilish mumkin

2.20-ta'rif. Agar ixtivorly musbat ¢ son uchun shunday », nomer maviud
bo' sakld, barcha n> n, da

[, ~a<x (n
tengsizlik bajarilsg, a sond {x,) ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Agar {x) ketmaketlik o limitgs ega bo'lsa, bunday Ketma-ketlik
vagindashuvehi ketma-ketlik deyiladi

]|




) ketmu-koetlikning hamma hadlari bir xil @ songa teng, va'ni umsimiy hadi
%, =a bo'lgan
o,y i
ketma-ketlikni rekshiraylik. Bu ketma-ketlikning limiti o' zining o umumiy hadiga
teng, ya'ni Ejl.!rl.l’, =!il:lu=a, chunki ixtiyorty mushat (Kichik) & won uchun »

nomeming barcha qiymatlarida (¥, @ =g-a<g tengsizlik hamma vagt
bajarilaverndi. m nomer sifstida istalgan natural sonni olish mumkin va ny nomer #
songa bog'lig bo'lmaydi. Shunday qilib, o'zgarmas ketma-ketlikning Timiti shu
ketma-ketlikning hadiga teng.

Shungn o'xshash (x,) ketma-ketlikning dastiabki bir nechta hadi turlicha
qiymatlami gabul qilib, keyingl hamess hadiari bir xil @ songn teng bo*lgandu ham
ketma-ketlihning limiti @ ga teng bo'ladi. Masalan,

111

_c_v--' |. -3.-....,~,.,.

2'3'4 3,333 3
ketma-kethkning limiti 3 ga teng, yu'ni ‘lin; Ag = '!m.\' 3 =3 bo'ladi, chunki
ixtiyorty ¢ masbal soni uchun m~3 bo'lganda |5, -3 = p-}'cl: tengsizdik
hamma vagt bajariksdi.

Endi limit tushunchasining geometrik ma'nosinl  aniglaymiz

Yugorida sytilganiardan, sgar (x,) ketma-ketlik limiti o ga teng bo'lsa, u
holda o nugtaning « strofidan tashgarida (x,, ) ketma-ketlikning faqat chek )i sondagi
hadlari bo*lishi mumkinligi kelib chigadi.

221-misol. Umumiy hadi x, = ;—"-; bo'lgan ketma-ketliknmg 1 ga
yaginlkeshishini sbotlang.

Yechish, Buni isbotlash uchun ixtiyoriy olingan musbat (Kichik) ¢ songa
ko'a shunday ny nmomemni topish mumkinki, n > n, bo'lganda |x, ~ 1| <

'-.7 - ll < r tengsizlikning bajarilishini ko' ratish yetarly,

Buning uchun dastiab —~ ~ 1 ayirmaning absolyut qiymatini topamiz

n+l1

w

| 2 II ' -.i. Fandi “ < ¢ tengsiziiknl n go nishatan yechamiz: n >§— A

Thowvilan ng = l: . Zl deb olish mumkin, chunki n > % -2 lf- 2| =Ny
Sliiday ilib, ixtiyoriy # musbat son uchun shunday g = l;-' - 2] nomer topilib,
# ooy bo'lganda |x, ~1] < |25 = 1| < ¢ tengsizlik o'rinll bo'ladl Demak,
bvtmad etk yaqinkashuvehl va .""3.;._':—: =1,

Awie |* = 2| < 0bo‘luu, mg = 1 deb olish yetarli

Shutiday gilib, berilgan sonning ket - ketlik Hmitl ekanligini sbotlash
wi b quy idagl harakatlarmi bajarish kerak:

1) |2, — @] sylomani tuzish;

N x, = u| < & wengsizlikni n ga nisbatan yechish;

1) kerak bo' s, tengsizlikni baholashdan foydalanish;

A) rengsizlikni qanoatiantiruvehi biror natural ay sonni topish;

$1 1opilgan uchun ketma - ketlik Hmiti @ nfinmg bejurilishini ko rsutish

Lamitga oga bo'lmagan ketma-ketlik weogiashuvchi deyilads

By deganl bar ganday a son olsak ham shunday ¢ > 0 son Ko'rsatish
mwmkioki, ixtiyoriy ny, nomer uchun n > ng bo'lganda |x, — a| = # tengsizlik
o il o lndi
222-misol. Umumiy hadi x, =n bo'lgan ketma-kethik wroqlashuvchi
shanhigint ko' reating.

Yechish, Teskandan faraz gilamiz. Ketma-ketlik yoqinlashuvehl va uning
Hnith o g teng deb faraz gilamiz. U holda £ musbat songa ko'm shunday rg nomermni
Mglih, n>ne bo'lganda |n—al <e tengsizlik, va'ni a—e<n<a+¢
bpanlndi, Ammo @ + ¢ dan katta bo'lgan ketma-kethik hadlari cheksiz ko'p, Bu
ciddiyal  farzimizning noto'g'n ckanligini, ketma-ketlikning uzoglashuvchi
whanhigan Ko’ oyatacds,

2.23-misol. Umumiy hadi x, = (=1)""" bo'lgan ketma-ketlikning
oo lashuvehi ekantigini ko' rsating.



Yechish. Aytaylik, bu ketma-kethik yaqinlashuvchi, ya'ni u biror @ limitga ega
botlsin. Avval a limitning | ga teng bo'lalmasligini Ko'rsatamiz. Buning uchun |
nugtaning (%, ‘) atrofnl qarash yetarli, Bu atrofning tashqarisida ketma-ketlikning
cheksiz ko'p hadlan mavjud. Demak, | ketma-ketlik limiti bo’lmaydi, Shunga
o'shash -1 ning ham ketma-ketlik limiti bolmasligini Ko rsatish mumkin. Endi a #
L vaae <1 bo'lsin. Agar ¢ deb min(ja = 1L |a + 1|) dan Kichik masbat soani
olsak, u bolda bu nugtaning atrofida ketma-ketlik hadlari mavjod bo' bmaydi. Bundan
aning Ketmu-kethik lmiti emashigt kelib chigadi. Shunday qifib, umumiy hadi x,, =
{=1)""1 bolgan ketma-Xetlik wroqlashuvchi.

L Yaginkashuvehl ketma-ketlikning sossalari
1.24-teorema. Yoginkshuvchi ketma-Kethik fagat bitta Hmitga egn bo*ladi
Ishot. 0 Bu teoremani teskurisini faraz gilish usuli bilan isbotlaymiz

Astayiih, (=) ketmadetik o va & twll Bmitlargs ega, ya'mi

limx, »a, limx, «f, (a»b) bo'lsin U holda ixtiyorty £ >0 son uchen shunday

o vi o, nomertar maviudki, » > m bo'lganda - x i« i hunda n> . bo'lganda

£, ~ M« " bo'ladi; n, nomemi » va r, dan katta gilib olinsa, #>n,  bo'lganda

ikkala tengsiziik bajartlads:

Bundan n>n, bo*lganda

a=-b=fa=-x)+(x, ~b)Sa~-x, o;r_—h-::’c—:

L5

Demuk, manfiy bo'lmagan @—& son ixtiyoriy musbat ¢ sondan Kichik
ho' lshi kerak. Bunday son esa nolga teng, ya'ni @< & =<0 yoki @ =5 bo'lishi kerak.

Bu ¢sa @ = b degan farzimizga zid. ¢

E2 )

I

I woremani geomerrik usulda quyidagi isbotlash mumkin, Faraz qilaylik,

, b-a e
W s ahwun @ b botlan, @ va b laming = - " atroflarini quraymiz. [lag)

o LA ) mtroller umuniiy nugtaga ega emas (Y-rmsm),
A8

-
b

v mps |v) Ketma-ketlikning Nimiti bo'lgantigl sababli [{as) ning
Sttt hetma-ketiikning fagat chekll sondags hadlari mavjud. Demak (Abg)
sheoliba 1n) ketmo-ketlikning cheksiz ko'p hadlari yotmaydi. Bu esa & ning {x}
Aot hethik limitt ehanligign zid, Shunga o'xshash, sgar & (%) ketma~ketliming
Hodtk bo'lsa, o ning  Hmit  bo'lalmasiigmi  Xo'rsatish - mumkin, Demak,
supinbashiovehi ketma-ketlik limiti vagona bo‘lar ekan

1.5 teorema. Yaginlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan bo'ladi

Isbot, 0 lim x,, = @ bo'luin. Yoqiniashavehi ketma-kethik ma'rifigako'm e =
n—ow

| wchin, shunday 1, nomer topilih, barcha k > np lrwchima ~ 1 <x, <a+1
o el Agar M= max(lx |, 1L o, e, b la = 10 Ja 4 1)) deb olsak, u holda
hotsketlikning barcha badlari uchun x| <M bo‘ladi. Bundsn esa berilgan
hotma-ketlikning chegnralangan bo' lishi kelib chigadi. ¢

Laokin 2.25-tcoremaga teskar| teorema umuman o' ri emas, ya'ni har ganday
Aeparalangan ketmu-ketlik limitga ega bo'lavermaydi. Masalan, 1.23-misoldag)
oy hadi x, = (=1)""' bo'lgan  ketma-ketlik  chegaralangan, iekin
TP FRLTRINS [T

2 26-misol. Teoremadan foydalanib umumiy hadi x, = —= bo'lgan ketma-
Metlikning chegaminngan ekanligini isbotlang

Yochish. Avvalgi punktda {2.21-misol) bu ketma-ketlikning yoaqinlashuvchi
dhanligl ko'rsatilgan odi. Demak, yuqorida isbotlangan teoremadan uning
(heguralanganligi kelib chigadi




2. 25¢oremadun quyidagi natija kelib chigadi: Noddl shuningdek, .!'.“l ¥u = b va b<r bo'lgani uchun shunday n; € N son

2.27-natijs, Cheguralanmagan ketmu-ketlik uzoglashuyvehi bo'ladi S b lib, nom: bo'lganda yw<r bo'ladi
2.28-misel.  Umumiy hadi x, = ﬂ:-’;-)u bo'lgan  ketma-ketlikning Agur s omax [y, my) deb olsak, u holda rn, tengsizliknl qancatiantiravehi

wzoxglashuvehs ekanliging isbotlang. Bt bon o D, bobe vagidie vo<r v x> r tengsizliklar o'rindi bo' lib qoladi, Bu qarama-

Yechish 2. 27-nwatijagn ko'ra berilgan ketma-ketlikning stk famssmianing noto”g'ri ckanligini ko' rsatadi. Demak, ash, ¢
chegarnlanmaganligini, ya'ni har qanday M > 0 sondan katta bo‘lgan ketma- F A% eoremn (Oraliq ketmu-ketlikning lmiti hagidagi teorema ). Agar
ketlkning biror hadi mavjudligini ko'rssish yetarli. Aynaylik M ixtiyorty musbat Wb e N larda X, Sy, <2, bo'lib, limx, =a wmlimz, =a ho'lsa, u

wn bo'lsin. n = 2([M] + 1) deb olamiz. U hokls, ravehanki, x, = [M] 4+ 1> M
bo'ladi. Demak, berilgan ketma-ketlik chegaralonmagan, yugoridag: natljaga ssosan
bu ketma-ketlik wroglashuvohi bo®ladi.

1.29%teorema. Agwr '!Lll'l. X, =@a vaa>p(a<q) bo'lsa u bokda biroe wobon shunday ny € N son maviud bo'lib, n > n, bo'lgandn g —e <x, <u+ ¢

Mlids Hm s, o manvjud bo'lib, 'I'lq_\‘y. = g bo'lali

ibot. 0 Aytuylik, lm x, = @ bo'lsin. Limit t'rifigs Ko‘m ixtiyoriy e>0

o' haahi

nomerdan boshiab, barcha # lirda cop (x,<9) bo'ladi
Isbot, & Aytaylik, ¢>p bo'lsin. U holda hagigly sonlaming zichlik xossasign
ko'ra 0<e=a-p tengsizlikni qunoatlantiradigan & son mavjud. Shu & son uchun ny, € Wi'lganda @ ~ £ <z, < a + & tengsizliklar o'rinki bo'ladi. Agar ng = max{n,, n;)
N son mavjud bo*lib, barcha som, larda g — ¢ < x,, < a + ¢ bo'ladi. Endi, £ < a - deb obsak, u holds n > ng tengsizlikni qanoatlantiruschi barcha n € N larda
p, ya'ni @ — ¢ > p bo'lib, bulardan x,, > p kelib chigadi. ¢ yogonidagl tengsizliklardan g —e < x, Sy, S5, <atr, yanl d—e <y, <
Xuddi shu kabi, #<g hol ham isbotlanadi (30-masala). # 4 1 kehb chiadi. Bu esa, [y, ) ketma-ketlikning vaginkshuvehi bo*lib, .!‘an Yo =

Nundchs s kabi, '!ug 2, = a dan, shunday n; € N son mavjud bo'lib, song

1 50-natijn. Agar .l.'f'.’.."' =) vaa>0(a<0) bo'lsa, u holda biror U ohaninl bildirsdi, o

nomerdan boshlab, barcha nt tar uchun x>0 (v,<0) bo'ladi, Mashq va masalalar

331-leerema. Agar barcha n € N larda x, =y, bo'lib, limxs =a wva Ketma-ketlik fimitining ta'rifidan foydalanib, teoglikni isbotlang (27-29):

Iim x, = b bo'lsa, u holda a=b bo'ladi, lim 2ol
LR ‘

novin Hnl

= 3,
Isbot imiming yagonaligidan kelib chiqadi (32-masala).
2.32-teoremn. Agnr barchn n € N larda x, <y, bo'lib, Jnmx, =a v

1]_{!;).. = b bo'lsa uholda a < b bo'ladi.
Isbot. 0 Faraz qilaylik a > b bo'lsin. Bu @ va b sonlar orasida biror » son 130, 2.29-tecoremani @ < ¢ bo'lgan holda ishotlung.

olamiz: u>r=b. Endi lm x, =a va > bo'lgani uchun shunday n, €N son 31 Agar {x,] ketmo-ketlik 0 dan farghi songa imtilsa, v holda biror

pomerdan boshiab ketma-kethik hadlari absolut givmati biror r > 0 sondan katta

bo' lnde

maviud bo'lib, n > ny bo'lganda x,>r bo'ladi.

"
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232, Agar biror nom

nem

= ; h
llm x, = b boha,uho{d“hbhu hbx,'=y. h"llb..u“l‘l =3a va

2-33. Agar biror namerg,, i, b Ishotlang.
fim y, = b bo'bsa, uholda %“bl’..s,v bo'lib, lim x, = a va
b adi. tshotlang,
3-§. qullhltncu Ke
1. Ketma-Kethiklar Ustig, “etiktar ustida arifmetik amallar
Aytaylik, (o) va () o Mgy e

2.34-ta"rif. Ushby K ethik g arllgad b inis
I, + yl-
¥, o Xy + Wy
¥ ’ }‘\' g '& o X ne v
ketma-kedliklar mos ravishda |, R Gerhn=12..)

ko'paytmasi va misbati deyjy :: by ketma-kethiklaming vig'indisi, ayirmasi,
belgilanadi, A (x, 4 ih (%0 = %) {xawad 122] kabi

AR Wb on =), (xarl (2]
o'rganishdan  oldin  chekyiy hu‘h
o'rganamiz

2, Chekslz Kichik Ketmy, .

235-ta'rif, Agar .‘L": - :"“ur
deyiladi

Buani quyidagicha hamy 'y

Ixtiyoriy £ > 0 son "d"“n‘b b0 fagi-
g barda Ja, | < ¢ teagsizliy Oty

{
® arifmetik amalar bilan bog*lig xossalarin
Yetma-ketliklar va ulamming  xossalarini

? botkn, uy) cheksiz Kickik Netmarkellik

My tatural son maviud bo'lib, barcha n >
2.36-misol. Umamiy hgy, . 80, {2,0) chelkoiz Richik ketma-ketlik deyiladi,

3 T hnl
ketma-ketlik ckanligni “hw"‘t. n bo'lgan ketma-ketlikning cheksiz kichik

Y ochiah. Ravshanki, n > l:l = Ny bo'lganda, H < ¢ bo'ladi. Demak, [-:;’
shibaie Michik ketma-ketlik

L0 mivol. Agar |g] < 1 bo'lsa, u hokla (™) cheksiz kichik ketma-Ketiik
whaning abotkang.

Yochh, Ixtivoriy € > 0 son uchun 9" < ¢ tengmizliken 1 ga nisbatan
ponhamie > log, €. ng = llog,,.r] deb olamiz. U holda ixtiyoriy £ > 0 son
Wil 0 ng lerda |g" ] < £ tengsialik o' rinli botladi. Demak, '!lil; q" =0,

3 U hekisiz Kichik ketma-Kettiklar hagidag) lemmalar, Kelgusida, quyidags
I lardan foyditlanmiz.

I 0% lemma, Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklarming yig'indisi
Phehaie hichik ketma-ketlik bo'ladi.

Ishot, O [shotnd ikkim cheksiz Kichik Ketma-ketliklnr ochun keltiramiz.

Avtay ik, (e, ) va [A.) lar cheksiz kichik ketma-ketliklar bo'lsin. U bolda
I d o, + 1) ham cheksiz kichik ketrma-ketlik ekanfigini ko*rsatamiz.

U heksiz Xichik ketma-ketlikiar ta'rifiga ko'm istiyoriy # > 0 schun shunday
W 0 N son maviud bo'lib, barcha n > ny lar uchun ja, | < f;bo‘lndl

Nuddi shu kabi, shunday bir n; € N son mavjud bo'lib, bascha n > ny lar
Wb I, | < bo' ladi

Apar ng = max{ng, n;| deb olsak, u holda barcha n > ny lar uchun  bir
Ve o | < 5 va |By] < % tengsiziiklar o'rinli bo'ladi. Bundan n > 1 larda

Wl = lag + Bl = laal + |84 <3 =4 5 =g

helib cluigadl. Ba esa, (¥, ) ketma-ketlikning cheksiz klchnkhglnl ko'rsutadi. o

2% emma, Chegaralongan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik  ketma-
AU ming ko' paytmast cheksiz kichik kerma-kethik bo'ladi

Ihot, © Ayuylik, [x,) chegaralangan ketma-kethik, (a,) chekstz Kichik
Aotmnbethik bo'lein, U bolda [y, ], bu yerda y,, = X, * a, ni chekysiz Kichik ketma-
Aot o' lshind ho'rsatamicz.

w




Berilishgn ko'ea {x,] chegaralangon ketma-ketlik bo'lgani uchun shunday
¢ >0 son mavjud bo'lib, barcha 1 € N larda |x, | < ¢ tengsizlik o' rindi bo'ladi.
Shuningdek, (a,] cheksiz kichik ketma-ketfik bo'lganligi sababli, ixtiyoriy £ > 0
g2 mos mvishda shunday n, €N son mavjud bo'lib, barcha n > n, lur uchun
lagl < 1 tenglik o‘rinli bo'ladi. Shunday qilib, barcha n > ny lar vchun |y, | =
gl = lx,) oyl < c-:: = £ tengsizlik o'rinll bo'ladi. Bu esa, (y,) ketmas

ketlikning chekséz kichikligini ko*rsatadi. ¢

2.40-misol. fim == = 0 tenglikni ishotlang,

W N

Yechish, Ravshanki, {cosn) chegaralangan ketma-ketlik {i] csa cheksiz
kichik ketma-kethik (236-misol). 23%lemmaga wosan [==} cheksiz kichik
ketmao-ketlik, va'ni lim —"_ﬂ = {),

3. Yagintashuvehi ketma-Ketlik va cheksiz kichik ketma-ketlik orasidagi
bog*lanish,

Bu bog tanish quyidagi weoremada ifodalangan

2A41-teorema. Biror a son [x) Ketma-ketlikning limiti bo'lishi uchun,
(¥ —a) cheksiz kichik ketma-ketlik bo'lishi zarue va yetarli.

Isbot. O Zarwrivligi. Aytaylik, {x.) yaqinlashuvehi ketma-ketiik va lim s~

bo'lsin. Limit ta'rifiga asosan, ixtiyoriy €>0 son uchun shunday ne N son mavjud
ba'lib, men, tengsiziikni qanoatlantiruvchi barcha me N larda [x,~af<t bo'ladl. Bu
yerda xo~a=x, belgilash Kiritsak, jo=lx—a<x bo'lib, (@, ) cheksiz kichik ketma-
ketlik bo'ladi

Vewrrliligl. Agae haglarl x, va biror a son orasidagi .~ x~a ayirmalardan
tharat ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketik bo'lsa, u holda jr~al = | <z bo'lib,
a son [x,) ketma-ketlikning limiti bo'ladi. ¢

w

e
.

bo'lsa, uni x, = 2 + ﬁ kabi yozish mumkin. Bu yerda

Mausalan, x, =
Wiy badi t, = = bo'lgan ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketfik (2-25-
wsaln, k=2) Bundan, lim x,~2 kelib chiqadi.

4. Yaginlashuvehl ketma-ketliklarning arifmetih amaltar bilan bog'liq
sonsalan

2.42-teorema. Agar (x,) va (¥, ketma-ketliklar yaqinlsshuvehi bo'lsa, u
flda (x5 + ¥} ketma-ketliklar ham yagmiashuvchi va

Tim (x & ) = Hm x, £ Him o,

btk o' tindl bo'lndi,

Isbot. O Aytaylik, '!lf?" Xy = Q, 115\‘, Vo = b bo'liin. 2.4]eotemugn as05an
(1, =a) = (@) va [y, = b) = () cheksiz kichik ketma-ketlikiar bo'lndi. 2.38-
lemmags ko'ra umumiy badi @, + f, = (x, + ¥,) = (a + b) bo"igan ketmn-ketlik
ham cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi. U holda I-teoremagi ko'm umumiy hadi
4 Yo botlgan keyma-ketlik vaqinlashuvchi va uning limit @ + b ga teng bo'*ladi

i Gro = ya) = i, =l Yo

tenghik bam shu kabi isbotlanadi (2-37-masala). ¢

2. 4%-teorema, Agar [x,) va [y,) lar yaginlashuvchi bo'lsa, u holda (x, )
ketma-kethik bam vaginlsshuvchi va .El.ﬂ (Xp* W) = :lﬂ Xy * -U_t'!:' ¥ tenglik o*rinki
o ki

Isbot. O Aytaylik, lip‘\_ . =aq }1}_1; Yo = b bo'lsin. 2. 41-tcoremaga ko'ra
umumiy hadl 2.y, —ab bo'lgn ketma-ketlikning cheksiz Kichik ketma-ketlik
chanligini isbotlash yetarll. Buning uchun quyidagi almashtirishiami bojaramiz:

To¥n — b = X ¥, = X b+ x.b — ab = x(y, — b) + b(x,—a). (1)

Teorema shartidan {x,.}, (b} chegarslangan, (x, — a), (¥, = &) lar cheksiz
kichik ketma-ketliklar ekanligi kelib chigadi. 2 39-lemmuga asoson umurmiy hadlari
2, (ve = b)), b(x, =a) bo'lgan ketma-ketliklor cheksiz kichik ketma-ketliklar
Demak, (1) ga ssosan (x,y, — ab) cheksiz kichik ketma-ketlik, ¢




L44nntijn. Agar [x,) ketma-kethk yaginlashuvchi bo'lss, u holds
{ox} =0 {5.) ketma-kethk ham yaqinlashuvehi bo'lib, 1\!3((‘1.)"1‘ !'T X, tenglik
o'rinkl boladi.

Haqiqatan. 2 43-teoremada v~ ¢ deb olsak, oxirgl tenglik kelib chigadi.

2.45-teorema, Agar {1,} va {5} ketma-ketliklar yaginlashuvchi va !il‘!.\y.p()

bo'lsa, u holda {;ﬂ} ketma-ketlik ham yogintashuvchi bo'lib, lim 2 = St

oy N v
tenghik o'rindi bo*lndi
Isbot. O Aytaylik, '!l:tl.t,. =a, '!l_n.\ay. = b # ) bo'lsin, 2.41-teoremaga
aosan X, =a+a, vay, = b+ g, bo'ladi. Shuningdek, |y, | > p bo'ladi (2-31-
masala). Bu mn lumotlardun foyvdalansak,

Xy al |ba, —ap,l

Yo B loyy |

bo'ladi, Bunda ba,, — af, cheksiz kichik ketma-ketlik, ﬁ;‘} < ;‘; ckanligini, va'ni

chegamlangan ketma-ketlik ckanligin, ¢'tiborga olsak, [-’;‘* - :—] cheksiz Kichik,

0 Ny _ S a L :
ya'nl lim 2 =2=_ < 5 kelib chigadi. ¢

wve e .

4-§. Cheksiz katta ketma-Ketliklar. Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-
Ketliklar orasidagl boy' lanish

Aytaylik, [x,} biror ketma-ketlik bo' lsin

246-ta'ril. Agar ixtiyoriy katta A>0 son uchun shunday n, natural son
maviud bo'lib. n > ny tengniziikni qancetlantiruvchi barcha n € N larda |£, | > A
tengsizlik o’rinli bo'lsa, u holda (x,) cheksiz katta ketma-ketllk deviladi,

Bunday hol '!nm x, = w kahi yoriladi

Agar biror ng natural soa topilib, 1 > n,; bo‘lganda x, > A (mos ravishda
X, < —4) bo'ba.ubokh.llﬂx. = +o0 {mos ravishda '!l_q_l'x,. = —) ko'rinishidy
yoziladi

@

A bl Umumily hadi x, = n® bo'lgan ketmn-ketlikning cheksiz Katn
St hotlih ekanligini isbotlang

Yeehish. Ixziyorty katta A> 0 wn olamiz. |x,| > & tengsizlikni qarsymiz:
#' % A bundan n > VA, Agar ng = [vZ] deb olssk, u holda n > ny  bo'iganda
0] = A bu'ladi, Demak, lim nt =w,

Lt

1+ (=1)"
N = —‘—'H

P A%misol  Umumiy  hahi bo'lgan  ketma-kethk  a)

dhepmbangne, b) chekstz katta ketma-ketlik bo® ladimi?

Yechish 1) Bu ketma-ketlik chegarabanmsagan, chunki ixtiyoriy M musbat
o dutoan ketma-ketlikning o=2{[M]+1) ~hadi M dan katta bo* ladi,

) Ammo bu ketma-kethik chekstz kara ketma-kethik bo'imaydi. Chunki A>
() s v ixtiyoriy 1ty uchun shunday n = 2n, + 1 mavjudki, x, = 0 < 4 bo'ladi

i musoldan har qenday chegaralanmagan ketma-ketlik ham cheksiz kama
LalinhetTik bo lavermasligi kelib chigadi

2 A%-teorema. Agar {x,] cheksiz kans ketma-ketlik bo'lsa, u holda umumiy

Wl iz, = :l- bo'lgan ketma-ketlik cheksiz Kichik ketma-ketlik bo'ladi

Isbot. & Avtaylik, £ vetarlicha Kichik musbat son bo'lin, Teorema shartiga
ko't lim x, = oo, Demuk, shunday fty € N son topiladiki, barcha n > ny lar

Wil [x. ] > = bo'lndi. Bundan, |a,| < 'L < ¢ tengsizlik kelib chigadi, Bu esa,

vl
(. ) ning cheksiz kichik ketmn-ketlik ekanligini bildiradi. ¢
2.50-teoremn. Agar (. ) cheksiz Kichik ketma-ketlik vaa, = 0n = 1,2,
b’ b, u bolda umumiy badi x, = ;’— bolgan ketma-kethik cheksiz katta ketma-

otk bo'lad
Isbot (2-3 |-masala),

LA




5-§. Anlgmasliklar
Agar {xo} va () yaginlashuvehi ketma-ketliklar bo'lsa, u holda (x,, + ¥ul,
T~ W) (Xadnds ‘:—:} ('!m‘l Y * 0) ketrma-ketlik laming har bint vaqinlashuvehi
bo'lishini ko'rib o‘1dik
Endi. yuqoridagi shartlaming ba'zilasi bajarilmsy qolgan  hollarda ham
vaginlashish bor yoki yo'gligini ko'rib o'tamiz.
I oE- Ko'rinishidogi aniqmastik. Bua'zan, :um Xp = 0,1!_!!; Yo =10
bo'lgan holda ham {x,) va [y, ) ketma-ketliklaming xarakterign qarab, lim ,f ni

topish mumkin

Masalan, a) x, =£.y,, =;5; uchun lim & = 0, l|m—-—() va lim 2 =
m-em N mem Yy
Ilm-!-" llmn-+m bo'ladi,
N*ll.’
1 i :
b).x,.=;—,.y,.=5 hmllm~aolm——l)vullm--llmi?-=
msm Yy n-q.‘.;,
lim == 0 bo“kadi
femMn
1 1 2
)Xy = Cudn = 3 uchuultm——() hm—;nﬂvallmr limt ~§= =
LD ™ Noem —

lim = = hm(l —)=100-1ho'lndn.

mees W

Yuqoridagi misollardan ko' rinib turibdiki, hm x, =0, Ilm Yo =0 bo'lgan

holda lim —: hagida bir glymatli fikr sytish mumkin emas. Shu sababli ham bu

N I
holda {i-f] ketma-kethik u;n ko'rinishidagi amigmaslik deyiladi. Anigmasiikning
limitini topish anigmas/iikni ochish deb ham aytiladi.

2 "E" ko'rinkshidagi anigmastik. Ba'zan Jim x, = o9, lim y, =

n-em

bo'lgan holda ham lim 7= ni hisoblush mumkin. Bu holda, yoqoeidagi kabi, [;—]

ketma-ketlik «=» ko' rinishidagi aniqmastik deyiladi.
“

i
W ae el v e uchun tim (el =, lim{2n-n)= llmn|'2~" e

.

'+l I I
W S o Lo : hm 3 T w lim— = = boladi,
bon y A AN =n e 1 e
’ wl2- ] p 0

| wibwow ko' rinivhidagi aniqmastik. Agar lm x, =0, bim yy =0 bo'lsa, u holda,
Aahs ..' yok) Yok —"—"~ almashtirishlar yordamida, «>=o» ko*rinishidagi anigmaslik
» )

B ki 4= o ko' rinishidagi anigmasliklarga keltirib yechladi

" L5

! | .
B A 7T YeE 42 uchun llm —~— =0, hm (" + 2=+ va
n+1' el » v

2]
Ksan " l 1+ ]
lom (54 ) Lim '-’~,~ w Him - ~—5'l——'\-l bo' lnds,

N = . .-
te ' |
nJ

Wulardan tashqari, so-cn, «0%n, «1%n, wc’s ko'tinishidag amgmastiklar
0 o
paviud  Bunday anigmeslikdami  ham 3 yoki « =" ko rinishadags

wilgmas ik barga keltirib yechilach

Mashg va masalalnr

234 Ta'rifdan foydalanib, berilgan ketma-ketliklaming cheksiz kichik
hetmma-ketlik ekanliging isbotlang:

L .. 1
== D) o

'ﬂ"

1 1
ot e e ¢ L

u|-

'l-

1
:v

- i

14
a) l.;,
235 Urnumiy hadi @, = =5, k > 0 bo'lgan ketma-ketlikning choksiz kichik
hotma-ketlik ekanligini isbotlang

“"




2-36. Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklaming yig'indisi cheksiz
Kichik ketma-ketlik bo'lishini isbotlang.

2-37, Agar ,!L"l.- Xn = Q, i%y,, = & bo'lsa, u holda !l!l;(x,, - Y)=a-5h
bo'ladi. Isbotlang.

Limitlami toping

2-38. lim 22 1. n
Rem N 2-39 '!‘_l:!:’ St
Seabnt-y 3
2-40, lim === 2 —Sh
nam 100 -3n+d 44, l!msl"‘ﬂ‘*:ﬂ‘l
dn'—2nf 10 . '
242, lim se—— s - tne 1) ~{n~1)
w2074 T8 243 ,ll,_r?‘ wivl
nlein
244, lim ~——= 2:44% Inel
n-m Nl 2-43 '!'_E‘; cﬂ"ﬂ“
246 lim (Vn* 4 n —n) 247, lim Tt
A~ = newm -'T‘T'_l- v-lv:-:

248 {x,) ketma ketlikning @ limitini toping, bu yerda x,, = v, |y =
"
| kattalik £ dan Kichik bo'ladigan N nomemi ko'rsating, agar
e= E; e=01 I =”%tm‘lsa

249, Quyidagi {x, ) ketma-ketliklaming uzoglashuvchi ekanligini isbotlang

)X, = (=1)" )Xy =14 (-1)"
3, :sm"’—‘ 4) x, = (-5)"
51z, =nt )Xy =1424%n

2-50. Shunday yaqinlashuvchi (x,) va [y,] ketma-ketliklarga misol
keltirmgki, quyidag: shartlar bajartlsm:

1) barcha o uchun x, > y,,, ammo ’!xm xe = limy,
al Ny
2) barcha n uwchun x, > 100y, > 0, nmmo'!mu,. = lim y,.
— n e
2-5 1. 2. 50-teoremani ishotlang,
2-52. (x,) ketma-ketlik yaginlashuvehi va .!lm Xy o= (|2, )] ketmo-ketiik
vaginlashuvehi va .!ltt'ln |xx! = |a] ckanligini isbotlang.

L0 0n. ) hetmo-ketlik  uzoglashuvchi, Jekin  {ix,]) Ketma-ketlik
Pt besturvehi bo'lgan hetma-ketlikke misol Keltiring.

A A x, 20 nENwW h".;‘: X, = & bo'ka, u holda
n
- g TS e
a e Jx, = ya: b) lim Jx, = Va ckanligini isbotlang,
Hoaew - e
1A% Stwnday [x,) va [y, ) ketma-ketliklarga misol Keltiringki, '!m}‘ Xy =

" ¥ ¥ "
Bl s = 0va ) im==0; 2)lm=2=1; 3) lim-==e0; bo'kin 4)
. - s

"o ¥y ¥u e ¥y

»
i v )ud emmas
.

™

10, Shamtay () vn () uzoglashuvch: Ketma-ketliklarga misol
Rkl quytdagi Setma-kethik ynginlnshuvohi bo'isin:

D lae 4w Dixn s yalk hl-;—':l,
LAT Aytaviik, fim x, = x, x, @ 0 bo'lsin {l"-}kcunn-kulik hagida nima
"o .

srtioh mmhm?

n*4 an?

1N, 4 ning qanday givmatlarida umumiy hadi x, = ——~ = bo'lgan

n'-2 Smel

Mot hetlik limith 0) #00;  b) =00; ¢) chekdi son bo'ladi?
6-§. Monoton ketma-Ketiikning limiti. ¢ sonl

LA werema. Agar  (x) ketmsXketlik o'suvchi  bo'lib, yuqoridan
dhianralangan bo'lsi, u holds [x,) fimitga ega, agar yugoridan chegatalanmagan
b s o hokde  Thm g, o000 ho'ladl

Istwit, O Faraz qilaylik {x, ) ketma-ketdik o' suvchi va yuqoridan chegarlangan
bt b U holda (v o), 2, .. ) to'plam ham yuqoridan chegaralangan bo'ladi va
g uchian, uning aniq yuqori chegarasi mavjud. Uni @ orqall belgilaymiz
wompla) Paodi g nl {x) ketma-ketlikning limmiti bo'lishini ko' rsatamiz,

{o' plamning anlg yuqorl chegarasi xossasiga ko'ra (1-bob, 8-§.) barcha me N
Dt b watar o el Shumingdek, har bir £>0 uchun shunday 1 *son mavjud bo'lib,

«



%o > bo'ladi. Shurtga ko'r [x.) o'suvchi ketra-ketlik, shu ssbabli barcha non” Mameng wchun '(| ’ '.)‘.'I ketma-ketlikni ko'nib chigamiz.  Uning
"
larda a-c<v <ot tengsizlik o'rimli. Demak, ta'rifga ko'ea lim v o

R vl shanligh 2.1 7omisolda isbotlangan odi. Uning tadlan musbat, bundan
Endi teoremaning ikkinchi gismini isbotlaymiz.

Aytaylik, {x,) o'savchi bo'lib, yugqorsdan chegaralanmagan bo'lsin. U bolda
har bir A>0 son uchun shunday n'e N soa maviudki, v >A bo'lkadi. Shuningdek,

Wi iy e chogantangantig kelib chigahs,
Lhowih. Ul ega By fimitni ¢ orqali belgitaymiz.

Bhissinpsieh,
barcha non” lar uchun x,x, chanligi va yuqoridagilargs asosan, x.>A tengsizlik

o'rinli bo'lishi kelib chigadi. Demak, ta'rifgas ko't Jimx, <o, Shunday qilib,

1!\0!

o () w0 e
e e o
- n/

= (1e3)  m(1+3)

L) | I : I ketma-ketlikning ham fimiti ¢ ekanligi kelib chigadi. Bu « soni
n

manoton o' suvchi ketma-ketlik uchun limx, = sup{x, | ckan ¢

Yugoridogi usul bilan quyidagi teoremani bam isbotiash mumkin (2-$2-
musala) Weniionul gon bo'lib, uning tagribly qiymati

2.52-teorema, Agar (x,) ketma-Xetiik kimayuvchi  bo'lib, quyvidan ¢ = 2,71828182845904590. ..

chegaralangan bo'lsa, u holda [x.) limitga ega, agar quyidan chegaralanmagan

e g
bo'lsa, v holda Tim x=<o bo' ladi.

z 7-§. Ichma-lch joylashgan segmentlar prinsipi
2.83-misol. {x,)={— } ketma-ketlikning limitini t . | “
2 ] i i 1 S4-teoremn. Agar [x,) va [y ketma-ketliklar berilgan bo'lib,
= z. 2 _2 | {x,) o'suvchi, [y,) kamayuvchi,
‘«h“. KXot | = -

- - ‘x
(r+1)! n! nsl pel ™ ? brcha n € N lar uchun x, < yy,

. ’ etma-kotliklar
muncsabatdan, barcha n>1 larda x,.,<x, bo'lishi, ya'ni (x,) ketma-ketlikning Lol (o, =) = 0 bo'lsa, u holda (x,) va [y] k otz

2 i hatli (. = fim ¥, tenglik o'rinli boladi.
kamayuvchi ckanligh kelib chigadi. Shuningdek. barcha we N larda " = >0. Shu yaodashuvehi bo'lib, .“{':,"n am Ya gl

Isbot. O Shartgn ko‘ra barcha n € N lar uchun X, < ¥, < ¥, bo'ladi, Demak,

sababli, (x.) ketma-ketlik chek )i limitga ega, uni a deb olamiz: lim x.+. Ushba lim i
‘ e - " (x,,) hetma-ketlik o"suvchi va yugoridan chegaralangan. Shu sababli, (X, ) limitga

2 2 o
Yo~ lim e 1 Jmx, munosshatdan @04 va a=0 kelib chigadi. Demak, lim = o lim x,, = €.

Nuddi shu kati, [y, ketma-ketlik kamayuvchi, guyidan chegarlangan va
“A), |

¢ sonl. lim y, = ¢ Timit mavjod. Qolaverss,
Umumniy hadi ( 14 E) ke'rinishda bo'lgan ketma-ketlikning limiti mavjud
ckanini ishotlaymiz.

elee=fim ¥, — lim x, = lim (O, = x,) =0
noeow Nim - n

Bundan ¢ = ¢' ckanligi kelib chigadi. ¢

" "




Agar |ag by (ag ). lag byl segmentlaming har  bin o' zidan

aklingisining qisemd, ya'ni
[a4:8:] 3 lag: by ... [ag; by 2 -

bo'lsa, u holda wlar schma-ich joslashgan segrewnilar ketma-ketlign deyiladi.

Quyrdagi tasdiq, ichma-ich foylaskgan segmentlar prinsipi deb yuritilndi,

2.55-natija. Agsr ichma-ich joylashgan [ay: b, ) [azi byl ... (@i Bl e
segmentlar Ketma-Ketligl uchun !itg(n.’b.)-'o bo'lss, u bolda segmentiaming chap
uchlariden wzilgnn {u) vu o'ng uchlaridan tezilgan (4,) keoma-ketliklar bina
limitga ega va bu Hmit barcha segmentlorga tegishli yagona nugu bo*ladi.

Isbot, O 1) {a] o'suvchi, {&,) kamayuvehi, 2) barcha me N lar uchun a, <,
3) lim(0.8,0-0 bo'lganiigidan 2 54-teoremaga ko'm lima,- limb, bo'ladi. Bu

limitni ¢ deb olsak, harcha e N lar ochun a<csh, kelib chigadi.

Endi bu nugtaning yagonaligini ko'natamiz. Faraz gilaylik, shu ¢ nugtadan
farghl va (e by ) n = 1,23 . kesmalaming barchasiga tegishli ¢ nuqts mavjud
bo'lsin. U holds b, = a, 2 ¢’ = ¢| > 0 bo'ladi. Bu esa lim (b, ~ 2,) = 0 shartga

o Demak, c = ¢’ @

8$-§. Yaginlashish prinsipi

1.Qixmiy ketma-ketlik, Avtaylik, {x,] biror ketma-ketlik bo'lsin, Natural

sonlardan m<m<. . <, . . shartkar bilan my, my, ooom, o ketmneketlik olamiz. {4,)
ketma-ketlikning shu naturnl sonler keotma-ketligiga mos hadloridan  tuzilgan

deyiladi vu | 7, ) kabi belgilanads

Masalan, 1,4, 9, 16,25, ., yo'nl, x,=n" formula bilan bertlgan ketma-kethik
uchun quyidagi ketma-ketliklaming har biri gismiy ketma-ketlik bo’ ladi

0) 1,925, .. (2000, ..,

b)4, 16, 36,. ., (24F,. . .,

)4, 16, 64, 256,. ., 'Y, ..

voo ketmaketlikng, |x,) ketma-kethikning gismiy Aetma-ketligd

Uity betmaskethik limiti quyidag: xossagn ¢
A (e} hetma-kethik o limitgs ega bo'lsa, 4 holda | x_ |} qismiy ketma-

IR b i Timitgn ega bo®lads.

Usoonan olgands, {v,) ketma-ketlikning limiti yo'gligidan uning qismiy
Robbiin Atk hart ham limitga ega emas, degan fikr kelib chigmaydi, ya'ni shunday
Rebuis Astiider borki, ulaming fimiti yo'q bo'lsada, uning ba'zi gismiy ketma-

R g Mimith mavijud bo*ladi.

b, +1, 1, <1, .., va'ni, x~(=1)" kabi berilgan kKetma-ketlik Hmitga ega
e Lning

el xe-l,. .., ™=l . 4 lim X ==1,
—
RS Y T e 'h:‘.- - lim =1
- -

Wity hvnma-kethklan hmitga ega

| ihiman, gandsy ketma-ketiikdan yaginlashuvehi gismiy ketma-ketlik wjrutih
Sl ik in-degan savolgs quyidagt leema javob beradi

1 Nobsano-Veyershirass lemmasi

L 80 deonma.  Ixtivorty  chegamnlangan  ketma-ketlikdan  har - doim,
opdaslwivehi gismiy ketma-ketlik ajratib ofish mumkin,

Iabwt O Aytaylik, X, x5 X, . o Xe . . chegaralangan ketma-ketlik bo’lsin,
Lok, iming barcha hadlari tegishli bo'lgan [a,:6,] segment maviud bo'ladi. Bu

Ml teng A glsmea ajratamiz: |u.:%l. lﬁ-;-ﬁ;b:] Hosil bo'lgan

pepinendhaining birkda (yoki ikkalasida ham) Ketma-ketlikning cheksiz ko'p hadlari
e bl Segmentlardan, [x,) ketma-ketiikning cheksiz ko'p hadlari borini
(b adaniddn b bo' gands, masalan, chapdagising) [ax6:] ocqali belgilaymiz. O'z
Waviiide (by] segmentni teng ikki qismga ajratamiz. {x,] ketma-ketldning
Wbk abe ho'p hadiard borini [ayky] orgali belgilaymiz. Va xokazo, shu jarayoani
Svemn s, ichma-ich joylashgan scgmentlar ketma-ketligiga ega bo*lamiz:

P ) Ll - o bl

{14 M) segmeming wrunligi b, — @, = "5 ba'lib, -+ da nolga intiladi
il



Ichma-ich joylashyan segmentiar prinsipigs ko'ra (@) v (A} ketma-

ketliklar umumiy bir ¢ Bmitga ega bo‘ladi, ya'ni Um a, = lim b, = c.
L nem

Endi, (x.) ketma-ketlikning [a);5;] dags istalgan bir hadind olib, uni x,
orqali, |as:b:) dagi, X, hadidan keyin kelgan biror hadini olib X, orqali, [ay.b,] dagi
¥y« X, hadlaridan keyin kelgan biror hadnl olib X, orgali belgilaymiz. Shu
jarayonni davom cttirib, X, X, .., X, .. qisniy ketma-ketlikni hosil gilamiz

Tanlanishiga ko'ra, x_ lar uchun o< X, Shy, =1, 32, tengsizliklar o*rinli
ba‘lib, m-» da tim X, ¢ kelib chigadi. ¢

3. Ketma-ketlikning quyl va yuqori limitlari Avtaylik, {1} ketma-ketiik
berilgan bo'lsin

L.57-ta"rif. Agar (x,} ketma-ketlikdan, limiti @ bo'lgan qismiy ketma-ketfik
ajrutid olish mumkin bo'lsa, u holda o son {x,} ketma-ketlikning gismiy it/
deyiladi

2.58-ta'ril. (x.] ketma-ketlikning qismiy limitleri ichida eng kattasi uning
ywqori fimit) deyiladi va lims, orqali belgilanadi. {x,} ketma-ketlikning gismiy
limitlari ichida eng Kichigi uning guy/ fimitl deyiladi va lim v, orqali belgilanadi.

2.59-misol. Umumiy hadi x, ={-1)* bo'lgan ketma-ketlikning yuqori v quyl
limitlarini toping,

Yechish. Berilgan ketma-ketlikning qismiy limittari w'plami  {-1,)} dan
iborat. Demak, fim .1, lim x=-1 bo*ladi.

2.60-misal 1,2, 1,3, 1,4, 1, ., L n,. .. ketmo-ketlikning ketlikning yugori
va quyi limitlarini toping.

Yechish, Ketma-ketlikning 1, ), 1. . . gismiy ketma - ketligining limiti 1, va
1,234, . ... gismiy ketma-ketligining limiti <= bo‘ladi. Demak, Hm xy=+u,

]il_n.v.'-'l :

R

Doy hetma-kethidlaming yugor va quyl limithi maviud? « degan savolga
W dag: femvma pvoh heradi

L AL deremn. Ixtiyorty ketma-kethikning yuqor va quyl limitlar minvjud,

babst ([ 1], 106bety

4 Ketwmwhetlik yaginlashishining zarurly va yetarli sharti, 3-§ da,
Wit hetma-ketliklar uchun qanday shart bajariigends, chekli Limitga cga
Bl Wil tanishdik. Endi, xtiyorty ketma-ketlik, qanday shart bajarilganda
Pyt bo'lishi masalasinl ko'rib chiqamiz.

Ayuyhik, biror [x,) ketma-ketlik bertigan bo'lsin

Lolan'nil. Agar ixtivorty £20 uchun shunday ne N son mavjud bo'lib,
btk o, ooy lar uchun L-x.l<u teogsizlik bojariisa, u holda {x,) ferdamentol
Ao Atk deyiladi

145 misol. Umumiy hadi x, =,i, ketma-ketlikning  fundamental ckanini

Pt bang

1 1

Yechish, Aniglik uchun m > n bo'lsin. U holds |z, < x| = I;-; -"

: l ' l| "‘L ;‘;<clmgsl:ltlnlnpnnbﬂmyuhuniz.tlhnidnil" >fdm

W= -
"o luu.: Agar n, = llog,%l deb olsak, u holda barcha m n > ny lar ochun
14y = ¥, < ¢ o'rinki bo'ladi. Demak, berilgan ketma-ketlik fundamental Ketma-
At oo,

1. 64-teorema, (Koshi teoremas:), Biror, {x.] kema-ketlik yaginkashuvchi
b Wl uchun, uning fundamental ketma-ketlik bo' lishi zurur va yetarll.

Isbot, O Zaruriigi. Aytaylik, {v} vaginiashuvchi ketma-ketlik va uning limiti
o bo'lakn, ya'ni fim %y Limit ta'rifiga ko', ixtivoriy €20 uchun, shunday nge N

son maviud bo'lib, barcha ron, larda W{‘ tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bundan,

harcha o men, lar uchun

T [ L e e el e




kedib chiqadi. Domak, {v,} fundamental ketma-ketlik bo'ladi,

Yetarliligi Aytaylik, {x.) fundamental ketma-ketlik bo*lvin. U holda ixtiyoriy
¢>0 uchun shunday na N son mavjud bo'lib, barcha . arem, lur uchun [v,-a.d<€
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bundan x - <<y +e tengsiziikka ega bo'lamiz. Agar m
ning bitta tayin giymotini ofsak, u holds [x,) ketma-Ketlikning chegarslongan
ehanligi kelib chigad|. Bolsano-Veyershirass lemmasign ko' {x,} ketma-ketiikdan
ynginkashuvehi [ X, | qismiy Ketma-ketlik ajratib ofish mumkin: lim x, =

Endi, ¢ soni [x,) ketma-kethikning ham Hmith bo® lishini ko' rsatamiz

Biroe k sonind | ¥, ~c}<€ va min, tengsizliklar bir vagtda o'rinli bo'ladigan
qilib walaymiz. Agar mr=ny deb ofsak, u holda burcha wn, lar uchun |rex, <€
tengsizlik o'rinli bo'ladi, Bulsrdan

Wt X, T X, oSt x, [+ x, f<ete=2e kelib chiqudi. Bu esa, {x}
ketma-ketlikning yaginlashuvehi ekanligini ko'ratadi ¢

Ishatlangan teorema  ketma-ketlih  vaginlashishining Koshi  krtdeeiyasi
{odomuati} ded hom varitiladi

Mashq va masalalar

2-59, Ketma-ketlik o'suvchl emas; ketma-kotlik kamayuvehi emas degan
tasdiglarni ayting (ifedalang)

2-60, Ketma-ketliklarming monoton emasliging ko' rsating:

a) Ectmau’; b){cosn); o {(=2)") d){n+ (=1)"}.

2-61. Quyidogi ketma-ketliklaming biror hadidan boshiab kamayishini
ko' rsating.

&k v

2-62. Rekurrent usulda berilgan {x,, | ketma-ketlik uchun quyidagi jumialarmi
isbotlang, bu yerds x, =3, x..; =051 1) ketmaketik quyidan
chegaralangan, ammo yugoridan chegaralanmagan; 2) ketma-ketlik o'suvchi.

Lt ket wsakla berilgan (£, ] ketma-ketlik uchun quysdagi jumbalarni
g, b yerdde xy = L a e = 0.5%7 = 1: 1) ketma-ketlik chegaralangan; 2)
Bt haiming  Drga ) (xpoy) glam ketma-ketlilari  biror hadidan boshlab
St viunliglo isbotlang.

L 292 waremani ishotlang.

1Y, Ixnyony @ uchun tim 'L‘- =0) ckanligini ko'rating

- 0

il o "\i:44'
1. Intiyorty >0 uchun lim A€+ VE+ s yE = ckanligini

b tmting

BT, Limitnd toping

0 (145" buyerdak € N, 2) lim ()%
W o L] n--w

Lol A (x,) ketma-ketiibning (xze) va (x5, ) Ggism ketma-ketliklari

paslnshuvehi va lim x5 = lim x5,y = @ bo'lsa, u holdn [x,) ketma-ketlik
N LSl

pafintushiuvihil va L x, = a ekanligini isbotlang.
L

149 Agar |x, ) ketma-ketlikda (xz ) vit {2501} gism ketima-ketliklan wehum
s Ky = @, lim x50y =ba=b bo'lsa, w hokda {r,] Kketma-ketlik

.

it lnshisehi ekanliging isbotlang,

220, Ummemiy hadi a) x, = (~1)" b) 2, =ﬁil'l‘.';"' bo'lgan ketma-
hetlikning yaqinlashuvchi gism ketma-ketliklarini ko'rsating

371, Betorma ham qism ketma- kethigi chekli songo yaginlashmaydigan
hotini-hetlikka misol keltiring.

272 Qism ketma-ketligi chekli songa yaginlashuvchi chegaralanmagan
Letma-hethikcka misollor Keltinng

373 (x,) ketma-ketlikning fundamental ekanligini isbotlang:

an _ (=1
Xy =i D) xg =gl K= 0.3.3';..3. d) £ =5
2-74. (x,) ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini ishotlang:

"



sina sinZa sin na
a)l..~--—2—+ T et

1 1
)t = 14 b =

275 Agar  (x,) va [y,) fundamentsl ketma-ketliklar bo'lsa. ulaming
yig'indist, ayirmasi, ko'payimasi, bo'linmasi hagida nima aviish mumkin?

OB BIR O'ZGARUVCHILI FUNKSIYA VA UNING LIMITI

1-§. Funksiva tushunchasi

Funkxiys tushunchasi matematik snalizning asosiy tushunchalaridan bini
Wi, g yordamida trli kattaliklar omasida maviud bo'lgan bog'lanishlar
# ipeiiiady

Ayvvlik, ixtiyoriy X va ) soali to'plamlar berilgan bo'lsin,

A" elf, Agar X va ¥ sonli to"plaminr berilgan bo'lib, X 1o’ plamdan olingan
I B 4 song biroe goauniyat yoki goida bilan ¥ to'plamdagi aniq bitta ¥ son mos
W ligan bo'lsa, v holda X to'plamds aniglangan funksive berfigan deyiladi
Fih by v, yemind, veix), . . ko'rinishlarda yoriladi

Agar Tunksiya berilgan bo'lsa, u holds X toplam funksiyaning awiglamish
sobsiat, ¥ s funksivaning o zgarivh sohay) deyiladi,

Shuningdek, ¥ erdll o' zgaroveh yoki wrgument, v esa erksiz o sgaravehl
oy thad)

Cnbatda (Ax) < xe X} w'plam funksiyaning givmatiar to plami deyiladi v £/
sl bl lnadi. Funksiyaning sniqlanish sobasi /() bilan belgilanudi

2.5 Funksiyaning berilish usullari

sk aiya ta'nfidan unig berilgan bo'lishi uchun

#) Tanksiyaning aniglanish sobasi ~ X ; b) funksivaning qiymatiar to'plami —
Y004 e mos kelgan p i 1opish qoidasi yoki qonuniyat berilgan bo*lishi kerak.

Fombeatyn nsosan uch xil usulda berilodi: analitik usul, jadval usuli, grafik usol

1. Analitik usol. Agar v i topish uchun x bilan bajarilishi kerok bo'lgan
S pr et bitta voki bir nechta formula ko' rinishida berilgan bo’lsa, u holda
Pk sl amnlinid usuida berilgan deyiladi. fx) formula funksiyaning amafink {fovdas)
eyitmbi

”




Funkstya analitik usulda berilganda uning uniqlanish sohasi berilmasligi
mumkin. Bu holds aniqlanish soha deganda, x ning amalitik ifoda ma’noga ega
bo*ladigan barcha giymatlari 1o’ plami tushuniladi, By 10'plam. funksiyaning ity
aniglanich sohasi deyiladi va D() yoki IXv) orquli belgilanadi

3.2-misol. f(x) = 7 funksiyaning aniqlanish sobasini toping.

Yechish. Kasr maxraj noldan fargli barcha nugtalarda aniglangan. Shu sababli
=420 bo'lishi lozim Bandan, r ¢ £2, demak, D(f) = (~o0;=2)U
(—2:2) V (2; +x)

33-misol. f(x) = V& = Zx aniqlanish sohasini toping.

Yechish Kvadrat ildiz ostidagi ifoda nomanfiy bo'lishi Jozim. Bundan 4 —
2x 20, yoki Zx < 4. Demak, O(f) = (=0 2).

3.4-misol. f(x) = x* 4 4x — 2 funksiyaning giymatlar to'plamini toping.

Yechish. Funksiyaning aniqlanish sohasi haqiqiy sonlar to'plamidan iborst.
x* 4 4x =2 = (x + 2) — dwwistiyoriy ¥ uchun (x + 2)* > 0 bo'lganligi sababli,
fx) = x* 4 4x = 2 2 —4 bo'lndi. Shunday gilib, E(f) = [—4; +).

2, Jadval usull. Ba'zi hollarda, argument x ning qiymatlariga mos keladigan
funksiys qiymatlari jadvali beriladi, Bunda, funksiva jadval usulda berilgan
deyiladi

Funksiyaning jadval usulda benlishi ikkite v va y ketma-ketliklar omsida
bog"lanishni tajriba yo'li bilan aniglashda qo'l keladi. Bunda x ning bir nechta x,,
X3« Swqiymatian olinadi, wiriba usosida y ning ¥ ga mos yy, ¥, . . ., W qiymatiari
aniglanad v jadval tueibadi

X L 7 X " $:s 3

y M » » .aa Ve

Y. Grafik usul. Agar y=Ax) funksiva \ 1o'plamda berilgan bo'lsa, u holda
tokislikda Dekant koordinatalar sistemasi qaraladi. Tekislikning barcha (1))

Bpsiaiidun  thorst  ushbu | MxAx) re X}
P ) unksiyaning grafige deyiladi.

Apwr  tekislikds  fuoksiyaning  grafig
Bottgnn 1o lna, u bolda funksiys grafik usulda
b g deyitndi

Funkalya grafik usulda berilgan bo'isa, u
Bk A1) qrymatni topish uchun abssissa o°qida
4. Wsiiglani olih, undan ordinata o'giga paralie] 10-rmam
1) ety o' tkazib, uni graflk bilan kesishjgan nugtasining oedinatasi v, ni olamiz,

Bt s Ae) dan Bborat bo' laddi (10- rasm ).

Punksivaning grafigi tekislikdagi biror chiziqdan yoki bir nechta pugtakar
W' lamidan iborut bo'Tishi mumkin. Lekin tekislikdagi har qanday chiziq yoki
Npdnr o' plami funksiyaning grafigi bo' lavermaydi.

K ooedinatalar tekisligida biror / chizig berilgan bo’lsin. Abssissa o'qining har
bir miglasidan, ordinata o' qiga parallel gilib o' tkazilgan to' g'ri chizig / ni ko'pi bilan
Hilla nuctaca kesib o'tsa, u holda / chizig birora funksivaning grafigi bo*ladi.

Masalan  +y"=R*  aylanani

glash, bo  aylana  hech  bir Y 4

R| yp=JyR-%
fuwkniyaning grafigi bo'la olmaydi. : /f"‘—‘\\\
|ekin aylananing yugon yarmi = N
N =Y funksiyaning, quyi yami " o \ g
) -Jlf—:" funkyiyaning grafigi \
bo'ladi (| 1=rasm ). L
. N -
Har ganday funksiyaning ham \?,,.,;_ -2

yraligini  chizish mumkin cmas.
Masalats, Dirivle funksivasi deb staluvchi quyidags | 1-rasm

_{ L. agar x ratsional son bo'lsa,

e, Tunksiyaning grafigini chizib
~ 10, agar x (rratsional son bo'lsa unksiyaning grafigl

Dix)

o' bmaydi



funksiyalar berilgan bo*lsin.

3.5-ta'ril. Agar ixtiyoriy xe X uchun Ax)=g(x) bo'isa, u bolda bu funksiyalar
X w'plarndy o zaro temg funtsiyalar deyiladi.

Masalan, f(x) = x + 1 va g(x) = == funksiyalar X = (~; 1) U (1; +98)

to'plamda (uning ixtivoriy qism to'plamids ham) teng. Ammo R da teng emas,
chunki x = 1 nuqtadn ¢ (x) funksiya aniglsnmagan.

A w'plamdan ofingan har bir x ga beeilgan f(x) + g(x) sonni mos quyish
matijasida yangl funksiyani hosil gilamiz. Bu funksiya / va g funksiyalaming
yig mdisi deyiladi va [ + g kabi belgilanadi. Shunday gilib, (f + g)(x) = f(x) +
#(x), Shunga o'xshash bu funksiyalaming ayirmasi, ko'paytmasi va bo'linmasi
(g{x) # 0 bo’lgan nugtalarda) mos ravishda quyidagicha aniqlanads: (f — g)(x) =
f) =900, (@) = () g(x), (5) oy =E=

wiz)

Masalan, f(x) = x%, g(x) = x* + x funksiyalar ¥=R da berilgan bo'lsa, u
holda (f +g)(x) = 2x7 +x, (f = g)(x) = =x, (Fg)(x) = x* + " lar X da,
(£) ) = 2 e (=9, =1) U (=1,0) U (0, +00) da funksiya bo'ladi.

Funksiyalar ustida yooa bir amaini, funksiyalsr kompozitsiyvasi amalini
aniglash mumkin,

3. Murakkab funksiya. Funksiyalar kompozitsiyusi,

3.6-ta'ril. Aytaylik, w=eix) funksiya U tw'plamda aniglangan va qiymtlsr
to'plami £ p) bo'lsin. Shaningdek, ¥ = f(«) funksiya (@) to'plamda aniqlangan
bo'lsin. U holda y=A¢(x)) funksiya X 10" plamda aniqlangan mwrakkab funksiya yoki
@ va [ fumbksiyadarning kompozusiyasi deyilodi va f v ¢ orqali belgilanadi: (f =
o)(x) = f(p(x))

4. Funksiyalar ustida amallar. Aytaylik, X o' plamds aniglangan fx) va giy)

A% dsob. Ta'rifdagl X w'plam u = p(x) funksiyaning wbiiy aniyianish
whasign teng bo'lishi shart emas. Masalan, ¥ = @(x) =1-2% y = f(u) = Ju
Wil o= 1= x? funkstysning tabily aniqlanish sohasi (—; +@), unga mos
Whyanatiar (0" plami (~oo, 1]. Bu to"plamda f (1) = Vit funksiya aniglanmagan

Lukis X = [=1,1) deb olsak, (@) = [0.1] bo'ladi va bu 1" plamda f(u) =
Ji funkslyn aniglangan. Demak, X = [=1,1] to'plamda [{@(x)) = Vi=x*
sk hab funkshy aniqlungan,

Mashq va masalalar
11 f(x) = x* = 3x funksiya berilgan. Quyidagilami toping
nry 2 /(=3)
1 r(=V3). 4) [(—x).
$) [(3x) 6>f(f)
e 8 f(b~2).

riy
Berilgan funksiyalaming aniqlanish sohasini toping (2-11):

+ 1
32 fx) = 52 13.f(x) = sin =

3 f(x) = logy({—x) 35 /()= Vxt=Tx+ 10
R7f()=vVx - 7+Vi0D—x

L1

o flx) = vtz



lax

3. x) = e 39, flx) = VEF 24—

-z Vi=+
3-10.7(x) = ¢¥% < logy(2 — 3x)  3-11. f(x) = arccos(x — 2) ~ In(x = 2)
Beriigan funksiyulaming giymstiar to' plamini toping (12-17);

312 f(x) = x? —Bx + 20 3. f(0) =3

3-14. f(x) = 2sinx — 7 SASS(x) ==+ 4

Jel6.f(x) =-:'arct9.x . ) =VS=x+2
Benlgan funksiya grafigini chizing (18-21):

k—l.m ¥ <0 bo'lsa,
3. =1 0 = () bo ing |
i

319, 2) | x] Lx ning butun gismi). b) y={x} (x ning kusr qismi)

X, agar 0 < x < 1 bo'lsa
320, f(x) = g
) {2 - x,agor 1 < x <2 ha'lsa.

21 g(x) = [ vx,agar 0 < x < 1 bo'lsa,
2-zxagarl<xs2bo'lsa

f(x) va g(x) funksiyalas berilgan. [ + g, f ~9.f9.f /o v g/f
funksiyalaming aniglamsh sohasini 1opilog. Ularni grymatlarini hisoblash uchun
formula yozing (22-23);

FR ) =x.9(x) = JYx =1

FR. M) =V1-x,0()=vi+r

3-24. Agar f(x) = x + 5 va g(x) = x* — 3 bo'lsa, quyidagilumi woping:

a) f=g(0), b)fef(-5); c)geglz); dygefix);

) g(f(0)) f) alg(2)), e fr) mflgl).

3-25 . Berilgan fva g funksiyalar uchun £« f(2); [ = g(x); g » 9(x); g
[ (x) murakkab funksiyatami tuzing va ulaming aniglanish sobalarini toping { 26-
28).

L3 fy) :."(,r) > {':"‘

W71 x) “_..u(,t)=w/x-l !
W[ () = ==, glx) = sgn(x) (.1

L0 | dernsmda omiglanish sobasi o

P00, iyt lar bt plami [0,1] bo'lgan '

'J‘

FU0) Bmkstya grafigi berilgan, Quyidag

Biskalynlaming nniglanish sohasi va
W ther b plamind toping. grafigint chizing 1 3-rnam
vy B Fx)=2 o) f(x+ 1)
@)y f(x=2) e)=[f(x) [)[(=x) @)1+ [(x=1)

3.5, Funksiyalarning mahim sinflari

L. Chegaralungen va chegarnlanmagan fonksivalar

A.8a'rlf. Agar X to'plamda aniqlangan Ax) funksiya uchun shunday & son
avjud bo'lib, ixtiyoriy xeX lar uchun fixi<h tengsizlik bajariisa, Ax) funksiya
yugoridan chegaralangan deyiladi.

S9misol, f(x) = # funksiyn X = (—w; +w) omliqda yugondan
wegaralangan ckanliging isbotlang.

Yechish. X dan olingan ixtiyoriy x uchun x* 2 0, bundan —— < 1 bo'ladi
Dhettak, shunday 1 soni mavjudki, X = (—o; +0) onaligdan olingan ixtiyoriy x
wchun f(x) = ‘Tl‘; < 1 o'rinll. Bu berilgan funksiyaning yuqoridan chegaralangan
ehanligini ishotlaydi.

o -ta'rif. Agar X 1o’ plamda aniglangan Ax) funkstya uchun shunday a son
maviud bo'lib, ixtiyorty x& X' lar uchun f(x) = a rengsizlik bajarilsa, Av) funksiya
quyslan chogaralangan deyilads,

Mi-misol f(x) = —— funksiya X = (—<o; %) onaligda quyidan
chegaralaongan ekanligini isbotlang.

&




Yechish, X dan olingan ixtiyorly x uwchan x* + 1 > 0 bo'lganligi sababli

L)

i~ U bo'ladl. Demak, shunday 0 soni mavjudki, X = (=co; +00) oraligdan

olingan ixtiyoriy ¥ uchun f(x) = ﬁ >0 o'rinli. Bu berilgan funksiysning
quywdan chegoralangan ckanligini isbotiayds

31240l Agar fx) funksiys X 10'plamda bam quyidan, ham yuqoridan
chegaralangan bo'lsa, u shu 10 plamda chegaralangan funksiva deyiladi

Yuqorido garslgan funksiya uchun 0 < ﬁ; < 1 barcha x € X larda o' rinll,
Demak, berilgan funksiya chegamlangan

Geometrik nugtai nezardan quyidan chegarlangan funksiyaning grafigi, biroe
to'g'n chizigdan yugorida (14-a) msm), yuqoridan chegaralangan funksiyaning
grafigi biror 10°g ni chipgdan pastda joviashgan bo*ladi. (14-b) rasm)

y y4
y=f
e /5'/"
VEg
o X ol Yl
a) b
| 4-rasm
2, Juft vu toq funksiyalar,

J13-ta'rif, Agar ixtiyoriy ve ¥ uchan f(~x) = f(x) bo'lsa, u holda fx) juft
fnkstya deyiladi.

S04l Agar ixtiyorty xe X uchun f(=x) = —f(x) bo'lsa, u bolds Ax)
tog funkyiva deyiladi

Bu w'nflardagi f(—x) = f(x), [(=x)= —f(x) shurdan agar funksiva x
nuqtada aniglsngan bo'lse, uning - x nugtada ham aniglangan bo'lishi kelib chigadi,

L154a'ril Agar ixtiyorly € X uchun <o X bo'lss, u holds X 10'plam
simmetrik to 'plam (O nogtags nisbatan) deyiladi.

Masalan, X, = (~412) Xy = (==;40) X, = [=1;1] lar simmetrik
Wi, Xy oo =220, X5 = () o) simmetrik bo'lmagan to'plamlar bo*ladi

Moy qilih, Ax) funksiys tog yoki juft bo'lishi uchun uning aniglanish
sohaal etk 10" plam bo'lishi zarurly shart ekan

3 1 6mivol. Ushbe funksiyalami tog-juftlikka tekshiring: a) f(x) = x* = 1,
M) e s =1¢)f(x) = V=1

Yeehbh. 8) f{x) = x* — | funksiyaning aniqiunish sohasi barcha bagiqiy
skt b planidan iborat, demak, simmetrik 10'plam. f{—x) = (~x)=1=mx®~
Lo i) undan £(x) = x* = 1 juft funksiya

W) f(x) = Vx =1 funksiyuning aniqlanish sohasl [1; 4@), Ravshanki, u
sl b plaen emas. Demak, £ (x) = vx — 1 tog ham emas, juft ham emas

o) L) » Vr=1 funksivaning aniglanish sobasi barcha haqigiy sonlar
Weplamidan  iborst, demak,  simmetrik  to'plam.  f(~x) = Vex—=1= (),
dmbgdek, f(=x) = V=2 =1=<Vx ¥+ 1= ~f(x). Demak, f(x)=Vx-1
on) o emas, (ult ham emas,

4. Monoton funkstyalar, Aytaylik, y=fx) funksiya X to'plamda berilgan
e lvin

3.1 7ta'rif. Agar X wo'plamdan olingan ixtiyorty x; va x; lar ochun x <x
foirlihdan A, fx:) tengsiztik kelib chigsa, u hokda bu funksiys X' to'plamda
¢ el deyiladi

LASarf Agar X to'plamda olingsn ixtiyoriy x; va x; lar uchun x,<x;
wnigaietikdon x> Ax;) tengsizlik kelib chigsa, u holda fx) funksiya X 10" plamda
bomnwvehd deviladi.

LA%ta'ril. Agar X to'plamda olingun ixtiyoriy x; va x; lar uchun v.<x;
tongsladikdan Ko fe) (voki fx)afixg)) tengsizlik kelib chigsa, u holda fix)
(unshsiya X to'plamda kamaymaydigan (yoki o ‘smavdigan) deviladi

O'suvehi, kamayuvchi, kamaymaydigan, o'smaydigan funksiyalar, bitta
wmimly nom bilas messoton furksiyalar deyiladi (| 5-masm).

(2]




3.20-misol, y~2r+| funksiyvaming sniglansh sohasida o'suvchi ekaunliging
ishotlang.

Yechish. Funksiyaning smqlanish sobasi hagigqry sonler 10" plamidan ibaral,
Agar x, < x; bo'lsa, u hoida [(xy) = f(x,) = (2% + 1) —(dx; + 1) = 2{xs =
x,) > 0, Bundan f(x,) < f(x,), demak berilgan funksiyn o' suvchi

32b-misol. [(x) = x7 funksivaning (—0;0) da kamayuvchi ekanligini
Isbotlang

Yechish. Haqglqutan, agar x,, x; € (=o0,0) va x; < x; bo'lsa, u holda

Flx) =) = ()P =P = (g -uy)xng +x) <0
bo'ladl, bundan [ {x,) > [x;) tengslalik kelib chiqadi, Demak, berilgan funksiya
Knmayuyehi

1 , yl
2 ’ — : ksmmyuvchi
q |© /b x : o z
e LI N O
/ P
y yll
kamaymay digan
iy ‘\ o'smaydigan
8 ol ¥ 3, S p—
Vo ] s 0 N

1 Sarasm
5. Teskarl funksiyn. Aytaylik, y = f(x) funksiya X to'plamda berilgan
bo'lib, ¥ = E(f) = [f(x): x € X) uning qiymatiar to'plami bo*lsin. ¥ to'plamdan
olingan ixtivorty yo uchun, X to'plamda v, = f(x;) tenglikni qancatlantiravehi x,
sonl mavjud, Bunday son bitta, yoki bir nechts bo'lishi mumkin.

Apwr ¥ dan olingan har bir y uchun X w'plamsta y = f(x) tenglikni
Atisieivhi 5 (e bata bo'lsa, u holds x = @(y) funksiyaga ega bo'lamiz
I shaiyn ¢+ J () funksiyaga rexkari funksiya deyiladi

Madilal, X = ¥ = (~o+o) da berilgamn y = Vx funksya x =y’
R atyngn tenkard Nenkyiyva bo*ladi.

W' an, v o) funksivega teskari funksiyani x=#"'(y) kabi ham belgilashadi.

Agt vply) funksiya y = f(x) funksiyaga teskari funksiyn bo'isa, u holda
s At Tunkaiya yoly) funksiyaga teskari funksiyn bo'ladi. Shu sababli, bu ikki
furh iy ami o sara teskar funksivalar deyiladi.

Ma ki, v = f(x) funksiyada x argunsent, y funksiys deb yuritiladi. Unga
s | o dgan owp(y) funksiyada x vy y :

b o'mmi slmashiind i) | /
l’ i /

Junkalyngn egn bo' lumiz. Shunday qilib, yox/

Wi sil beldgilash bo'lganda ham, y=o(x) f
fhatys y = f(x) funksiyaga teskari jp—s
futikaiya deb garaladi [ 74
(Vraro teskuel y=fx) va y=olr) / ' A L
/

funkaiynlartaming grafiklard, y<x to'g'r o - >

whicigaa nisbatan simmetrik bo®ladi ( 14+
faum) 1 4-rusm

6. Davriy funksiyalar, Aytaylik, »=/(x) funksiya berilgan va uning aniglanish
wibasi ' bo'lsin

3.22-ta"rif. Agar biror T # 0 son va ixtiyorly x € X uchan, f(x+T)=[f(x)
penglik o'rinli bo'lsa, u holda y = f(x) funksiya divviy funking, T uning davri
deviladi
To'tifdan Ko'rinadiki, ¥ = f(x) funksiyn 7 davrli davriy funksiya bo®lishi

uehun

#) uning aniglanish sohasi X dan olingan ixtiyorty x uchun x + T,x—T bam

\ o regishli bo'lishi;



b) ixtivoriy x € X uchun F{x + 1) = f/(2) tenglik o rinli bo’ lishi kerak.

Agar shu shartbardan birortusi bajarilmasa, u holda A1) funksiya davely
funksiya bo'imaydi

Davriy funkslyaning eng kichik musbat davri (agar u maviud bo'lsa), uning
asosly dave! deyiladi

323-misol. f(x) = sin3x funksiyaning davriy ckanini ko'rsating va uning
asosly davrini toping.

Yechish. Funksiyaning amighanish sohasi D{y)y<(<c;+=), Endi, f(x 4 T) =
[ (x) wenglikni qenoatlentiruvehi T ol topamiz. Shartga ko'ra, ixtiyorly x uchun
sin3(x +T) = sindx bo'lishi kerak. Bundan, sin(3x + 37T) - sindx = 0,
sinuslar  ayirmasint ko'paytmags  keltimmiz: 2cos(3x 4+ T) sm-';'- =0 kelib
chigadi. Oxirgi tenglik x ga bog'liq bo'lmagan holds bajarilishi uchun sin ™ = 0
bo'lishi shart. Bundan 5 = mm, 7=, n € Z, Bu sonlaming har biri berilgan
funksiyaning davri bo'ladl. Demak, funksiya dasriy. Uning asosiy davrl ’T" ckanini
ko'nsh glyin emas

J24-misl. y = smi funksiya davriy emasligini ko'rsating.

Yechish. Berllgan funksiyaning aniglanish sohasi D(y) = (~w=;0) U
(0; +=) ro*plamdan iborat, Agar funksiya davriy, davri T ga teng deb olsak, u bolda
0+7T.0~T sonlar hum funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli boImasligi
kerak. Ammo 17 € D(y). Bu nddiyat berilgan funksivaning davriymasligini
ko rsatadi,

Mashq va masulaler

Funkstyalami tog-juftiikka tekshiring (30-39);

330 f(x) = x? +1 3531 f(x)=x*+x

332 f(x) = = 333 flx) = ;,'j

33 f() = = 335, fx) = -

336, fix) = x* — fx 3537 flx)=x- 2

B fLx) = 1Y 339, f(x) = Vix
S Ntk 10" plamda sniglangan ixtiyoriy Ax) funksiyani 1og va juft
b iy wlaening yig'indisi ko'rinishida yozish mumkinligini isbotlang.

I ORI s[;_o—l | funksiyani tog-jufttikka tekshiring,

D Il fupkslyuning grafigl ordinata o'qlgs nishatan simmetrik bo' ladi
Whttane

P Tog funksiyening grafigi koordinats boshiga nisbatan simmenrik
b Ibatlang

S Aytaylik £ e ), g{x) funksivalar hagiqly sonlar 10°plamida aniqlangan,
Bte £ O bgult, g (x)-tog funksiya bo*lsin. Quyidagi funksivalardan qaysilari juft,
MR g, uynilan juft ham omas, tog ham emas bo' ladi?

Mg = DI 5 “’%' S f=ff., 6g*=g'49

DNrip Dyl Nf=], Wg+g

AN F Tunkstyn tog ham emas, Jult ham emas, g funksiya juft, h funksiya
B Bl Ouyidagslaens amiglang: 1) [ + g a) juft, b) 1og funksiya bo*lishi
MO T ) 1% hoa) jult, b) soq funksiya bo®lishi mumkinmi?

S0 1 unkadya tog ham emas, juft ham emas, g funkstya juft, & funksiva
B Beds istiyocty ikKitasining kompozitsivasi aniglangan. Kompozitsiya 1) juft
Ihatys. 1) 10q funksiya bo'ladigan barcha kompozitsivalami ayting

VAT fOx) = x% 4 2x + 4 funksiyening (-, —1] oraligda kamayuvehi
Mhanligint whotlang.

LAR f(x) = x" + 1 funksiyaning aniqlonish sohasida o'suvchi ekanfigini
bebinng

LA Agar f(x) monoton  funksiya bo'lsa, u holda a) —f(x) monoton
ehaism 1) f0x) > 0 botlsa, 1//(x) monoton funksiya ekanligini isbotlang,

L Monoton funksiyalaming kompozitsiyasi monoton funksiys bo'lishini
vt lung

“




3-51. (a,b) omliqda o'suvchi ikkits funksiyaga misol keltiringki, waming
ko'paytmisi @) (@, b) eraligda o'suvchi; b) (@, b) omliqda kamayuvchi; o) (a.8)
arligqds menoton bo' knasin

552 Qut’ty monoton funksivaning o'zaro bir qivmatli ekanligini isbotlang.

3-53. O zaro bir qrymatli. ammo monotoa bo*imsgan funksiyaga misol
keltinng.

154, Berilgan funksiyaga teskan funksiyani clementar funksiyslarda
(fodalang, grafigini chizing 1) ¥ = sinx, x € l— '-:3.- ';']

b)y = cosx, x € |-n.0);

385, Agar 7' # 0 soni y = f(x) funksiyaning davri bo*ksa, u holda nl',n € Z
son kam umng davri bo' lishini isbotlang,

356, Agar T = U sonl y = f(x) funksiyaning davri bo’isa, w holdan? ., n € £
san ham unimg davri bo' lishini ishotlang.

3.57. Berilgan funksiyalardan qaysilari davriy, gaysilan davriy emas? Agar
funksiyaning ssosiy davrl maviud bo'lsa, uni toping:

A f(x) = sindx, b f(x) = cos®Sx+ 2; o) flx) = i,

d) f(x) = sin2x + cosdx; ) f(x) = x* 1) f(x) = Icosvx.

3-58. Agar [ va g funksiyaler davriy, davrlar nisbeti rtsional son bo'lsa, u
hoida f + g, f * g funksivalar ham davrly ekanligini ishotlang.

3-59. Ikkita [ va g davriy bo'Imagan funksiyalargs misol keltiringki, a) f +
g b) [ - g davriy bamda eng kichik musbat davri maviud bo'lsin.

3-60, [ davriy va g davrty bo' Imagan funksiyalurgn misol keltiringks, a) f +
¢ b) [ * g davriy hamda eng kichik musbat davri mavjud bo'lsin.

4-§. Funksiya limitining ta'riflari
|. Funksiyaning nugtadagl lmitl haglda tushuncha
Cieafiklart 16-18-rnsmlarda Keltirilgan funksiyslami queaylik. Barcha bollarda
aynan bitta egri chiziq, lekin turli xil funksiyalar aks ettinlgan. Ular x = a nuqtadagi
holuti bilun fary giladi,

ILEEEE
v- o

0 I 9 x
16-rasm

| rmunda grafig keltirilgan funksiya uchun ¥ =a da fla) qiymati mavjed
st Bimksiya bu nugtada aniqianmagan. Grafigh 1 7-rasmda aks ettirilgan funksiya
sl Fla) maviud va u o' zining tabiiy b giymatidan farq qiladi. Grafigi 18-rasmda

ot s lgan funksiya ochun ham (@) maviud va u yaxshi, quiay Joylnshgan

L l WL A
B - “:’] W 'lﬂ{)
~ M)
& % p—— 4 ‘b ) ——
(2] * x () , x|
17-rasm | §oranin

Agar x = a nugtani € tiborga olmasak, uchala funksiya aynan bitta fumksiya
ho' bar oxhi

Y uqoridagi uchala holda ham

lim f(x) = b

yosuy ishlatiladi. O gilishi “x a-ga intilganda fx) funksiya limiti b ga teng”

Yugoridagi yozuvning mazmuni quyldagidan ibocat, agar argumentining
dlymath 5-@ yagin tanlansa, funksiya giymati & limit qiymatidan kam farq giladi.
Ioshgacha qilib aytsak, o nugtaning yetarlicha kichik atrofida ushba tagribly 1englik
ekl f(x) = b,

n




Bu holda, ya'na bir boe ta' kidlaymizkl, x = & nugta ¢’ tiborga olinmaydi.

2. Funksiya imitining Geyne va Koshi ta'riflari

2.1, Funksiyuning nuqgtadagi lmith, Endi funksiyaning nugladagi limiti
tushunchasigs qut’ ty matematik tariflar beramiz.

Funksivaning x=a nuqtadagi  limiti  funksiyaning shu  nugadn
aniglanganligign bo'g liq cmas, balki x~a nugtaning atrofidagi funksiyuning
qiymatlarign bo* g’ lig bo’ladi

Aytaylik, broe A" sonli to'plam berilgan bo' Isin.

325ta'ril. Agar a nugtaning oxeyorty atrofide A to'plemning o dan fuegli
kamida bitta nuqrasi bo’lss, u holda o nugua X w'plamning fimir mugraxi deyiladi,

3.26-misol. X, = [—3; 4] segmentning hur bir nugtast uning limit nugtasi
bolndi. By to'plamning boshga limit nugualarf yo'q, lsbotlang.

Yechish X, = [~3;4] segmentning har bir nugtasi uning limit noguasl
bo'lishi o' z-0"zidan ravshan, Aytaylik, a < -3 bo'lsin, u holds haqiqiy sonlaming
zichlik xossasign Ko'm g < ¢ < =3 bo'ladigan ¢ son mavjud. £ = ¢ — a deb olsak,
@ nugtaning ¢ = ¢ — d atrofida X; = [~3; 4] w'plamning birorta ham nugtasi yo'q.
Demnk, a ougn X; to'plamning limit nogeasi emas. Shunga o'xshash, a > 4
bo'lgandy ham, @ nugta X; o' plamning lmit sugtast emasligl isbotianadi

To'plamga tegishli bo'lmugsn nugtalsr ham shu to'plamning limit nagras
bo'lishi mumkinkigind quyldagi misoldan ko' rinadi,

327-mivol. 2 pugta X; = [0;2) to'plamning limit nugtasi ekanligin
Ishotlang.

Yechish. Ixtiyoriy « > 0 sonni olamiz. U holda 2 ~ £ < 2 va haqigiy sonlar
to'plamining zichlik xessasigs ko'ra 2 —¢ va 2 sonlari orasida X 1o°plamning
chekxiz ko'p, demak kamida bir nugtasi mavjed. Bundun 2 berilgan to'plamning
Lot nugtas: bo' ladi,

Limit nugtaning yugoridagi ta'rifigs teng kuchli bo‘lgan yana bina ta'rifiad
keltirmmiz

A28-ta"rif. Agar o nugianing ixtiyocly atrofida X to'plamning cheksiz ko'p
nagalard bo'isa, u bolda a nugta X o' plamning lmit megrasi deyiladi.

n

Kalgunita quyidagl tasdigdan foydalanamiz.
2% emma. Agar o nugta X to'plamning lmit nugtasi bo'lsa, u holda X
W phem mutadarkdan tuzilgan va @ ga yaginlashuvehi [x,), 1, =@ ketma-ketlik
el olish oamkin

Isbot, 0 Aytaylik, @ nugta X to‘plamning limit nuqgtast bo'lsin. U holda @

igiasing har bir (u-—;’; a4+ -:;) strofida X to'plamning, a dan fargli kamida bitta x,,
e bor, ya'ni a- i Cx,<a+ E bo'ladi. Bu qo'shtengsizlikda limitga o'tsak,
}Jm 1o * @ kelib chigadi. Bunda x,, # @ ckanligi ravshan. ¢

Shian ham ' kidlesh kerakkl, o nugtaning ixtiyory atrofida X to'plamning o
it Il cheksiz ko'p nugtalari mavyudligi uchun, o ga yaqnlashuvehi (x,, ] ketma-
Ratlibband oheksiz ko'p usulds taniab olish mumkin,

3.004a'rif. (Geyne). Agar A to'plamdan olingan va @ ga yaginlashuvchi
vty (1), e ketma-ketlik uchun, funksiys giymatlaridan wuzilgan (Ax.))
bt hethik, doim vagona & limitga ega bo'lsa, u hokda b soni fx) funksiyaning o
kg limiel deyiladi.

Funksiya limiti lim f(x) = b kabi belgilanadi, ba'zan “x—»a da flx)sb”
R b ham yoziladi.

Ondatid be ta'eif funksiya fimitining ketma-ketliktar tilidagi ta'rifi deyiladi.

A0 emisol £x )3 funksiyaning »=1 dagi limiti 2 ekanligini ko' rsating.

Yeehlsh, o] va lima~1 bo'ladigan ixtivory [s.] ketmu-ketlik otaylik. U
Jokda yugiilaabuvehi ketma-ketfiiklur ustida arifmetik amallar bajanish qoidalangs

b i fe) !...,..(\\:..2)-3 . !u.._u.’ =3 = Tim %o - lim xe =L} 1=2,
Dhernak, ta'rifiga ko'm 1%(34‘)'—‘2.
3 82-misol. Cieyne ta'rifidan foydalanib lim == = 4 tenglikni isbotlung.
Yeehhh  f(x)= ';‘__l: funksiya x=2 nugtada aniglanmagan, x#2 va

}m: fo* 2 woladigan  ixtiyorly {x.] ketmaketlik olaylik U bolda

m



llm""‘_ (x, -

>
ey =3 o x, -2

bo'ladi.
Demak, berilgan tenglik o*rinli.

Ko'p hollarda funksiya limitining Geyne ta'nfi funksiyaning limiti
mavjudmasligini ko'rsatishda ishlatiladi. Buning uchun goralayotgan nuqtags
yaginkeshuvchi shinday ikkita ketma-ketfik olish kerakki, ularga mos funksiyakar
giymatiaridan tuzilgan Ketma-ketliklar sl sontarga intilishi lozim,

333-misol. Dirixle funksiyasining hech bir nugtada limiti mavjud emasligini
isbotlung

Yechish. Dirixke funksiyasi ratsional sonlards | giymat, irratsional soalards 0
Qlymat gubul qilar edi. Aytaylik, o ixtiyoriy haqigly son bo'lsin, Shu soaga
yaqginkashuvehi (] rutsional sonlur ketma-ketligi maviud. Unga mos funksiya
qiymatiaridan tuzilgan ketma-ketlik (1) bo'lib, uning limiti | ga feng. Shu songa
yaginkshuvehi [, ] wratsional sonlar ketmo-ketligi ham mavjod Unga mos
funksiya qiymatianidan tuzilgan ketmiu-ketlik [0}, uning limiti 0 ga teng. Bundan a
s00ga yaqinlashuvel Ketma-ketliklar uchun uklarga mos funksiyalar givmatlaridan
tuzilgnn ketma-ketliklar yagonn songa intilmaydi, demak limit mavjud emas. a
ixtiyoriy hagigiy son bo'lgantigi sababii, Dirixle funksiyasi hech bir nugtada limitga

ega emas.

Funksiya limitini boshqacha “e-5™ tilida ham ta'riflash mumkin.

A34-ta'rif, (Koshi), Agar har bir, kichik £>0 son uchun shunday bir 50 son
muviud bo'lib, x ning 0<jr-af<d tengsizlikni ganoatlantiruvehi barcha qiymatlarida
xpbi<x tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda b son fx) funksiyaning o nugtadagi limiti
devilach

3.35-misol llt‘t}(h = 1) = 5 ekanini isbotlang

Yechish Ax)<tr-| funksiyani qaraymiz va ixtiyorly >0 son olamiz. U holds

If(x)=5|<e & [3x—1-5|<ces |3x-2)| <e &= p-z|<§

Sisonabatlmrdan Ko rinadiky, agar €>0 son uchun & = % deb olsak, u holda Ly-21<&
I oiba, LAy 8] <x tengsizlik bajariladi. Bu esa, ta’rifgs ko'ra lm; (3x<1)+5 ekanini
(IR ITe I}

AN emibo) lm}(x’ ~ 3) = 6 ckunini ishotheng.

Yechish, fo=+"-3 bo'lsin. Ixtiyoriy >0 son olaylik. U holda |f(x) — 6] <
36| <& e |x* =9 < g bundan
le+3|x -3 <e (1)

et

iunesahat o rindi

Agr Sl | dan kichik deb olsak, u holda Jx < 3| < § < 1 dan 2<x<4 kelib
bl 2 shi oraliqda o' zganganda (1) tengsizlikning chap tomoni 7 - |x = 3| dan
Rabta bo'ln olmaydi. Shu sababli 7+ |x < 3] <2 deb olsak, (1) o*rinli bo"ladi

¢
[hoenak, S-min{ !.% } deb olsak, u holda fx)6{=ir+3} le-3|<7 - <& bo'ladi. Bu esa,
' 1ilygn ko'm Im’\tlr’-})-ﬁ ckanini bildirasd:

]
-4 =Y
A3 %-misol. Koshi ta'rifidan foydalanit I_Ig_t ';—; = 4 twnglikni isbotlang.

! 3
= -2" funksiya ¥ =2 nuqtada aniqlanmagan. Ixtiyory €0

Yechish, f(x)= =

ot olamiz va | f(x)~4! ifodani garaymiz: | f{x)~4|=

Hx=2Kx+2)
=i

r—2

-4

L] . 1

-«\Ia{xol--ﬂ:i.l- 2|. Bundan ko'rinadiki, agnr

(ntiyoriy €20 son uchun 8 =& deb olsak, 0</x~2<d shartni qanoatlantiruyvchi
harcha x larda | /(x) -4k e engsizlik bajanladi. Demak, a'rif boyicha

14
o — 4,
o =12

A38-tu"rif. Agar ixtivoriy A>0 son achun shunday bir §>0 son mavjud bo’ lib,
w 1 ning 0<s—ad<d tengsizlikni qancatlantiruvchi harcha qiymatiarida [Ax)=A




tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda = nugia Ax) funksiyaning ¢ nugtadagi el
deyiladi. Bu bol LI_I.T.‘I‘ f(x) = = orgali belgilanadi.

Agar x ning @ ga yetarlicha yagin givmatlarida £x)>0 bo'lsa, lmz [(x) = 4o,
agar A<l bo'lsa, I'mz f{x) = =0 kabi yoziladi.
3 3%-misol 1{13 ;i- = w ckanligini isbotlang

Yechish. f(x) = L funksiyaning aniglanish sobasi (o, 1) U (1, +40),@ =
1 uning Hat nugtasi. Ta'rif bouicha ixtiyoriy A> 0 son uchun shunday bir § > ¢
son mavjud bo'lib, aniglanish sohasiga tegishli x ning 0 < [x-1| < § tengaizlikni
qanoatbantiruvchi  barcha  giymatlarida |.+I| > A tengsiziik o'rinli b lishind
ko' matinhimiz kerak

|;'—,| > A tengsizlikdan |x — 1] < i hosil gilamiz Agar ixtiyoriy 4> 0
son uchun § = i ni clsak, u bolda 0 < [x-1] < &§ 1engsizlikni qanoatlantiruvehi
barcha x larda || > & o'rini bo'ladi. Demak. lim =,

2.2, Funksiyaning bir tomonti limitlari.

J40-1a'rll. Agar Ixtivorly &40 uchun (a-8a) intervalda X 1o'plamuing
kamida bitta nuqtasi bo'lsa, u bolda o nugtas X o' plamning chap lmis nugtasi
deyiladi.

Masakan, (2.4) imterval uchun 4 chap limit nugta bo*lade

JAl-ta'rif, Agar ixtiyorty &0 uchun (@t d) intervalda X to'plamning
hamida bitta nuqgtasi bo'lsa, u holda « nugta \' tw0'plamning o sy fimit nugtesi
deoviladi

Masalan, (2,4} imterval uchun 2 o'ng limit nugta be‘ladi.

Aytaylik, y=/{x) funksiya X' 10" plamda berilgan bo'lib, ¢ nugta X 10’ plamning
chap (yoki o'ng) imit nuqtasi bo'lsin.

3.42-0"rif (Geyne). Agar \Vto'plamning nuqtalasidan turilgan va har bir hadi
« dan kata (mos ravishda, kichik) bo'lib, ¢ ga intiluvchi ixtivoriy {x.) ketma-ketlik

olganimizds ham, funksiya qiymatlaridan tuzifgan (£x,)) ketma-kethik doim yagona
™

B g itla. & son A funkalyaning o nugtadag o mg (mos ravishda, chap) limiti
ey i
Funkaiyaning o' ng Hmitin limvﬂ-)"b voki flat0)y=b, chap lmitini

Wit Aared yokl fa-0)p=b orgali belgitanadi. Agar &0 bo'lsa, .Iiflj,ﬂn"ﬂ +H0),
At Mg N0 ki belggiinsh ishlatibadi,

=4 agar x <2,

LAzl  Ushbu flx)= B.agar 22

funksiyaning x = 2

pigimlugl chap van cng limitlarini hisoblang.

Yechish Agar x,<2 shanbar bilan 2 ga yaqinlashuvchl () ketma-ketlik
Whank, o halda f(x,) =3, —4 va 'l‘lix; flx,) = lll.'ll(!" —4) = '!lm,x,. - .l.'f?.‘
w1 =4 » ~2bo'lndi

Agar x,»2 ahortlar bilan 2 g yaqintashuychi {1,) kema-ketlik olsak, u holda
Jlas) =« va !I'I‘n:_[(x,,) ) .!'.";""‘ = 4 ko' ladi,

Dk, .!3?30 f(x) =—2, .l‘n‘\}‘)f(x) = 4. Bu misolda chap va o'ng limitiar
i, wemmo bir-biriga teng emas

Funksiyaning chap va o'ng limitlariga “e-&" tilida ham ta"nif berish mumkin.

3. 44-ta"rif (Koshi). Agar har qunday, kichik &0 son uchun shunday bir &0
wn mavied bo'lib, xe X ning a<xr<ard (ad<x<a) tengsiziikni ganoathantiruvchi
barchu wiymatiarida |fx)-M<e teagsizlik bajarilsa, & son Ax) funksiyaming «
sisiptadagl o g (chap) limiti deyiladi

Funksiyaning chap va o'ng limittari uning bir tomondi limitlari deb yuritiladi.
Agir o nugta, bir vagtda X to'plamning ham chap, ham o'ng limit nuqtasi bo'lsa, v
holda quyidagl teorema o*rinki.

S A4S teorema. Ay) funksiya, o nuqgtada limitga cga bo'lishi uchun, shu
auguada uning chap va o'ng limitlari mavjud bo'lib, Na0)y=fa+0) teoghik o'nnli
o' Hishl zarur va yetarll
Isbot (3-62-masaka).




2.3, Funksiyuning cheksizdagi limitining ta'rifi
JA6ta"rif. Istiyoriy A=) son uchun (A *=) interval +o snuqtasning, (<A}
interval <o wugtasaing, (<o, AnAA; ) to'plam esa «© wnogtasning atrofi deviladi.
Qolaversa, =, +=, -0 wugtasiar bu to'plamiarga limit nugta bo'lishi
yugoridagi kabi ta'riflanadl. By holds ham, mos ravishda !il.!-!.l.’%, lim x,=tw, liE

xo~o bo'lndiyn  (x) ketmu-kethklarni  cheksiz ko'p usullardn tanlab olish
mumkin

3A7-ta'rif. (Geyne). Agar X to'plamdan olingan va '!lg; X, =@ ho'lgan
Intiyorly (x.) ketma-ketlik uchun, funksive giymatiandan tuzilgan {fx,)) ketma-
ketlik, har doim yagona b limitga ega bo'lsa, u holda b soni fx) funksiyaning
cheksiadags ("oo” nuquadagl) fimi deyiladi va quyidagicha belgilanadi; .lml [(x) =
b.

Shungs o'xshash lunksiyaning -, +<¢ nugtalardagi Jmilarigas w'nif berish
mumkin

3AR-misol Ari-siny funksiyaning x-s+0 da limitga egs emasligini
ko' rating

Yechish. Limiti +© bo'lgan x=me yoki x, = (2n + )7 ketma-ketliklarn}
olaylik. U bolda f(xn} = sinns = 0, f(x,) = sin(Zn + ) = 1 bo'lgani uchun,
Al_n;[(x,,) =), .!'5'1 f(x'y) = 1 bo'ladl. Bu esi, x-++ da fivy=siny funksiyaning
limiti yo'qligini ko'rsatadi, chunki ta’rif bo'yicha fimit yagona bo'lishi kerak.

Yuqorida funksiyening nugtadagi va cheksizdagi chekli limitlariga ta'rifiar

berildl. Shunga o'xshash bolds funksiyaning nugtadagi va cheksizdagi cheksiz
lrutleniga ta’rifiar berish mumkin (63-65-masalalar)

Mashq va masalalar

3-61. To'plamning limit nugtasiga berllgan w'riffaming ekvivalentligini,
ya'ni quyidagi teoremani isbotlang: ¢ nugta X so'plamming Smir mugtas) bo'lishi

™

il o sptating Istiyocly strofida A 10" plamning cheksiz ko'p nugtalari bo'lishi
P wa yetim

10l 3 ASeocemant isbotlang,

Joi) .'E'."... f(x) = b ni w'riflang. Geometrik talgin benng.

L .lgm“[tx) = b nl t'riflang Geometrik talgin bering

168, lim f(x) = @ ni w'riflang, Geometrik talqin bering,

bt A ning quadsy musbat giymatharida 0 < |x — xo] < & tengsizlikdan
Uin) = al < r wengsiziik kelib chiqadi? Bu yerda

M ) =xt1,=3a=9¢=0001;

Lt ]
etazy=3"’

M fix)= =% a=%.€=0.01;

‘) flx) = cosx. xg=m; o=~Le= 0001

1467. 6 ning ganday musbat qiymatiarida |x < 1] < § wnogsizlikdan quyidagi
wngeirlik ketibh chugadi? Bu yerda

w lgx) <2 b) Hegxl<1: o ligxl<01; d)|igx] <00L

168, Har bir £ > 0 son uchun shunday 8 > 0 son ko'rsatinki, |x ~ 1| < §

1a'-anet
t-1

fervgsihihdan | ~ 2| < £ tengsiziik kelih chigsin
Funkstyaning nugtacdag limitining Geyne ta'rifidan foydalanib, limitni toping
(T

369 lim (4x + 3). 1700, 5‘-"3(‘1 - 4x + 8)
e .

 — ey
7L im V1 - x%, 721 =
l-—-" Loy

Funksiyaning nuquadagi Hmitining Koshi ta‘rifidan foydalanib tenglikni
ishotlang (73-76);

5.73, Im;(:ix-Z) - -2, 374 I.u.t}(—x +4) =3
'-4

-
3.78. 95'} x =9 3-76. l.‘-’.'{; =
[ (x) funksiyaning x, nugtada fimiti mavjud emasligini isbotlung(77-78)

! agar x 2 2 bolsa,

371 [(x) = 2% = 0. -‘-7‘-"‘)=LT agar x < 2 bo'lsa

™

lo=2.




379, lm; f(x) limitning mavjedmasligini isbotlang:

b) f(x) = .\'l'gm'ml.

a) f(x) = arccty E; -

.'. P = '—' =
180 lim f(x) ni toping, Bu yerda f(x) = {a’ AN, ¢.0) =%
L 0, x trratsional son

3-81. Koshi ta'rifidan foydalanib lim f(x) = 1 ckanligini ishotlang, ba
I-x,

2e~1)*

yerda f(x) = ==+ 1,x = 1. Berilgan ¢ ga ko'ra § ni toping: 1) =3; 2 e =
0,01

Ko'rsatilgan nuqtadagi bir tomondi Hmitlarmi hisoblang(82-83).

182, f(x) = [x).x% = 2.

-2, agar x < 1 bo'lsa,

1-83.1 (x) =l S.agar x> 1bo'lsa *

l'u.,= 1. 6'!0 = 9,

5-%. Limitga ega bo'lgan funksiyalsrning xvossalari

Aytaylik, yfix) funksiya X 10'plamda smglangan va @ son X to'plamning
Limat nuqginsi boIsin.

J.4%-xoxsa. Agar 1151'1‘ f(x) = b limit mavjud bo'lib, k&=p (b<g) bo'lsa, u holda
v X ning o ga yetarlicha yagin (oea) qiymatiands A2 )=p (Ax)<g) bo'ladi.

Isbot. O Aytaylik, slﬂ f{x) = b bo'lib, &>p bo'lsin. U holda £>0 sonmi
O<g<bp tengsizliknl qanoatlantiradigan gilib tanlaymiz. Limit 2" rifiga ko' by 20
uchun shundsy 50 son topilib, 0<jy-g{<8 tengsiziikni qanoatlantirevohi xe X lards
[fix)bles bo'ladi. Bundan b-s<fx)<d+a kelib chigadl. Agar b-z=p tengsizlikni
hisobga olsuk, u holda Ax)>p ni hosil gilamiz. ¢

3.50-x08s9. Agar li:l: f(x) = b Hoit maviud bo'lib, 550 (b<0) bo'lsa, u holkda
xe X ning a g yetarlicha yagin (v2a) glymatiards x>0 (x}<0) bo'ladi

Isbot, 0 Yogoridagi isbotda p = 0 deb olish yetarli.

281 oaman Agw lim f(x) = b limit mavjud bo'lsa, u holdn ve X ning o ga

pain Cowa) qrymatlanida Ax) funksiyas chegarlangan bo’ladi

Ixhot, 9 1 imin e rifiga ko £+0 son wchun, shunday bir &4 son topilib, xe X
Wig b tengsizlikni ganostiantiruvehi, @ dan fargli barchy qrymutiarida
ahbicn yoki bees Axpebrie bo'lndl. Demak, Ax) funksiys x ning (a-Fa+d)|a)}
o plamdagl barcha qiymatiarida chegaralangan ckan. ¢

A2 aoma Agar o nuglaning atrofidan olingan, o dan fargli barcha x
ppslends f(x) £ g(x) S p(x) tengsiziik o'rinli va llt.t: f(x)=hwa !ﬁll'l‘ plx) =
b by maviod bo'hib, !t_t_n‘l(x) = !l_l.l: @(x) = b bo'lsa, u holda !\Ln.y(x) ham
vl o' ladi va 1!2 g(x) = b munosabat o"rinli bo*ladi

Iabot. O Shartga ko'ra limAx)=b. U holda £20 uchun shunday 5,0 topilib,

Blntled, tongsizlik o'rinli bo' lndigan barcha x larda b-c<fx)<bse bo'ladi
Shuningdek, limg(x)=b bo'lganidan, shu e uchun 5,4 son twpilib,

B leal b, tengsizlik o'rinfi bo'ladigan barcha x larda be<ip{x)<b+€ tengsizlik
Wl bo'lach

Agat  Fomin|d &) deb  olsak, u  holda  O<fe-gl<d tengsizlikni
st lantiravehi barcha x larda bosflx)y<bt e va b-e<gxy<bee tengsizliklaming
Ikl ham o'rinki bo®ladi.

Fndl, Ax gty yseix) ckanini ¢tiborga olsak, u holda oxirgi tengsizliklardan
b gl ey b w Kelib chigadi, Demak, l.ivl'.l.\g(.l):('t .

3.53-x09sa. Agar Ax) funksiya x-»a da limitga ega bo'lsa, u holda bu limit
yugoaus bo'ladi.
Isbot. 0 Ketma-ketliklar uchun aytilgan, xuddi shunga o'xshash xossa ishoti

halel ko ruatilndi, ¢




64 Limitga ega bo'lgan fanksiyalar ustida amallar

1. Limitga ega bo'lgan funksivalur ustids arifmetik amallar, Aytaylik, Ax)

va g{x) funksiyalar At plamda berilgan bo"lib, o nuga X 10" plamning fmit nugms)
bo'lsin

3.54-teorema. Agar Ax) va giv) funksiyvalar o nogtads fimitga ega bo'lsa y

holda a) Az) £ gtsl ) Axdatx), ©) f—:l; (fim g{x10) funksiyalaming har birf
g ’ L

limita ega bo'ladi va a) lm (fx) & g(x))= im fx) & limgoe), b) lim (fx) glxi)e

y  lim f(x)
lim A xp lm gtx), ) lim /-(f" N n - formulalar o'rinli
pare: > v @2{x) I'lil‘lzix)

Isbot. & Aytaylik, l'ilgﬁl Y va I."E gla)=e bo'lsin. U holda X o' plamdagl
o yoqinleshuvehi ixtiyorly |x.), x#o ketma-ketlik uchun Eil.!_\ﬂx.}-b. llﬂ glxa e
bo*ladl,

Bulardan li.n‘l (Axa1tglx))= 1‘113_)(:.&}@ W mhee tenglic kelib chiqadi
Demak, !iTLﬂx.n + glx) )= i.il‘l‘!fu.,l + {ug gix)

Xuddi shu kabi qolgan formulalami ham ishotlash mumkin, ¢

3.55-natija. Agar fx) funksiya @ nugtada limitgs ega bo'lsa, u holda &fx)
funksiya ham limitgy ega bo'lib, l'li!‘u&)ln)-tl.iin.ﬂn bo'lndi. By verda & biror
tayin, o'2gnmsas son

Isbot. ¢ $4-tcaremaning b) holida g(x )=k deb olsak,

lim (kA limb Ihzﬂ.x y=klim fix) bo'ladi ¢

2. Murnkkab funksiyaniog lmith Avtaylik, y=fu) funksiva [/ to'plumda
berilgan va ¢ son U to'plamning lemit nuqtasi, e=glx) funksiya X 10" plamda berilib,
o o0 X' to'plamning limit nugtasi va £(ghcl) bo'lsin. Shuningdek. o nugtaning biror
(3 ,0+8) strofidagi barcha nugtalarda gix)ac bo'lsin, Bu holda X 1o’ plamda Ag(«))

R Dy aniglangun bo'ladi. Bu mumakkab funksiyaning limiti uchun
Mgl teorema o' ook
A Adparems, Agar Hm glx)-e va lim fu)=8 bo'lsa, u holdas s—»a da Agly))

bt ks iy ham fimitgs ogs bo'lib, hTﬂg(x)Fb bo'ladi.
Dbt © Agar Lim Auyed bo'isa, u holda ta'rifga ko'ra har bir -0 son uchun

Wby o son maviud bo'lib, 0<ju-ci<a tengsizlikni qanoatlantiruvehi barcha
WL ks [Miebe bo'ladi. Shuningdek, limg{xy=e bo'lsa, yuqoridagi a4 son

Wb shindday 440 son mavied bo'lib, 0<le-al<d 1engsizlikni ganoatiantiruvehi
Bhe a0 X barda [gixiico bo'ladi. Demak, €20 son ochun shunday &+0 son
Al b U, 07 Lt} <S tengsizlikni qunoatlantinavehi barcha xe AV larda  [Agix))-
Bn b Il 1 esa, l.u.:‘:ﬂglxbhb ekanligini ifodalaydi. ¢

L Anbgas Wodalar. Xuddi ketma-ketliklardagi knbl, ba'zan limitga ego
bl fuskslynlas ustida arifmetik amallar bajarish, ayrim anigmasiiklarga olib
Aobals Oy ida shunday hollernd ko rib o'tz

Apty ik, Aoy v gix) funksiyaker X to'plamda sniglangan va o nugta X
B inmiing Ll nugtasi bo'ksin

A At soea da fix)-0, gle)-0 bo'lsa, u holds L83} ifoda ug n

xix) 0
S phitdugl anlgmastik deyiladi

= o)
b Agar vova da Axy-se, glxpss bo'lsa, u holda L) ifoda a—»
g{x) 0

A paiabdagh wngoantik deytadi
W0 roea e )0, pis)—+w bo'lse, b bolds fx)gix) ko'paytms edoon
S niabildagh ankpenmslik deyiladic
A1 osa da s (<o), glx)-2<m (+ao) bo'lsa, u bolda Ax)+glx) yig'indi
e e stdag amigmaslik deyiladi,



Shuningdek, o'y, «1*n, e="s ko'rinishidagi anigmasiiklar ham uchraydi.
Bundiy anigmasliklami yechish davomida, misollar xurakteriga qarob rurli wsullar
qo* llanitadi

3.57-misol. lim ,I—--—‘ =

i hisoblung.
=320 2

Yechish Ko'rinib tunibdiki, bu ifoda n:;n ko' rmishdogs anigmastikdan ibarat,

— (‘—:l"z) c+2
lih < - e S N, Ja L3
lum G -3re2 hi (x-2)x~1) lu:n z

3.58-misol. tim X2~ Jimitni hisoblany,
. 24’ 1

X "

Yechish Bu ifods « : » Xo'rinishdagi anigmastik chani ravshan

i p | |
3 Al IE
Cede~1__ X Vet
fim 3 i —————— L
I ax’ +1 . - "’ l] ¥ 4
4 L
- ]
X

Mashq va musalalar

3-84. Ushbu tasdigni isbotlang, Agar ¢ noguaning atrofiden olingsn, a dan
fargli barcha x nuqualarda f(x) = b tengsizlik o'rinli va I'm')‘ f(x) mavjud bo'lsa, u

holda l‘ﬂ {(x) 2 b bo'ladi. (Bu tasdiq tengsizlikds Bmitga o'tish hagidagi teorema

deb ataladi).
Limitlarni toping (85+106);
385 lim (Sx% 4+ 2x ~1) 3-86. lum 1
-3 gl k=324
.
1. — 1.
3-87 ilﬂ’,-’ 3-K8 llg;:,’.
2 . foarte
3-89, lim — 390, fim 2T
g3 =25 =0 b
Tize 2tz
391, lim =2 392, fim ———l
ge=] s} .._A-u‘v:u-a
L
e S L ot ) M atuen
i —_— o O 2 4L AT
3 l.l:':u'-lx'ox-l - ,’!.@..hu‘.n.u
-

yasii-8 i 2y
(UL ) -——— - ——
I.".‘.o el 3% llﬂ‘.."m ‘
Vake i ‘d-e-1
LAY i S 3-98. lim S
g a) Y=d~]) =] xo=r-2
Wi f-1n
90 Tim 3100, im s
aoll ¥ 4 Yo-T~-Ya-3
Ariet-at e
P —— 3102, —_—
A nh!‘.!n.‘l‘ tieTx 10 .“.!':‘H--'r-x
’ 3
SA0N. lim 3104, lim ——=-
LR 14%+1 gemiateria«]

BI04 lim (VXT3 4 -x) 3-106, llm( - x)

Pratat TR |
1107, Ushibu tassfigni isbotlang: agar lim £, (x) & = 1,n maviud bo'lsa, u
hoikida
W m (/i (x) + -+ fo(x)) = Ila_r.t;[,(x) bk l’lf: Tn (XS
b (f Ce) e () = Hm fi(x) < .0t S ()
LTl X~ a L
Bamidnkar o' einki

108, Aytaylik .“P,‘ fix)=a w |l13: g(t) = x, bo'lsin .".'P f(git)) =

o helin chiqudimi? Javohingizni asoslang,

7-§. Ba'zi bir ajoyib limitlar

Limitbarni hivoblashga doir masbqglarda ba'zi bir ifodalaming limiti ko'p
Mo ucheaydi, Shuning uebun ulomi alohida ko*rib chigamiz

siny ) "
A 8% eorema. Ushbu hl:l.\— “1 wnglik o'rinki
seb x

n



Aﬁ"l] 4 | |
C Cnt{_ﬁ; | | |
- e = S RN
a5 iD
A fk
t—9 L0444 | -
| &
| .1 /
| Ty -
| \ |
: . &—1-—5" i!
- !
] ] 7
T IIRNE | ]
{ g 1 | 1
B T
-a I ‘ - . -
19-rasm

Isbot, O Ma'lumki, O<s« ';— tenigsizlikni qanoatlantiravchi barcha x larda

sinr<x<gr qo'sh tengxialik o'rinli (19-rasm), Shuningdek, sinn>0 bo'lgani uchun

bu tengsizlikni sinx ga bo'lsak, 1< Mg hosil bo'ladi. Bundan cosr< ——

snx cosy x
<1 kelib chigadi. Uni (1) ga ko'paytirib, | ni qo'shsak, Wl-?'n’fl—cou
x
tengsiziikka kelamiz, l'ndn coujun funkstyalar bo'lgani uchun bu tengsizlik

2 1 «x bilan nlmumnpnda hum o' 2garmaydi, Shu sababll, oxirgi tengsizlik 0 dan
fargli harcha x € (~%:5) lasda o'rinli. Qolaverss, 0 < x <  bo'lgan x larda 1-

cor=2xin’ ;-‘leun—k“‘t— =lt| bo'ladi. Bulardan, Il-

Ith' tengsizlik hosil

bo'lodi. Bundan x - 0 da I ~ -"—:—'— -0, ya'ni lim i =1 Kelib chiqudt. ¢
.- x

Odatda bu tenglik hirinchi ajovib limit deb yurititadi
3.60-natiju. Quyidagi tengliklar o*rinls:
|- ot x & _:; b hmlgx

2) lim

o)

ok g Bl yX - ieR
cos’ " 4sin” T~ cos’ T —sin
2 2 2 2
Pobit 0 ) limn — = lim 3 L=
L X
1 )
Jaln’ sin
) 2 1 5 |
Iy A litn) — =— ==,
s X ‘o 1 9 "
] 4 - 4
[ ? J 2
sinx
m . | snx | . Sinx
W) lm BY o lim SO o fim| ——- T ]= lim— lim =l-1=le
*™ g ve g =l cose x S Oo0EY ¢

! -
A6 ) deorema. Ushbu Tm) 1+ ] w ¢ tenglik o'rinli.
Py X

bot. O Avval Inml I+ : ] w & chunligini ko' rsatamiz
voval g
Ay ik, (a) kemma-ketlik +20 ga imtiluvchi ixtiyorty ketma-ketlik bo*lsin:
b L) o, U holda, barcha & lar uchun x>1 deb qarash mumkin. Endi, v, ning

Bt spsimnd ay orgall belgilaybik, ya'nt m={x]. Shunday qilib,

A F
Iln. ]'kamﬂalnklll.lp
I\ g
'
ol Endi, iy < x,‘fn.'ldan

\
J « '.-;.‘. \‘l|~ ! T(['-l] <
mel 5, S R x

ketma-ketlikning qismiy ketma-ketfigi

’ ' WA

L]

\ "b
bengnieliklar kelib chiqadi. Shu sababli,

] ot

n




bo'ladi  va  omaliq  Ketma-ketlikning  Fimiti  hagidagl  teoremags  avosun

« ¢ kelib chigadi. Demak, Iim‘ | tl

' 4 l ol
| I+ ]
L |

Agar oxirgs tenglikda y<-y almashtirish bajarsak, u holda x—-= da p-s+s

bu»..m(‘“;‘,;(i-%]' l;-a] o1

: ] munosabatiargs ko'

» '..—| - \
='Ii32[{l¢ r-'-l [1-0 ’1_1 JJ-.' kelib

b ]
T —
-~

Isbotlangan bu ikki tenglikdan ltml I+ : | =¢ bo'ladi. ¢

]
Oxirgl tenglikdan |'li.ln1(l by =e ckanligini keltinth chigarish mumkin

Hagigatan, »= L almashtirish Kiritsak, y—»0 da x—se bo'lib, lim{1+ y)r =
v » oot

lim 1.1] =e kelib chigadi

‘an %

Murakkab funksiyaning limiti  haqidagi worema yordamids quyidagi
tengliklarni kedtirth chigarish mumkin

. log (1+ I .
3.62-natijs, lnm—g"(—t) = —— _ xususan lim B +) =1 tenglik o'rinli
o X Ina i
Isbot, O Im:!(!’-“— fimm log, (1 + al wlog, = L g
- '“

3.63-natija. lim 7! - Ina. xususan fim " .| tenglik o'rini
L

.- .o s

Isbot, O Agar y=u'-t desak, u holds =14y voki xlog(1+y) bo'lity, x~»0 da

-1 ¥
= lim et

v bo*ladi. Demak, figm =—
e 3 »-nk—,g “.‘)

=lnae

1+x) -1
Y dpnatijn I'upl(u ?-

= u tenglik o'ninki

Isbot. O Agar y={1+xpP-1 desak, v holda (1=xy'=1+y yoki ulni I=xing 1 49)
B i, o oal) da y-30 bo'ladi. Demak,

(1en) <1

Him
. ' ‘v X

] 1+
\pl_nll____: lim(- ¥ Il 4+ x) . ji®

L« fim = :
g LS LY ] el Ikl + w) £

A6S-misol Iu'nl = limitni hisoblang.
v xeinx

~cosdx 2ein’ 2x

hm

)

Y echish

w 2lim - -

-
Ysin 2y ¥ain 2x |

A

J limitni hisoblang.

‘o

(X +
366-misol. lim|
e B

—_

N £ 2 B P Y
Y echish hm[ —=| =
x-&

e J \

] J l"nl

3.67-misol. fim =X =1 fimimi hisoblang

» - 3x

s

llmH|¢ =¢

Yechish td4-natijags ko'ra

8-§. Funksiyalarning limitga ega bo'lish shartiari

1. Monoton funkstvaning Hmiti.  Aytaylik, y=/Ax) fuoksiya X o' plamda
berilgun va @ nugts shu to'plumning limit ougtasi bo'lib, barcha x& X lar uchun <a

ho' bsin,



L68-teorema. Agar y=fx) funksiva A to'plamda o'suvchi va  yugoridan
chegaralangan bo'lsa, u holda w @ nugada limitgs ege, agar yugoridan
chegarnlanmagan bo’sa, uning Lmit 0 bo*ladt

Ibot. 0 Aytayiik, »Rx) funksiya X to'plamda yoqoridan chegaralangan
bo'lsin, ya'ni { Ax) | xe X' ) w'plam yugoridin chegaralangan. Bizga ma'lumki, by
to'plam aniq yusgon chegamga ega. Uni & orqali belgllaylik: A<sup{A+); v X}, Endl,
b son fx) funksivaning r—»a dagi Hmith bo' lishini ko' rsatamiz.

Amiq yugon chegars ta'nifigs ko'm, barcha xe X' lar uchun fixp<h va xiyorty
g > 0 uchun biror x* € X topilib, f(x") > b — ¢ bo'ladi. Berilishiga ko't £x)
funksiyn o'suvchi. Ya'ni, barcha r' < x larda f(x') < f(x) bo'ladi, Bundan
b—re<f(x)<b<b+ e tengsicikni hosil qilamiz. Agar § = @ — x" deb olsak, u
bolda 0< |x —a] <& tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x lards b —2<
f(x) < b+ ¢ tengsiziik o'rinli bo' ladl.

Demak, ta'rifgn binoan, l.i:g_ﬂxrh

Endi, Aytaylik, Av) funksiyn yuqoridan chegaralanmagan bo'lsin. U bolda
ganday A>0 kutta son olmaviik. shunday x* € X mavjud bo'lib, f(x") > A bo'ladi,
Ax) funksiya o'suvchi bo'lganligh uchun x > &' tengsizlikni qanoatlantiruychi
barchu x € X barda ham /(x) > & tengsizlik o'rinli bo*ladi. Demak, lim Ax)=+w ¢

Aytaylik, y=fx) funksiva X to'plamda kamayuvehi va o nugta X 10" plamning
limit sugtasi bo'lib, barcha x € X L uchun x < 2 bo'lsin,

3.69-teorema, Agsr y=fx) funksiva ¥ w'plamda kumayuvchl va quyidan
chegarnlangan bo'lsa, u holda u o nugtads limitgs egs, agar guyidan
chegarnlanmugan bo'lsa, uning limitl <o bo' ladi,

Isbet, O Bu teorema ham yugoridags Kabi isbotlunndi (3+124-masala). ¢

2. Funksiya limitga ega bo'lishi uchun raruriy va yetarli shart.

Aytaylik, y={x) funksiya X' 10" plamda berilgan va a nogta X' to' plamning limit
nugtass bo'lsin.

3 Y0 worena (Koshi slomati), lim Ax) mavijud bo'lishi uchun, ixtiyorly £

Js o shunday 4 > € son maviud bo'lib, 0 < jx' —a| <&0< |x" —a] <&
opriedikbomi  qanoatlentiravehi  barcha x. x" € X larda |f(x") - [(x")) <«
g ik ming bagaritishi zarur va yetarli

bt (1], 143-bets [7], 89-bet)

0.4, Cheksiz kichik funksiyalar va alornl tagqostash
1. Chekoiz Kichik funksiyalarning xossalart, Aytaylik, y=air) funksiys X
W' haida berligan va a nugia X 10" plamming limit nuquasi bo'lsin.

ATt ril Agar fimeelc)0 bo'lsa, u bolda afx) funksiys x—+a da chelsiz

Mohd fuerkytyar deyilad:

hekxiz kichik funksivalarni qisqacha, chekaz bichik deyiladi.

Masalan,  a(o=r'+y funksiya x-»0 du cheksiz kichik, f{x) =x" -4
Ptk slya v -+2 da cheksiz kichik.

Cheksiz kichik funksiyalar ham cheksie kichix ketma-ketlikiardagiga

o wshih quyklagi xossalarga ega

3.72-xossn. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalaming yigindisi cheksiz
btk funksiya bo*ladi

8,73 xossa. Cheksiz kichik funksiya va chegamiangan funksiya ko' paytmasi
vhekniz kichik funksiya boladi

3 74-misol. Ushbu f(x) = x* uin% funksiyaning x —+ 0 da cheksiz kichik
funksiya chanligini ko‘rsating,

Yechish. Berilgan funksiyeni a(x) = r* va glx) = slni funksiyalaming
\o'pavimasi ko'rinishda yozish mumkin. x — 0 da a(x) = x* cheksiz kichik

funksiya  ckanligi  ravshan, g(x) = sm% funksiva  sniqlanish  sohasida
«hegarabangan: Isinfl < 1. U holda yuqorids isbotlangen xossaga ko'ra [(x) =

? sin : funksiya x — 0 da cheksiz kichik funksiya bo'ladi.

b




2. Cheksiz Kichiklami tagqoslash. Aytaylik, ce{x) va M) lar x—sa da
cheksiz kichik bo'lsin

7% ta"rif. Apar, hmﬂ “ee Bimit mavyusd via e bo' Isa, o hobdina(x) va i(x)
"o ‘!

cheksiz kichiklar, x—a da hir xil srtehll deyiladi

3.76-ta"ril. Agar lum‘»}'»!-' «1 bo'lsa. u bolds alx) va B(x) cheksiz hichikiar
e i)

1-»a dn ehvivalent deyiladi. Bu hol a~f) ko'ninishida yoziladi

3.77-ta"ril. Agar fim &2 <0 bo'lsa, u holda ax(x) cheksiz kichik, x-»a dafi(x)

vow M)
cheksiz kichikka nisbatan ywgoed rartibii chekiz kickik deyilndi.
Bu bl (x) = o{#{x)) kabi belgilanadi

3.78%-misol. -0 da alc)=siny, Px)y=x fonksivalar ckvivalent cheksiz
kichiklar ekanligini ko'rating.

in
Yechish. Haqupatdan, lim el Demuk, 3.76<ta"rifgn ko'ra sing-x
L 4

3. 7%-misol. x—-0 da I-cosZy funksiyn x ga oisbatan yugorl tanibli cheksiz
kichik bo*lishini ko'rsating
Yechish 3 77-ta"nfni bajurilishing ko' rsatish vetarl,

. 1= cosdx 2ain’ x sin x
lim = lsm = 2Hm

b 1 V-t Y - 2

limsiny =0 Bundan |~cosdx
.-

funksiyn 1 ga nishatan yuqon tartibli cheksiz kichik. Demak, 1 - cosx = o(x).
3.80-misol. 10 da a(ry=vI+5~1 va B{xi=x lar bir xil tartibli cheksiz
kichiklar ekanini isbotlang.
Yechish. 3.75-m rifnmg bajarilishinl ko'rsatish yetaris,

Jfive-1 (Jl.—x—l)(l.nl)

fim L B it
ool

M ) )

demak, berilgan chieksiz kichiklar bir xil tartibli ckan,
3. Ekvivalent cheksiz Kichiklar yordamidas limitlarni topish.

-

v

J (5
I dencema, Agar x-»a do alx)a () va Bix)-8(x) bo'lib, Ilm L

2 By
Wiavind bo'lsa, u bolda lim ;,7— ham mavjud bo'lib, ln.n a_u_ = lxm = lcnbld
=gy
w Hal b laeld
) ix)
. i) mnukluﬂ (r) = Mm “lﬂ ‘ ﬂ, «Uim ay _
sbet. ¢ I.‘P:.'hn_'.... Pl (x)fdx}  s=a® (5) swg flx] y-aix)
b 7100
PP
- g083
A A mbsol, ltm————-— limitini toping,
xsiny
| -cosdx=2 23X of 3 Shuningdek, »~sinx dan sxine-x*
Y echish, 1-cosixr=2sin" ——~2f - \ A
Yy’
cos3y y 9
helib chigads. Demak, hma~ - = Ly —%— = =
v ysina st g 2

A3 L | 'h:r_-‘ o limitnl toping
S AS-tmsol, lymy
» o ‘\ " .“ll
Yechish (3 eds" =)0 )27, J¥ v ax" J =1 munosabatlargs
h"o-l\“l'] 275"

27x
hYm nml =l =g = lunIZT"
v 1 "5 & 4.(“ T .

Mashq va masalalar

0.

Limitlarni toping {109-116):

sin® ax Ix

" iy 1.110
=109, 1.151}‘ < < o lm(\! o
111 lim —— 3-112. ltm:-cm X,
x~0 " F
0oa S3-005 3x
3113, lim So2 22 3114, lim ===
-0 ¥
neR s Aln i
J.115 im—— Hlﬁ.lm) 5
=n s
-0 l

Limitlarni toping (117-125):
x

)
1117 lnm"v’l ¥ 31, 3118, lim (, ) ¢

F R

-




1
3-119. lim ""‘)'.
g \nlx

3-121. lim (—1)'

yaum \Bex

3-123. hm(1 — sin :)'-7:'7,
Y

3-125. 3.6%coremani isbotlany

L.
3120, im ===
3122, lim —=

3-124. .llirlxlln(x +3)—Inx].

IV BOB. UZLUKSIZ FUNKSIYALAR

L8 Funksiyaning nugtads urluksizligi, ouqtada uztuksiz funksiyslarning

sossalard

Fubviyaning  uzluksizligh  shunchassi  matematik  amalizning  asosiy
Selinuhalanidan biri bo'lib, u funksiya limiti tushunchasi bilan bevosita bog‘lig,

Llan'rll Agar fim flx)= fla) bo'lsa, f(x) funksiya X=8 nuqtads
wthibair deyitadi

Fo'cifdan ko'rinadiks, f(x) funksiva X=0 nogtada wzlukaiz bo'lishi uchun
Wyl shartlar bajarilishi kerak 1) /(x) funksiya X=2 nugtada aniglangan; 2)
B L) maviud: 3) fim flx}= fla).

Fanksiysning nuqtada uzluksizligign Geyne, Koshi ta'riflarini ham berish
o (1, masalalar).

4. 2-misol. ¥= fx) funksiyani 1=0 nugtads wzluksizlikka tekshiring:

0N fx=x"=5 a=2: b f(x)=[x] a=2 o f(x)=]x], a=25

Yechish, ) funksiya o=2 npugtada aniglingsn v f(J)=-1;
lln /(x) = lim(x" ~5) = 4= 5 =<1 mavjud va lim f(x)= f(2). Demak, funksiya
oo 3 nugtacs wrluksiz.,

b) funksiys o=2 nuqtads aniqlangan va A2)=2; I.l_rgj(.r)=l'ir.t:1xl mavjud
vy, chunki f(.l’ ~0) = ,l’,',‘_‘_,"l =1 f(x +0)= .I{Tu[.t] =2 . Demuk, funkslya a=1
muglacta uzilishga ega,

¢) funksiyn o=2 5 nugtada aniglangan va 4 2)=12 5j=2; 'Inp.]( r)= .l'np‘[.t] =2

mavjad va |‘i"'l f(x)= f(2). Demak, funksiya a=2.5 nugtadn uzluksiz.

“




Limitga ega bo'lgan funksiyalaming xossalarign kabi uriuksiz funksiyalar
ham quyidags xossalarga cpa
4 3-teorema. Aytaylik Ax) va gix) funksiyaler X oraliqds aniglangan vi
av X nugtada wzluksiz bo'lsin, L holdy
1) @ nugaming (a ~&,a+ §),8 > 0 atrofi mavjud bho'lib, bunda f(x)
funksiya chegaralangun bo'ladi;
2yagar f(a) > 0, f(a) < 0 bo'lsa, @ nogtaning (a2 — 8,a + §),8 > 0 awofi
mavjud bo*lib, bu atrofdan olingan ixtiyorly X wchum f{x) > 0, f(x) < 0 bo*ladi.
J)y=f{x)+g(x) vn y = fx) = g(x) funksiyalar & nuqiada uzluksie
ho' kadi;
By = f(x)* g(x) funksiya o nuqtada uzluksiz boladi;
5y agar y = g{x) funksiva o suqtada noiga teng bo'kmasa, u holda y =
[(x)/g{x) fanksiva a nugtada uzluksiz bo*ladi,
Isbot. (4-5-masala)
4.5-teorema. Agoe f(x) funksiva x; nuqgtada urluksiz, g(u) funksiye u, =
f(xg) mugtada uzluksiz bo'lsa, u holda o(f{x)) funksiva x, nugtads uzluksiz
bo'ladi, ya'ni !lfx'(f(.‘”“ ﬂ(!i‘.l: fix) = glf{x. )
Isbot, (4-7-masala)
46-misol, v =& +1 funksiyani x=0 nuqeada uzhaksizlikka tekshiring
Yechish. y«Jy +1 funksiyani w=x"+1, y=+/u funksiyalardan tiszilgan
murakkab funksiya deb qarzymiz u=x+1 funksiya x=0 nugtads, y=Ju
funksiys w=1 nugtada weluksiz, Demak murakkeb funksiyaning uzluksiziigi
hagidagi teoremaga ko'ra y « J¥ 1 funksiyvani ¥ =0 nugtada uzbuksiz bo'ladi.
4,7-1a'rif, Aytaylik f(x) funksiya X oraligda sniglangan va ae A bo'lin
Agar f{a+ 0)= lim f(x)» fla) (fla-0)= lim f(x)=f(a)) bo'lsa, V= J(x)
funksiya ¢ nugtada o'ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi

Ahmised ¥ o ' fueksiyaning istivorty 5¢ R nugtada o' ngdan va chapdan

Wl e ehanligint ko rsating.

Yoehih, lan o'« x', lim x'«x), domak y=x' funksiyaning ixtiyoriy
o,

"o eh

00N mugtads o' ngdan va chapdan urluksiz,

| 2x, x20,

A% mbol funksivani =0 puqada  wzloksiziikka

-
[3+x, x<

Mhaliring
Yechinh. Funksivaning r=0 pogtadagi qiymatini, o'ng va chap limitkarini
Mabbaymie  W0)=0, tim y= |E{l“(3 +x)=3 lm y= lm_|112n «0. Bundan

v -y

g0 3 0) » y(0), (0 =0) = y(0), demuk benlgan funksiya =0 nugtada
o pdan uzluksiz, chapdan uzilishgn ega,
A1 0amisol, y = signx funksiyani x = 0 nogtada uziuksizlikkn tokshiting.
Yechivh. Funksiyaning r=0 nugtadagi giymatini, o'ng va chap limitlaring
adlaymiz: y(0) = 0.‘|‘tm°y ={-1)= —l..l!moy =1=1 Bundan y(0+

) # yi0), y(0 = 0) # y(0), demak berilgan funksiya x = 0 nugtada o ngdan ham,
whapdan bam uzilishgs ega.

A1 Lteorema, Aytaylik f(x) funksiya X oraliqde amglangan va xg € X
o' f(x) funksiye x = x, nugtads wziuksiz bo'lishi uchun uning sha oogtada
chaplan va o'ogdan uziuksiz bo'lishi zarur va yetarlt

Isbot. (4-13-masala)

4124 i, X oraligning har bir nuqtasida wrluksiz bo'lgan f(x) funksiva X
oialigdn urluksiz deviladi. Agar f(x) funksiya (o.4) oraligda ueluksiz, @ nugtada
o ngdan,  nugtada chapdan webuksiz bo'lsa, u |2 b] kesmada uzluksiz deyiladi.

Yechish, Berilgan funksiva x=1 va r=—4 nuqmlardan boshqa barcha
wipalarda aniglangan. Bu funksivaning aniglanish sobasining har bir nuqtasida

wehiksle ckanligini ko'rsatamiz. Hagiqatan ham, y=cosy va yeox +3x-4

L




funksiyalar sonlur o'qining har bir nuqtasida uzluksiz va y = x" + 3x—4 funksiyn
x» 1 va x=-4 nugtalardan boshqa barchs nugialarda nokdan fargli. Shu sababli 1+
tearemaning 6-bandige ko'ra funksiyn =1 va r=-4 nugualardan boshqe barcha
nugtalards uziuksiz bo'ladi. Demak u (—<2, —4) U (~4,1) U (L 4+0) to'plamda
uzuksiz bo'ladi

AARAAIE Agar x = o nugtada {m; f(x) = f(a) renglik o'rinli bo'imasa, u
Bhls & o o gt £ (r) funksiyaning wzilish nugtasi deyiladi.

W bemmisrds ¥ =a nogte  walish  nugtasd  bo'ladigan £ x)
B by whariving grafiklarn keltirilgan,

0 LA
‘ S 4 ‘ ' ., o gt
414misol. ) F(r)=ax" -q.r" s.+a,_x+a, ko'pbod funksiva, b) : : 'l : f i f RN ! *r . — :
I R . Q"» + : R a2 * Y, ) .T |
- (.';-i’!' ratsional funksiya aniqlanish sohasining har bir nuqtasida uzluksiz I "nn E EEnEEEEA nnee i/ ca ]
ch R R 4+ - .
'EREREEY R : - 1
ckanligini isbotlang ; PPN L1 1 T
Vechish. Ma'lumid, ko'phad funksiya to'g'n chiziqning har bir nuqtasida 4 - HE N . =TT
aniglangan. ratsional funksiya esa mahraj poldan fargli bo'lgsn barcha nugtalarda I l - ft% H+H : .Q@- BRI Az
aniglangan. Ravshanki, f(x) = € va g(x) = x funksiya w'g'ri chiziqning ixtiyoriy R T r——
nuquasida uzhksiz, 4 J-eoremaning 3 va 4 bandlariga ko'ra ko'phad funksiys 20-rusm 2 lernsm
t'g'ri chizigning har bir nuqtasida uzluksiz bo'ladl. 5 22) ratsional funksiys SRR RSN EEEESEEEEEEEEEEEDE
. : Ry Itf::l.- /7—"7 1 FFL I EE H
1t 11T S +111
w'e'n chizigmng Q.l.t) noldmn farqli bo'lgan barcha nogaiarida aniglangan, E ! ' o f 4 ; . T { .
‘. ’ b o—-q—1—1 HEEE 4: 1 : : 1
Demak, ko‘phad va ratvional funksiyalar o*2larining aniqlunish sohalarida uzluksiz | ; 8 I SR = EEEE ]
! i ! 1 T -— .- 14 A .
bo' lad:. | { I . - e - s
: WA B -
4.15-misol. [(x) = — funksiyaning [3,5] kesmada uzluksiz ckanligini Il O d-tt a1 ! BE
) - 11 {
isbotlang 141 111 ; ! B
. . - ! * I
Yechish. g(x) = x ~ 2 funksiya sonlir o'Qida aniglongan, uzluksiz, xususan
[3.5] kesmada ham uzluksiz. Bu funksiya [3.5] kesmoda nol qiymat gabal gilmaydi 22-rasm 23- rasm
=— i t R R IR Fy v~ ot pepos
Bundan f(x) = e funksiya ham [3,5] kesmada uztuksiz | 00 Ll \; ] J ! - G
| r B | 54‘ - 4 9 > H .t 1 ™1
T 1+ -+t -
HiRSamn: vamanananas Q= sussad (aan=anns
2-4. Funksiyaning uzilah nuqtalari va alariniog klassifikatsivasi | bedd ﬁ 1 +
WA BREEEP JuNE
Aytaylik X' oraligda aniglangan f(x) funksiya va r = a nogts berilgan AR ] = E -+
bo'lsin. Bunda X=0 nugta X oraliqga tegishli bo'lishi ham, bo‘lmasligi ham AR - ' THH :
L L i ¢ ' - -‘t _Ab—bl- on e
mumkin, bgept——+ : : R —-
T  ARERRER I8




24-rrsm 25-rasm

Aytaylik f(x) funksiya X to'plamda aniqlangan va x; € X bo'lsin.

41742, Agar xg nugta f(x) funksivaning uzilish nogtasi, [(x, = 0) va
f(xy + 0) bir 1omanli limithar chekdi bo'lsa, u holda x;, nugta funksiyaning birinchi
fur uzilish nogtasi deyiladi

Bunda ikki hol yuz berishi mumkin

a) [(xg—=0) = flxy, 4+ 0), ya'ni bir tomonli lmitler teng. Bu holda Ax)
funksiya hartaraf gilish mumkin bo'lgan uzilishgs cga deb ataladi. Buning uchun
[(xp) = 'ltr:x. f (x) deb olish kifoya.

[ 2x=3 x # ] bosa,

4.18-misol ﬂn--]' = ! bolea funksiyani x| nugtads uzluksiztikka
- = »

tekshiring,

Yechish. <1 nugtads funksiyoning chap va o'ng tomonli fimitlarini
hisoblaymiz. x=1 nugtaning chap va o'ng tomonida f(x)=2v=3 bo'lganligi
sshabli _li:?/(r)' fim (2e-3y=1 bo'ladi, Demak, A1-0)=A1+0), wmmno

lim f(x)=~1#2« f(1) bo'igani uchun, x=1 nugts funksivaning Aartaraf gilish

moirmkin bo'lgan uzilish nugtasi ekan, Agar f{1)~1 deb olssk, funksiya ¥+1 nugtada
uzluksiz bo'lib qoladi

b) flxg =0} = f(xg +0), ya'm bir tomonli limitlar teng bo'imasa, u holda

Ax) tunksiya xy nugtada sakravkgu ege deyiladi. Ushbo d = |f(xy + 0) = f(x, -
0)| som sakrash konaligi deyiladi

4.19-misol. ﬂx)s},')' MISOBOIR mksiyual

[2x+ |, sgar x>0 bo'lsn = 0
uzluksizlikin tekshiring

Yechish, Funksiysning s nuqtadagi chap ve o'ng tomoali limitlarini
hisoblaymiz: A0-0)= lim +*+0, A0+0)~ lim (et 11 va £0-0Mf0+0),

Demuk, funksiya v 1 nugtade sakrashga cga, sakrash kuttaligi o={1-0/=1
b el

4. 20-ta'rif. Agar f(x, ~ 0) va f(x, + 0) bir tomonk limitlarming Kamida biri
waviud bo'imasa voki cheksiz bo'lsa, u holda x, nueqgta funksiyaning ikkinchi tur
urklish pisgtasi deyiladi,

A2 -mibsol Ax)=- -l-'! funksiyani x=1 nugtads webuksizlikks tekshiring.
X~

- ; |
Yechish, Bu funksiya uchun £1-0)~ Inlu‘—l! w20, A1:0)= im ——=éwm,
- x -

vt g —1
Demuk, x=1 nogta bertlgnn funksiyaming ikkinchi tur uzilish nugtasi ckan.
4.22-misol. Sonlar 0'qgi, {«e; +=0) da berilgan 1(x) Dirixle funksiyasi uchun
.2 uning uzilish nugqtast elanliging ko' rsating

Yechish. lrratvional sonlaming 2 e intiluvchi {x,) ketma-ketligini olsak,
D00 bo'lib, D(x)-»0 bo'ladi. Agar ratsional sonlamning 2 ga intiluvchi {x))
hotma-ketliging olsak, Dxl)=1 bo'lib, D(x)-+1 bo'ladi. Demak, x; = 2 nujtada
tmml mavjedmaskigind, ya'ni walishgs ega ckanligini ko'rsatadi.  Yugorida
tanlaogn ketma-ketlik hallanini 2 dan kichik deb qurashimiz mumkin, bundan [X2-
) ning mavjudmasligi, demok x = 2 Dirixle funksivesining ikkinchi tir weilish
mugtasi ekanligi kelib chigadi,

Shu usul bilan O(x) funksiyaning ixtivoriy s (=0 i) nugtads wlishys cge
ehanligini ko‘rsatish mumkin (4-23-masala),
Mushq va masalalar
4-1. Funksiyaning nugtadagi uziuksizligining Geyne ta"rifinl ayting

42 f(x) = ‘+‘ funkstyaning x = 2 nuqtada uzluksizligini Geyne ’rifidan
foydalanib isbotiang.

4-3. Funksiyaning nuqtadagi uzduksizligining Koshi ta'rifini ayvting

44, f(x) = 2x =1 funksiyaning x = -1 nuqtada uzluksizligini Koshi
1a'rifidan foydalanib sbotlang
4-5_ 4 3coremani ishotlang




4-6. Agar flx) funksiya x, nugtada uzuksiz va fx,)>p (mos ravishde fx, 1<g)

bo'lsa, u holda x, nugtaning biror atrofidagi barcha nugtalasda fx)>p (mos ravishdy

Axi<q) bo'lsdi.
4.7. Murakkab funksiyaning uzluksizligi hagidagi teoremani isbotiang.
48, f(x) = == funksiyani urluksizlikks tekshiring

sm%,ayw‘ ¥ =0bo'lsa,

49 f(x)= funksiyani  uzluksizlikka

lLagar x =0 bo'lsa
tekshiring.
4-10. Te'rifdan foydolanid, f(x) funksiyaning har bir x, € R nuctada
wekuksiz ckanligini isbotiang:
W)= () = x ) =x":d) f(x) = 4x° - 5x + 2.
411, Ushbu

x,agar x < 1 bo'lsa,
flx)= 2, aimr xS> 1 bo'lia
hunksiyaniog xy = 1, wrduksiz emastiging, ammo bu nugtada chapdan uzbuksiz
ekanligini ko'mating. f(x) funksiya grafigini chizing
412, Ushbu
fx) = [-—: - 3, agur % < -? bo"ln
r* =4 agarx = -2 bo'lsa
funksiyaning x, = 2, uzluksiz emasliginig, ammo bu nugtada o*ngdan uzluksiz
chanligini ko'nating, /(x) funksiva grafigini chizing,
A=153. 4.1 l4eoremani isbotlong.
4-14. f(x) funksiyoni uzduksiziikka tekshiring, grafigini chizing Uszilish
nugralarida sakrashini hisoblang
2, agarx < -2 bo'lsa,
:l['(.t)={ -x2,
x—2, agar x> 2 bn'lsa.

Vi—=x% agar-2<x<2bo'lsa,

*+1, agarx<1ba'lsa,
6) f(x) =42, agar 1 <x<2bo'lsa,
ix, agar x> 2bo'lsa.

10

A0 700 Tunksivant xg nugtada uzluksidikka 1ekshiring:

NINE anw;f-i.x.. =1 O0)flx)= —:._1,_1,1‘,:3

S0 Usluksiz fansksivaning xossalaridan foydalunid, f(x) funkssyaning
Lo b ) onaligda uzluksiz ckanligin isbotlang:

A1) ok - =4 2 b) f(x) = 5z + 5.
W10 » sinbx —e¥! d) f(x) = Vor = 2 + cos*4x.

47 f(x) = X funksiyening r, > 0 nogtada urluksiz, X, = 0 nugtada
0 ah irluksds ckanligin isbotlang.

A8 Ape f(x) funksiva x; nugtads urziuksiz, g{x) funksiya x; nugteda
aililishign epa bo'lsa, u holda [(x) + g(x) funksiya x, nugiada uzlilishga ega
B bl Inbothang

419 v, nugiada uzilishgs ega bo'lgan shunday f(x), g(x) funksiyalargs
iisil kltieinki, 1) ulaming yig'indist x, nuqtada vzilishga ega bo'lsin; 2) ulaming
i iling kg nugtada weuksiz bo*lsin,

420 x, nugtnda ueduksiz f(x), uzilishgn ega bo'lgan g{x) funksiyalurga
wiol Keltirinki, 1) ulaming ko'paytmasi ¥, muqtods uzilishen ega bo'lsini 2)
wlarning ko' paytmasi x, nugtada vzivksiz bo'ksén

21 Agar  f(x) uruksiz funksiya bo'lsa, u holda F{jx) va If(x)]
Ik nlyadir ham uzluksiz bo*ladi. Isbotlang.

422, fx) funksiva X oraliqda uzluksiz bo'lsa, u bolda

f(x), agar f(x) >0,
0, agar f(x) <0,
0, agar flx) 20,

[(x), agar f{x)<0

a) /. (x) =

by flx)= funksiyaler ham X omligda uzluksiz

o' daddd, Inbotlang
421 Dirixke funksiyasining har bir nuqtads uzilishgn egn ekanligini
iwhwtlang

(L)




0, egar x irratsional be'lsa,
- 1 =
424, Aytatlik, fFix) '_:_. agarx:%, pPEZ GQEN bu yerda

qisqurmaydigan kasr, bo'lsin (bu funksiya Riman funksiynsi deyiladi). Isbotiang!

f(x) funksiya a) har bir irstsional nugtads uzluksiz: b) hae bir ratsional nuctady
birinchi tur wrilish nuqasiga ega.

3§ Kesmada uzluksiz bo'lgan Munksiyalarming xossalari

Biz quyida, asosan [@.h] segmentida uzluksiz bolgan fiunksiyalarni, ya'ni (a:b)
intervalda uzluksiz, @ nugtada o'ngdan va & nuqtada chapdan uzluksiz funksiyalami
qaraymiz.

4.23-teorema (Veyershirassning birinchi teoremasi). Agar y=£x) funksiyn
[a:b] segmentds aniglangan ve uzluksiz bo'lsa, u holda funksiys shu segmentda
chegaralangan bo'lad).

Isbot. O Isbotni teskaridun faruz gilish usuli bilan olib boramiz.

Famz gilaylk, fix) funksiva yuqoridan cheguralanmagan bo‘lsin. Ya'ni,
qanday natural n son olmaylik, shunday x.z [a:b] nugta topilib, Axi)=n bo'ladi,

Shu shurt bilan [acd] segmendan olingan xy, x5, xy,. . . Tu,. . . ketma-ketlikni
qurmy ik Bu ketma-Ketlik chegaralangan bo‘lgani uchun, Bolsano-Veyershirass
lemmasiga ko'ra undan yaginlashuvehi 1 X, | Wetma-ketlik ajratib olish mumkin:

X~ 500 [a:b]

Teorema shartign ko'ra Ax) funksiya =, nugtada wzluksiz Shuning uchun
[(xy, ) -»f (xy) bo'ladi, Ikkinchi tomondan, by ketma-ketlikning qurilishiga ko'
f(xn,) > my bo'lib, f(x,,) =+ ckani kelib chigadi, Bu qerama-qurshilik,
farnzzmuning noto'g'ri ekanligini ko' rsatadi

Funksiya quyidan chegarulanmagan holda ham yugoridagiga o'xshash
isbotlunadi. ¢

4.24-teorema, (Veyershtrassning ikkinchi teoremuasi) Agar Ax) funksiys
[i2:5] segmentda uziuksiz bo*Isa, u holdu funksiya shu segmentda 0" zining anig quy
va anig yugqoel chegaralariga erishadi.

(=)

4
N

Isbot. 0 Teoremaning xulosasini quyidagicha aytish mumkin:  |ah)
sepmentda shunday x, va x; nogalar mavjud bo'lib, Ao sup (0], Kx)= wnf

wia wiekhl
(Ax)} bo'ladi.

Demuk, £x,) son fix) funksiyaning [a:5] segmentday eng katta qiymatl, fx;)

esn eng kichik glymati ekan. | }
Berilgan Ax) funksiya [wh] segmentda uziuksiz bo'lgani wchun, 423-
teoremaga ko'ra chegaralangan bo'ladi Demak, £(f) 10'plam aniq yuqon va anig
- " 4 = - ot 'yk

quyi chegaralargs ega. Ushbu sup {fx)}=c, m{ U0} of belgilashlar kiritayli

L

findi, [@:h) segmentda biror ) nudts mavjud bo®lib, Axy )= bo'lishind ko' rsatamiz.

: "5 T
Faraz gilayhik, barcha xo (8] larda fxj<e bo'lsin, U holda plx) g 7=

funksiyn [a;] segmentds uzluksiz va 4.23-teoremagy ko'm chegaralangan. Ya'ni
|
shunday >0 son topilib, har bir v [:h] uchun o) 4 bo'ladi. Bundan fxyse- o

bo' b, e L son Ax) funksiyaning yugori chegarasi ckanligi kelib chigadi. Bu esa, ©
H

son flx) funksiyaning aniq yuqori chegarnsi degan fikrga 2id. Bu ziddiys!
fararimizning noto' g ekanligini ko'rsatadi. ¢

4.25-teoremn (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). Agar Ax) funksiya
[a;h] segmentdn uzluksiz bo'lib, sepmentning chetkl tugtalarida el ishorall
qlymatlar gabul gilsa, u holda shunday ¢ nugta (a<e< 8) topilib, £¢)~0 bo'ladi

Isbot. 9 Faraz gilaylik, Aay<0, f6)>0 bo'lsin. [ah)] kesmani teng ikkita
lag ﬂ[) va [f-:—! ; &) bo' lakka bo' lamiz. Awﬂ?wu bo'Isa, u holda 1eorema isbot

‘3 3 4 -

qilingan bo'ladi,

Apgar AZZ0000 bo' lsa, u holda yangi segmentlecdan birining chetki nugtalarida

N3 . -

funksiya turli ishorali qrymatiar qabul giladi. Shu kesmani [o)5] bilan belgilaymiz:
Sy y<0 va fiby 20,
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Endk, [a);b;] segmentni teng ikkiga bo' lamiz va yuqoridagi mulohazani [a,:4,)
segmentgn nisbatan takrorlaymiz va hokazo.
Umuman, quyidag: ikki holdan biri ro'y beradi,

. A +h s osliid g ’
I-hol Biror —’-—5——- nugtada fix) funksiyaning givmati nolga teng bo"ladi;

h
2-tiol. Barcha n lar uchun ﬂ‘i;—' 40 bo'lib, bu jarayon cheksiz davom

a ‘s‘/' X
el ! K P b
l/’ > :
v
oy
26-rasm

+b
Apar 1hokla 775 < deb olsak, u hokda fc)0 bo'lib, teorema isbot

qilingan bo'ladi

2-holda esa ichima-ich joylashgan [aynby] = fanbdd o 0 0 . = lagh] = -,
segmentlar keema-ketligs hosil bo'lib, barcha w=1, 2, 3. larda fAa <0, Ab)>0
bo'ladi (26-rasm). Shumingdek, [agh,| scgmentning waunligh acby~ ‘27:'5 -0
bo' ladi.

lchmu-ich joylashgan segmentlar ketmu-ketligi prinsipign asosan shundoy
e (@:h) nugta mavjudks, lim ay= tim by=c o'nnli. Endi Ax) funksiya ¢ nogtada
urluksiz bo'lgani uchun ﬁcrmma.;so vit ek limAb)z0 bo'ladi. Bulardan

S0 kelib chigadi. o

Hu teoremadan tenglamalarning yechimi  mavjudligini  ko'rsstishda
foydatanish musmkin,

4.26-misol. x"+x"+1 -0 wenglamaning [-1,0] segmentda yechimi mavjudligini
ko' rsating.

Yechish, Kx)~ x'+x'+1 funksiya [-1;0] segmentda uzluksiz bo'lib, kesma
uchiarida fi-1)=-1<0, £0)~1>0 giymatiarni gabul giladi. 25-tcoremagn asosan c= (-
1;0) son wopilib, Acy0 bo'lads,

Demak, [~1:0] segmentda berilgan tenglamaning yechimi mavjud,

1.27-teorema (Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi). Agar f(x) funksiya
[; b] segmentda uzhuksiz va kesmaning ochlarida bir-biridan fargli, f(a) =p va
f(b) = g qiymatlargs ega bo'lsa, u holda p va ¢ sonlar orasidagi ixtiyoriy d son
wchun shunday ¢ nugta (@ < ¢ < b) topilib, f(c) = d bo'ladi

Isbot. O Farax gilaylik, p < d < g bo'lsin. Yordamchi () = f(x) —d
funksiyani olamiz. Bu, ¢(x) funksiya Bolsano-Koshining birinchi teoremasining
horcha shartlarini gancatiantradi:

@(x) funksiys [a; b) segmentda uzluksiz bo'ladi, chunki, y = f(x) va y =
o funksiyatar [o: b] da uzhiksiz,

ola) = fla)y-d=p-d<0, ed)=[fd)-d=qg~-d>0

Shuning vchun (@, 4) intervalda shunday ¢ nugta topiladiki, e{c)0 yoki fc)-
=0, ya'ni fe)d bo'ladl

Demak, [#;4) da uzhuksiz bo'lgan funksiya o'zining, ixtiyorly ikki giymati
orasidagi barcha qiymuthami qabul giladi, ¢

4.28-notija. Agar fv) funksiys A oraliqda uzluksiz bo'lsa, u holda uning
qilymatlan to'plami ham oralig bo‘ladi, ya'ni Ax) funksiysning qiymatlar o' plami
£ orallqg bo' lads,

Isbot, 4-37-masala.



Mashqg va masalalar

425, [ (x) funksivani a) [0; 2]; ) [=3; 1); ¢) [4; 5] kesmalarda uzluksizlikka 4-5. Monoton funkstyaning wrluksizligi
tekshiring, bu yeeda 1) f(x) = .,—‘_;;Z)I(x’) = }T;._.ﬂ 3= ln:—'_—:. 4) 4.29-teoremn. Agar fx) funksiya X' omaligds monoton funkstya bo'lsa, u
f(x) = Vx? = x=20. hokla u shu omligning stalgan muqtasida uziuksiz bo'ladi yoki faqat birinchi tar

4.26, Berilgan intervalds uziuksiz vo chegaralanmagan funksiyaga misol urilishga (sakrashga) ega bo'ladi.
Isbot. & Aytaylik, f(x) funksiya X orliqda o' suvchi va x5 nugta Y oraligning

4-27. |a;b] kesmada amiglangan va chegaralanmagan funksivags misol wehki nugrasi bo‘lsin, U holda xy nuqtaning shunday (x, — 8;: x4 + &) = X atrofi
keltiring. mavind bo'lib, x < xg wengsizliknt qganoatlantiruvchi barcha x € X larda f(x) <

keltiring

4-28. Biror to'plamda wrluksiz 0 va 2 glymutlami gabul qiladigan, lekin | ni f(xs) bo'ladi. Demak, f(x) funksiya (xy=8ixp) to'plamda  yugoridan
qabul gilmaydigan funksivags misol Keltiring. chegarnlangan. Monoton  funksiyaning  limiti  hagidagi tooremaga  asosan,
4-29. [0;1) wa [1;2] oraliglaming har birids uzluksiz, lekin ulaming Jim_f(x) = f(xy = 0) < [(xa) bo'ladi
birkashmasida, ya'ni [0; 2] kesmada uzluksiz bo'lmagan funksivagn misol keltiring. Xo dan katta bo'lgan barcha x lar uchun f(xg) < f(x) o'rinli. Demak
430, (% b) intervalda uzluksiz bo'lgan f(x) funksiyaga misol keltiringki, (f(x), x > xp) 10"plam quyidan chegaralangan, Bu to’plamning aniq quyi chegarasi
uning qiymatlar so’plami ) intcrval, b) kesma; ¢) yariminserval bo‘lsin. mavjud, uni b bilan belgilaylik: b = inflf (x), x > x;). To'plammng anig quyi

4-31. Berilgan kesmada eng katta va eng kichik giymatiam) va ular orasidagt chegatasi Xossasiga ko'r ixtiyoriy £ musbat son uchun ¥ to'pilib, /(R) < b+ ¢
""""_ qlymatiami qebul glladigan, lekin shu kesmade uzhiksiz bo'imaydigan tengsizlik orinli bo'ladi. Funksiyaning o'suvchi ckanligidan x, < x < # uchun
fankaragn weol Kesicing. b<fx)<b+e orini Ushbu 8 =7 —x, belgiluh Kiritsak, yuqoridagi

4-31. Har bir uchinchi darsjali ko'phadning kamida bir hagiqiy ildizi aytilganlami quyidagichs qayta (fodalash mumkin: & mushat son uchun 4 >0
mavjudligini sbotlang w'pilib, Xy < ¥ < X, 4+ & tengsiziikni ganostlantiruvchl ¥ lar uchun b~ £ < b <
433 Agar [(x) funksiya berigan oraliqda wruksiz borlsa, u boda 1f(3)] (69 < b + & oviak boblad, Bu doganl_im,£(x) = {(xa +0) = b
funksiya ham shu oraliqda uzluksiz bo*lishini isboclang, i s
434 [b] da uzhiksiz bo'lmugan shunday f(x) funksiyaga misol
keltiringki, {f{x)| shu kesmada uziuksiz bo'lsin
435/ (x) funksiyn [a.b) kesmada aniglangan, uzluksiz v mushat giymatlar
gubul gilsin. U bolda shunday 1 > 0 1opilib, barcha x € (@ b) uchun f(X) = u
bo' lishini isbotlang.
436, Agar [(x) funksiva [a; +o) da wluksiz va ‘Iitp_,l(x) chekl limit

Bulardan [ (x, = 0) S f{xg) € [ (x5 + 0) qo'sh tenpsiziikka cga bo'lamiz.

Agar f(xo = 0) = f(x5) = [(xg + 0) bo'lsa, u holda funksiya x, nuqtada
uzluksiz bo'ladi, Agar, f{xg=0) < f(xs+ () bo'lse. u holda x, nuqgta f(x)
funksiyaning birinchi tur uzilish nugtasi bo'ladi

Agar xp nugta X oraligning chethi nugtasi bo'lsa, bir tomonli limitning
mavjudliginl ko'rsatish kifoys. e

, Monoton kamayuvehi funksiys uchun ham shu kabi tasdiq o'rinli (4-38-
mavjud bo'lsa, u holda f(x) funksiya [a; +20) da chegaralangan bo'ladi

4-37. 4.2%-natijani isbotlang.

masala),




4.30-teorema, Apar f(x) funksiya X oraliqde monoton bo'lib, uning
qiymatiari to'plami biror ¥ oruligdun iborut bo'lss, u holda f(x) funksiya X
orligda usluksiz bo' ladi

Isbot. © Aytaylik, f(x) funksiya A oraliqda o'suvchi bo'lun. Farz gilaylik,
o € X noga  f(x) funksiyaning uzilish nuqtasi bo'lsin. U bolds I-teoremaga
asosan, fr-0pfAx+0) bo'ladi. Shuningdek, (Ax-01fx+0))\{Ax)) to'plamdagi
soniarning hech biri funksiyaning giymati bo'lmaydi, va'ni funksiyaning glyvmatise
to'plami ) oraligdan iborat bo'lmaydi, Bu ziddiyst fikrimiming noto'g'riligni,

tearemaning 10'g' riligin ko' rsatadi. ¢

5-8. Teskari funkaiyaniog mavjodiigl v wluksizligi

431 teorema. Agar f{x) fmksiya X oraligda uzluksiz va o'suvchi
(knmayuvehi) bo'lsa, u holda funksiyaning qiymatlar to’plami 1=(fx): w A} da
ungs teskan funksiyn maviod bo'lib, o uzluksiz va o' suvchi (kamayuvehi) bo* lad.

Isbot. © f(x) funksiyn uzhuksiz bo'lgani uchun Bolsuno-Koshining (kkinchi
fearemasign sosan, uning qiymatiar to*plami ¥ oralig bo'ladi. Demak. lar bir e
ochun  Ae )<y, tenglikni ganostlantiruvchi x, son mavjud Bu tenglikni
quooatiantiruvehi e X yagona bo' ladi.

Hapigatan, x, dan fargli 5 nugta olsak, £(x) funksiva monoton bo'kib, x#x,
bo*Igani uchun Ax, Jefx;) bo'ladi. Shunday gilib, ¥ oraliqdan ofingan har bir y ga X
onligda f(x) = y tenglikni geooatlanuruvchi yagona x mos keladi. Demak, 1
oraligda y=Ax} funksiyaga teskuri bo'lgan x=9(y) funksiva mavjud

Endi, y=Ax) funksiya o'suvchi bo'lsa, x=o(y) funksivaning ham o'suvchi
bo*lishini, ya"ni yi<yz (), pr=flag)) bo'lganda x,<x; tengsizlik o' rinli bo' lishini
ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni y;<y; bo'lgands x,>x; bo'lsin. U holda
v fx) fankstys o'suvchi bo'lgani uchun fr, >Ax;), ya'ni i >y; bo'ladi, Bu esy, 31y,
deb olinishign 2id. Demak, x=o{y ) funksiya ¥ oraligda o'suvchi ¢

Monoton funksiyaning uzluksizligl hogedagi 4.29%-teoremaga asosan, ==p(y)
ishatyn 1 oraligda wzluksiz bo'ladi. Funksiya kamayuvchi bo‘igan bol ham
P il Kb esbotbanadi

6-5. Tekis uzluksiz funksiyalar

Aytaviik, f(x) funksiva X 1o’ plamda berilgan bo'lsin,

402" el Agar ixtiyoriy £ > 0 son uchun shunday § > 0 son mavjud bo'lib,
I = 27| < & tengsizlikni qanosthntirevehi barcha x', x" € X laeds |f(x") —
")) < e tengsizlik bajarilsa, u holda f(x)funksiya X w'plamds sedls nelukelz
hery bl

Agar 2, € X nugta ofib, ta'rifdagi x' ni x bilan, x™ ol x; bilan almashtirsak,
f{x) funksiyaning x, nusjtada uzheksizligining Koshl ta'rifi Kelib chigadi. Demak,
Wy idngl teoremu o‘rinki,

4.33-teoremn, Agar f(x) funksiya X o plamda tekis uzluksiz bo'lsa, u holda
bo funksiya shu 1o plamda uzleksiz bo'ladi,

Bu teoremaning teskarisi har doim o'rindi eonas.

4.34-misol. f{x) = %fmksi)‘l (0:1) oliqda uzioksiz, lekin wekis uzluksiz
emusligini ko rsating

Yechish, Agars = ; deb ofsak, u hokda ta'rifda aytilganidek ungn mos ketgan
4 > 0 son mavjud emas, ya'ni ganday § > 0 son olmaylik, [x' = x"'| < § bo'lgan
¢, x"' nugtalar mavjudki, |/ (x*) = f(x")| > § bo' ladi. Bu tasdigni Isbothash uchun

=1 ¢ = nugtalemi qureymiz Ular orasidagl masofi [x' — x| = ——

n' nes nin+s)

Bundan n soani shundey tanlash mumkinki, ——— < & bo'ladi. Bu tanlangan

ninet)

auqualar uchan |/(c) = (0N = £ (2) = ()| = I =n=1] =15}
Shunday qilib, berilgan funksiya (0;1)] da tekis uzluksiz emas
4.35-misol. f(x) = x* funksiva (—oo; 490) da uzbuksiz, lekin tekis uzhiksiz
emashigini ko'rsating




7

’ / b FOn) o 2" funksiyaning (—eo; +02) da weluksizligs ravshan, Agar
- "o : sonls uchun |x" — x| =£ bo'lib, ganday 4 >0 som

oy I, mosonni shunday tanlash mumkinks, & < & bo'ladi. Bundan

1
= n‘-—n'—Z--ﬂ—; >2

0 £ 1
f(x') = f(x")] = |/(n) -f(n ¥ n)
kebib chigudl. Demak, Ax )y funksiva {<o;+=) intervalda tekis uzluksiz emas.

Uzluksiz funksiyalar qayei vagida tekin uzduksiz bo'ladi?- degan savol
tugilads, Bu savolgs quyidagi teorema javob beradi

4.30-teorema. (Kantor teoremast) Agar fAx) funksiya fah] segmentda
uztuksiz bo'lsa, u hodda fx) funksiya shu segmentda 1ekis wrluksiz bo” ladi.

Ishot, O Teoremani teskaridan farar qilish usuli bilan sbotlaymiz. Aytayiik,
f(x) funksiya [a; b] segmentds weluksiz, pmmo tekis uzluksiz bo' bmasin,

Demak, biror £ > 0 son mavjudki. § > 0 scani qanchalik kichkina gilib
obmaylik, [« b] da shunday ¥’ va ¥ nogtalar topiladiki, [x' — x| < & bo'lsa ham,
Gy = f(x")] 2 & bo'ladi

Endi & ning nolga wtiluvchi §; = 1,4; = i iy = i qiymatiami
olamiz. Yugondagl £ > 0 songe mos 8, uchun ikkits [a;h] kesmada x;, x2 ougtalar
topiladiki, ular uchun |z} — x| < 2 va If (xa) — f(xi)] 2 « bo'ladi,

Har doim x, € [a; b] bo'lganl wchun [x,) ketma-ketlik chegaralangsn va
Bolsano-V eyershirass lemmasign asosan undan yaginkashuvchi [x,, ) ketma-ketlik
ajratib olish mumkin: x, — x,. Uzluksizlik w'rifiga binoan f({x, )-+f(x,)
bolsdi. Shuningdek, |x,, —xi,| <~ tengaizlikdan x;, = x, ckanligi kelib
chigadi. Demak, f{xn )—f(xo). Bulardun |f(x).) = f(xi,)| < ¢ kelib chigadi.
Ikkinchi tomondan famzga asosan, |f(x;, ) = f(xn )] 2 € Bu qarama-qarshilik
farazimbzni noto’g°rl ckanligini Ko*rsatadi. ¢

437t "ril, :t:}){{(x)})-.{ﬂ[[(x)] ayvirma Ax) funksiyaning X o' plamdagi
tebranishi doyiladi va 0 orgali belgilanadi.

1

AR abiin. Apst Ao) funksiye |axh] segmentda uzluksiz bo'lsa, u holds
P U san wubn slwmday &0 son mavyed bo'lib, la.b] segmentni weunliklan
5O Rk Dol botlakdscgn bo'linganda  funksiyaning har bir bo'lakdags
Sl & e kichik bo' ladi.

7-§. Elementar funksiyalar

I Haglgly sonning hagiqly darajasi. Dastlab hagiqry senning ratsional
Al aniglaymiz, Buning uchun quyidagi yordamehi tusdiqdan foyvdalanamiz,

AN demma, Ixtiyoriy m oatural son uchun y = x™ funksiya [0; 4c0) oraligda
wOavet v uzbuksiz, hansda o=0 da y=0, x—++0 da y—s -+ bo'ladi

Isbot (4-52-masala)

Aytaylik, 0 < a < b bo'kin. U holda [0, 5] kesmada Bolsano-Koshiming 2-
woremasiga (4.27-teorema) ko'ra x™ = a tenglama musbar yechimga ega, ¥ = x™

finksiyaning o suvehi ekanligidan bu yechim yagona bo'ladi, Shu yechim o misbat
1
sonming 1t —darajali arifsmerih ildizi deyiladi va Va yoki a= ko'rinsshida belgilanadi

Aytaylik, Enuuxuu va @ mushat son bo'lsin. Agar p va ¢ lar mushat butun

3 N = i
son bo'lsa, av = (m) M= -g deb qabal gilinadi
)

Endi ixtiyoriy o irmstsional son uchun a® darajani aniqlaymiz.

4 40demma. 2 > | va @ ixtivony mushat iratsional son, (c,) va {d,) «
sonning kami bilan va ko'pi bilan olingan tagribly giymatiaridan tuzilgan ketma-
ketliklnr bo'Isin. U holda sup{a™) = inf{a“") bo*tad|

Ishot, O [, | va [d, ] ketma-ketliklarning nuzilishiga ko' ixtivoely n va m
natural sonlar wchun ¢, < d, o'nnli. Bundan [a™) ketma-ketlikning yogoridan
chegumalangaaliyi kelib chigadi. Demak, bu ketma-ketlikning limiti mavjud:
lim a*s = sup{a®]. Shunga o'xshash (@®*) ketma-ketlikning quyidan

chegaralanganligl, ketma-ketlikning limitining mavjudligh va lim a'’s = infla“")
kelsb chigadi

1




(1 +2)'"" = a wnglamaning yechimini # deb belgilaymiz. U holda Bemulli
L izl ’ = U .10 e 21 i
engsiziigign ko'ma ={(1+ )" > 148 10%. Bundan ff 5 “==. Buni ¢'tiborga

olsak. a*r — g™ =g (g7 ~ 1) < g™ - . bo'ladi. ('] ketma-ketlikning

chegarunganiigini,
¢'tibarga olsak, .3’_".1-("" = a™) = 0, bundan sup{a™ ] = inf{a*) kelib chiqadi.e
Shu umumiy fimitni a* deb gabul qllamiz.

Agnt g < La >0 bo'lsa, u holda g = (—": debolamiz. a>0wvea <0
bo“igandn, a* = _%. deb gabul qilamiz

Shurday qilib, ixtiyoriy hagiqly x son uchun a* ni anigladik. Shuni ta'kidlash
Joizki, a* uchun butun ko'matkichli darajaning harcha xossalari o'rinli ekanligini
tekeshintd Ko rish mumikin (4-23-muasaly)

1, Ko'reatkichli funksivs vi uning sossaluri.

44l y=a (0 >0,a # 1) ko'rinishidagi funksiya ko rsarkichli
fiethaiva deyiladi

442-vossa.  Ko'rsatkichli  funksiyaning aniqlanish sobasi  (—o; $),
qiymathar to'plami (0, +w) dan iborat,

Isbot, ¢ Musbat sonning hagigiy darsjesi barcha bagigiy soalar uchun
amiglangan

Aytayhik, ¢ > 1 bo'lsin, U holda a = 1 + 1 deb olsak, 2 > 0 bo'ladi. a" =
(14" = 1+ na tengsizlikdan n — 40 da g™ ~» 4o kelib chigadi. Demak, o*
istalganchi katta giymatlnegs cga 0™ = :’: munosabatdan n — 4 da g™ «« 0
kelib chiqudi. ¢

Shunga o*xshash, 0 < a < 1 holni ham tekshirish mumkin (4-54-masala).

4.43-x0ss8. Agara > 1 va x € (0; +20) bo'lsa. u holda @* > 1 bo'ladl.

Agara > 1va x € (~o;0) bo'lsa, uholda a* < 1 bo'ladi

Isbot, Ca > Lx >0 bo'lsin Uholda g = 1 4 A4 deb olsak, 2 >0 bo'ladi
Bermulli tengsizligign ko'ma* = (1 +A)* > 1+ dx > L

L)

AR o > L va x @ (oo 0) bo'lsin, U holda a* =;'_—, < 1 bo'ladi. ¢

Adhwman. Ager a > 1 bo'lpmnds a” funksiys o'suvchl, D<a <l

B st Msmnyuvehi bo®ladi

Wt 0 0 > 1, x, < x; bo'ln, v bolda a® —~ g = g5 (g%~ = 1) > (),
AR T > 1 Bunden a*t < afre

Shu kbl 0 < a < 1 bo'lgands a* funksiya kKamayuvehi ckanigini ko' rsutish
(LT

LA voma, Ko'matkichll funksiva (<)) intervalning har bir nugtasida
Walubale

Iatwt. © Dastlab, !li'.', a® = | ekunligini ko'rsstumiz. Aytaylik, ¢ > 1 ho'lsin
U lokds = > 1 bo'ladi. Agar @ = 1+ @, deb olsak, u holda @ = (1 + &))" 2
| 4 i, bundan a, < ‘-;-" bo'ladi. @, ni tenlashimizgs ko'm a, > 0, Endi 0 <
Wy % 5o tengxizlikda limitga o'tsak, '!lin' a, = 0 kelib chigadi

Ushbu @+ = 1+ @ tenglikda limitga o'tsak, lim a= = 1 hosil bo*ladi

-—< X< i tengsizlikni qanoatluntiruvehi ¥ larda ;’1 =a™ <a® <
tenpaielek o rmli. Bundan It_m a* = 1 kelsb chigadi.

Endi ixtiyoriy x, € (=<0, +0) uchun Hm a* = a™ ckanligini isbotlaymiz

iy
lm a* Ilm (" -q@" ™) =a™ lim a* ™ = g™ 1 = a*s,
RTH =ty
\m10<a<lbolsn.uholdnhma -hm—-- D - ——r-a

PEor l-‘l‘u(‘) 1,}5.‘(‘3‘) [‘)
Shunday gilit, ko'rsatkichli funksiya bircha x € (—o, 40) larda uzluksiz, ¢
3. Giperbolik funksiyalar, Quyidagl ko'rinishdagi funksiyalar mos ruvishda:
L “‘ - ‘. L

-giperbolik  kosinus, y=shx= e | o

4.46-ta'ril. r-chr" s

giperbolik sinus, y=thr= -gnpctbolnk tngens, yrothes ~-°-- - ~giperbolik

e e

kotangens deyiladi.

(14



Bu funksiynlaming xossalari 57-61- musalalarda qaralgan

4. Logarifmik fonksiva, o ko'rsatkichli funkiyaning aniqhnish sohast
(=00, +ao), giymatiar to'plami (0, +0) dan ibornt bo'lib, u amiglanish sohasida
uzluksiz, a> 1 (0 <a < 1) bo'lgnnda o'suvchi (kamayuvchi). Bundan teskard
funkxiyaning mavjudiigi va urluksizligi hagidagl 4.314c0rema shartlari bajariind).
Demak, aniglanish schasi (0, +0), giymatlar to'plam| (—co, $e0) bo'lgan teskari
funksiya mavjd. Bu funksiya asosl a bo'lgan Jogarifmik funksiys deb ataladi va
quyidagicha belgilanadi: log, x,

Shuningdek, teskari funksiyaning mavjedligi va  czluksizligi hagidags
teoremadan f(x) = log, x funksiyaning quyidagi xossalari kelib chigadi.

44730852, f{x) = log, x -
funksiys @ > 1 da o'suvchi, 0 <a <
1 da knmayuvchi bo’ladi, \\ L2 J—

4. 48-xossa, f(x) = log, x

NGl .
funksiya aniglanish sobasida uzluksiz. q! f:\ -
Logarifmik funksiya graflgi e =l
abssissa o'qini (10) nugtada Kesib / O<g<) -
0"tadi (27-rasm)
5. Darajali fanksiva. 27-rasm

4.49-ta'rif, f(x) = x* ko'rinishidagi funksiya dargioll funksiyg deviladi, bu
yerds p o'zgarmas bagigiy son.

Darnjall funksiysning aniglanish sohasi 4 gn bog'lig bo® lndi. Masalan, agar
f(x) = ,ﬁ_m £ N bo'lsa, u holda D(f) = [0, +=); agar f(x) = ,rT-:_--.m EN
bo'lsa, u holda D(f) = (~on, o) bo'ladi Agar f(x) = =z, & N bo'lsa, u hokla
O(f) =(==,0) U (0, +=); ngar f(x)=2" meN bo'lsa, u holda D(f) =
(=00, +0) boladi

Agar i irratsional son bo'lsa, sonning irratsional darajasi mushat bagigiy
sonlarda aniglanganligidan, f(x) = x* funksiyaning aniglanish sohasi (0, +<o)
bo'ladi

I

Parniall Tunksiyaning ba’ 21 xossalarini sanab o'tamiz
A 50 xosmn, ) > 0 bo'lganda darajali funksiya o'suvchi, p < 0 bo'lgandn
il faikaiya kamayuvehi bo' ladi

It © Hagigatan ham, f(x) = ¥ damjali funksivanl logarifmik va
A ik iehl fumksiyudar qetnashgan mamkkab fonksiya deb qarashimiz mumkin:
B P holda p >0 bo'lsa, e >1 wva Inx funksiyaning o'suvchi
sanligiden  («*)'™ o'suvchi bo'ladi. Agar <0 bo'lsn, ¢* <1 va [Inx
Bkaiysning o' suvehi ekanligidan (¢*)'"™* kamayuvchi bo'ladi. ¢

A5 xossa, f(x) = x* funksiva amiglanish sohasi ({1 +0) da uzbuksiz.

Isbot, O Murakkab funksiyaning uzbuksizligi bagidagi teoremadan kelib
s hbgadi. o

6. Trigonometrik funksivalar. Trigovometrih  funksiyadar  maktabeda,
shademik litsey va kash-hunar kollejlarida o'rganiigan Shu ssbabli, bu yerds
Hgonometrik funksivalaming aniglanish solasida uzluksizligint isbotlash bilan
cheguralanmmiz,

4.52-te0orema.  sinx,cosx, tgx, ctgr funksiyalewr  o'zining  aniglanish
sohalanda uelukyiz.

Isbot, 0 x; € Distn) = {—w, +@) bo'lsin. lim sinx = sinx, ckanligini
3 -xy

ho'reatishimiz  Jozm. Quyidags almashtirishlami  bmparamiz:  sinx = sinx, =

.-:‘ L

N X A, R us—=t

2sin 1"cm—.—3=cos—_"'—n+—‘(!—x“). r—+x, da -1, x~
3 3 L i

1, -+ 0, cm-‘%—md&mhﬂm funksiya. Bundan x — x; da st — sing, - 0
ho'ladi, Demak, lim sinx = sinxg o'rinli

weaxy
cosx funksiyaning wzluksizligi cosx = sln(x +;) avniyit va murakkab
funksiyaning uzluksizligidan Kelib chigadi
tgx funksivaning uzluksizligi tgx = 1';‘::' (x e §+ nk,k € Z) ayuiyat va
uzluksiz funksiyalar ustida anfmetik amallar hagidags teoremadan kelib chigud:.
Shungn o'xshash ctgx funksiyaning uzluksizligini isbotlash mumkin. ¢

"y



7. Teskari trigonometrik funksiyalar,
I, ywarcsine  arksinus funksive. Ma'lumki, sox funksiva [-:H

segmentdn o'suvchi va wzluksiz bo'lib, giymatian to‘plami [~1; 1] segmentidan
iborat (28, u) -rasm). Teskari funksiyoning mavjudligi va uzluksizligi hagidag)
feoremags asosan, [—1; 1] segmentda siny funksiyagn teskan funkstya mavjud. Bu
funksiya arcsine oeqali belgilanadi

Bu funksiyaning bevosita teskari funksiyaning maviudligh va uzluksizligh
haqidagi teoremadan kedib chigadigan xossalaring sanab o' tamiz

A53teorema. arcsine  funksiyaning aniglanish sohasi Of{arcsin) =
[=1; 1], qiymatiari to'plami £ {arcsin) = |—§;I u aniqlanish sohasida o' suvchi
va urbuksiz

Arcsinus funksiyalaming grafigi 28, b) -rasmda berilgan

2. yearceony, arkkosinos funksiva

cosx funksiya [0; o] segmentda kamayuvehi v ueluksiz bo'lib, qiymathas
w'plami [=1; 1] segmentdan iborut (29, at-rasm). Teskari funksiyaning mavjudligi
va uzhiksizligi hagidagi teoremagn asosan, [~1; 1] segmentda cosx funksiyagn
teskari funksiya mavjud. Bu funksiya arccosx orgall belgibanadi

.
3
’ ]
' } :
3 i aEsnr - dEreasl -
! ! — .’
! 3
f. . ‘
a) b ¥ b
28-rnsm

A S avoremn. arccosr  funksiyaning aniglanish  sohasi  D(arccos) =
Lo b ) gtymsatiard 1o plami E{arecos) = [0; x), v aniglanish sobasida kamayuvehi
e ki

(29, btuam)

) :

al b) l< o _0! k‘l

Nuddi shunga o' xshash, arctgx va arcetgx funksiyalami ta'riflash mumkin
(626 -masalalar),

Mana shu to'rt xil funksiyalar texkar) trigonometrik funkaivalar deyiladi

Darnjall, ko'rsstkichli, logarifmik, trigonometsik va teskari trigonometrik
(unksiyalar asosiy elementnr fimksivalar deyiladi,

Asosly elementar funksiyalar wstida to'rt arifimetik amal (qo*shish, ayirish,
ko' paytirish, bo'lish) va murakkab funksiya tuzish chekli marta bajariiganda hosil
ho' ladigin funksiyalar elementar funkxiyaler deyiladi

I Quyidagi funksiyatarning har biri clementar funksivaga misol bo'ladi:

u) yer+sin2e,

|

b |

b}y 1)& X +— +AICCOSX,
) x

¢) y=sin'(x'+3x+ 1 )tinx
2. Elementar bo'Imagan funksivalarga quysdagilar misol bo'ladi:
) y={x] funksiva, “x ning butun gismi™




b) y= fxfor-ix] funksiyn, “x ning kasr qismi”,

[ L ratsional son bo'
¢) Diifixle funksiyasi, £)(x)= { "€ * rasional son bo'isa,
:.0. agar x irrutsional son bo'lsa

Mashq va masalalar

4-38. 4 29 teoremani kamayuvehi funksiya uchun isbotlany.

439, Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada aniglangan, uzluksiz va
teskanilanuvehi bo'lsa, u holda by f unksiya qat'ly monoton ekanliging ishotlang

4-40. Agar f(x) funksiya biror oraliqda aniglangan va qat'ly monotoa bo' lsa,
U holda ning teskari funksiyasi uzluksiz bo'ladi, Inbotlang

441 x, ouqeadn uziuksiz, Jokin teskari funksivasi Yo = [(xy) nugtada
uzilishgn ega bo'igan f funksivags misol Keltiring.

4-42. Qat'ty monoton, uziuksiz, lekian teskurisi uzluksiz bo'Imagan funksivoga
misol keltiring.

443, Aytaylik £ funksiya [0.1) da uzluksiz, Qiymatiar 10'plami [0,1] ning
qismi bo*lsin, U holda f{c) = ¢ o' ladigan ¢ € [a, b) mavjud ekanligini isbotlang.

44 Avtaylik f va g funksiyalar [, b) da wzhuksiz, f{a) > gla),f(b) <
2(b) bo'lsin. U holda fle) = gle) bo*ladigan ¢ € (a, b) mavjud ckanligini
tsbotlang.

45 Ayuylik fva g funksiyalar [0,1] da uzluksiz, Fog=gefbolsiav
holda f(¢) = g(c) bo*ladigan ¢ € [0,1] mavjud ckanligin ishothang

446, Aytaylik f va g weluksiz funksiyuler [0,1) ni o'zign akslantirsin. 1
holda f(g(c)) = g(f(c)) bo*ladigan ¢ € [0,1] mavjud ckunligini isbotlang.

447, Aytaylik [ funksiya R da uzluksiz. I{f(x)) = x bo'lsin. U holda
f{c) = ¢ bo'ladigan c € & mavjud ekanligini isbotlang

448, /(x) funksiyaning X to'plamda tekis uzkuksiz ekanligini ishbotiang:

Of)=3x-2 X=K: B fx) =2 X = (=2:3):

@) =Yz, X =[0:2); &) /(x) = xsin, X = (0; ).
4499, f(x) funksiyaning X to'plamda tekis uzhuksiz emasligini ishotlang,

n ‘l*) =X X - R', h) ,(X) = §inx-, X — R.
3 3 | )
- (.x) = (05 - x o~ (0 ‘)u l( ' . hu. x . ( '
)' . ' d) x Dl

| i iz erastigini isbotlang.
jilda b funksiya shu oraligda tekis ufhkm e e
4.51. Uzluksiz davriy funksiyaning tekis uz ;

= x™ funksiyaning {0 +=) oraligda

bun ¥
4-52. Ixtiyorty m natural son ue sk G

g funks
o'suvchi va uzluksiz chanliginl isbotiang. Bu

joping. : ' g
4.53. Quyidagt nyniystiarei by ot = a*
atipte = .

N y*2,.

a) o ~a*t = @'V

¢) (@) =a®' ™ g 1

hun ishotlang
4-54. 4.42-xossani 0 < a < 1 hol ve holds @* < 1 bo'ladi.

4.5, Age D<a <l w x € (0; +) bo'lss, w

- Aw a«< va “ t"
e ihl P ( ’
'q‘ | . 1 q
“ 5 J . an lltlhh \Cl‘\BSS e TS ‘V‘mtl" o lu“‘ <o)

crvaldan ihorat jda w ini ishotlung
[ toxg funksiye, aniglanish sohasida uziuksiz ckanligini

N “chy i lanish sohasi (<o, +=2), glymathar to"plami | 1+ ) intervaldun
2 l 1.1 2

ey o glanish sohasida welukyiz ckanligini sbotlang.
unksiya va sny

“‘59 ¥V lln “‘1.") u“ﬂvnlﬂl ‘“‘qh"“m v Ql)llm!lﬂ o phlllll ("n‘)
J
lm“hg"l‘ ‘lhu"n‘l"

ml bo‘ﬂ‘ m ’u“k&l\n. .‘"ql“u‘h ’(mnh Blhlbll. ¢
|

, ( ) ( . ) .
"«' v C““ (‘",u U 0 +w o pl‘md‘ lluﬂhﬂgﬂl qullwlﬂll o P““"

ida uzluksiz ckanligini
1:40) dan iboeat tog funksiys, aniglanish sohasida
("'t’l"-/( 1

intery.

lgm
‘

isbotlang

@) thecthe= | %o
d) chixty)<hr chytsheshy, €) sh2r=2shw chr, f) char=ch

(# 1

I: b) chix-siir=1, ¢) shixiy b chytche shy,




thy & thy , h)ah(::r)f' £ the - thy
1= thy thy thx + thy

8) thixzy)= ITRKINCHI BO'LIM. BIR O'ZGARUVCHILI FUNKSIYANING

. il DIFFERENSIY AL HISORI
462 tgr funksiyani (——; ;) oraligda o'rganing. Shu natijalurgs asoskanib

ARl ) V BOB. HOSILA |
arctgx funkstyani t'riflang, xossalarini ifodalang. ‘

) E I
4-63. ctgx funksiysni (D; ) oraligda o'rganing. Shu natijalarga asoslanib 1-8. Hosila tushunchasige olib Keladigun masalalar

arcetgx funkssyani ta'riflang, xossalarini ifodalang. L1 Egri chiziq urinmasi. Urinmaga ta'rif
berish uchun limit tushunchasidan  foydalanishga
w'g'ri keladi. Farnz qilaylik, yberor egn ching yoyi,
M, shu egn chizigning nuguasi bo*lsin. Egri chiziqga
tegishli N nuquani taniab, M, N kesuvehi o thazamiz,
Agar N nuqte egri chizig bo'ylub M, nuglaga
yaginlashsa, MoN Kesuvchi M, nugta atrofida bariladi Jrasm

Shunday holat bo'lishi mumkinki, ¥ noqta M, nuqtags yaginlashgan sari M, N
kesuvehi biror M7 limit variyatgs intilishi mumkin. Bu holda M T w'g'ri chiziq y
epri chizigning M, nuqtasideg) urinmasi deyiladi. (30-rasm). Agar kesuvchining
fimit holatl maviud bo'lmasa, u bolda M, nugtada urinma o'tkazish mumkin emas
deyiladi. Bunday bol Mgnuqgta cgri chizigning sinish (o'tkirlanish) nugtasi
bo*lganda o'ninli bo' kadi,

L2 Egri chiziq "

urinmasining burchak [

KoefMitsientini topish masalast

Endi y egri chizig biror oraliqda N

aniglangnn  wzluksiz y = f(x) o

funksiyaning prafigi  bo'lgan » A /
holda urinmaning  burchak " P
kocfTitsientini topaylik. - — v:_.‘
Qaralayotgan  f(x) funksiva

grafigini ifodolovehi ypchiniqga tegishli My 3 l-rasm

nogianing abssissasi ¥, ordinatasi f(x;) va shu nugtads wrinma mavjud deb faraz
qilmylik.




y chinqda M, nugtadan facqli N(x, + Ax, f(xy + Ax)) noqtani olih, M,N

kesuvchi o'tkazamiz Uning Ox o'qi musbat yo'malishi bilan tashkil et

burchagini o bilan belgilaymiz (3 1-asm). Ravshanki, « burchak Ax ga bog'liy

bo' = : )y e rary
indi: @ = a(Ax) vatga 1 uonnh

Urinmaning shssissa o'qining musbet yo'malishi bilan  hosil gllgan
burchagini @ bilan belgilaymiz. Agar & # = bo'lsa, u holda tga funksiyaning

urluksirligign ko't K imma = t00 =~um. tga, va N nuglaning M, nuqtigs
intilishi Ax ning 0 ga intilishiga teng kuchli ekanligini ¢'tiborga olsak, &

wrinma ™
Jim 2% rcnglikka ega bo'lamiz.

Shunday gilib, y = f(x) funksiyaning abssissasl 1y bo'lgan nugtasida
povertikal urinma o thazish mumkin bo'lishi uchun shu nugtada .._l.igoi-f limitning
mavjud bo'lishi zasur va yetarli, limit esa urinmaning burchak koeffitsientiga teng
bo'lar ekan

3. Harakutdagl voqta tezligini topish hagidagi masals, Aytaylik, moddiy
nugta s = 5(¢) qonuniyat bilan to'g*n chizigli harakatlannyotgan bo'Isin. Ma'lumki,
fizikada nugtaning ¢, va €, + At vaqtiar omsida bosib o'tgan As = g(¢, + At) =
(1) yo'lining shu vaqt oralig'iga nisbati nugtaning o'rtacha tezligi deyilar edi:
Porra = 3 = ) Ravshanki, At qancha kichik bo'lsa, o o'rtacha tezlik
nuqtaning t, paytdagi tezligiga shuncha yaqum bo'ladi. Shuning uchun nuqaning ¢,
paytdags only tezligh deb [ty; ty + At] vagt omlig'idagi o'rtacha teziikning At nolga
intllgandagi limitiga aytifadi

Shunday Gilib, ¥yngy = lim 3

Yoqondagi ikkita turll masatani yechish jarayoni bitts natijaga - funksiya
orttimasining argument orttirmasiga bo’lgan nisbatining argument orttinmasi nolga
intilgandagi limitini hisoblashga keltirildi. Ma"lum bo'lishicha, ko'pgina masalalar
yuqoridagi kabi limitlami hisoblashni taqoza gilar ckan, Sha subabli buni alohida
o'rganish magsadgs loyigdir

14 Masllaning ta'rifi, hosilaga oga bo'lgan funksiyaning wrbuksizligi

1.1 Funksiys hosllavining ta’rifi. Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) intervalds
Mihilangnn ho'lun. Bu intervalga tegishli x, nugta olib, ungs shunday Ax ortirma
btavlibhh. ¥4 + Ax € (@, b) bo'ksin. Natijada f(x) funksiya ham x, nugada 8y =
Fias 4 Ax) = [xy) ontirmaga ega bo*ladi

ALt ril Agar Ax-o) mﬁ{ nisbatning limatl _&T.,% = lim L‘:L'}_L’_""_’

ox—e

Wit v chek i botisa, bu lienit £(x) fimksivaning Xo mugradagl holast deyiladi

) yoki ¥'(xg), yoki "-L—j:" orgali, ba'zan esa y'],.., yoki :;H kabi

E=ay

bl tlanad
[ennank,

. Ay Sy »An)=fixy,
A} ) = lim = = g ————————
’( v Ax-0lAr  Areh Ax

Bunda x, + Ax = x deb olaylik. U holda Ax = x — x, va Ax—0 bo'lib,

ol judu
Ay ,(xu"'Ax)"{(-'o) ’(x)-’(XQ'
lim — = lim = |lim ———
Av-<ofAr Ar-0 Ax X~y X—Xp

Jn)= [k

bo'ladi. Demak, f(x) funksiyaning x; nugtadagi hosilasi x — xo da

ishatning lumiti sifaticle han ta’riflanishl mumin
Jixd=fixg

['(xo) = lm ="

wo nugtada hosilaga e bo'lgan funksiya shu nugtads differvasiallamuvchi
doyiladi. Agar  f(x) funkslys (@b) |lotervalning har  bie nuqinsida
differensiallanuvehi  bo'lsa, u (@, b) mtervalda  differensiatlanwvehi  fanksiya
deyiladi

Howilani topish amah differensiallash wmali deyiladi

Yugoridagi limit mavjud bo'lgan har bir x; nugtaga aniq bitta son mos keladi,
demak /" (x) - bu yangi funksiya bo'lib, u yugortdagi limit mavjud bo'lgan barcha
lseda aniglangan. Bu funksiyn /(x) funksiyaning hostha funkxiyari, odatda, hosifast
deb yuritiladi
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Endi hosila ta'rifidan foydalanib, y = f(x) funksiya hosilasini topishning
quyidagi algoritmini bersh mumkin:

I-qadam. Argumentning tayvinlangan x giymatiga mos funksiyaning giymati
£ (x) ni topish.

2egqudam. Argument x ga f{x) funksivaning aniqlanish sohasidan chigib
ketmaydigan Ax orttirma berib [ (¢ + Ax) ni topish.

J-qadam. Funksiyaning Af(x) = [{x + Ax) — [ (x) ontirmasini hisoblash,

A-qactam. “")mnt:nm tuzish.

S-qadam, "%ﬂ nishatning Ax — 0 dagi limitini hisoblash,

S.2-misol. f(x) = kx + b funksivaning hosilasini toping.

Yechivk. Hosila topish algoritmidan fovdalanamiz. Argument x ni tayinlab,
lunksiya giymatini hisoblaymiz: f{x) = kx 4 b. Argumentga Ax orttirma beramiz,

u holds f(x+Ax)= kix +Ax)+ b= kx +kix + b, Funksiya ortirmasi
A!(x)=[(x+h)—[(r)=(kx+kAx+b)—(h+b)=kAx bo*tadi
nishatni tramiz -"—' = k. Limitni hisoblaymiz: Jim £ A = Jim k= k.

Demuk, (kx +b)' = k ckan
Xususan, f(x) = b o'zgarmas funksiva (bu holda k = 0) uchun (b)" = 0,
f(x) = x {k = 1) funksiya uchun x* = 1 bo*ladi

S3-misol. f(x) =~ funksiyaning hosilasini toping

Yechish Argumentning tayinlangan * qiymatiga mos fimksiyvaning giymati
f(x) =-:- x ga Ax orttrma berb, funksivaning x + Ax nogtadags grymatioi
hisoblaymiz: f(x 4 Ax) = -.-7'; . Bu yerda umumiyliknl chek lamugun holda x > 0
va JAx| < x deb hisoblaymiz Funksiyaning ortirmasini hooblaymiz: Af (x) =

flx+4x)~flx) = = T Orttirmalar nisbatini yozib,
. s A[Lx) =2 > Ax ==l . s sus’ §

soddalashtirnmiz B et ™ = eone Bu nisbatning  limitini
: aree) S ==k

icbimmic i 4% = o () =~

Demuak, (i) = -

e

2. Hosilaga ega bo'lgan funksivaning weluksidigi, /(x) funksyaning
r, nuqgtadn hosilage ega bo'lishi bilan uning shu nugtada ueluksiz bo'lishi orasids
(piyidagh bog' lanish mavjod:

Sd-teorema Agar f(x) funksiya x, nugtada hosilaga ega bo'lsy, 4 holda
funksiya shu noglads ueluksiz bo'ladi.

Isbot 0 Faraz gilaylik, f(x) funksiya x nugtads hosilags ega bo'lsin. Demak,

!ln-[ Xo)

ushbu lim Fimit mavjud va f(xg) ga teng. Barcha x=a, nugtalarda ushbu

renglik o'rinli: f(x) ~ flxy) = 5'.)_:{2-' + {x = x¢). U holda ko' paytmaning limiti

hacpidagd teoremaga Ko'ra

m (7(x) = f(xg)) = lim (I_(_x:__l_(x_.,) (x - ro)) -
Ne¥y vy °
- b CG =L iy =20 = 120020

bo' lads. Bus esa f{x) funksivaning x, nugtada uzluksizligini bildiradi. ¢

Bu teocemaning teskarisi o‘rinll emas, ya'ni  funksiyaning nuqtada
urhiksizhgidan unimg shu nugitada hosilasi mavjudligh kelib chigavermaydi
Masalan, y = |x| funksiya x ning barcha qiymatlarida, xususan x = U nugtada
urluksiz, smmo x = 0 pugtada hosilagn cga emas, Bu funkssyaming x = 0 nuguadag:
arttirmasi Ay = |Ax]| bo'lib, undan

lim -l =1
Ao

Ay
lim =% =1,
.n‘-..ou

va f‘f nisbatning Ax-#0 dagi limitl mavjud emnsligi kelib chigadi, demak f{x) =
|x] funksiva x = 0 pugtada hosilags ega emas
3. Bir tomonli hosilalar.

S.5-ta'rif. Agar Ax— + 0 (Ax— ~ 0) da % nisbatning limiti

LAy [l A0~ flx)
Abex u!",b Ax

Ay [ (xg + Ax) - f(x,)
JEoK}.A}Eo Ax

i



maviud va chekli bo'lea, bu limit f(x) funksiyaning x, nugtadagi o'ng (chap)
hosilasi deb ataladi va 12 (x4) (f (xo)) kabi belgilanadi

Odatda funksiyaning o'ng va chap hosilalari bir tomenli hovitalar deb ataladi

Yuqoridagi misoldan, /(x) = |x] funksiyaning x = 0 nuqtadagi o'ng hosilasi
i gn, chup hosilasi « | ga tengligi kelib chigadi.

Funksiyaning hosilasi ta"rifi va bir tomonli hosils ta'riflardan hamda funksiya
limiti mavjudligining zarury va yetarli shartidan quysdagi teoremaning o'rinki
chanligi kelib chigadi;

S.6-teorema. Aviaylik, f(x) funksiys x, nuqtaning biror strofida uzloksiz
ho'lsin. U holda f(x) funksiya x, nogtads f*(x,) hosilaga cga bo'lishi wchun
fi(xo), [ (x5) lar mavjud va £2(xg) = f2(x,) tenglikning o*rinki bo*lishi zarur va
vetarhi bo' Indi
Isbot (5-7-masala).

3-§. Hosilaning geometrik va fizik ma'nolarl. Urinma va normal tenglamatar|

3.1 Hosilaning geometrik ma'nosi. Yugorida biz, agar ¥ = f(x) funksiva
gafigining My(xq: f(15)) nuquasida urinma o'thurish mumkin bo'lsa. u holda
urinmaning buchak Koeffitsienti kyrinmq = lim 3 ekanliginl ko'rsatgan edik.
Bundan hosilaning geometrék ma’nosi kelib chigadi:

¥ = f(x) funksiya grafigign abssissasi x = x, bo'lgan nugtasida o*tkazilgan
urinmaning  burchak koeffisienti hosilaning  shu nuqtadagi  glymatiga teng
Rurinme = [ (xg).

3.2. Hosiluning fizik ma'nosi, Hosila wshunchasiga olib keladigan ikkinchi
masalada harakat qoouni ¥ = 5(¢) funksiva bilan tavsiflanadigan to'g'ri chizig
bo'ylab harakatlanayotgan moddiy nuqtaning vaqt momentidagl oniy tezligi
Voniy = 41}'.'.'0 :‘-fehnligmo ko“rgan edik. Bundan hosilaning fizik (mexanik ) ma‘nosi
kelib chigadi.

5 = s(t) funksiyn bilan wvsiflanadigan 1w'g'ri chizigh harakutda ¢ vag
momentidagi harskat tezligining son qiymati hostlaga 1eng: Vonyy = 5(e)

Hosilaning mexanik ma'nosinl qisqacha quyidagicha ham aytish mumkin:
yo'ldan vaqt bo"yicha olingan hosila sezfikka teng.

Hosila tushunchasi nafagat w0'g'ri chizigli harakatning onfy tezligini, balki
boshqa jurayomlaming ham omy tezligini umiglashga imkon beruci. Masalun,
Avtayiik, ¥ = Q(T) jismni 7 temperaturaga qadar gizdirish uchun czatilayotgan
issiglik migdorining o' zgarishini tavsiflovehi fimksiya bo‘lsin. 1) holda jismning
taviglik sig ‘tmi issiqlik migdoridan femperatiia bo'yicha olingan hosilaga teng
bo* lads:

C=ﬂ= lnma-g

dT  ar=e AT

Umuman olganda, hosilani f{x) funksiya bilan tavsiflanadigan jurayon only
tezligining matematih modeli deb sytish mumkin,

33, Urinma va normal teaglamalarl. Aytaylik, y = f(x) funksiya x,
nuqtada bosilaga cga, M(x;, f(xo)) funksiya gfigiga tegishli nugta bo'lsin.
Funksiya grafigiga shu nugtada o"thazilgan urinma tenglamasing tuzay ik

Bu tenglamani y = kx + b ko'rinishda izlaymiz. lzlanayotgan to'g'n chizig
M(xq /(%)) nugtadan o'tishi ma'lum, shu sababli /(xy) = kxo + b renglik
o'rinli. Bundan b = £(x,) = kx, ekanligini topamiz. Demak. urinma tenglamasi
y = kx + [(xo) = kxgyokiy = [(x5) + k(¥ —xq) ko'rinishga ega bo'ladi. Agar
urinmaning k burchak koeffitsienti hosilaning x, nuqtadag giymatiga tengligsnd
¢'tiborga olsak, y = f(x) funksiya grafigiga M{xq, [(xp)) nugtasida o'thkazilgan
urinima tenglumasi quyidagicha bo'ladi:

y = flxe) + f (%)(x %) ()

y = f(x) funksiya grafigining M(xo; f(xe)) nuqtasidan o'tadigan va shu
nugladagi urinmaga perpendikulyar bo'lgan to'g'ri chiziq normal deyiladi.
Mo lumki, agar Ko, oume # 0 bo'lsa, urinma va noemalning burchak koefTitsientian




Knsemat * Karimma = —1 shast bilan bog' langan bo*ladi. Bundan y = f(x) funksiys
prafigiga M (xo: [ (xy)) nugtesida o' tkazilgan normal tenglamasini

y= [f(xq) — (x—xq) (2)

1
e
keltirih chigarish mumbin

S7-zob, Agnr Ky pioms ® 0 bo'lsa, 4 holda urinma tenglamasi y = f(xg)
normal tenglamast esa x = x; bo'ladi
S.8-misol, Abssissasi x = 1 bo'lgan nuqeada y = - giperbolaga o'tkazikgan

arinma va normal tenglamalarion tezing,
Yechish. By misolkda xo =1 f(xo) = 1. f/(x) ==~ . ['(1)=~1. Bu
X

qiymatiarni (1) formulagn qo'yib urinma tenglamasinl hosil gllamiz y = 1 = (x -
1).va'niy =2 - x,

(2) formubsdan foydalanib, normal tenglamasini yozamiz- v = 1 + (x = 1),
va'niy = x

S9misol. ¥y =x° pambolaning A(0;—4) nugtadan o'tuvchi  arinma
tenglamasini yozing

Yechish. Berilgan nugta y = x* parsbolaga regishli emasligi ko‘rinib turibdi
Aytaylik, & = x, nuqta urinish nugtasining obssissasi bo'ksin. U holda f(x,) = x,7,
[7(x) = 2x, ["(xg) = 2x;. (1) formuladan foydalansak

¥ = g5" + 2xy(x —x,)
ya'ni

¥y o= 2xox— x,° (3)
tenglamags ega bo'lamiz.

Shanga ko'ra winma (0; —4) nugtadan o'tishi kerak. (3) tenglamada x va y
o‘miga 0 va =4 giymatlarini qo'yib x, ga nisbatan <4 = —x,* tenglamaga ega
bo'lamiz. Bundan x;, = 2, x; = —2 bo'lishini topamiz

Agar x, = 2 bo'lsa, u holda urinma tenglamasi y = 43 — 4, agar xo = =2
bo'lsa, ¥ = =4x — 4 bo'ladi

Mhisisdary qitih, ko' matilgan shartn quooatlantiravehi ikkita y = 4y — 4, y =

5 A ismn tenglamasing hosil gildik

Mashqg va masalalar

o rifdan loydalanib, quyidagl fanksiyalaming hosilalarini toping (1-4)

Mly= -4 2y =¢e*

{
Afe1

by =50 =2t 47 S ) =

Hostinning ta'rifidan foydalanid /" (xg) ni 1oping (5-6)

08 f(x) = 4x* = 3x + 8,5 = |

o [(x) = cosdx,xg = ()

£.7. 5 b-1reoremani isbotlang

S8y = [(x) funksiviming 1, nugtadags hoatlasini toping:

Wy=(x+2Mx+2Hx+3x+D(x+5), xo=-3;

by = (1 +ax®)(1+bx"), xy=1.

|x|® sin (i) agar x # 0
0, agarx =10

84 @ ning qandiy qiymatlarida y = { " funksiva

i) olukaiz bo'tndi; b) hosilaga ega bo'ladi; ¢) uzluksiz hosilagn ega bo*ladi.
5+ 10, Quyidagl funksiyalami differensiallangvehanlikka tekshiring

ay = xlx|; by = |sinxi;

' {x‘. agar x <0, &y x', agar x € Q,
< = 1 ’ =

¥ e, agar x>0 0, ngar x €/,

S0, Agar x = x, nogtada chekli bir tomonil hosilalar mavyud, lekin
1i0x,) # [1(xy) bo'lsa, u holda funksiyaning grafigi qanday bo'ladi? Bu holda
(vo [ (x)) nugta grafikniog vinish sugias deyiladi

5412 [ funksiyaning sbssissasi X, npuqtadagi urinmasi va  normali
tenglamalaring nezing:

W) mx*=3r+2.x,=1 Of(X)mx’=x~-1x=~1

S-13. Usby (=2;11) nugtadan o'tuvchi va y = x¥ — 4x funksiyaning
grofighga urinadigan barcha to°g*ri chiziglarni toping.

(R




S-14, Benlgan funksiyalaming grafiklarign umomiy bo'lgan urinmani toping:

vy=x'4+rvay=x*-3x By=xi+xvay=x* - 4x;

Y Ay

S-15. Ba'zi nugtalarda lim ==
a0l

Ax

hollarda shy nugealarda funksiva cheksez hosilagn ega yoki funksiyaning hosilast

cheksizga teng deyiladi

a) Ushbu y = Vx funksiyaning r = 0 nuqtada hosilasi mavjudmi?

b) Shu funksiyaning grafiginl chizing, uning abssissasi x =0 bo'lgan
nuguasidugl urinmas: mavijudmi?

S«16. Cheksix bosila uchun ham bir tomoali cheksiz bosila tushunchaskni
qarash mumkin. Berilgun x, nugiasda [ (x,) = 4o, fl(x,) = = [l {x,) = —on,
f1{xg) = 4+ bo'lishi ham mumkin

y = VX funksiyaning x = 0 nuqtadagi bir tomonli hositalarini mavjudmi?

ST Ayuybk, y = f(x) funksiya x = o nugtada udhuksiz va f'(x,) =
+o (=) bo'lsin. U holda funksiya grafigi abisissasi x = x, nuqtada uninmasi
maviudmi? Maviud bo'lsa, uni xxematik rafishda chizing.

5-18. Ayaylik, y = f(x) funksiyva x = x, nugtada uzluksiz, [)(x,) =
+o va fI{xy) = =@ bo'lsin. U hokda funksiyn grafigining nbssissusi x = 2,
nugtada strofidags holati hagida nima aytish mumkin? Uni sxemotik rafishda
chizing.

5419, Urinmalar yordamida ikki egri chizig orasidagl burchak tushunchasi
ta'riflanadi. IKKi egri chiziq orasidagl burchak deb ulaming kesishish nogtasida shu
chiziglarga o' tkazilgan urinmalari orasidagi burchakka aytiladi

u) IkKi egri chizig orasidagi burchakni wpish formulzsini keltind chigaring

b) y = 2 parabolava y = %gipctbolnlu orasidagi burchakai toping.

4-8. Hosilani hisoblash qoidalari

u(r) va v(x) funksiyalar (a, &) intervalda aniglangan bo'lsin,
L. Yig'indining hosilasi.

+20 {2} ga teag bo'lishi mumkin. Bunday'

AR euiema  Apat i(x) va v(x) funksiyalaming x € (a.0) nuqtada
lwo s il by’ b, 0 hokda [ (2) = ulx) 4 vix) funksiyaning ham x nuqgtads

|m vl va

['(x) = w'(x) + v(x) ()
| T T
Bl O ey = ulx) + p{x) bo'lsin, u holdn 8y = fix+ax)- flx) =
Bals 4 Ax) 4 elx + A0)) = (u(x) + v(x)) = (ulx + Ax) —u(x)) + (vlx +
B0 wle)) = Au 4 Av bo'ladi

Al e dw

Av As . &v ' ’
8 = lim = + lim — = u'{x) + ¥(x)
..:”... "M \l: '.'n A Ar<DAx  Asxwoflx )

Shancday qilib, (1) tenglik o'rindi chan. ¢

A bamisol, y = &7+ 1/x funksiyaning hosilasini toping.
Voohish, v = (x® + 1/5) = () + (1/x)' = 2x = 1/x* Demak, y' =

Mutemnatik indukstya metodidan foydalanib, quyidagi natijani isbotlash

ko

S 2natie. Agar  ug(x), uylx), ... uy(x) funksiyalaming x nugtada
Millen  mavind  boclsa, u holda  f(x) = u,(x}+ U (x)4 .4 Uy (x)

ik alyaning ham x pugtada hosilasi mavjud va quyidagi formula o' neli bo'ladi

00w (u(x)+ uglx) 4+ u,.(x)). =u, () + wy'(x) 4+ +u,'(x).
2 o' paytmaning hosilast
%1 M-tearema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar x € (a,b) nugtada bosilaga
sin bo' laa, w holda uleming [ (x) = u(x) v(x) ko' paytmasi ham x € (a, b) nugtads

Ionilnga ogn va

f'(x) = w'(x)w(x) +ulx) v'(x) (2)
gtk o' rinki bo* s
Isbot. 0 f(x) = u(x)v(x) bo'lsin, u holds Ay = [(x + Ax) = flx) =

= 14+ A
Wiy + Av)vlx + Ax) =~ u(x)w{x) = ulx + &x) =u(x = (ulx) +

pix + Ax) = v(x) + Av

M) + Av) = ul(x)-v(x) = Aup(x) + Avul(x) + Audv, Funksiva
Rk




ontimmasinutg  arpunent  ontinnasiga nisbatini - soddalashtirih,  limitga e
funksiyalar ustida arifmetik amallar va hosilasi mavjud funksiyaning uzluksizlgidan

B Sl Ushb f(x) = i’: funksiyaning hosilasini toping.

¢
ine7

Varhioh, £100) = () =

(A4 7Y (Sx=4)~(Aae TH52-4)" _

Ay da . A = =43
fovdalansak _hm . (hm —)-v(r) + ( lim —-'-)-u(.r] + lim fa lim Av® ) (55—4)
Ax—gArx Ay @ Ax/ Ay« Az Ax -0 AN Ar—D w TRy . 42

v ommeeees, Demak, ['(X) = =,

e 4 (Sr-4) (Ga-a )t

wW{x)elx) + ulx)v'(x) +u'(x) A!iﬂ.ludl' = wlx)vlx) +ulx)v'(x) bo'ladi &

S.14-natija. Quyidagi (Cu(x))" = Co(x) formuls o' tinki
54 Murakkab funkstyaning hosilasi. Teskari funkstyaning hasilasi

Isbat. 0 5.1 3-teoremaga ko'ra, (Culx))' = Cu(x) + Co'(x). Ammo ' = 0,
demak (Culx))' = Ca'(x) ¢

S.AS-nutha, Agar uy (x), uz(x),..., u,(x) funksiyalar x nogtada hosilags ega
bo'lsa, u holda ularning ko‘paytmasi f{x) = u, (x)-uy(x)- ... -u,(x) ham x nuqtads

A1 Murakkaly funksiyaning hosilasi. Avtaylik, u = @(x) funksiya
1 b1 Whersalda, y = f(u) funksiya esa (¢; d) da aniqlungan bo'lib, bu funksiyalar
srduiids ¥ = f(@(x)) murakkab funksiya tuzilgan bo'lsin (bunda, albatia, x €

hosikaga ega va quyidagl formula o rinli bo' ladi L ) e = pix) € (e, d) bo'lishi talab gilinadi)

£1(x) = (uy(x) u;(:)-...~u.,(x))' = W () Uz () .. (x) + A I teorema, Agar u = @(x) funksiya x € (a, b) nugtada hosilaga ega, y =
uy () oy " () o () + 4 g G g () Loy, () Fin) fadoiye osa u = @(r) nugtadas hosilaga cga bo'lsa, u holda y = f(g@(x))

Ishat (5-19-masala). sk hah funksiva x noglada hosilnga ega va

3. Bo'linmaning hosilas). (Flp(x))) = [(W)¢'(x) (1

S.16-teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar x € (@ b) nugtads hosilugs ariile o' rinli bo'ladi.
ega, ¥{x) = 0 bo'lsa, u bolda ulsrning f(x) = u(x)/v(x) bo'linmasi x € (a,b) Iabot. O u = @(x) funksive x nogiada hosilaga ega bo'lgankigs uchun uning X
nugtadda hosilagn ega va Misptadagt orttiemasing

f(x) = ~L'vf{:::7«“n;ﬂ M Au = ¢'(x)Ax + alx (2)

W inishda yozish mumkin, bu verda Ax -0 da a0,

Shunga o' xshash, ¥ = f(u) funksiyaning u nugtadag orttirmasind

fabot. 0 /(x) = L0 bo'lsa, ubolda Ay = f(x +Ax)— f() = T - Ay = ['(W)du + Sbu (3)

formula o rinhi bo'ladi

:!2 . Swviei=dvulx)
wix) (lx)edw)oin)

(i—: vix) = ulx) :—:)

&y _ dwvis)~dvuly)
il G

2= - ko' rinishda yozish mumkin, bunda Su-#0 da 0.
Ay [elx)edvywia)ns

So'ngi (3) tenglikdags Au o' miga uning (2) senglik bilan aniqlungan ifodasini
Qo ysmiz. Natijada Ay = ["(u)(p'(x)ax + adx) + Bl (x)Arx + alx) =

Nishatni quyidagicha yozib olamiz:

!
Pl pewlia e

Ax—0 da limiyga oamiz, limitgs cga

funksiy ' . - y = p

unksiynluming xossaluri va | 3-teorema isbotidagl kabi “l‘llllodl =) tenglikdan £’ (0ax + (f(wea + @' (x)f + af)ax tenglikka cga bo'lamiz.

foydalansak, fim 2 = fim (S eG) ~u(ni) o———= Agar Ax-#0 bo'lsa, (2) tenglikdan a0 va Au-+0 bo'lishi, agar Au-#)
AznAs Sz \Ax Av/ w'x)ewlalhv

boor' s, u holda () tenglikdan f -2 ckanligi kelib chiqadi. Bulardan esa Ax-#0 da
(W) 4 @' (xX)f + aff cheksiz kichik funksiya ekanligi kelib chigadi, wni ¥ bilan

U el ~ulnyevix)

T natijaga erishamiz, ya'ni (3) formula o' rinli ckan, ¢

belgilaymez.




adl, chunki ¥ = [(x) funksiyaning uzluksizligl uning hostlags s

Shundsy qilib, Ay = f7( ) _
y = [(w)e' (x)ax + yAx tenglik o'rinli. Bundas % > Wajaril
8] kesmada y = f(x) funksiyagn

hanligidan kelib chigedi. Shunday wilib, |a

P y/ 4 Ay 2
Faex)+y v lim o = F()g'(x) o'rinli ckanligi kellb chigedi. Bu e 'S
£ (1)@ (x) ckanligini isbotlaydi + sishatan teskari bo'lgan x = p(y) funksiys mavjud bo'ladi.
S1%misol y = (#2-2 ‘ ' [eskari funksiya argumenti y gt Ay = () orttinma beramiz, U bolda x = @(¥)
Ly (t x) r“"k")'lmng hostlasini topin ) : "
X funksiya biror Ax = ey 4+ 8y) = ¢(y) baurma oladi va teskari funksiyaming
30 ekaniigi kehb chigqad!

monotonligidan Ax » 0. uzbuksizligidan esa Ay —0 da bx
) funksiyaning hosilasini topamiz Y ugor

Endi x = ply
. o2 i A_.l = 1 1 =
¢'tiborga otsak, hosilaning ta rifiga ko'm }:_n_au o m - o demak x,

Yechish, Bu yerda y = o* u = (»* : p
4 u=(x*=2) Demak, 3 = (" (=2} =
3 ida aytilganlarmi

-W'(!x-.—a‘) = B(X' -%)'(_K_L

'

du
quyidngi qoida tarzida ifodalaydi:

Amalds (1) tngliknl =28 ki v J
4 dx prye yoki yx' = youh  ko'rinishda M
: o' (y)=1/1(x) formula o' rinli ckan. &

'\ | | ; . ol b -
‘mb I 5 20-corema [ (x) funksiys kamayuvchi bo'lganda hatn o'rinki (5-72
o'zgaruvchi bo'yicha olingan hosila va omaliq o zgaruvchidan erkli o' zgans ;

% (N )
bo'yicha olingan hosilalar ko' paytmasiga teng "~

masala)
Demak, teskari funksiya hasilasini hisoblash qoidas

Bu qoidani quykiagicha in qili =5
i " ' gu' talgin qilish mumkin: agar berilgan nuqgtada ¥ L i
zearuvehl o ga nishatan ¥, " marta tez, u esa x ba . '
= Qe niabatan 4. marts tez O Zgaesa formala bilkn |fmhlﬂnldl
u . ohal . '
y o'zgaruvchi X ga nisbatan ¥, 'u; marts tez o' zgarad), ya'nl vy =y, 'ul
v ‘ : " L
r ugoridagi qoida uchita, umuman chelli sondagi bosilaga ega bo'lgan
unksiyalar kompozitsiyasi uc Ti
pozitsiyasi uchun ham o'rindl. Masalan, agar y = f(u). u = p(2) o £ (x > 0) daraj li funksly
. py= PSR S
(145 -1 g e

6-§. Asosly elementar funksiyvalarning hostlalari
aning hosilasl. Buo funksiyaning

¢ = hix) bo'lsa, u holda y; = y,'u; ¢} tenglik o'rinli bo*ladi
5.2, Teskari funksiyaning hosilasd

nogtadagi orturmass Ay = (x + Ax)* = x*

S.20-tearems, Agar y = f(x) fi :
ks H cesmada .

(a; b) intervalning har bi (%) fanksiyn {2 0) & monoton o' suychi, _ (I*if) -1 : 2 (eed~1 _ o ghuni e | Ay _
d ing ir nuqtasida noldan fargli ¥ = f(x) hosilags ega bo'lsa, X —--J_g_—‘ bo' lndi. Ma'lumkd, ll.nlo S uning ue lim L=
holda bu funksiyaga teskari bo' _ " 2
03 » 2'lgan x = @(y) funksiya (f(a); F(h) intervalda =1 (u%)"-’ o e Ak adag hosilasi

g va istiyorly y € (f(@): /(b)) uchun wning hosilesi 1/f° L x*70 A ) = px Bu upksiyaning X nug ilasi
bo'ladi (x) gn teny e

mavipdvay' = ux*" bo'ladi.

Demak, (x*)' = px*~* formula o*rinil.
oblash formulasini fovdalangan holds,

idagi formulani yorish

Isbot. 0 Aytaylik, y = f(x) funksiya [a;b] kesmada o'suvchi, (aib
intervakla ¥ = ['(x) hosilaga ega va ixtivorly x € (a,b) uchun f'(x) # o.bo:;h:
Quyidayi belgrlashlami kiritamiz: f(a) =« f(b) = #. Uholda y = f{x) funksi
wehun teskari funksiyaning mavjudligi va wzluksizligi hagidagi teorema shm:

Murakkab funksiyaning hosilasini his
(u(x))* ko'rinishdagi murakkab funksiva uchus quy

mumkin:

1%




)y u(ut)) ™" v (x)

Masalan, y = (x* + 1)" funksiyaning hosilasini topish talab qilinsin. B

misolda u(x) = (x* + 1). u = 3. Demak, yuqaridagi formulags ko'ra
Y =30+ 10707 4 1) = 3((x* 4 1) 2x = 6x(x? +1)?
62 Ko'rsatkichli  funksiyaning hosilasi. y = a* (a>0,a9 1

ko'rsatkichli funksiya uchun Ay = a**% — 4% = 4" (¢* ~ 1) va L Sl
As o

N .Ll_l - - A
Ma'lumki, k_n_n.n — Ina. Shuning uchun {:m. ‘:: - !‘,,,, i s 1

“'Inz mavjud. Demak (@*) = a*ina, xususan, @*}' = e* formulalar o'rinli ckan

Ko'rinib ribdiki, y = ¢* funksiya ajoyib xossaga ega: using hosilasi o zigs
teng ekun

a*““lfa>0,0#=1) funksiya wchun quyilagi formulalarming o' rinli
bo' lshini ko' rish qiyin emas (@) = 2* . ' (x) + Ina
Masalan, (3%°7) = 39 (51 ~3) - In3 = 5393 In3

63y = log.x(a>0aw 1,x>0) logarifmik funksivaning hosilasi,
Bua funksiyn x = a” funksivaga nisbatan teskari funksiva bo'lgani uchun teskard

funksiyaning hosilasini topish qoidasiga ko'ra y) =5 = -1 =1
*y

L
arina sina’” yom

p 1 '
(Jog, x)' = — Xususan, (Inx)' = ;' formula o'rinki.

log, u(x) lunksiya uchun quyidagi formua o*rinli: (loge u(x)) = i)

uirpina
6.4, Trigonometrik funksiyalarning hosilalari,
1) y = sinx fuoksiyaning bosilasi. Funksiyaning x nugtadagi ontirmasini
sinuslar ayirmasi formulasidan foydalanib topamiz:
Ay = sin(x + Ax) - sinx = Zsmefcos (.r + E)
2 2/
ll'l'b‘—.

Funksiya orttirmasinin ment o iga nisbati % =
g argu irmasiga nishati = -—?m(r '

Ax N { + 2
::) g1 teng. Bu renglikda birinchi ajoytb limit va cosx funksiyaning axhaksizligini

"wn Ay
g olgan holda lmitga o'wsak, lim Yo lim = i cos(x + -—) =
-0 Az = Ar-+d P |

poan e bl

Demad, (xinx)' = cosx formuls o'rinkl

11y~ vosx funksiyaning hosilasi, Bu funksiyaning hosilasini topish uchun
Sds = winix 4 7/2) oyniymt va murakkab funksiyaning hosilasini  topish
Wbsaidan foydalanamiz, U halda
i) » (einix + 2/2)) = cos(x + of2) (x + a/2) = cos(x + m/2)1 =
e 4 a/2)

(kx4 /1) = —sinx ayniyatni e'tiborga olsak, quyidag: formulalaming
o bl ehomligh kelib chigadi: (cosx)' = —sinx

Iy = tgx va y = ctgx funksiyalarning hosilatari. Bu funkyiyalarning
ho ke ind topiah uchun bo'linmaning hositasini topish qoidasidan foydalanamiz:

yinx )' cur’ wosin's 1

(tgx) = (

\srey cor's reniz

suddi shungs o' xshash (ctgx)' = = "—:,: fornwulani ham keltirib chiganish

witnkin Buni mashq sifatida o' quvchilarga qoldsramiz.

[ tigonometrik funksiyalaming argumentian x erkhi o'zgaruvehining uw(x)
funksivast bo'lsa, u bolda murakkab funksiyaning hosilasi hagidags teocemaga ko‘ra
iy gt formulalar o'rindi bo'ladi:

(stnn)’ = w'cosu, (cosu)’ = —u'sinu,

¢

’ ' '
(tgu)’ = —== (ctgu)’ = = —

65 Teskari trigonometrik Tunksiyalnrming hosilalari,  Teskan
funksivaning hosilasi hagidagi teoremudan (5.20-teorema) foydalunib, y = arssinx
(«1 < 1< 1) funksiyaning hosilasini topaylik

Bu funksiyaga teskari bo'lgan x = siny funksiya ['":'H da monoton
o'wvehi va (-—}-’;) intervalda bosilaga ega, hamda bu intervalning har bir

nugtasida hosila noldan fargli: x), = cosy # (. Shuning uchun y; = 2 = Endi

’
¥y casy
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(_g;?) intervalds cosy > 0 wva bunda cosy = vy1 —sinixy formuln o'rinl

L)

bo* Igantigi uchun y] = —— = bo' ladi.

Demak, (arcsing)’ = ‘—'i_'—, {=1 < x < 1) formula o'rinli.

Endi y = arccosx (=1 S x S 1) funksiysning hosilasl uchun formuls
keltirib chiqaramiz. Bu funksiyaga teskan bo‘lgan x = cosy funksiya [0, ] da
monoton kamayuvchi, (0;7) da bosilags egn bo'lib, bu intervalning har bir
nugtasida noldan fargli xy, = ~siny hosilagn ega. Demak, teskani funksivaning
hosilasi hagidagi teorema shartlari o'rinli. Shu sababli 5-§ dagi (4) ga ko't X, =

s i 1 1 0
T A —-;-!—7 hamn o'rinli bo'ladi. (Bu yerda

tiny vi-x
(0; x) da siny = V1 ~ cos?x ckanligidan foydalandii )
Shunday qilib, (arceosx)' = - -"-‘-—;- (—1 < x < 1) formula o'rinli ckan
vi=x*

Ma'lumki, y =arctgx funksiyaning giymatlar  to'plami (—:;1)

22
intervaldan iborat. Shu intervalda unga teskari bo*lgan x = tgy funksiya mavjud va

bu funksiyaning hosilssl x| = ‘—u:—- poldan fargli. Teskari funksiyaning hosilasi

iz
hagidags teoremadan foydabnsak,
1 1 1 1
! = = costy = =
e Tty Y Trgy 14
bo lacls.
Demak, quyidagl formuln o'rinli
(arctgx)' = ~ :

I+

Xuddi yugordagi kabi y- arcetgr funksiya uchun

(arcetygx)' = — L

-

I+ x°

formulaning o'rinli ekanligini ko*rsatish mumkin,

[ kit wigonometrih funksivalaming argumentlari x erkli o'zguruvchining
Std Bk ntymsd b Lsn, u holds murakkab funksivaning hosilasi hogidagi teoremadan
Wiy sigl formudalar kelid chigadi:

(%) ~ wix)
(MR (X)) = i (ATCCOSU(X))' = =~y
WI=wix) vi=w'fx)
(aretgu(x)) = - L 5.2, i (arcetgu(x)) =— 'u"‘:"'!’ .
Il+u’fx) leuw'fx)

Mashq va masalalar

120, Matemmatik induksiya prinsipidan fovdakanib, 5.12-auijani isbotlang

$.21 Chekli  sondagi  differensialiapuvehi  funksiyalar  chizigh
Lombinatsivasining hosilast hosilataming svinan shunday chizighi kombinatsiyasigs
g, va'nl agar f(x) = ¢ 1, (x) + Gua(x)+...+ g (x) bo'lsa, u holda f'(x) =
Gulix) 4 cpus(x)e. ..+ iy (x). Isbotlang.

§-22. 5.1 S-natijani ishotlang

.23, Ikki funksiva yig'indist, ayirmasl, ko'paytmasi va nishatidan tborat
bt hgasr fumksiyaning hosilaga ega bolishidan ha funksiyalarming har biri hosilsga
epn bo'lishl har doims kelib chigevermaydi. Shu fikelami asoslovehi misollar
heltinng

§.24, x, puqada hosilaga ega bo'lgan f(g(x)) murnkkab funksiyaga misol
heltiringki:

) ' (9(xg)) mavjud, g(xy) mavjud bo' imasin;

b) £ (g(x,)) mavjud emas, g(x;) mavjud bo'lsin;

¢) [*(9(xs)) mavjud emas, g(xy) mavjud emas

£.25. Quyidagi tasdiglami isbotlang yoki inkor qiling:

a) differensiallanuvchi funksiyaning hosilasi juft bo'lishi uchun
funksivaning toq bo*lisht yetarli;

b) differensinllanuvehi funksiyaning hosilasi juft bo*lishi uchun
funksiyaning tog bo'lishi zarur;




¢) differensiallanuvchi funksiyaning hosilasi tog bo*lishi uchun
funksiyaning juft ho'lishi yetarls;

) differensiallanuvehi funksiyaning hosilasi toq bo*fishi uchus funksi
yuft bo'lishi zanur.

Funkstyaluming hosilalarini toping (26-44)

5-16y=5ﬁ+g-{? 527, y = 102 =2 4 3%

528 y = 2ctgx — 3sinx $-20 y = arctgxr + 7 0¥

(x* = 1)(x' +x)

S0y = 19" - Barcsinx 3l y
5.32 @pla) = 3arcsing — 4arccosa + 14Va

533 () = lT"- S3y = 3sinfx—lgx + 3costy

- AN ] e'eins
37y =(3) — 4 $-38y = S
S39 yw (x4 1)(x 4+ 2)(x + 3)
40y = (= 1)(x* =3)(x* -5)

_wi-ae2 corcst g
S0, f(x) ot T $4ly = pr e

S-43y = Vx(x* + Vx = 2) S4d y = :—::-- Vrinx*

Berilgan funkslyaning x, nugtadagi hosilasini toping {45-48):

S48 f(x) = S xy = L.
$A46.f(x) = 4x + 6Vx,z, = 8

SATf(x) =x* 4 3sinx —mx,xg =3,

SA8./(x) = "' (4x =5), 1o = In2.
Funksiyaning hosilasini toping (49-77):

549, y = 10¥°+t 5.50. y = tgéx
s.51 y m‘g 552 y = In(5x* - x)

S8y =cos'r—sin'‘xs My = V4-Tx7

5-55.y = Y1 4 ctg 10x

557 x = In*sin3t

5.56. y = (sin3x = cos3x)?
558 f(h) = arctg VA

N -2 inx
b e Y =N
)y = L 562 y = shiin(ty2x))

et

W y - LATCSINE +‘Jl — 5‘64 ,V= 3ltnl:xolunu

Sy m e e - ": 66y = arcsinyl —x?
res
MYy a2E 5-68 y = 50/egn)
40y ’ln'—'—: 70, v = In(e* + 1) - 2arctge*
" as
' 1@ tasincor’ iz
iy = e SRy =
{x-mu _drsigs =
Ay n \‘-::; 374 1(x) = 3 TPy

Vet !
88 J(x) = —T—+urag;

P
! R LA e e
800 y = Maresin—— — =y

intx*s ) i-x 1 *
— - qretg =
3 Wefen) W1 g Vi

LN S 20-coremani [(x) funksiya kamayuvchi bo'lganda isbotiang

v

%4, Logarifmik hosila. Daraja-ko' raatkichli funksiyaning hosilasi

1.1, Logarifmik hosila. Faraz gilaylik, y = f(x) funksiya (a; b) intervalda
A iallanuvehi va F{x) > 0 bo'lin. U bolda shu intervalda iny = Inf(x)
Bk slya aniglangan bo'ladl. Bu funksiyani x argumentning murakkab funksiyasi
siitlds qurab, x nuqgtadagi hosilasinl hisoblash mumkin bo'lgan x4 nuqtada f{x)
Nikaiyuning hosilasini topish kerak bo'lsin, Murakkab funksiyaning hosilasini
gk qoidasidan foydalanamiz: (Iny)’ = %' = (Inf (x))', bundan

y = ylinf(x)y (1

Hilaga cga bo'lamies.

8.21-ta'rif. Funksiye logarifmidan olingan hosilaga lagarifmik  bosila
deylbadl

14)




Bimechtn funksiyalor ko paytmasining hosilasini topishda (1) formuladan
foydalanish hisoblashlami birmuncha soddalashtirishga imkon beradi. Haqigatan
ham, ¥ = uy - Uy * .. * 4, funksiya (bu yerda har bir uy, { = T n funksiva bosilaga
egn va ixtivoriy x € D(f) da u; > 0) berilgan bo'lsin. Bu funksivani logarifinlab,
Iny = inu, + lnu; +,,,. +inu,, bundan esa

E’ - :—'i + %"l R = ?;i‘ tenglikni hosil gilamiz. So'ngi 1englikning ikkala

tomonin v ga ko' paytirib quysiagigs cga bo'lamiz
| PR SRT TPRDY -+ U RN
) A TP TR T (.'.0-;-‘*4 ¢-:f

{z+1)* .
S§.22-misol, y = PP ey funksryaning hosilasini toping

Yechish. Berilgan funksivani logariflaymiz:
fny = 2n(x 4+ 1) = 3in{x + 2) = Hn(x 4 3), Bu tenglikdan hosila olib,
ushbu tenglikka ega bo'lamiz

y_2 3 ‘

y 41 43 e

Bundan

y = (et} ( 2 -3 _‘_) __xen)(sxfer4e43)
(rea)(ze3)* \xe1 o2 ze3/ Gre2)*(xs3)%

2. Darajs-ko‘rsatkichll funksiysning hosilasi. Aytaylik, ¥ = (ufx))""
u(x) > 0) ko'rinishdogi daraja-ko'rsatkichli  funksiyn berilgan va  u(x),
v(x) funksiyalar x ning qaralayotgan giymatlarida differensiallanuvehi bo'lsin, Bu
funksiyaning hosilasini hisoblash uchun (1) formulani go'Haymiz U bholda (1)
formulaga ko'ra

y' = o)™ dn{u(x)* @) = w0 (wx) - nulx)) = ulx)*e .

(v'(x)inu(x) + v(x) ﬂx—-’) bo' ladi, Bundan (u(x)"*y =

Nix)
wle )" nu(x)v'(x) + wlx)ule)* =Ly’ (x) formola kelib chiqadi,
Shunday  gilib, daraje-ko'rsatkichli  funksiyaning  hosilasi  ikkits
qo'shiluvchidan iborat: ugar u{x)™* ko‘rsatkichli funksiva deb quralsa birinchi

qo’ shihsvchi, agar u(x)**' darajali funksiya deb quralsa ikkinchi go'shiluvchi hosil
bo'lndi,

5.23-misol. y = x*~" funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. (1) formulani qo*llaymiz.

y =y (™) = 7 ((x - 1)inx) = *Lllnx + 1~ i).

5-8. Yuqori tartibhi hosilaler

8.1, Yuqori tartibli hosila tushunchasi. Faraz qilaylik, biror (o b) da
hosilaga ega f(x) funksiya aniglangan bo'lsin, Ravshanki, f'(x) hosila (o, b) da
aniglangan funksiya bo'ladi. Demak, hosil bo'lgan funksiyaning hosilasi, ya'ni
hosilaning hosilasi hagida gapirish mumkin. Agar ['(x) funksiyaning hosilasi
mavjud bo‘lsa, uni f(x) funksiyaning kkinchs tartibli hosilasi deyiladi va ”

[(x), :-:{. -‘—‘—:—:' simvollaming birt bilan belgilanadi. Shunday gilib, w'rif

bo'yicha y"(x) = (') ckan
Shungs o"xshash, agar ikkinchi 1aribli hosilaning hosilasi mavjud bolsa, u

uchinchi tartibli hosila deyiladi va y", " (x), 22, L% kbi belgilanadi

LT
Demak, ta'rif bo'yicha y'"* = (¥")".

Berilgan funksiyaning to'rtinchi va hk. nibdag: hosilalan xuddi shunga
o'sxshash aniglanadi. Umuman f(x) funksiyaning (n — I)-tartibli i Yx)
hosilesining hosilasigs uning m-tartibli hosilasi deyiladi va y™. [™(x),
€ L) Gimyollamiog biri bilan belgilanadi. Demak, ta'rif bo'yicha m-tastibli
hosila Y™ = (y™=7)' rekkurent (qaytma) formula bilan hisoblanar ekan

S.24-misol. y = x* funksiya berilgan. y"'(2) ni hisoblang.

Yechish. ' = 42, ' = 120%, " = 24x, demak y'"(2) = 24x -2 = 48

Yugorida sytilganlardan, funksiyaning yuqor tartibli, masalan, mtartibly
hosilalarin topish uchun uning barcha oldingi turtibli hositalarini topish zanarligi




kelib chigadi. Ammo ayrim funksiyalarming yugori tartibli hosilalari uchun umismiy
qonuniyatni topish va undan foydalanib foemula keltirib chigarish mumkin.

Misol tarigusids ba'si bir elementar funksiyalaming s-tartibl hosilalarin
topamiz

1) y=x¥ (x> 0,ueR) funksiya uchun ¥ ni twopamiz Buning ochun
uning hosilalarini ketma-ket hisoblaymiz: y*' = 4™ = Ly" = u(u = Dx*2, .

Bundan

()™ = ol = 1) = 2)... (= n 4 D)= (1)

deb induktiv farez gilish mumkinligi kelib chigadi Bu formulaning n = 1 uchun
o'rinliligh yogorida ko'rsatilgan. Endi (1) formula n = & da o'rinli, ya'ni

™ = gl = 1) =k 4+ 1) bo'lsin deb, uning 1t = k + 1 da o'rinli
ho' Fishinl Ko'rsatamiz,

Ta'rifgs ko' y** Y = (') Shuming uchun

’uon = (y(l)) = (ks = Do.(u=k+ ”ru—o)' e
= pufpe = 1) =R+ 1) (= k)e=*=!

bo'lishi kelih chigadi. Bu esa (1) formulaning n = & + 1 da ham o'rinfi ho'lishini
bildiradi. Demak, matematik induksiya usuliga ko'ra (1) formula ixtiyoriy n € N
uchim o rinli.

(13 dapr = =1 bo'lsin, U hold y = = funksiyaning ssartibli hosilasi

G)m = (~1)(=2) o (=m)xtm = 20

xll-l
formula bilan 1opiladi.
2) y=Inx(x>0) funksiysning n-tartibli bosilasini topamiz. Bu
funkxiyainag birinchi tartibli hosilasi ' = bo‘lishidan hamda (2) formuladan
foydalansak,

y®) = (y")o-1 = G)“‘“” = =tin-t) 1
formuln kelib chigadi.

3) y=sinx bo'lsin. Ma'lumki, bu funksiya wchun ¥ = cosx, Biz umi
quyldags
Y’ = cosx = sin(x +3)
ko'rinishda  yozib olamiz So'ogm y = sinx funksiyaning keyingi tartibli
hosilalarini hisoblaymiz.

" = (cosx)’ = —sin (x +2 ;)
y'" = (—ginx)" = coxx = sin (l +3 ';)o

Y™ = (=cosx)’' = sinx = (x +4 %)

Bu fodalardan esa y = sinx funksivainng s-uantibli hosilasi uchun
y"":.\'(nx=(x+n-';r) 4)

formula kelib chiqadi, Uning 1o'g'riligi yana mutematik induksiva usuli bilan
isbotlanadi.

Xuddi shunga o xshash

(cosx)™ = cosx = (x +n '-_'-) {5)

ckanligini ko'rsatish mumkin.

Masutlun,

n 3n
(119) ‘- = —
(cosx) cos(x + 115 2) coy (x + 3 ) = sinx

8.2, Ikkinch) tartibll hostlaning mexanik ma'nosi, Ikkinchi trtibli bosils
sodda mexanik ma'noga ega. Aytaylik, moddiy nugtaning harmkat qonuni 5 = s(t)
funksiva bilan aniglangan bo'lsin, U holda uning birinchi tartibli hosilusi p(t) =
£'(¢) bamkut tezligini ifodalashi bizga ma'lum. Ikkinchi tartibli @ = #'(¢) =
5"(t) hosila esa harakat tezligining o'zgarish tezligi, ya'ni harnkat tezlanishin
ifodalaydi.

S25misol. Moddiy nugta 5 = 5¢% + 31 4 12 (s metrlarda, ¢ sekundlarda
berilgan) gooun bo*yicha to'g'ri chizigli hurakat gilmogda. Uning o' zgarmas kuch
ta'sirida harakat gilishini ko'rsating.

W




Yechish, 8" = (5¢* +3t+ 12) = 10t + 3, s = (10¢ + 3)' = 10, bundas Wi bo'ledigan A va B kocffitsientlamni izlaymiz. By koeffitsicothami

a = 10m/s* bo'lib, harakat tezianishi o'zgarmas ckan. Nyuton qoouni bo'yiche
kuch tezlanishga proporsional. Demak, kuch ham o' zgarmas ekan

8.3, Yugor) tartibll bosilaning xossalard, Leybnits formulasi.

S.26-xassa. Agar u(x) va v(x) funksiyalar a-tartibli hosilalargn ega bo'lsa o

holda bu ikki funksiys yig'indisining » -tartibli hosilasi uchun

(ulx) + v(x)N™ = u™(x) + v™(x)

formula o*rinli bo'ladi

BN b fenglikning O'0R LOMONINI WNUMIY XL keltiramiz va ikki
DR gl shartidan foydalanamiz. U holda 2x + 3 = A(x — 3) + #(x = 2),
et
e+ 3=(A4+8)x + (=34~ 128)

By sgs bo'lamiz. Tkki ko'phadning tenglik sharidan (ikki ko'phud teng
S Ul et o egaravehining mos darnjalars oldidagi koeffitsientlar teng bo®lisha
B o sy quyidagl tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi:

{ A +B=12 ;

~3A~-28=1

I sistemaning yochimi 4=7, #=9 ckanligini ko'rish qiyin emas. Topilgan

peliisbeinl (1) tenglixka go'yamiz va yugorida isbotlangan xossalardan foydalanib,

Isbot. 0 Aytaylik, y = u + v bo'lsin. Bu funksiyanimg bosikalarmi ketmoshet
hisoblash natijasida quyidagilami hostl qilamiz:
Y=u+vy' =0 =(u"+v)=u"+v

Matematik induksiya metodidan foydalanamiz, ya'ni n =k tartibli hosilay Bl funikslyuning a-tartibli hosilasini kuyidagicha yozish mumkin:

uchun y*¥ = ™ & ¥ tenglik o'einli bo'lsin deb faraz gilamiz va n = &k # 1
uchun y* 1 = @420 4 0 anligini ko' matamiz

Hagigatan ham, vuqori tartibll hosilaning ta'rifi, hosilagn egn bo'lgns
funksiyalar xossalaridan foydalanib y™* 1) = (y™))" = (™ + ™) = (W™ &
(V) = Y g D ckanligini topamiz.

Matematik induksiya prinsipiga ko'ra '™ = '™ 4 v tenglik ixtiyorly
natural n uchun o'rinli deb xulosa chiqaramiz. ¢

S§2%-x0ssa. O'zgnrmas ko‘poytuvchinl s-tartibli hosila belgisl obdigs
chiqarish mumkin: (Cu)™ = Cu™,

Bu xossa ham matematik induksiya metodidan foydalanib isbotlanadi

S.28-misol. y = =1 funksiyaning r-tartibli hosilasi uchun  formuly

si-Bavh
keltirib chiganng.
Yechish. Berilgan kasr-ratsional funksivaning maxrajini ko‘paytuvelibargs
sjrutamiz: X% = S5x 4+ 6 = (x = 2)(x — 3). Se'ngm
2r+3 A 8
= .
(x=2)(x-3) x-2 x-3

(6)

L)

y‘.l = _7(;—1—2)m1 +g(_x_i__j)m) N

ol "—: va :-'_—-’ funksiyalerning m-tartibli bosilalarinl topishimiz lozim
Paming vihum u = ;-i:' funksiyaning s-tartibli hosilasini bilish yetarli. Bu funksiyani
W x4 )" ko'rinishda yozib, ketma-ket hosilalami hisoblaymiz. U holda

w=—(x+a)", ' =2x+a)?,
W ==-23x+a)t=—-6(x+a)"".
Mutematik induksiya metodi bikan
u"™ = (=% nl(x +a)™" @)
Shunday gilib, (7) va (8) tenghiklardan foydalanib quyidagi
v = 2 (=)l (x = 2" 4 9 (=1)"n! (x ~ 3y

7
= (-l)'vn!((, _q3)n e 2)")

b paga ecishamiz.
£.29-30msa. Agar u(x) va v(x) funksiyalar a-tartibli hosilalarga ega bolsa, u
Bolda b (KA funksiva ko' paytmasining » -tastibli hosilasi ochun
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(uv)""‘ - ulm‘. + C,',u""“t" + C.."u[n-n‘,-' g— C:u(n-uv(n o bai
(%)

+ (V'

nin=1) (m-k+1)

foemula o'rintl bo'ladl, Bunda €)Y =

Ishot. 0 Matematik induksiya metodini go‘llaymiz. Ma'lumki, (uv)' =
W'y + ut', Buesan = 1 bo'lgands (9) formulaning to* g riligini ko*rsatadi. Shuning
uchun (9) formulani ixtiyoriy » wchun o'rinki deb olib, uning n + 1 uchun ham
to°g riligini ko'rsatamiz. (9) ni differensiyalaymiz:

(up) " = N3y e gyt & Cru™y' & Crut™ V" 4 CRu=No" &
CRuM=Dy™ 4 .o 4 CRy-ke ) 4 phy(n-Riglaet) 4 ., 4 (',’,'"u""'""'
Ca-tg'y™ 4 ™™ 4 ypinet) (10)

LUshbu

nins+i)

140 =14n=Cy Ci4Clu=n+ el =2,

n(n-l)...(n+2—k)+n(n- 1)..(n=k+1)
(k=1) k!

CEt40r =

et (n+1=(k=1))
= 5 =

tengliklardun foydalanih, (10) ni quyidagichs yozamiz:

(uu)""' = ul™ Yy C,{.,u""t" + Cj,,u““”v" oo C:.lu'"““"v"'

(: L]

4 g )
Demak, (9) formula n + 1 uchun ham o'rinli ckan. Ishot etilgan (9) formula
Leybnits formmuilasi deb ataladi. ¢
$.30-misol y = x’¢® funksivaning 20-tartibli hosilasini toping
Yechish 4 = ¢* va v = x¥ deb olsak, Leybnits formulasips ko'
y = I (e*) 2 4 C;'.,(r")""”"' + C}o(r’)"(f‘)'"” +
C ") (@) & CR (Y M ()P 4o g () We* bo'ladi

(M) =6x. (') =6, (x) = 0 rengliklarni va y = x? funksiyaning hamma

(x¥) = 3x*

keyingi hosilalarining 0 ga tengligini, shuningdek ¥n ochun (e )™ = ¢* ekanligini
¢'tiborga olsak,

Demak,

5.79 y = yurTtis

oS lesa)t

S8y =t
sfly = 32Vt

585y = Incosx, y' =7

5%,y =7

587 vy

5-89. f(x) = xe*, [ (x) =7

591y = Inx,y™ =

Endi koefTitsientlarmi hisoblaymiz:
Ch=20, Ch=""=190, =

g0 = p%(37 4 G0x* + 1140x + 6840).

Mashq va masalalar

U0 o g% () & 30k + 6CTx + 607, tenglik hosil bo'ladi

Akt e .‘0‘.'?1. = 1140
L ¥

Logarifmik hosiladan foydalanib, hosilani hisoblang (79-91)

580 y = (x*+ 1)

$82 y=

yE-10

e
{(sf44)" Yz -0

S84, f(t) = thF

86 y =

S-88 y

5.90. r(#) = cos 8, r'V(0) =7

Ko'rsatilgan tartibli hosilulami toping (79-87)!

sin® x,y" =1

| ."" =7




VI BOB, DIFFERENSIAL

1-§, Differenstallanuvehl funksiya, Differensiallanuvchi bo*lishining zarurly
v yetardi sharti

Aytylik, y = f(x) funksiya (a,b) oraliqda sniqlangan va x4 € (a,b)
bo'lsin.
6.1-ta'rif. Agar f(x) funksiyaning x, nugtadagi Ay orttirmasini
Ay = AAx + a(Ax)Ax (1)
ko' rinishda yozish mumkin bo'lsa, by funksiva ¥ = x,; nugtada differensiallanuve
funksipa deyilai, Bunds A — Ax ga bog lig bo' lmagan biror o' zgarmas son, a{Ax)
esa Ax -+ da cheksiz kichik funksiva, ya'ni “l:rlx. afdx) =0

y = kx + b chizigli funksiyanl quraylik. Uning uchun Ay = kAx tenglik
o'nnll, ya'ni lunksiya orttirmosi argument orttirmasign o'g'tl  proporsional
Tarifdagi Ay = AAx + a(Ax)Ar temglhik esa funksiys  omtiemasi  argument
orttirmasiga edeyarll 10°g'ri proporsionalsligini bikdiradi, ya'ni Ay = AAx Bu
tenghik JAx| qanchulik kichik bo'lsa, shunchalik unigrog bo’ladi. Geometrik nuqgtai
nwzardan funksiyaning x nuqtuda differensiallanavchi bo‘lishi funksiya grafigi x
muganing yetarlicha kichik atrofida biror novertikal to'g'ri chizg, ya'ni biror
chizigh funksiyn grafigi bilan eqo'shilib ketishini anglatadi, Shunday gilib,
geometrik nugial nazardan funksivaning x nugtada differensiallanyvehi bolishi
funksiyn grafigin x nuqtaning yetarlicha kichik atrofida «to’ g rilash» mumkinligini
anglatadi.

Masalan, 32-rasmdn y = x* funksiya grafigini x, = 1 nogta strofida y =
Zx — 1 w'g'ri chizig grufigi bilan wgo*shilibe ketishi ko' rsatilgan,

33-msmdan y = |x| funksiyani x = 0 ouqtada differensiallanuvchi emasligi

kelib chigadi, bu funksiys grufigini x = 0 nuquaning hoch bir utrofida wio' g rilabw
bo'lmaydi

v=ix|

(8

L-rasm
32nm Y 3-ran

6.2-teorema. [(x) funksiya x = X nugtada differenstallanuyehi bo'lishi

wchun uning shu nugtada chekli 1" (x) hosilasi mavjud bo'lishi zarur va yetarishir.
tsbat, O Zarwriyligi Funksiys X = Xy nugtnda differensallanuvchi bo'lsin, U

holda funksivaning orttirmasini (1) ko' rinishda yozish mumkin, Undan &x # 0 da

ar _
A7 . 4+ a(Ax) ni yozish mumkin Bundan Ar—0 da lim 75 = 4, demik x

nugtada hosils mavjud va ['(x) = A ckanligi kedid chigadi.
i ' “tsi ‘ni A o U
Yerarlitigi Chekli f'(xq) hosila mavjud bo ksin, ya'ni A‘i‘»‘-‘nu (xq)

v ’ da cheksiz kichik funksiya
holda 52 = f"(xg) + @(A), bu yerda a(Ax) Ax—40 da ¢

Demak,
Ay = ["(xo)-Ax + alAx)Ax (2)

yoki Ay = A-Ax + a(Ax)dr, bu yerds A = [(xg) Shunday gilib x = x, nuqgtada

f(x) funksiya differensiatlanuvehi va A = ['(x,) ckan, ¢

Bu teorema bir o'zgaruvchill funksiys uchun differensiallanuvchi bo'lish

hosilaning mavjud bo'lishiga teng kuchll ekanligini anglatadi. Shu sababli hosilani
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topish amali funksiyani differenvialiach, matematik analizning bosila o' rganifadigan
bo"tumi differensial hisob deb ataladi.

Shanday qilib, avvaigi 1-ta’rif bilan ckvivalent bo*lgan ushbu ta'rifni ham
betish mumkin:

6.3-ta"rif. Agar f(x) funksiyn x = x, nugtada chekli /'(x,;) hosilaygs ega
bo'lsa, u holdn f(x) funksiya x = x, nuqtada differensiallamevchi deyiladi.

1-§. Funksiyn differensiali, uning geometrik va fizik ma'ootari

2.1. Funksiya differensinll. f(x) funksiyz (2;5) imervalda aniqlangan
bo'lib, x € (a:b) nugtada differensiallanuvchi bo'lsin. Ya'nl funksivaning x
nugitadags orttirmasini

Ay = /"(x)Ax + al(ax)Ax (1)
ko'rinishda yorish mumkin bo'lsin, bunda Ax-#0 da a{Ax) -0,

G4-t'rif. x nuginda differensinllanuvehi f(x) funkyiya orttirmasi (1) ning
bosh gismi £'(x)Ax berilgan f(x) funksivaning shu nugtadagi differensiali deyilndi
va dy yoki df (x) oeqali beigilanadi, va'ni dy = [ (x)Ax.

Masalan, y = x* funksiya uchun dy = 2xAx ga teny,

Agar [(x) = x bo'lsa, u holda f*(x) = 1 va df{x) = 1.Ax, ya'ni dx = Ax
bo'ladl. Shuni hisobga olgan holds argument orttirmasini, odatdn, dx  bilan
belgilnahadi. y

Buni nazargs olsak, f(x) funksiya
differenstalining formubasi
dy = f'(x)dx yoki dy = y'dx (2)
bo*Indi.

1.2. Differenstalning geometrik
ma'nos, Endi x€(a;b) ougada O
differensallanuvchi  bo'lgan [ (x)
funkxiyaning grafigl 34-rasmda ko rsatilgan 3d-rasm
chizqni ifodalasin deylik

3

Bu chizigning (x, f(x)) va (x + Ax, f(x + Ax)) nugualarin mos ravishda M
va X bilan belgilaylik. Unda MC = Ax, KC = Ay bo'ladi. f(x) funkstys x nugtada
chekls 1'(x) bosilaga ega bo*lgani uchun f(x) funksiya grafigign uning M (x, f(x))
nuqtasida o'tkazilgan ML urinma maviud va bu urinmoning burchak koeffitsicati
tge = f'(x) Shu ML urinmaning KC bilan kesishgan nugtasini £ bilan belgilayiik.
Ravshanki, AMEC dan o= = tgp Bundan EC = MCtgp = f*(x)Ax ekuni kelib
chigadi. Demak, f(x) funksiyaning x nugtadagi differcasiali y = ['(x)Ax funksiya
prafigigs M(x, f(x)) nuqtada o'tkuzilgen urinma orttirmasd EC ni ifodalaydi,
Differensialning goometrik ma'nosl aynan shundan iborat.

A, Differensialning flzik ma'oosi Moddiy nogta s = f(t). bu yverda s ~bosib
o'tilgan vo'l, t —~vagt, f{t)-differensiallanuvchi funksiya, qonuniyat bilan to°g'ri
<hizigli harakatlanayotgan be'lsin.

At vaqe onulig ida nugta As = f(t + &) = F(£) yo'ini bosib o'tadi, Yo'lning
bu ormirmasini As = £*{¢)At + a{Az)At ko'rinishda ifodalashimiz mumkin. Bu
yo'ini nugta biror o' rgaruvehan tezlik bilan bosib o'tgan. Agar At vagt oralig®ida
nogta o' zgarmas f*(t) wezlik, ya'ni ¢ vaqudagi tezligiga teng tezlik bilan harakatlandi
(desak, hu bolda bosib o'tilgan yo'l /*(¢)At ga teng bo'ladi. Bu esa yo'ining
differensinliga teny:

ds = [f{v)at

3-§. Elementar funksiyalarniog differensiallari. Differensialni topish
qoidalari. Differensial formasining lnvartuntligi

3.1. Elementar funksiyalarning differensiallari. Elementar funksiyalarning
hosilalarini bilgan holda ulaming differensiallari uchun quyidagi formulalami
yozish mumkin:

Ld{x*) = p-x®dx (x > 0);
2.d(@") =a%nadx(e>0,a=1);

dx
3.d(logs x) = ;Tl-“;dx. (x > 0,a > 0,0 = 1), xususan, d(inx) = — (x>0)

"




¢ dininx) = cosxdx;

Y d(coxx) = ~sinxdx;

1 n
O = ———— - .
d{tgr) ms’xdx (x # 3 + kn, k GZ).

7.d{ctgx) = — ,l
sinix

dr(x e km k€ 2),

H. d(arcsing) =

1
dx(~1 < ;
e x( x< 1)

Y d{arccosx) = -ﬁdx(-l <x<l1)

10. d{arctgx) = dax;

1
1+ x*
1
Ll d{arcetgy) = - de.
3.2. Differcasialnl topish qoidalari, Funksiya differensiali ta'rifi va bosila
topish qoidalaridan quysdayi tasdiglaming o'rinli ekanligi kelib chigadi:
6.5-tearema, Chekli sondagi differensiallanuvchi funksivalar yig'indisining
differcnsiali ularning differensinllari yig* indisiga teng.
Isbot. © [kki funksiya yig*indisi uchun quyidagicha {shotlash mumkin:
d(u(x) + w(x)) = (ulx) + v(x))dx = («(x) + /(x))dx =
=W (x)dx + '{x)dx = du + dy,
Umumiy holda matematik induksiya metodi bilan isbotlanadi. ¢
6.6-teorema. Quyidagl d{u(x)-v(x)) = v(x)du + u(x)-dv formuls o'rinli.
Isbot. O Ko'paytmaning hosilasi va funksiya differensiali formulalerican
foydalasnamiz:
d{u(xyv(x)) = (uix)v(x))Ydx = (W' (x)v(x) + u(x)v'(x))dr =
= (W' (e)da)v(x) + u(x)(v(x)dx) = v(x)du + u(x)dee
6.7-teorema. Quyldagi d(Cu(x)) = Lo (x)dx formula o'rinki
Isbot (6-1-masala).
6.8-teorema, Ho'linmaning differensiall uchun quyidag)
4 (u(z)) - du-plx) —u(x) dv

v(x) vi(x)

1%

Baiiile o rinli

Aebait (e 2 onnianala),

A5 DTerensial formasining Invariantligi. Aytayiik, y = f(x) funksiya x
fsgieds differensinllanuvehi bo'lsin. Differensinining ta'rifigs ko'ra dy = v, Ax,
yubl bl o agseuvehining ortirmasini dx kabi yozishga kelishganimizni ¢*tiborga
Wk, dty =y, dx odl

i x erkli o'zgaruvchi emas, balki ¢t erkli  o'zguruvchining
Wisrensinlianuvehi funksiyasi bo'lsin: x = g(t) U holda y = f(g(¢)) = ()
Nhaiys 1 o zgwruvchining murakkab funksiyasi va dy = y/'dt tenglik o'rinli
il Lekin ¥, = y,/'x'de va dx = x/'dy lami ¢'tiborga olsak, dy = y,'dx
Ptnilags ega bo'lamiz, ya'ni differcasialning avvalgi ko'rinishiga qaytamiz.

Shunday  qilib,  differensial  foemasi  o'zgarmadi, yo'ni  furksiya
dilferensinlining formasi x ekl o'zgamivehi bo'lganda ham, erkaiz (omlig)
o sparuvehi bo'lganda bam bir xil ko' tinishda bo'ladi: differensinl hosila va hosila
sl o'zgaruvehi bo'yicha olinayotyan bo'lsa, o'sha o'zgaravchi differensiali
Ao'paytmasign teng bo'ladi. Bu xosss differessial formtaximing imvariantligi
Bevilidi. Shuni aytid o'tish lozimki, bu xossada fagat differensial formasining
s lanishi hagida gap boradi. Agar x erkll 0" zgaruvchi bo'lsa, u bolda dx = Ax; x
erksiz o' rgaruvehi bo'lsa, u holds, umuman olganda, dx = Ax bo'ladi,

6.9-misol. y = V¥ berilgan 1) x erkli o'zganavchi bo'lgands va 2) x = t* +
! = 3 bo'lganda dy ni hisoblang.

Yechish. 1) 2-§ dagi (2) formulogn ko'ra

dy = %x'idx = 3‘:;;},
2) Differcnsial formasining invariandik xossasidan foydalansak, dy = -1
bo'lib,
R e e 3 (O Y s SR RO
e+ -3) W re-3)
natijaga cga bo'lamiz
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4-§. Taqribly hisoblashlardy differensinlning qo*Uanilishi

Yuogorida ta'kidlaganimizdek, x, nogtada differensiallanuvchi y = f(x)
funksiva uchun Ay = ["(xa)dx, ya'ni Oy = dy tagribiy tenglik o'rinli. Shu tagribdy
tenghik matematik analizning anzariv va wtbigly masalalarids mubim ahamiyatgs
egn bo'lib, differensialoing mohivatini belgilaydi. Yuqoridagi tenglikda Ay =
f(x) — [(xp). Ax = x — x; deb olsuk, quyidagi tenglikka ega bo'lamiz:

f(x) = [{xg) = [(xp)(x = xp) yoks

f{x) = f(xq) + [[x)(x — x5) (N
(1) formula funksiya qiymatlarini tagribiy hisoblashda keng go'llaniladi.
Masalan, f(x) = +X funksiya uchun quyidagi

Ax
\’:+Ax~v';+-2—\l-§ (2)

formuls o'rinli, Agar f(x) = Jr fimksiyaning x = 0,98 dagi giymatini hisoblash
talab qilinsa, (2) formulada x = 1, Ax = ~0,02 deb olish yotarfi. U holda V05,98 =

VIi4 2 = 10,01 = 099 bo'ladi Agar VOTH kalkulyntords hisoblasak, uni
107 aniglikda 0989949 teng chanligi ko'rish mumkin, Demak, differemial

yordamida hisoblagandn xaolik 0,001 dan katta emas.

5-5. Funksiyaning vuqor! tartibi differensiallar

5.1 Yuqori tartibli differensiallar, Aytaylik, ¥y = f(x) funksiya biroe (@, &)
inervalda berilgan bo'lsin. Bu funksiyaning dy = " (x)dx differensiali x ga bog'lig
bo'lib, dx = Ax va Ax orttioma ¥ ga bog Tiq emas, chunki x nugtadagi orttirmani x
ga bog'lg bo'lmagan holda ixtiyoriy tanlash mumkin. Bu holds differensial
formulasidagi dr ko'paytuvchi o‘zgarmas bo'ladi va f'(x)dx ifoda faqe x ga
bog'lig bo'lib, uni x bo'yicha differensiallash mumkin,

Demak, bu funksiyaning difYerensiall mavjud bo'lishi mumkin va u, agar

mavjud bo'lsa, funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deb mtaladi,
(81}

Ikkinchi tartibli differcosial d*y yoki d¥ f(x) kabi belgilanadi. Shunday qilib,
ikkinchi tartibli differonsial quyidagicha aniqlanar ekan: dy = d(dy)

Berilgan v = f(x) funksiyaning tkkinchi tartibli differensiali ifodasini topish
uchun dy = f'{(x)dx formulada dx ko'paytuvchi o' zgarmas deb qaraymiz. U holda

d’y = d(dy) = d(f"(x)dx) = d(f"(x))dx = (f"(x)dx)dx = f~(x)(dx)*
bo'ladl. Biz kelgusida dr ning darajalerini qavssiz vozishga kelishib olamiz. Bu
kelishuvni e'tiborge olsak, (dx)® = dx*® bo'ladi va ikkinchi tartibli differcosial
uchun quysdagi ifodani hosil gilamiz:

d*y = [*(x)dx* (8}

Shumgn o' xshash, uchinchi tartibli differensialni @ riflash va uning uchun
ifodastni keltirib chiqarish mumkin: ¥y = d(d®y) = (/" ()dx*) = 1" (2)dz’

Umumiy holda funksiyaning (n = 1)-tartibli differensiali ™"y dan
obingan differensial funkalyaning n-tantibli differensiali deyiladi va d"y kabi
belgilanadi, ya'ni d™y = d(d*'y) Bu holda ham funksiyaning n-tartibil
differensinli uning startibli hosilast orgali quyidag)

d®y = [ (x)dx" (2)

ko' rinlshda ifodalanishini isbotlash mumkin,

Yugoridagl formuladan funksiyaning s-tartibli hosilasi uning s-tartibli
differensinli va erkli o zgaruvehi difTerensialining m-darajasi nishatigs teng ekanligi
kelib chigadi'

,(n)(x) = d"y/dx"

3.2 Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallard, Endi x
argument biror ¢ o'zgaruvchining funksiyest x = (t) bo'lgan bol uchun yugor
tartibli differenstallarm hisoblash formulalarin keltiwib chigaramiz.

Bu holda dx = ¢/(t)de bo'lganligi ssbabli, dx ni x ga bog'liq emas deb
bo'Imaydi. Shu sababli ta'rif bo'yicha (d®y = d(/"(x}dx)) hisoblaganda, d*y ni
ikkita f*(x) va dx funksiyalar ko' paytmasining differcasiali deb qaraymiz.
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d¥y = d(f(x)dx) = d(f*(x))dx + [ (0)d*x = (f"(x)dx)dx +
Fx)dix = f(x)dx® + f(x)d*x
ya'ni

diy = ["(x)dx? + f(x)d*x 3)
formulaga ega bo' lamiz.

Endi IKkinchi tartibli differensial uchun hosil gilingan (1) formula (3)
formulaning xususiy holi ekanligini ko' rsatish qiyin emas.

Hagiqatan ham, agar ¥ erkll o'zgaruvchi bo'lsa, u holda d¥x = x"dx* =
0de? = 0 bo'lib, (3) formuladagi ikkinchi go*shiluvehi qumashmaydi,

Uchinchi tartibli differensial vehun quyidagi

dly = [Mdx? + 30 (x)dxd x 4 f(x)dx (4)
formula o'rinfi ekanliginl ishotlashni o' quyehilargs taklif qilasniz.

Ikkinchi va wuchinchi tartibli differensiallar uchun olingan formulalardan
murnkkab funkssyaning yuqon tartibli differensiallarini husoblashda differensial
formasining invarsamdigs buziladi. Boshgacha aytganda, ikkinchi va undan yugori
tartibli differenszal formulaban ko rnishi x argument erkli o' zgaruvchi yoki boshqa
o' zgaruvehining differensiallanuvehi funksiyasi bo'lishiga bog'lig bolad:.

Mashg va masalalar

6-1. 6. 7-teoremant isbotlang,
6-2. 6. 8-teoremani ishotlang.
Funksivaning differensialini toping (5-6):

63y = arctg Vx, 64 y = (0 —x)tgx.

=2
=tay !

y = y(x) lunksiyaning ortirmasi va differensinlini umumiy ko'rimishda,
shuningdek Ax ma'lum bo'lganda x, nuqtada toping (7-8)

6-7.y = x' 4 2x, xp = 1, Ax = 0,01,

68y =x* 4+ x =5 % =0, &x = 05.

Differensial yordamida tagribly hisoblang (9-11)
"

6-$. y = riinx, 66y =

69, VZ& 6-10.tg44*,  6-11(1,02)°

612, Funksiys ortermasani differensial bilan almashtinb, y = y(x)
funksiyaning ko'rsatiigan nugmdags giymatini tagribiy hisoblang:

Wy=Vr x=65x=1251324: by=Vr x=90:x=158

¢)y = sinx, x=29%x =359 )y = arcsinx, x = 0,51

613 x, ga nishatan kichik Ax uchun quyidagi tagritdy formula o'rinli
ckanliginl isbotlang:

R g \‘x
.V"°+Ax’.xo+u:u. Io)D.

Shu formuls yordamida tagribiy hisoblang:
wVEID; by VI99; o V24345 o "VI000
dy vad’y lami woping (12-13);

beldy == 6-15.y = x(bnx - 1)

ey
6-16. Differensialdan foydakanib, (14 @)™ = 1 4 n-w tagribiy formulani
isbotlang.




VII BOB. DIFFERENSIAL HISOBNING ASOSIY TEOREMALARI VA
ULARNING TATBIQLARI
1§, O'rta glymat hagidagl teoremalar

Matematik wnaliz kursida o'rganiladignn ssosty va amoliy masalalami
vechishda karta ahamiyatga ga bo'lgan funksiyalar sinflaridan (1o’ plaminridan) biri-
bu uzluksiz funksivalar sinfi hisoblanadi. Oldingi bobda biz differensinllanuvchi
funksivalar sinfi uzluksiz funkyivaler sinfining qismi bo'lishini Ko‘rsatgan edik.
Differensiallanvivehi funksiyalar o'zige xos shamivatga ega, chunki ko'pgina
tatbiqly musslalami yechish hosilasi mavjud funksivalami o'rganishga keltiriladi.
Bunday funksiyalar bo'zi bir umumiy xossalarga egn. Bu xossalar ichida o'rta
qtymat hagidag! reoremalar nomi bilan birlashyan teoremalar alohida shamiyvatga
egn Ushbu teoremalsr [@; b] Kesmada o' rganitayotgan funksiya uchun o yoki ba
xossagn ega bo'lgun [a; &) kesmagn tegishli ¢ nugtaning maviudliging ta"kidlaydi

1.1, Ferma teoremasi

T tooremn. Agar [(x) funksiva (a,b) ocaligda aniglangan va biror ¢ €
(a, b) nugtada eng kana (eng kichik) quymatga erishsa va shu nugtada chekli f'{¢)
bosils mavjud bo'lsa, u holda £'(c) = 0 bo'ladi

Isbot. O f(c) funksivaning eng katta giymati bo'lsin, ya'™ni ixtiyoriy x €
(a;b) da [f(x) < f(c) tengsiziik o'rinli bo*Isin, Shartga ko' bu ¢ nugtada chekli

() hosila maviud
Ravshanki,
PO L2 Lo £ C) S i St { ) SO {2 o ()
D &TE %D X=C gagell X=C

Ammo x < ¢ bo'lganda f-'-’;?{-‘—‘lzo = f ()20 va x>¢ bo'lganda
LEL:%‘-' < 0 — ['(¢) < 0 bo'lishidan ['(¢) = 0 ekani kelib chiqadi.
Eng kichik glymat holi shunga o xshash ishotlanadi, ¢

143

Ferma tearemast sodds geometrik ma'nogs ega. U f(x) funksiva grafigiga
(¢; [ () nugtads o' thazilgan urinmaning Ox 0'qiga
poraledl bo'lishini ifodalaydi (33-rasm),

¥
7. 2-izoh, Ichika c nugtada /'(¢) = 0 bo'lsa bham g
bu nogtada f(x) funksiva eng katta (eng kichik) ; :
ylymatni qabal gilmashig mumkin, Masalan, f(x)= o ;

et <1, x€(=1;1) dn berigan bo'lsin. Bu r
funksiys uchun £'(0) = 0 bo'ladi, lekin 35-rnam

[(0) = =1 funksiyaning (—1; 1) dagi eng katts yoki eng kichik qiymsti bo' lmuydi

1.2, Roll teoremasi

7.3-teorema (Roll teoremasi). Agar f(x) funksiya [a; b) kesmada aniglangan
bo'fib, quyidagi 1) [a; b) da uzkiksiz; 2) (a; b) da differensiallanuvehi; 3) f(a) =
f (&) shartlarni ganoatlantirsa, u holda f*(¢) = 0 bo'ladigan kamida bitta ¢ (a <
¢ < b) nugta maviud bo' lads,

Isbot. 0 Ma'lumki, ogar f(x) funksiva [@; 5] kesmada uzluksiz bo'lsa, u
hokla funksiya shu kesmada o‘zining eng katta M va eng kichik m qiymathariga
crishadl. Qaralayotgan f (x) funksiva uchun ikki hol bo'lishi mumkin.

I. M =m, bu holda (@, b] kesmada [(x) = const va ['(x) = 0 bo'ladi.
Ravstnki, ["(c) =0 tenglaman| qanostlantiradigan nugta sifatida (a; b) ning
Ixtiyoriy nugtasing olish mumkin,

2. M > m, bu holda teoremaning [(2) = [(b) shantidan funksiya M yoki m
glymutlatidun kamids birini [a,b] kesmuning fchki nuguasida qabul gilishi kelib
chigadi. Aniglik uchun f(c) = m bo'lsin. Eng kichik giymotning ta'rifign ko‘ra
vx € |a,b] uchun f(x) = f(¢) tengsizlik o'rinki bo'ladi

Endi f'(c) = 0 ekanligini ko'rsatamiz. Teoremaning tkkinchi shartign ko'ra
f(x) funksiya (a; &) imtervalning har bir x nugtasida chekli hosilags ega. Bu shart
xususan ¢ nugta ochun ham o'rinll. Demak, Ferma teoremas: shartlari bajoriladi,
Bundan f(c) = 0 ckanligi kelib chigadi.

f(c) = M bo'lgan holda tearema yugoridagi kabi isbotlanadi. ¢




Roll tcoremasiga quyidagicha

geometnik tuigin berish mumkin {36+ y

rasm). Agar [a, b) kesmads uzluksiz,

(a.b) intervulda differensiallanuvobi

f{x) funksiys kesma uchlarids teng

giymatiar qabul gilsa, u holda /(x)

funkstyn grafigida abssissasl x = ¢

bo'lgan shunday € augts topiladiki, shu Jb6-casm

nuqeada funksiyn grafigiga o' tkazilgan urinma abssissalar o'gign parallel bo' Indi
TA-izoh. Roll teoremasining shartlari yetaeli bo'lib, zarurly shart emas

Masalan, 1) f(x) =27, x€[~1:11] funksiys uchun tcoremaning 3-shanti

bajarilmaydi

(fi=1) = =1 = 1= (1)), lokin £(0) = 0 bo*Indi.

x, agar0<x <1,
Nfx) =10, agar 1 <x <2, funksiya uchun Roll teoremasining
2 agarx 2 2,

i)

barcha shartlari bajariimaydi, lekin (1; 2) intervalining ixtiyoely nogtasida f*(x) =
0 boladi

LA Lagranj teoremasi

7.5-teorema (Lagranj teoremasi). Agar f{x) funksiya [ b] kesmada
urluksiz va (a,b) da chekii [*(x) hosila mavjud bo'lea, u bolda (g, b) da kamida
bitta shunday ¢ nugta mavijud bo'lib,

fB)-fla)
B Y. {'(c) (1)
tenglik o'rinki bo'ladi
Isbot, © Quyidag) yordamchi funkstvani wuzib olamiz;
f(b) - fla)

¢(X)=I(l')‘f(a)-'—b—_;—=(!—ﬂ)

Bu ®(x) funksiyani [a, b] kesmada uzluksiz va (a, b) da hosilaga cga bo' lgan
[ (x) va x fumksiyalaming chizighi kombinatsiyasi sifatida gurash mumkin. Bundan

000 kaiymiing (i, b] kesmnda uzisksiz va (@, b) da hosilaga ega ekanligi kelib

g Shinmngied

B{a) = ©(b) =0,
Sesink DO funkuyas Roll teoremanining barcha shartlarin gancatlantiradi.
Dok, Itoll teoremasign ko'ra (a, &) intervalda kamida bitta shunday © nuqgta
i b i, ®(c) = 0 bo'lads,
Shaimlay ilib,
fib) = fta) _
bh—a
v ndan esa sbot gilinishi kerak bo’igan (1) formula kelib chiqadi. ¢
(1) Tormulani  ba'zida Lagran/
Swmudant deb ham yuritiladi. Bu formula m)
1)~ f@y=rEee-a) @
A riniahvds bam yoziladi.
Eodi Lagranj tearemuasining

@) = ['(c) - 0

fa)

peometrik ma‘nosiga to‘xtalamiz. £ (x) — >

funkslyn Lagrani teoremasining shartlasin T-rasm
ganoatlantirsin deyhik (37-rasm). Funkslya grafigining Ala; f{a)). B(Y; F())
miraler orgall kesavehi o' thkazamiz, uning barchak kocffitsienti

_BC_f(b)~f(a)
P=AC= " h-u

bo' ladL

Hosilaning geometrik ma'nosiga binoan [*(c) « bu f(x) funksiys grafigiga
uning (¢; f(¢)) nuglasida o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsienti: tgfi =
() Demak, (1) formula (o) intervaldas kamida bitta shunday ¢ nugta
mavjudliging ko'rsatadiks, f(x) funksiya grafigiga (c; f(c)) nugtadas o'tkuzilgan
ursma AH kesuvchign paraiell bo' ladi.

Ishot gilingan (1) formulani boshgacha ko'rinishda ham yozish mumkin,
Huning uchun a < ¢ < b tengsizliklami ¢ tiborga olib, ﬁ = @ belgilash kiritamiz,
vholda e =a 4 (h—a)d, 0 < 0 < 1 bo'lishi mvshan. Natijada (1) formuls ushbu




f(b) = f(a) = [{a+&b—a))b-a)
ko'rinishyga keladi
Agar (1) formuleda a = x;,; b = x; + Ax almashtirishlar bajarsak, u
[lxg +4Ax)— [(xp) = ['(c)Ax (3)
ba yerda xy < ¢ < x5 + Ax, ko'rinishga Keladl. Bo formula argumenst orttirmasi
hilan funksiya orttirmasini bog'laydl, shu sababli (3) formula chekll orrtirmaliar
forumuias! deb ataladi
Agar (1) Lagran) formulasida f(a) = f(b) deb olsak, Roll teoremasi kelib
chigadi, ya'ni Roll teoremasi Lagran) teoremasining xususty holl ekan.
7.6-misol. Ushbu [0,2] kesmada f(x) = 4x* — 5x* + x ~ 2 funksiya uchun
Lagran formulssidagi ¢ ning qiymatini toping.
Yechish, Funksiyoning kesma uchlaridagi  qrymatlarini va  hosiloxini
hisoblaymiz: f(0) = ~2; f(2) = 12; £ (x) = 12x% = 10x 4 1. Olingan natijalarni
Lagran] formulesiga qo'yamiz, natijada

12 = (=2) = (12c = 10c 4+ 1)(2-0) yoki 6 —5c—3 =0 kvadrat
tenglamani  hesil qgilamiz. Bu tenglamani yechamiz: ¢ ; = % Topilgan
ildizlardan fagat “—I?: quralayotgan kesmaga tegishli. Demak, ¢ = }"‘:” ekan,

Lagranj teoremasi o'z navbatida quyidagi teoremaning xususiy holi bo*ladi

1.4, Koshi teoremasi

T.7-teorema (Koshi teoremasi). Agar [a,b] kesmada f(x) va g(x)
funkstyalar berilgan bo'lib, 1) (e, b| da uzluksiz; 2) (@, b) intervalda /'(x) va g'(x)
mavjud, hamda 2°(x) # 0 bo'lsa, u holda hech bo'imaganda bitta shunday ¢ (a <
£ < b) nugta topilib,

[() = f(a) ['(c) )
9(b) — gla) g'(©)

tenglik o' rinli bo' ladi,

Isbot, 0 Ravshanki. (4) tenglik ma'noga ega bo'lishi uchun g(d) = g(a)
bo'lishi kerak, Bu esa teoremadagi g'(x) = 0, x € (a; b) shartdan kelib chigadi.
Hagigatdan ham, agar gla) = g(b) bo'lsa, u holda g(x) funksiva Roll

It

Sisnasining barcha shanbarini qanoatiantirid, biror ¢ € (a; b) nugtads g'(c) = 0
Bl e il I enn ¥ € (ag b) da g'(x) » O shartga tiddir. Demak, g(b) + g(a)
Lt yordumchi

fid)-fi=)

W) = fix) = fla)— PSR

= (g(x) = gla)) funksivani tuzaylik.

Nhrtps ko'ra f(x) va g(x) funksiyaler [a, b] da uzluksiz va (¢, b) intervakia
Alreslyatanuvehi bo'lgani uchun F(x) Wirinchidan [a, b] kesmods uziuksiz
fkatyalaening  chizigh kombinatsiyasi sifatida uzluksiz, ikkinchidan (a,b)

ervilda

)~ fla .
P'(x) = f"(x) - 5%;;—_—5%= y'(x)
s st egn
So'ngrs @(x) funksiyaning r=a va x = b nugtalardagi qiymatlsrini
Mablaymiz ®{a) = @(b) = 0. Demuk, ®{x) funksiys [g,b] keamada Roll
Woremaskning barcha shartianni gancatiantiradi. Shuning uchun hech ho'lma_pnda
B shunday ¢ (a < ¢ < b) nugts topiladiki, ®'(¢) = 0 bo*ladi. Shunday gilib,

g -l ’
0= @) = f(c) - LI = gte)

v busdan (4) tenglikning o'rinli ekani kelib chugadi.

Isbotlangan (4) tenglik Koshi formulayi deb ham ataladi

7.8-misol Ushbu f(x) = x* va @(x) = v funksiyaler uchun [0,4] kesmada
Kokl formulasing yozing va € ni toping.

Yechish Berilgan funksiyalarning kesma uchlaridagi  giyvmatlari va
Iewllalarini topamiz: f(0) =0, f(4) = 16, o(0) =0, ¢(4) = 2. f(x) = 2x,
#'(x) = —= Bulardan foydalanib Koshi formulasini yozmiz:

Wz
-0 2

B2 w -, bundan 4¢vE = 8 yoki cVe = 2. Demak ¢ = V4.

e

Mashq vu muasalalar

7-1. Roll teoremasind f(c) = M bo'lgan holda isbotlang,



7-1. Berligan kesmada f(r) funksiva uchun Roll teoremasl to'g niligin)

tekshiring, teoremadagi ¢ ning glymating toping (agar u mavjud bo'isa) (3-6)
73 f(x) = x| - 2.1-2; 2}.

74 f(x) = =x* +4x - 3,|0; 4].
7.5, f(x) = cosx,

T, da = 3T (=1
:X 76, f(x) = Yx¥,[=1:1],
Berilgan kesmada [(x) funksiyn uchun Lagranj teoremasi to'g'rili

ripl
tekshiring, teoremadagi ¢ ning qlymatind toping (agar o mavijud bo'ksa) (7-9)
1. f(x)=e",[0; 1],
78 f(x) = 5[5%!
79 f(x) = jx = 1L[0:3].

y = [(x)egri chizigning, urinmasi A va B nuqtalarini tutashtiruvchi vatarigy
parallel bo*ladigan nugtasini toping (10-11): '

7-10.y = x* = 4x, A(1; =3); B(5; 5). Chizma yordamida tushintiring
711,y = Inx, A(1;0); B(e; 1)

7-12. Roll wearemasining quyidagi shartluridun boshgs barcha shartlari
bajarilsa, £(£) = 0 bo'ladigan { € (a, b) nugta har dolm mavjud bo*ladimi?
a) [ tunksiys |a, b] kesmada urlukyiz;

b) J funksiya (@, b) intervalda chekli bosilaga, yoki bir hil ishorali cheksiz
hosilaga cga.

<) fla) = f(b)

7-13. Roll teoremasi shartlari £({) = 0 bo'ladigan { € (4. b) nugta maviud
bo' lishi uchun zazuny va yeoturli shart bo* kadimi?

, 1
214, f(x) = [""'z"’"" * %0, inksiys uchus [~1: 1] kesmada
0, agar x=0
Lagranj teoremasi o' rinlimi?

21-§ Anigmastiklarni ochish. Lopital qoldalari
Tegishli funksiyalaming hosilalari mavjud bo'lganda 2, 0., oo — o0,

1%, 0%, @ ko'rinishdagi anigmaslikiami ochish masalssi engillashadi. Odatda

188

' . Bix
positalardan foydatanib anigmasiiklami ochish Lopital qoidalart deb ataladi
(A N ‘
Jayida Lopital qoidalarining bayoni bilan shug ullanamiz.
| | y o) va
21 J ko' rinishdag apigmastik, Ma umki, x—sa daf(x)
o odi. Ro'pincha x -+ &
4 2 ko'rd ; aniqmashik deyilar edi. ha'p
u\x)—aobo-luf:sﬁuwokomusMap nmr | G
: 2 (fodaning limitini topish oson
di !'—:% ifodaning Himitini topishga quraganda e {fodaning e
) ' 1 .
bo' kadi. Bu ifodalar Himitkarining teol po'lish sharmt quyidagl yeoremidi
7.9-tonrema. Agar | g
N fx) w gx) fumksiyalnr (a—&:0)Viaa 4+ 8), bu )e:su "
to‘phm@ Jifferensiallanuvehi vit shu 10 plamdan olingan ixtiyoriy x u; u:j g( i
RO o
0,g'(x)» 0. 2) lim f(x) = hrpng(x) = 0 3) hosilalor nisbatining chek
X e K= x

{x) :

; ' o fimith lim S maviud
. . . holda funksiyalat nishatining um S0
yoki cheksiz) mavijed bo'lsa, U

'l
vi :
~ fx) ol f'(x) ey
l“L‘ gix) voa g'(x)
tenglik o rinlt bo' ladi ) -
Isbot. 0 Har ikkala funksiyam x = @ nugtada [(a) =Y, et
i lasak, natijuda ikkineh shartgh
anig

i =0= likkar o'rinll bo'lib, f{(x) va
uﬂ{(x) == {(a).'luﬁ glx)=0= gla) leng

g (x) funksiyalar X = a nugtada uzhiksiz bo'ladi e
al x > a holm qaraymiz. Berilgan [(x) va g(x) funksiy :
s j . Shuni
ceda ¥ < @ + & kesmada Koshi teotemasining gharntinrini qanoatiantirad: ng
y X o

. fis )= la) 'l senglik
uchnnabilmxuasidndmdn) cnuqnwpihdm.uﬁtlmm—_ﬁ-,;’ P !

ie'ti ‘ngi fikdan
o'rinli bo'ladi, f(a) = gla)y =90 ckunligini ¢ tiborgs olsak, so'ngi 1eng
fix) [1'(e)

- ()
glx)  g'lc)




A helib chiadi. Ravibanki, @ < ¢ < x bo'lganligi sababli, x — a bo' lgunde
A bo'ladi Feoremaning S«sharti va (2) tenglikdan hm[-‘-’- lm ~—— £ =4

T Aty
hedib chagadi

Shunga o' xshash, x < a bolni ham qaraladi. ¢

In(x*

T.10-misol Ushbu li ~

% fimimi hisoblang.

Yechish. Bu holda /u) =In{x* =3),9(x) = x* + 3— 10 bo'lih. ular

uchun 7.9- teoremaning barcha shartinri bajuriladi.
Hagikiatan ham, 1) llm Flx) = lun In(x*=3) = In1 =0, limg(x) =
X3

HmG +3=10)=0; 2)f"'(0) = 5=, ¢"(x) = 2x + 3, x = +V/5;
3 ol B SN | S '
’"";,'(n !".‘;(t‘~‘,'(110n : bn Indi
Demak, 7.9-tcoremags binoan lim 252 _ &

.-.n'u 1

7.1 1-estatma, Shuni ta'kidlash kerakki, berilgan funksivalar nishatining limiti
3) shart bajarilmasa ham mavjud bo'lishi mumkin, vo'ni 3) shart yetarli bo'lity
2arurly emas, haqiqatan ham f(x) = x* cus%.y(x) = x funksiyalar (0; 1) da 1),
2) shartlami ganostluntirads va

fix) 1
11_:3‘\)9(:) = yin'(xcos ;) =0,
lekin
. 1 1 -
Hui-,-m Ilgg(zxms; + sin-'-) maviud emas, chunkin - co da

1
Ty = ;-0 va llm (Zxcos +sm-) = lun(“ L

4 Sinan) =

m = 0 uchun hm

sin (me +§)) =1,

T.102-teorema. Agar [¢; +<9) purda sniglangan f(x) va 2(x) funksivalar

berilgan bo'lib, 1) (¢: +) du chekli £*(x) va g'(x) hosilalor maviud va g'x)»0,
1"

= lim

(Zxcosi + sin J.:.) (mm(hn + 5) +

(0

0, 3) hosilalar nisbatining limit P

H .uo‘..Jub w0, lim plx) = xl_lmm

bl yoki cheksiz) mavind bo'lsa, u bolda funksiyalar nisbatining limui

|
iy el va

o 10
seeq gix)

-l ['(x)
~x=em g'(x)

(3)

K 0 rndi bo'ladi
Ivbot (7-15-masala)

3.2 © Ko'rinishdagi aniqmastk. Agar x — @ da f{x) ==, g(x) =«

o' boa, : : :{ ifoda = ko'rinishidagl aniqmastik deyilar edi. Endi bunday snigmastiknl

st ham () va g{x) funksivalaming hosilalaridan foydalanish mumkinligin

b satadigan toceemani keltiramiz
T teorema, Age 1) f{x)

hamda g'(x) =0,

nurda
3)

g(x) funksiyalar (o)
2) lunf(x) = lim ,q(r) = oo,

bes, u hokla lim —"~' mavjod v fim £9 .

rem glx) wm g}

Ve

derensiallanuvchi,

L(n

;--a ¥

:—; muviud bo'

Hm ";"'
dam 2
o lndi

Isbot. ¢ Teorema shartiga ko'ra lim L2 mavjud. Aytaylik, Nm 255 =

we'lain. U holda Ve> 0 sonnl olsak ham shunday N >0 son topilib, x = N

' lganda

e f'(x) ‘

=3 < m <H

lengsizliklar bajariladi, Umumiylikni cheklamagan hokls N > a deb olishimiz
mumkin. U bolda x = N tengsiziikdan x € (a; 20) kelib chigodi

Astaylik, x > N bo'lsin. U holda [N; x] kesmada f(x) va g(x) funksivalarga

¥ ushd teoremasini qo’llanib quyidagiga ega bo'lamiz:

(3)

(W) LO o N < < x.
gla)-giN]  gie)

Endic > N bo'lganligi sababli x = ¢ da (3) tengsizliklar o*rinli:



['(e) r

-t <u+vo
" A 3

Z g'(c)

f{x) = f(N) E
g —gm H¥3 @)
tengsizlikiarga cga bo'lamiz.

Teoremn shartiga ko'ra Ilm f(x) = 0o, llm g(x) =

-3

@, f(N) va g(N) lar

esa chekli sonlar. Shu sababli x ning yetarlicha katta giymatlarida % kasr

,L,':':_: kasrdan istalgancha kum farg qiladi, U holda shunday M soni topilib, x > M
larda

L L) 8
2T g HT T

(4)
tengsizlik o'rinki bo*ladi
Shunday qifib, ixtiyoriy £ > 0 son uchun shunday M soni mavjudki. barcha
. L £ _ s
x 2 M larda (4) tenglik o'rinli bo'ladi, bu esa .Il_n; el ekunligini anglatadi o
7.14-misol. Ushbu lim = limitni hisoblang

Yechish. [(x) = Inx. g(x) = x funksiyalar uchun 7.1 3-teorema shartiarini
teksbiramiz: 1) bu funksiyalar (0, +90) da differensiallanuvchi; 2) ['(x) = 1/x

3) hm £w lim 5? =0, ya'ni mavjud. Demnk, izlanayotgan

y'i=) f=sm

') =1,
limit ham mavjud va ‘Uﬁ ":-3 = {) tenglik o'rinli,

1.3, Boshga ko'rinbbdagi  anigmastiklar. Ma'lumki, llm[(x)

0, .u,n.i'g(x) = @ bo'lganda f(x)-g(x) ifoda 0-20 ko'rinishidagi aniqmaslik bo*lib,
uning quyidagi

f(x)gix) =

kabl yorish orgali :—: yoki % ko‘rinishidagl anigmaslikka Kkelticish  mumin.
Shuningdek, lirr:[(x) =40, !!{Eﬂ(r) = 4o bo'lganda f(x) = g(x) ifoda o« ~
o ko'rinishidagi anigmasiik bo*lib, uni ham quyidachn shak| almmshtirib

Mﬂ_ri

TGS ?i )
% ko' nnishdags anagmastikka keltieish mumkin

f{x) —glx) =

Ma'lumki, x — @ da f(x) funksivn 1,0 va o ga, g(x) funksive esa mos
mvshida =, 0 va 0 intilganda (f(x))* damjali-ko' rsatkichli foda 1%, 0°, o=f
ko'rinishidagi anigmasiiklar odi, Bu ko'rinshdagi anigmaslikiami ochish uchun
aveal y = (F(x))7* ul logarifmisymiz: tny = g(x)n(f{x)). Bunda x - a da
g(x)in(f(x)) ifoda e ko'rinishdagl anlgmaslikni (fodalaydi.

Shunday qilib, funksiya hosilalan yordamida 00, 0 -, 1%, 0", =

ko' rinishdag anigmashiklami ochishda, ulsmi s yoki 5 ko'rinishidagi anigmastikka

keltitth, so'ng yuqoridagi teoremalar go' laniladi
T15-eshatma. Agar f(x) va g{x) funksivalaming f'(x) va §'(x) hosilalari
ham f(x) va g(x) lar singan yogorida kKeltirilgan teocemalaming barcha shartlarini

quacatlontirsa, u holds
im -ﬁﬂ * lim - ! L2 = lim f s
o glx) s g'(x) = g (x)
tengliklar o*rinki bo*ladi, ya'ni bu bolda Lopital qusdasini takror o’ llanish mumkin

bo'indi

7.16-misol. Ushb lim (“") limitni hisoblang

3
Yechish. Ravshanki, x—»0 da ('J}i)? ifoda 1* ko'rinishdagi mnigmastik

bo'ladi, Uni logarifmiab, s andqmunslikni ochishga keltiramiz:



' - tgx
il () sy —
g =melmwy
1 x = sinxcosx 1 (x — sinxcosx)’
=-lim ——— == lim ———=
2 xwe e 2 xao (x*)
1 " l—cos’xi»sm‘x_ 1 : 25in*x 1 . 1
“Z a0 3 "4 2 6° .3
i
Demak, lim (-"—'); =ei=Ve
L £
Mashq va masalalar

7-15. 7.124coremani isbotlang. Ko'rsstma: Umumiyliknd saqlagan holda,
tooremadag! ¢ sonni musbat deb oling va x = % ¥ almashtirishdan fovdalaning.

T-16. 7.13<tcoremaning x -+ da da ham o'rinli bo'lishinl ko'rsating.
Ko‘rsatma: £ =~ akmashtirishdan foydalaning

Lopit] qoidasidan foydalanid limitlami toping (17-30):

3 -
17, lim 7-18. Ly =5
g3 x'=Ix~1 Fi¥=1
7-19. lim S 7-20. Tim £
a-g AN x ot
721 lim = 722, lim ——
]vconl. ety dx
7-23. lim 2% -g~* 7-24. lim l_..'__)_
Ersm =0 \x minx

7.25. fim x (ei-1) 726 fim (= - %),

g1 \=3z?  |-2?

7-27. lim x'9* 7-28. lim (cos 2x)
i--h K0

7.29.tim ()"

)
7-30. lim 13507,
a0 0

3-§. Teylor formulasi

Teylor lformulasi mutematik analizning eng muhim formulalaridan bin bo‘lib,
ko'plab nazariy tathiglarga ega. U taqribly hisobning negizini tashkil giladi.

i

L1 Tevior ko*phadi Peano ko‘rinishdagi quidiq hadii Teyior formulasl
A ik, lunksivaning qlymatlarini hiscblash ma'nosida ko'phadiar eng sodda
funksiyalar hisoblanadi. Shu sababli funksivaning x, nuptadagi giymating hisoblush
wehun uni shu nugta atrofida ko*phad bilan almashtirish muammosi paydo ho'ladi

Nugiada differensinllanuvehi funksiya ta'rifign ko'ra, agar y= ffx) funksiyn 1,

nugtada differensiallanuvchi bo'lsa, u holda uning shu nugtadagi orttirmasini
M (x) = f(xa)dx + 0(Ax), ya'ni
[(x) = [(xq) 4 [ (xo)(x = 25) + o(x = Xx5)
ko’ vinishida vozish mumkin
Boshqacha aytganda xp nugtada diffecensiallanuvehi y ffx) funksiya ochun
birinchi darajali

Py (x) = [(xg) + by(x —xp) (1)
ko'phad mavjud bo'lib, x—sx, da f{x) = P, (x) + o(x — x4) bo'ladi. Shuningdek,
bu ko'phad %, (x,) = f(xg), P{(xy) = b = f'(x,) shartlarmi ham quooatiantiradi
Enddi umumivrogq masalani garaylik. Agnr x = x; nugtaning biror atrofida
aniglangan ¥ = f(x) funksiys shu nugrada ['(x), /7(x), ..., ™ (x) hosilalarga
cus bo'lsa, u holda
f(x) = B (x) + ol{x — x5)") (2)
shartni qenoatiantiradigan derajasi # dan katta bo' Imagan £, (x) ko' phad mavjudmi”?
Bunday ko' phadani
B (x) = by + by(x — x0) + by(x = x50 4 ... 4b, (x = x)", %))
RO b, hoeflissientlami topishda

B, (x) = [(xe), Pilxg) = F'(x), P =
= [™(xq) (4)
shartlardan foydalanamiz. Avval £',/x) ko'phadning hosilalarini topamiz
Falx) = by + 2by(x = x4) + 3by(x — 2} + ... 4mby(x — xo)" ",
Pt (x) m 210y + 32y (x = Xo)+ <. #m:(n = Dby (x = x6)" 2,
PI(x) = 3:2-1by+ ... 4n(n — 1)i(n — 2)b,(x = x,)"%,

ko'rinishda izlaymiz. Noma'lum bo'lgan by, by, &

1"Cxe), vy P ™M (25) =

................................




P (x) = nfn = 1)(n = 2)...-2-1b,.
Yugorida olingan tengliklar va (3) tenglikning har ikkala tomoniga x o' migs
X 0l go'yib barcha by, by, by, ..., b, Koeffitsientlar qiymatlarini topamiz:
Fulxg) = f(xy) = by,
falxg) = f'xy) = by,
Fa'(xg) = [M"{xg) = L1y = 218y,

B (xg) = [ (xg) = m{n = 1)....-2-1b,, = nl b,
Bulardan By = f(xo), by = ['(xg), by = "(xg), . by = 1 r™(x)
bosi| qilamiz. Topllgan matijalarmi (3) qo*yamiz va

1
Bulx) = Flxg) + F{xgix = x5) 4 i‘!f"(xo)(l' - -"u)J b Jbhocy

Pl PN =x) (5)
ko'ninishda ko' phadni hosil gilamiz. Bu ko'phad Teplor Ao phadé deb ataladi
leyloe ko'phadi (2) sharmi quaoathantirishinl bsbotliymiz Funksiya va
Teylor ko'phadi ayirmasini R, (x) orqali belgitaymiz: R,(x) = [(x) = P, (x). (4)
shartlardan R, (xy) = Ry (xg) = = = Ry(xg) = 0 bolishi kelid chigadi
Eodl Ry} =o(lr—x)"), yani Jim 2120 ehanligini

P e M

ko'rsstamiz. Agar x — x, bo'lsa, Hm e it’mimingE ko' rinishdagi anigmashik
D 0 9

ey L=y

ekanligini ko'rish giyin emas. Unga Lopital qoddasini # marta tathiq qllamiz. U holda

Mylx) aalx) i, Ve B
lim A - = Iim —L.::T == lim J_.(_ = lim = ) =
goaxy (2e2,) tegg wlz-z,) F=5g Wlarrg) Eex,

lim "-_:"‘z.' w0, demak x -+ x, da R, (x) = 0({x — x4)") o'rinli ckan

Shunday qilib, quyidagi teorema ishotlandi:
T.17-eorema. Agar y = [(x) funksiva xg nugtaning biror atrofida 2 marta
differonsialinnuvchi bo‘lsa, u holda x -+ x;, da quyldag formula

1
FO) = flxg) + Mlxgdx = xg) + ii’"("“)(’ - %)% +

s

1
Foisd ;f""(xp)(x —X)" +o((x~x,)%) (6)
o'tinkl bo*ladi
Bu yerda Ry (x) = O((x = xo)") Peano ko rinvhidagt goldiy had deyiladi

Agar (6) formulada x;; = 0 deb olsak, Teylor formulasining xususiy holi hosil
o' Indi

f(x)=f(0)+ (0)x + -21—'f"(0)x=+ ses P ;:-'[(')(0).1"‘ +o(x").(7)

Bu formuln AMakiaren formulast deb staladi

3.2. Teylor formulasining Lagranj ko'rivishdagl goldiq hadi. Teylor
formulast Ry, (x) qoldig badi yozilishining turli ko'rinkshlari maviud. Biz uning
Lugranj ko' rinishi bilan tanishamiz

Quralayotgan f(x) funksiya x, nuqta utrofida n + 1 ~tartibli hosilaga ega
bo'lsit deb talab qilamiz va yangi g(x) = (x <« £,)"" funksivani kirtamiz
Ravshankl,

#(x) = g'(xg) =...= ™) = 0; g™ V() =(n+ 1)1 20,
Ushbu R (x) = [(x) = E,(x) wa glx) = (x = x)"*" funksiyalarga Koshi
teoremasini  tatbiq  gilamiz. Bunda R, (x,) = Ry(x,) =...= R\ (xy) = 0

¢'tiborgn olib, quyldagini topamiz:
Ry(x) _ Rolx) — Ro(xo) o Fale) _ Fale) - Ralx) _Rlale)
g} gl =-9lx) g'(x) g)-glx)  g'(c)
_RVe) RV =R RV
9™(cy)  gM(x) = gW(x,) g V(D)
bu yerda ¢; € (xg: x), €3 € (Xp:¢3), v L6y €& (Xgi Gy ),
Shunday gilib, biz

R..(X) - Rl{:.l)‘ﬂ
g(x) g™
chanligini ko'rsatdik, bu yerda fe (x5 1), Endi g(x) = (x = x)"*?
g = (n+ 1), RSV = FOY(E) ekanligini o'tiborga olsak
quykdag: formulagas egn bo' lamiz;




(x = xp)"* ¢ € (xg:x)

Bu (8) foemulani Teylor formulasining Lagrawy Ao ‘rinishidagi qoldiq hadi

Lagran) ko'rinishdagl qokdiq hadni

,(nollgo + 6(x ~ XO))

ko' rinishda ham yozish mumkin, bu yerda & birdan kichik bo' lgan musbat son, ya'nd

Shunday qilib, f(x) funkstyaning Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teyloe
formulasi quyidagt shaklda yoziladi

Flx) = Flxg) + FU)x=xg) + [ (xe)(x = xg)? 4.4

|
+ = [ {xp)x = x)" + (x = xs)"°", bu yerda £ (xq: x)
n

Agar xg = 0 bo'lsa, v holda & = x, + Xx ~x,) = x, buyerda D < 0 < |,

bo' lishi ruvshan, shu sababli Lagrani ko'rinishidagi qoldiq hadli Makloren formulas)

£) = £(0) + £O)x + o f(O)x 4 .. 4 FO ()l
-l n

shukbda yoziladi

4-§. Ba'si bir clementar funksiyalar uchun Makloren formmbasi
4.1, e” funksiyn uchun Makioren formulasi. fivi~ ¢ funksivaning (=o,+x)
oraliqda barcha tartibl hosilalari mavjud: Mo« k=1, 2,
01 k=12
§ dag (10) formulags qo'yib

. ne L Bundan =0 da
g U@ 6™ va fil)=1 hwosi! bo'ladi. Olingan natijalami 3-

0 perda D0 @, Tormulaga ega bo’ lamiz

Womnds fixl=¢" funksiva va Px) ko'phad funksiyaning grafiklasi
Aabieilyan

3&-rasm

1. Sious Tonksiva uchun Makloren formulasi, /M- siny funksiyoning
bhalgnn tartibli hosilusl mavjud va s-tartibli hosile uchun quyidagi formula o'rinli

n nx
sdl (Y B-4) S (X)=sn(x+==) 0 da fO)0 va

-

: nr [0, agar n=24k
f0) = sin— .
2 (=1), sgar m=2x+1

Shuning uchun 3-§ dagi (10) formulaga ko'm

X £ Yo 2k +3
BNX = X e 4 (=])

3 b ke O+ =

(5) ko' rinishdagi yoyilmaga egn bo'lamiz

x), V<<l




\'J "5
3 y Pixi=x—ass
R(x)ex~= 6 120
|
\ .
‘ ' g fix)=sinx
3
x
Rix)ex - —
v o
39-masm

39-rasmda fixs~xinx, Pyixi. Pofx) funksiyalerning grafiklan keltirilgan
4.3 Kosinus fuoksiye uchun Makloren formulast. Ma'lumki, fx)~ coxy

NI ™ ns g
funksivaning pa-tartibli hosilasi uchun /7 "'7 x ) = cosf v + o/ formulaga egamiz

|0, n=2k+1,
(V.5-5), =0 da AOM1 va l‘""(O)ucusﬂ - f‘@‘"
2 |(=1)V. agar m=2k

Demak, coxx funksivi uchun quyidagl formula o' rinli:

< E L i . )
('0(""-2703"'6;4_.‘(-'] :—&-'"':it_oz).cuuﬂ.l‘k',. ‘.I\l'(l (6)

A0-rasmida 1)~ coxx, F:x). Pox) Gunkstyalarning grafiklari keltirilgan,

X
i A

— x X

A W — —_—

T n
p Jix)ezoes

A fix)=(14x) (pe R) funksiya uchun Makloren formulast. Bo funksiva
(1 1) imtervaida aniglangnn va cheksiz marta differensiallanuvehi. Uni Makloren
foemulasign yoyish uchun fix)= 1+ 0)* funksivadan ketma-ket hosilalar olamiz;

F'exi=puflex ), Mix)=pfp=1)1+xr=,

U (x)=plp—(u=2)04x)7,

S (x)mpufp =) (u=n+ 1)1 s x " )

Ravshanki, ;=1 M0 uga-1). Gens 1), Shuning uchun fixi= 1+ o
funksiyaning Makloren formulasi quyidagicha yoziladi:

(1o x) =04 puns u—(‘;q)“r" #it ap=)-Lpmis) e
' "l

Alp 1) p~n)
(n+1)!

AS, fixy=in(l+x) funksiyas uchun Makloren formulasi, Bu funksiyaning
(<) Intervaldy aniqlangan va [stalgan tartibll hosilasi mavjod. Hagigutan ham,

(A +0x)"""2™ (0<p<l). (8)

FUx)=(ndl+ X)) = (14 x)" funksiyasiga (7) formulani go*Hlab, unda -1 deb » ni

(=1)""(n=1)! Sl
" formubani hosil gilamiz
(1+x)

Ravshankd, f0)~0. f™(0)~(-1)"'in-1)! Shuni e'tiborga olib, berilgan
funksiyaning Makloren formulasini yozamiz:

-1 bilan almashtirsak, /'(x)=

L ] ) ‘. ~ el
esjea—tsE Xy g XL _ET gleer 9
23 & o )itain ™

Yuqorids keltirilgan usosiy clementar funksiyalaring Mekloren formulatari
boshga funksiyalwmi Teylor formulasign yoyishda foydalaniladi. Shunga doir
misollar ko' ramiz

7.18-misol, Ushbu fix)- ¢ ™ funksiya uchun Makloren formulasini yozing.

Yechish, Bu funksiyaning Makloren (ormulasini yozish uchun £,

L00)... S(0) larni topib, 3-§ dagi (10) formuladan foydalwnish mumkin edi. Lekin

fix)=¢* funksiyaning yoyllmasidan foydalanish bam mumkin. Buning uchen (1)

formuladagi x ni <3x gn almashtirnmiz, natijada
1l




A Ir Gx” I 5 1Y
PRt} PR SRS Y Y +— R
v 2 n (nsl)!
formulaga ega bo'lamiz

T-19-misol. Ushbu ffx)~ fnx funksiyani xo~ | nugta atrofida Teylor formulasini
yoxing

Yechish. Berilgan funksiyani Teyloe formulasiga yoyvish uchun fix)=Inf!+x)
funksiyn uchun olingan (9) 2sosiy yoyilmadan foydalanamiz. Unda x ni x-1 ga
almashtiramiz, natijsda le=In{{x-11+ 1) va

fx=1) et fx=1 =1y (x=1!
Inx= (1 =1 ) =————+_4(=1) e —

2 n (el (eaia-pr 0
formulags cga bo'lamiz. Bu formula x-1>~1 bo'lganda, ya'ni x>0 larda o' ninli.

4.6, Teylor formulasi yordamida taqribiy hisoblash. Makloren formulas
Lagran) ko'rinishdagi gqoldiq hadini babolash masalasini quraylik

Faraz gilaylik, ;hund:n)' o rgarmas M son maviud bo'lsinki, argument 1 ning
=0 nogty strofidagl barcha qrymatlarida bamda »# ning barcha giymatiarida
[y <M tengsizlik o'rindi bo'lsin. LI holkda

Rufich= !j-.h(@‘r"';;;\ Ll
fn+l)! fus1)!
,!nol

tenpsiziik o'rinli bo'ladi. Argument  ning tayin giymastida fim ;n_ol_)' “0 tenghk
o'rinli, demak n ning yetarficha katta giymatianda R yetarlicha kichik bo'lar
ekun

Shunday gilib, xe=0 mqta atrofida ) funksiyani
, by I
fi) f0)x f‘f O~ .. - !fwm:'

ko'phad bilan almashticish mumkin, Natijade funksiyaning « nugtadagi qiymati

uchun

. I . |
Six)= f1O 05 3 !f'wu-- % ;rfwwr‘

tgribty  formula kelib chigadi. By formule yordamida  bajarilgan  tagribiy
hisoblashdagi xutolik R0 ga teng bo'ladi.

7.20-misol. ¢ nd 0,001 aniglikda hisoblang.

Yechish, ¢ funksiyanming Makloren formulasidan  fovdalanamiz. (1)
{ormulads 0,1 deb olsak, u holda

Siag O, 000 o

I TH ”
masals shartiga ko'rn xatolik 0,001 dan Katmn bo’Imasligi kerak, demak
o)

A
‘ - ———
Yo%) fnsl)!

" 20,001 tengsiztik o'rinli bo‘tadigan birinchi n ni topish
yetarfi, «*'* <2 ckanligini ¢'tiborga olsuk, so‘ngl tengsizlikni quyidagicha yorib
olish mumbkin:

S

——— <0001
W+ 1!
Endl =1, 2, 3, _ qiymatlami so'ngl tengsizlikka go'yib tekshirnmiz va by
tengsizlik #=3 dan boshlab bajanlishini topamiz. Shunday qilib, 0,001 aniglikda
L0100 000!
| | -], 3
Xususiy holda, =1 bo'lganda

™=t « 1,058

AP J

Jix)efixgrs Fixglix-xy) tagribiy hisoblash formulesi Ry~ /—"("-v‘-u-x.r'.

re= < x amiglikda o*rinll bo'ladi

T7.21-misol Differcnsial yordamida radiusl +=1,01 bo'lgan dokra yuzin
toping. Hisoblash xatoligini baholang.

Yechish. Doirz yuzi S=m" ga teng. Bunda rl, Ar0,01 deb olamiz wva
S=8¢r) funksiva orttirmasini uning difterensiali bilan almashtiramiz:

Strd = S(ro)+ dS{ry)= Sfrg s S'(rg e

Natijada

SO0 =2 ST dSEH= St = S (D000 217 250,01~ .02 x hosil bo' ladi.

Bunda hisoblash xatolig

s




$%¢ o = 9
Ryr) 1) freral. ree S5 dan katta emas. S"'r)~ 2 va r ga bog*lig cmm,
hJ

sho sababli Rifr)= 0.0/~ 0.0001% Demak, hisoblash xatoligi 0,000314 das

katta emas,

T.22-misol. Ushbu fx)- Pl funksiyaning =003 nuqadagt qiymatinl
differensial yordamida hisoblang. Xatolikni baholang,

Yechish. Tagribly hisoblash formulasi fix) sffxg /(g (r-xo) da x40, 003
qiymatlari go'ysak, fi0,03)=10)« £ (0)0.63 bo'lib, xatolik

B D280 o2 L0600,08, 0 240,03 bo'ladi.
Beriigan funksiya hosilalarinl va ougadagl qivenatlarini  hisoblamiz
fio=2e-1e" " bundan f'ey=-1, ‘n/-.'u":' 4 12:-1)".":’ gt (4x'dx+3),

3
5 Q030017 ckanligini topamiz.

bundan /75« 3. Olingan natijalardan foydalanib, SO03 =t + (< 1)-0,03=0,97 va Rye

Teylor formubssi  funksiyalarni charemumgs  tekshirishda,

qatoriar
nazartyasida, integrallarni hisoblashlarda ham keng tatbigga en

Mashy va musalalar

7-31. Agar ¢* funksiyaning Maklaren formulasida r~1 bo'lsa.

I+ : .. b d : + ¢ (2)
y TIT i (n+
formulani hosil qilamiz. Bu formula yordamida ¢ sonining irratsionadtigini fbotlang,

Levlor formulasidan foydalanid P(x) ko'phaini x = Xy ming darmjalard
bo'yicha yoying (32-33);

TILP(x) =x" 4 4x* — 6x - 8, x5 = —1
T3P = =3x" 4+ I + 2, xy = 2.

f(x) funksiyani x, nugtada Teylor formulasi boyicha yoving (34-35);

T34, f(x) =xe" x5 = =1 735 f(x) = In(2x - 1), % = 1

L2

f () funksiyani Maklocen formulasi boyicha o(x*) gacha yoying, bu yerda

736, f(x) = sin¥ xk = 4 7-37. f(x) = chx,k = 5, A

7-38, Lagran) qoldiq badli Teylor formulasi yordamida quytdags ifodalami
10" aniglikda tagribly hisoblang:

2 Vi27; by VES; ¢) V250 d) Ve,
¢) 5in857; 0 cos72%; gl Inl,3; h) arctg08,

7.39. Teylor formulasi yordamida quyidag uqribiy formulalaming ahsolut
sutoligini baholang:

T
we* =¥ .,L 0=xs 1 b) sinx cx-;—+-;.lx|$l,
wepgt VS
. z?
eosrw I -245 -5 I s05 degx=x+T. xISOL
n' & ¢

.
!

(1 +x) =x—-5+%

Y K~ < 0.2
OVIFx=14;-T+3, 0250,

7-40, Teylor formulasi yordamida tagribiy hisoblang
a) e, 1077 aniglikda; by V10, 1077 aniglikda;

) sin1®, 107 aniglikds;  d) V30, 107" aniglikda.




VIl BOB. HOSILA YORDAMIDA FUNKSIYANI TEKSHIRISH

1-§. Hosila yordamida funkslyani monotonlikka tekshirish

L1, Funksiyaning o*zgarmastik sharti

8.1-tcorema. fi) funksiyn (ah) da differeosiallanuvehi bo'lsin. Shu
intervalda fx) funksiya o' zgarmas bo*lishi uchun /'(x) = 0 bo' lishi zanr va yetarli,

Isbot, ¢ Zarurligl ravshan. Chunki funksiya o‘zgarmas bo'lsa. barchs
ouqgtadarda /i)~ 0 bo' ladi

Yetarfiligi. Shartga ko'ra fx) funksiye (0,4) intervalda differensinllanuvchi
ya'ni (@; b) oraliges tegishli ixtiyoriy x uchun chekli /'¢x) hosila mavjud va /fx)=0,
Endi xc<x; bo'lgan ixtiyoriy x, 000 b) nugalami olaylik. Qaralayotgan fix)
funksiys |1,,x;] kesmada Lagranj teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi,
Demak, (x;.x;) intervalga tegishli shunday ¢ nuqta topilib,

Fixz) = f(xy) = ' (c)xy = x;) (1)

tenglik o'rinli bo*ladi. Teorema shartign ko'ra ixtiyariy x € (@ b) uchun f'(x) = 0,
bundan f'(c) = 0, va (1) tenglikdan f(x;) = f(x,) = 0 ckonligi kelib chiqadi.

Shunday qilib, fix/ funksiyaning (a:b) intervalning istalgan ikkita noqtasidagi
qlymatlari o' zaro teng. Demak, funksbya o' zgarmas bo'ladl ¢

Bundan integral hisobda mubim rol o' ynaydigen quyidagi natija kelib chigadi

8.2-natije. Agar fiv) va gix) funksivalar (ab) da chekli £iv wa 2'(x)
bosialarga ega va ffoi=g'(x) tenglik o'rinli bo'lsa, « holda v bilan gix)
funksiyslar o' zgarmas songn farg qiladi:

Jixe gl €, Cecomat

Hagiqutan ham, shartga ko' (fx)-gix)) = C '~ 0, Bundan I-teoremaga asosan
Sixpogixi=C. ya'm fixy= gix)+ C tenglik o'rinli ckanligi kelib chiqadi

83-misol Funksiyaning o' zgarmaslik shartidan foydalanib
sin’ x = %(1 ~ cos2x) ayniyatning o‘rinli ckanligini isbotlang

L3

Yechish Quyidagi funksivani garaymiz: f(x) = sin® x -~ %(1 ~ cosZx) bu
funkaiya (=x;+0) da aniglangan, differensiatlanuvchi va hosilas| aynan nolga teng
£'(x) » Lstnxcosx — sin2x = (. Funksiyaning o' zgarmastik shartiga ko'm

sin® x ~ %(1 - cos2x) = C
o oile. € i aniglash uchun x argumentps giymat beramiz, masalan x+0 bo'lsin. U
hobda = 0 vasin® x — %() — cos2x) = 0 yoki sin® x = lS(l - to52x) bo'lad|

1.2. Funksiyaning o‘sishi va kamayishi. Biz bu yorda funksiya hosilasi
yoedamida funksiyaning monotooligin amglash mumkinkiginé ko'rsatamiz.

S 4-teorema. Avtaylk, My funksiya (@ b) imtervalda aniglangan va
diffecensinllanuvchi  bo'lsin. Bu  funksiya (ah) intervalda  kumaymaydigan
(o' staydigan) bo'lishi uchun £t 2 0 ()< 0) wengsizlikning o' rinli bo lishi zarar
v yetarit
Isbot. 0 Kamuymaydigan funksiya holinl qaraymiz.

Zaruriyligi. fix) funkslya (a8 intervalda kamuymaydigan bo'lsin. U holds

itiyorly x € (@; b) v A0 uchun Ay fix+ Ag)-fixjz 0 tengsizhik, Ax<0 ochun

Ay 3
My fies Ax)-fin) €0 tengsizhik o'rinli bo'ladl. Bundan esa 3—1.?11 bo'lishi ruvshan

Ay .
| eorerna shartiga ko'm iy differensiallanuvehi, demak ; nisbatning Ar—»0 da
chyekii Timith muvjud, tengsizlikds imitga o'tish hagidag) teoremuga (3-84 masala)
i Ao
ko'ra, bu limit nomanfiy bo'ladi, ya'nl en * A ="'tz 0

Yewrliligi. Ixtiyorly x € (a; b) uchun fixjz 0 bo'lsin. Endi x,<x; bo'lgan
wtiyoriy 1y, 22 fa:b) nugtalami oleylik. Qarulayotgan /v funksiya [v,5;] kesmada
|.agranj teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi. Demak, (x;.x;) intervalga
tegshli shunday ¢ nugta topilib,

Jixg<fixp=flc)xpxy  (2)

i




tenglik o'rinll bo'ladi. Teorema shartiga /'(x)20, bundan /7c/20, va (2) tenglikdan
fixy)oftx )20, ya'm fixz)2 fix)) ckanliga kelib chigadi. Bu csa funksiyaning (@A)
intervalda kamaymaydigan funksiyaligin ko' rsatadi.

O'smaydigan funksiya holi ham yugoridagl kabi isbotlanadi. ¢

Endi funksiyaning qat’iy monoton bo'lishining yetarli shartini isbotlaymiz.

8.5-teoremn. Agne flv) funksiva (ob) intervalda differensiallanuvehi va
ixtivorly ¥ € (@ b) uchun (>0 (Fo<0 ) bo'lsa, u holda i) funksiya (ad)
intervalda gat'iy o’suvchi (kamayuvehi ) boladi '

Ishot. 0 Aytaylik, caefab) va
xy<x; bo'lsin, Ravshanki, [, x;] kesmada
fiv)  funksiyn Lagrunj teocemasining
barchy  shartlonind  qenoatlantiradi. Bu
teorermagn  binoan shunday cefx)xy
maviudkl

Sog-flx<fle)lxrxy .

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu tenglik wva
F1e)>0 (ffe)<0 ) ckunligidan ffxy > fixy)
(fxa) fixy)) bo'lishi kelib chigadi. 4 loraum

Bu fix) funksiyaning qat'ly o'suvchi (kamayuvchi) bo'lishini ifodalaydi. ¢

Ushbu y<x” funksiya (-1;1) intervalda gat'iy o'suschi, Jekin uning hosilasi
=0 nuqtada nolga teng bo*ladi.

Shungs o'xshash fixi<s+ cosx funksiya ham unigqlanish sohasida qat'ly
o'suvchi, ammo uning bosilasi /(o= Jsine cheksiz ko'p nugtalarda (x =-:-+

Znm,n € Z) nolgn teng bo*lads (4 1-rasm).

Bu misollar yuqoridagi teoremaning shartlari funksiyaning qat'ly o suvchi
(Kamayuvchi) bo'lishi uchun fagat yetarli shart ekanligini ko*rsatadi.

8.6-misol. Ushbu ffx)~ 2x°-fux funksiyaning monotonlik intervallarini toping.

Yechish. Funksiys (0;4) intervalda aniglangan va hosilasi [ )~ 4x-1/x ga
teng. Yuqordagi vetarli shariga ko', agar 4x-//x>0 bo'lsa, ya'ni x>1/2 bo'lsa,

Boinihiy ngar dx< 4o botlsa, ya'mi x<1/2 bo'lsa funksiyn kamaywavchi bo*ladi.
Shday iy, funkosayn (0:1/2) intervalda kamayuvehi, ( 172, +%0) intervalda o' suvchi

ol
] 3
A 2mbol Ushbu fyy)« 25" 5'1 A =8 funksiyaning monotonlik
3
sl barom toping
Yechish, Bu funksiyaning amglanish sohasi (- 0p(0;+=) dan iborar
Fumkaryaning hosilasioi topamiz:
'S ~Tx+b ‘.!07]ll ~1Xx-2)
v v

undan (<03 A0 pA2%=) to'plumda o0, [-300A]12] da esa figs0

I'f(x)=

o' hishini aniqlash qlyin esmas.

Demak,  berilgan  fix)
fnkstya (=53], (0;1] va [2;0)
muliglamning har birida o'suwvehi;
[-50) va (1:2] omaliglaming har
Inirida kamayuvehi bo' ladi,

$.9-misol  Apwr  Dars]
o' Isa, x-x"/3< pretge< x-r'/6 qo'sh
tenigsizlik o'rinll o lishini
sbotiang.

Yechish. Berilgan
tengsizlikning o'ng gismi aretge- o' 6 tengsiziikni
shotlaymiz. Chap qismi shungs o'xshash Isbotlanadl  fix)« arcge-x+ 26
funksiymnl qarsymiz, uning hostlasi

2.4
fix)- “l eIt = ¢ 7 g8 teng, fig=arctgy-xs x'6 funksiya sonlar
x 2 +

o'qida aniglanagan vo uzluksiz, demak u |0;1] kesmmada ham ozluksiz, (G1)
intervalda /(<0 Bundan csa ffx) funksiyn [0:1] kesmada knmayuvchi bo'lib,




O<x<! shartni quoonthantiruvehi x lar uchun fx)<fi0) tengsizlik o'rinll bo'ladi.
So’ngi tengsezlikai A0)=0 mi ¢'tiborga olib, quysdagicha yozib olamiz
arcigy-x+ x"6 <0 bundan arcigx- -x'/6,
Bu go'shteagsiziikda gatmashgan funksiya grafiklar 42-rasmda kehinlgan
Mashq va masulalar

Funksiyenmg monotonlik omliqlarini toping:
B-1.f(x) = (x=2) (x4 2). 82 f(x)=In(x* -2x + 4).
B3.f(x) =% + €7 B4 f(x) = xinx.

83y = — 8-6. 5(t) = r + cost

1=5%
8.7 @ parmmetming quoday qiymatiarida f(x) funksiyn sonlar o'qida
o suvchi bo'ladi?

ot
)

d) f{x) = ax + 3sinx + Acosx,

8-8. Agar f(x) funksiys (a:b) omligda urkuksiz va (a; b) oraligning chekli
sondogi nugtalaridan boshga barcha nugualards f(x) > 0 bo'lsa, f(x) funksiya
(a; b) omliqdas gat'ty o' suvehi bo'ladi. fsbotlang.

89, Aytaylik, [(x) funksiys (a; b) oraligda o'suvchi bo'lsin. Bundan f*(x)
hum (a; b) oraligda o' suvchi bo'lshi kelib chigadimi?

8-10. Agar & > 0 topilib, x € (X, = &, x5) uchun f(x) < flx,) va x €
(xp Xg + 8) uchun [ (xg) < f(x) bo'lsa, ubolda f(x) funksiyn x, nugtada o'savchi
deyiladi. Quyidagilami isbotlang:

1) f(x) funksiyn biror orsligning har bir nugtasida o'suvchi bo'lsa, u shu
oraligda o'suvchi bo'ladi,

a) f(x) =2 —ax; b) flx) =

' vla-1)x" ¢ 2x;

¢) f(x) = ax — yinx;

Agins
b) f(x) = s\ Tt 0, funksiya ¥ = 0 nugtada o'suvchi, lekin

0, x=10
shu nogtani o'z ichige olgan hech bir orligda csuvchi emasiigini isbotlang

2.5, Parametrik ko'rinkshda berilgan funksivaning hosilasi
2.1, Funksivani parametrik usulda berilishl, Aytaylik, ¢ o'zgaruschining T
qiymatlar 1o plamida

X w i),
bertr @
funksiyalar sistemasi berilgan va x=p(¢) fuoksiyaning qiymatlar to'plami D
bo'lsin. Ushbu savolgn javol jzlaymiz: (1) sistema O to'plamda v ni » ming
funkstyssi sifatida aniglaydimi? Har bir x ga unga mos £ bo'yicha ¥ = (/) sonl mos
Qo' ysak, bu moslik funksiys bo*ladimi?
0 w' ploandan ixtiyorly xy ni tayinlab,

x=pll) (

ro

}
tenglamani qaraymiz

Bu tenglama 7" w'plamda yechimga ega. Atmo (2) tenglamaning ikiizi
yagona bo'Imasligi ham mumkin. Aytaylik, bu tenglama T to'plameda bir nechta iy,
ta. ... ildizlarga cgn bo'lsin. U holda ¥, =l ) Yy =Wy ) ... sonlar ichida bic-
biriga teng bo‘imaganlari mavjud bo'lishi mumkin, masalan ¥, # Vi bo'lsin U
holda yisqoridagi mostikka ko ra x=xy go vy sifistids yy, i bam e ni ham mos qo'yish
mumkin. Sha sababli (1) funksiyalsr sistemasi yordamida [0 w'plamds x ning
funksiyvasini aniglab bo*imaydiL

Ikkinchi tomondan, (2) tenglama iMizlari to'plamida y=¢{r) funksiya
o'zgarmas songa teng bo'Hehl mumbin: (4, )= Wif, )= ¥, 1 holda garalayotgan
£ songa y o zgaruvchining 1 gs mos keladigan yagona v, qiymatini mos qo“yish
mumkin

Agar £ dan olingan har bir x uchun yugoridags xossa o°rinli bo'lsa, u holda D
sohada yuqoridagi qoida yordamida y=Ax) funksiva aniglanadi, Bu funksiya (1)
sistema yordamida aniglangan deyiladi. (1) dagi ¢ o'zgsruvchi pammetr, yfx)
funksiya esa parametrik ko'rinishda beriigan deyilads,

LAl




(1) sistemadan y=fAx) funksiveniog analitik ifodasini olish parametr Bhalymiing howilasing topish masalasini qorash mumki. Odatds by masala
Vo ‘Qorixk deb ataladi, Ptk tenglumalar bilan beriigan funksiysning hosilasini topish masalasi deh
(1) sistema y o'zgaruvchini ¥ o'zgaruvchining funksiyasi sifistida mlqldl Hasts yuritiiadi

uchin X =@/} funksiya (7' to’plamdan olingan ¢ uchun) teskarilanuvehi bo'lishi A Ldeorema. Avtaylik, gyt va i) funksiyalar [of] da uzluksiz va (af))

yetarli. Hagigaddan ham, bu holda (2) tenglama 7 to'plamda yagona yechimga g & s iallanivehi hamda ¢ () shu intervalda ishorasint saglasin. Agar o~ o)

bo'ladi. Demak, [ dan olingan bar bir x; uchun X, =@(4,) bo'ladigan yagons fabstyaning qiymatlar to'plami [ah] kesna bo'lss, u bolda x=gt), y= it

Inr | b] da weluksiz, (ab) da diffi fallanuvchi bo'l pe
maviud, bu & songa yagooa ¥, = () mos keladi. Shunday qilib, (1) sistema » ni. sipbamnlar |ab) wrluksiz, (a6) ifferensiallanuve gun v fix)

ning yAx) funksiyasi sifatida aniglaydi. Bu funksiyani « ning murakkab funksiyesl . (1)
b Y, _w'lr
sifatida aniglash mumkin: Vel (RInse :";h'; ®

¢

Sk aiyant aniglaydi va

vo f(x) =gl (X)), fmula o rinli bo*ladi
by yerdn ¢ '(x) funksiya X = @(f) funksiyaga teskari funksiya Iabot. O Teorema shartign ko'm @01 funksiya [a i) da ishorasinl saglayds,
I wchun @ (0 bo'lsin. U holda - gy2) funksiya [ ] da uzluksiz va qat’iy
W suvehii bo' ladi, Shuning uchun [a 4] kesmada unga teskan bo' lgan welukyiz, qat'sy

8.10-misol [ =(~0;4x) gy &“'.' berilgan. Bu sistema y=Ax) funksiyani
yer

aniglaydimi? waovehi =@ '(x) funksiva maviud wva bu funksiya (ad) oraligda
Yechioh. o=/ funksiya 7 da qat'ly monoton va D=(-0;4) da eskari Wilferensialianuvehi, hosilasi ¢ = ' formula bilan hisoblanadi. Bu holda

"l
[x=r

fumksiyasi =% mavjod. Bundan L _',’ sistema v i x ning funksiyasi sifutids o with e (%)) funksiya ham [a5] kesmada uziuksiz bo'ladl. Bu funksiyaning
aniglaydi. Wostlaxint topamiz. Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasiga ko'm
Bu holda ' funksiyani ¢ parsmetrni yo'qotib, x orqali ifodalash mumking Vo* VoI, bundan esa y, tjl = ¥4 (¥, #0) bo'lishi kelib chigadi. ¢
“ XE (=x4a0)
y o xifi, bu yerda 1€ (-a5540) (a0} da '0<0 bo*lgan holda teorema shurga o' xshash isbotlanadi.
2.2. Purametrik ko'rinishda berilgan funksivaning hosilasi. Faraz gilaylik [ x=4coe’t
r=8o08 1,
x argumentning v funksiyasi quysdagichs K12-misol Ushbu d\' ey Octsw/2 parametrik  tenglomalar
= LN > -
[ x=gplr), ;

(5) hilan berilgan funksiyaning hosilasini toping,
Yechish. (00/2) da ', »~12cos" tgins<0 wva bu kesmada yuqoridagi

1,» wy(t), asisp
parametrik tenglamalar bilan berilgan bo'lsin.

Agar x= (1) funksiya teskarilanuvchi bolsa, ya'ni 1= (r) maviud bo'lsa. leoremaning barche shartiari bajariladi. Shuning uchun (6) formulaga ko'ra

2sin” teast
W, J~‘~--~’—L-‘-’—— w ~pgr bo'ladi,
~12cox” t simt

u holda y= g0) tenglamani y= wfe '(x)) ko'rinishda yozib olish va y= wie (1))

"




Ravshanki,

r=g(f),
i“. _w\) asisp (N
e

tenglamalar v, funksivani x ning funkstyasi sifatida parametrik ifodalaydi,

Avtaylik, (6) tenglamalue  sistempsi  youqoridagi  teorema  shartinrin
ganoathantirsin. U bolda v, funksivaning x bo'vicha hosilasi, va'ni y ning x bo'yicha
ikkinchi tartibll hosilasini quyidagicha hisoblash mumkin

T (W Y ot = 2 dy ORIy (e ()

‘ (%) (i)

Shunday qilib, quyidag: goida o'rinli ekan: y ning x bo'yicha ikkinchi tartibly
hosilasini topish uchun parametrik ko' rinishds berilgan funksiyaning birinchi tartibly
hosilasi v, ni 1 paremetr bo'yicha differensiallab, so'ngra bosil gilingan natijani ¢’
ga bo'lish kerak.

Misol tariqassda vugoeida berilpan funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini
wpamiz: vt ') el ' Licos®t va x <] 2ear'tsint ekanligini ¢ tiborga
olsak, qoidaga ko'ra v, =-ﬁ‘m." oy Do'ladi

Xuddi shu usulda ochinchi va boshqa yugoel tartibli hosilalar  ham

hasoblanadi,

Mashq va masalular

{x=p,
§-11.4 *  slsterna berilgan. Bu sistema y={x) funksiyani
|V =t te (~=m4m)
amigbxycdimi?

- [ x=14cosz,
8-12, Ushbu 1
{yssing = lne, O<r< o

sistema biror sohada v ni x ming
funkstyasi sifatida aniglaydimi?

Parametrik ko'rinishda berilgan y = y(x) funksive uchun ¥'(x) nitoping (13-
16):

e m )y =2 $14 x = cos'ry = stn’t

]
AR ':' y =— S-lbx:l—urflgr.y='-;-¢l.

'
Ko ratiigon trtibll hositasing toping (17-18)
Bi? o= cos’ty msin®t, vy =1
Bl x w My = ey =7

| x =),
B9 Agar biror chizig -l )
y =i

a<t<f sistoma yordamida parametrik

Bantign bo'lun, bu chizigning ¢ parametming & glymatign mos (xnhe) dugtasida
o thari lgan ursnmnsi va normalining tenglamalanini yozing,
520 & = t%,y = t? chirigning t, = 2 muqtasidagi o'tkazilgan urinma va
sl tenglamalaring yozing.
s=4c05 1, . 4 ) ) r
N21 rj LU‘ L IU.-;I chizigning f = 2 g mos Keluvehi nugtasids
P y=d4sin't -

ok natfgan urinma v noemal tenglamalaring yozang,
§22. p=oJoosd lemniskataning @ = % qivmatlarign mos  keluvchi

npasida o' ikaztlgan urnmaning barchak kooffitsienting toping. Ko'rsatma: x =

peosth, y = psing formulataridan foydalmning.

A4 Birlnchi tartibli bosila yordamida funksiyani ekstremumga tekshirish
3.1, Funksivaning ekstremumbarl. Avtaylik, fiv) funksiya (ab) intecvalda
anlglengnn va xee (ah) bo'lsin
8.13-ta'ril. Agar xp nugtaning shunday (18 xe+ &) atrofi mavjud bo*lib, shu
utrofdan olingan ixtiyorly x uchun fx) <) ( fix) 2fxg) ) rengsizlik o'rinki bo'lsa, u
holda 3¢ nuqn fy) funksiyaning makcmuem (minimum) mugtast, fixy csu

funksnvaming maksiarumi (minimmd) deb ataladi

"




S.04-ta'rif Agar x, nugtaning shunday strofi (x-8 x+ &) mavjud bo'lib, shu
atrofilan olingsn ixtiyorly sexe uchun /)< fixg) ( fx) fixy ) tengsizlik o'rindi bo'hia,
u holda f) funksiya x, nugtada qat’iy maksimumga (manimumya ) ega deytiadi,

Funksiyaning .
moksimum  va  minimum
nugtalan funksiyaning
ckstremum nugtalary, y=fit)

maksimum  va mibnimum

qrymatian Tunksiyaning

ekstremumiarn deb ataldi
Shunday qilib, agar ffxy . 2] -

maksimum (minimim) bo* lsa,

u bolda fixy funksiyaning 43-rasm

to pugtaning Kichik atrofida gabul giladigan giymatiarming eng kattasi (eng kichigl)
bo'ladi, ya'ni funksiya ckstremumi lokal xaraktergs ega. Bundan funksiya
ckstreenumi u aniglangan sohads eny katta yoki eng kichik qiymati bo'lishi sharnt
emashigi kelib chigadi.

Shuningdek, fx) funksiys (ab) mtervalda bir quachy maksimum wa
minimumbarga cga bo'lishi, maksimum qiymati uning ba'zi bir minimum
qiymatidan kichik bo'lishi ham mumkin. Masalan grafigi 43-msmdy ko'rsatilgan
yeffx) funksiys uchun x- o nugtada lokal maksimum, =& aogtads Jokal minimom
maviud bolib, Fa)<h) tengsiziik o' rinli

3.2. Ekstremumning zaruriy sharth, Funksiya hosilalari yordamida uning
ehstremum nugtalarini topish osonlnshadi

Avval ekstremumning zarurly shartini ifodalovehi teocemani keltirnmiz

$.05-teoremn. Agur fix) funksiya 1, nugtada uzluksiz, shu nuqgeada
ckstremumga ega bo'lsa, v holda bu nuguada fx) funksiyaning hostlasi nolga tong
yokt maviud emas

-

Iabot. O Aytayhik, S tunksiva x, nugtads maksimumga ega bo'isin. U holda
5 dibeniig shuaday (& 29 &) strofi maviud bo'lib, bu atrofdan olingan va x,
Sptan farghl txtiyorry « uchun fixy > fix) bo'ladi. Agar x>xp bo'lsi, u holda
[(x)= M%)

x — X,
S, gy 2 xg bo'tsa, u holda
L0x)- [(%) >

X=X
Mtlgalalik o rinhl bo'lishi ravshan
P tengsizliklar chap tomonidagi ifodalaming x -»xe da Hmiti mavied bo'lsa,
o hodda

lim 2020~ T0% ) op oot (120, lim L0X)= (%) ot pyu )0
‘RIS ¥~ X, ) oy, 4 ‘_‘”

o' ladi

Agar fanksiyaning chap [ (x-0) va o'ng [ (xe+ 0) hosilalari nolga teng
bt Inn, u bolda funksiya hosilas: I xy mavjud va nolgs teng bo*ladi,

ear (xg—0) va ['(%,+0) lar noldan fargli bo'lsa, ravshanki
J'lx, 4 0) < ['(x—0) bo'lib, f'(xy) mavjud bo' lmaydi

Punksiya ¥, nogtada minimumgn ega bo'lgan hol ham yugoridagi Kabi
ishotlunuds. ¢

$.16-1a'rif. Punksiya hosilasinl polga aylantiradigan ougteler yoki hosils
mavjud bo' lmaydigan suqgtalar funksiyaning dricdk swgtalari deb utaladi. Funksiya
hosilasi nolga teng bo*lgan nuqtalar statsionar nugtalar deb ataladi

Har qanday kritik nugta funkyiyaning ekstremum nugtasl bo' lavermaydi

Masalan, flx)=fx-1)", fu/--!r’x- 11, (1)+0bo'lid, xg=1 kritik nugta, Lekin
1| nuganing ixtiyoriy strofida #//)~0 eng Kichik, yoki eng katta giymat bo'la
lnsayds, Chunki har bir atrofds noldan kichik va noldan katta glymatlar istalgancha
bue. Demak, x=1 nuqgtada ekstremum yo'q.

8.1 7-misol, Agae e/ funksiya rp nugtada cheksiz hosilags ega bolsa, u holda
bu nuqta funksiyaning ekstremum mqm;irbo‘ In olmsasligini ko' rsating



Yechish. Avayfik. £/ x )=t L0 SO0 o bo'lsin. U holda

A oen L S
Ixtiyoriy €0 uchun shunday 50 son topllih, (xe-d x5+ 8) dan olingan

ixtiyoriy xszy lar uchun £¥2=7(% 7V wengsizlik bajariladi. Bundan 0 XN
c

- X,

da flx)= flaw, x<xy da fixe< fixy ekantigi kelib chigadi. Demak, ffv) funksiyaning s

nugtada ekstremum| yo'q. f* fvgr~ -0 bo*lgan bol ham yugoridagi kabi isbotbanadi
3.3, Ekstremum mavjud bo'lishining yeturfi shartlari,

8.18-teorema. Aytaylik, fiv) funksiyn 3, suqiada wrluksiz ve xy ougie

fumksiyaning kritik nogtasi bo'lsin,

a) Agar ixtiyorty (xedoxy da I (020 (axe & da [ <0 tengsizbikie

o'rinli bo'tsa, ya'ni [* (1) hosila x nugtadan o*tishide 0*z ishorasini «+x dan e g

0" zgnrtirsa, u holda Ax) funksiva v, nuqtada maksimumgn ega bo*fadl.

b) Agar fre-dixg) da [ (<0, (xaxee &) da [ (1) >0 tengsizliklar o*rinli o'l
ya'ni [ (0 hosila x nuqtadan o'tishda 0°2 ishorasini e-» dan o+» ga o'zgantio. »
holda fx) funksiva 1, nugtada minimumga ega bo' ladi

c) Agar [ v hosila xy nugtadan o' tishda o'z ishorasini o° zgartiemasa. w holdi
fix) funksiya xo nugtada ckstremumgn ega bo' lmaydi.

fsbot. ¢ a) holni quraymiz. Bu holda (se-8.10) da [ (>0 bo' lishiden fix)
funksiyaning (x5 xy) da qut'ly o'suvchiligi kelib chigadi. So'ngrn shartga ko't

Sixp funksiya xp nugtada uzluksiz bo*lgani sababli
lim ,/(r,Jclfﬂgflx)-_/'(xo) (n

vy~
tenglik o'rinli. Demak, (v, -4 xy) dan olingan ixtiyoriy x uchun

fixi< frxg) (2)
bo'ladi. fxa xo+ &) du f'0x)<0 bo'lishidan fix) funksiyaning (e xo + &) da gat'ly
kamayuvchiligi kelib chigadi. Demak, (1) tenglikni ¢'tiborga olsak, (saxe & din
olingan ixtiyoriy x uchun yana (2) tengsizlik bajariladi. Bundan x, dan farqli baeche

B0 e 4w uchan £l fixg bo*ladi, ya'ni ffx) funksiya x, nuqtada maksimumgs
.

I} b hokda ffx) Tunksiya v, nugtada minkmumga erishishi @) holga o' xshash
(e ]

£ 1) howila 5, nugradan o'tishds o'z ishorasini o' zgartirmaydigan ) holda /(o)
B sty a0 notaning (xe 5 %+ &) utrofida qat’ty o' suvchi yoki qat’iy kamuyuvchi
i Dok, a0 nusptada ckstremum yo'q, ¢

Shimday gilib ekstremumga sinalayotgan nugtani o‘tishda funksiya hosilasi
Mivtusinbng o' zgarishi ckstremumga erishishning fagat yetarli sharti bo'lib, lekin
Santly shartl bo'la olmaydi

Yugoridogi teocemadan funksiyaning ekstremumga tekshirish wchun 1
Wl Nelticb chigaramiz.

A1 0quida. fiv funksiyaning ekstremumlaring topish uchun

1) frv) Nanksiyaning £'x) hosilasini topib, /(x)=0 tenglamuni yechish kerak
B ugen 1) maviud bo'imagan nugtalarni topib, Kritik nugtalar 10°plamini hosil
il herak.

3} har bir kritk nugtadan chapda va o'ngda hosilaning ishorasini aniglash
bovab

1) agar hosila ishorasinl «= v dan e-» ga (0 dan «tw ga) o' zgartirsa, u holda
b hritik nuqada fiv) funksiyas maksimumga (minimumgs) ega bo'ladi. Agar hosila
il o zgarmisa, ckstremum maviud bo' imaydi,

B 20-misol. ffx)={x+ d/((; —;): funksiyuning ekstremumini toping
Yechish. Bu funksiva (-x:+w) oraligda aniqlangan va uziuksiz. Uning

) Sx+l)
himilasini topamiz: f'(x)= ——,-—:*-
Wx~1

Ravshanki, hosila =1 nugtada nolga aylanadi, x~1 nugtada csa chekii hosila

Vi emas




\—\ —
4 \\'/ 4 +
\_/
F4-rmam
Bu chizmadan gos . i
Qoudaga ko'ra berilgan funksiyanin maks
2 7| nuqgtads itram
Qlymat 7(~|)=

L1 2 x= i ma
3 £ va x=1 mogtady minimgm J 0
R SQiymat fix)- £a cga bo'fishing

4-§. Yuqori tartibli hosilubar yordamidy Tunksiyani

elmrm-mgn fekshirish
L1 Ikkimehi tartibdi bosils yordumics

8.2 -teorema, Aytaylik. v funksiya xy n
bhosilalargs cga va I (xg=0 bo'lsin. U

chlnmmga tekshirish
Ltad birinchi va ikkinchi tartiblj

Sy hokda agar /™ et bo'lsu, xo nugta fres
unksiyaning maksimizm nugtasl,

25 /7 (x>0 bo'lsn. mini
mam nugtasi bo'l
Isbot O /1) funksiya x, "

vugtada birinchi va ikkinchi alarg
tartibli hosil
va [ =0, [* oo bo' fsin. a3

‘ Demak, x, kritik nuqtada /" kamayuvehi, ya'ni
IXtiyoriy ye (Xr&xy lar uchun _." fx)=

L &> 1 0 vo'ladi g I (=0 vy betiyordy xe (xy g+ & sy
PR ) U exa 5 nugtidan o'tisbda hosila o'z ishorasing w+o dan

A O"zgactirishini, demak, x, maksimum g ckanliging bildiradi
T 50 bolgan holda s ning minimun e o

o - lishi shungs o'xshash

M hb(.xhnm teoremaga asoslanib, ikkinchi  tarsiby
ksiyani ekstremumps tekshirishning quyidagi qoidasini k
8.22-qoida. fiy funksiyaning dmrunumu tekshirish

0 f =0 tenglamaning barcha yechimlaring topamiz;

hosila  yordamida
cltiramiz
uchug

2

2) har bir statsionar mogtada /™ fxy ning ishorasini aniglaymiz. Agar /~
(x4l <0 bo' Isa, x, maksimum nugtasi, [/ " (x>0 bo'lsa, ¥, minimum nugeasi bo' ladi.

3) chstremum nugtalar giymatini y=fx) qo'yib, fix) ning ekstremum
qiymatlarini topamiz.

Umuman aytganda, bu qoidaning qo’ Hanish doiresi toerog musalan, u birinchi
tartibli chekli hoslla mavjod bo’imagan nugtalarga qo'llanila olmasligi o'z-0' zidan

ravshan. Ikkinchi tartibli hosila nolga aylangan yoki mavjud bo’ Imagan nugtada ham
qoida aniq natin bermaydi

8.23-misol. Ikkinchi tartibli

hosila yordamida y- 2rinc+ cos2y |

funksiva ckstremumlarmi aniglang. AVA i
Yochish. Funksiya davny

bo'lganligh sababli [027] kesma e el o

il , H ENEDES *
bilan  cheklanishimiz ~ mumkin. l - .
Punksivaning birinchl va ikkinchl: | || I" 'l |'
tartibli hosilalarini topamiz: " [, \ "
y = Zeosx-2xindy= 2eosxf - \ f | |
2ximx); y' ' < Dxine-deos2x '\.f . V
A5-raam

Ushbu Jease//-2ximg~0 tenglamactan funksiyaning [0,22] kesmaga tegishii
bo*lgan keitik nugtalarini topamiz: x =~ 26, x= 32 1= 336, 5 Ix2 Endi har bir
kritik nugada ikkinchi tartibli hosila ishorasini aniglaymiz va tegishii xulosa
chigaramiz:

v {26)=-3<0, demak ¥~ nuqtada v 26~ 32 maksimum mavjod,

¥ (7220, demak x~n/2 nugtada y(=/2)=1 minimum mavjud

»" (5 06)=3<0, demuak 1= 30/6 nugtada y($28)=3/2 maksimum mavjud.

¥ ' (3x2)= 6>, demmak xo~ 322 nogtada y3e2)«-3 minimum mavjued,

Bu funksiyaning (-2x;2r) intervallagi grafigi 45-rusmda keltirilgan,

»i



4.3, Tevlor formulasi vordamids ekstremumpga tekshirish

824-tearema, Ayteylih, fix) funksiye vy msgtaning biror (x-& xp+ 8) strofida
Lo oo 1™ i (n22) uzluksiz hosilnlarga cga va

[tabs I txgs = ™" fxg= 0 [ fxohef) o' lsin.

U bolda

1) Agar o jult va 7 ()< 0 bo'lsa, funksiva x nugtacla lokal maksimomgn
ega bo' lndi;

2) Agar m juft va /™ fxgi 0 bo'lsa, funksiya x, mugtada lokal minimumga ega
bo'lndi;

3) Agar m toq bo'lsa, funksiya xp nugiada ekstremumgn ega bo' lmavdi.

Isbot. O fix) funksiyn uchun Lagran) ko'rinishidagi qoldiq hadli Teylor
formulasini yoramiz:

foo=fixg = [ (xgfvay + :. I (xahiv-x = .

1 (od) /"'(;)
v gty L1300 o .
=11 o ix-xy” L x, )", buyerda fe(xax)

Teorema shartign ko'ra [ (xgh= J™ fegh= .= ™" fxad= 0. shu sababli

L1
Jix)=fixq = r ‘{hu- x, /", yoki

nl,;
fixyfixa + !---"—"{—'!(x—t,./' M

tenglik o'rinll bo'ladi. Yana teorema shartign ko'ra /"' (v funksiva x, nugtada
urluksiz, Shuning uchun uzluksiz funksiyaning lokal xossalariga ko't x, nugtaning
shunday (3-8 xe~ &) atrofl topilib, bunda /' tx) funksiyaning ishorasi /' (xy) ning

ishorsd bilan bir hil bo*lads, Avtaylik, 5& (1e-d.x5+ 8) bo‘lsin. U holda J& (xp-dxe* &)
bo' lishi ravshan. Endi quyldag ikki holnl qaraymiz

1-hol. Aytaylik, m toq son bo'lsin. U hokds (xe-8.xe- &) atrofda (1) tenglikning
o'ng tomoaidags 1 (£ ko' paytuvchining ishorast /™ ol ning ishorasi bilan big hil

Pl

v i, ikkinchi ko paytuvehi esa xo-xy da (x-xaf* >0, v<xy da (rxg)"<0 bo'ladi, ya'ni
(0 ) (fodda xy nugta atrofida ishorasini o'zgartiradi. Bundan esa (1) tenglikning
Wp tomoni, va'ni fix)-fixy ayirma ham xs negua atrofida ishorasini o zgartirishi
ol chigadi

Shunday qilib, 2 10 son bo'lganda fx) funksiya vq nugtada ekstremumga ega
o imaydi

2-bol. Endi » juft son bo'lsin. U bolda (1) tenglikning o'ng tomoni shoraxini
o sgartiemaydi, uning ishorasi [ fxy) ning ishorasi bilan bir hil bo‘ladi. Bundan
wv 17 (x)<0 bo'lsa, u holda fix)-flxg <0, ya'ni fix)<fixy. demak, funksiyn x¢
s maksimumga ega bo'ladi. Agarda /™ (xg/>0 bo'lsa, u holda fx)-fixe/>0,
vl fxi fixy), demak, funksiys v, nugtada minimumga ega bo’ladi. ¢

$.25-misol. Ushbu y=x'-3x%-5 funksiyaning ekstremumiari topilsin

Yechish. Funksiyaning kritik nugtalanni topamiz Uning uchun funksiya
Il lnsini topamiz y'= 3¢’ 20x". Kritik nugtalar fagat statsiooar nugtalardan ibornt,
shwining wehs Sx%-20x0 tenglamani yechamiz. Uning iidiziart 1,0, x:=4 bo'ladi

Ikkinchi tartibli hositani topamiz: [~ (g)= 20" -60x",

/™ (4)>0 bo'lgani bchun, x4 nugtada funksiya minimum qrymat gabul

Wiladi; fid)==261. * y~0 bo'lgant uchun uchinchi tartibli hosilani hisoblaymiz:
1™ (1) 60571208, 1™ (0)=0. 1 rtinchi tartibli hosilani hisoblaymiz: /(1)< 120x-
130, 1"V (0)==120<0 va w4 juft bo'lgani uchun 3-teoremags ko'm =4 nugtads
funksiva maksimumgn ega: A0)=-5,

$-§. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatiari

Faraz gilaylik, fix) funksiya X sohada aniglangan bo'lsin. Bu funksiyaning
qiymatlar to'plami Eg)~ (fix): xe X ni qaraymiz



Agur E(f) to'plam chegaralangan bo'lsa, u holds uning aniq yuqon chegarusl U00)100,01; A1)=2; A100)-100,01. Bu glymatiarning eng kattasi 100, 01; eng
mavjud, uni M« sy (fix) deb belgilaymiz. Agar We £0 bo'lsa, u holda A sonl iy el !
! i

funksiyaning eng katta qiymati deb atalach va A~ e {fix)} kabi belgilanadi. [hemnak, borilgan funksiyaning | itlio J100] dagi eng katta qiymati 100,01, eng

shunga o' xshash 2 o' plamning aniq quyi chegarast muviod, wni m= iﬁ‘ {Ax)) b Rlohlh glymati esn 2 ga teng, ya'nl “?ltf'tm {ffx) }=100,01; Mv‘n‘l_r:n ; ()} =2.
belgilaymiz. Agar me£(/) bo'lss, u holde m soni fix) fimksiyaning cog ki, Agnr Ax) funksiya intervalda, to'g'ri chizigda, [;5), [a;=), (=cB], (@),
Qhywut deb stalick vh iy (R0} Kabl bl bl (b] omliqlarda tekshirilayotgan bo'ka, 4 holda bundsy oraliglania

Enddi Ja.b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo'lgan ffx funksiyani garmymie Ak atyaning eng kotta (eng kichik) giymatlan mavjud bo’ imasligi ham mumbkin.
Bu holda Veversitrassnlng ikkinchi teoremasiga ko'ra funksiyaning [a:b] da eng Masalan, y=x funksiyaning ( 1:2] oraligda eng kichik qiymati, [1:2) oraligda
kutta va eng kichik glymatlari mavjud boladi. Ravshanki. bu bolda quyidagi qokds wob oy hatta qiymati mavjud emas, Sonlar o'qida y=r funksiyaning eng kst

o'rinki bo'ladi. Wi miatl, y-arctgy funksiyaning eng kat, eng kichik qiymatlani mavjed emiss
8.26-qoida. |, b] da funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini topdsh At A o) fusiksiva [ech) ([a; +e2)) oraliqda o”suvchi bo'lsa, u holda bu oealigda

uchun bu kesmaga tegishli barcha kritik nugtalari topiladi, funksiyaning she ik lyaming eng kichik giymati mavisd va unga 1= nugtada crishadi.

nugtalardagi givmatiari hisoblanadi. So‘ngra bu giymatlas bilan fia) va 1) b Shiangs o xshash tadiq (ah] (f<e;0]) oraliqda uzluksiz funksiys uchun ham

taqqoslanadi B qiymatlar ichida eng kattasi f2) funksiysning [« b] kesmadagi eng o tinbidie

Kattn qiymmnti, eng kichigl esa ffx) funksiyaning eng kichik giymati o’ ladi, e Ax) funksiya (a;b) intervalda uzluksiz, xe (@;h) kitik nogtage ega, («w)

Wiervakda o suvehi (kamayuvehi), (red) intervalda kamayuvehi (o' suvehi) bo'lsa, u

8.27-misol. f‘li='*l.fmkxiyluiul—l—;IOOIkunudlenghmﬂqi! ;
: 100 i (araday otgan oraliqda Ax) funksiya xo nugtada eng katta (eng kichik) qiymatga

klchik glymatlarial toping Bbehadi
Yechish, Funksiva hosilasini topamiz: /'fx) s ; ! Uni nolga tenglab, ya'ni Agar Av) funksiya (aoh) intervalda wrluksiz, undn chekli sondagt kritik

= 2 il epa va a<xar <., <xech, (ao) intervalda o' suvchi (kamayuvehi), (xb)

- - =0 tenglomani qarab, x=1 va x=1 ckanligini topamiz. Bulardan r=1 nugta | ervilda kumayuvehi (o' suvchi) bo'lsa, u holda qaralayotgan (a:h) intervalda Arx)

X

\ fkatyn eng kata (eng kichik) qiymatga erishadi. Bu giymatnl funksiys knitik
G;IOO) kesmaga tegishli emas vt bu kesmada hosila mavind bo'Imagan nogta iitalardan birida qabul qiladi.

| Agr ) funksiya (<o,+) ([@:h)) da uzluksiz va x—»<x, x-»éx (x-»b-0)) da

'q. F bitta = statsi —, kesmaga i ;

O SO O ot gl Derio ekl yoki cheksiz limitga oga bo'lsa, u hobda b funksiyaning kritik nuquiardagi

, I wamatl v choksizdagi lmitlarini solishtirid, uning ong katta, eng kichik

funksiyaning =~ =1, =100 nogualeridest giymatiacini  hisoblaymiz
100 A (yatlarining mavjudligi haqida fikr bildirish mumkin




8.28-misel Ax)=lnvx funksiyaning (0;+20) oraligdagi eng Katta qiymatinl B fx) = xt =61 +9, xel-1:2)

toping. $A0. flx) = L2 —9x* 4 481, x € [0;9).
Y rm‘k ORI . 2 4 K v =":“n é
echish, styaning hosilasini va kritik nugtalariol topamiz: f'(x) 8 Bl f0x) 34. l_:*_. x € (0:1).

x = 1 Agor 0<x<] bo'lsa, u holda f'(X)>0, bundan fx) o'suvchi. Agar 1<s<om $42 f(x) = x— 2VE, x €05
bo'lsa, u holda /7(x) <0, bundan fx) kamayuvehi. Demak, fixy~inr-x funksiyn x» S4) Radiusi B bo'lgan doiraga ichki chizilgan enyg katta yueli 1w0°g'ri

nuginda eng katta qrymatiga erishadic A1)~1 W v hakning tomonini toping,
f4h A rsdiasli shargn whia chizilgan eng katta hajmh silindming

8.29-misol. Ushbu f(x) = >+ l’—’ funksiyaning (0: 1) intervaldagi eng kichi
el hgink woping.

qiymating toping.
BAS R modiush shargn ichki chizil eng katta hopmli  Kooosning
Yechish. Bu funksiya uchun f*(x) = =0 vy hundan funksivanin = o
-y - Salasslligni vopiog.
(0;1) intervalga tegishll bo'lgan kritik nugtasi ¥ = Eckaulig,ini topamiz. Agar 0 € BAG. R radiosli shargs ichki chisilgan eng kama yon sintli silindming

Mbsilligin toping.

X< sha‘lsn. u holda f'(x) < 0, bundan f(x) kamayuvchi. ;\prs < x < 1bho'lsa
BA7. R radiusli sharga tsbqi chizilgan eng kichik hajmli Konusning

u bolds f'(x) >0, bundan f{x) o'suvchi. Demak, (0;1) intervalda berilgan

. 1 sthigini toping.
flnksiya x = £ nugtads eng kichik qiymatga crishadic / (1) = 64. §.48. Berilgan silindrga, asos markazi silindr asosining markazi bilan bir xil
Mashq va masalalar bt b ko tashqi chizilgan, Konus ssosining radiusi qanday bo'lganda, uning
Funksiyani ekstremumga tekshiring (23-38): [ S0y Kshlk. Oo'ladit
aan A0 Berilgan koowsgn ichki chizilgan eng katta hajmii silindming
§-23, f(x) = —. 824, f(x) = — ‘
1en Sl toping.
B25.f(x) = x' = 3x + L. 8:26. y = ¥ 48 A0 267 e 18 ellipsga tegishli A(1,4) va B(3.0) nugtalar berilgan. Ellipaga
B-27.y = x— arctgx, 828 r=yS-20+10 phsill shundasy C nugta topingki, ABC uchbwrchakning yuzi eng katta bo'lsin.
$29.y = x* - 4x%, 830,y = x(x — 3)*(x + 1)%.
§-31.y = 2sinx + cos2x. 831 y = (x=5)e, 54 1 gri ehiziguing quvariqligi va botiqligh Egri chiziqning burilish nugtasi
B33,y = (22 + DYG =20 8-34.y = ot —8x" 412, 6.1, Lgrl chiziqning qavariqligi va botiqligh. Aytaylik, ffx) funksiya xx
§-35. y = x* - 5x* 4 527 - 1. 8-36.y = ‘,.L,- wiiade S0v hosilaga egn, ya'nl funksiya grafigining Mix.fixy)) nugtasidan
B-37. y = sinZx — x. 238, y = 1", wovertikal urinma o' thazish mumkin bo' lsin,

N30 rif, Agar x=x, nugtaning shunday atrofi mavjud bo'lib, y=fix) egn

Berilgan funksiyaning oraliqdagi eng katta va eng kichik giymatlarini toping
Wisigiing bu strofdagi nugtalarga mos bo*igan bo'lagi shu egri chiziqqa Mxy fixl)

(39-42)

bl w




nuqeasidan o' thazilgan urinmadan pastda (yugorida) Joylashsa, u holda fix) funksiya
X xg mugtandn quvarig (botig) deyiladi

Agar egn chiziq biror intervalning barcha nuqualands quavarig (botiq) bo'lsa,
u holda bu chiziq shu intervalda gavarig (boviyg) deyiladi. $6-rasmda gavariq va 47«
rasends botlq egri chiziglar chizilgan.

Pk aly s gl e nugrads botig; agar 1™ (e bo'isa, u holdn funksiva grafies: x,

piacta quvaric boladi
ot © Aytaylik, 1" (x>0 bo'lsin. Quyidagichn yordamchi funksiya

Rt Fox) oY, ya'ni Féxifix)-flzy- {" ixat(x-xq) Ravshanki Fixgh=0. F tv

oo I ted. = 0= 17 (0 bo'ladi. Bundan F fxg= [ fuy f (x0 va F*

4 W
et 1" fou 0 chanligi kelib chigadi. Demak, (ekstremum mavjudligining yetarll
"'l M At Xo'ra) xe mugta Feo funksiyaning minimom  nugeast bo'lndi, ya'ni xa
: ' pistaning  biror atrofida Fio2Fixa=0 bo'ladi. Fiy=»F bo'lganligidan yaY
" e : x tenialik o'rinli bo'ladi. Bu esa x, noglaning aytilgan atrofida funksiys grafigi
3 8 wilimadan yuqorida joylashishini, ya'ni funksiys grafigi x nugtada botig bo' lads,
A6-rasm Py o | sewemaning ikkinchi gismi shunga o' xshash ishotlanadi
Agar biror intervalda I° 0 (S (x)<h ) bo'lsu, u holda y~fix) egri chiziq
| ) W intervalda botiq (qavang) bo’ladi ¢
¥ §.32-misol. Ushba y=»' funksiyn grafigining botiglik, qavanglik oraliqlarini
wiaglang
Yechish. Funksivaning ikkinchi tartibli hostlasini topamiz: v - 20’ Bundan,
- ) et >0 bo'lsa, ¥*>0, agar x<0 bo'lsa y'"<0 bo'ladi. Demak, («0:0) oraligda cgri
& 0 : X hizg qavarig, (0,+w) oraligda esa botiq bo' ladi.
» T 0.2. Egri chizigning burilish nuqtasi, Endi egri chiziguing buritish nugtas
48-rasm 49-rasm nshwunchasins kiritamiz.
FS" chizlq nugtasining ordinatasini v bilan, shu cgri chizigqa AMfixsfix)) 8.33-m'rif.  Agar %o
nugiasids o'tkazilgan urinmaning + ga mos ordinatasini ¥ bilan belgilaylik poguaning  shunday (xe-dixs 6)
Ravshankl, agar x, nugtaning biror atrofidan olingan barcha x lar uehun - § 50 (- atrofl topilib, fx) funksiya (xe
¥ 2 0) tengsizlik o'rinli bo‘lsa, u holda egri chiziq v xy nugtada qavarig (botiq) Sxy oraligda botig (gavarig),
bo'ladi, (48- 49-rusmlar) (spas & oraligda esa qavarig
8.31-teorema, Faraz gilaylik, /v funksiya X omliqds uniglangan va xee X (bethq) bo'lsa, u holda x, nogta

nugtada ikkinchi tartibli hosilasi mavjud bo'lsin, Agar /(x>0 bo'lss, 4 hokda

peflx) egri chizigning burifish

mugrasi deyiladi
208




Agar burilinh nuqgtasida urinma mavijud bo'lsa, u egri chizigni kesib o'tadl.
(30-rasm)

8.34-teorema. Aytaylik, 3~ fx) funksiya r=x, nugtada differensiallanaveli
bo'lsin. Agar v, nuqts funksiyaning grafigining burilish nugiasi bo*lsa, u holda
shu nugtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi maviud va nolga teng yoki
maviud bo' Imaydi

Isbot. O Aytaylik, xy nugta fix ning burilish nugtasi bo*lsin. Teskarising sz
qilamiz: /7 (v maviud va /™ ixget). U holda [/ fx<0 yoki f” (x40 bo*ladi,

I™ <0 ¢ I" (x> ) bo'lgan holds § }-tcoremags bmoan ¥, nuqtaning
biror (xy-f,x¢* &) atrafi topilib, banda /M) funksiya qavariq (botiq) bo'ladi. By xe
ning burilish nugts bo'lishiga zid, Demak, burilish nugtads /~ (xy nolga teng
bo'ladi yoki muvjud bo' muydi

1™ (xeb=0 bolishi yoki " ning mavjud bo'imasligh burilish nugtasi
mavjudligiiong faqat raruriy sharti bo’ lib, yetarli shart bo'la olmaydi. Masalan, 3= «*
funksiya uchun y =4’ y""« 12¢ va 3" (0)~0 ho'ladi. Lekin, =0 burilish nugtasi
emus. ¢

Endi bunilish nuqtasi mavjudligining yetarli shartini tayinlovehi tearemani
keltiramiz

B.3S5-teorema. Aytaylik, fix) funksiya =z, nugtada differensiatlanuvehi va 1,
nugtaning shunday (508 xo= ) atrofi topilib, (xo-6:xs) va (1e 1+ &) imtervallarda
I w mavjud, hamda har bir intervalda /™ (x) ishorasi o'zparmas bo'lsin, Agar x,
nugtaning chap va o'ng tomonlarida /™ /x) har xil ishorali bo'lsa, x, nusita fiv)
funksiyaning burilish nuguasi bo*ladi; agne /™ (x) bir xil ishomli bo'lss, u holda 54
nuqtada burilish bo' maydl.

Isbot. & Hagaqatan ham, xo-6< x<xy bo'lganda J™ i< (™ (x> 0) bo*lsa,

re<x<xet Sbo'lganda esu [ (x>0 ( 7 (1)< 0) bo'lsa, 8.3 |-teoremaga ko'ma 1, dan

Wi 1 funksiya qavarlq (batiq), s, dan o'ngda esa botig (gavang) bo'ladi
Ptk v ouggta /i) funksiyvaning burilish nugtasi bo*lads,

At (e ) va (xa, xo* 0) intervallarda _f' (x) bir xil ishoeals, masalun / »
0 be'lsa, o hokls bu intervallarda ffx) funksiya qavarig bo'lib, burilish
W hmaydi, o

Stunday qilib, Ax) funkstysning burilish ouqasini anigiash uwchun _l‘ (xi~0
fonglamant yechamiz hamda ,/' %) maviud bo'imagan nuqialami topamiz. Hosil
Wi har bir x, nugtadan chapda va o'ngda " (x) ning shorasini tekshirmmiz

8. 36-misol Ushba 77xi~ % funksiyaning burilish nugtasini toping

Yechish. Funksiyaning aniglanish sohasi - (==;+=) Binnchi va ikkinchi

Ve, =22 L ikkinchi tartibli bosita

<
Wbl hosilalarini topamiz: [ o= - -

3 9 \x

0 nugtadan boshga barcha nuqtalarda mavjud va noldan fargh. Bu nugta atrofida
}4-4eorema shartlarini tekshiramiz. Agar x<0 bo'lsa /™ (< 0; -0 bo'lsa /7 (x>0

ho ladi. Diemak, grafikning (0,40)) nugtesi burilish nogtasi bo'ladi

$3%-misol y= Q™ (a»0), lcxem, funksiyaning  burilish
¥ a

pulaini toping
2

Av ."
Vechish Bu funksiyaning ikinchi tartibi hosilasl V"=~ (ln:

B
Aar fni-§=0 borla, u holds /7 ag=0 bo'ladi, Demak, x=ue®

wo'lgandn /" (5)+0. Bu nogiadan chapda va o'ngda S7 (x) ning Ishorasini

tekshirnmiz: 0-;tf-at~: bo* lgmvia /' (x)<D, ti'ar; bo‘lganda _f’ (x>0 bo'ladi
Dermak, yaﬁhnu\ghn";;-f ) nuqtasi burilish nuqtasi bo*ladi

8.3%misol. Quyidagi funksiyalarning quvariglik, botiglik intervallar: va
burilish nugtalarini toping:




@ y=r e - 18 218 ) e
Yechish a) funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini topamiz:

3 edx’e 3t 36x0 24, v 260 G366 12005+ 2/3-3)

Ushbu » "0 tenglamani yechib, x=2, x,1,5 ckanligini topamiz.

Bundan («<0;-2) va (L$5; =) oraliglarda »''>0, demak bu oraliglacda grafik
botiq bo'ladi; (-2;1,5) oraliqda y"' < 0, demak bu omaliqda grafik qavariq bo*ladl

xp=-2 va x7=1,5 nugtalardan o'tishda ikkinchi tartibli hosila ishorssini o' zgartiradl,

St sababli  (=2,-127) va (1,5, <11,0625) nuqtalar burilish nugtalari bo'ladi.

b) funksiyaning hosilalarini topamiz: ,\"’l*‘;‘f'. y'- ~|'9-— (x20), x0
9

s ¥ 1
bo'lganda ikkinchi tartibli bosils mavjud emas. r<0 bo'lganda »''<0, demak
funksiys prafigs qavarky, 10 bo'lgands 3 >0, demak grafik botiq bo*kadi. kkinchi
tartibli hosila x=0 nugtadan o'tganda ishorasini o'zgartirsdi, shu sababli (0;0) nogta
burilish nuqtasi bo'tadi.
Mashqg va masalalar

Funkxiyaning botiglik, gavariqlik oraliglan va burilish nugtalarini toping:

BSL M) =25, RS2 F(x) = x' — 4 — 482 + 6x - 9.
883 f(x) = e, 854y = x% ~ 10x? + 7x - 9.
B-55.y = (x?~1) 8-56.y= x-arctg x.

$-57.y =22 Bs8.y =12

859.y=34+ V=4 8-60. y = xV¥¥(x + 8),

el

261 y = Ty egrl chizigning bir to'g'ri chizigda yotuvchi uchta burilish
nogtasi mavjudliging ko'rsating.

8-62. a ning qanday qiymutida abssissasi ¥ = | bo'lgan nugtads y = =% 4
ax? + 1 egri chizigning burilish nugtasi mavjud bo' ladi?

8-63. a ning qunday qiymatida y = ¢* + ax? egri chiziq burilish nugtaga
ega?

R o va b laming qanday giymatlarida M(1,3) nugta y = ax® + bx? el
Snning burilish nugas: bo®ladi?

7-§. Asimptotalar

ik ivani cheksizlikda, ya'ni x—te va x—-c da, yoki uning ikkinchi tur
etk wisgtasi atrofids o' rganish ko'p bollarda funksiya grafigi noqealari bilan biror
' gt ehigigning nugtalari orasidagi masofa yetarlicha kichik bo'lishini ko’ matadi.
Muiidny wossagn ega bo'lgan to'g'ni chiziglami topish funksivani tekshirishda
pordlam beradi,

RAN il Agar v fix) egri chizigda olingmn o zgaruvchi nugta koordinatalae
bnhidsn cheksiz uzoglashganda shu nugtadan biror to'g'ri chiziggacha bo’lgan
oot ol intilsa, u holda bu ' g'ri chiziq egri chizigning asimporas! deyiladi.

Asimptotalur verrihal (ordinatalar o'qiga parallel) va og'me (ordinatalar
e panalicl emas) bo'lib ikkign ajraiadi. v =a
L e asimptotalar ichida abssissalar o' qiga yffi)
parullel ho'lganlari ham mavjud bo'lib, ular

goriaonial assimptota deyiladi,

70, Vertiksl aximptotalar. Faraz o i
Wiy lik, o nugtadagt bir tomonhi limitlarming
hatiidn Yirh cheksizga teng bo'lsin. U holda
4 M) eprl chiziqdagi Mix.y) nugtn x - da o x
Sisdinstalnr boshidan cheksiz uzoglashudi, e *
bt iigtadan x=a 10°g'n chiziggacha bo'lgan S1-rasm

Mot MN “fx-af nolga intiladi, Demak, ta'rifga ko' x=a 10°g'ri chiziq v~ ffx) egri
Viiahgning (Runkyiya grafigining) vertikal asimptotasi bo*ladi.

avahanki, hagiqiy soalar to'plamids uziuksiz bo'lgan funksiyalar uchun
sortikal asimptota mavjud cmas. Vertikal asimptots faqut ikkinchi tur urilish
bt e b Tishi mumikn.




S4l-misol Ushbu funksiyaning fivy- " Y9X  vertikal asimptotalating

£ -4
toping. ¥y
Yechish, Funksiyaning aniglanish
sohasi, ravshanki x'4=0 tenglama
IMdzlaridan  boshqn burcha hagigiy scolar
o' plamidan iborat
Bu nugtalarda funksiva ikkinchi wr . e .

‘ol
g
-

uzilishga cga. Hagiqatan ham fim - * 9%

Y |

3
x, tims -3

52-rasm

=2 to'g'n chiziglar vertikal asimptota bo' ladi (52-rasm).

T.2. Og'ma asimptota, Og'ma
astnptots  temglamasini e des b ty
ko'rinishda izlaymiz. Bir xil abusissali
cgri chizij ordinstasi va asimptots
ordinatosi  orusidagl masoft y—s e
yoki x-»< da npolga intilishinl
ko' rsatamiz

Furar gilaylik, Af va N nbsskssasi
% ga teng bo'lgan egn chiziqdagi
va aximptotadagl ougtalar, (53-rasm) MP esa M nugtadan avimptotagacha bo'lgan
masofa, o (e=1/2) asimptotaning Ox o'gining musbat yo'nalishi bilan hosil Gllgan
burchagi bo'lsin. U holda AWMV uchburchakdan MP=MNcosw, bundan esa
MN=MPeose

I

Sonphhds e bo'lamiz. Bu tenglikdan, agar MP nolga intilsa, u holda MN ham nolga

bl v aksincha, ugar MY nolga intilsa, u holda M nolga intilishi kelib chigadi,
Shwnday gilib, agar x—s+= yoki 1 - dn fix)-&a-b ayirma nolga intilsa o

Nolda ¢ by b wtgta chizig y=/ix) funksiya grafigining asimptotasi bo'lar ekan
ndan ‘/.?! (Hxp-hx-b)=0 sham y=ky+ b wo'g'ri chizigning y=fiv) funksiya

paliginting og'ma asimptotasi bo'lishi uchun zarurly va yetarli shart ckanligi kelib
byl
Xususan, v & gorizontal gsimptota bo'lishi uchun fiay (fx)<5)~0, ya'™nl fuw

Aad b whearmang bajarilishi zarar va yetarli.

Amikla  og'ma  sumptotalami  wpish  uchun  quyklagy  teoremadan
T ihalunilnds

NAd2tearema. 3 ffx) funksiyn grafigi y-kx-5 og'ma asimptotags cga
b Vil wchian

fix)
Ao dim = v b Jimy f(x)~kx)
ren X ,

shek i Niitherning mavjud bolishi zarur va yetarli
Ishot. O Zaruripligi. y=ke+ b 10'g'ri chiziq y- fix} funksiyva grafigining x-»o
dagl meimptotast bo'lsing ya'nl f (T-ke-8i=0. U bolda fici-ke-b=afx) tenghk

Wi, b verdn afx) x —se0 da chekaiz kichik funksiya. So'ngi tenglikni quyidagicha
sortih olish mumking fix)« ke b+ gfx) Demak,

) b alfx)
"w f( wlmik=—+ —(-'»'-)-'L Limtf f0 % )= Rhe ™ lom (b= afx))y=h
TR XY v -

x ) .-

[

i
g likkar o nnki bo'iadi.

R (x) :
Yerrllligh Avtaylik, &« lim [x) va b lime fix ) kx) chekli Hmitlar
) X b

waviud bo'lsin. So'ngi Jim (fix-ki= b tenghiknl quyidagicha yozib olish mumkin:

fashebe Pi), bu veeds Six) x -0 da cheksiz kichik funksiva. Demak, fiv:-Ax-

e




b= fix), ya'ni fim (fx)-kv-d)<0. By esa vk b to'g'n chizig y<fiv) fanksiys

Yechish a) x=3 da fix)=2x+ ﬂ‘ funksiya tkkinchi tur uzilishga egs va
X

grafigining x-»x dagi asimptotasi ckanligini bildiradi. ¢

fm (2x+ —l!‘ jsn bolgantigi sababli, x=3 vertikal asimptota bo'ladi

g -

8A43-misol Ushbu (1 x) = xlnfe + : ) funksiyaning asimptotalarini Toping,
1

. N e
Og'ma asimptotalami izlaymiz: & }lgl_; = lim (2+ prge o5

Yechish Avval bu funkxivainng aniglanish sohasini topamiz. Buning uchin

I |
04 = >0 rengsizlikni yochib, D(y) = (~;~ 1)/ (0:€) ni hosil gilami L demak, y- '
: gs 3 IXy) = (—; c)uw'” ni hosil qitamiz. b lim Oky= .’,'.'!'.(h" '-x.zn-:, I , p=2v+2 og'ma astmptots

. arw

Endi chegaraviy nuqralardagi finksiya bolatini anigqlaymiz

bo' lad)
B) y=xe'* funksiysning aniglanish sohasi (<= 0pA0;+x) to'plamdan iborat.
0 nugtads funksiyaning chap va o'ng Himitharinl hisoblaymiz
Ling X" 0 time X&' = {lix=1 belgilash kiritamiz, u holda & —»+0 da 1-»-

e geall

| , .
.l.up.xln(ro—'-)— "%, x-»0 dagi limimi hisoblashda Lopital guidasidan

| Infe+ l) e L =
foydalanamiz: ﬂn-v“ xinfes = )= lim ¥ Y= lim A wl)

4 LR 0

bo'ladii= fime ¢ va) Demak, 0 t0*g*ri chiziq vertikal asimptota bo ladi

taws

4 j:

r I Ng
Endi og’'ma asimptotalami izlsymiz: &~ lim == fim e e"=1,

X .-

Bulardan ko'rinadiki, berilgan egri chizigning x = -~ I vertikal asimptotast
¢

/=2 st 230
3

mavjod,
Endi og'ma sskmptotalar mavjudligini tekshiramiz.

b tim Oksy™ fim (e’ -2 = lim

- L o

' :k.n
& w tim 21X/ tim " =1, shunday gilib y=* 1 0g'ma asimptota
w dim 2 o

. |
= f’ﬂl"/"' ‘ Iol, b=limf f(x)=kz)= limxilnfe+ ')-U
- - £ b 3

- X
il =
wiekyey SN 4. kit o e
- — llx — = lim __{", . =¢!- Funksiyaning xossalarini tekshirish va uning grafigini yasashda quyidagllami
2 o bajarish magsadga muvofiq:

1) Funksiyaning aiqlanish sohasi va wrilish nuqtalari topiladi; funksiyaning
hegaraviy nugtalandagi giymatiar (yoki unga mos limithari) hisoblanadi,

2) Funksiyaning tog-juftigh, davriyligi tekshiriladi
3) Funksiyaning nollari va ishors turg unlik oraliglari aniqhanadi,
4) Asimplotalar topibsdi.

. 1
Demuak, grafikning )= x + ~ og'ma asimptotasi mavijud,

-

8.44-mivol Asimptotalarni toping. a) y= 2v+ ‘% I B) p=xe'™
o J




<) Funksiya ekstremumga tekshiriladi, uning monotonlik intervaliar
aniqlaniladi '

6) Funksiya grafigining burilish nuqtalari, qavariglik va batiglik in
topiladi,

K.45-mivol, y=xiv’-1) funksiyani tekshiring va grafigini chizing.

Yechish. 1) aniglantsh sohasi - hagegiy sonlar to'plami. Uzilish nug
y0'q. Funksivaning chegaraviy qiymatlari: fim xfel)er o0 fim x00-1)w -

" .-

2) funksiya davriy omas, tog funksiya;

3) funksiyaning uchta noli bor: x<0; x==1; x=1. Ushba xfx’-/)>0 tengsizhik
yechamiz, uning yechimi (-1,0p A1, +=) to'plamdan ibotat. Demak, funksiya
LORA L +w0) ' plamda mushat va (<01 pA0,1) 10*plamda manfiy qivmmtlar gabul
qiladi.

4) og'ma asimptotaning burchuk koeffitsientini topamiz:

b = e

Demak, og'ma asimptots mavjud cmas. Vertiknl ssimtotalar ham mavjud
cmas (chunki, wzilish nugtalari yo'q). ‘
$) Funksiya hosilasini topamiz: y'=3¢-/ Hosilani nolga tenghsshtieil
statsionar aoqtalarini topamiz: =0 yoki r-1=0, bundan s=1/+/3, e=1/d3
Ushbu ($4-a-rasm) sxemani chizamiz, va intervallar metodidan foydalanib funksiys
hosilasining ishorlarinl aniqlaymiz. Bundan funksiya (<o.-1/4/3 ) va (143 o)
intervallarda monoton o'suvchi, (=1/v3,1/V3) intervalda monoton kamayuvehi;
= =1/¥3 pugtada maksimumga, x = 1/v3 nugtada minimumgn ega ckonligh
kelib chigadi. Ekstremum nuqtalarida funksiya qiymatlarini hisoblaymiz: agar
Xmax ® =1/VE bo'lss, u holdt Yeee = 2/(3VT); MEAr Xun = 1/VT bo'lss, o
holda Y = =2/(3v3) bo'ladi.
6) Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: y" = 6x. Ikkinchi tartibli hositani nolge
tenghashitirib v = G0, x~0 ckanligini topamiz. Sxemani (S4-b-rasm) chizamiz va

s

il be' lgan intervallards ikkinchi tartibli hosila ishoralarini sniglaymiz. Bundan
20 mwtaida burilish maviod, (==;0) da funksiya grafigl quvarg, (0; +w) da botiq
shanligim topamiz. Burilish nuqtasi ordinatasini topamiz: y(0) = 0.

Funksiva grafigs S4-c-rusmda keltinilgan,

y'=0 y'=0
| Mt -0 4+

F »# CUASN VDo
max min

-

yexfx-I Ne+1)
a)

S Ab-misol. vy = V& + V& — x funksiyani tekshiring va grafigini chizing.

YVechish 1) Aniglanish sohasi — [(1,4] kesma. Funksiyaning chegaraviy
Wiy mmtlarind topamiz: agar x = 0 bo'lsa, u holda y = 2 agar x = 4 bo'lsa, y = 2.
Fushalynning uzilish nuqtalari yo'g,

1) Funksiva tog ham, juft ham entas, daviy ham emis,

11 funksiyaning nollar yo'y.

A) Og'ma asimptotalar yo'q, chunki aniglanish sobasi kesmadan iborat,

51 Hosilasini topamiz; . "{:—’;;;.'.

T 2z N4-x

Hosilani nolgs tenglashtirib, kntik (statsionar) nugtons topamiz: x = 2, 55-
pndagl sxemani chizamiz. Bundan funksiya (0,2) mtervalda o'suvchi, (2.4)
Whervalde  hamayuvehi, ¥ = 2 nugtads  funksiyn maksimumga erishishi  kelib

il Maksimum nugtasining ordinatasi ¥ =2 V2

H




6) Ikkinchi wrtibl bositani g r
topamiz: y 0 &3 4
‘- 2 - 373
Yi=- '. (S X . 10,4)

4 X i4-xyc
intervalda Ikkinchl tamibli bosila - -y
manfiy, demak bu intervalds |7
funksiya grafigs qavariq bo' ladi.

Funksiys grafigi $5-rasmida
chizilgan. Shuni  uytib  o'tish
kerakki, lim yf = v,

.~

Lbtmy »f - bo'lgantigi

L

pessssvsserrrnmccsccssan

.

sababli, funksiya grafigs (0.2

nugtada ordinatalar o' qiga, (4,2) nuguada x=4 to°g'n chiziqqa urinadi. 35 1

asm

S$.47-misol. v <. funksivani tehshiring va
grufigini cluzing

Yechish. Avval funksiyani quyidagicha
yozib olamiz: yx'= e

1)  funksiyaming  sniglanish  sohasi
parcha  musbat  sonlar to‘plami.  Chegaraviy
qlymatiari: lim M=, fiy @4 Usilish

augtalart vo'q.
2) Funksiyas juft ham, tog ham, davriy ham

amas.

3) Funksivaning nollari mavjud emas. i o =3

$6-rasm

4) Og'ma asimptotasing izlaymiz: & fim € =+m, demak og'ma asimpiota
. —- 1

yo'q
prL

8) Hosilasind wpamiz: y>=x'flne=7). y>=0 tenglamadan x=¢'. funksiya
101 /¢) inmtervalda kamayuvehi, (1/e, +99) intervalda o'suvchi bo'ladi x = ¢™*
Histada funksiva minimumga ega, uning ordinatast ..., = 0,692,

6) INkinchi tartibli bosilani topamiz: y''“x*¢tlnxs 1)+ 1/x). Ikkinchi tartibli
Tl (0, o) intervakls mushat, demak funksiya by intervalda botig,

| wokslyuning v0 nigta atroficds tekshirumiz.

lim y ™ lim ¥ (e~ [}~ bundan funksiya grafigi (0,1) nugtads ordinntalar

* o

o'y urinsishi Kelib chigadi,
Puksiya grafigi S6-msmda berilgan
N AT-misol. fix)«x= Infe"-1) funksiyani o' la tekshiring va grafigini chizing.
Yechish. 1) Funksiya x* —1 > 0, ya'ni (—o0; 1) va (1; +00) oraliglards
siigbangan va uzluksiz. Funkstyaning cheganaviy qiymatlarini fxlaymiz:

lim 'r‘m- fim = Inix’-1) )= -=; fim St gim (= dnfx-J))=-=
b s sl

-0  elat
[Demmak, funksiya grafig ikkin x =

1 wa x = 1 vertikal asimprotalargn oga. [ /

S P e
1) funksiya tog bam, juft ham, /

davily hamn emas /
1) funksiya (-o00,~1) intervaida 34 v ; | ) )

manlly, (1, +o) intervalda yagona noli I B 0 ylm

Maviwl  uni  topish uchun tagnbly 0

bk metodlaridan ' foydalaniledi, \

[ Xy = L15 ekanligini {

anbglaabimiz mumkin. Demak, funksiya

1 115) intervalda manfiy, (1,15, +@) oraligda musbat. $7-rusm

4) Og'ma ssimptotalarini izloymiz:

— = -

=
»

g 1
N el Tt DL E el FA T S PO % gy YR | S

LR L D "oa 1 " vm DT

demiak og'ma asimptota mavjud emas.

21




UCHINCHI BO'LIM, BIR O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING
INTEGRAL HISOBI
IX BOB. ANIOMAS INTEGRAL

5) Funksiya hosilasi y' = 1 + 2x/(x* = 1) funksiyaning aniqlanish sohasida
marvjud, shu sababli uming kritik nuqtalari fagat statsionar nuqtalardan iborat bo'ladl.
Bunda y' = 0 tenglama yochimlari x;, = <1~ VZ vax; =—1+v2bo'lib, x; »
—1 + V2 funksivaning aniqlanish sobasigs tegishli emus. Shunday qilib, yagona -
kritik nuqta mavjud va (—oo;—1) oraligqe tegishli, (1; +9) omliqda y' > 0 W
funksiyn o'suvchi bo'ladi. x, = —1 — V2 nuguada maksimum mavjud. Unbig -
ordinatasi f(~1 = VZ) = =1 = vZ + In(2 + 2vVZ) = 0,84 ga teng

1-5. Boshlang‘ich funksiyva va sniqmas integral tushunchalari
DifYerensial hsobning asosty masalalaridan biri berilgan Ax) funksiyaga ko'm

sl hosilasl  f7(x) ni wpishdan bormt edi. Bu masalaning teskarisi, ya'ni

6) Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: ¥ = -‘-‘::—::—;;. Bundan y" < 0, demak Mosilapign ko'ma funksiyaning o'zini tiklash masalasi katta shamiyatga ega bo'lib,
Nitigral hisobning asosty masalaloridan hisoblanadi

grafik qavariq. Funksiya grafigs 57-rasmda berilgan
fix) funksiya biror {a. &) (chekli yoki cheksiz) mtervalda aniglangan bo'lsin

Miashq va e 9.1 a"rif, Agar (a.b) da fix) funksiya biror Fx) funksiyaning hosilasiga teng,
f(x) funksiys grafigining asimptotalarini toping (65-70); J'01 (0 B) intervaldan olingan ixtiyoriy x uchun F ()~ Ax) bolsa, u holda F{x)
868, fix) = 5; 866, [(x) = x- &%, Nikubyn (e, B) imtervalda Ax) funksiyaning basilang ‘ich funkxiyari deyilodi
F A
= A Masnlan,
867.y=5 B68 y = ¢ » :
. h fiv bo'lsin, Bu funksiyaning (0;+w) iatervalda boshlung'ich
9. f(x) = iy $-70.(x) = x = arctg. v
Funksiyani 10’ liq tekshiring va grafigini chizing: Istibalyast Fixy=2+ X ho'ladi, chunki (%) da F () =(2J5) = JL = fl2);
x
¥TLy = e 872y = In(1 = x¥) :
' 2) fixj= = ning (-0;+) oraliqda boshlang'ich funksiyasi #(x)« ~ bo'lishi
873,y = '-E;; 4y = x'-4x' + 3 3
1 2 . mvshan
-7y =x+-, 3-76.y = x*-e7",
" avahanki, agar biror oraligda Fix) funksiya /') ning boshlang‘ich funksiyasi
. -2
-1 y= “‘_':' 878y = };T ' Isa, v holda ixtiyoriy o zgurmas C son uchun
vy = 880, y = x~ lnx. P M
" Hwhsiyn  ham  ffx) ning  boshlang'ich  funksiyasi  bo'ladi, chunki
B-8l. y = sitnx + sinx, 8-82. y = sin® x + cosx.
PR R (i O Fiigg=fix)
= —aE : | A
8,y = iad G B Dundan quyidagi xubosa kelib chigadi: agar #o) funksiya biror bashbang® ich
fonkslynga ega bo'lsa, u holda uning boshlang'ich funksiyalari cheksiz ko'p bo*ladi.
Quyidagl savol tug'ilishi tabiiy: biror oraliqda berilgan fie) funksiyaning
bl boshlang ich funksiyalari (1) formula bilan ifodalanadimi, boshqacha
m
m




aytganda fix) funksiyaning (1) formuia biten ifodalanmaydigan  boshlang®ich
funksiyatari mavjudmi?

Bu savolgn quyidagi teorema javob beradi

9.2-teovema. Agar biror oraliqda Fru funksiva fix) ning boshlang'ich
funksiyasi bo'lsa, u holda fin) funksiyaning ixtivoriy boshlang‘ich funksivasi €
o' zgnrmasning biror qiymatics (1) formula yordamida ifodalanadi.

Isbot. & Aytaylik, G funksiyn qarmlayotgan omligda fxy fanksiyesning
boshlang ich funksiyasi bo'lsin, Ushbu gy~ Gexi-Fix) yordamchi  fimksiyani
garnymiz. Bu  funksiya wchun @ ' G (a)-F (o= fix)-fixi=0 bo'ladi, ya'ni,
garndayotgan oraligda @yx) funksiya uchun funksivaning doimiylik sharti bajarifadi.
Boshqacha aviganda Gio)-Fig=C, ya'ni Gigy=Fix)+ C bo'ladi, Demak, G
funkszva (1) formuladan C ning biror giyematida hosil bo'ladi. ¢

Shunday qilib, sgar oreligda berilgan #x) funksiyaning bitta Fx) boshlang' ich
funksiyasi ma'lun bo'lsa, u hokds uning barcha boshlangich funksiyalari Fex+ C
bu yerda C ixtlyorly o'zgarmas son, ko'rinishda ifodalanar ekan,

9.3-ta"rif, (. by intervalda berilgan /) funksiys boshlang'ich funksiyalaming
umumiy ifodasi £ix)+C, bu yerda C=const, shu flx) funksiyaning anigenas integrall
deb ataladi va u [ /(xpde kabi belgilanadi. Bunda | - integral belgisl, fix) integral
cothdagt fumbsiva, fixids < integrod ostidagt fodk, x — imegraliash o ‘zgparuvehisi deb
ataladi

Demak, ta'rifga ko'

| e =Fw+ C (2)
bu yerda Fix) funksiya fix) ning biror boshlang”ich funksiyas|,

Masalan, (~;+=) da fix)=cosy bo'lsin. Bu holda (sisx ) ~cosx bo' lgant uchun
jcouxtx “siree+ L bo' ladi

(2) formuladan ko'rinadiki. berilgan fx) funksivaning biror boshlang'ich
funksivasinl va uning aoigmas integralini topish masalalari deyarli bir xil
masalalardir. Shu sababli ffx) funksiyaning boshlung ich funksiyasini topishni ham,

b7l

s ivtegraling topishni ham  fix) funksiyan) imtegraliceh deb  ataymiz
bitegeallnsh dit¥erensiallashga nisbatan teskari amaldir.

Integrallash amalining w'g'n  bajurilganhigim tekshirish ochun olingan
ptjani differensinllash yetarki: differensinllash nmijassda msegml ostidags funksiyn

il bo' lishd Jozim,

Masalan, [Idie s ec '

whan i 1ekshirish uchun ‘ :

tiglikning  o'ng toenonidag) -

Minkstyodan hosila olamiz: \ + 5

YA, demak,  integrallash ¢ : T

10''ri bajarilgan. o .,
Geometrik nugtai nuzardan bu o S

worema fix) funksiyaning ansgmos ~—"

intograli y= Fi)+ C bir parametrli $8-msm

i chiziglar olfasini fodalaydi (C-parametr). Bu egri chiziglar ollasi quyidagi
xossags cga. ogri chiziglarga abssissasi x-x, bo'lgan muqgtasida o'tkazilgan
wriemalae bir-biriga paraliel bo'ladi (58-rasm)

Fix)+ € egni chiziglar oflasi integral egri chiziglar deb ataladi. Ular bir-birkan
bilun kesishmaydi, biri-birign urinmaydi. Tekistikning lsar bir nuqtasidan fagat bitta
imegral chiziq o' tadi. Barcha integral chiziglar bird ikkinchisidan Oy o'qiga paralie)
b’ chirish natijaside bosil bo' lads

9. 4-misol. Abssissasi v bo'lgan nuqtasida o' tkazilgan urinmasining burchak
hoeffitsienti &=x" formula bilan ifodalanadigan va (2:5) nuqtadan o'tuvchi egri
chizagni toping,

Yechish. Ma'lumki, »'“&=x', bu sharmni ganoatiantiravehi v funksiyaning

.
umumiy ifodasi y - I «'dx bo'ladi, Bu integralni hisoblab v = ; + C ifodagn ege

o' bumiz. Tzdanayotgan egri chiziq (2,5) nugtadan o'tadi. Sho sababli funksiya
fixdasiga berilgan nugta koordinatalarini qo'yamiz va C ning kerakli giymatini




topamiz. Natijads 5= =« C, C =1 hosil bo*Iadi. Demak, izlanayotgan egrl chizig

2!
4

tenglamasl y= ‘7 +1 ekan.

Endi quyidagi savolga javob izlaymiz: biror oraliqda berilgan bar qunday fix)
funksiyaning beshlang'sch funksiyasi mavjudm|?

Har qanday funksiyaning ham boshlung'ich funksiyasi mavjud bo'lavermaydi
(3o-nasala), lekin quvidagi teorema o*rinki,

9.5-teoremn. Agar f(x) lunksiya biror araliqda uzluksiz bo'lsa, u holda uning
boshlang'ich funksiyasi mavjud bo'ladi

Bu teoremaning isboti kelgusida ko'rsatilaci, shu sababli bu bobda uzluksiz
funkstyalneni integrallash hagida gapiriladi, Uzilishga cga bo'lgan funksivalar uchus
integrallash masalast uning u voki bu uzlukstzlik ocaliglari uchun garaladi

Masalun, f(x) =§ funksiya x = 0 nugtada uzilishes ogn. Bu finksiva
(0; 40) va (=o:0) omliglarda wzluksiz. Birinchi oraliqda ]%dx = Inx +{
formula o'rindi. Ammo ikkinchi oralig uchun bu formuls ma’noga egi emas. Lekin
bu oraliqda quyidagi formula o'rinli bo'lisini tekshirib ko'rish qiyin emas; [ ~dx =
In(=x)+C

Bu ikki formulani quyidagicha umumilashtirib yozish mumkin: [ 5dx =
Injx| + €

2-§. Anlgmas integralning sodda xossalari

9.6-xossa. Anigmas integralning differensiali (hosilasi) integral ostidagi
ifodaga (funksivagn) teng:

d [ prode e ([ fode) =),

Isbot. O Ta'rifga ko'm

d [ f(xydx = d(F(x) + C) = dF(x) = F'(x)dx = f(x)dx.®

6

¥ Tonmen. Biroe funksiya differensialining snigmus integrali shu funksiys
Niben o cgarmas son yig indisiga teng: [ dF (x) = F(x) + C.

ot 0 [ dF(x) = [F'(x)dx=F(x)+C ¢

S 4oxossn. Agsr f(x) ning boshlung'ich funksiyasi mavjud bo'lsa, u holda
Wittty & (k » 0) son uchun

(A cts=k]fx el (1)
bt bl yu'nl o' zearmas ko' pevtuvchind integral belgisi oldign chigarish mumkin.
Iabt, & [fixhdv= Fx)+ C bo'lsin, U holda
Mftxldes k{F(x)> C)=kFix)+ kC (2)
b bl (A (x) =hE (e fix) va AT pxtiyoriy o' zgiurmias son bo'lganligi achun
Moo A Woda Afx) funksiyaning barcha boshlang®ich funksiyalarini beradi, ya'ni
Wftxid= kF (x1s A (3)
b ladl (2 va (3) dan (1) kelib chigadi, ©
0.9zol. A=0 bo'lganda (1) tenglik o'rinll emas. Hagiqatun ham, bu
wilikiing chap tomoni Fofide- J0dv=C, C ~ixtiyoriy o' zgarmas son, o'ng tomoni
s U ket (KT Cr= 0,

9.0 -izoh, Integrallami topishda AC yorlimaydi. Uning o'miga ¢ yoziladi,
Wik ixtiyorly o'zgarmas sonnd yozish usuli muhim emus. Bunds o zgarmas
W shiluvchining ixtiyorty giymat gabul qils olishi muhim hisoblanadi

Agar C-ixtiyorly o'zgarmas son bo'lsa, u holda €7, 4C - aaiyoriy o' zgarmas
o bo'lndi. Lekin €%, sind” - ixtiyoriy o' zgarmas son emas, chunki €720, [sin( <1

9.1 1-xoxaa. Agar fx) va gix) larning boshlang“ich funkstyalar mavjud bo'lsa,
w holda [(f(x) 4 g(x)dx = [ f(x)dx £ [ g(x)dx bo'ladi, yw'ni ikkita funksiya
algebealk yig indisining integrali anigmas integralior algebraik yig'indisiga teng.

Isbot. O Aytaylik, Fix) va G lor mos ravishda fiv) va gfxi laming
bosbilang”ich funksiyalari bo'lsin. U holda [ f(x)dx £ [ g(x)dx = (F(x) + C,) £
(G0 + €)= (Flx) £ 6(x)) + (G, £C)

Ammo, F(x) 4 G(x) funksiya f(x) + g{x) ning boshlang'ich funksiyasi,
ikt (F{x) £ G(x)) = F(x) £ G'(x) = f(x) £ g(x), €, & ; ssa ~ ixtiyorty
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ik o'zgarmas sontarming algebraik yig'indisi- yana ixtiyorly o'zgarmas 300
bo" ladi.

Shu sababli (F(x) £ G(x)) + (C; £€,) ifoda f(x) £+ g(x) ning barcha
boshlang’ich funksiyalarini berudi, ya'nl [(f(x) £ g{x))dx ga teng bo'ladi. ¢

Bu xossani chekli sondagi funksiyalar uchun ham isbotlash mumkin. Buning
uchun matematik induksiyas metodidan foydalanish yetarli (9-3d-masala)

9.1 2<izok. lotegrallami topishda C;24C; o 'miga C yozilad:

Masalan, [(conx + 35" it = [ cos vt + 3ty =sinx+5'+ €

1 3-nossa. Agar F(x) funksiva f(x) ning boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, 4
holda [ f(ax + b)dx = = Flax + &) + C, (@ # 0) renghik o'rinti bo'ladi

Isbot. O Tenglikning o'ng tomonining hosilasi integml vstidagi funksiyaga
teng ckonligini ko'rsatish yetarli. Hogigatan ham, (i Flax + b)) = ‘!.(F(nx +

h))' = flax + b)e

9.14-x0ma, (mtegrallash formulasining mvorianthigh). Agar integrallash
formulasida  irtegrallash  o°zgaruvchisini  shu  o'zgaruvchining  istalgan
differensiallanuvehi funksivasi bilan almashtirsak integraliash farmulasining shakbi
o'zgarmuydi, va'ni  agar !/u;d: «F{x)+«C va u funksiya x ning
differenssallanuvchi funksiyasi bolsa, u holdn I () = F(w) + C bolndi

Isbot. O Birinchi tartibli  differensialning  invariantliX  foemasidan
foydalanamiz. Bungn ke'ra, agnr dF (o~ F'(xjde va wenufx) differensinllanuvehi
funksiva bo'lsa, u holda dF (= F (udu bo'ladi I_/(uym = F(u)+ C ekanligini
isbotlaymiz. Buning uwchun so'ngi tenglikning (kkala tomonidan differensial olamiz:

([ S iriho) = fiurche,  d(F () v C) ok \udehi w f(w)elu

Bu differensiallarning tengligidan 9.14 — xossaning o*tinli ekanligi kelib
chigadie

o

3-8, Asosiy integrallar jadvali

Yugonuda Isbotlangan anigmas integralning sodda xossalari va anlgmas
giatlar  advali  birgalikda  mtegrallarni  hisoblashning  asosiy  qoidalarim
sobbayele totegraliash amali differensiallash amaliga teskart amal bo'lganligi
pabanlill, guryinda keltirilndigan formulalaming ko' pehiligin hosilatar jadvatidan hosil
AR mumkm

Quyida asosiy sigmas integrallar jadvaling keltinamiz. Bunda har bir formula
el ostidiagy Tunksiyalaming aniqlanish solasida qeralad:

- dx .
| ’1".[; - vC, el 2 f—=ln|xﬁ*(. r=0;
X

o+l
| ‘u dx o 4 axb, a=l, Ic"dl’-." L
: Ina
9 oy I 3
d [ '!‘-. =arotgx+ O ! = == —aroly —+ L, w0,
le X +a" a u
dx . dx X
3 ‘ arcsin x4 ) - o renin ~+ C (| xjdal):
o ) B IJu"-)' a
¢ o . il -
[ | ‘ =g+ C; 7!15 = tgx 4+
o008 X sncx
|} ’L\Hildl-ill\l Y o ] [iiﬂxdl—‘cm.r'(.,
10. | ehodye = shx + C; 11, Isdocde = che 4 C
e dr
12 | ——=thx+C,; 13, | ——=—gths+ (',
Irh‘x J’xh’x
e L o M
‘at-x 2a 'a- ¥

15 IJ:%F = In:ft‘ Jt‘ ta |[+C, (| x|Hal)



45, Integrallash usublari

4.1. Bevesita integrallash asuli. Bu usul integral ostidagi ifodan: jadvaidag)
biror integral ostidagi ifodn ko' rinishiga keltirish va anigmas integral xossalaridin
foydalanishga ssoslangan

9.15-misol. Quyidagi integrallami toping: a) [ 2**+ 3%dx; b) [ tgizdx; ¢)

Z 1
J (sm; - cosf) dx;: d) [ cos2xdx,

Yechish. a) 27 z.m-ju’ 3 iy jnz )

+C;
nl’

b’jlgld’t jshlxd Il—cnc x"__] |

el [ S e N
cos’ ¥ o8 x I -

" ) I(sin%—cos-f ].dv --f[lin‘é-lsinécm;vemzz\}h-
- - . F 4 - -~
| ~I|l-d|uk&~x»cos.ra(f:
jwsz_na:jcmzx. id(lt)= ;Icos(lx'\d(lnz %smznr, bunds

integrallash formulasining invariantligl xossasidan fovdakanildi,

4.2. O‘zgaruvchini almashtivish usali, Ushbu |ffvde mtegraini hisoblash
talob gilinsin. Integralda o'zgaruvehini almashtirish usulining mohiyati shundan
iboratki, unda integrallash o'zgaruvchisi ¥ ni biror x=@f)) formula vordamida ¢
0" zgaruvchi bilan almashtirilads. Bunda ¢ ') uzluksiz va x- o) ga nisbatan teskark
funksiya ¢~ ¢’ (x; mavjud deb faraz qilinadi. End|

@ (U, = ')t
tfodalami fﬂmb 28 go'yamiz:

(e[ romie war  (3)

Bu yerda gvy ni shunday tanlash kernkki, o'ng tomondagi integral soddarog

bo'lsin. Agar ffevti)e ‘(1) funksiyaning boshlang ich funksivalaridan biri #70) bo'lsa,
(e~ |frome tde=Fiy+ C=Feg' tx) €
kelib chigadi.

M

(1) formuls anigmas integralda o sparuvchind almaxhtivish formulaxi deb
ahkady
W' n hollards yangi o' z2garavehind r~ gyvs) formals orgali kiritish foydadan

hslf s
9 16-mibvol. }T"t— ni hisoblang.
¢ -1
Yechish. o<1 almushtirish kiritamiz. U holda ¢*=r+1, rhnir+ 1), dre

.“ ot w] & [~~-- chfgh('-hvrtg‘}r' =14+C bo'ladi

7 pap

9.1 7amibol. Is'n' xcosxdy ni hisoblang

Yechish, £~ yiny, dr-cosxdy almashtirishni Sritamiz. By holda

[am' X CO8 xidx = Jr'a& " '4-.- v Cm %sin‘ re C bo'ladi.

O'zgwruvchini almashtivish  usuliden  foydalanib  snigmas  integraini
Misoblaahds almashtirishnd go'lay tanlab olish muhim hisoblanadi. [xtiyoriy
Uegralnd  hisoblushda o'zgaruvchind wimashtirishning wmumiy qQoidasi yo'q.
Dunday qoidalarni ba'zi funksiyalar (trigonometrik, irstsional v boshg. ) sinflani
e keltrish mumkin

Ko'p bollarda  integrallami  hisoblashds integral  ostidagi  funksiyani
dilTerensind belgisi ostign “kiritish™ usulidan foydalunadi. Funksiya differensialining
'nlign ko'm @'(de= digyx)). Bu tenglikning chap tomonidan o‘ng tomoniga
o' ush (honil gilish) @ v/ ko'paytuvchini differensial belgini ostign “Kintish™ deb
wytiladi

Aytaylik, ushbu [ f(e(x))px)ax ko'rinishdagi imtegraini hisoblash talab
gilmsin. Bu integraida ¢'(x) ko'paytuvchini differensial belgisi ostign kiritamiz va
s ngra g¢x - u ahmashtirish bajaramiz U holda quyrdagiga ega bolamixz:

J /ot xre™ [ o naionxn = [ f (et

9.15-misol /- | Y1+ xadv integralni hisoblang

pall




] :
Yechish. xdr- d(l+ x7) ekanligidan foydalanamiz, u hoida

‘
|

I e : Sk T e L I o
}:-ij(l‘ rYd s =l x :u;—-iju a‘u:ET¢( =§{(|01")‘ A
3
bo'ladi,
9.19-misol, 1= [ MOS8 imegralni hisoblang.
4+ 3cosx
Yechish,  sinxdy» - ;d(c‘ v Jcosx) ckanligini  ko'rish  qiyin  coms I

d+3comnw deb belgilaymiz, Natijada
l..

- L]

| 1 ]
- !"(4- Teoss) Td(d + Jgosx) « !Iu Tdis == 2 -
i 3 3

J4~ Jomx + 0

win

hosil bo*ladi

Agar integral astidag) funksiyva ¢ (x)'pdx) Ko'rinishda bo'lsa, u holda ¢ 'f0
ko' paytuychind differensial belgisl ostiga kiritish orgali und jadvaldagi imtegralgs
keltinsh mumkin:

@ \Un Jelx _ILl(‘ﬁa))
< ox) olix)

Masalun,

= In | g{x) | +C -

in xed -
jtgx&:l‘sn' o -Id“o"'q'u=cosx!=-'fﬁ:-lnlu# +HO=~In|conx |+
cos X COsX u

4.3, Bo'laklab integrallash usull. Bu usul kKi funksiva ko'paytmasining
differensiali formulasidan Kelib chigadi. Ma'lumki. agar ude) va vix) funksivalar
differenatallanuvehi funksivalar bo'lsa, u hokda diwvivudvs vae yoki - sdv=difve)-
v bo'ladi. Bu tenglikni ikkala tomoaini integrallasak,

[ with= [dum- ,m\n, yoki
vy - | v 4

formils hosil bo'ladi. Bu formula bo'lakiab integrallash formulesi deyilodi. Bu
Prmuls  yordamida lwdv ni hisoblash boshqe, [velw integralni, hisoblashga

hebiiritadi Bu formutadan | udv ga nishatan f vadar integralni hisoblash oson bo*lganda
howdalanilad:,

9.20-misol [rcocxdy nf hisoblung.

Yechish, u=x dwx, v=siny, dvecorxde belgilashlami Kirftamiz. U holda

f- oo wedx = fu-h -V —jwlu- x- sty —Inmuh wesinzveosy+ C

' et
9.21-misol. | tnxety ni hisoblang.

Yechish oy, sl d! vex, dvedx plmashticishni kirltamiz U holda,
x

I P OTe (0% 35T R VL Ol .
l\nnt\ ;m‘l v inx I.l P =x-Inx=x+C bo'ladi.

Endi amalivotda tez-tez uchrab turadigan va bo'laklab integrallash usuli bilan
b linndigan integrallar tiplarini keltirmie.

L [ ds, R (0sinkxds, [P (x)eos kuts ko'rinishdagi integrallar, b
darajali ko'phad, k& ~ biror son. Bu integrallami hisoblash uchun
w0 deb olish vit (4) formulani o marta qo*llash yetarli

yorde P'ixh - m -

.‘.[I:n)lnxm. II’_(.\)mnm welv, Il:l.t)m‘cmm. Il'.(x)un'!xuh.

[ Pixparcerpote ko'rinishdagi itegrullar, bu yerda Pyc) - o — darsjall
ho'phod. Bu integrallami bo'laklab integrallash uchun () okdidagi ko®payuvehi
Ptk siyani u deb olish lozim

Ve conba, fc"wstmlr. bu yerda @ va b lar hagigly sonlar. Bu
unegratiar tkki marta bo'laklab inegrallash usuli bilan hisoblanadi

9.22-misol. [arcyin vy integralni hisoblang

Yechish, Bu integral 2-tipga kiradi, bunda Pofo~1 va w-arcyiny deb olamiz.
U vokda

3




|
W= aresin g, di = - &

Jl-_; = XBICSIn X ~ Ir

y=x

I Wrown xedy -

| —
:ntcsmxv%]‘(l—t‘) 1d(1-2") = rarcsinx +1 =¥ +C bo'ladi.

9.23-misol. [ cos dr integralni hisoblang.

Yechish. Bu integral 3-tipga mansob, » sifefida drv ning oldidag
ko‘paytavchilardan ixtiyorly birini olamiz va ikki marta bo'laklab integraliashnl
bajaramiz. IkKinchi marta integrallaganimizda avval berilgan integrini o'z ichide
saqluydigan tenglikka ega bo'lamiz. Bu tenglikdan berilgan integralni 1opamiz:

1 l L ‘, t!ﬂ:—’f-.l'b

¢ oon = 20 sin >
2 x TN | =2 HaTe

;- oL »clt.v-'.’fcm <l =)= 2ain = -

2 r Al 2
\ wwet, T - .
’ZIr'um;rﬁ- =2 sun -~ 4™ cOo8 -

. v o win - oh '10"'; 2 2

-djr €05 — d! ya'ni J’c COs— d:- un——dr cm- -dfr msidr

huuhnSIf"cos;dl-Ze ‘siné—«k 'oou%,_mkj

- -

]
Ie 'oo-s—:-dr'- :(r"uinf‘— 2¢™ cos )
2 ) 2 2

Mashq va masainlar
Bevosita imtegrallash usulidan foydatanib iegrallang (146)

PRt e
gy, [T R gy 92 [(C-ym—mr ) dx
=3
93 [V’ + 1)dx. 94, ]"f:_ dx.
x o'l‘
9-5 j" dx. 9-6.](4$1nx+8x'—;:'.‘7;)dx.
Im:g:llnmu hisoblang' (7-14)

™

7, | sin® 3x dx, 9.8. | cos’Bx dx

.9 {(a’xdx 9-|0 Iu'l
~ Vicatear!
011, [(3tgx — 2ctgx) dx o-12.f .—,:_. —dx
) uk Ix N cm:l
3. | et St

) zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib imtegrallang (15-22):

G185 Var—Sdx o-m[," =
917, [ sin®xcos x dx. 9-18. [ ¥+ xidx.

919, 2L 9:20, [ =5
0l 5 922 [EEE

o' laklab integrallash usulidan foydalanib imegrallang (23-28);

923, | xsinx dx, 9.24. f(2x — 1)+ e dx.
925, [ =5 926, f x-2"dx.
027 [ In® x dx. 9-28. [ xarctgx dx.
Integrallamni hisoblang (9-34):

“"" 4.30. [ arctgvadx.

In?x dn
M. ful:x 9-32. ! Vi
* *5 r
PRTN fusklade P Y o3 g 222 4y
ik

O34 9.11-xossani matemnatik  induksiys metodidan foydalanib, chekli
wnidng imtegrallanuvehi funksiyalor uchun sbotlang.

035 Darbu teoremasini isbotlang: Agar f(x) funksiya biror omaliqda f°(x)
Posllagn egn bo'lib, shu oraligqa tegishli bolgen x = a,x = b nugealarda f'(a) =
A # Il = ['(b) bo'isa, u holda bu oraliqda f*(x) funksiya A va B sonlar orasidagi
bre b qiymutlarni qabul giladi, ya'ni 4 va B sonlar orasidan olingan har qanday C
wold) Uk (o b) intervalgn tegishli bo' lgan kamida bitta ¢ nugta topilib, f'(c) = €
b’ Il
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-1, agar D€x < |,
2, agar 1<sxs2

funksiyaning [0,2] da boshlang'ich funksivaga ega emasfigini isbotlang

9.37. Aytayhik, F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshiang'ich funksiyasi
bo'lsin. Quyidagi tasdiqlami isbotlang yoki rad eting: a) agar f(x) toq funksiya
bo'lsa, u holda F(x) —10q funksiys; b) agar /(x) juft funksiya bo'lsa, u holda F(x)
~ Juft funkstym; c) a) agar f(x) davrly funksiys bo‘lsa, u holda Fx) - davriy
funkstya

0.38. Uzilishga ega, lekin sonlar o'gida uzluksiz boshlang'ich funksiyasi
mavjud bo'lgan funksiyaga misol keltiring.

9.39, Quyldagi funksiyalaming boshlang'ich funksiyalarini toping: a) x|x|,
xeR )N =xl+l+xl xER; )(2x-x~=2|, xER; d)
max(1,x*), x € R,

9.36  Darby teoremasidan foydalanib, f(x) =

5-5. Ratslonal funksiyalarni integrallash

5.1, Sodda ratsional Kasrlar va ulsrni integrallash, Sodda ratsional kase lar
deb nomlanadigan kasrlar asosan to'nt xil bo'ladi. Ratsional funksiyalami
integrallash shu to'rt xil sodda kasrlami integrallashgn keltiriladi. Shu sababli bu
10'rt xil kasmni integrallash musalasi alohida shamiyat kasb etadi. Ulaming ko'rinishi
quyidagicha.
4 A _MceN Afc + N

v—a Gl Feprq (@ eperg)

bunda 4. M. N, @ p va ¢ lar hagiqiy sonlar, A Inatural son va prdg<0 deb

Endi yugoridagi kasrlami integrallash masalasiga o'tamiz.

a) La ni integrallash quybdagicha amalga oshiriladi:

.Mx ‘!sﬂxa
xu

“Alnlx-alr C.

b) = ni itegrallaymiz (A1),
(x—a
A
! "‘t:-‘.ilf.t-a)‘:ﬂx-ar.l‘ =a)"" o e
(v=a) k41 (1=k)x~a)

c) ! _'"‘_"L,h ni  integrallash  {p'-4g<0) suratida  mahrajining

X pvaq
differensialini ajratib olish va mabeajini kvodratiar yig indisiga keltirish orqali
indvakdagl imegrallargn keltiribadi.

] Mo N i A"+ pxos ) =20+ p)il uf‘“ ' preq) |
Y eprig .u\w\:—(?:-mo.\——i v preg
__l)I ,_,_.,,(,,,,,,,,,,.(,, _L’l[ .n:w 2)
Crprig (x+pl2y +q-p /4

ln( pr+g)+ ( N - l -v i i,
X / g -
2 )J -p'! J-‘q P
" ""f_‘..}.‘_. (k>1) sodda kasrni integrallash uchun o+ V2= almashtirish
(2" + px+q)
bajaramiz, bundan dvsdz, £ s g (e p2)'s qpiiderts &, buyerda o’qp’4. U
holda

2N - N~ M)
_._"f_'_*f_...‘*ﬂu ,“‘b“'. y “”I d .-M/,*z - L
(x4 pxeq) (= +a") (_-'ﬂf) .
b ladi, Ravshanki, 7, = [-—2% .

Fy ﬁr) 2(I~&)(x'+a’)
Demak,
o= | ‘—;QTT integralni hisoblash kifoya bo'lad,

&+

1




1=
" 1 (Fra'-2 ‘ s
} — = — !-~-~-’ 7-——tb=—l:-.‘~—-,-—b;~~.,- l. | : d:. Bu
(;-.g-r o (; *u’)‘ a’ I'+a) a (Z+al
yerda | "'t"’i" -=I1; ckanligini ¢'tiboega olsak,
(s 1ra
P z’ )
’l—"—'_ "."'lz’{ "|‘§%J (5)
(:-’“‘ a.l (.' ’a)
bo'ladi
Endi | (77 a7y " borlakiab integraliaymiz.
! e I W2z, ol = s
:!"U:" -’.h - .i‘g*;—‘, Ve " T >
(2 +a’) ALY v a0’ )!
z v A l ks . t -l—l
200=k)z" « )" =R (4" -k +2”Y" 21-0)
So*ngi wpilgan ifodani (3) formulags qo*yvamiz, natijads
_L(u-; - 3 } 6)
Yod\2k=2" 20 -k)2f 40" \
(6) rckwrent formuln  deb  atalady, = ~2¥ va dae ‘q:",

almashtirishiarga quytib, izlanayotgan integralni topamiz,
& 1 EoT
1, -‘J'—x- e arclg—+C  bilgan hokla (6) formula yordamida
N a

hy= oy & s imtegraini hisoblash mumkin. Hagiqatan harm.
o

\

I‘“d’"'"“']‘(lf & .2 L
(F+a) d\2774d A+,

- vl o
= T . ’""'llﬁf&—*(.
el B

Shunday qilib, biz borcha sodda kasrlarni itegrallash formulalaring hosil
Wik

AL Ratsional fonksivalarmi integrallash. [ntegralnl hivoblash uchun
Wity vsullar bo'lmagani uchun ayrim funkstyaler sinflarini integrallash yo'Hlan
Wgsillgan. Hoxir biz ana shunday funkstyaler sinflandan bini bilan tanishib
hlgamiz

M ki, Rafc)=ae® s apc® ' v a, ixe a, ko' phad butun ratsional funksiya,

’ . - "
Ix) ._‘.’:"_f."'l'." R L (a, #0, b, #0)
Lix) B +bx" "4 0B _x4b,

oon hiar ratsional funksivalar deb ataladi. Butun va kasr ratsional funksivalar
winann ratshonal funksiyalar deb ayvtiladi. Butun ratsional fmksivani integrallash

Wy slagicha bajarilaci

N, (x)edn= im.\"dt- ]u,\" Ty, = "’d.. ey ."a.d\‘

.
el =t ax +C

nel n :

Eadi kasr rasional funksiyalumi integrallash mosalasign o' tamiz.

0 S
o ’.l.flx &

Ushibu fix) !;1‘:.1 kasr rutsional funksiya berilgan bo' lsin
Qi)

At mom bo'lsa, u holda iy - w'g'el, mam bo'lsa, Mx) - mo'g'n Kasr
mivional funksiya deyiladi.

Masalan, --:5— ’ o 10°g ri kusr rtsional funksiyndar,

C+3 X oaxes
""  } g:~" g:.4

o' 1 ol kase ratsional funksiyalar bo*ladi
lo' ' ol ratsional kasmi integrallashni o' rganamiz

’;“_". (o< mt) 10" g'ri ratsional kasr berilgan bo*Isin, Uni chekli sondagi sodda
(x)

pabsiimal knsrlaming yig*indisi ko'rinishda ifodalash mumkin. Shu magsadda —g‘“’
«X)

Favming maheajing chizigh va kvadet ko“paytuvchilarga ajratish lozim, buning

wlim Qoo+ 0, ya'ni




™+ br™ 4 b0 (7)
tenglamani yechish kerak. Algebraning asosiy teoremasiga ko'ra Qu/x) =0 tenglama
karrali iidizlarini hisobga olganda m ta tldizyga ega bo'ladi. Bu ildizlar hagiqly (sodda
yoki karrali) va kompleks (sodda voki karrali) bo'lishi mumkin.

Ma'lumki, agar v~ o qaralayotgan O/} ko'phadning sodda (& karrali) ildizl
bo'lsa, u bolds Q./x) ko'phad o (/x-a/*) ga qoldigstz bo'linadi va

Catx) (et Qe 130 (hl3) > (x-ct)* Qe aix))
tenghik o*rinli bo* ladi.

Agar =< u+ v kompleks son (Jufx) ko'phadning sodda (ldizi bo'lsa, u holda
unga qo'shma bo‘igan = “w-v kompleks son ham (.(1) ko*phadning ildizi bo*ladi
Bu holda ko'phad (x-2)(x- £ J=x'= pr+-g ga qoldigsiz bo'linadi, bu yerda  profzs
T peedu, quaT oo P vaouni Qufai= (v pat @0 %) ko'rinishda
ifodalash mumkin. Shunga o' xshash, agar = kompleks son s karrall (izi bo'lsa, u
holda (hfx)={ X'« pr+ @) Q. 2fx) tenglik o'rinli bo*ladi.

Faraz qiluytik, (7) tenglamaning barcha haqigiy va kompleks ikdiziari topilgan
bo*lsin. U holda Qufx) ko'phadni chiziqli va kvsdest uchhadli ke’ paytuvchilarga
ajratish mumkin:

Qular= Bfx-aP - (o= ¢ prag )Mt « paeg ) A s pas g,

buyerda hys &+ vkt 50 2000 2voom

Algebra kuryida 5%.. to'g'n mtsional kasr clementar (sodda) Kaselue
W

yig'indist shaklida vozilishi ko‘rsuti ladi;

L) A 4 < & R & B,

O(x) r-a (r-a) “’({-a)" t—ﬁ*(l;}?):.“‘(-'-/‘vf:.

L : '
* .41_;_1_?-_'_o Vb_._++‘{£i]..m+__‘"hi_~\ﬂ_’. 4
x=y (x=p) (=7 ¥ epxig (F+pxeq)

AT W
Usx+¥ s Ux+V

Vprey, (£ ¢ pxag)’ ®

a1

Pl i, 4s . A“, 3; B.. L L.' A, . .V. Nioo N, l'.,.. ,l"'..

oo - nomalum koeffitsientlae.
Yugoridagi formulani koeffitsicatiami topmagan holda bir necha misollarda

ko' matamiz:

e S 2 S WY ST 27
"IN+ (=P Ax e+ x-1 raxsl el
l“l;: A # C D

2)

e x-2) 34 x-2 (x=2F =20

v -2x+3 A B, _C ._{_)|+£* Fx+G  H

v . L T TR0
=1 (=1 (x=1) »¥+2 (P+2 =x+§

(%) yoylimadagi koeffitsientlarni topish uchan noma lum Aoeffltsientlar
werodi yoki xussdy giymatlar metodidan foydalaniladi
Noma'lum koeffitsientlar metodining mohiyati quyidagidan iborst. Aytaylik,

R0 so'g'ri ratsional kasening (8) ko‘rinishdagi nonsa’lum koeffitsientli sodda
L l.( 1)

kosrlar yigiindisi shaklidagl yoyilmasi berilgan bo'lsin. Sodda kasrlami ((x)
ymumiy mahrajgn kehirmiz va suratda bosil bo'igan ko'phadni Foix) ga
tenglashtiramiz.

Mo lumki, ikkita ko' phad aynan teng bo‘fishi uchun bu ko' phadiardag x ning
bir xil darnjalani okdidagi koeffitsientlarning teng bo'lishi zarur va yetarli. Shunl
hisobga olgan holda hosil bo'lgan ayniyatning o'ng va chup tomonidagi x ning bir
xil darajalani oldidagi koeffitsientlami senglashtiramiz va yuqoridagi noma’lum
koeffilsientlarga nisbatan m ta chizighi teaglamalar sistemasini hosil qilamiz. Shu

sistemnani yechib, noma’Jum koeffitstentlarni topamiz.

H
9.24-misol. Ushby —* : ratsional kasimi sodda kasrlarga yoying
R -

Yechish o-B={x-2)(v'+2x+4) bo'Iganiigl sababli (8) formulaga ko'ra

J ¥ A, BC

Yok (x=2x +2x+4) x-2 X adxsd’
b

pL 1)




bu yerda A, & va C lar poma’lum koeffitsientlar, Bu tenglikning o'ng tomonini
umumiy mahrgjga keltiramiz, u holda

¢ A+ 2x 4 4) 4 (B4 C)x-2) BNl Wik
v ~8 (=202 4+2x+4) o

KA B 24+ C 2B 24420

Endi x ning bir xil darajalari obdidagi koefTitsientiami tenglashtirib, 4. & €
larni topish uchun ushbu tenglamalar sistemusigs ega bo* lamiz

Ol =448 |

I 1

rn-:«-t-:ﬂi:ol=%.ﬂ-;.r-
| o=dd4-20 |

Shunday gilib,

]

e 2(x 1)

v -3 Nx-li'lur»lloh

i

" I 4 2611 .
9.25-misul, Ushbu --‘-l- -7-‘-’" " . ratsional kasrni sodda kasriargn yoving

Yechish. Kasming mahrajini ko'paytuvehitsrga ajratamiz:

A O e 20 T 23 ) 2 3 e ) (et 3 MR ¢ 24 3)
(8) formuladan foydalanib yovilmani voramiz

7' + 265 -9 A 8
(x- I)(:o 1)}14_2_! <3 ) x—1

Fenglamaning o'ng tomonind wmumiy mahrajga keltimmiz. U holda
Tx' +26x-9
_Alx+ INE + 255 3)+ B(x~ x4 25 +3)+ (Cx » DYx 4 3)x~1)
(=12 43N +2x+ 3)

bo'ladi. Bu kawlaming surstiorini

koclfitsientlami tenglashtirib quyidagiga ega bo'lamiz:

tenglashtiramiz

so'ngre & oldidag

Jad

. OD=A+B+C, |

| 705448420+ D, | :
} > Anl, Bal,C==2 D=5

694+ B-3C+ 21)1
V'l 994 -3B-3D, |
Domok,
71’ +26x-9 | | —2x+5

———— e e

‘l-l“!"“;;."il'-.;_) r-] 243 ¥

Noma'lum  koeffasientlami topishda x ning bir xil darajalari oldidagi
boeffentlami  solishtirish o'miga »  o‘zgaruvchiga bir nechta (noma'lum
ot lar soniga tengl qiymatiar berib, noma’lum koeffitsentlarga nishatan
wogbsnadar sistemasini hosil qilish mumkin, Bu metod xurusty givmatior metodd

dob suritiladi. Bu metod aynipsa FAD ratsional kast mabraji iidizlari sodda va

[LREY)
Mgty o lganita go'l keladi. Bunda r ga shu dizlargs teng glymatlar berish qo®lay

o' Il
9.26-misol. 2% — nl sodda kasrlarga ajrating

Yechish (B) formulaga ko'm

(' + 163 -8 j:‘&lb!-“ r‘_" B C
g’ ~d3 x4 20 x-2) x
Lishibu tenglikning o'ng tomonini umumiy mahrajga keltimmiz va suratlarini
g lashiaamiz

b L B s 202 ) Bl -2 )+ O e+ 2),

b kotma-ket 00, x=2 va x=2 qiymatar berib quyidagmi hosil qilamiz:

(o) ~Bw-44) A=2,
w2 =24 vﬁlfq'(n&b‘-—".
o2 w0=tch hc=s.
Munday qilib,

Wilhe-4 2 3 5
e 2he=2) x x42 x-2




Ba'zi hollarda yugonda ko'nigan ikkalsa metoddan birgalikda foydalanish
ham mumkin, va'ni noma'lum koetfitsientlarga nishatan tenglamalar sistemasing
hosil gilish uchun + ga bir quior xususiy giymatler berish va x ning oldidag
koeflitsientlami tenglashtirish mumkin

Endi mtsional kasr funksivalami integrallash qoidasini keltimmiz. Ratsional
hasemi mtegrallosh wchun quyrdag: ishlarm bajansh lozim:

1) agar qaraluyotgan P80 ratsional kasr noto’ g'rl (2w bo'iss, u holda uni

2. (x)
ko'phad va to'g2'n ratsionnl kasr yig'indisi ko'rinishda ifodalab olamiz
ﬂi‘_’ = R{z)+ frﬂ_’.,btm.
2.(x) .0

Pix)

0.0

1) agar qaralayotgan ratsional kasr to'g i (# <m) bo'lse, u holda uni

(%) formula yordamida sodda kasrlarga yoyyamiz,
3) rutsional kasr integralini uning butun gismi va sodda ratsional kasrlar
integrallan yig'indisi ko'rinishida yozib olamiz va har bir integralni hisoblaymiz.

Noma'lum koeffitsientlami topganimizdan keyin g-il’. ratstonal kasmi
)

integrallash masalasi yuqoridagi syniyastda gatnashgan sodda kasriami infegrallash
masalasign keltiritadi.

x +1
wx-1)

9.27-misol. | dx integralni hisoblang,

Yechish, Integral ostidagy funksiya to'g'n kasrdan iborat. Uni quyidagl
ko'rinshda yozib okamaz:
Y+1 A B c D

= —b +

We=1y x* x=1 (x=If .““”;

Bundan <+ JoAfe-1)"s Bxfx-d)*+ Cefx-1)~Dx  kelib  chigadi.  Endl
o'zgaruvchiga 0, 1, 2 va -1 qiymatiar berib, quyidag! tenglamalar sistemasinl hosil

yilamiz:

A,
| D=2,
!
) (s 2B+ 20420=9,
| B4+ 20-D=0.
Busndun A==, =2, C=1, D=2 nl topamiz.
)
v+l sy dx dx dx
———y =] =42 *|— +2]——=
Dok, “d"“" J . ¥ I ’. I(.‘l’-"‘

=1

ifx] + 2In|x 1] - T'——i —-i-l—‘-l-l.,_l_ C

e D A

9.28-misol. /- [

X —dx

dy Integralni hisoblang,

Yechish. [ntegral ostidagi kasr-noto'g'ri kase. Uning butun va to'g'ri

wisodarind ajratibh olamiz:

] . A ’8
= D xs e I 1028
o~ 4y wr=2)x+2)

[o'g'ri Qismi & ..'-'-b'»'—z-‘ i sodda kasrlarga ajratamiz { garung 9.26-misol),

v ~dx
Vex'-8_1 N 3 ’ ‘
il Y Tl Xt - —— e tenglikka ega bo'lamiz
T 5% X x+2 ¥=2

I\ anddan

O trd b R R b i o

Y x+2 x-=2
’ 2 ‘.' P
WY tdx+2Infx|-3in[x+ 2] 45| r - 2] +IC = b s dr
| 2 J P

(PR PO |
O =27

{
(x+2)

9.29-misol, | ..,.'."_5 dx integralni hisoblang
<

M




Yechish Integral ostidag) funksiya 10°g n kasrdan iborst. Uni sodda kasrlarga
ajratishni 9.24-misolda ko'rgan edik. Shu yoyilmadan foydalanib  integraini

hisoblaymiz:
Je-
r -8
4 !
¥ I A fx+ C “3'
ﬁ': 0—‘————~ = =
Iu-:u:’»lr+4) ﬂl—l z'+lt<4}h BeC %
¢ odx | 2x+2 1 Lrd(x «2e48) |
- . — =1 2= =" Ve =in|x=2
‘It— KII'°11'+'I ,\hl‘ ' 3j Y e2ve s i l l

| : e - ;
s=in|x +2x+ 4|+ ""ﬂ‘. =W [ (Clx-2)x* + 25+ 4)) = mfC' -8)
S | d

930-1zoh, Integrallarni hisoblashda har dotm ham tayyor sxemalerdan
foydalanishga harakat  qilavermaslik  kerak.  Xosusan, yuqoridagi  misolda

vy = -:-dll'"!” ckanligidan foydalanish muamkin edi. U holda I-—lﬁ—‘él
b y -2

: "“' _': dx = %m;z' ~8j+ %mr- InfCis’ -8).
Mushq va masalelar

Sodda kasrlami integrallang (40-47)
9-40,f 4 9l f

aot frr N e
Gy [ 945, “‘T':l“i
946 e S
Integrallami toping (48-53):
9-48[mdx 949 1’,‘;; —dx.
9-50.f - 051 ]' 2 "dx.

e

Te' 100" + 50277
(a¥et)(s¥ex-2)

9-53.f dx.

6-5. Trigonometrik ifodalarni integrallash

Kelgusida Riy,,.w) kabi belgilushedan foydalanamiz, U wy, . o larga
winbwtan ratsional fanksiyanl, ya'ni ay, . w vihaqigly sonlar ustide chekli sondagi
Wit anfimetik amalni bajarish natijasida hosil ba'lgan ifodani anglatadi. Bu yerda o,
v o dor b, ifoda bo' lishi mumkin.

Masalan, Rin vi- "’E: - l',l w va v largs nisbatan ratsional funksiye,
RN U

RixJx.Yx) = ﬁ'$ v, Jx, Y% largn nishatan ratsiooal funksiya;
X+ 12X

‘ .- O \ $ r
Mok oo x) = —anX T CO8 Y simx va corx largs nisbatan ratsional funksiya
J-sin’ s+ 2oonx

b el
o 4J,; ~3 ifoda x ga nisbetan rtsional funksiya emas, chunk: ifodada x dan

IMis chigarish amali ham shtirok etmogde. Lekan x, Jx larga nisbatan ratsionnl
funksiya bo' ladi
[ Risin x,cox)atx integralni qarsylik. Ushbu integralni hisoblash uchun

X .
ity wsul mavjud. Hagiqatdan ham, /= /g - almashtirishni bajarsak,

3 ¥ y
2t -, j-7 Jb 2
= 2arvtgt, de= - O i e S} X e = 7
1+t jent Y 13 P L L
¥3 52

helib chigadi. Bu ifodani imegralga qo'ysak,

U N=p' 2
. . = /
Fo R s = [ R

il bo'ladi. Bunda R o'z argumentiarining ratsional funksiyasi bo'lgani uchun R,
ham tatsional funksiya bo'ladi. Demak, berilgan integral ratsional funksiyalami
iegrallashes kehinladi.

ur




9.31-misol, [ l—ﬁn— i hisoblang
tunx

Yechish. Bunda g~ =/ almashtirishni bajaramiz. U holda

e N ST Tt 0
lesing 4, 2 14 J1atar (tel) 1+l et
2

-

j ux ! | . 2k 2y fd“-”- -2

let
bo'ladi

, ) X
Shuni ta"kidlash kerakki, 1 =1g 5 universal almashtirish yordamida

ddy
J————— —— ko'rinishdagi integrallami hisoblash osonlashadi,
@COs X+ bRl x + ¢

I
9.32-misol. —————— intcgralni hisoblang.
IQ +8cosx +sinx - itk g

¥
Yechish t§ 5 =1 almashtirishdan foydalanamiz. U holda

.[_ﬁ"‘ 2l 2
9+ Boosx+sinx I [ M=/ i}—t:-[;’-lf:_lzt
4In'l|94 ‘e ] '
\ 14t I+ )
I;" 1
dit+1) i '3 2 ) | 47
" o — vt —— 4 C - = g —— 4
Icun-»m it 2 3 g

Ko'pgina hollarda bunday universal almashtirish murakkab ratstonn|
funksivalami integrallashga olib keladl. Shuning uchun, ba'z hollards boshgn
almastitirishlardan foydalanish ancha qulay bo' ladi

a) Rfxiny, ~catx)~-Risiny. cosx) bo'lsa, u holda sirr=1 almashtirish bajariladi.

Agar Ri-simx, casyj=-Rsinx, cosx) bo'lsa, u holda cocr=¢ shmashtirish
bajanladi. Nihoyat,

Ri-sint. -coux)=Ririny, coaxx) bo'lsa. u holda et almashtisishdun
foydalaniladi

i
9.33-misol. | o integrali hisoblang.

+C

Yechish. Bu holda integral ostidagi funksiya uchun
Ri-xinx, ~cosy)= Rinnx, coxx)

shart bajariladi, (gr r almashtirishdan foydalanamiz. Natijada

: r . ‘lad
| e -j(lug’ndugn«quu‘m\r—r- -+ Cmrgr s 240 bo* ladi
008" x ;

b) I-Iun'run’ xidy Integralni qaruylik. Bunda . »- butun sonlor

Quyidagl uchta holni ko*numiz:

1) m va # lardan hech bo' Imaganda biri toq son bo'lsin. Masalan, m- tog sof,
sa'nl w241, d-butun son. U holda = sinx, df~conxddy, cos™c (1-sin'x)*= )
slimashtirishlar natijasida

! -Jx1n" 108" xdv = Iim' con™ xoos xady = Il' ('Y bo"lmdi
Demak, ¢ ga nisbatan mtsional funksiyaning integraliga cga bo'lumiz

9.34-misol Ium'lt cos’ Zxdy imtegralnl isoblang,

Yechish Inm'h oos' 2xdr = “stn' al) - sin’ 25 )con 2y =

| ' . . »
b fea-eydr - ‘—-l—l'»('-~[ gin’ 2x— —gsin’ 2v+C kelib chigadi
' iI' e T ¥ 10 14

2) mr vt n musbat jult sonlar bo'lsin, ya'oi o Js, n= 24, x, A~ natural sonlar

Ny holda ushbu

|+ cos2x s l=coslx

Cosm2yv=2sinxcosx  formulalandan

05 X = n x=

foydulanish magsadga muvofiqdir. Bu formulalar orqali simx va coxx larning
darajalarini pasaytirish miumkin bo*ladi
9.35-misol I)'m‘ x- cos’ xadv 0 hisoblang,

Y echish jsm‘ X+ cou” xuly = I-m’ x{xitsx cosy 1 v =

j l (1 —coslﬂ(ism!x)’dl = :-;jsin‘ Z,tdx-ijsm 2x: con 2w =

-
-

E | 1 Y o
..l—l&j(l-mlxm-ilz-(ain'lni(nnlxhEl"f"“”"‘“":i‘m 2x+(

M0



yugorids bayos qilingan usul magsadga olib kelmaydi. Bunda et almashtinishnd
bajarish lozim bo lndi

<) j' 1" v, j ciy " xaly, n-natural son, a>1 ko'rinishdagi imtegrallar mos
ravishda e~ r v cge= 1t almashtirishiar vordamida hisoblanadi,

e
Maosalon, gv=t  xearcmt, dv=—: irs :
£ X arcIgt P aimashtirishlarni  bajarsak,

E " o \
P j-l i hosil bo'ladi. Demak, berilgan integral ratsional funksiyani
integrallashgn keltirilad:.
9.36-misol ;:g’u(g» ni hisoblang,
Yechish. Yugoridagt almashtirishlarni bajarsak,
PEDVEE ey ' ' L pd(F 4 1)
ey = | —— ot = | (1" = pe Yl @ s o o s =
ot P el (elh o e i

:{:_:,.!4h’:.l ’ '_'g." rg"' l -
P 3 ’ | ) (__-T..E]fo‘t,l),(
hosil bo* ladi,

d) I-mm-cuonurb. jcouu cosmvely,  [sinmx- sin mevd

ko'rinishdugi integraltarni hisoblash uchun ushbu

: 1
10 27 COS MY = ;(nnln-— mOx -+ sinlon > m)x),

-

|
CONAY COS My = ;(ooun- mhx + coslm+ m)x),

- ) 1
S0 PEC RNy = -’-(coun- iy ~cos(n+ mix),

formulalardan foydalanib, berilgan integrallami yig'indining integraliga kelticish
mumkin.
9.37-misol. [xin 5x- cos dnde ni hisoblang,

Yechish, Ismﬁx' 085 Ivddy = %!(tin(s.t- 3% )4 s 3 4+ 3y pfy =

3) Agar movi m lor juft sonker bolib, ulaming kamida biri manfiy bolsa,

|§\|n2t . 'l‘vms.ull=—!cm?.r- ~l~cm&|-fC.
) 2 4 16

Mushq va masalalar

ntegrallami toping {$4-69)

L ! r::t' %33 I ;%

9.56. . 9.57.f 202 gy,
Sedniny deconn
ax f4ninz
LV —— 9.59, | ————— .
$ J Jalnx-poaneld’ 5 [(l'(oll)l'nl“x
ar
L} ——————— —————
60 !:nn‘(-)mo'nf Ml'J wminiredomis’
dx sz
062 >
. l 1= doosts 9-63 I rints
0-64. [ sin®x dx. 965.[ sinx - cos*x dx.
‘sl
6, Hazees 9.67,f Haads
e’ s 2
068 f sin“x dx, 069.f sin®x + cos* xdx.

7-§, Sodda irratsional funksiyalarni integrallash

Har qanday ratsional funksiyaning boshlang'ich funksivalari elementar
funkatys bo'lishini va ularni hisoblash usullarini ko'rib chiqdik. Lekin har qanday
rinional  funksiyaning  boshlang'ich  funksiyulari  clementar  funksiya
v lavermaydi, Biz hozir boshlang'ich fumksiyalari elementar bo®ladigan ba’zi bir
wodits irrmtsional funkstyalami integrallash bilan shug ' ullanamiz. Ular asosan biror
slmashtirish yordamida ratsional funkxiyags keltiriladigan funksivalardir

7.1 IR(:.‘J:". 3:",...,'{,&:)‘!\ (e n me n .m0 -butun sonlar)
hotrinishdagl integrallar.

By integral w7, buyerdas "5 " ™ kasrlamning eng kichik umumiy
nn ”

serali, almashtirish natijasida ratsbonal funksiya integraliga keltiriladi.
[ R, Y o [T

ball




Jrx
9.38-misol. [ Jr i i hisoblang

Yechish, 12 va 1/3 Kusrlarming eng kichik umumiy maxmji 6 ga tong'

bo' lgankigh sababll x~ 7 almashtivish bajaramiz. U holda dor 6¢'dr bo' ladi.
Jrdx !
Im I' P (# 6!—-—‘# 6](’ 'y 4+ "’l*;:i)‘g:

s".‘?"’.23_",;2".},'4(“06ln‘l-qo(~:j#§d::-

..';"[;.2 xo}JI;Ob I‘Glﬂlﬁ—l]‘r

7.1.l~lR[.t. “”h)‘ {“"b }lxko‘ri-ilbd:gjhlqnl.

cx+d a*d

Bu integrnida R-0'z srgumentlarining ratsional funksivasi, a & ¢ o I
hagiqiy sonlar va @, @,, ..., & - ratsional sonlar bo'lib, ulaming eng kichik umumiy

maxraji m va ad - e 0 bo'lsin, (Agar ad-be=0 bo'lsa, u holds —

£x +

b"&‘alﬂVl
d

(B?br‘ ac+dh V" ’ "
Rl x, E"_} vl ryq | | Voda x ga nisbatan ratsional funksiya bo*ladi).

%+ d
Quyidagi
ax+ b ax+ b
t- —— yokir=
cx+d’ cx+d

almashtirishni kintamiz. U bolda
.d b -
e Mo~ by

u—l.l (a-ea™)y
bo'ladi. Natijada, berilgan integral 7 ga nisbasan rtsional funksiyani integrallashgs
keltielludi, ya'ni
- ol aad - be )™
TN ‘,,f’_ W o [ e ? S
ma t* o (a=ct) "

m

Handan avval R ning argumentlan imatsiooal ifodalardan wshkil by’ lsa, endi
wegumentlar ratsional va butun mtsionnl funkssyalarga keltinlds

Qisqacha qilib vozsak. I= | Ryfthde, bunda R(0) - ratsional funksiya. Avval
alingan nathalarga ko' bundsy integral elementar funksiyalar orqali ifodalanndi

9.39-misol. /= 'TT&«'TTT
 § e L

Yechish. Integral ostidagl funksiys RixJx+ 1. 4x+1) ko'rinishdagi

integrabni hisoblung.

funksiya bo'lib, bu yerla @, = % a, =%, Bu kasrlaming eng kichik umumiy

mahirai me=6: U holda <x+1, y=r'1, dew6r'de, Jl vl=, J‘ ©+ | =r almashtirishlar

--,.;'_ integralgs  kelamiz.  Natijada

bganit,  quyidagi I"’

c." u‘uoh;—ﬂdt "L L bin|t =1 +C =

Wil +Wxs ¢6§}x‘l+6h;’.‘x<l-ll*t' bo'ladi

Mashq va masalalar

Itegralni 1oping {70-73):

Yy ds
%70 !‘_—_;:—v? 0—7‘! ""'T,.._' ‘,;.
o ¥
gk = . f

9.24. | = [ R(x,vaxT + bx + ¢ )dx integralni, agar
2 a < 0 va ax® + bx + ¢ kvadrat uchhad @, £ hogiqly ildizlargn cga ba'lsa,
W hokds Vax® + b # ¢ = (x = @)t aimashtirish;
bla > 0bo'lsa Va3 $ bx + ¢ =t —xya yokivax? + bx + ¢ =t 4 xva
almashtirish;
¢1e > 0botsa, Vaxt + bx + ¢ =xt + V¢

| g mshatan ratsional funksiyaning integraliga keltirish mumkinligini isbotlang.
Y ugoridagi almashtirishlar Eyler almashtirishlari deyiladi

b2 1)




9-78. Ushbu I = [ x™ « (@ + bx")Pdx integral berilgan bo®lsin, bunda m, »
p - ratsional sonlar, @ va b - haqigly sonlar. a= Ax* binom (ikki had) bo*igani tufayh
integral ostidagi ifoda binomial differensial deb aytiladi. Binomial differensinlga
bog liq quyidagi teorema o' rinli

Teorems. (P.L.Chebishev tooremasi), Quyidagi uch holdagina binomial
differensialning integrali elementar funksiva bo*ladi.

I -hal. p — butun son;

2hol p =" lnsrson.lekin:‘;—'-humwn;

'

Yhol. p = %va -—':1 - kasr sonlar, lekin "T'l + p - butun son.

Ushbu uch holda binomilal differensialning integrali elementar funksiya
bo'Hshini ko'msating. Ko'rsatma. 1-bolda p butun son bo'lsa, m va o kastlaming
umumiy maheai & ol opib, v almashtirishdon foydalaning.

2-holda @ + bx™ = t* almushtirishdan foydalaning

3-holda ¢ + ba™ = t"x" almashtirishdan foydalaning.

X BOB. ANIQ INTEGRAL

1-§. Anig lntegral tushunchasigs olib keladigan masalalar

1.1, Yuzs haqidagl masaln, [o/b] keymads wzluksiz va nomanfiy ffx)
funkarye berilgan bo'lsm. y=fix; funksiyaning grafigi, Ox 0'q, x~a va x~b w'g'r
ohiziqlar bilan chegamlangan tekis figura adBb egri chizigll rapetsiyn deb ataladi

Hususiy holda A bilan o nugta yoki § va b nuqialar ustma-ust tushishi ham
muwkin, voki har ikki hol bir vagida yuz berishi mumkin. Bu hellarda ham
arakeyotgan figura eyrl chizigh trapetsiya dob yuritilad:,

adBb cgri chizighi trupetsiyaning yuzini topish talab qilinsin. Buning uchun
| . &) kesmam
Xy <X Ars, Cxa D
nugtalar yordamida m ta bo'lakka bo'lib va bu nugtalardan Oy o'qqa parallel 10°g'ri
chizmlar o'tkozib, adfib egn chizngh trapetsiyani # ta kichik egrl chizighi

iwpetsiynlarga bo'lamiz. Endi har bir [x.,0] kesma ichida ixtiyorty 5, nogta

slamiz. Har bir trapetsiyada asosi [x..x) va balandligi A<, ) bo'lgan 10'g'n
W trbisrchak chizamiz, Bu10'g'n o trburchakluming yuzalar

b= )




N5 M )< f15, )Ax, d=1.2, .0

bo'ladi. To'g'nl to'riburchaklar yuzlarining yig® indisi ess
S-Y £ v,

orguli belgiluymiz. Agar A~ max An deb belgilasak v 250 bo' s, (bu holda [a,8]
ni muyda bo' laklargs bo'lishiar soni » cheksiz o' sadi) S, (fods egrl chizigl trupetsiya
yurigs toboes yuginlasha boradi. Shuning uchun egri chizigh trapetsiyaning yuzi debh

S im = g 3 /2, ),
ni qubul qalish tabiivdir,

1.2.0%zgaruvehan kuch bajargan ish haqidagl masala, Faraz gilaylik, jism
Oy o'q bo'ylab Ox o'qdagl proeksiyasi x ning funksiyasi bo'lgan #~fiv) kuch
ta"sirida harakat gilayotgan bo*Isin. Jism shu kuch ta"sivkda @ nugtadan b nugtagachs
harakatlanganda bajariigun ishai topish talab gilinsin,

Buning uchun (@8] nl » ta bo' lakka bo* lumiz:

AN K X=Xy h g on] bo'lakdan ixtiyorly & noglani tanlsh
olamiz va sha bo'lakda jismga ta'sir etuvchi kuchni /14, ga, uning bajargan ishini

S fxa ) [t Ay
ga teng deb qumymiz. U holds Fefixk Kuchning [a:b] da bajargan tshi tagriban

1. A~ . - 2
2_ f1E,)Ay, §ateng bo'ladi. Ravshanki, 2 = max Ax, nolga intilsa, §ﬂ¢. JAY,
bajariigan ishni anigrog fodalaydi va uni A-umi:./(g, JAx, deb ofish mumkin.
- i

Shunday gilib, yuqoridagi ikki masalani yechish ushbu

3 S5 Ay,

Ast
ko'rinishdagi yig'indining limitini hisoblash masalasiga olib keldi. Shunga o' xshash
ko'pehilik geometrik. mexanik va bk masalalar shunday vig'indilarming Fonitini
izlashygn keltiniladi,

2-§, Integral yig'indi, uniq integraining ta'rifi

Aytaylik, fiv) funksiva [a:b] do aniglangan bo*lsin. [er, ] kesmani

aExy X< g5 <2 b
iijtalar bilan # ta bo'lakka bo'lamiz. (¢, 6] ni bo'luvchi bu sonlar to'plamini [a; b)
ming bo lnishi deb ataymiz va «, bilan belgilsymiz:

T lve X o X X Xt 1 L Cxgmb).

Har bir elementar [x,,.x) (k= 7.2, ..#) kesmada bittadan ixtiyoriy £, nugta
tankab, shu nugtalarda funksiyaning A3, ) qiymatlarini hisoblaylik va quyidagi

v inding mzaylik:
K= 3 r@ e, (1)
bu yerdn An=xexa ) [rax] (k= L2 m) kesmaning uzunligl.
Ushbu (1) yig'ndi flx) funksiyaning [a, 4] dagi imtegral yig ‘indisi deb ataladi.
4. 6] ning bo'finishluri 5, va har bir [x, , x] kesmadan $, pugtalarni tanlash
wntillari cheksiz ko'p bo'lganligi sababli f1x) ning [ b) dagi (1) integral yig“indilan
to'plami cheksiz to'plam bo*ladi, A-T‘u Axy belgilash kiritamie.
10.1-02"rif. Agar A nolga intilganda fx) hing [a; 5] dagi (1) integral yig indisi
chekli / limitga ega bo'lib, bu limit [a.5] ning % bo'linishiuriga va &, nugtalarini
tanlush usuliga bog'liq bo'imasa, o'sha / Nmit fix) ning (a:4] dagi unig integrall
deviladl va u
L
I/'(x»ﬁ
orquli belgilanadi:

tim 3" 7 (£ 1= [ 1

Bunday holda fix) funksiya [a:b) da integrallanuvchi (voki Riman ma'nosida
mtegrallanuvehi) deyiladi.




Bu yerda ham aniqmas integraldagi kabi ffo)dy integral astidagi tfoda, fix)-
infegral oxtidagi funkstya, x - imsegrollask o zgarwvchisi deb atalads, @ va b esa mos
ravishdn imegratlashuing quyi va ywqorl chegaralari deyiladi

’
Anlg integralning I_/ (x)ude belgilanishi shu funksiyaning amigmas integrali

belgitanishiga o'xshash. Bu tasodifiy emas. Aniq integralni hisoblash shu integral
ostidagi funksiyaning anigmas integralini hisoblashgn Kkeltiriladi, ulaming
belgilashlarining  o'xshashligl  integrallash  formulalarini  eslab gofishimi
osonlashtiradl. Ammo #niq integral bilan anigmas integral orasida muhim farg
maviud: fix) funkslyaning [0:6) kesmadagi aniq ivtegrali biroe sondan (borat, shu
funksiysning snigmas integrali esa uning barcha boshlang’ich funksiyalarini
{fodalaydi. Shu sababli bular turli tushunchalardir.

Aniq (ntegral lushunchasiga olib kelgan birinchi masaladan aniq integralning
geometrik  ma'nosiga  kelib  chigudi: geometrik nuqgtal  nazandan nomanfly
funksiyaning aniq integrali son jihatdan sbu funksivaga mos egri chizigh
trapetsiyaning yuziga teng bo'ladi.

3-§. Aniq integral mayjud bo‘lishining zarurly shurtl

10.2-teorema. Agar fix) funksiya {a.5) da integrallanuvehi bo'lsa, u holda bu
funksiya [, 4] da chegaralangan bo'ladi
Ishot. O Teskarisini faraz gilaylik. U holda fix) funksiya [a;b) kesmaning &
bo'linishign mos (v (A<1.2,..») kesmalaming hech bo'imaganda birida
chegaralsnmagan bo'ladi. Masalan, funksiya [x,,.x) da chegaralammagan bo'lsin.
Integral vig'indini quyldagicha yozish mumkin:
Stea )= A J(E ) A,

bunda 4= §' r(iant 3 S (€A

b pid

[2.0.%] da ffx) chegaralanmaganligidan shundsy § & [x,.5] nugta mavijudki,

. |
RS, Mxy| )+ 1 tengsizlik o'rinli bo'ladi. U holda

IS = A= A5, )] 2 IS, JAxj-{A| > 14|+ )l -1d}= l
Demak, i-» 0 da S/t -»c bo'ladi va bundan integral vig'mdining chekli
Hmitl mavjod anasligl Kelib chigqadi. Bu esa f/x) ning integrallanuvehi ckanligipa
zidd bo'lndi. Bu qarnema - garabilik teoremani lsbot giladi, ¢

Shumi ham avtish  Keewkki, ba'zi  bir  cheguralangan  funksiyalar
mtegrallamavehi bo'lmasligi ham mumbkin, ya'ni funksiyaning chegamianganiigi
uning integralinuvchi bo'lishi uchan faqat zaruriy shart bo'lib, yotarli shart bo'la
olmaydi. Masalan,

“""‘;(’. agar x u@ﬂmul bo'lsa,

(I, agar x patsional bo'lsa

funksiya (Dursde funksiyasi) [+1;1] da chegaralangan. Shu funksiyoning kesmadagi

insegral yig'indilarini olaylik. Agar bar bir [x.,. x] kesmoada &, lar uchun fagat
ratsional nugtalar tanlab olinsa,

St )Y S, A, = D1 Ax, =2
L Aot

bo" ladi,
Agar har bit [xe, x) kesmada 5, lar uchun fagat irrstsional nugtalar tanlsh

olinsa,

.\'(r,)»}:u:,» Ar, =3 0-Ay, = 0.

Demak, S7ty integml yig'indining limiti £, nugtalarni tanlab olish usuliga
bog ligdir. Be esa Dirixle funksiyasining integrallanuvehi emashiging ko' rsatadi,




4§, Darbu yig'indilari va ularning xossalari

frx} funksiva [« b)] da aniglangan va chegaralangan bo'lsin. fa:b] ning biror &,
bo* linishini olid, quyidagi belgilushlarni Kirtemiz.
"y il fix), M sup  fis) (1

NRREEN AT

St Y man, Siw- Y Mdg  (2)
>

Bunda (2} yig' indilar mos ravishda Darbwring qusd va yugor! vig indiliars deb
stnladl Funksiyanimg cheguralanganligidan my va M ning mos kesmada mavjudligh
ravshandir, Ussuman aytganda, {2) yig'indilar integral yig'indi bo'lmaydi, chunki
iy v Ay Nnksiyaning qiymatiarl bo'imasligi smumkin (agar v uziuksiz funksiva
bo'lsa, (2) vig'indilar fx) funksiyaning integral yig'indilari boladi),

Darba yig' indilarining uchts asosiy xossasl maviud

10,4-x0ssn. Hir qanday =, bo'linish uchun

SIrJs Siny s§ g
tengsizlikiar o'rinli bo'ladi

Ishot, O Ixtivoriy &, € [xy o.x] uchun o <A S, 260,
" il 2, 1, ¢
§= D max, £ fid Ay, S z' M, Ay, = O

el bl LR

Shuni t'Kidkash fozimki, berilgan #, bo'linish uchun Darbuning quyl va
yugori yig'indilari yagons bo'ladi, lekin integral yig“indi, har bir gism kesmadan 5,
nugtalerni tanlesh evizign cheksiz ko'p bo'ladi. ¢

10.5-x0ssa. [a;b] ning bo'linish nugtalart somini oshirish natyasida quyi
yig“indilar kamaymayd\, yugon yig“indilar esa o' smaydi

Isbot. O [a.b) ning 5 bo*linishi uchun quys vig'indi §; bo'lsin. Endi bo'linish
nuqtalami ortiramiz. Masalan, [x.x] ni ¥ nogta yordamida ikkiga bo'lamiz. Hoall
bo* ladigan yangi quyi yig‘indini S; debd belgilaymiz

.s," SMVAX‘ sy Ay i “lm‘ 0
rd o

e

s }__m;\r oty X o)t o fxe X 4 }_M,Ax,
' wdol

'

Ininba m, !m! Jr). m "= ik fix).

Ma'lumki, to'plamning aniq quyl chegarasi gism to'plamining ank] quyi
Ve garasidon Katta emas. Bunl e'tiborys obsak, o' = oo, sy 2 myova

g (X <y =m0 X ) 200 X <xp ) mfni- X0 mftenn )= mAn
munosibat o*rinki

Demnuk, §; 25 bo'ladi. ¢

Yuqon ylg'indiga bog‘lig bo'lgan ol shunga o xshash isbotlanadi

10, 6-xoxsa. [a:b] ning har ganday bo'linishidags quyr yig'indi har qanday
Bowhepn bo'linishdagi yuqon yig'indidan kattn emas.

Ishot. 0 7 bo'linishdagi yig'indilar §; va 5, bo'ksin, r, bo'linishdagi
yig indilarni S va S, deb belgilaylik. Endi, r, va 7 lardagi bo'linish nugtalarmi

Biegalikdn olity, yangi r_ bo'linishni va unga mos Sy va .E, larni hosil qllamiz,

(1) ga ko'ra

S sSHwS S,

Mwmko'm 5 s ? . Shuning uchun

555 __\ss, yoki $/ ';'.‘;',

Demak, quyl yig'indilar to'plami yugoeidan, yugori vig'indilar 10" plami ess
woyidan chegaralangan bolndi. ¢

5-8. Aniq integralning mavjudlik sharti

Quyida integral mavjud bo*lishining zarurty va yetarli shartni keltirnmiz,
10.7-tearema. [a:b] kesmada aniglangan va chegaralangan fix) funksivaning
s kenrada integralianuvchi bo*lishi uehun

Im:( -E(t_l-s .0 (n

il




sharming bajarilishi zarur va yetarli,
Isbot. O Yesarliligi (1) shant bajarilgan bo'lsin. A+ da quyi yig“indilar {5
ketma-kethigl limitga ega bo'ladi, chunki A0 da bo'linish nugtalarining soni octad,
matijneda 15,) vchun Darb yig'indilarining 10.5-xossasiga ho'ma
5,£5,5..88,5..
o'rindi bo'ladi. Shu bilan birga 10.6-xossaga ko'ra 5, % S, ya'ni 18, monaton
o*suvchi hamda yougoridan chegaralangan ketma-ketlik. Demak, u limitga ega.
Shunga o'xshash, 5-0 da yuqorida yig'inditar ketma-ketligi (S.) ham
limitga ega bo'ladi. fixi funksiyaning chegaralanganligi va (1) sharidan
0«‘-{n:4§(r.)--_\'(r.l)=f‘igS(r.b—{:z:SU.). {l::S(r.)~°{lg.S(f.)=l
kelib chiqadi va bunda /-chekli soadir. U bokda S(r, )< S(r,) < S(r,) tengsizlikicn
ko' oraliqdagi o' zgaravehi S(7,) ham o' sha limitga ega bo'ladi. Demuk, chekdi
ﬂlz{S(r, J o 4 Timit mavjod ekan,
Zavurligi, fix) funksiya [a: 5] da integrallanuvchi bo'lsin, ya'm (ng.'ﬂr,l:l

bo'lsin. Bu holda ixtiyoriy £ > 0 uchun shunday &>0 son topilsdiki, 2<&
bo'lganda  |S(r,)- ’l<g bo'ladi. Yuqoridagi / Hmit integral yig'indl
S(r.)= Z [, ax, da gatnashgan £, nugealami tanfash usuliga bog'liq
bo’ Imaganligi hamda my va M, lar fix) funksiys giymatiari to'plamining aniq quyi
va aniq yuqori chegaralari bo*lganligi subabli
0 e - ¢

iS(r, )= /|= 3 <6 lS(r,)-l|£3<c
tengsiziiklar o'rinlt bo'ledi. Bundan [-g<S(r }s .-S‘(r_)< [+ yoki A<d
bo'lganda [S(r, )~ S(r, )< 26 kelib chiqadi. Oxirgi tengsiziik esa (1) shartning

bajarilishini ko'rsatadi, ¢

6-5. Integraftanuvchi funksiyalar sinflari

10.%-teoremn. Agar fixi funksiva (o8] Kesmada wzluksiz bo'lsa, v hokda
Pahalya shu kesmada integrallanuvehi bo' ladi.

Isbot. & Kantor teoremasige kKo'‘m fx) funksiva [a. 5] kesmada tekis uzluksiz
b i, ya'ni ixtiyoriy €0 uchun shunday §>0 son topilib, [xx"|<5 tengsizlkni
anoatbantiruvehi va o0 5] kesmaga tegishli bo*lgan barcha x ', x " lar uchun

/e J-fx "Siee

tengeiehik o'rinli bo' ladi

fix) Tunksiya har bie [x, 0] da weluksiz bo'lgani uchun Veyershirassning 2-

feormasigs ko'm shunday £, € [nox) va 2,7 @ [un) nogiadar topiladiki, £,
b 18" )M bo'ladi. }_-; & | S0 <A tengsizlik o'rinli. Agar 2<8 deb

uhvak, tekis uzbuksiztikka ko'ra ]/(;,' = (&7 ) < borladi, Bu holda
!

S-S5 2!:(.\(, - v, MAx, = zlll{,')‘— e )"-‘\l. "ni.\\, walb-a)
o el .
Shunday gilib, A< bo'lganda
0<8— 8 <s{b-a)
i, 0 ixtiyoriy  bo‘fganidan I‘irg(.é— S)=0 tenglikning, va'ni funksiva

wregrallanuvehi bo'lishining zoaruriy va yetarli sharti bajarilishy kelib chigads,
Dhomiak, fix) funksiva [a; 5] kesmoda integrallanuvchi bo'ladi, ¢

Masalan, ushbu y=x'-1, y= H—" funksiyalar [ 1,2} kesmada mtegralianuvchi

B Iy, chunki ular bu kesmadn uzluksiz.



I{i *€ (%1h funksiya [0:1] kesmada chegarianmagan v
o, x=0

urilishgs ega Funksiva chegambanmagantigidan uning [0;1] kesmadagi integrali
mavjud emasligi kelib chigodi

Yugoridagi teoremaga ssosan kesmada aniglangan uzluksiz funksiyalar sinfi
Integrallanuvehi bo'lar ckan, Bu sinfoi ma'lum ma'noda kenguytirish mumkin
Buning uchun [a: b] da chekli sondagl uzilish nugialarign egs bo'lgan chegaralangan
funksiyalar sinfini ko'rib o'tumiz.

fix) funksiva [a:b] kesmada chegnralangan bo'lin

Mesup f(x), m= _iat;'/'(x) belgilami Kiritib, quyidagl

-lan

Aksincha, y=

oy =M=m
sonm fix) funkxryaming [a;b] kexmadagi tebeanishi deb ataymiz. U holds o o0l
1,2, n kesmalardagi funksivalarming tebranishini ay orgali belgilasak, ey=Me

myva
F-5=3 (M, ~m)ax, =Y o, Ar,
- IR

bo'lganligt ochun integral mavjud bo'lishining zaruny wva yetarli shartini
quyidagicha yozish mumkm bo'ladi:

I"mia, Ax, =0 %))
gk !

10.9-teorema. Agar [a:5) da chegaralangan fix) funksiva shu kesmada chekl|
sondag) wrilish nugtalaniga ega bo' lsa, u holda fix) funksiys integrallanuvehi bo' ladi
Isbot. O fix) funksiywning uzilish nugtaluns ¢, cs . o bo'lsin Ixtiyoriy
kichik 520 olumiz va har bir wrilish nugtasining wamligh « dan kichik bo' lgan
ety exvgy), (e € 83), oy 00 8)
atroflarind ajrutid olamiz. [ab) kesmadan bu oraliqlami chigarib tashlasak, &+1 ta
kesma qolsti. Ularning har birida f7y) funksiya uzluksiz, hamda Kantor tooremasign
ko' tekis uzluksiz funksiys bo'ladl. Shuning uchun wzilish nugtalami o' rab oluyehi

04

atroflarming tashqarisida yotuvehi oraliglar uchun shunday 8, >0 mavjudki, ulardan
olingan va |¥ -¥]<d, tengsizliklami ganoatiantirevehi & va ¢ lar uchun
()= J(¥)| <& teagsiztik bajariladi. Endi & =minld £, £,,&,} belgilashni
kiritih, (@ 4] kesmani wounligini & dan kichik bo'igan Ax , /=1, 2, ... , & gismiy
oraliglarga bo*lamiz. Shunda 2 xil oraliglarga eun bo'lamiz

1) uzilish nuqalanini o'tab oluvchi atroflaming tashqarisida yotuvchi
oraliglar — wlarda funksiyaning tebranishl @, <c bo' lndi

2y ajratilgan atroflar bilun wmemiy nuqalargs cga bo'lgan orafiqlar ~ bu
oraliqlarda funksiynning tehranishi Af-mr—c, o dan katta bo'la olmaydi.

Shunday qilib, ia Ar. i yogoridagi fkki xil gismiy oraliglarga mos
e
ravishda guruhlab, ikkita yig mdiga ajratamiz:

Za,.\x, + Zm,Ax‘.

Bunda

Zm,Ax,. <tZAr, <e(b-al

Zw,‘\!, <(M-m)}:.h, <(M-m)iks

7 r

chunki 2-xil qismiy oraliqlardan (¢6. ¢ &) da 10'la joylashganlaming wruniiklari
yig'indisi ke dom kichik, gisman yotganliklariniki 24e dan kichik bo'ladi,
Shuning uchun, agar Ar, <& bo'lsa,
Y wAr, celb-a)+ M -m))  ya'ni  A=maxdy, =0 da
J

iw,.u, —50 va (1) shartgs ko‘ra ffx) funksiya berilgan kesmada integrallanuvehi

i~

bo*indi. ¢




1L 10tcorema, Agar fin) funksiva (o 4] kesmada monoton bo'lsa, u sha
kesmnda integrallanuvehi bo' ladi
Ishot. & Aniglik achan ffx) o suvchi funksiya bo'lsin. Ixtiyoriy £>0 son alib,
unga ko'ra &0 sonni quyidagicha aniglaymiz, 5= 5
SbY—= ()
So'ngra |ab] kesmani 4= t'!:lg-)‘\x, <J bo'ladigan 7, bo'linishiga mos

Darbhuning quyi S(,) va §(r,) yugori yig'indilarini tuzamiz. U holda

S(f.’-f(f.)'im.u\\, —iun.) S5 DAY, $

S e 3 (2 ) = £y} =

'y .
3 - e (V2 )~ £
F(b)— fla)s= o —fia =T

R (6 A E 16 Sy | [ — - f(0))
fix)=J(x, ) -

. 7(_“‘ )= flan =« bo'ladi. Demak, funksiyn integrallanuvehi
) - o

bo'lishining raruriy va yetarli sharti S(7, ) S(r,) <« bajoriladi. Bu esa garalayotgan
funksiyaning integrallanuvchi ckanligini bildiradi. ¢

Chegaralangan va  kamayuvchi  funksivaning  mtegrallanuvehi  ckmnligi
yugoridagi kabi isbotlanadi.

10.11-misol v -!4 -: re 0:2), funksiyaming  [1,2]  kesmada
2, x=1

integrallanuvchi ckanligini asosfang.

Yechish. Bu funksivaning integrallonuvehi  ckanliginl  yuqoridagi
teoremalardan foydalanib aseslash mumkin.

Funksiya »=1 nugtada wrnlishgs egn, qolgan nugtalards csa uzluksiz. 10.9-
teoremags ko'ra bu funksiya [1,2] da integrallanuvehi bo'ladi.

Shuningdek, berilgan funksiya [a/b] da kamayuvchi. Shuning wchun ushbu
funksiya (0. 10-teoremaning hamma shartlarinl qanoathantiradi va imtegrallanuvely
bo' ladi

NS

10,12-izob.  Integrallanuvehi  funksiyalae  sinflarining  soni  facpatging
cheparnlangan uzluksiz, chegarlangan va chekli sondagina uzilish nugtalariga egs
o' lgatr hamda chegamalangan va moaoton bo'lgan funksivalar sinflari bilan
chek luntb qolmaydi, Uzilish nugtaler sanoqli to’plammi (hadlari takrorfanmaydigan
krtma-ketlikni) tashkil etadigan chegaralangun funksiyalar sinfi ham Kesmada
imegrallanuvchi bo‘lishini ko‘rsatish mumkin,

10,1 3<ixoh, Agar ab bo'lsa, t'rifga Ko'ra har qanday funksiya uchun ushbu

i/u).h:o

tenghik o'tinli deb kelishamiz,

7-§. Anlq Integralning xossalarl

Avval aniq integralning tenghk bilan ifodalanadigan xossalarini qaraymie.

10.14-x0s5a. [1 dir=b-a.
Isbot. 0 Haqigatan ham, bunda fixy~ 1 va ta'rifga ko'm
[1ode=lmd 1Ay, =b~a bo'ladi. @

e

10.15-x0ssn. Agar 7x) funksiya [a:b] da integrallanuvchi bo*lsa, u holda &fiv)
(4 sonst) ham integrallanuveli va

[ 47 (e = k[ (00
o' lady

fsbot. O Haqiqatan, im Y k(£ MAx, = kkm Y (£, )Ax, =4 [ £

Demak, [mxu‘ mavjud va uning glymati AI](:M: A teng. ¢




10.16-x0ssa. Agar fi(x) va fx) funksiyalar [ 5] do integrallanuvehi bo'lsa, w
holda fifxiz fifx) ham [a 6] do integrallanuvehi va

i( S (x) L () = j};trhh i jj,ukl\'

tenglik o'rinki bo'tadi
Isbot. Bu xossa avvalgi xossa kabi isbotlanadi. Bu xossa go*shiluvehilar sond
chekli (ikkitadan ko'p) bo‘lganda ham o*rinli bo' ladi

10.17-x08sn. j f(x)dy = —j,/(xm. ya'ni integrallash chegaralari o'mini
* b
almashtirsak, aniq integral ishorasing qurama-garshisign o' zigartadi.
Isbot. O j,fu)dk integrul a<d hol uchun aniglangan edi. Agar o>b bo'lsa, by
xossa andg integral ta'nifiga qu shimcha sifatida quraladi. Bu xossani quysdagichs
wlgin qilish mumkin: i f{x)dy va :‘_l (x)etx integrallari ishorasi bilan farg qiladigan

integral yig‘indilarning lmiti bo'ladi, ¢
10.18-x08sa. (Anig integralning ndditiviik xossasi) Agar fx) funksiva uchun

; /'{x)dl.i f(x)ik.i fx)de maviud bo'lsa, u holda quyidagi tenglik o'rinlt
bo' ladi:
j/(!)ch;]f(xwhjf(thk (1)

Isbot. 0 w<c<b bo'lsin, [a:h] ni shunday » ta bo'fakka bo'lamizki, o= x,
bo' linish nugtalaridan biri bo'lsin. U holda

S r@oay =3 gy + 3 fEoay,

R o

va l‘ll:i:ff{, JAx, = Ijl x Nk, l‘uzlz:f({, JAx, = jf!.t)d!.

i a

28

(ug E ftZ, Ax, = Ifl.r)dt bo*lgani uchun bu yerdan (1) kelib chagadi
v 1 .
Agar a < b < ¢ bo'lsa, u holda f/l.\'ldl’ = jf(.vtdﬁ'jflflkb

ba' lib, bundan j/'l.t)dx =]](r}dx-}_/r % il » i/(x)dr oj/lxnh bo*ladi

Shunday qilib, ¢ nugta [o 6) nmg ichki yoki mshgi nugtasi bo'lishidan qat'iy
mazar (1) tenglhik o'rinli bo*ladl. ®

i anig integralning tengsizlik bilan ifodalanadigan xosslarini o' rganamiz

1019 xoxsn. Agar [a:b] da ffx) integrallanuvebi va ffwz0 bo'lsa, u bolda

[ f1x )z 1) bo' ladhi,
Isbot, & A5, )20, £<1.2,...n v Arp~x-xa ¢ 4 botigani uchun
Y AZAx20  bo'lsdl.  Bu

tengsizlikda mitgn o'tsak .

i flx)de=lim S = TN T
X x|y »
! l;‘l'.z; 8 Ay, y,«\—f\—*{/ |
‘k_ ﬂ_‘) \_.' 8
helib chigad:. ¢ '
10.20-x0ssm, (Aniq integralning
monotoalik xossasi) Agar [a.b) da fix) ¢ 2
a &
v o) lar integrallanuvehi va gl $fix)
bo'lsa, u holda
A ’
[ fuds < [ f fune 60-rasm
o' ladi

Iabot, O [a:h] ning ixtivory bo‘linishi wchun @(5,)% fI5,), &1, 2, ., n

Demak, 3", a8, <3 714, )ax, bo'ladi. Bundan

b



l‘ug.i'oﬂ, YAz, S I‘n"".z..; FUE, Ay, » Yoki !w fxjedx < !i (xidx kedib chagadi. ¢

60-rasmds  yugoridagl  xossaning geometrik talgini  berilgan. VxS
bo'lganligi sababli ad 86 egri chizigh trpetsiyaning yuzi ad #)b egri chizigh

trapetsiyaning yuzidan katta emas.
10.21-xossa. Agar [ab] da fix) uzluksiz bo' b, fix) 20 vis fix) synun pnolga weng

bo'Imasa, u holda j' f{x Nt >0 bo'ladl.

Isbot. 0 ffx) wyvnan nolga teng bo' Imaganligi sababli [a;h] kesmada shunday
£ nugta topilib, bu nugla uchun A2 50 bo'ladi. Mo ning wehuksizligiga ko' £ ning
shunday (af) atrofi mavjudki, (af) )o@ #] va bu oraligning barcha nuqtalan uchun

) - ’ »
ham ff>0 o'rinti bo'ladi. U holda [ 7(x)dv=[ f(xide [ flande s [ finds e
* . K 4

10.19-xossadan j fixsdez| fixhds  kelib chigadi. fix) uzhuksiz bo'lgani uchun

[a;ﬂ] da u eng kichik giymatgs erishadi. Bu eng kichik giymatni m bilan
belgilaymiz, [a.ﬂ] da fix)>0 bo' lganligi uchun m>0 bo'ladi, Shuning uchun

i/(mhz‘j:nm =l fl =z ) 0,

’

va bundan [ f(x)de2 [ £(x3dv>0 kelib chigadi. ¢

10.22-kzoh, Umumiy holda 10.1%-xossadagi tengsizhik gut'iy bo'la olmaydi,

Haqiqatdan ham,

. [0, xe[-10)4{0:1],
.I(-r)'-=1l : l() |

funksiya 10.2 [-xossadagi shartiarni ganoatiantiradi. Shu bilan birga

j[(.ﬂdx -jﬂ.t)dt -jjum:-(no:o.

N

ya'ni [ fxnix 20 (gat'ty tengsizlik bajaniimaydi)

[ [ x )b >0 bo'Tishi uchun ffx funksiya [a &) kesmada 10.21-xossa shartlarini

genoatlantirishi yvetarli
10.23-xossa, Agar fix) funksiya |ad] kesmada integrallanuvehi bo'lsa, u

Iwobds | /(x) funksiya ham shu kesmada integrallanuvehi bo'ladi va

[ rientsi< j{ﬂ.nld:
4 |~

bengsielik o' rinli
Ishot. O fx) funksiya [a.d) da integrallanuvehi bo‘lsin. U holda ixtiyoriy £20

s olinganda ham shundoy &0 scn topiladiki, A<F bo'lgun har ganday 7,

bo' linishyge nisbatan

Str,) - Str,) = Y m,Ax, <#

oo baedi, Risvshankd, ¥,V & e8] lar vchun

OO =S8 f1X)

tengaizlik o'rinli bo'lib, undun quyidagl

suplF 7N = O S suplA0) - £()
tengsielik kelib chigadi. Demak, &, S0), tongsizlik o'rinki, bunda &, - [F(xX
fksiyaning [x ;) dagi tebranishi. Natijada

i‘_éi, Ay, = Zm,.‘a, <

b’ ladl. Bundan esa | f(x) funksiyaning [a,h] kesmada integrallanuvchiligi kelib

vhugadi
Shuningdek,

}f_ fG, w.%s S/ Ay




tengsizlikda 2 —0 da limitga o'tsak, izlanayotgan tengsizitk kelib chigadi. ¢
10.24-izoh. fix) funksiya [o, 4] da integrallanuyvchi bo'lsa, u holda | /(x) ham
integrallanuyvehi bo'lishini ko'rib o'ulik. Bunga teskari bo'lgan xulosa, umuman
aytganda, voto'g'tl bo'ladi. Masalan,
_'51. ager x irmutsional  bo'lsa,
SNy g % cosional bo'lss

funksiya uchun
[ty « flte = 6-a,

Demak, (o 6] da | £(x) funksiys integrallanuvchi bo'ladi, lekin fix) ning o'zl
Dirixle funksiyasi kabi integrallanuveh: emas

10.2%-x0ssa. (Aniq integralni baholash) Agar ffx) funksiya [ab) kesmada
integrallansvehi v ms o) 5 M bo'lsa, u holda

or(b-a)< I](!)dt‘..\l{b«u 2)

e — X

tengsizlik o'rinli bo'ladi v
Isbot. ¢ Shariga ko'ra ixtiyoriy X
N\ M)
xe [a;b] uchun s fix)< M. Bu tengsizlikka \ 3,:' ]

s

10.20-x0ssani, so'ngra 20,15 va 20.14- A i 1%
xossalarmi tathiq ctamiz ‘

i .

jmij](.t)&SjMdt. g

..jd:s]f(n&s,w:{m. 61-rasm

miba)s I flxkizsMb-a). ¢

61-rasmda [ab] da Ax)=0 bo'lgan hol uchun 10.25-xossaning geometrik
migini berilgan. ad 8,6 w'g'ri t'nburchakning yuzl mib-a) ga, ad,8:b w'g'n

m

' riburchakning yuzi M(b-a) ga teng. (2) tengsizlikdun egri chiziqli trapetsiyaning
yuzl birinchd 10" g ol 10" rburchak yuzidun kichik emas, Kkinchi 1o°g'ri to'rtburchak
yuzidan katta emasligi kelib chiqad

10.26-misol. | J9+ ' dx integraini baholang

Yechish, [0;1] kesmada 95947 <10 tengsizlik o'rinll.  Bundan
159+ <0 ckanligi kelib chigadi. (2) formulagn  ko'm
NI—O)!lJJ‘)ox:JIS-/l_a(I-O)yoki3$!J901"dx§'\,|—6

) 1
10.27-misol Iuh va Il'dl integrallarni solishtiring.

. 1
Yechish. [0;1] kesmada ¥ 2 X bo'lganigi sababli |dv2 [ «'dx bo'ladi

8-§. O'rta qiymat hagidagi teoremalar

10.28-teorema. Agar v funksiya [a;b] kesmads urluksiz bo'lsa, u holda bu
keamada shunday ¢ negta topiladiks,

[ flrte=fic)b-as ()

tenglik o'rinll bo' ladi,
Isbot. ¢ ffx) funksiva [w b] kesmada
integrallanuvehii, Demak  10.25-xossugn

ko' mib-< [ f(xhdesM(b-a) tengsizlik

o'rinli. Bundan




[ ri0a
MEE < M 62-rasm
-

rengsiziik hosil bo'ladi. Endi Bolsano-Koshi teocemasiga (4.27-tcorema) asosan
[4:5] kesmada shunday ¢ nogua topiladiki,

f fxyds N
fich= - , yoki [/mdr-/?cub-w

-a
bo'ladi »

Bu tenglikning mohiyati quyidagicha: f(¥)20 bo'lganda tenglikning chap
tomond egri chizigh tmpetsivaning yuzini, o*ng tomoni fic)(b-a) foda esa 1o'g'ri
10" riburchak vuzini ifoda giladi (62-rasm).

Desnak, y=fix) funksiyaning grafigida shunday Micffo)) nogta mavjudki,
tomonkarining weunliklart fle) va ba bo'lgan to'g'n w'rtburchakning  yuzi
yuqoridan v fi20, quylden Ox 0'q bilan vix-a, x= b vertikal to"g'ri chiziglar bilan

chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuziga teng bo'ladi. Boshqucha aytgunda,
fix) funksiyaning |a ] da qabul qiladigan barcha giymatlarining o*ria arifmetigi ffc)
g0 teng bo'ladi, ya'ni

' ~
fle)=s— j' f(xhdy (2)
Bunda ficiberilgan ffx) funksiyaning [a. &) kesmadagi o ‘rta giymuati deyiladi.

10.29-misol. f(x)= -:: funksiyaning [ 1;2] kesmadagi o'rta giymatini toping.

2
Yechish. (2) formulaga ko'm j(c)=;'_—lji‘;5=tu|x1;-mz-m=lnz.

demak, funksiyaning o'rta qiymati in2 gu teng ekan,
10.30-teorema, Agar [ b] da fix) va o) lar wzluksiz, pfoz 0 (yoki <0)
o' 1sa, u holda [a; 4] da shunday ¢ nugta topiladiki,
» L)
[ fixrppode fic) o (e (3)

m

o' nnll bo'ladi

Iabor O fix) va ovx) uzluksizligidan jf (x) evic)udy, jo (x)cde Integrallar
miaviud bo' ladi, Veyershirass teoremasign ko'ra, :?i e M, ﬂ\,frﬂxr-m lar mavjud
W DM el 20 bo'igani uolun me(xsffx)eves Mpdx) Kelib chigadi. U bolda

mio (xuly si;‘uwwm SMip fxiddx .
B yerda ikki hol bo'lishi muambin,
I-hol: jv(udr‘o bo'lsin. Ravshanki, bu holda so'ngi tengsizlikdan i/ (n

a0 Kelib chigadi va (3) tenglik o' rinll bo'ladi.

. I/(X)w(xm
(1-bol: ]‘o (x)de>0 bo'lsin. U holda m < 5————— < Af tengsizlik o'rinli
g jMx)cb

[ah] da ffxi funksiya uzluksiz bo'lgani uchun shundoy ¢ nugta topiladiki,

| Sl

- e JU€) bo'ladi. Bu tenglikdan (3) tenglik kelib chigadi. ¢

IM o
9-§. Yugori chegarasi o*zgaruvchi bo'igan aniq integral

fie) funksiya [ 8] da valuksiz bo'lsin. U holda bu funksiys har ganday

| x )| b) da integrallanuvehi bo*ladi va jf(l)df integral x ning [, 5] dagi har bir

Wiymatign aniq bir sonni mos qo'vadi. Demak, bu holds integral o'zining yugori
Chegnrnsining funksiyasi bo'ladi:




INx)- ”/(l)dl. usx<h v

Geometnik  oogtai sazardan o0
bo'lganda @y funkstye 63-rasmdagl el chiziqli
trapetsiyaning  bo'yalgan  qlumining
bikdiradi

@x) funksiyaning x bo'yicha, ya'ni anig

yuzini

6 3-rasm

integralning yugoei chegarast bo'yicla hosilasini topamiz.

1031 -teorema,  Uzlukaiz funksiya amg itegralining yugori chegarasi
bo'yicha hosilasi maviud va u integral ostidag funksiyaning yuqon chegarasidag)
qiymatign tong:

crim~[ f!‘md:] - f(x).

LT /e

Isbot. O x, x~ e [a;h] lar uchun A« Pirs Ax)-dyx)~
A 4 . .- . oM
[.mu:-j £t = | f(ept + f' fant-[ fionde~ | finde bo'ladi

O'ny givmat hagidagl teoremaga ko'm shunday £& [« 0« Ax| topiladiki, bu
nugtada

s
| firdt=fizrax, ya'ni Mg~ fE A0

Ad(x)

8

o'rmli bo'ladi. Bundan

= f(£) kelib chigadi. Ax-+0 da §-»x va fix) ning

AD(x)

uzluksizligin nezarda tutsak, &’ (x) = 31\3 = Sim_/ (€)= fix) hosil bo' lndi,

Arx
Shunday gilib, ¢'(x) = U_‘ f(t)dt)" = f{x).

Bu tenglik [2: 5] du uzluksiz bo'lgan fix) funkstyaning boshlang'ich funksivasi
@fx) mavyud ekanligini ko*rsatadi. ¢

PAL )

10.32-misol. ®(x)= |sintar funksiya hosilasini toping

Yechish Yugonidagi teoremaga ko'ma @'(x) = sinx bo'ladi

10.33-misol ®(x)~ [ o't fimksiyn hosilasini toping.

|
Yechish, Bu holda yugori chegara x ning funksiyasidan iborat, shu sababli
murakkab funksiyani differensiallash qoidasidun foydalanamiz:

DYx)yme” ()= 2ue" .
10-5. Nyuton - Leybaity formulasi, aniq integraini hisoblash

Nyuton - Leybnits formulasi. Aniq integral bilan boshlang‘ich funksiyva
ormsida ganday bog*lanish mavjudiigini ko‘rib o' taylik

Aytaylik, fix) fimksiya |ach| da uzluksiz va Foy uning boshlang'ich
funksiyslaridan biri bo'lsin: F'(x) = f(x). Yugoridagi muohazalargs ko'ra

Prxps j St
e f1x) ning boshlang'ich funksivast bo'ladi. U holda ma'lumki,
)= Fix) C Covonst
Demak, [ f(t)dt = F(x) + C. Bunda x~a deb obsak, 0 = F(a) + €, yoki
(= =F(u) kelib chiqadi. Demak, [* f(t)dt = F(x) — F(a).
Endi == b deb olsak,

s
]!(:)dc = F(b) = Fla) (1)

botladi, ya'nl [a;b)] hesmada wslukstz bo'lgan funkstyaning anig integrali shw
fumbstyaning bashlang 'tch funksivalardan birortasming by kexmadagi ortrirmasiga
g bo' ladi

i




(1) formuls integral hisobning asosiy formulasi bo‘lib, w Nywton- Leybnits
Sormulas deviladi
{1) tenglikning o'ng tomonidagi F(b)-Ffas aylrma, odatda F(x) ko rinishida

yoziladi. By holda Nyuton-Leybnits formulasi quyidagicha yoziladi:
b
[ [(e)dt = FOOIS = F(b) = F(a).
"

Nyuton-Leyhnits formulasi anig istegralni hisoblash masalasini anigmis
Integraini hisoblaxh masalusiga olib keladi
10.34-misol. Aniq integraliami hisoblang: @) [ =5; &) [(1 + sinx)dx;

c) l;:f'].;; d) f?le“”dr
|
Yechish. 1) Ildr- Il x| | “in2-lni=nl,
) X y

b) I( 1+ sinxjdx= (x-c-nnI: witcarm-(Ocasl)=g+ = )»a2

’ s N
c»!;,;“-:-;:!w 0 -'d(4+r)=2Jh.-{.=2w"3-J3)-z;
| e~

d) jf.:‘lb:--‘;f'“r’.._,;“'_c."= :
| &

-

10.2. Aniq integralni bo*laklab integrallash. Nyuton-Leybnits formulasiga
ko' aniq integral bilan aniqmas integral orasicla bog”lanish mavjud. Sha sababli
bo‘lakisb imegrallash wsulini aniq integrallami hisoblashda ham tutbiq qilish

mumkin
Faraz gilaylik, wiyy va vixi funksiyalar |@b] da uzluksiz hosilalargn cga

bo'lsin. U holda
fiev) = u'veuv’

bo'lib, wovix) funksiva w'(x)vie)+ ufs)v'x) uzhuksiz funksiyaning boshlang®ich

A
fumksiyusi bo*ladi. Nyuton-Leybaits formulasiga ko'm [ (W'v + w/)ds = vy,

HWundan jm’dr = (uv)C - 'Iu‘wbr kelib chigudi. So‘ngrn wv ‘des udv va
w vibv - v ckanligini 'tiborga obsak, nutijady
]m-(m[ jm 2)
wnig Integralni bo 'laH-ab integrallash formulast hosil bo'ladi
10.35-misol .I:xcoudl integralni hisoblang.

Yechish. Bunda - x dvevosedx deb olsak, o dy, v=sinx hosil bo' ladi.
Demak, (2) ga ko'
. o3 .l S Cn :
j rcosvd\'-(rn‘nru - I sin xelx = = + cos Y E o cos0e T2
. ) 4 2 { 2 2
10.3. Aniq integralda o*zgaruvchini almashtivish, Aytaylik, ffo funksiya
[ b] Kesmads aniglangan va uzluksiz bo®isin,
10.36-teorema. Agar fix) funksiya [ah] da udukyiz, v o) funksiya [a 4]
kemada uziuksiz differensiallanuvehi, vy funksive giymatiani to'plami [w 5)

heamadan iborut hamds of )= a, @)= 6 bo'lsy, b holda

’ ’
[ fiente= | flptene i (3)
teoglik o'rinki boindi

Ishot. O fix) funksiva fa'd) da uruksiz bo'lgani uchun shu kesmads u
bostilang'ich funksiya Ffx) ga cgn. Shartyn ko'ta Wo~u, effj= 4 bo'lganligi

sahabli Nyuton-Leybaits formulasign ko'ra
»

[ £x)ds = Fib) = Flay= Fip(8) - Flpla)) = [dF(p(0) =

/’ ’
. j F ol (0 = j Sy (1),




Shuni w'kidlash kerakki, anig integraini o' zgaruvchilami almashtirish wsuli 10-1. [ (2x + sin 2x)dx 10-2 IM 2% - S'dx.
bilan hisoblogands inegral ostidagi ifoda bilan bir gatorda integrallash chegaratari

5 ax l‘l
10-3 10-4,f] ==
ham o' zgaradi. ¢ !z 2x-0" 13- r
: - 10-5.f <= L lD-bj" - ‘: Xy
10.37-misol ]' JI == dx hisoblang,
’ 10_7! ‘_.T;dx ‘0—8,‘; Q‘X-idr

VeI SR e RO Mt U b ity Trigonometrik funksiyalarning integraltarini hisoblang (9-14):

funkslyn yuqoridagi teoremadagl barchn shartlarni IU.:-I kesmada qanoatianticadi

o
sinfaosintx’

=
10-9.f (coa’x - %unx)dx. 10-10. ¢
Vi d= castdr, a0 da a0, b=1 da fF-x/2. Demak, (3) formulaga ko'

k4
- 10-11. grg‘x dx. 10-12 ]. A

(=l
\/I-x = Jl st 7 costall = | con® - —' }a
! ‘ I COSK jt I 3 2005.1 PREES [. ‘dx 10-14 I}cw’vdv-
-(:—l + :unl’n, : e Ratsional kasrlamni integrallang ( 15-18);
o " 4 L) |h
o 10-15.f] 2. 10-16.J; 53
10.38-misol isobi * IS
= ‘.‘u?x e 1017, 7 222 10-18.f; s
Yechish. ror deb o' zgaruvchini almsashtimmiz, u holda de- 20y va =0 da o tgnmvchuu almashtirish usulidan foydalanib hisoblang (19-22)
s
:.--JE—o, b9 da 1~ JF-—-J bo*ladi, (3) formulaga ko'ra 10-49. 3" 5. 10-20., ==
* 6w
l l ; jl = = 2t=In 141 I «6-2mn4. 1021 " == “""f- ',.55—.1
L d *
: x B0’ laklab integrallash usulidan foydatanib hisoblang (23-26)
i
10.23%-misal I -*—dx ni hisoblang. 10-23. [‘ e 'dx, 10-24, [, In(x® + 4)dx.
atex s [ 9x® In(x + 2)dx.
Yechish simx+s deb almashtiish bajaramiz. U bolda corcalea, 10-25.J, =5 dx. ho-26. L1, eIt
. i ¢ ] bu funksiya har
L= aim{n6)=1/2, ty=sin{n/3)= JJ-Q bo'ladi, (3)fom:ulup asosan 10-27. f(x) funksiya |a, bl da uzhuksiz bo'lsin. U holda ksiy

qanday [z.b) € [a, bl.a S x < b kesmada integraltunuvehi va uning integral x ga
bog'liq bo'ladi: F(x) = f:[(t)dt. Bu quyi chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan anig
integral deviladi. F'(x) ni toping.

o/} ﬁ'l J )

oSy

I TS d‘- '."‘-- —]-:L :»l(lﬁ-l.b ]-.3_2
I LU A ) 4 9

L e D= 48 b
Mashq va masalalar 10-28. f{ =dx = In2 integraldan foydalanib, lim
Nuyloa-Leybaits formulasidan foydalanib, aniq integralni hisoblang (1-8): L) = In2 renglikni ishotlang,
x- nam :..




i
1ex?

- g 1 )
dx integraidan foydalanib, .!‘9.‘."(..77,7 & e e e 4

nfeg!

10:29. )

;7) = Elcnglikni isbotlang

10-30. [, b] kesmada uzluksiz bo'lgan har ganday f(x) funksiya uchun
ushbu [* f(x)dx = [ f(a + b — x)dx tenglik o"rinli ckanligini isbotlang.

10-31. [, b) kesmada usluksiz bo'lgan har qanday f(x) fonksiya uchun
ashbu [ f(x)dx = (b = a) [, f(a + (b — a)x)dx tenghik o'rinli ckanfigini
isbotlang

10-32. Aytavtik f(x) funksiya </, [] kesmada uzluksiz bo'lsin. a) agar [ (x)
fuanksiyn 1og bo'lsa, u holda [, £ (x)dx = 0; b) agar f(x) funksiya jufi bo'lsa, u

holda [, f(x)dx = 2 [ f(x)dx ekanligini isbotiang

m

X1 BOB. XOSMAS INTEGRALLAR

[, 4] oealiqda berilgan 1y funksiyaning aniqg integrali tushunchasing Kiritib
batafsil o rgamdik, Shuni ta'kidlab o'tish kerakki, imtegralning bayonids oraligning
cheklifigh va M) ning chegaralanganiigi bevosita ishtirok etdi,

Endl avwalgl integral tushunchasini ma'lum ma'nolards umumlasbtiresh
imkoniyatl bormikan degan savol tug'uladl Albatts, umumbashtirish shunday
bo'Huhi kerakki, natijada Riman integralining asosly xossalarl o'z kuchini saglab
qoldin. Ba'zl hollards aniy integral tushunchasini cheksiz oraliqda aniglangan
funksivie yok| chegnralanmagan funksiya uchun umumiashtinishga o' g'ri Keladi. Biz
hozir ana shunday umumlashgen (yoki xosmus) integrallami  Kiritamiz va

o' rgnnamiz

1-5. Integrallash sobasi chegaralanmagan yosmas integral

Six) funksiya [a;+c) cheksiz omliqda aniqlangan bo'lib, uning har qandsy
[ t] chek}i gismida integrallanuvchi bo'isin, ya'ni ixtiyoriy ¢ (¢ > @) uchun ushbu
I: f (i )dx integral maviud bo'lsin. Bu integral berilgan [ (x) funksiya uchun fagat
t € [a. +o0) o' zgaruvchining funksiyasi bo"ladi: F(t) = [: f(x)dx.

ata’rit F(O) =[] f(x)dx funksiyaning ¢ <+ 420 dagi holatign f(x)
funksivaning [«+=) oraliqdagi xosmar imegrali deyiladi va u ];' [(x)idx kabi
belgilanadi

11,240 rif, Agar t —+ 400 da F(t) = J'.' f(x)dx funksiyaning chekli lomin
maviud bo'tsa, [ f(x)dx xoxmas integral yaginlashuvchi deyiladi, f(x) funksiya
o chekyiz |a: +9) oruligda integrallansvehs funksiya deb ataladi

Agar t -+ 400 da F(t) = ]: f{x)dx funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud
o' lmasa, w holda [ £ (x)dx xasmay integral usoqlashwvchi deyiladi,

bl L




= s el 1
Chekli yoki cheksiz limit xosmes integrining giymati  deyiladi va Funksiyaning (~2;h] oratiq bo'yicha xosmas integrali ham yogoridugi kubi
77 rGe)dx = lim [ (x)dx kabi yoziladi o' riflunadl

S —

- " ‘ﬁ
11.3-misol. j-i“§.ur R, inteyralai vaginlashishga tekshiring. 1 1L.6-misol ITCF nl yaqulashishga tekshiring.
X -

. ‘ © u A
Yechish. Agar o= | bo'lsa, u holda Yechish. J ‘J!‘_j = B I, B e g, = lim (arcrg0 - arcrgr) = fr
¥ seevipx. o fam P

Id- ltm(-~—=lxm - [rhm L",,_”. "

X |..cl QR rven | - L ey . 4

Demak, integml yaginkashuvchi va I ==

Demak. *l+x 2

- l | Aytaylik, fix) funksiya (<<= ) do uzluksiz bo'lsin, U holda biror o (~= )
Iéx—'( ];;' Va:-l,

P X l| w, vir<l uchun I_/( x)dx wa I fixndr integratlar yig'indisi ba funksiyaning ikkals

saoad koo, intggrallush chegaraluri bam cheksiz bo'lgan xosmas integrali deyiladi va
Ié hmJ—=limln:x;[ =lminr=w : 7

X hemex fe Lt quyidagicha yoztladi: I,f(xhb. Demak,

Demak, I. - integral a1 da yaginlashuvehi, a1 da wzoqlashuvehi ekan T f T

| ¢ ‘ [ flordes | fixades | fixie
I1d-misol [ e dr, a0 ni hisoblang. va 1a'rif bo'yicha
. , [ flxnde= lim [_m )b+ lim [ £ (x)ibe (3)
\’uhhh.j ".t:-hm[ ddx = lim ~ | -l.ml“ .‘_]. - ¢ :
L deb qabul gilamiz.

- | | | -

- e o ]- a Agitr (3) dagi ikkala limit ham maviud va chekli bo'lsa, j](x)d: integral
11.5-misol. [ cosxd ni yoqinfashishiga tckshiring. yoqinfashuvehi, aks holda uzoqleshuvchi deyiladi.

»
T e 2 os
Yechish. Bu xosmas integral weoqlnshuvehi bo'ladi, chunki /- +2 da 11.9-misol. I Tond integralni yaginlashishgs tekshinmg
F(t)= [ cosxde = sint Yechish. (3) formulada c=0 deb olamiz. U holda
funksiya limitga ega emas f-d'. j *T—u. ~hm[ +Im\j
1+ x 1+ l bavnd |4 ‘

- Rl

i




= lim arctgx + lim arctge, = lim (arctg0 - arctgr) + lim (aretgr - anctg0) «

| |
~He-g=2
ol

- -

Geometrik  nuqtol  nazardan  yaqinlashuvehi I[ foide xosmas  imtegral

v fix)20 egn chizig, x~a y0 to'g'ri chiziglar bilan chegnralangan va Cx o'gl
yo'nalishidn cheksiz cho' zilgan figuraning chekli S yuzagn ega ckanligini unglatadi
L v
{64-msm}). Shungs o'xshash, I_ru)dx v If(t)dx yaginlshuvchi  xosmas

imegrallarga ham geometrik talgin berish mumkin.

y

[®

2-§. Xosmay integralning xossalari

Yugorida kiritilgan xosmas integrallar aniq imtegrallarga o' xshash xossalarga

111 0-x08sa, Agar I I (x)dx xosmas integrul yaginlashuvehi va A-0' zgarmas

son bo'lsa, j kf (xjedx ham vaqinlashuvchi va j & (e =A j f (xicdr tenglik o*rinki

bo*ladi.
Isbot (1 1+1-masala),

1100-x0ssa. Agar [7° f(x)dx va [ plx)dx yaqinlashuvchi bo'lsa, u
holda [ T(f(x) £ @(x))dx  yaginlashuvchi  va L7 (x) £ @lx))dx =
[ f)dx & [ glx)dx tenglik o'rinli bo'ladi.

Isbot (11-1-masala),

110 2-xossn, Agar [;u f{x)dx xesmas integral yaginlashuvchi bo'lsa, u

holds ixtiyoriy b > @ uchun [ F(x)dx integrali ham yuqinlashuvchi bo’ladi va o

[ fx)dx = 1 O0)dx + [ f(x)dx o'rinki bo'ladi.

Isbat { | |- masala).

11 13-x0ssa. Agar x € [a; +) uchun f(x) 2 0 va bu himksiyaning xosmas
integrali yaginlashuvehi bo'lsa, u holda [ f(x)dx = 0 bo'ladi

Isbot (11-1-masala)

1.0 4xosse, Aytaviik f(x) va @(x) funksiyalar [a;+o0) da aniglangan,
ueluksiz vie 0 < f(x) S @(x) shartni ganoatlantirsin. U holda

a) agar ].‘ " @ (x)dx yagintashuvchi bo'lsa, f;‘ [ (x)dx ham yaginlashuvchi
bo' ludi;

b agar [, f (x)dx uzoglashuvehi bo'lsa, [ @()dx ham uzoglashuychi
ho' ladi

Isbot 0 Aniq integral xossalariga ko'ra ixtiyoriy £ > a uchun [: f(x)dx s

[ plx)dx o' rinli

Ak L...,(x)dr vaginlashuvchi bo'lsa, u holda F(t) = L' fx)dx <

| @lx)dx < [T plx)dx < 4o muncsabatlar o'rinfi bo'ladi. Demak, F(t)

funksiya yugoridan chegarmlangan. Shuningdek, f(x) 2 0 bo'lgani uchun F(¢)
funksiya o'suvchi bo‘ladi. Bulardan .'3'.“.: F(t) chekli limitning maviudligt, ya'ni

[ f(x)dx yaginlashuvehiligi kelib chigadi




Aksincha, [ f(x)dx uzoglashuvchi ho'lsin. f(x) = 0 shartdun F(2) =
[ Fex)dx fanksiyaning ¢ — +<0 da  +w0 intilishi kelib chiqadi. [ f(x)dx <
I: plx)dx tengsizlikdan j: @(x)dx = G(t) funksiyaning ham t = 4+ da +o
intilishi, ya'ni [ @(x)dx uroglashuvchiligi kelib chigadi

11.15-misol, [ -%’_l. integralni yaginlashishga tekshiring

Yechish |1 |4-xossadan foydalanamiz. Berilgan mtegralo j mt:ml

bilan solishtiremiz, bu integral @ > 1 da yagintashuvchi (11.3-misol), ll;"z.) da
l

Nrx ol

| N '—,517.- integraining yaqinlashishi kelib chigadi

Sm=5 7 bo'lganligi sababls, / xS ‘1; integralning yaqinlashishidan berilgan

3-8 Abmolyut yaqinlashuvehi integrallar

Quyida xosmas integral yaginkashuvehi bo'lishining zamany vis yetarli shartini
ishotsiz keltiramiz [2, 210-b )

11 16-teorema (Koshi teoremasi), Quyidag ].'. fx)dx xosmns imtegral
yaginkshuvehi bo'lishi uchun ixtivorly £ > 0 son olingands ham, shunday t, (¢, >
a) soni topilib, £ > 5, 1" > tg bo'lgan ixtiyorly t', ¢ lar uchun 'L' I(x)dx| <e
tengsizlikning bajaniishi zarur va vetarfi.

Ushbu teoremadan xosmas integrallaming yaginlashuvchiliging aniqlushda
foydalanish giyin, smmno bu teorema mubim sazarly shamiyatgs egs va undan
Quyidagi teoremani ishot gilishda foydalanamiz

1L 17-teorema, Agar ];-II (x)]dx xosmas Integral yaginkashuvchi bo'lsa, w
bolda | ."' f(x)dx xosmas integral ham vaginlashuvchi bo' ladi.

Isbot. 0 Shartga ko'ra II/(xﬂd: yaginlashuvchi integral. 11.16-teoremaga

asosan, ixtiyoriy €>0 san ofinganda ham, shunday ¢, 4> a) soni topiladiki,

m

.
£ty 07 1y (17 1) bo'lganda I[[(q‘hq‘ tengsizhik buajariiadi. Ammo

sj[/(x‘«h .

i;‘/um’:

Demak, ixtiyoriy £>0 son olinganda ham, shunday 7, (fy>a) somi topiladiki,

1 1 17 1y bo'lganda

o
bo'ladi. 11 16-tcoremaga asosan [ f(x)dr integralning yaqinbeshuvchiligh kelib
chiqadi. ¢

1L.18-ta"ril Agar [I F(x)| e xosmas integral yaginlashuvehi bo'lsa, u holda

| fixatx absobout yaginlashuvchi xosmas integral deyiladi, ffx) funksiya ess

[ +) orafiqda ebsolyut infegradlomnchi funkyive deb utaladi

1.190a'ril.  Agar I,f(,()dx vaginiashuvchi  bo'lib, Ilj'(xlldv

umoqlashuvchi bo'lsa, u holds I f(x)dx xosmas imegral sharddt yaginlashvehi

deyiladi,

11.20-misol I% imegralnt yaginkashishga tekshiring,

|8l |
Yechish. Avval j—‘a integralni tekshiramiz. (1; ~xmﬂ' <5 v

il;ch yaginlashuvchi bo'lganligi sababli, 11.14-xossaga ko'ra I!n:,u




-

integral yaginlashuvchi bo*ladi. Demak, j*‘-‘% integral absolyut yaginkashuschi J w (xhdvix) mtm-unr - I ¥ (xichelx)
3 -

11.21-misol Iu“.-tx xosmas udegralini hisoblang

bo' lads,

1]
Yugondag xossalami I £ (v integral uchun hum bayon gilish mumkin

Yechish, Bo'laklab integrallash usulidan fovdalanamiz. U holda

wi)x, dvi)=e s, dulx)»dx, vixj»-¢", rummulf- I x>~ lim

O »ew

4-5. Xosmay integrallarni hisoblash

1] Ir(rldulx)' I(—-’"Hr"lx_r.ur"-".*{M--lbo'lndnvndamk.

'
-

Endi xosmas integrallarni hisoblash bilan shug' ullanamiz
#) Nyuton - Leybnits formulasi. Faraz gilaylik. fix) funksiya |a;+=) da
uzhuksiz bo*lsin, Xosmas integral ta'rifi hamda Nyuton - Leybaits forrmulasidan

j yo ' dy =« 0-(-1)=L.

¢) O zgaravehing almashtirish. Aytaylik, /) funksiye [a+=) da berilgan

wids = lim | f(x)de = im (F(2) - F(a)) asioed (48
‘!f v ""',[/ ‘- Y b ban, Quyidagi !,/ {x)idx integrulda = @ft} almashtirish kiritamiz. Bunda

kelib chigadi, va bunda F1x) funksiya ffx) ning boshlang*ich funksivasi bo'ladi. Agar
v di F) ning limiti chekli bo'lsa, bu limitni F7 ning +2 dagl qiymati deb

(1) oo funksiya [e2;+90) da berilgan va uzluksiz ¢ (1) hostlaga egi;

(2) ev) funksiva [ar+0) da gat'ly o*suvchi:

qubul gilishimiz mumkin, ya'ni

(3) eVeh=a @ =p= Tim g} « += bo'lsin

-

im Flyp=Fi= =)

U holds [ fle(deexdt  yaginlashuvchi  bo'lishidan [ £exds

»

Bundan esa, i) funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybaits formulasi
o'rinfi bo'lishi kelib chigadi

youinbsbuvchiligh handa

[ £ s == m-Fap=Fe| [ £oxde [ fiionm i
! X - p I

b) Bo'laklab integrallash, Aytaylik, n(x) va vix) har biri (@t ) da azluksiz

ten ik o'rinli bo'lishi kelib chigadi.

wix) va v'iix) hosilalargs cga bo'lsin, Agar Jv(mlum xosmas integral Mashq va masalalar

111, 20-23 -xossalumi ishotlang.

yaqinkeshuvehi hamda
B i) o uf+am), Tan we) = w(sxm)

limitlar chekli bo'lsa, u holda | u foidvix) ham yaginlashurvehi bo'ladi va

1w




-2 Agar 07 f(x)dx va [ @(x)dx uzoglashuvehi bo'lsa, u holds
[77(f00) £ @(x))dx  wroqlashuvchi boladimi? Ko‘rsatma.[1;+20) oraligda
f(x)= i plx) = -l%‘fmhslyuhmn qamng.

-3, Agar ]""" [ {x)dx yaqinlashuvehi, Iumw(x)dx uzoqlashavehi bo'lsa,
u bolda [ (f(x) + 9(x))dx yaqinlashuvchi bo'ladimi?
114 f(x) funksiyaning (—o; b] oraligdagi xoxmay integroliga ta’nf bering
Nosmus integralning qlymatini toping voki uning uzoglashuvehi ekanligini

ko'rsating (5-14)

-5, " e **dx 116, f, " xe™ dx.
7 g 118, ) -
11-9, I!“:;ﬁ.q =104, m
1111 f) " 2x sin x dx Il-l‘.'j_u‘.xe‘dx,
TREN e 1-14.f; " 26 dx,

Xosmas integralni yaginkashishga tekshiring (15-22)

=150 == 116, [ ==
117 )™ 64 cos 2x . L18.f, 1 S .
0191 v 1120, [T 2L gy
121" = dx 122, [ =,

5-§. Chegaralanmagun funksiyaning xosmas integrali
Aniq integral mavjudligining zarurly shartl integrul ostidagi funksiyaning
chegarnlanganlig: edi
Endi f7x) funksiya [o; 4] da chegamlanmagan bo'lsin. Anigrog‘i, ixtiyorty &4,

(e<&-a) uchun fMx) funksiva [ b da chegaralangan va integrallanuvehi bo'lib, b
91

nuglening atrofidaging chegaralanmagan bo'lsin. Bu holda b nugta f/x; funksiyaning
ey mugtasi deb maladi

Demak, ixtiyoriy ¢ (@<t &) uchun j] fx)iix integral mavijud bo'lib, u fagat 1

o rgeruvehining funksiyasi bo' ladi:

If (xiedy ~Fl), a<t<h

“

11.224a'vif. Fqp) funksiyaning r—»4-0 dagl limit holatiga chegaralanmagan

.
1) Tunksivaning [ab) oraligdagi xomnas mtegrall deyiladi va u ,’f (xjdx kabi

bedgilanadi
Agar 1 -0 dda F(1) funksiyaning limiti maviud bo' i, u chekii bo'lsa, xosmas

integral yagintashuvchi deyiladi, /fx) funksiya esa [a.5) da integrallanuvehi funksiya
det atuladi

»
Agar ~»b6-0 da Fri) funksiyaniog limiti cheksiz bo'lsa, j/(mb XOSmas

integral uzoglashavehi deyiladi. Yugorida limit mavjod bo'imagan holda ham biz

wsmis mtegralng uzoglashuvehi deymiz.
Demuak,

I f (x)dx = '!gt_tol"m- .Izﬂnﬂ I/' (t)ctx

Nuddi yuqoridagidek, o nugta fix) ning maxsus nugtesi bo' lgandu (a. 6] oralig
boyicha xosmas integral ta'riflanndi

fiv) lunksiya (@, 5] oraligda berilgen bo'lib, a nugta shu funksiyaning maxsus
nuguast bo'lsing Bu  funksiva (a:b] ning istalgan [£8] (a<r<d) qismida
imegrallanuvchi, ya'ni ushbu

j £ ix)dx = Fi)

Integral maviud bo'lsin




11.23-1a'rif. Fri) funksiyaning r-+a+0 dag: limit holatigs cheguralanmagan
Six) funkssymning (5] orsliqdagi xosmas integrli deb staladi va u I [ (x)edx kabi
belgilanads,

Apar ¢ ~» o+ 0 da Fry) fonkstyaning fimiti mavjud va chekli bo'lsa, j,!uhh

.

xosmas integral yagmiashavchl, flx) esa (@8] da mtegrallanuvehi funkxiya deyiladi

Agar 1 a+0 da Fry ning limin cheksiz bo'lse, u holda I;(.r Nt xosmas integral

wzoiglashuvehi deyiladi, Yuqoridagl fimit maviud bo'imagan bolda ham biz
itegrulni vzoglashuvehi devmiz
Demak.

:f,f fx )l Jim Flu Jim, j f (xjety.

Agar fix) funksiya [a:h] Kkesmaning biror ichki ¢ nuqtasida tim f(x) =
bo'lss, v holds anig integraining addditiviik xossasiga o'xshash imtegraint ikkita
integralning yig indisi ko' rinishdy (fodalaymiz:

j‘flt)d! - ,‘ F(xhde « j/(t)dx = 'lijnjﬂxm + 'll_n'\.j](x)«k

Agar tenglikning o'ng tomonidag: limitiar mavjud bo'lsa, u holda xosmas
meegral yaginksshuvchi deviladi, aks holda uzoglashuvchi deyiladi.

Geometrik mugtai nazardan chegaralanmagan funksiysning xosmas integrali
» Hix) egri chizig, y+0, x=~a, x= b 10'g'ri chiziglar bilan chegaralungan va x—»5-0 da
(x—aa+ 0 x—c20) Oy o°gl yo'nalishidn cheksiz cho'vilgan figuraning chekhi yuzga
egn ckanligini anghatadi (65-rasm).

6S-rasm

i
di
11.24-misol J':/‘- ni yaginlashishga tekshiring
o VA

Yechish. Bunda v~0 nugta integral ostidagi funksiyaning muxsus nugtasidie
W holda ta'nif bo'yicha

J’J—-‘IH"JT— hm .J" -Ixml’ J;)-I

[T

Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi v uning giymati 2 ga teng.
[}
dx
11.25-misol | - integralni vaginlashishga tekshiring,
! Jr-—x gratni vagq 2 e

Yechish. Bunda x| nugta integral ostidagl funksiyaning maxsus nuqtasidir.
B holda

j‘l;ﬁ_‘_'.-h JJ— Iun(-—’vfl—:—l lnm(- Ni=1+2)=2

BT

Demak, bu integral ham yaginlashuvehi
|

11.26-misol I - integralni yaginlashishga tekshiring.
o x

Yechish. Ta'rifga ko'ra
I‘t} = fim [ % « lim Inlxﬂ,': lim (Inl=Inf) =+
1ol 0 ‘a0

N4
" " =S ’ l

ya'ni bu xosmas integral urzoqlashuvehi bo' ladi

b o)




11.27-misol j mi-

o e o <h integralni yaqginlashishga tekshiring
-X

Yechish. [kki holni qaraymiz, [-hol a=1 bo'lsin. U bolds

' | -
| L = lim [ & =-umjm-xr-d<b-n—--nm‘b . 1 (8
h—x) sl (b-xf el vt |-a

L a<l,

’ (b-d"“
{ I-a
| =, ax>l.

Bl = limb=1)" <(h=a)")=
|—a@ =

2-hol. a=| bo'lsin. L holda

I-—ﬁ--lnmf & =-hmln:!-—x(:-lunnnllv-u—ln[h~a:)--oar.
)b bt roamd

(hd". integral a<1 bo'lganda  ynginlashuvchi, a2l da

ueoglashuvehi bo'lar ekan

6-§. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining xossalari
Quyida maxsus ntasi & bo'lgan fix) funksiyaning [« b) onaliq bo'yicha

olingan j J(x)dx xosmas integralining xossalarini kelticamiz. Bu xossalarni muxsus

nugtasi @ bo'lgan funksiyaning (@ 4] oraliq bo'yichu olingan xosmas integrallari
uchun ham bayon qilish mumkin,

11.28-x0ss0, Agnr Ax) funksiyaning  [ad) dagi  xosmas  integrali
yaiginkashuvchi bo*lsa, bu funksiyaning [¢.b), (@< c<b) oralig bo‘yvicha integrali ham
yaqinkashuvehi bo'ladi, Bunda

j] It = j,’l'.tklv 3 j'l (x)udx

tenglik o' rinli bo'ladi.

# »
1. 29-x0ssa. Agar I/ () wa Iwu'w integrallar yaginlashuvehi bo‘lsa, u
holda ixtiyoriy e £ sonler uchun
]'(a f(x) % Bl x))dk

ntegral ham yaginlashuyvchi bo*lib,

[ 3 ’ A
[ta fixy £ ptx)de =a [ flx)ds 4 B plxids

lenglik o' rinti bo*lad|

11.30-xossa. Agar [ / fxleds integral yaginkehuvehi bo'lib, fa:b) da fi2 0

-

bo'Isa, u holda I_lu jez0) bo'tadi

113 -aonma, Aygar ]l' fx)dx va Iq: fody imtegrallar yaginkashavehi bo'lib,

|b) da fixs = géxi bo'lsa, u holda j]’ (x)dx 2 Im (e bo' ladi

11.32-xossa. fix) va g¥ci lunkstyilar [ab) da wduksiz bo'lib, & csa ulaming
muxsis nagtesi va 0 < fx) <pyv), o= | b) bo'lsin, U holda

a) Iv(udr yaginlashuvchi bo'lsa, If {x)elx ham yaginlashuvehi bo'ladi;

A -
b) ” J (x)edy weoglashuvehi bo'lsa, I o (x)ddx ham uzoglashuvehi bo'ladi

Muol tariqasida  11.30-xossaning isbotini  keltirnmiz  Qolgan xossalar
bevosita xosmas integral va uning yaginlashuvchitigh ta'riflaridan kelib chigadi
Isbot € Aniq itegraining xossalarigs ssosan ffx) 20 bo'lsa, ixtiyoriy = [ah)

uchun j f {xidy > 0 bo'ladi. Bundan




»

S (xddx = Hm . f ixpde 20
| tim, |

4

ekunligh kelib chigadi, ¢

7-§. Cheguralanmagan funksivaning xosmas integralini hisoblash

Endi chegarbanmagan funksivaning xosmas integralini hixoblash bilan
shug ulanamiz

#) Nyuton-Leybnits formulasi.

Faraz qilay ik, fix) funksiya [a;b) da uzloksiz bo'lsin. Ma'lumki, ba holda shu
orabgds uning boshlang ich funksivasi F7x) mavjud bo'ladi,

Agar x-ab-0 da Fox) ning chekli limiti maviud bo' by, bu limitni F7x) ning &
nugtadag: qivmati deb qabul gilamiz, ya'ni ,lgtful*f"h)

Xosmas ntegral ta'cifi bamda anig integrallar uchun Nyuton-Leybnits
formulasidan foydalanib,

» N
I,I (x)ulx = |ijn I f ix)dxe= lﬂ" (Fa)-Fia))= Fib)-Fla F(.t)’:

ni topamiz. Bu esa, yugoridagi kelishuy ssosida, ffx) funksiyaning xosmas integrali
uchun Nyutos - Leybnits formulasd o' rinli bo'lishini ko*rsatadi

»
[ f txnts =Feb)-Fra

b) Bo'lakliab integrallash.
wix) vav(x) funksiyalaming har biri [a.5) da weluksiz u '(x) va v '(x) hosilalarga
ega, b vugta ess viye (x) hamda wic)v '(x) funksivalaming maxsus nugtasi bo*lsin.

»
Agr I v (xhdurx) xosmas integral yaginlashuvchi humda ushba '!5::' ult)we)

limit chelli bo‘lsa, u holda [ u (xidvix) xosmas integral ham yaginlashuvehi bo'lib,

’» »

L]
Ju xpdvix) = mmwml - I\- (x)cdurx)
-

tenghk o' rinli bo'ladi. Bunda w/djvbi= lgn ulrn).

o) O zgaruvchini slmashtirish
Jix) funksiya [a;b) da berilgan bo'lib, & uning muaxsus nugusi bo'lsin

jl (x)dx xosmas mtegraini garaylik. Ushbu integralds 1 gvy) almashtirish

bujaramiz, bunda o) funksiya [o. /) ormliqda webuksiz @ (0 > O hosilags ega bamda

’
Wada, lim giry=46 Bu holds  agar I,!(Qll)k‘!’llhd xosmas  integral
R
L
yaqinlashuvchi bo*lsa, I [ oy xosmas integral ham vaguiashuvehi boladi vo

' »
j f (el j’,l(wrw‘undz

tenghik o' rinli bo* ladi

Y ucjorida bz muxsus nugtasi b bo'igan i) funksiyaning {a: #) oraliq bo'yicha
olingan xosmas integralini hisoblash usullarini ko'nib o'tdik. Bu usullami maxsus
mugtasl a bo'lgan funksiyanmg (a; 8] oraliq ho'yicha olingan xosmas imtegralini
hisoblashda ham go* llagh mumkin

) ol
= ———;’- i blang.
11.33-misol. / !(“ 7 - ni hisoblang

Yechish. Ushbu integrakia © = ¢(f) = ¢* almashtirishni hajaramiz. Ravshanki,
oft) funksiya (0;1] omliqda @'~ 200 uzluksiz hosilagn ega hamda @/0)=4),
@/ =1, Demak,




Chegarasi cheksiz bo'lgan xosmas integraldagi kabi chegaralanmagan
funksiyaning xosmas integrali uchun ham absolyut yaginlashish mshunchasing
kirstish mumkin,

(a:8] da aniglangan va o nugts maxsus nougtasi bo'lgan fx) funksiva uchun
I{_f (x¥ifx yaginiashuvchi bo'lsa, " f(x)dr absolyut yaginlashuvehi xosmas integral

deyilads, ffx} funksiya esa (a 4] da absolyut integrallanuvehi funksiya deb ataladi

Mashg va masalalar

Nosmas integraining qiymatini toping yoki uning wzoqlashuvchi ekanligin
Ko'rsating (23-26).

-
ay ) dx
X PUSS. . SRS o2 Pandiy
123, 3 —— 11:24.f —zmm.
5 dx oL
28 ——e e |
128 ) == 1" ..6[:;——*‘,-——,“-') :

Xosmas integralni yuginlashishga tekshirmg (27-30);

-8 4 con
1127 [ oy dix n-zs.joa—._.dx.
1 = < 1 &
||-.’.9.I“ m ”-,U,In ﬁ
0

XII BOB. ANIQ INTEGRALLARNING TATBIQLARI

1-§. Yuzani hisoblash formulslalari

Faraz gilaylik, x=a x=b y=0 to'g'ni chiziglar va = fix) pomanfiy uzluksiz
funksiva grafigi bilan chegaralangnn [0 tekis figura berilgan bo'lsin. Biz shu
figuraning yuzini hisoblaymiz. Buning uchun [a. ] kesmaning biror r, bo'linkshini
olamiz: awxe<xr< . <xh

Six) ming [xeon] Kesmaclagi eng kichik va eng katta givmatlari mos ravishda
My va My bo'lsin, Har blr [o 0] g mon, asosi shi kesmadan iborat bo' lgan,
balandliklari esa y=my va v M, bo'lgan ikkitadan to'g'ri 1o riburchaklar yasuymiz
(Ofs-toxm).

Barcha to'riburchaklaming kichiklardan (balandiikian my) iborat bo'lgan
Lo’ pourchak O figurags ichki chizilgan ko' phurchak bo'lib, katts 10* ribarchad lardan
ihorat Ko'pburchak tashgi chizilgan bo'ladi. Ulaming yuzlari mos ravishda
| 4
yofc)

.
‘J' > . ‘
a5y X% Xa b

'
'
'
|
'
'
'

G6-rasm

o 'ZH\AI. =35(r.) o'= EN,A.V, - ;‘(7_)
L

bo*ladi. Shartga ko'ra fix) funksiyn uzluksiz, bundan uning integrallanuvchi ckanligi
kelib chigadi. Demak,

SUpT = I‘ilgé‘(r,): ?23{f,)= infe' (A= nyn/.\t. ),
ya'ni D figura (egni chizigli trapetsiya) kvadratianyvehi va uning yuzi

»y




S j‘j (x)elx

bo'ladi.

Agnr yugonidagi D figura  quyidan  y-f) fo'g'm chiziq  o'miga
yeo(x) ()< flx), xe@b])  chizig  bilan
chegaralangan bo'lib, ¢(x) funksiya uzluksiz
bo'lsa, u bolda

8= [(f(x)~ p(x)is

bo' tadi
12, 1-misol. y=x* va o3 chiziglar bilan chegamlanagan 67-rasm
figuraning yuzini toping.
Yechish. Berilgan figurs yugoridan v = Jx, 0sxsi1 chizig bilan, quyidan

esa y=r, US XS] chiziq bilan chegaralangan (67-msm). Shuning uchur

1
0 3

.s:!hﬁ—x‘pd::l%

Egn chizighi trapetsiyadagi egn chizi parametik usulda

| x=e{1),
Ly =wit

(@st< /1) berlgan bo'lsin, bunda @@)=a, 9=, [a:/7]

kesmada 4 (4) wzluksiz, gy esa monoton va uzluksiz ¢ () hosilaga ega deb farnz
qilamiz. O zgaruvchind almashtirish qoidasiga asosan quyidagiga ega bo'lamiz:

' "
§= [ £t = fur (o' () (1)
[, x = acost, Yoo e
ll.l-nhol.l baint (02 ellipsning yuzini hisoblang,
y=hs

Yechish Avval ellipsning chorak gismining yuzini topamiz:

. - ' B
9
‘hsintl—usimm :ub]sin‘fdt = gj[l«mzsl!)dc - M[ .. 2= '?ih
. . &9 2 4
U
Demak, S=nab,
[, x=afr—smnp),

12.3-misol Cx o'gl va ] 0<r<2r sikloidaning bir arkas)

youtl —cost),

hilan chegaralangan figura yuzini hisoblang,
Yechish. (1) formulaga ko'ru

8=} all=costNe(l=cossdt » o I(l - o8t ) dt =

o >

-

ie !
-aa‘(fd—2 cos i + jcus"hﬂl:u’m—hinn[:' '
L

17 1.}
+— !(l oo 2N = a2+ = {1+ —sin )
24 2 2 0

2.4 Quith koordinatalar sistemasida figurnning yuzin hisoblash

Qutb koordinatalar sistemasida tenglamasi ¢~ rig) bo'igan / egri ching,
¢ =a va @ = nurlar bilan chegamlangan figura yuzini hisoblash talab gilinsin

Bu figurant to'g'rl figura, va'ni boshi O oogtade bo'lgan @ =e* nur
s <) r=r@) chizigni ko'pi bilan bitta nuglada kesib otadi deb faruz
gilamiz. Shuningdek, r = r(@) funksiyani (e, /1] da uzluksiz deb qaraymiz.

Egri chizigli 048 sektoening yuzini hisoblash uchun integral yig'indi tuzish,
keyin esa limitga o'tishdan iborat algoritmdan foydalanamiz.

| | f7) m n A gism kesmalargs  bo'lamiz v

ang <@ <..<o. =0, AD, =0, ~@,,, k=ln belgilash kiritamiz. U holda

AN eri chiziqli sektor m ta egri chizighi gism sektorkarga ajraladi.



2 Har bir [, ,.0,), & =1n gism kesmadan ixtiyoriy ravishds 0, nugtani
tanlab otamiz va 7(@) funksivaning shu nugtalardagi qiymatlarini hisoblaymiz

n=rif,). k=ln

3, Har bir [9,..9,] gism kesmada r = r{p) funksiyani o'zgarmas va giymati
r,=r0,) ga teng deb qarmymiz. Bu bolda egri chizigh gism sektorni radiusi
r, = r(8,), murkaziy burchagi A@, bo'lgan doiraviy sektor bilan almashtiramiz (68

rasm).

G8<rasm

|
Bunday doiraviy sektor yuzi AS, = ~ r (9, 1A, formuia bilan hisoblanadi.
Egri chizighi Q48 sekvoming S yuzini tagriban » tr doiraviy qism sektorlardan
tuzilgan figura yuziga teng deb garash mumkin:
s=3 a8, =3 10,0, (n
el -

(1) tagribiy tenglik @, .9, | kesmalar qanchalik kichik bo’bsa, shunchalik

' 4 - 1, ,
anig bo'ladi. (1) ning o' ng tomoni ;r'(o) uzloksiz funksiye uchun integral yig'indi
bo' ladi.
4. OAB egri chizigli sektoming yuzi S deb integral yigtindining
A= wAv. ~» 0 dagi limit qiymatini gabul gilamiz:

S € L
S= i‘lfi\.i§f (U. )A’. = 5!!‘ (w)dv

Shunday qilib, egri chizighi sektorning yuzi quyidagi formula bilan hisoblanar

chan

S=

|-

’
[ (@)de2)

12.4-misol. r=al+cosp)

kardioida bilan chegaralangan figuraning
yuzini hisoblang (69-rasm).

Yechish, Kardicids qutb o'qiga
nishatan simmetrik, demak uning yuzi
ABO egri chizgli  scktoe  yuzining
ikkilanganligiga teng bo'ladi. ABC cyri
chizigh sektor r=a(l+008@) chizig,
=0, =2 nurlar bilan chegariangan.

(2) formulaga ko'ra

o
~4r(_,oo 2uing + %.mzm

-

3
‘o tma’
-

S:I-%Ir’dv=a"](l 4-ml’d¢=a"](l « 2cosp 4 L‘-’%‘wW:

12.5-misol. r = aJoos?g- lemniskata bilan chegamlangan figuraning yusini

wping.
Yechish JcosZw funksiya
: : x =)
[0.2n]) ning faqatging [--‘-;-.;1‘| va

3_:. i 5:’ ‘1’ qismiarwta aniqlangan

{70-tasm ). Bu figura guth bosht va quth
o'qiga nisbatan simmetrik. Shuning uchun

"

.

Sy

v

B “\

N

o =
=
7 N

TO-rasm




F

L

\ =3 SR
S=4 Iu’cm?al . 2 ;uanLJ =q"
2

N -

2 )

Mashq va masalalar

Quyidagl chiziglar bilan chegaralungan figura yuzini hisoblung:

12-1.y = sinx,y = 2sinx,x = 0.x =;:n.
22y=xy=S.y=0x=0x=3
123,y =2x+1ly=x~1

124,y = —%x’ +3x + 6, ¥ =%1‘ -x + 1
12S.y=x y=2xy =x

126y = x* - 3y = x
27,y =x* =+ 3 y=3x~-1
12-8.y = arcsinx,xx = 2y

I29.xy = 8y = 8x'y = 27,

12-10. y* = (4 - )P, x=10

122y =-x=x x=1

L |[x=2+3cost "13 x=acost

12-12. y=31+2sine 2L {y=bsint.

x = 33 .,_‘[x=8cos’l . > 1),
12-14 ]y=3r_t.. 2S5 2 o, X =121

x = cos’t :

1216 [y o L [0:2n).

=ft-sint . STNE  BLIR sk
12-17. ';2 1 = cont. sikloidaning birinchi arkasi va y = ;0 £'n chizg bilan,
(0 < x < 3n)
12-18. r = 5cosp. 1219, r = V3sing.
12220 = 3(1 4 sing). 12:22Lr = 2/xin 2y,
12-22. r = acosZp.a > 0 atirgulning bir yopirog'i bilan
12223, r = 2a(1 -cosg),a > O kuedioida bilan,

12:24, r = 2 4 cos ¢ Paskal chig'onog'i bilan
Y

3-§. Fazoviy jism hajmini bisoblaxh

AL Keo'odalang Kesimi ma'lum bo'lgen jism hajmini hisoblash.
Aytaylik, yopiq sint bilan chegaralangan T jism berilgan bo'lib, uning biror
Ww'g'rl chizigqa, masalan, abssissalar o'qr Ox ga, perpendikulyar tekislik bilan
Istiyoriy Kesimining yuzi ma’lum bo'lsin, Bunday kesim Ao ‘ndalang desim deviladi
Ko'sdalang kesim uning Ox o'q bilun Kesishish sugtasining abssissasl x bilan
atnhglanudi

Umutnan olgands, © o' zgarishi bilan ko ndalung kesim yusi S o' zgaracdi yia'ni
« o sgaravchining funkstvasi bo'ladi, Uni Six) bilan belgilaymiz. Six) fanksiyani
| b} kesmada uzlukstz deb qaraymiz, ba yerda @ va & berilgan T jismning cheti

(uhegaraviy) kesimlart abssissalan (71-mam)

71-rasm
[ jismning ¥ haymini hisoblash uchun integral yig'indini tuzish va lmitgs
o' tishdan iborat algoritmdan foydalanamiz.

I [ah] kesman) =X, <X <..<X, . <X =b nugralar yordamida » ta gism
kentmslorgs ajrtamiz. Ax, = x, ~x, ., A« r'n?'n\r,. k=ln belgilashlar Kiritamiz.

Bo'lish nugtalari o orqali Ox o'qqe perpendibulynr tekinliklnr o*tkazamiz
t=x, k=1n tekisliklar oitasi T jlamni har birining gqafinligi Ax,, &= La bo'lgan

gatiamiangs wratadi (72-rasm),



2 Har bir [x,,.5) k=Ln gism kesmadan Daiyoriy ravishda &, nugts
tanlab otamiz va Séx) funksivanmg shu nogtadagi S(£,) qiymatini hisoblaymiz
1. Har bie [X_ .5 ] qism kesmada S=Six) funksiya ozgarmas va quymati

S(Z, ) gateng deb fanwe qilamiz. U holda T jismning har bir qatlamida asos| SiE,)
va yusovehisi Ox o'gqa paralel wo'g'ri silindmi qarash mumkin. Bu gism to'g'nl
silindming balandligi Ax, , hajmi AV, = S(Z, JAX, formula bilan hisoblanadi.

T jismning hajmi V' tagriban # ta pog'onali gism silindriardan tashkil topgan
figura hajmiga teng bo'ladi;

Pedarn - pI AL
Ravshanki, 2 =muxAy, Ganchalik kichik bo‘lsa, taqribiy tenglik shunchalik
(]

aniq bo' lad
[zkanayotgan haymning qlymati deb

Ve l‘qu‘_S(,“ )Ax, ni gabal gilamiz.

L imit ostidagi ifoda [@ b) kesmada uziuksiz bolgan S¢v) funksiyaning integral
yig'indist bo'lganligi sababli

| X Ar - [§ e
I 9.3:?_?.\.,,»&‘ !bedxhohdl

L)

Shunday qilib, x=a va x= b tekisliklar orasida joylashgan jism hajmi, agar Ox
0'qqa perpendikulyar kesim yuzi ma'lum 3 = 5(x), x& [0.b] funksiva bo'lsa,

i [ S(xidr (1)
formuln bilan aniglanads,
2 i1 aA
12.6-misol. *_ ;—J. 1 ellipsoid bilan chegaralangan jism |hajmini
a (o

hisoblang
Yechish. Agar ellipsoidni a & tekishik bilan kesib o'tsak, kesimda

"'h: —— =1 ellips hosil bo'ladi. Bu ellipsning yarim o'glar
¥i-",) ¢Q-",)

a a

'w(l Wiad v eVi-k i g teng bo'lib, _vun-\'-‘—S(h):ﬂt’(’(_l - h,) 5 teng

o
Dot ladd. (1) formulags ko'ra zlnnayoigan hajm

V= jsmm: J':rtv(l—%)dh:xkth-%) = ;:m

Xususan, o~ b~c-r bo'lgands radiusi » ga teng shar hosil bo*ladi va uning
4
hajon i"' bo* lndi

3.2 Aylanma jism hajmini hisoblash, (Jx o'q strofida adBb egn chingli
irapetsiyant aylantirishdan bosil bo'lgan jismm qaraymiz. Bunda ad 55 trapetsiyan
v i) een chizig, Ox o'ql, ¥~a va y= b to'g'ri chiziglar bilan chegamlangan deb
gurnymix (73-rasm). Agar bu jumgs O 0°qgn perpedikulyar tekishiklar bilan kesib
0" tsak, kesumda rodisst yo fin) ning modubiga teng bo'lgan doiralar hosil bo®ladi
Demud, bu bolda Xo'ndalang kesim yuzi

S(xy=my’ w2 f(x)) bo'ladi

Ay lanma jisem haymind hisoblash uchun (1) dan foydalanamiz:

Agar jism oCDd trapetsiyani Oy o'ql strofida aylantirishdan hostl bo'lgun
b bt ( 74-tasm ), u holda uning hajmi quyidags formula bilan hisoblanadi:

s




J4 v
l'-xj.ﬂt.:«j(m)n)i'.h. bu verda x=@(¥), yeled] CO ching

tenglamas,

7 3-rnsm

» »
Vor|yide=afiron d (2)

12.7-misal ’ ' ;) .1 ellipsni (x 0*q atrofida ylantirishdan hosil bo'lgan
o

Jism hajmini hisoblang
Yechish, (2) formulaga ko'

. - F ]  § ]
V= Im’dz - I x5 e ib,—(d‘.t e W =
y o o e

ARy e | 3
«dr—la ——)=—mab
1’a’(a 3' .

12.8-misol. X=u{f-sinf), y=a(l-cost), OSI<2r sikloida arkasini Ox
o'qi atrofida aylantirishdan hoail bo'lgan figura hajmini toping.
Yechish, (2) formuladan foydalanamiz. Bunda 0< xS 27a bo'ladi, Demak,

Ins

l'r.!j v'dv. Bu imegralda o'zgaruvchilami almashtimmiz, x = ot - sint),

v=a(l=c08t) deb olamiz, u holda dr=a{l=cost)dl bo'ladi. Agar x,~0 bo'lsa,

e

=0 %, =270 bo'lsa, 1, =27 bo'ladi. Bulami ¢'tiborga olib, quyidagini hosil

o iz

Vor | Videw xju"(l - oot ) afl = cost i =

- .-_.."'

:m'qu—mu)‘d:za'j(l-icoﬁ + Jcos" 1—-cos 1l =

cma'llt- Jsmnli' . JI

P s -
' “"‘f.a-ju-s.‘n':munm-

2

i
: 3 sin win'r :
ra (2= °l L _‘_'?,,_, sing + = ] =5x°a’

4-§. Egri chizdg yoyi uzunligini hisoblash

4.1, To'g'rl burchakli koordinatalar sistemasida yussi Yoy uzunligini
Wivoblash, Aytaylik, y=fx) funksiys @ b] kesmada miglangan, uzhuksiz va { shu
funksiva grafigi bo'lsin. (75-rasm). Yassi / egn chizigning wzunligini topish talab
qihinsan, Yasst / egre chizigning weunliging s bilan belgilaymiz.

Avval A& yoyini uzanligs
degandn nimani  tushunishni y
aniglab olumiz. Buning uchun
i &) Kesenani ixtiyoriy ravishda
L T A R Y ovugtudar
yoodamida  meta bo'lakka

ho' lamiz

A, w8, =3, A=Ln
Ieligilash kititamiz. Har bir x, i=1Ln 75-rasm

mgladan Oy o'qqa ! chiziq bilan kesishpanga gadar parallel to'g'n chizigiar
o' thazamiz, Bu hokda 48 yoy n ta bo'lakka ho'linadi, [ chizigning qo’shni bo*linish




nualarini kesma (vatur) bilan mtashiticamiz va AN V; N8 sinig chiziq bosil
gilamiz. Shu sinig chizsgoing weunligini 4, bilan belgilaymiz.
Demak,

{= AR+ (VR o VB 3o

bu yerda AJ, = NN, yoyga tiralgan vatar wzunligi

Siniq chizigning waunligh A# yoy unmligining tagribly glymati boladi
(I=1 ) Ravshanki, agar [« 5] kesmaning bo'linish nugtalasi sonl # ni (gism kesma
wrunliklan eng kattasining wounligs nolgs intiladigan gilsak) ortirsok, u holda siniq
chizigning uzunligi 48 yoy uzunligigs intikadi deb gabul qilish mbbiiydir.

Agar A = max Ax, —+0 da [, chekli limitga ega bo'lsa, u holda bu limir [

yoyning rcunligi deviladi, egri chizig bu holda fo g rilanevehi deb ataladi
2= '."I‘.,Z_,"‘" (1

Agar chekli lmit mavjud bo'lmasa, yoy azunligi mavjud ensas, chizig esa
'y rilanmaydigan deyiladi

Enld, agar ffx) funksiya [o, 5] kesmada uziuksiz hosilaga ega bo'lsa, u holda /
- to'g'rilasuvchi ekanligind ko' rsatamiz va uning uzunligini hisoblash formalasini
keltirlb chiqaramiz

NN, vatur wzanbgini hisoblaymiz. Nyl N bo*Iganligi
sababli

Al ='N. ,N,':J.‘\x,: +AY = J1+ (%:—"-)’Ax, o' lndi,

Lagranj teoremasiga Ko'ra

Ay, _ fle)- £i5,)
Ar, X=X

Demak,

78 3,6 (x..x,)

A -J'l VO Ay,

Olingan natijani (1) ga qo"yamiz.

Ha

2= t‘ig}}:\h 2 - Ay, (2

{2) formulaning 0*ng tomoanids ,/1 s (S ()" Tunksivening [« b] daw integral
yig indist yozilgan. Bu funksiva uzluksiz bo'lgunligi sababli imtegral yig“indining

Hmith maviud va shu limit .[l « ((xyy lonkslyoning [a.b] dagi aniq integralign
teng bo' ladi

§= [.Ti,h +( (G Ay, = j"fi w1y

Shunday qilib, agar fix) funksiya [« &) kesmada uzluksiz hosilaga ega bo'lsa,
u holda A8 yoy to'glirlanuvchi va uning wzunligs » quyidagi formula bilan
hinoblanadi

.|=j’Jlol_fu)fdi 3

12.9-misol ° + 3" « B aylana wzanligini hisoblang,
Yechish Avval aylananing | chorakdags qlsmi  wzunligind  topamiz.
Aylananing bu yoyi tenglamasi v« JR' ~ 2, 0< x< & bo'ladi.

Bundan 7 = — — ~ . Demuk (3) formulaga ko'ru

JR’—X
1.»{’1’“___‘: axsf R dt-Rurcsin-y"R
TR IS ',

Shunday qilib, aylans czunligs 5= 20X gu wog

(FRE ]

4.2, Parametrik ko'rinishda berilgan yoy vzunligini hisoblash

Egri chiziq tenglamasi parametrik ko‘rinishda berilgan bo' lsin:

x=x(r), y= W) 1€ [, ), ba yerda x), vt} - uzluksiz hosilaga ega va
[1,,0.] du ()20

(3) formuladan foydalanish uchun avval o‘zgarovchini almashticamiz
e xr), de=x(td, ¥ =5/x. U holda




] Y (1t
yoki
-—f ('.l'lf))"'ll"m;dl (4)
| x=aflt—sint), ) . )
12a0misel § VTEMh ocr<or sikiokls srkasi  izunligial
[y = a{l = cosr)
hisoblang

Yechish, » = J:Ju’tl-cmﬂ' ' sin’ 1ot = u]:,ﬁ(l—cmtm =

; ’ ot T o e
- "I dstn” it = 2u[sm ~f = -dacos— =8a
v} - -
n -3 u . -0

4.3 Qutb koordinatalar sistemasida yuy uzunligi. Egri chizig qutb
koordinatalar sistemasida r = 7(@), g« e, /] tenglama bilan berilgan bo'lsin. 1{(@)
va (@) lami |a,f) da ueluksiz deb faraz gilamiz. Bu chizigni perametrik
ko' rimishda yozamiz:

| x=rig)cosp,
1 y=rl@)sng.

v va y dan @ bo'yicha hostlalarmi hisoblaymiz:

f, =¥ cosg - rsing|l
o '53(".»’ AT ()
¥, = V'sing + rcosg|

Demak,
xr],’r‘*r(/)"dp. (5)

12,1 1-misol. £ =a(1+0089) kardioida urunligini hisoblang,

ARl

Yechish. Burchak ) dan = gacha o 2garganda izlanayotgan yoyning yarimini

stl  gllumiz (S) dan  foydalanamiz: ' = —asing, r* + (r') = a¥(1 +
cosg)? + a sin @ = 2a*(1 + cosp) = 4a® cos® &,
n L g

5 - Z[ dew = 4a I w\g de = Ba sin %’l: = 8a,

0

v

44. Yoy differeasiali. Yoy wrunlig xu! e (S ()Y dy  formulasida

integrallashning quyl chegarasi o' zgarmas, yuqori chegarasi esa o' zgaruvehi deb
farae gilaylik. Yugori chegarani « bilan intograllash o' zgaruvchisink ¢ bilan
belgilaylic. Bu holda yoy wzunligl yugoe| chegaruning funksiyvasi bo' ladi:

sy [ e opn' e

Yuqori chegnrasi o'zgnruveht bo'lgan anig integralming bosilasi hacidagi
tooremuga ko'ra s(x) funksiya differeasinllanuveni, uning hosilasi quyidagi formula

bilan aniqlanadi:

ﬂn-lel'(mV

Bundan yoy differenstall uchun quyidagi formulani hosil qilamiz:

oy = ¥ (¥ )t -Jl VS0

Demak, yoy differensiali yordamida voy weunligini hisoblash uchun ushbu

)= IJ: formulani hosil qilishimiz mumkin

Agar y = i chunligini ¢'tiborga olsak,

ds = ’14(:—%)%&:\/‘&’-:&‘,

dy’ = dt’ + dy’

ya'ni

(Pifagor teoremasining amalogh) hosil bo' ladi,




5-§. Avlanma sirt yozini hisoblash

Aymylik, f(X) funksiys [a@;b] kesmada aniqlangan, nomanfiy, va uzluksiz
honilaga egs bo'lsin. Uning grafigh bo'lgan A8 egn ohiogm Ox o°ql atrofida
aylantirish patijasida aylanma sint hosil bo*lndi (76-rasm). Shu sirtning yuzini aniq
integral yordamida aniqlaymiz. Buning uchun [@.0] ning biroe bo'linishini olamiz:

A=X <X <. <X <X <. <X =b
Bo'limish nugualaridan Oy o' gqa paralel 10°g il chiziqlami o' thazib, ularni A8
yoygacha davom ettiramiz. Buning natijasida A8 yoy ham Niafix)) g takar
yordamida # ta bo'lakka bo'linadl. Endi A«Ny Ny Ao~ B nugtalarmi ketma-Ket

tutashtirib, siniq egri chizig hosil qilamiz.

T6-tasm
AB yoyni Cix o'qi atrofida aylantirish natijesida hosil bo’ladigan aylanmia
sirming yuzi deb siniq chizigni CGx o'gi strofida aylantirishdan bosil boladigan sirt
yuzining Ny, Ny vatarlar eng kattasining wounligi nolga intilgandagl limitini qabul
yilamiz

Ma'lumki,

(Ve N = iy =3 ) o () = Sl

10

vauer iwzunligl nolgs intilganda Ax, ~»0 va aksincha. Shuming uchun kelgusida
limito

A= maxAx, »0
158 e

uchun ko'rib o'timiz. Ny N; vatumi Oy o' qi strofida aylantirgunds kesik koous sieti

host] bo*Indi va uning yuzl

. & ¢ ir
.“ = ..'(T. ’ jl",l/\' 4\"
- LR

Shu tarzda hostl qilingan yuzluming n tasinl qo'shsak, sinig chizig yordamida
hostl gilingan sirt yuzi P, Kelib chigadi

- |
P 3,L_’_'.L,-._.L"-"y., Al =[N, .N,]

>
T 4

Uni boshqucha ko*rinishda yozish mumbiin:

= {3, )+ £ g
2D JTAL S TAZAL 1T RS :.vZ-’.-‘ N P S 0y _ar),

b - el :
bunda AY, mos ravishda Ny va Ny nugtadar orasidagi yoy uzunligi

Ma'lumki, Ar, -0 da As, =0 Shuningdek, —’.(—‘Li‘—.—ﬁ‘ﬁ—) bolinma

f(x,.) wa f(x,) lar omsidngi son bo'lib, fix) funksive wzluksiz bo'lganidan,
shumday 5, € (5.8, ) maviudki,

f(x, )+ [ .
L 1)

bo'ladi. Af = max f{x) deb belgilaylik. A0 da P, ning tarkibidagi ikkinchi
go' shiluvchi

e S )+ S, .
02y LUt SN0y _ a1 )= 203 70, KA - A1)

-

< 1::.\12’(.«;, ~ Al ) = 17.\{l’i.\s. -i.\/, | » 0,
e \ ol [ /
chunki

l‘ng‘i;.-ﬂ, = i.&n, =L

"




(yuqoridagi shartlarda A8 yovming to' g rilanuvohifigs nuards tutilgan)
Demak,

tim £, :le‘ug?:](é,).b, =2 [ f(x)ds

bo'ladi, ya'nmi aylanma sirming yuzi
S 2 [ fnnds = 22 [ £+ £ (0 el

formula bilan ifodalanadi.

L x=elr),
Apar to'girilanuveh] yvoy  tenglumasi ]‘
LV mrir)

(@<t<f) pammetrik
ko'rinishda berilgan bo'lib, @(7)  va ¢/(!) lar uzluksiz hosilalargs ega bo'lsa, u
holda sertning yuxi

A
S 2 [y 0y < o' (e e

bo'ludi. Shunga o' xshash, agar egri chizig
r=f(0), asfsf

tenglama bilan berilgan bo'lib, [{(f) uzluksiz funksiya bo'lsa,

"
Sw2x [ F(@)ysmb\ F18)+ 18 da

formulani keltirib chiqaramiz.
12.12-mbwl. Radiasi X bo'lgan sfera sirtining yuzini toping,
Yechish. | wwl Aylang tenglamasi parametrik ko'rinishda quyidagicha
yoziladi
[ x= Reost,
1)'= Rsint, 0<t <2y

chorak aylanani Ox o'gl atrofida aylantirish natijasida yarim sferm hostl bo*ladi. Bu

x
bolda O<r< 5 bo'ladi, shuning uchun

Nk

> 'I
2 ikn:x/J(-Ra:m,\‘ - (Roont) d - :‘:R:Ium.h xR uml 2=22R
¢ o 0

1

|
Demak, S=4ef
i1 usul. Quib koordinatalar sistemasida aylana tenglamasi ¥ =R, 0£0< 2

Shuning uchun

: = 2| Rain IR + 07 el = .‘nR’I:mH:Mr 2R, S=4zR°

Mashq va masainlar

12-25, R rudiush shar hajmini toping

12-26. Asosining radinsi R va balandligi # bo'lgan koous hajmini toping.

12-27. 2 = x* parabolik silindar va y = 0,y = 6, 2 = 1 tekisliklar bilon
chegaralangan jism hajmini toping

1228. 2 = 1 — y* parsbolik silindarva v = 0,27 = 0,x = (,x = 12
tekisliklar bilan chegaralangun jiun hajmini toping

1229.2 = x* + y* pamboloid v z = 4 1ekislik bilan chegarnlangin
flan hadening toping

12-30, x* + y* + 42* < 4 cllipsoid hajmini toping

1230 22 +y* 4+2° = 25shamingy = 1vay = 4 tekisliklar bilan kesib
olingnn qatiamining haymini toping.

1232, 27 4 & — 27 = 1 bir pallali giperboloid var = 0,2 = 3

.
tekisliklar bilan chegaralangan jism hajmini topng.
Aylanma jism hajmuni hisoblung:
12-33.y = x),x = 0,y = 8 figuroni Ox o'qi atrofida

12.34.y = ﬁ,y = 0,x = 0,x = 1 figurani Ox 0'qi atrofida

12235 = (x + 1), x = 0 figamni Oy o'qi atrofida,
12-36.y° = 16— x,x = 0 figurani Oy o'qi atrofida

e




1237,y = JXe*, x = 0,x = In 2 figurani Ox o'gi atrofida.

12-38. y = Zsinx, 0 < x <« figurani Ox o'ql atrofida

12-39.y% = 4xy’ = x’ figurani Ox o'qi atrofida.

1240 y* = 6xy = Véx® figurani Ox o°qi atrofida.

Yoy wronligini hisoblung:

12-41,y == x* 4 Zxuchidan sbssissasi x = 2 bo'lgan nuqragacha.

1 v =!; abssissasi x = 6 bo'lgan nugtagacha.

"J

-

"

1243,y = tnx.x = VB danx = V15 gacha

12-44. y = ;x’ ~ 4x + 2, 0x 0'gi bilan ajratilgan qismi.

12-45. ix = yf. 0(0; 0) nugtadan A{Zv3; 3) nugtagacha.

1246,y = 3 (ei + ¢ _:) abssissalari 0 va a bo'lgan nuqualari orasidagi

bo'lags

12-47. Astroida wzunliging toping: [r : ::‘o'.‘s :
12-48 {y e = (bu arkasi).

L2 Ziﬁ?fi

12-50, [ Ay D

12-$ {: 5 “'::,: t=0dant =" gacha
12-52 {;Z‘:,‘::: t=0dant = 1 gacha.

1253, r = Vising.

12-54. r = 31,5(1 - cosg).
ey .
12-55, r Y, dang = ‘gacba.
12:56.r = S5¢,r = 10x aylann ichidagi qismi,
12-87.7 = 6{1 +sing). ¢ € [-g;ol.

D)

!

12-58.r = Vie* 0<sp ST
Avlanma sirt yuzinl hisoblang:
12-59. y* = 2x.x € |0; 4] parabola yoyi Ox o'gi strofida.

12-60.y = ginx, ) < x < 1 sinusoida yoyi Ox o'gl atrofida,

=

126]1. = !- 1 ¢llips Ox o' gi atrofida

l

&t

bt
262. 5 + 5 = 1 ellips Oy o'gi atrofida

12-63. r = 4sing aylana qutb o"gi atrofida.
1264, r = Zcosyp aylana quib o'qi strofida

6-§, Aniq integralning fizik masalalarni yechishga tatbigi

6.1. O'zgaruvchan kuch ihinl hisoblash Aytaylik, moddiy nuga biror
o‘zgaruvchan £ kuch ta'sirids to'g'ri chizigh harakat gilsin. Bu nugtaning
ko'chishini § vektor orqali belgilaymiz va kuchning yo'nalishi ko'chish yo'nalishi
bilan bir xil bo*lsin deb farnz qilamiz. | #| va | § | orqali F va § vektorlaming
wzonligini belgitaymie.

Agar F o'zgarmas bo'lsa, u holda mexanikadun ma'lumki, bajarilgan ish

= [F‘ [¢] ga teng bo'ladi

Endi F yo'nalishoi saglagan holda modul bo'yicha o'zgaruvchan bo*lgan
holni qoraymiz. Shu kuch bajargan ishnd hisoblaymiz. Ox o'gi deb moddiy nugta
harakatlanayotgan to'g'ni chisngni qabul qgilamiz. Aytaylik, yo'nalishning
boshlang”ich va oxirgs nugtalan abssissalan mos ravishda o va b (a< ) bo'lsin. [«.8]
kesimaning bar bir nuqeaside kuch moduli ma'lum qiymat qabul giladi va v ning
funksiyasi, va'ni F =F(x) bo'ladi.

Fix) funksivani uzluksiz deb hisoblaymiz. O zgaruvehan kuch bajargan hini
Msoblash uchun inegral yig'indini tuzish va limitgn o'tishga asoslangan
algocitmdan foydalanamiz

)11




I [ah) kesmani z,, &=La noqgtalar yordamida » ta bo'lakka bo'lamiz:
A=5 << <X <X =b A, =x,~x, ., k= 1.n belgilash kiritamiz, u k-nchi

qiam kesma wamligiga teng. Ma'lumki, butun yo'ldagi tshai A bilan, (1, . %, | qism
kesmada bajartlgan 1shai A, bilan belgilab, quyidagign ega bo'lamiz: 4 = X A,

Agar [%_,. %] ni yewrlicha Kichik gilib olsak, u holda bar bir bunday
kesmada | £ const deb qarash mumkin.

2. Har bar [x, .5, ] qlam kesmadan ixtiyoriy £, nugtani tanlab olamiz va Fixs
funksivaning shu nugtadagi givimatini hisoblaymiz

3. Har bir gism kesmads kuchning moduli o' zgurmas giymatga ega va F/x)
funksiyaning &, nuqtadegi glymatigs teng deb faraz gilamiz: [F I = F(£, ). Buholda

kuchning [%,,.x, | kesmadagi ishi A4, = |Flas, = £02,)ax, bo'ladi
O zegeruvehan kuchning butun yo'ldags (fa.b] da) ishi uchun

A i.g = }:‘_rr;, JAz,
L

munosabat o rmli bo*lads,
La= muax Ax, -0 dagi 4, ning limitt mavjud bo"ladi (chunki Frx) farazga

ko'm uzluksiz) ve o' zgaravchan kuchning a nugtadan b nugtagucha bo'lgan to'g'ri
chizsgli yo'ldagi ishini ifodalavdi

A=limY F(,)Ax, « [ Fix)d (i
[ A

b

12.13-misol. Agar prujinani 0,05 m ga cho*zish uchun 2 H kuch sarf gifinsa,
u holda bu prujinani 0,1 m ga cho'zish uchun bajaritadigan ishni hisoblang.

Yechish. Guk goaunign Xo'ra prujinani cho'zuvehi (siquvehi) kuch modull
|#] shu cho'zishgn (siqishga) proporsional bo'ladi, ya'ni |F|=kx, bu yorda x-
cho'zilish (sigilish) kattaligi. Shartga ko'm 2=k-0,05, bundan k=40 (H

formulaga ko'm

m

Wi

4= j«».na =205 = 0,24

0.2 O'zgnruvchan quyvath elektrodvigatel bhini hisoblush, Endi ishni
fpishya doir boshgs masalani qaraymiz. Dvigaelning Ar«fo,b) vaqt oraligida

Iyaegan ishini hisoblaymiz, bunda uning ¢ vaqtdagl quvvati ma’lum va N(1) ga teng
dmaymis

Yuogoridagi algoritmdan foydalanamiz:
1. |a.) kesmani » ta bo*lakka ajratamiz: [fey 1), k=1Ln, AL, =t =1, .

2. Har bir [#.,. 4] qism kesmadan ixtiyoriy T, nuqtani tanlaymiz
5. Har bir gism kesmada quvvami o' zgarmas va N(7, ) ga teng deb garaymiz.
L holda
f=d =) Nr,)Ar,
el
New funksiyani ueluksiz deb qaraymiz va 2 = max Ar, -» () da limitgs o' tamiz.

fo#

Natijada
1= ]' Nif)dt (2)
Formulagn ega bo'lumiz.

.
111 4misol. [0, :: ] vagt oealig'ida o' zgaruvchi tok bajargan ish va o' racha
o
suvvating hisoblang
Bunda tok kuchi /= [ sine¥ formula bilan aniqlunadi (/- tokning maksimal
Wlymati, @ ~doiraviy chastota, r-vaqt, zanjir qarshiligi A-ga teng)
Yechish. Ma'lumki, o'zgarmas tok kuchining quvvati N= PR formula bilan
wnlanadi (2) formulags ko'm

- by 2
A=I'R I win® anelt = 1,'R I 1= od 2ant A = Iy R".

2 a

mn




A L'R
O'zgaruvchan tokning o'rachs quvvall esaN__ = =P Lo teng

bo' kadi

6.3, Statik momentlarni, inersive momentlarinl va og'irlik markuzi
koordinstalarini hisobilash.

631, Umamiy ma'lumotlar. Tekislikda to'g'ri burchakli koordinatalar
sistemasi benlgan bo'lsin

12.15-tarif. m massali Afxy moddly nuganing Ox o'qga () nisbatan
vtatik momenti deb som jthatdan nuqta massasini nugtadan Oy o'giga bo'lgan masofa
ko' paytmasiga teng bo'lgan kattalikka aytiladic

M, =my (M, =m),

12.16-ta"rif. m massall A(xy) moddiy nugtaning Cix (COy o'q, €7 nagta) ga
nisbatan (nersiyo moment! deb shu nugta massasini Cx (Oy, O nuqta) gacha bo*igan
masofs kvadrati ko' paytmasiga teng bo' lgan katalikka aytiladi:

}=my’, [ =mx', |, =mix*+y")
Agar my, o1, m, massall A (x50 A8 ) ALK Y,) moddiy oudgtalar
sistemusl berilgan bo'lsa, u holdn stutik momentiar

M-an,“-i%h (1
el )
inersiya momentlan
1, -i‘_m‘r,'. /, =2:m.l,". Lo o0, = (0"« m,
- e Ll

formulalar bilun hisoblanadi.
12.17-ta’rlf Moddiy nugtalar sistermsining og iriik markaz/ deb qQuyidagi

xossaga ega bo'lgan puqtaga aytiladi: agar bu nuqtaga sistema massasi M =) m,

qo'yilsa. u holda uning ixtiyorly 0'qqe nisbatan statik momenti wistemaning shu
0’ qqa nishatan statik momentiga teng boladi
Og'irlik markazi koordinatalarini S(7.7 ) deb beigilasak, u holdn t'rifgn ko'ra

2

M, =£m,y, =My, M, = i:m,.v, = Mt
LR et

hidl gllemiz, Shunday gilib, moddiy nugtalar sistemasining og'ivhk markazi
Aoondintalan

i '-é-' —(im,x,)'im.. V= -‘:!!L =(Zm‘_y,)«im,
: o 7] roet et
forriisla bilun hisoblanadi
632 Tekis yovaing ogtirlih murkazl. To'g'rilanadigan 48 yoy bo'ylab
gl ochlik bilan biroe modda joylashgun bo'lib, bu yoyning parmmetrik
oy b o
La=xll),
{y=ph), Dsi<L
ho' Inba (parametr sifstida [ -yoy wunligi olingan), bunda £ - butun yoy wzunlig x/)
WD e [0L] da urdaksiz funksivalar.
0.1 ) ning biror bo' linishind olamiz:
el <J=L
Natijads 48 voy Po P qismiarga bo'linade, bunds
P iy, e sl =l
PoilPy yoyga jovlashgan massa Am, = 1A Shu massani Py nuglags
markazlnshtiramiz. U holda sistema og' irkik markazining koordinatalari tagriban

i.\(l, AL, 5:.!(’. W, 2,\11‘ Al
mid ~ el Jeid

Yu, E

b ley s va v funksiyalar uzluksiz bo'lgani uchun yugoridagi integral
yh indiarming A = max A, —+0 dags limiti maviud bo'ladi va ta'rifga ko'ra

o hik markaeming kooradinotalart sho limitlerga teng deb gabal gilinadi:

=

1
1

- S—

' |
Whdl, ¥ - j Wil

24




18 yoy tenglamasi ¥= f(x), aSxSh korinishda berilgan bo'lsin. U holda

i--,l-jn,lo f{x) dy, ,«*z%j:'!(.n L ff(x) dx

bo"ladi

12.18-teorema (Guldinning birinchi teoremasi). 48 wekis yoyni shu tekistikda
yotgan yov bilan kesishmaydigan biror 0'q atrofida aylantirishdun hosil bo* ladigan
sirtning yuzi shu yoyning weunligi bilan uning og'irfik markasi chizgan sylana
uzunligining ko' paytmasiga teng

Isbot. O A8 yov tenglamasi ¥ = f(x), asxs b ko'raishda bolsa, u bolda

- “x,[l v xydy, F=
Bu tengliklaming ikkinchisimi 2r /L ga ko'paytirsak,
2oL = 2x | foonfi e £1(a) de

Ivosil bo'ladi. Ushbu tenglikning o'ng tomani 48 yoy O« o'qi atrofida aylanishidan

%‘/(ﬂ + f{xydr.

bosil bo'lgan sirtning yuzi bo'lib, chap tomoni yoy uamlbigs bilan uning og'irlik
markasi chizgan aybana weunligining ko' pavtmasidir. ¢
12.19%misol. y=JR ', ~&<xs R yorim aylananing og'irlik markazi
kooedinatalarini topish talab qilinsin,
Yechish,
2R

£ , = R e 1 1 & _'_‘ = o=
)'--Tk-:-i-?. l*_l’ —VR—::?, ) ;—R!“ 1 \ lﬁ—fﬂj"m .7.

Ji‘}’ &'—Iy—-—lt! w0,
chunki uucml ostidagi funksiya tog. Demak, yarim aylananing og'irlik markazi

('o, :: | suguada joylashgan

un

635, Tekis figuruning og'irfik markaz, y = [{x), v = @lx), [(x) =
wir) uzduksiz egn chiziglar va x=g, x= 8, a<b t0°g"ri chizighar bitan chegaralangan
(s tekis figurm bo'yiab zichligi o'zgarmas o =1 bo'lgan biror modda joylashgan
bo' ban. [ach) Kesmani

Pt T s Yol X1 X..“l"
migtaler yorduemids » m bo'lakka bo'lib, G figuragn » @ w'g'ni to'rtburchak
chizamiz. Bu to'riburchakning batandligi ¢(x, ) = f(x,) ga, asosi esa Ay, =1, -1, |
gn teng (A= 1.2 n), Bu holda har bir to'rtburchakka joylashgan modda massasi

m, = plp(x,) - f(x,))Ax,
bo'ladi (bunda p = 1 - jismming zichlig) To'rtburchak daagonalurt Kesishgan
nuglaning, ya'ni og'irlik markazining koordinastalari quyidegicha yoriladi:

% = Ll_z;'L 5 :w.): fx)

U holda » ta to'riburchakdan iborat bo'lgan figuraning og'irlik markazi

hooedinaalari quyidagichn yoziladi:

i Nyt Z[ ,~ A:. }"( x, )= fix, NAx,
—_y L W s J >

- Al

wy
.

3m, ¥ (0~ £(x, Ay,
bt

D Fem, :XM )+ fOn et )~ F(x, DA,

,”' ey L N— - =t

o, 3 (pix, )= £(x, )Aw,

Bularden 2 = max Ax, ~»0 da limZ =&, limd =y bo'lin, M(S.77) nugea
(r Nguraning og'irlik markazi bo'ladt, Shunmgdek,
l“ng.)_;mm-/(x.)m. = f(plx)- flxhde =S,
buda 8 bertlgan G figuraning yuzadir. Endi

3 1~ 22 Kots)- £n s, =3 xto0s)- 15 D%, -

sl N

i




= %i:w( )= fix, Ax” ekanligini ¢'tiborga olsak,

-t

'"“Z 5, (@0 )= Fix, DAY, = jﬂq(x)—](x))dx bo'lad) va
- A

limi'_«ﬁx,)—_!( )AL =0, chunki A-+0da

’ -l\..'

B A. o S
N iptn) = £ DA% < 3 dote )|+ £ (x DAy < NAY Ax, = Ni(h~a) -0

(bunda N =sup(ex, X+ F(x,)])). Demak, i-+0da

[x(elo)- f(xus [ (x)~ £t
" »"—— ; ]’ ==
fipto- fix)de

£
-

2{glx) - f{x)Nx

Agar G figura egrl chizigh trapetsiya bo'lsa (¥ =@(x), /(x)=0), u holda

bo'ladi, Dunda 5= jw x)dx « egri chiziqli trapetsivaning yuzi, Bu bolda

p= 2—'\ [ y'de tenglikdan 295 = [p*(xde  yoki 2enS = [ (x)edv bo'lib,

quyidagi teorema o'rinli bo*ladi;
12.20-teorema (Culdinning Wkinchi teoremasi). Tekis figurani o'z bilan
kesishmaydigan o'q atrofida aylantirish natijasida hosil bo'ladigan figuraning hajmi

M’IO:(IM‘!) shu figuraning yuzi $ va uning og'irlik markazi chizgan sylananing

wxenligs Ko'paytmasigs teng.

m

Mashq va masalalar

34

12-68, = +i—; » 1 (y20) yarim ellipsning Ox o'qiga nishatan statik
momentini toping.

1206, Z*4y'=ri(y20) yarim msviananing op'idik  markazi
hoordinatalaring toping.

[2:67. % + yi = a+ astroids yoyinisig birinchi kvadrat bo*lagining og*irlik
markazi koordinatalaring toping.

1268, y= chE zunjir chizigning absissalari ¥, = —a va ¥, = o bo'lgan
nigalan orasidagt yoyi og'irdlik markazi koordinatalanini toping.

1269. x=alt—sint),y =a{l —cost) sikloida (¢ =0 dan t = 2x)
yoy ning og ik marknx kocedinatalarini toping.

12:70. y= cosx (—E <xr< ‘:') kosinusoids va  absissa o'l bilan
Vhegatlangan figurning o iriik markez: koordinatalurini toping

1271, 24y =rf(y20) yarim doiraning ogirlik  markuri
hoordinatalarini toping.

1272 5 4+ £ = 1 ellips bilan chegaralangan figuraning birinchi kvadrtdagi
b lngining og”irlik markazi koordinatalaring toping,

1295 x = a(t = sint),y = a(l = cost) (¢t = 0 dan r = 2x gacha) sikloila
v absissa 0'gl bilan chegaralangan fguraning og'irlik markazi koordmatalarini
opang

1274 Tomonl @ bo'lgan muntazam oltiburchak o'zining biror tomoni
wtrofhda aylatinitgan. Guldin teoremasi yordamida: 1) hosil bo' lgan jism hajmini
Bl b) flsm sirt yuzini toping

12.75. r=u(t—sint), y = a(l —cost) sikloidaning birinchi arkasi va
alwissn bllan chegarlangan figurn ordinats o'ql atrofids aylantirilgan. Hosil bo'lgan
P B va sirt yuzini toping,

ne
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Hova, Matematik analizning rivojlanish taris) hagida

XVII asrga kelib tabity fanjaming, shuningdek, sanoat, ishlab chigarishning
rivojlanishi harakamni, turli o*zgmruvehi Jarsyonlarmd va o' zgaruvchl migdorlar
orasidagi bog'lanishlarni tadqiq ctishga sabab bo'ldi. Matemotikoning metodlari
tabint funlariga jadal kirib bordi. Jumlsdan 1609-19 - yillarda Kepler tomonidan
sayyoralar harakati qonunining kashf etilishl va uning maternatik formulalards
berilishi, 1632-38 - yillarda Galiley tomonidan jismning crkin tashish gonunining
matematik (fodolanishl, 1686 - yilda Nywton tomonidan butun olam tortilishi
qonunining kashf' etilishi va matematik ifodasining berilishi va boshga ko'plab
{iktlar tabiat qoountanni matematika tilida bayoo etishga olib keldi.

O'zgaruvehi miqdorkar va ular  oresidagl bog'lanishlaming  wmumiy
sosselarining aksi sifatida motematikada o'zgaruvchi migdor va funksiya
tshunchalard vujudga Keldi va bu matematika prodmetining tubdan Kengayishigs,
natijncds  matematika  rivojiming  yang!  bosgichi <« o'zgaruvchi  miqdoriar
matematikasiga - olib keldi. Bo davmi analizning vejudga kelishi va rivojlaniahi
davrd deb ta'riflash mumkin,

O'zgaruvehl miqdorfar matematikesining vujudga kelishida birinchl va
muhim gadam 1637 yilda Dekartning “Metod hagida mulohozales™ psarining nashr
etilishi bo'ldl. Dekart o'z asarida Viyet tomonidan takiif etilgan mstematik
simvolikuni mukkammallashtirgan holdn guyidagt kki goyani ilgari suradi:
tenglamalordagi  noma'lumlami  o'zgnruvchilur  deb  garnah; tekislikda
koordinstalami kiritish, Bu ¢ oyalaming geometriva va algebra bilan uyg unlashuvi
natijasida sof geometrik masalalarni algebrm metodian bilan tatdgiq etish imkoniyati
yaratildl, matematikaning yangi bir turmog'i — annlitik geometriys vujudga keldi

XV asming so'ngign kelib mutematikada mubim masalalar sinflarining
(musalon nostandant figuralaming yuzlan va haymlarini hisoblash, egri chiniglargs
wrinma o' thazish masalalari) hal etish bo'yicha bilimlar to'plangan edi, shuningdek
turll sususiy bollar uchun yechish metodlarl vujudga Keldi. Bu masalalsr notekis
mexanik harakatiami tavsiflash, xususan vring oniy xamkteristikalaring (vaqtning
Ixtiyorty momentdagl tezkik, teelanish), shunindek, o' zgaruvehan tezlik bilan sodic
b ladigan harakatda bosib o'tilgan yo'ind 1opish masalalard bilan fips bog’ lgligt
malum be‘lib qoldi. Bu turli tabiatl (geomotrik va fizik) masalolami bo' g lanishni
unis)lasheda umimiy til - sonlar vo ular orssidagi bog' lanishlar (sonli funksivalar) «
shak llantirishga imkon berd:,

Bu vaziyatlaming (holatlar) barchasi ikki olim Issak Nyutoa va Gotfrid
Leybnitsgn bir biriga bog'lig bo'knugan holds ko'rsatilgen musalalami yechish
uchun matematik apparat yaratishga olib keldi. Bu olimlar o°2 nsarlarida o' zidan
oldingl olimlaming. Arximeddan boshlab Bonaventura Kavaleri, Blez Paskal,
Dyeyms Gregori, Issak Barrou knbit zamondoshlarning ba'zi natijalarini jamladi va
umumlnshtiedi. Shu apparst matematik analizning - turki xil dinamik jarnyonlami,
va'ni o‘zgaravchilaming bog'lanisharini, matematiklar funksionn! bog' lanishlar
yoki funksiyas deb nomlaydigan, o' zgaruychi matematikaning yangi bo'limi asosini
tanhkal etdi

m




Funksiya tushunchasini XVIIlI asrds L Eyler kimdi. XVIII davomida
differcnsial va integral hisob bilan bir qutorda analizning boshqgs bo'limlari ham
vigjudga keldi: gatorlar nazariyasi, differensinl tenglamalar nazariyasi, analizni
geometriyaga tabiqi, Keyinchalik differensial goometriya. Bu nazariyalamning
barchasi mexanika, fizika, texnikaning rivoji bilan bog'liq odi, Amalizning yirik
natijalari mexaniko, umuman fizika fanida go'yilgan masalalami yechish bilan
bog'lig. Nyutondan boshlab DBemulli (1700-1782), L.Eyler (1707-1783),
J Lagran) (1736-1813) A Puankare (1854-1912), M. V. Ostrogradskiy (1801-1861),
A_Lyapanov (1867-1918) va boshqe matematiklar ham o'z asarlarida analizda yangi
yo'llamni yaratishda shu davrdagi tobistshunostikning muhim, dolzarb masalataridan
kelib chiggan

Shunday yo'sinda Eyier va Lagranj analizing mexanika bilan bevosita
bog’ liq bo' lgan bo'limi-variatsion hisobnd yaratadi, XIX-asrming so'ngids Pusnkare
va Lyapunov yann mexanikn masalalaridan kelib chiggan holda differensial
tenglamalarning sifat nozariyasini yaratadi.

XIX-usrda analiz vangi bir trmos) — kompleks o' zgaruvchining funksiyakari
nazariyasi — bilan boyidi. Bu nazariyaning kurtaklari L Eyler va bir qator
matematikiaming  shlarida  vojudga  keldi, XIX-usming o'ralarida  fransuz
matematigi  O.Koshi  (17891857) mehnatlar] tufayll  quehly nazanya  kabi
shakHantiriids,

Analiz mutematihaning markazi va uning bash qiani sifatida tez rivoj lanish
bilan bir gatorda u matematikuning eski sohalariga-algebra, geometriya, hutto sonlar
suzariyasiga ham kirib bordi,

Analizning rivojlanishi jarayonida terung va givin masalalarga garab bordi va
hajou bam ortib bordi, Nazaniys hgmning ortib borishi uni yana ham yaxshirog
asoslashni, tizimlashtirishoi va ssosini tanqgidiy tahlil gilish zarurati hosil bo'ldi,

Bermard  Bolsano 1816 yilda  weleksizlikning  zamonaviy  w'rilini
shakllantiogandan  so'ng  haqigly  o'zgaruvchining  funksiyvalan  analizi
matematikaning alohida bo'limi slomatlarign ega bo'ln boshladi. Ammo Bolsano
asarlan shy davrda Keng ma'lum emausds

1821~ yildan boshlab Ogyusten Koshi cheksiz Kichiklar tushunchasi orgali
motemnatik analizning gat'ly mantigly ssosini shakllantirib boshladi. Koshiga
fundamental ketma-ketlik tushunchesi va kompicks o'zgaruvchining funksiyasi
asoshari taliugli. Shu va Karl Veyershirassga o'xshosh boshga matematiklarming
xissalari evazign Hmit, uziuksizhk kabi  toshunchalami  w'riflash,  asosky
teoremalami isbotlash uchun yepsilon-delta tili rivojlantirildi

XIX nsrda Berngard Riman integrallzsh nazariynsing rivojlantirdl, Shu duveda
matematiklar hagigly sonler weluksizligini taxmin qilinar edilar, Bu o'z navhatids
haqiqiy sonlar nuzariyasini yaratishga sabab bo'ldl. Rixard Dedekind ratsional
sonlar toplamida ketim tushunchasi orqali irratsional songs ta'eif berdi, shu asosda
u rtslonal sonlardagi «teshiklumis 16" idindi, hagigiy sonkar Kontinuumini asosland|
Deyarli shu davrda Riman ma’nosida integrallash nazariyasini aniglashtirishen
bo'lgen urinishlar hagighy funksiyalaming uzilishlarini tadqiq etishga ofib keldi.
Natijada matematik mahluglar vujodga kela boshladi: hech yerda uzluksiz
bo'kmagan Dirixle funksiyasi; ozluksiz, lekin bech yerda hosilaga ega bo'lmagan

E15]

Veyenhtrass funksiyasi; tekislikni butunlay to'idiruvchi Peano chiziglari. Bunday
fnksiyalar bilan bog‘lic musmmolami yechish jarayonida Kamil Jordan o' zining
o'lchoviar nazariyasini, Georg Kantor esa to'plamlaming intvitiv nazariyesini
yuratdi, XX asmning boshlarign kelib matematik analiz to*plamlar nazariyasi bilan
foemallashtirikl. Anri Lebeg o'khov muammosinl hal etdl, Duvid Gilbert esa
Ciilbert fazolarini kiritdi, Normalangan vektor fazo g'oyasi paydo bo'ldi va 1920
yillarda Stefun Banax funksional snalizgs esos soldi.

Agar klassik analiz o' zgaruvehi sifatida sonni, ya'ni hagiqiy sonlar (kompleks
sonlar) w'plami clementini hisoblasa, funksicanl snalizda esa funksiyaning o' zi
o' rgaruvehi sifatida garaladi. Hozirgi zamon ta’rifida funksional snaliz clementlari
omside yagenlik tushunchasinl (topologik fazolar) yoki masofs tushunchagini
(metrik fiazolar) kiritish mumkin bo'lgan ixtiyoriy matomatik ob’cktlar fizosigs
mnaliz nazariyoasini tathiq etishdan iborat.

Matematik analiz fani bugungi kunda ham rivojlanib borayotgan matematika
bo'limlaridan hisoblanadi, Uning turmoglari bugungi kunda alohida fan sifatida
shakllandi. Ulargn quyidagilami Kiritish mumkin:  hagiqly o' zgaruvchining
funksiyalari nazariyasi, kompleks o'zgaruvchining funksiyalari nazarivasi,
differensial tenglamalar, funkyional analiz, wpologiva, differensinl geometriya va
boshyy.

Respublikamizda  zamonaviy matematikaning rivoji  V LRomanovskiy,
I .N.Qori- Niyoziy, S.H.Sirojiddinov, T_Sarimsogov kabi ofimiar bilan bog'lig.

O'zbekistonds  matemutik  woaliming barcha bo'limlari bo'yicha ilmiy
adgiqotiar olib borilmoqda, Masalan, akademik ShA.Ayupov boshehiligida
funksional analiming zamonaviy muammolari (operatoriar algebrasi, topologik
fazokar), akndemik A Sa'dullayev boshchiligida kompleks amalizming. akademik
MSuloxiddinov  mhbariigida  xususiy  hosilall  differénsial  temglamalar
nazartyesining dolzard muammolan twigiq etifmogda. Ulsr tomonidan ollagun
natijalar xorijry xamkmsblandas katta qizigish uyg'otmoqda va nufuehi xorijiy
jurnallardu chop etilmoqda,
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