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So4z boshi

"Matcinatik fizika, metodlari" kursi matematikaning fizikadagi 
beqivos effektivligiga yaqqol inisoldir. U fizik jarayonlanii va 
qonuniyatlarni matematik yo:l bilan talqin qilish naqadar uiiumli 
ekariligirii kodsataqi. I\urs davomida talabalar fizika soliasidagi 
masala land matematik korrekt formada qo'yish, boshlangdch va 
eliegaraviy shaitdarni talqin qilish va yeehishni o ‘rganadi. Matern­
al, ik fizika tenglamalari soliasidagi tan olingan metodlarning deyarli 
hainmasi mazkur darsiikda keltirilgan. Nazariy iriateriailarga 
ularni tusliuntiradigan deyarli qirqta misollar keltirilgan. Yuzdan 
ortiq mashqlar o ‘zlarining yechimlari bilan berilgan. Bu misol 
va mashqlardan kohinib turibdiki, matematik fizika fanining 
luslinnchalari va metodlari todqin, massa hamda issiqlik tarqalishi 
jarayonlarini todiq ravish da qamrab olgan, matematik fizika 
metodlari yordarnida bu sohalarda yechib bodmaydigan masala 
У о dp

Ushbii kitob mnalliflarning 0 ‘zbekjston Milliy imiversiteti 
(izika fakultetidagi. ko‘p yillik ish tajribasi asosida yozilgari. 
Matematik fizika metodlari sohasida ajoyib matematik natijalar 
va yutuqlar juda ko'p, ammo fizik-talabalarga o'tiladigan kursda 
anialiyotga yaqin bodgan masalalarni yechish metodlari va ularga 
misollar birinehi odinda turishi kerak. Mualliflar O'zbekiston 
universitetlarinmg fizika fakultetlari bakalavr-talabalari uchun 
ushbii kitobning foydasi tegadi degan umiddadir.
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I BOB. MAXSUS FUNKSIYALAR

§1- Silindrik funksiyalar (Bessel funksiyalari)

Quyidagi ko’rinishda.gi tenglama

x 2y"(x) +  xy'(x) +  (x2 -  u2)y (x ) =  0 (1)

silindrik (yoki B essel) tenglamasi deyiladi. Keyin koTamizki, ushbu tjpdagi 
tengiamalar matematik fizika tenglamalarini silindrik sistemada ochganimizda 
paydo bo’ladi. Tenglamaning yechirnini

OO

y(x) =  X s OriX n =  X* ( c () +  C\X +  c2x 2 +  c3x 3 4----- )
7t“ 0

ko'rinishda qidiramiz. Tenglamaning yechirnini bunday ko’rinishda qidirish 
Frobenius1 rnetodi deyiladi. Hosilalarni topavlik:

y' =  Y2 c,l(n +  s)xT>+S'~L =  scqX*"1 4- (s +  l)ax*  +  (s +  2)c2x s+1 4-----
n=0

У" — X  c n (n  +  s ) { n  +  S — l)xn+s~2 —
n — 0

=  s(s -  \)cqXs~2 +  s(s 4- l )c ix-s 1 -(- (s 4- 2)(.s 4- l )c2:rs 4-—

Oxirgi uchta tengliklarni (l)-ga. olib borib qo’yamiz va .r-ning bar bir darajasi 
oldidagi kocffisientlarni yig’ib nolga tenglashtiramiz. Urnumiy ko’rinishda

OO

У  U'n('» +  s)(n +  s -  l ) i n+" +  c„(n +- s)ac"H +  (a;2 — iS)cnxn+“ 0 . (2)
71=0

Bu cheksiz qatorning birinchi bir necha hadlarini ochib yozib olaylik:

Cq5(s -  l )x s -f- cvs(s 4- l)x4+1 4--------t- c0sys 4- ct(s 4- l)x-s'+1 4-----

4-(ж2 -  iy2)(c()Xs 4- C\Xs+] 4----- ) — 0.

'Ferdinand Georg Frobenius (1S40-1917) - ncmis matematigi

A

x ning darajasi eng past bo’lgan had x\ uning oldidagi koeffisientlarni 
yig’amiz:

c0(s2 -  i/2) =  0. (3)

.гчИ — rnonomning oldidagi koeffisientlarni yig’aylik:

ci[(s 4-1)2 — v2] —  0. (4)

Umumiy ko’rinishda (2 )-ning yechimi quyidagicha:

1c“ -  („ + „) (j)

(3)-dan quyidagi xulosaga kelamiz:

Co — 0 yoki S — 4:IC (6)
(4)-dan esa

ci — 0  yoki s =  ±/v — 1 .

Bizning maqsadimizga
s — v va ci =  0 (7)

deb qabul qiiish mos kcladi. Ko'rilayotgan differensial tenglama - ikkinchi 
tartibli, s =  —is hoi ikkinchi yechimni berishi kerak, ammo bunday 
tanlangan ikkinchi yechim is — n butun son bodgan hollarda mustaqil yechim 
bodmaydi (buni keyin (ll)-formuladan ko'ramiz). Shuniug uchun ikkinchi 
yeehimni boshqacha yo‘l bilan keyin ta’riQaymiz. Demak, (o)-formula quyidagi 
ko’rinishni oladi:

Gji
1

n2 4- 2 vn Cn 2- (8)

Bu formulaning norni - rekurrent munosabat, uni (7)-formula bilan 
solislitirsak faqat cq, c2, C4 , ce, . . .  largina noldan farqli ekanligini ko’ramiz, va 
c 1 =  03 =  C5 =  • - • =  0 bo’ladi. Ya’ni, faqatgina juft indeksli cn lar noldan 
farqli. Shu sababdan qulaylik uchun

11 =  2к, к =  0. 1, 2, 3 , . . .

deb olamiz. Bu bizni
1

C2k =  2 k ■ 2 (k 4- v) C2(fc_1) (9)



formulaga olib keladi. Ushbu rekurrent munosabatni yechisb qiyin emas:

C2k =  -
I

2к -2 (к +  и) c2(k i) = 2)
22k(k -  1) • 22(k f  u)(k +  v -  1)

=  • ■ ■ =  (~ 1 ); Co-2 2kh\{k +  u)\ 

Demak, quyidagi vechimni topdik:
OO

y(x) = 9o
71--0 22kk\(k +  u)\

х2к+Г

(l)-tenglama cbiziqli bo’Igani uchun cq koeffisientni tanlab olish o ’zimizning 
qo’liinizda. Odatda uni

1

C° ~  2uu\
ko’rinislida tanlab olish qabul qilingan. Hosil bo’lgan funksiya silindrik, yoki 
Bessel funksiyasi 2 deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

j i x) =  y '  —L—1__
M  ’ ^ k\(k + v)\ Ы

n—0 7

1.1-mashq.
M - x )  =  ( - 1Г . / Д . Т )

ekanligiga ishouch hosil qiling.
1.2~mashq. Agar v — n butun son bo’lsa

(10)

Jnix) = (—!)” «/—n(x) (11)

ckanligini ko’rsating.
Bessel tenglamasi ikkinchi tartibli tenglama, demak, uning ikkita cbiziqli 

mustaqil yechimi mavjud bo’lislii kerak. Ikkinchi vechimni (G)-ga qarab s — 
—v ga mos keladigan qilib tanlab olishimiz mumkin deb o’ylashimiz mumkin, 
ammo (ll)-dan ko’rinib turibdiki, и =  n butun son bo’lgan holda bn yechimlar 
mustaqil bo’lmaydi. Shu sababdan ikkinchi yechim boshqacharoq ko’rinishda 
olinadi. Uning ta’rifi:

COS/Z7f • J u( x J — J ~ u( x )  

sin i/'K
2Silindrik teuglama va silindrik funksiyalar shvcytsar matcmatigi Daniel Bernoulli (1700 - 1782) 

lomonidan ochilgan, ammo ncmis ruatematigi va astronoini Friedrich Wilhelm Bessel (1784 - 1846) bu 
tenglamaning yechimlarini birinchi bo‘lib klassilikatsiya qilib chiqqan

( 12)N„(x)

6

I hinday tanlab olingan funksiyalariVeuraarm’ funksiyalari deyiladi. Ko’rinib 
turibdiki, и — n holda bu munosabatning surati va maxraji nolga teng, uni 
1 ’ 1 fopital 4 qoidasi bo’yicha ochish kerak.

1.3-mashq. и — n butun son bo’lgan holda

N„(x) dJ„(x
du

Z _ ( .
dv

ckanligini ko’rsating.
Cbiziqli tenglama yechimlarining ixtiyoriy cbiziqli kombinatsiyasi yana sbu 

tenglamaning yechimi bo’ladi. Masalan,
H£\x) =  U x )  +  iK {x ) ,  Я<2>(х) =  J„(x) -  iN„(x) (13)

funksiyalar (ularning norni - birinchi va ikkinchi tur Hankel 5 funksiyalari) 
bam Bessel tenglamasi (l)-ningyecbimlaridir. Bundan keyin Bessel funksiyalari 
uchun keltirib chiqariladigan rekurrent munosabatlar rnana shu to ’rta funksiya 
uchun o ’rinlidir.

§1.1. Bessel funksiyalari uchun hosil qiluvchi funksiyasi

Quyidagi munosabatni isbot qilaylik:

* (* ,0 -* * “ "*>- E  (14)
71=—OO

Bu tenglikning chap tomonidagi g(x, t) funksiya Bessel funksiyalarining hosil 
qiluvchi funksiyasi deyiladi, qator esa shu funksiyaning Laurent qatoridir. Isbot 
qiyin emas:

g(x, t.) =  e 2^ 7) — 6 2 . e и

E
Lk=()

t l У
l\k\

Quyidagi almashtirish kiritaylik: l — к — n , unda l =  n +  к bo ’ladi va n soni 
0 0  dan 0 0  gacha o ’zgaradi:

g{x,t) e 2§(*- ) = E  E
П——ЭО \k—0

H ) *
k\(k +  n)\

OO
t“ = E  •>»(*)*“•

П— — OO
:iKarl Gottfried Neumann (1832-1925) - nemis matematigi
'Guillaume Fransois Antoine dc 1’Hopital (1661-1704) - fransuz matcmatigi, rus tilida - Лоииталь. 
n Hermann Ilankel (1839-1873) - nemis matcmatigi

7



§1.2. Bessel funksiyalari uchim rekurrent munosabatlar

Hosil qiluvchi funksiyadan foydalanib rekurrent munosabatlarni keltirib 
chiqaraylik. Bulling uchun (14)-tenglikdan bir marta t bo’yicha. bir marta 
x  bo ’yicha hosila olainiz. t bo ’yicha hosila olaylik:

C\ /  1 \ 00
=  I  f 1 +  T  e « ‘ "D -  J 2

'  '  V  — — OG

Bu tenglikning chap tomonini ochib yozaylik:
00 00 00

I E E •*.(*)<"-*= E «awc-*.2  ^  ' 2
n =  — OO 77.—  — C© n = — OO

Tenglikning chap va o ’ng tomonlaridagi tn darajalari oldidagi hadiar bir-biriga 
teng bo’lishi kerak:

yoki,

X X
2 n̂ "2 '^+2 = (ri T 1)<Лг+Ь

2  n
Л - 1(ж) +  TH+i(x ) =  — Jn(x). (15)

Demak, bizga (n — 1)— indeksli va, (n )—indeksli Bessel funksiyalari berilgan 
bo’lsa biz (n + 1 ) -  indeksli Bessel funksiyasini ular orqali ifodalab olishimiz 
mumkin ekan. Bunday munosabatlar rekurrent munosabatlar deyiladi. 
Hosilalarni o ’z ichiga olgan rekurrent munosabatlar ham bor. Bulling uchun 
hosil qiluvchi funksiyadan x bo’yicha hosila olamiz:

Ь (хЛ) = '2 (f"“ 0 efM) = E
4  '  7 l = - 0 0

Yana (14)-ta'rifni ishlatamiz, ya’ni, olingan tenglikning chap tomonini u 
yordarnida ochamiz:

oc 00 00

2 E 'W +l~2 E E
П =  — OO П -  —  OO П — — ОС

Chap va o ’ng tomonlardagi £ ning bir xil tartibli darajalarini solishtirsak,

Jn-l(x) -  Jn-l(x) =  2J'n(x) (16)

ko’rinishga ega bo’lgan rekurrent munosabatga kelamiz.

1.1-misol.
./«.г-) = \ (./„,(*) -  Mx)) = \(-.h(x) -  Jy(x)) = - M x ) .

(15)- va (16)-larni keltirib chiqarishda biz faqat butun indeksli Bessel 
funksiyalari Jn lardan foydalandik, ammo ular

e ixtiyoriy butun bo’lmagan и indeksli silindrik funksiyalar uchun o ’rinlidir; 

e hamma silindrik funksiyalar uchun - Jt/, - o ’rinlidir.

Rekurrent munosabatlarning yana bir qulay formasi bor. Ularni olish uchun
(15)- va (16)-larni bir marta qo’shamiz va bir marta ayiramiz. Natijada

z n n ,
Jn—1 =  J n T ~  Jn va Jn+l =  Jn J n

ko’rinishdagi munosabatlarni olamiz. Ularning birinchisini xn ga, va ikkinchisini 
x~n ga ko’paytirsak quyidagi tez uchrab turadigan inunosabatlarga kelamiz:

d
dx

xnJn{x) — x nJn- i(x) va
d

dx x nJn(x) =  - x  nJn+1(x). (17)

Bu munosabatlarni eslab qolish yanada oson bo’lgan ko’rinishga keltirib 
olishimiz qiyin emas:

^  [xnJn(:r)] =  xn lJn~i{x) va 

1.4-mashq. Quyidagilarni isbot qiling:

d Jn ('r) 
xdx xn

( d r
V x d x  J X й

( - 1)' i Jf+m (-1-)

J-ri+lix)
a.n+! (18)

(19)

(20)

§1.3. Bessel funksiyasi uchun integral tasawur

OO

Jn(x)tn
77 — - O O

formula chap tomondagi funksiyaning Laurent qatoridir. Korn picks 
o ’zgaruvchilar na,za.riyasidan ma’lumki, qator koeffisienti (bizning holda bu Jn) 
uchun quyidagi formulaga egamiz:

Jn(x)
1 [

2V i f - 7 x r d*
C

(21)

!)



77. butun son bo lganda C kontur koordinat bosliini o ’z ichiga olgan yopiq 
konturdir, masalan, birlik radiusli aylana.

§1.4. Yarim butun indeksli Bessel funksiyalari
(lO)-qatorda v =  1/2 deb olaylik:

T r ~ \  —  N T -4 ( х \ ' 2 к+ 1/ ’г
' 1 , 'Л  _ ^ fc!(fc+1/2)! ( 2 )

Legendrening ikkilash formulasi deyiladigan

A ! ( a: +  1 ) i =  V 5r (2к + 1) !
(22 )

formuladan foydalansak ([9j, 19-bet) yuqoridagi qator quyidagi ko’rinishga 
keladi:

[ Y ^  (~ l)kx2k+1 [ Y  .
’h / 2 \ % )  — \  —  /  -77Г7-----rrr- —  \  —  sm.7;.(2 /c  -b 1 ) ! V txx

Xuddi shunday yo’1 bilan v =  —1/2 holni ham soddalashtirishimiz mumkin:

T f~\ -  V -  /ЖЧ2*' !/2 ^  l/22 2*+l/21/2 •£■;*!(*- 1 / 2)! ( 2)  ) 2-»^ F (2*)! =

9 r 2/c
™  — 1 ] (2 *)! COS X.

Ana endi (20)-rekurrent inunosabatni ishlataylik. Undan kelib chiqadiki, 

=  ( - l } mxm+,/2 ( ^ j - Y( d Y“ J  1/2(2)
\x  dx J л/5 .

=  ( - 1  )mJ -  xm+1/2 d
xdx

smi

Xuddi shu yo’sinda (19)-ni ishlatsak quyidagini olamiz:

J-m-1/2(2 ) -_ 4 /_ д .»»+]/2
7Г

_d
xdx

Yarim butun indeksli Bessel funksiyalari Helmholtz tenglamasini sferik 
sistemada yechganda ham paydo bodadi (6-bobning ohiridagi sliar ucliun 
issiqlik tarqalishi masalasining yechilishida paydo bodgan (75)-tenglamaning 
analiziga qarang).

10

§1.5. Mavhum argumentli Bessel funksiyalari
Agar (l)-silindrik tenglamada x —> ix almashtirish bajarsak,

x2y" 4- xy' — (x2 +  v2)y — 0 (23)

tenglamani olamiz. Albatta, Ju(ix) funksiya bu tenglamaning yechimi, ammo 
bu holdagi yechirn ucliun quyidagi belgilash qabul qilingan:

I„(x) =  i"''Ju(ix).

Keltirib chiqarish qiyin emaski,

( - 1)'
-  k\(k +  „)! V 2

IX
2 k +u  00

=  X
\ 2k-\-v

n= 0  к^к +  ^
I ( I )

Ikkinchi yechim odatda

x) =
2 sin /Z7r

ko’rinishda tanlab olinadi. Bu funksiyaning norni Macdonald funksiyasi (ba’zi- 
bir kitoblarda - Kelvin funksiyasi). Xususiy hollar:

11/2(2)
7ГХ

shag I—1/2(2) =  \/— chx.

A ] /2  (x ) — K_i/2(x) —

§1.6. Bessel funksiyalarining nollari. Ortogonallik munosabatlari

(l)-tenglamada x — kr almashtirish bajaraylik:

+  г Щ к г )  +  V 2  _  J  =  0

dr1 dr
Bu tenglamani

Y  (r Y Ĵ kr )̂ + [ f  r ~ v )  = 0 (24)
ko’rinishga keltirib olaylik. Shu tenglamani bir gal k± parametr bilan, bir gal k2 
parametr bilan yozib olib, Aq li tenglamani Ju(k2r) ga, k2 li tenglamani Ju(k\r) 
ga ko’paytiramiz va birini ikkinchisidan ayiramiz. Natijada

Ju(hr) (rJl(kir))' -  Л(/С)г) (rJ'v(k2r))' =  (k2 -  k\)rJu(kir)Jv(k2r)

11



foi mulani olamiz (bar bir shtrih - r bo’yicha hosila). Tenglamaning chap 
tomonini bizning maqsadimiz uchun qulayroq ko’rinishga keltiraylik:

Ju{h2r) (r.J'v{k\r))' -  Jv(kir) (rJKkzr))' =

d
dr

r (л(*аг) -  J„(kt r)±-J„(k2r)\

Demak,

I  ./„(Ayr) «/„ (k2r )rd,r — 2̂ _ 1 2 ( rJv(k2T)— Ju(kir) — r Jv(k\r)-j- Ju(k‘>r)

(26)
Faraz qilaylik, Ay va k2 sonlar quyidagi tenglamaning yechirnlaridan bo’lsin:

aJ„(k) +  0kJl(k) =  0, cv +  /3 >  0, a  > 0, /3 >  0. (26)

Unda (25)-ning o'ng tomoni Ay ф /c2 holda nolga teng bo’ladi va biz olamiz:

Jv{hr)Ju(k2r)rdr =  0, ki ф k2. (27)
о

k[ — k2 holni quyidagicha ko’ramiz. (25)-ning o'ng tomonida k2 — Ay -f S 
deymiz va 6 -> 0 limitga o ’tamiz:

2 Ayd k\Jv{k\ +  6)J'/k\) — (Ay 4- 6)Jy(ki)J'.(k[ + 6)

1—> -  2 J'Aki)

Bessel tenglamasidan

-  { U k i K i h )  +  k , jv{kx)j';{kx))

klJ'Xh) +  hJ'{k ,) =  -  k\)J„{ki)

kelib chiqadi, shuni ishlatib
1

/ Jv{kr)
2
rdr =  -  2

2 , 1 / ,
+  2 ( k2) J„(k)

0 - - .
(28)

12

munosabatga kelamiz. (27)- va (28)-formulalar Bessel funksiyalarining o ’zaro 
ortogonalligini va normasini ko’rsatadi.

(26)-ga qaytib kelaylik. Agar /3 =  0 bo’lsa к soni Jv{k) =  0 tenglamaning 
yechimi, ya’ni, Bessel funksiyasining noli bo’ladi. Bessel funksiyalarining nollari 
masalasi adabiyotda. keng inuhokama qilinadigan masaladir. Ma’lumki, ,/()(0) =  
J bo’ladi va Ju(k) ning birinchi noli Ay =  2.4844 ga teng, qolgan nollari shu 
songa taxminan rnr, n =  1,2,3... larni qo’shib olinadi. Jn(k). n >  1 holda 
Bessel funksiyalari koordinat boshida nolga teng bo’ladi Jn(0) =  0, ularning 
boshqa nollarini matematik ladvallardan topish rnumkin.

§1.7. H elm holtz tenglam asi silindrik sistem ada 

Quyidagi H elm ,holttenglam asi deb ataladigan tenglarnani

A /  +  k2f  =  0

silindrik sistemada ochamiz:

ld _  
r dr

l & l  , 53/
r2 dgP- dz1

+  A2/  =  0.

Ushbu tipdagi tenglama matematik fizikaning ko’pgina qismlarida uchraydi - 
elektromagnit nurlanish masalalarida, issiqlik tarqalishi masalalarida va h.k. 
Vlasalada silindrik simmetriya bor deb faraz qilamiz, boshqacha so’z bilan 
aytganda, z ga bog’liqlik yo’q deymiz: /  =  f(r,ip). Yechimni

f(r, A) = Щг)Ф((р)

ko’rinishda qidiraylik:

Ф((р) d 
r dr

A(r) г/2Ф(<р) 
r2 dtp2

к 2Я(г)Ф(ср) — 0 .

Bu tenglamaning quyidagi ko’rinishga kelishini tekshirib ko’rish qivin emas:

’ ■ ‘j  ( d R ( r ) \  , 2 ____1 d 4 ( V)
R (r) dr \ dr J Ф((р) d(p2

Tenglamaning o ’ng tomonida vangi konstanta Л paydo bo’ldi. Uning kelib 
chiqishining sababi quyidagicha. Tenglamaning chap tomoni faqat r ning 
funksiyasi, o ’ng tomoni esa faqat ning. Demak, r ni o ’zgartirsak, tenglikning 
o’ng tomoni o ’zgarmaydi, bu degani. chap tomoni ham. Xuddi shunday,

c Herman Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1804)- nemis fissigi. Ruschasi -  Гельмгольц
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_____

Ф ni o ’zgartirsak tenglikning chap toinoni o ’zgarmaydi, dernak, o ’ng tomoui 
ham. Xulosa - tenglikning ikkala toinoni ham o ’zgarmas son, shu sonni Л deb 
belgiladik. Bu son musbat bo’lishi kerak, buni tezda tushunamiz. Natijada biz 
ikkita tenglamaga egamiz:

r d_ / lif {(r )\ 
dr \ dr J 4- (k?r2 -  A)R{r) =  0;

d 4 {y )
dip2

Ikkinchi tenglamaning yechimi:

4- АФ(< )̂ — 0.

Ф((£>) =  a  cos(\/Acp) 4- C2 S\n(VXip). 

ip va <p -\r 2тг burchaklar bir nuqtaga mos kelgani uchan yechimdan

Ф(<у?) =  ф(у? +  2тг)

bo'lishini talab qilishimiz kerak. Bu degani, \/X — m, rn — 0, 1. 2, ... bo'lishi 
kerak. Shuni hisobga olsak, R uchun tenglamamiz quyidagi ko’rinislmi oladi:

r2R"(r) 4- rR'(r) 4- (A:2r2 — 7??,2)Я (г) =  0. (29)

Agarda hr — x  va у — R deb belgilasak, tenglamamiz

x 2y"(x) 4- xy'(x) 4- (x2 -  m2)y(x) =  0 (30)

ko’rinishga keladi. Bu esa Bessel tenglamasi (l)-ning o ’zidir, faqatgina u 
yerda ixtiyoriy bo’lgan son v ning o’rniga butun son m turibdi. Agar 
Helmholtz tenglamasini sferik sistemada yechsak, yarim butun indeksli Bessel 
funksiyalariga kelamiz - (75)-tenglamaga qarang.

1.5-masbq. (14)-formulada t — c,i0 almashtirish bajarib

e“ si„" =  J„{x)tin0
—OO

formulani oling.
1.6-mashq. Yuqoridagi formuladan quyidagilarni keltirib chiqaring:

o o

cos(xsin 0) = ^  J„(ж) cos(пв);
— DC

(31)

OO

sin(xsin 0) = J„( ж) sin (nO). (32)
-oc

14

1.7-mashq. 0 — тг/2 deb olib vuqoridagi formulalardan

cos ж =  Jo(.t) -  2 4  2Ja (ж) 4

sin ж = 2 J\{x) — 2.7з(ж) 4  • - ■
larni keltirib chiqaring.

1.8- mashq. 0 - 0  deb olib

1 — Jo(x) I 2J2(x ) I 2J,i(x-) 4  2.Уц(ж) 4  • • •

formulani keltirib chiqaring.
1.9- mashq.

7Г 7T
J  cos(n0) cos(m0)d6 — ^6nm, J  sm(nO) s\u(mO)dO =

munosabatlardan foydaslanib

7Г
x sin 9) cos(n0)d0

о

j  Jn(x), n - juft; 
\ 0 , n - toq.

-  f  8ш(ж sin 0)sm(n9)d0 =  {  ° ’ . n " J'uft
77 J v ' v [ ./„(ж), n - toq.

0
ckanligini isbot qiling.

1.10-mashq. (14)-formulada t — ie}° almashtirish bajarib

îx cos 0

(33)

formulani oling (Jacoby-Anger formulasi).
1.11- mashq.

formulani keltirib chiqaring.
1 .1 2 -  mashq. Schlafly integralidan

7Г
./„(ж) = — j  dO cos(nO — x sin0), n — 0 ,1.2.3,... (34)

о
ckanligini keltirib chiqaring.

1.13- mashq. (15)-formuladan foydalanib ./5 (ж) ni Jo (ж) va -А (ж) orciali ifodalang.
1.14- mashq. (34)-formuladan foydalanib J0(0) =  1, Jn(0) =  0, n > 1 ckanligini isbot 

qiling.
1.15- mashq. (34)-formuladan foydalanib Jq(x) — ~J\(x) ckanligini isbot qiling.
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§2. Legendre polinomlari. Sferik funksiyalar

Oddiy elektrostatik masaladan boshlaylik. z =  a nuqtada joylashgan q zaryad 
A nuqtada quyidagi potensial hosil qiladi:

I. l-rasin: г- o ’qida joylashgan zaryad

Demak,

Rasmdan ko’rinib turibdiki,

T\ =  y/r1 +  a2 — 2racos0.

Bu formulani masalaning geometriyasidan 
kelib chiqadigan vektor mimosabatdan 
kelt.irib chiqarish qiyin emas:

1*1 =  r -  a ->• r\ —

— r2 4- a2 — 2r ■ а. — r1 -f a1 — 2ra cos 0.

v ( r )  -  - r - ( r 2  +  o 2  -  27-0 cos (?) '/? = S -  

4тге0
1

47Г£Г()7‘ „ a“ „ a 
I d -----2 ~  COS 0

ekan. Quyidagini faraz qilib: r »  a, olingan ifodani a/r bo’yicha qatorga 
yoyaylik. Qator koeffisientlari faqat cos 0 ning funksiyasi bo’lishi mumkin:

Ф )
■i7T£()7

: X ]  / »(cos °)
n=0

(35)

l losil bo lgan qatorning koeffisientlari Pn(cos$) Legendre1 polinomlari 
deviladi. Ularni quyidagi hosil qilish funksiyasi orqali ta’riflash qulaydir:

g(x, t) 1
V l  -  2xt E

n-0
(3G)

§2.1. Rekurrent munosabatlar
/

Hosil qilish funksiyasining ta’rifidan ko’rinib turibdiki

fl> (s ) =  g(x, t =  о ) =  l .
7Adrien-Marie Legendre (1752-1833) - fransuz matcinatigi. liuschasi - Лежандр

. ic - 16 UUr ■

(37)

(Jndan tashqari

Л  (ж) =  ~ql9 { ^ )
0-0

(38)

Albatta, bittama-bitta Pri larni bu tartibda hisoblab topish katta islmi talab 
qiladi. Rekurrent munosabatlar dan foydalanib Pn(x) larni topish bu nuqtai- 
nazardan katta qulaylik tug’diradi. Ularni topaylik. Bulling uchun g{x,t) ni 
bir marta l bo’yicha, bir marta x bo’yicha diffcrensiallaymiz.

% ('P  0
dt

x - t
(1 -  2xt +  t/

)3/2 _  ^ P n(x)t” l '

Tenglikiiing chap tomoni: 

x — l
(1 -  2xt + P )^2

x -  t
1 - 2  xt +  t

5 E  a (x )t* .
7t=0

Demak,

(x -  l) Pn(x)Ln =  (1 -  2x1, 4 -12) nFn(x-)in 1
n—0 n=0

ekan. Bu tenglikdagi t ning bir xil darajalari oldidagi koeffisientlarni 
tenglashtirsak, quyidagi biriuchi rekurrent munosabatni olainiz:

(2n +  l)xPn{x) =  (n 4- 1 )Pn+i(x) 4- nPu~i(x) (39)

1.2-misol. n — 1 deylik:

3x P1{x) =  2P2 +  P0 -> P2(x)
3x2 -  1 

2
Bu yerda (37)- va (38)-formulalar ishlatilcli. 

1.3-misol. n — 2 bo’lsin.

5 xP2 =  3 P3 + 2 Pi - »  P3

1.16- mashq.
(39)-dan foydalanib ГЦ.т) ni keltirib chiqaring.
1.17- mashq. Р()(ж), Л(т), Р2(.т). Pi (ж) v & P . \ ( x )  laming

grafiklarini dazing.
(39)-dan ko’rinib turibdiki, Pn(x) - x-ning n-darajali polinomi. 
Endi hosil qiluvchi funksiyadan x bo’yicha hosila olamiz:

dg(x. t)



yoki,
OO CO

(1 -  2xt + t2) ] T  P„{x)tn =  l £  P„(x)(”
n=0 n—0

Yana chap va o ’ng tomondagi / ning bir xil darajalarining oldidagi 
koeffisicntlarrii tenglashtirsak, quyidagi rekurrent munosabatni olamiz:

+  /* _ ,(* )  = 2xp;,(x) +  Pn(x). (40)

Agar (39)-ni differensiallasak, ikkiga ko’paytirsak va. undan (40)-ni ayirsak yana 
bitta muhiin rekurrent munosabatni olamiz:

К+Л*) -  = (2n + 1 )P„(.r).
Yuqoridagi uch munosabatlardan foydalanib quyidagilarni ham keltirib 
chiqarishimiz mumkin:

K - i ( * )  =  - w ^ n ( a : )  +  < ( ж ) ;  ^ + i ( z )  =  а ^ ( а ; )  +  (n -к  l ) P n ( z ) ;

(1 -  х 2)Р'п{х) =  пРп .(х) -  пхРп{х).
(41)

Oxirgi formulani olishda undan oldingisida n —» n — 1 almashtiramiz va paydo 
bo‘lgan P'u_i ning o'rniga shu uch formulaning birinchisini ishlatamiz.

§2.2. Differensial tenglama

Legendre pohnomlari bo’ysunadigan differensial tenglamani keltirib chiqaraylik. 
Bulling uchun (41)-ning ohirgisidan bir rnarta hosila olaylik:

- 2 x K (z )  +  (1 -  *2) K ( x )  =  -  nP„(x) -  nxP'Jx).

(41)-ning birinchisidan foydalanib bu yerdagi P'n~l ni yo’qotishimiz mumkin, 
natijada quyidagi differensial tenglamaga kelamiz:

(1 -  x2)P;Xx) -  2xFJx)  +  n(n +  l)Pn(x) =  0. (42)
Bu tenglamaning nomi - Legendre tenglamasi. Uni boshqa formada ham yozib 
olishimiz mumkin:

Лd
d.x dx +  n(n +  1 )Pn(x) — 0.

Agar o ’zining kelib chiqishi bo’yicha x — cos в ekanligini eslasak, Legendre 
tenglamasi quyidagi forinaga keladi:

1 d f  . ndPnCcos 0) sm 0
sin 0 dO dO

+  n(n +  1) Pn (cos 0) — 0. (44)
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§2.3 Xususiy hollar 

(36) da x — 1 deb olaylik:

_1_____ =  J _ _
/ 1  2t +  P 1 -  t

> :  p„( i )tn
tj— 0

Ikkinchi tomondan

i )omak,

1
1 -  t n—0

Pn{ 1) =  1

«•kan. Endi (x, t) -> ( -X , - t )  alrnashtirish bajaraylik:

______ 1______
V l  -  2xt +  I? = E r« w

n=0
E  a(-x)(-ire-
n—0

I )euiak,

ckan. Xusnsan,

P„(-X)  =  ( - l ) ” P„(x)

P n (-1) =  (“ I)"

bo’ladi.
8-bobdagi VlH.l-misolda Pn(0) ning qiymati kerak bodadi. Uni topaylik.

«см) = = E P"(0)f‘
dan kelib chiqadiki, uning yoyilnmsida t ning toq darajalari uchramaydi. 
I )emak,

P2„+l(0) =  0. (45)

Iiinoinial koclfisicntlaming ta’rifidan

1 _  \  -  ( - 1/ 2)-___ t2n =  Y " Pi1/2) . .{<
(J f  t2Y'2 " ^  ( - 1 /2  -  n )!n !' Г (1 /2  -  п)Г(п +  1)

( hininia-funksiyalar uchun quyidagi. ([9], 18-bet)

+  * F
7Г

c o s ( ttz)
va =  \A

19



toi mulalaidan foydalanib qatordagi koeffisicntni quyidagi ko'rinishga kclti 
rainiz:

______ Г (1 /2 )___ _  cos(n7r)r (| +  n)
1 (1 /2  -  п)Г(п +  1) ~  у/тгГ(п + 1) '

Quyidagi Legendrening ikkilash formulasi deyiladigan ([9]. 19-bet)

Г(2г) = 2ь - Ч - ‘/2Г(2)Г Q  + z)

va gamma-funksiyaning zl'(z) =  l'(z +  1) hossasi ko‘rilayotgan koeffisientni 
quyidagicha ifodalashga imkori beradi:

cos(».7r)r ( i + n )  _____2Г(2п)____ (-1)»(2п)1
>/5РГ(п +  1) 22"Г(п)Г(п  +  1) 22"(n !)2

Demak,

P-i„( 0) ( - l ) u(2n)! 
22n(n!)2 ' (46 )

§2.4. Ortogonallik

Ortogonallik munosabatlari maxsus funksiyalar uchim judamuhim rol o ’ynaydi. 
(43)-ni Pm{x)  ga ko’paytiraylik:

(i _ J2\dPn{x)
dx + n(n +  1 )Pm(x)Pn(x) = 0.

Sbu tenglamaning о zini n {> m almashtirib yana bir jnarta vozamiz va ulaming 
birini ikkinchisidan ayiramiz: 1

Pm (1 P n ( i - x 2)p;n(x) —PnPm[n(n t  1) -  m(m +  1)].

Chap tomon quyidagi xossaga ega:

p1 rn (1 - x 2)p;,{x)
t

-  Pn ( 1 - .X

1-----CM

/

d_
dx Pn (1 ~ x 2)P'n{x) Pn (I ~ x 2)p;„(x)

20

Olingan munosabatni x  bo’yicha -1 dan - f l  gacha integral]avrniz, bunda uning 
(imp l.omoni nologa teng bo’ladi (ixtiyoriy n.m  lar uchim), o ’ng tomoni esa 
I'nqat n rn dagina nolga teng:

].J dxPn(x)Pm(x) =  0, n ф rn. (47)
- i

I’.n munosabatni sferik koordinat sistemasida ham yozib olishimiz mumkin:
7Г

J Pn(cos 0) Pm(cos 0) sin OdO =  0, n Ф m. (48)

о

ii m holda yuqoridagi tenglikning chap va o ’ng tomonlari 0 =  0 ko’rinishga 
ega. Shuning uchun bu holrri boshqacha yo’l bilan ko’rib chiqamiz. Hosil qilish 
limksiyasining kvadratidan integral hisoblaylik:

Hu munosabatni olishda biz (47)-ni ishlatdik. Chap tomondagi integralni 
hisoblash qiyin emas:

dx
1 -  2xt +  t2

1 + 1 
1 -  t

kkinchi tomondan 

1 , 1 +t. .  .  , „ , , l2 P {S'
7 Inr ^ . - 2 i 1+ 3 + 5 + 7 + - £

7 1 = 0

2 ,2 n
2 n 4- 1

(50)

(ln(! t) =  l -  tS/2 4- tSj3 -  tS/А---). (49)-ning ohirgi qisrni bilan (50)- 
iii solishtirsak Legendre polinomlarining "normasi" ning kvadratini topgan 
bo’lamiz:

j  dx Pn(x) =2 n -f- 1
- l

(51)
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§2.5. Integral tasavvur (Shlafii integrali)

Yana hosil qilish funksiyasiga qaytih kelaylik - (36)-ga. Kompleks analiz 
qoidalari bo’yicha undan quyidagi integral formulani olainiz:

'••‘■’- s d f s P *
c

Kontur C  - (  = 2  nuqtani o'z ichiga olgan ixtiyoriy kontur. ( —kompleks 
o’zga.ruvchi. Bu formulani qulayroq ko’rinishga keltirish uchun

y i  -  2x( + c 2 =  J  -  iv

almahtirish bajaramiz, bu yerda ?/ - yangi o ’zgaruvchi. Bu holda

c =  A z d(  =  2" -,- - —dr/rf -  Г  " r/2 -  1

bo’ladi va integral quyidagicha forrnaga keltiriladi:

1 f  (r/2 -  Пп
Pn(z) =

27Г2 • 2 "  /  (77 — z ) n + l  
C’

drj. (52)

Bu integral Schlafli8 integrali deyiladi. n butun bo ’lmaganda integral osti 
funksiyada ucbta tannoqlanish nuqtasi bor - 7/ — z. ±1. Shu sababdan konturda 
ikkita kesma bo’lishi kerak - (-1) dan - 0 0  gacha va 1 dan 2  gacha - (I.2)-rasmga 
qarang.

1.2-rasm: Schlafli integrali uchiili kontur

s Ludwig Schlafli (1814-1895) - shveytsar mateinatigi

22

f

§2.6. Rodrigues formulasi 

( kuichy teoremasi
r (n ) nl

Г ’ Ы  =  7 Г - ф  7.
/ М

2rd J (z — z0)T'-П
dz

ni eslab Schlafli integralidan

1 dn
PJx) =  —----- r —-----(xZ -  1 )

' л  > 9 1 4 , 1 427ln! dx

formulani olamiz. Bu - Rodrigues9 formulasi deyiladi.
1.18-mashq. Bevosita Rodrigues formulasidan quyidagilarni keltirib chiqaring:

h ,(x ) - 1, л <#) -  — (*• -  9 = * . « ( * )  = ~ 1)2 ”  \ {л'х ‘ ~ 1>-

§2.7. Laplace tenglamasi sferik sistemada

Laplace10 operatorining sferik sistemadigi ko’rinishini quyidagicha:

(53)

A и l d
t2 dr 

;a.place tenglamasi

, du 
dr +

d
r2 sin 0 dO

Au =  0

sin 0du
дв +

l d2u 
r2 sin2 0 dtp2

ning yeehimini sferik sistemada o ’zgaruvchilarni ajratish metodi bilan 
qidiraylik:

u(r, 0 , i p )  =  R ( r ) Y ( 0 , i p ) .

Bu holda,

Au Y_d_
r2 dr

,d,R
dr

l\ R Э (  . dY\ 1
■)+7 ^ в д д М т )  + ̂

r  d21
sin2 0 dtp2

о =  0 (54)

l.englamani olamiz. Agarda shu tenglamani r2 ga ko’paytirsak va RY ga bo’lsak

1 d2Y1 d f  2 dR 
R~dr \ dr

1 d (  . M------r-TT smtl-r—
sin 6 dB \ dO

! sin2 0 dtp2
=  A

l.englamani olamiz. Bn tenglamaning chap tomoni faqat r ga bog’liq, o’ng 
lomoni esa (0. ip) ning flinksiyasi. Demak, tenglikning na chap, na o’ng 
l.oinoni hech qanday o‘zgaruvchi emas, konstanta ekan, shu sababdan biz o ’ng

’’Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851) - fransuz inatematigi 
'"I ’ ierre-Sknon Laplace (1749-1827) - fransuz matematigi. Rus tilida - Лаплас.
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tomonning oxirida hozircha noma’lum konstanta Л kiri+Hik чь , , , 
nshbu tenglama ikkita tengiamaiar sistemasiga ^

1 d . .
~—хтгх sin 0 sin 0 dO

d (  2 dR(r)\

1 d2Y(0, if)

clr

d Y (0 ,f)
дв Ь sin20 d f2 '  +  =  0.

Ikkmchi tenglamada yana bir marta o ’zgaruvchilwni ajratisl, ,ram,kin:

Y(0, р) =  ©((9) Ф(ер).

Bu holda (56)-teng]ama

- t M  f  : 0 (0) с12Ф(,р)
sin 0 d() V dO )  +  Sin2 0  ~~dp~ + А0(0)ф(<р) =  0

ko’rinishga keladi. Uni sin2 0 ga ko’paytiramiz va 0Ф ga bo’lamiz:

(55)

(56)

(57)

sin 61 d 
~Q~dO sin 0 dQ(0)

dO / 1 .
+ \ sin20 = - i f l M =._

Ф dp2
Chap tomon faqat 0 ga bog’liq, o ’ng tomon - faqat v  ga, tenglik ixtivoriv

' “  Jaja"  ls "  ncilun lkkala tomon ham konstanta bo’lishi kerak O ’sln
konstmitan, hath bilan belgiiadik. Natijada bitta xususiy hosilali L l l l  
0 1  nigri ikkita oddly hosilali tenglamaga ega bo’lamiz:

sin 0-
d9

d? Ф(<р)
~ d ^ ~  + ^ )  =  0;

Sm O ~ d 0 ~  j  ‘b (Asm 0 - =  0.

(58)

(59)
olamizMKIa" tani аЫч1ауИк- Buni"S ucl>"" (58)-ning umumiy yechimini yozib 

(t5) c\ cos \fj~vp +  c*2 sin y/jlip.
^  Innohak, burchak 2 , ga о V.gatganida biz yana „ ‘aha nuqtaga qaytib kelanhz.

Ф ( р  + 27t) = Ф ( р )

bo lishi kerak. Bu shart bajarilishi uchun esa

d =  ™ 2, m =  0, 1, 2, 3, . . .

24

bo’lishi kerak. Demak,
« . W  =  - 4 = e ±im* (60)

V 2 7 r

ekan. Kocffisient shunday tanlab olindiki,

2тг
I  СкрФ*т(<р)Фп{<р) =  йтп 

0

nmnosabat baj ari lsii 1.
Л konstantani aniqlaylik. Bulling uchun (59)-tengla.mada o‘zagruvchini 

quyidagicha almashtiramiz: cos 0 =  x ((59)-tenglamani (43)- va (44)-
tenglamalar bilan solishtiring). Bu almashtirishdan keyin (59)-tenglama 
quyidagi ko’rinishni oladi:

s ( l — ■ « « - " ■  <“ >

Л - konstanta, u o’zining kiritilishi bo’yicha m ga bog'liq emas. Shuning uchun 
ishni yengillashtirish maqsadida rn =  0 deb olamiz. Hosil bo‘lgan tenglama

d
dx

+  Л20 (х ) =  0 (62)

ning yechimini silindrik tenglamani yechganimizdek Frobenius metodi bilan 
izlaymiz (x =  0 nuqta atrofida):

0 (x )  =  =  C0 +  C1X +  C2X2 +  C3X3 -)----- . (63)
7 i= 0

Oydinki,
0 '(x )  =  ^  nc-nXn~1 =  ci +  2c2x +  3c3x2 -\----- ,

n=0

0 " ( x )  =  ^2 n (n  ~ 1 )cnxn~2 =  2 c 2 +  6 c 3x  +  12c4x 2 -I------- .
71=0

Topilgaiilarni (62)-ga olib borib qo'yamiz va x ning bir xil darajalari oldidagi 
koeffisientlarni yig‘ ib chiqamiz:

^ 2  [n(n -  l)cnxn 2 +  (A2 -  n(n +  l ))c7(xn] =  0.
71=0
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Bu tenglik bajadlishi uchun x ning bir xil d&rajalari oldidagi koeffisientlar 
yig'indisi nolga teng bo lishi kerak, bulling uchun

_  Л2 -  n (n +  1)
n̂+2 7 ' \ / ' 7Т<Уг[П +  1)(7I- +  2)

bcvlishi kerak. Ko'rinib turibdiki, (63)-qator \x\ =  1 nuqtalarda yaqinlashuvchi 
bo‘lmaydi, chunki bu hollarda

Cn+2 -4  1.

Demak, qatorni uzib, uni polinomga aylantirish kerak. Bulling uchun

A =  n(n 4-1), n =  0 ,1 ,2 ,3 ,... (64)

desak, yetarlidii. Bu holda (62)-tenglama Legandre tenglamasi (43)-ning o'zi 
bo‘ladi:

d ( .  2. d©(x) .
+n(n f  l )0 ( i )= O- f-  (1 — x2)-

dx \ dx
va 0 (x ) =  Pn{x ) bo'ladi.

A uchun topilgan qiymatni R{r) uchun (55)-tenglamaga olib borib qo'yamiz:

d (  2 dR(r)
dr dr n(n 4- l)t f(r ) =  0.

Bu tenglamaning yechirnini R ~  r s ko'rinishda qidirsak, s =  n va s -  - n  -  1 
bo'lib chiqadi, ya’ni

R{r) =  Лгп 4- Br~n~l, A, В -  const. (65)

Agar ko'rilayotgan masala r ~  0 nuqtani o‘z ichiga olgan bo'lsa,

R(r) ~  rn

deb olish kerak. Agar tashqi chegaraviy masala (VH-bobga qarang) 
ko'rilayotgan bo'lsa,

R(r) -7 1 -1

bo'ladi.
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§2.8. Umumlashgan Legendre polinomlari
(61)-tenglamadagi A aniqla,Ugandan key in, uning ko'rinishi quyidagicha bo'ladi:

d
dx

/1 2\ a (1 -  x- )-
rfO(x)

dx
m

4- ( n(n +  1) -   ̂ ^  ) 0 (x ) =  0. (66)

Bu tenglarna m — 0 holda Legendre polinomlari uchun (43)-tenglamaning 
o'zidir. Uning ixtiyoriy butun m dagi yechimi umumlashgan Legendre 
polinomi deyiladi va u quyidagicha yoziladi:

dine(x) = / г  = (i -  x T /2— p n(x). (67)

Ummniy holda bu yechimni tekshirish bir muncha hisob-kitobni talab qiladi.
1.19-mashq. Legendre polinomlari Pn(x) uchun (43)-tcnglamani bir marta 

(lifferensiallab
P i  =  V l  -  x 2^ -P „ { x )  

dx
belgilash kiritilsa tenglarna

d_
dx dx n(n 4-1) - b ) r „V ) =  o

ko'rinishga kelishini ko'rsating. Olingan tenglarna (66)-da rn — 1 deb olishga teng.
Ushbu mashqdagi arnalni m marta bajarsak, (67)-formulaning to'g'riligiga 

ishonch hosil qilish mumkin. Ko’rish qiyin emaski,

/ ? ( * )  =  P»(x), Pi(x) =  (1 -  **)■/* =  sin 0,

P2 (x) =  3x(l -  X 2 ) 1/ 2 =  3 cost?s i n 0 va h . k .

Agar (67)-formulada Pn(x) uchun Rodrigues forrnulasini ishlatsak,
I fjrn+n

P ?(x )  =  — (1 -  (*2 -  1)”
n v J 2ппГ ’ dxm+n ‘

munosabatni olamiz, undan ko’rinib turibdiki,

—n < m <  n

bo’lishi kerak.
Umumlashgan Legendre polinomlarining xossalari juda ko’p, ulardan faqat 

ba’zi-birlarini misol sifatida keltiraylik:

P ? ( - x )  =  ( - l ) n+mP,?(x), P " ( ± l )  =  0, m >  0, va h.k.
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Umumlashgan Legendre polinomlari uchun quyidagi ortogonallik va norma 
sharti bor:

I  dx P ?(x)P T (x) = Snk. (68)

J 2 n + l (n  — m)\

Sferik sistemada:
7Г
f  P?(cos  0 )P f  (cos 0) sin №  -  2L l ^  +  m|L„ t .

J 2n 4 -  1 hi — m !
о

1 .2 0 -mashq.
P” (cos0) •— (2n — l)!i sin7' 0, n — 0,1,2.... 

ckanligini kcrrsaling. Bu yerda (2n -  1)!! =  1 ■ 3 • 5 • 7 • ■ • (2n -  1). Masalan,
P i  --  (1 -rc2)1/2 =  sin <9, P i  =  3(1 - X - )  =  3 sin2 0, P3 =  15(1 -ж 2)3/2 =  1 5 sin3 в va h.k.

§2.9. Sferik funksiyalar

(57)-formula bizga Laplace tenglamasi yechimining burchak qisini Y{0, <p) ni 
beradi. Agar (GO)- va (67)-forrnulalarni hisobga olsak Y ni quyidagicha tanlab 
olisbimiz mumkinligi oydin bodadi:

у;:\ом (2 n  -f l)(n — m ) \

47Г (n  +  m )!

Bu formuladagi koeffisient shunday tanlab oliiiganki

P™(cos6)eim'p.

7Г 2тг
У  j  f/Si Y”’“ ‘ (e, 4>)Y™(0, ip) =  6ЩП26„цт2, dQ-amOdOdp,

(09)

(70)
о о

bodsin. Sferik funksiyalarning bir necha xususiy holini keltiraylik:

K .° =  - L ,  Y j1 =  i f f s m O e * ,  У »  =  J — cosO, V ) 1 =
V o7T у 47Г0 y/4^

Undan tashqari

q y . v ) 2n +  1 
4tt'

P„(cos0).

sin 0e ' llp.

(71)

Shu paytgacha yiqqan bilimlarga asoslanib, Laplace tenglamasining sferik 
sisteinadagi eng umurniy yechimi quyidagi ko‘rinishga ega bodishi kerak degan 
xulosaga kelamiz:

oo m=n
i( j-, o , ip) =  ' j T  Y  7 »™ ’ '”  +  vj). (72)

71=0 7/7=—77.
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Laplace tenglamasiga olib kelgan masala sferik simmetriyaga ega bodganda 
bu tenglama sferik sistemada yechiladi. Olingan yechimning birinchi qismi 
r" Y”l(6, ip), n =  0 ,1 ,2 ,.. sferaning ichki sohasida r < R ishlatiladi, 
r  n ~ 1 Y 1r1n ( в ,  ip)i n  — 0 ,1 ,2 ... qism esa sferaning tasliqi qismida ishlatiladi. 

Faraz qilaylik sferaning ustida r =  R yechim f(0. (to) ga teng bodsin:
oo m—n

u(R, f), ф) =  Л М  =  Е Е  A » C ( « .  ¥>)■ (73)
n=0 m - —7i

Laplace tenglamasi uchun chegaraviy masalalarning aniq qo'yilishi 7-bobda 
muhokama qilingan, bu yerda bizni Anrn koeffisicntlarni lopish qiziqtiradi. Anm 
koeffisient,lar (70)-munosabatdan foydalanib topiladi:

Anm =  J d Q  Y P (e , <p)f(e, <p). (74)

Bu munosabatning bir xususiy holi keyingi paragrafda muhim rol o'ynaydi. 
(71)-dan foydalanib quyidagini yozamiz:

Лпо = I dtt YT̂ (0 ,p)J (0 ,p ) =  f  dnf{0,(p)Pn(ca&0). (75)

oc m—n
Ikkinchi tomondan

/ ( o,v) =  Y2 Y  А „ ж п(0,<е) =  л
7 I.—- 0  7 П — — Н

chunki 1) =  SmflPn(l) =  dW:o va natijada

77.0
2 n +  1 

47Г

y;,“ ( o, p

bodadi. Demak,

(2ri +  l)(n -  m)]-pmщ етпир = l 2n + 1
I 4?r(n + m ) \  

j  .1(0,<p)P,i(cose) d a  =  - f ( 0 , ,p). (76)

§2.10. Legendre polinomlari uchun qo‘shish teoremasi
Fazoda ikkita vektorlar iq va Г2 berilgan bodsin, ular orasidagi burchakni 7  deb 
l)elgila.ylik (I.3-rasmga qarang). Agar Г[ ning sferik sisteinadagi koordinatlari 
/ ’ 1, d 1, (p\ va r2 ning sferik sisteinadagi koordinatlari r2; d2, <p2 bodsa,

cos 7  =  cos 01 cos O2 +  sin 0\ sin O2 cos('pi — </?2) (77)
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Г.З-rasrn: Qo'shish teoremasiga oid

bo‘ladi. Bu munosabatni iq va r -2 vektorlar orasidagi skalar ko'paytmani ikki 
xil yo‘ l bilan ifodalash orqali isbot qilish mumkin. Birinchidan,

ri • r2 =  T2T2 cos 7 .

Ikkinchi tomondan xuddi shu skalar ko‘paytma

r l ' r 2 — r \xT2x +  r ly r ‘2y 4- l"lzr 2z —

=  n r 2 [sin Oi sin O2 (cos ip\ cos <p2 +  sin ifi sin q>2) +  cos Oi cos 02]

ga teng. Shu ikkala formulani solishtirish (77)-formulaga olib keladi. 7  ga 
mos keluvchi azimut ip ni rasmda ko‘rsatganimiz yo‘q, chunki uning keyingi 
rnulohazalarda aharniyati yo‘q.

Legendre polinomlari uchun qokshish teoremasi quyidagidan iborat:
. 777— 71

r«(COB7) =  i ^ r x £  ZI"№, <л)С "№ , V2). (78)
m=—n

Buni isbot qilish uchun Pn(cos7 ) ni burchaklar bo‘yicha (73)-qatorga
yoyamiz:

• 00 т —п1 
Pn ( COS7 ) =  £  £  

n'—Q m= - n'
Bu yoyilmada (02. ip2) burchaklar parametr sifatida qaralyapti. Qatorda 
haqiqatda faqat n' =  n hadgina qoladi, ales holda ifodaning chap va o:ng 
tomonlari har-xil juftlikka ega bo‘lib qolishi mumkin:

П1—Т1

Pft(cos7 ) =  AnTn(02, (p2 )Y™{6 1

m = —n
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Koeffisientlar quyidagicha aniqlanadi:

Amn{92,(p2) =  У ^ r* (^ bV l)^ >»(C0S7)dJ^ljVi. 

Bu formulaga (76)-ni ishlatsak
4n

А пш(02,<Р2) =  2?г +~! (A  (7, '0)> (7, Ф))
4n

7=0  2 n +  1
y;r{o 2̂  2)

ekanligi kelib chiqadi. Shu bilan qo‘shish teoremasi (78) isbot qilindi.

§2.11. M isollar

3.4-misol. 2 -o ’qida koordinat boshidan a va —a masofada joylashgan A-q va — q 
zaryadlar sistemasi(dipol)ning kuzatish nuqtasi A da hosil qilgan elektrostatik 
maydonini toping (I.4-rasmning a)-qismi) (r »  a yaqinlashuvida).

I.4-rasm: Zaryadlar sistemalari 

z — a. nuqtadagi zaryad hosil qilgan maydon

4ТГ£()Т

00

u 71=0

z — —Q- nuqtadagi zaryad hosil qilgan maydon

1 +  Pi (cos 9)-4 -P 2 (cos 0)— +  • 
r  r l

4тГ£(, r
1 — Pi (cos 9)^ + P 2(cos 0 )~ ~

Superpozitsiya prinsipi bo’yicha to ’liq maydon ikkalasining yig’indisiga teng. 
noldan farqli bo’lgan birinchi had aniqligida (yuqori tartibli hadlarni tashlab 
yuboramiz, chunki a/r <C  1 ):

qa cos 0V =  Ч>Ы) +  V(-9) =  (C0s6?)  ̂+
'ITCCqT j

+
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Bu fonnulaning vektor ko’rinishiga o ’taylik. Biming uchun avval dipol momenti 
degan kattalikni kiritamiz: d =  2 ga, bu yerda a =  { 0 , 0 , a }, shundan keyin 
formularniz quyidagi ko’rinishga keladi:

1 d - r
<P — ----------;—.

4'/Г£() гл

1.5-misol. I.4-rasrrming b)-qismida ko’rsatilgan sistema uchun elektrostatik 
maydonni toping (r »  a yaqinlashuvida) (sistemaning nomi - chiziqli 
kvadrupol).

Uchta maydonni qo’shib chiqishimiz kerak: 
z — a nuqtadagi zaryad hosil qilgan may don

z — —a nuqtadagi zaryad hosil qilgan may don

4>.(-e) =  Q
('-'?) 47Г E q J

Y ,Pn(cos 0)
n—0

Я
4tT£q r 1 - P] (cos 0) - 4 -P>(cos0) ~  — 

r

0  nuqtadagi zaryad hosil qilgan may don:

~Q 
2 тТ£()Г

J O )  - q
LpPP)

Umumiy may don: 

4>
qa- ~ — P2(co sO )j +  --- 

47Tt0r  r 2 47ГС0 r 3
(3 cos2 в — 1 ) +

Uning vektor formasi:

q 3(a • r)2 — (Jr1in — .-------------i-------- ---------------- .
47Tto P

Quyidagi kattaliklarni kiritaylik:

° i j  =  Vfinr-j -  Sij), > щ =

Kiritilgan kattalik Dtj - sistemaning kvadrupol momenti deyiladi, yig’indi 
hamma zaryadlar bo’yicha, щ esa birlik vektor. Bu holda

1
ч> := x-------o7T£fl P
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1.21-mash.q. Kuzatish nuqtasi uchun r < a bo’lsa (ya’ni, koordinat boshidan 
zaryadgacha masofa kuzatish nuqtasigacha masofadan kalta bo!lsa) potential uchun quyidagi 
ifoda t,o;g!ri bodisliini ko!rsating:

y(r) Q
47Г c 0a

CO

E p~foosojQ'.

Ushbu mashqda olingan natijani (35)-formula bilan bitta formulaga birlashtirish
murnkin:

r> > r<.

Bu yerda ikkita masofa kiritilgan - r> va ry, ularning biri zaryadgacha masofa, 
ikkinchisi - kuzatish nuqtasigacha masofa. ry belgi ularning kattasini, r< belgi 
esa kichigini bilcliradi.

1.22-mashq. 1.4-ra.suining c) qismida kcvrsatilgan chiziqli okfcupol deyiladigan sistema 
uchun olcktr potensiaJui toping.

§3. Kvant mexanikasida impuls momenti
Bu paragraf asosiy tekstga kinuaydi. uni 6.1-paragrafdan keyin o'qish tavsiya etiladi. 

Impuls momenti quyidagicha ta’riflanadi:

L =  [rpj.

bu yerda p — —ihV. Impuls momentiniug kompouentalari:

Lx — —ih Lt =  —ih 4 )-
Momentning kvadrafci:

L” =  J .  +  L y  +  Lt.
Momentning kvadratini sferik slstemada ifodalaylik. Buning uchun x . y . z  va r , 0 , p  larni 
bogdaydigan formulalarni olish kerak:

x  — r  sin 0 cos ip. у — r sin 0 sin <p. z =  r  cos 0,

,-----------------  Z  у
r — -Jx2 1- y2 4- z2. 0 =  arccos ip — arctan —.r x

Shulardan foydalanib д / O x  ni hisoblaylik. Birinchidan:

d  d r  д  d0 0   ̂ d ip 0

d x  d x  d r  d x  d0 d x  d p

Ikkinchidan.

O r x  00 1 dip—  — — = sm 0 cos <p, —  = -  cos 0 cos p ,  - - -
d x  r  d x  r  d x

sin <p 
r sin 0
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If

В . n 8 1 8 sin О—  = sm 6 cos со—  + -  cos в cos со— --------------- .
ох дг г дв г sin в сяр

Quyidagilarni ham xuddi shuiiday yo‘l bilan topisb inunikin:

8 ■ n ■ В 1 л . 8 cos со 8—  =  smt/sin^— + -cos(?sm</o—  | ——  —ay Or г дв r sm 0 dtp

—  = cost)—---- -sm 6 — .
d z  d r  r  80

Bu formulalar yordamida harakat miqdori momenti operatori L komponentalarining sferik 
sistemadagi ifodalarini topamiz:

L, = ih 8 8 \sm <f—  -f- ctg и cos tp —— ;8tp\80

r ■, f В  . . 8Ly — —ih I cos ip—  — ctg О sm p ——(_ 86 dip

i ■, вL~ =  —in-—-.dip
Olingan formulalardan foydalanib impuls momentining kvadrati c[uyidagi ifodaga 

tcngligini ko'rsatish qiyin cmas:

V  =  Li -h L2 -I- Ll =  -П2 | f s i n 4
[ sm 0 80 \ 80

Laplace operatorining sferik sistemadagi ifodasi (54)-dagi

1
sinL’ 0 8-p2

л 1 "  (  ■ n в A 1 B2°'v sin 0 86 \ 111 89)  ̂ sin2 0 dip2 (79)

qism Laplace operatorining burchak qismi deyiladi. Dorriak,

L2 -

(56)-tenglamani olingan ma’lumotlar asosida

h2Y(e,ip) ■— h2\Y(0tip)

ko‘rinishga kcltirisli mumkin. Bn esa harakat miqdori momenti operatori kvadrati nchun 
xnsusiy qiymatlar masalasidir, bu masala §2.7.-paragrafda yechilgan, uning yechimi (64)- 
fomiula orqali ifodalanacli. Dernak,

L2Y(0,ip) = h2n(n -f 1)У(0 ,<,о). n -  0 , 1 . 2 ,...
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§/|. H e r m ite  p o lin o m la r i

ivl. l . Hosil qilish fumksiyasi
llm nite" polinomlarini boshqa hamma klassik poliuomlardek bir necha 
vo'lbu bilan kiritish mumkin. Biz yana hosil qiluvclii funksiya metodidan 

loydabmamiz:
со ± n

I In formula - Hermite polinomlari I U P  nmg ta’rifidir. Ta'rifning chap 
l.omonini Taylor qatoriga yoysak,

1 -  t2 +  2x1 +  ~ ( - t 2 +  2 :rt f  +  • • • =  1 +  2 Xt +  ^[4.X2 -  2 ] +  • • •

<1л i rov topishimiz mumkinki
Ua(x) =  1, / / , ( * ) - 2 * ,  Н г(х )=  4x-2 ~ 2 , vah.k. (81)

(HO)-ta’rifdan bevosita ravislida quyidagi xususiy hollaini kcltmb chiqarislnmiz 

mumkin:

II2n( 0 ) =  ( - 1 Г ~ р  # 2n+i(0 ) =  Hn{ - x )  =  ( - 1  )nHn(x).

^1.2. Rekurrent inunosabatlar 
lirkurrent munosabatlarga o ’taylik.

71— 1

'1 t) =  {-2 t+ 2x)e~ t42xt =  {-2t-\-2x) ] T  Hn(x )^  -  H” №  (n -
< ) L  T i - o  '  « = 0

Bn l.onglikdan
Hn+ i(x) =  2xJlJx) -  2nHn-\{x)

ickunent munosabatga kclamiz.

( n -  1 ) ! ’ 

(82)

00 /71+1 TL СП

~ t) -  2te~t42xl =  2 ^  / / „ ( . x ) - j -  =
n= 0 П! n=0

\ o l \  g  / o . y \

2 пН п-^х) = П'П(Р . (83)
Ikkiln rokmrent munosabatni topdik: (82) va (83).

,|( 4„,,|r Melinite (1822-1901) - transire matematigi. llus tilida- Шарль Эрмит
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§4.3. Rodrigues formulasi

Ta’rif (80)-bo’yicha
d7Hn{ x) =  ~ e~l42xt 

v ' dtn I n
Shu formulani qulai ko’rinishga keltirish uchun

e

deb olamiz, unda

t2+‘2xi _ -(f -x)2-far2

d"
IIn(x) =  - f - e  v ’  dtn

—L2+2xl

f =0
dln

i—o

--= е х \ - 1) п ~ - е ^ " х)'2 
dxn

(84)

t=о
(—l)nex2 ~ - e  

dxn

formulaga kelamiz. Bu - Hermite polinoinlari uchun Rodrigues forrnulasi.
1.23-mashq. Rodrigues formulasidan foydalanib Hn(x) ni n =  0,1,2 lar uchun toping 

va ularni (81)-formu!alar bilan solishtiring.

§4.4. DifFerensial tenglama

(83)-ni (82)-ga olib borib qo’yamiz va hosil bo’lgan munosabatdan x bo’yicha 
hosila olamiz:

Hn+l{x) Ш  2 г а д  -  H'n(x) = s .  я;1+1(х) =  2Я„(.т) +  2 х Я '(х ) -  Я "(х).

Bu tenglikning chap tomonida (83)-ni yana bir marta ishlatsak

Я "(х ) -  2:r//;,(x-) +  2nJln(x) =  0  (85)

tenglamaga kelamiz. Bu - Hermite tenglamasi.

§4.5. Hermite polinomlarining ortogonalligi va normasi 

Quyidagi munosabat o’z-o’zidau oydindir:

e x2g (x,t)g (x ,s) =  e g ^ и п(х)Мт( х ) ^ — .

Qulay ko’rinishga keltiraylik:

e~x2e~t2+2xfe- s2̂ 2xs _  e-(*-(s+t))a+2«t
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i 'Imp va o ’ng tomondan x  bo ’yicha integral olamiz:
1X1 oo oc ,TI m 4-
I d i e  /  «tee * H „(x )H m(x).
/ '  n! m! у-I n- () m-=U7i=() m==0- oo

i 'Imp lomondagi integral oson topiladi:
OO00 00 /7 1  0 7 I I  Г  0/  dxe-* ‘ lU x)I-I„{x).

71=0 771=0

luspoHcntaning ta’rifi bo’yicha

** = E ;  (2si)n

n—0 n!

I )cumk,
00 . .

/ 1 0 ,  n  m;d:r: e ' Яп(ж)Ит (х) =  I  2/* д! n =  m. (86)

K v m i i I. mexanikasida garmonik ossillator masalasini yechganimizda to Iqin 
11 mksiya Hermite polinoinlari orqali ifodalanadi:

фп(х) = y f e P l l ' . y / T X

\ iKjoridagi formula bilan solishtirsak,
OC

J  dxij/n(х)'фт{х ) 6ц

(87)

(88)

'kaiiligini ko’ramiz.
1 .0-misoi. Yuqorida aytganimizdek Hermite polinoinlari chiziqli ossiLa- 

orniiig levant analizida udiraydi. Bir odchamli Schrodinger tenglamasi

h2 d2xp(x)
2m dx2

+  [U{x) -  E}xp(x) =  0

j,,, U(x) — \kx2 potensialni kiritamiz. Bunday potensial F - U'(x) — kx
hiziqli qaytaruvchi kuchga olib keladi. Bu tenglamada к =  rwJ va £ =  
y 'nho/hr almashtirishlar bajarilsa, Schrodinger tenglamasi

no + Ui-e m = n
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ko'rinishga keladi. Olingan tenglainada

ФЮ =  e ^ K )

almashtirish bajarilsa quyidagini olamiz:

U "(0  -  2(H \ ()  +  ( ~  -  l )  / / ( f )  =  0. (89)

Hosil bodgan tenglamaning yechimini Frobenius metodi bo‘yicha qidiramiz:

Щ )  =  ĉ n =  c« + + о * 2 +  - - •
П

Qulavlik uchun a — 2K/(fko) — 1 belgilash kiritilsa, c.n kooffisionl lax uchun 
quyidagi rekurrent munosabat kelib chiqadi:

a — 2 n
C"+2 = Г»+1)(п + 2 )^ ’

nisbat katta n larda cheklangan emas, demak, bu cheksiz qator 
yaqinlashuvchi bodmaydi. Shuning uchun qatorni a — 2n taniash asosida n- 
tartibli polinomga aylantiramiz. Bu esa birinchidan, (89)-tenglamani Hermite 
tenglamasi (S5j-ga aylantiradi, ikkinchidan kvantlangan ossillatorning yaxshi 
ma’lum bodgan energetik sathlarini beradi:

E n  — ^77, *f- — ̂  JlUJ.

38

II BOB. IKKINCHI TARTIBLI XUSUSIY 
HOSILALI DIFFERENSIAL 

I' ENGL AM AL ARNING KLASSIFIK ATSIYASI

§ I. tkkita mustaqil o ‘zgaruvchili hoi. Umumiy nazariya

Ikkil.a mustaqil o ’zgaruvcliilarni (x,y) noma’lum funksiyani esa u(x,y) deb 
belgilaymiz. Noma’lum funksiyaning xususiy hosilalarini esa quyidagicha 
belgilaymiz:

du(x, y) du(x, y) d2u(x , y)
Щ =  dx ’ ” "  =  "  dy ’’ **“ “  dx2 ’

d2u(x,y) d2u (x ,y )
Uxv “  dxdy ’ u"  ~  V  ‘

Noma’lum funksiya, uning hosilalari va mustaqil argumentlar orasidagi quyidagi 
limksional bog’lanish

E [ X j  7/, Щ U'xi Щ , A rx j U-xyi ffi/y) ^ W

ikkila o ’zgaruvcbili ikkinehi tartibli xususiy hosilali differensial tenglaina 
deyiladi1. Agar tenglama

ai yuxx +  2al2uxy +  a22u!/y +  iq (x, y. u, ux, uy) =  0 (2)

ko’rinishga ega bo’Isa (va a n ,a i2 hamda a22 koeffisientlar faqat x .y  larga 
bog’liq bo’Isa) bunday tenglama yuqori tartibli hosilalarga nisbatan 
i Inziqli tenglama dcyiladi. Agar koeffisientlar nn,fti2 va. a22 nomadum 
funksiya и va/yoki ux, uy larga bog’liq bo’lsa, tenglama kvazichiziqli deyiladi. 

Quyidagi ko’rinishdagi tenglama

<1ция  +  2a\2uXy +  o>22uyy +  b]Ux + b2Uy +  cu +  J (x, y) — 0 (3)

ugar lar faqat x ,y  larga bog’liq bo’lsa, chiziqli tenglama deyiladi.
\gu,r J (x, y) — 0 bo’lsa, (3)- tenglama bir jinsli tenglama deyiladi.

1 AlIxilUi, bu munosabat ixtiyoriy (a:, y. u) lar uchun ayniyat bo’luiasa. Masahui, quyidagi tcnglik ixtiyoriy
( i , //, ii) lar uchun ayniyat bo ’lib tenglama bo‘la olmaydi: cos(itx - \ - ) — cosux cos uv +  sin ux sin и,, —■ 0
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Bizning maqsadimiz x, у laming o ’rniga shunday vangi o ’zgaruvchilar

C =  ¥>(*,?/), V =  V7(-F?y) (4)

kiritishki, natijada ko’rilayotgan tenglama biz uchun qulay bo’lgan kanonik 
deb ataladigan ko’rinishga kelsin. Mana shn almashtirislmi (2)-tenglamaga 
qoTlaymiz. Albatta, almashtirish yakobiani noldan farqli bo’lishi kerak:

=  QsJiy -  CyVx £  0 .
d ( x ,  y )

Hosilalarni almashtirishdan boshlaymiz:

ди ЭС, du .eh) du du
щшШш Шве + ш щ  “ Qu< +  '№ ’ u" =  Щ  =  <■’' “ < +  w -

c)
llxx -jj— d* Vx'U'Ti) "b xVx̂ Ol "b Vx̂ VH "b +  TjX:rMj\i

(5)• b r? / ~  ^  ( C v 7XC " b  4 y u T i)  —

CxCj/Чс "b {C.rVy ~ь СуПхУ̂ О) d" ЦхЦу'Ч'уц "Ь Gf a  *ь 'Чх-уи>̂ 

д
Щу (Cjf«c- + VyUy) by ̂ CC "b С̂уЧуЩу +- dŷ yy + C?/?/Ws "b 'ЧууЩ]- 

Bu formulalarni (2)-ga olib borib qo’ysak uning ko’rinishi quyidagi holga keladi: 

а ц «^  d~ t25,y2‘U(tq d~ 0-22̂ 114 d- b — 0, (6)

В u yerda

®ii =  ЛиС +  2а12Сэ:Сг/ d- л2гСу> ^22 =  ft-iB/̂  d- 2а\2Г)хг}у -f a22tyy,

®12 ~  (lllCx4x d- ft 1.2 (C r7/)/ "b V:cCy) *b Q-'ilCyVy
(7)

F  - noma’lum funksiyaga. va uning birinchi to.rtibli xususiy liosilalariga 
bog’liqdir.

Endi C va 7? o ’zgaruvchilarni shnnday tanlab olaylikki, vangi koeffisient- 
larning bir qismi nolga tong bolib chiqsin. dj 1 va d22 larni nolga tenglashdan 
boshlaylik. (7)-tenglamaning birinchi va uchinchi qismlarining ko’rinishi bir 
xildir, ya’ni

a u  z~  d- 2a n z x z y +  a 22Zy =  0. (8)
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tn(r ,л =  const ga tengdir. 
tunglamauing umumiy integral* tp{x, j)

I s b o t .  ^ _ 0  =  ip Td x  +  'Pu^l-V

dan i i  =
dx '-Pv

Uclibcbiqadi. Bndegam (9)-m

1 •„ Hi I tenglamanitoVinisbga keltira ota®*- Bu te. g 2 _
o n ^  +  2oi^ r f # +  ”

1 ■ i /q\ Tiintt о zirи olamiz(z ' / . ;i i: n|iji|if umumiy
Wvirishga kelbrs* ^ rakleHstik 1еп9Ш гаэг deyrladr,

(9)1 a ' t ( X  deY
inte.grall esa yd) 11 ь

(qVnmg ikkita yethum bot. ------ -------

d j  =  
d x

П Л  __ fli ift22
d y  __ Ol2 J l V b 2------ --—

(i:E U , r) nine ishorasiga qarab

quyidagi ueb xil turga bo hnadi.

1. D >  0 -  g'Perbollk;

2 0  =  0 -  parabolik;

•3 о  < 0 -  elliptic



Keyin biz ko’rarnizki, tenglama o ’zining tipiga qarab alohida xususiyatlarga ega 
bo ladi - bar bir tipdagi tenglama. faqat ma lum tipdagi fizik jarayonlarnigina. 
ifodalaydi. Bundan kelib chiqadiki, D - ning ishorasi (2)-tenglamaning muhim 
bir xarakteristikasidir. D - ning ishorasi (4)-almashtirishga bog’liq emas:

«?:2 “  «n«22 =  (aj2 -  апа22ЖхПу ~  Cy'<h)\ (11)

ya’ni, tenglamaning tipi (4)-almashtirish bajarilganda o ’zgarmaydi.
2.1-mashq. (ll)-nnmosabatni kcltirib chiqaring.
Shu uchta holni alohida ko’rib chiqaylik.

§2. Giperbolik hoi ( D  >  0)

Bu holda (9)- va (lO)-tenglamalarning ikkita har xil yeehimi bor:

p(x,y) =  ch у) — C2. ( 1 2 )

Shu yechimlardan foydalanib,

C =  p{x,y), Tj — y) (13)

almashtirish bajaramiz. Natijada ац =  0  va a22 =  0  bo’ladi va 
quyidagi kanonik ko’rinishga keltiriladi:

(2 )-tenglama

d2v
dQdy **\Cj di «) « 0  Uy) (14)

Bu yerda Ф =  - F / ( 2 a ]2). Tenglamamizni yana bir boshqa ko’rinishga 
keltirishimiz mumkin. Yangi almashtirihs bajaraylik:

C =  t +  z , T) t z,

yoki,

2  1
. - С - Ч

Bu holda
2  '

8u 1 /  du duл 
d ( 2  \dt  ̂ dz у

\ du 1

/ ’ Th) =  2
/  du du\ d2u
\ dt d z )  ' d(di] - M«).

Demak, tenglamamiz >

«а Ozz ~ Ф] (x ,y ,u ,u c,u v) (15)

ko’rinishga keltirildi. Bu ko’rinish giperbolik tenglamalarning ikkinchi
kanonik k o ’Hnishi deviladi, (('14)-esa birinchi kanonik ko’rinish edi).

42

*

§.4. Parabolik tenglama ( D  — 0)

Ihi holda,
dy_ _  «12
dx ац

ho’ladi va xarakteristikalarning soni ikkita emas bitta bo’ladi. Mana shu bitta 
yoehimdan foydalanib, yangi o’zgaruvchi kiritamiz, sifatida esa ixtiyoriy bir 
lunksiya olishimiz mumkin:

С =  V =  у). (16)

Bu yerda y(x,y) - ixtiyoriy funksiya (p(x.y)  ga chiziqli bog’liq bo’lmagan). 
I) — 0 dan kelib chiqadigan a 12 — y/Q 110,-22 va undan tashqari pxdx +  Pvdy =  
( ,A:r -f C,ydy =  0 munosabatlardan foydalansak

d n  — (\AhTCa; +  \f0 2 2  Cy) — 6 ,

«12 =  O h ' C x  y/aiaCy) (y / a n V x  +  y f ^ n ’d y )  =  0

rkanligini topamiz. Demak, parabolik tenglam aning kanonik k o ’rinishi

uim =  Ф3(С rh u, u0 v,n) (17)

Imlar ekan (Ф3 — —F/a22).

§4. Elliptik tenglama ( D  < 0)

Bu holda haqiqiy xarakteristikalar mavjud emas, chunki (lO)-ning o!ng 
tomoulari kompleks funksiya! ardir:

dy
dx =  A(ar, y),

dy
dx

\{x:y), X(x, y) =
«12 + i\/a« 11«22 ~  О

«11
(18)

Birinchi tenglamaning yeehimi <p(x,y) =  c kompleks funksiyadir, shunga 
yarasha p*(x,y) — c* ikkinchi tenglamaning yechimidir. Shundan foydalanib 
yangi o ’zgaruvc.hilarni quyidagicha tanlab olamiz:

p + ip*
^ =  2  ’

Ya’ni, kompleks funksiya <p{x,y ) ning haqiqiy qismini £ deb oldik, mavhum 
qismini esar/ deb oldik. p(x, y) ning ta’rifi bo’yicha

an +  2« j2
dx J -b «22 =  0.
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Kompleks tenglikning haqiqiy va mavhum qismlarini alohida nolga ten- 
glashtirishimiz kerak, bulling uchun

v? = C + щ  ч>* = С -  'nu ч>1 = Й -  v l + 2?;Cxr/s,

"Py Cy ~~ Vy 4 2?'c,y?/7y, <px (py CrCy ЦхГ)у 4- ^С.гПу -b i'CyVx 

munosabatlardan foydalanamiz. Natijada

« п С х  +  2ai2C*Cy +  «22 Cy =  «1 1 %  +  2ft] +  « 2 2 % ,

у a m
«11 —  « 22? (20)

va
«1 lCxVx + «12 (Cri/y + Cy%) + а-пСу'Чу —  «12 = 0 (21)

munosabatlarni olamiz. Demak, clliptik tenglamaning kanonik k o ’rinishi

ЩС +  Щч =  Ф4 (С? V; Щ u0 uv) (22)

bo’lar ekan (Ф4 — —F /ац).
Xulosa qiiib olingan natijalarni bir joyga yig’aylik. Xususiy hosilali 

ikkinchi tartibli ikki o ’zgaruvchib (2 )-tenglama.ni quyidagi uch xil ko’rinishga 
keltirish mumkin ekan (kanonik ko’rinishga keltirib olganirnizdau key in ixtiyoriy 
o ’zgaruvchilarni ishlatishimiz mumkin):

® giperbolik tip: uxx -  uyy =  <l»i yoki uXIJ — Ф2;

® parabolik tip: uxx — Ф3 ;

© elliptik tip: uxx + uyv Ф4.

Bn tenglamalarning ixcham va sodda ko’rinishi ularni kanonik deb atashga 
sabab bo’lgan. Bunday klassifikatsiya nuqtaga bog’liq: ar/ koeffisientlar
tekisliktadi (x,y)  - nuqtaning funksiyasi bo’lgani uchun D ning ishorasi bir 
nuqtadan ikkinchisiga o ’tganda o ’zgarishi mumkin va demak, tenglamaning 
kanonik ko’rinishi ham o ’zgarishi mumkin.

2 .1 -m isol. uxx 2uxy oiiyy 4 ~ tty —— 0 . .
Koeffisientlarni topamiz: а.ц =  l,ai2 =  —l .a 22 — — 3.
Diskriminant D  — 4 >  0 , demak, tenglamainiz giperbolik tipga tegislili 

ekan. Xarakteristik tenglama:

dy
dx =  - 1  4  2.
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Xarakteristikalar:
C = x -  y, r] — 3x 4 y.

Demak, % =  1 , Q — —1 , 77̂  — 3, 77̂  — 1 . Hosilalarni hisoblaylik: 

ux — 4- 3Uy, uy — —U( +  uv. va h.k.

Tenglamaning kanonik ko’rinishi:

Ч -n T Y g K  “  Ч )  =  0 .

2 .2 -m isol. yuxx 4 - uyy — 0 .
13u tenglamaning nomi - Trikomi tenglamasi. U aerodinamikada uchraydi.

Koeffisientlar: ац — у,а& =  0, «2 2  — 1- Diskriminant D — —y, ya’ni, 
tenglama

* у < 0  sohada giperbolik;

® у > 0  sohada elliptik;

a) у < 0  giperboliklik soha. Xarakteristik tenglama:

d y =  1

dx y/=y'

Xarakteristikalar:

C =  ~ x  -I- 4  =

Tenglamaning kanonik ko rinishi:

uOi +  ~ u’  ̂ =

b) у > 0  elliptiklik sohasi. Xarakteristik tenglamalar:

dV , . 1
T x =  ±г^ -

IJlaming umurniy integrallari:

4> =  ~x ±  iy/y*.

Yai lgi о ’zgaruvchilar:
C =  |®, i  =
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Tenglamaning kanonik ko’rinishi:

U<C ~i~ um ^  3  w»( 0.

2.3-misol. xuxx — 2y/xyuxy + yuyv +  /uy — 0.
Koeffisientlar: ац =  x, u-i2 — — ̂ /xy, <222 =  y- Demak, D — 0, tenglarna 

parabolik tipga tegishli. Xarakteristik tenglarna:

dy 
' dx

-V vJ x-

Uning umumiy integrali:
C =  y/x +  yfjj.

Ikkinchi mustaqil o ’zgaruvchi sifatida ixtiyoriy (lekin / ga chiziqli bog’liq 
bodmagan) o ’zgaruvcbini olishiiniz murnkin. Masalan, 77 =  y/x. Kerakli 
hosilalarni hisoblab berilgan tenglamaga olib borib qo’ysak

1.
- - { Щ  +  Urt

V
ko’rinishdagi parabolik tenglamaga kelamiz.

2.2- mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: uxx -  Quxy +  1СЦ/;/ -|- ux 3uy — 0.
2.3- mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: 4uxx + iuxy + uyy — 2uv =  0.
2.4- mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: uxx — xuyy — 0.
2.5- mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: uxx — yuyy — 0.
2.6- mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: xuxx + yuyv =  0.
2.7- mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: yluxx +  x2uyy — 0.
2.8- mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: X2uxx -f y~uy!/ =  0.
2.9- mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: x~uxx — у2Щу ~  0.
2.10- mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: y2uxx — x2uyy =  0.
2.11- mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: (l-\-x2)uxx-\-(l+y2)uvy-\-xux \-yuy—2u =  0.
2.12- mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: x2uxx — 2xuxy -|- uyy =  0.
2.13- mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: y2uxx 4- 2yuxy +  uyy — 0.
2.14- mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: y2uxx + 2xyuxy + x2uyy =  0.

§5. n  t a  m u s ta q il o ‘zga ru vc ,h ili h o i

Mustaqil o‘zgaruvchilarni aq, xo, 2:3 ,.... xn deb belgilaymiz. Noma’lum 
funksiyaning argumentida esa. bu n ta o'zgaruvehini qisqalik ucliun bitta x 
harfi bilan belgilaymiz: u(x) — u(xy. x-2, .7:3 ,.... xn). Yuqori hosilalarga nisbatan
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chiziqli bodgan ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamaning 
kodinishi quyidagicha bodadi:

E
1

d2u
' dxidxj

du'  Y  biJ ~  +  cu(x ' =  Д х )-
'  dX.;

(23)
Ы-Л

I hi yerda tty. /у va c koeffisientlar uzliksiz bodib koordinatalarga bogdiq bodishi 
murnkin: a,LJ — агу(х), by — /y(.r), c =  c(x). Yozilgan tenglamani kanonik 
ko'rinishga keltiramiz. Bulling ucliun x koordinatlar ustida

X; 0  =  Ci(x )> i =  1 , 2 , n, Ci G C \R n) det д/г
dx , Ф 0

(24)
almashtirish bajaramiz. Almashtirish determinant! noldan farqli bodgani uchun 
x =  a:(£) ni topishimiz murnkin (determinant noldan farqli bodgan hamma 
nuqtalarda). Shuni hisobga olib t*(C) =  w(-r( 0 )  deb belgilaymiz. Hosilalarni 
hisoblashga o'tamiz:

du d(i du
dx.i дхн dQ'I

d2u d

dx.i 

dQ duv _ и vu, _  -EE dQ d/k д2й y ^  d2Q du
dx^Xj dxj dxi dQ ^  dx, dxj d/kdQ + dx/dxj dQ'

Ibpilgan hosilalarni (23)-tenglamaga olib borib qo'vamiz:

E E a»
l,k= 1 \ i,j= 1

dQ dQ,. \ д~й у л  / у  dQ у  
dxi dx3 ) dQ;DQ + 2^  [ z ^  Я г ° г +  2_,

52Cz

Z=1 \ г —1 . . IJ dxidxj
du.
d/i

+

+cu(Q  — /(C )-

Ikkinchi tartibli hosilalarning oldidagi yangi koeffisientnlarni 
belgilaymiz:

&ik{0  =  ао(-т) 
i,j—i

dQ d(k
dx-i dx,j

quyidagicha

(25)

Qolgan hadlarning hammasini bitta Ф(С, w, du/dQ) barf bilan belgilasak 
(leiiglamaning kanonik tipiga ularning daxli yo£qligini bilamiz) yangi 
o‘zgaruvchilar tilida berilgan tenglarna quyidagi ko‘rinishga keladi:

X .  dlk(0
l.k=l

d2u
d/kdQ -1- Ф{/,й, ди/dQ =  0. (26)
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Tenglainaning klassifikatsiyasi nuqtaga bogdiqligini avvalgi paragrafiarda 
ko'rdik, shuning uchim ma’lum bir .Tq miqtaga o'tamiz. Bu nuqtada Co =  C M  
bodadi. Keyingi mulohazalarni yaxshiroq tushunish va soddalashtirish uchun 
(25)-formulada

qii =
dQ
dxi

X = X o

(27)

deb belgilaymiz, unda (25)-formula

a/fc(Co) =  E  aij(xo)<niQkj (28)
i j =  1

ko£riiiishtti oladi. Bu yerdagi bar bir ikki indeksli kattalikni n x n o'dchamli 
matritsa deb qarash qulaydir. 0 ‘zining ta’rifi bo'yieha qu matritsa x  —> 
( koordinat almashtirish matritsasidir, matritsaning indekslarining obnini 
almashtirsak transponirlangan matritsaga o'tgan bodamiz: =  qjk, shutting
uchun (28)-formula matrik fonnada quyidagi ko'rinishm oladi2:

a =  qaq1 . (29)

(23)-differensia.l tenglamani kanonik ko'rinishga keltirish shunday qu matritsaga 
olib keladigan x —> (  koordinat almashtirishni bajarisliki natijada a matritsa 
diagonal ko‘rinishga kelsin va lining diagonalida faqat 4-1, -1 yoki 0 sonlar 
bodsin: au — otkSkh ak — ±1 ,0 . Bu holda (26)-tenglamaning ikkinchi hosilali 
hadida faqat к =  l bodgan hadlar qoladi. Chiziqli algebra kursida bunday 
almashtirishni harmna vaqt bajarish murnkinligi isbot qilinadi. Bu masala

X I  a i ja ia j

i j = l

kvadratik formani
71

on =  X ]  krhfk, det(p) ^  0 
k= l

almashtirish yordamida
n

i ,j= l

(30)

(31)

2Matrit.salarmng ko'paytirish qoidasini cslatib o‘ taylik: n x n bo'lgan Л va В  mai.ritsalar berilgan bol'sa, 

ulaniiug ko'paytmasi quyidagicha aniqlanadi: (AB)ij — Y2 -AikBkj-
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iormaga keltirish masalasi bilan bir xil. Chiziqli algebra kursida isbot qilinadiki, 
(30)-formani hamma vaqt

к mE P? -  E &2> rn - n (32)
i—1 г=А- 1 1

kobinishga keltirib olish mumkin.
(30)- va (31)-larni (28)- va (29)-formulalar bilan solishtirilsa p va q 

matritsalar o‘zaro transponirlangan ekanligi ko‘rinadi: q — p .
Madumki, к va rn sonlar (31)-alrnashtirishga bogdiq emas (bu tasdiq 

kvadratik formalarning inersiya qortuni deyiladi). Demak, differensial 
tenglamaning kanonik kobinishi faqatgina ai;j koeffisientlarning xq nuqtadagi 
qiymatigagina bo‘gdiq ekan.

(24)-almashtirish natijasida (23)-tengla.ma quyidagi kanonik ко rinishga
kelsin:

m

E
i=A'+l

Ф ( д и / д ( ,  и , С) =  0.

Agarda к — n yoki к — 0,г?г =  n bodsa, olingan tenglama elliptik tenglama 
deyiladi. Bu holda tenglamadagi ikkinchi tartibli hosilali hadlarning hammasi 
bir xil ishorali bodadi. Aga.r rn — n bodib 1 <  к <  n — 1 bodsa, tenglama 
f/iperbolik deyiladi (xususan, agar к — 1 yoki к =  n — 1 bodsa, tenglama 
normal giperbolik deyiladi). Va nihoyat, agar rn < n bo Isa, tenglama 
parabolik (xususan, m — n — 1 bodib к -• 1 yoki к =  n — 1 bodsa, normal 
parabolik) deyiladi.

2.4-rnisol. uxx +  2uxy +  2uyy 4- 4uyz +  5uzz =  0 tenglamani kanonik 
kod’inishga keltiring.

(30)-bo‘yicha

Q — o 2 4- 2ai02 ±  2o| 4- 4а'2<аз +  5с*з

forma tuzib olamiz. Bu formani darhol

Q =  (a\ 4- (X2 ) 1 ±  ( 0 2  ±  2а,з)“ 4-

kobinishga keltirish mumkin. Kodinib turibdiki,

3 \  —  Qj 4- 02, p 2  —  о2 + 2оз, Аз =  аз (83)

belgilashlar kiritilsa boshlangbch forma

Q — ft Г +  Pi ± Pi
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ко rinishni qabul qiladi. (33)-formulalardan

cvi ~  A  “  +  2Дз- a2 =  во -  2Дз, =  Д3

kelib chiqadi, bularni

mati ik ко rinishda olsak, ptj matritsa topilgan bodadi:

det, p =  1 ekanligi koTinib turibdi. 
kerak:

q =  pT =

q matritsa p ga transponirlangan bodishi

0 0 
1 0 

- 2  1
(transpomrlash - satrlar va ustunlarning o‘rnini almashtirisli). Olingan matritsa 

(27)-formulaning ma’nosi bo‘yicha Ci va x ,y,z  o'zgaruvchilarni bogdaydigan 
matritsadir: ' ”

Ya’ni,

Ci = X,  C2 = y -  x , Сз =  2x -  2y 4-
Hosilalarning hammasini hisoblab chiqib tenglamaga olib borib qo‘ysak u 

kanomk ko'rinishi elliptik bodgan tenglama ekanligini topamiz:

wCiCi +  u \ 2(,2 +  —  0.

l ,,2-15 maS^  Uxx *Uxy 2и'хг "к û;w t  uzz + 3ux — 0 tenglamani kanonik kohinishga 
kcltirmg. b
i n • maShq' Uxx <2Ux’1 ~  ^ Ux~ +  3uyy — 2u yz + 3lifjj, — 0 tenglamani kanonik ko'rirushga 
kcltirmg. 6
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111 BOB. GIPERBOLIK TENGLAMALARGA 
OLIB KELADIGAN FIZIK JARAYONLAR

Я I. Torning ko'ndalang tebranishlari

Uzunligi / bodgan ingichka torning ko’ndalang tebranishlari masalasini ко rib 

( 11i<jaylik. IJning bosh va oxirgi nuqtalarini a va b deb berlgilaymiz.
Ibming muvozanat holatidan siljishini kichik deb qaraymiz, ya’ni, biz kichik
icbranishlar masalasini ko’ramiz. 
inoiiieiitida o’z muvozanat holatidan

TfxUlx)

III I гимн: Torning ko’ndalang tebranishiga

torning x koordinatali nuqtasining i vaqt 
siljishini w(.t , /,) deb belgilaymiz.

Siljish kichik deganiiniz tga — 
du(x,t)/dx ham kichik bodadi 
deganimizga tengdir. Bu holda siljish 

natijasida torning uzunligi o’zgannaydi 
deb olishimiz kerak (chunki lining 

o’zgarishi ikkinchi tartibli kichik son 
bodib chiqadi):

b
l — J \Jdu2 +  dx2 —

a

- j j l  + m 'dx^b-a

Tor bo’yicha taqsimlangan tashqi kuch 

zichligini P(x, t) deb belgilavlik, bu kuch 
Imi bit Muqtada torga perpendikular yo’nalgan bodsin. Torning tarangligini 
I'( / ) dob belgilaymiz, albatta T(rc) nutadan nuqtaga o’tganda o’z yo’rialishini 

" -,iи l ir.'idi h'kin uning son qiymati T — |T| o’zgarrnaydi. Bu tasdiq torning 

и null 4 o’zgarmasligidan kelib chiqadi - torning uzunligi o’zgarmas ekan uning 
i m/iiigligi ham o’zgannaydi. Tor massasi zhichligini p(x) deb belgilaymiz, ya’ni 
pi i )d r torning x va x -1- dx nuqtalari orasidagi massadir. Torning mana shu 
I и ink ill elementi uchun harakat tenglamasi - Newton tenglamasini tuzamiz:

T sin a эН-dx T sin o:|x +  F(x, t)dx =  p(x)dx
02u
~di?
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(Newton qonuni: 
bo’lgani uchun

Ya’ni,

ta’sir qilayotgan kuch-massaxtezlanish).

sin a ___ tga
\ /Г +  tg2a -  tga =

du
d x

Siljish lar kicbik

sin a\xUx -  sin a\x du(L: x  4- dx) du(x, t) 
dx dx

d2u(x, L) 
'  dx ’-

Demak,
&u _  r r & u { x ,  t )

'  dt2 d x2
torning kichik ko'ndalang tebranishlari tenglamasi 
quyidagicha yozib olamiz:

ekan.

(2)

Bu tenglamani

d2u(x,t) _  2d2u(x,t) 
d t 2 (9.r2 +  / ( x ,  £), (3)

bn yerda J — F/p, a2 =  T /p . Uni bizga ma’lum bo’lgan kanonik ko’rinishda 
bam yozib olishimiz inumkin:

& l̂ xx —  J • (4)
Ko’pincha bu tenglarna Ыг о Ichamli t o ’lqin tenglamasi deyiladi.

Keltirib chiqarish jarayonida taranglikni o’zgaruvchan deb olsak, 
o ’rniga

d2x
P~dF~~

d
dx

т
.du 
dx

+  F

(2)-ning

(5)
tenglamani olgan bo’lar edik.

§2. Sterjenning b o ’ylanrna tebranishlari

Bizga bir sterjen berilgan bo’lsin. Bir o ’lchamli bo ’ylanma tebranishlari 
baqida gapirar ekamniz, sterjenning bar bir kesimi deformatsiyasiz x o ’qi 
bo yichao z muvozanat holatidan siljiydi, deb qaraymiz - (Ifl.2)-rasmga qarang. 
Tashqi kuch (agar mavjud bo’lsa) x o ’qi bo’yfcha vo’nalgandir. u(x,t) 
funksiya (x) nuqtaning i vaqt momentidagi o ’z muvozanat bolati (x) dan siljish 
kattaligini ifodalaydi. u(t, x 4- dx) funksiya esa (x  4- dx) nuqtaning l vaqt 
momentidagi o ’z muvozanat bolati (x +  dx) dan siljish kattaligini ifodalaydi. 
Sterjenning boshlang’ich uzunligi dx bo’lgan bir bo’lagini olamiz x  va x +  dx
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kiiordinatalar orasidagi. Kichik tebranishlar baqida gap ketayotgani uchun 
I hi tiniu< yoyihnalarda dx ning birinchi darajasi bilan cheklanamiz:

7/.(/,, x 4- dx) ~  u{xn l) +  ux(x, t)d,x.

Mu Ibrmuladan ko’rinib turibdiki, sterjenning nisbiy cho’zilishi (sterjen 
bo’lakehasining i vaqt momentidagi uzunligining t =  0 vaqt momentidagi 
iiztinligiga nisbati)

u(t, x 4- dx) — u(x , t) 
dx

gn long. Hooke1 qonuni bo’yicha

T  =  ESux.

In verda E  - Young moduli, S - sterjen kesimi.
Bu holda taranglik T  ning son qiymati 

x ga bog’liq bo’ladi chunki sterjenning 
uzunligi o ’zgaruvchandir. Yana barakat 
tenglamasini tuzaylik:

T (x 4- dx) -  T(x) 4- F(x, t)Sdx =

•м х.:)
; : j t

u(.\ (Ik Q

\  > 1

i!
\ \

! ;

j

.V X d x

111.2-га.чт: Sterjenning kenimlai i

i a  d2u(x,t)= pdxb мг1-
Bu yerda F(:r, t) - sterjen bo’yicha taqsim- 
langa kuclming xajm zicbligi, S - sterjen- 

iimi', kesirn sirti. Chap tomonni qatorga yoyamiz:
d2u

7\x +  dx) -  T(x) =  ES (ux(t, x +  dx) -  ux{x, t)) ^  E S -^ d x .

t )!inj>;aii tenglarna 

yoki,

d2u d2u
/?7pj + Ь (:Xi t) =  РХП2 dxL eft

E

(6 )

(7)

(8 )2, г 2 f  —  —
U i t  tt U x x  • J ;  U  j J p

l,<»'i iuishga ega bo’ladi. Biz yana giperbolik tipdagi tenglamani oldik: (4)- va 
14) lenglamalar faqatgina a2 ta’rifi bilan farq qiladi. Biz keyin ko’ramizki, a - 
i (i’ l«|ilining muhit bo’yicha tarqalish tezligini beradi.

Olingan tenglamalar - (4) va (8) - to’lqin tenglamasining bir o ’lchamli 
kn't inishi. Ikki o ’lchamli to’lqin tenglamasi

Uti 0? (v>xx 4~ dyjj) f. (9)
1 Hiilii'i l, Hooke (1635-1703) - buyuk ingliz olimi. Rus tilida -  Роберт Гук.
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ko’rinishga ega bo’ladi. Bunday tenglamaga, biror ikki o ’lchamli sirtning 
(masalan, mernbrananing) tebranishlari masalasirii ko’rsak, kelar edik. 
Quyidagi tenglama esa

U(,t ~~ a (u>xx T Uyy T  Uzz) ~  J ■> (10)

yoki,
Utt — a2 Au — f  (11)

uch o ’lchamli to’lqin tenglamasi deyiladi.

§3. Giperbolik tenglamalar uchun chegaraviy va bosh­
lang’ich shartlar

Masalaning bir qiymatli yechiinini topish uchun shu masalaga mos keluvchi 
boshlang’ic-h va chegaraviy shartlarni berishimiz kerak. To’lqin tenglamasi vaqt 
bo’yicha ikkinchi tartibli tenglama bo’lgani uchun noma’lum funksiya u(x, L) va 
uning vaqt bo’yicha birinchi tartibli hosilasi boshlang’ich vaqt momenti t =  0 
berilgan bo’lishi kerak:

u(x, 0) =  (p(x), Ut(x. 0) =  ip(x).

Bunday shartlar boshlang’ich shartlar yoki, Caushy2 shartlari deyiladi. 
Agar masalada faqat boshlang’ich shartlar berilgan bo ’lsa, bunday masala 
Caushy masalasi deyiladi. Boshlang’ich shartlarning fizik manosiga to’xtalib 
o'taylik. Masalan, <p(x) Ф 0 va ф(х) -  0 bo’lsin. Bu - tor (sterjen) 
nuqtalarining boshlang’ich siljishi noldan farqli va boshlang’ich tezligi nolga 
teng degani (dutor, rubob, gitara va shunga o ’xshash asboblarda uchraydigan 
boshlang’ich shart). <p(x) =  0 va ip(x) ф 0 bo’lgan hoi esa tebranishning 
boshida torning (sterjenning) hamma nuqtaJarida muvozanat holatida turibdi, 
lekin ularga boshlang’ich tezlik berilgan (masalan, bolg’acha bilan urib) 
degani. Bunday boshlang’ich shartlar pianino, do’mbira va shunga o ’xshagan 
asboblarga mos keladi.

Chegaraviy shartlarga o ’taylik. Agar tor yoki sterjenning uzunligi chekli yoki 
yarim chekli bo’lsa, unga chegaraviy shartlar qo’yishimiz kerak. Ular quyidagi 
turlarga bo’linadi. >

1. Uzunligi / bo’lgan tor(sterjen)ning boshi va oxiri mustahkam biriktirilgan 
(masalan, devorga):

u(t. 0) =  u(t, /) =  0.
2Augustiu-Louis Cauchy (1780-1957) - fransuz matematigi. Rus tilirla- Опостви-Луи Коши

54

I Joshqacha yozsak:

u(x, t)\x=(i =  u{x,t)\x=i =  0 .

Umumiy holda chegaraviy nuqtalar berilgan qonun bo’yicha harakat qiladi:

'tl(a-, i) (a;—.() — Mi(0> u(x, i)|x—l ~  h2(0"

Bu yerda //.](/) va p,2{t) funksiyalar - berilgan funksiyalar.

2. Sterjenning (torning) xq nuqtasiga berilgan v{t) kuch ta’sir qilayotgan 
bo’lsin:

du
dx

— un ко
~т

Haqiqatan ham,
У in I

Agar shu chegaraga hech qanday kuch ta’sir qilmasa, ya’ni shu chegara 
ozod bo’lsa,

du
dx

X

- 0 ,

b yozishimiz kerak.

Л. Tor(sterjen)ning chegarasida elastik kuch ta’sir qilsin. Chap cliegarada: 
(Tux — ku)x=zо — 0. yoki о =  hu\x=o, h =  k/T. O'ng hegarada: 
\-Tux -  k u )^  =  0, yoki ux\x—i -  ~hu\x=i. Ishoralarni quyidagicha 
tusliunish mumkin. Chap cliegarada taranglik kuchi inanfiy yo’nalishga 
ega, o ’ng cliegarada taranglik kuchi musbat yo’nalishga ega.

Umumiy holda uchinchi chegaraviy shart

П;г|э;=0 h(u K0)
ko’rinishda yozilishi kerak, bu yerda 0{t) - berilgan funksiya, u torning shu 
chegarasining berilgan harakatini ifodalaydi.

Masalada ham boshiang'ich, ham chegaraviy shartlar berilgan bo'lsa bunday 
masala aralash m.a.sala deyiladi.

.4.1-misol. Ik'kala uchi mahkamlangan tor berilgan. Tor nuqtalarining 
boshlangich tezligi nolga teng, boshlang’ich siljish esa ip(x) =  ax(x -  l) 
ko’rinishga ega.



Yechim. Tenglama:
uu -  a2uxx =  0.

Masalaning shartida tashqi kuch haqida hech narsa deyilmagan, shuning uchun 
tenglama bir jinsli.

Boshlang’ich shartlar:

u{x, 0) =  ф{х) =  ax(x — /), uL(x, 0) — Tp(x) =  0.

Chegaraviy shartlar:
«(0 , t) =  u{l, t) =  0.

O ’zgaruvchilarning o ’zgari.sh sohasi:

0 <  x < l, 0 <  t <  oo.

3.2-misol. Erkin tushayotgan liftning shipiga l uzunlikdagi og’ir sterjen 
osib qo’yilgan. Lift uning tezligi vq ga erishganda keskin to’xtaydi. Sterjenning 
tebranishlari masalasi qo’yilsin

Yechim. x - o ’qini liftning shipidan pastga qarab yo’naltiramiz. g - erkin 
tnshish tezlanishi. Bu liolda tenglama:

‘Mil & U-j;x  —  g  ■

Boshlang’ich shartlar:

u(x, 0) =  <p(x) — 0, щ(х, 0) =  ijj(x) =  wq.

Chegaraviy shartlar:
w (0 , t )  =  0 , U x(l ,  t )  =  0.

O’zgarnvchilarning o’zgarish sohasi:

0 <  x < l, 0 <  t <  oo.

3.1- mashq. Ideal gaz bilan to’ldirilgan bir uchi ochiq truba o’z o’qi yo’nalishida v fcezlik 
bilan ilgarilanma harakafc qilaypti. t — 0 vaqtda truba to’satdan to’xtaydi. Trabaning yopiq 
uchidan x masofadagi gaznirig muvozanafc vaziyatidan siljishi masalasini qo’ying.

3.2- mashq. Ikki uchi mahkamlaugau tor uchun ko’ndalang tebranishlar masalasini 
qo’ying. Tor qarshiligi tezlikka proportsional bo’lgan muhitda joylashgan.

3.3- mashq. Bir uchi mahkamlangan ikkinchisi o’z tqzligiga proportsional bo’lgan kuch 
ostida bo’lgan bir jinsli clastik sterjenning bo’ylanma tebranishlari masalasini qo’ying. Muhit 
qarshiligi hisobga olinmasin.

3.4- mashq. Og’ir sterjen o’zining liar bir nuqtasi muvozanat holatga keltirilib, siqib 
qo’yilgan holatda vcrtikal ravishda bir uchidan osib qo’yilgan. I =  0 vaqtda sterjen siquvchi 
kuchdan ozod bo’ladi. Sterjenning majburiy tebranishlari masalasini qo’ying.

5G

I i) vaqtda sterjenning ко ndalang кеьи
,,ciT og,irligi p bo‘,g“ y,,k osib

Maaalaning qq‘yilishi W  darajada o'agarad..

S.ii-mashq. I =  0 vaqtdan bosl.lab Lchqo'yilgsm-

$ I Tebranish energiyasi

,lx uzunlikdagi toming kinetik energiyasi
1 9 1 , 2  -dmv2 =  -zpdxut 
2 2

ekanligini hisobga olsak, butun toming kinetik energiyasi

l

0

"potensial energiya f  kuch x siljishelementi» g*
,h: olcincntga ta’sir U yotga n  kuch M  gateng ( T - o a U * - *  -

r „ ...dx), dt vaqt ichidagi siljisli u,dt ga teng. deniak

l t

_U — J  I  Tuxxdxdtut =  '1 u{Ux 

о о

dt -  J Tuxux,dt 
10 0

0 o 0
Shimdy qilib to’liq energiya quyidagiga teng:

i.
E =  i  J  dx {р{ъ)иь +  TquI) ■ (12)



Energiya uchun ifodani umumlashtirish maqsadida torning ko‘ndalang 
tebranishlari tenglamasi (5)- va sterjenning bo‘ylanma tebranishlari tenglamasi 
(7)-larni umumlashtirib quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

, ,д 2и d f  . .du\ ,
~ fa  J + t) =  F{x, t). (13)

Bu yerda
P{x) > 0, q{x) >  0, p(x) > 0.

Boshlangdch va chegaraviy shartlar o'zgannasin.
Quyidagi kattalik mana shu tenglamaniug energiya Integra И deyiladi:

i
E = 2 j  dx +  P(x)ul +  <IV?) ■

о

(12)-bilan solishtirganda bu ifodada paydo bodgan qo'shimcha had qv? ning 
ma’ruxsi (bu had (13)-tenglamadagi qu qo'shiincha had bilan bogdiq) kodinib 
turibdi: bu had potensial energiyaga qo'shilgan hissa.

Energiyadan vaqt bo'yicha hosila hisoblaymiz:

(EE
dl

iJ dx [putuu +  puxuxt +  quilt] ■ 
о

Ikkinchi hadni bodaklab integrallaymiz:

Natijani energiyaning hosilasiga olio borib qo‘yib (13)-tenglainani hisobga 
olsak,

dE
dt

— / dxutF(x, t) +  puxut

ni olamiz. Birinchi had tashqi kueh F bajargali ishni ifodalaydi, ikkinchi had 
boshlang‘ich shartlarni hisobga. olganda nolga tcng bodib ketadi. Agar tashqi 
kuch bodmasa
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hndadi. Bu - energiyaning saqlanish qonuni. Tashqi kuch mavjud holda

^  = J  dxulF(x, t)
о

С,a egarniz.

§5. Aralash masala yechimining yagonaligi

Eng umumiy ko‘rinishdagi giperbolik tenglamaga qaytaylik:

~ Ъх + q№u(x' = F(x-- *)• (14)

В u yerda
p(x) > 0, q(x) >  0. p(x) > 0. 

denglamaga quyidagi boshlangdch va chegaraviy shartlar qo!yilgan bodsin:

u(x, 0) =  ip(x), u((x, 0) =  ф(х), u(0, t) =  p i (£), u(l, t) =  рг(0-
(15)

Baraz qilaylik, masalaning yechimi ikkita bodsin: u\(x,t) va u2(x,t). Bu 
yccliiinlarning farqini

v(x, i) =  щ(х, L) -  u2(x, L)

deb belgilaymiz. (14)-tenglama bilan bogdiq bodgan aralash masalalar 
yccliiinlarining yagonaligini isbot qilish v(x , t) — 0 ekanligining isbotiga tengdir. 
Nomadum v(x, L) funksiya uchun masala quyidagicha qo'yilgan:

^ j h i { p{x)F ) +q{xHx'l) = 0’ (16)

v(x, 0) =  0, vt(x, 0) =  0, v (0 ,0  =  0, v{l, i) =  0.

Bu tenglama uchun energiya integralini yozib olamiz:
L

E = \ J  dx (p{x)vf +  p{x)v2x +  qv2) . 

о
Bu ifodadan vaqt boVieha hosilani hisoblaymiz. (16)-tenglama.da tashqi 
kuclming yo£qligi va boshlangdch hamda chegaraviy shartlarning birjisnliligi

=  0, yadii, E(i) =  const,
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ga olib keladi (awalgi paragrafning oxiridagi hisob bilan solishtiring). Demak,

m  =  e ( o)
ekan. (Ib)-dagi boshlangdch shartlarni bisobga olsak

w  . !E{L) =  b ( 0) =  -  j  dx (p(x)v2 +  p(x)v2x +  qv2) | =  0

b I i—о

ekanligiga kelamiz. Ammo energiya integraiidagi bar bir had - musbat had, 
musbat hadlarning yig'indisi nolga t.eng bodishi uchun ularning bar biri nolga 
teng bodishi kerak. Bulling uchun esa v(x, L) =  0 bodishi kerak. Demak, 
(14)-tenglamaning (15)-shartlar bilan aniqlanuvchi yechimi yagonadir.
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IV BOB. PARABOLIK TENGLAMALARGA 
OLIB KELADIGAN JARAYONLAR

Molekutalar orasidagi to’qnashuv jarayonlari parabolik tenglamalar tilida 
ifodalanadi. Buni quyidagi ikkita misolda ko’raylik.

8 I . Is s iq lik  ta rq a lis h i m asa las i

Issiqlik tarqalishi tenglamasini keltirib chiqaraylik. Quyidagi belgilashlardan 
loydalanamiz:

• u(r, t) muhitning г =  (x , y. z ) nuqtasidgi i vaqt momentidagi temperatura;

* p(r. L) - muhit zichligi, uni izotrop deb qaraymiz;

• c(r)- muhitning issiqlik sig’imi;

* k(v)- issiqlik o ’tkazish koeffisienti;

F(r, Q-issiqlik manbasi zichligining intensivligi.

Issiqlik o ’tkazish koeffisienti к issiqlik oqimi q(r. £) (birlik sirtdan birlik 
vaxjt ichida o ’tgan issiqlik miqdori) va temperatura gradientini bogdaydigan 
koellisient:

q(r, t) =  —kVu.

I hi munosabat Fourier1 qonuni deyiladi. Bu qonundagi minus ishora 
issiqlik oqimining temperatura gradientiga qarama-qarshi yo’nalganligi bilan 
bog’ lik. Albatta, bu cbiziqli munosabat faqat temperatura gradienti kichik 
bo’lgandagina o ’rinlidir, umumiy holda temperatura giadientining yuqori 
larajalari ham kirishi kerak, ammo biz ushbu gradient kichik deb olamiz. Bu 
holda cbiziqli qonunning o’zi yetarlidir.

Ixtiyoriy V bajm uchun issiqlik balansini tuzaylik.
lssi(}lik oqimi natijasida (i, L +  dt) vaqt ichida sbu bajm ichidagi issiqlik 

i n i < [dorining o ’zgarisbi

Qx =  -  J  q • dSdt -  J kS7u • dSdt =  J  кk— dbdi
on

s s s
tlosopli Fourier (1768-1830) - fransuz fizigi \".i matcmatigi. Г’ус тилида - Жоче<[) Фурье

61



ga teng. Oxirgi tenglikka o ’tishda biz sirtga normal birlik vektor n 
tushunchasini kiritdik. n vektor bila.n dS vektorlar bir xil yo’nalishga ega, 
shu sababli u yerda skalar ko’paytma belgisini ham yozmadik.

Integral oldidagi minus ishoraga 
to’xtalaylik. (IV.l)-rasmdan ko’rinib 
turibdiki, agar oqim tashqariga yo’nalgan 
bo’lsa, q  va dS vektorlari orasidagi burchak 
o’tkir, demak, ularning skalar ko;paytmasi 
musbat bo’ladi. Oqim tashqariga bo’lgan 
holda hajm ichidagi issiqlik miqdori 
kamayishi kerak, shu sababdan integral 
oldiga minus ishorasini qo’ydik. Agar 

oqim ichkariga bo’lgan holni taldil qilsak, rasmdagi ikkita vektorning skalar 
ko’paytmasi inanfiy son bo’lishini ko’ramiz, integral oldidagi minus ishora bu 
gal hajm ichidagi issiqlik miqdorining o ’sishini ta’minlab beradi.

Gauss teoremasi bo’yicha

IV.l-rasm: Issiqlik oqimlari

Qi =  — j  q • dSdt =  — div (\dVdt — J div(k\7u)dVdt.
S V V

Issiqlik manbai hisobiga paydo bo’lgan issiqlik miqdori:

q 2 = F(t, r )dVdt.
v

Mana shu ikki sabab bo’yicha temperaturaning (t, t +  dt) vaqt. ichidagi 
o ’zgarishi:

u(t +  dt. r) -  u(t, r) ~  ufdt. (1)

Temperaturaning bunday o ’zagarishga mana shu V hajm ichidagi issiqlik 
miqdorining quyidagi o ’zgarishi rnos keladi:

Issiqlik balansi:

Ch =  J  cp^dV di.

V

Q3 — Q1 +  Q2 ,
ya m,

dV dt ( CP~̂ ~ — div (A; grad u) -  F ) =  0.

G2

Ha jm va vaqt ixtiyoriy bo'lgani uchun 
du

cP~ ĵ — div (A: grad и) +  F(r, /;) (2)

l.i'iiglamani olamiz. Bu - issiqlik tarqalishi tenglamasidir. Agar inuhit bir 
linsli bo’lsa, ya’ni с, p, к lar o ’zgarmas bo’lsa, tenglamaning ko’rinishi

—  =  a2 A  и +  / ( r, t) (3)

bo’ladi(a2 =  k/cp,f =  F/cp). Bir o ’lchamli holda

ui =  a2uxx +  /.

§2. Diffuziya masalasi

Dillir/iya tenglamasini ham xuddi avvalgi paxagrafdagidek balans prinsipidan, 
l)ii gal modda balansi prinsipidan keltirib chiqaramiz. Bu gal gap modda 
balansi haqida ketadi. Uslibu masalada u(t, r) - rnoddaning konsentra.tsiyasini 
bildiradi. Modda oqimi uchun quyidagi Pick1 qonuni o ’rinlidir:

q -  —DWu. (4)

Bu ibrmulada q - modda oqimi zichligi, D - diffuziya koeffisienti. Shu oqim 
borligi natijasida dt vaqt ichida S silt ichidagi hajrnda modda miqdorining 
o ’zgarishi

N q  • dSdt — / div(DS7u)dVdt
s v

bo ladi. Integral oldidagi minus ishora yuqorida issiqlik tarqalishi masalasida 
miihokama qilingan. Hajmning ichida F(r, t) zichlik intensivligiga ega bo’lgan 
modda rnanbasi bo’lsin. Uning hisobiga hajm ichidagi modda miqdorining 
o ’zgarishi

N2 - F(r, t)dV dt

bo’hwli. Konsentratsiyaning shu vaqt ichida o ’zgarishi 

u(r, t +  dt) — u(r, t) ~  utdt, 

l liajm ichidagi modda miqdorining o’zgarishi

(5)

A, utdV di

Adolf Kick (1829-1901) - nemis lizigi.
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bo’ladi. Modda balansini tuzaylik:

/V3 =  Nx +  N2.

Undan biz quyidagi tenglamaga kelamiz:

=  di v(DVti) +  F. 
at

Bir o’lchamli holda
v.f — (ОихУх +  F.

Agar F  =  const bo’lsa, uch o ’lchamli holda

щ — DAu 4- F

bo’ladi, bir o ’lchamli holda csa

(6)

щ =  Duxx +  /

tenglainani olamiz.
Olingan diffuzuya tenglamasining ko’rinishi issiqlik tarqalishi tenglamasidan 

farq qilrnaydi. Sababi nimada? Sababi shundaki, ikkala jarayonlar asosida 
molekular to’qnashuvlar yotadi. Issiqlik tarqalishi - bn energiyasi kattaroq 
bo’lgan molekulalarning to ’qnashuvlar orqali o ’z energiyasini energiyasi 
kamroq bo’lgan molekulalarga tarqatishi bo‘lsa diffuziya jarayoni bir modda 
molekulalarining ikkinchi modda molekulalari ichiga o ’zaro to ’qnashuvlar 
asosida tarqalishi yotadi.

Issiqlik tarqalishi va diffuziya tenglamalari parabolik tipdagi tenglamalardir.

§3. P a ra b o l ik  t e n g la m a la r  uchun  c h e g a ra v iy  v a  bosh - 

la n g ’ ich  m a sa la la r

Issiqlik tarqalishi va diffuziya tenglainalari vaqt bo’yicha. birinchi tartibli 
tenglama bo’lgani uchun, bitta boshlang’ich shart - temperaturaning 
(konsentratsiyaning) muhitdagi boshlang’ich taqsimoti berilishi kerak:

w(.t , 0) =  (p{x).

Chegaraviy shartlar quyidagi uchxil turga bo’linadi:

1. Chegarada ma’lurn temperatura (konsentratsiya berilgan)

u\s =  u0(r,t).
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Masalan, uzunligi l ga teng bo’lgan (0 <  x < l) sterjenning
temperaturasini aniqlash masalasi haqidagap ketayotgan bo ’Isa chegaraviy 
shartlar

u(0 , t)  =  1Г ] , u(l, t)  =  U-2

ko’rinishida beriladi.

2. Chegarada ma’lum issiqlik (modda) oqimi berilgan:

. du
dn

=  q ( t , S ) .

Sterjen haqida gap ketgan xususiy holda. lining chap va o ’ng chegaralarida

kux{0 , t) =  r/i, k.ujl. t) =  -q 2

deb vozamiz. Birinchi shartda ishoraning o ’zgarishi chap chegarada normal 
bo’yicha hosilaning x koordinata bo’yicha hosilaga teskariligidan.

3. Chegarada Newton qonuni bo’yicha issiqlik (modda) almashinishi ro’y 
bevayapti:

k -~  -b h(u -  w0) l =  0,

bn yerda h - issiqlik (modda) almashinishi kocflisienfi deyiladi.

Parabolik tenglamalar uchun ham ko'proq aralash masalalarni yechishga 
l,o‘g‘ri keladi.

d .l-m isol. Boshlang’ich temperaturasi щ  bo’lgan sterjenning chap uchida 
о '/.gar mas щ temperatura ushlanib turibdi. Sterjenning o ’ng uchida o ’zgarmas 
i:;:>i(|lik oqimi q berilgan. Issiqlik tarqalishi masalasi qo’yilsin.

Yechim .

Щ -  a2uxx =  0, 0 < x < l ,  0 <  t < oc,
u(x. 0) =  Щ, u(0, i) — Vi, ux(l, t) =  q/k.

4.2-m isol. Ingichka sterjenning boshlang’ich temperaturasi <p(.x). Ikkala 
ж Inning temperaturasi o ’zgarmasdir:

u(0, l) =  щ . u(l, t) =  u2, 0 <  t <  oo.

Sterjenning yon sirti orqali temperaturasi щ  bo’lgan t.ashqi muhit bilan Newton 
(joinmi bo’yicha issiqlik almashinishi ro’y berayapti. Shu sterjen uchun issiqlik 
t arqalishi masalasini qo’ying.
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Yecliim.
Masalaning shartidagi "ingichka sterjen" ni shu darajada ingichka deb 

qarayrnizki, lining yon sirti bo’yicha tashqi muhit bilan bo’layotgan issiqlik 
almashinishi natijasidagi issiqlik oqimining zichligi

du
4 = ~ k d n = ~ a (u  ~  Щ^

ш butun sterjen bo’yicha uzluksiz taqsimlangan manbaning ta’siri deb 
qarashimiz mumkin bo’lsin. Ya’ni, tenglamani

щ — a2uxx +  /

ko’rmishda qidiramiz. Manba intensivligi F  =  fcp  ni Gauss teoremasidan 
topamiz. Sterjenning uzunligi f  S =  pi - sirt yuzasi (p - perimetr), shu sirt 
yuzasidan 1 sek da o ’tgan issiqlik miqdori qS manba intensivligi F  dan hajm 
bo’yicha olingan integralga teng bo’lishi kcrak:

qpl =  fcp SI.
n  , . _  qp a .
JJernak, J — —— — — —y(?i — щ ). Shularni hisobga olib masalaning qo’yilishi 
quyidagicha ekanligiga ishonch hosil qilamiz:

'U't ® Ч ет  — Щ ),
cpl

u(x, 0) ,p [x)) u(0. t) — Щ, u(l, t) — И2 , 0 <  1 < OO. () <  J <  /.

§4. K o n v e k t iv  o q im n i h is o b g a  oJish
л

Issiqlik tarqalishi va difluziya tenglamalarini keltirib chiqarganda issiqlik 
tarqalayotgan rnuhitda va diffuziya ro'y berayotgan muhitda konvektiv harakat 
yo‘q deb faraz qilingan. Agar muhit nuqtalari v(r, /.) tezlikka ega bodgan 
konvektiv oqimlarda ishtirok etsa, issiqlik (rriodda) bir nuqtadan ikkinchi 
nuqtaga mana shu oqimlar yordamida ham ko'chiriladi. Agar aniqlik uchun 
modda ko'ehishi jarayoni haqida gapirsak; modda ikkita sabab bo'yicha 
ko'chirilayapti - molekular to‘qnashuvlar (ular Pick qonuni (4)-da hisobga 
olingan) va konvektiv oqim hisobiga. Konvektiv oqfiinni quyidagicha hisobga 
olish mumkin. Muhitning t vaqtda r koordinatali nuqtasi v(r, t) tezlik bilan 
harakat qilayotgan oqim bilan ko'chgani uchun, bu nuqtaning i +  dt vaqtdagi 
koordinatasi

r(£ -f dt) ~  r(£) +  (dr/dt)dt =  r(t) +  v(r, l)di

Imi’IihH Shuui hisobga olib, (1)- va (5)-formulalarni boshqacha hisoblash kerak: 

//(«•(/ I dt), /■ 4 dt) -  u (r (t) ,t) ~  u{r{t) +  v (r A)dt,l  4 dt) -  u(r(t), t) ~

~  (ut 4- v  • Vw) dt.
In|,i|nda. issiqlik tarqalishi tenglamasi (3) da qo'shimcha - konvektiv - had 

I in\ do bodtidi:
v.j -b v • Yn a2A J.

I hlluziya tenglamasi (6) barn xuddi shunday o'zgaradi:

щ +  v • Vu — D A — F.

(7)

(8)

Miinliqlar.
1 l umsliq. 0 < x  <  l sterjenning yon sirti issiqlik o’tkazmaydi, ikkala uchi 

l„ i |||.„n lemponitunida nshlanadi. Sterjenning temperaturasini aniqlash bo’yichachegaraviy

n n I I tin 11 i qo’ying.
\,-> nmshq. (Hu masalaga 8-bobda delta-funksiyani o‘rgangandan keyin qaytib koling.)

11n-o liloi cli('lc:i/. 1 , (4 iiioi/.olyatsiyalangan sterjen bo'yicha /. -  0 vaqtdan boshlab o‘ng toirionga 
Г I, lit bilnn i: siqlik nianbai harakat qilayapti. lining quvvati q ga teng. Sterjen bo\yieha 
i 1 11! iК tarqalishi masalasi qo'yilsin.

I,И mnsliq. Radiusi R  bo'lgan bir jinsli shaming ichida L — 0 dan boshlab 
ниш'; /ic.lilik Q bilan laqsiirilangan issiqlik uianbalari ta’sir qila boshlayai. Shar

....|l nlni itiing boshlanghch tcmperaturasi faqal markazgacha bo lgan masofaga bog liq deb
, . 1111, i mqulislii nmsalasini quyidagi chegaraviy shartlarda qo‘ying:

, , )  Inn m i  i i<l>i nolga long temperatura uslilanib turibdi;

I.) Inn nil tide tcmperaturasi nolga teng bo‘lgaii tashqi muhit bilan Newton qonuni bo'yielia 
luiuvekliv issicjlik almashinishi ro’v berayapti.

l I mashq. Radiusi R va boshlang'ich temperaturasi nolga teng bokgan bir jinsli shar 
b i ilr,mi Shar sirtining harmna nuqtalari o'zgarmas q oqim bilan isitilyapti. Shar ichidagi 
I. inprinlnra taqsimoti masalasini qo‘ying.

1.1» nmsli(|. Asosinirig radiusi a va balandligi h bo’lgan bir jinsli silindr berilgan.
■ -,i. HI.о i liollnida silindming barqaror taqsimlaugan (vaqtgabog licjlik yo q) tempcratuiasini 
i,,|n ill bo'yicha chegaraviy masala qo‘yilsin:

i) < >ii\ i a.os va yon sirt tomperaturalari nolga teng. yuqori asos tempcratura î faqat ? ning 
I'lliikHiyasi;

I■} i.inyi asos toiupcraturasi nolga teng. yon sirti issiqlik o’tkazmaydi, ynqori siiti 
II'liiperntiirasi t/o(J')i

) ■ inyi asos lсшрегу)urasi nolga teng. yon sirti esa tcmperaturasi nolga teng tashqi muhit 
I ii111и Mivul ilyapti, yuqori sirti tcmperaturasi uo(r)-
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V  BOB. TARQALAYOTGAN TO'LQIN 
METODI

§1. C h ek s iz  to r : e rk in  te b ra n is h la r  m asa la s i

Cheksiz tor uchun quyidagi Cauchy masalasini ycchamiz:

utt ~ o2uxx — 0, 'j
u(x, 0) =  <p(x): Ut(x, 0) =
0 < t <  оо, - с о  <  X  <  ос.

( 1)

Bu tenglamani yechish uclnm xarakteristika metodidan foydalanamiz Xarak- 
tenstikalar:

dx
~dt ~  ± a ‘

Bundan kelib chiqib,
E, =  x -У at, г) — x — at (2)

almashtirish bajarsak,

4 n  =  0 (3)
tenglamani olamiz. Bu tenglamaning yechimini umumiy holda

u (E-,v) =  Л (0  +  g(rj) (4)
ko’rinishda qidiramiz. Bu yerda Щ )  va g(v) funteiyalar o'z argumentining 
lxtiyony lkki maria differensiallanuvchi funksiyasidir. Demak,

u(x. t) =  h(x +  at) + g(x — at). (5)

Boshlang ich shartlarni qanoatlantirish qoldi:

U(X’ °) =  +  d(x ) =  c ( r ) ,  a(h\x) ~ g'{x) )  =  ф{х).  (б)
Shait laming ikkinchisini

h{x) -  g(x) =  -  /  dz ib(z) +  c
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" niiisliga keitirib quyidagilarni olamiz:

h{x) =  \p{x) + 7j£ I dzif>(z) +  I

.<?(*) = ~ Ya [  dz$(z) ~ \

i )< 11 ink, (I)-Oauchy masalasining yechimi

■u(x, i) =  i  +  a£) +  <р(.т -  at)) +  У  dz rp(z)
x-\-at

(7)

(8)

kii i misliga, ega скан.
Olingan iiatijaning ma’nosiga kelaylik. /(£ )  — f ( x  +  at) - ning argument,i 

n ,,r,ui inasligi uchun d x / d t  — —a bo’lishi kerak. Demak, chapga —a tezlik bilan 
liiiialml (|ilnyotgan sistemaga o ’tsak to ’lqinimiz /(£ )  — f ( x  +  at) shu sistemada 
и jmnimsdan turar ekan. Bu e.sa [(E) ko’iinishdagi to’lqin chap tomonga —a, 
11 lik bilan harakat qiladi degani. Xuddi shunday, argumenti x — at bo ’lgan 
limle.iyn o ’ng tomonga a tezlik bilan harakat qilayotgan to’lqinga mos keladi.
1 d / /) limksiya e.sa boshlang’ich g’alayonning ikkiga parchalanib chap va ohig 
1' iiimngii. tarqalayotgan to’lqinlar superpositsiyasi ekan.

i| ' ( Jlieksiz tor: majburiy tebranishlar masalasi

I mil quyidagi ko'rinislidagi Cauchy masalasini yechaylik: 

uu ~ a2uxx =  f (x , i ) ,
u(x,0) =  ip(x), ut(x,0) =  'ф(х), > (9)
0 <  t <  0 0 , — 0 6  <  x <  0 0 . J

I in yci dagi /,) funksya tor bo’yicha taqsimlangan tashqi kuchni bildiradi. 
и *i U1 i'i ifit,ikalardan foydalanib, yana (2)-almashtirish bajarsak, quyidagi 

1 * 11 o.li 11111 ini olamiz:
- 4  а2щ Т) =  f(£,r}). (10)

llli 11 n: liuias tenglamaning to ’liq yechimi birjinsli tenglamaning umumiy 
' '  liiini vii birjinslimas tenglamaning xususiv integralidan iboratdir. Bir
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jinsli tenglamaning umumiy yechixni (S)-orqali ifodalangan. Bir jinslimas 
tenglamaning xususiy integralini topish qiyin emas, mii bevosita (10)-dan 
keltirib chiqaramiz:

i ?/

*(Z>V) =  4д2 /  J dW ( £ ^ ) -  (11)
in %

Almashtirish yakobiani d̂ clTj — 2adxdt ekanligini va (V.l)-rasmda ко rsatilgan

____  / "\
\ .  -... /

\ ..V  .
/

/
/

////
\

\
\

\
\

\

V’. l-rasm: IntegraJlash chcgaralarini aniqlashga doir

integrallash sohasini hisobga olsak, (9)-ning yechimi
x f  at.

1 \ Г
u(x, t) — — (<p(x 4- at) +  tp(x — ai)) 4- —  /  dziJj(z)-\-

x —af.

t х-т-а(Ь-т)

/ dyf(y>T)
0 x —a ( f — r )

ekanligini toparniz. Bn formula JD ’Alembert^formulasi deyiladi.

( 12)

§3. B ir  to m o n d a n  ch ek la n ga n  to r . A k s la n t ir is h  m e to d i

Bir uchi rnahkamlangan va ikkinchi tomoni cheksiz bodgan tor berilgan bodsin. 
doming mahkamlanisli nuqtasini x  — 0 deb olsak, malikamlangaiilik sharti

l.Ican-Bapt.isto Ie Rond D’Alembert (17.17-1783) - fransuz oliiui. Rus tilkla - Даламбср

/) 0 ko'rinishga ega bodadi. Todqin taiqalayotgan soha x > 0 bodsin.
\ln,„ilaiii quyidagicha qo‘yish kerak:

utt ~ a2uxx — 0,
u(x,0) — <p(x), ut(x,Q) =  тр(х), u(0,t) =  0; > (13)
0 <  t < oo, 0 <  x <  oo. J

lb I<|i11 t englamasining 5-yechiruiga vuqoridagi chegaraviy shartni qodlasak,

0 =  h(at) +  g{—ai)

miiuosabatni olamiz. Demak,

-h(~x+at) '

h(x-iat)
l / V . . . '

' -k(-x+al)

x -0 , t= 0

V.2-rasm: Bir uclii rnahkamlangan lor bo'yicha todqin tarqalishi

u(x, i) =  h(x 4- at) — h{at — x) (14)

Inn Bu yerda h(x 4- at) - o ‘ngdan chapga harakat qilayotgan todqin, 
11 ( /• I- a t ) esa chapdan o‘ngga harakat qilayotgan todqin, ular V.2-rasmda

11111 oil ilgan. Fizik jarayon x > 0 sohada ro‘v berayapti, lekin (V.2)-rasmda 
qnlnylik uchun x < 0 soha ham ko‘rsatilga.n. Shunday qilinsa 14-formulaning
I nl(|ini yengillashadi, uni butun - o o  < x  < oo sohada o'rinli deb qarash 
■ ihiinkin. Rasmdan kobinib tiuibdiki. bu holda t — 0 vaqtda boshlangdch 
h( v) l.odqindau tashqari (nofizik) x  <  0 sohada - h ( - x )  kodinishdagi todqin
II о и i berilgan, lining vazifasi x — 0 nuqtada u(0,t) =  0 chegaraviy shartning 
i mi |iu ilishini ta’rninlash. Bu soha masalaga kirmagan soha bodgani uchun, u
i 11 l;t)>ii lodqinlar rasrnda shtrixlab ko‘rsatilgan.

0 o'qida ohigdan chap tomonga harakat qilayotgan todqin h(x +  at) 
In nmviy x — 0 nuqtada devordan akslanib, ishorasini o‘zgartirib, о dig 
nmoiign harakat qila boslilaydi. Agar biron xq > 0 nuqtada /• =  0 vaqtda 

r iliiyonlanish bosil qilinsa yetarli darajada katta bodgan t > 0 vaqt ichida 
liyoiiy i >  0 nuqtaga ikkita todqin galma-galdan yctib keladi: x\ < xo
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Bu shartlarning birinchisi (14)-ga olib kelgan edi. ikldnchisidan esa

h(x) — h(x +  21)

bodishi kerakligi kelib chiqadi. Demak, h(x) - davri 21 bodgan davriy 
funksiya ekan. (V.4)-rasmning birinchi qismida nuqtadan chap tomonga 
ker.gau todqin ko‘rsatilgan, lining vaqt bo'yicha 21/a davrli funksiya ekanligi 
ko'rinib turibdi. Ikki chegarada akslanishi natijasida bitta nuqtaga bir necha

V.4-rasm: Ikki uclri mahkamlangan tor

nuqtalardan chiqqan todqinlar bir vaqtda kelishi mumkin. (V.4)-rasmning 
ikkinchi qismida (ж, t) tekisligidagi bir M  nuqtaga a va (5 nuqtalardan chiqqan 
todqinlarning kelishi ko'rsatilgan. a nuqtadan chiqqan todqin o‘ng devordan 
bir marta akslanib, /3 nuqtadan chiqqan todqin esa bir marta o‘ng devordan, bir 
marta chap devordan akslanib M  nuqtaga kelgan. Bu todqinlarni fikt.iv bodgan 
a va h nuqtalardan chiqib, to'gd i yetib kelgan, deb qarashimiz mumkin.

D’Alembert formulasini bu holga moslash uchun unga kirgan hamma 
funksiyalarni 21 davrli funksiyalarga davom ettirish kerak. Bu masala [3|- 
kitobda ko‘ rib chiqilgan.

>
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Mashqlar.
Г». l-inashq. [2|-kitobning Il-bobidagi 52-57 sonli masalalarni yechib chiqing. 
r>.2-mashq. uxx -  2uxy -  3uvy — 0 tcnglamaning umumiy ycchimini toping.
П.З-mashq. 3uxx -  5u„y -  2u,JU -1-3ux + u y -  0 tcnglamaning umumiy ycchimini toping. 
5.4-mashq. иЩ1 -I aux 4- buy -\- aim = 0 tcnglamaning umumiy ycchimini toping. 
r>.f>-mashq. Avvalgi masalaning natijasidan fovdalanib

uxy -  2 ux — 3 uy f  6 u  — 2ex+y

Icnidanianing umumiy ycchimini toping.
G.6-masliq. x2uxx -  y2uvv — 0 tcnglamaning umumiy ycchimini toping.
5 .7 -mashq. Chcksiz tor bo'yicha f{x  -  at) todqin harakat qilayapti. Shu lo'lqinni 

In rililang‘ich у hart si Farida olib t > 0 da tor bo‘yicha tarqalayotgan todqinni toping.
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bo'lsa, boshlang'ich to'lqinning chap tomonga ketgan qismi va akslangan teskari 
ishorali to'lqin, xq > xq bo'lsa boshlang'ich to'lqinning o'ng tomonga ketgan 
qismi va akslangan teskari ishorali to'lqin. Xarakteristikalardan foydalanib bn 
holatlarni (V.3)-rasmdagidek tasawur qilishimiz muinkin. To'lqin tenglamasi

V.3-rasm: 13ir uchi malikamlangan tor

uchun xarakteristikalar x ±  at. — const formula orqali aniqlanadi. t — 0 da x0 
nuqtada boshlangan to'lqin uchun const ■= xq ga teng. Demak, x —  at —  X q . 

Akslanib qaytayotgan to'lqin uchun esa x —at — —x.q. G'alayonlangan nuqtadan 
chapga ketgan to'lqin uchun x +  at — x0. At os keluvchi xarakteristikalar rasrnda 
strelkali chiziqlar bilan ko'rsatilgan.

Kuzatish nuqtasi xq > x0 holni ko‘ra.ylik, unga (V.3)-rasmning birinchi qismi 
mos keladi. x0 nuqtadan o‘ng tomonga ketgan to'lqin X\ nuqtaga t\ =  (xq — 
t , q ) /a vaqtda keladi, xuddi shu x, nuqtaga chap tomonga ketib x  — 0 chegarada 
akslanib qaytgan to'lqin i2 =  (xq -(- x0)/a vaqtda yetib keladi. Demak, 
nuqtadan i\ va t-> momentlarda ikkita to'lqin o'tar ekan - biri to'g'ri to'lqin, 
ikkinchisi akslangan to'lqin.

(V.3)-rasmning ikkinchi qismi xj <  x'o holga mos keladi. Bu holda ham 
X i  nuqtadan ikkita to'lqin galma-gal o'tayapdi: t \  —  ( t . q —  xq) / a  vaqtda X o  

dan chapga ketgan to'lqin, t2 — (xo -  x\)/a +  2.xj/a — (x0 +  Xj)/a vaqtda 
chegaradan akslanib qaytgan to'lqin.

liar gal ham akslangan to'lqin go'yoki (fiktiv bo'lgan) Xq — —xq nuqtadan 
chiqib kelayotgandek ko'rinadi. Shuning uchun akslangan to'lqin uchun 
x — at —  — X q .

Yechim qidirilayapgan soha x > 0, ammo formal nuqtai nazardan 
formulalarni —oo < x <  oc soha uchun yozganimiz qulayroq. Yechinming 
butun x o'qiga davomini u (x ,t) deb belgilaymiz;: (14)-dan kelib chidagiki, bu 
funksiya toq bo'lishi kerak: w(x, /) -= --?/(—x, /;). w(x, t) ning toqligi 7/(0, t) — 0 
chegaraviy shartning avtomatik ravishda bajarilishiga olib keladi. Boshlang'ieh 
shartlarni ham butun x o'qiga toq ravishda davom ettiramiz:

i/?(x, /.) -> ф(х, t) =  -ф { -х ,  t), ip(x, l) -> ф(х, i) =  - ^ ( - x ,  t).
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Mbatta ko'rilayotgan funksiyalammg sinfi o'zgarmadigi kerak: й e
,ш ,л . ' a  e cH R ) t i e c 1 (K). Yaugi kiritilgan и, ф, ip funks,yalar tihda ( . )( a . n - . l n  fan, Shuning uchun koh.lyapgan

masalaning yechimini darhol yozib ohsh mumkm.

й{х, t ) d »  +  at) +  £ (*  -  “ f)) +  Та /  dZ * (Z)' (15)

^  x - a l ;

Bu formula,,, haqiqiy to'lqinlarga keltirish uclmn * -  at > 0 va x -  at <  0 
sol,alarm aloluda kohish kerak (ha,• gal ham ,  >  0). =  Demak,

a) x -  at >  O'- Bu sohada ip{x -  oi) — \ )
i + « (

u(x, t) =  5 { Ф  +  at) +  Ф  -  at)) +  2„  /  dz^ '
^  x - a l

b) x -  o.l < 0 : Bu holda ф{х -  at) =  -</?( -x +  ft0> Ф(г) ^  z^ Z < ° ‘ 

Demak,
x+at

uQ:,l )  =  \ ( i f ( x  +  a t ) - ‘P ( - a  +  at)) +  ^  f d z ^ z)'  

Xuddi shu yo'l bilan bir uchi ozod bokgan

x < at.

ux{0, £) =  °
yarim cheksiz tor masalas,,,! ham yechiah mumkin. Bu holda " l q i n  »  «
nuqtada akshmadi, ammo bu holda u o‘z .shorasm, о zgart.rmayd,.

h V )  +  7 ( - a ‘ ) =  0, => h(at) =  9( - a t ) +  const.

Bu holga to'g'ri keluvchi yechim:

u(x, t) =  h{x +  at) +  h{at -  x) +  const.

§4 . A k s la n t ir is h  m e to d i: ch ek la n ga n  to r  (s te r je n )

Tor(sterjen)ning ikkala uchi malikamlangan bo'lsin:

u(0, t) =  u{l, t) =  0.
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VI BOB. FOURIER METODX

81s ' Xususiy funksiyalar va xususiy qiymatlar masalasi
KlassdSlS*k matemalik fizikaning deyarli hamma tenglmalarining fazoviy qismi 
qU^ g i  ko’rinishga egadir:

—div(p grad u) +  qu =  Xu.

0 ^harnli holda bu tenglamaning ko’rinishi quyidagichadir:

( 1)

(2)—(pu'Y + qu ~  Xu.

(l)-dagi operatorni

L — -d iv(p  grad ) + q (3)
к belgiJab olsak, (1)- tenglama bilan bog’liq bo’lgan chegaraviy masalalarni 

luyidagi ko’rinishda yozib olishimiz muinkin:

Lu — Xu,

Bu

„ duau +  ft-—  j = 0. (4)

" Glcla S-tenglama o ’rinli bo’lgan sohaning chcgarasi, n-shu chegaraga tashqi 
AU)Tla ’ <y Va ^ а̂Г °keSaraviy sliartlarni aniqlab beradilax, a +  ft > 0. 
, a,4a, funksiya и tenglama berilgan G sohada va uning chegarasi S da
del'  ̂ ko'lgan silliqlik, ya’ni, uzluksiz hosilalarga ega bodisli xossalariga ega, 
h  A^aiT̂ Z' ^ s^ )u masa âiaT1g yechimi и funksiya operator L ning xususiy 

. ' Slyasi va A son esa L ning xususiy qiymati deyiladi. Masala A 
Sunday qiymatlarini topishdan iboratki, bunda berilgan tenglamaga va 

oaraviy shartlarga bo’ysunuvchi и funksiya mavjud bo’lsin. Bunday masala 
U’SUsiy qiymatlar masalasi deyiladi. Bir o ’lchamli tenglama (2)-haqida 
P ketganda bunday masala Sturm-Lioutnlle1 masalasi deyiladi. Odatda 

'Ususiy funksiyalar va xususiy qiymatlar soni ko’p bo’ladi va bar bir xususiy 
BA mat An ga 0:zining xususiy funksiyasi un mos keladi. Shuning uchun

Lun =  Xnun, n — to'plam (5)
- lU;4,^ le' Prancois Stiirui (1803-1855) va .loscph Liouvillc (1809-1882) - ftansuz mateinatiklari. Ros tilida 

^Франсуа Штурм на Жозеф Лиуииль

7 6

•leb yozamiz. Xususiy qiymatlarning to‘ plami { Xn} L operatoming spektri 
deyiladi.

Xususiy qiymatlar masalasi bilan bir necha misollarda tanishamiz.
(j. 1-misol. (2)-da p — 1, q =  0 va 0 <  x < l bo ’lsin:

u" +  Xu =  0. (6)

dr
В и deganimiz, biz L =  — —  ̂ operatoming xususiy qiymatlarini qidiryapmiz:

u" 4- Xu — 0 => Lu — Xu, L — -----—-
’ dx2

( 'hegaraviy sliartlarni quyidagicha tanlab olamiz:

w(0) =  U{1) =  0, (7)

va'ni, ft\ — 0 2  — 0 va =  a’2 =  1.
Xususiy qiymatlar A < 0, A =  0, A >  0 bodishi muinkin. Qo'yilgan 

гhegaraviy shartlarga faqatgina A > 0 mos kelishini isbot qilaylik.
I. A < 0 bodsin. Bu holda (6)-tenglamaning urnumiy yechimi

u(x) — ojrd'V'd -f с2е~х\/В1

bodadi. Birinchi chegaraviy shart u(0) =  0 dan

c i +  c2 =  0

l ' lib clhqadi. Ikkinchi chegaraviy shart u(l) =  0 dan

+  C2e ' z\/fM =  о

I ' lib chiqadi. Bu tenglamalarning yechimi cx — c2 =  0 bodadi. Demak, A < 0 
bndishi muinkin emas.

A — 0 bodsin. Bu holda (6)-tenglama.ning urnumiy yechimi 

u(x) =  Ci +  C2X

bodadi. Chegaraviy shart!ar yana cx =  c2 =  0 ga olib keladi. 
b A > 0 bodsin. Bu holda (6)-tenglamaning urnumiy yechimi

u(x) =  cj cos(VAx) -h c2sm(VXx) (8)

bi'dadi. Birinchi chegaraviy shartdan

u(0) =  C] — 0
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kelib chiqadi. Ikkinchi chegaraviy shartni ishlatamiz:

u(l) — C2 SHi ( \ /A / )  =  0 .

с-2 Ф 0  deb 

yoki

\ / V  =

2 „2
An -  -

П 7Г

l2 ’

n =  1 ,2,3,... 

n =  1 .2,3,...

deb olishimiz kerak. Masalaning xususiy qiyinatlari ixtiyoriy butun son n ga 
bog’liq bo’lib chiqqani uchun xususiy qiymatlarga ham indeks n ni biriktirib 
qo’ydik. Demak, (6)-(7) xususiy qiymatlar masalasining yechimi quyidagicha 
ekan:

9 9*,n^'TT* /  ri'T T 'T  \

n =  1 ,2,3,... (9)An — l2

. /  П7ГХ \
t*n(aO = C2 sin ( -----i\ l /*

6.2-misol. Yana p =  1. <7 =  0 va 0 <  x < l bo’lsin:

v ! '  +  Au =  0.

Ammo chegaraviy shartlarning birini o ’zgartiramiz:

w(0 ) =  u'(l) — 0 ,

(10)

(И )

yoki, /3i = 0, ft  = 1 va « 1  = 1, « 2  = 0 bo’lsin.
Bu holda ham A <  0 va A =  0 variantlar chegaraviy shartlarga mos 

kelmasligini tekshirib clhqish qiyin emas. Demak, A >  0.
Tenglamaning umumiy yechimi o ’sha:

u(x) =  Cl cos(\/\x) +  C2 8 ш ( л/А .т ) . (12)

Birinchi chegraviy shartdan yana c\ — 0 kelib chiqadi. Ikkinchi chegaraviy 
shartni qanoatlantirish uchun

\ /X I  —  ^11. +  ^  7Г, n  =  0 , 1 , 2 .  3 , . . .

deb olishimiz kerak. Demak, (10)-(11) xususiy qiymatlar masalasining yechimi

An =  

ekan.

(n +  i ) '
12

in ( x )  =  C-2 sin
(n + 1 )

, n =  0 ,1 ,2 ,3 .... (13)
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(i.d-misol. Yana p — 1 , q — 0  va. 0  < x < l bo’lsin. Chegaraviy shartlar

u'(O) =  « '(()  =  0 , (14)

/11 fh =  1 va =  a2 =  0 bo’lsin. Yana yuqoridagidek tahlil qjlib A < 
П, A 0 hollar chegaraviy shartlarga mos kelmasligini topishimiz mumkin. 
reiiglamaning umumiy yechimi yana o’sha:

u(x) — ci cos(V\x) +  C2 sm(vrXx). (1 5 )

< 'liegaraviy shartlarni qo’llasak, xususiy qiymatlar masalasining (14)- 
1 hegaraviy shartlarga mos keluvchi yechimi

. П 2 7Г2 /  Т17Г \
A„. =  un(x) =  ci cos —rrj , n =  0,1, 2 ,3,... (16)

nkmil igini topamiz.
Bir na.rsaga ahamiyat berish kerak: uchchala misolda diUcrcnsial operator 

bii xil edi, ammo har gal bitta chegaraviy shartni o ’zgartirib turdik. Bu 
misollar xususiy qiymatlar masalasi uchun chegaraviy ehartlarning ahamiyatini 
ko’rsnladi. Albatta, shunday bo’lishi kerak ham - tabiatdagi hamma to ’lqin 
inniyonlar о sha bitta to’lqin tenglamasi bilan ifodalanadi, ammo har gal har 

11 to’lqin kelib chiqishiga sabab har xil chegaraviy va boshlang’ich shartlardir 
(Ivyin ko’ramizki, boshlang’ich shartlar (l)-dagi q ga ta’sir qiladi).

6.4-misol. (56)- va (64)-forrnulalarni solishtirsak, sferik funksiyalar 
) ip) Laplace operatorining burchak qisrni bodgan

л 1 9 (  . d \  1 d2
sin 0 d0 \ m d0)  +  sin2 0 dip2

opera turning (minus ishora bilan) n(n -f  1 ) xususiy qiymatiga mos keluvchi 
Misusiy funksiyalari ekan:

- A e,sY™(e,v) =  n(n +  l)Y™(0,<p).

I billing todiq isboti I.§3.-paragTafda berilgan.

'̂.L Funksiyalarning ortogonalligi va normasi

I hzga kerakli bo’lgan yana bir necha tushunchani kiritaylik. Bulling uchun 
> 1 • lii ma’lum bo’lgan ba’zi bir tushunc.halarni uinumlashtiramiz.

79



Bizga ikkita uch o’lchamli vektor berilgan bo’lsin - J va g (bu yerda 
vektorlarni strelkalar bilan belgilaymiz, shunisi qulayroq). Ularning skalar 
ko’paytmasi quyidagicha aniqlanadi:

з
f ' 9  — fi9i +  h92 +  f:\g-A =  fi9i■

i— 1
Agar n o ’lchamli fazoning elementlari bo’lgan vektorlar /  va g berilgan bo Isa, 
bu holda, ularning skalar ko’paytmasi

/■ .9 = Х >  (17)
i= 1

ko’rinishda aniqlanadi. Ko’pincha skalar ko’paytma uchun quyidagi bclgi 
ishlatiladi: . .

/• .9 =  [ Щ -

Ikkita vektorning skalar ko’paytmasi tushunchasini umumlashtirib ikkita 
haqiqiy funksiya f (x )  va g{x) laming skalar ko’paytmasi tushunchasini 
kiritamiz: b

i.f,g) =  j  f{x)g{x)d.x.

Biz bunda awalgi formuladagi vektor indekslar bo’yicha yig indini 
funksiyalarning argumentlari bo’yicha uzluksiz yigindi - integialga 
almashtirdik. Agar ko’riyapgan funksivalarimiz kompleks bo’lsa, ularning 
skalar ko’paytmasi quyidagicha ta’rifianadi:

b
( f , g ) =  j  Г ( х ) д ( Ф х-

Agar /  g -  ( / , 9 ’)  =  0 bo’lsa, bunday vektorlar o ’zaro ortogonal deyilar edi, 

xucldi shunday, agar
( / ,9 )  =  0

bo’lsa, f {x )  va g{x) funksiyalar o ’zaro ortogohal deyiladi. Masalan, awalgi 
paragrafdagi ( - d2/dx2) operatorining xususiy funksiyalari (9)-larni olaylik.
Ular uchun:

ч 9 f  . /П7г.кл . / rmcx\
(■Un-Um) =  4  j  Sill J Sill ) (18)
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Ko’rinib turibdiki, n ^  m holda un(x) va urn(x) funksiyalar o ’zaro ortogonal 
bo’lar ekan:

(nn, U n i }  — 0, я 7̂  m .

^л in> { uni n — 1 ,2 ,3 ,...} funksiyalar to’plami o ’zaro ortogonal funksiyalar 
In’plamini tashkil qilar ekan.

Qnlay tiishunchalardan biri - norma tusbunchasi. U quyidagicha kiritiladi:

ll/ll = -ч/СЛЛ-
Ко i inib turibdiki, oddiy uch o ’lchamli fazoga qaytsak, bu formula vektorlarning 
normnsi, yani, uzunligining o ’zi bo’ladi. Agar j|/|| =  1 bo’lsa, funksiyaning 
"Oiimisi birga teng deyiladi.

(!)) sistemaga qaytib qo’shimcha ravishda

( ,  и,,,) — bmn, n — 0 ,1 ,2 ,...

b<> lishini talnb qilsak, bunday normalari birga teng va o ’zaro ortogonal 
liliilcsiyalar to’phmii {?/,.,,, n — 0 ,1 ,2 ,...}  ortonorrnal sistema deyiladi. (9)-

limleiiyuhii to’plamini ortonorrnal sistemaga aylantirish uchun c2 =
1 i<»I>uI (|ilishimiz kerak. Shunda quyidagi cheksiz ketma-ketlik

' l intervalda ortonorrnal sistemani tashkil qiladi. Bu sistemaning 
« К 11 ич»1 Inri о zaro ortogonalligini vuqorida ko’rdik, har bir elementining 
in и 11 nisi csa birga teng:

11 «n il ~  ('а ,,, У-n) — 1. (1 9 )

< hivnlii)',ini kohsatish qiyin emas:

/
, nirx тжх 

ax c o s - -  cos-------
0

11 lil»n miHoldan ko‘rinib turibdiki,

ГП'ПХ\
cos { — )  , n =  0 ,1 ,2 ,...

.... . ''Vain 1 lo plami ham 0 < x < l intervalda ortonorrnal sistemani tashkil
1 |! till 11
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Ortonormal sistemalarning aharniyati nimadan iborat? Oddiy misol - ueh 
o’lchamli fazodagi o ’zaro perpendikular ortlar sistemasi

K -, ey, ez] =  {eu i =  1 ,2 ,3 }, (e), ey) -  % .

Bu sistema uch o ’lchamli fazoda ortonormal bazis rolini o ’ynaydi. Bu degani, 
uch o ’lchamli fazodagi ixtiyoriy vektor A ni maria shu ortonormal sistema 
bo’yicha qatorga yoyishimiz mumkin:

з
A =  Axe x +  Ауёу +  Azez — У /1,;е,;. (20)

г—1
Matematik iizika. tenglamalarining yechimlari bo’lgan funksiyalar avvalgi 

paragrafda ko’rsatilganidek, cheksiz ketma-ketliklarni tashkii qiladi. Bu cheksiz 
ketma-ketliklar ortonormal sisternalarga aylantirilgandan keyin mos keluvchi 
cheksiz funksional fazolarda ortonormal bazis rolini o ’ynaydi.

Biror bir funksional fazoda (va’ni, elementlari funksiyalardan iborat bo’lgan 
fazoda) bizga bir to’plam C va ortonormal sistema {y„,} G C  berilgan bo’lsin. 
Yuqorida (20)-formula orqali ixtiyoriy uch o ’lchamli vektorni (e), i =  1 ,2 ,3} 
ortonormal sistema bo’yicha qatorga yoyganimizdek ixtiyoriy /  G G funksiyani 
ham ortonormal sitema {</?„} G G bo ’yicha qatorga yoyishimiz mumkin:

У(я) — У c,,y?7t(.x'). (21)
П

Bu qator f (x )  funksiyasining Fourier qatori deviladi. {</?„} rung 
ortonormalligidan cn — ( / ,  tpn) ekanligi kelib chiqadi:

(/, (fi„) — У  * Cfnijpnii фп) У v CrnAmn Gi ■
m m

Sistema {<£>„[ G to ’liq deyiladi, qachonki /  G G uchun uning (21)-qatori shu 
fazoning normasi bo’yicha tekis yaqinlashsa:

II/ - / n i l — >0, n —4 oo, (22)

Bu yerda ^11
in ~  /   ̂(‘тАт- 

m—1

Boshqacha so’z bilan aytgarrda, { ipn} G da to'liq bo’lsa, G da noldan farqli va 
hamrna y>„ larga ortogorral bo’lgan funksiya topilmaydi.
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(l.b minol. [—7Г,7r] intervalda davriy va / ( —7r) — /(тт) shartga
l м • \ .imudigan funksiyalar to’plamini ko’raylik va quyidagi sistemani kiritaylik:

FnU)
1

AJbx exp(inx), n — 0, ±1, ±2 ,...

, Ini .Im davriy funksiyalar to’plamiga kiradi va to’liq ortogorral sistemani 
I пм| i hi I qiladi:

(All: fpm) exp(ir(n  -  m))dx =  Smn.

I I i\«n iy J'(x) ni shu sistema bo’yicha qatorga yoyamiz:

/0 x) =  У2 G exp(m.x).

I in qnioi / nil ip, Fourier qatoridir. Qator koeffisientlari uchun rna’lum forrnulani 
• ilniuiz:

'■7. =  {fi<Pn) =  - j =  J f{x) exp(inx)dx.

Yuqni idti koh satilgan ediki, у  j  sin , n — 1,2,... va

, , <■<••• (")'■’) , n 0 ,1 ,2 ,... funksiyalar sistemalari ham ortonormal bazisni 
1 nliI il qiladi, dennik, ular bo'yicha ham 0 < x < l intervalda tegishli juftlik 
i i i«-.ji ega bo‘lgan funksiyalarni sinus va cosinus Fourier-qatorlariga yoyish
• i in 111 к 111.

. 11 • 11::iу qiymatlar rnasalasidagi L operatorimizga qaytib kelaylik. Uning 
у  I In va xususiy funksiyalarining asosiy xossalari quyidagi tasdiqda 

11и1111 • .amlasligaiidir:
( I) dnj'.i /. opcratorning xususiy qiymatlari manfiy bo’lrnagan, sanoqli 

< I" I i , clinksizlikka. intiluvchi va karraligi chekli bo’lgan sonlar to’plamini hosil 
qllilill

0 < A(, <  Ai < Л2 <  • • • <  A„ < -------> oo.
о i iг.is limksiyalar {uTI} o’zaro ortogorral, to ’liq va haqiqiy funksiyalar 

>" |i|iiiiiini liosil qiladi.
Hi Im Insdiqning isbotini keltirib o ’tirmavmiz, uning isbotini [3] kitobda 

....  Ii niiimkin. Faqat bir narsani aytib ketamiz: {u,J to’plamga kirgan
• ни! iV'iliu ni liar doim normalashtirislrimiz mumkin, bu degani, ixtiyoriy to’liq 
■H" '"mil islcmadan to’liq ortonormal sistemani (bazisni) olishimiz mumkin.
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Mateinatik fizikaning harxil sohalarida (ayniqsa, levant mexanikasida) 
uchraydigan operatorlarning hammasi (l)-ko'rini.shga ega ho’lavermaydi, ular- 
ning xususiy funksiyalari liam shunga yarasha baqiqiy funksiya. bo’lavermaydi.

§3. О ’z ga ru  vch i 1 a rn i a jra t is h  m e to d i - F o u r ie r  m e to d i.

G ip e r b o l ik  t e n g la m a la r

Matematik fizikada eng ko’p qo’llaniladigan inetodlardan biri - o ’zgaruvchilarni 
ajratish metodi. lining mohiyati quyidagicha. Biz yechayotgan tenglamaga 
kirgan funksiya u (x ,y ,z , l ) faqatgina bir o ’zgaruvchining funksiyasi bo’lgan 
funksiyalar ko’paytmasi sifatida izlanadi. Masalan, dekart koordinat 
sistemasida

u(x,y,z)  =  X(x)Y(y)Z(z)T(t),

sferik sistemada:
u{r,0,<p,L) =  R(r)Q(Oyi>{ip)T{L),

va h.k. Natijada, xususiy hosilali differensial tenglama to’liq hosilali differensial 
tenglamalar sistemasiga keltiriladi, ularni yechisli esa ko’p marta osonroqdir. 
Afsuski, bu yo’l hamma masalalarda ham o ’tavermaydi - faqat ma’lurn 
differensial operatorlar ma’lum. koordinat sistemalaridagina o !zgaruvehilarni 
ajratishga yo’l qo’yadi.

Bizning kursimizga oid bo’lgan shunday misollardan bir nechtasi keyingi 
paragrail arda ko’rsatilgan.

§3.1. Erkin tebranishlar masalasi 

Quyidagi ma.sala.ni ko'raylik:

Utf, —  a v>xx ~~ 0,

'u(0, t) — u(l, l) — 0, 
u(x, 0) =  ip(x)\ ut(x, 0) =  ip(x),
0 <  t <  oo, 0 <  x < l.

Bu - ikkala uchi mahkam biriktirilgan / uzunlikdagi torning (sterjenning) erkin 
tebranishlari masalasi. Ham boshlang‘ich. ham chegaraviy shartlar berilgan 
masala, aralash masala deyiladi. Yechimni

u{x,t) =  X(x)T(l)  (24)
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(25)

(26)

м i mi .lid.i qidiramiz. Buni tenglamaga qo’ysak,

X(x)T"{l) -  a2X"{x)T(t)  =  0

и 11 Ini il l/,. Boshqacha so’z bilan,
X'\x) _ T\t)
X{x) ~  a2T(l) ‘

li'iiglmnaning chap tomoni x ning funksiyasidir, o ’ng tomoni esa l ning 
liinlw.iyasi. Agar x  ni (/; ni) o ’zgartira boshlasak tenglikning o ’ng (chap) tomoni 
" gin uiaydi, demak, haqiqatda tenglikning chap (o'ng) tomoni ham x  ga (l ga) 
inig'liq <4 nas ekan. Ya’ni, tenglikning ikkala tomoni ham bir o ’zgarmas songa 
■ ng скип, shu soimi —A deb belgilaylik:

X "(x) T"(t) .
X(x) „Х Щ

> 11 |.kin., biz boshidagi bii ta xususiy hosilali differensial tenglamaning o ’rniga, 
i 1.1in nddiy differensial tenglamalar sistemasiga egarniz:

X"(x) +  AX(x)  =  0, X(0) =  X(l) =  0;
(28)

T"{t) +  Xa2T(t) =  0.

II" il bo’lgnu tenglamalarning birinchisiga masaladagi chegaraviy shartlarni 
" 11111(Iik, chunki chegaraviy shartlar masalaning fazoviy qismiga qo’yilgan
I.... . (28)-sistemaning birinchisi yuqorida muhokama qilingan xususiy

• |i ui/il lai masalasi (6)-(7) ning o ’zidir, uning yechimlari (9) ham bizga ma’lum: 
■г->

A, Xn(a;) =  c-2 sin , n =  0 ,1 ,2 ,3 ,... (29)
П 7 Г
l r ~ J

\ I) bn’lib ehiqdi, (27)-dagi ishora tushunarli bo’ldi. Agar A < 0 bo’lsa. ikkala
• Ik 1 iiimviy shall,larui qanoatlantira olmas edik ( §l.-paragrafdagi muhokamani
• ilaii|i),

i !8) ning ikkinchisining yechimini topish qiyin emas (A-ning qiymatlarini 
и и i\ qiyimitlar masalasidan olamiz):

/ ч • nirat , nnat n , 0 0 Л,А.
/„(/.) -• an sin— ---- h bu c o s - - — ! n =  0 ,1 ,2 ,3 ,... (30)

1 In. iqli I(•nj'.la.maniiig to’liq yechimi uning xususiy eychimlarining superpozit- 
i\ n ndii:

u(:/ i E . . —\ . 767i x / . 'final rural
Un{x, t) =  у  sm—— I an sin--—  +  bn cos—— (31)
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Bu yeehim o ’zining fazoviy qismi orqali chegaraviy shartlarni qanoatlanti- 
radi. Boshlang’ich shartlarni qanoatlantirish qoldi. Buning ucliun Fourier 
qatorlari nazariyasini (yoki ortonormal qatorlar haqidagi nazariyani) eslasak 
yetarlidir:

OO
.  \  ,  N v — л 77/7Г 21 ,  .u(x, 0) =  ip(x) =  2 2  bns m - j - ,  (32)

71—  1

/ A\ , ,  ч шга . П7ГХUt{x7 0) =  w(x) =  > On------sill—— .
* — '  71 i

(33)
n=l

Ikkala qatorni sh\(rmex/l) ga ko’paytiramiz, 0 dan l gacha integrallaymiz va

i
тех rmex l 

clx sm — — sm —-— — -d, (34)

ekaniigini eslaymiz. Na.tija.da,

пате
dxxb(x) sin

тех 
i 1

, _ 2  
Ьп~  l

тех
ixip(x)sm—

о о
formulalarni olamiz.

Topilgan yechimni yana bir qulav liolga kcltirib olishimiz mumkin:

, л , . . . лг . тех . ( meal
Un{x,t) =  X n[x)Tn{l) =  A'nSm—y -sm  I — — F an { ,

bu yerda
Nn =  «n +  bl, tgo„ =  bn/an.

(35)

(36)

Yeehimiiing bu tasavvuri shu bilan qulayki, undan shu yechimning fizik 
ma’nosini bevosita aniqlash mumkin: (36)-formula xususiy chastotasi
uin =  —-—, (maksimal) amplitudasi /Vn, tugunlari soni ( 0  < x < I da) (n — 1 ) 
bo’lgan turg’un t o ’lqinni ifodalaydi - (Vl.l)-rasmga qarang. Har bir cu„ 
ehastotali tebranish (turg’un to ’lqin) garmonika deyiladi. Ba.:zi bir hollarda 
garmonika so’zining o ’rniga moda so’zi sihlatfladi - tebranish modasi degan 
terrain ham bor. 7id

Quyidagi terrainologiya ham keng tarqalgan: cux — —  ehastotali tebranish 
asosiy ton deyiladi, qolgan tebranishlar Т2Х 2 , T3N3 , ... obertonlox ketma- 
ketligini taskil qiladi Torning xususiy ehastotalari lining fizikaviy xossalari
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i dun bog’langan:
me a me T

n l / у  P
(36)- formulalardan foydalanib tebranishlarni ocliib yozaylik:

11( 1 , 1.) — X] sin • sin
Teal
~ T

2iex . f  2теat
сц j F N2 sin ——  sin F T 0 2

(37)
. r . Зтгт . A3 sm - у -  sm

Зтeat
~ T ~ +  0 3  +

I In (Vl .l)-rasmda ko’rsatilgan garmonikalarning birinchi uebtasi. Qatorni 
н Inb yozganimizdan maqsad garmonikalarning amplitudalari Nn laming rolini 
iiiuliokama qilisli. Muavyan misollar shuni ko’rsatadiki, n osliib borishi bilan, 
V„ kninaya boradi. Ya’ni, har bir keyingi garmonikaning umumiy tovushga 

Iii>ji 11 hissasi kamroq bo’ladi. Ammo maria shu tebranishlarning yig’indisi 
1 mV 111 ill lernbrim tashkil qiladi.

n-garmonikaning energiyasim ( 1 2 )- 
formuladan topishimiz mumkin:

„К

e Xn 2
dun\2 ^ ( duns 2>l
dt dx

=  «  +  bn)■

VI I КШ1П: 'llirg’un l.o’lqitilar

iip o/.imul.dan siljitilgan:

щ(х, 0 ) =  Ф(х)

dx ~

(38)
Bu yerda M — pi - torning t.o’liq massasi.

6 .6 -m isol. Ikki uehi malikam biriktir- 
ilgan tor kengligi 26 bo’lgan bolg'acha zarbi 
ostida quyidagi boshlang’ich tezlik bilan

0 , 0  <  x <  xq — 6,
Vo, Xq — 6 < x <  Xo +  6, 
0, ,tq -F 6 <  x <  l.

In. lot 11 i 1 ig erkin tebranishlarini toping.
Y< < him. Torning ikkala uclii biriktirilganligi u(0,l) — u(l,t) =  0 ekanligiga 

1 up Boslilang’ich siljishning yo’qligi: u(x. 0) — <p(x) — 0, 0 <  x <  /.
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lenglama bir jmsli bo’hshi kerak, chunki masalada tor bo’yieha taqsimlangan 
kiich berilmagan:

uu -  a2uxx — П.

Masala qo’yildi. Uni yechishga. o’taylik.

Noma’lum funksiya u(x, t) da o’zgaruvchilarni ajratamiz:

u(x, t) =  X{x)T(l).

Natijada, yana o’sha (28)-tenglamalar sistemasiga kelamiz, chegaraviy 

shartlarni hisobga olsak (29)-formulani olamiz:

V  \  . П П ХX n(x) =  Cr,sm— — , П =  1,2,3,....

Demak. mnumiy yechim

,\ _  V ' '  . nnx (  . nnai nnaia(xj.) — /  „sm— — ^a„sin—----- f- bnc.os—-—

ekan. Boshlang’ich siljishning yo’qligidan

u(x: 0 ) - 0  =  £  = *  bn =  0 , n =  1 , 2 , 3 ,...П7ГХ
7

okanligi kelib chiqadi. Koeffisient an (3 5 )-fonmdaga asosan
i

1 f  ,,  ч . nnx , 2an — ------/ "0 (x ) s ш —-— dx =  —rara J l n7rr.

п̂-гЛ
^0 _• П7Г2: , 4*10Z . П7ГХ,) . П7Г<5sin-——rix- — —  sm— -— sm------

f • П ~ '7 Г * П  I  /ri~Tc2a .... ' /о xo s
ga tengdir. Demak, masalamizning hanmia chegaraviy va boshlang’ich 
shartlarni hisobga olgan yechimi

4 'D  £)
4г>0/ 
7r2a E 1 . ГС7ГЖ . П '/ Г Х п  . тт6 nnat

- s m — sm— sm— sm—

/s in — s i n ^ s i n ^ - d n ^  i 27ГЖ • 2тгж0 . 2тг£ . ‘2nn,t n2a V  / / / ь т - - - - + -s in — sm—p s i n — s m -— H-

r . 37r̂ : . inX{) . Зтгд . 37ш/,
+ -s m — sm—-— sm— sm-------- j- ...У l L i I

ko’rinishga ega ekan.
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E’tibor bering: uj2 —
2 7 Ш

T
chastotali garmonikaning (obertonning) arnpli-

7Г ( ltudasi birinchi garmonika un =  ' - f  ning (asosiv terming) amplitudasidan 4 
marta kam, undaii keying! garmonikaning amplitudasi esa birincln garmomkaga 

nisbatan 9 marta kam va h.k.
Agar shu yechimda v0 =  deb olib 5  0  lnnitga ° ’tsak’ r  =  3;° nuqtada

/ impnls beruvchi ko’ndalang zarba olgan torning tebranishlari masalasini 

yechgan bo’lamiz:
21 nnx . nnxo . nnat

u(x t) — ----- > —sin—— sm— ;— sin-v ’ ' npa n l / l

k;j.2. Majburiy tebranislilar masalasi
li «Imuiish masalasiga tor bo’yicha taqsimlangan tashqi kuch f (x , t )  m 

kii itaylik:
utt -  o?uxx =  f (x ,  t), 
u(0 , t) — u(l, i) =  0 , 
u(xt 0 ) =  ip(x)\ щ(х, 0 ) =  ф{х),
0  < t <  oo, 0  < x  <1.

Chegaraviy shartlarni hisobga olib, bn masalanmg yechimini quyidagi 

ko’rinisbda izlash tabiiydir:

«(*,<)=E «.(*)» “T- (40)
71 — 1

I <(>slKia hamma fnnksiyalarni bam xuddi shunday Fourier qatoriga yoyamiz:
i

00 7 )7Г Г  2  f , 4 . nnx
f(x ,  I) =  J 2  ; " (() =  7  J dx !(x ' t)sm~ T

n—l l)

nnx—% / (• l\
Ф ) =  z ^ ^ 'iSin_7

71 ■■■■-1
= 1

nnx
dx!f(x) s in -— .

ioo O f
b(x) =  0 nsin—J—, 0 n =  J J с1хф{х)8т

H= 1 0

nnx
I.

(41)
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Bu qatorlarni (39)-tenglamaga olib borib qo’sak quyidagi tenglamaga kelamiz:
OO

J ^ s in — {u „ (0 + u J « „ W  - / » ( < ) }  = 0 ,  =  (42)
n= 1 1 1

Demak,

M V  + “ rM t) -  f n(t) =  0, u(0) = ipn, w(0) =  (43)

Umumiy metodga asosan birjinslimas tenglamaning umumiy yechimi bir 
jinsli tenglamaning umumiy -yechimi va bir jinslimas tenglamaning xususiv 
yechimlarid an iborat:

un{L) =  vg)(t) + u ^ { t ) .  (44)

Erkin tebranishlar tenglamasining yechimi ma'lum:

u n \ t )  =  «nS in  (ujn L) +  bn cos(u jn l ) .  (45)

Bir jinslimas tenglamaning xususiy yechimini topish ham qiyin emas:

t
un\t) =  —  [ sin(w„(t -  r ) ) /n(r)dr. (4G)

0

Bularni (44)- va (40)- larga olib borib qo’ysak, (39)-masalaning yechimini 
topgan bo’lamiz:

(pnsm(unt) 4- — ^cos(cuni) j -f
w/i /

+  —  /  sin(wn(£ -  r ) ) /n(r)diCJri

(47)

§3.3. Birinchi umumiy chegaraviy masala 

Chegaraviy shartlar birinchi turga tegishli umumiy holda bo’lsin: 

utt -  a?uxx =  f (x,  l),
u(0,t)=/ii(i), u(U) = /г2(£), I
w(x, 0) =  ф )\  ut(x, 0) =  'ф(х), >
0 <  £ < oo, 0 < x < l.
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(49)

I liinday masalaning yechimini quyidagi ko’rinishda izlaymiz: 

w(x, t) =  U(x. i) +  v(x, £).

\)mii U(:/;,£) funksiyani maxsus ko’rinishda tanlab olsak:

U(x,t) =  Hi (£) +  y(/M>(0 -  MlOO) (50)

vmigi uoma’lum funksiva u(x, £) bir jinsli chegaraviy shartlarga bo’sunadigan 
bo’ladi:

u(0, £) — u(/, £) =  0. (51)

la! ijada, v(x, 1) uchun awalgi paragrafda ko’rib chiqilgan masalani olamiz:

U t t  О  V x x  / ( - T 51 ) ,

v (0 , t )=v { l , t )  =  Q, __ /52л
v(x, 0) =  <p{x)\ vt(x, 0) =  ф(х),
0 < l < oo, 0 < x <  l.

I In у or da

/(;»:,/-) =  f ix ,  t) -  U ^ x , £), ф(х) =  ф )  -  l.7 {x, 0), ф )  =  ф )  -  Ut{x, 0).

i|3.-I. Statsionar ozod hadli chegaraviy masala

\v viilj’,1 punktdagi masalamizning bir xususiy holini kohaylik:

utt -  o2uxx =  f {x) ,  
u( 0 , £ ) = Ub  u{ l , t )—U2,
u(x , 0) =  </>(x); Uf(x,0) =  ^ (x ),
0 < £ < oo, 0 <  x < /.

I I'lii’Jaiiiamizdagi ozod had va chegaraviy shartlar vaqtga bog’liq emas. Bu 
In it* In yechim quyidagicha qidiriladi:

u{x, t) =  v(x, l) +  w(x). (54)

Min lar/.da kiritilgan ikkita yangi v(x,t)  va w(x) funksiyalarni quyidagi 
inn..idn.huni ycchimlari sitatida izlaymiz: 

i d ( x )  uchun masala:

a?w"(x) +  J (x) — 0, w{0) =  Щ, w{l) =  U2- (55)
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v(x , t) uchun masala:

vtt -  a?vxx =  0, 
u(0, t) =  v(l, t) =  0,
v ( x > 0) =  c p ( x ) -  Ц х ) ;  ut(x ,0 ) =  ^ (.r ),

0 < / <  ос, 0 < x <1.

(55)-tenglama to'liq hosilali tenglama, uni yechish qiyin emas, (56)-masalani 
esa ko’rib chiqqanmiz.

6.7-misol.
Quyidagi masala yechilsin:

utt ~ uxx =  26, b =  const, u(0, L) =  u(l, L) =  0, u(x, 0) =  ut(x, 0) -  0.

Yechish 
(55)- ga muvofiq

w"{x) +  2b =  0, ?/;(0) =  w(l) =  0

tenglama va ehegaraviy shartlarga egamiz, bulling yechimi:

w(x) =  —bx(x -  l).

Shunda v(x, t) uchun quyidagi masalani olamiz:

vxx — 0,
u(0, t) =  v(l, t) =  0,
v(x, 0) =  bx(x -  /); vt(x, 0) =  0,
0 <  t <  oo, 0 <  x < l.

(57)

t3u - erkin tebranishlar masalasining o ’zi, uning yechimi (31)-formula bo’yicha
OO у

I ,\ тшх (
(^, ч =  2 ^ sm—J~ (

n=J '

rniat
On sm-

l
-I- bn cos

rmat \
l

Bizning holimizda ф(х) =  0 bo’ Igani uchun an =  0 bo’ladi, bn ni esa 
quyidagicha topamiz:

, 26 f  nixx 4bl2.... •
K = j J  dx*(x - г) 8Ш—  =  ^ ( ( - 9  -  У  •

о
Ko’rinib turibdiki, 62 =  64 =  66 =  • • • =  0. n =  +  1 bo’lganda

86/2
6-2/fct-l =  —

(2k +  1)37T3'
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I >cmak,

bn yerda

. 86/ "(■T’ 0 = - - p r Y7Г3 ^ ( 2 f c  +  l ) 3 fc=0  v '

u(x, /) =  —bx(x -  /) 4- v(x , t),

(2к: +  1)'кх (2k +  l)rcat
sill-------:— -----  COS---------:--------

86/2
7Г

7ГХ Troi 1 37ГХ 37rat 1 . Ьттх 57ra/
s in - -  cos —  4- — sm : cos — — 4- — sin— -  cos — —  4 

l l 27 l l 125 l t

Ko’rinib turibdiki, asosiy garmonika - birinchi garmonika, keyingi hadlarning 
aiiiplitudasi (va demak, tovushga qo’shgan hissasi) garmonikaning nomeri 
oshishi bilan keskin kamayib ketadi.

 ̂3.5. Misollar
Og’ir storjenning tebranishlari masaiasi 

< hiyidagi masalani vechaylik:

u,t a2Urx =  <7, u(0. t) =  0, ux(l, l) =  0, u(x, 0) =  kx, щ(х, 0) =  0.
(58)

Ww masalaning ma’nosi - bir uchidan shipga osib qo’yilgan sterjen ikkinchi 
(ozod) uchidan elastik ravishda tortilgan va t =  0 vaqt momentida qo’yib 
vuborilgan. Yechimni quyidagicha qidiramiz:

u(x, t) ~  v(x, t) +  w(x).

A)',ni' w(x) ni quyidagi masalaga bo’ysundirsak,

o?v/'(x) +  g =  0, u’(0) =  0, w\l) — 0

u( i ,/.) uchun bir jinsli masalani olgan bo ’lamiz:

i'n a'vrx =  0, u(0, t) =  0, ux(L t) =  0, u(x, 0) =  k x -w (x ), uL(x, 0) =  0.
(59)

in ni topish oson:

v(x,t) =  X (x)T (l )
(.3!)) ni yechaylik.
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deb olsak, X  (x) uchun

X " (x )  +  \2X{x)  =  О, Л-(О) =  X \ l )  =  0 

masalani olamiz, uning yechimi bizga ma’lum:

'2 n 4- 1X(x) =  су sin

Demak, umumiy yechim quyidagi ko’rinishga ega:

v(x, t) =  2 ^  sin
71=0

2n -j- 1
~ 2  T -7 Г Х an cos 2 n H- 1

~2T nat 1 4- bn sin 2n 4- 1
21 - i t  at

v,y ,’ °) shart blz§a b« =  0 ekanligini beradi. Ikkinchi boshlang’ich sljarf 
olaylik: tm

X>in
n =0

2n - f - 1 

21 t t x  an — kx x l -  -

Bundan

an—у dx kx -  X x  Л  _  |)1 sin f +  1 ) - g l  
0 V 2j i  V 2 i У  „2 * 2  (2 n  +  1)2----------

ni topamiz. To’liq yechim:

8/
t t “ 7T

2 E
n=0

( l )na2k(2n +  1) — yl . / 2u 4 -1
(2n 4- 1): sin

2/ 7ГХ COS 2 n 4- J 
2d

- tv  at,

Tashqi kuch davriy b o ’lgan ho]

Quyidagi masalani yechaylik:

Uu Uxx ~  cost, 0< X< 7 T ; W( 0 , Q = W(Tr,^ =  0, u (® ,0 )= tx i(®10 )= 0 .

Chegaraviy shartlar yechimni ciuyidagi ko’rinishda qidirishni taqazo qiladi: 

u (x > t) =  2 2  Un(t) UX-
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huglauiamizning ko’rinishi quyidagicha bo’ladi:

2 2  (un{t) +  n2u(t)) sin nx =  cos t.
71=1

IUknIn tomonni sin nx ga ko’paytirib integrallaymiz (0 da.11 тг gacha):

un{t) 4- n2u(t) — — (1 — (—l)71) cos t. (60)
Tin

II I holni alohida ko’rishimiz kerak, chunki bu holda rezonans bor:

4
Ui 4- Щ =  — cos t.

7Г

I iii l.englamaning xususiy yechimi
-  /  4  2  -

u\[t) =  —csm t.
7Г

1 Ining umumiy yechimi
2

Ui(t) — —t sin l +  Ci sin t +  c'2 cos t.
7Т

Ammo boshlahg’ich shartlardan Ci — c-2 — 0 ekanligi kelib chiqadi. n — 2,3,... 
hollar uchun esa (60)-ning yechimi (boshlang’ich shartlarni hisobga oklik):

4 1
un(t) — -------r------(cos t — cos ni), n — 2/c 4-1, fc — 1,2,3,....

TTTL Г1, -  1

и 2k juft bo’lganda boshlang’ich shartlarni hisobga olsak yechim trivial 
bo’ladi. To’liq yechim:

1
k{2k +  l){k +

ЛI butt a, bu yechimning qo’llanilish sohasi kichik t lar bilan cheklangan - vaqt. 
o ’l 1:;hi bilan birinchi had ckeksiz o ’sa. boshlaydi va kichik tebranishlar sohasidan
I II i(Ii I> ketiladi.

1)
(cos t — cos(2к 4-1 )t) sin nx.

2 ] к—л

u ( r ,  I )  — ~ L sin t sinx  H—  7
ГГГ ТГ *

fc=l

Mashqlar
< Vzganivcbilami ajratish metodi bilan quyidagi masalalarui yeching: 
(bl-mashq.

uit — uxx, 0 < x < /, u(0. t) — 0, u(l, t) — /.. u(x, 0) = ut(x, 0) =  0.
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6.2- mashq.

^  =  Uxx’ “ (0, t) =  t +  1, u(l,i) -  i 1 +  2. u(x, 0) =  x  +  l, u,(x, 0) =  0.

6.3- mashq.

Uu =  ~ Au- «(0 , t )  =  n (i : t.) -  0, u(.r, 0) -  ж2 -  x, щ(х, 0) =  0

6.4- mashq.

uu = u xx + u , 0 < x <  2, u( 0, t) =  2i, u(2,0 =  f), u(.r, 0) =  0, щ(х, 0) =  0.

6.5- mashq.

Uu =  Uxx -I- u, о < x < l ,  «(0, L) =  0, «(1.0  == l, u(x, 0) =  о. ut(x, 0) •= x/l.

6.6- mashq.

uu ~ a2uxx =  0, u(0, t) -  u{l, 0  =  0, u(x, 0) =  0, ut(x, 0) -  sin — .

6.7- mashq.

Uu -  n2uxx =  0, «(0, /;) =  Ux(i_ 0  -  0. u(x,0) =- sin «,(ж, 0) =  sin — .
2/

6.8- mashq.

Uu -  a2uxx =  0, u (0 ,f)= «.t(U ) - 0 ,  tt(x, 0) =  ж, «*(*, 0) =  sin ~  + sin *|E

6.9- mashq.

u u - a \ „ = 0 ,  ux(0,t) = u (l , l )  =  0, „,(*,0) =  cos^H + « * — .
i ^  2/ 21

6.10- mashq.

~~ u Wx:i: =  (h ux(0,0  =  ux(l, t) =  0, u(x, 0) =  x, ut(x, 0) =  1.

§4. P a r a b o l ik  te n g la m a la rg a  F o u r ie r  m e to d in i q o l la s h

O ’zgaruvchilarni ajratish metodini parabolik tenglamalarga qo’llash yo’llarini 
ham bir necha misollarda ко’rib chiqamiz. /
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§1.1. Bir jinsli chegaraviy masala

Kng sodda masaladan boshlaymiz: uzunligi l bo’lgan sterjenning ikkala uchida 
nolga tong temperatura ushlanib turibdi, sterjen bo’yicha temperaturaning 
I>i > ;hhuig’ich qiymati - </?(:/;). Sterjenning t vaqt momentidagi temperaturasini 
loping.

Borilgan masalaning matematik ko’rinishi quyidagicha:

Щ -  a2uxx =  0,
•u(0, t) =  u(l, t) =  0, 
м(а',0) =  (p(x)\
0 < l < DO, 0 < X < l.

I h ' l t i r t k ,

void,

u(x,t) =  X(x)T(t).

T\t)X{x) =  a2T(l)X"(x), 

T'(t) _ X " (x )  =  _ A

(62)

(63)
a 2T(t) X(x)

Ikkinchi tenglikdan keyin noma’lum o ’zgarmas son Л ning pa.ydo bo’lishi 
vii mi o ’slia mantiqiy mulohazalardan keyin kelib chiqadi: galma-galdan i va 
i o ’zgaruvehilarni o ’zgartirib chiqsak na chap tomon va na o ’ng tomonning 
ii'/gamiasligini ko’ramiz. Demak, ikkala tomon ham o ’zgarmas songa teng ckan, 
Ini soimi — Л deb belgiladik. A > 0 bo’lishi kcrak, bulling sababi Xuddi (29)- 
11 iighimadan keyingi ko’rsatilgan sababning o ’zidir. Natijada, quyidagi ikkit.a 
i (’iigh)inani olamiz:

X n{x) +  \X{x)  =  0, Ar(0) =  X(l) =  0;
(G4)

T’U) + XrrTU) = 0.

I iii si.stemaning birinchi qismi bizga yaxshi ma’lum bo’lgan xususiy qiymatlar 
iiiii.iiilnsi, lining yechimi ham bizga ma’lum:

A7l =  ( -y - )  , Xn(x) — c2sin— n =  1 ,2 ,3 ,... (65)

Ikldnclii tengiarnani yechaylik:

(IT п2а2тс2 
~T =  P ~

, п2а2ж2
dt =$■ T(t) =  b exp I -----—— t I .

/2
(вс)
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Ikkala funksiya oldidagi noma’lumlami birlashtirib bitta xususiy yoohimni 
olamiz:

un(x.l) =  X n(x)Tn(t) =  ftnSin-—— exp t

Xususiy yecbimlarning superpozitsiyasi to’liq yechinmi beradi:
Л - 1 'l

n —.1 '

патт
/2

Boshlang’ich shartdan foydalanib, an kooffisientni topamiz:

(67)

(68)

V '  • rmx ( \ 2 f  . 717ГХ/  ^Onsm-y- =  <p{x) = >  an =  -  / d.T^(®)sin—— .
n—1 “

(69)

Masala to’liq yechildi.

§4.2. Tashqi maiiba bo’lgan hoi
Quyidagi bir jinslimas masalani ko’raylik:

ut -  d2uxx =  f (x ,  t), 
u(0, t) =  u(l, t) =  0, 
w(x, 0) =  >
0 < ( <  oo, 0 < x < L. J

(70)

Avvalgi masalaga nisbatan o’zgarish bitta - issiqlikning sterjen boVioha 
taqsimlangan tasliqi manbasi paydo bo’kli (agar bu dissuziya masalasi bo’lsa, 
bu manba - rnodda manbasi bo’ladi). Bunday masalalarniug yechish metodi 
giperbolik tenglamalarga qo’llahgan metod bilan bir xildir. Yechimni sinus- 
Fourier qatoriga yoyish metodi bilan qidiramiz:

CO

/ . \ 'C—л , ч . 7 1 7 1 Xu(x , L) =  2_^un(L)sm~j-. (71)
7? —1

Chegaraviy shartlar bu formulada avtomatik ravishda hisobga olindi. 
Masaladagi boshqa funksiyalarni bam sirms-Fourier qatoriga voyamiz:

CC 00/ ч Г ' '  . П .7ТХ  „ . . ; Y—\ ч П 7 Т Х
4>{x) =  2 ^  <PnSm— , f ( x , 0  =  2 ^  (72)

71=1 71— 1

Shuni aytish joizki, fransuz matematigi Fourier mana shu masalani yechish 
davomida o ’zining mashhur Fourier qatorlarini kiritgan, yuqorida yozilgan 
qatorlar shu qatorlaning bir xususiy liolidir.
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( VI) vii (72) qatorlarni (70)-ga olib borib qo’ysak
oo s 2 2 2 A
E . Т17ГХ [ . / \ CL- 71 71 /  ч г I r\sin—  {  Un ( t )  H----- - p — v M  -  J n > =  0
71. 1 ^

i1 i ig I it 11 и u i i oliuniz. Bundan kelib chiqadiki, un koeffisientlar quyidagi 
11111 • 11111iii11p, yceliiniidir:

2 2 ‘2. . . a nr it .. /ri4
uT,(t) 4 -p un(L) — Jn, U;t(0)

lln iniglamiini yechish qiyin emas (masalan, o ’zgarmaslarni variatsiyalash yoki 
|М I Ml III III Did 0(1 bilan). Natijada, (70)-masalaning yechimi sifatida quyidagi 

li '111111111111 olumiz:

"(x, о  =
71=1

П Т Т Х
sm- <Pn exp

2 2 “> \ a n it \
— +

I j  dr f n(r) exp

b (
9  9 2a r m

(73)

Umumlashgan hollar

. in li 11 giperbolik tenglamalardagidek, yana ikkita muhim hollarda to’xtab 
. 11m111111i/, kerak, matematik nuqtai nazardan ular giperbolik holdan farq 
,11mm"mih ih Inin ular ustida qisqa to’xtab ketamiz.

1 . I llirinchi uniumiy chegaraviy masala:

ill a uxx f ( x j (■);

w(0> t) — /xi(t), u(l,t) (74)
w(x, 0) =  (^(x);
0 <  t <  oo, 0 < x <  Z.

I In In it In ycehiin

«(.Г,/.) / / (x, /) +  v(x, t), U (x, t) =  /Xi(0 +  y (/ii  (0  -  M O )

• i mi:.Iklii qidiriladi. Natijada, v(x, t) funksiya uchun chegaraviy shartlari bir 
.....li im'lgim miisalani olamiz, bunday masalalarni esa yechishni bilamiz.
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§5.2. Manba statsionar bo’lgan hoi

Tashqi manba statsionar bo’lsin: / =  f(x). Bu holda yechiinni

u(x, t) — v(x. t) 4- w(x)

ko’rinishda qidiramiz va chegaraviy shartlarni (agar ular bir jinsli bo’lmasa) 

w(x) ga tashlaymiz. Maqsad - v(x,t) uchun bir jinsli chegaraviy shartli 
masalani olish.

§5.3. Misollar
Storjenning chap uchi issiqlik o ’tkazmaydi, o ’ng uchida u2 temperatura berilgan 

Quyidagi masalani ycching:

л
Ut. u-xt — О, ^ (O , t)  — 0, w(/, i ) =  u ( x ,  0) =  — X.

Yechiinni quyidagicha qidiramiz: u(x,t) =  u2 +  v(x,t). v(x,t)  uchun quyidagi 
masala olinadi:

vt ~ vxx =  0, va:(0._ t) == v(l, t) =  0, u(x, 0) =  j x  -  u2.

Davom ctamiz:

2 n 4-1
V(x,t) =  X(x)T(t)  =>■ X'(0) =  X(l) =  0 =s- X(x) =  cosi— Хттх =»

=> v(x, i) =  2 ^  a<: COS

3" = i j dX ('J X

2 n  4-  1

V . o  cos

21

2 n +  1
~2T~'

- 7 Г Х
(2 n -f 1 )2а2п2

exp 1 — I P — '

4[(2n +  1)7г(Л — w2) ( —1)” — A] 
n2(2n +  i ) 2

Sterjenning chap uchi issiqlik o ’tkazmaydi, o ’ng uchida Q issiqlik oqimi berilgan

ut - a 2uxx =  0, u (x ,0 )= 0 ,  ux{ 0 ,/;)'={), ux(l,t) =  Q/k.

Yechiinni

u(x, t) — Ax2 -t~ Bx 4- v{x. t)
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l.u'iiiiimIkIh qidiramiz. Nirna uchun? Ikldta chegaraviy shartlarni ikkita 

mHim Iiiiii A va В lar orqali ifodalarnoqchimiz:

tiT(0, i) — В 4- vx(0, t) — 0 => В — 0, nx(0, t) — 0.

и, (I, L) =  Q/k =  2Al +  vT(l, t) => A =  Y ,  Vr(i. t) =  0.

I Jniuuk,

Ф ,  t )  =  + v { x , L ) .

i in Inin esa quyidagi masalaga kelamiz:

i >i  a 2 V x x  =  ^ (0 , t) =  0, v x ( l .  t) =  0, v (x ,0 ) =  ~ 7 ^ x'2-

I Inning yccliiiuiiii o’z navbatida

v (M )  =  +  iJ(x,0

iii 1111 11* Iji <|idiramiz. Mamma arnallarni bajarsak 

Ql 2 Q / ^ ( - l ) nf
»/(» /)

Qx/ 
2 Id ы GA: 7Г2 A: '

71= I
77

■>2 2
77/7ГЖ f  T O  f l  1cos_ _ exp | _ _ _ t |

i Iiiiii topiladi.

i .i uni, It lag,i yarning sovish tezligi

11 i inn)1, unl.ida / qalinlikdagi qor yotibdi. havo temperaturasi To va u juda. past. 
Uni n;ilidn.gi ycr sirtining boshlang'ich temperaturasi T\ va qor sovug'i ostida 
и pn .пун boslilaydi. Ycrdan ma’lum bir miqdordagi issiqlik oqimi bor q bor.
i ......11.i vuql ichida ycr sirtining temperaturasi TJ) gacha tushadi?

Mu:.n,Inning qo'yilishi:

II, , r „ ,, 0, ux(0, t) =  u(l, l) — T2, u(x, 0) =  Ti +  j ( T 2 -  Ti),

0 <  x < l, 0 <  i < со.

I In viilu l)o:;lilang‘ich temperatura Yer sirtidan qor sirtigacha chiziqli o'zgaradi 
duyildi Yechiinni

u(x, t) =  T2 -  | (x  -  l) +  w(x, i)

101



(t=0 da)

VI.2-rasm: Ycr sirtining sovishi

ko'rinishda izlaymiz. Bunda v(x, l) uchun quyidagi masalaga ega. bodamiz: 

Vi -  arvxx =  0 , ^ (0 , t) =  v{l, t) =  0 , v(x, 0) =  (x -  l)

Standart metodlarni qodlab, quyidagi yechimni olamiz:

u(x, t) =  T2 -  l ( x -  l) +  —
к

]  J X .  c o s  ( 2 ^ - 1 - О7Г-.:

Я П -  Ту 
k +  I

-а2(2п+1)'2тг'Ч/(21У

Iushunarliki, yechimda faqat п =  0 had sezilarli bodishi mumkin, shuning 
uchun

u ( x , t ) ~ T 2 - % - l )  +  ~
к те1

T i - T t - i
К

сое ( S )

yeehim yetarli darajada yaxshi yaqinlashuv bodadi. Kodinib turibdiki, 
w(0, to) =  7q bodishi uchun (a2 =  k./(cp))

to
ATcp
7x2k “ * [ 8” T1 - T 2 -  ql/kIn 7Г2 Tq — T2 +  ql/k

vaqt kerak.

Manba temperafcuraga proporsional 

Quyidagi masalani ko’raylik:

иi — uxx =  —4и, 0 < x < тг, w(0, /.) =  u(tt, t) — 0, u(x, 0) =  x2 -- тех.

Ikki xil yod tutishimiz mumkin. Birinchisi yechimni u(x.i) — e~4tv(x,l) 
ko’rinishda qidiramiz, shunda v(x, i) uchun masadaning qo’yilishi bizga tanish 
bodgan holga keltiriladi:

V t  -  V x x  =  0, 0 <  X  < 7Г, w(0, t) =  V(w, t) —  0, p(x, 0) =  X2 -  7ГХ.

102

llvtv 11 к 11 i lomondan birinchi tcnglamada bevosita u ( x , t )  - X ( x ) T ( t )  dob 
< >1 ir.liiiniy. mumkin, bu holda fcenglama

XT' -  X "T  +  4X T  =  0

1 1 >' 1 liushga kcladi, bu yerda o ’zgaruvohilammg ajralishi oydindir, masalan:

r  . X "  n2

\ u< him oldin bir necha maria yechgari masalamizning o ’zini oldik, T uchun

T  +  (4 +  Л2)Т  =  0

к 111 ■, I j 1111 a u i olamiz. Chegaraviy shartlarni hisobga olsak

A'n(x) —- ci sin nx

hiihull, T uchun osa
T(L) =  a„e"u Л  

n litinui olamiz. Umumiy yeehim

w(x, t) =  e 4t ^  an sin nxc~"2t,

71

2 /"
n„, —  — j dx(x2 — 7гх) sin nx =  

7Г J
4(—1 +  ( - ! ) " )

• It " iK'limi Issiqlik tarqalishi masalasi.

I.'il..in kourdinat bosliida, radiusi a, boshlangdch temperaturasi f(r,0) 
I*" If.111 liiuniug siri temperaturasi nolga tong qilib ushlanib turilibdi. Shar 
и ! 'in It nipcratura taqsimoti rnasalasini yeehing.

Г I ' iii.limii)g qo'yilishi:

v, — Aw, w(a, 0, t) — 0, w(r, 0,0) =  n(r, 0).

0 <  r <  a, 0 <  0 <  тг, 0 < t <  0 0 .

I 1 ..1 la.11 iup, sharki bo'yicha unrla <p> burchakka bogdiqlik yo'q, demak, и — 
■ к 0.1) Ycchimrii u(r,0,t) =  f(r,0)T(t)  ko'rinishda qidiramiz, unda

r ( t )  _  дум) _ 
т /( r ,e )
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munosabatga kelamiz. Demak. birinchidan

T(l.) =  Ce~Xl,

ikkinchidan, masalaning fazoviy qismi uchun Helmholtz tenglamasiga egamiz:

A  f(r ,0)  +  A /(r, 0) — 0.

Albatta, A >  0, aks holda temperatura o'z-o'zidan o'sib ketishi kerak. 
Masala sferik koordinat sistemasida yechilishi kerak:

i i .  ( r2 d f (r,0)\
r'2 у Qr  J +

1 d
r2 sin 0 dO sin 0

80 +  -V (u 0) =  o

f  (r> 0) ~ d.(r)B(0) ahnashtirish quyidagi munosabatga olib keladi:

1 d 
~R(r) dr

r 2 dR{r) 
dr

+  Ar2 s i n «
do =  lL&(0) sin 0 dO

Bu Уегс1а ikkinchi noma’lum doimiy //. ni kiritisbga to'g'ri keldi. Bu noma’lumni 
aniqlash qiyin emas, bulling uchun 0 bo'yicha tenglamani yozib olish yetarli:

1 d 
sin 0 dO sin +/U©(6>) = 0 .

dO

Bu tenglama I-bobdagi §2.7.-paragrafdagi (62)-tenglama bilan bir xil, uni 
tahlil qilganimizda ko'rsatilgan ediki, //. =  n(n +  1), n =  0 .1 ,2 ,... bo'lishi
kerak. Ya ni olingan tenglama Legendre tenglamasi, uning yechimlari esa bizga 
ma’lum:

9n(0) =  Pn{cos 0), n =  0 ,1 ,2 ,...
Masalaning faqat radial qisinini yechish qoldi:

d f  2dR(r)\ . 0d? )  +  (Ar“ ~ n{n +  :l)) R (r ) =  °- (75)

Bu yerda y/\r -  x  va R{x) =  Z(x)/y/x almshtirishlar bajarilsa

x 2Z"(x) +  xZ'(x) +  ^;r2 -  j  Z(x) =  0

tenglama olinadi. Uning yechimi yarim butun indeksli Bessel funksivasi 

Z( x)  — J n+1/2(2) =  dn+i / 2(y/Xr).
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Shu yerda chegaraviy shart u(a. O.t — 0 ni qo Hash kerak.

j n+l/2(^a) =  0.

Demak, A son yarim butun Bessel 1'unksiyalarining nollari orqali aniqlanar eka.11:

/ ^ а  =  р Г 1 /2 )> к =  1,2,3 , . . .

void.

To'liq yechim:

, (n+l/2))2
A/l- =  — —о— * = 1,2,3,.,

a-

.( r ,e ,o
n,k

Bo: lilang‘ich shartni ishlatish qoldi:

u(r, 0,0) =  Y ,^ P n ( c o s e ) Jn'''/2̂ k— =  v(0,r).

n, к

I (Tpiidre polinomlari uchun ortogonallik va norma shartlari (47)-va (51)-laini, 
I iensel funksiyalari uchun ortogonallik va norma shartlari (27)- va (28)-larni 
ishlatish natijasida noma’lum cnk larni aniqlash mumkin2:

Cuk —
2 n 4- 1 d,0 sin 0 drrz/2v(0, r ) Pn(cos 0) Jn+1/2 ( y/^kT) ■

M n n liq ln r

ll,| 1 -irmHliq. Yon sirti issiqlik o’tkazmaydigan ingichka sterjen berilgan: 0 < x < l.
............ . uchlari issiqlik o’tkazinaydi, boshlang’ich temperaturasi u0(x) =  A =  const.
I • 0 dttgi toniporat.ura taqsimotini toping .

(i. 12-nmshq. Yon sirti issiqlik o’tkazmavdigan ingichka stcrjcn berilgan: 0 < x < l.
1 joining uohlarida o’zgarmas u(t, 0) =  uu u(t, l) =  «2 temperatura usldab tuxilgan holda 
In..i temperatura taqsimotini toping. Boshlang’ich temperatura u(0, x) = u0 =  const.
((. 1 :i-rnasliq. Yon sirti issiqlik o’tkazmaydigan ingichka sterjen berilgan: 0 < x < l. 
Homing nehlarida o’zgarmas u(t,0) =  u(t,l) =  «1 temperatura ushlab turilgan holda 
|nri temperatura taqsimotini toping. Boshlang’ich temperatura u(0, a) = Jix(l -  
A const.

:;i<
IIIH

Stc
I I IH

r).
1 iii iehlatganda Jn+i/ziV^k) — 0 ekanhgini unutmang
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6.14- mashq. Yon sirti issi([lik o’tkazmaydigan ingichka sterjen bcrilgan: 0 < x  <  I. 
Sterjenning chap uchi issiqlik o’tkazmaydi va o’ng uehi o’zgannas u ( l .  t )  — u 2 texnpcraturada 
ushlab turiladi deb uudagi temperatura taqsimotini toping. Boshlang’ich temperatura

u ( x .  0) =  — x .  A  — const.

6.15- mashq. Yon sirti issiqlik o’tkazmaydigan ingichka sterjen bcrilgan: 0 <  x  <
l. Sfccrjeiming chap uchida u((), /,) — щ  temperatura bcrilgan, o’ng uchida tashqaridan 
o’zgarmas q issiqlik oqimi berilib turilxli. Boshlang’ich temperatura u ( x ,  0) u 0( x ) .

Temperatura taqsimotini top>ing.

() zgaruvchilarni ajratish metodi bilan quyidagi masaJalarni yeching:
6.16- mashq. щ =  u xx , 0 < x- <  l ,  u x ( 0, t.) =  0, u x ( l ,  1.) =  0, u(z,0) -  x 2 -  I2.

6.17- mashq. и, + u  =  u x x , 0 <  x  <  l : u ( 0 , t )  =  u ( l , /.) =  0, u ( x ,  0) =  l.
6.18- mashq. щ  u xx 4?r, 0 < x  <. тг, u(0, £) =  i/(7r. /,) =  0, u ( x .  0) =  x~ — 7r.i,'.
6.19- mashq. щ  -  a?uxx =  0, u(0, t )  u { l ,  l )  =  0, и(ж, 0) =  A x .

6.20- mashq. u t -  c ? u xx =  0, u(0, l )  u x { l , t) =  0, u ( x ,  0)  ^  A ( l  -  x).
6.21- masliq. щ  -  a2u xx =  0, u x {0, t )  -  u ( l ,  t ) =  0, u(x. 0) =  A{1 -  x ) .

6.22- mashq. щ  -  a2uxx =  0, ux(0. l )  =  u j l ,  l )  =. 0, u ( x ,  0) =  щ .

6.23- mashq. щ  -  a2uxx =  - f i u .  u(0, l )  =  u ( l ,  l )  =  0, u ( x : 0) =  A x .

6.24- mashq. u t -  a2u xx =  0. u(0. t ) =  u ( l ,  t.) =  u 2, u ( x ,  0) =  0.
6.25- mashq. u t -  a2u xx =  sin(7rz//), u(0, t )  =  u ( l ,  t.) =  0, u(.x, 0) =  0.
6.26- mashq. O’zgaruvehilarni ajratish metodi bilan IV.2-misolda keltirilgan masalani 

yeching.
6.27- mashq. ut -  n2u xx =  0, ux {0. 4) -  /m(0, /.) =-- u x ( l , £) =  0. и(ж. 0) -  ф ) .

6.28- mashq. u t -  a2u xx -  0, u x ( 0. t) -  /ш(0, /.) =  0, u x ( l ,  t.) +  h u ( l ,  t )  0,
u ( x . 0 )  =  ф ) .
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VII BOB. ELLIPTIK TENGLAMALAR 
IJCHUN CHEGARAVIY MASALALAR

ij |, Chegaraviy masalalarning qo ’yilishi

I .llint.il; tonglamalarning ichida eng ko’p uchraydiganlari quyidagilardir:

Au =  0, Laplace tenglamasi;

Au — - f ,  Poisson tenglamasi; (1)

Au +  k2u =  0, Helmholtz tenglamasi.

Mu lenglamalar to’lqin, issiqlik va modda tarqalishi jarayonlarining statik 
n ntiitsionar hollariga inos keladi. Undan tashqari, ular elektiostatika, 

p и In nd i»1 ika va inagnitostatika masalalarida ko'p uchraydi.
Odalda bunday tenglamalar uchun chegaraviy masalalar quyidagicha 

qn'yibidi :
;; clicgarali V  sohada o ’rinli bo’lgan (1)- tenglamaning shunday yechimi 

„ ( , и) z) topilsinki, u shu chegarada quyidagi shartlarning biriga bo’ysunsin:

a у| — birinchi chegaraviy masala - Dirichlet masalasi, (2)

[■> -  ikkinchi chegaraviy masala - Neumann masalasi; (3)

— 19 -  h.(u -  / 3 ) =  0  -  uchinchi chegaraviy masala. (4)
()n

• jmi'iuaviy shartlarning eng umurniy formasi:

du
dn

=  / ,  a  +  P >  0, n  >  0, P  >  0.

Mu yorda / ь / 2, / 3 - berilgan funksiyalar. Chegaraviy masalalar ichki va 
'ushqi masalalarga bo’linadi. Ichki masalaning yechimi biror bir cheklangan 

,illuming ichida izlanadi, tashqi masalaning yechimi qandaydir cheklangan 
. dmp.n tashqi bo’lgan G sohada izlanadi. Ikkinchi holdayechimdan cheksizlikda 
ml,.,, intilish talab qilinadi: и -> 0, r -> oo (Helmgholtz tenglamasidan 
и .liqni'i).
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и funksiya yopiq soha G da garmonik dcyiladi, qachonki bu sohada 
A и 0 bo Isa. и ikkinchi tartibli hosilalari bilan uzliksiz, soha chegarasida 
uzliksiz bo’lsa.

§2. C h e g a ra v iy  m a sa la  y e c h im in in g  y a g o n a lig i

Poisson tenglamasi uchun birinchi ichki masala - Dirichlet masalasidJi 
boshlaylik:

= J\ uU' = u0-
Faraz qilaylik, bu rnasalaning yechimi ikkita bo’lsin: щ и щ. Bu holda u =  
U\ — Щ  uchun

Au ■■= 0, u\s =  0 (5)

masalaga ega bo larniz. Quyidagi oddiy mulohazaga qaraylik:

I  dV(V u )2 =  j  dVX7(uVu) -  j  dVuAu =  u ~ d S  =  0. (6)

G G G s

Oxirgi tenglikka o'tganda biz (5)-dan foydaiandik. (Vw)2 >  0 bo’lishigina 
mumkin, undan olingan integral (integrallash soliasi ixtiyoriy) nolga teng ekan 
birdan-bir imkoniyat:

(V m)2 =  0 —> й =  const —> й — 0, G.

Demak, ichki Dirichlet masalasining yechimi yagona ekan. 
Neumann masalasiga. kelaylik:

Au =  f.
du
dn

Bu hold a ham (6)-tcnglik o ’rinli bo’ladi, demak, yana (V m)2 =  0 bo’lishi kerak. 
Ammo bu galda

(Vic)2 •— 0 —> й — const - >  щ -  u2 =  const (7)

debgina yoza olamiz. Demak, Neumanning ichki masalasini yechimiga ixtiyoriy 
о Agar mas sonni qo’shib qo’yishimiz mumkin ekan - vechim yagona cmas.

Ammo Neumanning tashqi masalasi yagona ycchimga ega, chunki bu holda. 
cheksizlikda yechirrming nolga intilishi kerakligi sharti и —> 0, r oo (7)-dagi 
constantaning nolga teng bo’lishiga olib keladi: const =  0.
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Nniinaim masalasi uchun yana bir sliartga ogarniz (Gauss teorernasidan kelib 
i lliqndi)

Г Ho i I {
(3 )d S =  j dV Au  =  /  dVf.

J dn
s

luu mil) turibdiki, Neumann masalasi uchun chegaraviy shartlar ixtiyoriy 
hn'lislii mumkin emas, ular (B)-shartga bo'ysimishi kerak. Masalan, Laplace 
li'iij'.l.unasi uchun

-~-dS — (j u\dS — 0 (9)
on J

bu’ lislii kerak, aks holda chegaraviy masala noto‘g‘ri qo'vilgan bodadi.
I lelmholtz tenglamasiga o'taylik. Agar cheksiz fazodagi to’lqin tenglamasida 

n hmming vaqtga bog’liqligini monoxromatik desak tenglama bir jinslimas 
I li'lmholtz tenglamasiga aylanadi:

,,, " — Au — —47Гp и ~  exp(±ick[)L) =>• Au +  k^u — Атгр.
Gi)t,

\ I iiimnno shundan iboratki, sin (kr)/r funksiya bir jinsli Helmholtz 
i ■ iijdimasining yechimidir. Bu degani, Helmholtz tenglamasining yechimlariga 

0, r -> oo shartning qo’yilishi ularni bir qiymatli aniqlab bora olmaydi.
V l •mashq. VIII.8-mashqning nalijasidan foydalanib, sin(Ax)/r funksiya Au + k2u =  0 

i« Mi'JmiiiminR ycdiimi ckanligini ko’rsafcing.
limmiug yagonaligini ta’minlash uchun ular Sommerfeldnirig2 nurla- 

ti.-’ili shartlari deyiladigan quyidagi qo’shimeha shartlarga bo’ysundiriladi:

du
u{x , y, z ) =  0(l/r), —  -  iku =  o ( l /r ) ,  r —> oo

i hi qnluvchi to ’lqin;

u{x,y, z) =  0 ( l / r ) ,  ~ + i k u  =  o(l/r), r ->• oo

\ ii’.'ihivchi to’lqin3. Bu shartlarning kelib chiqishi quyidagicha. Faraz qilaylik, 
и, iiqdn.ii bir chegaralangan sohaga (jismga, nishonga) yassi todqin e,k r tushsin. 
Ini nishondan akslanib tarqalgan todqin yetarli darajadagi uzoq masofada 
li i ik l.o'lqin kohinishiga ega bo'ladi:

\i iniliI Sommcrfcld (1868-1951) - neniis fizigi. Rus t.ilida - Зоммерфаш.д.
I )( r) vii «(a?) bclgilarniug ma’nosi quyidagicha: C)(x)/x ->  A <  o o ,  x -> oo va o(x)/x - >  0, x. ->  oo.
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Paydo bo'lgan /  (г/г) funksiya sochilish amplitudasi deyiladi. Ko'rinib 
turibdiki, ushbu tarqalgan todqin yagona bodishi uchun Sommerfeldning 
birinchi sharti bajarilishi kerak.

§3. D o ir a  uchun ich k i v a  ta s h q i c h e g a ra v iy  m a sa la la r

Doira uchun ichki va tashqi Dirichlet masalalarini ko’rib chiqaylik:

Au =  0, a radiusli doiraning ichida, u\p==r — f.

Bu yerda и =  u(x,y ), /  =  f ( x : y). Doira uchun masalani qutb koordinat 
sistemasida yecliish qulaydir. Laplace tenglamasining qutb sistemasidagi 
ko’rinishi:

1 д (  du\ 1 d'2u( P ~  ) +  (10)

3todi

(и )

(12)

p dp У dp J ' p2 dip2
Eslatib ketamiz /r  =  x2+ y2, x  =  p cos <p, у =  psin <p. Yechimni Fourier metodi 
bo’yicha qidiramiz:

u{p,ip) =  R(p)Ф(<р).

Buni (10)-ga olib borib qo’ysak,

ф (у) d ( / R ( p ) )  +  R(p)d24<p) =  0
d<p2p dp \ dp J

tenglamani olamiz va uni quyidagi ko’rinishga keltiramiz:

p_ d_ (  dR(p)\ _ ___ 1 d4>(ip) =  2
R(p) dp V dp J Ф(<р) dp2 (13)

Chap tornondagi A2 konstanta yuqorida ko:p marta muhokama qilingan 
mulohazalar asosida paydo boMdi.

Shu bilan (lO)-xususiy hosilali tenglamani ikkita todiq hosilali tenglamalar 
sistemasiga keltirdik:

4К?))-А’ад=о>
d2<b(ip)

(14)

dip2
+  А'2Ф(<р) =  0.

Bu sistemadagi tenglamalarning ikkinchisining yechirni 

Ф(<р) =  /lcos(A<p) +  Bsm(Xip). 
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Mn iiluini/.ning yechimi bir qiymatli bo’lishi uchun

u(p, ip +  27t) =  u(p, ip)

I и I ' l i H l i i  k e r a k ,  y a ’ n i ,

I h'liuik,

Ф(р, ip +  2тг) =  Ф(р, i p ) .  

A =  n, n — 0. ±1 , ± 2 ,...

Im'lishi kerak. (14)-sistemaning ikkinchi tenglamasi A =  n butun sonlarga 
Img'liq bo’lgan quyidagi ko’rinishli yechimlarga ega bo!lib chiqdi:

Ф«(<р) =  An cos(n<p) +  Bn sin(ncp). 

v 1.i .ila.ning radial qismiga kelaylik:

-  n‘ R(p) =  0.

(10)

(17)

I nui/1, yechiiuini R — p,L ko’rinishda qidirsak p. =  ± n  ekanligini topamiz. 
I irmnk, (17) lenglamaning eng umurniy yechimi

Rn,(p) =  Cnpr‘ +  Dnp - ’' +  E Ыр

Ici’i inishga ega bo’lishi kerak. Bu formuladagi oxirgi had n — 0 holga to’g ’ri 
I.' Im 11 Ichki masala haqida gap ketayotgan bo’lsa, Dn =  0, E =  0 (p =  0 
■ I i yecliimning cheklanganlik shartidan), tashqi masala haqida gap ketayotgan 
lin |sa, Cn =  0, E — 0 (p =  oo da yecliimning cheklanganligi shartidan). 
I'npilgan yeehirnlarning xususiy sistemalarini yozib olaylik:

un{p, ip) =  pn (An cos(nip) +  Bn sin(ncp)), p <  a; 

un(p, <p) =  P  n (Лп cos(n<p) +  Bn sin(mp) ) , p > a.
(18)

I и 111111 i v yechim maria shu xususiy yechirnlarning chiziqli superpozitsiyasidan 
ilinrat:

oo

u(p, ip) =  pn (An cos (nip) +  Bn sin (nip)), p <  a;
n— Q

(19)
OO

"(p ,v) =  U[An cos (mp) +  Bn sin(rnp)), p >  a.
n—0
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An va Bn koeffisientlarni diega.ra.viy shartlardan topamiz:
OC

и(п,ср) =  ] T V "  (AnCos{mp) +  Bnsin(n<p)) =  f(ip).
П —-0

J'{ip) ni Fourier qatoriga yoyaylik:
OO

/(v 3) — ~y +  (ftn cos(ny?) +  sin (ny>))
n= 1

(20)

(21)

В u yerda

2тг 27Г

^ Jf{jp)d<p, cvn — J  /(<p) cos(?r<p)rfy?, fin — — f /(y>) sm(n<p)dy?. 
о ^ о Я о

(22)
(19)- va (21)-fornmlalarni solishtirsak, ichki masala uchim:

A __ л __ R  __ f i n  . n „
0 2  ’ ~  a" ’ Bn ~ an ’ П ~

va tashqi masala uchun: 

a 0
, 2ln =  a nan, Bn =  finan, n =  1,2,3,...

(23)

(24)

ekanligini topamiz. Shularni hisobga olib, yechimlarni yana bir marta yozib 
olaylik:

OO

u(p: v) =  - y  +  ( 0  (<*n cos(n^) +  pn s in (n ^ )), p <  a;
71=1

y>) =  ~  +  ^  ( -  ) ( a n cos(n<p) +  p n s i n ( m p ) ) , p  >  a .
Z  t r = l  W

(25)

7.1-misol. Ди — 0 , h|s — /Icosy? masalani p — a doiraning ichida 
yeching.

J ( v 3 )  =  - 4  cosy? funksiyani Fourier qatoriga?yoysak faqat a\ =  A, va boshqa 
hanirna koeffisientlar uchun a„ — 0 , fin =  0  ekanligini topamiz. Demak,

n(p, y?) =  — cos <p — —.
a a
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Neumann masalasiga kelaylik:

Ли =  0 ,
Эи!
dpi

I p~(L

=  /•

leu  glam ailing yechimi o‘sha (18)-formula orqali aniqlanadi, bajarilishi shart 
bodgan (9)-forrnula doira uchun

dtp! (a, ip) =  0 (26)

ko‘rinishga ega bodadi. Bu shartni qanoatlantirmaydigan masala to ‘g‘ri 
qo'yilmagan masala bo‘ladi, uning yagona yechimi mavjud einas. Ichki masala 
uchun chegaraviy shart

OO

/ (а , у?) — У^?гап~1 (An cos(r?,y?) 4- Bnsm(rup)) =  A j cosy? -I- # i siny?+
n==l

4-2a,42 cos(2 y?) 4  2aB2 sin(2 y?) 4- 3a2/I3 cos(3y?) 4- 3a2 Д3 sin(3y?) -I-----

ko'rinishga ega bodgani uchun Д) koeffisientni chegaraviy shartdan aniqlab 
bodmaydi. Bu - (7)-formuladan keyin muhokama qilingan noaniqlikning o'ziclir. 
Oxirgi formulani (2 1 )-formula bilan solishtirsak, Dirichlet masalasidagi (23)- 
fornmlaning o'rniga

An =  —  Bn =  - ^ - r ,  n =  1 ,2,3,...
71 o n , , n - 1 ’  о п п П - 1 1

a
,ГГ> =  na'1 1 na

formulalarni olamiz. Umumiy yechirn

А »

OO  ̂ ^
н(р, <p) =  а V 4 -  ( - )  (a „ cos(ny?) 4- f i n  sin(ny?)) +  (7, p <  a

L И \<2 /
71— 1

kodinishga ega bodadi, bu yerda C- noaniq konstanta.
Tashqi Neumann masalasida bunday noaniqlik yo‘q, lim,,->00u =  0 sharti 

A{) =  0 bodishiga olib keladi. Yechirn

м(р, (p) =  - a  Y ]  ~  ( -  ) (otn cos(ny?) 4- fin sin(ny?)), p >  a 
“ [ 71

kod'inisliga ega bodadi, bu yerda (24)-formulailing oTniga 

an+1 an + 1
'4;1, — ft») Bn — dTl, 71 1 ,2 ,3 , ...

n n
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ifodalarni ishlatdik. an va (3n lar (22)-Fourier formulalaridan topiladi (n — 0 
dan tashqari).

M ashqlar.
7.2-mashq. Ichki va tashqi Dirichlet masalalariniug yechimlarini quyidagicha 

birlashtirib:

“ (/». ip) «о
2

OO
1- ^  tn (ct,t cosmic?) -f (3n sill (nip));

71— 1

t = p/a, icbki masala; 
a/p. tashqi masala,

va cosrup cos(niJj)-t-sia(rup) sin(ny;) — cos(n(ip -  ф)) formuladan fovdalanib quyidagi, 
Poisson formulalarini kcltirib chiqaring:

-u{p. ip)

u(p, p) -  <

]_ f  f , h)_______________ a 2 ”  P2
Itг ./ ' p2 — 2apcos(cp — ф27Г

/М ,
Ф) -l- a

p < a;

P -  «•

[  j  Г)2 —  Q 2
7Г /  /(VO-2---b-------- -(-------7T-T P >
2тг J pl — iap cos ((/г — vp) + аг 

„ / Ы .  P =  a.

(27)

(28)

7.3-mashq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlet masalasini ycchuij 

Au — 0, u(l, <p) — со s2ip.

7.4- mashq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlet masalasini yeching:
Au =  0. 7/(1, <p) — cos л<р.

7.5- mashq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlet masalasini yeching:
Au — 0, u(l. p) — sin3̂ .

7.6- masbq. Birlik aylana ichida quyidagi Diriclilet masalasini yeching:
Au — 0, u(l, <p) =  sin'V -|- cos'V-

7.7- mashq. R. radiusli aylana ichida quyidagi Neumann masalasini yeching:
л _ du.AU — О, "7Г“|г=/{ — ACOS0P. or

(26)-bajarilganmi yo!qini?
7.8- mashq. R radiusli aylana ichida quyidagi Neumann masalasini yeching:

Au — 0, —— !,_» =  Acos2c?.
dr >

(2G)-bajarilganmi yo!qmi?
7.9-mashq. R radiusli aylana ichida quyidagi Neumann masalasini yeching: 

. dv
Au =  D, =  sm'V-

(26)-bajarilganuii yo‘qmi?
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H e lm h o ltz  te n g la m a s i -  d o ira  uchu n  c h e g a ra v iy  

m asa la

I i„1 ищ quyidagi xususiy qiymatlar masalasini ko'rayhk:

- A u  — Aw, 0. (29)
p—a

w(a, ip) =  0.

i lull) koordinatlarida masala quyidagicha ko:rinishga ega:

1 c)

N..... .Inin funksiyani u(p^ )  =  R(p)Ф(*>) ko‘nnishda qidiramiz, natijada

Ф"(<р) +  / х Ф  (ф) =  0, Ф{<р) =  Ф(<Р +  27Г)

1 д2и п
2Т) 2 +  XU =  ° ’рг Г)рг

p*R"{p) -к pR'(p) +  (Ар2 -  /О В Д  =  Я(ц) -  0
.... „Миг,-a cgainiz. Birinchi masalaningyechimi yuqorida muhokama qilmgan
(HI) (1(1) formulalarga qarang), bu yerda u yechimmng boshqa formasi

Ulllaymqdir:
Ф„Ы = 4 ^ ”*. //. = « 2, П = 0,1,2,...

IM lenghuna Bessel tenglamasidir, uning yechimi Chegaraviy
I, >il . /„ ( /Л « ) =  0 xususiy qiymatlarni beradi: VXa =  М/ .. 1 =

I,,, /ij"1 - Bessel funksiyasi J„ ning nollari: ./„(/»[“ ) =  0, l =  1,2,—

=  2,4048...; , i f  =  5.5201...; /4°’ =  8.6537...,

=  3,8317...; (41' =  7,0150...; ^  =  10,1735...

\ 11 11 1‘
:1||II bilnn ikkinchi masalaning yechimlari ham topildi:

RM = ь,л (d”’9 •
j,|. , ,)| liiiiksiyalar (0,2тг) iutervolda to’liq va ortononnal sistemani tashkil 
d„d, H„i(p) * r.inksiyalami ortonormal sistemaga aylantinsh uchun cnfc 

i <1. iliMciilihuni quyidagicha tanlab olish keiak.
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Bu formulani keltirib chiqarishda (28)-ishlatildi. Shu hilan (29)-masalaning 
iionnasi birga keltirilgan yechimlari sistemasi topildi:

Uni{p, <p) n̂i — 14
( n )

n =  0 , 1 . / =  1, 2 ,...

(30)
Bu funksiyalar to'plarni to'liq ortonormal sistemani tashkil qiladi: (unk, uml) =
înn$kl ■

Yechilgan masalaning fizik ma’nosiga kelaylik. Quyidagi ikki odchainli 
todqin tenglaiuasi

utt -  c2 и =  utt -  c2A u =  0

ning doira ichidagi statsionar yechimini topish kerak bodsin:

u(t, x, у) =  e~lujLu(x, у).

Bu ho!da u uchun Helmholtz tenglamasini olamiz:

Ай +  k2u =  0, k2 =  —  
c2 '

Ко l ilyotgan masala - clietlari mahkam biriktirilgaii membrananing tebran- 
ishlaii masalasi, topilgan yechimlar sistemasi (30) - radiusi a bodgan 
membranadagi turg un to lqinlar, garmomkalar. Umumiy yechim ning
haqiqiy va rnavhum qismlarini alohida yechim sifatida olamiz)

— 'У  ̂{ttni cos(can//.) -|- bni sin(o;„//))
(n)P\

a )I eimp

T il Jk04n))
U)-nl —  /.li

a
( n )

(31)
ко linishga eg a. aui va ba[ koeflisieiitlar boshlangdch shartlardan topiladi.

Garmonikalar (30)-formulada kompleks kodinishda berilgan, tebranishlarni 
o'rganish uchun yechimning haqiqiy qisinini olamiz: Re u. VILl-rasmda
cos(n^) ko’paytuvchi bilan bog’liq bo’lgan manzara n =  1,2,3 hollar uchun 
ko’rsatilgan. " 4 "  ishorasi kosinusning musbat bo’lgan sohasi, ishorasi 
kosinusning manfiy bo’lgan sohasi. Agar membrana sirl.i muvozanat holatida 
shu varaq sirti bilan mos tuslisa "4 " deb belgilangan sohalarda membrana 
sirti varaq sirtidan yuqoriga ko’tarilgan bo’ladi, ishorali sohada esa 
teskari - pastga tushgan bo’ladi. To’g ’ri chiziqlar sirt tebranishi amplitudasi
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Vll.l-rasm: Membrana tebranishlariga oid

VII.2-rasm: J0 va A  ,li,JS graiiklari

UMI}', bo’lgan sohalar. Ammo bu hali hammasi cmas. Jy va •/, 
It, i | lii11ksiyalarining grafiklari V ll.2 -rasmda. ko’rsatilgan. Ко rinib turibdiki, 
li I Iuiiksiyalari markazdan tarqalayotgan va markazdan uzoqlashgan saii 
> > • 11 ill l.i i< liusi kamaya borayotgan turg’un to’lqinlarni ifodalaydi. Shu VII.1- 

VII •> msmlarni (garmonikalarning yuqori hadlariga mos keluvchi rasmlarni 
i, .in) i i /iii'o ko’paytirsak, membrananing garmonikalari haqida tasavvur olgan 
I 1,11111/  VI I.3 -rasmda . h { $ ]p/a) cos(3<^) turgdrn todqinga mos keluvchi 

HI>|> 1,1 a  kodsatilgan. va ishoralarning va to‘g‘ri chiziqlarning ma’nosi 
in у uni,i luslumtirilgandek. Membrana ix 34 chastota bilan tebranadi, yani,

, , i,„In kodatilgan manzarada " l "  va ishoralar w34 chastota bilan ohm 
11,Mini,,1,1b luradi.

; ■ miHol. Radiusi a bodgan va cheti mahkamlangan membrana uchun
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VII.3-ra.4iii: ^з(м4  V/“ )cos(3^) turg'un to'lqiuga mos kclnvchi mauzaia

tebranishlar inasalasi quyidagi boshlang‘ich shartlarda yecliilsin:

1. Boshlanghch chetlanish u(p, 0) -  A J ^ ifp/ a )  ga teng, bosblangbcli 
tezlik nolga teng.

2. Basil Jang ich elietlanish va boshlang'ich tezliklar faqat p ning funksiyasi:

« М )  =  /(/;), щ(р,0) =  F(p).

Yechim.
1. Boshlang'ich tezlikning nolga tengligi (31)-formulada bnl =  0 ga olib 

keladi. ani koeffisientlar quyidagicha aniqlanadi:

2/r

ank -  A j dpp j d\oJ{](pf\}/a)
j n (m*’9  ̂

о 0 V ™  Л'(/ь(м))
—  А37фдц.

,(0).
Demak, yechim:

u{p, t) =  A cos JQ ( /4 0)“ )  •

2. Bu holda (31)-formuladagi koeffisientlar quyidagicha aniqlanadi:

n2JKlJ'fi]) •: 

2

am -  I d‘2pf(p)uni(p, <p) =

bnl =  ~ 7  f  d2PF (p)um{p, fp) =  .

dpp/(p)Jq ( a/|o)0  £„>0;

[ dppF(p)Ja ( M<0» 9  i „ >(,

J 18

Mii8a.huling ycchimi:

00 / m) p \
-u(p, £) = («о; eos(a»o;0 + Wv sin^ojt)) do ~ J  ■

z=i

tj r,. H e lm h o ltz  te n g la m a s i -  to r tb u rc h a k  uchun  ch ega r- 

a v iy  m asa la .

I lelmlioltz tenglamasini yechishga oid bir misolni ko’rib chiqaylik:

d2u d2u , n
-x-» +  -тг-* =  -Aw, u \l  =  v , 
dx2 oy-

0 <  x < l, 0 < у <  rri.

(32)

Itn (/ .//) tekislikda to’rtburehak ichida berilgan Diricblet masalasi. Toil 
Iим( hak chegarasi L da noma’lum funksiya nolga teng. Shu vaqtning o ’zida 
l.ii masala xususiy qiymatlar masalasidir, chunki bu masalaning yechimi liar 
■ I ,rainy Л uchun ham rnavjud bodavermaydi. Masalaning yechmnni

u(x,y) =  X(x)Y(y)

Im  i *i mishda qidiramiz. Bu bizga quyidagini beradi:

X"{x) У Ъ )  =  _ A (33)

(34)

X {x) Y(y)

I In i(si)',humming mumkin bo’lgan ko’rinishlaridan biri:

X"{x) _  Г Ь )
X(x) Y(y)

I lii yiMda biz yangi noma’lum doimiy p ni kiritdik. Natijada, biz ikkita xususiy 
. 11 in.ill.и masalasim olamiz:

X"(x) +  pX{x) — 0, X  (0) =  X  (/) =  0;
(35)

Y"(y) +  v Y (y )=  0, Y (0) =  Y(rn) — 0, v =  \ - p .

| im,day masala,larni yechishda tajribamiz bor. Birinchi satrdagi maslaning
\ 11111111 i

u = ( % )  , *=1,2,3,...
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qiymatlar nchungina, ikkinchi satrqadi masalaning yechimi esa

7/ - .7 =  1 ,2.3,...

qiymatlar uchungina mavjuddir. Demak, Л ham ixtiyoriy ernas:

Yechirnlarni ham keltiraylik:

Xk{x) =

Umumiy yechirn:

u(x, у) e  m *)y m =
k , j=  1

E
k , j= l

2 . k ixx  . jttv
sm - — sm — . 

Lm l m

Va {Yj} t0‘P,amlar sistemalann hosil qiladi, demak, masalaning

bo Hslh Г Т  4'yma Г" Vn yeChim'ari y° '4' A«  XUSUsiy 4iymat.lar karraJi 
no Jishi murnkm, umng karraliliga

/-2 -;2 1.2 -2Ei ■ h_ _  Ч Я
/2 rn2 / 2 772,2

tenglaimmingbutun sonlardagi yechimlarining soniga bog'liq bo'ladi. Masala,i

■
yecliimiui toping. „ (* ,„ )  ska to'rtburchak chegaraiaFida W d i

H(°) v )  ~  A s m — -, u (a ,  y )  — 0. u (x ,  0) =  £sin— , u (x .  b ) -  0.

§6. S h a r uchun D ir ic h le t  v a  N e u m a n n  m a sa la ia r i.

Radmsi a bodgan shar uchun ichki va tashqi Dirichlet va Neumann masaJalarini 
yecnayJik. Masalaiarnmg qo'yilishi quyidagicha. Ichki masala:

Au =  0. r < a; r — a da D) : u -  / ;  N) : —  =  [
’ dr

Tashqi masala:

A «  =  0, r > o ;  r =  n da D) : «  =  / ;  N) == /■ lim „  =  0,
О Т  r —too
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Ko'rilyapgan sohada и 6 C2, d.egarada esa u e C -  Dirichlet masalasi uchun 
va и e  C1 - Neumann masalasi uchun. Neumann masalasi uchun

I dSf =  a2 J dClf(G, cp ) =  0

! Iaqiqatda^^T.-paragrafdagi (72)-formula Laplace tenglamasining slenk
... tomadagi ycchimlarini beradi, ammo u ye,da chegaray.y shartlar muhoka
iiilinmagan edi. Tushunarliki, ichki masala haqida gap ketayotgan bo La, (72)- 

birinchi (r” ga proporsional bo‘lgan) qismini ohshimiz kerak, tashqi masa a 
I,ж „da gap ketayotgan bo'lsa (72)-ning ikkinchi (r—  ga proporsional bo gan)

4'M(n'l',eg»aYiy” hart“ ifodalaydigan funksiya /  =  W . f )  ni sferik hmksiyalar 

bo'yicha qatorga yoyamiz:

/(«■ v) = E  E  A ,n .W  v), = J d a  У Г(9, ¥>)/(9, <?)■

Avlilganlarni (shu jumladan, §3.-paragrafdagi chegaraviy shartlarning muhoka-

.....mi) hisobga olib, quyidagi natijalarga kehsh murnkm:
I Jirichlet ichki inasalasining yeclnmi:

r < o ;
n=0 111—-71

Iriimann ichki inasalasining yechimi:
oo Ш—Tl

n(r,в ,V) - £ l Q ” E  л " » г ” (0’ v ) + c ’ r < a ;
n= 1 "  >n=-n

)11 iclilct tashqi inasalasining yechimi:

/a\»+ i.с,в,y>)=Ё G)M‘ E ^ r>0;
____rn.—  — V7.n=0

\ J , m i n i u m  tashqi i n a s a l a s i n i n g  y e c h i m i :

•DO l I 1

- £ ^ т ( й  ■ >

n=0 n

a.

.............. ‘ Igan ha,nma qatorlar yaqinlashuvchi b o d a c h  v a  o‘zinii,g yaqinlashuv
• •Iin,.kin tckis yaqinlashuvchi bo'ladi, bulling isbotmi |3| kitobmng §2o dan

111| null mimikin.
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7. S ilin d rd a  b a rq a ro r  iss iq lik  ta q s im o t i m asa la s i

Bizga asosining radiusi a va balandligi h bo’lgan bir jinsli silindr berilgan 
bo’lsin. Quyidagi hollarda silindr temperaturasi u(r, z ) ni toping:

1. Quyi asos va yon sirt temperaturalari riolga teng, yuqori asos 
temperaturasi faqat r ning funksiyasi;

2. Quyi asos temperaturasi nolga teng, yon sirti issic[lik o ’tkazmaydi, yuqori 
sirti temperaturasi / ( r ) ;

3. Quyi asos temperaturasi nolga teng, yon sirti temperaturasi nolga teng 
tashqi rnuhit bilan bilan sovutilyapti, yuqori sirti temperaturasi f(r).

Ru masalaning qo'yilishi IV.5-masbqda mubokama qilingan. Bu yerda esa sliu 
inasalaning yechimi muhokama qilinadi. Masala silindrik simmetriyaga ega, 
shuning uclnm tenglamani silindrik sistemada yozamiz:

А  и =  О =ф- 1 д (  ди\ 1 d2u д2и
г dr у дт)  * г2 dtp2 dz2

Masalada tp ga bog’liq bo ’lgan sliartlar yo’q, shu sababdan tenglamadagi 
ikkinchi had ham bodmaydi:

I d /  du'\  ̂ d2u 
rdr  у d r )  ' dz2

Tenglamani topdik. Chegaraviy shartlarni yozib olaylik:

1. u(r, 0) =  0. u(a, z) =  0, ч u(r, h) =  / ( r ) ;

2. u{r. 0) =  0. ur(a, z) =  0, u(r, h) =  / ( r ) ;

3. u(r, 0) =  0, ur(a, z) -■ —au(a, 2 ), a >  0, u(r, h) =  f(r).

Yechimni
u(r, z) — R(r)Z(z) 

ko’rinishda qidirainiz. Bu bolda

1 d / dR(r)\ _ 1 d2Z(z) 2
rR(r)dr  у dr )  Z(z) dz2

tenglamalarni olib. ulardari quyidagi sisteinaga kelamiz:

Z"(z) -  A2Z(z) =  0, r ~  ( ^ - 7̂ Г))  +  AV2J?(r) =  0.
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I In sislemaning yechimlarini topish oson:

Z(z) =  Ci ch(A2 ) +  С4 sh(A2 ) , R{r) =  c3Jo(Ar).

1 'liegaraviy shartlarni qo’llaylik. IJchala bolda ham Z(0) — 0 bo lishi keiak 
bii'ljqmi ucliun й  =  0 deb olishiliz kerak. demak,

Z[z) =  c2sh(A2 ).

Mm bilan xususiy yechimning umumiy ko’rinislhni topdik: 

u(r, z ) =  cJo(Ar) sh(A2).

Qolgan chegaraviy shartlarni qo’llashga o ’tainiz.
Ihiinchi masala:

u(a.z) — 0 =r- Jo(Aa) =  0 =>■ A na —

I )ешак,

“(’'.‘-) = Ec"J»(An!Dsh(koy)-
n--l

Ikkincbi chegaraviy shartni ishlataylik:

n ~ l

I Icsiiel (imksiyalarining (27)- va (28)- xossalarini ishlataylik:

, / t sh (,*< ?£ ) a2( .M /i0)))2,

<i ,/0(//,[n)) =  0 . Shu bilan cr, koeffisient ham topildi:

а»Л2( А < * ( Д 0)$)
drrfir'jJu ( /4 ° '( )  •

|\) in 1 yechim:

^  2 Jo ( P S / g )  sh (p P z /g ) f  ,  <0)П

,1Г”  S  АЯОЛлЬЛ/а) /  " "
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Ikkinchi masala: Bu gal ikkinchi chegaraviy shart quyidagicha: 

ur(a,z) — 0, -/o(Aa) =  — Ji(Aa) =  0.

Demak, A a — fJ;P - J\ ning nollari. Yechim:
CXj

u{r,z) =  ] [ > J 0 ( ^ ‘ ^ )  Sh ( / 4 / ^ )  •
n= 1

Yuqori asosdagi chegaraviy sharfc:
OO , ,

i(r; h) =  f (r )  =  ( /4 1}0  sh f
n=l ^

dan cll larni topamiz:

(‘}l — drrf(r)J0 ( fi[
a2Jg{n{n])sh  ( ^ )

To’liq yechimni topdik:

“  2J0 (ц [п V /a) sh ( Д 1}z/a\ % 
и(’ ’ г) £  a*JJ0»?,)8b(/i*V«) /

Uchinchi masala.
Bu galda chegaraviy shart murakkabroq:

ur(a, 2 ) — — mt(a, 2 ), a  >  0. 

Buni quyidagicha yozishimiz kerak:

drrf(r)J0 ( / ' I ' - j J  .

+ aJo(Aa) =  0.

Agarda Jq deb, uning argumenti boyicha hosilani belgilasak, yuqoridagi 
tcnglama quyidagicha yoziladi:

Jo(Aa) +  — Jo(Aa) =  0.

Hosil bo’lgan tenglamaning yechimlarini An deb belgilaylik. Yana yuqoridagi 
amallarni bajarsak, cn koeffisieriti uchun quyidagi ifodani topamiz:

Cj, —
n a2 (1 +  a2a2/X2)J^(Xv)

-  j  drrf{r).■Jn ( A „-
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VIII BOB. GREEN FUNKSIYASI METODI

§ I. A-funksiya

iVlat.ematik fizikada moddiy nuqta, nuqtaviy zaryad, zaryadlangan sirt va h.k. 
.hnnga o’xshash ideallashtirilgan tuslmnchalar ko’p uchrab turadi. Bunday 
kattaliklarning zichligini oddiy funksiyalar yordamida ta’rillab ho’lmaydi.

Masalan, massasi m ga teng bo’lgan moddiy nuqta tushunchasini ko’raylik. 
Aj’.ai chekli rnassa bir nuqtada joylashgan bo’lsa, (shu nuqta koordinat boshi 
bo’lsin) uning zichligi uchun

{
00, r  —  0;

( 1)

0, r > ^  0.

deb olishimiz kerak. Tabiiyki, bunday funksiyaga oddiy funksiyaga qaragandek 
qaray olmaymiz - uni 11a diffcrensiallash mumkin, na integrallash. Vaholangki, 
С Miming zichligidan olingan integral shu jismning massasini berishi kerak:

/  d?xp{r) =  m. (2)
Demak, nuqtaviy kattaliklarning zichligiga boshqacha yondoshishimiz lozim. 
Bulling uclmn biz tajribada hirer jismning nuqtadagi zichligini o ’lchaganda 
Imqiqalda shu nuqtaning kichik atrofida bo’lgan o ’rtacha zichliknigina o ’lchay 
(1I1:.11 iinizni eslashimiz kerak. Odat.da shu o ’rtacha zichlik nuqtadagi zichlik deb 
i Ion (|ilinadi. Shunga asosan nuqtaviy zarra zichligi haqida gapirganimizda 
uniiif, massasini yetarli darajada kichik bo’lgan e radisuli shar bo’yicha bir 
lel.pida, taqsimlangan deb qarab, uning o ’rtacha zichligi uchun (zarraning 
iiui'isnsi hirga teng rn — 1 va 11 koordinat boshida. joylashgan deb olaylik)

Ar(r) =

3

0. 7- > £.

(3)

ilodani ko’rish tabiiyroqdir. Albatta, e — > 0 limitda biz yana o ’sha(l)- 
loi iiiiilani olamiz, ammo (l)-dan farqli o ’laroq bu gal pe dan hajm bo’yicha



olingan integral shu hajmdagi massani beradi:

j pe{r)dsx =
1, 0 G b ;

o , o e v .
(4)

Ana endi e -> 0 limitga o ’tishimiz mumkin! Bundan ko’rinib turibdiki, e — » 
0 limitni nuqtadagi limit ma’nosida tushunish, ya’ni, (3)-formulada bevosita 
e — -> 0 limitga o ’tish to’g’ri natijaga olib kelmaydi. Bu limitga (3)-funksiyani 
integrallaganimizdan keyingina. o ’tishimiz mumkin.

Shu mulohazadan xulosa qilib {pe(r), e — -> 0} limitni sust limit ma’nosida 
tushunaylik. Bu degani, e — > 0 limit faqatgina integral ostidagina ma’noga 
ega: ya’ni, bu limitga integral ostida p£{r) funksiyamiz boshqa ixtiyoriy bir
uzluksiz funksiya <p(r) bilan kirgandagina o’tamiz: j  J  peipd?x, e — -> o j .  (3)- 

ta’rifdan keltirib chiqarish qiyin emaski,

lira /  p£(r)<p(r)dx =  </?(0).
£ — >o /

(5)

Darhaqiqat, ip{r) funsiyaning uzluksizligi shuni bildiradiki, ixtiyoriy p > 0 
uehun shunday £ > 0 topiladiki, |r| < e  bo’lganda |[y?(r) — <p(0)j| < 7/ . 
Natijada,

J pz(r)(p(r)d?x -  ip(0) 3
4tre3 j  Иг) -  ¥?(0)] d3x

t \ < s

<

(6 )

<
4tT£3 J k(r) - <K0)|fiFX  <  p

|x|<£

ni olamiz. Demak, </?(0) son f  d3r(p(r)p£(r) =  (<p, p£), £ — > 0 ketma-ketlikning 
sust limit! bo’lar ekan. Ixtiyoriy uzluksiz <p(r) funksiya uchun bunday limit 
uning noldagi qiymati <p(0) ni mos qo’yar ekan.

Xuddi shunday, massasi birga teng m -■ 1 nuqtaviy zarracha r =  Tq nuqtada 
joylashgan bo’lsa, uning zichligi sifatida quyidagmi qabul qilamiz:

Pe{r -  ro) =
Г -• Го I <  e;

(7)
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((i) ni keltirib chiqargandek

lim /  Pei г -  r0)(p(r)d'x =  tp(r0) (8)
e— >0 J

i lumligini ham tekshirib ko’rishimiz mumkin.
Bunday hoi matematikada quyidagicha ta’rifianadi: {pt-(r),£ — >■ 0} ketma- 

Ketlikning sust limiti yetarli darajada silliq bo’lgan </?(r) funksiyalar ustida 
niiqhmgan chiziqli funksional уз(г()) ni beradi ’ .

liar gal { ps(г ) ,c — >■ 0} deb yozib o ’tirmaslik uchun

lim pf;(r) =  h(r)
£ --->0

lielgi kiritaylik. Bunda biz (birlik massali) nuqtaviy zarrachaning zichligini

p{r) =  6(t)

del» belgilagan bo’lamiz. Massasi rn bo’lgan zarracha uchun esa

p(r) — т6(т)

deb yozishimiz kerak. Yangi kiritilgan <5— funksiyaning asosiy xossasi 
(|lividagichadir: J 6(т)(р(г)d3x  =  (p(0). (9)

I ’•uni ko’pincha
{6,<p) =  <p{ty (10)

Bi'iinishda ham yoziladi. Yangi kiritilgan funksiya Dirakning delta- 
inn ksiyasi deviladi.

Agar г/., к — 1,2.3,... nuqtalarda joylashgan mk diskret massalar sistemasi 
henlgan bo’lsa, bu sistemaning zichligi

П
p ( r )  =  ”  r A;)

k = 1

Inimula orqali ifodalanadi. Ko’rinib turibdiki,

v
d:'xp(v) =  mk 

k — 1

' I iiiildiiinml deganda biror bir /(:.•;) funksiyadan olingan va shu funksiyaning ko’rinishiga bog’liq bo’lgan 
• ill| lulii|iial songa aytiladi.
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bo’lacli.
Xuddi shunday, nuqtaviy zaryadlar sistemasi haqida gap ketsa,

Pe(r) =  Y2  &kS(r ~ rjfc)
k= l

deb yozishimiz kerak.
Biz ko’rdikki, nuqtaviy massa va shunga o ’xshash tushunchalarni kiritish 

uchun sust limit tushunchasidan foydalanishimiz kerak. Bunday kattaliklaxning 
nuqtadagi qiymati haqida gapirishning ma’nosi yo’q - bu shu kattaliklarning 
fizik ma’nosiga ham to’g ’ri keladi. Yuqorida aytganimizdek, tajribada faqat 
o’rtacha, ya’ni, integral kattaliklar o ’lchanadi - kiritilgan S—funksiya ham xuddi 
shunday ma’noga ega.

Biz S—funksiyani uch o ’lehamli holda kiritdik, uning xossalarini bir o ’lchamli 
holda o’lganish osonroq. Shuning uchun shu paytgacha aniqlagan xossalarni bir 
joyga yig’aylik:

1. <5(x — X q )  =
OC, X  — XoJ 
0. X  ф  x 0.

oo
2. J  dxd(x — xq) =  1;

OO
3. I  dxf(x)6(x  -  x0) =  / ( x 0).

—OO 1

Birinchi xossa shartli ma’noga ega.
Uch o’lchamli S—funksiya quyidagicha aniqlanadi:

6(r -  r0) =  S(x -  x0)6{y -  yo)d(z -  t0).

Ba’zi -bir hollarda u <̂ 3)(r -  r0) ko’rinishda ham belgilanadi.
Ko’pincha 5—funksiya oddiy funksiyalarning limiti sifatida ham ko’riladi. 

Fizik rnasalalarni yechganda ba’zi hollarda shunday (|ilish maqsadga muvofiq 
bo’ladi. 5-ni oddiy funksiyalarning limiti sifatida berish uchun yuqoridagi uch 
xossaning bajarilishini tekshirib ko’rishimiz kerak. Shu maqsadda eng keng 
tarqalgan to’rta misolni ko’raylik va yuqoridagi uchta xossalaming e —> 0 da 
bajarilishini tekshiraylik ( / (x )  funksiya uzluksiz va cheksiz tartibdagi uzluksiz 
hosilalarga ega deb qaraymiz):
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!. Birinchi inisol: Se(x)
Î l <' “ > 

6". |x| > e.

• ! & « * >  =  1  Г  \*ГЛ

(0 )

OC c

2. J S£(x)dx =  J  -^dx =  1.
-oo

°0 J f
3. j lim j  J{x)5£(x)dx -  /(0)| <  lim —  j  |/(t ) -  /

-O O  "5
1 1  (  X2\

II. Ikkinchi misol: Se(x) =  y ^ ~ exP \̂” £ 2 J ' 

f oo, x =  0;
I. l.ra^a) = j  о |x| Ф 0.

OO

/  ; nxp ( - ? ) ix  = 7 * . / exp dy = 1

dx —> 0.

x /S F

! Г 1
>/vr J  £

OO
OO

V* -

exp f (x)dx  -  / ( 0) <
I

exp (—y2) \f{ey) — /(0)1 dy -> 0, £ -> 0.

lehinchi va tortinchi misollar sifatida quyidagilarm olamiz:

, . sin(ex)
III. 6e(x) =  - £ -> o o ;

7ГХ

, ч 1 £ n 
IV. d£(x) = ---- ~----- £ -i> 0-

( 11)

7Г x2 4- £2 ’
Bn limksiyalar uchun ham uchala xossalarning bajarilishini bevosita tekshirib 

chiqish mumkin.
Keltirilgan misollardan oydinki, 6-funksiya juft funksiyadir:

6 ( - x )  =  6{x). (12)

() funksiyaning hosilasini ham sust limit ko’rinishida kiritish mumkin. 
Bulling uchun yana asosiy funksiya / ( x )  laming yetarli darajada silliqligi va
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cheksizlikda yotarli darajada tez nolga intilishini ishlatamiz:

О*'»/) =  J  d x 6 ' {x ) f {x )  =  S(:z)f(x)\™x  -  I  dxS(x)f'(x) =  - / ' ( 0). (13)
— o o  — o o

Va shu mulohazani davom ettirib, nmunian olganda,

(<5(n), / )  = ( - l ) ’7 ' “ )(0) (14)

bo’lishini topish mumkin. Bu xossani

t>M(x)f(x) =  ( ~ iy ‘jM(0)6(x)  (IS)

ma’noda ham tushunish mumkin. Xususan, n =  0 holda:

<5(z)/(.r) =  S(x)f( 0). (16)

Umumlashgan funksiyalar ichida eng ko:p tarqalganlaridan biri t.eta- 
funksiyadir (pog’onaclia):

0(x) = 1, x > 0; 
0. x < 0.

- 0 ( X] =  S(x)

Bu funksiya uehun 

ekanligini isbot, qilaylik:

1 oo
( ° 'J )  =  f  dxe'(x)(x)f(x)  -  0{x)f{x)\°°lx -  j  df(x) =  / ( 0).

-o o  0

(5-funksiyaning Fourier tasvirini topaylik. Bulling uehun
CO

S(x) — ~  j  dkS(k)exp(—ikx)
—  OC

✓
forrrmladan uning teskarisiga o ’tamiz:

OC

d(/c) =  j  dxS(x) exp(;ikx) =  1.

(17)

(18)
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Vn'iii Л funksiyaning Fourier-tasviri birga teng ekan, bu esa bizga 5 
limkiiiyaiung eng mashhur tasawurini beradi:

<5 0*0 _1
2tt

OO
У dkexp(-ikx).

—  OO

(19)

I in i a-savvimlan foyclalanib S{x) funksiyaning yuqoridagi uchinchi limit 
|i и 11unsini keltirib chiqarishimiz mumkin:

1 /' s i  sin (La-)
<5(ж) =  lim - - -  /  dk exp(-ikx) =  hm —L—>oo 27Г J  ^ >0° 7r-̂ ’

- - L

I Cli o ’lchamli <5—funksiyaning integral tasawurini topavliki:

<V:n(r) -= =
oo oo oo

1 j dkx Gxp(-ik.xx) j dky exp(-~ikyy) j dkzexp (-ikzz) =  ^

Ни luiiniil;. materaatik fizikada ko‘p ishlatiladigan formulalar qatoriga kiradi. 
м I mjifdiq. Quyidagini i.sbot qiling:

d'[a(x -  Jo)] = ”  :r«)-

i : у iu j ih Iu ] Quyidagini ko‘rsating:

/ w  = a

\ miMol Him ini.sohiiag xususiy holidir. Agar f(x) = 0 tenglamaniug yechimlari bir 
in i lil it I)0‘ but, {.x'j, i — 1,2,...}

-k/ w )=  E
i — 1,2,...

M .1 iiiiihI l«I.
f o. * < - &  ,

M *) •■= { n, < X < h
l  0, £ < *
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funksiya uchun limn_>00<Sn(a:) — fi(x) ekanligini ko'rsating.
8.4- mashq. Sferik (r. 9, <p) sistcrnada S(r — r(l) funksiya

~2 ^{r -- r0)5(cos/9 -  COS0o)6(y? -  <pa)

bo'lishini ko'rsating.
8.5- mas hq.

-j 77i — OO

-  ^2) =  2?r cxp “  У>г)]
i n = —OO

ekanligini isbot qiliug.
8.6- mashq. 0-funksiya uchun quyidagi tasavvurni isbot qiling:

*(*) =
OO

-O O

1, a; > 0;
0, x < 0.

2. C h iz iq l i  d if fe re n s ia l o p e ra to rn in g  fu n d a m en ta l 

y e c h im i (G r e e n  fu n k s iy a s i)

Ma.ternal.ik fizika tenglamalariuni yechishning vana bir muhim rnetodi - Green 
funksiyasi metodidir. Bu rnetodni kiritish udiun ixtiyoriy chiziqli differensial 
tenglainani olaylik:

bu =  / ,
bu yerda L - biror differensial operator, masalan.

d2 d2 d2

(21)

L — A
dx2

+
оуг dz2’

yoki
T _  d2 
I-j — —--  — A  

dt2
va h.k. Noma’1 um funksiya u(x) shu tenglamaning yechimi qidirilayotgan 
sohada va uning chegarasida yefarli darajada silliq deb hisoblaymiz.

L operatorning fundamental yechimi, yoki Green2 funksiyasi G(x) 
quyidagicha kiritiladi:

LXlG (xi,x2) =  d'fci -  x2)• (22)

x deganda n-odchamli fazo vektorini ko‘zda tutamiz: x  =  {.r1, x 2, x2, x n}. 
n =  3 bo Iganda x —> r bodadi. Shunga yarasha J(a"i — xf) -funksiya ham n- 
odchamli funksiyadir. Ь.Хл deganimizda operator xi argumentga ta’sir qilayapti 
demoqchimiz. Fundamental yechim rnavjud b'o’lsa (22)-ning yechimini bir 
zumda yozib olishimiz mumkin:

u{x) =  w0 (.t ) +  J  dx' G(x,x') f(x '), (23)

2Goorgc Grcon (1793-1841) - ingliz matematigi. Rus tilida - Грин.
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I M l  yerda щ (х) bir jinsli tenglamaning yechimi:

L uq — 0 .

Isbot:

I,u(x) =  J dx' LG(x,x') fix ')  =  J dx' 6{x -  x') f(x ') =  f{x ). (24)

i/„(x) liaddan cliegaraviy shartlarni qanoatlantirish uchun foydalanish 
11111111 ki 11.

Quyidagi teorema differensial operatorlarning fundamental yechimlarini 
inpi.'ihda muhim rol o'vnaydi:

Teorema:

Imiksiyalar

0{t)e~at va 6{t)
sin at

a

d dr 2
t- a va 7“тг +  a

dl ' "  dl2
. ip. i Mini l.u uing fundamental yechimlari bodadi

Isbot:
llevosita hisoblab topamiz:

(  •' I «7  t f ( t ) e =  S(t)e-* -  a0(l)e~nl +  а0(г)<Г«‘ =  <5{t)e~a‘ =  S(t).

Ilii ynxln Iff- va 17- formulalar ishlatildi.
li oi'cmaning ikkinchi qismini isbot qilish uchun quyidagidan boslilaylik 

i / ( / )  ixtiyoriy ikki marta differensiallarmvchi funksiya):

,lj  (0(l,)Z(l)) =  6\l)Z(L) +  2S(t)Z’(t) +  e{l)Z"{l) =  -6 {l)Z ’ (t)+

i +  4(t)z"(L) =  6 {i)z\t) +  e(i)z"(t) =  6 (i)z’(o) +  e(i)z"{L),

I Ml I dll I ;> formula n =  1 va n =  0 hollarda ishlatildi. Oxirgi natijadan kelib 
111<I< 11111 IioIi la, quyidagini olarniz:

(fr, +<Ae(t)—  = m- (25 )\dt2 J a

111 ii i mi in. г hot. qilindi.
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§3. L a p la c e  o p e ra to r in in g  fu n d a m en ta l y e c h im i

Laplace operatorining fundamental yechiinini topish uchun

A G (r) -  tfW(r) (26)

tenglarnani yechish kerak. Buning uchun Fourier almashtirish rnetodidan 
foydalanamiz:

G (r) =  /  ехр (-гк  • r), tf(r) -  j  ехр (-гк  • r). (27)

Birinchisini (26)-ga olib borib qo’yaylik:

A C ( r )  =  J  ^ А б ’(к) Д ехр(-гк ■ v )  =  j  7 ^ 3  ( -k 2)G(k) exp(-ik ■ г).

Demak,
(28)

- d3 к. cftk
(2тт)

з ( - k 2)G(k) exp(—гк ■ r) =  / ехр (-гк  • r
(2*)s

yoki,

О Д  =
1

k 2 (29)
formulaga kelamiz. Shu bilan Laplace operatorining Green funksiyasining 
integral tasawuri topildi:

° (r)“ _ ( 2 ^ . / ^ eXp(-,kr (30)

Amino bu integralni bevosita hisoblash cheksizlikka olib keladi. Shuning uchun 
uning o'rniga

„  , \ 1 f  (ftk ,
6а(г) = ~ W f j  / F T v exp(" ik •r) (31)

ni hisoblaymiz va oxirida Л —> 0 limitga o’tamiz. к  fazoda sferik koordinat 
sistemasini kiritib, к va г vektorlar orasidagi burchakni 0, deb belgilaylik:

27Г 7T

Gx{r) =  -
1 k2dk

(2тг)3 ./ к2 +  A2
о о о

dtp / d#exp(—ikr cos в)

kdk
(2тг)Чг J к2 +  Л2 

о
(ехр(гАх) — ехр(-гАх)) =
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— - - - - - - -  / (ехр(гАх) — exp(—ikr)) =  — - — .2(2тг)2й- ./ А:2 + А~ 1V ' 4тгг
—OO

() и I'j integralni hisoblashda chogirmalar nazariyasi va Jordan lennnasidan 
h -S ' Inlmidik. Integral ostidagi funksiya к — ±iX nuqtalarda birinchi tartibli 
qulblarga ega3, birinchi integralni hisoblashda к — +iX qutb olinadi va Jordan 
li miiiii.si bo'yicha kontur yuqori yarim tekislikda joylashgan yarim aylanma 
Iiiliin toJdiriladi. Ikkinchi integralni hisoblaganda к =  —iX qutb olinadi 

i .lot dan lemmasi bo'yicha kontur quyi yarim tekislikda joylashgan yarim 
e/l.inma bilan t.o'ldiriladi. Oxirida A riolga intiltiriladi. Demak,

G(r) =
Airr

ni, i umumiyroq formada

G(r. -  r2) =  -
1

4тг|Г1 -  r2|

(32)

(33)

I, ni
Jin na tijadan foydalanib, Poisson tenglamasi

1111Hi, ycchiniini topish mumkin. (23)-formula bo’yicha bu tenglamaning yechimi

i’ ll icii)1, Elektrostatikada nuqtaviy zaryad uchun / (r) — p ( r) — e S ( r )  

I-mil)',mi hisobga olsak,

< P ( ? )
6(r')

rd V  =
e

Anr
(36)

111мliiиi olamiz. Bu - Coulomb4 qonuni.
I liHoblarimizdari kelib ehiqadiki,

A -  =  —47rh(r). (37)
r

hum ж him lioslhilnii Л — 0 deb o!it.h inuinkimuasligi cndi tushmiarli - bu bolda iutegrallash kontur: ikki 
,,, ,, imi11 i ornridn .siqilib qolgan bo'lar okan, pinch deyiladigan buuday maxsus nuqta iutcgrallanuvchi
ши ни inii|inliiiga kirmaydi.

• il l HMn Кулон, Charles-Augustin do Coulomb (14.0G.i73C - 23.08.180C) (Шарль-Огюстен до Кулон)
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Bu fomiulani bevosita tekshirib ko’ravlik it ■ 
sistemasiga o ’taylik. Agar r ^  0 bo’lsa. ' " ‘ " lg " °hu" sferik bordinat

Д -  =  I -  A l A  _ n
r d r r j ~ °

ekanligiga isbonch Jiosil qilarniz r ~  П
10siJa ° ,ib bo’lmaydi, ammo Gauss Г Г * , ™ 4* * ' '  bu ™4tada

tomonida delta-fimksiya borbgmi <37> ^  ° 4

J d ' &- =  /« fV d iv g ra d ^  =  -  J dS ■ r/r3 =  _ ljr.
Oxirgi ikki formula (37)-niug yaua bir isbotmi beradi.

K  lkki ° ‘ICham,i ^  Green № y a s i

!kki 0‘ 'Cham,i Lap,a“  o p t i n g  Green funksiyasi C , 

k d2 c)2 
Эх2 +  7>d>-\d x2 rh/2 } =  6(x)S(y) =  S(r)

formula orqali aniqlanadi.

(72(r) =  -L  In r
Z 7 Tekanligini isbot qilaylik. Bu esa

&2 in г — 2тгд(г)
ebnligini ko<rsatish Jsbofni nr*b ■ , (38)

Sb0tni Uch ^ i g a  bodamiz. Birinchidan, 

гф  0.
^ - ^ Г 4 ь г ) - а

teoremasini qodblymiz:11' ™'V m y R radius,i <ioi™ bo‘yid.a integralga Gauss 

l  ̂ 21П Г =  ^ ' V l n r  =  Д /  d ^ i  ж 2, .

™ ikk- b i  xossalari
xossasmj tekshiraylik: ' Jhq Д г) ^nksiya uchun uchinchi

13G

+  J  d2r A 2 In r [ /(r )  -  /(0 )].

г Ф 0 da A 2 In r =  0 bodgani uchun integralga faqat r — 0 nuqtaning 
al.rofi hissa qo'shadi. Shuning uchun integralni kichik e radiusli doira 
bolyicha integralga almashtiramiz va integral lash o'zgaruvchisi ustida v =  er 
nhnashtirish bajaramiz. Bunda integral 0 <  f  <  1 bo‘yicha olingan bodadi:

j  d2r A 2 lnr [ /(r )  -  /(0 )] =  j  d2r A 2 In r [/(er ) -  /(0 )] — > 0.

Shu bilan (38)-formula isbot qilindi.

§5. M u it ip o l  y o y ilm a

Bizga VHI.l-rasmda ko'rsatilgan zaryadlar taqsimoti berilgan bodsin. Shu 
ziuyadlar sistemasining P  nuqtada. hosil qilgan elektrostatik potensialini 
l.opaylik. Elektrostatik potensial uchun tenglama

A i p  =  - p

I'.a (been funksiyasi (33)-ni qodlasak, potensial uchun

|R-r|
d ? r

\«•cliiin kelib chiqadi. Agar sistema diskret zaryadlardan tashkil topgan bodsa,

a

&CL
| R -  r « !

bo'ladi.
/»(r) - cheklangan zaryadlar taqsimotiga mos kelsin, ularni o‘z ichiga olgan 

*ilmning odchami a kuzatish nuqtasigacha bodgan masofa R ga nisbatan kichik 
Ini I:;i11: а «С R. r < a bodgani uchun r <C R bodadi. Undan tashqari

|lt г| -  у Д к  -  r)2 = \/R2 -  2R. • r + r2 = R y j  1 -2-^costf +

(I bmchak R  va r vektorlar orasidagi burchak. Bundan kelib chiqadiki, integral 
ii .i h Ihj',1 l / | R  r| ifodaga Legendre yoyilmasi (35)-ni qodlash muinkin:
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VUI.l-rasm: Zaryadlar taqsimoti

Stiu bilan potensial quyidagi ko‘rinishga keltirildi:

* R) = i  I  = л * )  Q ” paces,).
71= 0 'У

(VITI.l)-rasmdagi burchaklarga diqqat bilan qaraylik. Sforik sistemada

dAr — drr2d0 sin в dip,

dcmak.

2тг
^ R ) = 4 I  drrV(r) /  dtfsind [  d i p ( ^ Y  Pn ( cos I?).

u=0 о s 0

Qo shisli teoremasi (78) bo‘yicha (i.3- va VIII. 1-rasmlarni solishtiring)

4тг
/i(cos^) = 2̂ TT £  О ^ Ж Г ( е ;Ф),

bu yerda (0, <p) burchaklar г vektor (0 - r va z-o‘qi orasidagi burchak) bilan 
nog iiq, (©, Ф) burchaklar R  vektor (0  - R  va z-o‘qi orasidagi burchak) bilan 
bog'liq. Qotshish formulasini integralga qo£yamiz:

v»(R) =
AttR 1

77=0

1 Air 
2 n + i Е'«^г(в.Ф)

77= 0

(39)
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I hi yerda

VII.

27Г

Qn
47Г

2n +  1
drr2+n / dd sin 9 /  dipp(r) Yr\n(0, cp) (40)

4 "> (r .) 1 4tr
Ait Rn+l V 2n +  1 E « ‘кг(в.ф)-

( ilmgaii yoyilma (39) multipol yoyilma deyiladi. Ma’lum bir n uchun m 
oni m = - n  dan rn =  +n  gacha bo‘lgan 2n +  1 ta qivmat qabul qilgani 

n< Inin Q1" lar 2n-\-1 ta komponentaga ega bo'dgan kattalikni tashkil qiladi, ular 
•.и,I ('mailing 2n-pol momentlari deyiladi - n — I da dipol, n — 2 da kvadrupol, 
n 3 da oktupol va h.k. Agar sistemaning to‘liq zaryadi noldan farqli bo‘lsa
\m lyilina

<p<°>== 1
AttR

d3rp(r) = _ Q _
AttR

linddau boshlanadi. Undan keyingi had

( i )  _ 1 1
R2 \jYhr (Q p Y p ‘ +  + Qin1*),

,i .trmaning dipol momentiga mos keladi. §2.1 l.-paragrafda yechilgan misollar
пиша shu multipol momentlarga tegishli edi.

H.7-mashq. I.4-misolning natijasidan foydalanib dipol momenti d va (Q"\ m, — —1,0,1) 
I......asidagi bogdanishlar quyidagicha bodishini ko'rsating:

Qi — dz, Qj — -y= (dx t- idy), Q j — ŷ-ydx idy).

K. I-misoL VIII.2-rasmda ko‘ rsatilgan zaryadlangan halqaning elektr 
nin.y<Ion potensialini toping. Halqaning to‘liq zaryadi - q, halqaning radiusi 

и, Л - kuzatish nuqtasi.
Zaryad taqsimoti quyidagicha ifodalanadi (delta-funksiyaning sferik sis- 

leiimdagi ifodasi VIII.4-mashqdan olingan):

p{ r) =  -~d'(r — o.)4( cosd).

I In ilodani (40)-ga qo‘yamiz:

---------- oo
r Ait

Qn -  <1 2 n +  1 ..

1 2 jr
drrnS(r — a) I d(cos6)S(cosO) f  d(pY.™(0,ip).
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Sfcrik funksiyaning (69)-ifodasidan foydalanib ip bo'yicha intcgralni birinchi 
hisoblaylik:

2n
I dqxF* =  —  (e“ “  -  1) =  2тг6„,a.

J im 4 '
о

Demak, multipol momentlarning faqat 
m =  0 bodgan hadigina noldan farqli 
bodar okan:

Ql =  ?e"P„(0).

Ammo / >2n+i(0) — 0 (I-bobdagi 45- 
formulaga qarang), shuning uchun mul­
tipol momentlarning faqat juftlari qoladi:

1 1 I A OO

=  4tt7? T?2” V ^  ~4тг7? ^  (7?) P2»*(°)P2»*(C0S0)-
71=0 ' n=0

^2п(0) uchun (I-bobdagi 46)-formuladan foydalanarniz, natijada a-radiusli 
zaryadi q bodgan halqaning potensiali

n-=0 4 '

4тг R
ал 2 3 cos2 0 — 1 "

1 -  -...) i ■V/?./ 4 R. >  a,

koTinishda ifodalanishini topamiz. Albatta, R a masofalarda

(P(R) 4nR.
bodadi.

§6. X u su s iy  fu n k s iy a la r , xu su s iy  q iy m a t la r ,  d -fu n ks iya  va  

G re e n  fu n k s iyas i ;

Chiziqli L operator berilgan bodsin. p„(x) funksiyalar uning (An xususiy 
qiymat.larga mos keluvchi) xususiy funksiyalarining ortonormal sistemasini 
bersin:

L/'pn(x ĵ — Ar,y>n(x).

J 40

i (k'ganda, fc-odchamli fazo vcktorini ko‘zda tutamiz: x =  (х ь x2, x2, ..., xk}. 
/,■ 3 bodganda x —>■ r bodadi.

A-funksiyani quyidagi yoyilma kodinishida qidirainiz:

S(xx -  x2) =  ^ a n(;r2)^n(.xi),
11

u„(x2) -  nomadum koeffisientlar. Bu formulaning ikkala tomonini q>*n(x i) ga 
lm‘paytirib x\ bo‘yicha integrallaymiz. Chap tomondan

OO

I  dx\ -  x2) =  (p*m{x2)

-O O

kdil) chiqadi. Odig tomondan (<pn larning ortonormalligidan)

j  ^x\ 4>*т{х\)ч>п{х\) =  Om(x2)
П

kclib chiqadi. Demak,

A(.Tj -  x2) =  Vnfatenixi) (41)
П

dum.
Quyidagi birjinslimas tenglama berilgan bodsin:

Ьф +  Х'ф — -p- . (42)

Hu lenglama uchun Green funksiyasini quyidagicha ta’rifiaymiz:

(I> 4- A)G(aq — хф) — А(х| — ГС2) •

1 hren funksiyasini L oporatorining xususiy funksiyalar orqali ifodalaylik: 

G(xi -  x2) =  E  bn(x2)(pn(xi).
П

Im i'i iuib turibdiki.
(/> I А)С(ц -  x2) = У  6,l(:r2)(Au + \)<pn(x\) = У  A*(;r2)Ai(^i)-

П n
I )uiimk,

G(x, -  x2) =
<Pn(x 2)<Pn(Xl)

An 4- A'u
l,('iiglamaning yechimi uchun quyidagiga egamiz: 

./<( ' )  =  - J  <Px'G(x -  x')p(x') —  £
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§7. H e lm h o ltz  te n g la m a s in in g  G re e n  fu n k s iyas i

Quyidagi tenglama Helmholtz5 tenglamasi deyiladi:

Аф(т) +  к2ф(г) =  -47rp(r). (43)

Laplace operatorining xususiy funksiyalari va xususiy qiymatlarini 
{y?n(r), ~ k l}  deb belgilaymiz:

A(pn(r) -  -kl<pn(v), n =  0 , 1 ,2 , ....

Helmholtz tenglamasining Green funksiyasini

G(Г] -  r2) =  y^ ii,.(r2)y,i(ri).

(44)

kohinishda qidiramiz. Helmholtz operatorining ungata’siri Munksiyani beradi:

Е ^ ( г 2) ( - * г + fc2)^«(r о = (Kri -  r2) =

Helmholtz operatori uchun Green funksiyasini topdik:

yj(r!i)V>.(ri)
■ti +  k* '

G (r, -  r2) =  У (45)

Agar bu fornmlada к2 — 0 deb olsak, Laplace operatorining Green funksiyasini 
topgan bodamiz. Rostdan ham, quyidagi funksiyalar

*Лг) =

(44)-ning yechimlarining ortonormal sistemani hosil qiladi. Bu funksiyalar (44)- 
ning yechimi ekanligini va ularning ortogonalligini ham tekshirish qiyin emas:

1
(<Pn(r), <pm(r)) = (2тг)3

d3rei(k" k"')r =  <5(kn -  kr

Demak, (45)-dan к2 — 0 hoi uchun quyidagini olamiz:

G(ri- r2)=( 2 ^ ^ i —i k „ ( r i  - r 2 )

к2

Agar todqin vektorlari uzluksiz sistemani h6sil qilsa, yig‘indining o'rniga 
integralga o'tish kerak:

G(ri -  r2) =
- 1

(27г)3 ./ к
d3k rJ- ; . k ( n - r 2 )

5Rus tilida - Гельмгольц
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Laplace operatorining fundamental yechimi uchun (30)-formulani qaytatdan 
oldik.

Helmholtz operatorining Green funksiyasiga o'taylik. Uni ham Laplace 
opemtorining xususiy funksiyalari orqali topamiz. Boshidan uzluksiz 
impulslarga o'tib (kn —> q ; Helmholtz tenglamasidagi к bilan adashtirmaslik 
uchun), quyidagini olamiz:

G{r, -  r2) =
1 d2q

(2тг)3 J к2 — qxe -iq (n -r2)

Integral ostidagi funksiya. q2 — к2 nuqtada qutbga ega, bu maxsus nuqta 
mtegrallash konturining ustida yotibdi. Shuning uchun uni aylanib o‘tish yodini 
hod satishimiz kerak. Haqiqiy o‘q ustidagi maxsus nuqta - qutbni aylanib o ‘tish 
yodini quyidagicha tanlab olamiz:

G (n  -  r 2) = . lim 
(27t)3 e->o

dlq
к2 +  is — q1

-iq(ri-r2)

llu holda qutblar q2 — k1 -\-ie tenglama orqali aniqlanadigan yangi nuqtalarga 
koV.hib o ‘tadi, e - cheksiz kichik bodgani uchun ularni q\ — к +  is va g2 — 

I: is deb belgilaymiz. Yangi qutblar haqiqiy o‘qdan q kompleks tekisligining
in|ori va quyi yarimtekisliklariga siljiydi. Ularning yangi holati VIII.3- 

i.ismda kod'satilgan. Shu rasmning o‘zida Jordan lemmasidan foydalanib, q\

!m q

a
X .~ k\t& 
' © \

VIII.3-rasm: Helmholtz operatorining Green funksiyasiga. oid

\ и </■> qutblar uchun konturlarni qanday yopish kerakligi kodsatilgan: Jordan 
li imuasidan kclib chiqadiki radiusi cheksizga intiltirilganda C+ va C_ konturlar 
liii yieha integrallar nolga teng.



Integralni hisoblaylik:

^ (г 1 - г 2) =  7 г ^ з  lim [ Y T T ~ — 2 /sinflrfflexp (—iqr|n 
(27гУ £->o J k z +  IE -  ql  J 

о 0

271'

r2 j cos 0) dp —

г(2тгУ
----------г lim /  -у — т у — -  (exp {-iq\rx -  r2|) -  exp (zg|ri -  r2|))
Г1 — Г2| e->0 J q~ — — l£

0
00

qdq
lim

‘2г(27г)2|г1 — r2| e->o J q1 — A:2 — i
- O O

Integralni qi qutbni inobatga olib hisoblasak,

(exp {-iq\T! -  r2|) -- exp (iq|ri -  r2|)) •

G{ti -  r2) =  -  — p -1----- 7 exp Щ гх -  r2|) (46)
47Г|Г! -  r2|

formulani olarniz, </2 qutbni inobatga olsak,

<5(ri -  r2) =  —------- 7 exp (~ik\ri -  r2|) (47)
47г|Г| r2j

javob topiladi. Bu ikki funksiyalar o‘zaro kompleks qo'shmadir.
8.8-mashq.

A(7(r) +  k2G(r) --= <5(r)
tenglamaga (46)- va (47)-formulalarni qo‘yib bevosita hisoblash orqali bu tcnglamaning 
bajarilishini ko'rsating.

§8. G re e n  fo rm u la la r i

Elliptik tenglamani chegaralangan sohatla yechganimizda chegaraviy shartlarni 
hisobga olishimiz kerak. Green funksiyasi metodida bu ish quyidagicha 
bajariladi.

Bizga ikkita u(r) va u(r) funksiyalar berilgan bo’lsin. Masalaning yechimi 
qidirilayotgan sohani G deb va uning chegarasini S deb belgilaylik. Unda

u )v e c 2{G), u , v e C { S )
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Id) talab qilamiz. Gauss teoremasidan foydalanib,

dVuAv — f  dVV(uVv) -  I  dvVu ■ Vv  =  j  uVv • dS -  J dVVu ■ Vv =  

У V  V  S v

u ~ d S  -  [  dVVu ■ Vv 
on J

(48)
lormulani keltirib chiqarishimiz mumkin. Ba’zi-bir hollarda bu formula 
Greaming birinchi formulasi deyiladi. Agar bu formulada и va v 
limksiyalarning o ’rinlarini almashtirib olinganini yuqoridagidan ayirsak,

dV (uAv — vAu) i Hd v  r ) u \
~ vdn) dS

I’onnulaga kelamiz. Buning nomi Greenning ikkinchi formulasi.

C h e g a ra v iy  m a s a la g a  G re e n  fo rm u la la r in i q o ’ lla sh

Quyidagi chegaraviy inasalani ko’raylik:

А и =  / ( r) e  G, a ~  +  ftu j — p{r).
< )n

(50)

» Agar a — 0. ft Ф 0 bo’lsa bu Dirichlet masalasi;

• Agar а Ф 0, ft — 0 bo’lsa bu Neumann masalasi;

* Agar a Ф 0. ft ф 0 bo’lsa bu uchinchi chegaraviy masala.

Albatta, bar bir masala ichki yoki tashqi bodishi mumkin. Bu haqidagi 
mfonnatsiya G sohaning ta’rifida berilgan bodadi, deb qaraymiz. Masai an, 
G soha /?. radiusli shaming ichi desak, ichki masala haqida gap ketayotgan 
bo'ladi. G soha shaming yoki ellipsoidning tashqarisi deyilgan bodsa, tashqi 
rliegaraviy masala haqida gap ketayotgan bo'ladi.

Green funksiyasidan esa quyidagilar talab qilinadi:

AG =  6 e  G. a ~  +  f tG]  =  0.dn
(51)
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Avvalgi paragrafdagi (49)-formulada. v(r) G (г -  r0) deb olaylik.
AG(r -  r0) — д(r — го) ni hisobga olsak, quvidagiga kelarniz:

“W  = JdV G (r -  r„)/(r) + J  ( ф ) ^ )  -  G(r -  г„)?|М) <15.

(52)
Го nuqta G sohada yotibdi. Ikkinchi integral chegara S' bcvyieha olinadi, integral 
ostidagi г o'zgaruvchi rnana shu S sirtning ustida yotadi. n normal S sirtning 
har bir nuqtasida unga perpendikular bodgan yodialishga ega.

Agar birinchi chegaraviy masala ko’rilyapgan bo’lsa,

G О, и =  4>,

bo’ladi va yeehim quyidagi holda aniqlanadi:

w(r0) =  j  dVG(r0 — r ) / ( r )  4- J  dS<p(r

V  s

Ikkinchi chegaraviy masala uchun

du 
dn

dG(r0 -  r) 
On (53)

8G\
Iki/i ~0, \s =  <P-

Ammo Green funksiyasiga qo'yilgan bunday shart Green funksiyasi ning ta’rifi 
bo‘lgan

ArG(r -  r') =  ^(r — r')
formulaga ziddir, chunki bu formulaga Gauss teoremasini qodlasak.

j  dVAeG(r - i > )=  f  -~dS  =  1 

v S
shart kclib chiqadi. Shuning uchun Green funksiyasi uchun

dG _ 1 
~dn ~ S

shart kiritish kerak, bu yerda S - V hajmni o‘z ichiga olgan sirtning yuzasi. 
Agar tashqi Neumann masalasi haqida gap-.kotayotgan bodsa, unda S — oo 
va Green funksiyasi uchun ikkala shart bir xil bodadi. Agar ichki Neumann 
masalasi haqida gap kctayotgan bodsa, uning yechirni

*(ro) — /  dVG(ro — r ) / ( r )  +  (u)s -  /  dSip(r)G(ro г . (54)
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bo'liwli, 1 *u yerda (u)s - и funksiyaning S sirt bo£yicha o'rtacha qiymati. I3u 
koniitjuita, ichki Neauman masalasi ixtiyoriy konstantagacha aniqlanganligini 

iiiiiliokama qilgan edik.
Uchinchi chegaraviy masala uchun esa

du
dn

—U\s +a a dn
P
a G,

u(r') =  J dVG(r' -  r ) / ( r )  -  i  j  dSGip. (55)

v  s
( i.'l) , (54)- va (55)- formulalar birinchi, ikkinchi va uchinchi chegaraviy 
nin.Mila.lavniiig yechirnlarini beradi, ulardagi ikkinchi hadlar chegaraviy 
г.111111 larili o ’z ichiga olgan. Ularga kirgan Green funksiyasi G Laplace 
, prml.orining cheksiz fazodagi Green funksiyasi l / ( —4тг|г -  r'|) ning o ’zi emas, 
K ill.i (;>l)-masalaning yechimidir. Bu yechimni biz

G -- Go -!- v(r) G0(r/ -  r) =  - -47r|r'
Av =  0 € G

In i i iiiislula olishimiz kerak. 

IK linn

Birinchi chegaraviy masala uchun G =  0 bo’lganis
i

V

is s
• lil' iilinliiiniz kerak.

M  is o lia r

i .i 1 1 o’I kn/gichdan tashqarida joylashgan zaryad

(VIII I) i nanining a) qismida o ’tkazgich sirtidan tepada turgan e zaryadning P 
ii ni isli nuqtnsida hosil qilgan potensialini toping. Masalaning qo’yihshi:

Aip =  -4тге5'(г), ip\s — 0.
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/

ViII.4-ra.stn: e zaryad hosil qilgan potensial

Masalani yechish uchun biz mavimm zaryad - e  kiritdik, u tckislikdan past,da 
joylashgan. Elektromagnetizmda bunday metod akslantirish rnetodi deyiladi. 
Oydinki.

A— = —■4 7 г д ( г ' )  —  0,
chunki masala borilgan soha - sirtdan yuqorida yotadi, P  nuqtani yuqori yarim 
sirtning xohlagan joyida olsak ham hamina vaqt r' ^  0 bo’ladi. Demak, tp(r) 
tenglamani ham, chegaraviy shartni ham qanoatlantiradi.

To’g’ri burchakli ideal o ’ tkazgich uchun rnasala

Cheksiz to ’g ’ri burchakli sohada joylashgan e zaryad hosil qilgan maydonni 
toping, to’g ’ri burchakning sirtida ip =  0. Bu masalaning yechimi

/ 1 1 1 1
<̂ =  e --------- + ------------

Vr A r2 r3

ko’rinishga ega bo’ladi ((VIII.4)-rasmning b) qismiga qaraiig). Piktiv zaryadlar 
T\. /'2 , r3 nuqtalarga qo’yilgan.

§10. Is s iq lik  ta rq a lis h i m asa la s i

§10.1. Issiqlik tarqalishi operatorining fundamental yechimi
Issiqlik tarqalishi (diffuziya) tenglamasining
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и11ininiy ycchimmi topish uchun issiqlik tarqalishi operatorining fundamental 
\rrliiiniui topamiz:

-  a2A^j G (r ,i) =  S(r)S(t).

I In I ciiglamaning ustida uch odchamli Fourier almashtirishi bajaramiz:

) 7 :V e itr ( ~  -  а * д )  G(r,t) =  J  d3r e * 't ( r )5 (t )  =  S(t).

< В it'll funksiyasi uchun quyidagi formulani ishlatib:
r (ft}- _

A (r, 0  =  j  0  ехр (-гк  • г)

( ’ ■;) rormulani hisobga olib, yuqoridagi tenglamani

( i +eV)
I M iiin;;|)ga keltiramiz. Bu tenglamaga §2.-paragrafning oxiridagi teoremaning 
biiinohi qismini ishlatsak,

G(k: i) =  0{С]е-°2кЧ

.1 niligini darhol topamiz. Demak, izlanayotgan fundamental yechimning 
ini< pi ill tasavvuri quyidagieha ko‘rinishga ega ekan:

G(r,l) =  0(t) d  ^  -  a2k'2t - i k r
(2tt)3

I, veld or bo‘yicha integralni hisoblash qiyin emas. Burling uchun 
■ 1 poiKMil.adagi ifodani todiq kvadratga keltirish yetarli:

i .’(»•, 0 o(t.)
(Pk —a2(k +  ir/(2dH))H — r2/(AaH) _

(2-/r)3 (2ал/тг1)3

r
~AaH.

:;l() 7. Cauchy masalasining yechimi
i ')и lu iz I'azoda щ — a2A m — /  tenglama uchun Cauchy masalasining yeehimini 
*;i < • 11 liniksiyasi yordamida ifodalab olishga hamma narsa tayyor. Cheksiz 
1,1 IИ la I >11 lenglamaga faqat boshlang'ich sbart м(г,0) =  (p(r) beriladi, 6- 

uil ,iyii yordamida bu shartni tcnglamaning o ‘ng tomonidagi manbaga qotshib 
iio'yiiiliiiniz mumkin:

и,(r J.) -  o2Au(r,t) =  f ( r , t ) ,  f ’ (r ,t) =  / ( r , t )  +  (56)
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Ko‘rinib turibdiki, bu formula boshlangdch shartni t =  0 vaqt momentida ta’sir 
qiluvchi manba sifatida talqin qilishni taklif etadi. Fizik mulohazalar nuqtai- 
nazaridan bu talqin manbaning ham, boshlang‘ich shartning ham ma’nosiga 
mos keladi. (56)-formulalar issiqlik tarqalishi (diffuziya) masalasining ma’lum 
bir qo’yilishiga mos keladi. Bu masalaning yechimi (cheksiz fazoda, chegaralar 
yo‘q!) Green funksiyasi metodida quyidagicha ifodalanadi:

‘(r, t ) =  I  d r  I  dV G (r-r ',(-T )/'(r ', •) =

L

0

(It f
(t 37)3/2 J d V f ‘(r',T)exp

(  (r - r ' ) M
V 4 o 2(( -  r)J

(57)

Bu formulaga f  ning ta’rifini qo'yamiz:

m u( r. t) =

+
dr

(2aУж)3 J (t -  r ) 3/ 2 
о

drr \p( r') exp

d3r 'f (r', r) exp

(r -  r ')2 
■la2 Г +

( r - r ^  
4a.2 (t — r) J

(58)

(57)-formulada integral ostida S(t) ni ishlatganirnizda r  ni nolga yuqoridan 
intiltiramiz deb hisoblash kerak. buni odatda quyidagicha belgilanadi: r  0+. 
Olingan formula uch o'lchamli fazoga tegishli, uni bir odehamli fazo uchun yozib 
olish qiyin emas:

u(x: l) M l f
2а,Уж1 J dx'ip(x') exp ( * - Q 2

Л а ,4

__1 _  Г___ dr
"* 2ад/7г J  ( t, -  t ) 3' 2 

о
dx'f(x', t) exp (  (x -  x')2 \

V 4a'2 (t. — t) J

(59)

§10.3. Chegaraviy shartlar v

Chegaraviy shartlarni muhokama qilisli uchun issiqlik tarqalishi tenglamasini 
(3)-forrnada yozib olaylik (к =  const deb olamiz):

dv
cp-— =  к Aa +  F.

(st
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I lnl.il> o‘tamiz, c - .muhitning issiqlik sighmi (inuhitni muvozanatda. turibdi 
i|(d> qaraganimiz uchun c — c.p bodishi kerak), p— muhit. zichligi, к - issiqlik 
i ni'((alisb koeffisienti, F- manba zichligi.

Miivozanatda turgan va unnimiy chegaraga ega bo’lgari ikkita muhit berilgan 
bn I:,in. Ikkita muhitning chegarsida temperaturalar teng bodishi kerak 
(mu vo/anal sharti):

'Ul = U2l.

I i k I i l i i  tashqari, bir muhitdan (k-\) chiqayotgan issiqlik oqimi ikkinchi irmhitga 
(/,,) kirib kelayotgan issiqlik oqimiga teng bodishi kerak. Ixtiyoriy sirt elementi 
i/S uchun buni

AqVMS = k 2 \ 7 u 2 d S

I . .* i inishda yozib olish mumkin. Gradientning sirt elcmcntiga provcksiyasi shu 
и 11(1) normal liosila bodadi, shuning uchun bu chegaraviy shartni

d u j ( d u 2

dn 2 dn

1 n i inishda olish qulaydir.
,\|-ar muhitlar chegarasida tashqi issiqlik manbalari rnavjud bodsa

дил
kl~)n

k - A 2- =  «<•’>
on

Ini Lnli. bu ycrda - manbaning sirt zichligi.

bin l. Xususiy hollar
П.. ilihuig‘ ieh fcemperatura faqat bitta koordinataga bog ‘ liq

l iii mz. qilaylik, tashqi manba bodmasin va

V?(r) =  ip(x)

l.o I. иii. Bu holda u(x, y, z, t) temperatura ham koordinatlardan faqat x ning 
ml iiyn«i bodib chiqadi:

u(x, L) = 0(t) [
(2аУж1,)3 J

dAr\o(x') exp
(г - г 'У Л

4 a2t )

dx'ip(x) exp
(  ( x - x ' f \  
\ 4 a2t J
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Biz bu natijani olishda yaxshi ma/lum bodgan
oo

- D O

formulani ikki marta ishlatdik.
End) laraz qilaylik, butun boshlangdch issiqlik x --= 0 nuqta atrofidagi cheksiz 

kiehik qatlamda mujassamlangan boksiii, buni <p(x) =  ф { х ) orqali ifodalash 
mumkin. Bu holda

u(x, t) =  (p0 exp ( —
2 dy/TTt. \ 4a2/')

Issiqlik (modda) x  =  0 nuqtadan x =  l nuqtaga yetib borgan
bo Ism, / nuqtadagi temperatura (konsentratsiya) boshlangdch temperatura 
(konsentratsiya) y?0 bilan solishtirilgandasezilarli bodishi uchim eksponentadagi 
faki.orning tartibi bir atrofida bodishi korak: l2/a2t ~  1. Demak,

l ~ Via (60)

Diffuziya masa.la.lari uchun

1 ~  (61) 
Va in, issiqhknmg (modda konsentratsiyasining) tarqalish sohasi odchamining 
tartibi vaqtdan olingan ildizga proporsional ekan.

Agar boshlangdch temperatura (konsentratsiya) bitta nuqtadagina noldan 
arqh bodsa (issiqhkning ma’lum bir miqdori r -  0 nuqtada mujassamlashgan 

bo Isa),
< (̂r) =  <A)̂ ’(r )

bo ladi va (58)-formula bu holda quyidagi natijaga olib keladi:

l vaqt i chi da issiqlik (modda) tarqalishi sohasi odchanii uchun (60)- va (61)- 
formulalar bu holda ham o'rinli, faqat endi l majkazgacha masofani bildiradi.

Olingan formulaning fizik ma’nosini talqin qilaylik. Bu formuladagi y 0 
had 0 ‘zmmg kelib chiqishi bo‘yicha issiqlik manbai zichligi intensivligi F  bilan 
quyidagicha bogdangan:

F(r, l) = cp(p0S(r)6(t).

,) funksiyalarning odchamliklarini hisobga olsak, ( [Vх )} =  M  x) cP¥>o ning 
odchamligi issiqlik miqdori Q ning odchamligi bilan bir xil bodib chiqadi ( SI 
sistemasida [Q] =  Joule, CGS sistemasida [Q] =  erg). Q == l deb olaylik, 
bu holda г — 0 nuqtaga t =  0 vaqt mornentida (oniy) birlik issiqlik miqdori 
kiritilsa, u hosil qilgan temperatura t >  0 da fazoda quyidagicha taqsnnlangan 

bodadi: x 1 /  r2 \
“ (r,<) = ^(2nV?i)3eXPV 4a2t)

rpu dan olingan integral butun issiqlik miqdori Q ni berishi kerak, rostdan ham 
bu formuladan butun fazo bo'yicha integral hisoblasak, Q =  1 ni olamiz.

Vm im-fazodagi issiqlik taqsimoti: birinchi tur chegaraviy shart

r >  0 yarim-fazo uchun birinchi chegaraviy masala berilgan bo bin.
i 0 sirtda ma’lum temperatura berilgan, uni nolga. teng deb olamiz - 
,/((), y, z; L) =  0, x > 0 sohadaternperaturaning boshlang‘ich taqsimoti berilgan 

u{xty,z]Q) =  ip(x,y,z).
Umumiy foramlalami qodlash maqsadida, masalaga x < 0 soha ham 

quyidagi yo‘l bilan kiritiladi: faxaz qilaylik, t =  0 vaqt mornentida x <  0 
iiohada. ham temperatura taqsimoti berilgan bodsm, va u taqsimot

tp(-x, y, z\ 0) =  — ¥>(x, у , г; 0) (62)

..luu-tjra bo'ysunsin. Bundan chegaraviy shartning t =  0 da avtomatik ravishda 

bnjarilishi kelib chiqadi:

m(0, y, z ; 0) =  ip(0, y, z) =  -<p(0, y, z) =  0.

I loshlangdch taqsimotning simmetriyasidan kelib clnqadiki, bu chegaraviy shai t 
i i iyot.iy /. >  0 da ham bajariladi. (58)-yechimda /  =  0 deb olamiz va dx 
bo'yieha integralni ikki qismga. bodamiz: - o o  dan 0 gacha va 0 dan oo ga.cha 

va (62)-shartni ishlatamiz:

u(x, y, z\ t) =

OO

dz exp (y -  V'Y +  V  ~  Z'Y
4a? t

dx'cp(x', y', z ') exp { x - x ' Y
4a? i

— exp
(  (x +  x ’)2V
V 4a21 )_
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Agai temperaturaning boshlang'ich taqsimoti faejat x ga bo'gliq bo£lsa bu 
formulada y' va г ' bo'yicha integrallarni hisoblab tashlash mumkin:

y, z; t) =
m

2ay/iri, ,
dx'ip{x') exp

4d2t — exp (x  +  x1)2 
4a21

Yarim-fazodagi issiqlik taqsimoti: ikkinchi tur chegaraviy shart

Fazo x  =  0 tekislik bilan ikki qismga bo'lingan bo'lsin. Masalani quyidagicha 
qo'yanuz: re >  0 yarim ■ tekislikda boshlang'ich temperatura \p{xpy,z)
berilgan, x =  0 tekislik issiqlik o'tkazmaydigan bo'lganda x > 0 yarim
tekislikda temperatura taqsimotini toping. Bu shartlarni matematik ko‘rinishga 
keltiraylik:

=  0.8t щ{х, у , z) — u(x. у, г; 0) =  <p(rr, y. z), x >  0; —
dx

x —()

™ . (G3)
v legaraviy shartni qanoatlantirish uchun masalani x < 0 sohaga simmetrik 

ravislida davorri ettiramiz, buning uchun boshlang‘ich shartni

(p (-x .y ,z )  =  (p(x,y,z) 

deb olsak, yetarlidir. Bu holda

дщ
dx

д ф ,  у, z) _  д ф ,  у, z)

ж=0 дх дх =  0

bo'ladi. Masalaning simmetriyasidan ixtiyoriy vaqt momentida ham 
{du/dx) ^  =  0 bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, boshlang£ich shartni simmetrik 
ravislida butun lazoga kengaytirsak, chegarviy shart bajarilgan bo£lib chiqadi. 
Shuning uchun (63)-masalaning yeclurni (58)-formuladan osongina olinadi:

u{x, y, z ; t) = Щ
(2a\/nJ,):i 

dx'ip(x', y\ z')

dy / dz'exp
—oo - со

exp - (x - x 1)2
4a21

(>/ ~ l / f  + ( z -  / ) '
4 o?t

(£±£ГУ
4a2i /

+  exp -

Chegaraviy shart {ди/dx) =  0 ning bajarilishi ko‘rinib turibdi
lx=0

Ikkinchi chegraviy masalaning umumiy ko£rinishiga o£tish mumkin: x — 0 
liegarada vaqtning ma’lum funksiyasi bo‘lgan issiqlik oqirni berilgan bo£lsin:

—k
du
dx =  ?(0 -

x ~ Q

Mnshlang'ich shart:
u0{x, y, z) =  u(x, y, z; 0) =  0.

Agar boshlang‘ich temperatura noldan fa.rqli bo£lsa, uni yechimga qo£shib 
qo'yish qivin emas.

./■ — 0 tekisligida berilgan issiqlik oqimini shu tekislik bo£yicha taqsimlangan 
mniiba sifatida qaraymiz: /  ~  q{l)S{x). 0 ‘ lchamliklarning tahlilidan

f  ~  ^-q{L)5{x) ~  ~q{L)6{x)

bo'lishi kerakligini topish mumkin. Ammo bu manbadan chiqayotgan issiqlik 
oqinii x  >  0 sohaga ham x < 0 sohaga ham ketayapti, shuning uchun uni 2 ga 
kn'paytii ishimiz kerak:

2 2o,2
/  =  — q{t)d{x) =  —  q(t)6{x)

Cp a-

Muni >a uchun bu formulani (58)-ga qo'ysak berilgan masalaning yechimi 
lopiladi (integral ostida y,z  larga bog'liqlik yo£q bo‘lgani uchun ular b£oyicha 
inleginllab tashlandi):

«(я, У , 0 = dr
ky/x J y/t — T

?(T)exp ( “ 4 ?
{ t - r )

Mnsalan, x =  0 nuqtada {{y, z) tekislikda), temperatura

t

W(°’y'Z] = кф J
о

bo'ladi. Agar q — const bo‘lsa,

u(0, y, z; t) =  f

•' ladi.
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§11. U ch  c r lch a m li fa z o d a  t o ‘ lq in  ta rq a lis h i m asa la s i

§11.1. Todqin operatoririing fundamental yechimi

Uch olchamli fazoda tolqin tarqalishini (ll)-tenglama ifodalashini keltirib 
chiqargan edik. U tenglamada a parametr tolqin tarqalishi tezligi edi. Endi 
uni c harfi bilan belgilaylik. Quyidagi operator

d2 __ d2
c2dt2 c2dt2 dx2 dy2 dz2

D ’Alembert, yoki to ‘lqin operatori deyiladi. Sliu operatornirig fundamental 
yechimi G(t, r) ni topaylik. Uni quyidagicha ta‘riflaymiz:

Bu yerda to'rt olchamli delta-funksiya o'zining odatdagi ma’nosiga ega: 
<̂ ‘̂ (t,r) =  5(t)6(r). Tenglama ustida yana uch o'lchamli Fourier-almashtirish 
bajaramiz:

d3r elkr d2
c2dt:

a2A  j G(r,t) =  /  d3re ikr£(r)<5(Q =  ОД.

Green tunksiyasini ham uch olchamli Fourier-integraliga yoyamiz:

r cPkG (v j)
{Ъ —(7(k, /,) exp(~?;k • r).

Natijada,
d2

c2dt2
•F k2 G(k, 0 =  ОД

tenglamani olamiz. 133-betdagi teorema bo'yicha bu tenglamaning yechimi

g ( k , t )  =  / c ^ v k ^ .  (64)
к

Quyidagi integralni hisoblash qoldi:

ч л/ . f  dsk csin(ckt)GM) = °w J w ?—* ?xp(“ 'r)-
Sterile sistemaga o ‘tib avval burchaklar bo‘yicha integrallarni hisoblaymiz:

2-n 7Г

dip /  dflsinfl exp (-ik r  cos 0) 2?r
kri

(eikr -  e~ikr) .
о 0
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Qolgan integral:

G(r,t)

=  I  dk (e~ik(* -  eikd) (eikr -  e~ikr) -

o

OO

II

?
 i

k

to 
c-s dk (сГгШ -  eikct) (eikv -  e ~ikr) =

- o c

oc
c f l ( ': )  f d k l {r-ct) _|_ e ~ik(r~ct) _  eik{r+cl) _  e - i f c ( r + c t )^

1 67Г2Г J V
— OO

cO(t) , .=  - r 1
4.irr

- r )  6(ct +  r ) ) ~ c2° { t )5 (c4 2 r 2 ) .

I Inqiqatda oxirgi tenglik simvolik ahamiaytga ega, chunki 0(1.) borligi uchun 
/ 0 va ikkinchi delta,-funksiyaning argumenti hech qachon nolga teng bolishi
uiimikin cmas. Shuning uchun haqiqatda

G(r, t) =  ~ ! - 6 ( c t  -  r) (66)
v 4тгг

ili'li olishimiz kerak. Ammo yuqoridagi (65)-formula o ‘zining Lorentz- 
iiivmrinntligi sababli ko:p liollarda qulay bolishi mumkiu.

I'bnnulaga 0(t) kirgani uchun t < 0 da G(r,t) =  0 bo'ladi. Bunday Green 
hmksiyalari kechikuvchi deyiladi.

lj I 1.2. Ixtiyoriy harakatdagi zaryadlar hosil qilgan maydon

j(i t) tok zichligi (harakatdagi zaryad) hosil qilgan kechikuvchi vektor- 
I и ilciisialni topaylik. Elektromagnit maydon vektor-potensiali quyidagi 
I rnglumaga bo‘ysunadi:

d2A(r, t) 
c2dt.2

AA(r. t)
47Г

j(r,0 - (67)
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Green funksiyasi metodi bo‘yicha bn tenglamaning yechimi

A (r, t) — —  j  G(y -  r'. t — t') j ( r 7, t') dPr'dt'

ga teng. Green funksiyasi uchun (66)-formulani ishlatamiz:

A (r, t) dt, f  г [ o ( t - i ' ) ~\r- j^ j(r, 0(iV
r — r

VIH.l-mashq natijasidan foydalanib yorugdik tezligi c ni delta-funksiya 
argumentidan chiqarib tashlaymiz:

t

- OO

& [(* ~ f B i ( r 7 ) ( , v .

t' bo‘yicha integralni delta-funksiya yordamida hisoblash qiyin emas, natijada,

Ir -  r'

A(r,«) = i  J <iV
j  r', i -

Ir -  r
(68)

formulani olamiz. Topilgan ifoda kechikuvchi potensial deyiladi. Bunday 
nomning sababi integral ostidagi tokning vaqt argumentida - t vaqtda r 
nuqtadagi potensialni t — |r — r 'j /c  vaqtda r' nuqtada turgan za.ryadlar hosil 
qiladi. Bu formulada elektromagnit maydonning yorugdik tezligi bilan harakat 
qilishi hisobga olingan bodib chiqayapti: r/ nuqtadan r nuqtaga yetib kelish 
uchun maydon |r — r 'j /c  vaqt sarf qilishi kerak, u kechikib keladi.

Olingan formula (68) da tok zichligi vaqtga bog‘liq bodmasin, deb faraz 
qilaylik: j =  j(r ) . Bu holda

(69)

fonnulaga kelamiz. Olingan natija Laplace operatorining Green funksiyasi 
orqali ham olinishi mumkin edi. Bunga ishonch hosil qilish qiyin emas - vaqtga 
bogdiqlik yo!qligida (67)-tenglama Poisson tenglamasiga aylanadi:

A A (r) =  — - j ( r ) -

(33)-, (34)- va (35)-formulalarni eslash qoldi, ularni qodlasak, yana (69)- 
yechimga kelinadi.
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Yana bir xususiy holni ко1 rib chiqaylik - harakatdagi zaryadlar hosil qilgan 
maydonni monoxromatik todqinlarga yo'yish masalasini. Monoxromatik todqin 
vaqtga. sodda bodgan e~Mt ko'rinishda bogdiq bodadi, bu yerda u) - mana shu 
11 >' Iqinning chastotasi:

A (r ,t )  =  e "iw£A (r).

Alhatta tok zichligi ham vaqtga shunday ko‘rinishda bogdiq bodishi kerak:

j(r ,t )  =  e -^ j ( r ) .

((iK)-yechimda mana shu almashtirishiarni bajarsak va ui =  ck formula orqali 
l.odqin vektori kiritsak kechikuvchi maydonning monoxromatik komponentasi 
uchun

I Г .. plk\r ~r IA(r) =  -  /  d V - ----- - j ( r ')  (70)

lormulaui olamiz.
Xuddi shu fonnulaga boshqa nuqtai nazardan kelish mumkin. A  va j  lar 

uchun monoxromatik holdagi vaqtga bogdiqlikni (67)-tenglamaga qojysak, u 
Helmholtz tenglamasiga aylanadi:

(A  4- k2)A (r) — —j(r).

I In fenglariiaga Helmholtz operatorining Green funksiyasi (46)-ni qodlasak yana 
(70)-yechiirmi olamiz.

|i 1 1.3. K irchhoff formulas!

Yuqorida topilgan hamma yechimlar birjinsli bodmagan ((67)- va undan 
olingan) tenglamalarning xususiy integrallaridir. Birjinsli bodmagan 
Iriiglamaning umumiy yechimi mana shu xususiy yechim 4- birjinsli 
Iriiglamaning umumiy yechimi bodislii kerak. Shu yechimni topaylik.

M nsalaning qo'yilislii:

<)2u(r, /.) 
c2dl2

Aw(r, t) — / ( r. £), b-0 =  Uo(r )> u t = « i( r ) .  (71)
t=0

Hu Cauchy masalasi. Green funksiyasi metodidan unumli foydalanish 
iinqsadida boshlangdch shartlarni oniy ta ’sir qiluvchi manbalar sifatida 

q.uaymiz va (71)-tenglamadagi /  manbani quyidagi umumlashgan /  manbaga 
iilmushtiramiz:

/ ( r, l) =  / ( r, t) 4- 4- ^6'(t)u0(r).
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Bunday vondashishga asos quyidagicha. Tenglamani yangi odig tomon bilan 
yozib olaylik:

д2й(т, t) 
c2dt2

Au(r, t) =  / ( r ,  £) 4  — £(£)ui(r) 4  --U '(i)«o(r (72)

Tenglamaning o ‘ng tomoni cfzgargani uchun lining yechimini ham boshqa harf 
bilan belgiladik. Bu tenglamani t bo'yicha —e dan c gacha integrallab c -> 0 
limitga o‘tamiz. £ =• —e da u(r, £) va uning hamma hosilalari nolga teng, 
natijada, faqat quyidagi.hadlar qoladi:

3u(r, t ) 1
dt

= wi(r)-
it=0

(73)

Delta-funksiyaning hosilasi kirgan oxirgi hadning nolga tengligi ham oydindir:

I  dt8'(t)uo(T) =  -  j  dt6(t)~uo{r) =  0.

Endi oxirgi hadni chap tomonga o‘t.kazamiz:

i ^ d t ^  ~  + /(r,£) 4 ^ " (/> i(r )

Chap tomondagi ifodaning va.qt bo'yicha hosilasi delta-funksiya kirinagan 
bitta funksiya va delta-funksiyali haddan iborat, (17)-formulani eslasak, oxirgi 
tenglamaning integrali

"  S{t)u0(v) =  g{(r, £)) 4  0(£)«i (r)

kodinishga ega bodishi kerakligini tushunish qiyin einas, bu yerda _r/j - bir 
uzluksiz funksiya. Shu yerda yuqoridagi amalni yana bir marta bajararniz: 
bu tenglikni t bo'yicha — e dan e gacha integrallab, £ —> 0 limitga o'tamiz. 
Natijada, quyidagi hosil bodadi:

« (r ,0 ) =  uo{t). (74)

(73)- va (74)-formulalar u(r, t) funksiyasiga qo'yilgan boshlangdch shartlarning 
o‘zi, shuning uchun (72)-tenglamaning yechimi (71)-tenglamaning yechimining 
o‘zi. Bu muloliazalar boshlangdch shartlarni (72)-tenglamaga o‘tish yodi bilan 
hisobga olishning toda-to;kis isboti einas, aniq isbotni [3j kitobning §13 da 
topish mumkin.

(72)-tenglamaning qulayligi unga boshlangdch shartlar manbaning qismi 
sil'atida bevosita kiritilgan, bu esa bu tenglamaga Green funksiyasi metodini 
hevosita qodlash imkoniyatini beradi:

u ( t , l )  =  j  dt'd\'G{Y -  r', t -  l')f{r ’ , i f ) .

Bu yerda Green funksiyasi sifatida (66)-formula olinadi. Integral ost.i uchta 
haddan iborat, ularning birinchisi elektromagnit potensial misolida keltirib 
i liiqarilgan (68)-formula kodinishga cga (faqat koeffisient o'zgaradi), ikkinchi 
va uchinchi hadlarning ustida esa quyidagi amallarni bajararniz. Ikkinchi had:

L  / Ш — *1$ [c(£ -  If) -  |r -  r'|] 6(L')m(i')dt'<pTf. 
Атгс J jr -- r  j

Bii inchi delta-funksiyaning argumentida |r — r'| ga bogdiq bodgan hadning 
mavjudligi d:V  bo'yicha integialdan radiusi |r -- r'j =  c(t — tf) bodgan sirt dSr> 
bo'yicha integralga odishga inikon beradi:

i т

и | (r') ning argument! mana shu sirtning ustida yotibdi. Delta-funksiyadan 
Ibydalanib vaqt bo'yicha integralni oson hisoblaymiz:

dS{r- ct}Ui (r).
1 7 Г С 2 /

Vfiqt bo'yicha delta-funksiyani ishlatga.ndan key in integrallash sirti r =  cl 
radiusli sferaga aylanadi. Uchinchi had:

L  f  eiA— i l () [c(t _  t') -  |r -  r'|] df{t!)vi)(r,)dl/d?‘r'.
47Г C J  jr — r j

Yana birinchi delta-funksiyadan foydalanib d3r' bo£yicha integialdan radiusi 
jr r'j =  c(t -  tf) bodgan sirt dSr> bo‘yicha integralga o‘tamiz:

1 I ° (t  ̂ L-^S,(t,)‘u0{T,)dt,dSr'.
A k c 2 t -  V

V»K|t bo'yicha integralga. delta-funksiya o‘zining hosilasi bilan kirgan, (14)- 
li»muilani n =  1 holda qodlasak yuqoridagi ifoda quyidagi holga keladi:

1 d 
Атгс2 f)t.

-  /  w0(r)dS{rz._ct]
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Olingan hamrna formulalarni bir joyga yig‘ib quyidagi Kirchhoff 6 formulasi 
cleyiladigan yechimga kelamiz:

w(r, I) j  dt'd°r'G(T — r'. t — / / ) / ( r', i!) —

§12. Ik k i o ‘ lch a m li fa z o  uchun t o ‘ lq in  te n g la m a s in ii ig  

y ech im i

Ikki o‘lchamli fazoda to'lqin tenglarnasi uchun Cauchy masalasi quyidagicha 
qo‘yiladi:

d2u(x .y ,t) (  d2 d2 \~ \ W + a ? )  u{x1 y’ 0 = 1 (:c' * ()'

=  щ(х,у), щ — ul(x ,y ); и G C 2R x T.
/.=-0 t -Q

Teng

( J g f , - ^ G 2(rA) =  S(T)6(t): r = { x , y } ,  b ^ J L  +  JL.

Г  =  { X ,

d2
c2dt2

*2̂ G 2( M )  =  d(t).

G2(k,t) -  cQ[t)
siu(ckt)

к
8.9-mashq.

ir/2 ,J T}=e’kvd2r — 2nR У dO cos в Jo(kR cos в)

ekanligiui ko'rsating.
®Gwstav Robert Kirehhoff (1824-1887; - Imyuk neiuis fizigi. Rns tilkla. - Kiipxn
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8. LO-mashq.
n/2

I dO cos OJ o(x cos 0) =

kiinligiiii ko'rsating. 
Shu ikk

r . л fsm(kct) _ik.r d2k c 0 ( c t - r )
G2{r, it) =  c0(£) / ----- :----- e -------------------A: ~ (27г)2 27t a/ c2£2 -  r2

l'(u tnulada 0(c£ - r) bor bo‘lgani uchun 0(£) ni tashlab yubordik.
Yuqoridagi muhokama asosida Cauchy masalasini quyidagi kohinishga 

koll.irib olamiz:
-  Л2й(г,«) =  / ( r , t )  +  -ka(i)Ul(r) +  4s'(t)>zo(r).

I’opilgan Green funksiyasi G2(r, t) bu masalaning yechimini darhol yozib olishga 
никои beradi:

u (r ’ t) = T,]dT J dl 7 a (t - 10. -  |Гт т у

Mii inchi had quyidagi ko‘rinishga keltiriladi (qulaylik uchun // =  r  va r' - p 
bclgilashlar kiritaylik):

c
2 7Г

« (V  U m t |r- £ 3 L / ( r > ,0

t
c dr

>/с2(£ - /7)2 -  |г г'|2

d 2 p . f { p ,  т)
277 J J yfcKi -  r )2 — |r — p|2 ’

0  U-2

Ini у г rd a U2 - markazi r nuqtada va radiusi c(£ -  r) bolgan doiraning ichi. 
Aj'.nr ikki oSchamli masalani z o ‘qiga bogliqligi yo‘q uch olchamli masala 
licb qarnsak, bu doira ixtiyoriy z =  const tekislikning ustida yotadi. Integral 
■ I .1 idagi 0-funksiya argumentining kohinishidan shu xulosaga kelamiz.

Ikkinclu had:

1 /' , v  7  0 № - ! ■ ’) -  I r - r 1!) М  =  _ L  f  _ £ p M p}=
■’ n r  J  ’  J -  I ' ) 2 -  |r -  r 'P  2 т е У  у л 2 -  | г -р | 2
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bu yerda Uct - radiusi ct bo‘lgan doiraning ichi. 
Uchinchi bad:

1
2тг c

d2r' I dt, в (c(t -  t!) -  |r -  r'|)
y jC 2 ( t  -  t ' ) 2 — jr — 1J

= -d Up Ur5(r)U°^=lbiL^dL
27tc J J  дт  -  r ) 2 -  |r -  p|2

1 0  f  d 2 p u 0 ( p )

2ncdtJ y/сЧ2 -  |r -  p\‘
Ur.,

Topilgan uchala hadlarni bir joyga yig''amiz:
i

t(r, t) — —  dr I —
K * 2тг./ J  Л/ Ж

d2p f { p u )
yjc2{t. -  r )2 -  |r -  p|2

4-
0 Lh

d2pui(p) 1 3 /' d2pu0(p)
27ГС ./ y j c H 2  — |г — p |2 2-xcdt J  y/c2t2 — |r — /?|2 

Uct UrJ

Olingan formula Poisson formulasi deyiladi.

§13. B ir  cd lcham li fa z o  uchun tc/ lq in  te n g la m a s in in g  

y ec h im i

Bir odchamli fazoda todqin tenglamasi Cauchy shartlari bilan berilgan bodsin: 

d2u(x,t) d2u(x,t) . \ , .

Bir odchamli fazo uchun todqin operatorining Green funksiyasi quyidagicha 
aniqlanadi:

^ m 2 ~ Ih2)  Gl^  = (4 X)A L)-

Ushbu Green funksiyasini hisoblab topib va undan foydalanib, D ’Alembert 
formulasi (12)-ni keltirib chiqaraylik.

Green funksiyasi uchun tenglamada x o‘zgaruvchi bo‘yicha Fourier- 
almashtirish bajaramiz:

a2
c2dt2

+  *sj G 1(fc,«) =  <5(<).
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('Ar))-formuladan foydalanib quyidagini olamiz:

л/ .sin (ckt)Gi{k,t) =  c0{L) Кк

I■'<airier almashtirish bajarib Green funksiyasiga qaytib kelish mumkin:

27Г
G =  /  d k e * * G x(ktt) =

cd(t) f  dk
47гг

—i k x

к
[dckt -  e -icfct'i

Integral ostidagi 1 /fc funksiyani \ }{k - ie )  ga almashtiramiz vaintegralni e -> 0 
ina’noda tushunamiz:

G,(*,t) «  f  (J**  -) -  e “ <“ « ) )  .4 47Г7 ./ к -  IE V /
—oo

Jordan leminasidan foydalanib quyidagilarga kelinadi: 
i: > 0 holda: ikkinchi had nolni beradi, birinchi haddan

G ,(x ,l)  =  l c O ( t )0 ( c t -x )

kclib chiqadi.
x  <  0 holda: ikkala had ham hissa qo‘shadi -

G t(x, i) =  f c 0 ( t ) ( l  -  « (M  -  ct)) =  c0(l)0(ct -  |*|).

KoTinib turibdiki, ikkala formulani birlaslitirish mumkin:

Gi(x,t) =  C-G(ct -  |z|).

0(1.) ni tashlab yuborildi, chunki ikkinchi d-funksiyaning argumenti kuchliroq 
shartni o‘z ichiga olgan.

Topilgan Green funksiyasi bir olchamli to‘ lqin tenglamasining yechimi 
dai hol beradi:

u(x, t) =<:2J dx' j dt> 0 [Ф  -  0  ~ \x ~ T,|] •
- D O  “ OO

• [ f i x ' ,  t!) +  к щ ')и1(х') +  ■
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Birinchi hadni quyidagi ko£rinishga keltiramiz (avvalgi forrnulalar bilan 
solishtirish qulayligi uchun integrallash o‘zgaruvchilari ustida (x1, t') —> (y, r) 
almashtirish bajardik):

o o  o o  t. a;-h c ( t — r )

C- I dy I dr в [c(£ -  r ) -  \x -  y\] f ( y , r ) =  | j  dr I  dyf(y, r).
— o o  —  o o  0  x  -c (t  t )

Chegaralar quyidagicha aniqlanadi:
x  — у >  0 bodsin, bunda c{t — r) — x 4- у >  0 —> у > x — c(t — r);

a: — у < 0 bodsin, bunda c(t -- r) — у -f a: >  0 —> /у < x +  c(t — r).
Vaqt bo'yicha integraldagi chegaralarning aniqlanishini tushunish qiyin emas. 

Ikkinchi had:
OO OO X+C t

 ̂I  dy j  d T 0 [ c ( t - r ) - \ x -у\]6(т)щ(у) =  j  dym{y).
— oo — o c  x — ct

Chegaralar avvalgi holdagidek aniqlanadi, S(r) ning mavjudligi ularni yanada 
soddalashtiradi. Uchinchi had:

OC OC

1 J dy J dr 0 [c{L -  r ) -  |a; -  y | ]  5'(т)щ(у) =
— o o  — o o

OO OC'

=  I  dy J  d.r 6(т)щ(у)-^0 [c(t -  r) -  \x -  y\] =

1
2 \x -  y\) ио(у) =  -  (щ(х  4- ct) 4- щ(х  -  d ) ) .

— OO

Hamina qismlarni bir joyga to‘plab yana, albatta, o ‘zirnizga ma’luin bo’lgan 
D ’Alembert formulasi (12)-ni olairiiz:

x\<:t 1 x + c ( t - r )

i{x, t) i  [u()(x +  ci) +  ito(x -  c £ ) ] + i  Jdyui{;y) +  (-  J dr J  dyf(y,

x — ct - c { t - r )

Oxirgi had oldidagi koeffisientning V-bobdagi (12)-formulaning oxirgi hadi 
oldidagi koeffisient bilan farqi V-bobdagi (9)-tenglamaga /  ning (71)- 
tenglamadagi /  ga nisbatan boshqa koeffisient bilan kirganligi bilan 
tushuntiriladi.
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Mashqlarga ko‘rsatmalar va uiarning 
yechimlari

1. 1.

n=0
1.2. n >  1 butun son bodganda (—?г)! — oo. demak,

ту = 0 , к < n.
(к -  n)\

Shnning uchun Bessel funksiyasi qatori (10) к =  0 emas, к =  n haddan 
boshlanadi:

, M _ f  (-•!)* = М Г g r  + fiV‘+2 +... =
) ~/L* k\(k -  n)\ \2 / n! \2 / (n +  l ) ! l ! v 2 /

k = о

( - l ) fc= —  r±\2k'n = ( _ \)nJn{x).
_  J 4-ik\{k + n)\ V2) K ’

fc=0
1.3. l’Hopital qoidasini qodlang.
I A. ("18)-formulaga olib kelgan amalni m-marta qo Hang. 
1.5. (14)-forrnulada t =  ew almashtirish bajaramiz va

/ — -  =  d° — e l0 — 2fsin в 
t

<hni11 igidan foydalanamiz.
| .(J. cixsin0 =  cos(x-sin(?) 4- isin(a: sin 0) dan kelib chiqadi.
1.7. Bevosita hisoblanadi.
1 .3. Bevosita hisoblanadi.
1.9. (31)-formulani cos(т 1O) ga ko'paytirib 0 dan 7r gacha integrallayrniz:

" 00 ^  1
I dO cos(x sin 0) =  Jm(x) /  d6 cos(mQ) cos(n0) =  -

./ 7  m = - 00
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Shu joyda birinchi mashqdan foydalanilsa, talab qilingan javob kclib chiqadi. 
Ikkinchi formula ham xuddi shu yo‘l bilan olinadi.

1. 10.

■JO . - -if)ie -f ге 2i cos 0

formuladan kclib chiqadi.
1.11. (18)-formulaning ikkinchisida n — 0 deb olinsa, quyidagi kelib chiqadi:

JbW = j j )
X

Bu ifodadan d/(xdx) bo‘yicha ya.ua bit marta hosila olamiz, uning o‘ng 
tomoniga (18)-formulani yana bir marta qodlaymiz:

_d_\  Ji(X) =  / J X 2  M ^ )  
x dx)  x x2

va h.k.
1.12. (21)-integraldagi C kontur nol nuqtani o‘z ichiga olgan biriik aylana 

deb olinsa 2  =  e‘e, dz — iet0dO va

2;r 271

M x )  =  7 ^  I  d 0 e
1 dOeix sin 0 -vruOi x s i n O — in O    ~L /  j Q g i x s m O — ivJO i  ̂ /

2'KJ 2n J
0 О 7Г

bo'ladi. Ikkinchi integralda 0 —> 0 — тг almashtirish bajarilsa quyidagi olinadi:
7Г

JJx) =  ~  /  dOe~in0 (eixsin0 -1-  ( -1 )пеЧх*[п0) .

2тг J

n juft bo'lganda:
71 7Г

JJx) =  - -  /  d0e~inB (cix™ie +  е~“ ") =  -  / d.0cosfxsin (9) cos(n0); 
2lT J  7T ./

0 0

n toq bodganda:
7Г Я

Л(ж) =  -W d(9c ^  (eixsin<? - e" b:sin") = I f  dOsm(xsm0)sin(ne).
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Tashlab yuborilgan integrallarning nolga tengligi ularning integral osti 
ifodala.rining integrallash sohasida toqligidan kelib chiqadi. 8-mashqning 
natijalari bu ikki formulani birga kohishga imkoniyat beradi:

Jn[x) = i J d.Q [cos(x sin 0) cos(nfl) 4- sin (ж sin 0) sin {n0)} =  
0

Я

=  - J d O  cos [n<9 — ж sin 0]. 

о
.13.

/  72 384\ _ , . /1 2  192 \Jr,(.x) =  (̂ 1 -  "2 + + “  хз J

.14. Bevosita hisoblanadi.
1.15. Bir tomondan

Я

J'0(x) — "  I d0sm(xsm0)s\n0,

ikkinchi tomondan
7T n

Jj(rr) = - j  do cos(/9 -  ж sin (9) =  ~ j  d.0 ап(ж sin 0) sin 0,

clmnki

1.16.

dO cos(x sin 0) cos 0 =  -  sin (ж sin 0) =  0.

Р5(ж) =  i  (бЗж5 -  70ж3 +  15ж).
О

1.17. .Javob VIII.5-rasmda ko‘rsatilgan.
1.18. Bevosita hisoblanadi.
1.19. Bevosita hisoblanadi.
1.20 .

pnM  =  J _  d  _  x2)"/2 _ £ l  (x2 _  !) "  = _ L  (1 _  x7)
‘ n\x ) 2nn! ' dx2n ' 2nn\ '

n/2 d2n

dx2n
ж2" -
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VIII.5-rasin: P q( x ) , P i ( x ) , P 2( x ) , P $ ( x ) va P . i (x )  laming grafiklari

“ 2 ^ ( 1 - * Y / 2  (2 П)! =  (271 - 1)!! (1 -  * » ) " *  =  (2 n  -  l ) ! ! s m » 0 ,  

chunki
(2n)! =  2n(2n -  l)(2n  -  2)(2n -  3)(2n -  4) • • • 1 =

=  2n ■ (2n -  2) • (2n -  4) • • • (2n -  1) • (2n -  3) • (2n -  5) • ■ • 1 -  2"n!(2n -  1)!! 
1.21. Potensial uchun

y?(r) — (r2 4 - a2 — 2 racosfl) ~ 1/ 2
47T£o

ifodani kichik parametr bo'yicha qatorga yoyish kerak, kichik parametr esa bu 
holda r/a <  1 , shuning uchun

< (̂r) =
AtT£q(1

14— r — 2 -  cos в 
a- a

Attcqcl
Pn{cosO) Q  .

n—0

1 .2 2 . Zaryadlar sistemasining potensiali:

( I T ' - 2 2a 
r

n — 0 . 1 ,2  hadlar nolni beradi, noldan farqli birinclii had n =  3  boigan had:

^(r) =
Attest

P3 (cos 0) 12— 4----- =
3qd* 5 cos3 0 — 3 cos 0
2т: e 1

2 .1-mashq. Bevosita hisoblanadi.

2.2- mashq. D =  - 1  <  0, tenglama - elliptik. С =  У4-3x, r/ =  x almashtirish 
yordarnida quyidagi kanonik ko'rinishga keltiriladi:

4“ 4~ и ij 0.

2.3- mashq. I) =  0, tenglama - parabolik. C — У — V — У +  \x 
almashtirish yordarnida quyidagi kanonik ko'rinishga keltiriladi:

um ~ ~~ yu,i ~

2 .4 - mashq. D =  x. x > 0  sohada D > 0 , tenglama giperbolik t.ipga 
tegishli. С — у 4-|x3/ 2, 77 =  y -  |x3/ 2 almashtirish yordarnida quyidagi kanonik 
ko‘rinishga keltiriladi:

1
К  -  uv)-^ ' “ OK- T, )

r < 0  sohada D < 0 , tenglama elliptik. С =  2/> V =  | ( - x ) 3 /2  almashtirish 
yordarnida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

1
U CC d“ u l ■ u ,‘nr 1 0

37/

2 .5 -mashq. /4 =  у. у > 0  sohada tenglama giperbolik tipga oid D > 0 . 
( 2^/y+x, ?/ =  2y jy -x  almashtirish yordarnida quyidagi kanonik ko'rinishga
keltiriladi: 1

u0l К  +  О -2 (С + V)

у <  0 sohada tenglama elliptik tipga oid D  < 0 .  (  — 2^/^Tj, rj =  x

almashtirish yordarnida quyidagi kanonik kobinishga keltiriladi:

1
HQC 4- Wjpi

2.6-mashq. Bu tenglama uchun D =  -x y .  Birinclii va uchinchi choraklarda 
I) <  0 , ikkinchi va to'rtinchi choraklarda D > 0. Birinclii chorakda (  =  
2Jy, 7/ =  2 y/x almashtirish yordarnida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

1
"k ^7/7/

1
0.

C *

Uchinchi chorakda C =  2yf^y, V =  2ч/ =:^ almashtirish bajarsak, xuddi shu 
I (Miglamani yana olamiz.



Ikkinclii cliorakda ( у  >  0, x  < 0) С — \ / V  + r l  —  \ f v  ~  V ~ c c

almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko'rinishga keltiriladi:

c
UCv 4 C-ri2 "  p-rr  

To'rtinchi cliorakda (у <  0. x >  0) £ — yf—у 4  \/x, у — yf—у — у/х 
aimashtirish yordamida yana xuddi shu kanonik ko‘rinishning o!zini olaqmiz.

2.7-mashq. D =  —x2y2 < 0, tenglama elliptik tipga oid. £ — \y2, q =  ~x2 
almashtirish bu tenglainani quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiradi:

0.

1 1
H e + um + 7 ^ 4  + 7 ^ 4 0.

2.8-masliq. D  = — x 2 y 2 < 0, tenglama elliptik tipga oid. £ =  In y ,  q  = lnx 
almashtirish bu tenglainani quyidagi kanonik ko‘ rinishga keltiradi:

и 4  uljn — щ — uv — 0.

2.9-mashq. Giperbolik tenglama: D =  x2y2 >  0 . £ =  y/x, r/ 
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko'rinishga keltiriladi:

1

x y

uOi 2 V
0.

2 .1 0 -mashq. D =  x2y2 > 0, tenglama giperbolik tipga oid. £ — у2 —
x2), 7/ =  r} {x2 +  y2) almashtirish bu tenglainani quyidagi kanonik ko'rinishga 
keltiradi:

q £
U 0 )  —  oTT2 \ U C. o iv 2  “ 42(£2 — i f )  ц 2(£

tn, =  0.
V

2.11- mashq. D — - (1  +  x2) ( l  -1- y2) <  0, tenglama - elliptik.
£ =  In (a; 4- v71 4  ж2), q — \n(y 4  \/T +  У2) almashtirish yordamida quyidagi 
kanonik ko!rinishga keltiriladi:

4  cijpi — 2и — 0.

2.12- mashq. D — 0, tenglama parabolik tipga oid. £ =  7/+ ln x , q =  y — In a; 
almashtirish bu tenglainani quyidagi kanonik ko'rinishga keltiradi:

unn +  ~(uri -  щ) r  0.

2.13- mashq. D — 0, tenglama parabolik tipga oid. £ =  \y2 — x, 7/ =  \y2jrx  
almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko'rinishga keltiradi:

1

2.14-mashq. Parabolik tenglama: D  —  0. £ = \ { y 2  -  a;2), q  =  |(x2 4- y 2 )  

almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko'rinishga keltiriladi:

7/2 -  £ rj2 -  £2
=  0.

2.15- mashq: £ = x ,  q  = |(x +  т/ 4  г), £ = |(3x 4 у  -  z ) almashtirish
yordamida tenglama quyidagi kanonik ko'rinishga keladi:

3 9
ua +  4,,, -  +  3 7 iC +  -и,, 4  - - щ  =  0 .

2.16- mashq: £ =  x ,  q  \ { x + y ) ,  £ =  2 x + y + z  almashtirish yordamida
tenglama quyidagi kanonik ko'rinishga keladi:

7+( +  77 щ — 0.

3.1-mashq. Masalaning qo'yilishi:

им — a2uxx — 0, 77.(0 , t) =  0, ux(l, l) — 0, u(x. 0) •— 0, щ(х, 0) =  v\

0 < x < l ,  t >  0.

Bu yerda a — y/ipo/po tovush tezligi, 7  =  cp/cy-
3.2- mashq.

uu -  o2uxx =  -a u t, 77(0 , t) = u(l, t) =  0, u(x: 0) =  <^(x), г/̂ (.-г, 0)

0 < x < l ,  t > 0.

3.3- mashq.

utt -  ci2иxx =  0, 7i(0, /.) =  0, ux(l, t) =  — ^  У ■,

77(x, 0) — (p{x), Ut(x, 0) — 7/j(x), 0 < X < /, t > 0.

о sterjen o'ng uchining elastiklik koeffisienti.
3.4- mashq.

utt ~ a2uxx -  g, 77(0 , t) =  0, 7tx(£, 0  =  0,

u(x, 0) =  Ut(x, 0) =  0; 0 <  X < L t >  0.

3.5- mashq.

utt ~ a2uxx =  0, 7/.(0, L) =  p(/), ux(l, t) =  -yr?T;

7/;(x);
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'(/.(ж, 0) =  щ(х, 0) =  0; 0 < х < I, t > 0.

З.б-mashq.

ии -  п2ихх =  д : и(0, /,) =  v(l, /.) =  0. и(х, 0) =  0,

Рии{1, t) =  - ESux{l, i) +  P, 0 <  ж <  /, L> 0.

Oxirgi chegaraviy shartning kelib chiqishi quyidagicha: Putt(l,t)—sterjenning 
x — l nuqtasiga ta’sir qilayotgan kuch, u ikki qismdan iborat - birinchisi 
qaytaruvehi elastik kuch —ESux(l, t), ikkinchisi - yukning og’irlik kuchi P. 

4.1-mashq.

ut -  a2uxx =  0, 'u(0, t) — ui, u(l, t) = u2, u(x, 0) =  ip(x), u(x, 0) = 'ф{х).

4.2- mashq.

щ — a2uxx =  -6(x  — vi), u(x. 0) =  <p(x), fl2 ~  k/icP), — oo < x < oo. t > 0.

4.3- inashq.

Щ -  a
1 d f  2 du(r,t)

dr dr
Q

cp
w(r,0) =  / ( r ) ,  0 < r  < R..

Issiqlik tarqalishi tenglamasi sferik simmetriyani hisobga olib yozilgan, 
masalaning shartlarida 0 va <p burchaklarga bogdanish yo‘q. Chegaraviy 
shartlar: a) u{R,t) =  0; b) u,.(R,t) +  hu(R, t) =  0. Ushbu va keyingi 
masalalarda | u(0. /.)| < oo bodishi kerak.

4.4-mashq. ,

n2L —  (r2du(r,t)\
’2 dr \ dr ) =  0, u(r, 0) =  0, 0 <  r <  R, ur{R , t) =  j .

К

4.5-mashq. Tenglama:

Au =  0 =>
1 d f  du\ 1 d2u d2u
r dr \ dr )  r2 d(p2 dz2

Masalada (/? ga bogdiq bodgan shartlar yb’q, shu sababdan tenglamadagi 
ikkinchi had ham yo’q:

1 d f  <9u\ d2u
r dr \ d r  J dz2

Chegaraviy shartlar:
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1. u(r, 0) —- 0, u(a,z) =  0, u(r,h) = f ( r );

2. w(r, 0) =  0, w, (a, г) =  0, u(r, h) =  / ( r ) ;

3. u(r,0) =  0, ur(a,z) — --a«(a , 2 ). a  > 0, u(r,h) =  / ( r ) .

Temperaturaning barqaror taqsimoti haqida gap ketayotgani uchun bosh- 
langdch shartlar yo:q.

5.2-mashq. Bu tenglama giperbolik tipga oid, D — 4 > 0, uning ikkita 
xarakteristikasi (  — у — x  va // =  у +  3.x. Dcmak, uning umnmiy yechimi

u(x,y) =  J(y -  x) +  g(y +  3.x).

5.3-mashq. Bu giperbolik tenglama, uning xarakteristikalari (  =  у — 
•x/3, 7/ — у 4- 2.x. Tenglamaning kanonik ko'rinishi:

Bu tenglamani

ko£rinishda yozib olsak,

3
— у  V'T]

6_
49’

_6_
49

3  6  , Г 7 / Л
c _ 7t‘ = “ 49,? +  /l(C )

ekanligini topish mumkin, bu yerda f i (Q  - o ‘z o'zgaruvchisining ixtiyoriy 
iunksiyasi (argumentining 0 ‘zgarish sohasida C2 sinfga tegishli, albatta).

almashtirish bajarib
V =  ?77 e_3</7 +  / 2(0  +  g{v)

ekanligini topamiz, bu yerda f 2 va g funksiyalar yana C2 sinfiga tegishli ixtiyoriy 
fimksiyalar. Yech i m:

2
u(x, y) =  - { y  +  2x) +  f (3y -  x) +  g(y +  2x)ery~x^7.

5.4-inashq. u(x, y) — v(x,y)e 'bx~ay almashtirish bajarsak, vxy — 0 
t.englamaga kelamiz. Demak, berilgan tenglamaning yechimi

u{x,y) =  ( / ( x )  + g (y ) ) e " bx ay.
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5.5-inashq. u(x,y ) =  v(x, y)e3x̂ 2y almashtirish bajarsak,

vxy =  2e~2x~y 

tenglamaga kelamiz. lining yechimi:

v(x,y) = e-2* '  + № + g ( y ) .

Demak, berilgan tenglamaning yechimi:

u{x, y) = e*+'J +  ( / ( * )  +  g(y)) c3x+2y.

5.6-masbq. Berilgan tenglama q =  y/x va ?/ =  xy almashtirish orqali 
quyidagi kanonik ko'rinishga keltiriladi (II.9-mashqning yechimiga qarang):

Demak,

4 v  2r]v< °-

uv -  — u =  .<71(77), <71(77) G C2 -  noma’lum funksiya.
277

и — -/Туг? almashtirish bajarsak, bu tenglamaning yechimi darhol topiladi, 
mid an esa

« ( x ,2/) =  p(xy) +  у/xyf y-J

yechimni topamiz. Bu - birinchi kvadrantda. Uinumiy holda,

i{x,y) -  g{xy) +  y/\xy\f ( £ )

deb yozamiz, \xy\ - liar bir kvadrantda musbat qilib tanlab olinishi kerak.
5.7-masliq. Boshlang'ich shartlar: w(x,0) =  tp(x) — / ( x ) ,  ut{x, 0) =  

■ф(х) — - a / ' ( x ) ,  bularni (8)-formulaga qo£ysak, v(x,t) — / ( x  - at) ekanligini 
topamiz.

6.1-mashq. Yechimni
w(x, t) =  у  +  n(x, 0

ko'rinishda qidiramiz. u(x, /,) uchun masala:

Tin -  Tlxx =  o, v(0, 0  =  v(l, t) =  0 , v(x, 0) =  0 , Ui(x, 0) =  - j .

17G

Bu masalani yechib u(x, i) ni topamiz:

. . xt 21 v-л 1 . mix . met
t(x, /,) =  — +  —  > —  Sill —r -  sill

v 1  l  7Г2  ^  n 2
71 — 1

l l

G. 1-mashq. Yechimni

w(x, t) — L +  1 + x(t2 -  t +  1) +  u(x, i) 

ko'rinishda qidiramiz. Bunda

Vu -  vxx =  —2x, n(0, i) =  v (l, t) =  0, n(x, 0) =  0, vt(x, 0) =  x

Ikkinchi bosqichda
V  =  V +  w(x)

almashtirish bajaramiz, bunda w(x) uchun quyidagi masalani olamiz: 

w"(x) — 2x, n;(0) — w(l) =  0.

Uning yechimi:
w(x) — — (x2 — 1).

x
v uchun masala:

t\ i  v xx =  0, v

Bu masalani yechish qiyin emas, boshlang'ich masalaning yechimi:

(0, t) =  v (l, t) =  0, v(x, 0) =  - - ( x 2 -  1), n((x, 0) =

u(x, t) =  t +  l +  x{t2 - t  +  1) +  - ( x 2 -  1 ) -  

2 1 / (  —l)n
—- y  —  sin(77,7rx) —— —  c,os(mrt) +  sin(n-Kt)
712 ' rr V тг

77 — 1

6.3-mashq. Tenglama w(x, t) =  X (x)T (£ ) almashtirish yordamida

-ЛП О  1 =  x /;(x)
T (0  Y (x )

ko'rinishga keltiriladi. Natijada,

X "{x)  +  XX{x) =  0, X (0 ) = X (1 )  =  0 va T"(£) +  (4 +  A)T(£) 

masalalarni olamiz. Demak, yechim

u(x,t) =  sin (пях) (ancos (ty/-4 +  n2Tr2J +  fen sin ^/<\A +  тг27т
П=1
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ko'rinishga oga. Boshlang‘ich shartlarni ishlatish quyidagiga olib keladi:

i

6.4-inashq. Yechim ni

2к -b l)irz
(2A + 1)

j — cos |/ \ / ' i  +  (2 к  +  l ) 2

«(re, t )  —  1 ( 2  -  x ) +  v ( x , t)

ko‘rinishda qidiram iz. e (x . i )  uchun quyidagi tenglamaga kelamiz:

v t t -  v X x  ~  v  =  /;(2 -  :r).

U n in g  yechimini

t ) =  у  v n ( t )  sm y ~
7 i = l

kohinishda qidirish kerak. chunki г;(0. t )  —  v ( 2 , 1 )  —  0. 0 ‘ng tomondagi ! - ( 2  —  

x )  funksiyani sin ^  bo£yicha Fourier-qatorga, yoysak quyidagi tenglamaga 

kelamiz:
+  A\vn(t) =  — t, Al -  ( y )  -  1.

U n in g  yechimi:

v n ( t )  =  — —  +  a n  cos(An t )  +  b n s m ( X n t ) .
П 7 г Л п

Demak,

и
/ \ , . ^— \ i . TVKX v—\ . TITCX . , . r ■ / \ \\

f,(x, /.) =  ц 2 — x ) + —  2_^ - y  Sin — + 2 _ ,  sin К  cos(Ant )  +  6n sm (A nt ) ) .
71 n=l n  11 1 n=l

Boshlang'ich shartlardan foydalangandan keyin quyidagini olamiz:

-u(x, i) =  1(2 -  x) +  ^ 2 ( -
n = l

41 717Г
П7ГА2 A3

sin (A,,/-) j sin

6.5-mashq. Yechish bosqichlari avvalgi masaladan farq qilm aydi. Yechim:

x t  2  ^  ( - 1 ), 4 jui 6 x—\• ( * ,o  =  T + - E
rt+l

L 7Г ^  n A ?2П--1 ' A,

. чА . П7ГХ /m r\2sm(An̂ J s m -y - , An == J 1.

6.6-masbq. Yechim  bitta  gannonikadan iborat: 

w(:r, t)
I. 2 т с х  I n a l

- —  sm — — - sm — -— . 
2 - к а  l  l
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li,7 iimshq. Yechim  ikkita gannonikadan iborat:

ч 57ГХ- Ъ-nai 21 . 7гх . 7Гa t
u ( x , l )  =  S1I1 — - cos — —  4------sill —  S in — .21 21 атг 2/. 2/

(>.8 inasliq.

, . 8 / ( - I f  . (2 п -| -1 )тгх  (2 п -Н )т г а £
f/.(x, /,) -  —  ^  sm A---------ГТ-А-—  cos A-------- --- ----------+

(2 n d -I f 21 21

2 1  т е х  . 7r a t  2 1  . Зтгх . Зтга£
4—  sm —  sm —  +  - —  sm —  sm 

7га 2 1  2 1  Зтга 2 1  2 1

(>.!) inashq. Yechim  uchta gannonikadan iborat:

7ГХ 7Г a t  2 1  37ГХ . S a r d  2 1  5тгх . 5а7г£
*) -  « *  2 lCOS I T  + Затг cos I T яп- я - + 55?cos - W  “ П_2 Г

(>. 10 inashq. U m u m iy  yechim:

п т г х  (  п т : a t

и

71=0

boshlang‘ich shartlardan

X  4 l l t X J b  I  lO/iVAJl;
( x .  о  =  /  y COS y —  ( a n  cos — —  +  b n  sm

r i n a t

~ T ~

2 1

On =  - t = ( ( - l ) ” -  О va bn =  0, n 0

vn.
I vSin(nTra)

a(1 =  4 : =  ~2n % 2 ~ _ ■
!n=0

lomligi kelib chiqadi. U m u m iy  yechimdagi qavs ichidagi ikkinchi liadda n  — > 0 

qi ehtiyotkorlik bilan o'tish kerak:

. 1 1  41
u(x, /.) =  -M -  7 ----- у /  -v ; 2 4 7Г2 ^  :7! —0

1 (2n +  1)7гх- (2n +  l)a/rt
-------—  cos - — — --------- co s-----------— ----------•

(2n + 1)2 21 21

(i. I I inashq. u ( x .  t )  —  Л .  

(>. 12-mashq.

•u(x, t) — ai +  -  (u2 -  wi)+

2 щ  -  щ  +  ( u 2  -  ? / i ) ( - l f  , п т г х  f  п 2 т г а 2  

71 П  I. \  Г
74—“1

n
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6.13-mashq.

8/2«(x-,o =  « 1 + ~ E (2„ + 1)3
n— 1 4 '

1 . (2п4-1)'лж (  (2n 4 - l ) 27r2a2
sin-------—A— exp I — --------- -----------/,

l2

6.14-masliq. 

u(x, /,) — u2+ 4(A -  u2) 4 4  ( - l ) n (2n +  1)ttx (  (2n 4- l )2- 2- 2--------------- ^  _ _ _ _ _  cos-------- _ ------- exp ' -----------------
n=0 271, -I- 1 2/ 4/2 / +

о , oo8/i
“ ^2

7i — 0
(2n 4- l )2

cos (2n 4- 1 )7пг ^ (2n +  1 ) 2тг2а2 Д
2/ GXP V 4Z2 V

6.15-mashq. Chegaraviy shartlar birjinslimas bo£lgani uchun - 
u(0,t) — Mi, ux(l,t) =  77/A; - yechim u(x,t) =  -ui 4- <?£/& 4- v(x,t)
ko‘rinishda qidiriladi, bunda m(0 , /,) =  vx(l, t) =  0 bodib chiqadi:

/ #\ , Q 8q lu { x , l )  =  U l + - x - —
4 4  (-1 )" . (2п 4-1)7пс (  (2n 4-1)27г2а2 \Y (S1TIFsm exp V----— ‘ J ■

4(iio — Mi) 44 1 . (2n 4- \ ) t\X
4---------------- У - — —  sm -------- —  exp

7Г

6.16-inashq.

1

n~ 0 2 тг 4- 1 21
(2n 4- l ) 27i'2a2

u(x ДД an cos —— e ’ c-
??,=o

П7ПГ n2A 2t
T

2 9 ,9ч П7ГХ , 4/J . , 2 ,
Or* =  7 ( x 2 -  4 ) cos —~;dx =  -5-2 ( - ] )  > n  / 0 ,  a0 =  - - 4

l J l , тт/тг2 3
0

Yechim:

. . 2 2 4/2 44 (—l)n ?гтгх /  п2тг2а2/
3 7T“ П,2  cos —p  exp ( -  • /2

6.17-mashq.

, 4 4 4 4  i . (2n 4- 1 )тгт
f) =  -  2 ^  -" у--:,- sm --------7------- exp,7Г ^  2n 4-1

7i— 0

. ^ 1  +  (2n +  1)2?r2
l 1 /2

6.18-mashq.

u (x > 0 =  J 2  7Ь~'7~ПЗ sinK2n + О-Д exP ( “ 4* “  (2n +  l f L)  •
^ n=o 2̂n +  1}

180

6 .1 9 -m a s h q :

. . 2/11 44 (—l)n . тех (  n27r2a2i
u(x, /:) = -------- >  ---------sm ——  e x p -------- —

7Г z—■' П l \ /П--1 4

G.20-mashq:

. , 4 4/44E
7Г —n-0

6.21-mashq:

_(2n 4 -1 )/
■2Г-1)’

(2?г 4- 1)ттж
sin ------Y\------exP

(2n 4- 1)2а27г2 ^
i/ 2

2/
, 4 8/1/ 4 4  1 (2n 4- 1 ) t t x

u(x, t) =  —7Г > 7X------ 7T5- cos---------------- expv 1 7Г2 7 (2n 4- l ) 2
7 1 = 0

().22-mashq: u(x. t) — щ.
().23-mashq:

u(x, t)

().24-mashq:

2 A l^ A ( -\ )n . mix (
------ у -— — sm —— exp -

/г "  n I, VП— 1
Bt

(2n 4- i ) 2a
~~AP

n2TT2a2t
/2

2 ,,2_2

x , , 2 ^  —Mi 4- ( —1)"м2 . тшх (  n2K2a2t
u(x, t) =  m 4  j (m2 -  Mi) 4- -  — ----- -------- - sm - 7 -  exp ( -

-n n l /2

lini I. —> 00 da и ~  71,1 4 - 7(71,9 -  Mi) bo‘ladi.
(i.25-mashq: Yechimni u(x,l) — v(x,t.)-\-vj(x) kolrinishda qidiramiz, bunda 

ш(х) limksiya uchun tenglama, chegaraviy shartlar va yechim quyidagicha:

7ПЕ
'(x) 4- sin =  0. 7i.'(0) —• 'tv(l) =  0; w(x) —

/9
Г  . T T Xsm

а2тг2 l

Ib'liq yechim:

/2 /  (  rBa-t
u(x, t) =  —— 5- I I -  exp

а.-тг /2
sm

l

(>.2(i-mashq: Yechimni quyidagicha qidiramiz: u(x,t) =  щ  +  v(x,t).
uchun quyidagi masala paydo bodadi (qulaylik uchun h —  <x/(cp) deb 

I telj’.iliulik):

i>i a2vxx — —kv. ?;(0, t) =  7ii — mq, v(l,t) — Щ — Mo, 7){x. 0) =  <p(;r) — Mq.
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Chegaraviy shartlarni bir jinsliga aylantirish maqsadida
x

v(x, l) =  Ui -  Щ +  у  ( « 2  -  Wi) +  v(x , /.)

almashtirish bajaramiz. v uchun tenglarna:

vt -  a2vxx =  hv -  h (v-i -  u0 +  у (u2 -  .

v uchun chegaraviy sharlar bir jinslidir. Nornadum v ni yana ikkiga bodamiz: 
v(x, t) — z(x, t) +  w(x) va w(.x) ni quyidagi tengiama va shartlarga 
bo'ysundiramiz:

a2w"(x) — hw(x) +  h (■щ -  щ  +  у  {u2 — , w(0) =  w(l) =  0.

Bu tenglamaning yechimi

ч/hx , u2 -  uQ -  ( « 1  -  uo)ch.~- s/hx x *
w(x) =  («1— lio)ch--------1----------------7—7=7--------------sh—7-----U \ + U q —  —  { U 2 — U i ) .

sh l

Shu bilan quyidagiga keldik:

, , , w  Vhx щ -  Щ -  (7/,! -  u0) c h ^  y/hx
u(x, t) =  щ  -I- (mi -  w0)ch-------- 1---------------------=■--------------sh---------b z(x, t) -

v 7 a sh—  aa
=  p(x) + z(x,t).

z(x, t) uchun masala:

zt -  a2zxx =  - hz, 2 (0 , t) =  z{l, t) -  0, z(x, 0) -  ip(x) -  p(x).

Bu masalaning yechimi:

oc fl'TX
z(x, t) =  ^ 2  a" sin —j— exP ( ~ ht

71— 1

9 9 9n it a

a„ = j  I( ’A x) ~ P(XY sirf— di.

6.27-mashq: Masalaning fazoviy qismi uchun quyidagiga egamiz:

X{x)  =  Cj cosAx -b C2 sin Ax, A^O) -- hX{0) =  0, A^Z) =  0.
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[Jning yechimi:

X/.(x) =  ci ( cos А^х + —  sin AfcXkX ) , fc0 =  T-> ^ — 0 ,1,2. ...
Ak

Quyidagini hisoblab topish mumkin (bu bir muncha hisobni talab qiladi):

1

(Xn, Xm) =  с2 I dxXn{x)X.Jx)  =  0, m ф n.

Agar ci ni quyidagicha tanlab olsak:

1 V2Xk
Cl

I f  dx (cos AfcX +  sin k̂XJ2 ' y/h +  Щ  +  ¥ )

Xk(x) funksiyaning normasi birga teng bodadi: ||Afc|| — 1. Natijada,
{ Xk{x), к =  0 ,1 ,3 ,...} funksiyalar to‘plami ortonormal sisternani hosil qiladi: 
(An, A'm) — Ann ■ Demak,

1.
00 , 2 /’

7t(x,Z) =  a&Xfc(x)e~Â , a* =  у / dx(f{x)Xk(x).
0

0.28-mashq: Avvalgi mashqdan oz farq qiladi. Masalaning fazoviy qismi 
uchun quyidagiga egamiz:

X (x) =  ci cos Ax +  C2 sin Ax, A 7(0) — h X (0) — 0, X'(l) -b h X (l) =  0. 

Uning yechimi:

2A khA ̂ (x) — Ci ^cos A/.x -b — sinA/;x^ , tg(\kl) —

Agar cj ni ([uyidagicha tanlab olsak: 

1
ci =

+  /12 

2 n/2A |/i

, Jb =  0 ,1 ,2 ,...

у  f  dx ^cos AfcX -b ^  sin AkxJ
2 (Ay2 +  /А) sin(AfcZ) 4//1. +  /(A2 4- A2)

,Vfc(x) funksiyaning normasi birga teng bodadi: ||Afc|| — 1. Natijada,
{ /Y/.(x), к =  0 ,1,3 ,...} funksiyalar to‘plami ortonormal sisternani hosil qiladi:
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(Хп, X rn)  — дтп. Demak,

м(.т, t) =  J 2  akx k(x)e~xbt, 
k=0

i
ak =  j  I dxcp(x)Xk(x).

b

7.1-mashq: VIII.8-mashqning natijasiga asosan

sin kr , 2 sin kr
A -------- =  — к --------- .

7.2 mashq: Poisson formulalarining isboti quyidagi sodda hisobga
asoslangan:

cos ncv =  - P I  V '  +  e- ‘") =  -  I + I  ( ------ !-----H_______!____ ^ _

n=0

1 1 — t cos a 1 1 - t
2 1 b  2t cos су 2 1 C — 21 cos cv

U ~ 2  +  2 ^  cos 2̂<p) =  ^ +  \{*2 -  У2)-
7.3- mashq:

7.4- masliq:

U = 8 +  2“ cas(2^) + у  C0S(4(P) =  ~ + ~ I/2) -  ~-г-У + ~(.г-4 -b у 4).

7.5-mashq:

3/) n3 3 3 i
ii =  ~  sin ( p - j  sin(3<p) =  -y  -  - x 2y + - у3

7.6-mashq:

j „6
M =  2 ~ 32 C 0 S + ~  cos(% ) +  ~  cos(6<p) =

= \ + k ^ ~  **) + +  И -  e * V )  + з |  (*° -  К» + 1 5 * W  -  X2))

7.7-mashq: (26)-shart bajarilgan.

и =  Лр cos <p +  C =  Ac + C.

1 8 4

7.8-mashq: (26)-shart bajarilgan.

и = 4 ^  cos(2^) + c  =  л р р :  +  a  
Zn. 2 R

7 . 9 -  m a s h q :  ( 2 6 ) - s h a r t  b a j a r i l g a n .

о  . 3 p ‘  . , ,  u r  у  4  Р »  _  P .  +  c
u  =  _ | _ s m v  +  - — s m ( 3V ) + C '  =  - ^ +  4й2 4 Д 2 + ° -

7.10- mashq: Yechimni u(x,y) = >/) + w (i,») ko'nmslida qidiramiz,
funksiyalar uchun quyidagi chegaraviy shartlarni olamiz:va w

г?(0, у) — Л sin -Z , v(a, y) — v(x , 0) — v(x, b) 0,

го(0, у) =  гу(а, у) =  ги(х, 6) =  0, w(x, 0) -  В sm 

v uchun masala quyidagicha yechiladi:

xx
a

vxx +  vyy =  0, «(*, y) =  X{x)Y<y), X " -  AX =  0, Y" +  АУ =  0,
xx X X

Y (y) =  ci sin y  , X (ж) =  c2c h ^  +  c3sh— . 

Chegaraviy shartlarni islilatish natijasida quyidagini olamiz:

sh7r(a--J.~)
,(-т > у) =  A Sh ^ sln6 .0 — sm --- .

b

w uchun masala ham xuddi shu yo£l bilan yechiladi. Umumiy javob: 

u(x, у )
s h ^ i  тп , s h ^  7Г® 

Л sm У - +  В , sm — ■
s h f  6 sh

8.1-mashq: Ikkala mashq bir xil yechimga ega. Sodda holdan boshlaymiz.

°r 7  , i ,
/ J[a(i -  a;0)]/(a;)dx =  J S(y)j {хо +  у/а)^  -  |0|ЛАо)-

L

Demak. J[a(x -  x0)] =  S(x -  x0)/|a|. I<o‘p odchamli holda:

1 8 5
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8.2- mashq: f (x )  ning tcskarisi mavjud deb olamiz.

1 6(f(x))ip(x)dx= 1 5(y)ip(x(y))dx — J 5(у )у (y) |̂ |dy =  y- -^  ^ (x.;)>

bu yerda Xj nuqtalar / ( x )  =  0 tenglamaning yechimlari.
8.3- mashq: Paragrafning ichida ko‘rsatiigan misollarga o‘xshab bevosita 

hisoblanadi.
8.4- mashq: Sferik sistemada

d?r =  dxdydz =  r2dr sin OdOdip =  r2drd(cos0)dip.

J d?rf(r)6(r — ro) — /(ro) bodishini ta’minlash uchun S(r — r{)) — -\S(r — 
7\))S(cosO — cos6*o)J((̂  — <po) bodishi kerak.

8.5- mashq: f (x )  funksiya 2ix davrli deb olamiz. Bu holda uning Fourier- 
qatori ucliun

1 "  2r
/(■0 = 2̂ E л» = / <*“*’“/(*)

Т П — — 0 0  q

ga egarniz. Mashqdagi munosabat quyidagicha tekshiriladi:

2?r oo 2:r
f { x o) =  J  dxS(:x -  x0)f(x )  =  ^  <T™*» ^  dxel,nxf (x )  =

о ^  " ‘ “ -о® о

1 OO

= ̂  E - /м-
m =J oo

8.6- mashq: Jordan lemmasidan darhol kelib chiqadi.
8.7- mashq:

.---  oo 2tr
QT =  у  - у  У drr3 J  d(cosO) j  dipp(r,0,ip)Yyn(0,<p)

0 1 0

I.4-misoldagi zaryadlar taqsiinotiga (I.4-rasmning a) qismida ko‘rsa.tilgan) 
quyidagi zaryadlar zichligi mos keladi: 2

p(r,0,ip) — \S(r — a) [<5(cosd — 1) — 5(cosO +  1)]. 
rl

cos 0 bo‘yicha delta-funksiyalarni hisoblaganda ularning argumentlarini cos 0 
(1 — e), s —> 0 ma’nosicla tushunish kerak.
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8.9-inashq:

0 { R. - j rj_ e i b r d2r  =  
у/ R2 — r2

1 w/z
2tvR. [  f U U--= Jg(kRu) =  27tT?. I dO cos 0 J0(kR cos 0) 

./ \/l — a2 ■/

Bu yerda, birinchidan, I.12-mashqning natijasi ishlatildi, ikkinchidan, 
и — cos# alrnashtirish bajarildi.

8.10-inashq:
7t / 2

J0{xcosO)cos6de =  £  ^  (I)" J cos® ! l WO =

(-1)* m 2* к,\у/т7 Y' / i xf c  __
(A;!)2 4 2 / 2(fc +  l /2 ) ! 2 ' 4 2 / fc!(fc +  l/5

~  (—l ) fcx2/c sinx
=  2 - .p f c T T jT ” ~ '

Bu hisoblashda (lO)-formula t' =  0 hoi uchun ishlatildi, undan tashqari, 
Legendrening ikkilash formulasi (22)-ham ishlatildi.
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