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Fizika - 5140200 o'quv yo‘nalishi bo‘yicha ushbu darslikda fizikada eng

ko‘p uchraydigan maxsus funksiyalarning nazarviyasi keltirilgan. Unda chizigli
xususiy hosilali ikkinchi tartibli differensial tenglamalarning klassifikatsiyasi
ko‘rib chigilgan. To‘lgin tarqalishi, issiglik va massa ko‘chishi kabi fizik
jarayonlarni o‘rganishda paydo bo'ladigan differensial tenglamalar keltirib
chigarilgan va ularni yechishning asosiy usullari berilgan.

Darslik universitetlarning fizika fakulietlari 3-kurs bakalavr-talabalaripa
mo'ljallangan.

Tagqrizchilar: f-m.f.d., prof. Abdumalikov A.A.,
f-m.f.d., prof. Axmedov B.J.

O'zbekiston Respublikasi Oliy va o'rta maxsus ta'lim vazirligining 2013 yil
20-avgustdagi 312-sonli buyrug‘iga muvofig darslik sifatida tasdiglangan.
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So‘z boshi

"Matematik fizika metodlari” kursi matematikaning fizikadagi
begiyvos effektivligiga yaqqgol misoldir. U fizik jarayonlarni va
qonuniyatlarni matematik yo'l bilan talqin qilish naqadar unumli
cikanligini ko‘rsataqi. Kurs davomida talabalar fizika sohasidagi
masalalarni mwatematik korrekt formada qo‘yish, boshlang'ich va
chegaraviy shartjarni talgin qilish va yechishni o‘rganadi. Matem-
atik fizika tenglamalari sohasidagi tan olingan metodlarning deyarli
hammasi mazkur darslikda keltirilgan. Nazarly materiailarga
ularni tushuntiradigan deyarli girgta misollar keltirilgan. Yuzdan
ortiq mashglar o'zlarining yechimlaci bilan berilgan. Bu misol
va. mashglardan ko'rinib turibdiki, matematik fizika fanining
tushunchalari va metodlari to‘lgin, massa hamda issiglik tarqalishi
jarayonlarini to'liq ravishda qamrab olgan, matematik fizika
metodlari yordamida bu sohalarda yechib bo‘limaydigan masala
VO,

Ushbu  kitoh mualliflarning O‘%bekiston Milliy universiteti
lizika fakultetidagi ko'p yillik ish tajribasi asosida yozilgan.
Matematik fizika metodlan schasida ajoyib natematik natijalar
va. yutuglas juda ko'p, ammo fizik-talabalarga o‘tiladigan kursda
amaliyotga yaqgin bo‘lgan masalalarni yechish metodlari va, ularga
misollar birinchi o‘rinda turishi kerak.  Mualliflar O‘zbekiston
universitetlarimng  fizika fakultetlari bakalavr-talabalari uchun
ushbu kitobning foydasi tegadi degan umiddadir.
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I BOB. MAXSUS FUNKSIYALAR

§1. Silindrik funksiyalar (Bessel funksiyalari)
Quyidagi ko'rinishdagi tenglama
2%y (z) + 2y (z) + (o — P)y(z) = 0 (1)

silindrik (yoki Bessel) tenglamasi deyiladi. Keyin ko'ramizki, ushbu tipdagi
tenglamalar matematik fizika tenglamalarini silindrik sistemada ochganimizda
paydo bo’ladi. Tenglamaning yechimini

o0
= B
ylx) = a° 2 ez =z (cg + 1T + oz F ey 4 - - )
n={)

ko'rinishda qidiramiz. Tenglamaning yechimini bunday ko'rinishda qidirish
Frobenius' metodi deyiladi. Hosilalarni topaylik:

(2%
Y= Z ea(n + $)z™"* 1 = seuz® ! 4 (s + ez’ + (5 + 2)epz™ + - - -

n=(0
oo b
Y= caln+s)(n+s—1)z"2%=
n=0

=s(s — 1)coz* >+ s(s + )ea® 1 + (s + 2) (s + 1)eoz® + - - -

Oxirgi uchta tengliklarni (1)-ga olib borib qo’yamiz va z-ning har bir darajasi
oldidagi koeflisientlarni yig’ih nolga tenglashtiramiz. Umumiy ko'rinishda

o0

Z [(:,,(n + 8)(n+ s — 12" + cu(n + s)2™" + (2? - 1)z "‘] =0. (2)

n=0

Bu cheksiz qatorning birinchi bir necha hadlarini ochib yozib olaylik:

\ cos(s — 1)x® -+ ers(s + D)z*H + -+« + cosz® +er(s + D+ 4 - -

+(2% — v*)(coz® + 12t 4---) = 0.

"Ferdinand Georg Frobenius (1846-1917) - nemis matematig

x-ning darajasi eng past bo’lgan had 2% uning oldidagi koeffisientlarui

vig'amiz:

co(s®* = 1%) =0. (3)
o monomning oldidagi koeflisientlarni yigaylik:
eif(s +1)> = A1 =0. (4)

Unnimiy ko'rinishda (2)-ning vechimi quyidagicha:

1 [ =4
(y == o ——— 5
" (s+n)2 -2 2 (5)
(3)-dan quyidagi xulosaga kelamiz:
co=0 yoki s=du (6)

(1)-dan esa
¢ =0 yoki s=:wr-1.

Bizning magsadimizga
s=vy va ¢ =0 (7)

deb gabul gilish mos keladi.  Ko'rilayotgan differcusial tenglama - ikkinchi
tartibli, s = —# hol ikkinchi yechimmi berishi kerak, ammo bunday
tanlangan ikkinchi yechim » = n butun son bo‘lgan hollarda mustaqil yechim
bo‘lmaydi (buni keyin (11)-formuladan ko‘ramiz). Shuning uchun ikkinchi
yechimni boshqacha yo'l bilan keyvin ta'riflaymiz. Demak, (5)-formula quyidagi
ko'rinishni oladi:

] \
Cp = ——5—=—Cp_3- 8)
® D (
Bu formulaning nomi - rekurrent munosabat, uni (7)-formnla bilan
solishtirsak faqat cq, ¢, €4, ¢, ... largina noldan fargli ekanligini ko’ramiz, va
¢ = ¢3 = ¢5 = --- = 0 bo'ladi. Ya’ni, fagatgina juft indeksli ¢, lar noldan
fargli. Shu sababdan qulaylik uchun
n=2k; k=:10:1,2.3:...
deb olamiz. Bu bizni
1 ©)
Cope == — o Cofp
BT TBE Bk p) N
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formulaga olib keladi. Ushbu rekurrent munosabatni yechish giyin emas:

! = (-1 e -
: 2k(k - 1)- 22k +v)(k+v-1)

of = Cory.
= ok 2+ v) Y
v!

T T (R (RS [ReE S
= = (-1) LIk + 1) .

Demak, quyidagi yechimni topdik:

_("Z( 1)t 22’%'(1. + ,,)l

)A 41

(1)-tenglama chizigli bo’lgani uchun ¢y koeffisientni tanlab olish o’zimizning

qo’limizda. Odatda uni
1

2”1/'
ko’rinishda tanlab olish gabul gilingan. Hosil bo'lgan funksiya silindrik, yoki
Bessel funksiyasi ? deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

TN\ 2k+v
J,,(z)~2““ - ")I( ) . (10)

o=

1.1-mashgq.
J(~z) = (-1)"J,(2)

ckanligiga ishonch hosil qiling.
1.2-mashq. Agar ¥ = n butun son bo’lsa

./u(i”) = (—l)"‘l '"(‘t) (ll)

ckanligini ko'rsating.

Bessel tenglamasi ikkinchi tartibli tenglama, demak, uning ikkita chizigli
mustaqil yechimi mavjud bo’lishi kerak. Ikkinchi yechimni (6)-ga qarab s =
—v ga mos keladigan gilib tanlab olishimiz mumkin deb o’ylashimiz mumkin,
ammo (11)-dan ko'rinib turibdiki, » = n butun son bo’lgan holda bu yechimlar
mustaqil bo’lmaydi. Shu sababdan ikkinchi yechim boshgacharoq ko'rinishda
olinadi. Uning ta'rifi:

cos v - J,(x) — J_,(x)
sin vw '

Ny(z) = (12)

2Silindrik teuglamn va silindrik funksiyalar shveytsar matematigi Daniel Berooulli (1700 - 1782)
tomonidan ochilgan, ammo nemis matematigi va astronomi Friedrich Wilhelm Bessel (1784 - 1846) bu
tenglamaning yochimiarini birinchi bo'lib klassifikatsiya qilib chigqan
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Bunday tanlab olingan funksiyalar Neumann® funksiyalari deyiladi. Ko'rinib
turibdiki, ¥ = n holda bu munosabatning surati va maxraji nolga teng, uni
IHopital ¥ qoidasi bo’yicha ochish kerak.
1.3-mashq. ¥ = n butun son bo'lgan holda
adJ,(x)
2%

dJ_,(x)

N, (z) = Y

( ’)u

ckanligini ko'rsating.
Chizigli tenglama, yechimlarining ixtiyoriy chiziqli kombinatsiyasi yana shu
tenglamaning vechimi bo’ladi. Masalan,

HY)(z) = J,(z) +iN,(z), HP(x) = J,(z) —iN,(z) (13)
funksiyalar (ularning nomi - birinchi va ikkinchi tur Hankel 5 funksiyalari)
ham Bessel tenglamasi (1)-ning yechimlaridir. Bundan keyin Bessel funksiyalari
achun keltirib chigariladigan rekurrent numosabatlar mana shu to’rta funksiya
nchun o’rinlidir.

§1.1. Bessel funksiyalari uchun hosil giluvchi funksiyasi

Quyidagi munosabatni isbot qilaylik:
o
g(z,t) = il = Z L) i (14)
n=-—o0a
B tenglikning chap tomonidagi g(z,t) funksiya Bessel funksiyalarining hosil
qiluvehi fimksiyasi deyiladi, qator esa shu funksivaning Laurent gatoridir. Isbot
qiyin emas:

Quyidagi Alma.shnnsh kiritaylik: I — k = n, unda I = n -+ &k bo’ladi va n soni
oo dan oo gacha o'zgaradi:

' £9 Jii= N\ 2ktn e
gla, 1) = e3¢ Z Zk'(k l)n)r( )2 "= > In(@)r"

n=—00 n=-00

‘l\nrl (;uulnul Newmann (1832-1925) - nemis matemaligi
'Guillawne Fransois Antoine de U'Hopital (1661-1704) - fransuz matematig, rus tilida - JTomeranm.,
“Mermann Hankel (1839-1873) - nemis matematigi
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§1.2. Bessel funksiyalari uchun rekurrent munosabatlar

Hosil qiluvchi funksiyadan foydalanib rekurrent munosabatlarni  keltirily
chiqaraylik. Buning uchun (14)-tenglikdan bir marta ¢ bo’yicha, bir marta
x bo'yicha hosila olamiz. ¢ bo’yicha hosila olaylik:

o e 1 E(p..l = g1
579(%.1) =§(l +T'2) B = 37 ndy(@ .

n=-—-o0

Bu tenglikning chap tomonini ochib yozaylik:

T x > A
= > @)+ B D@t =N " a et
n=-—xQ n=-0c n=-00
Tenglikning chap va o’'ng tomonlaridagi ¢ darajalari oldidagi hadiar bir-biriga
teng bo’lishi kerak:

T r
§Ju = E']u-&-'l == (‘ll + I)']-u-i-l’

yoki,

i

Fosila) 4 doiln) %./,,(:n). (15)

Demak, bizga (n — 1)— indeksli va (n)—indeksli Bessel funksiyalari berilgan
bo’lsa biz (n + 1)— indeksli Bessel funksiyasini ular orqali ifodalab olishimiz
mumkin ekan.  Bunday munosabatlar rekurrent munosabatlar deyiladi.
Hosilalarni o'z ichiga olgan rekurrent munosabatlar ham bor. Buning uchun
hosil giluvehi funksivadan z bo’yicha hosila olainiz:

a 1 1 E(t“l) c U n
5,;-(](:1"7") e~ 5 14 7 ez = Z Jn(g:)t .
n=—00

Yana (14)-ta’rifni ishlatamiz, ya'ni, olingan tenglikning chap tomonini u
vordamida ochamiz:

o0 o

% i J,,(.'L‘)I.""'l _;_ Z J,l(.'lf)/,"_l L Z .],I‘(_’I:)l“~

n=—0 n=-00 n=--oc

Chap va o'ng tomonlardagi ¢ ning bir xil tartibli darajalarini solishtirsak,
']n» ](-T) . n-%I(I) = 2J1’:(7‘) (“))

ko'rinishga ega bo’lgan rekurrent munosabatga kelamiz.

1.1-misol.
Ji@) = 5 (J1() = h(z)) = 5(~h(z) ~ (@) = ~h(x).

(15)- va (16)-larni keltirib chiqarishda biz fagat butun indeksli Bessel
funksiyalari .J,, lardan foydalandik, ammo ular
e ixtiyoriy butun bo’lmagan v indeksli silindrik funksiyalar uchun o’rinlidir;

e ; 1.2 5 ot
e hamma silindrik funksiyalar uchun - J,, N, 1 - o'rinlidir.
Rekurrent munosabatlarning yana bir qulay formasi bor. Ularni olish uchun

(15)- va (16)-larni bir marta qo’shamiz va bir marta ayiramiz. Natijada
n n
/ /
Toey= ./,“ -+ ;J,, va Jpp1= ;Jn - .]"

kko'rinishdagi munosabatlarni olamiz. Ularning birinchisini ™ ga va ikkinchisini
o " ga ko'paytirsak quyidagi tez uchrab turadigan munosabatlarga kelamiz:

d d -n -
s [:r".l,,(:l;)] =z"J-1(z) va ;E[x 'J,,(w)] = —z " Jpu(z): (17)
Bu munosabatlarni eslab qolish yanada oson bo’lgan ko’rinishga keltirib
olishimiz qiyin emas:
d
zdx

(@) = 2" Vs (2)  va a‘j—x["'_;(f)] =28, (g

1.4-mashq. Quyidagilarni isbot giling:

(s) " frte] =2 e
()" [22] - -t -

§1.3. Bessel funksiyasi uchun integral tasavvur

oo
eft-D = 3~ J ()
n=-—00
formula chap tomondagi funksivaning Laurent qatoridir. Kompleks

o'zgaruvchilar nazariyasidan ma’lumki, qator koeffisienti (bizning holda bu J,,)
uchun quyidagi formulaga egamiz:

dz (21)



bl

\\J

———

n butun son bo’lganda C kontur koordinat boshini o’z ichiga olgan yopig
konturdir, masalan, birlik radiusli aylana.

§1.4. Yarim butun indeksli Bessel funksiyalari

(10)-qatorda v = 1/2 deb olaylik:

Cian i Lm e 1/2 (5 )%W.

n=A
Legendrening ikkilash formulasi deyiladigan
1 ok
k! (k 4 5)! =72 22k + 1) (22)

formuladan foydalansak ([9], 19-bet) yuqoridagi qator quyidagi ko’rinishga

keladi: i
/ e 2 e (O
J 5 =4/— sinz.
1/2("‘ (2L+ )] \ e sinz

Xuddi shunday yo’l bilan v = —1/2 holni ham soddalashtirishimiz mumkin:

Sy o0 (—-l)k T\ 2k 1/2 "A 1/2 29 2k+1/2 »
Tan®)= =17 (3) Z(“ RV

) %k 2
WrL 21‘), — cos .

Ana endi (20)-rekurrent munosabatni ishlamylik. Undan kelib chiqadiki,

27 e N anE
=1yt Z m+1/2 [ .
(=1 . (.’L'd.’l.') ( L )

Xuddi shu yo'sinda (19)-ni ishlatsak quyidagini olamiz:

2 ap'l d X" reoss
J-m—l/‘.’(l')z\/;"’ e (E) ( T )

Yarim butun indeksli Bessel funksiyalari Helmholtz tenglamasini sferik
sistemada yechganda ham paydo bo‘ladi (6-bobning ohiridagi shar uchun
issiglik targalishi masalasining yechilishida paydo bo‘lgan (75)-tenglamaning
analiziga qarang).
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§1.5. Mavhum argumentli Bessel funksiyalari
Agar (1)-silindrik tenglamada = — iz almashtirish bajarsak,
22y +ay — (2 + 13y =0 (23)

tenglamani olamiz. Albatta, J,(iz) funksiya bu tenglamaning yechimi, ammo
bu holdagi yechim nchun quyidagi belgilash qabul qilingan:

L(z) =i J,(iz).

Keltirib chiqarish qivin emaski,

g\ Y| & 7\ 26y
-3 e (3) L)

[kkinchi yechim odatda

Ko (i) = gl_M

sin v

ko'rinishda tanlab olinadi. Bu funksiyaning nomi Macdonald funksiyasi (ba’zi-
bir kitoblarda - Kelvin funksiyasi). Xususiy hollar:

2 2
Ljs(z) = ”EShI' I_yp(z) = V ﬁ_l.d”:'
2 o

Kipa(e) = Koippl) = [ —e™

§1.6. Bessel funksiyalarining nollari. Ortogonallik munosabatlari

(1)-tenglamada o = kr almashtirish bajaraylik:

d>J,(kr) Jo(kr)
2
dr? i dr

;ﬁ ( d /,,(Icr)) - ; (/;27- 4 K;) Ju(kr) =0 (24)

ko’rinishga keltirib olaylik. Shu tenglamani bir gal k; parametr bilan, bir gal ko
parametr bilan yozib olib, &y 1i tenglamani J, (ksr) ga, ko li tenglamani J, (kr)
ga ko’paytiramiz va birini ikkinchisidan ayiramiz. Natijada

(ko) (rJL(kr)) — Tk (e J. (kar)) = (K2 — k2Yrd, (kyr)J, (Kor)

+ (K*r? — v))J, (k) =

Bu tenglamani

11




-

formulani olamiz (har bir shtrih - r bo'yicha hosila). Tenglamaning chap
tomonini bizning magsadimiz uchun qulayroq ko'rinishga keltiraylik:

J(kor) (r T (Kyr)) — T (k) (rd(kar)) =

d d d
:I[ (J"(kZ"’zr‘J"<klv‘> Jular) 2= (’u?‘))}
Demak,

]
1 d

/./,,(k'l'r)J,,(lcgr)rdr = 53 | rdu(ker)—J,(kyr) — (1\.11) ,,(Lw)

J k3 — Kk} dr 0o

(25)

Faraz qilaylik, k; va k sonlar quyidagi tenglamaning vechimlaridan bo’lsin:
ady(k) + BEJ,(k) =0, a+B8>0, a>0, 8>0. (26)

Unda (25)-ning o'ng tomoni k; # ks holda nolga teng bo’ladi va biz olamiz:
1
/J,,(kw)],(kyﬂrdr =), ky # ky. (27)
0

ki = kg holni quyidagicha ko’ramiz. (25)-ning o'ng tomonida ky = ky +0
deymiz va § — 0 limitga o’tamiz:

M[AJ(M«») Till) = (ks + ) L)k +8)| =

2
1 1 , /
= 5 [T | = s (k) T k) + Ry () T2 )
2 2k
Bessel tenglamasidan
K2 (k) + ki J'(kr) = (2 = kD)o (ky)

kelib chiqadi, shuni ishlatib

2 2 o [ 9
/ [J,,(kr)} Pt %[J,',(k.)} 4-% (1 4 :—z) |J,,(A—.)] (28)

0
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munosabatga kelamiz. (27)- va (28)-formulalar Bessel funksiyalarining o’zaro
ortogonalligini va normasini ko’rsatadi.

(26)-ga qaytib kelaylik. Agar 8 = 0 bo'lsa k soni J,(k) = 0 tenglamaning
yechimi, ya’'ni, Bessel funksiyasining noli bo’ladi. Bessel funksiyalarining nollari
masalasi adabiyotda keng muhokama gilinadigan masaladir. Ma’lumki, (0} =
I bo'ladi va .Jy(k) ning birinchi noli k; = 2.4844 ga teng, qolgan nollari shu
songa taxminan na, n = 1,23, .. larni qo’shib olinadi. J,(k). n > 1 holda
Bessel funksiyalari koordinat boshida nolga teng bo’ladi .J,,(0) = 0, ularning
boshga nollarini matematik ladvallardan topish mumkin.

§1.7. Iebmholtz tenglamasi silindrik sistemada
Quyidagi HelmholtZ® tenglamasi deb ataladigan tenglamani
Af+kf=0
silindrik sistemada ochamiz:
d 1d
?E ( )f) pRET

Ushbu tipdagi tenglama matematik ﬁzika.ning; ko'pgina gismlarida uchraydi -
clektromagnit nurlanish masalalarida, issiqlik targalishi masalalarida va h.k.
Masalada silindrik simmetriya bor deb faraz qilamiz, boshqacha so’z bilan
aytganda, z ga bog'liglik yo'q deymiz: f = f(r,¢). Yechimni

J(r, ) = R(r)®(p)

()f
,92

+Kf=0.

ko'rinishda qidiraylik:

b)) d n'R( )) e R(r) d*®(p)

r dr dr 2

T + K2R(r) () = 0.

Bu tenglamaning quyidagi ko'rinishga kelishini tekshirib ko’rish qgivin emas:

rd [ dR(r) 292 1 d@d(p)
R(rW(’ dr ) = ) A

Tenglamaning o'mg tomonida yangi konstanta A paydo bo’ldi. Uning kelib
chigishining sababi quyidagicha. Tenglamaning chap tomoni faqat r ning
funksiyasi, o'ng tomoni esa fagat ¢ ning. Demak, r ni o'zgartirsak, tenglikning
o'ng tomoni o'zgarmaydi, bu degani, chap tomoni ham. Xuddi shunday,

Herman Lndwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894)- nemis fizipi. Ruschasi - Peansronsin
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@ ni o'zgartirsak tenglikning chap tomoni o’zgarmaydi, demak, o’ng tomoni
ham. Xulosa - tenglikning ikkala tomoni ham o’zgarmas son, shu sonni A deb
belgiladik. Bu son musbat bo’lishi kerak, buni tezda tushunamiz. Natijada biz
ikkita tenglamaga egamiz:

A ( dR(r) 2.2 —
'IE (7‘ ‘;ir—') + (k A= /\)R(T‘) = (),

o(p)
dtp
[kkinchi tenglamaning yechimi:

B(y) = 1 cos(VAp) + ¢ sin(VAp).

+ AP(p) = 0.

@ va ¢ - 27 burchaklar bir nuqtaga mos kelgani uchun yechimdan

B(p) = ®(y + 27)

bo'lishini talab qilishimiz kerak. Bu degani, VA = m,m =0, 1. 2 ... bo'lishi
kerak. Shuni hisobga olsak, R uchun tenglamamiz quvldagl ko’rinishni oladi:

2R'(r) + r R (r) + (K** — m®)R(r) = 0. (29)
Agarda kr = x va y = R deb belgilasak, tenglamamiz
*y"(x) + 2y (2) + (22 - mP)y(z) =0 (30)

ko'rinishga keladi. Bu esa Bessel tenglamasi (1)-ning o'zidir, faqatgina u
yerda ixtiyoriy bo'lgan son v ning o'miga butun son m turibdi.  Agar
Helmholtz tenglamasini sferik sistemada. vechsak, yarim butun indeksli Bessel

funksiyalariga kelamiz - (75)-tenglamaga qarang.
1.5-mashq. (14)-formulada ¢ = ¢ alinashtirish bajarib

o
u sinf) __ 7 , lul'
E Iu €T
-0

formulani oling.
1.6-mashq. Yuqoridagi formuladan quyidagilarni keltirih chigaring:

7

cos(zsin ) = i Ju(z) cos(nd); (31)
sin(rsin 0) = E Ju(z) sin(nd). (32)
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1.7-mashq. 4 = /2 deb olib yuqoridagi formulalardan
cosz = Jo(x) — 2/o(z) + 2J4(2) + - --

sina = 2J,(2) — 2J(z) + - -

laini keltirib chiqaring.
1.8-mashq. = 0 deb olib

1= Jo(z) + 21a(x) + 2J5(z) + 2Jg(x) + - - -

formulani keltirib chigaring.

1.9-mashq.
/cos(uO) cos(m0)dl = %6,,,,., /mu(u()) sin(mf)dl0 = =0, (33)
0 0

munosabatlardan foydaslanib

7 - juft;
n - L0q.

; / cos(z: sin 9) cos(n0)d0 = { Ju(@),

0

%/sin(n'sin ) sin(nf)df) = { (}:.(7) g

n - tog.
0

ckanligini isbot qiling.
1.10-mashq. (14)-formulada { = ie'’ almashtirish bajarib

r,:'_u-.uexl) — Z i",]"(jf)l?m"
formulani oling (Jacoby-Anger formulasi).
1.11-mashq.
d \"
Julz) = (~1)z" (——) Jole)

zdr

formualani keltirib chigaring.
1.12-mashq. Sclilafly integralidan

Jaz) = /d0 cos(nfl — zsind), n=0,1,23,... (34)

ckanligini keltirib chigaring.
1.13-mashaq. (15)-formuladan foydalanib J5(x) ni Jy(z) va Jy(x) orqali ifodalang,.
1.14-mashq. (34)-formuladan foydalanib Jo(0) = 1, .J,(0) = 0, n > 1 ekanligini isbot
qiling.
1.15-mashq. (34)-formuladan foydalanib Ji(z) = —Ji(z) ekanligini isbot giling.
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§2. Legendre polinomlari. Sferik funksiyalar

Oddiy elektrostatik masaladan boshlaylik. z = nuqtada joylashgan ¢ zaryad
A nugtada quyidagi potensial hosil giladi:

1 ¢

47?5“ T '

Rasmdan ko'rinib turibdiki,

A « B
,,,,__,77 = vV7r2+a2 - 2racosd.
’—/-/ < ‘
; z . . -
: / o Bu formulani masalaning geometriyasidan
a a> kelib chiqadigan vektor munosabatdan

keltirib chiqarish qiyin emas:

riI=r—a — 7=
L1-rasm: z- o'gida joylashgan zaryad

_ 2, .2 ;
=r’+a®>—2r-a=12+a® - 2racos/.
Demak,

o(r) =

-4 (r* +a® — 2racos0) V% = 4 L
’ITI'C() 47(5'()1' (1,2 a ~
1+ g 2; cos(

ekan. Quyidagini faraz qilib: = > a, olingan ifodani a/r bo'yicha qatorga
yoyaylik. Qator koeffisientlari fagat cos ¢ ning funksiyasi bo’lishi mumkin:

o B K g FOE .
o(r) 4ﬁ{ﬁwgl,,((mo) (7) , (35)

Hosil bo'lgan qatorning keeflisientlari Pu(cosf) Legendre’ polinomlari
deyiladi. Ularni quyidagi hosil qgilish funksiyasi orqali ta'riflash quiaydir:

] 20
92y l) = ——— = P, (z)". o
LA 1 — 221 + 2 Z (@)1 (36)

n=A)

§2.1. Rekurrent munosabatlar

/

Hosil qilish funksiyasining ta’rifidan ko’rinib turibdiki

Py(z) = g(z,t = 0) = 1. (37)

Th i = 3
Adrien-Maric Legendre (1752-1833) - fransuz matematigi. Ruschast - Jleskanap

16 l\..:‘.

Undan tashqari,

9] -
P(z) = = g(z,t)] =ua. (38)
ol
=0
Albatta, bittama-bitta F, larni bu tartibda hisoblab topish katta ishni talab
qiladi. Rekurrent munosabatlardan foydalanib P,(x) larni topish bu nuqtai-
nazardan katta qulaylik tug’diradi. Ularni topaylik. Buning uchun g(z,2) ni
bir marta £ bo'vicha, bir marta @ bo’yicha differensiallaymniz.

o0

dg(z.t) _ x—1 -
B R (o Ln[,,(.l.)t :

n=0

Tenghkning chap tomoni:

T —1 -1 -
" = Pa(x)t?.
(l — a2t + ‘2)3/2 1 — 2zt + #2 “Z_; (L)

Demalk,
o0 oo
(z—1) z Pu(z)t* = (1 — 2zt + ¢3) an’,.(;z:)t" :
n=l n=>0
ckan.  Bu tenglikdagi ¢ ning bir xil darajalari oldidagi koeffisientlarni

tenglashtirsak, quyidagi birinchi rekurrent munosabatui olamiz:

2n+ VaPyx) = (n+ 1) P (z) + nPyi(z) (39)
1.2-misol. n =1 deylik:
s .'2 £5
3aP(z)=2P+F — Pz)= o ==

Bu yerda (37)- va (38)-fermulalar ishlatildi.
1.3-misol. n = 2 bo'lsin.

54 .3
50 =3P+ 2P, — P3= %T" =58

1.16-mashq.

(39)-dan foydalanib P;(x) ni keltirib chigaring.

1.17-mashq.  Fo(x), Pi(x), Po(x), Pa(z) ve Py(x) larning —1 < 2 < 1 sobadagi
erafiklarini chizing,.

(39)-dan ko'rinib turibdiki, 7,(x) - @-ning n-darajali polinomi.

FEndi hosil gituvehi funksiyadan 2 bo’yicha hosila olamiz:

dg(x. 1) t

i ), bl

j§ ~ SamDU ilmiy
|
I

axbo%marka &




yoki,

(1 — 2zt +1%) Zz " = 121 )",

n=() n=()
Yana chap va o'ng tomondagi / ning bir xil darajalarining ocldidagi
koeflisientlarni tenglashtirsak, quyidagi rekurrent munosabatni olamiz:
/ /
P, 1(z) + Pi_(2) = 22P(x) + Pu(z). (40)
Agar (39)-ni differensiallasak, ikkiga ko’paytirsak va undan (40)-ui ayirsak yana
bitta muhim rekurrent munosabatni olamiz:

P (z) — Pi_y(z) = 2n+ 1) P, ().

Yuqoridagi uch munosabatlardan foydalanib quyidagilarni ham  keltirib
chiqarishimiz mumkin:

Py y(z) = —nP(z) +aPi(z);  Pryi(e) = zPi(a) + (n+ 1)Pa(z);

(1 —zY)Pl(z) = nP, i(z) — nzPa(z).
(1)
Oxirgi formulani olishda undan oldingisida n — 7 — 1 almashtiramiz va paydo
bo‘lgan P, ning o‘rniga shu uch formulaning birinchisini ishlatamiz.

§2.2. Diflferensial tenglama

Legendre polinomlari ho’ysunadigan differensial tenglamani keltirib chigaraylik.
Buning uchun (41)-ning ohirgisidan bir marta hosila olaylik:
—2zP(z) + (1 — 2} P)(z) = nP._,(z) — nP.(z) — nxP.(z).

(41)-ning birinchisidan foydalanib bu yerdagi /7, , ni yo’qotishimiz mumkin,
natijada quyidagi differensial tenglamaga kelamiz:

. )P"('L) 2:51_):'(1.) +n(n+ 1)P,(x) = 0. (42)

Bu tenglamaning nomi - Legendre tenglamasi. Uni boshqa formada hamn yozib
olishimiz mumkin:

i[(n - o) )] o+ 1)B(x) = (43)

Agar o'zining kelib chiqgishi bo’yicha z = cosf8 okanhg,xm eslasak, Legendre

tenglamasi quyidagi formaga keladi:

1 d (.  dP(cos0
( 9 8L nko0s0)

sinf df do

- N T 2.(cos0) = 0. /
sinf df )4 n(n +1)Py(cos0) =0 (44)
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§2.4.  Xususiy hollar

(36)-da & = 1 deb olaylik:

: -3 By
| 2t I_ t =0

[lkinchi tomondan

____an
L n=~0

Doemak,

B.{1)=1

ckan. Endi (z, t) = (—x, —t) almashtirish bajaraylik:

-_Lla,u)z'*~21, (—z)(—1)"".

l = =0 n=(

Demak,
Pu(=2) = (-1)"Pu(x)
chan. Xususan,
Pn(“l) = (—"l)“

ho'ladi. . .
§-hobdagi VIl l-misolda P,(0) ning qiymati kerak bo‘ladi. Uni topaylik.

9(0,0) = (1+12)l/" Z/ 0)i"

dan kelib chiqadiki, uning yoyilmasida ¢ ning toq darajalari uchramaydi.

emak,

plﬂ | 1(0) =0. (]b)
Binomial keeffisientlarning ta'vifidan

i «— _ (-1/2)! 1/2)
(1+2)172 - L (-»l/l h)‘n' Z I'( 1/2 —n)’(n + l)

Ciamma-funksiyalar uclun quyidagi (]9], 18-bet)

1 1 s ! ! (1) —
Mz4+2|Pz—-2]= va TI|=z)=Va
: (2 l “) p (2 ) cos(7z) 2
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formulalardan foydalanib qatordagi koeffisientni quyidagi ko‘rinishga kelti-
ramiz:

I'(1/2) _cos(nm)I" (§ +n)
'(1/2-n)P(n+1) ~  /al(n+1)
Quyidagi Legendrening ikkilash formulasi deyiladigan (]9], 19-bet)

T'(2e) =22 Y~ APGiT (% + z)

va gamma-funksiyaning z['(z) = U'(z + 1) hossasi ko'rilayotgan koeffisientni

quyidagicha. ifodalashga imkon beradi:

cos(nm)I’ (5 +n) (1) 2I'(2n) _ (=1)"(2n)!
VEl(n+1) 2P(m)I(n+1) ~ 2(n))2
Demalk, )
_(=1"2n)
Pul0) =ity

§2.4. Ortogonallik

Ortogonallik munosabatlari maxsus funksiyalar uchun juda muhim rol o ‘ynaydi.

(43)-ni £, (z) ga ko'paytiraylik:

l),,,(l’) ,:(1 7Y (l]n(l‘)} + n(n + 1)1 m ) Y ( ) == {).

Shu tenglamaning o’zini 7 <> m almashtirib yana bir marta yozainiz va ularning

birini ikkinchisidan ayiramiz:

B [(] — 2P/ (:1:)] - P, [(l —2®)P! (1 )J = =FalPufn(n + 1) - m(m + 1)).

Chap tomon quyidagi xossaga ega:

B [(1 = 1'2)1’;(1)] e [(] —~z )1’,',1(2-)} =

v ;l(—lz- l:l)m l:(l 12)1)1,:(7)} — b, [U N 1:2)[)1":(15):H‘
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Olingan munosabatni z bo'yicha -1 dan +1 gacha integrallaymiz, bunda uning
chap tomoni nologa teng bo’ladi (ixtiyoriy n,m lar uchun), o'ng tomoni esa
fngt 70 # m dagina nolga teng:

|
/d:l:l’.,.,,(:z:) Prn(z)=0; n # . (47)
-1

[1n munosabatni sferik koordinat sistemasida ham vozib olishimiz mumkin:
/ Py{cos0) P, (cos ¢) sin 0d0 = 0, n#m. (48)
0
Aoy dided , e S
i holda ynqgoridagi tenglikning chap va o'ng tomonlari 0 = 0 ko’rinishga
oot Shuning uchun bu holni boshgacha yo’l bilan ko'rib chiqamiz. Hosil qgilish
[unksivasining kvadratidan integral hisoblaylik:

/lcu (Zl ()t )2 “tz"/drr (49)
-1

‘-
/1-*21/4[

[Y munosabatni olishda biz (47)-ni ishlatdik. Chap tomondagi integralni
isablash givin emas:

ll

n=() n=0

1

i dxr 1, 1+t

— = - In- 4

/1-2u+¢2 E =i
=3

[kkinehi tomondan

1, 1+t AR 2 .

“m—=2 R R . 50

r.l"l_/. _(43+ i‘ ) ;—02"“ (50)
(In(L + &) =t - /2 +63/3 - t4/4---). (49) nmg ohirgi gismi bilan (50)-

i solishtirsak Legendre po]inomlanmmJ normasi” ning kvadratini topgan
ho'Tamiz:

2n+1

JEI- Rt (51)




_—— =

§2.5. Integral tasavvur (Shlifii integrali)

Yana hosil qilish funksiyasiga qaytib kelaylik - (36)-ga. Kompleks analiz
qoidalari bo’vicha undan quyidagi integral formmlani olamiz:

I‘),,(Z) = _1 %Q(Z‘C)d(

27; Cn-l 1
o
Kontur €' - ( = 2 nuqtani o'z ichiga clgan ixtiyoriy kontur. (—kompleks

o'zgaruvchi. Bu formulani qulayroq ko'rinishga. keltirish uchun
V1=22(+=1-(y
almahtirish bajaramiz, bu yerda 7 - vangi o’zgaruvehi. Bu holda

. 1-(n
; =2
n?-1’ d¢ 72— 1

gl —2

C=2

dy

bo'ladi va integral quvidagicha formaga keltiriladi:
© q o (&3 E)

1 (- 1)"

1'7:1(3) = i ‘ (77 m z)’” 1 {
o

In. (52)

Bu integral Schlifli® integrali deyiladi. n butun bo’lmaganda integral osti
funksiyada uchta tarmoglanish nuqtasi bor - ) = z, +1. Shu sababdan konturda
ikkita kesma bo’lishi kerak - (-1) dan —oo gacha va 1 dan z gacha - (1.2)-rasmga
qarang.

L.2-rasm: Schlafli integrali uchun kontur

SLudwig Schlifli (1814-1895) - shveytsar matematig

22

§2.6. Rodrigues formulasi

(‘anchy teoremasi

I
f(n)(z“) = %’l— % —(2' —f(;:)))TI—de

ni eslab Sehlafli integralidan

l d" 2

{ 2 — n :

formulani olamiz. Bu - Rodrigues® formulasi deyiladi.
1.18-mashq. Bevosita Rodrigues formulasidan quyidagilarni keltirib chigaring:

1 d?

G 1 .
N 22 1) = 2(322—1).
x) 7222‘[1_2(; 1) 2(51. )

1 d
M) =1, P(@)=3o-( )=z P

§2.7. Laplace tenglamasi sferik sistemada
Laplace!” operatorining sferik sistemadigi ko’rinishini quyidagicha:
¢ ‘ a2
L 8.y o Y, 0l 0 L du
U= —g— s — | Sl 0—— + ———:
P r2dr (1 or ¥ r2sin ) 00 o0 r2sin® 0 Op?
Laplace tenglamasi
Au=0
ning  yechimini  sferik  sistemada  o’zgaruvchilarni  ajratish metodi bilan
qidiraylik:
u(r,0,p) = R(r)Y (0, ¢).

[3n holda,

Y d [ ,dR R 9. 8Y R Y )
SRR e e SR (i R e TR Y
= r2dr (7 d.r) t 090 (sm a0 )t 2sin® 0 dy? 54

lenglamani olamiz. Agarda shu tenglamani r* ga ko’paytirsak va RY ga bo'lsak
1.d [ »,dR 1iff] W e Y OO 4 5 1 G2y
s | Pt liae —| e L BING e b . g | =
Rdr dr Y | sin0 a0 a0 sin® 0 9p*

: : s ; ey
tenglamani olamiz. Bu tenglamaning chap tomoni fagat 7 ga bog'liq, o'ng
2 . . 1 ot ; b
tomoni esa (0, @) ning funksiyasi. Demak, tenglikning na chap, na ong
lomoni hech ganday o‘zgaruvehi emas, konstanta ckan, shu sababdan biz o'ng

"Ih;n:]';nnin Olinde Rodrigues (1795-1851) - fransuz matematigi
P Picrre-Simon Laplace (1719-1827) - fransuz matematigi. Rus tilida - jlawac.
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tomonning oxirida hozircha noma’lum konstanta \ kiritdik.

Shu sababdan

ushbu tenglama ikkita tenglamalar sistemasiga aylanadi:

L (,dﬁ@) —AR(r) =0 (55)

dr dr
d o ())/(0, \[3) l ()2}/(0 (F) . ER)
o (975 2) + s 0D v -0 o

[kkinchi tenglamada yana bir marta o’zgaruvchilarni ajratish mumkin:

Y (0,0) = 0(0) 2(yp). (57)

Bu holda (56)-tenglama

P(p) d (Sm 0(19(0)) L 80) de(yp)

sind di d0 sin?p -ritpz +AO(0)P(p) =0

E % N ) 5 % -
ko'rinishga keladi. Unj sin® @ ga ko’paytiramiz

sin@ d [/ | do(0) ., I d*d(y)
(00— )y ain?o— 1 80e)
© do (“'” 9 )H““’ b=rs a2 =

a B8P ga bo'lamiz:

Chap tomon faqat 0 ga bog’liq, o’'ng tomon - faqat ¢ ga, tenglik ixtiyoriy
0, ¢ larda bajarilishi uchun ikkala tomon ham konstanta bo’lishi kerak. O’sha
konstantani g harfi bilan belgiladik. Natijada bitta xususly hosilali tenglama
o'rniga ikkita oddiy hosilali tenglamaga ega bo’lamiz:

d*d( :
7 50(2’0 ) +pd(p) = 0; (58)
d 0(0) .
sin O(E (sinﬁ%l) + (Asin*0 — p)O(6) = 0. (59)
4 konstantani aniglaylik. Buning uchun (58)-ning umumiy yechimini yozib

olamiz:

P(p) = ¢ cos VItp + ey sin \/Jip.

¢— burchak, burchak 27 ga o’zgarganida biz yana o'sha nugtag;

Demalk,

a qaytib kelamiz.
Bp+2m) = d(p)
bo’lishi kerak. Bu shart bajarilishi uchun esa

pt=m> m= 0,1,.2 3v. =

24

Nahy Teorale CIN k,
bo'lishi kerak. Dema; e (60)
(P,"((P) =5 \/i;(‘

ckan. Koeffisient shunday tanlab olindiki,

2n

[ dp @010 (0) = b

0
n)n:\xo:;:)ll);i;:]‘:::;lt:.::iqluylik. Buning uchun -(59)-tm\glanm.(ladz‘zagi::va:;r)\j
quyidagicha almashtiramiz: cosf) = =z ((bf‘)?.—;el;‘g]a,lr;(ajl;"(((5 Z)—)_mnghma
tenglamalar bilan solishtiring).  Bu almashtirishdan key
quyidagi ko'rinishni oladi:

d ((1 V:L_g)de_l(fl:)> " (,\2 o B )6(3:)=0. (61)

dz da: 1=%*

nN= k()n‘u talltrl, (. b Sl I.,( g H . 3 ll('hlln
\ uno /lll"lo" l\" 1" lh\l“ l)() _V" h LI ga l)O hq emas !)llun]llg’
l\hlll ‘(“ngll (LSl“lll'\. h 1mMadgs (uh(l(l. m = () (l( b ()h’unlz. [[()S Xl bU loa" te]l(’](u“d

1 (=) (=]

d P de(.’l') 2 3= (62)

ng V('.(.hl nim "-lllndl ]k te ? o « A Z(l(‘,k [ lob(“. b "]('.t()d] b]]n-"
m 1 1 jl Al y(‘(hgmllllll nius
o 2 .

izlaymiz (z = 0 nuqta atrofida):

3 2 Legrd 4o (63)
W Sy P -"+(*3"’7+ i
O(z) = Z(’"‘"'" = Cp + C12 + Coa
n=>0
Oydinki, s
s + 2¢o1 + 3cgz” -+ -
O'(z) = Zn(:,,m =0 o :
n={
= : : Ol .
0" (z) = Zn(n — D)eaz™ 2 = 2¢p 4 6c3 + 12¢42% + - - - .
n=()

‘.'c al 2 bt L g i 1T'e AT Oldld(.' gl
. va. T nin b“ Xll d( {l}al( 1 1)

]‘()pll"‘."l' Il (6 ) gﬂ Ol]b })()I]E) q() ya“n/ Vi 'S

k()e’hslentl:‘““l V]g 1l) (‘.ll)qalml/".

i [n(n — 1)eua™ %+ (A2 = n(n + 1))caz”] =0,

n=0



Bu tenglik bajarilishi uchun z ning bir xil darajalari oldidagi koeflisientlar
vig'indisi nolga teng bo'lishi kerak, buning uchun
¥ A —n(n+1)

(n+1)(n+ 2)('"

bo'lishi kerak. Ko'rinib turibdiki, (63)-qator [z] = 1 nuqtalarda yaqginlashuvchi
bo‘lmaydi, chunki bu hollarda

Cny2 =

Cn4-2
Cp

— 1.

n=00 ‘

Demak, qatorni uzib, uni polinomga aylantirish kerak. Buning uchun |

A=n(n+1), n=0,123.. (64) 3

desak, yetarlidir. Bu holda (62)-tenglama Legandre tenglamasi (43)-ning o‘zi
bo‘ladi:
d 9, dO () I
H ((1 =1 )T) +n(n t I)Q(IL‘) =) _I
va ©(z) = P,(z) bo'ladi.
A uchun topilgan giymatni R(r) uchun (55)-tenglamaga olib borib qo‘yamiz:

L (,.‘2%5")) —n(n+1)R(r) = 0.

dr

Bu tenglamaning yechimini R ~ 7* ko‘rinishda qidirsak, s = n va s = —n — 1
bo'lib chigadi, ya'ni

R(r) = Ar™ + By, A, B — const. (65)

Agar ko'rilayotgan masala r = 0 nugtani o'z ichiga olgan bo‘lsa,

R(r) ~ "

deb olish kerak. Agar tashqi chegaraviy masala (VII-bobga qarang)
ko‘rilayotgan bo'lsa,
R(r) ~r !
boladi.
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§2.8. Umumlashgan Legendre polinomlari

(61)-tenglamadagi A aniglangandan keyin, uning ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

¢ [(1 Iz)d?i:(r.m)J + (n(n +1) ]—T:,_sz) O(z) = 0. (66)

dz

Bu tenglama m = 0 holda Legendre polinomlari uchun (43)-tenglamaning
o'zidir.  Uning ixtiyoriv butun m dagi yechimi wmumlashgan Legendre
polinema deyiladi va u quyidagicha yoziladi:

5 dm
O@@)=P"r=(1- f)'"/ZFH‘(.T). (67)

Usmunniy holda bu yechimni tekshirish bir muncha hisob-kitobni talab giladi.
1.19-mashq. Legendre  polinomlari  Z,(z) uchun  (43)-tenglamani  bir marta
differensiallab

= d
Pl =1 -—:1:-';[71’,,(:5)
belgilash kiritilsa tenglama

—"-[(1—12)%] | (n(n+l)—ﬁ) PMx) =0

dx

ko'rinishga kelishini ko‘rsating. Olingan tenglama (66)-da m = 1 deb olishga teng,.
Ushbu mashqdagi amalni m marta bajarsak, (67)-formulaning to‘g'riligiga
ishonch hosil gilish mumkin. Ko'rish giyin emaski,

Pz) = Pu(z), Plz)=(1-z*)"2=sin0,

PHz) = 3z(1 — 2%)"/?2 = 3cosfsinf0 va hk

Agar (67)-formulada £2,(z) nuchun Rodrigues foriulasini ishlatsak,
=)
s d"H n
(1 5. $2)1n/2
211"! (lll,'"” n

munosabatni olamiz, undan ko’rinib turibdiki,

Fi(z) = (22 —1)"
—n<m<n

bo'lishi kerak.
Umumiashgan Legendre polinomlarining xossalari juda ko’p, ulardan faqat
ba’zi-birlarinmi misol sifatida keltiraylik:

PM(~z) = (~1)™™P™(z), P™(+1)=0, m>0, vahk.
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Umumlashgan Legendre polinomlari uchun quyidagi ortogonallik va norma
sharti bor:

2 (n+m)!
T 1 Ynk-
-+ 1(n—my "™

/d’c l)m(’L Pm(.l,) = (68)

Sferik sistemacda:

w

. 2 (n+m)!
m S (27N - o — S R s Y
/I,, (cos @) " (cos 0) sin 0dO = e ()™
0
1.20-mashq.

Pl(cosf) = (2n — 1)!! sin” 6, n=0,1;2,
ckanligini ko‘rsating. Bu yerda (2n — 1)!! =1-3-5-.7---(2n — 1). Masalan,

Pl = (1-2®)"? =sin0, P}=3(1-2%=3sin%0, P}=15(1—2")"2=15si*6 vahk

§2.9. Sferik funksiyalar

(57)-formula bizga Laplace tenglamasi yechimining burchak gismi Y (0, ) vi
beradi. Agar (60)- va (67)-formulalarni hisobga olsak Y ni quyidagicha tanlab
olishimiz mumkinligi oydin bo’ladi:

m(o ) \/(2n4:(;)T;)T) Pm(c%(}) nm, (()9)

Bu formuladagi koeffisient shunday tanlab olinganki,

® 2w

/ /dQ b iied () (,r))Y"'?( 1) = OnynaOmyms,  dQ = sin 0dAdep, (70)

bo‘lnm. Sfenk funksiyalarning bir necha xususiy holini keltiraylik:

1 [3 . / 8 ;
Yy = By Y, = -8—7Fsin()c'*’. Y, = %(:os(), Y= '\/8i7_si110a "
‘ 7'|’ /! i
Undan tashqari
2 1
Y2(0,0) =\ T Palcos0). (71)

Shu paytgacha yiggan bilimlarga asoslanily, Laplace tenglamasining sferik
sistemadagi eng umumiy yechimi quyidagi ko‘rinishga ega bo‘lishi kerak degan
xulosaga kelamiz:

0O m=n

or,0,0) =) Z (™ + bt ™) Yi(0, 0). (72)

n=0 m=-n
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Laplace tenglamasiga olib kelgan masala sferik simmetriyaga ega bo‘lganda

bu tenglama sferik sistemada yechiladi. Olingan yechimning birinchi gismi

YN0, 9), no= 0,1,2,.. sferaning ichki sohasida » < R ishlatiladi,

Ym0, 0), n=0,1,2, .. qism esa sferaning tashqi qismida ishlatiladi.
Faraz qilaylik sferaning ustida r = R yechim [(0, ¢) ga teng bo'lsin:

m=n

'IL(R,()JP) = Z Z 1mn n 0 %9) (73)

n=0 m=-n

Laplace tenglamasi uchun chegaraviy masalalarning aniq qo‘yilishi 7-bobda
muhokama gilingan, bu yerda bizni A,,, koeflisienllarni topish gizigtiradi. A,
koefiisientlar (70)-munosabatdan foydalanib topiladi:

Aun = [ 42 Y°0,)10,6). (1)

Bu munosabatning bir xususiy holi keyingi paragrafda muhim rol o‘ynaydi.
(71)-dan foydalanib quyidagini yozamiz:

: Wi 2n 41 ;
Awo = | dQ Y, (0,0)f(0,0) = T d2f(0, ) Pu(cos 0). (75)
- i

lkkinchi tomondan

oC  m=n 2Fﬁ
0 (P) Z L Anmy (0,9‘) == Au(l A s

n=0 m=-n

chunki P(1) = 85,0Pu(1) = 01 va natijada

rin (2n‘ + 1)(" m)| yn imy 2n +1
0 dn(n +m)! Sle= At
bo‘ladi. Demak,
[ F6.0)Be0a8) a0 = 2> 5(0, 5. (76)
J ; 2n+1

§2.10. Legendre polinomlari uchun qo‘shish teoremasi

Fazoda ikkita vektorlar ry va rs berilgan bo'lsin, ular orasidagi burchakni 7y deb
helgilaylik (I.3-rasmga qarang). Agar r; ning sferik sistemadagi koordinatlari
ry, 01,401 va ry ning sferik sistemadagi koordinatlari ry, 0, 9 bo'lsa,

cosy = cos 0y cos 0y + sin 0y sin O cos(iy — ©s) (77)
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I'3-rasm: Qo'shish teoremasiga oid

bo'ladi. Bu munosabatni ry va ry vektorlar orasidagi skalar ko‘paytmani ikki
xil yo'l bilan ifodalash orqali isbot gilish mumkin. Birinchidan,

Ty - Iy = Tore COS7Y.
Ikkinchi tomondan xuddi shu skalar ko‘paytma
Xy =Yy = Tiglg + TiyTay + 11212, =

== 717 [5in 0y 5in 0(cos @) €08 s + sin ¢ sinpg) + cos 0; cos 0y
ga teng. Shu ikkala formulani solishtirish (77)-formulaga olib keladi. ~ ga
mos keluvchi azimut % ni rasmda ko‘rsatganimiz yo'q. chunki uning keyingi
mulohazalarda ahamiyati yo'q.
Legendre polinomlari uchun qo‘shish teoremasi quyidagidan iborat:

m=n

Z v (01,01) Y, (02, 02)- (78)

m==—n

Bifieea)= o +~1

Bumi isbot qilish uchun 7,(cosv) ni (0, ¢;) burchaklar bo‘yicha (73)-qatorga
yoyainiz:
oo me= 7l

I)H(COS’Y Z z An m(()" SOZ)Y”“({)I;(.OJ)-

n'=0m=-n'

Bu yoyilmada (f,3) burchaklar parametr sifatida qaralyapti. Qatorda
hagiqatda faqat n’ = n hadgina qoladi, aks holda ifodaning chap va o‘ng
tomonlari har-xil juftlikka ega bo'lib qolishi mumkin:

m=n

(OS’)’) Z Anm 02,&,)~ )’,"(0[ 5.91)

m=-n
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Koethsientlar quyidagicha aniglanadi:

/'11L1n(02a <l»ol) = / }’;17"‘(011 (!9’)1)"((:05 ﬁ’) dsz”h\v’)l‘

Bu formulaga (76)—ui ishlatsak

s 47r sin=
o +1Y (0u(, %), kpl(v.v)) v 2n+1) (02, p2)

ekanligi kelib chigadi. Shu bilan go'shish teoremasi (78) isbot gilindi.

Aum(oZa 9’"2) -

§2.11. Misollar

i.4-misol. z-o'qida koordinat boshidan a va —-a masofada joylashgan 4-q va —¢
zavyadlar sistemasi{dipol)ning kuzatish nuqtasi A da hosil qilgan elektrostatik
maydonini toping (I.4-rasmning a)-qismi) (r > a yaqinlashuvida).

A l
“»4-4 i Aa g 2 }2a
Pl
0o . ) )”
—291% L/
A gk
'/ ! / 2G8-a
¥ 1‘ -q s —ul L
i 94 -2a
i
a) N «)
I A-rasm: Zaryadlar sistemalari
2 = a nuqtadagi zaryad hosil gilgan maydon
2. 5 A 0) (%)= =L |14 Pilcost) 2 + P gfind
Oira) = 08 - Pi(cos@)—+ Pa(cos 0)— +- - -
v(ta) dmeyr £ x = dmegr r 2

= —a nuqtu.da(rl zaryad hosil qilgan maydon

Pl-q) =

i W, 2 T
2 (050( ) 47rs{:)'r [J-PI(COSO) + P (cosO)—-

17'5;,1

Supcrpommya prinsipi bo'yicha to'liq maydon ikkalasining yig'indisiga teng,
noldan fargli bo’lgan birinchi had anigligida (yuqori tartibli hadlarni tashlab
vuboramiz, chunki ¢/r < 1):

s a qa cos
Pi(cos@)— 4 - = —1—,,
Amwegr T 2megr?

© = Plg) T P =
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Bu formulaning vektor ko’rinishiga o’taylik. Buning uchun avval dipol momenti
degan kattalikni kiritamiz: d = 2¢a, bu yerda a = {0,0,a}, shundan keyin
formulamiz quyidagi ko'rinishga keladi:
1 d-r
4eg T8

1.5-misol. I.4-rasmning b)-qismida ko’rsatilgan sistema uchun elektrostatik

maydonni toping (r > a yaqinlashuvida) (sistemaning nomi - chiziglhi

kvadrupol). .
Uchta maydonni qo’shib chigishimiz kerak:
z = a nuqtadagi zaryad hosil gilgan maydon

(a) q a o’
Plrg = 471'“ . Z P(cos ) ( ) ;1? 1+ P {cos 0)7—_—1~ Py(cos 0)72- e
z = —a mugtadagi zaryad hosil qilgan maydon

o0 "
(-a) _ 4 - —a a2
Plrg = _*47%01.2; P, (cos &) (T) 477 = {1 Py (cos ()) Py(cos 0)7-—2 -

z = 0 nugtadagi zaryad hosil gilgan maydon:

R
Pl-2) = 2regr”
Umumiy maydon:
2q a® ga®
= Py(cos)— + .- = —
= 5(cos )r2 4 47r-m“*($ws 0—1)+

Uning vektor formasi:

q 3(a-r)? — a*?
47eg 75 ’

Quyidagi kattaliklarni kirvitaylik:
« ¢ "'.
D,'j = Z(](J‘I‘i'l‘j - ()ij)a J M= ;“-
Kiritilgan kattalik D;; - sistemaning kvadrupol momenti deyiladi, yig’indi
hamma zaryadlar bo’yicha, n; esa birlik vektor. Bu holda
L Djnin; 5.
= 8reg 19
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1.21-mashq. Kuozatish nugtasi uchun r < a bo'lsa (ya'ni, koordinat boshidan
1ish nugtasigacha masofadan katta bo'lsa) potensial uchun quyidagi

zarvadgacha masola ki
ifoda to'g'ti bo'lishini ko'rsating:

17r£ ZP (cc:»0)( )

Ushbu mashqda olingan natijani (35)-formula bilan bitta formulaga birlashtirish

mumkin:
e S (), v

TEQrs
Bu verda ikkita masofa kiritilgan - 7~ va r., ularning biri zaryadgacha masofa,
ikkinchisi - kuzatish nuqtasigacha masofa. v~ belgi ularning kattasini, r< belgi
esa kichigini bildiradi.

1.22-mashq. L4-rasmning ¢) gismida ko'rsatilgan chizigli oktupol deyiladigan sistema
uchun elektr potensialni toping.

§3. Kvant mexanikasida impuls momenti

1Bu paragrafl asosiy tekstga kirmaydi, uni 6.1-paragrafdan keyin o'qish tavsiya cliladi.
Iinpuls womenti quyidagicha ta'riflanadi:

L = [rp],
bu yerda p = —#AV. Impuls momentining komponentalari:
3 I &

ad ad : a a a J
Ly = - zh( % UJ) Ly = —ih (..;E - CE) s 1 Gy E=i ( )J yb—z) .

Momentning kvadrati:
L2 = Lj. X L; + [.-'::.

Momentning kvadratini sferik sistemada ifodalaylik. Buning uchun @, 3.z va .6, ¢ larni
hoglaydigan formulalarui olish kerak:

x = rsinfdcosp, y = rsinfsinyg. z =rcosl,
r == \/;Ii—yi—l‘.-'-’ ) = arccos —r%' (p = arctan 'f
Shulardan foydalanib @/&z ni hisoblaylik. Birinchidan:
o _wa D 20
dx  dxdr  Oxrol  Oxdy

kkinchidan,

ar . % J a0 1 dg sin

by It o8 = 26680 ok R dianrad s

dr v Anfcns e rsind
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Demak,

a 2] I 7] sing o
- =sinfcosp— + —cosf cosp— — .
By e o SR rsind gy

Quyidagilarni ham xuddi shunday yo'l bilan topish mumkin:

4 s el VG S A 0S¢
o smOsmg;(— + —cos@sin cosp J
e or r

‘
Y56 " ren 00p"

9 3
;')(—:-: = (zosﬂ—,d(?; - "l‘si"(l"(.—ja.

Bu formulalar yordamida harakai. migdori momenti operatori L komponentalarining sferik
sisteradagi ifodalarini topamiz:

: 21
L, =ih lsin l,L'ago— b etgl v.ns;pé—ﬁJ ;
o,

2 Q. L il
Ly = —ih [cuszp;,}-(-)- T Luéw(/sm‘/;)'.é] 3

L: = —lrl.ss; 5

Olingan formulalardan foydalanib impuls momentining kvadrati quyidagi ifodaga
tengligini ko‘rsalish qiyin cmas:

o s : [ 1 8 P) 1 &)
I ) W 4 LR o] (= L
skt =R L-maao ("“'00(1) v Ee r')',:"}

Laplace operatorining sferik sistemadagi ifodasi (51)-dagi

3 52
- ;:T(}u(_o (ma%) + :‘%—55‘3 (79)
qism Laplace operatorining burchak gismi deyiladi. Demak,
L? = —h*Ag .
(56)-tenglamani olingan ma'lumotlar ascsida
L2Y (0, ©) = K*AY (0, @)
ko‘rinishga keltirish mumkin. Bu esa harakat miqdori momenti operatori kvadrati uchun

xususiy giymatlar masalasidir, bu masala §2.7.-pavagrafda yechilgan, uning vechini (64)-
formula orgali ifodalanadi. Demalk,
/

LY (0,¢) = WPn(n + )Y (0,¢) n=012..
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4. HHermite polinomlari

4.1, Hosil gilish fumksiyasi

ssik i arde ir cha
Hermite'! polinomlarini boshqa hamma Kklassik polinomlardek bir n;(ihc
vo'llar bilan kiritish mumkin.  Biz yana hosil giluvchi funksiya metodidan

fovedalinamiz:

; o { .
—t342xt __ N 8()
glz, ) =e = Z Il,,(x)n!. (80)
n=0
I formula - Hermite polinomlari [1,(2) ning tarifidir. Ta'rifning chap
Lomonini Taylor gatoriga yoysak,

\

&

£
. 2xt)’ =149t + —[4z? — 2] +---
| — 2 4 2zt + 5(—2 + 20t)" + - = 1+ 20t + ;42 ] +
darrov topishimiz mumkinki
Ho(zx) =1, Hi(z) =2z, Hy(x) = 422 -2, vahk (81)

{ i ishc idagi xususi arni keltirib chiqarishimiz
(80)-ta’rifdan bevosita ravishda quyidagi xususiy hollarni keltirib chiqe

mumkin:

H5,(0) = (—l)"£2—7i£, Hypy1(0) =0, Hy(—2) = (—1)"1],,(:c).
2 n!

§4.2. Rekurrent munosabatlar

V4 axrl3
[Rekmrent munosabatlarga o’taylik.

! o n—1
- " t
N 249 ; : (Rl U, IS
i g, 1) = (—2t4-2x)e bsideig (—-2(-!-2.77) z_(l ”7,(.’1?)71! ?‘6 [In(l)(n =71
[t tenglikdan
Hyy1(x) = 22 Hp(z) — 2nHa-: (x) (82)
relurrent munosabatga kelamiz.
) Y b i o , i
Z gl t) = 2™ = QZ Hy(z)—= Z Il,,(.”rt);i.
oz’ = n! e
\lil\i. ; (813)
o, (z) = H,(z). :

lckita reknrrent munosabatni topdik: (82) va (83).

U Chode Hermite (1822-1901) - Fransuz matematigl. Rus tilida - Hlapis paur
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§4.3. Rodrigues formulasi

Ta'rif (80)-bo’yicha

1111(3?) = _d—..(,:‘ (%4 22t

din
F =0
Shu formulani qulai ko'rinishea keltirish uchun
q &
(?—tz t20f e (t-r)2ia?
deb olamiz, unda
5 |
" i*4-2xt z? d" 3
e U2 . % ,—(t—x) o
I, (z) = TG =" e =
t=0 =0
(84)
2 d" ) d" 2
. .1:"__ (- 1) nz___,z
= (—-1)" (“"c = (—1) el
t=0

formulaga kelamiz. Bu - Hermite polinomlari uchun Rodrignes formulasi.
1.23-mashq. Rodrigues formulasidan foydalanib H,,(z) ni n = 0, 1.2 lar uchun toping
va ularni (81)-formulalar bilan solishtiring.

§4.4. Differensial tenglama

(83)-ni (82)-ga olib borib qo’yamiz va hosil bo'lgan munosabatdan  bo’yicha
hosila olamiz:

Hyi1(z) = 22Ho(z) — Hp(x) = H,,,(z) = 2H,(x) + 2z H.(z) — H!(x).
Bu tenglikning chap tomonida (83)-ni yana bir marta ishlatsak
H!(x) — 221! (z) + 2ndl,(z) = 0 (85)

tenglamaga kelamiz. Bu - Hermite tenglamasi.

§4.5. Hermite polinomlarining ortogonalligi va normasi
Quyidagi munosabat 0'z-0'zidan oydindir:

: LY‘ mn
e " g(x.t)g(,s) = (t‘uf) i L L()_I Hy(z) Hy(z)— 5

nlnl
n={) m=0 M-

Qulay ko'rinishga keltiraylik:

xd 2,9 §2.4-2:4 i —{s41))24-25

e e { |_,.rla §-288 _ o (r(il))lqsI.
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‘hup va o’ng tomondan z bo'yicha integral olamiz:

b o0, 0 1 g =
/d.z:c (@~ () }:Z /dn;e = H, () Hy ().
s —0 m=0 2

(!l tomondagi integral oson topiladi:

’" iy %
S ZL‘T,T / dz & Ho(z) Hn2)
n=0 m=0 L o

Ilsponentaning ta'rifi bo’yicha

n={)
emak, )
T e n#m; 86
/(l:ur Hy(2)Hylz) = { 2"n'\/_ i, (86)
o0

[vant mexanikasida garnmonik ossillator masalasini yechganimizda to’lqin
[inksiva Hermite polinomlari orqali ifodalanadi:

e II,,(T)

87)
Un(2) = (
( g ) \/:2"”' \/—
Yiqoridagi formmula bilan solishtirsak,
/ dz Y (2)Pm(2) = dum (88)

clodigmi ko'ramiz, .
I.G-misol. Yugorida aytganimizdek Hermite polinomlari chizigli ossilla-
Lorming kvant anelizida uchraydi. Bir o‘lchamli Schrodinger tenglamasi

B d(e) | [U(z) — E]¢(z) =0

“2m da?
T » I — — e
0 U () = ka? potensialni kiritamiz. Bunday potensial I = —U (x,) = —ka
|n/|«|l| q.xylmuvdn kuchga olib keladi. Bu tenglamada k = mw” va { =

v o/ha almashtirishlar bajarilsa, Schrodinger tenglamasi
2E .,
I:.II i3 s 'd} (- 0
@+ (5 &) 0o
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ko'rinishga keladi. Olingan tenglamada
¥(E) = e 2 H(¢)

almashtirish bajarilsa quyidagini olamiz:

H(€) - 26H'(€) + (% = 1) H(g) =0. (89)

Hosil bo'lgan tenglamaning yechimini Frobenius metodi bo'yicha qidiramiz:

H(§) = Z"wf" = o+ € + (:2{" e

n

Qulaylik uchun @ = 2E/(hw) — 1 belgilash kiritilsa, ¢, kocffisientlar nchun
quyidagi rekurrent munosabat kelib chigadi:

a—2n

|¢./Cuis| nisbat katta »n larda cheklangan emas, demak, bu cheksiz qator
yaqinlashuvchi bo‘hmaydi. Shuning uchun gatorni @ = 2n taniash asosida 7-
tartibli polinomga aylantiramiz. Bu esa birinchidan, (89)-tenglamani Hermite
tenglamasi (85)-ga aylantiradi, ikkinchidan kvantlangan ossillatorning yaxshi
ma’lum bo'lgan energetik sathlarini beradi:

1
En: = ) hw.
(77 !—2) w
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[I BOB. IKKINCHI TARTIBLI XUSUSIY
HOSILALI DIFFERENSIAL
TENGLAMALARNING KLASSIFIKATSIYASI

§1. Ikkita mustaqil o‘zgaruvchili hol. Umumiy nazariya

likita mustagil o'zgaruvehilarni (z,y) noma’lum funksiyani esa u(z,y) deb
belpilavmiz. Noma’lumm funksiyaning xususiy hosilalarini esa quyidagicha
belpilayimiz:

oulx,y) _ou(x,y) i 3 (')2__‘__”('1"'?/)
Uy = = Wy = = oy o ox? ]
o Pulzy) - Pulzy)
Uy = %0y i dy? ’

Noma'lum funksiya, uming hosilalari va mustaqil argumentlar orasidagi quyidagi

finksional bog'lauish
F(z,y,u, iy, gy Wier: Uiy um;) =0 (1)

ilkkita o'zgaruvehili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama
deyiladi'. Agar tenglama

gy + 201900y 4 Gty + FY (2, Y, 1, Uz, uy) =0 (2)

ko'vinishga ega bo'lsa (va ajy, a2 hamda ass koeffisientlar fagat z,y larga

bog'liq bollsa) bunday tenglama yuqgori tartibli hosilalarga nisbqtan

chazighi tenglama deyiladi.  Agar koeffisientlar agy,ajp va ax 11()1'11;1‘11le1

linksiya u va/yoki u,, u, larga bog'liq bo’lsa, tenglama kvazichizigli deyiladi.
Quyidagi ko'rinishidagi tenglama

@ gy + 20190y + A2ty + bitig + bouy, +cu+ [(2,4) =0 (3)

npar ag, bie, [ lar fagat @,y larga bog'liq bo’lsa, chizigli tenglama deyiladi.
\par [z, y) = 0 bo'lsa, (3)- tenglama  bir jinsli tenglama deyiladi.

"Albatta, bhu munosabat ixtiyoriy (i, g, u) lar uchun ayniyat bo'lmasa. Masalan, quyidagi I(:H;.':llk ixtiyoriy
(4, 1) Jar nchun ayniyat bo'tib tenglama bo'la olmaydi: cos(u, + n,,) — COS Uy COS Ty, -+ SID Uy SiU 1y, =
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Bizning magsadimiz z, y larning o’rniga shunday vangi o’zgaruvchilar

§= i), n =Pz, y) (4)

kiritishki, natijada ko'rilayotgan tenglama biz uchun qulay bo’lgan kenonik
; & & i) £

deb ataladigan ko'rinishga kelsin. Mana shu ahnashtivishni (2)-tenglamaga
o’lNaymiz. Albatta, almashtirish yakobiani noldan farqli bo'lishi kerak:

H¢m) _, ;
= G —Gns 0.
0(.E, y) 3 l!/ Qy ’- #
Hosilalarni alimashtirishdan boshlaymiz:
ou 9Cdu  Indu o

Uy = — == - -t = ':?l( + T Uy Uy = —— = h“l et
e TS a9x ()T) c l] u (}7/ (‘-I 27e Ty Uy

a A 9 "~ ¢ 5 .
Uygy = (') - (L,.'U,» - 7]1,“7/) — (.'(LC( } 2@ w1t n + 7]:-' .”‘"" + .7y 4 The “”’

o .
Uy = Or (Cyrue + myuy) =
= Calytage + (Catly + Cytha)ttcn + Matlytiny + Cagtiq + Nyl

J . |
; ‘ i A : - |
Uyy = dy (Guree +mytn) = Cuce -+ 2030y + Myt + Cuutie + Thyy .

Bu formulalarni (2)-ga olib borib qo’ysak uning ko rinishi quyidagi holga kelad:

&“u“ U 25‘12‘”“” W a?,‘.!"v/v/ 4 F =), (6)

Bu yerda

. 2 2 = 2 )
ay = an; +2a120G:C, + 022, Q22 = anm; + 2a120:7y, + 0221,

(7)

12 = 11(ans + 12 (Conly -+ Nely) + €y 7y

F' - nomalmm funksiyaga va uning birinchi tartibli xususiy hosilalariga
bogligdir.

Endi ¢ va n o'zgaruvchilarni shunday tanlab olayvlikki, yangi koeffisient-
larning bir gismi nolga teng bolib chigsin. @, ¢a dg larni nolga tenglashdan
boshlaylik. (7)-tenglamaning birinchi va uchinchi qismlarining ko'rinishi bir
xildir, ya'ni

anzl + 2a192,2, + (22333 = (). (8)
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nksiyani topsak v

— 2 : f i
= z(z, y) fu 0 bo'ladi.

) deb olsak ag2 =
yechimi

Mana shu tenglamani yechib 2

0 bo'ladi, 1 = z(:.lz,y
fenglamaning

2 =
— Qaypdzdy agodz® =0

olsak @1 = ;
Teorema. (8)

2

andy .

) = const 82 tengdir.

OO D
i iy integrali @(2
Jamaning umwinty

Leng
Isbot. dp=0=pdT+ pydy
(l:\l\ (_l_l‘i = —'ﬁﬁ
dx Py

s
Bu degani (9)-11

2 { .
("’i) 4 2apt +un=0
@

Kelib chiqadi.

an\ -’ s
Py [

O IS yé (‘,‘ a C Wz [;“ t(“l\“ld“\(lln
1% s 3=
k 1 " )‘(
N 118 hfj
C ‘1; & i ‘Zr 12% -"s Y 22y

] AN in(z = @\T y))-
‘rinishga Keltirsak (8)-ning © Zzini olamiz( o,
ko rinishga K€ :
(9)-tenglama (2)-n i
: : ing ® te
- toorali esa (2)-1ing wor
o) chimi bor:

ine zarakteristt gle
- ristikast deyiladi.

(9)-ning ikkita ye
. | 2 — 111022
dy a2t Vo2 102
'C_lTr. il a1
2, — 211022
2 — N %2 ]
dy _on=y
(I’L' ayy

<seaak. (2)-tenglama
— 092 helgilash Kiritsak, (2)-tengl?

2
var 1) = 012 s
o il turga bo'linadi:

quyidagl uch x
U i gipe‘;bo\ik;
9 D=0- pa.rabo\ik;

2:. D= elliptik.
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3 tenglamasi deyt

a C = 2(z:Y) deb

(9)

: uning wnumiy
ladi, unng v

(10)

D -ning jshorasiga d

arab




Keyin biz ko’ramizki, tenglama o’zining tipiga qarab alohida xususiyatlarga ega
bo'ladi - har bir tipdagi tenglama. fagat ma’lum tipdagi fizik Jarayonlarnigina
ifodalaydi. Bundan kelib chiqadiki, D - ning ishorasi (2)-tenglamaning muhim
& g
bir xarakteristikasidir. D - ning ishorasi (4)-almashtirishga bog’liq emas:
%3 = - 2 2
ayp — @11l = (ayy — an1a2) (G — Ge)®, (11)

va'ni, tenglamaning tipi (4)-almashtirish bajarilganda o’zgarmaydi.
2.1-mashq. (11)-mumosabatni keltirib chiqaring.
Shu uchta holni alohida ko’rib chiqaylik.

§2. Giperbolik hol (D > 0)

Bu holda (9)- va (10)-tenglamalarning ikkita har xil yechimi bor:

ez, y) =c,  YP(z,y) = o (12)
Shu yechimlardan foydalanib,
C=wlz,y), n=1v(z,y) (13)

almashtirish bajaramiz. Natijada @), = 0 va @y = 0 bo’ladi va (2)-tenglama
quyidagi kanonik ko'rinishga keltiriladi:

O*u
é_)@ = Uy = q)(c,‘li, u, ’ll.(,'U,,)) (11)
Bu yerda ® = —F/(2a;5). Tenglamamizni yana bir boshqa ko’rinishga
keltirishimiz mumkin. Yangi almashtirihs bajaraylik:
(=t+z, np=t-z
yoki,
e N
27 - 2, -
Bu holda
Au 1 ou Ou du 1 (Ou Ou Pu 1
alamrtasl ma=zlm—5l: 55—
¢ 2\ot oz dng  2\0t 0z a¢an 4
: 3
Demak, tenglamamiz
Uy — Uz = Py(2, Y, w0, ue, uy) (15)

ko'rinishga keltirildi.  Bu ko'rinish giperbolik tenglamalarning ikkinchi
kanonik ko’rinishi deyiladi, ((14)-esa birinchi kanonik ko’rinish edi).
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§3. Parabolik tenglama (D = 0)

I3u holda,
dy ap
dz ~ ay
ho'ladi va xarakteristikalarning soni ikkita emas bitta bo’ladi. Mana shu bitta
vechimdan foydalanib, yangi ¢ o’zgaruvchi kiritamiz, 7 sifatida esa ixtiyoriy bir
fimksiya olishimiz mumkin:
(=), n=mny). (16)

u verda n(z,y) - ixtiyorly funksiya (p(z,%) ga chizigli bog'liq bo’lmagan).
/7 = 0 dan kelib chigadigan aja = \/a;1a2 va undan tashqari @, dz + p,dy =
dr + (,dy = 0 munosabatlardan foydalansak

- . - \2
app = (\/U'Hg.'z 4 \/0'22(,11) =0,
a1z = (Vant: + vazg,) (Vann. +/asmn,) =0

ckanligini topamiz. Demok, parabolik tenglamaning kenonik ko’rinishi

Uy = P3(C, M, 1, 2, Uyy) (17)

ho'lar ekan ($y = —1:’/022)-

§4. Elliptik tenglama (D < ()

Bu holda haqigiy xarakteristikalar mavjud emas, chunki (10)-ning o’ng
tomonlari kompleks funksiyalardir:

. -—-——_2'
dy . dy g9 + '/,\/u”u.gg — Gf,
— = XNz,y), -— = Az,9), Az,y) = . (18)
- =Azy), o= Alzy), (z,9) =
[3irinchi tenglamaning yechimi ¢(x,y) = ¢ kompleks funksiyadir, shunga

varasha p*(z,y) = ¢ ikkinchi tenglamaning yechimidir. Shundan foydalanib
vangi o'zgarnvchilarni quyidagicha tanlab olamiz:
_ ety _ =g 19)
C S 2 1 77 2i * (
Ya'ni, kompleks funksiya ¢{x,y) ning haqiqiy gismini ¢ deb oldik, mavhum
gismini esa 7 deb oldik. ¢(z,y) ning ta'rifi bo'yieha

: 7 2
9\* 1 2010 (22) (22 4 0m (22 =
2 (:’?) + 201 or oy taz dy
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Kompleks tenglikning haqiqiy va mavhum gismlarini alohida nolga ten-
glashtirishimiz kerak, buning uchun

p=_(+in, @ =C—in, @=C—n+ 20,
‘P§ = Cz;) e 713 + 21y, Puipy = CaCy — Nty + Gty -+ 1GyMe
munosabatlardan foydalanamiz. Natijada

2 ; 2 2 2
ang, + 2a12G:C, + an(, = an; + 21291, + a2,

va'ni
ay = asz, (20)
va
anCetle + ar12(Cetly + (i) + a2y = 12 =0 (21)
munosabatlarni olamiz. Demak, elliptik tenglamaning kanonik ko’ rinishi
uge + gy = ©a(C. 1, u, ug, uy) (22)
bo'lar ekan (¥4 = —J"/ay,).

Xulosa qilib olingan natijalarni bir joyga yiglaylik.  Xususiy hosilali
ikkinchi tartibli ikki o'zgaruvchili (2)-tenglamani quyidagi uch xil ko’rinishga
keltivish mumkin ekan (kanonik ko'rinishga keltirib olganimizdan keyiu ixtiyoriy
o’zgaruvchilarni ishlatishimiz mumkin):

e giperbolik tip: u,, — u,, = ®; yoki u,, = ®s;
o parabolik tip: 1., = ®a;
o elliptik tip: e + uyy — Py

Bu tenglamalarning ixcham va sodda ko’rinishi ularni kanonik deb atashga
sabab bo’lgan. Bunday klassifikatsiya nugtaga bog’liq:  a;; koeffisientlar
tekisliktadi (z,y) - nuqtaning funksiyasi bo’lgani uchun D ning ishorasi bir
nuqgtadan ikkinchisiga o’tganda o'zgarishi mumkin va demak, tenglamaning
kanonik ko'rinishi ham o’zgarishi rmimkin.

2.1-misol. wy, — 2uy, — 3wy, + uy, = 0. 5

Koeffisientlarui topamiz: ayjy = 1,012 = —1, a9 = —3.

Diskriminant 2 = 4 > 0, demak, tenglamamiz giperbolik tipga tegishli
ekan. Xarakteristik tenglama:

dy _

== —1+2.
dx
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Xarakteristikalar:

(=z—y, n=3z+y.
Demak, ¢, =1, ¢ = —1, n, =3, 5, = 1. Hosilalarni hisoblaylik:
Uy = Ug + 3y, Uy = —uc +1,, vahk

Tenglamaning kanonik ko’rinishi:

1
— 1ty — u¢) = 0.

Yot 16

2.2-misol. yu,, + iy, = 0.
Bu tenglamaning nomi - Trikomi tenglamasi. U aerodinamikada uchraydi.
Koeffisientlar: @y, = y,a12 = 0,09 = 1. Diskriminant D = -y, ya'ni,
tenglama

e y < 0 sohada giperbolik;
e 1 > () sohada elliptik;
a) y < 0 giperboliklik soha. Xarakteristik tenglama:

(
(?/::t

-
Q.

dr

Xarakteristikalar:
3 3 3 —
A R s

Tenglamaning kanonik ko rinishi:

1
Ugy + == (U — uy) = 0.
Iy + G(< i 7,) ( (S 'I)
b) y > 0 elliptiklik sohasi. Xarakteristik tenglamalar:
dy 1
2o i

(LL‘ \/ﬁ |

Ularning umumiy integrallari:

Yangi o'zgaruvchilar:






Tenglamaning kanonik ko’rinishi:

Ucc T Uy + %u,, =0,
2.3-misol. LUz, — 2\/TYly + Yiby, + 3, = 0.
Koeffisientlar: ay; = x, ajp = — /2y, as = y. Demak, D = 0, tenglama
parabolik tipga tegishli. Xarakteristik tenglama:
dy
y/x.
K 4 /2

Uning umumiy integrali:

(=Vz+i
Ikkinchi mustaqil o’zgaruvchi sifatida ixtiyoriy (lekin ¢ ga chizigli bog’lig
bo'lmagan) o’zgaruvchini olishimiz mumkin. Masalan, n = /z. Kerakli
hosilalarni hisoblab berilgan tenglamaga olib borib qo’ysak

1
Wi ﬁ(u( +uy) =0

ko'rinishdagi parabolik tenglamaga kelamiz.

2.2-mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: ., — 6ty + 10wy, + u, — 3u, = 0.
2.3-mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: 4w, + du,, + u,, — 2u, = 0.
2.4-mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: ., — zu,, = 0.

2.5-mashq. Kanonik ko'rinishga keltiring: .., — yuy, = 0.

2.6-mashq. Kanonik ko’rinishga keltiving: zu., -+ yu,, = 0.

2.7-mashq. Kanonik ko'rinishga keltiring: v*u,. Py, =0.

2.8-mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: @%u... -+ y*u,, = 0.

2.9-mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: a*u.. — y*u,, = 0.

2.10-mashq. Kanonik ko’rinishga keltiring: 3w, — .1722(!,,, =10.

2.11-mashq. Kanonik ko'rinishga keltiring: (142 )uee -+ (14 3% )y, 21, oy, —2u = 0.
2.12-mashq. Kanonik ko'rinishga keltiring: w%wu,, - 271, + u,, = 0.
2.13-mashq. Kanonik ko'rinishga keltiving: 41, + 2yt + t,, = 0.
2.14-mashq. Kanonik ko'rinishga keltiring: y?ur. + 20yu,, + «*u,, = 0.

§5. n ta mustaqil o‘zgaruvchili hol
Mustaqil o‘zgaruvchilarni ), za, 23, ...z, deb Dbelgilaymiz. Noma'lum

funksiyaning argumentida esa bu n ta o‘zgaruvchini gisqalik uchun bitta z
harfi bilan belgilaymiz: u(z) = w(zy, z2, 3, ..., 2,,). Yuqori hosilalarga nisbatan
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chizigli bo'lgan ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamaning
ko'rinishi quyidagicha bo‘ladi:

i

O*u
Z Oij s Bes +Z(), —l—tu(c [(z). (23)
i,J=1 i
Bu yerda a;;, b; va ¢ koceffisientlar uzliksiz bo'lib koordinatalarga bog‘liq bo‘lishi
munkin: a; = a;5(z), b; = bi(x), ¢ = ¢(z). Yozilgan tenglamani kanonik
ko'rinishga keltiraimniz. Buning uchun 2 koordinatlar ustida

s G=00), =l Geo R, | dé (dC’> #0
(24)

almashtirish bajaramiz. Almashtirish determinanti noldan fargli bo‘lgani uchun
@ = x(¢) ni topishimiz mumkin (determinant noldan farqli bo‘lgan hamma
nuqtalarda). Shuni hisobga olib @(¢) = u{x(¢)) deb belgilaymiz. Hosilalarni
hisoblashga o‘tamiz:

ou Z (‘)Q[ ou

dz; D1, 0C,
O%u a¢ o 1, a¢ ()Q > "L 9% Ou
()7,,31 7 r)rJ Z:: dx; i)(, IZ dx; F)'r, (’Cu)(z i\ ; Oz dZ

Topilgan hosilalarni (23)-tenglamaga olib borib go‘yamiz:
— f o= 8GN\ B% =5 f i ei86 - %G\ ou
>—4 Z “”;'E‘—.-c")a—:j 9GO¢ i ; Z ox; ' 3 ”Zﬂ v ;07 E)EJr

Lk=1 \ij=1 i=1

+eil(€) = F(Q).
Ikkinchi tartibli hosilalarning oldidagi yangi koeffisientnlarni quyidagicha
belgilaymiz:
G Ik

Or; ()'r_,'

n
an(C) = ) aijlz) ;- (25)
ig=1
(Qolgan hadlarning hammasini bitta <i>((,ﬁ,i)17/?)() harf bilan belgilasak
(tenglamaning  kanonik tipiga ularning daxli yo‘gligini  bilamiz) yangi
o'zgaruvehilar tilida berilgan Lenglzuna. quyidagi ko‘rinishga keladi:

Z au_\g)()( V7 -+ (b(g i, Ou/IC) = (26)

Lk=1

47




Tenglomaning  klassifikatsiyasi nuqtaga  bog'ligligini  avvalgi paragraflarda
ko‘rdik, shuning uchun ma’lum bir z4 nuqtaga o‘tamiz. Bu nuqtada (o = ()
bo‘ladi. Keyingi mulohazalarni yaxshiroq tushunish va soddalashtirish uchun
(25)-formulada

%

()11,',‘

Qi (27)

z=x)

deb belgilaymiz, unda (25)-formula

< n
an(Go) = D aij(%0)qudss (28)
ig=1

ko‘rinishni oladi. Bu yerdagi har bir ikki indeksli kattalikni n x n o‘lchamli
matritsa. deb qarash qulaydir. O‘zining ta’rifi bo‘yicha ¢; matritsa 2 —
¢ koordinat almashtirish matritsasidir, matritsaning indekslarining o‘rnini
almashtirsak transponirlangan matritsaga o‘tgan bo'lamiz: ij = q,ﬁ., shuning
uchun (28)-formula matrik formada quyidagi ko‘rinishni oladi®:

sl ip ’

a=qagq . (29)
(23)-differensial tenglamani kanonik ko‘rinishga keltirish shunday g; matritsaga.
olib keladigan = —» ¢ koordinat almashtirishni bajarishki natijada a matritsa
diagonal ko‘rinishga kelsin va uning diagonalida fagat 41, -1 yoki 0 sonlar
bo'lsin: ay = o, o = £1,0. Bu holda (26)-tenglamaning ikkinchi hosilali
hadida faqat k& = [ bo‘lgan badlar qoladi. Chizigli algebra kursida bunday
almashtirishni hamma vaqt bajarish mumkinligi isbot gilinadi. Bu masala

Z G0y (3())

ij=1
kvadratik formani
n
Q; = Zpik,ﬁka det(p) # 0 (31
k=1

almashtirish yordamida '

> @b

ij=1

?Matritsalaming ko‘paytirish qoidasini eslatib o'taylik: 2 x n bo'lgan A va B matritsalar berilgan bol'sa,

"
ularning ko'paytmasi quyidagicha aniglanadi: (A1);; = 3 AuBy;.
k=1
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formaga keltirish masalasi bilan bir xil. Chizigli algebra kursida ishot qilinadiki,
(30)-formani hamma vaqt

k m

a2 N\ g2 e 39)
87 — >.4 Bz, m<n (32)

i=] i=k+1

ko'rinishga keltirib olish mumkin.

(30)- va (31)-Jarni (28)- va (29)-formulalar bilan solishtirilsa p va ¢
matritsalar o'zarc transponirlangan ekanligi ko'rinadi: ¢ = pr.

Ma’lumki, & va m sonlar (31)-almashtirishga bog'liq emas (bu tasdiq
kvadratik formalarning inersiya qonuni  deyiladi). Demak, differensial
tenglamaning kanonik ko'rinishi fagatgina e;; koeffisientlarning g nuqtadagi
giymatigagina be'g'liq ekan.

(24)-almashtirish natijasida (23)-tenglama quyidagi kanonik ko'rinishga

lkelsin:

i'g)z’.u i: & l d*(()u/t')( n () =)
i=1 oG i=k+1 ot =

Agarda k = n yoki k = 0,m = n bo‘lsa, olingan tenglama elliptik tenglama
deviladi. Bu holda tenglamadagi ikkinchi tartibli hosilali hadlarning hammasi
bir xil ishorali bo‘ladi. Agar m = n bolib 1 < k& < n — 1 bo'lsa, tenglama
giperbolik deviladi (xususan, agar k = 1 yoki k& = n — 1 bo'lsa, tenglama
normal giperbolik deyiladi). Va nihoyat, agar m < n bo'lsa, tenglaina
parabolik (xususan, m = n — 1 bo'lib k = 1 yoki k = n — 1 bo'lsa, normal
parabolik) deyiladi.

2.4-misol. 1wy, + 22Uy, + 2uy, + duy: + Sug; = 0 tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltiring.

(30)-bo‘yicha.

Q= (y? + 200y vo + 2(\% + dawag + 5&%
forma tuzib olamiz. Bu formani darhol
Q= (ay + a)? 4 (s + 203)* + a3
ko‘rinishga keltirish mumkin. Ko‘rinib turibdiki,
B, = a; + az, Bo = ay + 2ag, B = oy (33)
belgilashlar kiritilsa boshlangich forma
Q=B+ 63+ 8
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ko‘rinishni qabul qiladi. (33)-formulalardan

oy = 1 — By + 205, g = 3y — 203, g = {3y

kelib chiqadi, bularni

(631 I -1 2 ﬂ 1
a | =10 1 -2 B
(g 0 0 1 ,[ 13

matrik ko‘rinishda olsak, p; ; matritsa topilgan bo‘ladi:

1 -1 2
p=]10 1 -2
0 0 1

detp = 1 ekanligi ko‘rinib turibdi. ¢ matritsa p ga transponirlangan bo‘lishi

kerak:

100
q=pr= =1 19
2 -2 1

thnspumrlash - satrlar va ustunlarning o‘rnini almashtirish}. Olingan matritsa
27 _f( & o . ) - Y] . 2] .~ = ~ < - . 3
(27) for ml.llanmg ma’nosi bo'yicha (; va 2,3,z o zgaruvchilari bog‘laydigan
matritsadir: 7

¢ 100 z
Qi={~f 110 Y
Ca 2 -2 1 z

Ya'ni,
C.l =, (2 =Yy <3 = 2% — 21/ + 2.
Hosilalarning hammasini hisoblab chigib tenglamaga olib borib qo'ysak, u
. [ -k - - . ol o : ’
kanonik ko‘rinishi elliptik bo‘lgan tenglama ekanligini topamiz:
Ugy¢, + U + Uage = 0.

2.15-mashq. u,, —

Y,y -+ 2u,, + du,, 2+ 3u, = 3 ani ks i
i - - Ly + Uze -+ 3u, = 0 tenglamani kanonik ko‘rinishga

.2.'16-mashq. Uy — 2Upy — 2u,. + 3uy, — 2u,. + 3115: = 0 tenglamani kanonik ko‘rinishea
keltiring. )
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11 BOB. GIPERBOLIK TENGLAMALARGA
OLIB KELADIGAN FIZIK JARAYONLAR

§1. Torning ko’'ndalang tebranishlari

Uzimligi ¢ bo’lgan ingichka torning ko'ndalang tebranishlari masalasini ko'rib
chiqaylik.  Uning bosh va oxirgi nuqtalarini a va b deb berlgilaymiz.
Ioring muvozanat holatidan siljishini kichik deb qaraymiz, ya'ni, biz kichik
Lebranishlar mesalasini ko’ramiz. Torning z koordinatali nuqtasining ¢ vaqt
momentida 0’z muvozanat holatidan siljishini u(z, ) deb belgilaymiz.
Siljish  kichik deganimiz tga =
Tty Ou(w,)/0x  ham  kichik  bo’ladi
o deganimizga tengdir. DBu holda siljish
natijasida torning uzunligi o'zgarmaydi
deb olishimiz  kerak (chunki uning
o'zgarishi ikkinchi tartibli kichik son
bo’lib chiqadi):

b
fres f Vdu? + dz? =
3

G s "Torning ko'ndalang tebranishiga
ol b r 2
= i duy*® 2
=1+ (§) dr~b-a
«

Tor bo’yicha tagsimlangan tashqi kuch

zichligini F'(w, 1) deb belgilaylik, bu kuch
i bir nugtada torga perpendikular yo'nalgan bo’lsin. Torning tarangligini
I'(1) deb belgilayimiz, albatta T'(x) nutadan nugtaga o'tganda o'z yo'nalishini
o' pontiradiy lekin uning son giymati T' = |T| o’zgarmaydi. Bu tasdiq torning
neunlipt o'zgarmasligidan kelib chiqadi - torning uzunligi o’zgarmas ekan uning
Cnnnpligh ham o’zgarmaydi. Tor massasi zhichligini p(z) deb belgilaymiz, ya'ni
pladdy - torning 2 va z + da: nugtalari orasidagi massadir. Torning mana shu
[ichile da elementi uchun harakat tenglamasi - Newton tenglamasini tuzamiz:

J*u

02
T sin @|pyar — Tsinal; + F(z, l)de = I’(-’")’L”b‘;; (1)




(Newton gonuni: ta’sir qilayotgan kuch- massaxtezlanish). Siljishlar kichik
bo’lgani uchun

; tgor du
SN = ——i0——— ~ g = —.
V1+tgta O
Ya’'ni,
. . ou(l,z + dx du(x, i Pulx,t)
Sin ctfpy g, — sin o, o~ ( e ) = (()L ) ~ (,)E[,z da.
Demalk, ) 5
Ot i ulE )
=T—7"%+F 2
p3t2 dx? 3 (2)

torning kichik ko'ndalang tebranishlari tenglamasi ekan. Bu tenglamani
quyidagicha yozib olamiz:

Pu(z,t)  ,8%u(x,t) _
32 —¢ a2 fz,t). (3)

bu yerda f = F/p, a®> = T/p. Uni bizga ma’lum bo'lgan kanonik ko’rinishda
ham yozib olishimiz mumkin:

Uy — qu“ — j (4)

Ko’pincha bu tenglama bir o’lchamli to’lgin tenglamasi deyiladi.
I 23 q g ;
Keltirib chigarish jarayonida taranglikni o’zgaruvchan deb olsak, (2)-ning

o'rniga 1
u 0 o)
N Lz OOt i) F 5
PR~ o (roz-) + (5)

tenglamani olgan bo’lar edik.

§2. Sterjenning bo’ylanma tebranishlari

Bizga bir sterjen berilgan bo’lsin. Bir o’lchamli bo’ylanma tebranishlari
haqgida gapirar ckanmiz, sterjenning har bir kesimi deformatsiyasiz z o'qi
bo’yicha 0’z muvozanat holatidan siljiydi, deb qaraymiz - (II1.2)-rasmga qarang,
Tashqi kuch (agar mavjud bo'lsa) z o'qi bo'yicha yonalgandir. w(x, t)
funksiya (z) nuqtaning ¢ vaqt momentidagi 0’z muvozanat holati (x) dan siljish
kattaligini ifodalaydi. w(t,« + dz) funksiya esa (z + dz) mqtaning { vaqt
momentidagi o’z muvozanat holati (x + dz) dan siljish kattaligini ifodalayd:.
Sterjenning boshlang’ich uzunligi dz bo’igan bir bo’lagini olamiz - = va = + dz

i idagi. Kichi -anishlar i ¢ ¥ ani uchun
Loordinatalar orasidagi. Kichik tebranishlar llflql(la gap kel.a.yotgam uc
o voyilmalarda de uing birinchi darajasi bilan cheklanaimiz:

u(l, o + dz) ~ u(x, ) + vz, t)d.

[t formladan  ko'rinib turibdiki, sterjenning nisbiy cho’zilishi (st.urjm?

bo'lnkchasining ¢ vaqt momentidagi uzunligining ¢ = 0 vagt momentidagi
nzunligiga nisbati)

u(t, x + dz) - u(z,t) "

dz it

i teng. Hooke! gonuni bo'yicha
T =ESu;.

I3 verda /' - Young moduli, S - sterjen kesimi. ' ‘
‘ 1 b 3 o . s
Bu holda taranglik 7" ning son giymati

X Wy tea
' ':* L. :‘ j x ga begliq bo'ladi chunki sterjenning
3 E 2 ; uzamligi o'zgaruvchandir.  Yana harakat
¥ ¢ tenglamasini tuzaylik:
I ! T(z + dz) — T(z) + F(z,1)Sdx =
8 %
- /)(i:l:S-————Uzy,(,f")
i ragr: Stosfantug knanian Bu yerda F(x,1) - sterjen bo’yicha tagsim-

langa kuchning xajm zichligi, S - sterjen-
ming kesim sirti. Chap tomonni gatorga yoyawnz:

“2
1

SO ;
T(x + dz) — T(z) = ES (u.(l, T + dz) — us(z,1)) ~ ES (’)y:zdﬁ' (6)
Olingan tenglama, h 2
GOt g O (7)
[162:2 FF(zl)=p pTE
voki
Uy — QU = [, af'= ;, f= 7)— (8)

Lo'rinishga ega bo’ladi. Biz yana giperbolik tipdagi tenglamani oldik:. (4‘)- va
() tenplamalar fagatgina a® ta'rifi bilan farq qiladi. Biz keyin ko’ramizki, a -
(o' lqinning muhit bo’yicha tarqalish tezligini beradi. ‘

Olingan tenglamalar - (4) va (8) - to’lqin tenglamasining bir o’lchamli
[ vinishi. Tkki o’lchamli to’lgin tenglamasi

gy — 0% (U + Uyy) = [. (9)

"Hobert |lu-)k|f(|(‘Tl:b-|703)“—;1;‘;'& ingliz olimi. Rus tilida - PoGepr Uyk.
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ko'rinishga ega bo’ladi. Bunday tenglamaga, biror ikki o’lchamli sirtning
(masalan, membrananing) tebranishlari masalasini ko'rsak, kelar edik.
Quyidagi tenglama esa

Uy — (’-2 (“;r.r + Uy . uz:) == .I (]())

yoki,
Uy — a*Au=f (11)

uch o’lchamli to’lgin tenglamasi deyiladi.

§3. Giperbolik tenglamalar uchun chegaraviy va bosh-
lang’ich shartlar

Masalaning bir giymatli yechimnini topish nchun shu masalaga mos keluvchi
boshlang’ich va chegaraviy shartlarni berishimiz kerak. To'lgin tenglamasi vaqt
bo’yicha ikkinchi tartibli tenglama bo’lgani uchun noma’hun funksiya «(x, £) va
uning vaqt bo’yicha birinchi tartibli hosilasi boshlang’ich vaqt momenti ¢ = 0
berilgan bo’lishi kerak:

u(z, 0) = ¢(z), w(z, 0) = ¥(z).

Bunday shartlar boshlang’ich shartlar yoki, Caushy® shartlari deyiladi.
Agar masalada fagat boshlang’ich shartlar berilgan bo’lsa, bunday masala
Claushy masalasi deyiladi. Boshlang’ich shartlarning fizik manosiga to’xtalib
o'taylik. Masalan, @(z) # 0 va ¥(z) = 0 bo'llsin. Bu - tor (sterjen)
nuqtalarining boshlang’ich siljishi noldan fargli va boshlang’ich tezligi nolga
teng degani (dutor, rubob, gitara va shunga o’xshash asboblarda uchraydigan
boshlang’ich shart). ©(z) = 0 va ¢(z) # 0 bo’lgan hol esa tebranishning
boshida torning (sterjenning) hamma nuqtalarida muvozanat holatida turibdi,
lekin ularga boshlang’ich tezlik berilgan (masalan, bolg’acha bilan urib)
degani. Bunday boshlang’ich shartlar pianino, do'mbira va shunga o’xshagan
asboblarga mos keladi.

Chegaraviy shartlarga o’taylik. Agar tor yoki sterjenning uzunligi chekli yoki
yarim chekli bo’lsa, unga chegaraviy shartlar qo’yishimiz kerak. Ular quyidagi
turlarga bo’linadi. 3

1. Uzunligi { bo’lgan tor(sterjen)ning boshi va oxiri mustahkam biriktirilgan
(masalan, devorga):
u(£,0) = u(t,l) = 0.

2 Angustin-Louis Cauchy (1789-1957) - fransuz matematigi. Rus tilida - Orocren-Jyn Koms
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Boshqacha yozsak:

W@, )] o= = w(x, )|z = 0.
Urmnumiy holda chegaraviy nuqtalar berilgan qonun bo’yicha harakat qiladi:
s Dlamo = i (8), (@, Ot = pa(t).
Bu yerda ju;(1) va ps(t) funksiyalar - berilgan funksiyalar.

2. Sterjenning (torning) xp nuqtasiga berilgan v(t) kuch ta’sir gilayotgan

bo'lsin:

o - i _u(t)
oz o -
T=xy T=Tg
Hagigatan ham,
du -
'l’,—,)—l,, 2o = TSIN ) gy = V(1)
dx

Agar shu chegaraga hech ganday kuch ta’sir gilmasa, yani shu chegara
ozod bo'lsa,
du,

= = Uy = 0,
Jx

=Ty |:r: Iy

deb yozishimiz kerak.

3. Tor(sterjen)ning chegarasida elastik kuch ta’sir qilsin. Chap chegarada:
(Tuy ~ ku)y—o = 0, yoki wy)p0 = hulp—0, h = k/T. O'ng hegarada:
(=Tuy - ku)gq = 0, yoki vz = —hu|y—. Ishoralarni quyidagicha
tushunish mumkin. Chap chegarada taranglik kuchi manfiy yo'nalishga
cga, o'ng chegarada taranglik kuchi musbat yo'nalishga ega.

Umumiy holda uchinchi chegaraviy shart
Up|p=0 = h(u — O(1))

ko rinishda yozilishi kerak, bu yerda 0(¢) - berilgan funksiya, u torning shu
chegarasining berilgan harakatini ifodalaydi.

Masalada ham boshlang‘ich, ham chegaraviy shartlar berilgan bo‘lsa bunday

musnla aralesh masala deyiladi.
3.1-misol. Ikkala uchi mahkamlangan tor berilgan. Tor nugtalarining

) T sy 0T
boshlangich tezligi nolga teng, boshlang’ich siljish esa ¢(z) = az(z — 1)
lo'rinishga ega.

(%4
cn




Yechim. Tenglama:
2
Uy — Q@ Uy = 0.
Masalaning shartida tashqi kuch haqgida hech narsa deyilmagan, shuming uchun
tenglama bir jinsli.
Boshlang’ich shartlar:

u(z,0) = ¢(z) = az(x — 1), w(z,0)=v(z)=0.

Chegaraviy shartlar:

u(0,¢) = u(l, ) = 0.
O’zgaruvchilarning o'zgarish sohasi:
<<l O<Lt<on.

3.2-misol. Erkin tushayotgan liftniug shipiga [ uzunlikdagi og'ir sterjen
osib qo’yilgan. Lift uning tezligi v ga erishganda keskin to’xtaydi. Sterjenning
tebranishlari masalasi qo'yilsin

Yechim. z - o’qini liftning shipidan pastga qarab vo'naltiramiz. ¢ - erkin
tushish tezlanishi. Bu holda tenglama:

Uy — (LZ?I»I‘I =4.
Boshlang'ich shartlar:
u(z,0) = @(z) =0, wiz,0)=v(z)=1u.

Chegaraviy shartlar:
w(0,1) =0, wu.(l,t)=0.

O'zgaruvchilarning o’zgarish sohasi:
o<z <, O<t< oo

3.1-mashgq. Ideal gaz bilan to’ldirilgan bir uchi ochiq truba o’z o'qi yo'nalishida v tezlik
bilan ilgarilanma harakat qilaypti. ¢ = 0 vaqlda truba to'satdan to’xtaydi. Trmbaning yopiq
uchidan = masofadagi gazning muvozanat vaziyatidan siljishi masalasini qo’ying.

3.2-mashq. Ikki uchi mahkamlangan tor uchun ko'ndalang tebranishlar masalasini
qo'ving. Tor qarshiligi tezlikka proportsional bo'lgan muhitda joviashgan.

3.3-mashq. Bir nchi mahkamlangan ikkinchisi 0’z tezligiga. proportsional ho’lgan kuch
ostida bo'lgan bir jinsli elastik sterjenning bo’ylanma tebranishlari masalasini qo’ving. Muhit
qarshiligi hisobga olinmasin.

3.4-mashq. Og'ir sterjen o'zining har bir nuqtasi muvezanat holatga keltirilib, sigib
qo'vilgan holatda vertikal ravishda bir achidan osib go’vilgan. ¢ = ) vagtda sterjen siquvehi
kuchdan ozod bo'ladi. Sterjenning majburiy tebranishlari masalasini qo'yving.
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ho'vicha Lebranayapti,
Sterjonning tcbranishlar

erilgan qonun u(t)
$(t) kuch go'yilgan.
{ holatida qo‘zg olmasdan turgan.

crjenning bir uchi b

= aqtdan boshlab elastik st
{ = 0 vaqtdan bo e

A L it 3
ikkinchi nchiga uning o°q bho'y
simlari 0°7 ZAna
() vaqlda sterjenning ko‘ndalang kesimlari 0z muvozans
' ! i 3 R €.t b-
i masalasini qo’yms.
1.2-misoldagi skerjenning quy &
darajada o‘zgaradi’

3.5-mashq.

G e
1 i uchiga og'irligi P bo'lgan yuk osib qo'y ilgan

4.6-mashg. A

Viasalaning qo‘yilishi qay

B4, Tebranish energilyasl

nergiyasini topaylik. Boshlang’ich shartlar

an tor yoki sterjenning e e SosniAng I Led
s Torning uzunligi L. To lig energiya

|ehranayotg !
(uyidagicha bo’lsin: ufx,0) = w(z,0) = 0. i
e K + U, K - kinetik energiya, U potonma. energiya. T
1 E (rgivu'li tor(sterjen)ning kichik elementi uchun amqlashd
Tuergiyani tor(sterje . e
1 uzunlikdagi torning kinetik energiyasl
1 Y
—‘(l'mv2 = —pdx uy
L

[

(l‘u 1 simn bl '?( Sa k 9 lyﬂ.l
1 (& g
™ lh&,l 1 h] ,()t 3 1 0]‘ C 1\‘ )“t un t()] l“]g kl“ ‘L]k eney S

{
K = % / dzpu;
0

pa teng bo'ladi. .

Ta'rif bo'yicha "potensial energlya-—
a’sir gilayotgan kuch Tttzz
agi siljish wdt ga teng, demak

~ | kuch X siljish elementi" ga teng.
Iz el tga dr ga teng (T Sin @ty dw — 18I ol =~
(x: elementga t

I'ugpda), di vaqh ichid

l_ L ‘l 1
={fi= / /'I"u,“dmritu,, = ’]”um,,\ dt — /lulu,.tdl. =
00 0 0
(
¢ 1 " |
= - lT .d!;—d# wldr = ~5/ Tul(z, t)de.
2 ) T dt J ‘ 2/
0

Shundy qilib to’liq energiya quyidagiga teng:

1
/ dar ()i + Touz) -

0

BE=

r -

~1

ot

(12)
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Energiya uchun ifodani umumlashtirish magsadida torning ko‘ndalang
tebranishlari tenglamasi (5)- va sterjenning bo'ylanma tebranishlari tenglamasi
(7)-larni umumlashtirib quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

Pu 9 du ) .
plx) 2 r (p(:r)(—’—;) + q(z)u(z,t) = F(z,t). (13)
Bu yerda
p(z) >0, q(x) >0, p(z) > 0.

Boshlang‘ich va chegaraviy shartlar o‘zgarmasin.
Quyidagi kattalik mana shu tenglamaning energiya integrali deyiladi:
1
1 . : :
E= 5 dx (pz)ui + p(eyul + qu®) .
0
(12)-bilan solishtirganda bu ifodada paydo bo‘lgan qo‘shimcha had qu? ning
ma'nosi (bu had (13)-tenglamadagi qu qo'shimcha had bilan bog'liq) ko‘rinib
turibdi: bu had potensial energiyaga qo‘shilgan hissa.
Energiyadan vaqgt bo‘yicha hosila hisoblaymiz:

!
dar
o / dx [puguy + pusug + quuy) .
0

[kkinchi haduni bo‘laklab integrallaymiz:

!
/ drpit iy = puy

l L 5
C
-/d.l,u,%(mtw).
)= 0

Natijani energiyaning hosilasiga olib borib qo‘yib (13)-tenglamani hisobga
olsak,

(

l

%[t—l = / dzwy F(z, 1) + pusay
0

ni olamiz. Birinchi had tashqi kuch F* bajargan ishni ifodalavdi, ikkinchi had

boshlang‘ich shartlarni hisobga olganda nolga teng bo‘lib ketadi. Agar tashqgi

kuch bo‘lmasa

0

dE
i

0
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—— p—

ho'ladi. Bu - energiyaning saqlanish gonuni. Tashqgi knch mavjud holda
!

= / dzw F(z,t)

0

dr
dt

Jil CEAmiz.

§5. Aralash masala yechimining yagonaligi

[ong umuniy ko‘rinishdagi giperbolik tenglamaga qaytaylik:

p(w)%% - —(% (p(:u)g;) + g(z)u(z, t) = F(z.1). (14)
I3 yerda
p(z) >0, q(z) >0, p(z) > 0.

Tenglamaga quyidagi boshlang'ich va chegaraviy shartlar qo‘yilgan bo‘lsin:
w(z, 0) = (), w(0,1) = (L), u(l, t) = po(t).

(15)
I'araz qilaylik, masalaning yechimi ikkita bo‘lsin: wy(z,t) va us(z,t). Bu
yechimlarning fargini

w(z, 0) = p(z),

v(z, ) = w(x, L) — us(z, )
deb belgilaymiz.  (14)-tenglama bilan bogliq bo‘lgan aralash masalalar
yechimlarining yagonaligini isbot gilish v(z, t) = 0 ekanligining isbotiga tengdir.
Noma'lum #(z, t) funksiya uchun masala quyidagicha qo‘yilgan:

v 9 v
L) — — z)— | + q(z)v(z,t) =0,
o)t — o (PG ) + (e »
v(z,0) =0, ve(2.0) =0, v(0,¢) =0, v(l,t) =0.
[3u tenglama uchun energiya integralini yozib olamiz:
t
E= -;-/ dz (p(x)o} + p(a)vi + qv*) .

0

It ifodadan vaqt bo‘vicha hosilani hisoblaymiz.  (16)-tenglamada tashqi
kuchning yo‘qligi va boshlang‘ich hamda chegaraviy shartlarning birjisnliligi
b . yani, [(t) = const,
dl
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ga olib keladi (avvalgi paragrafning oxiridagi hisob bilan solishtiring). Demak,

E(t) = E(0)
ekan. (16)-dagi boshlang'ich shartlarni hisobga olsak

4 |
B(t) = E(0) = %/d:u (p(x)v} + pla)e? + qv?) | =0
0 t=0
ckanligiga kelamiz. Ammo energiya integralidagi har bir had - musbat had,
musbat hadlarning yig'indisi nolga teng bo‘lishi uchun ularning har biri nolga
teng bo'lishi kerak. Buning uchun esa v(x,l) = 0 bo'lishi kerak. Demak,
(14)-tenglamaning (15)-shartlar bilan aniglamvehi yechimi yagonadir.

GO

[V BOB. PARABOLIK TENGLAMALARGA
OLIB KELADIGAN JARAYONLAR

Molekulalar orasidagi to’qnashuv jarayonlari parabolik tenglamalar tilida
ifodalanadi. Buni quyidagi ikkita misolda ko’raylik.

§1. Issiglik targalishi masalasi

lssiglik targalishi tenglamasini keltirib chigaraylik. Quyidagi belgilashlardan
foydalanamiz:

e u(r,t) muhitning r = (z,y, 2) nuqtasidgi ¢ vaqt momentidagi temperatura;

p(r.t) - muhit zichligi, uni izotrop deb garaymiz;

¢(r)- muhitning issiglik sig'imi;

k(r)- issiglik o'tkazish koeffisienti;

I(r, t)-issiqlik manbasi zichligining intensivligi.

lssiglik o'tkazish koeffisienti & issiqlik ogimi q(r,t) (birlik sirtdan birlik
vagl ichida o'tgan issiqlik migdori) va temperatura gradientini bog'laydigan
koeflisient:

q(r,t) = —kVu.

Bu munosabat Fourier! qomuni deyiladi.  Bu qonundagi minus ishora
imsiglik ogimining temperatura gradientiga qarama-qarshi yo'nalganligi bilan
bop'lik.  Albatta, bu chizigli munosabat faqat temperatura gradienti kichik
ho'lgandagina o'rinlidir, umumiy holda temperatura gradientining yuqori

darajalari ham kirishi kerak, ammo biz ushbu gradient kichik deb olamiz. Bu

holda chizigli gonunning o’z yetarlidir.

[xtiyoriy V' hajm uchun issiglik balansini tuzaylik.

Issiglik ogimi natijasida (£,¢ + dt) vaqt ichida shu hajm ichidagi issiglik
miqdorining o’zgarishi

O =- / q-dSdt = / kVu - dSd = / k%d&lt
s s 5 :

Lloseph Founrier (1763-1830) - fransuz fizigi va matematigl. Pye mua - 2Kosedy @ypre
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ga teng.  Oxirgi tenglikka o’tishda biz sirtga normal birlik vektor n
tushunchasini kiritdik. n vektor bilan dS vektorlar bir xil yomalishga ega,
shu sababli u yerda skalar ko’paytma belgisini ham yozmadik.
Integral  oldidagi minus ishoraga
a5 to’xtalaylik. (IV.1)-rasmdan  ko'rinib
turibdiki, agar oqim tashqariga yo'nalgan
bo'lsa, q va dS vektorlari orasidagi burchak
o’tkir, demak, ularning skalar ko'paytmasi
musbat bo’ladi. Oqim tashqariga bo’lgan
holda hajm ichidagi issiqlik migdori
kamayishi kerak, shu sababdan integral
IV.1-rasm: Issiqlik ogimlari oldiga minus ishorasini qo’vdik.  Agar
oqim ichkariga bo’lgan holui tahlil qilsak, rasmdagi ikkita vektorning skalar
ko'paytmasi manfiy son bo’lishini ko'ramiz, integral oldidagi mims ishora bu
gal hajm ichidagi issiglik migdorining o’sishini ta’minlab beradi.
Gauss teoremasi bo’yicha

Q) =- /q -dSdt = — /(liquVdL = /(liv(kV'u)dth.

S v v

Issiqlik manbai hisobiga paydo bo’lgan issialik miqdori:

Q2 = /F(t,r)dV(lt.
v
Mana shu ikki sabab bo’yicha temperaturaning (4,4 -+ dt) vaqt ichidagi
o’zgarishi: 3
u(l +dt, r) — uft,r) ~ wdt. (1)
Temperaturaning bunday o’zagarishga mana shu V' hajm ichidagi issiglik
migdorining quyidagi o’'zgarishi mos keladi:
du
23 = | cp—dVdi.
Qs OB
Vv
[ssiglik balansi: ‘
Qs = Q1 + Q2
ya'ni,

/dVdL (cp%lf —div(kgrad u) — F) = 0.
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I1ajm va vaqt ixtiyoriy bo'lgani uchun
ou .

Por = div(k gradw) + F(r,t) (2)
lenglamani olamiz. Bu - 2ssiglik tarqalishi tenglamasidir. Agar muhit bir
sl bo’lsa, ya™ni ¢, p, k lar o'zgarmas bo'lsa, tenglamaning ko'rinishi

du
a
ho'ladi(a® = k/cp, [ = F/cp). Bir o’'lchamli holda

= a’Au+ f(r,t) (3)

w = 0%, + .

§2. Diffuziya masalasi

Dilluziya tenglamasini ham xuddi avvalgl paragrafdagidek balans prinsipidan,
bu pgal modda balansi prinsipidan keltirib chigaramiz. Bu gal gap modda
balansi hagida ketadi. Ushbu masalada u(Z,r) - moddaning konsentratsiyasini
bildiradi. Modda ogimi uchun quyidagi Fick® gonuni o’rinlidir:

q=—-DVu. (4)
i formulada g - modda oqimi zichligi, D - diffuziya koeffisienti. Shu oqim

borligi natijasida di vaqt ichida S sirt ichidagi hajmda modda migdorining
o zparishi
Ny = - /q- dSdl = /div(l)Vu)dVdL
s 14
bo'ladi. Tntegral oldidagi minus ishora yuqorida issiglik tarqalishi masalasida
mithokama qgilingan. Hajmning ichida /(r, t) zichlik intensivligiga ega bo’lgan
modda manbasi bo’lsin. Uning hisobiga. hajm ichidagi modda migdorining
0'zprarishi _
Ny = / F(r,t)dVdt
ho'ladi. Konsentratsiyaning shu vaqt ichida o’zgarishi

u(r, t + dt) — u(r, ) =~ wdt, (5)

1" hajm ichidagi modda miqgdorining o'zgarishi

Ny = /utd\/d[
Jv

'Adolf Fick (1829-1901) - newis fizigi.
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bo’ladi. Modda balansini tuzaylik:

Undan biz quyidagi tenglamaga kelamiz:
du
6—7 = div(DVu) + F.
Bir o’lchamli holda
= (Dug), + F.

Agar D = const bo'lsa, ll(;’h o'lchamli holda

w=DAu+F (6)
bo’ladi, bir o’lchamli holda esa

wy = Dy, + [

tenglamani olamiz.

Olingan diffuzuya tenglamasining ko'rinishi issiqlik tarqalishi tenglamasidan
farq qilmaydi. Sababi nimada? Sababi shundaki, ikkala jarayonlar asosida
molekular to’qunashuvlar yotadi. Issiglik tarqalishi - bu energiyasi kattarog
bo’lgan molekulalarning to’gqnashuvlar orqali o'z energiyasini energivasi
kamroq bo’lgan molekulalarga tarqatishi bo‘lsa diffuziya jarayoni bir modda
molekulalarining ikkinchi modda molekulalari ichiga o'zaro to’gnashuvlar
asosida tarqalishi yotadi.

Issiqlik targalishi va diffuziya tenglamalari parabolik tipdagi tenglamalardir.

§3. Parabolik tenglamalar uchun chegaraviy va bosh-
lang’ich masalalar

Issiglik tarqalishi va diffuziya tenglamalari vaqt bo’yicha bivinchi tartibli
tenglama  bo’lgani  uchun, bitta boshlang’ich shart - temperaturaning
(konsentratsiyaning) muhitdagi boshlang’ich tagsimoti berilishi kerak:

u(x,0) = ().
Chegaraviy shartlar quyidagi uchxil turga bo'linadi:
1. Chegarada ma’lum temperatura (konsentratsiva berilgan)
uls = ug(r,1).
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Masalan, uzunligi | ga teng bollgan (0 < 2z < [) sterjenning
temperaturasini aniqlash masalasi haqida gap ketayotgan ho'lsa chegaraviy
shartlar
w(0,t) = wy, u(l,t) = uy
ko'rinishida beriladi.
2. Chegarada ma’lum issiqlik (modda) ogimi berilgan:
du

on

Sterjen hagida gap ketgan xususiy holda, uning chap va o'ng chegaralarida
ku(0,1) = q, ku{l,t) = —q2

deb vozamiz. Birinchi shartda ishoraning o’zgarishi chap chegarada normal
bo'vicha hosilaning 2 koordinata bo’yicha hosilaga teskariligidan.

3. Chegarada Newton qonuni bo’yicha issiqlik (modda) almashinishi ro’y
du
k— -+ h(u — u())) =0,
on .

bu yerda h - issiglik (modda) almashinishi koeflisienti deyiladi.

berayapli:

Parabolik tenglamalar uchun ham ko‘proq aralash masalalarni yechishga
fo'p'n keladi.

A.1-misol. Boshlang’ich temperaturasi up bo'lgan sterjenning chap uchida
0'zpariuas uy temperatura ushlanib turibdi. Sterjenning o’ng uchida o’zgarmas
psiqlik ogimi g berilgan. Issiglik tarqalishi masalasi qo’yilsin.

Yechim.

Y — @ty =0 0< @<, 0St<o00,
u(z,0) =uy, w(0,1) =uy, wu(l,1)= q/k.
1.2-misol. Ingichka sterjenning boshlang’ich temperaturasi @(z). Ikkala ,
nchining temperaturasi o’zgarmasdir:
w(0,t) =w, u(l,t)=us, 0=<1<o0.
Sterjenning yon sirti orqali temperaturasi uy bo’lgan tashqi muhit bilan Newton

qommi ba'yicha issiglik almashinishi ro’y berayapti. Shu sterjen uchun issiqlik

tnrgalishi masalasini ge'ying.



Yechim.

Masalaning shartidagi "ingichka sterjen" ni shu darajada ingichka deb
qaraymizki, uning yon sirti bo'vicha tashqi muhit bilan bo’layotgan issiqlik
almashinishi natijasidagi issiglik ogimining zichligi

q=—k— = —a(u — up)
13

ni butun sterjen bo’yicha uzluksiz tagsimlangan manbaning ta’siri deb
garashimiz mumkin bo’lsin. Ya'ni, tenglamani

= a e+ f

ko'rinishda qidiramiz. Manba intensivligi 7' = fep ni Gauss teoremasidan
topamiz. Sterjenning uzunligi I, S = pl - sirt yuzasi (p - perimetr), shu sirt
yuzasidan 1 sek da o’tgan issiglik miqdori ¢ manba intensivligi /' dan hajm
bo'yicha olingan integralga teng bo’lishi kerak:

qpl = fepSl.

( v ite ; . S
Demak, [ = ”;- = ~—l(u — up). Shularni hisobga olib masalaning qo’yilishi
ep! ¢

quyidagicha ekanligiga ishonch hosil qgilamiz:

y Q@
2 p
W — AUy = —— (U — up
3 C)l( )'

wz,0) =), w0,t)=u, ul,t)=u, 0<t<oo, 0<z <.

§4. Konvektiv ogimni hisobga olish

Issiglik {arqalishi va diffuziya tcnglamalarini keliirib chigarganda issiqlik
tarqalayotgan mmhitda va diffuziya ro'y berayotgan muhitda konvektiv harakat
yo'q deb faraz qilingan. Agar muhit nuqtalari v(r,1) tezlikka ega bo‘lgan
konvektiv ogimlarda ishtirok etsa, issiqlik (modda) bir nugtadan ikkinchi
nuqtaga mana shu ogimlar yordamida ham ko‘chiriladi. Agar aniqglik uchun
modda ko‘chishi jarayoni hagida gapirsak, modda ikkita sabab bo‘yicha
ko'chirilayapti - molekular to‘qnashuvlar (ular Fick qonmuni (4)-da hisobga
olingan) va konvektiv oqim hisobiga. Kouvektiv odimni quyidagicha hisobga
olish mumkin. Muhitning # vaqtda r koordinatali nuqtasi v(r,1) tezlik bilan
harakat qilayotgan ogim bilan ko‘chgani uchun, bu nuqgtaning £ + di vaqtdagi
koordinatasi

x(l+db) ~r(t) + (dr/di)dt = x(t) + v(r, t)dt
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Lt tndi, Shuni hisobga olib, (1)- va (5)-formulalarni boshqacha hisoblash kerak:

(et ) ¢+ de) — u(e(t), 1) = u(e(t) + v(r, Odt,t +dt) — u(r(t), £) =

~ (uy + v - V) di.
Intijnda, issiglik tarqalishi tenglamasi (3) da go‘shimcha - konvektiv - had

|u|\1|u ])(l'lll(“l

w+v-Vu—a2A = f. (7)
Dilliziya tenglamasi (6) han xuddi shunday o'zgaradi:

w+v-Vu— DA =F. (8)

Muashelar. 5 g’ o' &
{dempshg. 0 < x < [ slerjenning yon sivti issiglik o'tkazmaydi, ikkala uchi
AN = 12 > A PR fooatie v j tuisha cheraraviy
Bt toniperaturada ustianadi. Sterjenning temperaturasini aniglash bo'yicha chegaraviy
sanalan qo'ying,. ) AL, oy cll s
1 2-mashe. (B mosalaga 8-bobda delta-funksivani o'rgangandan keyin (]d.;yml) keling.)
i ‘ ' & 1 3 at = 0w [ shiz r {omonga
Fsiehil ek ermoizolyatsiyalangan sterjen bo'yicha ¢ = 0 vagtdan I)(»,hl(sx'l)n.ng., t’ ”,,i( :.;“
: i l ¥ i i, Uni abi a te crjen bo'yic
ool Bidan issilik manbai harakat gilayapti. Uning quvvati g ga teng. Sterjen bo'y
shi alasi qo'yilsin.
edglile turgabishi masalasi o'y LN e R it . S
L.-mnshq Radiusi R bo‘lgan bir jingli sharning ichida ¢ 0 dan ho.sénll
\ 5 : . . . . RN . o BRPE ( ar
donie zichlik @ bilan tagsimlangan issiglik manbalari ta’sir gila hmhld‘\,m..l. l\.l
f sty i i achi e AS! b3 - ach
autalarining boshlangtich temperaturasi fagar markazgacha bo‘lgan masofaga bogliq

4 3 2 -tlaredds 71 .
il targalishi masalasin quyidagi chegaraviy shartlarda qo’ying:
a) i sirtida nolga teng temperatura ushlanib toribdi;
- S
i ) 7 shqi it bilan Newton gonuni bo‘yicha
1) sl sirbida temperalurasi nolga teng bo‘lgan t,afnh(p muhit bilar 1
onvekliv issiglik alinashinishi ro’y berayapti.
q ” " L ir jinshi s ;
I, Aanashe. Radinsi /2 va boshlang'ich temperaturasi nolga teng bol‘gan bir Jmslln .\‘IIZU'
y it % 3 - ¢ . e Satgt i . ‘."‘-l(‘tll‘
et Shae sirtining hamina nugtalari o‘zgarmas ¢ oqim bilan isitilyapti. Shar ichidag
' i masalasini qo‘ying.
fornporabuen tagsimotl masalasini qo‘y o ) S —
Ibomashe. Asosining radiusi 2 va balandligi & bo’lgan bir jinsh silindy b(.nlg,:?n:
d ' i silin 5 i . : ligh i smperaturasini
Oy idat hollarda silindrning baraaror tagsimlangan (vaqgtga bog'liglik yo q) temperatura
fopinh ho'yicha chegaraviy masala qo®yilsin:
i i asos lemperaturasi fagat r ning
W) Oy asos vayon sivl temperaturalari nolga teng, yuqgori asos lemperaturas fagat 2
Tl yasis
irti  issiqli 't kaz i 9 sirti
) Onyl nsos lemperaturasi nolga leng, yon sirti issiglik o tkazmaydi, yuqgori
Loperaturasi wg(r);
3 H a1 o v r toas H 't
o) Oyl nsod Lemperaturasi nolga teng, yon sirli esa temperaturasi nolga teng toshqi muhi

ilon sovutilyapti, yuqori sirti temperaturasi wp(r).



V BOB. TARQALAYOTGAN TO'LQIN
METODI

§1. Cheksiz tor: erkin tebranishlar masalasi

Y Qi . L D .. .
Cheksiz tor uchun quyidagi Cauchy masalasini vechamiz:

2
U — AUy = (),

u(z,0) = @(x), wu(z,0) = w(x), (1)
05t<o0, —-oco<r<o.

Bu_ tenglamani yechish uchun xarakteristika metodidan foydalanamiz. Xarak-
teristikalar:

dx
o +a.
Bundan kelib chigib,
§ =z +at, n=ux—al (2)
almashtirish bajarsak,
Uy == (3)

tenglamani olamiz. Bu tenglamaning yechimini winumiy holda

u(€,m) = h() + g(n) (4)

L sk i

?(u _mn.?hc‘la qldnamlz. Bu yerda h(£) va ¢(n) funksiyalar o’z argumentining

Ixtiyorly ikki marta differensiallaiuvchi funksivasidir. Demak .
o~ 7

w(z, ) = h(z +at) + g(z — at). (5)

Boshlang’ich shartlarni qanoatlantirish goldi:

u(z,0) = hiz) + g(z) = o(z), a(l'(z) - ¢'(z)) = y(z). (6)
Shartlarning ikkinchisini
. ’
1
h(z) — g(z) = = /dz W(z)+c
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Lo'rimshga keltirib quyidagilarni olamiz:

x
1 L o c
hiz) = _—2-4,0(:1:) + % / dz(z) + 3
Ty
(7)
T
L 1 (@
4 = — b ) = { Ww(z) — —.
o) = 3olo) — 5o [ 429) - &
Dok, (1)-Canchy masalasining vechimi
| a-t-at
] . ; ;
w(a, l) = 5 (¢(z + at) + @(z — at)) + % / dz¥(z2) (8)
- r-at

ko tinishpa ega ekan.

Olingan natijaning ma’nosiga kelaylik. [(€) = [(z + at) - ning argumenti
o'vparmasligh nehun die/dl = —a bo'lishi kerak. Demak, chapga —a tezlik bilan
kot gilayotgan sistemaga o’tsak to’lginimiz f(€) = f(z + al) shu sistemada
o vprmasdan turar ekan. Bu esa f(£) ko'rinishdagi to'lqin chap tomonga —a
Leslile bilan harakat giladi degani. Xuddi shunday, argumenti z - af bo’lgan
linladyn o'ng tomonga a tezlik bilan harakat qgilayotgan to’lqinga mos keladi.
o) Tunksiva esa boshlang’ich g’alayonning ikkiga parchalaniby chap va o'ng
Lomonga bwrgalayotgan to'lginlar superpositsiyasi ekan.

4. Cheksiz tor: majburiy tebranishlar masalasi
Iide quyidagi ko'rinishdagl Cauchy masalasini yechaylik:

uy — Uy, = f(z, 1),
u(z,0) = (z), ulz,0)=y(z), (9)
0<i<oo, —-0O0<2<O0.

o yerdagi f (@, 1) funksya tor bo’yicha tagsimlangan tashqi kuchni bildiradi.
Cnrnktenstikalardan foydalanib, yana (2)-almashtirish bajarsak, quyidagi

fotelimant olamiz:

—da*ugy = f(€,7)- (30)

[ pmelimas tenglamaning to’liq yechimi birjinsli tenglamaning umumiy
colinmt v bivjinslimas tenglamaning xususiy integralidan iboratdir.  Bir
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jinsli- tenglamaning nmumiy yechimi (8)-orqali ifodalangan.  Bir jinslimas

tenglamaning xususiy integralini topish qiyin emas. uni bevosita (10)-dan
keltirib chiqaramiz:

& o
1
) =~z [ [ deansien) (1)
& o

Almashtirish yakobiani dédn = 2adxdt ckanligini va (V.1)-rasmda ko'rsatilgan

V.l-rasm: Integrallash chegaralarini aniqlashga doir
integrallash sohasini hisobga olsak, (9)-ning yechimi

r+al

L 1
u(z,t) = 5 ((x + at) + p(z — al)) + 57 / d2ap(z)+
! x—atl

12
t z-+a(t—7) ( )
1
iz / dr / dyf(y,7)
2a |
0 x—aft-7)

ekanligini topamiz. Bu formula D’Alembert formulasi deyiladi.

§3. Bir tomondan cheklangan tor. Akslantirish metodi

Bir uchi mahkamlangan va ikkinchi tomoni cheksiz bo‘lgan tor berilgan bo‘lsin.
Torning mahkamlanish nugtasini = 0 deb olsak, mahkamlanganlik sharti

'Jean-Baptiste le Rond D'Alembert (1717-1783) - fransoz olimi. Rus tilida - Heanntep
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a0, 1) = 0 ko'rinishga ega bo'ladi. To'lgin tarqalayotgan soha x > 0 bo'lsin.
Vinnalani quyidagicha qoyish kerak:

Uy — G2 =0, v
u(z,0) = p(z), w(r,0)=1y(z), u(0,t)=0; (13)
0<t<oc, 0Lz<o.

I lqgin tenglamasining 5-yechimiga yuqoridagi chegaraviy shartni qo‘llasak,
0 = h(atl) + g(—at)

minosabatni olamiz. Demak,

hxvar} hix-at)
o AR
=R BN
—/‘ \“n,. e J Rt
~hi{~xral)
x=0

V.2-rasm: Bir uchi mahknlangas tor bo'yicha to'lgin tarqalishi

w(z,t) = h(z + at) — h(at — z) (14)

dlom. Bu yerda h{z + at) - o'mgdan chapga harakat qilayotgan to'lqin,

Ji( x + at ) esa chapdan o'ngga harakat qilayotgan to‘lqin, ular V.2-rasmda
Lo atilgan.  Fizik jarayon « > 0 sohada ro'y berayapti, lekin (V.2)—rasn}(ln
(uliylik welnm < 0 soha ham ko‘rsatilgan. Shunday qilinsa 14-formulaning
(nlgini yengillashadi, uni butun —co < 2 < oo sohada o'rinli deb garash
ininkin, Rasmdan ko'rinib turibdiki, bu holda ¢ = 0 vaqtda boshlang‘ich
hir) to'lgindan tashqari (nofizik) z < 0 sohada —h(—=z) ko‘rinishdagi to‘lgin
Lt berilgan, uning vazifasi = 0 nuqgtada w(0,¢) = 0 chegaraviy shartning
i ihishing ta’minlash. Bu soha masalaga kirmagan soha bo‘lgani uchun, u
crdnp toflginlar rasmda shtrixlab ko‘rsatilgan.

3 > < 3 .
I 0 o'qida o'ngdan chap tomonga harakat gilayotgan to‘lqin h(z + at)
Chopraviy @ = 0 nuqtada devordan akslanib, ishorasini o‘zgartirib, o‘ng

ammonea harakat qila boshlaydi. Agar biron xp > 0 nuqtada ¢ = 0 vaqtda
i nlnyonlanish hosil qilinsa yetarli darajada katta bo'lgan ¢ > 0 vaqt ichida
tiyoriy a2y > 0 nugtaga ikkita to'lgin galma-galdan yetib keladi: z, < g
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Bu shartlarning birinchisi (14)-ga olib kelgan edi, ikkinchisidan esa
hx) = hz + 21)

bo'lishi kerakligi kelib chiqadi. Demak, h(z) - davri 20 bo‘lgan davriy
funksiya ekan. (V.4)-rasmning birinchi gismida x nugtadan chap tomonga
ketgan to‘lgin ko'rsatilgan, uning vaqt bo‘yicha 20/e davrli funksiya ckanligi
ko'rinib turibdi. Ikki chegarada akslanishi natijasida bitta nuqgtaga bir necha

1
1M -
:
I’ w
// . E
74 3 S\
v . -\
'/, ] = \\
X 8f > b X
= l (1 o ﬁ ,
V.d-rasm: Ikki uchi mahkamlangan tor
nuqtalardan chiqqan to'lginlar bir vagtda kelishi mumkin. (V.4)-rasmning

ikkinchi gismida (z, ¢) tekisligidagi bir M nugtaga « va § nugtalardan chigqan
to'lginlarning kelishi ko‘rsatilgan. « nuqtadan chigqan tolqin o‘ng devordan
bir marta akslanib, 8 nugtadan chigqan to‘lgin esa bir marta o‘ng devordan, bir
marta chap devordan akslanib M nuqtaga kelgan. Bu fo‘lginlarni fiktiv bo‘lgan
a va b nugtalardan chigib, to'g‘ri yetib kelgan, deb garashimiz mumkin.

D’Alembert formulasini bu holga moslash uchun unga kirgan hamma
funksiyalarni 21 davrli funksiyalarga davom ettirish kerak. Bu masala [3]-
kitobda ko‘rib chigilgan.
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Mashglar.
5. 1-mashq. [2]-kitobning 11-bobidagi 52-57 sonli masalalarni yechib chiging.
H.2-mashq. e, — 2,y — 3y, = 0 tenglamaning umumiy yechimini toping,
H.8-mashq. 3t — Sty — 2uy, -+ 3u, -+ uy, = 0 tenglamaning umumiy yechimini toping.
H.4-mashaq. i, + atg + buy, + abu = 0 lenglamaning umumiy yechimini toping,.
5H.5-maashq. Avvalgi masalaning natijasidan foydalanib

Ury — 2y — 3uy, + 6u = 26
fonglamaning wmumiy yechimini toping.

5.6-mashq. 2%, — y*u,, = 0 tenglamaning umumiy yechimini toping.

6.7-mashq. Cheksiz tor bo'vicha f(z — al) to'lgin harakat gilayapti. Shu to'lginni
oshlang‘ich shart sifatida olib ¢ > 0 da Lor bo‘yicha tarqalayotgan to'lqinni toping,



bo‘lsa, boshlang'ich to‘lqinning chap tomonga ketgan qismi va akslangan teskari
ishorali to‘lqin, z; > zy bo'lsa boshlang'ich to‘lginning o‘ng tomonga ketgan
gismi va akslangan teskari ishorali to‘lgin. Xarakteristikalardan foydalanib bu
holatlarni (V.3)-rasmdagidek tasavvur qilishimiz mumkin. To'lgin tenglamasi

V.3-rasm: Bir nchi mahkamlangan tor

uchun xarakteristikalar 2 + ol = const formula orqgali aniglanadi. ¢ = 0 da 2,
nugtada boshlangan to‘lgin uchun const = a3 ga teng. Demak, 2 — al = x.
Akslanib qaytayotgan to‘lgin uchun esa z—al = —zq. G'alayonlangan nuqgtadan
chapga ketgan to‘lqin uchun z+at = 4. Mos keluvchi xarakteristikalar rasmda
strelkali chiziglar bilan ko'rsatilgan.

Kuzatish nuqtasi 2:; > 74 holni ko'raylik, unga (V.3)-rasmning birinchi gismi
mos keladi. zy nugtadan o‘ng tomonga ketgan to'lqin z; nugtaga t; = (2, —
x9)/a vaqtda keladi, xuddi shu =, nuqtaga chap tomonga ketib 2 = 0 chegarada
akslanib qaytgan tolgin (> = (z; + 2p)/a vagtda yetib keladi. Demak,
nugtadan £; va {y momentlarda ikkita to‘lgin o'tar ekan - biri to'g'ni to'lqin,
ikkinchisi akslangan to‘lgin.

(V.3)-rasmning ikkinchi gisini z; < zy holga mos keladi. Bu holda ham
z; nugtadan ikkita to'lgin galma-gal o'tayapdi: ¢, = (zg — 2;)/a vaqtda zy
dan chapga ketgan to'lqin, ty = (29 — z1)/a + 22 /a = (zy + x1)/a vagtda
chegaradan akslanib qaytgan to'lgin.

Har gal ham akslangan te'lgin go‘yoki (fiktiv bo‘lgan) #f = —x, nugtadan
chigib kelayotgandek ko‘rinadi.  Shuning uchun akslangan to‘lgin uchun
z — al = —xp.

Yechim qidirilayapgan soha = > 0, ammo formal nugtai nazardan
formulalarni —oco < < oo soha uchun yozganimiz qulayroq. Yechimning,
butun = o‘qiga davomini u(z, t) deb belgilaymiz, (14)-dan kelib chidagiki, bu
funksiya toq bo‘lishi kerak: #(xz,t) == —u(—z, ). u(a, ¢} ning togligi 4(0, ) = 0
chegaraviy shartning avtomatik ravishda bajarilishiga olib keladi. Boshlang'ich
shartlarni ham butun 2 o'qiga toq ravishda davom ettiramiz:

p(z,t) = ¢z, t) = —@(—=, (), P(z,t) = Uz, ) = —(—z,t).
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alarning  sinfi o'zgarmaslig kerak: 1 €
3,1 funksiyalar tilida (13)-
Shuning uchun ko‘rilyapgan

Albatta, ko'rilayotgan funksiy g (B OF
C%(R?), g € C}(R), ¥ € C'(R). Yangi kn‘.xtxlgan'u.,
_masaladan farq gilmaydi.

masalaning qo‘yilishi (1) : .
b olish mumkin:

masalaning yechimini darhol yozi
a+tal

/ dz(2). (15)

r—at

1
1 o 1
afz, t) = 3 (@(z + at) + @lz at)) + %
iri ' z—at <0
Bu formulani haqgiqly to'lginlarga keltirish uchun © —at > O va x —a
sohalarni alohida ko‘rish kerak (har gal ham = > 0).
ya —at>0:Bu sohada @(z — at) = p(z — al),
z-bal

(ol +a) + oz —a)) + 5 / dz(2),

r—al

~z+at), (z) = —(-2),2 <0.

o(z) = 1(z). Demak,
o

. T > at.
u(x,t) =

| =

byz—oal <0: Bu holda @(x —at) = @(

Demalk,
x+al
1 - i
1 AL o dz(2), z < at.
u(z, 1) = 3 (¢(z + at) (- at)) % / (2)
o ~x+tat

Xuddi shn yo'l bilan bir uchi ozod bol‘gan
1,(0,8) =0

111 S
i i a he inz =0
cksiz tor masalasini ham yechish mumkin. Bu holda ham to‘lq

sarim ch . RIS “
v ishorasini o‘zgartirmaydi:

nugtada akslanadi, ammo bu holda u 0'z
W (at) + ¢'(—at) =0, = h(at) = g(—at) + const.
Bu holga to‘gri keluvehi yechim:

u(z,t) = hiz + at) + h(at - x) + const.

§4. Akslantirish metodi: cheklangan tor (sterjen)

ning ikkala uchi mahkamlangan bo'lsin:

u(0,4) = u(l,t) =0

“Tor(sterjen)
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VI BOB. FOURIER METODI

§1.

Klassik 1,
q“yidag

Xususiy funksiyalar va xususiy giymatlar masalasi

atematik fizikaning deyarli hamma tenglmalarining (azoviy qismi
i ko'rinishga egadir:

—div(p grad u) + qu = \u. (1)
Bir Ylchamli holda bu tenglamaning ko'rinishi quyidagichadir:
—(pu') + qu = Au. (2)
gar (U-dagi operatorni
L = —div(p grad ) +q (3)

de ; ; : R . :
b‘belgl]ab olsak, (1)- tenglama bilan bog'liq bo'lgan chegaraviy masalalarni

WM¥ldagi ko'rinishda vozib olishimiz mumkin:
Lu = u,
o (4)
au+fB-—] =0. '
on /¢
Buy, s ! ; )
Yerdg S-tenglama o’rinli bo’lgan sohaning chegarasi, n-shu chegaraga, tashqi
nor : S :
M;ma] y & va f lar chegaraviy shartiarni aniglab beradilar, o + 8 > 0.
b4 A . > 1
K Ata, funksiya u tenglama: berilgan G sohada va uning chegarasi S da
de}akh bo‘lgan silliglik, ya’ni, uzluksiz hosilalarga ega bo'lish xossalariga ega,

* Olamiz,  Ushbu masalaning yechimi w funksiya operator L ning zususiy
“MRsiyasi va A son esa L ning zususiy qiymati deyiladi. Masala A
g Shlm(lay qivmatlarini topishdan iboratki, bunda berilgan tenglamaga va
¢ mgm"‘“’iy shartlarga bo’ysunuvchi u funksiya mavjud bo’lsin. Bunday masala

Usty qiymatlar masalasi deyiladi. Bir o’lchamli tenglama (2)-haqida
5op ketgnnda bunday masala Sturm-Liouwville' masalasi deyiladi. Odatda
m.lsllslly funksiyalar va xususiy qiymatlar soni ko’p bo’ladi va har bir xususiy
QYinag A ga o'zining xususiy funksiyasi u, mos keladi. Shuning uchun

Lt = Nitin, n — to'plam (5)

1o
C 3 ) . i ol
- 1l h“rk‘l‘re\n(mis Stunn (1803-1855) va Joseph Liouville (1809-1882) - fiansuz matematiklari. Rus tilida
Pitteg Pparcya [lrypae na Moseds Jhryunm,
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deb yozamiz, Xususiy giymatlarning to‘plami {A,} L operatorning spektri
deyiladi.

Xususiy qiyvmatlar masalasi bilan bir necha misollarda tanishamiz.
G.l-misol. (2)-dap=1, ¢g=0va 0 <z <! bo’lsin:

u’ 4+ du=0. (6)

2

I3 deganimiz, biz L = - 72 operatorning xususiy giymatlarini qidiryapmiz:
ki o

5
d*

”'*‘/\ ={} = L =)\, L=-— ,
u U n 1 dx?

Chegaraviy shartlarni quyidagicha tanlab olamiz:

u(0) = u(l) =0, (7)
yini, ﬁ] = ﬁ‘: = () va ] = (xg = 1.
Xususiy giymatlar A < 0, A = 0, A > 0 bo‘lishi mumkin. Qo‘yilgan
cheparaviy shartlarga fagatgina A > 0 mos kelishini isbot qilaylik.
I. A < 0 bo'lsin. Bu holda (6)-tenglamaning umumiy yechimi

u(z) = ¢ VI | Y =/
bho'ladi. Birinchi chegaraviy shart «(0) = 0 dan
¢ +cy =0
kelib chiqadi. Tkkinchi chegaraviy shart «(l) = 0 dan

(:1el\ﬂ’\—| + cae"'\/m =0

kelib chigadi. Bu tenglamalarning yechimi ¢; = ¢; = 0 bo‘ladi. Demak, A < 0
ho'lishi mumkin emas.

)

A = 0 bo'lsin. Bu holda (6)-tenglamaning umumiy yechimi
u{x) = ¢y + oz

bo'ladi. Chegaraviy shartlar yana ¢; = ¢y = 0 ga clib keladi.
4o A = 0 bo'lsin. Bu holda (6)-tenglamaning umumiy yechimi

u(z) = ¢ cos(VAz) + ¢a sin(vV/\z) (8)
ho'lndi. Birinchi chegaraviy shartdan
w(0) =¢; =0
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kelib chigadi. Tkkinchi chegaraviy shartni ishlatamiz:
w(l) = cysin(VAl) = 0.

¢y # 0 deb

VAl = na, n=1;2,3

voki
2.2
nem
2
deb olishimiz kerak. Masalaning xususiy giymatlari ixtiyoriy butun son n ga
bog'liq bo'lib chigqani uchun xususiy qiymatlarga ham indeks n ni biriktirib
qo’ydik. Demak, (6)-(7) xususiy giymatlar masalasining yechimi quyidagicha

ekan:

Ny = n=1,2.3;%

A= n;’_;r?) un(x) = e35in (ZZ;I) , n=1,23,... (9)
6.2-misol. Yana p=1, g =0va 0 <a <[ bo’lsin:
u” + A= 0. (10)
Ammo chegaraviy shartlarning birini o’zgartiramiz:
u(0) = u'(l) = 0, (11)

yoki, B =0, fo =1 va a; = 1, ay = 0 bo'lsin.

Bu holda ham A < 0 va A = 0 variantlar chegaraviy shartlarga ros
kelmasligini tekshirib chigish giyin emas. Demak, A > 0.

Tenglamaning umumiy yechimi o’sha:

u(z) = ¢ cos(VAT) + e sin(vAz). (12)

Birinchi chegraviy shartdan yana ¢, = 0 kelib chigadi. Ikkinchi chegaraviy
shartni qanoatlantirish uchun

- 1 L
VN = (11. + —2-) 7wy n=10;1;2.3;.:
deb olishimiz kerak. Demak, (10)-(11) xususiy giymatlar masalasining yechimi

I T Vi B
)\,‘ — ——(” : lﬁ) ’ri 3 ll-n(.'lT) = C2 sin <'(n—*7£> S £ 0: lz 37 (13)

ekar.
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G.3-misol. Yanap =1, ¢ =0va0 < z < { bo’lsin. Chegaraviy shartlar

u'(0) =u'(l) = 0, (14)
= [l = 1 vaa = ay =0 bolsin. Yana yuqoridagidek tahlil gilib A <
0, A == 0 hollar chegaraviy shartlarga mos kelmasligini topishimiz mumkin.
Tenglamaning umumiy yechimi vana o’sha:

w(x) = ¢1 cos(VAz) + ey sin(VAz). (15)
Chegaraviy - shartlarni - go’llasak, xususiy qiymatlar masalasining (14)-

chegaraviy shartlarga mos keluvelii yechimi

9
nw (T L n
Ap = TR U () = ¢ (:()'.s( 7 .n) H=10,152:8, 0 (16)

okanligini topamiz.

2.

Bir narsaga ahamiyal berish kerak: nuchchala misolda differensial operator
bir xil edi, ammo har gal bitta chegaraviy shartni ozgartirib turdik. Bu
misollar xususiy qiymatlar masalasi uchun chegaraviy chartlarning ahamiyatini
ko'matadi. - Albatta, shunday bo’lishi kerak ham - tabiatdagi hamma to’lgin
jnrayonlar o’sha bitta to’lqin tenglamasi bilan ifodalanadi, ammo har gal har
wil 1o'lqin kelib chigishiga sabab har xil chegaraviy va boshlang’ich shartlardir
(keyin ko'ramizki, boshlang’ich shartlar (1)-dagi g ga ta’sir qgiladi).

6.4-misol.  (56)- va (64)-formulalarni solishtirsak, sferik funksiyalar
V"0, p) Laplace operatorining burchak qgismi bo‘lgan

1 10 - 0 5 1
» = — | sinf— | + ————
7T 5n00o0 \"" 90) T sin?00g?

operatorning (minus ishora bilan) n(n + 1) xususiy qiymatiga mos keluvchi
sisnsiy funksiyalari ekan:

D0, Y3 (0, 0) = n(n +1)Y;1(0, ).

Huning to'liq isboti 1.83.-paragrafda berilgan.

§2.  Funksiyalarning ortogonalligi va normasi

Bz kerakli bo’lgan yana bir necha tushunchani kiritaylik. Buning uchun
vl na’lum bo’lgan ba'zi bir tushunchalarni nmumlashtiramiz.
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Bizga ikkita uch o’lchamli vektor berilgan bo'lsin - [ va g (bu yerda
vektorlarni strelkalar bilan belgilaymiz, shunisi qulayroq). Ularning skalar
ko’paytmasi quyidagicha aniglanadi:

3
J 3= ho+ fo+ Bgs = figi
i=1
Agar n o’Ichamli fazoning elementlari bo’lgan vektorlar [ va § berilgan bo’lsa,
bu holda, ularning skalar ko’paytmasi

n
F-3=) fg (17)
i=1
korinishda aniqlanadi. Ko'pincha skalar ko’paytma uchun quyidagi belgi
ishlatiladi: . |
Fg=(13)-
[kkita vektorning skalar ko’paytmasi tushunchasini urmumlashtirib ikkita
haqiqiy funksiya f(z) va g(z) larning skalar ko’paytmasi tushunchasini
kiritamiz:

b
(f,9)= /f(:r)g(;r)d;r.

Biz bunda avvalgi formuladagi vektor indekslar bo’yicha yig'indini
funksiyalarning  argumentlari  bo’yicha  uzluksiz yigiindi - integralga
almashtirdik. Agar ko'riyapgan funksiyalarimiz kompleks bo’lsa, ularning
skalar ko’paytmasi quyidagicha ta'riflanadi:

b

(f.9)= /.f"(x)g(m)d:u.

o

Agar f Sg= ( f" g‘) = () bo’lsa, bunday vektorlar o’zaro ortogonal deyilar edi,
xuddi shunday, agar
(f.9)=0
bo’lsa, f(z) va g(z) funksiyalar o’zaro ortogonal deyiladi. Masalan, avvalgi
paragrafdagi (—d?/dz?®) operatorining xususiy funksiyalari (9)-larni olaylik.
Ular uchun:
l

. X(#N Zips ol 2
('“n-“m) = (;5 /’Si!] (-7-%‘—) sin (le’r—l) - ('572‘517111- (lb)
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Ko'rin s ‘ Sl . ; .
] ll‘llllllli\t,llllb(ll&l, 1 7 m holda wu,(z) va u,,(z) funksiyalar o’zaro ortogonal
0'lar ekan:

(n; ) = 0, n# m.
Ya' = 1,2, funksi ‘plami
Vi, {.“'T" n = 1,2,3,...} funksiyalar to’plami o’zaro ortogonal funksiyalar
Lo'plamini tashkil gilar ekan. l

Qulay tushunchalardan biri - norma tushunchasi. U quyidagicha kiritiladi:

Wil = V(7. D).

IKorinib turibdiki, oddiy uch o’lchamli fazoga qaytsak, bu formula vektorlarning

normasi, yani, uzunligining o’zi bo’ladi. Agar |[f]| = 1 bo'lsa, funksiymlin;;

normasi birga teng deyiladi. . )
(D)-sistemaga qaytib qo’shimcha. ravishda

(Ui ton) =0mny | =0:1.2....

bo'lishini - talab qilsak, bunday normalari birga teng va o'zaro ortogonal
funksiyalar to’plami {u,, n = i i
tnksiyalar to'plami {w,, n = 0,1,2,...} ortonormal sistema deyiladi. (9)-

«

funksiyalar to’plamin ortonormal sistemaga aylantirish uchun ¢ = 2 deb
- 1 %

(nbul qilishimiz kerak. Shunda quyidagi cheksiz ketma-ketlik

2 < T
Wilm) = \/;sm (l{ﬁ) Y =32

[ intervalda ortonormal sistemani tashkil giladi. Bu sistemaning
clementlari o'zaro - ortogonalligini yuqorida ko'rdik, har bir elementining
normast esa birga teng: )

) r

' PTI | £ A )
lnll® = (1, us) =1 (19)
Quyidaging ko'rsatish giyin emas:
1
dr cos T mnr 1l
oS —l - COS I = 7)'617111-

0

Hahibu misoldan ko'rinib turibdiki,

2 L
i, (1) = \/;(-()s (1”;—1) . WE=D. 1,2

My ‘plami he cx < li i
iliyalor to'plami ham 0 < 20 < I intervalda ortonormal sistemani tashkil
oy
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Ortonormal sistemalarning ahamiyati nimadan iborat? Oddiy misol - uch
o’lchamli fazodagi o'zaro perpendikular ortlar sistemasi

(6,,8,6)=1{&i=1,23}, (& &)=0dy.

Bu sistema uch o'lchamli fazoda ortonormal bazis rolini o'ynaydi. Bu degani,
uch olchamli fazodagi ixtiyoriy vektor A ni mana shu ortonormal sistema
bo’yicha qatorga yoyishimiz mumkin:

3
A= N8+ Ay + A8 =) A (20)

i=1

Matematik fizika tenglamalarining yechimlari bo’lgan huksiyalar avvalgi
paragrafda ko'rsatilganidek, cheksiz ketma-ketliklarni tashkii giladi. Bu cheksiz
ketma-ketliklar ortonormal sistemalarga aylantirilgandan keyin mos keluvchi
cheksiz funksional fazolarda ortonormal bazis rolini o’ynaydi.

Biror bir funksional fazoda (va'ni, elementlari funksiyalardan iborat bo’lgan
fazoda) bizga bir to’plam G va ortonormal sistema {¢,} € (7 berilgan bo’lsin.
Yuqorida (20)-formula orqali ixtiyori.)t uch o’lchamli vektorni {é&, i = 1,2, 3}
ortonormal sistema bo’yicha gatorga yoyganimizdek ixtiyorty [ € G funksiyani
ham ortonormal sitema {¢, } € G bo'yicha qatorga yoyishimiz mumkin:

[a) = Z Caton (). (21)

i

Bu qator f(z) funksiyasining Fourier galori deyiladi. {¢©n} ning
ortonormalligidan ¢, = (f, p,) ekanligi kelib chiqadi:

= -
(fren) =D cul@miPn) = D Cunduun = €
m n

Sistema {¢,} G to'liq deyiladi, qachonki [ € ¢ uchun uning (21)-gatori shu
fazoning normasi bo’vicha tekis yaqginlashsa:

IS = full —0, n—> o0, (22)
Bu yerda 3
i
fn = Z CYIL(PIH'
m=1

Boshgacha s0'z bilan aytganda, {¢,} C da to'lig bo'lsa, ¢ da noldan fargli va
hamma ¢, larga ortogonal bo'lgan funksiva topilmaydi.
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(bemisol.  [—m, 7] intervalda davily va f(—w) = f(w) shartga
Lot yvinnndigan funksiyalar to’plamini ko'raylik va quyidagi sistemani kiritaylik:

|
wple) = —=exp(inz), n=0,+1,£2, ...
on() \/2—77 p( )

s e sho davriy funksiyalar to’plamiga kiradi va to’liq ortogonal sistemani
bkl qiladi:

m
/ exp(iz(n — m))dz = Opp.

7.'

N in =
(‘;‘u: ‘t'm) =

27
[viivorty [(2) ni shu sistema bo’yicha gatorga yoyamiz:

[(x) = —E Z ¢, exp(inz).

o gutor [/ ning Fourier gatoridir. Qator koeffisientlari uchun ma’lum formulani

olnanz
7
. 1 :
= (fy0n) = —= [ f(z)exp(inz)da.
V2
-7
\ il ko'rsatiles sdiki 2 qin (Max - :

Vigorida - ko'rsatilgan  ediki, 7sin (“7) , n = | B S
[ooon (M) o= 0,1,2, ... funksiyalar sistemalari ham ortonormal bazisni

Lol qiladi, demak, ular bo'vicha ham 0 < x < [ intervalda tegishli juftlik
Lovnnsipa epa bo'lgan funksiyalarni sinus va cosinus Fourier-qatorlariga yovish
IlIlllII!.lll

Ny gilyvmatlar masalasidagi L operatorimizga gaytib kelaylik. Uning

pelctrt v xususiy - funksiyalarining  asosiy  xossalari  quyidagi  tasdigda
e lashpandir:

(1) dagi L operatorning xususily giymatlari manfiy bo’lmagan, sanoqli
chelons, chelaazhikdar intiluvebi va karraligi chekli bo’lgan sonlar to’plamini hosil
i

R T R G O i > <

oty hinksiyalar {u,} o'zaro ortogonal, to’liq va haqigiy funksiyalar
Lo ploamint hosil giladi.

40 b sdigning isbotini keltirib o’tirmaymiz, uning isbotini |3] kitobda
apih mmokin, - Fagat bir narsani aytib ketamiz: {u,} to’plamga kirgan
Favdaayalirni har doim normalashtirishimiz mumkin, bu degani, ixtiyoriy to'li
wtoponnl sisteimadan to’lig ortonormal sistemani (bazisni) olishimiz murmnkin.
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Matematik fizikaning harxil sohalarida (aynigsa, kvant mexanikasida)
uchraydigan operatorlarning hammasi (1)-korinishga ega bo'lavermaydi, ular-
ning xususiy funksiyalari ham shunga yarasha baqiqiy funksiya bo'lavermaydi.

83. QO’zgaruvchilarni ajratish metodi - Fourier metodi.
Giperbolik tenglamalar

Matematik fizikada eng ko’p qo’llaniladigan metodlardan biri - o’zgaruvchilarni
ajratish metodi. Uning mohiyati quyidagicha. Biz yechayotgan tenglamaga
kirgan funksiya u(x,y, z, 1) faqatgina bir o’zgaruvchining funksivasi bo’lgan
funksiyalar ko’paytinasi sifatida izlanadi. Masalan, dekart koordinat
sistemasida

w(z,y, z) = X(2)Y (y)Z(2)T(L),
sferik sistemada:

u(r,0,p.1) = R(r)Q(0) ()T (L),
va h.k. Natijada, xususiy hosilali differensial tenglama to’liq hosilali differensial
tenglamalar sistemasiga keltiriladi, ularni yechish esa ko’p marta osonroqdir.
Afsuski, bu yo’l hamma masalalarda ham o'tavermaydi - fagat ma’lum
differensial operatorlar ma’lum koordinat sistemalaridagina o'zgaruvehilarni
ajratishga yo’l qo’yadi.

Bizning kursimizga oid bo’igan shunday misollardan bir nechtasi keyingi

paragraflarda ko'rsatilgan.

§3.1. Erkin tebranishlar masalasi

Quyidagi masalani ko'raylik:

Uy — A Uyy = 0,

w(0,t) = u(l,!t) =0,

u(z, 0) = p(z); w(z,0) = ¢(x),
0Lt<oo; D<€ <l J

Bu - ikkala uchi mahkam biriktirilgan { uzunlikdagi torning (sterjenning) erkin
tebranishlari masalasi. Ham boshlang‘ich, hain chegaraviy shartlar berilgan
masala aralash masala deyiladi. Yechimni

u(x, t) = X(2)1'(L) (24)

§4

L' timshida gidiramiz. Buni tenglamaga. o’ysalk,

X(x)T"(1) — a® X" (2)T(t) =0 (25)

uin kolaaniz, Boshgacha so'z bilan,

X"z ™t ;

- ( ) =" = (_)_. (2())

X(z) a*T(t) ¥

lonplamaning chap tomoni z ning funksiyasidir, o'ng tomoni esa ¢ ning

linbetynsi. Agar z ni (@ i) o’zgartira boshlasak tenglikning o'ng (chap) tomoni

0 pnrmaydi, demak, hagigatda tenglikning chap (o'ng) tomoni ham z ga (L ga)

hop ' lig emas ekan. Ya'ni, tenglikning ikkala tomoni ham bir o’zgarmas songa
Lo, ekinn, sha sonmi —A deb belgilaylik:

X"(z)  T"(1)

X(z)  «7T(t)

Liliyadn, biz hoshidagi bitta xususiy hosilali differensial tenglamaning o’rniga

= -\ (27)

Kot oddiy dilferensial tenglamalar sistemasiga cgamiz:

X"(z) +2X(z) =0, X0)=X1)=0
(28)
T(t) -+ Aa®T(t) = 0.

Houl ho'lpan tenglamalarning birinchisiga masaladagi chegaraviy shartlarni
bivohindile, chunki chegaraviy shartlar masalaning fazoviy qismiga qo'yilgan
[t (28)-sistemaning birinchist yuqorida muhokama gilingan xususiy
vt lar masalasi (6)-(7) ning o’zidir, uning yechimlari (9) ham bizga ma’lum:

99
ne-a

N 2 e, xn(a,-)zczsiu(ﬁ), n=0123. (29

12

2

\ 0 ha'lib ehiqdi, (27)-dagi ishora tushunarli bo’ldi. Agar A < 0 bo'lsa, ikkala
chicnnviy shartlarni qanoatlantira ohmas edik ( §1.-paragrafdagi muhokamani
)
( 28) ning ikkinehisining yechimini topish glyin emas (A-ning giymatlarini
neny giyimatlar masalasidan olamiz):

M, . nwal nmal ex ) :
Tu(l)="a; sm—|7—- + b, (:os—‘,—. n=10,1,2,3;:. (30)
gl tenglimaning to’liq yechimi uning xususiy eychimlarining superpozit-
Ivanidn
et N nmal nwal
- . NI 3 '-'IT-.. ) . "/ 2 -
i, b) ”2 1 (T, 1) = "E,:, hln--—l— <a..,,.sm T + by, cos ; ) k (31)




Bu yechim o’zining fazoviy gismi orqali chegaraviy shartlarni ganoatlanti-
radi. Boshlang’ich shartlarni qanoatlantirish qoldi. DBuning uchun Fourier
qatorlari nazariyasini (yoki ortonormal qatorlar haqgidagi nazariyani) eslasak
vetarlidir:

u(z,0) = p(z) = Zb,,smm” (32)

n=1

nwa . nwT
w(z, 0) Zaﬂf—sin——ﬂ— (33)

Tkkala qatorni sin(mna:/l) ga ko’paytiramiz, 0 dan [ gacha integrallaymiz va

L
/ dz sin n—’,;f sin m_,'mi == ;l;d,,l,, (34)
0
ekaniigini eslaymiz. Natijada,
{ !
O = # da:zj;(g:)siuﬁzl‘—f, by = —?—/drg( )smmlm (35)
0 ®

formulalarni olamiz.
Topilgan yechimni yana bir qulay holga keltirib olishimiz mumkin:

‘ . [
up(r, t) = Xo(2)1a(t) = /\:nsstin (m;a - n,,) ! (36)
bu yerda
N" = a“ + b tgey = b/ ay,.

Yechimning bu tasavvuri shu bilan qulayki, undan shn yechimming fizik
ma’nosini bevosita aniglash mumkin:  (36)-formula zususiy chastotasi

Wy = n: (maksimal) amplitudasi N, tugunlari soni (0 <z </ da) (n — 1)

bo'lgan turg’un to’lginni ifodalaydi - (VI.1)-rasmga qarang. Har bir w,
chastotali tebranish (turg’un to’lqin) garmonikae deyiladi. Ba’zi bir hollarda
garmonika so'zining o’rniga moda so’zi sihlatiladi - tebranish modasi degan
termin haimn bor.
f g g 5 wa % g

Quyidagi terminologiva ham keng tarqalgan: w; = - chastotali tebranish
asosiy ton deviladi, qolgan tebranishlar 75Xs, 73X3, ... obertonlar ketma-
ketligini taskil giladi. Torning xususiy chastotalari uning fizikaviy xossalari

86

Bl bog'langan:

nwa nn [T

=TT TN

(1) var (36)- formulalardan foydalanib tebranishlarni ochib yozaylik:

mal . . 27z . (27wal
u(e, t) =N 51[1—}]— sin (i[— 4 uq) + Nasin ——[l—— sin (——I——- + ()13) +

.. 3wz . (3wal
Ny sin e sin =% +ag |+ ...

I (VI 1)-rasmda ko'rsatilgan garmonikalarning birinchi uchtasi.  Qatorni
ol yozganimizdan magsad garmonikalarning amplitudalari N, larning rolini
ihoknma gilish. Muayyan misollar shuni ko'rsatadiki, n oshib borishi bilan,

. lmaya boradi.  Ya'ni, har bir keyingi garmonikaning umumiy tovushga
(o ;,lw,nn hissasi kamroq be'ladi. Amino mana shu tebranishlarning yig'indisi

[ovinh tembrint tashkil giladi.

(37)

n-garmonikaning  energiyasini (12)-
formuladan topishimiz mumkin:

4

1 / o\ o\
I 8 il ’1' Rl 1.:2
E, 2/ p((’?t>+ (a’v) dx

0

= %ij}, N2 = —1—Mw,2, (a2 + b2).
(38)
Bu yerda M == pl - torning to’liq massasi.
6.6-misol. Ikki uchi mahkam biriktir-
ilgan tor kengligi 20 bo’lgan bolg’acha zarbi
ostida quyidagi boshlang’ich tezlik bilan

VI rasin: Turgun to'lginlar

mivozanatdan siljitilgan:
O, 0 S Tr<<zy-— !s,
w(z,0) =(z) =< v, 2p—9d <z <20+0,
0: Ty T d<ux < l.
i torning erkin tebranishlaring toping.
Yochim. Torning ikkala uchi biriktirilganligi ’u(() 1) = u(l,t) = 0 ekanligiga
Wi, Boshlang’ich siljishning yo'qligi: u(z,0) = p(z) = 0,0 < z < L
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Tenglama bir jinsli bo’lishi kerak, chunki masalada tor bo’yicha tagsimlangan
kuch berilmagan:
gy — a2y, =
Masala qo'yildi. Uni yechishga Otaylik.
Noma'lum funksiya u(z, t) da o’zgaruvehilarni ajratamiz:

X (2)1(1).

Natijada, yana o'sha (28)- tenglamalar  sistemasiga  kelamiz, chegaraviy
shartlarni hisobga olsak (29)-formulani olamiz:

w(z, t) =

Xa(z) = cnsinf?i. n=123...

Demak, umumiy yechim

o
< REE . nmal nwal
u(z,t) = Zsm i (a,,sm—-/— + h,g:os—}—) ’
n=1 i

ckan. Boshlang’ich siljishning yo'qligidan

z,0)=0= qu

n=|

—y = b, =0, n= 1235 ..

ckanligi kelib chigadi. Koeflisient, a,, (35)-formulaga asosan

l To+0 I
| nwr 2wy nie dugl nrs 0
& & 0 » Try ., nw
= ——- [ (2 )sm——d sl ~—-d = ———sin—sin—
nmwa l nwa N7 { {
0 Ty -0

ga tengdir.  Demak, masalamizning hamma chegaraviy va boshlang’ich

shartlarni hisobga olgan yechimi

sin sin sin =

Y 6= i i ] I

oo -
vl o~ 1 . nrz . nmag . nwd | nwat
Tg —;sin
7a

=

0
5§ SIn——8in—sin-—sin—- - —sin———sin sin——sin +
wa

l / l [ 1 l l { l

Wi 4'1)01{ v AR 5 w0 . wal 1 . 2xw | 2rxy . 278 | 2watl
3

+—sin—-—sin Sin——8i—-

1. 3nx . 3mxy . 370 . 3rmal i
9 ! 7 i l

ko’rinishga ega ekan.

tudasi birinchi garmonika wy =
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vl o WASQ == —_‘”' (0 ’ 1 ""ni)) « Inp e
“h() perin (h()stotzlh ar II\()lJlkzLIllllg l)( 1101 4 ) h
1 Dern g 2 I g

£ ning (asosiy tonning) amplitudasidan 4

. . - . - . . s . -
al ta l\llln. “Ild(l]) k(,HH;,I gdllll() g 1)-"[1)]“;”(1(,-5] esa b“ln(:h‘ g“-l l"()nll\llgd
e ¢ “11\(“1“[

shakd ( art kﬂ Va ]].l\.
||]"\l wtan .) m a m Vé
/\’l -h chimaa g == l(,) h ~ 01 1 {)( )t.&k,.’—.(] 1.
}J(I shu ye l mea )_ C “ O i) 0 > 1 llt 7, O LS 1 o NG lddkl
b g < : > asny
b l) 1 (h K ala o n
I "ul llls Cruy i lO lld l ng zar b(\ ()lg'l“ tor n"lg l‘el’)l n"\ll]ﬂll I ?]S(l] 151711
y( (.h}.,'e“ })0 lt"lll/,.
21 1 nmweY . IUc.L'() 'ILJI().L

u\xr — et E —Ssin——=:11 SN

T pa

§3.2. Majburily tebranishlar masalasi

v daald (2 \] O s | x t) 1l
114 tash k |(41| f( N
‘I‘ l)l “l”‘]l mas Ll 15128 tor Do lChLl td»q'ﬁ]lll]ﬂ. lg 11l S! (e} 1 1

[ciritaylik:
e e — e = f(2T: 1),

u(0,t) = u(l,t) =0, : (39)
u(z,0) = p(z); w(z,0) = P(z),

0<t<oo, O<z<l it - dfp,
(loparaviy shartlarni hisobga olib, bu masalaning yechimini quyidagl

joparavly  sha
Lo'vinishda izlash tabiiydir: |
oo

nwe 40
w(z, t) Z”n ‘"‘—l_ (40)

i is é iga yoyamiz:
funksiyalarni ham xnddl shunday Fourier qatoriga yoy

{

i nw
= %/ d;,;f(a:,L)sin—l-

[$oshga hamma

o0

[, 1) = L f,,(z)m”—’l‘l. Fult)

n 0
, |
NEpimiLe ) dry(z) \”,E.”_”i, A
L\p,,\m s g ! ( )
0
o nwe ‘
A e = dr(z)sin—-.
‘l/'(.’l'. >_/ "‘.lll u l )
n=1



Bu qgatorlarni (39)-tenglamaga olib borib qo’sak quyidagi tenglamaga kelamiz:
] g & q 1) S & 2

Zsin# {i)’"({') = w?;“n(") == fn(t)} =0, Wn = E‘;E (42)
n=1
Demak,
iin(t) + w;?;u"(t) — [a(t) =0, w(0) = ¢y, w(0) = .. (43)

Umumiy metodga asosan birjinslimas tenglamaning umumiy yechimi bir
Jinsli tenglamaning umumiy yechimi va bir jinslimas tenglamaning xususiv
vechimlaridan iborat:

w (8) = w{O(t) + uD(1). (44)

Erkin tebranishlar tenglamasining yechimi ma’lum:
uO(t) = apSin(wyt) + bycos(wyl). (45)

Bir jinslimas tenglamaning xususiy yechimini topish ham qiyin emnas:

t

uf,”(i) = u—f— /sin(w,,(l — 7)) fu(7)dr. (46)

13

0

Bularni (44)- va (40)- larga olib borib qo’ysak, (39)-masalaning vechimini
topgan bo’lamiz:

= . nwx ) L) :
ul#t) = smT @nsin(wnt) + —ihucos(wat) | +
w,

1 n
y (47)
+ R /sin(w,,,(i. ~ 7)) fu(T)dr
n [|
§3.3. Birinchi umumiy chegaraviy masala
Chegaraviy shartlar birinchi turga tegishli ummmiy holda bo’lsin:
Uy — @Pugy = [(x, 1),
uw(0,2) = (), wu(lt) = ps(t), (48)
u(z,0) = p(z); w(z,0) = ¥(z),

0<t<oo, O<z<l.
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Hunday masalaning yechimini guyidagi ko'rinishda izlaymiz:
u(z,t) = U(2.t) + v(z, t). (49)
\pr [/ (, 1) funksiyani maxsus ko'rinishda tanlab olsak:

U(e,t) = (V) + T (a(0) ~ (1)) (50)

vanei noma’lum funksiva v(z, £) bir jinsli chegaraviy shartlarga bo’sunadigan

) .
o' Incdi

v(0,t) =v(l,t) = 0. (51)
Nitijada, v(z, t) uchun avvalgi paragrafda ko’rib chigilgan masalani olamiz:
Uy — {~"2”:u: = f(?f, t),
v(0, l). =o(l,1) =0, ) (52)
o(x,0) = $(2); u(x,0) = $(x),
0<t<oo, O<z<l

[ yerda

[(x,0) = f(z,t) — Un(z,t), ¢(z)=e(z) - U(z,0), P(z) = P(z) — Uy(z.0).

4.4, Statsionar ozod hadli chegaraviy masala
\wunlpi punktdagi masalamizning bir xususiy holini ko’raylik:

Upp — az'""m: T f(T):
w(0,0) = uy, u(l, 1) = us, (53)
u(z,0) = p(z); w(z,0) = ¥(z),
0<t<oo, O<z<l
[nplnmamizdagi ozod had va chegaraviy shartlar vagtga bog'liq emas. Bu

[ioldn vechim quyidagicha qidirilodi:
u(z, t) = v(z, t) + w(x). (54)

Shi tarzda kiritilgan ikkita yangi v(z,t) va w(z) funksiyalarni quyidagi
ninsalalarni yechimlari sifatida izlaymiz:
w(x) uchun masala:

2w (@) + f(x) =0, w(0)=uwu, w(l)=u. (55)
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v(z, t) uchun masala:

Uyt — azv:r;z: =0,
v(0,¢) = wv(l,t) =0, (56)
v(z,0) = ¢(z) — w(z); v(z,0) = P(z), °
0<t<oo, O0<z<l
(55)-tenglama to’liq hosilali tenglama, uni yechish qiyin emas, (56)-masalani
esa ko'rib chigqanmiz.
6.7-misol.
Quyidagi masala yechilsin:
Uy — Uze = 2b, b =const, u(0,4) =wu(l,l) =0, u(z,0)= w(x,0) = 0.
Yechish
(55)- ga muvofiq
w'(z) +2b=0, w(0)=w(l)=
tenglama va chegaraviy shartlarga egamiz, buning vechimi:
w(z) = —bzx(z — ).
Shunda v(z, t) uchun quyidagi masalani olamiz:
Uy — Vg = 0,
1(0,8) =v(l,t) =

v(x,0) = ba(z - l) v(x,0) =0, L
0<t<oo, O<z<l.

Bu - erkin tebranishlar masalasining 0'zi, uning yechimi (31)-formula bo’yicha

nwal nwat
Zblu—-—' Q. SIN—— 7 + b, cos—— ] .

n=1\ l

Bizning holimizda ¢(z) = 0 bo’lgani uchun a, = 0 bo'ladi, b, ni esa
quyidagicha topamiz:

)

nir 111
b, = — ] /d'm z—1) smT_ 53

e e 8

Ko'rinib turibdiki, by = by = bg=---=0. n = 2k + 1 bo’lganda
b | = 8bi?
AT Tk 1)
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Demak,
u(z, t) = —bx{z — 1) +v(z,t),

b yerda
iy e | (2k+ Drz  (2k+ 1)wat
i 4 08 -
v(x,t) = =3 ,“Z_,A(, CTESIE sin ] o 7
8bi*| . wx wat 1 . 3wz 3mal 1 oL
3 |Sin—cos— + g7 Sin—7= 008 —— + 1255107 cos

IKo'rinib turibdiki, asosiy garmonika - birinchi garmonika, keyingi hadlarning
amplitudasi (va demak, tovushga qo’shgan hissasi) garmonikaning nomeri
oshishi bilan keskin kamayib ketadi.

§3.5.  Misollar
Oir sterjenning tebranishlari masalasi
Ouyidagi masalani yechaylik:

wy — e =g, w(0,6)=0, u(,)=0, u(x,0)=kz, wulz, 0) = (_)
(58)
I} masalaning mamosi - bir uchidan shipga osib qo’yilgan sterjen 1kl\n’)qn
(tzod) uchidan elastik ravishda tortilgan va ¢ = 0 vaqt momentida qo’yib
vithorilgan. Yechimni quyidagicha gidiramiz:

u(z, t) = v(z, t) +w(z).
Apar w(2) ni quyidagi masalaga bo’ysundirsak,
o*u(z)+g=0, w(0)=0, w'()=0
(0, 1) uekun bir jinsli masalani olgan bo’lamiz:

b @ =0, w(0,8) =0, w(Lt)=0, u(z,0)=rkz—w(z), uz(x,U()=;0~
' ‘ 59

1w ni topish oson:

w(x) = %ut (l - g) '

v(x, t) = X (x)T(t)

(H0)-ni yechaylik.
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deb olsak, X(z) uchun

X"(z) + XX (z) =0, X(0)= X@)=0

masalani olamiz, uning yechimi bizga ma’lum:

2 . 2 1
X(zx) = ¢ sin ( n;; m-) .

Demak, umumiy yechim quyidagi ko’rinishga ega:

i .
e . [(2n+1 2n+1 ‘
v(z,t) = _S_ sin ( 57 7(.’1.‘) {a,, cos ( 7127 7rat) + b, sin ( 2”'27_ l7ra£) J

n=(0)
u(z,0) shart bizga b, = 0 ekanligini beradi. Ikkinchi boshlaz

1g’ich shartni

olaylik:
o0
. (2n+1 i -
S e BN Yo A .
g h ( 2l 7‘—"') i k ag-'l» (I = ‘—2') 2
Bundan
9 !
u.1.=7 /(L’L' [k:x: — ngz (l .g;)] Sin<2n + 171’.'1:) 2 81 (—1)"a®k(2n + 1)—gi
0 a 2 2l 22 @n 1 17

ni topamiz. To’liq yechim:

u(u;, I.) = —52—:5 (I . —;) -4

5 81‘ & (—l)nazk(z" +1)—gl s 2n41 2+ 1
a’n? e (2n+1)3 sin TR (Tl—vml) :

Tashqi kuch davriy bo’lgan hol

Quyidagi masalani yechaylik:

Un=Uzg =cost, 0<z <7, u(0,t)=ulx, L)} =0, u(z,0) =w(x,0)=0.
adi:

Chegaraviy shartlar yechimni quyidagi ko’rinishda qidirishni taqazo qil

Uz, t) = Z u, () sin na.
n
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Fenglarmamizning ko'rinishi quyidagicha bo’ladi:
x»
(i (£) +n*u(t)) sin nz = cosi.
n=1
[lkkala tomoenni sin nz ga ko’paytirib integrallaymiz (0 dan 7 gacha):
. 2
ity (t) + n2u(t) = —(1 — (=1)") cost. (60)
o,
1 | holni alohida ko'rishimiz kerak, chunki bu holda rezonans bor:
5 4
iy + 1y = —cost.
T

[t tenglamaning xususiy yechimi

[ing nmumiy yechimi
2 !
() = =tsinl + ¢y sint + ey cost.
7

Ao boshlahg’ich shartlardan ¢; = ¢y = 0 ekanligi kelib chigadi. n = 2,3, ...
hollar nehun esa (60)-ning yechimi (boshlang’ich shartlarni hisobga oldik):

4
Up(t) = ————(cost —cosnt), n=2k+1, k=123,..
anns — 1
" 2k juft bo’lganda boshlang’ich shartlarni hisobga olsak yechim trivial

ho'ladi. Tolig yechim:
9 1 .
w(w, t) = ;L sin ¢ sin -+ = ;:1 m(cost — cos(2k + 1)t) sinnz.

Albatta, bu yechimning qo’llanilish sohasi kichik £ lar bilan cheklangan - vaqt
o'tishi bilan birinehi had ckeksiz o'sa boshlaydi va kichik tebranishlar sohasidan
ehigib ketiladi.

Mashglar
O'zgarnvehilarni ajratish metodi bilan quyidagi masalalarni yeching:
G.1-mashq.

et = Uy 0 L2 <L uf0.0) =0, u(l, 1) =L, u(z,0) =1u(z,0)=0.

95




6.2-mashq.
Ut = Uze, 0S2 S 1L, 0(0,8) =L +1, u(l,0) = 2 +2, w(z,0) =z + 1, w(x,0) = 0.
6.3-mashq.
Uy = Uyy — 4w, 0 < 2 <1, u(0,1) = u(i, £) =0, u(z,0) = 2% — 2, uy(z,0) = 0
6.4-mashq.
Yot = Urr + 1, 0 S 7 <2, u(0,4) = 20, u(2,0) =0, u(z,0) =0, uz,0) = 0.
6.5-mashq. '
U = Uz +u, 0 < 2 < 1, w(0,8) =0, u(l,t) = ¢, u(x,0) = 0, u(x, 0) = /.
6.6-mashq.
b= @ty =0, w(0,) =u(l,) =0, u(z,0)=0, u(z,0)=sin 2
; T

6.7-mashq.

-, = i _ ) . 5mx : LT
Yu = Uz =0, w(0,8) = u,(1.4) = 0. u(z,0) = sin ER m(:r,())*st—;,

6.8-mashq.
2 " 3
U — Uz =0, w(0,6) =u;(8,t) =0, u(z,0) =2z, uyz.0)= sini‘; + sin.;é_ilt'

6.9-mashq.

. - s L, 7z 3 Bz
U — @ Uz = 0, u(0,2) = u(l,t) 0. u{zr,0)=cos 37 w(x,0) = CUSTII' - :’5[1_
6.10-mashq.

Uy — (x,z-ll;:z = (), u_,,((), [.) = u;,(l,L) =0 -u(J;“ 0) =, 71;(:1,',()) =1.

§4. Parabolik tenglamalarga Fourier metodini qo’llash

i Soaslduiisa et ] st bt , ;
/g,cu.uvchllarm ‘a..]mtlsh m(ﬁtodml parabolik tenglamalarga qo'llash yo'llarini
ham bir necha misollarda ko'rib chigamiz.

96

I —

§4.1. Bir jinsli chegaraviy masala

[ong sodda masaladan boshlaymiz: uzunligi | bo’lgan sterjenning ikkala uchida
nolga teng temperatura ushlanib turibdi, sterjen bo’yicha temperaturaning
boshlang’ich qiymati - (). Sterjenning { vaqt momentidagi temnperaturasini
Loping.
Berilgan masalaning matematik ko’rinishi quyidagicha:
U, — 02Uy = 0,
u(0,t) = u(l, t) =0, \
) (61)

u(z,0) = o(z);

g<i<on, <<yl
Yechimni quyidagi ko'rinishda izlaymiz:

u(z,t) = X(z)T(¢)-

Demalk,

T' ()X (z) = T () X" (), (62)

voki,

) o X')

a?T(l)  X(z)
[kinehi tenglikdan keyin noma’lum o'zgarmas son A ning paydo bo’lishi
v o’sha mantiqiy mulohazalardan keyin kelib chiqadi: galma-galdan ¢ va
i 0'zgaruvehilami o’zgartirib chigsak na chap tomon va na o’ng tomonning
oyparmasliging ko’ramiz. Demak, ikkala tomon ham o'zgarmas songa teng ckan,
lir sonni —A deb belgiladik. A > 0 bo’lishi kerak, buning sababi Xuddi (29)-
Lenglamadan keyingi ko'rsatilgan sababning o’zidir. Natijada, quyidagi ikkita

<, (63)

Lenpelamani olamiz:
X"(z) 4+ AX(z) =0, X(0)=X(1)=0;
(64)
7'(1) + Ae*T'(L) = 0.
[0 sistemaning bivinchi qismi bizga yaxshi ma’lum bo’lgan xususiy giymatlar
muosnlasi; uning yechimi ham bizga ma’lum:

= (’-‘I’l)z X.(z) =/:gsill-{i§£, et 8, (65)
[liinehi tenglamani y(",('hnylik:
.'f‘77; = —Qﬁﬁdt = T(t) :bexl)(—zlz(;%:f:). (66)
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Ikkala funksiya oldidagi noma'lumlarni birlashtirib bitta xususiv vechimni
olamiz:

2.2
il 8) = Xal2)T,(t) = a,,sin"—;mi exp <—BL—- -t) . (67)

Xususiy yechimlarning superpozitsivasi to’liq yechimni beradi:

= nwx n’a®
w(z,l) = Za,lsm T exp ( —lz—() : (68)

n=1
Boshlang’ich shartdan foydalanib, a,, koeffisientni topamiz:

{
nwT

a.“sm—l— =p(z) = a,= %//l.'/:',p(r/f)sin1—'-7;—3i (69)
n=1 0

Masala to’liq yechildi.

84.2. Tashqgi manba bo’lgan hol
Quyidagi bir jinslimas masalani ko'raylik:
U — @2z, = f(z, 1),
w(0,t) = u(l,t) =0 i
)
u(z,0) = p(z); (70)
0:< bison Ol

Avvalgi masalaga nisbatan o’zgarish Dbitla - issiglikning sterjen bo’vicha
tagsimlangan tashqi manbasi paydo ho'ldi (agar bu dissuziva masalasi bo'lsa,
bu manba - modda manbasi bo’ladi). Bunday masalalarning vechish metodi
giperbolik tenglamalarga qo'llangan metod bilan bir xildir. Yechimni sinus-
Fourier qatoriga yoyish metodi bilan qidiramiz:

(z,t) = Z“"U sm~—. (71)

Chegaraviy shartlar bu formmlada avtomatik ravishda hisobga olindi.
Masaladagi boshqga funksiyalarni ham sinus-IFourier gatoriga voyamiz:

oc
nwT
Pl= E PpSIn——r i w(l sm——-— 72)
‘F( ) n;]P ] Ju(t) (72

n=1]
Shuni aytish joizki, fransuz matematigi Fourier mana shu masalani yechish
davomida o’zining mashhur Fourier qatorlarini kiritgan, vuqorida yozilgan
qatorlar shu qatorlaning bir xususiy holidir.
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(71) va (72) qutorlarni (70)-ga olib borib qo’ysak

o0

z %2
Xsm——l-— {u,,,(l) + T; 7r—un( t) — fn}

nol

tenglnmant olamiz. Bundan kelib chigadiki, wu, koeffisientlar quyidagi
mnlnning, yeehimidir:

3.9
e
”u([ e — “u(t) = jm UM(O) = .

[ tenplumani yechish giyin emas (masalan, o'zgarmaslarni variatsiyalash yoki
cpentaion metod bilan). Natijada, (70)-masalaning yechimi sifatida quyidagi

formlant olamiz:

20 2.2
e a"n w
ula, l)i= -; blu7 ] - [ly" exp ( —12—1) +

n=1

| / a7 fulr )oxp( “')’}jﬁz(t—r))

i

W Umunmlashgan hollar

- —_— ; e

ailili piperbolik tenglamalardagidek, yana ikkita muhim hollarda to’xtab
Gz kerak, matematik nuqgtai nazardan ular giperbolik holdan farq
lingnnt uehnn ular ustida gisqa to’xtab ketarniz.

L6 1 Birinchi mmumiy chegaraviy masala:

w— a2ty = f(2,1),
w(0,1) = gy (8), w(l,t) = pa(t), (74)
u(z, 0) = p(z):

<t <on; Q<L

P holdn yechim
w(mw, b) = U (x,t) + vz, t), Uz, t) = (L) + 'L;(/L](f.) — pia(t))

Vol qidiviladi. Natijada, o(z, t) funksiya uchun chegaraviy shartlari bir
(el bo' o masalani olamiz, bunday masalalarni esa yechishni bilamiz.
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§5.2. Manuba statsionar bo’lgan hol

Tashqi manba statsionar bo’lsin: f = f(z). Bu holda yechimni

u(z, t) = v(z, t) + w(z)
ko'rinishda gidiramiz va chegaraviy shartlarni (agar ular bir jinsli bo’lmasa)
w(z) ga tashlaymiz. Magsad - v(z,¢) uchun bir jinsli chegaraviy shartli
masalani olish.
§5.3. Misollar
Sterjenning chap uchi issiglik o’tkazmaydi, o’ng uchida 1, temperatira berilgan
Quyidagi masalani yeching:

Up = Upr =0, 4,(0,8) =0, u(l,l) =1y, u(z,0)= 9.1:.

Yechimni quyidagicha gidiramiz: w(z, ) = uy + v(2, t). v(z, 1) uchun quyidagi
masala olinadi:

v =V =0, v(0,8) =v(l,t) =0, u(z,0)= %L — Uy.

Davom ctamiz:
2n 41
2l

] 2n+1 (2n +1)%a*n?
= v(z.t) = ;a,, cosl: T ﬂ:BJ exp ( =T [' .

!
. z/da: i’r N, o 2n + 11.-.7: _ 4{(2n + 1) 7r(A — up)(—~1)" — A]
[ l 21 72(2n + 1)

0

v(x, t) = X(2)T(t) = X'(0) = X(I) = 0= X(z) = cos T =

Sterjenning chap uchi issiglik o’tkazmaydi, o’ng uchida ) issiqlik oqimi berilgan
U — Qugy = 0, u(z,0) =0, u(0, I.)’= 0, u(l,t)=Q/k.

Yechimni
w(z,t) = Az’ + Bz + v(z, t)
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o' rinishda gidiramiz. Nima uchun?  Tkkita chegaraviy shortlamni ikkita
nommin lum A va B3 lar orqali ifodalamoqehimiz:

w(0,8) = B+v,(0,8) =0 = B=0, v,(0,¢) =0.

wo(l1) = Qfk =2Al +u,(I,t) = A= TQA v (l,t) = 0.

Drnak,

u(z,t) = %?H + vz, ).

i uchun esa quyidagi masalaga kelamiz:

" Qa* Q 3
0 = 0 = =, Ul ) =0, el )= 0, Jaulz;0)= Tk
[uning, yechimin o'z navbatida
(.
v(z,t) = 2(; L+ 0(z,t)
fo'rininhicda qidiramiz. Homma amallarni bajarsak
Ot Qa® Ql Z()' = (—l "“ o T { n’w’a® }
AR ./ xp{ — l
R T TR i D aal et S

" n=1

vechnn topilad,

o onbidagi yerning sovish tezligi

Yo uslida [ qalinlikdagi gor yotibdi, havo temperaturasi 75 va u juda past.
Cor ontidagi yer sirtining boshlang'ich temperaturasi T} va qor sovug'i ostida
i peyae hoshlaydi. Yerdan ma’lum bir migdordagi issiglik oqimi bor ¢ bor.
Cnnchn vagl ichida yer sirtiniug temperaturasi Ty gacha tushadi?

Musnlaning qo'yilishi:

= 02Uy =0, u._,(u,l,)-_-—%, w(l,l) =T, u(z,0) =T + (TZ—TI)

O0<az<li 0< <o

Hyordn boshlang'ich temperatura Yer sivtidan qor sirtigacha chizigli o‘zgaradi
devildi Yeehimni

w(z, t) =Ty — —(7 )+ v(z,t)
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5
X

777777 /r/ 77777 7

7, (t=0 da)

V0.2-rasm: Yer sirtining sovishi

ko‘rinishda izlaymiz. Bunda v(z,t) uchun quyidagi masalaga ega bo‘lamiz:

v a0 =0, v(0,8) =v(l,t) =0, v(z,0)=(z—1) [9 T - Tl] .

k l

Standart metodlarni gollab, quyidagi yechimni olamiz:

) 8k 11 COoSs
u(z;t) =T ——(7—1)+—[11" (IJZ(anl

(2n-- 1w

- a*(2n l—l)zrr'“'t/(Zl)".

Tushunarliki, yechimda faqat n = 0 had sezilarli bo‘lishi mumkin, shuning
uchun

N i T 8 ol ql WL a2t/ (21)*
w(z, t) ~ Ts k(m )+ = [Tn — T 7] cos (a) e

v

yechim yetarli darajada va.xshi vaginlashuv bo‘ladi.  Ko'rinib turibdiki
u(() ty) = 1o bo'lishi uchun (a? = k/(cp))

Alep o |72 T = Ts + ql/k
w2k 8Ty —To—ql/k

]

L(] i
vaqt kerak.

Manba temperaturaga proporsional
Quyidagi masalani ko'raylik:
U — U = —4u, 0<z<m, w0l)=ulrt)=0 ux0)=2z’-nz

7
[kki xil yo'l tutishimiz mumkin. Birinchisi yechimmni w(z.t) = e *o(z, ()
ko'rinishda qidiramiz, shunda v(z,t) uchun masalaning qo’vilishi bizga tanish
bo’lgan holga keltiriladi:

U—Vp=0, 0<z<7, v0,t)=v(mt)=0 uv(zr0)=2?-re
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[lnehi tomondan birinchi tenglamada bevosita u(z,t) = X(z)T(t) deb
ulihiniz muamkin, bu holda tenglama

XT — X"T +4XT =0
Lo nnishpa keladi, bu yerda o’zgarnvehilarning ajralishi oydindir, masalan:
’l"/ Xl/

L .
i

\ uchun oldin bir necha marta yechgan inasalamizning o’zini oldik, 7" uchun
T+ @4+2)T=0
fonplnmani olamiz. Chegavaviy shartlarni hisobga olsak
Xa(z) = ¢ sinnz

Loy, 7" uehun esa

T(L) = (1.,,8”" n?t

vochnmi olamiz, Umnmiy yechim

2
u(z,t) =e 2 a,sinnze "',

R Mty 4(-1+ (-1)*
O = 2 / dz(z* — wx)sinnz = (—4—)
T, T

e nehomn issiqglik tarqgalishi masalasi.

Viilit koordinat boshida, radiusi @, boshlangfich temperaturasi f(r, @)

Lo lnn sharning sirt temperaturasi nolga teng qilib ushlanib turilibdi. Shar

il temperatira tagsimoti masalasini yeching, ,‘
Moicnlaning qo'yilishi:

w = Au, u(a,0,t) =0, u(r,0,0) =v(r0),
0<r<a, 0505y, 0<t<oeo
Vacalaning sharti bo'yicha nnda ¢ burchakka bog'liglik yo'q, demak, v =
wle o0 Yechimu w(r, 0,t) = f(r,0)T'(t) ko'rinishda gidiramiz, unda
()  Af(r,0) _

T = [(r,0)
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munosabatga kelamiz. Demak, birinchidan
T(t) =Ce™,
ikkinchidan, masalaning fazoviy gismi uchun Helmholtz tenglamasiga egamiz:
Af(r,0)+Af(r,0) = 0.

Albatta, A > 0, aks holda temperatura o‘z-o'zidan o'sib ketishi kerak.
Masala sferik koordinat sistemasida. vechilishi kerak:

10 [ ,of(r : 0 (i
3 A (.,.~_ f(r 0)) Gl (sin@m) +Af(r,0) =0

2 dr or r2sin 0 90 a0

f{(r,0) = R(r)©(0) ahnashtirish quyidagi munosabatga olib keladi:

1 d .,df?(‘r)) 5 1 d de(0)
R W el G - )\ O
A('r)dr( ar )N 6(0) sin 0 do (""'0 d0 )"“‘

Bu yerda ikkinchi noma’lum doimiy g« ni kiritishga to'gri keldi. Bu noma’lumni
aniqglash giyin emas, buning uchun ¢ bo'yicha tenglamani yozib olish yetarli:

1 d (. ode(())
h—ll]0dﬁ S W— +/L9(0) = ().

Bu .tc'.uglama [-bobdagi §2.7.-paragrafdagi (62)-tenglama bilan bir xil, uni
tahlil gilganimizda ko'rsatilgan ediki, j = n(n+1),n = 0,1,2, ... bo'lishi
kerak. Ya’ni olingan tenglama Legendre tenglamasi, uning yechimlari esa bizga
ma’lum:

0,(0) = P,(cos9), B0 1D s

Masalaning fagat radial gismini yechish qoldi:

d dR(r 4
i (7'277(‘—)) - (/\T‘Z —n(n -+ 1)) R(r) =0. (75)

Bu yerda vAr = z va R(z) = Z(x)/\/T almshtirishlar bajarilsa
2 G ‘
z°Z"(x) + z2'(x) + | z® - (n;+ —) ) Z{x)=0

tenglama olinadi. Uning yechimi yarim butun indeksli Bessel funksivasi
Z(2) = Jus12(x) = iy n(VAF).
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Shu yerda chegaraviy shart u(a, 0.t = 0 ni qo‘llash kerak:

Ju-{-l/‘l(\/)—\u’) =0.

Demak, A son yarim butun Bessel funksiyalarining pollari orqali aniglanar ekan:
VARG = /1.(L_'H 1/2), k=1,2.3,..-
voki,

v 1/2))3

k
\p = —————
ok a? ¢

k=1,23..

To'lig yechim:

Jn+l '.’.(\//\_k(r)
u(r,0,t) = Zcukc“'\ktpn(cos 9)—'_/\7;—‘_“
n.k

[hoshlang‘ich shartni ishlatish qoldi:
Jn-t-l/?(V ’\k'r)
u(r,0,0) = Z anpn(COSO)—-———T/_:——' =v(0,7).
n,k

| opendre polinomlari uchun ortogonallik va norma shartlari (47)-va (51)-larni,
Jossel funksiyalari uchun ortogonallik va norma shartlari (27)- va (28)-larni

2 - . . '2'
ishlatish natijasida noma’lum ¢y larni aniglash mumkin®:

n a

2“’_2_-— dﬂsill()/drﬂﬂ"w’ 7‘)P,,(C()S())J,..;.1/2( v '\"'T)'

= 2
[0t o V)] 0

Cak =

Naoshglar

(1 L-mnshg. You sirti issiglik o'tkazmaydigan ingichka stcrj(mA berilgan: 0 < = < L
Seorjenning uchlari issiglik o'tkazinaydi, boshlang’ich temperaturasi ug(r) = A = const.
0 dagi temperabura tagsimotini toping . ' }

G.12-mashq. Yon sirti issiqlik o’tkazmaydigan ingichka sterjen berilgan: (? Lz <L
Siorjenning uchlarida o’zgarmas w(t,0) = wy, u(t,l) = uy temperatura ushlab turilgan holda
g temperatura tagsimotini toping. Boshlang’ich temperatura ‘u((),:n.) = g = const.

6.13-mashe. Yon sirti issiglik o’tkazmaydigan ingichka sterjen berilgan: 0 < z < [.
= u(t,l) = w; temperatura ushlab turilgan holda

Hierjenning nehlarida o'zgarinas u(t,0) = - o
wndapi temperatura tagsimotini - toping. Boshlang’ich temperatura u(0,z) = Az(l —

o), A const.,

H(A8)ni nslnlul’r_;Tunlui.rl;;:/z(\/,\7) = 0 ekanligini nuutmang
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6.14-mashq. Yon sirli issiglik o’'tkazmaydigan ingichka sterjen berilgan: 0 < 2 < {1,
Sierjenning chap uchi issiglik o’tkazmaydi va o’ng uchi o’zgarmas u(l, £} = u, temperaturada
ushlab turiladi deb undagi temperatura tagsimotini toping.  Boshlang’ich temperatura

A
u(x,0) = —x, A = const.
6.15-mashq. Yon sirti issiglik o'tkazmaydigan ingichka sterjen berilgan: 0 < z <
L. Sterjenning chap ucbida w(0,1) = u, temperatura berilgan, o’ng uchida tashqaridan
o'zgarmas g issiqlik oqimi berilib turibdi. Boshlang’ich temperatura w(z,0) = uglz).
Temperatura tagsimotini toping.

O’zgaruvchilarni ajratish metodi bilan quyidagi masalalarni yeching:
6.16-mashq. ue = .., 0 < o<1, w(0,1) =0, w,(I,1) =0, u(z,0) = 22 - 12,
6.17-mashq. w +uv = u,. 0 <2 <1, u(0,t) = u(l,t) =0, u(z,0) = 1.
6.18-mashq. w = they — 4, 0 <z <7, u(0,t) = u(x, 1) = 0, u(z.0) = 2% — 7.
6.19-mashq. w — 0*we =0, w(0.t) =u(l,t) =0, ulz,0)= Ax.
6.20-mashq. w, — a*u,, =0, u(0,t) == u,(I,t) = 0, wu(z,0) = A(l - ).
6.21-mashq. u, — *u., =0, w(0.¢) = u(l,t) =0, u(z, 0) = A(l - z).
6.22-mashq. u — @’z =0, u (0,0) = u(l,t) =0, u(z,0) = u.
6.23-mashq. u — 0®uyy = ~Fu,  w(0,t) = u(l,t) =0, u(z.0)= Az
6.24-mashq. u, — @*u,, =0, w(0,0) = vy, w(l.t) = ug, w(z,0) = 0.
6.25-mashq. u, — a*u,, = sin(wz/l), w(0,t) = u(l,t) =0, u(z,0) = 0.
6.26-mashq. O’zgaruvchilarni ajratish metodi bilan IV .2-misolda keltirilgan masalani
yeching.
6.27-mashq. u — @tz = 0, 1,(0, 1) — hu(0, ) = u,(l, 1) = 0, u(z,0) = ¢(z).
6.28-mashq. w — 0*uy =0,  u,(0,1) — hu(0,1) =0, (L, ) -+ hu(l,t) =0,
u(r,0) = p(z).
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VII BOB. ELLIPTIK TENGLAMALAR
UCHUN CHEGARAVIY MASALALAR

1. Chegaraviy masalalarning qo’yilishi

Iliptik tenglamalarning ichida eng ko’p uchraydiganlari quyidagilardir:

Au =0, Laplace tenglamasi;
Au=—f, Poisson tenglamasi; (1

Au+ k*u =0, Helmholtz tenglamasi.

(11 fenplamalar to’lgin, issiglik va modda tarqalishi jarayonlarining st;'mt,\k
ui pbatsionar hollariga mos keladi.  Undan tashqari, ular elektrostatika,
sidostatika va magnitostatika masalalarida ko'p uchraydi. i
Odatda bunday tenglamalar uchun chegaraviy masalalar quyidagicha
l|~r'\|l.'u|i2 . X
4 chegarali V' sohada o'rinli bo'lgan (1)- tcnglama‘nmg .sbunda?/ ye(:h.lml
u(r,y, #) topilsinki, u shu chegarada quyidagi shartlarning biriga bo’ysunsin:

wy o Jy —  birinchi chegaraviy masala - Dirichlet' masalasi; (2)
gy ly = [y~ ikkinchi chegaraviy masala - Neumann masalasi; (3)
ih | > i
”y-]S — h(u— f3) =0~ wuchinchi chegaraviy masala. (4)
an’

(Nioparaviy shartlarning eng umumiy formasi:
Bgﬁ+mt) =f, a+p>0,020,82>0.
dan g

Wi yerda fy, fo, f3 - berilgan funksiyalar. Chegar?.vi'y r‘nasa.l:-xlar ichki va
hmlu/-i‘ masalalarga bo'linadi. Ichki masalaning ye(:lm‘m biror bfr cheklangan
(! wohaning ichida izlanadi, tashgi masalaning yechimi qan‘daydlr chekl.ngan
ol tashgi bo’lgan G sohada izlanadi. Tkkinchi holda yechimdan (:})ekSlZ]}k(]a
nolpa intilish talab qilinadi: © — 0, 7 = o0 (Helmgholtz tenglamasidan

Lashaart).
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u funksiya yopiq soha G da garmonik deyiladi, qachonki bu sohada
A u = 0 bo'lsa, w ikkinchi tartibli hosilalari bilan uzliksiz, soha chegarasida
uzliksiz bo'lsa.

§2. Chegaraviy masala yechimining yagonaligi

Poisson tenglamasi uchun birinchi ichki masala - Dirichlet masalasidan
boshlaylik:

Au= [, u|g=uy.
Faraz gilaylik, bu masalaning yechimi ikkita bo’lsin: w; u us. Bu holda @ =
Uy — s nchun
Al =10, ulg= (5)

masalaga ega bo'lamiz. Quyidagi oddiy mulohazaga qaraylik:

/dV(V’H /dVV(uVu) - / dVulu —]{ I.‘(;E(IS =0. (6)

' G by

Oxirgi tenglikka o'tganda biz (5)-dan foydalandik. (Va)? > 0 bo’lishigina
mumkin, undan olingan integral (integrallash sohasi ixtiyoriy) nolga teng ekan
birdan-biv imkoniyat:

(Vi) = 0 — @ = const — @ =0, G.

Dernak, ichki Dirichlet masalasining yechimi yagona ekan.
Neumann masalasiga kelaylik:
ou
Au=f, —| =u.
g onls :
Bu holda ham (6)-tenglik o'rinli bo’ladi, demak, yana (Vi)? = 0 bo'lishi keralk.
Amimo bu galda

(V@) = 0 — @ = const — uy — us = const (7)

d(‘bg’ma voza olamiz. Demak, Nemmanning ichki masalasini yechimiga ixtiyoriy
0'zgarmas sonni qo’shib qo’yishimiz mumkin ckan - vechim yagona emas.

Ammo Neumanning tashqi masalasi yagona yechimga cga, chunki bu holda
cheksizlikda yechimning nolga intilishi kerakligi sharti « — 0, r — oo (7)-dagi
constantaning nolga teng bo’lishiga olib keladi: const = ().
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Nemmann masalasi uchiun yana bir shartga egamiz (Gauss teoremasidan kelib

]{ U / AV Ay = / v f. (8)
«

[o'nmb taribdiki, Noummm masalam uchun chegaraviy shartlar ixtiyoriy
Lo'lishi mumkin emas, ular (8)-shartga bo‘ysunishi kerak. Masalan, Laplace

chagadi):

[ongelamasi nehun

"o
—dS = fuIdS =0 (9)
on
S
L' Tishi kerak, aks holda ch(tgzu‘zu'ly masala noto‘g‘ri qo‘vilgan bo‘ladi.
[lelmholtz tenglamasiga o'taylik. Agar cheksiz fazodagi to’lqin tenglamasida
vochinming vagtga bog'ligligini monoxromatik desak tenglama bir jinslimas

[lolinholtz tenglamasiga, aylanadi:

",I.,;;,, Au= —4drp = u~exp(Fickl) = Au+ kiu=4wp.
[0 A
VMunmmo  shundan  iboratki,  sin(kr)/r  funksiya bir jinsli Helmholtz
(o limasining yeehimidir. Bu degani, Helmholtz tenglamasining yechimlariga
i+ 0, 1 — 0o shartning qo’yilishi ularni bir qiymatli aniglab bera olmaydi.

[ l-mashq. VIIL8-mashqning natijasidan foydalanib, sin(kr)/r funksiya Au + k*u =0
tondnmaning yeehimi ckanligini ko’rsating.

Yochimning yagonaligini ta’minlash uchun ular Sommerfeldning® nurla-
ol shartlari deyiladigan quyidagi qo’shimcha shartlarga bo'ysundiriladi:

2}
u(z,y, z) = O(1/r), ;)% —itku=0(1/r), T o0
Lnrgalavehi to’lging
O
u(z,y, z) = 0(1/r), f,—); +iku=o(l/r), r—o0

vig ' Hluvehi to’lgin®. Bu shartlarning kelib chigishi quyidagicha. F‘amz qilaylik,
i oadan bir chegaralangan sohaga (jismga, nishonga) vassi to‘lgin e® T tushsin,
I nishondan akslanib targalgan to'lgin yetarli darajadagi nzoq masofada
[tk to'lgin ko‘rinishiga ega bo‘ladi:
ikr
7 (5) & +o1/m).
=)
\inold ‘%u-vn»;xna:'!'('-l<—l '( \1“(58-1‘.)51) - x:mnis fizigi. Rus tilida - Bomaepgenn.

() v ofx) belgilarning ma’nosi quyidagicha: O(z) /2 = A < 00, & = & va o(x)/z = 0, & — oc.
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PPaydo bo'lgan f(r/r) funksiya sochilish amplitudasi deyiladi. Ko‘rinib
turibdiki, ushbu tarqalgan to‘lgin yagona bo'lishi uchun Sommerfeldning
birinchi sharti bajarilishi kerak.

§3. Doira uchun ichki va tashqi chegaraviy masalalar
Doira uchun ichki va tashqi Dirichlet masalalarini ko'rib chiqaylik:
Au =0, a radiusli doiraningichida, u|,-p = f.

Bu yerda u = u(z,y), [/ = [(r,y). Doira uchun masalani qutb koordinat
sistemasida yechish qulaydir. Laplace tenglamasining qutb sistemasidagi

ko’rinishi: Y 1 8%
755 (735) * A =0 i
Eslatib ketamiz p?> = 2% +4y%, = = pcosp, y = psin . Yechimni Fourier metodi
bo'yicha qidiramiz:
u(p, ) = R(p)(p). (11)
Buni (10)-ga olib borib qo’ysak,

s (40 R £

(12)

p dp\" dp P2 dy?
tenglamani olamiz va uni quyidagi ko’rinishga keltiramiz:
p_d ( \dR(/))) ___1 &) (13)
Rlp)dp \" dp ®(p) dy?

Chap tomondagi A’ konstanta yuqorida ko'p marta muhokama gilingan
mulohazalar asosida paydo bo’ldi.

Shu bilan (10)-xususiy hosilali tenglamani ikkita to’liq hosilali tenglamalar
sisternasiga keltirdik:

d (de(ll)> — XR(p) =0,

pdp dp
d*®(p) 4 k.
i L 2 P

e FA®(p) = 0.

Bu sistemadagi tenglamalarning ikkinchisining yechimi
®(p) = Acos(Ap) + Bsin(Ap). (15)
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Muosnlamizning yechimi bir qiymatli bo'lishi uchun

ulp, 0 +27) = ulp, )

ho'Tishi kerak, ya’ni,
®(p, ¢ + 2m) = ®(p, @)

omak,

A=m, n==0,41,E2. ...

Lo'hshi kerak.  (14)-sistemaning ikkinchi tenglamasi A = n butun sonlarga
hog T bo'lgan quyidagi ko’rinishli vechimlarga ega bo’lib chiqdi:

G, (p) = A, cos(ng) + B, sin(ng). (16)

Vinsalaning radial gismiga kelaylik:

d [ dR(p) b
— | p—— ] —n°R(p) = 0. 17
e e B (17)
gy, vechimini /2 = pf* ko'rinishda gidirsak g = +4n ekanligini topamiz.

Demal, (17)-tenglamaning eng umumiy yechimi
Ru(p) = Cup" + Dyup™ + Elnp

o tmishga cga bo’lishi kerak. Bu formuladagi oxirgi had n = 0 holga to’g'ri
ldiddic  lehki masala hagida gap ketayotgan bollsa, D, = 0, E = 0 (p = 0
(i yechinming cheklanganlik shartidan), tashgi masala haqgida gap ketayotgan
Lo'lan, ¢ = 0,2 = 0 (p = oo da yechimning cheklanganligi shartidan).
[Opilpan yechimlarning xusnsiy sistemalarini yozib olaylik:
wn(p, @) = p" (Ancos(ne) + Bysin(ng)), p < a;
(18)

w(py ) = p ™ (Ap cos(ng) + By sin(ng)), p > a.
Ly yeehim mana shu xususiy yechimlarning chizigli superpozitsiyasidan
biorad

o0
u(p, @) = Zp" (A, cos(ng) + B, sin(ng)), p<a;

n=()

(19)

u(p, @) = Z/) (A, cos(ng) + Busin(ng)), p > a.
n-A)
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A, va B, koeffisientlarni chegaraviy shartlardan topamiz:

u(a, ) = 3 a*" (A, cos(ng) + Bysin(n)) = f(2). (20)
=)
J () ni Fourier qatoriga yoyaylik:
oy (o S ’
Iflp) = 7 ¥ Z (o cos(nip) + B, sin(ny)) (21)

n=1

Bu yerda

% 2 27
1 1 1
ay = ;/f(‘ﬂ)d% =~ /f(gc) cos(ng)dyp, 8, = ;/f((p) sin(np)dy.
0 0 "

(22)
(19)- va (21)-formulalarni solishtirsak, ichki masala uchun:
_ Q0 Oy Bn 4 ;
Ag = 5 A, = o Bjy= == = 1,208, (23)
va tashqi masala uchun;
o
A= 2, An=0na", B,=B8,a" n=123 . (24)
2 ) gt i ) )
ekanligini topamiz. Shularni hisobga olib, yechimlarni yana bir marta yozib
olaylik:
(‘( o0
u(p, p) = + Z ( ) ap cos(ng) + By sin(ny)), p<a;
n=1
(25)

oo n
Oy @
u(p, ) = Tk ; (;) (e, cos(neg) + B, sin(ng)), p> a.
7.1-misol. Au = 0, wu|g = Acosy masalani p = a doiraning ichida
yeching.
J(p) = Acos ¢ funksiyani Fourier qatorigs’ voysak faqat a; = A, va boshqa
hamma koeffisientlar uchun o, = 0, 8, = 0 ckanligini topamiz. Demalk,

T
u(p,p) =~ mscp -

Q
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Neumann masalasiga kelaylik:

du I

Ay = 0, E);l

p=a
Tenglamaning yechimi o'sha (18)-formula orgali aniglanadi, bajarilishi shart
bo‘lgan (9)-formula doira uchun

27

[ terae) =0 (26)
0
ko'rinishga ega bo‘ladi.  Bu shartni qanoatlantirmaydigan masala to'g'ri
qo‘yihmagan masala bo‘ladi, uning yagona yechimi mavjud emas. Ichki masala
nchun chegaraviy shart
o
fla, @) = E na™ ! (A, cos(ngp) + By sin(ng)) = Aj cosp -+ Bysin g+
n=1
+2a A, cos(2p) + 2aBy sin(2¢) + 302 Az cos(3p) + 3a® Bysin(3p) + - - -
ko‘rinishga ega bo'lgani uchun Agy koeffisientni chegaraviy shartdan aniglab
bo‘lmaydi. Bu - (7)-forinuladan keyin muhokama qilingan noaniglikning o'zidir.
Oxirgi formulani (21)-formula bilan solishtirsak, Dirichlet masalasidagi (23)-
formulaning o‘rniga

iy P ‘
I e
na’! na*-!

n=

formulalarni olamiz. Ummniy yechim

u(p,¢) =a Z ( ) (a cos(nup) + Brsin(np)) +C, p<a

n=1
ko‘rinishga ega bo'ladi, bu yerda C- noaniq konstanta.
Tashqi Newmann masalasida bunday noaniglik yo'q, lim, o« = 0 sharti
Ap = 0 bo'lishiga olib keladi. Yechim

e

] ) n
u(p, ) = —a Z = (%) (0n cos(np) + Busin(ng)), p>a
n=1

ko'rinishga ega bo‘ladi, bu yerda (24)-formulaning o‘rniga

n+1 0.'” 1

G B A w108
T

A == =

113



ifodalarni ishlatdik. o, va 8, lar (22)-Fourier formulalaridan topiladi (n = 0
dan tashgari).

Mashglar.
7.2-mashq. Ichki va tashqi Dirichlet masalalarining yechindarini  quyidagicha
birlashtirib:

oo
o ik : p/a, ichki masala;
= — | 208 . S ! x = 5 !
u(p; @) 2 y Lt (@ cos(nup) + By sin(nip)) { G/p, tashqi masala,

n=1
va cosmg cos(nyy) -+ sin(ng) sin(ny) = cos(n(e — ) formuladan foydalanib quyidagi.
Poisson formulalarini keltirib chiqaring:
i a® — p?
— J d, p<a;
u(p. @) = 2% / f(w)p2 — 2ap cos(p — 1) -+ a? ¥ P S (27
S (@), =
1 7 3 _ a2
A /s 2=l du 5
u(p,p) = 2% /f(w)p" — 2apcos(i — ) + a2 e 2% (28)
f(‘p)y p=0u.

7.3-mashq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlet masalasini yeching:
Au=0, u(l,¢)=cos’p.

7.4-mashq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlel masalasini yeching:
Au=0, u(l,p)=cos’e.

7.5-mashq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlet masalasini yeching:
Au=0, u{l,p)=sinp.

7.6-mashq. Birlik aylana ichida quyidagi Dirichlet masalasini yeching:

Au = ().‘ u(1, ) = sin’e 4 cos¥p.

7.7-mashq. R radiusli aylana ichida quyidagi Neumann masalasini yeching:

du
Au=0, —|r=p = Acosp.
or
(26)-bajarilganmi yo‘qmi?
7.8-mashq. R radiusli aylana ichida quyidagi Newmann masalasini yeching:
du
Au=0, ——|r=n= Acos2p.
ar P
(26)-bajarilganmi yo'qmi?
7.9-mashq. R radiusli aylana ichida quyidagi Neumann masalasini veching:

du o
Au=0, e lr=r = sin®p.
(26)-bajarilganmi yo'qmi?
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W4, Helmholtz tenglamasi — doira uchun chegaraviy

masala

Dot nchun quyidagi xususiy giymatlar masalasini ko‘raylik:
2
Au=)u, u =0 (20)
p=u
Outh koordinatlarida masala quyidagicha ko'rinishga ega:
5 /i 92,

L5 Gt + Ld—l: + =0, u(a, ¢) = 0.

pop \Ip p2op* .
Nomin'Tum funksivani u(p, @) = R(p)®(p) ko‘rinishda qgidiramiz, natijada

D"(p) + pd(p) =0,  B{p) = Blp +27)

2R (p) + pR (p) + (A — ) R(p) =0, Ria) =0 .
yngorida muhokama qilingan

ienlnlarga egamiz. Birinchi masalaning vechimi bigan
yechimning boshqga formasi

((11) (16) formulalarga qarang), bu yerda u

(ulnyrogdine

O, (p) = e, p=n? n=012.

V2r
Delanehi tenplama Bessel tenglamasidir, uning yechimi .]"(\{“X)p). Chegm"zwiy
hatt J,(VAa) = 0 xususiy giymatlarni beradi: Va :) oy, b= 1,2(,...,
Iy yorda ;15") . Bessel funksiyasi J, ning nollari: Ty =0, L = 1,2,...
NMusndan,

WD 38317, ) =7,0186..5 4 =10,1735...

v bk el
Ul Lilan ikkinehi masalaning yechimlari ham topildi:

n I)
Ru!(/)) = Cuin (/15 )E) .

[, ()} Tunksiyalar (0,27) intervalda to'liq va ortonormal sisteiani tashkil

i i mior al sis - avlantirish uchun ¢y
I (p) Tunksiyalarni ortonormal sistemaga aylar %

by .
Lactlintentlarni quyidagicha tanlab olish kerak:

| a i (.,'p ___(1—‘ ’ (,,)l
STian / Jn (Pl ”;l') pdp = NG Juliy )] -

Cul
0o

IS




Bu formulani keltirib chigarishda (28)-ishlatildi. Shu bilan (29)-masalaning

normasi birga keltirilgan yechimlari sistemasi topildi:

O\ .
s (uf") C;) ef"® O

o Ait=—"— n= 0,525 Ui=19,
Via |4 ()|

wilp, ) = .

(30)
Bu funksiyalar to‘plami to‘liq ortonormal sistemani tashkil ailadic (i, ) =
Onm‘)L(
Yechilgan masalaning fizik ma’nosiga kelaylik.  Quyidagi ikki o‘lchanli
to'lgin tenglamasi

2( &
\3"[2 C)'l/

Uy — C ) u=uy - AAu=1
ning doira ichidagi statsionar vechimini topish kerak bo'lsin:

u(t, z,y) = e iz, ).

Bu holda % uchun Helmholtz tenglamasini olamiz:

"~

% 2 W’
A+ ki = 0, ==,

Cl
Ko'rilyotgan masala - chetlari mahkam biriktirilgan me mbrananing tebran-
ishlari masalasi, topilgan yechimlar sistemasi (30) - radiusi a bo‘lgan
membranadagi turgun to‘lginlar, garmonikalar. Umumiy yechim (e ** ping

haqiqiy va mavhum gismlarini alohida yechim sifatida olamiz)

00 : J ( (")p) Ling Y
w(z,y,t) = Z (@t cOS(writ) + by sin(w,yt)) L Wt = ~ /1.,")

nl \/M(I | (/l(n) I

(31)

ko‘rinishga ega. a,; va b,y koeflisienilar boshlang'ich shartlardan topiladi.
Garmonikalar (30)-formulada kompleks ko‘rinishda berilgan, tebranishlarni
o‘rganish uchun yechimning haqiqiy gismini olamiz Rew. VILl-rasmda
cos(nyp) ko'paytuvchi bilan bog'liq bo’ lgan manzara n = 1,2, 3 hollar uchun
ko'rsatilgan. "4 " ishorasi kosinusning musbat. bo’lgan sohasi, "-" ishorasi
kosinusning manfiy bo’lgan sohasi. Agar membrana sirti muvozanal holatida
shn varaq sirti bilan mos tushsa "+" deb belgilangan sohalarda membrana
sirti varaq sirtidan yuqoriga ko'tarilgan bo'ladi, "-" ishorali sohada csn
teskari - pastga tushgan bo'ladi. To’g'ri chiziglar sirt tebranishi amplitudasi
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VII.1-rasm: Membrana tebranishlariga oid

VILZrasm: Jg va Jy uing grafliklari

gl teng, bo'lgan sohalar.  Ammo bu hali hammmasi emas.  Jg va Jy
el unksiyalarining grafiklari VI1L.2-rasmda ko'rsatilgan. Ko’rinib turibdiki,
el Tunksiyalari markazdan tarqalayotgan va markazdan u/oql'\shgm\ll I:;a;’l
dplindasi kamaya borayotgan turg'un to’lginlarni ifodalaydi. Shu ] -
VI 2 ensmlarni (garmonikalarning yuqori hadlariga mos keluvehi rasmlarni
i) o'zaro ko'paytirsak, membrananing garmonikalari haqida tasavvur olgan.
bollamiz. VIL3-rasmda ']3(“1(‘:’)',,/“,) cos(3¢) turgun L.o‘lq-in.ga mos k('lu)\'ch-!
Gnenrn ko'rsatilgan. "+ va "-" ishoralarning va to'g'ri .(‘.hlzquarnmg .ma. n’u.s‘l
agonidn tushuntirilgandek. . Membrana wsy chastota bilan tebranadi, ya'ni,
G ko'ratilgan manzarada " " va "-" ishoralar wss chastota bilan o'rin

i taracdi.

¢/ 2omisol. Radiusi a bo'lgan va cheli mahkamlangan membrana uchun

117




P St 3 ;
VIL3-rasm: Ja(py ’p/(:)(:us(.‘hp) turg‘un to'lginga mos keluvehi manzara

tebranishlar masalasi quyidagi boshlang‘ich shartlarda yechilsin:

1. Boshlang‘ich chetlanish v 0
shlang'ich chetlanish w(p,0) = A./,,(,l‘f ,)p/(l) ga teng, boshlangich

tezlik nolga teng.

2. Boshlang'ich chetlanish va boshlang‘ich tezliklar fagat p ning funksiyasi:

u(p,0) = [(p), w(p,0) = F(p).

Yechim.

1. Boshlaug'ich tezlikning nolga tengligi (31)-formuiada b,; = 0 ga olib

keladi. a,; koefisientlar quyidagicha aniglanadi:

s (/1‘")/ e
Qpp = A /dpp/do]“ p[ p/a)—#
0 \/_a' 111(”))|

Ad,, 004

Demak, yechim:

(.'/1.(())/ g
o) = e P 5, (402).
X a a

2. Bu holda (31)-formuladagi koeffisientlar quyidagicha aniglanadi:

a

QA = /dzpf(p)u 1{p, ) = __2*. /,1 MP\ «
. btk 279 1 /)ﬂf([))-/( (/l —) )u H
nz'lf(/"z(”)) J Y\He ) Ono

a

1 2 2
=g o pE(elvlo)i= / dp pF(p)Jo (1 ‘) G

/ : ),
& a%w,.] 72 A /L!( )
0
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Vintalaning yechimi:

oo

P
ulp,t) = £ +b 0) Jo (14"2) -
w(p, L) ;(Um cos{wart) + bor sin{wart)) Jo -
4. Helmholtz tenglamasi — tortburchak uchun chegar-
aviy masala.

[ohmholtz tenglamasini yechishga oid bir misolni ko’rib chiqaylik:
te ] o

(')‘)., ().
ll i’ 2 — M uh’ — 0’

922 Oy (32)
0<z<l, 0<y<m.

I (o, y) tekislikda to'rtburchak ichida berilgan Dirichlet masalasi. Tort-
Inirehak chegarasi £, da noma’lum funksiya nolga teng. Shu vagining o'zida
L rasala xususiy giymatlar masalasidir, chunki bu masalaning yechimi har
qonday A uchun ham mavjud bo’ lavermaydi. Masalaning yechimini

u(z,y) = X(=)Y(y)
L' inishda gidivamiz. Bu bizga quyidagini beradi:
‘YH T Y” .
X)X sy (33)
X(z) Y@
I (englamaning mumkin bo’lgan ko’rinishlaridan biri:

X"(z) Y'y) (34)

= = —[L.

X@ Y

[ yerda biz yangi noma’lum doimiy x ni kiritdik. Natijada, biz ikkita xususiy

iy atlar masalasini olamiz:

X"(x) + pX(z) =0, X(0)=X()=
(35)

Y'(y) +vY(y) =0, Y(Q)=Y(m)=0, v=A—-p

Hindny masalalarni yechishda tajribamiz bor. Birinchi satrdagi maslaning

9
po= <£l£> R AL s N
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‘l e t]( l(hl 1 < <ti -
. a, C
8 Is l( 1 Inasa,
alll P) Y 1mi esa
qaly atlar uchunein lkkl“ h] saf I'C l(! 1as ] nin ((} 1111 CSé

V= I ' ]
o g = 1..2:8: ...
giymatlar uchungina j i
A gma mavjuddir. Demak, A} ixti
i . De » A ham ixtiyoriv emas:
» (k2 72
Apj = w (—2— + 2L
| 2 m2/)
Yechimlarni ham keltiraylik:

X-.’L’ :ﬁﬁ m 2 y
K@) =\ 7o () = 1/—sin 22,
m

Umumiy yechim:

> ]
oo

u(z,y) = E Xi(2)Y;(1 2 B
3 Al ]./)= — i A i JwYy
kj=1 k_jzl R

{Xi} va {Y;} to*
to'plaml: ‘liq sist i
o _,} 1 amlar to'liq sistemalarni hosil qiladi. d
{ shaqa xususly qiymatlari va yechimlari vo! /\ o
so'lishi s P CIINATT Yo' Agj xususiy qiyimg i
lishi mumkin, uning karraliliga i e
2 2 2 .
ok & T | 5 ng
] 2 m2 272
tenglamaning by i
e 1L s i ni
s e hil 5 scinlardagl yechimlarining soniga bog‘liq bo‘ladi. M
Py S 3 M M ;. 3 1 ’ o '
ke nlm Ass ning karraligi uchga teng: ) A A S
.10- . Laplac ¢ ing 0 B -
s e u(‘},. :()c .l}eng!a!nm.sx Au=0ning0 <z < q, 0”< y< -;;llo’ Il 1'7-' ichi
- w2, y) shu to’riburchak chegaralarida quyid'léi qi_\m ‘ll i llll)k e
yid: vmatiarui gabul qgiladi:

u( ’ ./) A . 1 3 3 \
0,4 1 ‘)lll_‘b . U((l y) 0 "(J ) 0) US]H i) Il(.l. ) (
b N

§6. Shar uchun Dirichlet va Neumann masalalari
alari.

Radiusi a bo'ly
si a bo‘lgan shar uchun ichki vz :
Jeckicii M]i, s ar uchun ichki va tashqi Dirichlet va Neumann masal a
asalalarning qo'yilishi quyidagicha. Ichki masal asalalarini
e S asala;
u

or

Au=0, r<a; r=a da D):u":f' N):

Tashqi masala:

Au = 0 r>ar r 3 3 i
J ; =a da D):u={: .()u' )
) f! N) . 5; == ./.: ,'l’ldf?xl ‘,l: o ().
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arada esa u € C - Dirichlet masalasi uchun
asi uchun

l<o'rilyapgan sohada u € C?, cheg
v 1 € ¢ - Neumann masalasi uchun. Neumann masal

/de:f/de(G,@ =0

ho'lishi ham kerak.
[Haqiqatda §2.7.-paragrafdagi (72)-formula Laplace tenglamasining sferik

siatemadagi yechimlarini beradi, ammo u yerda chegaraviy shartlar muhokama
qilinmagan edi. Tushunarliki, ichki masala hagida gap ketayotgan bo'lsa, (72)-
ning birinchi (r™ ga proporsional bo'lgan) qismini olishimiz kerak, tashqi masala
lingida gap ketayotgan bo'lsa (72)-ning ikkinchi (i -1 ga proporsional bo‘lgan)

(eanint olishimiz lozim.
alaydigan funksiya [ = [(0, ) ni sferik funksiyalar

(‘hegaraviy shartni ifod
hi'vicha qatorga yoyamiz:

0.9)=3 S An¥r@e),  Am= [ YOAL0.0)

n=0 m=-n
\viilganlarni (shu jumladan, §3.-paragrafdagi cheg
hisobga olib, quyidagi natijalarga kelish mumkin:

araviy shartlarning muhoka-

pneing)
Dirichlet ichki masalasining yechimi:

x m=n
T N
ur0,9) =3 (5) X Am¥ @), <G
n=(0 m=-n

lonmann ichki masa]asinin" VC(‘hiIHif
o
m=n

&

a (rT\>
u(r,0,0) =~ (E) Y A (0,0)+C, T<G
n= =1

Dirichlet tashqi masalasining yechimi:

o <] a TL+’ nms=ii
u(r,d,9) = Z (7) Z AnmY(0,9), T >0

=0 ==t

Jenmann tashgi masalasining yechimi:

0 m=n
Z a patH 2—« 5
ll('l', 0,({)) —_— ,—1—+—i‘ ('1‘) AmnY1;n(()’ <P), T > .
: m=-n

n=0
astmvehi bo‘ladi va. o‘zining yaginlashuv

o bo'lgan hamma gatorlar yaqinl
botini [3] kitobning §25 dan

Shasida tekis yaginlashuvehi bo‘ladi, buning is
(opinh momkin.
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§7. Silindrda barqaror issiglik tagsimoti masalasi
Bizga asosining radiusi @ va balandligi & bo’lgan bir jinsli silindr berilgan
bo’lsin. Quyidagi hollarda silindr temperaturasi u(r, 2) ni toping;
1. Quyi asos va yon sirt temperaturalari nolga teng, yuqori asos
temperaturasi faqat » ning funksiyasi;
2. Quyi asos temperaturasi nolga teng, yon sirti issiqlik o'tkazmaydi, yuqori
sirti temperaturasi f(r);
3. Quyi asos temperaturasi nolga teng, yon sirti temperaturasi nolga teng
tashqi muhit bilan bilan sovutilyapti, yuqori sirti temperaturasi f(r).

Bu masalaning qo'yilishi IV.5-mashqda muhbokama qilingan. Bu yerda esa shu
masalaning yechimi muhokama qilinadi. Masala silindrik simmetriyaga cga,
shuning uchun tenglamani silindrik sistemada yozamiz:

10 du 1 0%
Au=0 = —-—— S S
" ( ()l) 2 dp? T o522

T dr
Masalada ¢ ga bog'liq bo’lgan shartlar yo'q, shu sababdan tenglamadagi
ikkinchi had ham bo‘lmaydi:

10 du . 0% =0
ror\'ar) "8

Tenglamani topdik. Chegaraviy shartlarni yozib olaylik:
L w(r,0) =0, wu(a,2)=0, ulrh)=[(r);
2. u(r,0) =0, wu(a,2)=0, wu(rh)=[f(r);
3. u(r,0) =0, wua,z)=—au(e,z2), a>0, u(rh)=Ff(r).
Yechimni .
w(r, z) = R(r)Z(z)
ko’rinishda gidiramiz. Bu holda

1 d ( dR(r)\ _ 1 {FZ(Z)__/\,J
rR(r)dr Tar )= 72(z) d=2

tenglamalarui olib, ulardan quyidagi sisteinaga kelamiz:

2"(2) - X2(2) =0, T4 ( d’;f_r)) + M2 R(r) = 0.
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I sistemaning yechimlarini topish oson:
Z(z) = ¢1 ch(Az) + ez sh{Az), R(r) = egJo(Ar).

(hepnraviy shartlarni qo’llaylik. Uchala bolda ham Z(0) = 0 bo'lishi kerak
L lpani uchun ¢ = 0 deb olishiliz kerak, demak,

Z(z) = cash(A2).
Hhin bilan xususiy yechimning umumiy ko'rinishini topdik:
u(r, z) = cJo(Ar) sh(Az).
(olpan chegaraviy shartlarni qo'llashga o’tamiz.
Iirinchi masala:

wa,z) =0 = Jo(ha)=0 = Ana = p0).

Demnk,

= r z
u(r;2) = Z cndo (p.s,")a) sh (#SP)E) :

n=1

llckinehi chegaraviy shartni ishlataylik:

0 h
u(r,h) = [(r) = Zbu-/u (/Lm) ) sh (uff') )

n=1

Hessel funksiyalarining (27)- va (28)- xossalarini ishlataylik:

/(/Ilf( Yo (/1 ) i( sh (/1(“) )/dml [L ) Jo (/1(0) )

n=1

jesh (05 04"

clinnki Jo(s i ) = 0. Shu bilan ¢, koeffisient ham topildi:

a

Gy ? (o)l‘) /dnm)/“ (“m) )

a2 il([l.s,o)) sh (u, 4

I/l yechim:

© 2Jy (;L 1/(1) sh (;/ z/a) /' I @
u(r,z) = 22 sh (un )/l/a) J drr f(r)Jy (ll'n ”I) ;
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Ikkinchi masala: Bu gal ikkinchi chegaraviy shart quyidagichas:

“r(a, 2) = () ]{,(/\a) = —Jl()\(l,) = (.

Demak, Aa = /45,1) - Jy ning nollari. Yechim:

o0

w(r,z) = Z(:,,_Jo (,u,(l')s) sh (;1.;”2) ’

n=1

Yugori asosdagi chegaraviy shart:

I o0 = h
h) = = , 7Y mh
w(r,h) = f(r) Z cndo (;1" a.) sh (un a)

n=1
dan ¢, larni topamiz:
o

2 / r
e = drrf(r)Jo (V=) .
ang(“g)) ks (“(l)g) . ( a)

n a 0

To’lig yechimni topdik:

., 2o (/o) sh (42/a) / i f(r)do (T
= arr j\r).Jg ( " —) .
o a2 J2 () sh (;lq(,”h,/a.) s a

Uchincht masala:
Bu galda chegaraviy shart murakkabroq:

u(r, z) =

uy(a, z) = —au(a,z), o >0.

Buni quyidagicha yozishimiz kerak:

d
ET—J(,(,\T) + aJg(Aa) = 0.

r=a
Agarda J§ deb, wuning argumenti bo’yicha hosilani belgilasak, yuqoridagi
tenglama quyidagicha yoziladi:

«
Hosil bo’lgan tenglamaning yechimlarini A, deb belgilaylik.  Yana yuqoridagi

amallarni bajarsak, ¢, koeffisienti nchun quyidagi ifodani topamiz:

n

2 1 T
Cp = ;')5(1 T (120.?'//\;1')./3(/\") /dT Tf(?).](l (A".(_L) 7

0
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VIITI BOB. GREEN FUNKSIYASI METODI

§1. o-funksiya

Matematik fizikada moddiy nugta, nuqtaviy zaryad, zaryadlangan sirt va h.k.

shunga o’xshash ideallashtirilgan tushunchalar ko’p uchrab turadi. Bunday

Lnttaliklarning zichligini oddiy funksiyalar yordamida ta'riflab bo’lmaydi.

Masalan, massasi m ga teng bo’lgan moddiy nugta tushunchasini ko'raylik.
Apar chekli massa bir nugtada joylashgan bo’lsa, (shu nmgta koordinat boshi
[o'lsin) nning zichligi uchun

00,7 =10
p(r) = (1)
0, r>z£0.

deby olishimiz kerak. Tabiiyki, bunday funksiyaga oddiy funksiyaga qaragandek
(orny olmaymiz - uni na differensiallash mumkin, na integrallash. Vaholangki,
jrmining zichligidan olingan integral shu jismning massasini berishi kerak:

/d:*xp(r) =m. (2)

Demak, nugtaviy kattaliklarning zichligiga boshgacha yondoshishimiz lozim.
[tuning uchun biz tajribada biror jismning nuqtadagi zichligini o'lchaganda
hoqigatda shu nuglaning kichik atrofida bo’lgan o’rtacha zichliknigina o’lchay
olishimizni eslashimiz kerak. Odatda shu o’rtacha zichlik nuqtadagi zichlik deb
¢'lon gilinadi.  Shunga asosan nnqtaviy zarra zichligi haqida gapirganimizda
ining massasini yetarli darajada kichik bo’lgan ¢ radisuli shar bo’yicha bir
(olisda tagsimlangan deb garab, uning o'rtacha zichligi uchun (zarraning

mvnst birga teng = 1 va u koordinai boshida. joylashgan deb olaylik)
3
dmed’ | =6
pe(r) = (3)
0, r>e.

Hodani ko'rish tabiiyroqdir.  Albatta, ¢ — 0 limitda biz yana o’sha(1)-
[ormnlani olamiz, ammo (1)-dan farqli o’laroq bu gal p. dan hajm bo’yicha
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olingan integral shu hajidagi massam beradi:

1, 0eV;

/ pe(v)dPx = (4)
v 0, 0€V.

Ana endi £ — 0 limitga o’tishimiz mumkin! Bundan ko'rinib turibdiki, e —
0 lmitni nugtadagi limit ma’nosida tushunish, ya'ni, (3)-forinulada bevosita
e — 0 limitga o’tish to’g’ri natijaga olib kelmaydi. Bu limitga (3)-funksiyani
integrallaganimizdan keyingina o’tishimiz mumkin.

Shu mulohazadan xulosa gilib {p.(r),e — 0} limitni sust limst ma’nosida
tushunaylik. Bu degani, ¢ — 0 limit fagatgina integral ostidagina ma'noga
ega: ya'ni, bu limitga integral ostida p.(r) funksiyamiz boshqga ixtiyoriy bir

uzluksiz funksiya ¢(r) bilan kirgandagina o’tamiz: { / peod®z, € — 0}. (3)-

ta'rifdan keltirib chiqarish qiyin emaski,

tim, [ pi(x)o(w)ds = p(0). (5)

Darhaqiqat, ¢(r) funsiyaning uzluksizligi shuni bildiradiki, ixtiyoriy n > 0
uchun shunday ¢ > 0 topiladiki, |r| < & bo’lganda |[¢(r) — ©(0)]| < 7 -
Natijada,

=

| ppta = p00) = 25| [ tote) - o)

<e

. / lo(x) — @(0)] d* <7

Ix|<e

ni olamiz. Demak, ¢(0) son [ d*re(r)pe(r) = (¢, pe), € — 0 ketma-ketlikning
sust limiti bo’lar ekan. Ixtiyoriy uzluksiz ¢(r) funksiya uclun bunday limit
uning noldagi gqiymati ¢(0) ni mos go'yar ekan.
Xuddi shunday, massasi birga teng m = 1 nuqtaviy zarracha r = 1y nugtada
joylashgan bo’lsa, uning zichligi sifatida quyidng{ni gabul gilamiz:
4—3& Ir—r| <&
pelr —r0) = ¢ (7)

0, |r—rxo >e
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(()-ni keltirib chigargandek

Jimy [ o~ xo)pte)ds = pieo) ®)

clanliging ham tekshirib ko'rishimiz mumkin.

Bunday hol matematikada quyidagicha ta'riflanadi: {p.(r),e — 0} ketma-
lethkning sust Jimiti yetarli darajada silliq bo’lgan ¢(r) funksiyalar ustida
nniglangan chizigli funksional ¢(rg) ni beradi '

Iar gal {p-(r),z —>» 0} deb yozib o’tirmaslik uchun

limn pe(r) = d(r)

e—

[ielpi kiritaylik. Bunda biz (birlik massali) nugtaviy zarrachaning zichligini
plr) = o)

dob belgilagan bo’lamiz. Massasi m bo’lgan zarracha uchun esa

p(r) = md(r)

deh yomishimiz kerak.  Yangi kiritilgan §— funksiyaning asosiy xossasi

qnyidagichadir: ;
[ s’z = o(0) (9)
[Yuni ko'pincha
(0,¢) = ¢(0) (10)

[o'rimishda ham yoziladi.  Yangi kiritilgan funksiya Direkning delta-

[unksiyasi deyiladi.
\por g, k= 1,2, 3, ... nugtalarda joylashgan my, diskret massalar sistemasi
Lonlgan bo'lsa, bu sistemaning zichligi

plr) = kaé(r - 1)
k=1

[ormula orqali ifodalanadi. Ko'rinib turibdiki,

/ d*zp(r) = Z mg
1 k=1

v

"unkionnd deganda bivor bir f(z) funksiyadan olingan va shu funksiyaning ko’rinishiga bog'liq bo'lgan
i topeal - songa aytiladi.
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bo’ladi.
Xuddi shunday, nuqtaviy zaryadlar sistemasi haqgida gap ketsa,
n
pe(x) =Y exd(r — )
k=1

deb yozishimiz kerak.

Biz ko'rdikki, nugtaviy massa va shunga o’xshash tushunchalarni Kiritish
uchun sust limit tushunchasidan foyvdalanishimiz kerak. Bunday kattaliklarning
nugtadagi giymati haqida gapirishning ma'nosi yo'q - bu shu kattaliklarning
fizik ma’nosiga ham to’gri keladi. Yuqorida aytganimizdek, tajribada faqat
o’rtacha, ya'ni, integral kattaliklar o’lchanadi - kiritilgan é—funksiya ham xuddi
shunday ma’noga ega.

Biz d—funksiyani uch o’lchamli holda kiritdik, uning xossalarini bir o’lchamli
holda o’rganish osonroq. Shuning uchun shu paytgacha aniglagan xossalarni bir
joyga yigraylik:

o0, &=1p;
L 8z —20) = { 0, =+# a:(,."

oo

2. //12:6(1: - zg) = 1;

3! /d:rf(:t)d(:z: — o) = f{®o).

Birinchi xossa shartli ma’noga ega.
Uch o’lchamli §—funksiya quyidagicha aniglanadi:

I(r — xg) = 8z — x0)d(y — y0)0(z — 20).

Ba’zi -bir hollarda u 6(3’(1' — ry) ko’rinishda ham belgilanadi.

Ko’pincha §—funksiya oddiy funksiyalarning limiti sifatida ham ko'riladi.
Fizik masalalarni yechganda La'zi hollarda shunday qilish maqsadga muvoliq
bo'ladi. é-ni oddiy funksiyalarning limiti sifatida berish uchun yuqoridagi uch
xossaning bajarilishini tekshirib ko’rishimiz kerak. Shu magqsadda eng keng
tarqalgan to’rta misolni ko'raylik va yuqoridagi uchta xossalarning ¢ — 0 da
bajarilishini tekshiraylik (f(z) funksiva uzluksiz va cheksiz tartibdagi uzluksiz
hosilalarga ega deb qaraymiz):
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|. Birinchi misol: d.(z) = 0 |z| > e

: oo, z=0;
Ll et = { 0, |##0. "

i i 5
2: / O-(x)dr = ;—)—;d:}; =1.

G ' . ) 2 ‘ .
3. ‘nm / F(z)d.(x)dz — f(())i < lim —Qg/ IJ(:L') ~ [{0){dz = 0.
20N -€

2 - 11 22
[1. Tkkinchi misol: dq(x) = 7772 exp|—— ) -
’ oo, =0
l. llll:‘l:(),;(l) - { 0. Jel20)°

x? 1
= il R

4\;“‘ /%oxp (—%) f(z)dx — [(0)

exp ( ~1/ ) | fey) - - f(0)|dy =0, <-—0.

exp (~¢%) dy = 1.

<
1
\‘
& | -
]
e
e
l‘);ﬂ
:q

IA

(1\

Uchinchi va tortinchi misollar sifatida quyidagilarni olamiz:

in .
III. 6.(z) = S,,f,r)= £ — 00; {11)
IV. é:(z) = 1————5 =, €= 0.
722+ €

[ funksiyalar uchun ham uchala xossalarning bajarilishini bevosita tekshirib

chigish mmmkin.
[Keltirilgan misollardan oydinki, é-funksiya juft funksiyadir:

o(—x) = o(x). (12)

d funksiyaning hosilasini ham  sust limit ko’rinishida kiritish mumkin.
Huning uchun yana asosiy funksiya f(z) larning yetarli darajada silligligi va
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cheksizlikda yetarli darajada tez nolga intilishini ishlatamiz:

@, f) = / ded'(z) f(z) = 8(z) f ()|, - / dzd(z) f'(x) = — f'(0). (13)

Va shu mulohazani davom ettirib, umuman olganda,

(6%,5) = (<1 0) (14)
bo'lishini topish mumkin. Bu-xossani
50 () f(z) = (~1)"1)(0)3(z) (15)
ma'noda ham tushunish mumkin. Xususan, 7 = () holda:
5(2) f{x) = ()£ (0). (16)

Umumlashgan funksiyalar ichida eng ko'p targalganlaridan biri teta-
funksiyadir (pog’onacha):

1, & =05

fla)= { 0, x <0.

Bu funksiya uchun

d
(—LEO(.L‘) = d(z) (17)
ckanligini ishot gilaylik:
0.0 = [ as0@)@)s@) = 06) @I - [are) = 10)
"o 0
d-funksiyaning Fourier tasvirini topaylik. Buning nchun
. / K3 (k) exp(—ika)
=g exp(—ikz
formuladan uning teskarisiga o’tamiz:
o(k) = / dxd(x) exp(ikz) = 1. (18)

funksiyaning Fourier-tasviri birga teng ckan, bu esa bizga d -

Ynni, o
[inksiyaning eng mashhur tasavvurini beradi:

) = 2—17_: / dk exp(—ikz). (19)

My tasavvardan  foydalanib d(z) funksiyaning yuqoridagi uchinchi  hmit
[ormasini keltirih chigarishimiz mumkin:

L

o Sk . . sin(Lz)
ox) = 21.1)1; . / dk exp(—ikz) = Ill\)ralc o
=L

(Ieh o'lchamsli §—funksiyaning integral tasavvurini topayliki:

A (r) = d(x)d(y)d(2) =

(2n)3

' , /dk,uxp(—ik,,w) / dl:_,,exp(~z'k,,y)/rikzexp( —ikyz) = (20)
o0 =00

OC

g /IK/‘, )
/(f)“ Vi exp( ik - T).

[ formuln matematik fizikada ko'p ishlatiladigan formulalar qatoriga kiradi.
W masheg. Quyidagini isbot qiling:

T w2 e~ w).

|a]

W2 mashg. Quyidagin ko' rsating:
1
SU() = bz —z),  J(za) =0.
(,[\J ) lf’(I(l)l (@ n) 0

Al ol shu misolning xususiy holidir.  Agar f(x) = 0 tenglamaning yechimlari bir

neehin bo'lsn, fay, i = |2}

1
@)=Y, e (-’L',HJ(I ~ ;)

Py bl
Wb nehag

0 < —-5‘,—",
do(z) = ¢ n, —-.—_,1’: LI ﬁ;
0, i—"-' <
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funksiya uchun lim,, .. d,.(z) = §(2) ckanligini ko‘rsating.
8.4-mashq. Sferik (r, @, ) sislemada 0(r — ry) funksiya

1 : :
ﬁé(r —1g)d(cosf — cosly)d(ip — o)

bo‘lishini ko‘rsating,.
8.5-mashgq.

m=00

1 ,
o1 —a) = 5= D explim(pr — )]

=00
ckanligini isbot qgiling.
8.6-mashq. 0-funksiya uchun quyidagi tasavvurni isbot giling:

RO O P i & M
9(;)—%/&7___2.5_{0' T <)

o0

§2. Chizigli differensial operatorning fundamental
yechimi (Green funksiyasi)

Matematik fizika tenglamalariuni yechishning vana bir muhim metodi - Green
funksiyasi metodidir. Bu metodni kiritish uchun ixtiyoriy chizigli differensial
tenglamani olaylik:
Lu=f, (21)
bu yerda L - biror differensial operator, masalan,
0? d* d? d*
L=A=—+—+—, yoki L=——A
’ dx% " oy 922 ¢ ST o
va h.k. Noma'lum funksiya u(z) shu tenglamaning yechimi qidirilayotgan
sohada va uning chegarasida yetarli darajada silliq deb hisoblaymiz.
L operatorning fundamental yechimi, yoki Green® funksiyasi G(x)
quyidagicha kiritiladi:
LzlG(!l:], .’l,‘g) = (5(.’121 = .‘L"z). (22)

x deganda n-o‘lchamli fazo vektorini ko‘zda tutamiz: z = {z!, 22 2% .. z"}.
n = 3 bo'lganda = — r bo'ladi. Shunga yarasha §(z; — z5) -funksiya ham n-
o‘lchamli funksiyadir. L., deganimizda operator z; argumentga ta’sir qilayapti
demoqchimiz. Fundamental yechim mavjud Bo’lsa (22)-ning yechimini bir
zumda yozib olishimiz mumkin:

u(z) = ug(z) + /d:z:' G(z,z') f(2'), (23)

?George Green (1793-1841) - ingliz watematigi. Rus ilida - I'pan.
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I yerda wg(z) bir jinsli tenglamaning yechimi:

L’ll() =10:
Isbot: .

La(x) = / da' LG(z,7') f(2') = / dz’ 6(z — 2') f(z') = f(z). (24)

caviy shartlarni  ganoatlantiris lanish
ug(x) haddan chegaraviy shartlarni qanoatlantirish uchun foyda

ki, . >
Ouyidagi teorema differensial operatorlarning fundamental yechimlarini

topishda muhim rol o'ynaydi:

Teorema: o sinal
otye™ va  O(t)—
[nlesiyalar ’
d 1 e
m +a i dt?
aperntorlarning fundamental yechimlari bo‘ladi.

lubol:
[3evosita hisoblab topamiz:

( ’/’ | u) O(t)e = 8(i)e ™ — af(t)e ™ + ab(t)e ™ = 5(t)e 4 = 8(2).
i

[ yorda 16- va 17- formulalar ishlatildi. ]
lcoremaning ikkinehi qismini isbot qilish uchun quyidagidan boshlaylik
( (1) - ixtiyoriy ikki marta differensiallanuvchi funksiya):

'//’ (1) Z(1)) = 6"(1)Z(1) + 20(1) Z'(L) + (1) 2" (1) = = (1) Z' (1) +

|20 ()21 (1) + 0(0) 2" (1) = () Z' (1) + (L) 2" (£) = (1) Z"(0) + 0(1) 2" (1),

|
L verdn i-formula n = 1 va n = 0 hollarda ishlatildi. Oxirgi natijadan kelib
Cligean holda, quyidaging olamiz:
2 5 sinal
(d i~ u‘) ()(i.)——-(— = 0(t). (25) J
L

dr? a

oo ishot qilindi.
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§3. Laplace operatorining fundamental yechimi

Laplace operatorining fundamental yechimini topish uchun
AG(r) = 6¥(r) (26)

tenglamani yechish kerak.  Buning uchun Fourier almashtirish metodidan
foydalanamiz:

© Bk ~ o, L1
G(r) = /()”) G (k) exp(— ik - 1), (S(r)z./ -(%uxp(—ik-r). (27)

Birinchisini (26)-ga olib borib qo’vavlik:

. d*k d3
AG(r) = @)’ (.(k)onp( ik-r) = /(’ !‘1( K*)G(Kk) exp(—ik - r).
Demak b
" dPk I S
/ (2n)3(-k“)G(k)exp(»—z’k-r) -—/((21 A)i(’\p( —ik - 1),
yoki,
G = 5 (29)

formulaga kelamiz. Shu bilan Laplace operatorining Green funksiyasining
integral tasavvuri topildi:

3.
G(r) = —zﬁﬁ/%exp(—ik B (30)

Ammo bu integralni bevosita hisoblash cheksizlikka olib keladi. Shuning uchun
uning o‘rniga

. 1 &k
Gi(r) = —@F/k Sv exp(—ik - r) (31)

ni hisoblaymiz va oxirida A\ — 0 limitga o’tamiz. k fazoda sferik koordinat
sistemasini kiritib, k va r vektorlar orasidagi burchakni 0, deb belgilaylik:

] 2% n

" 1 k*dk: ;

Ghi(r) = _W m'/(lip /(lOexp(-—ikrcos()) =
0 0 0

1 T kdk i .
= - o | B (exp(ikr) — exp(—ikr)) =

0
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o
1 L 1

i) —iki :

T 2(2n )% /\’(CXP([M) SRkl Amr

(el integralni hisoblashdu chegirmalar nazariyasi va Jordan lemmasidan
(oydalandik. Integral ostidagi funksiya & = +¢A nuqtalarda birinchi tartibli
(ulblarga epa®, birinehi integralui hisoblashda k = -+iX qutb olinadi va Jordan
lonnmsi bo'yicha kontur yuqori yarim tekislikda joylashgan yarim aylanma
il to'ldiviladi.  Tkkinchi integralni hisoblaganda k = —i)\ quib olinadi
v Jordan lemmasi bo‘yicha kontur quyi yarim tekislikda joylashgan yarim
Wwlinma bilan to'ldiriladi. Oxirida A nolga intiltiriladi. Demak,

1 4
G(x)=—— 32
()= 1 (32)
virlel, umumiyroq formada
a( ) - (33)
3ty — 1) = ————
P - ‘17fil'| - I"_)I
vl
Hhi nadijadan foydalanib, Poisson tenglamasi
Ag=—f (34)

g yeehimini topish mumkin, (23)-formula bo’yicha bu tenglamaning yechimi

’ 1 f(c) 5, .

o ) —dr 35)

¢(r) 47 / [r — | i (35)

(o teng. Elektrostatikada nugtaviy zaryad uchun f(r) = p(r) = ed(r)
clinhpni hisobga olsak,

e o(x") e .

o(r) = — — 36

plr) = d7 | |r - | =z (36)

Hodani olamiz. Bu - Coulomb® qonuni.
[Tinoblarimizdan kelib chigadiki,

1 :
1_\-- = —Amw(r). (37)
i uchan I»..v;hi:lm- \ = 0 deb olish mumhuum\h si endi toshunarli - bu holda integrallash konturi ikki
s magha orasida sigilib qolgan bo'lar eken, pinche deyiladigan bunday maxsus nuqta integrallanuvehi
s ot g Kirmaydi.

s IS ysion. Chiarles- Augustin de Coulommb (14.06.1736 - 23.08.1806) (Lapsu-Orocren e Kyzon)
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Bux formulanj bevosita tekshirib lo’'raylik
sistemasiga o’taylik, Agarr # 0 bo'lsa,
sa.

al_lo /.01y
T r20r orr)

: a ishonch hosi qilamiz.
hosila olib bo'Imaydi,

fomonida delt

ekanligig; r =)

= 0 mqt
ammo Gauss te
a-funksiya borligini ko'rs

& maxsus nuqgtadir,
oremasidan foydalanil, (
atishimiz mumkin-

1
1A~ — 3. 1: 1
_/‘ 7Ar - /d rdlvgl‘ad; = ---/dS r/rd =

= —4r,
() L T 1 .
xirgi ikki formmja (37)-ning yana bir isbotini beradj

§4.  Ikki o‘lchaml;
Ichamli Laplace operatorining Green f unksiyasi
o | : s S1
kki o'lchaml; Laplace operatorining Green funksiyasi ¢;
Siyasi (ry
Az("g(.’l.‘,'l/) = ﬁ y —5‘)2 R ., x
D= (g + 5m) Golw9) = 8(2)oty) = ooy
formula orqali aniglanadi.
" 1
- (:3(1‘) = 2‘ Inr
ekanligini ishot qilaylik. Bu esa p

Aplny = 2md(r)

ekanligini ko‘rsatis
iligini ko rsatishga teng. Isbotnj uch gismg

14 ?)
Qo= S p L,
=S (7 3 In r) =), r#A).

tiyoriy R r

(38)

I o o
a bo'lamiz. Bn'mchumn,

Ikkim:hidm), Aplnr dan ix

o sl e . ;
o e adiusli doira bo'yicha int

el egralga Ganss

2%
12y P
A( rdsIny = /{flS-Vln'r =R (lgpi = 2.
S R
0
. - 4
j .'tx-ﬁmk:ﬂyamng birinchi
1adi. Ixtiyoriy cheksiz silliq f(r) f

”(l‘(itijl oxirgi natijadan deljt
bajarilganligi kelil, chic
Xossasini tekshiraylik:

va ikkinchi xossalari
inksiyva uchun uchinehi

Prishrfr) = [ a2 A,
/l rQzInrf{r) -/d rQslnr [f(r) - J(0) + f(0)] =27 f(0)+-
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Uning uc sferi i
g uchun sferik koordinat

bu nugtada
37)-ning o'ng

+ / d*r Aglnr [f(r) — £(0)].

r # 0 da Aslnr = 0 bo‘lgani uchun integralga faqat r = 0 nuqtaning
alroli hissa go‘shadi.  Shuning uchun integralni kichik e radiusli doira
bo'yicha integralga ahnashtiramiz va integrallash o‘zgaruvchisi ustida r = er
almashtirish bajaramiz. Bunda integral 0 < ¥ < 1 bo‘yicha olingan bo‘ladi:

f &r Aglnr [f(r) = F(0)] = / d*F Ap In7 [f(eF) - F(0)] =3 0.

Shu bilan (38)-formula isbot qilindi.

§5. Multipol yoyilma

izga VI 1-rasmda ko'rsatilgan zarvadlar tagsimoti berilgan bo'lsin.  Shu
sovyadlar sistemasining P nuqgtada hosil gilgan elektrostatik potensialini
Lopaylik. Elektrostatik potensial uchun tenglama

Ap=—p

i Green funksiyasi (33)-ni go‘llasak, potensial uchun

.1 p(r)
’C(R) — 47:_ IR == l,ld T

vochim kelib chiqadi. Agar sistema. diskret zaryadlardan tashkil topgan bo'lsa,
1 e
gyl LE S o B
R 471’2“: R —r,|

ho'ladi,

plr) - cheklangan zaryadlar tagsimotiga mos kelsin, ularni o'z ichiga olgan
ohaning o'lchami e kuzatish nugtasigacha bo'lgan masofa R ga nisbatan kichik
ho'lsing @ << R. » < a bo‘lgani uchun 7 < R bo‘ladi. Undan tashqari

2
IR-r|=y(R-r)2=vVR2-2R-r+1r’= R\/l - 2%(5030 +- (7£)
i) burehak R va r vektorlar orasidagi burchak. Bundan kelib chigadiki, integral
ontidag 1/|R — r| ifodaga Legendre yoyilmasi (35)-ni qo‘llash mumkin:

00

: 1 TN
R—r| - ﬁ,,_z_'{, P,(cosv) (ﬁ)
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VI 1-rasm: Zaryadlar tagsimoti

Shu bilan potensial quyidagi ko'rinishga keltirildi:

o) = 5 [ IR—rl mZ/ d'rp(r) ()" Palcoso).

(VITL.1)-rasmdagi burchaklarga diqqat bilan qaraylik. Sferik sistermada

d*r = drr*df sin 0dy,

demak,
@(R) 477[{%/d77 p(r) /d()sm()/dcp (R) P,(cos ).
0
Qo'shisk (ecoremasi (78) b()‘yicha (1.3- va VIIL.1-rasmlarni solishtiring)
) m T~
P, (cos ) = = 1; Y0, 0) Y™ (O, d),

bu yerda (0, ) burchaklar r vektor (0 - v va z-0'qi orasidagi bur chak) bilan
bog'liq, (O, ®) burchaklar R vektor (6 - R va z-0' qi orasidagi burchak) bilan
bogliq. Qo'shish formulasini integralga qo‘yamiz;

,, == 47_1? Z B 1 ()n " 1 myun ‘d_)) =

o (39)
=2 AR =0+ 0@ .
n=0
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[ yerda

™ = \/ / dn"'" dfsin 0 / dpp(r)Y™(0, ) (40)

1

o™(R) =
CHR) = o 2n+1

Z Qm), m*(o <D)

H=-—n

Olingan yoyilma (39) maultipol yoyilma deyiladi. Ma’lum bir n uchun m

o m = —n dan m = +n gacha bo‘lgan 2n + 1 ta givmat gabul gilgani
el Q™ lar 2n-+1 ta komponentaga ega bo‘lgan kattalikni tashkil qiladi, ular

Antemaning 2%-pol momentlari deyiladi - n = 1 da dipol, n = 2 da kvadrupol,
1 3 da oktupol va h.k. Agar sistemaning to‘liq zaryadi noldan fargli bo‘lsa

(1) P S (-
# / et '17‘1{

[inddan boshlanadi. Undan kuymgl had

vovilma

, " '
S0 [_5.1_ @y + QY + Qi)

‘\

ilemaning dipol momentiga mos keladi. §2.11.-paragrafda yechilgan misollar

mana shu multipol momentlarga tegishli edi.
H.7-mashq. L.4-misolning natijasidan foydalanib dipol momenti d va (Q7', m = —1,0,1)
I orasidagi bog‘lanishlar quyidagicha bo‘lishini ko'rsating:

1 -1
N =d;; Q1= —\/—Q—(d, fid), Ot = 75((1, — idy).

8. l-misol.  VII[.2-rasmda ko‘rsatilgan zaryadlangan halqaning elektr
ninydon potensialini toping. Halganing to'liq zaryadi - ¢, halqaning radiusi
i, A - kuzatish nugtasi.

Zoryad tagsimoti quyidagicha ifodalanadi (delta-funksiyaning sferik sis-
lomndagi ifodasi VITT.4-mashgdan olingan):

p(r) = 7—:’56(7‘ —a)d(cos).

[ ilodani (40)-ga qo‘yamiz:

1 2%

Q' = I\/2 o /dn d(r —a) /d (cos @) coﬁ))/dcp ™0, ).
T

~1
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Sferik funksiyaning (69)-ifodasidan foydalanib ¢ bo‘yicha integralni birinchi
hisoblaylik:

/dcpc == ( AN 1) = 2700

Demalk, multipol momentlarning faqat
m = 0 bo‘lgan hadigina noldan fargli
bo‘lar ckan:

Q° = ga” P,(0).

Ammo 1%,.1(0) = 0 (I-bobdagi 45-
formulaga qarang), shuning uchun mul-
VIIL2-rasm: Zaryadlangan halqa tipol momentlarning faqat juftlari qoladi:

oas = 3 (—l 9, 2,
P(R)= 47(,1,2,?2,, QY6 0)= WL( &) P (0) Pa(cos ).

P5,(0) uchun (I-bobdagi 46)-formuladan foydalanamiz, natijada a-radiusli
zaryadi g bo'lgan halqaning potensiali

2n _l n 2
47r1{ Z ([{) 21,.)_()—[2”((’05 0) =

g _ (a\23cos’0 -1
“zmn[l (H.) AT N

ko‘rinishda ifodalanishini topamiz. Albatta, R > a masofalarda

g
p(R) ~ Py

bo'ladi.

§6. Xususiy funksiyalar, xususiy qiymatlar, j-funksiya va
Green funksiyasi )
Chiziqli I, operator berilgan bo‘lsin. ¢, (z) funksiyalar uning (), xususiy

qiymatlarga mos keluvehi) xususiy funksiyalarining ortonormal sisternasini
bersin:

Lg(:-,,(.’l) = ’\n‘Pn(:r)‘
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¢ depanda, k-o‘lchamli fazo vektorini ko'zda tutamiz: x = {xy, T2, T3, ..., 1 }-
k3 bo'lganda & — r bo'ladi.
d-funksiyani quyidagi yoyilma ko‘rinishida gidiramiz:

(S(.’I:l — 'Tz) — Z(ln(~7-'2)§0n(-'51)a

i, (#5) — noma’lum koeffisientlar. Bu formulaning ikkala tomonini ¢, (z1) ga
lo' paytirib z; bo‘yicha integrallaymiz. Chap tomondan

oG

/dm @5 (21)d(z1 — T2) = @}, (2)

-0

lelil chigadi. O'ng tomondan (g, larning ortonormalligidan)
S an(an) [ ' g en)onm) = an(zs)
n !

lcelib chigadi. Demak,

3y —xy) = th;(mg)s’in(m) (41)

ol
Ouyidagi birjinslimas tenglama berilgan bo‘lsin:

Lap + Ap = —p. (42)
[0 tenglama uchun Green funksivasini quyidagicha ta'riflaymiz:
(L + )\)G(l‘] = .'52) == ()(’L‘| — .'Ez).
Cireen [unksiyasini L operatorining xususiy funksiyalar orgali ifodalaylik:

Gz — @) = Zb,,,(:rg)go,,(zl).

n

[vo'rimb turibdiki,

(L + NGz — 12) = an(:lfg)(/\” + Nn(r) = Zﬁpl(ffz)(ﬁn(fl)-

Domnk,

T9)en (1)
$|~Iz)—z%( 2%( 1 ;

An+ A
(12)-Lenglamaning yechimi nchun qnyldaglga egamiz:
1‘ *
() = /d'lll( (z — 2")p(a ;"_}_2\ d"z’ @k (2" p(').
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§7. Helmholtz tenglamasining Green funksiyasi

Quyidagi tenglama Helmholtz® tenglamasi deyiladi:
Ap(r) + K*p(r) = —4mp(r). (43)
Laplace operatorining xususiy funksiyalari  va  xususiy qiymatlarini
{@u(r), —k2} deb belgilaymiz:
App(r) = —k2p.(xr), n=0,1,2,... (44)
Helmholtz tenglamasining Green funksiyasini

G(ry—ra2) = D bu(r2)pu(r).
n
ko'rinishda gidivamiz. Helmholtz operatorining unga ta’siri §-funksiyani beradi:
an.(r2)("k?; + 132)%;(1'1) = ().(I‘j = r‘Z) — Z @;(rZ)ipn(rl)'
n n
Helimholtz operatori uchun Green funksiyasini topdik:

Gy~ my) = Y P Cy) (45)

n
Agar bu formulada k* = 0 deb olsak, Laplace operatorining Green funksiyasini
topgan bo‘lamiz. Rostdan ham, quyidagi funksiyalar

1
@alr) = (2_7r)—3776

—ikgr

(44)-ning yechimlarining ortonormal sistemani hosil qiladi. Bu funksiyalar (44)-
ning yvechimi ekanligini va ularning ortogonalligini ham tekshirish qiyin emas:

1 ; .
(n(r), Pm(r)) = (27)3 /d:;“: kel O(kn — k).

Demak, (45)-dan k* = 0 hol nchun quyidagini olamiz:

1 «— 1 ‘
('r —T9) = — _.e"’kn(l'l-l‘z)-
1( 1 ) (277)324 —k,’:
n
Agar to'lgin vektorlari uzluksiz sistemani hosil qilsa, yig'indining o‘rniga
integralga o‘tish kerak:

-1 BE .
Gl —i) = s e kER)
rr-x2) = s [ G2

SRus tilida - lemvroani
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[aplace operatorining fundamental yechimi uchun (30)-formulani gaytatdan
oldik.

Helmholtz operatorining Green funksiyasiga o'taylik. Uni ham Laplace
operatorining  xususiy funksiyalari orqali  topamiz. Boshidan uzluksiz
inpulslarga o'tib (k,, — q, Helimboltz tenglamasidagi k bilan adashtirmaslik
nehun), quyidagini olamiz:

- i g L g
(l(rl == 1’2) = -(—é:I-)-g/ k2 % q2C q(n rz).

Integral ostidagi funksiya ¢* = k? nuqtada qutbga ega, bu maxsus nuqta
inlegrallash konturining ustida yotibdi. Shuning uchun uni aylanib o'tish yo'lini
lio'rsatishimiz kerak. Hagiqly o‘q ustidagi maxsus nuqta - qutbni aylanib o'tish
yo'lini quyidagicha tanlab olamiz:

1 1 & il
G(ry —1y) = @) 1411}'\) / T 7:5]_ (123 iq(r;—ra)
B holda qutblar ¢* = k? 4+ ée tenglama orgali aniglanadigan yangi nugtalarga
lo'ehib o'tadi, € - cheksiz kichik bo‘lgani uchun ularni gy = k + iz va gy =
ke deb belgilaymiz. Yangi qutblar hagiqiy o‘qdan g kompleks tekishigining
yigori va quyi yarimtekisliklariga siljiydi.  Ularning yangi holati VIIL3-
msmda ko‘rsatilgan. Shu rasmning o‘zida Jordan lemmasidan foydalanib, ¢

Im g s Irn .
I @ g @
| C |
B -
// \\ i
r N\ ,
’/ } 9, =Kkxic i
/ | ® Rew
i Redq \\ ® /r
| %::—-k ~i€ | /
| o {
l i,
C-
| @

VIIL3-rasm: Helmholtz operatorining Green funksiyasiga oid

viv iy quiblar nchun konturlarni qanday yopish kerakligi ko‘rsatilgan: Jordan
lemmasidan kelib chigadiki radiusi cheksizga intiltirilganda C'y. va C_ konturlar
[0 yicha integrallar nolga teng.
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[ntegralni hisoblaylik:

3 27
d
G(ry—ry) = r !‘}31])/[\,2 -|flzi:q— " /qin 0d6 exp (—iglr) — 2| cos ) /dcp:
0
o0
1

: qdq . .
- mk%/ = o e -5 — e () ~ Rl
0

o0
1 i / qdq
" 2(2m)2ry — o] o g

Integralni ¢, qutbni inobatga olib hisoblasak,

P (exp (—igjry — r9|) — exp (ig|ry — ral))

|
G(ry—1) = 1—ﬂ|“—_———| exp (ikjry — ra|) (46)

formulani olamiz, ¢» qutbni inobatga olsak,

S 1
G(ry — ry) = ————exp (—ikjr) —r 47
( 1 2) 47(]1'] ~T2| I ( l 1 21) ( )
javob topiladi. Bu ikki funksiyalar o‘zaro kompleks qo‘shmadir.
8.8-mashq.
AG(r) + k*G(r) = (r)

tenglamaga (46)- va (47)-formulalarni go'yib bevosita hisoblash orqali bu tenglamaning
bajarilishini ko‘rsating.

§8. Green formulalari

Elliptik tenglamani chegaralangan sohada yechganimizda chegaraviy shartlarni
hisobga olishimiz kerak. Green funksiyasi metodida bu ish quyidagicha
bajariladi.

Bizga ikkita u(r) va v(r) funksiyalar berilgan bo’lsin. Masalaning yechimi
qgidirilayotgan sohani G deb va uning chegarasini S deb belgilaylik. Unda

u,v € C}(G), wv € C(9)
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deb talab gilamiz. Gauss teoremasidan foydalanib,

/(IV'usz /x!.VV(uV'u) - /duVu - Vo = /~u\7'u -dS — /dVVu. -Vv =
" [ v s v

vV Vv

)
/nr—l—(l“ - /d,VVu -Vu
§ an

S ' "

(48)
Ba’zi-bir hollarda bu formula
Agar bu formulada v va v

formulani keltirib chiqarishimiz mumkin.
Creenming birinchi formulasi deyiladi.
lunksiyalarning o'vinlarini almashtirib olinganini yugoridagidan ayirsak,

d 0 !
/ AV (uly — vAu) = / (“’(_)% - v—:j:—:) ds (49)
vV g

formulaga kelamiz, Buning nomi Greenning ikkinchi formulast.

§9. Chegaraviy masalaga Green formulalarini qo’llash
(uyidagi chegaraviy masalani ko'raylik:

Au= f(r) €@, («1%}— + ﬁu) = ¢(r). (50)
s

» Agar o = 0, f# # 0 bo'lsa bu Dirichlet masalasi;
o Agar o # 0, B = 0 bo'lsa bu Neumanu masalasi;
o Agar a # 0, 8 # 0 bo’lsa bu uchinchi chegaraviy masala.

\lbatta, har bir masala ichki yoki tashqi bo‘lishi mumkin. Bu hagidagi
mformatsiya ¢ sohaning ta'rifida berilgan bo'ladi, deb garaymiz. Masalan,
(! soha R radiusli sharning ichi desak, ichki masala hagida gap ketayotgan
bo'ladi. @ soha sharning yoki ellipsoidning tashqarisi deyilgan bo‘lsa, tashqi
Cheparaviy masala hagida gap ketayotgan bo‘ladi.

Cireen funksiyasidan esa quyidagilar talabs gilinadi:

G
AG=46 €G, (a‘,’—+ﬁ(;) =1 (51)
”



Avvalgi paragrafdagi (49)-formulada w(r) = G(r — ry) deb  olaylik.
AG(r — 1) = d(r - ro) ni hisobga olsak, quyidagiga kelarmiz:

u(rg) = /dV(?(r —10)f(r) +/ (”(‘)M = )937( )) 3
v

dan
s
(52)
ro nuqta (& sohada yotibdi. Ikkinchi integral chegara S bo‘yicha olinadi, mtegral
ostidagi r o‘zgaruvchi mana shu S sirtning ustida yotadi. n normal S sirtning
har bir miqtasida unga perpendikular bo‘lgan yo ‘nalishga ega.
Agar birinchi chegaraviy masala ko'rilyapgan bo'lsa,

) S
bo’ladi va yechim quyidagi holda aniqglanadi:

u(rg) = /dVG(rU ~x)f / 0('(£fl:.r_) (53)
5

Ikkinchi chegammy masala uchun
BG' =0 ou
an | g . an

Ammo Green [unksiyasiga qo‘yilgan bunday shart Green funksivasining ta’rifi
bo‘lgan
AG(r—1') =d(r — 1)

formmlaga ziddir, chunki bu formmlaga Ganss teoremasini <jo'llasak,

/dVArG(r ~v)= (())C ds =1
%
shart kelib chigadi. Shuning uchun Green funksiyasi uchun
G 1
S

shart kiritish kerak, bu yerda S - V hajmni o'z ichiga olgan sirtning yuzasi.
Agar tashqi Neumann masalasi hagida gap Jketayotgan bo'lsa, unda S =

va Green funksiyasi uchun ikkala shart bir xil bo‘ladi. Agar ichki Nenmann
masalasi hagida gap ketayotgan bo'lsa, uning yechimi

u(ry) = /dVG'(rn — 1) f(r) + (u)s — /(lSc;;(r)(?('rn —r). (54)
v 8
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Liodladi, bu verda (u)g - w funksiyaning S sirt bo‘yicha o‘rtacha qumam‘. Bu
lonstanta, ichki Neauman masalasi ixtiyoriy konstantagacha aniglanganligini

ninhiokama gilgan edik.
Uchinchi chegaraviy masale uchun esa

aG 8
()_u' _é’ul"' - &7_: - __G:
on a o’ on 104
i .
u(x’) = /d\/(;(r —r1)f(r) - : /d.S(“,:v (55)
v S

(04), (71)- va (55)- formulalar birinchi, ikkinchi va uchinchi chegaraviy
gusnlalarning  yechimlarini beradi, ulardagi ikkinchi hadlar chegaraviy

: 1 T S Iros Yan - “3vray ] 2 e
lrtlmi o’z ichiga olgan.  Ularga kirgan Green hmks’aydh} (}"[.,apln(e
peratorining cheksiz fazodagi Green funksiyasi 1/(—47|r —1'[) ning 0'zi emas,
Lilki (51)-masalaning yechimidir. Bu yechimni biz

1
! Wi —r)= ———— Av=0¢€lG
(! = Gy - v(x), Co(r' — 1) e
t i Fdy g
Lo tinishda olishimiz kerak. Birinchi chegaraviy masala uchun G| = 0 bo'lgani
5
b ] |
o =
| /£ —
s ir|r’ — r| g

el o IIIJ;II}I!liZ l\'m'ak.
Misollar

Iilenl o'tkazgichdan tashgarida joylashgan zaryad
(VI 1) rasmining a) gismida o'tkazgich sirtidan tepada turgan e zaryadning F
Lt nngtasida hosil gilgan potensialini toping. Masalaning qo’yilishi:

Ay = —4med(r), pls=0

Nochim e

i

-
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VIi4-rasm: e zaryad hosil gilgan potensial

Masalani yechish uchun biz mavhum zaryad —e kiritdik, v tekislikdan pastda

joylashgan. Elektromaguetizmda bunday metod akslantirish metodi deyiladi.
Oydinki,

1 ;
A;:; = ~47r()(r' =

chunki masala berilgan soha - sirtdan yuqorida yotadi P nugtani yuqori yarim
sirtning xohlagan joyida olsak ham hanina vagt r # 0 bo’ladi. Demak, o(r)
tenglamani ham, chegaraviy shartni ham qanoatlantivadi.

To’g’ri burchakli ideal o’tkazgich uchun masala

Cheksiz to’g'ri burchakli sohada joylashgan e zaryad hosil gilgan maydonni
toping, to’gri burchakning sirtida ¢ = 0. Bu masalaning yechimi

ko'rinishga ega bo’ladi ((VIIL4)-rasmning b) qismiga qarang). Fiktiv zaryadlar
1,7y, 73 nugtalarga qo’yilgan.

§10. Issiglik tarqalishi masalasi

§10.1. Issiglik tarqalishi operatorining fundamental yechimi

Issiglik tarqalishi (diffuziya) tenglamasining

o)
(-(37 - a2A> U2,y 2,t) = f(z,y,2,1)
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Wiy yechimini topish uchun issiglik tarqalishi operatorining fundamental

yochimin topamiz:

(;’t —A) G(r, 1) = 3(r)5(2).

I (englamaning ustida uch olchamli Fourier almashtirishi bajaramiz:

/' d*r e*T (% -~ (12A) Glxr;t) = / AP ™8 (x)d(t) = o(t).
i (e é

Creen funksivast uehun quyidagi formmlani ishiatib:

Gr,t) = /(; ’) Gk, 1) exp(—ik - r)

(24) formnulani hisobga olib, yuqoridagi tenglamani
o a0\ -
— +a*k” ) G(k,t) = &(1)
ol
[ inishga keltiramiz, Bu tenglamaga §2.-paragrafning oxiridagi teoremaning
irinehi gismini ishlatsak,
ol —n212
Gk, t) =0(L)e™* -

clnhgini darhol topamiz.  Demak, izlanayotgan fundamental yechimning
mlepeal tasavvari quyidagicha ko‘rinishga cga ckan:

(131"' - @2 k2t—ik-
(;'(I', f,) = o(t)/m [ ki T

I veldtor bo‘vicha integralni hisoblash qiyin emas. Buning uchun
cloponentadagi ifodani to‘liq kvadratga keltirish yetarli:
2

7
g 0(t) T
Gl ) — 01 /(” k A'—a (k +ir/(2a%))*t — 7 2 /(4a®t) _ (z_a(_wz?e A2l

10,2, Canchy masalasining yechimi

Chikiz fnzoda w — a?Au = § tenglama uchun Cauchy masalasining yechimini

Chreen Tunksiyasi yordamida ifodalab olishga hamma narsa tayyor. Ch(-ksi.z
[odn b tenglamaga fagat boshlang‘ich shart w(r,0) = @(r) beriladi, d-
iy yordamida bu shartni tenglamaning o‘ng tomonidagi manbaga qo'shib
do yinhiniz mumkin:

w(r,t) — a*Au(r,t) = f'(r,t), f'(r,t) = f(xr,t) + (t)p(x). (56)
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Ko'rinib turibdiki, bu formula boshlang‘ich shartni ¢ = 0 vaqt momentida ta’sir

qiluvchi manba sifatida talqin qgilishni taklif etadi. Fizik mulohazalar nuqtai-

nazaridan bu talgin manbaning ham, boshlang‘ich shartning ham ma’nosiga

mos keladi. (56)-formulalar issiqlik tarqalishi (diffuziya) masalasining ma’lum
bir qo'yilishiga mos keladi. Bu masalaning yechimi (cheksiz fazoda, chegaralar
vo‘q!) Green funksiyasi metodida quyidagicha ifodalanadi:

u(r,t) = /dT /(ia-r'G(r ' t—-7)f' (1) =

0

Bu formulaga [’ ning {a’rifini qo‘yamiz:

ulr, ) = _e(l)__‘/d“r’(p(r’) exp (— (r'__-:")j) T

(2av/mt)? la*t
L[ (i el}? 3
anr > ) / r—=T )
" Bavr / g | e ().

(57)-formulada integral ostida 6(7) ni ishlatganimizda = ni nolga ynqoridan
intiltivamiz deb hisoblash kerak, buni odatda quyidagicha belgilanadi: 7 —» 0*.
Olingan formula uch o‘lchamli fazoga tegishli, uni bir o'lchamli fazo uchun yozib
olish giyin emas:

21 . ( LY
u(z,t) = o) dz'p(z") exp ey +
\

2a+/7t da?t
s s (59)
1 T B o T—x
+2“\/7? / @ '/da. Sz, 7)exp ( yp T T)> .
0
§10.3. Chegaraviy shartlar b

Chegaraviy shartlarni muhokama qilish uchun issiqlik tarqalishi tenglamasini
(3)-formada yozib olaylik (k = const deb olamiz):
u
cp— = kAu+ I,
ot
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Fulatily otamiz, ¢ - mubitning issiglik sighimi (mubitni muvozanatda turibdi
dehy quraganimiz uchun ¢ = ep bo‘lishi kerak), p—mubhit zichligi, k - issiglik
Lnrgadish koeffisienti, - manba zichligi.

Muvozanatda turgan va umumiy chegaraga ega bo’lgan ikkita muhit berilgan
Lo lsin.  Ikkita muhitning chegarsida temperaturalar teng bo‘lishi kerak

(1vozanat sharti):
uy = Uy,
ndan tashqari, bir muhitdan (k) chiqayotgan issiqlik ogimi ikkinchi muhitga
() kirib kelayotgan issilik ogimiga teng bo‘lishi kerak. Ixtiyoriy sirt eleruenti
(5 nehan buni
ki VudS = kyNVupdS
| inishda vozib olish mumkin. Gradientuing sirt elementiga proycksiyasi shu
e normal hosila bo'ladi, shuning uchun bu chegaraviy shartni

" Owy glﬁ
Yon ~ Yo

Lo rinishida olish qulaydir.
\par muhitlar chegarasida tashqi issiglik manbalari mavjud bo'lsa

E)u. a’ug (s)
ki — ko= =¢q
an an

Lo ladli, bu yerda ¢t - manbaning sirt zichligi.

101, Xususiy hollar

Hoshlangtich temperatura fagat bitta koordinataga bog'liq

['ninz qilaylik, tashgi manba bo‘lmasin va

w(r) = p(z)
Lo loin. Bu holda u{z, y, z,t) temperatura ham koordinatlardan faqat = ning
inliyast bo'hib chigadi:

0(t) R T (0 U0 r/)z) =
u(w, t) = (2a_\/_7.:73§ / d*r'p(2') exp ( 12t

o 2
00 [ aoistaox JE:EZ)
= St | da'p(x’) exp < 1% :
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Biz bu natijani olishda yaxshi ma’lum bo‘lgan
oo

2
/dﬂ:exp( i.) L
a a

formulani ikki marta ishlatdik.

Endi faraz qilaylik, butun boshlang'ich issiglik = = 0 nuqta atrofidagi cheksiz
kichik qatlamda mujassamlangan bol'sin, buni ¢(z) = wod(x) orqali ifodalash
mumkin. Bu holda

G 22
U(E;b) = — 0y eX s '
U(Il'a ) 2(L\/’;77 P exp ( -—“z[(ll’[,/

Issigk (modda) z = 0 nugtadan =z = | nugtaga yetib  borgan
bo'lsin, ¢ nugtadagi temperatura (konsentratsiya) boshlang‘ich temperatura
(konsentratsiya) g bilan solishtirilganda sezilarli bo‘lishi nehun cksponentadagi
[aktorning tartibi bir atrofida bo‘lishi kerak: 2ot ~ 1. Demak,

kt
Lot =y = (60)

cp
Diffuziya masalalari uchun
L~ ViD. {61)
Ya'ni, issiglikning (modda konsentratsiyasining) tarq
tartibi vagtdan olingan ildizga proporsional ekan.
Agar boshlang‘ich temperatura, (konsentratsiya) bitta nuctad

agina noldan
farqli bo‘lsa (issiqlikning ma’hum bir migdori r = 0 nuqtada mujassamlashgan
bo‘lsa),

alish sohasi o‘lchamining

@(r) = poo(r)

bo'ladi va (58)-formula bu holda quyidagi natijaga olib keladi:

u(r,t) = o) : r?
Urt) = ——— oy exp [ ——— ) .
(2ay/xt)? i 1a?t

t vaqt ichida issiglik (modda) tarqalishi sohasi o‘lchami uchun (60)- va (61)-
formulalar bu holda ham o'rinli, faqat endi / markazgacha masofani bildirad;.

Olingan [ormulaning fizik ma’nosini talgin :lila_vlik.
had o'zining kelib chiqishi bo‘yicha issiglik manbai
quyidagicha bog‘langan:

Bu formnladagi ¢,
zichligi intensivligi /' bilan

F(r,t) = cppod(r)d(t).
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150l ) = [z]™) ¢ n
5 funksivalarning o‘lchamliklarini hisobga olsak, ( [0(z)] = [z] ") cppo ning

o'lchamligi issiglik migdori @ ning o‘l(-hz?,mligi bilan bir x11Qb()_ htl» ((;:Sd(j; ‘fliil,

sistemasida [Q] = Joule, CGS sistemasida [Q] = e.rg). R=1 l..k i
holda T = 0 nuqtaga ¢ = 0 vaqt momentida (oniy) .l)llll‘l\ issiglik s 1 ‘

::::nlx(l)s;jlu hosil qilgan temperatura ¢ > 0 da fazoda quyidagicha tagsimlangan

ho'ladi:

1 1 exp (_ r? )
rl) = — s 8 el 1
'IL( ) ) cp (2(7- /Wt)3 4a’t ; l
iglik i i i berishi ke stdan ham
u dan olingan integral butun issiglik miqdori @ ni berishi kclrak., r;);ni; :
(of 20k 5} i % = = . .
Iln formuladan butun fazo bo‘yicha integral hisoblasak, Q ni o

A, 2 .
Vivim-fazodagi issiglik tagsimoti: birinchi tur chegaraviy shar

i i sale orilg bo‘lsin:

0 vyarim-fazo uchun birinchi chegaraviy masala bmllg,zlmon o

7 . 1 i i L olamiz -

- 0 sirtda ma’lum temperatura berilgan, uni nolngx. teng ‘(c 2 ¢ril e
'(() ¥t) 0. 2 > 0 sohada temperaturaning boshlang ich tagsimoti berilga
(0, y, 2;1) =0,: 8

¢ Y. 2

u(x, y, 2,0) = @(z, ¥y, 2)- ‘ =

Umumiy formulalarni go‘llash ma.(}ha(]l}lil L

idagi vo'l bilan kiritiladi: faraz qilayhk, o
quyidagi yo'l b N e i
ada ham temperatura tagsimoti berilgan bo‘lsin, va u tag

|

a, masalaga z < 0 soha ham
— ( vagt momentida z < 0

i v||
: 62

p(~2,9,20) = —¢(z,9,20) (62)

an chegaraviy shartning t = 0 da avtomatik ravishda

linrtga bo‘ysunsin. Bund
[ jarilishi kelib chigadi:

u(0,y,2;0) = ©(0,y,2) = —¢(0,9, 2)=0:
1 ib chigadiki sgaraviy shart
[hoshlangtich tagsimotning simmetriyasidan kelib chiqadiki, bu chegaraviy s

i imda [ = amiz va dx’
iwlivotiy ¢ > 0 da ham bajariladi. (58)-yechimda f = 0 deb olami

Lio'yicha integralni ikki gismga bo'lamiz:
vt (62)-shartni ishlatamiz:

F Lol y=y)P+ (-2
Lo ) dy' /dz’em) (—(I At
w(z,y, 2 L) = Gav/lP V. ]

o0 92 : Il 2
o =2y a5 _ij_iﬂ
: / da'o(a',y', 2') |exp P 1ol
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Agar temperaturaning boshlang‘ich tagsimoti fagat z ga bo'gliq bo‘lsa bu
formulada 3’ va 2’ bo'yicha integrallarni hisoblab tashlash wumkin:

0 b3 T — 2 41 2
w(z,y, 2;t) = Qa%/da:'ip(a:') [cxp ( (L—/m;;—)) — exp ( ~(L—;;2;—)—)J .
0

Yarim-fazodagi issiqlik tagsimoti: ikkinchi tur chegaraviy shart

Fazo 2 = 0 tekislik bilan ikki qismga bo‘lingan bo‘lsin. Masalani quyidagicha
qo'yamiz: z > 0 yarim " tekislikda boshlang’ich temperatura w(x,y, z)
berilgan, z = 0 tekislik issiglik o'tkazmaydigan bo‘lganda 2z > 0 yarim
tekislikda temperatura tagsimotini toping. Bu shartlarni matematik ko'rinishga
keltiraylik:

, o)
cf’a_?: =kAw; wy(z,y,z) = u(@,y,%,0) = p(z,y, e >0 % 0 :
e

(63)
Chegaraviy shartni qanoatlantirish uchun masalani z < 0 sohaga simmetrik
ravishda davom ettiramiz, buning uchun boshlang‘ich shartni
‘P(_J:: Y, Z) = ‘)9('7‘-’ Y, Z)
deb olsak, yetarlidir. Bu holda

g _ (0,9, 2) _ _99(0,y, 2) -5
oz oz dx
z=0
bo'ladi. Masalaning sinmiel‘.riyasi(lan ixtiyoriy vaqt momentida ham
(Ou/oz) [ = 0 bo'lishi kelib chigadi. Demak, boshlangich shartni siimmetrik

z=()
ravishda butun fazoga kengaytirsak, chegarviy shart bajarilgan bo‘lib chiqadi.
Shuning uchun (63)-masalaning yechimi (58)-formuladan osongina olinadi:

oo o
7 4 yo5 0([‘) ’ / (!/ = y/)2 + (2 o ZI)Q
w(z,y, z;t) = m /dy /dz exp T
-0 o0

7

00
7 R T g (-2 y _ (z+2')?
/dI ‘p(’l Y ,2) [exp ( 107 ) +exp ( = 3
0

Chegaraviy shart (9u/dz) ' = 0 ning bajarilishi ko‘rinib turibdi.
=0
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lkkinchi chegraviy masalaning umumiy ko‘rinishiga o'tish ml.unkm: f o 0
cheparada vagtning ma’lum funksivasi bo‘lgan issiglik ogimi berilgan bo‘lsin:
du
~k—| =q(t).
8:z|
x=0
[loshlang‘ich shart:
wo(z,y, 2) = u(z,y, z,0) = 0.
Apar boshlang‘ich temperatura noldan fargli bo‘lsa, uni yechimga qo‘shib
(o'yish giyin emas. T B -
i = 0 tekisligida berilgan issiglik ogimini shu tekislik bo‘yicha tagsimlangan
manba sifatida garaymiz: [ ~ ¢(t)é(z). O‘lchamliklarning tahlilidan

2

[~ %q(l,)()'(:u) ~ c:—:q(l)d(!ll)

ho'lishi kerakligini topish mumkin. Ammo bu manbadan chigayotgan IS.SI(]]ll\'
oginii > 0 solhiaga ham = < 0 sohaga ham ketayapti, shuning uchun uni 2 ga
L' paytivishimiz kerak:

f 2

G ~20,2 (1)6(z) l
_Eq(t)o(m)—T(I (@ ﬂ

Manba uchun bu formulani (58)-ga qo‘ysak berilgan masalaning y‘ec].m}m

2 et : :
Lopiladi (integral ostida ¥, z larga bog'liglik yo'q bo‘lgani uchun ular b‘oyicha
mieprallab tashlandi):

: 2
a dr () exp __l"__...) ’
u(z,y, 2;t) = - = e 1a2(l— 1)
0

Musalan, 2 = 0 nugtada ((y, z) tekislikda), temperatura

]

t
[ dr
1 ;4! — 7
w(0,y, z;1) k\ﬁ?/ l,—rq( )
0

[io'ladi. Agar ¢ = const bo'lsa,

a A
1’((),,] = t) = _I:l

= |

o' L.




§11. Uch o‘lchamli fazoda to‘lgin tarqalishi masalasi

§11.1. To'lgin operatorining fimdamental yechimi

Uch oflchamli fazoda to'lgin tarqalishini (11)-tenglama ifodalashini keltirib
chiqargan edik. U tenglamada a parametr to‘lgin targalishi tezligi edi. Endi
uni ¢ harfi bilan belgilaylik. Quyidagi operator

a5 o gt 1 g
c*oL? o Oz 9y 97

D’ Alémbert, yoki to‘lgin operatori deyiladi. Shu operatorning fundamental
yechimi G(i,r) ni topaylik. Uni quyidagicha ta‘riflaymiz:

o2 5
I S X, — sy
({:'Zi)l;'l A) G(t,x) =o' (L,r).

Bu yerda to‘rt oflchamli delta-funksiya o‘zining odatdagi ma’nosiga cga:
sV, x) = 8(L)0(x). Tenglama ustida yana uch o‘lchamli Fourier-almashtirish
bajaramiz:

/d re'* ( 2 ¢ A) G(r,t) = /dsre’k,—é(r a(t) = 8(1).

Green funksiyasini ham uch o‘lchamli Fourier-integraliga yoyamiz:

(7(1',():/(3 };3(’(}( 1) exp(—ik - r).

Natijada,

B Nes .
5 +1¢ ) Gk, 1) = 6(0)

tenglamani olamiz. 133-betdagi teorema bo'vicha bu tenglamaning yechimi
J o Lo I

qkn_owﬁﬂgﬂl k= Vi (64)

Quyidagi integralni hisoblash qoldi:

G(r,t) = ()(f)/ (d & L}E(W ;xp(- ik - r).

Sferik sistemaga o‘tib avval burchaklar bo‘yicha integrallarni hisoblaymiz:

w

27
200 o 2
/dg/dﬁsina exp(—ikrcosf) = % (e"” — ey,
T
0

0
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(Jolgan integral:

G(r,t) = Zo(t) /(M sin(ckt) (% — e ) =

0

cO(t)

o dk (e ~iket ez‘k«.—l) (cikr b e_,-kr) -
.

cO(t) ! . (—iket _ _iket\ (ke _ _-ikr) _ (65)
=16ﬂ2r_/dk(c bk ¢ )((* —e )—

—oC

il ((,w(: ) 4 priklr—ct) _ gik{rict) _ xur-«-'-t)) -

|
| &
BN
N
< |~

OO 522 - 12)

2m

I nigatda oxirgl tenglik simvolik ahamiaytga ega, chunki 6(¢) borligi uchun
{0 va ikkinchi delta-funksiyaning argumenti hech gachon nolga teng bo‘lishi
mimkio emas. Shuning uchun hagigatda

= rO—t-(o( b — 1) — (e 7)) =

cO(t)
G(r,t) = —=d(ct — 7 (G6)
’( ? ) 47(_7, ( )
dob olishimiz kerak.  Ammo yuqoridagi (65)-formula o'zining Lorentz-

mvariantligi sababli ko'p hollarda qulay bo'lishi mumkin.
Formmlaga 0(t) kirgani nchun ¢ < 0 da G(r,t) = 0 bo'ladi. Bunday Green
linksiyalari kechikuvehi deyiladi.

l11.2. Ixtiyoriy harakatdagi zaryadiar hosil gilgan maydon

{(r 1) tok wichligi (harakatdagi zaryad) hosil qilgan kechikuvchi vektor-
potensialnl topaylik. Elcktromagnit maydon vektor-potensiali - quyidagi
(enpelamaga ho'ysunadi:

I*A(r, 1) _Ax, 67
—aaE AA(r,t) = 2 j(x, t). (67)
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Green funksiyasi metodi bo‘yicha bu tenglamaning yechimi

A(r,t) = -4—} / G-, t—t)j{, t)d*rdt

ga teng. Green funksiyasi uchun (66)-formulani ishlatamiz:

Afr, 1) = / dt! / Olet—8) —le Pl 50 sy oy,

v —v/|

VIIL.1-mashq natijasidan foydalanib yorug'lik tezligi ¢ ni delta-funksiya
argumentidan chiqarib tashlaymiz:

A(r, t) s % / dt’ / ) [(t il |r N rl]/c) i LI] j(r',[.’)d“r’.

r -]

' bo'yicha integralni delta-funksiya yordamida hisoblash qiyin emas, natijada,

(e E=)
A(r, 1) =% / d*r' - (68)

e ~x|

formulani olamiz. Topilgan ifoda kechikuvchi potensial deyiladi. Bunday
nommning sababi integral ostidagi tokning vaqt argumentida - ¢ vaqtda r
nuqtadagi potensialni ¢ — |r — t'|/c vaqtda 1’ nugtada turgan zaryadlar hosil
giladi. Bu formulada elektromagnit maydouning yorug'lik tezligi bilan harakat
qgilishi hisobga olingan bo‘lib chigayapti: r’ nugtadan r nuqtaga yetib kelish
uchun maydon |r — v'| /¢ vaqt sarf qilishi kerak, u kechikib keladi.
Olingan formula (68) da tok zichligi vaqtga bog'liq bo'lmasin, deb faraz
gilaylik: j = j(r). Bu holda
{ e 1 3, j(l") 3
A(r) = 2 / d’r Ir—_-r',‘l (69)

formulaga kelamiz. Olingan natija Laplace operatorining Green funksiyasi
orgali ham olinishi mumkin edi. Bunga ishonch hosil gilish giyin emas - vagtga
bog‘liglik yo'gligida (67)-tenglama Poisson tenglamasiga aylanadi:

AA(r) = —ﬁ; j(r).

(33)-, (31)- va (35)-formulalarni eslash qoldi, ularni qo‘llasak, yana (69)-
yechimga kelinadi.
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Yana bir xususiy holni ko'rib chigaylik - harakatdagi zaryadlar hosil gilgan
mavdonni monoxromatik to‘lginlarga yo'yish masalasini. Monoxromatik to‘lgin
vitga sodda bolgan e~®* ko‘rinishda bog'liq bo‘ladi, bu yerda w - mana shu
(o lgmning chastotasi:

A(r,t) = e ™ A(r).

Albatta tok zichligi ham vaqtga shunday ko‘rinishda bogliq bo‘lishi kerak:
3(e,1) = e 4i(x).

(68)-yechimda mana shu almashtirishiarni bajarsak va w = ck formula orqali
l0'lgin vektori kiritsak kechikuvehi maydonning monoxromatik komponentasi

nehun
ikjr—r'|

AG) =3 [ & i) (70)

|r —r'|

[ormlani olamiz.

Xuddi shu formulaga boshqa nuqtai nazardan kelish mumkin. A va j lar
nchun monoxromatik holdagi vagtea bog'liglikni (67)-tenglamaga qo‘ysak, n
[lehmholtz tenglamasiga aylanadi:

(A + R)AE) = ~ifr)

Iu tenglamaga Helmholtz operatorining Green funksiyasi (46)-ni qo‘llasak yana
(70)-yechimmi olamiz.

H11.3. Kirchheff formulasi

Yugorida topilgan hamma yechimlar birjinsli bo‘lmagan ((67)- va undan
olingan)  tenglamalarning  xususly  integrallaridir. Birjinsli  bo‘lmagan
(englamaning umumiy  yechimi mana shu xususiy yechim +  birjinsli
fonglamaning vmuiniy yechimi bo‘lishi kerak. Shu yechimni topaylik.

Masalaning qo‘yilishi:

2

I’{'%%Q — Au(r,t) = _f(l‘,t), ({2 - = ‘LL()(I‘), Uy i = ’U)_(l‘). (71)
[hi - Cauchy masalasi.  Green funksiyasi metodidan unumli foydalanish
mngsadida boshlangfich shartlarni ondy ta’sir giluvchi manbalar sifatida
(inymiz va (71)-tenglamadagi f manbani quyidagi umumlashgan f manbaga
nlmashtivamiz:

Foe ) 2 Fe ) 5 %d(L)u,(r) + Elz.(y'(c)un(r).
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Bunday vondashishga asos quyidagicha. Tenglamani yangi o'ng tomon bilan
yozib olaylik:

d*ur, 2 L 1, a2
—C;LE;—?D- — Aur, t) = [(r, 1) + (—:2-()(t)~u.l(r) + E,E() (t)ug(r). (72)

Tenglamaning o‘ng tomoni o‘zgargani uchun uning yechimini ham boshqa harf
bilan belgiladik. Bu tenglamani ¢ bo'yicha —¢ dan ¢ gacha integrallab ¢ — 0
limitga o‘tamiz. ¢ = —¢& da u(r,{) va uning hamma hosilalari nolga teng,
natijada, faqat quyidagi hadlar goladi:

= (r). (73)

Delta-funksiyaning hosilasi kirgan oxirgi hadning nolga tengligi ham oydindir:

/dld’(l.)uﬂ(r) = — /(ll.J(I.)%u(,(r) = ().

& = -4

Endi oxirgi hadni chap tomonga o‘tkazamiz:

o (ou(r,t) _ 4 >
T (_(?t_ — 8(ugp(r) | = Aufr,t) + f(r, L) + ZEO(I.)U;\I)
Chap tomondagi ifodaning vaqt bo‘yicha hosilasi delta-funksiya kirmagan
bitta funksiya va delta-funksiyali haddan iborat, (17)-formulani eslasak, oxirgi
tenglamaning integrali

Bi(x, t)

——gf—,; — 8(t)ug(r) = gi(x, £)) + O(L)w (r)
ko‘rinishga ega bo'lishi kerakligini tushunish qiyin emas, bu yerda g, - bir
uzluksiz funksiya. Shu yerda yuqoridagi amalni yana bir marta bajaramiz:
bu tenglikni ¢ bo‘yicha —& dan ¢ gacha integrallab, ¢ — 0 limitga o‘tamiz.
Natijada, quyidagi hosil bo'ladi:

a(r,0) =}u.u(r). (74)

(73)- va (74)-formulalar «(r, t) funksiyasiga qo‘yilgan boshlang’ich shartlarning
0‘zi, shuning uchun (72)-tenglamaning yechimi (71)-tenglamaning yechimining
o‘zi. Bu mulohazalar boshlang‘ich shartlarni (72)-tenglamaga o'tish yo'li bilan
hisobga. olishning to‘la-to‘kis isboti emas, aniq isbotni |3] kitobning §13 da

topish mumnkin.
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(72)-tenglamaning qulayligi unga boshlang‘ich shartlar manbaning qismi
uilatida bevosita kiritilgan, bu esa bu tenglamaga Green funksiyasi metodini
hevosita qo‘llash imkoniyatini beradi:

u(r, t) = /dt'd:*r'G(r —r, 0= ), 1),

I3 yerda Green funksiyasi sifatida (66)-formula olinadi. Integral osti uchta
laddan iborat, ularning birinchisi elektromagnit potensial misolida keltirib
chigarilgan (68)-formula ko‘rinishga cga (fagat koeffisient o'zgaradi), ikkinchi
vi uchinchi hadlarning ustida esa quyidagi amallarni bajaramiz. [kkinchi had:

1 1o -1v). .

SISt — ) — | — Y[ 3w (x)dl' B

e | e =) = I = P 5@(r)

IBirinchi delta-funksiyaning argumentida |r — r’| ga bog'liq bo'lgan hadning
maviudligi d* Lo'yicha integraldan radiusi |r —r'| = ¢(¢ — t') bo'lgan sirt dSy
ho'yicha integralga o‘tishga imkon beradi:

472 t—0

)
: / 3 =1 Yy (x")dt'dS,.

i (r') ning argumenti mana shu sirtning ustida yotibdi. Delta-funksiyadan
foydalanib vaqt bo‘yicha integralni oson hiseblaymiz:

1 .
m / db{,._._.,,,”lq (1‘)

Vil bo‘yicha delta-funksivani ishlatgandan keyin integrallash sirti » = ¢l
radinsli sferaga aylanadi. Uchincehi had:
1 ot -1

17; . m(] {C(L = !,’) e ll' I'I” (5’(1.’)’ll()(l")(lf.l(la'l',.

Yana birinchi delta-funksiyadan foydalanib ¢ bo‘yicha integraldan radiusi

[ 2| = ¢t — ') bo'lgan sirt dSy bo‘yicha integralga o‘tamiz:

I ot —1t) . S
E;/—t—_—tl_‘s (t)ao(x")dt'dS,..

Vagt bo'yicha integralga delta-funksiya o‘zining hosilasi bilan kirgan, (14)-
formulani n = 1 holda qo‘llasak yuqoridagi ifoda quyidagi holga keladi:

1 91 3
AR B [Z/u()(r)ds{r:—zrt}] .
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Olingan hamma formulalarni bir joyga vig'ib quyidagi Kirchhoff © formulasi
deyiladigan yechimga kelamiz:

u(r,t) = /dt'dﬂ‘r'G(r - t— (') = . /d; L e rll/()

A J ir—v/|

-+

| 3 1
47['(?2{'/{15{,.;”}1“(‘.) 47 ()I[ /dé{r d}u"(r)]
(75)

§12. Ikki o‘lchamli fazo uchun to‘lgin tenglamasining
yechimi
Ikki o‘lchamli fazoda to‘lqin tenglamasi uchun Cauchy masalasi quyidagicha

qo‘yiladi:
*u(x,y,t) ? 8
2ol? ox? = dy?

) Uz, y,t) = [(x.y.1),

; 2 o
u' = upy(z,y), “"l =uy(z,y); we CRxT.

=0 =0
Tenglamaga kirgan operatorning fundamental yechiminining ta/rifi:

&2 o2

5
(W = Az) Gy(r,t) =6(r)é(t), r={z,y}, D=

r = {z,y} bo'yicha Fourier almashtirish bajaramiz:

(rzd;(z + K ) Ta(k, ) = d(t).

(25)-formuladan foydalanib quyidagini olamiz:

~ sin{ckt
Galk, t) = cO(t) i ),
8.9-mashq.
w/2
\0/([%%)“ ey '-ZnR/dl)(m\GJ,,(AHuxle)

ckanligini ko'rsating.

SCustav Robert Kirchhoff (1824-1887) - huynk nemis fizigi. Ruos tilida - Kupxrods.
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8.10-mashq.
w2

/ dfl cos 0.J(x cos ) =

0

sing

okanliging ko‘rsating.
Shu ikkala mashqning natijalaridan foydalanib Green funksiyasini olamiz:
(e, 1) = cO(t) sin(kct) g &k ¢ Oct—r)
o\ r = cU\L e - ey ——— 1
Rt k (27)2 2w /22 — 12
I'ormmlada 0(ct -~ 7) bor bo‘lgani uchun 0(t) ni tashlab yubordik.
Yuqoridagi muhokama asosida Cauchy masalasini quyidagi ko'rinishga

leltirih olamiz:
d*i(r, t)
or
lopilgan Green funksiyasi Ga(r, 1) bu masalaning yechimini darhol yozib olishga

imkon beradi:
[ 0t —t)~r-r))
¢ ; ct=U)—=1r-r
t) = — [ d*r' / dt —= ;
Ut = o / O el
0

— Avit(r,t) = f(r,1) + -];()'(Iv)u](r) + —1,2-(5’(1,)11(,(1‘).

Vet
() + 00 + 5Ol ).

Iivinchi had quyidagi ko‘rinishga keltiriladi (qulaylik uchun ' = 7 var’ = p
belgilashlar kiritaylik):

i 12 ’ dt 0({.(1‘ 10 ,) 0 Ir X r’l)

27 \/(.z (t— 1) - —r'?

' °r/ / \/Pz(td:pr(p, |i ~pl?"

b yerda Us - markazi x nuqtada va radiusi ¢(t — 7) bo‘lgan doiraning ichi.

Apnr ikki oflchamli masalani z o‘qiga bog'ligligi yo'q nuch o‘lchamli masala

deby qarasak, bu doira ixtiyoriy z = const tekislikning ustida yotadi. Integral

antidagi O-funksiva argumentining ko‘rinishidan shu xulosaga kelamiz.
Ikkinchi had:

[ t) =

U o [ 00t=0) = =) .,  &pulp)
et [ dl! oty (v") = — B
ol 7 e e B 27'( | Ve ==l
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bu yerda U - radiusi ¢l bo'lgan doiraning ichi.
Uchinchi had:

2. 0({:(" = ,‘I) = il‘ E I"I) S n o
o /d /u N T ' (U )uo(x") =

2 Ofc(t —7)—Ir—pl) _
d /m( "o TR

_ 1o Cpug(p)
2me L 22— r - p|?
Us

Topilgan uchala hadlarni bir joyga vig'amiz:

/ / Pollpr)
N O e
1 _@pulp) 10 [ & mlo(P)
VA2 —c—p]E 2mcil, s — !2'
i

Olingan formula I’onsson formulasi deyiladi.

§13. Bir o‘lchamli fazo uchun to‘lgin tenglamasining
yechimi
Bir o‘lchamli fazoda to‘lgin tenglamasi Cauchy shartlari bilan berilgan bo'lsin:

Pu(z,t)  u(z,t) -
5E T B [(x,t), B = up(z), 1w e wy(z). (76)

Bir o‘lchamli fazo uchun to‘lgin operatorining Green funksiyasi quyidagicha
aniqlanadi:

62 o2
(W - ;)2) (zl(L /)-()(.’l) ()

Ushbu Green funksiyasini hisoblab topib va pndan foydalanib, D’Alembert
formulasi (12)-ni keltirib chigaraylik.

Green funksiyasi uchun tenglamada 2 o'zgaruvchi bo'yicha Fourier-
almashtirish bajaramiz:

i :
<W -+ k') (11(/\’2: [.) = O(t).
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(25)-formuladan foydalanib quyidagini olamiz:

sin( cl\ {)

Gy(k,l) = cOQ)——=

Ionrier alimashtirish bajarib Green funksiyasiga qaytib kelish mumkin:

o
f AT S0 T lE i i i
Gz, t) = = / dke G\ (k,t) = 47:12) T  F (: g C“’) :

Integral ostidagi 1/k funksiyani 1/(k—1ic) ga almashtiramiz va integralni € — 0
ma’noda tushunamiz:

>
() dk ik ((jk(r! ) _ e -i/.-(uu.r))

Aws ) k —ie
o0

(,:I(ZL', [) =
Jordan lemmasidan foydalanib quyidagilarga kelinadi:
r > 0 holda: ikkinchi had nolni beradi, birinchi haddan
1
Gy, 1) = 5(:0(/)6’((1 — )

keliby ehiqadi.
¢ < 0 holda: ikkala had ham hissa qo‘shadi -

Gl %(:()(z)(l — 0(le] — ct)) = é(;(/(l.)()(cl, i
[vorinib turibdiki, ikkala formulani birlashtirish mumkin:
Gi(z,t) = %O(d - |z|).
(1) ni tashlab yuborildi, chunki ikkinchi 0-funksiyaning argumenti kuchlirog

shartni o'z ichiga olgan.
Topilgan Green funksiyasi bir oflchamli to'lgin tenglamasining yechimi

oo x
u(z,t) = ;(; / dr’' / dt'0c(t — V) — |z —2|]-
'.X‘ —00

(j(x i—id\t)ul(’r) pl()( )un(r))

durhol beradi:
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Birinchi hadni quyidagi ko‘rinishga keltiramiz (avvalgi formulalar bilan
solishtirish qulayligi uchun integrallash o‘zgaruvchilari ustida (2, i) —» (y, 1)
almashtirish bajardik):

' ate(t—7)
/d1 /dr()[r‘(t— ) — |z =yl fly,7) = /d'r / dyf(y,7).
0 z c.(f. ™)
Chegaralar quyidagicha aniglanadi:

z—y>0 bolsin,bunda ct—7)—z+y>0 = y>z—c(t—7);

z—y<0 bolsin,bunda c(t —7)—y+z>0 — y<ztec(t-—71).

Vaqt bo‘yicha integraldagi chegaralarning aniglanishini tushunish qiyin emas.
Ikkinchi had:

o r+ct
2 dy / dr 0 [c(t — 7) — |z — y|) () (y) = 21( / dyuy(y).
-0 x—ct

Chegaralar avvalgi holdagidek aniglanadi, 6(7) ning mavjudligi ularni yanada
soddalashtiradi. Uchinchi had:

o o
1
% / dy / dr0lc(t —7) — |z — y|] 6’ (7)uo(y) =
o0 o

1 : d
= / dy / dr A('r)'u(,(y)-d—T—O [e(t —=7)— |z —3] =

= % / dyd{ct — |z — y|) uoly) = %(un(m + ct) 4+ ug{z — et)) .
~
Hamma qismlarni bir joyga to‘plab yana, albatta, o‘zimizga ma’lum bo’lgan
D’Alembert formulasi (12)-ni olamiz:
xtet t re(t-7)
u(z, t) = %[un(m + ct) + uy(z — (:1,)]4—2%: /dyu,(y)+%/d7’ / dyf(y, 7).
T—ct ¢ 0 a—cft-7)
Oxirgi had oldidagi koeffisientning V-bobdagi (12)-formulaning oxirgi hadi
oldidagi koeffisient bilan farqi V-bobdagi (9)-tenglamaga [ ning (71)-
tenglamadagi [ ga nisbatan boshqa koeffisient bilan  kirganligi  bilan
tushuntiriladi.
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Mashglarga ko‘rsatmalar va ularning
yechimlari

hl=e Z k'(lc + u)' ( ”')2“” = (-1)"J(x).

|.2. n > 1 butun son ho lganda (—n)! = oo, demak,
1
(k — n)!

=i{); k<n.

Shuning uchun Bessel funksiyasi qatori (10) & = 0 emas, k = n haddan

hoshlanadi:

e —1)* oy 2k-n _1\n s ntl ey nd2
et ‘Z_'(('I -l-);)! (E) e nli) (2) i (El J:)l)m (2) =

Nﬁ 1 2k-4n B .
=1- 1)”Lk,ék+)”\,( ) = (=1)"Ju(2).

1.3. PHopital qoidasini qo‘llang.
|.4. (18)-formulaga olib kelgan amalni m-marta qo lang.
1.5. (14)-formulada ¢ = ¢ almashtirish bajaramiz va

{—-=¢?0 — ¢ =2igind

clamligidan foydalanamiz.
1.6, 50 = cos(x sin 0) + isin(z sin 0) dan kelib chiqadi.
|.7. Bevosita hisoblanadi.
|.8. Bevosita hisoblanadi.
1.9. (31)-formulani cos(nd) ga ko'paytirib 0 dan 7 gacha integrallaymiz:

n 5

il

0

m= 1" =00
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Shu joyda birinchi mashqdan fovdalanilsa, talab gilingan javob kelib chigadi.
[kkinchi formula han xuddi shn yo'l bilan olinadi.
1.10. i
o ie" +ie ™" = 2icosl)
formuladan kelib chiqadi.

1.11. (18)-formulaning ikkinchisida n = 0 deb olinsa, quyidagi kelib chigadi:

Bu ifodadan d/(zdz) bo'yicha yauna biv marta hosila. olamiz, uning o‘ng
tomoniga (18)-formulani yana bir marta qgo‘llaymiz:

(55) #ter =~ (555) 22 = ()

va h.k.
1.12. (21)-integraldagi C kontur nol nugtani o'z ichiga olgan birlik aylana
deb olinsa z = €, dz = iecdO va

2w a 2a
1 irsind—inf 1 iz sin - inf 1 e sinf - enl)
Jalz) = o ‘ / dfe = % dle + 2—7r dfe
0 0 W

bo‘ladi. [kkinchi integralda 0 — 0 — 7 almashtirish bajarilsa quyidagi olinadi:

a

J,L(:L‘) s _2; /d0€ ~ind (elmau\{l + (_l)ne-umuO) :

0
n juft bo'lganda:
L 7 (5 Eutl - T
Jilz) = 57;/(10('“"” (P} teinl) = % /d() cos(z sin @) cos(nd);
0 0
n toq bo‘lganda: ;
1 " l a
Jn(z) = = / dfe= 0 (ci:rsina 1) c..in.-sin()) = = / dd sin(z sin ()) sin(nO)_
0 0
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‘Tlashlab yuborilgan integrallarning nolga tengligi ularning integral osti
ifodalarining integrallash sohasida toqligidan kelib chigadi.  8-mashqning
natijalari bu ikki formulani birga ko'rishga imkoniyat beradi:

m

Julx) = 2 / d [cos(z sin 0) cos(nf) + sin(z sin0) sin(nd)] =
n
0
fof :
=- / d0 cos [nf — zsind)] .
"3
1.13.
72 384 120 192 1
If,(’lt) = (1 — -’-{-2' + —71—) Jl(.'l,‘) -} (—,; — ?) J()(.L').

1.14. Bevosita hisoblanadi.
1.15. Bir tomondan

Ji(x) = ——x—/d() sin(z sin @) sin @,
T
0

ikkinchi tomondan

n s

Ji(z) = L do cos(0 — xsin0) = L[ a0 sin(z sin @) sin 0,
] 7r - 7r -
0 0

chinnki

w w
3 1 .
/ df cos(z sin 0) cos @ = —sin(zsin0)| = 0.
0 L 0
I.16. 1
Pi(z) = 3 (63z° — 702® + 15z) .
1.17. Javob VIII.5-rasmda ko‘rsatilgan.
|.18. Bevosita hisoblanadi.
1.19. Bevosita hisoblanadi.
1.20.
i 1 o\ /2 d2" 2 D 1 2 n/2 d?n n __
PR} = oy (1-2% W(m —-1)" = m(l B =
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7

v

VULS-rasm: Py(x), Pi(x), Pa(z), Pa(a) va Py(x) larning gealiklari

. 5,;177 (1-2)™2@n)l = 2n - DI - 2%)" = @n - 1)lsin" 0,
chunki
(2n)! =2n(2n - 1)(2n - 2)(2n — 3)(2n —4)---1 =
=2n-(2n-2)-2n—4)---(2n—1)-(2n—3)-(2n—5)--- 1 = 2"n!(2n — 1)l
1.21. Potensial uchun
q
d7eg

p(r) = (r* 4+ a* - 2racos 0) /2
ifodani kichik parametr bo‘yicha qatorga yoyish kerak, kichik parametr esa bu
holda r/a < 1, shuning uchun

q 1 7~

o n
@lr) = = ’ —
@(r) Theon i sl A P, (cos0) (a) g
1+ — —2—-cos0 e
@ o

1.22. Zaryadlar sistemasining potensiali:

)= gt 2y e (%) -2 () 2 (- ()]

n=(

n =0, 1,2 hadlar nolni beradi, noldan fargli birinchi had n = 3 bo‘lgan had:

q
dmegr

a® B 3qd® 5cos® 0 — 3cosl )

133((‘.030)12—; donene

plr) =

2mey 7l

2.1-mashq. Bevosita hisoblanadi.
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2. 2-mashq. D = —1 < 0, tenglama - elliptik. ( = y+3z, 1 = = almashtirish
yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

U + Uy + Uy = 0.

2.3-mashq. D = 0, tenglama - parabolik. ¢ = y — %1‘, 1 =Y+ %:c
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

1 1
U — §u< - 511,, =
2.4-mashq. D = 2. 2 > 0 sohada D > 0, tenglama giperbolik tipga
legishli. ¢ =y+32%%, n=y- 232 almashtirish yordamida quyidagi kanonik

lo'rinishga keltiriladi: ;
Uy = f’{(_CTn_)(u( = Uy).

r < 0 sohada D < 0, tenglama elliptik. { =y, n = %(—1:)3/2 almashtirish

vordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

Uge + Uy = 3—1’u,,.
2.5-mashq. D = w. y > 0 sohada tenglama giperbolik tipga oid D > 0.
( = 2/4+z, n=2,/y—x almashtirish vordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga
keltiriladi:

1
Uy = 5 (U + Uy)-
2(¢ +m)

y < 0 sohada tenglama elliptik tipga oid D < 0. ¢ = 2y/-y, n = =
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

Ug + Uy = Z“(-

2.6-mashq. Bu tenglama uchun 1) = —zy. Birinchi va uchinchi choraklarda
[) < 0, ikkinchi va to‘rtinchi choraklarda 2 > 0. Birinchi chorakda ¢ =
2/, m = 24/ almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

1
Uge + Upy — U — ;u,, = ().

¢

(Ichinehi chorakda ¢ = 2¢/—y, n = 2y/—z almashtirish bajarsak, xuddi shu
fenglamani yana olamiz.
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Tkkinchi chorakda (y > 0,2 < 0) ( = Y+ V-, 1 = fJ - V/-=
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

"
Uy + = 7’2u,’ =

=ue = ().
G-
To'rtinchi chorakda (y < 0,z > 0) ( = /=y + V&, n = /—y — V&
aimashtirish yordamida yana xuddi shu kanonik ko‘rinishning o‘zini olagmiz.
2.7-mashq. D = —z%? < 0, tenglama elliptik tipga oid. ¢ = 3*, n = §a’
almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiradi:
1 1
—u + —u, = 0.
26 oy
2.8-mashq. D = —2%y? < 0, tenglama elliptik tipga oid. ( =lny, =z
almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiradi:

Ug + Ugy +

Uge + Upyyy — U — Uy = 0.

2.9-mashq. Giperbolik tenglama: D = 2% > 0. ( = y/z, n = xy
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:
1
Uey -2—7')“( =ik
2.10-mashq. D = z%y® > 0, tenglama giperbolik tipga oid. { = 3(y* —
oo WS é('z,2 + ¢°) almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko‘rinishga
keltiradi:

SR — ¢ "
Uey A — n,‘,_)ug + AC - 772)u" = 0.

2.11-mashq. D = —(1 + z%)(1 + ¥*) < 0, tenglama - elliptik.
¢ = In(z + V1+2?), n=In(y+ \/1-+ y?) almashtirish yordamida quyidagi
kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

Uge + Uy — 2u = 0.
2.12-mashq. D = 0, tenglainu parabolik tipga oid. ( =y+Inz, n=y—Inzx
almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiradi:
1
Uy + Z(uu ~ug) 7 0.
2.13-mashq. D = 0, tenglama parabolik tipga oid. ¢ = Jy*—z, = Jy°+x

almashtirish bu tenglamani quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiradi:

Wi+ (u¢ +uy) = 0.

1
4(¢ +n)
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2.14-mashq. Parabolik tenglama: D = 0. ( = é('yg —a?), n = ,-3(:1:‘2 + 9°)
almashtirish yordamida quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi:

U 0.

SU¢ +

Uy - n?— (2 - Cgu'l T

2.15-mashq: ( =z, n=3@EF+y+2), &= 3(3z + y — 2) almashtirish
yordamida tenglama quyidagi kanonik ko‘rinishga keladi:

3 9
U ~+ Uy — Ugz + 3ug + 5t + S¥E = 0.

2.16-mashq: ( =z, n= —}—é(:l:-l-y), ¢ = 22+y+2z almashtirish yordamida
V .
Lenglama quyidagi kanonik ko‘rinishga keladi:

Uge + Uy = 0.

3.1-mashq. Masalaning qo'yilishi:
Uy — gy =0,  u(0,1) =0, uz(l,t) =0, u(z,0) =0, w(z,0)=uv;
0Ll ©>0.
Bn yerda a = \/W tovush tezligi, v = ep/ey.
3.2-mmashq.
Uy — 0 Ugy = —aty,  u(0,) = u(l,t) =0, u(z,0) = p(z), w(z,0)=1p(z);
Ol t=>0.
3.3-mashq.

(L, 1)
ES

u(z,0) = p(z), w(z,0)=9(z), 0<z<!l, £>0.

- sterjen o'ng uchining elastiklik koeflisienti.

Uy — gy =0, 6(0,1) =0, u(l,t) =

3.4-mashq.
Uy — Uz = g, u(0,0) =0, ux(l,t)=0,
w(z,0) =wu(z,0)=0; 0<z<l, t>0.
3.5-mashq.
wy — @, =0, u(0,0) = pu(t), u(l,l)= 59
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u(z;0) =ui(z,0)=0; 0Lzl >0
3.6-mashq.
Uy — e = g, uw(0,2) =u(l,t) =0, u(z,0)=0,
Puy(l,t) = —ESu.(l,t)+P, 0z, 1>0.

Oxirgi chegaraviy shartning kelib chiqishi quyidagicha: Puy(l, t)—sterjenning

z = [ nuqtasiga ta’sir qgilayotgan kuch, u ikki qismdan iborat - birinchisi

qaytaruvchi elastik kuch —FSu,(l,1), ikkinchisi - yukning og’irlik kuchi 7.
4.1-mashq.

u, — @, =0, w(0,t) =uy, w{l,t) =us, u(z,0)=p(z), u(z,0)=¢(z).

4.2-mashq.

U — Qg = g6(.’1;— vt), u(z,0) = @(z), a® = k/(cp), —0c < z < 00,t > 0.
¢

4.3-mashq.

Wy — (L?"l—g;)‘ (7'2()"‘.(7‘! ’)) = Q: '“'(7')0) = ./(r) 0 <r< R.
r2ar ar cp
[ssiglik tarqalishi tenglamasi sferik simmetriyani hisobga olib yozilgan,
masalaning shartlarida 6 va ¢ burchaklarga bog'lanish yo'q. Chegaraviy
shartlar: a) u(R,t) = 0; b) w.(R,t) + hu(R,t) = 0. Ushbu va keyingi
masalalarda |u(0, )| < oo bo‘lishi kerak.
4.4-mashq.

1o Au(r, ) : q
g2 BRI Y , = <y R ==,
U= 5o (r o ) 0, u(r,0)=0,0<r<R, u(R,t) .

4.5-mashq. Tenglama:

10 [ ou 1% &
T T L B A
M= <l 07') r? Jp? toz

Masalada ¢ ga bog'liq bo’lgan shartlar yo'q, shu sababdan tenglamadagi
ikkinchi had ham yo'q:

1a [ du 9*u

e | P o e )

ror \ or 0z*

Chegaraviy shartlar:

Lou(r,0) =0, u(a,2)=0, wu(r,h)= f(r);
2. u(r,0) =0, u(a,2)=0, wu(r,h)=f(r);

3. u(r,0) =0, ua.2)=—-au(az), a>0, u(rh)=Ff).
Temiperaturaning barqaror tagsimoti hagida gap ketayotgani uchun bosh-
langich shartlar yo'q.

5.2-mashq. DBu tenglama giperbolik tipga oid, D = 4 > 0, uning ikkita
xarakteristikasi { = y — x va 1 = y + 3z. Demak, uning umumiy yechimi

u(r,y) = f(y — =) + gy -+ 3z).

5.3-mashq.  Bu giperbolik tenglama, uning xarakteristikalari { = y —
x/3, n =1y + 2z. Tenglamaning kanonik ko‘rinishi:
; 6
Ugy — ;iu,,, =~

3u tenglamani

B BN 18
m\“" 7Y~ "1

3 6
W, Pl Ji(¢)

ckanligini topish mumkin, bu yerda fi(¢) - o'z o‘zgaruvchisining ixtiyoriy
funksiyasi (argumentining o‘zgarish sohasida C? sinfga tegishli, albatta).

ko‘rinishda vozib olsak,

/
u = peX/7

almashtirish bajarib

B et
v= ;nc““/ "+ f2(0) + 9(n)

ckanligini topamiz, bu yerda f; va g funksiyalar yana C? sinfiga tegishli ixtiyoriy
fimksivalar. Yechim:

2 .
u(z,y) = ‘.—,(.?I +2z)+ f(By —z) + g(y + 2:z)e(“""‘)/7.

5.4-mashq.  u(z,y) = v(z,y)e ¥ % almashtirish bajarsak, Vg = 0
tenglamaga kelamiz. Demak, berilgan tenglamaning yechimi

?l—(_’l:r 1/) o (,IF(.L) s 9(7/)) e ~hz- ay

175




5.5-mashq. u(z,y) = v(z, y)e**** almashtirish bajarsak,

Ugy = 26 e
tenglamaga kelamiz. Uning yechimi:
viw,y) = ¢ >V + [ () + ().
Demak, berilgan tenglamaning yechimi:
u(z,y) = € + (f(z) + g(y)) .

5.6-mashq. Berilgan tenglama ( = y/x va 1 = zy almashtirish orqali
quyidagi kanonik ko‘rinishga keltiriladi (IL.9-mashgning yechimiga qarang):

1
Uy — 2—1711( = (.

Demak,
1 9 . i
Uy = 5ot = a(m), ¢i(n) € C* — noma’lum funksiya.
Ui
w = /fjv almashtirish bajarsak, bu tenglamaning yechimi darhol topiladi,

undan esa z/
u(z,y) = 9(ay) + V7S ()

yechimni topamiz. Bu - birinchi kvadrantda. Umnumiy bolda,

u(z,y) = g(zy) + VIzlf (%)

deb yozamiz, |zy| - har bir kvadrantda musbat qilib tanlab olinishi kerak.

5.7-mashq. Boshlang‘ich shartlar: w(x,0) = p(z) = [(z), w(z,0) =
o(z) = —af'(x), bularni (8)-formulaga qo‘ysak, u(z, () = f(a — alf) ekanligini
topamiz.

6.1-mashq. Yechimni _
xt 7
uw(z,t) = T +v(a, t)

ko‘rinishda qidiramiz. v(z, 1) uchun masala:

v = v =0, (0,0) = v(L,0) =0, v(z,0) =0, u(z,0) = —7.
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Bu masalani yechib u(x, ¢) ni topamiz:

Ok 12
w(z,t) = L 1 :

6.1-mashq. Yechimni

S|

1l 72 n?
n=

nar .

l

nwl

=R

w(z,t) =t + 1+ z(® —t+1)+vlz,t)

ko‘rinishda gidiramiz. Bunda

U — Ve = —2z, v(0;L) =v(1,t) =0,

Ikkinchi bosgichda

v =10+ w(z)

v(z,0) =0, v(xr,0) =z — 1.

almashtirish bajaramiz, bunda w(x) uchun quyidagi masalani olamiz:

w'"(z) = 2z,

Uning yechimi:

w(z) = —13-(:12 - 1).

¢ uchun masala:

By — e =0, 9(0,) =(1,2) =0,

w(0) = w(1) =0.

x

2

o(z,0) = —-3:(1:" —-1), %(z,0) =z -1

Bu masalani yechish qiyin emas, boshlang‘ich masalaning yechimi:

uw(z, t) =t+1+a(E—t+1)+ 33(13 - 1)-

¢ o0
=N
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n=1

1
-= msin(mr:r;) ((

__1)‘"

cos(nt) -+ sin(mrt)) !

6.3-mashq. Tenglama u(x, 1) = X (z)7T(i) almashtirish yordamida

sl
£._.(£)_ + 4

7X0)

ko'rinishga keltiriladi. Natijada,

3 )(II(‘,L.) -
N X(z) a

-

X"z) +AX(2) =0, X(0)=X(1)=0 va T'{L)+@+NT()=0

masalalarni olamiz. Demak, yechim

o
w(z, t) = Zsin(vmz) (a.,, cos (t 4+ nzr.‘l) + by, sin (I,\/ 4+ 71277'3>)

n=1

177




ko'rinishga ega. Boshlang‘ich shartlarni ishlatish quyidagiga olib keladi:

u(z, t) = ‘Z sinf(2k + 1)mz]

e ).s'.[t 4—!-(2.4.:4-1)277?].

6.4-mashq. Yechimni

u(z,t) = 1(2 -

ko‘rinishda gidiramiz. v(z,1) uchun quyidagi tenglamaga kelamiz:

z) +v(x, t)

Uy — Uy — 0 = 12 — 7).

Uning yechimini

. NI
= Z v,(t) sin .
n=1

ko‘rinishda qidirish kerak, chunki ©(0,1) = ©(2,¢) = 0. O'ng tomondagi (2 —
x) funksiyani sin 25% bo‘yicha Fourier-qatorga, yoysak quyidagi tenglamaga
kelamiz:

B r\ 2
it + X = =1, A= () -1

nmw 2
Uning yechimi:

() = + an cos(A,t) + by sin{\, ).

A )
Demak,

4L Vi
w(z, t) = 1(2-x) Z /\2 sin — +Zsm

n=1

Boshlang’ich shartlardan foydalangandan kevin quyidagini olamiz:

nw n;
u(z, ) = 1(2 — x) + Z (nm\z N sxn(/\,,()) sin —— 5

n=1

6.5-mashq. Yechish bosgichlari avvalgi masaladan farq gilmaydi. Yechim:

zh | 2 (—1)"H 1 nrT . (na\?
) = —4-— _— A — Ant —t 7 e fo—
u(z, 1) ; 4 = =Y L X sin(A,t)) sin 5 A; ( 7 )

n=1

—

6.6-mashq. Yechim bitta garmonikadan iborat:

l ;
u(x, l) = o sin 2;3: sin @
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(@, cos(Xut) -+ by sin(Aut)) .

(3.7 mashq. Yechim ikkita garmonikadan iborat:

( .. 57w dral 2l AL e . wal
T DY i e B8 e e s g
u(x, ) = sin N Cos 5 + ; S 5 ol

(1.8 mashq.

8l x— (=1)" 2n+)wr  (2n+ 1)wat
u(x, 1) = = (2(” e sin 51 cos 51 4

2 21 m; " 1mL+ 2l “)“l_’riq_n 37raL‘
Sk grfliay S g iy 2

(.9 mashg. Yechim uchta garmonikadan iborat:

gral 21 3rx . 3aml - 21 o 1 Sra ol Samwt
4 T 0S —— 8N —— + ——C S
(,6) = cos 57 7 c0 IR T T I e T

G.10-mashq. Umumiy yechim:

2w nwal . nmal
u(z, ) = oS —— | @, €08 —— + by, sin .
¥ 2 { 4 l l
n=

hoshlangich shartlardan
'3

2
Ay = ;5% (=" =1) va b, =0, n#0

S]ll nia !
W= T on2q? |
fn=0

clamnligi kelib chigadi. Umumiy yechimdagi qavs ichidagi ikkinchi hadda n — 0
[imitga ehtiyotkorlik bilan o‘tish kerak:

l A 1 {211 + V)rz o (2n + Lant
waiil= gty L(zm P W ST

6.1 L-mashq. u(z, t) = A.

(3. 1 2-mashq.

uw(z, t) = uy + ;(u.g wy )+

o 2,22

— Uy — Uy + (19 — uy)(—1 nwT n“mwea

2 . 1+ (o 1) sin ] exp (————A) ‘
w2 )

it 12
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6.13-mashq.

812 1 - (Zn + 1)nz (2n + 1)°w?
w(z, 1) = uy + Z @+ 1) exp (——--- -[,) .

l 1

6.1 1—mushq.

(=1 (2n+ 7wz (204 1)%a%?
7 a L Cos
43, 4) = Z TS R e TR ST Y

= 1 - (2n + 1)mz (2n + l)27r2a2[
5 COS ex T i 1
—~ (on + 1)? 2 P 41
6.15-mashq. Chegaraviy shartlar  birjinslimas  bo‘lgani  uchun -
w(0,t) = w, v (l,t) = q/k - yechim wu(z,t) = uy + qz/k + v(z,t)

ko‘rinishda qidiriladi, bunda ©(0,1) = v,(l,t) = 0 bo'lib chigadi:

8gl o (1) on + 1)nz 2 27202
'u.(:v,L) =ul—|—g~:xr—-—iz< ( ) sin( i, )TT exp (—M—L) -

— (2n + 1)? 2l 412
d(uo—u1) o= 1 . (Qn+ Lz (2n+ 1) w2a?
- o= "Z; Rt 1.~.m 7 exp e —L ] .
6.16-mashq.
NHAT _nz2a%
Z a, COS -—c [
n=0
2 / A2
nnr 4l " 2.,
Q,, ::l/(T —-l)(‘OSTdJ_ ,2772(—1) 3 71#0 a0=—§l.
0

Yechim:

25 AR (-1)* nmx n’wa’t
uzit) = —glz -+ o Z "5 oS ——exp <— 7 —) :

6.17-mashq.

iy 1 (2" +Dmx (2n + 1)*x?
u(z, t) = }_J TR ; exp,)[~L (,1 ) ___72__)] |
= ) -
6.18-mashq.
u(z, ) L (2” e sin[(2n + 1)z]exp (—4t — (2n + 1)%) .
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6.19-mashq:

240l —~ (1) | namz nra®l
u(z, t) = — = Z ——sin——e ( P )
n-=1

(.20-mashq:

= -1 2n + 1
-(~':J)=M1L[ , l"’f "2(—1)"]Siu L+ Lse o,.\'p[ »————( it lia s t].

T 21 412
n=0

6.21-mashq:

8Al & 1 2n+ 1wz n + 1)%a?x?
p. s e, [ Gt 1),

E D YO A AP

(.22-mashq: u(z, 1) = uq.
(5.23-mashq:

9, 1\ 9% 84
u(x, t) = 24[2( 1) sin 1;711 cxp(—ﬁt - u)

12
n=1

(.24-mashq:

n 2
n=1

@ D T 8 (—=1)'up . nax n’n2a’t
u(w, t) = uy + = (ug — uy) + — E e SN —— XD | ——— ] :
l 7 l
limé — oo da u = w4 F(ug — 1) bo'ladi.
6.25-mashq: Yechimmi w(z, 1) = v(x, 1) +w(x) kolrinishda gidiramiz, bunda
w() funksiva uchun tenglama, chegaraviy shartlar va yechim quyidagicha:
S -
5 Sin—-.

w2 l

a*w’(x) + sin # =0, w(() = w(l) = 0; w(x) =

i wa*t . WL
w(z,t) = o (l—(xp( ——fz——))sm—l—.

6.26-mashq:  Yechimmi quyidagicha qidiramiz:  u(z,t) = + v(w,t).

v, 4) uehun quyidagi masala paydo bo‘ladi (qulaylik uchun h = n/((p) deb
belpiladik):

To'hq yechim:

W @iy = —lw,  v(0,8) = w — ug, v(l,t) = ua — up, v(z,0) = ¢(x) — uo.
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Chegaraviy shartlarni bir jinsliga aylantirish magsadida
T N
v(a, b) = uy — ug + T(ug —uy) + 0(z, )
almashtirish bajaramiz. ¥ uchun tenglama:
~ 2 = €T
By — 0 Vgy = —hD — I Uy — ug + 'l—(?lg —uy)).
# nchun chegaraviy sharlar bir jinslidir. Noma’lum @ ni yana ikkiga bo‘lamiz:
oz, t) = z(z,t) + w(z) va w(r) ni quyidagi tenglama va shartlarga
bo‘ysundiramiz:
x
a®w"(z) = hw(z) +h (ul — up + T(’llg - ul)) ’ w(0) = w(l) =0.

Bu tenglamaning yechimi

/i
ha uy —ug — (u; —ug)chL  /ha €
w(z) = (u;—ugy)ch + g _g) L Ua— = (U —141):
( ) ( 1 l()) S]’\/I—" sh = w1y l(u: Ul)
a

Shu bilan quyidagiga keldik:

hx  us — uy — (uy — u ch¥ht hx
u(z, ) = ug + (u - uo)ch\/a— bon nl s(h—l‘/z'l o)ch, sh azr + 2(z,t) =
a

= p(x) + z(z,t).

z(z, t) nchun masala:

7 — @z, =—hz, 2(0,t)=2(,t) =0, =2(z,0)=p(z)-—p(z)
Bu masalaning yechimi:

2

& nNwT n’m’a*
z(z,t) = ;a" sin ——exp ( hi P {> 4

!
2 f T
=5 /(.p(z) — p(z)) sin’——l——dw.
0
6.27-mashq: Masalaning fazoviy gismi uchun quyidagiga egamiz:

X(z) = ¢ycos Az + casindz,  X'(0) - hX(0) =0, X'(1) =0.
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Uning yechimi:

h h
Xi(z) = ¢1 | cos A\px + ~ sin Ak |, tg(Arl) = —I-, b =.0,1:2:
Ak Ak

(Quyidagini hisoblab topish mumkin (bu bir numncha hisobni talab qiladi):
]
(X, X)) = é /d;rX,,(x)X,,,(r) 2= m#mn.
0

Agar ¢ ni quyidagicha tanlab olsak:

1 V2

€ = = - :
I s VhHIA]+R?)
J dz ((:os AT+ ;(': sin ,\k:n)
0
X,(z) funksiyaning normasi birga teng bo'ladi: [|Xk]] = 1. Natijada,

{Xi(z), k=0,1,3,..} funksiyalar to‘plami ortonormal sistemani hosil giladi:
(Xu, Xin) = Omn- Demak,

i

o0 .
- 32 2
u(x, t) = AE > ap Xi(z)e M, a =7 / due(z) Xp(x).
. 0

6.28-mashq: Avvalgi mashqdan oz farq giladi. Masalaning fazoviy qismi
nchun quyidagiga egamiz:

X(z) = ¢rcos Az + epsin Az,  X'(0) — hX(0) =0, X'(1) +hX(l)=0.
Uning yechimi:

Qz\kh.

=T ’1=0. 1,2,...
A2+ h? ‘

N i
Xi(z) = ¢ (cos A+ :\—sm )\,,.1.'> \ te(Akl)
k
Agar ¢; ni quyidagicha tanlab olsak:

1 2V2\2h

e 5 (2 + 1) sin(Ml) /R - 100 + 12)
\/ Jdx (cos A ,—(': sin /\k.'l') g ;
0

Xi(x) funksiyaning normasi birga teng boladi: [|Xk|| = 1. Natijada,
(Xi(x), k=0,1,3,...} funksiyalar to‘plami ortonormal sisternani hosil giladi:
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(X, Xn) = Oypne Demak,

o0
u(x, l) = Zak/‘(k(:l‘)cr Xt

k=0

{
0

7.1-mashq: VIIL8-mashqning natijasiga asosan

Asin kr _kgsin kr
SR B
7.2-mashq:  Poisson formulalarini . . :
e e ormulalarining isboti quyidagi sodda hisobga
——4ZL"(osn(y_«~_+ Z/" oy m = -l-l 1 1 1
ned 23 3 NI gl T 1—te --iK) B
+itc—2tcosae 214142 — cosey’
7.3-mashq: ! R
1L=l+12.(-2 A L.
gt R0R(2p) =5 o+ (% — P

7.4-mashq:

‘ 2 4
= g + p—(:os(Qap) + a cos(4yp) = g l( LSS TR
9 ] 8 D) e ) R 7y -+ g(l‘ + ,7/").

7.5-mashq:

_3p P 3

< B 3 |

R v U R R i

7.6-mashq:

1 /)2 5/)1 /)li
7~ 33 cos(2¢) + T3 cos(4yp) + 3 cos(6y) =

5
= S Db _eaiay . Mg g :
5t 35 y* —a®) + 16('1' +y" — 62°y%) + 55 (2% — 3% + 15a%2(y® — ).
7.7-mashq: (26)-shart bajarilgan.

w=Apcosp+C = Az + C.

184

7.8-mashq: (26)-shart bajarilgan.
\p? x% —
U= %‘% cos(2p) +C = ek

7.9-mashq: (26)-shart bajarilgan.

B g o '
U= —ﬁsm‘p—k Zﬁbm(&w) +C ===t —

7.10-mashq: Yechimni u(z,y) = v(z, y) +w(z,y) ko'rinishda qidiramiz, v

va w funksiyalar nchun qnvx(lugl chegaraviy shartlarni olamiz:

v(0,y) = Asin - —b—, v(a,y) = v(z,0) = v(z,b) = 0;

T
w(0,y) = w(a,y) = w(x,b) =0, w(z,0)=Bsin —
» uchun masala quyidagicha yechiladi:

gz + gy =0, v(z,y) = X (@)Y (1), X"=XX =0, Y'+AY =0,
! T T
Y (y) = ¢ sin il X (z) = cach— + e3sh—.
b b b
(Chegaraviy shartlarni ishlatish natijasida quyidagini olamiz:
7\'(11 x)
v(x,y) = A——a— h’”‘ sin 5
w uchun masala ham xuddi shu yol bilan yechiladi. Umumiy javob:

h—(——" a2 oy sh-'(b R
u(x,y) == A—2L _sin—+ B sin —.
( /) l 'm b bl 1;:; a

8.1-mashq: Tkkala mashq bir xil yechimga ega. Sodda holdan boshlaymiz:
T I dy 1
Sla(z — zo))f (x)dz = [ 8(y)f (2o + y/a)m = mf (o).

Demak, d[a(z — 0)] = d(z — z0)/|al. Ko'p o'lchamli holda:

(5(")(0.(;17 z0)) = 5(")(1 — o).

| det al
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8.2-mashq: [(x) ning teskarisi mavjud deb olamiz.

Jot@ete)ta= [swotaae= (5o 5 dv= S

bu yerda x; nugtalar f(z) = 0 tenglamaning yechimlari.

8.3-mashq: Paragrafning ichida ko‘rsatilgan misollarga o‘xshab bevosita
hisoblanadi.

8.4-mashq: Sferik sistemada

d*r = dadydz = r’drsin 0d0dyp = r>drd(cos 0)dp.

J @7 f(r)d(r — ro) = f(ro) bo'lishini ta'minlash uchun 6(r — 70) = H0(r -
79)d(cos 0 — cos 0y)5(¢ — o) bo'lishi kerak.

8.5-mashq: f(z) funksiya 27 davrli deb olamiz. Bu holda uning Fourier-
qatori uchun

Z .Im xm..(, fm:‘/dl‘e‘i”u.f(z)

7Il— ™~ 0

ga egamiz. Mashqdagi munosabat quyidagicha tekshiriladi:

2% 1 5 2x
f(xo) = / dxd(z — xo) f(z) = 5 Zm ¢~ : / dre™ f(z) =
0 m=—00 0

=L Z fme T f(7(l)

1"-
8.6-mashq: Jordan lemma.sld.m darhol kelib chigadi.
8.7-mashq:

T \/4" /du / d(cos0) /d(,,p(7 9,0) Y (0. ¢)

[.4-misoldagi zaryadlar taqsimotiga (I.4-rasmming a) gismida ko‘rsatilgan)
quyidagi zaryadlar zichligi mos keladi: /

p(r,0,p) = 7%6(7' — a)[d(cos @ — 1) — d(cos 0 + 1)].

cos 0 bo'yicha delta-funksiyalarni hisoblaganda ularning argumentlarini cos ¢
(1 —¢), £ — 0 ma’nosida tushunish kerak.
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U=

VII1.8-mashq:

tik Ak ) Y
AT ., \7—— = (V»l—e‘“""' + ik:—,,e“"'> =
= 3

7
1 1 T i o€ J_tkr
== Seai) LP- = | JT Toh v st Hikr L5 o Z:\:ik-r) = —478(r)e ik
= (AT) e 4 V- Vet £k (5 (r)e -
R.Li.kr
= —4md(r) — k*
8.9-mashq:
7 d
’) (kr 2 rdr ikreosyp __ 9 rar J. (k‘l) =
d'r= (,98 = 27 ———.J0
2 ) = 2 R2 —r2
/ VRZ =12 VR =7 , V
1 w/2
=R \/‘f'_“‘_ Jo(kRu) = 27 R / 0 cos 0 Jo(k R cos 0).

0

Bu yerda, hlrmchlda.n, [.12-mashqning natijasi ishlatildi, ikkinchidan,
= cos0 almashtirish bajarildi.

&.10-mashq:

/2 /2

& 2%
/Iu(mcoaO)cos(}d =Z(——k—}2— (—2—) /(m”’ 1 0do =
0 k=0 0
I EN VLS A o e
0 9 7 (K f |
/.26 (k1?2 <2 2(k+1/2)' — (2> k(K + 1/2)!
2. (-1)kz%*  sinz
=Lk 1N
“—~ (2k 1) T
Iu hisoblashda (10)-formula v = 0 hol uchun ishlatildi, undan- tashqari,

Legendrening ikkilash formulasi (22)-ham ishlatildi.
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