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SO'Z BOSHI

O'zbekiston Respublikasi mustaqillikka erishgandan so’ng, barcha
sohalarda bo’lgani kabi, mamlakatimizda ta’lim sohasida ham muhim
islohotlar amalga oshirildi. Bu davrda respublikamizda jahon andozalariga
mos ragobatbardosh mutaxassislarni tayyorlashni ko’zda tutuvchi “Ta’lim
fo'p'risida” gi qonun va unga asoslangan “Kadrlar tayyorlash milliy
dasturi”™ gabul gilindi.

Ma’lumki, “Kadrlar tayyorlash milliy dasturi” maktabgacha ta’lim,
umumiy o’rta ta’lim, o’rta maxsus, kasb-hunar ta’limi, oliy ta’lim, oliy
o'quv yurtidan keyingi ta’lim, kadrlar malakasini oshirish va qayta
tayyorlash hamda maktabdan keyingi ta’lim bosgichlarini o’z ichiga
oluvehi uzluksiz ta’lim tizimini yaratishni ko'zda tutadi. Oliy ta’lim
bosqichi uzluksiz ta’'lim bosqichlari ichida eng muhimi hisoblanadi.
Chunki bu bosqichda xalq xo'jaligining barcha sohalarida faoliyat olib
boradigan mutaxasislar tayyorlanadi. Oliy o'quv yurtlarida malakali
mutaxasislarni tayyorlashda o'quv adabiyotlarining, aynigsa o’zbek
tilidagi adabiyotlarning o’rni beqiyosdir.

Ma’lumki, hozirgi kunda oliy o’quv yurtlarining barcha
mutaxasisliklarida oliy matematika fani o’qitiladi. Talabalarni oliy
matematikadan chuqur bilim, ko’nikma va malakalarga ega bo’lishlarida
0’quv adabiyotlarining, aynigsa, masala va misollar yechish bo’yicha yo’l-
yo'riglar ko’rsatilgan o’quv qo’llanmalarning o’ri muhimdir.

Hozirgi kunda oliy matematika va matematik analizdan masalalar
yechish bo’yicha bir gator qo’llanmalar mavjud. Ulardan I1.A.Maron
muallifligidagi “/luddeperuuansioe W HMHTErpajbHOE HCYHUCIEHHE B
npumepax ¥ sagagax” nomli, I.A.Kaplan muallifligidagi “IIpakruqeckune
3aHsTHA 10 Beicweli matematuxke” nomli, P.E.Danko, A.G.Papov,
T.Ya.Kojevnikovalar  muallifligidagi  “Beicias  marematuka B
ynpaxkHeHHsix ¥ 3anaqax” nomli va hokazolarni keltirish mumkin.

Bunday qo’llanmalar ko’p bo’lishiga garamasdan ular davlat tilida
emas. Bundan tashqari, bu qo’llanmalarda oily matematikadan nazariy
ma’lumotlar masala va misollar yechish uchun yetarli darajada

ENOV TAOBIRKORLIK
o VA PEDAGOGIKA

INSTITUTI ARM
Ne § 5




yoritilmagan hamda ularni
keltirilmagan.

qo’llashga doir misol va masalalar

Mualliflar tomonidan yozilgan ushbu o’quv qo’llanma yuqorida
aytilgan bu kamchiliklarni to’ldirishga qaratilgan.

Ushbu o’quv qo’llanmada dastlab har bir mavzu bo’yicha nazariy
ma’lumotlar gisqa va aniq bayon gilingan hamda ular yordamida bir
nechta misol va masalalar yechib ko’rsatilgan. So’ngra talabalar bilan
mashg’ulot vaqtida va mashg’ulotdan so’ng yechishga mo’ljallangan misol
va masalalar berilgan.

Ushbu o’quv qo’llanmaning boshqa o’quv qo’llanmalardan farqi
shundaki, unda barcha mavzular bo'yicha nazariy ma'lumotlar ancha
mukammal berilganl hamda deyarli barcha tushuncha va formulalami
qo’llashga doir topshiriglar yechimlari bilan keltirilgan. O’quv
qo’llanmada berilgan na’zariy ma’lumotlarni o’quv rejasida oliy
matematika bo’yicha kamroq soat ajratilgan yo’nalishlar uchun ma’ruza
matnlari sifatida gabul qilish mumkin. Ushbu o’quv qo’llanmadan oliy
matematika o’qitiladigan barcha oliy o’quv yurtlarining talabalari va
o’qgituvchilari foydalanishlari mumkin. Ushbu o’quv o’quv qo’llanma
" mualliflarning uzoq yillardan beri oliy matematikadan olib borgan
mashg'ulotlari jarayonida to’plangan tajribalari asosida yozilgan bo’lib, u
ayrim kamchiliklardan holi bo’Imasligi mumkin.

Ushbu o’quv qo’llanmaning qo’lyozmasini 0’qib chigib o’zining
qimmatli maslahatlarini bergan fizika — matematika fanlari doktori,
professor A.Q.O’rinovga, fizika -~ matematika fanlari nomzodi
T.Ibaydullayevga va fizika — matematika fanlari doktori, professor
G’.Mo’minovga mualliflar 0’z minnatdorchiliklarini bildiradilar.

L.LBOB. TO’PLAMLAR
§1. To'plam tushunchasi. To’plamlar ustida amallar

Io'plam  tushunchasi  matematikaning muhim  boshlang’ich
tshunchalaridan biri bo’lib u ta'riflanmaydi. To’plam deyilganda, biror
bir xususiyati bo'yicha umumiylikka ega bo’lgan obyektlar majmuasini
tushunamiz, Masalan I-kurs talabalarining to’plami, [0,1] kesmadagi
ouglalar  w'plami,  matematikadagi raqamlar to’plami va hokazo.
[o'plamlar A, B,C, D, ... harflar bilan belgilanadi. To’plamga kiruvchi
obyektlarni uning elementlari deyiladi va ular @,b,c,d,.. lar bilan
belgilanadi.  Masalan, elementlari @, b,c,d bo’lgan A4 to’plam
A o |a,b,c,d} ko'rinishda yoziladi. agA yozuv @ element A to’plamga
legishli ekanligini, @ € A yoki a € A yozuv esa a element A to’plamga
tepishli emasligini bildiradi.

Birorta ham elementi bo’lmagan to’plam bo’sh to’plam deyiladi va @
bilan belgilanadi. Masalan, sinx = 5 tenglamaning yechimlari to’plami,
perimetri O ga teng bo’lgan kvadratlar to’plamlari bo’sh to’plamdir.

Chekli sondagi elementlardan tashkil topgan to’plam chekli to’plam
deb ataladi. Masalan, matematikadagi ragamlar to’plami chekli to’plam
bo'ladi. Uni A = {0,1,2.3,4,5,6,7,8,9} ko'rinishda yozish mumkin.

Matmatikada ko'pincha chekli bo’lmagan to’plamlarni — cheksiz
to'plamlarni qarashga to’g’ri keladi. Masalan, barcha to’g’ri kasrlar
to'plami, natural sonlar to’plami, bir nuqtadan o’tuvchi to’'g'ri chiziglar
to'plami cheksiz to’plamlarga misol bo’la oladi.

Agar A to’plamning har bir elementi B to'plamning ham elementi
bo'lsa, A to’plam B to'plamning qismi yoki gismiy to’plami deyiladi va
A © B kabi belgilanadi. Masalan, A = {2,4,68,}. B = {1,23,4,5,6,7,8}
bo'lsa, u holda A © B ekanligi ravshan.

Agar Ac B, Bc A bo'lsa, A va B teng to’plamlar deyiladi va
A = B kabi yoziladi.

A va B to'plamlarning barcha elementlaridan tashkil topgan € to’plam
A va 8 to’plamlarning yig'indisi (birlashmasi) deb ataladi. UniC = AU B
kabi yoziladi.



A va B to’plamlarning barcha umumiy elementlaridan tashkil topgan
D to’plam A va B to’plamlarning ko’paytmasi (kesishmasi) deyiladi. U
D = A NB kabi yoziladi.

A to’plamning B to’plamga kirmagan barcha elementlaridan tuzilgan
E to’plam A to’plamdan B to’plamning ayirmasi deyiladi vauE = A\ B
kabi yoziladi.

Agar A to’plam § to'plamning qismi bo’lsa, ushbu $\ 4 ayirma A
to’plamning S ga to’ldiruvchi to’plami deyiladi va C(4) kabi yoziladi.

Agar A va B to’plam elmentlari orasida o’zaro bir qiymatli moslik
o’rnatish mumkin bo’lsa, ular bir-biriga ekvivalent to’plamlar deb ataladi.

Natural sonlar to’plami N ga ekvivalent bo’lgan har qanday to’plam
sanogli to’plam deb ataladi.

A vaB to’plamlarning Dekart ko’paytmasi deb A4 x B kabi
belgilanadigan va (x,y)( xeA, yeB) ko'rinishdagi juftliklardan tuzilgan
yangi to’plamga aytiladi.

To’plamlarni birlashtirish amali sonlarni qo’shish amali singari,

AU B = B U A4 (kommutativlik),
(AUBYUC= AUu(BUC)= (AU () U B (assotsiativlik)
gonunlariga bo’ysinadi. Bulardan tashqari AU@ = A va sonlardan
fargli ravishda AUA =4, Bc A4 bo'lsa, AUB = A tengliklar ham
o’rinli bo’ladi.

To'plamlarning kesishmasi amali quyidagi gonunlarga bo’ysunadi:

An B = BnA(kommutativlik),
(AnB) nC= An (B nC) (assotsiativlik),

AN(BUC)= (ANB) U(ANC)

AU (BnC) = (AuB) n (Au C) (distributivlik)

Bulardan tashqari 4NA=4, An@ =0 va Bc A bolsa,
A n B = B tengliklar ham o’rinli bo’ladi.

To’plamlar ayirmasi uchun A\ A = 8, A\ D = 4, G\A= 0 va
A c B bo'lsa, A\ B = @ munosabatlar o’rinlidir.

Mustagqil yechish uchun topshiriglar

I Barcha juft va toq sonlar to’plamlarini yozing.

2. Barcha juft va toq sonlar to’plamlari uchun AU B8 va An B lar
twpilsin,

I Tomonining uzunligi 2 ga teng bo’lgan muntazam ko’pburchaklar
perimetrlari to’plami yozilsin.

4.B3irinchi tikuvehilik fabrikasida bolalar ko’ylagi, kostyum va kurtka
(ikiladi. Tkkinchi tikuvchilik fabrikasida esa ayollar ko'ylagi va kostyum
(ikilndi, Bu fabrikalarda tikilayotgan kiyimlar to’plamlari tuzilsin va ular
uchun AU B, AN B lar topilsin.

. (x*-1)(x*-4)

x+3

6. (x = 2)(x = 3)( x*+ 5) = 0 tenglama ildizlari to’plami yozilsin.

7.A=(246810}va B = (1,2,34,5] to’plamlar berilgan. AU B va
A (1 B lar topilsin.

x=1) (27 =3) a2 -4)

— - = 0 tenglama ildizlari to’plami yozilsin.

9.4 = [-3;0] va B = (—1; 5] to’plamlar birlashmasi yozilsin.

0A={n-3n-2n-Lnn+l}vaB=n-1n+1n+2
n+3,n+4} tw'plamlar uchun AUB, AnB, A\B va B\ A lami
loping.

11.0’zbekiston Respublikasi mustagillikka erishgan yil raqamlari
(o plamini yozing.

12. 4 = {10; 123; 17.3; —7; 136} to’plam berilgan. Qaysi natural
sonlar bu to’plamga tegishli?

13. A to'plam -5; —4; =3; —2; 6 elementlardan tuzilgan. Shu
sonlarga qarama-qarshi bo’lgan sonlar to’plamini yozing.

14. x? — 6x + 10 = 0 tenglama ildizlari to’plamini yozing.

15. 4=1{3,6,9,12,15} to’plamning barcha qism to’plamlarini
luzing.

16A=1{2; 3;4;5;7},B={3;5; 7, 9},C = {4, 9; 11} to’plamlar
uchunAU(BUC),(CUB)Y UAvaAn (B UC) lar topilsin.

= 0 tenglama ildizlari to’plami tuzilsin.

8.




17. 30 o’quvchidan 18 tasi matematikaga, 17 tasi esa fizikaga
qgiziqadi. Ikkala fanga ham qizigadigan o’quvchilar soni nechta bo’lishi
mumkin?

§2.Haqiqiy sonlar. Haqiqiy sonning absolyut qiymati

Son tushunchasi matematikaning asosiy tushunchalaridan biridir.
Sanash natijasida dastlab 1,2,3,... natural sonlar hosil bolgan. Ulardan
tuzilgan to’plam natural sonlar to’plami deb ataladi va u N bilan
belgilanadi. Demak, ¥ = {1,2,3, ..., n, ... ] natural sonlar to’plamidir.

Natural sonlar, ularga qarama-qarshi sonlar va nol soni birgalikda
butun sonlar to’plamini hosil giladi va Z bilan belgilanadi. Demak,

zZ={.,-n.,-3,-2,-10123,..,n.}

butun sonlar to’plamidir.

Qisqarmaydigan r ="""—"; meZ, neN kasr ko'rinishida tasvirlangan
har bir son ratsional son deyiladi, Barcha ratsional sonlar to’plami ¢ deb
belgilanadi. Demak,

m
Q={rir=—; meZ neN }
n

. Agar% kasrning maxraji n = 10% (keN) bo’lsa, u o’nli kasr deyiladi.
Agar m ni n ga bo'lish jarayonida biror gadamdan keyin qoldiq
nolga teng bo’lsa, u holda bo’lish jarayoni to’xtab, % kasr o'nli kasrga
aylanadi. Odatda, bunday o’nli kasr chekli o’nli kasr deyiladi. Masalan,
= = 1475,

Agar m ni n ga bo'lish jarayoni cheksiz davom etsa, ma'lum
gadamdan keyin ilgari paydo bo’lgan goldiglardan biri yana uchraydi,
so’'ng undan oldingi ragamlar mos tartibda takrorlanadi. Odatda bunday
kasr cheksiz davriy o'nli kasr deyiladi. Masalan, § kasrda 1 ni 3 ga bo’lib,

0,333... bo’lishini ko’ramiz. Ya'ni,

ok 0,333
3 », ' Y

Uahbu 0333 .., 14777 .., 2,131313 .., kasrlar cheksiz davriy
bastlurdie, B kasrlarning davri mos ravishda 3, 7, 13 bo’lib, ularni 0, (3);
P A7) 2.(13) kabi yoziladi.

Shunday  kasrlar  uchraydiki, ular cheksiz, lekin davriy emas.
Masalan, 01010010001 ...; 0,12345 ..; 1,4142135...; bunday cheksiz,
duvely bo'lmapan o'nli kasrlarni ’:—: ratsional son ko'rinishida ifodalab

by limnydi

(heksiz davriy bo’lmagan o'nli kasr irratsional son deb ataladi.

Musalan, v2 = 1,4142135..; ™ = 3,141583 ...;

Iurcha irratsional sonlarni irratsional sonlar to’plami deb ataladi va u
J bilun belgilanadi.

[tatsional va irratsional sonlar to’plami birgalikda haqigiy sonlar
(o' plamiini hosil giladi. U R bilan belgilanadi. Demak, R = Q U J.

Huqiqiy sonlardan tashkil topgan quyidagi to’plamlar matematika
b ursida juda ko'p ishlatiladi.

|. Ushbu (xeR: a < x < b} to’plam segment yoki kesma deyiladi va
[t1, b] kabi belgilanadi.

2. [xeR:a < x < b} to’plam interval yoki oraliq deyiladi va (a;b)
kubi yoziladi.

}. (xeR:a < x < b}, [xéR:a< x < b} to’plamlar yarim interval
(oraliq) deyiladi va mos ravishda [a; b), (a; b] kabi belgilanadi.

4, —oo < x < +oo tengsizlikni ganoatlantiruvchi x ning qiymatlar
(o' plamiga cheksiz oraliq deyiladi va u (—2; +) kabi yoziladi.

5, —e < x<0va 0 <x < +oo tengsizlikni qanoatlantiruvchi x
ning qiymatlar to’plamiga yarim cheksiz oraliglar deyiladi hamda ular mos
ravishda (—; 0) va (0; +o0) kabi yoziladi.

Agar shunday o’zgarmas M son mavjud bo’lsaki, ¥xeE uchun
v < M tengsizlik bajarilsa, £ to’plam yuqoridan chegaralangan to’plam
deyiladi, M son esa E to’plamning yuqori chegarasi deyiladi.

Yuqoridan chegaralangan E to’plamning yuqori chegaralarining eng
kichigi £ ning aniq yuqori chegarasi deyiladi va SupE (supremum) kabi
belgilanadi.




Agar shunday o’zgarmas m son mavjud bo’lsaki, ¥xeE uchun
x = m tengnsizlik bajarilsa, £ to’plam quyidan chegaralangan deyiladi, m
son esa £ to’plamning quyi chegarasi deyiladi.

Quyidan chegaralangan E to’plamning quyi chegaralarining eng
kattasi £' ning aniq quyi chegarasi deyiladi va infE (infimum £) kabi
belgilanadi.

Haqiqiy sonning moduli (absolyut miqdori) tushunchasi
matematikada ko’p ishlatiladigan tushunchalardan hisoblanadi.

x haqiqiy son musbat bo’lsa, shu sonning o’ziga, manfiy bo’lsa, unga
qarama-qarshi ishorali -x soniga x hagiqiy sonning moduli (absolyut
miqdori) deyiladi va u |x| kabi belgilanadi. Nol sonining moduli nolga
teng. Yani: |0] = 0. Demak,

x,agar x = 0 bo'lsa,
= —x,agar x < 0 bo'lsa.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriqlardan namunalar

Hagqiqiy sonning moduli bir qator xossalarga ega:

1. Ixtiyoriy x haqiqiy son uchun

x| =2 0, |x| = | —=x|, x< |x|, —x < |x| munosabatlar o'rinlidir.

2. Biror musbat a hagqiqgiy son berilgan bo’Isin. Agar x hagqiqiy son
|x| < @ tengsizlikni qanoatlantirsa, u —a < x < a tengsizlikni ham
qanoatlantiradi va aksincha, Demak, |x|<a & —a<x<a. Agar
|x| > a bo’lsa, x < —a va x > a bo’ladi.

3. Ikki hagiqiy x va y sonlar uchun

lx+yl < x|+ |yl; 1x—yl = |x] - |y;

keyl=lxlelyl IS1= (=0

4.Har qanday haqiqiy a son uchun Va? = |a| munosabat o’rinlidir.

1. |2 — V2] sonini modul belgisiz yozing,

Yechish: 2 — 2 > 0 bo’lganligi uchun, haqiqiy sonning modulining
ta’rifiga asosan |2 — V2| =2 — V2.

2. |v2 — /3| sonini modul belgisisiz yozing.

10

Yeohish v2 - V3 < 0 bo'lganligi uchun, hagiqiy son modulining

W mnosan [V2 — V3| = —(vV2 - V3) =V3 V2.
|~ 6 ‘| va (‘)j sonlarni tagqoslang.
; 3 3 3 3
Yoohish: | = 6 il = ——(—6:) = 61 . Demak, | — 6:] > —6:.

A | |- 2|b| ifodani qiymatini a =—1 va b = —2 bo’lganda
Wlsoblung

Yoohish: |~al = 21bl = |-(=1)| = 2|-2| = |1| — 22 = =3.

% Ouyidagi ifodalarnni modul belgisisiz yozing.

e =2; 2)|x?—=x|; 3)|x+2|-x.

Yechish: 1) Bu yerda |a] o’'mida |x — 2| ni qaraymiz. Modulning
' i nsosan quyidagiga ega bo’lamiz:

x—2, agarx—2 =z 0 bo'lsa, _
%~ 2| ~(x—2), agm‘x—2<0bo':'sa.)°
; x —2, agarx = 2bo'lsa,

el = 1 2—-x, agarx < 2 bo'lsa.

J) Bu yerda |a] o’mida |x? — x| ni qaraymiz. Modul ta’rifidan

foydalanamiz:
: x? —x, agarx®-x= 0bo'lsa,
[~ =%1 = {—(x2 - x), agarx®—x<0bo'lsa.
x? —x, agarx(x—1)= 0bo'lsa,
f i—xz +x, agarx(x -1) < 0 bo'lsa.

" (x* —x, agarx< 0yokix=1bo'lsa,

el l  x-2x2% agar0<x<1bodlsa

3) Bu yerda |a| o’mida |x + 2| bo’lib -x modulga bog’liq emas.
Modul ta'rifidan foydalanamiz.

Xx+2-X agarx+2 = 0bo'lsa,
—(x+2)-x, agarx+2 <0 bo'lsa.
2, agarx= —2 bo'lsa,
-2x — 2, agarx < —2 bo'lsa.

|x—,2|—x={ yoki

Jx+ 2| —x ={

11




Mustagqil yechish uchun topshiriglar:
1.Taqqoslang:

a) [9,7|va9; e)—|—4,2] va—4,2;
b) |—162|va16,2; g) |a] va 0;
d)|-6Z|va—63 h) —6]a| va 0.

2. a va b ning berilgan giymatlarida quyidagi ifodalarning
qiymatlarini hisoblang.

a) |a| +3]b|,a=2,b=5;

b)|—al-3|b,a=-1,b=-2;

) -1—{—=3al+4/b)
Y 2lal+[b| 1a=—4,b=0;
d)

~1-|-3al+5(b]
3|i.|+:b|lb’ a=-4,b=2;

3. Ifodani modul belgisisiz yozing.

a) [x = 3|:b) |x + 3]; ¢) |x + 2[; d) |x — 4;

e)lx—1|—-2|x~2|; g)|7x—5|+|2x— 1|+ |x-2|;

m) 2{x — y| +y; k) [4x — 8] + |x - 2| + |x];

4. |x — 3| > 3 tengsizlik yechilsin.

5. |3x — 2| < 4 tengsizlik yechilsin.

6. x? > 9 tengsizlik yechilsin.

7. |x + 2| < 2 tengsizlik yechilsin.

8. Agar ¢t birdan kichik bo’Imagan har ganday giymatlarni qabul
gilsa, u holda x =1— % o’zgaruvchining qabul giladigan qiymatlar
to’plamini toping.

9. Quyidagi tengsizliklar yechilsin.

1)-1<x-3<2; 2)(x -2)2 < 4

NEx-1)s4 4 (x—3)* < 8L

10. Agar t =1 qiymatlarni gabul qilsa, u holda » =2+ %
0’zgaruvchining giymatlar to’plamini toping. t

11. Quyidagi tenglamalar yechilsin.

Dix|=x+5 2)|x]=x-5; 3)|sinx|=sinx +1.
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ILBOB. KOMPLEKS SONLAR.
81 Wompleks son tushunchasi. Kompleks sonlar ustida arifmetik
amallar

Mutematikada  ko'plab  masalalarni hal qilish  haqigiy sonlar
1 phaint kengaytirishni tagozo etadi. Misol uchun kvadrat tenglamalar
“u ulwining yechimlarini o'rganishda yangi bir sonlar, kompleks sonlar
W pliign o'ush zaruriyati tug’iladi. Bunda dastlab mavhum  birlik
Sshinne hasd Kiritiladi.

K ovudiati 1 ga teng bo’lgan son mavhum birlik deb ataladi va u i

Wilan belgllanadi. Demak, i = —1 yoki { = v—1.
Musalan, v—36 = V36 (m1)=6v—-1=6"1;

| | 1.,
\'{4 R=1)= gt
l | dan foydalanib i ning darajalarini hosil gilish mumkin:

Yan
vi=—1ei=—i

=1{=1;
=jiri=i%=-1;
=-—-1:1{=-
—ivi=—i* = —(—1) = 1 va hokazo. Bularni kuzatib
jAntl — g, A2 = . (MBB= i (neN) ekanligini
ko'ramiz.
a va b haqiqiy sonlar hamda mavhum birlik i bilan hosil gilingan
a+ bi
ko'rinishdagi songa kompleks son deyiladi. Odatda, kompleks son
a + bi ko'rinishda yoziladi. @ son Z kompleks sonning hagigiy qismi
deyilib, ReZ kabi belilanadi. bi kompleks sonning mavhum gismi deyiladi
v u /mZ kabi yoziladi. b soni esa mavhum qismning koefTitsienti

deviladi.




Har qanday sonni a + bi ko'rinishda yozish mumkin. Masalan,
a=a+0,bi=0+bi,0=0+0i

0 + bi soni sof mavhum son deyiladi.

Kompleks sonning moduli deb |Z] =Va?+ 5% ga aytiladi.
Z=a++bi va Z=a— bi sonlarga 0’zaro qo’shma kompleks sonlar
deyiladi. Masalan, 7 +3i va 7 —3i lar o'zaro qo’shma kompleks
sonlardir. Ular uchun |Z| = |Z| o’rinlidir.

Ikkita Z, = @, + byi va Z, = a, + b,i kompleks sonlar berilgan
bo'lsin. Agar a; = a,, b, = b, bo’lsa, u holda Z;, va Z, kompleks sonlar
o’zaro teng deyiladi va Z,= Z, kabi belgilanadi. Kompleks sonlar uchun
kata, kichik tushunchalari o’rnatilmagan.

Aytaylik, ikkita Z, = a; + b,i va Z, = a, + b,i kompleks sonlar
berilgan bo’lsin. U holda

Zy+ Z=(a, + by a; + bi) =(ay + a) + (b, + by)i;

Zy = Zy=(ay + byi) - (a, + byi) = (ay — a3) + (B, = by)i;

Z, +Z;=(ay + byi)(@; + byi) = a,a; + a;byi + azbyi + by byi% =
= (@ a; — by by) + (a,b; + a,by)i

%= Zi::‘: = “‘:gj:;b‘ + 32 :‘+:2 21 lar o’rinli bo’ladi.

Agar Z = a+ bi vaZ = a — bi sonlarga 0’zaro qo’shma kompleks
sonlar berilgan bo’lsa, u holda

Z+Z=(a+bi)+ (a-bi)=2a

Z—-Z=(a+bi)—(a-bi)=2bi

Z:Z=(a+bi)a—bi)=a*+b*

Z _ a+bi _ (a+bida+bi) _ a’-»% . 2ab
Z  a-bl (a-biMa+bl) al+b?  al+pt
lar o’rinli bo’ladi.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar
1.i2%, 133 va i*3 lar topilsin.
Yechish: l28 o 4 1 33 e 14‘891 e l: i135 — i4'33+3 = —i
2. (133 4 {135 4 {200, 1“2)(1” + i%%) ni hisoblang.
Yechish: i133 + 115 4 j200 4 ;142 — ;43341 | ;42843 , ;450
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“ i) 1)
Y006 ¢ 1y )4 [x = y)i = 7 + 6i tenglikdan x va y topilsin.
Vochish lompleks sonlarni tenglik shartiga asosan

Salngs  opn  bo'lamiz.  Uni yechish uchun sistemani ikkinchi
laimainl 3 ga ko’ pzwurdmw va birinchi tenglamaga qo’shamiz.
Matliwda Sy = 25 yoki x = 5 ni hosil qilamiz. Buni ikkinchi tenlamaga
g yib y I ni hosil gilamiz. .

I 43 va Z,=5-7i kompleks sonlar berilgan.

: . “ Z

Oy idagllar topilsin: 1) Zy + 233 2) Zy, =23 3)2,+°2y; 4) 2-

Voohish: 1) 2y +Z, =(2+31)+(5-71)=2+3i+5-7i=

i,
N2 -2, = (243D —(5-7))=2+3i-5+7i=-3+105
W2, ' Z; (2—3i)(5—7i)=10—14i+15i—-21i2=10—

i 4 21 31 + {4
g 2430 (2430(5478) _ 104140415i+2107 _ 104291-21 _
'“,'. 570 (5-70)(3+70) 25449 74
SR L :1‘2_9‘.
\ T T

5. (3 — 5i)° topilsin.

Yechish: (3-5i)*=9-2-3'5i+ 25i%¢ =
16 - 301 . : .
6. (3i — 1)x + (2 = 3i)y = 2 — 3i tenglikdan x va y ning qiymatlari

—30i—25=

topilsin.
Yechish: Tenglikning chap tomonini a + bi ko'rinishga keltiramiz:

(31 - Dx+(2-3i)y=3xi—x +2y — 3yi = (—x + 2y) +

| (3x — 3y)i. Demak, berilgan tenglik (—x + 2y) + (3x—=3y)i=2-3i

x+2y=2
ko'rinishga keldi. Bundan {3x 3y = -3 sistemani hosil gilamiz. Uni

vechish uchun birinchi tenglamaning har ikkala qismini 3 ga, ikkinchi
(englamaning har ikkala qismini 2 ga ko’paytiramiz va ularni go’shamiz:
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[—3x+6_v=6
6x —6y =—6"

X ning bu giymatini birinchi tenglamaga qo’yib 2y = 2 yoki v = 1

3x=0, x=0,

ni hosil gilamiz.

7.x% — 6x + 13 = 0 tenglama yechilsin.
Yechish: Bu yerda a=1, b=-6, ¢=13 bo’lgani uchun

D=b ——4ac=36-52=-16< 0.
VD =v-16 = /16 (=1) = 4V=1 = 4i Demak,

-b+/D _ B+ai -b—-D
2y = 2P M oo 9D o :
1 s 2 31‘21, X = e —-2—=3—21.

Mustagil yechish uchun topshiriglar:
1. Hisoblang:
1)i% + % 4+ %7 423
2)({1&5 + 1'115 + ['200 4 ['142)(i17 + l‘34).
3)(1‘13_"14+i15),i32. '
2. Quyidagi tengliklardan x va y ning qiymatlari topilsin:
1)3y + 5xi =15 - 7i; 2)7x+5i=1-10yi;
NC-dx+(A+Dy=5-44)Q+2])x+ (3-5i)y=1-3i.

Javob:l)=—§,y:5; 2)x=$, y:..i; Nx=2, y=1;
Ll ) | ’
ETLE Sy

3: Quyidagi yig'indi va ayirmalarni hisoblang:

1) (6 + 2i) + (5 + 3i); 2) (5—4i) + (6 + 2i);

3)(~2+30)++(7-20) 4 (3-20)—(5+i);
5)(=3-5i) - (7 - 2i); 6) (4 — 3i) — (9 + 6i).

4. Quyidagi ko’paytmalarni aniglang:

D2 +3i)(5-7i) 2)(—4+5i)-(3-9i); 3)4i-(3i-5);
4) (5 + 3i) - 6i; 5) (2 - 71)(3 + 5i); 6) 8i - (2i +5).
5. Bolishni bajaring.

51 2-3i 3421 -7
iy | i R L L
) 3+2¢ ) s+2¢ 3) 1-5¢’ 4) 2-81

6.Z=6+7i va Z=6— 7ilar berilgan:
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e -2 N2z 4); lar topilsin.

oAt bajaring,

' 4 AL
')

l" l' b
$o Lo

Iavah |l‘: = iy & Az ’g.' 3)2; 4)2+5i.

T h
N Oy idagl kvadrat tenglamalar yechilsin:
Iy dx+13=0: 2Dx?+3x+4=0;
N x4+ 1=0; 4)4x% —20x + 26 = 0.
avob 1) %, =231, x;,=2+3i; 2)x; = -3:“.7
DT 04 - 08i, x, =-04+ 0,8
vy 2.5 + 051, x> = 25— 0,51.
9. Ouyldagi tenglamalar yechilsin:
' -8=0; 2)x*+64=0; 3)x*-81=0.
Javob: 1) x, = 2, xz3=—11iV3; 2)+2i, +V3+§;

43, +3i

42. Kompleks sonni geometrik tasvirlash. Kompleks sonning
{rigonometrik shaklda yozilishi. Trigonometrik shakldagi komleks
sonlar ustida amallar

a + bi kompleks sonni geometrik tasvirlash uchun oxy to’g'ri
burchakli Dekart koordinatalari sistemasidan foydalanamiz. Bunda ox
o'(ida @ birlikni, oy o’qida & birlikni ajratib ularning oxirlaridan o’glarga
perpendikulyarlar o'tkazamiz. Ular o’zaro kesishib M {a; b) nuqtani hosil
iiladi. Bu nuqta z kompleks sonning tekislikdagi geometrik tasviri bo’ladi.
[emak, har bir kompleks songa tekislikda bitta nugta mos kelar ekan va
aksincha tekislikdagi har bir M nuqtaga bitta kompleks son mos keladi
(1-chizma). Bu esa kompleks sonlar to’plami bilan tekislik nugtalari
orasida bir giymatli moslik borligini anglatadi. Shunday qilib, oxy
\ekislikni kompleks sonlar tekisligi deb qarash mumkin ekan, iR
DEN R P EDAGOGIKA

sTiTUTI AR
Ne

:




kS
............ < M(a; b)
/”' ;
//' ’I.\ & ' -
0| x
l-cluzina

Koordinatalar boshi 0 nuqta bilan M nuqtani birlashtiruvchi OM
kesma uzunligi r ga z kompleks sonning moduli deyiladi va |z| kabi
belgilanadi.

Pifagor teoremasiga asosan,

|z] = Va? + b2

bo’lishi ravshan.

OM vektor bilan Ox 0’qi orasidagi « burchakka z kompleks sonning
argument deyiladi va argz kabi belgilanadi. Demak, 0 < argz < 2n.
1-chizmadan ko’rinadiki,

a ’ b g b
cosa = -, sina = - yoki tga = -
r i a

bo’lib, bular yordamida kompleks sonning argumentini topish
mumkin, Ulardan a = rcosa, b = rsina ifodalarga ega bo’lib, bundan
esa z = a + bi kompleks sonni

Z =rcosa + irsina = r(cos« + sina)

ko’rinishda yozish mumkinligini aniqlaymiz. Kompleks sonning bu
ko’rinishiga uning trigonometrik shakli deyiladi. Kompleks sonning
bunday ko’rinishda yozilishi bir qator qulayliklarga olib keladi.

Aytaylik Z; = ry(cosa, + sina;) va Z; = r,(cosa, + sina,)
kompleks sonlar berilgan bo’lsin. Bu yerda n = |Z,], 1, =|2Z,],
ay =argZ, va a; = argZ,. U holda Z,-Z, va j_— lar quyidagicha
aniqlanadi.

Zy*Z; = 1y nafcos(ey + a3) + isin(ay + a,));
Z

7 » -
= i‘[cos(ax — ;) + isin(a; — a,)).

Trigonometrik shakida berilgan Z = r(cosa + isina) kompleks
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Ll quyidagicha aniglash mumkin:
. a+zkiw . ;. @*2kw
— + isin )

n n

N v
‘ Bl PR LT

W bsnitalar Muavr formulalari deyiladi.

Y <y | § o
v isinna); vz = Vr (cos

S0t supn dule yeehimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar

\ T 3i: Zy =3+2i; Z, =5—2i; Zg =—3+2i;
'R | 41 sonlarni tekislikda tasvirlang. '

Yol £, -5 ni Z, =5+0i ko'rinishda yozish mumkin.
Lk 4 5.b o 0 bo'lib, berilgan sonning geometrik tasviri M, (5;0)

Wit thorat ‘ .
i{ nl Z, = 0—3i ko’rinishda yozish mumkin. Demak,

A { bo'lib, berilgan sonning geometrik tasviri M,(0;—3)

it thorat bo'ladi. - .
|+ 2f da a=73 ,b=2 bo'lgani uchun uning geometrik

Lt il ML 8L 2) nugtadan iborat bo’ladi. .

4 2i da a=5 ,b=-2 bo'lgani uchun uning geometrik

4 )

{aviil M, (5, ~2) nuqtadan iborat bo’ladi. '
14+ 2idaa=-3,b=2 bo’lgani uchun uning geometrik
{,2) nugtadan iborat.

4 1 - 5i da a=-1.,b=-5
geometrik tasviri M (5; —2) nuqta bo’ladi (2-chizma).

eyt My ( . =
bo’lgani uchun uning

wt

i Aok
Ml 2-chizma

2. 7 = 1 — i kompleks sonning moduli va argumenti topilsin.
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y 9 —3i bo' igi uchun a=0, b=
Yechish:Bu yerdaa = 1, 5 = —1 bo’lib, undan r = |z| = Youhinh 3i 3i bo’lganligi uchu
s L . bt iy
24 ¢ = kelib chigadi. bo’lib, osa = —=, sinag=—-—= B __ -
1 ( 1) Vz €110 chnigadi. oo 11 V2 3‘2 . Jal + b \’02‘;_(‘_3)2:\’19:3.
bo’lishi ravshan. Bu tenglamalar [0;27) oralig'ida yagona « = Tr 41 kompleks sonni geometrik shaklda tasvirlaymiz (4-
yechimga ega. Va
3.Z = 1 + | kompleks sonni trigonometrik shaklda yozing.
Yechish: = 1, b = 1 bo’lganligi uchunr =12 + 12 =+/2, (, = -
XN
cosa = g = \% va sina= ; = —_ bo’lib, bu munosabatlardan N~
o = 45° ni topamiz. Demak, r =v2 va a = 45° yoki a = 3 bo’lgani ¥ M(0: -3)
uchun : 4-clhuizma
g i - W, chizma). "
Z=1+1i=r(cosa + isina) =2 (cos: + 1sm:). Werllpan kompleks sonning argumenti & = -2— ga teng. Demak,
4. Z = -2 + 2i\3 kompleks sonni lrigonomi:trik shaklda tasvirlang. " = 0—3i=3 (cos 323_ +§sin 3?")
ish: = — =2V ’ igi of o
Yechish: Bu yerda 2, b=2v3 bo'lganligi uchun 6. 7. = 3(cos 330° + isin 330°) va Z, = 2(cos 60° + isin 60 )
o z s FARE
g~ '( 27 +(2V3)? =VEFIZ=VI6=4. Lompleks sonlar berilgan, Z; - Z3; 2 2383 /7y, lar topilsin.
Z=-2+ 21\,'3 kompleks sonni geometrik shaklda tasvirlaymiz Yechish: : b
(3-chizma). 7. - 3(cos 330° + isin 330°) - 2(cos 60° + +isin 60°) =
Vs (con(330° + 60°) + isin (330° + 60°)) = o )
- 6(cos 390° + isin 3907) = (cos 30° + isin 30°).
1\‘[' ------- Dmak, 2122, = 6(cos30° + sin30°) = 6(_ +1 ) = 3(\' 3+ l) o=
E i ) fa _ leos330®+sing30®) _ 3 (0005700 4 5in270%) == (0 - ) =
: . > ‘) 2 2(coss0+sins0®) 2 2
(9 X ' {
3-chizma 1) 7} = [2(cos60° + isin60°)]* = 24 {cos240° + isin240°) =
. 3_\3 L 1 +V3i) = —8(1 + V3i)= -8 —8V3i.
cosa = =:2-=—-§, sinaf:g:‘TB:%, “'( 2 ’2) 16( )( ) (

Bu munosabatlarga a = 2—3’5 burchak mos keladi. Demak,
i3 = 2R L ieinZ®

Z=-=-24+2iy3 = 4(cos = + isin 3).

5. Z = —3i kompleks sonni trigonometrik shaklda yozing.

20

330%+360%%

0 0.2
. 330Y+3807k .
in ———3’—) bo’lib,

) 3Z, = ¥3(cos +5
k=0da (z), = y3(cos110° + isin110°);
k=1da (z:)2 = /3(cos230° + i5in230%);
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k=2da (2)s = 3/3(cos350° + isin350°). 111, BOB. MATEMATIK MANTIQ VA KOMBIRATORIKA

ELEMENTLARI
§1. Matematik mantiq elementlari
I.1. Matematik tushuncha. Tushuncha hajmi va mazmuni.
Tushunchani ta’riflash usullari

Mustagqil yechish uchun topshiriglar:
Lz, =3+2i 2g=5-4i; z;=-3+5i;

Zs = 4: Z;=—6|'; =l — 9 : .
shakld; tasvirlang. h Rt ke otk Mutematika atrofimizdagi turli ob’ektlarni migdoriy va fazoviy xossa
2. Quyidagi kompleks sonlarni trigonometrik shaklda yozilsin: vi munosabatlarini o’rganuvchi fandir. U turli-tuman hodisa va
) z=+3 +i: 2) z=—3+3; predmetlarni  o’rganish  magsadida  turli-tuman  matematik  modellar
3) z2=2v2 - 2iVG; 0 =5 yatatudi. Bu tashqi dt-myo hod‘isalari{'ning biron-bir majmuasini. matema‘tik
5) z = —10; £) x:= 61" Amvolikalar yordamida tavsiflashdir. Matematik modellarni o’rganish
) il o RGeS » 5 5 bilan birga, biz biror real voqelikni o'rganamiz. Masalan, y = kx
il (i (cos 8 7 ‘Smg): 2) z=3V2 (cos:— + isin T") [unkislyaning xossalari haqidagi bilimlar turli miqdorlar orasidagi vaqt

Wil masofa orasidagi, buyum miqdori bilan narxi orasidagi va boshga

= = 5n AR | =
3) z=4v2 (COS? + ISIHT); 4) z = 5(cos0° + isin0?); z A
hog lnnishlarning o’ziga xos xususiyatlarini tavsiflash imkonini beradi.

5) z = 10(cosn + isinn); 6) z=6 (cos? + isin %) Iar qanday matematik ob’ekt ma'lum bir xossaga ega. Ob’ektning
3. Z, + Z; ko’paytma topilsin. I xossalari shu ob’ektni boshqa ob’ektlardan farglash imkonini beradi.
)2 =2 (Cos % + isin ’e_")’ Z, =04 (cos ; £ o z); 111 xossalarni muhim va muhim bo’lmagan xossalarga ajratish mumkin.
© 2)Z, = 2(cos45° + isind5%), Z, = 3((‘05186" " isi112180°)- Masalan, kvadratning to‘rtt_a ton?om va to'rtta burctfagl- teng deyilgan
2 sl Z % . vossn muhimdir. Uning tomoni gorizontal holatda turibdi degan Xossa
3) z_l . (cos—s- ¥ lSiH?), £ =5 (COS ? + isin%). muhim emasdir.

4. = topilsin. Ob’ektning muhim xossasini bilish shu ob’ekt to’g’risida tushuncha

Z9

1) Z; = 0,6(cos120° + isin120°), Z, = 3(cos240° + isin240°):
2) Z, = 3(cos225° + isin225°), Z, = 5(cos45° + isin45°)
1) AgarZ = —\/3 + i bo’lsa, Z* topilsin.

houll gilish demakdir.

Ob’ektning o’zaro bog’langan muhim xossalari to’plami bu ob’ekt
lingidagi tushunchalar mazmuni deyiladi.

Matematik ob’ektlar bitta termin (50°z, nom) bilan ifodalanadi.

2) Agar Z = —':"2 + ':’,f bo’lsa, _24 topilsin. I'ushunchaning hajmi deganda bitta termin bilan ifodalanadigan

3)Agar Z = V3 +iv3bo’lsa, Z" topilsin. ol ektlar to’plamiga aytiladi.

5. Quyidagilarni hisoblang. I'ushuncha hajmi va mazmuni orasida bog’lanish mavjuddir.

1) Z=3V-16; 2)Z=—1 bo’lsa, VZ topilsin. I'ushuncha hajmi qancha katta bo’lsa, uning mazmuni shuncha kichik

3) Z=-5+5i bo’lsa, ¥Z topilsin. bo'ladi, Masalan, “to’g’ri  burchakli uchburchak™ tushunchasi

4) Z = V=1 topilsin. chburchak” tushunchasining hajmidan kichikdir, lekin uning mazmuni
s (kkinchisida kattadir.

5)Z=Y1 topilsin.

Ob’ektni bilish uchun uning muhim xossalarini ko’rsatish kerak. Bu
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muhim xossalarni ko’rsatish ob’ektni ta’riflash deyiladi.

Ta'riflash oshkor va oshkormas ko’rinishda bo’lishi mumkin,
Boshlang'ich sinflarda oshkormas ta’riflash usulidan foydalaniladi. To’g’ri
burchakli uchburchak ta’rifi oshkor ta’riflashdir.

Kvadrat ta’rifining tuzilishini tahlil gilamiz. “Kvadrat deb hamma
tomonlari teng bo’lgan to’g’ri to’rtburchakka aytiladi.” U mana bunday;
dastlab ta'riflanuvchi tushuncha “kvadrat” ko’rsatiladi, keyin esa ushbus
to’g’ri to’rtburchak bo’lishlik, hamma tomonlari teng bo’lishlik xossalarini
0’z ichiga oluvchi ta'riflovchi tushuncha kiritilgan. |

“To’g’ri to'rtburchak bo’lishlik™ xossasi “kvadrat” tushunchasiga
nisbatan jins jihatdan tushunchadir, Ikkinchi xossa — “tomonlari teng
bo’lishlik™ — bu tur jihatdan xossa ko’rsatgichi, shu asosda kvadrat to'g’ri
to’rtburchakning boshqa turlaridan farq qilinadi.

Maktab matematika kursining boshqa ta’riflari ham xuddi shunday
tuzilishga ega. Bunday ta’riflar tuzilishini sxematik ravishda quyidagicha
tasvirlash mumkin.

Tushunchalarni bunday sxema bo’yicha ta’riflash ]ins va tur jihatdan
ta’riflash deyiladi.

Matematikada boshqa ta’riflash  ham uchraydi. Masalan,
“Uchburchak deb bir to’g’ri chiziqda yotmagan uchta nuqta va ularni juft-
Jufti bilan tutashtiruvchi uchta kesmadan iborat figuraga aytiladi” degan
ta’riflashda, uchburchakni yasash usuli ko’rsatib ta’riflangan. Shu
sababdan bu ta'riflash genetik (kelib chiqish) ta’riflash deb ataladi.
Tushuncha ta’rifiga quyidagi talablar qo’yiladi:

1) Ta'riflanuvchi va ta’riflovchi tushunchalar o’zaro mutanosib

bo’lishi;

2) Tushunchani 0’zini-0’zi orqali ta’riflash mumkin emas:

3) Tushunchada ortigcha narsalar bo’Imaslik.

1.2. Fikr tushunchasi. Fikrning inkori
Mantiq fikrlash usullarining tahlilidan iboratdir. Matematik mantiq
esa, mantiq ob’ektlarini matematik usulda tekshiradigan fandir.
Matematik mantiqda fikr (mulohaza) boshlang’ich tushuncha bo’lib,
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00 syl U rost yoki yolgonligi bir giymatli aniglanadigan darak
oyl i

Mus supn dolr yechimlari bilan berilgan topshiriglardan na.lmun?h’u:

| 1ok inlikadn berilgan ikkita turli nugtadan bitta va fagat bitta to’g'ri
t.ildlo‘ ool -

| Usligl ragami O yoki 5 bilan tugaydigan butun sonlar 5 ga
b i .

¢ Loshkent - O'zbekistonning poytaxti;

| 16 pstural son to’la kvadrat emas;

iy keltirilgan  fikrlardan birinchi uchtasi rost, qolgan ikkitasi
pll.l i : )

Fikrlami A, B.C, ..., Ay, B;,Cy, ... yOki a,b,-c, ...,al,b,,c},’...' lotin
Wl bilun belgilaymiz. Agar fikrlar o'zgaruvchi bo’lsa ularni X, ¥ Z o
lotin harflari bilan belgilaymiz va ular fikr o’zgaruvchilari

YOkl X VL8,
Lok | pupozitsional o’zgaruvehilar deyiladi. -
Auar A fikr bo'lsa, u fagat rost yoki yolg’on fikrlardan bmaSIgmz%
ol mumkin. Agar A fikr rost bo’lsa, unga 1 ni, yolg'on bo’lsa 0 ni
i o' vamiz. 0 va 1 lar A fikrning rostlik qiymatla.ri .deyi.ladi. "
Shunday fikelar borki, ularni bir nechta tarkibiy qismlarga ajrt?tlsh
mkin Mu.snlan. “p natural son tub yoki murakkab sondir” ﬁkltm .“P
Autiral son tub”. “P natural son murakkab” deyilgan ikkita fikrga ajratish
awiikin. “Tub sonlar to’plami cheksiz to’plamdir” .yoki “Sard(?rbe.k
sl bordi® fikrlarini yuqoridagidek tashkil etuvchi fikrlarga ajratib
b iy di. - '
Ia'rif. Agar A fikrni ikkitadan kam bo’lmagan tashkil etuvchi
Ikilnrga ajratish mumkin bo’lmasa, u holda A elementar (sodda) fikr
devilndi, aks holda, A murakkab fikr deyiladi.
Matematik mantigda “emas”, “va”, “yoki”, “agar... bo’lsa{, u holda..:
L' ladi™, “... bo’lgan holda va faqat shu holda... bo’ladi” terminlar orqali
slementar fikrlardan murakkab fikrlar, murakkab fikrlardan .yana hatn
murakkabroq fikrlar hosil gilinadi va bu jarayon fikrlar ustida mantiq
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amallarini bajarish deyiladi. Yuqoridagi terminlarni mantiq bog’lovchilari,
propozitsional yoki mantiq amallari deyilib, ularni mos ravishda “inkor”,
“konyunktsiya”, “dizyunktsiya”, “implikatsiya” va “ekvivalentsiya” deb

ataladi.

Matematik mantigning fikrlarni yoki fikrlar ustidagi amallarni

o’rganadigan bo’limi fikrlar algebrasi deyiladi.
Ta'rif. A fikrning inkori deb, A rost bo’lganda yolg’on va yolg'on

bo’lganda rost bo’ladigan yangi fikrga aytiladi va u 14 (yoki Z)‘-

ko’rinishda belgilanib, u A emas deb o’qiladi.
Quyidagi jadval inkorning rostlik jadvali deyiladi:

A 14
1 0
0 l|

Misol. 4 - “Toshkent - O’zbekistonning poytaxti”, u holda 14 -
“Toshkent O’zbekistonning poytaxti emas™ degan fikrni bildiradi.

Ba’zan fikrning inkori “emas” mantiq bog’lovchisi bilan bir xil
ma’noga ega bo’lgan terminlar orqali ham ifodalanadi.

Masalan, A - “Akmal bugun maktabga bordi” fikrining inkori 14 -
“Akmal bugun maktabga bormadi”, “Akmal bugun maktabga borgani
yo'q” kabi ifodalash mumkin.

1.3. Fikrlarni konyunktsiya, dizyunktsiya, implikatsiya va
ekvivalentsiyasi

Ta’rif. A va B fikrlarning konyunktsiyasi deb, u fikrlarni har ikkalasi
rost bo’lgandagina rost bo’lib, golgan hollarda yolg’on bo’ladigan A va B
fikrlardan tuzilgan murakkab fikrga aytiladi va AAB ko'rinishda
belgilanadi, hamda “4 va B” deb o’qgiladi.

Quyidagi jadval konyunktsiya amalining rostlik jadvalidir:

O | | -
QIO O -

1
0
1
0
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Misol. A “Kecha havo ochig bo’ldi”, B - “Kecha yomg’ir

s i degan fikrlaming konyunktsiyasi AAB - “Kecha havo ochiq
Bl va yomg'ir yog'madi” degan fikrdan iborat.

ln'til. A va B fikrlarning dizyunktsiyasi deb, u fikrlardan har

Whaluel yolg'on bo'lganda yolg'on, qolgan hollarda rost bo’ladigan A va

0 Uhtlardan tuzilgan murakkab fikrga aytiladi va AVB ko'rinishda

Bl lnnndl, hamda “A yoki B™ deb o’qiladi.
Ouyidagi jadval dizyunktsiya amalining rostlik jadvalidir:
A B AVB
1 1 1
0 1 1
1 0 1
0 0 0

Misol. A - “Ertaga havo ochiq bo’ladi”, B - “Ertaga havo bulutli
b i degan fikrlarning dizyunktsiyasi AVB - “Ertaga have ochiq yoki
Bkt bo'ladi™ degan fikrdan iborat.

[u'rif. A va B fikrlarning implikatsiyasi deb, fagat A fikr rost B fikr
yulp'on bo’lgandagina yolg’on bo’lib, golgan hollarda rost bo’ladigan A
vu I fikrlardan tuzilgan murakkab fikrga aytiladi va 4 = B (yoki 4 © B)
ku'rinishda belgilanadi va uni “Agar A bo’lsa, u holda B bo’ladi” deb
o 'ijiladi. Bunda A ni implikatsiya sharti, B esa uning xulosasi deyiladi.

Quyidagi jadval implikatsiya amalining rostlik jadvalidir:

S A=B

I

1
0
1
0

— | | -

SS|—-

Misol. 4 - “Rustam uyda goladi”, B - “Rustam kinoga boradi” degan
likrlarning implikatsiyasi A = B - “Agar Rustam uyda qolsa, u holda u
kinoga boradi” degan fikrdan iborat.
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Ta'rif. A va B fikrlaming ekvivalentsiyasi deb, u fikrlaming hai
ikkalasi ham bir xil rostlik qiymatlariga ega bo’lgandagina rost bo’ladigan,
golgan hollarda yolg’on bo’ladigan A va B fikrlardan tuzilgan murakkah

fikrga aytiladi hamda A < B (yoki A =B, yoki A ~ B) ko’rinishda

belgilanadi. A < B ni “A bo’lgan holda va faqat shu holda B bo’ladi” deb
o’qgiladi.
Quyidagi jadval ekvivalentsiya amalining rostlik jadvalidir:

A I B A& B
1 1 1
1 0 0
0 | 0
0 0 1

Misol. 4 - *Javlon kitob ustida ishlaydi”, B - “Javlon a’lochi” degan
fikrlarning ekvivalentsiyasi A & B - “Javlon kitob ustida ishlagan holda
va fagat shu holda a’lochi bo’ladi” degan fikrdan iboratdir.

Ekvivalentsiya tushunchasi matematikada muhim o'rin tutadi. Ikkita
fikrlardan birining rostligidan ikkinchisining rostligi kelib chigadigs
bo’lgan hollarda unga murojaat gilinadi. Bu ekvivalentsiya ikki fikrlardan

biri ikkinchisi uchun zaruriy va yetarli sharti ham deyiladi. Masalan, 4 -

“3n juft sondir”, B - “n juft sondir” degan fikrlar bo’lsin. 4 < B - “n juft
son bo’lgan holda va fagat shu holda 3n juft son bo’ladi” degan fikrdan
iborat bo’ladi. Misoldagi A < B ekvivalentsiyani matematikada 4 = B -
“3n juft son bo’lishi uchun, n ning juft son bo’lishi zarur va yetarlidir™
ko’rinishida ifodalanadi.
Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar

1. A - “yetti murakkab son” fikrning inkori yozilsin.

Yechish: A fikrning irkori 14 - “yetti murakkab son emas”. Bu yerda
A - yolg’on, 14 - rost mulohazadir.

2.A-"6 4= 24", B-"6+4 = 25" mulohazalarning dizyunktsiyasi
yozilsin.

Yechish: AVB - “6 + 4 ko paytma 24 yoki 25 ga teng”.
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I 4 - "13 soni ~- tog”®, B - 13 soni tub” mulohazalarning
Lot unkinlyasi vozilsin.

Yochinh: AAB - *13 soni toq va tubdir”.

I Ouyidngt matematik mulohazalarni mantigiy belgilar yordamida
PO

1)y Apara > bva b > ¢ bo'lsa, a > ¢ bo’ladi.

Youhish: (a > b)A(D > ¢) = (a > ¢).

') Agar @ > b bo'lsa, a + ¢ > b + ¢bo’ladi.

Yochish: (a > b) = (a+c>b+¢)

WApar a =0 yokib =0 bo'lsa, ab=10 bo’ladi va aksincha,
uh o~ 0bo'lsa, a = 0 yoki b = 0 bo’ladi.

Yechish: (ab = 0) = ((a = 0)V(b = 0)).

M) Apara > 0va b > 0 bo'lsa, ab > 0 bo'ladi.

Yoechish: (a > 0)A(b > 0) = (ab > 0).

) / 0 kasrni konyuktsiya shaklida yozing.

Yechish: Kasr nolga teng bo'lishi uchun uning surati nolga teng
Ii b, muxraji nolga teng bo’lmasligi kerak. Demak, (a = 0)A(b # 0).

§2. Kombinatorika elementlari

IVir qator amaliy masalalarni yechish uchun berilgan to’plamdan
aing gandaydir xossaga ega bo’lgan elementlarini tanlab olish va ularni
i Tum bir tartibda joylashtirishga to’g’ri keladi.

I'n'rif. Biror chekli to’plam elementlari ichida ma’lum bir xossaga
¢un bo'lgan elementlaridan iborat gism to’plamlarni tanlab olish yoki
(' plam  elementlarini ma’lum bir tartibda joylashtirish bilan bog’liq
musalalar kombinatorik masalalar deyiladi.

Musalan, o’nta ishchidan to’rt kishidan iborat brigadalarni necha xil
wauldn tuzish mumkinligini (ishlab chigarishni tashkil etish), molekulada
slomlar  qanday usullarda birlashishi mumkinligi (kimyo), ogsil
moddalarda aminokislotalarni ganday tartiblarda joylashtirish mumkinligi
(Wologiya), turli bloklardan iborat mexanizmda bu bloklarni turli
(rtiblarda birlashtirish (konstruktorlik), bir necha dala uchastkalarida turli

29




xil ekinlarni almashtirib ekish (agronomiya), davlat budjetini ishlal

chiqarish tarmoglari bo’yicha tagsimoti (igtisodiyot) kabilar kombinatorik¥

masalalarga keladi va kombinatorikani

yo'nalishlarida qo’llanishini ko’rsatadi.
Ta'rif. Kombinatorik masalalar bilan shug'ullanadigan matematik

fan kombinatorika deyiladi.
Kombinatorikani mustaqil fan sifatida birinchi bo’lib olmo 1

matematigi G.Leybnits o’rgangan va 1666 yilda “Kombinatorika san’ati
hagida” asarini chop etgan.

inson faoliyatining turlf

Kombinatorikada qo’shish va ko’paytirish qoidasi deb ataluvchi

ikkita asosiy qoida mavjud.

Qo’shish goidasi. Agar biror « tanlovni m(a) usulda, B tanlovni;
m(B) usulda amalga oshirish mumkin bo’lsa va bu yerda « tanlovni

ixtiyoriy tanlash usuli £ tanlovni ixtiyoriy tanlash usulidan farg qilsa,

holda “a yoki 7 tanlovni amalga oshirish usullari soni m{a yoki 8) =

= m(a) + m(f) formuladan topiladi.

Ko’paytirish goidasi. Agar biror & tanlovni m(ea) usulda, g tanlovn'v

m(f) usulda amalga oshirish mumkin bo’lsa, u holda “« va £ tanlovni
(yoki' (@, £) juftlikni) amalga oshirish usullari soni m(avap)=
= m(«) - m(B) formuladan topiladi.
Kombinatorik  masalalarni  yechishda ko'p
tushunchalardan biri o'rin almashtirish tushunchasidir.
Ta’rif. CHekli va n ta clementdan iborat to’plamning barcha

elementlarini fagat joylashish tartibini o’zgartirib gism to’plam hosil gilish |

n_elementli o’rin almashtirish deb ataladi.

Berilgan n ta elementdan tashkil topadigan o’rin almashtirishlar soni
£, bilan belgilanadi.

Teorema. 1 ta elementdan iborat o’rin almashtirishlar soni P,=nl

formula bilan hisoblanadi.

Bu yerda n! - en faktorial deb o’qiladi va n! =1-2-3+ .. n kabj
aniqlanadi. Bunda 0!=1 deb olinadi. Masalan, 3!=1:2:3 =6,
41=1-2:3:4 =24, 5!=1:2:3:-4-5=120 va hokazo.
Faktoriallarni hisoblashda (n + 1)! = n!- (n + 1) tenglikdan foydalanish
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qo’llaniladigan

bi'ludi. Masalan, n =3 elementli {a,b,c} to’plamdan hosil

T o'rin almashtirishlar {a,b,c}, {b,a.c}',
bl lacb), (bea) fcab) bo’lib, ularning soni
" " 1+2:3=6 B L '

I ombinatorik tushunchalardan  yana  biri  kombinatsiya

b hianidir, - .
{4’11l Chekli va n ta elementli to’plamning k (k < n) ta elementli

4 bailda bitta element bilan farglanadigan gism to’plam hosil gilish z

ing inatsiva deyiladi.
uletientdan & ta olingan kombinatsi a. e y=
Musalan. (@b, ¢} ko'rinishdagi n = 3 elementli to’plamdan ikkita

Aermenlt kombinatsiyalar {a; b}, {a;c}.{b; c} bo'lib, ularning 'som.3 tadir.
Wi verda (02 a) = {a; b}, {a; ¢} = {¢; a}, {b; c} = {c; b} deb olm.adx.k '

i tn clementdan k tadan olingan kombinatsiyalar soni C, kabi
formula yordamida

uning qiymati €}

n
hr'.‘“lllhl\'l va = klin-k)

o lanadi, . _ s
I formula orgali kiritilgan CF sonlar yordamida quyidagi tengli

cosinh mumking
-21 1,01 =1 3 B —
(a4 h)” = a® *C},a"“b'vc,%a" 202+...+ C,? ab }
U
n

N Kk
— Zchan- 0.

% ’"; s 2 1 hy3

I3 tenglikda n ixtiyoriy natural son bo'lib, u (a + b)* va '(a - b) .
(e ko'paytirish  formulalarining umumlashmasm;( ifodalaydi .va un;
Wyaton  binomi deb ataladi. Unga kiruvchi Cy binomia

L oelfitsentlar deb ataladi. .
Apar Nyuton binomida a = 5 = 1 yoki a =1, b = —1 deb olsak,

n L

Sa-r Scve-s

k=0 k=0

sonlari

ulh'u
(engliklar o’rinli bo’ladi. ; ' 0,

Agar formulada k o’riga n — k qo’yilsa yoki k = 0 yoki k - n deb

i, unda CX =c27%, €¢=C} =1 tengliklar hosil bo’ladi. Bular

| ombinatsiyalarni hisoblashni osonlashtiradi.
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Kombinatorik masalalarni yechishda o’rinlashtirish deb atalu
tushunchadan ham foydalaniladi.

Ta’rif. Chekli va n ta elementdan iborat to’plamdan bir-biridan yol

elementlari yoki elementlarining joylashish tartibi bilan farq giladigan va
ta elementdan iborat qism to’plamlarni hosil qilish
o’rinlashtirish deb ataladi.

Berilgan n ta elementdan k tadan o’rinlashtirishlar soni A¥
belgilanadi va uning giymati

A =nln-1)n-2)[n—- (k- 1)] yoki 4% = 'n"T formuly
bilan hisoblanadi.

elementdan & tadi

Masalan, {a,b,c} to’plamdan n =3 elementdan k = 2 tada
o'rinlashtirishlar  {a; b}, (b;a}, {a;c), {c;a), (b;c), {c;b}  boliby
ularning soni 43 =3:2-1 =6 yoki 42 = ,.’:,_., = ;2 = 76 = 6,

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunala r

1. Korxonada 10 erkak va 8 ayol xodim ishlaydi. SHu korxonadan
bitta xodimni necha xil usulda tanlab olish mumkin?

Yechish: & - erkak xodimni tanlash, f - ayol xodimni tanlash bo’lsin.
U holda, shartga ko’ra, m(a) = 10, m(B) =8 bo’lgani uchun bitta
xodimni m(a yoki 8) = m(a) + m(B) = 10 + 8 = 18 usulda tanlash
mumkin.

2.10 ta talabadan iborat guruhga ikkita yo’llanma ajratildi. B
yo'llanmalarni necha xil usul bilan tarqatish mumkin?

Yechish: « birinchi yo'llanmani, £ esa ikkinchi yo'llanmani
tarqatishni ifodalasin. U holda m(a) = 10 va m(f) =9, chunki bitta
talabaga birinchi yo’llanma berilganda, ikkinchi yo'llanmaga to’qgizta
talaba davogar bo’ladi. Demak, ikkinchi yo'llanmani tarqatishlar soni
m(avaB)=m(a) m(B)==10.9 = 90 ga teng bo’ladi.

3. Qurilishda 10 ta suvoqchi va 8 ta bo’yoqchi ishlaydi. Ulardan bir

suvoqchi va bir bo’yoqchidan iborat jufilikni necha usulda tanlash
mumkin?
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th mia) -~ 10 va m(B) =8 bo’lgani uchun m(ex va B)=
BRI ) ~ 10+ 8 = 8O I8
‘ Masaichl korxonada ishlab chiqarilgan 5 ta maxsulot sifatini
Aot Wkahirishl kerak. Nazoratchi buni nechta usulda amalga

R i kin B -
Yoo bl a5 ta maxsulot sifatini ketma-ket tekshirishlar 5 tadan
mulhmlulnhmlun iborat. oy

Ya'ul 2 1= 1:2:3:4:5 = 120bo’ladi. ok :

5 1ehlub chigarish korxonasini tekshirish uchun besh kishidan 1boraf

Wl alratildl. Shu besh kishidan tarkibida uch kishi bo’lgan guruhni
S0 b o usulda tuzish mumkin. . )
Vocliish: ¢F = —"— formuladan foydalanamiz. Bizda n =35,
' U kl(n=k)
n 5! 12345 _ 45 _ 20 _ 44

8 4w lgani uchun G2 = e T e [

i |ikuvehilik favrikasida ishlayotgan xodimga haﬂafling ixtlyorxy
Wh1 bunint dam olish uchun tanlash imkoni berildi. Xodim dam olish

»cha usulda tanlashi mumkin?

wuw\“.'-:'::‘n‘:l:]:llul;l;’t: kunlarini n = 7 elementli {1,2,3.4,5,.6.,7} .to’plam
satiida qurasak, dam olish kunlari (1,2}, (1.3}, (1.4}, .. kak.n juftliklardan
Suitat bo'ladi. Bunda {i, 73} va {j, i} bitta variantni ifodalaydi. [.)ema?k, d@
alish kunlarini tanlash n =7 elementdan k = 2 tadan kombinatsiyalarni

e LB Sy beladi
2i{7=2) 5! 12 B

7 Talaba 4 ta fan bo’yicha qo’shimcha tayyorlanish uchun ulamlrxg.
Jiar biriga haftaning bir kunini ajratmoqchi bo’ldi. Talaba hafta kunlarini
{unlarga necha usulda tagsimlashi mumkin? ' N

Yechish: Talabani I-IV fanlari uchun haftaning tanlaga.n kunlarini
I 4 ta elementli ¥ = {x;,x;,¥3,%;} to’plam, hafta k}lnlarlnl esa.n =7
slementlidan iborat H = {1,2,3,4,5,6,7} to’plam sifatl.da qaraymiz. Bu
holda ¥ © H bo’lib, uni hosil etish n =7 elementlldan. k = - tadan
o' rinlashtirishlarga mos keladi, chunki bu holda elem.entlamm.g }oyl?shlshl
{artibi ham ahamiyatga ega. Masalan, {2,4,6,7} ta.qsm?otda bu:mchl fanga
dushanba (2), ikkinchi fanga chorshanba (4), uchinchi fanga juma (6) va

s P02 =
ahikil etadi va ularning soni C5 =




to’rtinchi fanga shanba (7) kunlari ajratilgan bo’ladi. Unda {4,2,6,
{6,4,2,7} kabilar turlicha tagsimotlarni ifodalaydi. Demak, talaba fanlarg
hafta kunlarini

A% = I,’:'“, = ;— = 4.5 67 = 840 usulda tanlashi mumkin.
8. Xorijiy tillar fakulteti ingliz tili yo’nalishining birinchi kursida |l
ta fan o’qitiladi va har kuni 4 xil dars o’tiladi. Kunlik dars necha usul bila
tagsimlab qo’yilishi mumkin?
Yechish: Darslarning barcha mumkin bo’lgan kunlik tagsimoti o'l
elementdan  to’'rttadan  olib  tuzish mumkin  bo’lgan barch

o'rinlashtirishlardan iborat. Ya’ni, 4% = ——

Bizda n = 10, k = 4 bo’lgani uchun

10! 10! 12345678910 o -
Afy=——="="2220"000 70809410 = 5040,
(10-4)! 6! 1:2:3-4°5'6

9.Butun sonlarning har biri uchta har xil giymatli raqamlar bilag
ifoda gilinadigan bo’lsa, gancha butun son tuzish mumkin?

Yechish: Izlangan son 9 ta giymatli ragamdan 3 tadan olib tuzilgar
o'rinlashtirishlardan iborat. Ya'ni,

A="_=2_7.8.9=504
(9-3)! é!

Buni A% =n(n—1)(n—-2)[n— (k- 1)]
topish mumkin. Unga asosan 43 = 9:8+7 = 504.

formuladan foydalana

(n=k)!

Mustaqil yechish uchun topshiriglar:
1. Quyidagi ifodalarning qiymati topilsin:
14! 18! g!
1) e 2)-1—;; 3)-5-’_—4!: 4) 8!+9!

2. Quyidagilarni isbotlang:

1) lm":?']' =(m+ 1)(m +2)(m + 3);

2) e nn—=1)«(m—m+2)n—m+ 1),bundan > m.
3. Amallarni bajaring:

1 1 1 1
1) n {n+1)’ 2) {k=1)! Tkt
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formuladan ham

4 L0 gt e xil giymatli ragam bilan nechta to’qqiz xonali son

ik i’
Isuh 102KR0
51 bihilik ovgat hozirlangan stolga 12 kishini necha turli o’tqazish

Wby

ol 470001600,
0 Musobigada 6 ta talaba gatnashmoqda. O’rinlarni ular o’rtasida

S sl usul bilan tagsimlash mumkin?

" Lulabn 6t kitobdan 4 tasini necha usul bilan ajratishi mumkin?

§ Mulum bo’limda ishlash uchun 20 nafar ishchidan 6 nafar ishchini
Stk kerak. Buni necha usul bilan amalga oshirish mumkin?

U lenplik to'g'riligini isbotlang:

e+ CF =Cgs 2)Cho+ Ch = €.

[0 Hodani soddalashtiring:

! “2n—-3

Han=-1) "
|1 Musobaqada 12 ta jamoa ishtirok etadi. Uchta turli medalni
weehin wil usul bilan tagsimlash mumkin?
Javob; 47, = 1320.
|2 Gruppada 30 ta o'quvchi bor. Ularning ichidan 3 Kishini
Lumpyuterda ishlash uchun ajratish kerak. Buni necha usul bilan bajarish
mumkin®?
Javob: C3, = 4060.
13. Turli rangdagi 5 to’p mato bor. Bu matolardan har bir mato fagat
Wi polosani egallaydigan qilib nechta turli besh rangli bayroglar
fnyyorlash mumkin?
Javob: P; = 5! = 120.
|4. Tenglamani yeching:

) 222 =72; 2)4} =4,

n

Javob: 1)7: 2)0.
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IV.BOB. FUNKSIYA TUSHUNCHASL FUNKSIYA GRAFN
§1. Funksiya tushunchasi

Tabiatda, texnikada va fanning turli sohalarida uchraydigan ko'l
Jjarayonlarning matematik modellari funksiyalar bilan ifodalg "
Shunday ekan, bu jarayonlar bilan bog’liq masalalarni o’rganish
yechish funksiyalarni o’rganishni taqozo etadi. Biz tabiatni kuzatish
o’rganish jarayonida uzunlik, yuza, hajm, vaqt, temperatura, bosim, {
kabi miqdorlarga duch kelamiz. Tayin sharoitda bu miqdorlar ba’zan U
qiymatlarni gabul qilsa, ba’zan bir xil qiymatlarni qabul qiladi. Bu ¢
miqdorlarning ikki guruhga, o’zgaruvchi va o’zgarmas miqdorlf
bo’linishini anglatadi. O’zgaruvchi miqdorlar x,y,z,t,... harflar bilg
o'zgarmas miqdorlar a, b, ¢, d, ... harflar bilan belgilanadi. Matemati
odatda. ikki va undan ortiq o'zgaruvchi mi

0’zgarishi o’rganiladi.

Agar “x" o’zgaruvchining biror D sonlj to’plamga tegishli har
giymatiga ma’lum bir qonun-qoida asosida “y” 0'zgaruvchining biror
to’plamga tegishli yagona bir qiymati mos qo’yilgan bo’lsa, u holda “y
o’zgaruvchi “x” o’zgaruvchining funksiyasi deyiladi.

"y o'zgaruvchi “x” o’zgaruvchining funksiyasi ekanligi y = f(x)
¥ = F(x), ¥ = @(x), ¥ = g(x) lardan biri bilan belgilanadi. Bu yerda “3
erkli o’zgaruvchi yoki argument, “y” erksiz 0’zgaruvchi yoki funksiy
deyiladi. D sonli to’plam funksiyaning aniglanish sohasi, £
yoki qiymatlar sohasi deyiladi.
belgilanadi.

x0y koordinata tekisligidagi (x,¥) = (%, f(x)), xeD (f) koordinata
nuqtalarning geometrik o'mi y = f (x) funksiyaning grafigi deyiladi.

Turli masalalarni qarashda funksiya analitik usulda, jadval usulida,
grafik usulda va so’z ifoda usulida berilishi mumkin,

D to’plamda x, nugtani olamiz. Bu nugtaga bitta y, son mos keladi,
Bu y, son y = f(x) funksiyaning x, nuqtadagi giymati deyiladi va |
Yo = f(x;) kabi yoziladi.

AL

qdorlarning  birgali kd

—o’zgari
Ular mos ravishda D(f) va E(f) bilar

Wiiiley M o'zgarmas son topilsaki, VxeD uch:n f(x)o:d:lll
’ . d -

B bafacilsn, u holda f(x) funksiya D to plamda yuq
. i ey iladi, . . '
w.nlmmlm m o'zgarmas son topilsaki, VxeD ’uchm; f(al)l ?d:r:
I bajarilsa, v holda f(x) funksiya D to'plamda quy

pn deyilndi, ; | ot
A::'“ fuiksiva D to’plamda  ham quyr;ia:., ham yugqorid

st hegaralangan deyiladi.

RN bo'lsa, u holdauc . e )

A‘m istlyorly xeD uchun f(—x) = f(x) tenglik bajarilsa, f(x)

b‘" it deyiladi.

. S N = i
A Intiyoriy xeD uchun f(=x) = ~f(x) tenglik bajarilsa, f(x)

B Aikaly i deyiladi.

Auar Ixtiyoriy xeD uchun f{—x)= f(x) va f(=x) = =f(x)

i j toq ham

Btk ing har ikkalasi ham bajarilmasa, u holda f{x) juft ham, toq
”l oyl ) A .

" :ll;un y = f(x) funksiya biror D sohaga tegishli mnyonyhzn::

» d A . . ' .

L o nugtalar uchun f(x) < f(x2) [[.(xl) s‘f(::;]avmsovcm)
q'ammn.mmmu. u holda funksiya D sohada o’suvchi ( 3
by deyiladi,

f(x) funksiya biror D sohaga tegishli ixtiyo]riy t?nla
‘ l shartni
x) > ) [f(x)=f0x) |
.+ 4, hugtalar uchun  fx;) ¥2)l i
:wm.nl.mlmu. u holda funksiya D sohada kamayuvchi (o’smo
ey il . .
(V'suvehi  (kamaymovchi) y|ol;|
JIvalarni monoton funksiyalar deyiladi. e A
r ":‘:||:'m\:|:::r(:day T = 0 son mavjud bo’lsaki, 1xtlyc.my X.ED uch'un
‘ ; “) l f (x) bo’lsa, u holda f(x) funksiyani T davrli davriy funksiya
yin
¢ —T) €D).
devilndi, (Bu yerda (x + T) € D va (x ; : p
. Hlm«:ni(ql'miysh sohasi D(f) va giymatlar sohasi E (f) bo’lgan y h;(-t.:])l
f . 5 ¥ S
{iksiya uchun har bir ye E(f) 's.omga )f(.;’c)li anyx e
.mmmil;mliradigan yagona xé D(f) somnE mos ?o :ar i gfunkswa &
(iksiya mavjud bo’lsa, u berilgan funksiyaga tes

kamayuvchi  (o’smovchi)

aaladi,
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Agar z = ¢(x) funksiya x — 2, y=f(z)esaz -y akslantig
ifodalasa, unda y = f (¢(x)) funksiya x — y akslantirishni ifodalayy
murakkab funksiya yoki funksiyaning funksiyasi deb ataladi. By yen
ichki, f esa tashqi funksiya deyiladi.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namungy|
I. Erkin tushayotgan jismning bosib o’tgan yo'li § = th: forn
bo’yicha ifodalanadi. Bunda erklj va erksiz o’zgaruvchilarni ko’rsating,
Yechish: Bu yerda g—erkin tushish tezlanishi bo’lib, u 0’zga ;
miqdordir. Agar biz ¢ 0’zgaruvchiga biror oraliqdagi giymatlarni be sak
unga mos giymatlarni qabul giladi. Demak, ¢ erkl; o’zgaruvchi va § erk
o’zgaruvchi ekan.
2. Sharning hajmi V = §7rR3 formula bilan aniglanadi, Bunda erk
va erksiz o’zgaruvchini ko’rsating.
Yechish: Bu yerda gn 0'zgarmas miqdordir. Agar biz R radiusg
turlicha qiymatlar bersak, u holda V hajm ham unga mos turlicl

qiymatlatlar qabul giladi. Demak, R radius erklj o'zgaruvchi va V- hajy
erksiz o'zgaruvchi ekan.

3f(x) =2x2-1 funksiyani x = 3 bo’lgandagi qiymatini toping.
Yechish: £(3) = (222 = 1) 3= 2032 _ 1 = 18-1=17.

4. ()= H:{‘":t funksiyani t = fbo’lgandagi qiymati topilsin.
s n T T
2 n s = 5 3 W
Yechish: (P(‘)_ 1+sin:;7! = TR T:%' = 'g‘— 3
5.y = —— funksiyani aniglanish sohas; topilsin.

2x~5

Yechish: Berilgan funksiya kasrdan iborat bo’lgani uchun, u x ning
kasrning maxrajini nolga aylantiradigan Qiymatidan fargli qiymatlarida
aniqlangan bo’ladi. Ya'ni, 2x — 5 = 0, 2x 5 x+#25.

Demak, berilgan funksiyani aniglanish sohasi
(=o; 2,5) U (25; +c2) dan iborat.

x-2 . . . . . s
6.y= TG funksiyani aniqlanish sohasi topilsin,
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5« (x + 1)? + 4 bo’lgani uchun u X ning hech
' 2 : )

> i ivaning aniglanish
S tlarids nolga aylanmaydi. Demak, funksiyaning
' ¢ o) dan iborat, n
f iyani aniglani hasi topilsin.
’ {unksiyani aniglanish so vy

' 4 “" 1220, x5, 23. x4 Demak. funksiyaning
Rl ‘“lh ) /X 4 - 3 % e
. bl (=) U3 HVE +o0) da:nl e

| )/1 — x funksiyaning aniglanish sohasi topiisin. |

. Bl ‘ ildi otganligi
l il l.lmlpun funksiyada kvadrat 1ldxz.lar qatnash:y “iz:;;gan
r il l:/ ostidagi ifodani musbat qiymatga eg. lt:‘ il

(4] e R . ’ \ .
arining kesishmasidan iborat bo’ladi. Uni aniglay

|

0o ning
i ' plaml
N
‘ ey 20

Tl Ceoningn
jae-t funksiyaning aniglanish sohasi topilsi

l‘ ' \‘:,'|l'

x> =3 _3cx<1 yoki (-3; 1],

x<1

3t=2 (. Oraliglar usulidan foydalanib bu

e 2220, =—
Y ouhishe InHE 3) va [g,;w) lardan iborat ekanligini
y yechimi (—o0; —3) va 33
Bagsialikning yec
R ninie : { (=6o: —3)U [3; +en) dan
(eimak. funksiyaning aniglanish sohasi (—o2; 3
: : ini
Uit I"sll"-,-( )= 2%— 3241 funksiyaning juft yoki toq ekan
10, f(x)=
' e + 1. Bundan
anullﬂ:}. hish: f(x)=27"- I(=x)+1= 27* + 3x“-;( s
ceehishe ) : % h r[i ham, toq
feiilgan  funksiya uchun juftlik sha toq haim AR,

i iya juft ham,
Lurilmayotganligini ko’ramiz. Demak, funksiya j

R oo i
1. f(x) = sin3x ﬁlnkSIyam;\"g davn. toglls: S s
Yechish: sin3x = sin3(x + —3—) = sin( . =
Demak, berilgan funksiyaning davriT = dart 1ﬁmk Eotht b
12,y = 2x + 3, xe[-1,5; 1] funksiya.ga leska‘n i ).:Sh G
Y::hish: Berilgan funksiyaga teskari funksiyani top

i iz.
|englama sifatida qarab x ga nisbatan yecham
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y=2x+3, 2x=y-3, x= ‘—2——3 Bu tenglikdagi x va y la
o’'rinlarini almashtirib, berilgan funksiyaga teskari funksiyani hosil
qilamiz:

y =22 x €[0; 5]

13. Agar @(x) =3x + 2, f(x) = x* — 1 bo’lsa, {¢(x)) murakkab
funksiyani tuzing.

Yechish: f(@(x)) =(Bx+2) - 1=9x2+12x+ 4 - 1 = 9x2
+12x + 3.

Mustagil yechish uchun topshiriglar

L. f(x) = x* +2x -5 funksiya berilgan. £(3), £(0) va f(a) lar
hisoblansin.

Javob: 10; —5; a? + 2a - 5.

2. f(x) =vx*—5x+4 funksiya berilgan. f(0) va f(a + 1) lar
topilsin.

Javob: 2; va‘® — 3a.

3. F(x)= x*+10x+9 funksiyaning x, va x, ildizlari o’rta
arifmetik hamda o’rta geometrik qiymatlarida funksiyaning qiymatini
hisoblang.

Javob: —16; 48.

4 P(X)= x?-2x+ % -
tenglikni to’g’riligi ko’rsatilsin.

5. f(x) = x% @(x) = x* bo'lsa, f[p(2)] = @[f(2)] ekanligini
ko'rsating.

HolN

funksiya berilgan. P() = P(x)

6. F(x) = 2= funksiya berilgan. F(0) va F(2) lar topilsin.
Javob: 4; 2.
s flad-7(d) . :
7.(x) = x%, @(x) = x%bo’lsa, m hisoblansin.
a+b
Javob: 5 TR

8. Quyidagi funksiyalarning [—3; 3] kesmadagi grafiklari yasalsin:
Na)y=2x; b)y=2x+2; v)y=2x-2.
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D)y = x4 b)y:xz-é-l; v)y:xz—l.

IJ x° e '\.3 1
DL} Rt b)y=—3‘+1; v)y——a-- .
D) y== 2yy=12% 3) y = log,x funksiyalarning
woliklurl yasalsin, Bu egri chiziglarning koordinata o'qlariga nisbatan
Jos shishida qanday xususiyat borligi aniglansin.

U Ouyida berilganlarga asosan, f(x) chizigli funksiya topilsin.
Df(-2)=10, f(1)=-5 2)f(-10)=-2, f(5) =1
Df(-2)=-5 f@)=-3, f(-3)=3 f(6)=0.
lavob: 1) = =5x;2)y = %x;B)y= ix—4;4)y= - §x+2.
[0, Quyida berilganlarga asosan f(x) kvadratik funksiya topilsin.
Nf(-1)=-=1, f(3)=-3,f(6) =12

NI-1)=3, f(1)= 3,f(2) =12

Nf(-2)=9, f(1)= 3,f(3) =19

) f(-3)=-11, f(0)= 10, f(2) = —6;

lnvob: 1) = — ';-Xz; 2)y = 3x%:
Dy =2x2+1; Hy= -3x*-2x+10
2+x, x>0,
|1, Agar y(x) =§ 5, x=0,
2%, X2,

ho'lsa, (—2), ¥(0), y(1) va y(3) lar topilsin.

A, e =
lnvob: h 3:.5;

12, Agar f(1)=3, f(-1)=1,  f(0)=1 Dbo'lsa,
/(v)  ax?® + bx + ¢ kvadrat uchhad yozilsin.
Javob: f(x) = x?+x+ 1]
§2. Asosiy elementar funksiyalar
V= Qg+ QX + @ X2+ o+ Qg X"+ apx” ko’rinishdagi

funksiya butun ratsional funksiya deyiladi. Bu yerda a,, a,, az, ..., a, —
i zparmas sonlar, n esa natural son. Bu funksiya (—o; +%) da
aniglangan.
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wocx. cosecx funksiyalar sinx, cosx funksiyalar orqali

Y =ax = PR . .
deyiladi. Bu +efd (@=0) ko'rinishdagi funksiya chiziqli funks} B8 clp, 8
Siidhan 'an Fy ? a,.b - O'zgarmas sonlar. Bu funksiya (—oo: +oo)' ' phha [fodulanadi:
gan. Funksiyaning grafigi to’g'ri chizigdan i n4 cosx 1
y=ax?+bx+c( 1ziqdan iborat. T ctgx = —, 5eCx =—— COSeCX = ——.
== - ¢ (a = 0) ga kvadrati . Ml ) T LR sinx” cosx sinx
a,b,c- o’zgarmas sonlar Ff:ksi am ik Aty deyilacl, BY yeig § & nicsinx, y = arccosx, y = arctgx, y = arcctgx funksiyalar
Funksiyaning grafigi paraboladan ibora:' (=ee; +o0) da  aniqlang B I gonometrik funksiyalar deb ataladi.
; Musalan: v = arcsinx funksiyaning aniglanish sohasi [-1; 1]

M &
Gox" +a, 2" 1+d:".n—2+...+ﬁu s

— a
bo:l'"“,bl’..m—l+b‘.xm— =

e , bt by Xt ey ko'rinishdagi funksiyaga kas .mmhm. (lymatlar sohasi esa [~ : =] dan iborat.
ratsional funksiva deyiladi. Bunda g, @y, Q; G Va by, By, By ‘ 2%2
; o - A o B s B
:;; Z)_zf":‘::) Son¥ar, mn,.m = natural  sonlar. Bl: funksi‘. Myt supen doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar
: \ (xibox™ + 5™t 4o f h = 0) da aniglangan, |y ‘..‘ | funksiyaning aniglanish sohasini toping.

Y ochish: Agar maxraj nolga teng bo’lsa, funksiya aniglanmagan
Ll Demak, funksiyaning aniglanish sohasida x2 — 1% 0 bo’lishi
Bk Undan x? #1 yoki x =Xl Shunday qilib, funksiyaning
anish sohasi quyidagi uchta oraligdan iborat: (—»; —1); (—1; 1);

a
et =7 (x#0) Teskari proporsional bog’lanishni ifodaloveh
y n s.nya“ Bunda a —0’zgarmas son. Bu funksiya D = (—on; 0) U(0; =+
a aniglangan. Funksiya toq. - 1y

ax+b

= Crea Ko'rinishdagi funksiyaga kasr-chizigli funksiya deyiladilf

Bunda a,b,¢,d —0’zgarmas sonlar. Funksiva D — ; s |+ ). Ularni umumlashtirib
to’plamda aniglangan. Uni grafigi giperb y G (—00; +o0) \i—3 D(y)= (—%; =1) U (—1; 1)U (1; +e) ni hosil gilamiz.

y=x%(x20) ko’rinishgaggil?cu;kzliadan 1(t;ora.x. ' 2y :\—_.rfi_‘ﬁ funksiyaning aniglanish sohasini toping.
Uni aniqlanish sohasi « ga bog’liq. Agar ;'aiao t:'.l: ; fu,_nEsw: dev']a_dﬁ Vechish:  Berilgan funksiyaning aniglanish ~ sohasi quyidagi
(0; +;°) da ?’s](uvchi, @ < 0 da kamayuvchi bo’ladi. e e anic1|l'«1>na:)di:

p = g’ ERT . ; X =0, ‘ A e

B o haqi((;i ;n;i};dag‘; ;‘unks:yaga ko’rsatkichli funksiya deyiladi. xi 120, % xx—z 11,,
aniqlangan. Uaq > 1 da(;’suvch(-) ova @ # 1. Funksiya (—co; +0) da JiFi=svx—-1, W+1l=x-1,

y = log,x ko'rinishdagi ;unkii;a;llga kz_’gﬁi“""hi-_ dan iborat. Bu yerda 1= —1 doimo to’g'ridir. Demak, oxirgi
Bunda a > 0 va a # 1. Funksiya (0; +o0) ;;:n . funksiya deyiladi. J(slemaning yechimi x = 1.
o’suvchiva0 < a < 1 da kamayuvchi'bo’ladi aniglangan. U a > 1 da Demak, berilgan funksiyaning aniglanish s?hasi [1; +) dan iborat.

e sinx, y = cosx, y = tgx, y = ctg;\: _ 3.y = lg(—x*+ 5x—6) funksiye.ming an.lqlan.ish sohasi .topilsir'x. )

trigonometrik funksiyalar deb atala di.- » Y = secx, y = cosecx lar Yechish: Logarifmik funksiyaning .an.lqlarush sohztm haqlda.gl

y = sinx hamda y = cosx funksiyalar (—co; 4 . \ossaga asosan —x2+5x—6>0 bo'lishi kerak. Uni yechamiz:
davrli davriy funksiyalar bo'lib, ixtiyorly +o0) da aniqlangan 27 !4 25x—6>0, x*—-5x+6<0, 2<x<3. Demak, berilgan

v ixllyorly x da —-1<sinxs1, lunksiyaning aniglanish sohasi (2; 3) oraligdan iborat.

—1 < cosx < 1 tengsizliklar o’rinlidi
= 2 rinlidir. .
4.y =V3%"2+9*-10 funksiyaning aniglanish sohasi topilsin.

42 i




funksiyaning aniqlanish sohasi [3—v2; 3+v2]

Yechish: Bu funksiya x ning 3°*7? +9%* — 10 = 0 tengsizliks Pinnk, berilgan
ganoatlantiradigan qiymatlarida aniglangan. Uni yechamiz: wﬁ""“ "'“'y“' : e
32.\’-2 +9%¥ _10= 0, 32.\‘.3-2 1 32\' > 10, 32:,(3-2 + 1) =10 B "l ' : a> 1 funksiyaningjuﬁ YOkl toqllgl aniqlansin,
p o
32210, 3% 29, 323, W2y a2l Yuuhish ;
Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi [1; +c2) dan iborat, % ' e B g
5. ¥ = vsinx + cosx funksiyaning aniqlanish sohasi topilsin. =5 '

Yechish: Funksiya aniglangan bo’lishi uchun ildiz ostidagi ifodd [k, huilt,an funksiya toq.
manfiymas bo’lishi kerak. Ya'ni nx + cosx = 0. Uni yechamiz: 0 cos 3 = + tg funksiya davri topilsin.

s n T
sinx + cosx = 0, cos(—2 —x)+cosx =20, 2 cos(; —x) 20§ Vechish: a) cos- = coS— (x +6m) = cos(-:\ +2m) = €0 -"a

ek, T, = 6. A
Bu cosx = a ko'rinishdagi eng sodda trigonometrik tengsizlikdir, tg==tg %(x + 5m)=tg (Z;‘ +m)= 193
Uning yechimi: - i
—E +2nk £ 3 —x = -;3 + 2mk dan iborat. Bundan

cos(g4 —x) = 0.
bo’lganligi uchun

.‘1'4

[Jerilgan funksiyaning davri T, va T, larning, ya'ni 67 va 57 larning

Zionk<xs 3 2k L kichik umumiy karralisidan iborat. Ya'ni: EKUK(5m; 6m) = 301
4 il Ry ‘
ni hosil gilamiz. Demak, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi Mustagqil yechish uchun topshiriglar
[_g +2nk; % + 2mk] kesmadan iborat. I QU)"Idagl funksiyalar juft yoki tog bo’la oladnmt"

6.y = arcsin(x — 3) funksiyaning aniqlanish sohasi topilsin. Dy = x? —x% 2)y=x*cosx; 3)¥= x? o sin~ ot
Yechish: y = arcsinx  funksiyaning aniglanish  sohasidan -2 I 1+einx 5)y=x+ 1' xe[2;4);
foydalanamiz. Berilgan funksiyada x o’mida x — 3 ifoda turibdi. Demak, 4= ngll sinx’ 8y = |cos®xl;
I <x-32L 22x<4, Y= 13 7) = sin(cosx); 8)¥y = ;
Shunday qilib. berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi [2;4] "’? e
kesmadan iborat. 9)=x — -- 1)y = P
7.y = arccos(x? — 6x + B) funksiyaning aniqglanish sohasi topilsin. Javob: 1) toq, 2) juft; 3) tog; 4) toq; 5) juft ham emas, toq ham emas;
Yechish: Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi -1< 6) tog; 7) juft; 8) juft; 9) tog; 10) toq. ' s
x? - 6x+ +8<1 qo'sh tengsizlikning yechimidan iborat. Dastlab 2. y = 5cos3x + 2sin3x funksiyaning yuqoridan chegaralang
— 6x + 8 = —1 tengsizlikni yechamiz: ckanligini isbot qiling.

a) x? —6x+ 8= -1, x2 — 6x+ 9 20, (x — 3)? =0. Bu tengsizlik
x ning har qanday qiymatlarida o’rinli.

- S - 2 Y 5 isbotlang. .
ARSI e s 4, y = 2sinx + €OSX funksiya chegaralanganmi?

3.y= LA ””’ funksiyaning R to *plamda chegaralangan ekanligini
x+1
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Javob: ha.

5.y= "::jrl funksiya chegaralanganmi?

Javob: ha
6. Quyidagi funksiyalar monoton funksiyalar bo’la oladimi?

Dy=x%  2y=logx; 3)y=()%
2x+3,

4) = ﬁ; 5)y= 6)y = tgx.

x+1’
Javob: 1) ha; 2) ha; 3) ha; 4)yo'q; 5)yo'q; 6)yo'q.
7. Quyidagi funksiyalarning o’sish va kamayish orliglarini toping.
Dy=|2x-1; 2y=—"y 3y=2xl+x+4

2x+1’

Javob: 1) (—=; %] da kamayadi va [é; +o) da o’sadi;
) (—o —3)va(~3; +%) dao’sadi;
2) (—oo; - f] da kamayadi va [ f; +w) da o’sadi,
8. Quyidagi funksiyalarning eng kichik musbat davri topilsin.
1)y =sin %, 2) y = 3cosx + cos2x; 3)y= sin? - cosﬁ;
4)y = sinx + cosx; 5)y = sin‘x;
7))y = cos?x; 8) y = 3sin2x;
Javob: )T =4dm; 2)T =2m; 3) T =12i; 4)T =n;
S)T=m 6)T=2m; NT=m 8)T=nu

6) ¥ = 3sinx + sin2x;

V.BOB. TEKISLIKDAGI ANALITIK GEOMETRIYA
§1. Tekislikdagi analitik geometriyaning sodda masalalari

Hisob boshlanadigan nuqta, masshtab birligi va musbat yo’nalishi
ko'rsatilgan to’g'ri chiziq koordinatalar to’g’ri chizig’i (son o0’qi) deb
ataladi. Masalan, A nuqta hisob boshlanadigan nuqtadan musbat yo’nalish
bo'yicha 2 birlik uzoqlikda joylashgan. Uni A(2) deb yoziladi. A(x,) va
B(x,) nuqtalar orasidagi AB masofa

AB = |x; — x,|
formula yordamida hisoblanadi.

46

B 0 A
g et 2 4 ! 4 : —

3-2-1 01 2 3
1-cluzma

Al heainan ':: J nisbatda bo’luvehi M nuqtaning koordinatasi
‘ X, + Ax;

1+4 \
Bamuladan topiladi. Agar AB kesmani o'rtasini M bilan belgilasak, u
Llde. uning koordinatasi

X =

X T X3
2

X =
topiladi.
M“m.‘.'.‘.‘lin?»l«ll bl()shlanadigan nuqtasi umumiy va bir xil Tnas.sh.ta‘t? bi‘rli’gi‘
Wingan ikkita o’zaro perpendikulyar koordinatalar to’g’ri chizig't to'gri
are ki Dekart koordinatalar sistemasini hosil giladi.

[unlangan xOy koordinatalar sistemasida har qunday .nuqt.a
wilarning (a; b) juftligi bilan aniqlanadi. Bunda a —nuqtanu.lg absnss?s?
| ¢ui nuqtaning ordinatasi deyiladi. ox gorizontal o’q absissalar 0'qi,
Luitikal oy 0'q esa ordinatalar 0’qi deyiladi (2-chizma).

y
‘ Vi

: 2-chizma 3-chizma
Boshlang’ich nuqtasi A(x;; y;) va oxirgi nugtasi B (x;; ¥;) nuqtada
Iy’ lpzan kesmaning uzunligi
AB = J(x;—x1)*+ (2 - n)?
{urmula bo’yicha hisoblanadi (3-chizma). '
Tekislikda A(xy; y;) va B(xz: ¥2) nugtalarni birlashtiruvehi AB
kesmaning g = ] nisbatda bo’luvchi C nugtaning koordinatalari




Xy +AXs
2 | 2

i A formulalardan topiladi.

¥y +AYs

Agar C nuqta AB kesmaning o’rtasi bo’lsa, u holda A = 1 bo’ladi ¥

L Y1ty

2

yuqoridagi formula x = V‘T”’ ; ko’rinishga keladi.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriqglardan namunala

, 1. A(1) va B(~-5) nuqtalar bilan chegaralangan kesma M (x) nuqgt
bilan AM: M8 = 1:2 nisbatda bo’lingan. M nuqtaning koordina as

topilsin.

Yechish: AB  kesmani %=/1 nisbatda bo’luvchi M nuqtaning

koordinatasi
X+ Ax,
=1 A
formuladan topiladi. Bizda x. = e =% i s s
P Izdax; =1, x; Svad =7 bo’lganligi uchun
14505 -3
g el L T
X : B To =4
T2 2

bo’ladi. Demak, (—1).
2. A(-4,1), B(0;-3), €(-1;8), D(3;25), E(6;0), F(2;—4)
G(—0.5; 0) nuqtalar yasalsin.
3. M(1; —4) nuqtaning koordinata o’qlaridagi proeksiyalari topilsin.
Yechish: Dastlab xOy to’g’ri burchakli Dekart kordinatalar

sistemasida M (1; —4) nuqtani tasvirlaymiz (4-chizma).
Ya

M:

"'F:nu;«;)
H-chizima
M nugtaning koordinata o’qlaridagi proeksiyalarini topish uchun M
nuqtadan Ox va Oy o’qlariga perpendikulyarlar tushiramiz. Ox 0'giga
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liigan perpendikulyar uni M,(1;0) nuqtada, Oy o’giga tushirilgan
&mo.lthnl».u M,(0; —4) nuqtada kesadi. Demak, M(1;—4) nuqtaning

At o' glaridagi proeksiyalari M (1;0) va M,(0; —4) bo’ladi.

| A( 1 8)nuqtadan B(—7;5) nuqtagacha bo’lgan masofa topilsin.

L ooliish: Boshlang’ich nuqtasi A(x;; y;) va oxirgi nuqtasi B(x3:y2)
L lgan Al kesmaning uzunligi

AB = (2 —x1)? + (¥2 — »)?
Saslndun topilishi ma’lum. Bizda x; = =3, X2 = -7, 591 =8,y:=5
B gl uehun
Al = J(-7-(=3))*+(5 - 8 =(-7+3)> +(-3) =
Y16 4 9 = 5.

N nuqtaning absissasi —1 ga teng bo’lib, u A(2;5) nuqtadan 5
Ll ki teng masofada yotadi. N nuqtaning ordinatasi topilsin.

\'echish: N nuqtaning ordinatasini y deb olamiz. U holda N(—1;y)
wistadan A(2; 5) nuqtagacha masofa AN = J(2+1)*+(5— y)? bo'lib,
4 4 g teng. Demak, 9+ (G—¥)? =5, 9+(5-y)P= ?5,
WM.y =16 5-y=+4 n=1 y.=9 Shunday N nugtaning

widinntasi 1 yoki 9 ga teng. . o
6. A(—1;3) va B(2;1) nugtani birlashtiruvchi kesma ordinata o’qini

A nugtada kesib o’tadi. M nugta kesmani qanday nisbatda bo’ladi? '
Yechish: Aytaylik M nuqta AB kesmani AM:MB = A nisbatda

{ui'lsin. U holda M nuqtaning absissasi A va B nugqtalar absissalari orqali
yuyidagi formula bo’yicha ifodalanadi:
X4 + AXS
T Sl
M nuqta ordinata o’qida yotganligi uchun uning abs:ssz:s: nolga teng.
Yu'ni, —1::/2 =0, 21);-).1 =0,21-1=0,24=1, A= >

7. Uchlari A(—4;6) va B(2;-1) nuqtalarda bo’lgan kesmaning
i’ rtasini toping. '

Yechish: Agar AB kesmaning o'rtasini C deb olsak, u holda uning
koordinatalari
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Xy 42X~

%y 4 ¥ +¥2
X==—= y=:31-

2 2 '
formulalardan topiladi. Bizda X1 =-4,X% =2, =6,y = —1bolg
uchun

x=-4+2=-—2=_1’ y:b.H'_l'I:i: 25‘
2 2 2 2
Demak, C(-1;2.5).

Mustaqil yechish uchun topshiriglar

1. Koordinatalar to’g’ri chizig'ida A(-5), B(4) va €(~2) nuqtalan

belgilang va AB, BC, AC masofalarni to,
ekanligini tekshiring.

Javob: AB = 9,BC = —6, AC = 3, 9-6=3.
2.Uchlari A(-4;2), B(0;-1) va (C(3:3) nuqtalarda  bo’lga

uchburchak yasalsin hamda uning perimetri va burchaklari topilsin.
Javob: 5(2 + v2), 90°, 45°,

ping hamda AB+BC= !

3. Uchlari A(-3;-2), B(0;-1) va C(=2;5) nuqtalarda bo’lgay
uchburchakning to’g’ri burchakli ekanligini isbotlansin.
4.Uchlari A(7;-3), B(12;9) va C
uchburchakning perimetri topilsin.
Javob: 23 + /17.

(6;1) nuqtalarda bo’lga

5.Uchlari A(-6;0), B(-7;7) va C(1:1) nuqtalarda bo’lgan
uchburchakka ichki chizilgan aylananing markazi topilsin.
Javob: (—3; 4).

6.Uchlari A(—4;6), B(2;-1) nugqtalarda bo’lgan AB kesmaning
o’rtasi € ning koordinatalari topilsin.

Javob: (—-1; 2.5).

7. Uchburchakning uchlari A(-5;1), B(-3;3) va ¢(1;~1)
nuqtalarda joylashgan. Uchburchak tomonlarining o’rtalarini toping.
Javob: (—4;2), (-2;0) (-1;1).

8. A(—-6;1) va B(2; —11) nuqtalar orasidagi kesma to’rta teng
bo’lakka bo’lingan, Bo’linish nuqtalarining koordinatalarini toping.
Javob: (—4; -2), (-2;-5), (0;-8).

i bi i i kesma M nuqta
Al 4 2)va B(%; —%) nuqtalarni birlashtiruvchi kes

4A M 3:7 nisbatda bo’lingan. M nugtaning koordinatalarini

“nth M(1.5;-3). . -
W : -t) nuqta A5 kesmani AC:CB = 2:5 nisbatda bo ladi
A( /1) bo'lsa, B nuqta topilsin.

B s = hartni
ll‘l‘."lfl kesma B nuqtadan boshlab € nuqtagacha AC = 34B s

iri —4; ’Isa, € nuqta
:«u-mmmli;zun qilib davom ettirilgan. Agar A(-4;7), bo
s

n
Javob: €(11;-17). o Loss on
I.'\ Apar uchburchak tomonlarining © rtalan.lx(t’l,"i),M (6;-1) v
e ) Ill;\ll:l|:lrda bo’lsa, uchburchakning uchlari topilsin.
Juvab; . -
: - lar berilgan. AB kesmani '
| A(-2;1)vaB(3;6) nuqta . - .
'\\! \lH)‘ = 3-3:2 nisbatda bo’luvchi M nugtaning koordinatalari
Wi ain :
avob: (13;16). :
:‘l\ ”llchlari 0(0;0), A(8:0), va B(0;6) nuqtalarda bcl> lfan
. ; 3 : - - - . . - l 3
Iihurchakning OC medyanasi va 0D bissektrisasining uzunligi topils
wenn

= . 2442
juvob: OC = 5,00 =—.

5. Uchlari 'Agl; - 1),‘ '8[{()6;lti)n va((2;6) nuqtalarda bo’lgan
3 m"'I'\";:t:r‘":;:‘lir:‘jo%:}l::u:;\r:;nzilng pog’ irlik markazi uning medyanalari
honishish |~|uqtasida bo’ladi.

'lxl‘»v.“h;JE:i;laii). A(2;0), B(5;3) va((2;6) nuqtalarda bo’lgan
e hburchakning yuzi topilsin.

Jlltlw;tjjcl?lan A(3;1), B(4;6),C(6;3) va D(5; —2) nuqtalarda bo’lgan
(' rtburchakning yuzi topilsin.
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Javob: 13. i
18. A(1;1), B(—1;7) vaC(0;4) nuqgtalarni bir to’g’ri chi
yotishini isbotlang.

Mafxzy2)

§2. To’g’ri chiziglarga doir asosiy masalalar )

Chiziq tenglamasi deb shunday F(x;y) = 0 tenglamaga aytiladi
chizigda yotgan nuqtalar bu tenglamani qanoatlantiradi, yotmaydi
nuqtalar esa ganoatlantirmaydi (1-chizma). '

_--0 H - x

3-chizma.

L« + b lenglamaga to’g'ri chizigning burchak koeffitsientli

1 Skl deyiladi. Bu yerda k-to'g’ri chiziqning burf:hak kf)efﬁtsienn, b
Feap=e W chizgning ordinata o'qidan ajratgan kesmasi (4-chizma).
“\'\ L .
Mix:y | //
o 5,
o x //’ \\\/// ~
1-chizina . =1 /w "l .
N
Chiziglar ichida to’g'ri chiziq tushunchasi muhim tushuncha bo'lil " | b .- Y. &
u analitik geometriyaning asosiy tushunchalaridan biri bo’lib hisoblanad |
To’g’ri chizigni xarakterlovchi tushunchalardan biri esa burc b A-chizma. 5.chizma.

Ar y =kx+bdab=0 bo’lsa, to’g’ri chizig tenglamasi y = kx
L0 Hnishpn keladi va u koordinata boshidan o’tadi (5—c-hlzma). 3=
Agir y =kx+b da k=0 bo’lsa, y = b bo’lib, bu holda to’g'ri

Jilely Ox o'giga parallel bo’ladi (6-chizma).

koeffitsienti tushunchasidir.

To’g’ri chizigning burchak koeffitsienti deb, to’g'ri chizignin
Ox o’qini musbat yo’nalishi bilan hosil gilgan burchagining tangensig
aytiladi va u k bilan belgilanadi. Demak, & = tga (2-chizma). '

¥ Va
v=b, b=0
3 i i
o / x
2-chizma v=b, b<0
Ikkita M,(x;;y;) va M;(x;;y;) nuqtalardan o’tuvchi to’g'ri 6-chizma :
chizigning burchak koeffitsienti Ax + By + C = 0 tenglamaga to’g'ri chizigning umumiy tenglamasi
k= = Jeviladi. 4,B,C sonlar koeffitsientlar bo’lib, ular turli giymatlar qabul
X2 — X '

dan topiladi (3-chizma).
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qilganda turlicha to’g’ri chiziglar hosil bo’ladi. x va y lar o’zgaruv
miqdorlar bo’lib, ular to’g’ri chiziqda yotgan nugtaning koordinatalaridit
Agar umumiy tenglamada € = 0 bo’lsa, y = — gx bo’lib, to'g
chiziq koordinata boshidan o’tadi.
Agar B =0 bo’lsa, x = —5- =a bo'lsa, to’g’ri chiziq Oy o’qi|
parallel bo’ladi.
Agar A =0 bo'lsa, y = —%= b bo'lsa, to'g'ri chiziq Ox o’qij
parallel bo’ladi.
Agar B =C =0 bo’lsa, Ax =0 yoki x =0 bo’lib, to’g’ri chiz
Oy oqi bilan ustma-ust tushadi.
Agar A = C = 0 bo’lsa, By = 0 yoki y = 0 bo’lib, to’g’ri chiziq 0!
oqi bilan ustma-ust tushadi.
Agar umumiy tenglamada A = 0, B = 0, € # 0 bo’lsa, u holda
Ax + By = —C ko'rinishda yozamiz va dastlab uning har ikkala qismin
¢

hadma-had - € ga bo’lib, so’ngra —% =a, -7

iffz 1 tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama to’gs

b belgilashlar qilamiz
Natijada

chizigning kesmalar bo’yicha tenglamasi deyiladi. Bu yerda @ va b la
to’g’ri chizigning o’qlaridan ajratgan kesmalari (7-chizma).

fitac

o — =
a

ey

e

\x

7-chizma.

M(x5;¥5) nuqtadan o’tuvchi, burchak koeffitsienti k bo’lgan to’g’ri

chiziq tenglamasi

Y —¥o = k(x = xp)
dan iborat.
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My v) va My(xy;y,;) nuqtalardan o’tuvchi to’g'ri chiziq
"

X=X Y—=N
Xr=% Y —N
"MM(
siini + yeosa — p =0 tenglamaga to’g'ri chizigning normal
Soglamnni deyiladi. Bu yerda « va p lar parametrlar bo’lib, to'g’ri
::humw holati shu parametrlarga bog'liq,
Normal tenglama quyidagi xossalarga ega:
| lenglamada x va y oldidagi koeffitsientlar absolyut gqiymati
200 4 dchn birdan katta bo’lmagan sonlar.
! Tenglamadagi X va y oldidagi koeffitsientlar kvadratlari yig’indisi
1 leng.

|, Tenglamadagi ozod had manfiy son.
Apar berilgan tenglama normal bo’lmasa, uni normal holga keltirish
swimikin, Buning uchun berilgan tenglamaning har ikkala tomonini

wrmnllovehi ko’paytuvehi deb ataluvchi
1

Q +VA? 1 B?
p0 ko’paytiriladi. p ning ishorasi berilgan tenglamadagi ozod hadning
ihorasiga qarama-qarshi gilib tanlanadi.
y =kyx + by vay = k,x + b, to’g'ri chiziglar orasidagi ¢ burchak

ki—k:

t9P= kaks
formuladan topiladi. Bu yerda k, —birinchi to’g’ri chizigning burchak
hocffitsienti, k, esa ikkinchi to’g'ri chizigning burchak koeffitsienti
(¥-chizma).

Va

v=kixtb:

/ 8-chazma
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Agar ky =k, bo’lsa, to’g’ri chiziglar parallel va k, = — ;1—
to’g’'ri  chiziglar perpendikulyar  bo’ladi. Agar to’g'ri  chiy /|
AX+By+C =0vadx+ B,y +C; = 0 umumiy tenglamalar |
berilgan bo’lsa, u holda ikki to’g’ri chiziq orasidagi burchak

taw="152-4;5

g9 Ay Ay +5,B-
formuladan topiladi. Bu holda % = z—’ to’g’ri chiziglarning para‘
shartiva 4,4; + B,B, =0 ularning perpendikulyarlik sharti bo’ladi.

Tekislikdagi M, (x,; Yo) nuqtadan Ax+By+C=0 to
chiziggacha masofa
q= IA.\’O + B}’o + C'
VAa? + B2

formula yordamida hisoblanadi.
My(x0;¥0) nuqtadan xcosa ~ ysine —p =0 to'g'ri chizigqa
masofa d = |x,cosa + y,sina - p| formula yordamida topiladi.

Uchta M, (xy; y,), My (x,;,) va M;(x3;¥;) nuqtalaming bir to'g
chiziqda yotish sharti quyidagicha:

Ys=N _

Y2=W Xxx—x

X3 = .'(1

buyerda x, # x;, y, = ¥;.
To’g’ri chiziq tekislikda parametrik shaklda, ya’ni
{x = ¢(t)

Yy =19(t) ,
ko'rinishda berilishi ham mumkin. Bu yerda @(t) va ¥(t) lar ¢ —nin
chiziqli funksiyalari, ya’'ni '

(x = Xg + pt
W=y +qt

X=X
£=0 bo'lsa, {j _ \°, demak, t0'g'ri chiziq Mq(xg:y;) nugtad

o’tadi. To’g’ri chizigning parametrik shaklda berilishidan uning burchal
koeffitsientli tenglamasiga o’tish mumkin. Bunda burchak koeffitsien
k= § formula bilan hisoblanadi.
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= i
Aule yeehimlari bilan berilgan topshmqla.rda-n narl?auna:1 :in
B0 1) nuglaga nisbatan A(3;5) nuqt:g? ikki marta y
ik 0'rnini lamasi tuzilsin.
Sl peometrik o'rnining teng AT
wh Aytaylik, M(x;y) nuqta izlanayotgan geometrik o ;:::rlm;i
B ln;'lsm. Bu nuqtadan A va B nugtalargacha g
il b laymiz: ) S
i J0r - 3)" + (y—5)% MB = \.'(x—kio) =13
: Wedlaning shartiga asosan, 2MA = MB yo e
'y (y—5)2=(x-0)2+ (y— 1)* bo'ladL.
R s i 3498 25)=x2+y* -2y +1
BN o 4(x* —6x +9+y* — 10y + )= . ~fpt
l“ ' 4y’ - 24x —38y+135=0 tenglama kelib chigadi.
0y :
ahi | qanoatlantiruvchi tenglamadir. oy
l“ :“"”:'”l") q8(3'—2.5). C(4;0) va D(1; 10) nugtalardan qaysilari
. 7+ 0 chizigda yotadi? : i
;'n liish: Agar nuqta chiziqda yotsa, u holda unfng koc:lrdl:;zm .
by h»nulnmusihi qanoatlantiradi. Shuning uchun berilgan nuq

ini chizi asiga qo’yamiz. e
""mmlm”".;)hmf fer;gflf:6 f 1q+ 7 = 0. Demak, A nuqta chizigda
1) 3 e T

& o3~ (—25)+7=9+25+7= 185 = 0. Demak, B nuqta
j) 30— (—&3)T '

4
!

it .\"uln‘la}'c(i)i;. 7 —12+7=19 % 0. Demak, C nugta chizigda
j) 3e4—-0+7 =124

lmm.u'\‘;li; 1-10+7=3-1047=-7+7=0 Demak, D nuqta

tadi. . = ftnto’r chizi
.m:m;lu :(0 1:6) nuqta va koordinatalar boshidan o’tuvchi to’g'ri chiziq
AL L,

(umasi tuzilsin. . s s
oy '\I'I:;:hish' Dastlab to’g’ri chizigning burchak koeffitsienti &

pamiz.

e -1 : )
Dcma;(, to’g’ri chiziq tenglamasi y = —6x dan iborat bo’ladi.
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4,  Koordinatalar boshidan o’tib Ox o’qini musbat yo’nalishi bil
30°, 45° 150° va —45° li burchak hosil giladigan to’g'ri chiziglarni
tenglamalari tuzilsin.

Yechish: k = tga dan foydalanib to’g'ri chiziglarni burch
koeffitsientlarini topamiz va y = kx ga qo’yamiz:

1) &k, = tg30° =§33, = ‘—gx;

2y kp=10458% =1, y=2x;

V3

3) k3 =tg150° = == —%x;

4) k, =tg(—45%) = -1, y = —x.
5. y=3x +9 to'g'ri chizigning koordinata o’qlari bilan kesishis
nuqtalari topilsin.

Yechish: berilgan tenglamadan to’g’ri chizigning Oy o’qidd
ajratgan kesmasi 9 ga teng ekanligini ko’ramiz. Demak, to'g'ri chiziqni"
Oy o’qi bilan kesishish nugtasi 4(0;9) dan iborat. To’g’ri chizigning 0
o'qi bilan kesishish nuqtasi 3x +9 = 0 tenglamadan topiladi. Undar

3x +9 =0, x = —3. Shunday qilib, to’g’ri chizigning Ox o’qi bilal

kesishish nuqtasi (—3; 0) dan iborat.

6. A(2;3) va B(7;5) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq tengla
tuzilsin.

Yechish: A va B nuqtaning koordinatalari berilgan ikkita nugta orqal
o’tuvchi to’g'ri chiziq tenglamasini tuzish formulasiga qo’yamiz.

=g =)y

X2=%X1 Ya— N1

Bizdax, = 2,x, = 7,y, = 3, ¥, = 5 bo’lgani uchun

X2 . ¥—3 ﬁ=y—3 e R =

T 5 = 2x —4 =5y — 15, 5y = 2x + 11
2,1
Yokt

7.2x —y+ 7 = 0 tenglama bilan berilgan to’g’ri chizigni burchak

koeffitsienti topilsin.

Yechish: To'g'ri chizigning burchak koeffitsientini topish uchun
uning umumiy tenglamasini burchak koeffitsientli tenglama ko’rinishiga

keltiramiz.
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B inishiga keltiring.

oy 7 0, ~y=-2x-7, y= 2x + 7. Demak, k = 2.
§ - 1tenglama bilan berigan to’g’ri chizig yasalsin.

Yoohiah: Berilgan tenglamadan @ = —2, fJ——' 2 :m1l:opax?;zl
A lo'p'rl chizig Ox o'gidan —2 birlik, Oy o’qidan 2 birlik ajra

phisinn)

9-chizma. 1
i 'yi tenglama
U Gy +4y—3=0 tenglamani kesmalar bo’yicha g

-

A
Yechish: 6x =4y —3 =0, 6x + 4y =3, = 1, ;? ‘.;_;‘
|0, 2x =3y +5=0 va 6x —9y+1=0 to'gri chiziglar o’zaro
flel ckanligi ko'rsatilsin. ‘ | splla=qeaTigey |
i ch\chish: Umumiy tenglama bilan berilgan ikki to'gn chmqmn6g
parallellik shartining bajarilishini tekshiramisz. Blzda1 A,1= 2, A, =6,
2 3 === - B
[} 3, B, = —9bo’lgani uchun 2 -“ _l9 kyokl T
> berilgan to’g’ri chiziglar parallel ekan. i ,
ll):nl;lzk; + gyg— 7=0 va 3x—-2y=0 to'g'ri chiziglar 0zaro
L oendikulyar ekanligi ko'rsatilsin. ) ., gy
E I\‘/cchisz,h' Umumiy tenglama bilan berilgan ikki to'gn chleqnu}g
x . - bl - - . Z.
,wlpundikulyarlik sharti A;4, +B;B, =0 m bajanllshxr,x; ko. rsat::;\nun
Nzda Ay =2, A= 3. By=3, B= -2 bo ’gz?n-l o
\ " + B, B —2e3+3e(-2)=6—-6= 0. Demak, to’g'ri chiziglar
MA; TO1P2 T '
'saro perpendikulyar ekan. (ot
s l; A(2:3) nuqtadan o’tib 4x + 3y—12=0 togn chiziqqa
perpendikulyar bo’lgan to’g’ri chiziq tenglamasi tuzilsin.
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Yechish: M (xy; y,) nuqtadan o’tuvchi va burchak koeffitsient
bo’lgan to’g'ri chiziq tenglamasi y — Yo = k(x — x,) formula yordany
tuziladi. Dastlab 4x +3y—-12=0 to'g'ri  chizigning  burl
koeffitsientini  topamiz. 4x + 3y —12 = 0, 3y=—4x +
y=- gx + 3. Demak, berilgan to’g’ri chizigning burchak koeffitsie
;= -; ga teng. A(2;3) nuqgtadan o’tib 4x +3y—12=0 1o’y
chiziqqa perpendikulyar bo’lgan to’g’ri chizigning burchak koeffitsien 8
ni to’g’ri chiziglarning perpendikulyarlik sharti k, = -% dan topila

H 1 1 3
Ya’m,l\}:——:_j:_'
Ry =" +

Shunday qilib, izlanayotgan perpendikulyar tenglamasi

Y=Y =k(x—xp), -3 =3(x—3), 4y - 12 =3x =
3x —4y + 3 = 0 dan iborat bo’ladi.

13. 31 = 5x — 15va y; = 3x — 4 t0'g’ri chiziglar orasidagi burchg
topilsin.

Yechish: Berilgan tenglamalardan ky =5 va k, = 3. Bularni ikl
to’g’ri chiziq orasidagi burchakni topish formulasiga qo’yamiz.

1~ k3 5~3 3%

ty(":L.—— . @ 39<P=i,<0=0"0f9i-
L4kyks 1453 16 8 8 3
14. A(3;4) nuquadan 5x +12y-11=0 to’g’ri  chizigqachi
bo’lgan masofa topilsin.
Yechish: My (x,; ) nugtadan Ax + By + C =0 to’gri chiziqqachi
masofa

_ |4x + By, + (|
formuladan topiladi. Bizda x, = 3, Yo=4,4=5B=12,C =-18
Bulamni yuqoridagi formulaga qo’yamiz.
d_leo+Byc+C|_ |5-3+12-4—11|_ 52 _52
VA? + B2 V25 + 144 vieo 13
I5. 6x+8y—7=0 tenglama normal tenglama ko’rinishiga
keltirilsin.

d

i 2 hini
Solih Duning uchun  dastlab normallovehi  ko’paytuve

1 1 B 1
W= VaT+B? +V36+64 =10 1
Wetllgan tenglamadagi ozod had manfiy bo’lgani uchun y = —= deb

1
0 Merllgan tenglamaning har ikkala gismini hadma-had p = o=

Sz vi quyidagiga ega bo’lamiz:
L, "y -2 =0 yoki 0.6x+0.8y—07=0. .
1 1)m B(1:2) va(C(3;3) nuqtalar bir to’g'ri chizigda

"W 10°
n Al
!

Veehish: Qo'yilgan savolga javob berish uchun berilgan uchta

S A 2% R —
Ening bir to’g'ri chizigda yotish shartining bajarilishini

Aligiohn
“ "h e he o
x; Y2 1 =0
X3 y3 1 o
Mzdox, ==L, =1Lx=1 )= 2, x3 = 3,y; = 3. Demak,
-1 1 1
1. 2 1~ —-2+3+3-6+3-1=0,
3 3 1 . .
|7, To’g'ri chizigning parametrik shaklda berilgan

¢ =5+2t

‘_\' 3 + 4¢ e, o kl.
{onglamasini burchak koeffitsientli tenglama ko’rinishiga e. tiring. )

\':cchish: To'g'ri chiziq (5;3) nuqtadan o’tadi va uning burcha

=2 ga teng. Demak, to’g'ri chiziq tenglamasi

Loelfitsienti &

[N

; -
, 3 =2(x—5)yokiy = 2x — 7 dan iborat.

i i hiriglar
Mustagqil yechish uchun tops
1. A(1;0), B(—1;2), C(1;4), D(3;2) va E(2;35) nuqtalardan
(uysilari x2 + y2 —2x—4y +1=0 chizigda yotadi?
Javob: A,B,C va D.
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2. C(—4;7) va D(5;5) nugtalardan bir xil uzoglikda joyly
nuqtalarning geometrik o’rmini ifodalovchi chiziq tenglamasi tuzilsin,
Javob: 18x — 4y + 15 = 0,

3. Oy o’qidan 3 ga teng kesma ajratuvchi va Ox 0'qi bilan 45%,
burchak hosil giluvchi to’g’ri chiziglar yasalsin hamda tengla
tuzilsin.

Javob:y = x + 3;y = —x + 3.

4.y=2x—1,y=xT.3,y=BA;+1,)'=x+2vay=4x—2"

chiziglardan qaysilari ordinata 0’qini bir xil nuqtada kesib o’tadi?
Javob:y = 2x — 1,y =223

3
5. 5x—y+4=0, 2x+4y—-8=0 va
tenglamalar bilan berilgan to’g’ri chiziglarnin

ordinata o’qidan ajratgan kesmalari topilsin.

Javob: 1)k = 5,5 = 4. 2)k=—§,b=2; 3)k=—§,b=§.

4x +7y~5
g burchak koeffitsientla r

6.2x—y+3=0,7x+4y—12=0 va 3x — 4y = 0 tenglama
bilan berilgan to’g’ri chiziglarning burchak koeffitsienlari topilsin,
Javob: k = 2; k = —;; k =§.

7. y=x+4vay= fx + 2 10°g’ri chiziglar berilgan. Bu to'!
chiziglar A(—5;0), B(0;4), C(5; 4), D(2; 6) nuqtalardan o’tadimi?

Javob: Birinchi to’g'’ri chiziq B va D nuqtalardan, ikkinchi to"'
chiziq A va C nugtalardan o’tadi.

8. 12x— 4y +5=0 tenglamani burchak koeffitsientli tenglan|
ko’rinishiga keltiring.

Javob: = 3x + %.

9. x -2y +4 =0 tenglama bilan beril
o’gidan ajratgan kesmasi topilsin.
Javob: 2.

gan to'g’ri chizigni 0

10.x —y+8=0va2x+y—2=0to'gri chiziglaming kesishisk
nugqtasi topilsin.

Javob: A(-2;6).

Alburchak  tomonlarining  tenglamalari  2x +y — 4 =0,

il fopllsin, :
LAY 2), B(3;-2), €G:3)-

TRE 0'g’'ri chiziq tenglamasini umumiy tenglama
0

s keltiring,

W 1dx - 35y —15=0. B o

y y4+B=0, x+5y—4=0 va 2x+7y—2=0 togn

it nugtadan o’tadimi? o

wiih o Ular A(—6; 2) nuqtadan o’tadi. = I~

i 1o'p'ri chizigning quyidagi tenglamalarini kesmalar bo’yicha

i ko' rinishida yozilsin.

Ny vy -1=0; Dx—y+1=0

Whe -y +20=0; 4)3x -2y +12=10; g 1%

|4 lo'p'ri chizigning kesmalar bo’yicha tenglamasi T+ = 1 m

Wiy tenplama ko'rinishiga keltiring.
Juyob: 3x —4y—12=10

6 "+ =1va-+Z=1to'gri chiziglaming kesishish nugtasi
) e e 2 ’ 4
)

-1
Bpiluin
o | 2

lavob: (.2;;—;). e

|7, A(~3;2) nuqtadan o’tuvchi va burchak koeffitsienti 4 ga teng
I lgan to’g'ri chiziq tenglamasi tuzilsin.

lavob: 4x —y + 14 =0. : . )

I‘H A(=4;1) va B(2;3) nuqtalarni birlashtiruvchi AB .kesn}afn
Litusidan o’tuvehi va og'ish burchagi 135° bo’lgan to’g'ri chiziq
Wnplamasi tuzilsin,

Javob: x +y =1 =0. . o

19. A(—4;3) nugtadan o’tib Ox o’qining musbat .yo' nalishi bilan
| 159 i burchak hosil giluvchi to’g’ri chiziq tenglamasi tuzilsin.
Javob: x +y + 1= 0.

| (v« +y—1=0 lardan iborat. Uchburchak uchlarining




20. M(—4;2) va N(3;-1) nuqtalardan o’tuvchi to’g'ri chi
tenglamasi tuzilsin.

Javob: 3x + 7y -2 =0.

21. B(-3;1) va ((4;-2) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chi
tenglamasi tuzilsin.

Javob: 3x + 7y + 2 = 0.

22. A(-1;6) nuqta bilan M(-1;8) va N(7;2) nuqtaly
tutashtiruvchi kesmaning o’rtasidan o’tuvchi to'g’ri chiziq tenglam
tuzilsin.

Javob: x + 4y — 23 = 0.

23. A(3; -5), B(—1;—1) va C(4;0) nuqtalar - ABC uchburchakn
uchlari. Uning tomonlarining tenglamalari tuzilsin.

Javob: x +y+2=0,x -5y —4=0,5x—y - 20 =0.

24. A(8;6), B(6;4) va C(—2;14) nuqtalar - ABC uchburcha
uchlari. Uning mediyanalarining tenglamalari tuzilsin.

Javob: x +2y - 20=0,2x+y—16=0,x +y - 12 = 0.

25. A(15;6) nuqta bilan 2x -7y +4 =0 va x +y + 65

to’g'ri chiziglarning kesishish nuqtasidan o’tuvehi to’g’ri chizignil

og’ish burchagi topilsin.
Javob: 45°,
26. Quyida berilgan to’g'ri chiziglar orasidagi burchak topilsin.
D4x+6y—1=0vax—-3y+5=0;
2)3x+y—-7=0vax—y+4=0;
3y= 2x—3vay=§x+ 1;
4)5x -y +7=0va2x—-3y+1=0;
S5)2x +y=0vay=3x—4;
6)3x —4y = 6va8x + 6y =11.

Javob: 1) arctg 3; 2) arctg?; 3) arctg 3; 4) 45°% 5)45°;6) 90%

27. 3x-2y+7=0, 6x—-4y—-9=0,

perpendikulyar bo’lganlarini ko'rsating.
Javob: 1 va 2 lar parallel; 1 va 4 hamda 2 va 4 lar perpendikulyar.
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6x +4y -5 =
2x+3y—-6=0 to'g'ri chiziglardan o’zaro parallel va o’zat

W0 Uhlari A(-2;0), B(2;4), C(4;0) nuqtalarda bo’lgan
Lk berilgan. Uchburchakning AE medianasi va AD balandligining
il tzilsin,

ol AE:2x -5y +4=0; AD:x -2y +2=0.

W Tomonlarining tenglamalari x+y=4, 3x-y=0, x-3y-8=0 bo’lgan
o ik yasalsin, Uning yuzi va burchaklari topilsin.

Iivoh: A = i; tgB =tgC =2; S=16.

W Quyida berilgan to’g’ri chiziq tenglamalarini normal ko’rinishga
g

iy -4y =20=0; 2)x+y+3=0; 3)y =kx +b.

3 4 1 $ 2
P e AT = O —Xt—=y — = (;
Invob: l) SX 5) 4 0, 2) 2 - \.vz} + Z s
i ) 1 b
| . 7 =
".S'.. . \A—'"Tl} ERPTES 0.

I, 2x+y+6=0 va 3x+5y—15=0 to'g'ri chiziglarning
hhhhln nuqtasi va N(1;—2) nuqgta orqali o’tuvchi to’g'ri chiziqg
Waplamasi tuzilsin,

luvob: 31x + 26y + 21 = 0.

12. A(4;3), B(2;1) va ((1;0) nuqtalardan 3x +4y —10=10
11l chiziggacha bo’lgan masofalar topilsin. Nugtalar va to’g’ri chiziq
Jasalsin,

Javob: 2.8; 0; 1.4,

i3. Koordinata boshidan 12x — 5y + 39 =0 to’g’ri chiziqgacha
W' lpan masofa topilsin,

Juvob: 3.

34. Uchlari A(—3;0), B(2;5) va €(3:2) nuqtalarda bo’lgan
yhburchakning 8D balandligi topilsin.

Javob: V10.

35.2x — 3y = 6 va 4x — 6y = 25 parallel to’g’ri chiziglar orasidagi
mnsofa topilsin.

Vi3
Javob: &

36. Quyida berilgan tenglamalar y = kx + b ko’rinishda yozilsin.
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X =1+2t x=3-¢ {x=5+2t,
]){y=3+8t.’ 2) {y=2+r: 3) y=10-¢.

Javob: 1)y =4x—1; 2)y=—-x+5; 3) y=—-05x+125.
§3. Ikkinchi tartibli egri chiziglar

Bu paragrafda ikkinchi tartibli egri chiziglardan aylana, ell
giperbola va parabolalar hamda ularga doir masalalarni keltiramiz.

3.1. Aylana

Ma’lumki tekislikda berilgan M(a:b) nugtadan bir xil R masol
joylashgan nuqtalarning geometrik o’mi aylana deb ataladi. Bunda M(
nuqta aylana markazi, R esa aylana radiusidir.

Aylana ta’rifidan foydalanib, markazi M(a;b) nuqgtada va radiusi
bo’lgan aylananing

(x — @) +(y - b =R?
kanonik tenglamasini keltirib chigarish mumkin.
‘Agar aylananing markazi koordinata boshida bo’lsa, ya'ni a=0,
bo’lsa, u holda tenglama x*+y? =R? ko’rinishga keladi.

Agar aylananing markazi 0X o’gida yotsa, u holda uning tenglam 14

(x — a)*+y*=R?
ko'rinishda, agar aylananing markazi QY o’qida yotsa, u holda
tenglamasi

x2+0, | b)Z=R2
ko’rinishda bo’ladi.

Aylana tenglamasi x va y larga nisbatan ikkinchi darajali tenglany
bo’lib, unda x? va y? lar bir xil koeffitsientlar bilan gatnashadi. Bundai

tashqari, tenglamada x va y lar ko’paytmasi qatnashmaydi.

Demak, aylana tenglamasi umumiy ko’rinishda quyidagié'

yoziladi.
Ax*+Ay*+Bx +Cy + D = 0.
Bu tenglamani (x — a)?+(y — b)* = R? tenglama bilan solishtirib,
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i i

a , _ i R= _\8-+C--4AD

i R ¢ 3 __—ZA
24 24

il o fishimiz mumkin.

Iy uyldngi xususiy hollar bo’lishi mumkin:

Uy (7 = 4AD bo'lsa, u holda R=>0 bo’lib,
iy + 1y + D = 0 tenglama aylana tenglamasini ifodalaydi;
! 'n' v C* ;MD bo'lsa, u holda R = 0bo’lib, qaralayotgan
i Bl nugtani anglatadi.

§ I’ + (' <44D bo’lsa, u holda R mavhum son bo'lib,
Lol tenglama ma’noga ega bo’Imaydi.

ut s doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunala.r

% | Murkazi M(3;4) nuqtada va radiusi R = 5 bo’lgan aylananing
anint yozing. " ;
\ oo sl Masalaning shartiga asosan a =23. b o 4 \_'a'R = 5l ?lulaf'm
iy kanonik tenglamasiga qo’yib (x-3)*+(y-4)"=25 n.l hosil gi ar.mz.
| 4 1Axty*-6y-3=0 tenglama bilan berilgan aylananing markazi va

linl toping.

Vo0 hish: Berilgan tenglamani kanonik ko’rinishga kelti:amiz:

Ay iy R-6y-3=(x+2)2-4+(y-3)*-9 — 3 =(x+2)*+(y-3)—16. Den[;a:k4
) (y-3)-16=0 yoki (x+2)+H(y-3)*=4> Bundan esa M(-2;3) va

Wb ohigadi. o ’ '

. !. Pv:nrkazi €(5;—1) nuqtada va radiusi R =1 bo’lgan aylanz}ga
Loondinatalar boshidan o’tkazilgan urinmalar yasalsin hamda ularning

Inmalari tuzilsin, . .
™ :N"llish: Aylananing markazi absissa o’qidan radiusga t-eng maso,fadz?
Joylnshpanligi uchun, urinmalardan biri absissa o’qidan iborat bo’ladi

ohizma).
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L) Hy+4)Y=4 va (x-3)*+(y+1)’=9 aylanalarning markazlaridan
I 10’ "1 chiziq tenglamasi tuzilsin.
havih 3x-y-10=0.

Aytaylik, £ CON= « bo'lsin, u holda tga=§ bo’ladi, tg2a
hisoblaymiz:

: § gy RO i ida yotadi va
2tga 2 0% % 5 B Aylana koordmatala.r tekisligining !""nc};'iu‘;?o;a Z‘ terilg batlas:
s 1-tg?a e T2 12 Wil 0'glariga urinadi. Agar aylananing ra
25 25

§ Wnplamasi tuzilsin.

Javob: (x-2)%+(y-2)*=4. . 1

! Uehburchak tomonlarining tenglamalari 2x-+y-¥=.0, x-2y+7 0'va
4 1110 lardan iborat. Bu uchburchakka tashqi chizilgan aylananing
laimasi yozilsin,

ob: (x+2,5)2+(y-3,5)%=2,5. . s
:IM(‘\,' -)I :;+(y-2))2=9 va (x-5)%(y-1)’=16 aylanalar umumiy vatarining

Demak, OM to’g’ri chizigning burchak koeffitsienti — ; ga
bo’lib, uning tenglamasi y = — f—zx dan iborat bo’ladi.

4 x* +y? +6y-8y+25=0 tenglama tekislikdagi  qandy
nuqtalarning geometrik o’rnini aniqlaydi?

Yechish: x*+y*+6y-8y+25=(x+3)?-9+(y-4)?-16+25=(x+3 PH(y-4).

Demak, berilgan tenglama (x+3)+(y-4)*=0 ko’rinishga keladi, B

tenglamani faqat birgina C(-3:4) nuqta qanoatlantiradi. Demak, berilga
tenglama nuqtani aniqlaydi.

Buglmasi tuzilsin.
luvob: 4x-y-7=0.

3.2 Ellips -
Mustaqil yechish uchun topshiriglar [erilgan ikkita Fy va Fz nuqtalargacha masofalamiﬂg Y‘g"“?‘sf

I. Quyidagi tenglamalar bilan berilgan aylanalar yasalsin. \ suirmas songa teng bo’lgan tekislikdagi nuqtalammg'geo.memk °lmf

D) (x-3yH(y-4)°=16; 2)( X2y H(y+4)=25; wllips deb ataladi. Bunda Fi(-¢;0) va F2(c:0) nuqtalar ellipsning fokuslart

3) x?+(y-2)'=4; 4) x*+y?=<16. ' ) doylladi (1-chizma).

2. A(5:3) nuqtadan o’tuvchi va markazi 5x-3y-13=0 va x+4y+2=()
to’g'ri chiziglarning kesishish nuqtasida bo’lgan aylana tenglamas
tuzilsin. |

Javob: (x-2)™+(y+1)=25.

3. x*+y*=169 aylana bilan 5x-12y =0 to’g'ri chizigning kesishis
nugqtalari topilsin.

Javob: (12;5) va (-12;-5).

4. Quyidagi aylanalarning koordinata o’glari bilan kesishish nugtalar
topilsin.

1) (x-3)%+(y-4)>=25; 2) x2+(y+3)*=9;

3) (x-1PHy+2)=5; 4) (x2)Hy+3)=12.

Javob: 1) (0:0); (6;0) va (0:8): 2) (0;0) va (0:-8); 3) (0;0), (0;-4) va
(2:0): 4) (0:-3+VB ), (0:-3-v8 ) va (2-v/3:0).

A, A, = 2a ellipsning katta 0’qi, B;B; = 2b ellipsn%ng kich.ik o.’ql
deviladi. 04; = OA, = a va 0B, = 0B, = b lar mos ravishda ellipsning
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katta va kichik yarim o’qlari deyiladi. OF, =0F,=c¢ elhpsnmg 0
deyiladi (1-chizma).

Ellipsning fokuslari orasidagi masofa uning katta 0’qi uzut |
nisbati ellipsning eksentrisiteti deyiladi va £ bilan belgilanadi. Dem ki

2c¢ c
E=—=-
2a a
F1= atex vary= a-ex lami ellipsning fokal radiuslari deyiladi,
= 5 va x = —;: tenglamalar bilan berilgan t0’g’ri chmq

ellipsning du’ekmsalan deyiladi.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunal

1. x*+4y°=4 tenglama ellipsni ifodalashini ko'rsating va uning bas
xarakteristikalarini toping.

Yechish: Dastlab berilgan tenglamaning ikkala tomonini 4
bo’lamiz:
7 SR
4 1
Bu yerdan berilgan tenglama yarim o’qlari a= 2 va b = 1 bo'l

ellipsni bildirishini ko’ramiz. Unda ¢’=a’-b’= 4-1=3 bo’lgani uc

garalayotgan ellipsning fokuslari 7, (—V3;0) va F2 (V3. 0) nuqtala

Joylashganini aniglaymiz. Topilganlardan foydalanib, ellipsning ekse {
siteti va direktrisasini topamiz:

¢ 3

G 27

X=+—=

= &

m| o

Nlé‘lw
5l

Ellipsga tegishli M (x; y) nuqtaning fokal radiuslari

V3 \'3 4
n=a+ex = 2+——x va rz=a—ex=2——-xlardan1borat

2 16):‘*1—25y2 400 ellips berilgan. Bu ellips o’glarining ik
larini, uchlari va fokuslarining koordinatalarini hamda ekstentrisitetinif)

migdorini toping.

Yechish: Berilgan tenglamaning ikkala tomonini hadma-had 400 g
bo’lsak,

2 2

XY
A
25 16 o
Jimil bo'ladi, Bu tenglamadan a®= 25, bz.= 1§ bo’lib, ulard’art
o b4 kelib chiqadi. Demak, ellipsning katta o0’ql
4~ 10, kichik o’qi esa BB1= 2b =8 (2-chizma).

¥y B

4
’_\A
A >
. k 5 x
b

B Z-chizma
ik cllipsning  uchlari  A(50),  Ai(-5:0), B(0A), Bui(0:-4)
= Y % - .
landn Ellipsning fokuslari ¢ = va? — b? formuladan topiladi.

ek, ¢ = V25 —16 = V9 = 3. Shunday qilib, ellipsning fokuslari
{1 1) va F2(-3; 0) nuqtalarda bo’ ladx.3

. < o>

| llipsning eksentrisiteti £€=—=2-= 0.6 gateng. -

| Jokuslari orasidagi masofa 6 ga va kichik o’qi 8 ga teng bo‘lgan

Jpnlng tenglamasi tuzilsin. ’ .
\echish: Berilganlarga ko'ra, 2¢=6, 2b=8 bo lib, ulardan ¢= 3 va

= i % c2 £
4 | il aniglaymiz. @ ni topish uchun @ = Vb? + ¢? dan foydalanami

=J16 +9 =Vv25=5.
Demak, a = V16 +9 =v25 . . o
uvn bning giymatlari ellipsning kanonik tenglamasiga qo’yilsa,

Wlunpan tenglama hosil bo ladi. U quyldaglcha

a2 ¥
&= — e e =2
““+— L =t

1. I:llipsning tenglama51 == +— = 1 dan iborat. Ellipsning absissasi 4
ik ka teng bo’lgan nuqtasining radlus- vektorlari tzopxlsm A
Yechish: Berilgan tenglamadan a® = 64 va b® = 36 bo'li
4 Il va b=6 larni topamiz. ¢ ni c= Vaz 'a? — b? formuladan topamiz.
va’ "2 =64 — 36 =\V2B =4+ =2v7.

.mak, € = = = 7 _ ¥7 ya masalaning shartiga asosan x=4. Bularni
Demak, = 5 %
|, a-£x var;= atex larga qo’yamiz va

‘
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Pokusluri (10;£8) nuqtada, kichik yarim 0'qi 6 ga teng bo’lgan

7 - i
N=a—6x =8-"—04=8—\7,n=8+Yed=q+7 : s B :
2 ’ Jlamasi tzilsin va uning eksentrisiteti hisoblansin.

larni hosil gilamiz. {0y 2
Ty '\ <+-;'°——1 e=0.8.
It
Mustaqil yechish uchun topshiriglar

1. Uchlari (+5;0) va (0; £3) nugtalarda bo’lgan ellipsning kang ‘

tenglamasi tuzilsin hamda uning fokuslari topilsin. ) -
& L+ =1

Javob: ‘—_+)—— 1, F1(-4;0), F2(4;0). Javoh TRET ’ = Wl AL W .

2. Fokuz.:lari 0x 0'qida bo’lib, o’glari 16 va 10 bo’lean ellipst 1 I 116y°=192 tenglama ellipsni aniglashini ko'rsating. Uning
tenglamasi luzllsm ! e ? 1 qlnn Iokuslan va eksentrisiteti topilsin.

Javoly: +—'=1, a=8: b=2v3; Fi(-2v13;0); Fa(-2V13;0);

gl
1

W Mi(2;3) va Mz(l;-—z—) nugtalardan o'tuvchi ellips tenglamasi

Javob: — +—— =1,
&4

3. F°k“5|a" (iBiO) nugtada va ekssentrisiteti = 0,8 bo'l]
gy tenglamaSi - (N L L= 1 ellips va uni direktrisasi yasalsin.
l‘ll||:»;(lug‘i) absissasi 3 ga teng bo’lgan nuqtadan o’ng fokusigacha va
dlrekirisasigacha bo’lgan masofa topilsin.
lvob: r = 7,4; d= 9,25.

Il Direktrisasi x= i-%_ va katta yarim o’qi 2 ga teng bo’lgan
_ z

}
v b ) e
Javob: mz,-r-36 1.

4. Agar ellipsning kichik o’gi: a) katta o’ qmmg qlsmlm b) k

0’gining 60% ni tashkil etsa, ellipsning eksientrisitetini hlsoblang
Javob: a) 0.6; b) 0,8.

-
o

s *‘T =1 va xf +'% =1 ellipslarning kesishish nuqtalg
topilsin.
Javob: (\/2 4; +\’2 4) (_ :t\/z 4)

6. x*+2y*=18 ellipsning oq!an orasidagi burchakni teng ik .--
bo’luvchi vatar uzunligi topilsin.

Javob. 43.
7. x*+y*=36 aylanadagi barcha nugqtalarni ordinatalarini uch mart

qlsqamnshdan hosxl bo’lgan yangi egri chizigning tenglamasi yozilsin.
Javob i T =1,

SUlpsning kanonik tenglamasi yozilsin.
lvob: %— +y2=1.
3.3 Giperbola .
lekislikdagi ikkita F;va F,nuqtalargacha masofalar ayinPa:smmg‘
Wulyot  giymati o’zgarmas Za soniga teng bo’lg.an tekislikdagi
Jularming  geometrik o’rniga  giperbola deb .ataladn. Bunda F,va
! wuitalar giperbolaning fokuslari deb ataladi (1-chizma).

; 2
|‘A}E;=1(b2=cz_a2)
n* ¥ . .
N ; ; laning kanonik tenglamasi deyiladi.
8. Ixtidy? —~18x~40y+115 = 0 tenglama bilan berilgan egri chizit Piglamaga giperbolaning

ellipsdan iborat ekanligi isbotlansin. Uning o’qlari, fokuslari
eksentrisiteti topilsin.

Javob: S 4 O2) = 4; g b=V, Fy(2:5), Fa(4i5) e = =
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dolr yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar

.

; : . £
- { tenglama bilan berilgan giperbolaning barcb ;
. . ; . :
' \.l;wnlnrini toping. Absissasi 8 ga teng va ordinatasl mus
ing fokal radiuslarini aniglang. ; . o
::h:l‘:"‘:‘:f’ujlﬁ va b? =9 lardan giperbolaning yarim o’qlari
| ) - 3 larni topamiz. iy ‘
:‘": :n" L =16+9=125 bo'lib, undan ¢=>5 m wp;:i
i 5; u
\ piperbolaning fokuslari F.(—5;0) va F,(5;0) nuq
i . .
PWorllgan giperbolaning asimptotalari

F: X

. .
. .
~ .

. .
. 4
., B
- ,
., o
. -
RO B
A
o o
.
.
P. .

’ 1-chizma

Giperbola Ox o’qini ikkita 4, (—a; 0} va 4,(a;0) nuqtalarda ki
o'tadi. Ular giprbolaning uchlari deyiladi. Ular orasidagi |4, 4| =
masofa giperbolaning haqiqiy o’qi deyiladi. B,(0;-b) va Bz(
nuqtalar giperbolaning mavhum uchlari, ular orasidagi |B,B,| =
masofa esa giperbolaning mavhum o'qi deb ataladi. ava b sonlay
giperbolaning hagigiy va mavhum yarim o'qlari deb ataly
Giperbolaning o’qlari kesishadigan nuqta uning markazi deyiladi. .

y= i%x = t-}x = IO?SX.

eti === teng va direktrisalarining
Phaentrisiteti €= 7= % 125 ga g

— 'bx
¢ S o

3:2 4 . S 2 bo’ladi.
T 3,

i radiuslari
{IIperboladagi M(8:y) nuqtanmg, . =fil;a: e o
B g rx =4+ +12508=14 1y = —a+EX
'l I. ’n;,lamasi 5x2 — 9y? — 45 = 0 bo’lgan giperbolaning eksentrisi

$ Ccngle
' imptotalari topilsin. : - poe=e
- V: "«kl'\'i‘;:'o Berilgan tenglamani kanonik ko’rinishiga keltiramiz:
(48 . & 2

tenglamalar bilan aniglangan chiziglarga giperbolaning asimptotalari i
ataladi.

Giperbolaning fokuslari orasidagi masofani uning haqiqiy o

uzunligiga nisbati giperbolaning eksentrisiteti deyiladi va u & bil
belgilanadi. Demak,

2¢
f=—=£>1
a

2a
Giperbolaning M (x; y) nugtasidan uning F; va F; fokuslarigacha bo’lga
masofalar shu nuqgtaning fokal radiuslari deyiladi. Ular uchun

rn =x(a+ex)var; = £(a — &x)
formulalar o’rinlidir.

r T= dan a®=9 va
.. = — - = 1. Bundan @
Byl 9y?—-45=0, 5x2—-9y?=45-"7

— U5 lar kelib chigadi. Bulamni
! . 4 bo'lib, ulardan a=3 va b=V> ol e
:hmirisitctni aniglash va asimptotalar tenglamasini tuzish formulalarig
"n'vumi'/.. Demak,

c Vati+b® _\‘TI y = Exzi
E:—-:—-"-"—a}’ =&
a a 3

w |G

Tenglamalari x = i‘% bo’lgan ikkita I, va [, vertikal to’g'ri chiziq:
giperbolaning direktrisalari deb ataladi. Ularning biri O markaz bilan A,

nuqta orasida, ikkinchisi esa 0 markaz bilan 4, nuqta orasida joylashga |
bo’ladi. '

~ i ing biror
3= - ¥ =1 giperbola berilgan. A(2;15) nuqta giperbolaning b
. LB 9 - - - .
wimtoasida yotish yoki yotmasligini amqlan;g_._ g o
Yechish: Berilgan tenglamadan @ = v‘l(? = 4va
fpamiz. Demak, asimptotalarning tenglamalari

b B
y=i—_-‘;x— -

Agar giperbolaning kanonik tenglamasida a = b bo’lsa, u

tenglama x? — y* = a? ko'rinishga keladi va u teng tomonli giperbol
deyiladi.
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|- tg60” = V3. Demak, biz quyidagi tenglamalar

Shartga ko'ra, A nugta birinchi koordinata burchagida yotgani uchuy

nuqta faqat y=§x tenglama bilan aniglangan asimptotaga 1eg i opi bo'lamiz:

o : : . N a? +b? =16
bo’lishi mumkin. Bu tenglamadagi x va y larning o’rniga A nugl b
koordinatalarini qo’yib, 1.5 = %- 2 yoki 1,5 = 1,5 ayniyatni hosil gily a =N

Demak, A nuqta ko'rsatilgan asimptotada yotadi. 2—4 va b?=12 lami topamiz. Shunday qilib

Wl yeohib, a

4. Uchlari 41% + ‘; = 1 ellipsning fokuslarida, fokuslari esa shu ¢l blaning izlanayotgan 1englz:mast2
ning uchlarida bo’lgan giperbolaning tenglamasi tuzilsin. —’;— - ’ﬁ =
Yechish: Giperbola tenglamasini tuzish uchun uning yarim o’qli B
va b larni topish kerak. Ellipsning tenglamasidan a2 = 16 va b? = 91 A bo'ladi.

ulardan esa a,=4 va b, =3 larni topamiz. Bundan tash
al — ¢ = b} munosabatdan ¢, = V7 ni topamiz. a, > b, bo’lgan
uchun ellipsning fokal o’qi Ox o’qi bilan ustma-ust tushadi. Bundan
giperbolaning hagiqiy o’qi ham Ox o'qi bilan ustma-ust tushishi ke
chigadi. Giperbolaning izlnayotgan tenglamasi

Mustagqil yechish uchun topshiriglar .
| M - 4yr=12 tenglama giperbolani aniqlashini ko’rsating va
farchi xarakteristikalarini toping. - 7
! =21 oy =X,
2 b =3 R(—7:0), R(T:0), 6=y y =%, X

Juvoh: « ! 2
kanonik ko’rinishga

o ! (iperbolaning quyidagi tenglamalarini
a : b i dng . e
ko'rinishda bo’ladi. {y0x° ]6}'2 — 144 :_. 0: .'2) 2t —y2=6
( '.: 2 X ¥
Masalaning shartiga asosan, a, = ¢, = V7 va ¢, = a, = 4. Giperbd o2 - % g BTy,

uchun ¢§ —aj = b bo’lganligidan 16—7=D0] yoki b =9 |
aniglaymiz. Shunday gqilib, giperbolaning izlanayotgan tenglamasi Lliplotalarining tenglamalari tuzilsin.
X2 y?

——cam ] Javob: y = £0,4x. . o -
’ g | 3x? —5y? =28 giperbola bilan 2x —y =8 to'g

N . - . l -n
| 4y’ —25y?—100=0 tenglama bilan berilgan giperbolaning

ri chizigning
bo’ladi.

5. Giperbolaning fokuslari koordinata boshiga nisbatan simmetrik v
Ox o’gida yotadi. Fokuslar orasidagi masofa 8 ga teng. Giperbolanin,

Llshish nugtalari topilsin.
7 3
Javob: (6;4), (3 = —1;).

: & = cntare ohizianine 25x2 — 4y? = 100 giperbola tarmoq-
asimptotalaridan biri Ox o’qi bilan 60 li burchak hosil qiladi. Sh §,y=-5y3to gn. ch!qumng. r"' o il)s’in
giperbolaning tenglamasi tuzilsin. ' |4/l orasiga joylashgan qismining uziniigl tOpYSHi-
Yechish: Masalaning shartiga asosan 2¢ = 8 bo'lib, undan ¢ =4 Javob: 8. - . G e
Giperbolada ¢ =a?+b> bo’lganligi uchun a?+b = 16 bo’ladi 6. Fokuslari (+2vZ:0) nuqtalarda va asimplotalari ==

{iorat bo’lgan giperbola tenglamasi tuzilsin.

Masalaning shartni qanoatlantiruvchi asimptota tenglamasi y = -Ex bo’lib, B e
Javob: x*'—= y&- =4
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7. A(8;—7) va B(-10;-4) nugtalardan o’tuvchi va kool

o’qlariga nisbatan simmetrik bo’lgan giperbola tenglamasi tuzilsin,
Javob: — - = 1.
35 S

8. 9x% — 4y? — 144 = 0 giperbolaning fokuslarini toping va ¢ i
sitetini hisoblang.

Javob: Fl(—Z\"ﬁ; 0); Fz(z\jﬁ; 0); £= 73

9. x* — 4y? = 16 giperbolada ordinatasi 1 ga teng M nugta ol
Bu nuqtadan fokuslargacha bo'lgan masofalar topilsin.

Javob: 1y, =1, 1, =9, |

10. Giperbola uchlarining biridan fokuslarigacha masofalar 9 va |
teng. Giperbolaning kanonik tenglamasi tuzilsin.

l'-chuzma :
~ | -~ v + " parabolaning fokal radiusi deb ataladi. Parabola uchun
=) o' ladi (1-chizma).
) ppx,x* = 2py :
wlarl bo'lib, ular mos ravu?‘h.
g yugori qismida va Oy © qining

A uhlamalar).

¥ r
' \1 x*=1py 1 Xt ==2py
\ l I
y! = —2px . ,
) X cet o ' /0 \

4-chizmna

va x2=—2py lar ham pf.xrab.olamgg
da Ox o'gining chap gismida, y
quyi qismida joylashgan bo ladi

1. =-LZ=1 giperbola va uning direktrisasini yas
Giperboladagi absissasi 5 ga teng bo’lgan nuqtadan uning
fokusigacha va chap direktrisasigacha bo’lgan masofalar topilsin.

Javob: Direktrisa tenglamasi y = +3.2; £=125; r = 10}
d =82 '

12. Asimptotalari y = +x, direktrisalari x = +\ bo’lgan giperbol
ning tenglamasi yozilsin. '

Javob: x? — y? = 12,

i -chizina
sochizma 3-ch

My ruga doir yechimlari bilan berilgan t-opshi‘riqlal.'dan n:ul::;::li?:a_
'l Ox o'qi parabolaning simmetriya 0’qi bc{’hb, umngquc i e
nlal lm;hida yotadi. Parabola uchidz.m t.'okuSIgacha. t.ao gf:\

| Milikka teng, Parabola va uning direktrisasi tenglamasini ?'021 2. -

i Y echish: Dastlab, masala shartiga asosan, parabolaning p P

i iymatini bolaning
= £= =8 p ning bu giymatini para
iz |OF| = 4= 3 4=>p p

3.4 Parabola
Har bir nuqtasidan fokus deb ataluvchi berilgan nuqtagacha v
direktrisa deb ataluvchi berilgan to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masol

i iz. Bu
- ST R S — 2 « 8 ¢ x = 16X ni topamiz.

g A islikdagi : - Lanonik tenglamasiga qo yib y* = 2px . ; ol
o’zaro teng bo'lgan tekislikdagi barcha nuqtalar to’plamiga parabola dé gic Direkirisa tenglamasi x = —2=—3= ~% y
ataladi. Bunda F nuqta fokus, I to’g’ri chiziq esa direktrisa deyiladi. parobala tenglamasidir. am

y? = 2px tenglamaga parabolaning kanonik tenglamasi, p(p > 0] : 4 dan iborat. Lo

i i i 1 A(3;—6) nuqt
i " e 2. parabola Ox 0’qiga nisbatan simmetrik va (

o'tadi, uning tenglamasi tuzilsin.
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Yechish: Parabolaning uchi koordinatalar boshida va u O0x o'
nisbatan simmetrik bo’lganligi uchun uning tenglamasi y? = 2px ¥
y* = —2px dan iborat bo’ladi. Parabola musbat absissali nugq
o’tganligi uchun uning tenglamasi y* = 2px ko'rinishda bo’lishi ravsly
Bu tenglamaga A nugtaning koordinatalarini qo’yib, 36 = 2p « 3 ni

gilamiz. Undan esa 2p = 12 kelib chiqadi. Demak, parabolaning izlan
tenglamasi: y° = 2px = 12x.

Juvoh y? =9x.

.2
Javob: y = X7

3. Uchi koordinatalar boshida bo’lgan parabolaning fokusi F(0; =

Javoh: y = —V3(x
nuqtada yotadi. Bu parabolaning tenglamasini yozing.

h v
Yechish: Masalaning shartiga asosan bu parabola Oy o0’qqga nisbat

simmetrik, uning tarmoqlari pastga yo’nalgan. Shuning uch
izlanayotgan tenglama x? = —2py dan topiladi. %= 4 bolga

~
Javob: ¥y =3 — 7+

uchun p = 8 bo’lib parabolaning tenglamasi x? = —16y bo’ladi.

4. Parabolaning tenglamasi y* = 20x. Uning parametri, direktrisa
va absissasi 7 ga teng bo’lgan nugtasining radius-vektori aniglansin.

Yechish: Berilgan tenglamani parabolaning umumiy tenglamasi bilal

solishtirib, 2p = 20 ekanligini va undan p = 10 ni topamiz. Shunil

- uchun  direktrisaning tenglamasi’ x+5=0 va

r =7 + 5= 12 bo’ladi.

Javob: y% = B(x +
§ y¢ = Bx parabo

radius—vektof

Mustaqil yechish uchun topshiriglar

1. ¥ = 6x parabola berilgan. Uning direktrisasi tenglamasi tuzilsil
va fokusining koordinatalari topilsin.

Javob: x = -3 F (2;0).

2. x+y=0 to’g'ri chiziq bilan x?+ y?+4y =0 aylananin
kesishgan nugtalaridan o’tib, Oy o’qga nisbatan simmetrik bo’lgan

parabola va uning direktrisasi tenglamasi yozilsin. Aylana, to’g'ri Chiz,i_
va parabola yasalsin.

mumkin,

nasini arallel

Javob:y:.."'?';x.___l

8

3. (0;0) va (1; —3) nuqtalardan o’tuvchi va Oy o’qqa nisbatan sim
metrik bo’lgan parabolaning tenglamasi yozilsin.

(' (xo: Yo)
ko' chiriladi. Bund.a '
o' larning yo'nalishi

\ ' - —4x parabolaning

'.hlmhwm nuqtalar g?ometrik o’mi

parllol. Shu urinma tenglamasi t
Javob: x + ¥y +2 = 0.

18
+ 1); —_;

‘ S i
| Koordinata boshidan va = il
oy lashgan nuqtalar geometrik o’rnining tenglamasi t

2).

4 (0,0) va (2; 4) nugtalardan o’m\{cl1.i va Oy 0’qqa nisbatan simmet-
bl'hmln parabolaning tenglamasi yozilsin.

| fokusidan Ox 0°q bils'm 12.0‘“. burch:k :z:ll

S o' ri chizig o'tkazilsin va uning tenglamasi yozilsin hamda

Jpin vatarming uzunligi topils%n.

ir xi likda
4 to'g'ri chizigdan va F(0;2) nuqu’tdan. b-ll' xil uzogh
ning tenglamasi tuzilsin.

_4 to'g'ri chizigdan bir xil uzoglikda

laga o'tkazilgan urinma x +y = 010’ g'ri chiziqqa

§ 4. Koordinatalarni almasht
Kklassifikatsiyasi va ular

Ko'p hollarda berilgan masa‘
{gnplamasini ixcham va qula'y ko
{sekart koordinatalar s'lsteszSIdan
Jylemasiga o’tishga to'g'rl
i-hol. Koordinatalar

A

ko’ chirish.

ylytgmasini _paraliel B=~=moe

flunda berilgan xOy koordinata.xlar
JIstemasining boshi 0(0;0) biror
nugtaga

parallel
ox va Oy
va holati

uzilsin.

irish. Tkkinchi tartibli chiziglar

i kanonik ko’rinishga kelt.irish .

la yechimini soddalashtinﬁh, chiziq
rinishda yozish uchun benlga-n x0y
boshqa bir X0y’ Dekart koordinatalar
keladi.

Bunda quyidagi uch hol bo’lishi

1-chizma




Yol

omlp"

3 J . xlol o
4 uski X0y sistemadagi x va y “°°'dmam-la; o
/ ; . . bo,galanls
‘ ya v' koordinatalar orasidagi - ina
-‘MU‘ ”v" sin® + Xp ;=(x_xn)c(.)sa+()’ }:O;csosa
) e l:( '):’ cosa+ Yo' {Y' = (x —Xxo)sina+ (¥ — Yo
- IR "
{lan ifodalanadi. ) Ll lspans LR
h" 'm.'d:‘rilfo:uar::akli Dekart koordinatalar sistemasida ikkinchi
By g }
Wl it chiziglar umumiy holda 2 2,020 @®
".‘.u'.' :h‘x\(v‘+ Cy?*+2Dx+2Ey+F =0, A7 +B"+C
bilan beriladi. biror nuqtaga
:'I":l koordinatalar boshini 0(0;0) n?q?adan :zts':::kka burish yoki
IIsl ko'chirsak, yoki Ox va Oy o’qlarni e lar sistemasiga o’tsak,
Il¢] ko'chirish va burish orqali yangl koordng:;aba.;iga o
i s lamalar 1 g
kil Iwrilgar{ tenglama quyidagi teng

Il wababli bu yangi hosil bo’lgan sistemani v
hizma),

Mustemadagi x va y koordinatalar bilan yangi x%
1 )" koordinatalar orasidagi bog’lanish
X'+ c=x"—x :
e, {" x’ ®  formulalar bilan ifodalg
O = Vo Y ==

Hhod  Koordinatalar sistemasini

burish. x0y  koordinal
Astemasining boshi 0(0; 0) nuqta o’zgarmasdan, Ox va Oy o’qlar bir
burchakka buriladi. Bunda hosil bo’lgan yangi sistemani x'0y' |
belgiluymiz (2-chizma),

uy

.7 _1 Bu holda @ tenglama ellipsni ifodalaydi.
I lo=

n* <

-

Jontlantirmaydi. Ya'ni u bo'sh to’plamni ifodalaydi. | fois
| = +12-= 0. Bu holda @ tenglamani faqat 0(0;0) nuq
7+ 33 A

a®

i i chiziglarni
ikki ishuvchi to’g'ri chizig
yanontlantiradi va u ikkita mavhum kesis

2-ci1i.uua
Bunda eski x0y sistemadagi x va y koordinatalar bilan yangi x'0

sistemadagi x' va y' koordinatalar orasidagi bog’lanish
{x =x'cosa—y' sina {x' =Xxcosa—y sina

4

y=x'sina+y'cosa’ Y =—xsina+ycosa

formulalar bilan ifodalanadi,

ITI-hol. Koordinatalar sistemasini parallel ko’chirish va burish. Bund
dastlab berilgan X0y koordinatalar sistemasining boshi 0(0;0) bi G
0'(x3;y,) nuqtaga parallel ko’chiriladi. So’ngra hosil bo’lgan x'0'
sistemaning o’qlari bir xil « burchakka buriladi, Natijada yangi h'z
bo’lgan sistemada ham koordinata boshi, ham o’qlar o’zgaradi (3-chizma ).

laydi. ; i bir juft
filklalay (‘: v 0. Bu holda © tenglama kesishuvchi bir ju
i1, Bt B

| chiziglarni ifodalaydi.
‘'1i chiziglarni ifodalay . pr g
¢ 5 LA 1. Bu holda @ tenglama giperbolani ifodalay

a?  b*

-

tenglama bir juft
6.=1=>x*=a?=>x=%a Bu holda © tengl

e .
. 4 9. = 171 1 .f laydl.
Jtikal to’g’ri chiziglarni ifoda - o
e x* é 1=> x2= —a?. Bu h0|d8®englamm“ birorta h .
¢ R aaah
@

q.,m,atlax:tim(l)ayd: x = 0. Bu holda ©® tenglama bir juft ustma-ust tushgan
$.x-=0= R

yertikal to’g'ri chiziglarni ifodalaydi.




9, ;— =1=>y2=)2=>y =1} By holda ® tenglama bir ' (. ,
gorizontal to’g’ri chiziglarni ifodalaydi. ' #
2

By 1 %

¥ 3 36( __.) =36=(x—
10. o —1=> ¥* = —b%. Bu holda ® tenglamani birorta (' L} r Y¥—3 2
nuqta ganoatlantirmaydi.

11. ¥ =0=>y =0, Bu holda @ tenglama bir juft ustmuy
tushgan gorizontal to’g’ri chiziglarni ifodalaydi.

PR, iy’ =1,
-y =y-i ="

. 1.1 : it
Pomak, berilgan tenglama markazi M(; ;-;) nuqtada joylashgan v

’ aylanani ifodalaydi.

12. ¥* = 2px. Bu holda © tenglama parabolani ifodalaydi. i R il '1 b(:falr; m};ni ko’rinishini 0’zgartiramiz:
® ko’rinishdagi umumiy tenglamaning 4,8 va C koeffitsientlarie i Beriigan teng
tuzilgan {hy’ + 25y —32x + 50y —359=0=

A= Ig ?l = AC - B? y 16(x% = 2x) + 25(},2 +[(2}’) ;)235917 ’ '_?59 =0=
AN 25 ; ne' N -

determinanat xarakteristik determinant deyiladi. ] » 16/(x l'l _ 21,] (; ! 1)2’ : 400 =

Agar© tenglamada A> 0 bo’lsa, u holda tenglama elliptik turds o “"(-“' -0+ . :i + 1) = 16(x")425(y")* = 400 =
tenglama deyiladi va u yuqorida ko'rib o'tilgan 1-3  kanonl X" = f —Ly '—2}' o 2
tenglamalardan biriga keltiriladi. X 16(x)" 250" _ 4o e T 1.

Agar @ tenglamada A< 0 bo’lsa, u holda tenglamani giperbol 400 400 - —1) nugtada joylashgan va
turdagi tenglmada deyiladi va u yuqorida ko’rib o’tilgan 4-5 kanon [Demak, berilgan tenglama markazi M(1;—1) nugq

tenglamalardan biriga keltiriladi,

yilim o'qlaria =5, b =4 bo’lgan ellipsni ifodalaydi.
Agar @ tenglamada A= 0 bo’lsa, u holda tenglama parabolik turdy

tenglma deyiladi va u yuqorida ko'rib o'tilgan 6-12 kanon J. Chiziqning ushbu tze nglainaSl b +4)
tenglamalardan biriga keltiriladi. Xy = pui ) ‘boshi deb faraz gilib, yangi
Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar Agar M(@; @) nuqtani yangl sls-te'mar;:-n gektrisalal'iga parallel bo’lgan

1. Ushbu II tartibli tenglamalar bilan berilgan chiziglar ko’rinishin i (|lnr uchun koordinata burchakl:«mnm%_ 1's sh‘ anday bo’ladi?

aniqlang: iziglar qabul gilinsa, tenglamamn_g kc? rinis 1: il T
1)36x* +36y2 - 362~ 24y — 23 = 0; e B i isiomasig, shediste el
2) 16x + 25y2 — 32x + 50y — 359 = 0. iibatan koordinatalari (a;a) va ikkala s'shun b
Yechish: 1) Tenglamani ko’rinishini o'zgartiramiz: urasidagi burchak @ = 45° b? ey Shux'xlng i £r

36x% +36y% —36x—24y —23 =0 = x=x'cosa—y' sina+xp

y=x'sina+y cosa+Ys
formuladan foydalanamiz.

= %
1\ 1 132 % 5. -4so+a=lx’.\/2——y'-\‘5+a
=36[(X—-) ——]+36[( ——) --}_23=o= x=x"'ecos45°—y ¢ sin 2 2
2 4 3 9

2
=36(x2—x)+36(y2—§y)—23=0 =



9y? — 64x — 18y —89=10;

y==x"e sin45°+y’ *C0S45° 4+ q = —: x'e v2 +-l y' *vVZ+a 4 =
2 s -
X 12}r+1 0;

)'Ciki bularni berilgan tenglamaga qo’ysak,
_ ! . -I_ T l r = . 3 X
(2'\' v2 2)’ .VZTQ)Z_(ix'.\fé'_‘_%yl.ﬁ.:—a)z: n'n)"—6x—8y+23=0;
o il e o AR
xr'vaa “}"\fia)=2a-,'_ il g ! 2yf +4x -8y =0.
(=¥'V2 + @) yokix'y’ = —a? ni hosil qilam 1 Koordinata o’ glarini burib, ushbu
. P! - dxy +2y2=24; 2) 2%+ 4xy—y: =12
Musta i acy ; . L % R 2
1. A(3;1) nugqta, koord?r::“?c??h - chun topshiriglar Jilzlglarning tenglamalari kanonik ko’rinishga keltirilsin va egri
bo’lgan yangi sistemada A'(; : "1"; parallel ko’chirish natijasida f Wlar yasalsin.
ko’chiri ; A4'(2-1) nuqlaga o'tadi. Dastlabki: e, o .
o'chirilgan koordinatalar sistemasini Yasang va 4 nuqtani bela-sldabkl'f dvob: 1) 2+ = L2Te% 1.
SHang § Ushbu: 1) x2 — 2xy + y2 — 10x — 6y +25 = 0;

-

Javob: 0'(1;2).
2 % 5 Agar  koordinata boshi A(—1; 3) nuqgta . M 2xy +y2 —4x -4y +3=0 tenglamalar kanonik ko’rinishga
) ) +:y T2x—6y+1=0 aylana tenglamasi \ dga ko,c. ., L lsin va bu tenglamalar bilan ifodalanuvchi egri chiziglar yasalsin.
DRiad Qendey ko'ee Javob: 1) y2 = 4W2x; 2)x+y=2x1 t0’g'ri chiziglar.

Javob: x,* + y,2 = 9,

3. i salaring
burgandKo‘:rdzl?ata ) qlar.lm"g yo'nalishini ma’lum bir o’tkir burchak
0’sha ba, (Z:4) -m{qtamng yangi sistemadagi absissasi 4 ga ten
urchak topilsin. Ikkala sistema va 4 nuqta yasalsi g DOIa
Javob: tgp = 2. TRRR
-

§ 5. Qutb koordinatalar sistemasi
[ ekislikda qutb deb ataluvchi O nuqta va qutb 0’
{ hetllgan bo’lsin. U holda tekislikdagi M nugtaning holati:
|}y @ = £MOP qutb burchagi;
J)r = OM radius-vektor

qi deb ataluvchi OP

4. Koordinata boshini ko’chiri
chirib

Dx*+4y? —6x+8y=3;. 2)y?_gy=  hilan aniglanadi (1-chizma).

3)x? ~4y? +8x — 24y = 24 4)yx2 4 6y - % \ va © lar orasidagi bog’lanishni ifodalovehi d
tenglamalar soddalashtirilsin ] e woglamalarni  o’rganishda musbat va manfiy O _

Ji : 2 ) . T : 1-chizma

avob: 1) x* + 4y* = 16; 2) y? = 4 iy matlarni gabul giladigan 1 va @ qutb

y \ wirdinatalarni garash mumkin.

Nxt—4y?=y4 4)y=121x2
HELET Agar qutb sifatida to’g’ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasining

5. Nugqtalari bo’yi % 3
o’qlarini 4;l°gabul:;:)ylch-a x.y s —4 egri chiziq yasalsin va koordinaj luwhini, OP qutb o’qi uchun esa 0x o’qini gabul gilsak, u holda M
Javob: x2 — y? =’°g’ i chiziq tenglamasi yangi sistemada yozilsin, jitaning  Dekart koor.dinatalari (x;)f) va qutb koordinatalari (7;¢)
2 Jinsidagi bog’lanish quyidagicha bo’ ladi:

6. Quyidagi tenglamalar bi ; .
aniqlang; g lar bilan berllgan egr ChlZIqlanung ko’ rinishint Xx=rcos@, y=r sin;p,
_ r=\/x§+yi,tggo=—

1)16x% +25y2 + 32 — 100y — 284 = p; x'
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Agar ellips, giperbola va parabola fokusini qutb deb olib, qutb o'l
qutbga eng yaqin uchiga qaratilgan yo "nalishga teskari yo naltlnlgan‘

simmetriya o’qini olsak, bu egri chiziglarning qutb koordinatalar
tenglamlari bir xil

Wltatmiz Natijada koordinatalari (%;2) bo'lgan B nuqta hosil

1 chizma).
i/ pugta olib undan OA nur

P
i-&cos¢

ko'rinishda bo’ladi. Bu yerda £ - eksentrisitet, P-parametr. Elh
giperbola uchun P = — bo ladi.

=

. i 9
Wiz v O nugtadan bu nur bilan =
g burchak hosil giluvchi to’g'ri
0'tkazamiz hamda bu to’g'ri
Wi 5 birlikka teng kesma ajratamiz.

Lusmaning  oxiri B(E;S) nuqtadan o

2-chizma A
Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunal

1.To’g’ri  burchakli Dekart koordinatalar sistemasida beﬁ bl

M(1; -v3) nuqtaning qutb koordinatalar sistemasidagi koordinats
topilsin.

i ho'ladi (3-chizma).

n
Yechish: Dekart koordinatalaridan qutb koordinatalariga o'{ 6 >
formulasidan foydalanamiz: 0 AT 4
=JxT+yi= \jlz +(—V3=vIi+3=2 Iy 0 nuqtani olib undan OA nur o’tkazamiz va O nuqtadafl bu nur
¥ 1 y _ v3 Wlan " ga teng burchak hosil giluvehi to’g'ri chiziq o’tkazamiz hamda
cos¢p=;=;,sin<p=':=——2-. ' 4

. - s
- Wuln 4 birlikka teng kesma ajratamiz. Bu kesmaning oxiri D(—7:4)
Demak, ¢ = ;H. Shunday qilib, M(?; 2).

= . Wilndan iborat bo’ladi (4-chizma).
2. Nugtaning qutb koordinatalari (5:4) ga teng. Bu nugtaning to’g’

burchakli Dekart koordinatalar sistemasidagi koordinatalari topilsin.

Yechish: Masala shartiga kora r =4, ¢ =§. Bularni  qut
koordinatalaridan Dekart koordinatalar sistemasiga o’tish formulasig
qo’yamiz:

: 1) Ushbu x?—y? = a? chiziq tenglamasini qutb koordinatalaridagi
=rcos<p=4°cos— 4e=-=2; ? B
3 iwnglama bilan almashtirilsin. ; . . .
38 sm-— =4: 3 ==2V3 Demak, M(2;2v3). Yechish: Dekart koordinatalaridan qutb koordinatalariga o’ts

3.4 (- ; 2) B G ) (— -3 4) nuqtalaring o’rinlari topilsin
Yechish: 1) A0 nurni chizamiz va 0 nuqtadan bu nur bilan = ; &a teng
burchak hosil giluvchi to’g’ri chizigni o’tkazamiz hamda undan 2 bu'

[yrmulasidan foydalanamiz. Buning uchun berilgan tenglamaga x

.y cos@ vay = rsing larni qo’yamiz. . %
oyt =a?,  (rcose)? — (rsing)? =a?  ri(cos’e—sin*p) =

: r?ecos2¢ =a?, ri=——.
pa ! cos2@
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Mustaqil yechish uchun topshiriglar

1. Qutb koordinatalar sistemasida A 0;3), B(E: 2),.C (E ; 3) nuqtal
: 2 q

tasvirlang.

2. A(;I y=R); B(-§:3), C(-:—r; —4), D(—zsil; —3) nuqtalarni tasvil;

3.7 =2 + 2cosg chiziq yasalsin.
4. Quyidagi chiziglar yasalsin:

)7 =3+ 2cos2¢; 2)r =3 - sin3e; 3)r = cos2e.

5. Quyidagi tenglamalar bilan beril
kanonik tenglamalari yozilsin:
Dr=——— Ar=—>r—

2-\3cosy’ 2-Bcosp’ )
o

"

1

gan ikkinchi tartibli egri chizigla

2-2¢osg

Javob: DT +y2 = 1; )T —y2 = q; 3y

6. Ushbu

) x%+y? = 6%:2) xcosa + ysina — p = 0;
3) x2+y? = ax; 4) (x2+y%)2 = a?(x?—y?),

chiziglarning tenglamalari qutb koordinatalaridagi tenglamalari bila

almashtirilsin,
Javob: 1) r = q;2) r = —2

2 2
T= ;4 r° = a°cos2qp.
g o 3)r = acosg; 4) s2¢

VL. BOB. FAZODA ANALITIK GEOMETRIYA
§ 1. Fazodagi ikki nuqta orasidagi masofa. Kesmani berilgan nisbatg; "

bo’lish. Fazoda tekislik va uning xossalari

Ma’'lumki, bizni o’rab turgan borliq -
fazo uch o’Ichovli fazo bo’lib, bizga ko’rinib
turgan real jismlar shu fazoda ma’lum bir
o'rinni egallaydi. Fazoda ularning holatini
aniqlash uchun tekislikdagi kabi Dekart
koordinatalar sistemasi  kiritiladi. Bizga
masshtab birligi bilan ta’minlangan o’zaro
perpendikulyar hamda bitta 0 nuqtada
kesishuvchi Ox, 0y, 0z to’g’ri  chiziglar

A}‘.‘

b4

A=
I
1
, A
|
1
| R T
/’0 X
’
0
/
y ."n‘
1-chizma

inatalar
| herilgan bo’lsin. Odatda bu sistema fazoda Dekart.koorlcti;n::oShi
ol il';di va Oxyz bilan belgilanadi. 0 nuqia koordmata. : “adi,
v‘ A . > 2 2
In‘wl)nr 0'qi, 0y -ordinatalar 0’qi, 0z ¢sa appll(l;atacl)al' Z:' :’);larga
‘ s i holati uning Ox, Oy,
[y biror A nuqtaning . S .
'.l' .::l:u’i (x,,z) uchlik bilan to’la zi\mqlanadl (‘l Chllm"a)deyilib !
l;slrudu (x,v,z) uchlik A nuqtaning koordmat.a ar; Eun ,y :
Yy r) kn'riniéhda yoziladi. Bu yerda x — A nuqtaning s
- . — esa applikatasidir. : |
:'““"L“’ Dekart koordinatalar sistemasi va A(x,.y; ;1).3 (;:)’z z;)
N idagi AB maso
- *1si bu nuqtalar orasidag
' berilgan bo’lsin. U holda ’ .
‘:';llt M\/(gx %)+ 0z-0) + (2 —#)° formula yordamida
=

“"“" z,) vaB(x2,)2 z,) nugtalarni tutashtiruvchi AB kesmani
ALY Y1 % Y2

ﬁ _ | nisbatda bo’luvehi € nuqtaning koordinatalari

Ay Az,
-2 = .'-".:_);,z » 211:)- B. va'ni
R A i . i .
Apar € nuqta AB kesmaning © rtasi bo’lsa, unda AC :
1 - 1 bo’lib, € nugtaning koordinatalari
_ Xytxs

_ntys 31132 poiadi,
XETT 2 ! 2

By + Cz+D =0 tenglamaga fazodagi tekislikning lu:)numlny
il T D o' lJar bo’lib, ular
wn vl’umasi deyiladi.Bu yerda A,B.C .D' 0 zgmas solr:lr aresa e
'ktll'kning fazodagi vaziyatini to’la aniglaydi. x, y, 2
- i i idir.
otuvehi ixtiyoriy M nugtaning koordx.na.nalan i L
V Tekislikning umumiy tenglamasining ba’zi Xususiy
eki
L = *Isin, U holda Ax + By + Cz=10
= 0,C = 0,0 =0 bo’lsin, . : :
I'lt; /:n: ?e‘r?gl:ma bilan aniglangan tekislik koordinatalar boshidan
ho'lib,

formuladan topiladi.

o'tadi. o o
= 0. Bu holda bi
0,B=0D=0,C . . i
;7_, A ¢cg8 bo’lamiz. Bu tenglama bilan aniglangan ;ekISl:l;di :?;
: *a’ri =2 o
ﬁt:::tilaar tekisligidagi Ax + By + D =0togn chiziqdan
0z o’qiga parallel bo’ ladi.




§ - = 0
= Ayx + By +Cz+Ds
Pasnda Ay x + By + Ciz+ Dy 9 Wity 2 _B_G shart

3. B=0,A=0C=0,D=0 bo’lgan holda Ax +Cz+ D L Nea, M =
Jymalar bilan berilgan tekisliklar parallel bolsa, A B G

tekislik Oxz tekisligidagi Ax + Cz+ D = 0 to’g’ri chizigdan o’tib, u
o’giga parallel bo’ladi.
4.A=0,B%0,C+0,D=0.Buholda tenglama By + Cz + D
ko'rinishga kelib, u 0yz koordinatalar tekisligidagi
By+Cz+ D=0 to'g'ri chizigdan o’tuvchi hamda Ox 0'qiga parul
tekislikdir. ‘
5. A=0,B=0,=0,D+0. Bu holda tenglama Cz + D
ko’rinishga ega bo’lib, u Oxy koordinatalar tekisligiga parallel bo’ladi,
6. A=C=0 B#0,D+0. Bu holda tenglama By + D
ko’rinishga ega bo’lib, u Oxy koordinatalar tekisligiga parallel bo’ladi,
7. B=C=0,A#0,D#0. Bu holda tenglama Ax + D
ko'rinishda bo’lib, u 0yz tekisligiga parallel bo’ladi.
8. A=B=D=0,C=0. Bu holda tenglama Cz = 0 yoki Z = |

> e C, =0
ull. Agar ular perpendikulyar bo'lsa A;4; + BB, + C,C;

( Wi bajariladi.

Nt ki islik orasidagi ¢ burchak
Iasodagi ikkita tekasls AA; + B,B; + G,

[ 2 2 2
2 2 +B;"+C
\!A12+Bl + Cy 'JAz 2 *

cosQ =

rdami iladi.
wiiln yordamida topila B )
M,(Xs; Yo;Zo) nuqtadan Ax + By+Cz+D=20

W' lpan masofa  d = 14xo+Byo+C20 Bl g rmuladan topiladi.
Hpan mi

tekislikkacha

VA*+B-+C* l
i - - - a
 + ycosf + zcosy —p = 0 tenglamaga tekislikning norm
oS .

uglamasi deyiladi.

ard
ko’rinishga ega bo’lib, u Oxy tekisligini ifodalaydi. Iu yerda ; el —'B_—c—’
9. A=C=D=0,8=0. Bu holda tenglama By =10 yoki y =| LOS(C = = TaT3pe+C> XEED
ko'rinishga ega bo’lib, u 0xz koordinata tekisligini ifodalaydi. ' . )
" 10.B=C=D= 0.4 = 0. Bu holda tenglama Ax = 0 yoki x = cosy = j—.af—-f—r—‘z—;?v P= T aTi6e+Ct

ko’rinishga ega bo’lib, u Oyz koordinata tekisligini ifodalaydi.
11.A=0,B+0,C+0,D = 0.Buholda tekislik tenglamasini

£+i:+§=1 @

a

4+ ——*_ soniga normallovchi ko'paytuvchi deyiladi. Agmt
i 3 — 0 ko’rinishda bo’lsa, u holda uni

A-+5-+C

' i i Cz+D Ll
Wk inlik tenglamasi Ax + By + : inishes bo ke
yurmal tenglamaga keltirish uchun uni jt ga ko’paytiriladi. ¢ ni 1

'rini i i wo B g Do @ T arshi ilib olinadi.

ko'rinishga keltirish mumkin. Bu yerdaa = e b= 3'C=—¢% P ning, lShOl’&S':?a qt:?;:q A oD uchta M (xy; 13 20)s
8 ir samy" :

® tenglama tekislikning kesmalar bo’yicha tenglamasi deyiladi. Bu yerda l 'V’(td‘az ) va Mj (X33 ¥3i 23) nuqtalardan o’tuvchi tekislik tenglamasi

a,b, ¢ lar tekislikning koordinata o’qlaridan ajratgan kesmalari (2- Malx2i¥2i22) VAT x—Xy Y=W E=5 -

ChiZma). xz 2t} xl yz s yl zz — 21 =

X3—% Ys—Y1 %4

\'rinishda bo’ladi. . x-a y-b _ z-¢ to’g'ri chiziqga
S tadan o’tuvchi va — ="—=
M(xy;y152) nuq ™
; s isli lamasi
«rpendikulyar bo’lgan tekislik teng oA ‘ladi.
Gt — %) + n(y —y) + plz —2.) = 0 ko'rinishda bo'ladi

2-chizma
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Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar
I.A(l_; 2;3) va B(4;2; —1) nuqtalar orasidagi masofa topilsin,
Yechish: AB masofani topish uchun

d=J(@=2)+0n—n) + (2 —2)° formuladan foydalana i
Bu yerda x; = 1,x, =4y, =2,y,=2,2 =3 va z; = —1. Bular
o rmlanga qo’yamiz:
=J@-1)Y+(2-22+(-1-3)2=O0+0+16=V25 =5,
Javob' 5.
2. Uchlari 4(2;1;3) va B(3;5;4) nuqtalarda bo’lgan 4B kesmani 1
o’rtasining koordinatalari topilsin.

Yechish: Agar AB kesmani o’rtasini ¢ deb olsak, u holda uning
koordmatalan o= —11 = ;ﬂ z=0%
; 2

formulalardan topilad fi

243 _ _ -

Demak, x = 2 T &5 y= T =3; z= %4 =3.5. Shunday qilib,

C(25; 3; 3.5).
3: 3x —’ 6}'?‘- 4z-12=10 tenglama bilan berilgan tekislikning

koordinata o’qlaridan ajratgan kesmalari topilsin. |
Yechish: Tekislikning koordinata o ‘qlaridan ajratgan kesmalan

topish uchun uning tenglamasini kesmalar bo’yicha tenglama ko’rinishida

yozamiz.

3x—6y+4z-12=0, 3x—6y+4z=12, Z_& 4= 3
Tt 5 +i=1.Demak,a=4,b=-2,c=3. g
4. Ushbu 2x+y+Cz=0 tekislik C parametrning  ganday
qiymatlarida 4x + 2y + z = 0 tekislika parallel va qanday qiymatlarid ﬂ'
perependikulyar bo’lishini aniglang.
Yechish: Berilgan tekisliklar uchun 4 =2,B,=1,C =C)

4; = = =
. 4, BZ 2, C;=1. Tekxshklammg parallellik shartiga asosan
3

=

S bo lib, undan C =~ kehb chiqadi. Demak, € == bo’ Iganda
teklsliklar parallel bo’ladi. L

Ikkita tekislikning perpendikulyarlik sharti AA; + B, B, + GG, =10
ga asosan 2e4+1¢2+1e¢C=0 yoki C+10=0 bo'lib, undan

Wb ialiklar orasidagi burchak topilsin.

§, 0,0, =1. Bulami ikki tekislik orasidagi burchakni topish
Minulusiga qo’yamiz:

A1A3+81‘82+C1C: l 1+’ 2)'°+2'1 3 — _«L—
i JIteFasyitr 342 42

. 10 kelib chiqadi. Demak, € =—10 bo’lganda tekisliklar

pendikulyar bo’ladi.
A\ x-2y+2z—8=0vax+z—-6=0 tenglamalar bilan berilgan

Vechish: Berilgan tenglamalardan 4, = 1,B, = =2, (; =2, 4, =1,

\I|A11+51:+C12-JA:Z+B-_.:+C:°
omuk, cos@ = w_iz‘ Bunda esa @ = 45° kelib chigadi.

6. My(1;2;3) nuqtadan 2x —2y +z—3 =0 tekislikkacha bo’lgan
Wsofa topilsin.

Yechish: Bizda xy=1=2 2=3,4=2B=-2,C=1,
P 3. Bularni nugtadan tekislikkacha bo’lgan masofani topish
lrmulasiga qo’yamiz.

|Axg+Byp+Cz5+DI |2e1+(=2)e2+1e3-3] _|-2| 2
({ — = — e %
VATHBIHC" ST 3 3

7. Tekislikning 2x —y + 2z — 5 = 0 umumiy tenglamasini normal
wnplama ko’rinishiga keltiring.
Yechish: Normallovehi ko’paytuvchini topamiz va uni berilgan

(iplamaning har ikkala tomeniga ko’ paynramlz.
1 i 1 b 8

p==x VA=+B-+C = VA+L+4 N -\_9- = ;; —x = -y S z _;=

Bunda D = —5 < 0 bo’lgani uchun nonnallovchl ko paytuvchi j ning
[shorasi musbat gilib olindi.

8. Quyidagi M,(0;0;1),M,(0;2;0) va M;(3;0;0) nuqtalardan
o'tuvehi tekislik tenglamasi tuzilsin.

Yechish: Berilganlarga asosan x; =0,y =0,z = 1, 2, =0,
¥, =2,2,=0,x3=3,3=0,23=0. Bularni uch nuqta orgali o’tuvchi
(ckislik tenglamasini tuzish formulasiga qo’yamiz:

x—0 y-0 z-1
0—-0 2-0 0-1|=0,
3-0 0-0 0-1
Demak, berilgan nuqtalardan o’tuvehi tekislik tenglamasi

—2x—-3y—-6z+6=0,

95



2x +3y +6z—-6=0,

Mustagqil yechish uchun topshiriglar
I. Quyidagi berilgan nuqtalar orasidagi masofa topilsin.
1) M;(2;4;3) va M,(3; —=6,-8); 2)M;(-4;0;3) va M(6;0; -7)
3) M5(~2;-4;0) va Me(4;-3;-2);
4) M,(6;-3;-5) va Ms(2;-10;-4).

2. A(3;7:6) va B(2;8;4) nuqtalarni tutashtiruvchi 48 kesmy
—= §nisbatda bo’luvchi € nugtaning koordinatalarini toping.

c8
13 37 28
Javob: (?T—

3.M(6;8;10) vaN(4:12 ; —4) nuqtalarni birlashtiruvchi kesma o'n
sining koordinatalari topilsin.

Javob: €(5;10;3).

4. Agar kesmaning bir uchi A(3;5;7) nuqtaga va o’rtasi C(5; 4
nuqtaga bo’lsa, uning B uchini koordinatalarini toping.

Javob: B(7; 3; -3).

5. Quyidagi tenglamalr bilan berilgan

tekisliklarning :.I. :
joylashganini aniglang.

Dx+y+z-1= 0;2)x+y—-1=0; Nx+y+z=0;
Yx+2-3=0; 5)x—3=0.
6. Quyidagi tenglamalar bilan berilgan tekisliklar yasalsin.
1)5x -~ 2y + 3z - 10 = 10; 2)3x+2y—-2z=0;
3)3x +2z = 6; 4)2z—-7 = 0.
7. Quyidagi tenglamalar bilan berilgan tekisliklarning koordinat
o’qlaridan ajratgan kesmalari topilsin.
N2x+y-z+6=0; 2)2x+3y+62—12=0;
3)3x+2y-4z-24=0; 4)x+3y—-5z-30=0,
Javob: 1) — 3; —6; 6; 2)6;4;2; 3)—3;—6: 6; 4)6;4;2.
8.2x-y+32-9=0; x+ 2y + 22— 3 =0;3x+y—4z+6=10
ekisliklarning kesishish nuqtasi topilsin.
Javob: (1:-1;2).

M.(-1;-2;0) va M(1;1;2) nugqtalardan o’tuvchx. f}::'lda
: ‘4 =‘0 tekislikka perpendikulyar bo’lgan tekislikning
sl yozilsin.

Mol 2x -2y +2z—-2=0. c ol
‘lt:";" ""*2; nugtadan o’tuvchi va x —2y—3z=0 tekislikka
Aol o' Ipan tekislik tenglamasi yozilsin.

' hx-2y—3z—4=0. | s
:“Iwzl(‘l‘B-O) nuqtadan M,(1;3;0),M2(4;—1:2? va M;3(3;0;1)
Salardan o'tuvehi tekislikkacha bo’lgan masofa topilsin.

' 22

:";":’; : G; 1) nuqtadan x — 2y — 2z + 4 = 0 tekislikkacha bo’lgan
ALy 4™
il topilsin.

b: 3. ’ '
lI“Iw‘:l (1;-1;2),M2(2;1;2) va M5(1;1;4) nugtalardan o’tuvchi
vy M » ’ 2 N " '
|likning tenglamasi tuzilsin.
[ : B ' + Z " 5 - 0. . - . -
:"1“)(3;;:@; tenglamalar bilan berilgan tekisliklar orasidagi burchak
WiplIsin. .
|)n-22—6=0vax+2y—4=0, .
oy 75y7—3z—1=0vax—-4y-z+9— _,o‘
Wix -y+2z+15=0vabx +9y —-3z— 14— 0
_ 7= 3y—6z—4=0 .
¥ +2y—4z+17=0va9%x + ; ! ] |
' “Juvob)' 78° 30" arccos0,7; tekisliklar o’zaro parallel; tekisliklar I
p ndikulyar. . N
i mrl(;pckr:e—- 2y +ySz +10=0 va 6x — (1L +Kk)y +.102 — 2 = 0 tekis
[k lar k parametrning ganday qiymatida parallel bo’ladi?
2 3. 3 "
Jl‘;vo:x +3y—5z—8=0vadx+3y- 5z + 12 = 0 parallel tekis
|iklar orasidagi masofa topilsin.
Javob: 2v2. ™ ’ N
¥ ¥ . Z_ 1 tekislikkacha bo’lgan maso
17. A(0;0;0) nuqtadan =+ 2+ 7 11te

topilsin.



JaVOb: 1‘_2. . . . 5 . P .
Ver Uil sistemadan bir marta x ni, bir marta y ni yo gotib va ba’zi bir
Ll larni qilib,
A(a; b;¢) nuqtfg;::::)da :i)’g'ri chiziq tenglamalari ;( \)=_ 1::2 : c;
' ; uv ’ ' = . . .t
i tenglamasi SR e parallel bo'lg 0 Jusll gilamiz. Bu tenglamaga to’g'ri chizigning proeksiyalar bo’yicha
xr=a y—=bh z-—¢ ‘ |«|||n;s'i (c:ieyiiid:. Urzl?:n osongina

= oe—
—_——— =

. m n

ko'rinishda bo’lib 2 m n t oils .
o > unga to’g’ri  chizigni : A ‘ | tenglamani keltirib chigarish mumkin.
deyiladi. P{m; n;p} vektor to'g'ri ¢ Aung: tanoni tengla mi h"m' \ L\Zg_ y-¥1 _ % ya = _ rh 2%

hizigning  yo’naltiruychi vekta . o ms . v

W i'1) chiziglar orasidagi burchak
mym, + nn, + P2

deyiladi (1-chizma).

2

cosp = —
ymi+ n2+pte Jmpt + ny? + 02

p{mnp} muladan topiladi.
- R Apar berilgan to’ g'ri chiziglar parallel bo’lsa, u holda
1-chizma my _ My P
K ik = ms na P>
anonik tenglamadagi har bir nisbatni \, ular perpendikulyar bo’lsa
izigni A sbatni t paramet: " Wit ular perpendikulyar bo
chnzn(]mr;.g Euy;@g, P etrga tenglab, to’g’y e 0 . |
I y ; ,r'zltt: g ; Jiart bajariladi. Bu shartlarga fazodagi to’g’ri chiziglarning parallelik va
z=pt + c perpendikulyarlik shartlari deyiladi.
r-a _¥=b _ 2°¢ y50°r chizigqacha masofa

M (xy,¥:,2y) nuqtadan —2= ="
2 2
_ _pP b m—¢c| P Xp=4
‘x1 <L ‘ Tlln p fl n m

m n
m? +n? + p?

tenglamasini hosil qilamiz, Bu ten
tenglamasi deyiladi.

Fazodagi ikkita Alx
oy ' Y1, 2 o !
to i Chlziq tenglamasi 1. )1 1) va 3(2‘2.)’3,22) nuqm!ardan o’tuve i

glamaga to’g'ri chiziqning parametril

) EOM o | z-z » ; iladi
el — jormula yordamida topiladi.
formuladan tuziladi oy
Fazodagi lo’g’r.i chizigni ikki - Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar
T qni ikkita tekislikning kesishish chizig’j sifatid |. Umumiy tenglamasi
" in. U holda bu chiziq tenglamasi g ax+y—-2z+1=0,
{Alx'f‘gly*-ClZ‘f'D‘:o‘ [BX'Y+ZZ-3=0
2X + : . % e et
i il bo'lgan to’g’ri chiziq tenglamasini kanonik tenglama ko'rinishida yozilsin.

ko'rinishda bo’lib, unga fazoda

deyiladi. Yechish: Berilgan sistemani quyidagicha o’zgartiramiz:

gl t0’g'ri chizigning umumiy tenglamasi
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v

2x+y=z7_

{3.1‘-)':3—1:’ X=2-2 r==cygd (4
2z Sy=7z-9% ’ 5 =

X-04 _ y+22 y=;z~; Z=

-0.2 14
2. 1\11(5;—1;2) va
tenglamasi tuzilsin,

to"g’ri chizignin s
& tenglamasinj tuzi :
; sh formul !
X=Xy F =y 5 e g :
- Yy 2 zy = X5 V+1 z=2 ’ y— e
— Sy — xr=3 y+1 z=2
o ¥2-3 R S 41 gep g = =8
- Kanonik tenglamalari 8 ’ ;
;\: - ¥=0 2+3
bo'l 1 - Ty var=Xtoz
£l " . - - —2 -1
gyan ;]o g'ri chiziglar orasidagi burchak lopilsin
echish: i :
. Benlganlarga asosan m; =1, m, = 2
Pr=1vap,=_1 By ot ok T

larni ikki to’e’ri chizi
formulasiga qo’yamiz: »

.COSw = mimy+n Natp.p e
MY s e 4 L2 = 2244} (=2y41(mpy
ML Wb RN e v e — .3
X 2 +n tip, . A .
@ = 45°, R el e e

4. Kanonik tenglamalari

b =4 Va p, = 2. Bularni ki
. a arni ikki to’e’r
shartiga qo’yamiz: ogn

MMz +mn; +pyp, =0
+8 = ’,.2.‘ =—3‘6+2'5+4‘ = s
s Demak; to’g'ri chiziglar o*zaro perpendikul 4=-18+ 1088
5. Kanonik tenglamalari yar.

X1 _y+3 34
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M-(—2.r.
M,(-3;6:; 4) nuqtalardan o’tuvchi to'g’ri chij

lhot  Berilganlarga asosan, m, = —6,m, = =3,n;, = 4,n; = 2,
Il va p,=4. Bularni to’g'ri chiziglarning parallelik shartiga
yamiz

"y -:= "_1-_-i= p—:-e-zz
My -3 g ns 2 2, o> 4
iy n - . . .. .
Domak, — = ;—‘- = ;l = 2. Ya'ni parallelik sharti bajarilyapti.
s - >

v+ 2y +3z—-13 =0,
° Jx+y+4z—14=0.

0111 chiziq tenglamasi: 1) proeksiya bo’yicha; 2) kanonik ko’rinishda

psilein.

Yechish: Berilgan sistemadan dastlab y ni yo’qotamiz. Buning uchun

“lemaning ikkinchi tenglamasini har ikkala gqismini hadma-had —2 ga

Lo paytiramiz va birinchi tenglamaga qo’shamiz.
r+2y+3z2-13=0, x+2y+3z—-13=0,
Ix+y+4z-14=0] " (-6x-2y—-8z+28=0
Sx—5z4+15=0, x+z-3=0
Uidan esa x = —2z + 3 ni hosil gilamiz.
Navbatda x ni yo'qotish uchun sistemaning birinchi tenglamasini har
I hula gismini hadma-had -3 ga ko’paytiramiz va ikkinchi tenglamaga
yo'shamiz.
x+2y+3z-13=0]-3 {—3x—6y-9z+39=0
{3x+y+4y-14= I 3x+y+4z—-14=0
S5y —-5z+25=0,y+z—-5=0
Bundan y = —z + 5 hosil gilamiz. Shunday qilib, biz Quyidagi
jrocksiyalar bo’yiga tenglamani hosil gilamiz.
x=—-z+3
{y =-z+5
2) Berilgan tenglamani kanonik ko’rinishga keltirish uchun oxirgi
sistemaning har bir tenglamasidan z ni aniglaymiz. Ular z = —x + 3 va
¢ = —y + 5 lardan iborat. Shunday qilib, biz -x + 3 = —y + 5 = z yoki
=1 "=% = 2= tenglamani hosil gildik. Bu tenglamani

101




5

X _i ko'rinishda ham vozish mumkin,
|

Mustagqil yechish uchun topshiriglar

I. Quyidagi nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziglarning tenglamal
tuzilsin. '
Mi(3;-1;4) va Ma(1;1;2);
Ms(2;6:8) va Me(3;7:-2);
2. Kanonik tenglamalari.
x=-1 y-3 44

M3(2:4;6) va Ma(3:-2;4);
M(-4;-2;3) va Ms(2:-4;-7).

A —— = — = —
& -3 V2 2 = 7

bo’lgan to’g’ri chiziglar a parametrning qanday qiymatida o’zas

perpendikulyar bo’ladi?
Javob: 2.

3. My(3:-1:4) va M2(2:3;6); nuqtalardan o’tuvchi to'g’ri chiziq
parametrli tenglamasi tuzilsin.

Javob: x=—-t+3

{ y=4t-1

X z=2t+4

4. M(3;2;5) nuqtadan o’tuvchi va N{ 5;1;7} vektorga parallel bo’lgan
to’g'ri chiziq tenglamasi tuzilsin.

Javob: iy _3

5

1 - B

5. M (5;1;7) nuqgta orqali o’tuvchi va 3x + 2y + 5z = 0 tekislik ;
perpendikulyar bo’lgan to’g'ri chiziq tenglamasi tuzilsin.
Javob; 2 =22 27

3 2 £ "
R4 y z
6.-=-—=-

= to’g'ri chizigning x =z + 1,y = 1 — z t0’g’ri chiziqqa
perpendikulyar ekanligi ko’rsatilsin.

7. M(-4;3;0) nuqtadan o’tuvchi va
{x—2y+z—4=0
2x+y—z=0
to’g'ri chizigqa parallel bo’lgan to’g’ri chiziq tenglamasi tuzilsin.

x+4 -3
Javob: —1' e At

3

UI.‘ N
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M(2:-3;4) nugtadan 0z 0’qqa tushirilgan perpendikulyammg
N M(2:—3;

Jyinsi yozilsin.

Javob: 3x +2Y = 0,z= ﬂ:;

it I =2 _ ¥ I parallel to'g’ri chiziglar
2 y - — ——
=" " M 2 2
1 .
g masofa topilsin.
W2

Juyob: 5
2x+y +8z— 16 =0,
‘"'1 _2y—z+2=0. - gl
; I\i:iﬁq ten);lamasi: 1) procksiyalari bo'yicha; 2) kanonik ko
11 chiz

W
ilsin. s _yk_3
| Javob: Iy x = 6—32, ¥ = —2z+4 2) :30 TR
2x—=y—71=0 ya {Sx—2y+8~
I { g = z=3X
2x—Z + P
W' chiziglar orasic:agi burchak topilsin.
2

Javob: cos@ = 71

yhi _¥r2 T go'gr chiziqqacha
12, M(2:-13) nuqtadan 2 :
|

' |pan masofa topilsin.
15
Javob: 0,3v38. =1 _y=i _ 2% yoeni chiziggacha o’ lgan
13. A(0;0;0) nuqtadan —— = 75 =

[isofa topilsin.

= =2x to'gri chizigqacha
:0; dan y=2x+1, 2
14, M(3;0;4) nuqta
o'l gan masofa topilsin.
Javob: d = Vi7.

isli idagi munosabatlar
§3. To'g’ri chiziq va tekislik orasidagi m

. e
v-a _y=2 _ 7€ 1 o°ri chiziq bilan Ax + By+Cz+D

m n b

\ckislik orasidagi burchak:




[Am+8n+Cp| [Am+8Bn+Cp|
NP VAZT4+BT+C3mitnTip?
Ularning parallellik sharti;
Am +Bn+Cp = 0.
Ularning perpendikulyarlik sharti:

sina =

To’gri chiziq bilan tekislikning kesishish nuqtasini topish uchun ta*
chizi tenglamasini x=mt+aqy=nt+b,z = pt +c¢  paramel
ko’rinishda yozib, tekislikning Ax + By + Cz+D = 0 tenglamasid
x,y,z larning o’rniga ularning ¢t ga nisbatan yozilgan ifodalarini qo’y4a n
Hosil bo’lgan tenglamadan ¢, ni, so’ngra kesishgan nuqta koordinatalg
Xg,Yo,Zp, Ni topamiz. 1

M(xy;y1:2,) nuqta va ‘"—l“ =Z==7=C to'gri chizigdan o'tgl
tekislik tenglamasi

X=Xy Y=Y 2-—2z
a”‘l’l b—yl C—Zl

m n v

dan topiladi.
x—-a y=b 2-c SRy SLsE .
e e to’g'ri chizigdan o'tib Ax + By + Cz+ D ={

tekislikka perpendikulyar bo’lgan tekislik tenglamasi
X—a y—-b z—c

m n P

A B C
formula yordamida tuziladi. Berilgan M, (x,;y,;z,) nuqtadan o’tib
berilgan Ax + By + Cz + D = 0 tekislikka perpendikulyar bo’lgan to’g’ri
chiziq tenglamasi

=0

X=X Y—n _=—g
A B C

dan iborat bo’ladi.

Berilgan M, (x;;y,;2,) nuqtadan o’tib, berilgan %___sz-c:

- - - - n T
to’g’ri chiziqqa perpendikulyar bo’lgan tekislik tenglamasi
m(x —x;) +n(y =) +plz—2) =0
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yordamida wziladi.

"

—< X=gy _ y=by _

’ Shas x— y=b
Nuu'um ikkita \”—‘G='——=

n b my nq

Slatning bir tekislikda yotish sharti

Ny h — bl C—=Ci
1 n p | =0 daniborat.
", ny Py
. sugn doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar
), - - z_——: tog'ri chiziq bilan 2x +y —2z—-6=0 tekislik

oyl burchak topilsin.
Vochish: Berilganlarga asosan 4 =2,B=1C=-2m=1n= 2

RTXC 2. Bularni to’g’ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchakni topish
Buiilnsiga qo'yamiz;

|Am+Bn+Cp| _lzasr2+(-2)(-2)|

= VAT FBI4C 2 midns4pe T JarisdItata

Y o
B

N
Bundan ¢ = arcsing kelib chigadi.

y MM _ ¥t 273 4o chizigni 2x + y — z = 0 tekislikka parallel
2 -1 3
Chunlipi isbotlansin.

[sbot; Berilganlarga asosan, m=2n=-1,p = 3,A=2,B=1,
| 1. Bularni to’g’ri chiziq bilan tekislikning parallellik shartiga
yu'yamiz: Ya'ni,

Am +Bn+Cp=0=222+1-(-1)4+(-1):3=0=24-1-3=0

y X Y2 2 kanonik tenglamadagi n parametr qanday giymat
3 n -

qabul qilganda, u umumiy tenglmasi x —3y + 6z+ 7 =0 bo’lgan
lekislikka parallel bo’ladi?

Yechish: Bizda m=3n=np=-2A=18B=-3 C=6.
[Vularni to’g’ri chiziq bilan tekislikning parallellik shartiga qo’yamiz:
Am+Bn+Cp=0=21-3+1:(-3)n+6:(-2)=0=3-3n-

12=0=>-3n—9=0=>n= -3,
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4 ind S z=3
s U o e 1OMH ohisia i
i = - 21q bilan 3 — 2y +cz 4+

s ndikulyar bo’lishi uchun ¢ parametr qanday by

B=_
sharti

82 qo’yamiz. U holda, = = =2
m
Javob: 2,
2

5.M(1;1;1) nuqtadan va

tekislikning tenglamasi tuzilsin
Yechish: Beri]

m n 5 i
Ix—l Y= 73 : ’
1 2 6 —
=0,
4G-1)+ 50" ZI
*—=1+5(z-1)+ 180y —
oSy + 18{y 1)—6(2‘1)—30(x—1)~

4x~4+52-5+18y
—26x+16y‘z+11 =0,26x

6. My(~2;1;-5)

+ 4 —9) nuqtadan o’tib, 3
perpend 546 5 OX ~ 4y + 67 4 1-= —_—
"PYl;clhliu:lyar bo’Igan to’g’r chizigning tenglama:i tuz.;sl 0rtekish

ish: : in.

e o 0 tekislikka perpendikulyar bo’lgan,t ] n.g,
glamasini tuzish formulasj *=*: ¥V zez OETl ¢ (
Bizda x, = _> = 4 BT at dan foydalanamiy
x={-2) 2 Y1=1 2z =-5 4= 3.B=—4 3
uchun ? =¥1 - z=(~5) 42 Z45 nE=6 bo’lgaﬂ“ .
-4 — et s Xy

6: W =3

Yechish: Berilganlarga asosan
2,C = C. Bulamj to’g’ri chiziq bilg

x=2

3

—18-62+6-3

X1
-4

m=

B e
n p
:m:-ﬁ

X

-7

2

Ox+30—2y+2=0,
—l6y-.'-z—11=0.

Mn=4p= -3,4

n tekislikning Perpendikuly,

to’g’ri chizigdan o'

tekisliknj;

. MI(5,7,4) nuqtadan o'tib, ?_g_zsj to’g'ri chiziqqa

Hhkulyar bo’lgan tekislik tenglamasi tuzilsin.
whinh: Berilgan M, (x;;y:;2;) nuqtadan o’tib, berilgan % =
,.‘ to’g’ri chizigga perpendikulyar bo’lgan tekislik tenglamasini
formulasi = mx—x,) +nly—») +plz—-2z,)=0 dan
lnmiz, Bizda m=6, n=2, p=3,x=5y =72 =4

il uchun 6(x-5)+2(y-=7)+3(z-4)=0 yoki
L ly 4 3z — 56 = 0 bo’ladi.

B 'l' fl = %5 to’g’ri chiziqdan o’tuvchi va 2x +3y —z =4
Wikki perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.

Yochish: Berilgan to’g'ri chizigdan o’tib, berilgan tekislikka
pendikulyar bo’lgan tekislikning tenglamasini tuzish formulasidan
Malpnamiz, Bizda m=1,n=2,p=2,A=2,8B=3,C =-1,a =1,

|,¢ = —2 bo’lgani uchun

f~a y—b z-c¢ x—1 y+1 z+2

n n p |=0, 1 2 2 |=0,

B C 2 3 -1

Hx-1)+3z+2)+4(y+1)-4(z+2)-6(x—-1)+y+1=0,
W1 2+3z+6+4y+4—4z—-8~bx+6+y+1=0,
iy + 5y—z+11=0, 8x—-5y+2z—-11=0.

g 2o ¥TE_ITE X3 YT I8 o chiziglar bir tekislikda
5 2 4 2 3 5
pulndimi?

Y echish: Fazodagi ikki to’g’ri chizigning bir tekislikda yotish shartini
bujurilish yoki bajarilmasligini tekshiramiz. Bizda a = 2,b=3,c =6
W e3b=16=5m=5n=2p=4m=2,n,=3,p, =6
' lonligi uchun
i b-b c—¢ 2-3 3-1 6-5 -1 2 1

" n p |=]| 5 2 4 |=|5 2 4=
m, ny D1 2 3 6 2 3.6
12+15+16—-4+12-60=-33. —-33=0.

Demak, berilgan ikki to’g’ri chiziq bir tekislikda yotmaydi.



Mustagqil yechish

LEZLpa a0 R NERED Opakiilar x =3z 4
o 3 -1~ 3 t0°g'ri chiziq bilan » + I . { " to’g'ri chiziglarning kesishish
oras;dagl burchak topilsin, Y+v2z—-4=9 tekis ‘ y=z+2
avob: 30° ' .
e T b (1,31
Orasidag; burc!;:kt ll .to &1 chiziq bilan x + YW2-z+1= 0 tekis | et to’g’ri chizigning x +2y + 3z — 29 = 0 tekislik
Javob: 30° Opilsin. E Wi hesishgan nuqtasi topilsin.

lwvob: My(6;4;5).
12 y=3x—-122z=-3x+2 to’g'ri chiziq bilan

3. = 1 | t
...,}“:-—]—2:2=6t 1o’ o’ri "
> g1 chiziq bilan 5.
9 bilan 248 g Ly + z— —4 = 0tekislik orasidagi burchak topilsin.

2 = 1 = 0 tekislikning kesishi
k S
Javob: a, (2; _3. 6g) esishish nuqtasi topisin,

; 1
R lpyob: sing = 7

g 2 -3 T ; 0°g'i chiziq va Ay
0'Zar0 perpend; ik 8y +32-5= 0 eiigl
o PerPendikulyar bolishi uchun A va & . kish § 4. Ikkinchi tartibli sirtlar
qilishi kerak? Qanday giymatlari aaly .
qabt Ax? +By? + Cz? +Dxy +Exz+ Fyz+ Gx + Hy +Kz+L =0

Javob: 4 = -3, B=45

5_ &2 :"-2_2"#3
3 — = ——

paralial bt :Chun_z to'g'ri ChiZiq X=3y+62+2= 0 tekislikk
: n ]
Javob; 3 parametr qanday qiymat qabul qilishi kerak?

wnplamaga ikkinchi tartibli sirtlarning umumiy tenglamasi deyiladi. Bu
pnde A +B% +C? +D?+ E? + F? = 0. Agar bu tenglamaning chap
wmonini F(x,y,z) orqali belgilasak, u holda uni F(x,y,z) =0
L tinishida yozish mumkin.

6. Mo(2;5; —7) nuqtadan o'tuvchj ya X3 — ¥-2 _ =-s Agur. ikkinf:hi tartibli sirt tenglamasi F (x,.y., z) = 0 .da .o’.zgamvchi‘-
parallel bo'lgap, t0'g'ri chizi 5 3 o tolgd chizigqa B lurdun birortasi qatnashmasa, bunday sirt silindrik sirtni ifodalaydi.
PRSI i !zzig tenglamasi tuzijsip, ] Musilan, F(x,y) = 0 silindrik sirtni ifodalaydi. Uni geometrik tasvirlash
7. M AT o uhun F(x,y) = 0 ning grafigi chizilib, uning har bir nuqtasidan 0z o’giga
perpel; dikfu(s; ll; 7) nuqtadan O’tuvchi va 3y 4 2y +5 perpendikulyar chiziq o’tkaziladi. F(x, y) = 0 tenglama ko’rinishiga qarab
Yar bo’lgan t0’g’ri chizignj YT 32=0 tekislikka \kkinchi tartibli silindrik sirtlar quyidagi turlarga bo’linadi:
Javob: 25 _ y=1 W :;% chizigning tenglamas; yozilsin, ' = ; ¥2 q 4 g g 5 3 et spia
g =3 3y_2 zz__ 5 - Na+a= 1 tenglama bilan aniqlangan sirt eliptik silindr deyiladi
e TR — t0’g’ri chizi bilan x (| -chizma).
kesishi g qblanx +y—z 43 = PP TS TOe s 2 2
Jal::bm:ta(s' topilsin. 0 tekislikn e 2. i; - %—5 =1 tenglama bilan aniglangan sirt giperbolik silindr
- Mo(18;5; 26). iladi i
9. A(2: 1. 0) nu deyiladi (2-chizma).
oo dladanx = 3z g, - 3.yt=2 lama bilan anig] irt parabolik silindr deyiladi
perpendikulyarning te > 'Y = 2210°g"ri chizi - . ¥? = 2px tenglama bilan aniglangan sirt para silindr deyiladi
n o qqa tushi ‘ ;
Javob: X2 _ & —glazmas, Yeelon. rilga (3-chizma).
-3 a = ;,
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v PAIFERIEICS -. v

2-chizma

3-chizm
x? y? 22

#te e
tenglama bilan aniglangan sirt konus deb ataladi.

Agar P,(xg,¥a,2,) nugta konusga tegishli bo’lsa, u holda

nuqtadan o’tuvchi x = xyt, ¥ = yt, 2= 2t (t € R) to’g’ri chiziq
konusga tegishli bo’ladi (4-chizma).

\ oz

A

¥

4-chizma
Odatda bu chiziglar konus yasovchilari deyiladi.

Ager konusni z = h tekislik bilan kessak, kesimda = +

=L ollip
hosil bo’ladi.

Konusni x =h yoki y = h tekisliklar bilan kesish yordami ':

kesimda giperbolalar hosil bo’ladi.

Fazodagi M(e,b,c) nuqtadan bir xil r uzoqlikda joylash

nuqtalarning geometrik o'rni sfera deyiladi. Bunda M nuqta sferanin
markazi r esa sferaning radiusidir.

Sfera ta’rifiga asosan,

110

) o A NB e AR
)+ (y—=b) +(z : T
mm‘n hosil gilamiz. Bu markazi M(a, b;:g n;xq;z(l:dr;c:t\;s;;r bg:Shida
2 idi ar sfera markaz .
‘ ""“‘. ““gla“;ai‘d;r; AOg bo'lsa u holda uning tenglamasi
L yw'ni a=b=cC"— bo't
1, » = r? ko'rinishda bo ladi. " e o
' :u .ui o'zaro perpendikulyar uchta yo'nalish lbo y;t”\‘a
"l‘ - - .. - - , n
ms:mvulush (cho’zish yoki sigish) natijasida hosil bo’lga
nid :I;-viladi va uning tenglams! )
' xz yl Z.
—_— + — 2 ;
kg asidi i lamast
Sinishda bo'ladi. Bu tenglama elhpsondn.mg ‘l:a(?og‘(ch:_‘:i)
.lhult a. b, c sonlar ellipsoidning yarim o’qglari deyiladi

5-chizma .
; i i ikdir.

:Ilipsoid koordinata o’qlariga nisbatan sxmmetnku |mhm:la o

Fllipsoid Ox ©o’qini (a;0;0) va (—-(1-;0:0) nuq 0.0._0’) bl

b '0) va (0; —b; 0) nugtalarda 02 o’qini (O"’O;c) o (“.’ < bo'lib, uning
(\“. ‘r Ellipsc;idning 2 = h tekislik bilan kesishmasi ellip: :
euadn, B
{enplamasi

SYgE - &
lo'rinishda bo’ladi.
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" "= _ 4 (englama bilan berilgan bir pallali giperboloidni
=

' 0

) iekisligh 55 + 55 = 5 + 1 ellips bo'ylab kesadi

Oxz tengsizlikda x?=2pz, y =0 tenglama bilan berily
parabolani 0z o'qi atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan sirt paraboly
deyiladi (6-chizma). :

x?+y?= 2})2 tenglama paraboloidning kanonik tenglamasi deyi a

,
- >

2z2=—=+~—
a2

5z tenglama bilan aniglangan sirt elliptik paraboly

""" _ 1 giperbolani 0xz tekislikda 0z 0'qi atrofida aylantirishdan
e

-

I " _ 1 giperboloid hosil boladi.

" c*

deyiladi.

> :

by 4 ~Z =1 tenglama bilan berilgan bir pallali giperboloidni
" b* ' , : . )
~ || # b tekislik bilan kesish najasida giperbola hosil bo ladi.
. NS TR S o
] y || = b bo’lsa, u holda kesimda = e (= 0 to'g'ri
Siislilar hosil bo’ladi. ' i T
I\ir pallali giperboloidning har bir nuqtasidan ikkita to g'rl ctrlzu?
w i, Odatda, bu to’g’ri chiziglar giperboloidning yasovchilari deyiladi

| thizma).

o N ; K
2z= =7 — 2 tenglama bilan berilgan sirtga giperbolik paraboloid

ataladi.

. x? + y? = 2pz tenglama bilan berilgan aylanma paraboloid 0z 0’qi|
nisbatan simmetrikdir. 4

-
- -

2 ¥ i
2=+ 52 elliptik paraboloidni z = > 0 tekislik bilan kesis
natijasida kesimda :—, + ;3 = 2h ellips hosil bo’ladi,

B "
.

_ 3 b - p! . .
2= a5 giperbolik paraboloidni z = h tekislik bilan kesils;

kesimda ;- - ;— = 2A giperbola hosil bo’ladi.

7-chizma 8-chizma .
Ikki pallali giperboloidni z = h tekislik bilan kesish natijasida
kosimda
X2 y: R

a2 i 2
¢llips hosil bo’ladi (8-chizma).

6-chizma

ot Ty~ z=1 tenglama bilan aniglangan sirt bir pallalj
giperboloid deb ataladi. Bu yerda a, b, ¢ giperboloidning yarim o’qlaridir,
T Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar

|. Markazi C(2;—5;1) nugtada radiusi R =3 bo’lgan sfera

lenglamasi yozilsin.

— =1
_ a? e
tenglama bilan aniglangan sirt ikki pallali giperboloid deb ataladi.

+b—2—
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Yechish: ¢ nuqtaning koordinatalari va
sferaning kanonik tenglamasi (x — a) +(y
qo’yamiz.

Bizda a=2, b=-5,

radiusining  qiyny
-0 +(z-c)?=Q

c=1 va R=3, De
(x=22+(y - (-5))° + (z—1)? = 32
=>(x—2)2+(y+5)2+(z-1)2=9.

% xz-!-y2+22—2x+4)'

— 6z +5 =0 tenglama sfera teng ")
ekanligi isbotlansin.

Isbot:  Berilgan tenglamaning  chap
0’zgartiramiz:

x2—2.r+1—1—‘)'2-.=-4y+4—4+22—6z+9—9+5=0{
yoki (x-1)2+ (y+2)? 4+ (z— 3) =32, Bu
€(1;-2;3) nuqtada va radiusi R
tenglamasidir.

3. Birinchi sirt markazi €(-1;-1;0) nuqtada va radiusi R, = 5 §
ikkinchi sirt markazi €(1;1; 3) nuqtada va radiusi R, = 4 ga teng bo’lgy
sferadan iborat. Uchinchi sirt esa Oxz tekisligidan 3 birlik masofada yota

va Oxy tekisligiga parallel. Bu sirtlarning kesishish nuqtalari topilsin,
Yechish: Berilgan masala

(x+1)2+(y+1)2 452 = 25,
z(x-l)z-f-(y— 1)2+(z-3)% = 16,

tomonini  quyidagig

tenglama mark
=3 bo'lgan sferaning kanoy

z2=3
sistemani yechishga keltiriladi. Dastlabki ikkita tenglamaga z = 3 )
qo'yib,

{x2+y2+ZX+2y=14. { hootl etk G N
xP4+y? —2x —2y =14 ™ hosil gilamiz. Sistemaning birinchj

tenglamasidan  ikkinchi tenglamasini  hadma-had ayirib, x +y =
tenglamani va birinchi tenglamasiga ikkinchi

tenglamasini hadma-had
qo'shib, x? +y? =14

tenglamani hosil qgilamiz. Hosil bo'lgan
tenglamalami yechib, ikkita (\"7;—\”7;3

) va (—V7:v7: 3) nugqtalarni
topamiz.
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Mustagqil yechish uchun topshiriqlalz'
Ly y? 4+ 22 3x+5y—4z=0vax’+y*+z =l;2az
' . . } ; T I - - - - . in.
I iilar bilan berilgan sferalarning markaal) v: ra;h;sn—tc:zpl
5;,—2,5; IR =3DS; Z)C ; la ’ o )
. ”26(1'2'2 2,:52—) 0.x=0,y=0,z=0 tekisliklardan hosil
‘ ‘ + . = 2 > - - - . . - G
. | |: ir \c«;,ming ichiga chizilgan sferik sirtning tenglamasi yozilsin
) lotre iy
Jvob: (x —1)2 + (+ 1D?+(z—1) 1‘ il B
| I(-4;0;0) nugtaga nisbatan A(2;0;0) n q gl k
1O hu’lg'an nugtalar geometrik o’rnini tenglamasi yozilsin.
Javoh: x? + )'z + 22 =28x. o
x*+yt+ 2t =a aylanadan va (a;a;a) nuqtadan ©
b 1+ y+z=a .
Sk sirtning tenglamasi yozn(lsm. 5
| x2+y2+22—alx+y+2)=0. -
:“V“b' J\a y -) 0 to’g’ri chizigdan va y0z tekisligidan teng uzoglash
v\' - y % . - -
i1 nugtalar geometrik o’mining tenglamasi yozilsin.
: '2 3 zax 8 xz. - - . -
"““’E" : y? + 28 —2ax = 0 sfera tashqarisida chizilgan, yasovchilari
6, x°+ —

’qqa: i llel uchta
W ravishda: 1) Ox 0'qqa; 2) Oy o’qqa; 3) Oz o'qqa para
Jlindrik sirtning tenglamalari tuzilsin.

= ; 24 52 =q2

avob: 2 g2 =2qx;2)x* +2° = 2ax;3)y . , :

-.'}“"0;": )yf + zf— 2x + y — 3z = 0 sirtning markazi ¢ dan o’tuvchi
SX

(( 10'g’ri chizigqa perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.
v OC

avob: 2x —y +3z—7=0. . 24 e
i“?())'-B :0) nuqtaga nisbatan koordinatalar boshl.dan 1kk1 barobar uzogq
| lu.)’lg,an,nuqtalar geometrik o’rnining tenglamasi yozilsin.
Javob: x2 + (y +4)? + 22 = 4. . . g T
9. Uchi koordinatalar boshida va yo'naltiruvchisi x* + ¥ ;
Jun iborat konus sirt tenglamasi yozilsin.

2
xz""_'v'z = i:
Javob: — e

10. x2+(y—a)*—2z>=0 konusning uchi va uning z =4
\ckislikdagi yo’naltiruvchisi aniglansin.
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Javol3: (O;‘a; 0). yo'naltiruvchi aylana z = g, x2 + (y—a)=q?

N ¥ 3
1. =+ -z = L.y =0 ellipsning 0z 0°qi atrofida aylanishidan hogl

bo’lgan sirtning tenglamasi yozilsin.
xiay? 22

Javob: —— + = =1,
2 P
l LZJ_ﬁ _Li— 1 1
s T3 T3 =1 sirt yasalsin va uning: 1) z =3, 2) y =1

tekisliklar bilan kesimlarining yuzlari topilsin.
Javob: a) 3,84ir; b) 2o
4

- 2
- - 45
13. = —-=
73

g -2 = 1, ¥ = 0 egri chizigning: a) 0z 0'q; b) Ox 0’q atrofid
aylanishidan hosil bo’lgan sirt tenglamasi yozilsin, o

' ey 22 ) ! R
| 'Javob. a) — ~ ;2= 1 (bir pallali giperboloid), x—:—-} =
(ikki pallali giperboloid). : &

14, —4+IL I

1 T3 T3z 1 giperboloid yasalsin va uning (4;1;—3)
nuqtadan o’tuvchi yasovchilari topilsin. |

]
—-

.’.

3
2

Javob:

MiNe |

P
ol R

¥
2

topilsin.
Javob: 2y = +3z.

16. z = 22 tekisli 0;
5 tekislikdan va F(O,O,Z) nuqtadan teng uzoqlashgan nuqtalar

geometrik o’rnining tenglamasi yozilsin.

= PR
Javob: z = q — =22

2¢
17. s v 5 =2 elliptik paraboloidning  koordinatalar boshidan

o’tuvchi doiraviy kesimlari aniqlansin.
Javob: 4y = +3z,
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§ 5. Vektorlar va ular ustida amallar. Vektorlarning
skalyar ko’paytmasi

Sonli  giymatlari  bilan to’liq aniglanadigan Kkattaliklar skalyar
Lulinliklar deb ataladi.

Ilam sonli qiymati, ham yo’'nalishi bilan aniglanadigan kattaliklar
sohtor kattaliklar deyiladi.

Skalyar kattaliklar a,b,c,... kabi harflar bilan, vektor kattaliklar a, b,
 yoki bu harflarni galin bo’yalganlari a, b, ¢,... bilan belgilanadi.

Gieometrik nuqtayi nazardan vektorlar yo'naltirilgan kesmalar singari
yurnladi. Boshi A nugtada va oxiri B nuqtada bo’lgan yo'naltirilgan kesma
lilun aniglanadigan vektor AB kabi belgilanadi. Bunda A nuqta vektorning
honhi, B nuqta esa vektorning uchi (oxiri) deyiladi. Bu yerda AB
kesmaning uzunligi vektorning modulini ifodalaydi, ya’ni |48 I=|E|.

IHar qanday a vektorning sonli giymati uning moduli yoki uzunligi
deviladi va |a| kabi belgilanadi.

Boshi va uchi bitta nugtadan iborat bo’lgan vektor nol vektor deyiladi.
I Ining moduli |0]=0 boladi.

Bir to’g’'ri chizigda yoki parallel to’g’ri chiziglarda joylashgan
vektorlar kollinear vektorlar deyiladi.

Nol vektor har ganday a vektorga kollinear deb hisoblanadi.

Quyidagi uchta shartlar bajarilganda a va b larng teng vektorlar
ulcyiladi:

1. a| | b, ya’ni bu vektorlar kolliniyar;

2. |a|=1bl, ya’ni bu vektorlar bir xil uzunlikka ega;

3. a va b vektorlar bir xil yo'nalishga ega.

a vektor OX 0’q bilan ¢ burchak tashkil etsin (1-chizma). U holda
vektorning bu o’qdagi proyeksiyasi shu vektor uzunligini ¢ burchakning

kosinusiga ko’paytmasiga teng bo’ladi. Ya’ni M
prx=lal - cos@=|al : cos(@ OX).

Bir necha vektor yig'indisining o’qdagi y. :
proyeksiyasi qo’shiluvchi vektorlar LA X
proyeksiyalarini yig’indisiga teng; 0 N -

1-chizma
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T "' 3 a

pr(d +8) = prd+ prb.
Bitta yoki parallel tekisliklarda joylashgan uch va undan ortiq vek
lar komplanar vektorlar deyiladi.
. a vektorni A songa ko’paytmasi deb quyidagi uchta shart bilan g
nadigan yangi bir ¢ vektorga aytiladi: '
1. |<c|=‘lll *lal, ya'ni @ vektorning uzunligi | 1| marta o’zgaradi.
2.¢|| @, ya’ni bu vektorlar kollinear;
) 34. 4> 0 bo’lsa, ¢ va @ vektorlar bir xil yo’nalgan, 1 < 0 bo'l
€ va a qarama-garshi yo’nalgan. 1
Vektorlarning songa ko’paytmasi quyidagi xossalarga ega:
é) A(Ba) = B(Aq). 2) (A £ B)a=Ad + Bd. 3) 0 G=0.
—1)a vektor a@ vektorga qarama-garshi vekt iladi 7 ka
i ektor deyiladi va —q kal
a va b vektorlarning yig'indisi deb ABCD parallelogrammning
uc_ljldan chiquvchi diagonalidan hosil qilingan AC vektorga aytiladi va |
+ b kabi belgilanadi (parallelogramm qoidasi) (2-chizma).

2-chizma

Bu yig’indini uchburchak qoidasi deb ataladigan quyidagi usulda ham

topisP Inumkin. Bunda dastlab parallel ko'chirish orgali b vektorning
boshi @ vektorning uchi ustiga keltiriladi (3-chizma). So’ngra d ning

boshidan chigib b ning uchida tugaydigan vektor hosil qilinadivaud+ b

yig'indini ifodalaydi.
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o

37

i+b
3-chizma

Wir nechta @y, @ @s..., @y (n=23)  vektorlarning yig’indisi
Wllelogramm  qoidasini bir necha marta ketma-ket qo’llash bilan
i,
Vektorlarni qo'shish amali quyidagi xossalarga ega:

l.d+b=>b+a.

). (i+B)+é=d+(B+d)=@+d+b

1, A(@ + B) = Ad + Ab.

4.a+ 6 =q.

i va b vektorlarning ayirmasi deb @ va -b vektorlarning yig'indisiga
silladi vaua — b kabi belgilanadi.

i va b vektorlarning ayirmasini ular asosida qurilgan ABCD

purallelogrammning kichik BD diagonali sifatida ham gqarash mumkin

(4-chizma).

4-chizma
Tekislikda XOY to’g'ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasini
olamiz. Bu tekislikda berilgan har ganday a vektorni sonlar juftligi orqali
ifodalash mumkin. Buning uchun mos ravishda OX va OY koordinata
o’qlarida joylashgan musbat yo'nalishga ega hamda uzunliklari birga teng
bo’lgan i va j vektorlarni kiritamiz (5-chizma).
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_ S-chizma
Kiriti Tva ;
vektorlnr;nlgin wic vektorlar birlik ortlar deyiladi. ax va a, la
sl 6=f+°‘i“{'"afa o’qlaridagi proyeksiyalari bo’lib, @ vekt Y
g ay=xi+y] ko'rinishda yozish mumkin i i
a=xz+yj ga @ vektorning birli s
; : g birlik ortl 253 2 - ,
sonlari esa uning koordinatalari deyiladi ar bo’yicha yoyilmasi, x va §
Tekislikda boshi A( ,
: X1;y1) va oxiri B(xa;
vekt . : (x2;y2) nuqtada bo’
torning koordinatalari {x2-x;;y2-y1} bo’lib q bo’lgan Al
yoziladi. » u AB{xa-x1;y2-y1}
Fazoda XOY P P
 berilgan @ vekt:riil:z i:) :'urCh:ﬂdl Dekart koordinatalar sistemasid
rdinatalarini aﬂiqlash = ain S
il aavekd o uchun kiritilgan i va
p .8 qo’shimcha 0Z o’qida uzunligi birga teng bo’l Xk rir
amiz. U holda @ vektorni g bo’lgan k vektorni
ko'rinishd i ; a=xi+yJ +2k
e ak)'oms.h murr.nkm. Bu yerda x,y,z sonlar uchligi fazodagi @
g koordinatalari bo’lib uni @ {x;y;z} kabi yoziladi el 8

Fazod i Y
a boshi A(xiiy1;z1) va oxiri B(Xz;y2;22) nuqgtada bo’lgan A 3.

vektor AB 3
or AB { x2- Xi; ¥2-¥1:22-z1 } ko'rinishda yoziladi.

a {xuym; B
o= 21={:2I,yl:~;z"|'} l‘llia bixaiy2zs} vektorlar teng bo’lishi uchun xi1=xz, y1=ya
ishi zarur va yetarlidir. Koordinatalari bilan ;;z;;:n

vektorlaming yig'indisi, ayirmasi
, a ) :
siledaiail yirmasi va songa ko’paytmasi quyidagicha

8 Iz VB fxocviizel =a
{xuynz}rb{xayszi=c{xitxanizynzaitz}, Ad {(Axplyuhzi}
’ AYLAZL -

» 3

Wil 0(0;0:0) nu
(Inda bo’lgan OM vekt
jplda uni M nuqtaning
\ori deyiladi (6-chizma).
e TP
wla bilan aniglanadi va 'i,i,i: lar orqali
wxi+yjt zk kabi
ALKy 1521
yoordinata o'qlaridagi
Yo y:—Yu
) vm = J(*2
' ladi. Bu holda ham U=AB

Agar U=AB vektor koordinata o'glari bilan «,

Ining uzunligi

\lsa, u holda

ho'ladi va ular uchun

o'rinli bo’ ladi. Bu

{azodagi XOYZ to'g’ri burc
qtada va oxiri M(x
orni garaymiz.

r=0M radius

) va oxini B(xziy2s

Z=2—"2%

cosd =X
Ul

costa+cos?B + cos?y=1
cosf} va cosy I

yerdagi cos@,

yu'na\tiruvchi kosinuslari deyiladi.

pytiladi.

& va b larning skalyar ko’ paytmasi a-b

Demak, ta'rifga asosan,

Skalyar ko

l.a-

2.a*@Q=
3. (Aa) b=a (Ab).

b
a

a.b=\al-|b|cose
aytma quyidagi xossalarga ega:

hakli Dekart koordinatalar sistem

yoziladi. Boshi
z7) nugtad
proyeksiyalari mos
bo’ladi.
W
=X7+Y7+ZE deb yozish mumkKin
{3, vay burc

—AB vektorning
ravishda X = X2 — %

a bolgan U

haklar hosil

Y z
cosB=5 cosY =5

arni AB vektorning

asi deb ularning

dagi burchak kosinusining ko’ paytmasiga

Ikkita @ va b vektorlarning skalyar ko’paytm

modullari  bilan ular orasi

yoki (a,b) kabi belgilanadi.




4.6-(b+é)=d-b+d-¢é
5. Agar GLb bo’lsa, @« b = 0 bo’ladi,

i Agar ‘vektorlar a {avaya;} va b {bx:by;b.} koordinatalar ¢
rilgan bo’lsa, u holda skalyar ko’paytma quyidagicha bo’ladi: {

a+b=adby+ aby + ab

Koordinatalari bilan berilgan ikki vektor orasi
rilgan ikki vektor orasidagi 3
formuladan topiladi: idagi burchak quyl
cose E',S = Gyby+ay bytazb,
lal bl

5 = =¥ ——
J a"’*“&"*“:"v’bxub)-'+bz'
by _ by by

a ay Ay BB ikki  vektorning  parallellik  sharti

a-!'bl‘ + avb\- +Q b_:o L A
¥ =¥z ga ikki vektorn ) A ]
deyiladi. ing  perpendikulyarlik  shy

Mavzuga doir yec!:imlari bilan berilgan topshiriglardan namunali
' 'l.'O'AC B to’g’ri to’rtburchakning (7-chizma) OA va OB tomonla ?
i va J birlik vektorlar qo’yilgan. Agar OA ning uzunligi 3 ga, '

g —M e

J
;M——-
0 i A

7-chizma

OB ning uzunligi 4 ga ten T - D
: g bo’lsa, 04, AC, CB. BO — ,;_
i va j orqali ifodalansin. » BO, OC, va BA, vektorlat

Yechish: OA ning uzunligi 3 ga teng bo’lgani uchun 04 = 3i bo’ladi,

AC ning uzunligi 4 ga teng bo’lgani uchun AC = 4; bo’ladi. Lekin CB.

:Zl,(ltor. 04 velftorga qararE:qarshi yo'nalgan bo’lgani uchun CB = —3j
adi. Xuddi shunday BO= -4j bo’ladi. OC vektor esa OA va :4—5
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R ——n

4 viyindisidan iborat. Demak, OC=3i+4j bo’ladi. BA vektor esa
(1l vektorlarning ayirmasidan iborat bo’lgani uchun BA=3i-4j
|
3 Boshi A(5:-4;2) va oxiri B(7;1;0) nuqtaga joylashgan vektorning
Jmnlari topilsin.
Yochish: Ma’lumki, boshi A(xpiyi;z1), oxiri B(x2,y2;22) nuqtada
Ipais Al vektorning koordinatalari x=Xz-X1, y=¥2-Y1, 272221 bo'lar edi.
ik, x+7-5=2, y=1-(-4)=5, z=0-2=-2 bo’lib AB(2;5:-2) bo’ladi.
i |lzunligi 6 ga teng bo’lgan @ vektor [ 0’q bilan 5;-'- ga teng bo’lgan
Jink hosil giladi. Shu vektorning / o’qdagi proyeksiyasi topilsin.
Vechish: Vektorni o’qdagi proyeksiyasini topish formulasidan
dilanamiz. Bizda |a|=6, ‘p=33'3 bo’lganligi uchun

P llﬁl-cosqoi = l6-cos2—:-| = |—6 -sin%l = 6-% =3.

4, afl;-3;5} va b {x;6;z} vektorlar kollinear bo’lsa, noma’lum
L uuidinatalar topilsin.

Vechish: Tkki vektorning kollinearlik sharti %‘ = -:‘- =-<=m dan
X Y

Wvdalanamiz. Bizda ay=1, ay=-3, =5, b=X, by=6, b~z Bularni
W' tinlariga go’yamiz. U holda f = _is- =:§ bo’lib, undan x=-2 va z=-10 kelib
Phigadi.

5.a{4;-2;1} va b {5:9;0} vektorlar uchun @+ b va d-b lar yozilsin.

Yechish: Ma’lumki, @{xi;yi:z1} va 5{xz;yz;zz} lar uchun

4 b= F{xi£x2; Y1y 21222} edi. Bunga asosan,

i+ b = G{4+5; 2+9; 140}=¢{%;T;1

G - b =t{4-5; 2-9; 1-0}=¢{-1:-11;1}.

6. @{3:-4;1} va A=4 bo’lsa, Ad ni koordinatalari topilsin.

Yechish: d{x;y;z} vektorni A soniga ko’paytmasi Adi{dx; Ay: Az}
ho'lganligi uchun Ad =4a{4-3;4(-4): 41} = 4a{12;-16; 4}.

7. @{3:4;12} vektorning moduli topilsin.
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echish:  d{x; y; z} vektorning  moduli l@]=/x2 + yi%

muladan  topilar  edi. Bizda x=3, y=4, z=12.
ld|=V3% + 42 5 122=\169 =13,

8.a{l;0:1}vab {0: 1; 1} vektorlar orasidagi ¢ burchak topilsin,
Yechish: Bizda xi=1, x,=0, y,=0, y,=1, z1=1, z=1. Bularni ikki vy
orasidagi burchakni topish formulasiga qo’yamiz:

X1 Xty ¥y tasz, 10+0-1411 1
COSP= gy et s ML 1 N
\..\:1-+_\'1‘+21‘-\‘x:~+3':—+::‘ Vi+041ey140+1 V242
@ = 60°,
9. @{3:;-2;1} va b{5:7:-1} vektorlar o’zaro perpendikulyar ekanl
isbotlansin.

Isbot: Bizda X1=3, X2=5, yi=-2, Y2=7, z1=1,
vektorning perpendikulyarlik shartiga qo’yamiz:
X1t X2 + Y Yy +2102,=354+(=2)7+1.
Demak, a L b ekan.
10. Uchburchakning uchlari A(1;2),B(3;4),va C(6; 2) nugtala
Uning A uchidagi ichki burchagi hisoblansin, ‘
* Yechish: Uchburchakning A uchidagi ichki
vektorlar  orasidagi  burchakdan iborat.  AB vaAC
koordinatalarini topamiz.
4B {3 - 1;4 — 2}=AB {2:2); AC{6 -1

ikki vektor orasidagi burchakni topish formula
a;- b).'+ (3 by

2>=-1. Bulami ||

(1) =15-14- 1)

Vektorl Arni

;2 = 2} =AC {5:0}. Bulan|

siga qo’yamiz;
25420 10 1

COS = — 7 N e
\iﬂ§'+a§-'\‘b§-+b}2- VA4+4-y25+0 2¢2:5

V2

Demak, cos o= bo’lib, undan ¢ = 45¢ kelib chigadi.

Maustaqil yechish uchun masalalar:
1. Koordinatalar sistemasida M (5;—3;4) nuqta tasvirlansin va unj
radius-vektori uzunligi hamda yo'nalishi aniqlansin.

Jayob:OM =r = 5VZ; cosa = 0,5v2: cosf = —0,3v2;
cosj = 0,442.
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burchagi ¢ AE va A

OM =21 +3]+ 6k vektor yasalsin va uning radius-;/;ktorlr
. i 2 0s’f =
'l : h'u‘nda yo'nalishi ~aniglansin. (cos?atcos* B+ ¢
P u v . . -
Sle bo'yicha tekshmlsx:\).
Ivob: r = 7;cos@ = . -
i U = AB vektor va
' : —4;6) nuqtalar berilgan. . v
A(1:2:3) va B(3;—4 . . : . it
‘ joordinata o’glaridagi proeksiyalari .yasralsu;‘ hz::nd:g:n bi l-cuzurlhzﬂdlaﬁ
L lunsin, U vektorning koordinata o’qlari bilan hosil q
Isin. i
= 21— 6] +3kU=T.
Juvob: U = 21— 6] + 3K, ol ST
4' {(3:2:7) va b{4; 1; =5} vektorlar yig’'ndisi topilsin.
a2, . ‘e
Jnvob: é{7;3; 2} . vidl
% d(3;4:5} va b{2: 6; 8} vektorlar ayirmasi topilsin.
19, %, ' O,
favob: 6{1; —2; =3} 1 08,10
. d[2;5; 2+/5} vektorning uzunligi topilsin.
Javob: 7. . . . e
Im'{z 5.251 vektorning yo'naltiruvchi kosinuslari topilsin
At e )

Juvob: ‘27'-3 g ’ i ilsin.
(25 2 %) va B{1; 1; 1} vektorlami skalyar ko'paytmasi topils
B.al2;o;av 5
‘abe 2\f—5— = L s 1
ey T jva b = 1— 2] + 2k vektorlarning skalyar ko’paytmasi
9.a=-1+ 1
fopilsin.
Javob: -3.

i+] va b=1-2j+ 2k vektorlar orasidagi burchak
10. a=-t+] =

fopilsin.
avob: 135°. | b
Jldlvol‘?lcllllari A(2;-1;3), B(1;1;1) va €(0;0;5) nuqtalarda bo’lg
ABC u;:hbuchakning burchaklari ;l(l)icqlansm.
b:B=C=45% 4= ’
JlaZVO 2i+jva b = —2j + k vektorlarda yasalgan parallelogramm
y a = - -
diagonallari orasidagi burchak topilsin.
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! Javob: 90°.

13. 2~ J) -] + (7 — 2K)- K + (i — 2K)? ifodadagi qavslar ochil
Javob: 2.

\ixb=bxd _ >
y iixb =axab=A(@xXd)
j, (X (b+é)=a X btaX ¢ ; .
), Agar a va b kollinear vektorlar bo’lsa, ularmng‘ vektorial
| b *ladi i li & va b vektorlar
\ytmasi @ X b =0 bo’ladi. Aksmchz.a, noldat,\ fafql
Jun i X b = 0 ba'lsa, bu vektorlar kollinear bo’ladi.
5 l.\'tiyoriyc'ivektoruchunéx a=0 .o il
6. Birlik ortlar uchun ¥ X I=~0, 1_x 1‘= 0.—k X‘k % 5 j=k,
Ki=1 kxi=]. jxi=-k, kXj=-b 1>'< —’ ] 2
7. alxy; vz} va b(x2: ¥2; 22} vektorlarning vektorial ko’paytmasin
. 1 »
\erminant orqali.

14. 1) Agar m va n o’zaro 30° burchak tashkil etuvchi birlik vektol
bo’lsa, (m + n)? hisoblansin.

2) Agar a = 22 va b = 4 hamda (a}b) = 135°bo’lsa, (@ |
hisoblansin.

15. @{2:5: 25} va (1; 1; 1) vektorlar orasidagi burchak topilsin.
7+243
Javob: cos @ =

7{5

§6. Tkki vektorning vektor ko’paytmasi

B} e ida topiladi.
Fazodagi d va b vektorlarning vektorial ko’paytmasi deb, quyida axb=|x n 21\ formula yordamida top!
uchta shart bilan aniglanuvchi yangi ¢ vektorga aytiladi (1-chizma). X2 Y2 %

.

f(x;y;2) va B{xz.yz.zz} vektorlardan  hosil  gilingan
Xy Y, 4 2

¢ b purallelogrammning yuzi :
oy mp | z;r ‘x1 Yz‘
B e SO Ll I ol ) B0
—~ § o laXbl=x*+Y Y2 Z2 2 “2
1-chizma

i i =1la+b iladi.
b {urmuladan, uchburchakning yuziesas = 3 la + bl dan topila
1. ¢ vektorning mo’duli @ va b vektorlarga kurilgan parallelogramp

yuziga teng bo’lib, |&] = |d|- |b| - sing formula bilan aniglanadi. Bunds
@ berilgan @ va b vektorlar orasidagi burchakni ifodalaydi.

2. # vektor d va b vektorlar yotgan tekkislikka perpendikulyar, ya'ni
clavac L bbo'ladi

alxsy;z) va b (x5 ys; 22} vektorlar kolinear bo’lishi uchun
1+ 210
%1 — 2 ghart bajarilishi kerak.

¥ I

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriql.ardan namunalar
1.(a- 2b)% (2d + b) ko’paytmani soddalas_l.xtmng. e
Yechish:(d@ — 2b)% (2 + b) = 2dxd ® axb - 4bxa —2b x b=

- f_4.Bxda—0=axb+4adxb=5axb
--2-0+axb—4'b><a-0=axb+ ‘ . , by

i 2. d{2;3; -1} va b {3; —1; —4) vektorlarning vektorial ko’paytmasini

loping.

3. ¢ vektor shunday yo’nalganki, uning uchidan qaraganda

vektordan b vektorga eng qisqa burilish soat mili harakatiga teskari
bo’ladi.

@ va b vektorlarning vektorial ko’paytmasi a X b yoki [a,b]
belgilanadi.

Vektorial ko’patma quyidagi xossalarga ega:
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Yechish: & va b vektorlarning vektorial ko’ s ’ i ik
7% ; o’paytmasining determit E . ]
orqali ifodasidan foydalanamiz. Bizda % =2 yo=3 2 f_i °x MxAC=|0 -1 1|=—-i+0-j-k-0-0=~i—-j—Fk.
: . -1 0 1

Y2 = —1, z, = 4 bo’lgani uchun

Shunday qilib § = %Iﬁ,\ﬁl = % Iv‘l +1+ ll = % V3.

6 Agar 1@l = 1,]5] = 2 va @ L b bo'lsa, (2@ — b) x (& + b) vektor-

BTN A | A | R
axb=ly y Z| = |2 é —k1 =—12T—22?-3]'—
- X2 ) 2 3 -1 -4 uamligi topilsin.
=9k — T+ 8]=-13T+ 5] — 11k, Yechish: Vektor ko’paytmaning xossasidan foydalanamiz. Unga
Demak, @ x b = ¢ (-13;5;-11) i, ’
hx(a + b=

3.a(2;3; -1} va b{3: -1: —4} vektorl
x e ’ ’ . arga asalgan A
ning yuzini toping. T o "

Yechish: Yugoridagi misoldan G x § = ~131+5] —11k ekanll
ma’lum. ('z; va b vekorlarga yasalgan parallelogrammning yuzi 1
§=|axb|=|-137+ 5/ — 11k| = ViGo T35 121= 315 = 33

- 4. @{m;3;2) va b{4;6;n) vektorlar m va n parametrlarning gz -f“‘
qiymatlarda kollinear bo’lishini aniglang. -

Yechish: Koordinatalari bilan berilgan & va 3 vektorlarni
§ . M L T O J‘l
kollinearlik sharti ﬁ = /—: = z—i dan foydalanamiz,

Mustaqil yechish uchun masalalar:

| Agar 1)@ =3j, b=2k; 2)d=1+j, b=1-J;
)) i=21+3], b=3]+ 2k bo'lsa, ¢ =dxb vektor aniglansin va
yusnlsin. Har bir hol uchun berilgan vektorlarda yasalgan
T 3 3 - purnllclogrammning yuzi hisoblansin. i =
a1 =’ :n _’2}:: _ 4‘ Y2=6, 7z =2, 2z, =n bo’lga ig Javob: @ X bteng: 1) — 6]; 2) — 2k; 3) 61— 4] + 6k; 1) s5; = 6;

4 & =n W ) s, =2; 3)s;=2vV22
2. Uchlari A(7;3;4); B(1;0;6) va C(4;5;-2) nuqtalarda bo’lgan

uchburchakning yuzi hisoblansin.

Javob: 24 5. “

3. .a=2]‘ +k vab=1+ 2k vektorlarda parallelogramm yasalsin |
linmda uning yuzi va balandligi aniglansin.

Javob: V21 kv. birlik. h = V4,2. “

4. Ushbu ‘
Nix(G+k)—jx(@+k)+kx@+]+k); I
N(@+b+&)xé+(a+b+c)xb+(b-8)xa; ;
3)(2d + 5)(@— @) + (b + &) x (@ + b);
02t (Fxk)+3j(I x k) + a4k - @ x J);

5. Uchlari A(1;1;0) B(1;0;1) va c(o
4 v &) N PN b 1; 1 nu tal oAl
uchburchakning yuzi topilsin. ( ) nuqtalarda bo Igar

Yechish: ABC uchburchakning S yuzi A5 va AC vektorlarda yasalgan
parallelogramm  yuzining yarmiga teng. AB va AC vektorl ;
koordinatalarini aniglaymiz. '

_AB[xz =X V2 =WiZ -2} =I§{1 -10-1;1-0}=
= AB{0; -1;1};

AClx, =Xy ¥~ 91 -2} = AC(0 - 1;1— 11— 0) =
= AC{~1;0;1)}
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Ifodalar qavslarini ochib soddalashtirilsin.
Javob: 1) 2(k ~1):2) 2d x & 3) d x & 4)3.
5. @=3k-25b=3f
vektorning moduli hamda g
yuzi topilsin.

§7. Uch vektorning aralash ko’paytmasi

b, ¢ vektorlarning aralash ko’paytmasi deb dastlabki ikkita
Wrlarning & X b vektorial ko’paytmasining uchinchi ¢ vektorga skalyar
W puytmasi kabi aniglanadigan songa aytiladi.

(,b.¢ larning aralash ko’paytmasi Gbe kabi belgilanadi. Demak,
Wb/ o (ixB)é @bé aralash ko’paytma geometrik jihatdan d,b,¢

=2 vaé=axb vektorlar yasalsin,
va b vektorlarda yasalgan uchburchakning

Javob: 3y17,§ = 2T 1 1o

2

6. Uchlari A(L; ~2;8), 8(0;0; 4)
uchburchak yasalsin. Uning yuzi va BD

va €(6:2;0) nuqtalarga bo’lgg
BD balandligi topilsin. '
Javob: 7v3 kv, birlik., BD = 2222

=

.. d=F%k= J va b=t+7+k
=t+J+k  vektorlarda
parallelogrammning yuzi hisoblansin.
Javob: V6 kv. birlik.

8. d va b vektorlar 0'zaro 45° burchak hosil qiladi. Agar || = |3] = §

Javob: 50472,

o i.naivl'z .va n_ 0 zzlro 45° birchak hosil giluvchi birlik vektorlar,
sgonalleri 27 —f va 47 —57 vektorlardan iborat bo'[il
parallelogramning yuzi topilsin, |
Javob: 1,5 2.
10.  Uchlari A(4:-2;6); B(2:8:4); C(6:-2;
uchburchakning yuzi topilsin. [
Javob: 30y7.

Aralash ko’paytma quyidagi xossalarga ega:
|.(@Xby&é=d-(bxd).
2, Aralash ko'paytmada ko’paytuvchilar o’rni soat miliga teskari |
yo'nalish  bo’yicha doiraviy ravishda almashtirilsa, uning gqiymati
W sparmasdan goladi. Ya'ni I
ibé = £@b = béd = abe.
i, Agar ko'paytmada yonma-yon turgan vektorlarning o’mi
almashtirilsa, uning ishorasi qarama-qarshisiga o’zgaradi. Ya'ni

yasalgy

ibé = —bdé = béd = —éba

Aralash ko’paytma quyidagi hollarda nolga teng bo’ladi:
|) Ko'paytuvchi vektorlardan kamida bittasi nol vector;
1) Ko’paytuvchi vektorlardan kamida ikkitasi kollinear;
1) Ko’paytuvchi vektorlar komplanar bo’lsa.
Apar d,b va ¢ vektorlar o’zlarining koordinatalari bilan berilgan bo’lsa, u |
holda aralash ko’paytmani determinant orqali quyidagicha yozish mumkin.

-2) nugqtalarda bo’lgan

I @=3T+27+k b=7—7+2%
R . K, 0 =1-J+ 2k vektorlarda o X3 N g
chakning yuzi aniglansin. e (a@x S) F=abé=|x2 2 2z
Javob: 2 /3. X3 Y3 Z3
2 LETE S 4 \
Y2 Y2 22| = 0 gauch vektorning komplanarlik sharti deyiladi ‘
X3 Vi Z3

Fazoda berilgan to’rta My (xy; y1;2,), M(x2;2;22), M3 (x3:¥3; 23),
M, (x4; ys; 23) nuqtalarning bir tekkislikkda yotish sharti
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Javob: V = 14kub.b. Sygc = 613, ;

_3
H= = |
3.4(2;-1;-2),D(1;2;1),€(2; 3;0) va D(5;0; —6) nuqtalarning bi
tekislikda yotishi ko’rsatilsin.

4., @=—1+3]+2k,b =21 — 3] — 4k,é=-371 + 12 + 6k vektorlaf
ning o’zaro komplanar ekani ko'rsatilsin.
5.1) (@ +b) - [(@+ &) x b] = —ahé;
2) (@ +2b — &)[(d@ - b) x (@ — b — &)] = 3@b¢ ekanligi isbotlansin.
6. Uchlari A(2;0;0),B(0;3;0),£(0;0;6) va D(2;3;8) nuqtalard

bo’lgan piramida yasalsin hamda uning hajmi va ABC yog’iga tushirilgan
balandligi hisoblansin.

Javob: V = 14kub. bir. H=+14;

T.d=T+j+4kb=1-2fvaé=31- 3j + 4k vektorlar yasalsin
va ular o’zaro komplanar ekanligi ko’rsatilsin.

8. Uzunliklari 2 ga teng bo’lgan va koordinatalar burchaklarining
bissektrisalari bo’yicha yo'nalgan 04,08 va OC vektorlarda yasalgan
tetraedrning hajmi topilsin.

+ Javob: %
VIL BOB. CHIZIQLI ALGEBRA ELEMENTLARI
§1. Determinantlar va ularning xossalari

Qa a
Ikkinchi tartibli determinant deb |o:" '’ | ko'rinishda yozilgan va

qiymati @,, @;, - @; Q;; songa teng bo’lgan jadvalga aytiladi. Demak,
ta'rifga asosan,

Qg axz__a T
a21 aZZ 11 “22 21 %12

@y, @y @3y, sonlar determinantning elementlari deyiladi. a;; vt

a,, determinantning birinchi satr (yo’l) elementlari deyiladi, a,; va a;;
determinantning ikkinchi satr elementlari, a,, va a,; determinantning

birinchi ustun elementlari, a,, va a,, ikkinchi ustun elementlari deyiladi,
G;; Va @, determinantning bosh diagonal elementlari, a;, va a;;
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7 i 3o ‘hli determinantni
Juidamehi diagonal elementlari deyiladi. Tkkinchi tan»‘b‘;ufeaytl'ﬂasidan
\soblash uchun uning bosh diagonal ~elementlari &

Jurdamehi diagonal elementlari ko’paylmasiaa)znlaccli:.z "
l - -
i Q a,s| ko'rinishda
-hinchi ibli inant deb |@21 “22 \
{chinchi tartibli determ Ln pap
Jugilpan va qiymati quyidagicha aniqlangan

: a

\1::1 szzz a]:;\ = ;022033 + (31032013 + Q32023031 ~

3y O3z Q33 : T

{1y, (132033 — G3202301 — (7152033 jadvalga aytiladi. inlari bu yerda

[kkinchi tartibli determinantda aytilgan satr u:stun te:'rm o S

Jwm o'z kuchini saqlaydi. @1;,@22Va @33 determinantning
‘e i deyiladi. .

4 "u:;l:incmy tartibli determinantni hisoblash uchun [;);; l::;h‘:m‘t‘f;‘l
jmuviud bo’lib, ulardan eng qulayi Sarrus goidasic: al uning birinchi
fdeter minantni bu quda bo’yicha hjSOb‘aSh ychun ‘?ng a V\; -shakl); so’ngra
\s ikkinchi satrlari determinantning 0stigd yoziladi ( a e;ementlari
{elerminantning bosh diagonalini tashkil qilgan @iz “;_b_d:f‘i e
v bu diagonalga parallel bo’lgan diagonallammg”hﬂf' i 011022, 033
ko'paytiriladi.  Buning "a‘?as‘.dasmn a o'xshash
fly) 032013, Q12023831 ko’ paytmalar ol b(-) . llardaggi elementlar
ynpdan chapga qarab ketgan uchta paralel GOEORTTRE
Jo'paytirilsa, natijada @3;@22@13, “32a23au'-a21haui zi) ishora bilan,
Lusil bo’ladi. Chiggan ko'paytmalardan avvalgl uc telsl S iyl
Joyingi uchtasini (-) ishora bilan olgfmda:, u!ammg alg
i hichi tartibli determinantning qiymati bo'ladi.

0 o

| -shakl. e e it gy Oz (::3
az G2 Q3 az, %22 aza
as; Q3 a3z a3 232 a33
Ay @2 @3 T 013
ay; Q2 Q23 Gy Fas. TR

- tartibli determinant deb quyidagi jadvalga aytiladi.
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y -— i a L] = 1,2,3,...,")
' | n tanibli deteminanmlng iJ (’-r}
.,0" Yy

deb bu dE[E!"“llz“ltdE“l Sllu Elelne{l[ .’D) laSllgall thI

Qi3 @y ... Gy .
< Wil minort ; : ;
s s Wlunni  o'chirishdan hosil bo}lgat;di(

I nytiladi va u M;; bilan be.lglan. ; .
|u,um- 11 —tartibli  determinantming @y

Jvehisi deb (—=1)"/ Mi; kabi aniglangan songa
‘ ¢ N

Any Anz . arm

To’rtinchi va undan yuqori tartiblj determinantlarni hisoblag)
umumiy usuli mavjud emas, Ular detenninantlaming xossal"'
foydalanib, ikkinchi va uchinchi tartiblj determinantlarga keltirilad
hisoblanadi.

Determinantlar bir qator Xossalarga ega:

1-Xossa, Determinantlning biror satrini unga mos ustun
almashtirilsa, determianant giymati 0’zgarmaydi.

2-xossa. Determinantning ixtiyoriy ikkita satri yoki ustunini o'
almashtirilsa, determinantning qiymati Qarama-qarshisiga 0’zgaradi.

3-xossa. Determinantning ixtiyorly satrida (ustunida)
elementlar biror k songa ko’paytirilsa, determinantning giymati ha f’
marta ortadi.

4-xossa. Determinantning  biror satridagi (ustunidagi) bare)
elementlar nol bo’lsa, determinantning giymati nolga teng bo’ladi.

5-Xo0ssa. Determinantning ixtiyoriy ikkita satri (ustuni) o’zar
proporsional bo’[sa, determinantning qiymati nolga teng bo’ladi.

6-xossa. Agar determinantning biror satri yoki ustuni elementlas
ikkita qo’shiluvchidan iborat bo'lsa, u holda, uni ikkita determinan|
yig'indisi sifatida yozish mumkin. Bunda bu detenninantlaming ikkit
qo’shiluvchidan iborat bo’lgan satrlari yoki ustunlari birinchi va ikkine hi
elementlardan iborat bo’lib, qolgan satrlari berilgan determinanm"
singari bo’ladi.

7-xossa. Agar determinantning biror satr yoki ustun elementlarinj

elementini algebraik
aytiladi va u Ayj kabi

i,

| lerminatning !
y elementlari

il | 1.2.3,:5,10) 11 Ul

Wivehilariga  ko'paytmalarining - Y12

teoremasi). ¥ .
e determinantning birinchi satri uchun

; ¢ =il joylashgan
O bir i —satrida J :
1xtiyorty ularning Ay (i = 1.2,3,.,7) algeb"f“k
shu determinantning

4 teng bo’ladi. tec!
ml:::"lcnre?na uchunchi -tambh
Jiligel ko'rinishda bo’ladi: <

i Ay + G124y T G13his - .c-ha i
T (eterminantning satrlaf bo yt. .
Whunga o'xshash deterfnlnzfntnlti’ladi.
Junil ilish mumkin. U quyidagicha iy >
| ay Agy + Q21821 T G343 -

masi deyiladi. e
lar bo’yicha yoyilmasini ham

iri munalar
doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan na
Muyzuga : e
| Quyidagi determinantiar hisob g 2P
: 2 1
y 3 sine cosa |, 3)\5
”lé —10F ) —cosa smal 1 2 3
= —20—-18=—38.
s )23 |2 (-10)-6:3=-20
Yechish: 1) 6 —10 o
. « ing+sina —(—cosa) cos =
G o | =gina-sina

9 .
biror songa ko’paytirib boshqa bir satr yoki ustun elementlariga qo’shilsa, ')\ —cosa sin@
determinant qiymati 0’zgarmaydi. beos?a = 1'3 4 1—1-(=2)4—
8-Xossa. Agar determinantning bosh diagonal elementlaridan yugorida ; ,2_ 2 1\ =2(2y3+5-2:4+31
yoki pastda Joylashgan elementlari noldan iborat bo'lsa, u holda ) :1’ 2 3 . g_4—45=51-61=-10.
determinantning qiymati bosh diagonal elementlari ko’paytmasiga teng 7.1.2-5+3:3=-12+40+3+
bo’ladi.
137
136




2 F e
“|x 2 3/=0 tenglama yechilsi | 24 =5
g 8 (i (TR (————
x4 9 0 02 7 eterminant hisoblasin.
Yechish:fl y 2 31=0=x2.2.1+x.1 0 00 -1
L g T ¢ - I +4:3-1 =S wuhiish: Bosh diagonaldagi elementlardan pastda joylashgan barcha
Ilar nollardan iborat bo’lganligi uchun determinantning giymati bosh

‘, -1'3-x2—x-4-1——0=2x2+9x+12 18 — 3x? .
— - x -
4x = () il ¢lementlari ko’ paytmasidan iborat. a’ni:

Sxi-5x+6=0=x =2 X; =3
1 -5 2 ' } 4 =5
3. D — 2 2 - . < ‘:
0 —; ; determinant ikkinchi satr elemenlutl ‘:l S;} l21 '/? sl e e
minorlari yozilsin va hisoblansin. | D 00 -1
-3 4 5

Yechish: i topi
gl 1sl'1. ,Mu ni topish uchun 2 element turgan satr va ust A
arn irami o
1 0’chiramiz va qolgan elementlardan determinantni tuzam'

1‘1 = -5 2 — Fog
21 I—Z 1——3'1——(_2).2=_5+4=‘1.

]

L .9 ,_2 10 determinant hisoblasin.
6 7 5

309 1
Vechish: Berilgan determinant to'rtinchi tartibli determinant

Iganligi uchun hisoblashning umumiy formulasi mavjud emas. Uni
ot st yoki ustun elementlari bo’yicha yoy
wiikin. Bu determinantning 2-ustun element
Lydilanib hisoblash qulaydir. Chunki bu ustun

*ﬂ' al,

M 1 2
= =7
Maa 0 ll 141 0‘2=1_0_1

ilmasi yordamida hisoblash
lari bo'yicha yoyilmasidan
da 2 ta element noldan

M35 ni hisoblash

uchun 7 element t
o’chiri ; i urgan satr va ust ol
chirishdan hosil bo’lgan determinantni hisoblaymiz un elementlan)

_|1 =5 |
- S 2 -3 4 5
3 3|0 2_2' 1'(=2)-0:(-5)=-2+0= -2 | 0 2 10 = —3.(—1)1*2. 2 g ig*_

4, D=|5 3 :3 determi i I l»{ 7 8 =2 i 8805
algebraik t l;‘ -2 3 inantning birinchi satr elementlaris 309 1

1K to’ldiruvchilari hisoblansin :

. - 4: 5

Yechish: 7 (=Rl 2 A0f= 3(5 + 540 — 12— 150 + 18— 12) -

s S

A, =DM oy, =3 2|4
= I~2 3"9‘(—2)'(—2)=9-4=7 Y04+ 45 + 120 — 30 — 180 — 4) = 3:389 + 745 =1452.

Ais == Moo S —2
) 12 |4 3 =_(5‘3—4-(-2))= 4 ) <o
Mustagqil yechish uchun topshiriglar:

= —(15+ 8) = —23;

Ay = (~1)**3y 5 3 Quyidagi ikkinchi tartibli determinantlar hisoblansin:
N ‘3=I4 _2,=5'(—2)—4-3=_1D_12= ) 24 16|, va -1]. . 2n+1 n+3
=85 Do Zh2l5s ab My yaf Yin-2 2me3h

2. Quyidagi uchinchi tartibli determinantlar hisoblansin.
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2 3 4

3 tlari
ir xi ibli larning mos elemen
itsalar bir xil tartibli va u s
a 1 a —x 1: = ; A va B matritsa iarilsa, ular teng matritsalar
D5 -2 1f; 2)|-1 a 1 3|0 —=x -1 fony bo'lsa, ya'ni @ = by shart bajarilsa,
1 2 3 a -1 a x 1 —x

Javob: 1) -10; 2) 4a; 3)-2x.

3. Quyidagi determinantlar soddalashtiri Isin va hisoblansin:
a —-a a : . 5

| vi uni A=B kabi yoziladi. Masalan,

gra a==¢ ~(22¢ 0 matritsalar o’zaro tengdir.
u a-a)vaB_(l az)

i ten
1Z. 5 : idan boshqa barcha elementlari nolga teng

e a -a; 913 =& 7| 9[é & [lagonal - elementlaridan .

a —a -al' |3 5 _isl 3 2 8 Rlkvadrat matritsa disgonal malIR ST g itsalar
Javob; 1) -4a%; 2) 144; 3)72. B (2 0 ) 33x3=(0 0 0 matritsa

2 -3 1 Muslan: Aze2= R A
4.16 -6 2

Z =Y 2

s anil matritsaga misol bo’la o!adn. W ool
[farcha diagonal elementlari 1 ga.ten'g e
lien n-tartibli birlik matritsa deyiladi va u

determinant berilgan. Uning uchinchi satr elementlari va ikkinchi
elementlari minorlari yozilsin.

5. Quyidagi tenglamadan x to
determinantga qo’yib tekshirilsin.

pilsin va topilgan qiymatlay

i1 0 0
- 10 va E.=|0 1 0
x2 4 9 x2 3 2 b, = ( 01 3 5 0 1 . '
2 inchi tartibli birlik matritsalardir.
2 e A e 1 y=2 i ikkinchi va uchinchi tartibli bir
, 3 1' 2 22 0 1 4 Waltltsalar mos ravishda ikkinchi

Javob; 1) 7; 2) x,=2, X2=3; 3)x,=0, x; = -2,

ixtiyori ibli matritsa
[1archa elementlari nolga teng bo’lgan 1xt3yor|y m X n tartib
il atritsa deb ataladi vau 0 bilan belgilanadi.

§2. Matritsalar va ular ustida amallar,

Teskari matritsa Demak, 000
(% % o x3=(0 : g)’ 03"3=(0 g g)
m 14 satr va n ta ustundan iborat to’g’ri to’rtburchak shaklidagi m + 0227\ 0/ "#2 N0 0 0 lc(l)
ta sondan tashkil topgan jadval m x n tartiblj matritsa, uni tashkil etgan Agar m x n tartibli matritsada m=1 bolsa, uhiolda
sonlar esa matritsaning elementlari deyiladi. Matritsa quyidagi ko’rinishda A=(@y:y @12 - Q3n)
yoziladi.

[s'lib, unga satr matritsa deyiladi. Agar n=1 bo’lsa u holda B={ <7

@y Qi Qg
= @1 Gz @,
Am 0= o S
Am1 Qe Qnn
Agar A, ., matritsa m=n#] bo’lsa, u kvadrat matritsa; m = n

(m = 1,n # 1) bo'lsa, to’g’ri burchakli matritsa deyiladi. Masalan:
=C 78 L R (e ) e TR
0 7 -1 Soden e
Matritsa 2x3 tartibli matritsadir.

lio'lib, unga ustun matritsa deyiladi.
Ikkita m x n tartibli.
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matritsalar mos elementlari yig’indilaridan (ayirmalaridan) tashkil 1

M X n tartibli matritsa A va B matritsalar yig’indisi (ayirmasi) deb

iy Q2 b 1 blZ
- (“.'x "22); b= (b:l bzz)
va A+B (A-B) kabi belgilanadi.

\(lyy (@32 . s i
: . adi.
I hiolda AB matritsa quyidagicha a:.u(?lanb ay3biz + s2b22
by ap+ bz @yt by My A2\ oy . b2 ﬂuiﬂ | auz;:l Q21 bia+022b22
Qz; + b Aot by @y, + b a (1 )= Q21911 T 42
Gt il R R e
. UETY 3
Ay L by Ay + bz Gy £ Bin
Yugqorida aytilganlardan

Avtuylik A va B matritsalar quyidagi ko’rinishda bo Isin:

yy Q12 Q3 by bz 213
A= ("z; a2z ﬂza), B=| by b2 023

b 2 b33
iy, Q3 Q33 31 b3

1°A+0=0+A=A;
2°A+B =B +4;:
FPA+(B+C)=(4+B)+cC;

A AD ko s g o b b s )
4°A+A=24 Ay P : “;‘- ;;‘::’:’, ;; @3 by + @23 Dz ¥ :13 :’i 2;: !‘,:i: + Q32 bay + 033 B33 /
bo’lishi ravshan. P\ M by, + Goa by + 023 By O3 Vi £ B d ;’i onunlarga bo'ysunadi
Biror 4=0 son va Amxn matritsani qaraymiz.iA matrl Malritsalar ko’paytmasi va y;g-mdlSl e
quyidagidan iborat bo’ldi. [ Wil ushbu xossalarga ega bo’ladi:
Ay Qy; Qin Aay, Aay; Aay, |, A(BC)=(4B)C, (14 )B=A(/13)- &
A= G e ) oo | day Aoy Aas, Il A(B + C)=AB+AC, (A+B)C=AC+_BO.
a a... 9 a. HaRa iy i AR deusne.  seeena Il AE=EA=A, 0-A=0, A0=0, 0-A=0.
mi m2 mn l(lm, /Ia,,,z /la,,,,,

*paytirish
itsani o’ marta (m > 1,meN) ko paytl. .
kvadrat matritsani 0 zaro m ‘ e iR
mmn/:ida hosil bo’lgan kvadrat matritsa A matritsaning m
deyiladi va A™ kabi yozilédi. -
[ Ining uchun quyidagilar o nnhc’lrxll;.
i 1. A™ _Ak=Am+k, % (AM)x =A%
3. (AA)"=A"A",  4.E™=E. 5. (_>'"=o. vl et ekt I
Berilean n-tartibli A kvadrat matritsaga twkan m e
| 'lm gchi va AA'=ATA=E( E-n—tartibli birlik matri
helgilanuy e ; e
noatlantiruvehi n-tartibli kvadrat matrl‘tsaga 8}'1.1 T
K I; ilgan A matritsaga teskari matritsa mavjud
en - -
inanti ng bo’lmasligi kerak. ' ; A
dmr:mfllr;nnzl%:r::bligA kvadrat matritsaga teskari matritsa quyidagidek
eri -
uniglanadi.

A va B matritsalar hamda ixtiyoriy A va u sonlar uchun
1° A(uA)=Au4;

2° A(A+B)=14 + AB:
3°(A+ )A = 24 + pA.

Amxn = (Afj) va By,
shunday C

= (By) matritsalarning ko’paytmasi dely

mx »=(Ces) matritsaga aytiladiki, uning Cy; elementlari ushbu
P

C(_I=Zﬂu“b;¢j, i=1,2,....m; i=1,2,...,n
k=1
yig'indilar kabi aniglanadi va AB kabi yoziladi.
Ko’paytma matritsa mavjud bo'lishi uchun A matritsaning ustunlari
soni B matritsaning satrlari soniga teng bo’lishi kerak. Aytaylik,
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\tsaning ixtiyoriy ravishda tanlangan k ta satr
atritsaning ixtiyorty ravis :
Ay Ay Ay ihndny Anmtl“r:; ing kesishmasida joylashgan elementla.ﬂ dan
A= _1_l I {,1) va ustunlarn ing k- tartibli minori deyiladi.
'A ...... OVHaCa  ewa'agy

(urtibli determinant bu matritsani ninori dey
0: |::':\‘ ’matritsaning rangi deb uning noldan fargli minorining eng
i

Auitibiga aytiladi. | : Ll
iy 1tsnning rangi R(A) yoki r (A) bilan belgilanadi

Aln Azn"' Ann

Berilgan 3- tartibli A-kvadrat matritsaga teskari matritsa quyids
aniqlanadi:

ol an iborat
Ay Ay 45 1 % %, noma'lumli n ta chizigli teng:’amalard
{ “ A 2r e " =
At =114, 4; A, Ia“ X+ Qg Xp+ v+ G ’;n o b:
Sl las mr o mtos an
Ikkinchi tartibli, diviave e
_ (%1 au)
. (‘121 az

kvadrat matritsa uchun teskari matritsa quyidagicha aniglanadi.
A1 =L(A11 AIZ)

|4 \Az; A,
Bu yerda | 4| yozuv A matritsaning determinant ekanligini bildiradi

A matritsaga qarama — qarshi matritsa deb (—1)+ A matrity
aytiladi. Ya'ni,

Ao = | 5Sn i cesdess
Qpy Qn2'" Qnn

1 g mX(n )

Lenpaytirilgan o e g
Q31 Q3 Qg3 = "1 —a;; —aq;; G @y 1
A=(a“ (s 023) bo’lsa, 'A_(-an —gs —st) bo’ladi. ids we'  llgn ‘ b, >’
B=(b;;) matrisa A=(a;;) matrisaning transponirlangani deyiladi, agar A=Apxin 1) a """ ";," " By -
st 3 . p : 4 ni : CRR agi
va j indekslarning barcha mumkin bo’lgan giymatlarida a;; = by Juiritsalarni  qaraymiz. Berilgan sistemaning yechimi  yuqoridag
bajarilsa, .

) itsalarnin rangiga bog, llqdll'- - - 5 a ikda
A matritsaning transponirlangani A” kabi belgilanadi. Agar A matrits| "mml.bal - ker—Kapelli teoremasi). Berilgan sistema blrgahk. :
m X n tartibli bo’Isa, uning transponirlangan n x m tartibli bo’ladi f Teorema (Krone AT e atritealasking angati biF
) e i en
Matritsani transponirlanganini topish transponirlash amali deyiladi. ho'lishi uchun A matritsa va Keng

Nichi idir. Ya’ni, rang A=rang A.
Quyida A va A” matritsalar keltirilgan: «il bo'lishi zarur va yetarlidir

Q1 @2t Qgn @11 Qa1 @y 2 iriglardan namunalar
A topshiriglar:
A= %21 Gz @y ) AT = Q2 G2t app Mavzuga doir yechimlari bllaln be(;‘llgaln p
VAN waieewT ade’sue SECHIN 1000 O A 5 8 =1 2
Qpy Qpp Qun Qyn Qop Qnn 1. A= 0 7 2 ) va B (2 -3 4

Demak, A matritsaga transponirlangan matritsani topish uchun A

natritsalar berilgan A + BvaA— B lar topilsin.
matritsaning satrlarini mos ustunlari bilan almashtirish kerak ekan.

Sed a0 CLRDyfe Wy
Yechish:A+B=(0+2 7+(-3) 2+4 2 4 6
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/

5-1 =0 ey 9
A-B= (S 2 P=(qy 2. 4)=(42 13o _5)
2A(

3 .
) va B= (2) matritsalar berilgan AB matritsa
0 2 7 )matmsa berilgan. 6A matritsa topilsin,

4

-
p——
(FURET,
oW

: 4\ 726
2 4 3\ /3 2:3+4:2+3+4
Yechmhs"_ﬁ( = v V)= AB= ¢ 2)|2)=(3:3+5:2+2:4 |27
6:0 6:2 6.7 hiuh: AB={ (3 5 ‘ -
30 24 ~6) 2 3 4/\4/ \2:3+3:2+4-4
E 3 1 i@ ) 3N
s 3 421 YA ( 2 1 1) matritsa berilgan. A-'matritsa topilsin.
3. A=(0 —2) va B=(f ;4) matritsalar berilgan 43 2 -1 4 e s y
¢ 3 Y oehish: A matritsaning determinantini hisoblaymiz.
topilsin. | 1 0 A
g A 4 ,I 3 1 =3:1:4+(-2)'(-1):0+(-1)+1-2
Yechish: AB={0 -2 )= )
[ (4 5)(1 o B .o (‘i1)4-1-3—(—2)'(—1)-4=12—2+3—8=5f°-'h
36+1-1  3.(-)+ 1.2 19 -10 Domak, berilgan A matritsaga teskari matritse mavjud. Uni topis
0:6+(=2)'1 0.(-4)+ (=2).2 |= ( -2 —4 ) i || determinantning barcha algebraik to’ldiruvchilarini t(;-panllz.
46+5:1 4.(-0)+ 5.7 29 —§ (- 1 |_ L A;z=(-1)"2'| ; 4|=1
4z¢\.=(2 3 1)matrits i tr irl ini topi i
‘ 3 § & ani transponirlanganini toping. s I 2 I —2-2=0:

; 2 -4 1 T 2 3 - 0 2+2+|3 ol=12.
Yechish: 4, , =(3 0 _5) =2 AN 3,,= ~14 Os ! An= (—1)%1 I 1 | =—(—4+0)=4; Apn=(-1) 2 @ '
é 1

-1 "3 =1.
S [ -2 -3 4 o= (=17 |1 0 3”'|3 0 = _a.
5. A= 3 4 ~2 ) vaB= 4 2 —3) matritsalar beri]s A= (_ 1)3+l - 1 1| = —1; Ap= (-1) -2 1 2
32 4 - SR

A B matritsa yozilsin.

23 -4\ 3 -3 4
Yechish:AB=(3 4 —2)—(4 2 —3)=
—4+12-12 —6+6—38 8—-9+16

-4 -8 15
=\ -6+16-6 -94+8_4 12—12+8=-(4 -5 8 B
\=6+8+12 -94+44+8 12-6-16 14 3 -1

A= - 3 =1 ol R
l'opilganlarni teskari matritsani topish formulasiga qo za;mz:_ s
Ay Az An X 5 10 -1 1 2/ A=
A (Au Az A;z) = ;(10 12 =<3|=|2 1 /5 o
R Az Az A/ N0 11 0 1/

8. A= (2

—1) matritsa berilgan. Bu matritsaga teskari matritsa
4 3

lopilsin. B I T .
Yechish: A matritsaning determinantini hisoblaymiz.

147
146




7
2 -1 E ) =(~: %5 - ilsin
= Tl =16 — &= = = A . . matl‘.ltsa topiisiii-
Il |4 3 | Sl =t 4T ! vy 7 () son benlg’cm-)"A

Demak, |4| =10= 0. Bu esa berilgan matritsa uchun teskat

" ) = -3
mavjud bo’lishini bildiradi. Uni topish uchun determinanty: ,,)‘ 4
algebraik to’ldiruvchilarini topamiz. B 7 45 ) y=—2
An=(-1)1*1.3=3; An=(-1)2#. (-1)=1; A12=(-: p “, () gq
An=(-1)2+2 2=2. R ) v =
Topilganlarni ikkinchi tartibli matritsa uchun teskari matrity e -7
formulasiga qo’yamiz. )

5 : ilsin.
= hi matritsa top!
) 1 5) matritsaga qarama-qarst!

o jtsalar ko’
yida perilgan A va B matritsa

Ay A 3/10 1/10
Ad:l%l-(Ai: A;)zﬁ(i ;)=( i 1/1) . (L b,
l--(‘, _2)’ 5T

-2/5 1/5
9 Asz = (g -04 _15) matritsaning transponirlanganini tag

paytmaS'\ topilsin.

, 2 0,
Yechish: A matritsani transponirlangani AT ni topish qol b A (" }3), P (04 1 2 3
foydalanamiz. ; 3 3 1 2\
2 3 . .}, B=\-3 1
ATl=A50=( -4 0 ) -4 3
1 =5

. 3 2
2 -3 4) B=(4 A
oy 3 -2 3 4
4 =3 5 ‘(—4}
. B= .
5 2 0 =
MA= (2 1 1) 2 5
3 7 1 )
(2 2)  TThs =30
6 A= o 3 itk
bo'lsa, C = A2 + 2B ni aniglang:
A +

1 1 ilsin.
t % 3 8'-—(1 2 O)bo"sa’AB-BAtop‘
va
7.A=(2 1 2 5§

Mustaqil yechish uchun topshiriglar:
1. Ava B matritsalar yig’indisi topilsin.

oa(, 956 7)

ey 5 3k G T D)
2 X 3 -5 3 6

3) A=( 0 O 4). B=( 4 3 D);
\—1 3 8 7 10 0

LSl 1. 0 =3
Ha<{3 s)  B= ;
) (o -3) G4

2. A va B matritsalar ayirmasi topilsin.

PN ¢
123 -1 2 : . 2B topilsin.
na=C. 6) B=(4 %) 2 -1 0 vaB"(z 0)‘”“‘"”
9 —4r -3 =77 8.A= (3 2 1 =3 A . otritsalar topilsin.
( 4 9 —6) (—7 -4 2) o matritsalar uchun teskari ma
2)A={-5 2 4 |,Bs{ 4 -5 3 9. Quyida berllgd
6 -5 6 2 -6 7
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h bo’lmaganda bittasi
; Lo 0 bo'lib, Ax; va Ax; lardan hec
l)(; i); 2) (g ;); 3)(3 1); A

! . *Imaydi va uni
3 Nll Io'lsin. Bu holda sistema yechimga ega bo’lmay
Nmaean sistema deyiladi. . ; :
2 5 7 3 -4 5 i i _; o |"mban'Sle0 Ax, = 0. Bu holda berilgan Slstfima Y(_)kl
e 3 4 ES|2 <3 a4 kgl Y 0 hAm 0 B i yoki yechimea ega bo’lmaydi. Shuning
B =2 =3 3 =5 -1 1 0 108 bu'p yechimga egabf’ ladl.)'od. y
Jatwinn bu holda noaniq deyila hllza li tenglamalardan iborat ushbu
§3. Chizigli tenglamalar sistemasi m Xy X20 X3 r_‘_m;a o} T
RLUVESRACE LS S
Ikkita x,

va x, noma’lumli chizigli tenglmalardan iborat ushbu
{anx:'*‘ﬂuxz =

Q21X + A%, = b,

L ) (X2 HG23%3 =::2 4

1yp X2 +033X3 = 93 . i deyiladi. Bunda
e ‘Jumli chizigli tenglamalar sistemasi deyiladi. i
eh noma’lum sistemaning  koeffitsientlari,

sistema ikki noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi deyiladi, |§

Q33 — S 2% . H
022,823,831, 032,03 . : uyidagi
“”‘“”'afll n22 sonlar. Berilgan sistemaning yechimi quy
. s - < ’ al .
@i1s Q12,@z;,a;, —sistemaning koeffitsientlari, b,,5, — b, by berilg
sonlardir,

] 5 adi.
ginantlarning giymatlariga bog l;’q boaladl o
1y, Qiz Q13 U bl alz an\;
Ay Q22 @3f; Axg = bz azz o
(tyy @32 a3z 3 32
a;; b Gas
A \

¥y vax, larning sistemani har bir tenglamasini to’g’ri tenglf
aylantiradigan x/; x; qiymatlariga sistemaning yechimi deyiladi.
Berilgan sistemani o’rganishda ushbu

Q1 Qg3 b,
ar 'azz azz|'= W12z = Q218y3; = ' :

b

a b
sz =, 11 1
@y b,

determinantlar muhim ahamiyatga ega.

A .

aj;; Q12 1;1
a,; by @z3|; Axz = |0 Qz2 bz i
a3y Q3z U3 : .
; e 5 i idagicha yozish
| 3;iste;nani bu determinantlar orqali quyidag Y
IHerilgan

=y, b, - ay,by;

Mumkin:

Berilgan sistemani, yuqoridagi determinantlarni hisobga olgan holda,

A'xl =Ax1

ib'xz = Ax;

Aexy =Ax, A« xy = Axg
{A’X2=Ax2

ko’rinisda yozish mumkin. Bundan beril

Ax, larga bog’liq ekanligi kelib chiqadi

gan sistemaning yechimi 4, X W
. Bunda bir necha hollar bo’lish
mumkin;:

: U ‘ ,I . E ‘ l ’ l .I . ‘ A‘\'

ini ani i da sistema (x;, %, %3)
Ax: o =25 polishini aniglaymiz. Bu hol
X2 A

I-hol. A= 0 bo’lsin. Bu holda berilgan sistemadan x, = =

: s irgalikda deyiladi va
==L = ' : Jupona yechimga ega. .Bu hold::;stema birga

bo’lishi kelib chigadi. Sistemaning yechimini topishning bu usuli Kramer Xy = A_ﬂ, Xg = A—:l, X3 =7

usuli deyiladi va formulaning 0’ziga Kramer formulasi deyiladi. .

. r formulalari deyiladi. * bittasi
.m...og,ibz:tlzr Kl(;a:‘e)’lib Ax,, Ax,, Ax; lardan hech bo’lmaganda bi
2_ ol. — ) ’

. y l y .
|
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3-hol. A= () bo’lib
& N , Ax = Ax - . 39\i%
yoki cheksiz ko’p Yechiml;rga e ; bo'A[xs- O_bo. Isin. Bu holda a b a
bo’Imaydi. & adi yoki bitta ham yechi A=la, b =0
ntax, x,,.. az by €

e 2 i chizigli
» £ noma’lumli chizigli tenglamalardan iborat ush

ulu v uning hech qa si ikkita tenglamasi 0’zaro zid bo’lmasa,
Q11X + QyaX; + 0+ Qg = by ’ 2 qay £

ikl bo'ladi.
A puylik, quyidagi chizigli tenglamalar sistemasi berilgan bolsin.
{allxl ot alzxz + a13X3 = bl'

Q21X + QX5 + +» + Ay X, = b,

o e *

. 22+ 4+ a =}

sistema n ta ? i chizigli S

noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi deyiladi
i.

Bunda
a el
sistema k . 115 @12, s Oy, A2y, @3, ..., @
& ocmtSlentlari! bl-b 2 F i ”"anl'auZF vaon y Uy

: -+ by, lar ozod i
s : 2 od hadl ;
is eglia fx.chu.n ham yuqoridagidek hollar bo’lishi mz:n(:'enlgan o
r jinsli uch noma’lumli ikkita tenglama sistemasi "
{alx +hy+gz= 0
QX + 0,y +c;2=0

ko’rinishda bo'lib, u quyidagi '
o » U quyidagi formulalar bilan aniglanuvchi yechimla

a.
b, ¢

x:k'l 1 '=__a1 C
b, ol ? klaz C:I

z=k ,a1 bl'
bu yerda k ixtiyoriy son. i

Q31X + Q2% + Q23X3 = b,

Q31X + QaXp T Q33X3 = b3
Wistemadagi  noma’lumlaring koeffitsientlaridan A  matritsani,
' lumlardan X matritsani va ozod hadlardan B matritsani tuzamiz:

Qs Q12 Qaz Xy by
A=|a @22 Qs X= x;|; B=|b2 ).
3y sz Q33 X3 b3

|| holda matritsalarning ko’paytirish qoidasidan va matritsalarning
Splik shartidan foydalanib, berilgan sistemani

@y Q2 Qi3 Xy by
Q1 Q22 azs)'(x2> = bz) yoki AX =B
a3y Q32 @33 X3 b3

i rinishda yozamiz. Bu tenglama eng sodda matritsaviy tenglama
deyilndi.

[3u  tenglama quyidagicha yechiladi. Dastlab A matritsaning
Aulerminanti  hisoblanadi. Agar |Al = 0 bo’lsa, u holda berilgan A
Jitritsaga teskari A ™% matritsa mavjud bo’ladi. Matritsaviy tenglamaning
fjur ikkala qismini hadma-had A -1 ga ko’paytirib

Bir iinsli . !

Jinsli uch noma’lumli uchta tenglama sistemasi
QX+ by+az=0,
WGx+by+cz=0,

8 .a Qszx —
kO l'lmshga ega bO’lib, & 3X + b3y + 32 = 0.

A= Z; Z: Z - A" . (AX)=AT'-B
as by ¢, il hosil gilamiz. Ko’ paytirishning o’rin almashtirish xossasidan foydalanib

bo’lganda nolga teng bo

i ¢ bo'lmagan yechimlar ‘ladi

noma’lumli uchta chizigli tenglama sistemags:j1 cga bo’ladi va aksincha. Ikki:
{alx'Fbly:cl' :

(A A = AT B
i hosil qilamiz. Bu yerda 4-1.A=F va EX =X bo’lgani uchun
\ - A~!.B. Bu berilgan sistemaning matritsaviy yechimi bo’ladi. Xuddi
i usul bilan ikki noma'lumli sistema ham matritsaviy ko’rinishda
yoziladi va yechiladi.

Ba'zi hollarda chizigli tenglamalar sistemasini Gaus usuli deb
staluvehi usul bilan ham yechiladi. Tenglamalar sistemasi bu usul bilan

azx + be — ‘-'2;
ko‘rinishda bO’lib, u
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echi ,

:’e nglgiar;da- noma l'um.lar ketma-ket yo'qotib boriladi, va sisten
noma’lu‘:n artldaf:a:m bir noma’lumli tenglamaga keltiriladi. Un '.'
opiladi va topilgan qiymatni |
qolgan noma’lumlar topiladi. Tolgan. teglanialal S

1-2¢

Ixtiyoriy (t—;) ko’rinishdagi juftlik berilgan sistemaning

Wil ckani ravshan. Demak, berilgan sistema noaniq sistema bo’lib, u
s ko'p yechimga ega.
2x;—X%; + X3 =4,

Mavzuga doir yechimlari bilan ber 4 Quyidagi 13x1 + 2%, — X3 = 1, sistemani yeching.

: {xl ST ilgan topshiriglardan namung| X + Xy — 2X3 = =3
1 25, _ v. — = sistemani yechi ‘ 4 O o e T ) :
Yech;qh 4:2 5 yeching. \ oehish: Bu sistemaning determinantini hisoblaymiz:
sh: : ; ,
L 3vvalo, bu sistemaning determinantini hisoblaymiz. A i —21 11 - -8434+41=242—-6=—10%0
=f 2letlet)-2 3 e—t-se7ap 3 ‘
fonnlzra::l: l;eri!lgan sistema yagona yechimga egn:: Uik wak, berilgan sistema i'agona yechimga ega. Berilgan sistema uchun
n foydalanib topamiz: Buni ks
topamiz. uning uchun Ax; va Ax; A o =1 2 -1|=-16+1-3+6+4-2=-10;
i S X I -3 1 -2
4 l" _1"1-15—"‘14. AX2=|1 -1|=s+2=
X, = Ay =3 2 Axs 2 < 5 ! 2 4 1
TR T et e Ax :\3 1 -1\=—4—9—4—1—6-24-o,

Demak, berilgan sistemani
maning yechimi (2; — Nads
2.{X1+x2=3 ; ,y (2;—1) bo'ladi.
3%, +6x, =1 sistemani yeching.

2 -1 4
Yechish: Bu sistema uchun Axs =13 2 1% =_12+12—-1-8-2-9=-20.
1 1 =3

W' Indi.
i ramer formulasidan foydalanib

A=|; §=6—6=0, Ax1=,:: §|=18—2=16,
sz=|; i|=1—9=—8

bo,]ad' . — /'I\le"—lg= x =é.£;=—°-= =$—x_3.=:2_°.=
1. Demak, berilgan sistema birgalikda emas 1" A -0 77 e @E 2 3= T 2

mavjud emas, . ya'ni uning yechimi

3.{2xl+3X2=1 : |
4x, + 6x, = 2 Sistemani yeching,

I lishini topamiz. Demak, berilgan sistemaning yechimi (1;0;2) dan
horat.
X +X +X3=2,
5. Quyidagi {3.:1 +2x,+2x3=1,
4x, +3x; +3x3 =4
sistemani yeching.
Yechish: Bu sistema uchun A, Ax;, Axy, va Ax3 larni topamiz:

Yechish: Bu sistema uchun
a=[? N=12-12=0 13
o = ,Ax1=|2 6,=6—6=0,

aa=[0 Jl=4-4<0

T 2l
A=13 2 2l=6+9+8-8-6—-9=0;
4 33
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| shu kabi Ax, = —81, Ax; = —27, Ax, = 27 larni topamiz. Demak,

Yy Axa Ax

Aa\lzi g §=12+3+8-8_12_3=0; - : 3,x2=—3-==—4,x3_a
!/ Ishbu sistemani Gauss usulida eching:
| 322:,—;}):2 +;x3 = 2(;1
Ax, = - . Xy +4xy; —2X3 = —
2 i i §~3~.-12+16—4—8—18=1; 4x, +2x, + 3x3 =9
Y echish: Bu sistemadan noma’lumlarni birin-ketin yo’qotamiz.
T A |-qndam. Sistemaning ikkinchi va uchinchi tenglamalaridan x,
Ax; =13 2 1|=38 +18+4-16-3—-12= 4 e lumni - yo'qotamiz. Kasr sonlarga kelmaslik va bu orqali
* 3 4 4 Gblashlarni  soddalashtirish magsadida buni Quyidagicha amalga
Slirnmiz. Dastlab 1-tenglamaning ikkala tomonini -3 soniga, 2-

bo’lgani sababli berilgan sistema yechimga ega emas
2x;+X; — 5x3 + x, = 8, '
X3 ‘3Xz = 6x4 =9,
2x —_Xaq =~ |
2 = X3 + 2x, 5, Wiglamani

6. Quyidagi

jplamani esa 2 soniga ko’paytirib, ularni o’zaro qo’shamiz. So'ngra 1-
wuglomaning  ikkala tomonini -2 soniga ko’paytirib, hosil bo’lgan
3-tenglamaga qo’shamiz. Natijada, berilgan sistemaga

X+ 4x, — 7x =
1 2 3+6x, =0 vhvivalent bo’lgan quyidagi sistemaga kelamiz:

chizigli tenglamalar sistemasini yeching,
Yechish: Bu sistemaning determinantini hisoblaymiz:

17X2 — 16x3 = —82,

{le —3XZ <+ 4:(3 = 20,
8x, — 5x3 = —31.

£ 5 =8 30
- |1 -3 = & 6 1 <

=l 2 @ 1 26 =412 . =Y 2]~ _f 21 ’ . 2-qadam. Oldingi gadamda hosil qilingan sistemaning ikkinchi

1 4 -7 6 ¢ =7 & & =9 ¢ wnplamasini -8 soniga, uchinchi tenglamasini 17 soniga ko'paytirib ozaro
i|0'shamiz:

1 -5 1 23, —3x, + 4x;3 = 20,

—’-3 0 —6| =27 = 0. {173(2 = 16X3 = —-82,
ey=L 2 43x; = 129.

Demak, ‘berilgan tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega.
Endi Ax,, Ax,, Ax; va Ax, larni topamiz.

8 1 53
Xy =8 2 -1 2 =8
0 4 =7 g
-3 0 —6 1
=8 2 -1 2’_9.‘2
4 -7 6 4

Dastlab hosil bo’lgan sistemaning uchinchi tenglamasidan x; = 3
gkunligini  topamiz. So’ngra bu qiymatni sistemaning ikkinchi
enplamasiga qo’yib, undan x, = —2 ekanligini topamiz. yakuniy
Ay + 945, 5. A H Oy qudamda x; = —2, va x; = 3 larni sistemaning birinchi tenglamasiga

(u'yib, undan x, = 1 ekanligini topamiz. Demak, berilgan sistemaning

yngona yechimi x; = 1, x, = —2, x3 = 3 ekan.

-1 2|-5./-3 o 1 6 8.43x; + 2x,; +x3 = 23 sistema matritsa usuli bilan yechilsin.
-7 6 4 -7 —6 Y X, +2x; =13
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T2 P £e! 10 Pk,
Yechish: 4 =3 2 1), X= (xz .B=123) Xi 4
0 1 D X3 13 . N (,\",) = (3) bo’lib, undan x, = 4,x, =3 vax; =5 lar
bo’lgani uchun berilgan sistema AX = B matritsaviy tenglama ko’riniy Xy 5 : ikt v
keladi. Uni Yechish uchun dastlab 4 matritsaning determ Ji ¢ lilgadi. Bular berilgan sistemaning yechimidan iborat.
hisoblaymiz. G+ 2 =7 o tema yechilsin,
120 y l'u‘ +4x, =17 yx :
= = -+ -0-1- = -9 A ’ 1 P = - = 5 i be .l an
A 3 i ; 4+0+0 112 #0 Yochish: 4 = (1 4), X (xz),g (17) bo’lgani uchun berilg

Demak, A matritsa uchun teskari matritsa mavjud. Uni aniglash uchuy pinining matritsaviy YOZ“Vi. AX =B 'ko’nmshda bOlafh' Undfm =)

matritsa determinantining barcha algebraik to’ldiruvchilarini aniglaymiz X« A"t B ni yozishimiz mumkin. Derhak; besilgan > Slswmar.l:;ﬁ

Ay = (1), |2 1I =4—1=3: Ay = (~1)%H. Iz 0| Lhimi A matritsaga teskari matritsa bilan B n}atntsa'nmg ko 1.)ayt.ma$:l' 2
1 2 : * 1 G il ekan, Ma'lumki, A matritsaga teskari matritsa mavjud bo’lishi

=A== _4;_ 0 3 1 - hun uning determinanti noldan fargli bo’lishi kerak. Ya'ni
A3 =(“1)3+1'|2 1|=2_0=23 Asz =(—1)1+2'|0 2! |l = A= 1; ﬂ: 4-6=-2=0.
==E-0) =8 ] A matritsaning barcha algebraik to’ldiruvchilarini topamiz:
% 1 T = (—1)2t1.,.9 = .
Azy = (—1)**2. |0 gl =A-li=2 A= (L) I; 2" Ay = (1) 4=4 Ay -1 2+22 :
e 142, 3 = -3 4,, =(-1)**"*.1=1.
= —(1-0) = —; A = (-1)H2.3=-3 Ay s el
' {3ularni teskari matritsani topish formulasiga qo’yamiz:
A= (-3 2| =3, Ays = (-1 |1 2| == 2 1
» 0 1 ; 0 1 o 1@11 A21)=__}_(4 "2)=(3 1)‘
1 2 N == 2\—-3 1 = -
A33 = (—1)3+3 . I3 2I =2 —6= —4; 2 12 AZZ 2 2

Bulamni A matritsaga teskari matritsani aniglash formulasiga
qo’yamiz.

i Ay Ay Ag, 3 —4 2
A"l = Z(Alz Azz A32) — — (—6 2 “1)-
Az Ay Ay 3 -1 -4
Buni X = A7« B ga qo’yamiz:

(3 -4 2\ 10
X=4"B=—|-6 2 -1} 23)=
3 -1 =4/ \a3

i 3:10-4:23+2-13 -36 4
i --3(=27)-(s)
—45 5

= -14 + 17
X=A-,.B=(§2 fz)-(f7)=(31 - 2)=(3);
2

2 2 2

(;;): 3) x1=3, xz=2.

0|

Mustaqil yechish uchun topshiriglar: .
|. Determinantlar yordamida quyidagi tenglamalar sistemasi yechil-

g
3x +2y =17 {ax—3y=1_ ){5x+2y=4'
l){4)(—5)1:«9,0;)ax—2y=2' 7x +4y =8’

-6:10+2-23-1+13
3:10-1+23—-4-13

D |
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4) [2x+3y=7.

2x +5y =3
4x-5y=2‘ 4

){4x+10y=5?6)
5x+8y+z=2
7)!3x—2y+6z=—7;8)
2X+y-z=_s
2x~T7y+z=_4
9){3x+y—z=17 i 10)
X—-—y+3z=3

X+2y+3z=4
Il), 2X+y~2z=3
3x+3y+22=10

{ Sx+3y=7
10x + 6y = 2°
{Zx -3y +z=-7
X+4y+2z2=_1 3
X —4y=_35
2X -4y +37=1
{x —2y+4z=3 2
3x-y+50=2
2x—y+z=2
; 12){3x +2y+22=—32
X—2y+2z=1
Javob: 1) (5;-4); 2) Ci1); 3) (0;2); 4) (2,22
yechimlarga ega; 6) yechim ol
9) (5:2;0); 10) (~1;0; 1) 11) (1;-1;2); 12) (2;-
2. Quyidagi sistema yechilsin: '
le + sz +4A’3 + Xy = 20
Xy +3x; + 224 +Xy =11
le -+ ].OXZ + 9X3 + 9X4 =40
3x; + 8x, +9x; + 2x; = 37
Javob: (1;2;2;0)
3. Quyidagi sistemalarni Ga
5x; —5x, —4x; = -3
l){x1 ~X%—-5%;=11
4x1 - 3X2 - 6x3 = -9
2%, — x, +tx3—-x,=1,
3) 2x; —x, - 3x, = 2,
3 —x; +x, = -3,
2x, +2x, — 2X3 + 5x; = —6,

1;-3).

uss usuli bilan yechilsin.

Xy —4x2 ‘25\’3 =0
; 2){3.1'1 =5x; —6x; = -21

3x; +x, +x3=—-4 ,
3x; + 2x5 - 3x; + 5x4 = 10,
2% - x, + S5x3—x, =
X1 4% = 3x3 + 2%, = 2,
2x; + 2x, —X3 —x, =—1,
favob: 1) (0;,~1;2); 2)(~2;-3;5); 3)(0; 52520 41;0:1,2)

S;Qf);::g; t;r:;glamalar s;’stemasi matritsa usuli bilan yechilsin:

D {2:(l +7x, =81,° 2) {32 - iﬁ; ; IBG'

i 4)

rf); 5) cheksiz
ga ega emas; 7) (=3;2;1); 8) (~1; 1; ~2); |

2x; +6x3 = =7; 4)4x; +4x; +2x3 = -1,
‘.I OXZ—X3=—5. X1-4x2=—5
lavob: 1) (16;7): 2)(2;3);3)(—=3;2;1); 4) (-1;1;-2):

VIIL.BOB. SONLI KETMA-KETLIK VA FUNKSIYANING
LIMITI
§1. Sonli ketma-ketlik va uning limiti

Apar har bir n € N natural songa biror qonun-qoida asosida ma’lum
i, © R haqigiy son mos qo’yilgan bo’lsa, unda a,, a,, as,..., Qy,...
il ketma-ketlik deb ataladi. Bunda @, (i € N) sonli ketma-ketlikning
dlari, a,, esa umumiy hadi deyiladi.

Masalan,

|
O

1 2 : 1
o0 e UMUMIEY hadi a,, = p

b 8 1 . . 1
oot BT G i o umumiy hadi @, = (~1)"** =

1,1,-1,-1,..,(-1)%, .., umumiy hadi a, = (-1)%;

Ay, @z, @3y..c, Qy,e.. sonli  ketma-ketlik gisqacha {a,} kabi
belgilanadi.

Sonli ketma-ketlik bir necha usullarda berilishi mumkin.

1. Ketma-ketlik umumiy hadi formulasi bilan berilishi mumkin.
[lunda n — hadining giymatini shu hadning tartib nomeri bilan bog’lovchi
lormula beriladi. Umumiy had formulasi yordamida istalgan hadni topish

. . . o > S . .
mumkin. Bunga misol sifatida a,, 3 ni olish mumkin.

2. Ketma-ketlik 0’z hadining tartib nomeri bilan shu hadning qiymati
orasidagi moslikni sonlar orqali ifodalash yordamida berilishi mumkin.
Masalan, har bir toq natural songa 3 ni, har bir juft natural songa esa 5 ni
mos keltiramiz: Natijada 3;5;3;5;3;5,3,5,... ketma-ketlikka ega
bo’lamiz. Uning umumiy hadini @, = 4 + (—1}" ko'rinishda yozish
mumkin.







0 pincha, limiti izlanayotgan ifodada ayniy almashtirishlar bajarish

“m a,, =q
aliklarni ochishni osonlashtiradi.

n-ow
bo'lsa, u holda a, = a + a, bo’ladi va aksi '
s incha. B \
kichik migdor. ) e
Sonli ketma-ketliklarining limitlarini hisoblashda ajoyib Ii 1l yaug
ataladigan quyidagi limitlardan ham foydalanish mumkin. |

a doir yechimlari bilan berilgan topshiriqlardan namunalar

en .
| Umumiy hadi @y = ’“‘TL bo’1gan sonli ketma-ketlikning dastlabki 5

. 1\" ;
i (1 o ;) L | yozilsin. ' 5308 il
Bu yerda e = 2.718281... ga teng irratsional son bo’lib, u logarifmf Vechish: Umumiy haddagi n o'miga Ketmaket 1,225
asosi bo’lganda, u natural logarifm deyiladi va /n kabi yoziladi. ' yamiz: i
Agar {a,} ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo’lsa, ya'ni ing 1 =4
}iQLch,==0 My 2 ]
-.: ‘ln‘:-.,’-£ sine _ 0 _
bo’lsa, u holda {a,,} cheksiz kichik (ketma-ketlik) miqdor deyiladi. h=—>="7 ~ 2" 0;
Agar {a,} ketma-ketlikning limiti cheksiz, ya'ni sinE -1 1,
lim a, = = @ ¥
X z lnf.,-‘- sin2m _ 0 _
bo'lsa, u holda {a,} cheksiz katta (ketma-ketlik) miqdor deyiladi. Xy = 3—-;* T g 0;
. Agar {a,} ketma-ketlik o’suvchi bo’lib, yuqoridan chegaralang; gl sinz 1
bo’lsa,u holda u yaginlashuvchi bo’ladi. 9 T
Agar {a ki & 1 . oy 5 , . KT " 1 1 .
gar {a,} ketma-ketlik kamayuvchi bo’lib,quyidan chegaralanga emak, _.--smk’ ning dastlabki 5 ta hadlari 1,0, = 5 0.5 lardan iborat.
.2_ E E }_Z ?—é ketma-

bo’lsa,u holda u yaginlashuvchi bo’ladi.
Agar ¥V £ > 0 son olinganda han shunday n ooy ot
ENto harch:
n>ng va barcha m>ng lar uchun ¥ Mo pllsakl’ L
. fxy — xpml<e
teng.:zhk ba[gar;lsa. {a,} ketma-ketlik fundamental ketma-ketlik deyiladi.
gar {a,} ketma-ketlik fundamentantel ketma-ketlik bo’ 5
yaqinlashuvchi bo’ladi. etlik bo’lsa

. S G g ’ |
(axtbn), (a0 'bn) va () ko'rinishdagi ketma-ketliklarning limitlz ini

9. Dastlabki bir nechta hadlari bilan berilgan 3.773 15723

stlikni umiy hadi yozilsin: .
w“\‘(‘:fh‘:;;: B);,rilgany ketma-ketlikning har bir hafiinir:ng surati sh\{
hndning nomerini bildiruvehi raqamning .kvad;au bilan IK soni
yi indisidan iborat ekanligini ko'ramiz. Ya'ni u.n‘ +1 _ga te.ng. etma-
|etlik hadlarining maxrajlari ayirmasi 5 ga va bm.nchx hadi 3 ga teng
ho'lgan arifmetik progressiya hadlaridan iborat. Ya'ni:

P +(n-1d=3+ +5(n—-1) = 5n — 2.

ne+1

. 0 <
topishda —,—, 0-c0,00 — oo ko’rinishdagi ifodalar hosil bo’lib qolishi Demak, —
! m: a"—‘— 5"—2‘

mumkin.Bu ifodalar anigmas ifodalar deb ataladi.
Bunday hollarda {a.}va (b,] ketma-ketliklamming o’zgarish

:10,m’utlznlm e tiborga olib, b.irrni qizigtiruvchi ifodani bevosita tekshirishga lim a, = MM 207 2
0’g’ri keladi. Bunday tekshirish anigmasliklarni ochish deyiladi. b 1'“;ﬁ”i isbotrmg )
o' lishin 2
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ecoremalarni qo’llasak,

P idagi t :
jilshy; Agar biz bu yerda limitlar haqidag = ko'rinishdag

(n? +n)’= bo'lib berilgan 1

Yechish: £>0 son uchun shunday N(&)ning
ko’rsatishimiz kerakki, har qanday n>N(e) uchun |a, — 1|<¢ i

. 0 va "‘m}
bajarilishi kerak. Buning uchun |a,, — 1| ni aniglashimiz kerak.

S 1 L s 1|= 2n-1-2n-1|=| e S PO Jrish bajaramiz. Natijada s posil bo'ladi.
n 2n+1 an+l 2a+1l  2n#1 “ n? =%T§=m = (1"'?)
2 T . . . 1 bV "y -2 {1+-2 T e
Bundan esa e tengsizlik kelib chigadi. Undan n> = — ™y ln:u,‘?" SOl e
£ M

g limiti hagidagi teoremalarni
N=EC: — ) ni aniqlaymiz. Shunday qilib, ixtiyoriy £ >0 son

shunday N topiladiki n>N tengsizlikdan |a, — 1|<e tengsizlik
chigadi. Bu esa lim 2>— = | ekanligini bildiradi.
n=oc 2n+1

B caytma, b o’linma va yig indinin
houyidogignegs DORTE i A= 00
2 . : = =00 (L4+72)°

l‘m ).'i,:;_: = hmi;: (1+TI~ 31] necon® 030y

e (n* 0=, n—

4. xi=1, x>=2, bo’lib n>2 bo’lganda X,=Xy.1 — Xs.2 bo’ladi.Bu ki

ketlikning dastlabki bir nechta hadlari yozilsin.
Yechish: x3=x2— x1=2-1=1; X4=Xa3—X2=1-2=-1; Xs=X4— X3 ==1-1%

Xg=Xs — X4=-2-(-1)=-2+1=-1; X7=Xs— X5=-1-(-2)=-14+2=1 va hokazo.
Demak, izlanayotgan ketma-ketlik

) B3l Bet) B ) o) BN

W lim (v +2- /1) hisoblansin. =7 L
i i 3 =0 va MmN T g
- }‘mvn ; i Bu ifodada ayniy almashtirishlar

: anigmaslikdir. 2 ifodaga
SR amct‘)erﬂgan ifodani unga qo'shma 1 .

lgani uchun berilgan

‘ 3]
iz, Buning uchun

_ . bo’lamiz: i .
paytiramiz va - = a2 o
P 5 9\_71_12_'_)_".’_(2—"12-1-"——)‘ =Tgarn  varitR
T2 -An
Jn+2

=
Jurian

dan iborat.

—1\ ,
5. -1, zi, = %....,{ :) ,--- ketma-ketlikning chegaralangan ekanll

*leani uchun
SR —\= oo bo’lgan uch
1‘\\\‘\{'l+2+vn) gaz 2 =—z—=0
Py A o St FS
isbotlansin. e e rra4aAn) P
Ut s i (Vi + 2- VDRSO
- = =_ < W
Isbot: |a,| =[S =L <1

TV 2 - J) ni hisoblang.
Demak, ketma-ketlik chegaralangan. i h}"(l\‘wﬂ( -

L g‘ 1 pd‘ »:

o bo'lgani uchun perilgan  if A,

ochish uchun ayniy almashtmih gilamiz.
= 24n X

f - 248 - s -ﬁ—'; 3

\y"‘ (\'Tl +2 'm’ \m"‘vqs \'-;I(Jl‘*-;" 1) \j1+n+

6. Umumiy hadi a,= " bo’lgan sonlar ketma-ketligi kamayuvel
ketma-ketlik ekanligi isbotlansin. limyn =

* — .'_‘2 ! = _n_'*i o H e 7"+é 3 n 2 3 .
lsbot- dag i LI l, 2, 3, ...,y holda Ap+i A bo llb, Ap+1-ap= ‘“"‘q‘“as‘lkdlr' U[“

n+l
n+l nt42n-n> ~2n-1 - 1

"ladi -y >0 va
n n(n+1) n{n+1) <0 bo’ladi. Bundan aj.i-a, >0 Vi_\
ixtiyoriy nomer uchun Xu+1 < Xy

Bu esa berilgan ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligini bildiradi.
2

n - -
7. ’}Ln‘)c zn_3:n_)2. ni xisoblang.

=

2

2 _____,_?:——"
— T3 _Jm)= im 7% = ,1+_'-'_+1
Jimyn(¥n+ 2 )= Jugr L
n-ee

rd
==l
P

5_21,*_21‘_2.'3—”:—7' ni hisoblang.
‘ns ~z2u¥l

10. lim

n—="s
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_ (=)

Yech
chish:  Agar limitlar haqidagi teoremalarni qo'll -
I e =20 - Ba, =T

aniqmaslikka d
alm(:s e ulch kelamiz. Shuning uchun by yerda h.m
tlamiz. 3 15 &3 255 1023
taShqarigachiq:m : Ya’ni kasrning surat va maxrajidan p’ nl Wi1)1,2,4,6,8,16; 2)- —.—é—.l—; —3)0,1,0,1,0.
miz. ;
Sndpanl =g 5 ' - hadlari
lim Stntosnar o mdeE-Baly g2 3,7 N ketma-ketliklaming @y, Gp-s, Gats Ganss
n-w 4nd-2n+eg li LT L L v A
ne-o n3<4-?‘_-+;11’\ “m ;4_*:“"*1—)— =
_s+2lim - 3llmﬁ-+7hm e R ' . e — s = ki
-211 wi? _ 5420-30+70 _ 5 B0 a0 = 700 M1 = TG’ Ot T inmes)
m-'+!%1-n§on1 4-2040 4 1 1
11. hm(1 +—)2" : Ane1)(2n+3)
A ni hisoblan > por i 2
aBie & 4 Unyidagi ketma-ketlikning qaysilari monoton bo’ladi?
) ) 4n+3_ ) an 4)sinn‘

' Y inert T naa’
lavol: 1) o'suvchi; 2) kamayuvchi; 3) kamayuvchi; 4) o'zgarmas

w hotlik,
' Ouyidagi ketma-ketlikni chegaralangan ekanligi isbotlansin.

Yechish: Berilgan limitni hisoblash uchun ~ = « almashtirish q
Bundan - oo dg q — Ovan= -bo ladi. Demak,

Jim (1 +—)2" = lzm(l - a)a = [hm(l + a@)a ]

12. lim (—= 1 (-1)"
& r:l-nl(n'rz) ni h'SOb]ang l) |.‘.» LR e
; 3
Ma, =(-1)" -;ﬁ-smBn;

+5\ N
Yechish: lim (Z2yn . =2 o FRIEN® 5
26" = Jm () = hm _4) = = 1) 1.4; 1.41; 1.414; 1.4142; .

==t "N+
5 B n R |\ 142 lim (1451
N R aal i, Quyidagi ketma-kétliklar gaysi tomondan chegaralangan?
5 11°
n—=o,a-0 lim (1+a)@ [lim t'1+a)EJ o5 N, = 3n—1; 2)a, = -':7; 3a, = makd), i 4)a,=2- 3n=1
= = = — p3
s Juvob: 1) @y, =2 (quyidan chegaralangan); 2) 0<a,<1

=fn=2
P ,gm ‘”Bﬂ I!imxum?]

n=o,f-0 { hwparalangan); 3) a,, = 1 (quyidan chegaralangan); 4) a,, = 2 (quyidan

egnralangan).
7. Umumiy hadi
1
—,agar n juft bo'lsa,
o = {n gar njuf

0,agar n toq bo'lsa;
lo'rinishda berilgan ketma-ketlikning limiti 0 ga tengligini isbotlang.
8. 0.3; 0.33: 0.333; ... 0.33...3; ... ketma-ketlikning limiti % ga

Mustagqil Yechish uchun topshi
lar:
I. Umumiy hadi EsNg
quyidagi formulalar bil
ketliklarning dastlabki bir nechta hadlari yozilsin, an  berilgan ketmy

1 = g
) @, sms, 2)a, =2 cosllm3)an—(1+ )

Javob: l)ﬁ E 0. -3
2

2)==2
3)2;2.25; 2 2 i lengligi isbotlansin.
2. Qu lda s : ! 9. Quyidagi ketma-ketliklaming limiti topilsin.
Quyidagi ketma ketliklarning dastlabki beshta hadini yozing. Disin™4+l. 2 L 1000
n 5 ' n?’ n()u» 1) n? ’
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3 A% 5 a3
)0.1,2’ ey :(1.1.(-1)"

1 Taer) F '
avob: 1) 0; 2) 0; 3) £, 1
10. Quyi g < yidagi limitlar topilsin.
Q Yida berilgan limitlar pi blansi oy R ek _ x
1) lim 344n)2-n) , 30 ansin, = lim———  3) lim————
n—w $nle . )]im i 17 n n—3qn-=3n= n—wy n-
ot n-oo m’ ) 41 . NZni+l 143454 4(2n=-1)
i ros— 5) lim—— 6) lim ——
B VinT 41 n—wm 2n-1 neio  L+243+04n

>
3) lim 2874503 2
\ﬁn - -
i i
no+5n

= . Ay 38, 2y 2, . sy L.
favob: 1) % 2)0:3)2; 40, 6 2) 553) 5 NS 3612

Uuyidagi limitlar hisoblansin.
1 e s B 3 2 n
lim (1 - 2)s 2) lim (1+3)" 3),119;(“ 37
3

pim (2% s m () 6 lim (22)

N n—oe \2Nn+1

n+3

7 11 X

I gD e Javob: 1)e73; 2) e 3) e ) S)e6)e?

Javob: 1) | 2)2 iz

12. [v’nz +1-~ '1} ketma-ketlik |; §2. Funksiyaning limiti {

limit tOPi]sin 3 lmilga ega ekan" Fn A
: 21 isbotlans

Javob: (), : Apar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday & > 0 sonni topish mumkin
13. Quyidagi limitlar topilsin ki, x =a va |x—a| <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi X ning
D lim 2=8 : hn giymatlari uchun |f(x) — A| < € tengsizlik bajarilsa, x argument a

n=w nm3s  2) lim 53, o A
4) lim 341 nw’i..m;:_"“’ ) i Vifan-1’
n=e VanTyy 3) J!P—lﬁ; 6) lim 1+2+3+'--+(2n-1)
Javob: 1) 6: 2)38. av2, . ~  "T% 424354y,
P2 DY VE; 5)%;6)2
»

0 Intilganda, f(x) funksiya A songa teng limitga ega deyiladi va
limf(x)=4

N

| tinishda yoziladi.

A son f{(x) funksiyaning x = a nuqtadagi limiti deb ham aytiladi.

.

ulamn bl -ketliklar limitga egami? Agay limitga ) |x-al< 8 tengsizlik a— §<x<a+§ qo’sh tengsizlikka teng
246 s o ega bo buchli. & ixtiyoriy musbat son bo'lganda (a — 8;a + &) oraliq a
5 71; l'sul-- i nuqgtaning & atrofi deyiladi.
) ;.;,-7—,?’, 7 ;’Lﬂ” Agar x argument a ga intilganda, f(x) funksiyaning limiti A ga teng,
Javob: 1) |; 2)2. o yi'ni il_glo f(x) = A bo’lsa, u holda x = a nuqtadagi f(x) funksiyaning A l
I5. VaZ¥1- limit qiymati bilan f(a) xususiy qiymati orasida quyidagi hollar bo’lishi :

b ) ketma-ketligining 1:.:
va u limit topilsin, kethgmmg limitga ega ekanligi j sbotlansin mumKkin. |
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l. x — a da f (x) funksiyaning limiti A ga teng bo’lib, bu paytda i
funksiyaning f{a) xususiy giymati mavjud bo’Imasligi mumkin.
2. x -+ a da f (x) funksiya A limitga ega va f (x) funksiyaning-‘
xususiy giymati mavjud, lekin f{a) xususiy giymat funksiyaning A lir
giymatiga teng emas.
3. x = a da f (x) funksiyaning limiti A ga teng, f{x) funksiyanin
f(@) xususiy giymati mavjud va u funksiyaning A limit qiymatiga teng,
Agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday & > 0 sonni topish mun 1
bo’lsaki, O0<x-a<é (yoki a<x<a+ §) tengsizliky
qanoatlantiruvchi x ning barcha giymatlari uchun
If(x) Al <€ _
tengsizlik bajarilsa, x argument a ga o’ng tomondan intilganda f (X
funksiya A songa teng 0’ng limitga ega deyiladi va '
Jim f(x) = 4 yoki limf (x) = 4

x>a

ko’rinishda yoziladi.
Agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday § > 0 sonni topish mumkin
bo'lsaki,
0<x—-a< d(a-d<x<a)
tengsizlikni qanoatlantiruvehi x ning barcha giymatlari uchun
If(x)—Al< € !
tengsizlik bajarilsa, x argument a ga chap tomondan intilganda, fix)
funksiya A songa teng chap limitga ega deyiladi va
lim f(x) = A yoki limf(x) = 4
x=a=0

X<a

kabi yoziladi.

Chap va o’ng limitlar bir tomonlama limitlar deyiladi.

Agar x - a f (x) funksiyaning chap va o’'ng limitlari mavjud
bo’lib,ular bir-biriga teng bo’lsa, f (x) funksiyaning x = a nugtadagi limiti-
ham majud va bu limit ham o’sha limitga teng bo’ladi.

Agar ixtiyoriy katta £ > 0 son uchun shunday & > 0 sonni topish
mumkin bo’lsaki, ¥ # a va |x —-a|l< & tengsizlikni qanoatlantiruvehi
X ning barcha giymatlari uchun

172

If(x)1 > E (f(x) > E) _
yiizlik bajarilsa, u holda x argument a ga intilganda, f(x) funksiya o

1 \ign epa deyiladi va

limf (x) = o (limf(x) = +)

i yoziladi. Ll .
Apar ixtiyoriy E>0 son uchun shunday § = 0 sonni topish mumkin

W' lnaki, x = a va |x—a| > & tengsizlikni ganoatlantiruvchi x ning
Wichn qiymatlari uchun f(x) < —E tengsizlik bajarilsa: u. holda x
“yigument a ga intilganda, f(x) funksiya —oo limitga ega deyiladi va

In‘n’f(x) = -0

bl yoziladi.

Agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday k > 0 sonni topish mumkin

' Isaki, |x | > k tengsizlikni ganoatlantiruvehi x ning barcha qiymatlari

wehun

f(x) —A] < & . o,
Wwnpsizlik bajarilsa, u holda x argument © ga intilganda, f(x) funksiya
wnpa teng limitga ega deyiladi va

lim f(x)= A
kibi Qo.ziladi. A funksiyaning cheksizlikdagi limiti deyiladll. ! '

/.\gar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday k > 0 sonni topl:sh mumkin
ho'lsaki, x > k (x < k) tengsizlikni qanoatlantiruvchi x ning barcha
(lymatlari uchun

flo-4] <€ g
lenpsizlik bajarilsa, u holda x argument +o° (—w0) ga intilganda, f(x)
funksiya A songa teng limitga ega deyiladi va S

Jim f (x)=4 (lim f (x) = 4)
kabi yoziladi. . e .
Agar lim a(x)= 0 bo’lsa, a(x) funksiya cheksiz kichik funksiya
A-=a

deyiladi. ( a— ixtiyoriy son)
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' x+ 1,agarx <1,
‘ #) " |2x+2,agarx> 1
iy x| nuqtadagi 0’'ng limiti 4 ga va cha

Agar 11_{{1__‘)‘ (x) = bo’lsa, f(x) funksiya cheksiz
deyiladi.

: Agf“ ixtiyoriy katta £ > 0 son uchun shunday & sonni taply
bo’lsaki, x > k tengsizlikni qanoatlantiruvehi x ning bﬂrch.: p {
u;hg If(x)] > £ tengsizlik bajarilsa, u holda f(x) funksivi
cheksiz katta i ilads . $

’ funksiya deyiladi va x]l?lm f(x) = Kabi yozily i
gar x argument @ ga intilganda f(x) funksivani , .|f
bo’lsa, bu limit yagona bo’ladi. ) Yening
Agar x argument £a intilganda f(x) va : ik :
. , 2 g(x) funksiyalarning | : izlik bajariladi.
niavlj-l'd bo’lsa, u holda quyidagi limitlar ham mavjud bo'ladi, 1| < ¢ bo'lganda | £ (x) = 4 < € telr-‘fs :-l adiJ
.:l’;(f(x)'*g(X)):ii-[}éf(x) illmg(X) X“l(;kel chiqadi. ‘
¢ X=a e < £
21m 709+ ) =lim £G) - limg ), ol Lt
L2 r—=a

. ( lim £ (x)
3. lig 2600 = 2500 W%) .
xl—n?x g ix) .!:l-% gix) ql_}};g (X) + 0)

p limiti nolga tengligi

| - 4 tengsizikni ganoatlantiruvehi barcha X
bajarilishini ko'rsatish kifoya, x >1
\2x - 2[ =2|x - 1\.

4|« ¢ tengsizlikni
\/'t.\-)—4i=\2x+2-4\=

|, 1| < ¢ tengsizlikdan 0 <
Aunr o ~’§ deb olinsa, 0 <x—1<38 bo’
|11k bajariladi. Shuning uchun xﬁmo flx)=4 =
i berilgan funksiyaning X = 1 nugtadagi chap limitini nolg'a ;eln:g-
Jjginl  ko’rsatamiz. Bu holda x<1 va |f(x)|'=. |l-x+ 1| =
|| « ¢| =1—x. Agar 0 <x— 1 < £ bo’lishi talab gilinsa, u holda

0| < ¢ tengsizlik bajariladi.
| ixtiyoriy £ > 0 son uchun 0 < x

barcha giymatlarida | flx)l<e

4.

Jim k + £(x) = k limf(x) (k - 0"zgarmas son) !

. Siny L A
l’_{’g T-l limit muhim limit deb ataladi va u muhim tatbiqlarg

')
i yerda § = € deb olinsa,

gl zlikni qanoatlantiruvchi x ning
pi2lik bajariladi. Demak,

=] <0

Mavzuga do'ir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namuny
; I. Funksiya limitining ¢ — §* tilidagi ta’rifidan foydalanib
lim (3x-8)= -5 ekanligi isbotlasin.

Isbot: Buning uchun ixtiyori lm_f (x)=0. e
: lyorty £> 0 soni bo’yicha sh / e 1 . - £(x) = o bo’lishini isbotlang.
sonni topish kerakki, |x —1| < §yax = y unday § 1 flx) = mfunksnya uchun ll-l}}f( )

1 shartlarni qanoatlantiruyy deb olinsa, u holda

barcha x lar uchun

lf@- 8] =|r0)+5|= 13x-8+5| = |3x — 3|
=3 [.x. ~ 1| < & shart bajarilishini ko’ ‘
bajarilishini ko’rsatishimiz kerak. Bundan

1
{sbot: Ixtiyoriy E > 0 son uchun & = 37

[x—1l<d tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x larda

10N = =] > 2

rsatishimiz kerak. Bundan shy

= ¢o’,

o psizlik bajariladi. Demak, 1im =5

X

g
|x-1] <%= 6 bo'leanda |7 (2) + 5] < e tongsictikni bajariichr SR
chiqadi. :

Demak, lim (3x~8) = -3,

4, lim (1 —;l-,-) = 1 ekanligini isbotlang.

=+




natijada
I(l = —) ll <€ yokl

]:‘3 = SE yoki x > 3-,: bo’ladi Agar k = ’k_ deb olins
x > k tengsizlikni qanoatlantiruvchi x ning barcha qiymatlarida

(21| <o

tengsizlik bajariladi. Shumng uchun

Isbot: £ > 0 ixtiyoriy son bo’lsin. Shunday x larni topish

7 < € bo’lsin. Bundan

Mustagqil yechish uchun misollar:
{4t ' rifidan foydalanib quyldagllar isbotlansin.

(4 + 1) =7; 2) Li_{t;% =4 3)lim (——) =1;

xX—03 2
llm(h ~2)=1; SpM-g 2w 3

tirilsin.
e va jadvallar bilan tushun
qu > va hm e topllsm j
)
3 = 400}

v=-2 3
lim
ox-2 x42-gx=2

i = =00,
Javily, hm

irilsin,
3 lim 2\ va lim 2" ‘OP“S"‘ va jadvallar bilan tushunt
hm 1 Ay — 1 040
X x-“M( ) Zf = oo; hm 2'* =0.
5. lim X7 hicoblansin, Jivob: lim i —2 — 0 “shartli”
e —-0 2)*—+°° 3)i3= =i 4) 3
Yechish: | 347 _ lim (27 -3x47) ‘11133.\:2—;153”?517 4 ”"hhu 1) huntisilsin.
2l xm1 ¥ B lim (x+3) Um x+lim 3 Whlaming aniq ma ’nolari tus . e Wi S
re e T f= - - ’
= 08Ny 2 Invob: 1) lxm ;=02 Bg}aox x39=0%
343 6 x = Q.
6. Ii"; e hisoblansin. lim 3" = o3 4) lim 3
X~

Yechish: Agar biz limitlar haqidagi teoremalarni qo’llaydigan bo’lsal
u holda 03 aniqmaslikka kelamiz. Shuning uchun biz dastlab berilgy
kasrning suratini ko’ paytuvchilarga ajratamiz:

R a2

s, ()uvldagl limitlar topnlsm e
h ltm 2x 3 ) hm 2x i 3) lip 3%, 4) hpl =%

=0
‘L-“

2 (x - 3) Javob: 1) 0; 2) o3 3)004810
x*—=T7x+12 xX—=3)x—4 limitlar hisoblansin:
lim = lim (3 ) = hm(x 4) = h_{nx-hm4 6. Quyidagi lim sx+9x47
1—33-4.\’-—_31 x—3 X= ¥=3 x—3 ”“";(Sx -6x+7); 2) ll 1"3"¢+'\3+1
— = . o 2 ':-11 x‘+:x+10
7. 1%%-"35 hisoblansin. i) ‘n‘n_,x*_s%;; 4) }2_.2_3;—2
o —
bl = = - 4 342 4'3)— 4)3.
Yechish: lim 2222 — {Sx %) % s} = lim T = Z}jm 14 Javob: 1) 34; 2) bl e
iy, & x=0, a—»0) @033 3a-0 a 7. Quy.dagl limitlar hisoblan 255
2 L s
g s g:" l)hm +6' 2) ll_I‘n x2-3x+2° )x""3 w43~
2 i
1- cos2x m =L 5) lim s 6) i_s_:_;iz
8. lx_r‘xg hisoblansin. 1 hm e ) I ot st xorn €05
Yechish: lim1 R M B gy a2, lim* =911 2344345 3xi-1
x—0 A= X x=0

; %2
) ) lim . 9) .hTw(x— vx? + 5)
D -].'I-onolo 3x2+x-1° 7 x-a+eo 5x742¢° et




THx—Vi-x 2-vVa-3
\——-V——x 12) lim == X
-7 x%-49"°

10) hmx(vx —2—\yx); 1D l[m
Javob: 1) —1;2) —8; 3) 27; 4) = :, S) 56 ;; 72 38 ;; 9)— -2-;
10) —o0; 11) 1;12) - =
8. Quyidagi limitlar hisoblansin:
: Li7x. : - =X %,
1) ,],'_12(1 - Q R} !_1_!3(1 +x)3x; 3) lim( )
3 Komy, 3 Za. 1
4) .\l_l_‘n’}a(l +J5 5) J51_'1'210(1 - ‘)‘*’ 6) lim (-—)*.

X 2x4+1
1
Javob: 1) e7; 2) e3;3) e71; 4) e™*; S) e: 6) 1.
9. Quyidagi limitlar topilsin’

slyn uzilishiga ega deyiladi.

|/2luksizlikning ta’rifidan quyidagi to’rtta uzluksizlik shartini aniglash
ikin;

I) /(x) funksiya a nuqtaning qandaydir atrofida aniglangan bo’lishi

kl
21 Chekli lim f(x)va lim f(x) limitlar mavjud bo’lishi kerak;
x—=a—0 x=a+0

|
luli; agar yugoridagi tenglik bajarilmasa, x =a nuqtada f(x) \
|
|

1) Bu chap va o’ng limitlar bir xil bo'lishi kerak.

1) Bu limitlar f(a) ga teng bo’lishi kerak.

Apar funksiya [a; b] kesmaning har bir ichki nuqtasida uzluksiz va
mn chegaralarida xLi(tzl},of(,wr) = f(a), xﬁmof(x) = f(b) bo’lsa, u

sind stn tgx. ‘"2‘. 1—c0s2: s
D=2 2)lim—=% 3)lim % Hlim—F 5)1 lim——==3 il funksiyani kesmada uzliksiz deyiladi. |
s -t "9" L=vosr tgx-stnx. I'unksiya uzluksizligining bir qancha ta’riflari mavjud. \

6) lim ———; 7)lm o 8)l —:—, 9)lm =

X=0 VX+2—42
Vi-cos2x sindx

10) Ilm = L1} im =4 12) lim ——

r—‘ow 1 x=0 secx=1"
Javob: l) 42)%3)1;4) 552 6)6v2;7) 1:8) 2 9) 3 10)
11) 8; 12) 4,

Ixtiyoriy £ > 0 son uchun shunday & > 0 sonni topish mumkin
W'liki. |x—al<é tengsizlikni ganoatlantiruvchi x ning barcha
Wymatlarida |f(x) — f(@)| < € tengsizlik bajarilsa, x = a nuqtada f(x)
Junksiya uzluksiz deyiladi. rl
ferilgan f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo’lishi uchun
funksiyaning bu nuqtadagi orttirmasi argument orttirmasi bilan birga nolga
tilishi zarur va yetarlidir, ya'ni ‘
lim Ay =0
Ax=0
Agar f(x) funksiyaning a nugtadagi o’ng(chap) limiti funksiyaning a
migladagi  f(a@) xususiy qiymatiga teng, ya'ni rl}‘zg Of (x) = f(a) l
'.“'."of (x) = f(a)) bo’lsa, u holda f(x) funksiya a nuqtada o’ngdan ’

2xsinx

§3. Funksiyaning uzluksizligi va uzilishi
Agar x va x, lar argumentning funksiyani aniglanish sohasi D du
olingan ikkita qiymati bo’lsa, u holda x — x, argumentning orttirmay
deyiladi va Ax bilan belgilanadi. Demak,
Ax = x — x5 yoki x = x, + Ax.
Funksiyaning f(x, + Ax )} qiymati bilan f(x;) boshlang’ich qiyma 1
orasidagi farq f funksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi va Af (xg
bilan belgilanadi. Demak,
Af(xo) = fxo + Ax) — f(xo).
Af(x,) ko'pincha Af yoki Ay bilan ham belgilanadi.
Agar x argument @ ga intilganda f(x) funksiyaning limiti mavjud
bo’lib, u funksiyaning x = a nuqtadagi f(a) Xususiy qiymatiga teng, ya' m
lxm f (x) = f(a) bo’lsa, u holda x = a nuqtada f(x) funksiyani uzluksiz

(¢vhapdan) uzliksiz deyiladi. il

Agar lim 0f(x) = f(a) va lim 0f(x) = f(a) lar o’rinli bo’Imasa, u :
x—=a+ X=a=-

holda funksiyani mos ravishda o’ngdan yoki chapdan uzilishga ega

deyiladi.
Agar f(x) va g(x) funksiyalar a nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda

() £ g (), FG) - a(x) va’ (] ! (9(a) # 0) lar ham @ nuqtada




uzluksiz bo’ladi.

Barcha asosiy elementlar funksiyalar o’zlarining aniglanish sohalarl
uzluksizdir.

[a; b] kesmada uzluksiz bo’lgan f(x) funksiya quyidagi xossalan
ega bo’ladi:

1. [a;b] kesmada wuzluksiz bo’lgan funksiya shu kes
chegaralangan bo’ladi, ya'ni shunday k > 0 son topiladiki, a < x &
bo’lganda |f(x)| < k bo’ladi.

2. [a;b] kesmada uzluksiz bo'lgan f(x) funksiya shu kesmada e
kichik m va eng katta M giymatga ega bo’ladi.

3. Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo’lib, a nuqtad
musbat (manfiy), b nuqtada esa manfiy (musbat) bo’lsa, f(x) funksiy
[@; b] kesmaning hech bo’lmaganda bitta nuqtasida nolga aylanadi.

Funksiyaning a nugtada uzulishiga ega ekanligini quyidagicha tal '_
gilish mumkin.

Agar funksiya ¢ dan o'ngda va chapda aniqlangan bo’lsa, ammo &
nuqtada uzluksizlikning to’rtta shartidan aqalli bittasi bajarilmasa, f(x)
funksiya x = a nuqtada vzulishga ega bo’ladi. Uzulishlarni ikki asos
turga ajratadilar.

1. Birinchi tur uzilish-chekli lim f(x) va lim f(x) limitl

x—a-0 x=a+0
mavjud, ya'ni uzluksizlik shartlaridan ikkinchisi
qolganlari(yoki ulardan aqalli bittasi) bajarilmaydi.

2. Ikkinchi tur uzilish - Ll_rg f (x) o’ngdan yoki chapdan +co ga teng,

bajariladi

Agar x; nuqta uzilish nuqtasi bo’lsa, u holda u nuqtadagi o’ng va chup
limitlar ayirmasiga f(x) funksiyaning x, nuqtadagi sakrashi deyiladi.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriqlardan namunalar:

I. f(x) =x?+x+ 1 funksiya haqiqiy sonlar to’plamining barchi

nuqtalarida uzluksiz ekanligi isbotlansin. .'
Isbot. Aytaylik, Ya €R bo’Isin. U hold

fla)=a*+a+1, li_{x;f(x) = Li_r.le(x2+x+ 1)=a?+a+ 1. Demuk,
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Wi/ (x) = f(a) shart bajarilyapti. Bu esa funksiyani a nuqtada uzluksiz

b ing.

mivjud. Ya'ni, Lilnzf(x) = lrilg\’xz +5 =4+ 5=3.

Jlymatiga teng: Yani f(2) = V275 =v4 +5=+9 =3. Demak,
i f(x) = f(2). Bu esa funksiyaning x =2 nuqtada uzluksizligini

Wildiradi.

lunksiyaning x = 2 nuqtada chapdan uzluksiz ekanligi ko'rsatilsin.

, 2 nuqtadagi o'ng va chap limitlarini hisoblaymiz:

anligini bildiradi.

X?+5

2. fx)=v funksiyaning x = 2 nuqtada uzluksizligini \
1

Yechish: Birinchidan, x — 2 da f(x) = Vx® + 5 funksiyaning limiti

|kkinchidan, bu limit berilgan funksiyaning x, =2 nuqtadagi

——— ———

1 ’
—;xz,agar x < 2 bo'lsa,

3, flx) = {

x,agarx > 2 bo'lsa.

Yechish: Berilgan funksiya (—o¢; <o) da aniglangan. Funksiyaning

fle) = I RT3 A A T
Jim fG) = lim (=5-a%) = =34 =2
()= A =2
Agar f(2) = —=+ 22 = ~2 bo’lishini ¢’tiborga olsak, unda
i = i =72 % f(2
lim () =f(2), lm flx)=2=f(2)
shanligini ko’ramiz. Demak, berilgan funksiya x = 2 nuqtada chapdan
uzluksiz, o’ngdan esa uzluksiz emas.
_ {2x +1,agar x = 0 bo'lsa,
4.f() = {Zx —1,agar x < 0 bo'lsa.
[inksiyani x = 3 nuqtada o’ngdan uzluksiz ekanligi ko'rsatilsin.
Yechish: lim f(x)= lim 2x+1)=2:3+1=7;
x—3+0 x=3+0 . )
[(3) =2+3+1=7. Demak, xl_p;r}r 0f (x) = f(3). Bu esa funksiyaning
\ ~ 3 nugtada o’ngdan uzluksiz ekanligini bildiradi.
_ {lx|,agar x # 0 bo'lsa,
5.f(x) = { 1,agar x = 0 bo'lsa.
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Mustagqil yechish uchun topshiriglar:
1 +3x,agar x < -1 bo'lsa,
ifix) = { —x?,agarx =2 — —1 bo'lsa.

= = tada uzluksizlikka tekshirilsin. . .
b ko’'rsatilgan qiymatlarida

funksiyaning x = 0 nuqtada uzulishga ega ekanligi ko'rsatilsin.
Yechish: Berilgan funksiya (—oo; +c) da aniqlangan. Funksiy
x = 0 nuqtadagi 0’ng va chap limitlarini hamda 7(0) ni hisoblaymiz:
Jim f(x) = lim |x|=0; Jim f(x) = lim x| =0; f(0)
Demak, funksiyaning x = 0 nuqtadagi o’ng va chap limitlari ma
ular o’zaro teng, ammo ular funksiyaning x = 0 nuqtadagi iy
f(0) =1 ga teng emas. Bu esa berilgan funksiyaning x = 0 nuq

halyn x
1 Quyida berilgan funksiyalar xo ning

{412 bo'ladimi?
)y = x*+ 2, %o =73

- .
uzulishga ega ekanini bildiradi. Yy = ':;2-‘ X =1
—1,agar x < 0 bo'lsa, 2 agar x = 2 bo'lsa, o =2
6. f(x) = sign(x) = { 0,agar x = 0 bo'lsa. Ny = it—z agarx =12 bo'lsa.
1,agar x > 0 bo'lsa.

¥ agarx # 0 bo'lsa, 2= 03

piv= { 2,agar x =10 0 bo'lsa.

Javob: \) ha; 2) ha; 3) yo'Q; 4)yo'q;

— 2 funksiyaning uzilish nuqtasi ko’ rsatilsin,
o ~2;0:1;3:4,6 nugtalar bo’ ylcha egri chmq

funksiyaning x = 0 nuqtada uzilishga ega ekanligini ko’rsating.
Yechish: Bu funksiya (—c¢;+c2) da aniglangan. Uning x &
nuqtadagi o'ng va chap limitlarini topamiz:
hm f(x) = hm 1 =:1; hm f(x)— hm ( 1) ==1,. JRE t‘, by =
l\n't y lar topilsin va x =
4 Lo

1im y' lim A

funksnyanmg x= 0 nuqtadagl o'ng va chap lumtlan mavjud, lekin | |
o'zaro teng emas. Bu esa berilgan funksiyaning x = 0 nugqtada |.
uzulishiga ega ekanligini bildiradi.

1
7. f(x) = 2% funksiyani uzluksizlikka tekshiring.
3 2 {
Yechlsh:xl_x_g}f of (x) = xhgl 02’: = cova Il_ggn_ Of (x) = .\-E?}- °2x =K

panalsin.

1. 1) y=-
v prafiklari yasalsm
Javob: 1) x = 032) x = +2.

{-— ,agar x # 2 bo'lsa,
Y= bo' lsa.
0,agar x = 2 00 . i
funksiyaning grafigi yasalsin va uning uzilish nuqta‘snd. ‘:,: rs:yls o

Nugtadagi uzluksizlikning to’rtta shartidan qaysilari bajariladi va q

hujarilmaydi? o
' Javob: x =2 bo’lganda birinchi ucht
Jhart bajarilmaydi. ’
0.5x2,agar |x| <2 bo Isa,
6. f(x) =4 25,agar |x| = 2 bo'lsa.
3,agar |x| > 2 bo'lsa.
asalsin va uning uzulis

6' N y= _* _ funksiyalarning uzulish nuqtalari topilsin

4-x*

bo’lganligi uchun funksiya x = 0 nuqtada ikkinchi tur uzulishiga ega.
8. sinx —x + 1= 0 tenglamaning [0;37"'] kesmada ildizi bor yokl
yo’'qligi aniglansin.
Yechish: f(x) = sinx —x + 1 funksiya (—o;+) da uzluksizdif,
Bundan tashqarl, f(O) =sin0—0+1=1 |
f ( ) = ina—" —— + ==- [0 ] kesmaning chetlarida funksny

turli ishorali q1ymatlami qabul qllganhgl uchun kesmada uzluksiz
funksiyaning xossasiga asosan, u bu kesmada hech bo’lmaganda, bitta
ildizga ega bo’ladi.

a shart bajariladi va to’rtinchi

i ari ko'rsatilsin.
{unksiyaning grafigi ¥ h nugtal
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Javob: x = +2.

78 y=::—2 funksiyaning uzulish nuqtasi ko’rsatilsin. z,;“

,_-'i'z‘lo”‘ xl_l‘rgxy lar topilsin va x = —6;-4;-3;-1;0;2

bo’yicha grafigi chizilsin. p
Javob: x = —2 bo’lganda, ikkinchi tur uzulish, Ylijrzl_oy- -

lim = —c0, lim y =1.
x—'-2+0y 3 x—°$m)

8. Quyidagi funksiyalarning grafiklari yasalsin. Bu funksiyalar g
nuqtalarda uzluksiz va qaysi nuqtalarda uzlukli ekani aniglansin. Uzl
nuqtasidagi funksiyaning qiymati hisoblansin.

. _ [ 2x*,agar x <1 bo'lsa,
Df(x) = {1 — 2x,agar x > 1 bo'lsa.
2
-,agar x < —2 bo'lsa,
2) f(x) = { g :
x + 2,agar x > —2 bo'lsa.

3 —-x,agarx <1bo'lsa,
lgx,agar x = 1 bo'lsa.

3 00 = |

2x,agar x < 2 bo'lsa,
4f(x) =1, 2
% l,agarx = > po'lsa.
X +2,agar x <2 bo'lsa,

- E8) = {xz ~1,agar x = 2 bo'lsa.
funksiya x, = 2 nuqtada qanday turdagi uzulishga ega?

Javob: 1) birinchi tur uzulish.

10. x*—18x+2=0 tenglama [-1;1] kesmada ildizga epi
bo’ladimi?
x*+2,agar -2 < x<0bo'lsa,
—(x%? +2),agar 0 < x < 2 bo'lsa.
funksiya berilgan. Berilgan kesmada f(x) =0 bo’ladigan nuqta
mavjudmi?

Javob: yo'q, funksiya x = 0 nuqtada uzulishga ega.

11. [-2;2] kesmada f(x) =
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1A HOB. FUNKSIYANING HOSILASI VA DIFFERENSIALI

Wugindagi Ay orttirmasining argument orttirmasi Ax ga ni

| 1 Funksiyaning hosilasi. Hosilaning geometrik va mexanik

ma’nolari o
| f(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi deb, f(x) funksiyamng
' sbatining Ax

¥ \ardan biri
dx

intilgandagi limitiga aytiladi va u, y", y'(xq), f'(Xa)s

) belpilanadi. redon '
losilaning ta'rifiga ko'ra, funksiyaning 1xuyoriy .x nuqtadagi

Jlsini topish uchun quyidagi algoritmni ko’rsatish mumkm: A
|) x ga Ax orttirma beriladi, u holda y = f(x) funksiya ham &Y

Himn oladi va

)'fA)’=f(x+AX)

Vi '

)) Funksiyaning Ay orttirmasi topiladi;

Ay = flx + Ax)-f(x);

1) Funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbati topiladi;
Ay _ flx+ax)-fix) %
A~ Ax ’

1) Bu nisbatning Ax nolga intilgandagi limiti topiladi:
im 2= f '(x)
g ilasini ish amaliga
Berilgan f(x) funksiyaning f'(x) hosilasini  topl
lunksiyani differensialash deyiladi. o o
f'(x;) ga funksiya hosilasining Xo nuqtadagi qumau. deynla, |{<- ;
y = f(x) egri chizigning My (Xq; Vo) nuqtasnga . ?t d.Zl‘giﬂ
urinmaning k burchak koeffisienti y = f (x) funksiya hosilasining X = Xo
nigladagi qiymatiga teng:
k= f'(xp) :
y=f(x) egri chizigning Mo(Xo;yo) nuqasiga o'tkazilgan I}
urinmaning tenglamasi |
y—Yo= f'(x0)(x— Xo) |‘
ko' rinishida bo’ladi. Bu yerda y, = f(xo)- i
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N.uqm Ox o'qi bo’yicha harakat qilib, vaqtning ¢ paytida x =
koordinataga ega bo’lsin, u holda vaqtning ¢ paytida 1

” Ax
V=Ilim—= &
At—p At de’
oAy d¥x
a= lim &£ =42
At—Q At de?”
bo’ladi.

: Hm qanday funksiyaning hosilasini hosilani hisoblash algoritm
bf’ yicha aniglash har doim ham oson emas va ancha muiak
hnsc?blashlami talab etadi. Shu sababli amalda y = f(x) funksi '
hosilasi quyidagi qoidalarni go’llash yordamida topiladi g

1. (¢)’ = 0 (¢c-0’zgarmas son). .
2.(cf)' = c f' (c-0’zgarmas son).

3.9 =f2g'

4.(f-9)=f-g+g"f.

5. (5) = L%W (g(x) = 0).

. .Buhyerda f va g lar x nuqtada hosilaga ega bo’lgan funksiyalardir,
gri chizigning A ; i "tkazi

o qt:mg fo(Xg; y?) nuqtasiga o’tkazilgan normal tenglamasi
Y = Yo = = _(x — x;) dan iborat bo’ladi (1-chizma).

14

O

\Q

4 N
I-chizma.
TA=y,-ctgp, AN =y, tge kesmalar mos ravishda urinma osti

va normal osti deyiladi. Ularning uzunliklari uri iklari
o urinma va normal uzunliklari

I-!osilani. hi‘soblash (qoidalar) algoritmi yordamida bir qator
funksiyalarni hosilalarini topib quyidagi jadvalni tuzamiz: \
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Funksiya Hosilasi Funksiya Hosilasi
Y- v'=0 v = oS y' = —sinx
- X y =1 y=tgx S L
Y o x? y' =2x ! cos*x
Y =Y 2y 1— V=Ccrgx },y -——
2% sin®x
= secx-tgx
y - X" y =nxtl v = secx Y =000 54
r ' e ) v' = —cosecx - crgx
y o= X pl= X’ y = cosecx :
y = a® v' = a*ina .
y =g v = e¥ y = arcsinx \ = -
1 1 y1—x*
y = - yoa—— . 1
X x? V = Qrecosx Vo ————
v o= Inx Sl l \il —-x2
i e v = arctgx y' = -
y =1 z : 1 E 1+x*
v=108:t| y'=—log,e ;
v = sinx b y = arccigx i 3
| y' = cosx ’ g 1+2x*

Agar y = f(x) funksiyaning hosilasi | '(x) 0’z navbatida hosilaga
o bo’lgan funksiya bo’lsa, u holda uning hosilasi ikkinchi tartibli hosila
deyiladi va f*'(x) deb belgilanadi.

Agar f"(x) ikkinchi tartibli hosila yana hosilaga ega bo’lgan
funksiya bo’lsa, u holda uning hosilasi uchunchi tartibli hosila deyiladi va
[""(x) kabi yoziladi.

Xuddi shunday to’rtinchi, beshinchi va xakazo n —tartibli hosilalarga
{1'rif berish mumkin.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar:

|.y = x* funksiyaning x = 1 nuqtadagi hosilasi topilsin.

Yechish: 1) x ga Ax orttirma beramiz. U holda y Ay orttirma oladi.
y + Ay = (x + Ax)* = x% + 3x% - Ax + 3x° (Ax)? + (&x)3;

2) Ay ni topamiz:
Ay = (x+ Ax)* — x® = x3 + 3x% Ax + 3x° (Ax)? + (Ax)} —x3 =
= [3x2 + 3xAx + (Ax)?] - Ax;

Ay s :
3) llx ni topamiz:
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& _ B +3v-ax+(ax)?ax
Ax Ax

X ay: . .. <
4) A]LIEOE ni topamiz: Agar bu limit mavjud bo’lsa, u ha

=3x?% + 3x- Ax + (Ax)%

berilgan funksiyaning hosilasidan iborat bo’ladi
yas o [ o -
y glﬂ.}oﬁ = EJEO[sz + 3x+ Ax + (Ax)?] = 3x2,
y(1)=3.12=3
2. y = 2x% — 2 parabolanin issasi
e - g absissasi x, = —2 bo'l lax
o’tkazilgan urinmaning tenglamasi tuzilsin. ) .
Yechish: Parabolaga tegishli bo’ i
: gishli bo’lgan va abs 1 x5 = — :
nuqtaning ordinatasini topamiz: PR * i
Yo=ylxo) =y(-2)=2-(-2)2-2=2-4-2=¢
J '};n—l f.(x) egri chx'ziqning My (xy; ¥o) nuqtasiga o’tkazilgan uring
) g, asi ):— Yo = J'y(xo)(x — Xg) dan iborat bo'lgani uchun dastlaﬁl
niso'ngra y'(xp) = ¥'(2) ni topamiz. |
Yy =222 -2y =(2x2)"' - (2) = 4x— 0 = 4x:
y(-2)=4:(-2) = -8 |
Demak urinma tenglamasi
Y=Yo=y(xodx—2) y-6=- :
A 0 ( o) y—6 8(x + 2), y=-8x-10 '1'
3{. yh=. ;’2; cosx + 2 funksiyaning hosilasi topilsin.
echish: Funksiyalar yig’indisini silasini i |
Wi yig'indisining hosilasini topish formulasida
y'=(x*—cosx + 2)’ = (x?)' - ‘+(@2) = ]
i (cosx)' +(2)' = 2x + sinx +0
4. Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin:
Dy=(2x+1)(3x-1); 2)y=x-cosx: Hy=
Yechish:

3+2x
1+x”

1)

Y =[Qx+1)@Bx-1))=@x+1)-(3
x+1)=2-(3x—1) + 1) - Bx—1) ++G3x - 1)
+§+=22x~2i-1(;3x 1)+3-(2x+1)=6x—2+6x+

2) y' = (xcosx)" = (x)' - cosx + (cosx)' - x = cosx — x+ sinx:
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sunula bilan berilgan. Bu harakatning t = 4¢ bo’lgan paytdagi tezlanishi

i lsin,

_ (3+2x) {a4x)-(a4x)-(342x) _ 2(4x)-1(3420)
(1+x)2

3+2x)
‘,V' - ( ) - 2
’ 1+x (142)*
¥ 1
1hx)® f1+x)%

\ l'0'g'ri chizigli harakat qonuni
§ =4t3—t?+1(m)

Haln,
Vechish: Harakatning t paytdagi tezligi:
o(t) = s'(t) = (43— t? + 1) = (12¢* - 2t)':‘7,

puytdagi tezlanishi esa

alt) = v'(t) = (12t2 — 2t)" = (24t - 2) :—‘

i tong bo’lib undan a(4)=24-4-2=96-2= 94%,

6, y= §x6 + 2x5 — 4x + 10 funksiyaning beshinchi tartibli hosilasi

Yechish: y! = (%x‘ +2x5 —4x + 10)' =2x5+10x* - 4;
yi = (2x% +10x* —4) = 10x* + 40x?;
Y1 = (10x* + 40x3) = 40x3 + 120x%;
yV = (40x3 +120x%)' = 120x2 + 240x;
yV = (120x2 +240x)" = 240x + 240 = 240(x +1).
7.y = cosx funksiyaning to’rtinchi tartibli hosilasi topilsin.
Yechish: y' = (cosx)' = —sinx; y"' = (—=sinx)’ = —cosx;
" = (—cosx)’ = sinx; y!V = (sinx)’ = cosx.
8. f(x) = x® + 5x% — 1 funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi topilsin
va £'(0.5) hisoblansin.
Yechish: f'(x) = (x* +5x% = 1)’ = 3x2 +10x;
£(x) = (3x% + 10x)" = 6x + 10;
£7(05)=6-05+10=3+10=13.

Mustagqil yechish uchun topshiriglar:
1. Hosilaning ta’rifidan foydalanib, quyidagi

hosilalari topilsin:

funksiyalarning
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DI =xh Yy=ey Ay = Hy=4x?-5 5y=3 Javob: 1) 1,0:4; 2)8.25; 3)-90; 4) -3 5)—1; —2-=.
0)y=3x*+2x+5 T)y=Vx; 8y=2c0s%. I Quyidagi masalalarda egri chizilarga o’tkazilgan urinmalarning
Javob: 1) 3x2; 2)4x3; 3) —%,; 4)8x; 5)2sin2x; 6) 6x 4 lumalari yozilsin va egri chiziglar hamda urinmalar yasalsin.

7) 3T 1;-;, 8) —2sin2x. ) 'l‘ cgri chizigqa x = —1 nuqtada;

2. Hosilanj hisoblash qoidalaridan va hosilalar jadvalidan foyds r )"+ x?egri chizigqa x, = 0 va x, = 1 nugqtalarga;
. * lokonga (zulfga) x = 2 nugtada;

quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin: | v

Dy=2+x-x% 2)y=x?3+x;—2x+ 7; )y » sinx sinusoudagzax=nnuqtada. 1
3y = (e +1)(x +2)3(x + 3)3; Javob: )y =x+3 2)y=0vay= +-(83x-1);
4) y = (xsina + cosa)(xcosa — —sina); Ny = — f +2;4)y=—x+m.
wx? bl
)= ;fiz; 6)y= :;:"z; Ny =x++x+ x; 5. xy =4 giperbolaga x; =1 va x, = —4 nuqtalarfia <?tka2|lgan
=g g =3 . ; Winmalarning tenglamalari yozilsin va urinmalar orasidagi burchak
y=-+=+1mNy=%I-=. = (2 = x2). o :
7, z"j' = v 10y = (@=x%) cosx + 2251 wpilsin. Egri chiziq va urinmalar yasalsin.
ll)}v=M' ]2)y=¥_m3.s‘nx+co‘x- ’ i Iy’ N __1- _2‘ il S0 1—5
cosy+xsiny’ 3% " Javob: y = —4x +8, y P ;@ =arctg—.
Ry= =X, L p = o =x?+ olaga qaysi nuqtada o’tkazilgan urinma Ox
1Y =t 181y G Ply=———s 16)y= =1 6. y = x? + 4x parabolaga qaysi nuq g

Javob: 1)1 — 2x; 2)x? + x — 2; 1'(qa parallel bo’ladi?
3)2(x + 2)(x + 3)2(3x2 - 201428 Javob: (—2; —4). 1
*F A+ 3 Gx+ 1x + 9); 4 xsin2a + cos2a; 5) Tyt 7. Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin.

S — -1 : 2 : 2 — g e - e A
)rx-x+x2)2’7)1+z\f;+3{,p’8)—x‘g“;;\§—m(x>0); Ny=x*+3% 2)y=x°:2% 3)y=2x%e"; 4)y—1+¢*" 5)

2 P inxd it ; PRI AN, _ 3
T D S D e i g Javob: 1) 2%+ 3%-In3;  2) x-2%(2+xn2);  3) xe*(x + 2);
e’ rEmme D) e 10 1GE-5) LR R L L o)
{1~e%)3* er ? 14227 x{1+x%)

3. Quyidagi berilgan funksiyalarning hosilalari topilsin va ko’rsatilgan

nuqtalardagi qiymatlari hisoblansin: 8. Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin:

: = arcsi i 2)y =arctgx + arcctgx.
D) =% —x24x; £ . 113, 1)y = arcsinx + arccosx;
. ; 1 % £ P P Javob: 1)0; 2)0.
Dfx) =2 =% f2)-f'(-2); 9. Quyidagi funksiyalarning uchinchi tartibli hosilalari topilsin.
it A b i
D FE) =" 001 £7(0.01), Dy =xtnx 2); xcosx.3
’ Javob: 1) =; xsinx — 3¢osx.
i 3/?; FA=6); p 10. Quyid;gi funksiyalarning n-tartibli hosillalari topilsin.
NFE =7 £ @), F(-2).
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Dy=Inx; 2)y=sinx; 3)y=yx; 4)y = cos?x

(—1)" L {n-1) ; -
Javob: 1) )—x"_; 2) sm(x + 1 ;)’
(=1)""11-35..(2n~3) 5 o
3)* T 5 42" cos (Zx B n--z-).

Wil hosilaga ega va bu hosila f(u) va g(x) funksiyalar hosilalarining
vimnsiga tengdir: Ya’'ni,

“'))I' - fn;(g(xo)) - g'(xp) = fil(ug) » Ux(xp) yoki qisqacha

Ye = Yu ' U o
oo [f(x)]®* ko'rinishdagi funksiyaning ho'sﬂasml ‘top‘xsl.l uch.u:
ali funksiyani yoki ko'rsatkichli funksu.'amt'\g hom!asmx :iopls.a
ulnsini go’llab bo’lmaydi. Chunki bu funksilyar?lr_xg asosi ham, a:‘ain
witkichi ham x  o'zgaruvchininng funksxyasndlr.. S.hum:g ulfkal :
llgan funksiyaning hosilasini topish uchun tenglikning har 1
Liiiini o asosga ko'ra logarifmlaymiz va

Iny = @(x) * Inf (x) | =
Josil gilamiz. Iny ni x ning murakkab ijunksiyasi sifatida qarab oxirgi
\ulikning har ikkala gismidan hosila olamiz:

y' = o OOInf(x) + elx) .—— f'(x). Bu tenglikdan y" ni topamiz:

11. Jism x(t) = % —2t? + 3t qonuniga asosan Ox to’g'ri '
bo’yicha harakat qiladi. Harakat tezligi va tezlanishi aniqlansin.

d 2y
Javob: = =1t2—4t+3; SX_2¢_4
dr de?

12. Qandaydir kimyoviy reaksiya natijasida hosil gilinadigan |
miqdori x bilan ¢ vaqt orasidagi bog'lanish x = A(1 — e~*) tengll
bilan ifodalanadi. Reaksiya tezligi aniglansin. 3

Javob: kde ™%

13. Jism qo’zg’almas 0'q atrofida

@(t) = 3t — 4¢ + 2 (rad).
qonun bo’yicha aylanadi. Jismning ¢ = 4c¢. dagi burchak tezligi va b

filx)
, L9 (701 [0 ()inf(x) +
tezlanishi topilsin. Aty ‘w Q)Mfu) o ﬂx)] 1 [
Javob: w(4) = ¢'(4) =20; a(t) =w'(t) = 6. pplx): %—‘T 4
14. Nuqta 5(t) = 2¢* + ¢ — 1 qonun bo’yicha to'g'ri chizigli '

gilmoqda. Nugtaning t momentdagi tezligi va tezlanishini toping.
Javob: v(t) = 6t2 +1; a(t) = 12¢.
15. Jismning T temperaturasi ¢ vagqtga bog’liq  hold

T(t) = 0.5t* -2t gonyn bo’yicha o’zgaradi. Vaqming ¢ = 5(¢
momentida bu jism qanday tezlik bilan isiydi?
Javob: v(5) = 3.

Agar: 1) y = f(x) funksiya x = Xp nugtada chekli va noldan farqli
/'(x,) hosilaga ega; 2) bu funksiya uchun y; = f(%q) nuqtada.x = l\i(y)
wlul;siz teskari funksiya mavjud bo’lsa, u holda x = g(y) teskari funksiya

>
1'(xg)

: ' ey TR
yu'ni g’ (yo) = T ? (o) = 'l

1 o 2 iy
Buni boshqacha x |, = 1 ko’rinishda yozish mumkin

uehun yp = f(xp) nugtada ga teng g' (o) hosila mavjud bo ladi,

§ 2. Murakkab va oshkormas funksiyalarning hosilalari. Parametri k
shaklda berilgan funksiyaning hosilasi. Teskari funksiyaning hosilasi,
Giperbolik funksiyalarning hosilalari

Agar x va y o'zgaruvchilar orasidagi bog’lanish bevosita emas,balki
uchinchi bir ¢ o'zgaruvchi yordamida biror x = @(t) ’va y = ¥(t),
@< t<p, funksiyalar orqali bevosita berilgan bo’lsa, unda x
nrg;lmentning y funksiyasi parametrik ko’rinishda berilgan, t esa parametr
deyiladi.

Agar: 1) u = g(x) funksiya biror x, nuqtada Uy = g'(x,) hosilaga
ega; 2) y = f(u) funksiya esa tegishli U, = g(xp) nuqtada y;, = f ’(Uo'.‘
hosilaga ega bo'lsa, u holda y = f[g(x)] murakkab funksiya ham x,
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funksiyalar x ning har qanday qiymatlarida

ahx, chx, thx farqli har qanday

Masalan, x = t3 = @(t), y = t% = (1), t € (—o0: +0) para
£t 2 A ¢ o ' cthx funksiya esa x =0 nuqtadan

ko'rinishda bevosita berilgan funksiya y = f(x) = x2, x € (—on;
ko'rinishdagi bevosita berilgan funksiyani ifodalaydi.

Parametrik ko'rinishda berilgan funksiyani x bo’yicha hosilis
topish uchun dastlab uni y = f(x) ko’rinishda yozib, so’ngra
hosilasini topish mumkin.Ammo har doim ham bu usul qulay bo'lma:
chunki parametrik shaklda berilgan funksiyani y = f(x) ko’rinigl
yozish qiyin yoki y = f(x) funksiya ko'rinishi juda murakkab bo'l
undan hosila olish noqulay bo’lishi mumkin. Shu sababli paramel
ko'rinishda berilgan funksiyaning hosilasi to’g’ridan-to’g’ri x = tp(tf
y = Y(t) funksiyalar orgali

Janpan,

lurda aniglangan. N oo Bt
(iiperbolik funksiyalar orasida quyidagi munosabatlar o rinlidir.

ch?x —shix = 1
ch?x + sh?*x = ch2x;
chla + B) = cha + chP + sha - shf;
sh{a + B) = sha-chp + cha » shf. B ' . '
W+ ¢hx, thx va cthx larning o* va e~ lar orqali ifodalaridan hosila olib
iy ilagilarni hosil qilamiz: :
(shx)' = chx, (thx)'= =y

’ o't

RO

—

BN

: 1
(chx)' = shx, (cthx)' =—_7=

Yo =

formula yordamida topiladi.

Agar erkli o’zgaruvchi x va y funksiya orasidagi bog’la r
f(x,y) = 0 tenglama bilan berilgan bo’lsa, u holda y ni x ning oshkorms
funksiyasi deyiladi.

f(x,y) = 0 tenglama y ga nisbatan echilmagan bo’lsa ham, y dan |
bo’yicha hosila olish mumkin. Buning uchun f(x,y) = 0 ning har ikkaly
gismidan y ni x ning funksiyasi deb qarab, x bo’yicha hosila olinadi
hosil gilingan tenglamadan y' topiladi.

Matematik analizning ko’plab tadbiglarida y =e¢* va y=¢

Muvzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar

' iyaning hosilasi topilsin.
|y = (5x%+ 7x + 2)? funksiyaning .
Y:chisl'(r y=U3 U=5x*+Tx+2 deb belgilab, murakkab
{unksiyani hosilasini topish formulasidan foydalanamiz:
Y = (U3 UL =3U%- (5x2+7x+2)' =
s 3(5x2 + Tx +2)% (10x + 7).

= Vx? iyaning hosilasi topilsin.
2.y = Vx? + 2 funksiyaning '
' y =T hosil bo’ladi.Murakkab

v

Yechish: U = x?+2 deb olsak,

. S St i dalanamiz.
ko’rsatkichli funnksiyalardan tuzilgan %(e"' —e™*) va %(e" +e™) {unksiyaning hosilasini ';Oplsh fonnullasxdazn foy ax
ol 1 TR s [ — 2X = =
funksiyalar uchraydi. Bunday funksiyalarga yangi funksiyalar sifatida y'=(Vu) = e T e Va+2
qaraladi va quyidagicha belgilanadi. 3.y = ——— funksiyaning hosilasi topilsin.
" vxs4x+l

X -2 X —x
e e e¥qe
shx = T chx = ;

Bulardan birinchisi giperbolik sinus, ikkinchisi esa giperbolik kosinus .

. i i ikki = = Ve Extl :
deb ataladi. Bu funksiyalar yordamida yana ikkita thx = — Wi T e

Yechish: U = x? + x + 1 deb olsak,

1

1 = (x2+x+1)7= 3 hosil bo'ladi.  Murakkab

lasidan foydalanamiz:

- 2x+1
cthx = == funksiyalar aniglanadi. Ular: , (u“f‘) I r““i’?‘?? (2x + 1) = s
¥_ - X=X P = A ' AN e Lag
thx = :X+:_x - giperbolik tangens va cthx = ;:_, - giperbolik 4.y = ¥x funksiyaga tesakari funksiyaning hosilasi topilsin.
kotangenslardir.
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Yechish: Berilgan funksnyaga teskari funksiya x = y3 bo’lib,

hosilasi }’ = x—;. =Tz = T ga teng

Yechish: Berilgan funksiya (—co; +c0) da uzluksiz va qat’iy o’suve

s + 2y y' = 0gaegabo’lamiz. Undan esa

x
Uning hosilasi y ===
dy y
— =1+ 3x? e
dx Lulib chigadi.
hech bir nuqtada nolga aylanmaydi. Shuning uchun 0. y = th®x? funksiyaning hosilasi topilsin. ‘
&= 2 Yechish: Murakkab funksiyaning hosilasini topish formulasi va
dy 1+3x7

iperbolik funksiyaning hosxlasxdan foydalanamtz
sx-thix
y' = (th3x?)' = 3th?x? - SEEN S

oG]

ch:;:z R ch2x2

6. y = f(x) funksiya x = acos®t, y = bsint, te€ (0;;"-) formulaly
bilan parametrik shaklda berilgan. y. topilsin.
Yechish: x(t) va y(t) funksiyalar ¢ ning har ganday qiymatlaridy
hosilaga ega va (O;E) oraligda x{ = —3acos?t +sint #+ 0. Bundal
tashqari, y; = 3bsin’t-cost. U holda parametrik shaklda berilgan

funksiyaning hosilasini topish formulasiga asosan
)

hy=(5x*+4x2+8)% 2)y=(Gx*+ 7)3;

Yechish: 1) Berilgan tenglikning har ikkala tomonidan x bo'yicha
iln olamiz. Natijada 5 + 3y’ = 0 yoki 3y’ = —5 hosil bo’ladi. Undan

) Tenglikning har ikkala tomonidan x bo’yicha hosila olamiz va

Mustagqil yechish uchun topshiriglar:
. Quyida berilgan murakkab funksiyalarning hosilalari topilsin.

B
e 3bsin®tcost "'—gt ¢ te 0_2 l))'=(1+54\"’8){2)5; 4)y=(1-L2vx—x—z) %
Ye = xp T -3acositsint a gt. ( '2)' _ 333 28\ [7x2 - 09:
. : M. §)Q = V3t —2t% 6)y = G+ N7 =%
7.y = (sinx)*** (0 < x < m) funksiyaning hosilasi topilsin. i . " 3____,5
Yechish:Tenglikning har ikkala qismini hadma-had e asosga ko’ra 1)y = sin+cos3; 8)y = V(4 +3x)%
logarifmlaymiz va ) y = sinyz: 10) f(x) = v x + 2vx f'(1) topilsin.
Iny = cosx - Insinx

ni hosil gilamiz. Iny ni murakkab funksiya deb qarab, oxirgi tengllknmg;j-
har ikkala gismdan x bo’yicha hosila olamiz. Natijada |

’ sin2x |
H))' = sin"x + COS“X; l2) F= In 1-sin2x’

1
1 1 13)y = In(1 + secx); 14)y = lncosx — ;coszx.
;')’ i i “sinx O Javob: 1) y" = 4(5x3 + 4x* + 8)% - (15x% + 8x);
am - N4, (= X
ni hosil gilamiz. Bundan esa " ni aniqlaymiz 2)30x(5x2+ 7)%  3)5(1+ 5x — 8x2)*« (5 — 16);

2 g 3 1 s X 34t B e
X 4y 4 - — Y o —<le e ™ ) )
y' = (sinx) ¥ [—sinxinsinx + ] 1) 4(1 +20x x-) (' =) 333297
sinx 1 x i 9 cosVx, 10) S35
8. Oshkormas holda berilgan quyidagi funksiyalarning hosilalari 7 ?(COS 3 sm-z-); 8) §4+ T ) P V3’

topilsin:
1)5x+3y—7=0; 2)x2+y2-25=0.

ctg2x |

) tgx
1-sin2x ' 1+cosx

12) . 14) - tgx + sin’x.
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P o .
Yy=x%(x>0) funksiyaning hosilas; topilsin,

Javob: x j‘(lnx +1). 4 thy epri chizigga absissasi x = —2 bo’lgan nuqtada o’tkazil-

un tenglamasi yozilsin.
b y = 3.76x + 3.89.
ly) = sh ; + ch% funksiya berilgan. f'(0) + f(0) topilsin.

il 1.5,

Uuyidagi tenglamalardan y’ topilsin:

e 4yl =a? Dxi+xy+yi=6;
W' by —xy=0; 4)e¥—e*+xy=0.
i e* — x?+y* =0, y'(0) topilsin.

3. - '; . -
y=x : (x>0) funksiyaning hosilas; topilsin,
Javob: x¥%. (1 _ Inx)
4. Quyidagi funks; : funk
yalarga teskari bo’]
£l - . gan
ko rsaulganinuqtalatdagl qiymatlari topilsin:
Dy=x+-x5 y=o, y=&

Dy=2p s &

- B
3)y = o.lx + eO.lx’ y= 0:
4)y = 2,2 —x% x> 1, y=0;

siyalar hosilyl

Juvioh: ll
I thny — xint = 1,x'(1) topilsin.

5)y=2x2_x4. 0<x<1’ y_—_i'
Juvab: e(e — 1).

4
Javob: 1) x'(0) = 1, AG) =% 2 X'( 1N g
= 2’ = AL PrAN
4)x’(o) s N ;\"(E) i 2 2! 3) x (D)
8? ) Jie ?
5. Parametrik shaklda
topilsin:

§3. Funksiyaning differensiali

Apar y = f{x) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, ya’ni
o s nugtada chekli y' hosilaga ega bo'lsa, u holda

L=y t+a
Ax Y

W i, bunda Ax — 0 da @ — 0. Bundan
Ay =y'+Ax+ a - Ax.

Demak, funksiya orttirmasi ikkita qo’shiluvchidan iborat bo’lib, uning
Winchi go’shiluvchisi Ax ga nisbatan chizigli ifoda, ikkinchi qo’shiluvchi
voi yuqori tartibli cheksiz kichik migdor ekan.

lFunksiya orttirmasi Ay ning Ax ga nisbatan chizigli bo’lgan bosh
yismi ¥’ + Ax funksiyaning differensiali deyiladi va dy bilan belgilanadi.

berilgan quyidagi ﬁmksiyalaming hosilal

l)x=sz’n2t.y=coszt,0<t<3-

- b £
Dx=¢ .y=t3,—°‘-‘<t<+°°,
3) x = acost, y=bsz‘nt,0<t<n,
4) x = acht, Y =bsht,~w <t <p

S5)x=1t2+ g _ t3-54
6t+a,y— . ‘0<t<+m;

6)x = a(t — sint), y = a(1 - cost)

. ’ =00 < < +00.
Javob:1) yi = —1, 0 < < 1;2) yi = —~3¢2
g Bogs -
Y= OGS i =124 2 6yt = eyt
&

2

6. Quyidagi funksiyalaming hosilalari topilsin:

1) y = shix; )y=2x
? = = thx: 3) = 2 3 )
3)y = arcsin(thx); 6)y = V1 +shix Y= 2lche=T; hy= ln(thx)v;

e 3) 3y = —ECtgt;, 1)
Yo'ni
dy=y'+Ax
Agar bu formulada y = x deb olsak, u holda dx = x" - Ax=1:Ax =

Ax ga ega bo'lamiz. Shuning uchun ham

Javob: : 2 o
1) sh2x 2)thi; 3) VAT T, )Ly g0, o i ¥
shzx® chy’ X,
198
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teng ekani kelih chigadi.
Funksiya orttirmasinj
absolyut xatolik Ay

lé.v—d_y’
; £a teng bo’ladi. g
.‘ Har qanday differens;
re .
o’rinlidir: nsiallanuvchi i vq v funksiyalar uchun quyjy
Ld(u+v) =gy o dir 1
2. d(uv = udv - vdu‘
©) - vdu-ude
s‘d(u) a lu,ham v Q.
Funnksiya diffpe
rensial _—
ko’p  uchrab turads g .dy =f'(x)dx ifodasidan foyyl

7.d(e*) = o* . dx;
e, A
8'11(;) ¥ -;g;
9.d =1
(log, x) = s log, e dx;
10.d(inx) < %,

-
11.d(sinx) = cosxdx:
12.d(cosx) = —Sinxdx:

asini funksiya diffe

200

20.d(chx) = shxdx.

cosZy

T
(x = > Hhmk = 0.1,%2).

14. d(ctgx) = _

dx

sinZy

(x = knk = 0,+1,+2 )

15.d(arcstnx) wsge

—_——

V1-27
(-l<x< 1); :
1 6.d(arccosx) =0
Vi—x?
(-l<x< 1);

.d(aretgy) = —dx—z
1422’

l8.d(arcctgx) =
19.d(shx) = chxdx;

dx

—

1+22°

Wksiyaning  differensiali dy ning x € (a,b) nugtadagi
ult berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deb ataladi
} yukl dd” y kabi belgilanadi. Demak,

» dldy) = d(f'(x)dx) = f"(x)dx2.

dyaning uchinchito’rtinchi va hokazo tartibli differensiallari
i shunga o' xshash ta’riflanadi. Ya’'ni,

w 'y = F(x)dx3, ..., d(d*y) = d™y = £ (x)dx™.
wksiyaning  differensialidan taqribiy hisoblashlarda foydalanish
i Bunda biz argument orttirmasi Ax juda kichik son bo’lganda
\vu differensiali dy va funksiya orttirmasi qiymatlari bir-biriga
sl

Af ~ df
Whidan foydalanamiz. Ya’ni,
Sl f(x+ax)—f(x) = f'(x) Ax, f(x+Ax)= f(x)+ f'(x)Ax
¢ Av) = flx)+ f'(x)Ax formula yordamida, funksiyaning ma’lum
| iwon hisoblanadigan f(x) qiymatidan foydalanib, uning no’malum
4| hilsoblanishi giyin bo’lgan f(x + Ax) qiymati taqribiy hisoblanadi.
I)ifferensial yordamida funksiyalar uchun tagribiy formulalar ham
wil gilish mumkin. Bu maqsadda oxirgi formulada x = 0 deb olib, Ax
g kichik giymatlari uchun
[(ax) = f(0)+ f'(0)Ax
Wiribly formulaga ega bo’lamiz. Masalan, x yetarlicha kichik son
o' lganda,
sink xx,(1+x)* 2 1+ax,e*xx,m(1+x)>x, tgx ~x
turibiy formulalardan foydalanish mumkin.
Bulardan tashqari quyidagi taqribiy formulalardan ham foydalanish
mumkin.
val+xxa+ i (@a>0), |x| « a («<belgi x a ga nisbatan o’ta
kichik ekanligini bildiradi);
\fmza+£-r(a> 0,x > 0),0<r<;’§;;

Vat+xxa+ - (>0, x| < a).

ng"-1




Agar y = F(u),u = @(x) murakkab funksiya berilgan bo'lss
uning differensiali quyidagicha bo’ladi: dy = Fi+ du, .
Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali esa quy

bo'ladi.

d?y = F,(u)(du?) + Fi(u)d%u, d*u= ¢ (x){dx)>

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan nam
1.y = x — 3x? funksiyani x = 2 nuqtadagi differensiali topi ! ‘
Yechish; Berilgan funksiya hosilasining x = 2 nuqtadagi \"’,)‘

Y=(x-3x3)=1-6x, y(2)=1-6-2=-11
funksiyaning berilgan nuqtadagi differensialini topish formu

topamiz:

qo’yamiz:

df (xo)=dy(xy)=dy(2)=y'(xy) - dx = —11+ dx = —11dx.

2.y =xv Z

64 — x* funksiyaning differensiali topilsin.
Yechish: dy = y'+dx = (x V64 — x2) +dx =

- (\/W—V;J )d _ 84-x>-a? o

VE4~*

—

-y

tartibli differensiallari topilsin.

Yechish: dy = Fj(u)du = cosu -;:?dx =cosu - du
d?y = —sinu(du)? + cos u d*u = —sinu (du)? +cos u u" (dx)*

= —sinu(;72)? (dx)? + cosu - 4—}) (dx)? = —sinVE + = (dx)? =

—cos VX * -lﬁ_ (dx)2.
ax2
22

4.y=

Yechish: Bu funksiyani differensialini bo’linmaning differensialin
topish formulasidan yoki funksiya differensiali formulasidan foydalanily

3 v #
topish ~ mumkin. dy =y -dx= (x: +4
e Bx
T 244)?

Vé4-x-
3. y=sinu,u =yx murakkab funksiyaning birinchi va ikkif

T funksiyaning differensiali topilsin.

B oo S ——
(1 + e + arctge®® funksiyaning differensialini toping
o 0 dx =02 bo’lgandagi q'\ymatisni k'usob\a—ng.
Wl dy = (In(1+ p10%) 4 arctge "_]' Ldx =
‘ ,\’“\ Sesx Se'ix (28"" + 1) a5
e T_-———-——)dx ="‘_71_1_-e_1-°?'
| 0! 1 + et .

*rnilari i jymatlarini
f ifodasidagi x va dx larning O rnilariga ularning 4 Y

1)

W-O.Z‘J’l‘;'oz:l's

g — 0,1 bo’lgandagi
[ : a3+ x—1 funksiyaning x* =1 V8 Ax = 0,1 bo’lg:
Ul v pisbiy xatosi topilsin.

Ay-dy
isbi ik || ga teng
Y ouhish: Absolyut «atolik 1Ay — dy| va nisbiy xatolik \d b ‘ :;l =
‘ ' iyani ¢ = = 0,1 dagl O
Jgani uchun berilgan funksiyamng * = 1 va Ax g
{erensialini topamiz. L
“-';ls:.v fo)3+(x+Ax)-1]—-(3x3+x 1) =9%
Ac? 4 3(Ax) + Ax; g o rtats
..- (?v‘x‘ ¥ 1()Ax. dy =917+ 1)-0,1 = 10.b0.11f %
fulardan Ay — dy = 9x (Ax)2 + 3(Ax)9 ke:ogsli 0:093.
L ivaax =01 bo’lganda &y — dy =00 + ,‘A gpee
|t Ay = 1,093. Demak, absolyut xatolik |&Y
- ‘i‘—’—“i\ _ 00 . 0,085 yoki 8.5%.
nlably .\ulohk\ = o o vy
] Quyida berilganlarning taqribiy giymatian P
|) cos 31%; 2) V33.

=cC = - == *|gani uchun
yechish: 1) cos31° = 0s(30% + 19) = cos(6 + xsc)bo g8 )
c . —— s £y + AX) =
° Bularni taqnb\y hisoblash formulam ’(X
' g va AX — -

n '
i = =cos—=— Va
[(x) + f'(x)Ax g2 qo’yamiz. Bizda fl(x) =cosX ==

64-2x7

dx.

2x(x2+4) 2122
dy = 22 g,

1
,- (”) = —Sin% = —;'Demak‘
(x?+4)% '

n, )\ ¥3_31. % ~0851
..,~.31"=C05('6'+130 £ 2 180




' -— eb olsak, . P
V33=V32 +{‘:~ =2+ 5= 2+ lyuqonda%] formylsge vob: 0.972
5 s 37 = o—— — e
T s 528 2 5 =2,0128] %, ~ VInZx — 4 funksiya berilgan. d?y topilsin.
ARy iy o L
Mustagil yechish Javob; d*y = :"#‘% ;
. Quyidagi funks; yechish uchun topshiriglar: FNMREN
By 3g1 : iyalaming differensiallari topilsin: ‘! N v - sin’x funksiya berilgan. 3y topilsin.
: ;r —13x +3%  2)r=2¢—sin 2¢; lavob: d¥y = —4sin2x dx3.
Hp= E Ty 4y = arctgvix =1 U Kubning qirrasi x = 5m = 0.01m. Kub hajmini hisoblashdagi
— X
S)y-amctg; (@#0;)6)y=Lip[29. .
Nyt ; ‘@ lxtal” — = 0.006 yoki 0.6%.
Vi-x2’ 8))’=SiHX—-xcosx- ' ( 2f2)
Javob: | 2 ' ‘ 10. Telegraf simining uzunligi s = 25 {1 + ==}, bundagi 2b simning
) Bx* —6x +3)ax; 2 (2 - 2 cos 2 ) dg: 2=x —— s o M
4)&_ 5) dx d% e 3) un biriktirilgan nuqtalari orasidagi masofa, f esa simning eng katta
2xy3x-1’ sz’ 6) ¥ -a? (Ix] = |a] )} &r: 8) xsin x 1y {lishi. Issiglik ta’sirida sim uzunligi ds ga ortsa, egilish qanchaga ortadi?
2.7 =x3bo’ (1-x2)3 b . a¢ _ 3bds
Y = x7 bo’lsa, Ay hamda dy lar aniglansin va ular x ning qiymal Juvob: df = o
g I'1. 1) Doiraviy halganing yuzi; 2) sferik gatlamning (ikkita konsetrik

dan ;,98 bgacha 0’zgarganda hisoblansin,
avoo: Ay =3x2. Ax + 3x(Ax)2 2
dy =3x%dx = _0 24 e

e orasidagi qatlamning) hajmi taqribiy hisoblansin. Ular aniq qiymatlar

hilun taqqoslansin.
Javob: § = mR?, AS ~ ds = 2nRdR; 2)v = I7R?,

3. . . - -
Mayatnik tebranishining  dayri To=p |-t bund
! —santimetr bilan o] h i \sso C»undsy Av = dv = 4nR3%dR.
changan mayatnik uzunligi. Tebranish dayri (1

sekundga kamayishi uch
3 e un ma i 1p1 s 2
0’zgartirish kerak? yatik uzunligi 7 = 29 sm ni qandys

§4. Differensial hisobning asosiy teoremalari. Teylor formulasi

Roll teoremasi. Agar f(x) funksiya: 1) [a;b] kesmada uzluksiz;

Ja b: = g ~
y ;’Z’ dl = —~ 4,46 sm.
> = ¥3 _ .
Javo:-) A fz(l ) _2x *+ 1 funksiya berilgan, A£(1)yq df (1) lar topileinl 2) shu kesmaning ichki nugtalarida hosilaga ega; 3) f(a) = f(b) bo’lsa, u
' = 8x +3(8x)% + 3(4%)3; df (1) = ax. e holda a bilan b orasida shunday x = ¢ nuqta mavjud bo’ladiki, unda
f'ic)=0

5. < ; .
X argumentning Qiymati 5 dan 50 gacha 0’zgargandy
da bo’ladi.

Y =2%-7x%+ 8 funksiyaning ortti
' yaning orttirmasi ganday o’ R
Foavobis & i e - Y 0'zgaradi?
avobr Ay &y = 0.0: Lagranj teoremasi. Agar f(x) funksiya: 1) [a; b] kesmada uzluksiz;
2) shu kesmaning ichki nuqtalarida hosilaga ega bo’lsa, u holda a va b

6. Differensia] tushunchasidan dalan — fu an = -
; P = 1
foydalanib y = 2+: nksiyaning orasida shunday x = ¢ nugqta topiladiki, unda
f(b) - f(a) = f'(c)(b—a)

X =0, ! i ibiy qi
15 bo’lgandagi taqribiy giymati topilsin.
bo’ladi.
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n) — X J‘
bo'lsin. Bu  funksiya sk FM(x)y=¢"

Koshi teoremasi. Agar f(x) va ¢(x) funksiya: 1) [a;b] y=1, (n=12.)-Uhol da quyidagi formulani yozish

uzluksiz; 2) shu kesmaning ichki nuqtalarida har ikkala funksiyg.
hosilaga ega, shuning bilan birga, ¢'(x) = 0 bo’lsa, u holda a bil
orasida shunday x = ¢ nuqta mavjud bo’ladiki, unda
B -  f©)

o) —¢la)  @'(c) ;

w1, (0

-1
nkin: . 5 _ e
1 4 x + i-y- et w28 + Rn+;(x)' Rn+1(x) T {n+i)!
TqE T 2 n!

-
) = 1)
R
Apar n — o da Raaa N
iore 1 B ok 4 e +f.n.mq,-ibiy formulaga ega bo lamiz.
et = LT n! =R SN PR e
' 2 f(x) = slinx bo'lsin. Bu funksiyamng n-tartibli_hosilasi u

inli ini topish giyin
N (x) = (sinx)™ = sin (x +ne ::-) formula orinli ekanini topish gty

— 0 bolishini etiborga olsak, f(x) =e*
bo’ladi.
Bu teoremalarda a bilan b orasida qandaydir o'rta x = ¢ (i
haqida so’z borganligi uchun, ular o'rta qiymat haqidagi teoremalar
ataladi.
Ferma teoremasi. f(x) funksiya (a; b) oraligda berilgan bo’lib, u'
oraligning biror ¢ nugtasida o'zining eng katta (kichik) giymatiga erishsl
Agar funksiya ¢ nuqtada chekli hosilaga ega bo’lsa, u holda bu nuqtada
f'e)=0

B
‘ o — ein® = 0 ekanligi ravshan. f ’
f(0) = stn n?te gO.tIQar n — juft bo'lsa,

[ = Sin? = {(—1)1;',agar n — tog bo'lsa. .
) = sinx funksiya uchun Makloren formulasi

2n
4+ o(xu'f'!)'

»)(0) ni aniqlaymiz:

bo’ladi. ,

. f(x) funksiya x,€R nugqtaning biror atrofi (x,—&,x; +48)
aniglangan bo'lib, bu atrofda f'(x),f"(x), ..., f "**)(x) hosilalarga ¢

va f"*H(x) hosila x, nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda quyidij

£4.. n., . (n) &

FG) = Fr) + L2 (e — ) + L20 ( — gy) 4 e L0,

£y & L "’.
o = x)™t formula orinli  bo’ladi. Bunds

E§=x+6(x—x5),0<6<1.

Bu formula Teylor formulasi deyiladi.
(n+1)( . . T oo
Rns:(x) = Lo (x — x0)™** ni Lagranj ko'rinishidagi qoldiq had:

(n+1)!

Demak f{x -

2yt x®
o # X X X __1 n,
sinx=1—'é;+';‘_"'g[+ +1) (2n)!

rini zamiz.
! "'3‘.‘ 5;‘(“53': coSX 'golsin. Funksiyaning ’:
fim(x) = (cosx)™) = cos (x +n: E)
= 1 bo'lishi ravshan.

0,agar n — tog son bo'lsa,

e cos-'fz'l B {(—l)g,agar n — juft bolsa. s
Demak, f(x) = cosx funksiya uchun Maklorze:x formulasi
£ f— —£+ o (1) LS

ko' rinishda bo’ladi. Bu yerda o(x™**), qoldi-q hafl. "
4. f(x) =In(1+ x) bo’lsin. Bu funksiyaning

1 — tartibli hosilasi uchun

.(x_xo)n +

{ormula o’rinlidir. f(0)

deyiladi.
Teylor formulasida x, = 0 bo’lgan hol alohida ahamiyatga ega:
P im ' n
flx) = f(0) + %x FeaL. z(f“)xz + g 20 n):mx" + Ry 1 ()
Odatda, bu formula Makloren formulasi deyiladi. Bu formuladan
funksiya limitini topishda, tagribiy hisoblash masalalarida foydalaniladi.

Quyida ba’zi bir elementar funksiyalar uchun Makloren formulasini OpamE

> B -1
keltiramiz: fl)=—r= 1+x)

tartibli hosilasini

Fil(x) = (-1)(1+ £y %

| 207
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HIgyy —
l}:ulaf'zgln—f(_d?(—le+x)-3‘ () = (~1)(=2

0 $ E S5 5 -
i .y lanib, n —tartibli hosilani topi )(.3) '
osil gilamiz: pish uchun quyidagl iy

M (x) = n-1
- f (JC) 2 (—1) (n — 1)!(1 +x)-n ic (_1)"_1 (=1l
flO)=In(14+0)=in1=0 va 0% = 1)n=1( “”);.
= e =1) oks

e’tiborga olsak, =
Ji€9) ‘ln(l - x)4 funksiya uchun Makloren formuls

e 3 Fi S 2l P 2
kO’rlmshda bo,ladi' 2 3 4 + ( 1)’1 1 T + O(X".H:’.‘

g g

1 f(x) =3x2-1 .
i =1 funksiya [1;
Shm:;lnnn qanoatlantiradimi? $ [1'2] kesmada Ferma teorel
echish: Beril 3
0'zining eng katta g‘:;('ﬁlnks.}i a [.1;2] kesmada monoton o’suvchi bl
% = 1 nugiada o'sims e ik qiymatiga kesmaning chel e
eng katta qiyiiat lmng' eng kichik giymatiga va x = 2 aridey é
Ferma teoren{as;:zﬁa enshad.i_ .Bu esa berilgan funksi)'am[l?-t;da -
e g shartlarini qanoatlantirmasligin bildiradi ] kg
X)) = 1-Nx? funksiya [-1; :
shartlarini qanoatlantiradimj? ¥a [~1;1] kesmada Roll tegrem
: ya [-1;1] k ;
Demak. ber] g esmada uzluksiz va f(—1) = b
qanoatlantiry:. gan 3 tya  Roll teoremasinin 4 )- FA) =
apti. Funsiya’ning hosilasi g ikkita shafy

Flr)y=—2
3Vx=

BO* b, w2 = O diis sl
u nuqtada Rol 0 mavjud. Bu nuqta ichki -
berilgan ﬁlnks?ylagt:(;ell?aslmg uchinchi sharti ba‘?aﬁ;fnh:;am:iqubo’“
oll teoremasini go’ll % pli. Bu esy
3. f(x) = 3x2—5 : qo’llab bo’Imasligini bildiradi
shartlarini  qanoatlanti ﬁll:lks.lya [=2;0] kesmada Lagranj t s .
F'le) - antiradimi? Agar qancatlanti j teoremasining
@) formulada muhim o’rin tutuvchj ¢ nuq;ﬂ*_"t )"(b) ~fla) =

110ping.

208
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Uslrpl tenglamani yechib, ¢;

f
yordamida x — 1 ning darajal

v uning hosilalarini x = 1 nuqtadagi qiymat

mada uzluksiz va uning barcha

Ly Derilgan funksiya [—2; 0] kes
i uchun Lagran] teoremasini

slurida chekli hosilaga ega bo'lgan

{iradli, ¢ nugtani aniglash uchun
)= f@@E-a) ni f'(c)= -f—rb—z’;-_—:;ﬁ ko’rinishda yozamiz.

B /(D) = -5, fla) = f(=2)=171, f'(c) =6¢ bo’lgani uchun

! -12 =

{ L ee=—m €T
i 2
Beniak, ¢ = —1 bo'lar ekan.

7¢2 4+ 20x — 5 funksiyalar

2_9y+3va @lx)=x>—
teoremasi shartlarini qanoatlamirishini tekshiring va

B f(x) = x
| benmada Koshi
1oy ¢ ning qiymatini toping.
Yochish: £(x) va @(x) funksiyalar
) » 2x—2 va @'(x) =3x*—14x +
adan tashqari, @'(x) x ning (hech) har
Wil Demak, berilgan funksiyalar uch
Jemasini qo’llash mumkin. Ya'ni,

11-2 2c-2
77-9  3ci-14c+20 (<=4,
=2 va ¢
2 uchki nugta hisoblanadi. Demak, bu nuqta izlanayotgan nuqta ekan.
5 p(x) =x3—2x*+x°— ¢2 + 2x — 1 ko’phadni Teylor formulasi
ari bo'yicha yoying.
1 darajalari bo’yicha yoyish uchun ko’ phadni
larini topish kerak.

[1;4] kesmada uzluksiz hamda ular
20 chekli hosilalarga ega.
ganday qiymatlarida noldan
un [1:4] kesmada Koshi

fa)-ra) _ r'ie)

pla-fi1y  @'ey
— 4 larni topamiz. Bulardan

Yechish: Ko’phadni x —

p)=1-2+1-1+2-1=0.
pl(x) = 5x*—8x*+ 3x?—2x +2; P
pil(x) = 60x% — 48x + 61 PV (x) = 120x —48;
pYi(x) =0.
pl(1)=5-8+3-2+2=0;
pli(1) = 60 —48 + 6 = 18; piV(1) =120 -
pPYi(1) =0;..., PP(x)=0(n= 6).
Topilganlarni Teylor formulasiga qo’yamiz:
)=2@x-1)° F2x -1 + 12 (x - 1)° yoki

H(x) = 20x?— 24x? +6x — 2;
PY(x) = 120;

pPli(1)=20-24+6-2=0;
48 = 72; PV(1) = 120;

P(x
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P =2x5-2x%+x3 - x? + 22 — 1 = 3(x— 1)* + 3(x— 1)48

Javol: Chunki x = 0 sinish nuqtasi (urinma ikkita).
+(x - 1)°

[ e kesmada f(x) = Inx funksiya uchun Lagranj formulasi
sl vi formuladagi ¢ ning qiymati topilsin.

Javobi ¢ = e — 1. . . ol

\ Quyidagi funksiyalar uchun Lagranj formulasi yozilsin va ¢
Il

|0,1] kesmada f(x) = arctgx;
|0),1] kesmada f(x) = arcsinx:

6. cos5 ning 107° gacha aniglikdagi tagribiy qiymati aniglansin.

Yechish: cos5™ ning qiymatini taqribiy hisoblash uchun f(x) d,
funksiya uchun yozilgan formuladan foydalanamiz:
Bu formulaga 5 ni radian o’lchovini go’yamiz va

2 < n
T T by 4
= + ———— _+_ e + —_—
21367 41364 — (2n)-382%

o
cosS =cos—=~ 1—
36

cos5" ni 107° gacha aniglikdagi taqribiy giymatini hisoblash ucl
yozilgan formulada nechta hadni olish kerakligini aniglaymiz:

2 2
IR] £ % = —"— < 0.004,

4
Jayob: 1) J‘*; ~ LD M=z

) f(x) = x3 vag(x) = x? funsiyalar uchun Koshining

20 21362 I(_hl____— f(a) = ——-f‘(c)
4 4 = ' ¢
IRs| < 7 = 55 < 0.000003, g -/ ¢§ : topilsin.
3 k34 Juinulasi yozilsin hamda ¢ top i "
IRs| < = = —"— < 0.00000003. BEa I, S AR,
s!  &l36 Javob: PR 20° 3{a+b)

Demak, |Rs| < 107*. Shuning uchun berilgan aniqlikdagi giy

§. Quyidagi funksiyalar uchun Koshi formulasi yozilsin va c topilsin:
hosil gilish uchun formuladagi dastlabki uchta hadni olish kifoya. :

¥ 2 1)) 10: %] kesmada sinx va cosx; |
cos5 ~1-— 5362 - 52368 1-0.0038077 + 0.0000024 ~ B 1:4) keosmada x% va &
~ 096195

Javob: 1) E; -3t (145)2-

Mustagqil yechish uchun topshiriglar:

1. f(x) = Insinx funksiya [ ; ] kesmada Roll teoremasi shartlarini
qanoatlantiradimi?

Javob: Qanoatlantiradi.

2. f(x) = x® — 4x + 3 funksiya ildizlari orasida uning hosilasining

ham ildizi bor ekani tekshirilsin. Bu grafik usulda tushuntirilsin.

Javob: Funksiyaning ildizlari 1; 3. f'(x) = 2x — 4 hosilanig ildizi 2

gateng; 1<2<3.

3. y = |sinx| egri chizigning [ gi'}] segmentdagi AB yoyi yasalsin,

Nima uchun bu yoyda AB vatarga parallel urunma yo'q? Roll
teoremasining qaysi sharti bu yerda bajarilmaydi?

9, [-3:3] kesmada f(x)=e" va g(x) =;i;- funksiyalar Koshi
jeoremasi shartlarini ganoatlantiradimi?

Javob: Yo'g, chunki g(—3) = g(3). : .

10. Quyida berilgan funksiyalar uchun Makloren formulasi geldiq

Jndigacha yozilsin. ,
) FG) = e 2) f@ == DM =55
1) f(x) = In(5 — 4x); 5) f(x) = sin(2x + 3 6)f(x)=

.
’

1
(1-x)®
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§5. Aniqmasliklarni ochish. Lopital qoidasi
Agar x — a daf(x) va g(x) funksiyalar cheksiz kichik i

ya'ni, lt,_{% flx)=0 li_zgg(x) =0 bo’lsa, u holda ularning %

1“,) = o0, li_x}}:g(x) = 0o,

' A fix)
im £222 j *Isa, u holda lim, ., ——
I holda, agar Ll_t}; parse mavjud bo’lsa, u o

a;x)
Wy iud bo'ladi va quyidagi tenglik o’rinli bo’ladi:

() _ f'(x)

ll‘w' plx)  x=ag'(x) ;.

ikkinchi qoidasidagi Sror nisbat x — a da
| upltalning birinchi yoki ikkinchi goidasidagi P nisba

x = ada -~ ko’rinishdagi anigmaslik deb ataladi.

Agar x - a da f(x)va g(x) funnksiyalar cheksiz katta It
bo’lsa, ya’ni l\imf(x) =+ AIrinég(x) = T bo’lsa, u holda "'
x—qa -

)
x = ada = ko'rinishidagi aniqmaslik deyiladi.

* yoki “ ko’rinishdagi anigmasliklardan iborat bo’lib, f'(x)vag (x).
l:lnr w::la Lopitalning birinchi va ikkinchi qoidalari shartlarini

Berilgan g yoki g ko’rinishdagi % anigmaslikning x - o
limitini topish shu anigmaslikni ochish deyiladi.

Lopitalning birinchi qoidasi. f(x) va g(x) funksiyalar x = a
atrofida aniqlangan, diferensiyallanuvchi va @'(x) # 0 bo’lsin. Bu

tashqari f(x) va g(x) funksiyalar x — a shartda cheksiz kichi ‘
bo’lsin, ya’ni

i borlsa, u holda, quyidagi tenglik o'rinli bo'lad
fo _ . FO)_ o 0
'.“‘I"' q(x_) =l‘lﬂ§'(_)") x=ag(x) . idasini bir necha
mnIuyL qilib, anigmaslikni ochish uchun L.opttal qmds:‘snm a;rLopiml
i ketma-ket go’llash mumkin ekan. Buning u’chu-n ar g
' ch.lu-.i shartlarining bajarilishini tekshirish kerak bo’ladi.

lopital qoidasiga teskari tasdig ham doimo o’rinli bo’Imasligi

k miqda

limf(x)=0 limg(x) =0
xX—q xX=Q

tengliklar bajarilsin. Bu holda, agar lim ;’;:i
x—a gl

mavjud bo’lsa, u hol

P {x) s .
lrxm ﬁ ham mavjud bo’lib,
xX—=a gt

f(x) f'(x) Jimkin. Ya'ni . h h
lim = lim Flx . o LX) jud bo’lmasligi mumkin.
x=ag(x) x-ag'(x) lim ;—ff; mavjud, ammo lim 572 mavju g
tenglik o’rinli bo’ladi.

Lopitalning bu qoidalaridan foydalanib, muhim limitlar deb ataluvel

.+ a da 0o ko'rinishdagi anigmaslik deyiladi. Bunday anigmasliklarni

o In(14+x . a*- ish uchun ularni
Llm™E =1, 2 lim2049 _ g @1 Ina polsh uc 10 ok fG) - gx) = L2
ik wir- ¢ =08 f(x) - glx) == yoki flx) g P
o (14x)%—1 = 7@
s

Lopitalning ikkinchi goidasi. f(x) va g(x) funksiyalar x = a nuqta
atrofida aniglangan, differensiyallanuvchi va g'(x) # 0 bo’lsin. Bundan

tashqari, f(x) va g(x) funksyalar x — q shartea cheksiz katta miqdorlar
bo’lsin, ya’ni

ib, > i £ ko'rinishidagi anigmaslikka keltiriladi va
Lu'rinishda yozib, - yoki — ko’rinishidagi aniq

ital qoidasi qo’llaniladi. .

| “l‘“;::: limf(x)=1, limg(x) = « bo'lsa, f ()89 (f(x) > 0) ifoda
o a . - ] v - -

¥+ a da ;: ko’rinishd:;i anigmaslik deyiladi. Bunday ko rinishdagi
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usiladigan anigmasliklar mavjud bo’lib, ular Lopital goidasidan va

L it (o' shimeha formulalardan foydalanib ochiladi.

anigmasliklarni ochish uchun u = f(x)?%) deb belgilaymiz va
ikkala tomonini 2 asosga ko'ra logarifim- laymiz. Natijada

Inu =Inf(x)?*) Inu = g(x) Inf(x) ni hosil gilamiz I
ko'rinishdagi anigmaslik bo'lib, uni ochishni yugorida ko’rib o't k l
Agar berilgan f(x) va g(x) funksiyalar uchun lim/( )

X=a
Ll_{?zg(x) =0 yoki !‘1._11; F(x) = oo, .]"ilg g(x)=0 bo'lsa, u |
F(x)2%) (f(x) > 0) ifoda x = a da 0° yoki «® ko’rinishdagi anigq i isbotlansin. '
deyiladi. Bunday ko'rinishdagi aniqmasliklar yugorida 1= ko’rinil lhot. Bu yerda f(x)=sinx vag ()
anigmasliklar uchun ko'rib o’tilgan usulda ochiladi. sl shartlarini qanoatlantiradi. Demak,

yanpn doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar

| | opitalning birinchi qoidasidan foydalanib,
n x
im— =1

P X

= x bo'lib, ular Lopital

= 5. i f cosS X x =3
Agar berilgan f(x) va g(x) funksiyalar uchun limf(x) il (9 = lim (sinx) _ lim —— = limcosx = 1.
‘ ¥—=a !Il'l(l‘ x \0o e (x)' x=0 1 x40

' }:i-r-?:g(x) = o bo'lsa, u holda, f(x)— g(x) ayirma x — a da @

I ko'rinishdagi anigmaslik deb ataladi. Bunday anigmasliklarni o¢l

: -5 H+2¥48 it hisoblansin.

lim 2 =

L) iy F_186x°+2x+15

paa-1% 2x - > 0
ga -1n qo’ysak, u ho‘dﬂ 2

! e ( Vechish: Agar berilgan kasrda x o'rni e o
a . *ladi 1 ming S
l\ flx) — glx) = f(x)[l - %] [inishdagi anigmaslik paydo bo ladn.tl B:f;;gj?nDemak’ g
, R . S ni antiradi.
ko’rinishda yoziladi. Bunda ikki hol bo’lishi mumkin juliojlari Lopital qoidast A e k) &
g(x) . X ~5x—+2x+8 = lim _3_-_,:;;;—2 = v = e
1-hol. lim ﬁ =A#1 .".m\ Aogxi-162242x415  xm-14X &% :
x=a fix 2y . .
Bu holda, 3. “}}2 l::x-lx)‘ hisoblansin.
_g(x) i . %= ko'rinishdagi aniqmaslikdir.
f(x) — g(x) = f(x [1— Yechish: Bu — ko'ri . o
B i f(x) 1—x%)va g(x) =1 - x) bo’lib ular lopitalning

i yerda f(x) =1n(1 -2 =)
(kkinchi qoidasi shartlarini qanoatlanmadl. Demak,

-2%
lim (=) _ i 32 = lim

5 = -1 1-x°
v-i Io(a-6) - Ty ¥ -

ifodani x — a da sartli ravishda (1 — A4)-o ko’rinishda deb qarasl
mumkin va shu sababli F

: 2xCa) A B T
lim[f (x) — g ()] = xeo. =T =2lim 23

x=11+x

2-hol. im&2 = A =1

x—a f{x) 4. lim ﬁ(a = 0) hisoblansin.
Bu holda, f(x)—g(x)="f g2l g % L oosiichdagi anigmaslikdir. Unga Lopital
, fx) —glx) = f(x) [1 10 ifoda x—=a da O . Yechish: Bu ham = ko’rinishdag
ko’rinishdagi aniqmaslik bo’ladi va uni yugorida ko'rilgan usulda ochish (oidasini qo’llaymiz: %
mumKkin. ‘i & _ lim f(xd)' == “ngo ax- - alil?cxﬂ = o0,
Umuman olganda%, 2 0-ce, 1%, 0% 0% 00 — oo yowing zoe(lnx) =z X

. t@3X .4
5. !‘1_1% ol hisoblang.
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tuchun bu holda ham - ko'rinishdagi aniqmaslikka kelamiz

uchun Lopital qondasml go'llaymiz:
3

Yechish: x — = da tg3x va tg5x lar cheksiz katta migdorlur {

im xlnx =

ik, hm x* = g a=0+0 = ¢ 1.

nl ¥ lim(1+ mx)x hisoblansin.
¥ 0

wohish: (1+m ‘()é ifoda 1= ko'rinishdagi anigmaslikdir. Uni
lir tg o =i m Sdos i (cos sx)2 = gohun (1+m \{)x = ex'“(”m") tenglikdan foydalanamiz.
Y_.E ’1}1 'll 3 5 cos? 3x 5 x-t.%. cos 3x
cos"’ 5x

' ln(1+m ) llm—ln‘u»mx)
4 -lml (1+m \)*(1”) = lim ex L
=§ : m‘ =§.25' : = =§(1)2=§ ; 1n(1+mx)(9)=lim1+mx-_-m.
5 x_.n% ~3sin3x/ 5 9 x_n% sin3x/ 3\-1/ 3 liny ‘ln(l +mx)(0+ ) = lim—— o/  xo 1
6.lim x + In|x| ni hisoblang g

l = m .3
con I} lymatni 0’z 0’rniga qo’yamiz va ll_tg (1 +mx)x(0: o) = €™ ni

ol {lamiz.
amqmasllkdlr Uni ochish uchun f(x) +g(x) ning ko't h . ) _
. —tax lansin.
0’zgartiramiz: 10, !17,3 (;; tg;.) hisoblans
& : i 5 . . i o~ ko'rinishdagi
lim x - Inlx|(0 - %) = lim () = jym 22 _ iy I 2 Rioiah:’ x-2 T —tgx s oo
r—0 x=0 ¥ w v (1) x—0 %2 % o AE h. h UChun _x___tgx ifodani Shakl
= —lim|x] = Jimaslikdir. Anigmaslikni ochis e
X0
7. lim xe™ ni hisoblang,
X—x0

‘ mwh!iribh yordamida o’zgartiramiz.

Yechish: lime™ =0 bo’lgani uchun x — oo daxe™ ifoda ()

( - — tgx) (o0 —w0) = lirg —ls:(l —cosx tgx){0-») =
ko'rinishdagi anigmaslikdan iborat. e=* = i

rosxy

in (1 ~sinx) o ® = limctgx = 0.
bo’lgani uchun » llm e \( ) = 3:-*— cosx) hn& —sinx x_‘T%
-X —_ _ = o
| Ui 30+ w) < T S ) }lﬁ’o e = lim <=0,
8. lim x* hisoblansin.

Mustaqil yechish uchun topshiriglar:
|. Quyidagi limitlar topilsin:

-1

Yechlsh x* ifoda 0° ko’rinishidagi ko’ rinishidagi anigmaslikdir, Ly
ochish uchun x* = &% 4ap foydalanamiz. Demak,
|

¥3-2x7-8x+12
————

———e— @ 5 lim - B 300, ]
“h"(', G-zxt42x-1 ) £ ;“
_zad A = NP ESTE a.
e Mnx _ o, lm 'dnx x3-8x2#17x-10 6) lim ——-=—=
‘[ xllcr,n x*(0%) = xhg}»oe S ”'.“,'.l vé-5x3-2x% 41125’ x4a ¥ATIXY24
¢ g Ve-a®,
Buni hisoblash uchun dastlab lim xin x ni topamiz: wi-sa+1 7) lim =
" ——— —a
¥=0+0 Nim 5579 e
i -
Inx E i, LosEre, 8) lim “=;
lim xlnx(0+e0) = lim —( ) =~ lim x=10 1) IIm, S x
x=0+0 x=0+0 1 x—0+0 x=0+0




Javob: 1) 2: = 2
)% 9% 33 g
2. Quyidagi limitlar topilsin.

1

1) lim <. ‘ N
).l:-c ctgx’? 2) lim lni ‘
\' x—=0+0 Intg2x’

3) lim = . . In(1-%
Jim = 4 lim 20

XSa-0 ctg=°
Javob: 1) 1: 2)1; 3) + oo; 4) 0;

3. Quyidagi limitlar hisoblansin,
=1 \x?=1 gy /0 2) lim (§1— 1)'

' x—=Q sin x —; 7
3) lim ;., - = )
¥=0 222 2y pge)?

Javob: 1) L.
avob..l) 2 A0 3= 4y
4. Quyidagi limitlar topilsin.
l)i}lx} (1-=x) -tg'zlx;
3)111?30 (1-x)In(1 - x);
Javob: 1)&; 2)0; 3)0; 4)2
5. Quyidagi limitlar hisobla;sin.
o =
1) rh_n}c (; —arctgx)x; 2) ‘l.im (f arctgx)®;
1 i :
3) lim(cos ax):=. i
lim s 41 - Eg2:
I ).J-'?(tg") "

2
<

Javob:1) 1; 2) 7% 3) ()T gy,

6§. Funksiyaning o’sishi va kamayishi. Fun

. ekstremumlari
Teorema. Differensi

or’ahqda o'suvchi (kamayuvchi) bo’lsa, u holda by ora
)20 [fx) < 0] shartni qanoatlantirad;

. Teorema. Agar differensi
biror (a, b) oraliqda f*(x) >

218

3 ; 3
5 9% 6 2 e

4) Ah_r,r% (x tgx — -Esec x).

2) IL:(;!:O x*inx (n>0);

4) lim secZx . Int
)I_‘1 € x Inx.

vallanuvchi y = f(x) funksiya biror (a, b)

ligda uning hosilasi

yallfmuvchi Y= f(x) funksiyaning hosilasi
0 [f'(x) > 0] shartnj qanoatlantirsa,

I oraligda funksiya o’suvchi (kamayuvchi) bo’ladi.
Ayoremaning birinchi gismi (e, b) oraliq y = f(x) funksiyaning
Aonhik oralig’i bo’lishining zaruriy, ikkinchi qismi esa yetarli shartini
iy di.
loorema. Berilgan y = f(x) funksiya x, nuqta va uning biror atrofida
sipan bo’lib, bu atrofdagi ixtiyorly x nuqta uchun f(x,) = f(x)
1) [(x)] shartni ganoatlantirsa, u shu x, nugtada maksimumga
Wimumga) ega deb ataladi.
Funksiyaning  maksimum va minimum  qiymatlari  uning
Uemumlbari deyiladi.

loorema. Ferma teoremasi. Agar y = f(x) funksiya x, nuqtada
Heonsial- lanuvehi va ekstremumga ega bo’lsa, unda bu nugtada
jiksiyaning hosilasi nolga aylanadi. Ya'ni, f'(x,) = 0 bo’ladi.

l'unksiya ekstremumga ega bo’lgan nuqtada uning hosilasi nolga teng
uh | mavjud bo’lmaydi.

leorema. Funksiya hosilasi nolga teng yoki mavjud bo’lmagan

Swgtalar kritik yoki statsionar nuqtalar deyiladi.

I'corema, (Ekstremumning birinchi yetarli sharti). Agar y = f(x)
Miiksiyva x, kritik nugtaning biror atrofida differensiyallanuvchi bo’lib, bu
Lk nuqtani chapdan o’ngga qarab bosib o’tishda f'(x) hosila o'z
“horasini musbatdan (manfiyga) manfiydan (musbatga) o’zgartirsa, unda
+, kritik nugtada f(x) funksiya maksimumiga (minimumiga) ega bo’ladi.

lcorema. Agar ¥ = f(x) funksiyaning hosilasi x, kritik nuqtaning
thap va o’ng atrofida ishorasini o’zgartirmasa, unda bu nugtada funksiya
thutremumga ega bo’lmaydi.

I'corema. (Ekstremumning ikkinchi yetarli sharti). Agar x, kritik
mugtada f'(xp) = 0, f"(xp) =0 va chekli bo’lsa, unda bu nuqtada
) f(x) funksiya ekstremumga ega bo’ladi. Jumladan, f"(x;) <0
([ "(xy) = 0) bo’lsa, f(x;,) funksiyaning maksimumi (minimumi) bo’ladi.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar
I. f(x) = x® — 12x + 11 funksiyaning o’sish va kamayish oraliglari
topilsin.



Yechish: ;
echish: Funksiya (—co;+00) da aniglangan. Uning |
& |, « = 0 nuqtaning ixtiyoriy atrofida f(0) > f(x) tengsizlik

topamiz. f'(x) = (x?
p - —12X+11)'=32 2
oraliglarini topi x°—=12. Funksiyaniy
; ::‘mn ;‘;plShouchun 3x*-12>0 tengsizlikni yech a::i):nl \| Shuning uchun funksiya x = 0 nuqtada f(0) =2 maksimum
=12>0, x?2-4>90 2 ) orishadi
Demak, beri > O X% > 4. Bundan x < 2 Wi} it
Funksiyani benlga{) funksiya (~o0;~2)u (2; +02) dZ Vil x) = - x> - x? — 4x + 1 funksiyaning eksrtemumlari topilsin:
¥2_ g 0rlg kﬂn:la).'xsh oralig'ini topish uchun '3x2 - 12a 0 )
e tfangs:zhkni yechamiz, Undan x2 < 4 yoki <_ﬂ
3 funlksly a (~2;2) oraliqda kamayuvchi Yo SO
y=In(1- 2 . % ? \
Yechish: (Be i ) funksiyaning o’sish va kamayish oraligfari toy
b : Berilgan funksiyaning hosilasini lopamiz 2
= LAy | R N
M1 -x)) = 2o (c2x) = B

i hish: IA) Hosilani topamiz: f'(x) = 2x2 -2x - 4
Wilani nolga tenglab, tenglamaning ildizlarini topamiz:
B 4=0, x*—-x—2=0, x =—1; x, = 2.

hritik nugtalar: x, = —1, % = 23
{ln mavjud bo’Imagan nuqtalar yo'q. Berilgan funksiyaning hosilasi
i joyda aniglangan va uzluksiz:
Sonlar o'gini kritik nugtalar bilan (—o0;—1), (—1;2) va (2; +)
liflariga ajratamiz;
il 1 nuqtadan chapdagi, ya'ni (—o;—1) oraliqdagi nugtani,
lan, x = —2 nuqtani olamiz. Bu nuqtada f'(—2) =8> 0. Demak,
.~ | nuqtaning chap tomonida hosila musbat; endi x = —1ning o'ng
wnida yotuvehi, ya'ni (—1;2) oraliqda yotuvehi nugtani, masalan,
) nuqtani olamiz. Bu nugtada f'(0) =—-4<0. Demak, (—1;2)
aligda hosila manfiy.

Shunday qilib, hosila x = —1 kritik nuqtaning chap tomonida musbat,
W i tomonida esa, ya'ni (—1;2) oraligda manfiy. Shuning uchun ham

. 1 nuqtada funksiya maksimumga ega bo’lib, u fnax(—1) = 3% ga

1

[ S 2x = 1_x‘.‘ z .
¥ = ; e
da manfiy, B hosila (—1;0) va (1; +c2) da musbat, (0;1) va (==
manfiy, i “ Y e
iborat kly 'B-er.ug?n funksiyaning aniglanish sohasi 2
o e arvlhgml etiborga olib, funksiyaning (1. 0 (-—1,1) orally
+ 1) oraliqda kamayuvchi ekanligini a“iqlaymb_' ) oraligda o'suvel

1
S.agarx < e bo'lsa,

3.f(_X) =

inx
x Jagar x = e bo'lsa

bitanns a5
siyaning o’sish va kamayish oraliglari topilsin,

Yechish: i
ish: Funksiya (—c; +0) da differensiallanuvchi va

0,agar x < e ho'
Fi) =11 ine e
x2 agarx = e bo'lsa.

Wi,

{ndi x = 2 kritik nuqtaga o’tamiz.
i) « = 2 nuqtaning chap tomonidagi (—1;2) oraliqda manfiy bo’lishini
{'rdik. x =2 nuqtaning O'Ng tomonidagi nuqtani, ya'ni (2; +@)
siliqdagi nuqtani, masalan, X = 3 nugtani olamiz. f ‘3)=8>0.
[jemak, x =2 nuqgtada funksiya minimumiga €ga bo’lib, u
fninl2) =—5 % ga teng.

6. f(x)= 33/ funksiyaning ekstremumlari aniqlansin.

Yechish:1) Funksiyaning hosilasini topamiz:

(0= () =3 () =3 3 =275

o br?'FChffmqiymayla"da f'(®) < 0. Dema
vehi funksiya ekan. (—co; )
oraliqda qat’iy kamayuvchi. (=€) oraligd

4. f(x) =2~ x* funksi :
erishadi. unksiya x ning qanday giymatida maksimumg

k, berilgan funksiya doin
a o’zgarmas va (g;+_

Yechish: Bu
)’el'da f(O) =2 .
f) - —f(0) = (2~ x)—2=2_x¢ :,82 ::c? < gl}’matlar uchug

.
i
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Wertlgan funksiyaning ekstremumlarini ikkinchi tartibli hosila

{pumiz Buning uchun £"(x) ni topamiz va uni x, = 2 va
nugtalardagi giymatlarini hisoblaymiz.
{he'! - 30x +36) =12x — 30,

)~ 12:2-30=-6<0 va f'(3)=12-3-30=6>0.
L funksiya x, = 2 nuqtada maksimumga va X, =3 nuqtada
i epa ekan. Ularni biz yugorida topganmiz.

- parametrik tenglamalar bilan berilgan

;; ?;:, :icl):llj ’i ning hech bir haqigiy giymatida nolga teng bo'lu,
e funk; 0 nuqtadfa mavj.ud emas. Shu bilan birga, x « |
i iya uzluk.sw. bo’lib, bu nuqta funksiya aniqlanisli u
! nuqtasi bo’ladi. Shuning uchun x =g
ekstremumga ega bo’lishi mumkin. e
4) Koordinatalar (sonlar) to’g’ri chizig’ini x = 0 il
g)-o(; 0) va (0; +=) oraliglarga ajratamiz e
nuqtadan chapdagi, ya'ni (—o- - i i
X = —1 nuqtani olampi?i,u :zqr:;dz(l 0 e

¢? _ gt=ae
tf e’ t241
i) funksiyani ekstremumga tekshirilsin:

Walilsh: x(t) va y(t) funksiyalar t parametrning har qanday

{atlda differensiallanuvehi, hamda
xr?‘y'(r:n]—(tzﬂ)'-r? = 3820224 1)-200% 3p¥4sei-2t%

LY
‘. 'l) B (t2+1)° =5 (r2+1)? (r2+1)?

X 2
f (—1)=ﬁ=-2 < 0.
D :
nuqtaneil:ak,, 0 nuqtan'mg chap tomonida hosila manfiy bo'ly
g o'ng tomonida yotuvchi, ya’ni (0; +22) oraligd ol
masalan, x = 1 nuqtani olamiz. Bu nuqtada e

0 Lo'lib, u £=0 da doimo musbat. Shuning uchun t %0

Ul
ganda v, ni
| formula yordamida topish mumkin.

2
ff)=—=
Tl

ekanligi kelib chigadi va u . ' :
: (-'3-25)' _#3-aed) (e241)-(e241) ed-2e%) _
P S fern(0) =0 V't 1241/ (¢2+1)2
g " .(;‘[3+1j—2f(t1-2t2) 3:¢+3t2_+:3-4:—2g*+4:3 A t¥+30° -4t _
8. f(x)=2x3-15x2+36x— 14 funksiyani . o ; 2y ah
topilsin lyaning  ekstremumli IO G| Gica)
et T ()R
; ool ;
yi  (e-1){e"+e+4]
D (I Sl T Sy i2m2 # 0.

X _Yzech.sh; f'(x) = 6x% —30x + 36 = 6(x — 2)(x — 3) bo’lib unds
h;s“a is\;]a X = 3 kritik nuqtalarni topamiz. x, = 2 G o,;l.nl ;[ )
i orasini musbatdan manfiyga almashtiradi Demak, bu y
51 i . nugtads
hosilas);a orflak_smum'ga. €ga. x; = 3 nuqtadan o’tishda esa funksi :nl
| z ishorasini manfiydan musbatga almashtiradi ¥ :
| nuqtada funksiya minimumiga ega bo’ladi. x, = 2 ashtiradi. Demak, by
AN Xy =2vax, = rdall
funksiyaning qiymatlarini hisoblab ekstremur:llaﬁni to i 3 nuqrala
fonax(2)=2:2%—15.22 4 Gy Try Lt pamiz. Ular:
fnn(3)=2:3*-15.32 1 36.3 - 14 = 13’

Demak, Yy = i T T

1+t + 4 ifoda doimo musbat bo’lgani uchun y; hosila fagat t = 1
I'lpandagina nolga teng bo’ladi. Demak, berilgan funksiya t=1
hi'lganda x; = %va t = 0 bo’lganda x, = 0 be’lgan ikkita kritik nugtaga

.

Agar x argument x = 0 nuqtaning chap tomonida bo’lsa, t parameter
lum ¢ = 0 nugtaning chap tomonida bo'ladi va bu holda y{ > 0 bo’ladi
amda x = 0 nuqtaning o'ng atrofida y. < 0 bo’ladi. Shuning uchun ham

(unksiya x = 0 nuqtada minimumga ega bo’ladi.
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“ ’mu.\ (—1) = 13; frn(n(4) = —56, 2) fmn(—l) — —1;
5) fmin(o) =0. 6)

= 3) fmln (%) =3. 4) fm(n(o) =0
B2 foax@ =2 DYna(D =1 Oy (3) =75
iy idagi funksiyalarning ekstremumlari ikkinchi tartibli hosila

Vi

: uqoridagidek mulohaza yuritib, x ning x = 1 ga .

Qiymatidan o’ . i ; i
s -OtlShda ¥ hosila ishorasinj manfiyday

asitirishini  ko’rish mumkin. Demak == s

» ¥ =7 nuqlagdy

1
7 (2) ¥ -31 qiymatga ega,
W topilsin:

Bt - Bx? + 6x3 2)flx) = xte ¥

I. Quyidagi funks; X
Dy = xty2. g monotonik oraliglari topijsin, J & it - 8x3 — 18x%+60; 4)y
: z)y = —xa.l 2 = f we s = bl oy
3)y =2x3 I 3x2 ~—12x= 7: 4) = : 2 Zx zx =3 v".’ll ) Yinin (0) = 0; 2) fma.x(i\/i) s i;
VYo ™ e, [ 3) = =75 frnax(0) =60, fpu(1) = 53;
Ny = In|x|; Y= xia-3); ) = 2. LA sTy _3, 3w _
' 8 " ‘ ( ) 51 Ymin (") =1 Ymar (_) =73 Ymin (—) ==3
9 F(x) = o )F(x) = 4x3 21,2, i : St :
=e"+5x; 10) £( X+ 18+ 20 | Parametrik shaklda berilgan
Fiad= 2 — (t) = t5—5¢3 + 20t + 7
plt)=1t>—=3t" + + (—2<t<2)

1
',v P(t) = 4t3 -3¢ -18t +3
[ { x Jfunksiyani ekstremumlari topilsin.

¥y
I0Y0b: Yy (— 53 = —17,25.

Javob: 1) (—ce- 1)
y=1va(-1;0)da & [
. (0; Dva(1; +wo)dq o'sadi: . AL
. (::: —11)):m((2;2+ao)da o'sadi; (-1 + 2)da kamayadi
—1val(-2; + ‘sad; ;
. (-m. .i) d w)da ossaa, —1;2)da kamayad:
i) da kamayadi; o +oo) da o' sadi- :
;5)) ({-w; 2)va(2; +w0)dq o'sadj: :
~; 0)uq (2;+)dq o’ :
o, ; sadi; (0; 2)da k :
: )g co; ?)da kamayadi pq (0; +0)da o'sc‘zz;il “ i
) (-00;3) va (3; +)da o'sadi; (1;3) da k : ]
9) (—=; +0)da o’'sadi: ’ Bk
.3
10) (0,2) da kamayadsi: G +oo) da o'sadji

2. Quyidagi funksj :
yalarning ekstre b |k
| = mum] R
VF(x) = 2x3 _ g2 _ 24 2)f(x) = xin‘to;:?m'

§7. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari

v = f(x) funksiya biror [a;b] kesmada aniglangan va uzluksiz
Wi lsin. Unda, Veyershtrass teoremasiga asosan, funksiya bu kesmadagi
qundaydir x; va x, nuqtalarda o'zining eng katta f (x,) = M va eng kichik

J/{1,) = m qiymatlarini qabul qgiladi.
Veyershtrass teoremasida kesmada uzluksiz funksiyalar uchun eng

hittn va eng kichik giymatlar mavjudligi tasdiglanadi, ammo ulamni qanday
(opish masalasi qaralmaydi. Agar y = f(x) funksiya [a;b] kesma ichida
dilfernsiallanuvchi bo’lsa, bu masala quyidagi algoritm (ketma-ketlik)

unosida amalga oshiriladi.

3)f(x)=4x2+1- %
’ 4 =
§Fe =2, 7=
x%43t 6)f(x) = X=2x+2 1. Berilgan funksiyaning f'(x) hosilasi topiladi.
Ny= % ; 8 =% ! 2. f"(x) = 0 tenglamani yechib x,, X, ..., x,, kritik nuqtalar topiladi
)Y =xy1=%, va ulardan [a; b] kesmaga tegishli bo’lganlari ajratiladi.
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3. Berilgan funksiyaning [a; 5] k
g R r €sma 0, ..
kesmaning chetlaridagi f(a), f(b) ql'ymatga tegishli kririx

4. Yugqorida hisoblangan fikiyi ot lari topiladi.

d lymatlari o p
izlayotgan rasidan wiy

- . va M qiymatlar byl
h Agar y = f(x) funksiya [a; 5] kesmada monot b?l i 0t -2:(-3)*+3=81-18+3=66, f(-1)=7(1)=
omif(a)='f"(v;{“’)=Mbouadf, oM. W d=2, f0)=0-0+3=3 f(2)=2*-2.22+
gar y = J(x) tunksiya [q; 5] kesmag
u holda f(a) =Mva f(b) =m bj’ladl ada monoton ka

Agar (x) funksiya biror (chek yox: o '
bitta ekstremumga ega bo’lib ; . °h‘::;‘:) 0;'8:’1({(‘(._ ll
um O'l“".\ ,'n
va texnik mntlv_' ".'
9andaydir funksiyaning eng katta va eng kichik qiym?:sa:::l.a:m A
; 1 topishy
g ko’pligi va ulamingn' .

Wk nuglalarning har uchalasi [-3;2] kesmaga tegishli.
W biitik nuqtalardagi va kesmaning chetlaridagi giymatlarini

Ay matlami tagqoslab f(—3) = 66 eng katta giymat f(£1) = 2
Wk lymat ekanligini aniglaymiz.

Jiy) © x' = 3x%+ 1 funksiyaning [1;3] kesmadagi eng katta va
ik (|lymatlari topilsin.

oo hishi 1) Berilgan funksiyaning hosilasini topamiz:

o) v (x* —3x2+1) =3x* - bx;

g o Lotk nugtalarni  topamiz:  3x?—-6x=0, x(x—-2)=0,
Matematik analizning rivojlanishi uchyn muhim ib q p
turtki bo

vy, =2;
B . 2 'l ; d ?
unday masalalarni Yechishda ko’pincha masala shy n‘fg‘"ﬂ i Pemnnk, kritik nuqta ikkita bo'lib, ulardan biri, ya'ni x, = 0 nugqta

Juyolpan kesmaning ichki nugtasi bo’lmaydi. Shuning uchun x, = 2
b nugtanigina olamiz. Shunday qilib, biz f(1),f(2) va f(3) larni
i

1) =13-3:124+1=-1;f(2)=2%-3:2* +1=-3;

f(3) =3*-3:32+1=1.

Demak, £(3) = 1 eng katta giymat va f(2) = —3 eng Kichik giymat
Wl

§. v = x?Inx funksiyaning [1;e] kesmadagi eng katta va eng kichik
iy matlari topilsin.

Yechish: 1) Berilgan funksiyaning hosilasini topamiz:

i esa hosil gj]i ; X
katta va eng kichik qiymatini topjsh ker:jlchnf:? funksiyaning
o Zgaruvchining o'zgarish oralig’i (cheklj yopi s |
shartidan aniglanadi. YOKI cheksiz) ham

Ba’zi bir masalalarda tekshirilishi
. shi k
berilishi ham mumkin. &

‘Igan funksiya tayyor ol
Mavzuga doir yechimlari bilan be
L f(x) = x* — 2x% + 3 funks
eng kichik qiymatlari topilsin.
Yechish: 1) Berilgan funksjyan;
’ Yaning hosilasini i
f'(x) = (x*-2x? + 3) =453 - 4.1'f e
2)f'(x)=0 tenglamani yechib krit ;

ik nuqgtalarn; ;
2 Qtalarnij 3
X(x*~1)=0, 2 =-1, 2=0, xy= 1. topamiz: 43

. ri!gan[ topshiriglardan namungly
aning \3;2 : {
] kesmadag| eng katw, ',‘- ' i o g 3 '
Yoo (xifinx ) = 2xinx + x = 2xinx +x = x(1 + 2Inx);

2) y' = 0 tenglamani yechib kritik nuqtalarni topamiz:
1
W1+2nx)=0,%=0,1+2nx=0,Inx = —g, X, =e 2,

—— 41' = ) _.1.‘.

Demak, x; =0 va x, =e 2 kritik nuqtalar bo'lib, ularning har

Ikkalasi [1;e] kesmaga tegishli emas. Bundan tashqari, x; =0 nuqta
lunksiyaning aniqlanish sohasiga kirmaydi;




3) Funksiyaning kesma chegaralaridagi qiymatlarini hisoblay
y(1) = 1%In1 = 0; y(e) = e?lne = e2.
Demak, y{(1) = 0 funksiyaning [1;e] kesmadagi eng kichik
va y(e) = e? funksiyaning eng katta giymati ekan.
4.y = arctgx2 funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlf-
chegaralanmagan va funksiya (—; + o) da aniglangan. Shun .. ‘
biz funksiyaning qiymatlarini x ning (—co; <o) dagi qiymil
qaraymiz.

1) ' hosilani topamiz: y' = (arctgx?) = Hz_;;

2) Kritik nuqtalarni topamiz:

2x
=0,x=0.
1+x% 0.

Demak, x = 0 nuqta kritik nuqta. Boshga kritik nuqtalar mavjud
Chunki y' hosila x ning har qanday giymatlarida mavjud.
3) x = 0 nuqtaning atrofida hosilani ishorasini tekshiramiz.
x <0 da y'=1i—:‘<0 va x>0 day'=1i;
bo’lishi ma’lum. Demak, berilgan funksiya x = 0 nuqtada minimumgﬁ,'
va bu minimum funksiyaning eng kichik qiymati bo’ladi. U quyld u
teng. ¥(0) = arctgd? = arctg0d = 0.
5. Perimetri 2p bo’lgan to’g’ri to’rtburchaklar ichidan yuzi eng katl
bo’lganini toping.
Yechish: Biz tekshiradigan funksiya to’g’ri to’rtburchakning yuziday
iborat bo’ladi. Bu funksiya S = xy ko’rinishda bo’ladi. Masalani
shartiga asosan 2x + 2y = 2p yoki x +y = p. Bundan y ni x orq‘f

ifodasini aniqlaymiz va uni S ga qo’yamiz: y = p — x bo’lganligi uchun
S=x+(p—x) yoki S(x)=px—x? bo'ladi. Bu yerda 0 <x S}

bo’lishi ravshan. Shunday qilib, berilgan masala
S5{x) = px — x?

funksiyaning [0; p] kesmadagi eng katta qiymatini topishga keltirildi. Un,L

aniqlaymiz:
1) Funksiya hosilasini aniglaymiz: S'(x) = p — 2x.

228

leng

p
b 1fiik nugtalarni topamiz: p — 2X = 0.x=

z:
e krmk nuqtadag\ funksiyaning qnymaum topami
' v’ p:_p?
yoip) kq.smamng chegaralanda funksiyaning
e 0, 85(p) =
ek, 1'unksiyaning [0: 0]
¥ - £ bo'ladi.
'( ,) . bo . A
Pndi v nitopamiz: ¥ =P~ X = B
whunday qilib, izlanayotgan to’g'ri to

adrat bo’ladi. : : catingki, bu
"t“" kV:n;sbat sonni ikkita qo’shiluychiga shunday ajratingki
), Q

S hiluvehilarning ko’ paytmasn eng katta bo’ lsml P g
Yechish: Qo'shiluvchﬂardan biri x bo’lsin: ‘ o -
1:‘. hl. a—x boladi. Bu qo sshiluvehilarning  ko’paytm
l\! uve -_—

a— X)X
garuvehi miqdor bo'ladi. Agar biz uni y bilan belgilasak, u (

< g ekani ravshan.
i o asila y=ax— ¥? funksiyaning [0;al]

ishga keltirildi. Uni topamiz:

qiymatlarini topamiz:

kesmadagi eng katta qiymati

$hunday qilib, berilgan m

Jenmadagi eng katta qiymatini top!
|) Funksiyaning hosilasini topamiz:

y' = (ax—x?) =a= 2x;
2) Kritik nuqlalamx topamiz:
a-2x=0,x= . T 4
Hx = 9— kritik nuqtadagi funksiyaning giymatini topamiz:

€)=at-E)=5-5=5

)’ ._ - N 2 2 . - - . . miz:

4) {0 al kes:nanmg chegaralanda funksnyamng giymatlarini topa
-a*=0.

y(0) = 0,y(a) =@ a-at=a’-a

1 g— ——
Demak, funksiyaning [0;a] kesmadagi eng katta giymati ¥ (2) 7
bo’ladi.
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i 7 v 128
Birinchi qo’shiluvchi x =§ bo’lib, ikkinchi qo’shiluvely e Ax %3 = x? +%’ =X F g
a-x=a —% = g bo’lsa, qo’shiluvchilarning ko’paytmasi enp
bo’lar ekan.
7. Jism  S(t) = —t* +9t* + 24t qonun bo’yicha to’g'tl.
harakat qiladi, bunda S(t) —yo’l (metr hisobida) va t vaqt ( i
hisobida). Vaqtning qanday paytida jism harakatining tezligi eny Bl
bo’ladi va tezlikning miqdori qancha bo'ladi? | §7(x) ez < 0va S ()xze > 0 il
Yechish: Jism harakatining tezligi yo’ldan vaqt bo’yicha -'“,. Wk, funksiya x =4 nugtada m_inimumga efgav v?;huqur\igi
hosilaga teng: Ya’ni, ks lyaning eng kichik qiymati bo’ladi. Suv havzasining
V(t) =5'(t) = (—t3 +9t* + 24t )" = —3¢t% + 18t + 24. 9 X2
Shunday qilib, berilgan masalani Yechish V() = —3t2 + 11t - Ak
funksiyaning ekstremumini topish masalasiga keltiriladi.
1) Funksiyaning hosilasini olamiz: V'(t) = -6t + 18;
2) Kritik nuqtalarini topamiz: —6t + 18 = 0, t = 3.
Demak, funksiya birgina kritik nuqtaga ega.
3) t = 3 ning chap va o’ng tomonidagi hosila ishorasini aniglaymis
t <3 bo’lganda V'(3) > Ovat > 3 bo'lganda V'(3) < 0.
Shunday qilib, hosila t =3 nuqtadan o’tishda o’z ishorusl
musbatdan manfiyga o’zgartirdi. Shuning uchun ¢t = 3s. bo’lgun
jismning tezligi eng katta bo’ladi va uning migdori
V() =-3-3%+18-3 + 24 = 51— bo’ladi.
8. Tubi kvadrat shaklida va hajmi 32m? bo’lgan usti ochiq cho’miliyl
havzasining devorlari hamda tubini qoplash uchun sarflanadigan materiul
eng kam bo’lishi uchun cho’milish havzasining o’lchamlari ganday
bo’lishi kerak?
Yechish: Asosi tomonini x bilan, chuqurligini y bilan belgilaymiz, |J
holda cho’milish havzasining hajmi
V=x%
bo’ladi. Suv havzasining material bilan qoplanadigan yuzasi

1 x

| bo’lgan bu funksiyani (0; +o)da ekstremumga

| ilamiz. Hosi
' iz, . s

190 g AIE 0. S gy !
" o (.\"14-1-‘2;)' =2x——; 2X = 0; =

{ nuqtaning chap v; o'ng torﬁonlarida S'(x) ning ishorasini

Mustaqil yechish uchun topshiriglar:

Duyidagi funksiyalarni ko'rsatilgan kesmalardagi eng katta va eng

Jilk giymatlari topilsin.
1)y = —3x* +6x* — 1, (=225

’))':i—2X2+3x+4;["1;5];
o 3

1)y ==, [0;4);

x+1
s 1B

Hy= sinZx — X, [-—;, 21 .

)y =2 — 9x? + 24x — 10, [0;3];

. &

6)y = 2sinx + €OS2X, [0;—2-] -

7)y = sinx’ sin2x, (—o; +<)

8)y = V& — x5 [-2:2]; ‘

javob: Nx==1day= 2 eng katta qiymat,

onp, kichik giymat; . . .

2)x=5day= 2?engkattaqumat, x=

x=12day=-25

—1day= —-1—: eng kichik

{ymat; o kichik
S =x% +4xy h 3yx =4 da y=> eng katta giymat, x =0 da: =1 SOEA
bo’ladi. V = x?y dagi ¥ ni x orqali ifodalaymiz va uni S ga qo’yamiz, e -
' (lymat;

Natijada
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R T
4x zda}’—;engkattaqiymatx='—7da.=_'.’ (
" » X =7day o
qiymat; .

5)x=2day=10en katta ‘e 1
ik g qiymat, x =0 da y = —10 eny

Javuly; KvadraTa'rif.

Merilgan V hajmga ega bo’lgan barcha slindrlar ichidan to’la sirti
L ik bo'lganini toping.

Javoly: H = 2R.

U Jismning to’g’ri chizigli harakat qonuni S(t) = —t* + 3t2 +9t+3
i bilan berilgan. Jism harakatining eng katta tezligi topilsin.

_® k- Javob: 12-’;—!.

3 e 10 Yuqoriga tik  otilgan jismning  harakat qonuni
| 19,6t ——4,9t? tenglama bilan berilgan (S-metr bilan, t-sekund
i) Vaqining ganday paytida jism eng yugori balandlikda bo’ladi va bu
Wiidlik necha metr bo’ladi?

Invob: S(2)=19,6m.

{1 A(0;6) va B(4:5) nugtalar berilgan. OX o’qda shunday P nuqta
Liliinki, S = AP + PB masofa eng kichik bo’lsin.

Javob: P(1,5;0).

|2, Balkani uzunligi bo’yicha kesganda ko'rsatadigan garshiligi
o idalang kesimi yuziga proporsional bo’ladi. Diametri D bo’lganda
Jumalog  yog’ochdan kesib olingan ‘balkaning o’Ichovlarini shunday
Julglangki, u eng katta qarshilikka ega bo’lsin.

Javob: Kesim-tomoni f—’z' bo’lgan kvadrat.

|3. Tomoni a bo’lgan kvadrat shaklidagi tunukaning chetlaridan
Jumonining uzunligi bir xil bo’lgan kvadratchalar girgib tashlandi va
yolgan qismining chetlarini bukib, usti ochiq quti yasaldi. Qutining hajmi
o katta bo’lishi uchun qirgib tashlanadigan kvadratchaning tomoni
(janday bo’lishi kerak?

Javaob: a;.

14. Trapetsiyaning kichik asosi va yon tomonlarining har biri 10 sm
g teng. Uning katta asosi shunday aniglansinki, trapetsiya’ning yuzi eng
kutta bo’lsin.

Javob: 20 sm.

Ox="day=2¢ :
. 6 > eng katta qiymat, x =0 va x = = 5
kichik giymat; > 4

Dx= =z i z
. )x Oday—zengkattaqumat,x——-.tﬁday
qiymat; ;
8)x=0day=2en i
. g katta gqiyma =
P qiymat, x
5 s : :
i araleunhgl 120 metrlik panjara bilan bir tomondan uy b
garalangan eng Kkatta yuzaga ega to'g’ri to’rtburchak shnk-

maydon o’rab olinishi kerak. To’e'ri to® - _
aniqlansin. - To'g'ri to’rtburchakli maydon o'le -’.“

Javob: 30 va 60

to,n;l.lrf\ls:);i a ;;1 balandligi h bo’lgan uchburchakka eng katta yuzli (o'y
chak ichki chizilgan. To'g’ri to’ i I ani "
e %h g 0'g'ri to’rtburchakning yuzi aniglansin,

=2 da y = 0 ensr'

to'n;. Tunelning 'kesimi bir tomoni yarim doiradan iborat fo'u'
umh?k Shak!lga ega. Kesim perimetri 18m. Yarim doira ra
qanday bo’lsa, kesim yuzi eng Katta bo’ladi? oira radiug
Javob:lTs4 ~ 25
T

> S.blkkna yomg"lik manbalari bir-biridan 30m masofada joylashgun,
tlltgaasrhti :, m:_nbalammg yorug’lik kuchlari 27:8 nisbatda bo’lsa,
vehi t0’g'ri chizigda eng sust yoriti i y

. . Yoritilgan nuqta topilsi
Javob: Kuchliroq yoruglik manbaidan 18m uzoqlilncd,ap 3

6. Shar hajmi unga ichki chizi
chizil . o :
marta katta bo’ladi? gan eng Kkatta slindr hajmidan nechy

Javob: V3 ~ 1.7 marta.
7. Berilgan S yuza s
: ga ega bo’lgan barcha t0’g’ri to’rtb o2
eng katta perimetrga ega bo’lganini toping. urchakler i
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unin;;ra r::ﬁAga; ¥ = f(x) funksiya (a, ) oraliqda differensiallanuygl
- g g bu oraliqdagi har bir M(x; ¥(x)) nuqtada o'tkagll

rmfnas:dan pastda (yuqorida) joylashgan bo’lsa, u shu orali Il
(botiq) deyiladi( 1-2-chizma). ’ e 1
o Ta'rif. {\gar ¥ = f(x) funksiya (a,b) oraligning har bir nugis
1kki marta differensiallanuvchi va barcha x € (a b) nuqtalarda f"(x) &
(f"(x) < 0) shart bajarilsa, u holda funksiya' .
(qavariq) deyiladi.

Y,

T

N\

Z

S

- §|8 Funksiya grafigining qavariglik va botiglik interva !
urilish nugta. Funksiya grafigining asimptotalari. Funksly "
tekshirishning umumiy sxemasi .

grafigi bu oraliqda by

Ta'rif. Funksiya grafigi bi

. gi biror M(xy,f(x,)) nugtadan o’ :
. - - ¢ ta 1 A :
bc;uqlxkdan qavariglikka yoki, aksincha qavariq]ikdanqboti g

u o!lc_!a, b.u nuqta t.u}mg burilish(egilish) nugtasi deyiladi.
a’rif.  (Burilish nuqtasi mavjudligining zaruriy sharti): Agar
(xo)) burilish tugtasi va x, nuath
gl
: - atrofida  y = f(x) funksiya y
differensiallanuvchi bo’lsa, unda f "(xo) = 0 tenglik o’ri):lli b

Y = f(x) funksiya uchun M,(x,, f
uning  biror

hamda

a

1-chizma

234

2-chizma

o’ladi.

qllkka O‘Zg qn

ikki marta

/ g7 ( y=f{x)
A \ 5
o0 : X
3-chizma

['n'rif. (Burilish nugtasi mavjudligining yetarli sharti): Agar biror x,
Wgtada y = f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f"'(xa) = 0 yoki
Wuvjud bo’lmasa va bu nugta biror atrofining chap va o’ng tomonida
) turli ishorali giymatlarga ega bo’lsa, unda M (xg: f(xg)) nuqta
Niiksiya grafigining burilish nuqtasi bo’ladi.

lipri chiziqning a simptotasi deb shunday to’g’ri chiziqqa aytiladiki,
w1 chizigning nugtasi, egri chiziq bo’yicha cheksiz uzoglashganda, u
J''1i chiziqqa cheksiz yaqinlashib boradi(3-chizma)

Asimptota vertikal, og’ma va gorizontal bo’lishi mumkin.

Ta'rif. Agar ;Ef}l " f(x), rgmo f(x) limitlardan biri yoki ikkalasi
(ieksiz bo'lsa, u holda x = a to’g'ri chizig f(x) funksiya grafigining
vertikal asimptotasi deyiladi.

Ta’rif. Shunday k va b sonlari mavjud bo’lib, x — +oo(x = —) da
f(x) funksiya fQO)=kx+b+ a(x)  ko'rinishda  ifodalansa
(‘h_xpx a(x) =0), u holda y = kx + b to’g’ri chiziq y = f(x) funksiya

prafigining og’ma asimptotasi deyiladi (k=0 bo’lsa, gorizontal asimptotasi

deyiladi).

Ta'rif. f(x) funksiya grafigi ¥ = kx +b og'ma asimptotaga ega
bo'lishi uchun
N &2 — i — =

Hm Tl M [0 ) =

munosabatlarning o’rinli bo’lishi zarur va yetarlidir.
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Yugorida ko’rib o’tilgan va olingan natijalar bo’yicha y
funksiya xususiyatlarini quyidagi ketma-ketlikda aniglash hamda
asosida grafigini yasash mumkin:

I Funksiyaning D{f} aniglanish soxasi topiladi.
2. Funksiyaning E{f} qiymatlar soxasi topiladi.
3. Funksiyani juft yoki toglikka tekshiriladi.

4. Funksiya davriylikka tekshiriladi va u davriy bo'lsa, uning (
topiladi.

ilaning i ini (—o0; —1), (—1;1) va
Ll biz ikkinchi tartibli hosilaning ishorasini (—oo; —1), (
| ) oraliglarda tekshiramiz.

<0 fn(x)l >0
0 ¥ ] x 1
bol, 20, ol Sy rOLS

iyani i qavariq,
omak, (—1;1) oraligda berilgan funksiyaning grafigi q
imak, (—1; &
" ‘ 1) va (1; +) oraliglarda esa botiq bo lad.l.. T
' (x) ye~® funksiya grafigining egilish nuq
2 [x)= |
‘mm“:i'u:iql::fl'(siyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz va uni
Yechish:
lun tenglab yechamx‘z: -
'1 "(x) = (re"‘:) = o~% —2x%e™; ’
i 2 -.2 3,-X° —
"(x) (e"‘z-sze""z)' = —2xe”* —4xe™* +4x’e
A

2 2 2xe~* (2x? - 3)
o — 6xe™® =2xe™ (2x* —3). Demak,

5. Funksiya uzluksizlikka tekshiriladi. Agar u uzilishga ega "”;
uzilish turlari aniglanadi.

6. f(x)=0 tenglamadan funksiva nollari topiladi va ular ¢
funksiya o'z ishorasini 0’zgartirmaydigan oraliglarni hamda
grafigini Oy 0’qi bilan kesishish nuqtalari topiladi.

7. Funksiyaning o’sish va kamayish oraliglari topiladi.

8. Funksiyaning ekstremumlari topiladi.

9. Funksiya grafigining qavariglik va botiqlik oraliglari topiladi.
10. Funksiya grafigining burilish nuqtalari topiladi.

I1. Funksiya grafigining asimptotalari topiladi (agar ular mavjus
bo’lsa).

41

Tl

242 —3 = 0, Butenglamadan x;3 = =
(0 bo'libundan x, =0 va 2x

w2
»~

),

(0

et i ¢ e |
| (opamiz. Demak, biz ikkinchi tartibli hosilaning 1shorasnr.u ( \]
Nl o . 5

iramiz. Tekshirish
' 3 ii- +o0) oraliglarda tekshiramiz.
l \" ;0)7 (0;\’,;) va ( 2‘ )
12. Agrument x — 4+ da funksiya limiti aniglanadi.

3
asida (—o0i— ) va (0; ?) oraliglarda f"(x) <0, (_\'E'O) h
13. Oldingi qadamlarda olingan natijalar yordamida funksiya graﬁ. natijasida (—o0; \j B N2
chiziladi. 3
Funksiyalarni tekshirishning bu ketma-ketligi qat’iy emas. Ba’zi bis
funksiyalarni tekshirishda ayri

" igini aniqlaymiz. Bundan esa
' ( J'woc) oraliglarda f"(x) > 0 ekanligini aniq
| E ili ini bsissalari
M s e s 2 x,=0 va x3= \E lar burilish nugtalarining abs
N
avzuga doir yechimlari bilan beril

Vi ivalarga qo’yib, burilish
gan topshiriglardan namunalar ¢kanligi kelib chiqadi. Bl.lli?ml bef‘lg;‘;arﬁmks R
L fO)=x*—6x2—6x+1 funksiyaning qavariglik va botiq ik nuqialarining koordinatalarini topamiz. : ’_3_ e i
oraliglarini toping. | - J—g e_%, v, =0 va y3= J;e : dan iboraTa'nt.
Yechish:Funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini =742
topamiz:

(%) =(x*-6x?—gx+ 1) =4x3-12x—6

£

F"(x)=(4x® - 12x — )" = 1222 — 12=12(x%2-1).
f"(x) = 0 tenglamani yechib, x,

burilish nuqtalar

A(—-\E;—\Ee—i); B(0;0); C(Jé;\ﬁ»e—%).

—1vax, = 1 larni topamiz.
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kritik nuqtalar yordamida (—o;-1), (-1 1) va (1;+=)

Juini hosil gilamiz.

3. f(x) = 2x%4x=2 ; %
) funksiya grafigining og’ma asimptotaluring

x=-1

Yechish: lim 22 = iy B g 2 : : |
v ’;:'*f : x ey s NPT RETT \ oruliglarning har birida hosilaning ishorasini tekshiramiz.
-xl-}ﬂc Pox r“ﬂ_" - ‘,2,.*;-1;7] = lim 2*?:'-_:1’__ J b, ~1) da y' <0; (-1;1) da y'>0 va (1;+) da y' <0.
HreEwsy e 1.1 — 2. Demiky y qilib, x; = -1 nuqtada funksiya minimumga ega va X; = 1
b= xlirpx [FG) - kx] = lim (2X2 +x =2 Ji funksiya maksimumga ega. Ularni topamiz.
= |i 2x%4x-2-2x47+2 i ~ 0 hin' .1) = .—0.'5; }’ma');(.l) ¥ 0'5;. 53 ac:in an?
= pan. Tx = lim 32 _ lim x_l,s_::_ A 1) Lgri chizigning .qavanqhk va botiglik intervallarini va burilish
Bemshe Nl gy :y—noqi;ci;z x=t x| 1-;) ‘xl_}l}lm po |\ lurin lopafniz. Bttnlng)\fchun y’: ‘= Ofr.)englamani yifhat?iz. i
2 5 oo’ : §=x= ~2p(1+x?) a1 ) (1-x" -2x(1+x‘_\1+x~+2-2x"
Y =kx +b=2x+3 gan thorat. g'ma  asimptota A = \T = ‘ 5-“‘2":)"' - o i
RS- o ey, mCd_g, 2aGi-B=0. Bunda
14y Unkstyani tekshiring va grafigini yasang. . /3, x, =0, x; = V3 lar kelib chigadi.
Navbatda (—o0; —V3), (—3;0), (0 V3) va (V3; +) oraliglarda y"

Yechish: s >
i l:;l;an lLFhleanxng aniqlanish sohasi (—os; ) orully
: shqari, x < - ;.
ta’kidlaymiz; 0 da y<0Ovax>0 da y = 0 bo‘l
i)) !l;umk(:iya (=90, +) oraliqda uzluksiz;
unksiyani qiymatlar sohasi (—os: : g
)%= 0day = 0; asi (—o; +0) dan iborat;
5) Funksiyaning o’si
g o'sish va kamayish oraliglarini
4 ' 1 Iarl & .
uchun y’ > 0 va ' < 0 tengsizliklarni yechamiz:q o opem

\horasini aniglaymiz.
L <y < —y3day"” < 0bo’lib, egri chiziq qavarig,

J3 < x < 0day” > 0bo’lib, egri chiziq botig,
()« x < V3day” < 0bo’lib, egri chiziq qavarid,
/3 < x < +eoday” > 0bo’lib, egri chiziq botig.
— D’— —— r
(-V3;-5), (0;0) va (V3;“2) nugtalar burilish nuqtalardir;

%) Egri chizigni asimptotalarini topamiz:

r '
() =it e
) S o (1+x2)2° T14x272 5 — 2 §
I 1-x%>0, xESy v = +ooday—0x——oday—=0
Demak, y = 0 to’g’ri chiziq yagona asimptota bo'ladi.

Ixl<1, =1<
* <1.  Demak, funksiya (—1;1) oraligda o’suvchi,

1-x2

Topilganlar asosida funksiya grafigini yasaymiz:

e =% =220 el pesp awg
Dema iya (—oo; , |
k, funksiya (—o0; ~1) va (1; +=) da kamayuvchi.
X
y
| +a*

6) Funksiyanin

g ekstremumlarini pami A
tenglamani yechamiz. i topamiz. Buning uchun y' = {
1-x?
(1+x2)2

De -
mak, x; = —1vax, =1 nuqtalar kritik nuqtalardir.

=0’ 1‘x2=0 - P
sX‘l, x1=-1’x2=1-
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T Mustagqil yechish uchun topshiriglar:
- Quyidagi funksiyalarni qavariglik va botiglik i !
L3 b l :
bukilish nuqtalari topilsin. T

X. BOB. ANIQMAS INTEGRAL
§1. Boshlang’ich funksiya va anigmas integral. Aqinmas
: integralning xossalari. Integrallar jadvali
Dy=e™; 2y=xt  3)y=(e-1
4)y = x5, N¥y=1-x% 6)y=x>-3x%_9x 1.9
Javob: 0 e = i
, o-bl 1)( ;c _‘E) va (\—,5 .~cn) da botiq; (— \—%é) da quvi
(— e 3) va (3; e 2) burilish nuqtalardir.
2) (—0; +») da botiq, burilish nugta mavjud emas;
3) (—=; 1) da botig, (1; +) da qavariq; (1, 0) burilish nuqta;
4) x < 0 daqavarigvax > 0 da botig; (0; 0) burilish nugta; ’
5) (—oo; +-c2) da qavariq; burilish nugta mavjud emas; ,
6) (1;2) burilish nuqgta; x < 1 da qavariq, x > 1 da botiq.
2. Quyidagi egri chiziglarning asimptotalari topilsin:

Mu'lumki, harakatdagi nuqtaning tezligini topish, shuningdek. egri
iy urinma o'tkazish kabi masalalar funksiyani differensiallash
junchasiga olib kelgan edi.

Nugtaning har bir vagt momentidagi tezligi ma’lum bo’lganda uning
Waruknt  gonunini topish, egri chizigni uning har bir nuqtasidagi
‘winmalariga ko’ra aniglash kabi masalalar ham ko’p uchraydi. Bunday
Wsilalar yuqorida eslatib o’tilgan masalalarga teskari masalalar bo’lib,
ular funksiyani integrallash tushunchasiga olib keladi.

la'rif. Biror chekli (a,b) yoki cheksiz oraliqdagi har bir x nuqtada
Jellerensiallanuvchi va hosilasi

F'(x) = f(x)

Dy= L; Dy=—L_. P = 3
2 )y (x+2)¥ Ny=gr=1 shartni - ganoatlantiruvchi F(x) funksiya berilgan f(x) funksiya uchun
hy*=6x?+x3 5)y2=2_ I D hshang’ich funksiya deyiladi. Masalan, F(x)=a* (a>0,a# 1)
2a~y’ = — A x
Javob:l) x=1; y=0. 2)x= ~2%y=0. 3x=0,p=8 { ¢ (—oo; +20), funksiya uchun F'(x) = ;—a boshlang’ich - funksiya

o' ladi.

Ta'rif. Agar F(x) va G(x) berilgan f(x) funksiyaning ixtiyoriy ikkita
boshlang’ich funksiyalari bo’lsa. u holda biror € o’zgarmas sonda
(i(x) —F{x) = C bo’ladi.

Hy=x+2; 5)x=2a; 6)y+x=0.

3. Quyidagi funksiyalar to’la tekshirilsin va grafiklari vasalsin,
Dy=x*-2x+10; 2)y=-5%.
14227

3 == X i - X~ .
W= NI =5 Ta'rif. Agar F(x) biror (a,b) oraligda f{x) funksiyaning boshlang’ich
X
5)y= P 6)y=x3—x: [unksiyasi bo’lsa, u holda F(x) + C funksiyalar to’plami shu oraliqda f(x)

lunksiyaning anigmas integrali deyiladi.
Berilgan funksiyaning anigmas integrali | f(x)dx kabi belgilanadi va
(n'rifga asosan, birorta F(x) boshlangich funksiya bo’yicha

f Fx)de =F() + ¢

Ny=&+1)*(x-2); 8y= [sin3x].

lenglik bilan aniglanadi.
Bunda [ -integral belgisi, f(x) integral ostidagi funksiya, f(x)dx
integral ostidagi ifoda, x esa integrallash o’zgaruvchisi deyiladi.Berilgan
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.f(x) funksiyaning | f(x)dx anigmas integralini topish amali bu fu
integrallash deyiladi.
Anigmas integral quyidagi bir qator xossalarga ega:

Anlymas integralni hisoblashda anigmas integralning xossalaridan va
allaridan foydalaniladi. Bunga anigmas integralni bevosita hisoblash

Il

(/ fx)dx) " = f(x); d(f fC)dx) = fx)dx: [F' :
s d( X) = s [F'(x)dx = P (qmas i i hi 'pi
JaF(x) =F(x) +C; ThfC)dx = k[ fx)dx: « ?':ull,“::s(;:igr:’!{?nf :‘:,(:bias_l.]:: ‘l;(: Fl:f:i = Inlul +¢

TG + g()dx = [ f(x)dx + [ gx)dx.
Agar [ f(x)dx = F(x) + C bo'lsa, [ :
: s | flax + b)dx ==F ,
bo’ladi. - Flasing
A qu(;l:er.ensi:llash va integrallash amallari o’zaro teskari i
o’lganligi uchun, hosilalar jadvalidan foydalanib, quyidagi intep
jadvalini hosil gilamiz. ydalanib, quyidagi integl

1) J 0 dx = ¢ (c-0’zgarmas son); 2) fdx=x+c;
3 - P ﬂ‘_z e P =
) [ x"dx —Ttc(e-1); 4)] %=\/X+C;

slnlardan foydalanish qulay bo’ladi.

Muvzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar
| d(F(x)) = (5% + 2x)dx bo’lsa F(x) topilsin.
Y cchish: Izlanayotgan F(x) funksiya ikkita funksiya va o’zgarmas son
=X
Sy Indisidan  iborat bo’lib, birinchi ¢qo’shuluvchi 1:'5 ga, ikkinchi

o ahiluvehi x2 ga va uchinchi qo’shiluvchi o’zgarmas sondan iborat.

=X

- d: Bt Flay =2 4 k2t
5) | T“ = Inlx|+ ¢ (x # 0); 6) IXCI'X . £+ 2 Pomak, f (x) ins * .C.
ol s s I 2“1. ’ 2. | {7):5 +3Vx3 + %) dx ni hisoblang.

T A ' 8 x —=— 3 ; 3 g : Z
9) (el_‘. o ¥ )| a¥dx g O Yechish: Bu yerda f(x) funksiya uchta qo'shiluvchidan iborat.

s e” +c; 10) [ sinxdx = —C0SX + ¢ [nlepralni  hisoblash uchun yig’indining aniqmas integrali hagqidagi
11) | cosxdx = sinx + c; 12) [ cdx" =tgx+c(x =2+ \isadan va integrallar jadvalidan foydalanamiz.

as X Ty 246

dx & P . = :
13)fm= —ctgx + ¢ (x # kx); f (7x>+3‘\/x3+xiz)dx=7fx’dx—:—31 x3dx +6[ i—§=—6--:—
p W -S+c

14) [ tgxdx = —injcosx| + ¢ (x # =+ kn); %
2 ’
3, f (f; . f—; + %) dx ni hisoblang:

15) [ ctgxdx = In|sinx| + ¢ (x # kn);

dx !
16)[ — [ arcsinx + ¢, . (i_i-_'; —af % _ cdx | codx
B Lm‘ccosx+c_ Yechish: [ e dx = 3] = sIZ_I1 =k ."31 .
dx arctgx + ¢ ¢ -3 -4 el St e @EK RS
17 —:{ - w3 xSdx—2f xdx+ [xPdx=3" -2 . +
3 1+x2 ~ l—arcctgx + ¢; 18) [ xixn; =ihl lg_—a- - 3 zJ 1. ; i TN For
xta Vo= ——3 —+c.

dx T b
4x* | 3xd 2x?

19) [ =In |x [x? zl dx
Jtat +Vxital+c; 20) [ =5 = aresin= +¢;
a

21) [ =5 = Carctg> +c. 4. | (3x? 4 5x* — 8)*(9x? + 10x)dx ni hisoblang.
Yechish: Agar u =3x®+ 5x*—8 deb olsak, 9x? + 10x = u'
bo'ladi. U holda [ (3x3 + 5x2 — 8)3(9x? + 10x)dx = Ju?w dx=

ud [3x3+5x2-9)‘
e s

= — C.
B
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5. | sin®x - cosxdx ni hisoblang,
Yechish: Agar u = sinx deb olsak u' = cosx bo’ladi. U Iy

!
[ sin*x - cosxdx = Judu'de = _‘ + o= Sin¥x +6. : ' )" x + arctgx + c; l3)x +cosx + ¢ 14)cosx —ctgx + c.
GJ == 2+ dx integral hlsoblansm I, Quyidagi integrallar hisoblansin:
(1A}
Yechish: u = :(2 +5 deb olsak, u’= 2x bo’'ladi. Shunday | ) 25 ° 2) "-x-+9. 3)j\4 x-' » 4)f\x-+:
bcnlgan mtegra] | —dx ko’rinishga keladi. Bundan esa ".r‘lo-s ' r=-- 6)‘[ 2—x7 “‘n)dx
1 x-5 o S P
[ F5de={%dx =tnul +¢ =In(x? + 5) + kel chigadi. Javob: 1) S5in 22 + 2)"”“9‘ +e 3)“"“‘"3 g
x + VX2 +5) +c; 5)\«3(arctg—+lt I) 6)
Mustaqil hi o \
i Giyidgl qil yechish uchun topshiriglar., besin = ln(x + \”_)xz ) )
D)= 2;:; 2)d() = x%dx; 3) d() = cosxdx: 1. Quyidagi integrallar hisoblansin:
Hd = & » dx L i siny 3 A
)d() 5)d() )d()= -2 Nl osdxs 2 rrlnx 3) ru-su’

tcnghklardagl bo’sh joylar tegishli mulohazalar yordamida to’Idirilsin,
2. Quyidagi integrallar hisoblansin.

nJ G+ o +9de;  2)f
3) fgx#dx;

i 1 3
S)f(:’i_ﬁ)dx; 6)fex(1—e—):)dx;
n ;ost ) 8 [ — 4 _ §2. Anigmas integralni o’zgaruvchini almashtirish bilan
cos*x-sin®x "7 sinx-cosly dx; integrallash. Anigmas integralni bo’laklab integrallash. Kvadrat

9) [ ctgzxdx'

1) [

14-2‘~

6)e*+ +c
X

Javob 1)—+x2+lnx + L |
s 2) pas —+ & ~ 'I" o'zgaruvchiga biror x = @(t) funksiya orqgali o’tiladi. Bunda ¢(x)
3) o 2inlxl - —+¢; 4) x (; Vx + S \/E) +6; 5) 2V —4Yr I l’unksiya differensiallanuvchi, hosilasi uzluksiz hamda unga teskari
7) —ct @~*(x) mavjud deb olinadi. Bu holda
Clgx —tgx +c; 8)tgx — ctgx + c;
[ rwax = [ fretene @ ae
e 245

Bx-)dx; 12) f =
l3)f($!n-—cos£)2dx_ |4)Il sin? x

fogx — x +¢; 10) 2LEE L o 11) 2arctgx — 3arcsinx + ¢

cos’x 1422

M) [ —adx; 5) | ix ; 6)fmdx;

ity
Jayob: 1) —in|1 + cosxl +c; 2) Inllnx| +¢; 3) %17”4_;_ 3x3|+ ¢
Wy -nlx+1l+¢ SYInG+e*) +c;
|
)" —x?+ d4x —8lnlx + 2| +c.

1o-c3+3

4) f(\/}" \/})dx;

10) [ C‘OS2 S dx; uchhad gatnashgan integrallarni hisoblash

Anigmas integralni bevosita hisoblash mumkin bo’lmagan hollarda
qo'llash mumkin bo’lgan usullardan biri o’zgaruvchini almashtirish
ysulidir. Bunda berilgan | f(x) dx integraldagi "x" o’zgaruvchidan yangi

1+2




arta
1 integrallarni hisoblash uchun dastlab bir yoki bir lne,c‘:)hasomngm
lnl» \nteprallash orqali ularga nisbatan tenglama hosil qilint

i sadga erishiladi.
{ymuni yechib ko’ zlangan maq :
‘ !'__ xo'rinishdagi integralni kvadrat uchhad gatnas gan
Bt Vb +c

1
ni hisoblash uchun maxrajdagi kvadrat uchhaddan to'la

tenglik o'rinli bo’ladi. Bu tenglikning o’ng tomonidagi ||
hisoblangandan so’ng, ¢ o’zgaruvchi o’miga t = ¢ ~*(x) qo’yilib,.'
integralning javobi olinadi. Berilgan integralni yuqoridagi W
yordamida hisoblash o’zgaruvchini almashtirish usuli deyiladi.

Berilgan integralni bevosita hisoblash mumkin bo’lmagan |
qo’llash mumkin bo'lgan usullardan yana biri bo’laklab integ
usulidir.

Aytaylik, u =u(x) va v =wv(x) funksiyalar differensiallani
funksiyalar bo’lsin. U holda d(uw) = vdu + udv bo’lib, W
udv = d(uv) — vdu ni hosil qilamiz. Bu tenglikning ikkala tom

ul deyiladi, U
ot ijratiladi. Ya’ ni., maxraj

ax? + bx +c=al(x

bz = +k? deb olingan. Shunday qilib,

+ —b—)2 + k%)

<
pnishda yoziladi. Bu yerda — —

hadma-had integrallab Tudv = [ d(uv) - [ vdu | Jjyun integral dx el J‘ _____‘EX_,___
[udv =uv —[vdu ni hosil gilamiz. Bunga bo'laklab integrl witbrtc al ( +_".)z +k?
formulasi deyiladi. Bu formula hisoblash ancha qiyin bo’lgan f x—'-—f d = dt-alm ashtirish gilib

integralni hisoblashni soddaroq bo’lgan [ vdu inntegralni hisoblashga ¢
keladi.
Demak, berilgan [ f(x) dx integralni bo’laklab integrallash formul 1 J' dt
orqali hisoblashni quyidagi algoritm (ketma-ketlik) asosida amul t2 + a? ad
oshirish mumkin: ' W hosil gilamiz. Bu esa integrallar jadvahdagl integraldir. ‘Kvadrat uchh
1) Integral ostidagi ifoda ikki bo’lakka ajratiladi; arning ikkinchi turi
2) Hosil bo’lgan bo’laklardan dx qatnashganini v, ikkinchisini est e ol
orqali belgilanadi; ax?+bx+¢€ .
3) Hosil qilingan dv differensial bo’yicha biror v boshlangig ash uchun quyidagi ayniy
funksiya topiladi. Buning uchun v = [ dv anigmas integralni hisoblub

Jinishga keldi. Bu integralda

Borilgan integraldan

mluushgan integrall
dx

i hi |mashtirishiarni
~ ho'tinishda bo’ladi. Buni hisob!

b jaramiz.
unda ixtiyoriy 0’zgarmas son olinadi; B -2—— (2ax+b) + (B — Za)
4) u funksiya bo’yicha du differensial topiladi; I __—ZA—X——————dX e Zopx+C
5) [ vdu integral hisoblanadi; ax? +bx+¢ A =

[ dx
e . A 2ax + b d+( ‘_b')J : .
6) [vdu ni ifodasini bo’laklab integrallash formulasiga qo’yiladi, ’ “'J T 2a/) ax*+bx+¢

A ~ 03 | Za Q xz - bx +C ¥

Bunda u va dv ni shunday tanlash kerakki, natijada formuladagi | vd ( é_ ) J R o SR
jadval integrali yoki hisoblanishi osonrogq bo’lgan integraldan iboral = —Z—lnlax +bx+cl+ 2a axzb l-!- 1;1 J-u;:l biagn it
bo’lsin. _tindagi integral bo’lib uni hisoblash us

; i integral 1 tipdag!

Ba’zi anigmas integrallarni hisoblashda bo’lakalab integrallash pxlre! ad qatnashgan integrallarning yana bir turi
Kvadrat uchhad ¢
formulasini bir necha marta qo’llashga to’g’ri keladi.
247
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[ dx
! VaxT+bx+¢ J.

!co’ﬁn{shda bo’lib, uni hisoblash uchun maxrajida turgan ildis |
ifodani almashtirishlar yordamida ¢2 + k? yoki k2 — ¢2 ko'

)

keltiriladi va natijada jadvaldagi integrallardan biriga keltiriladi,
Kvadrat uchhad gatnashgan integrallarning to’rtinchi turi

j’ Ax + B
TR TR

ko'rinishda bo’lib, u ikkinchi turdagi i R ,
i : 8i intagraln b i
ishlar yordamida hisoblanadi. Ya’ni, isoblashda by flanidan

B chia BN s ATE g o
e = 4 (¢ -t3“)dt—4ft dt — 4 [ 5—dt

T

4 &=
et + 1l +c = —;ln|w‘x3+1|+c.
]

| v¢' dx integral hisoblansin.

s hish: Agar integral ostidagi xe " dx ifodani u = e*, dv = xdx deb
W' luklasak, u holda

Vv, v=fxdx=S+c bolib, bolaklab integrallash

i x? 1 "
J xe*dx = —e* -Efxze*dx

A Ab
Ax + B -y 2a(2ax+b)+(3_§_) B ‘ 2 : N ’
Vax?¥bx + ¢ x V 8" dx = (hiigadi. Ammo bunda hosil bo Igan o’ng tomondagi integral berilgan
A 2ax + b ) aﬁb.!- I3x e d ulga nisbatan murakkabroq ko'rinishga ega bo’ladi. Demak, bunday
= — | — —————dx X P
) 7 'dA+( ——) —_— [ X =x,dv = dx deb
2a) Vax?+bx +¢ B 20/ ) ot Juklush magsadga muvofiq emas Bundan esa u = x, dv =¢ ¢

)i kerakligini aniglaymiz.

dv = e*dx.v =e*
5 | x?sinxdx integral hisoblansin.

Ma L e :
vzuga; :101.1' yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunal
[ 7 integral hisoblansin.

2 TRy — y2 )y = 1
YeChlSh:f;d—;T = {\/x ta=txt+ 4= 82] [z Yechish: [ x?sinxdx :{ ol i fmxdx } = —x%cosx +
vete x=t2—4,dx = 2tdt ol du = 2xdx,v = —C0SX
= u = x,dv = cosxdx

% 1 t—2 1 frsrery 2
P Rt I—' =1, [¥x+a-2 ) vcosxdx = }: — x*cosx +
t2-4 2z el te=3in e y | 2rcosxdx

du = dx,v = sinx

,f sinxdy s
-} i5e. Integral hisoblansin.

Yechish: Bu integralni bevosita hisobl :
: = ab bo’lmaydi. - o
0’ zgaruvchini almashtiramiz. ydi. Shuning u

Agar 1+ 2cosx =t deb olsak, u holda —2sinxdx = dt

b2 (xsinx - J sinxdx) — —x2cosx + 2xsinx — 2(—cosx) + ¢ =

—x2cosx + 2xsinx + 2cosx + C.
) 6. | V1 — x*dx integral hisoblansin.
bty Y echish:

: -dt
sinxdx = — bo’ladi. Demak,
i ~dt = u=vVi-x2dv=dx Ladx
f—_""_‘d"—{.I- | y1 - x%dx = xdx =x\/1-—x2++_[:;_—x—=
VitZcost * Wt ==Vt +c=—y1+ 2cosx + c. du=—7=s.V=X :
VEdx p —3 1-x3-1 , 5 _ = y
. f"‘—”.ﬁ, integral hisoblansin. W1-x2-] — dx = xVI—x2—J Vi—xZdx+

«a. [_VX x=t4 t=Vx .
Yechish: [ ———“,v;,dx = { V"}= [ 43t =

dx = 4t3dt 1413
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l yetdx = { u=x,du=dx } = xe® -—J e*dx =xe* —e* +c.




(lx

1-2cosx y e X X
[ = M wsinxdx; 8)_{ —dx; 9/
Vax? +b A
13

ko’rinishda bho' lib, uni hisoblush uchis-
\
ifodani almashtirishlay yordamidr =

poX* dl
VT T dx; ll)foW 8 dx; 12)' :
(3-2x)°
;| 2 . 3 - - C
% ; vobi: 1) _§2-3x +c 2) ;(4:( = 1) b ) ::s-&x
keltiriladi vy natijada jadvaldae® 7 e T
oy . 2 — bx)dx; 6) ’ 4
’ . 2x +¢; 5)=cos(a
Kvadrat uchhad qatnas ] LI | 7 A x f—1)3 W
4 o : o [ e . - 9)59’3 +c; 10);\:(1 + tC;
A~ /’ < - I.' " ' )
ko'tinishda bov 3 f‘/» [ V=8 + ¢ 123+ 0 +c =
o'rinishda bo . o i 4 / A 2 g st oo
ihlar yords 5 * 2 / ! Quyidagi integrallarni bo’laklab integr
g 4 2= ib hisoblang,
, j 2=t lunib hi 2 2
s"/ g §“ E dt } i Wi : 2) [ xtn(x — 1)dx; 3) ( xe xzd;' .
g N px+e ' cosxdx; 5) [ xarctgxdx;  6) [ (Inx)? dx;
) 89—+, ! cosxdx; Y
o~ V6 f Wiy 8) [ x3e~* dx; 9) [ arcsinx dx;
iy’ B s xdx
I" ‘ 0 "SIIIL—!'.dI; 11) J'%dx; ]2) _r OSSR
| vi+x ’
Yeuhleh }ﬁm a = -f S—dx b
+4 [

1 X‘*Zr—s I
= _ o :: -
s Inl.\ 2x— 5!-!—4,! = ”2_6 Slnlx? oy 5
B
+2éln,‘5+\+1 +¢ =—[n,x — 2% — 5‘_*__.[’1 VE- r+1’1—
\ Yo

. : i A
i (x=3) + ¢ 4)x?sinx + 2xcosx — 2sinx +¢;
¢ 4 3 '

| X

VE4r—g

)': L arctgx —=+ ¢; 6) x[(Inlx] - 1)* + 1] + ¢;
: : = 24 6) +¢;
1) xctgx + Inlsinx| +¢; 8) —e¥(x3 + 3x% ~ 6x +6)

0 flcn SE¥S

! T G« integral hisoblansin,

. Sx+3 --’2\:+4}+(3-1o) 5 Zied
A S——dx = -— = 7 =
Yechish: [ R d f2 3 [

_— ; —X+ 6
o U) yarcsinx +\/W+C; 10) 2V1 + x aresinx + AL
4 \t'+4x+10 2 VxTigy=10 +ax+10 dx ) In|x]+1 +c; 12) xtgx + In|cosx| + c.
~7Iﬁ~—f@ +4dx + 10)~ (x2+4x—' 10)'dx —
X
-7 [ﬁ

—\ f
! s =5Va? TAX+ 10— Tinfx + 2 5+ V33

blansm
3. Quyldagl integrallar hiso
m‘ +e

=

3
¥ +4x+1-| )fx-+x+1 il

v2+3x+6
4 _n S)J' 2 ) r 2-2.#14
Mustagil yechish uchug topshiriglar; ) l' “3:’32 3 7;.: 1; dx ;)( 7x—8 .
I. Quyidagi integrallarni o° miga qo’yish usulj bilan hisoblan m 8) f 22 +52+17 '
DIe*dx 2)[Vix—Tax s (3 - 2x)% gy ,(,,fi:% x; ll)J Tl 12)'[12 ererl
dr . 2o s 2 3x-5
Wi==s 5 sin(a — bx)dx; 6) [ sin?y cosxdx: 19 f e 14) [, 15)f‘m =

250
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+ C;

£ {Caff ¢ +Injx—1])+¢
Juvob: Dxinlx| —x + ¢; 2)‘?lnlx —-1| = 2(2 +X )




16)_, ... 17)[ S5x+3

o —

V2x* 8t+9 \x'++\+10

V. Ry (x) = - ko'rinishdagi kasrlar eng sodda ratsional

= h
nmd 23.4,..va U
wilar deb ataladi. Bu yerda 4, B,a,p.9 —hagigiy sonlar, k = 2,34, .. | '

|
Javob: | —mct w-c 2 _mct -—+ W yo |
R g 3 g ' | px - q kvadrat uchhad haqiqiy ildizlarga ega emas, ya'ni D < 0 deb 10

il |
3) = ctg—-*—c 4)-——a ctg: +¢5) ,m ctg =L (=) Badi. ‘(!Ii \}
| )—?—garctg—%-+c; 7);In(x + 7x + 14)—»‘_'7'“ ct97+c; I [ Ry (x)dx-f——dx—Alnlx al +c. ,“
‘ V5 ¥ nN 5 4
. = = -a
8)In(x? +x +5) - i-_arctgz—’-l—' +¢; 1. [ R, (X)dx = [ = wdx =4 [(x—a)*dx —a)= ".
9) - ln(x +5x+17) - arctg = te l u%a'\r-L c. | ,|,‘
11~k ) P i _.'32) Il
2ln(x? + 8x + 18) — a:ct ——c " Ax+B - i‘z_‘fi’);'i_:_d =
10) ( ) g 2 11 ll[-J R3 (x)dx.:"’.——xz+p_\'+qu -.( 12+px+q X ‘ L’
ll) ln(x +11xr42)+—mctg 22 . Ginids - i = xz+px+q=t}____> 1l‘
p? [=———+(B —_)f -2+vv+q i (2x -‘-p)dx = dt
12)-|n(x —9x 4+ 23) +-=arctg— +¢ 17 x*+pxta
2 Vil 11 g

1lx -2+ Jx=-22 =7+ ¢
14) —v9 + 6x—3x2——mcsm— c;

IS)arcsm——c l6)—ln|x—2+‘/x2 4x + 45 ‘+c

17) 5VxZ + 4x + 10— 7In|x + 2 + VX2 + 4x + 10| + .

Z A _4 2 + \
(B - o)f———‘tzwnq 2 in|x? + px + ql [

2 'J
r+2 !
( f‘—-")f——«*—d(' )

- | ‘l
< / o 2 | .
{,”+§) +m |

Ap\ 1 x+g C. ‘H
4111]x2+pX+¢i|+(B’?)Z“’Ctg * 8

Ax+B I~\Z“'*P)+(8 —2, ) dx = Il
V. [ Ry(x)dx = ] Eepx @)t 'x-+pt+q)"
§3. Ratsional kasrlar va ularni integrallash

Ta’rif. Ikkita ko’phad nisbatidan iborat funksiya ratsional kasr yoki

ratsional funksiya deyiladi. Odatda u R(x) bilan belgilanadi.
_ Qm(x)  bux™ 4 by x™ 4 by x + by

Ry = B.(x) T oanx™+ A X" P+ e+ ayx+ap

Ta’rif. Agar R(x) ratsional kasrda maxrajining darajasi n > m bo’lsa,
uto’'g’ri, n < m bo’lsa, noto’g’ri ratsional kasr deb ataladi.

Agar R(x) noto’g’ri ratsional kasr bo’lsa, u holda uni quyidagicha
yozish mumkin:

Ry~ @y G

|l
Af (x+pdx (. Ap de+y |
fm'(g )[[( +p) + m2J¢ ; |

=A;f(x2+px+q)"‘d(xz+px+®+
2

(o) 5

!
F (1 k)2 + TR |
1 |

Ap o
B, (x) P()r<n B—-— (t2+m2)“ Ta-knGEtepx+q) ‘r} i
n

ri —L — —ﬂ B-—-—— °t2+m2_t2 4. |/
Ta'rif. R, (x) = ol IL Ry(x) = L‘x-a)"’ L R;(x) = P g +( 22 ) J - — diia e [ R = H || |
m |

I
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= 0-4)

j (t2+m?)F-1 2 (82 + m?)k

Bu yerda ikkinchi go’shiluvchi maxrajida k& — 1 darajali kv

uchhad qatnashgan integraldan iborat. Oxirgi qo’shiluvchini bo' ‘
integrallash formulasini qo’llab, undan ham maxrajida k¥ — 1 du A
kvadrat uchhad qatnashgan integral hosil gilinadi. Hosil bo’Igan integis
yana yuqoridagi ishlar takrorlanadi va pirovard natijada R, (x), R, (x}
R;(x) ko'rinishdagi integrallarga keltiriladi.

s
-

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunuly;
5dx . . .
1. f =, integral hisoblansin.

Yechlsh f“" =5 [2x+d) _

Sinjlx + 4] + C.
x+4

2. f S ~ integral hisoblansin.

Yechlshj 2= 13552 = 13 [(x — 5)7 - d(x - 5) =
(x-—a)'. 13
3———+C==-—4+C,
-6 6(x —5)°
3. J.Y.+3 dx integral hisoblansin.
Yechish: f dx = f‘—,—‘— =—J- 2212 e
24348 X<+3x+48 »24+3x+8
29 xSy g 20 [ 4G+ 15)
2 Pateas g e (x+15)7+575
_s B gy 2 A x+1,5 =3
= zlnlx + 3x + 8| > \rmm‘ctg Vg_—{-C 2inlx? + 3x + 8] =

(x-1)dx
of 2720737 Integral hisoblansin.
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e —

Hlj—ij% 2)];;';, 3)-[7: 65

0 | BE . 5y

Liax+2)-2 3 [,_i‘_*;z__

-dx —

(z-1)dx  _ (2 _——dx =73 ) T33)
\‘whishzj'm'.[l_x2+zx+3)~ X =27 v2x+d)
S RS
y | oee———— =
12+2‘ 2
[(x+ )dx ] x+1=t)=_____,},_,_3—)—
T i b2
((x+1*+ (V2)%) iz 42—t
- ._'-'—’—‘——~J"‘2"’Tdt=
| e T Er | D
s 2 t L
D[ [
I 2 2 ") P+ 2)
22+ 2x+ 3 t2+2)
“ +1JH) N [ T e
-_—-—~——'-'—“"z"'— w27 2(x*+2x+
ISR T Jt2+2 (t
lg(x2.2tXw~3) ¢ 1J‘ dt ’_’__];_,_,_
3 e — kS s B -
%a,.Ctg_\}:i——Z(tz‘*’z) 2 t2+2 Z(X +2x 3)
V t =
t b —arctg—===" '_"‘_4‘__
ot — — ———— = +2x+3)
%avctgv—z- 2(t2 +2) 232 12 x2§x1 +
V
1 x+1 _,_i_il,——-«r———mctg = G
—arctg— = 72 2(x2*7x‘3) 2V2
o XTf _ _aretg +(C
2(12*2x+3) 2\'2 \r2

Mustagqil yechish uchun topshiriglar:

f1aot i lar hisoblansin.
|. Quyidagi mtegral i

dx
~ l
_’_'_"——' 6)." )
2 x°+3.\.+l
e+2x+5 3% 2x+4 dC

N O s M5
ye—-B2+5 12 J- 2x+7 dx
unl:""d" IV ey Freer (D e
I e SR
BYf =52 dx; 1)) Zoacv0ar
i ;:fndx (3x+5)dx

B
15) | ‘,“mv 16) '[ (x2+2x+3)"

Javob: 1) 3inlx — 19] + C: 2) 7inlx + 5] + C:
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3)35inlx — 65| +C; 4) %arctg IT"‘ +C; S)Larctg 22100
it Vit ol

1 +3=43) K
6) = In |35
Y

2

0y L apepq 3221
)‘Asmctg =

5
1
- 2
) ZIn0e* + x4+ 1) — Zarctg 22 4
\ E ]

A

12 l_z:-l}3 X -232
yin |22 46 13) In ,L:_;’ |+ ¢
14) 2 2 - : 2=

) 2In(x? - 0.2x + 0,17) — Sarctg 222 4 ¢
1 o x-9 —-3-a x+1 ?

8{x?4+2x+5) 16 rey 2 +G
- B
) $(x2+2x+5) + s sy "_:_1_ +C.

: 3
— +C; lO);lnI.:c2 —x+1|+ \%arctg

i ] PSR SN T |
2x+3+\'5, C 7)4ML_1'1C; 8)arctg(2x-1)+c;

2y

N

§4. Ratsional kasrlarni integrallash

Q(x)
(

Asasiie (9@ =
ytaylik, [ #0x 0% integralni hisoblash talab qilingan bo’lsin, Ay

1 kasr noto’g’ri bo’lsa, u holda uni M (x) ko’phad bilan

amqllal:ladi. Bundz? quyidagi hollar bo’lishi mumkin.
-hol. Maxrajning ildizlari haqiqiy va har xil, ya’

fO)=(x-a)x-1b). vt (X —=d)

B Fx) : :
u holda 700) kasr I tipdagi eng sodda kasrlarga ajraladi. Ya’ni

Fx) 4 B
—f(x) x-a+x_—b+m+x—d bo'lib,

F(x)dx_f A B D
) x_adx+fx_bdx+---+fx ddx=

ni

=Aln|x—a|+Blnlx—b| + - + Dinlx — d| + € bo’ladi

2-hol. Maxrajning ildizlari haqiqiy va ba’zilari ka
f) =@ -a)* (x=b)F- ... (x — a)°
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rrali. Ya’ni,

r=1
< + G

F()
- - - E .- - to. ":
rats::inal kasorgmg yig'indisi sifatida yozish mumkin. Bunda o;i:'x' to’ :
en - - . i l ."

kas ¢ sodda ratsional kasrlarning yig’indisi sifatida yozish :gnu:) i,

B : e
u sodda kasrlarning ko’rinishini maxrajidagi /(x) ning ildizlariga qaj
A1)

i holda %’:—; kasr [ va Il tipdagi eng sodda kasrlarga ajraladi.
\.hol. Maxrajning ildizlari orasida takrorlanmaydigan kompleks

ilar bor. Ya’'ni,
flx) = (x*+px+q)* v+ lx+58) (x—a)*

4 holda %% kasr L, 11 va 111 tipdagi eng sodda kasrlarga ajraladi.
A-hol. Maxrajni ildizlari ichida takrorlanadigan kompleks ildizlar bor.

e (=)’

i,
l) = (x2 +px + QF o P+ Lx+8) - (x—a)F we(x—d)’.

[3u holda % kasming yoyilmasida [V tipdagi eng sodda kasrlar ham

\(irok etadi.

Muvzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar

| [ 22 dy integral hisoblansin.

xI-7x412
Yechish: Berilgan kasr noto’g’ri bo’lgani uchun dastlab uning butun
34 x+2 ko'phadni x?—7x+ 12

(lsmini ajratamiz. Buning uchun x
ho'phadga bo’lamiz.

3 7 x*-Tx+12
B x34x+2 e
x3 —7x% +12x
7x?—11x+2
—  7x?—49x+84
38x-82
Cx+2 <& 38x-82 e 07 %
Demak, f—'—_—.\-huﬂzdx = f(x +7 +——~——x:_7x“2) dx = Sx*+7x+
| [28x-82
Yot -7xe12
\_:—f’;% kasrning mahraji haqiqiy va har xil ildizlarga ega. Ya'ni
2 _7x+12=(x—3)(x—4) bo’lgani uchun oxirgi kasmi
i S SR ko'rinishida  yozish ~ mumkin.  Bundan,
V-7x412 x%—3 x—4&
18x — 82 = Al(x — 4) + B(x—3); Ax + Bx — 44 — 3B = 38x — 82;
[A+B=38 {A+B=38 3 {—3A—3B=—114
-44—-3B=-82" 44+ 3B =82 44+ 3B =82




A=-32;, B=70

Ju--7x+8 3 [ dx J dx dy 47 p dx

‘ - - — ._.J_‘____. — =

3
¢ -10x2+9 16° w41 487 x+3

Demak,
3
f_xf-:_:::zdx=§X2+7x-32_fd 70f——=—x +7x = hl|x—1|+—lnlx-*-1|-*-—lnlx 3|_—MH3‘-C—
b X=-
‘321"(" - 3) + 70In(x — 4) + c. e “inlx - 117 + ;—alnlx +1*F+ —lnlx - 3| - —lnlx +3|l+c=
x +X+5
e e dx integral hisoblangan. '“ws—"‘_‘_m.ﬂ)z(_x_a)s "
| e TG
v i *yx45 A 5 ¢ \ (=1 e+
Yechish: D P s
Su ebnaltic 5 2 4. | B mtegral hisoblansin.
u tenglikning har ikkala to ini - sl ' t
WOUIRE: ¥(x+-3(x —R)NES 't Y echish: Integral ostidagi kasrni sodda kasrlarga ajratamiz:

ko'paytiramiz va quyidagiga ega bo’lamiz:
x2+x+5=A(x+3)(x—2) + Bx(x— 2) + Cx(x + 3);
x2+x+5=A0*+x—-6) +B(x*—2x) + C(x? + 3x);
x2+x+5=(A+B+C)x*+(A—-2B +3c)x—64

- _Axt8 ¢ pindan x=(Ax+B)(x -1 +C(x*+1)

1 {x=-1) xr+1 x—1

Joki x = Ax* —Ax+Bx — B+ Cx? + C.Bu tenglikdan

A+C=0 A=-C, . ” 1
A+B+C=1, A+B+C=1, \A—B=1, B+C=1 20=1, C= -2-B=;;A=—;lami
Demak, {4 — 2B +3C =1, A—-2B+3C =1, B+C=0, -B+C=0,
—6A=35. B jupamiz. Demak,
LS SN : & T = TF N N
A ning qumatml sistemaning dastlabki ikkita tenglamasiga qo’yil (Cenx-1) 27 afa 27 x=1 27 P41 27 afn
B= —vaC- —-mtopamlz " ! ",I%=—§ln(
Demak, l—ﬂ ___[i 1d 1 rdx 11 cde V1) + -mctng- Ilmlx—1l+ec
5 11 s 15 e 20 Jx—"z -t +4\ +11x° +12r 8 » A
= —-lnlxl + —lnlx + 3|+ -;lnlx —2|+¢ 5. | e dx integral hisoblansin.
2x2~7x+8 . ; o Psad+nnd+ioxes | AxtB cx+b  E_
3. Ir* —1022+9 dx integral hisoblansin. Yechish: (a2 +2x+3)% - {x+1) = P2xt3)? | AP42x43d | x4l Bundan
Yechish: Dastlab integral ostidagi kasr maxrajining ildizlarini 'l"\‘ldag‘ tenghkm hosil gilamiz:
topamiz: ' 4y +11x% +12x+ 8= (Ax + B)(x + 1) +

ctfx+D)(x 2%+ 3)(x+ 1)+ E(x? +2x + 3)%

4
x*—10x2+9=0;x = 1;x; = —1; x3 = 3; x; = —3, bo’lgani uchun
Bu tenglikdan noma’lum koeffitsientlarni topamiz. Ular A = ‘

x* - 10x2+9 = (x- 1)("' 1 1)(«“ — 3)(x + 3) bo’lib berilgan kasrni

—-—::_-1 ;::fg = ;%; - x—f—l - : + 5 ko'rinishida yozish mumkin bo’ladi. - ;;\‘mfia; (;)lllll)) i
Bundan esa 4 = -;3;; o C =— D _4—8 larni topamiz. {.x4+4x3+11x2;12x+8 L J ik SRR ...j.ﬁf‘_=
A, B,C, D larning giymatlarini o mllanga qo’yamiz va integrallaymiz i f x‘\f :j:xﬂ)- ~x}1) ___—- (x’::‘zﬁa). dx —2 [ 5—— Hl e
. (‘x2+2x+3)- w1 (aZ+2x43) x* +2x+3 x+1
-Hﬁi{—i; x—2° I(H + Imx+1l+C=
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‘"f(t +2x + 3)2 d(xz

+C =— 3
2(‘<‘+2\+3)

+2x +3) ~

vz
‘"Ct.g‘-# nlx+1|+c.

Mustaqil yechish u
chun
1. Quyidagi i integrallar hisoblansip.

L. Maxraj hagigiy va har xij ildizlarga ©ga bo’lgan hol,
0

topshiriglar;

o x#1 :
vz 37C9 =+ tnf

ixl 1 (x+1)? Zx-
’ + . ot U4 — 2+ C:
livob: 1) l? - 2) E == T \_ artg= C;
A 1
, -z e >y I—l——mct x+C;
n (il al ctg G 4) 1 g
e ;“"CW +e 6) I+ Jarcty ;-

':’ m'r'rg%i +c.
IV Muraj takrorlanmaydigan kompleks ildizlarga ega bo’lgan hol.

B ST
xﬂ) (2x+1)’ 2).{?, 3 M e x- dx
5) J=—=—8 p La i )frr =He=a) “"“)dx 4)'(5,-) ¥ ! dx 2)‘[\ (a+x?)2 (1422 ONE v-+9‘3'
x’—.u X,’ oy , d\___ D)} 2xdx ) ‘. (5x°—12)dx
Javob: 1) I 12220 I+l 5 (1 4x2)% (1+x)(24x3)% < (af-ex+13)°
+c; 2 ’
3) ln"“'“ fx-4) T”l )z ln[(" ~2) V¥ + c; lavob: 1) — C :2 In(':”) —:1—‘_: arctg %4. C:
— ) ve N
\r+3) T 4)-17:'3,1 +1| + 2 7 2
~n12x 3| == ~ ) Inlxl——-lnx +1 +—ln(x +4)-———+C;
5)_ EE S e - I“\Z’ | 31n,x' + ! ) ; 18 (‘ ) 24(2242)
1L Maxra h Sl ’T & , P16 +5) 36L."'z+9\: ¥ E:; il Ctg e
hihhol. J haqiqiy ildizlarga €ga va ulardan ba’zjlari karrali bolll T v 44023 +33x ﬁarc 15 % +C
48(14x2)3 :
1 {x —3x+2)dx el
)'[m’ 2)’( )2 - B)IM(&%)[ s N, :——lnlx+1l+—ln(1+x2)+c
5) f& 3x241 oy RRRPTTTERT f —m LB a ct —-—C
x=1)3. (x2-1y 6) f&, ,dx. . / Mt —ex+13) reeg
Javob: 1)1n
+ a1
Ry L“’ w176 2)dinfx|— 3|y — 1] -2 §5. Irratsional funksiyalarni integrallash
3(-"-ZJ’ z(r-z,' 2027 + Inlx — 2; 4 zte :x-:zz ‘
5) 22 g s ) 2112, —m# Agar y=f(x) funksiya x argumentning kasr ko'rsatkichli darajalari
0 2 . =12 " g T Inlx 1] + ‘lnlx 1]+ ishtirok etgan algebraik ifodadan iborat bo’lsa, u irratsional funksiya deb
T -t staladi. Masalan:
. Maxraj takrorlanmayd; k y=Vx¥4x +1, y=2x-—-5Jx + Vxs, y= “}"E lar irratsional
)fs 2[4 ga:L ompleks ildizlarga ega bo’lgan hol b 14y 4
x(r213) ”“3; 3) ke - r’ g4 [ unksiyalardir.
A - g i )fl—x" Har qanday irratsional funksiyadan olingan anigmas integral
Eei)ezy  6) I Vreateg X clementar funksiyalarda ifodalanmasligi mumkin.
[ x"(a+ bx*)? dx integral binomial integral deb ataladi. Bu yerda
r,s,p-ratsional va ab-hagigiy sonlardan iborat. Agar rs,p sonlarning
260
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il darajaga almashadi va natijada, integral ostidagi funksiya t
(il funksiyasidan iboart bo’ladi. Endi
-

R [x D G

Widagi integralni qaraymiz. Bu integral

uchalasi ham ,
el bl;un::) ksj:? b(? sa, ‘unda integral ostida ratsiona|
ifodalanadi. Agar r binomial integral elementar ‘.
holda integral o t'd:’l-) SOII‘Iardan kamida bittasi butun : [}
tntegral iges :!.da |frats|onal funksiya hosil bo’ladi s;n "9;.
il quyidagi uch holda elementar fu “kSiya.la,—d:n"l
1) p~butun son. Bu holda, t = "%, x = ¢ almashtirish gjl :

rish gilin

cx+d

i b ok
o i
ahitirish bilan ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi. Bu yerda

m r . . ..
.., kasrlarning umumiy maxrajl.

Wa'zl  hollardaf R(x,Vax? +bx +¢ )dx  ko'rinishdagi aniqmas
hlari deb

Bunday integral Eyler almashtiris
yordamida ratsional  funksiyani

yerda m inte idaoi
gral ostidagi r va s sonlarinin :

§= a deb ; umum]y maxmji AUS

b. = olsak, unda x":tk x‘ e tq d . ar
inomial integral ’ i
m Itk+m—1(a b

+bt9)P dt ko'rinishni olj | .
otinishoi olib, ratsiceal G 1 ml|lt.|r han?duc'luayldl. o
1 yvihi  quyidagi almashtirishiar

olingan integralga keladi.
giullashga keltiriladi.
ng birinchi almashtirishi. Agara = 0 bo’lsa,

2) n= ﬂ_
.~ —butun son. Bu holda p = X po'js
almashtirishdan foydalaniladi m 0 100 UGN R | Lylerni
ydalaniladi, Bunda (a+bxs Pk or tM_g T R——_ = i . .
P=tt, x=(—), dem ' hx ¢ =+ Jax+ t almashtirish qilamiz. U holda,
| 0, bric = ax? + 2Vaxt +t? bo'ladi. Bundan x ni ¢ ning ratsional

(tm_a)g_l
o o T IR _
b dt bo’lib. binomial ;
: s mial S
integralga keladi: Integral quyidagi ratsional |

[x"(a+ bx )P
dx = = : N
bhs .{(t" . a)n 1 .tk+m-1dTa’ri£

IIn= i1
) P + ==~ butun son. Bu holda p:"_ bo’
m 0053, unda qx 4k

jhalynsi sifatida aniqlaymiz.
t?—¢

R TP

b—-2vat

Wy yerda dx ham t ning ratsional funksiyasidan iborat bo’ladi. Shunday
.____—‘—‘_ — 2’ - -

Wb, Vax?+bx+c= + Jax+t=va* biz\,%: +t bo'lib u t ning

A

almashtirish i
ilinadi
qilinadi. Bundi - . ]
T bt [utional funksiyasi boladi.
I1. Eylerning ikkinchi almashtirishi. Agar ¢ = 0 bo’lsa,
gilamiz. (aniglik uchun ¢

(@ + bx®)P = yPs(qy -5

Lo | m)a : l(tuc + +b)? = QmL_b)p.tk, il

X =B GET de bodi va b =@ sl
-b)? adi va binomial integral quyidig Jax  Fbx+c=xt =T Jc almashtirish

. oldidagi + ishorani olamiz). U holda (m)k( xt + VY,

+ ¢.Bundan x ni t ning quyidagi ratsional

B2+ bx 4 e=%xt2+ 2xt\C

ratsional kasrli integralga keladi:

Jx"(a+ bx®yP gy = . ma" p_tRemet
Navbatda [ R(x, x% ' xs;') d:;::yl‘l (‘it. l‘unksiyasin(i_ aniglaymiz.

gralni qaraymiz. Aytaylik, sonl x= 2::_:"‘ Shunday qilib, dx va JaxZ + bx + ¢ lar ¢ orqgali ratsional

Jax® + bx + c larning t orqali ifodalangani

{odalangani uchun X, dx va
herilgan integralga qo’yib t ga nisbatan ratsional funksiyaning integraliga

kelamiz.

m r

e T kasrlarnin .
:lmashstmsh il g s mah'ra-" bo’lsin. x = t* dx = kt* 14
qilamiz. U holda, har bir kasr ko’rsatkichli dara; i
araja butun
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Il Eylerning uchinchi almashtirishi. Aytaylik ¢ va fl
ax® + bx + +c uchxadning hagigiy ildizlari bo’Isin.
vax? + bx + c=(x — a)t deb olamiz. U holda, ax?+ bx+c=a(x- a)(X
bo’lgani uchun \/a(x — a)(x — B)=(x — alt, a(x- a)x- B)= (x — &
af-ar?

a-t2

a(x- f)= (x — a)#* bo’ladi, Bundan esa x =

va vax®+bx+c lar t ning ratsional funksiyasi bo’lganligi gl

berilgan integral t ning ratsional funksiyasini integralidan iborat bo’lad|.
Ba'zi bir irmatsional funksiyalarni trigonometrik almashti
yordamida ham hisoblash mumkin.
TR(x,VaxT+bx + ¢

ni hosil gilamiz, , |

)dx integralni qaraymiz. Bu yerda a=o A
c- :'—; #0 deb olamiz.
[ldiz ostidagi uchhadning ko’rinishini 0’zgartiramiz.

ax? + bx + c=a(x + :-a)7-+(c - i'—;), X+ % =t deb olsak, dx =
I : J
bo’ladi va vax? + bx + ¢ = Jatz +(c - f;) tenglik hosil bo’ladi, I

yerda a ni va ¢ — z—; larni giymatlari turlicha bo’lishi mumkin, Ularnin

qiymatlariga garab, ba’zi bir belgilashlardan so'ng berilgan integryl

quyidagi integrallardan biriga keltiriladi. |
L [R(t.vmZtZ 5 n?)dt,
IL [ R(t,Vm?tT=32)dt,
L [ R(t,VnZ —m?t?)dt,

Bunda I integral t= nll tgz almashtirish orqali, 11 integral ¢t = %sec d

almashtirish orqali, 11 integral ¢ = %sint almashtirish orqali
J R(sinx, cosx)dx integralni hisoblashga keltiriladi.

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar
dx : : A
[ m(ﬂ integral hisoblansin.

Yechish: Bu integral parametrlari r=-1, s=-;- va p=-2 bo’lgan binomial
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ida dx = 3t2dt bo’ladi.

» Yo
= §t> irish gilamiz (t = Vx).
h'lpani uchun x = t%, dx = 6t°dt almashtirish q

: gt
lmashtirish gilamiz. U holda, undan x 2(1

¢hiqadi. Shunday qilib,

| bo'lib. uni =V, x=t* almashtirish yordamida hisoblaymiz:
ojyro ; .

dr dar r__dt ]_—_-
dx T ['—,—5‘—.(—‘—_:=3U—-. ,ﬂ_-, Ir+ 132
() ‘T|’:_f:3(1+f:)?2 S orla+ith® :
1) . P \ etie
ot I 3
> = —=| T T
!‘lnltl —Injt+ 1l + ”—l] +e¢=3n |- =l + TR

). [ =2 —integral hisoblansin. it
g7 4 Vx+yx Lt

Yechish: Bu yerda x o’zgaruvchining daraja ko’rsatkichlari - -

3
3 ek ¥ S
5 ¢ —Tdy =
t L R X
e "fﬁt:at: J'—-,t_d—."e.‘— dx=6] t+1 &
TR $3 402 t2(e+1) Lt
\ 5

o | —

ar 3 _ 2 6t —
2 (8 _ g [(t2—t+ 1)dt —6 2= =25 - 363+
r”dt—-6_| 753 6J( t+1

t

3 % — 6in|¥x + 1| +c.
blult + 1] + ¢ = 2vx — 3Vx + 6% — 6in|Vx + | +

3. [ ——"* —— integral hisoblansin.
Y J1-2x=-\1-2x o

b
Yechish: Bu yerda a=-2, b=1, ¢=0, d=1, = =7, * .
va dx=-2t3dt kelib

& .

2ar t3dt _

: d: e . 2 :
] \-1—2x—r"\-‘1—2x_f t3-t < t{e-1) t-1 :
B> [ = +1)dt —
y (2 = i Agr 2 ==-2ft(t+1
Sf——dt= 2= = j iy
. t’—2t—2!n|c—1l+c=—\'1——2x— \

an¥T—2x - 1] +c.

_odx . | hisoblansin.
4. 'r rVASvdx—-4 integra ——-———4 =x—t

Yechish: Bu yerda a = 1 > 0 bo’lgani uchun Vx? + 4x -

. o . : a
almashtirish qilamiz. Bu hold o —
2+ dx—4=x2-2xt+t? x= 202’ T Tt X

= N Hosl

t3+4
iTtdx—a=x—t VX +dx—4= -t =00 -
"vi idagig 5 z
bo’lgan tengliklarni berilgan integralga go’yib quyidagiga ega bo’lami
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2+t
> 2 ast—s By 1 h‘\\.‘_{_zf-—;\ +C=
x = 2{t+2)* o a5 o 1 2 < D) V2 —
! xvxT+ax—4 I Le44_ 3-dt-te th s & mdg ;8 ) =% 2y2 2 T )
At+2) 2(t+2) 1 t2 + 2V2t+ L C=
¢ AT (2] c-——-‘n“““"{z" A
= —arctg 5+ ¢ = —arctg (—2—-) +e. " __ln ""“Tz'—

’ | T LV
(1=vV1d4x+x*)“
\ - dx - o .
f e integral hisoblansin.

—= lu\
Yechish V1 +x+x?=xt+1 almashtirish gqilamiz:

u |

& .8
1+4+x+ x%=x%t?%+ 2xt + 1 bo’lib, undan x =%§vadx =2:x ;
larni hosil qilamiz. v1 + x + x? ni t orqali ifodasini topish uchun x Ul

orqali ifodasini Vi+x+xi=xt+1 tcnglnkka qo’ yamnz Dey
(8 ot D = - {2 "'l’ 2:'-!*1 f' !"-t+1
Vi+x+x ——‘_tz ‘t+1= +1=

-t 1-r2 1-12 °

Mustaqil 3 yechish uchun topshiriglar:
| Quyidagi integrallar hisoblansin.

[ V(1 + Vx)tdx; 2)J'x 1(1,-*-.1'3) 3dx;
j | x 31+ x%) T anidx M= =

X, dx va V1 +x + x? lami t orqali ifodalarini berilgan integ

qo’yamiz va soddalashtiramiz.

J‘I‘l-\"l'l'.\‘h\“)’ =5 Zf_dt =3 "1 £2-

l"
(I
ar A e
Javobl i x-s--—-x”\’;g c: i
‘ + .\\,J\ "r"'x xJ- x*
) 1\( R
1

2 -.~.+3 \— C: "nlj
A — T ’ I
1' ‘\‘ll\l."a,’\ v 2(14.\,\ \* 1

) - [P EE————.
XV idx4x-

1-¢8 |
= . il
=2t + _——2t+2 -l)tl——l+c-—2t—.—ln|—|+c= e 7 — Vf@’;"”sj?J.-C; i.nl
_ _2exraT-y) IO s 1+r+1-—1| , p v i A iﬁ;ﬂ (B
- x 3 x=v 14x4x--1 € i) 1h‘i_ﬂ‘_f_l._—-a7Cng"‘_"_ c, buyerda : ‘.‘;f ’
utl)* v3 <
6. [ w—ﬂ}‘—_ integral hisoblansin. 7. Quyidagi integrallar htsoblansm 1‘“;
‘Y:ecl.ush. Bu yerda 2 + x — x? kvadrat uchhad « = -1 vaf 3 | _,__gf_s,:z; )1 —m :"
haqiqiy ildizlarga ega va uni 2 +x — x? = (x + 1)(2 — x) ko’rinishd I w+ VRT) T | ‘
yozish mumkin. Shuning uchun Eylerning uchinchi almashtirishidai 4y |- W N éx; b
foydalanamiz va undan quyidagi tengliklarga ega bo’lamiz: " ERORFERLR !
V2Zix—x2=t(x+1), ,/ix - 15(2 —-x)=t(x+1), Javo‘)}m 10 5 .. 3 _ 2t C ‘, ‘
2x=t2(x+ 1), x = 2-r? dp = st \)m—';'o_"’]*.‘o"' LT 5\— S 2N 3 i
yney 241’ ~+1) RGN w 33 gix +6Vx + 48°Yx + 3n(1 + x) ’l‘ \
s 2-t2 3 ")2 x —3Vx —8VX ()
Bundan tashqari V2 +x—x?= t(r—“+ 1) - T:-.l ekanligidan i sz - Wr+2) - __-m ctg 1%’?7. +C; Wi
foydalanib, yugoridagi integralni quyidagicha yozamiz va hisoblaymiz. 1 ( " :. ‘
f dx s f tdt A
NZFx—x2 2—t* 3t ., o
e L |
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3)6[§(x - l)g—s(.\’ﬁ- 124+ 3(x+

2 l)é"i(.x-,L 3
—f(x+1)S]+C; $ 1)+s(x+1)5

4) 6vm[{l+x): _h+x)  JO¥x) g
3 =T s +%+:]+C.
2 Quyidagi integrallar hisoblansin
Bl @
xvVxs+x+1’ VY4 4x-g :
NIV 2% —Tdx; a2
3 . AN 24y~ ;
avoblar;
l) I |exi 2 1
24x 42Vt hx+ 1’ 2);arccos 2—:
xy2?

3)‘1‘()!—1)\/'2%
2 X€—=2x -1 —In|x - ——
E 1+vVx?2-2x—1| +¢;

e, I~
HC -2 2ETNE | 1
i

6. Tri 3
§ 6. Trigonometrik funksiyalarni integrallash

Trigonometrik funksi
& siyalar gat i

ko'rinishlarda bo’lishi mumkin('l B .
L [ sinmx - cos nx dx - ;

Bu yerdam van | i

ar haqiqi
I [sin™ x:cos” x dx: L
L [sin® xdx; [ cos?™ x ds: n > 0
;V.ff smhz"" x.cos?xdx; mezne ;':nE:o
- J R(sinx) cos x dx; J R(cos x) sin:r d Skl

VL [ R(sin x, cos x) dx: i

Bu integrallarnin ar biri

‘ g har biriga alohida -alohi ;
L. ’ f s.m mx-cosnxdx; [cosmx fca e
ko’rinishdagi integrallar i
yig'indi iri
g i’ 1ga almashtirish formulalari yordamida integrallanadi
2 - anadi.
sinmx - cosnx = 2 [sin(m + n) i
2 x +sin(m — n)x] ;

268

Jcos mx - ; [si
cos nx dx ; [ sinmx - sin nx dx

[ sinmyx - si ;
& . : sin nx dx
1gonometrik  funksiyalar ko’paytmasin|

(08 X - COS X = %[cos(m +n)x + cos{m — n)xl;

sinmx - sinnx = %[cos(m —n)x —cos{m + n)xl.

i, [ sin™ x-cos™ x dx ko'rinishdagi integrallarda quyidagicha

Wi ho'lishi mumKin:

{-hol. Sinusning daraja ko’rsatkic
jilda integral ostidagi ifoda quyidagicha o’zgartiriladi.

oo™ x = sin?*+ix = sin?* x «sinx = (sin? x)¥ +sinx =
| cos? x)¥ +sinx bo’lganligi uchun integral ostidagi ifoda
M ¢ cos™ x dx = (1 — cos? x)¥ + cos™ X+ sinx dx ko'rinishga keladi.
4 bu yerda cosx =t deb olsak, u holda sinx dx = —dt bo’lib, integral
sidagi ifoda (1 — cos? x)¥ - cos™ x + sin xdx = —(1 —t2)* - t"dt
/inishga keladi va integral darajali funksiyalar yig'indisini integrallashdan

it bo'ladi.
2-hol. Kosinusning daraja ko'rsatkichi n toq manfiy

J'lsin. U holda
cos" x = cos**tix = cos?
s (1 — sin? x)¥ r cos x

\u'lib, integral ostidagi ifoda
cin™ x + cos™ x dx = sin™x (1 — sin? x)¥ - cos xdx

| o'rinishiga keladi. Agar sinx = t deb olsak, u holda cos xdx =
u berilgan integral [ t™ (1— t?)*dt ko’rinishga kelib, u yana darajali
fnksiyalar yig'indisining integralidan iborat bo’ladi.

3- hol. Sinus va kosinuslar daraja ko'rsatkichlari yig’indisi mt +n juft

manfiy son, ya'ni

hi m toq musbat son, ya'ni m=2k+1.

son, ya'ni n= 2k+1

Xy .cosx = (cos?x)¥ cosx

dt bo’ladi

m+n= —2k(k>0kE€E z)
Bu holda integral ostidagi ifoda ikki xil ko’rinishga
gi funksiya kasr bo’lib, unin
a kosinusning darajasidan yoki aksincha bo’lib,

bir vaqtda juft yoki tog.
daraja ko’rsatkichi suratning

ega bo’ladi:
1) Integral ostida g surati sinusning
Jarajasidan, maxraji es
ularning daraja ko’ rsatkichlari
m+n manfiy bo’lganligidan maxrajning
daraja ko'rsatkichidan katta ekanligi kelib chigadi.
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2) Integral ostidagi 3 .
gi funksiya surati o’
ko’ - g § DL 0’zgarmas sondan,
. ’rsatklchl.arl bir xil (uft yoki tog) bo’l ' maxrij| ”
0’paytmasidan iborat. gan sinus va koy
Qaralayotgan holda (
min= -2k) tgx=t
= yoki

.
7B =t (-A<X<T)

Jirish ~ yordamida integrallanadi. Bunda
ometrik funksiya tg§ orqali ratsional ifodalanishini nazarda tu

biz har qanday
i tamiz.

almashtiri : . j
S burt::: yl::;’d?_nud: berilgan integral ko’phad yoki yangi o’z
nfiy Kko’rsatkichli daraja vig’indisi nl
bo’ladi = — aja yig'indisini i Py
o'ladi. tg x = t almashtirish gilinganda integrly % 2tg % 1-tg? ;—
inx =— inx = < EoSW =
S'nx_\f"‘—rl_'_t.,COSI: ;_“dx.—_i s 14_th£ 1+tgz£
Vites 1+¢3 2 2
{{by, universal almashtirish natijasida

1-t? 2dt

2t 4 -

hOSil b 'l ini = o — ‘ix 2

sinx = — =
. . iy 08X =——= dx = —
lar hosil bo’lishini nazarda tutamiz ;
4-hol. Sinus va kosi :
osinuslar daraja ko'rsatki i
atkichlari yig’ndisi j
teng. Bunda m va n lar butun sonlar deb qaraladi e

Bu holda, integral ostidagi ifoda

|ishiga ishonch hosil qilamiz.
VI. [ R(sin x} cos x dx integral sinx = {, €0S xdx = dt almashtirish
| Ricos x) sinx dx integral

wdumida [ R (t)dt integralga keltirladi.
. cosx=t, sinxdx=—dt almashtirish yordamida — [ R (t)dt

an x d cos" x

X +. a5 % N

cosy X YOki T dx Wlopralga keltiriladi.
Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriqlardan pamunalar

ko'rini “ladi :
rinishda bo’ladi. Agar m >0 bo’lsa berilgan integral [ tg
R a g

ko’riniShgav agar »
gar n >0 bo’lsa [ctg"xdx ko’rinishga  keladl. |. | sin 6x cos 7x dx integral hisoblansin.

Yechish: Berilgan integralni hisoblash uchun  sin 6x cos 7x

integrallarning birinchisini tgx = ¢, dx = - :
esactgx = t,dx dt ’ i almashish bilan, ikkingly L' paytmani yig'indi bilan almashtiramiz
=tdy = -5 M : n'pa ;
1+¢2 almashtish bilan hisoblanadi, p’y ne ; 1 ’[ ( e e
in 6x cos 7x dx = = | lsin(6x + x) +sin(6x—7x}) =
5in 6x cos 3

ML [ sin®" xdx; 2n
xdx; [ cos® x dx (n butun musbat son) ko’rinishi

integrallar sin®x ==(1 - y - _
2 (1—¢c052x) va cos?x = %(1 + cos 2x) formul - ‘ [(sin13x —sinx)dx = %f sin 13xdx —%J sinx dx =

yordamida soddarogq i )
Iv. [ sinz: ntegrallarga keltiriladi va hisoblanadi
: X 005" x dx ¢
(m va n lar butun musbat sonli 3 l. : (—COZ;BK +: cosx) +C= _6052:38 +%cosx +C.
2. [ cos 3x - cos 9x dx integral hisoblansin.
cos 3x + cos 9x ni

ko'rini = )

nmshd;agx integrallarni hisoblashda ham sin? x = 1(1 2x)
i =>(1—cos2x) ¥
j % =~(1+ cos2x) formulalaridan foydalaniladi ;Ba’zi holl )
orm‘u,]alarr:xr 'necha marta qo’llanilishi mumkin, .
- JR(sinx,cosx) dx integral sinus va cosinusning ratsio

funfsiyasini integrali :
gralidan 7 :
ataluvchi iborat bo’lib, u universal almashtirish del

Yechish: Berilgan integralni hisoblash uchun
yig'indi bilan almashtiramiz.
2 &
I cos 3x +cos 9xdx = Ef[cos(3x +9x) + cos(3x — 9x)ldx =

1 1 1
‘ —I (cos 12x + cos 6x)dx = Z’;sin 12x +—ﬁsin6x + C.
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3. [ sin 2x - sin 5x dx integral hisoblansin.

Yechish: Berilgan integralni hisoblash uchun sin2x-sin3x
yig'indiga aymashtiramiz.

1
j sin2x -sin5x dx = E[[cos(—Bx) — cos 7x)dx =

1 Tif 1 1
=§J cos3xdx—§J cos'ixdx=gsin3x—§sin7x+c.

4. [ sin” x dx integral hisoblansin.

Yechish:
sin”x =sin®x+sinx = (sin?x)3-sinx = (1 —cos® x)* - - sinx
bo’lganligi uchun
={cosx = ¢, sinxdx = —dt} = [(1 = t3)*(=dt)= - [(1 —t?)3(dt) =

< S
=—f(1—3t2+3t"—t‘)dt=—t+t3— g =
2

7

, 3cos®x cos’ x
= — o5 x +c0s> x — -
5 7
5. [ sin* x + cos® x dx integral hisoblansin.

Yechish: sin®xcos®x = sin*x-cos® x-cosx =

=sin*x (1 —sin?x) cosx = (sin*x —sin®x) ‘cosx bo’lgani uchun

2 pis p sinx =t
[ sin* x cos® x dx = [(sin* x —sin®x) cos x dx = { } =

) Leos x dx = dt i
! R
= [(t‘—tﬂdt:J t‘dt-ft"dt=?—7+c=

sin®x sin” x
= — + O
5 7
6. | cos® x sin® x dx integral hisoblansin.
Yechish: cos? x sin® x = cos? x sin* x sinx =
= cos? x (1 —cos? x)? sinx = (cos? x —2cos* x + cos® x) sin x bo'lgani
uchun

f cos? xsin® x dx = J‘(cos2 x —2cos* x 4+ cos® x)sinx dx =
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[sin” xdx = [(1 — cos? x)®  sinx dx |

{ cosx =t }—f(tz _oth s t6) (—dt) = — [tPdt +2 [ thdt -

sinx dx = —dt
e cos®x  2cosSx €os'X L

[tedt=—74 R a A e S S
e 1 -
7. | 22~ dx integral hisoblansin.
*? cos®x

Yechish: Bu yerda m=4; n = —8:m+n=—4juft manfiy son.

de
tgx =t almashtirish qilamiz. U holda, X = arctgt, dx =3’
1
sinx = '1:-’:'-’; oS X = =3
Bularni berilgan mtegralga qo’yamiz :
t -
mtx (TR & [ @
cos® x & 1 1+t2
a=or
i > tg°x tg'x
= J(t4+t6)dt =—+‘7+C=—';—T—'7_—',‘C
8. [ tg®x dx integral hisoblansin.
Yechish: tgx = t,x = arctgt, dx = ——-almashtmsh gilamiz. U
holda i is i
e [t [ [ o
kg-¥ax 1+ J1+t? 1+t
' 1 i7 & t? -
=J(t6—t4+t2—1+1+t2)dt‘—"7—-—5'-.-3 +
3
tg’x tg°x tg°X ek ¥ =
+arctgt + =——-7 -——-—5 4+ ——tgx +arc g(tgx)
7 5 3.
=tg x tg°x tg A—tgx+x+C
7 5

9. [ ctgxdx integral hisoblansin.
YCChlSh ctgx =t almashtirish qilamiz. U holda x = arcctgt va

dx = — ——- bo’ladi. Bularni berilgan integralga qo 'yamiz:
1+t

dt i
Jctgsxdx=Jt5(—-{:t‘;)=“J' 1+t2dt_
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/

=—t-(t3—t+ ¢ )dt— ks 1 =
Tk 112 —‘?T?—Eln(t +1)+C™
_ctgtx ctgix 1
TR —Eln(1+ctgzx)+(_‘=
B ctg“x_Lctgzx 1 1
T — e i 3 =
4 2 2 sinzx‘c
L. ettt etgtx
S T > ~ Inlsinx| + C.

10. [ cos*xdx integral hisoblansin.

Yechish: cos* x = (cos? x)? = E (1 + cos 2:()]2 =

1
(1 +2cos2x + cos?2 x) :I(l + 2 cos 2x+%(1 +cos4x)) -

=1 _1_ % 1 3 1 1
4+2c052xw-§vgcos4x=§+§c052x+§cos4x.

Shuning uchun

1
4

s I 1
{cos‘xdx =j (§+5m52: +§cos 4x) dx =
3 1

1
==X 4 - i PELEIY |
8 4sm 2x +325m4x + C.

11. fsin*x cos?x dx integral hisoblansin.

Yechish: sin* x cos?x = sin? x - cos?x - sin? x =

= (sin.: r)? sin? 24 o :
xcosx)lsin?x = Esm 2x ) sin?x = —sin? 2x sin x =
4

11 1 1
- 4.5(1 — cos 4x) '5(1 —cos 2x) = R(l —cos 4x)(1 — cos 2x) :

1

= R(l — €0S 2X ~ cos 4x + cos 2x cos 4x) =
g 1 1 1
—¥—11—6c052x—1—6cos4x+Rc052x-cos4x=
. 3 X 1 2 g |

116 116cos 2x—Rcos4x +E-§(cos 6x + cos 2x) =
_1 1 1 1 1

16 16c052x-Ecos4xvﬁcossx-‘rﬁcosz:c=
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! = 2 —1—cos4x+icos6x.
— 3508 2X — T "32

16 32
Demak, ; 1
1 12 ) "
— - x +—cos 6x | dx =
st x - cosix dx = ] (R— 32cos 2x 16cos4\'-‘-32
| 1 1 By 7ae
¢ — —sin2x ——sin4x + ——-sin6x + C.
B~ -5 % 192
(2. [ 5:1'; p integral hisoblansin.
Yechish: -

3 dx = 25, sinx =
' =t.= = arctgt, x=2arctgt, ax= 5, S~

Shuning uchun

_2dt_ A
© dx _[ 1+¢2 =[2I(1—t),dt=
sindx . 2t )3 J @3- +1t3)

1+t2 , .

(1+ %) (14+2t° + ¢t
4] t3 4 ¢3 ) |
171 2 S T —1
= . = ——+=Injt| +t*+C=
—EJ(tftH)dt 8t | 2 Itl+3
1 X 1 , X
= - ,—‘.-—Inltg—‘-i-—tg —+C=
X 2! 8 2
8[‘92:5 2
1

Il

x 1 X 1 ]
LI COREL PO IS T )
_8ct9 2+217l|t92|+89 2

13. [ sin*x - cos xdx integral hisoblansin. 4 .
Yechish:  Berilgan  integral [ R(sin x) cos x dx ko’rinishdagi
aldir. Uni hisoblash uchun sinx = ¢ almashtirish qilamiz.

integr . .
U holda cos x dx = dt bo’ladi. Shupmg uchun,

=

sin®x

+C.

[ ¢
lsin‘x'cosxdx= [t"-dt=—s—+c= z

14. [ cos®x - sinx dx integral hisoblansin. - .
Yechish : Bu integral [ R(cos x) - sin x dx ko’rinishdagi integraldir.
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Uni hisoblash uchun cos x = ¢ almashtirish gilamiz.U holda

blansin:
$inx dx = —dt bo'ladi. Shuning uchun 1, Quyidag‘ 'mgm“ar hisd

cindx
’| gin’x dx; 2)

 Je
cos™X ,
co? 2 4 3) [E=2dx 4 [T

, ¢® cos®x
cos®x - sinx dx = — dt—-?fC=— +C.

G
¢ yob: |) =Cog-Xis= cosXx = 3"053 %
) 3 i = TR
Mustaqil yechish uchun topshiriglar: =+ hasiny T _
I. Quyidagi integrallar hisoblansin: ; 0“\ i tgx +C;  4)- (“9 =4 E"‘i— = e ) +Cs
1) f sin2x-sin5xdx; 2) [ sin 5x - sin—~ dx :‘ Quyfdagn integrallar hlsoblanS}n i 4) [ tg?xdx.
dv; 3 ctg’x
3) Jsm X+ cos = dx; 4) [ sin 2x + cos 5x - sin 9xdx: 1) | tg*x dx; E)Idg - 2 ctg X += ctg x—ctgx —x+ G
5) fsmx ' 0§ 2x €os 5xdx; 6) [ cos x- cos 2x + cos axdx Javob : 1)’__ ¥ 6 2 4= tg x + Inlcos x| +
- —r x
Javob : l)—sm 3x ——sin 7x +C; 2) -—sm——+ sm—-+ (ef] 1) ctg x — In|sinx| + C;4) - tg x—3tgt

5. Quyidagi integrallar hlsoblansm

( cin®x dx.
l)lwn xdx; 2)[cos®xdx; 3) [ sinfx dx; 4) [ sin®x dx

X 1 1{sin12y singx sin 2x sin 18x
3)-—COS;—;COSX+C.’ 4) :(%—h—i-“—“n*)*i-c:

12 S 2 15 sin 2x n sin 4x + C'
JaVOb l)— 3 a =LK
1 . 3 C:
COS2X  cosdx cos6x 3 4x — =sin ZX)
§)———+——_% . 0. n2x +—sin4x
- 16 2 TC J)|| 2x + 25 E :

3
\) ( x—251112x———sm4x+ X sin ?.’C)+C
il

sin2x  sin4x  sinéx  sinsy _3_5-)( +:G
6) —— +— 4 %% . —28sin2x ) + '
I~y 1€ 2 2 T C 1) ,( sin8x — ~sm 6x + 7sin4x —28 128

2. Quyidagi itegrallar hisoblansin: o Quyl daphi ntegrallaf hisoblansin:

%
1) [ sinx + cos®x dx; 2) ] [ sin*x - cos*x c;x
) [ sin®x - cos*x dx; 4) [ sin*x + cos®x

Javob : 1) ;x - —3—2-sm 4x + C;

D [sin*xdx;  2)[cosSx dx; 3) [ cos®x dx; :

4) [ sin*x - cos”x dx; 5) [ sin’x+ cos®dx: 6) sindx » cos?x dx

o b )+
Javeb: 1) -cosx + == 14 €; 2)sinx— %.4.“’;"4.('; 1)73(3x—sm4x +=sin8
] d - -sm 6x) +C
3)sinx — ;sm x + ;sm’x - ;sm’x +;sm"x +C; 1) - ——1 (4x — sin 4x + sin2x 5
4 —szn’Zx) +C.
=x-— 4x+—-—sm8x-‘-
sin®x  3sin’x sin®x  sinlly );;( lsx Sln hisoblang.
4) 5 g e af 7. Quy1dag1 mtegrallarm 1

|)I )Ism’ ;

3
7 9 11 13 cos
cos'x cos x 3cos*tx cos™x 1 1
S) -“—4‘—-—-""*—:'(:; 6) _Cossx__cos3x+c-

7 3 11 13 B 3
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Javob: 1)-§ctgz (i-f— g) - %ln Itg('-:- + E)l +§tgz G -—g) +C;

2) —:1;(— i ctg"';t - thng +6ln Itgfl + 2tg? f - ftg" i) +C.
§7. Giperbolik funksiyalarni integrallash

Giperbolik funksiyalar e* va e™* lardan tuzilgan bo’lib, uli
quyidagilardan iborat edi.

e¥—g=¥ X%
shx = T chx = ——,
X -X X -X
g e¥=g _e%4e
thx = Ry cthx = P

Bulardan quyidagi formulalarni osongina keltirib chiqarish mumkin;
ch?x — shx = 1, ch2x = ch®x + sh®x,  sh2x = 2shx - chx,
sh?x = %(cth —1), ch?x= i(cth +1).

Giperbolik funksiyalarning hosilalari quyidagilardan iborat:
(shx)' = chx, (chx)’ = shx,

(thz) =chzx' (cthx) =_shzx'

Giperbolik  funksiyalarning integrallarini ularning  hosilalaridan

foydalanib keltirib chigarish mumkin.

l-shxdx =chx +c, fchxdx = shx + c,

[ dx : dx

jshzx = —cthx + c, fchzx = thx + c.

Ba'zan [ R(x,vaZ—xZ)dxvaf R(x,vxZ+ a?) dx ko'rinishdagi
integrallarni hisoblashda mos ravishda x = acht va x = asht o’rniga
qo’yishlardan foydalanish qulay bo’ladi. Bunda:

x4yvx-—q*

agar x = acht bo'lsa, t = In|———|,

x+vVx=+a*
agar x = asht bo’lsa, t = InI'TI.

Bulardan tashqari quyidagicha o’rniga qo’yishdan ham foydalanish
mumkin:
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1+x

1-x

agar x = tht bo’lsa, t = ;In

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar
I. [ sh?xdx hisoblansin. 1 ;
Yechish: [ sh?xdx = %f(ch?.x —1)dx = :sh2x —-ZX+c.
2. [ sh3xdx integral hisoblansin. 1 i
Yechish: [ sh®xdx = [ sh? x(chx)'dx = ;_f(chzx —1)d(chx) =

- ) 1 ”
o ! [ chx » d(chx) — 5[ d(chx) = ch’x —chx +c.

3. [ sh*xdx integral hisoblansin.
d : , if2
Yechish: [ ch*xdx = [(ch?x)* = :f(cth + 1)%dx ‘
i - " PRI P i - =
lf (ch?2x + 2ch2x + 1)dx = ;f ch?2xdx + Ef ch2xdx + 7 | dx

1 1 i 1 S (o
| ¢ Ltchdx 1 ca iy =2x+—shix+-sh2x +-x+c.
5 —-é——dx+4ShZA+4X s X+ 3 4

4. | sh*x + ch*xdx hisoblansin:

Yechish: shx + chx = %sh?x dan foydalanamiz: ;
I ;i ) 1 [ (ch4x-1)
f shix: chixdx = TEJ sh*2xdx = —J -

16
1 (_1_+c_hB_x_ 2chédx + 1)dx =

1- f——
af(chztlx —2ch2x+ 1)dx = ok >
1 1

3 1 )
Did (R RS +—shBx | +c.
64( X _sh4x 16

2 2
5.
chxdy _ J»chx(shxd»clu)

dx =

hisoblansin.
thy =1

dx
S dx = L e
Yechish: _f thx=1 Ishx-chx lsh-x—ch x R .
= —fshx-chxdx -—J ch?xdx = —2—Jsh2xdx —J_E-—

1
= — L ch2x - Lsh2x —=x +c.
4 - 2

6. [ 222 inegral hisoblansin.
=

Yechish : x = V3 cht deb olsak, dx = V3shtdt bo’ladi. Demak,
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x d
_Xax /3ch t: v3shtdt 2
Vichit —3 ‘3v3/ = & sntae

3 j s Indini tuzamiz. Bunda Ax; = x; — x;_;.
= ch?tdt__/( \, *Sht ;
ch2t o
; + l)dt = shzt .,. g Zf (&:)Ax;
= 5= U el
- L 2‘171 Ix + \/-1‘2 — 3] + . Jinishidagi yig'indi integral yig'indi deyiladi. Uning max Ax; — 0 dagi

i mavjud va chekli bo’lsa, unga f{x) funksiyaning a dan b gacha aniq

prali deyiladi hamda
b

[f(X)dx= lim if(fi)Axi
a =1

maxaivy=0

| Mustagji)
.‘ Quy:dagx inte Yechish uchun topshiriglar-
Df eh2x dx grallar hisoblansiy, pa
4
) fs)j* V*c)u ’ 5) f Cth o d)'.’.

7 [ chx. shix dx; gy [_dx

2) !Ch 4xdx

3 sh* xdz;
6,) fShsx . Chzx dx'

a
i 1inishida yoziladi.

10) [ * cthr—1° 9) [ ﬁ; B3u holda f{x) funksiya [a; b] kesmada integrallanuvchi deyiladi. F(x)
j*ch ot Ninksiyaning integrallanuvehi bo’lishi uchun [a,b] kesmada uzluksiz
Javob: 1 ) s h2x + —x aF h'lishi yoki chekli sondagi chekli uzilishlarga ega bo’lishi kifoyadir.

2) fshzx + ei sh Aniq integral quyidagi bir qator xossalarga ega:

l. f: f(x)dx = —f: f(x)dx;

2. Jf f(x)dx = 0, agar a = b bo’lsa;

3. _f: kf(x)dx = k- _f:f(x)dx;

4. U0 £ @(0)dx = [ f(x)dx + [ p(x)dx;

5. Agar [a, b] kesmada f(x) = 0 va integrallanuvchi bo’lsa, u holda

2x + G
) arctg(thx) + c.

3)= ( - 5!12.1 + -sh4x) +C

5
) In|shx| _m\--"‘ c.

7)~sh4x,_x+c 6)chx( ch® x—-chx-- +c
o1 W 8) = >sh?x 4.1 sh2x—-x+c

= 10) 2ar ctg (ﬂl ;) i ;.';

shy Zf)lzx y 3 arctge.\‘ + C'

" f(x)dx = 0 tengsizlik o’rinli bo’ladi;

B A XL BOB, ANIQ INTEGRAL 6. Agar [a,b] kesmada f(x) va g(x) funksiyalar integrallanuvchi i

q Integral va uning xossalayi, Aniq integra) hamda f(x) < g(x) bo'lsa, u holda ularning aniq integrallari uchun

ra ni]"sobla b 3 b T O e e R P T

usullarj sh |, flx)dx < [ g(x)dx tengsizlik o’rinli bo’ladi. :

[a, 5] kesmada fx) funksi 7. Agar a<c<b va f(x) funksiya [a,c], [c,b] kesmalarda

:: TS X < xy — 1ya ;imqlangan bo’Isin. [q b] kes integrallanuvchi bo’lsa, undala,b] kesmada ham integrallanuvchi va ‘
: = b nuqtalar b; ma b

lr[x“l' ] keSm::ldé:m ixtiyoriy ¢, ?luQa; 2’112" N ta bo’lakka ajratamiz. Har ': fx)dx = _f: f)dx + _l': f(x)dx tenglik o’rinli bo’ladi. l
Z f@E)ax 8. Agar[a, b] kesmada (a<b) integrallanuvchi y=f(x) funksiyaning shu 71
; G kesmadagi eng kichik va eng katta gqiymatlari m va M bo’lsa, u holda ular | b,'
uchun m(b — a) < [ f(x) dx < M(b — a) tengsizlik o’rinli bo’ladi; i
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9. Agar |f(x)| funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi be
holda f(x) funksiya ham bu kesmada integrallanuvchi va quy

tengsizlik o'rinli bo'ladi: IJ f(x)dx' f If(x) dx;

10. Agar f(x) funksiya [a, 5] kesmada uzluksiz bo'lsa, bu Kkeuf
shunday € nuqta mavjud bo’ladiki, unda
[ Fx)dx = FE®) (b —a)
tenglik o'rinli bo’ladi.
Agar F(x) uzluksiz f(x) funksiyaning biror boshlang’ich funksls
bo’lsa, u holda

[
f fG)dx = F() |, = F(b) - F(a)

tenglik o'rinli bo’ladi. Bu tenglik aniq integralni hisoblashning Nyu
Leybnis formulasi deyiladi. |
Ba'zi aniq integrallarni hisoblashda bo’laklab integrallash formull

deb ataluvchi
)
formuladan foydalaniladi. .
Berilgan uzluksiz y = f(x) funkisiyadan [a,b] kesma bo’yicl
olingan

[ ~ b

5
wdv = uv | —J vdu
a

L iz

aniq integiralni ba’zi hollarda biror x = @(t) differensiallanuvchi funksiys
orqali “eski” x o’zgaruvchidan “yangi” t o’zgaruchiga o’tish usulida
foydalanib hisoblash mumkin bo’ladi. Bunda quyidagi shartlar go’yiladi;
L o(a) = a, ¢(B) = b;
2. @(t) va @' (t) funksiyalar t¢ [, £] kesmada uzluksiz:
3. fle(t)] murakkab funksiya [, #] kesmada aniqlangan va uzluksiz,
Bu shartlarda ushbu formula o’rinli bo’ladi: ‘

b B8
[ £ @ax= [ rlowlo
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lda o’zgaruvch'mi almashtirish formulasi
a

fjy formula aniq integr
fudi.

I\lllga
soblansin:
|1 iy P
"dX"""\ e M
- x

chhish:f (o +-—)dx-—f ¥ dx-r.f 63 21

1 2 2 A l_g___‘__::b—“-;}‘:—‘:-;-'
g 3 1 +_l_=———’—;;+;—3 24 23 Lo

.3;—‘_31333

2. J, 1+ 6% )dx integral hisoblansin.

4 x4
c=k | vaed | =4
eé)dx-—,[dX-*-I = d"—x\ﬁ* ‘0

yechish: _fo (1+

3 ¢ ey
04 493——4e==4+4e—-4 4e

3. J _%X_ ni hisoblang.
3%+ 4) 3d(Ex + )57
Yechish: f_ \3‘“ -[—( )

1 g 33
-z=+1 (3a+4)e
3. (3x+4) = f:. .__-2-——\
- : = Y F z -1

=

3x+4

3 -1

|/ (37 +4— 3‘("1)'*'4)
LN

8 == 5 4% integral hisoblansin: rin
1+3‘ tz 3x= tZ s 1. X =_—3-—'
Y echish: \11+3x=t 1 4+3x =1, ko 7
=0davl+o V™
lx = 2040 ppdi yangi chegara\amx aniqlaymiz: X s 3
. 5dayl+3" S—tzdantz—4kellbch1qa ;
tL\n tl = 1 X+ 1 aqo ya“‘lz
arni berilgan integralg
e et 2:1* 2 ‘t dt —
S xdx JA-T_-tht::—J (t2_1)dt=-é- :
TT3% ¥ 3 S )
ST B 2 P UITVRN - . T
2 [fae=5 === =5¢h =%z 2 9V
) ge=ig| TgthT AT B Y #
9l 9 3|, 9 J
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n
PR L - « o
5.7 R m:egral hisoblansin:
x . . > A x ..
Yechish: tg7 =t almashtirish qllamnz' U holda 7 =are !

x = 2arctgt, dx = f:,, cosx = 4»— bo’ladi. Bundan tashgari yail

o’zgaruvchi t ning giymatlarini aniglaymiz. x =0dat, =0vax = ; |
1 Idt' 1 2d |
x4 i X
t, = 1. Ularni e’tiborga olsak, fu = [ = i 5 =
2+cosx Q2 54 0 24285 +1-¢°
1+¢*
1 de 2 N ¥ 2
=2 — =—arctg—=| =-—=arctg—=—- —=arctg0d =
'fo t*+3 ¥ 9\3 o V3 g g\'3 V3 g
2 =n 2 m
=—ic——==—=
Vv3 8 V3 V3
NE) P
. : p
6. |;* —7= integral hisoblansin.

Yechish: x = sint almashtirish qilamiz. U holda dx = costdt. x =-:-
bo'lganda sint = E bo’lib, undan t, = E kelib chiqadi. x = % bo’lgandi
sint = Zbo'lib, undan ¢, = = kelib chiqadi. Demak,

3
r'z‘ dx _Ia costdt 3 costdt jg dt
% le-xz— gsnnt\.’l—snnE T sint - cost gsint—
”z§“ it e E
=Intg— ntg —— Intg —
92 g !J 912 73

o
7. JZ xcosx dx integral hisoblansin.

Yechish: Bu integralni bo’laklab integrallash formulasidan foydalanib

g "
= u=x, dv = cosx dx T
- . : _ ’ = » 2 =
integrallaymiz. |2 xcosx dx { B, 9 s } xsinx | :
L i 4 n n T-2
tsodean = =030 = =1 ="
2 2 2 2

(3 ) % mtegral hlsoblansm
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) |u VI+x dx;

I d dx >
5 w=Inx, av == — e
e Inx — 250k T valnx \1 =
f —ax = dx
1w du = —,
X

Yechish: p=2J%

s = . ca% = 4
“'f"_‘idx=4e-4\:'x\1 =4e-—4e+4=14%
h >

Mustagqil yechish uchun topshiriglar

1. Quyidagi integrallar htsoblansm

o 1 S s e

. S
(1145x)%"

: Ye¥ —1)te dx.
(° VX (14 Vx) dx; 5y J; (Vx — Yx)dx; 6) [, (e" —1)
|‘).4 \‘x( T N ? - 45‘ 4)45-1__ 5)2'0.08'
savob: 1) 2(V8- 1); 255 N4 =
) 0.2(e — 1)°. ' .
! 2<‘eQuyic)lagi integrallarni bo'laklab  integrallash formulasidan
foydalanib hisoblang.

n

. 3) [x3sinx dx;

1
1) [xe“"dx; 2)

0

xdx

=1
4) { In(x + 1) dx;
'0' .

in2
X J
Sin 3

| A —— w3

av7?
x3dx

Y —_—
e2*cosx dx ; 7)J[”x“"‘ 8) [ Va2 + x5
0
1

O‘h——‘w‘;‘

2
5) J xlog,xdx; 6)
1

a
9) I a? —x* dx.
0

Javob: 1)1— & 2)

3
+ ln—- 3)n® —6m 4L 5)2- gz’

141a 1a' 9)71_? _
gi mtegrallam o’zgaruvchini almashtiri

3_;3- 8 )
6) ; 7)6—2¢ 8) sh formulasidan

3. Quyida
foydalanib hisoblang. . 2
: Jx Vx dx 3) xdx 4) [ e
dx; Z)J ’ J' A+x J1+4x"
1)[\“_ ) 1+x B o

4




2

¢ JeTdx Vxi—1 L —
S)[——‘ 6)]——dx; 7)fx2v1—x2dx;
)

JVet+e ™’ x
Ov 1

1 -in2
8)1\'(1—x2)3 dx; 9) J \,/'l—ez"' dx,'
0 0

f' eX+V1ve)

32 g g
Javob: 1)7 +2In2; 2) 2 ->; 3); 4)5- 2in2; 5) lnTV—?—-; l

B_t.nEZ i gl -3
6VB-2i N O D +1In(2 - V3).
§2. Aniq integralni taqribiy hisoblash. Xosmas integrallar

Aniq integralni hisoblashning yuqorida ko'rib o’tilgan usulli
I : f(x)dx integralni hisoblash f(x) funksiyaning biror F(¥)
boshlang’ich funksiyasini topish va uning giymatini hisoblashdan ibd
edi. Ammo ayrim aniq integrallar uchun bu usullarni qo’llashda quyidagl
muammolarga duch kelishimiz mumkin: ]

1) F(x) boshlang’ich funksiyani topish murakkab;

2) F(x) boshlang’ich funksiya murakkab bo’lib, uning F(a) va F(h)
giymatlarini hisoblash giyinchilik tug’diradi;

3) F(x) funksiya elementar funksiyalarda ifodanmaydi;

4) Integral ostidagi f(x) funksiya jadval ko’rinishida berilgan.

Bunday hollarda aniq integralni tagribiy hisoblashga to’g’ri keladi. Bu
masalani Yechish uchun turli formulalar topilgan bo’lib, ular umumiy

holda kvadratur formulalar deyiladi. Quyida bu formulalardan ba’zilarinl

keltiramiz.

1. To'g’ri to'rtburchaklar formulasi. Bu formulani keltirib chiqarish

uchun dastlab [a,b] kesmani a = x; < x; < X; <...< X, = b nugtalar

bilan n ta teng bo’lakka bo’lamiz. Bunda har bir bo’lakning uzunligi

Ax = b—;ﬂ ga teng bo’ladi (1-chizma)

Integral ostidagi f(x) funksiyaning x,, X, X5, ... X, 1, X,, nuqtalardagi
qiymartlarini ¥y, ¥y, ¥3, ... ¥n-1. ¥ lar bilan belgilaymiz va quyidagi

286

.'mdilami tuzamiz:

Yk

+ +oe +y,Ax +Y -
Ax + y; - Ax yp *AX A+ V-1 8X; yolx + ¥y 8% yo Ax
".— Vlt

4 )""Ax.

1-chizma
biri f(x) funksiya uchun [a,b.
idagi taqribiy formulalarni Yo

kesmada integral
Bu yig'indilarni har 1 i
'indi bo’lib, ular uchun quy

b

b-a TR Y SR 4 e n—)
Jf(x)dx @T(ya*h £ el

b b—a
jf(x)dxt ~ (3 #7243+ )

i'to’ lasi deyiladi.
ti to’rtburchaklar formu e .2 L
I_ﬁt_si_y_ql_ar__w Yugorida ko rib © txlgat.x ht‘o.gl:

lbL har;lar formulasida biz y = f(x) egri chiziqni zmopaya.ll\ c 11;c:mq

' um i - . - -

‘l(tlnn almashtirgan edik. Agar biz y = f (J'() ni .lchkl c:n{z; tﬁ?nm .-

): 3 lar bilan almashtirsak, aniq integralning aniqroq qiy e

chiziq! . -

gilamiz. Bunda aABb  egn

chizigli trapetsiya st

a

A A A._,B vatarlar bilan chegaralangan trapetsiyac
i‘le. 14325 0 n—1

yig'indisidan iborat bo’ladi(2

a
Bu formulalar t0’g’

_chizma). Bunda birinchi

- b=
0' xp = @ty 2o_chizina “
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Yot¥y SRR g i
7+ Ax, ikkinchisining yuzi Yitya
: 2

bo’lib f,b Flx)dx ~ (22, gy 4 22t S e
L b( g Ax+ TSR Ay 4 Tcdtin oy oR
[ f(x)dr% “Q(YC + Ya
Ja n 2
bo'ladi T !
2 n:;:lla.f: ff)l":?l; aniq integralni taqribiy hisoblashning trapetsiy lar
1 deyiladi. Bu yerda n soni ixtiyori i i
5 %) . . y tanlanadi. n soni \
katta bo'lsa, integralning qiymati shunchalik aniq bo’ladi. s
. te'l]Il.bP,aIrabola formulasi (Simpson formulasi). [a, 5] kesmani n = 2m
- fg(xo ak!arg? bo l@xz. [xo, 2] va [x,, x,] kesmalarga mos kelgan :
yuz!ari_ni) ;gn chiziq bilan chegaralgan egri chizigli trapetsiyachalarning
Sl o(lxo,.Vo), fVI (’x}' Y 1), M3 (x;, ¥, ) nuqtalardan o’tuvchi parabo I'
S gara g.an egn chiziqli trapetsiya bilan almashtiramiz. Bunday egflﬂ
chiziqgli t‘rapetSIyam parabolik trapetsiya deyiladi (3 -chizma) |
O’qi Oyzo qiga parallel bo’lgan parabo’lani tenglamasi
Y = Ax® + Bx + C dan iborat bo’ladi.
] |
X, = b

trapetsiyachaning yuzi A |
< Ax va

‘:')'x +y2 - ...+y"_1)

»1

x

Olxg = a =x, xz'

s . 3-chizma
Shanid,an : (:0 k.cl)e;fitslzltllar parabolaning berilgan uchta nugtadan o’tish
piladl.  Qolgan kesmalar uchun ham i
: . ! yugoridagidek
sﬁrziﬁlarm' ,yasaymlz Hosrnl bo’lgan parabolik trapetsiyacghlal:r
ng ?lg indisi integralning taqribiy giymatini beradi. U idagi
formuladan iborat boladi: R

288

. b-
N, fx)dx = ﬁb"o + Yom + 20+ Y3+ F Yam-2) +401 + Y2 +

b+ Yam-a)):
(3 formula Simpson formulasi deyiladi.

Yugorida biz f: f(x)dx integralni integrallash kesmasi [a; b] chekli
vy integral ostidagi funksiya uzluksiz bo’lgan hollarda o’rgandik.
Ta'rif. y = f(x) funksiyaning [a, +o) cheksiz yarim oralig bo'yicha
[ tur xosmas integrali deb yuqori chegarasi o’zgaruvchi F(b) integralning
I -+ ~o bo’lgandagi limitiga aytiladi va u
_(':x £ (x) dx deb belgilanadi. Demak, ta’rifga asosan, u
c 40 A b S
[17 fGydx = lm [7F(x) dx
ko'rinishida belgilanadi.

Agar yuqoridagi tenglamaning o'ng tomonidagi limit mavjud va
chekli bo’lsa, u holda xosmas integral vaginlashuvchi, aks holda,

uzoglashuvchi deyiladi.
Ko’p hollarda xosmas integralning aniq qiymatini bilish shart

bo'lmasdan, uning yaqginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini va

yaginlashuvchi bo’lgan holda qiymatini baholash yetarli bo'ladi.
I. Agar a < x < o cheksiz yarim oraliqda 0 = f(x) < g(x) va

}; * g(x) dx xosmas integral yaginlashuvchi bo’lsa, u holda [ :z f(x)dx
xosmas integral ham yaginlashuvchi va quyidagi tengsizlik o’rinli bo’ladi:

+o2 + 2
[ rwaxs< [ st ax
a a

Ta'rif. Agar a < x < o cheksiz yarim oraligda 0 < g(x) < f(x) va

J:I'g(x) dx xosmas integral uzoglashuvchi bo’lsa, u holda J':x f(x)dx

xosmas integral ham uzoqlashuvchi bo’ladi.
Ta'rif. Agar x = a bo’lganda |f(x)| < g(x) va I amg(x) dx xosmas

integral yaginlashuvchi bo’lsa, u holda _I:w f(x) dx xosmas integral ham

yaginlashuvchi va

289




4+

foliain | [
! x) dx af 17 () dx S[ a(x) dx l fGx) dx = if(x) dx +J f(x)dx (@< b <+%)
J b

o s
-8 -0k

tengsizlik o’rinli bo’ladi. | ' ! f(x)dx(-=o<c<a
la'rif. Agar f+ If(x) dx i y v l.) ; |
(4

17 Fx) dx i
« J(x)dx xosmas integral absolyut yaginlashuvchi deyiladi,

birinchi inte ; Sl
gral yaqinlashuvchi, ikkinchi integral uzoglashuvehi b“!' Muvzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar

holda birinchi xosmas i :
Agar £2) fum:;:“zg’a‘ shartli yaginlashuvchi deb ataladi |, J} -2 integralni to'g'ri to'rtburchaklar formulasidan foydalanib
. —00; + i : ¢ &

oraliq bo’yicha I tur .\cosmasmi)n:::ah(kia aniglangan bo'lsa, unlig ribiy hisoblansin.

inte . F b grali yuqorid
'lwgrallar orqali c}uyldaglcha ifodalanadi. Toride AR

Vechish. Buning uchun [0;1] integrallash kesmasini n =10 ta
W'lakka  bo’lamiz  va hisoblashlar natijalarini quyidagi jadvalda

4 +w
f(x)d=J o F e ; ultiramiz:
‘!ﬁ X f(x) dx +j f(x)dx = lim jf(ﬂdx«» boltiramiz
-0 Q== L
: ’ 7 B x x; = 0.1i 1+xf flx) = =5 Zf(xx)
+,0m Jf(x)dx‘ 1x2 5
En difchegml | 0.1 1.01 0.9901 0.9901
anmagan fi i oA
iR g'| unksiyalar uchun aniq integral tushunchasii| 2 0.2 1.04 0.9615 1.9516
che - verilgan y = f(x) funksiya (a;b] yari o
garalanmagan, ammo ixtiyori ;b] yarim oraligdy y 0.3 1.09 0.9174 2.8690
[a +€,b] kesmad yorty €€{0,b—a] uchun bu funksiva
S a chegaralangan va integrallanuvchi bo’lsin, Bu h Td | : os 116 i 4731
g)= - Bu holda,
Ta,ri“f“;((x) dx, €e(0, b — a] funksiyani qarash mumkin e 5 0.5 1.25 0.8000 4.5311
. ex) funksivani R
) funksiyanin; : nbk]slgamni € 0+0 holdagi o'ng limiti berilgan 6 0.6 1.36 0.7353 5.2664
3 ’ sma bo’yi 3
u quy;dagicha belgilanadi: o’yicha IT tur xosmas integrali deyiladi va 7 0.7 1.49 0.6711 5.9375
ff( yd b | 8 0.8 1.64 0.6098 6.5473
xX)ax = i — y
J am, F(e) = lim f f(x)dx | 9 0.9 1.81 0.5525 7.0998
Agar = - ate
[a: +;) y(’: lg‘)( ﬁ’;‘kﬂ]yahx; a nuqtada chegaralanmagan bo’lsa, u holda | 10 L 2 45 iz
i —¢©; a] cheksiz yarim oraliglar bo’yi :
tu . ; qlar bo’yicha quyidagi .
rdagi xosmas integrallar bilan aniqlanadi: Y quyidagi aralash Bizning misolda Ax = :—: =01 bo’lgani uchun, to'g'ri
to’rtburchaklar formulasiga asosan, quyidagi natijani hosil gilamiz.
!
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Jox—5 dx = §[1 + 7+ 2(3.6056 + 5.0000 + 6.0828) +
1(2.6458 + 4.3589 + 5.5678 + 6.5574)] = §(8 +2-14.6884 +4-

119.1299) = 37.9655.
4 |7 27 dx xosmas integral topilsin.

]'1 dx .
> T %0,1:7,5998 = 0,75998

142

2. [ 5% : !
ly 77 integralni trapetsiyalar formulasi yordamida

hisoblang. Bunda ham n = 10 deb oling.

Yechish: d2e _1-0_ 1 _ .. yotyy 1405
Vit Y+ 43 4ty = 7,0998 bo(’)lllz; e - IR Yechi
LS 01075+ 7,0998] = og;:‘;fhun R _ P
e ' 78498, |'“o~*dx = lim |, e™¥dx = ~ lim (e BE= =
3. J; V6x -5 dux integralni Simpson formulasi yordamida tag lim {e~*) |Z = — lim e™? + lim e® = — lim f; +1=1
r .ﬁemak, berilga;:(;;mas intz<;;r+a:ic yaqinlagl:trvf:hi ekan.

hisoblansin. Bunda n = 8 deb oling.
5. [ "7 —*_ xosmas integral hisoblansin

Yechish: h =2=% =321
i == = 1. Bo'linish i :
2 n 8 nuqtalarini x, bil 3
funksnyanin un H ity - t 1an 14+x*
5 1g gﬂ\jmos qiymatlarini y, bilan belgilaymiz. U holda Rechish: [ A R 4 _ yim J-o dx_
o =1y =V6:1—-5=1= ) ' o Tea2 demaea? T 0 14x? go-m 7O 1+x*
v1=1,0000, b lim 225 = lim arct xlo + lim arct xlb =
b l-l*-/:":’ 1432 gemce DA Do ¢ b=t 8% 1o

X1 =2,y =V6:2—-5=v7 ~ 26458

AL, RO - R 7 i i St T =
2 ¥2=V6:3-5 =113~ 36056, . .l;gg(mct.go arctga)-.hb]_l'lwpw(mctgb arctg0)

lim arctga + me- arctgh = —arctg(—=) + arctg{+w) =

— — 5 |
X3=4,y; =V6+4—5=v19 ~ 43589
Xs = 5.\ = VAea 5 p— - ‘ (-
z Yo =V6:5—5 =25 = 50000, ‘('§)+§=§+§=ﬂ'

Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi.

6. fal 3} xosmas integral hisoblansin.
Yechish: x = 0 da integral ostidagi funksiya cheksiz uzilishga ega.

Demak, ta’rifga asosan

Xs=6,y; =V6:6—5=131=55678,

x6 = 7,_\16 ==

Xs =9,ys =V6:9-5 =49 = 7.0000.

Topilgan bu giymatlarni
IO »q_g,‘“ l 14X _ fim P& = lim (Inx |1 + lim (In1 =Ina) =
5 Yo ém [}'o T Yam + 2(_)'2 + Y+ o+ y )+ 4(}’ 0 x a—+0"% x a=+0 a a—=+0
SJead + 2m=2 1 = 1 y - 1 - — |i = o =
Yam-1)] 3 al—x_rilolna (—c0) = oo.
Demak, berilgan integral uzoglashuvchidir.

2 d < : :
i 20 X -,\——f;— xosmas integral hisoblansin.

’

Yechish: Bu yerda integral ostidagi funksiya [—1;2] integrallash
kesmasining ichki x = 1 nuqtasida cheksiz uzilishiga ega. Shuning uchun

Wl

ta’rifga asosan,
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1

2 mlnx
2 -
o d Fa g [ [ xdx . 3| dx1)" | i
x X X ' % ; T
s [ [t [ lo= ?la= |G
avle-12 ) Gy { Vi(x-1)? et N A ¥ e | 0 - dx .
2 e a ; ' dx : 6)] b e dx; 7 Jxe.\ax; S)j x2+2x+2
+lim | —— = |im (x-1)3d(x-1) + | e xt+1 “ -—
as1) Yx—1)2 a= x¢+x 2
a -1 '
2 " { dx
+him | (x = 1)3d(x - 1) =3lim ¥x =1 I’ +3lim Vx = | ) , %2 +x+1)%
a-=1 a—1 =1 a=1 (X
a
A (A 1 -3 m(¥T-Ya—1)=3.754 -
3(!}_1}}(\.(1 1+132) +3‘lzx_x}}(\1 Va-1)=3.32+3

i 4y 5) 2mm2; 6) %

Javob: 1)2¥125; 2) L;i; 3) uzoqlashuvehi; 4) 75 ) 3 '

=3(V2 +1). ® i O
H-1; 8)m 9) 35

Mustagqil yechish uchun topshiriglar:

I. Quyidagi integrallami  to’g’ri to’rtburchaklar

foydalanib tagribiy qiymatini toping,

10

formulasidu

| §3. Aniq integralning geometrik tatbiglari
dx Al
I)J T(n = 10); 2)41\' 1 —x2 dX(n = 10):
0

1

i i x =a va x = b vertikal to’g'ri
ksivaning grafigi, x il
4 fh(ﬂci (lf-‘-mo ;a'ni 0x o'qgi bilan chegaralangan egri chiziq
¢hiziglar hamda } ==
(rapetsiyaning yuzasi

2n
3)] xsinxdx (n = 12),
0

Javob:1) 2,31; 2) 2,904; 3)-6,28332,

b
S = J f(X)dx
2.Trapetsiyalar formulasidan foydalanib, quyidagi integrallam| g e SOSE) *lum( 1 -chizma) )
taqribiy hisoblang, aniq integral bilan hisoblanishi t:zgabr:?ls : u(holda egri chizigli trapetsiya
D35 = 8% 2) [} 25 (n = 12); 3) [ VB =B den = 10) Agar [a,b] kesmada f(x) =
Javob:1)0.69315; 2)0.83566; 3)37.8183.

3. Simpson formulasidan foy

o o pss s bl i syl ity 171
dalanib quyidagi integrallar tagribiy Shu sababli, bu holda, egri chiziqli (rapel
hisoblansin. e J Fx)dx = [ f(x)dx
1) fogcosxdx(n =10); 2)]’01 V1—x% dx(n = 10); 3) J;S:-:dx(n = 6). a "
Javob: 1) 1,0000; 2) 0,837; 3)2,59.

formula bilan topiladi(2-chizma)
4. Quyidagi xosmas integrallar hisoblansin.
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| y=f
a b

/ o p/

77 ‘_
24

x

> £EX)
f(x)=o0

I-chizma 2-chizma

o y—=b { (():rg),r\.'a : = lg(,:’)ldx [f(x) = g(x)] egri chiziglar hamda x « »
= i chiziglar bilan ch i i '’
cbegaralangan geometrik shaklning yuzasl

§= ij(x)—g(x)] dx
formula bilan hisoblanadi(B-chizama).

il

1&g

\i

3-chizma

b“anAbiax:l egri cljiziq x = (), »= ¥(t) (te[a; B]) parametrik tenglama
rilgan bo’lsa, u holda egri chizigli trapetsiya’ning yuzasi

b b g B
5= f £G) dx = f yix= [ 400 = [0 )

formuladan topiladi.

Tekislikdagi y = f(x) xe[a, b 5
ota > ’ ' fllnkSl 1 - ?
chizigning AB yoyi uzunligi ! ya bilan berilgan egri
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b
1= | (TFTFGOF dx
a
{hrmula bo’yicha hisoblanadi.
Agar egri chiziq x = @(t),y = ¥(t) (te[e; B]) parametrik tenglama
hilan berilgan bo’lsa, u holda, yoy uzunligi

g
1= [ VoGP + WG d

{ormula bilan hisoblanadi.

Aytaylik biror jismning Ox o'giga perpendikulyar bo’lgan tekislik
hilan kesimi yuzi S(x) bo’lsin. Bu kesim ko'ndalang kesim deb ataladi va
i [a, b] kesmada uzluksizdir. Bu holda, berilgan jismning hajmi

V= f:S (x)dx formula bilan aniglanadi.

y = f(x) egri chizigx =@, x = b to’g’ri chiziglar va Ox o’qi bilan
¢chegaralangan egri chizigli trapetsiya’ning Ox o’qi atrofida aylanishidan
hosil bo’lgan jismning hajmi

b b
V=nu f y2dx = rrJ [f(x)]? dx
a

“a

formuladan, sirti esa
~b
gt 2nJ FEOVT = [F (0T dx

formuladan topiladi.

x = @(y) egri chizig, y=c,y =d to’g’ri chiziglar va 0y o'qi bilan
chegaralangan egri chiziqli trapetsiya’'ning Oy o’qi atrofida aylanishidan
hosil bo'lgan jismning hajmi

d

d ”
V=nJ xzdy=;rJ @? (y)dy
c [ -

formuldan topiladi.
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Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namuny

1. xe[0;2m] bo’lganda, y
chegaralangan yuza topilsin.

Yechish: x€[0; 7] da sinx = 0 va x € [m;27]

uchun S = [ sinxdyx ok 5 %
S _Ia sinxdx + lfrr sinxdx| = —cosx ID - '-—cosx l:, =
= =C0SW + ¢050 + |—cos2m + cosml =1+ 1 + | )
: osTl =141+ |-1-1|=2 428
(4-chizma). | -8

=1 2 _2 '3; 1 i3 2 1_1
S —.fo (\,‘x—x )dx —;x.lo—?lo o
3. x = acost,y = bsint ellips bilan chegaralangan sohaning yuzi
[opilsin.

Yechish: Ellipsning yuqori yarim gismini yuzini topamiz va uni ikkiga

= sinx sinusoida va Ox o'qi Wil
da sinx < 0 bo'lganl
ko’paytiramiz. Bu yerda x o’zgaruvchi -a dan +a gacha o’zgarganda ¢

o'zgaruvchi 77 dan 0 gacha o’zgaradi. Demak,
5=32 f: bsint(—asint)dt = —2ab _l: sin? tdt = 2ab J': sin? tdt =

ol
% 1—-cos2t n 3 | g
2ab [} =22 4t = ab [ (1 - cos2t) dt = ab (t — > sin2t ) |§ =
y = sinx ab (rr——O—%sianr-é-%si?zC):ab(;r— 0) = mab .
4. x? + y? = r? aylana uzunligi topilsin.
] o Yechish: Dastlab aylananing birinchi chorakda yotgan bo'lagining
0 —i ~ uzunligini topamiz. U holda AB yoy uzunligi ¥y = Vr? —x? bo’ladi va
B 2 undan esa
&ochizmn d—l = - x-?f‘-T-- ni aniqlaymiz. Shunday qilib,
2.y = :\—' = y2 o ‘e . . e r o2 r X .
4 : VX Vay = x*egri chiziglar bilan chegaralangan yuza topilsin, o= I |1+ —dx= [ ——=dx=r arcsinllg =r+arcsinl —
Yechish: Dastlab y = x va y = x2 : o s IR AT r

- bid nr
—rarcsin =r = =—,
2 2

- egri chiziglami kesishi
nuqtalarini topamiz (5-chizma). q esishish
Butun aylananing uzunligiesa ! = 4 - "7' = 277 ga teng bo’ladi.

5.x = acos’t, y = asin®t astroidaning uzunligi topilsin.
Yechish: Egri chiziq har ikkala koordinata o’glariga nisbatan
/ simmetrik bo’lgani uchun dastlab uning to’rtdan bir gismining uzunligini

topamiz. Buning uchun x! va y; lami topamiz. x; = (acost) =
> = —3acos?t-sint, y, = (asin®*t)’ = 3asin’t - cost bo’lib, ¢ parametr
0 dan % gacha o’zgaradi. Demak,

2 i
=S = [2.J(xD)? + Op)?dt =
= 5-chizma S = I3V + Gyt
Y=vx va y=x? dan x = x* kelib chigadi.
2 = 1 larni topamiz. Demak,

"
Undan esa x, = 0 = [2V9a%cos3t - sin®t + 9a’sin*t - cos?tdt =
S z 3a 0%,
=3a J'nE Vcos? t-sin® tdt = 3a_fof sint « costdt = ?afo- sin2tdt =
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T
L Vo la _ = g ey
= —=cos2t [} - (cosm — cos0) ~(=1 =)=
Demak, § = 42 = 6a.

6. Asos yuzasi S ga teng ko'pburchak va balandligi H bo'
piramidaning hajmini toping.

Yechish: Geometriya kursidan ma’lumki, piramida asosiga parallel
bo’lgan tekislik bilan kesilsa, kesimda asosiga o’xshash ko’pburchak hﬂ“’
bo’ladi hamda kesim va asos yuzalarining nisbati ulardan piramidy
uchigacha bo’lgan masofalar kvadratlarinig nisbati kabi bo’ladi. Agar
piramida asosidan h ga teng masofada asosiga parallel tekislik
o’tkazilganda hosil bo’lgan kesimning yuzasini S{h) deb olamiz. U holdas
piramida uchidan kesimgacha masofa H — h bo’lganligi uchun quyidagigs
ega bo’lamiz:

S(h) (H—h)? s
= = = S(h) =7 (H = )2,

Shunday gilib integrallash o’zgaruvchisi h bo’lib, u 0 dan H gacha

o’zgaradi. Demak.

H S S rR S
V=72 (H - hy2dh = [ (H? — 2HR + B?) dh = = (H?h =

n3. \H 3 ¢ 3
Rl AR
7.y = 4x — x* parabola va 0X o’qi bilan chegaralangan shakining
0X o’qi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan jismning hajmini toping.
Yechish: Dastlab integrallash chegaralarini topamiz. Buning uchun
y=4x~-x* va y=0 tenglamalami birgalikda yechamiz. Demak,
4x — x% = 0 bo’lib, undan x, = 0 va x, = 4 kelib chigadi. Shunday gilib,
egri chiziq OX o’qini ikkita (0;0) va (4;0) nuqtalarda kesib o'tadi va
integrallash chegarasi 0 dan 4 gacha bo’ladi. Izlanayotgan hajm
V= nf: yidx = nf: (4x — x*)%dx = nf:(16x2 —8x3+ x¥)dx =

R, | xS R £ =
g +5)|—:(3 64 24+5)_
= 512 4 = )ir 151: 34,27

3 = 0 chiziglar bilan chegaralangan shakini
bo’lgan jismning hajmi topilsin.

{ 0'qi ishidan hosil
()X o'qi atrofida aylanishidan . .
Yechish: 2y = x* dany = lzxz bo'lib uning grafigi paraboladan iborat.
3 =1 bo'lib, u to'g’r

. X
)y +2y—3=0 dan 2x+2y=3 yoki -3
¢hizigdan iborat. Ularni yasaymiz (6-chizma).
2 4

’
v

8. 2y=x2va2x+2y-

2

.I
&

0 B, =x

i il bo’ jismni jmi A, ABB
ishidan hosil bo’lgan jismning hajmi A, 1 . s i
i atrofida aylanishidan hosil bo’lgan jismlar

trapetsiyalarning 0x © 4 Ularni har birini alohida- alohida

hajmlarining ayirmasidan iborat bo’ladi:

topamiz :

1
X2 i

" J yldx =m J (1,5 — x)Pdx = -7 J (15— x)%d(1,5 - x) =

X -3 3
g i 7l 729)_9_13
st 4G

V=

61

£ =-n—-244=—-rt
(1 + 243) >0 g

2 n
-
V2=,”[ x*dx=-£--—

n
\1_ s
J_s 5 =9

20
Demak, izlanayotgan hajmV =V, - V2 =7 = i . y
9.y =x*vaBx= y? parabolalar bilan chegaralangan shaklning oy 0'qi
atrofida aylanishidan hosil bo’lgan jismning hajr'm topnlsxp.
Yechish: y = x* va 8x = y? parabolalarni yasaymiZ.

kesishish nuqtalarini topamiz (7-chizma).

Dastlab ularning
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Buni r = x2 Lrgis
uning uchun y = x* va 8x = y? larni birgalikda yechamiz, " )
§)3ma®; 6)——8—; 7) - 8) 17,5 — 6iné6.

ye o 2. y* = x? yarim kubik parabolaning (0;0) va (4;8) nuqtalar bilan
g::?;{n Y+ = 0,vay, = 4 ni topamiz. ¢hegaralangan gismining uzunligi topilsin.

% : . " . Javob: ;8;(10\/—1—0—- 1). 1
V=m] ()’ = i)d}’ = 7‘(7 = 3}:0) =7 (4? 2 23’::) = 3. y = Incosx egri chizigni absissalari x =0 va X = E bo’lgan /"
= (8 = E) = 24 nugtalar bilan cheag_':\ralangan gismining uzunligi topilsin. ‘
; : Javob: Intg ; '

4. x = %yz —-%ln y egri chiziqning ordinatalari y = 1vay = 2 bo’lgan |
nuqtalar bilan chegaralangan qismining uzunligi topilsin. '

Javob: B
: 2 l
|

astroida yoyining uzunligi topilsin. ‘

win

S. X3 + )'é =a
Javob: 6a.
6. y? = 2x>vax?+y? =20 chiziglardan hosil qilingan chizigning

7-chizma
uzunligi topilsin
8 s =
Mustaqil yechish uchun topshiriglar Javob : 2—7(10“' 10 - 1) + 4/Sarctg2.
7. x=alt-sint), y=all- cost) sikloidaning bitta arkasi

1. Quyidzfgi chiziglar bilan chegaralangan yuzalar hisoblansin:
)y=4—-x*vay=0; .
2)y=3-2x—x*vay=0;

Nxy=4x=1,x=4y=0;

uzunligini toping.
Javob: Ba.

-

3 = a3 astroidaning ox o’qi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan

1~

4))'2:,\‘3')/:8_;(:0; 8x3+y3
5)x = aft — si =gl R '
i o (¢ = sint), y = a1 - cost) sikloidaning bir dayri (arkasi) va ox jism sirtining yuzi topilsin.
12
6) x = acos’t,y = asin’t astroida: Javob:—s-naz.
7) 4y = x? vay? = 4x;
%) xj’ =6vax+y-7=0. 9.y= % egri chizigning y = 3; to'g’ri chiziq bilan kesishgan qismning
avoblar: e ; s by

32 e oy 0'qi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan jism sirtining yuzi topilsin.
D2 2)%; 3)8in2; 14

- nZ; 419.2; Javob: —.

3
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10. Quyidagi chiz i
hosil bo’lganjisfnlam;lgl:;j::ll:nri :::;lgsz::langan R
;; ;3 =— :;\: 1, _x =4, yf 0, ox o’q atrofida;
L A }"z =0, oy o’qatrofida;
4_) i,z ‘chi (_x - ;). ¥=0, y=0(x>0), ox o'qi atrofida;
660 )3 - i Y= x2, oy o'qiatrofida;
1y =x7, x=0, y=8, oy o'qiatrofida;

By m—t. . p=
)Y =15 x=%1, y = 0, ox 0'qi atrofida.

Javob: 1) 12m; 2) 2228, 3y X (52 V3 :
i2) S5 DTG+ 9555192 6)
4
4§. Aniq integralning fizik va mexanik tatbiglari

g g ‘r.
q k

s Lbf(x)dx

formula bilan hisoblanadi.

g -
l Y N .

§ = v(b - a) formula bilan hisoblanadi
Tezligi i ; :
zligi har bir ¢ vaqtda o’zgaruvchan va v = v(t) funksiva bilan

b
S= f v(t)dt
formula bilan aniglanadi. '

Ma’lumki, inersiya momenti tushunchasi m ikani
tnt:zl;:?;h:lljzr:ada;e l-);ri hisob,lafnadi. Tekislikda m mases:z;:lkgnio’lrz:: ":
i rilgan  bo’lib, bu nugtadan biror 7 o’qqacha ( yoki O

gan masofa r ga teng bo’lsin. U holda ] = mr? miqdor 4

moddiy nugtaning [ o’qga (0 nuqtaga) nisbatan inersiya momenti deb

wuladi.
Masalan, tekislikdagi m massaga ega bo’lgan A = A(x,y) moddiy
juqtaning koordinata o’qlariga hamda koordinata boshiga nisbatan inersiya

momentlari mos ravishda

I =mx®, Jo = m(x?* +y?%)

Jy= my?,
[ormulalar orqali hisoblanadi.

Masalan, tekislikda har biri mos ravishda mg, my ..., M,y Massaga ega
Aii Cn-1i ¥ moddiy nugqtalar

bo'lgan Ap(%g,¥o)» Ar(X3, Y1) -
sistemasining koordinata o’qlariga hamda koordinata boshiga nisbatan

inersiya momentlari mos ravishda

n—-1 n—1

n-1
{(n) _ 2 ) _ . (n} _ 2 2
0= ma, S0 =) mok L7 > mixf+3E)
R=0 k=0 K=0

formulalar orqali ifodalanadi.
Biror ¥ = f(x) egri chizig yoyi bo’yicha massa t
chiziq yoyining koordinata o'qlari hamda koordinata boshiga

arqatilgan bo’lsin. Bu

massali egri
nisbatan inersiya momentlari

b b e ———
o= [ VT @R Iy = [ Feovi= T

b
o= J G2 + FROWT + I (OPdx

formulalar orqali ifodalanadi.
Oxy tekislikda massalari my, My, .., My bo’lgan

P;(xl,}'l).Pz(xz.)'z),...,Pn(xn, y,) material nuqtalar sistemasi berilgan
bo'lsa, u holda, x;m; va Y ko’paytmalar m; massaning ox va oy
o’glariga nisbatan statik momentlari deyiladi.

Berilgan sistemaning og’irlik markazi koordinatalarini x, va y.

belgilaymiz. U holda, mexanika kursidan ma’lum bo’lgan
XyMy + XMy + o+ Xy My Tie XY
x = T —
2 Z’i‘: 1 m(

lar bilan

m, + My + . + My




Yimy + yamy + ..+ y,m,

iz}
Li:x Yy

my + my, + .,

. +m, =1 My
formulalarni yozishimiz mumkin.

¥ = f(x) (a < x < b) tenglama bilan berilgan A3 egri chiziq yoyinliy
og’irlik markazi koordinatalari quyidagi integrallar bilan aniqlanadi :
I xds f: xJ1+ [f(0))7 dx

I ds 2T PGP dx

L f@ds e TTTOF dx
L LT[R dx

y=H&x), y=Ffilx), x=a, x=b chiziglar bilan chegaralangan
tekis figura og’irlik markazining koordinatalari

L _Je 21A00 - A
C O PRGO - Al0)dx

formulalardan topiladi.

;T
I, ds

31U — 72000 Jax
100 - fi(x))dx

Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan namunalar
I. Vintsimon prujinaning bir uchi mustakamlangan, ikkinchi uchiga esa
F = F(x) kuch ta'sir etib prujinani qismoqda. Agar prujinaning qisilishi
unga ta’sir etayotgan F(x) kuchga proporsional bo’lsa, prujinani a birlikka
qisish uchun F(x) kuchni bajargan ishini toping.
Yechish: Agar F(x) kuch ta’sirida prujinaning qisilish miqdorini x deb
olsak, u holda F(x) = kx bo’ladi. Bunda k — proporsionallik koeffitsienti
(qisilish koeffitsienti). Bajarilgan ishni topish formulasidan foydalanamiz:

Q
~a k- 2
A=J kxdr =k ] =32
0 2 2

0

2. Tezligi v(t) =¢?+3¢t qonun bo’yicha o’zgaradigan notekis
harakatda [3; 8] vaqt oralig’ida bosib o’tilgan S masofa topilsin.

Yechish: § = f: v(t)dt formuladan foydalanamiz. Demak,
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\

g -8 Bzd 3{28+t35_3.64_3'9‘_
2)dt = tdt+[t S i -
‘K‘=J3 Gt 3J3 /3 S 943 1
g3 33 27 iE_EZ___ 7+M=87+?=2448
% 3~ & & 8 ;

2 = q? vyari lana
3. 0x o’qining yugqorisida joylashgan x? 4+ y*=a° yarim ay
iri ini inatalari topilsin.
og’irlik markazining koordina : - '
: Yechish: Og’irlik markazining ordinatasini topamiz.

R 5=, = Ei—"iz—-—-—,_,xr‘.v’ ds=‘1-—(%)zdx, ds=\,?;__x._,da\f,
»=Na X% dx vat—-x- N
[a¥@F gty offax 2 _2a
). = T ra n 4 - .
,:- ) bo'la:ﬁ- Chunki yarim aylana oy 0'qqa nisbatan simmetrik
<
joylashgan.

4. y? = ax parabolaning x = a 10’ g'ri chiziq bilan kesishishidan hosil
) ' X . . - - .
bo’lgan'\sewemning og'irlik markazi koordmatalani)pllsm. ' -

Yechish: Masalaning shartidan [ (x)=vax va fi(x)=—Vax.
Shuning uchun

i 2 2).’%
2 f: xvaxdx 2Va [, x2dx e
X =

- 1
a4 5 — (3 = 3
2] vaxdx a.g I, xZ dx

Segment ox 0’qiga nisbatan simmetrik bo’lgani uchun ;: % = 0 Enoblai\}.]akning

5. Asosi b ga va balandligi i ga teng bo’lgan to’g’ri to'rtbur

ipa nisbatan inersiya momenti topilsin. ) ' ‘
aSOSngae:;?ish' To'g’ri to’rtburchakda uning asosidan y m&sofada. Joylashgarf

a kengligi d y bo’lgan elementar polosa ajratamiz. Bu polosaning massasi

V }
shu polosaning yuziga, ya'ni ds = bdy gateng.

Bundan tashgari, e

i bh
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Mustagqil yechish uchun topshiriglar

1. Jism v = 1 + t m/s tezlik bilan harakatlanmogda. Jismning harakul
boshlangandan keyingi 10 sek davomida bosib o'tgan yo’'li topilsin.
Javob: 23,7.

2. Moddiy nugqtaning harakat tezligi v = (4t —2¢ + 1) m/s formula
yordamida aniglanadi. Nuqtaning dastlabki 4 sek davomidagi bosib o'tgan
yo'li topilsin.

Javob: 244m.

3. Massasi m ga teng bo’lgan jismni yerdan h balandlikka ko’tarish
uchun sarf qilish kerak bo’lgan ish aniglansin.
Ko'rsatma: Yer markazidan x masofada markazga tortish kuchi F ushbu
F:mg = R*: x? proporsiyadan aniqlanadi. Bunda R — yer sharining radiusi.
l-RH: mgR* o mgRh
R 2 R+h

4. F = 8N kuch, prujinani 6 sm ga cho’zishi uchun qancha ish bajarishi
kerak ?

Javob: 24 j

Javob:

5. x=0,x=a,y=0 va y= b chiziglar bilan chegaralangan to’g’ri
to'rtburchakning ox va oy o’qlarga nisbatan inersiya momentari topilsin.
Ko’rsatma : To’g’ri to’rtburchakni gorizontal yuzlarga ajratib, har bir
yuzni undan ox o'qqacha bo’lgan masofa kvadratiga, va’ni y? ga
ko’paytiramiz. Ko’paytmalarni qo’shib limitga o'tsak, quyidagini hosil
qilamiz:
‘b
Jy = lim Za.ﬁy-yz =J ay’dy .
Ay—0 2
Shunga o'xshash [, = [ bx?dx
3 3
Javob |, = %; Iy = a_zg
6. x =0vax+ y = a chiziglar bilan chegaralangan uchburchakning
ox va oy o’glarga nisbatan statik momenti va og’irlik markazining
koordinatalari topilsin.

Ko’rsatma: Statik momentlar quyidagilardan iborat :

308

a - a
M, = [ xydy, M,= ] xydx .
- o °
og’irlik markazining koordinatalari:

M, H —ni‘_
xc = -—S—-. yt — S
Bunda § — shaklning yuzi
=3 -
Javob: My =My =T X =Ye =73 -

7. x? +y?=R? aylananing birinchi chorakda yotuvchi yoyining
0y 0’qgiga nisbatan inersia momenti topilsin.

Javob: 0,257R°. _

Sa y? = 4ax parabola va x =a to’ri chizig bilan chegaralangan
shaklning oy o’qiga nisbatan inersia momenti topilsin.

Javob: %a*. ’ '

9, y*=2x parabolani x =0 dan x = 2 gacha bo’lgan yoyning
ox va oy 0’glarga nisbatan statik momentlari topilsin.

— 9 =, i. g M
Javob: M, = (5V5 - 1); My ==V5+ ~In(2 + V5).
10. y= L(e* + ) = chx zanjir chizigning A(0;1) nugtadan
: 2 - - - .

B(a;cha) nugtagacha bo’lgan yoyi og'irlik markazining koordinatalari
‘topilsin. 5 —nyee

Javob:xc=a—th;; T e . 1

11. 4x2 + 9y? =36 ellips va x% + y? =9 aylananing kemshxsk‘m?an
hosil bo’lgan shakining birinchi chorakdagi qismi og'irlik markazining
koordinatalari topilsin.

20

. _‘. 7 T —
Javob: x; = —; Ye = 30
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