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SO‘Z_BOSHI

Matematika barcha tabiiy bilimlar asosidir.
David Gilberd

Hozirgi jadal rivojlanish davrida agl-zakovatli, ijodiy {ikrlovchi va
mustagil garor qabul giluvchi mutaxassislami tayyorlashda matematik
ta’lim asosiy o‘rin egallaydi. Talabalarni matematik tayyorlash ulaming
kasbiy faoltyatida zarur bo‘ladigan boshqa tabiiy-ilmiy, umumkasbiy va
ixtisoslik fanlarini o‘rganishlari uchun nazariy asoslarni ta’minlashi
kerak. Bu esa 0'Z naybatida samarali o‘qitishning muhim omillaridan
birt bo‘lgan zamon talablariga javob beruvchi darsliklar va o‘quv
qo'llanmalarni yaratishni taqozo etmoqda.

Ushbu darslik oliy texnika 0*quv yurtlarining oliy matematika fani
dasturi asosida yozilgan va bakalavrlar Davlat 12’lim standart!ari
talablariga mos keladi.

Darslik uch jilddan iborat. Darslikning birinchi jildi vettita bobdan
iborat bo‘lib, u oliy matematikaning  chizigli algebra elementlari.
vektorli algebra elementlari, analitik geometriya, matematik analizga
kirish, bir o‘zga‘.‘uvc-hi ﬁlnksiyasm}Hg differensial hiscbi, oliy a]geb‘;‘a
clementlari va  bir o'zgaruvchi  funksiyasining integral hisobi
bo‘limlariga bag'ishlangan. Bu _b_o'hml_ar zamonaviy xorijiy adabiyotlar
va o'gitish texnologiyalari tankilr asosida yaratilgangan bo'lib, har hir
mavzuni yozishda bir qancha xorijiy adabiyotlardan foydalanilgan
mavzular 10°lig yoritilgan. tegishli bilimlar talabalar tomaonidan mustaqﬂ’
o‘zlashtirilishiga, ularda ko‘nikma va malakalarning shakllantirilishiza
hamda ijodiy qobiliyaﬂami rivojlantirishga yo‘naltirigan, -

Darslilda talaba asosiy tushunchalarni, ta’riflami, teoremalamni va
tipik masatalarni yechish qsulla.n.m ko‘rsatuvchi misollami topadi.
Bunda biror tasdigning isbols kc]tl_rllmagah bo‘lsa, natijataming itcdasi
uning ma’nosini tushuntiradigan mzsoliar bilan to*Idirilean, ¥

Darslikning har bir mavzust ko’p sondagi misol va masalalar
huntirilgan, ulami o‘zlashtirishni mustahkamlashga
hglar bilan to‘ldirilgan. Ayrim misol va masalala;li
damida yechish usuilari keltirilgan,

yechimlarida tus
yo‘naltirilgan mas
matematik paketlar yor



Muallif darslik qo‘lyozmasini o‘qib, uning sifatini oshirish borasida
bildirgan fikr va mulohazalari uchun Qarshi Daviat universitetining
professori B.A.Shoimgulovga, O‘zbekiston Milliy universitetining
o'qituvchilari ~ professor A Narmanovga, dotsentlar N.Jabborov va
J.Tishaboyevlarga o'z minnatdorchiligini izhor giladi.

Aynigsa, darslikning ushbu jildini tuzishda va mazmunini
yaxshilashda fizika-matematika fanlari doktori A. Quchqarovning
beminnat yordamini muallif e*tirof etishni o°zining burchi deb biladi.

Darslik haqidagi tangidiy fikr va mulohazalarini bildirgan barcha
kitobxonlarga muallif oldindan o‘z tashakkurini bildiradi.



= Matritsalar

+ Determinantiar

» Matritsa ustida
almashtivishlar

« Chizigh tenglamalar
sistemasi

Al-Xorazmiy -
Muhammad ibn Musa

Xorazuniy (783-856¢) —
xerazinfik matematik,
astroiont va geagraf.

AlMoragniy  wdgebra
Janiga asvs soldi, ifisiy
awt'lumet va feaktaflar-
ri hayens aelishuing anig
goldalarini ishdab chig-
di U p*nlik pozitsion fi-
soblesh  tizimini, nol
belgiiini  va  quihlar
koordinaraluring  biria-
clitardon ho'lib asuslad
beedi vy mmatiyolpe fu-
hig etdi.

L&avisnoy

CHIZIQLI ALGEE
ELEMENTLARI

Chizigli algebraning daslabki masalasi
chizigli  tenglamalar  hagidagi  masala
hisoblanadi. Bunday tenglamalarni yechish
jarayonida determinant tushunchasi paydo
bo‘Idi.

Chiziqli tenglamalar sistemasi va ulaming
determinantlarini o°rganish natijasida matritsa
tushunchasi kiritildi. G.Frobennus tomenidan
matritsaning rangi tushunchasi  Kiritilishi
chiziqli tenglamalar sistemasining birgalikda
va aniq bo‘lshi shartlarini olish imkonini
berdi. Shu zaylda XIX asrning oxirlariga
kelib, chiziqli  tenglamalar  sistemasi
nazariyasini barpo qilish jarayoni tugatildi.

1.L.MATRITSALAR

Matritsa tushunchasi /830-yilda James
Joseph  Sylvester  tomonidan  kiritiigan.
Kelining 1858-yilda  chop etilgan
«Matritsalar  nazariyasi  hagide memuary
asarida matritsalar nazariyasi mufassal bayon
gilingan.

Daslabki vaqtlarda matritsa geomeirik
obyektlarni  almashtirish ~ va  chizigli
tenglamalarni yechish bilan bog‘lig holda
rivojlantirildi. Hozirgi vaqtda matritsalar
matematikaning muhim tatbiqiy vositalaridan
biri hisoblanadi.
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CHIZIQLI ALGE
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Chizigli algebraning daslabki masalasi
chiziqli  tenglamalar  hagidagi masala
hisoblanadi. Bunday tenglamalarni yechish
jarayonida determinant tushunchasi paydo
bo‘ldi.

Chiziqli tenglamalar sistemasi va ulaming
determinantlarini o°‘rganish natijasida matritsa
tushunchasi kiritildi. G.Frobennus tomenidan
matritsaning  rangi tushunchasi  kiritilishi
chizigli tenglamalar sistemasining birgalikda
va aniq bo‘lshi shartlarini clish imkonini
berdi. Shu zaylda XIX asrning oxirlariga
kelib,  chiziqli  tenglamalar  sistemasi
nazariyasini barpo qilish jarayoni tugatildi.

LI.MATRITSALAR

Matritsa tushunchasi /830-yilda James
Joseph  Sylvester  tomonidan  kiritiigan.
Kelming 1858-yilda  chop  etilgan
«Matritsalar nazariyasi  kagida  menmary
asarida matritsalar nazariyasi mufassal bayon
gilingan.

Daslabki vaqtlarda matritsa geometrik
obyektlarni  almashtirish  va  chizigli
tenglamalarni yechish bilan bog'liq holda
rivojlantirildi. Hozirgi vaqtda matritsalar
matematikaning muhim tatbiqiy vositalaridan
biri hisoblanadi.



Matritsalar matematika, texnika va iglisodiyotning turli sohatarida
keng qo'llaniladi. Masalan, ulardan matematikada algebraik va
differensial tenglamalar sistemasini yechishda, kvant nazariyasida fizik
kattaliklarni oldindan aytishda, aviatsiyada zanionaviy samolyotlarni
yaratishda foydalaniladi.

1.1.1. Matritsa va uning turlari

Matritsalar sonlar, algebraik belgilar va matematik ﬁmksiyalaming
katta massivlarini yagona obyekt sifatida qarash va bunday massiviamni
0z ichiga olgan masalalami gisqa ko‘rinishda yozish va yechish
imkonini beradi.

Matritsa — bu elementlar (sonlar, algebraik belgilar, matematik
funksiyalar) massivining satr hamda ustunlarda berilgan va kichik
qQavslarga olingan to‘g‘ri burchakii jadvalidir.

Matritsaning  o‘lchami uning satrlaci soni va ustunlari soni bilan
aniglanadi. Matritsaning o‘ichamini ifodalash uchun mxan belgi
ishiatiladi. Bu belgi matritsaning m ta satr va n ta ustundan tashkil
topganini bildiradi.

Matritsa lotin alifbosining bosh harflaridan biri biian belgilaradi.

Masalan,

3%2 o'lchamli matritsa | 2x 3 o lchamii matrisa | 2% 2 o lchamis niatritsc ?l
25 _ pit

aclo 7 B -1 4 7] . [sinx —cosx | .

h 1256 ““leosa sinx )|

| 31 ‘. : !

A matritsaning s-satr va j-ustunda joylashgan elementi «, bilan
belgilanadi. i ol !

A=(a,), (=Lmj=Ln) yoki A=fa,|, (=Lm j=1n) yozw
4 matritsa o, elementlardan tashkil topganini bildiradi:

: . .
a, a, .. a, G, d, .. a4 !
a, a, .. a ay s n.. a |
24 el 4 - i
4=(a)= = . A=la,l= 2 II
4, a; .. a_) a, a, .. a,,,,l




T ———

1xn o'lchamli A=(a, a, .. «,) matritsaga sair matritsa yoki
satr-vektor deyiiadi.
IR

ull
. a,, . . P 1
mx1 o‘lchamli A=| % | matritsaga ustun matrirsa yoki ustun-vekior

la,. )
deyiladi.
nxn o°lcharali maritsaga n - tartibli kvadrat matritsa deyiladi.
Kvadrat matritsaning chap yuqori burchagidan o'ng quyi burchagiga
yo‘nalgan a,.a,,..a, clementlaridan tuzilgan diagonaliga uning bos

diagonali, o‘ng yuqori burchagidan chap quyi burchagiga yo'nalgan
a,.a a, elementlardan tuzilgan diagonaliga uning yordamchi

[ S 2 rE b il
diagonali deyiladi.
Bosh diagonalidan yugorida (pastda) joylashgan barcha elementiari
nolga teng bo‘lgan

(4 (1,: i ‘] i i d 0 0 Y
: 0 a, 7 Al || 0 {
0 0 a { 4, a, rl_,,,J

matritsaga yuqoridan uchburchak (quyidan uchburchak) matritsa
deviladi,

Bosh diagonalda jovlashmagan barcha elementlari nolga teng
bo‘lgan

[ 0 0
0 a, [t}
A 1
0 0 a

matritsaga diagonal matritsa deyiladi.

Barcha elementlari birga teng bo‘lgan diagonal matritsaga birlik
mariisa deyiladi va / (voki £) harfi bilan belgilanadi.

Barcha elementlari nolga teng bo‘lgan ixtiyoriy o‘Ichamdagi
matritsaga nol matritsa deyitadi va O harfi bilan belgilanadi.

A4 matritsada  barcha satrfarni mos ustunlar bilan almashtirish

natijasida hosil qilingan A" matritsaga 4 matritsaning
transponirlangan matritsasi deyiladi: (a,) =(a,).
7



Agar 4= A holsa, 4 matritsaga simmetrik matritsa deyiladi,

1.1.2. Matritsalar ustida arifmetik amallar

Maritsalarning tengligi
Bir xil o‘ichamli 4=(a,) va' B=(b,} matritsalaming barcha mos
elementlari teng, ya'ni a, =5, bo'lsa, bu matritsalarga teng matritsalar
deyiladi va 4= 8 deb yoziladi.

A=B & a,=b,

barcha i=1Lm, j=Ln uchun

Matritsani songa ko‘paytirish
I-ta’rif.  4=(q) matritsaning A songa ko paytmasi deb,
elementlari ¢,=Ja, kabi aniglanadigan C = 14 matritsaga aytiladi.

C=}4 o o¢=4,

2 -1 0D L S
I-misol. A:[‘ . —I] bo‘lsin. 34 ni toping.
Yechish,
soafl L 0132 3¢D 30 (6 =3 0}
(3 4 -IJ 33 34 3.1 lo 12 -3

Matritsalarni qo‘shish va ayirish

m Matritsalarni  qo‘shish va ayirish amallari bir xil o 'lchamlt
]“"'ffSalar uchun kiritiladi. Bunda yigiindi matrisa qo‘shiluvchi
Atritsalar bilan bir xil o‘ichamga ega bo‘ladi.

o 2ta'rif. A=(a)) va B=(b,) matritsalarning  yig'indisi deb,
*Mentlari ¢, =a, +b, kabi aniqlanadigan C= 4+B matriisaga aytiadi.

C=4+B < ¢ =a,+b,.




1 -1 4 2 . . !
2-misol, A=[ﬂ ]va B:(z 4 ] bo‘Isin. 4+ B ni toping.
3 0 1) (1 0 -2

Yechish.

‘4+37(1 -1 4} ( 3 2\_[1+2 ~1+3 4+2) (3 2 6]

3 01 —2) (341 040 1+(=2)) ({4 0 -1)

-4=(-1)-4 matritsa 4 matritsaga qarama-garshi matritsa deb
ataladi.

3-ta’vif. A=(u) va B=(b,) matritsalarning ayirmasi  deb
C=A4-B=A+(-B) matritsaga aytiladi. Bunda ¢ matritsaning
clementlari ¢, =4, +(-b,)=a, —b, kabi topiladi.

2 e 2 -3 2\ (1 3
3-misol. A=; =
(2 kz

23 ’ 2
}' bo‘lsin. 4- 3 ni toping.
N
Yechish.
.- _(ﬁ -3 7\ ‘13 2y fa~1 -3-3 2-2) (1 -6 O)
2 -1 -1 2-2 -1-1 4-¢-) {0 -2 3)
Mutritselar ustida chizigli ainallar quyidagi xossalarga ega.

A,8,C,0 matritsalar n =< n o‘lchamli va i,u- skalyar sonlar bo‘lsa, u
holda:

oA+ B=B+4; 2°. (A+B)+C=4+(B+C),
3 A+0=4; 4° 4+ (-A)=0;

5% A(A+ B)=Ad + AB; 6°. (A+ ()A= 24+ pA,

7°. u(Ad) = 2uA) = (A A, & 1-A=4;

9° (A+ By =4" + B, 10% (Ad)" = A47;

11°. A+C=R8 bo‘lsa, C=B- 4 bo‘ladi;
12° jA=0 bo‘lsa, A=0 yoki 4=0 bo‘ladi;
9



13°. A4=2B va A+0 bo‘lsa, 4=5 bo‘ladi.

Xossatardan ayrimlarini isbotlaymiz.

Birinchi to'rtta xossaning isboti bevosita 2-ta’rifdan kelib chiqadi.
5-xossani garaymiz.

A va B bir xil o'lchamli matritsalar bo‘Isin.

U holda
A+B=(a,+b,)
yoki
MA+B)=AMa, +b,)=Ma )+ A(b,)
va ikkinchidan
Aa,)+ A(b,)= A4+ 4B,
bo‘ladi.

Bu ikkita tenglikdan A(A+ B)=24+ 4B bo'lishi kelib chiqadi.
Matritsalarni ko ‘paytirish

Bir xil sondagi elementlarga ega bo‘lgan 4 satr matritsa va

B ustun matritsa berilgan bo‘lsin deylik. Bunda A satring B ustunga
ko*paytmasi quyidagicha aniglanadi:
75

(]

h.
AB=(a, a. .. a.)| “|=ab, +a.b,+. .+a.b,,

L&

(V)

ya’ni ko‘paytma berilgan matritsalar mos elementlari ko‘paytmalarining
yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Matritsalarni ko*paytirishning bu qoidasi satrni ustunga ko paytirish
qoidasi deb yuritiladi.

Tkki matritsani  ko‘paytirish amali moslashtirilgan  mutritsalar
uchun kiritiladi.

4 matriisaning ustunlari soni B matritsaning satrfari soniga
teng bo‘lsa, 4 va B matritsalar moslashtirilgan deyiladi.

4-ta’rif. mxp olchamli A=(a) matritsaning pxn o‘lchamli
B=(b,) matritsaga ko'paytmasi AR deb, c, elementi 4 matritsaning



i-salrini B matritsaning j-ustuniga satrni ustunga ko‘paytirish goidasi
bilan, ya’ni

Go=ab, +ab, +..+ab,=Yab,, i=l..m k=1..n
r=1

(qo'shiluvchlari quyidagi sxemada keltirilgan) kabi aniglanadigan mx»n
olchamli € = (c,) matritsaga aytiladi.

4-misol. Berilgan matritsalami ko‘paytiring.
' I/l 2 (5 6)_(1:5+2:7 1_.6+2-8\_(19 223
3 4)\7 8) 135447 3.6+4-8) |43 50/

N

12y

i

(2]
,._I....
[ =
o I =

410
—3.34+4.(=1) -3:2+44.0 -3-4+4.3|={-13 -6 ol
L 0:3+2:(-D  0-2+2:0 0-4+2.3} |-2 0 6"

w

‘2-3+|-(-1) 2:2+1-0  2.4+1-3"

Agar A matritsaning satrlari 4,4,...,4  bilan va 3 matritsaning

ustulari 8,,8,,..,8, bilan belgilansa, u holda matritsatamni ko‘paytirish
qoidasini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

(A4, (AB, 4B, .. AB)

A, AB, AB, .. AB
C=dAB=|"" (B, B. .. B)=| " 77 =

4, ) \A.B, 4B, .. AB ]

Matritsalarni Ko‘paytirishda 4° yozuv ikkita bir xil matritsaning
ke‘paytmasini bildiradi:
A*=A-A.
11



Shu kabi
=A-A-4, .. A A

nm.vf

1 -1 . . ;
S-misol. f(x)=2x-x*+5va A=[G j] bo‘lsin. f(4)ni toping.

Yechish. Matritsa ko‘rinishdagi f(4) funksiyaga o‘tishda A sF;qli
qoshiluvchi A7 ko‘paytma bilan almashtiriladi, bu yerda I-birlik
matrisa.

f(D)=24-4"+5]=2- - _I.— =l . b=l +5- : 0]=
0 2) (o 2/10 2 0 1

2 - (1 —3\ 5 0\ {6 N
_[0 4J l_O 4} (0 5} Lo SJ

Matritsalarni ko ‘paytirish amnali ushbu xossalarga bo ysunadi

I 4 matritsa mxn oflchamli va B,C matritsalar nx p
o‘lchamli bo‘lsa, A(B+C)= 4B+ 4C bo‘ladi;

2°. A, BCmatritsalar mos ravishda mxn, nxp, pxy
o‘lchamli bo‘lsa, A(BC)=(4B)C bo'ladi;

3°. 4,B,1,0 moslashtirilean matritsalar va 2,4 skalyar sonlar
bo‘lsa, u holda:

1} (A4)(1B) = (Au)(ABY; 2) AAB)=(ah)B=A(4B);

N Al=I4=4 4) 40=04=0,
5) (4BY =B 4.

4. AL0-n- tatibli kvadrat matritsalar va p,g manfiy
bo‘lmagan butun sonlar bo‘lsa, u holda:
1) A74 = A% 2) (A7) = (A"

Na=4 4y 4=1.

Xossalardan ayrimlarini ta’riflar yordamida isbotlaymiz va
ayrimlarining to‘g'riligiga misollami yechish orqali ishonch hosil
qilamiz.

12



1-xossant qaraviik.
4={a ) matritsa mxn o‘lchamli va B=(5,), C=(c,) matritsalar
nx p o‘lchamli bo‘lsin. U hoida 2- va 3-ta’riflarga kora istalgan 1,/ da
birinchidan
B+C=(h, +c,)
yoki

AB+C) =iau_ 4, +c,q)=i(u,.‘bk] +a,c,)= Z”:u,kb,q, + }:u o,
=i k= -l i

va ikkinchidan
Sab, +Ya.c, = AC+BC
&) A=l

bo‘ladi.
Oxirgi ikkita tenglikdan A(B+C)= 4B + AC bo‘lishi kelib chigadi.
3- xossaning 5-bandint qaraylik.
4=(a,) va B= (b)) bo‘lsin. Bundan 4" =(a/) va B" =(b") bo’ladi, bu
yerda af =a,, & =b,.
U holda 3-1a’rifga ko‘ra istalgan 1,; da birinchidan

AB=Y b, yoki (ABY =Y a b,
k-1 k)
va ikkinchidan,
Yaub, =3 ba, =Ybd, =B A
= k=1 5 ket

bo'ladi. Buadan (48)' = B"4" bo‘lishi kelib chigadi.
2-xossani to‘g riligiga misol vechish orqali ishonch hosil qilamiz.

=t 2. B> 1 e<[2 N ot
A= ) =[0 s €=l 5 o o 0°lsin.

U holda

R CIE (-z 41 (-1
“Lo 4f 0 2)7 20 o s

L s
-1l 12 1
ABCY=(1 2).[ . J=

3 -1
AB={1 2).[(; 1]_-{3 7),



(4B)C =3 ( ;

Demak, A(BC)=(4B)C.

Umuman olganda matritsalarni ko‘paytirish nokommutativ, ya’ni
AB+BA. Masalan, ixn oflchamli 4 matritsaning nx1 o'lchamli B
matritsaga 48 ko‘paytmasi sondan, ya'ni 1x1 o’lchamli matritsadan
iborat bo‘lsa, B4 ko‘paytmasi » - tartibli kvadrat matritsa boladi.

Bir xil tartibli 4 va B kvadrat matritsalar uchun 4B=B4 bo‘lsa,
4 va B matritsalarga kommutativ matritsalar, AB-BA ayirmaga
kommutaor deyiladi.

}:79 12 17).
J

[

1.1.3. Mashglar

1.A kvadrat matritsa bo‘lsin. A+ A" simmetrik maltritsa bo‘lishini
ko‘rsating.
/3"
4| matritsani X =
5

2, 4=

13 0 0
OJ, Y=|1 1 va 7 =| 0| matritsalarning chizigli

of b

\

kombinatsiyasi ko*rinishida ifodalang.

3. z{J _] [ bolsa, a va b nitoping.

4. Matnitsa 30 ta elementga ega bo‘lsa, u qanday tartiblarda berilishi
mumkin?

5-8. A,B matritsalar va 4, sonlar berilgan. A4 + B matritsani toping:

{0 -3) Tl Y

6. A=|-2 |}3— 3 -1| A=2 y=-3
1Ay 255
- =3 9 1

Td=|-1 3 -2| B=! 0 -1 0| A=-3, p=-2
2 3 | -4 =3 2



2 -1 2}
8. A=[ s -3 3| B=I A=l pu=-v
(-1 0 -2J
9. 4 va B moslashtirilgan matritsalar bo*lsin. Quyidagilami ko‘rsating:
(a) apar 4 matritsa satr matritsa bo‘lsa, u holda AB satr matritsa bo‘ladi:
{b) agar B matritsa ustun matritsa bo‘Jsa, u holda 48 ustun matritsa bo‘ladi.
(1 2%(x 0) (x 0, . S
g i = . bo‘lsa, x va yni toping.
3 3Jio ¥ (9 o)

11. Agar 4 matritsa 3x3 o‘lchamli va ¢ esa 5x5 o‘lchamli bo‘lsa,
ABCko‘paytma ma’noga ega bo‘lishi uchun B matritsa qanday o‘lchamda bo‘lishi
kerak?

19 . . - : e

12. 4 =[ : L)] malritsa  berilgan. 4Bko‘paytmani nol matritsaga

\ J
aylantiruvehi 8 matritsani toping.

13-16. A va B matritsalar berilgan. A8 matritsani toping:

‘2 o) -1 =2y
13, g5l 2 Y one !

-1 3/ : 3 2 0/|

(2 H %

¥ 4 =
4. 4= 0 -|| B:( 1

|2 3|

3 oz v

4y (-1 3
15.4=3 o 1[8=| 0 -1

2 1 a Wz IJ

i =1 z) 4 0 -:‘I
16. 4= -2 0 3[B=j2 -1 0O

{1 -10) (0 }

- 1 4 . —
17. 4=| 2 ﬂ B :,( ‘ ¢ =B-3I'bo‘lsa, (AB)C matritsani toping.
\e 3y (S I

18. f—_’ : : H—[j ﬂ! ( |_j ;J bo‘lsa, A(BC) matritsani toping.
(4 -2 3) l/ o 1

19. 4=/-2 1 6,B=! 3 2| matritsalar beriigan. 4B, B'B, A?
K0 @ %) l\—z 0)

matritsalarni toping.



_
20, A:[:} :I va f(x)=3x" +5x~4 bo‘lsin. f(4)ni toping.
=)

21. A=(: ?J bo‘lsa, 4 ni toping.

22. Agar A*=7] va 4 matriisa 2x2 o°lchamli bo‘lsa, 4 ni toping.
1.2. DETERMINANTLAR

Determinant tushunchasidan dastlab chizigli tenglamalar sistemasini
yechishda foydalanilgan  bo‘lib, keyinchalik determinantlar
matematikaning bir qancha masalalarini yechishga, jumiadan xos
sonlami topishga, differensial tenglamalarmi yechishga, vektor hisobiga,
keng tatbiq etildi.

Biz avval ikkinchi va uchinchi tarlibli determinantlar tushunchalari
bilan tanishamiz. Bu tushunchalar kevinchalik yuqori tartibii
determinantlarni hisoblash uchun asos bo‘ladi.

1.2.1, Jkkinchi va uchunchi tartibli determinantlar

Ikkinchi tartibli determinant

dyias
=4

a, dy,

dy = d,d;,

kabi belgilanadi va aniglanadi.

Bunda q,,a,,0,,a, lar determinantning elementlari deb atalad.
a, determinantning s-satr va j-ustunda joylashgan elemeniini
ifodalaydi.

a,,a,, elementlar joylashgan diagonalga determinantning bosh
diagonali, a,,a, elementlar joylashgan diagonalga determinantning
yordamchi diagonali deyiladi.

Shunday qilib, ikkinchi tartibli determinant bosh diagenal
clementlari  ko'paytmasidan  yordamchi  diagonal  efcmentlari
ko*paytmasining ayrilganiga teng;




I-misol. Berilgan determinantlamni hisoblang,

113 T2 ia 5 4. eny=1548-23
14 5 =334 )“ +8=25]

1ga 2sine | . . .
2. | ) i=iga - clge —sina - 2sina =1-2sin” & = cos 2a.
Sina C[g(l |

Magritsaning muhim tavsiflaridan biri determinant hisoblanadi.
Determinant faqat kvadrat matritsalar uchun kiritiladi.

(a a,) . 3 5 3 o
A=]" ")l kvadrat matritsaning determinantt det4  bilan
a:‘. aﬂ
g . i a, d, R g
belgilanadi va detA:r =a,a, —a,a, kabl aniglanadi.
iy, 2

Bunda matritsani uning determinanti bilan adashtirmaslik kerak:
4 —bu sonlar massivi; det4 — bu bitia son (yoki ifoda).

Uchinchs tartibli determinant

I a,. d, 4,
a,, O, (=d,a.a,+agad.a,+a.aa. -

@,

32

T Ayandy; Ay, — 4, Ay,

kabi belgiianadi va aniglanadi.

Uchinchi tartibli determinant uchun satr, ustun, bosh diagonal,
vordamchi diagonal tushunchalari ikkinchi tartibli determinantdagi kebi
kiritiiadi.

Uchinchi fartibli determinantlarni hisoblashda o‘ng tomonidagi
birhadlami topishining vodda saqiash uchun oson bo‘lgan goidalaridan
foydalanilad:.

«Uchburchak goidasiy ushbu sxema bilan tasvirlanadi;

S a, a4, g,
- Rprasnd

F oy O XA, 57
B ’ “ulN
s an’ Gy Gy




Bunda diagonallardagi yoki asoslari diagonallarga parallel bo‘igan
uchburchaklar uchlaridagi elementlar uchta elementning ko‘pavtmasini
hosil giladi. Agar uchburchaklarning asoslari bosh diagonalga parallel
bo‘lsa, u holda elementlarning ko‘paytmasi ishorasini saglaydi. Agar
uchburchaklarning asoslari yordamchi diagonalga parallel bo‘lsa,
uholda elementlaming kopaytmasi teskari ishora bilan ofinadi.

«Sarryus qoidalari» quyidagi sxemalar bilan ifodalanadi:

a, a, s o= = =
a]n_/l.ar:, ‘ﬂ\-;, = 1 4, a,; a, d
1) aak_;,a‘ﬂ .d.:\ 2) a, @, a;‘a; a
a:/,af .ﬂl'-__ el T a; a, a
a: a, \a'u__\+ + ¥ L
s

l-qoidada avval determinant tagiga uning birinchi ikiita satri
yoziladi, 2-qoidada esa determinantning 0‘ng tomoniga uning birinchi
ikkita ustuni yoziladi. Bunda diagonallardagi yoki diagonallarga parallql
bo‘lgan to‘gri chiziglardagi elementlar uchta ko‘paytuvchini hosil
qiladi. Agar to‘g‘ri chiziglar bosh diagonalga parallel bo'lsa, u holda
elementlarning ko*paytmasi ishorasini saqlaydi. Agar to‘g'ri chiziglar
yordamchi diagonalga parallel bo‘lsa, u holda elementlarning
ko*paytmasi teskari ishora bilan olinadi.

= Bl
2apmisol 1. detd=]3 2 -1 determinantni uchburchak qoidasi
1 3 -2
bilan hisoblang.
I 5 3
2.detB=|3 1 -2|determinantni Sarryusning 1-qoidasi bilan
|2 -4 1
hisoblang.



R

3 1!
3. detC=|2 0 3| determinanini Sarryusning 2-qoidasi bilan
|3 -1 2
hisoblang.
Yechish.
2 -1 3
"’A{: .
i -8+1+27=20, _>/ 273=1= 6-6+6=06,
17 3 a2
det4=20-6=14
T
2. 2 W8N\352 0= detB=0+36+2-0+9-16=31,
P o R I
+ o+ o+
| 5 3+
g N
3.0 2. 441 = delC=1-36-20-6-8-15=-84
1 S X3+
g AN

1.2.2. n - tartibli determinant tushunchasi

n~tartibli determinant

a, ‘;I . (1'”
el a, d a,,
a (4] a

LY e o a

kabi belgilanadi va ma’lum goida asosida hisoblaradi.

n-tartibli  determinant har bir satr va har bir ustundan faqat
bittadan olingan » ta clementning ko‘paytmasidan tuzilgan »' 1a
qo‘shiluvchilar yig'indisidan iborat bo‘ladi, bunda ko‘paytmalar bir-
biridan elementlarining tarkibi bilan farq qgiladi va har bir ko*paytma
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oldiga inversiya tushunchasi asosida plus yoki minus ishora qo‘yiladi.

n-tartibli determinantni bu qoida asosida ifodalash ancha nogulay.
Shu sababli yugori tartibli determinantlarni hisoblashda bir nechta
ekvivalent qoidalardan foydalaniladi. Bunday qoidalardan biri yuqori
tartibli determinantlarni quyi tartibli determinantlar asosida hisoblash
usuli hisoblanadi. Bu usulda determinant biror sair (voki ustun)
boyicha yoyiladi. Bunda quyi (ikkinchi va uchunchi) tartibli
determinantlar yugorida keltirilgan ta'riflar asosida topiladi.

n-tartibli determinantlarni yoyishda minor va algebraik to‘ldiruvchi
tushunchalaridan foydalaniladi.

n-tartibli determinant g, elementining  minort deb, shu element
joylashgan satr va ustunni o‘chirishdan hosil bo‘lgan (n-1)-tartibli
detenninaniga aytiladi va M, bilan belgilanadi.

Determinant a, elementining 4, algebraik to ‘Idiruvchisi deb,
A, =(-Iy"M,
songa aytiladi.

Masalan, determinantning a, =2 elementining minori

W o

3
0
2

o — b

va algebraik to‘ldiruvchisi quyidagicha topiladi:

i 3 2

32|
,’;,_’.0,“.__] =>M, = 2 |=_10‘ A:|=(_1)1.\-‘\’/z|=10-
32 -2 -

123, Determinantning xossalari

Determinantaing xossalarini uchinchi tartibli determinant uchun
keltiramiz. Bu xossalar ixtiyoriy n-tartibli determinant uchun ham
o‘rinli bo‘ladi.

I-xossa. Transponirlash (barcha satrlami mos ustuntar bilan
almashtirish) natijasida determinantning giymati o‘zgarmaydi, ya'ni

4, a4, a, ay a. ay I
detd=| a, a. a,|=\a. a, a,|=detd
. a (58 . a d



Isboti. Xossani isbotlash uchun tenglikning chap va o°ng tomonidagi
determinantlarning qivmatlarini uchburchak goidasi orgali yozib olish
va olingar: ifodalarning tengligiga ishonch hosil qilish kifoya.

I-xossa sair va ustunlarning teng huqugligini belgilab beradi.
Boshqacha aytganda, satrlar uchun isbotlangan xossaiar ustunlar uchun
ham o‘rinli bo‘ladi va aksincha. Shu sababli keyingi xossalarni ham
satrlar va ham ustunlar uchun ifodaiab, ulaming isbotini fagat satrlar
yoki fagat ustunlar uchun ko‘rsatamiz.

2-xossi. Determinant  ikkita satrining (ustunining) o‘rinlari
almashlirilsa, uning qiymati qarama-qarshi ishoraga o°zgaradi.
Maszalan,

a, dp als’ d, Gy azs'

2

0 B O a. a; |

|
r

o,

i a?l a'!l a | (131 a!: u}i
Bu xo0ssa ham 1-xossa kabi isbotlanadi.
3-xessa. Agar determinant ikkita bir xil satrga (ustunga) ega bo“lsa.

u nolga teng bo‘ladi.

Isboti. 1kkita bir xil satrning ofrinlari almashtirilsa, determinant
(shuningdek. uning qgiymati) o‘zgarmaydi. Ikkinchi tomondan 2-
x0ssaga  ko‘ra delerminant qiymatining ishorasi o‘zgaradi. Demak
detd = —det4, yoki 2det4=0. Bundan det4=0.

4-xosse. Determinantning biror satri (ustuni) eleinentlari 4 songa
|€9‘paylirilsa, determinant shu songa ko‘payadi va aksincha determinant
biror satr (ustun) elementlarining umumiy ko*paytuvchisini determinant
belgisidan tashgariga chiqarish mumkin.

Masalan,

ia, Ao, Ad a, G, a, ‘
ay, [5FS) as |= A ay, a4, dy
l a 3 {IJE a}’ tl]‘. a]! a]] I

Ishoti. Tenglikning chap tomondagi determinant hisoblanganida
oltita qo‘shiluvchining hammasida 2 ko‘paytuvchi qatnashadi. Bu
ko*paytuvchini  qavsdan  tashqariga chiqarib, qavslar ichidagi
go'shiluvchilardan determinant tuzilsa, tenglikning o‘ng tomondagi
ifoda hosil bo‘ladi.

5-xpssa.  Agar determinant biror satrining (ustunining) barcha
clementlari nolga teng bo‘lsa, u nolga teng bo‘ladi.
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Xossaning isboti 4-xossadan =0 da kelib chiqadi.
6-xossu. Agar determinantning ikki satri (ustuni) proporsional
bolsa, u nolga teng bo‘ladi.

Masalan,
al) a.. (123 l
ia, Aa, ’a,!=0.
all ﬁl.“ aii I

Isbori. 4-xossaga ko‘ra determinant ikkinchi satrining A
ko‘paytuvchisini determinant belgisidan chigarish mumkin, Natijada
ikkita bir xil satrli determinant qoladi va u 3-xossaga ko‘ra nolga teng
boladi.

7-xossa. Agar determinant biror satrining (ustunining) har bir
elementi ikki qo‘shiluvchining yig'indisidan iborat bo‘lsa, bu
determinant ikki determinant yig‘indisiga teng bo‘lib, ulardan
birinchisining  tegishli  satri  (ustuni)  elementlari  birinchi
qo‘shiluvchilardan, ikkinchisining tegishli satri (ustuni) elementlari
ikkinchi qo‘shituvchilardan tashkil topadi.

Isboti. Determinant birinchi sarining har bir elementi ikkita
qo‘shiluvchi yig‘indisidan iborat bo‘lsin.

U'holda
dy+ay ay+al al+al
a, a., a, |=(da, +al)a.a, +(al 4l )a,e, +
“!l all ujl

+{d, +al)a,a, ~(a, +a’)a.a, —(a, +al)a,a., —(a), +af )asa, =

=) ] ] ’ z &
=008, +0.0,0, + 8,0, a, —au.a, ~a.a,d, -0, 8.0, + (@340, + el dy

] | 4
a, a, a | |a a
L] . |
+ @Ay —ala,a, ~ala,a, ~ala,6,) = a, a. dy |+l ay o, @
dy dy dy ! | ay, @ -

8-xossa. Agar determinantning biror safri (ustuni) elementlariga
boshqa satrining (ustunining) mos elementlarini biror songa ko*pavtirib
qo‘shilsa, determinantning qiymati o‘zgarmaydi.

Isboti. det4 detenminantning ikkinchi satri elementlariga 1 ga
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ko*paytirilgan birinchi satrning mos elementlari qo*shilgan bo'lsi
al! al?. ali
| a, + A, a4, +7a, a;+Aa; =
| (1.” aJZ a'JJ
n 2 ul') 1t al: ul? I
= 4 n s +i a, 2 Gy l
ail aSZ a'ﬂ i a!l all ali l

Qo‘shiluvchilardan birinchist
nolga teng. Demak, yigiindi det 4 ga teng.

9-xossa. Determinantning qiymati uning biror satri (
elementlari bilan shu elementlarga mos algebraik to’idiru
Ko paytmaiarining yig‘indisiga teng bo*ladi.

Masalan, det 4 =a, 4, +a,4, + 4,4,

voki
I
a, a. a |
i “ ay ale A ay Y=
a O Oy |=a, —d, +ihy
) Ay Gy a; Ay a, 9n
2 | E
G a a

I 2 33

n:

detAga va ikkinchisi csa 3-xossaga o'ra

ustuni)
vchilar

Ishoti. Tenglikning o'ng tomonida almashtirishlar bajaramiz:

au(a—:an —[132(1:,) =, (Gyas — a,dy;)+ al.\(azlazz —a )=

dy dy
=0+ QLG + 00 0y — A8y — GG, — i d, =] dy 9=
a, U

?0-xo0ssa. Determinant  biror satri (ustuni) elementlart
boshqa catri (ustuni) mos elementlari algebraik to‘ldird
ko‘paytmalarining vig'indisi nolga teng bo‘ladi.

Masalan, a, 4, +a, A, +a,4,=0.

A

Isboti. Determinanini 9-xossani go“llab, topamiz:

a4, +a A, +a;Ad,

23
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Bunda «,, 4, ¢, mos ravishda «,, a,,, a., bilan bilan almashtirilsa,
3-xossaga ko‘ra, determinant nolga teng bo‘ladi.

I-izoh. Determinantning  xossalari asosida quyidagi tecrema
isbotlangan,

I-teorema. Bir xil ftartibli 4 va B kvadral matritsalar
ko‘paytmasining determinanti bu matritsalar determinanilarining
ko‘paytmasiga teng, ya'ni

det(A- B)=det A - detB.
1.2.4. n-tartibli determinantlarai hisoblash

n- tartibli determinantni xossalar yordamida soddalashtirib, keyin
tartibini pasaytirish yoki uchburchak ko‘rinishga keltirish usullaridan
biri bilan hisoblash mumkin.

Tartibini pasaytirish usuli

n-tartibli determinant, 9-xossaga asosan, biror satr yoki ustun
bo‘yicha yoyilsa, yoyilmada (v-1)-tartibli algebraik to‘ldiruvchilar
hosil bo‘ladi, va'ni n-tartibli determinantni hisoblash tartibi bittaga
past bo‘lgan determinantlamni hisoblashga keltiriladi.

Umuman olganda, quyidagi teoremalar o‘rinti bo*ladi.

2-teorema. / satrining nomeri qanday bo'lishidan gai’ly nazar,
a-tartibli determinant uchun bu determinantni :-satr bo‘yicha
yoyilmasi deb ataluvchi

detd=a A, +u 4, +. . +a 4, 1=1n
il 12972 nCin

formula o*rinti.

3-teorema. ; ustunining nomeri ganday bo‘Jishidan qat’iy nazar, »~
tartibli determinant uchun bu determinantni ;-ustun bo‘yicha
yoyilmasi deb atatuvchi

detd=6, A +a, A, +.+a d,. j=Lu

tormula o*rinli.
Determinantni biror sair yoki ustun bo‘yicha voyishga Laplas
yoyilmalari usult deyiladi.
Laplas yoyilmalari usulida determinantning qavsi bir satrida
(ustunida) nollar ko'p bo‘lsa, v holda yoyichni shu satr (ustun)
24



ho‘yicha bajarish qulay bo‘ladi. ‘
Bundan tashgari, §-xossani qo‘llab, determinantning biror satrida

(ustunida) bitta elementdan boshqa elementlarni nollarga keltirish

mumkin. Bunda determinantning giymati shu satrdagi (ustunfi;gt)

noldan fargli element bilan uning algebraik to‘Idiruvchisining

ko‘paytmasidan iborat bo‘ladi. Shunday qilib, n-tartibli determinant
bitta (n - )-tartibli determinantga keltirib, hisoblanadi.

3-misol.
2 -1 0o 4]
2 -1 3
detd=l 5, o 3 -4
1 1 0 -2

determinantni tartibini pasaytirish usuli bilan hisoblang. o

Yechish. Bunda: 1) Ikkita clementi nolga teng bo‘lgan uchinchi
ustunni tanlaymiz va uning ikkinchi satrida joylashgan elementidan
boshqa barcha clementlarini nolga  aylantiramiz. Buning uchun
ikkinchi satr elementlarini 3 ga ko*paytirib, uchunchi satrning mos
elementlariga qo‘shamiz va hosil bo‘lgan determinantni uchinchi
ustun elemeitlari bo‘yicha yoyamiz:

2 -1 0 4 2 -1 0 4 5 1 4|
4 2 -1 3 gl 10
deta = 1 = 4 1 :i :(—]).(_1)10: 10 6 51
—2 0 3 -4/ |10 6 0 35| " =R et
| 1 i 0 =2 I 1 0 —2‘

2) Hosil gilingan uchinchi tartibli determinantda birinchi ustuaning
uchinchi satri elementidan yuqorida joylashgan elementlarini nolga
aylantiramiz. Buning uchun avval uchinchi satmi (-2)ga ko*paylirib,
birinchi satrga qo‘shamiz. kevin uchinchi satmi (-10)ga ko*paytirib,
ikkinchi satrga qo‘shamiz, hosil bo‘lgan determinantni  birinchi ustun
elementiari bo‘yicha yoyamiz va hosil bo‘lgan ikkinchi tartibli
determinantni hisoblaymiz:

0 -3 8 |
detA={0 -4 25(=|"" = —75+32=-43
2 oS



Uchburchak ko ‘rinishga keltirish usuli

Bu usulda determinant Xossalar yordamida soddalashtiriladi va
uchburchak ko‘rinishga keltiriladi, ya'ni diagonalidan pastda (yuqorida)
Jjoylashgan barcha elementlari nolga aylantiriladi.

Bunda

detA=(-1)" detU

bo‘ladi, bu yerda & -satrlarda va ustuniarda bajarilgan barcha o‘rin
almashtirishlar  soni; detl/ -berilgan determinantning  uchburchak
ko‘rininshi va uning qiymati quyidagi xossa asosida hisoblanadi.

Xossa. Uchburchak ko‘rinishidagi determinant bosh diagonalda
Jjoylashgan elementlarining ko‘payimasiga teng.

4-misol.

2
3
det A=
1
0

—_ e o -
S b = O
N -

determinantni uchburchak ko‘rinishga keltirib, hisoblang.
Yechish. Determinant wustida quvidagi soddalashtirishlarni

bajaramiz;

~ birinchi ustunni o‘zidan o°ngda joylashgan ustunlar bilan ketima-
ket k=3 ta o‘rin almashtirib, to‘rtinchi ustunga o°tkazamiz;

— birinchi ustunning birinchi satridan pastde joylashgan
elementlarini nolga aylantiramiz;

— ikkinchi ustunning ilkkinchi satridan pastda joylashgan
elementlarini nolga aylantiramiz;

—uchinchi ustunning to‘rtinchi satrida joylashgan elementini nolga
aylantiramiz;

— (-1 =(-1)’=-1 ko‘paytuvchi bilan hosil bo‘lgan uchburchak
korinishdagi determinantning bosh diagonalda joylashgan elementlarini
ko*paytiramiz.

b

det A= =(=1)- ==

O == L b2
— D D e
oS e — o
b — o
- o o —
o — O
o
(5]




100 2 100 2
010 3 010 3
=(~1)- =(=1)- =(~1)1-1-1-8=-8
S PEPSES I CUS PR o
002 -2 00 0

1.2.5. Mashqlar

l. 4 matritsa nxn o‘lchamli bo‘lsin. det(id) da A ni determinant
belgisidan tashqariga chigarish uchun formula keltirib chigaring.

2. 4 kvadrat matritsa va 4”4 =7 bo‘lsin. det4 =11 bo‘lishini ko'rsating.

[ £
3. 4 [va B=

_(1
Lo 1) e

bo*lganida bajarilishini ko‘rsating.

y . =
d ' ':} bo'lsin. det(4+ #)=dei A+ detd [agat u+d=0
Sl

,

4 4= SRl va R= 7 q bo'lsin. det(4-B)=det4-det 8 bo‘lishiga
1 2) 3 2)

ishonch hosil qiling.

M3
(2

0. A va B matritsalar 3x3 o‘'lchamli, detd=-lva deti=2 bo‘lsin.
Toping;

1} det 4, 2) det54; 3) detA’ A, 4) det B’ '
1. 4 va ¥ mairitsalar 4x4 o'lchamli, detd=4va det#=-3 bo'lsin.
lopmg

1} det 45, 2) det B*, 3) det24, 4) det/A.

Tkkinchi tartibli determinantiarni hisoblang.

I Q q 5
504 J bo“lsin. det.4™™ ni toping.

1 a=b
b+l a=bh

8.|” ¥
X -X

sin'a costa
10.

a1 ciga—1
sin® 3 cos’ g

sino cosa

Uchinchi tartibli determinantlarni uchburchak va Sarryus goidalari bilan
hisoblang:

5 -1 2 ¢ -4
12.14 v -3 1313 1 1
9 =3 | -1 2 -3




Uchinchi tartibli determinantlarni biror satr yoki ustun elementlari bo*yicha

yoyib hisoblang:
Iy s 1 ¥ -1 x
4166 0 151 x -1
b 0 -b x 1 x
sing sinf 0 fga cgf 0O
16.| siha 0 siny 17. | 1ga 0 1gB |
0 sinf siny 0 ciga 1gf

Uchinchi tartibli determinantlarni xossalaridan foydalanib hisoblang:

1 ¢ ab 1 1 1
18.(1 b ca 19.| ax ay az
1 a be a-x &y aer
a=h b b ¥ x=)y X-y
0. b a+b b 2L x x+x x-2=
b b ash X x
a a’+1 (i-a) l+cose | l+sina
22.| b b4l (1+b) 23.' 1-sinae 1 l-cosx
| c+1 (l+c)? o ] i
To‘riinchi tartibli determinantlarni hisoblang:
=% 2 1 3 2
3 -1 5§ -2 200 8
Hly 50 2 25‘390:'
0 -2 4 1 4475
5 a 2 -1 3 2 2 2
2%. 4 b 4 -3 : 27, 9 -8 5 10
2 ¢ 3 -2 5 -8 5 §
4d 5 -4 6 -5 4 1
1.3. MATRITSA USTIDA
ALMASHTIRISHLAR

Matritsa ustida almashtirishiar chizigli algebrada muhim ro‘l
o‘ynaydi. Jumladan, chizigli algebraik tenglamalar sistemasining
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umumiy vechimini topishda, teskari matritsani aniglashda, matritsaning
rangini  hisoblashda matritsa ustidagi  almashtirishlardan  keng
feydalaniladi.

Matritsa satri (ustuni) ustida elementar almashtirishlar uch tipda
bo'ladi:

I ikkita satrning (ustunning) o‘rnini almashtirish;

11, satmi (ustunni) noldan farqli songa ko‘paytirish;

Il sarga (ustunga) noldan farqli songa ko‘paytiriigan Dboshga
satrui (usturni) qo*shish. )

Biri ikkinchisidan elementar almashtirishlar  natijasida hosil
qilingan 4 va B matritsalarga ekvivalent matritsalar deyiladi va 4~8
ko‘rinishda yoziladi.

1.3.1. Teskari matritsa

Asosiy ushunchalar

Matritsalarni go-shish, ayirish va ko*paytirish sonlar ustid.a
bajariladigan mos amallarga monand (hamohang) amallar hisoblanadi.
Ushbu bandda matritsalar uchun sonlami bo‘lish amaliga monand amal
bilan tanishamiz.

Ma’lumki, agar xsoni nolga teng bo‘lmasa, u holda har ganday m

H m . 3
soni uchun 4y = tenglama yagona x=z=k"‘m yechimga ega bo‘ladi,

bu verda £ soni ksoniga teskari son deb ataladi. .
Sonfar uchun keltirilzan bu tasdiq matritsali tenglamalarni sonli
tengiamalarga monand yechishda muhim ro‘l o‘ynaydi. Xususan, sonli
lenglamalar uchun ik ' =1 va k%=1 shartlarining bajarilishi hal
qiluvehi hisoblansa, matritsali tenglamalar uchun 44" =7 va 4 ‘A=.l
shartlarning  bajarilishi  muhim hisoblanadi, bu yerda 4,7 - bir xil
o’ichamli kvadrat matritsalar.
Agar 4 va 4 kvadral matritsalar uchun A4 '= A'd=1 tenglik
bajarilsa. 4" matritsa 4 mairitsaga feskari matritsa  deyiladi. '
Sonlarda, &' mavjud bo‘lishi uchun k=0 bolishi talab ctilgani
kabi, matritsalarda, 4° mavjud bo‘lishi uchun det4=0 bo‘lishi talab
qilinadi, 1
Agar det4=0 bo‘lsa, 4 matritsaga singular matritsa deyiladi.
Bunda singufar so‘ziga sinonim sifatida «xos» yoki - «maxsus»
terminlaridan ham foydafaniladi. Agar detA=0 bolsa, 4 matritsa
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nosingular (yoki xosmas yoki maxsusmas) matriisa deb ataladi.

Agar 4 matritsada avval elementlar mos algebraik to‘ldiruvchilar
bilan almashtirilsa va keyin transponirlansa, hosil bo‘lgan matritsa
A matritsaga biriktirilgan matritsa deyiladi va adjdbilan belgilanadi:

Ay A, . AL

. A SAS L A }
adjd=| - - i \
A‘.n A'ln 4, J

Teskari matritsa hagida teoremalar

1- teorema. Xos matritsa teskari mairitsaga ega bo‘Imaydi.

Isboti. A matritsa uchun 4 mavjud bo‘lsin deb faraz gilaylik.
U holda 44" =1 bo‘ladi. Bundan det(44™")=det 7 yoki detA-det 4~ =det/
kelib chiqadi. Bunda detd=0 va det/=1 ekanini hisobga olsak,
0=1 ziddiyat hosil bo‘ladi. Bu ziddiyat gilingan faraz noto'g’ri
ekanini ko‘rsatadi, ya’ni teoremani isbotlaydi.

2- teorema, Har qanday xosmas 4 matritsa uchun teskari matritsa
mavjud va yagona bo‘ladi.

Isboti. A matritsa xosmas, ya'ni det4=0 bolsin. Avval 4~ mavjud
I

bolishini ko‘rsatamiz. Buning uchun 4 matritsani - t4adj.»1
(&%
matritsaga  ko‘paytiramiz  va  ko‘paytmaga  determinantming
9- va 10- xossalarini qo‘llaymiz:
(A A 4,
a, ... a, detA detd = detd
1 ia)=| % = e 8 Ay Ay e =
MNaa™=| . T fded des dett |7
o a o)\ A A
detd detd  det !

P
[ ah +tad, v va A ad, va A+ +a A, a A, ra AL ra

detA

detA detA
ad, ra, 4, + va A, ad va A+ da i, G A, +a, A, +.ra, A
= detA det4 det.4
a, A, +a A+ va A ad, 1—(1"2‘4.;z + +a d, a A va. A .+ ~a A
detA detA det A4 J
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(detd

= 0 ‘1 0 0)
det A 0
- detd o ° ! =i=ad".
0 o de1A| le o .. 1)
detAd,

Demak. 4 matritsaga teskari matritsa mavjud va bu matritsa

A'= .
det A

adjA

formula bilan topiladi. Bunda A4'=7 tenglik bajariladi.

A 4= englikning bajarilishi shu kabi ko‘rsatiiadi.

Endi 4' yagona ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun 4' dan boshqa
4 matritsaga teskari C matritsa mavjud bo‘lsin deb faraz qgilamiz. U
holda ta'rifga ko‘ra, AC=7 bo‘ladi. Bu tenglikning har ikkala
tamonini A' ga chapdan ko‘paytiramiz:

ATAC=A"1.

A'A=1 bo‘lgani uchun I/C = 4”7 boladi.
Endi I1C=C va A°I=A" eckanini hisobga olsak, ¢=4" kelib
chigadi. Teorema t0'liq isbot qilindi.
3-teorema. Teskari matritsa uchun ushbu xossalar orinli bo‘ladi:
|

dat 4

I 4 malritss 4 ' teskari matritsaga ega bo‘lsa, detd'=
bo‘ladi;

2% A4 malritsa A" leskari matritsaga ega bo‘lsa, (4 ") ' = 4 bo‘ladi;

3 nxn ofichamli 4 va B matritsalar 47 va B teskari
matritsalarga ega bo‘lsa, (4#)"=B"'4" bo‘ladi;

4“4 malritsa 4' teskari matritsaga ega bo‘lsa, (47)y' =(47)
bo‘ladi.

Isbati. 1) A4 matritsa uchun 4" mavjud bolsin. Uholda Ad* =T

yoki  det{ 447 y=det / bo‘ladi. Bundan det A-det A™ =1 yoki det 4" ?E%
(i e

kelib chiqadi.
2) 4 matritsa uchun 4' mavjud bo‘lsin. Uholda 44'=7=4"4

tengliklarga ko'ra .4 ' matritsa uchun teskari matritsa mavjud va u 4
dan iborat, va'ni (4" =4 bo‘ladi.
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3) nxn oflchamli 4 va B matritsalar 4' va B' teskari
matritsalarga ega bo‘lsin,

Uholda 4B va B'4™ matritsalar uchun
(B A (4B)=B(4"4)B=B"IB=B"B=1I,
(ABYB A Y=ABB YA = AIA" = A4 ' =T

bo'ladi. Demak, 4B uchun teskari matritsa mavjud va (48)'=8"4"
bo‘ladi.

4) 4 matritsa uchun 4' mavjud bo‘lsin,
Uholda 4" va (4*) matritsalar uchun

AT(Al)T =(A~1A)T=IT=I,
(A A =AY =" =T

bo‘ladi. Demak, 47 uchun teskari matritsa mavjud va (A7) =(4")
bo‘ladi.

I-izoh. 3-xossani 4 ta nxa o'lchamli va teskari matritsalarga ega
bo‘lgan matritsalar uchun quyidagicha umumlashtirish mumkin:

(Ad o d A =474, A4

Bu formula matematik induksiya metodi bilan isbotlanadi.

3 4 . . 1l . G
1-mrs01.A=(] 1} matritsaga teskari matritsani toping va natujant

tekshiring,

Yechish. Berilgan matritsaning determinantini hisoblaymiz:

3 4
E[Ef,—j:l’ =6-4=2,
2

det 42 0va 4 matritsa uchun teskari matritsa mav;jud.

Matritsa elementlarining algebraik to‘ldiruvchilarini topamiz:

4,=(=1)"2=2, A, =(=1)"1=-1,

Ay ={=1)"4=—4, A, =(-1573=3.
A matritsaga biriktirilgan matritsani tuzamiz:

A, A 2 -4
adid=[ " = :
& [ "L_‘ '4:: J [“ 1 3 J
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Shunday qilib,

2 -4 —4‘ s
gl )l S
] 3 2l - 3 1.—;_"
1
l
!

'\]‘-’w

” 1 -2 1
2-misol 4= 2 0 -
-2 1 1

N

W

matritsaga teskari matritsani toping

Yechish. Bu matritsa uchun:

I
detd=| 2 0 -1|=0-4+2-0+4+1=320
SRl

Matritsa elementlarining algebraik to°ldiruvchilarini topamiz:

] ]
0 —1[ -3 4-3 1
|
f, = < A, = = 4, = =
: |s | t 1l ; 0 -l
| I
2 = 13 1ol
A=- =0 j =g A, =- ’=
-2 1 = l=21 2 -1
| Hitl =D
_E 2 Ol-g_ Ao He =g ,.;“ZII |
= :l ' = o 120

4 matritsaga biriktirilgan matritsani topamiz:

(All A2I /Ill l 3 2\
adid=| 4, A, 4,|={0 3 3}

A, A, 4,) 2 3 4)

Demak,

/l 2‘

’ N — | —

: 1 3 2 3 3

A':d 03 3|1={0 11

el ais 4] |22

3 3)



Teskari matritsani topishning Gauss-Jordan usuli

4 Xosmas matritsaning A" teskari matritsasini topishning qulay
usullaridan biri matritsa satrlari ustida elementar almashtirishlarga
asoslangan Gauss-Jordan usuii hisoblanadi.

A" matritsani topishning Gauss-Jordan usuli ushbu tartibda amalga
oshiriladi.

Gauss-Jordan usulining algoritmi

I 4 va [ matritsalami yonma-yon yozib,  (4|])
kengaytirilgan matritsa tuziladi;

2. Elementar almashtirishlar yordamida (4]7) matritsa (/|B)
ko‘rinishga keltiriladi. Bunda B matritsa 4 malritsa uchun
teskari matritsa bo*ladi.

3-misol. A=[T I] matritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan usuli

bilan toping va natijani tekshiring.
Yechish.

I 0fr =1 +(-2)

3
HH)=['

Yugorida keltirilgan » —r, +4r, belgilash . -satr bu satrga 2 songa
ko‘paytirilgan - satmi qo*shish natijasida hosil gilinganini, r—r:4
belgi esa - salr bu satmi A songa bo‘lish natijasida hosil qilinganini
bildiradi.
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1.3.2. Matritsani LU yoyish

Chiziqli algebrada matritsalaming  turli  yoyilmalari keng
qo‘ilaniladi.

Matrisari yoyish deb, uni biror xossaga (masalan, crtogonaiiik,
sitnmetriklik, diagonallik xossasiga) ega bo‘lgan ikki va ikkidan ortig
martitsalar ko‘paytmasi shaklida ifodalashga aytiladi.  Bunday
yoyishlardan biri matritsani LU yoyish hisoblanadi.

Matritsani LU yoyishda mx» o‘lchamli 4 matritsa 4= LU shaklda
ifodalanadi, bu yerda 1 -diagonal elementlari birfardan iborat bo‘lgan
mxm o‘lchamli quyi uchburchak (Lower-triangular) matiitsa; @/ - mxn

o‘lchamli yuqori uchburchak (m## da trapetsiva) (Upper-iriangufar)
matritsa.

Masalan,
’1000\{'.****‘
1{*]000,***
e v 1 0|10 0 0 6 *|
l‘***a,l.\ooooo)

Matritsaning LU yoyilmasi yana matitsaning LU faktorizasiyast
deb ataladi. Matritsaning LU vyoyilmasidan chizigli algebraik
tenglamalar sistemasini yechishda va teskari matritsani topishda
foydalaniladi.

mxn o‘lchamli 4 malritsa 4=LU shaklga keltirish (LU yoyish),
umuman olganda, 4 matritsaning satrlariga noldan farqli songa

ko‘paytirilgan boshqa satmi qo°shish orgali quyidagi tartibda amalga
oshiriladi.

A matritsani LU yoyish algoritmi

1. A matritsa satrlarida ketma-ket elementar almashtirishlar
bajariladi va U shaklga keltiriladi;

2°. Satrlarda bajarilgan elementar almashtirishiar ketma-
ketligi asosida 7 yozuv hosil gilinadi va bu yozuvda barcha
diagonal eclementlar ustunlami bo‘lish  orgali  birlarga
aylantiriladi.
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(2 4 -1 5 =2
-4 -5 3 -8
2 -5 -4 1
6 0 7 -3 1

S-misol. A= 1 matritsani LU yoying.

;

Yechish. Matriisa satrlarida ketma-ket elementar almashtirishlar
hajaramiz;

7] 4 -1 5 -2y(2 4 -1 5 -2
-4l-5 3 -8 1flo[3] 1 2 -3

=t al-s -4 1 s o‘—o -3 -4 10!
-6) 0 7 -3 1){o2] 4 12 —5J
24 -1 5 |24-15-2‘
03 12 -31103 12 -3
0 0 OIFEW |10 © 2 1
0 o oi4l.f,w‘oo o5

A matritsa 4 ta satrdan tashkil topgani sababli /. matritsa 4x4
o‘lchamli bo‘ladi. Birinchi qadamda belgilangan yozuvlar . matritsa
yvozuvining ustunlarini tashkil gqiladi. Bu yozuvda barcha diagonal
clementlami birlarga aylantiramiz:

{2

-4 3

pe 29| 2

-6 12 4 5

MR RO BS

0 ) ,

’1 \ i 0 0 0)

2 1 2 1 9 o

I =31 Buia S o —310:

-3 421_,‘ -3 4 21

Demak,

(2 4 -1 5—2"l’| 0 0 0){2 4 -t 5 -2
—4-53—81‘—21000312—3
2 -5 -4 1 8111 -3 10(j00 02 1
6 o 7 -3 1) [—3 4 2 1){0 o 0 s



n- tartibli kvadrat matritsa berilgan bo‘lsin. Bunda 4 matritsani
LU yoyish turli algoritmlar bilan amalga oshirilishi mumkin. Shunday
algoritmlardan biri bilan tanishamiz.

A mairitsa xosmas bo‘lsin. U holda tarifga ko'ra,

4 N
L o0 .0 gty My .oy (@ a, a; . aAq
L, 1.0 . 0fj¢ g Uy . Uy | (@ G Ay a4y
Lo, 1T 00 0 uy o om, =‘an 4, a; .. dy|.
\[’l JUm 1} V000 L, (g a, 45 . a,)
e i ‘
Bundan

Bu yig'indidagi oxirgi qo‘shiluvchilami ajratib, topamiz:

u,=a, - 3./,u,, agar 1< bo‘lsa; 3.5

b =L(au ‘Eh".-,]» agar i>j bo'lsa. (3.2)
u =
¥
Shunday qilib, L va U matritsalaming noma’tum elementlari ¢ va
topilgan /,,u, lar orqali ketma-ket ifodalanadi.

2-izoh. (3.1) va (3.2) formulalar shunday tartiblanganki, bunda
avval barcha u, larni va keyin barcha /, lami hisoblab bo‘lmaydi, va

aksincha. Bu formulalar orqali hisoblashlar quyidagi tartibda bajariladi:

0, =da,, RN
a, %
== =230
U,
ty =dy, =1, J=23...m
a. -1,
l,=—=1= =34d..n
| i,

va hokazo, ya'ni U ning satrlari va I ning ustunlari almashlab
hisoblanadi.
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8 2 9)
S-misol. A=]4 9 4| matritsani LU yoying,
6 709
Yechish. Berilgan matriisa xosmas, chunki det4=166#0.
LU = 4 yoyilmani tuzamiz:
10 O (u, u, w,) {8 2 9)
L 1 000 my uy|=|4 9 4|

Lot ylo o0 w679

L

L va U matritsalarning noma’lum elementlarini (3.1} va (3.2)
formulalar bilan aniglaymiz:
w,=a,=8 u,=a,=2, wu,=a,=9,

i, —-—!g,lzi_—_l’ . =u, —Lu, = —]— 2=8,
e T R
R 4_L.9=_l: f..—Lh. _E:i,

2 2 U, 8 4
3 11
L=t~ E =—f7——-2 =0
n:__“ ) . 4 ] 1
Wy =y =, =, :9—519-—21( l]_—.g
=50 = = 57 16\ ) 3
Demak,
V2 N
[’s 2 9y ll o ofi8 2 9
49 4|=|L 1 ofjo s -1
|6 7 ()jl g g_ﬁ%
> =5 _1._|, | Do —
416 32,

1.3.3. Matritsaning rangi

m=n o'lchamli 4 matritsa berilgan bo‘lsin. Bu matritsadan biror
k(k <min(mym)) ta satr va & ta ustunni ajratamiz. Ajratilgan satr va
ustunlarning kesishishida joylashgan elementiardan £ -tariibli kvadrat
matriisani tuzamiz. Bu matritsaning determinantiga A4 matritsaning
k-tartibli minori deyiladi.

39



A matritsa noldan farqli minorlari tariibining eng kattasiga A
mairitsaning rangi deyiladi va r(4) (yoki rangs ) kabi belgilanadi.

Tartibi r(4)ga teng bo‘lgan minorga A matritsaning bazis minori
deyiladi. Matritsa bir nechta bazis minorga ega bo‘lishi mumkin.

Matritsa rangining ta'rifidan quyidagi tasdiqlar kelib chiqadi.

1. Matritsaning rangi O bilan m,n sonlarining kichigi orasidagi
butun son orqali ifodalanadi, ya'ni 0 <r(4) <min(m;n).

2. Faqat 4=0 matritsa uchun r(4)=0 bo‘ladi.

3. n-tartibli kvadrat imatritsa Xosmas bo‘lganidagina r(4)=n

bo‘ladi.

Matritsanng rangi ushbu xossalarga bo ‘ysunadi.
1°. Transponirlash natijasida matritsaning rangi o‘zgarmaydi;
2°. Elementar almashtirishlar natijasida matritsaning
rangi o°zgarmaydi.

Ishoti. Bilamizki:

a) transponirlash natijasida determinantning qiymati o‘zgaimaydi;

b) ikkita satming (usiunning) o‘mi almashtirilsa, detenninantning
ishorasi o‘zgaradi;

¢) satrni (ustunni) notdan farqli songa ko*paytirilsa, detenminant shu
songa ko‘payadi;

d) satrga (ustunga) noldan fargli songa ko‘paytiriigan boshga satrni
(ustunni) go‘shilsa determinant o‘zgarmaydi.

Demak, transponirlash va elementar almashtirtshlar natijasida xos
matritsa xosligicha va xosmas mairitsa xosmasligicha qoiadi. ya'ni
uning rangi o‘zgarmaydi.

1(4) ni ta’rif asosida topish usuli minorlar ajratish usuli deb ataladi.
Bu usulda matritsaning rangi quyidagicha topiladi: agar barcha birinchi
tartibli minorlar (matritsa elementlari) nolga teng bo‘lsa. r(A)=0
bo‘ladi; agar birinchi tartibli minorlardan hech bo‘lmaganda bittasi
noldan fargli va barcha ikkinchi tartibli minorlar nolga teng bo‘lsa,
r(4)=1 bo‘ladi; agar ikkinchi tartibli noldan farqli minor mavjud bo‘lsa,
uchinichi tartibli minorlar tekshirilad; bu jarayon yoki barcha 4 -tartibli
minorlar nolga teng bo‘lishi aniq bo‘lguncha yoki &-tartibli minorlar
mavjud bo'Imaguncha davom ettiriladi, bunda r(4)=% -1 bo‘ladi.
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-

2 -1 3 -2)
G-misol. A={4 -2 5 1
2 -1 1 8

usuli bilan toping,
Yechish. Ravshanki, 1<r(A4)<min(3;5)=3.

matritsaning rangini minorlar ajratish

Ikkinchi tartibli minorlardan biri

Uchinchi tartibli minorfami hisoblaymiz:

2 -1 3] D =l =2
VP =l 4 -2 5|=0 MP=l4 -2 1[=0
2 -1 1 2 -1 8
23 -2 -1 3 —2'
MP=|4 5 1]=0; MP={-2 5 [|=0
21 8 S A

Barcha uchinchi tartibli minorlar nolga teng. Demak, r(4) = 2.

r(A)ni topishning minorlar ajratish usuli hamma vaqt ham qulay
bolavermaydi, chunki ayrim hollarda bir qancha hisoblashlar bajarishga
to'g ri keladi.

Blementar almashtirishlar orgali har qanday matritsani bosh
diagonalning birinchi bir nechta elementlari birlardan va qolgan
clementlari nollardan iborat bo‘lgan matritsa ko‘rinishiga keltirish
mumkin. Masalan, ushbu matritsaga

,

1 0 00
601 00
A=
00 0 0O
0 ¢ 0 o
Bunday matritsaga kanonik matritsa deyiladi. Kanonik

matritsaning rangi uning bosh diagonalida joylashgan birlar soniga teng
bo'ladi.
#(A) n kanonik matritsaga lkeltirib topish usuli matritsani
kanonik ko ‘rinishga keltirish usuli deb ataladi.
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4 matritsa noldan farqli minorlari tartibining eng kattasiga A
matritsaning rangi deyiladi va r(4) (yoki rangd) kabi belgilanadi.

Tartibi r(4)ga teng bo'lgan minorga A matritsaning bazis minori
deyiladi. Matritsa bir nechta bazis minorga ega bo‘lishi mumkin.

Matritsa rangining ta’rifidan quyidagi tasdiglar kelib chigadi.

1. Matritsaning rangi 0 bilan m,n sonlariming kichigi orasidagi
butun son orqali ifodalanadi, ya’ai 0<#(4) <min(szn).

2. Faqat 4=0 matritsa uchun r(4)=0 bo'ladi.

3. n-tartibli kvadrat matritsa xosmas bo‘lganidagina r(4)=n

bo‘ladi.

Matritsanng rangi ushbu xossalarga bo‘ysunadi.
1°. Transponirlash natijasida matritsaning rangi o‘zgarmaydi:
2. Elementar almashtirishlar natijasida matriisaning
1angi o‘zgarmaydi.

Ishoti. Bilamizki:

a) transponirlash natijasida determinantning qiymati o‘zgarmaydi;

b) ikkita satrning (ustunning) o‘mi almashtirilsa, determinantning
ishorasi o‘zgaradi;

¢) satrni (ustunni) noldan farqli songa ko‘paytirilsa, determinant shu
songa ko‘payadi;

d) satrga (ustunga) noldan farqli songa ko‘paytirilgan boshgqa satrni
(ustunni) qo‘shilsa determinant o‘zgarmaydi.

Demak, transponirlash va elementar almashtirishlar natijasida xos
matritsa xosligicha va xosmas matritsa xosmasligicha qoiadi. ya™ni
wing rangi o‘zgarmaydi.

1{4) ni ta’rif asosida topish usuli minorlar ajratish usuli deb ataladi.
Bu usulda matritsaning rangi quyidagicha topiladi: agar barcha birinchi
tartibli minorlar (matritsa elementlari) nolga teng bo‘lsa. #(4)=0
boladi; agar birinchi tartibli minorlardan hech bo‘lmaganda bittasi
noldan fargli va barcha ikkinchi tartibli minorlar nolga teng bo‘lsa,
r(4)=1 bo‘ladi; agar ikkinchi tartibli noldan farqli minor mavjud bo‘lsa,
uchinchi tartibli minorlar tekshirilad:; bu jarayon yoki barcha 4 -tartibli
minorlar nolga teng bo‘lishi aniq bo‘lguncha yoki % -tartibli minorlar
mavjud bo’Imaguncha davom ettiriladi, bunda r(4)=k -1 bo‘ladi.
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’

2 -1 3 -2)
6-misol. A={4 -2 5 1 l matritsaning rangini minorlar ajratish
2 -1 1 8)
usuli bilan toping,
Yechish. Ravshanki, | <r(4) <min(3;5)=3.

Ikkinchi tartibli minorlardan biri

—

3

i
i =—5+6=1=0,

=2

Uchinchi tartibli minoramni hisoblaymiz:

2 -1 3 2 =1 =z
V=4 -2 5|=0; MO =4 -2 1|=0

2 -1 2 -1 8

2 3 -2 [ -1 3 —2’
MP=14 § 1 }=0; MZ=|-2 5 1]=0

21 8 Siip

Barcha uchinchi tartibii minorlar nolga teng. Demak, r(4)=2

r(4)ri topishning minorlar ajratish usuli hamma vaqt ham qulay
bo*lavermaydi, chunki ayrim hollarda bir qancha hisoblashlar bajarishga
to'gri keladi.

Elementar almashtirishlar orqali har qanday matritsani bosh
diagonaining birinchi bir nechta elementlari birlardan va qolgan
clementlari noliardan iborat bo‘lgan matritsa ko‘rinishiga keltirish
mumkin. Masalan, ushbu matritsaga

”

10 0 0
0 1 00
A=
0 0 00
lo ¢ oo
Bunday matritsaga kanonik  matritsa deyiladi. Kanonik

matritsaning rangi uning bosh diagonalida joylashgan birlar soniga teng
boladi.
#A) m kanonik matrilsaga keltirib  topish usuli matritsani
kanonik ko ‘rinishga keltirish usuli deb atatadi.
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1 -1 2 3 1)
7-misol. A=| 2 0 1 -1 2| matritsaning rangini uni
-1 3 -5 -10 35

kanonik ko‘rinishga keltirish usuli bilan toping,
Yechish.

1 -1 2 3 -1
A= 2 0 1 -1 2in>on+(-Dr~
-1 3 -5 -10 5] non+n

2

1 -1 2 3 -1 1 -1 2 3 -1)
~o 2 -3 -7 4 ~0 2 -3 -7 4
0 2 -3 -7 4fpon+(-hr, (0 0 0 0 0jd>d

‘ \

100 i 00
-1 2 0| non+tr 0 2 0 n—=>n:
~ 2 =3 0lno>n+(Dr~0 -3 0| ro>n:
3 =7 0= +3)y 10 =7 6 o7
-1 4 0} Kon+y 0 4 OJ

0 0 1 0 Ow

0 10 0 1 0}
~0 -1 Olnb>n+r~10 0 0l
¢ -1 O0j>r+r, (00 0‘
0 -1 Ojnor+r, 1O 0 0)

Demak, r(4)=2.

1.3.4. Mashqlar

1. Agar A matritsa xosmas va simmetrik bo‘lsa, A~ matritsa ham xosmas
va simmetrik bo*lishini ko‘rsating.

2. Apar A kvadrat matritsa va (/-A) xosmas matriisa bo'lsa,
A -A)" =(1 - A) ' 4 tenglik bajarilishini ko‘rsating.
3.4 :[: :J matritsaning teskari matritsaga ega bo*lishi shartini toping.
[
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20 5} -T =5 . e .
4. 4 :[ : >lva (':( . 2] bo‘lsin. € =4 ekanini ko‘rsating.

-7) {3
{ 4 0 -5 {4 0 5
5.B= -18 1 24 |matritsa 4=[0 1 —6| matritsaning teskeri matritsasi
(30 4 Lz o 4
bo*lishini ko‘rsating.
1 -3 5) (3 1 -2)
6. 15’=ﬂL -17 21 —ll‘matritsa A=/ 4 2 1| matritsaning teskari
0 1o 2] (3 -1 5
~ / LS

matritsasi bo‘lishini ko*rsating.

7. Berilgan watritsalardan gaysi birlari uchun teskari matritsa mavjud
bo‘ladi?

A e (L -2 0) 12 -1)
1)A=[: ;)' 2‘)B=[F ;J We=lz 2 ok D=l2 1 3|
\= T |\3 s 11 0 3 10
o -1n. . . - ] e PN
8. A= ! 1) bo‘lsin, 4% =4 va A* =1 bo‘lishini ko‘rsating.

9. Berilgan matritsalardan qaysi birlari o‘zaro teskarl matritsalar bo*ladi?

(=1 1% fon 3 s) [2 —5'1
b] | vi i 2)1 /a
Lo ) 2P 3f
3 9 i o) ‘1 2 0 (7 2 -6
)k ;\-.-iel"l 3 40 2 3va|-3 -1 3
' o J 31 L2 1 -2
-2 O . . 4 J 2
10, 4=| > J matritsa berilgan. 4™ matritsani toping.
11, 4=! \I -:J matrifsa berilgan. 4™ natritsani toping.

12. Berilgan shartlami qanoatlantiruvchi 4 matritsani toping:

=1 b

1 1 -1
1) GAy' =} I 2) (24Y —l_! I
(o 1) L2 3}

o o 1 2)

3 (A ~2n = < 4at=l1 0 3|
oY 4 -3 3
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\

(=]

(19 |
13. ABC=}-5 1 OJ bo‘lsin. CA4™ ni toping.
0 0

Al

(<32 3
14. A= 4 1 6| matritsa berilgan. C=4-adid ko‘paytnaning barcha

{75

nodiagonal elementlarini toping.

12 3
| ) ! .
15. A=[6 2 4| matritsa berigan. C=4-adid ko‘paytmaning barcha
130 J
diagonal elementlarini toping.

A matritsa berilgan. 4™ matritsani toping:

N - N

11 1 P2 3)
16. 4={1 2 -1 17. 4=|2 6 J
2 2 4 310 &

A matritsa berilgan. 4 ' matritsani Jordan-Gauss usuli bilan toping:

(10|z‘ 1 -1 6 1)

|

2101 -1 010
18. 4= 19. 4=

'1121 2-112‘

112 o 12 0f

20. A matritsa berilgan. Matritsaning LU yoyiimasini toping:

2 l\ & 4y
4+ SPE
s 7 > 12 5)
(3 2 (2 3 2}
3)4=|-9 0 —4-_ 4y A= 4 13 9|;
L9 9 14 -6 5 4)
; S 2 -3 4
20 5 2 =4} 8 _7.‘
5)d=|-6 3 -13 -3| 6)A=| 6 -5 14
4 6 16 17 -6 g 12
A\ ) [
§ -6 10
P,

A matritsa berilgan. r(A)ni minorlar ajratish usuli bilan toping:
(1 -l

23 1 -2 3%
2L 4=[-1 3 0 1 22, A=|-1 4 -2
. |

34101 2 -2 7



A matritsa berilgan. r(4)n} elementar almashtirishiar usuli bilan toping:

N

1 -3 2 1‘] ’,1 LI 4]
i 2 -1 3 -2
23. 4= 2 -1 4 -¢ 24, A= |
(-3 -1 -6 1! Lt
\ ¢ 1 -3 0 -9)

1.4. CHIZIQLI TENGLAMALAR
SISTEMASI

Chizigli tenglamalar sistemasini yechish masalasi chizigli
algebraning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi. Matematika, texnika
va iqtisodiyoining kopchilik masalalari chizigli tenglamalar sistemasi
orgali ifodatanadi, masalan, geodeziyaviy o‘lchash, elektr zanjirlarini
loyihalash, chiziqli programmalashtirish va  iqtisodni rejalashtirish
masalalari chizigli tenglamalar sistemasini vechishga keltiriladi.

t.4.1. Asosiy tushunchalar

Ushbu
ayX, +aux, + ..+ a,x, =8,
ta,x +a,r, +..+a,x =b, @.1
‘_-:,,, Xk @ et g X, =0,

sistemaga n noma luinli m ta chigzigli tenglamalar sistemasi deyiladi.
Bu yerda a,,a,,,...,a, haqgiqiy sonlarga sistemaning koeffitsiyentlari,

XXy, %,  nomd lumiar,  b,b,....b, haqiqiy sonlarga ozod hadiar
deyiladi.
(4.1) sistema koefTitsiyentlaridan tuzilgan
(‘]H al: s ‘?'.n\
gl A= e, (4.2)
\oml am'.‘ T am" -

matritsaga (4.1) sistemaning matritsasi (asosiy marritsasi) deyiladi.
Bu matritsaga ozod hadlardan tuzilgan ustunni qo*shish orqali
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hosit qilingan

ull u'! Hln 1
. a. | b,
et g (4.3)
\G Ga a, | b,
matritsaga (4.1) sistemaning kengaytivilgan mairitsasi deyiladi.
(4.1) sistemani
AX =B 4.4)
matritsa ko 'rinishida yozish mumkin, bu yerda
/5 5 )
b -
x==1  B<|™| @.5)
\F, '\bn,
Hagiqatdan ham,

a.x+axttax, Yy (b
AX = Ay X, + X+ X, b, -B

a, % +a,%+..+a ) \b ]

m

(4.) sistema  tenglamalarini  ayniyatga  aylantiradigan
noma’lumlaming tartiblangan x°,x2.....x" qiymatiariga (4.1) sistemaning
yechimi deyiladi.

Kamida bitta yechimga ega sistemaga &irgalikda bo ‘Igan sisteina,
bitta ham yechimga ega bo‘lmagan sistemaga birgalikda bo‘lmagan
sisterma deyiladi,

Birgalikda bo‘lgan va yagona yechimga ega sistemaga anig sisteinda,
cheksiz ko‘p yechimga ega sistemaga anigmas sistema deyiladi. Aniqmas
sistemaning har bir yechimi sistemaning xususiy yechimi deb ataladi.
Barcha xususiy yechimlar to‘plami sistemaning umumiy yechimi deyiladi.

Sistemani tekshirish deganda sistemaning birgalikda voki birgalikda
emasligini aniqlash va agar sistema birgalikda bo‘lsa, u holda uning aniq
yoki anigmasligini tekshirish tushuniladi. Birgalikda bo*lgan sistemaning
umumiy yechimini topishga sistemani yechish deyiladi.

Yechimiari to‘plami bir xil bo‘lgan, ya’'ni birinchisining har bir
yechimi ikkinchisining yechimi bo‘ladigan, va aksincha, ikkinchisining
har bir yechimi birinchisining yechimi bo‘ladigan ikkita sistemaga
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ekvivaient (teng kuchli) sistemalar deyiladi.

Ushbu almashtirishlar sistemada eleinentar almashtirishlar deb
yuritifadi:

— sistema istalgan ikkita tenglamasining o‘rinlarini almashtirish;

— sistemaning istalgan tenglamasini noldan farqli songa
ko‘paytirish (bo‘lish);

— sistemaning istalgan  tenglamasiga noldan fargli songa
ko‘paytirilgan boshqa tenglamasini qo°shish.

Elementar almashtirishlar natijasida ekvivalent sistemalar hosil
bo‘ladi.

Ushbu
a,x, +agx, +..+a,x, =b,

ayX +ax,+..+a,x =b,

Jn 2" a8 (A.f“}
a,x+a.x+..+ax =b
n noma’lumli » ta chiziqii tenglamalar sistemasining
R R
[+ BN, AR
A Gy - 8.y
matritsasi kvadrat matritsa bo‘ladi.
A matritsaning
a, d, a,
a a,, .
det 4= : 4.8)
dy A, - a,

determinantiga (4.6) sisternaning delerminanti deyiladi,
Agar det4=0 bo'lsa, (4.6) sistemaga xosmas sistema deyiladi.
Agar detA=0 bo'lsa, (4.6) sistemaga xos sistema deyiladi.

1.4.2. Chizigli tenglamalar sistemasini
yechishning Gawnss usuli

n noma‘flumli m ta chiqzigli tenglamalar sistemasini yechishring
qulay usullaridan biri —  noma lumlarni  ketma-ket yo‘qotishga
(chigarishga) asoslangan Gauss usulini ko‘rib chigamiz.
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n noma’lumli m ta chigzigli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin:

Lax +ax,+..+a,x =b

W n 12

UyX, +Up%, + .. +d, X =b, @.1)

u

14, ta, % +..+d,x, = b,
(4.1) sistemani Gauss usuli bilan yechish ikki bosgichda amalga
oshiriladi.
Birinchi bosgichda sistema pog‘onasimon ko‘rinishga keltiriladi.
Pog‘onasimon sistema deyilganida

X +a,% . tax o +ax =b,

1e7r

Ak, .+ a,X, + @, %, =b,,

27

ax, +..+a.x,=b,

ko‘rinishdagi sistema tushuniladi, bu yerda k<n, 4, 0, i=1Lk.

Tkkinchi bosqichda noma’lumlar pog‘onasimon sistemadan ketmna-
ket topiladi.

I-bosgich. Sistemada quyidagi almashtirishlami bajaramiz: birinchi
tenglamaning chap va o‘ng tomonini a,=0ga (agar a, =0 bo‘isa. u
holda bu tenglama sistemaning v, noma’lum oldidagi koeffitsiyenti
nolga teng bo‘lmagan tenglamasi bilan almashtiriladi) bo‘lamiz. Keyin
hosil qilingan tenglamani (-a,) ga ko‘paytirib, 1 -tenglamaga qo‘shamiz.
Bunda sistema tenglamalarining ikkinchisidan boshlab x qatnashgan
hadlar yo‘qatiladi va (4.1) sistema quyidagi ko‘rinishga keladi:

x, +alx, +alx, +..+aVx, = bV,

¢

0y (L) I N = hN
ayx, +alx +..+ax =h",

I allx, +alx, + . +atlx =57,
bu verda a', 5% (1 =1,m, j =1.n)-sistemaning birinchi almashtirishiardan
keyin hosil qilingan koeffitsiyentlari va ozod hadlari.
Sistemada x, noma’lum oldidagi koeffitsiyenti birga teng bo‘lgan
tenglama bor bo‘lsa, bu tenglamani birinchi o‘rinda yozish orqali
hisoblashlar osonlashtirilishi mumkin.
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Shu kabi af 20 deb, sistemaning uchinchi fenglamasidan
boshlab x, noma’lumni yo‘qotamiz va bu jarayonni mumkin bo‘lguniga
qadar davom ettiramiz.

Bu bosgichda, agar:
— 0=0kc rinishdagi tengliklar paydo bo‘lsa, u holda bu tengliklar
tashlab yuboriladi.

— 0=b" (b* 20) ko'rinishdagi tengliklar paydo bo‘lsa. u holda
jarayon to‘xtatiladi, chunki berilgan sistema birgalikda bo‘Imaydi.

2-bosqich. Pog‘onasimon sistemani yechamiz. Pog‘onasimon
sistemada & tenglamalar soni » noma’lumlar soniga teng voki
no’malumlar scnidan kichik bo‘lishi mumkin. Shu sababli bu sistema
vagona yoki cheksiz ko‘p ychimga ega bo‘lishi mumkin. Agar sistema
uchburchak ko‘rinishga kelsa, ya’ni k=n bo‘lsa, sistema yagona
yechimga ega bo‘ladi. Agar sistema trapetsiya ko‘rinishga kelsa. ya'ni
k <n bo‘lsa, ststema cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi.

[ 2x, —4x, —x, =2,
1-misol. Px‘ + x,—2x, =-11, tenglamalar sistemasini Gauss usull
| % =2x,+4x,= 8
bilan yeching.
Yechish.
I-bosgich. Sistemada quyidagi almashtirishlarni bajaramiz:
- birinchi va uchinchi tenglamalarning o‘rinlarini aimashtiramiz;
— (=3) za ko'paytirilgan birinchi tenglamani ikkinchi tenglamaga va
(-2) ga ko‘paylirilgan birinchi tenglamani uchinchi tenglamaga hadma-
had qo‘shamiz;

— ikkinchi va uchinchi tenglama hadlarini mos ravishda 7
ga va (-9)ga bo‘lamiz.

2-bosqich. x, ning uchinchi tenglamadagi qiymatini birinchi va
ikkinchi tenglamalarga qo‘yamiz, ikkinchi tenglamadan x,ni topamiz
va uning giymatini birinchi tenglamaga qo‘yib, x. ni topamiz.

Sistemaning yechimlarini x, x,, x, ketma-ketlikda yozamiz.

2x, —4dx, —x, =2, i X =2x +45= B,

-

’il'.‘w.'cl + X —-2x ==1L=

x —=2x,+4x,= 8

3x A+ ox=2x=-1l.=

L 2x =A%, =X ==2
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=3 'ht:—IaLw:,:—Z!i..‘:::"1 X —2x,=—5,=

~9x, =—18 X, = 2
’ %=2 ‘ %= 2 l.\' -2
= x.—2:2=-5,= xy==L=qx, ==l
lx,—2x:+-1-?.= 8 \;—2-(—“: 0 \‘.\ =2

Gauss usulining 1-bosqichini sistemaning o‘zida emas, balki uning
kengaytirilgan matritsasida bajarish qulaylikka ega.
Masalan, yuqoridagi sistemaning 1-bosqgichi quyidagicha bajariladi:

2 4 1] 2ron (1 -2 4] 8

31 -2|-n 43 1 2l —ufn o n B~

1 -2 4l 8|n-rp \2 -4 -1] -2 |r, -1+ (-2
[1 -2 4| 8) 1 -2 4| 8
10 7 —141-35) 5,07 ~0 1 -—2!—5
[0 0 -9|-18|n=r:(=9) [0 O 1] 2

Xosmas tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yechishda bu
usulning boshqa bir turi Jordan-Gauss usuli qo‘llaniladi. Bu usulda
kengaytirilgan (4} B)matritsa ustida elementar almashtirishlar bajariladi
va A matritsa o‘mida [ matritsa hosil qilinadi, ya'ni u (/{X)
ko‘rinishga keltiriladi. Bunda oxirgi kengaytiriigan matritsadagi
X matritsa tenglawmalar sistemasining yechimi bo*ladi.

‘ Y, - x,- x,=0,
2-misol. {5x - x, +4x,=3, sistemani Gordan-Gauss usuli bilan

X, +2x,+3x, =5

yeching.
Yechish.
J =t illo ['1 -1 -1}
5 -1 41325 +(=5)n~ 3‘1‘2—)1'1:4--

0 4
1 2 3:5!',A-}r|+(—l)r‘ Lo 3 445
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P
[1— 91!(3)] 1 -1 —1'0'
~10 2|2 ~lo 1 9.]3 -
ala 4|4 T
lO 3 4 5|y =2r +(-3) D e {__il
Y t0 0 —— it = 4
) 4] 4 A
1 -1 -1 0] aon+n 1 -1 Of—l\';;—-)r.rr:
~o 1 2 31‘,——)»‘,+ r~0 I o 3, —
lo o ? 18 v ) 0 1] -1
N | - Iy
(10 0]
-10
00 II—I

Demak, x =2, x,=3,x =-1.

Shunday gilib, Gaussning noma'lumlarni ketma-ket yo‘qotish
usulida (4.1} sistema tenglamalarda almashtirishlar bajarish orqali
yuqori uchburchak (ayrim hollarda trapetsiya) shaklga keltiriladi va
hosil qilingan uchburchak sistema teskari o‘rniga qo‘yish orqali
yechiladi. Bn usul matematik nuqtayi nazardan, sistemani uning
matritsasini LU yoyish orqali yechish algoritmiga ekvivalent.

Gauss usulining LU yoyishga asoslangan algoritmi.
1". To'g ‘ri o0 ‘rniga qo ‘vish. 4 matritsaning 4= LU yoyilmasi

topiiadi;
jLY:B, '

2°. Teskari o ‘rniga go'yish. LUX=B <& X = 7
X =7

sistema yechiladi,

| X, +2x, +3x, + x,= 3,
3-misol. 120+ % =2x % x =5, tenglamalar sistemasini LU
Lx X, =30 - 2x, =8

voyish orqali yeching.
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Yechish.

=

I @ 2 3 1)
A=201 =2 Ulnor+(-2n-|0 -3 -8 -1
1 3

e ——

L =1 =3 Z)n—n+ =y \0 '—‘ -6 1)n—=n+(=1rn
B T T &
~|0 -3 -8 —1|=U,
0 0 122
['1 Y1 N ('1 0 0)
2 -2 -2 1 Bundan L=!2 1 0}
l\1-32, S \111;
=3 12 .

Avval LY = B tenglamani yechamiz:

3

10 0\!/}’,\‘ _/3
21 oly l=|-5|.
8

o) -
Bundan

»=3
2y, + ¥, ==5, =1,
Y+ Yok, =-8

Endi UX =Y tenglamani yechamiz:

(" .
P2 3 Ayt 1( 31
0 g e B =|-H
lo o 2 i 1

207000
e /‘.xt N 4

X, =k
X, +2x; 43x, +x, =3, 55, = =,

] 3x,+8x +x. =11, = ‘,_.I=H_+_Z""_
B D ‘ 3
AT iR
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Sistema trapetsiyasimon ko‘rinishda. Demak, u cheksiz ko'p
yechimga ega. Bunda ning tayin giymatida sistema xususiy yechimga
ega bo‘ladi.

Masalan,k=1da x, =7, x,=6, x,=-1, x,=1.

Agar sistema 5 ta noma’lumdan va r ta chizigli tenglamadan iborat

hamda xosmas bo‘lsa, u holda bu sistemaning yechimi LU yoyish
asosida quyidagi formulalar bilan topiladi:

2Ly, i=12,m, “.9)
12!
X = l—[y - iul_x_J, i=mn=1,.1. (4.10)
u, i

J x, +3x, - x =0,

4-misol. {3x - x,+2x, =5, tlenglamalar sistemasini LU yoyish
2, —dx, + x,=7

asosida yeching.

Yechish. Avval L va U matritsalaming elementlarini topamiz.
Ularni (3.1) va (3.2) formulalar bilan aniqlaymiz:

u,=a, =1,

u, =4, =3, u,=4a; ==
)
a, 3 a 2
U sttt _ 3 L=2=2-2
w. | w,
- — - = =
u, =a, —lu, =-1-3-3=-10, u

w =, — Ly, =2-3-(-1)=5,

i =

1, -10

| oGamhty, —4-23

Uy = Ay _Inun -‘qun =1-2-(-D-1-5=-2.

Endi y va x lami(4.9) va (4.10) formulalar bilan topamiz:
A =b, =0, Y. :bz —"'ny‘ =5-3.0=35, y,=h,
1

2 1 S ==t
x= y=—=-1, x,=—{p —uyX)=— =
{7 =2

i, -10

Iy =y, =7-3-0-1.5=2;

1 0-3: (=N =(=D-(=1)
X, = — (), —u,X, — U X)) I haie - DR 2
u,

Demak, x, =2, x,=-1, x,=-L

Ly 4
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1.4.3. » noma’lumii m ta chizigli tenglamalar sistemasini
tekshirish va yechish

n ta noma’lumdan va m ta chizigli tenglamadan iborat
(4.1) sistemani qaraymiz. Bu sistemaning matritsasi 4, kengaytirilgan
matritsasi C bo‘lsin. Bu matritsalar mos ravishda (4.2) va (4.3)
tengliklar bilan ifodalanadi. Quyida (4.1) sistema birgalikda bo‘lishining
zawur va yetarli shartlarini aniqlovehi teorema bilan tanishamiz. Bu
teorema rus va o‘zbek tilida yozilgan adabiyotlarda Kroniker-Kapelli
teoremasi deb yuritiladi.

1-teorema. (4.1) tenglamalar sistemasi birgalikda bo‘lishi uchun
sistema asosly va kengaytirilgan matritsalarining ranglari teng, ya'ni
#(4) = r(C) bolishi zarur va yetarli.

Ishoti.  Zarurligi. (4.1) sistema birgalikda bo‘lsin.  Bu
noma’lumlaming qandaydir tartiblangan x;,x%,....x7 giymatlari sistema
tenglamalarini ayniyatga aylantirishini anglatadi. C matritsa ustida
quyidagi almashtirishlami bajaramiz: uning oxirgi ustuniga (-x7) ga
ko*paytirilgan bisinchi ustunni qo‘shamiz, keyin (-x7) ga ko‘paytirilgan
ikkinchi ustunni qo‘shamiz va shu kabi davom ettirib, oxirida (~x*) ga
ko‘paytirilgan #- ustunni qo‘shamiz. Natijada, sistema yechimining
ta’rifiga ko‘ra, C matritsa oxirgi ustun elementlari nollarga aylangan
quyidagi C, matritsaga o‘tadi:

”I uz; a, : |
o la, a g, !0
o] % |9

4, 4. .. a, 1 0 I

Elementar almashtirishlar matritsaning rangini o*zgartirmaydi, va'ni
r(€)=r(C,) bo‘ladi. ¢, matritsaning oxirgi usiuni nollardan iborat
bo*lgani uchun r(C,)=r(). Bundan r(4)=r(C) kelib chigadi.

Yetarliligi. r(4)=r(C)=r bo'lsin. (4.1) sistema birgalikda ekanini
ko‘rsatamiz. 4 matritsaning noldan farqli r-tartibli minorini sistema
tenglamalari va noma’lumlarining o‘rinlarini alnashtirish orgali chap
yugori burchakda joylashtirish mumkin. Bu minor € matritsa uchun ham
minor bo‘ladi. Shu sababli noma’lumlaming biror »/,x°....,x; giymatlari
dastlabki r ta tenglamani va shu bilan birga qolgan k-tenglamani ham
qanoatlantiradi, bu yerda k>r. U holda (4.1) sistemada oxirgi
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m—r ta tenglamani tashlab yuborish va uni

a,x, +a,x, +..+a,x =b,

na

ax, + G, +..va, x =b

| e e “.11)

la x +a,x +.+a x =b

sistema bilan almashtirish mumkin. Bunda ikki hol botlishi mumkin:
r=n yoki r<n (r>n bo‘lmaydi, chunki 4 matritsa jami » ta ustunga
cga).

r=n bo‘lzanda {4.11) sistemaning noma’lumlari soni tenglamalari
soniga teng bo‘ladi. Bundan tashqari, sistema determinanti nolga teng
emas. Shu sababli (4.11) sistema yagona yechimga ega bo‘iadi.
Bundan bu sistemaga ekvivalent (4.1) sistemaning birgalikda va anig
sistema bo‘lishi kelib chigadi.

r<n da (4.12) sistemani quyidagi ko‘rinishda yozish mumikin:

X, +dpX; T4 A, X, = b~y (X, — = d, X,
p
A\ X, X, totay X =b, ~a, X, —..—d, X, (4.12)
| a,x +a,x, +..ta x =b-a, x  —.—ax.

Bu sistemaning koeffitsiyentlaridan tuzilgan determinant noiga
teng emas. U holda x .,x, noma’lumliarga biror giymatiar berib,

tre1d

(4.12) sistemaning x,,x,,...,x, yechimini topsa bo*ladi.

X

re2?t
X,,.X,,...,x, noma’lumlarga istalgan giymatlar berish mumkin. Shu
sababli (4.12) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi va bu
sistzmaga ekvivalent (4.11) sistema birgalikda va anigmas sistema
bo‘ladi. Teorema to‘liq isbotlandi.

Isbotlanpgan teoremadan quyidagi natijalar kelib chiqadi.

I-natija. Agar birgalikda bo‘lgan sistema matritsasining rangi
nema’lumlar soniga teng bo‘lsa, sistema yagona yechimga ega bo‘ladi.

2-patija. Agar birgalikda bo‘lgan sistema matritsasining rangi
noma’lumlar senidan kichik bo‘lsa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega
bo‘ladi.

{4.1) sistema birgalikda bo‘lishining zarur va yetarli shartipa va bu
sistemani yechishning Gauss usuliga asosan n nomea lumli m ta chizigli
lengiamalar sistemasini tekshirish va yechish quyidagi tartibda amalga
oshiriladi.



Tekshirish (Gauss usuli): sistemaning kenpaytirilgan matritsasi
(mos ravishda asosiy matritsasi) elementar almashtirishlar yordamida
pog‘onasimon  ko‘rinishga keltiriladi (pog‘onasimon matritsa — bu
pog‘onasimon sistemaning matritsasi).

Bunda;

— agar r(4) #»(C) bo'lsa, sistema birgalikda bo‘Imaydi;

— agar r(4)=r(C)=n, ya’'ni sistemaning rangi uning noma’lumlari
soniga teng bo‘lsa, sistema birgalikda va aniq bo‘ladi;

— agar r(4)=r(C)<n, ya'ni sistemaning rangi uning noma’luwmlari
sonidan kichik bo‘lsa, sistema birgalikda va aniqmas bo*ladi.

Yechish: Matritsaning rangi va noma’lumlari soni taqqoslanadi.

Bunda:

— agar  r(4)=r(C)=n bo‘lsa, ya'ni sistema bazis
minorining  tartibi noma’lumlar soni bilan ustma-ust tushsa, »
no’malumli n ta chiziqli xosmas tenglamalar sistemasi yechiladi;

— agar r(A)=r(C)=r<n bo‘lsa, sistemada {(n-r) 1ta erkin
noma’lumlar hosit gilinadi. Bunda x,x.,..x,~ bazis
noma’'lumiar, x,,,x_,,...x, — erkin noma’lumiar boladi.

Erkin noma’lumlami sistema tenglamalarining o‘ng tomoniga
o‘tkazamiz:

(asosiv)

a.x, +d,x, +..+ax =h-a, x_ ~.—a,x,
- =5k - -
X, Xy + oot 0, X, S0 =8 (X~ T X (4.13)
| a. % +a,x,+.+ax=b-a x ~.-darx

™

yoki matritsa ko‘rinishida

AX, =B, +x B +.+x B . (4.14)
bu yerda
a (2% (%) \l
- d . i,
d={ et = =) l detd 20,
a. 4, a J
‘I l{.bl v'all l‘; ral.“ \‘
X - b1 d, ’ a,
X.= ’,B‘,—‘ B =]

2| 5 ] 5 2n
= h sy :—l s
X, l\bu L, a, |
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(4.14) sistema berilgan (4.1) sistemaga ekvivalent va uning yechimi
yuqorida qaralgan ussllardan istalgan biri bilan topiladi.
Erkin yechimlar x_ =c,, x,,=c,,...x, =¢,, qiymatlar qabul qilsin.
U holda (4.14) sistema
AX =B, +cB +..+c_B, . (4.15)
ko'rinishni ofadi va x,.x,,..x, bazisnoma’lumlar ¢, c,,..,c,, qiymatlar
orqali ma'ium ko‘rinishda ifodalanadi:

X, =x,(¢,C0C,, ), i= 12,0

Bir jinsli bo‘lmagan 4X = B sistemaning yechimini

e esrine. o)l

X= (4.16)

ustun matritsa ko ‘rinishda yozish mumkin.
Erkin noma’lumiar istalgan son giymatini qabul gilishi mumkin.
Shu sababli (4.1) sistema cheksiz ko'p yechimga ega bo‘ladi.
(4.16) ifoda (4.1) sistemaning umumiy yechimini aniqlaydi.
Bundan o'zgarmaslamning tayin qiymatlariga sistemaning
aususiy yechimlari mos keladi.
[ x,+2x, - 4x,= 0,
3-misol. {5x +3x,-7x,= 8, tenglamalar sistemasini tekshiring va
5%, —dx, +6x, = -i
yeching.
Yechish. Tekshirish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida

elementar almashtirishlar bajaramiz:

(1 2 -4 0 12 -4| o)
c-ls 3 71 BlnonrEonslo 7 13 ] 8 =
E L1 non 49 (0 14 26 | =tr s n (-2

S
4=
&
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¢ 3

1 2 -4 0
~0 -7 13 8

0 0 0] -17

\

r(4)=2#3=r(C). Demak, sistema birgalikda emas.

x, ~4x, +2x, ==,

6-misol. | 2x, —3x, - x, —5x,=-7, tenglamalar sistemasini tekshiring

3x, = Tx, + x, —5x,=-8

va yeching,

Yechish. Tekshivish. Sistemaning kengaytirilpan matritsasi ustida
elementar almashtirishlar bajaramiz:

1 -4 2 0=t
C=12 -3 -1 =5|-7|n>n+(2)~

3 -7 1 =5]-8|n>n+(3)
\

(1 -4 2 of- 1 -4 2 0 . S
~0 5 -5 -5 ‘ ~0 5 -5 -51-5i—>nr:d
\0 5 =5 -5|-Slan+(-Dr, ([0 O 0 O ’ OJ
)
X p .
1 -4 2 0|=1| goe+de (1 0 0 0| 0l e +e
~0 1 =1 =1 =1fe, =e, +(-2)e,~0 1 =1 =1 | —1 e, e, +6, =

0 0 0 0] 0] e,=e+e 00 0 (}1 0 |o, =e;+c
\ / \ /!

Yugqorida keltirilgan ¢ ¢, + Ac, belgilash j-ustun bu ustunga 2
songa ko'paytiriigan k-ustunni qo‘shish natijasida hosil gilinganini
bildiradi.

r{d)=2=2=r(C)<4. Demak, sistema birgalikda va anigmas.

Yechish. x, va x, noma’lumlami bazis deb olamiz va ekvivalent
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sistemani yozamiz:

(0

x,=¢, va x,=c, deb berilgan sistemaning umumiy yechimini
topamiz:

- -

/,\]) — 54 2x, +4x,) (=5 7 [4"
=3 3 -1 I 1
o Xl T+x, +x, |- e, +e |
X, c 0 [ 0
L_.\".) ; c) ) 0, L0, 1)

bu yerda ¢, ¢, ~ ixtiyoriy o‘zgarmaslar.
1.4.4. Xosmas tenglamalar sistemasini yechish

n tanoma’lumlbi va » ta chiziqli tenglamadan iborat (4.6) xosmas
chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin. ) =

Xosmas chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning ikkita usulint
Jqaraymiz.

Marritsalar usuli
Bu usul (4.6) sistemaning ushbu i
AY =8 (4.17)
matritsa ko‘rinishini vechishga ascslanadi.
4 matritsa xosmas bo‘lgani uchun 4~ mavjud bo"ladi. .
(4.17) tenglikning har ikkala gismini chapdan 4™ ga ko‘paytiramiz:
A'AX = A7B, IX=A4"B.
Bundan
X=A47B 4.18)
kelib chiqadi.
(4.18) tenglamaga chizigli tenglamalar sistemasini  mairitsalar
usuli bilan yechish fornulasi deyiladi.
I X, —Xx. + X, =5,
7-misol, 12x +x,+ x, =6, tenglamalar sistemasini matritsaiar
| Xt x, +2x =4

usuli bilan yeching.



Yechish. Sistemaning determinantini hisoblaymiz:

1 -1 1
detd=|2 1 1le2-1+2-1+4-1=5%0.
1 2\

Demak, sistema — xosmas.
Determinant elementlarining algebraik to‘ldiruvchilarini anigiaymiz:

11 2 1\ 2 1|
= = A, == =-3, A= =1
T i SO BT bt 1
|
-1 1 | 11 1 —1‘
= = [ = =1, A, =-2,
Ay 4\ 1 2 3 Ap | ?'| T |l ]l
=i ZA‘III f~1_li—3
S T e S IR R *Tl2 1|
U holda
FER = oh
1]-|=§—3 | 1L
Lro-2 3
Sistemaning yechimini (4.18) formula bilan topamiz:
1' 1 3 -2‘l 5\ [ 5+18-8) ) 15y | 3‘]
X:A“B:g 3 1 1 bel=Y <1546+ 4=t -5l=|-1].
12 3J 4) Cls-en) s 1)

Demak, x, =3, x,=-1, z,=1.

Determinantlar usuli yoki Kramer formulatari

Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning bu usuli determinantlar
nazariyasipa asoslanadi.

2-teorema. Agar (4.6) sistema xosmas bo‘lsa. u holda sistema
yagona yechimga ega bo'ladi va bu yechim quyidagi formulalar bilan
topiladi:
_Dx,

1 DI
== L=, . X
- D "D

(4.19)
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bu yerda D,D......D, determinantlar D=detA determinantdan mos
noma’lum oldidagi koeffitsiyentlarni ozod hadlar bilan almashtirish orgali
hosil gilinadi.

Ishoti. (4.6) sistemaning matritsa Ko‘rinishidagi  yechimini,
ya’ni (4.18) formulani quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

(xY (4, Ay . A)) (B
x| 1{4, 4, .. 4.6
) \‘tlln AZn Amu \h« ’y
yoki
(: Al]bl +A2lb1 +"'+A‘ll‘bn k
X D
x| | Anbit Apby .t A0,
(= D I
\x, ) | Ab 4 A b+ v A b,
\ D 2
Bundan
X = A]Ibl + Af.lbz +"'+ Aulbn
3 D
. Anb +Ab, +...+ 4.b,
x,
kelib chigadi.
Ikkinchidan, A b + A, b, + ..+ A,b, ifoda
| b o, ..
D < b, a, .. a,
l !
bn unl e [Irm
determinantning 1- ustun elementlari boyicha yoyilmasiga, va'ni ), ga
teng.
Demak,
- ;)I
D



(4.19) tenglikning qolgan formulaari shu kabi isbotlanadi:
D LD
X, = ke 5 SR

x =2 (i=1n) formulalarga Kramer formulalari deyiladi.
D

2x, +3x, +2x,= 9,
8-misol. x, +2x,-3x,=14, tenglamalar sistemasini Kramer
Ix, +4x,+ x,=16

formulalari bilan yeching.

Yechish. D va D, i=123 determinantlarni hisoblaymiz:

23 2 9 3 2|
D=|1 2 =3{=-6=0, D= 14 2 -3|==12;
|3 4 1 16 4 1

o
[\
1~
wl
Bel

[ 2
D=1 14 -3|=-18 D=1 2 1al-12
3

Kramer formulalari bilan topamiz:

D_-12 sl R S P

I:—-—='.’, Xy == =3y ApS=—=
D -6 D -6 D -6
Shunday qilib. n noma’lumli » ta chizigli xosmas tenglamalar
sistemasi yagona  yechimga ega bo‘ladi va bu yechimni yoki
(4.18) matritsalar usuli bilan yoki (4.19) Kramer formulalari bilan
topish mumkin.

1.4.5. Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi

Ozod hadlari nolga teng bo‘lgan ushbu

X +a,Y, +..ta,x, =0,

ax, +tayx, +.o.+a, x =0,

- (4.20)

a.x +a x, +.+a x =0
sistemaga bir jinsli tenglamalar sistemasi deyiladi.
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(4.20) sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglari
teng bo‘ladi. Shu sababli bu sistema hamma vagqt birgalikda va nolga
teng bo‘lgan (trivial) x, =x, =...,=x_=0 yechimga ega.

Bir jinsli tenglamalar sistemasi qanday shartlar bajarilganida
noiga teng bo‘lmagan yechimga ega bo‘ladi? Bu savolga quyidagi
teoremalar javob beradi.

3-teoremna. (4.20) tengilamalar sistemasi nolga teng bo‘lmagan
yechimga ega bo‘lishi uchun sistema matrisasining rangi sistema
tenglamalari sonidan kichik bo‘lishi, ya’ni » <» bo‘lishi zarur va yetarli.

Ishoti. Zarurligi. Ma‘lumki, r<n. »=n bo‘lsin deymiz. U hoida
Kramer formulasidagi D=0 va barcha D =0 bo‘ladi. Shu sababli
tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo‘ladi:

x=2 g p =0 Dro.
‘" p

Demnak, (4.20) sistemaning trival yechimlardan boshqa yechimlari
yo‘q. Agar ular bor bo‘lsa, u holda » <r bo'ladi.

Yetaliligi. r <r bo‘lsin. U holda birgalikda bo‘lgan bir jinsli sistema
aniqmas be‘ladi. Demak, sistema cheksiz ko*p yechimlarga ega bo‘lad,
bunda ulardan ayrimlari nolga teng bo‘lmaydi.

4-tcorema. n noma’lumli » ta chizigli bir jinsli tenglamalar
sistemnasi nolga teng bo‘lmagan yechimga ega bo‘lishi uchun sistema
matrisasining  determinanti nolga teng bo‘lishi, ya’ni det4=0 bo‘lishi
zarur va yetarli.

Ishoti. Zarurligi. Agar det4#0 ( yoki r=n) bo‘lsa, sistema yagona
trival yechimga ega bo'fadi. Demak, sistema nolga teng bo‘lnagan
yechimga ega bo‘lsa, sistemaning determinanti det 4=0 bo‘ladi.

‘etaliligi. Agar det4=0 bo'lsa, r<n bo‘ladi. U holda 3-teoremaga
ko‘ra, sistema cheksiz kop yechimlarga ega bo‘ladi, bunda ulardan
ayrimlari nolga teng bo‘Imaydi.

5-teorema. Agar X, va .X. ustun matritsalar (4.20) sistemaning
yechimlari bo‘isa, u holda bu yechimlarning chiziqli kombinatsiyasi

e X, X,
ham (4.20) sistemaning yechimi bo*ladi, bu yerda c,.c, —istalgan hagigiy

sonlar.
Isboti. Teoremaning shartiga ko‘ra,

AN, =0 va 4X. =0.
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U holda istalgan ¢, va ¢, sonlari uchun

c,AX,=0 dan A(c.X,)=0,

c,AX,=0 dan A(c,X,)=0
bo‘ladi. Bu tengliklami go‘shamiz:

Ale X))+ A(e,X,)=0
yoki
Ac X, +¢,X,)=0.
Demak, X, va X, yechimlarning c X, +¢,X, chizigli kombinatsiyasi

(4.20) sistemaning yechimi bo‘ladi. Bunda X

, va X, yechimlar
Jundamental sistema tashkil giladi deyiladi.

-x, +x, - x,=0,

9-misol. 3x —x

—x,— x,=0, bir jinsli tenglamalar sistemasini

| 2x +x,—2x, =0

yeching.
Yechish. Sistema determinantini hisoblaymiz:
-1 1 -
det4=| 3 -1 -1 ’:—2—2—3—2—1+6=—3¢0.
2 1 -2

Demak, sistema sistema trivial vechimga ega: x, =x, =x, =0.

X - x,- x+ x,=0,

10-misol. ,z\-,—zx,+ x,+ x,=0, bir jinsli tenglamalar sistemasini

Sx, ~5x, = 2x, +4x, =0

yeching.
Yechish. Sistema  matritsasini  pog‘onasimon  ko‘rinishga
keltiramiz:
"t -1 =1 1\ G e T
:I='3 -2 1 1p=n+(=2r~0 0 3 —Ii
5§ -5 -2 4Jr.—>,-._ﬂ—5)r, 0 0 3 —lfr,—=r+(-l)



‘10 0 0)

|’l -1 -1 1 ¢, —7C, +C
0 0 3 —1';-, e, ~

h‘O 0 3 -1| ¢ ¢, +c ~

0 0 Ole, e, +(=Nc, (0 0 0 0Ol e
fi ooow “'1 0 0 0) [’1000.
~l0 -1 3 0 ~10 =1 0 0Ole,=>c (-1~ 0 1 0 0.
I oJc,-,\c,+3cz !\0 0 0 0 1\0 00 0

A)=2, n=4, r<n

Demak, sistema nolga teng bo‘lmagan yechimga ega. Bunda
yechimlardan ikkitasi bazis o‘zgaruvchilar, qolgan ikkita yechim erkin
o‘zgaruvchilar bo'ladi,

X, = ¢ x, =c. deymiz va

(x,—c —c, +x, =0,
, 2
1 3¢, —x, =0
sistemaga ega bo‘lamiz.
Bu sistema x, =3¢,, x, =¢, - 2¢, yechimga ega.

Berilgan sistemaning umumiy yechimini topamiz:

w -
Y ]

X =‘l .
\

A0 )
Bu yechimni xususiy yechimlaming chizigli kombinatsiyasi ko*rinishiga
keltiramiz:

N

I’c, -2, N (-2
. c, Q i 0
A= + = +Cz =
0 c, 10 1
lo) U 3 o) | 3]
(1 -2
i 0 , . ST
Bunda X, :| 0 \ va X, =i | | xususiy yechimlar yechimlaming
: ) l SJ
b \

fundamental sistemasini tashkil giladi.
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1.4.6. Chizigli tenglamalar sistemasini
matematik paketlarda yechish

Kompyuterli matematika sistemalari (KMS) yoki matematik
paketlar matematikaning turli masalalarini yechishda keng qo‘lianiladi.
Hozirgi vagtda matematik paketlamning turli variantlari yaratilgan:
Maple, MathCAD, MatLAB, Mathematica, Direve.

Chizigli tenglamalar sistemasini bu paketlardan birinchisida, ya’ni
Maple matematik paketida yechishni gisqa bayon qilamiz. Batafsil
bayon maxsus kurslarda beriladi.

Ax=b tenglamalar sistemasi Maple paketida ikki usuldan biri bilan
yechilishi mumkin.

I-usul: solve buyrug‘i bilan.

Bu buyruq bilan (4.1) ko‘rinishda berilgan chizigli tenglamalar
sisterna yechiladi.

2x+6y+5z= 0,

11-misol. {2x+ Sy + 6z =—4, tenglamalar sistemasini yeching.

|5x+7y+8z=~T

Yechish.
>eqi={2*x + 6*y + 5*2=0,2%x + 5*y + 6*z =4, 5*x+ T*y +8%z="T}:
> solve {eq, {x.y,z}};
{x=1,y=2,7=2}
[ x—Ty+9z=-6,
2x-3y+5z=-3,icnglamalar sistemasining umumiy va
3x+ y+ z=0

bitta xususiy yechimini toping.
Yechish.

12-misol. -

>eqi={x -T*y + 9%z =5, 2*x -3*y + 5%z =3, 3*x +y+z =0}:
> si=solve {eq, {x,y.24H
i 8 9 13

f
$I={\—v----'t' z
\

T A B TR

Sistemaning xususiy yechimini topish uchun = o‘zgaruvchiga subs
buyrug‘i bilan tayin qiymat berish kerak:
> subs {z=1,s}

{x=-1,y=2,z=1}
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2-usul: linseive(A,b) buyrug‘i bilan.
Bu buyruq bilan linalg paketidan 4x=4 tengiamaning yechimi
topiladi. Bunda buyrugning argumenti: A -matritsa; b - vektor,
2x+ 7y+13z= 0,
13-misol. {3x+14y+12z=18, tenglamalar sistemasini Gauss usuli
|5x+25y+162=39
bilan, Kramer formulalari bilan matritsalar usuli bilan yeching.
Yechish.
1) Sistemani Gauss osuli bilan yechamiz:
> with(LinearAlgebra):
A = <<2,3,5>|<7,14,25>|<13,12,16>>;

f2 7 13l
A={3 14 12
5 25 16

> b :=<0,18,39>;

> GaussianElimination(A);

o]~ 1
~1ww |G G

=
I

> CaussinnElimination(A,'melhod'='FractinnFree‘);

[2 7 13
o 7 -1s
lo 0 -3

>ReducedRowEchelonForm(<A{b>):

r

1 00 —4]
010 3}
00 1 -1}

Demak,
x=—4 y=3 z:=—1
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2) Sistemani Kramer formulalari bilan yechamiz:
> with(Student|LinearAlgebral):
> 4 1= <<2,3,5>|<7,14,255(<13,12,16>>;
la 7 13
d=|3 14 12‘
5 25 16|
> d:=Determinant(d);
d==3
> dx1:=<<0,18,39>|<7,14,25>|<13,12,16>>;
t 0 7 13!
18 14

3|
il = 12‘
39 25 16

> dl:=Determinant(dx1);
dl =12
> dx2 = <<2,3,5>{<0,18,39>(<13,12,16>>;
‘ 2 0 13}
d2=i3 18 12
\ 539 16|
> d2:=Determinant(dx2);
dZi= 29

> dx3 :=<<2,3,5>|<7,14,25>(<0,18,39>>;

[T
dd=|3 14 181
5 25 39

> d3:=Determinant(dx3);
d3

ed

> xi=d1/dsyi=d2/d;z:=d3/d;
xX;=—4 y=3 z:=—1
3) Sistemani matritsalar usuli bilan yechamiz:
> with(Student|LincarAlgebra}):
> A 1=<<,3,55|<7,14,25>{<13,12,16>>;
7 18)
3 14 12

5 25 16)

A=

—
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> A1)y

76 213 _98)
3 3 3
2 3 15
3 3 3
5 15 7
7 s 3)

=

> B = <<0),18,39>>;

> Xi=AN-1).B;

linsolve(A,b) buyrug‘ining argumenti sifatida mos ravishda A va
B matritsalar  olinsa, bu buyruq bilan 4X =8 matritsaviy
tenglama yechimini ham topish mumkin.

13 =18 (13 -4 6)

14-misol |0 1 =2|x=| 2 4 2[matritsaviy tenglamani
11 uJ =% 5 5/

yeching.

Yechish.

> with(Student|LinearAlgebral):

> A 1= <<1,0,1>|<3,1,-1>]<-1,-2,0=>;

(13 =1
i
g=lg 1 -2
o
> At =AM
)
7 T 7
e )
gl = = B
AN |
L. 4 G
L7
> B 1= <<13,2,-2>|<-4,-4,5>|<6,2.5>>;
713 -4 6)
B=| 2 4 2
-2 55



> Xi=A"(-1).B;
23S
X=|4 -2 0}.
L1 -1
A matritsaning yadrosi deb shunday vektorlar to‘plami x ga aytiladiki,
A matritsaning  bu vektorlar to‘plamiga ko*paytmasi nolga teng, ya’ni Ax=0
bo‘iadi. Bunda 4 matritsaning yadrosini topish bir jinsli tenglamaiar sistemasi
yechimlarini topishga ekvivalent bo‘ladi.
A matritsaning  yadrosini kernel (A) buyrug‘: bilan topish mumkin.

x+y =0,
4.15-misel. 4 2y—z =0, tenglamalar sistemasini yeching.
x+3y-z=0
Yechish.
> with(linalg):
>A =array (1[1,1,01;[03,'1],[1,3y-1ll)
11 o|
A={0 2 -1 l
13 1)
> kernel (A) :
{I-L,1.2]}.
1.4.7. Mashqiar
Tenglamalar sistemasini tekshiring:
X, -xix =2, | NE= x=-l
41 | x+x-x =] 4.2, \! Sx,—x,+2x,= 3
5% - x, +3,=7. {4x, +3x,= 4
Xt X+ Sx42x,= 1, [ x+x,- x +2x,=3,
43, 2.+ x,+ 3x,+2x, =3, 4.3'12,\',—.\~,+ x- x, =1,
2x +3x, +Lbx, +5x, = 2, 138, +x, w23, ~ x, =5
X+ 3+ dx 44y, =3, l X =x, rdx, —5x, =2
Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching:
20+ x, +3x,=-13, (3%, +2x, -3x, = -1,
45 ¢ x +2x - x,= -2, 4.6. {25+ x,~2x. = 4,
I+ x,-4x,= 7 | X =3x,+ x,= 9.
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[ &2k x, -2y, =4, [ 2% 4x, +x5=4

4.7. N % X 48, X,‘I:+2_rl +2x,= 1,
aad - x=0 I X, +3x, +2x, =5,
{3+ % rdx =~2 3x—x,+2x, = 3.
2, +30— x—x.= 8 (% =2x,=3x,+ 5x,=-1,

4.9, | I+ x - xtx = 8 4.10. I?x, ~3% 2+ 5x =3,

n-xn+xn-xn=10 5x, = Tx, +9x, +10x,==8,

3xy + Ty =3x, —x, =16, X=Xy +3xy =-2

Tenglamalar sistemasini Jordan-Gauss usuli bilan yeching:

{ x,+6x, +3x, =21, [ x +3x,+ x,=-2,
431, (4x, +8x,+ x; =18 4.12. | 3y, —2x, +3x, = 5,
[3%, +5x, + 4x, =33,

4%, +3x, +54,= L

Tenglamalar sistemasini LU yoyish asosida yeching:

[ 3x, = Tx, -2x, =7, X, =2x, + x, =3
413, $-3x, +5x, + x, = 5, 4,14, {—4x, +5x¢, +2x, =0,
] 6x, —4x, = 2 6x, -%x, + x, =0.
:’ X = x,+2x, = 0, ‘:rx,—3x2+2x,= L
4.15. )I X =3x, + x, =5, 4.16. ("x, -2x, = ik
[3%, + 73, + 5%, = 7. I 2x, -3x, =3

Tenglamalar sistemasini matritsalar usuli bilan yeching:

’ X, +2x,—x, = 3, 2k X = %= 2,
4.17. -|2,\,—x2+2x,=-‘l, 1.4,18. {2x, +2x,-3x, =5,
| X < 3x,~x, =6. | x +2x, - 2x, =5
’ X2+ x,= 8, ]2-"1 +7x,~ %, =10,
4.19, ) +2x, +3x, =10, 1420, § x+2x,+ x,= 2,
iz.r, =3x,-4dx; =4 3x, ~5x, +3x, =5,

Tengzlamalar sistemasini Kramer formulalari bilan yeching:

dan, H-dn=h 1.422. {5"' vix = L
{5 v2x, =1 16x, +4x, =10.
l X, 4+ 2x 2x -2z, + x,= 8.
4.23, 3%, -2x, + 142408 x. <3¢, + x,=-3,
\:'—‘. +3x,-24,= 8 3%, +2x, =2x, = -5,
[ 3 +2x435= 6 [ax + ax, + x, =1,
4.25. J-l.\I +5x. +6x, = 9, 1.4.26. ] x, +a'x,+ x,=a,
!Tr.r&t_ =-6 l X+ @, +ax; =1
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Bir jinsli tenglamalar sistemasini yeching:

g {n i 2=t 1428, i mran=0
13%,— x, +3%,=0 15,\" +3x,43x, =0
(35, + x,+2x, =0, [2% +3x,+ x, =0,
4.29. !I ¥, +2x,-3x, =0, 1.4.30. 3x, -2, +3x, =0,
5%, +5x,~4x, =0, 4 +3x, 457, =0

x,+3x, =6x, +2x, =0,

|
2x, - x,+2x =0,
4.31.J| s et
!
|

X, - X, -2x+ 3x, =0,

1432 BT A=l

3x,=2x, +2x;-2x, =0,

2%+ X,rdi;+8x, =0

X, —4x,+ Xx;+10x, =0,

Iy x;~2% - x,=0
Bir jinsli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlari sistemasini
toping:
n=X+ X -1, =0, [ 5+ 35— x- % =0,
433 82 +x,+ x, 43, =0, 1.4.34. le; -Xt X =0.

dx -x 430 -x, =0, 2, +10x, ~dx, -3x, = 0.

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan, Kramer formulalari bilan
matritsalar usuli bilan Maple matematik paketida yeching:

Sx, +8x; ~ X, =-2, X 42x,+ x,= 0,

1

1
4.35. 3 x +2x,+3x, =4, 1.4.36. I 3%, ~3x, +3x; =1l
2%, -3, +2x, = 3. !2.1

IR VATE RS AL L XN
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» Vekiarlar
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VEKTORII ALGEBRA
ELEMENTLARI

2.1. VEKTORLAR

Vektor nisbatan  yangi matematik
tushuncha hisoblanadi. «Vektor» terminining
o‘zi 1845-yilda Uilyam Rouen Gamilior

tomonidan kiritilgan.

Vektor tushunchasiga son qiymati va
yo‘nalishi bilan xarakterlanuvchi obyektlar
bilan ish ko‘rilganida duch kelinadi. Bunday
obvektlarga kuch, tezlik, tezlanish kabi fizik
kattaliklar misol bo‘ladi.

Vektor matematikaning turli bo‘limlarida.
masalan, elementar, analitik va differensial
geometriya bo‘limlarida qo‘llaniladi. Vektorli
algebra fizika va mexanikaning turli
bo‘limlariga, kristallografiyaga, geodeziyaga
tatbiq qilinadi. Vektorlarsiz nafaqat klassik
matematikani, balki boshga ko‘plab fanlami
tasavvur qilib bo‘lmaydi.

2.1.1. Asosiy tushunchalar

Tayin uzunlikka va yo‘nalishga ega
bo‘lgan kesma vekior deb ataladi.

Vektor 4B ycki a bilan belgilanadi.
Bunda 4 nugtaga vektorning boshi deyilsa,
B nugiaga uning oxiri deyiladi.

~1
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Boshi va oxiri orasidagi masofaga vektorning uzunligi yoki moduli
deyiladi. Vektoming moduli |4B|yoki |4| ko‘rinishda belgilanadi.

Boshi va oxiri ustma-ust tushadigan vektor nol vektor deb ataladi
va 0 bilan belgilanadi. Bunda |0|= 0bo‘ladi. Nol vektor yo‘nalishga ega
bo‘lmaydi.

Uzunligi birga teng vektorga birlik vektor deyiladi va ko‘p
hollarda ¢ orqali belgilanadi.

a vektor bilan bir xil yo‘naligan birlik vektorga @ vekiorning orti
deyiladi va & bilan belgilanadi.

I-ta’rif. Bir to'g‘ri chiziqda yoki parallel to‘gri chiziglarda
yotuvchi vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.

a va b vektorlarning kollinearligi ajp deb yoziladi. Kollinear
vektorlar bir tomonga yo‘nalgan (yo‘nalishdosh, ular a714h kabi
belgilanadi) yoki qarama-qarshi tomonlarga yo‘nalgan ( ular a T4 & kabi
belgilanadi) bo‘lishi mumkin. Hol vektor har qanday vektorga keilinear
hisoblanadi.

2-ta’rif. Bir tekislikda yoki parallel teksliklarda yotuvchi vektorlar
komplanar vektorlar deb ataladi.

3-ta’rif. @ va b vektorlar kollinear, yo‘nalishdosh va uzunliklar;
teng bo‘lsa, ularga teng vekiorlar deyiladi va a =4 kabi yoziladi.

Vektorlar tengligining bu ta’rifi erkli vekiorlar deb ataluvchi
veklorlami xarakterlaydi. Bu ta’rifga asosan erkli vektorni fazoning
ixtiyorly nuqtasiga parallel ko*chirish mumkin bo‘ladi.

Erkli  vektorlar tushunchasidan  foydalanib,  vektorlarning
kollinearligi va komplanarligi uchun boshqa ekvivalent ta’riflarni berish
mumkin: agar ikkita nol bo‘lmagan vektorlar bir nugtaga ko' chirilganida
bir 10°g‘ri chiziqda yotsa, bu vektorlarga kollinear vektorlar deyiladi;
agar uchta nol bo‘lmagan vektorlar bir nuqtaga ko‘chirilganida bir
tekislikda yotsa, bu vektorlarga komplanar vektorlar deyiladi.

Ayrim  hollarda vektorning erkli  kocchirilishi chegaralanishi
mumkin. Agar vektorning qo*yilish nugtasi gat’iy fiksirlangan bo‘lsa, bu
vektorga bog ‘langan vekior deyiladi. Agar vektorning boshi joylashishi
mumkin bo‘lgan chiziq berilgan bo‘lsa, bu vektorga sirpanuvchi vekior
deyiladi. Bog‘langan va sirpanuvchi vektorlar nazariy mexanikada keng
qo‘llanifadi. Masalan, A nugtaning radius vektori bog'langan vektor
bo'ladi; aylanma harakatda aylanish o'qida joylashgan burchak teziik
vektori sitpanuvchi vektor bo‘ladi.
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2.1.2. Veitorlar ustida chiziqli amallar

Vektorlarni go‘shish. ayirish va vektorni songa ko‘paytirish amaliari
vektorlar ustida chizigli amallar hisoblanadi.

Ikkita @ va b vektor berilgan bo‘lsin. Istalgan O nugta olib, bu
nuqiaga 0A=a vektomi parallel ko‘chiramiz. 4 nuqtaga AB=b
vektorni qo‘yamiz. Bunda birinchi vektorning boshini ikkinchi
vektorning oxiri bilan urtashtiruvchi OB vektorga a va b vektorlarning
yig ‘indisi deyiladi, ya'ni OB=a+5 (I-shakl). Vektorlarni qo‘shishning
bu usuli uchburchak qoidasi deb ataladi.

lkkita vektomi parallelogramm qoidasi bilan ham qo’shish
mumkin. Buning uchun O nuqtaga 04=a va OC=b vektorlarni
go‘yamiz va ulardan parallelogramm  yasaymiz. Bunda
parallelogrammaing O uchidan o‘tkazilgan OB diagonal a+b
vektorni beradi (1-shakl).

V4 b

u‘// a-// B
}/ \ d// b g

1-shakl.

Bir nechta vektornining yig'indisini topish uchun bu vektorlarga
teng vektorlardan ko‘pburchak  (siniq chiziq) hosil qilinadi. ~ Bunda
beshi  birinchi
vektorining boshida, oxiri esa oxirgi vektorining oxirida bo‘lgan vekior
ko*pburchak barcha vektorlarining yig‘indisiga teng bo‘ladi. Bir necha
vektorni bunday qo‘shish usuliga ko pburchak qoidasi deyiladi. 2-
shaklda to‘rtta a.h,¢,d vektorlarning yig‘indisi 5 vektor tasvirlangan.

a va b veklorlarning ayirmasi deb, a vektor bilan b vekiorga
garama-qarshi  bo‘lgan  (-b)vektor yig'indisiga aytiladi, ya’'ni
G-b=a+(-b).

a-b avirmani topish uchun 4 va & vektorni umumiy O nuqtaga
qo‘yamiz. Bunda 5 vektor oxiridan a vektor oxiriga yo‘nalgan vektor
d-b vektorni beradi (3-shakl).
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0A=3 va OB=b vektorlarga qurilgan OACE parallelogrammning
diagonal vektorlari bu vektorlarmning yig‘indisidan va ayirmasidan iborat
bo'ladi (4-shakl).

B
2-shakl. 3-shakl. d-shak.

@ vektorning A#0 songa ko paytmasi deb, a vektorga kollinear,
vzunligi |4|-|Z] ga teng va yo‘nalishi >0 bo‘lganda & vektor
yo‘nalishi bilan bir xil, 4<0 bo‘lganda @ vektor yo'nalishiga qarama-
qarshi bo'lgan Az vektorga aytiladi.

Vektorni songa ko‘paytirishning bu ta‘rifidan quyidagi xossalar
kelib chigadi:

I-xossa. @ (G=0) va bvektorlar kollinear bo‘lishi uchun 4 = iz
bo‘lishi zarur va yetarli, bu yerda A-birorta son;

2-xossa. a=aj-a (a+0), ya'ni har bir nol bo‘imagan vektor
uzunligi bilan ortining ko*paytmasiga teng bo"ladi.

|

Vektorlar ustida chiziqli amallar ushbu xossalarga ega. '||

I a+b=b+a; 2. (@+by+é=d+(h+2); ﬂ
3 G+0=a; . g+ (-a)=0; |.]'
S Apay=(A- pa; 6. (A+p)a=Aa+pa: ”
7’ A(@+b)=Ad + Ab; 8. l.d=ad. lf

Xossalarning isboti vektorlami qo‘shish va ayirish goidalari hamda
vektorning songa ko*paytirish ta’rifidan bevosita kelib chigadi.
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Misel tarigasida xossalardan birinchisini isbotlaymiz. 4B vektor a
dan va BC vektor & dan iborat
bo‘isin (5-shakl). U holda vektorlarni
qo‘shishning uchburchak xossasiga
ko‘ra 4RC uchburchakda

AC=d+b
bo'‘ladi.
Parailelogrammning xossasiga
ko‘ra: 5-shak].

4AD=BC, DC=A4B .
Vektorlarni go‘shishning uchburchak xossasiga ko‘ra, ADC
uchburchakda
AC=AD+ DE=h+@

borladi. " )
Bundan, a5 =5 +a kelib chiqadi. D 7 /
I-misol. ABCD to‘gri

to'rtburchakning tomoniari

AB=3, AD=4. M- DC  tcimonning

o‘rtasi, N -CB tomonning o‘rtasi (6- !
shakl). 4M,4N.MN vekiorlami mos 7

ravishda A8 va 4D tomonlar bo‘ylab

vo‘nalgan 7 va j birlik vektorlar orqali . - 8

ifodalang.
Yechish. @ <a-a° bolishini hisobga
olib. topamiz:

6-shakl.

AB=|AB|-i =3, AD=|4D|-j=4j.
6-shaklga ko‘ra,
e =
M—M(,~lD( L3 Bv-wnc-lp
2 2 2

Vektorlarni qo*shish qoidasi bilan topamiz:

e
BC=—4D=2j.
> J

AM:AD+DM'=4]+92—7; AN = AB + BN =37 +2];

MN = MC +CN = MC - NC =27 ~2].

rJl al
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2.1.3. Vektorning o‘qdagi proeksiyasi

Sanoq boshini aniglovchi nuqtasi va birlik vektori berilgan to‘g‘ri
chiziqqa oq deyiladi.

¢ birlik vektor va O nuqta / o°qni bir qiymatli aniglaydi.

M nuqtadan / o‘qqa tushirilgan 44, perpendikulyarning 4,
asosiga A nuqgtaning | o'qdagi proeksiyasi deyiladi (7-shakl).

AB  (AB#0) ixtiyoriy vektor

bo‘lsin. 4 va B, bilan mos ravishda /;n
AB vektor boshi va oxirining ! o‘qdagi / :
proeksiyalarini belgilaymiz. g :
AB, vektorga AB vekforning | i :'
0'qdagi tashkil etuvchisi deyiladi. | ]
d4-te’rif. 4B vektorning | o'qdagi & | 5
o 4 B

proeksiyasi deb i-]ﬂ?}l songa aytiladi
va Pr 4B bilan belgilanadi. Bu son T-shakl;
4B tashkil etuvchi va | o‘q bir tomonga yo‘nalgan bo'lsa musbat
ishora bilan, aks holda manfiy ishora olinadi (7-shakl).

Demak,

Pr. AB=+| AR |.

5-ta’rif. @ vektor bilan uning /o‘qdagi tashkil etuvcnisi 4 vekior
orasidagi ¢ burchakka a vekior bilun l0'q orasidagi burchak (tkki a va
d, vektor orasidagi burchak) deyiladi. Ravshanki, 0< o < 7 (8-shakl).

Vektorning o°‘qdagi proeksivasining asosiy xossalari bilan
tanishamiz.

I-xossa. a vekloming ! o‘qdagi -
procksiyasi & vektor modulining bu /
vektor bilan o‘q orasidagi ¢ burchak
kosinusiga ko‘paytmasiga teng, ya’ni i

Prlt;=|¢_1|cosq) L ; -

Isboti. Agar & vektor bilan {og | /
orasidagi burchak o‘tkir l(lgqu-“"] '
)

bo'lsa, 4 tashkil etuvchi va 1 o‘q bir 8-shakl.
tomonga yo‘nalgan bo‘ladi.
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U holda

Pr,;=+|£1 Id a|cosep.

Agar a vektor bilan / o‘q orasidagi burchak o‘tmas [gc“p_{ﬁ]

bo‘lsa, & tashkil etuvchi va / o‘q qarama-qarshi tomonga yo‘nalgan
bo‘ladi.
U holda

Pr,ﬁ_zz—lt_n |=—{a|cos(x —p)=|alcosp.

Agar ¢ —% bo‘lsa, u holda

— 2 n =
Pr,a=0=|a]cos—_;~=ia|cosq7.

Bu xossadan quyidagi natijalar
kelib chigadi.

l-vatija.  Vektorning o‘qdagi
proeksiyasi:

1) vektor ofq bilan  o‘tkir
burchak tashkil qilsa, musbat
bo‘iadi:

2) vektor o'q  bilan oftmas 9-shakl.
burchak tashkil gilsa, manfiy bo‘ladi;

3) vekior o*q bilan to*g i burchak tashkil gilsa. nolga teng bo‘ladi.

2-natija. Teng vektorlarning bitta o‘qdagi proeksiyalari teng
bo‘ladi. ;

2-xossa. Bir nechta vekilor yig'indisining berilgan o‘qdag
proeksiyasi vektorlarning shu o‘qdagi proeksiyalari yig‘indisiga teng,
masalan,

Pr(d+b +&)=Prd+ Pr,b+Pré.
Ishoti. d =d+b +¢ bo‘lsin.
U holda (9-shak])
r,d =+|d,|=+]a | +|,|-1C |
ya'ni
Pr(d+bh +2)=Pra+Pr,b+Pré.
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3-xossa. Vektor skalyar songa ko‘paytirilsa, uning o‘qdagi
proeksiyasi ham shu songa ko*payadi. ya'ni

Pr(ia)=1 Pra.
Ishoti. Vektorning o‘qdagi proeksiyasining 1-xossasiga ko‘ra,
A>0 da Pr,(d)=| Ad|cosp=A|d|cosp =1 -Pr,a.
A<Gda Pr,(Aa)= Aa|cos(m —p) =—A|d|(~cosp) = 1{a|cosp = A - Pra.
A=0da Pr(0-2)=0=0.Pra=2-Pra.

3-natija. Vektorlar chizigli kombinatsiyasining o‘qdagi proeksiyasi
bu vektorlar o‘qdagi procksiyasilarining mos chizigli kombinatsiyasiga
teng, masalan,
Pr(ka + nb)=kPr,d+ nPrb.

2-misol. ABC  to'gfri =
burchakli uchburchakning
katetlari BA=5, BC=5v3. 4BC
uchburchak balandliklari bo‘ylab
yo‘nalgan vektorlarning AC

gipotenuza bo‘ylab yo‘nalgan ( \ 4 |,{
o‘qdagi procksiyalarini toping. 4 i C
Yechish. 10-shakl.
£BAC=¢, £BCA=y bo'lsin
deylik.
U holda
5 1 BC 5V3 3
CosQ =—— ., COs = = =

AC 5By 2 AC [ +(5V3) 2

ABC uchburchak balandliklari bo‘yiab yo‘nalgan vektorlar 4B, CB,

BD bo‘ladi (10-shakl). Bu vektorlarning / o*qdagi procksiyalarini
topaniiz;

Pr, Cé:—l( Bl cosy =543

Pr, BD | BD-I-COS:::- =0.
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2.1.4. Veltorlaraing chizigli bog‘ligligi. Bazis

Uch oflchovli R’ fazoda a,,a
o,,a,,«, sonlarni olamiz va a,a

a, vektorlar berilgan bo‘Isin. Ixtiyoriy
,@, vektorlardan

i
2
d=0,d, +0,d, +,4, (L)
vektorni tuzamiz. Bunda a vektorga  4.d....d, vekforlarning
chizigli kombinatsiyasi, a ,e,,«, sonlarga bu chizigli kombinatsivaning
koeffitsiyentiari deyiladi.
6-ta’vif. Agar 4,,4,,a, vektorlar uchun kamida bittasi nolga teng
bo‘lmagan shunday «,,«,., sonlar topilsa va bu sonlar uchun

a,d, +a,d, +a,d, =0 (1.2)

tenglik bajarilsa, &.a,,4, vektorlar sistemasiga chizigli bog ‘liq vektorlar
deyiladi.

7-ta'rif. Agar (1.2) tenglik fagat o, =a, =, =0 bo‘lganda o‘rinli
bo'lsa, G.3,.4, vektorlar sistemasiga chizigli erkli vektorlar deyiladi.

i-teorema. 4,.4,,4, vektorlar chiziqli bog‘lig bo‘lishi uchun ulardan
hech bo'imaganida bittasi golganlarining chiziqli kombinatstysidan
iborat bo‘lishi zarar va yetarli.

Isbati. Zarwrligi. Berilgan vektorlar chizigli bog‘lig bo‘lsin. U
holda  {1.2) tenglik bajariladi, bunda o, (4=1,2,3) sonlardan kamida
bittasi nolga teng bo’imaydi. o, =0 bo'lsin deylik.

U holda

o L7 48

4, =—Lg — g
o, o

:
)

bo‘ladi, ya'ni 4, vekior qolgan vekiorarning chizigli kombinatsiyasidan
iborat.

Yetarliligi. Berilgan vektorlardan bittasi, masalan, &, golganlarining
chizigli kembinatsiysidan iborat bo*Isin:

d,=aa, +a,d,.
Rundan

ad +a,d. +(~1)a, =0

kelib chiqadi, ya'ni (1.2) tenglik @, =-1da bajariladi. Demak, berilgan
vektorlar chizigli bog lig.
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7-ta’rifga ko‘ra bitta nol bo‘lmagan & vektordan iborat sistema
chizigli erkli bo‘ladi, chunki «-a=0 tenglik fagat va faqat a=0 da
bajariladi.

Demak. bitta & vektordan iborat sistema fagat va faqat a=0
bo‘Iganida chiziqli bog‘lig bo‘ladi.

Tekislikdagi vektorlarning chizighi bog‘liq yoki chizigli erkli
bo'lishi haqidagi masalani qaraymiz.

2-teorema. Ikkita & va &, vektor chizigli bog'lig bo‘lishi uchun
ular kollinezr bo‘lishi zarur va yetarli.

Ishoti. Zarurligi. & va &, vekterlar kollinear bo‘lsin. U holda
=4, bo'ladi, bundan 4d, +(-1)d,=0 yoki a.d +c,a, =6. Demak,
vektorlar chizigli bog‘lig.

Yetarliligi. , va a, vektorlar chizigli bog‘tiq bo‘lsin. U helda
a,d,+a.d,=0 tenglk a, va o, sonlardan kamida bittasi, masalan. o.

noldan fargli bo‘lganida bajariladi. Bundan a, =—:—"7x yohi a,=7d
X

2 1

kelib chiqadi. Demak, vektorlar kollinear.

Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.

4-natija. Ikkita & va a, vektor chizigli erkli bolishi uchun ular
kollinear bo‘lmasligi zarur va yetarli.

3-tecrema. Agar ¢ va & biror tekislikning ikkita  Lkollincar
bo‘lmagan vektorlari bo‘lsa, uholda stu tekislikning istalgan
uchinchi @ vektorini bu vektorlar bo‘yicha yagona usulda

a=agf +ag, (13) A
ko‘rinishda yoyish mumkin.

Isboti. Bitta O  nuqtaga
vektorlami  qo‘yamiz:  OE =z,
OE, =2, Od=d. A nuqtadan & va
¢, vektorlarga paraltel ikkita to*g'ri
chizi o‘tkazamiz.  Bu to‘g'ri
chiziglar bilan ¢ va ¢, vektorlar 13-shakl.
yotgan  to‘g'ri  chiziqlaming
kesishish nugtalarini mos ravishda 4, va 4, bilan belgilaymiz (11-
shakl).

Ikki vekior yig‘indisi ta'rifiza ko‘ra, OA=04, + 4,4, bu yerda




A4 =04, ekani hisobga olinsa
G=04 +04, . (14)

2, va OA, vektorlar koilinear bo‘lgani uchun 04 =« va shu kabi
04, =u,2, bo'ladi. Bu tenglikiarga ko‘ra, (1.4) tenglikdan (1.3) tenglik
kelib chigadi.

(1.3) yoyilmaning o, va «, koeffitsiyentlari bir qiymat!li
aniglanishini ko‘rsatamiz. Buning uchun

a=Pé + g, (1.5)

voyilma mavjud bo‘lsin deb faraz gilamiz.
(1.5) tenglikni (1.3) tengiikdan hadma-had ayirib, topamiz:

((Z! - ﬂx)é: + (Q’z b ﬁ.v )é: = (0],

Shartga ko'ra, ¢ va & vektorlar kollinear emas. U holda !-parijaga
ko'ra, ular chizigli erkli. Shu sababli oxirgi tenglik fagat o, — 5, =6 va
a, -8, =C bo‘lganida bajariladi. Bundan «,=p, a,=p3, Demak,
(1.3) yoyilmaning «, va e, koeffitsiyentlari bir giymatli aniglanadi.

4-teorema. Tekislikdagi har ganday uchta vektor chizigli bog‘liq
boladi.

Isboti. a.a,,a, vektorlardan ikkitasi, masalan, 4, va a, kollinear
vektorlar bo'lsin. U holda d, =a4, yoki 4, =4, +0a,bo‘ladi. Demak,
a,,a,.a, vektorlar chizigli bog*‘liq.

a,.a,.a, vektorlardan istalgan ikkitasi kollinear bo‘lmasin.

U holda 3-teoremaga ko‘ra a, vektorni

a

y=aa tasa,,

ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, a,,a,,a, vektorlar chizigli bogliq.

2- va 4-leoreinalardan quyidagi natijalar kelib chigadi.

S-natija. Tekislikdagi chizigli erkli vektorlar soni ko*pi bilan ikkiga
teng.

6-natija. Tekislikdagi vektorlar uchun ko‘rsatilgandagi kabi
fazodagi vektorlar uchun quyidagi xulosalarni ko‘rsatish mumkin:

1) Uchta vektor chizigli bog‘liq bo'lishi uchan ular komplanar
bo‘lishi zarur va yetarli;

2) Uchta vektor chizigli erkli be‘lishi uchun ular komplanar
bo‘Imasligi zarur va yetarli;
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3) Agar ¢,¢,,e, vektorlar komplanar bo‘lmasa. u holda istalgan a

vektor bu vektorlar bo‘yicha yagona ko‘rinishda ycyilishi mumkin,
ya'ni

d=ag +a,e + 08, (1.6)

4) Uch o*lchovli fazodagi har ganday to‘rtta vektor chizigli bog‘lig
bo'ladi;

5) Fazodagi chizigli erkli vektorlar soni ko‘pi bilan uchga teng.

Tekislikdagi bazis deb, istalgan ikkita chizigli erkli vektorga aytiladi.

S-natija va 3-teoremaga ko‘ra, tekislikdagi istaigan a vekiomni &,é,
bazis bo‘yicha yagona ko'rinishda yoyish mumkin, va’'ni

= p
A=ag +ap,. (.7

(1.7) tenglikka a vektorning ¢ ,2. bazis bo‘yicha yoyilmasi, « .«,
sonlarga & vektorning &2, bazisdagi affin koordinatalari deyiladi va
d={o;a.} deb yoziladi.

i ; -
| Fazodagi bazis deb, istalgan uchta chizigli erkli vektorga aytiladi. I!

6-natijada keltirilgan xulosalarga ko'ra. uch o‘lchovii fazodagi
istalgan @ vektomi &,¢,,5, bazis bo‘yicha yagona ko‘rinishda yoyish
mumkin, va’ni

P .3 - . )
A=af + i + 0@, {1.8)

Bunda «,a,,@, sonlar 4 vektoming Z,6.6, bazisdagi affin
koordinatalari bo*ladi, ya'ni a = {a;a.;a,} .

3-misol.  Uchburchakli muntazam piramidada 48, AC,AD -
uchning qirralari, DO - uchdan tushirilgan balandlik (12-shakl). Agar
€., mos ravishda 4B,AC,4D qirralar bo'ylab yo‘nalpan vektoriar
bo‘lsin. DO vektoming &,2,,2, bazis bo'yicha yoyilmasmni toping.
Yechish. Vektorlarni songa ko*paytirish amalining xessasiga ko'ra:
AB=3%, AC=Ag, AD=2Z,

bu yerda 1i,4,,4, -haqiqiy sonlar.
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Piramidaning bir uchidan chiqqan girralarida yotgan ¢é,2..3,
vektorlar komplanar emas. Shu sababli DO vekiorni é,é,e bazis
bo‘yicha yoyish mumkin.

Piramida muntazam bo‘lgani uchun
uning balandligi asosining medianalari
kesishish  nugtasiga tushadi, ya’ni
O —uchburchak medianalarining kesishish
nugtasi bo‘ladi.

Vektorlamni qo‘shish goidasiga ko‘ra

DO =Dd + AG.

Bunda
Di=-AD=-25,
e By 1 _J_(_'-
AD == g m s 2B HAC '(u +AE).
3 3 7.4
Demak,

e e s
DO=-A¢g, +—(4¢ + A¢E).
2

2.1.5. Dekart koordinatalar sistemasida vektorlar

Fazodagi bazis sifatida o‘zaro perpendikufar bo‘lgan i,k Dbirlik
vektorlarni olaylik. Bunday bazis
ortonormallashgan  bazis  deyiladi.
Bunda /.j kvektorlar bazis ortlari M
deb ataladi. A

Koordinatalar  boshidan  mos / M/ |
ravishda 7,7,k  bazis  ortlari
vo'nalishida o‘tkazilgan Ox,0y,0z k‘%:
o‘glarga koordinata o‘qglari deyiladi. j' |
Ox,0v,0z o‘qglardan tashkil topgan Ay /‘u, ¥
Gxyz koordinatalar sistemaga to’g'ri &

Lurchakli (yoki dekart) koordinatalar /"’ i )
sistemasi deyiladi. )

Fazoda ixtiyoriy a vektorni olib, 3-shakl.
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uning boshini koordinatalar boshiga keltiramiz, ya'ni a=0M vektorni
hosil gilamiz (13-shakl).

a vektorning koordinata oq‘laridagi proeksiyalarini topamiz.
Buning uchun OM vektorning oxiridan koordinata tekisliklariga parallel
tekisliklar o‘tkazamiz va ularning koordinata o‘qlari bilan kesishish
nuqtalarini mos ravishda M,, M,, M, orqali belgilaymiz. Bu tekisliklar
koordinata tekisliklari bilan birgalikda diagonallaridan biri OAf vektor
bo‘lgan to‘g‘ri burchakli parallelepipedni hosil giladi.

Bunda

Pr_d=|0M.|, Pr,a=|OM.|, Pr,d=|OM;|.
Bir nechta vektorlarni qo‘shish qoidasiga ko‘ra.
a=0M+MN +NM .
Yoki M,N=0M., NM = OM:ni hisobga olsak.

E:W;+CW;+(W;. (19)
Shunindek,

W1=|5M.|-7,Wz=i@:|-j,071-==|W;|-k. (llo)

G=0M vektoming koordinata o‘qlaridagi proeksiyalarini mos
ravishda a,a, va o, orqali belgilaymiz, ya'ni |OM|=a,, |OM:|=a,,
jOM|=a..

U holda (1.9) va (1.10) tengliklardan topamiz:

d=ai+aj+ak. {1.11)

(1.11) tenglik & vekiorning 7,j,k bazis bo‘yicha yoyilmasi deb
yuritiladi. a,,a,,a, sonlarga & vektorning dekart koordinatalari (yoki
oddiygina kvordinatalari) deyiladi va a={u ;a ;a.} kabi yoziladi.

a={a;a ;a} vektor berilgan bolsin.

To'g‘ri burchakli parallelepipedning diagonali haqidagi teoremani

qo'llaymiz:

|OM = |OM |2 +| OM:|*+] 0%,
Bundan

|al=a’+a’ +a
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yoki
[;?|=\,-"af+af+a__:, (1.12)
ya’nt vektorning uzunligi uning koordinawlari kvadratlarining
yig‘indisining kvadrat ildiziga teng.
a vektorning Ox,0y,0z o‘qlar bilan tashkil qilgan burchaklari mos
ravishda a, B,y bo‘lsin (13-shakl). cosx, cospB, cosy lar a vektorning

yo ‘naltiruvchi kosinuslari deb ataladi.
Vektorning o‘qdagi proeksiyasi 1-xossasidan topamiz:

a, =ld|cosa, a,=d|cosf, a =|ad|cosy.

Bundan ad #6bo‘lganida

cosa:i_'—, cosy=—a}, cosf=—. (1.13)
E || H
(1.13) tenglikdan (1.12) formulani hisobga olib, topamiz:
cos*a +cos’ f+cos’y =1, (1.14)
va’ni  nol bo‘lmagan vektorning  yo‘naltiruvchi  kosinuslari
kvadratiarining yigindisi birga teng.
Bundan 4° birlik vektorning koordinatalari cosa, cosfB, cosy
bo'lishi kelib chigadi, ya’ni a° ={cosa;cos B;cosy}.

4-misol. Uzunligi |dj=2 ga teng vektor Ox,0p koordinara o‘qlari
bilan «=60",8=120"li burchaklar tashkil giladi. 7 vektcrning
koerdinatalarini toping.

Yechish. Vekloming o*qdagi proyeksiyasining 1-xossasisiga Ko‘ra:

a, Falcosa=2c0s60" =2-—=1;

"
a, = dfcos i =2cos120" =2'[";,- ]:—1.
Vektorning uzunligini topamiz:
2= 1+1+al.
Bundan
o =2 yokiag, = \E, a. =—J3.
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Demak,
a={-1;42} yoki a={;~1:-2}.
a va bvektorlar koordinatalari bilan berilgan bo‘lsin:
a=aji+ajrak, b=bi+bjtbk.

Vektorning o°qdagi proeksiyasining xossalariga ko‘ra:

atb=(a, £b)i+(a,+b,)j+(a, £h )k, (1.15)
Aa=Aci+Aa j+Aak, (1.16)
a =b,
d=b ¢ {a =b,, (i.17)
a,=b..
Shunday qilib,

1) vektorlar qo‘shilganida (ayrilganida) ularning mos koordinaialari
qo‘shiladi (ayriladi);

2) vektor songa ko‘paytirilganida uning barcha koordinatalari shu
songa ko‘payadi;

3) teng vektorlarning mos koordinatalari teng bo*tadi va aksincha.

S-misol. a=-4i -2 +4k vektor berilgan. Bu veklorga qarama-qarshi

yo‘nalgan, kollinear va uzunligi |A|=9 bo‘igan vekiorning,
koordinatalarini toping,

Yechish. b vektorning koordinatalari b.b, b, Ya'Di b=ib:b b}
bo‘lsin,

ava b vektorlar kollinear bo‘lsa a=4b bo‘ladi, bu yerda A -biror
son.

Uholda ikki vektorning tengligi shartidan
b =ka, b =Aa, b =ia.
voki
b=—43, b =-22, b, =42

Bu koordinatalami va & vektorning uzunligini hisobga olib,
topaniz:

V6 + 48 4168 =9, £64=9  yoki 4=z-

b | L
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2

vab vektorlar qarama-qarshi yo'nalgani uchun A<, ya'ni

(73]

A=-2.
2

Demak, b = {6;3;-6}.

Koordinatlar boshiga qo‘yilgan va oxiri M nugta bo’lgan 7 =0M
vektorga M nuqtaning radius vektori deyiladi. M(x;y;z) nugta radius
vektorining koordinatalari »={x;y;z} bo‘ladi.

Boshi (x;y;:5) nuqtada va oxiri B(x,;y,;z,) nuqgtada bo‘lgan
4B vektorni qaraymiz. 4 va B 5
nugtalamning radius vektorlarini mos
ravishda » ={(x;y;z} va r,={x;»,:z}
bo‘ladi.

14-shaklga ko‘va, AB=7 —F.
Bundan (1.15) tenglikka asosan

AB = (x, ~x)7 + (v, - »)f + (2, - 2)k

voki /

AB=ix. —xiv—yizn—z). (1.18) A

14-shakl.

Shuuday qilib, vektorning
koordinatalari  uning  oxiri va  boshining mos koordinatalari
ayirmnasiga teng.

(1.18) tenglikdan 4B vektoming modulini topamiz:

[AB|= y(x, ~x)* + (¥, —y) +(z—z) - (1.19)

45 vektorning uzunligi 4 va B nuqtalar orasidagi masofani
aniglaydi. Shu sakabli (1.19) tenglikka ikki nugta orasidagi masofani
topish forondasi deyiladi.

6-misol. Parallelogrammning uchta ketma-ket wuchi berilgan:
A(=130). B(-2:-53), C(0;-L1). BD diagonal uzunligini toping.

Yechish. Parallelogramm D uchning x;y:z  koordinatalarini
parallelogramm uchun AD = BC ekanidan aniqlaymiz. AD va BC
vektorlami (1.18) formula ko‘rinishida yozamiz:

,1D={x+];)'—3:z—l‘,
BC ={0— (-2}~ —(-5):1 - 3} = {2:4-2}.
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U holda 4D=BC tenglikdan x+1=2, y—3=4, z—~1=-2, ya’ni
D(:7:-1) bo‘lishi kelib chigadi.  BD vektorning koordinatalarini
topamiz:

BD = {1~ (~2);7 — (-5);=1-3} = {3;12;-4}.
U holda

|BDJ=Af3" +12° + (-4 =9 +144+ 16 =13.

A(x;¥,52,) va B(x,;y,:z,) nugtalarni tutashtiravchi kesma berilgan
bo‘lsin. 4B kesmani berilgan 1>0 nisbatda bo‘luvchi, ya’ni é:f,
tenglikni ta’minlaydigan C(x;y;z) nugtani topish masalasini yechamiz.

Masalaning shartiga ko‘ra, 4C vaCB vektorlar kollinear, ya'ni
AC=ACB.

U holda

A_C={x—x.;y—y,;z—z,}, CB= {xz —-X;Y, = )2, — 2§
inobatga olinsa,
x-x,=Ax,—-x), y-y,=A0,-y), z-z,=A(z,-1)
Bu tengliklardan x,y,z larni topamiz:

r_x,+ix, v+,
I T

=

5 i (1.20)
1+2 1+ 1

(1.20) formulaga kesmani berilgan A nisbatda bo'lish jormulasi
deyiladi.

(1.20) tengliklardan A =1 da kesma o‘riasining koordinatalarini
topish formulalari kelib chigadi:

gacltl (1.21)

I-izoh. Tekislikda yotuvchi A8 kesma uchun (1.20) va (1.21)
formulalar quyidagi ko‘rinishlami oladi:

=x.+i\‘,. st = Ay (122)
t+4 1+ 4

Y s HH 2

s = Y= s (1.23)
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7-misol. A(2:5) va B(4;9) nuqtalarni tutashtiruvchi 4B kesmani

AC:CB=1:3 nisbatda bo‘luvchi C nuqtaning koordinatalarini toping.

e . . 4 1 .
echish.Masalaning shartiga ko‘ra, A =—. C(x;y) nuqtani

(1.22) formmulalar bilan topamiz:

1
2+=--4 _ 5+--9 2
2 . 5 0\
x=—2 =2 y=_31:6, yoki C‘ii;éj’.
I+- z I+ -
3
2.1.6. Mashqglar

1. Agar [a+bja-b| bo'lsa, 4 va b vekiorlar ganday shareni
qanoatiantiradi?

2. |al=13, {6|=19 va la+b|=24 ba‘lsa, |a—&| ni hisoblang.

3. Apgar M—.4B kesmaning o‘rtasi bo‘lsa, fazoning ixtiyoriy O nugqtasi
uchun O3 = %(’O_Q +0B) tenglikni isbotlang.

4. AD.BE,CF kesmalar 4BC uchburchakning medianalari bo‘lsa,
AD+ BE + CF = 0 tenglikni isbotlang.

5. 4N - 4BC uchburchakning bissiktrisasi. AB=a, AC =4, {dl=2,
|51=tbo'lsa, 4N vektorni toping.

6. ABCD teng yonli wapetsiyada ZDAB=60° | AD|=| DCi=|C5 = 2.
M,N-mos ravishda DC va BC tomoulaming ofrtalari. NM vektorni mos
ravishda /B va 4D tomonlar bo‘ylab yo‘nalgan mva 7 birlik vektorlar orqali
ifodalang.

7. O nugtaga OA=a va OB =5 vektorlar go‘yilgan. 408 burchak
bissekirisasida yotuvchi biror O vektorni toping,.

8. 48CcD parellelogrammda AB=a va 4D=bh, M— parallelogramm
diagonallarining kesishish nuqtasi. 424, MB vektorlarni  va b vektorlar orqali
ifodalang.

$. m ning qanday qiymatida ¢ =a-mb va d =—/3a+66 vektorlar kollinear
bo‘ladi?

10, Biror bazisda a={m;~12}, b={3;m6} vekiorlar berilgan. a va b vektorlar
kollinear bo‘lsa m va » ni toping.
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U holda AD=BC tenglikdan x+1=2, y-3=4, z-1=-2, ya’ni
D(I;7;-1) bo'lishi kelib chigadi.  BD vektorning koordinatalarini
topamiz:

BD ={1- (-2)7 - (-5)-1-3} = {3,124},
U holda

| BD|= /3 +12* +(-4) =0+ 144+ 16 =13.
A(x;¥32) va B(x;;y,;2,) nuqtalarni tutashtiruvchi kesmna berilgan
. . . . . .« AC
bo‘lsin. 4B kesmani berilgan 1>0 nisbatda bo‘luvchi, ya’ni Ezﬂ,

tenglikni ta’minlaydigan C(x;y;z) nugtani topish masalasini yechamiz.
Masalaning shartiga ko‘ra, 4CvaCB vektorlar kollinear, ya’ni
AC=ACB.
U holda

4C= {x-—x,;y—y,;z—zl}, CB= {-"z —X Y, = ¥iE, 2}
inobatga olinsa,

-x=Ax-x), y-y=Ay,-y), z-z,=Az -9
Bu tengliklardan x,y,z larni topamiz:

_ntix =_v,+/1yz -=Z‘+t’.

3 (i-20)
1+4 ° ’ 1+4 1+4

X

(1.20) formulaga kesmani berilgan 2 nisbatda bo ‘lish jormulasi
deyiladi.

(1.20) tengliklardan A =1 da kesma o‘rtasining koordinatalarini
topish formulalari kelib chigadi:
X, +.\':_ DT 2 & -2 P

(5]
2

2

L-izoh. Tekislikda yotuvehi 48 kesma uchun (1.20) va (1.21)
formulalar quyidagi ko‘rinishlamni oladi:

X, + Ax o+ A

Fe A AREREEE Yy A, (1.22)
1+4 1+4
X, + X, v+ ¥,

T ==l =i 1.2

¥ 5 v A (1.23)
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7-misol. A(2:5) va B(49) nugqtalami tutashtiruvchi 4B kesmani
AC:CB=1:3 nisbatda bo*luvchi C nuqtaning koordinatalarini toping.

Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra, 4 _L C{x;y) nuqtani

=
(1.22) formulalar bilan topamiz:
| 1
2+--4 . SERER0 o
X = 2 :L, y= = =6, yOki CL—;S -
l+l 2 l+l s )

2.1.6. Mashglar

L. Agar |a+b|-|a-b| bo‘lsa, 4 va b vektorlar ganday sharmt
qanoatlantiradi?

2. |al=13, 1b|=19 va |a+b5|= 24 bo‘lsa, |a-&| ni hisoblang,

3. Agar M—.48 kesmaning o‘rtasi bo‘lsa, fazoning ixtiyoriy Onuqtasi
uchun O2Af = i (04+0B) tenglikni isbotlang.

4. AD.BE,CF  kesmmalar 4BC uchburchakning medianalari bo‘lsa,
AD+ BE + CF =0 tenglikni isbotlang.

5. 4N - ARC uchburchakning bissiktrisasi. 4B=a, AC=bh, |dl=2,
[51=tbo‘lsa, AN vekiorni toping.

0. ABCD teng yonli wapetsiyada  £DAB =60, AD|H DCi=[C5[=2,
M,N-mos ravishda pC va BC tomoularning ot‘rtalari. NM  vektorni mios
ravishda 4B va 4D tomonlar bo'ylab yo‘nalgan m va 7 birlik vektorlar orgali
ifodalang.

7. O nuqtaga OA=a va OB =5 vekiorlar go‘yilgan. 40B burchak
bissckirisasida yotuvchi biror Oaf vektorni toping.

8. apcD parzllelogrammda 4B=a va AD=b, M- parallelogramm
diagonallarining kesishish nuqtasi. 44, MB vektorlarni 4 va b vektorlar orqali
ifodalang,

S. m ning qanday giymatida é=d-mb va d=-+3a+6b vektorkar kollinear
to‘ladi?

10. Biror bazisda a - {m-12}, b ={3,n6} vektorlar berilgan. a va b veltorlar
kollinear bo‘lsa m va n ni toping.
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11, 4BCD to‘g'ri burchakli trapetsiya asosiari |A4B|=4 va |CD}]=2 va
ZABC=45°. 4R, 4D, DC, AC vektorlaming CB vektor bilan aniglanuvchi o*qqa
proyeksiyalarini toping.

12. 4BC teng tomonli uchburchakning tomonlari 243 ga teng,
AD,BF,CE-uchburchakning  balendliklai. 4B, BC., C4, AD, BF, CE
vektorlaming £ZBAC  burchak Dbissikirisasi boylab yo‘nalgan / 0'qqa
proyeksiyalarini toping.

13, 4BCD parallelogrammda P va Q mos ravishda BC va CD tomonlarning
o'rtalari. Bazis vektorlar &, = 4D va ¢, =AB bo‘lsa, PO vektorni bu bazis
bo‘yicha yoying.

14. 04CB to'g'ri to‘rtburchakda & va Nmos ravishda BC va AC
tomonlarning o‘rtasi. OC vektomning OM =a va ON =5 vektorlar bo‘yicha
bazisga yoying.

15. 4BCD piramidada P va @ mos ravishda 4D va BC qirralarning o‘rtasi.
Bazis vektorlar ¢ = 4, ¢, = AC va & = 4D bo‘lsa, PQ vektorni bu bazis bo‘yicha
yoying.

16. O4BC tetracdr berilgan. 04,08,0C vektorlardan iborat bo*lgan
bazisda OF vektorni toping. bu yerda F —asos medianalarining kesishish nugtasi.

17. Tekislikda uchta a={3,-2}, b={-21} va ¢={7,~4} vektorlar
berilgan. Har bir vektorning qolgan ikki vektor bo*yicha yoyitmasini taping.

18, a={21.0), b ={1;-1:2}, ¢ ={2;2:~1} vektorlar bazis tashkil qiliskini
ko‘rsating, E=(3,7,-7} vektorning shu bazis bo'yicha yoyilmasini toping.

~ - . ~ 1 2.
19. a={-15-2} va b ={2,-13} vektor berilgan. 3a-2b va -—a+=h
S \
vektorlarning koordinata o*qlaridagi proeksiyalarini toping.
20. a={-12}, h={-2-31} vaé={0-3-2jvektorlar berilgan. ~24+35-¢
va 33--26+2¢ vektorlarning  koordinala a*glaridagi procksiyalarini toping.

2{. Tomontari  G={-1,07} va b=1/5-4-5} vektorlarga qurilgan

parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping.

22 AB={264) va AC=(42-2} bo'lsa, .4BC uchburchakning C/*
medianasi uzunligini toping.

23. Fazoda M nugtaning radivs vektori koordinata o'glari bilan bir xil
burchak tashkil gifadi va uzunligi 3 ga teng. 3/ nugtaning keordiratalarini toping.

24. a vektor OXva Ozo'glari bilan mos ravishda 60°va 120°li burchak
tashkil giladi. Agar | a{= 4 bo'lsa, bu vektorming koordinatalarini toping.
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25. Agar a={2.-11} vektorning boshi A(3-2;-4} bo‘lsa, uning cxirining
koordinatalarini toping.

26. Agar a={2,4,-1; vektorning oxiri 8(-13;-4)bo‘lsa, uning boshining
koordinatalarini toping.

27. 4 va B nugtalar berilgan. 48 vekiorning ortini toping:

1} A(~4;-9:6%, B(8:6:~10), 2) A(6;-19), B(2;~4:-3).

28, 4(2;-10), B(i-i;2). C(0.53) nuqtalar berilgan. &= 4B-CB vektorning
ortini toping.

29, @=12:3}, b=1{1:-3}, ¢ ={-1;3} vektorlar berilgan. a ning qanday
glymailarida m=d+ab va 1= a+3¢ vektorlar kollinear bo'ladi.

38. a=167 - 12] +15k vektor bilan bir xil yo‘nalgan va uzuniigi {§|=15 bo‘lgan
vektorning koordinatalarini toping.

31. Uchlari  4(-1-3), B(2-3), C@21) bo‘lgan uchburchakning perimatrin
toping.

32, Ucliari 4(-3:-3), B(-13), C(1~1) bo'lgan uchburchakning to‘g'ri
burchukli ekanini ko'rsating.

33. Uchlari 42, A(-L, C(-3:2) nugtalarda bo‘igan uchburchakia tashqi
chizilgan ayiananing markazini va radiusini toping.

34. 3,(-1:-2) va M,(34) nuqtalar berilgan. M3, to'g'ri chizigda yotuvchi va
M, nugtaga nisbaan A/, nuqtaga 3barobar yaqin bo*lgan M (x;y) nugtani toping.

35. Uchiari 4(14), B(-5.0), C(=2;-1)nugtalarda bo*igan uchburchak

mediznalarining kesishish nuatasini toping.

36. Parallelogrammning uchta ketma-ket A(-6.-4), B(-4:8), C(-L3)uchlari
berilgan. Parallelogrammaing to‘rtinchi uchini toping.

37. Uchlari A(41,-3), Bti:4:-2). C(1:10-8) nugtalarda bo’lgan 4BC
uckburchakning 40 medianasi uzualigini toping,
2.2.VEKTORLARNING KO‘PAYTMALARI
2.2.1. 1kki vektorning skalyar ko‘paytmasi

Skalyar ko‘puytinaning ta’rifi

-ta’vil. Jkki  a va b vektorning skalyar ko ‘paytmasi deb bu
vektorlar uzunliklari bilan ular orasidagi burchak kosinusi ko‘paytmasiga
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teng songa aytiladi va u ab (yoki a-b yoki (@,) ) kabi belgilanadi, ya’ni
b <a|-|E|-cosg, 2.1

buyerda ¢-a va b vektorlar orasidagi burchak (bunda vektorlarning
boshi bir nugtaga qo‘yiladi).
{2.1) formulani boshga ko‘rinishda yozish mumkin.

Ma’lumki.
Pr,a=|a|cosp va Pr.b={b|cosp.
Bundan
aba|-Pr,b (2.2)
yoki
ab =k |-Pr.a, (2.3)

va'ni ikki vektorning skalyar ko‘paytmasi ulardan birining moduli bilan
ikkinchisining birinchi vektor yo‘nalishidagi o‘qqa proeksiyasining
ko'paytmasiga teng.

Skalyar ko ‘paytmaning xossalari

1-xossa. Ko ‘paytuvchilarning o ‘rin almashtivish xossasi:
ab =ba.
Isboti. ab <a|-| | cos(@,b)=|5|-|a!cos(b , a) = ba.
2-xossa. Skalyar ko ‘paytuvchiga nisbatan gurunlash xossasi:
(Aa)b = Mab).

Isboti. (2.2) formulaga ko‘ra, (Ad)h =5 |-Pr.(A4). Vektorning o°qdagi
proeksiyasining 3-xossasiga asosan Pr (a)=A-Pr.|a|.
Bundan

(Aa)b =)b|-Pr,(Aa) = A-15 |-Pr, |a|=2- (16| Pr, |a}) = Aab).
3-xossa. Qo ‘shishga nisbatan tagsimot xossasi:
ath +¢é)y=ab +ac.
Ishoti. Vektorning o‘qdagi proeksiyasining 2-xossasiga ko‘ra,
Pr (b +€)=Pr,b +Pr,é.
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Demak,
a(b ~éya| Pr,(b + &Y= al-(Pr,6 + Pr, &) =

= a|-Pr,b+|a|-Pr,é =ab +ac .

4-xossa. Agar a va b vektorlar perpendikular bo‘lsa, u holda
ularning skalyar ko paytmasn nolga teng bo‘ladi. Shunindek, teskari
tasdiq o‘rinli: agar a (.al:Olu[# 0) bo‘lsa, u holda @ .5 bo‘ladi.

Xususan: 7-]:]‘-k=k-i— =f.-j=1k=0.

Ishoii. 3 1 &bo‘lganda cosg =0 bo‘ladi. Bundan dé=0.
- = - . . T -
ab=0 (al#0,]h|%0) bo‘lsa, cosp=0 bo‘ladi. Bundan o= yaut
Lk

5-xossa. Vektoming skalyar kvadrati uning uzunligi kvadratiga
teng, ya'ni a* =laj.

Xususan: 7%= 7% =k*=1.

Ishoti. @ =d-a=d|-|alcos0” =|@|-|aj=lal.
vektomi skalyar kvadratga oshirib, keyin kvadrat
veklorning o‘zi emas, balki uning moduli hosil

I-izok. Agar
ildiz chigarilsa,
bo‘ladi, ya’ni

a
a

NGt A al(Ja® 2 a).

I-misol. |@|=4,16|=6,p=(a,b) =% bo'lsin. (3a- b)-(2a+46)

Ko‘paytmani teping.
Yechish. Avval 3-xossa yordamida qavslarni ochamiz va keyin
skalvar ko*paytmaning ta’rifi va xossalaridan foydalanib, topamiz:

(3G—h)-(2G+ab)=3a-2dG—b -2G+3d-4h b -4b =6G* + 10Gh - 45* =

=Glal +10]af-|bjcos=—4|b|=
Il

=647 +10-4-6- 1~ 4-6" = 964120~ 144 =72.

2-misol.  |d|=4, |b|=3,p=(a,b) =2?” bo‘lsin. Bu vektorlarga

qurilgan parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping.
Yechish. a va b vektorlarga qurilgan parallelogramm diagonallarini
a+h va a—b vektorlar orqali ifodalash mumkin.
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Skalyar ko‘payimaning xossalaridan foydalanib, topamiz:

|G+b|=(@+b) =@ +2ab +b* =|al +2|alib{cosp+|b |’ =

= }16+2-4~3'(—]E)+9='\/1-§,

\a-bl=\(@a-b) =va* -2ab+ b =\|a|' <2|@}jb|cosg+{b | =

=\!16+2-4-3-%+9=«/§.

Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning skalyar ko ‘paytmasi

Tkkita d={a;a;a} va b=1h;b b} vektor berilgan bo’lsin.

U holda bu vektorlami 7,7,k birlik vektorfar orgali ifodalab,
skalyar ko‘paytmaning xossalarini va 7,k vektorlarning skalyar
ko‘paytmalarini hisobga olib, topamiz:

ab=(ai+a,j+ak) - (bi+bj+bky=abii wabij+abik+
vabji vab jj+ab jk +abki +abki+abkk=
=ab +ab +ab.
Demak,
ab=ab +tah +ab, (2.4

ya’ni koordinatalari bilan berilgan  ikki  vektorning  sKalyar
ko‘paytmasi ulaming mos koordinatalari  ko‘paytmalarining
yig‘indisiga teng.

3-misol. a={4-23}, b={1;-2;0}, ¢ ={21;-3} bo‘lsin.
(@+3b)-(@-b +&) ko‘paytmani toping,

Yechish. Avval ri=a+3b va i=a- b +¢ vektorlarning
koordinatalarini topamiz:

m={d+3-5; -2+3.(-2); 3+3-0} ={7;-8:3},
n={4-1+2; -242+1; 3-0-3}={51;0}.
Bundan (2.4) formulaga ko‘ra

m-A=7-5+(-8)-1+3-0=27.
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Skalvar ko‘paytmaning ayriwn tatbiqlari
1. [kki vektor orasidagi burchak

d={aja:a} va b={b;b,:b} vekiorlar orasidagi ¢ burchak
kosinusini (2.1) va ( 2.4) tengliklardan topamiz:

cosp = ab
" lalibj
yOki
ab, + a)by +ah,

Jai+al+al - Jbl + b b :

Cos@ =

@2.5)

2.6)

Shu kali, fazodagi ikki yo‘nalish orasidagi burchak kosinust bu

yo‘nalishlaraing mos (bir nomdagi) yo‘naltiravchi kosinus!ari
ko‘paytmalarining yig‘indisiga teng:

cos = cosq, coser, +cos B, cos B, + cosy cosy,.

2. Ikkki vekrorning perpendikulyarlik sharti
@+ b bo‘lsin. U holda cosg =0 bo‘lgari uchun (2.6) tenglikdan
ab, +ab +ab =0

kelib chigadi.
Fazedagi ikki yo ‘nalishlarning perpendikulavlik shartini
(2.7) tenglikdan topamiz:

€OSCi, €OSa, + <05 f3,cos i, + cosy cosy, =0).

3. Vektorning berilgan yo ‘nalishdagi proeksiyasi
(2.3) tenglikdan topamiz:
b o
Pr. a 2 (!’I'_ b= ”—]
| 4 lal)

yoki

. ab +ab +ab - ab tab +ah |
Pra= = Pr,b= = .

\'Ih_f b7 + b J4 +a; +al
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Shu kabi a(x;y;z) vektorning yo ‘naltivuvchi kosinuslari
cosa, cosf, cosy bo'lgan I yo ‘nalishdagi (0 ‘qdagi) proeksiyasi:

Pr,a=xcosa + ycos B +zcosy. 2.12)

4. Kuchning bajargan ishi

MN vektor bilan ¢ burchak tashkil etuvchi F kuch ta’sirida
moddiy nugta M nuqtadan N nugtaga  to‘g'ri chizigq bo‘ylab
ko‘chayotgan bo‘lsin (15-shakl).

Fizika kursidan ma’tumki, F kuchning M~ =S ko'chishdagi
bajargan ishi

A= F|-|S|-cosp yoki A=FS (2.13)

formula bilan aniqlanadi.
Demak, moddiy nuqtaning
to‘gri chizigli harakatida o‘zgarmas

kuchning bajargan ishi kuch vektori /

va ko‘chish vektorining skalyar

ko‘paytmasiga teng. Bu jumla

skalyar ko 'paytmaning  mexanik s

ma’nosini anglatadi. >, S
4-misol. Moddiy nugta  4(;-2;2)

nuqtadan  B(5-5:-3) nuqtaga 15-shakl.

F={2-1-3) kuch ta’sirida to‘g'ri

chiziq bo‘ylab ko‘chgan.

Quyidagilari toping: 1) F kuchning bajargan ishini: ~ 2) F
kuchning ko‘chish yo‘nalishidagi proeksiyasini; 3) F Kuchniag
ko“chish yo‘nalishi bilan tashkil qilgan burchagini. .

Yechish. Avval moddiy nugta ko‘chish vektorini, uning va f
kuchning uzuntigini topamiz:

S=dAB={4-3-5), |S|=V16+9+25=5v2, [F|=Va+1+9=414.

U holda:

1) A=FS=2-4+(=1)-(=3)+ (=3) - (=5) = 26 (ishb.);

F§ 26 132

) PrF=r=""-= :
)Py [§] Sv2 §
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3) coso = S ——2—6——M w—arccosw\ﬁ
RS 5214 357 :

5-misol. m=a+2b va n=5i-4b o‘zaro perpendikular vektoriar
bo'lsin. @ va  birlik vektorlar orasidagi burchakni toping.
Yechish. m Ln bo‘lgani uchun (a+2b)- (54— 46)=0 bo‘ladi.
Bundan
5a’+6ab—85=0 yoki 5|al*+6(d|-|b|cosp—8|bI’=0.
a va b birlik vektorlar bo‘lgani sababli: 5+6cosp—8=0.
U holda

1 . 4
cos(p=-2— yoki (p=5.
2.2.2. Yiki vektorning vekior ko‘paytmasi

Vektor kepaytmaning 1a’rif

Agar uchta vektordan gaysi biri birinchi, gaysi biri ikkinchi va
qaysi biri uchinchi ekani ko‘rsatilgan bo‘lsa, bu vektorlarga tartiblangan
uchlik deyiladi.

Tartiblangan uchlikda vektorlar joylashish tartibida yoziladi.

‘;[ o'ng uchlik - é l chap uchhik

ey

16-shakl.

Agar komplanar bo‘lmagan vektorlar tartiblangan uchligining
uchinchi wvektori uchidan qaralganda birinchi  vektordan ikkinchi
vektorga gisqa burilish soat strelkasi yo“nalishiga teskari bo‘lsa, bunday
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uchlikka o ‘ng wchlik, agar soat strelkasi yo'nalishida bo‘lsa chap uchlik
deyiladi (16-shakl).
2-ta’rif. 4 vektorning b vektorga vektor ko ‘paytmasi deb quyidagi
shartlar bilan aniglanadigan ¢ vektorga aytiladi (17-shakl):
1) & vektor a va b vektorlarga perpendikular, ya'ni ¢ Ld va ¢ L5
2) ¢ vektomning uzunligi son jihatidan tomonlari & va b
vektorlardan iborat bo‘lgan parallelogrammning yuziga teng, vya’ni
\&ija)-1b|sing, bu yerda ¢ =(a,b);
3) a,b,¢ vektorlar o‘ng uchlik tashkil giladi.
a vab vektorlaming  vektor ko‘paytmasi axi yoki {46}

kabi belgilanadi.
b ;
,:‘
g e =allibsing /"{
\ /

17-shakl,

G=ixh

{F
et

(4]

0

Vektor ko'‘paytinaning xossalari

1-xossa. Ko‘paytuyvchilarning o'rinlari almashtirilsa vektor
ko'paytma ishorasini qarama-qarshisiga o‘zgartiradi, ya’ni

axb=-bxa.

Isboti, Vektor ko*paytmaning ta'rifiga kora, ax 5 va b x a vektorlar
bir xil uzunlikka ega (parallelogrammning yuzi o*zgarmaydi), kollincar.
ammo qatama-qarshi yo‘nalgan, chunki  4,b,axbs vektorlar ham.
b,a,b xa vektorlar ham o*ng uchlik tashkil qiladi.

Demak,

axb=-bxa.
2-xossa. Skalyar ko ‘paytuvchiga nisbatan guiruhlash xossasi:

(Ad)x b =A(axh).
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Isboti. 1>0 ba'lsin. U holda (iajxb va A(axé) vektorlar 4 va b
vektorlarga perpendikuiar bo'ladi, chunki &, %a va a vektorlar bir
tekislikda yotadi. Shu sababli (1@)xbva A(axb) vektorlar kollinear.

Shuningdek, bu vektorlar yo‘nalishdosk (i@ va & vektorlar
vo‘nalishdosh) hamda ular bir xil uzunlikka ega:

| (Ad)x b |= | Aaj- L6 sin((id), /))) Alal- -b‘sm(a b)
|A@xb)|=i|axbi=A1al-|bsin@,h).
Demak,
(Aa@)xb =A(Gxb).

Xossa A<0 da ham shu kabi isbotlanadi.
3-xossa. Qo ‘shishga nishatan tagsimot xossast:

x(b+&)=dxb+axc.

Eu xossaning isbotini keltirmaymiz.

4-xossa. Agar a va b vekiorlar kollinear bo*lsa, u holda ularning
vekior ko‘paytmasi nolga teng bo"ladi. Shunindek, teskari tasdiq o"rinli:
agar axh=0 (jaj=0,5i20) bo'lsa, n holda 4 va 5 vektorlar kollinear
bo‘ladi.

Ishoii. & va b vektorlar kollinear bo‘lsa, ular orasidagi burchak
©=0" yoki ©=180° ga teng va sing=0 bo‘ladi. U holada
l@xbi=al b |sing =0 Bundan

axh=0.

axb =0 bo'lsa, 'axsHal-1b|sing =0 bo‘ladi. U holda {al-}5 0
bo‘lgani uchun sing=0. Bundan ¢=0" yoki p=180°,ya'ni a4 vaé
vektorltar kollinear.

S-misol. i,k vektorlarning vektor ko‘paytmalarini toping.

Yechish. Bunda vektor kopaytmaning 1a’rifidan quyidagi tengiikiar
bevosita kelib chiqadi:
Ixj=k, jxk=i, kxi=].
Haqgigatan ham, masalan, 7 x j =& tenglik o-rinli, chunki:
Dk oi, kL,
2) [k =] fisin90 =1;  3) 7,7,k vektorlar o'ng uchlik tashkil giladi.
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Shuningdek, 1- xossaga ko‘ra,
jxi=-k, kxj=—i, ixk=—J.
Vektor ko‘paytmaning 4-xossasidan topamiz:
ixi=jxj=Rxk=0.
7-misol. |d}=3,|bi=2, p=(a.b) =% bolsin. ! (d+25)x (@—35){ni
hisoblang.

Yechish. Vektor ko‘paytmaning ta'rifi va xossalaridan foydalanib,
topatniz:

(G+2b)x(@~3b)=dxa+2bxa—3dxh —6hxb=~5axb.
Bundan

](E+25)x(5—35)[=!—55xl;|=5|56-|I;|sin<,c=5-3~2-sin%=15.

Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning vektor ko'paytmasi

Ikkita a={a;a;a} va b={b;b,;b} vektor berilgan bo‘lsin.
i.jk vektorlaming vektor ko‘paytmalari formulzlaridan
foydalanib, topamiz:

axb=(ai+ajrak)yx(®i+bj+bR)=abiixi)+ap (i x))=ablixh;+
+ab Gxi+ab (fxj)+ab(jxk)+ab,(kxi)+ab,(k=j)+ ab,(k xk)=
= a,byk' —abj-abktabitabj-abi= (a,b, - ab )i —{a b, —ab, Y

|
. | a, a, 15 { A
s Vi e,

_ | a,
H(ad, —abk = b, |6, b |5 b

o8

va'ni

7+| i (2.14)




8-misol. a={37-1,-2},b ={0;~2;4} bo‘lsin. ( +26)x{2a - 3b)
ko‘paytmani toping.

Yechish. Avval m=a+2b va ii=24-3b vektorlarning
koordinatalarini topamiz:

A={l-342-01-(=1) +2-(-2)1-(-2) + 2 4} = {3;-5:6},
Ai={2-3-3-02-(=1)=3-(~2);2-(-2) -3 4} = {6;~8;~16}.

Bundan (2.14) formulaga ko‘ra

k =1287 +84] + 6k,

-5
-8

N W

Vektor ko ‘paytmaning ayrim tatbiqlari

1. Ikki vektorning kollinearlik sharti

Vektor ko‘paytmaning 4-xossasiga ko‘ra, & va b vektoriar kollinear
bo‘lsa

axb=0
yoki
axb=(ab, ~ab)i—(eb -ab)j+(ab ~ab)k=0
bo‘ladi.
Bundan
ab -ab =0, ab —ab =0, ab -ab =0

yoki
a, 4a, a, s
H_:, = }_;‘_b_ \_'[6]

va’ni kollinear vektoriarning koordinatalari proporsional bo‘ladi va
aksincha proporsional koordinatalarga ega vektorlar kollinear bo‘ladi.

2. Parallelogranun va uchburchakning vuzlari
Vektor ko*paytmaning ta’rifiga ko‘ra |d <& |=d[-|5|sine, ya’ni

S, =ldxb].
Bundan

8., =axb| Sm,,b=%]5xl;[_ 2.17)
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3. Nugtaga nisbatan kuch inomenti

O nuqtasi mahkamlangan qattig jism 4 nuqiasiga go‘yilgan F
kuch ta'sirida Onugta atrofida aylanma harakat gilayotgan bo‘lsin,
masalan, bolt kalit yordamida buralayotgan bo‘lsin (18-shak}).

Fizika kursidan ma’lumki, F kuchning O nuqtaga nisbatan
momentt deb O nuqtadan o‘tuvchi va quyidagi shartlarni
ganoatlantiruvchi M vektorga aytiladi:

1) M L7 va M LF, bu yerda 7 = 04— 4 nugtaning radius vekori:

2) |M|SF)|-|Fising, bu yerda
p=G,F);

3) 7,F,M vektorlar o‘ng uchlik
tashkil giladi.

Shunday qilib,

M:Fxﬁ,

ya'ni qo'zg‘almas nuqtaga nisbatan

kuch momenti kuch qo‘yilgan nugta

radius vektorining kuch vektoriga

vektor ko*paytmasiga teng. 18-shakl 'E
Bu jumla vektor ko ‘paytmaning

mexanik ma’nosini anglatadi.

4. Aylanma harakaming chizigli tezligi

Yuqorida keltirilgandagi kabi qo'zg‘almas ¢ nuqta awrofids &
burchak tezlik bilan aylnma harakat gilayotgan qattiq jism
M nugtasining chizigli tezligi Eyler formulasi bilan topiladi:

V=@mXxF,

bu yerda 7 = OM - M nuqtaning radius vektori.

9-misol. m, n ning qanday qiymatlatida & =1- 23,1} va b = {m—6:2]
vektorlar kollinear bo‘ladi?

Yechish. 1kki vektoming kollinearlik shartiga ko‘ra, =22 T
m -0 -

Bundan m=4, n=-1.

10-misol.a=27 -3k va b=4i +3] vektorlarga qurilgan
parallelogrammning yuzini hisoblang.
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Yechish. Yuzani (2.17) formula bilan hisoblaymiz:

0 2|
4

= /9% +12% +(-8)* =17(pb.).

|
2.2.3. Uchta vektorning aralash ko‘paytmasi

Aralask ko ‘payimaning ta’vifi va geometrik ma’nosi

3-ta’rit. Uchta a,b va ¢vekiorning aralash ko ‘paytmasi deb axh
vektorning ¢ vektorga skalyar ko‘payimasiga teng songa aytiladi va
abe kabi beigilanadi.

Uchta komplanar bo‘lmagan 4,b,¢
vek-torlar  berifgan  bo‘lsin.  Bu
vektorlarga parallelepiped quramiz va
@xb = dvektomi yasaymiz (19-shakl).

Vektor  ko‘paytmaning  ta’rifiga
ko‘ra,

dig, dlb.|d]=S

par?

bu yerda §,_, - parallelepiped asosining
yuzi.
Ta'rifga ko‘ra  d-é=d|-1é|coso,

19-shakl.

bu yerda ¢ — ¢ va d vektorlar orasidagi burchak.
i9-shaklda 4,b,¢ vektorlar o‘ng uchlik tashkil qiladi va

= ﬁ ya'ni cosp>0. Uholda |¢lcosp=h va d-¢=5_ -h=V. Ikkinchi

tomondan d-¢=(dxb)-¢=abé. Demak, ¥ =abe.
Agar a,b,¢ vektorlar chap uchiik tashkil gilsa, rp:v;l va cosp <0
bo‘ladi. U holda |élcosp=—h, ¥ =—abe.

Shunday qilib. komplanar bo‘lmagan wuchia vektor aralash
ko‘paytmasining moduli girralari bu vektorlarning uzunliklaridan iborat
bo‘lgan parallelepiped hajmiga teng:

V= abé|. (2.18)

Bu jumla  arglash hko'pavimaning  geometrik  ma’nosini
anglatadi
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Aralash ko ‘paytmaning xossalari
I-xossa. Amallarining ofrinlari almashtirilsa aralash ko*paytma
o‘zgarmaydi, ya’'ni

(Gxb)-E=a-(bxc).
Isboti. Skalyar ko*paytmaning o‘rin almashtirish xossasiga ko‘ra,
(@xb)-z=¢-(axb).
(2.18) formulaga ko‘ra,
v (axb)-cl, VH(bxaral.

Bunda &,5,¢ va b,¢,a uchliklarning har ikkalasi bir vagitda yoki o‘ng
uchlik yoki chap uchlik tashkil giladi. Shu sababli (ax6)-¢=(bx2)-a.
Bundan

(aGxb)-¢=a-(bx¢c).
2-xossa. Ko'paytuvchilarning o'rinlari doiraviy almashtirilsa,
aralash ko‘paytma o‘zgarmaydi, ya'ni
abé =hca=cab.
Ishoti. 1-xossa va skalyar ko'paytmaning o‘rin almashtirish
xossasidan topamiz:
abe=a-(hx¢)=(bx¢)-a=hca,
béda=h-(Exa)=(¢xa)-b=cab.
3-xossa. Ikkita qo‘shni ko'paytuvchining o‘rinlari aimashtirilsa.
aralash ko'paytma ishorasi qarama-qarshisiga almashadi. Masalan,

abc =-bac .
Isboti. Gbé =(axb)-c=—(hx )¢ =-bac.
4-xossa. Agar nolga teng bo‘lmagan a.b,¢ vektorlar

komplanar bo‘lsa, u holda ularning aralash ko‘paytmasi noiga teng
bo‘ladi.

Shunindek, teskari tasdig o‘rinli: agar abc=0 (jai=0. b= 12 0)
bo‘lsa, u holda 4,b,¢ vektorlar komplanar bo‘ladi.
Isboti.  abc=0 (jaj#0,b|20,¢[#0)  bo'lsin.  &.b.¢ vektortar
komplanar emas deb faraz qilamiz.
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U holda bu vektorlarga hajmi ¥ =0 bo‘lgan parallelopiped qurish
mumkin. F'=+ab¢ dan  a@hc#0 kelib chigadi. Bu ab¢=0 shartga
zid. Demak, gilingan faraz noto‘g‘ri va a,5,¢ vektorlar komplanar.

a,b,¢ vektarlar komplanar bo‘Isin.

U holda d=axb vektor a,b,é vek-torlar yotgan tekislikka
perpendikuiyar bo‘ladi.

Bundan 4 1¢.Shusababli d-¢=0 yoki abc=0.

Kooydinatalari bilan berilgan
vektorlarning aralash ko ‘paytinasi

Uchta G={u;a;a}, b=1{b;b:b} va c={c;c, ¢} vektor berilgan
bo‘isin.

U holda
. Iu a la a | |a,  a |
axb= il ol i “k,
P Dt O
T (il i a ol iz al o ; L
abe=| e @ ®na e e e T e )
o, o |6 85 8] arse,j+ed)
i a a_| | a, a | a, a,
=| e, =l = e+ ;
|5, & | | & b |7 RN
"\R‘I.\'.:u
|”, a  a,
ahé=| b, b b (2.19)
¢, ¢, c:‘

IH-misol a=1{-221}, b = {325}, ¢ = {;-1;3} vektorlar berilgan.
ahé ko‘paytmani hisoblang.
Yechish. abé ni (2.19) formula bilan topamiz:

2 11
-3 5:=1z+10—3+2—10—18=—7.
1 3]
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Aralash ko ‘paytmaning ayrim tatbiqlari

1. Fazodagi vektorlarning o ‘zarc joylashishi
joylashishini  aniglash
ahc>0 bo'lsa, u

fazoda ofzaro
u

a,b,¢ vektorlarning
V=+gb¢ bo‘lishiga asoslanadi. Bunda agar
holda vektorlar o'ng uchlik tashkil giladi, agar ahc <0 bo‘lsa,
holda vektorlar chap uchlik tashkil qiladi.
2. Uchta vekiorning komplanarlik sharti
Aralash ko‘paytmaning 4-xossasiga ko‘ra nolga teng bo‘linagan
a,5,¢ vektorlar komplanar bo‘lsa, u holda abc=0 yoki

3. Parallelepiped va piramidaning hajmlari

Aralash ko‘paytmaning geometrik ma’nosiga ko‘ra,
4,5,¢ vektorlarga qurilgan parallelopiped hajmini V. =abéf bilan va

piramida hajmini V,, :éiﬁl_ﬂ bilan topish mumkin.

Shunday qilib,
a, a, (r__|- )a, a, a,|
V. =mod b b b | 1.-lmodb b b, 221)
[ c:| [e. ¢ e
D(~5:-4:8)

0

¥
12-misol.  Uchlari  A(2:3;), B(#1-2), C(6:37),
nuqtalarda bo‘lgan piramidaning D uchidan tushirilgan 4 balandligi

uzunligini toping,
Yechish. Avval piramida qirralarini ifodalovehi vektorlarni

topamiz:
AB=(2:-2-3}, AC={40:6}, AD = {~7:-7.7}
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Piramida hajmini hisoblaymiz:

2=
154
V:ltno 4 0 [ :—;|H4+84+34+56I=T,
Co 7 -1 7 :
4BC yog yuzini hisoblaymiz:

T (fl=zl=3F |2 —3I; s s
S==|. iCI=—| |+ + =

g | AEx4 '2\|' 0 6| (4 6] {4 0|

=;\/[—IE)"+24’+8’ =14.

Piramida uchun ¥ = éhS.
b |

Bundan
154
. 5
h= W 3 18 11 (b))
S 14 14

13-missl. Fazoda A.2,C,D nugtalar koordinatalari bilan berilgas.
A(T:2:2), B(5:7:7), C(4:6;10), D(2;3:7). Quyidagilarni toping:

i) 48 vektor proeksiyalari va yo‘nalishini;

2) 4B AC. ABEx AC ko‘paytmalamni;

3) ABC uchburchak yuzasini;

4) 48CD piramida haimini. )
Yechish. 1) 48 vektor proeksiyasini (1.18) formula bilan topamiz:

AB={a:a a} ={5-"7:7~ %7~ 2} ={-25;5}.
Bundan (1.12) formulaga ko‘ra,

iAB[= al= \J(=2) +5° +5% =3/6.

4B vektor yo*natishini (1.13) formulalar bilan topamiz:

u, V6 g a, 56 cosy = I 56
COsCL = = Osfi= = ===
* i@l 9 [a] 18 ANTIET
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Topilgan yechimlarni Maple paketida bajaramiz:
> with(geom3d):

> point(A,7,2,2).poime(B.5.7.7), point({,4,6,10), poiat(3.2,3.7%
> with{LinearAlgebra):
>y =<, her;
vi=(ale, + (ble, + (¢)e.
> VeetorNorm(y, 2 conjugate=talse);
JE s+
> vl = <B-7,7-2,7-2>

vl :=—2e, + S, + Se.

> VectorNorm(v1,2,conjugate=faise};
3+/6

> Normalize(<a,b.c> Euclidean.conjugate=false)s

a
Jai 157+ ¢
b

a7 b7 et

=5
Lo 6% 422 |

> Normalize(vi.Euclidenrs,conjugate=false);
‘- 1% ]
=05 |
SF
L |

2)(2.2.8) formuladan 4B ={~2:5;5}, AC ={-3,4,8} larni hisobga
olib, topamiz:

AB-AC =(-2)-(-3)+5-4+5-8=66
> vAC = <4.7,6-2,10- 20
vAC = =3¢, + de, ~ 8e,
> ABAC=Dotroduct| <3-7,7-2.7-2>, <4-7.6-2.10-2> ):

VectorCaiculus:-{ 4B, -1C) :=66
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ABx AC vektor ko‘paytmani (2.15) formula bilan topamiz:

ioj k| ot
ABxAC=|-2 5 5‘ Lﬂl' ,’3 jj ”I:zmunk
-3 4 8 ’

> A = << Lo>|=jm>elon,gs>:

> Peterminant(Ay img—inp+lhp—Iljqg-tojn—okm

= axb 1= < -2 35 <, 5,4 <k 8
IR
wb={-2 5 5
-34 8
> Peterminant{axh): 20i+7k+j

3) ABC uchburchak yuzasini(2.2.17) formula bilan hisoblaymiz:

tst

A5x4 7!:%«/20* T 47 =

> reodN:=VectorNorm(N Z.conjugate=false); modV =15 \/E

L g =13
> sr=mnodN/2; 5 2\/5

4y ABCD piramida hajmini topamiz:

-255
, 1 32
V=—mod]-3 4 8|=—-64=—
6 6 3
-5 15]
aundd):
> ale = B2 -] 5.4 <8, 5,85
=2 5 3|
abc=-3 4 8]

s 15l
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> Determinant{abel:
-64
> VARBCD ={ARC(Determinant{uabc} )6},

VABCD = 3—2
3

2.2.4. Mashqlar

1. Tomonlari birga teng bo‘lgan teng tomonli ABC uchburchak berilgan.
AB-BC + BC.CA + CA- AB ifodaning qiymatini toping.
2. Tomonlari BC =5, C4=6, AB=7ga teng bo‘lgan ABC uchburchak
berilgan. AB-BC skalyar ko*paytmani foping.
3. Agarjai=6, |b|=4, m:(&;b_)=3§ bo'Isin. Toping:
1) a+b)*; 2) (2a-3b)-(a-2b).
4, G={;-2;2} va b ={2:4:-5} vektorlar berilgan. Toping:
1} 33-25) (a+5); 2) (@-by.
5. Beri]gan vektorlar m ning ganday qiymatlarida perpendiknlar bo‘ladi?
1) a={-2m0}, b={423m); 2) a={m-52}, A ={m-2,mm+3}.
6. &, &, & birlik vektorlar uchun ¢ +&,~2 =0bo'lsa, Zg, + 2,6, +&é. ni
toping.
7. Tomonlari @=27 + j va b =—- + 2k vektorlardan iborat bo‘igan
parallelogrammning diagonallari orasidagi burchakni toping.
8. Uchlari A(-1,-2:4), B(-4,-2;0), C(3,-2;]) bo‘lgan 4BC uchburchak
berilgan. Z8 ni toping,.
9. xO: va yO: burchaklarning bissektrisalari ganday burchak tashkil
qiladi?

10. Koordinata o‘glari bilan tashkil gilgan burchaklari berilgan fazodagi ikki
vo‘nalish orasidagi burchakni toping:

5\

Yo g [ T E ﬂ'\
)G

211 a={3-6-1}, b = {45}, ¢ = {5; 412} vekiorlar berilgan. Quyidagilarni
toping:

fl 21 i-_;: "o
(72 L&

P

1) Pr.a; 2) Pr.(2G-3b).
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12. 40;2,-2) nugtarni B(3,6,-1'nugtaga to‘g'ri chiziq bo‘ylab ko‘chirishda
F ={2:-13) kuchning bajargan ishini toping.

13. G={3-15} va B={12-3} vektoriar berilgan. Agar x-a=9
%-b=-4va ¥ vektor Oz ogiga perpendikular bo‘lsa, X vektorning koordinatalarini
toping.

Y, b={t-23} va ¢={:2-7} vektorlar berilgan. Agar
¢ =10 bo‘lsa, ¥ vektorni toping.

15, Agar |dj=4, [8!=6, ¢ = (d:E) = 5?7[ bo‘lsa, quyidagilarni toping:

1) axb; 2)[(@-3b)x(a+4b)].

16. Tomonlari @ va & vektorfar vzunliklaridan ihorai bo*lgan

parallelogrammning yuzini toping:

1) G=rmi+23, b=2m+5, buyerda [mi=1, |Al=1, w:(mlm:%,

2) G=3m-2n, b=5m+4i. buyerda {m[=2,|A|=3, ¢=(n,n)=

w|

17. Agar |d|=5, {b|=10, ab=25 ba‘lsa, |ax b |ni toping.
18. Agar [d|=3, |5 |=13. |dxh|=36 be'lsa, dbni toping.

19. &={-123} va &={2-1:3} vektorlar berilgan. Vektor ko‘paytmalarini
toping:
1) axt 2) (2a +bix (35 ~d).

20. Tomenlari a wva & vektorlar uzunliklaridan iborat bo‘lgan
uchburchakaing yuzini loping:
1) @ ={2-21y. b =841}, 2) @ ={3.5-8}, b=[63-2}.

21, Uchburchak uchlari -41,2:0), B(3:0:-3), C(5;2.6) berilgan. Uning B
uchidan A€ tomonga tushirilgan balandlik uzunligini toping.

22. Anugtaga # kuch go'yilgan. Bu kuchning B nuqiaga nisbaian

momentini
toping: ) F={2;-4:5), A(.2,]), B(-12:3), 2) F= 32,0, A(=14;-2), B(23-1).

13, F={224) kuch 4(4,2;-3) qo'yilgan. B(0,2;4) nugtaga nisbatan
kuch mementining giymatini va yvo'naltiruvehi kosinuslarini toping.

24. Kollinear bo'imagan m va nvektorlar berilgan. a=a -+ 67 va
b =3m-2i vekiorlar « ning ganday giymatida kollinear bo*ladi?

25. d=(-13a} va b =14,-6:-3} vektorlar » va B ning qanday giymatlarida
kollincar bo‘ladi?
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26. Ikkita a={2-3}, b={-15} vektorlar berilgan. Quyidagi shartlarni
qanoatlantiruvchi * vektorning koordinatalarini toping:
Nilavab-2=7; 2) #jla va b-5=17.

27. a={4-2:-3)va b=(0;3} vektorlarga perpendikular, uzuniigi 26 ga teng
va Ov o'q bilan o‘tmas burchak tashkil giluvchi # vektorning
koordinatalarini toping.

28. Berilgan vektorlaming komplanar yoki komptanar emasligini aniglang.
1)a={3-21},b = (212 ,6 = {3-1:-2}; 2)a=1{212),5 = (3417}, = (1223} .
29. o ning qanday qiymatlarida a,6,¢ vektorlar komplanar bo‘ladi?
1) a={lia}, b=(010), ¢=(301); 2) a={a3l), b=(5-12), € ={-154).

30. Piramida uchlarining koordinatalari berilgan. Piramidaning hajmini va D
uchidan tushirilgan balandligini toping:
1) A(1-2:2), B(-11;2), C(=1:=2:8), DOALI0Y  2)A(LD), B(2:0:2), C(2:.2:2), D(54;-3).

31. a, b, ¢ vektorlar berilgan. Bu vektorlar qanday uchlik tashkil etishini

aniglang va qgirralari bu vektorlardan iborat ba‘lgan parallelepiped hajmini toping:
Da= {121}, b=(3,21),¢ = {-10.1}; 2)d = {133}, b ={-1:2,0},¢ = {l:2:-3}
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» Tekislikdagi to*g'ri
chizig

» Jickschi tartibli
chiziglar

» Tekislik

» Fazodagi to'g‘ri
chizig

* lkkinchi tartibli

sirtlar

Rene Dehart
(1596-1650) —
Sfrantspz faylasafi,
matematigi, mexanigi,
Jiddgi va fidologi.
Rene  Delart camo-
naviy analitih gespier-
riye va algehrail ramsz-
farga asov solgan.
Dehure fomanidan
analitik peometriyaning
varalilishi egei chiziglar
tenglemataring biroe
koardiisatalar sistemasi-
de el etishe imloaini
herdi  va  funksiye
wesleanchasi toron hal
qéluvehi qudam bo'ldi

ANALITIK
~EOMETRIYA

Analitik geometriya — matematikaning
bo‘limlaridan biri bo‘lib, u geometriya bilan
algebrani  birlashtiradi, ya’ni  ayrim
geometrik tushunchalarni algebraik tahlil
gilish va ayrim algebraik bog‘lanishlarni
geometrik izohlash imkonini beradi. Bunda
asosiy ¢’tibor ikkita masalaga, xossalariga
ko‘ra geometrik shaklning tenglamasini
keltirib chiqarishga va tenglamasiga ko‘ra
geometrik shaklning ko‘rinishi va xossalarini
o‘rganishga, qaratiladi.

Fransuz matematigi Rene  Dekari
analitik geomelriyaning asoschisi
hisoblanadi. Deckart tomonidan 1637-yiida
kiritilgan koordinatalar  usuli nugtaning

o‘rnini  biror koordinatalar sistemasiga
nisbatan aniqlashga asoslanadi.
3.1. TEKISLIKDAGI

TO‘G‘RI CHIZIQ

3.1.1. Tekislikdagi chiziq

Umumiy boshlang’ich O nuqtaga ega
bo‘lgan o‘zaro perpendikulyar Ox va 0Oy
koordinata  ofqglari  tekislikda  to'g'ri
burchakli Oxy koordinatalar sistemasini
hosil giladi.
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Oxy koordinatalar sistemasida ikkita x va » soniari tekislikdagi
bar qanday M nugtaning o‘rnini to‘liq ariglaydi. Bunda nugta M (x;y)
kabi belgilanadi: x ga M nuqtacing absissasi, y ga M nugtaning
ordinatasi deyiladi.

Oxy tekislikdagi chiziq tenglamasi deb aynan shu chizig
nugtalarining x va y koordinatalari orasidagi bog‘lanishni anigloveht
ikki noma’tumli

F(x,y)=0

ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi.

Shu kabi, koordinatalari ikki noma’lurnli F(x,3)=0 tenglamani
qanocatlantiruvehi Oxv tekislikning barcha M(»;y) nugtalari to‘plamiga
tekislikda shu tenglama bilan aniqlanuvchi cliizig deyiladi.

Ayrim hollarda tekislikdagi chizig y = f(x) tenglama bilan beriladi.
Bunda chizig y = f(x) funksiyaning grafigi deb ataladi.

Tekislikdagi chiziq ikkita  x=x(). y=»(1). re7  tenglamalar
bilan ham berilishi mumkin. Bunda barcha M (x():3{"), 7€ T nuglalar
to‘plami tekislikdagi chiziqni ifodalaydi. x=x(1), y = p(r) funksiyalarga
bu chiziqning parametrik tenglamalari, ¢ o'zgaruvchiga parametr
deyiladi.

Tekislikdagi chizigning  ikkita  x=x(1), y=p(r) parametrik
(skatyar) tenglamalarini bitta F=s(y vekior tenglama bilan
berish mumkin. Bunda ¢ parametr (vaqt) o'zgarishi bilan 7 =7()
vektorning oxiri biror chizigni chizadi. Bu chizigga nugqtaning
traektoriyasi, 7=7() tenglamaga harakat tenglamasi deyiladi. Bu jumta
chizigning vektor va parametrik tenglamalarining mesanik ma aosini
bildiradi.

Shunday qilib, tekislikdagi har qanday chiziqga  ikki
o‘zgaravehining  biror F(x,v)=0 tenglamasi mos keladi va aksincha,
ikki o‘zgaruvchining har qanday F(x.»)=0 tenglamasiga, wnuman
olganda, tekislikdakdagi biror chiziq mos keladi. Bunda «umuman
olganday iborasi avtilganlarda mustasnoga yol ge‘yilishi mumkinligini
bildiradi. Masalan, (x-1)*+(y-4)* =0tenglamaga chiziq emas, balki
M4 nuqta mos  keladi;  a'+ 3" +3=0 tenglamaga tekislik
nuqtalarining hech bir geometrik o'mi mos kelnaydi.
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3.1.2. Tekislikdagi to‘g‘ri chizig ienglamalari

To‘g‘ri chizigning tekislikdagi o‘rni turli parametriar &ilan bir
giymatli aniglanishi mumkin. Masalan, to‘g’ri chiziqda yotuvchi nuqta
va to‘g‘ri chizigqa perpendikular vektor bilan, to‘g‘ri chizigring
koordinata o‘glarida ajratgan kesmalari bilan va hokazo. Bunday
parametrlar to's‘ri chizigning tenglamalarini keltirib chigarish uchun
asos bo‘ladi. Quyida berilgan parametrlariga ko‘ra to'g'ri chizig
tenglamalarini keltirib chigarish bilan tanishamiz.

1 To'g'ri chizigda yotuvchi M (x;;y,) nuqta va to'gri chizigga
perpendikilcr bo ‘lgan i = {4; B} vekior berilgan.

! to‘g‘ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy M(x;y) nuqtani olamiz va
MM = {x—x,;y— y,} vektorni yasaymiz (1-shakl).

Bunda il MM boladi. Ikki vektorning perpendikulyarlik
sharltga asosan  to'g‘ri  chizig
tenglamasini topamiz:

Alx—=x )+ Bly—y,)=0 (1.1)

(1.1) tenglamaga berilgar nugtadan o'‘tuvchi va berilgan vektorga
perpendikular fo ‘g vi chizig tenglamasi deyiladi.

To‘g'ri chizigga perpendikular bo‘lgan har qanday  vektorga
to'g'ri chizigning normal vektor: deyiladi.

Demak, i ={4:8} vektor (1.1) tenglama bilan  aniglanuvchi
to*g‘ri chizigning normal vektori

bo‘ladi.
1-misol. M.(2:3)va M, (-10) v it
nuqgialar  berilgan. A, noqtadan /
o tuvchi va M M. vekiorga M, .
perpendikular to‘g'ri chizig \‘x‘

tenglamasini tuzing.
Yechish. Avval MM, vektorini

topaimiz:

MM, =1-1-230 -3} = {-3;-3}.

1-shakl.

Bundan A=-3, 3=-3.
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Izlanayotgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini (1.1) formula bilan
tuzamiz:

-3x-(D)-3-0)=0

yoki
x+y=1=0.

I To'g'ri chizigda yotuvchi M (x,;y,) nuqta va to'gri chiziqqa
parallel bo'lgan §={p;q} vektor berilgan.

I to'g'ri chiziqda yotuvehi M (x;y,) va Mix;y) nuqtalardan
MM = {x~x,;y~y,} vektorni yasaymiz (1-shakl).

Bunda § va MM vektorlar kollinear bo‘ladi. Ikki vektorning
kollinearlik shartidan quyidagini topamiz:

X=X Y=Y (1.2)
p q

(1.2) tenglamaga berilgen nugtadan o‘tuvchi  va  berilgan
vektorga parallel to ‘g i chizig tenglamasi deyiladi.

Shunindek, bu tenglama to ‘g ri chizigning kanonik tenglamasi deb
ataladi.

To'g'ri chiziqga parallel bo‘lgan (yoki to‘gri chizigda yotuvchi)
nolga teng bo‘lmagan har qanday vektorga to‘g‘ri chiziqning
yo ‘naltiruvchi vektori deyiladi.

Demak, 5={p;q} vektor (1.2) tenglama bilan aniglanuvchi
to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektori bo‘ladi.

1-izoh. (1.2) tenglamadan to‘g‘ri chizigning keltirilgamn il shartni
qanoatlantiruvchi boshqa tenglamalarini hosil gilish mumkin.

1. (1.2) tenglamada
2R YW e (i)

p q
belgilash Kiritamiz.
Bundan

X=X, +ip, Y=y, +1q (1.3}
tenglamalar kelib chigadi, bu yerda ¢ —parametr.

(1.3) tenglamalarga 10°¢'ri chizigning parametrik tenglamalari
deyiladi.
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2. Ma’lumki, tekislikdagi chizigning ikkita parametrik {skalyar)
tenglamalarini bitta vektor tenglama bilan berish mumkin, ya'ni
(1.3) tenglamalami

F=F + 1 (1.4)

Ko‘rinishda  yozish mumkin, bu verda 7={x)}, 7 ={x:y,}- mos
ravishda  M(x),M,(x;:y,)  nugtalarning  radius  vektorlari;
s ={p;q}—tog‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori (1-shakl).
(1.4) tenglamaga fo ‘g 'ri chizigning vektor tenglamasi deyiladi.
2-misol. M(-2;4)nuqtadan o‘tuvchi va s={1;-3} vektorga parallei
ta*g’ri chiziqring kanonik, parametrik va vektor tenglamalarini tuzing.
Yechish. To*g'ri chizigning kanonik, parametrik va vektor
tenglamalarini (1.2}, (1.3) va (1.4) formulalar bilan topamiz:

x+2 y-4
1 -3’ ¥
x=-2+t, y=4-3t, (€T,
M,
F=r s, o ={-2:4}. M,
- L g .. ”
I To'g'ri chizigda yotuvchi ikkita /'“"
Vixi,) va M, {x,;p,) nugta berilgan.
{ to'g'ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy
M(x;p) nagtani olib, MM ={x-x;y-y} O v
va MM ={x,-x;» -v} vektorlarni 2-shakl.
yasaymiz (Z-shakl). Bunda MM va
MM, vektorlar kollingar bo‘ladi.
Ikki vektorning kollinearlik shartidan topamiz:
—redEl) (1.5)

Y. =N
bo‘ladi.

(1.5) tenglamaga  berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi to ‘g ri chizig
tenglamasi deyiladi.

1V, To'g'ri chizigning Ox va Oy o ‘qlaridan ajratean kesmalari a
va b derilgai.

[ to'gri chizigda  yotuvehi ixtiyorly  M(x;y) nuqtani
olamiz (3-shakl).
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ACBM va AOBA o‘xshash. U holda uchburchaklarning
o'xshashlik alomatiga ko‘ra.

=— S = —— +—=1.
OB 04 0B OA 08 ©CA
Bundan OC=x, OB=a, OD=y, 04=b

CB_CMj OB-0C _OD OC.OD_1

o‘miga qo‘yish bajarib, topamiz: s
=il (1.6) \a’
a b \
{1.6) tenglamaga fo ‘gri chizigning
kesmalarga nisbatan tenglamasi B M
deyiladi. ' 53
3-misol. 4x+3y-12=0 tenglama -
1 T . . . . . _—_————‘———T__'
bilan berilgan to‘g'ri chiziqui chizmada 5] X N3
tasvirlang, 3-shakl.

Yechish. Tekislikdagi to'g'ri
chizigni chizish uchun uning ikkita
nuqtasini bilish yetarli bo*ladi. . o\

To'g'ri chiziq tenglamasida, masalan x=0 deb, »=4 mi. yaiu

. . o : iatalar
A(0:4) nugtani va shu kabi B(z;é\) nuqtani (opamiz. Bu nugtalar
2
tutashtirib, berilgan tenglamaga mos to‘g'ri chizigni chizamiz (4-shal\“l_). _

Bu  masalani boshqacha, ya’ni to‘g‘ri chizia '-“‘Sl"mal”m'
kesmalarga nisbatan tenglamaga keltirib yechish mumkin. Buning uchun
tenglamaning ozod hadi (-12)ni o'ng

tomonga o‘tkazamiz va hosil bo‘lgan

tenglikning har ikkala tomonini 12 ga N s
bo‘lamiz: Ny
ax+dy=l2, B I : \
. 212 ) N
roki =
’ X ) EE N
'v_l T 3 =1 { \\
N >
Bu tenglama bilan aniglanuvchi ¢ 2 3N
to‘g'ri chiziq Ox o‘qidan
koordinatalar boshiga nisbatan ong doghakl.
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o

tomonga 3 ga teng kesma, Oy o‘qidan esa koordinataiar boshiga
nisbatan yuqoriga 4 ga teng kesma ajratadi (4-shak}).

V. To'g'ri chizigning og'ish burchagi ¢ va Oy o'gidan ajraigan
kesmasi & berilgan.

Ox o‘qning musbat yo‘nalishidan beriigan to‘g'ri chiziqga soat
strelkasiga teskari yo‘naiishda hisoblangan ¢ burchakka fog%i
chizigning og ‘ish burchagi deyiladi.

Og‘ish burchagining tangensi, ya’ni k =igp son fo ‘g 'ri chizigning
burchak koeffitsiventi deb ataladi.

! terg‘ri chizigda yotuvchi
ixtiyoriy M(x:y) nuqtani olamiz
va burchak tangensi ta’rifidan
foydalanamiz (5-shakl):

M (2 7)

= =1gQ B(0;b) | - I

voki u
P

y=I1ggx+b. 7 5 o

Bundan AL Lo
S-shakl,
y=hko+b. 1.7
Bu  tenglamaga to'g'ri  chizigning burchak koeffitsiventli

tengiumasi deyiladi.

2-izoli.  (1.7) tenglamadan to‘g‘ri chizigning & burchak
koeffitsiventga ega bo‘lgan yana bir tenglamasini keltirib chigaramiz.
Bu wgri chiziq M,(x;y) nuqtadan o‘tsin. U holda bu nuqtaning
koordinatalari (1.7) tenglamani qanoatlantiradi: y, = kx. +&.

Bundan 6=y, - ix,.

U holda (1.7) tenglamadan topamiz: i
y=hx—fx 4+,
yoki
v=y, =k(x=x). (1.8)
(1.8) tenglamaga berilgan

nugtadan  berilgan yo'nalish  bo ‘yicha
atwvehi  to'g'ri chizig  tenglamasi
deyiladi.

G-shakl.



Suningdek, bu tenglama fo‘g ‘i chiziglar dastasi tenglamasi deb
ataladi.

VI To'g'vi chizig 7i=0P normalining yo ‘nalishi o va uzunligi p
berilgan.

1 to‘g'ri chiziqda yotuvehi ixtiyoriy M (x;3) nugtani olamiz.
6-shaklga asosan:

PrIO_I":Pr_,O—N+PrfN_M +Pr, MIi,
bu yerda Prfa’=p, Pr,O—N=xcosa, Pr,N_M=ysina_. Pr,]‘«?’:O.

Bundan,
p=xcosc+ysina
yoki
xcose + ysina - p=0. (1.9)
(1.9) tenglamaga to ‘g ‘ri chizigning normal tenglamasi deyiladi.

Keltirib chigarilgan (1.1)-(1.9) tenglamalar asosida ushbu xulosa
kelib chagadt:

x,y o‘zgaruvchilaming har ganday birinchi darajali tenglamasi i
tekislikdagi biror to‘g‘ri chizigni ifodalaydi va aksincha, tekislikdagi |

har qanday to‘g‘ri chiziq xy o‘zgaruvchilarning biror birinchi ¢
darajali tenglamasi bilan aniqglanadi. il'
A

Demak, tekistikdagi har bir ¢ to*g‘ri chiziq tenglamasini
Ax+ Bu+C=0 (1.10}

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda C-ozod had; 4* +5* 20.
(1.10) tenglamada A4 va B sonlar to‘g‘ri chiziq normal v ektorining
koordinatalari bo*lishini (1.1) tenglama yordamida ko‘rsatish munikin:

Ax=x,)+ B(y-y,)=0,
Ax + By = (dx, + By,) =0,
Ax+ By +C =0, C=—{dx, +By,).
Demak, 7 ={4;8}.

(1.10) tenglamaga 10 ‘g 'ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.
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(1.10) tenglamada:

1) 4=0 bo‘lsa, tenglama By+C=0 ko‘rinishga keladi. Bunda
to‘g‘ti chizigning normal vektori Ox o‘qqa perpendikular bo‘ladi. Shu
sababli to‘g'ri chiziq Ox o‘qqa parallel, Oy o‘qga perpendikular
bo‘ladi. Shu kabi B=0 da kelib chigadigan 4x~+C =0 to‘g‘ri chiziq Oy
o‘qqa parallel, Ox o‘qga perpendikular bo‘ladi;

2) C=0 bo'lsa, tenglama Ax+By=0 ko'rinishni oladi. Bu
tenglamani  O(0:0) nuqtaning koordinatalari qancatlantiradi. Demak,
to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshidan o‘tadi; )

3) 4=0 va ¢ =0 bo‘lsa, tenglamadan y=0 kelib chigadi. Bu to'g'ri
chiziq Or o‘qda yotadi. Shu kabi 3=0 va C=0 da hosil bo‘ladigan
x=0 to'g'ri chiziq Oy o‘qda yotadi.

4- misol. aning qanday qiymatlarida (a* +4a)x+ (a—5)y—2a+4=0
to‘g'ri chiziq: 1) Ox o‘qqa parallel bo‘ladi; 2)Ox oqqa perpendikular
bo‘ladi: 3) koordinatalar boshidan o‘tadi.

Yechish. Misolning shartiga ko‘ra: A=a’+4a, B=a-5,
C=-2a+4.

U holda:

1) a"+4a=0 yoki a=-4, a=0 da 4=0 bo‘ladi. Shu sababli
berilgan to*g*ri chiziq Ox o‘qqa parallei bo‘ladi.

2) a-5=0 yoki a=5 da B=0 va berilgan to‘g'ri chiziq Ox o°qaa
perpendikular bo‘ladi.

3) ~2a+4=0 yoki ¢=2 da C=0 bo‘ladi. Demak, a=2 da to‘g‘ri
chiziq koordinatalar boshidan o‘tadi.

To‘g'ri  chizigning (1.1)<(1.10) tenglamalaridan har birini
boshqalaridau keltirib chigarish mumkin.

Misol tarigasida (1.10) tenglamadan (1.9) tenglamani keltirib
chigaramiz. Buning uchun (1.10) tenglikning chap va o‘ng tomonini

p 9a . . 1
noirmaliovehi ko ‘paytivehi deb  ataluvchi M =i-—AJ_1—_T; songa

ko‘paytiramiz.
. Ax+By+4 C
Hosil bo‘lgan ———=—— =0 tenglamada
NAL+ B
cosa = 4 A sing =+ & p=d =
=t—=_ sina =x— =, =X 5
e g JAT + B VA  + B

belgilashlar kiritsak, (1.9) tenglama kelib chiqadi.
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Bunda M ko‘paytuvchining ishorasi C koeffitsiyentning
ishorasiga qarama-qarshi gilib tanlanadi.
S-misol. To‘g'ri chizigning S5x-12y+8=0 tenglamasini normal
ko‘rinishga keltiring.
Yechish.
. 9. 1 1
Tenglamaning chap va o‘ng tomonini M =-

\;_5’_:137

13

(chunki C > 0) soniga ko*paytiramiz.

Bundan
5¢ 12y 8
ko
13 13 13
yoki
xcosa + ysing — p=0,

bu: yerd 2 2 2
2 acosa=——, sind=—, p=—.
Y 13 13 ' 13

3.1.3. Tekislikda ikki to‘g‘ri chizigning
o‘zaro joylashishi

Tkki to ‘g ‘ri chiziy orasidagi burchak

Tekislikdagi ikki 7 va /, to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchak

¢ bo‘lsin.

Bu burchak to‘g‘ri chiziq tenglamalarining berilishiga ko‘ra, turli
formulalar bilan aniglanishi mumkin.

L. Togri chiziglar umumiy tenglamalari

Adx+By+C =0 va Ax+By+C,=0
bilan berilgan bo‘lsin.

Bunda to‘g‘ri chiziqlaming 5 ={4:B), 7, =4{A:B }normal
vekiorlari orasidagi burchak to‘g‘ri  chiziglar orasidagi burchakka
teng, ya'ni g =(/, :lz)z(ﬁl,}i_.)bo‘ladi (7-shakl).

Ikki  vektor orasidagi burchak kosinusi formulasidan topamiz:

i A, 44, + BB,
ST T (L11)
[ ay | AT+ BI A+ B

cosp=
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I1. To*g‘ri chiziglar kanonik tenglamalari
T N i IR e T PR L

p] ql pl (l:-'

bilan berilgan bo‘lsin.
Bunda §, ={p;q,}. 5, ={p,:q,} bo‘ladi.
U holda ¢ =(/,,1,)=(5.5,) (7-shakl) ekanini hisobga olib, topamiz:

5,5, 0+ g,
cosp = sly = PiP; * 911 ! (1.12)

151151 P +a P +4;
1L To'g'ri chiziqlar burchak koeffitsiyentlt
=kx+b va y=kx+b,

tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin.
7-shaklga ko‘ra, p=9, —9,.

Bundan
129, ~ 189,
g =iglyg. —p), lgo=—-"—>"+
go = 1gl@, —@). 18 Urid g
yoki
k. -k
top =" (1.13)
BES ik

1z

kelib chigadi. '
Agar bunda to‘g'ri chiziglardan qaysi biri birinchi va qaysi l?m
ikkinchi ekani ko‘rsatilmasdan ular orasidagi o‘tkir burchakni topls?]
talab gilinsa, u holda (1.13) formulaning o‘ng tomoni modulga olinadi.

ya'ni
¥

ke =k |
I+Ak|

Stwnday qilib, to‘g‘ri  chiziglar \Q/ A/’

2 = (1.14)

tenglamalarining ko‘rinishiga  qarab,
ular orasidagi burchak (1.11)-(1.14) %
formulalardan biri bilan topiladi.

G-misol. y=-4x+1 va 5x-3y—-7=0 ..H

to'g’ri chiziglar orasidagi burchakni = / 3
toping.
Yechish. Birinchi tenglamaga ko‘ra, 7-shakl.
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& =-4. Ikkinchi tenglamadan topamiz:

5 7 5
-3y-7=0, y=—x-—, bunda k, ==.
oy i 3 3

U holda
5
——(-4)
g‘gw:——-——‘) 5 ==}
1+(—4)-
+( ]3
n
Demak, q&:T.

Ikki to'g ri chizigning perpendikularlik sharti

Tekislikdagi ikki to‘g‘ri chizigning perpendikularlik shartlarini
ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchakni topish formulalaridan keltirib

chiqaramiz.

I, L1, bo‘lsin. U holda cosp=0 va (1.11) tenglikdan topamiz:
AA, +BB,=0. (1.15)
Shu kabi (1.12) tenglikdan
S s =l (1.16)
kelib chigadi.
(1.13) tenglikdan
ctgp= Ak
k —k.
Uholda 7 L/da crgp=0 yoki
14k, =0 (1.17)

bo‘ladi.
Demak, to‘g't  chiziqlar  tenglamalarining ko‘rinishiga

qgarab, ularning
perpendikular bolishi (1.15)-(1.17) shartlardan biri bilan aniglanadi.

1kki tog ri chizigning parallellik sherti
L 4 val to'g'ri chiziglar parallel bo’lsin. U holda ulaming

normal vektorlari 7 ={4;B8}va i, ={4,;B,} kollinear bo‘ladi. Ikki
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vekiorning kollinearlik shartidan ikki to‘g'ri chizigning parallellik
shartini topamiz:
4 B
el 1.18
A, B, (1.18)
II. Agar /val, to‘g‘ri chiziglar parallel bo‘lsa, u holda ulaming
yo‘naltiruvchi vektorlari s ={p:q,}va 5. ={p.;q.} kollinear bo‘ladi.
Bundan
AR I (1.19)
P 4
1. 7|7, bo‘lganida ular orasidagi burchak uchun ¢gp =0 bo'ladi.
U holda (1.14) tenglikdan topamiz:
Ky (1.20)

Shunday gilib, (1.18)-(1.20) shartlardan  biri  to‘g'ri
chiziglar tenglamalarining berilishiga ko‘ra, ularning parallel bo‘lishini
aniqlaydi.

7-misol. M (2} nuqtadan oftuvchi va 2x+3y+4=0 to‘gi
chiziqqa perpendikular to‘g’ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. To‘g‘ri  chiziq tenglamasini A4x~+ By +C =0 ko‘rinishda
izlaymiz.

Togri chiziq M,(21) nuqtadan o‘tgani sababli 24+8+C=0
va 2x+3p+4=0 to‘gri chizigga perpendikular bo‘lgani uchun
24 +3B8=0 bo‘ladi.

Bu tenglamalarni birgalikda yechib topamiz: 4= —ilC, B= %C

Ava B koeffitsiyentlarni izlanayotgan tenglamaga ¢o‘yamiz:

a . 1
—Z(,.\‘+5Cy+C—0.
Bundan
(-3x+2y+4)C=0 yoki 3x-2y—-4=0.

Tkki to ‘g“ri chizigning kesishishi

To*pri chiziglar umumiy tenglamalari
Ax+ By+C =0 va Ax+By+C,=0
bilan berilgan bo‘lsin va M (x,;y,) nuqtada kesishsin (7-shakl).
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U holda M,(x,;»,) nuqtaning koordinatalari har ikkala tenglamani
qanoatlantiradi. Shu  sababli  ikki to'g'ri chizigning kesishish
nugqtasi koordinatalari

Ax, +By, + Ci =0, .21y
L./l‘;x_1 +B,y, +C.=0
sistemadan topiladi.
Bunda M (x,;y,) kesishish nuqtasi orqali o‘tuvchi to‘g‘ri
chiziglar dastasi
Ax+By+C +A(Ax+B,y+C,)=0 (1.22)

tenglama bilan aniqlanadi, bu yerda 4 - sonli ko*paytuvchi.

8-misol. 2x-y-2=0a to‘g'ti chizif bo‘ylab yo‘naltirilgan
yoruglik nuri x -2y +2=0 to‘gri chiziqda sinadi va gaytadi. Qaytuvchi
nur yo‘nalgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. Yorug‘lik nurining qaytish nugtasi 2x-y-2=0 va
x—2y+2=0 to'g‘ri chiziglarning kesishish nuqtasi bo*ladi.

Bu nuqgta M(x;y) bo‘lsin. Uni quyidagi sistemadan topamiz:

Bundan M(2:2).

Yorug‘lik nuri sinadigan va yo‘naltirilgan 1o0°g‘ti  chiziglar
orasidagi burchak tangensini topamiz.

Berilgan  to‘g‘ri  chiziglarning  burchak  Kkocffitsivenilari
k=1, k =2 bo'lad.

Bundan
gp=—"—=—.

Bu son yorug‘lik nuri qaytuvchi va sinuvchi to‘e‘ri chiziglar
orasidagi burchak tangensiga teng bo‘ladi.
U holda




bu yerda & — nur qaytuvchi to‘g'ri chizigning burchak koeffitsiyenti.
2
Bundan k= —-1’—].
P 2
Demak, izlanayotgan to‘g‘ri chizig uchun: M(2;2), l\::—ﬁ .

Bu parametrlar bilan aniglanuvchi to‘g‘ti chizig tenglamasini tuzaniz:
2
r=2 =—ﬁ(-x_2)

yoki
2x+11y—18=0.

Iicki to ‘g °ri chizigning ustma-ust tushishi

L, va (, to'g‘ri chiziglar umumiy tenglamalari
Ax+By+C =0, Ax+By+C, =0
bilan berilgan bo‘lsin va ustma-ust tushsin.
Bunda:
. T (. ,
— birinchidan /7 Il), bo‘ladi va —;— = F? =4 tengliklardan A — A4, =0,
5, — 4B, =0 kelib chigadi;
- ikkinchidan / to‘g‘ri chizigning har bir nugqtasi, jumladan,
W (x 13 nugtasi, /, to‘g‘ri chizigda ham yotadi, ya’ni
Ax, + By, +C =0, dx +B,y +C,=0
bo‘ladi.
Bu tengliklarning ikkinchisini A ga ko‘paytiramiz va birinchidan
ayiramiz:
(A, = A4 )%, + (B, = AB,) +(C, = AC,}=0.
Bundan ¢, = AC, kelib chiqadi.
Demak, to'gri chiziqlarning ustma-ust tushush sharti

4.5. 5 (1.23)
A B, €

tengliklar bilan ifodalanadi.



3.1.4. Nugtadan fo‘g‘ri chiziggacha boe‘lgan masofa

Nugtadan to‘g‘ri chiziqqa tushirilgan perpendikularning uzunligiga
nugtadan 10 ‘g 'ri chiziggacha bo ‘Igan masofa deyiladi.

M, (x,;y,) nuqta va Ax+By+C=0 tenglama bilan / to‘g'ri chizig
berilgan bo‘lsin. M, nuqtadan ! to‘g'ri  chizigqa tushiurilgan
perpendikulaming asosini M, (x;)

bilan belgilaymiz (8-shakl). ¥ -

U holda MM, ={x,—x;y,—») va ; / ”
M (x;y) nugta I to‘g'ri chizigda /é"‘
yotgani sababli 4x, + By, +C=0, ya'ni \\\
C=-4x,— By, boladi.

i={4;B8) vektorning ! to‘g'r M,

chiziqqa perpendikular  bo'lishi \
ma’lum. Shu sababli M, nugtadan > —
I to‘g'ri chiziggacha bo’lgan masofani
vektorning o‘qdagi  proeksiyasining S-shnki.

xossalaridan foydalanib topamiz:

. MM, - - i =
a‘:lPr,M,M_.J:l Mo 16y =4+ 0, =081

[ 7] VA + B

_idx,+ By, ~Ax, - By,| |4Ax,+By, +C|
VA& + B N+ B

Shunday qilib, nugtadan 10'g ri chizigqacha bo ‘Igan muasofa

:}Ax + By, +C|

d (1.24)

formula bilan topiladi.

9-misol. 3x+4y—-4=0 va 6x+8y+5=0 parallel to‘g‘ri chiziqlar
orasidagi masofani toping.

Yechish. 3x+ 4y -4=0 to‘g‘ri chiziqda niiyoriv, masalan  A(0;1)
nuqtani olamiz. U holda berilgan parallel to'g'ri chiziglar orasidagi
d masofa M(0;) nugtadan  6x-+8y+5=0 to‘p'ri chiziqqacha bo‘lgan
masofaga teng bo‘ladi. Uni (1.24) formula bilan hisoblavmiz:

‘£:|6-0~E-I+5’: 13 v
V6© +8° 10
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3.1.5. Mashglar

1. To'g‘ri chiziqlarning burchak koeffitsiyentini va koordinata o‘qlarida
ajratgan kesmalarini toping:
1)3x+4y-12=0; 2)x=3y-2; 3)yT+l=x-iR; 4)%*‘
i}

LI S

¥
>
2. To'g’ri chizigning tenglamasini tuzing: 1) M,(2:-3) nugtadan o‘tuvchi va
#i={34) normal vektorga ega bo‘lgan; 2) M,(-2.-3) nugtadan o‘tuvchi va
§={-1:3} yo'naltiruvchi vektorlarga ega bo‘lgan; 3) M,(-2:3) nuqiadan o‘tuvchi
Ox o‘qqa perpendikular bo'lgan; 4) #7,(3:2) nugtadan o‘tuvchi Oy o‘qda b=3 ga
teng kesma ajratuvchi.
3. Tenglamalardan qaysilari to‘g‘ri chizigning normal tenglamasini
ifodalaydi?
Dy+2=0, Dx-25=0,  3) §x~;—‘y—3=0, 4) :—im%yn:o.

4. Te‘g’ri chiziglarning kesichish nuqtalarini va ular orasidagi burchakni
loping:

1) Sx--y~3=0, 2x-3p+4=0; 2) y:%x—%, 4x+3y-5=10;
waFl =l W x=1 y+3 x-2 p-2
3 — =  — +9= A e S g
ST T x=3p+9=0, 1) 7 T 3

5. va n ning ganday qiymatlarida nix+9y+2=0 va 4x+mp-2=0 fo'g'il
chiziglar: 1) parallel bo‘ladi; 2) ustina-ust tushadi; 3) perpendikular be*ladi?
6. m ning qanday qgiymatlarida to*g‘ri chiziglar: 1) parallel bo‘ladi;
2} perpendikular bo'ladi?
1} x-my+5=0, 2x+3y+3=0; 2) 2x-3y+4=0, mx-6y+7=0C.

7. x~ y-7=0 to‘g'ri chizigda koordinatalari 2x—y+4=0 tenglik bilan
bog'langan nuqtani toping.
8. 4(4,2) nugtadan o°tuvchi va koordinala o‘glari bilan yuzi 2 kvadrat
oirlikka teng uchbuarchak ajratuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
9. A(-32),B(5-2),C(0.4) bolsa, ABC uchburchakda BD balandlik
tenglamasini tuzing.
10. .1(-2,0). 8(5:3),C(1;-1) bo'lsa, 4BC uchburchakda 4 mediana
tengiamasini tuzing.
1i. 2x-y+3=0 va x+y-2=0 to‘g'ri chiziglarning kesishish nuqtasidan
o‘tuvehi va 3x~4y -7 =0 to‘gri chizigga perpendikuiar to‘g‘ri chiziq tenglamasini
tuzing.
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12. To‘g'ri burchakli teng yonli uchburchak gipotenuzasi orqali o*tgan to‘g'ri
chiziq tenglamasi 3x+2) - 6=0dan va uchlaridan biri 4(-1-2) nugtadan iborat.
Uchburchakning katetlari tenglamalarini tuzing.

13. Parallelogrammning ikki uchi (1) va B{2-2) nugtalarda yotadi va
diagonallari (-1:0) nugtada kesishadi. Parallelogrammning tomonlari
tenglamalarini tuzing.

14. Agar 4(53), B(), C(3,5), D(6;6) to‘rtburchakning uchlari bo‘lsa, uning
diagonallari kesishish nugtasini va diagonatlari orasidagi burckakni toping.

15. Uchburchakning uchlari berilgan:  A(8:3), B(2:3),C(5:-1). Uchburchak
medianalarining kesishish nugtasidan o‘tuvchi va x+ » -2 =0 to‘g'ri chiziqqa
perpendikular o‘g'ri chizig tenglamasini tuzing.

16. Burchak tomonlaridan birining tenglamasi 4x-3y+9=0dan va
bissektrisasining tenglamasi x—7y+21=0dan iborat. Burchak ikkinchi tomonining
tenglamasini tuzing.

17. Uchburchakning ikki uchi a(5:1), 5(t:3) va medianalari kesishish nugtasi
M(3:4) berilgan. Uchburchak tomenlarining tenglamalarim tuzing.

18. Uchburchakning ikki uchi 4(2-2),8(-6:2) va balandliklari kesishish
nuqtasi /(L:2) berilgan. Uchburchakning C uchidan tushirilgan balandlik
tenglamasini tuzing.

19. Uchburchak tomonlarining o*rtalari berilgan: Af, (1-3), 41, (2:-2), M (-3:4).
Uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

20. Parallelogrammning ikki tomoni 2rx+v-2=0, x-p+17=0 to‘gri
chiziglarda yotadi va diagonallari 4/(~3,53.5) nuqtada kesishadi. Parallelogramin
qolgan tomonlari yotgan to*g'ri chiziqlaming tenglamalarini tuzing.

21. x-2y+5=0 to‘g‘ri chiziq bo‘ylab yo‘nalgan yorug*lik nuri 3x-25+7=0
to°g‘ri chiziqda sinadi va qaytadi. Qaytuvchi nur yo'nalgan to*g'ri chizig
tenglamasini tuzing.

22. Uchlari 4(2:3),8(-1,4),C(5:5) nugtalarda bo*lgan uchburchak og*irlik
markazidan o'tuvchi va AC tomonga parallel to'g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

23. Bir uchi 4(5.4) nuqtada bo*lgan va bir tomoni 2x+Sy+3=0 to'g'ri
tenglama bifan berilgan to‘g'ri chiziqda yotgan kvadratning yuzini toping.

24. 4x-3p+8=0 va 8x—6p-7=0to‘g'ri chiziglar orasidagi masofani toping.

25. Rvadratning ikki tononi 5x+12y—61=0 va 5x+12y+17=0 tenglamalar

bilan berilgan to‘g'ri chiziqlarda yotadi. Kvadrat diagenalining uzunligini
toping.



26. A4(2;4) nuqtadan o‘tuvchi va koordinatalar boshidan 2 birlik
masofada yotuvchi tog‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

27. A(-23) nuqtadan oftuvchi va B(5-1),((3;7) nugtalardan teng
uzoglikda yotuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

28. M(-812) nuqtaning A(-5l)va B(2:-3)nugtalardan o‘tuvchi to‘g'ri

chizigdagi proeksiyasini toping.

3.2. IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR

Oxy koordinatalar sistemasida ¥,y o‘zgaruvchilarning ikkinchi
darajali tenglamasi bilan aniqlanuvchi chiziq tekislikdagi ikkinchi
iartibli chizig deyiladi, L

Har qanday ikkinchi tartibli chiziqni .~
doiraviy  konusning tekislik bilan kesishish o ol
chizig‘i sifatida hosil gilish mumkin. Shu sababli \ N/ /
ikkinchi tartibli chiziglar konus kesimlar deb >
ham ataladi, Berilgan / to‘g’ri chizigni uni q
A4 mogtaga kesuvchi boshga bir fiksirlangan B
L 1o'g‘ri chiziq atrolida o‘zgarmas 6 burchak 4 \
ostida aylantirish natijasida hosil qilingan sirt /
duiraviy kenus deyiladi (9-shakl).

Bunda 7 to‘g'ri chiziqga konusning
yasevehisi, L to‘s'ri chizigaa konusning o qi, 4 G-shakl
nuqtaga konusiing uchi, kenusning 4 nuqta
bilan ajratilgan qismlariga konusning pallalari deyiladi.

Agar konus tekislik bilan kesilganida (10-shakl):

— tekislik konusning A uchidan ofimasa va konus o'qiga
perpendikular bo‘lsa, kesimda aylana hosil bo‘ladi;

— tekislik  konus o‘giga perpendikular bo‘lmay, konusning fagat
bitta pallasini kessa va uning yasovchilaridan birortasiga parallel
bo*imasa, kesimda e/lips hosil bo‘ladi;

— tekislik konus yasovchilaridan biriga parallel ravishda uning
pallalaridan birini kessa, kesimda parabela hosil bo*lads;

- tekislik konusning ikkala pallasini kessa, kesimda giperbola hosil
beladi;

- tekislik konusning 4 uchidan o‘tsa, kesimda nugta, to'g ri chizig,
to g vi chiziglor Jufii hosil bo’ladi.

133



Giperbola

To‘g*ri chiziglar
juiti

Nugta To'g'ri chizig

10-shakl.

Ikkinchi tartibli chiziglar fan va texnikaning ko‘p sohalarida keng
qo'llaniladi.

Bunga misollar keltiramiz.

1. Ma’lumki, avtomobil gtildiraklari aylana shaklida vasaladi.

2. Quyosh sistemasining planetalari quyosh jovlashgan umumiy
fokusga ega ellipslar bo‘yicha harakat giladi.

3. Agar parabola fokusiga yorug'lik manbayi joylashtirilsa, nurlar
uning o‘qiga parallel ravishda qaytadi. Projektorning tuzilishi bu
x0ssaga asoslangan.

4. Mexanikada isbot qilinganidek, yer yuzidan gorizontga garab
burchak ostida v, =11,2 km/c(ikkinchi kosmik tezlik) boshlang‘ich teztik
bilan chiqarilgan raketa parabola bo‘ylab yer yuzidan cheksiz
uzoglashsa, v, >112 km/c boshlang‘ich tezlik bilan chiqarilgan rakeia
giperbola bo‘ylab yer yuzidan cheksiz uzoglashadi, v, <11.2 km/c

boshlang‘ich tezlik bilan chiqarilgan raketa esa yerga qaytib tushadi
yoki yeming sun’iy yo‘ldoshi bo'lib qoladi.
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3.2.1. Aylana

I-ta’rif. Tekislikda markaz deb ataluvchi berilgan nuqtadan teng
uzoqlikda  yotuvchi nuqtalarning
geometrik o rniga aylara deyiladi. »

Tekislikda M (x,;y,) nuqtadan R

masofada yotuvchi nugtalarni y S
qaraymiz. Bu nugqtalardan biri M(x;y) ,y
nugta bo‘lsin (11-shakl). | M, :

Aylana ta’rifiga ko‘ra, |M, M |=R.
Bu tenglikka ikki nuqta orasidagi
masofa formulasini go*llaymiz:

Ja—x )+ (=) =R.
Bund 11-shakl.
undaan

x=x) +(r-p) =R 2.0
(2.1) tenglamaga aylananing kanonik tenglamasi deyiladi. Bunda
M, (x,; ¥, nuqta aylana markazi, R masofa aylana radiusi deb ataladi.
¥, =0, y, =0 da (2.1) tenglamadan topamiz:
2 +y =R 2.2)
(2.2) tenglama markazi koordintalar boshidan o‘tuvchi va radiusi
R ga teng aylanani aniglaydi.
I-misol. Koordinatalari x=Rcost, y=Rsin/ tenglamalar bilan
aniglanavchi M(x;y) nuqta aylana nugtasi bo‘lishini ko‘rsating.
Yechish. M(x;y) nugia koordinatalarining har ikkala tomonini
kvadratga ko‘taramiz va hadlab go*shamiz:
x* +y* = R'cos’t+ R*sin’r = R*(sin*r +cos’ £) = R*

yoki
x4y =R
Demak, koordinatalari x=Rcost, y=Ksint, te R tenglamalar bilan
aniglanuvehi Af(x;y) nuqte markazi koordintalar boshida yotuvehi
va radiusi K gateng aylanada yotadi.
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Aylanani aniglovchi ushbu

%= Rcost, 2.3)
\=Rsint, te[0;27)

tenglamalar sistemasiga aylananing parametrik tenglamalari deyiladi.
3.2.2. Ellips

2-ta’rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nugtagacha
bo‘lgan masofalaming yig‘indisi o‘zgarmas kattalikka teng bo‘lgan
nugtalaming geometrik o‘rniga ellips deyiladi.

F, va F, ellipsning fokuslari, M ellipsning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin.
EF =2, FM=r,, FFM =r, belgilashlar kiritamiz.

Ellipsning ta’rifiga ko‘ra, £M + F,M =2a, ya'ni

buyerda a-o‘zgarmas son bo'lib, a>c.
Oxy koordinatalar sistemasini Ox o°‘q fokuslardan, Ov o°q
kesmaning o‘rtasidan o*tadigan gilib tanlaymiz (12-shakl).
Uholda F,(~c;0) va F(c;0)bo‘ladi.
M nugtaning koordinatalari x va y bo‘lsin deyhik, ya'ni M (x:3).
Ikki nugta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra

k7

n, va r, ning bu ifodalarini (2.4) tenglikka qo‘yib. almashtirishlar
bajaramiz:

Jx—c) ¥y’ +f(x+0) + 5 =24,
(x-cY +y =(Qa- \/[(xi-;:—)—:?v—:)z,
X =2xc+ct+yt=4a’ —day(x o) 1yt e x4+ 2ve -0 - 7,
aJ(x+¢)’ +3° =a? + xc,
a’x’ +2a’xc+ a'e’ + @'y’ =a' + 2atxc + ¥,

(@ -cxt + 'y = g (a - ).
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h* =a* —¢* (chunki a> c) belgilash kiritib, topamiz:

ble +aly2 =a‘.'b2,

yoki

X 3
St 2.5
a B @)

(2.5) tenglamaga ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi.

x=acost, y=bsint tenglamalar bilan aniqlanuvchi M(x;y) nuqta ellips
nuqtasi bo‘lishini 1-misoldagi kabi ko‘rsatish mumkin.

Ellipsni aniglovchi ushbu

)fx:acr)st, @.6)
|y =bsint, 12[0;27]
tenglamalar sistemasiga ellipsning parametrik tenglamalari deyiladi.

Ellipsuing shaklini uning kanonik tenglamasidan {oydalanib
aniglaviniz.

(2.5} tenglikda x va » ning ilaqat juft darajalari qatnashgani
uchun eflips Ox,0p o‘qlarga va O(0,0) nuqtaga nisbatan simmetrik
boladi. Shu sababli (2.5) tenglamani x>0, y>0 da (I-chorakda)
tekshirish yetarli bo‘ladi.

[-chorakda (2.5) tenglamadan y:ﬂva’ —-x'  kelib chiqgadi.
a

Bunda x koordinata 0 dan o gacha o'sganida y kocrdinata & dan
0 gacha kamayadi. Eflipsning qolgan choraklardagi shaklini koordinata
o qlariga nisbatan simmetrik gilib chizamiz (12-shak}).

Ellipsda ((0:0) nuqtaga markaz, 4,(a:0), 4,(-a:0), B,(0;8), B,(0;-b)
nuqualarga uchlar, A.4,, 8,8, kesmalarning 2a, 26 uzunliklariga mos
ravishda katta va kichik o‘glar, «,b sonlarga mos ravishda katta va
kichik yarim o‘qlar, FM, F,M kesmalaming »,r, uzunliklariga fokal
radiuslar deyiladi.

Ellipsning shakli £ nisbatga bog'liq bo‘ladi, amino ellipsning
a@

shaklini < nisbat yordamida tekshirish qulaylikka ega.

&

£ =5 Kattalikka ellipsning ekstsentritsiteti deyiladi. Bunda 0 <= <1,
a
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[ (eY b
3 b ¢ S g
chunki 0<c<a. b'=a’—c’ dan ;:dl-[;) ,ya'ni —=+1-¢

a

Demak, £ —>1da E—->0, ya'ni & kichiklashib, ellips Oy o‘qiga
a Hy - Ry L
parallel ravishda Ox o‘qqa tomon siqilib boradi, aksincha & —0 da

B -1, ya'ni ellips aylanaga yaqginlashib boradi.
a

x=+2 to‘g'ri chiziglar ellipsning direktrisalari deb ataladi.
£

¥
d, d i
i
| B, \
— [T
| — - ' \\ ~ \\\
| f‘:__ ¥ NG \
1 2 X \
. - > | X
| F, 0 - F, /_.--I.
! / :
\\‘M‘ _./"/ a |
P S| = x=12
: £ s, £

12-shakl,

Ellipsning M nuqtasidan  direkirisalargacha bo‘lgan o, va d.
masofalar uchun ushbu

|-=

tengliklar bajariladi (12-shakl).
Bu tengliklardan ellipsning fokal radiuslari uchun
n=a—gv, n=a+&r
formulalar hosil qilinadi.

Fokuslari oy o‘qida va markazi koordinatalar boshda yotuvchi
ellipsning kanonik tenglamalari shu kabi aniqlanadi.
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Har ikkala hol! uchun ellipsning tenglamalarini va asosiy
xossalarini keltiramiz.

Markazi 0(0,0) nuqtada bo‘lgan cllipsning
kanonik tenglamalari va asosiy xossalari
£ 5 ‘
I'ZJ-ZTb_IZI a>b>0 =
—kattao'q Ox dayotadt L b’ F—
va 2a pateng: 7F I :
—kichik 0'q Oy da yotads Spay 0 7 A
va 2b gateng, Ak I
— fokustar. F(-¢:.0), F,(c;0) =y
c*=at-b".
y
9 . al
2. —t==1 a>b>9 7 B
b a T Tl
~katao‘q Oy da yotedi I:I \
va 2c gateng; e | ST
—kichik 0°q Ox da votadi Y ib X
vit 2b gateng, 1 /
~fokuslar F(0,~¢). F,(0;¢) \—\C 1.4
ct=al b -G

Agar «=5 Dbolsa. u holda (2.5) tenglamadan x*+y* =4* tenglama,
va’ni markazi koordinata boshida yotuvchi va radiusi o ga teng
aylana tenglamasi kelib chigadi. Demak, aylana ellipsning xususiy holi
hisoblanadi.

2-inisol 4x* +9y* =144 ellipsning o‘qlari uzunliklarini, fokuslarining
koordinatalarini va ckssentrisitetini toping.
Yechish. Ellipsning tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiramiz:
X 0
36 16
Bundan o' =26, 5* =16.
Demak, a=6, b=4, 2a=12, 20 =8.
Shunday qilib, ellips o‘glarining uzunliklari mos ravishda 12 va
8 ga teng.
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a va b nibilgan holda ¢ ni aniqlaymiz:
c=Aa -0 =36-16=25.
Bundan fokuslarning koordinatalarini va ekssentrisitetni topamiz:
Fo(2450), £(-2V5:0);

e 25 35
232

3.2.3. Giperbola

3-ta’rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nugtagacha
bo‘lgan masofalar ayirmasining moduli o‘zgarmas kattalikka teng
bo‘lgan nugtalarning geometrik o‘rniga giperbola deyiladi.

Oxy koordinatalar sistemasini Ox o'q F, va F, fokuslardan, Oy 0'q
FF, kesmaning o‘rtasidan o‘tadigan qilib tanlaymiz (13-shakl).

M(x;y) giperbolaning ixiiyoriy nugtasi bolsin. FF, =2¢, FAM =r,
F,M =r, belgilashlar kiritamiz. Ciperbolaning ta’rifiga ko'ra,

in=rl=2a, @.7)

buyerda a- o‘zgarmas son bo‘lib, a<c. )
(2.7) ifodada (2.4) ifodada bajarilgan almashtirishlar kabi
almashtirishlar bajarib, quyidagi tenglamani keltirib chiqaramiz:
Yy (2.8)
a b
bu yerda #* =¢* — 4.

(2.8) tenglamaga giperbolaning kanonik ten glamasi deyiladi.

Giperbolaning shaklini uning kanonik tenglamasidan foydalanib
aniglaymiz.

(2.8) tenglikda x va v ning faqat jufi darajalari qatnashgani uchun
giperbola ellips kabi Ox,0p o'glarga va O(0,0) nuqtaga nisbatan
simmetrik bo‘ladi. Shu sababli (2.8) tenglamani x>0. y>0 da  (I-
chorakda) tekshiramiz,

l-chorakda (2.8) tenglamadan _v=f\-'bﬁ kelib chigadi. Bunda
a
¥2a va x koordinata 4 dan boshlab o'sishi bilan v koordinata ham
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o‘sib boradi, ya’ni M(x;y) nuqgta cheksizlikka intiladi. Bu intilish
ganday yuz berishini ko‘rsatish uchun koordinatalar boshidan o‘tuvchi

: N . b n N QPP
va burchak koeffitsiyenti &= 8 ga teng bo‘lgan y = e to‘g‘ri chiziqni
a

garaymiz. Bu chiziq ushbu xossaga ega: Mnugta giperbola bo‘ylab
harakat qilib koordinata boshidan cheksiz uzoqlashgani sari bu to‘g'ri
chiziqga juda yaqinlashib boradi, lekin uni kesib o‘tmaydi. ya’ai
asimptotik yaginlashadi.

5 b
Shunday qilib, giperbola l-chorakda 4, (a;0) nuqtadan otib, y=—x

o
to‘g‘ri chiziqqa asimpiotik yaginlashgani holda o‘ngga va yuqgoriga
qarab c'sib boradi.

Giperbolaning golgan choraklardagi shaklini koordinata o‘qlariga
nisbatan simmetrik qilib chizamiz (13-shakl).

Shunday gilib, giperbola ikki gismdan iborat bo'ladi. Bu gismlarga
giperbolaning tarmoqlari deyiladi.

¥
- ’/"I
25 “, d d, ‘r/.//'
= e M
N 4
./ F 'II
o > [N
4 R ;r ’
N |
F 1 0]\ i F =x x
/ \
v, il
- ; B, NN
S b N
o b
i e
Z x=== x== N\
b L g BN
X } = ——X
a a
13-shakl.

G oot

h X . q s
y=zx tenglama  bilan  aniqlanuvchi to'g'ri  chiziglarga
o
giperbolaning asimptotalari deyiladi.
Giperbolada  4,(¢;0). 4,(~«:0), B,(0;h), B,(0:~b) nugtalarga uchlar,
4d. kesmaning 2¢ uzunligiga hagigiy o'q, 8.8, kesmaning 2b
uzunligiga mavhum o‘q, a, b sonlarga mos ravishda haqiqiy va
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mavhum yarim o'qlar, £M, F,M kesmalarning r, r, uzunlikiariga
fokal radiuslar deyiladi.
¢ =< kattalikka giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi.
a

Bunda £ >1, chunki ¢>a.

1 il
B =c'-a dan 2= ‘[E] -1, ya’ni LN
a \\a a

A o b .

Demak, ekstsentrisitet birga qanchalik yagin bo‘lsa, 2 shunchalik

kichik bo‘ladi, ya'ni £ —»1da b 50 va giperbola hagiqgiy o‘qi tomon
a

sigilib boradi, aksincha ¢ kattalashgan sayin L ham kattalashadi va
a
giperbolaning tarmogqlari kengayib boradi.
x= tg to‘g‘ri chiziglar giperbolaning direktrisalari deb ataladi.

Fokuslari 0y o‘gida va markazi koordinatalar beshda yotuvchi
giperbolaning kanonik tenglamasi shu kabi aniqlanadi.

Markazi O(0;0) nugtada ho'lgan giperbal
1 oy

ri va asosiy r
X ‘1"

SR s ¥
—hagigiy 0'q Ox da yotads -
va 2a gaieag; : -——““—/
—wmavhum o‘q Oy da yoladi !
va 2b pateng, ==
= fokuslar: Fi(—c;03, F,(c,0);

P =al+ b /’._______

~asimptotalari, y = tﬁx
a

2 .-li = ‘\._ =1
a & ¥
~hagiqiy 0'q Op da yorudi Z
y ] 3 &
va 2a gateng, \x- —t /
—mavhum 0'q Ox da yotad:
va 2h gateng;

Vo
B
= fokustar: £(0,~¢), F,(0:c); /__’_._ __\

c* =a* +b?; 7

—asimptotalary: y = :-Ex
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Giperbolaning M nugtasidan direktrisalargacha bo‘igan d, va d,
masofalar uchun ushbu

=£

|

F‘_:
| d2
tengliklar bajariladi (13-shakl).

Bu tengliklardan giperbolaning fokal radiuslari uchun ushbu
x>0 bo‘lganda rn=sx-a, n=ax+aq;
x<0 bo‘lganda r=-a-&, n=a-&

formulalar hosil gilinadi.
Yarim o'qlari feng bo‘lgan giperbolaga teng fomonli giperbola
deyiladi.
Teng tomonli giperbola
-y =a 2.9)

tenglama bilan aniglanadi.

3-misol. Ekssentrisiteti +/2 ga teng va M(¥/3;v2) nuqtadan o‘tuvchi
giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing. Uning varim o°qlari
uzunligini, fokuslari koordinatalarini toping va asimptotalarining,
direktrisalarining tenglamalarini tuzing.

Yechish. Ma’tumki, g=S-12 yoki ¢* =24*. lkkinchi tomondan
a
c'=da’ +bh*. Bundan 4'=5". Demak, izlanayotgan giperbola teng
. : . . By (ay
tomonli. AM(+/3;4/2) nuqta giperbolada yotgani uchun -(\3_-) —(-"_} =1
a* a-

va’ni a’ =1.

Demak, izlanayotgan giperbolaning kanonik tenglamasi

=y =1

ko‘rinishni oladi.

Bu tenglama bitan aniqlanuvchi giperbolaning yarim o‘qlari a=5=1
uzunlikka, fokuslari  £(¥2:0), F.(=v/2:0) koordinatalarga ega bo‘ladi,

. . 5 . . . 1
asimptotalari y=+x tenglamalar bilan, direktrisalari X=t—

A2

tenglamalar bilan topiladi.
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3.2.4. Parabola

4-ta’rit. Tekislikda fokus deb ataluvchi berilgan nuqtadan va
direkirisa deb ataluvchi berilgan to‘g'ri chizigdan teng uzoglikda
yotuvchi nuqtalaming geometrik o‘miga parabola deyiladi.

Parabolaning fokusidan direktrisasigacha ho‘lgan masofani 7 (p>0)
bilan belgilaymiz.

p kattalikka parabolaning parametri deyiladi.

Oxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q direktrisaga perpendikular va
fokusdan o‘tadigan, 0(0;0) nuqta fokus va direktrisaning o°rtasida
yotadigan qilib tanlaymiz. Tanlangan koordinatalar sistemasida
f‘{%:(l] nuqta fokus, x=—-§ to*g'ri chiziq direktrisa bo'ladi (17-shakl).

L2
M (x, y) parabolaning ixtiyoriy nugtasi bo*Isin.
M nugtaning direktrisadagi proyekisivasini N bilan belgilaymiz.

Parabolaning ta’rifiga ko‘ra NM = AF.
Bundan

p

\ —1
1 2
x' + py 1-% =x'- p.r+ﬁ-| +y

X +

s
— i

yoki

o)
&

¥ =2pr. (2.10)

(2.10)  tenglamaga  parabolaning
kanonik tenglamasi deyiladi. p

Parabolaning shaklini uning kanonik T
tenglamasidan foydalanib aniglaymiz. 14-shakl.

(2.10) tenglikda yning juft darajasi
Gatnashgani uchun parabola Ox 0°qqa nisbatan simmetrik bo*lad:.

Shu sababli (2.10) tenglamani x>0, »20da tekshiramiz.

I chorakda (2.10) tenglamadan y = 2 px kelib chigadi. Bunda x>0
va x koordinata 0 dan boshlab o‘sishi bitan » koordinata ham o‘sib
boradi. Shunday qilib, y>0 bo‘lganda M (x;») nugta O(0;9) nuqtadan
chiqadi va x o'sishi bilan o‘ngga va yuqoriga qarab  bu nugtadan
cheksiz uzoqlashadi. Parabolaning y <0 dagi shaklini Ox 0'qga nisbatan
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siminetrik qilib chizamiz (14-shakl). Bunda 0O(0;0) nuqta parabolaning
uchi, Ox o‘q parabolaning o 'g/ deb ataladi.

Parabolaning ekstsentrisiteti ¢ = —l’\%{— =1ga teng bo‘ladi, direktrisasi

x=-= tenglama bilan aniglanadi.

Vi
2
4-misol. y* =6x parabola berilgan. Uning direkrtisasi tenglamasini
tuzing va fokusini toping.

Yechish. Berilgan tenglamani parabolaning kanonik tenglamasi
(2.10) bilan tagqoslab, ko‘ramizki, 2p =6 yoki p=3.

U holda berilgan parabcla uchun direktrisasi tenglamasi

fp N
r==2<_2 va fokusi F I-:0J=|
2 7 N2

L1

0) bo'ladi.
4

b3 |

Parabolaning boshga kanonik tenglamalari shu kabi aniglanadi.

Ucki 2(0:0) nugtada be'lgan parabolaning
Kanenik tenglamalari va asosiy xossalari

— drrekirnsa x = —£
2

va Oxogga simmetrik;

—simmetriva 0'gi-Ox P
2o =2pp
[ &y M
fokus: /) 0:L2 | B | J
v2 X
] ~., .
-durektritsa: y = —— X i F
2 / I3 N |
3 X
va Oy oqaa simmetiik; S

- simmeinya o'qg — Oy
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3.2.5. Ikkinchi tartibli chiziglarning
umumiy tenglamasi

Tkkita x va y o‘zgaruvchining ikkinchi darajali tenglamasi umumiy
ko‘ninishda

2 2 > b
AX +2Bxy+ Oy +2Dx + 2By + F =0, A+ B +C #90 (2.11)

kabi yoziladi, bu yerda 4,B,C,D,E,F - koefﬁtsiyent.lar. | ’

Oldingi bandlarda ta’riflari asosida ell'lpS, . glperbol.al iv?
parabolalaming kanonik tenglamalarini keltirib chlqard'lk vé x0s5a Ellf :
o‘rgandik. Bunda chiziglarning markazlarini koordm.atala.r Dok 11c§
joylashtivdik va ulaming co‘qlarini kcordinata oglari boyla
yo*naltirdik. o

Ushbu bandda (2.11) tenglama koefﬁtsiyentlurnn113g| ncs
qiymatlarida konus kesimlardan birini, yoki mavhum konus kesnnlardax}
birini, yoki bo‘sh to‘plamni aniglashini ko‘rsatamiz. 'Bunda lfonus.
kesimning markazi koordinatalar boshida yotmas!igx. va 0 (]!ﬂ.r.‘
koordinata o‘glariga nisbatan og'ishga ega bo‘lishi qi.\"}m“m‘
tug‘dirishi mumkin. Bu qiyinchilikni bartaraf ailish uchun kOOl‘dl.ﬂ'a[ﬂ]ﬁr
usulining ikki qurolidan — koordinatalar o‘qlarini parailel ko‘chirish va
burishdan foydalanamiz.

Koordinata o*qlarini parallel ko'chirish

Tekislikda Oxy to'g‘ri burchakli koordinatalar ~ sistemasi berilgan
bo*lsin. ¥ )

Koordinata oglarini parallel '
ko'chirish ~ bu Ox sistemadan uning ) 7
o‘glari yo‘nalishlarini va masshtablarini ¥ '""}4’ =
o‘zgartirmasdan fagat  koordinatalar |

boshining joylashishini o‘zgartirish orqali  » JL—-—————*—1

yangi Q%' sistemaga o‘tishdir. A 3
Yangi Oxy' sistemaning b e

koordinatalar boshi o eskj Oxp e < X x

sistemada 9 ’

(%) koordinatalarga ega
bo'lsin, ya'ni O'(x,;y,)
Tekislik ixtiyoriy

. 15-shakl.

M nuqtasining Oxy sistemadagi koordinatalarini

146



(x;y) bilan va O%) sistemadagi koordinatalarini (xy") bilan
belgilaymiz (15-shakl).
U holda

OM =xi +y, OO0 =xi+y,j, OM=x7+j.
15-shakldan topamiz: OM =00 +O'M.
Bundan

Xi + Y =x,0 +y,7 +xT +y]

[

yoki
x=x,+ X', Y=y, +y'_ (2 1 2)

(2.12)  formulalar M nuqgtaning Oxy  sistemadagi  (x;))
koordinatalarini O'x’y’ sistemadagi (x';»") koordinatalar orqali topish
imkonini beradi va aksincha.

S-mizol.  (x—4)' +(y+1)’=36 tenglamani Oxy koordinatalar
sistemasini  parallel ko‘chirish orqgali
soddaiashtiring.

Yechish. Berilgan tenglama Oxy
koordinatalar sistemasida markazi
(4~1) nuqtada  yotuvehi va radiusi
R=6 gateng aylanani ifodalaydi. ¥

Oxykoordinatalar sistemasi ‘\ 0
O'(x,: 5,) = O'(45=1) nuqlaga  parallel N YA
Ko‘chirilsa, berilgan tenglama yangi e L
O%'y' sistemada ham aylana tenglamasini
beradi. 16-shakl.

\
A
e
e

(2.12) formuialarni qo‘liab, topamiz:
X=x—x,=x-4, y'=sy—-y=y+l.

U holda berilgan tenglama O'x'y’ sis-temada
x4y =36
ko'rinishni oladi, ya’ni markazi koordinatalar boshida bo‘igan va radiusi
R=6 ga teng aylanani ifodalaydi.
Aytana grafigini Oxy va O'x'y’ sistemalarda chizamiz (16-shakl).
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Koordinata o*qlarini burisk

Tekislikda Oxy to‘g'ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgan
bo‘lsin. _

Koordinata o‘glarini burish - bu Oxv sistemadan  uning
koordinatalar boshini va o‘glari
masshtablarini o‘zgartirmasdan
fagat koordinata o‘glarini biror N\
burchakka burish orqali yangi Oxy' ° b
sisternaga o‘tishdir. \ _/ |

Oxy sistemani O nugta atrofida \ "\:i‘j;_--"
soat strelkasi yo‘nalishiga teskari \\ &
yo‘nalishda « burchakka burib, 5 W
Oxy'sistemaga o‘tamiz. Tekislik
ixtiyorly M nugtasining Oxy
sistemadagi koordinatalarini  (x;») !
bilan va O’ sistemadagi koordinatalarini (x;y") bilan belgii“ym‘z.'
Mnuqta radius vektorining uzunligi r ga, uning Ox' 0°q bilan tashkil
gilgan burchagi ¢ ga teng bo‘lsin (17-shakl).

17-shakldan topamiz:

|
|

17-shakl.

x'=rcosp, ¥y =rsing, (2.13)
x=rcos{p+a), v'=rsin(p+o). (2.1

(2.14)  tengliklar  ustida  aimashiirishlar  bajaramiz - va
{2.13) tengliklarni hisobga olib, topamiz:

x=rcos{p+ a) =r(cospcosa —-singsina) =

= (rcosg)eose — (rsing)sine = x'cosa — y'sinc,
y=rsin(p+a)=r(smgcosa < cospsiner) =

=r(cosv)sina + r(sing)cos = x'sine + ' cosa.
Demak,
— . . -
x=x'cosa - V'sina, y=x'sina + ¥'cosa. (2.15)

(2.15) formulalarga koordinata o*qlarini burish formulalari deyiladi.
Bu formulalar A/ nugtaning Oxy sistemadagi (x;3) koordinatalarini
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Oxy' sistemadagi (x';») koordinatalar orqali topish imkonini beradi
va aksincha.

6-misol. xy=-2 tenglamani koordinata o‘qlarini 45°ga burish
orqali kanonik shaklga keltiring.
Yechish. (2.15) tengliklardan « =45"da topamiz:

. - 2 ' L
x=x'cosd3" — y'sin43" Z\Tu -3,

y=x'sind5° + y'cosds =JT‘_.\' +y.

x va y ni xy=-2 tenglamaga qo‘yamiz:

f2 3
=0’y -%(x' +y)=-2,

L -
Zfgtt — =D
-,l" ¥l

(3 2

¥ X =1

4 4
Bu tenglama giperbolaning kanonik ¥
tenglamasi  hisoblanadi, ya’ni xpy=-2 !
o q . Q=7 : X

lenglama bilan aniglanuvchi chiziq Ox* i /
"2

r2
: v ox : )
sisiemada I T 1 tenglama bilan N2

5
£ £ -
4 %

aniglanuvchi  giperbolani  ifodalaydi.

Y LY
L ( IdP =
2 _ . . - . ~ F
Demak, = funksiyaning grafigi /‘-'
bilan

asimptotalari koordinata o‘qlari
ustma-ust  tushadigan teng fomonli '
giperboladan iborat (18-shakl). 18-5hakl

———

Tkkinchi tartibli umuerniy tenglamani soddalashtivish
fkkinchi tartibli umumiy tenglamani qaraymiz:
Ax + 2By + Oy +2Dx +2Ey + F =0, 211

Bunda 5=0bo‘lsin. Koordinata o'qlarini « burchakka buramiz,
yani (2.15) formulalar yordamida eski koordinatalarni yangi
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koordinatalar orqali ifodalaymiz:
A(x'cosa— y'sine)? +2B(x'cosa — y'sina)(x'sing + 3 cosa) +
+C(x'siner + y'cosa)’ +2D (x'cosa — y'smea) + 2E(x'sm o + y'cosa@) + F=0
yoki
AX? +2BxYy +Cy* +2Dx"+ 2Ey' + F =0,
bu yerda
4,=Acos’ @ +2Bcosasina +Csin’ &,

B =(C - A)sinacosa + B(cos’ & —sin’ a);
C, = Asin’ @ —2Bcosasna +Ccos’ a;
D, = Dcosa + Esina; E =Esina—Dcosa, F =F.

@ burchakni shunday tanlavmizki, yuqoridagi 1englamada
xy' oldidagi koeffitsiyent nolga aylansin, ya’ni

B, =(C - A)sinacosa + B(cos' @ —sin° a}=0

tenglik bajarilsin,
Bundan
crgtar =", (2.16)
Shunday  gilib, koordinata o*glarini (2.16) shartni

qanoatlantiruvchi o burchakka burish (2.11) tenglamani quyidagi
tenglamaga keltiradi;

AxT+Cy? +2DX +2EY + F =0, AP+ B #0. (2.17)

I-teorema. (2.17) tenglama hamma vaqt yoki aylanani ( 4 =C,da),
Yoki ellipsni (4,-C, >0da), yoki giperbolani (4,-C, <0da), yoki
parabolani ( 4, -, =0da) aniglaydi. Bunda ellips (aylana) uchun — nuqta
yoki mavhum ellips (aylana), giperbola uchun — kesishuvehi to‘g'ri

chizilar juftligi, parabola uchun — parallel to‘g‘ri chiziglar juftligi kabi
buzilishlar bo*lishi mumkin.

Isboti. 4, =C, bo*lgan holni batafsil tahli] qilamiz.
4 =C, da (2.17) tenglik ustida almashtirishlar bajaramiz:

AN+ Ay 42Dy + 2EV'+ F =0,
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-

[,\-43)- +{),-+£J':[ﬂ]' +[§.'.J _£ (2.18)
4.) 7T Ay LA &)

Bunda, (2.18) tenglama va mos ravishda (2.17) tenglama:

I 2\. (E ] - >0 bo‘lganda markazi G[—E.-Eﬁ] nugtada
LAI J \ y ) A, 4, 4
. . - (DY L. ‘
joylashgan va radiusi R=_|| = | + \ — 1 ga teng aylanani aniglaydi;
15{ 4, "1| 4 'Il

A

N : 1 , 1 a2 .
2)(2 +| *_f_.] i 0bo‘lganda | x + 9] +[y+£] =0 ko‘rinishga

LA A 4, k A {
- s D E _ . ;
keladi. Bu tenglikei yagona 0.(——',—7') nugta koordinatalari

qanoatlantiradi. Bunda «aylana nuqtaga buzilgan» deyiladi;

3) I\%J +il iﬂ —f <0 bo'lganda hech bir chizigni aniglamaydi.
o) A,

Bunda «aylana mavhum aylanaga buzilgan» deyiladi.

Qolgan hollarda teorema shu kabi tahfil gilinadi.

Shunday giiib, (2.17) tenglama (mos ravishda (2.11) tenglama)
ikkinchi tartibli chiziglardan birini aniglaydi.

7-misol.  4x'~25y° —24x+50y-89=0 tenglama bilan berilgan
ikkinchi tartibli chiziq ko*rinishini aniglang.

Yechish. Berilgan tenglamada 4=4, C=-25.

Bundan 4.C=4-(=25)<0.

Teoremaga ko‘ra, berilgan tenglama giperbolani ifodalaydi.

Tenglamada almashtirishiar bajaramiz:

4(x? =63 +9) = 25(y* =2y +1)~36+25-89 = 0,
4(x —3)! —25(y — 1) =100,
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(x-3} (-1

=il
25 4

Delnak, bell a i i i . I‘Uqf.ada

lg n tenglama Slmmetllya mall\aZl O(J,” U i

0&13511"8[1 ya Yarim o qlﬂll a=5, b=2 3¢ ten l)(i Igal glp 51} bolaﬂ]
j (> y i 2 E g g

aniglaydi,

3.2.6. Mashglar

3 A joyiashgan
L. Aylananing tenglamasini tuzing: 1) markazi AM (=153} nuqtada joyiashg,

i ra A(4;4)
varadiusi R=6 ga teng bo‘lgan; 2) markazi M, (—3:5') nuqtﬂ‘dajlo):asff)“l;l‘lzta’i;rda
nuqiadan o‘tgan; 3) diametrlaridan birining uchlari R[—‘:..ﬂ va '.v(;;. ) markazi
bo'igan; 4) pe;—) nugtadan o‘tgan va koordinata c‘glariga urm:7 ~;-i‘c_hjziqd21
M(2-1) nuqtada joylashgan va urinmalaridan biri Sx+dy+3=010'g
bo‘lgan.

2. Aylanalaming markazi va radiusini toping:

2 Ny B —6y=3=0;
1) 5%+ ) 8y~ 14y +16 = 0; 2) =yt +dx-6y=3

3 ~
3) xi+y1-::+2y—l=0; 4 .\’:+)'1+'3-‘“7.V_§=U'
g . SRk ashoarisida
3. A(i-2) nuqta berilgan. Uning aylanalaming ichkarisida, tashgaris
yoki ustida yotishini aniglang.

4 (I
”1'+_P"‘5‘. 2),\; =

B = ~8y=0.
3) X+ ) ~Bx~dp-5-0; 4) ¥ —10x -8y

ey 2y dy_20-gvay +37 —10y+ 20=0 tenglamalar bilun
berilgan aylanalar markazlari orasidagi masofani toping.

/ . . 2 1k xestani diametr
S 2L ot chiziqdan koordinata o'qlari kesgan kestani dis
3

|

qlib aylana chizilgan. Bu aylana tenglamasini tuzing.
6. A(L-13,

B3 nugtalardan o'tgan va makazi x—y—4=0 to g
chiziqda Joylashg;

an aylana teniglamasing tuzing,
7. Uchlad 4(-2:2

) BU05=2), (1 1) bo‘lgan 8¢ uchburchalkka tashqi
chizilgan aylananing m

arkazi va radiusini toping.

8. kning qanday giymatlarida

R 2 2 ; —n
=kx to'g'ri chiziq x* <y’ ~8x -2y +16=
aylanani kesadi, by ay

1anaga urinadi?
9. (x- N 4lp=21 = 4

dylanaga uringan va koordinatatar boshidan o igan
to‘g‘ri chiziglar tenglamolarini tuzing,
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10. Aylana tenglamalarini parametrik ko‘rinishga keltiring:
1) 2+ ¥y =163 2) xl+y=4y; 3) x4yt =2x+2y.

11. Fokustari 0y o‘gda 0(0,0) nugtaga nisbatan simmetrik joylashgan va
quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi ellipsning kanonik tenglamasini tuzing:

1) kichik o‘qi 12 ga va ekssentrisiteti i ga teng; 2) fokuslari orasidagi masofz
3
10 ga va ekssenirisiteti % gateng; 3) M,(6:0)va M,(0:9; nuqtalardan o‘tgan:

o - 50 T
4) direktrisalari orasidagi masofa — gava ekssentrisiteti £== gateng.
>

5
12. -;3 + % =1 ellipsga tomonlari ellips o‘qlariga parallel gilib kvadrat ichki
4
chizilgan. Kvadratning yuzini toping.

13. 5x* + 20y ~100 = O ellipsning x+y—20=0 to‘g'ri chiziqqa parallel bo‘lgan
urinmasi tenglamasini tuzing.

14. 16x7 + 251 — 400 = Cellipsning bir fokusidan uning kichik a‘qiga parallel
O'tgan vatari uzunligini toping.

15, L4 o =lellipsning A7(x;y)nugtasidan uning o‘ng fokusigacha bo‘lgan
8

50
masofa chap fokusigacha bo‘lgan masofadan to‘rt marta katta. M (x:») nuqtani
toping.
16. 19—+ -x— 1 ellipsning A/(x; ) nugtasidan uning chap fokusigacha bo‘igan

masofa o‘ng fokusigacha bo*lgan masofadan ikl marta katta. Af(x;y} nugtani
toping.

t7. Ellipsning bir fokusidan uning katta o‘qi oxirfarigacha bo‘lgan masofalar
2 va 8 ga teng. Ellipsning kanonik tenglamasini tuzing.

18. Eliipsning tenglamalarini parametrik ko‘rinishga keltiring:
1) i6x* =25y —400=0; 2) 144x* +2557 ~3600=0.

19. x+2y-7=0 to*g'ri chiziq bilan x* +4y* =25 ellipsning kesishish
nuqtalarini toping.

20. Fokuslaii ordinatalar o‘gida joylashgan  va quyidagi shurllam!
ganoatianiiruvchi giperbolaning kanonik tenglamasini twzing: 1) direktrisalari

orasidagi masofs -- ga va ekssentrisiteti -3-ga teng; 2) direkirisalari crasidagl
5

288 o . A 12 ) . .
masofa ——pga teng va asimptotalari tenglamalari y=iox; 3) direktrisalari
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orasidaci masofa 32 ga va hagigiy o'qi 8 ga teng; 4) direktrisalari orasidagi
= 5

masofa 57—0 ga va fokuslari crasidagi masofa 14ga teng.

21. Giperbolaning nugtalaridan biri va asimptotalarining tenglamalar:
berilgan. Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing:

= J2 .
1) M(6:2),y=i3/i:ix; 2) M),y =3

3 + f X
3) M@, y=tox, 4 M.y =t

e . . i idagi

22. Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga teng. Uning asimptotalari orasidag
burchakni toping.

. L . . tashkil

23. Giperbolaning asimptotasi haqiqiy o‘q bifan s teng burchak tash

qiladi. Giperbolaning ekssentrisitetini toping.
. TRy ‘lg

24. 5" +17" -85 =0 ellips berilgan. Ellips bilan bir xil fokuslarga ega bo‘lgan

teng tomonli giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.

» o a . o c 13 cga.
25.  Giperbola 25x? +95? =225 ellips bilan bir xil fokusl?r'é,a 4

Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga teng bo'lsa, uning kanonik tenglamasini

tuzing.

. _ — adan o*luvehi
26. Assimptotalari 0'(2~3; nuglada kesishuvehi va #(4:-1) nugtadan o’tuve
giperbola tenglamasini tuzing.

27. Giperbolaning y - 311? tenglamasini sodda ko*rinishga keltiring.
X3

28, Berilgan fokusi va dircktrisasi tenglamasiga ko'ra parabolaning
kanonik tenglamasini tuzing;

DFE3),x-5=0;

29, Berilgan tenglamasiga ko‘ra parabolaning uchini va simmetriya o*qining
tenglamasin; aniglang;

2)F(53),y+2=9.

D ¥ -2p+16x+65=0; 2) 2+ y~8x +5=0.

30. Berilgan tenglamalar qanday chiziglarni aniglavdi?

ix:i(e’w“)
n¢ 2 i

| e

! 2y 3

J'=-;(e —e™) ] e

= 1
3))'=-2\'.\'2+l; 4) x=- ."I' I

Xy
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31 x=1 g w giperbolaning parametrik tenglamalari bo‘lishini
Sin? sint
ko‘rsating.
32. x=2pr*, y=2pt, t e R parabolaning parametrik tenglamalari bo‘lishini
ko‘rsating.

33. 13x% +10av+1337 —72 =0 tenglamani kanonik shaklga keltiring.
34. 2} —6+/3xy-5y* ~8 =0 tenglamani kanonik shaklga keltiring.

35. Egri chizigning tenglamasini soddalashtiring, chiziqning turini aniqlang va
shaklini chizing:

I) 55 +93* =30x+18»+9=0; 2) 2x7 -12x+y+13=0;
3) 5x’ —4y* +30x+8y +21=0, 4) 2y ~x—12p+14=10;
5) X' —6x+3'—§=0; 6) x* +y+y —1=0.
36. ;Z +% =1 cllipsga A(-3;3) nuqtada o'tkazilgan uriruna tenglamasini
tuzing,
37. ‘7 - ‘ 1 giperbolaga A7(2;~4) nugtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini
- 1

tuzing,

38. ‘—l —x" =1 giperbolaga Mil ‘%‘i] nuqrada o‘tkazilgan urinma tenglamasini
tuzing. .
39. =16y parabolaning 2x+4y+7=0 to‘g'ri chiziqga perpendikular

bo'lgan urinmasini toping.

3.3. QUTE KOORDINATALARDA
CHIZIQLAR

3.3.1. Qutb koordinatalari

Tekislikda  sanoq boshiga, musbal yo‘nalishga va masshtab
birligiga ega bo‘lgan Op nur qub o'qi, uning O- sanoq boshi gurk
deb ataladi.

M tekislikning quib bilan ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy nugtasi
bo‘lsin. Bunda A nugtaning holati ikkita son, Oqutbdan A nugtagacha
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bo‘lgan r masofa va Op qutb o‘qi bilan OM yo‘nalgan kesma orasid.ag?
¢ burchak bilan aniglanadi (Op nurdan boshlab burchak yonalishi

soat strelkasi yo‘alishiga teskari tanlanadi).

r va ¢ sonlariga M nuqtaning
quth koordinatalari  deyiladi  va s M030)
M(r;p) deb yoziladi. Bunda r masofa /
qutb radiusi, ¢ burchak  quib
burchagi deb ataladi (19-shakl). S

Tekislikning barcha nuqtalarini /S
aniglash uchun r va p kattaliklarni U
0<r<+w, -z<p<z chegaralarda /)
olish yetarli bo‘ladi. Bunda tekislikning o™~ I
har bir nuqtasiga yagona r va ¢
sonlar jufii mos keladi, va aksincha, har
bir (r;0) sonlar juftiga tekislikdagi
yagona nuqta mos keladi. . oo

Nuqianing qutb va to‘gri burchakli koordinatalari or.aSIdagl
bog‘lanishni topamiz. Bunda to‘g'ri burchakli koordlr]ﬁfﬂ!a{
sistemasining koordinatalari boshini qutb bilan va abssissalar oqim
qutb o'qi bilan ustma-ust tushadigan
qilib tanlaymiz (20-shak}).

M nuqta x va y to‘g‘ri burchakli
koordinatalarga, r va ¢ qutb koordi- \f(r:e)
natalarga ega bo‘lsin. !

20-chakldan topamiz:

19-shakl.

X=rcosg, y=rsing. 3.1) 4

Bu tengliklar nuqtaning to‘g‘ri
burchakli koordinatalarini uning qutb i )
koordinatalari bilan bog*laydi. ' 20-shakl.

(3.1) tengliklardan nugtaning qutb
koordinatalari bilan uning to*gri
burchakli koordinatalari ortasida quyidagi bog‘lanish hosil gifinadi:

r= i, gp=2
X

Bunda ¢ burchakning giymati nuqtaning joylashgan choragiga

(x.p larning ishoralari asosida) qarab, -7 <¢<# oraligda tanlanadi.

(3.2

=/
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I -niisol. M(—%;—J/3)nuqtaning qutb koordinatalarini toping.
Yechish. Berilgan nugtaning qutb koordinatalarini (3.2) formulalar
bilan aniglaymiz:
-3 =

r=J=1)} +(=3)* =2, 1gp=""" =5

M nuqtan 11l chorakda yofadi.
T 22 - ( 27:\
Uholda ¢=7~7=-=- bo‘ladi. Demak, M| 2;~ 3
5 3 \ 3

3.3.2. Qutb koordinatalar sistemasida chiziglar

Quib koordinataler sistemasida chizig tenglamasi deb aynan shu
chiziq barcha nuqtalarining r va ¢ koordinatalari orasidagi bog*lanishni
aniglovchi thki noma’hemli

F(rip)=0 (3.3

ko rinishdagi tenglamaga aytiladi.

Mumkin bo‘lganda (3.3) tenglama
r 2a nisbatan vechiladi va r=r(p)
ko'rinishga keltirifach.

Chizigning F(x;»)=0 {cnglamasi-
dan qutb tenglamasiga o'tish  wchun
x va y lar o‘rniga  ularning
(3.1) formulalardagi qiymatlari go‘yiladi
va aksincha chiziqning qutb
tenglamasidan  Fey)=0 tenglamasiga
oftish  (3.2) formulalar bilan amalga 21-shakl.
oshiriladi.

To'g'ri chizigning quth tenglamasi

Tog‘ri chizig tenglamasini qutb koordinatalarida topamiz.

Bunda O qutbdan / to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan p masofa va Op
qutb o‘qgi bilun beritgan to*g‘ri chiziqga perpendikular bo‘lgan  f
c‘q orasidapi « burchak berilgan bo‘lsin (2 1-shakl).

! chizigning ixtiyoriy M(r;¢) nugtasi uchun Pr, OM = p bo‘ladi.

fkkinchi tomondan

Pr, OM = OM {-cos{r — @) = rcasle — ).
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U holda .
reosf@—g@)=p. -3 (3.4)
(3.4) tenglamaga fo ‘g ¥i chizigraing qutb tenglamasi deyiladi.

va M,(5;0) nugtalardan o*tuvchi to*g’ri chizigning

2-misol. M,[S;%

qutb tenglamasini tuzing, ; .

Yechish. To‘g‘ri chizigning M, va M, nugtalar orasidagi kesm.asx
katetlari 5 ga teng bo‘lgan to‘g‘ri burchakli uchburchakning
gipotenuzasi bo‘ladi. Bunda qutbdan  to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan
masofa  to‘g‘ri  burchak  uchidan
gipotenuzaga tushirilgan  balandlikdan
iborat (22-shakl).

W

Uning uzunligini (pni) va yo‘nalshini

(« ni) topamiz:
OM-OM, _ 5.5 52 x
VOM! +OM: J5°+5 2 4

U holda (3.4) formulaga ko'ra,

Jo T _S\e'lr....
4 Liane ) i

Konus kesimlarining qutb tenglamalari

22-shakl

Konus kesimlarning (ellipsning, giperbolaning, parabolaning) ql"”?
tenglamalarini keltirib chiqaramiz. Bunda chiziglaming fokuslaridan biri
quibda yotsa, uning tenglamasi sodda ko*rinishni oladi.

Konus kesimlarning tenglamalarini keltirib chiqarishda vlarning har
bir nugtasidan fiksirlangan nuqtagacha (fokusgacha) bo*lgan masolaning
ﬁ.ksirlangan to°gri chiziqqacha (direktrisagacha) bo‘lgan masofaga
nisbati o‘zgarmas kattalikka — ekstsentrisitetga teng bo*lishi xossasidan
foydalaniladi. Bunda konus kesim s<1 bo‘lganda ellipsdan, &=1
bo‘lganda paraboladan va e>1 bo‘lganda giperboladan iborat bo‘ladi
(23-shakl).

/=konus kesimlardan birining tarmog*i, #—bu tarmogning fokusi,
d—q!nbdan chapda Joylashgan vertikal direktrisasi, &—ekstsentisitet
bo‘lsin.  Fokusdan direktrisagacha bo‘lgan masoiani p bilan
belgilaymiz (24-shakl),



I I
| | »
| | i M|
-
o) M oL M \ &R
e A L )
T\ [Fe0) L [Foo 1 [Feo
S _—c 7 st
: | i A
D<e<l &>1
ME_ 2w
oM 2
i chiziqda ixtiyorily M(r,@)nuqtani olamiz.
U holda konus kesimlarning
xossasiga ko‘ra, N boiads M
OM 4 =i
Bundan FM=g0M yoki /
r
r=eAN=g(AF + FN)=g(p + rcosg). \Io, l
Oxirgi tenglikni » ga nisbatan 4 [ N
vechamiz:
i ) (3.5)
I—&scosp d A
(3.5) tenglamaga konus kesini- T,
Z4-shaki.,

larning quth tenglamasi deyiladi. Bu

tenglama £<1 da ellipsni, £>1 giperbolaning bir tarmog‘ini va £=1 da

parabolani aniglaydi.

I-izoh. Konus Kkesimlarning qutb tenglamalari

joylashishiga bog‘liq bo‘ladi:

Direktrisaning holati — tenglama

bid
. vertika! va gqutbdun chapda — = -»J'. -'r' -4 2
I =g direkirisa
vertikai ve qutbdan o'ngda ~ = —— L v=3
1+ &cosg e
gorizontal vz quthdan yugorida — r = —E p__ ‘ 3=
I+ csing 73 0 ER
. &- 3
gorizomai va qutbdan pastda — r = —p 2
I-gsing 1+sing
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Boshqa chiziglarning qutb tenglamalari

Qutb tenglama bilan modellashtiriladigan masalalardan birini
garaymiz.

Uzunligi 2a (a>0)ga teng bolgan 4B kesma uchlari bilan biror
to‘g'ri burchakning tomonlari bo‘ylab sirpanib harakatlanayotgan
bo‘lsin. To‘g‘ri burchakning O uchidan bu kesmaga oar perpendikular
tushurilgan  (25-shakl). 4B kesmaning harakati vaqtida oM
perpendikular M asosining traektoriyasini topaylik.

Masosning  (nugtaning) traektoriyasini qutb  koordinatalar
sistemasida tuzish uchun to*g‘ri burchakning O uchini quib, 04 o'gni
qutb o‘qi deb olamiz. M nuqtaning qutb koordinatalarini r, ¢ deb
belgilaymiz, ya'ni M(r,p) deymiz.

AOM uchburchakdan topamiz:

OM =0OAcosp,
r=0Acosg.

AOB uchburchakdan topamiz:
OA = ABsing,
0OA=2asmg.

_ Bundan 4 asos izlanayotgan tracktoriyasining qutb koordinaialar
sistemasidagi tenglamasini hosil qilamiz:
r=asin2¢p.
_Bu tenglama bilan aniglanuvchi chiziq to‘rt yaproqli gul deb ataladi.

Uning grafigini a=1 da Maple paketi yordamida chizamiz (26-shakl).

> with(ploets):

> snimatecurve(jsing2*{),t,t=-1*i..1%i}, courds=olar,

frames=60,mumpointy=100);

v

B | \ ETJ_".’:
\ \g; 08 05/

oy wunlrea gl
r /\‘-' ' t
/ﬁ” =5
W \_ L
0 A ¥ i
25-shakl. 26-shakl.
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Matematikaning keyingi bo‘limlarining misol va masalalarin
vechishda foydalaniladigan chiziqlarning grafiklari va ularning quib

yoki parametrik tengiamaliari 1-ilovada keltirilgan.
3.3.3. Mashglar

1. 43 va B(—/3:-1ynugtalarning qutk koordinatalarini toping.

b 27 = . . P
2. ;:L_,_ %| va B(l.lg- inuqtalamning to‘g‘ri burchakli koordinataiarini
ot by

toping.

oA - o o 2k 2
3.4 5,-';] va B(S;—i\, nugqtalar orasidagi masofani toping.

AN i z" b :‘
4. Uchlari 0 qutbda va Air:¢). B(r:¢,) nuatalarda joylashgan 048

uchburchak-ning yuzini toping, bu verda @, > ¢,.
3 i 2\ e
| nuqtalarda bo‘lgan

5. IkKita qarama-qgarshi uchiari 4 :
\ O,

kvadratning yuzini loping.
6. Kvadratping  ikkita qo‘shni uchlari berilgan: A{t-.i} H(

Kvadratning yuzini toping.
7. Berilgan tenglamalarni dekart koordinatalarida yozing:

2) »=Scosyn

1) r = 3sine:
3) r* =sin 2oy 4) r = 3cos 20
N -
Sor=—" 6) » G
s g 1= cosp
)b =t 8) p=mi _
34 305 3+3sine
8. Berilgan tenglamalami quib koordinatalarida yozing:
)p=5 2) y=2x-1;
3) s =4n; Ay x? -y =a’;
5) x vy’ =2m =0 6) xy =4
X W an X ¥
S = g{} i 1
J - [ ] £11) 4
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izigiari ini aniqlang:
9. Berilgan tenglamasiga ko‘ra chizigiaming turini aniglang

5
Dr=—t_. 2)’=_1+2cow’
2+sm
i = 2
W= ' 4)r_2—cosga
1+ cosp ' .
ni L £ == larda chizing:
10. Berilgan chiziglaming grafiklarini & =1, = e &=
N = 4e .
D rzl E - 2}r-l+£smq/r
+ECOsQ
4&
Yrg o 4) r:]—z.'ul.-ér.l
b l-¢gsing’
3.4. TEKISLIK

3.4.1. Fazoda sirt va chizig

o e irligiga ega
Umumiy boshlang‘ich o nuqtaga va bir xil m:fssll'liﬂlz_qi'(;df i:'g'ri
gan o‘zaro perpendikulyar Ov, Oy vas 0—' (‘j’_q"
burchakli 0wz koordinatalar sistemasini hosil qiladi. {aril Pazod 0] R
Oz koordinatalar sistemasida uchta Xy Ve sonlu Pop ;)~ e
danday Mnuqtaning o*mini to'liq aniglaydi. Bunda "ll‘]’ nix‘m ‘w;/inuia.vi.
belgilanadi, x ga ps nuqtaning abssissasi. y ga M nuqtaning
# 83 M nuqtaning applikatasi deyiladi. ‘ . alatinitg
Oxyz jicllzodagi sirt tenglamasi deb aynan shu sirl nugt
%,z koordinatalari orasidagi bog‘lanishni
aniqlovchi uch noma’lumli

bo‘l

F(x,y,2)=0
tenglamaga aytiladj,
Shu kabi, koordinatalari

al o uch noma ]Ulll]l 4 (),),Z)—U te ]élﬂl”‘”"
q "Oatlﬂlltlruvchl Onyz

. 3 1 ’a
fazoning barcha 41(x;3:2) nuqualari to*plamig
Jazoda shy tenglama bilan aniqlanuvehi sirs deyiladi. rametrik
Fazodagi sirt =x(wy), y=y(ur), = =z(wv). (wv)eD  par:
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tenglamalar bilan ham berilishi mumkin, bu yerda x(u,v), y{u,v),2(u,vj -
Dschada berilgan siri barcha nugtalarining va faqat shu nugtafarning
koordinatalarini beruvchi ikki o‘zgaruvchili funksiyalar.

Masalan,

x= Rsinucosy, y=Rsinusinv, z=Rcosu, 0<uy<z, 0<v<2x

parametrik tenglamalar sferani ifodalaydi.

Fazodagi chiziqni ikki sirtning kesishish chizig®i yoki ikki sirt
umumiy nuqtalarining gometrik o*rni deb qarash mumkin (27-shakl).

! chizigni  aniglovehi ikki sirt F(x,y,z2)=0 va G(x,y,z)=0
tenglamalar bifan berilgan bo‘lsin (27-
shakl). U holda / «chiziq ikkala
tenglamani  ham  ganoatlantiruvchi
M(x;y;z) nuqtalar to‘plamidan tashkil

iopadi.
Koordinatzlari
[Flx,3,2)=0
}(:'[_\'.}'.:} =0
Tenglamalar sisternasini
qanoatlantirnvehi Oxyz fazoning

varcha Af{x;y:z) nuqtalari to‘plamiga /.

27-shakl.

Juzodagi  shu tenglamalar sistemasi

bilan aniglanuvehi chizig deyiladi.
Shu kabi, Oxvz fuzodagi chizig tenglamasi deb aynan shu
chiziq barcha nuqialarining x, y,z koordinatalarini aniglovchi

[FEp2)=0,

1G(x,p,2)=0

tenglamalar sistemasiga aytiladi.

Fazodagi chiziqni nuqtaning trayektoriyasi deb qarash mumbkin.
Bunda  chizig F=r{f) vektor tenglama bilan  yoki
x=x{1), y=w), z=z{r), t €T parametrik tenglamalar bilan beriladi.

Masalan,

, . h
x=Rcosat, y=Rsinat, z=-—t
27

parametrik tenglamalar vinr chizig ‘ini ifodalaydi.

163



Fazodagi analitik geometriyada sirtni (yoki ‘to‘g‘ri‘ ch'lzxq_m)
o‘rganishda ikkita masala ko‘riladi: geometrik x05§ala1"1ga ko‘ra, smmln%'
(voki to‘g'ri chizigning) tenglamasini keltirib Chlf]“d:l'lsl'fl; tenglafllaSIlgcf
asosan sirtning (yoki to‘g‘ri chizigning) ko‘rinishi va xossalarint
tekshirish.

3.4.2. Tekislik tenglamalari

Tekislikning fazodagi o'rni turli pal'ametr_lax" bilan (1ng§ala3;
tekislikning koordinata o*qlarida ajratgan kesmaia.rl bxlal}) bir _Q;_yll“';‘“ )
aniglanishi mumkin. Shu sababli parameulariga fo'ra tekislikning
turli tenglamalari keltirib chigariladi. LA

1 %"ekislikda yotuvchi qM,,(x,,;y,,;zn) migla  va 1081 chiziddg
perpendikular bo'lgan 7= {4 B,C} vekior berilgan.

Tekislikka perpendikular )
bo‘lgan  har ganday vektorga =
tekislikning normal vekiori deyiladi.

o tekislikning ixtiyoriy
M(x.y.z) nugtasini  olamiz. A
M va M, nuqalaming radius <j
vektorlari mos ravishda 7 va

r'
bo‘lsin.

4
U holda MM =7 -7, boladi. VT
M va M, tekislik nugqtalari //
bo'lgani  uchun MM 2

vektor % _ “
tekislikda yotadi va  tekislikning 23ahsic,
normal

vektoriga  perpendikular

bo'ladi, ya'ni it L MM (28-shakl). Ikki vektoming perpendikularllk
shartiga asosan tekislik
tenglamasini topamiz:

) 4.1
n(r—r)=0. GAR
Bu tenglamaga tekisiikning vekior tenglamasi deyii_ﬂ‘“-
{4.1) tenglamaga normal vektor va radius vektorlarning
koordinatalarini qo‘yib, lopamiz:

A =x)+ By = 3,) + C(z =) =0 (42
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Bu tenglamaga tekislikning skalyar tenglamasi deviladi.
Shuningdek, (4.2} tenglamaga berilgan nugtadar o ‘tuvchi va

berilgan vekiorga perpendikular tekislik
tenglamasi deyiladi.
I-misol. M, (3:4;5) nugtadan o‘tuvchi va
n=}-1-32} bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra,
Xy =3y, =4z, =5, A=-1,B=-3.C=2.

normal  vektori

U holda (4.2) tengiamadan topamiz:
(=D (x=3) +(-3)-(v=4) +2:(z=5) =0

yoki
x+3y-2z-5=0.

Il. Tekislikde yotuvehi uehta M (x;;p,:2,), M,(x,30,32,) Mo(x,33,32.)

nugta berilgan.
¢ tekislikda yotuvchi ixtivoriy M(x;y;z) nugtani olamiz va

A’I_H‘;"={x_x|;y—}'l;z—zl}a
A-//,-.‘W; ={x, -x33, - ven -2},

;\;,..-'L".il_z{x‘ — Xy — e —E )

vekiorlarni yasaymiz.
Bunda MM M M. MM, vektoriar komplarar bo‘ladi

(29-shak!). Vektorlarning kemplanarlik shartidan topamiz:

x=x y-y =—-= |
Y, =% =3 F—= = (4.3) z
L=X W=y :,—:,!

(4.3) tenglamaga berilgan uchia
migiadan o ‘tuvchi tekislifc ienglamasi

deviladi.
4.3} tenglamada

§=M M, ={pqr)

% 29-shakl.
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belgilash kiritib, topamiz:
La=x y-3 =% |
L5 Yimh % —E
P q L
(4.4) tenglamaga berilgan ikkita nuq

vektorga parallel tekislik tenglamasi deyiladi.

Shu kabi

1l

§l

§,=MM,=1{p,;q,:1:}

belgilashiarda (4.3) tenglamadan topamiz:

b, q, r|=0. f4.5)
| P 9

P

(4.5) tenglamaga berilgan
nugtadan  o‘tuvchi va berilgan ikki
vektorga parallel tekislik tenglamasi
deyiladi.

M,t__\'l;y];:,].M,[x,;y,;:‘.}\*u
M;(x;33,:2,) nugtalar o tekislikning mos
ravishda Ox, Oy va 0z o'glarda yotuvchi
nugtalari, ya'ni Af(a;0,0), M,(0;6:0) va
M, (8;0;¢) bo‘lsin (30-shak!).

U holda (4.3) formulaga ko‘ra.

MM, ={p;:q;n}>

/
|~
i,

—
A

30-shukl.

xX-a y :z
-a b 0}=90
-a 0 ¢
bo‘ladi.
Bundan
bex —abe + abz + acy =0, bex +acy +abz =abc
yoki
A sy
I

(4.4)

tadan o 'trvehi va berilgan

(4.6)



-

30-shakldan ko‘inadiki, a,b, cmos ravishda o tekislikning Ox, Oy
va Oz o‘glarda ajratgan kesmalarini ifodalaydi.

Shu sababli  (4.6) tenglamaga tekislikning kesmalarga
nisbatan tenglamasi deyiladi.

2-misol. M,(2;-13) nuqgtadan o‘tuvchi, a={3,0-1) va b={-322}
vektorlarga parallel tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish. izlanayotgan tekislik tenglamasini (4.5) formula bilan
topamiz:

(x=2)-2-(y+1)-(6—-3)+(=—3):6=0,
2x—3y+6z-25=0.

3-misol. Ox, Oy va Oz o‘qlarda mes ravishda 2, (—4) va 6 ga teng
kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra: a=2; hb=—4; ¢=6.
Tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasidan topamiz:
X,y =

il +£=I’ =
2 (=) 6

Ox -3y +2z—12=0.

III. Tekislik 7i=0P normalining
uzuniigi - p va  birlik  vektori
é ={cosa;cosB;cosy} herilgan.

o tekislikda yotuvchi ixtivoriy

M(x;y;z) nugiani olamiz. Bu nuqtlaning 2 \,
Q . . 2 a
radius vektori 7 =OM ={x;y;z} bo‘lsin

(31-shaki). Bunda 7 radius vektorning
¢ vektor yo‘nalishidagi proeksiyasi
p gateng bo‘ladi, va'ni

31-shakl,

HpF=p.
Bundan

ré=p, re—p=0
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+ ' @7
xcosa + ycosfB+zeosy — p=9. a7
(4.7) tenglamaga tekislikning normal tenglamasi deyitadi.

Kaltirib chiqarilgan (4.1)-(4.7) formulalar asosida ushbu xulosa
kelib chaqadi:

=1
%,z o‘zgaravchilaming har qanday birinchi darajali tenglan:lam i

2 e f o i oha fazodaoi har qanday
| fazodagi biror tekislikni ifodaiaydi va aksincha, .13L0d?2{ “i" Elamas?i |l
tekislik x,y,z o‘zgaruvchilaming biror birinchi darajali tenglam li
bilan aniqlanadi. |

S

Demak, har bir o tekislik tenglamasini
4.8
A+ By+Cz+ D=0 (4.8)

. . 4% 2250200
ko'rinishda yozish mumkir, bu yerda D—o0zod eyit, 2 AR ‘ordamida
(4.8) tenglamada 7i={4;8,C} bo'lishini (4.2) tenglama yorc
(to*g'ri chiziqdagi kabi) ko‘rsatish mumkin. : deviladi
(4.8) tenglamaga tekislikuing umuniy fenglamast dey! - Cei D=0
(4.8) tenglamada: 1) 4=0 bolsa, tenglama By ‘I i Ox
e oy pormal vektori
ko'rinishga keladi. Bunda tekislikning 7i={0:5C} “‘”m‘]‘_W': (;ar-nlcf
o‘qqa perpendikular bo‘ladi. Shu sababli tekislik Ox @ _dq(: l)!l';i“l.‘i
bo‘ladi. Shukabi B=0 da Ax+C:~D=0 tenglama O O 44ERIC
tekislikni, C=0 da x+By+D=0 tenglama O 0442 DU 0
tekistikni  ifodalaydi; Ax+By+ D=0 tenglama Oz 0'gda pé
tekislikni ifodalaydi; ceinishni ofagi, Uni
2) D=0 bo‘lsa, tenglama Ax+ By+(z=0 e r.lm.snm 0;~ ‘mllur
O(®:0,0) nugta koordinatalari qanoatlantiradi va tekislik koordinats
boshidan o*tadi; b chigadi. Bu
3) 4=0, D=0 bo‘lsa, tenglamadan By+(Cz=0 kelib u!qa(]l.d. 1
tekislik Ox o°qdan o‘tadi. Shu kabi Ax + (= =Utenglama {h O_q.[hu.
o‘tuvchi tekislikni, Ax+ By=0 tenglama Oz o‘qdan o'tuvehi tekislixnt
ifodalaydi;
. ' . T H
4) 4=0, B=0 bo'lsa, tenglama Cz+D=0 yoki z=-7= g
oladi. Bu tekislik Oxy tekislikka parallel bo‘ladi. Shu kabi By+D=0
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tenglama Ow tekislikka parallel tekislikni, 4x+ D=0 tenglama Oyz
tekistikka parallel tekistikni ifodalaydi;

5) 4=0, B=0, D=0 ho‘lsa, tenglama Cz=0 yoki z=0 ko'rinishga
keladi. Bu tenglama Oxy tekislikni ifodalaydi. Shu kabi Oyz tekislik
x=0 tenglama bilan, Oxz tekislik y=0
tenglama bilan aniglanadi.

4-misol. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) Ox o‘qdan va
M,(0-23) puqtadan o‘tuvchi; 2) Oy o‘qqa paraliel bolgan va
M (3:0:-4), M, (5-2:3) nuqtalardan o‘tuvchi; 3) Oxz tekislikka parailel
bo‘lgan va M,(1;-2:3) nugtadan o*tuvchi.

Yechish.1) Ox o'qdan o°tuvchi iekislik tenglamasi By+Cz=0
bo‘ladi. Bu tenglamani  M,(0;-2;3) nuqtaning koordinatalari
ganoatlantiradi, chunki bu nuqta tekislikda yotadi.

Demak, (-2)- B+3C =0 yoki 3=§C.

Bundan
yoki

2)Ov o'qqa paralicl tekisiik tenglamasi #4x+Cz+ D=0 bo‘ladi. Uni
M, (3:0;~4), M ,(5;-2:3) nuqtalarning koordinatalari ganoatlantiradi. ya’ni
[34-4C + D=0,
184+3C+D=0.

Bundan
'l,a' o]
A=——-Dva C=—
2 29
Ui holda
7 2
~—Dx+—=Dz+D=0
29 29
yoki

Tx—2z-29=0.
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3) Oxz tekislikka parallel tekislik tenglamasi ~ By+D=0

bo‘ladi. Bundan M,(1;-2;3) nuqtada —-2B+D=0 yoki D=2B kelib
chigadi.
U holda
By+2B=0 X
yoki =

y+2=0. 7 R

7

.H'"\
o
# 7~ ¢
,'//

Tekislikning ~ (4.1)-(4.8)
q gfen sl
tenglamalaridan har birini

boshqalaridan keltirib TS ot
chigarish mumkin. Masalan, iy ] o
(4.8) tenglamani (4.7) i

tenglamaga oftkazish uchun
(4.8) tenglikning chap va o‘ng g

[ . chi
tomonini  normallovchi ko ‘paytuvchi deb ataluv

1

M=+—__—_  songa

NA*+ B+ C? % ) . cFitsiyentning
ko*paytiriladi, Bunda & kopaytuvchining ishorasi D koeffitsiye
ishorasiga qarama-qarshi gilib  tanlanadi.

32-shakl.

3.4.3. Fazoda ikki tekislikning o‘zaro joylashishi
Ikki tekislik orasidagi burchak

Tkki tekislikning normal vektorlari orasidagi burchakka ikki
tekislik orasidagi burchak deyiladi.

Ax+By+Cz+D, =0, Ax+By+Cz+D,=0

tenglamalar bilan berilgan o, o, tekisliklar orasidagi burchak ¢ g3
teng bo‘lsin(32-shakl),

Bunda 7, ={4,;B,;C,}, i, ={4,;B,:C.} va ¢ =(0, ,0,)=(7,.11,)
IkKi vektor orasidagi burchak kosinusi formulasidan topaniiz:

i i, AA, + BB, +CC
cosp = = L - = 2 e —
Va1, J4T+ B +C i + B! +C
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= - 1 "
Odatda, ikki tekislik orasidagi burchak deyilganida > dan
oshmagan burchk tushuniladi.
Shu sababli
cosp= bt BBACG | (49)
JA B+ C A+ B+ C
S-misol. x+y+z—1=0. x-2y+3z—-1=0 tekisliklar orasidagi
burchakni toping.
Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra: s, = {11}, 7, ={;-2;3}.
U holda
[1-1+1(~2)+1-3] 2
COSQ = —— : s
s+ P2+ 3 V42
Bundan
»= mcco{%J ~72°.

IkKi tekislikning perpendikularlik sharti
o, i 0. bo‘lsin. U holda cosp =0 va (4.9) tenglikdan topamiz:
AAd + BB, +CC, =0. (4.10)

(20, M,(0:3;4) nuqtalardan o‘tuvchi va x+2y-z=0

S-misol. M,
tekislikka perpendikular tekislik tenglamasini tuzing.
Ax+By+Cz+ D=0 ko‘rinishida

Yechish. Tekislik tenglamasini
1zlaymiz.
Misolning shartiga ko‘ra:
A+2B—-C=0 (tekisith x + 2y — 2 =0 rekislikka .},
A=2B4-C==D (tekisiik M (1;2;]) nugtadan o'tadi),

3B +4C =D (rekislik M ,(0:3;4) nugtadan o'tadi.

Sistemaning yechimi:
A=-Zp B=Ep. C==2p
6 3 2
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A, B,C koeffitsiyentlarni izlanayotgan tenglamaga qo‘yamiz:

—sz+lDy—lDz+D=0.
6 3 2
Bundan
Tx—2y+5z-6=0.

Ikki tekislikning parallellik sharti

o, va o, tekisliklar parallel bo‘lsin. U holda 7, ={4:B;C} va
7, ={4,;B,:C,} vektoriar kollinear bo‘ladi. Ikki vektorning kollineariik
shartidan ikki tekislikning parallellik shartini topamiz:

4 _B _C (4.11)

4, B, C,

Ikki tekistikning ustma-ust tushishi

o, va g, tekisliklar ustma-ust tushsin. U helda birinchidan ular
parallel bo‘ladi. Ikki tekislikning parallellik shartidan topamiz:

4

A.

B G
B, C,
yoki
A ~Ad, =0, B— 7B, =0, C, - A, =0. (.12)
Ikkinchidan o, tekislikning har bir nuqtasi. jumladan

M, (% 52,) nugta o, tekislikda yotadi, ya'ni

Ax, + By, ~Cz, +D =0

Ax, + By, +C,5, + D, =0.

Bu tengliklardan ikkinchisini 4 ga ko'paytiramiz va birinchi
tenglikdan ayiramiz:

(4, = Ad,)x, +(B, — AB,)y, +(C, — AC,)z, +(D, = 20,)=0.

!
Bundan (4.12) tengliklarni hisobga olsak D, — AD, =0 yoki :—: =}
bo‘ladi. '



Demak,

e RS (4.13)

7:8_2:.6.2,:-52.,

2

(4.13) tengliklar tekisliklarning ustma-ust tushish shartini
ifodalaydi.

3.4.4. Nugtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa

Nugtadan tekislikka tushirilgan perpendikularning uzunligiga
nugiadan tekislitkacha bo ‘lgan masofa deyiladi.

M (x,:3,32,) Quqta va Ax+ By +Cz + D=0 tenglama bilan fes
tekislik berilgan bo‘lsin. M, nuqtadan o tekislikka tushirilgan
perpendikuiarning asosini M, (x,:y,;z,) bilan belgilaymiz (33-shakl).

U holda M, nuqiadan o tekislikkacha bo‘lgan masofa
d={llp, M_—MCI bo‘ladi, bu yerda M, M, ={x, — x,:¥, — Y320 ~ 2 }-

Ikki vektor skalyar ko paytmasining xossasiga ko'ra,

_[p M -fi| =)A= w)B+ (2, —2)C ]|
[ 4] NAT+ B+

d

| Ax, = By, - Cz, — dx, — By, — =z, |
A+ B+ C? ;

M(x; vz )nuqta o tekislikda yotgani sababli

Ax,+ By, +C=. +-D=10;
ya‘nl
D=—Ax,— By, —C=,.
Bundan
L):__IA,\'"-{— By, +Cz, + Di‘
AR B

4.1:4)

Shunday qilib, nugtadan  tekislikkacha  bo lgan  masofa
(4.14) formuia bilan topiladi.
7-misol. M, (5:4;-1) nuqtadan M, (3;0:3), M,(0:4:0) va M, (0ed: D)
nugtalardan o*tuvehi tekislikkacha bo‘lgan masolani woping.
Yechish. Avval berilgan uchta nuqtadan  o'tuvchi  tekishik
tenglamasini tuzamiz:
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\x—3 y z-3
'\0—3 4 0-3 l:o.

0-3 4 —3—3‘

Bundan
12-(x=3)-9-y+0:(z=3)=0
yoki E
4x +3y-12=0.
M,(5:4,-1) nugtadan

4x+3y-12=0 tekislikkacha
bo‘lgan

masofani (4.14) formula bilan

hisoblaymiz:

d:M =4(h). . 33-shakl.
4 +3° 40

3.4.5. Mashglar

- B e (U
1. M,(2:-13) nugtadan o‘tuvchi va shu nuqlaning radius vextorisd

perpendikular bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

2. ii=(2;-34} vektorga perpendikular botlgan va 0= manfiy yarim o'qéd

5ga teng kesma ajratuvchi tekistik tenglamasini tuzing.
3. M{23:-1) nugtadan o‘tuvchi 2x~3y+5z-4=0 tekislikka paralic! tekislik

tenglamasini tuzing.

4. M(2;5;-1) nugtadan o*tuvchi 2x+3y—4z+5=0 tekislikka parallel tekislik
tenglamasini tuzing,

5. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) M,(13-2) nugtadan va Oxo’gdan

o'tuvchi; 2) My(2-13 nuqtadan o‘tuvchi va Oy ©'qqa perpendikular;
3) M,@-24ynugtadan o'tuvchi va 0w tekislikka parailel; 4) M, (=34 ,(3:4.0)
nuqtalardan o‘tuvchi va Oy o'qqa parallel; 5) koordinatalar boshidan va

M(3i-4:2), M,(-1:3;4) nuqtalardan o‘tuvchi.
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6. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) M2 54y nugtadkian 1,0 60
otuvchi; 2) A,(3;7:-1) nugtadan o'luvehi va Ox o'qqa perpendibular
M,(2-3:4) nuqtadan o‘tuvchi va Oxz tekislikka parallel; 4ya7, (20 20 M0 7 2
nugtalardan o‘tuvchi va Oy o‘qqa paraliel; 5) koordinatular boshidan va
M (1:2-1). M,(~3:0;4) nuqgtalardan o‘tuvchi.

7. 2x+y-3z+6=0 tekislikning koordinata o‘qlari hilan kesishish
nuqtalarini toping.

8. 2»+3y—5:+30=0 tekislik koordinata o*qlarida qariday kesmalar zirzzc

9. M,(2-13), M,(-E3:2) nugtalardan o‘tuvchi va Ox, Oz oglarida tenz
musbat kesinalar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

10. A,(2:5;~2) nuqgtadan o‘tuvchi va Ox.0z o°glarida Ov 0‘qqa nisoai=n Lo
barobar uwzun kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

11. Berilgan uchta nuqtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing:

1) M251=1), MLGiL0), M(-1;25-1); 2) M, (5-2;3), M(&1:3), A (1:2]

12. M,(3:3:3) nuqtadan koordinata tekisliklariga tushirilgan perpendikular
asoslari orqali o‘tean tekislik tenglamasini tuzing.

13. A,(LRD). M, (0:%;1) nuqtalardan o‘tuvchi va g = {2:0:1} vektorga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.

L4 A1, (122200, A7, (21D nugtalardan o‘tuvchi va a = {3:0:1} vektorga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.

13, A,(1;-2:3) nuqtadan o‘tuvehi va a=(2;L:13,5 = (3:1:-1} vektorlarga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.

16. M, (0:1:2) nugtadan o'tuvchi va a={2:0:4),5 = {1:10) vektorlarga paraliel
tekislik tenglamasini tuzing.

17. 9x-2y -6z -11=0 tekislik tenglamasining kesmalarga nisbatan va normal
ko'rinishlarini yozing

18. 5x1 7y—34z+ 5= 0 wekislik tenglamasining kesmalarga nisbatan va normal
ko‘rinishlarini yozing.
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19. Tekisliklar orasidagi burchakni toping:
1) x-2y+2z+5=0 va x-y-3=0;
2) 3x-y+2z+12=0 va 5x+9y-3z-1=0;
3) 2x-3y-4z+4=0va 5x+2y+z-3=0
4) x+2y+3=0va y+2z-5=0.
20. mva nring ganday qiymatlarida tekisliklar parallet bo'ladi:
1)3x-Sy—nz—2=0, mx+2y-3z+11=0; 2mx—by—63+4=0, 2x+my+3z-8=0.
21. m ning qanday giymatlarida tekisliklar perpendikutar bo*ladi:
1) dx=Ty+2z-3=0,-3x+2y+mz+5=0; 2) x—my=z=0,2x +3prme—4=0.

22. Tekislik tenglamalarini tuzing:
1) M,(2:2:-2) nugtadan o‘tuvchi va berilgan tekislikka parallel:

a) x—2y-3z=0; b) 2x+3yrz-1=0;

2) M, (~1:-12) nugtadan o‘tuvchi va berilgan ikki tekislikka perpendikular:

a) x+2p—22+6=0, x—2y+z+4=0; b) x+3p+z-1=0, 23—y e

3)M,(5:4:3), M,(-2;18) nuqtalardan o‘tuvchi va berilgan tekistikka
perpendikutar:  a) Oxy; b) Os=; c) Ox.

23. M(-2:3)nugtadan va x-2y-2z+6=0, 2x+3y—z+3= 0 tekishiklaning
kesishish chizig‘idan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

24, Mk-Zynugtadan o‘tuvchi va x43dyi2z+1=0, 3xi2y-cof ¢
tekisliklar kesishish chizig‘iga perpendikutar tekislik tenglamasini tuzing.
25. M,(2;0:0), M,(0;0) nugtalardan o"tuvchi va Oxy tekishk bilan 45° 4
burchak tashkil giluvehi tekislik tenglamasini tuzing.
26. Tekisliklarning kesishish nugtasini toping:
1) x42y-242=0, x-y—2:47=0, 3x-y-22+11=0;
2} x=2y—dz=0, x+2y—4z+4=0. 3x+ y—z-4=0.
27, M, (5:-14) nugtadan A,(330), My(0i-3), 4,(00-) nugtalar yotuvehi
tekislikkacha bo‘lgan masofuni toping.

28. Oxoqning 2x+y—22+6=0, x+2y+22-9=0 tekislikiardan teng uzoglikda

yotuvchi nugqtasini toping,
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29. 2x-y-2--35 =0tekislikha parallel botlpan vy A4, (123 2) naggtadan o
masofadan o tun chi tekislik tenglamasini tuzing.

30. TkKi yog'i 12x +3p—dz—4=0 va 12v+3p—-z + 22 0 tekishikdarda yorssck
kubning hajmini toping.

31 M{a3hnucianing 3x—4y 12z 14 =0 tekislikdan chetfashishing top

32, M30;hnuytaning 2x+9v—0z2+33=0 tckislikdan chetlashishini tuning

m
w

33 10x+2y—2--5=0, 5y y—z—i=0parallel tckislikiar orasidagi mawr

toping.

3.5. FAZODAG) TO‘GRI CHIZIQ
3.5.1. Fazodagi to*g'ri chiziq tenglamalari
To'g vi chizigning karnonik tenglamasi

Analitik geovmetriyaning bir qancha masalalarini yechishda razedag
to'gri chizigning kanonik tenglamasi deb ataluvchi maxsus tenglama
keng go'llaniladi. Bu tenglamani =
keitirib chigaramiz.

Fazoda biror to‘g'ri chizi

el ol S T
berilgan bo'lsin. Bu to’g’ri chizigga 4

r/

€yt

parallel bolgan (voki bu to*g'ri
chizigda yotuvchi)  nolga teng '
bo‘lmagan har qanday vektorga bu /
to'g'ri chizigning  yo ‘naltiruvchi /_//
vektori deyiladi. A )
Berilgan M, (x :y,:5,) nugtadan /
o'tuvehi va yc'naltiruvehi vektori
S={pg;r} bolgan [ to‘g'ri chizig

34d-shakl.
tenglamasini tuzamiz. Buning uchun
i tog'ri chizigning ixtiyorly  M(xpiz)  nuglasini o olamiz va
MM =4 = x5y = ¥,z — 2.} vektorni yasaymiz (34-shak?).
Bunda 5 va M M vekioriar kollinear bo‘ladi. kki vektorning



kollinearlik shartidan topamiz:

—E=fe (51)

Bu tengliklami / to'gri chiziqda yotuvchi har bir M y.2)
nuqtaning koordinatalari qanoatlantiradi, va aksincha agar """(_";-:";)
nugta | to'g'ri chiziqda yotmasa, u holda uning KO(""_'C!E“’_MI&“ ("l )
tengliklamni ganoatlantirmaydi, chunki bunda s va MM vektorlar
kollinear bo‘Imaydi. : deviladi

(5.1) tengliklarga to g ‘ri chizigning kanonik tenglamast Zb"l'ata!.ari

Bunda ixtiyoriy § yo‘naltiruvchi vektorning p, g, # koordinatah
bu to'g'ri chizigning yo‘naltiruvchi parametrl.afi SE ‘ei‘forsg:]gl
yo'naltiruvehi  kosinuslari bu to‘g'ri chizianing yo'naitiruve:
kosinuslari deb ataladi. . . boshaa

To'g'ri  chizigning kanonik tenglamasidan — uUnulg osnq
tenglamalarini keltirib chigaramiz.

To‘g'ri chizigning kanonik tenglamasini

X=X V=N
P q

x—xn_:—.‘
l P

tenglamalar sistemasi deb qarash mumkin. ) e b

Bu tenglamalarning har ikkalasi birinchi darajali .fT‘"-"l'.qm.?_ a,_
hisoblanadi, ya’ni tekislik tenglamalari bo*ladi. Bundan ja-’?‘-’”:"‘r. o :’;
chizig ikkita parallel o ‘lmagan tekislikning kesishisidan hosil bo Jadl
degan xulosaga kelish mumkin.

§ i . . g 3y-2:=0
Masalan, "i—l -_-15-.---'3 to'g'ri chiziq 2x+3y-2=0 va 3y-2=

tekisliklarning kesisish chizig‘i bo‘ladi. :

Shunday qilib, agar o, va o, tekisliklamning 7, ={4:0:C0 % 2

fi, ={4,:B,;C,} normal vektorlari kollinear bo‘lmasa, bu tekisliklarning

k_esishishidan hosil bo‘lgan 7 to‘g‘ri chiziq quyidagi tenglamalar
sistemasi bilan ifodalanadi;

{ Ax+By+Cz+D =0, (5.2)

{Ax+By+CZ+D, =0
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Bu tenglamalar sistemaga f0'g7i chizigning umumiy tenglamalari
deyiladi.

(5.2) umumiy tenglamalari bilan berilgan to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasi quyidagi tartibda topiladi.

1. To'gri chizigning  biror M,(x,;y,;z,) nuqtasi ropiladi.
Buning uchun avval noma’lum
X,,¥.2, koordinatalardan biriga
giymat beriladi va bu qiymat
(5.2) tenglamalardagi mos
o‘zgaruvchi  o‘rniga  qo‘yiladi,
keyin  boshga  koordinatalar
(5.2) sistemani yechish orgali
aniqlanadi.

2. To'g'ri chizigning §
yo'naltiruvchi vektori topiladi. /

- - - N0y
F=mxn N
1 \-/’

to‘g‘ri chizig A, va i,
vektorlarga perpendekular 35-shakl.
bo‘lgani uchun 547, s14
bo‘ladi (35-shakl). Bundan
smmxa st | B CiblG A (; 4 “H (53)
18 cll|lc 4|4 B

vektor anigianadi.

3. Topilgan M, nuqta va § vektor asosida kanonik tenglama
tuziladi.
i x=2y+3z+1=0, . . e -
[-misol. -:| i gl tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.
12v+y-4z-8=0

Yechih. Misol shartiga ko‘ra:

A =1, B==2,C=3,4,=2, B =1, C, =—4.

To'gri chizigning M, (x,;»,;2,) nuqtasini topish uchun z,=0 deb

olamiz.

U holda
.[ x, —2y,=-],
'[Q.r,, + y,= 8
sisternadan x, =3, y, =2ekanini topamiz.
To‘g'ri chizigning yo‘naltiruvchi vektorini (5.3) formuladan
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topasmiz:

i l: 15:10;5}.

M, nuqta va 5§ vektorning koordinatalarini (5.1} tenglamaga
qo‘yamiz:

yoki

(5.1) tenglamada

e =N le
p q !
belgilash kiritamiz.
Bundan

xy=x, +pl, )
X P (DA)
y=3, 4l
=z, +01

tenglamalar kelib chiqadi, bu yerda r e & —parametr. e mall
(5.4) tenglamalarga fto'‘g'ri chizigning parameliik leng

deviladi. I
Ma'lumki, fazodagi chizigning uchta parame{:; :L (skalyar)

tenglamalarini bitta vektor tenglama bilan ifodalash mumkin.
Demak, (5.4) tenglamalami

F=F +is (3.5

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda F=ix;);z), 7L ={.x,.:,t'.;:z.J = HTC"?
rovishda  M(x;3,2), M, (x,:0:2 nuqtalaming» radius ‘\rektorlan,
S ={p;q;r} —to‘g'ri chizigning yo‘raltiruvchi vektori (3J-sljakl).. .
(5.5) tenglamaga 10 ‘g i chizigning vektor le.'zglama:w d_cyl.la/u}. .
Berilgan M,(x;;3:2) va M,(x,;¥,;z,) nuqtalardan 0, lgl\f.cllx : 410 g 11
chiziq tenglamasini tuzamiz. Buning uchun / to‘g'ri chizigning
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yo'naltiruvchi vektori sifatida
s=MM,={x, —x.y, —y;z, -z}
vekterni olamiz va (5.1) tengliklardan
=Lt ) R (5.6}
X=X X 7%

tengliklarni keltirib chigaramiz.
Bu tengliklarga  berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi to'g'ri chizig
tenglamasi deyiladi.

3.5.2. Fazoda il to‘g‘ri chizigning o‘zaro joylashishi
Thki to'g ‘ri chizig orasidagi burcliak

X—x, Y-y, =z-—g X=X, y-y, -1,
2 9, " A A 3
berilgan 1kki / va /, to*g’ri chiziglar orasidagi burchak ¢ bo‘lsia.
Bunda to‘g'ri chiziglarning yo‘naltiruvchi vektorlari s ={p;;q,::1},
5, ={p,q,:n} ga va ular crasidagi burchak to‘g‘ri chiziglar orasidagi

tenglamalari bilan

burchakiardan biriga teng, ya'ni ¢ =(/, ,1,)=(s‘,,-s‘z) bo‘ladi.

» burchak kosinusini topamiz:
S5 = 2Dt 4, thY i (5.7)
SIS el g+ p g v

cosg =

Z2-misol. x=3t-2,3y=0,z=—t+3vax=2t~1, y=0, z=r~-3
to‘g‘ri chiziglar orasidagi o‘tmas burchakni toping.

Yechish. To'g'ri chiziglar tenglamalarini  kanonik shakiga
keltiramiz:

U holda (5.7) formuladan topamiz:

3-2+0-0+(~1)-1 _ B

JE 0 (=) AP0 A 2

COS( =
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5
O‘tmas burchak uchun cosp = -‘—2‘1 bo‘ladi. Bundan ¢=135".

Tkki to‘g ‘ri chizigning perpendikularlik sharti

f, L1, bo‘lsin. U holda cosg=0 va (5.7) tenglikdan topamiz:

pp,+4.4, +1r, =0. (5.8)
Bu tenglik ikki to‘g'ri chizigning perpendikulerlik  shartini
ifodalaydi.

Ikki to‘g ‘vi chizigning paralleliik sharti

l, va I to'g'ri chiziglar parallel bo'lsin. U holda s ={p;q,i4} va
5, ={p,3q,;,} vektorlar Kkollinear bo‘ladi. ikki vektorning kollmearl‘lk
shartidan ikki to‘g‘ri chizigning parallellik shartini keltirib chigaraamiz:

Po_4_"h (5.9)

2N PR

Ikki to ‘g “ri chizigning bir tekislikda potishi
{, va I, to'g'ri chiziglar bitta ¢ tekislikda yotsin. M,{x,;3:5)~ i,.
to'g'ri chizigning nuqtasi va M,(x,;y,;z,)—/, to'g'ti chiziquing nuglasi
bo‘lsin.
U holda 5= {psasnds S ={p;ignnts MM, ={x. -5, S =3
vektorlar o tekislikda yotadi, ya’ni bu vektorlar homplanar bo*iadi.
Vektorlaming komplanarlik shartiga ko'ra topamiz:

Syt s S T

P, 4, 5o (=0
pl l‘IJ'.‘ J':

(5.10)
Bu tenplik ikki to‘g‘ri chizigning bir tekislikda yotishi shartini
ifodalaydi.

Ikki to'g ‘ri chizigning ayqash bo ‘lishi

- l va I, to‘g‘ri chiziglar ayqash bo'lsa, § ={p:q;:n),8, ={2.:9: 1
MM, ={x, ~ x;y, ~y;z, -2} vektorlar bir tekislikda yotmaydi, va'ni
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komplanar bo‘Imaydi.
Shu sababli
! x: = "‘I J‘l: 7 }.II ZE r- :| |
3 q, no|=0. (5.1
[ » g, ol

bo‘ladi. Bu shart ikki to‘g'ri chiziqning ayqash bo‘lishini belgilaydi.

Ikki to ‘g ‘ri chizigning ustma-ust tushishi
I, va I, to‘g‘ri chiziglar ustma-ust tushsin. U holda bu to‘g‘ri
chiziqlar birinchidan, parallel bo’ladi va ikkinchidan.
MM, ={x,—x;y, -z, —z,}
vekitor bu to‘g‘ri chiziglardan birida, masalan /, da yotadi.
Shu sababli

Jiﬂ
p > B
|5, Ny (5.12)

I n 'q. r

(5.12) tenghiklar ikki to‘g‘ri chiziqning ustma-ust tushish shartini
ifodalaydi.

3.5.3. Fazoda to‘g‘ri chiziq bilan tekislikning
o‘zaro joylashishi

To'g’ri chizig bilan tekislik orasidagi burchak

To*gri chizig bilan uning
tekislikdagi proeksiyasi orasidagi
burchakka 10‘g'"i chiziq bilan
tekislik orasidagi burchak deyiladi.

PRRIL PR e to'g'ri

P q 7
chizig bilan o:dx+ By+Cz+ D=0
tekislik  orasidagi  burchak ¢
bo‘lsin. U lholda to‘g‘ri chizigning
yo'naltiruvehi vektori s={piq;r}
bilan tekislikning normal vektori e 36-shakl.
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fi={4;B;C} orasidagi burchak 1 =90°—p bo‘ladi (36-shakl).
cosw =sin ¢ tenglikni hisobga olib, topamiz:

L |Ap+ Bg+Cz} G.13)
\/A‘+BZ+Cz\/pl+qz+rz
=2 = . . .
3-misol. 4-‘;-1= ‘11”=1—25 to'g‘ri chiziq bilan 2x—y-z+9=0

tekislik orasidagi otkir burchakni toping. ) )
Yechish. 1zlanayotgan burchakni (5.13) formula bilan topamiz:

2014 (=11 + (=1)-(=2)] 1

sing=

JEAE () U2 2
Bundan ¢=35"

To'sri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti

Iio bo‘lsin. U holda to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruveli \'ekt_orl
§={p;g;r} va tekislikning normal vektori 7i={.4:8:C} kollinear bo"ladi.
Sundan

P 9

4_B_C (5.14)
r

to'g'ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti kelid chigadi.

To'g'ri chiziq bilan rekislikning parelellik sharti

l|o bo‘lsin. U holda, § L# bo‘ladi.
Bundan :
Ap-i-Bq+Cr=0. (3-]5)

Bu tenglik to‘p‘ri chiziq bilan tekislikning parallelliik shartini
ifodalaydi.

d-misol. M,(~1;2;-3) nuqtadan o‘tuvchi va 2x—3y+6z=1=0
tekistikka perpendikular to°g'ri chiziq tenglamasini tuzing. )

Yechish. To‘gti chiziq bilan tekislikning perpendikularlik shartiga
ko‘ra

>

L=
P q
Bundan ‘J:_%I’> r:}lr;_
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i y
Demak, M, (-1;2;-3), s= { p:-—%p;iﬁ‘p?.

L J

U holda (5.1) tenglamaga ko‘ra:

x+l y-2 z+43

p _3 3p
o
yoki
x+l y-2 z+3
2 -3 6

Bu masalani boshqacha yechish mumkin. Tog‘ri chiziq tekislikka
perpendikular bo*lgani sababli tekislikning normal vektori to°g‘ri
chizigning
yo'naltiruvchi vekiori bo‘ladi, ya’ni 5 ={2:-3;6}.

U holda A7,(~1:2-3) nuqtadan o‘tuvchi to'gri chiziqning kanonik
tenglamasi:

x+1 y-2

2
2 -3 6

S-mmisol. m ning ganday qiymatida AT CETE toghi
chiziq va 3x + v -3z -1 =0 tekislik parallel bo‘ladi?

Yechish. m ning  izlanayotgan qivinatini to‘g'ri chizig va
tekislikning paraliellik shartidan topamiz:  3:3+1-m+(=3)-(m+1)=0.
Bundan m=3.

To ‘g ri chizig bilan tekislikning kesishishi

Agar Il|oc bo‘lmasa. u holda to‘g'ri chizig va tekislik kesishadi.
5ku sababli
Ap+ Bq+Cr#0 (5.16)
bo‘iadi.
Bu shart to‘gri chiziq bilan tekislikning keshishishini belgilaydi.
Shunday gilib, (5.16) shart bajarilsa, to‘g‘ri chiziq bilan tekislik
qandaydir nuqtada kesishadi. Bu nugta M, (x,,»,.z,) bo‘lsin. U holda
M.(x.,y,.z,) riugtaning koordinatalari to‘g‘ri chiziq va tekislikning
tenglamalarini ganoatlantiradi:
HERS S A S e Ce (.17

P q 7
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Ax + By, +Cz,+D=0. (5.18)
Bu tenglamalardan M, (x,,y,,z,) nugtani topish quyidagi tartibda
amalga oshiriladi:
1°. (5.17) tenglama parametrik ko‘rinishga keltiriladi:

X, =X, 4+pl, ¥, =y,+qt, z,=z,+1t; (5.19)
2°.x,y, va z, lar (5.18) tenglamaga qo‘yiladi va u ¢ ga nisbatan
yechiladi;

3. ¢ ning topilgan qiymati (5.19) tenglamalarga qo‘yiladi va
M (x,,y,,z,) nugta aniglanadi.

6-misol. . t—"lz = L; = 53-—1 to‘g‘ri chiziq bilan 2x+3y—z-3=0
tekislikning kesishish nuqtasini toping.
Yechish.
1° ﬁzzg'li:z*__lz,,x =—2-4, y=—I-2 sz =1+3;
-1 -2 3 '

2.2(-2-1) +3(=1=2) = (1+30)=3=0=> 1=~1

¥.x,=2-(-)=-1, y=-1-2-(-1)=1, z =1+3-(-)=-2.

Demak, M,(-1;1:-2).

To g ‘ri chizigning tekislikda yotishi

I to‘g'ri chizif o tekislikda yotsin. i

U holda birinchidan, 517 bo‘ladi va ikkinchidan, to*g'ri
chizigning A1, (x,;,;2,) nuqtasi tekislikda ham yotadi.

Shu sababli
Ap+ Bq+Cr=0, (5.20)
| Ax, + By, +Cz, + D=0,
{5.20) shart to‘g‘ri chizigning tekislikda yvotishini belgiiaydi.
3.5.4. Nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa
M,(x;p;;2,) nugta va ann e A i tenglama bilan / to‘g‘ri
P q r

chiziq berilgan bo‘lsin. / to‘g‘ri chiziq M, (x,:¥,:z,) nuqtadan o'tadi va
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5={p:g;} yo‘naltiruvchi vektorga ega bo‘ladi. M,(x;y;z) nuqtadan
to‘g‘ri chiziqgacha bo‘lgan masofa < bo‘lsin.

Izlanayotgn 4 masofa MM, va § vektorlarga qurilgan
parallelogramm balandligining uzunligiga teng bo‘ladi (37-shakl).

Bu parallelogrammning

yuzi |M,M, x5| ga teng. 2
Bundan
di= | MaM: %51 (5.21)
5]

kelib chigadi.

7-misol. M, (1;:-1:-2) nugtadan I .
XP3_ W42 28 e oo £ !

3 % = to*g'r1 chiziqqacha

bolgan masofani toping.
Yechish. Misolning shartiga ko‘ra:
M (5-1:=2), A, (~3;-2;8), § ={3;2;-2}.

37-shakl.

Bundan

MM, = {1 —(~3)=1 — (~2);=2— 8} = {4:1:-10}.
L holda
[F ] &
& f_,-,l'l.;’.‘_ x 4= : 4 1 =10|1=
3 2 =2 I
| f

=(-2+20) — (=8 +30)] + (83 =187 — 22 + 5k,

[ MM, x5 |= I8 + (22 +5 =717, |§l=137 + 2 +(=2) =17,
(5.21) formula bilan wpamiz:

/
d=7\vl7

I =7(ub).

3.5.5. Mashgqiar

L. Berilgan to‘g'ri chizigning kanonik tenglamasini tuzing: 1)/, (1;1:-2)
nugltadan o‘tuvehi va §={23-1} vektorga parallel; 2) 44,(2;-3,-1) nuqtadan
o'tuvchi va Oy o'gqa parallel; 3) M.(2-1;-2) nuqtadan o‘wvchi va
6x+2y—4z-5~=0 tekislikka pempendikular.
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2. M,(2;-3:5) nugtadan o‘tuvchi berilgan to‘g‘ri chiziglarga parallel to‘g'ri
chiziq tenglamasini tuzing:

o x+1 o y+l z-2)
4y S— ™
A i 3

2) x=3+u,y=-1+3z=1-1 3) !

3, M(-3:6;2) nugtadan o‘tuvchi va Oz o'qni to‘g’ri burchak ostida kesuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

L]

=15

4. M(~1;2;-3) nugtadan o‘tuvchi va koordinata o‘glari bilana = '3;, £=
2 =% burchaklar tashkil gifuvehi to'g*ri chiziq tenglamalarini tuzing.

5. Berilgan nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasin
tuzing:

DM (=12:2), M, (3;k-2) ; 2) M, (-2:0), ML (3E-D
6. M(2:2:-1) nugtadan o‘tuvehi va a= {112}, b = (-3l vektorlarga
perpendikular tog'ri chizigning umumiy tenglamasini tuzing.
7. To'g'ri chiziq tenglamasini parametrik ko‘rinishga keltiring:

1) {fﬁx-ry—3z+5=0, (xry-z-1=0,

2
[8x-4y-z+6=0, “ x-ys2341=0
8. To‘g'ri chizig tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiring:
1 [4x~y-z+12=0, [ xiy=z+3=0
HL y-z- 2=0; =1=0

9. Uchburchakning uchlasi berilgan: -A(-1:2:3). B(~1-2D, C(3:43). 4 uchdan
o'tkazilgan mediana tenglamasini tuzing.

10. 48CD parallclogrammning ikki uchi .(=1:2:0). B(4kH)va diagonallari

kesishish nugtasi O(-2;1:2) berilgan. Parallelogramm C/tomonining tenglamasini
tuzing,

11, To‘g'ri chiziglar orasidagi o*tkir burchakni toping:
1) x=-2+3p=0,2=3-¢ va X=-1420y=0z=-3+14

X _y-2 z42

7 X [2x+y~ 2~1=0.
L) s=——= va |
2= g [

2
2x-y+3z+5=0.

—

12. A(-2:3;-1) nugtadan o‘tuvzhi va berilgan to'g'si chiziglarga
perpendikular to°g'ri chiziq tenglamasini tuzing:
1)l L ) - 80 o= 2)
2

a !

1 3 1 -1 2

x=5 y+} -3 x+2 y z+l
.2 2 -3
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R R e S
13. 47(1:=1:2) nuqiadan o‘tuvchi va == : 3' == to‘g ri chizigga

parallel to*z’ri chiziq tenglamasini tuzing.

14. To*g'ri chiziglarning o*zaro joylashishini aniglarg:

L X -4 -3
DES_E=2 273 Ry =6r=-3-d1;
& -3 2
e Sead el v poll zed
2 2 > -2 3 -1

15. Te‘g'ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchakni toping:

) =
Ih—.; 1=0 sy
1

e
Sk ML o o =0 2
1) 5 7T 2x+21-9=0; 2) yi T,

16. To'g'ri chizig bilan tekislikning o*zaro joyiashishini aniglang:

1 9

[#=y+4=—6=D v+l p=2 z+
DB e o o N = . 2xsy—d4z-8=0.
2 | 2xr3—z+3=0, S ya 0l 205 ) 2 8 3 i

17. To*g'ri chiziq bilan tekislikning kesishish nuqtasini toping:

!}.".‘_?_!:?_.. s x=3p=2z4%5=0° 3}“‘.’.{'”_3-_:-;7, Sx—z—d=0

s & a7 13
18, 1/(4;5:-6) nuqtadan berilgan tekislikka tushirilgan perpendikuiar
tenglamasini wzing:
1) x-23-3=0: N —5=0,

t9. m va n ning ganday qiywnatlarida to‘gri chizig:

1) nex + 2y~ 4z - =0 tekislikda yotadi;  2) mx+my +3z-5=0 tekislikka
perpendikular  bo'ladi;  3) 2x+ 3y + 2mz—n =0 tekislikka parallel bo‘{adi.
24 AM(1:-1;-1) nugtadan o‘tuvehi va berilgan to‘g‘ri chizigqa perpendikular
tekislik tenglamasini tuzing:

])Y.f__\-._gu,.

e
21, A7(9:1:2) nugtadan va J’:
12X

tenglamasini tuzing,

2 -
= to‘g‘ri chiziq bilan x + y~2z-4 =0 tekislikning

kesishish nuqtasini toping.

189



23. M(2:3;#)nugtaning #:-y;—h f—:—l to'g'ri chiziqdagi proeksiyasini
. ]

toping.

[ﬂ.\!fly-r3:—'ﬁ=ﬂ. : e PR +1 B .:"_'1 . =1 wo'e't
! to‘e'ri chizigdan o'tuvchiva ——="——=—> 108
\zx4dy+ se1=0 -8 i 5 30 e

chizigqa paralle! tekislik tenglamasini tuzing.

2% Jlr+y—4:+5:ll

. " to*g'ri chiziqdan va M(1-1:2) nugtadan o'igan tekislik
l x—y+2z=1=0

tenglamasini tuzing.

26. M(2;-3-1) nugtadan berilgan to‘g'ri chiziggacha bo‘lgan masofani
toping:

y+2

"hx__!—;._.
2

1) x—3=y+2:z+l. =

’

=1
4 3 3 2

3.6. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR

N
Oxz koordinatalar sistemasida x, v,z o*zgaruvchilarning xleurliclhl
darajali tenglamasi bilan aniglanuvchi sirt ikkinchi !arub{: sirt deyiladi.
Uchta x,y va z o‘zgaruvchining ikkinchi darajali tenglamasi
umumiy ko‘rinishda o
Ax* + By +C2* + Dxy + Exz + Fyz + G ~ Hy + Kz + L =0 (6.1)

kabi yoziladi, bu yerda 4,B.C,D.E.F.G,HK.L~o'zgarmaslar
A+ B +C £0. o

Har qanday (6.1) ko‘rinishdagi tenglamani koordinata O‘CI’ifrf"‘
parallel ko‘chirish va burish orqali kanonik ko ‘rinishga kClllI:]Sh
mumkin. Kanonik tenglamada har bir o‘zgaruvchi faqat bir marta. bitta
(yo nolinchi, yo birinchi, yo ikkinchi) darajada gatnashadi. (6.1)
tenglama koordinatalar sistemasining o*qlari sirtning simmetriya o*qlari
bilan ustma-ust tushganida va koordinatalar boshi maxsus tanlanganida
(masalan, markaziy-simmetrik sirtlarda simmetriya markazi tanlanadi)
kanonik ko‘rinishni oladi.

Shu bilan birga ikkinchi tartibli sirt

F(x,3)=0 (G(x.y)=0, H(x,z)=0) (6.2)

tt?nglama bilan berilishi mumkin. Bunday tenglama bilan aniglanuvchi
sirtlar silindrik sirtlar deyiladi.
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Sirtlarning shaklini tasavvur qilish va chizish uchun «paraile!

kesimlar usuli» deb ataluvchi usulni qo‘llaymiz. Bunda sirtning shakli
uning koordinata tekisliklari yoki bu tekisliklarga parallel
tekisliklar  bilan  keshishish chiziqlarini (kesimlarini) tekshirish
yordamida o‘rganiladi.

3.6.1. Sfera

Fazoda markaz deb ataluvchi nuqgtadan teng uzoglikda yotuvchi
nugtalarning geometrik o‘rniga sfera deyiladi.

M,(x,;3,:z) nuqtadan R mascfada yotuvchi {azodagi nuqtalaini
qaraymiz. Bu nuqtalardan biri M (x: y;z) nuqta bo‘lsin.

Sferaning ta’rifiga ko‘ra, | M, M |=R.

Bundan

V=) +(y~p) +(z-2) =R
voki

x-x) ~(y-y) +(z-z) =R". (63)

(6.3) tenglamaga sferaning kanonik tenglamasi deyiladi. Bunda
M (x:0:5) nuqta sfera markazi, R masofa sfera radiusi deb ataladi.

I-misal. Markazi A/ (-2:2;))nugtada yotgan va 2x+y—2z-5=0
tekislikka uringan sfera tenglamasini tuzing.

Yechish. Sfera tekislikka uringani sababli uning
M (=2:2lymarkazidan 2x+v-2:-5=0 tekislikkacha bo‘lgan masofs
sferaning radiusiga teng bo‘ladi.

Nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa formulasidan topamiz:

[2:(=2)+1-2+(2)-1-5] 9

pelet =i : =3,
V2412 4 (-2) 3
U holda (6.3) formulaga ko'ra,
(x42) +(y—2) +(z=1)' =9.
3.6.2. Ellipsoid
Oxz koordinatajar sistemasida
LA e (6.4)

a b
kenonik tenglama bilan aniglanuvchi sirtga ellipsoid deyiladi.

e
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Ellipsoidning Oxy tekislikka paralle! tekisliklar bilan kesimlarini
qaraymiz. Bu tekisliklaming har biri z=4 tenglamaga ega bo‘ladi.
Bunda k- birorta son.

Kesimda hosil bo‘lgan chizig

s }_'
[i——+£—_‘:|—¢—f;-. (6.3)
iz:h

tenglamalar sistemasi bilan aniglanadi.
(6.5) sistema tenglmnalanm tekshiramiz.

[#]>cbo‘lganda —+}b—'<0 bo‘ladi va (6.5) sirtning ==/ tekishik

bilan kesishish nugtasi mavjud bo‘Imaydi.

lhl=c, ya'ni h=#c bo‘lganda x—r;—:@ be'ladi. Bunda sirtlar
a

©0;c) va (0:0;~c) nuqtalarga kesishadi va z=c va z=-c tekisliklar
berilgan sirtga urinadi. . '
}A]<c bo‘lganda (6.5) tenglamalarni quyidagicha yozish mumkin:

J .‘J

buyerda ¢ "\ll b= b\J =

Demak, kesimda yarim c'glari o va b bolgan ellips
hosil bo‘ladi (38-shakl). Bunda [A]
qancha kichik bo‘lsa, yarim o'qglar
shuncha katta bo‘ladi. 4=0 da e
ular  ozlarining  eng  katta o /1%
qiymatlariga erishadi: 4, =a, b, = b. 2 i

(6.4) sirtning x=h va =4
tekisliklar  bilan  kesimlari ham
ellipslardan iborat bo*ladi.

Shunday  gilib, qaralgan
kesimlar (6.4) tenglama bilan

aniglanuvchi  sirt  38-shakida s
keltirilgan  ellipsoiddan  iborat
bo‘lishini ko‘rsatadi.

38-shaki.
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a,b,c kattaliklarga ellipsoidning yarim o‘qlari deyiladi. Yarin
o‘gqlar har xil bo‘lgenda ellipsoid uch o'gli ellipsoid bo‘ladi. Yarim
o‘glardan istalgan ikkitasi bir-biriga teng bo‘lganda ellipsoid aylanish
ellipsoidi bo‘ladi.

Yarim o‘glarning uchalasi teng bo‘lganda ellipsoid tengiamasi

x*+3'+2° =R’ R=a=b=c (6.6}

bo‘lgan sferaga aylanadi.
2-misol. L +:—;:] ellipsning Ox va Oy oglari atrofida
7
aylanishidaa hosil bo‘lgan sirtlarning tenglamalarini toping.

Yechish. Agar ikkinchi tariibli chizig F(x,y)=0 tenglama bilan
berilgan bo‘isa, u holda bu sirtning Ox oqi atrofida aylanishidaa hosii
bo‘lgan sirt F(\,_‘/_ +z?)=0 tenglama bilan, Oy oqi atrofida
aylanishidan hosil bo‘lgan sirt esa F(#Vx’ +z%;)=0 tenglama bilan
aniqlanadi.

-2 —7; =lellipsning Ox ogi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt

a < =
tenglamasini topamiz:

% = ziy W Pz
I, Y (_Vu =1 yoki 42 *FE g
a k : a’ b’

Ellipsning Oy ogi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt

tenglamasini shu kabi topiladi:

Hosil bo’lgan tenglamalarning har ikkalasi aylanish ellipsoidini
aniglayvdi.

3.6.3. Giperboloidlar
Oxyz koordinatalar sistemasida
e o sl (6.7)

kanonik tenglama bilan aniglanuvehi sirtga bir pallali giperboloid
deyiladi.
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Bu sirtni Oxy tekislikka parallel z=4 tekisliklar bilan kesamiz.
Kesimda

yoki

tenglamalar sistemasi bilan aniglanuvchi chiziq hosil bo*ladi. Bu chizig

] 1 < . =
yarim o‘glari g, =a,}l +£“T va b =b\}'1 +h—_, bo‘lgan ellipsdan iborat.
Vo ¢ _
Yarim o‘qlar 7=0 da eng kichik qiymatlariga erishadi: a, =a.b,=6. |h]
ning o'sishi bilan ular o‘sib boradi.

Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar bilan kesimlarni

‘y -0 ‘x:()
tenglamalar  sistemalari bilan
aniglanuvchi  giperbolalardan  iberat
bo‘ladi.

Kesimlaming tahlili shuni
ko‘rsatadiki, (6.7) tengiama bilan
aniglanuvchi giperboloid musbat va
manfiy yo‘nalishlarida chegaralanmagan
holda Kengayuvchi «trubka»
ko'rinishdagi sirtdan iborat bo‘ladi (39-
shakl),

a=b bo‘lganda (6.7) tenglama
bir - pallali  ayianish  giperboloidni
ifodalaydi. A gkl

Oxyz kordinatlar sistemasida

Xy o (6.8)
a b &
kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirtga ikki pallali giperboloid
deyiladi,
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Bu sirtning Oxy tekislikka paralle! tekisliklar bilan kesisish chizig®i

y_n_,
P & (6.9)

&

Nt:lk

B

h

tenglamalar sistemasi bilan amqnanadi. Bunda |h|<c bo'lganda z=h

tekislik sirtni kesmaydi, |#|=c bo‘lganda z=c va z=-¢ tekisliklar

sirtga  (0;0;¢) va

(0:0;-¢) nuqtalarga urinadi, |4{>c bo‘lganda z =4 tekislik sirtni kesad!.
|4]> ¢ bo‘lganda (6.9) tenglamalarni quyidagicha yezish mumkin:

lh?
Vo "
Bu chiziq |h] ning o‘sishi bilan yarim
o‘qlari o*suvchi eilipsni beradi.
Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar
bilan kesimlari

l._l_
buyerda ¢« = a\j 4 . b =6

‘\ Sy |"__ = : =-1,
R

tenglamalar sistemalari bilan
aniglanuvehi giperbolalar bo‘ladi.

Bu  kesimlar (40-shakl) (6.8)
sirtning ikki pallali giperboloid deb atalishiga sabab bo‘ladi. a=5
bo‘iganda (6.8) tenglama ikki pallali
avianish giperbofoidni aniglaydi.

40-snakl.

3-misol.  x*~4y* +4z° +2x+8y—7=0 tenglama bilan aniqglanuvchi
sirt turini toping.
Yechish. Tenglamaning chap lomonini to"la kvadratlarga ajratamiz:
X 4 2x 1 =407 + 2y + D +4dz’ —1+4-7=0,
(A1) =y -1 +427 =4,
Bundan
) 22 Q=

2t P o
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M=x+4, y'=p-1, z'=z deb, Oxz sistema markazini O'(-110)
nugtaga parallel ko‘chirish orgali O'x'y'z" sistemaga o‘tamiz.
Bu sistemada tenglama

ko‘rinishni oladi. | . Lo
Bu tenglama 0%’ oq bo‘ylab yo‘nalgan bir pallali giperboloidni
aniglaydi.

3.6.4. Konuslar

Oxyz koordinatalar sistemasida
=0 (6.10)

kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirt ikkinchi 1artibli konus
deyiladi. _ ) -
(6.10) sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesisisn

4 r, 2
chizighi 2o 2% 5 b botladi,
a b

o,

U 5=0 da 0(0;0,0) nuqtaga
aylanadi.

h=0 bo‘lsa, kesimda
g _1"_Z =

BER

z=f;

tenglamalar sistemasi bilan
aniqlanuvehi ellips hosil bo‘ladi. Bu
ellipsning  yarim o‘glari  |h] ning
o‘sishi bilan o‘sadi.

Surtning  Oxz va Op: tekisliklar
bilan kesimlari

["'--‘_—;-.-.IJ j_r_ Z o,
a ¢ b
1): =0 ‘ x=0
sistemalar bilan aniqlanuvchi ikkita kesishuvehi to‘g‘ri chiziglardan iborat
bo*ladi (41-shakl).
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3.6.5. Paraboloidiar
Oxyz koordinatalar sistemasida
—--:-—_,:l-,a>0,b>0,c>0 6.11)

kanonik tengiama biian aniglanuvchi sirt eflipik paraboloid deyiladi.
Bu sirining Oxp tekislikka parallel tekisliklar bilan kesimi ashbu

[ 2 _l':_ =
(ah)t  (bAY
1\ z=hn>0
tenglamalar sistemasi bilan < = l—;y
ariglanuvchi ellips  bo‘ladi. Uning £ e N ;
varim ofglari |4} ning o’sishi bilan \¢— ""},Jr_':_*‘__.'_‘_«__j.h
o°sadi. --.._a =7 e
Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar '\/'_______-
2 2 U 'r
bilan kesimlarida =2 va -=% //
g :
parabolalar hosil bo‘ladi (42-shakl). X
42-shakl.

Shu sababii (6.11) tenglama bilan
aniglanuvehi sirt elliptik paraboloid
deviladi.
a=b bo‘lganda (6.11) tenglama aylanish paraloidini aniglaydi.
4-misol. 3 (0;6:0) nugtadan va y=-b tekislikdan teng uzoglikda
yotuvchi nuqtalarning geomeirik o‘rnini toping.
Yechish. M(x;y;z) izlanayotgan
nuqta bo'lsin. =

Masala shartiga ko‘ra | e =

; ¥ 7N
[M M=y +b| i A

. "o g
yoki / / ||
\/x?.,()v_b)l +z27 =y +bj. /{'P\—___“T-—-'“ [r :

S L )
Bundan N, i /
A A

X 4yt —2vb bt 42 =y L 2ph 4+ B B0

x* +z'=4hy 43-shak!.
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yoki )
.7
b b

Sirtning Oxz tekislikka parallel tekisiik bilan kesimi ushbu

(x* + 3 = 4bh,
Ly=h k>0

tenglamalar sistemasi bilan aniglanuvchi aylanalardan iborat. Sirtning
Oxy va Oyz tekisliklar bilan kesimlarida y=i;‘ va y=;—b parabolatar

hosil bo‘ladi.
Bu sirt aylanish paraboloidini aniqlaydi (43-shakl).
Oxyz koordinatalar sistemasida
J‘——’—:: a>0, 6>0 (6.12)
a b
kanonik tenglama bilan aniglanuvchi  sirt giperbolik paraboloid
deyiladi. -
Sirtning Oxy tekislikka paraltel tekisliklar bilan kesim1

x ¥
R AT )
1 (ah)y’  (bh) z
‘_ z=hh>0

tenglamalar  sistemasi  bilan

aniglanuvchi giperboladan, Oxz

va Oyz tekisliklar bilan kesimlari

z=1,- va z=L parabolalardan
a b

iborat bo‘ladi.

Shunday  qilib, (6.12)
tenglama  bilan  aniglanuvchi
sirtning ko*rinishi «egar» shaklida bo*ladi (44-shakl). Bu sirt giberbolik
paraloboid deb ataladi.

44-shakl.

3.6.6. Silindrik sirtlar

Tekislikda L chiziq va bu tekislikka perpendikular / te‘g’ri chizig
berilgan bo‘lsin.
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L chizigning har bir nugtasi orqali / to‘g‘ri chizigqa parallel gilib
o‘tkazilgan to‘g'ri chiziglar to‘plamidan hosil bo‘lgan siriga silindrik
sirt deyiladi. Bunda L chiziq silindrit
sirming  yo ‘naftiruvchisi, | to‘g'ri
chiziqga parallel bo‘lgan to'g'ri .
chiziqlar silindrik sirming yasovchilari " Tt
deb ataladi (45-shaki). I

Oxyz  koordinatalar  sistemasini i
0z o'q ! yasovchiga parallel va | |
L  yo'naltiruvehi Oxp  tekislikda
yotadigan qilib tanlaymiz.

L yo‘naltiruvchining Oxy tekislikdagi  tenglamasi £(x,y)=0
bo‘lsin. U holda F(x,p)=0 tenglama ycsovchilari Oz o‘qqa parallel
bo*lgan silindrik sirmi ifodalaydi.

Silindrik sistning nomlanishi va tenglamasi :

L yo‘naltiruvchining shakli asosida aniglanadi. /'"'!“'j*‘, “\

Agar Oy lekislikdafgi yc‘naltiruvchi \:;_7__]74:___*_/

I

45-shakl.

ellipsdan iborat bo‘lganda 1 1.: =1 tenglama

e
a | | I
elliptik silindrai ifodalaydi (46-shakl). Lo
x'+y' =R tenglama bilan aniglanuvchi )
doiraviy silindr elliptik silindrning xususiy L,. -—T =
holi bo*ladi. 4 z

Shu kabi X -~ X _itenglama giperbolik
a b 46-shakl.

silindrni (d7-shakl), 37 =2px  tenglama
parabolik silindrni ifodalaydi (48-shakl).

47-shakl. 48-shakl.
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S-miso}. x* =2z tenglama bilan aniglanuvchi sitt shaklini chizing.
Yechish, Berilgan tenglamada y qatnashmaydi va x*=2z
chizig Oxz
tekislikda yotuvchi parabolani ifodalaydi.

Shu  sababli <.[x =2z, tenglama

1y=0
yosovchilari Oy o'qqa parallel bo‘lgan
parobolik silindmi ifodalaydi.

Parabola y=0 tekislikda Oz o‘gqa
nisbatan simmetrik bo‘ladi, uchi 0O(0;0;,0)
nugtada yotadi  va  M,(-2:0;2), M.(2:0:2)
nugtalardan  o'tadi. Chiziq shaklini Maple ' |
paketida chizamiz (49-shakl): &

;z:::&mtz&«1x'\z:21g, xeedd, 0.4, it

2=-4..4, grid={13,13,131);

3.6.7. Ikkinchi tartibli sirtlarning
to‘g‘i chizigli yasovchilari

To‘g'ri chiziglarning harakatidan
hosil  bo‘ladigan  sirtlarga  10gri
chizigli sirtlar deyiladi. Bu sirilarning
yasovchilari fo ‘g ri chizigli yasovchilar
deb ataladi,

Te‘g'ri chizigli sirtlarga konus
sirtlar va silindrik sirtlarlar misol bo‘la
oladi. Bundan tashgari, bir paHali
giperboloid va giperbolik paraboloid
ham to‘g'ri chizigh sirdar bo‘lishi
1shotlangan.

Bir pallali giperbeloidning har bir
nugtasi orqali

i+§=k(1+f}

_ _’Hq e
e Ik b, 50-shakl.
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tenglamalar bilan berilgan to‘g‘ri chiziglar oilasidan ’faqa’. . b¥tta
chiziq o‘tishi ko‘rsatilgan, bu yerda a,5,c ~ bir pallali giperboloidning
yarim o‘qlari, £./-rnolga teng bo‘lmagan sonlar. -

Shunday qilib, (6.13) tenglamalar kva / ning turli qiymat?andz‘i bll’
pallali giperboloidda yotuvchi va uni to‘lig qoplovchi_ Chel\'Sl.Z to'g'ri
chiziglar sistemasini tashkil qiladi. Bu to‘g'ri chiziqiarga bir pallalt
giperboloidning te ‘g ¥i chizigli vasovchilari deyiladi.

Shu kabi
2 La0Es = |
— 4 — k;_ — =
Ja t b va <9 > b i (6.14)
el |x_z_p
e b &k L

tenglamalar bilan berilgan to‘g'ri chiziglar giperbolik paraboloidning
to*g‘ri chiziqgli yasovchilari bo‘ladi. .
To*gri chiziqli yasovchilardan bir pallali giperboloid sirtiarning

yasovchilari qurilish va
texnikaning konstruksiyalarida
keng foydalaniladi.

Masalen, oir pallaii

giperboloidning  to*g'ri  chiziqli
yasovchifari  bo‘yicha  metall

balkalar joylashtirilgan
radiomachta, suv  va  yadro
qurilmalarining minoralari,

teleminorzalar (masalan, Guanjou
Xitoy} teleminorasi, 50-shak!),
tirgaklar va uzatmalar (51-shaki)
Kkabi konstruksiyalar ishlab
chigiigan. Bunday konstruksiyalar
yengi! va  mustahkam  bo‘lgani sababli keng tatbiq etiladi.

51-

3.6.8. Mashgqlar

1. Sferaning tenglamasini tuzing: 1) diametrlaridan birining uchlari
MU4l-3) va A, (2-35) nuglalarda yotgan; 2) markazi M,(3:-5-2) nugtada
yotgan va 2x-y~3z111 =0 tekislikka uringan.

2. Sfera markazining koordinatalarini va radiusini toping: N

) xis e’ cx—yez=0; 2) X4yt ezt —6x+ 8y+10z+25=0.
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3. Har bir nugtasidan M,(-3;0;0) va M,(3;0;0)nugtalargacha bo'‘lgan
masofalar kvadratlarining yig‘indisi 36 ga teng bo‘lgan fazoviy
nugtalarning geometrik o‘rnini toping.

4. M(O;%;O) nuqtadan va y= —% tekislikdan teng uzoglikda yotgan fazoviy
nugtalarining geometrik o*mini toping.

5. Har bir nuqtasidan M,(0,0,-4) va M,(0,0;4) nugtalargacha bo‘lgan
masofalar yig'indisi 10 ga teng bo‘lgan sirtning tenglamasini tuzing.

6. Har bir nugtasidan A1,(-5,0.0) va M, (5,0:0)nuqtalargacha bo‘lgan
masofalar ayirmasining moduli 6 ga teng bo‘lgan sirtning tenglamasini tuzing

7. Berilgan sirtning ko rsatilgan o*qlar atrofida aylanishidan hosi} bo‘lgan sirt
tenglamasini tuzing:

l)z=—L Ox va Oz, 2)12—y—1—10x va Oy, 3)£+E;=|,0)'va Oz
3t : 6 25 5 64 16

8. Markazi koordinatalar boshida yotgan va yo*naltiravchilari x* -2z+1=0,
y-z+1=0 tenglamalar bilan berilgan konus tenglamasini tuzing.

9. mning ganday giymatlarida x +my -2 =0 tekislik —:-— Iy elliptik
parabaloidni 1) ellips bo‘yicha; 2) parabola bo‘yicha kesadi?

10. Berilgan sirtlarning kesishish chizig*ini aniqlang:

1 x—+£=2z 3x—y+6z-14=0; 2 L:_‘_‘- =2 3x-p+0z-11=0;
) R L 3x-y+6z-14=0; 2) e L 3x—3
(x=1° (p+1p X pE = =
B e s =0 i =], Sx+2z+3=0
) < - s x=2y-1=0; ) S Sxd

11. Har bir nuqtasidan #/(3,0:0) nuqtagacha va x=1 tekislikkacha bo*lgan
masofatar nisbati V3 ga teng bo‘lgan fazoviy nugtalarning geometrik o' mini
foping.

12. Berilgan sirt va tog'ri chizigning kesishish nugtasini toping:

DELELE 2=l yod ze2 g2 gt 2wy 242
81 36 9 3 -6 4 6 v 4 ‘4 -3 4
13. Berilgan tenglama bilan aniglanuvchi sirt turini aniqlarg:

1) 36x% + 6dy™ —144z2 +576 = 0; D eyt et = 2x4yan)-22=0,

3) 3x* +2y* - 12z =0; 4) 1647 3y7 41621 —6dx—6y+15=0;

5) 25x° -9y -225 =0, 6) 9x* —dy’ —36z=0:

7) 4xt +3p7 -5z 1+ 60=0, 8) x'+y" —2x-3=0

[
(=3
(]



* Hagiqiy sonlar

* Sonli ketma-ketliklar

* Bir o*zgaruvehining
funksiyasi

» Funksiyaniog Limiti

* Funksiyaning
uzluksizligi

MATEMATIK ANALIZGA

KIRISH

Ouvasten Lui Keshi
(1789—-1857) —
Jransaz maremaiigi
va mexanigi.

Mateinatit sualiz asos-

larini ivitlad  cliqigan,
rrafeniatikaning  mate-
marik  awaliz, alpebra,
mutenarik  fizike  va
bushye  ho'limlarining
rivojiiye  hatte  fiisse
Go'Sigzan.

O.L. Koshi bivinchi
be'lib dhnit, wZluheislik,
hosita, differcusial, in-
tepral, gaterning yogin-
fashishi tushunchelari-
o gai'iy a'rif bergan.

Matematik analiz tarixdan «Cheksiz
kichiklar tahlilinga mos bo‘limlar majmuasi
bo‘lib, u differensial va integral hisobni
birlashtiradi. Matematik analiz  sistemali
bo‘lim sifatida X VIi-XVIII asrlarda [.Nuyton,
G.Leybnis, l.Eyler, J.Lagranj va boshqa
olimlar asarlarida yuzaga keldi. Uning asosi
bo'lgan limitlar nazariyasi XIX asrda O.Koshi
tomonidan ishlab chiqildi. Matematik ana-
lizning boshlang‘ich tushunchalari XiX-XX
asrlarda to‘plamlar nazariyasi, o‘lchamlar
nazariyasi. haqiqiy o‘zgaruvchi funksivalari

nazariyalarining rivojiga asoslanib chuqui
tahlil qilindi va umumlashtirildi.
Matematikaning «Matematik analizga

kirish» bo‘limida matematik analizning asosiy
tushunchafari bo-lgan bir o‘zgaruvchining
funksiyasi, sonli ketma-ketliklar, limitlar,
cheksiz kichik funksiyalar va uzluksizlik
tushunchalari o‘rganiladi.

4.1. HAQIQIY SONLAR
4.1.1. Te‘plam

To‘plam matematikaning boshlang‘ich
(1a‘riflanmaydigan) va muhim tushunchafari-
dan biri hisoblanadi. To‘plam deganda tayin
Xossaga cga bo‘lgan ixtiyoriy tabiatli
obyextlar majruasi tushuniladi.  Masalan,
guruhdagi talabalar to‘plami, butun soniar
to‘plami, berilgan nuqtadan o‘tuvchi to‘g'ri
chiziqlar to*plami.
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To‘plamni tashxil etuvchi obyextlarga to‘p!amnin.g 'elementl.ari
deyiladi. To‘plam, odatda, lotin alifbosining bosh harflari b1lar'1., uning
elementlari esa shu alifboning kichik harflari bilan belgilanadt. '

A to‘planming a,b,c,d elementlardan tashkil topganligi A={a,b,¢,d}
kabi yoziladi. Ba’zan to‘plam sonlar, belgilar, so‘zlar yoki formulalar
yordamida beriladi. e

a elementning 4 to‘plamga tegishli ckanligi a€ 4 fieb yoznlad1:
b elementning 4 to‘plamga tegishli emasligi b€ 4(ycki b 4) kabi
belgilanadi. Masalan, 4={2,4,6,8} to‘plam uchun 4e 4 va 5€ A

A to‘plam chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo‘lsa 4
to*plamga chekli to ‘plam, aks holda cheksiz to ‘plam deyiladi. Masala?,

A={x:6<x<20,xe N} chexli to‘plam, B={x:x> 15.xe N} cheksiz
to‘plam bo‘ladi. .

Bitta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo ‘sh 1o plam ({eo
ataladi va @ kabi belgilanadi. Masalan, A={x:x’+1=0,x€ R? bo‘sh
to'plam, chunki x*+1=0 tenglama haqigiy sonlar to'plami R da
yechimga ega emas. )

Agar 4 to‘plamning har bir elementi B to‘plamnmg han_l
elementi bo‘lsa 4 to‘plamga B (o ‘plamning qismii (qismiy to plani)
deyiladi va 4 c B (yoki B= 4) kabi belgilanadi. Masalan, A ={23,4} va
B={1,23,4,5} bo‘lsa Ac B bo‘ladi.

Agar Ac B va Bc 4 bo'lsa 4 va B to‘plamlarga feng 10 ‘plamlar
deyiladi va 4=B xabi yoziladi. Demak, A=# tenglik .1 va B
to*plamfarning bir xil elementlardan tashkil topganini bildiradi.

4 va B to'plamlaming har ikkalasiga tegishli bo‘lgan clement by
to*plamlarnng umumiy efementi deyiladi.

1-ta’rif. A va B to ‘plamlarning birlashmusi (yoki yig ‘indisi) deb
ulaming kamida bittasiga tegishli bo‘lgan clementlardan tashkil topgan
to*plamga aytiladi va 4w B (yoki 4+ B) kabi belgilanadi.

Demak, A0 B={x:xe 4 yoki xe B}.

2-ta'rif. 4 va B to‘plamlarning kesishmasi (yoki ko ‘payimasi)
deb ularning barcha umumiy elementlaridan tashkil topgan to*plamya
aytiladi va AnB (yokid-B) kabi belgilanadi.

Demak, AnB={x:xe 4vaxe B}.

3-ta’rit. 4 to'plamdan B to ‘plamning ayirmasi deb 4 to‘plamning
B to‘plamga kirmagan elementlaridan tashkil topgan to‘plamga
aytiladi va 4\B kabi belgilanadi.
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Demak, {\B={x:xe dvaxe B}.

Masalan. A4={1357) va B=1{2579 (o‘plamlar uchun
AUB={1,2357.9), ANB={57}, A\B={,3}. B\ A-129;holadi.

B to‘plam . to*plamning qismiy to‘plami bo‘lsa, A\# ayirma
B to‘plamning A fo plamga to ‘Idiruvchisi deyiladi.

I-3 ta’riflaming chizmadagi ifodasi I-shaklda keltirilgan, Bundz
AnB, Av B, A\B Dbo‘vab ko‘rsatiigan.

Zie T JPEE 7

L= \ ! o N 4

A A i 4 \# A

i { \ it \ y \
"\ i \ |
\, { o !
PN \ /

AUE $nB T i
I-shakl.

4.1.2. Sonli to‘plamiar

Hugigiy sonlar va wlarning asosiy xossalari

Elementlari sonlardan  iborat bo‘lgan to‘plam scnli to plam
deviladi.

Soin matematik analizning asosiy tushunchalaridan biri bo‘lib, uzog
tarixiy rivojlanish yo‘liga ega. Narsalarni, buyumlarni sanash zaruriyati
tufayli natural sonlar paydo bo‘lgan. Natural sonlar to‘plamiga ularga
garama-qarshi sonlarni va nol sonini qo‘shish bilan butun sonlar
to'plami hosil gilingan. Matematikaning taraqqiyoti ratsional sonlarning
va heyinchalik irratsional sonlarning kiritilishini taqozo etgan. Ratsional
sonlar to‘plami va irvatsional sonlar to*plami haqiqiy sonlar to‘plami deb
atzigan,

Shurday qilib. V=Z < Qc R sonli to‘plamlar hosil gilingan, bu

yerda N ={1,23,.,m...} =barcha natural sonlar to‘plami;

Z={0.£142,..+n,..} —barcha butun sonlar to*plami;
[ '

0=9 P pez,yeNi-barcha ratsional sonlar to*plami; R— barcha
Lq .

haqigiy sonlar to*plami.
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Har ganday ratsional son yoki chekli o‘nli kasr bilan yoki cheksiz

. 3
davriy o‘nli kasr bilan ifodalanadi. ~ Masalan, ;=1,5=(1,500-~-),

é =0,333...~ratsional sonlar.

Ratsional bo‘lmagan haqigiy sonlarga irratsional sonlar deyllf\dl.
Irratsional son cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli  kasr Pllan
ifodalanadi. Masalan, 2=14142356.., = =13,1415926 ... — irratsional
sonlar. )

Shunday qilib, hagigiy sonlar to‘plamini barcha cheksiz 9‘1111 kasrlar
to'plami deyish va R={x: x=aaaq,.} kabi yozish mumkin, bu yerda
aeZ,a e{0,2,.9),i=12,.... |

Haqiqiy sonlar to‘plami R quyidagi asosiy xossalarga ega bo‘]adl..

1. R to‘plam tartiblangan to‘plamdir, ya’ni istalgan ikkita har xil @
va b sonlar uchun a <b (yoki b<a) tengsizlik bajariladi.

2°. R to‘plam zichdir, ya'ni istalgan ikkita har xil « va b sopl‘far
orasida a<x<b tengsizlikni qanoatlantiruvchi cheksiz ko'p x haqigty
sonlar mavjud bo‘ladi;

3. R to‘plam uzluksizdir.

Son o‘qi. Sonlarning sodda to‘plamlari

Hagigiy sonlarning uzluksizligi xossasi asosida barcha haqiqiy sonlar
to‘plami bilan to‘g‘ri chiziq nugqtalari to‘plami orasida bir qgiymatli
moslik o‘rnatiladi. !

Buning uchun biror to‘g'ri chiziqda (u gorizontal yo'nalgan bo_'lhj"f
(2-shakl)) musbat yo‘nalishni, O hisob boshini va masshtab birligim
tanlaymiz. Musbat x sonini

a o - \
ifodalash wchun  bu  to‘gri A .
chizigda O hisob boshidan o‘ng

tomonda tanlangan masshtab 2-shakl.

birligida berilgan x songa teng
masofada yoluvchi 4 nugtani olamiz; manfiy x sonini ifodalash uchun
esa bu to‘g'ri chizigda 0 hisob boshidan chap tomonda | x| songa (bu son
haqida keyingi bandda tushuncha berifadi) teng masofada votuvchi 3/
nugtani olamiz; x=0 soniga O hisob boshi mes keladi.

Barcha nuqtalari uchun barcha haqigiy sonlar to‘plami bilan
ko‘rsatilgan bir qiymatli moslik o*matilgan to*g‘ri chizigqa son o ‘gi (yoki
sonfi to ‘g 'ri chiziq) deyiladi.
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Shunday qilib, har bir haqiqiy songa son o‘qining yagena M nugqasi
mos qo‘yiladi va aksincha, bu son o‘qining har bir 4/ nuqtasiga yagona
x hagigiy son mos keladi. Bunda hagqiqiy son va son o‘gining nuqtasi
bitta x belgi bilan ifodalanadi. Shu sababli «x son» so‘zi o‘rniga ko'p
hollarda «x nugtax» so-zi ishlatiladi.

Son o‘qi haqigiy sonlarning joylashishi to‘g‘risida ko‘rgazinali
ma’lumot beradi. x, <x, tengsizlik x, nuqta x, nuqtaga nisbatan chapda
yotishini anglatadi, x, <x, <x, tengsizlik x, nuqta x, va x nuqtalar
orasida yotishini bildiradi.

aeR, beR, a<b bo'lsin. Haqigiy sonlar to‘plamining quyidagi
qism to*plamlariga oraliglar (intervaliar) deyiladi:

faib]={x:a< x < b} -kesma (vopiq oraliq. sigment);

(@;6)={x:a < x < b} - interval (ochiq oraliq);

[a:b)={x:a < x < b},(a:b] = {x:a < x< b}— varim ochiq intervallar;

(—o0ib]={x:x<bY, (~oo3b)y={x:x<b}, [aj+o)={x:x2a}.

(a5t0) = {x:x>a}, (—cc;+20) = {x:—x < x < +0}— cheksiz intervallar.

Bunda & va b sonlar mos ravishda bu oraliqlarning chap
vd o‘ng
chegaralarini aniglaydi, —= va + belgilar son o‘qi nuqtalarining O
nugladan
chapga va o*ngga qarab cheksiz uzoqlashishini simvolik tasvirlaydi.

x,(x, e Mnuqlani o‘z ichiga olgan har ganday (a;5) intervalga

%, nugtening atrofi deyiladi. Xususan, (x,—g;x, +£) interval x,
miqlaning e atrofi deb ataladi. Bunda x, soniga bu atrofning

markazi, & (e > 0) soniga bu atrofning radiusi deyiladi.

Apar x,e(x,—g;x,+&) bo‘lsa, u holda x,—s<x<x +& yoki
fx—x {<e tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikning bajarilishi x nuqta
x, nugtaning ¢ atrofiga tushishini bildiradi.

Senning absolut giymati

d-ta’rif. x (x e R) sonining ahsolut giymati (yoki moduliy deb x>0
bo‘lganida x sonining o‘ziga, x manfiy bo‘iganida (-x) soniga aytiladi.
x sonining absolut qiymati jx| belgi bilan belgilanadi.
Deinak, ta’rifea ko‘ra,
I x, agarx>0,

| %=+
|=x, agarx<Q.
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Senning absolat giymaii quyidagi xessalarga ega.
I xeR dajxp0, |~xl=x|, -[xI<x< x|
2. a>0 da |x|<a tengsizlik —asx<a tengsizlikka ekvivalent

bo‘ladi;
¥.xeR yeRda

(x| |x]
| 3 1
lx+yixl4iyh lx=yRixi=lyh [x-yiRxlsh (=020

Bu xossalarning isboti bevosita sonning absolut qiymati ta r{ﬁdflr!
kelib chigadi. Ulardan birini, masalan, jx+y[gxi+!y| bo'lishini
isbotlaymiz.

Isboti. x+y> 0 bo'lsin.
Uholda |x+yl=x+y, x<jx|, y<ly| bo'ladi.

Bundan
Ix+yl=x+y<|xi+iyl.

x+y<0 bo‘lsin.
U holda

[x+yl=~(x+3)=(=x) = (-y), —x<ix]. =y =
bo‘ladi.

Bundan
Jx+ =0+ xt+] ]

Sonli to‘plammning aniy chegaralari

S-ta’rif. Agar shunday A soni topilsa va istalgan xe X uchun x<Af
tengsizlik bajarilsa, X hagigiy sonlar to‘plami yugoridarn
chegaralangan deyiladi.

Masalan, X =(-=,]] to*plam yuqoridan chegaralangarn.

6-ta’rif. Agar shunday m soni topilsa va istalgan xe X uchur x>
tengsizlik bajarilsa, X hagiqiy sonlar to'plami quyidan chegeratangan

deyiladi.
Masalan, barcha natural sonlar to*plami quyidan chegaralangan.,
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7-ta’rif. Agar X to‘plam ham quyidan ham yuqoridan
chegaralangan bo‘lsa, y’ani shunday m va M sonlari topilsa va istalgan
xe X uchun m< X <M tengsizlik bajarilsa, X hagiqiy sonlar to‘plamiga
chegaralangan deyiladi.

Bu tarifdan agar X to‘plamning elementlari

Jjoylashsa, u holda bu to‘plam chegaralangan bo‘ladi degan xuiosa kelib
chigadi.
Yugeridan (quyidan)  chegaralanmagan to‘plamga yugoridan
(quyidan) chegaralanmagan deyiladi. Masalan, barcha natural sonlav
to‘plami yuqoridan chegaralanmagan (ammo quyidan chegaralangan)
bo‘lsa, barcha manfiy sonlar to‘plami quyidan chegaralanmagan (ammo
yuqoridan chegaralangan). Barcha butun sonlar to‘plami, barcha
ratsional sonlar to‘plami, shuningdek, barcha hagiqly sonlar to‘pfami
ham quyidan, ham yuqoridan chegaralanmagan.

Agar ¥ to‘plam yuqeridan M soni bilan chegaralangan bo‘lsa, bu
songa X fo‘planming vugori chegarasi deyiladi. Bunda 3/ sonidan
Kafta be'lgan ixtiyorty A4’ son ham X to‘plamning yuqori chegarasi
bo"ladi.

8-ta’rif. Agar istalgan xe X uchun x<M bo‘lsa va yetarlicha
kichik ixtivoriy £>0 musbat son uchun shunday x*e X soni topilsa va
M -e <x* <M tengsizlik bajarilsa, M soniga X to ‘plamning aniq yugori
chegarasi deyiladi.

Boshgacha aytganda, X to‘plamning anig yuqori chegarasi A ning
barcha yuqori chegaralarining eng kichigi bo‘ladi,

X to*plamning aniq yuqori chegarasi M =sup X (yoki ,-V/:Su‘p{x})

biror kesmada

bilan helgilanadi (lotin tilida supremum — eng yuqori so‘zidan olingan).

Yugoridan chegaralanmagan X to‘plam uchun ta’rif asosida
sup X =+o0 deb olinadi.

Agar X to‘plam quyidan m soni bilan chegaralangan bo‘lsa, bu
songa X fo ‘plamning quyi chegarasi deyiladi. Bunda m sonidan kichik
bo‘lgan ixtiyoriy m’ son ham X to’plamning quyi chegarasi bo‘ladi.

9-ta’rvif. Agar istalgan xe XYuchun x>m bo‘lsa va yetarlicha
kichix ixtiyoriy &3>0 musbat son uchun shunday x*< X soni topilsa va
m<x*<m-g tengsizlik bajarilsa, m soniga X (o plamning arig quyi
chegarasi deyiladi.

Skunday qilib, X te'plamning aniq quyi chegarasi X ning barcha
quyi chegaralarining eng kattasi bo‘ladi.

X to‘plamning aniq quyi chegarasi M =inf X (yoki M =inf{x})
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bilan belgilanadi (lotin tilida infimum — eng quyi so‘zidan olji.r!gaﬂ)- ;.
Quyidan chegaralanmagan  x to‘plam uchun ta’rif asosida

i | 1 3
inf X=—c deb olinadi. Masalan. X:{LI,i.,.,.;.,..}a to‘plam  uchun

inf X =0, supXx =1, ) .
X to‘plamning aniq chegaralari uchun quyidagiu tasdiq ofrinli
bo‘ladi. . } ba‘sh
I-teorema. Har qanday yuqoridan (quyidan) chegaxal'angaﬂ ol
bo‘lmagan haqigiy sonlar to’plami aniq yuqori {aniq quyi) chegaraga
ega bo‘ladi.

4.1.3. Matematik mantiq elementlari

Mantigiy belgilar

Ta’riflaming, teoremalaming ifodalanishida va bosqa fnalielln:ll.k
tasdiqlarda ko‘pincha ayrim sozlar va butun ifodalal: tak.rorlfuub e al 1.
Bunday hollarda ulaming yozilishida mantiqiy belgiiarni qcllash qulay
bo‘ladi. . e

Matematik mantiqda mulohaza deb rost yoxi yolg*onligi bir wxt o,
aniglanadigan darak gaplarga aytiladi. Masalan, «Yer qU)’OS?1 ﬂnodf d
aylanadi», «6 oddiy sony gaplari mulohaza bo‘lsa. «kech kirmogda»,
«matematika qiyin fany»
gaplari mulohaza bo*Imaydi. . n e

a mulohazaning inkori - «o emasy yoki «e bo'lisht to*gri
emasy deb o‘qiladi.

a va § mulohazalaming konyunksivasi o A - «a va fi» deb
oqiladi. .

@ va [ mulohazalaming dizyunksivasi o v - «o yoki #» deb
o'qiladi.

@ va f§ mulohazalaming implikatsivasi o« = - «agar o bo‘lﬁa..
u holda £ bo'ladiy (voki «a dan B kelib chigadi») mulohazasini
bildiradi,

@ va B mulohazalaring ekvivalensiyasi ¢ - « a va g
ekvivalentn (yoki «a dan B kelib chiqadi va g dan ¢ kelib chigadi»)
mulohazasini bildiradj.

Mavjudlik kvantori 3~ «wnavjudkin, «lopiladiki» so*zlarini
bildiradi.



Umumiylik  kvantori ¥ —«har qanday», «ixtiyoriy», «barchay

so‘zlarini ifodalaydi.
i~ «o'rinli bo*ladin, «bajariladi» so’zlarini anglatadi.
> —«mosliky» ni bildiradi.

Mantiqiy belgilar yordamida vozilgan tasdiglami tushunish va
o‘qishni osonlashtirish uchun belgilarning har biriga tegishli bo‘lganlari
alohida qavslarga olinadi.

Masalan,

(Ve> 0036 > 0)(Vx = x,.l x—x, |< 8):| f(x) - 4Al<e)

yozuv  «ixtiyoriy €>0 son uchun shunday & >0 son tepiladiki, xning
x, ga teng bo‘imagan va |x-x,|<& tengsizlikni qanoatlantiruvchi

barcha gqiymatlarida | f(x)- A|<e tengsizlik bagariladi» deb o‘giladi.

Zarur va yetarli shartlar

B -birorta mulohaza bo‘lsin. B mulohaza kelib chiqadigan har
qanday o mulohazaga f mulohaza uchun yetarii shart deyilad:.

B mulohazadan kelib chigadigan har ganday o mulohazaga g
mulohaza uchun zarur shart deyiladi.

Masalan, «: «x soni nolga tengy» va B: «xy ko‘paytma
nolga teng»
mulanazalari bo'lsin. Bunda o mulohaza g mulohaza uchun yetarli
shart bo*ladi. Hagiqatan bam, xy ko‘paytma nolga teng bo‘lishi uchun x
nolga teng bo‘lishi yetarli. x nolga teng bo‘lishi uchun x ko‘paytma
nolga teng bo‘lishi zarur. Ammo, p mulohaza o mulchaza uchun
yetarhi shart bo‘Imaydi, chunki xy ko'paytma nolga teng bo‘lishidan
sonining, albatta, nolga terg bo‘lishi kelib chigmaydi.

«Agar o mulonaza rost bo‘lsa, u holda g mulohaza rost bo*ladi»
fcoremani o =4 ko‘rinishda yozish va quyidagi ifodalardan biri
bilan berish mumkin: «a mulohaza S mulohaza uchun yetarli shart
bo‘ladi»; « # mulohaza « mulohaza uchun zarur shart bo*ladi».

Agar « va j mulohazalarning har biridan ikkinchisi kelib chigsa,
ya'ni (& = fi) n{f =) bo‘lsa, u holda @ va 8 mulohazalarning har biri
ikkinchisi uchun zarur va yetarli shart bo‘ladi va o < § deb yoziladi.

Bu yozuv boshqacha quyidagicha o‘gilishi mumkin:
1) o o'rinili bolishi uchun B ofrinli bo‘lishi zarur va yetarli;
2) « faqat va fagal B bajarilsa o‘rinli bo*ladi;
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3) « faqat va fagat B rost bo‘lganida rost bo‘ladi.

Matematik induksiya metodi

Matematik induksiya metodi muhim matematik isbotiash
usullaridan biri hisoblanadi. Bu usul » naturai songa beg‘liq tasdiglarni
isbotlash uchun go‘tlaniladi. e

Uni umumiy holda ifodalymiz: » natural songa bog'iiq biror
tasdiqni (masalan, formulani) isbotlash quyidagi tartibda amalga
oshiriladi: 0

1) tasdigning to‘g'riligi =1 da tekshiriltadi (agar n=3“_i“ tasdiq
ma’noga ega bo'lmasa, tekshirish tasdiq ma’noga ega bo‘ladigan eng
Kichik » dan boshlanadi); .

2) tasdiq biror n (n>1)da to‘g'ri deb faraz qilinadi va uming 7 +1 da
to'g'ri bo'lishi isbotlanadi. Keyin bu tasdigning istalgan # nateral soi
bajarilishi haqida
xulosa chiqariladi.

Matematik induksiya metodi bilan Nuyron binoini forinulasi det
ataluvchi

{asby =C'a" +Cla" b+ ..+ Cla™ b +..+ CID" (1.1

formulani isbotlaymiz, bu yerda n—natuzal son; 8<Ak<s.
(1.1) formulada qatnashayotgan
" nl

T M- k)

koeffitsiyentlarga binominal kozffitsiventlar (yoki » 1 L‘.k.:m.cnldan.
ktadan guruhlashiar soni) deyiladi, bu yerda at (e ﬁa'/\'mr.r(_d)lbclgl
orqali birinchi » ta natural son ko‘paytmast belgilanadi. Bm.on'\.mai .

koeffitsiyentlar va faktorial uchun quyidagi bog*lanishlar o'rinli bo'ladi:

CH' 4+ Cl=C

(n+Di=nl(n +1) (bunda O!=1 deb olinadi).

{1.1) formulani isbotlaymiz. Buning uchun: 1) formula tog'n
bo*lishini »=1da tekshiramiz:

B I!
1V _ 00 W -8 e Lt b
(a+b) =Cla' +Cja h-—«m_uu '\!O!b a

2) (1.1) formula biror » da to'g'ri bo'ladi deb faraz gilamiz va
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{(n+1) da sha kabi formula ofrinli bo‘lishini ko‘rsatamiz, va’ni
(@+b)" =C @™ +Cla"b+..+ Cla"™ b .+ 1 ab” + CH™ (1.2)
formulani isbotlaymiz.
Hagiqatan ham.
(a+B)" =(C’" +Cla b+ ...+ Cra™ b + ..+ C16"Ya+b) =
=C%" + Clatb+ o CHa" b+ Crab” = Coa’b+ ..+
+Cla"™ bt L+ Clab" + CI6™ = Cla" +(C + Cab+ ..+
H(CE+ O 4L (CT 4+ Cab” + Cro™.
Binominal koeffitsiyentlar uchun

C'=1=C°, C'+C!=C!., C:+CM=C,

e ?

g HasEcn i cIETy

" "l

bo‘lishi inobatga olinsa, oxirgi tenglikdan (1.2) tenglik kelib chigadi.
Demak, matematik induksiya metodining 1) va 2) bandiari

bajarilgani uchun

Nyuton kinomi formulasi istalgan »# natural soni uchun to*g‘ri bo‘ladi.
(1.1} formula gisqacha

(@+b)y' =2 Cta™b
k=G
Ko‘rinishda yoziladi.
Kususan, (1.1) formuladan n=2 va n=3da tanish gisqa ko‘paytirish
forraulalari kelib chigadi:
(a+b) =Cla’ +Cab+ Clb* =a° +2ab+ b,

(c+b) =Cla* + Clab+ Clab® + C)b = a’ +3a’b +3ab® +4".

4.1.4. Mashqglar

1. 4 va B to‘plamlar berilgan. 4nB, AUB, A\B, B'd4 to‘plamlami

toping.
1) 4=11234}, B=1456}. 2) A={1348), B={1245789)

3)d=txve R xP4x-20=0), F={xe R’ -x+12=0}
2. 4-mushat jufl sonlar to‘plami va B- musbat toq sonlar to‘plami ho‘lsa,

A~ B va Ao B o'plamlami toping.
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3. 4-barcha 2 ga bo'linadigan sonlar to‘plami va B—barcha 5 ga

bo‘linadigan sonlar to‘plami bo‘lsa, 4~ B to*plamni toping.

4. 15 irratsional son ekanini ko‘rsating.
5. 4245 <+3-2 ekanini ko‘rsating.

6. Berilgan to'plam elementlarini toping.

1) A={xe N x-3x-4<0); 2) A={reN '”iﬁgi'-l-”
7. Berilgan tenglamalarni yeching.
Di3x-a-3, 2) |-x* < 2x -3k L
3) V& 42 =0, 4) J(x=2 =-~x+2
8. Berilgan tengsizliklarni yeching.
1) |x=221, 2) |5 - Tx 1237 -T2 12,
3) % +2(x+3)! ~10<0; 4) Jxrpt £-x-
9. Berilgan X to‘plam uchun supX va nf X larni toping.
1) X={xeZ -5<x<0}; 2) X ={xe R:x<0}
10. Tengliklarni matematik induksiya metodi bilan isbotiang:
1) 1434 64,4 10D _ns D) oy 2) 1+ 345+ +Qu-b=2

' (1]

4.2. SONLI KETMA-KETLIKLAR

42.1. Sonli ketma-ketliklar

1-ta’yvif. 123,.n,.. natural sonlar qatorining har bir » na\ura}l
soniga mos qo‘yilgan x,x,.x,,...x,.. hagigiy sonlar to‘plamiga sonii
ketma-ketlik (yoki ketma-ketiik) deyiladi va {x,}bilan belgilanadi.

Bunda «x,,x,,x sonlar {x }ketma-ketlikning hadlari, x. bu
ketma-ketlikning wmumiy hadi, » uning nomeri deb ataladi.

Agar ketma-ketlikning har bir hadini topish mumkin bo‘lsa. ketma-
ketlik berilgan deyiladi. Ketma-ketlik analitik yoki rekurrent usullarda
Lerilishi mumkin.

reen oo
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Analitik usulda ketma-ketlikning umumiy hadi formula ko'rinishida
beriladi. Bunda » ga 1,23,4,. qiymatlar berifadi va ketma-ketlikning
mos had!lari topiladi.

Masalan, x, =(-1)"-n formula {x}={-12-3...(-1)"-x..} keima-
Ketlikni beradi.

Rekurrent usulda ketma-ketlikning birinchi (yoki bir necita
birinchi) hadi beriladi va keyingi hadni (voki bir nechta keyingi
hadlarni} birinchi (ycki bir nechta birinchi) had (hadlar) asosida topish
formulasi beriladi. Masalan, x,=a, x,, =x, +d rekumrent formula

el
arifmetik progressiyani, x, =6, x,,=x¢g rekurrent formula geometrik
progressiyani beradi.

Agar VimeN uchun x =c(ceR) bo‘lsa, {x} ketma-ketlikka
0 zgarmas keima-kerlik deyiladi,

2-ta’rif. Agar shunday A soni (m soni} topilsa va ¥Yne N uchun
¥, <M (x,>m) tengsizlik bajarilsa. {x,} ketma-ketlikka yugoridan
cregaraiangan {guyidan chegaralangar) deyiladi.

3-ta’rif.  Agar {x} ketma-ketlik ham quyidan ham yuqoridan
chegaralangan bo'lsa, ya’ni shunday m, M sonlari topilsa va Vae N
uchun  w<x <M  tengsizlik  bajarilsa, {x,} ketma-ketlikka
chegaralnngan deyiladi.

A =max{| n|,| 5|} bo‘lsin. U holda ketma-ketlikning
cheguralangantik shaitini |x_|< 4 ko‘rinishda yozish mumkin.

4-ta’rif. Agar ¥4>0 son uchun {x,} ketma-ketlikning |x |> 4
(x, >4 yoki x <-4) tengsizlikni qanoatlantiruvchi hadi topilsa. [x}
ketma-ketlikka cheguralaninagan deyiladi.

Ta’riflardan ke‘rinadiki, ketma-ketlikaing barcha elementlari u:
yugoridan  chegaralangan  bo‘lsa, (—c;M] oraligga.  quyidan
chegaralangan bo‘lsa {ar+oc) oraliqga, ham quyidan ham yugoridan
chegaralangan bo‘lsa [in;M] oraligqa tegishli bo‘ladi. Chegaralanmagan
ketma-ketlik yuqoridan yoki quyidan chegaralangan bo‘lishi mumkin.

Chegaralangan va chegaralanmagan ketma-ketliklarga misellar
keltiramiz.

lx b=4rt =13 ={2,510,...0° = 1,...} —quyidan chegaralangan (m=2),
amimo yugoridan chegaralaninagan.

2y =0t = {-1-4,-9,..-n" . - yugoridan chegaralangan
(M =-1), ammo quyidan chegaralanmagan.
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3.4z }-{”?l}: 0‘1.;,.,.;&..,,}" chegaralangan (m=0,M =1).
. n | 213 n i

4.4} = {1y W} ={-1,2.-3,4,....(-1)"n....} - chegaralanmagan.

5-ta’rif. Agarvme N uchun: x,<x,, bolsa, {x} ketma-ket‘nikk-ﬁ
gat'ly o'suvchi deyiladi; x >x,, bo‘lsa, {x,} keta-ketlikka gai iy
kamaywvchi deyiladi;
kamaymaydigan  deyiladi:
o'smaydigan  deyiladi.

1 <x bolsa. {x) ketma-ketlikka
x .Zx -bo‘lsa, {x} ketma-hetlikka

Barcha bunday ketma-ketliklar umurniy bitta monotor kerma-ketlik
nomi bilan birlashtiriladi. Bunda o‘suvchi va

ketliklarga gat’iy monoton ketma-ketliklar deiyi‘na(.ii
Monoton ketma-ketliklarga misollar keltiramiz.

L. {"n}={~i«\>:1| 9 3 .

1 Y
o l— o‘suvchi va chegara@angan
n+el] 1273747 gl

kamayuvchi ketma-

ketina-ketlik.
2

(3,3={nm = {1022, ., .} - kamaymaydigan R
chegaralanmagan ketma-ketlik.

3, lz)= il L IlL— kamavuvchi va chegaralangan
v kEY= — b= l._'.‘ _____ s

- 4’9 J
ketma-ketlik.

4, fuly=c-,—t= 11_]_ N ".‘.l_ }_()‘gmaydigan va chegaralangan
*lnn 1’ 2’2
ketma-ketlik.

kkita {x} va {y,} Ketma-ketlikning yig tindisi,  ayirmask,

ko'paytmasi, bo‘linmasi (bunda y, =0jdeb, har bir hadi bu _kclma-

ketliklar mos hadlarining yig‘indisidan, ayirmasidan, ko'paytmasidail va
bo‘linmasidan iborat bo‘lgan ketma-ketlikka aytiladi. o
Ko'rsatilgan amallar simvolik tarzda quyidagicha yoziladi:

)=ty +r) - k=i -

S B 2

thtnl=tnond,  T={n

Xususan, {x.} ketma-ketlikning m songa ko‘payimasi m{x,} deb.

har bir hadi {x} ketma-ketlik mos hadining  shu
ko'paytmasidan iborat bo’lgan {m-x,} ketma-ketlikka aytiladi.

=10,

songa
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4.2.2. Cheksiz katta va cheksiz kichik ketma-ketlikiar

6-ta’rif. Agar VA>0 son uchun shunday ~nomer topilsa va
vn>N uchun |x, 1> A tengsizlik bajarilsa, {x} ketma-ketlikka cheksiz
katta ketma-ketlik deyiladi.

Har qanday cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan bo‘ladi.
Ammo chegaralanmagan ketma-ketlik cheksiz katta bo‘lmasligi

mumkin. Masalan, Jrrsiu?} shunday ketma-ketliklardan biridir.

|
7-ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday N =N(¢) nomer topilsa
va Vn>N uchun |x |<& tengsizlik bajarilsa, {x,} Kketma-ketlikka
cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.
I-itisol. {a,} = Jl l} ketma-ketlik cheksiz kichik ekanini ko‘rsating.
nj

| o |
Yechish. ve >0 son olamiz. |a, |=! L |<¢ tengsizlikdan n>-
n

tengsizhik  kelib chigadi. N ni 4 ning butun gismi, ya’ni ¥=|-
£

A

desak. u bolda Vn> ¥ uchun |, |<ebo‘ladi. Demak, ta’rifiga kora,

I3 . T .
{;J} ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘ladi.
Reltirilgan misolda =|L£l] nomer & ga bog'liq bo‘ladi, ya’ni

¢ ning turli giymatida har xil qiymatlarni qabul giladi. Masalan, =0l
da N=i0, £=00! da N=100. Shu sababli cheksiz kichik ketma-
Ketlikning ta’rifida ~ = N(g) deb yozilgan.

I-teorema. Agar {x } ketima-ketlik cheksiz katta va x, #0,ne N

bo‘lsa, u holda : I ketma-ketlik cheksiz kichik bo°ladi, va aksincha

|

v, )

{er,} = cheksiz kichik va a_#0, neN bo‘lsa, ﬁ[LJ]p— cheksiz katta
e

bo'ladi.

217



Ishoti. {x} cheksiz katta ketma-ketlik, x, #0 bo‘lsin. Ve >0 son
olamizva A= deymiz. 6-ta’rifga ko‘ra bu 4 soni uchun shunday
€

N nomer topiladi va Va>N uchun |x, |>A4 tengsizlik bajariladi.

-¢ bo‘ladi. Bu esa {%JL ketma-

“*n

! |
Bundan Vn>N uchun | - |=--]—<l
‘X | fx, | 4

n

ketlikning cheksiz kichik bo‘lishini bildiradi. Teoremaning ikkinchi

gismi ham shu kabi isbotlanadi.

Cheksiz kichik ketma-ketlikiar quyidagi xossalargs vga.

1°. Ikkita (chekli sondagi) cheksiz kichik ketma-ketlikning
algebraik yig’indisi cheksiz kichik ketina-ketlik bo‘ladi. .

2%, Tkkita (chekli sondagi) cheksiz kichik ketma-ketlikning :
ko‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi. |

3°. Cheksiz kichik ketma-ketlikning chegaralangan ketma- i
ketlikka ko‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo*ladi. B

4°. Cheksiz kichik ketma-ketlikning chekli songa ko'paytmasl
cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

S

Xossalardan  birining, masalan, 3-xossaning isbotini keltirish
bilan chegaralanamiz.

{x.} chegaralangan ketma-ketlik, {a,} cheksiz kichik hetma-ketlti
bo‘lsin. {x, -} ketma-ketlik cheksiz kichik bo*lishini isbotlash kerak.

{x,} ketma-ketlik chegaralangan. Shu sababli biror >0 son va
Vi uchun |x [< 4 bo'ladi.

Ve >0 son olamiz. {o} cheksiz kichik bo*lgani sababli I— -0 son
uchun shunday ¥ nomer topiladi va ¥n> N uchun ja i<~ bo'ladi.

U holda vn>Nda |x,-a, [ 4x ||a, < A-%=s bo‘ladi.
Demak, {x, -a,}- cheksiz kichik ketma-ketlik.
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4.2.3. Ketma-ketlikning limiti

8-ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday N = N(¢) nomer topilsa va
vn>N uchun |x, -al<z tengsizlik bajarilsa, a soniga {x} ketma-
ketlikning limiti deyiladi va bu limx, =a kabi yoziladi.

2-misol. Limit ta’rifidan foydalanib, lim 3"_ f =1 bo‘lishini

n+
ko‘rsating.

Yechish. Ve¢>0 olamiz. Misolning shartidan topamiz:
3n-2 _‘I = l
3n+1 _'-3n-+]
|x, —aj<e tengsizlikni ganoatlantiruvchi » ning qiymatlarini topish
3-¢

-
e |

3n+l

[x, —1f=

3 3 kg 9
uchun —— <¢ tengsizlikni yechamiz: n>—=,
2+ a5

PN, - o 8 o2 __poa 3-¢
N nonter sifatida 375 sonining butun gismini, ya’ni N(s):{—;&_—]
28 -
sonini olish mumkin. Bunda Ve >0 son olinganda ham ¥n>N uchui
1x, —ll<g bo‘ladi.
Shu sababli ketma-ketlik limitining ta’rifiga asosan,
2n-1
m =1.
o7 it

Ma'lumki, ! x ~gj<s tengsizlik x, had « nugtaning e atrofiga
tushushini bildiradi. Shu sababli ketma-ketlikning limiti ta’rifini
quyidagichu talqin gilish mumkin: agar limx, =a bo‘lsa, u holda &
nuqtaning istalgan ¢ atrofi uchun shunday N nomer topiladi va n> ¥
nomerli barcha x nuqtalar a nuqtaning ¢ atrofiga, ya'ni (¢-¢£;a+¢)

intervalda yotadi va bu 2

mntervaldan tashqarida S +oi)
berilgan  ketma-ketlikning a-e ! Bt
chekli sondagi ruqtalari 3-shakl.

joylashadi (3-shak!). Bu
jumla ketma-ketlik limitining geometrik ma ‘nosini anglatadi.
4.2.4. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar

8-ta’rif. Chekli limitga ega bolgan ketma-ketlikka yaginlashuvehi
ketma-ketlik deyiladi.



Yaqinlashuvchi bo‘lmagan ketma-ketlikka wuzoglashuvchi ketma-
ketlik deyiladi.

{x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va 4 limitga ega bo‘lsin. U holda
{x,-a}={a} cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi, chunki Ve >0 son
uchun shunday N(e) nomer topiladi va Vn>N uchun le, |<x, - al<e
bo‘ladi. Shu sababli yaginlashuvchi va a limitga ega bo‘lgan ixtiyoriy
{x} ketma-keflikning umumiy hadini x =a-e, ko‘rinishda yozish
mumkin bo‘ladi va aksincha, {x } ketma-ketlikning istalgan hadini
x,=a+a, ko‘rinishida ifodalash mumkin bo‘lsa, u holda limx, =a

bo‘ladi, bu yerda {x,}- cheksiz kichik ketma-ketlik.

Shunday qilib, cheksiz kichik ketrna-ketlikning limiti nolgfl tjeflg
bo‘ladi. Cheksiz katta ketma-ketlik limitga ega bo*Imaydi. Uning limitt
» deb belgilanadi.

Yaginiashuvehi ketma-ketliidar quyidasi xossalarga ega.

1°, Yaqginlashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega bo‘ladi.

2°. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan boladi.

3°. Agar {x} valy | ketma-ketiiklar yaqinlashuvchi bolsa. u |
holda  {x ¢y}  ketma-ketlik yaqinlashuvchi va |

lim (x, £ y,)=limx, +lim y_ bo‘ladi. f

. o e |
4" Agar {x} va{y } keima-ketiiklar yaqiniashuvchi bolsa, u
holda  {x,.y}  ketma-ketiik vaginiashuvchi va |
lim x, -y, =lim x, -fim y, bo‘ladi.
5. Agar {x} va {y,} ketma-ketliklar yaginfashuvchi va lim » =0 |
N . . X Ii‘.n X
bo‘lsa, u holda J['-‘-'} ketma-ketlik yaginlashuvchi va lim °* = el
bo‘ladi. :ll
6”. Agar {x} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo’lsa, u holda _
fime-x, =c-limx, (ceR)boladi. -

|
7° Agar {x} va {v.} ketma-ketliklar vaginlashuvehi va wne v |
ﬁ uchun x <y bo‘lsa, u holda lim ¥, <fim 3, ho*ladi. |
i 8. Agar {x) va [z} ketma-ketliklar yaginlashuvchi. ;:

limy, =limz,=a va  VaeNuchun x <y <- bo'lsa, u holda |
[ liny, =ao bo'ladi. |




Xossalardan birining, masalan, 3-xossaning isbotini keltirish bilan

chegaralanamiz.
limx, =a, lmy, =5 bo‘lsin. U holda x =ate, va y,=b+p,
bo‘ladi, bu verda {&,}. {8,} cheksiz kichik ketma-ketliklar.
Bundan
x ty ={axtb)+(x, £p,)
kelib chiqadi.

Cheksiz kichik ketma-ketlikning I-xossasiga asosan {e, %4}
cheksiz kichik ketma-ketlik. Shu sababli {x, +y,} ketma-ketlik axb
limitga ega bo‘ladi, ya’ni

lim (%, £ 7. )= lim 7, £ lany:

. (fn42Y o . ) 9
3-misol. .‘.r_;:-:l-!”—, ketma-ketlikning vaginlashuvchi ekanini
. \onf & yaq
L " |
ko‘rsating.
n+2 _n+2a 3n

Sl 7570 . 3
Yechish. Birinchidan, x, =——<—— 7= =
n 1 n n

Bunda Vvr>6 uchun x,<.;)|— bo'ladi. Ikkinchidan, “YmeN uchun

n+21_ 142

v ="22 S0 bo'ladi Agar v, =0, 5, =, belgilash kiritsak,
limy, =limz =0 va ¥a26 uchun y <x <z bo‘ladi. U holda 8-xossaga
ko’ra.
limx, =0, va'ni berilgan ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Har ganday ketma-ketlik ham limitga ega bo‘lmayvdi. Ketma-ketlik
limiti mavjud bo*lishi hagidagi teorema bilan tanishamiz.

2-teorema (Veershtrass teoremasi). Har qanday chegaralangan
monoton ketma-ketlik limitiga ega bo‘ladi.

Isboti. Monoton kamaymaydigan ketma-ketlikni garaymiz.
Y €x <x <.<x <x  <.. va shunday & soni topilsin va x <M
bo‘Isin. Elementlari bu ketma-ketlikoing hadlaridan tashkil topgan X
to‘plamni garaymiz.

Shartga ko‘ra, bu to'plam bo‘shmas va yuqoridan chegaralangan.
U hoida
4.2 banddagi l-teoremaga asosan, X to‘plam aniq yuqori chegaraga ega
bo'ladi.  Bu chegarani « bilan belgilaymiz va a soni berilgan ketma-
ketlikning li:niti bo‘lishint ko‘rsatamiz.
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a soni x, ketma-ketlik elementlarining aniq yuqori chegarasi
bo‘lgani uchun uning xossasiga ko‘ra, Ve >0 son uchun shunday N
nomer topiladi va n>Nda x, >a-¢ bo‘ladi. Ikkinchidan, aniq yuqori
chegaraning ta’rifiga asosan, barcha n lar uchun x, <a<a+¢ bo‘ladi.
Shunday qilib, n>N uchun a—e<x <a+&, yani |x, —al<s tengsizlik
kelib chigdi. Bu tengsizlik a soni {x,} ketma-ketlikning limiti bo‘lishini
bildiradi.

Monoton  o‘smaydigan  ketma-ketlik uchun teorema shu kabi
isbotlanadi.

Izoh.  Monoton  ketma-ketlikning  chegaralanganligi  uning
yaginlashuvchi bo‘lishining zarur va yetarli shartini beradi.

Hagigatan ham, agar monoton ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsa,
u holda 2-teoremaga ko‘ra, u yaginlashadi; agar monoton ketma-ket.!ik
yaginlashuvchi bo‘lsa, yaginiashuvehi ketma-ketlikning 2-xossasiga
asosan, u chegaralangan bo‘ladi.

2- teoremadan ichma-ich qo‘yilgan kesmalar hagidagi lemma kelib
chiqadi.

[a;b,), [a,:0,), ... [a,:b },...kesmalar ketma-ketligi berilgan bo‘lib,
bunda (a;6]15{a,;6,]>...5(a,;6,1=..., ya’ni har bir kesma o°zidan
oldingi kesmaning ichiga joylashgan va lim(b, —a,)=0 bo’lsin.
Bu  kesmalarga ichma-ich qo°yilgan kesmalar deyiladi.

Lemma (Kantor lemmasi). Ixtiyoriy ichma-ich qgo’yilgan kesmalar
ketma-ketligi uchun bu ketma-ketlikning har biriga tegishli bo'lgan ¢
nuqta mavjud va yagona bo‘ladi.

Bu lemma haqgigiy soniar to‘plamining uzluksizligi yoki son
o‘qining to‘laligi hagidagi muhim xossani ifodalaydi.

Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning xossalari va limitlar haqidagi
teoremalar nafagat nazariy, balki amaliy jihatdan ham muhim
ahamiyatga ega. Ulardan,
masalan, ketma-ketliklarning limitini hisoblashda keng feydalaniladi.

4-misol. lim ﬂ_: limitni toping.

Sa—-

Yechish. Kasrning surati va maxrajidagi ketma-ketlikfar limitga
ega emas, chunki ular chegaralanmagan. Shu sahabli  bo‘linmaning
limili hagidagi  S-xossani to‘g‘ridan-to'g‘ri qollab bolmaydi. Ba
Xossani go‘llash uchun avval ketma-ketlikning surat va maxrajini n ga
bo‘lamiz va keyin yaqinlashuvchi ketma-ketlikning  xossalarini

(3]
2
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qo‘llaymiz:

341 lim "-+I] lin 3 limes
. 3n i B nj o= aopy 3+0 3
|b1_l:l‘} = lir = 00 = = = =
Bl 8- Iim(8~ _] lim8 - lim—
R (s | SR

4.2.5. ¢ soni

{x"}—{(H ! ]} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlik
",

I ! . K | .
uchun  Nyuton binomi formulasini a=1, =~ da qo‘llaymiz:
b

= = =3 — (= 1
o [ L nln 1) ]1 o a(n—1D(n=2)...(n—(n=-1) =
n 2! n* nl n

yoki

lt.l + :j = Jf| —j—l:J P ::-![1— H[I e iJ(I = 1’;-]]. 2.1)

(2.1) tengiikdan ko‘rinadiki, #» ning o'sishi bilan uning o‘ng
tomonida musbat qo*shiluvchilar soni ortib boradi. Bundan tashqari,

1- 1) (1-2)... katualiklar ortad.

: o e 1 .
a ning o'sishi bilan — kamayadi va
n niNo ny

Shu sababli {3, | = ![{[ i ] ketma-ketlik monoton o‘suvchi bo‘ladi.

H}[ [
(2.1) tenglikka ko‘ra,

['r i ,Ia ] >3, 2.2)

(2.11 tenglikda qavs ichidagi har bir ifoda birdan kichik va shu

. . o !
bilan  birga, #n>2 da - e bo‘ladi.
i3

7!
Bundan
1 [ ] 1 1 2
xalil+ —+ s —<l+ld s b -—=l+ —=3 (2.3)
! 2l ! 2 2= [ 1

38}
[ %]
w



kelib chiqadi. Demak, (2.2) va (2.3) tengsizliklarga ko‘ra, 2<x <3
ya'ni {x }-chgaralangan.

Shunday qilib, {x} ketma-ketlik monoton o‘suvchi v
chegaralangan, U holda Veershtrass teoremagasiga ko‘ra ¢
yaqinlashadi, ya’ni chekli limitga ega boladi. Bu limitni e harfi bilar
belgilaymiz.

Demak,

lim (1+1J =e. (24)
J n
e soniga Neper soni deyiladi. e soni irratsional son. e soni
matematikaning bir gancha masalalarida muhim rol o‘ynaydi. ¢ soni,
masalan, natural logarifmning asosi bo‘ladi: x>0 sonining natural
logarifmi Inx bilan belgilanadi. Bu paragrafda e soniga fagat ta’rif
berildi va u 2<e <3 tengsizlikni qanoatlantirishi ko‘rsatildi. Keyinchlik
e sonining giymatini istalgan aniglikda topish usullari ko‘rsatiladi.

4.2.6. Mashqlar

1. Ketma-ketlikning dastlabki to‘rtta hadi berilgan. Uning umumiy hadini
toping:

1) l.i.-]-.—,...; 2) 5‘2"1_25‘_(72_5 .....
25811 2' 6 24

3) —LL-11, 4) 1515,
2. Chegaralangan ketrna-ketlikkarni ko*rsating:

= 2% 2) x, =cosnz + AUgna.

e 5
3) X =TIH; 4) x, -\//1‘ 41—
5 x, == m 6) x, =In(n+1)-Inn

3. Ketma-ketliklardan qaysilari monoton va qaysilari gat’iy moioton?

n n 2
|J\—‘”j 2);}:11 | T
2 3 f
3w = 4) x =—r,

n 5
5)x =[‘/’_'} 6)x =
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4.1 % _X; . ,;7—|—‘ ketma-ketiik cheksiz kichik ekanligini isbotlang.
=N =i
el B . .
5. E.j' .6—". : dn ¢ i\etma ketlik ga teng limitga ega ekanligini ketma-
147297°50° 34% 3

ketlikning limiti ta’cifidan foydalanib isbotlang.

6. Ketma-ketlikiarning limitini toping:

5-n* 3 +2

o = 2y =

D= A =
* 1

3) 5, = —02n {araliracy

b2t 43027 2 [ w2+l )"
5) x = (it 2)° = (2—-m)° 6) « (JH—IJ —l!:~i1

' ' s ' +2
7 5
7) %, = et

==y — . ——
9z =2 =aln-2; 10) x, =~m ta-~xn"=n

e e, 1
1) x, = -5 —n 12) &, = Yn' =dn =,

id) 14) «
{5) 1 (e - 1)t 16) x = (24 1) 420+ 2)!
' (i =2n " @n+3-@2r-2)
= 2-54d-T+ +2n-2n+3) 1+24+3+%, +n
7)yx, = = — 18) x, =—= e
) w3 ), w2+
L, s AT IS S |

7 7413 (bir=3)on+1) - 2.4 4.6 2n(n+2)
20 2= 22) 5 -3 g

3= 4] i
5 a 3 M. 1+2 24) x _1+3+9+ +3"

4 16 64 | " 2.3 45

1.

25) e — 26) x, =-—stan' +—

" TTE 1
27) v, =[1-3) 28) _-f"’J-

i \i+it

it { 2 _ \‘I'In—n'
e 30)x, =| =

-1 - (7 +1)



43.BIR O‘ZGARUVCHINING FUNKSIVASI

4.3.1. Funksiya

Ikki to‘plam elmentlari orasidagi bog‘lanishni o'ratishga
asoslangan funksiya tushunchasi matematik analiz kursida o'rganilsad;a,
uafagat bu kursming, balki butun  matematikaning  asosiy
tushunchalaridan biri hisoblanadi.

Funksiya tushunchasi

1-ta’rif. Agar X to‘plamning har bir x soniga biror f qoidaga
ko'ra, ¥ to‘plamning bitia y soni mos go‘yilgan bo'lsa. v to‘plamda
Sfunksiya berilgan deyiladi va f:x— 3 yoki y= /(=) kabi belgilanadi.
Bunda s funksiya X to‘plamni Y to‘plamga akslantiradi deb
aytiladi. X to‘plam f fimksiyaning aniglanish sohuast deb ataladiva
D(f) bilan belgilanadi, yeY to‘plam f funksiyaning qiymatlar sohasi
deb ataladi va E(f) bilan belgilanadi.
Bunda x funksiyaning argumenti yoki erxli o ‘zgaruvchi, y funksya
voki x ga bog lig o'zgaruvchi deb ataladi. .
y=f(x) funksiyaning x= x,(x, € X)nugtadagi xususiy giindi
F(x)=, yoki 3| =y, kabi belgilanadi. Masalan, f(x)=3x == bo'lsa.
H0)=-2, r()=1.
y=f(x) funksiyaning grafigi deb oy koordinataiar
tekisligining  abssissasi x argumentning qiymallaridan va ordinatast
y funksiyaning mos giymatlaridan tashkil topgan barcha (¥:/(x)),
xeD(f)  nuqgtalari  1o‘plamiga
aytiladi. Funksiyaning prafigi tutash
chiziqdan (egri chiziqdan yoki to‘g'ri
chizigdan) iborat bo‘lishi yoki ayrim
nugtalardan tashkil topishi mumkin,
masalan, y=n!, neN funksivaning

. 0

grafigi 12,6... nugtalardan iborat -

bo‘ladi .

‘ H'ar qanday chiziq ham biror . v
funksiyaning grafigi bo‘lavermaydi, I

masalan, ¥ +yt=1l aylana 4-shakl.
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funksiyaning grafigi bo‘lmaydi, chunki har bir xe(-1;1) uchun y ning

bitta emas balki ikkita giymati mos keladi: y, =+i-x* va y,=-J/1-x'

(4-shakl). Bunda funksiya ta’rifining bir qiymatlilik sharti buzilad:.
Ammo aylananing quyi yarim tekislikdagi bo‘lagi y=—+vi—x’

funk-sivaning, ynqori varim tekislikdagi bo‘lagi esa y=+l-x'
funksiyaning grafigi bo‘ladi.

Funksiyaning berilish usullari

Funksiyaning berilishi, ya’ni » ning har bir giymatiga y ning
yagona giymatini topish turli usulda berilgan bo‘lishi mumkin. Amalda
funksiya berilishining analitik, jadval va grafik usullari ko‘p qo‘llaniladi.

Analitik usulda x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish bir yoki
bir nechita formula orqali beriladi. Masalan,

x—35, agarx <3,
y=x'; y=smZx, y=4% , : .
{x' +2, agarx=3.

Funksiya y=f(x) ko‘rinishda yozilganda, ayrim hollarda
funksiyaning aniqlanish  sohasi D(f) ko‘rsatilmaydi. Bunda,
funksiyaning aniqlanish sohasi x ning f(x) funksiya ma’noga ega
bo‘ladigan barcha qiymatlari
to‘plamidan iborat deb qaraladi.

Jadval usulida x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish jadval
orqali beriladi. Masalan, logorifmik fuksiyalarning, trigonometrik
fuksiyalarning jadvallari.

Amalda jadval orqali funksiyani kuzatish natijalari yoki uning
tajribada olingan giymatlari beriladi.

Grafik usulida fuksiya-ning grafigi beriladi. Bunda funksiyaning
argumentning u yoki bu qiymatlariga mos qiymatlari bevosita shu
grafikdan topiladi.

x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish yugorida keltirilgan uch
usu! bilan chegaralanib qolmasdan, boshqa shakliarda berilishi ham
imumkin. Masalan, EHMning hisoblash programmasi shaklida,
tavsiflardangina iborat holda.

Funksiyaning rmonotonligi

v=f(x) funksiya X to‘plamda aniqlangan va { =(a;b) c X bo‘lsin.
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2-ta’rif. Agar Vx.x,el uchun x <x, bo'lganda f(x)< F()
(f(x)> f(x.)) tengsizlik bajarilsa, g
y=f(x) funksiyaga I intervalda ‘ ‘_
o ‘suvchi (kamayuvchi) deyiladi.

3-ta’rif. Agar Vx,x, e/ uchun
x,<x, bo‘lganda f(x)S f(x,)
(f(x)2 f(x,)) tengsizlik bajarilsa,
y=f(x) funksiyaga [ intervalda ; - g
kamaymaydigan (0’smaydigan) - 3 g
deyiladi.

Masalan, grafigi  5-shaklda |
berilgan  funksiya (-2) intervalda kamayuvchi, (1:€) intervalda
kamaymaydigan, (3;6) intervalda o‘suvchi. X

Barcha bunday funksiyalar / infervaldu moncton Junksiya nomt
bilan umumlashtiriladi. Bunda o‘suvehi va kamayuvchi funksiyalarga [

intervalda qat'iy monoton funksiyalar deyiladi. anksiya monoton
bo‘'lgan iniervallar monotonlik intervallari deb ataladi.

I
[
=
(%]
=l

3-shakl.

Funksiyaning juft va togligi
= f(x) funksiya X to'plamda aniglangan bo*lsin. . -
Agar Vxe X uchun —xe X va f(-x)= f(x) bo‘lsa. j{x) funksiyaga

Juft  funksiya deyiladi. Masalan, y=x%, y=cosx, =+ —jult
funksiyalar,

Jufl funksiyaning grafigi ordinata o‘giga nisbatan simmetriic
bo'ladi. \

Agar Vxe X uchun —xeX va f(=x)=-/(x) betisa f(x) funksiyaga
t0q fuitksiya deyiladi, Masalan, y=x", ¥ =sinx—toq funksiyalar. .

Toq funksiyaning prafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik
bo'ladi.

Juft ham, tog ham bo‘lmagan funksiva umumiy ko rinishdagi
funksiya deb ataladi. Masalan, y=x-2. y=vx - umumiy ko'rinishdagi
funksiyalar,

f(3) va g(» funksiyalar juft funksiyalar bo*lsa,

T+ g, F)- (), [()- g ’H (g(x)%0)
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funksiyalar ham juft bo'ladi.
J{x) va g(x) funksiyalar tog funksiyalar bo‘lsa,

S +g(x), J(x)-g()
funksiyalar toq bo‘iadi,

1920, 22 (g(0)20)
g(x)

funksiyalar esa juft bo‘ladi.

[-misol.  f(x)=In(2x+1+4x?) funksiyalarning tog ekanini
ko rsating.
Yechish. Toq funksiya uchun

F(=x)=-7(x) yoki f{x)+ f(-x}=0
bo‘ladi.
Tekshirib ko'ramiz:

£ix) = f(=x) =In(2x + 1 +4x7) + In(-2x + /1 + 4x? ) =
=n(l + 4x" - dx")=Ini=0.

Bu munosabatdan x e D(f) bo‘lsa. - x e D(f) bo‘lishligi kelib chiqadi.
Demak, funksiya tog.

Funksiyaning chegaralanganligi

¥ = fix) funksiya X to‘plamda aniglangan bo‘Isin.

4-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni topilsa va Vxe X uchun
J(x)<M tengsizlik bajarilsa, f(x) fuksiya Xto‘plamda yugoridun
chegaralangan deyiladi.

5-ta‘rif. Agar shunday o‘zgarmas m soni lopilsa va Vxe X uchun
F{x)>m tengsizlik bajarilsa f(x) funksiya X to‘plamda quyidan
chegaralangan deyiladi.

6-ta’rif. Agar f(x) funksiya ham quyidan, bam yuqoridan
chegaralangan bo‘lsa. y'ani shunday o‘zgarmas m va M sonlari topilsa
va Yxe X uchun m< f(v)<A tengsizlil bajarilsa, f(x) funksiva X
to’plamda chegaralangan deyiladi.

Masalan, y=1-x' funksiya yuqoridan M =1 soni bilan
chegarvajangan, y=2+x' funksiya  quyidan m=2 soni bilan
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chegaralangan, y=sinx funksiya quyidan m=-1 soni bilan va
yugoridan M =1 soni bilan chegaralangan.

Funksivaning davriyligi

y= f(x) funksiva X to‘plamda aniglangan bo‘lsin.

7-ta’vif. Agar shunday o‘zgammas T (T =#0) son topilsa va
Vxe Xuchun x+TeX, x-TeX, f(x£T)=f(x) bolsa, fix)funksiyaga
davriy fimksiya deyiladi. Bunda 7 larning eng kichik m usbat gtymati
T, g8 f(x) funksiyaning davri deyiladi.
Masalan, y=sinx funksiyaning davri 27. (gY funksiyaning
davri .

2-misol. f(x)=4sin3x +3cos3x funksiyaning €ug katta qiymatini va
davrini toping.

. s ! b ) '
Yechish. acosx + bsinx=a* +b° cos(x—¢) fk‘/’ =arglig _Jl formulzig
14
ko'ra,
= = 4
f(x)=3" +4 cosx - g) = Scos(Bx - ¢), @ =L -
. . B ° (2 LI, 3
Bu funksiyaning eng katta giymati fi1 i—.j ] B

Ve i
Asos(ax+p) funksiyaning davri T, == bo‘ladi. Bundan 7,= -
a :

4.3.2. Teskari funksiya

Aniglanish sohasi X va giymatlar sohasi » bo’lgan fix)
funksiya berilgan bo‘lsin. Agar bunda har bir ye¥ giymat  yagona
xeX giymatga mos qo‘yilgan bo‘lsa, u holda aniqianish sohasi 1 va
qiymatlar sohasi x bo‘lgan x=q(y) tunksiya aniqlangan boladi. Bu
funksiya y= f(x) ga teskari funksiya deb ataladi va x=o()=f (1)
kabi belgilanadi,

¥=1(x) va x=p(y) funksiyalar o zaro feskari funksiyalar deyiladi.
Bunda y= f(x) funksiyaga teskari x=giy) funksiyani topish uchun
f(x)=y tenglamani v ga nisbatan yechish (agar mumkin bo‘lsa) yetarli.
Masalan, y=a* funksiyaga teskari funksiya x=iog,y funksiya bo'ladi.
y=x" funksiyaga re[0i]da x=.yteskari funksiya mavjud, x<[-1:1] da
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esa mavjud emas, chunki bunda y ning har bir giymatiga x ning
ikkita qiymati, masalan, y=1 ga x, =-1, x, =1 mos keladi.

Teskari funksiya ta'rifiga ko‘ra, y=f(») funksiya ¥ va ¥
to‘plamlar o‘rtasida bir qiymatli moslik o‘rnatsagina y = f(x) funksiya
teskari  funksiyaga  ega
bo‘ladi. Bunda har ganday ¥
gat’ty  monoton  funksiya [y=7()
teskari  funksivaga  ega ;
bo'ladi  devish  mumkin Sy=x
bo’ladi. Bunda agar funksiya :
o‘ssa (kamaysa), u holda (i
unga teskari funksiya ham 1
o‘sadi (kamayadi). e

y=f(x) va unga teskan

x=p(») funksiyalar bitta egri 0
chiziq bilan ifodalanadi, ya’ni &
ularning  grafigi  ustma-ust

tushadi. Odatdagidek, 6-shakl.

argument (erkli o‘zgaruvchi)

x bilan va funksiya (bog‘liq o‘zgaruvchi) y bilan belgilansa. y = f(x)
funksivaga teskari funksiya y=g¢(x) deb yoziladi. Bu y= f(x) egri
chizigning M (x,;y,) nuglasi y=g(x) egri chiziqning M,(y,;x,) nuqtasi
bo‘lishini bildiradi. Bu nuqtalar y=x to‘g‘ri chizigga nisbatan
simmetrik bo‘ladi (6-shakl). Shu sababli o zaro teskari v=f(x) va
v=o(x) funksivalarning grafiklari 1 va I choraklar koordinata

[y=mp(x)

burchakiarining bissekirisalariga nisbatan
simmetrik  bo‘ladi.

4.3.3. Murakkab funksiya

X toplamda qiymatlar sohasi 7 bo‘lgan z=¢(x) funksiya
aniqlangan bo‘lsin. Agar Z to‘plamda y=f(z) funksiya aniqlangan
bo‘lsa, u holda ¥ to‘plamda y= f(p(x)) murakkab furksiya (yoki
z=p{x) va y=f(z) funksiyalarning superpozitsiyasi) aniqlangan
deyiladi.

z=¢(x) o'zgaruvehi murakkab funksiyaning oraliG argumenti deb
ataladi. Murakkab funksiyaning oraliq argumentlari bir nechta bo‘lishi
ham mumkin.
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Masalan, y=cos5x murakkab funksiya, chuaki u y=f(z)=cosz
va z=p(x)=5x funksivalaming superpozitsiyasidan iborat.
4.3.4. Elementar funksiyalar sinfi
Quyida keltirilgan funksiyalarga asosiy  elementar funksiyalar
deyiladi.
1. O%garmas funksiya y=C(CeR). } o
O¢zgarmas funksiya: D(f)=(-=+0), E(f)={C} chegaralangan, Juit
davri ixtiyoriy T. . T (O
O'zgarmas funksiyaning grafigi abssissalar o'qiga paraliel to'g'nt
chiziqdan iborat bo‘ladi.
2. Darajaii funksiya y=x", aeRa #0. ‘ il
Hamma darajali funksiyaning grafiklari (i) qurad.an S o
1) a=n, n-butun musbat son. Bunda 'iunkSly'd}‘-mg . gtzas‘fn
koordinatalar boshida abssissalar o‘qiga ul‘unaql (n22 da). ';;:‘;I'uiuanda
bo‘lganda ordinatalar o‘qiga nisbatan simn:.etrll'\, n toq s}:lilkl) i
esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo-tadi (7-shakl).

Iva 1l choraklar koordinata burchaklari bissektrisalarining graliginl
ifodalaydi (7-shakl),

. y n=3 I ,'5‘11 2
k.

s 2 f/', / [

\ | i n=1 !

AN . |
N\ l\ P L : M
//'/i 1 x ! (& 1
VA

72 1

9
n=-1
7-shakl. 8-shakl.

2) @=-n, n-butun musbat sor. Bunda funksiyaning grafigi » jull
son bo‘lganda ordivatalar o‘qiga nisbatan simmetrik, toq 5‘).{‘
bo‘lzganda  esa  koordinatalar  boshiga  nisbatan  simmetris
bo'ladi (8-shakl). n=1da teskari proporsional bog'lanish graiigint
ifodalaydi (8-shakl).
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m a
3) a=r, r=—, m va n-o0‘zaro tub butun sonlar. Bunda » juft son
n

bo‘iganda D())=[0;+), n toq son bo‘lganda D(f)=(-=i+=l.
Funksiyaning grafigi » toq va m juft son bo‘iganda ordinatalar o‘giga
nisbatan simmetrik (9-shakl), » va m toq sonlar bo‘lgnida
koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik  bo‘ladi (10-shakl). r<1 da
grafik koordinatalar boshida ordinatalar o‘qiga urinadi (9, 10-shakl),
r>1 da grafik koordinatalar boshida abssissalar o‘giga urinadi (11-
shakl).

¥ } J"f s 'l
1
y=x
15 ]
y=x :
1% gl | % et
o : A ST
- s x
{)‘ 1
9-shakl. 10-shakl. 11-shakl.
Y m o o Bunda
4a=q. g=—<0, mva n-o‘zaro tub butun sonlar, ##
i 1
n juft son bo'lganda D(f)=(0;+c)(12-shakl), »n toq sof bo'l.ganoa
D(/)={(-;0) U{0;+0). Fuuksiyaning grafigi » toq va juft son
va m iy

bo‘lganda  ordinatalar o‘qiga nisbatan simmetrik, »
sonlar  bo‘lganda esa koordinatalar boshiga nisbatan
bo*ladi (13-shakl).

simmetrik

Yi Ry
y=x7
¥ 1
(i
A ji—
ol | .
o=
0 i x
12-shakl. 13-shakl.



3. Ko'‘rsatkichli funksiya y=a*, ae R,a>0,a#1.

Ko‘rsatkichli funksiyada D(f) =(~ooie), E(f) = (0;+<0). Bu funksis
a>1 bo‘lsa, R da monoton o'suvchi, 0<a<1 bo'lsa, R da monoto
kamayuvchi.

Ko'rsatkichli funksiyaning grafiklari (0;1) nuqtadan o‘tadi.

Ko‘rsatkichli funksiyalar grafiklari 14-shaklda keltirilgan.

y y
: y=log x
| {fa=>1)
/ | X
/ \
y=a J,"I j=a* )
O<a<)) / la=0 0 *
d/ SN
o \\ ' y=log, F—
0 x (B<a<l)
S-shakl.
14-shakl. I5:353%

4. Logarifmik Sutksipa y=log x, aeR, a>0, a#l.

Logarifmik funksiyada
D(f) = (0;+o0) va 4
E(f)=(-wt00), g5 bo‘lsa, ]
D(f)da  monoton o‘suvchi, &=
0<a<] bo‘lsa, D(f)da R
monoton kamayuvchi; yv=a* X -
8a teskari funksiya, =

Logarifinik funksiyalarning 16-shakl,
grafigi (1;0) nugtadan o‘tadi.

Logarifmik funksiyalaming grafigi 15-shaklda keltirilgan.

5. Trigonometrik Sunksipalar:

smx

Sr=siny: D(f) = (—o), E(N)=[-K1], chegaralangan, tog,
davri 27 (16-shak ).
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o y=cosx: D(f)=(-2;+x), E(f)=[-1i], chegaralangan, juft, davri

2 (16-shakl);

°y=1tgx:
D(f) =((2'7 = 1)% ;(Zn + l)%), neZ,
E(f) = (~oo;+2), toq, davri 7 (17-shakl);

ey=clgx:
D(f)=(nm;(n+)r), neZ,

E(f)=(-35;+), tog,
davri 7 (17-shakl).

6. Teskari trigonometrik

Suaksiyalar:
o y=arcsinx: D(f)=[-11],
: e
E()=|-ZE |,
Lz 2]
»)
r __J_l_=__ﬁl'CSm he
= :
S
-1 200 1 X
_{ T

2
18-shakl.

' Y ' ' '
aoon 1 4: TS
A 1 :‘: o j:
WO | B B
s ol
i Dt
:"”-': ‘,.j: ; “; ’
0 s a 2/"\5
l N A t, o
-momlhNg BN
.‘E: ;’] 22 ; !
AR B e
' 9 fovly
¥ ot o g
1 i r i
o
R T
17-shakl.

chegaralangan, tog, monoton o*suvchi (18-shakl);

B4
-------- "
R
i i Y = arccosx
2 \‘\
Ay
i i
-1 0 1 x
19-shakl.

ey=arccosx: E(f)=[-}l], E(f)=[0;7], chegaralangan, monoton

kamayuvchi(19-shakl);

¥

-

Ty =arcgx

5

[}

s

T
-

b e

20-shakl.

¥

NN

\. Y= arccigy
.

Q X
21-shakl.



sy=arcige:  D(f}=(-c;40), L’(.ﬂ:[— gﬂ tog, monoton
osuvehi (20-shakli);

sy=arccige:  D(f)=(-m+2), E(S)=(0;7), monoton
kamayuvchi (21-shakl).

Asosiy elementar funksiyalardan chekli sondagi arifmetik amallar
(qoshish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish) va superpozitsiyalash
yordamida hosil gqilingan bitta formula bilan berilgan funksiyaga
elementar funksiya deyiladi.

Masalan, y= P(x)=ax"+ax™" +. .+a _x+a, y= lg*(sin2x) +e™,
| S
y=arccos— +¥x* — elementar funksiyalar.
X

Elementar bo'lmagan funksiyalarga quyidagi funksiyalar misol
bo‘ladi:

f

I, agarx>0, i1
5 ’ —, ggar x>1),
y=signx=41 0, agarx=0, =43
]—I agar x <0, ‘ x', agarx =0,
3 X = X
‘11:1-_4.L_ (=1

wtes Y ey
4.3.5. Giperbolik funksiyalar

Ko‘rsatkichli funksiyalardan hosil gilinadigan quyidag! clementar
funksiyalarga giperbolik junksiyalar deylladx

* giperbolik sinus: y = shx, .slzx=-—1 — (22-shakl);

g

e

= wh
VS A fy = chx

I !

o

|

|
) B

22-shakl, 23-shakl.

2
[y
(=)



o giperbolik kosinus: y = chx, chx= e—% (23-shakl);

e

=€ (24-shakl);
e

o giperbolik tangens: y = thx, thx =

e +
iperboli : =S (25shakl
o giperbolik kotangens: y = cihx, ctix=——(25-shakl).
g =£
v
- 1|
//"y=rh.x el SE—— s
IV Xy [
a0 0 EE L R
-1
"""""""""" 7| M. N
24-shakl. "‘.—j"hakl_

4.3.6. Oshkormas va parametrik
ko‘rinishda berilgan funiksiyalar

Agar x  va p o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish y=f(x)
ko'rinishda ifodalansa. bu funksiyaning oshkor ko‘rinishdagi berilishi
hisoblanadi. Shuningdek. ayrim hollarda funksiyaning oshkormas
ko‘rinishidan foydalanishga to*z'ri keladi.

Funksiya A to‘plamda aniqlangan bo‘lsin. Agar har bir xe X songa
mos qo‘yilgan vagona y son  F(x,p)=0 tenglamani ganoatlantirsa,
y= () funksiyaga F(x,y)=0 tenglama bilan oshkormas ko ‘rinishda
berilgan funksiya deyiledi.

Agar x va y o'zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish ikkita x=x() va
v=x(r), te X [(unksiyaler berilgan bo‘lsin. U holda Oxy koordinatalar
tekisligining keordinatalari  (x(6);y(r)) bo‘lgan barcha nugqtalari
to‘plamiga parametrik ko‘rinishda berilgan chiziq (egri chiziq yoki
to‘g i chizig) deyiladi. Bunda ¢ parametr deb ataladi.

Agar parametrik ko‘rinishda berilgan chiziq y= f(x») funksiyaning
grafigini ifodalasa. bu funksiyaga parametrik ko 'rinishda berilgan
Junksiva deyiladi.
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4.3.7. Mashqlar

1. Funksiyaning aniglanish sohasini toping:

I+x*
3
x +8

3) fx)=v4-x;

1) f6x)=

SN o A
we \sz—11x+18’

T fix)=Jx=7 +/l0-x,

9 FX)=vx—2+Vi-x+fxi 44,

11) f(x)=arcsinx —arccos(4 —x),

13) f(x= log, Inlg x;

15) f(x)= e log, (2~ 3x);

17) flx)=+G-4x +mucusxi_;1{"—.

a o 3 .
19) Sx)= ﬁ—ﬁm 2x.

2) flx)= 2%

x'+5x+6°

5
4 e E
) /= (x—Dx+2’

6) f(\_}:l'fi-h':—.\"‘

cosmy

8) f(x)=v2x+1-Jx<L:

10) f(.v)=4.r’—8+3‘/2‘__l.

12) f(x)=arcsin{x—2)+3In(x -2),

14) s(x)=Insinx;

f"l- -3 +7-x
16) fiz)=1n| 22222
.\ 11"['“ ~b)
x+2

+25,

18) f{(x)=arcces 5

x=In(x r_‘]

20) fix)=—=
VE=-x

2. Funksiyaning giymatlar sohasini toping:

1) f(x)=x*+4x+2

3) f(x)=2sinx-5;
5) flxy=27—y;
7) S =95
9) f(x)=3|x]-1

9

) iy — 2
S T T

2) flx)=AT=x+2

4) fi{x)=smx+cosx;
6) fix)=2e" +1;

8) f(x) ‘—'-! arcigy,

i
10) flx)=—
j2x=3|
- 2
12} f(x)= ——=
V2x® —4x+3



3. f(x)=x"2" funksiya berilgan. Quyidagilarni toping:

- 7%
1) 76, 2) f-Vay; 3) f(=x); 95 i j
4. Funksiyaning monotonlik oraliglarini toping:
1) f(3)=x"-5x+6: 2) f(x)=x"+arcsm x;
3) fix= -i.. , 4) f(x)=arctgx—x.
X

3. Funisiyaning jufl, toq yoki umumiy ko‘rinishda ekanini aniqlang:

) f(x)=x"-3x-x", 2) f(x)=x'+35x% =L
3) (v = ﬂ, 4) f(x)=ctgdx+cos2x:
X

S) flv)= mfﬁl 6) f(x)=Ilx=x +1);

(3-x/
7 f(=2]x-% 8) f(x)=x}x];

: i
9) fix)=3"{x+sinx), 10) f(-"}=[ - 1‘"

2
6. Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatiarini toping:

[} f()=(k-n)cos*x+n (0<k <ny. 2) f(x)=dsinx’;
3) f(x)=sin2x + cos2x: 4) f(x)=3smx+4cosx;
3) f(x)=sin'x-cost x; 6) f(x)=|cosdx|

7. Funksiyaning monoton, gat’iy monoton yoki chegaralangan ekauini
aniglang:
: ] +2
1) f(x)=sm" x; 2)[(3:):."——'
x+7

.I x. agarx<0,

3) fix)=+3x—-4; 1) fx)= ]

-3, agar x 20

8. Funksiyaning davrini toping:

1) /()= -2c0s>: 2) f(x) =crg(2x~3),

3) f{x)=tgv-cos, 4) f(x):smicosicosxcosl\‘;
2 2 2

S) f(x)=sin* x—cos' ¥, 6€) f(x)=sin2x +cosix;

7) fix)=|sin2x|, 8) f(x)= cos3x|,
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9
9) f(x):smir-w»cosg; 10) /(x):/gi—ctg?—xuing
2 3 3 2 3

9. Funksiyaga teskari funksiyani toping:

1) p=3x+5; 2) y=—>m;
1+x
3) y=4+log,x; 4) y=2sin3x.

19. f(g(x)) va g(f(x) murakkab funksiyalarni toping:
1) f(x)=3x+], g(x)=x"; 2) fixy=sinx, g{x)=x}

3 fx)= E}ﬂ 2lx)= 4) f(x)=2", g(x)=log, x.

=i
4-x

11. Funksiyaning grafigini chizing:

1) y=x*+4x+3; 2) y=-2sn3x;

T) ol 4 y=-2*|x];
2x+)

5) y=xsmx: 6) y=x+sinx.

7) y=arccos|x|; 8) y=3=

12. Ayniyatni isbotlang:

—th? __]_ ) ot _==_1__
D 1l 2) cotx-i= -l
2x -]

3 clfx:-@; 4) Dl f—---
2 ]

5)sh(ln x) =r2—‘; 6)ch(inx) = v

13. Qaysinuqta y+cosy-x=0 funksiya grafigiga tegishli ekanini aniglang:
£
A(LD), BO:OY, €| ’; f] D(x-1.7).
\2'2)

e . . . LA
14. Qaysinugta { l, ]'l parametrik tenglamalar bilan berilgan cgri chizigga
=+

tegishli ekanini aniqlang: 4(13): }'.-‘{ I

3 e, po
4/

15. Berilgan funksiyani y = y(xj ko‘rinishga keltiring:

“J.:—-.'-r'.‘ <Ifx=3>‘m1,

. 2)
|¥y=1"+di+3; v =2¢0s¢



4.4. FUNKSIYANING LIMITI
4.4.1. Funksiyaning  limiti

Funksiya limitining (@’riflari

Biror X sonli to‘piam berilgan bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar x, =X nuglaming ixtiyoriy £ (e-0) avoficz /
to*plamning cheksiz ko'p elementlari yotsa, x, augtagz & fopias
limif nugtasi deyiladi.

Masalan, ).':(fl:ne N : to‘plam uchun x, =0 limit nugta bo'lz2

Ln ;

/(x) funksiya X toplamda aniqlangan va x, nugta X foplaminz
limit nuqtasi bo‘lsin.

2- 1a’vif. (fmksiva limitining «ketma-ketlik tilidagi» yoki Ge:ne
ta’rifi). Agar X toplamning  nuqtalaridan  tuzilgan » nuctagz
yaginlashuvehi har qanday {x,} ketma-ketlik (x, #x, ) olinganda ham.
bu ketma-kotlikka mos {f(x)} ketma-ketlik hamma vagt yagona -
limitga intilsa, 4 soniga 7(x) funksiyaning x, nuqladagi yoki x —
dagi limiti deyiladi va bu lim f(x) = 4 deb yoziladi.

3- ta’vit. (funksiya limitining «£ -6 tilidagin yoki Koshi ia’rifi).
Agar Ve>0 son uchun shunday §>0 son topiisa va x ning
O0<|x-x,| <d tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xelX, x#x
giymatlarida | f(x)- dj<¢ tengsizlik bajarilsa, A soniga f(x)
funksiyaning x, nugtadagi yoki x - x, dagi limiti deyiladi va bu
lim f(x)= 4 deb yoziladi.

Funksiya limiti uchun berilgan Geyne va Koshi ta’riflari o‘zaro
ckvivalent ckanligi isbotlangan. Shu sababli funksiyaning nugtadagi
limitini topishda bu ta’riflarning istalgan biridan foydalanish mumkin.

x, ga intiluvehi {x; ketma-ketlikni yetarlicha ko'p usul bilan
ianlash mumkin bo*lganligi uchun Gevni ta’rifidan funksiyaning limitini
topishdan ko‘ra, funksiyaning nuqgtada limitga ega bo‘tmasligini
ko'rsatishda foydalanish qulaylikka ega bo‘ladi. Buning uchun x, ga
nugtada limitga ega bolmagan biroria {f(x,)] ketma-ketlikni topish
yetarli yoki har xil limitlarga epa bo‘lgan {f(x))} va {f(x7)} ketma-
ketliklarni ko‘rsatish kifoya.
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1-misol. f(x)=sinl funksiya x=0 nuqtada limitga ega
X
bo‘lmasligini ko rsating.
) I

Yechish. x=0 nugqtaga intiluvchi ikkita {L} va | !\ ketma-

n | L
=3

hI

ketiiklarni qaraymiz. Mos {f(x)} ketma-ketliklar har xil limitlarga

o \1 |

intiladi: {sinnz} ketma-ketlik nolga intiladi, {sin[% +2nr | ketma-ketlik
2 /)

esa birga intiladi.

Demak, f(x):sinl funksiya x=0 nuqtada limitga ega bo‘hnaydi.
X

2- misol. lim(3x ~2) =1 ekanini ko‘rsating.
Yechish. Ve >0 son olamiz. Shunday & >0sonni ko‘rsatishimiz
kerakki, | x—1|< & bo‘lganida | f(x)-1|<¢ bo‘isin.
Bunda f(x)=3x-2: | f(x)=1]4Bx=2)—1|=3x -3{d3(—)!=3{x-1|
bo'lgani uchun & =£,‘ deb olsak, {x-i|< & bo‘lganda | f(x)—1i<e bo'ladi.
Demak, lim(3x~2)=1.

Xususan, e=ldad=-, g=

3

w |-

Shunday qilib, &6 son £ songa bog‘lig bo‘ladi. Shu sababli
keyingi ta’riflarda 6 =5(¢) deb olamiz.

Izoh. Funksiyaning x, nuqtadagi limiti ta'rifida x, nuqtaning o'z
qaralmaydi. Shunday qilib, funksiyaning x, nugtadagi qiymati
funksiyaning bu nuqtdagi limitiga ta’sic gilmaydi. Bundan tashgqari,
funksiya x, nuqtada aniqlanmagan bo‘lishi ham mumkin. Shu sababli
X, nuqtaning atrofida (x#x, bo‘lganda) teng bo‘lgan ((x=x, da har xil
qiymatga ega bo‘lgan yoki ulardan bittasi yoki har ikkaiasi
aniqlanmagan) ikkita funksiya x— x, da bitta limitga ega bo‘lishi
yokiulaming har ikkalasi limitga ega bo‘Imasligi mumkin.

. i, x#0, - .
3- misal. 'F.{xh{ll . 0 bo‘lsa, lim f(x} limitni toping.
. X= e

Yechish. g(x)=x', —c<x <+ funksiya x=0 dan tashqari, barcha

el
~
o



nugtalarda  f(x) funksiva bilan ustma-ust tushadi va limg(x)=0
bo‘ladi. Shu sababli lim £(x)=0.

Funksiyaning nuqtadagi limiti ta’rifini geometrik nugtayi nozardan
shunday talgin qilish mumkin: agar 4 soni f(x) funksiyaning
x, nuqtadagt limiti bo‘lsa, 4 nugianing istalgan ¢ atrofi uchun

x, nuqtaning shunday & atrofi y

topiladi va é atrofdagi barcha Y= £0)

x (x#x,) nuqtalarda f(x) fupksiya- .

ning mos giyvmatiari 4 nuqraning i /"f ;
¢ atrofida  yotadi. Boshgacha )| S A B -
aytganda f(x) fitnksivaning // : !

& awofdagi grafigi A=€ [r et e E..
y=A-& va y=A+e to'g'i chiziglar

bilan  chegaralangan, kengligi 2] Ko -5 X X 40 x
2¢ ga teng boflgan tasmada 26-shakl.

Jjoylashadi {26-shakl).

4-ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday §=35()>0 son topiisa
va x ning x, <x<x, +8 (x, — <x<ux,) tengsizlikni ganoatlantiruvehi
barcha giymatlarida | f(x)-4|<s tengsizlik bajarilsa, 4 soniga f(x)
funksivaning x, nugtadagi o'ng (chap) limiti deyiladi va
Jim j(x)=4 yoki f(x+0)=A (lim f(x)=4 yoki f(x—0)=4) kabi
belgilanadi.

f(x} funksivaning x nuqtadagi o‘ng va chap limitlari bir tomonlama
limitlar deb ataladi. Agar f(x) funksiyaning x, nugtadagi o‘ng va chap
iimitlari mavjud va bir-biriga teng, ya’ni f(x, +0)= f(x, —0)= 4 bo‘lsa,
x, hugtada 7(x) funksiyvaning limiti mavjud va fim f(x)= 4 bo‘ladi.

»y=j(x) funksiva (—w:+w) intervalda aniglangan bo‘lsin.

S~ ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday &6=4(¢)>0 son topilsa
va x ning x>8 (x<-d)tengsizlikni ganoatlantiruvchi  barcha
qiymatlarida | f(x)-4|<e tengsizlik bajarilsa, 4 soniga f(x)
funksiyaning X > +® (x - —0) dagi limiti  deyiladi  va
lim fx)=4(lim fix)=4) kabi belgilanadi.

Funksiyaning cheksizlikdagi limiti ta’rifini geomerrik nuqtayi
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nazarder bunday talgin gilish mumkin: agar lim f(x)= 4 (lim 7(x)=4)

bo’lsa, Ve>0 son uchun shunday §=8(e)>0 son topiladiki,

xe(G;+0) (xe(-=;-8)) larda  f(x)  funksiyaning  giymatlari
4 nuqtaning ¢ atrofida yotadi.

Limitlar haqidagi teoremalar
Funksiya limitining «ketma-ketlik tilidagi» ta’rifi vaqinlashuvchi
(limitga ega) ketma-ketliklamning xossalarini funksiyaning limiti uchun
o‘tkazish imkonini beradi. Bu xossalamni ifodalcvchi teoremalar bilan

tanishamiz va ulaming ayrimlarini isbotlaymiz. Bu teoremalarda
qaralayotgan funksiyalar x - x, da limitga ega deb hiscblaymiz.

1-teorema. Funksiya x — x,da yagona iimitga ega bo‘ladi.
2-teorema. [kkita funksiya algebraik yig‘indisining limiti bu
funksiyalar limitlarining algebraik yig‘indisiga teng, ya'ni
Hm(f (x} £ g(x)) = lim /(x) £ lim g{x).
Ishoti. Ixtiyoriy {x,} kema-ketlik olamiz.
Bu ketma-ketlik uchun X, X, X, #x,, X,€D(/)mDig) boisin.
U holda
fim (f(x) + g(x)) =lim ((f(x,) £ g(x,)) =

T

=lim f(x,)xlim g(x )=tm f(x)=lim g(x).
Demak,

lim(£() £ £(x)) = lim j(x) £ lim g ().

3-teorema. likkita funksiya ko‘paytmasining Hmiti bu funksiyvalar
limitlarining ko‘paytmasiga teng, ya’ni

lim(/(x) g(x)) = lim /(x)-lim g(>).
L-natija. O‘zgarmas funksiyaning limiti uning o‘ziga teng, ya'ni

imC=C.

; 2-natija. O'zgarmas ko‘paytuvchini Hmit belgisidan tashqariga
chigazish mumkin, ya’ni

lim(k- F(x) =4 -lim /(x), ke R.
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3-natija. Funksiyaning musbat ko‘rsatkichli darajasining limiti bu
funkstiya limitining shu tartibli darajasiga teng, ya’ni
lim( /()" = lim f(xp*, p>0.
4-teorema. Ikki funksiva bo‘linmasining limiti bu funksiyalar
limitlarining nisbatiga teng, ya’ni
lim f(x)

m IO o™ Ty 0,

i 7. s
e g(x)  lim g{x) ==

Toaag

S-teorema. Agar x, nugtaning biror atrofidagi barcha x uchun
J(x) < g(x) tengsizlik bajarilsa, u holda lim f(x)<lim g(x) bo‘ladi.

=
6-teorema. Agar », nugtaning biror atrofidagi barcha x uchun
F{x) < p(x) < g(x) tengsizlik bajarilsa va lim 7(x)=lim g(x)=A4 bo'lsa,
u holda lim o(x) = 4 bo‘ladi.
7-teorema. lim g(x)=0, lim f(x)=C =0 bo‘lsin.
oy

U holda:

1) agar [x-x, <& (8 >0) tengsizlikni ganoatlantivuvchi barcha  x

uchur ) >0 bo‘lsa, Iim A
(x) n g(x)

=+o bo‘ladi;

2} agar |x~x, |<6 {6>0) tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

) <o bo'lsa, iim £ = w0 botladi.

£(x) e g

fix
¥ uchun &%

B-teoremia. Agar lim f(x)= A=x bo‘isa, u holda x, nuqtaning

yetarlicha kichik atrofidan olingan x (x#x,) giymatlarda f(x)funksiya
chegaralangan bo‘ladi.

Ishoti, Shartga ko‘ra, lim f(x)=A#x. Funksiya limitining Koshi
ta'rifiga ko'ra. We >0 son uchon shunday § >0 son topiladi va x ning
G<lx-x1<& tengsizlikni qanoatlantivuvchi barcha giymatlacida
| fixy—di<e.ya'ni Ad-e<fix)<A+e tengsizlik bajariladi. Demak, x
ring 0<|x—x,| <& tengsizlikni ganoatlantiruvehi barcha giymatlarida
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f(x) funksiyaning qiymatlari (4-¢;4+¢)oraligda bo‘ladi. Bu
funksiyaning (x, —8:x, +8), x#x, oraliqda chegaralanganiigini bildiradi.
9-teorema. Agar: 1) limo(x)=#, va x, nugtaning shunday

(x,=6;x,+6), §>0 atrofi mavjud va bu atrofdan olingan barcha x lar
uchun  ¢(x)z:, bo‘lsa, 2) lim (/)= 8 bolsa. u holda x—>x, da

1-bty

murakkab f(o(x)) funksiya limitga ega va lim f(@(x))= B bo‘ladi.
Yuqorida keltirilgan teoremalar x — 00 da ham o‘rinli bo‘ladi.

4- misol. lin}"‘_;g—"“‘15 limitni toping.
Yechish. Bu limit uchun ikki funksiya bo‘linmasining limiti
haqidagi teoremani qo‘llab bo‘Ilmaydi, chunki x— 5 da kasmning maxraji

nolga teng bo‘ladi. Bundan tashqari, suraming limiti ham nolga teng.
Bunday hollarda % ko‘rinishdagi anigmaslik berilgan deyiladi.

Bu anigmaslikni ochish uchun kasming surati va maxrajini
ko'paytuvchilarga ajratamiz va kasmi x-5#0 (x—5, lekin x=5)ga
bo‘lib, topamiz:

lx—i}(.\'—ﬁ_ 5 .r—___j\_ 2 - I
S (x=5)(x+5) *Cx+s5 10§
2% +3x" +1

- misol. lim limitni toping.
o e

¥+ 4x -

. . o .. . . , .. .

Yechish. Bu misolda x += da — ko‘rinishdagi anigmaslik hosil
ox

bo‘ladi, Kasrning surat va maxrajini x ning yuqori darajasiga. ya’ni
al 3 .

x' ga bo'lib, topamiz:

3 il

el STt S 24040

vt bdxi—x e, 4 1 150-0

X T

Ajoyib limitlar

Birinchi ajeyib limit: im 225 21
=0

- b .
Ishati. nq,m; bo*lsin.
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Radiusi R=1 ga teng bo'lgan aylananing radian o‘lchovi x ga teng

bo‘lgan markaziy burchagiga mos yoyini qaraymiz (27-chakl).
Shakidan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

AMOA yuzi < MOA sektor yuzi < ALCA yuzi;
1 . Jis
AMOA yuzi: S, = ;’-OA - MK =%-l~s:nx-—::smx;
F &

- 1
MOA sektor yizi: S, =—IOA - MA =l lex=—x;
2 2 2
oo ryrm |l 1
ALOA yuzi: S, —EOA-LA—E-Lng—ztgr.

Bundan sinx < x<rgx kelib chigadi. Tengsizlikni sinx>0 ga
bo‘lamiz:

1<

1 . sinx
“—<—— yoki cosx<—=<1.
sinx cosx x

Endi x<0 bo‘lsin.
sin(—x) sinx ]
——%="""_  cos(—x)=cosx ckanidan :
- X 4
x <0da ham L

sinx
cosxy < —= <},
X

lim casx =1, lim 1=1bo‘lgani uchun oxirgi

x40 FE

. / 2 \
tenglikdan 6-tecoremaga ko‘ra, . \
P H l}
sin x | ¥
im 2= =1 9 SR
0 X
27-shakl

; U T o
G-misol, fim—ans limitni loping.
' =

Yechish. x—0 da [—j ko‘rinishdagi anigmaslik berilgan.

Almashtirishlar bajaramiz:

l—cosx

x x 2
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= X
sm(—-]
o ar ae 2
x—0da §—>0 va |- ajoyib limitga ko‘ra, lim—=%=1.
. x
2
Demak,
A
1 1 Si"LA‘] Lo
lim — X _ 2
=) X 2 2
.2 )

e L i (1 s 1_) =
s} B
. 5 - 1Y
Isboti. Ma’lumki, lim fl * —J =e, neN.
limbh s

x>1bo‘lsin. n=[x] deb olamiz. U holda x=n~a, bu yerda
0<o<1.

n<x<n+1 tengsizlikdan topamiz:

| 11
- L
n+l x n

(i) oY <}'t-—-”!w

; (4.1)
vomsl) L oxp A n)

yoki

x> o da nowx,

U holda

‘ T
lim(l+i) :Iim(l‘rlj-lim{l—‘—-J =l-e=¢:
[ n e n "oee \

n
| { pglll—‘;{lj
hm 11.-_] e e l_.i.
v T im e
iem n+lj
Shuning uchun (4.1) tengsizlikdan 6-teoremaga Lo‘ra.

?w(l+}J.=:

kelib chigadi.



Endi x<-1 bo‘lsin. x=-y deb olamiz.

U holda
ﬁm(Hl] :Iim[l——!-J =Iim[l+—l-] =
e y e y=1,
¢ =1 s
=lim| 1+~[—.) ~limrl+-——1— ]=e4]:e.
) )
Demak,
2 .
lim LHH =e.
Xz X}
s
7- misol. hm( *-—\:l] limitni toping.

Yechish. x—w= da 1" ko‘rinishdagi aniqmaslik berilgan.
Qavs ichidagi kasming butun qismini ajratib, almashtirishlat
bajaramiz:

["27'—_1,»' :([]+2.\-l-|J ‘ =‘_[H§]—i] ‘ '

x—>» da  2r-1-> bo‘lgani sababli 2-ajoyib limitni qo‘llab.
topamiz:

iim([{ - : | =g,
el D=1

-

2= - AN s —
lim- % =2 ekanidan “mf "'\—J =e .
Py B 1 2 x—umsz_]

- X

4.4.2. Cheksiz kichik funksiyalar

Ta’riflar va asosiy teoremalar
6-ta’rif. Agar lim f(x)=0 bo‘lsa, f{(x) funksiyaga x — x, da cheksiz
kichik funksiya deyiladi.

Funksiyaning limiti 1a’rifiga ko‘ra, lim £(x) =0 tenglik quyidagicha
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talqin gilinadi: Ve >0son uchun shunday 6=65(¢)>0 son topiladi va
x ning 0<4x~x,|<6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarda
| f(x)|<£ tengsizlik bajariladi.

x> x,+0,x>x, —0,x >+, x > —da cheksiz kichik funksiya shu
kabi ta'riflanadi.

Cheksiz kichik funksiyalar ko‘pincha cheksiz kichik kattaliklar yoki
cheksiz kichik deb ataladi va odatda, grek alifbosining @,/ kabi harflari
bilan belgilanadi.

Cheksiz kichik funksiyalarga x>0 da a=x*, x—3 da f=x-3,
x—kmkeZ da y=sinx funksiyalar misol bo‘ladi.

7-ta’rif. Agar li[r:f(x)zoc bo‘lsa, f(x) funksiyaga x — x, da clieksiz
katta funksiya deyiladi.

Bunda f(x) funksiya fagal musbat giymatlar qabul qilsa,
lim f(x) =+ deb, faqat manfiy qiymatlar gabul qilsa, lim f(x) =~ deb
yoziladi. Masalan, x—1 da f(x)=f! : cheksiz katta funksiya bo-ladi.

Cheksiz kichil funksiyalar uchun o‘rinli bo‘ladigan teoremalar bilan
tanishamiz.

10-teorema. fim f(x)=A bo‘lishi uchun x—>x, da a(x)=f(x)-4
funksiya cheksiz kichik bo‘lishi zarur va yetarli. . -

Isboti. Zarurligi. lim f(x)= 4 bo*lsin.  f(x)- 4 =a(x) funksivani
olamiz.

U holda

lima(r)=lim] f(x)- Al=lim f(x)—~ limd=d-id= 0.

Demak, a(x) = f(x)- 4 funksiya cheksiz kichik.

Yetarliligi. f(x)-A=a(x), bu yerda a(x) cheksiz kichik funksiya
bo‘lsin. Bundan f(x) = 4+ a(x).

U holda

!ig‘)f(x) =lim(A+a(x)= ]l_'T A+tlima(x)=A+0=1.

Quyidagi teoremalar x — x,da deb garaladi.

11-teorema.  Chekli sondagi cheksiz kichik funksivalarning
algebraik yig“indisi cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

12-tearema. Cheksiz kichik funksiyaning chegaralangan funksiyaga
ko*paytmasi cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.
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4-nafija. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalarning
ko'paytmasi cheksiz kichik funksiya hoJadi.

S-matija. Cheksiz kichik funksiyaning chekli o‘zgarmas songa
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

13-teorema. Cheksiz kichik funksiyaning nolga teng bo‘lmagan
limitga ega funksiyaga bo‘linmasi cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

Yuqorida Keltirilgan teoremalar x — %, x—x, -0, x> x, + 0 da ham
o‘rinli bo*ladi.

14-teorema. Agar x - x, da a(x) funksiya cheksiz kichik bo‘lsa,

u holda x —» ¥, da —(r—) funksiya cheksiz katta bo‘ladi va aksincha agar
alx

x—x, da f(x) funksiya cheksiz katta bo‘lsa, u holda x - x, da 7o

funksiya cheksiz kichik bo‘ladi.
1
x—-2

8-misol. a(x)=(x-2) sin’ funksiya x—2 da cheksiz kichik

bo‘lishini ko‘rsating. ; .

Yechish. lim(x-2)'=0 ckanidan A(x)=(x-2)' funksiya cheksiz
Kichik,

e il

g(x) =sin* i S 2 funksiya chegaralangan, chunki _!5”1‘ = ;[-<1'
X = l o

a(x) funksiya cheksiz kichik g(x) funksiyaning chegaralangan
g(x) funksivaga  ko‘payimasidan iborat. Demak, 12-teoremaga
ko‘ra, a(x) funksiya x->2 da cheksiz kichik.

Cheksiz kichik funksiyalarni taqqosiash

Ma’lumki, cheksiz kichik funksiyalarning yig‘indisi, ayirmasi va
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiyalar bo‘ladi. Bu tasdigni cheksiz
kichik funksiyalarning bo‘linmasi uchun ta’kidlab bo‘lmaydi, chunki
bita cheksiz kichik funksivaning boshga cheksiz kichik funksiyaga
nisbati har xil natijaga olib kelishi, ya’ni chekli son bo‘lishi, cheksiz
katta bo‘lishi. cheksiz kichik bo‘lishi yoki limitga ega bo‘lmasligi
mumkin,

Cheksiz kichik funksiyalar bir-biri bilan nisbati yordamidﬂ
taqqoslanadi.

a(x) va pB(x) funksiyaar x—x, da cheksiz kichik funksiyalar
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bo‘lsin.

1. Agar lim-—~ ﬁE i‘A#O(A—Lhekfl son) bo‘lsa, a(x) va B(x) bir xil
tartibli cheksiz kichik funksiyalar deyiladi.

2. Agar lim ﬁ( ;—0 bo‘lsa, a(x) funksiya B(x) funksivaga nisbatan

yugori tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi va bu o =o(8) kabi
belgilanadi.

3. Agar lim /3( U bo‘lsa, a(x) funksiya B(x) funksiyaga nisbatan
quyi tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi.
4. Agar lim% mavjud bo‘lmasa, a(x) va B(x) funksivalarga
ke X

taqqoslanmaydigan cheksiz kichik funksiyalar deyiladi.

Misollar keltiramiz:

1) x >0 da sin3x va sinx funksiyalar bir x1l tartibli cheksiz kichik

3sin3x . sin3x
sin3x —=— 3lim : =
funksiyalar, chunki lim = o lim—a - A o3
“siny o SIBY . sinx i
lim
by 2

2) x>0 da 2x' funksiya 5x funksiyaga nisbatan yuqori tartibli

cheksiz kichik funksiya, chunki lim 25\— =lim :‘ =(;
i X =3

3) x>0 da siny funksiya x' funksivaga nisbatan quyi tartiblj

oo Al 1 . sinx . sinx | I
cheksiz kichik funksiyalar, chunki lim* m} o gim T =1- T
dt Y X t

- d . 5 o
4) xsin=va x funksiyalar x >0 da taqgosianmaydigan cheksiz
X

1
\'sm—

kichik funksiyalar, chunki hnr X

= hmsm— limit mavjud emas,
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Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar

Bir xil tartibli cheksiz kichik funksiyalar orasida ekvivalent cheksiz
Kichik funksiyalar muhim ahamiyatga ega. |

a(x) va () funksiyalar x —»x, da cheksiz kichik funksiyalar
bo‘Isin.

8-ta’rif. Agar lin %E%:I bo‘lsa. u holda x —x, da a(x) va f(x)

sis (o

ehvivalent cheksiz kichik funksiyalar deyiladi va w(x)~ B(x) kabi
belgilanadi. .

Masalan, x>0 da sinx va x funksiyalar ekvivalent cheksiz

1'[ X

kichik furksiyalar, chunki lim—==1.
X

Cheksiz kichik funksiyalar uchun o‘rinli bo‘ladigan teoremalar
bilan tanishamiz.

15-teorema. Agar ikkita cheksiz kichik funksiya nisbatida cheksiz
kichik funksiyalarning har ikkalasini voki ulardan bittasini ekvivalent
cheksiz kichik funksiya bilan almashtirilsa, u holda bu nisbatning limiti
o‘zgarmaydi.

Isboti. x> x, da a~a' va f~pf" bo‘lsin.

U holda
lim -t-ﬁ-: tim & -a, ﬂj llm~ llrn-[i .1m——l 1 hm£=hma
B oG B ovmg ow g m ET
ya'ni
lim% = tim i.
X3y ﬂ 4x,ﬁ

Le-teorema. Ikkita ckvivalent cheksiz kichik funksiyaning ayirmasi
ufarning har biriga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiyva
bo‘ladi.

17-tcorema. Chekli sondagi har xil tartibli cheksiz kichik
funksiyalarning vig‘indisi eng quyi tartibli go‘shiluvchiga ekvivalent
bo‘ladi.

Cheksiz kichik funksiyalarning yig‘indisiga ekvivaleni bo‘lgan
cheksiz kichik funksiyaga bua  yig'indining bosh gismi  deyiladi.
Cheksiz kichik funksiyalarning yig‘indisini uning bosh qismi bilan
almasatirish  vugori  tartibli cheksiz  kichik funksivalarni 1ashlab
vuhorish deb vuritiladi.
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3x+7x" +4x°

9-misol. lim :
H" 2sinx

limitni toping.

Ix+7x' +4x" .
- — -lim

Yechish. lim :
) 2sin x T91D

, chunki x—0 da
sinx~x va 17-teoremaga ko‘ra, x—>0 da 3x+7x’ +4x" ~3x.
% ko‘rinishdagi  anigmasliklarni ochishda ekvivalent

cheksiz  kichik funksiyalarni almashtirish prinsipidan va gkvivalent
cheksiz kichik funksiyalarning xossalaridan foydalanish mumkin.

Limitlarni hisoblashda quyidagi ckvivalentlikiar qo*Haniiadi.
1. x>0 da sinx~x; 2. x>0 da rgx~x;
3. x>0 da arcsinx~x; 4. x—0 da arcigx~x;

1
5.x—>0da l—cosx~%; 6. x—>0da ¢ —1~x;
7. x>0 da a*—i~xlna; 8. x—>0da In(l+x)~x: |
9.x—0da log,(1+x)~x-log,e; |
|

10. x>0da (1+x)" ~1~mx. |

L A -"j = ?l
10- misol. lim——

—— ——— limitni toping.
“¥ sindx —arctg3x

, . . 3 . ; 2'. - = ?l — I
Yechish. lim— 2 -7 =~ lim® - ol ~—,
“Asindx —arcigdx  — sindx —arcig3x
x—=>0da 2%-1-~3xln2, 7°-1~xIn7, sindx~4x va
arctg3x ~3x ekvivalentliklardan foydalanamiz:
L] 2" -7 . 3xIh2-xln7 3ih2-In7 | 8
nm— —= liy = =in
“Usindy—arctg3x % 4x—3x 1 7

4.4.3. Mashqlar
1. Funksiya limitining ta’rifi yordamida ishotlang:
1) [iﬂg(Zx—J):l; 2) lim{1-3x)=41;

3)lin} =L

4) lin}!/ - :

W d—x

=2

(S0
e
-



2. f(x) funksiyaning x=x, nuqtalardagi chap va o°ng limitlarini toping:

D) f(x) =[x}, 5, =3,

X, x<2,

3) flx)= ~I -

I -4, x22, x,=2:
A

2) f(x) =27, %, =0;

A-x-li-x]
B IO= e

3. f(x)=signx funksiyaning x, =0 nuqtada limitga cga emasligini ko‘rsating.

4. f(x) = x~[x] funksiyaning x, =2 nuqtada limitga ega emasligini ko‘rsating.

5. Limitlarni toping:

1) 11'm1(2x: +3x-1);

9) Im X +4\_ +6x+3
S 2%t 4 3x4]

n)nm(ﬁl_ x=7 )

Wl x-2 X' -5x+6)

19) hm| —— xk
worl x° -7

; g2
21) tm EE
-0 x

P o 3 \
23) llrrlll e .[r.u...
l—cos'x
25) Jim ————,
xS 2x

3* =9
2) im——;
13"+ 9
4) hm'_‘ﬂ,
=5 2%  —-11x+5
1 V’—\r-l
6 I
) #f5-x-2’
Vier=1

v
8) lim ———
0 ¥

10) hm x4 :
—x —x+]
12) I|m|J =y l- ]
el ' =] 1-x)

_4

14) lim

= 5% +3)\—T

—Dx=

16) lim :
vem 2yt x—4

18) lim (V=" =4 + ),

f L) | R
20) tim :———"- [¥
e Sxc 4] 5.\‘+2‘)
22) Jip 2250
=0 x+sinx
24) lmhmh
rersm2x

26) lim {ﬁx_—‘im_.\‘ .
=y
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sin 3x

27) lrlggj:—aﬂz_n;

29) IITOL ]— - r:lng,
=0\ sin
i lim(x - Ljerg;

33) i P01

X x

1
41) lim(l +sin 57

43) lim 3~ 2x)7";
=
£1%

“Mm——il_
U gx—-2sinx

47) Jim {4x+ 1)(In(3x +2) - In(3x - 1)) 5

=
28) Tim _&*
=0 sm’x
b 1Y
30) l:mL Ly

32) !'IITII(% - x}'gmr,

ar:::g[.t 2,

34) tim Sax

40) Ilmin—'r_-:
e Y=g

42) fim{cos2x) ",
20

L=
44) lim(3-x)**

Ix 3
46) lim-—

=0 FCSIN Y + 53X

48) lim x(In(x + N-Inx).

6. Quyidagilarni isbotlang:

D x50 da a(x)=ig2x va f(x)=3x+x' funksiyalar bir xil tartibhi;

2) x> da a(x)=
3) x40 da a(x):lL

4) x>0 da a(x)=arcsin2v+ x> va P =i-cosx funksiyalar uchun fj=oater).

7. Limitlarni ekvivalent cheksiz kichik funksiyatardan foydalanib toping:

s
1) tim —&=%

© =0 In(1 4 3x)”

3) lim—" arctg3x

= gn x—-sm 4y’

x=1
— va
x+1

3

Bixy=+x—t funksiyalar ckvivalent;

va jix)=

1
xx+2

1—cosx
2) iim
= x? 5 2x% +3x

)

4) llm =l

i aresn 2x

256

funksiyalar uchun « =o(f3):



ﬁ ~ il i
5) lim & ) lun i

(RS o eredgix - 1)
i g
7 llm &) im
=i g2x o0 eyt x b 2x’
P+sin’x—1 I|\1,r 1
O} i AT HR =1, 10) fim ¥ '
) <+ l-cosx )A W xaresin 3x
1) fim 0 12)) tin —
g ¥t g 0 ety 2x — arciin 3x
£t 32 5"
13) im—=— 14) lim ————s
£+ In(] — arcsm 2x) 0 aresin 2x —x'
In(2 +cosa
15) Im-."nnx 16} e f'(:“] i
522 3pgdx xsinx(e® —1)
igx — i Infcos3x
17) hmw, 18) hm‘—!—(is——J.
X 3% W pgx —sinx
T o
19} hm & —2=% 20) lim =g
OoNsmx S XCOSX
21) lima-(e'™ =1); 22) lxm\ (2Y* 3=y
toae ( &
at T+igx—1 3
T T e DI 24 1 ,mw
T Jln(l—a\ WY -cosZx) e x(e" -1}

4.5 FUNKSIYANING UZLYVKSIZLIGI

4.5.1. Funisiva uzivksizligining ta’riflari

f(x) funksiva x, nugtada va oning biror atrofida aniqlangan bo's
I-ta’ril. Agar /(x) funksiya x, nuqtada chekli limitga coa boiins ¢
limit funksiyaning sha nuqladagi qiymatiga tenp, ya ni
= [=3 i‘) i -

i_imf(x)—f(x”) L

bo‘lsa, f(x) fimksiva x, nugtada uzluksiz deyilada.

lim /(x) = [(x,) tenglik uchia shartning bajarilishiny angiatud

1) 7(x) funksiya x, nugtada va uning atrolida aniqlangn;
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2) f(x) funksiya x — x, da limitga ega; o :
3) funksiyaning x, nuqtadagi limiti uning shu nuqtadagi qiymatiga teng.
x, =limx ekanidan (5.1) tenglikni
2
lim 700 = f(limx) (5.2)
ko'rinishda yozish mumkin. Demak, uzluksiz funksiya uchun limitga
o'tish va funksiya belgilarining o‘rnini almashtirish mumkin. e,
Funksiya limitining ta’rifi asosida funksiva uzluksizligining ta’nflr
«g -4 tilida» quyidagicha ifodalash mumkin. i
2- ta’rif. Agar Ve >0 son uchun shunday & >0 son topilsaki, x ;
|x-x,|<6 tengsizlikni  qanoatlantiruvchi  barcha  qiy matia;l a
| f(x)- f(x,)l<¢ tengsizlik bajarilsa, f(x) fimksiya x, nuqlada vzlu iz
deyilad;i.
(5.1) tenglikni &
lim, (f(x)= £(x,)) =0 (G
ko‘rinishda yozamiz. ) -
x-x, ayinnaga x argumentning x, nugtadagi orttirinasi deyilaci va
Ax bilan belgilanadi, 7(x)- f(x,)
ayirmaga esa f(x) funksiyaning
x, nuqladagi ortiirmasi deyiladi va
Ay bilan belgilanadi.
Shunday qilib, Av=x-x,,
Ay = fx, + bx) = f(x,).
Demak, f(x) funksiyaning o . .
» nuqtadagi orttirmasi v ning O e
fiksirlangan x, giymatida
argument orttinmasining funksiyasi
bo‘ladi (28-shakl).

(5.3) tenglik yangi 28-shakl.
belgilashlarda

X,

limAy =0 {5.4)
Ko‘rinishni oladi. . _ e
(5.4) tenglikni uzluksizlikning argument oritirmasi vz funksiya

. -y s
oritirmasi tushunchalariga asoslan-gan ta'rifi sifatida quyidagicha
ifodalash mumkin.
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3-ta’rif. Apgar x argumentning x, nuqiadagi cheksiz kichik
orttirmasiga f(x) funksiyaning shu nuqgtadagi cheksiz kichik orttirmasi
mos kelsa, f(x) funksiya  x, nugtada uzluksiz deyiladi.

Funksiyaning  nuqladagi uzlukizligini tekshirishda keltirilgan
ta’riflarning istalgan biridan foydalanish mumkin.

1-miscl. y=cosx funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. y=cosx funksiya xeRda aniglangan. Istalgan xnuqtani

olamiz va bu nuqtada Ay ni topamiz:
o

Ay = cos(x + Ax) — cosx ——Zsm{r P |- sin—.
2 ) 2

Bundan lim M_hmk" sin ( =0 kelib chiqadi, chunki

chegaralangan sm(x-f——;)— funksiyaning cheksiz  kichik sm%

funksiyaga ko‘paytmasi cheksiz kichik bo*ladi.

Deinak, 3-ta’rifga ko‘ra. y=cosx funksiya xnuqtada uzluksiz.

4-ta’rif.  Agar lim f(x)= f{x,) (li{nﬂf{x):f(xu)) bo‘lsa.
Jx) funiksiya x, nugtada o ‘ngdan (chapdan) uziuksiz deyiladi.

t-ta’rif va 4-ta’riflardan quyidagi xulosa kelib chiqadi: f(»)
funksiya «, nuqgtada uvzluksiz bo‘lishi uchun u shu nugtada ham
chapdan, ham o'ngdan uziuksiz bo‘lishi zarur va yetarli.

4.5.2. Uzluksiz funksiyalarning xossalari

Nuqtada uztuksiz funksiyalarning xossalari

I-teorewna (uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar). j(x) va

g(x) funksiyalar x, nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda f(x)tg(x),

J1x) {g(x,)=0) funksiyalar ham x, nuqtada uzluksiz

S glx) va
bo*ladi.
Ishoti.  fix) va g{(x) funksiyalar x, nuqtada uzluksiz bolgani
uchun ular bu nuqtada f(x,) va g(x,) limitlarga ega. U holda

259



funksiyaning limiti haqidagi teoremalarga ko‘ra, f(x)+ g(x), 7'(x)-g{()
va L(x—)(g(xn)atO) funksiyalaming x, nuqtadagi limitlari mavjud va
g(x)

f(x,) -
ular mos ravishda f(x,)tg(x,), f(x,)-g(x,) va ;—x—)(g(-‘fa)#@)) ga

teng bo'ladi. Uholda 1-tarifga ko‘ra, f(x)*g(x). f(x)-g(x) va

f(x)) (g(x,) = 0) funksiyalar x, nuqtada uzluksiz.
4¢3

Bu teorema chekli sondagi funksiyalarning algebraik yig'indisi va
ko*paytmasi uchun ham o‘rinli bo‘ladi. o e

2-teorema. (murakkab finksiyaning  uzhdsizligi). = ~?{3;

. N ta

funksiya x, nuqtada uzluksiz, y= f(z) funksiya esa =, =¢(x) nuqtada
uzluksiz bo‘lsin. U holda y= f(p(x)) muiakkab funksiva x, nuq
uzluksiz bo‘ladi. L ]

Isboti. z=¢p(x) funksiya x, nuqtada uzluksizligidan  z =),
limp(x) = p(x,), ya'ni x> x, da z -z, bo‘ladi.

Shu sababli z = ¢(x) funksiyaning uzluksiligidan

lim /(o)) =lim f(2) = f(2,) = S ((x.))

kelib chigadi. Bu f(e(x)) murakkab funksiyaning x. nugtada
uzluksizligini bildiradi.

Al idapict ashitivish
2-teorema yordamida (5.2) tenglikni quyidagicha wmuntlashiti
mumkin.

Agar z=¢(x) tunksiya x, nuqtada 4 limitga cga bolib, »=7(1

B A ) 4] 'ub
funksiya z=4 nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda y= flelx)) mu 1kk
funksiya uchun

<
!il}}_f(([)(x)):f(li{]} PN (5.5}
bo‘ladi. o - . i
Butenglik wzluksiz funksiya belgisi ostidu lnmtgaq tish qoidusinl
ifodalaydi va funksiyaning limitini topishda foydalaniladi.

2- misol. hm %.0+3%) (a>0,a#1) limitni toping.

Yechish. Iimiuim—” hm -log,(1+x)=limlog, (1 + x)*.
S by
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) 1
log,(1+x)* funksiya y=log,z va z=(1+x)° funksiyalarning
murakkab funksiyasi. lim(1+x)"=¢ va y=log,z funksiya z=e nuqtada
uziuksiz. U holda (5.5) tenglikka ko‘ra,

| f 1]
lip} log (i+x)* = log_l lim(1 + x)* 1 =log, e.
. = )

Xususan, a=1da Jim

£-30

In(l +x) _ .

Sonlar o‘gida aniglangan f(x)=C funksiyani qaraymiz. ¥x, € R da
limf(x)=C=f(x,) bo'ladi. Demak, j(x)=C c‘zgarmas funksiya

istalgan x, huqtada uzluksiz.

f(x)=x funksiya ham x, nuqgtada uzluksiz, chunki limx = x,.

Bundan 1-teoremaga ko‘ra, f(x)=x funksiya ko‘pavtmalaridan
iborat y=x" (neN) darajali funksiya hamda o‘zgarmas va darajali
funksiyalardan arifmetik amallar  orqali  hosil  gilingan
P(N)=ax"+a,_x" +.+ax+a,  ko‘phad (butun-ratsional funksiya)
istalpan x, € R nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Shu kahi yugorida keltiriigan teoremalar va limitlar hagidagi
teoremalar vordamida asosiy elementar funksiyalar o‘zining aniqlanish
sohasida uzluksiz bo‘lishini ko‘rsatish va ushbu teoremani isbotlash
mumkin.

3-tcorema. Elementar funksiyalar o‘zining aniglanish sohasidagi
barcha nuqtalarda uzluksiz bo*ladi.

4-teercma. Agar f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz va f(x,)> 4
(fix)<A) bo‘lsa, u holda shunday &5>0 son topiladi va
Vxelx, —&x,+35) uchun f(x)> 4 (j(x)<4) bo‘ladi.

Iskori. f{x,)>.4 bo‘lsin. Aniqlik uchun s(x,)=A+k deymiz, bu

yerda A>0. 5:-_: son oiamiz. f(x) funksiyaning x, nugtada
uzluksizligidare shunday §>0 son topiladi va x ning fx—x,l<é
tengsiziikni ganoatlantiruvehi barcha

o h 41 BE on -
aiymatlarida LS~ fGy)i<= tengsizlik bajariladi. Bundan

Yxe(x, —&;x, ~6) uchun



h B h
f(x)>f(xn)—5=A+h—-2-=A+E>A

bo*ladi.

f(x,) <4 bo'lsin. - f(x) funksiyani qaraymiz. - f(x,)>~4 bo‘lgani
sababli yuqoridagi isbotga asosan, ¥, nuqtaning & >0 atrofi topiladi va

bu atrofda - f(x)> -4 yoki f(x)< 4 bo‘ladi.

S-teorema (uzluksiz funksiya ishorasining turg unligi). Agar f(x)

funksiya x, nuqtada uzluksiz va f(x,)#90 bo‘lsa, u holda shunday § >0
son topiladi va (x,-8;x,+6) intervalda f(x) funksiya ishorasini
saqlaydi, ya'ni f(x,) funksiya bilan bir ishorali bo‘ladi.

Teoremaning isboti 4-teoremadan 4=0 bo*lganda kelib chiqadi.

Kesmada uzluksiz funksiyalarning xossalari

Agar f(x) funksiya (a;6) intervalning har bir nuatasida vzluksiz
bo‘lsa, u holda u (a;b) intervalda uzluksiz deviiadi.

Agar f(x) funksiya (a:) intervalda uzluksiz bo‘lib. a nugiada
o'ngdan uzluksiz va & nuqtada chapdan uzluksiz bo‘lsa, v holda
J(x) funksiyaga [a;6] kesmada uzluksiz deyiladi.

Kesmada uzluksiz funksiyalar bir ganchta muhim xossalarga ega.
Bu xossalami teoremalar orqali ifodalaymiz. Bunda teoremalm:mng
isbotini  keltirmasdan, fagat geometrik talginini ko‘rsatish  bilan
kifoyalanamiz, =

6-teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). f(x) funksiva
la:b] kesmada uzluksiz va kesmaning N
oxitlarida turli ishorali giymatlar qabul i AL
qilinsin. U holda shunday ¢e(a:h) nugta -
topiladiki, bu nugtada /()= 0 bo‘ladi. £

Teoremaning  geometrik talqini:
uzluksiz, funksiyaning grafigi Ox o*qning
bir  tomonidan ikkinchi  tomoniga o] @ =
O‘tganida Ox o'qni kesadi (29-shakl).

T-teorema (Bolsano-Koshining
ikkinchi leoremasi). f(x) funksiya [a;5] l
kesmada uzluksiz va fla)y=4, f(b)=B, JGUSY

C-4 va B orasidagi ixtiyoriy son 29-shaki
bo‘Isin. U holda shunday c e[a;b] nuqra topiladiki, f(c)=C bo‘ladi.
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Teoremaning geometrik talqini: uzluksiz funksiya bir giymatdan
ikkinchi qiymatga o‘tganida  barcha  oraliq giymatlarni gabul
giladi (30-shakl}.

8-teorema (Veyershirassning birinchi teoremasi). Agar f(x)
funksiya [«;6] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda u bu kesmada
chegaralangan bo‘ladi.

31-shaklda keltirilgan y= f(x) funksiya [«b] kesmada uzluksiz.
Bunda Vxe[a;h] uchun  m< f(D)<M.

1-izoh. Teorema [a;6] kesma (a;b) interval bilan almashtirilganida

o‘rinli bo‘imasligi mumkin.

Masalan, f(x)zl_ funkstya (0;]) intervalda  uzluksiz, lekin

X

e
chegaralanmagan, chunki lim— =+

50y

;" 1 ! oM ém Six)
U@ e e Pl E
Of « c ) X of a x x, x b X
|
30-shakl. 31-ghakl.

9-teorema (Veyershirassning ikkinchi teoremasiy. Agar  f(x)
funksiya la;h) kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda v shu kesmada
o‘zining eng kichik va eng
katia qiyrnatlariga crishadi.

31-shaklda keltirilgan y = f(x) funksiyva [4;#] kesmada ozluksiz.
Bunda u x, nuglada o‘zining eng katta M qiymatini va x, nugtada
o‘zining eng  Kichik @ giymatini gabul giladi.

Z-izoh. Bu teorema (a:;p) interval uchun o‘rinli bo‘lmasligi
mumkin, Masalan, f(x)=x funksiya (0;l) intervalda uzluksiz, lekin
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o°zining eng kichik va eng katta qiymatlariga erishmaydi.

10-teorema (teskari funksiyaning uzluksizligi hagidagi). Agar
y=f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz va gat’iy monoton bf)‘hb,
[c;d] uning giymatlar sohasi bo‘lsa, u holda berilgan funksiyaga

teskari y=g(x) funksiya [¢;d] kesmada uzluksiz va qat’ty monoton
bo‘ladi.

4.53. Funksiyaning uzulish nugtalari

Agar f(x) funksiya uchun x, nugtada funksiyva uzluk51zl}g1
I-ta’rifining  hech bo‘lmaganda bitta sharti bajariimasa. ﬁ’mks?'a
x, hugtada wzilishga ega deyiladi. Bunda x, nugta f(x) Sunksiyaniag
uzilish nuqtasi deb ataladi. .

32-shaklda gfrafiklar bilan berilgan funksiylarga qarayiniz.

Bu funksiyalarning har biri uchun x, — uzilish nugtasi. ; :

Birinchi holda (32,a-shak!) ta’rifning 1-sharti bajarilmaydi, chunkl
funksiya x, nugtada aniglanmagan.

Ikkinchi holda (32,b-shakl) ta’rifning 2.sharti buzilgan, chunki
lim f(x) limit mavjud emas.

Uchinchi holda (32,c-shakl) ta’rifning 3-sharti bajaritmaydi, chunki

lim f(x)= 4 f(x,).

Funksiyaning barcha uzilish nuqtalari birinchi va ikkinchi i
uzilish nuqtalariga bo*linadi.

¥ l ¥ v
I‘:\ f(x)3 -~
\ ,
e
/o \ \
7N -
i
0‘ x T O X, X [5) X, X
a [ <
32-shakl.
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5-ta’rif. Agar x, uzilish nuqtasida f(x) funksiya chekli bir
tomonlama limitlarga ega, ya'ni lim f(x)=4, va lim f(x)=4, bo‘lsa,
x, nugtaga f(x) funksiyaning birinchi tur wuzilish nugtasi deyiladi.
Bunda:

2) 4 = A bo'lsa, x, bartaraf gilinadigan uzilish nugtasi deb ataladi:

b) 4 =4, bo'lsa, x, sakrash nugtasi, | A - 4,| kattalik jfurksiyaning
sakrashi deb ataladi.

f”x—l ~1<x <],

Masalan: g(x) = |4 S

funksiya uchun x, =1-sakrash
nuqtasi, bunda funksiyaning sakrashi |1-2/=1 ga teng;

I sinx
iplx)= l x
| 2. x=0

el funksiya uchun x,=0-bartaraf gilinadigan

uzilish nuqgtasi, bunda ¢(x)=2 o‘miga ¢(x)=1 deb olinsa uzilish

bartarat qilinadi. va’ni o(x)

mn
{T’ ¥#0 luksiz funksiya hosil

bo-ladi.

6-ta’rif. Agar «x. uzilish pugtasida f(») funksiyaning bir
tomonlama limitlaridan  kamida bittasi mavjud bo‘lmasa yoki
cheksizlikka teng bo‘lsa, x, nuqtaga f{x) funksiyaning ikkincli
tur uzilishi nugtasi deviladi.

Masalan, y{x)= 4 funksiya uchun x, = 0- tkkinchi tur uzilish
X

nugtasi.
B ! - 1 L el
3-misoi. /(x):?\__. = funksiyaning uzitish nuqtalarini toping va
har bir uzilish nugtasining turini aniglang.

Yechish.  Funksiya sonlar o‘qining x== nuqtasidan boshqa

1..||'_|a

nuqtalarida aniglangan va uzluksiz.
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Bunda

U holda
3 3 0
f[i—t]]:—l, _f[ia»(])': 1.

Demak, x =% sakrash nugqtasi va funksiyaning sakrashi g 51-(-1){=2.

4.5.4. Tekis uzluksizlik

f(z) funksiya (a;b) intervalda uzluksiz bo‘lsin. U holda istalgan
x,€(a;b) nugtada Ve>0 son uchun shunday >0 son topiladi va
|x—x,|<6 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x e(a;b) uchun
| f(x)~ f(x,)|<& tengsizlik bajariladi. Bunda & ham & ga, ham x, g2
bog‘lig bo‘ladi: 6=5(;x,). Bitta £>0 son uchun har xil xe(ab)
nugtalarda & son turlicha bo‘lishi mumkin va bunda barcha xe(a;b) da
yagona § sonning mavjud bo‘lishi kelib chigmaydi. Bunday 5 =35(¢)>0
son mavjud bo‘lishining talabi f(x) funksiyaning (a6} intervalda
uzluksiz bolishi talabiga nisbatan kuchli talab hisoblanadi.

T-ta’rif. Agar Ve>0 son uchun shunday &=35(<)>0 son topilsa
Va (a;by intervalning |x'—~x"|<5 tengsizlikni ganoatlantimvehi ixtiyoriy
+' va x" sonlari uchun | f(x')- f(x")i<e tengsizlik bajarilsa. 1)
funksiya (a;b) intervalda tekis uziuksiz deyiladi.

Masalan, f(x)=x funksiya butun sonlar o'qida tckis uzluksiz
Bunda 5= deb olish yetarli.

Agar f(x) funksiya (a;4) intervalda tekis uzluksiz bo‘lsa, u holda
U har bir xe(ab) nuqtada uzluksiz bo‘ladi. Teskari tasdiq o'rinli
bo‘lmaydi. Agar bunda (a;6) interval [a;4] kesma bilan almashtirilsa,
teskari tasdiq ham o¢rinli bo*ladi.

L1-teorema (Kantor teoremasi). Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada
uzluksiz bo‘lsa, u holda u [a;b) kesmada tekis uzluksiz bo*ladi.
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4.5.5. Mashqgiar
1. Funksivaning uzluksizligi ta’rifidan foydalanib, berilgan funksiyalarning
Vx, € R da uzluksiz ekanini isbotlang:
1) f(x}=3x*-7; 2) f(x)=x’+7x-6.

2. Uzluksiz funksiyalarning xossalaridan foydalanib, berilgan
funksiyalarning (-«c:+w)intervalda uzluksiz ekanini isbotlang:

1) f(x)=cos3x—e™"; 2) f(x)=Vx-3 H‘“':‘“'_:-"E
Xk

3. Berilgan funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring va grafigini chizing:

) fix)=—. 2) f(ﬂ:xul"_“i;
| x] x+1
o e 3x-1, x<0.
3 .I‘:l.l._\x_ )
HIR=1 3 pes DI@=y L g
S lx—l
5} Ty T ) 3
S} filx) =2 6) ﬂ.\'}=1—|2,.
[ I, x<-3 x5, X<
7) fixn)={4G-x* —3<x<] 8) ;m—i 4, 2<x<5,
i x=3x23 |=x+7, 325
9) 7(x) fe=a) 10) Fx)= | sin x|
X" =2x-3 {x—1sinx

4. a ning qanday giymatlarida berilgan funksiyalar uzluksiz bo‘ladi?

' \'_._:_: '.i_ o ) [ ol
1) fix) x=2 2) fix)=1
! at=x = | acosx +2, x<0Q

5. f(x)funksiyaning x, nuqtadagi uvzulish turini amiqlang:

1

Hr=22L . s 2) s=X=d 5 =
x-3 x+3

3 = gt il = L =

3) f(x)=arcig ST X, > 4) f(x)

6. Murakkab funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

fx+2, x<0, ,
,z= ’ 2) f(z)=2z" -3,z
4‘.\’—2,.\’20; ) f(2)

b /(=)=

i
%
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1. f (X)=—1.—— funksiyani [a;5) kesmada uzluksizlikka tekshiring:
(x+3)(x—4)

1) [a:b] =[-4:1); 2) [a;b]=[-2:3].

8. f(x) funksiyani [0;2],[-3;11.14;5] kesmalarda uzluksizlikka tekshiring:

1 . x-4
ek B =n2==
1) fx) F12 2) f(x) n—

x-3"

9. Tenglamalar berilgan kesmada kamida bitta ildizga ega bo‘lishini
ko‘rsating:

1) 2’ =52 +3x+2=0, [-11]; 2) sinx—x+1=0, [i:2).
10. Limitlarni toping:

5 S
-l as0.ax0), 2) tim 271

X pe \

) iy

268



¢ Funksiyaning hosilasi
va differensiali

e Ditferensiallash goida-

tari va formulalari

¢ Differensial hisobning
asosiy teorcmalari

yordamida tekshirish

Gotfrid Vilgelm
Leybnis
(1646-1716) —
nemis matemarigi,
JSayptasufi, fizigi,
Xequgsiiunosi
va tilsfienosi,

Leyhris  chekyiz  ki-
ciiklarga  asesiongan
differvasiel va hiregral
hisobal yaraigar, hom-
binutorikani fuse sifatida
asoslagan,  marennik
maniigqa ases solgan,
f v { sonlari bitaw
IRk sunoy sistentasi-
ni ruvvirhego.
Mexanikadu energipa-
ainy seqfonizk gonwi-
i asoslels bergus,

BIR O‘ZGARUVCHI
FUNKSIYASINING
DIFFERENSIAL HiSOBI

Funksiyalarni hosilatar

Differensial hisob — bu matematik
analizning hosila va differensial
tushunchalari hamda ulaming funksiyalarni
tekshirishga tatbiqi masalalari o‘rganiladigan

bo‘limidir. Differensial  hisobning
rivojlanishi integral hisobning rivojlanishi
bilan uzviy bog'liq. Ular birgalikda
tabiatshunoslik va texnika uchun muhim
ahamiyatga ega  bo‘lgan  matematik

analizning asosini tashkil giladi.

Ditferensial hisobning matematik fan
sifatida yuzaga chiqishini, odatda, I Nyuton
va G.Lleybmis (XVIL asming ikkinchi
yarmida) ncmlari bilan bog‘lashadi. Ula
differensial hisobning asosiy qoidalarini
inustaqil ravishda ishlab chigishgan.

5.1. FUNKSIYANING

HOSILAST VA DIFFERENSIALL

5.1.1. Hosila tushunchasiga olib
keluvchi masalalar

Egri chiziqga o ‘thazilgan urinma

Avval egri  chizigga  o‘tkazilgan
urinmaning umumiy ta’rifini  beramiz.
Uzluksiz L egri chizigda W va M,

nuqtalarni olamiz (1-shakl).
M va M, nuqtalar orqali o‘tuvchi A4,

to‘g‘ri chiziqqa kesuvchi deyiladi.
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M, nugta L egri chiziq bo‘ylab siljib, & nugtaga yaqginlashsin. U
holda MM, kesuvchi M nuqta atrofida buriladi va gandaydir A7 limit
holatiga intiladi. .

Berilgan L egri chizigga berilgan M nuglada o ‘tkazilgon urinma
deb, MM, kesuvchining M, nuqta L egri chiziq bo‘ylab siljib,
nuqtaga  yaqginlashgandagi M7 limit holatiga (agar mavjud bo‘lsa)
aytiladi.

—

J My~

77 i y=/x)

2-shakl.

1-shald.

Endi M(x;)) nugtada vertikal bo‘lmagan urinmaga ega bolgan
Y= f(x) uzluksiz funksiya grafigini garaymiz va uning A =:gc burcha.k
koeffitsiyentini topamiz, bu yerda o —urinmaning Ox o‘q bilan la-s}\k:?
qilgan burchag;. Buning uchun A/ nuqla va grafikning ¥4 A absslss:j.!
M, nuqtasi orqali kesuvchi o‘tkazamiz (2-shakl). Kesuvchining (v 0°q
bilan tashkil qilgan burchagini ¢ bilan belgilaymiz.

2-shakldan topamiz:

MN Ay flx+A0) - fx)
TN A A
Ax—0 da f{unksiyaning uzluksizligiga asosan, Ay ham
nolga
intiladi. Shy sababli Ax -0 da M, nuqta egri chizig bo‘ylab siljib, A7
nuqlaga yaginlashadi. Bunda MM, kesuvchi M nuqta atrofida buriladi
va MT urinmaga yaginlashib boradi, ya’ni ¢ —»«. Bundan limg=c

{

yoki limige = rga.

853
~I
(=]



Shuning uchun urinmaning burchak koeffitsiyenti

fx+4x)- f(x) (1.1)
Ax

k=rgo=limigp = limg =lim
Ax—0 fx-s /_\r Ar-sh)

To ‘g ‘ri chiziqli harakat tezligi

M moddiy nuqta (biror jism) gandaydir to‘g‘ri chiziq bo‘ylab
harakat qilayotgan bo‘lsin. Vaqming har bir ¢ giymatiga boshlang‘ich
M, holatdan M holatgacha bo‘lgan muayyan s=M,M masofa mos
keladi. Bu masofa s vaqtga bog‘liq, ya’ni s masota vaqtning funksiyasi
bo‘iadi: s=s(r).

s(¢) funksiyaga nugtaning harakat gonuni deyiladi.

Nuqgtaning ¢ vaqtdagi harakat tezligini aniglash masalasini
Garaymiz.

Agar biror : vaqtda nugta M holatda bo‘lsa, u holda =4
(Ar-vaqtning orttirmasi) vaqtda nuqta A7, holatga o‘tadi, bu yeida
M M, =5+ As {As —masofaning orttirmasi). Demak, M nugtaning Ar
vagt oraligidagi ko‘chishi As=s(s + Ar)—s(1) ga teng bo‘ladi (3-shakl).

a5 nisbat nugtaning At vaqt

oraligidagi  o'rtacha tezligini M, MM
ifodalaydi: v, :_A\‘; Bunda - s(1) =
ortacha tezlik  Ar  qiymatga ! s(e+ a0
bog'liq bo‘ladi: Ar qancha kichik
3-shakl.

bo‘lsa, o'rtacha tezlik nuqtaning
berilgai 7 vaatdagi tezligini shuncha aniq ifodalaydi.
tlarakat o‘rtacha tezligining At vaqt oralig‘i nolga intilgandagi
limitiga nugtaning berilgan vaqrdagi harakar tezligi (yoki oniy tezligi)
deyiladi. Bu s ondagi tezlikni v() bilan belgilaymiz.
U holda
W0 =tim Y voki W0=jjm A0 (1.2)
arso AS Ar-pt) Al
Shunday qilib, nuqtaning berilgan ¢ vaqtdagi harakat tezligini
aniglash uchun (1.2) limitni hisoblash kerak bo‘ladi.
Tebiatning turli sohalariga tegishli ko‘plab masalalar (I.1) va
(1.2) ko*rinishdagi limitlami topishga olib keladi.
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Bunday masalalardan yana ayrimlarini keltiramiz:

1) agar Q=Q(t) o‘tkazgichning ko‘ndalang kesimi orqali vagtning
¢ onida o‘tuvchi elektr toki bo’lsa, u holda elektr tokining ¢ ondagi
momenti

1) = lim 22 = iy QU+ 20 = 00), (1.3)
A0 a'f Ar+0 Al
2) agar N =N(f) vaqtning 7 onida reaksiyaga kirishuvchi kimyoviy
modda miqdori bo‘lsa, u holda kimyoviy moddanivg 1 ondagi
reaksiyaga kirishish tezligi
N+ A =NU), (1.4

AN
V(1) =lim— = lim e
Al ‘.3: Al I.l\‘l

3) agar m=m(x) bir jinsli bo‘lmagan sterjenning O(3;0) va M(x:0)
nuqtalar orasidagi massasi bo‘lsa, u holda sterjenning x nugtadagi
zichligi

()= it < 2T ), (1.5)
Ar-+) Ax 240 A'r

Ko‘rilgan masalalar fizik mazmunining turliligiga qaramasdan,
(1.1)<1.5) limitlar bir xil ko‘rinishga ega: ularda funksiya omirm_asmmg
argument  orftirmasiga  nisbatining  argument orttirmasi nolga
intilgandapi limitini topish talab qilinadi.

5.1.2. Hosilaning ta’rifi,
gcometrik va mexanik ma’nolari
Hosilaning ta’riflari

y=/(x) funksiya (a6) intervalda aniglangan bo-lsin. Ixtiyeriy
% €(a;h) nuqtani olamiz va bu nuqtada x argumentga Ax oritirma
(x,+Avc(a;h)) beramiz.  Bunda funksiya  Ay= s(x, + &%)~ f(x)
orttirma oladi,
L-ta’rif. Agar lim?\'—": limit mavjud va chekli bolsa, bu limitga
e Av

Sx) funksivaning  x, nugtadagi  hosilesi deyiladi va u j'tx,)
(yoki y'(x,) yokiy| ) kabi belgilanadi.
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Shunday gilib,

S'(x) =lim ‘\[:],mw (1.6)
s A i i

b
Agar x, niag biror giymatida fim Y = 40 (Iirrgﬂ:-w}l bo‘lsa, u
Wit Ax o A '
holda funksiya x, nuqtada musbat ishorali (manfiy ishorali) cheksiz
hosilaga ega deyiladi. Shu sababli 1-ta’rif bilan aniqlanadigan
hosila chekli hosila deb yuritiladi. )
I-misol. f{x)=x" funksiyaning x=x, nuqtadagi hosilasini toping.
Yechish. x, nugtada x argumentga Ax orttirma beramiz va
funksiyaning mos orttirmasini topamiz:
Ay = fx, +Ax)— fi{x,) = (x, +Ax)’ —x; =

=(x, + Av — x, )07 + 25, Ax + Ax? 4+ 27 = X, Ax = x7) = Ax(3x? + 3x, A+ AxT) .

Orttirmalar nisbatini tuzamiz:
Ay A
—— =3x; +3x,Ax + Ax".
Ax

Bu nisbatning Av —> 0 dagi limitini topamiz:
, S AW e a
¥, )=lim = =1lim(3x,” + 3x,Ax + Ax?) =3x.".
W6 Ar—20
2-’nif. v = f(x) Junksiyaning x, nuqtadagi o‘ng (chap) hosilasi

deb 7l(x,) = lim ¥ | f10) = lim i] limitga aytiladi.
Bl i oA ]

2-misol. [(xy= x -3| funksiyaning x, =3 nuqgtadagi o’ng va chap
hositalarini toping .
Yechish. Berilgan funksiyaning x, =3 nugtadagi orttirmasini
tcpamiz:
Av=f3+A0)— j(3) =43+ Ax—3]|~|3=3|<| Ax|.
U holda

A 3 Axl s xx
fim 2 = Tim = lim = ],
Wk Ay el Ap  Ameli Ay
... Ay > Ax| v =
lim =2 = lim l = lim =-—1.
Ay 5 i Ay

)
bt §
o



Bu misolda f/(0)# f:(0). Shu sababli f(x)= x 3| funksiya uchun
Ax—0da %:‘—2—? pisbatning limiti mavjud emas va JF(x) =l x=3i

funksiya x, =3 nuqtada hosilaga ega bo‘lmaydi.

Funksiya hosilasining yuqorida keltirilgan ta’riflaridan ushbu
tasdiglar kelib chiqadi: agar funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lsa,
funksiya shu nuqtada bir-biriga teng bo‘lgan o‘ng va chap hosilalarga
ega bo'lib, fi(x,)=f'(x)=f'(x,) bo‘ladi; agar funksiya x, nugtada
o‘ng va chap hosilalarga ega bolib, f7(x,)=/'(x,) bo‘isa. funksiya shu
nuqtada hosilaga ega va f'(x,)= ['(x,) = f'(x,) bo'ladi.

Funksiyaning hosilasini topish amaliga funksivani differensiallash
deyiladi.

Agar y= f(x) funksiya biror oraligda aniqlangan va bu oraligning
har bir nugtasida f'(x) hosila mavjud bo‘lsa, u holda

. . fxtA) - f(2)

— i =S
fx)=lim o~
formula f'(x) hosilani x ning funksiyasi sifatida anigiaydi. Bundan
keyin, agar y=f(x) funksiyani differensiallashda differensiallash
nuqtasi  ko‘rsatilmagan bo‘lsa, hosilani x ning momkin bo‘lgan
barcha qiymatlarida topamiz va v'(x) deb yozamiz.

Hosilaning geomelrik va mexanik ma ‘nolari

Egri chiziqqa o‘tkazilgan urinma hagidagi masaleda arinmaning
burchak koeffitsiyenti uchun ushbu

Ay
k=1ga = fim =
Ay

tenglik hosil qilingan edi.

Bu tenglikni &= f(x) ko'inishda yozamiz. ya'ni /'(x) hosilg
y=f(x) funksiya grafigiga AM(x,f(x)) nuqtada o'tkazilgan urimnaning
burchak koeffitsiyentiga teng. Bu jumla  hosilaning  geomecirik
ma‘nosini ifodalaydi.

To'g'ri chiziqli harakat hagidagi masalada ushbu

As

v =lim—

ul 0=l
limit hosil qilingan edi.



Bu limitni w(z)=s'() ko‘rinishda yozamiz, ya’ni moddiy nugta
harakat qonunidan ¢ vagt bo‘yicha olingan hosila nugtaning ¢ ondagi
to‘g‘ri chizigli harakati tezligiga teng. Bu jumla fosilaning mexanik
e ’nosini ifodalaydi.

Umumlashtirgan holda, agar y= f(x) funksiya biror fizik jarayonni
ifodalasa,u holda ' hosila bu jarayon tezligini ifodalaydi deyish
mumkin. Bu jumla hosilaning fizik ma’nosini anglaiadi.

Funksiya grafigiza o‘tkazilgan urinma
va normal tenglamalari

y= f(x) funksiya grafigiga M(x,;y,)(bu yerda y, = f(x,)) nuqtada
o‘tkazilgan urinma tenglamasini hosilaning geometrik ma’nosidan
Keltirib chigaramiz.
Urinma i4,(x,: y,) nugladan o‘tadi. Shu sababli uning tenglamasini
=Y =h(x-x,)

ko'rinishda izlaymiz.
Hosilaning geometrik ma’nosiga ko‘ra.
k,=f'(x).
Bundan
Y=y, = F (M= x,) (.7)
urinma tenglamast kelib chiqadi.
Egri chizigga o ‘thazilgan normal deb, urinish nuqtasida urinmaga
perpendikular bo‘lgan to‘gri chizigqa aytiladi.
Egri chizigga A4,(x,;»,) nuqtada o‘tkazilgan normal shu nuqgtada
o‘tkazilgan urunmaga perpendikulyar bo‘lgani sababli
1 |

e e
" J(x,)
Bundan, agar f'(x,)=0bo"lsa
y- u=—~- (x-x,) (1.8)
SIS

normal tenglamasi kelib chigadi.
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5.1.3. Funksiyaning differensiallanuvchiligi

3-ta’rif. Apar y= f(x) funksiyaning v, nuqtadagi Ax oritinmnaga
mos orttirmasini

Ay = AAx+ a{Ax)Ax (1.9

ko'rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, f(x) funksiya =z, r.n{qtadu
differensiallanuvchi deyiladi, bu yerda 4-Ax ga'bog‘hq bo‘lmagan
son, a(ax)- Av— 0 da cheksiz kichik funksiya. ya'ni lim a(A¥)=0.
Funksiyaning nuqtada differensiallanuvchantigi bilan shu nuqradagi
hosilasi orasidagi boglanishni aniglaymiz. o _ .
1-teorema. y=f(x) funksiya x, nugtada diffecensiallanuvehi
bo'lishi uchun u shu nugtada hosilaga ega bolishi Zavur va )'e.(a?u. 9
Isboti. Zarurligi. v=f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvehl
bo‘lsin,
U holda ta’rifga ko'ra,
Ay = 4Ax + a(Ax)Ax
yoki
b A+o(Ax).
Ax
Bundan

!\iu};% =4=f"(x,).
ya'ni y=f(x) funksiya x, nuqtada hosilaga cga. .
Yetarliligi. y=f(x) funksiya x, nugtada hosilaga ega bo‘lsin.
U  holda f’(x0)=lAi£1“%, A=f'(x) Dbelgilash kiritamiz, bunda
a(Ax) = 2; — 4 funksiya Ax— 0da cheksiz kichik bo‘ladi.
Bundan
Ay = AAx + @(Av)AX .
ya’ni funksivaning x, nuqtada  differensiallanuvehi bolishi kelib
chigadi.

2-teorema. Agar y=f(x) funksiya x, nuqtada differenstallanuvchi
bo‘lsa,  u holda u shu nugqtada uzluksiz bo‘ladi.
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Isboti. y= f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin
Ta’rifga ko'ra, Ay = AAx +o(Ax)Ax.

Bundan tim Ay = lim{Adx + «(Ax)Ax) =0, ya'ni funksiya x, nugiada
uzluksiz.

Tecremaning teskarisi hamma vagt ham ofrinli bo‘imaydi, ya’ni
funksiyaning biror nuqtada uzluksiz bo‘lishidan uning shu nuqtada
differensiallanuvchi  bo‘lishi hamma vagt ham kelib chigmaydi.
Masalan, y=x-3j funksiya x=3 nuqtada vzluksiz bo‘lsa ham, a shu
nuqtada hosilaga ega emas (2-misol), ya’ni differentsiallanuvchi emas.

Agar y= f(x) funksiya (s;6) intervalning ([a;6] kesmaning) har bir
nugtasida  hosilega ega bo‘lsa, u shu intervalda (kesmada)
differensiaflanuvchi deyiladi.

S.1.4. Funksiyaning differensiali

Differensial tushunchasi

y=[f(x) funksiva {a;b) intervalda aniglangan bo‘lib, x, €(ab)
nuqtada differensiailanuvchi bo'lsin. U holda Ay = f'(x,)Ax +a(AxpAx
bo‘ladi

3-ta’rif.  y=/f(x) funksiya

ortiinnasining Ax ga nisbatan chizigli 4 = /i)
bo‘lgan bosh gismi  f'(v,)Ax ga !-' T
¥
v=J) Sfunksiyaning x, nuqiadagi Yot }//
differensiali deyiladi va dy (yoki /{s
i
«f(x)) bilan belgilanadi: 78 BRNCSRRR . £ {
dy = f'(z, ). (1.10) 2R
Erkli o‘zgaruvehi x ning, ya’ni /4 :
p=x  funksiyaning differensialini o] 7 X, «x,+Ar
topamiz.
pat 4- shakl.

¥ =x"=1 bo‘lgani uchun  {1.10)
formuladan dy=dv=Ar Kkelib chigadi, ya’ni erkli o‘zgaruvchining
differensiali uning orttirmasiga teng: @x =Ax.

Shu sababli (1.10) tenglikni quyidagicha yozish mumkin:

dy = f"{x,)dx. (.10
boshqacha aytganda, funksivening differensiali furksiva hosilasi bilan
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erkii o ‘zgaruvchi differensialining ko ‘paytmasiga teng.
(1.11) tenglikdan f'(x,)=2

bo‘ladi, ya'ni funksivaning x,
& ;
nugtadagi hosilasi funksiyaning shu nuqiadagi differensialining
argument differensiali nisbatiga teng.

Differensialning geomeitik ma’nosi

Differensialning geometrik ma’nosini anigqlaymiz. Bunig uchl{ﬂ
y=f(x) funksiya grafigiga M,(x,;f(x,)) nugtada 3/T" urinma o'tkazamiz
va bu urinmaning x, + Ax nuqtadagi ordinatasini qarayimiz (4-shakl).l

MNQ uchburchakdan NQ =igp,Ax=dy ekanligi kelib chiqadi.

Urinmaning geometrik ma’nosiga ko‘ra, g, =./"(x)

Bundan NQ= f'(x,)Ax=dy.

Demak, y = f(x) funksiyaning x, nugtadagi differensiali funksiva

. o . ° T
grafigiga M, (x,;f(x,)) nugtada o‘tkazilgan urinmaning ormr.md:,laa
teng. Bu jumla differensialning geometrik ma’'nosini ifodalaydi.

Differensialning taqribiy hisoblashiarga tathiqi

Ko‘pchilik masalalami  yechishda y=7() funks1-yamng. s
nuqtadagi orttirmasi funksiyaning shu nuqtadagi differensizliga taqr iban
almashtiriladi, ya'ni Ay~dy deb olinadi. Buni f(x)= /(x,)+ /1> s
ko‘rinishda yozish mumkin.

Bunday almashtirish yordamida biror
qiymati quyidagi tartibda hisoblanadi:

1. 4 ni x nugtada biror f(x) funksiya giymatiza tenglashtiriladi:
A= f(x);

4 migdorning taqribiy

2. x, nugta x ga yaqin va f(x,) ni hisoblash qulay qilib
tanlanadi;

3". f(x,) hisoblanadi;
4. f'(x,) hisoblanadi;

5 x, fx,), fi(x) qiymatlar )= f(x,)+ S8

formulaga
qo‘yiladi.

3-misol. 2,008 ning taqribiy giymatini toping .
Yechish.

1° 4=2,008, f(x)=x' deymiz, uholda f(x)=4 va x=2.008
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2. x, =2 deb olamiz;

(98

L fx)=20=8;
4 f =33, fix) =12

57 f(x) = FLx,) + £{x, )Ax =8+ 120,08 = 8,095,

5.1.5. Mashglar
1. Hosila ta’rifidan foydalanib, funksiyalarning hosilasini toping:
D 7tx) = 3x—1; 2) fiy =
2-5x
3) f(x)=cig2x; 4) f(x) = ch2x.

2. f*(x,)ni hosila ta’rifidan foydalanib hisoblang:
Njx)=e™. x, =0, 2) f(x) = In(1-4x), x, =0,

a
{

3) 705 re{ 25 %) =, D=1, =1

3. Berilgan funksiyalarning f'(x,) va f!(x,) hosilalarini toping:

2
1) fix) =13x-2]. .\'0=-3_-; 2) S x=-2)+]x+2], =2
. x agar x< 2 bo'lka, :  FET 4
7y J $ 4 =ve' =, 5, =0
e ~x" +3x apgarx>2 bo'lsa. x, =2, DI =vet=t, 5

A
4. Moddiy nugta Ox o'gi  bo'ylab x =£3——21z +3¢ gonun bilan
harakatlanmoqda. Qaysi nuqtalarda moddiy nuqtaning harakat yo‘nalishi
0°zgaradi?
3. Moddiy nuqta s =st¢) gonun bilan to*g'ri chizigli harakat qilmoqda.
Qaysi vaqida material nugtaning tezlanishi a(m/c?) ga teng bo‘ladi?

3

Dstn =21 —;1‘ 131 +1(m), a=19; Ds(t) =1 +;12 —4:+3(m),a=9

6. O‘tkazgich orqali o‘tuvchi tok miqdori 1=0 vaqtdan boshlab g =3/ -1
gonun bilan aniglanadi. Ikkinchi sekund oxiridagi tok kuchini aniglang.
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5.2. DIFFERENSIALLASH
QOIDALARI VA FORMULALARI

5.2.1. Yig‘indi, ayirma, ko‘paytma va bo‘linmani
differensiallash . _

Funksiyaning hosilasi ta’rifidan foydalanib, ddxl folkS!_t’a
yig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi va bo‘lininasini dirferensialtlash
qoidalarini keltirib chiqaramiz.

l-teorema. Agar u=u(x) va v=wx) funksiyalar x ‘1\'1.'lqta‘d.ﬂ
differensiallanuvchi bo‘lsa, u hoida bu funksiyalarqing yig'indisi,
ayinnasi, ko‘paytmasi va bo‘linmasi (bo'linmast v(.\-)xolshan.
bajarilganda) ham x nugtada differensiatianuvehi  va quyidagl
tormulalar o‘rinti bo‘ladi:

) 3 £ _u'l'--\"sr ST
Liuev)y=u'2v'; 2. (u-v)W=uv+vu F‘u_[-i-] —'—’ (v )

Isboti. 1. Funksiyaning hosilasi va limitlar haqidagi 1eoremalardan
foydalanib topamiz:

. L " . . | T Y -'”
ant v (e .-\.tl:\'l.l;_—_ﬁ}_}_ :u_'..\.i X)) _
gl
a “m(u(xi-/_\\')—nt.\‘_? 4 WX Ax)—v(x) )

fethy Ax Av

g XAt A ) _ g B2y N
R Ax b Ax PN IR A
2. Formulani ishotlashda 5.1.3. banddagi » 2-icoremadan
dydalanamiz: x nuqtada differensiallanuvchi n=u(x) va v =\(X‘)
.unksiyalar shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi. Shu sababli Ar—0 da
Au—0 va Av—0.
oot Ax) vy - Av) — n(x) - v(x)
(v =lim—m7—mM8M — /=
=t .'\"
— ki (u(x) + Au) - (v(x) + Av) — ul(xX)- v(x) .
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—lim 1(x) -v(x) 4 1e(x) - Av +v(x) - Au + Au - Av = u(x) -v(x)
\e-s) ‘i\

Au . A . Av
= lir -1[1 X -—+u X —+A —J:v x)-lim— +ufx) - lim — +
(x) - o (x) e Ax (x) S [x) L

A

an o,
+l|m AvaimEE e vy v H 0w =uy
e

A0 Ay
u{x +Ax)  u(x) u(x) + Au_ u(x)
3. l(y\ i Yt Ax)  vix) _ lim vx)+Ar  v(x)
'\v Ax—D A\- At
— w(x)-v{(xX) + v{x) - A — u(x) - v(x) —u(x)- Av <l v-Au-u-Av
i Ax - (v(x) + Av)- v(x) W Ax- (v + v A)
| Au Av i Au ki Av
l:mv—»—.—u-E V- 1m§—u AE'—]:I'JA\ -
= lim - =
=yl Ay v? + v lim Av v?

5.2.2. Teskari funksiyani differcusiallash

y= f(x) funksiya teskari funksiya mavjudligi haqidagi teoremaning
shartlarini qanoatlantirsin va x=¢(y) teskari funksiyaga ega bo‘lsin.
Z-tcorema. Agar  y=f(x) funksiya x nugtada f'(x)#
hosilaga cga bo'lsa, u holda x=¢(y) funksiya mos y= f(x) nuqtad?
difterensiallanuvchi bo‘ladi va
3 1 g il
pl=———, yan x =—.
T Y Y
Ishoti. x=p(p) funksiyaning argumenti » ga Ap#0 orttirm?
beramiz. U holda y= f(x) funksiyaning qat’iy monotonlidan =)

. 3 F . A | o 2
furksiva Av#0 orttirma oladi. Shu sababli A—‘=z; kabt _\'0215h
v £

Ax
mumkin.

x¥=p(y) teskari funksiya y nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchuf!
Ay—0 da Ax—0 bo‘ladi: Ax—»0da oxirgi tenglikning o‘ng tomo#!

. . pr——
e {f'{x)=0) ga, chap tomoni ¢'(y) hosilaga teng boladi.
iAx

d



Demak,

iRt L
e )= fi(x)"

Shunday qilib, teskari funksiyaning hosilasi berilgan funksiya
hosilasining teskari qiymatiga teng.

5.2.3. Murakikab funksiyani differensiallash

y=f) va u=p(x) bo'lsin. U holda y=f(p(x)) funksiya erkli
argumenti x dan va oraliq argumenti « dan iborat murakkab funksiya
bo‘ladi.

3-teorema. Agar u=p(x) funksiya x nuqtada ¢'(x) hosilaga va
y=f(u) funksiya mos u=¢(x) nuqtada () hosilaga ega bo‘lsa, u
holda f(¢(x)) murakkab funksiya x nuqtada differensiallanuvchi
bo‘ladi va

Y = (e (x).

Isboti. y=f(u) funksiya » nugtada differensiallanuvchi bo*lgani

uchun Ay = £'(u)Au + a(Au)Au bo‘ladi.

Bundan
s ) au +ax(Au) L]
Ax Ax =7

#=p(x) funksiya x nugtada hosilaga ega. Shu sababli u=o(x)
funksiya  x nuqtada uziuksiz va Ax - 0da Ax > 0.

U holda
. r\ ! L r A
'l‘m}'f\' = f'(1)lim % +lima(An) - lim 2: A
Bundan
Y (x)= f'(e) - @'(x)+ 0-'(x)
yoki

Yx)=f1)-¢'(x).

Shunday gilib, muwrakkab  funksivaning  hosilasi — berilgen
Junksivaning  oraliy argument bo'vicha hosilasi  hilan  oralig
argumentning erkli avgument bo'yvicha  hosilasining ko paytmasiga
teng.

B.u qoida oraliq argumentlar bir nechta bo*lganda ham o‘z kuchida
qgoladi. Masalan, y= f(), u=g(v), v="h(x) bo'lsa, y' =y’ -1’ -+ bo‘ladi.
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= f{u) va u=p(x) differensiallanuvchi va y= f(¢(x)) murakkab
funksiyani hosil giluvchi funksiyalar bo‘lsin.
Murakkab funksiyaning hosilasi hagidagi teoremaga ko‘ra, y! = yu.
bo‘ladi.
Bu tenglikning har ikkala tomonini dx ga ko‘paytiramiz:
yidx=yluldx.
Endi y'de=dy va w'dr=du ekanini hisobga olsak,

dy=ydu.

dr=ydx va dy=yds formulalarni solishtirish ko‘rsatadiki,
y= f(x) funksiyaning differensiali argument erkli o‘zgaruvchi yoki biror
argumentning funksiyasi bo‘lishidan qat’iy nazar bir xil formula bilan
topiladi.

Differensialing bu xossasiga differensialning invariamlik xossasi
deyiladi.

dv=y'dx formula tashqi ko‘rinishidan dy = ’du formulaga o‘xshasa-
da. aslini olganda ular orasida farq mavjud: birinchi formulada x erkli
o'zgaruvchi  va shu sababli dv=Av, ikkinchi formulada esa
funksiya x ning funksiyasi va shuning uchun du # Au.

5.2.4. Asosiy elementar funksiyalarning hiosilalari

Asosiy elementar funksivalarning hosilalarini topishda ekvivalent
cheiesiz kichik funksiyalardan, teskari va murakkab funksiyalami
differensiallash formulalaridan hamda yig‘indi, ayirma, ko‘paytma va
bo‘linmani differensiallash qoidalaridan foydalanamiz.

L. O‘zgarmas funksiva: y=C{(CeR).

O‘zgarmas  funksiya ~ veR da o‘zining qiymatini saqlagani
uchun ixtiyoriy nuqtada uning orttirmasi nolga teng bo‘ladi.

Shu sababli
(CY =lim 04 lim L 0.
w0 Ax N0 Ay

2 Barajali funksiya: y=x*,bunda aeR, a#0.

Bu funksiya uchun x> 0da

AV = (x4 A" — 2 = H ¥ %‘r‘.']' _ :}.

X
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Bundan

(. AxY
)
.,a:}::_t" =

Ax Ax -

Endi Ax—0 da [“ET “1~ o« ekanligini hisobga olsak,
x x

(1)
= Ax
A 7 x" Iim o

Ay e timZ =™
. AL o Z —ax
!\‘XIRJE =X h‘?"n Ax A Ay x Ac=r0 5
bo‘ladi.

Demak,

(x*) =ox™".
Xususan e L (J;"]' =
! xJ 3 : ’ 2\/1’

3. Ko ‘rsatkichli funksiya: y=a’. bunda aeR, a>0, a=l.

. z . . o el die O'!nani uchun
Bu funksiyaning orttirmasi Ay=a™" -a“"=a’(@ 1) bo'lg

4 A . ¢ canin
Y 2.9l pottadi. Bundan Ax—0 da  a* -1~Aving shell
Ax Ax
hisobga ofsak.
e Axin
lim = =lima* CIRLPATEL L Ina

Ac-rd Ax 7 A

bo‘ladi.
Demak,

(@'Y =a"lna.
Xususan, (e*) =e".
4. Logurifmik funksiya: y=log,x, bunda aeR, a>0. a#l
y=log x funksiya x=q funksiyaga teskari funksiya. Bunda oldingi

banddagi formulaga ko‘ra, x'()=a’ Ina.
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U holda

Vi(x)==

x (y) a’lna xlna
Demak,

(log, x)'= =l ]
xlna

Xususan, (Inx)'= l.
X

5. Trigonomeirik funksiyalar.
1}y =sinx funksiyaning orttirmasi

: ; 37 A
Ay =sin{x + Ax) —sinx = 2sin — ©08)

f m‘J
.\'f'T

va

. Ax Ax
2sin—cosf x4+ —
Ay 2 % 2 )

.f'.\..‘..' Ax

Bu icinglikdan Ax -0 da sir % w%\. ni isobga olib, topamiz:

Bl

Ax
2 cos(x-#éx
2\

. A . 4
lim 2 = fim = hm co;l x+ ﬁ] os(x +0) = cosx.
Ax sl \‘ Arot 2 )

Demak,

(sinx)’ = cosx.

2) y =cosx funksiyaning hosilasini murakkab funksiyaning hosilasi
formulasidan foydalanib topamiz:

(cosx)' = [W{ 5 \W} = cos(— - \'J (kz - r}l _cos(E - \J (- =-sinx.

Demak.
(cosx) = —sin x.

3) v=1gx funksiyaning hosilasini bo‘linmaning hosilasi
formulasidan foydalanib topamiz:

( sinx \ (sin x)'cosx ~(cosx)'sinx _cos’ x-sin®x 1

(1gx)' =

—,
Lcosx J cos’ x cos’ x cos’ x
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Demak,

()’ = cos’ x
4) y=ctgx funksiyaning hosilasini topishda murakkab funksiyaning

hosilasi formulasidan foydalanamiz:

] i 1
(ctgx)' = [rgg - xD = = ED==mr
cos’ [ = ]

Demak,

e 1
(cigx)' = sin®x

6. Teskari trigonometrik funksiyalar.
1)y=arcsinx funksiya x=siny funksiyaga teskari.

Bunda x'(y) =gosy= .J[Tsin’ y=x 1=x*.

U holda
) | 1
e s
4 X Jl-x
Demak,
(arcsinx) = :
L=

2) y=arccosx funksiyaning hosilasini aresin + arceosy = -

formuladan foydalanib topamiz:

. 1
(arccosx)’ =(‘§ — arcsin .l‘) e e _If_l_
af Vi=X
Demak,
1
(arccosx)’ = —————
JI=¥

3) y=arctge  funksiyaning  hosilasini teskari Rinksiyaning
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hosilasi formulasidan foydalanib topamiz:

(arcigx) = l——cosz ol
& (tgy)' 7 1+g%y 1+x*

Demak,
, 1
(arctgy) = —.
1+x°
. n .
43 arctgx va  arceigx funksiyalar arctgx'+arcctgv=5 bog‘larishga

ega.

Bundan

(arccigx) = (? —alcclgx ] =—(arctgx)' --I ;
+x

>

Demak,

(arccigx)' =— -
+x°

I-misol. Giperbolik funksiyalarning hosilalarini toping.

Yechish. Differensiallash qoidalari va y=¢' funksiyaning

hosilasidan foydalanib topamiz:

)y f':"—r."‘i e e 5 .
(vhx)'=| — J iz =chy, ya'ni (shx) =chx;
\ 2 2
ba™ Y g —p™" et
(che)'=| — _‘L* | = _}L =shx, ya'nl (chx) =she
J 2

(sl (sha)'ehr—shy (chy' -.fl x—sh'x 1

. 1
{thy) = - a’ni () =——:
' ‘ eliv) chx cfx eifx’ 'k ch'x
hx)  shhx—chix 1 S 1
(cthy J'—' : = =——0, ya'ni (cffx)'=—r-—,
L shx | sh'x shix Y sh'x

5.2.5. Differensiallash qoidalari va kosilalar jadvali

Keltirib chigarilgan differensiallash qoidalarini va asosiy elementar
funksiyalarning hosilalari formulalarini jadval ko‘rinishida yozamiz.

287



Amalda ko‘pincha murakkab funksiyalaming hosilalarini topishga
to'g‘ri keladi. Shu sababli quyida keltiriladigan formulalarda

argument «u» oraliq argumentga almashtiriladi.

«UxN

Differensiollush qoidaiari,

L (utvy=u'+v', u=u(x), v=yv(x)-differensiallanuvchi

¥

funksiyalar;
2. (u-v)’ =u'v +w', Xususan (Cu) = C', C —0°Zgarmas son;
fuY uv-uv c v
3. L— = —, Xususan =——
v v LV v

4.y, ——,,agary f(x) va x=0(3);
X

I.@©y=0

'
g 1
/, xususan |

\u)

2. (") = -y
3. (a'y=a" Ina-u,

ulna
5. (sinuy = cosu - u';

7. (tgu) = l_ s

Cos*

——- i}
3

t—u’

9. (arcsin uy =-

1
. (areiguy = — .
1+4?

13, (shu) = chu - i';
15. (thu Pt T
) ot "

B

xususan (e') =¢" 1

| .
4. (og,u)' =——.y', xususan (Inu)' =

Asosiy elesentar finrksiyalaraing hositelar jedvad,

'
i

6. (cosu) =—~sinw-u';
|

8. (ctg)' =- w's
sin”

10. (arccosu)’ =——; s

12. (arccigu) = =

Y4, (chu) = shu-u':
|

16. (cthu)' = ——- u".

sh'u

SE—— |
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Keliirifgan  diferensiallash  qoidalari va asoziy  clementar
funksiyalaming hosilalar jadvali bir o‘zgaravehi funksiyzsi ¢iff
hisobining asosini tashkil qiladi. Ularni bilgan holdz har ¢
elementar  funksiyaning hosilasini topish mumkin. Bunda yana
clememar funksiya hosi! bo‘ladi.

risizl

iy

4-inisol. f(x)=5" +arcsinx + xlnx funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Hosilani topishda differensiallashning i.2 qoidalari va
3.4,9-formulalaridan foydalanildi.

F(x)=(5" +arcsinx + xlnx) = (5’)' + (arcsinx) + (xln,r)‘ =3"In5+

1
—Aln\-r(ln,\\ =5"In5+ +hx+x.—=
x

1
J1-x

l—<‘ln§+—i~_—_+]r'\+]

N

1
\/1—\-

5.2.6. Logarifmik differensiallash

Ayrim hollarda funksiyaning hosilasini topish uchun avval berilgan
furksiyani logarifinlash, so‘ngra  differensiallash maqsadga muvotiq
bo'ladi. Bu jarayonga logarifinik differensiallash deyiladi.

3- misol, _\f:u—lm_—"]——i— funksiyaning hosilasini toping.

(x—4)°
‘eclish. Bu hosilani differensiallash qoidalari va formulalari orqal'i
topish mumkin. Ammo bu jaroyon kaita hajmga ega. Shu sababh
logarifmik differensiallashni qo‘llaymiz. Buning uchun funksiyani
logarifmlaymiz:

Iny=In(x'+1)+ g In(x—2) + xIn2-3In(x —4).

Bu tenglikning har ikki gismini x bo‘yicha differensiallaymiz:

1, | , 4 | 1
—~ -y = - 3% 4+ —- +In2-3.—
¥ x4 1 5 x-2 -4

Endi bu tenglikdan y'ni topamiz:

(13} 3
e + +In2-——|,
Lx'+1 5(x=2) x—4)
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yoki

G ) y-2)" 2 (32 2 ]
P8 +1In L
(x-4y ¥ +1 5G-2) x—4,

Shunday funksiyalar borki, ulaming hosilalari faqat logarifmik
differensiallash orqali topiladi. Bunday funksiyalaming gatoriga
darajali-ko ‘rsatkichli funksiya deb ataluvehi y=x" funksiya kiradi. bu
yerda u=u(x), v=v(x)- x ning differensialianuvchi funksiyalari.

Bu funksiyalaning hosilasini logarifmik differensiallash
yordamida topamiz:

N
0 o e Al ( #
ny=v-lnu, —y'=v lnu+v-—-u, ¥=¥w Pl |
y u L .
Bundan
W) =u' lnu-v +v-u"u' (2.1)

(2.1) formulani eslab qolish goidasini ifodalaymiz: darajali-
ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi = comnst shartidagi ko rsatkichli

funksiya hosilasi bilan v=consr shartidagi darajali funksiya
hosilasining yigindisiga teng.

4- misol. y=x=" funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. (2.1) formula bilan topamiz:
Y =x"" .Inx-(~sin3x)-3+cosdx- >

yoki

‘ 1

Yy =x""" . cos3x—3x"" - Inx-sin3x.
5.2.7. Parametrik va oshkormas ko‘rinishda berilgan
funksiyalarni differensiyailash

¢ o‘zgaruvchining x=¢() va v=w() tunksiyalari biror 7 =(a:f)
Intervalda aniglangan bo‘lib, bu intervalda o'(r), w'tr) hosilzlar va

*=¢() funksiyaga teskari t=g(x) funksiya mavjud bo'lsin. Agar

"'_= o) .f““kSiya qat’ly monoton bo‘lsa, =4(x) teskari funksiya bir
qiymatli, uzluksiz va qat’iy monoton bo‘ladi. Shu sababli 3 =w(@(x))

murakkab funksiya mavjud bo‘ladi. Bunda y = j(x) funksiva x=o(r) va
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y=w(t) tenglamalar bilan parametrik ko’rinishda {1 parametrli)
berilgan deyiladi.
y=7i(x} funksiya

[¥=00,
(y=wlt) 1e a

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo'lsin. U holda ¢=¢(x) teskari
funksiya mavjud va uning hosilasi ¢'(x)=--% bo‘ladi. Shuningdek,
P'(t)

y=w(@(x)) murakkab funksiya hosilasi y! =y'(#(x))¢'(x) bo‘ladi.

Bundan
; Wit
Y =" :l)
o'(t)
yoki
Y -,
=2 @2)
x,
5= { x =3cost, = 3
3- misol. : ) bo'lsa, y' nitoping.
(¥ =4sin¢
_(3cost);  3sint 3

——ctgt.

Yechish. 3’ : =
(4sin?); d4cosr 4

Agar funksiya p ga nisbatan yechilmagan, ya'ni r va y
o'zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish F(x,»)=0 ko‘rinishda berilgan
bo'Isa, funksiya oshkormas ko ‘rinishda berilgan deyiladi.

Oshkor berilgan har qganday »=f(x) funksiyani oshkormzs
ko‘rinishda f(x)— v=0 kabi yozish mumkin, ammo teskarisini hamma
vaqt bajarib bo‘lmaydi, F(x,y)=0 tenglamani y ga nisbatan yechish
hamma vaqt ham oson cmas, ayrim hollarda esa umuman mumkin

emas.
Funksiya oshkormas ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, F(x,) funksiya

£ ning murakkab funksiyasi, va’ni bunda y=y(x) deb qaraladi
va F(x,y) =0 tenglikning chap va o‘ng fomoni x bo‘yicha
differensialanadi, so‘ngra hosil bo‘lgan tenglamadan ' topiladi.
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6- misol. y-argigy—x' =0 bo'lsa, y'ni toping.

Yechish. Tenglikning har ikkala tomonini x  bo‘yicha
differensialiaymiz:

¥ - ! _y'—3x" =0
1+ y°
Bundan
}"(I——I, =53z, ¥ sz':'l
U iy 1+’
yoki
_v'=3x:[Iv 1— \
¥y

5.2.8. Yuqori tartibli hosilalar va differcnsiailar
Yugqori tartibli hosilalur

f(x) funksiya biror (a;5) intervalda aniglangan bo‘lib, shu
intervalda differensiyallanuvehi bo‘lsin. U holda f'(x) hosita x ()
ning funksiyasi bo‘ladi. Shu sababli bu funksiya uchup hosilaning
mavjudligi va uni hisoblash masalalarini qarash mumkin. )

f'(%) ga birinchi tartibli hesila deyiladi. f{x funksiyaning 7%)
hositasidan olingan hosilaga ikkinchi tartibli hosila deyitadi. lkl_"i:wh]
tartibli hosila mavjud bo‘lsa, bu hosiladan olingan hosila  uchine fil
tartibli hosila deyiladi va hokazo. Bunday hosilalar ikkinehi tartiblidan
boshlab yuqori tartibli hosila deyiladi.

Yuqori tartibli hosilalar ¥, 3™,y .y

50 o ] ity d™y
(Yoki fM(x), /(60 £ (&)eien ™ (3Dsces )nlu[ = .”, e o |! kabi
Lol G (1

beigilanadi.

7- misol. y=x'Inx bo‘lsa, v (3)ni toping.
Yechish. ¥'=(x'YInx+x'(Inx) =3x" nx +x’ e X (GInx 1)
Ry

V= (Eha+ DY = @) Glnx+ 1)+ X’ Ginxy 1) =
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=2x(Blnx+1) +x’ o =x(6Inx+5);
x

»'=(x(6ln ¥+ 5) =x'(6Inx +35) +x(6Inx+5) =6lnx +5+x-—6—=61nx+ 11;
X

y“‘=(6m-+n)'=E
X

Bundan

6
Ny =—=D
»'(3) 3
Funksiyaning yuqori tartibli hosilasini topish uchun uning barcha
oldingi tartibli hosilalarini topish kerak bo‘ladi. Birog, ayrim
funksiyalarning  n-tartibli hosilalarini topish imkonini beruvchi
formuialar mavjud. Masalan, quyida keltirilgan formulalar bunday

formulalar qatoriga kiradi:

: 1, (@)™ =g’ In"a (a>0), (e°)" =e"; 2. (sinx)™" =sin(.\‘ + fl:i'J ;!
3. ()" == (e —n+Dx*"acR 4. (cosx)" =cos[,\'+ ':—'} .
i £/
: 3. {lnx)" —M: 6. (usv)"=pt £ i
T LGy = iCn™: 8. (u-m)™ :;Zl(':r."” s,

Formulalardan ayrimlarining isbotini keltiramiz.
3. ()" =a(@ — ).« - n+1Dx“",a € R ning ishoti.
y=x", y=ax"', Y =ale-Dx"7,

@-n

¥ =afe - D -2)x"7, ... Y =a(a -1)..(a-n+1)x

Shunday qilib,

") =afe - ). —n+)x“"0eR.

4, (cosx)™ = cuﬁ{ X+ {J_’TJ ning ishoti.
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'<—si e = cos{ x+2.%
y=cosx, ¥'=—sinx=co X+l y =-cos,\-_uostr-.- 34

/

. T - P e Z
y"':smxzcus(x-r}%],..., ‘1-"'=c05(,\-i(u—],1- \-—-»DSL."HI

"

N
S
R

Demak,

{  nm)
(cosx)™ = cosLx +— | .
2

5. (Inxy» =H)(+U] ning ishoti.
X

yElnz, y=—=x, Pe—fox? T (=2 =(=1F 10200
X

T (a1
— x :

YW= 123 (n=-Dx~ =

Shunday gjlib,
w _ D (=1
(Inx)"” = 0

. o 1 ys . . . : ’ .7
Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’nosi

M moddiy nuqta s = s(z) qonun bilan to‘g’ri chizigli ha.mkul qils.m.
U holda s'(r) moddiy nuqtaning ¢ vaqtdagi teziigini ifodalaydi:

5, (1) =v(1).

Nugtaning ¢ vaqtdagi tezligi vir), 1+ Ar vaqudagi tezligi  v(0)+A»

bo'lsin, ya’ni Ar vagt oralig‘ida nuqtaning tezligi Ay ga o°zgursin.
Av

T nisbat 10'g ri chizigli harakatda nugianing At vagi oralg ‘idagi
o'rtacha tezlanishini ifodalaydi. Bu nisbatning Ar-» 0 dagi limiti | A
nuqtaning berilgan ¢ vaqgtdagi tezlanishi deyiladi va u a(sj bilan
3 o Av R
belgilanadi: !\mzmz(z). yami v'{¢) = u(r).
Shu sababli
a(t) =s/(t).

Demak, moddiy nuqta harakat qonunidan ¢

vaqt bo‘vicha olingan
ikkinchi tartib!i hosila to*

g'ri chizigli harakatda nugtaning vagidagi
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tezlanishiga teng. Bu tasdiq ikkinchi tartibli hosilening mexanik
ma nosini ifodalaydi.

Parametril va oshkormas ko ‘rinishda berilgan
Sunksiyalarning yugori tartibli hosilalari

y = f(x) funksiya
[x=p(),
y=w), teT

parametrik tenglaimalar bilan berilgan bo‘lsin.

U holda
il
i

Bundan murakkab va teskari funksiyalarni differensiallash

qoidalariga ko‘ra,
0

Shu kabi

va boshqa hosilalar topiladi.
=a({ —sinr),
8- misol. {x {IZ=SIn 1) bo‘lsa. ikkinchi tartibli hosilani toping.
|y =atl —cos{)

Yeckish. (2.2) formula bilan topamiz:

(a(! - cos)), asint sint .
= = T

(aft —sint))  a(l—cost) 1-cost :

b=~

’

Bundan (2.3) formulaga ko‘ra,

,1 —r
£
2
'

U J
[c:.l: | 2sin? 1

1 1
" l—cost a(l-cos?)  atl—cost)t

£3

Xk (alr —siny)’ - a(l--cost)
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¥ hosilani (2.3) formula ustida almashtirishlar bajarib, quyidagicha
yozish mumkin

L
g ek TR

(2.4)
¥ (x");

y=f{x) funksiya F(xy)=0 tenglama bilan cshkormas ko‘rinishda
beriigan bo‘lsin. W

Bu tenglama x bo‘yicha differensiallansa va )’ ga msbat@
yechilsa, birinchi tartibli hosila topiladi. Topilgas birinchi tartibli .hosﬂa
x bo‘yicha differensialiansa, ikkinchi tartibli hosila kelib cl:iq.adl. BKPJ
hosilada x, y, ' lar qatnashadi. Ikkinchi tartibli hosilaga topilgan
i qo‘yib, " ni x va y orqali ifodasi aniglanadi.

9- misol. b*x* + a’y' =a*b* bo‘lsa, ikkinchi tartibli hosilani toping.

Yechish. Oshkormas ko‘rinishdagi funksiyani differensiallash
qoidasidan foydalanib topamiz:

(B°x + @’y Y = (a?B?y, b'-2x ~a' 2w =0.

Bundan
g x
E a _]'-
U holda
b x
' e — )
=B} B xy-yx b wi-y BT ay
¥ r]"{_\r - pe y: o yz at ¥
b X°b* +a’y? bla'b’ b
s ay ad') \

Yuqori tartibli differensieltar
Biror (a:) intervalda differensiyallanuvchi y= f(x) funksiyaning

dy = y'(x)dx ditferensiyali birinchi tartidli differeasial deyiladi
U holda

d{dy) = d(f'(xYx) = ( f'(x)dx) dv = ["(xX)elx- dx
differensialga ikkinchi tartibli differensial deyiladi va

dy = f(x)dv’ 2.5)
kabi yoziladi, bu yerda dv* bilan (dv}* belgilanadi.
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lkkinchi tartibli differensialdan olingan differensial wchinchi
tartibli differensial deyiladi va  hokazo. n-tartibli differensial
deb (n -1)-tartibli
differensialdan olingan differensialga avtiladi va d"y= /™ (x)dx" kabi
yoziladi.
d"

Bundan y‘"’(x):;f—’, ya'ni y=f(x) funksiyaning n-tartibli
[

hosilasi funksiya #-tartibli differensialning argument differensialining
n-~darajasiga nisbatiga teng bo‘lishi kelib chiqadi.

10- misol. y=x"+3x-1bo’lsa, &'y nitoping.

Yechish. y'=4x"+3, y"=12x%, y"=24x.

Bundan
d’y = y"(x)dx' = 24xdx’.

Yuqorida keltirilgan formulalar x erkli o‘zgaruvchi bo‘lganda
orinli bo'ladi. Agar y=7(x) funksiyada x boshga bir  erkli
o ‘zgaruvchining  funksivasi  bo‘lsa, yuqori tartibli differesialiar
invariantlik xossasiga bo‘ysunmaydi.

Buni tkkinchi tartibli differensial uchun ko‘rsatamiz.

Ko‘paytmaning differensiali formulasiga ko‘ra,

Ay =ad(f'(x)x) = d(f(x)dy + [ (x)d(dx) = [ (x)dx-dx + f(x)d’x,

ya'ni
d*y = f'@)dx’ + ['(xdx. @5
(2.5) va (2.6) formulalarni solishtiramiz: murakkab funksiya uchun
ikkinchi tartibli differensial o‘zgaradi, ya'ni bunda ikkinchi qo‘shiluvehi
#’(x)d*x hosi! bo*ladi.
Agar bunda x erkli o‘zgaruvchi bo‘lsa, u holda
dix=d(dx) = d(l-dx)=de-dl=dx-0=0
va (2.5) ifoda (2.6) formulaga o*tadi.
11- misol. y=x* va x=sin/ bo‘lsa, d’y ni toping.
Yechish. y'=2x. y"=2, dx=costdt, d’x=-sintdf’
(2.6) formulaga formula bilan topamiz:
d*y =2dx* - 2xsintdi® = 2{costdr)’ - 2sint -sintdt” =
=2cos’ td* —2sin’ tdi* = 2cos2¢dl’.
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Boshqa yechim: y=x* va x =sinz.
Bundan
y=sin’t, y'=2sintcost =sin2t, y"=2cos2t.
U holda

d'y=y'di’ =2cos2tdri’.

5.2.9. Mashglar

L. Differensiallash qoidalari va formulalaridan foydalanib, bertigan
funksiyalarning hosilasini toping:

1)y=3x‘ ‘lX’+ln2; 2)y=—1—.t°+3.v'—21,
3 6
3yt =gl
3))’=?*3x11j;__°_; Ny=vr—=%=—
VX l\/; X 3%
- nz ‘-{x
5 =xe v e
)Y S 6}y o
7)J-=_X.]n_x
Inx-1"
T4
9)y=1 10) »
1-cosx 1—12x
“)J’=fgx-—clgx; lz)v___n.au:t—ﬂs,\'

XCOSX +SInX

13) = Xelx = shx 14) v = the +cirx,

ssh-che"
15)y=log_e; l6)_\'-:45inl.\'——31g,\w4ms-
17)J’=\/4~;2; |8)_y.=urcsin\/).".
19}y = cos® x —sin* x- 1, x=3
y=cos" x-sin’x; 20)y=—In-
6 x+3
21).)'=\/i-x7+xarc<inx; 22)):—In(‘e' ‘-l}—'_’arclge d
1, 1+3
” = =
23).y= 1I“i—_]"' 24}y =log_ %

1g3x + In cos® 3.
25)y = %. 26) y = e (sin 3x + cos3x);
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—_— ’
27) y= \l':" =l —arctgve’ =1, 28) v= 1,.‘-@[; + ;'J
+x/6\' 4-x? 30)y - _2=x gmg_J, ¥ <2

4§24 2) -w’“

29) y = 3arccas™
\IJ

2. Berilgan x=g () funksiyalar uchun y' hosilani toping:
1) x:l—_’—l, 2)x=¢*, 3) x=2siny, 4) x=3clgy.
¥

3. Quyidagi sonlarni differensial yordamida tagriban hisoblang:
1) 33 2) Ig10.21; 3) cg 45°10", 4) 3,013

4. Quyidagi funksiyalarning berilgan nuqtadagi taqribiy qiymatini
differensial yordamida hisoblang:

1) =vx* ~7x+10, x=098, 2)y= \J[ " =0,15;
Iy= 5= x=2,037 4) v=:/2x—sm1’i‘, x=1,02
Vx5’ T Y=y 2
5. Berilgan funksiyaiarning birinchi tartibli differensialini toping:
I x 215
Dy =xnx—1) 2) y=r 3) y=vos*2x;
Hy=asin’x 5) p=3%, 6) y=In’cosx.

6. Berilgan hositalar uchun y™ ni toping:
Dy=("-1: 2)p=c¥cosx, 3) y=(Q+x')aragy, 4)y=x’(nx-1.
7. Berilgan funksiyalar uchun 3 (0)ni toping:
1)y =sinSrcos2x: 2) y = xcosx, 3) y=xsinx; 4) y=x%".
8. Oshkormas tunksivalarning hosilasini toping:
1) b2* +a?y? = a’b®, 2) y'=x'+3xy, 3) e =y,

4) cos(op) = 57, S)e'+ay=e; 6) xsmy+ysinx=0

9. Berilgan funksiyalar uchun ‘dx‘ ni toping:

) ([x=1241, 2) I].\ =@cost,
I_V TARSE |y =asmt,
L Ix=maer), )rr arcsnt,
ly=t-arags, ]v— »’{F 7
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10. Berilgan egri chiziqqa M, (x,,y,) nuqtada o‘tkazilgan urinma va normal
tenglamalarini tuzing:

E f
Ily=%. M«l—'-_;]' 2) y=sinx, M,{z,0)

3) y=x" +x* -1 egri chiziqga y =x parabola bilan kesishish nuqtasida;

+

sy T L
4) 5t .U‘..ks.aiJ. 5)

x=

Jr.\':sint, |"l I]
" Y Mo ==
Mg(2,2), 6) P W23

[,

‘ 2.1
J F :-

5.3. DIFFERENSIAL HISOBNIMNG
ASOS]Y TEOREMALARI

5.3.1. Ferma teoremasi

Differensiallanuvchi funksiyalarning nazariy va amaliy ahamiyalga
ega bo‘lgan teoremalari bilan tanishamiz. ) Tk

I-teorema (Fferma teoremasi). f(x) funksiya (a;lf ) mtenf'l-
aniglangan bo‘lib, bu intervalning biror ¢ nuqtasida o*zining e"g_:;a&?
{eng kichik) giymatiga erishsin. Agar funksiya ¢ nugtada che
hosilaga ega bo‘lsa, u holda

fer=0

bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik, y= f(x) funksiya ce(a;p) nugtada o'zining eng

katta giymatiga ega bo‘lsin. U holda Vye(a;h) uchun f(x)< /() ya'm
J() = f(€)<0 bo'ladi.

y=/() funksiya nuqtada ¥
hosilaga epa. Shu sababli bu nuqtada

funksiyaning o'ng va chap hosilalari 1 &
mavjud va
L(©)= lim LD = 1) S0 (x>¢),
A4l X—-c
Sey= xl-i-‘.‘-‘o G”_"L“_] 20 (x<o¢),
F=@ o a c b h g

Jle)=11(e) = f(c)
bocladi. S-shak].
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Bu munosabatlardan  f(c)=0 boflishi keiib chigadi.

Funksiya ¢ nuqtada eng kichik qiymatga ega bo‘lgan hol uchun
teorera shu kabi isbotlanadi.

Ferma teoremasining geometrik talqini quyidagicha bo‘ladi:
y= f(x) funksiya ¢ nuqtada eng katta (eng kichik) giymatga erishsa va
['(e) hosila mavjud bo‘lsa , f(x) funksiya grafigiga M(c;f(c)) nuqtada
o‘tkazilgan urinma Ox 0°qqa parallel bo‘ladi (5-shak!).

[a:5] kesma uchun Ferma teoremasi hamma vaqt ham o‘rinli
bo‘limaydi. Masalan, f(x»)=x funksiya [;]] kesmada o‘zining eng
katta (x=1 da) va eng kichik (x=0da) qiymatiga erishadi. Bu
nuqtalarda hosila f(x)=1%90.

5.3.2. Roll teoremniasi

2-teorema (Roll teoremasi). f(x) funksiya f[a;4] kesmada
aniqlangan, uzluksiz va f(a)= f(b) bo‘lsin. Agar funksiya (a;0)
intervalda differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda shunday ce(a;6) nuqta
topiladiki.

S'(c)=0
bo‘ladj,

Ishoti. Shartga ko‘ra, f(x) funksiya [a;6] kesmada aniglangan va
uzluksiz. U holda Veershtrassning 2-teoremasiga ko‘ra, funksiva shu
xesmada o‘zining eng katta qiymati A/ ga va eng Kichik qiymati » ga
cga bo‘ladi. Bunda #M=m bo'lsa, f(x) funksiya [a;b] kesmada
o°zgarmas va shu sababli Vx e(a;6) uchun 7'(x)=0 bo‘ladi.

i e
= - :
fic) - FAT| L ‘.{f-
\ T
3, e —--—--—A;E_ 7
/ A
Mo A S
fia)= rgk (U R “ r//'
S —- -~ -
pd
0 a c b X % (7] a ¢ hox
6-shakl. 7-shakl.



Agar M=m bo‘lsa, 1) funksiya M va m qi)fmatla@an
biriga biror ce(a;6) nuqtada ega bo‘ladi. Bunda Ferina teoremasiga
asosan, f'(c)=0 bo‘ladi.

Roll teoremasi ushbu geometrik talginga ega: [a;b.] kesmadz?
uzluksiz, (a;6) intervalda differensiallanuvchi va kesma.nmg chetkf
nuqtalarida teng qiymatlar qabul giluvchi funksiya gra.ﬁg:da‘ fh!{Tdﬂ)
{6, f(c)) nugta topiladi va bu nuqtada funksiya grafigiga otkazilgan
urinma Ox o'qiga parallel bo‘ladi (6-shakl).

I-misol. Roll teoremasi orinli bo‘lishini tekshiring:

D f(x)=x"-3x~4 funksiya uchun [0;3] kesmada; 2)7(x)=¥+" -1
funkstya uchun [-11] kesmada. -
Yechish.1) f(x)=x*~3x—4 funksiya [0;3) kesmada uzluksiz,
differensiallanuychi va uning chetki nuqtalarida bir xii qiymatga ega:
eoremasi o‘rinli
S©)=1B)=-4. Shu sababli, bu funksiya uchun Roll tcog..nasx o}rino
bo‘ladi. x ning f'(x)=0 bo‘lgan giymatini topamiz: f'(x)=4x-3=0.
Bundan x=§.
4

- . _
2) /)=¥x* -1 funksiya [-1;1] kesmada uzluksiz, £(-1)= /(1)
f'(x)=3-;}=-. Bu hosila  x=0e(-11) nuqtada mavjud  emas.

X

Bemak, bu funksiya uchun Roll teoremasi o‘rinli bo*Imaydi.

5.3.3. Lagranj teoremasi

3-teorema Uagranj teoremasi). Sy funksiya (0] kesmada
aniglangan va uzluksiz bo‘lsin.

Agar funksiva (a:;b) intervalda
chekli hosilaga €ga bo'lsa, u hold

a shunday ¢ e (a;6) nuqta iopiladiki,

_Sth)—f(a)
b—a

AGE i(3.1)
bo*ladi.

Ishoti. Teoremani isbotlash uchun yordamchi
Fx)=f(x) - f(a) _f(b%_a/(a) (x~a)
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funksiyadan foydalanamiz. Shartga ko‘ra, f(x) funksiya [«;5] kesmada
aniqlangan, uzluksiz va (a;5) intervalda hosilaga ega bo‘lgani uchun
F(x) {unksiya ham [a;6] kesmada aniglangan, uzluksiz va (4;4)
intervalda hosilaga ega bo*ladi.

Bunda

F'(x)= !"(-\'}—%M. F(a)=F(b)=0. (3.2)
-a
Demak, f(x) tunksiva Roll teoremasining barcha shartiarini
ganoatiaatitadi. U holda biror c¢e(ah) nugta uchun F'(c)=0,
f'(L’)~‘fQME)=O bo*ladi.
b-—a

Bundan

b
Fe) = f)-fla) ) f @
Teoremaning geometrik talqinini beramiz.

”l'] f{u} . . .- . o
7, s qiymat funksiya grafigining A(a;/(a)) va Bib f(8))
a
nugtalari orqali otivchi kesuvchining burchak koeffitsiyentini aniglayci.

Tecremaga ko'ra, shunday c e (a;6) topiladiki, C{c; f(c)) nuqtada funksiya
gratigiga otkazilgan urinma 48 kesuvchiga parallel bo‘ladi (7-shak).
(3.1) tenglikdan
o)~ f(a)= f'(c)b-u) (33)

kelib chiqadi. Bu formulaga Lagranj formulasi yoki chekli ayirmalar

Sormulasi deyiladi.
Agar a=x, b=x+Av desak. bu formulani

Slx+ax) = fx)= fle)ix (3.4)

ko‘rinishda yozish mumkin.
ce(a:h) bo'lgani uchun ¢ =a +8(b - a). 0 <6 <1, deyish mumkin.
U holda (3.4) tenglik
Six s Ax) = f(x) = f/(x+ BAx)Ax
ko‘rinishni oladi.
Langranj teoremasi yordamida Ay~dy tagribly tenglikning
anigligini bahoiash mumkin. Buning uchun f(x) funksiya ikkinchi
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tartibli uzluksiz /*(x) hosilaga ega bo‘lsin deb, topamiz:
By =dy=(f(x+Ax) - f(x))~ f'(X)de = f'{c)Ax ~ f'(x)Ax=
=)= F'(x)Ax = f(c,)c ~ x)Ax, bu yerda c, & (c;x).

Demak, &y ~dy= f*(c, (e ~x)ax. M = max|f"(x} bo‘lsin.

le-xl<Ax va f"(c,)< M tengsizliklarni hisobga olib, tocpamiz:
oy - di <A1 Ax] .

Lagranj teoremasidar quyidagi natijalar kelib chigadi.

I-natija. Agar biror intervalda funksiyaning hosilasi nolga teng
bo'lsa, funksiya shu intervalda o'zgarmas bo‘ladi. )

2-natija. Agar bivor intervalda ikkita funksiya teng hosxla’_arg'{1 cga
bo‘lsa, funksiyalar bir-biridan o‘zgarmas qo"shiluvchiga farq giladi.

. . n r .o
2- misol. arcsmx+arccosx=:, xe[-ki] ekanini isbotlang.

Yechish. S(x)=arcsinx+arccosx deb olsak, (~1;1) oraliqda

fi(x)= f_l — - _I_ =0

Vi—x* v1=x°

U holda I-natijaga ko‘ra, J(x)=C. ya’ni arcsinx+arccosx=C. €
; . o o ; . s e L el
ning qiymatini topish uchun ga (-I;1) intervaldagi qiymatlardan

birini, masalan, x=¢ ni qo’yamiz: arcsin0 + arccos0=C Yoki = (8

|

Bundan

aresinx +arccosy = - .

5.3.4. Koshi teoremasi

4-teoremy (Koshi feoremasi).  f(x) va g(x) funksiyalar [a;h]
kesinada aniqlangan va uzluksiz bo'lsin, Agar funksiyalar (¢;6)
intervalda differensiallanuvchi va

Vxe(a:b) uchun g'(x)=0
bolsa, u holda shunday ¢ e (a;6) nu

qta topiladi va
;L}—_mn A
gB)-g(@) g'(c)
bo‘ladi.
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Ishoti. Teoremaning g'{x)= 0 shartiga ko'ra, (3.5) tenglik ma’noga
ega bo‘lishi uchun g(6) = g(a) bo‘lishi kerak. f(x) va g(x)
funksiyalardaen ushbu
J(b)- f(a)
g(b)-gla)
funksiyani tuzamiz. Bu funksiya [a;5] kesmada aniglangan, uzluksiz va
{a:b) intervalda hosilaga ega.

Bundan tashqari,

F(x)=f(x) = fla)- (g(x)—g(a))

: ; JSb)-fla)
F(x)=f(x)- x), F(a)=F{@)=0.
( <) g(a) g'(x), Fla)=F(
Demak. F(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
garoatlantiradi va biror ce (4;4) nugta uchun  F'(c)=0, ya'ni

f(b) S(a)

'(c)=0
e 'g(e)

Sy -
bo‘ladi.
Bundan
S(b)=f(a) _ f'(c).
g®)-g@ 2'@

5.3.5. Lopital teoremasi

7
S-teorema | 3 ko' rinishdagi anigmasliklarni ochishning Logital qoidasi )
x, hugtaning biror atrefida 7(x) va g(x) funksiyalar uzluksiz, differen-

siallanuvehi va g'(x)20 Dbo‘lsin. Agar lim f(x)=0, lim g(x)=0 va
e

lim _,2 ‘; =4 (chekli voki cheksiz) limit mavjud bo‘lsa, u holda
SR -ACY,

Em '”““ I|m S (3.6)
o gx)  wa g(x)

bo‘fadi.
Ishoti. £(xy va g(x) funksiyalar uchun x, nugtaning biror atrofida

yotuvchi [v,;x] kesmada Koshi teoremasini go‘llaymiz.
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Bunda
f)-fG) _f1© -
f(xv) = g(xo)_o
g -glx) £
hisobga olinsa,
J@_1© (3.7)
gl g
hosil bo‘ladi, bu yerda ¢ nuqa x va X nuqtalar orasida yotuvchi
biror son.
x—x,da ¢ ham x, ga intiladi.
(3.7) tenglikda limitga o‘tamiz:
Lt f e}
v g(x) on £10)

lim =—— &) =k ekanidan lim 7). k.
s g'(x) e, '(C)
Shu sababli
fim L - )

on glX) eon HPTEN

Iohlar: 1. l-teorema f(xy va g(¥) funksivallar  x=x da
aniqlanmagan, ammo lim f(x)=0va lin g(x)=0 bo‘lganda ham O ‘rinli

bo‘ladi. Bunda f(x)=lim f(x)=0 va g(x,)=lim g(x)=0 deb olish
e .

vetarli.
1
7. I-teorema x—>w da ham o‘rinti bo'ladi. Hagiqatan ham, x=—

deb, topamiz;

{1 (1Y) e 1
J(x) . J_L_:_J_zli i\j[‘\:}} ! ]‘\:).{_.:‘)\znm!'iz‘J_
i
/

‘.'-. ) = lim \ m -
X ol 1 Ea 23
o) £2))

=7)

3. fitx) va g'(x) funksiyalar |-teoremaning shartlarini
qanoatlantirsa, teorema takror qo*llanishi mumkin:

flxy .. S i

lim Lo =lim =——-=lim =.

2(x) w2 g (\)
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i e -
3- misol.  lim "—AI—”"—'E limitni toping.
v} e —e

Yechish.  f(x)=x"~l+Inx, g(x)=e’—e funksiyalar x=1 nugta
atrofida aniglangan. lim f(x)=lim g(x)=0, ya’ni g ko‘rinishdagi

aniqmaslik berilgan.
U holda 1-teoremaga ko'ra,

re o 2x+
limf(—x) = Iim&:lim——izg .
-1 g(x) =l g {I} i e @
Demak,
. X —l+inx 3
im =—————= ==,
- e'—e e

== 4 o 5 . o . . o a .. 2
— ko‘rinishdagi anigmasliklami ochish hagidagi teoremani isbotsiz
oC

keltiramiz. :

6-teorema | = ko' rinishdagi anigmasliklarni ochishning Lopital goidast ?

€3 /

x, lugtaning biror atrofida f(x) va g(x) funksiyalar uzluksiz,
differensialianuvchi va g'(x)#0 bo‘lsin. Agar lim f(x)=lim g{x)==

bo‘lib. lim "‘.:"ﬂ limit mavjud bo'lsa, u holda
»e 81(X)

tim L8 _ g L6
e g(x) e g(X)

hotladi.

L ) I toping,.

4- misol. lim - —
= In{e” —e)

1
Yechish. !iunm—_ﬂJ:[ﬁ-] =lim2=4. = iime——e—:[ 2=
“In(e” -e¥) \w) we'(x—a) \0J
(i (5

= lim ¢ =lim —= ! =_l_=1,
o @ (X—a)+e’ al+(x-a) l+(@—-a) 1+0
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E va = ko‘rinishdagi aniqmasliklarga asosiy anigmasliklar
o0

deyiladi. '
0-» yoki w-o korinishdagi anigmasliklar algebraik

almashtirishlar yordamida asosiy anigmasliklarga keltiriladi.
0°, =° yoki 1° kofrinishdagi aniqmasliklar

f(x)sm A es(:)ln/’ﬂ
formula yordamida 0. aniqmaslikka keltiriladi.

5- misol. limx* tnx limitni toping.
1

. x | = 1. ¥y =0
Yechish. hml Inx=(0- oc)—hm——- = | llm*—‘ g T
A \e) =gl
x x

{ Nl o
6- misol. liml L ctgx | limitni toping.
SA J

. 1 sm\—'tcosx} .U._
Yechish. 1 (—— f % — o) = lim| = — sl
'T_x ergr j={ ) xsinx } A0y
., COSX—COSX+ XSinx . xsinx 0]
=lim————— s = lim =

=0 sinx 4+ x¥cosx

\ 5in X+ X COSX 0
=lim———————=—=0.
Y cosx+cosx—xsiny 2

7-misol. im ™" limitni toping.
10

Yechish, limx™ = (0") = lime™"" =e* =e =
= LE
! b
thm s . un
I = -him lim
el e

5.3.6. Teylor tcoremasi

7-teorema (Teylor teoremasi). f(x) funksiya x. nugtaning biror
atrofida aniglangan bo‘lib, bu atrofda (n+1)~tartibligacha hosiialarga
egava f""(x) hosila x, nugtada uzluksiz bo‘lsin.
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U holda

Jx)=f(x)+ &],xu)‘( v —x, )+ G (" (A %) ot

) gl wel)
4-&2()"—)'i )+ —f [cl(‘(— X, 3.8)
! ' + !

bo‘ladi, bunda ¢=x,+8(x-x,), 0<6<I.
(3.8) tenglikka Teylor formulasi deyiladi.
Isboti. Avval

10 (L1
)+ f(i;‘u) f( n) 2 +f ”('x")(x—x,,)".

otxx,) = fx, LT el C Rl Y O

R (x)=f(x)-o(x,x,)

belgifashlar kiritamiz.

Bunda biror ¢ son uchun R (,x)—(—‘—lc)—)( x-x)""  bolishi
ko‘rsatiisa, teorema isbot bo‘ladi.

Endi x, nugtaning atrofida » (x>x, bo‘lsin} nugtani tanlaymiz va

{x,:x] kesmada
(x—=1)" R, (x)

F(n)=1(x)- W(M)—M(‘ X)

, te[x,;x]

yordamchi funksiyani tanlaymiz.
F(ry funksiya [x,:x] kesmada usluksiz va differensiatlanuvchi va

Flty=—1(t) + S0 _me 1) Llr_}z{‘l__”__! _m(-r—f)' i
it 2 3t
0 gy L0, VDR
nl n =)
LR Im[x ("*”[l =1)'R, (\) (3.9)
nl (x—x, ™

t=x, da
Flx =) —-exx)=R (x)=R_()=FK, (x)=0;
t=x da
S o (Z=3)"R4(X) -0

S i PO o)
r‘{.‘.;:_}r{.l}— f{.\]— _I-_'_-(x—‘t)_m-T(‘r-X) (.t—_tr)"'l
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Demak, F() funksiya [x,:x] kesmada Roli teoremasining barcha
Shartlarini qanoatlantiradi. U holda shunday ¢ (x,<c<x) nugta topiladi

Va F'(c)=0 bo‘ladi.

(3.9) tenglikka ko‘ra,
{ﬂf Nx-c)'R, (x) _ 0

f(nu)(t) ..
____,—n! (x-c)" + G—x)
Bundan
f G
R@)= i =%
gl s FEx)
Pl x, )= f(x) ( (x x) "—:Q(.‘t—.\',]'+,..+——:1‘ (x—x,)
ko‘Phadga n-tartibli Teylor ko ‘phadi,
f1e)e, oy
R )_UM!} (e=x,)

fu“kswaga Teylor formulasining Lagranj ko ‘rinishdugi qoldiq hadi

deyiladi.
n=0 da Teylor formulasidan f(x)= f(x,)+ f'(eMx-x,) yoki
S = f(x)= f'(c)(x - x,) tenglik, ya’ni Lagranj formulasi kelib chiqadi.
Demak, Lagranj formulasi Teylor formulasining xususiy holi bo*ladi
x,=0 da Teylor formulasining xususiy hollaridan yana biri

f(~")=f(0)+&x+...+£(—(nx'+ A ”(“). , 0<e<t
1 n (n=1)

hosil bo‘ladi,
Bu.fonnulagu Makloren formulasi deyiladi.
Ayrim  funksiyalarning  Makloren formulasiga  voyilmasini

keltiramiz:
| =1 ;._+ Px“ e el
d oy Team—st "y xe R
I\ 2‘ nl (1)
9 x* x° o Lo
2. Slnx:_\‘—'_+;_'___+___+ L . S S T j e R
3 s o7 -1 @n-n 1) sinex AP vl R:
3. cosx=1-" !v"‘l- Hies l)"_-:;‘ ! 03 _‘ --_ ~ P
o4 (2m)! = C““( In-+1)1 xR,
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m(m— I).r’ B m(m —=1)..(m—n+ ”x" U
. nt

4. (1+x)" =I1-%x+

$ =D)L e e
(n+D)!
Xususan, n=m da

Ay =14 (L iy n(n— ”x* walg nin=1)...(n—(n- 2”;"" T
I 21 (n=1)! '

Formulalardan ba’zilarining isbotini keltiramiz.

1. f{x)=e* bo‘lsin.

U holda
JX) =)= (x)=.= " () =e",
Sl0)= /(0= f"(0)=-..= f"" (@) =1.

Makloren formulasi quyidagi ko‘rinishga keladi:

o3 - 0 *
R O S (3.10)
2 o ()

2. f(x)=sinx bo‘lsin.

U holda

) ) ‘ P ] a) JO, n juft bo'lsa,
ba u):sm(,\ £2 nv;J, Ji (0):5"\(:1-5)—

[(—!)th , #rog bo'lsa.

Bundan

1 : 7 Tw=l sl
. X X x il -
Yx=x-— e — L ()T — +(=1)"sincx .
ey ros 7 D @n-1) & 2n+2)!

4. f(x)=(1+x)" bolsin.
U holda

S = mlm =D (m—n+ 1)1+ 27,

L0y =mim—1).(m—n+1).

Bundan
(L3 =14 m, . minm— I).‘_, T m{m=1)..{m=n+ l)x: "
It 2 nt
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! m(m—1)...(m—n)

e {1+ ex)™ 27",

Teylor formulasi funksiyalar qiymatlari va limitlarini berilgan

aniglikda hisoblash imkonini beradi. Masalan,
f(x) funksiyaning x=a nuqtadagi qiymatini
xatoligi ¢ dan katta bo‘lmagan anigiikda
hisoblash uchun Teylor ko‘phadini shunday
k darajasigacha olinadiki, bunda 4 son
IR, ()| <& tengsizlikni  qanoatilaniradigan
n larning eng Kichigj gilib tanlanadi.

8- misol. ¢ sonini 0,001 aniglikda hisoblang.
Yechish. f(x)=e* funksiyani garaymiz.
Shanga ko‘m’ x=a=1, £¢=0,001.

(3.10) formulaga bincan » ning

R(y=—f_

= |

€,

R LV I S N R )

1.¢000060000000
2.0000000000000
2.5000000000000
2 6666666666667
2.7083333333333
i 2.71666666666G7
1 2.7180555555556
d 2.71825396823540
] 2.7182787698413
2.7182815255732
.7182_8_1&1@1:

ey =0,001 sharmi qanoatlantiruvchi eng kichik qiymati

n=6,bunda 0<c<l.
Demak,
1 1

1
emlt—+ —4 —+
T2 3

1
6

=2+0,5+0,16667 + 0,04167 + 0,00833 + 0,00139=2,718.

Shukabi ¢ sonining istalgan aniqlikdagi qivmatlari jadvalini

topish mumkin,

5.3.7. Mashglar

- .l. Funksiya uchun berilgan kesmada Roli teoremasi orinii belishini
ekshiring. Agar o*rinti bo‘Isa, teoremadazi ¢ ning tegishli iy matini toping:

D fO)=4x-x" 5, {02
3) fx=2-V5, [

2. Funksiya uchun berilgan kesmada Lagranj formulasidagi

tegishli giymatini toping;

RS
1) flx)=2a"—x41, (0], 2) f(x)=e*

3) (@) =Inx, {le);

93}
—
N

2) f(x)=sin2x,

[G;il:

A) f(x)=3-] x| [22]

¢ ning

4) flx)= " —6x+1, (0]



3. Berilgan funksiya grafigining urinmasi 48 vatarga parallel bo‘lgan
nugtasini toping:

1) fix)=x?+3x, A(=2-2). B(l:4); 2) f(x)=+x+1, AN, B(32)

4. Funksiyalar uchun berilgan kesmada Koshi formulasini yozing va bu
formuladagi ¢ ning tegishii qiymatini toping:

1) f(x) =sin 2x, g(x) = cos2x, [ﬂ;%!: 2) f(x)=x* =3, g(x)=x'+2 [02].

5. Funksiyaning o‘zgarmas bo‘lishlik alomatidan foydalanib, quyidagilarni
isbotlang:
(—x— 2arcigy, x<-1,

2 ;
=3 o . 2x
- =2arcigx, 0<x<+x; 2)arcsin s 2arctgr. -1sx<|,
a Ny
—~2arctgx, x=1

6. Loopital goidasidan foydalanib, limitlarni toping:

are Ig:r

1) m c;nr\ 2) lim — s
el
Ing2x

3} lim ~—=2==;
) - st x

2, X

3 lo
5) him —=

= e —x'-1 lm.n:(w\ —x)
7) bim —————, 8) bm
=7 st ' X ) =i sm2x°
9) lm xtgi; 10) linl(l—e")crgx;
rm W —
iR i . i e[
) im(seex ~1gx); 12) l‘mé ;—arclgt |
= !

1>
b1

13) lim (7 —-2x)": 14) lin'lxm‘_x’":
\ES 2
153 Inn(?_—%l : 16) hm{cos3x)*,
=" 3 o
17) lim(zgx) ™", L8} lim (x+3x)*
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7. Ko‘phadni (x—x,) ning darajasi bo‘yicha yoying:
1} P(x)=x" +5x =3x+1, x, =2, 2) P(x)=x*—2x*+5x—6, x,=2

8. Funksiyaning berilgan nugtada uchinchi tartibli Teylor formulasini
yozing:

1) £ =VTex, 5 =3 2) f=1, % =2

9. Funksiyalarni Makloren formulasi yordamida x ning darajalari bo‘yicha
yoying:

1) f(x)=xe%, 2) f(x)=chx.
10. Berilganlarni 0,001 aniglikda hisoblang:

1) sin36%; 2) cos32°;

3) e, 4) 110,09

11. Limitlarni Makloren formulasi yordamida toping:

cosx—1+—

1) I.ianx,‘_ 2) lim -
L] -, x' ]
]~
2
; =
' . X —J1+2x
3t S0} A o
=ay x| ? In(l +x)-x

5.4. FUNKSIYAILARNI HOSILALAR
YORDAMIDA TEKSHIRISH

Differensial hisobning tatbiglaridan biri funksiyalarni ltckshir-ish va
grafigini chizishga hosilaning qo‘llanilishi hisoblanadi. Quyida bu
tatbiglami ifodalovchi teoremalarni keltiramiz.

5.4.1. Funksiyaning monotonlik shartlari

I-teorema (funksiya monoton bo‘lishining zaruriy sharti). Agar
(a:b) intervalda differensiallanuvehi  f(x) funksiya shu intervalda
ofsuvchi (kamayuvchi) bo‘lsa, u holda Wxe(a;h) da

f ()20 (f'(x)<0)
bo‘ladi.



Isboti. f(x) funksiya (a;b) intervalda o'suvchi bo'lsin. (a;b)
intervalning ixtiyoriy x va x+Ax nuqtalarini olamiz.

U holda Ax>0 bolsa, f(x+Ax)>f(x) va Ax<0 bolsa,
f(x+Ax) < f(x) bo‘ladi.

Tkkala holda ham

fe+8)-1

Ax

Teoremaning shartiga ko‘ra f(») funksiya (a;b) intervalda
dgifferensiallanuvchi.

Shu sababli
f{x+Ax)— f(x) 0

J'(x)=lim

JS(x) funksiya (a:6) intervalda kamayuvchi bo‘lganda teorema shu
kabi isbotianadi.

y=f(x) y =)
% A
. ”
- s
e A = L] g% s
- Jil N
/ . Nl
et A Antihw
o a 2 h x ol a c Y 3
B-shakl. 9-shakl,

Bu tcorema ushbu geometrik talginga ega: biror intervalda
differensiallanuvchi bo‘lgan o‘suvchi (kamayuvchi) funksiya grafigiga
o‘tkazilgan urinmalar Ox o‘qning musbat yo‘nalishi bilan o‘tkir
(o‘tmas) burchak tashkil qiladi yoki ayrim nugqtalarda Ox o‘qiga parallel
bo‘ladi (8-shak!) ((9-shakl)).

2-tesrema (funksiya monoton bo lishining yeiarli sharii). Agar
(a;:hY intervalda differensiallanuvchi f(x) funksiya uchun Vxe(a:p) da
S1(x)>0 (f'(x)<0) bo‘lsa, f(x) funksiya (a;b) intervalda o‘sadi

(kamayadi).
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Isboti. (a;b) intervalda f'(x)>0 bo‘lsin. Vx,x, e(ab), x <%
talami olamiz. . .
nuq f(x) funksiya uchun [x,x,] kesmada Lagranj te'oremaalbﬂilrr;gr
shratlari bajariladi. Shu sababli Lagranj fo-rmulaszga binocan, |
celx,x,) da f(x,)- f(x,) = f'(c)(x, ~x,) bo‘ladi. ey o

Teoremaning shartiga ko‘ra, Vxe(a;b) da f'(x)>0, ’b J .
ce(x,x,) da f'(c)>0. x,-x >0 va shuning UChUI‘l .‘f \L‘)(.x,;-n.kSiva
Bundan f(x,)- f(x,)>0 yoki f(x,)> f(x,). Shunday qilib, f(x) funksi
Vxe(a;h) da ofsadi. o .

£'(x) <0 bo‘lganda teorema shu kabi isbotlanadi. -

Eslatmalar. |, Funksiya o‘suvchi va . karr.lay;fvc h1
intervallarga funksiyaning monotonlik iniervallaril deyiladi. 41 keomel

2. (ab) intervalda o'suvchi (kamayuvchi) va [a

5 b8 Fg ruvehi)
uzluksiz bo‘gan f(x) funksiya [a;6] kesmada o‘suvchi (kamayu
bo‘ladi,

. ki ailarin
I-misol. f(x)=x' ~12x+5 tunkstyaning monotonlik interva
toping, 'l e 0 dan
Yechish. D(f)=R, S'(xy=3x"-12=3(x" - 4). U holda: 7'(x}>
x' =450 yoki 1x>2 f(x)<0 dan x*-a4<0 yoki jx|< 7— i (28]
Demak, f(x) funksiya (—e;-2)U(2i¢) intervalda o'sadi, (-2
intervalda kamayadi.

5.4.2. Funksiyaning ekstremumlari
1-ta’vif. Agar X, nuqtaning shunday & atrofi lopilsa \.a lbt
atrofning barcha x#x, nuqtalarida f(x)< f(x.) (f(x}> f(x.)) ié{\g.\lz’l.
bajarilsa, x, hqlaga f(x) funksiyaning gat iy lokal maksinmm (gat’iy
{okal minimum) nuqtasi deyiladi. ;

Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalariga  chstremum

iladi. 1 S i ivmati
nugtalar  deyiladi. Funksiyaning  ekstremum nugtadagi  gi
fzmksiyuning ekstremumi deb ataladi.

Ekstremum  tushunch
arrolt  bilan bog'li. Sh
sohasining  faqat
funksiya 0'zining

asi funksiya aniglanish schasining blror
u sababli :Funksiya ckstremumga aniqia.msh
ichki nuqtalarida  erishadi. Shu  bilan blrga.,
aniglanish sohasida bir nechia minimumga yoki
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maksimumga erishishi va bunda maksimumlardan ayrimlari qandaydir
mimmumdan kichik bo‘lishi mumkin (10-shakl).

3-teorema (ekstremum mavjud bo ‘lishining zaruriy sharti). Agar
x, nugtada differensiallanuvchi f(x) funksiya shu nuqtada ekstremumga
ega bo‘lsa, uholda f'(x,)=0 bo‘ladi.

Isboti. x, nugta f(x) funksivaning ekstremum nuqtasi bo‘lsin. U
holda  shunday (x,~6,x,+8)

interval topifadi va bu intervalda 7
f(x) funksiya o‘zining eng Kkatta == L =f(x)
yoki eng kichik qiymatiga ega ! 7
boladi. fi S’

U holda Ferma teoremasiga /—"—T\ !. ‘
ko‘ra, fx,)=0 bo‘ladi. Sor NS

Bu teorema quyidagicha O i
geometril. talginga ega. Agar' x 7 = Yx ‘4 Y
nuqta Fx) funksiyaning J
ekstremum  nuatasi  bo‘lsa L

(masalan, 10-shaklda x nuqta),
funksiya grafigiga shu nuqtada urinma o‘tkazish mumkin va bu urinma
Ox o'qiga paralle! bo‘ladi.

Izohlar. . f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo'lib,
difterensiallanuvchi  bo‘imaganida ham, ekstremumga ega bo‘lishi
mumkiin. Masalan. uzluksiz  y=| x|

funksiva x=0 nuqtada hosilaga ega Y
emas, ammo x=0 minimum nugta el
(11-shakl). AN !
Shunday qilib, j(x) funksiya x, L /
nugtada ckstremumga ega bo‘lsa, bu . ’
nuqtada ,"(x) hosila nolga teng yoki N
q x

inavjud bo*Imaydi.

J'(x) hosifasi nolga teng bo‘lgan 11-shakl.
yoki mavjud bo‘lmagan nugtaga
hivinchr tur kritik nugra deyiladi.

2. Hamma birinchi tur krittk nuqta ham ekstremum nugqta
bo‘lavermaydi. Masalan, f(x)=x" funksiya uchun x=0 da
[(x)=3x"=0. Demak, x=0 birinchi tur kritik nuqta, ammo u
ekstremnum  nugta emas (12-shakl).

317



4-teorema (ekstremum mavjud bo lishining yetarli sharti). Agar
f(x) funksiya x, birinchi tur kritik nugtaning  biror & an:oﬁda
differensiallanuvchi bo‘lib, x nuqta x, nuqtadan chapdan _0 ngga
o‘tganida f'(x) hosila: ishorasini musbatdan manftyga O‘Zg.amrsa %
nugta maksimum nuqta bo‘ladi; manfiydan musbatga o‘zgartirsa
x, nugfa minimum nuqta bo‘ladi.

Ishoti.  x, — birinchi tur kritik nugta, {1
x€(x,~8:x,) da f'(x)>0 va xe(x,» +5) da [y=%
f'(x)<0 bo‘lsin. U holda 1-teoremaga ko‘ra,
funksiya (x,-4;x,) intervalda o‘sadi va : 3
(%43%, + &) intervalda kamayadi. Demak, f(x) /0
funksiyaning x, nuqtadagi qiymati uring
Vxe(x,-8;x,+8) nuqtadagi qiymatidan katta
boladi, ya’ni f(x) funksiya x, nugtada
maksimumga erishadi.

x&(x,=8;x,) da f'(x)<0 va xe(x,,x,+J)
da f'(x)>0 bo‘lgan hol uchun teorema shu kabi isbotlanadi. _

Ioh. Agar x nuqla r, nugtadan chapdan o‘ngga O‘t'ctamdﬂ
ishorasini o‘zgartirmasa x, nuqtada ekstremum mavjud bo‘Imaydi.

Funksiyani ekstremumga tekshirish — bu funksi)’“"i“g_ bz'm?ha
ekstremumlarini topish demakdir. Ekstremum mavjud bo'.h.Sh“‘!”g
zarurly va yetarli shartlaridan funksiyani ekstremumga tekshirishning
quyidagi qoidasi kelib chigadi: )

. y= f(x) funksiyaning birinchi tur kritik nugtalari topiladi;

2*. Bu nuqtalardan
bo*lganlari tanlanadi:

¥

12-shakl.

funksivaning aniglanish sohasiga tegishli

3. tanlangan nugqtadan chapdan o'ngga octishda s’(x) hosilaning
ishorasi tekshiriladi; ]

4" 4- teoremaga  asosan funksiyalarning ekstremum  nuqtalari
(agar uiar bor ho'lsa) aniglanadi va funksiyaning bu nugtalardagi
giymatlari hisoblanadi.

2-misol.  f{x)=\x’ —l:; funksiyaning ekstremumlarini toping.
3

Yechish. Ravshanki,

D=R fly= -t 1.2-0x
3 3 A



Hosila x, = 0 nuqgtada mavjud emas va x, =8 nuqtada nolga teng. Bu
kritik nuqtalar berilgan funksiyaning aniglanish sohasini uchta

(==5;0), (0:3), (8;+)
_ ] L

intervallarga ajratadi.

Hosilaning har bir birinchi 7 ¢ -
tur kritik nuqtadan

chapdan o‘ngga o‘tishdagi 13-shakl.
ishoralarini chizinada

belgilaymiz (I13-shakl). Bunda strelkalar funksiyaning tegishli

intervalda o‘suvchi yoki kamayuvchi ekanligini bildiradi.

Demak, x, =0 — minimum nuqta, y_ =£(0)=0
maksimum nuqta, y,_ =f(8)=~:f.

o
Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatini topish matematika,

fizika, kimyo, iqtisodiyot va boshqa fanlaming ko‘plab masalalarini
yechishda keng qofllaniladi. Masalan: minimal xarajat sarflab yukni
tashish haqidagi transport masalasi, maksimal daromad olish magsadida
ishlab chiqarishni tashkil etish masalasi, eng katta va eng kichik
qiymatlami izlash usullarini takomillashtirish va rivojlantirishga olib
keluvchi optimal yechimlami izlash hagidagi boshga masalalar. Bunday
masalalarni yechish bilan matematikaning maxsus bo‘limi - chizigli
programmalashtirish shug‘ullanadi.

Biz soddaroq masalalardan birini ko‘rib chigamiz.

3-misol. Tomoni 12 uzunlik birligiga teng kvadrat tunukaning
burchaklaridan bir xil o‘lchamli kvadratlar kesib olingan va usti ochiq
quti yasalgan. Qutining sig‘imi eng katta bo‘lishi uchun tomoni necha
uzunlik birligiga teng kvadratiar kesilishi kerak?

Yechish. Kesib olinadigan kvadratlarning tormoni x bo‘lsin.
U holda qutining asosi 12-2x va balandligi x ga teng bo‘ladi.

Qutining hajmini topamiz:

Fix)=x(12- 2x)° =144x - 48x7 + 4x*, x€[0;6].

va x,=8-

Bu funksivaning maksimumini aniglaymiz.

V() = 144 - 96x + 1257 = 12(2 - x)(6 - x)
hosila x=2 da ishorasini musbatdan manfiyga almashtiradi, ya’'ni
x =2 maksimum nugta bo‘ladi.

Demak, kesib olinadigan kvadratlar tomoni x=2 (uz4), bunda
V(2) =128 (hubb).
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5.4.3. Kesmada uzluksiz funksiyaning
eng katta va eng kichik qiymatlari

y=f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lsin. U holda
Veershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra, funksiya bu kes-mada
o‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga ega bo‘ladi. .B"
qiymatlarga funksiya yoki ekstremum nugtalarda yoki [a:b] kesmaning
chetki nugtalarida erishadi.

Bundan [a;6] kesmada uzluksiz y = f(x) funksiyaning eng l\:atta M
eng kichik qiymatlarini topishning quyidagi qoidasi kelib flllqad“

. y=f(x) funksiyaning (a;b) intervaldagi birinchi tur kritik
nuqtalari topiladi; ;

2°. funksiyaning topilgan kritik nuqtalardagi va [«:6] kesmaning
chetki nuqtalaridagi giymatlari hisoblanadi; L

3". hisoblangan qiymatlar orasidan eng kattasi va eng kichigi
tanianadi. . s

Tzohlar. 1. Agar y = f(x) funksiya |a;5] kesmada fagat bitta kritik
nugiaga ega bo‘lib, u maksimum (minimum) nuqta bo‘lsa, bu "uflmd.a
funksiya o'zining eng katta (eng kichik) giymatiga cga bo‘ladi,
yami max f(x)= f(x,) (min f(x)= f(x,)) bo‘ladi.

2. Agar y=f(x) funksiya [a:h] kesmada kritik nuqtaga ega
bo‘lmasa, bu funksiyaning kesmada mornoton ofsishini yoki monoton
kamayishini bildiradi. Bunda = /(x) funksiya [a:6] kesmadagi 2
katta va eng kichik giymatlariga kesmaning chetki nuqtalarida erishadi.

4- misol,  y=yt -3y funksiyaning [0.2] kesmada cng kaila va
eng kichik qiymatlarini Lloping.

Yechish,

U f'(x)=3x* -3=0 dan x==1, x =1, xe02]
Yo fM==2, f(0)=0, f)=2;
. mac S =/@)=2% min fx)= (1) =-2.

E]

5.4.4. Funksiya grafigining botigligi,
qavarigligi va egilish nugtalari
y=7() funksiya (a:b) intervalda differensiallanuvchi bo‘lsin,
Uholda y= 7(x) funksiya grafigining VM (x;, f(x)), x€(a,b) nugtada
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urinmasi mavjud bo‘ladi.

2-ta’rif. Agar (a;b) intervalda y= f(x) funksiyaning grafigi unga
intervalning ixtivoriy nuqiasida oftkazilgan urinmadan yugorida
(pastda) yoisa, funksiya grafigi (ab)intervalda borig (gavarig)
deyiladi(i4-shaki).

Funksiya grafigining  botiq

gismini qavarig qismidan ajratuvchi ¥
Mic; f(c)) nugia Junksiya = P
g.vaﬁgg';iing‘ egilish  nugtasi  deb TI"““‘L-.".;
ataladt. W e |
2 e
:;-teor ema. ' Agar Y =.f (-1). I__/qfu‘..“ gk .'
funksiya (&6) intervalda ikkinchi 7 L ate) .
tartibli hesilaga ega va Vxe(a;6) : :
da f"(x)<0 (/"(x)>0) bo'isa. u B - PR

holdu y = f{x) furksiya grafigi («;h)
infervaida qavarig (botiq) bo‘ladi.
Isboti. ¥xe(a;b) da f"(x)<0 bo‘lsin. Funksiya grafigida x, €(a:b)
abssissali ixtiyoriv 3 nuqta olamiz (15-shakl). Funksiyaning grafigi bu
urunmadan pastda yotishini ko‘rsatamiz. Buning uchun x e (a;6) nugtada
»=7(x) egri chizigning v ordinatasi bilan urunmaning v, ordinatasini

1 d-ghakl

solishtiramiz.
Urunma tenglamast 4
Y = Ix) = S x - x,). At y=flx)
bo*igani uchun Y- !

VYo, = S = S = SN = x).
Lagran) teoremasiga ko‘ra
Fix)—fix,)=e)x-x,), bu yerda !
¢ nugta  x, bilan  x ning orasida o ax,  a b x

yotadi. i 1 5-shakl.
Shu sababli

3=y =1Ex-x) = (5 )Nx - %)

voki
Y=y, =16y = f(x ) x—x,).
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f'(e)= f(x,) ayirmaga Lagranj teoremasini takror go‘llaymiz:
©)= ()= f"(c,)(x~ x,). bu yerda ¢, nugta ¢ bilan x, ning orasida
yotadi. Demak, y-y_ = f(e Ne = x,M(x = x,).
Bu tengsizlikni tekshiramiz:
1) agar x>x, bo'lsa, u holda x-x >0, c—x >0 bo‘ladi va
[c)<0; L
2) agar x<x, bo‘lsa, u holda x—x,<0, c—x,<0 bo‘ladi va
f(c,)<0. .
Har ikkala holda ham y-y, = f7(c,)(c - x,)(x—x,) <0, ya'ni y N
Demak. vxe(a;6) da urunmaning ordinatasi funksiya gruﬁglfung
ordinatasidan katta bo‘ladi va (a;6) intervalda funksiya gratigi REVEH -
f"(x)>0 da funksiya grafigi botiq bo*lishi shu kabi isbotlanadi.
Funksiya grafigining egilish nuqtasini topish quyidagi reoremalarga
asoslanadi.
b-tearema (egilish nugta mavjud bo lishining zaruriv sharti). Agar
¥=f() funksiya (4;0) intervalda uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega
V8 M(x;f(x,)) nugta funksiva grafigining egilish nuqtasi bo‘lsa, u
holda f"(x =0 bo‘ladi.
Isboti. Teskarisini faraz gilamiz: /"(x,) = 0, anigiik uchun f"(x,)>0:
% Duqtaning biror atrofida f"(x)>06 bo‘lsin. U holda S-tcorema‘.gtl
ko'ra, funksiya graligi bu atrofda botiq bo‘ladi. Bu x, nugta Cé’“'“‘h
nugtaning abssissasi bo‘ladi mulohazasiga zid. Demak. qilingan faraz
noto*griva f(x)=0.
7"(x)= 0 boladigan nuqtalarning hamnmasi ham funksiyus grafigining
cgilish nuqtasi bo'lavermaydL Masalan, f{x)=x' funksiva grafigining
M (€:0) nuqtasi egilish nugta emas, antmo x=0da /*(x)=i2x" = 0.
Demak, ¢

(%,)=0 shart egilish nuqla mavjud bo'lishining zaruriy
sharti boladi.

T-teorema (egilish nuqia  mavjud  bholishining yetarli sharii)
y=f(x) funksiya x, nuqtaning biror & atrofida ikkinchi tartibli hosilaga
ega bo'lsin. Agar & atrofning ¥, nuqtadan chap va o'ng gismlarida
S hosila har il ishoraga ega bo‘lsa, u holda M(x:f(x.)) nuqtu
funksiya grafigining egilish nuqtasi bo‘ladi.

Isboti, X, ~dGx)da f(0)>0 va xe(r X, +8) da M) <0
bo'lsin. U holda S-teoremaga ko‘ra, x, nuqiadan chapda funisiva
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grafigi botiq va o‘ngda qavariq bo‘ladi. Demak, M(x,; f(x,)) nugta
funksiya grafigining egilish nuqtasi bo‘ladi.

xe(x,—8;x,) da f"(x)<0 va xe(x,,x,+6) da f"(x)>0 bo‘lgan hol
uchun teorema shu kabi isbotlanadi.

Izoh. y = f(x) funksiya x, nuqtaning biror J atrofida ikkinchi
tartibli hosilaga ega bo‘lib, uning f"(x,) hosilasi mavjud bo‘imaganida
ham egilish nuqtaga ega bo‘lishi mumkin. Shu sababli egilish nugtalarni
ikkinchi tartibli hosila nolga teng bo‘lgan yoki uzilishga ega bo‘lgan
nuqtalardan izlash kerak bo‘ladi.

/"{x) hosilasi nolga teng bo‘lgan voki mavjud bo‘lmagan nuqtaga
ikkinchi tur kritik nugta deyiladi.

3- misol. y:l——x . funksiya grafigini botiq va qgavariglikka
- X

tekshiring.

Yechish. D(f) = (—=c;~1) U (~L1) U(l;0).
gl "y L F1) 227 +3)
_k]_-‘,z/ (]_xz):’ L(l_x:)z

N

Ikkinchi tartibli hosila x, =0 nugtada nolga teng va x, =-1, x, =1

nugtalarda mavjud emas.
f7(x) hesilaning ishorasini oraliglar usuli bilan tekshiramiz:
Demak,  funksiyaning grafigi (-1,0) va () intervallarda
qavarig, (-o=1)  va  (0))

intervaliard boti bo‘ladi. = == =
ervaliarda  botiqg oladi :\./‘-—x\fi*'\\(/“

0(0;0) nugia funksiya t
grafigining  egilish  nuqtasi = 2 !
bo‘ladi.

5.4.5. Funksiys grafigining asimptotalari

Egri chizigning asimpiotasi deb shunday to‘g'ri chizigqa a_vtilad.ik.i,
cgri chiziqda yotuvchi M nuqta egri chiziq bo‘ylab harakat qllzt?
koordinata boshidan cheksiz uzoglashgani sari M nuqtadan bu to‘g'ri
chiziggacha bo‘lgan masofa nolga intiladi (16-shak}).

Uch turdagi, ya’'ni vertikal, gorizontal va og‘ma asimptotalar

mavjud.
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Agar llm f(x) yoki hm f()u) limitlardan hech bo‘lmaganda bittasi
cheksiz (+» yokl—ao) bo lsa, x=x, to‘g'ri chizig y:f(x)
funksiya grafigining asimptotasi bo‘ladi. Bunday asimpicta vertikal
asimptota deb ataladi.

Masalan, f(x)= 1 funksiya grafigi uchun x=0 to‘g’ri chizig
x

vertikal asimptota, chunki lim f(x) =+« va lim f(x)=-=

x4 g, =9

Shunday qilib, vertikal

=
asimptotalarni izlash uchun x ning

/
kx4 P'f
unga yagin qiymatlarida f(x) funksiya 1 __
modul  bo‘yicha cheksiz o‘sadigan
x, giymatini topish kerak. Odatda, _bu \ P
x, ikkinchi tur uzilish nuqtasi bo*ladi.
Agar shunday & va b sonlari
mavjud  bo'lib, x—ow (x> -x) da
f(x) funksiya

S X
(@)

f(x)=kx + b+ afx), lima(x)=0
ko‘rinishda ifodalansa, y = kv +b to‘g‘ri 1638
chiziq y=f(z) funksiya grafigining asimpictasi bo‘fadi.  Bunday
asimptota og ‘ma asimptota deb ataladi. ‘
8-teorema. y= s (x) funksiya grafigi y = fx+ b og‘ma asimpiotaga
epga bo‘lishi uchun
i L® _p o im0 -k =b
i =

bo‘lishi zarur va yetarli.
Isboti. Zarurligi,
asimptotaga ega bo‘lsin,
U holda og‘ma asimptotaning
]ima(x) =0 bo‘ladi.
Bundan

= f(x) funksiya grafigi vy=Aic+h og'ma

ta‘rifiga ko‘ra, y=kv+b-alx).

X

_li_m‘-“”—um(k»r +““W—k, lim( f(x)— kx) = (b —aix) =k
=X X -5 =

kelib chiqadi.

wl
b
i



Yerarliligi. hm —]—k lim(f(x)~kx)=b bo’lsin.
P Al

Uholda lim(f(x) - fx)=h dan f(x)-kx=b+a(x). lima(x) =0 kelib
chigadi. Demak, f(x)=kr+b6+a(x) bo‘ladi. Bu esa y=ike+bh to‘gri

chizig f(x) funksiya grafigining asimptotasi ekanini bildiradi.

Agar lim?™) jim(7(x) - k) limitlardan hech bo‘imaganda bittasi
Lgpergrilil

mavjud bo‘lmasa yoki cheksiz bo‘lsa, f(x) funksiya grafigi og‘ma
asimptolaga ega bolmaydi.
Agar k=0 bo‘lsa. b= lim f(x) bo*ladi.
chizigga 7(x) funksiva grafigining gorizontal asimptotasi deyiladi.
fzoh. y=f(x) funksiya grafigining asimptotalari x—+c da va

. . /
mumkin, Shu sababli  lim: :‘:,

Bunda y=b to'gi

x>~ da har xil bo‘lishi
lim(f(x)~ ko) limitlarni aniglashda x — +e va x—>-o> hollarini alohida

qarash lozim.
2
3-misol. y X =3 funksiya grafigining asimptotalarini toping.
X

S R 2= . =3
Yeohishh lim —=—m, Jim ——=40.
e X

Demak, x=¢ to'gri chizig vertikal asimptota.

2.—
k=lim L(—z =lim —);3 =1,

rowe X

b=lim[f(0)- ku‘lT [im' =
2t sl
J im / [_\‘_ lim -

T PR

=3 ; 3
b =lim [_H v) - Iu'i-— lenl’-" — - .YJ = lim = =0
4 e = SE
Bundan
y=he+b=x.

Demak, y=x io‘g'richiziq og'ma asimptota.
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5.4.6. Funksiyani tekshirish va grafigini
chizishning umumiy sxemasi

Funksiyani tekshirish va grafigini chizish ma’lum tartibda (sxema
asosida) bajariladi. Shunday sxemalardan birini keltiramiz.
I”. Funksiyaning aniqlanish sohasini topish.

2°.Funksiya grafigining koordinata o‘glari bilan kesishadigan
nuqtalarini (agar ular mavjud bo‘lsa) aniglash.

3. Funksiyaning ishorasi o‘zgarmaydigan oraliglami { f(x) >0 yoki
flx)<0 bo'ladigan oraliglamni) aniqlash.

4. Funksiyaning juft-toqligini tekshirish.

5" Fuaksiya grafigining asimptotalarini topish.

6.  Funksivaning monctonlik  oraliglarini  aniglask  va
ekstremuinlarini topish.

7. Funksiyaning qavariqlik va botiglik oraligiarini hamda egilish
nugtalarini aniglash.

8°. 1" —7° bandlardagi tekshirishlar asosida funksiyaning grafigini
chizish.

Funksiya grafigini chizish uchun keltirilgan sxemaning hamma
bandlari, albatta, bajarilishi shait emas. Soddarog hallarda kelurilgan
bandlardan ayrimlatini, masalan 1°,2° 6°ni bajarish vetarli bo'laci. Agar
funksiya grafigi juda tushunarli bolmasa 1 —-7° bandlardan Keyin
funksiyaning davriyligini tekshirish, funksiyaning bir nechta qoshimeha
nugtalarini topish va funksiyaning boshga xususiyatlarini aniglash
bo‘yicha qo‘shimcha tekshirishlar o‘tkazish mumkin.

. X+l L . . .. S gt i oo
7~ misol. y == ] funksiyani tekshiring va grafigim chizing.
e

Yechish. 1" Funksiyaning aniglanish sohasi:
DUf) = (=) U (=) U (i;+02).
2. x=0 da y=—1 bo‘ladi. Funksiya Oy o‘qini (0:-1) nugtada
kesadi. ¥+#0 bo‘lgani uchun funksiya Ox o‘gini kesmaydi.
3" Funksiya (~e0;-1) va (I;+o0) futervallarda musbat isherali va

(=L1) intervalda manfly ishorali.

4°. Funksiya uchun xe D(f) da Ji=x¥= 7(x) bo‘ladi.
Demak, u juft.



Ly

lim - =—a0, lim ———=4on,
| |
Demak. x=-1 va x =1 to‘g'ri chiziglar vertikal asimptotalar bo‘ladi.
¥+l
k=lim = =0(x - +oda hamx — ~ da ham £=0),
- X{
. [at+]
b=lim| — --U-x]=i.
,...L[_.- . )
Demak, y=1 to‘g'ri chizig x>+c da hamx—>—< da ham

gorizontal asimptota bo‘ladi.
6°. Funksiyaning monotonlik oraliglarini aniqlaymiz va

ekstremumlarini topamiz.

Lo 2x(xX—1)~2x(x’ #1) 4x
¥ (I! _”: (‘\_‘. = |]' .
Birinchi tartibli hosila x=-1 va )

x=1 da mavjud emas va x=0 da
nofga teng. Bu nugtalar berilgan
funksiyaning  aniglanish  sohasini
to'rta

(=o25=1), (=50), (G}, (;+0) r
intervallarga ajratadi. Hosilaning bu ‘
intervallardagi va har bir birinchi tur — f
kritik nugtadan chapdan o'ngga i
o‘tishdagi  ishoralarini  chizmada !
beigilavmiz:

Demalk, funksiya {-=;-1) va 17-shakl.
(-10) intervallarda o‘sadi, (Q;1) wva
(;+=) intervailarda kamayadi. x =0 maksimum nuqta, y_ = f(0)=-1.
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7°. Funksiyaning qavariqlik va botiqlik oraliglaruii hamda egilish
nuqtalarini aniglaymiz.

.

"__{_ 4x \J_ (x -1 —x- 2(x -1)-2x 4(1—3x)

L& - (x* - 1) (x> =15

Ikkinchi tartibli hosila x, =—1 va x, =1nugtalarda mavjud emas.
Y hosilaving  (-ooi-1), (5D, (15+<0)

intervaliardagi  ishoralarini

tekshiramiz: L
Demak, funksiyaning grafigi N/ A
(-1)) intervalda qavarig, (-=i-1) va —_——11»———————-1-—-—————‘»
(+0) intervallarda  botiq bo‘ladi.
Funksiya gaﬁgmmg egilish nuqtasi yo'q.
3.1

~7° bandlar asosida funksiya grafigini chizamiz {(17-shak?).

8- misol. y=

2 funksiyani tekshirmg va grafigini chzing.
x+1)?

Yechish. Misolni Maple paketida bajaramiz.
> with{plots) :

v

restart |

v

readlib{extrema) :

o
S f=

{x+1)*
> lim £
v gyt

lim %

> lip s
AL

> lim &
tanai

> lim —;
v



> solve({{=0},x);

{x=0} {x=0} {x=0}

> solve( {{> 0}, x};

> solve({f < 0}.x);

(x< -1} {-1 <xx <0}

v

.
eE]

0 <ux}

37 20

(k1P xa1

{x=-3}) {x=0}. {x=0}

> wemalf { } {x}¥)s 8

fx= -3} (x=0}}

> sabivi ‘—{|r1}.]
: J

Iv < -2} {1 <ax <0} {0<x}
frd
18 = (R ()] S
W dr } J

(-3<yx< -1}

> solve

> L
de

bx 122 67
) )t e n)?

> simplify( |
__6x
X+ 1)4

27 1
!l], s
| 4 |




3 \
> .\tra]'w“‘d—, f= 0\,1 -
dx*

o 1
> solve| {— F>00,x1;
OVEU d:] > ] xJ
{0 <x}
2 1
> !-‘.‘h‘u[ [—"i'T i< Ul.x].
la? )

A

{x<-1}L{-1 <xx<0}

plot[£(x), g(x), =1, 4 t=-10.10] |, x=-3.5,~10..6, color
={red, blue, green), linestyle = [ 1, 6, 6], thickness = 2. discont
= {rue, gnd=(59,501);

5.4.7. Mashglar

1. Funksiyalarning monotonlik intervallarini va ekstremurnlarini tcping:

1) flx)=x"-9x? +13x; 2) f(x)=£3——%'2*'»

1
X
5) S =xfi-xt,
) f(x)=xe™,

6) f(x)=3x" =x7;
8) flx)=ch'x

x

9) f(x)=In(x? +1); 10) f(.\:)-—-l—n‘_-
1Y) f(x)=x-2sinx, 0<x<2n, 12) _lf(,x).—.x‘»Zcus;.r, Gexsa.

2. Funksiyalarning berilgan  kesmadagi eng kata va eng kgl
qiymatlarini toping:

1) f)=x"-3x, [0,2); 2) f(x)=x" +3x°-9x—10, [-40];

3) f{x)=x+cos2x, ‘U.: \, 4y fly=xnx, (lel

3.Yism  §=21r+3 —' gonun bilan harakatlanmogda. Jismning eng
Katta tezligini toping,

4. Ko'ndalang kesimi to*g‘ri to*riburchakdan itorat to*sinning bukilishga
qarshiligi ko' ndalang kesimning eni bilan bo‘yi kvadratining ko' paytmasiga
proporsional. b diametrli xodadan kesilgan to‘sinning bukilishga garshiligi eng
katta bo‘lishi uchun to*sinning o*lchamlari qanday bo*lishi kerak?
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3. Uzunligi /ga teng simdan tog‘ri to‘rtburchak yasalgan. To‘g ri
to‘rtburchakning yuzasi eng katta bo‘lishi uchun uning o‘ichamieri ganday bo‘lishi
kerak?

v

6 4 [:—=1ellipsga to‘g‘ri  to‘rtburchak ichki chizilgan. To‘g'ri

16
10‘rtburchakning mumkin bo‘igan eng katta yuzasini toping.

7. R radiusli sharga yon sirti eng katta bo‘lgan silindr ichki
chizilgan. Silindrning balandligi ganday bo‘lishi kerak?

8. Silindming hajmi ¥ ga teng. Eng kichik to‘la sirtga ega
bo‘lgan silindrning balandligini toping?

9. Kemada yoqilg*i sarfi uning tezligining kubiga proporsional bo‘lib, u 20
km/soat tezlikda soatiga 40 so‘m sarflaydi. Kemaning boshga xarajatlari soatiga
270 so‘mai tashki! qitadi. Kemaning 1 km. yo‘l uchun umumiy xarajati eng
kam bo‘lishi uchun uning tezligi qanday bo‘lishi kerak?

10. 4 zavoddan B shahar orqali o‘tuvchi temir yo‘lgacha bo‘lgan qisqa
masofa o km. Agar yuk tashish narxi avtomobil yo‘lida temir yo‘ldagiga
garagamda ikki baravar kam bo‘lsa, yukni A zavoddan B shaharga eng arzon
vetkazish uchun - zavoddan avtomobil yo'li temir yo‘lga qanday burchak
o'tkuzilishi kerak?

1L, Funksiyalar grafigining botiglik-qavariglik intervallarini va egilish
rugtalarini toping:

L) fizhe &' —4x' v 6x; 2) flx)=(x—5)°+4x-13;
3) £ = 20-3x", 4) f(-".):I*VG-‘:})_S;

5} FQ) =2 ), 6) f(x)=In(1+x%);

7) f(xy 1:].\':-’ 8) f(.r):x’—%

12. Funksiyalar grafigining asimptotalarini toping:

1} fix) x 2) r'[_l];fl.ll_r;
¥ =1 x
3) fixy=Vx -3, 4) f(x)=-xarcigx.
2’ In®x
5) fim=—"— ) f(x)= .
) S e 6) f(x) -
7 _r'_t._”
200 ) ahem (%) =2
7) rx)=3x o 8§ 1=y
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13. Funksiyalarni tekshiring va grafigini chizing:

D) flo)=x-x% 2) f(x)=x"~-3x+2,
3) fw=23%; 4 f@=
X —-X
S) f)= 5+t 6) f(x)=x-2;
X X
7},"11}:;—%, 8) _Huf;f-:::

5.5. HOSILANING GEOMETRIK TATBIQLARI
5.5.1. Yassi egri chizig yoyining differeusiali

[a;6] kesmada differensiallanuvehi y= f(x) funksiya berilgan va
uning grafigi 48 yoydan iborat bo‘lsin (19-shakl). [a:b] kesmani
X,X,,.%,, nugtalar bilan » ta bo‘lakka bo‘lamiz. Bu nugtalarga
AB yoyning M,,M,,...M,, nuqtalari mos keladi va ularni siniq chizig
bilan tutashtiramiz. Bu siniq chizigqa iR yoyga ichki  chizilgan
siniq chizig deyiladi. Siniq chizigning perimetrini s, bilsn belgilaymiz.
ya’'ni

s, =SIM_ M| (M, = A, M,=B).

M_M, bo‘g'inlardan eng kattasining uzunligint A4 bilan
belgitaymiz, bunda M_ M, bo‘giinfar soni cheksiz ortganida, ya'si
n-ow da 4 »0.

AB yoyga ichki chizilgan siriq chiziq perimetrining 4 —0 dagi
chekli limit MM, M_ nuqtalamni tanlash usaliga bog‘lig bo'lmagan
holda mavjud bo‘lsa, bu limitga chiziq vovining wzunligi deyilagi.

Yoy uzunligini s bilan belgilab, topamiz:

s=lims, = Iimi| M_AM ).

[ Yoy uzunligini uning biror nugtasidan, masalan, 4 nuqtadan
hisoblaymiz,

M@x:y) nuqtada  AM  yov  uzunligi s ga. M'{x+Axy+4ay)
nuqtada

AM" yoy uzuligi s+As ga teng ho'lsin, bu yerda

3

(%}



as-py4' yov uzunligi (20-shakl).
MNM' uchburchakdan MM’ uzunlikni topamiz:
MM’ = JAX +Ay*.
Geometrik mulohazalardan

.MM - Ax

Iim=—=—=1; lim————-

I Agag S ey
kelib chiqadi, ya’ni chiziqning cheksiz kichik yoyi va unga tortilgan
to'g'ri chizig ekvivalent  bo‘ladi. Ushbu ekvivalentlikni hisobga
olib, MM’ uzunlikni ifcdalovchi formulada almashtirish bajaramiz:

MM As | (&Y
— =l = :
A Ax V \Ax)

Oxirgi tenglikda limitga o'tib, s=s(x) funksivaning hosilasi uchun
formula topamiz:

& _ a2 (5.1
dr ¥ \ax)
Bundan
ds=Jdv? +dy*. (5.2)

(5.1) formula yassi egri chiziq yoyi differensialini ifodalaydi va
ushbu geometrik ma’noga ega: yoy differensialini chiziq urinmasining
tegishhi kesmasi bilan ifodalash mumkin (20-shaklda T kesma).

; v
d
|
A B
I 7=, 1
A [ v H
g W T A
1
! i | vt i M- :
oot ' HE Mozl !
ro [ Ao ST |
[ H [ 1 ! ! I
1l I i ! i i
e b ! ; | i
L i n_.A i ! i A
o) a X X X, b x O a x x+Ax b X
19-shak|. 20-shakl.
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Agar egri chizig x=x(2),y=)(t),teT parametrik tenglamalar bilan
berilgan bo‘lsa, dr=x'(5)dt, dy=y'(t)dr bo‘ladi va (5.2) ifoda ushbu
ko‘rinishni oladi:

ds=x'(¢)" +y' ()" dr. (53)

Agar egri chiziq qutb koordinatalarida r=r(p) tenglama bilan
berilgan bo‘lsa, x=rcosg, y=rsing ifodalarni ¢ parametrli tenglamalar
deb, topamiz:

de _dr dy _dr .
i = , ——=—sin@ +rCcosQ,
d(p do cos@ — rsin g do do
[_a;x_ \ (d}‘] e i_( di ]
dp) dp \do
(dr 1 : (5.4)
ds = 1‘|J‘ +kl 1o I,J

5.5.2. Yassi egri chizigning egriligi
Egrilik

Egri chiziq shaklini xarakterlovchi elementlardan biri uning
egilganlik darajasidir.

O'z-0zini kesib o‘tmaydigan va har bir
nuqtasida tayin urinmaga ega bo*lgan yassi
egri chiziqni qaraymiz. Egri chiziqda ikkita
A va B nuqtalarni olamiz. Bu nuqtalarda oy
egri chiziqga o‘tkazilgan urinmalar orasidagi B
burchakni A bilan belgilaymiz (21-shakl).

A burchakka 4B yoyning qo ‘shnilik
burchagi deyiladi.

Bir xil uzunlikka ega ikkita yoydan
qo‘shnilik burchagi katta bo Igani ko*proq
egilgan bo‘ladi. Har il uzunhl\ka ega
yoylarning egilganiik darajasini qo‘shnilik
burchagi orqali baholab bo‘lmaydi. Bunda B  yoy uzunligida

Aa  burchakning o‘rtacha qancha ulushi to‘g'ri kelishi  muhim
hisoblanadi.

H

21-shakl.
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AB yoyning o'tfacha egriligi deb, tegishii qo‘shnilik
burchagining 4B yoy uzunligiga nisbatining absclut giymatiga
aytiladi:

K, =[22

~ s (5.5)

Bitta egri chiziqning turli qismlarida o‘rtacha egrillik har xil bo*lishi
mumkin.

Egri chizigning bevosita « nuqtadagi egilganlik darajasini bahkolash
uchun egri chizigning berilgan nuqtadagi egriligi tushunchasini
kiritamiz.

Berilgan egri chiziqning 4 nugiadagi egriligi deb 4B yoy o‘riacha
egriligining B — A dagi (s — 0dagi) limitiga aytiladi:

2] [K = lim
\ -~

K=lim

Aw burchak urunish nuqtasi egri chiziq yoyi bo‘ylab As masofaga
korchishida urinmaning burilish =
burchagini ifodalaydi. Shu sababli egri TNy
chiziqning egriligiga quyidagicha ta'rif  / \‘
bersa ham bo‘ladi: egri chizigning | _ AN
egriligi bu — urinish nuqtasi egri chiziq | ; \ aa VA
bovlab harakatlanganida urinma | \\/ :T
aylanishining burchak tezligidir. ' \

Misol uchun to‘gti chiziq va " /5
aylananing o‘rtacha egriligi va egriligini
topavlik.

1. To'g‘ri chizigning istalgan
nuqtasiga o‘tkazilgan urinma to‘g‘ri chizigning o‘zi bilan ustma-ust
tushadi. Shu sababli Ae =0, uning ixtiyoriy nuqtasida o‘rtacha egrilik va
egrilik nolga teng bo‘ladi.

Z. Aylana uchun Aa qo‘shnilik burchagi uning O4va OB radiuslari
orasidagi burchakka, 4B yoy uzunligi As=RAaga teng bo‘ladi, bu
yerda R —aylana radiusi (22-shakl).

UJ holda

¥

22-shakl.

K, = DACy 1 K i .
RAa R R
ya'ni aylananing cgriligi o‘zgarmaydi va radiusining teskarisiga teng
bo‘ladi.
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Uzluksiz  ikkinchi tartibli hosilaga ega y= f(x) funksiya bilan
aniqlanuvchi yassi egri  chizigning
M(x;y) nuqtadagi egriligini hisoblaymiz.
Egri chiziqga M(x;y) va M,(x+Ax; y+Ay) v
nugtalarda urinma o‘tkazamiz, ” &
urinmalaming og‘ish burchaklarini « va i b
« +Aa bilan belgilaymiz (23-shak]). S

MM, yoyga mos keluvchi qo‘shnilik . Navas
burchagi Aa ga teng (qavariq yoy uchun /N

Aa <0, botiq yoy uchun Aa >0). g

a=a(x)va s =s(x) bo‘lgani uchun 23-chakl.

¥

\dox ]

—ln'néﬁ _|a’a| ]

? S
a0l Ay | ds| 'dsi (
! dv

1ga = y', va demak, o = arcigy’ bo*ladi. Bu tenglikni differensiallab,
topamiz;

2o Ve (5.8)
dc 1+ "

(5.8) va (5.1) ifodalami (5.7) tenglamaga qo-yib, y=7(x) egri
chizigning M(x;y) nuqtadagi egriligini topish formulasini hosil gilamiz:

Yo

; 3.9)
(1+r7)?

Agar egri chizig x=x(r),y =)L €7 parametrik tenglamalar bilan
berilgan bo‘lsa,

s=2

X

)
) Xy, A

3
02 a2ya
(" + )

boladi va (5.9) formula ushbu ko*rinishni oladi:

(5.10)



Agar egri chiziq qutb koordinatalarida r=r(p) tenglama bilan
berilgan bolsa, x=rcose, y=rsing ifodalarni p parametrli tengiamalar
deb, topamiz:

L]

K (5.11)

(7"2 _‘_rz)i

I-misol. y=—x" egri chizigning x=- nuqtasidagi egriligini toptag.
Yechish. Hosilalarni topamiz: y'=-3x", y"=-6x. Hosilalarning

xzé nuqladagi qiymatlarini hisoblaymiz:

U holda

2-misol.  x=¢,y=2"" egri chizigning r=1 parametrga mos
nugtasidagi egriligin toping.

Yechish ()=, xX"(t)=2, y'(©)=6r'. y"(z)=12¢t hosilalarning giv-
matlarini 7 =1 da topamiz: =2, x"=2, y' =6, y"=12.

Bundan

. 12:12-2.6 3
T @+6)T 20450
Egrilik vadiusi, markazi va avlanasi, evolynta, evolventa

Chizigning berilgan 3/ nuqladagi egriligi K ga teskari R miqdorga
shu chizigning qaralayotgan nuqtadagi
egrilikc radiissi deyiladi-

i = 5.12)

R=g (5.12)

voki e
& 1,"')-_ 1 N— %
AT (-13) 24-shakl.
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Egri chizigning M nugtadagi normaliga egri chizigning botigligi
yo‘nalishida MC = R kesmani go‘yamiz (24-shakl}. ' - :

C nuqtaga berilgan egri chiziqning A nuqtadagi egrilit markazi
deyiladi. _ E

Markazi C nuqtada bo‘lgan R radiusli aylana berilgan egn
chizigning M nuqtadagi egrilik aylanasi deb ataladi (24-shakl). .

Egrilik aylanasining bu ta’rifidan berilggn M nuqtada ‘ ?{'Hf
chizigning egriligi va egrilik aylanasining egriligi bir-biriga teng bo‘lishi
kelib chiqadi. ' . ]

Egrilik markazining koordinatalarini « va g bilan belgilab, ulami
hisoblash uchun formulzalar chigaramiz. . )

y=f(x) egri chizigqa M(x:y) nuqtada c‘thazilgan normal
tenglamasini tuzamiz:

l g --
Y-y=-—(X =% ¢.14)
%

bu yerda X,¥ -normalning o‘zgaruvchi koordi'natalari.. '
Cla;f) nuqta normalga tegishli bo‘lgani uchun uning
koordinatalari (5.14) tenglamani qanoatlantiradi:

p=y=—(a-x). (5.15)

C(a; B) nuqta M(x;y) nuqtadan egrilik radiusi # ga teng masofada
yotadi, shu sababli

4

(@—xV+(B-y) =K. (5.106)

{5.15) va (5.16) tenglamalarni birgaiikda vechib, « va g lami
topamiz;

e S TS (5.17)

T : -
N Jre s
Bu formulalarga (5.13) tenglikdan R ni go‘yamiz:

’(l +yl:)

1
a=.\‘iy

. BEyT—t (5.18)
|27} b

Bu formulalarda qaysi ishoralar olinishini aniglashtirish uchun

¥>0 va y" <y bo‘lgan hollar alohida qaraladi. Bunda 1">0 bo‘lsa.

mos nuqtada egri chiziq botiq va £> y bo‘ladi. Shu sababii bunda quyi
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ishoralar olinadi, ya'ni egrilik markazining koordinatalari

11 22 o
a:x-—*y(]TNy ), {3=J'+]—F—%_— (5.19)
1Y t
formulalar bilan aniqianadi. Bu formulalary” <0 bo‘lganida ham ofrinli
bo*ladi.
Agar egri chiziq x=x(t},y=y(().teT parametrik tenglamalar bilan
berilgan bo‘lsa, {(5.19) ifoda ushbu ko‘rinishni oladi:
g=i-LE W) g g FETIS) (5.20)

Xyt —x"y R eS|

3-misol. »=3(1+cosp) kardioidaning istalgan nugtasida egrilik
radiusini toping.
Yechish. Hosilalarni topamiz: +'=-3sing, r"=-3cosg.
U holda
3
L2 233
j SR T il 1) S
K |rh+2r-n"|
~ (9(1+ 2cosg +cos’ @) +9sin’ p)* _
"~ 19(1 4 2cos @ + cos’ ©)+18sin’ @ +9(cos g +cos’ p)|

1

2701+ 2c0s @ +cos’ @ +sin” ¢)*

9|1+2cosp~cos’ p+2sin’ p+cosp +cos’ v B
= 3C(1 +cosg))* =2(2(1 +costp); = 4cos L,
3(1-+cosep) 2

Egri chizigning barcha egrilik markazlari to‘plamiga evolyuta
deviladi.

Berilgan chiziq o'z evolyutasiga nisbatan evolventa (yoki yoyilma)
deb yuritifadi.

Agar cgri chizig y=f(x) tenglama bilan berilgan bo‘lsa, (5.19)
tengiamani uning evolyutasi uchun parametrik (x parametrli) tenglama
deb garash mumkis.

Egri chiziq parametrik tenglamalar bilan berilgan holda (5.20)
tenglama evolyutaning parametrik tenglamalarini (bu tenglamalarning
o‘ng tomoniga kirvvchi kattaliklar ; parametrga bog‘liq bo‘ladi)
ifodalaydi.



4-misol. y=x* parabola evelyutasi tenglamasini toping.
Yeckish. Hosilalamni topamiz: y'=2x, y"=2.

Egrilik markazining koordinatalarini aniglaymiz:

2x(l+4x%) .5 I+dx” 6x° 1
rz:.\——r}~=—4x_. p=x+ 2 —5

Bu tenglamalami y=x* parabola evolyutasining parammetrik

tenglamalari deb qarash mumkin. Tenglamadan x parameuni chiqarib,
topamiz:

Bu tengiama yarim kubik parabola tenglamasi bo*Iagi.
5.5.3. Skalyar argumentning vektor funksiyasi

Fazodagi egri chizigning paramefrik tenglamelari

Egri chiziq tekislikdagi kabi fazoda ham paramiewnik tenglamalar
bilan berilishi mumkin.

t argumentning bir xil aniglanish sohasiga |
ega bo‘lgan uchta funksiyasini qaraymiz: |

i
‘x:x(l), l :
'\y=)'(t), (5.21) |

z=z{I), teT. i

I

Bunda reT ning har bir giymatiga tayin | . k| '

X,y,Zz qiymatlar va fazoviy A (x;);2) nuqla 'f:' 04 5

mos keladi. ¢ o'zgarishi bilan M nuqto fazoda T ¥

biror y epri chizigni chizadi. Bunda

egri chiziq (5.21) parametrik

tenglamalar bilan berilgan va ¢ ga parametr deymiz.
Biz, fazodagi to*g‘ri chizigning quyidagi parametrik tenglamalari

bilan avvaldan tanishmiz:

23-shakl.

[x=x,+ pt.
|
y=y, a1,

|
lz=z 411, teR
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Yana bitta misol keltiramiz. Ushbu parametrik tenglamalar bilan
berilgan egri chizigni qaraymiz:
X = acost,

Bu egri chizigqa vinf chizig ‘i deyiladi (25-shakl).
¢ parametrning istalgan giymatida:

x4y’ =a’(cos’ t+sin’ ) =a’.

Bu tenglik vint chizig‘ining x’+y’ =a' silindrda jeylashishini bildiradi.
Bundan, # nuqta vint chizigi bo‘ylab harakatlanganida uning Oxy
tekisligidagi proeksiyasi radiusi « ga teng aylanada harakatlanishi kelib
chigadi, bunda ¢ parametr ¥ nugtaning qutb burchagi bo‘ladi.
parametr 27 ga o‘sganida N nugta aylanani to‘liq aylanib o‘tadi, vint
chizig’i 3 nugtasining z applikatasi esa s =27 kattalikka o‘zgaradi.
Bu katialikka vint chizig'ining gadami deyiladi.

Skalvar argementning vektor funksiyesi

Fazodagi egri chizig (5.21) parametrik tenglamalari bilan berilgan
bo'lsin. Bunda x(1), y(r), =() funksiyalarning aniqlanish sohasi 7" ga
tegisiili har bir ¢ parametrga biror M(x,y,z) nuqta, har bir M nugtaga
esa boshi koordinata boshida va oxiri M nuqtada bo‘lgan 7 =03}
radius vektor mos keladi (26-shakl). Bu vektorning koordinata
o'ylaridagi proeksivalari M nugtaning koordinatalari bo‘ladi va shu
sababli vektor (5.21) formulalar bilan aniglanadi.

Shanday qilib, re7 parametrning har bir qiymatiga biror

F=x(OF +3(0] +2(k (5.22)
vektor mos keladi. Bu vektori ¢ skalyar argumentning vektor funksivasi
{voki vektor funksiya) deb ataymiz va 7(¢) bilan belgilaymiz.

r(t) radius vektorning oxiri chizadigan L chiziqqa 7(r) vektorning
godogiafi deyiladi.

7y vektor funksiyaning berilishi uchta skalyar funksiyalarning
berilishiga teng kuchli, wning koordina o‘qlaridagi procksiyalari
x{0), vy, =) bo'ladi.

Vektor funksiva uchun limit, uziuksizlik va hosila tushunchalarini
kizitarniz.
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I-ta'rif. Agar limx()=x, limy)=y,. lmz@)=z bo‘lsa,

Fo=xi+yj+zk vektorga F=x(:)i +y()] +z()k vekior funksiyaning
t -1, dagi limiti deyiladi va lrir'xsf(r)=i; deb yoziladi.

(1) vektor funksiva r=¢, da va ¢ nugtani o‘z ichiga olgan biror
intervalda aniglangan bo‘lsin.

2-ta’rif. Agar ¢, nuqgtada lim F(1)=7(z.) bo‘lsa, #(r) vekior funksiya
t, nugtada uzluksiz deyiladi.

F(E)=x()i + ()] + 2()k vektor funksiya M(x,y.z) nuqtaning radius
vekiori, ya’ni 7=OM bo‘lsin (27-shakl). ¢ parametrning o‘zgarishi
bilan A/ nuqta L godografni chizadi. Parameurning tanlangan tayin ¢
qiymatiga M nugta va 7(¢) vektor mos kelsin.

Lrat

\f

“",_,—’/:/ e
lllf / wrnma
/ /'nr +Ar)
//
=
; E S/
,,
* 2G-shakl, x 27-shakl.

Perimetrning boshqa r+As gqiymatini olamiz. Unga A/ nuqia va
F(+Ar) vektor mos keladi. 7(c+an=0M, va 7()=0M vekiorlaming
ayirmasi A7 = MA{ vektorni qaraymiz:

AF = F{t + Ay —F(1).

Uni 7@) vektoming ¢ nugtadagi orttirmasi deymiz.

Ar . L1 . x

A nisbat A7 vektorga kollinear, chunki = skalyar ko*paytuveii.

3-ta’rif. AF vektor funksiya orttirmasining argumentning mos A
orttirmasiga nisbatining Ar > 0 dagi limitiga 7{s) vekior fimiksiyaning t
nugtadagi + skalyar argument bo yicha hosilasi deyiladi va 7'(1) yoki
ffr{ }

kabi belgilanadi.



Shunday gilib,

:@;]jmf_ (5.23)

r'i ,
O="a 8% !

Limit ta’rifiga ko‘ra, '(z) — vektor.

F(ry funksiya hosilasini uning  koordinatalar o‘qlaridagi
procksivaliari bilan bog‘laymiz.

F(6) = x(07 +3(8)] +2(0)k
va
F(L+Af) = (e~ ADT + y(t + At)j + 2(t + Ak
0o’ lgani uchun
AF = (1 + A1) = 70 = (o( -+ A2) = x(D)F + ({0 + A=~ (0] + (¢ = A - 2()k
yoki
AF = Axi +Ayj + Ak .
Shunday qilib,

A—,:_HIT'FA'V—: Az -
At At AT AT

Bundan
F=lm = T ) T =
=x'(0) + V()] + 2 (k.
Demak,

F)=X'(DF ~ ()] + (k. (5.24)

(5.24) ifodadan vekior funksiyani differensiallash qoidalari hamda
vekior funksiya hosilasining geometrik va mexanik ma’nolari
differensial  hisobning asosiy differensiailash qoidalariga hamda
liosilaning geometrik va mexanik ma’nolariga o‘xshash bo‘lishligi kelib
chigadi.

2. 7y vektor #(r) radius vektor godografiga ¢ parametrning osish
yo‘naiishida o‘tkazilgar urinma bo‘ylab yo‘nalgan bo‘ladi (27-shakl)
(vekior funksiya hosilasining geometrik ma 'nosi).
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3. Vektor funksiyaning ¢ vaqt bo‘vicha

7'(1) hosilasi moddiy
nuqtaning

t ondagi harakati tezligi v(r) ga teng (vekfor funksiya
hosilasining mexanik ma 'nosi).

1. Skatyar argunentuing vekior funksivusing differonsicfechning
axosiy goidalari.

L d.. _ __ di 4 dF
P —(F+E-F)=—-+ 32 -2
dr di dt adt
, dc e
2°. E =0, ¢ —o‘zgarmas vektor;
3 —(1 ) = /1 d" , A= A(t)—1 argumentning skalyar {unksiyasi;
d{
. d - a’r'. L
4 (F - F)="LF 45 —;
dl(" n) P
w d .. . dF . . dr
5 —(FxF)=—= 5 4 F Rt
el dt di

(5.24) ifoda va keltirilgan o‘xshashiiklar asosida fazodagr egri
chiziqning urinmasi, normal tekisligi, yoyining differensiali va egriligi
uchun quyidagi tenglamalar keltirib chigaritadi. . :

1. (521) parametrik tenglamalar bilan berilgan fazodagi egri
chiziqqa parametming /=1, qiymatiga mos 3/ (x,:y.:5,) nuqtusida
o'tkazilgan urinma (to‘g‘ri chizig)

_z _n Y—Y. % {3.25)
PR ) ey
tenglama bilan aniqlanadi.

2. Fazodagi egri chiziq urinish nugtasida urinmaga perpendikular
o'tkazilpan tekislikka egri chizigga o thazilgan nornal tekislik deyiladi.

Urinish nuqtasi M, (x,;3,;z,) bo‘lgan normal tekislik

= x) + ¥ (MG =y + 2 Nz =20 =0 (5:26)
tenglama bilan ifodalanadi.

3. Fazaviy egri chiziq yoyining difterensiali

X' +y'u) - :T(r_)s dr (

h
o
~1
~—

formula bilan topiladi.



4. Fazodagi egri chizigning egriligi

2

k - AT =+ T A (Y =) (5.28)
o+ + 27

formula bilan aniglanadi.

- . . y . 05

3-misol. x={, y=r, z=¢ egri chizigqga r=-1 parametrga e
nuqtada o‘tkazilgan urinma va normal tekislik tenglamalarini toping:

Yechish. Urinish nuqtasining kocrdinatalarini topamiz:

x=-1, y=1, z=-1. _

Hosilalarni topamiz va ularning urinish nuqtasidagi giymatlarin!

hisoblaymiz:
X(@O=37, Yy =2, Z(N=4
X(=1)=3, y(-1)=-2, (=)=
gé

Urinish nuqtasining koordinatalari va hosilalaming hisobia?=
qiymatlari asosida izlanayotgan tenglamalarni topamiz:

a) urinma tenglamasi

x+1 y-1 z+1

2

3 -2 1
b} novmal tekislik tenglamasi

Hx+D=-2Ay-D+z+1=0,
3x—-23p+2+6=0. -
ng®i
7- misel. Asosining radiusi R=4ga teng silindrda joylas"\,o}/
qademj h=67 pa teng vint chizigi tenglamasini tuzing, Uning -
differensialini va egriligini toping.
Yechish. (=2r da z=h=3/.
Demak, vint chizig‘ining tenglamasi

x=4dcost, y=4sint, z =31
Bundan L
x'(6) =~dsint, (1) = dcost, Z'(f}=3, x"(1)=-4cost, y'(t)=~4sint, (1) ‘;:‘1
Hosilalarning hisoblangan  giymatlari  asosida izlanay?
tenglamalarni topamiz:
4) vint chizig'i yoyining differensiali

ds =7+ y* + 2% dr = J16sin? 1+ 16c0s* ¢ + Galt =



= J16(sin*z + cos® 1) + 9ddt = 5.
b) vint chizig‘ining egriligi
Vz"—y"z' =4cost-0—(—4sinf)-3=12sin¢;
X'z" - x'z' =(—4sin£)-0—(—4cos?)-3=12cosr;
Xy ~x"y' =(~4sin¢)-(—4sin?)—-(—4cost)-4cosr =16;

x4+ 427 =16sin“{ +16cos’ £ +9 =25;

_V144sin* s +14dc0s 1 +256 _ 20 _ 4
- . 125 25

K

5.5.4. Mashglar

1. Egri chizigning egriligini toping:
1) y =cos2x, x:i:_ nuqtada; 2) y=¢, Oy o°q bilan kesishish nuqtasida.
3) x=9cost, y=3sin¢ ellipsning istalgan nugtasida;
4) x=4(—sin(), y=4(1~cost) sikloidaning istalgan nugtasida;

5) r=2(1~cos¢), == nugtada; 6) ri=a’sin2p, - ? nuqtada.
2. Egri chizigning cgrilik radiusini toping:

1) %*%ﬂ, x=0 nuqtada: 2) y=¥x , x=28 nuqtada

3 x=r, J'=l~%l', (=1 nuqtaca; 4) r = agp, istalgan nugtada.

3. Egri chizig egrilik markazining koordinatalarini toping:

1 __
1) y=_,x=1 nuqtada; 2)x=1-sing,y=l-cost i== nuqtads.

4. Egri chiziq evolyutasi tenglamasini toping:
1) ¥ =20x+1); 2) 3yt -2x=0;
3) x=2, y=r-% 4)x = a(cost -+ £si 7). y = a(sint —fcosi)
5. Vekior funksiyaning godografini toping:
D FO= Q-0 (Bt )] o dik, te R 2) 7(1)= ek =+ Ishek, (e R,

3) A =2cos’ i +2sin’ G+ &, 1e[027):  4) Fu)=6cosil + Ssing + 3k, 1 (0.2
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6. Egri chiziqqa o‘tkazilgan urinma va normal tekislik tenglamalarini
toping:

DAl =7+’ j+1%, =1 nugtada;

2) Fit)= %:T+§:'}+ 'k, 1=2 nuqtada;

1

4

3) F(r)=sm®# 4 2smzcosy + 3cos’ k. 1= % nugtada;

4) #(t) = ¢'(cost + sin )7 +¢'(sinz - coss)f +¢'k, (=0 nuqtada.
7. Egri chizig yoyi differensialini toping:

1) F()=3cos’ 11 + Ssinscosy + dsin’ ik, 2) F(r)=Scosti + Ssin ff +12k

5.6. TENGLAMALARNI TAQRIBIY YECHISH

5.6.1. Asosiy tushunchalar

Bir ¢‘zgaruvchining har ganday tenglamasini
f(x)=0 6.1)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda f(x)-x o‘zgaruvchining biror
funksiyasi,
(6.1) tenglamaning ildizi deb shunday x=x, qiymatga aytiladiki,
bunda tenglamaning chap tomoni nolga aylanadi, ya’ni f(x,)=0 bo‘ladi.
(6.1) tenglamani yec/ish deb uning ildizlarini topishga aytiladi.

¥ Y= Foxy M ye= f(x) Y| y=f(x)
| Tl |

\i /

Wy

uf
v
i

[#] X [4] X x o Xy X

1 h 5

28-shakl.

(6.1) tenglamaning ildizi geometrik jihatdan yo y= f(x) funksiya
grafigining Ox o°q bilan kesishish nuqtasining abssissasini (28-a shakl),
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vo bu grafikning shu o°q bilan urinish nuqtasini (28-b shakl)
yoki grafik va c’gning umumiy nugtasini (28-c shakl) ifedaiaydi.

Ildizning bu interpritatsiyalaridan bir c¢‘zgaruvchi tenglamasini
vechishning geometrik usuli kelib chiqadi: (6.1) tenglamani vechish
uchun uning grafigini chizish va grafikning Ox (3 =0) o'q bilan
wesishish nuqualarini topish kerak.

f{x)=90 tenglamani teqribiy vechish. cdatda. ikki bosqgichda amalga
oshiriladi.

Birinchi bosqichda tenglamaning ildizlari ajratiladi. }a"ni tenglama
vegona haqiqiy ildiziga 2za bo'lgan chekli oralig aniglanadi. .

Ikinchi besqgichda ildizlar aniglashdriladi. va'ni ular berilgan
aniglikdz wopiladi.

jameaning  ildiziarini




xeR da f'(x)=3x"+6>0, xe R bo‘lgant uchun funksiya ixtiyoriy
oraligda o‘sadi. x ning manfiy qiymatlarida f(x)<0 va x ning
yetarlicha katta giymatlavida, masalan, x>1 da f(x)>0.

Demak, funksiya [0;1] kesmada bitta baqiqiy ildizga ega.

Berilgan tenglamaning ildizini grafik usulda ham ajratish mumkin.
Tenglamani x*=-6x+3, ya'ni (6.2) ko‘rinishga keltiramiz. y=x" va
y=-6x+5 funksiya grafikiarini chizamiz (29-shaki). Chizmadan
ko'rinadiki, keltirilgan grafiklar abssissasi (0;) intervalda yotuvchi

M nuqgtada kesishishadi.

5.6.2. lldizlarni aniglashtirishoing
vatarlar va urinmalar usaliari

Vatarlar usuli

Biror (analitik yoki grafik) usul bifan (6.1) tenglamaning ildizi
ajratilgan, ya'ni tenglama vagona X ildizga ega bo‘lgan [«;6] kesma
aniglangan bo'lsin. Bu kesma shunday tanlanadiki, bunda quyidagi uch
shan bajaradi:

1) fla) va 7(b) sonlari har xil ishorali: f(a)- £(b)<0;

2)  [a:h] kesmada f'(x) hosila nolga teng emas va ishorasini
saqlaydi,

3) la:b] kesmada ;“(x) hosila nolga teng emas va ishorasini
saglaydi.

{6.1) tenglama yechimining birinchi vaqinlashishi sifatida y = f(x)
funksiya grafigi yoywing chetki A(a:f(a)) va B(b:f(b)) nuglalarini
tashticuvehi vatar bilan Ox o‘q kesishish nugtasining abssissasini

olamiz (30-shakl).
Ikki nuqgtadan o‘tuvchi to'g'si chizig formulasi asosida 48 to‘g'ri

chiziq tenglamasini tuzamiz:
x—a_ .y‘—f(a) . 63
b—a [fib)y= fla)
(6.3) tenglamapa y=0 ni go‘yib, ildizning birinchi yaqintashishini

topamiz:
ARG (6.4)
LSO fla)
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(6.1) tenglamaning

chetki nugtalarida
kesmalardan

izlanayotgan X ildizining

R ACAREN L)
) S@

ikkinchi
yaginlashishini topish uchun (6.4) ga monand formula f(x) funksiya
har xil ishoralarga ega bo‘lgan [g;x,] va [x;b]
biriga qo‘llaniladi. Bunda,

agar f(a)f"(x)>0
bajarilsa (1-hol) {a;x,] kesmada

%

shart

(6.4)

kabi topiladi (30,a,b-shakl), agar f(a)f"(x)<0 shart bajarilsa (2-hol)

[x,;b] kesmada

L Y (x)=x /)

- (6.5)
2
Sx) - f(b)
kabi aniglanadi (30,c,d-shakl).
Jr' /I -‘I
N i
AN S @ <0
i ‘.;\\ fM(x)=>0 FM,
by /
XA .
NN |
EENIAANN O
- 7T > 3 X
(7] a X\ \:{“\“‘:“\\ :fl-_ x Ola \[:J X b
M |
. :
a 2
y ¥
/) 5 (x)<0
5 /4 l i A
(x>0 ~F ) s
Vs 14
/, i !
a=x, /S f g
(8] i ,/.51'5_/.-_l'-' v b 0 g 7
]
30-shakl.
Bu Jjarayonni davom ettirib, ildizning keyingi
¥, %,... yaqmlashishlari topiladi. Agar (4-1)- yaginlashish mavjud

350



bolsa, n-yaqinlashish 1-hol uchun

x, = ”ﬂw x =4 n=123 (6.6)
Jx) - fla)

formula bilan, 2-hol uchun

=P )=% JO) oy pe123, (6.7)
ACASENIC))
formula bilan topiladi.
Geometrik mulohazalarga ko‘ra, x, (n=1,2,3,...) sonlarning ketma-
ketligi ildizga yaqiniashadi, ya’ni
lir_1_1 x, =X (6.8)
(6.6) va (6.7) formulalar bilan hisoblashlar oxirgi kesma uchun

talab qilingan aniqlik olinganga qadar davom ettiriladi.
Vatarlar usulining absolut xatoligi

| X—x g | ()] (_6.9)
u

tengsizlik bilan baholanadi, bu yerda p = min | /(x)|, f'(x)#0.
Urinmalar usuli
(0;0) oraligda (6.1Y tenglama yagona X ildizga epa bo‘lsin. y= f(x)

funksiya grafigiga A(a: f(a)) nuqtada urinma o*tkazamiz.
Bu urinmaning tenglamasini tuzamiz:

y= f(a)= fla)x - a). 6.10)
Bu tenglamada p=0 deb I.I"J
urinmaning Ox 0‘q bilan kesishish
nugtasining abssissasini topamiz: | "-,.“-]*”1
fla) , | I"- : WM
X, ==t 20, (6.11 \i 1
= ) fla) { ) i ‘].: \\1‘: :
(6.11) formula ildizning birinchi @@ 5 WA b
yaginlashishini beradi. Ikkinchi

yagintashishni (6.11) ga monand 31 shakl.



formulani (x,;6) oraligqa qo‘llab, topamiz:

x,=x —L &) (6.12)
Sx)

Tldizning keyingi yaqinlashishlari shu kabi topitadi.

Agar (n—1)-yaginlashish mavjud bo‘lsa, n-yaqinlashish

AT (6.13)
fx.)

Fa T sl

formula bilan topiladi.

Bu tenglamada nolinchi yaginlashish x, sifatida [a;6] kesmaning

S(x) /(x>0 (6.14)
shartni ganoatlantiruvchi nuqtasining  abssissasi  olinadi (31-shakl).
Demak, bu usulni 4 nugtadan boshlash shart emas.

Urinmalar usulida ham (6.8) va (6.9) munosabat!ar o‘rinli bo*ladi.

Vatarler va urinmalar usullarining
birgalikda qo‘llanilishi

Vatarlar usuli bilan urinmalar usuli ildizga turli tomondan

yaginlashishni beradi. Shu sababli, odatda, ularni birgalikda qo‘llash

qulay bo‘ladi. Bunda ildizni aniglashtirish tez bajariladi va hisoblashni
nazorat gilish mumkin bo‘ladi.

Vatarlar va urinmalar usullarini birgalikda go*llanilishi masalasini
qaraymiz. Bunda ham vatarlar usulidagi uchta shart bajarilsin deyvmiz.
Bu shartlar bajarilganida to*rtta hol bo‘lishi mumkin (30-shaki):

a) /(¥ <0, f'(x)>0; b) f(x) >0, /(%) <9;

€) f'(x)>0, f"(x)>0; d) f(x)<0, f1(x)<0.
Aniglik uchan f(x}> 0. f*(x)>0 bo*lgan holni gqaraymiz (32-shakl).
Aa; f(a)) va Bib; f(b)) nugtalar orgali vatar o‘tkazamiz.

Bu vatarning  Ox 0‘q bilan kesishish nuqtasini topamiz:

(@)
a=a-——"—(h—aq).
“Fo-rf@ Y
Endi 7(x) funksiya grafigiga B(b; (b)) nuqtaga urinma o‘tkazamiz.
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Bu urinmaning Ox o'g bilan kesishish nuqtasini topamiz:
A
Sy

Shunday gilib, a<a, <X <5, <.
Bu jarayonni davom etiirib, tagribiy qivmatlarning ikkita ketma-
ketligini topamiz:
a<a <a,<.<X va bbb >.5X,
bu verda

fla b . —a. ) e
a =a —"')(#_;le,l... a, = (6.13)

S )= a.)

S(b £ 16
b=t~ o b = (6.16)
I, ,l

{a} va {h | ketma-ketliklar monoton va chegaralangan. Demak.
ular limitga ega. limea, =«,
mb =£ bo‘lsin.  Agar 1) va
3} shartlar bajarilsa, a=3=X
N\ = i a1t o o
S(x)=0 feng-iamaning yagona

yeehirni bofadi.
Agar  ildizning  anigligi

¢ oldinden berilgan  bo'lsa,

u holda «, va b lar |u, ~b |<e a/

f ' ta, ~b,| 5 / y",r, F. N %
voki e<la,—b, |<2c shartlardan
biri  bajarilishiga gadar davom 3""‘hﬂl~|

ettiriladi. Bunda birinchi shart bajarilsa X ~a_ (yoki X =4 ) bo‘ladi.

9.9 - arci=y a_ -+ h .
ikkinchi shart bajarilsa X = ~—* bo’ladi.
I-misol. 2-x-lgx -0 ienglmaning haqiqiy ildizini vatarlar va

urinmalar usullarini birgalikda qo‘lab, £ =0,000001 aniqglikda hisoblang.
Yechish. zlanayotgan ildizni ajratish uchun berilgan tenglamani
lux=2-x ko'rinishga keltiramiz va y=Igx, p=2-x lunksiyalarning
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gratiklarini chizamiz (33-shakl). Chizmadan izlanayctgan iidiz [1,6L8]
kesmaning ichki nuqtasi bo‘lishi
kelib chigadi.

1) va — 3) shartlarning

bajarilishini tekshiramiz. NI
f(x)=2—x—1gx funksiya uchun: 3 =lgx
£3,6)=2-1,6-0,2041=0,1959 > 0;
f(1,8)=2-18-0,2553=-0,0553 < 0; . e -
(0 = .
. 1 " 1
Fx)=-1-~lgeg; f'(x)=—lge;
X X
33-shakl.

{1,6:1,8) kesmada f’(x) <0, f"(x)>0.

Demak, [1,6;1,8] kesmada .
1) — 3) shartlar bajariladi. Shu sababli a=16 va £=18 deb olamiz va

aniqlashtirish formulalarini go‘llaymiz:

a =16 _U8-LOFAO) 6 61559=1.7559;
F0.8) - f(1.6)

b=16- 289 _\ 61 01550=1.7540;
S'(L,6)

a,=1,75558; b, =175557; a, =17353816; b, =1.7555807.
|a, ~b,1<1,7555816 — 1,7555807 |= 0.0000009 < &.

Demak, izlanayotgan yechim & = a, =1,7555816.

5.6.3.Mashqlar
L. Tenglumalarning hagiqiy ildizini vatarlar va urinmalar usullarini birpalixda
qo'llab, & =0,0001 aniqlikda toping;
1) 2’ —2x+7=0, 2)xtrx=1=0,

3) xlgx-1=0, 4) 2y +i—sinx=0.
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$.1. KOMPLEKS SONLAR

Kvadrat ildiz chiqarish amali barcha
hagiqly  somlar uchun aniglanmaganligi
sababli har ganday kvadrat tenglama ham
hagigiy sonlar to‘plamida yechimga epa
bo’lmaydi. Bu masala hamda uchinchi va
to‘rtinchi darajali tenglamalarni vechishda
yuzaga kelgan ko'plab masalalar hagiqgiy
sonlar  to‘plamini  kompleks  sonfar
to‘plamigacha kengavtirishni tagozo etdi.

Keyinchalik kompleks sonlar
maiematika va amally matematikaning
ko‘pchilik muhim masalalarini yechishga

tatbiq qilindi va hozirgi matematikani
kompleks sonlar tushunchasisiz tasavvur
qilib bo*imaydi.

6.1.1. Kompleks son
tushunchasi va tasviri

Kompleks son tushunck:asi

1-ta’rif. z kompleks son deb ma’lum
tartibda berilgan x va y haqigiy sonlar
juftiga aytiladi va z=(x,p) deb yoziladi.

x va y sonlarga mos ravishda =

kompleks sonning /fagigiy va mavhum
gismlari deyilib, x=Rez, y=Imz kabi
belgilanadi.

5, =(x,y) va z,=[(x,y,) kompleks

sonlarida x,=x, va y, =y, bo‘lganida wular
teng, ya'ni z, =z, deyiladi.

[¥%]
w
w



(0,)) sen mavhum birlik deb ataladi va 7 bilan belgilanadi:

i=(0,0). (1.1)
2-ta'rif. z,=(x,y,) va =z, =(x,,y,) kompleks sonlarining yig indisi
deb

2+ 2, = (0, )+ (. 2,) = () + 2,0, + 1) (1.2)
songa aytiladi.

3-ta’rif. z=(x,y) va c,=(x,v,) Kkompleks sonlarining
ko 'paytmasi deb

¢ 3¢ : vy 0. X,) (13)
3;'lz=(X(:)’.)'(Xzsyz)=(lr‘z‘.";J’:v-—‘};*);-:

songa aytiladi.

Keltirilgan ta’riflardan haqiqgiy sonlardagi kabi

(x,,0) + (x,.0) = (x, +x,.0)
va

(x,,0) - (x,0) = (x,x,,0)
kelib chiqadi.

Shunday qilib, kompleks sonlar haqiqiy'soniarni «in ldiradin.
(L.1) va(1.3) formulalar asosida topamiz:

x=(x0), =0Dy=(01) (30)=(0-y—-1-6.0-0+1-3)=(.p).

Bu ifodalardan z=(x,) kompleks son yozilishining boshqa bir
ko'‘rinishi kelib chigadi:

z=(x,y)={x0)+ (0. p)=x+ 1.

Kompleks sonlarni ko*paytirish ta'rifidan topamiz:
P =ii=(0,1)-{0.0) = (= 1L.0y = —1.

Demak, i=(0,)~ kvadrati minus birga teng bo‘lgan son.

Shunday qilib, z=x+4 ifodaga kompleks son deviladi. bu yerda

x,y~ haqiqiy sonlar, i—mavhum birlik.
Agar  z=x+iv ifodada y=0 bho'lsa, z=x hagigiy son, agar

x=0 bo‘lsa, z=iy sof mavhum son hosil boladi.
Fagat x=yp=0 bo‘lganida

x+iy kowmpleks scn nolga teng
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bo‘ladi. Kompleks sonlar uchun «kattan  va «kichik» tushunchalari
Kiritilmaydi.

Mavhum gismlarining ishorasi bilan faiq qiluvchi z=x+iy va
z=x-iy sonlariga qo ‘shina kompleks sonlar deyiladi.

Haqigiy va mavhum gismlarining ishorasi bilan farq giluvchi
z,=x+iy va =z, =-x—iy sonlariga qarama-qarshi kompleks sonlar
deyiladi.

Kosmipleks sonlarning geometrik tasviri

Har bir z=x+iy kompleks sonni Oxy koordinatalar tekisligining
M(x;3) nuqtasi bilan ifodalash mumkin (bu yerda x=Rez, y=Imz) va
aksincha, koordinatalar tekisligining har bir M(x;y) nugtasini z=x+4y
kompleks sonning geometrik tasviri deb qarash mumkin {1-shak}).

Oxy iekislikka kompleks tekislik deyiladi va (z) kabi belgilanadi.
Bunda, -=x haqigiy sonlar hagigiy o’q deb ataluvchi Or o‘gning
nuqtalari  bilan  aniglanadi; z=iy
mavhum  sonlar  mavium  o'g deb ¥ e
ataluvchi Op ofgning nuqtalari  bilan
aniglanadi. e e R o

Shuningdek, z=x+i kompleks Vs
sonni A (x;y) nuqtaning radius vektor
F=0OM orgali itodalask mumkin {1- | i
shakl). Bunda: 7 vektorning
uzunligiva  kompleks scnning moduli AN
deyiladt va jz] yeki r bilan
belgilanadi; # vektorning Ox o‘qning 1-shakl.
musbal yo‘nalishi bilan hosil gilgan
burchagiga fospleks sonning argumenti deyiladi va Argz bilan

helgilanadi.

2=0 kompleks sonning argumenti aniqlanmagan. z#0 kompleks
sonning argumenti ko‘p qiymatli  bo‘lib, 2z (k=0, -1, L -2, 2,..)
qo'shiluvchigacha aniqhikda topiiadi: Argz=argz + 27 ,kez, bu verda
argz —argumentning  (-m;7) oraliqda yotuvchi bosh giymati, ya'ni
- r<argz<z (avrim hollarda argumentning bosh giymati sifatida [0;27)
oraligqa tegishii giymat olinadi).



6.1.2. Kompleks sonlarning yozilish shakllari

Ushbu
z=x+1y
ifodaga kompieks sonning algebraik shakli deyiladi.

Kompleks sonning + moduli va ¢=Arg: argumentini z=x+
kompteks sonni ifodalovchi 7 = 0M vektorning qutb kcordinatalari deb
qarash mumkin, Bunda x=rcosp, y=rsing bo‘ladi (1-shakl).

U holda z=x+ iy kompleks sonni z =scosp +irsing  yoki
z=r(cosqp +ising)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu ifodaga kompleks sonning irigonoimelrik

shakli deyiladi. _
Bunda r < z| modul quyidagi formula bilan aniglanadi:

r=|z]=.\fx: + 3.

p argument esa

—

=

S ¥
cosp==, sing==. I1g0=
r r
formulalardan topiladi.
= Argz =argz + 27k ,k € zekanidan
cos@ = cos(arg z + 27k ) = cos(argz). sing =sin{arg =)

kelib chiqadi. Shu sababli kompleks sonuing aigebraik shaklidan
trigonometrik shakliga o'tishda kompieks son argumentining bosk
Qiymatini aniqlash yetarli boladi.
—nm<argz<7 bo‘lgani ucun 1g<,7='—’1 tenglikdan topamiz:
\_

v - .
arctg=, 1,1V choraklarning ichki nugtalarida,
X
y . B wym ’
agz={ arctg=—+ 7, Il chorakning ichki nugtalurida.
X
archX—fr. 1l chorakning ichxi iugtalarida.
x

Agar nugta haqiqiy yoki mavhum o‘qlarda yoisa, argzni bevosiia
topish mumkin.
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Masalan, z =2 uchun argz,=0; z,=-3 uchun argz,=7; z, =/
T L b4 -
uchun argz, =G =-4; uchun argz, =t (2-shakl).

Eyler formulasi deb ataluvchi

»
cosg +isinp=e"* - _|1
ifoda yordamida z=r(cos@ +ising) 'f“-\- :
tenglikdan z=re” ifoda keltirib chiqariladi. =3 Oz=2 =
Ushbu
z=re*

ifodaga z = r(cosyp +ising) kompleks sonning
ko ‘rsatkichli (yoki eksponensial) shakli
deyiladi, bu yerda » =| z|— kompleks sonning
moduli; ¢=4rgz— kompleks sonning 2-shakl.

z,=-h

argumenti.

Eyler formuiasipa ko‘ra ¢” funksiya 27 davrli davriy funksiva
bo‘iadi. Shu sababli z kompleks sonni ko‘rsatkichli shaklda yozish
uchun kompleks son argumentining bosh giymatini, ya’ni ¢=argz ni
aniglash yetarh bo‘ladi.

a s LI - T . . o
[-misol. z= ~sing +icoso kompleks sonni turli (algebraik,
trigonometrik va ko*rsatkichli) shakllarda yozing.

Yechist:. z=—sin%+icos% kompleks son trigonometrik shakida
berilgan  emas. Shu sababli shunday ¢ burchakni topamizki.

.7 ! Ty eqs
cosp = —sin va sing =cos— bo‘lsin.

Bunday burchak (p.—_%+ i :% bo‘ladi.
s 2-2 St N2+42 L .
cos h -~ vasin %’E =\/2—:‘/— ni hisobga olib, kompleks

sonining turli shakllarini yozamiz:

J2-17 . 242

T=- -

2

St

st ST B!
=C0s— +iSIn—=¢ 5




6.1.3. Kompleks sonlar uwstida amallar
Kompleks sonlarni qo‘shish

Agar z =x +iy, va z, = x, + iy, bolsa, yugorida keltirilgan kompleks
sonlarni qo‘shish ta’rifiga ko‘ra,
z. +z,=(x, +x,)+i(y, +¥.). {1.4)
Kompleks sonlarni qo‘shish kommutativiik va assosiativlik xossalariga
ega:
+z,=z,+z, (z+z)+z =2 +(z, ).
(1.4) tenglikdan kompleks sonlar geometrik jihatdan veltorlar kabi
¢o‘shilishi kelib chigadi (3-shaki).
3-shakldan bevosita ko'rinadiki, |z, + z, 1< z, | +iz. |- Bu tengsizlikka
uchburchak tengsizligi deyiladi.

Kompleks sonlarni ayirish

Kompleks sonlarni ayirish amaii qo‘shishga teskari amal sifatida
aniqlanadi.

5, va z, kompleks sonlarning ayirmasi deb. c, ga go'shiiganida
z, ni hosil qiluvehi z kompleks soniga aytiladi va 2=z, -2 tarzda
yoziladj.

Agar z,=x +iy, va z, =x, + iy, bo'lsa. ta’rifgako'ra,

z=z,—z,={x, - x,)= (¥, — %) (1.3)

(1.5) tenglikdan kompleks sonlar geometrik jihatdan vektorlar kabi
ayrilishi kelib chiqadi. (4-shak!).
4-shakldan ko‘rinadiki, jz,~z, |2z, |~ 2,1

PN T
W L
) o

3-shakl. 4-shakl.
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Kompleks sonlar uchun
|2, = 5= yln - x) + 00 =)

bo‘ladi, ya’'ni ikkita kompleks sonlar ayirmasining moduli tekislikda bu
sonlarni ifodalovchi nugtalar crasidagi masofaga teng.

Shu sababli, masalan |z —-2i|=1 tenglik kompleks tekisligida z, =2
nugtadan birga teng masofada yotuvchi z nuqtalar to‘plamini, ya'ni
markazi z,=2¢ nuqtada joylashgan va radiusi birga teng
aylanani anigqlaydi.

Kompleks sonlarni ke ‘paytirish

Agar = =x +#, va z,=x,+iy, bo'lsa, yuqorida Keltirilgan

kompleks sonlarni ko‘paytirish ta’rifiga ko‘ra,
z=z,z = (XX, — Yy, +ilxy, + ¥x,). (1.6)

Kompleks sonlarni ko‘paytirish kommutativlik, assosiativiik va
qo‘shishga nisbatan distributivlik xcssalariga ega:

2-misol. z =1+3i, z,=-3+i bo'lsa, z+z, 25-z,, 5z lamj
hisoblang.
Yechisit.  z +z, =(1+3i)+ (=3 +1)= -2 +4di,

2z, —z,=(2+6)) - (-3+1)=5+54

2z, =(1+30)-(3+1)=(-3-3)+i(1-9)=—6-8i.

Trigonometrik shaklda berilgan
5, =rfcose =ising). =, =r,(cosg, +ising,)
kompleks sonlami ke‘paytiramiz:
2.z, =1;(cosep, +ising .lcosp, +ising,)=
=7,t,(c0S ¢, cosp, +ising cosg, +icose,sinp, —sing,sing,)=
=11, (oS, cos(, —sing, sin g, ) + i(sin @, cosp, +icose,sing, )=
=nr.(cos(ep, + @)+ isin(g, +@,)),
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ya’ni
2,2, = rr,(cos(¢, + @,) + isin(p, + @,)). (1.7)

Demak, kompleks sonlar ko‘paytirilganda ulaining modullari
ko‘paytiriladi va argumentlari qo‘shiladi.
Bu qoida istalgan sondagi ko‘paytuvchilar uchun ham o‘rinli
bo‘ladi. Xususan, » ta bir xil ko‘paytuvchilar uchun
2" = (r(cos @ + ising))" =" (cosap +isin ny) (1.8)
bo‘ladi.
(1.8) formulaga Muavr formulasi deyiladi.

3- misol z=+3 +i bo‘lsa, z°ni hisoblang.

Yechish. Avval kompleks sonni trigonometrik shaklga keltiramiz.

= = 2 i T
x=+3, y=1 bo‘lgani uchun r=ya3 +1°=2, argz=arcig l .

Sy
i

Ay
Bundan

of
1

T ..o
€OS— +1SIn— &

6 6/
Muavr formulasiga ko‘ra:

z° = 2“(005% -6 +isinf— -GJ =64(cosT +1sinm) = -64.
3

Kompleks sonlarni bo‘lish

Kompleks sonlarni bo‘lish amali ko*paytirishga teskari amal sifatida
aniqlanadi.

5z va  z,#0 kompleks sonlarning bo‘linmasi deb, =z ga
Ko‘paytirilganida =z, ni hosil giluvchi - kompleks soniga aytiladi va

g= —f‘— kabi yoziladi.
)

=X 4y, 5=y, 40y, 20 va z=x+iv bolsin.
7 . . - M
U holda (x, + iy, )(x + ) =, + v, tenglikdan
jxx -y, =X,

[, + 3w, =y,
tenglamalar sistemasi kelib chigadi.
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Sistemadan x va y nitopamiz:

x= XX, ¥ 0y, y= Y XY,

x+y, T xen
Shunday gilib,
== & o 55 WYY .“-x:.i\ = -"u.‘f';_l (1.9)
z, Xty X+l

Amalda ikki kompleks sonning bo‘lintnasi uning surat va maxrajini
maxrajning qo‘shmasiga  ko‘paytirish orqali topiladi (maxraj
mavhumlikdan qutqariladi).

4-misol. z, =1+2i, z, =3+ bo‘lsa, = ni toping.

e

Yechish. =* kasming surat va maxrajini z, ga ko‘paytirib, topamiz:
“2
5, 1+27 (+2H)(3-0) 3+6i-i+2 5+5i_1+_il
z, 3+i (3+)HB-i) 9+1 c 2 2

Trigonometrik shaklda berilgan z, = r,(cosg, + ising,) kompleks
sonii -, =s.(coso, +isinw,) kompleks soniga bo‘lamiz:

o

r(cosep, —ising,)  #(cose, +ising,)-{cosg, —ising.) _
z, ricosg,+ising,) r(cosp. +ising,)-(cosp, —ising,)

= :—(cosw- - @,)+isin(p, —9,))

Dernak,

= L costp, -, +isin(p, - 0,)). (1.10)

Z h
Shanday gilib, bir kompleks sonni ikkinchisiga bo‘lganda ularning
modullari bo‘linadi va argumentlari ayriladi.

Kowmpleks sonlardan ildiz chigarish

Kompleks sondan r-darajali ildiz chiqarish amali »-natural
darajaga oshivish amaliga teskari amal sifatida aniqlanadi.

= kompleks sonining n-darajali ildizi deb, w"=z tenglikni
qanoatlantiruvchi w kompleks soniga aytiladi.
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z=r(cosp +isin@) va w= p(cosf ~ ising) bo‘lsin.
Ildizning ta’rifi va Muavr formulasidan foydalanib topantiz:
z=w" = p"(cosnd +isin nf)=r(cose + ising).
Bundan
pi=r, n8=@+2ak, k=0, -1 1, -2, 2,...
yoki
@+ 2k

. =T
kelib chiqadi.
Uholda w=4/z tenglik quyidagi ko‘rinishga keladi:
Y + 2k 5+ 2ot
v, =1fr(cos@+ising) = '\/r(cosE =8 +isin %—T—J k=0.1 ... n—1. (1L.11)
n

Sinus va kosinus funksiyala-rning davriyligi sababli = kompleks
sonining n- darajali ildizlari soni

n ga teng bo‘ladi va ular £ ning
n ta k=0, 1, .., n—1 giymatlarida —
aniglanadi.  Tldizlarning  moduli j_,.fr/'::.: :\:\
r  haqiqly sonining r-darajali fl il
algebraik ildizidan iborat boladi, / 1
s P 7 ¥ T 71 X
argumentlari esa bir-biridan — ga l{ al 4]
n N\ n i
karrali songa farq qiladi. Bunda & i
barcha ildizlar kompleks tekisligida \ =
markazi z=0 nuglada bo‘lgan va N
radiusi  fz] ga teng avlanaga S-shakl

ichki  chizilgan  »  burchakli

muntazam ko‘pburchakning uchlariri tasvirlaydi (5-shakl).
5:miso:’. Y=1 ning barcha ildizlarini toping.
Yechish. Ildiz ostidagi ifodani trigonometrik shaklda yozamiz:

~l=cosx +isinx.
Bundan




k ga 0, 1 3 va 4 givmatlar berib, topamiz:

a . .om 2 : 3
w"'ZCQSE+ISIHI:"2_(IH)' "L\
Wy /I- W,
3r . 3w 2 ;
W, =tos— +isin—=—(=1+1i),
4 4 2 7t
— 4
= 3: 2
W, =cc.s-3‘—'—: Psin = = vl—'(—l +i), -1 o | =
4 4 2
S .. 5t A2 .
W, = COS_.-J' < fsin e (=1-=1), "I\-_l‘_//"-u
- "‘ 2 s ’
W, :rc.s-f - fsin—;:_{zf—u—."}. G-ahakl.

Bu ildizlar (z) kompleks tekisligida birlik aylanaga ichki chizilgan
muntazam to‘rtburchakning (kvadratning) uchlarida yotadi (6-shakl).

6.1.4. Mashqlar

. .. . " 2x
1. x,y ning qandzy haqiqiy qiymatlarida -, =x-3y-y-— va
!

2, =24 1" =32 -3 kompleks sonlar qo‘shma bo‘ladi?

2. x,) ning gqanday haqiqly qiymatlarida = =y +2/'+3-2w va
= =3x8 11' + 2% howmpleks sonlar teng bo‘ladi?

3. x,» ning qanday haqiqiy qiymatlarida =, =3x-2y+5° -1 va
2 = 3= +EJ'— +2:" kompleks sonlar garama-qarshi bo‘ladi?

4. x,» ning qanday haqigiy qiymatlarida =, =5x+%+3yl+l‘ va

83X . 2
o, =331+~ = 1" kompleks sonlar nolga teng bo‘ladi?
!

5. (z) tekislikda berilgan tenglamalarni yeching:
1) 27+ 624 25=0; 2) 222 iz 1=0;

3) izt 203 =0n 4) z* ~61z-5=0.
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6. (2) tekislikda berilgan shartlar bilan ganday nugtalar to‘plami aniqlanadi?

1) Rez=g; 2) Imz =b;

3) r<qzicR; 4) p <argz<wy;

SYrdzicR, p<argz<y, bu yerda a,b,r,R.0.w - hagiqgiy sonlar.

7. Berilgan kompleks sonlarni turli (algebraik, trigonometrik va
ko‘rsatkichli) shakllarda yozing:

1 z=—2+2J§:; 2) z=3-4,
= = n %\
3) z=~/3(m53—n+zsin3—ﬂJ; 4) == 2\"31, Cos—-+isin— ||
. 4 4 RS 1)
5) z=\l.ie- "; G) = \-'Il__‘-; el T
7) z=2cos60" —2isin 60”; 8) z=—2cos45° - 2isin 45"

8. Berilgan kompleks sonlarning yig‘indisi, ayirmasi, ko*paytmasi va
bo‘linmasini toping:

1)2,=-5+3i va z,=2-4; 2)z,=-3-4 va ,=2:3

9. (2) tekislikda berilgan nuqtalar orasidagi masofani toping:

1) 1-3;i va 4; 2)1-5i va -4

3) 143 va 3+2; 4) 8-3/ va 2435

10. Hisoblang:

2-3 1+
1) m%-t(l—l)l(lﬂ); )
3) @+3i) ~2-3%; 4 (=120 —(1=20)"

11. Kompleks sonlarning haqiqiy va mavhum gismlarini toping:

1y 330 gy =i 8190
23+ 2%y T 40
344 f. i

e 4) (F =53 2 |
(-M+27y L =

12. Berilgan kompleks sonlarning ko‘paytmasi va bo*linmasini toping:

m x { . 5w
= =Jtcn<— b i%in — ] va = =2 coszwsm ~
4 4 : [ 12 12 )



3) =, =8(cos135” + 1sin 135) va 2, = 2cos43° +15in45");
4) =, =8(cos90” +15in90°) va z, = cos30° +4sin30°.

13. Darajalarni hisoblang:

(V2( 7 72| (14"
I 2 s g S| | {d
’L3 \LUSBG {5 36Jj : E)l\]“r :
3) 2-uy’, 4) (V2(c0s20° +15in 20°))"2,

14. Berilgan sonlarning barcha ildizlarini toping:

1) Y2-2431 2) V=5,
3) 4/-8-8/3:. 4) Yixr.
6.2. KO‘PHADLAR

6.2.1. Ko‘phadlar ustida amallar

Ushbu
P(x)=ax" +ax™ +..+a_x+a, @2.D

funksiyaga n- durajali ko ‘phad (yoki butun ratsional funksiya) deyiladi.
Bunda a, #9, a,,..,a, sonlari ko‘phadning koeffitsiyentlari deb ataladi.
monfiy bo‘lmagan butun » soni ko‘phadning daraja ko‘rsatkichini
bildiradt.

Xususan, n=0 da P(x)=a,(a,#0) nolinchi darajaii ko‘phad hosil
bo*ladi.

Agar P(x) va Q,(x) ko‘phadlar x ning barcha giymatlarida bir
xil giymatlar gabul qgilsa, u holda P (x) va @, (x) ko‘phadlarda x ning
bir xil darajalari oldida turgan koeifitsiyentiar teng bo‘ladi va aksincha.
Bu ko‘phadlarga teng ko‘phadlar deyiladi va 2 (x)=0 (x) deb yoziladi.

Ko‘phadlar ustida qo‘shish. ayirish va ko‘paytirish amallarini
bajarish mumkin.

likki ko'phadning yig*indisi, ayirmasi va ko‘paytmasi yana ko*phad
bo'ladi.

Ko‘phadlarni qo‘shish, ayirish va ko'paytirish amallari algebraik
ifodalardagi kabi bajarilgani uchun arifmetik amalfaming asosiy
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xossalariga ega bo‘ladi.
Ko‘phadlarni bo‘tish goldigli va goldigsiz bo‘lishi mumkin.
P (xy va Q,(r) ko‘phadlar berilgan bo‘lsin, bunda n=m>0.
U holda

P(x)=0,(x)-R_ (x)+r(x), 0<k<m 2.2)

tenglikni qanoatlantiruvehi R _ (x) va »(x) ko‘phadlar mavjud va
yagona bo‘ladi. Bunda P(x) bo‘linuvchi. O, (x) bo‘luvchi, R _ (3}
bo‘linma, r,(x) goldiq deb ataladi.

(2.2) tenglikda r(x)=0 bo‘lishi ham mumkin. U holda P2(x)
ko‘phad R (x) ko‘phadga goldigsiz bo‘linadi deyiladi.

Ko'phadlami bo‘lishdan hosil bo‘ladigan bo‘linma va qoldigni
topishning har xil usullari maviud. Ko'p hollarda  «burchakli
usulida bo‘lish» qoidasidan foydalaniladi.

6.2.2. Ko‘phadlarning ildizi

P.(x) ko‘phadning ildizi deb x o‘zgaruvchining bu ko‘phadning
giymatini nolga aylantiradigan x, (hagiqiy yoki kompleks) qiymatiga
aytiladi, ya’ni bunda 2,(x,) =0 bo‘ladi.

P(x) ko‘phadni x—o ga bo‘lishdan hosil bo‘ladigan qoldigni
bo‘lish jarayonini bajarmasdan topish imkonini beradigan fcoremani
isbotlaymiz.

l-tcorema. P (x) ko‘phadni x-o ikkihadga bo‘lishdan hosil
bo‘ladigan qoldiq P () ga teng bo‘ladi.

Isboti. P (x) ko'phadni x—«a ikkihadga bo‘lish natijasi

P(x)=(x—a)-R _(x)+r,
bo‘lsin, bu yerda - biror o‘zgarmas son (0- darajali ko*phad) bo"lzdi.

Bu tenglikda x o'zgaruvchiga o glymat berib, topamiz:

r=Pla).

Teorema isbotlandi.

Bu teoremadan quyidagi teorema kelib chiqgadi.

2-tcorema (Bezu teoremasi). a  son

bo‘lishi uchun 7 (x) ko‘phad
zarur va yetarli.

£ (x) Ko‘phadning ildizi
x—o ikkihadga qoldiqsiz bo'linishi
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6.2.3. Ko‘phadni ko‘paytavchilarga ajratish

Ko‘phadni nolinchi darajali bo‘lmagan ikkita yoki bir nechta
ko‘phadning  ko‘paytmasi  ko‘rinishida  ifodalashga ko ‘phadni
ko ‘paytuvchilarga ajratish deyiladi.

Algebraning asosiy teoremasi deb ataluvchi quyidagi teoremani
isbotsiz keltiramiz.

3-teorema. sn-darajali (#>0) har qanday ko‘phad hech
bo'lmaganda bitta haqiqiy yoki kompleks ildizga ega bo‘ladi.

Bu teoremaning natijasi sifatida quyidagi teoremani isbotlaymiz.

4-teoremz. n— darajali har ganday ko‘phadni

P(x)=a(x—a ) (x—a,).(x~a,) 2.3)

ko‘rinishda ko‘paytuvchilarga ajratish mumkin, bu yerda a,—
ko*phadning bosh koeffitsiyenti, @,, @, ... a,— ko phadning ildizlari.

Ishoti. (2.1) ko‘phadni qaraymiz. 3-teoremaga ko‘ra, u ildizga ega.
Bu ildizni «, bilan belgilavmiz. U holda Bezu teoremasiga ke'ra,
Pix)=(x-u,) P (x) bo'ladi, bu yerda P_(x)~ (#-1)- darajali ko‘phad.
P (x) ko phad bo‘lgani uchun u ham ildizga ega. Bu ildizni «, bilan
belgilaymmiz. U holda £ (x)=(x-e,) 7,,(x) bo‘ladi, bu yerda P_ (x)-
(11— 2)- darajaii ko‘phad. Demak, £ (¥j=(x-a,x-a,)-P_(x).

Du jarsyonni davom ettirish natijasida

P(xy=a(x—a}x-a).(x-a,)

yovilmani hosil qilamiz,
(2.3) tenglikdagi (x—a,) ko‘paytuvchilarga chizigli ko‘paytuvchilar

deyiladi.

[-misol. P(x)=x"—2x"-x+2 ko‘phadni chizigli ko‘paytuvchilarga
ajrating.

Yechish. Berilgan ko‘phad  x=-1, x=1, x=2 da nolga teng bo‘ladi,
a, =1.

Demak.

X =20~y 2= (x+ Dx—1)(x-2).

(2.3) tenelikdan shunday xwlosa kelib chiqadi: n- darajali har
qanday ko'phad » 1a iidizga (haqigiy yoki kompleks) ega. Ular orasida
tenglari bo'lishi mumkin. Ke‘phadning (2.3) yoyilmasida gandaydir bir
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ildiz & marta uchrashi mumikin. U holda bu ildizga & kerrali ildiz
deyiladi. k=1 bo’lganida ildiz oddiy ildiz deb ataladi.

Agar (2.1) ko‘phad &, karrali o, ildizga, &, karrali o, ildizga va
umuman k, karrali v, ildizga ega bo‘isa, (2.3) formula

Pn(x)=ax:(x_a|)“(x_az)h"'(x—ay)h (24)
ko'rinishni oladi, bu yerda &, + &, + ...+ k, =n.

(2.3) tenglikda o, a, ..., , ildizlar orasida komplekslari bo*lishi

ham mumkin. Kompleks ildizlar uchun ofrinli bo'ladigan teoremani
isbotsiz keltiramiz.

5-teorema. Agar haqigiy koeffitsiyentli 7 (x) ko‘phad a+ib
kompleks ildizga ega bolsa, u holda u @ —ib qo‘shma ildizga ham ega
bo‘ladi.

Bu teoremaga ko‘ra, ko‘phadning (2.3) yoyilmasida' kompleks
ildizlar o'z qo‘shma juftlari  bilan gatnashadi. Bu juftga mos

chizigli ko‘paytuvchilami ko‘paytiramiz:

(x —(a+ b)) (x — (a—iB)) = ((x — &) — ib)((x = @) + ib) = (x ~ a) + b=

=x'-2ax+d’ +b =x = pxta.
bu yerda p=—2a, =0’ + 5.
Demak, qo‘shma ildizlarga mos chizigli ko'p_a_vluvchilar
ko‘paytmasini hagiqiy koeftitsiyentli, diskriminanti maniiy bo'lgan
kvadrat uchhad bilan almashtirish mumkin.
Shu kabi

(X~ {(a+ibY) (x = (a= b)) =((x—(a = BNx ~ (@— b ="+ px+q)
almashtirish bajarish mumkin. Y

Shunday qilib, yuqorida keltirilganlar asosida quyidagi tasdiqni
hosil gilamiz.

b-teorema. Har qanday hagigiy koeffitsiyentli ko'phad haqiqiy
koeffitsientli chizigli va kvadrat uchhadlardan iborat ko*paytuvchilarga
ajratiladi, ya’ni P (x) ko‘phadni

P =alx—a )" (x—a,)".x—a,) x

XX+ px+g Y (3 + Py +g,) X+ patg,)
Ko'rinishda  ifodalash mumkin. Bunda o — ko‘phadming  bosh
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koeffitsiyenti, a,, @, ..., @, ko‘phadning mos ravishda %, 4, ,.., 4,
karrali ildizlari, x*+px+q (i=11) kvadrat uchhadlar  uchun
diskreminant D=p’ —4g<0, & +k, +..+k +25 +25, +..v 25, =n;

T b s (s kS, S,,....s,—natural sonlar.

2-misol. P.(x)=x"+3x'—x-3 ko‘phadni ko‘paytuvchilarga ajrating.
Yechish. P(x)=x" +3x’ —x=3=x*(x+3)-(x+3) =

=(x+3)(x =D =(x+3)(x~ D +x+1).

6.2.4. Ratsienal kasrlarni sodda kasrlarga yoyish

tkkita O (x) va P (x)ko‘phadning nisbatiga
Rix)= O.(x) _ bx"+ b,x”"r +..tb, x+b,
P(x} ax"+ax"+.+a _x+a,
ratsional funksiva (raisional kasr) deyiladi.
m<n Dbo‘lganda ratsional kasr fo‘g'ri kasr, m=n bo‘lganda
noto'g ri kosr deyiladi.
Noto‘g‘ri kasrda uning O, (x) suratini P.(x) maxrajiga odaidagidek

bo‘lish vo‘!i bilan kasrdan butun gismi g¢(x) ajratiladi, ya'ni

_g.®_ )
= ™1
tenglik hosil gilinadi. bu yerda g(x) —butun qism deb ataluvchi

Ko‘phad, ;}("-} — to’g*ri kasr, chunki r(x) qoldigning darajasi A, (x)ning
" X
darajasidan kichik.

~2x +1

Tyt
3- misol. R(x) =J—"ﬁ——7 ratsional kasrdan butun gismini ajrating.
Suiar ST - Y

Yechish. Ko phadlarni bo‘lish qoidasi bo‘yicha kasming suratini
axrajiga bo‘lamiz:
ax' —2x" +1 X+ 2x2
3¢ 463" 4 6x'] 35 ~8x+10

-8x' —6x" +1

-8x" —16x" =16x

_iﬂ_r" + 16x +1
[0x* +20x +20
-4x-19



Demak,

3 —-4x-19
R(x)=3x"—8x+10+ ——

252

“

Quyidagi to‘g‘ri kasrlarga sodda (elementar) kasriar deyiladi:

1. A4
x-a’

1. , (k22, keN);
(x— 0]
M

o, EYN e apcay
X rpxtqg

v Mx+ N

N, pP =4g <0,
m (522, seN, p q=<0

buyerda 4, M, N, @, p, q - haqiqiy sonlar. . -l
7-teorema. Maxraji (2.5) ko‘rinishda ko‘paytuvchilarga ajratilgan

har ganday = 2. )) o‘g‘ri kasmi sodda kasrlar yig indisiga yagona tarzila

yoyish muwmkin.
Bunda: - ol o
1) (2.5) ifodaning (x-«) ko‘rinishdagi ko‘payruvchisiga | turdag
4 kasr mos keladi;
-

2) (2.5) ifodaning (x—a)* ko'rinshidag ko'paytuvehisiga Dvall

A A A 35 keladi:
turdag a di R 5 mos selag,
L,l kt l(ml\llﬂl‘ Vlg indist B g a) (x-c)

3) (2.5) ifodaning x*« px+¢ ko‘rinishdagi  ko‘paytuvchisiga
' .
I turdagi ﬁﬂ* kasr mos keladi;
XA prtg
Q2.5 ifodaning  (x"+ px-q) ho*rinishdagi ko paytuvcehisiga
L va IV turdagi s ta kastlar vig*indisi
Mx+ N,

. b ! R
sy - —M—\—T-L mos keiadi.
x* Tp\*rq s + px Hi)l (x* = px+q)
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Shunday qilib, teoremaga ko‘ra,

a_(x) __ A A, A,
==lo Ll By +ot
P x-a (x-a) (xr~a)

Mx+N Mx+N. Mx+ N
o - : = 2 3

- : R 3 (2.6)
X dpxaq (x+px+g) (x*+px+q)

buyerda 4, 4,,..4,, M,, N, M,, N,,..M , N, - koeffitsiventiar.

{2.6) tenglikdagi noma’lum kocffitsiyentlarini topishning turli
usullari mavjud. Masalan, noma’lum  koeffitsiyentlarni topishda
koeffitsiyentlarni  tenglashtirish usulini qo‘llash mumkin.

Bu usul quyidagi tartibda amalga oshiriladi:

1. (2.6) yovilmaning o‘ng termoni umumiy maxraj P (x) ga
keltiriladi. Natijada 0. _5.00 ayniyat hosil bo‘ladi, bu yerda

Fixy P(x) ;
& (x)— koeffitsiyentlari
noma’lum bo*{gan ko‘phad.

2. Hosil bo‘lgan ayniyatda maxrajlar teng bo‘igani uchun, suratiar
ham aynan teng bo‘ladi, ya'ni Q,(x)=S,(x).

3. 0,(x)=S_(x) tenglikda x ning bir xii darajalari oldidagi
koeffitsiventlar tenglasitiriladi (ko'phadlarning aynan tengligi haqidagi
teoremaga Ko‘ra);

Naiijada tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi va bu sistemadan
izlanayotgan 4, A,.. A, M, N, M,, N, M. N, koeffitsiventlar

topiladi.
-2x+ - . . . re Pt
4- misol. R(x) =x—(-”'l ")] to‘g‘ri kasrni oddiy kasrlar yig‘indisiga
(x4
yoying.

Yechish. R(x) ning maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
M D= D - x+ 1)
R(x)ni 1-teoremaga asosan, sodda kasrlar yig‘indisiga yoyamiz:

r

Rix)= 4 + i + A + ﬂﬂ—

x X x4l x -x+]
Noma'lum koeffitsiventlarini koeffitsiyentlarni tenglasitirish usuli
bilan topamiz. Buning uchun tenglikning o‘ng qismini umumiy

w
~
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maxrajga Keltiramiz, hosil bo‘lgan  tenglikning har ikkala
tomonidagi maxrajlami tashlab yuboramiz va guyidagi tenglikni hosil
gilamiz:

x' =254 1= Ax(O D) + A (67 + 1)+ AT - x + 1)+ M (e D)+ N (e + D).

x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtiramiz:

=

LA+ A4+ M=t
o4+ 4 M+ N=0,
1 A+N=0,

X
|x’: A =-2,
X

=

i

x4 =1

Bu tenglamalar sistemasini yechamiz:

Demak,

Rix 2 1 -+ L Sx—4
{.\}—-):* T = - |) ‘;[_‘_: T — |Il-

6.2.5. Mashglar
1. Berilgan P(x) va Q(x)ko*phadlarning yig indisini. ayirmasini va
ko*paytmasini toping:
D Px)=2x'~x +4, Q0)=x"+3x -x:
2) Px)=x"+x*-5, Q(x)=3x' +x'—x’

2. P(x) ko*phadni Qix} ko'phudga bo'lishda hosil bo‘ladigan bo‘linma va
gqoldiqni toping:
1) Plx)=x" 423~ x4 1, Ga)=x®+x-1;

2) P(x)=x' +5x" - 6x+5 Q)= x" + 2x* -1,
3) PY=3 v ax’ 12—, O(a) = x4 3x £ 7.
4} Pa)=2x" - 1357 4 3257 —2dx 41, Q(x)=x* —5x46
3. Px) ko'phadni x—e ikkihadga bo‘iganda Losil bo*ladigan qoldigni toping:
I} P)=x" =3¢ - x* 41, x—2; 2) Pixy=x" 63" +x* -8R, x+1;

3) Pxy=3x"vx*—064, x+2; D PD=x"—6x" +x, x-3.
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4. Px)=ax'+bx’+x~1 va Q(x)=3x"-x"+ x—c ko'phadlar bir-biriga aynan
teng. a, b, ¢ iarni toping.

5. ax’+x° -3x+b=2x"+cx’ -3x+1. a, b, c larni toping.

6. Beriigan ko‘phadlarni ko‘paytuvchilarga ajrating:
1) x'-16; 2) »’ -8y,
3) 5x* —40x" +115x% ~140x + 60, 4) X' ~6x" 495" —x*+62-9
7. Berilgan to'g'ri kasrlarni sodda kasrlar yig‘indisiga yoying:

3’ -3x +8x-4

Cxtrdx+l By

0 ) i 2 '
x'+x x' +4x
3x-2 x? +5x+]

o

© ext-2x’ xext+l

8. Berilgan to‘g'ri kasrlarni sodda kasrlar yig'indisiga yoyirg va
koeffitsiyentlarni noma’lum koeffitsiventlarni tenglashtirish usuli bilan toping:

2 25 -11x-6

0 ¥t +23+3
2 s 2) .
ax X +xt-6x
35" 237 -2x 7 4 2x-1
P )=
Xl X rx



. .‘\niqrﬁa}. integral

= Ratsionat funksivalarni

integrallash

* Trigonometrik
funksiyalarni integrallash

< Irratsional ifodaiarni
integrallash

» Aniq integral
* Xosmas integrallar

* Aniq integralning
tatbiglarj

Isaak Nyuton
(1642-1727) —
ingliz matensatipi, fidigi,
niexenigi va astronomi

Nyton “Natural fulso-
Jusing matomatit asos-
fari” asnrida butin olom
wertishislk  gqontunini  yg
amexanikaning wch gon-
nini bavest gilgun .

U muvematih  analiz
usestaring, Nywton bivoni
Jormudasing, tenglmnalar-
ui o yechivining Nyton
asulini varaigen, mede-
muatik Giseblashlordn go-
wrlardan  foydalmisiing
ko'rsargan,

Integral hisob —~ ‘tu matematikaning
integral tushunchasi, uning xossalari va
hisoblash usullart o‘rganiladigan bo‘limidic.
Integral hisob differensial hisob bilan uzviy
hog'liq va ular biigalikda matematik
analizning asosini tashkit gitadi.

Differensial va integral hisobning asosiy
tushunchalari, jumladan, ditferensiallash va
integrallash amallari o‘rtasidagi bog'lanish,

ularmning amaliy masalalami  vechishga
tatbiqi XVH asming ikkinchi yarmida

INyuton va G.Leybnis tomonidan  ishlzb
chi'qilgan. Ulamning izlanishlari matemauk
analizning  gurkirab  rivojlanish  davrini
boshlab bergan.

Integral hisob yordamida ko plab yangi
masalalar  bilan  bir  qutordam  tlgari
yechilmagan bir gancha nazariy va amaliy
masalalari vechish tmhoni yaratilgan.

Integral hisobning asosiy tushunchalari
bir-biri bilan uzviy bog'liy anigmas va ania
integrallardir.

7.1. ANIQMAS INTEGRAL

7.1.1. Boshlang‘ich funksiya va
aniqmas integral
Berilgan funksiyaning hosilasini topish
differensial hisobning asosiy masalalaridan
biri  hisoblanadi. Matematik  analiz
masalalarining twliligi. uning gecmeiriva,
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mexanika, fizika va texnikadagi keng migyosdagi tatbiqi berilgan
Jf(x} funksiya uchun hosilasi shu funksiyaga teng bo‘lgan
F(x) funksiyani topishga olib keladi.
Funksiyaning berilgan hosilasiga ko'ra, uning o‘zini topish
masalasi integral msobning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi.
y= f(x) funksiya (s;b) intervalda aniqlangan bo‘lsin.
I-ta’rif.  Agar (a:b) intervalda differensiallanuvchi
F(x) funksivaning hosilasi berilgan f(x) funksiyaga teng, ya’ni
F'{ix)= f(x) (yoki aF(x)= f(x)dx), xe(a;b)

bo‘lsa, F(x) funksivaga (u;b) intervalda f(x) funksiyaning boshlang ‘ich
Juniksivasi deyiladi.

Masalan: 1) F(x)=x" funksiya sonlar ofgida f{x)=3x°
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi, chunki xeR da
(x') =3x%;

X

2) F = -x funksiya (-1:1) intervalda f(x):—T;T funksiyaning
s

i P e o ; : e x
boshlang*ich funksiyvasi bo'ladi, chunki xe{-51) da (Vi-x')=——=—.
vi=x

Lemma. Agar F(x) va &(x) funksivalar (a;6) intervalda f(x)
funksivaning boshlang*ich funksiyalari bo‘lsa, u holda F(x) va ®(x) bir-
bividan o*zgarmas songa farqg giladi.

Iskoti. F{x) va ®(x) funksiyalar (a;6) intervalda f(x) funksiyaning
boshlang‘ich funksivalari bo‘lsin: F'(x)= f(x), ®'(x)= f(x).

U hiclda istalgan x e (a;b)da

(D) - F(x)) =D'(x)- F'(x)= f(x)- f(x)=0
bo-ladi.
Bundan ®(x)- F(xj=C yoki ®&(x)=F(x)+C kelib chigadi, bu
yerda C ~ixtiyorly o‘zgannas sor.

Shunday qilib, f(x) funksiya (a;6) intervalda biror F(x)
boshlang*ich funksiyaga cga bo‘lsa, uning qolgan barcha
boshlang‘ich funksiyalari {F(x)+C| C e R} to*plamni tashkil giladi.

2-ta’rif.  f(x) funksiyaning (a«;5) intervaldagi boshlang‘ich
funksiyalari wo‘plamiga f(x) funksiyaning anigmas integrali deyiladi va
[ f(x)etx kabi belgilanadi,



Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra,
[fxidx=F(x)+C, (1.1)

buyerda f(x)— integral ostidagi funksiya, f(x)dx — integral ostidagi
ifoda; x— integraliash o ‘zgavuvchisi, | — integrallash belgisi deyiladi.

Anigmas integralni topish, ya’'ni berilgan funksiyaning boshlang‘ich
funksiyalari to‘plamini aniqlash masalasi funksivani integrallash deb
yuritiladi.

Demak, funksiyani integrallash amali funksiyani differensiallashga
teskari amal bo‘ladi.

Berilgan f(x) funksiya qachon boshlang’ich funksiyaga ega bo‘ladi
degan savolga quyidagi teorema javob beradi (teoremani isbotsiz
keltiramiz).

1-teorema. Agar f(x) funksiya [a;6] kesmada uziuksiz bo'lsa u
holda u bu kesmada uzluksiz bo‘lgan boshlang‘ich funksiyaga ega
bo‘ladi.

Ko‘p hollarda F(x) funksiva f(x) funksivaning boshlang‘ich
funksiyasi bo‘ladigan (a;p) interval ko'rsatilmaydi. Bunday holda
(a;b) interval sifatida f(x) funksiyaning aniglanish schasi tushuniladi.
Shu sababli bundan keyin integral ostidagi funksiyalar uzluksiz va (1.1)
formula ma’noga ega deb hisoblaymiz.

Masalan, f(x)zl tunksiva (-;0) va (0;2) intervalda uzhiksiz.
X

Shu sababli uning anigmas integrali deb

k | lhx+cC, v >0, .
]’t._-.: =n|xi+C (x=0)
|1|1[—_\'| v, x<0

funksiya tushuniladi.

Boshlang‘ich funksiyaning ;
grafigi  integral egri chizig deb : e E
ataladi.

Anigmas integral geomerrik
Jjihatdan ixtiyoriy C o‘zgarmasga
bog‘lig bo‘lgan barcha integral egri A =hERHE
chiziglar  to‘plamini ifodalaydi.
Agar  F(x) funksiyaning grafigi
integral egri chizig bo‘lsa, boshga

i-shak].
378



integral egri chiziglar uni Oy o‘qi bo‘yicha parallel ko‘chirish
yordamida hosii qilinadi (1-shakl).

7.1.2. Aniqmas integraleing xossalari

Anigmas integral quyidagi xossalarga ega.
I". Anigmas integralning hosilasi (differensiali) integral ostidagi

funksiyaga (ifodapa) teng:
(Jf()axy = (). (@] f()kr = f(x)ekv).
Ishoti. F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi,
ya'ni 1'(x)= f(x) bolsin.
U holda
(J/(x)de) = (F(x)+ C) = F(x)+ 0= f(x).
(@[ f(x)dx = d(F(x)+ C) = dF(x) + dC = F'(x)dr = f(x)ar).
Bu xossa integral amali to ‘g ‘ri bajarilganligini differensialiash
orgali tekshirish imkonini beradi.
Masalan, [(3x" +S)dx=x"+35x+ C to‘g‘ri, chunki (x'+5x+ €)' =3¢ +5.
2". Funksiya differentsialining anigmas integrali shu funksiya bilan
O’zgarmas sonning yig‘indisiga teng:

fdF(x) = F(x)+C.
Isboti. F'(x)= f{x) bo‘lsin.

U holda
fdF(x)= [ F'(x)dx = | flx)dv= £(x)+ C.

3", Ozgarinas ko‘paytuvchini anigmas integral belgisidan tashqariga
chiqarish mumkin:
JAf(x)de = k[ f(x)elx, &k =const,k 0.

Isboti. I'(x)= f(x) bo‘lsin.
Bundan
j/’f/'(.\’)fl\' = fk["'(x)ci\': lf(kF(x))'rb’ =k(F(x)+C)=kl(x)+C, = kff(x)dx

(C, = kC deb olindi).
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4°. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig‘indisining anigmas
integrali shu funksivalar aniqmas integrallarining algebraik yig‘indisiga

teng:
JUA) £ glx)dx = [ f(x)dx £ {g(x)ax.

Ishoti. F'(X)= f(x), G'(x)= g(x) bolsin.

U holda
[ £ gk = [(F'(x) £ G'(x)ud =

= [(F(x) £ G(x)'dr = [d{F(x) £ G(x)) =

=Flx)£Glx)= C ={F{x) = CN= G0y + ;) =

P -
= [flodvz]glxyd, £, =C, =C.
- Agar | flxidbe=Fxi=C ho holda x ning istalgan differen-
J9 & Isa. u
st al‘am\\‘u funksivasi w=ulx) uchun [ fiwigdn = Flu)=C beladi.
; Fix) fumksiya

Six) pzivksiz funksiva,
he'lsin.

CEIWES




Masalan, d(sinu)=cosudu ekanidan [cosudu=/[d(sinu)=sinu+C.
Quyida keltiriladigan integrallar asosiy integrallar jadvali deyiladi.

Asosty integrofiar fudvadi.
wal ‘d
1. fu"du:u—«i-C, (a=-1); 2, j£=]n|n[:C;
o +1 i
3. [a"du:a—lﬁ- C, (0<a=l); 4. [e'du=e"+C;
’ Ina
5. {sinwdu = ~cosu + C; 6. [cosudu=sinu+C:
7. [tgudu =—In|cosuj=C; 8. [ergudu=1In|sinul=C;
1 ! y
9.] (‘_,[ =itgu+C; 10. | ‘"-=-|‘.‘fgr!-(.;
COos u sin°u
du il dn | 3 (e
L. ( =Initg -+ C; 12, | Inrg, — I+
“siny {g.?,l ’ ' cosu 4 J,
4 f] TR | oy
; 13. f—ﬁqu__:arcsing+C: 14. l*—L_—lnln.#\fN'iﬂ"{-t
‘ @ —u’ a V' fa !
- 4 1 =
15. [— £h——:}—arctg (Y 16. | .c” - =— n"—{—: +C;
a +u* a w-a 2a lu+a
i7. jshudu =chu+C; 8. [chudu = shu + C;
9 [—-=tm+C: 20. fﬁl-"— =—cthue+C
! : LIT u

Asosiy integrallar jadvalida integrallash c‘zgaruvchisi n erkli
o‘zgaruvchi yoki erkli o‘zgaruvchining funksiyast (5- xossaga ko'ra)
bo‘lishi mumkin.

Jadvalda keltiriigan formulalarning to‘griligiga uning ¢'ng
tomonini differensiallash va bu differensialning formula chap
tomonidagi integral ostidagi ifodaga teng bo‘lishini tekshirish orgali
ishonch hosil gilish mumkin.

Bu integrallardan birining, masalan 13-formulaning to'g riligini
ko‘rsatamiz:

ds(‘ncsm—+("\ ! = lc[u— i

1|l|7“| J a Na' =it
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7.1.4. Integrallash usullari

Bevosita integrallash usuli

Intepral ostidagi funksiyada (yoki ifodada) almashtirishlar bajarish
va aniqmas integralning Xossalarini qo‘llash orgali berilgan integraini
bir yoki bir nechta jadval integraliga keltirib integrallash usuliga
bevosita integrallash usuli deyiladi.

Misollar:

: 2 ) . dx 3 g =
1) [| Ssinx———— +x" ldx="5]sinxdy - 2[]——— = [x'dx=
x +1 Vi ’ x +1

A

X X
=-5cosx — 2arctgx + 7 +=C

cos2x cos’x—sin‘x , of 1 1 |
2 I 2 P dx: 7 ) “'\.z.“ e 2_. =
COS™ Xsin” x COS” xsin” ¥ Lsinx cos x)
dc . ax 2 -
=l =g gy + C = —— -G
SIn° X cos™ x sin 2x

1 e = : : =1 (13
3) ]x_lcgr:_j[‘f_‘iy:_}[[__\- e+ [——— =
14 x* I+ x° b+x

=—Idr+§x2dx+[¥h——,=—x+i+nl‘c'1gX1»(.
T+ x 3
Berilgan integralni jadval integrallariga keltirishda differensialning
quyidagi almashtirishlari («differensial amali ostiga kiritish» jarayori)

qo‘Haniladi:

du=d(u+aj, a-son; du= 1 d(an); udu= %d(u" ), cosudu =d(sinu):
a 2

sinudi = —d(cosnu); ldu =d(lnu); - : -au = diigu).
1 Cas i
Umuman olganda, f*(:)du =d( f(u)).

Bu formuladan integrallami topishda ko*p foydalaniladi.
Misollar:
D& 1o dE
M igrgr=ylen L]
16+9x" 3'16+4(Gx)° 3



~. €COSX +5inx L d(sin x = cosx)
2) dx = ( :

- : =In|sinx ~cosx|+C.
sinx — cosx sinx —cosx

O'rriga go ‘yish (o ‘zgaruvchini almashtirish) usuli

Ko‘p hollarda integraidagi o‘zgaruvchini almashtirish uai bevosita
integrallashga olib keladi. Integrallashning bu usuli o ‘rriga qo'vish
(0 zgaruvchini almashtirish) usuli deb yuritiladi. Bu usul quyidagi
teoremaga asoslanadi.

2-tecrema. Biror T oraliqda aniqlangan va differensiallanuvchi
x=@() Tfunksiyaning qiymatlar sohasi X oraliqdan iborat bo‘lib, X da
f(xj funksiya aniglangan va uzluksiz, ya’ni T oraliqda f(p(1))
murakkab funksiya aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin. U holda

[f(x)dv=] flo(0)p'0)dr (1.2)
bo‘ladi.

Isboi. X oraliqda F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ichi
boisin. U holda  F(e@)) murakkab funksiya 7 oraliqda aniqlangan,
differensiallanuvchi hamda

Fp() = F (@' = Flet)e'(1)
bo‘ladi.

Bundan

[ flo(ene' et = [ gt =F (p(0)) + C =
F)+Cl_, = _[_,J"{_\-]Lirg_ "
hisobga olinsa,
[ LG = [ Flgpl)e' (D)t

(1.2) formula anigmas integralda o '‘zgaruvchini  almashtivish
formulasi deb  yuritiladi.

Ayrim hollarda  r=gp(x) o‘riga qo‘yish bajarishga to‘g'ri keladi.
U holda jf(q)(.r))w’(x)a'.r:J’f(r)a’f bo‘ladi. Demak, (1.2) formula
o‘ngdan chapga gqo‘llanishi ham mumkin.

1-misol. [xv/x-3dv integralni toping.

Yechisii. vx -3 =1 aimashtirish bajaramiz.

U holda x=1* +3, dx =21t
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Shu sababli
Jxfx—3dc= (e +3) 120t =2{(* + 317 )t =
§ 1
=2§z‘d¢+6[z‘¢r=2-i5—+6-%+c=27,/(x—3)* +2JG 3y +C.
]

2- misol. [m integralni toping.

Yechish. 1 + Inx =" bo‘lsin.
Bundan

nx=r -1, = =2dr.
-
U holda (1.2) formulaga ko‘ra,

I\fl Int.l‘.l- J-.'-EM’-‘ I!_n’f

=2 -
xInx =1 =1
/ ~1) .
=2f(14—+ -}1’::3 el =0 0w
a1, 2 fr+1i)
| — W1+ Inx) .
—1:+1n|“ 1 TR g e L L B
_1[ l~!n\—||

=2J1+Inx +21n|1sjl +inx - l!I —Inllnx} +C.

3- misol. |1+ cos’ xsin 2xdrintegralni toping.

Yechish.  1+cos*x=1* deymiz.
Bundan
—2cosxsin xdx = 2dt yoki sin 2xdy = =2tdt .
U holda

_[\H +cos’ x sin 2xdx = jl(—Z/ Yt =

=2t Lo

b L
+C=-=y(l+cos'x)" +C.
3 3JE cOs X)
Tzoh. Ayrim hollarda integrallashning o‘zgaruvchini almashtirish
usuli takroran qo*llaniladi, ya’ni bunda bajarilgan o‘rniga go-vishdan
so‘ng shunday integral hosil bo‘ladiki, bu integralni boshga o°rniga

qo‘yish orqali soddalashtirish yoki jadval integraliga keltirish mumkin
bo*ladi.
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Bo ‘letlab integrallesh usuli

Bo‘laklab integrallash usuli ikki funktsiya ko‘paytmasining
differensiali formulasiga asoslanadi.
3-teoreina. u(x) va v(x) funksiyalar qandaydir X oraliqda
aniglangan va differentsiallanuvchi bolib, #'(x)v(x) funksiya bu
oraiiqda boshlang‘ich funksiyaga ega, ya’ni _[u'(x)v(_x)dx integial
mavjud bo‘lsin. U holda X oraligda w(x)v'(x) funksiya boshlang‘ich
tunksiyaga ega va
.|.u(x)v' x)dx = u{x)v(x) —Jv(x)u'(x)dx 1.3

bo‘ladi.
Ishoti. (u(x)wix)) =u'(x)v{x)+ v {xu(x) tenglikdan

#(2W'(x) = {u(x)(x)) —v(x)e'(x).

(exy(x)) va  uw'(x)v(x) funksiyalar X intervalda boshlang’ich
funksiyaga ega bo*lgani uchun v'(x)u(x) ham X intervalda boshlang®ich
funksivaga ega bo‘ladi. Oxirgi tenglikning chap va o‘ng tomenlarini
integrallasak, (1.3) formula kelib chigadi.

{1.3) formulaga anigmas integralni bo 'lakiab integrallash formulasi
deyiladi.

Ma’fumki,

Vix)dx =dv, u'(x)dx=du.

Demak, (1.3) formulani

J’ud\f =uy— Iva'u (1.4)

ko‘rinishda yozish mumkin.

Bo'laklab integrailash usulining mohiyati berilgan integralda
intcgral ostidagi f(x)dx ifodani wdv ko‘paytma shaklida tasvirlash va
(1.4) formulani qo‘llagan holda  berilgan [udy integralni oson
inegraifanadigan {vdu integral bilan almashtirib topishdan iborat.

Bo‘laklab integrallash orqali topiladigan integrallarning, asosan,
uchta guruhini ajratish roumkin:

1) II’(x)arc/gxdx, J'l’(x)arcclgxdx, jP(x)lnxdx, fP(x)arcsinxd\—,
[ Pix)arccosxdy  (bu yerda P(x) — ko‘phad) ko‘rinishdagi 1-guruh
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integrallar. Bunda dv=P(x)dx deb. qolgan ko‘paytuvchilar esa » bilan

belgilanadi;
2) [P(x)e"dx, [P(x)sinfxdy, [P(xjcoskxdx  ko‘rinishdagi 2-

guruh integrallar. Bunda u=P(x) deb, qolgan ko‘paytuvchilar &v deb

olinadi;
3) [e* sin kb, J'e"'coslocdx ko‘rinishdagi 3-guruh integrallar

bo‘laklab integrallash ormulasini takroran qollash orgali topiladi.

4- misol. [arctgxd integralni toping.

de |

i u=arctgx, du= =0 LoE
Yechish. (arctgidx = V42 = varctex— | :

+

dv=dx. v=x '

dx=

d(l+x*)

1 2
iy =xarelgx — —Infl + %7 |+ C.
14x* 2

= xXaqrelgx— %I

5- misol. {xe*dx integralni toping.
Yechish.

u=x, du=dv !
!:xe‘-je‘té\':.\'c’ - +C=e(x=-1)+C.

[xe'd.r:
dv=e'dv, v=e* |

6- misol. = [sinxe™drintegralni toping.
Yechish.

:
u=e", du=2e%dx |
j=

0 o B —e¢“cosx +2{e” cosxdy =
av =SINXaY, V= —C0SX :

I= fsin xedy =

|
n=e”, du=2e"dx N e 3 .
=—e¢ " cosx + 2(7sinx - 2[¢" sinxdy) =

dv=cosxdx, v=sinx |
=e™*(2sinx —cosx) — 4/.
Bundan
e .
{=—¢7(2sinx —cosx) + C.
5
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Ko‘rsatilgan uchta guruh boflaklab integralianadigan barcha
integrallarni o'z ichiga olmaydi. Masalan, J’t—df integral  yuqorida
cos’ x

keltirilgan  integrallar guruhlariga kirmaydi, lekin uni bolaklab
integrallash usuli bilan topish mumkin:

e | u=x, du=dx
JC—O-S-;I:' o zA oL o =itge — [tgxdy = x1gx - Incosx ! +C.
i COs™ X ©
7.1.5. Mashglar

I. Berilgan integrallarni anigmas integralning Xossaiari va integrallar jadvalini
qe‘llab toping:

| Srpx — ‘| oy =T,
Hjlafﬁh = +x J i ‘—.]er i
Yr-xe! / A
L 3 2 )
-Hr _\ \_: l{Jl o3 2 )
/'”\1_" Ji JTlI
ey p 2 2 " o)
3= = 6) j(sin ;—*cos—) dr-
; ™
Tyiesi 1 - . _\!d_‘, R}rl—bmj X e
. k S8 %)) 4 sinfx
] )J.:‘lg:x{[\', 10} [—d"—ﬁ—
* cos’ X —posy
& dr
1 o 4
} 38+ 45° )j\/3_+ 4x - 2x*

2. Berilgan integrallarni differensial ostiga kiritish usuli bilan toping:

L ;

| Y L 2) [ cos® xsinxdy,

’jp-‘.' - dx )I
3y[aree’dr g3,

144 E 45

5) e cos xdx; G)J‘s_')xzd\',
T'IF-L.L“'L.’_t’. s) Sjﬂ_\_}f!_‘&

' SN X '{ Vx

) [
s dxforg dx
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3. Berilgan integrallarni o‘rniga qo‘yish usuli bilan toping.

”Ir —i

e+1

3)[\’16——fdx:
5) Ix’J;cT:;dx:

7 d

dx
9)'[\/5—41—.\'1 ;

! )!x(Zx +7)°dx;

135

(arcsin x)° N

2)‘-):@\'

x“+2

[ xdx
4| ==,
Vxt+4

6)_[ cos2xdx

1+ sin xcosx

BJI i Ta—:'j—i\

rln2x dx

14)’ ndx x

4. Integrallarni bo‘laklab integrallash usuli bilan toping:

1) I xarcigxdsx,
3)xinxdx,

5) [x3%dx;

7 j xn(x+ Day;
9) fsinn xe;

11) Im fgu.{v

cost X

5. Integrallarni toping:

I)Jr Yiex .l\r
3)Ie' cas*(e* v,

]—lg\
]-[11 gx

7)‘( o

(v+ 12y ~3) :
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Z)Iarcsinxd\i
4)Ixze'dx.
())j-.\'sm 2xdx,

L\ FXSin xedx

8)|———:

c ocos'x

I(),‘j‘l""sind,\'rl\'

12) i Ini arefpxdr
¢ lix

l)j.sinlr:.m 5xdx.,

Hj dy

Inxdx

6)f =
-n‘x)

ux

) l
= x(4+in" x)



9 xex o
‘[cos x Iﬂ]_fx 2¢-9"
-y (e

b mj‘n =

I:‘I)J"sinJ %LL\'. |4}J-.1'!gl.::££!.

]G)I]—Zcos,x ;
Slnz.‘

15) [ o xetx,
7.2. RATSIONAL FUNKSIYALARNI
INTEGRALLASH
7.2.1,.Sodda kasrlarni integrallash

6.2 banddan bilamizki, quyidagi ratsional kasrlarga soddu kasriar

deviladi:
1.

Rt 24

A
I , (k22 ke ),
e-a)

. X
— iR , (P -4 <0);
X +px+g

iy A .

. N 520 se N, pt-dg<0),

"+ pxtg)
buverda 4, M, N, a, p, ¢ —haqgiqiy sonlar.

[ va il turdagi sodda kasriar jadval integraliari orgali topiladi:

[ oG =G e G @.1)

x-a X
f»ﬂé-—-_A td(x-a)= Jr=ayt, o 4 +C. (2.2
fr-aridz-a)= A ihe—a te @D

g (x—a)
{1} turdagi sodda kasrni garaymiz.
My+ N - 5. < . . o s . .
{—————dx integralining suratida kasrning maxrajidan olingan hosila

X+ px+q
(x* + px + 7) = 2x + pni ajratamiz va natijani integrallaymiz:
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—(2,\+p)+N—»—— -
Mx+ N Ifa“v_—f ZM{X _A:l_

X+ pxtg X +pxtq 2 +px+q

yoki

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integrallardan birinchisi
Jo=hnjx" + px+gql.
lkkinchi integral maxrajida to‘liq kvadrat ajratamiz va integralni

quyidagicha hisoblaymiz:

d a'(r+’:‘f 2 Ix-4
e [ A

2x 4+
= = —= = el E — —-.
x4 prig \x¢p]‘¢ P Nq-p vag=p
l\ g
2 4
bunda 44-p* >0, chunki D<o0.
Natijada quyidagiga ega bo*lamiz:
+Iv p LR
Jf asy dx—~—ln|v + prr g A—_A -wﬁ:nr‘[' = _+(. 2
X+ px+gq Jag - p° Vg - p
Sx+ It
1-misol. [=[-* f—h———d\ integralni toping.
x° +6x
Sy 6yl "
Yechish 1=[2 2 g Spxe0de .o &
X +6x+13 2V e 6x 413 Jxl6x+13
]
=>nfx* +6x+13]-4J
‘_!
Bu yerda
x+3) v+ 3
»""‘j :k. =J .rf(i. o lurctg) +3
aadi-kd e 43)+2° 2
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Bundan

J’"‘.‘i-‘:-‘-” 3
X +6x+13 2 2

IV turdagi sodda kasrning integralini topamiz:

oo R
.M,\ N m:ﬂf (;Z,Y+p)dx o
(x" +px+q) 2°(x +pregy

dy==In|x' +6x+13| -ch;t.rg'r 4 C:

(2.4)

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integral jadvaldagi

integralga keltirib, piladi:

_r @x+pydx
(x"+ px+q)
|

=[x + px=q)d(x* + pr+g)=————— .
I e L PE+e) (1=5)x* + px+q)"

Ikkinchi integralga (uni /, bilan belgilaymiz) [.r - iﬂ[:t almashtirish

=t

bajaramiz va 0 <q —"—1- =a’ belgilash kiritamiz.

U holda
d(.\'v-ﬁJ " ; .
/ _r— \ 2 :J- di :__J_Ir_r‘-ra‘)—."
: [ oY o f At ral)y et (Fral)
{.\'I JH;— J
1\ 2 4
I di 1 1t
_u'jlr"+u:'j"' a:'[(.f"*-a")"‘

Bu tenghkning o‘ng gismidagi birinchi integral 7 ga o‘xshash
bo'lib, unda maxrajning darajasi s dan bir birlikka kichik. Shu
sababli, belgilashga ko‘ra, 7, bo‘ladi. Ikkinchi integralni bo‘lakiab
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integrallaymiz:

. dt =-1-f 1-2udt
J(t:+az)’ 2°( +a*)

1 -t 1 . dt
= 2 X 173 2ot
Q=N+ a2y g1 (" +a’)T

t 1
. - - - 1
As=DE +a’)y"  2As—1)

Demak. /, integralni hisoblash uchun s darajani pasaytirish
formulasini hosil qilamiz:

1 1
= 71-4 + 2 Ayl 2 ==
a 2a*(s-1(r* +a’) 2a(s-1)

_ ] N 253 i
2a° (=D + &’y 2a(s—1

(2.5

Shunday gilib, (2.5) formula bo‘yicha 1/, integralni topamiz, keyin
1, dagi barcha ¢ ni x+§ bilan almashtirib va 7, 7 integrallami  (2.4)
tenglikka qo'yib, 1V turdagi sodda kasr integralini topish uchun ifoda
hosil gilamiz.

(2.5) formula bo‘yicha 7, integralni topish indeksi bittaga kichik
bolgan /,, integralni topishga, 7, , integralni topish esa o'z navbatida
I, integralni topishga Kkeltiriladi va bu jarayon quyidagi jadval
integralni topishgacha davom etuiriladi:

"o ¢
1= J_i —=—arcig—+C.
(= 4r@r @ u

Demak, (2.5) formula orqali ;, dan 7. ga, so'ngra /_, o‘tiladi va
hokazo. Shu sababli bunday formulalar keliirish yoki  rekurrent
(gaytuvchan) formulalar deyiladi.
2y +35

2- misol. Ir— . .q,)v“[‘- integralni toping.
X+ dx+ 8

Yechish. J'—Tij—jﬂ_ s P, U NP8 | de
(x" +4x+8) (x> +4x +8) i +4x+8)
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S S C5 MO W
X +4x+8 [(x+2F +4] L +4x+8 't +d

buyerda r=x+2, a=2
{2.3) integraldan foydalanib ayrim hisoblashlardan so‘ng
x+2 1 x+2

t 1 t
= b —arelf—=———————— ¢ —arclg———
i 2a°(t* +a) 24 a 8(x*+4x+8) 16 2

ekanligmi topamiz.

Demak,

2x+5
[ —mde=
(v +4x18)

I 2 I +2
da’ —arclgi—— +C=

- +
X +dx+8 8(x'+4x+8) 16

x—6 1 x+2 -
=+ —arelg—— 1 C,
8(x* +4x+8) 16 2

7.2.2. Ratsional kasrlarni integrallash
chiqadiki,

kelib
i tartibda
=4

6.2 banddan wva yuqorida avtilganlardan
0. . o ;

R(x)= :[_;z(l) ratsional kasr funksiyani integrallash qu}’“kl
amalga oshiriladi: _ ekanini

1) berilgan ratsional kasming to‘g‘ri yoki noto‘g'ri !(a-SIati‘ihi
tekshirish; agar kasr noto*g‘ri bo‘lsa, kasrdan butun qismini &/

2) wo'g'ri kasrning maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratish;

3) to'g‘ri kasrui sodda kasrlar yig‘indisiga yoyish; allash

4) hosil bo*lgan ko‘phad va sodda kasrlar yig‘indisini integ!

X+

3-misol. =]
K-

L;dv integralni toping.
+ZX

Ix

X +6

—= "~ poto‘g‘ri kasr. chunki
X' —=2x° +2x & 9

Yechish, R(x)=

m=4, n=3 (m>n). . g
semint

1
Bu kasrning suratni maxrajga bo‘lish orqali kasrdan butt” 4
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ajratamiz:

x' +6 !x’ -2x* +2x
x‘—-2x‘+2le x+2

25 —=2x* +6
2x° —4x +4x

2x' —4x+6
Bundan
2x' —dx+ 6

Rx)=x+2+——7——.
x> —2x% +2x

To‘g‘ri kasming maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
X =23 £ 2x=x{(x’ —2x+2).

To'g‘ri kasrni sodda kasrlarga yoyilmasi ko‘rinishida yozamiz:
25 —4x+6 A Mxi N

xx'-2x+2) x x*-2x+2

Yoyilmaning noma’lum koeffitsiyentlarini topamiz:
2x? —dx + 6= A(x* —2x +2) + Mx® + Ny,
X A M=2,

"D 244 N =4,

3¢ 2
X 24=6.

Bundan A=3, M=-1, N=2.

Shunday qilib,

R(x)=x+2+" 4 — 212
i

Ko'phad va sodda kasrlar vig“indisini integrallaymiz:

p3dy . =x+2 ;
P=[(r+ Datr PR32 4 X e 3n |-
: X x —2x+2 2
1
S(x=2)+1-2 1 nee®
[ B SN NG § °Y B L
r—-2x+2 2 27 & 2x+2

2
e .
"T+2x+3ln|x1- Sl xf —2x = 2| +arerg(x = 1)+ C.
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7.2.3.

1. Integrallarni toping:
Ix+3
JJ.[.71'- 2)x+3) !
3)f . S—
SO x+D(x+2)(x+3)

¢ 3 # 4 2x-
I x(x- Dx+])

5)

”2\ +2x *4‘+3d.

4 X rxt

9)1' x’ -3

x'—2xt-x+2

dy
1+ 2y

mj

avpat 3"+ 22" 4 xal
IJ}J'——.————-:IE\'.

x+x+l

il ”—*~u.

(x” = 2x+2)°

19)[— &
<l 4 dx e A0t 4 dx+13)

dx

l)j—U:H)—J.

- 2x+3
‘l ’h

'
.n.\'.
(¥ ~3x43

7.3. TRIGONOMETRIK FUNKSIYALARNi

Mashqlar

9 xdx
“)J(x+1)(2x+ n’

2y
Ul’.ﬂ 10z +6x +—55'

x' =1

6}]’4_‘_ d

2+5x

afat -5r+4j

dx
10) | ———,
)'[x:(x7+l)

oy

=1t
dy
iﬁ]‘[[x: + ‘}]“

L i
(=0 +d)t

18)]

dx
A ===
)'[(A'+ )°(x"+1)
2x~1
IV —= -
")Iu‘ ~2x+5F

2 I'\x ~W0x+12
'+ 15357 4:6

INTEGRALLASH

Trigonometrik {unksiyalarni integrallash usuliaridan ayrimlari biian
tanishamiz. Fagat trigonometrik funksiyalar ustida ratsional amallar
(qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va bo‘lish) bajariigan ifoda berilgan
bu‘lsin. Bunday ifodani barcha trigonometrik funksiyalarni sinx va cosx
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funksiyalar orgali ratsional ravishda ifodalash va

R(sin x,cosx)
ko‘rinishga keltirish mumkin.

Akl _[R\smx cosx)dx ko‘rinishidagi integrallar

[R(sinx,cosx)dx  ko‘rinishidagi integralni tg§=t almashtirish
orqali hamma vaqt ¢ o‘zgaruvchili ratsional funksiyaning integraliga
almashtirish, ya’ni ratsionallashtivish mumkin. Shua  sababli  bu
almashtirish universal trigonometrik almashtirish deyiladi.

Hagiqatan ham, | Risinx,cos x)dx ifodadan

X 3

';Efg_! 2 | =g

siny = — , COS X =
X l+l

1 +eg* = l+rg’
g 2 !

-1 2
= ——  Xx=arclgl, di=——
: ' (B

(SRS SR

tarzdagi o‘rniga qo‘yishlar yordamida ¢ o‘zgarmvchili

2t 1=7*) -_f’f
R— =R (Nt
I [: N+r ,! T

ratsional funksiya kelib chigadi.

I-misol. I = f—d——mlegralm toping.
*3sinx +2cosx +3

Yechish. lg%=l devmiz. U holda

2l
!:J- ] |}_{7: _,I' ot .,i !
3. 2t ol B y £ 4 6r S (£ 4+ 1) +5

12
1+ 141

f A S
:J[— o B Y=ty s11+8In+5)+C.
I+ r+5)

Noma'lum koeffitsiventlarni aniglaymiz: 4= ! =
2 2
Demak,

1 \ = ) 8 |
I=Z(In|t+1}=In|r+5])+C= Sinb——

3%6



Universal trigonometrik o‘rniga qo‘yish  natijasida amalda
ko*pincha ancha murakkab ratsional funksiyalar hosil bo‘lishi mumkin.
Bunday hollarda yuqorida keltirilgan integralni topishda quyidagi sodda
ajmashtirishlardan foydalangan ma’qul:

a) agar R(sinx.cosx) ifoda sinx ga nisbatan toq, va'ni

R(-sin x,cos x) = —R(sin x,cos x)
bo‘lsa, u holda cesx =1 o‘rniga goyish bu funksiyani ratsionallashtiradi;
b) agar R(sinx,cosx) ifoda cosx ga nisbatan tog, ya’ni
R(sin x,— cos.x) = —R(sin x, cos x)
bo‘lsa, u holda sinx=/ o‘miga qo'yish orqali bu funksiva
ratsionallashtiriladi;

c) agar R(sin x,cosx) ifoda siny va cosx larga nisbatan juft, ya'ni

R(—sin x,—cosx) = R(sin x,cos x)
bo‘lsa, u holda rgx=¢ o‘miga qo‘yish bu funksiyani ratsionallashtiradi.
Bunda quyvidagi almashtirishlardan foydalaniladi:

tg'x I | |

sinfxy=—"-—=——_ cos'x= —=—
ltg's | +8 l+1gx 1+4°

dt
x=arclgl, dv=——.
I+

2-misol. 1=[——FY __ integralni toping.
“sin’ x—4sinx+5

Yechush. Integral ostidagi funksiya cosx ga misbatan toq
{unksiya. Shu sababli sinx=: deb olamiz.

U holda
clt . (rl(ll’ -2) 3
J= = | ————— =arcigt -2~ C=arctg(siny - 2)+ C.
s ooy~ oot 5 )
3-misol. i = B integralni toping.
1-2sin’ x

Yechish. Integral ostidagi funksiya sinx ga nisbatan juft
funksiya. Shu sababli rgx=1 o‘rniga qo'yishdan foydalanamiz.
U holda

e

[t =1

[l .J—{h——]-lnl;il!=1ln’rgx_rl’ .
VR T
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7.3.2. _[ sin” xcos” xdx ko‘rinishidagi integrallar

fsin"xcos” xdx ko‘rinishidagi integrallar m va » butun soniarga
bog‘liq holda quyidagicha topiladi:

a) n>0 va toq bo‘lganida cosx=: o‘rniga qo‘yish integralni
ratsionallashtiradi;

a) m>0 va toq bo‘lganida sinx=¢ o‘rniga qo‘yish orqali integral
ratsionallashtiriladi;

¢) m va n sonlar juft va nomanfiy bo*lganida

. 2 1—cos2x o I+cos2x
= = cos'x= =

sin’ x = ,

formulalaridan foydalanib, darajalar pasaytiriladi;
d) m+n<0 hamda m va » jufi bo‘lganida tgx=1 yoki cigx=1:
o‘rniga qo‘yishdan foydalaniladi. Bunda m<0 va n<0 bo‘lsa. suratda

|m+n]
-

1=(sin’x +cos’ x)*, bu yerda k= . almashtirishdan iborat usul

qo‘llab, ratsional funksiyalami integrallashga keltiriladi;

€) mn<0 va ulardan biri tog bo‘lganida sinx va cosx lardan
qaysi birining darajasi toqligiga qarab, surat va maxrajni shu
funksiyaga qo‘shimcha ko‘paytirishdan foydalaniladi.

4-misol, Isin’ xcos'xdx integralni toping.

Yechish. Isin’ xcos’xdy (n>0 va fog, cosx=1)= jsin’ ycos® xsinxdx =

’ 2
=~[(I-rYPdt=—]rdt =21~ [1'dt=——+ " - —+( =

& 1
=-—cos' x+=cos x——cos x+C.
3 5 7

S-misol. [sin' xcos’xdvintegralni toping.

Yechish. J’sin“.\'coszxdx (1m0 va nm— jufi)= [(sinxcosx)’ sin’xdy=

,./sinzl“] !{l—Ct)a 2y

-

3 \d\'——j'(sm 2x ~sin 2xcos 2x)dy =

_ P l-cosdx
B ——E—d\—-—Jsm 2xd(sin 2x
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1 sindx) sin’2 indx _sin’ 2x
_( in4x sin x.r__l_[x_sm&h_sm IJ+C,

=—|x- == +C=
164, 4 48 16 4 3

6-misol. 1= L integralni toping.

sin‘ xcos” x
. +
Yechish. Bunda n=—4, m=-2, n+m=-6<0, k= LIl 1=2.
Demak,
sin’ x +cos® x sin'x + 2sin’ xcos’ x + cos’ x
J( ) ,[ +2s i xc0s -
sin” xcos’ x Sin° xCOs™ X
—f -——7J eaal 'JLO‘ xdx tgx — 2cigx — jctg xd(clgx)=
cos’ x sin' x

=1gx - 2cl1gx — %crg’x +C.
7.3.3. I[g"xd\' va feig"xdc  ko‘rinishidagi integrallar

ftg".ra_'x va fctg“xdx (bu yerda »>0 butun son) ko‘rinishidagi
integrallar mos rasvishda 1gx=r va cigx=¢t o‘miga qo‘yish orqali
topiladi.

Bunday integrallarni o‘miga qo‘yishlardan foydalanmasdan,
bevosita
-1

2 ! e
gx=——rn-l clgx=—+
cos" x sin®x

fornulalar vordamida hisoblash ham mumkin.
7-misol. [1g’xdxintegralni hisoblang.

Yechish. {-usul. jtg’xclrz!tgx=t, dx = 42 = t—“{:jt‘dl—
| I+¢ 1+1

L i X 2
—[mﬁ—]’—'“‘—_:" o +1 UEE) -—I—'—-I-in[}—.:‘|—(‘=
: 1+ 4 2 27 1+ 4 2 2

: ! 1 e -
E ~'|i Ig'x - ‘l’ g x— iln'cos'_\'i-w-(.': L—‘fg':r—- i!g'.\'—-hllcos,\'_ﬁ-(.
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i
cos’ x

2-usul. Itg’xdx =[rg’x-tg'xdx = jrg’x ( - l)dx =
Y

={ig’x -—dx,— —[1g’xdx = [1g’ xd (1gx) — [1gx .( ]_— - l\]dx =
cos” X cos x )/

\\
| 4 o 1 4 i - '
=E(g x — [tgxd{lgx) — [tgxdx = —‘i.rg x—=ig x—Injcosx|+C.
7.3.4. jsinmxcosnxa’x, J.sin mixsin nxdyx, Icosmxcosn.\'d):

ko‘rinishidagi integrallar
Bu ko‘rinishdagi integrallarni hisoblashda

. 1. |
sinmxcosnx =~ (sm(m +n)x +sin(m — n).\'),

3 . 1
sinmxsinnx = ;(cos(m — H)x —cos(m + n)x),

|
COSMXCOSHX = ;(cos(m + 1)x + cos(in — n)x)

trigonometrik formulalardan foydalaniladi.

8-misol. [cosix-cosSxdx infegralni loping.

Yechish. [cos3x.cosSxdx = éj‘(cos 8x + cos2x )y =

(1. .
=—[—sm8x+—]-sin’.2_\' +C = l (sin8x + 4sin2x} 4 .
2\8 2 16

7.3.5. Mashglar

1. Berilgan integrallarni toping:

1 _ode o dx
s 2)
S+4siny < Zstn x + sin 2x
)I_“d\“* 4 [— dx

3+5sm e+ 3cosx 4+ 23in x + 30081
o cos’
) 6)[3Los xdx

3 osmtyx
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7 Jcos’xdx fm.,"x rcm‘xir

5 1] =
l+sm?x cos® - sin” x
9) fsin® xcos* xax 10)f &
SINXCOS X
dx
i 12) | erg ' 2cdx
IJ-1+';‘sin',\'—7cos'.~: )I“‘E £t
sin’ w’r
13) )
JI- ot 14)Jc052.rc055xdt,
IS)jsin2 xcos3xdx | l6)!cosxc052xcos Ixdx.

7.4. IRRATSIONAL IFODALARNI
INTEGRALLASH

Irratsional ifedalami o°z ichga olgan ayrim integrallarni ko‘rib
chigamiz.

( x4 b i ";1,\'+!|\l;.l 1
7.4.1. [R] x,[———} l .. by Korinishidagi integraliar
! { \ex+d ex+d J

e _":‘ 1-\ A
[/e‘ x| "ﬁ.“'J (‘:‘ g ] P‘ (R - ratsional funksiya,

NCX+ :."_ I\L'.\'-Hf_ j
680 - av—+h
m,, n. my, m,. - butun sonlar)  ko‘rinishdagi integrallar —— =
] cx+d
o'rniga go‘yish yordamida ratsional funksiyaning integraliga

Keltiritadi, bunda s=EKUK{(n,n,,...).
" m \
Xususan, [ R[x,(ux+b)" Jax+b)™ )dr integrallar ax +b=r o‘rniga

go‘yish yerdamida, j'RLx B ..}1): integrallar esa x=¢ o‘rniga
qo‘yish yordamida ¢ o‘zgaruvchili ratsional funksiyaga keltiriladi.

[-misol. 1_jl‘+—\l]:m\ integralni toping,.

Yechish. Bu yelda EKUK(2,3)=6 bo‘lgani uchun 1 +x=¢° tarzda
belgilash kiritamiz.
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U holda

Tax=2, A+x=0', de=6t'dr.
Demalk,

1=j(—ML 60°dr=6[1(t" — 2 +1* + Ndt =
I

o 2 e e
=6{——2 + +~ C——(31’—101 + 917 +15)+ C =
15 9 3) 15

2\/1+x

(3(1+x) —100+ )+ +x 150+ C.

7.4.2. [R(x,yax’ +bx +c)dx ko‘rinmishidagi integrallar

JRGx,Wox® +bx+ )b ko‘rinishidagi integrallar Eylerning uchta
o‘rniga qo'yish wusuli orqali ratsional funksivalardan olingan
integrallarga keltiriladi:

2) a>0 bo'lganida vax® +bx+c = 1+ Jux almashtirish orqali integral
ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi (Eylerning  birinchi o '‘riga
qo ‘yishi),

b) ¢>0 bo‘lganida Jax®+bx-c=tc+ e almashtirish vordamida

integral ostidagi funksiya ratsionallashtiriladi (Eylerning  ikkinchi
o 'rniga qo ‘yishi);

)ax’ +-bx+¢ kvadrat uchhad a(x-x)(x—x.) Kko'rinishda ko'pay-
tuvchilarga ajralpanida integral ostidagi funksiya veax® < by ¢ = Hx-x,)
almashtirish  bilan ratsionallashtiritadi (Eylerning  uchinchi o rniga
qo yishi),

dx . , .
2-misol. | =[— integralui toping.
‘[l+J,\ + 2342 5 j

Bunda a>0. Shu sababli +x* +2x + 2 =/ — x ko‘rinishdaai
o‘rniga qo‘yish bajaramiz.

U holda

Yechish.

X2y 2=1 — 2+, 2x 2 =1 — 2.
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Bundan

i) 1242 =2 ¢
= ,d\‘:( 5 - ,l+v"x‘+2x+2:t+t-:——'=ﬂ
2(1+1) 21 +1) Al+r)  2(1+1)

Topilganlarni berilgan integralga qo‘yamiz:

il - 2
A’=f.2.(1+t)([ +2t+~)-"""=f ! +2[+2.
(' +4+42(1+2) (i+0)2+1)

Integral ostidagi to*g i kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:

£+2u+2 4 B L
(+0@+6) 1+1 2+t (2+0°
Koeffitsiyentlarni tenglashtirish usulini go‘llaymiz: 4=1. B=0, C=-2.

Bundan
dr
@2+

df 2
I=j—-—2 =ln|1+t|+~2—+C.
E +t

1
x o‘zgaruvchiga gaytamiz:
Lo} =) el
2

I=i|1’1-+x+Jx1+2x+ﬂ+—:+C
X+2+4x +2x+2

— integralni toping.
Vx =3x+2

3-misal. I=]

Yechish. x*—3x=2=(x—1)}(x-2) bo‘lgani uchun
V=D =-2)=(x-1)
shaklda o*rniga go‘yish bajaramiz.

U holda

=7
(x =Dx=2)=(x=-1)1", .',Jt—'l'

Bundan

=2 2 =2 !
3 e rr{f;:, v'x1—3x+2=£"'_-—“1\1=“’-—-

-1 (- -1 £l
Topilgantarni berilgan integralga qo‘yamiz:
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—(t - e —1l
!:[ (t I)'.!m‘r: . dt =1

= e 2|——=-ln—|+C==In
(t==1)t |

1-2t++
t [£+1

' —1

Dastlabki o‘zgaruvchiga qaytamiz:

)
1—20'——: {2 2| ,
f:"“% +C=—In|3-2x+2vx* 3%+ 2|+C.

i %1

Eyler o‘miga qo‘yishlari ayrim integrailarda murak}fab
hisoblashlarga olib kelishi mumkin. Bunday hollarda integrallashning
quyidagi usullaridan foydalanilsa bo*iadi.

1.[R(x,Nax’ + bx+ c)dx  Ko‘rinishidagi integrallarmi hisoblashning
kvadrat uchhaddan to'la kvadrat ajratish usulida berilgap ‘imegrallar
ac +bx+¢ kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratish yo‘li bilan ushbu
integrallardan biriga keltiriladi: .

a) agar a>0 va b’ —~dac <0 bo‘lsa, u holda [R(.~m’ +u't* yit,
buyerda n? =a, m’ _—__bl__ﬁ, [:_\-.},_2_;

4a 2a

b) agar a>0 va b? —dac>0 bo‘lsa, u holda J‘R(x.v;’_i -t M,

buyerda n' =a, m* = {’_'4_‘{ ,=x+_b_ :
4a 2a
c) agar a<0 va h’—dac>0 bo'lsa, u holda

7
bu yerda n? S, g b —da

=— . f=Xt—.

JRUA =i M.

. ITh - o m m m
Hosil gilingan integratlar mos ravishda (= "—igz. 7=~ . 7= —sinz
4 n nsin z n

o‘miga qo‘yishlar orqali jk(sin:,cus:)dz ko‘rinishga keltiriladi.
F-misol. {5+ 4x—x*dx integralni toping.
Yechish. Kvadrat uchhaddan to'la kvadrat ajratamic, yangi

o zgaruvchi kiritamiz va trigonometrik o‘rniga go‘yishdan foydalanib,
topamiz:

2=1

~ == dar=

=i

5+ Av— v = (o (x—2) dv=! =
o



t=3sinz, ——
| = [V/9~9sin® z3cos 2z = [9cos’zdz =
dt = cos "da :

—j(l+cos2 2ydz = 5 == C= (z=sinzyfl —sin’ 2) +C=

[ sin2z ) ?
J 2

F=AI—F +C=

I-.JI-.

| NI Iy ST AR () i
=|z=arcsinzi=—larcsins + - fl—— |+ C= arcsm
| 3 2 33 9 ) 2 3

9 Lx=-2 1
:EarCSJnLB— -b;()c—-Z)vS%wbr—x2 +C.

- e 5, " P . . . . .
2 R(x, Ve’ +bx +c )y ko'rinishidagi ~ ayrim integrallarni
hisoblashning boshqa usullarini keltiramiz.

)J P (x)dx
Jar —bx+c —bx+c

ko phad:

- ko‘rinishidagi integrallar, bu yerda P,(x)— - darajali

1y n=0 da | A% o'rinishda bo‘ladi; bu integrai >0
Jax* +b\ +c

bo‘lganda jadvaldagi 14- integraiga. a<0 bo‘lganda jadvaldagi 13-
integralga keltiriladi;

(Ax+ B)(ill.
Jax® 1+ bx +c¢
kvadrat uchhadning hosilasini ajratish natijasida ikkita, biri jadvaldagi
1- integralga va ikkinchisi 1) banddagi integralga keltiriladi;

3) »22 bo‘lganda berilgan integraldan keltirish formulalari
yordamida

i P =0 (Wad ~bx+c+ M|

“Jox? +bx+c

2) n=1da [ ko‘rinishda bo‘ladi; bu integral suratda

[L‘.
Jarr tbxtc
ko‘rinishdagi ifoda hosil qilinadi, buyerda Q,,(x)— koeftitsiyentlari
noma’lum bao‘lgan » - 1i-darajali ko‘phad, M — qandaydir o‘zgarmas son.
Bunda ko‘phadning noma’fum koeffitsiyentlari va M soni oxirgi
tenglikni differensiallash hamda x ning chap va o‘ng tomondagi bir xil
darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirish orgali topiladi.
dx

.. - |
) — s ko‘rinishdagi integral ax+ 6=~
f(oz_\+ﬁ)«/:'wf +bx+c¢ {
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almashtirish yordamida 1) banddagi integralga keltiriladi;
dx i o i
c Z,n>1) ko‘rinishdagi integralex ~ 8 =-
I(&X+ﬂ)"\/ax2+bx+c el g o A f

o‘rniga qo‘yish orqali 3) banddagi integralga keltiriladi.

3- misol. f integraini toping.
x-2) \/ —4x+5

<1
Yechish, x-2=" deymiz. U holda dr:—‘;l;, -\'2—4-\‘+3=t—_+1~
t
Bundan
dt )
( 5 L el
Tr-DWx-dx+s T (1 '
sl
A Tk

Demak, b) banddagi integral hosil gilindi. Bunda »=2 bo’lgani
uchun

* — dt
f ,I_di_(At+B)\lr‘+!+Mj —
Nt +1 N+

Tenglikning har ikkala tomonini differensialiaymiz:

(+ Bu M
v_____4,/ +(A — -} —

Jit vl JEE Nl
yoki

P=A(+ 1)+ (At B+ M.
¢ ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglab, topamiz:

1
>

A=

L b=0, M=-

| =

U holda

J-_I’gz _r\-"1_+'.-"
Jteg 2

‘lf o LT R NN e B
2’ 1+ 2 2

Dastlabki o'zparuvchiga qaytamiz:

J‘ dx _ X —dx+5 } 1, 3 N+ a7 —4\‘-‘_’ ;
=_ = in +
(-2V¥'-dx+5s  2@-2' 2|  x-2
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7.4.3. J'x”(a +bx"} dx binominal differensialni integrallash

[x"(a+bx"ydx  ko'rinishidagi integral binominal differensial
integrali deyiladi.  Bunda integral ostidagi ifoda x“(a+bx")’ga
binominal differensial deyiladi, bu yerda m, n, p - ratsional sonlar.

Binominal differensial integrali wuchta holdagina ratsional
funksiyalarni integraliashga keltiriladi:

a) p butun son bo‘lganida integral x=1' (bu yerda s=EKUK(m.n))
o'rniga go‘yish orqali ratsionallashtiriladi;

m+1

b) butun son bo‘lganida integral a+&x" =¢'(bu yerda s-p
15
sonning maxraji) o‘rniga qo‘yish yordamida ratsionallashtiriladi;
c) 2 -2 p bumn son boflganida integralda a+bx"=fx" (bu

yerda s - p sonning maxraji) almashtirish bajariladi.
Agar yuqorida keltirilgan shartlar bajarilmasa binominal differensial
eiementar funksiyalar orqali ifodalanmaydi, ya'ni integrallanmaydi.
Masalan, M +x'dx integralning integral osti funksiyasi binominal
differensial: m=0. n=3, p= 1 Bunda p=l, ﬂl:-‘-, m—+—l+p=§
2 2 n 3 n 6
sonlardan birortasi butun son emas. Shu sababli bu integral elementar

furksiyalar orqali ifodalanmaydi.

; p - S . .
6-rnisnl. T =[— (_=Imtegralm toping.
X+ x

Yechich. Shertga ko‘ra,
m+1 ~3+1 1
AL e E e

1
ol : ==,
2 n 4 2

m=-3 n=4, p=-

c) bandda aytilganidek, almashtirish bajaramiz:

1 o / :
lex' =%, x=( =1y, dx:-—%t(r’—l) R L.
x

U holda

1=[x"q ¢x“)';dx=_]§j(’7 iyt (f)’;((z2 —1)':4} - =

1 Jl+x

| ; RS
=—-—j(r‘—l)‘“~t""dt=—ljdl=-—t+C=- ~+C.
2 2 2 2x
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7.4.4. Elementar funksiyalarda ifodalanmaydigan integrallar

Biz integrallashning elementar funksiyalarning keng sinfini qamrab
olgan muhim usullarini ko‘rib chigdik. Bu usullar ko‘pchilik hollarda
aniqmas integralni topish, ya’ni boshlang‘ich funksiyalarni aniglash
imkonini beradi.

Ma’lumki, har qanday uzluksiz funksiya boshlang‘ich funksiyaga
ega bo‘ladi. Agar biror f(x) elementar funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasi ham elementar funksiya bo‘lsa, u holda [f(x)dx infegral
elementar funksiyalarda ifodalanadi deyiladi.

Adabiyotlarda keltirilishicha, [+/x-cosxdx integral elementar
funksiyalarda ifodalanmaydi, chunki hosilasi Vx -cosx ga teng bo‘lgan
elementar funksiya mavjud emas. Amaliy tatbigda muhim ahamiyatga
ega bo‘lgan elementar funksiyalarda ifodalanmaydigan integrallarga
misollar keltiramiz:

fe“dx— Puasson integrali (ehtimollar nazariyasi);
| % — integralli logarifm (sonlar nazariyasi);
Icosvxzd"x {sin x’dx —Frenel integrallari (fizika);
I'Siﬂr dv, [S25F ge—integralli sinus va kosinus;
X

Iial\' — integralli ko'rsatkichli funksiya.
X

Elementar funksiyalarda ifodanlanmasa-da,

e, 1] , COsX*, sinx®, SE €OSX € funksivalarning boshlang'ich
1x X X X

funksiyalari yetarlicha o‘rganilgan, x argumentning turki

qiymatlarida ulaming qiymatlars uchun mufassal jadvallar tuzilgan.
7.4.5. Mashqlar

1. Berilgan integrallarni toping:

dx . dx
B
jw./x+§[r' Z)Jx.‘_].. Uy’
JJ‘\_-‘_il_”\J\ PN LA b
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3 dx x+1Y x+1Y
5) r: 6) ,{___) s (___J
I ax—1+3@x-1y I[ el =1
dx dy
(38—t 8) e
J.\IJ.\" —3x+2 ‘[w/x2 +2x+3
e 10)[—E
VX +x+1 4-2x—x°
dx
139) 2) [t
IH\] I1+Jx2+2x+2
13) {5+ dx -x?d\-; 14) [ -4ax,
dx
h)f x 16) —
Y- I)J—\ +3x-2 J(.r—l)s/x'—Zx

xdx (2x53)elx

7)) [ o 13|
'[JS—Z:c—.\'Z Véx-x' -8

dx dx

| ——— 20) | ——p=—
J-"'(“‘\/-")' Jx'VZ—x‘

T "Ii-+-'\."';
21)],\-“\I(1-.-.\- V. 211)[‘ T dx.
il 24) I—dl+J; "

a% \/1 pxt x\/;

7.5. ANIQ INTEGRAL

7.5.1. Aniq integral tushunchasiga
olib keluvehi masalalar

Anig integral tabiat va texnikaning bir gancha masalalarini
yechishda, xususan, har xil geometrik va fizik kattaliklami hisoblashda
keng qo‘llaniladi.

Egri chizigli trapetsiyaning yuzasi hagidugi masalasi

Tekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalar sistemasi
kiritilgan va [a:p] kesmada uzluksiz va manfiy bo‘lmagan y= f(x)
funksiya aniglangan bo‘lsin.
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Yugoridan y= f(x) funksiya grafigi bilan, quyidan Ox c‘qi bilan,
yon tomonlaridan x=a va x=4 to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan
figuraga egri chizigli trapetsiya deyiladi (2-shaklda bu figura —a486).

adBb egri chiziqli trapetsiyaning S yuzasiga ta’rif beramiz.

[a;b] kesmani n ta kichik kesmalarga bo‘lamiz: bo‘linish
nuqtalarining abssissalarini a=x, <x, <..<x_ <x <..<x_,<x =b bilan
belgilaymiz. {x}={x,,x,...,x,} bo‘linish nuqtalari to‘plamini [a;5]
kesmaning bo‘linishi deymiz. x, bo‘linish nuqtalari orqali Oy o'qqa
parallel x=x to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Bu to‘g'ri chiziglar a48b
trapetsiyaning asoslari [x_;x,] bo‘lgan n ta bo‘lakka bo‘ladi. a4Bh
trapetsiyaning S yuzasi » ta tasma yuzalarining yig‘indisiga teng
bo‘ladi. n yetarlicha katta va barcha [x ;x] kesmalar kichik
bo‘lganida har bir » ta tasmaning yuzasini hisoblash oson bo‘lgan mos
to‘gri to‘trburchakning yuzasi bilan almashtirish mumkin bo‘ladi. Har
bir [x_;x ] kesmada biror ¢ nuqtani tanlaymiz, f(x) funksiyaning bu
nuqtadagi qiymati f(£) ni hisoblaymiz va uni tog‘ri to‘rtburchakning
balandligi deb qabul qilamiz. [x_;x,] kesma kichik bo‘lganida fix)
uzluksiz funksiya bu kesmada kichik o‘zgarishga ega Co‘ladi. Shu
sababli bu kesmalarda funksivani va taqriban f(¢) ga teng deyish

mumkin. Bitta tasmaning yuzasi 7(£)(x, —x_,) ga ieng bo'lganidan
adBb egri chiziqhi trapctsiyaning S ga yuzasi tagriban S, teng bo*ladi:

S~S. =Y f(E)Ax, Ax =x —x (5.1)

(5.1) taqribiy qiymat
d =max Ax, (i=1,n) kattalik qancha

D
kichik bo‘lsa, shuncha anig __ {1 i
bo‘ladi. «  kattalikka  {x} VRN |
bolinishning  diametri deyiladi. il i ,
Bunda n—o da d 0. | I ! I : |
Shunday qilib, egri chizigli l 0-f b
trapetsiyaning S yuzasi deb, Pl by

S, to‘g'ri to*rtburchakiar al 1| i !b
yuzasining  bo‘linish  diametri O x. .+ . - x., . x=x X

nolga  intilgandagi limitiga
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aytiladi, ya'ni
S=limS, =lim3 /(£ )Ax, (5.2)

Demak, egri chizigli trapetsiyaning yuzasini hisoblash
masalasi (5.2) ko‘rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Bosib o‘tilgan yo I masalasi

Agar moddiy nugtaning harakat qonuni s=f(s) (bunda ¢~ vagqt,
s— bosib o‘tilgan yo'l) tenglama bilan berilgan bo‘lsa, f(1) funksiyaning
/'(¢) hosilasi moddiy nuqtaning berilgan vagtdagi harakat tezligi v(r) ga
teng, ya’'ni v(r)= f'(r) bo‘ladi. Fizikada quyidagi masalani yechishga
to‘g’ri keladi. Moddiy nuqta to‘g'ri chiziq bo‘ylab v tezlik bilan harakat
gilayotgan va v tezlik ¢ vaqtning uzluksiz funksiyasi bo'lsin deymiz.
Moddiy nuqta vaqtning =g dan r=& gacha bo‘lgan biror [ab]
oraligida bosib o°tgan yo'l s ni  topamiz. [g6]  kesmani
a=1, <t <..<l <f<..<t_, <t =b nuqgtalar bilan vaqtning » ta
vetarlicha kichik oraliglariga bo‘lamiz.  Vaqtning kichik  [1_;¢]
oraligida v(r) tezlik «deyarli» o‘zgarmaydi. Uni bu vaqt oralig‘ida
o‘zgarmas va taqriban w(£) (& e[r_:t]) ga teng deyish mumkin. Bunda
harakat |z ;7] kesmada tekis bo‘ladi. U holda bosib o‘tilgan yo'l

bu vagt ovaligiida w(& ), —1,,) ¢a, [a;b] vaqt oraligiida s=s, :iv(;)m,
(A1,=1,-1,) ga leng bo‘ladi. Bu taqribiy qiymat d=maxar,(i=Ln)

kattalik qaucha kichik bo‘lsa, shuncha aniq bo‘ladi.
Shunday qilib, s bosib o ‘tilgan yo'l deb, s, yig‘indining d — 0dagi
limitiga aytiladi, ya’ni

s=lims, :ljrqiv(fl)Atl. (53}

Demak, bosib o‘tilgan yo‘lni  hisoblash  masalasi  (5.3)
ko‘rinishdagt limitni hisoblashpa keltiriladi.

Qaralgan har ikki masalada biror ko'rinishdagi yig‘indining limitini
topishga olib  keluvehi  bir  xil  usul qofllaniidi. Tabiat va
texnikaning  bir  qancha masalalari yuqoridagi kabi yig'indining
limitini topishga keltiriladi.
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7.5.2. Integral yig‘indi va aniq integral

y=f(x) funksiya [a;6] kesmada aniglangan bo‘lsin.
[a;b] kesmani ixtiyoriy ravishda
A=X, <X <..<X,_ <X <..<X, ,<x =b

nugtalar bilan » ta gismga bo‘lamiz, bunda {x} ga {e:#] kesmaning
bo linishi, d = max(x, —x,_), (4 =1,n) kattalikka bo Zinish dicmetri deymiz.

Har bir [x_;x] kesmada ixtiyoriy £ nugtani tanlaymiz. Bunday
nuqtalami belgilangan nuqtalar deb ataymiz. Funksiyaning 7(&)
qtymatini mos Ax, = x, -- x,, uzunlikka ko‘paytirib, bu ko‘paytmalardan

w, =3 F(&)6x, (54)

yig'indini tuzamiz. (5.4) yig‘indiga f(x) funksiya uchun  [g;f]
kesmaning {x} bo‘linishidagi Riman integral yig'indisi deyiladi.

w, vigindining d > 0dagi limiti tushunchasini kiritamiz.

I-ta’rif. Agar ¥V £>0 son uchun shunday &>0 son tcpilsa va
[I~w, |<e tengsizlik [4;5] kesmaning diamelri d <& bo*lgan isialgan
{x} bo‘linishida & belgilangan nuqualarning tanlanishiga bog'lig
bo‘imagan holda bajarilsa, / soniga w, Riman integral yig‘indisining
limiti deyiladi vau 7=limw, deb yoziladi.

2-ta’rif. Agar (5.4) MR-iman integral yig indisi o —> 0da chekli limitga
ega bo‘lsa, u holda bu limitga [a;4] kesmada f(x) funksivadan olingan
aniq (bir karrali) integral (Riman integrali) deyiladi va { f()ex Kabi

belgilanadi.
Shunday qilib, ta’rifga ko'ra,

[finde=lm 3 £(£)ax, 5.5)

bu yerda f(x)- integral ostidagi funksiya, x— integrallash o*zgaruvchisi,
a, b— integralning quyi va yuqori chegarasi, [a.h]-integrallash sohasi
(kesmasi) deyiladi.

[a;b] kesmada jff(x)d\- aniq integral mavjud bo'lsa, y=f(x)

funksiya shu  kesmada  imtegrallanuvchi  (Riman  bo'yicha
Integrallanuvchi) deyiladi.
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Izoh. Oliy matematika kursida boshga aniq integrallar qaralmagani
sababli bundan keyin «Riman integrali» va «Riman bo‘yicha
integrallanuvchi»  iboralarini mos ravishda  «integral» va
«integrallanuvchiy deb ishlatamiz.

Keltirilgan ta’riflarda a<b bo‘lsin deb faraz gilindi. Aniq integral
tushunchasini a =5 va a> b bo‘lgan hollar uchun umumlashtiramiz.

a>h bo‘lganida 2-ta’rifga ko‘ra,

[ f(x)ax = [ Fex)as. (5.6)
2-ta'rifga ko‘ra, a=5 bo‘lganida ((5.5) ga qarang).

j reax=o. G.7)

(5.4) integral yig‘indi berilgan funksiyaning argumenti ganday harf

bilan belgilanishiza bog‘lig bo‘lmagani sababli, uning limiti va

shuningdek, aniqg integral integrallash o‘zgaruvchisining belgilanishiga
bog'liq bo‘lmaydi:

&

[ £y = j'f(t)dt =] f(2)k.

1
I-misol. [xdx integralni aniq integralning ta'rifidan foydalanib
@
hisoblang.
Yechish. [0;1] kesmada y=x' funksiya uzluksiz.
[0:1) kesmani O=x,<x <..<x_,<x <..<x, <x =1 nugtalar bilan
- 1. . ) .
uzunliklari Ax, =-—-(/=Ln) bo‘lgan » ta bo‘lakka bo‘lamiz. Bunda
H
d=maxAx,. Demak, d >0 da n > w.
£ nugta sifatida gismiy kesmalarning oxirlarini olamiz:
£=x=".

n

Tegishii integral yig‘indini tuzamiz:

. L i .
w, =2 1€ )Ax, = Zl—,'—'—‘ L,(ll +2% .+ nt)=
st A n n

GRS 1Y2n+1) _ (n+1(2n+1)
6n' 6n’ ’
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Bundan

limw, =limw, = lim " A DC2 D 1
a0 n—m Htx 6"" 3

Demak, ta’rifga ko‘ra,

Endi £ nuqta sifatida gismiy kesmalarning boshlarini olamiz:

i—1
X E—
' n

I'n
I

Bundan

2 (i=1 1 (i-Du(2a-1) (n-1D2nr-1)
= F iAx = i e =
e ;'ﬂ") 4 Z " n 6n’ 6n’

yoki
r . =1}2n—1 |
Ix’dﬁx = lim w, =lim il -—-_'-t_—’—} =,
¥ Lol alaa e bn” 3
Demak, berilgan integralning qiymati [0;1] kesmani bo’lish usuliga
. . . |
va bu kesmada & nuqtani tanlash usuliga bog"liq emas va JF,\- dx e
Aniq integral mavjud bo‘lishi hagidagi teoremani ishotsiz
keltiramiz.
I-teorema. (Koshi feoremasi). Agar p=j(x} funksiya [a:b]
kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda J'f(x)dx aniq integral mavjud bo‘ladi.
Funksiyaning uzluksiz bo‘lishi uning integrallanuvchi bo"lishining

yetarli sharti bo‘ladi. Boshgacha aytganda, {a;5] kesmada unzilishga ega

bo‘lgan, ammo bu kesmada integrallanuvchi funksivalar mavijud bolishi
ham mumkin.

2-teorema. [a.h] kesmada chekli  sondagi  birinchi  tur uzilish
nuqtalariga ega bo‘lgan funksiya bu kesmada integrallanuvchi bo*ladi.

7.5.3. Aniq integralning geometrik va niexanik ma’nelari
) Egri .chi‘ziqli trapetsiyaning  yuzasi masalasiga  gaytamiz,
(5.2) tenglikning o‘ng tomoni integral yig‘indidan iborat. U holda
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(5.5) formuladan anig integraining geometrik ma’nosi kelib chiqadi:
agar f(x) funksiya [a;4] kesmada integrallanuvchi va  manfiy
bo‘imasa, u holda [«:4] kesmada f(x) funksiyadan olingan aniq integral
y=f(x). y=0, x=a va x=4 chiziqlar bilan chegaralangan egri

chiziqli trapetsiyaning yuzasiga teng.
2- misol. j\/9—x2d\' integralni uning geometrik ma’nosiga tayanib

hisoblang.

Yechish. Bunda x ning -3 dan 3 gacha o‘zgarishida tenglamasi
y=+9-3% bo‘igan chiziq x*+y* =9 aylananing Ox o‘qidan yuqorida
joylashgan bo*lagidan iborat bo‘ladi. Shu sababli x=-3, x=3, y=0 va
y=o-x chiziqlar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiva
x* + ¥" =9 doiraning yarmidan tashkil topadi.

Uning yuzi S= QT'T ga teng.

Demak,

L e O
j'\.f)__\- dx =2

Endi bosib o‘tilgan yo‘l masalasiga o‘tamiz. (3.3) tenglikning o‘ng
tomoni integral yig'indidan iborat bo'lgani uchun (5.5) formuladan
ushbu xulosaga kelamiz: agar () funksiya [a;p] kesmada
integrallanuvchi va manfiy bo‘linasa, u holda w(r) tezlikdan [a:6] vaqt
oraligtida olingan aniq integral moddiy nuqtaning ¢(=a dan r=# gacha
vaql oralig‘ida bosib o'tgan yo'liga teng. Bu jula anig integralning
mexanik ma ‘nosini auglatadi.

7.5.4. Aniq integralning xossalari

1”. Agar integral osiidagi funksiya birga teng bo‘lsa, u holda
b

[de=b-a

bo‘ladi.

Ishoti Anig integralning ta’rifige ko‘ra,
[dr=lim3 1 A, =lim3(x, -x,)=lim(b~a)=b-a
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2°. O‘zgarmas ko*paytuvchini aniq integral belgisidan tashqariga
chiqarish mumkin, ya’ni

] (]

_[/gf(x)dx = kff(x)dv , k=const.

Isboti. [kf(x)dx =lim 3"k (£ )Ax, = klim > S(E)Ax = k[ f(x)d

3°. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig‘indisining anig
integrali qo‘shiluvchilar aniq integrallarining algebraik vyig‘indisiga
teng, ya’'ni _
j'(/ (x) & p(x))dx = [ f(x)dx + [o(x)dx.

Isboti.  [(/(x) = pl))dx =lim3.(/(§,) £ 0l 0%, =

b

=lim " (£)Ax, £l o(E)Ax, = [ F(x)d = [p(x)ds.

4°.Agar [a;b] kesma bir necha gismga bo‘lingan bo‘lsa. u hoida
12;6] kesma bo‘yicha olingan ariq integral har bir gism bo*yicha olingan
aniq integrallar yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Masalan,

jf(.\‘)dr E jf(x)d\' + _fj'(.t)([\‘, cela;pl.

Ishoti. a<c<b bo'lsin deylik. Integral yig'indi [a:4] kesmani
bolish usuliga bog‘liq emas. Shu sababli ¢ ni [a:5] Kesmani bolish
nugtasi qilib olamiz. Masalan, agar ¢ = x_, deb olsak. u holda w_ ni ikki
yig‘indiga ajratish mumkin:

W, =X f(E)AY, =3 F(E)Ax + X (5 )Ax
4=l -]
Bunda ¢ — 0 da limitga o*tamiz:
jf(.\')dv = j‘f(x)tb' +J'f(4\')d\'

a, b, ¢ muqtalaming boshgacha joylashishida ham xossa shu kabj
isbotlanadi.
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Masalan, a<b<c bo‘lsa, j.f(x)dxsz(x)dxi.—;rf(x)zi\: boladi.
Bundan
[ e =] f(x)ee~ | f (e
yoki integrallash chegaralarining almashtirilishi xossaga ko‘ra, ((5.6)
ga garang)
[ fCo)de=[ fx)d+ [ f(x)elx.
5°. Agar [a;h] kesmada funksiya o'z ishorasini o‘zgartirmasa, u
holda funksiya aniq integralining ishorasi funksiya ishorasi bilan bir xi!
bo‘ladi, ya’ni:

la:b] da f{x)>0 bo‘lganda, jf(x)d.\-zo boladi;
{a;6] da f(x)<0bo‘lganda, j’f(x)dxso bo‘ladi.

Ishoti. f(x)>0 funksiya uchun integral yig‘indi w, 20 bo‘ladi,
)
chunki f(£)>0 va Ay >0. Bundan J‘_,r”(x)dx?O. Shu kabi  Ax >0,

7{x)<0 ekanidan w_ <0 va j f{x)dx<0 kelib chigadi.

6'. Agar [a;h] kesmada f(x)2 ¢(x) bo‘lsa. u holda

jf(x)/l\‘ > jqa(x)(h‘

batiadi,
Ishoti. ()= p(x) dan f(x)-@(x)=0 bo‘ladi. U holda 5-xossaga

ko'ra j(f(.\') ~ p(x))dx >0 yoki 3-xossaga ko'ra, ff(x)dx— jl(p(x)dx’> 0.

Bﬁlzldan » h

j'f(x)dx > jw(x)dx.

7°. Agar m va M sonlar f(x) funksiyaning {a;6] kesmadagi eng

kichik va eng Katia qivmatlari bo‘lsa, u holda
m(b—a)< | f(x)dc< M(b—a)
bo‘ladi. J
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Isboti.  Shartga ko‘ra, ms f(x)< Af. U holda 6-x0ssaga ko‘ra,

e < ] £ (xydte < [ e

Bunda
b &

L] &
jmdx:mfdx:m(b—a), I]‘»/IaL\':!‘«Ifd\':/b((b—a).

U holda
m(b—a) 5} f(x)dx<M(b--a).

Bu xossa aniq integralni baholash hagidagi icoreme deb yuritiladi.
8. Agar f(x) funksiya [a;p] kesmada uzliksiz bo‘isa, v holda
shunday c e{a;5] nuqta topiladiki,
[ f(x)dx = fe)b—a) (5.8)
bo‘ladi.

Ishoti. 7-xossaga ko‘ra.

m(b—a)< [ f(x)x <Mk - a).
Bundan
T f(x)de
mLe——< M,

b—u

J e

“ i =u deymiz. U holda m<p <A/ bo'lgani uchuen Bolsano-
—a

Koshining ikkinchi tcoremasiga ko‘ra. biror ce[w:b] rnuegta uchun
f(c)=p bo'ladi.
Shu sababli

J\' Silx)kds

“b—u s/@

yoki

[F®dx = fie)t-a).
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8-xossa o ‘ria giymat hagidagi teorema deb ataladi.

(5.8) formulaga o ‘r1a giyinal formulasi, f(c) ga f(x) funksiaiting
fa;6] kesmadagi o ‘rtacha qiymati deyiladi.
O‘rta qiymat haqidagi teorema quyidagi geometrik talginga ega:

1
agar f(x)>0 bo‘lsa, u holda [/f(x)dx integralning giymaii balandligi
J(c) gava asosi (b a)ga teng bo‘lgan to’g'ri to'rtburchakning yuzasiga

teng bo‘iadi.
Aniq integralning xossalaridan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
I-natija. [a;b) kesmada aniqiangan s(x) funksiya uchun
g [
7ol < fi f i

bo‘ladi.

2-natija. Agar [a;b] kesmada |f(x)/<k bolsa, u holda
i;ff{_r]uftl < k(b —a), (k=const.)

bo*iadi.
3- misol. y=2x+2 funksiyaning {~1;2] kesmadagi o‘rtacha qiymatini

toping.
Yechish. O'rta qiymat hagidagi teoremadan topamiz:

: 1 4
o m— ] f(x)dx.
Jon= 5= A
. . . & 3 0 y y=2x+2
Aniq integralning geometrik ma’nosiga Ji |
ko'ra,  [i2x+2)dx  integralning qiymati I,/:

b A
3-shaklda keltirilgan uchburchakning yuzasiga b
teng, ya’ni / !

1 / |
§=2+(2+1):6=9. ’/ l
7
Bundan 7|
bl g.3 =7 t‘i[' Y
2= 3-shaki
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7.5.4. Mashqlar

1. Integrallarni aniq integralning geometrik ma’nosiga tayanib hisoblang;

D cosxdr; 2)[G-xdx,
0 L]
s 2 [—x,agor —2<x<0
. () =4 ;
3)!" 16~ x“dx; 4)_J;f(.\’)d\'. Jx | xagur0sxy<2

2. Integrallami raqqoslang:

1 i e ? s
1)1‘=stxdx, 11=I5mxch; 2) 4 = }‘\"E—t‘L{\. IZ:I_\—'a.x
0 o i
o [} : ;
3)1, = [<'|]-x'dx. I,= _[“—-‘}drv 4)4, = jxcos:«iv, I, = )xsixdy.
-3 -1 s ==
2 2

3. Integrallarni baholang:

T dy . :._.._.‘ -
1)}, = 2 1”: = |14 3x" dx,
Y -!,. —2cosx j

1 — : dv
R e Vil

4. Funksiyalarning beriigan kesmalardagi o*rtacha qiymatini toping:
1)y =va—x?, (-22]; 2y <xl, -h1)

3)y=3x+2, {13]; 4) y=xe’ [0

7.6. ANIQ INTEGRALNI HISOBLASH
7.6.1. Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi aniq integral

y=f(x) funksiya [a;6] kesmada aniglangan va uzluksiz bo'lsin.
U holda u ixtiyoriy [a:x] (a<x<b) kesmada integrallanuvchi  bo*ladi,
ya’ni istalgan xe{a;b) uchun

F) =] f@y (6.1)

integral mavjud bo‘ladi.
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Agar ixtiyoriy re[a;p]da f()>0 bo‘lsa, u holda F(x):j/(f}tll

integral asosi [a;x] kesmadan iborat bo‘lgan egri chizigli trapetsiyaning

o‘zgaruvchi yuzasi S(x) ni ifodalaydi

(4-shakl). b}
[a;6] kesmada (6.1) tenglik bilan

aniqlangan F(x) funksiyaga yugori )'T-’r"f”
chegarasi o ‘zgaruvchi anig integral { \
deyiladi. i :

F(x) fonksiya [a:p) kesmada | | ) |
uzluksiz  va  differensiallanuvchi i !
bo‘ladi. Shuningdsk, bunda F(x) o’ a ¥ bi x
funksiya uchun quyidagi fundamental d-shakl.

feorema o°rinli bo‘ladi.
1-teorema (Nyuton-Leybris teoremasi). [a;h] kesmada uzluksiz

J{x) funksiyaning yuqori chegarasi o‘zgaruvchi integrali F(x) dan
yugori chegara bo‘vicha olingan hosila mavjud va u integral ostidagi
funksiyaning yuqori chegaradagi giymatiga teng bo‘ladi, ya’ni
Fi(x)= (f f(f)d!) "= (), velab) 6.2)
Ishoti. xela;h] va x + Ax e[a;b] bo'lsin.
U holda aniq integralning 4-xossasini qo‘llab, topamiz:
Fixs A= | fode=[ roa [ rod.
Bundan (6.1) tenglik va o‘rta qiymat haqidagi teoremaga ko'ra,
AF = F(x+Ax) - I(x)= I‘J.“ff’)dl =f(c)Ax, buyerda celxx+Ar].

F(x) funksiyaning hosilasini aniglaymiz:

F'(x) =lim AF _ im ﬂﬁ =lim f(c).
Ar-v0 Al’ As-0

Ax —»>0da x+Ax—x va ¢ > x, chunki celx,x+Ax].
U holda f{x) funksiyaning nzluksizligidan
Fx)=lim /()= /(=)
bo'ladi.
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Nyuton-Leybnis ~ teoremasi  matematik  analizning  asosiy
teoremalaridan biri hisoblanadi. Bu teorema differensial bilan anig
integral tushunchalari orasidagi munosabatni ochib beradi.

Bu teoremadan [«:8] kesmada uziuksiz har qanday f(x) funksiya
shu kesmada boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘ladi va  uning
boshlang‘ich funksiyalaridan biri yuqori chegarasi o‘zgaruvchi F(x)
integral bo‘ladi degan xulosa kelib chiqadi.

f(x) funksiyvaning boshqa bir boshlang‘ich funksiyasi Fix)
funksiyadan o‘zgarmas C songa farq gilgani uchun anigmnas va
aniq integrallar orasidagi ushbu bog‘lanish kelib ciiqadi:

jfode=[ f(de < €, xelap]. (6.3)

7.6.2. Nyuton-Leybuais formulasi

Aniq integralni integral yig‘indining limiti sifatida hisoblash,
hatto, oddiy funksiyalar  uchun ham ancha  giyinchilikiar
tug'diradi. Shu sababli aniq integralni hisoblashning {6.3) formulaga
asoslangan, amaliy jihatdan qulay bo‘lgan hamda Leng qo‘lianiladigan
usuli bilan tanishamiz.

2-teorema  (infegral  hisobning  asosiy  leoremasi).  Agar
F(x) funksiya [a;6] kesmada uzluksiz bo‘lgan f(x) furksivaning
boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa. u holda

{F()dx = F(b) = Fa). (6.4)
Isboti.  F(x) flll]ksiya f(x) funksiyaning  boshlang'ich
funksiyalaridan biri bo‘lsin. U holda [-teoremiaga asosan, [rwa

funksiya ham  j(x) funksiyaning [a;6] kesmadagi boshlang'ich
funksiyasi bo‘ladi. ) . |
Boshlang‘ich funksiyalar o‘zgarmas C songa larg gilganidan

If(r)d:: Fx)+C.

Bu tenglikka x =g ni qo‘yamiz va chegaralari teng bo‘lgan aniq
integralning xossasini qo‘llaymiz:

[f(dt = Fla)+ C=o0.
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Bundan C=-F(a).

U holda istalgan xe[a;6] uchun
{ fioyde = Fx) - Fla)

boladi.
Oxirgt tenglikda x=6 deymiz va ¢ o‘zgaruvchini x bilan
almashtiramiz. Natijada (6.4) formula kelib chigadi.
(6.4) formulaga Nyuton-Levbnis formulasi deyiladi.

F(b) - F(a) ayirmani sharthi ravishda F(x) deb yozish kelishilgan.

Bu kelishuv natijasida Nuyton-Leybnis formulasi

A

[/ (o)ye = F(x)f, (6.5)

ko‘inishda ifodalanadi.
I-misol. | £ integraini hisoblang.
I
Yechish. [ ‘—h—; = lnix +Af14 2 H E lnf3 + ﬁﬁ‘ ~Inl= In!] + \/rl_0’ .
- 0

u\/l+.l

4
. ) o o
2-misol. f%mtegralm hisoblang.
g

= A5
Yechish.
d L gy 1 x=1" 1 7
= - —~ = —grefg——{ =—(arcigl —arciepl)=—.
T, {(x—])'+3' 3ele—5] =gl arniel) =

7.6.3. Aniq integralda e‘zgaruvchini almashtirish

3-tcorema. y=f(x) funksiya [a;h] kesmada wuzluksiz bo‘lsin.
Agar: 1) x=o() funksiya [o;B] kesmada differensiallanuvchi va ¢'(t)
funksiva [e;B] kesmada uzluksiz; 2) x=g() funksiyaning giymatiar
sobasi [a:6] kesmadan iborat; 3) e(a)=a va ¢(f)=5b bo'lsa, u holda
7 Geydte = Flot 0 (6.6)
bo‘ladi.
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Isboti. Nyuton-Leybnis formulasiga ko‘ra,

jf(x)dx: F(b)- F(a),

bu yerda F(x) funksiya f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi boshlang'ich
funksiyalaridan biri. ®(1) = F(¢(1)) murakkab funksiyani garaymiz.
Murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga asosan.

@1} = F(p())p'(1) = flp()e'(1).

Demak, ®(r)funksiya [e;8] kesmada f(o(0)p'(z) uzluksiz funksiya
uchun boshlang‘ich funksiya bo‘ladi. Nyuton-Leybnis formulast bilan
topamiz:

[
[ flo()g'(1)dt = D(B) ~ D) = F(p( ) - F(p(e)) =

&
= F(b)— Fla)=[ f(x)dx.

(6.6) formula anig integralda o 'zgaruychini almashiirish formulasi
deb yuritiladi. Aniq integralni hisoblashning bu usulida aniy integralde
o0 'rniga go ‘yish usuli deyiladi.

Izok. Aniq integralni (6.6) formula bilan hiseblashda dastlabki eshi
o‘zgaruvchiga qaytish shart emas, chunhi integrallash chegarasi o*miga
qo‘yishga mos tarzda o'zgaradi.

3-misol. I\/I—Tck integralni hisoblang.
]

Yechish. x=2sint, 0<r<= belgilash kiritamiz. Bu o’zgaruvchini
]

almashtirish ~ 3-tcoremaning  barcha  shartlarini  ganoatlantiradi:

birinchidan, f(x)= Ja—y? funksiya {0;4/3] kesmada uzluksiz,

e . . oz o . .
ikkinchidan, x =2sm¢ fusksiva | 0;~ | kesmada differensiallanuychi va
L

3
3
=2cost bu kesmada uzluksiz, uchinchidan ¢ o'zgaruvchi 0 dan

T Ao . q :
~ gacha o'zgarganda x=2sins funksiya 0 dan /3 pacha o‘sadi va bunda
P |

o =0 va q*-lf -ﬂ=\l_3'. Bunda dx = 2cosidr .
\3)
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(6.6) formuladan topamiz:

=

¥ 25
_Ir\rri—x"drzclj'cos" rdf:ZJ{l+cosE:]r!r:2[! -%ésin?:’ﬂ Zvid
f [ ] I

4-misol j’x«/l_?dx integralni hisoblang.
Yechish. 1=+/1+>’ o‘rniga qo‘yish bajaramiz.
U holda

tedt

= x=0dar=1, x=dar=42.
\.'Irf'-l

e
x=+t' =1, dc=

[liv2] kesmada -1 funksiya monoton o‘sadi, demak o‘miga
qo‘yish to‘g‘ri bajarilgan.
Bundan

e L it FN aE=
(T E ot e A oes e t’dr:—) =2
; J» N | 3. 3

Izoh. (6.6) formulani qo‘llashda teoremada sanab o'tilgan
shartlarning bajarilishini tekshirish lozim. Agar bu shartlar buzilsa,
keltirilgan formula bo‘yicha o‘zgaruvchini almashtirish xato natijaga
olib kelishi mumkin.

7.6.4. Aniq integralni bo‘laklab integrallash

d-teorema. Agar u(x) va w(x) funksiyalar «'(x)va v'(x) hosilalari

bilan [¢;h] kesmada uzluksiz bo*lsa, u holda
Iua‘v: uv!: —Ivdu (6.7)

bo‘tadi.

Isboti. Teoremaning shartiga ko‘ra, u(x) va w(x) funksiyalar
hosilaga cga.

U holda ko*paytmani differensiallash qoidasiga binoan,

(2(x)v(x)) = u(x)v'(x) + v(x)'(x).

Bundan w(x)v(x) funksiya wu(x)v'(x)+v(x)u'(x) funksiya uchun

boshlang‘ich funksiya bo‘lishi  kelib chiqadi. w(x)v'(x)+v{x)u'(x)
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funksiya [a;6] kesmada uzluksiz bo‘lgani uchun u bu kesmada
integrallanuvchi bo‘ladi.

U holda aniq integralning  3-xossasiga va Nyuton-Leybnis
formulasiga ko‘ra

ju(x)v'(x)dx + j_fv(x)u’(x)dx: u(x)v(x)!: .
Bundan, u'(x)dx = du(x) va v(x)dx = d(x) bo‘lgani uchun
j:udv =uvll: - jvdu .

(6.7) formula aniq integraini bo laklab integrailash forinulasi deb
ataladi.

5- misol. {xe™dxintegralni hisoblang.
0

Yechish.
ol
= v=g  dx A ey =
jve t=‘ ) dys =R p—— +le dx=
3 ’ diu=dx, v=—e" | °
e L e
e e [ [

7.6.5. Mashglar

Berilgan integrallarni hisoblang:

2

l)[(x’ +2x + Ndx; Z)Ism Hxdx;
4
3 aly
3)Jcosxdx; 4)]:"' V
; 9 ddx
5)£cos xedx; mJ.S"I %
fode 8)[2x" + hetar,
() freet )25+ et
9)[le+_z:ldx; lO)IcuSXSin‘xdx;
L Q
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[
1

1) SR 1)) T
Jl+cosx HA4-9y*
o odx
13} ———: 14} [siz? xdx;
[_»—-1\ ):!sm xdx;
3 . R
e d 16) [ Yo
2 6-Ssmx+smx k- =
L P
i 7)} arcsin xdx; 1 S)Iln' xd;
o )
l‘))jxsin%dr; 20)]0'5iu2xdr.
o o~ []
i A
21) f.t’a“dr; 22) I.r)n xdx;
1
23) J'sm Jxdy; 24)]:cos(ln x)dx.

a

7.7. XOSMAS INTEGRALLAR

Aniq integral qaralganida jf(x)dx integral mavjud bo‘lishi uchun

ikkita shartning bajarilishi talab qilingan edi: 1) integrallash chegarasi
chekli [a:6] kesmadan iborat bo‘lishi; 2) integral ostidagi funksiya [a:4)
Kesmmada aniglangan va chegaralangan bo‘lishi.

Aniq integral uchun keltirilgan shartlardan biri bajarilmaganda u
xosmas mtegral deb ataladi: 1) faqat birinchi sharl bajarilmasa, cheksiz
chegarali xosmas integral (yoki I tur xosmas integral) deyiladi; 2) faqat
ikkinchi shart bajarilmasa, uzilishga ega bo‘lgan funksiyaning xosmas
integrali (yok! 1l tur xosmas integral) deyiladi.

7.7.1. Cheksiz chegarali xosmas integraliar
(I tur xosmas iuntegrallar)

1-ta’rif. j(x) funksiya [ay+«) oraliqda uzluksiz bo‘lsin. Agar

lim [ f(x)ds limit mavjud va chekli bo‘isa, bu limitga yugori chegarasi
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cheksiz xosmas integral deyiladi va T JS(x)dx kabi belgilanadi:

[r0de=lim | rx)as. 1)

Bu holda T [(x)dx integralga yaginlashuvchi integral deyiladi.

b

f f(x)dx integralga uzoglashuvchi integral deviladi.

Quyi chegarasi cheksiz va har ikkala chegarasi cheksiz xosmas
integrallar shu kabi ta’riflanadi:

{f(xyde=lim [ f(x)dr, (7.2)

T_/‘-(x)dx=!i_m__j'f(x)dr+'li_m ff(x)d»:, (7.3)

bu yerda c¢— sonlar o‘gqining biror fiksirlangan pugqtasi. Bunda
(7.3) tenglikning chap tomonidagi xosmas integral. o‘ng tomondagi
har ikkala xosmas integral yaginlashgandagina yaqinlashadi.

1- misol. _f%(a > 0) integralni yaginlashishga tekshiring.
ié

Yechish. a #1 ba‘lsin.

U holda

AR e s i
j—-=limj lim (limbh ™ =1).
v X o F e l-a

Bunda: 1) «a <1 bo‘iganda, I['“-E" = 1 _(fim b 1) = +x,
e i

2) a>1 bo'lganda, Tﬁ ¥

. 1
—(limbs " -=
o )

i-a

; . fax oty

3) a=1Dbo'lganda, _[Y—:=Ahmj"—)'— =limlnxl’ = lim Inb = 40
I M I o o
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‘el N . .
Demak, l‘(— xosmas integral @ >1 da yaqginlashadi va 0<a <! da

uzoqlashadi.

2- nisol. f,\-cosxd.\— integralni yaginlashishga tekshiring.

Yechish. _[\'cosm&- lim f‘ccos xdx= llmLxsm A fsm xdr}—
= lim(—asina + cosxj: = lim(~asina —cosa +1).

Bu limit navjud emas. Shu sababli [xcosxdx integral uzoglashadi.

3- misol. f—m integralni yaginlashishga tekshiring.

=X

Yechish. Oraliq nugtani ¢ =0 deymiz.

U bolda (7.3) tenglikga ko‘ra,
dx =

’j‘ d i
Xt +6x+10 .J,,xz+6x+10 sx +6x+10
Bundan
f= & = lim | af\'z =lim arcrg(.\7+3)r1 E
X +6x 410 ey (x4+3) 4] e 3

= arctg3 - lim arctg(a +3) = arctg3 +§,

dx j.
P4+ 6x+10 ""'mu(\ +3

jif_n aretg(x + 3)|" =

._-_, &

: a P "
= lim arcig(h + 3) —arcig3= T —arclgs.

U holda
dv dx ; e

:[ = 4 - =
FOx+10  Zx”+6x+10 !.\"16_¥+lﬂ

e
= arcl, 3+z+£—arcl 3=rm.
g 23 4

Demak, xosmas integral yaqinlashadi.
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7.7.2. Uzulishga ega bo‘Igan funksiyalarning xosmas integrallari
(II tur xosmas integrallar)

2-ta’rif. f(x) funksiya [a;4) oraliqgda aniglangan va uzluksiz bo‘lib.

x=b da cheksiz uzulishga ega bo‘lsin. Agar fim “ILf(x)af\' limit mavjud

va chekli bo’lsa, bu limitga uzulishga ega bo ‘Igan funksiyaning xosmas
integrali deyiladi va | f(x)dx kabi belgilanadi:

[ f(odx= lim j Flx)dx. (7.4)

Shu kabi: 1) f(x) funksiva x ning « ga o‘ngdan yaqiniashishida
uzilishga ega bo‘lsa,

Jj_f(x)dv = lim | f(x)eks: (1.3)
bo‘ladi;
2) agar f(x) funksiya ce[a;h] da uzilishga ega bo'lsa.
[0 = fim | f()de +lim [ /) (7.6)
bo‘ladi.

Il tur xosmas integrallar uchun yagqiniashish (uzoglashish)
tushunchalari 1 tur integrallardagi kabi kiritiladi.

q Lode . . . 1 -
4- misol. '[A‘\/: integralni vaginlashishga tekshiring.
XV X

Yechish. x=0 da integral ostidagi funksiya uzilishga cga.
U holda (7.6) tenglikka ko‘ra,

0 " 1
dx .6 odv . body .
f===tlim [ +lim [——=-3limx ’| -3limx’| =
axNa o 0 Laly = lexVx
Ll 1 {
=ilime '~1-1+3lime 6] limeg " =1 |=+x.
&30 w0 }

De.m?k, Xosmas integral uzoglashadi. Berilgan intcgralga Nyuton-
Leybnis formulasi formal qo‘lanilishi xato natijaga olib keladi:

|;¢\. . 3 1 .

~l.\:‘\/.\' V;!_, i .
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7.7.3. Xosmas integrallarning yaqinlashish alomatlari

Ko‘pincha. xosmas integralni (7.1) - (7.6) formulalar orqali
hisoblash shart bo‘lmasdan, faqat uning yaginlashuvchi yoyi
uzoqlashuvchi bo‘lishini bilish yetarli bo‘ladi. Bunday hollarda berilgan
integral yaqinlashishga yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchiligi oldindan
ma’lum bo‘lgan boshqa xosmas integral bilan tagqoslash orgali
tekshiriladi. Xosmas integrallaming tagqoslash alomatlarini ifodalovchi
teoremalarni isbotsiz keltiramiz.

I-tecrema (I tur xosmas integralning yaginlashish alomati).
[g;+ox) oraligda f(x) va g(x) funksiyalar uzluksiz va 9< f(x)<q(x)
bo‘lsin. U holda:

1) agar f:_n[.rh.ir integral yaqinlashsa, .j'f(x)dx integral ham

yaginlashadi;
2) agar :fl‘f'{.l'l[.‘:l integral uzoqlashsa, '_['qo{,r!drinregral ham

uzoqlashadi.
S-misol. [e“dc integralni yaginlashishga tekshiring.

Yechish. Puasson integrali deb ataluvchi bu integrai boshlang‘ich
funksivaga ega emas. Uni ikkita integralning yig'indisi ko‘rinishida
ifodalaymiz:

Ie"'dx= je'rdx+ I_e"'dr.
0 0 1

Tenglikning chap qismidagi integrallardan  birinchisi chekli

qiymatga ega bo‘lgan aniq integral. Ikkinchi xosmas ]e"dr
1

inteeralni yaqinlashishga tekshiramiz.
[lz) oraligda 0<e™ <e™  bo‘ladi, e va ¢ funksiyalar

uzluksiz.
Bunda

" T |
=—-lim—=-=
1 e (Mwap? ¢

JeTde= !jm]e"dx = lim(-¢”)

Demak, bu intepral yaginlashadi va ]-teoremaning 1) bandiga
asosan, Puasson integrali ham yaginlashadi.
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6-misol. [—dx“

S ooy integralni yaqinlashishga tekshiring.
Yechish. Integral ostidagi funksiya x=0 da uzulishga ega.

xe(0;] da X]—ZL
e’ —cosx xe

Bundan

A7 R il .
f—z—hmj'—]cz—hmlnx]I =l(0—hmln|s]):+oo.
sxe e x e Yoe i

1
Demak, {% integral uzoglashadi va 1-teoremaning 2) bandiga

ascsan berilgan integral ham vzoglashadi.

2-teorema (I iur xosmas integiralning yaginlashish clomati).
[a;b) oraligda f(x) va ¢(x) funksiyalar uzluksiz bo'lsin va
0< f(x)<¢(x) tengsizlikni ganoatlantirsin, x=bda f(x) va p(x)
funksiyalar cheksiz uzilishga ega bo‘lsin. U holda:

3

1) agar [p(x)dx integral yaqginlashsa.  [/(x)dc integral ham

yaqinlashadi;

2) agar |f(x)dx integral uzoglashsa, [e(x)ds integral ham

uzoglashadi.

Taqqoslash leoremalari integral ostidagi funksiya bir xil ishorali
bo‘lganida ofrinli bo‘ladi. Ishorasi almashiradigan funksiyalarning
xosmas integrallari uchun quyidagi alomat o°rinli bo‘ladi.

3-teorema. Agar j"!f(x)[dx ﬁ!f(x)iu’v | integral  yaqinlashsa,
Ij‘f(x)dx Uf(x)d.\-) integral ham yaginlashadi.

3-ta’rif.  Agar J'if(x)lzl\- (J:|f(x)|.!\! integral  yaqinlashsa,

- b N
[ f(x)dx U j(x)dx} mntegralga absolur yaqinlashnchi xosmas integral

deyiladi.



4-ta’vif. Agar :[f(x)dx (Jf(x)dx) integral yaqginlashsa v&
4 \a

.J:If(x)](i\c ” f(r)ldrl integral uzoqlashsa, ff(:c)dx (j ’(\)zlr]
a \u P \z

integralga shardi yaginiashuvchi xosmas integral deyiladi.
7 misol. jc—gdv integralni yaqinlashishga tekshiring.
T X

Yechish. Integral ostidagi funksiya [l;+=)oraligda ishorasii
almashtiradi.

Ma’fumki,

|wb\
. " Tax . . |
I-misolga ko'ra, | o integral yaqinlashuvchi.
I hold: P , "icos.ri g i B e
U holda 1-ieoremaga asosan, [I=——¢dv integral yaginlashuvchi va
i X

s "d\' integral absolut yaginlashuvchi

3-teorema va 3-1a’rifga ko'ra, [
bo*ladi.

(7.2). (7.3) ko‘rinishdagi ((7.5),(7.6) ko‘rinishdagi) xosmas
integrallar uchun tagqoslash alomatlari hamda  absolut va shartli
yaqinlashish  tushunchalari  yuqorida (7.1) Ko'rinishdagi  ((7.4)
ko‘rinishdagi) intcgrallar uchun keltirilgandagi
kabi Kiritiladi.

7.7.4. Mashglar

1. Berilgan integrallarni hisoblung yoki uzoglashuvchi ekanini aniglang:

) g L=
15 2)JXL dx;
b ' In xdd:
2 [,\'uus’.l.dr: 4) !r L
! ; x
5)T Iq?- 6) J‘grcl;,:xd.\‘l
vy =i x
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T je"‘ sin xdy;

f dx
[ J, xInx
T xdx
9 . _.
)!' 1—.\'2’ “[ {1-1]
3x 1—2 dx
12) | ————
11]_[‘ \x & )‘£x2—4x+3
13)1"‘\/‘7 14)‘[12*6\-1-‘0.
2. Inteprallarni yaginlashishga tekshiring:

T, 2) [
l)g;:’ o ¥ty
T "f §in xedx
3) {Jxe"dx; 4) Jl—T——

5) [ o2
mxs &=

toetdr

7 :

) 3 Vl—cosx Je" —cosx’
3+amx - 10) _‘1'5,'

9 x,

)I x--1’ j Vi-x*

1y Iﬂm, 12) fe~ sinxde

7.8. ANIQ INTEGRALNING TATBIQLARI
7.8.1. Aniq integralning qo‘lanilish sxemalari

x o‘zgaruvchi aniqlangan [u;6] kesmaga bog‘lia biror geometrik
yoki fizik 4 kattalikning giymatini (tekis shakl vuzasini, jism hajmini,
kuchning bajargan ishini va hokazo) hisoblash talab gilingan bho‘lsin,
Bunda A kattalik additiv deb faraz gilinadi, ya’ni [a:6] kesmaning
cefa;b} nuqta bilan [a;c] va [¢;5] gismlarga bo‘linishida 4 kattalikning
[a;h] kesmaga mos qiymati uning [a;c] va [e:f] kesmalarga mos
qiymatlarining yig'indisiga teng deb garaladi
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4 kartalikning giymatini hisoblash ma’lum tartibda (sxema asosita)
bajariladi. Bunda ikki sxemadan biriga amal gilish mumkin: Jsxemea
(integral yig ‘indilar usuli) va 1l sxema ( differensial usuli).

I sxema aniq integralning ta’rifiga asoslanadi. Bunda:

. [@b] kesma a=x <x <.<x,<x <..<x_<x =b nugtalar
bilan # ta kichik kesmalarga bo‘linadi. Bunda 4 kattalik mos # ta
A4, (i=Tn) «elementar qo‘shiluvchilar» ga bo*linadi:

A=Ad + A+ + A4

2°. Har bir «elementar qoshiluvchi» masalaning shartidan
aniglanuvchi funksiyaring mos kesma istalgan nugtasida hisoblangan
giymati bilan kesmaning uzunligi ko ‘paytmasi ko‘rinishiga keltiriladi:
Ad = f(5)Ax ;

A4 ning taqribiy qiymatini topishda ayrim soddalashtirishlar qilish
mumkin: kichik bo‘lakda yoyni uning chekkalarini tortib turuvchi vatar
bilan almashtirish mumkin; kichik bo‘lakda o°zgaruvchi tezlikni
o*zgannas deyish mumkin va hokazo.

Bunda 4 kattalikning taqribiy qiymati integral yig‘indidan iborat
bo*ladi:

A= ; F(€ )y, .

3", A kattalikning haqigly giymati bu integral yig‘indining
n—»= dagi (banda i=maxAx ) limitiga teng bo‘ladi:

A=lim¥ f(E)Ax, = [ f(x)dr.
/I sxema [ sxemaning o‘zgargan ko‘rinishi hisoblanadi va
«differensial usuly  yoki «yuqori tartibli cheksiz kichiklarni tashlab
yuborish usuli» deb ataladi.

Bunda:
1°. |a;b] kesmada ixtiyoriy x qiymatni tanlaymiz va o‘zgaruvehi

[u;x] kesmani garaymiz. Bu kesmada A kattalik x ning funksiyasi
boladi: 4= A(x), ya'ni 4 kattalikning bo‘lagi noma’lum A(x) funksiya
bo‘ladi;

2°. x ning  kichik  Ax=dr kaitalikka o‘zgarishida ad
orltirmaning bosh gismini topamiz: d4= f(x)dx, bu yerda f(x)— x
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o‘zgaruvchining masala shartidan kelib chiquvchi funksivasi (bunda
mumkin bo‘lgan seddalashtirishlar qilinishi mumkin);

3. Ad~dA deb, d4 ni adan b gacha integrallash orgali 4 ning
izlanayotgan giymati topiladi:

A =:[f(x)dx.

7.8.2. Tekis shakl yuzasini hisobiash

Yuzani dekart koordinataiarida hisoblash

Aniq integralning geometrik ma’nosiga asosan. abssissalar o°qidan
yuqorida yotgan, ya’ni yugoridan v=f(x) (/(x)20) funksiva grafigi
bilan, quyidan Ox o¢qbilan, yon tomonlaridan x=a va x=5& to'g'Ti
chiziglar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsivaning yuzasi

5 =]:_,I"ixlri‘: (8.1)

integralga teng bo‘ladi. P

Shu kabi, abssissalar o‘qidan pastda
yotgan, ya'ni quyidan v=f(x) (f(x}<0)
funksiya grafigi bilan, yuqoridan Ox o°q
bilan, yon tomonlaridan x=a va x=b%
fo‘g‘ri chiziqlar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning yuzasi

=6—-x-x

l
=5 ()! 2 X

S==[f(x)dv (8.2)

/ S-shal:l.
integtepralga teng bo'ladi.

I-misol. Ox o°q va y=6-x—x' paraboia bilan chegaralangan tekis
shakl yuzasini toping.

Yechish. Parabolaning Ox o‘q bilan kesishish nugtasini
topamiz (5-shakl):

y=0=6-x-x"=3+x)(2—x), x, =3, x,=2.

Tekis shakl yuzasini (8.1) formula bilan topamiz:

S= II((-,-—x — x5l = |;h.r = _-.1-_ _x 3
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=f12—3—ﬂ-[-13-9+2?J=303_
! 3L 2 6

Yuzani hisoblashga oid murakkabroq masalalar yuzaning additiviik
xossasiga asoslangan holda
vechiladi. Bunda tekis shakl )
kesishmaydigan  gismlarga ST
ajratiladi va aniq integralning R
4-xossasiga  ko‘ra  tekis -V ol
shaklning yuzasi qismlar ; ;
yuzalarining yigindisiga N /
teng bo‘ladi. I X J

y=x'-x*-2x

2-misol.  y=x'-x'-2x , |
va p=0 chiziglar bilan 6-shak!.
chegaralangan tekis shakl yuzasini liisoblang (6-shak!).

Yechish Berilgan tekis shaklnt wuzalari S, va S, bo‘lgan
kesishmaydigan qismlarga ajratamiz. U holda yuzaning additiviik
xossasiga asosan, berilgan tekis shaklning yuzasi gismlar yuzalarining
yig'indisiga teng be‘ladi.

Demak,

§=8 +5, :j (' -x* -21)dx—j(x’ —x = 2x)dx =
bl

=y -—]J-I[-l-?---ﬂ:ﬂ.
L4 3 G

[a:6] kesmada ikKita y =f{x) va y =f(x) uzliksiz funksiyalar
berilgan va xelaib] da f,(x)2 f(x) bo‘lsin. Bu funksiyalarning grafiklari
va x=a, x=& to‘gti chiziglar bilan chegaralangan tekis shakini
garaymiz.

Bu tekis shaklning yuzasi yuqoridan y,=f(x) va y =/ (%
funksiyalar grafiklari bilan, quvidan Ox o°q bilan, yon tomonlardan
x=a va x=h to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiyalar ynzalarining ayinmasiga teng bo*ladi:

$

A £33 =)~ (83)
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Ayrim hollarda yuzani hisoblashga oid masalalar yuzaning
ko'chishga nisbatan invariantlik  xossasidan foydalangan  holda
soddalashtiriladi. Bunda tekis shakl yuzasi (8.3) formulada x va y
o‘zgaruvchilar (Ox va Oy o‘qglar) ning o‘rrini almashtirish yo‘li biian
hisoblanadi, ya’ni (7-shakl).

S=[(f,(0)~ fiNdx=[(g,(») - g OGNy {8.4)
"‘ }
Yi.= fi(x)
d}----2 e
!J—“ﬂ(}:) %, = g (¥) . —_ | g SR /
, E ; //
/
x, =gy} / .
%) a b X r)I 2
T-shakl. 8-shakl,

3-misol. x=y* va x=p-+2 chiziglar bilan chegaralangan tekis
shaklning abssissalar o‘qidan yuqorida yotgan gismining yuzasini
hisoblang (8-shakl).

Yechish. Berilgan chiziglaming kesishish augtalarimi topamiz:

yr=v+2 ' —y-2=0, ¥ =0, y=2

Tekis shakl yuzasini (8.4) formula bilan topamiz:

i= i(_\- k2— )y =| L4 2y - T

2 ] 3 3

\

Apgar cgri chizigli trapetsiya yugoridan x=o(). v=y(1), asi<p
parametrik  tenglamalar  bilan  Dberilgan  funksiya  grafigi  bilan
chegaralangan va a=¢(a), b=p(6) bo'lsa. (8.1) formulada x=g(),
de=g(0)dt  ko'rinishdagi o‘miga qo'vish  orqali  o‘zgaruvchi
almashtiriladi.



U holda

s=fvwe (85)

bo‘ladi, bu yerda, a=g(a) va b =0(p).

4-misol. Radiusi R ga teng doira yuzasini hisoblang.

Yechish. Koordinatalar boshini doiraning markaziga joylashtiramiz.
Bu doiraning aylanasi x= Rcost, y=Rsin: parametrik tenglamalar bilan
aniglanadi va doira koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik bo‘ladi.
Shu sababli uning birinchi chorakdagi yuzasini hisoblavmiz (bunda x

a5 T
o‘zgaruvchi 0 dan R gacha o‘zgarganda / parametr o dan 0 gacha

o'zgaradi) va natijani to‘rtga ko‘paytiramiz. U hoida (8.5) formulaga
ko‘ra:

£

o 2
S =4S, =4 Rsin1(=Rsins)dt = 4R’ [ sin’tdt =

: in2)
=2R*|(1 - cos20)dt =2R1{t = -’A = 7R,

Yuzani quth koordinatalerida hisoblash

Quib koordinatalar (- qutb radiusi, ¢— qutb burchagi) sistemasida
berilgan r=r(p) funksiya o<[a; 8] kesmada uzluksiz bo'lsin.
r=r(p) funksiya grafigi hamda O qutbdan chiggan p = va @=
nurlar bilan chegaralangan tekis shaklga egri chizigli sektor deyiladi.
AOB egri chizigli sektor yuzasini hisoblaymiz. Bunda /7 sxemadan

fovdalanamiz.
1. Qutbdan chiggan ¢ va « burchaklarga mos aurlar bifan

chegaralangan epri chizigli sektor yuzi ¢ burchakning §=35(p)
funksiyasi bo‘lsin, bu verda a<p<p (p=a bo‘lganda S(@)=0, ¢=p
bolganda $(8)=5).

2. Jorly ¢ qutb burchak Ap =dp orttirma olganida AS yuza
04B «elementar egri chuzigli sektory yuziga teng orttinma oladi.

Bunda S diffcrensial AS orttirmaning dp — (0 dagi orttirmasining
bosh gismini ifodalaydi va radiusi r ga, markaziy burchagi dp ga teng
bo‘lgan 04C doiraviy sektor yuziga teng bo‘ladi (9-shakl).
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Shu sababli

1,
dS =~ ridg.
F

3". Oxirgi ifcdani ¢=o dan ¢=g gacha integrallab izlanayotgan
yuzani topamiz:

£
S:lzj'r’((p)dqi. (8.6)
5-misol. r=2cos3gp egri
chiziq bilan chegaralangan
figuraning yuzasini hisoblang.
Yechish. r=2cos3p egri
chiziq bilan chegaralangan
figuraga uch yaprogli gul
deyiladi (1-ilovaga garang).
Uning oltidan bir qismi
yuzasini hisoblaymiz:

"

s . - { sin e :
lS =L“'4cosZ 3ipdp = §(1+ cosbp)do =| p+—
6 2% 3

\ 6 ) 6
Bundan S=7.

Apar egri chiziqli sektor n=rig) va r=r(g) (o ejo:ff] da
r, (@) > r,(0)) funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan bo'lsa.

g [ ()= (@) (8.7)
2
bo‘ladi.
7.8.3. Yassi egri chiziq yoyi uzunligini hisobiash

AB cgri chiziq v=/(x)>0 funksiyaning prafigi bo‘lsin Bunda

xe[apl, y=7(x) funksiya va = s'(x) hosila bu kesriada uluksiz
bo‘lsin.

AB egri chiziq uzuuligi ¢+ ni # sxemadan foydalangan holda
topamiz.

1. {a;6] Kesmada ixtiyorly x nuqtani tanlavmiz va

o‘zgaruvchi
[a;»] kesmani qaraymiziz. (v, f£(x)) nuqta 3/ bo‘lsin.
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AM yoy uzunligi /,, x ning funksiyasi boladi: /=1(x) (I{a)=0 va

1) =1).

2°. x ning kichik Ax=dx kattalikka
o‘zgarishida a/ differensialni topamiz:
di=1'()de. MN yoyni uni tortib
turuvchi vatar bilan almashtiramiz va
'(x) ni topamiz (10-shakl):

1-]11 ~—18

.-ir"
[¢ Avy? Al ..

I'(x)= ]imﬂ ~ |j,nM: !

e ‘.I.ﬂ.r Ap-a’t A‘ ;

- 'I- ay _}. {)1 a4 x X+Ar b oy
h'nl. {M'] |4(1

10-shakl.
Demak,
dl =i+ (] ds.
3. dl ni adan b gacha integrallaymiz:
1= [T () dr. (8.8)

{8.7) tenglikka yoy differensialining to'g‘ri  burchakli
koordinatalardagi formulasi deyiladi.

Agar egri chiziq x=g(y), ye[c;d]. tenglama bilan berilgan bo‘lsa.
vuqorida keltirilganlami takrorlab, 48 yoy uzunligini hisoblashning
quyidagi formulasini hosil qilamiz:

1={ T+ ) db. (8.9)

G-vasol. y ':ic\\ S egri chiziq yoyining Ox o'q bilan

kesishish nugtalari orasidagi uzunligini hisoblang.

Yechish.  y=0 deb egri chizigning Or oq bilan kesishish
nugtalarini aniglaymiz:  x, =0, x, =242,

Hosilani topamiz:
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Yoy uzunligini hisoblaymiz:

fJT"" 1 33 llr“-
= +—| x'=—x" = - i3 -
! 4[.»: % Ja[\ 2?[”[3 +x Jd_\_

] 2 1 1™ I(S : 3 :-‘_:_i! y

—5![ <=3 430 | =

Agar egri chiziq x=0(), y=y{), @ <1< 8, parametrik tenglamalar
bilan berilgan bo‘lsa, (8.8) formulada x=w(),
o‘miga go‘yish orqali o‘zgaruvchi almashtiriladi.

Bunda

y=y(x), dx = ¢'(n)dt

1=fJo" (O)+y' (Odr (8.10)

kelib chigadi, bu yerda a = p(«) va b=0(B).
Egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida r=r(p), aspsf,
tenglama bilan berilgan bo*lsin. bunda r(¢), r(¢) funksiyalar [a;f]

kesmada uzluksiz va 4,8 nuqtalarga qutb koordinatalarida a.p
burchaklar mos keladi.

x=rcosp, y=rsing ekanligidan
x'(@)=r'(p)cos @ — r()sin @,
Y'{@) = r(p)sing — r(p)cos .
(8.10) formulaga  x'(¢p) va  y'(x) hosilalarni  qo'vamiz va
almashtirishlar bajarib, topamiz:

[:];\rll_"(_(p.):l‘;‘lr-a‘}u'g-‘ . (8.11)

7-misol. r=a(l +cosg), a>0 kardioida nzunligini toping.
Yechish. Egri chizigning simmetrikligini (1-ilovaga garang)
hisobga olib, (8.11) formula bilan topamiz:

e 2 +coso
1 -':-'.I\.‘H"U +eosp) +a(—sing) do =4a| :

S mw . i
=4a|cos '1“';;: =8asin—-| =8a
] a
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7.8.4. Aylanish sirti yuzini hisoblash

AB egri chiziq y=f(x)20 funksiyaning grafigi bo‘lsin. Bunda
xe[a;b], y=f(x) funksiya va
y=7(x) hosila bu kesmada

uzluksiz bo‘Isin. ¥ f-qfl*)—---‘?
AB egii chizigning Ox o'g 7 ,,ﬁ’"; :
atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan b I
jism sirti  yuzini hisoblaymiz. fafd: 4 1b o
e SR o b o

A

Buning  uchun n sxemani (s
qo‘Haymiz.

1°. Istalgan xe[a;6] nuqta orgali =
Ox ofqqa perpendikular tekislik
o‘tkazamiz. Bu tekislik aylanish 4
O - ; 11-shakl.
sirtini  radiusi  y= f(x) bo‘lgan
aylana bo‘ylab kesadi (11-shakl). Bunda aylanish sirtidan Ox o‘qidagi
a va x nuqtalardan zOy tekisligiga parallel ravishda o‘tkazilgan
tekisliklar ajratgan sirt yuzi x ning funksiyasi bo‘ladi: $=5(x) (S(a)=0
va S(b)=85).

2. x argumentga Ax=dx orttirma
beramiz va x+ Axe[a;4] nuqta orqali o
Ox o'qqa perpendikular tekislik '
o‘tkazamiz. Bunda S =S(x) funksiya
«belbog‘» ko'rinishida ~ AS orttirma
oladi.

Kesimlar orasidagi Jjismni
yasovchisi dl bo‘lgan va asoslarining
radiuslart » va v+dy bo‘lgan kesik
konus bilan almashtiramiz. Bu kesik

konusning yon sirfi
dS =7y + y + dv)dl =2myd! + mdydl  ga
teng. dvdl ko‘paytmani 4S ga nisbatan 12-shakl.

vuqori tartibli cheksiz kichik sifatida tashlab yuboramiz: 4S=2aydl.
Bunda o/ = /1+ (v') dx ckanini hisobga olamiz: dS = 2zy4f1+(3/)) dkx.
3°. dS ni adan b gacha integrallab, topamiz:

S=27rj'y T+ () dx (8.12)
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SlTu kabi x=g(3), y e[;d] funksiya grafigining Oy o‘q atrofida
aylantirshdan hosil bo*lgan jism sirtining yuzi ushbu

S:Zﬂjxvl+(x_:l)1dy (8.13)

formula bilan hisoblanadi.
S-misol.  y=2x,1<x<2 egri chizigning Or o‘qi atrofida
aylanishidan hosil bolgan sirt (12-shakl) yuzini toping.
Yechish. Misol shartidan topamiz: y' = 71=.
X

{8.12) formula bilan topamiz:

1 B 5\t Yl 5 3 5 i _
S=2n[2x \)”[Jﬁ) dx =4n{x~ldc= 4n-§(x +1)7] =8?7(3\/3 -2.42).

Agar  AB egri chiziq x=¢(), y=w(), «<t<f, parametrik
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, u holda AB egri chizigning
Ox (Oy) o°q atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan jism sirii yuzi

quyidagicha hisoblanadi:

s=2nfq/(:) 0 1)+ (0t [s:2zr‘:r¢(:)\,’a/7'_’(/)_+;a"z(z)zlr ! (8.19)

buyerda a=g(@) va b=¢(B) (c =wiava d=wif})).

ABegri chizig qutb koordinatalar sistemasida r = r(¢). x <0< f
tenglama bilan berilgan bolganida quyidagi formulalar o rinli bo'ladi:

- p .
Ox: S=?_7rjrsim,f;\fr2 +ridep, Ov: .':lzrj'rcosww’r +r'de.  (8.15)

6- misol. Radiusi R ga teng bo'lgan shar sirti yuzini hisoblang.

Yechish. Shar parametrik tenglamasi x = Rcoss, y = Rsint bo'igan
yarim aylananing Ox o‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘iadi. Sharning
koordinata o‘qlariga simnietrik bo‘lishini inobatga olib, hisoblaymiz:

§=2. 2:1] Rsin I\/(_—Rsin tF%tchsl}‘dl -
[\)

=47rR’;[sintdl =—47rR’cosll; =4aR*.
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7.8.5. Hajmlarni hisoblash

Hajmuni ko ‘ndalang kesim yuzasi bo ‘vicha hisoblash

Hajmi hisoblanishi lozim bo‘lgan qandaydir jism (13-shakl) uchun
uning istalgan ko‘ndalzng kesim
yuzasi S ma’lum bo‘lsin. Bu
yuza ko‘ndalang kesim joylashishiga
bog‘liq bo‘ladi: S=S(), xe[a;b], bu
yerda S(x)—fw;6] kesmada uzluksiz
funksiya.

[zlanayotgan hajmni // sxema Z
asosida topamiz.

1°. Istalgan xe[a;b] nugta orgali _
Ox o'gqa perpendikular tekislik e
o‘tkazamiz.  Jismning bu tekislik [3-shak

. . . . . 3-shakl.
bilan kesimi yuzasini  S(x) bilan va
jismning bu tekislikdan chapda yotgan be‘lagining hajmini F(x) bilan
belgilaymiz (13-shakl). Bunda ¥ kattalik x ning funksiyasi bo-fadi:
V=¥(x) (“(«)=0 va V(b)=V).

2°. ¥(x) funksiyaning 4V differensialini topamiz. Bu differensial
Ox o'q bilan x va x+Av nuqgtalarda kesishuvchi parallel tekislikiar
orasidagi «elementar qatlam»dan iborat bo‘ladi. Bu differensialai asosi
S(x)ga va balandligi dv ga teng silindr bilan taqriban almashtirish
mumkii, Demak, dV = S(x)ax.

3" dV ni adan b gacha integrallab, izlanayotgan hajmni topamiz:

)

Ly
)

)= f)‘l_\'):ir. (8.16)

7-misol. + ;1 - :: =1 cllipsotdning hajmini hisoblang.
ad C

Yechisk. Ellipsoidning Ox 0°qqa perpendikulyar va koordinatalar

hoshidan x (--¢ <x<a) masofada o‘tuvchi tekislik bilan kesamiz.

Kesimda yarim o‘glari &(x) =th -% va c(.\')zc\/l—x—: bo*lgan ellins
e

a

hosi! bo‘ladi.
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Uning yuzasi

{ )
S(x) = mb(x)e(x) = he| 1 - —J

U holda

a 2 4y ;
szﬂﬁ- |-£7]d ::ﬂ’?cf.\'- f - | =im:bv,
= a' SR 3

Eg B

Aylanish jismlarining hajmini hisoblash

Yuqoridan y = f(x) uzluksiz funksiya grafigi bilan, quyidan Ox o'g
bifan, yon tomonlaridan x=a va x=56 to'g'ri chiziglar bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning Ox o‘q atrofida aylantirishdan
hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblaymiz. Bu jismniag ixtiyoriy
ko‘ndalang kesimi doiradan iborat. Shu sababli jismning X =x tekislik
bilan kesimining yuzasi S(x)=m* bo'ladi.

U holda (8.16) formulaga ko'ra.
v =frf[y"d_r.

Shu kabi yuqoridan y= f(x)
uzluksiz  funksiya grafigi  bilan,
quyidan ox o'q bilan. yon
tomonlaridan x=a va x=5h l0'g'ri
chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyani 0y o‘qi atrofida
aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning
hajmi quyidagi
formula bilan hisoblanadi:

= 27tlj'yxd\'. (8.18)

8-misol. y=+x, y=0, =0, x=4
chiziglar bilan chegaralangan yassi
Shaklr}mg Ox o‘qi  atrofida
aylanishidan  hosil  bo‘lgan  jism
hajmini toping (14-shakl).
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Yechish. Hajmni (8.17) formula bilan topamiz:
§ =?{I.\'¢=-‘T'§ = 8.

Agar egri chizigli trapetsiya x = () uzluksiz funksiya grafigi, Oy
o‘ql, y=c¢ va y=d to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan bo‘lsa,

V= ﬂIx:a'y (o)) ( V= anjixydy (Ox)) (8.19)

bo‘ladi.

9-misol. Radiusi R ga va balandligi # ga teng bo‘lgan konusning
hajmini hisoblang. ¥y
Yechish. Konusni katetlari R
va H bo‘lgan to‘g'ri burchakli
uchburchakning balandlik bo‘ylab i
yo‘nalgan  Ox o'q atrofida \
aylanishidan hosil bo‘lgan jism

deyish ~ mumkin  (15-shakl). /‘3 Jr'//* ' "’ g
y af

Gipotenuza  tenglamasi  y=kx

boisin. P S@ W
U holda - | 5-shakl.
R
y=loc, k:[g«):Ty y=—x
I
Bundan
T (E N S O
i H* H+ 3, 3

7.8.6. Momentlar va og‘irlik markazini hisoblash

Tekis shakl va aylanish sirti yuzalarini, yassi egri chiziq yoyi
uzunligini, hajmlarini hisoblashga oid yuqorida keltirilgan masalalami
yechishda aynan bir xil usul go‘llanildi. Bunda izlanilayotgan 0
Lkattalikni hisoblash integral yig‘indi limitini topishga keltirildi. Barcha
masalalarda Q kattalik biror [¢;6] kesma va bu kesmadagi uzluksiz
funksivalarga bog‘liq holda o‘rganildi.
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Shu kabi Q kattalik quyidagi xossalarga ega deb faraz gilamiz:
V°. Additiviik xossasi. [a;b] kesma istalgancha bo‘laklarga

bo‘linganida ham Q=§":Q‘ bo‘ladi, bu yerda O — Oning i-bo‘lakdag
=l
giymati;

2°. Kichiklikdagi chiziqlilik xossasi. [a;b} kesmadagi istalgan kichik
[x,;x] kesmada Q, ~ kAx, bo‘ladi, bu yerda Ax, =x, —x,.

Quyida keltiriladigan momentlarni, og’irlik markazi va kuchning
bajargan ishini hisoblask formulalari ham yuqeridagi singari hosil
qgilinadi. Shu sababli bu formulalarni keltirib chiqarmaymiz va ulardan
masalalarni yechishda foydalanamiz.

Oxy tekislikda massalari mos ravishda m.mr,...., m_  bo‘lgan
A (x5 30 A (35 V)0 A, (2,3 v, ) DUqtalar sistemasi berilgan bo'lsin.

Sistemaning Ox (Oy)o‘qqa nisbatan siatik momenti M, (M) deb
nuqtalar  massalarini ularning ordinatalariga  (absissalariga)
ko‘paytmalari yig‘indisiga aytiladi. ya’ni

M _= im._l

..1.! = Em_:‘_ J

\

Sistemaning Ox (Oy) o‘qqa nisbatan inersiva momenti J_{J ) deb

nugtalar massalarini  ularning ordinatalari (absissalari) kvadratiga
ko*paytmalari yig‘indisiga aytiladi, ya’ni

J :S-‘m_}' !.-" Smx |

] M M)
Sistemaning og ‘irfik markazi deb Koordinatalari | : | bo'lgan
\ m m

nugtalarga aytiladi. buyerda m =3 m

Yassi egri chizigning momentlari va ogirlik markazi

Oxy tekislikda 4B epri chiziq y= f(x) (a<x<bh) tenglama bilan
berilgan bo‘lib. egri chizigaing har bir
¥y =y{x) ga teng va
bo‘lsin.

(x. /(x)) nuglasidagi zichlik
Sf(x) funksiya /’(x) hosilasi bilan birga uziuksiz

U holda 4B egri chizigning momentlari va og*irlik markazining

448



koordinatalari quyidagi formulalar bilan aniglanadi

h A
M, =|pdl, M =[pd;

J= . J = [pd;

j“ el f;yd/
X = > Y.=% g
[yt [l

buyerda y = 5(x), 7 = y(x), dl=41+ ):'_'dx, as<x<b.
10-misol. Zichligi v

aylananing momentlari va og‘irlik markazini toping

Yechish, y' =~

U holda (8.20) - (8.22) formulalardan topamiz:

M, —f\/R’—r; B _ - Rjde= R, =
VR -x* M

M, 4 xRdx

= =—RIF 7] =0.
_‘J",\l—— i -#
Z
J = (R —x) Ry —R[ /R —Xdx=R[R
& —x? -1 _x
1+cos2t R'[ sin Er"i‘_ 7R’
i |* it =—| 1+ _Ji o
2 2 Ae 2
el ! ——it io— R
[ = :__I“I'r =R -xJR x| +[JR -x'LtrJ:R{(] + -—]
xR —x* l I
it 3 ¥
{di = Jr ,ﬂ_-Rarcsm—! = 7R,
\"R =X

2R* 2R
X :0’ y, =——=
R

y=1 ga teng bo‘lgan y=+vR -x°

x? bo‘lgani uchun 4/ Refv
a1 = —
VR -x* /

VR =3

R cos’ tdi =

(8.20)

8.23)

(8.22)

, lx[KR yarim



Tekis shaklning momentlari va og irlik markazi

Oxy tekislikda [a;5] kesmada uzluksiz bo‘lgan y = ;(x) funksiya
grafigi, Ox 0°q. x=a va x=b to°g'ri chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigh trapetsiya (tekis shakl) berilgan va tekis shaklning har bir
nugtasida y =y(x) zichlik uzluksiz bo‘lsin. U holda tekis shakining
momentlari va og‘irlik markazining koordinatalari quyidagi formulalar
orqali topiladi:

- L f = e, "2
M.—EIW &, M_.,—[/Jc»d\, (8.23)
Jr=%j/y’d\ J. = [y, (3.24)
{ s - nidx
x =1 . W= (8.25)
I,j‘:."_r [ otk

bu yerda y = y(x), y = y(x), , asx<b.

I1-misol. y=sinx sinuscida yovi va Ox o‘giaing 0<x<z bo’lagi
bilan chegaralangan, zichligi y=1 ga teng tekis shakining og'irlik
markazini toping.

- q - | . cto1:e n
Yechish. Sinusoidaning simmetrikligidan x, =— bo‘ladi. U helda

17 1%, - btl=gos2x l!‘ sin 2 n
M,—;IJ' dx = _}J’hln xddx .,J = dv=| s

-0 &

j‘l-'(f.l‘ '-:Isin xde=—cosxl =2. ¥ -.

Demak,

7.8.7. Kuchning bajargaa ishini hisoblash

Moddiy nuqta o‘zgaruvchan F kuch ta’sirida Ox o‘gi bo‘ylab
harakatlanayotgan bolsin va bunda kuchning  yo'nalishi harakat
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yc‘nalishi bilan bir xil bo‘lsin. U holda F kuchning moddiy nugtani
Ox o'qi bo'ylab x=a nuqtadan x=b(a<b) nugtaga ko‘chirishda
bajargan ishi quyidagi formula bitan hisoblanadi:

]

A=[F(x)dx, {8.26)

bu yerda #(x) funksiya [a;b] kesmada nzluksiz.

12-misol. m massali kosmik kemani yerdan # masofaga uchirish
uchun gancha ish bajarish kerak?

Yechish. Butun olam tortishish qonuniga ko‘ra, yerning
jismni tortish kuchi F:kﬂ ga teng bo'ladi, bu yerda M - yemning

p ¢

massasi, x— yer markazidan kosmik kemagacha bo‘lgan masofa, k-
gravitasiva doimiyligi. Yer sirtida, ya’ni x=R da F=mg ga terg, bu
yerda g — erkin tushish tezlanishi.

U holda

Bundan

kM = gR*, F=ng—:.
X
Izlanavotgan ishni (8.26) formula bilan topamiz:

¥ 3 e o | i
4= [ mg f— dy=—mgR’ :: =—mgR’ LR_I—JI - ‘-LJ = mgR ;’?-;--h

7.8.8. Jismning bosib o‘tgan yo‘li

Moddiy nuqta (jism) to‘e‘ri chiziq bo‘ylab o‘zgaruvchan v=v()
tezlik bilan harakatlanayotgan bo‘lsin. Bu nuqtaning ¢ dan ¢, gacha
vaqt oralig‘ida bosib o*tgan yo*lini topamiz.

Hosilaning  fizik ma’nosiga ko‘ra, nuqtaning bir tomonga
harakatida «to‘g‘ri chizigli harakat tezligi yo‘ldan vaqt bo‘yicha olingan
hosilaga tengy, va’ni v(l):u;;\. Bundan dS =v(t)dr. Bu tenglikni 1, dan

I
1, gacha integrallaymiz:

s = ). (827)
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Izoh. Bu formulant

aniq integralni go‘llash sxemalari bilan
ham topish mumkin.

7.8.9. Suyuglikning vertikal plastinkaga bosimi

Paskal qonuniga ko‘ra, suyuglikning gorizontal plastinkaga bosimi
P=g-y-S-h
formula bilan topiladi, bu yerda g— erkin tushish tezlanishi,
y— suyuqlik zichligi, S— plastinkaning yuzasi, #— plastinkaning botish
chuqurligi.

Plastinkaning vertikal botishida

suyuglikning plastinkaga bosimini bu

formula bilan topib bo‘lmaydi, chunki A ——

plastinkaning har xil nugqtalari turli \\‘

chuqurlikda yotadi. e de \
Suyuglikka x=a, x=b, ¥, = fi(x), }

¥, = fi(x) chiziglar bilan chega- PE RN

ralangan plastinka vertikal

botirilayotgan bo‘lsin. Bunda

koordinatalar  sistemasi  16-shakida

16-shuk!
Ko‘rsatilganidek  tanlangan bo‘lsin.

Suyuqlikning  plastinkaga P bosimini topishi uchun /7 sxemadan
foydalanamiz.

Bunda:

1°, [zlanayotgan P Kattalikning bir qismi xning funksivasi bolsin:
P=p(x), ya'ni p=p(x) — plastinkaning x o‘zgaruvchi [uix] kesmasiga
mos  qismiga suyuglik bosimi, bu |
yerda xe{mb] (p(a)=0 va p(h)=P). ——

2. x argumentga Ax=dv orttinma I|
beramiz. Bunda p(x) funksiva Ap |
orttima  oladi  (16-shaklda dy
qalinlikdagi tasma). Funksiyaning dp
differensialni topamiz. v  kichik

ekanidan tasimani barcha nuqtalari bitta :’i
chuqurlikda yotuvchi tofg'ri 4 I b K B
to‘rtburchak deb hisoblaymiz, ya'ni i
plastinka gorizontal bo*lsin deymiz.
17-shai:i.
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U holda Paskal gonuniga ko‘ra,

dp=g:y-(y, =) de-x.
2 :
3. dp ni x=a dan x=5 gacha integrallaymiz:

P=g7 -T(.!'; = Jad
yoki
P=g v [(fix)- fi(x)xdx. (8.28)

13-misol. Asoslasi o va b ga. balandligi / ga teng bo‘lgan teng
yonli trapetsiya shaklidagi plastinka suyuqlikka ¢ chuqurlikda botirilgan
(17-shakl). Suyuglikning plastinkaga bosimini toping.

Yechish. 1zlanayotgan bosim (8.28) formulaga ko‘ra,

P=gy [yxdc
boladi.
# o‘zgaruvchini x o‘zgaruvchi orqali ifodaiash uchun CMN va
CKB uchburchaklarning o‘xshashligidan foydalanamiz:

J=d =g
b-a b
h—a
Bundan y=a+ y (x—c}.
7
L holda
s bh—a ax* b-a(x’ cx;-nlm
P =g + X—0C .i\'= | = =
e |ad =6 ])“ g7[2 h [3 2 )

= _r_"/[ %Y hees -—zm}
N3 :

7.8.10. Mashqlar

1 Beriigan chiziglar bilan chegaralangan tekis shakl yuzalarini hisoblang:

1) y=9-x% y=0 2) y=-x. y=Ix—x",

3) y=In(x+6), y=3inx, y=0. x=0, 4y y=inx, =0, x=¢



SYx=y', xgy+2i; 6) =4, x=5-y,
TNy=x", y*=—x; y=x", y=x' x=-1. x=1;
9} x=4cost, y=3sint, 0<¢ <27,
10) x=3(t—sin?), y=3(1-cosz) (sikloida bitta arkasi)
l])r=3JE¥2_q); 12) r =35 2¢
13) r=2+3cosg; 14) r=2¢, bii o’rami.
2. Berilgan egri chiziglarning argumentning ko‘rsatiigan oralig‘iga mos
yoylari uzunliklarini toping:
1) ;v:%, x=90 dan x=-3 gacha:

2) y=chx, x=0 dan x=1 gacha;
3) y*=x*, x=0 dan x=5 gacha;
4) p=arccosyx ~Jx-x*. x=0dan x=1 gachu:
5) X=ly1—l|ny, y=1dan y=2 gacha;
4 2
6) x=1-In{y* -1), v=3 dan y=4 gacha:
Ii

T x=1, y=gts koordinata o‘glari bilan kesishish nuqtalari crasidagi:

8) x=¢, y=r',1=0 dan r=1 gacha;

9) x=2(-sins). y=2(1-cosr) (sikloida bitta arkasi):
10) x=3{2cosr—cas2e), y = 3(2sin~sin 20,

1) r=a(i—cosg), r< % kardioida bo‘lagining;

12) r=8005“%, @=0 dan ¢~§ gacha.

3. Chiziglaming berilgan o'q atrofida aylanishidan hosil bo'lgan sint yuzini
hisoblang:
1) »* =4x, x=0 dan x=3 gacha, Or o'q;

2 T +yi =9, Ov o'g;

3)x=2(t-sin1), y=2(1-coss),bitta arkasi, Ox 0°q;
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4) x=~2cost, y=sint. Ox 0°g;

4. R radivsli shar hajmini hisoblang.

. Ascsi ;—61-'? =1 ellipsdan tborat bo‘lgan va balandligi #=3 gateng
elliptik konusning hajmini hisoblang,

6. x*>+ y* + =% =16 shar hamda x=2 va x =3 tekisliklar bilan chegaralangan
jism hajmini hisoblang.

7. % + fgi-x’ =1 bir pailali giperboloid hamda x=-1 va x=2 tekisiklar
bilan chegaralangan jism hajmini hisoblang.

8. Berilgan chizigiar bilan chegaralangan tekis shaklning berilgan o'q
airofidz aylanishidan hosil bo‘lgan jism hajmini hisoblang:

1) a*=4-y, y=00x o'qi

2) x?+)% =4 yarimaylana (x>0) va »* =3x parabola, Or o'qi;
3) p=arcsing, y=0, x=1. Oy o'qi;

4) J’z =x', x=1, p=0, Oy o'‘qi;

Sy xt=4dy, x=0, y=1, Oy o'gi;

)'] \Yl
6) ——+<—=1, Oy o'ql;
)25 9 AR

7) x=2r--smt1), y=2(1-cos¢), bitta arkasi, Ox oqi;
8) x=1%, y=t'. x=0, y=1, Oy 0'qi;
9) r =3(1 + cos@), qutb o‘qi;

10) » = 2Rcosp, yarim aylana, qutb o‘qj;

9. r=2Rsin ¢ bir jinsli aylananing og‘irlik markazini toping.

10. x=acos’s, y=asin’¢ bir jinsli astroidaning Ox o‘qdan yuqorida yotgan
voyining og‘irlik markazini toping.

11. 4x+3y-12 =0 bir jinsli to*g*si chizigning koordinata o‘qlari orasida
joylashgan kesmasining koordinata o*qlariga nisbatan statik momentlarini toping.

12. x=0, y =8, x+y =2 chiziglar bilan chegaralangan bir jinsli tekis shaklning
koordinata o-qlariga nisbatan statik va inersiya momentlarini, og'irlik markazini
toping.
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13. y=4-x* va y =0 bir jinsh chiziglar bilan chegaralangai tekis shaklning
og'irlik markazini toping.

14. Yarim o*qlari a=5 va &=4 bo‘lgan bir jinsli ellipsning koordinata
o*qlariga nisbatan inersiya momertini toping,

1S. »*+ y* = R* aylananing birinchi chorakda joyiashgan bolagining o°giclik
markazini toping. Bunda aylananing har bir nugtasidagi chizigli zichligi shu nuqta
koordinatalarining ko‘paytmasiga proporsional.

16. x =8cos*¢, 8=4sin’s astroida birinchi chorakda yotgan yoyining kecordicata
o'qlariga nishatan statik momentlarini va massasini toping. Bunda astroidaning
har bir nugiasidagi chizigli zichligi x ga weng.

17. Prujinani 4 smga cho‘zish uchun 24 J ish bajariladi. 150 J ish bajarilsa,
prujina qanday uzunlikka cho‘ziladi?

18. Agar prujinani 1 sm ga siqish uchun 1%G kuch sarf gilinsa, prujinaning
8 sm pa siqishda sarf bo‘ladigan F kuch bajargan ishni toping.

19. Uzunligi 0,5 m va radiusi 4 mm bo‘lgan mis sinmi 2 mm cho*zish uchun

. .. .S S o z
qancha ish bujarish kerak? Bunda 7 = £ TY E=12-16° N/mm

20. Ogtirligi P =15 ¢ bo‘lgan kosmik kemani yer sirtidan /-

2000 &m
masofaga uchirish uchun bajarilishi kerak bo'tzdigan ishni toping.

21, lismning to‘g‘ri chiziqli harikat tezligi v=2¢+3r% (m/s) formula bilan

ifodalanadi. Jismning harakat boshlanishidan § s davomida bosib o’tgan yo'lini
toping.

22. Nugtaning harakat tezligi v=0.ir" (/5 za teng. Nugtaning 10 s
davomidagi o‘rtacha tezligini toping.

23. Sportchining parashotdan tushish tezligi v = ! l=w formuta bilan

ifodalanadi, bu yerda gz - erkin tushish tezlanishi, m — sportchining massast,

k — proporsionallik koeffitsiyenti. Agar parashutdan tushish 3 min Javem etgan
bo‘lsa, sportchi ganday balandlikdan sakragan?

24. Nugtaning harakat tezligi v = 0,le™" (m/s) pa teng. Nugtaning harakat
boshlanishidan harakat to‘xtaguncha bosib o‘tgan vo'lini toping.

25, Suyuqlikka vertikal botirilgan asoslari o va » (b > «) ga, batandligi h ra

teng bo‘lgan teng yonli trapetsiya shaklidagi plastinkaga suyuglikning bosimini
toping,.

26. Asosi 18 m va balandligi ¢ m bo‘lgan wo‘rburchakli chlyuzga suv
bosimini toping.
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27. Diametri 6 m bo‘lgan va suv sathida joylashgan yarim doira shaklidagi
vertikal devorga suv bosimini toping. Suv zichligi 7 = 1000 kg/m'.

7.9. ANIQ INTEGRALNI TAQRIBIY HISOBLASH

Malumki, agar f(x) funksiyaning [a;] kesmada boshlang‘ich
funksiyasi F(x) mavjud bo‘lsa, f(x) funksiyaning aniq integrali
Nyutor-Levbnis formulasi bilan topiladi. Elementar funksiyalarda
olinmaydigan aniq integrallar amalda taqribiy hisoblash usullari bilan
topiladi. Bunday usullardan aniq integralning integral yig‘indining limiti
hagidagi ia’rifiga va geometrik ma’nosiga asoslangan usullarni ko'rib
chiqgamiz.

7.9.1.To‘g‘ri to‘rtburchaldar formulasi

[a:h] kesmada uzluksiz v= f(x)funksiya uchun j f(x)de integralni

hiscblash taiab gilingan bo*lsin. Aniglik uchun barcha xe[a;5] da f(x)
funksiya musbat va monoton o‘suvchi deb faraz gilamiz.
[a:5] kesmani a=x, <x, <..<x_ <¥ <..<x,, <x =b nuqtalar bilan

. . h—=
uzunliklari Av=—1Y

bo‘lgan nta teng kesmalarga ajratamiz.

Funksiyaning x,, x,,...x,,...x, nuqgtalardagi giymatlarini y,, y,..,J,

hilan belgilab, y, = 7(x,). 3, = S (3D d, = L2 )y, = f(x,)  lamni
hisoblaymiz va quyidagi integral vig‘indilarni tuzamiz:

YAY + AT+ p Ax ...+yHAx=iy,A\f.
=0

VAYH YAV Ly ATy Ar = ZJ"A\'.

U holda 18-shakiga ko‘ra,

J.f(x)d.\'z o _;E( WV et Y Y =E:~“2|y‘, 9.1

. n H o

[ fixrde = !J-_Aa(y, AV, Rt Y ey, = b’;aiy,. 9.2)
n S
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(9.1) va (9.2) formulalar aniq integraini tagribiy hisoblashning
fo g 'vi to ‘riburchaklar formulalari deyiladi.

18-shakldan ko‘rinadiki, agar f(x) funksiya [e;5] kesmada mushat
va o‘suvchi boflsa, (9.1) formula
berilgan integralning qivmatini kami :
bilan,  (9.2) formula esa ortig‘i bilan o
berad, -7

7

Agar [a;p] kesmada f'(x) chekli
hosila  mavjud  bo‘lsa,  tog‘ri =05 )
to‘rtburchaklar formulalarining absolut ] : ;N
M. (b—a) - Of x X x, X X XE W
Xaoliklari |5, < ———— tengsiziik .
1Cu 2n = 18-shakl,

bilan baholanadi, bu yerda M, = rp_;;yif’(x)}.

7.9.2. Trapetsiyalar formulasi

{a;5] kesmani bo‘lishlar sonini avvalgidek qoldiramiz va Av
Mtervalga mos keladigan y=/(x) funksivaning har bir yoyini bu
YOyning chetki nuqtalarini tutashtiruvehi NN, NN N NG VN
Vatarlar bilan almashtiramiz. Bunda berilgan egri chizigli trapetsiya » ta
to'ger chiziqli trapetsiya bilan almashtiriladi (19-shakl).

Bu to‘g‘ri chizigli trapetsiyalar har birining yuzasi 2. 1"—‘,,1;
(iti-,_;}) ga teng. Bn yuzalarning barchasini qo*shib, rrapetsivalar
O*mulasini hosil gilamiz:

t A h—af v, +) : J
j,;"(.\‘)r!.\'‘—=l_l'—',1 % Ax g2 Yoty t..+ty 1 (9.3)

2 " 2

M (h-a)

Bu formulaning xatoligi |&, | S
=N

tengsizlik  bilan

bal\olanudi, bu yerda A, =max!/"(x).

7.9.3. Simpson formulasi (parabolalar usuli)
{a;b] kesmani

=X, <X <X, <. <X, , <y, <X, <<, < X <x:_=/7

Nuqtalar bilan uzunliklari h=b7;‘7 bo‘lgan #1=2m ta teng kesmalarga

2m
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ajratamiz va har bir ketma-ket kelgan M, _,, M, ., M, nuqtalar orqali
parabolalar o‘tkazamiz. Egri chizigli aM M, b trapetsiyaning yuzasini
parabolalarning M, _,, M, va M, (i=1,m) nugtalarini tutashtiruvehi
yoylari bilan chegaralangan 2m ta  parabolik trapetsiyalar
yuzalarining yig‘indisi bilan alinashtiramiz.
M, ., M., M, nugtalar orqali o‘tkazilgan parabola tenglamasini
=Ax*+Bx+C ko'rinishda izlaymiz. 4,8.C koeffitsiyentlamni
parabolaning berilgan uchta nugtadan o‘tishi shartidan topamiz.
Hisoblashlar qulay bc‘lishi uchun koordinatalar  boshini o‘qlaming
yo‘nalishini  o‘zgartirmasdan  [x,,;x,]  kesmaning o‘rtasiga
joylashtiramiz (20-shakl).

O X% x X, x,% X% X Ol x, x Xuax, x,.x.,

[9-shikl 20-shak]

Parabolaning (-h:y,.,), (0;3..), (k¥,) nuqtalardan o‘tishi shartidan
Vo, = AR = Bh+C, y, =C, y, =4k’ + Bh+ C kelib chigadi.
Bundan

- 1 ; o - ! , =
= W(J'z,-z T ePuq +y1,)- B= ﬂ(y:. _J;v-z)r C_y1,~1'
Endi 2/ -parabolik trapetsiya yuzini aniq integral orqali hisoblaymiz:

g 2 8 { .\'I 4 \r h 2 -
S, = [(AX + B+ O)dre=| A+ B+ Cx || = 224K +60).
. U3 2 )3

s

Formulaga 4,8,C koeffusiyentlarning qiymatlarini qo‘yib, topamiz:

— =
8, == a(-"z,-z +4y,, +y,), i=ln
b
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Parabolik trapetsiyalarning  yuzlarini go‘shib, izlanayotgan
integralning taqribiy qiymatini beruvchi formulani hosil gilamiz:

[f(x)dxzbﬁ;a{yq 0 A Yy i Y 200 A ). (94)
a m

(9.4) formulaga Simpson formulasi (yoki parabolalar formidasi)
deyiladi.

M (h—a)

Bu formulaning xatoligi |, |< T : tengsizlik bilan baholanadi,

bu yerda A, = 1333\4_,"” )]

I-misol. [] &

_integralni taqribiy hisoblash usullari bilan
o1+ x

(n=10da) aniglang.

Yechish. Quyidagi jadvalni tuzamiz:

Txfo] o0 [0z [ 03 [ o4 (05 06 [ 07 [ 05 [ 09 [
E 0,9901 | 9,9615 | ,9174 0,86211().8 :0.7353 0,6711 { 0,5098 | 0,5526 | 0.5

1) (9.1) va (9.2) formulalar yordamida to‘g‘ri to*rtburchaklar usufi

-—

bilan topamiz:

I A 01(1~09901+0.9615+0.9174+ 0,8621=0.8+0,7353+ 0,6711+
oley?

+0,6098 +0,5325) = 0.1 - 8,0998 = 080998 (creig'i bitun),

|- _ri_x_‘ ~0,1(0,9901+ 09615+ 09174+ 0.862)+ 0,8 -- 0,7353 + 0.671 ! +
14+ x°

v

+0,6098 + 0,5525 + 0,5) = 0,1 - 7.5998 = 0,75998 (kami biian).

2) Trapetsiyalar formulasi bilan hisoblaymiz:

\ody
£l+x

+0,5
,?‘— +0,9901+0,9615+0,9174 - 0.8621+ 0,8 - 0,7353 +

e
\
+0,6711+0,6098 + 0,5525=0.1-7,8498 = 0,78498.
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3) Simpson formulasi bilan hisobiaymiz:
1
I I—j_“— = (1+0.5+4(0,9901 + 0,9174 + 0,8+ 0,671 + 0,5525) +
o] +x°

+290,9615 + 0,8621 + 0,7353 + 0,6098)) = 0,78539

Berilgan integralni aniq qiymatini topamiz:

todr 7
=arctgx] =—=0,787571.
I ool =3

Taqribiy hisoblashlarning nisbiy va absolut xatoliklarini aniglaymiz:

[ Ta'g'ri to'rtburchaklar | To‘g'ri to‘rtburchakiar . |

i ’ . 4
(kami Lilam) | (ortig’i bilan) ]mpetsnynlar| Parabolalar
] T

3.3% | 0.026 3.1% 0.024 I0,!.‘09%
i © |

0.0003 | 0,04% , 0,0003

Berilgan integralning Maple paketida yechimini beramiz.
[} To*g‘ri to‘rtburchaklar usuli bo‘yicha:

> pesiain:

> vehd Stiedent] Calewins 13}
! )| . H
> RiepgnnSup: me———y 1 il = feft |
| Y }

1579799:i20518583
1950414208136225

0.8099814972
55291 14240447057
7801656832544900
> evaif{%).

0.7599814972

2} Trapetsiyalar usuli bo'yicha:

it Stardesi} © alcuius 23)

> i .n;.'_:../’... et O3 methed = apes

J
12248312522521419
15603313665089800

> evadf{ 9%
0.7849814972
3) Simpson formulasi bo‘yicha:

> sithi Studeni| Coleales )
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/

5988585315838311774901484536676836463
7624903642650463520301694141655283000

0.7853981632
7.9.4. Mashqglar

d i
1. je" dx aniq integralni 0,001 aniqlikda tagribiy hisoblang: 1I) to'g'ri
o0

to‘rtburchaklar usuilari bifan; 2) trapetsiyalar usuli bilan; 3) Simpson formulasi
bilan.
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JAVOBLAR

Mutritsalar
2 A=3X+4Y<5Z 3 a=2b=-4 4 1x3030x12x1515%x23x1010%3 5x6.6%5
ra g [ 371 o1 -y f2ev - 2
5.0 L6 |-13 5. 713 -7 68| 5 -3-» 3|
-4 3 4 7| ‘
-4 23, 12 -3 -7/ -1 0 -2-v/
10 -1)
(2 -2 —4) 'f |
1. x=3y=0 11.3x5 12 [bo :\l 13, | : o S 7 (15 I
b L 2 e o
76 (z -1 4
c S (35 67
1:;-1 10‘ 16.1-8 -3 13 17.[ 3 U] 18. ’: 6,}
e i L —38 30 154 166
(-2 0 . 6 ‘“23 -4 ‘] = -
’) -
9. -9 ol | L (-4 17 124 10.[ ]zl. |
P les) ‘ ! 0 38 a0 1)
2 5k 2 4 19) ,
2. 1-,f0 @[ @[ "} =10
W= 000 e, =1 ay
Determinanttar

1. Adetd 501 6.1) -2, 2)-125, 3)1. 4)8 7.1)-12; 2) 243 3) 64;

4y 4 8 -x' 9 —ba+b). 10. sm(a~ B)sin(a + B). 11, 2sine 12, -47. 13.-18.
1d. k7 (h=2). 15, 4x. 16, —2smasin Bsiny. 17, -1gre~1gf. 18.(a-b)a-c)ib~c).
19. uix—y)x-2)z-yp). 20, a’(a+30). 21 -xmz 22,0 23. cos2a 4. 63.

25, 100, 26. 2a-8b+c+54 27, -6

Mutritsatar ustida almashtivishiar

-1 1(-5 -6)
- 7 - ¥ L )
2 ad-be=0. 7. BD 8 A [—1 OJ 9. 1,213 10 3[_: -3..|
1id =2) 1t N 1{3 =2 [2 1]
b2 12, 1) A= L 2) A=—1 b 3) A= 4
Heogd s) V12300 IJ T lJ i
-9 14 -3} 1o o\l
g oa=L_a g o—20 135 01 1. 015 1o
13 -a lJ o 01
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i i B 14 —10) 3 -
16.5-6 2 2| 17.4-4 1 2| 18 Y7 5 =2
2 6[ z . | gl 0 -4 6 -2
-2 0 1 L2 -4 2 L4 2 -5 3
LN P

1 oYz 1 1 0Ye 4)
2 |
2 01 a1 2 ”[4 110 3]‘ '}(\2 —l]'\_b —3]'

"\ 0 0"{3 1 2 10 0Y2 0 s 2)
31-3 1 00 3 2 4)mavjudemas: 5)|-3 1 040 3 2 3k
k321J\004 {2 2 1fi0027)
‘1000 0y2 -3 4
-2 100 0fo 2 1
) 3 21 00fo o of 21.3.22.2 232 243
=300 1 olo o ol
43001}1\(: 0D -9

Chizigli tenglamalar sistemasi

1.Birgalikda emas. 2. Birgalikda, aniqmas. 3. Birgalikda. aniq. 4. Birgalikda emas.

Sox =, X, ==2, x,=-3. 6. x,=2, x;=-2. x; =1

Tox =1, x,==i, 3, ==l x,=1. 8. x=2 x,=-L x;=-2. % !

9. x =2, X, =c+l, x,=2-1, x,=¢ 10. x, = 5¢. = 13¢c, -3, x; Sc, =82, — I
=,y =, oy, =3 5,20, x,=6 12. x, =1 x, =4 x,=0

13, =3 x,=4, x,=—6 414, x, =-3, x, =4, x =015 x S. x; =1l x, =3
16. x, =-1, X, =~6, x,=-3. 17. x,=-1 x, =3 x, =2 18. x, =3 x,=-3, x. =1

19, x, =3, =2 x,=1 20.x=1 x,=1 x,=-L 21,

')
[
P

22. =3 x,=-2 2.x=1 x=2 x,=0 24 x=1] x.=-2 x 2

25, x = 1
S.x=-2, %=1, 5, =2 260 %, =0, x,=—. 5 =0, afa=Diu=2)x0
a

27, x, =~

f==¢ x; =0, x,=c. 28, x, =-15, x,=1lc, x, =14c
29, x, = -

Y =T, x;=-1le, x;=-5¢. 30 x,=x,=x,=031. x,=x,=v,=x, =0
32.x, =

=26, =765 =0, =30, 33.[10-2 -1 | (001 34 a0-23),0112)
\ - -
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Vektorlar

Latk. 2. 22 SAV-—GAM nz,n7_i
_')

4]

8. _.;_(ﬁ-{.g‘,, é(ﬁ—[;) 9. m=2y3 10. m=1, n=-3. ll.ﬂp/AB=2\/’2‘,

Jip, AD = 2, 10, DC =2, Mp, AC =0. 12. [ip, AB=3, I1p, BE =0, fp,CA=-3.

_.___.7 TE=-2 1131 1 44, 15 {11 )¢
Ty, AD =3, Mp, B ==3. 7lp 2 12 2} {3 3115 757
16. 1 £1|. 17. a‘=2b.+c.5=a_c,E=d-2[_7.1.]S.t;=2d—3b'+5.
137373 2

19.) {71712} 2)1 ""f 20. D840} 2) {732} 21, {3+ b =6, [a-h =1+
22,10 23, M3+ 3.53). 24 = 1122 -2} 25. B5i-3-3). 26, -3 -1-3).

= 1243 18 —. [ 4 3 12 o [2)6 3

_idEa, ALy IRE = i L 3

27. 1); 4B [z‘i‘ﬁ' o5 |s MBI == eas ! 773 29
30.5 =42 34 p=12 33. {% '-;J R= ‘f—'jg 34. M(-3.-5)

35, (-2.1) 36, D(=3-7) 37, 4D =7b.
Vektorlarni ko ‘paytirish

Lo-2 2 -19 3 D12 20252 4.1)-89; 86, 5. ) m=1;2) =2, m=3:
2

6-2 7% 8Z 9% 100 2z I 1)_ z)E_ 12. 10 sh?)
2 2 4 3 3

13. #=27-3; 14, £=7i+5;7+& 15.10128°; 2) 132 16, 1)5(,,1,')., 2) 66830747

17,2503 18 =15, 19.1){99.-3}; 2)¢63,63-21) . 20. 1) 92; 2) "_“

- 7 7 2 ]

21, k= I—%(t.ﬁ.) 22. M ={-8,-9,-4}, M ={1.-4-7} 23. 28, cosa:—;, cosf=-7
V1

2

cusy:% 24, a=-9 25.a== =2 26.1){32};2){-23}. 27. {-6;-24:8}-

28. 1} yo'q; 2)ha. 29. 1) a=-;2)a=-3 30.1) ¥ :M("ﬂb-)-ll'—‘\/ﬁ(u,b,);?.)

1" =3hbnh=3v2{ub) 31.1)o'ng uchlik, ¥ =12(h5); 2) chap uchlik, ¥ = 27(hb)

:,..|....|4| (5]

Tekislikdagi to‘g*ri chiziq

L 1)k=—2,a=4,b=3; 2)k=l,a=-z,b=3; 3)k=l,a=5‘b=_i;
4 3 3 2 9
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k=-2,a=2 b=
5

[N RVY
[ NN

L2.1)3x+4y+6=0;2)3x-3+9=0; 3)x+2=0;

M x+y-5=0. 3. 2va3. .4 1), (12),0=45"; 2)M_ (2-1}, ¢ =90":

M eD,e=0; M (22),0=45" 5 Dm=-6.n23 va m=6, niz-3;

Vm=-6,n=3 va m=6, n=-3; 3) m=0, n—cheklisor. 6. 1) m=-=da |

m=§ dai;2) m=4da ||, m=-9 dal.7. (16). 8. x-x-2=0va x—4y+d=0.

9. 3x+2y—-11=0. 10. x-5y+2=0 11.12x+9y~17=0. 12, 5x-3+3=0,

x+5y+11=0. 13, 3x+y-4=0, x+5y+8=0,3x+ y+10=0, x-35y-6=0,

14, M(4;4),¢=%_ 15. 3x-3y-8=0. 16. 3x=dy-12=0.

17. x+2y-7=0, Tx+2y—~37=0, Sx-2y+1=0 18, y=2x

19, x-p+7=0, Tx+dy-6=0, 6x+5y+9=0. 20, 2x+y+9=9, x~y-3=0

2
21 29x-2y+33=0. 22. 2x-3y+8=0. 23. 290 5). 24. l_

{ed) 25, 6v2(ub)

<

26. x-2=0, 3x—4y+10=0 27. y=3=0 sx+y+5=08 (=12.9

Tekistikdagi ikkinchi turtibli chizigler
LD GE+D? k(y=3)P =363 2)(x+3) + (r=5) =50; 3)(x+27 + (-4 = 2:

4) (x=4) + (3 +4)? =16, (x=20)% + (1 +20)7 =400; 5) (x=2V +(y+h7 =1,

1 . £
2.1) My(-47), R=7: 2) My(-23), R=4 3) M| oty k=) arf = |

R=4. 3. 1) aylanada; 2) aylana ichkarisida; 3) aylanada: 4) aylana ichharisida,
4 /5 - 5 3y 25 -

. 520e). 5. (x=2y +[ v ] =2 6 -5 - =13 T G2,

" 2
R=5. 8 Dehe b =0vak, =5 -
Yot O<ha—k = 2 k.=—. 9 y=0va 4 3 {
L5 B B
10, 1 x= Bl +cost) ) f.‘c:Zcosl. . fx 1+ v2 cosu,
y=8sintte(02x); ' lv=201+sin1),1e(02r]

v=1+y2sing = [027]
1 2 - -
LI 2oy % ¥ . ; 2

36 100 * )24 49 V3 % a 1: &)



12. 12(kvh). 13, c+y+5=0vax+y-5=0. 14. 3—_2(111‘7').
5

s 3 e 3
5 |_]_w- +126 _I5v2 I . et s
15 r'.k 3 a | M | 16 M0 17, 165 255 =400,
[ x =35cost, [x=5cost, £ 3
L 1) 4 2) < ) 19, [42] @32y,
18. 1) ‘U,=4sint,le[0;2;r]; |y =12sin¢,tef0.27|. !\ '3) (32)
TR ) AN N S T SR i S
Sy Iﬁ 144 25 7 Tl 9 " Y25 24
SN I s r
1L ”"_--I e ]g o }!3 T )24 7 1.22. 5
= 7 ~31+10 29
3.40. 24 ' -yi=6 25,22 o L2y 27y e
23 2 3 2 12 <=2 » or
28.) x = —‘i,y += y 2) y=%.\'z—x+3.29. DAD, y=1 2)4(23), x=2.
10 }

30. 1) x* - y* =1-giperbola; 2}y = gx—parabola; 3)giperbolaning pastgi yarim

tekislikdagi tarmog’i; 4) giperbolaning chap yarim tekislikdagi tarmog'i.

2 2 12
&k 17 - “«9—:1. 34, "T—-y': =1. 36. x-3y+12=0.(Ko‘rsaima. urinma

tenglamalari: 2o+ 28 - i ilips, i;’ -5 2\~ giperbola,
= at hi a b

plx+x,) - parabola). 37, 4x+ y-4=0.37. 2J5x-3p+4=0. 38, 2x-y-16=0.

Outh koordinatelarda chiziglar

142 '5 W& }‘ 2. A(-+3), Bl—l;ij 3.7 4S-lr‘r:sm(401—rpi) 5.4 b
\ J o\
21258+ .
6. 64 yb T 1)x" *1)--\ T 2) \—% +_v‘=7‘—.:) (=7 +ph)! = 2xy;
3\
y 3 '(A+8J o
Y (xT -yt =4 -y 5) X =4 -y 6) yP =33 +2x), 7) \T+T5=5::’
gy ¥l =B 8 g gy S o) e R
i6 9 3 sin g 2¢osp —sm [}
b 2 -
8 5) = 2acosy; 6) P =t ) e WIS 104
cos2¢ sin 2¢ 1-Zcos’ 1-Leesto
25 9
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9. 1) ellips; 2) giperbola; 3) parabola: 4) ellips.

Tekislik
L 2x-y43z-14=0. 2. 2x—3y+42420=0. 3. 2x~3y+52+10=0.
4, x+3y-4z-21=0.5.1) 2y+3z=0; 2) y+1=0:3) z—4=0:
4) x+2z-3=0;5)22x+14y=52=0 6. 1) 2x-z=0, 2) x-5=0;3) y+3=0;
4) x+3z+4=0;5)8x—y+6z=0. 7. A(-3:0;,0),8(0,-6,0).C(0:0:2).1).
8. a=-15h=-10,c=6. 9. x+y+z-4=0. 10. x+3y+--15=0.

1L Dx+3y~2-6=0; 2) x-y-z=0. 12, x+y+:-6=0.

13, x+y-2:=0. 14. x-2y-32+53=0.15. 1)2x-5p+z-15=0;

X ¥
2)2x+4y+92-21=0. 16, x—y-2z+5=0. 17. :

11 1111

9 2 6
9 2 (1 X oy 5 7 ] 6 42
s N L, s BT AL O RReseg
TR Tt et e e R TRARTEAS TR

6 &
19. 1)45°; 2)90%; 3)90°; 4} arccos(0,4}. 20. ),,,=_—5-,n ==—:.2)m=3n=—4

2L Dm=13,2)m=1. 22. 1) a)x-2y-3=-4=0: b) 2= +3y+ -8 =10

2)2)2x+3y+4z-3=05 b)dx+ y=7z+19=0; 3)a)sx+Ty+3=0: b)y-z+7=0

C) 5x+7z-46=0. 23, Tx+14y~2: +6=024 x—y+rz=1=0

25. x4+2y452-2=0 vax+2y-52=2=0. 26, ;=212 23021 27. 4b)

28, M(-150:0)va M(L0;0). 29. 2x—y~2z=0va 2x—y-2z-18 0. 30. &ak).
31.-2 32.-3 33, 2
3

Fazoduagi to'g'ri chizig

2y R T y+3 :-|;})x—-2 v+l 2
2.9 75 0 1 0 3 ! 2
2.1)322_ 33 -2 ayi=2_p#3_z=2, 4 x-2 3L o=3
4 1 3% 2oas T g -1 6
s ! 9 3 Dy
3-L=¥=:2 g 3L y=2 zed gy xrdy=T=0 J I gl
=1 2 { i 2 -1 {3+ =-1=0; 2y+3z+1=0
6 X‘% -2 41

5 s o T 1) x=136,y=1+191,2=2+2%. 2) x=1,3 = i =31,z = -21.
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w

X _y=T7 z=5 % y+l =2 o x4l p-2 -3 x+3 -4
Sl = A i A S RO s S 2hd o e
== Ay e e e

T +2 _y-3 z+] 2_y=-3_:z+l

1. )p== O=-—. 12 NEe X0 o o) 2l L ied s gl

)"4) 2 )—5 ! 3‘)6 15 17

- +1 =

13. le=yT—_ 14. 1) parallel; 2) aygash. 15. ])w—% 2) q):é.

16. 1) parallel;  2) to'g‘ri chiziq tekisligida yotadi. 17. 1) M321); 2) M(2:4;6).

='—=T. 19. 1) m=3, n=-23; 2) m=12,
n=-i2. 20. 1)2x-3y+4:-1=0; 2)4x-y-2:-7=0; 3)z+1=
21, 3x+35y=22-9=0.22. (-2.0;-3). 23. M(2,34). 24, Sx—2y+2:+5=0.

25. Bx +2y—-9-+12=0. 26. 1)%( ub): )"”(ub)

Tkkinchi tartibli sirtlar

1. ")(\'—3)’7()'+1)2 (2= =215 2) (x=3) + (p+5) + (2 +2)2 = 56.
\13

2. 1) ; : 1—{] =5 DMBA-S)R=5 3. 1) 4yt +2i =9
2 i Busc
dxiezt =10y, 5 X2 1= 6 ym -%=-1 70) dy! —x' =4z =
. . 3)‘_}_;= {_i_f:_':_;=_| ")X_,ﬁjzl_
2 16 28 516 64 6
vy

= —Lﬁ:i 8. <y’ -z'=0. 9.1)m=0va mz—%:Z)m:OA 10. 1) ellips:

2)giperbola; 3) parabola; 4) nuqta. 13, 5 + =" - 2x* = -6(ikki pallali giperboloid).
12, 1) M,(34:-2),M,(6,-2;2); 2} M(4-3.2). 13. 1) ikki pallali giperboloid; 2) sfera:
3)elliptik paraboloid; 4) aylanish ellipsoidi; 5) giperbolik silindi;  6) giperbolik
raraboloid; 7) ikki pallati giperbeloid; 8) doiraviy silindr.

Pagigiy sonlar
L. Y)Anb={4}, AuB=02345064.4/8={123), B/A={56},
2) A B=1148), AUB=1{123456789),4/B=3}, B/ A={2573);
3) AnB=1{4). AUB=1-5340.4/8={-5), BiA={3).
2. VWarfi= 0. AuB =N 3.4~ B-barcha 10ga bo'linadigan sonlar.
6. 1) 4=11234152) 4=023) 7. 1) ——l 2) @; 3)1-1,0}; 4){~.2.
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8. 1) (—=lJui3;x); 2) i34); 3) [—=-1]; 4){-1.0}; 4){—=2} 9.1)0, -5
2) 0, mavjud emas.

Sonli ketma-ketliclar

1 D)5, = 2)x, = 2, 3)x, =cosnm; 4)x, =3+2(-1)". 2. 1); 2); 4); 6).
3n-1 n

3. 2), 5)-monoton, 1),3).4),6)-qat’iy monoton. 6.1} - _" 2) 9; 3} =, 438 3) 4

6z T 8 -2 90 1001 1D-2; 12) -2 13, 14) = 15 16)0,
5 2 2 3
-3 18)% 1995200k 20 220-2. 232 29 L 2921 26)2
L 18) 25 19) 5 20)5; ~ 235 5

i 28) L 29)e; 30) 2
o [:4

Bir o‘zgaruvchining funksivasi

1L Do) u(24m) 2) (rom3)ui=3-2)u (=2 ); 3) [-2.2]. 4) (-Zho i),

Le(da]
-/

7) (710]. 8‘.—-:— ol 9) 2

;

5) 4) (~n:2) U (9;10]; 6)[.-1;— %JU(_

1
73)-13")

4 2)
10)@240); 11} 12)23); 13)0;e); 14) 2Qra2n- Dr)ne 2 12‘!;0‘3[

:;:Jl 18) (-5.0)wll:  19) (—=bo L2y (2=
20) (-32). 2. 1) [-2aeo); 2) [y 3) (=7=30 ) -N2V2]5 S o) 6) ()

7y 103, 8)( ‘%J: 9) t——m) L0y {=1yu (v 11) (031 12) @:2] 3. D3

16) 3:6) L (6,7); 17)'{_

- -‘r- 3)—- o 4)3—: 4. 1) L—“’ da kamayadi, o | da osadi:
x 2 2

2) (-=pm) da o'sadiz  3) (—0;0) U (0;+20) da kamayadi; 4) (- da
kamayadi. 5. 1)tog; 2)jufl; 3)juft;  4) umumiv ko' rinishda: 5) wq: 6) tog;
7 jull; 8) tog; 9)toq; 10)jult. 6. 1) M =smm=k 2) 4 =4 m— 4,

3 M=V2,m=V2.4) M =S.m==\5 5)af=im ; 6) M=lm=6

7. 1) chegaralangan: 2) gat'iy monoton; 3) qat’iy monoton:  4) moncton.
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8. 1)67; 2)25 3)dn; 4)

(SR

; S)m; 6) 2n; 7)%; 8)%; 9)127; 10)67.

x—5

X2 gy % =34 4) y= Larcsn
9. 1)y : )y E 3)y=3" 4) y 3arcsmz
10, i) fle)=3"+L  g(f(x))=Gx+1)", 2) slg(x)=sin]x|, glf(x)=sinx},3)

flgo)=5-5 8UW)= " 4 7lgt)=x", gl/im)=3x
13. 4.C.D 14 4B 15. Dy=x 41, 2)%1%:1

Funksiyaning limiti
2. f(3,-0y=2, flxy 4 0)=32) f(x, - 0)= 0. f{x, +0) = +0,3) (%, = 0) = 2,

S (x, +0)=0; ¢)/(xo--0)=£.ﬂxo+0)=l.5- 1) 2)¢; 3)%; 4)% 5)?- 6)2.
7)-%; §)L, 91 10)s e 11)-2, 12)-1, 13)-2, 14)-3, 15)0. 16)+;
= & bl
17)_11; 18)2. 19)0, 2002, 21)2. 22)6; 23)I: 24)--2-; 25)-3-; 26)1; 27642
i = 25 2 2

1

B
zs)%. 29)0.30)0:30) %, 30)L; 33)-1, 34)%. 35)e”, 36)e; 37) +m: 38)0.

39)e*; d0)e™'. A1) ¢; 42)e?. 43)e. 44)e; 45)1: 37)3; 46)~, 47)4; 48) 1.

i
2
-1 w9 63 DL 82 92, 1001 115 12)2
13);. 14)%111% 15)—%, 16)—%. 17)%, 18)-9, 19)3; 20)%; 21)0;
22102, 23)-1, 24)%
lunksiyaning uzluksizligi
4. 1)=33 2)—-1. 5. 1) ikkinchi tur uzilish nugtasi; 2} birinchi tur (bartaraf

qilinadigan) uzilish nugtasi; 3) birinchi tur vzilish (sakrash) nuqtasi; 4) ikkinchi
tur uzilish nuqgtasi; 6. 1) x=0 birinchi tur (bartaraf gilinadigan) uzilish nugtasi; 2)

x _2' nx(nez) birinchi tur (bartaraf gilinadigan) uzilish nuquasi. 7. 1) x=-3da

ikkinchi tur uzilishga epa; 2) wzluksizz. 8. 1) [45)da uzluksiz, [02]da
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x = 1-ikkinchi tur vzilishga ega, [-3;i}da x=-3,x=1-ikkinchi tur uzilishga ega; 2)

hech bir kesmada aniglanmagan. 10.1)Ina;2) m.

Funksiyaning hosilasi va differensiali

L) fx)=

3
= b (x)== 4) fix) =2
T VW W O
2.1)-3;, 2)-4; 3)4; 4)—% 3.1)-3, 3 2)0, 2, 3)L -2x+3; 4)-1, 1.

41,=1,1,=3 S5.1)t=2c 2)i=lc. 6. I=12a

Differensiallash goidalari va fornudalari

—

2 S8 I —
1. 1)y =12x"—x*; )y =x’+12x* -2 3y =+ Txx+ —=
VX xx®
2.6%In>
1 3 1 xe*(x—=N+e " (x+2) : 2
Hy=-— .3 L. 5,- ;6 ———2
Yy LR )y = ]
: = 2sm . R
7 .=M: 8)y = 2e*(xinx l) 9)y = 2smx ]O)y,:l 2“_
(Inx-1)* winx-e*)’ (1 -cos.x) '—sin2r
4 xT+2 s x ~ i
1)y = B e = 13)¢' == ' i4)
)) sin® 2y 12) (xcostSIHX)I Lashy —che ) shix
3 1
15)y = 16)y e (. 18]y
: xlu10 Vi -3y Wr—x
(et =1
19)y' = 2gin2x; 20))" Az s 21)y =arcsmx, 22) 244 L
: -9 e+l
In3 1 p o § a7y Vet =1
23)y =|—— L 24y = 25)y = (1-1g3x)% 26)y' =~6¢ " s 3x, 27); ==
iy 3 0
28) ¥ = . 20)y = v 30, x +x-] 2. 1)y - 2
cosx Nbx—4 2" (x° =2y {}+x)
ye-Lligypo Loy 23 2025 21009 3) 09942
x ' \/4—.r! . X +9

427351 4,1)2,03; 2)0,97; 3)0,31: 4)1,01. 5. )y = inxds; 2)cy= L0 4o
3) el = ~2sin el 4) ey = 3asin® xcosxdy, 5)dy = —sin x3°** in 3ddx
6)dy = -31ovn? cosdr. 6. )37 =24x(5x% =3). 2} )" =™ (2cosx - | Isin x);
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vl -
3) " []1'—‘.1\"—] : 41_\":2 L I}sm?. 2) nsin E;—, 3}-11{n-l)s1n”—;-; L nin=1)
L S N S I || 5| r) 2x+ ysin(xy).
==t AS— =3 i L4 SR
B0 yegmy DYl Wty W )
;]1,:__;._6)1--:_M 9. )2, 2- ~}“_‘ i
i el X XCOSy+smx 4t asin’ 1

10. 1)3x-3y+2=0,33+3y+4=0, 2)x+y-n=0,
y-y-x=0;3)5x-y-4=0,x+5y-6=0 4)5x+4y-25=0,20x-25y +64=0;

) x—y=0. x+y-4=0;6) dx+2y-3=0 2x-dy+l=0.

Differensial hisobining asosiy teoremalari

]_1)C=g;‘/—i;2)C=£}; 3) yo‘q: 4) yo'q. 2.l)c—£ De=In(e~1); 3)e=e-1;

ad St LI g nl o3
He=t 31:[ ]. L)[ )4. De=2. De=2 6. D5 DL I
4)0; 3% 62 D}ﬁ%}ﬂnnménnmlmmwnn@ﬁwﬁ;

16)e?; 17) 15 18) 3e. 7.1) P(x)=19-11(x+2)- (x+2)* + (x+2),
2) P(x) =44 13(x=2)+ 12(x = 2)* + 6(x~2)" +(x~2)*,

8. 1) 24 (e 3m =3t s oy o 2T ), 0<6<L
4 64 Si2 128y(1 + ¢)
42 -+ 2)? v 3 1D
5) | (x+2) (43 (x+2) i(_“_"f)_, c=x,+0(x-x,). 0<f<l.
2 4 8 16 B

1

X
9, ) fix)=x+ —“———m—+..v+(n_l)|

kx—l‘(ﬂ\‘+n+l)e’\, 0<@<lI,
al

2 L4 e 27} -
2) sl o XX C T8 gegal 10.1)0,587; 2)0,868;
2 M 2n) 2+ 2

3) 1,395: 4)1.004. t1. 1) 1;2) YL 4) -1

i
3

Funksiyalarni tekshirish va grafikiarini chizish

1. 1) (~eiyu(5;+e0) intervalda o'sadi, (15)intervalda kamayadi, £, = f(D =7,
= RO = —25' 2) (-5 l)u(z +0) intervalda o‘sadi, (-1;2)intervalda kamayadi,

S =S ; = f(2)———, 3) (0:2; U (2;+) intervalda o'sadi, (~ec;-2)uU (2:0)
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intervalda kamayadi, f,, =7(0)=0; 4) (-2:2)intervalda o‘sadi, (-»;-2)u (2;4x)

h
intervalda kamayadi, £, = f)=1 [ =f(-2)=-1 5) ,(— L1 intervalda
L V2 V2

L 1 1 : . 1Y
o‘sadi, (—1;——~) (—‘;1\ tervalda kamayadi, f,. = r— =
i ) =Y Interv: Y /. /

1

\ W2 2
= r{’_L\lz_l; 6)(—0;-1)u(0;1y intervalda o‘sadi, (- L0y (Li+0)
U2 2

intervalda
kamayadi, [, =f(-D=2 [foo=S0=2 fo,=/0)=0, }-=]intervalda

1 . |
o'sadi, (1) intervalda kamayadi, f,. = f(1) =—; 8) (0:+)intervalda o'sadi,

€

(~;0) intervalda kamayadi, f.. = f(0)=1. 9) (C;4x)intervalda o‘sadi, (—%;0)
intervalda kamayadi, f,, = /(0)=0; 10)(e+<c) intervalda o”sadi.

) U (L e) intervalda kamayadi, f,, = fle)=¢; 1} (-;: = | intervalda o*sadi,

3 .

5 - .
{(ILF{}U[—?;MJ intervalda kamayadi, /.
I\ o] )

foe = f{£]= z_1G. 12) [0:E | : :: = | intervalda o' sadi, (i = jintervalda
3/ 3 T 2 | )

3 12712 )
. o ) Es6i3+12 3z _ 5= 63212
kamayad, /. __"{I'z e N Y 12
74633 27 -3
2. DM =2 m=-2, DM=17, m=-10. 3} M -——-[—’l,t:‘/i. " —”r—J-.

3 o 2 T
DM =¢, m=0. 3.v=21 (tez.birl.). 4.—‘—;-" [)(Cln),‘:-;lnho'yl)_ S.enim
[ |

6.8 =24 (yuz birl.). 7.7 = RJ2. 8.1/ ‘.‘.- %
H. (-2,0) L (2;+0) intervalda botiq, (0:2) intervalda gavariq. M (0:0), 3.2
egilish  nugtalari;

== 1. 13.5 so'm.

2) (5;+ec) intervalda betig, (-=:5) intervalda qavarig, A157)
egilish nuquasi; 3) (~oo:0) 0 (0:+ec) intervalda botig. egilish nugtasi yo'q;

4 (3:4:0) intervalda hotig, (-=3) intervalda gavarig, A7(3)cgilish nugtasi:

5) (-L+e0) intervalda botiq, egilish nuqgtasi yo'q; 6)(-1.1) imervalda botig.
=~ Ul +o) intervalda qavariq, b (—1:n2), 3/, (1In2) cgilish nuatalari;

Dt Nl 2N ratd botig, [
,J \J},m)llur\a a botig,|

1) . .
{ N = | intervalda yavariq,

l - \
af-L.3 L3 ai e l+0) intervaida boti
'k \5‘4} '\‘I:t-\.-"i' i) egilish nugtaiari; 8) (~1:0) L l:+0) intervaida botiq,
;‘zm;:l)um;l) intervalda qavariq, a7,(-1:2), A, (1.~2) egilish nuqtalari.
- Dx=41 y=oq N x=0, y=1 (¥ > +x du), =~! (v »-mda), I)y=x
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4) y:-%_\-ﬂ (x —> +o da), y:%x+1 (x> —cc da). 5)
x=-2, y=0(x—>-»da), 6)x=0, y=0,

7) x=0, y=3x. 8) x=1, y:.\'+% (x - +% da), y=-x——;- (x - —n da).

Hosilalarning geometrik tatbiglari

3 5 0 3,3 2 (145
1. D&2)2 3)0+Bm*nT 4) ——: 5)3:6)3 2 nZ = 2)‘I )
b ! 8 a 12
16sin -
[\ =2
fa<e?y (m 8 s e ey
2 4 "‘—— 3022 Ee-l| 4 D= 2)nt = (-1
3)24) )(’)‘)U”‘ Dat=282) ' =ge=h
1 2 = ¥
) D A O LIRS S Sl N o S SR S SO R |
3),277)éuu Y — _34)9.\/
J)\ +y? -2‘ ==1; 4)—+L=l,:=3. 6.])5-—1=y—_1=i,
25 2 3 6
8
x=2 473 -4
2x+3p+6z=11=0: 2) =—2 =" 3Jx+6y+12:-70=0;
I 2 4
! 3
1Ty oyl T, x-1 y+l z-1
3) ——f=r = y_32+4=0; 4)—= =2 2x4:z-3=0
1 0 =3 2 0 I
7. Dsdr. 2)13dr.
Teaglamalarni tagribiy yechish
1.1) -2.2583,  2) 0.6823,  3) 25062, 4)-0.8879
Kompleks sonlar
1. x=2, y=-12.x=5 y=10. 3. x=-1, y=21 4v-l '=l
5 3
Sob)zo, =341, 2, =--3-41 2) :,:%:, z,=—1; 3}z, =i 5, =-3,4) 5 =5, =1

6. 1) x=a to'g'ri chizig; 2) y = b to‘g'ri chiziq; 3) markazi O(0;0)nuqtada bo‘lgan va
r, Rradiusli aylanalar orasidagi halqa; 4) ¢ va y nurlar orasidagi sektor;

5) 3) markazi 0(0:0) nugtada bo‘lgan va r, Rradiusli aylanalar orasidagi halqaning ¢

I 2,
va  uurlar  orasidagi  bo'lagi.  7.1)-2+243i=4 (COSZ}-+ISI!1—-) de’
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J6 6

-t ——f =
R

DB -i= 2{005[— %) A lsin(—%}j‘ -2 %'; 3)

4) 2+2= 7~/2(cos-—+rsm ) ZJ_e 5)]-!=ﬁ[uns|—£]+isin[—£”=-\Ef_
4 [ 4,

7
\/3 cosﬁﬂsin z\=
T

iih

6) -3-2= Jﬁ(cns{arﬂg-j —}T)'r :sm(mcfgz— ?rJJ J3e g

1= =7{cos(— %}Hsm[ U: 2 1

O e e

A S
B 1)z, 5, =3, 5, =5 =T 470 55, =24 261 o= =i
= 18 1 $42: 2) 52
2) Z,+Zz=—l—i, Z|_52=—5—7" 20z, =6-171, . = I-'1 + I_’|: 9. ” 3V2: .-} 5VE;
- ! V3
3) JS’ 4)10. 10. 1)__2,’ 2)_2_2, 3)24i; 4)48; 11. l)Rc::?.lm:=TJ;
3 37 29
2)Rez =0, Im..—-— 3)I<c:=:,1m:='t, HRez =~ Imz= 5
5 5 5 :
12. 1)z 2, =43, =Bory )05, =3343 S=-6n 3)z s =k
:Z e
f—‘=4l; )2z, =md b 43, =443 130 116010 1) 2) =1, 3) 20 (1=a) 4)
2, 2
g e | =
-32(1+43)). 14, DW= 2) i, = =k( 3) £(J3 + i), £ (1~ 3ix
-y + .. .
4y ILCOS” + Bk e X 8= ) k=01234
20 0 J
Ko'phadlar

L1 PQ=x" 453 —x' x4, P-Q=

Po=

Pt = 4 2
P-Q=2v oy 0yt s,

N
2x" —x7 46t 4 x® 2! 4 13x —dx;

P-Q=3x"+x +2x°

—xt e —xt rx+d

2) P+ =dx

v
w

X —16x" —5x

Z'I)R—.H»l, r=-x+2 2)R=x+3, r=—bx’—5x+§;

3) R=3x? =5, r=20x* +17x+34; 4) R=2x>-3x+S5, r=19x-29 3. 1) 73:2) -4
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3)96; 4)84 4.a=3.b=-lc=1 S 1)a=2b=1c=1 6.1) (x=2)(r+ (e + dy;

2) x(x=9)(x+9) 3)5(x~1x-2)(x-3), 4) (x-3) (x~D(x? + x+ 1),

2 2 1 =4 4

T I]zri_—;. ) e St 3)14' - i :

x x x+l x x x+4 ¥ Hax-1) Ir+2)

3 2 S e I 1 2 3
4 = ————— M=y T

)1 —x+l x+x+l i ot x+l ]x x-2 x43
3]‘3._7__‘_2.__2_; 4)-' _L+ I
x x»  x-1 x+l X x+l x'-x+1

Integrallashning asosiy usullari

1. 1)-5incosx— 2arctgx¢——+C '7)(" 3

+2Injx+3]+C, 3)——k:—;—e'—ln|.r|+C:
2vx*
32

NT—lrn;’)+C; 6)x-cosx+C; Tye*+1gx+C;

4)3arcigr - 2arcsinx+C; 5)2x+

8)—cigx+cosx+C; 9)-clgx~x+C, 10)-cigv+C, ”)%H"ﬂs%*c‘,

lZ):}:z_-nrcsm i/‘ Dic 2. l)——lgx+C 2) ——cos x+C: 3 m+c)
4) I:_]Jm\»C, 5)e™ +C, 6)—;79"' «C, 7)—KIIIG+C;8)-ZCQS«/;TC,

9) mcsm"z—'+-c; 10) -%;/é/gi{-w. 3. 1) 2l(l+ ey -x+C, 2) %Lu(x”vl)+C;

3)8urcsm;—;+%x\/l-6—?+C. 4)%{;W+C; 5)-;1(x’+3 W 34c

6) In|2+sm2x|+C; 7)= +C; 8)2|n|x’+5|—\/§arc(g\/_+C 9)

2(1rcsm %)

2x e
T2x+T) ‘!+C.

- 13
arcsm‘_‘%.2+c‘; 10) — [n|3r—l+\9x -6x- 3'+C 11 [{"'r;;} =

;3 1d)Inx-In2 |lnx +2In2|+C.

= o
l.?)Za:csm\/xTC,l.?)llﬂln
4.1) )—‘—il—larctgx-%itC, ) rarcsinx+fl-x +C 3 '-g-ln | .rl—i_lv- +C.
4) e (x? - 2x+2)+ C: 5) x'n3—1j+C

1 1 1 1 i
6)~sin 2x— = xcos2x + C; 1) = (¢ = Dn | x+ 1-—x(x~2)+ C; §) — _2 :
)‘1 10 2x Zrcu: X+ ,2( Ynjx+1§ 4)r(\ )+ C; 8) T 1gx+C;

2
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9) = ’smlnlx\—cosmlxl)JrC ]0)—e (sin4x—co3dx)+C, 11} 1gx(lnigx -1 +C;

12) arctgx(inarctgx~1)+C. 5. ])%{1+x1)2§/l+x2——§(1+x2)2\/1+x2 +C;

L. . = B . -
2) Zstx—ll—ésme+C; 3) %(2+sm(29‘)+€; 4 -ale F@Ex+ )+ C;

. 2x 3]
5) In|sinx + cosx| +C, )——lnll—ln 1xI+C; 7) —lnl 13

X+l

+G;

i )
8) Earcrg%E+C; 9} xigx +Injcosx|+C;

i I ,
10) farng:'; Lo 11) e LG
D

— PO
12) w/3+e" +C, 13)—%x—l6sin3x+C, l4)%1g.\" —‘5-\" G

15)%.\'3(9ln1x—61nx+2)+C; 16) 25052, ¢

sinx

Ratsional funksiyalarni integratlash

1 x+2)°
1. Din|x? +3x-10]+C; 2 )]n,x+ll +C, 3) =l =
s

- — + C:
2 [(x+1Hx =30

43 ]nl<+1
x5

2 I e | |
—_— )’h—ll_—_'.r
x+1 | x+1

6)2 tin x|~ Lin|2x-1)-Lin |25+ 1]+
3 Hle 12x |”‘n|r f

T, 161
7) Et— Hn—+—l‘f(, S)S_rw—?l_lnl_\'l—éln..r—ll (-In x—4] s
9N+ lm'iiﬂ‘;“,;- v 10%- ! arcee+ € 11) : I:.I!
3 (x+2)° x 2 S xT+l

\ 1 b 4 e+l
I‘J] & - arctg -1 +C: 13) ‘;— sxl x4 ——arclg x~ :
\r -x+1) U3 B 5 V3

V3
L2 6 (5 lx=t |
)HL\Hn —— I+ C lS)——]n——‘— aulgvd(
3 x v1}) ‘

IG)EL

18) 1o} x - 1\+—(

o

xy 2
+urclg:J+C‘ 17) - -+ arcig(x + D+
3 2Ax+Ax+2)

+]+mc1gx)+C 19)-—arclg(\4-2)—» ~ar/'tg —: [e’]
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(t+n 1 2 1 X(JX 5)
2 LR |
0) T 1) - SL - +3arcigr |+ C;
x-9 e e ey -7 8 2w-3
22) (‘__:I_:_.}i g 5 Ly 23) T R = (6
Trigonometrik funksiyalarni integrallash
X
Stg=~4 =
2 . T X 1 57 Bl
11y = 2 ) @t X Al 3) s
) 3 arelg——+C; _}8'\’? 1+2|n|tg.EU+C, 3) 51"_5182*'31*(-

arclg +C, § arccos———+( Tl +(, 7) 2arcig(sin x) -sin v+ {,
3 J-. ) <3 )sm\ sin’ x ) 2orcg

8—1\—11-_”-‘9 -_.4‘_ ,.'r
) = sin2x -+, 9) — [\ sin 4% +—sin JrJr

10) lll[:gx'l*l(g7x+(', "‘W n12) ——"ln|5m‘lx|+(.rg Ir] {0
2 w |':

13) Zarcig o) $+C 14)L @sin7x s Tsin3x) + G

. LJz} 4 '

g n?2 A B3
1 S)l[ e L sx-Lein :\. +C; 16)S 4 M02X S0 A isi Sfory
2\3 10 2 8 16 24

Irratsional funksiyalarui integrallash

& = 2 4
= 3x oY -6l ¥ € D) -,
1. 1) 24x - 3x + 64 - 61n(1 + ¥) Yy ol

3)_3_‘1:'_*".(3(1 )R 100+ )+ AT x ~15)+C; )61 -'Lﬂu“':!

= — L
5) Y2r—1-332x—1+ =1+ 14 h} [r'l] ?Jli il =~
’

T)n|2r-3+ Wx' - 3us 2(+C; 8Ynlx+1+42c+5|-C, 9)1h3’ Lede 4+
X+ I‘r'd.\" x4+ l
“'J— | L{,’; H)In ‘I xedl-2¢-¢ —Earcfg{l*'l_n_'ﬂl»f(
1"“ “1“' 2e-x%) | 1 Jl -1 x |
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12) 1n|1+x+\/x1+x.-|-1|+—2——+(,‘;

2
x+24+4x" +2x+2
S (x=2).1 . . — -
13)—iarcsm(-g—]+;(x—2)«]5+4x—.\" +C; 14) %«/x:—4—2ln{x+«/x:—4i+€;

2-x AR — 3
15)—24$x:_17C, l())—arcsm|\:)]+(_.‘; 17)-v’3—2x—x' -arcsinL'\

40

S
L o
[+C5

o

+ =
i loalx )

! N ] I
18) - 2y6x—x* -8 +9a1-csin(x—3)+C;19)231\1nl ‘!_ A
bl

{

Jz-x'y — (¥ + 3 3
20)—",'4%)4', 2040+ l‘Tl %:'c‘, 12'1';(41'.\_-—5,:-!,!'1 +ilx + O

33)-—_4":’_‘_" ..r.-_z4)_zJ[n | %|

X,
Anig integral
110, 2)8; 3)am; 4) 4. 2. 1)1, > 1. 20, >4, 2 3y L <h ) h<l 3 Hisr, <m

Ndsi, <af7, 3) 22l <6, 4) =<

| s
e
A
w
N
=

Aniq integralui hisoblash

Do L 3l 4y, ) T (,)——3'3‘/5, Tyind: 8) 2 ")giz;‘- 16) 3. 1)in2:

L
'5.
1N 3y FV3 | = 1oyt z A ey e !
)36,13)—36 ;1) 1-:(8‘5‘/2)’ 15)in 21 16)1-%, 13-k 18)c~-2; 19) &

ot 1

1a N sea o esl .
20)5ku+z),21)‘ L 22)8 2312 24) .

27 4 2

Xosmuas integrallar

r -
LN i 2) -4; 3) uzoglashadi; 4) uzoglashadi; L 6)=+=Inz
6 $ 2

7)=. 3)2;

9 10 8. 4 .
2 )g, 1)} M?; 12) uzoglashadi; 13) uzoglashadi: 14)x . 2. Da>l da

yaqinlashadi va 0<a <1 da uzoqiashadi; 2) yaginlashadi; 3) yaqinlashadi;

8)\3”‘“[?\51‘;1(_!1, 5) uzoylashadi; 6) yaqinlashadi; 7} uzoglashadi;
i L?qlashadl;.()) yaqinlashadi; 10) yaginlashadi:
) absolut yagintashadi; 12) absolut yaginlashadi.
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Anig integrallarning ratbiglari
1.1)36, v)— N~ 6ln— et 1y, 5)_ 6)——81 n2, 7)_ 8)%; o2z 10)277;
(1)9:12) 7; 13) 5(173*48); 14) '67_ 2. l)«/3¢51n(2+\/§); 2)- (——) 3
32_? 4 2 5)%%1:12 6)1+ln§; 7443, 3)l(13JE-s) 916, 10)4
) 4az-B), 12)21-345. 3. 1)%1;2)36,7 3)E,r $)r@-1) 4. §7d€3.5.12,»r.
6.—333,7 7. 367, 81)51“ - 2)%,:; 3)i; 4)—7:;5)327!;6)100;:;7)4017:; 8)%”;
9Y72r; 10) — 7d€’9((01€) 10. (( sJ 1. M_=10y. M, ——y (( ;2)
2.0, =M, = % L=, —%, ¢ (i;) B.¢ |(o ]14.1 =801, = 1257.
15. ¢ L k2 ; 6. ¢ (3—” 17.5 w3 18, 032 kGm. 19, 7687 20, 22:10° J
21,150 m. 22. 25 m/s 23. T""[ L i ,J 24, 1000 m. 25, g)%ﬂ

26.324 1. 27. 1754 kN.
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Ayrim chiziglarning grafiklari va tenglamalari

SRS /-’ e o .
N ey A
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