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С У З  Б О Ш И
®> '

Китобхон эътиборига хавола килинаётган мазкур «Олий 
математика» дарслигининг иккинчи жилдига ^аторлар, Фурье 
алмаштиришлари, каррали иитеграллар, эгри чизнкли ва сирт 
интеграллари, векторлар анализи, математик физика тенглама- 
лари, э^тимоллик назарияси ва математик статистика, асосий 
сонли усуллар киритилган.

М устакил ечиш учун тавсия этилган машцларшшг тартиб 
ракамлари 9— 12- бобларда Г. Н. Бермаининг «Сборник задач 
по курсу математического анализа», М., Наука, 1985 китоби- 
дан, 14- бобда эса «Сборник задач по математике для втузов. 
Теория вероятностей и математическая статистика» (под ред. 
А. В . Еф имова), М., 1990 китобидан курсатилган.

Дарсликнинг иккинчи жилдини ёзишда х.ам олий укув юрт- 
ларининг му^андис-техник ва ^ишло.1«; хужалик мутахассислик- 
лари учун математик фанла.рнинг амалдаги «Дастур» ида тав- 
сия килинган асосий ва цушимча адабиётлардан ^амда узбек 
тилида чоп этилган дарслик ва ук;ув ^улланмаларндан кеиг 

.^фойдаланилди.
М азкур дарсликни «Олий математика мисол ва масалалар- 

да.» учинчи жилди ва олий математика фанннинг кенгайтирил- 
ган маълум ^исмлари (чизшуш алгебра элементлари, хакиций 
узгарувчининг вектор ва комплекс функциялари, дифференциал 
тенгламалар назарияси элементлари, Фурье «¡аторлари, пара- 
метрга борлш\ булган ийтеграллар, Фурье алмаштиришлари, 
майдон назарияси, комплекс узгарувчили функция назарияси, 
операцийн ^исоб, математик физика теигламалари, асосий ^и- 
соблаш усуллари, э^тимоллик назарияси, математик статистика 
элементлари, дискрет математика асослари, оптималлаштириш 
усуллари, операциялар тахлили)ни уз ичига олган «Олий мате- 
матикадан махсус маърузалар» ^амда «Мухандислик масала- 
рини математик моделлаш ва Э^М да ^исоблаш усуллари» 
кмсмларидан иборат туртинчи ва бешиичи жилдлари билан гул- 
дириш кузда тутилган.

Муаллиф дарсликнинг ушбу жилдини тузишда ва унга ки-
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ритилган айрим цисмларини ёзишда' берган масла^атлари ни 
ёрдамлари учун Тошкент меъморчилик-^урилиш институт 
«Олий ва амалий математика» кафедраси уцнтувчилариг, 
алохида доцент Э, Л . Айрапетовага, холисона та^риз, тан^ид, 
уни ёзи-шда йул ^уйилган камчиликларни курсатганлари учун 
Ургенч давлат уннверситети нрофессори, физика-математика 
фанлари доктори Ш. Норимовга, Тошкент ^ишлок; хужалигини 
ирригацпялаш ва механизациялаш му^андислари института 
«Олий математика» кафедраси мудири, профессор Э. Ф. Фай- 
зибоевга, Тошкент кимё-техиология института «Олий матема­
тика» кафедраси уцитувчиларига ва унинг мудири, доцент
Н. С. Ра^имовага, та^рир ^айъатининг аъзолари доцентлар 
А. Омоиов, М. Ж ураев, ё . М. ^усанбоев, А. А. Дамдамовларга 
уз миниатдорчилигини билдиради.

Айпицса, дарсликиннг «Э^тимоллик назарияси ва математик 
статистика» бобини ёзишда доцентлар Ё. М. ^усанбоев ва 
А. Омоновлариииг беминнат ёрдамларини муаллиф эътироф 
этишии узининг бурчи деб билади.

Дарслик сифати ва мазмунини янада такомиллаштиришга 
каратилгаи танцидий фикр ва муло^азалар билдирган урто^лар- 
га муаллиф олдиндан уз ташаккурини билдиради.



9 - 6  о б

КАТО РЛ А Р. Ф УРЬЕ АЛМ АШ ТИРИШ ЛАРИ

1 -§ . Сонли ^аторлар. Каторнинг якинлашиши ва йириндисм

Чексиз цаторлар математик анализнинг му^им ^исмлари- 
дан биридир. Улардан функциялар кийматлариии такрибий 
^исоблашлар, интеграллар цийматларини. хисоблашлар билан 
богли^ булган хар хил амалий масалаларни ечишда кенг фой- 
даланилади.

Чексиз ^аторлар билан боглик асосий тушуичаларни ^а- 
рашга киришамиз.

Элементлари сонлар (хакикий ёки комплекс) ёки функция­
лар булган

и ]) и 2, Мд, . . 11п, . . .
чексиз кетма-кетликни ^араймиз.

1 -таъ р и ф . Ушбу

и1 +  и2 +  м3 +  . . . +  ип +  . . . (1. 1)

ифода чексиз 1̂атор ёки турридан-турри щтор дейилади. ( 1. 1) 
^аторни белгилаш учун бундай ёзувдан фойдаланилади:

п= 1

и,, и2, н3, . . . ,  ип, . . .  кетма-кетликнинг элементлари цатв:рнинг 
%адлари дейилади.

Агар ^аторнинг хадлари сонлардан (функциялардан) ибо- 
рат булса, цатор сонли цатор (функционал цатор) дейилади; ^а- 
торнинг п- хадини унинг умумий хади  дейилади.

1 1 1  1
1 -м и со л . Ушбу — +  — 4-------Ь . . . Ч------- ь • • • ^атор сонли ^а-

1 2  3 п

тордир, унинг умумий хади — га тенг; бу ^аторни кис^ача бундай
со

V I  1езиш мумкин:
¿жшА пя=)
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„ , ,  г Бтл: . п2х , вшЗл: , ,2- м и с о л. Ушоу ------ - Н------------ Ь ----------Ь . • . +
7 1-2 2 -3  3 -4

тор функционал катордир, унинг умумий хади ип = ----------  га тенг,
п (/г •-1)

лт»1 п (п-\-1) 
п—1

Дозирча сонли каторларни ^араш билан чекланамиз, функционал 
каторларни эса 13- § дан бошлаб ^араймиз.

Хар бир 1̂ атор учун ^уйиладиган асосий савол бу унинг 
я цк н л а шиш и м аса л а сидир.

2- т а ъ р и ф .  ( 1-1) 1̂атор дастлабки п та хадининг йигин- 
диси

~  и\ “Ь и 2 из +  ип
шу ^аторнинг п- хусусий йигиндиси дейилади. Шу хусусий 
йигиндиларни ^араймиз:

Равшанки, хусусий йигиндилар 5 . ,  5 , ,  . . . . . чексиз сснли 
кетма-кетликни хосил килади.

3 -т а ъ р и ф . Агар (1.1) каторнинг хусусий йдоиндиларидан иборат 
кетма- кетлик Э2, . . .  , $п, . . . чекли лимитга эга булса, бу 1̂атор 
щижашувчи щтор дейилади. Бу лимитнинг киймати 5  =  Нш

(1.1) каторнинг йигиндиси дейилади. Бу холда бундай ёзилади:

4 - т а ъ р и  ф. Агар (1.1) каторнинг хусусий йигиндилари 
кетма-кетлиги чекли лимитга эга булмаса, бу !^атор узоцлаш ув- 
чи ц.атор дейилади.

Сонли к;аторлар назариясининг мазмуни каторнинг я^ин- 
лашувчи ёки узо^лашувчи эканлигини аницлаш ва я^инлашув- 
чи ^аторлар йигиндисини ^исоблашдан иборат.

Энг содда мисол сифатида геометрик прогрессияии ^арай- 
миз.

Чексиз геометрик прогрессия

а  +  а? +  а?2 +  ■ • • +  ад"-1  +  ■ . . 
энг содда, энг куп учрайдиган ^аторлардан биридир. Бунда а  —

ОС

5  =  и1 +  и% +  и3 +  . . . +  ип +  . . . =  ип.

2 -§ . Геомет,рик прогрессия



прогрессиянинг биринчи хади, q эса прогрессиянинг махражи 
дейилади.

Прогрессия дастлабки п та хадининг йигиндиси Sn ^уйида- 
гига тенг:

g  __ а  —  aqn
1 - q

бунда q -ф L q нинг мумкин булган кийматларини цараймиз:
1) Агар |<7|< 1 булса, у холда lim qn =  0 ва шунинг учун -

И—>со
, .  о 1 • я —  апп аhm Ь =•- lim --------— -----------.
П—*00  ̂ Я  ̂ ' Ц

Шундай ^илиб, | <71 <  1 да чексиз геометрик прогрессия йигиндиси

S — —2—
I —q

булган я^инлашувчи катор хосил килади.
2) Агар | q | >  1 булса, у холда 1 im qn — со ва шунинг учун

П-> со

lim Sn = lim —— —  = оо.
Я-+СО  ̂ *?

Шундай ^илиб, | q \ >  1 да чексиз геометрик прогрессия узоклашувчи 
^атор ^осил ^илади.

3) Агар q =  1 булса, у холда

й +  а +  а + . . , +  а + . . .
^атор ^осил булаДи, бу каторнинг п-хусусий йигиндиси Sn =  п-а  бу­
лади.

Равшанки,
lim S n =  lim  а'П — оо,
/2—>00 12—> ¿о

яъни ^атор узо^лашади.
4) Агар '^= — 1 булса, у з^олда

а — а  +  а  — . . .

¡^атор ^осил булади. Жуфт п номерли хар кандай хусусий йи- 
гинди Sn нолга тенг, то^ п номерли хусусий йигинди Sn эса 
а  га тенг. Шундай 1̂ илиб, бу ^олда хусусий йигиндилар кетма- 
кетлиги тебранувчи булиб, .\еч ^андай лимитга интилмайди, шу 
сабабли

а —  а +  а — . . .
^атор узоклашувчи.

Шундай килиб, чексиз геометрик прогрессия \ q ] <  1 да я^инла- 
шувчи ва | q | >  1 да узоклашувчи 1̂атор экан.
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Бнз каторнинг яцинлашувчи ёки узо^лашувчи эканини я^ин- 
лашищнинг таърифидан ва п-хусусий й и р и н д и н и н г  маълум 
формуласидан фойдаланиб аникладик. Аммо ^ар доим ^ам Sn 
учун ва демак, S n нинг лимита учун ^ам ихчам формула топиб 
булавермайди. Шу сабабли 1̂ атор я^инлашишини я^инлашиш- 
нинг баъзи белгилари (аломатлари) дан фойдаланиб ани^лаш 
.мухимдир.

3- §. 1^атор якинлашишининг зарурий шарти

Катор якинлашишининг зарурий шартини ^араймиз, яъни 
шундай шартни аницлаймизки, бу шарт бажарилмаганда цатор 
узок;лашади.

Т е о р е м а .  Агар цатор якинлашувчи булса, у %олда t̂ a- 
торнинг умумий %ади п чексиз усганда нолга интилади.

И с б о т и. Ушбу

щ +  и2 +  • • • +  ип ~Ь . . .

^атор якинлашувчи, яъни lim Sn ---S  лимит мавжуд булсин, бунда
п—>со

S  — каторнинг йириндиси (чекли сон). Аммо бу холда
lim 5 Я_[ =  S ,
Я—>со

чукки п —>• оо да (п —  1)-н>-оо.
Каторнинг умумий хади ип ни хусусий йириндилар Sn ва Sn_ { 

билан ифодалаймиз. Равшанки,

Un =  S n —  S n - l -

Катор умумий хадининг лимитини хисоблаймиз:
lim ип =  lim (Sn —  S (l_ () =  lim — lim S n_ , =  0.
Я—*oo П—> со t l—y oo

Шундай килиб, агар катор якинлашувчи булса, у ^олда lim ип =  0.
П—+сс

Шуни исботлаш талаб цилинган эди.
Н а т и ж а .  Агар каторнинг умумий хади я  ->  оо да нолга интил- 

маса, у холда катор узоклашади.
Масалан,

1  -¡_ 1 _1_ 1 - 4 - .  +  -Л ------1-  . . .
3 5 7 2п +  1

р;атор узо1уишувчи, чунки

lim и =  lim —— -  =  7- Ф 0.
п-*х п->¿с 2« -j- 1 2

lim ип =  0 тенглик уринли буладиган ^ар кандай катор ^ам я^ин-
fl-* оо

лашувчи булавермайди. Бу шартнинг бажарилиши катор якиилашув- 
чи булиши учун зарурий, аммо етарли шарт эмас, яъни катор уму­
мий хадининг нолга интилиши билан каторнинг якинлашувчи эканлиги



келиб чицавермайди, ^атор узоклашувчи булиши хам мумкин. Маса- 
лан, гармоник катор деб аталувчи

1 + т  +  т  +  - - -  +  1  +  --.-2 3 п

к;атор учун lim ип — lim — =  0 булишига карамай у якинлашувчи
12—>оо . U—>qo Л

эмаслигини исботлаймиз. Гармоник каторнинг дастлабки бир неча фа­
лини цуйидагидек гуру^лаб ёзамиз:

1+  -  +  ( -  +  - W  ( - + - + -  +  - )  +
2 \ 3 4 / \ 5  6 7 8 /

. + ( /- +  —  +  - L  +  —  +  — +  —  +  —  + — W . . .
\ 9  10 11 12 13 14 15 16 /

Хзр к;айси 1̂авс ичидаги кушилувчиларни уларнинг кичиги билан ал- 
маштирамиз. Натижада

1 + i + (7 + i)+(i + i + 7 + -i) +

+  ( " S  +  T i  + 1 ?  +  " i i  +  T F  +  ' S  +  T i +  Т ? ) + ' ' '
га эга буламиз.

Х,ар кайси цавс ичидаги ^ушилувчилар йигиндиси кичик- 
дашди ва 1/2 га тенг булди. Охирги катор чексиз куп цавслар- 
га зга булганлиги сабабли уларнинг йигиндиси чексизликка 
интилади. Д емак, гармоник ^аторнинг йигиндиси албатта чек­
сизликка интилади. Шундай 1̂ илиб, биз гармоник ^аторнинг 
узоклашувчи эканлигиии исботладик.

4-§. ^аторлар устида содда амаллар бажариш: сонга 
купайтириш, цушиш ва айириш

К^аторлар устида амаллар бажаришнинг баъзи ^оидалари 
билан танишамиз:

1 - т е о р е м а  (^аторни сонга купайтириш ^а^ида). Агар
и\ “Ь и2 +  . . . +  ип +  . . . (4.1)

цатор якинлашувчи булиб, унинг йигиндиси S га тенг булса,
у %олда

'kul Jr'ku.2 Jr  . . . +  Я,«л +  • • • (4-2)

тор хам якинлашувчи булади ва унинг йигиндиси X S га тенг 
булади, бунда X —  тайин сон.

И с б о т и .  (4.1) ва (4.2) каторларнинг n-хусусий йигиндиларини 
мос равишда Sn ва ап билан белгилаймиз. У  холда куйидагига эга 
буламиз: ■ .

®п — hu b ~i- %иа +  . • . ~г Хип =  к («х -¡- и2 +  . . . -f- г/„) =  Я -5 Л, 
бундан:



lim a n■*=■ lim  (k  'Sn) =  ^ • lim Sn = Я -5 .
TI TI—>QQ Я >cO

Шуидай килиб, (4.2) ^атор я^инлашувчи, унинг йириндиси % -5  га 
тспг. Теорема исботланди.

2- т е о р е м а (в;аторларни ^ушищ хасида). Агар
и, + ы 2 +  ••• +  « „ + . .  (4.3)

ü ¡.+  и2 +  • • • +  ó„ +  . . . (4.4)

цаторлар яцинлашувчи ва уларнинг йитндилари мос равишда s 
ва S га тенг булса, у %олда

(«i +  t>i). +  (и2 +  у2) +  • • • +  К  +  « „ ) + . . .  (4.5)

цатор хам ящнлашувчи ва унинг йириндиси s +  S  га тенг була- 
ди.

И с б о т  и. (4.3), (4.4) ва (4 5) каторларнинг п- хусусий й и р и н д и - 
ларими мос равишда sn, Sn ва ап деб белгилаймиз. У долда

°п =  (и\ +■ »i) +  (м2 +  t»g) +  • • • +  (ип +  vn) =  sn +  Sn.
Бундам:

lim on =  lim (sn +  Sn) — lim sn +  lim Sn =  s +  5 .
n—>00 n~> 00 Л-+00 Я—*co

Шуидай к;илиб, (4.5) катор  як н н л а ш увчи  ва унинг й и ри нд иси  s +  S  
га тенг.

3 - т е о р е м а  (каторларци айириш ^ацида). Агар

щ +  и2 +  Щ +  • • • +  ип +  .-. ., (4.6)

yi +  v2 +  уз +  • • • +  vn +  • • • (4-7)
i)аторлар якинлашувчи ва уларнинг йириндиси мос равишда s ва S 
, ч тенг булса, у холда

(Mj —  v¿ +  {u2 —  v2) +  . . ■ +  (un — vn) + .  . . (4.8)

t^amop ,\ам якинлашувчи ва унинг йириндиси s — 5  га тенг була-
ÖII.

11с б от  и. (4.7) каторнжг з̂ ар бир ^адини — 1 га купайтирамиз 
( 1-теоремага кура бу 1̂атор якинлашувчи ва унинг й и р и н д и с и  — 5  га 
m ir булади). У ни (4.6) катор ^адлари билан ^ушамйз ва (4.8) каторга 
л а буламиз:

(uL ~  Vj) +  («2 —  v2) +  . . . +  (ип — vn) +  . . .,

бу катор 2-теоремага кура якинлашувчи ва уникг й и р и н д и с и  s .— S 
га тенг. Теорема исботланди.

Ю^оридаги теоремалардан к.уйидаги натижа келиб чи^ади.
Arapj

и, 4- ы2 +  ••• +  « „ + • •  •,

V l  +  V2 +  • ■ - +  Vn +  .  .  .
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к.лторлар я^инлашувчи ва уларнинг йигиндилари мое равишда s ва S
i. i тскг булса, у ^олда

(X щ +  р Oj) +  Щ +  р v2) +  . . . +  (А, ип +  р vn) +  . . .

i ¡тор хам я^инлашувчи ва унинг йигиндиси A,s +  p S  га теяг, бун- 
дм X, р — тайин сонлар.

Шундай 1̂илиб, я^инлашувчи к;аторларпп ^адлаб ^ÿomui, 
.шириш ва узгармас сонга купайтириш мумкин экан.

Яна битта му^им теоремани исботлаймиз.
4- т е  о р е м  а. Агар цатор ящ нлаш увчи булса, у %олда бе- 

рилган ffаторга чекли сондаги цадларни цушиш ёки унда чек- 
tu сондаги уадларни. ташлаб юбориш дан %осил булган цатор 
\ам ящнлашувчй булади.

И с б о т и . Ушбу
и1 и2 +  . . . - j-  ип 4 -  : •  (4.6)

клтор як;инлашувчи, унинг йигиндиси 5  га тенг булсин. (4.6) ^атор 
)|:к:тлабки п та хадининг йигиндисини Sn билан белгилаймиз, k  (k < n ) 
га ташлаб юборилган хадлар йигиндисини Sk билан, долган п — k та 
хадлар йигиндисини on_ k билан белгилаймиз. Демак, Sn =  Sk +  
нунда Sk— п га богли^ булмаган чекли сон, шу сабабли:

lim Sn =  lim (Sk +  on_,) =  !im Sk - f  lim on_ k.
П — > 00 tl~ >  Со П — » c o  n — >QO

Г>ундан:
lim Sn =  Sk +  lim  on_ k.
П — >00 t l —> CO

Щундай щлиб, агар lim Sn мавжуд булса (яъни берилган ^атор
/2—>со

^(¡инлашувчи булса), у холда lim ап_ к хам мавжуд булади (яъни хар
П-> 00

цаича чекли сондаги хадларни ташлаб юборишдан хосил килинган 
цатор хам я^инлашади). Чекли сондаги хадларни ^ушишдан хосил 
булган ^аторнинг якинлашувчи булини юкоридагидек кУрсатилади. 
Теорема исботланди.

5- §. Мусбат ^адли ^аторлар

Хамма хадлари бир хил ишорали булган цаторлар узгармас 
ишорали ^аторлар дейилади. Ани^лик учун биз мусбат хадли 
^аторларни ^араймиз.

Шуни ^айд ^иламизки, мусбат ишорали ^аторда барча п >  1 лар 
учуй Sn+l >  Sn тенгсизлик Уринли, яъни хусусий йигиндилар усувчи 
кетма- кетлик хосил цилади. Бундай зрлда п -*• оо да иккита имкони- 
ят мавжуд булади: ё хусусий йигиндилар Sn ->  +  оо ва бу з о̂лда 
цатор узоклашади, ёки хусусий йигиндилар кетма-кетлиги чегараланган 
ва бу холда лимит мавжуд булади, демак цатор якинлашувчи. 

Щундай к,илиб, мусбат ишорали каторларнипг я^инлашишини ис-
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ботлашда Sn хусусий йигиндилар кетма- кетлигининг чегараланган 
эканинн атщлашнинг узи етарлидир. Мусбат ишорали цаторлар я’̂ шг 
лашувчи булишининг хар хил аломатларини, яъни Sn учун формула 
чикармай ва Sn нинг лимитини хисобламай туриб ^аторнинг ящта- 
шувчи ёки узо^лашувчи эканини аниклаш имконини берадиган усул- 
ларни урганамиз.

6-§ . Таккослаш теоремалари

Мусбат ишорали иккита

и1 +  и2 +  . • . 4~ ип Н~ . . - , (6. 1)
v{ 4- v2 +  • • • +  vn +  • • • (6.2).

каторга эга булайлик. Булар учун цуйидаги теоремалар уринли.
1 - т е о р е м а  (я^инлашувчанликнинг етарли шарти). Агар

(6.1) аторнинг цадлари  (6.2) цаторнинг мос цадларидан катта 
булмаса, яъни

un < V n (n ^  1 , 2 , 3 , . . . )  (6.3)

булса ва (6.2) цатор ящнлашувчи булса, у %олда (6.1) ц,атор 
%ам яцинлашувчи булади.

И с б о т и .  (6.1) ва (6.2) каторлар п- хусусий йигиндиларини мос 
равишда Sn ва ап билан белгилаймиз. (б.З)’тенгсизликлардан Sn <  оп 
эканлиги келиб чи^ади. (6.2) катор я^инлашувчи эканлиги туфайли 
lim оп= о  мавжуд. Бунда кдгорниниг ^адлари мусбат ишорали булга-
tl—>co
ни учун сг;г<0  тенгсизлик уринли, демак, Snc o .  Шундай килиб, (6.1) 
мусбат ^адли 1̂атор хусусий йигиндилари кетма- кетлиги чегаралан­
ган ва демак, бу ^атор я^инлашувчи. Шу билан бирга бу ^атор 

й и р и н д и с и  ( 6 . 2 )  катор йигиндисидан катта булмайди.
2 - т е о р е м а  (узо^лашувчанликнинг етарли шарти). Агар

(6.2) цаторнинг х1адлари  (6.1) цаторнинг мос цадларидан ки- 
чик булмаса, яъни

ип <  vn (п =  2 > 3 > • • •) (6 -3 )

булса ва (6. 1) щтор узоцлашувчи булса, у холда (6.2) катор щм  
узоцлаигувчидир.

И с б о т и .  (6.1) ва (6.2) каторларнинг п-хусусий йигиндиларини 
мос равишда S n ва оп билан белгилаймиз. (6.3) тенгсизликлардаь 
an > S n экани келиб чикади. (6. 1) катор узоклашувчн ва унинг хусу­
сий йигиндилари ортиб боргани сабабли lim Sn =  оо. Бу холда lim ап=

П->со со
=  оо. Демак, (6.2) катор узоклашувчн. Теорема исботланди

Иккала теорема (6.3) тенгсизликлар барча п лар учун 
эмас, балки бирор n = N  дан бошлаб бажарилса хам уринли 
булаверади. Бу шу бобнинг 4- § идаги 4 - теоремадаи куриниб 
турибди.
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И ккала теоремани ^ис^ача бундай ифодалаш мумкин: ки- 
чик булмаган хадли каторнинг я^инлашувчанлигидан катта 
булмаган х;адли ^аторнинг я^инлашувчанлиги келиб чи^ади, 
катта булмаган хадли каторнинг узо^лашувчанлигидан кичик 
булмаган ^адли каторнинг у з о к л а ш у в ч а н л и г и келиб чи^ади.

1- м и с о л. Ушбу

1  +  +  
катор яцинлашувчи, чунки бу ^аторнинг ^адлари

i + ( ! i +  | г + - ' # + - -
цаторнинг мое хадларидан катта эмас. Охирги 1<;атор я^инла- 
шувчи, чунки бу ^аторнинг ^адлари ма^ражи <7 =  2/3 га тенг, 
ниршгдиси эса 2 га тенг геометрик прогрессияни ташкил этади. 
Демак, берилган катор з а̂м я^инлашувчи булади, шу билан 
бирга унинг йигиндиси 2 дан катта булмайди.

2- м и с о л. Ушбу

i + - ! = + - V + - . ■. +  - ! =  +  . . .
У 2 у  3 у п

цатор узо^лашувчи, чунки унинг з^адлари, иккинчи хадидан 
бошлаб,

l +  j + {  +  .2 3 п

гармоник ^аторнинг мое хадларидан катта, гармоник катор эса, 
маълумки, узоцлашувчидир. .

Амалда тавдослаш  аломатидан куйидаги куринишда фой- 
даланиш энг ^улайдир;

3 - т е о р е м а  (таккослашиинг лимит аломати). Агар —  нисбат-
ип

нинг лимита мавжуд булса ва у нолга тенг булмаса, яъни 
lim —  =  Л >0  булса, у %олда (6. 1) ва (6.2) каторларнинг икка-
П-*х>
ласи ё ящнлашади, ёки узоцлашади.

3 - м и с о л .  Ушбу

t g l + t g  | + . . . + t g -  +  . . .

цятрт

1 + 4 + . . . + - + . . .2 \  n

гармоник ^атор билан таккослаймиз. цисбатни тузамиз ва унинг
vn

лимитини топамиз:



1
tg —

lim ^  =  lim — -  =  1 >  0,
TI— >00 У  f l  ^

П

+ 1 1 ' чунки 1 1—у oo да tg — со —.
re n

Шундай ^илиб, берилган катор - узоцлашувчи, чунки гармо­
ник катор узо^лашувчи.

4-м и с о л. Ушбу
• 1 , • 1 , , • 1 , sin — Ь S in ------ 1-  . . . +  sin ■— - +  . . .

2 22 2п

каторни

~  +  —  +  • . • +  — +
2 22 2п

i^arop билан тацкослаймиз, охирги 1̂ атор я^инлашувчи, чунки 
унинг хадлари мазфажи q =  1/2 булган геометрик прогрессия 
ташкил килади.

V«
нисбатни тузамиз ва унинг лимитини топамиз: п ->  оо да

. 1 1  ц sin2 ^
sin — со — булгани учун: lim —  =  lim — ——  =  1 >  0. Шундай ци-2 2 ti— Vл и —юо 2
либ, берилган 1̂ атор якинлашувчи.

У з-у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Сонли цатор деб нимага айтилади? К,аторнинг умумий з^ади нима?
2. К,аторнинг якинлашувчи ва узо^лашувчи булиши таърифларини айтинг. 

К,аторнинг йириндисн деб нимага айтилади?
3. Геометрик прогрессия \адларидан тузилган *;аторнинг яцинлашувчан- 

лигини текширииг.
4. К,атор якинлашувчи булищининг зарурий шарти нимадан иборат? Бу 

шарт етарли шарт булмаслигини курсатувчи мисол келтиринг.
5. Катор узо^лашувчи булищининг энг содда етарли шартини курсатинг.
6. Якинлашувчи цаторларни ^ушиш х;а^идаги теоремани исботланг.
7. Якинлашувчи 1̂ атор ^адларини узгармас сонга купайтириш ^а^идаги 

теоремани исботланг.
8. Каторга чекли сондаги з^адларни цушиш ёки унда чекли сондаги ^ад- 

ларни ташлаб юборишдан ^аторнинг я^инлашиши узгармаслигн .^а^идаги 
теоремани исботланг.

9. М усбат хадли иккита ^аторни тавдослаш ^ацидаги теоремани нфода- 
ланг ва уни исботланг.

10. 2727— 2 7 5 9 -масалаларни ечинг.

7- §. Даламбер ва Коши аломатлари

М усбат хадли цаторларнинг яцинлашиш ва узоцлашиш ало- 
матларини урганишни давом эттирамиз.

Í. Д аламбер аломати
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'I (! о р е м  а. Агар

U1 - f -  U2 +  « 3  +  ■ • • +  W/I +  ■ ■ •

Hi/i ntim, каторда (n +  1 )-хаднинг п-хадга нисбати и ■ ■«' <iu ■/> /. т
I шнитга эга булса, яъни

lim ^  =  / (7.2)
t i —> о о  U n

оци и, у у о̂лда: а) / <Г 1 да щтор якинлашади, б) / >  1 да катор
1/щлашади.

К с б о т и .  Лимитнинг таърифидан ва (7.2) муносабатдан ихтиёрий 
с •() сои учун п нинг бирор N номердан бошлаб барча кийматларн 
vi у и, бошкача айтганда п >  N учун

<  е ёки ■— е <  ——  — I < е  (7.3)
1П

i 'пгсиэлик >финли булиши келиб чщади.
L <  1 ва I >  1 б^^лгандаги иккала холни караймиз.

1-1а) I <  1 булсин, у холда (7.3) тенгсизликдан — !------/ < е  ёки

— - <  1 + г экани келиб чикади. Тенгсизлик барча ti >  N лар учун
II п

олжарилади. =  q деб белгилаимиз. е ни шундаи кичик килнб 
таилаймизки, q нинг киймати / <  1 да 1 дан кичик булсин, яъни
О <  q <  1 тенгсизлик бажарилсин ( 1-шакл), демак,

^ < q .  (7.4)
и п

(7.4) тенгсизликни унга тенг кучли булган

иа+х <  С! ' и,г

тенгсизлик билан алмаштирамиз. Охирги тенгсизликни п нинг 
N дан бошлаб турли ^ийматлари учун, яъни t i^ N  лар учун 
ёзиб, ^уйидагиларга эга. бÿлaмиз:

UN-±l <  4UN,

UN+2 <'  yUN+ 1 (7-5)

UN + 3 4 UNAr2 <  Cl3uN ’

Иккита каторни караймиз. unf,
ui +  «a +  • • . +  uN - f  uN+l +  . .

(7.1) * ‘ ' T  “ ? 
uN +  quN +  • • • (7.6)n 4 1-шакл.
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Un»
Un

(7.6) ^аторнинг Хадлари q <  l 
мусбат мазфажли геометрик прог- 
рессия ташкил ^илади. Демак, 

£ L (7.6) цатор яцинлашади.
(7.5) тенгсизлик лар дан (7.3) ца-

2- шакл. торнинг з а̂длари uN+l дан бошлаб
,(7 .6) каторнинг мос хадларидан кичик. 

6-§  даги 1-теоремага acocan в а 4-§  даги 4-теоремага асосан берил- 
ган 1̂атор (7.1) я^инлашувчи.

б) />1 булсин. У ^олда (7.3) тенгсизликлардан бирор но­
мер /V дан бошлаб

“л+1 “«+1 . ,I >  — е еки — g- >  I — е
"п 11 п

nv.iii пип кс.uní ч1П\ади. / i- ч дсб белгилаймиз, s ни шундай 
кичик i.ii.iiio i .1||ллнмп:11<11, патижада />1 да q нинг катталиги 
I i а п к а п а  булиб ^оланорсчш, яъни /—z =  q >  1 (2- шакл)  ва, 

демак,
“л+1 q, n > N .  (7.7)

"я
(7.7) тенгсизликни унга тенг кучли

un+x > q - um n > ,N

тенгсизлик билан алмаштирамиз. Бу ^аторнинг ^адлари ( W+ 1 )  
номердан бошлаб усишини билдиради, шу сабабли ^аторнинг 
умумий з^ади нолга интилмайди. К,атор я^инлашишининг зару- 
рий шарти бажарилмайди, шу сабабли (7.1) ^атор узо^лашади.

1 - э с л а т м а .  Агар lim ——  =  оо булса, у холда 1̂атор узет^ла-
Я—>со
UnA_\

шади, чунки бу з^олда — — >  1 ва и . х >  ип, яъни lim ип Ф О (зару-
tT—у оо

рий шарт бажарилмайди).
и , 1

2- э с л а т м а .  Агар l im — — мавжуд ва бирга тенг булса ёки
Я->со

мавжуд булмаса, у з^олда Даламбер аломати ^аторнинг я^инлашувчи 
ёки узоклашувчи эканини аниклаш имконини бермайди. Бу масалани 
хал ^илиш учун боища аломатдан фойдаланиш керак.

1-м не о л. Куйидаги ^аторни я^инлашувчанликка текширинг:

12 22 32 «2
2п 2n+I

Е ч и ш .  Бундан ип =  — , ип«2’ л+> («+1)2’

211+1-га2
-------=  2 lim 1

ti—ycо п~*со ( «  i 1 )2*2 п—>со i А
lim - M i  =  lim - - - - -  =  2 lim ( =  2 >  1,
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М’мнк, 1̂атор узок;лашувчи.
2- м и с о л .  Куйидаги каторни якиилашувчанликка текширинг:

1 | 3 1 5 I I 2п ! ,

/ 2  ( / 2  )2 ( / 2  )3 "  ‘  ( / 2 ) П '

^  ̂ 2п — 1 . 2п +  1
Е ч и ш .  Бунда =  =  ^ 7|yi+r,

“n+l (2n+l) ( / 2 ) п 1 2n+l 1 ^  ,
hm =  lim  ------ rxr----------=  — г  lim ——  =  — „  <  1,
n—> oo un ,i->„ ( / 2  ) (2n— 1) , 2 ■!-»» 2,ч— I / 2

дсмак, к,атор якинлашувчи.
3 - м и с о л .  Куйидаги кдторни якиилашувчанликка текширинг:

1 +  1~- +  37= +•■•• +  -з7= +  •• • у 2 у 3 У' л

Е ч и ш .  Бунда ип^ ~ ,  ип+, == ~
У /г У /г -

3 "7 з
lim =  lim 5" v n -  =  lim l /  — ■ =  1 (/ =  1).
/2—>cO H fl tl~*CO n ~ j~ 1 >00 f ^  ”i“

^аторнинг ярнлаш иш и ^ацида Даламбер аломатн асоси- 
да хулоса чи^ариш мумкин эмас. Т а ^ о сл а ш  аломатини к$л- 
лаймиз. Узо^лашувчи

1 +  1  +  1  +  . , . . +  1 + . . .
2 3 я

гармоник цаторнинг ^адлари, иккинчи хадидан бошлаб, берил- 
гаи ^аторнинг мое хадларидан кичик, демак, 6- §  нинг 1-теоре- 
масига биноан бе'рилган цатор узо^лашувчи.

2. Коши аломати

Т е о р е м а .  Агар мусбат \адли

ui +  U2 +  из +  • • • +  ип "Ь •- • •

цатор учун ип мшудор л ->  оо да чекли лимитга эга булса, яъни

lim V иа = 1  (7.9)
П —>со

булса, у %олда
а) I <  1 da Kflmop ящнлашади,
б) / >  1 да цатор узо^лашади.
И с б о т и. Лимитнинг таърифидан ва (7.9) муносабатдан би- 

рор N номердан бошлаб п нинг барча кийматлари учун, яъни 
n ^ N  дан бошлаб
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11 Г | п Г'
У ип — /1 <  е ёки — е <  У ип — I <  е (7.10)

тенгсизлик уринли булади, бунда е>0 олдиндан танланган ки­
чик сон.

/г/
а) ¿ < 1  булсин. У  >;олда (7.10) теигсизликдан ип — I <  е

‘ёки У чп< 1  — е эканлиги келиб чикади. Тенгсизлик бирор N дан 
■бошлаб, яъни барча п >  N лар учуй бажарилади. / +  ё =  <7 деб бел- 
гилаймиз, е ни шундай кичик цйлиб танлаймизки, I <  1 да ц микдор 
1 дан кичик булиб 1<;олаверсин, яъни 0 <  / +  в — </ <  1, ва демак, 
барча N лар учун

(7.12) м|ор якинлашувчи, чунки унинг хадлари махражи ц <  1 
булган геометрик прогрессия ^осил 1̂илади.

(7.8) цаторнинг хадлари им дан бошлаб, (7.11) тенгсизликка би- 
ноен, (7.12) 1\аторнинг ^адларидан кичик. Демак, (7.8) катор 6 - § да- 
ги 1-теорема ва 4 -§  даги 1- теорема асосида якинлашувчи.

б) / >  1 булсин.' (7.10) теигсизликдан ип — I > — е ёки

ип>  I — е эканлиги келиб чикади. Тенгсизлик бирор N дан бош­
лаб бажарилади, яъни барча лар учун уринли. I — е =  д деб 
белгилаймиз. в ни шундай кичик цилиб танлаб оламизки, I >  1 да <7 
микдор 1 дан катталигича крлаверади, яъни I — в. =  д >  1 ва демак, 
бирор N дан бошлаб

Аммо ^аралаётган ^аторнинг барча хади, им дан бошлаб, 1 дан кат- 
та булса, у холда катор узо1<;лашади, чунки унинг умумий хади нол- 
га интилмайди.

Э с л а т м а .  Даламбер аломатидаги каби, 1 =  1 булган ^ол- 
да Коши аломати 1̂ ушимча текширишни талаб к;илади.

4- м и с о л. Куйидаги к>аторни я^инлашувчанликка текши- 
рннг:

П /

(7.11)

(7-8)

(7.12)

Е ч и ш .  Бунда

п~> СО 2/1 -{- 1

п

2
<  1 .

Катор я^инлашади. 
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5 - м и с о л .  Куйидаги каторни яцинлашувчанликка текширинг:

= е >

Е ч и ш.  Бунда

ип :=? ( П~ ^ -  Г  > Пт ^ ип -■  И т  Г =\ П } п—>оэ п~~>оо" V  ̂ /
К̂ атор узоклашувчи.

8 -§ . Каюр я^инлашишининг интеграл аломати

Т е о р е м а .  Лгар
и] +  и2 +  . . . +  ип + ’ . . . (8. 1)

1щторнинг цадлари мусбапг ва усмайдиган булса, яъни

^  и,2 >  • • - ¡> ип • • •
булса ва / (х) функция учун / ( 1) =  иъ  / (2) =  и2, . . ., / (п) ~ип, . . .
тенгликлар уринли булса, у х(олда:

00

1) агар | / (х) йх хосмас интеграл яцинлсииса, катор якинла-
1

шувчи,
СО

2) агар / (х) с1х хосмас интеграл узоклашувчи булса, катор
1

узоклашувчи булади.
И с б о т и. Ю^оридаи у =  / (х) эгри чизщ билан чегараланган, асос- 

лари х — 1 дан х — п гача булгар, бунда л — ихтиёрий бутун мус- 
бат сон, эгри чизщли трапециями караймиз (3-шакл). Бу трапецияга 
асослари [1, 2], [2, 3], . . ., [п — 1, п] кесмалардан иборатьчки ва таш- 
ци зинапоясимон туртбурчаклар чизамиз, бунда функциянинг
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и2 =  f  (2), «з =  / (3), . . ., Un =  f  (n) 

цийматлари ички чизилгаи туртбурчакларга,

“ i =  f  0 ) .  «2 =  f (2 ), • • « „ _ ! = /  ( « —  ! )

кийматлари эса ташки чизилгаи туртбурчакларга баландлик булиб хиз- 
мат 1̂илади.

Куйидаги белгилашларни киритамиз: Sn — каторнимг п- хусусий 

й и р и н д и с и , 5,г — эгри чизикли трапециянийг юзи, 5И ч, 5 Т Ч— мос ра- 
вишда ички ва таш^и чизилгаи зинагюясимои шаклларнинг юзлари.

_ П
S n =  и, +  и2 +  . . . +  Sn — \ f (х) dx экани равшан. Шаклдан

'1

5„.ч < 5 „ < 5 тч (8.2)

эканлиги келиб чи^ади, бурда

s n.4 = .Ы2 +  М3 +  • • • +  Un =  S n ~  и\у 

5 т.ч =  и \ +  и 2 +  • ■ ■ +  и п - 1 =  —  и п-

Шундай 1̂илиб, (8.2) тенгсизликни бундай ёзиш мумкин:

Sn — ui < S n < S n~ u n
ёки

П

s n~ ui <  f f  (*) d x < S n — un. 
l

Бундан иккита тенгсизликка эга буламиз:

<  и \ +  J  / (х) (8.3)
[

S n >  Un +  I t  W  (8 -4)

f (х) функция мусбат, шу сабабли п нинг ортиши билан f / (х) Лс
i

интеграл ^ам катталашиб боради. Икки \ол булиши мумкии:

1) (' f  (х) dx хосмас интеграл якинлашувчи, яъни 
i

I f  (х) dx =  lim Г f  (х) dx =  I
i «.-+» i

П
интеграл чекли сонга тенг булсин. У  з^олда f f  (х) dx <  I  ва (8.3)

'[
тенгсизликдан з̂ ар ^андай п да Sn <  иг +  I эканлиги келиб чи^ади. 
Шундай килиб, бу холда Sn хусусий йигиндилар кетма-кетлиги че- 
гараланган ва, демак, (8 .1) 1̂атор я^инлашади.



2) / (х) с1х хосмас интеграл узоклашувчи булсин, яъни 
1

00 г' с
/  (я) (1х == Н т  | /  (х)  ¿ х  =  +  оо

\ я—>00 |

булсин. (8.4) тенгсизликдан Зп хусусий йигиндилар кетма- кетлиги че- 
гараланмаганлиги келиб чи^ади ва, демак, (8.1) ^атор узоклашади. 

Ми со  л. Умумлашган гармоник катор деб аталувчи

1 1 , 1 ’ ' 11 - ------- -И- ------ - -¡-  . . . ~ ---------- г  ■ • •
2Р '¿Р пр

^аторнинг узоклашувчи ёки якинлашувчи эканини аникланг.
Е ч и ш .  /(х) функциянинг —  дан иборатлиги равшан, бунда р—

хр
тайинланган сон. Ушбу

dx  х -р+1

.) хР 1

1 lim х1 р 1 =  ------ lim (я1 р —  1), р Ф  1
1 ---р /I—>со 11 1 Р П—>00

хосмас интегрални ^исоблаймиз. Агар р  :> 1 булса, у холда lim п1~р=
п~* со

со
=  0 ва 1 —  = ----------- якинлашувчи; агар р  <  1 булса, у холда

J  хр р — 11

lim п1~р =  оо ва
П—> со

1 —  йх — узоклашувчи; агар р =  1 булса, у ,^ол- 
л х р 1

г' с1х 100
да —  =  1пх — оо —  узоклашувчи. Шу сабабли умумлашган гар- 

J  х |!1
моник к̂ атор р >  1 да якинлашувчи ва р <  1 да узоклашувчи.

9-§ . Цато,з колдигики интеграл аломат ёрдамида ба^олаш 

Якинлашувчи

щ +  и2 +  • • • +  ип +  ■ . . (9.1)

катор пи 1уараймиз.
Т а ъ р н ф .  Каторпинг йигиндиси 5  билан унинг п- хусусий йигин- 

диси орасидаги айирма щторнинг п-крлдши дейилади ва Яп би­
лан белгиланади:

Крторнинг цолдиги ^ам ^атор булиб, у берилган (9.1) к;а- 
тордан дастлабки п та ^адни ташлаш натижасида ^осил бу- 
лади:
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Бу 1̂ атор 4- § даги.4- теоремага кура я^инлашувчи, шу теоремага 
кура аксинчасиии хам тасди^лаш мумкин: агар ^аторнинг кол- 
д и р и  икинлашувчи булса, у ^олда.^атор икинлашувчи булади. 

Катор ^олдигининг таърифига кура

lim Rn =  О
Я—>оо

булиши равшан.
Д а^щ атан  ^ам,

lim  i? — lim (5  — S j= =  S — lim 5 „ =  S  — S  =  0.
ti-> со /г->oo /2—>co

Шу сабабли етарлича катта я лар учун

■ * « * , /
та^рибий теиГликка эга буламиз, п катталаШгани сари бу тенглик- 
нинг аии^лиги орта боради. 1<,атор йигиндиси 5  ни унинг хусусий йй- 
риндиси Sn билам алмаштирилгандаги абсолют хато, равшанки, катор 
крлдигининг модулига тенг:

A =  \ S ~ S n\ =  \R}l \.

Шундай 1<;илиб, агар з а̂тор йигиндисйни е >  О гача аншугакда то- 
пиш талаб ^илинса,. у холда шундай п сондаги дастлабки >̂ адлар йи- 
риндисини олиш керакки, | | <  е тенгсизлик бажарилсин. Шунга к;а- 
рамай куп хрлларда биз £>/: грлди^ни апщ  топа олмаймиз. Шу са­
бабли колдикшшг модули берилган е сондан катта булмайдиган ^ол- 
диь;нииг п номерини кандай топиш кераклигини ани^лашимиз керак.

М усбат ишорали 1̂атор ^олдигини интеграл аломат ёрдами- 
да бахолаш ^ацидаги ушбу теорема айтилган саволга жавоб 
беради.

Т е о р е м а .  Агар мусбат цадли
ui и2 ~г • • • •; ип ~г ■ ■ ■
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¡{шпор интеграл аломатнинг талабларнга жавоб берса, у холда 
унинг KOAduFü Rn цуйидаги тенгсизликларни каноатлантиради:

СО 00

Д  / (■<) dx <  Rn <  J 7  (x) dx.
«-|-1 П

И с б о т и. 8- § даги (интеграл аломатдаги) шакл'ни 1̂ айта чи- 
замиз ( 4 - шакл) .  Бирор п номерни тайинлаймиз. Юкоридан 
y = f(x )  функция графиги билан чегаралангаи, асоси х =  и 
дан х = п + т  гача булган эгри чизикли трапецняни караймиз.
8- § дагига ухшаш

п-\-т
- V ,  <  f ( x ) d x < S T 4

П

п+т
ёки ип+1 +  . . . ип+т <  f / (х) dx < и п +  . . . +  ип+т_\ тенгсизликлар-

П
пи тузиш мумкин. Равшанки, охирги тенгсизликни Sn, Sn+m, Sn+m_ix 
хусусий йириндилар оркали ифодалаш мумкин:

п-\-т
$п+т ~~ S,, <  \ / (х) dx <  5 n+m__, — Sn_ v 

• ... /2  

Бундан куйидаги иккита тенгсизликка эга буламиз:
п+т п+т
j ‘ / fr) dx <  Sn+,n- 1 -  Sn-1 В3 j  ■ / W  dx >  Sn+m ~~Sn■ (9 -2 ) 
n n

Я^инлашувчи каторлар учун m -^ oo  да (9.2) тенгсизликларда ли- 
митга утамиз.

п-\-т со

lim 1 / (х) dx =
т->оо я

Hm 5  =  5 , lim Sn+m =  5 ,
m-poo rn~+oо

(бунда 5  —  цатор йириндиси) эканини ^исобга олиб (9.2) ни бундай 
ёзиш мумкин:

©О

J / (х) d x < S  — Sn_u
П

| / (х) dx >  S — Sn

ёки

J f ( x ) d x < R n_ i,
(9.3)

оо
j  / (х) dx >  Дл.
Я
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(9.3) нинг биринчи тенгсизлигида п ни я +  1 билан алмаштириб,
ушбу

]' / (х) йх <  Яп ва “  / (х) с1х > Яп
л + 1 п

тенгсизхикларга эга буламиз. Бу тенгсизликларни цуш тенгсизлик 
шаклида бирлаштириб,

00 со
(' / (х) с1х <  Яп <  Г / (х) <1х
п+1 п

ифодага эга буламиз. Шуни исботлаш талаб килинган эди.
Ми со л. Ушбу

5 = 1 + —  +  . . .  +  —  +  . . .
23 „3

^атор йириндисини 0,1 гача (яъни е = 0,1) аишушкда топинг.
Е ч и ш. Я^инлашувчи (умумлашган гармоник, р = 3>1) 

^аторга эгамиз. ^аторнинг ^адлари монотон камаювчи

/ (х) =  - гх3
функциянинг мос кийматларидан иборат. Ш у сабабли катор- 
нинг п- ^олдиги

р _   ̂ I * (
п ‘ (я+1)* (я+2)3 

учун ушбу бахога эгамиз:

# < (' ¿1■■■'== ..-1 
л ]  2п2

п

Яп < е ёки —  < —
л 2п2 10

тенгсизликни ечиб, 2/г2 > 10 ёки /г >  ]/ 5 «  2,24 тенгсизликка эга бу­
ламиз. я — 3 деб кабул киламиз. Шундай килиб,

53= 1 + —  +  —  «  1,16.3 2з Зз

Бу кийматни яхлитлаб катор йирйндисикинг такрибий кийматини то- 
памиз: 5 да 1,2.

У з - у з  и ни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Даламбер аломати нимадан иборат? Уни исботланг. Мисоллар келти- 
ринг.

2. Коши аломати нимадан иборат? Уий исботланг. Мисоллар келтирйнг.
3. Интеграл аломат нимадан иборат? Уни исботланг.
4. Ушбу

V -¿А пР
п=\
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|\:порнинг р> 1  да я!\инлашувчи ва р < 1  да узо^лашувчи эканини аишуганг.
5. Мусбат ^адли ^аторнинг ^ о л д и р и  интеграл аломат билан 1\андай ба- 

у>ланади?
6. 2754— 2770- масалаларни ечинг.

1 0 -§ . Ишоралари навбатлашувчи каторлар

Хадларининг ишоралари хар хил булган ^аторларни урга- 
ппшга утамиз. Энг аввал ишоралари навбатлашувчи цаторлар 
деб аталувчи 1\аторларга тухталамиз. Бундай ^аторларда хар бир 
мусбат з^аддан кейин манфий хад ва з̂ ар бир манфий зрддан 
кейин мусбат хад келади. Ишоралари навбатлашувчи 1̂ аторни 
бундай ёзиш мумкин:

и1 — и2 +  и3 —  . .  . +  (— 1Г+ 1 ^  (— 1)'г+1 ипу
п =  1

бунда ии Иа, , ип, . . . — мусбат сонлар.
1. Ишоралари навбатлашувчи ^аторлар я^инлашишининг 

етарли шартини уз ичига олган ^уйидаги теоремани исботлай- 
миз.

1 - т е о р е м а  ( Л е й б н и ц  т е о р е м а с и ) .  Агар ишорала­
ри навбатлашувчи

иг — и2 +  и3 — , .-.+ ,(— О"4"1 “ „+ ••• (10.1)
цапюрда катор хадларининг абсолют ийматлари камаювчи, яъни

их >  и2 >  и3 >  . . . >  ип >  . . . ( 10.2)

булса, шу билан бирга ип умумий хад нолга интилса:

Пш ип =  0, (10.3)
П—¥ оо

у %олда ( 10.1) цатор ящнлашувчи булади, шу билан бирга унинг 
йитндиси биринчи х1адидан катта булмайди ва мусбат булади:
0 <  5  <  их.

И с б о т  и. Олдин жуфт индексли хусусий йигиндилар кетма- 
кетлигини караймиз, уларни ушбу куринишда ёзамиз:

$>2т =  («! — и2) +  (и3 —  и4) +  . . . +  (и2т_ 1  — и2т).
Демак, >  0 ва хусусий йигиндилар кетма-кетлиги усувчи.
( 10.2) шартдан хар бир к;авс ичидаги ифоданинг мусбат экани келиб 
чщащ.

Энди 5 2;„ хусусий йигиндинн бундай кучириб ёзамиз:

т =  и1' (и2 и») • ■ • (и2к—2 и2т—1) —  и 2 т-
(10.1) шартдан хар бир ка вс ичидаги ифоданинг мусбат экани келиб 
чи^ади. Шу сабабли бу кавсларни и1 дан айириш натижасида биз и1 
дан кичик сонга эга буламцз, яъни

$2т <~ и 1-
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Шундай килиб, S2m хусусий йигиндилар кетма- кетлиги' т билли 
биргаликда усувчи ва юкоридан чегараланган. Демак, у лимитга эга] 
яъни

lim S.2m =  S,
m—f-oo

шу билан бирга 0 <  5  <  их.
Энди ток индексли S 2m+i хусусий йигиндилар .̂ ам 5  лимитга ии- 

тилишиии исботлаймиз. Х^акикатан ^ам,

S-2m+l ~  S2m ~Ь и2т+1 
булгани учун т оо да

lim S2m+1 =  lim S2m +  lim urm+1 =  lim S2m == S
in—,>oo m—>oо m~>co m—>00

га эга буламиз, бунда (10.3) шартга кура lim u2tn+1 =  0. Шу билан
m-voo

биз жуфт п ларда хам, ток п ларда хам lim Sn =  S эканини исбрт-
п ->оо

ладик. Демак, (10.1) г а̂тор якинлашувчи, шу билан бирга унинг йи- 
гиндиси мусбат ва каторнинг биринчи хадидан катта булмайди, яъни

0 <  S <  uv
2. Кагор ^олдирини бахолаш . Лейбниц теоремаси ишорала­

ри навбатлашувчи 1̂атор ^олдигини бахолаш имконини беради.
2- т е о р е м а .  Агар ишоралари навбатлашувчи

uL— и2+  и3— . . .’ +  (— I)**1 ип + : . . . .  ( 10. 1)
ц.атор Лейбниц теоремаси шартини к^аноатлантирса, у цолда 
унинг п-цолдиги R n абсолют циймйти буйича ташлаб юборил- 
ган %адларнинг биринчисининг модулидан катта булмайди.

И q б о т и. Ишоралари навбатлашувчи (10.1) ^ат.ор Лейбниц 
теоремаси шартларини ^аноатлантиргани учун у якинлашувчи. 
У >^олда ^аторнинг п- цолдиги

К  =  ±  (“п+1 — иа+2 +  • • •) 
нинг узи''ишоралари навбатлашувчи каторнинг йигиндиси бу- 
лади. Лейбниц теоремасига кура бу йигинди абсолют )^иймат 
буйича 1̂ атор биринчи >̂ ади модулидан катта булмаслиги керак, 
яъни

(10.4)

булиши керак.
Д ем ак, ^аторнинг 5  йигиндисини Sn хусусий йигинди билан 

алмаштиришда йул ^уйиладиган хато абсолют циймати буйича 
таш лаб юборилган ^адларнинг бириичисидан катта булмайди. 
Охирги тенгсизликдан Холдикнинг модули берилган аниклик е 
дан катта булмайдиган п номерни топишда фойдаланилади.

1- м и с о л. Ушбу



к \ <

\Rn\ <  е ёки

■иторнинг я^инлашишини текширинг.
М ч и т  1\аторнш1г хадлари абсолют ^иймати буйпча ка- 

М)п"шб боради:
I ! 1 — >  —  >  . . . > -------->  . . .

22 З 2 ( « - г ! ) 2

IU

lim и„ =  lim —-—  =  0.
п-+оо П—>со ( /¡ - j -  1)2

Illy сабабли цатор якиллашувчи.
2 - м и с о л .  1-мисолдаги цатор й и р и н д и с и н и  е  =  0,01 гача 

шш^ликда топинг. К,аторнинг п -  ^ о л д и р и

Rn =  ±  (— ------- —  +' • ■
п \ ( п + 2)2  ( п + 3 ) 2

учун ушбу бахога эгамиз:
I

(га +  2)2 ’

Ушбу
[ 1

---------- <  —
(га +  2)2 100 . 

тенгсизликни ечиб
(п +  2)- >  100 ёки п >  8 

га эга будамиз. п =  9 деб оламиз.
Шундай цилиб,

S 9 =  - i — 1 + - 1- — . . .  +  —  » 0 ,1 8 2 .  
j  22  32 4 а .102

Бу ^ийматни юздан бирларгача яхлитлаб, 1̂ атор йигиндисининг 
та^рибнй кийматига эга буламиз:

S  да 0,18,

11-§ . Узгарувчан ишорали к;аторлар

Агар цаторнинг хадлари орасида мусбатлари з^ам, мапфий- 
лари з а̂м булса, у холда бундай ^атор узгарувчан ишорали i^a- 
тор дейилади:

ut и.2 -г ип -т ,
бунда иj , и2, . . .  , ип, . . . сонлар мусбат хам, манфий з̂ ам булиши 
мумкин (10- § дагидан фаркли). Олдинги параграфда куриб утилган 
ишоралари навбатлашувчи ^аторлар узгарувчан ишорали ^аторларнйнг 
хусусий холидир.

1. Абсолют ва шартли я^инлашувчи ^аторлар. Узгарувчан



ишорали каторнинг абсолют ва шартли якинлашуви каби му- 
^им тушунчаларни киритамиз.

1- т а ъ р и ф .  Узгарувчан йшорали

+  и2 +  . . . +  ип +  . . . ( 11-1)

1̂ атор хадлари абсолют ^ийматларидан тузилган

Ш  +  1из! +  • • ■ - г  \ип\ +  . . . ( 1 1 .2 )

катор якинлашувчи булса, ( 11. 1) абсолют якинлашувчи щатор 
дейилади.

2 - т а ъ  р и ф. Агар узгарувчан ишорали (11.1) 1̂ атор якинла­
шувчи булиб, бу каторнинг ^адлари абсолют ^ийматларидан 
тузилган ( 11.2) ^атор узоклашувчи булса, у ^олда берилган 
узгарувчан ишорали ( 11. 1) 1̂ атор шартли ёки ноабсолют ящш- 
лашувчи ц,атор дейилади.

1-м  и с о л . Ишоралари навбатлашувчи

+ ( _ ! ) » + *  - I  + . . ;
2 6 п

катор шартли якинлашувчи ^атордир, чунки у якинлашувчи 
(Лейбниц аломати буйича), унинг хадлари абсолют кийматла- 
ридан тузилган

1 +  1  .
2 п

1̂ атор эса узоклашувчидир (гармоник 1̂ атор).
2- м и с о л. Ишоралари навбатлашувчи

1 — 1 +  . . .  + . . :
22 3- п2

катор абсолют якинлашувчи цатордир, чунки у я^инлашувчи- 
дир (буни Лейбниц аломати буйича текшириш осон), унинг 
^адлари абсолют ^ийматларидан тузилган

1 +  —  +  —  +
22 32 1 „2

катор хам якинлашувчи (курсаткичи р =  2>1 булган умумлаш- 
ган гармоник катор).

2. Абсолют якинлашувчи каторнинг якинлашиши хаккда 
теорема. Узгарувчан ишорали катор я^инлашувчанлигининг 
му^им етарли шартини келтирамиз.

Т е о р е м а .  Агар узгарувчан ишорали
и1 +  «2 +  • • • “Ь ип +  • • • ( 11. 1)

цатор хадлари абсолют кийматларидан тузилган
\и1\ +  1ыз1 +  • . . +  \ип\ +  . . . (11.2)

атор щ инлаш са, у холда берилган узгарувчан ишорали  ( 11.2) 
цатор хам якинлашади.
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И с б о т и .  Sn ва an мос равишда (11.1) ва (11.2) ^аторларнинг п— 
хусусий йигиндилари б^лсин. S J  билан барча мусбат, S~  билан эса 
Sn хусусий йигиндидаги барча манфий ишорали хадлар абсолют щй- 
матлари йириндисини белгилаймиз. У холда

•ч. г  < = s £ + s ; -
Шартга кура (11.2) ь̂ атор я^инлашувчи, шу сабабли оп иигинди о 
лимитга эга. S *  ва S~  лар эса мусбат ва усувчи, шу билан бир- 
га S j  <  оп <  а ва <  оп <  a  (чегараланган), демак, улар з̂ ам ли­
митга эга:

lim 'St =  S +, lim 5 “  =  5 “ .

Sn — Sn — Sn муносабатдан Sn з̂ ам лимитга эга эканлиги келиб чи- 
^ади:

lim Sn == lim — lim S~  =  S r — 5 ~ .
П—> оо 'П—>oo П—>oo

Демак, узгарувчан ишорали ка тор яцинлашади.
Абсолют я^инлашиш тушунчаси ёрдамида бу теорема ку- 

пинча бундай ифодаланади: ^ар кандай абсолют я^инлашувчи 
1̂ атор я^инлашувчи цатордир.

3- м и с о л. Узгарувчан ишорали

sin а  . sin 2 а  . , sin п а  . n i  о\
т-----—— 1_г  • • • т------- ;------ г V11'15/12 22 п2

цаторнинг я^инлашишини текширинг, бунда а - ихтиёрий ха^и- 
ций сон.

Е ч и ш .  Берилган 1̂ атор билан бирга
sin a

12
+

si n 2 а

22 «2
^аторни ¡^араймиз. Бу 1̂ аторни я^инлашувчи

1 +  Т«  +  - " + ^ + " '  ( П 5 )
гармоник цатор- билан таедослаймиз.

(11.4) каторнинг з^адлари (11.5) ^аторнинг мос з^адларидан 
катта эмас, шу сабабли тавдослаш  аломатига кура (11.4) ^а- 
тор я^инлашувчи. Аммо у з^олда, исботланган теоремага асо- 
сан, (11.3) 1̂ атор з^ам я^инлашувчи.

Абсолют ва шартли я^инлашувчи цаторларнинг ^уйидаги 
хоссаларини 1̂ айд ^иламиз:

а) агар катор абсолют я^инлашувчи булса, у з^олда бу.^ а- 
тор ^адларининг урни з а̂р цанча алмаштирилганда з а̂м у абсо­
лют якинлашувчи булиб ^олаверади; бунда ^аторнинг йигиндиси
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унинг ^адлари тартибига борлик булмайди (бу хосса шартли 
я^инла.шувчи цаторлар учун са^ланмайди);

б )  а г а р  }^атор ш а р т л и  я ^ и н л а ш у в ч и  б у л с а ,  у  > р л д а  б у  ц а -  
т о р  ^ а д л а р и н и н г  у р и н л а р и н и  ш у н д а й  а л м а ш т и р и б  1^уй и ш  мум- 
к и н к и , н а т и ж а д а  у н и н г  й и р и н д и с и  у з г а р а д и ;  бунинг у с т и г а  
а л м а ш т и р и ш д а н  к е й и н  х о с и л  б у л г а н  к а т о р  у з о ^ л а ш у в ч и  к а т о р  
б у л и б  к р л и ш и  м у м к и н .

Мисол учун шартли я^инлаШувчи

1 — I  +  1 _ _ 1  +  1 _ 1  +  1  — I  +  . . .
2 3 4 5 6 7 8

^аторни оламиз. Унинг йигиндисини 5  билан белгилаймиз. К>а- 
тор ^адларини хар бпр мусбат ^аддан кейин иккита маифий 
^ад турадиган 1<;илиб алмаштирамиз:

1 _ 1 _ _ 1  +  1 _ 1 _ 1
2 4 3 6 8 .................

Дар бир мусбат хадни ундан кейин келадиган манфий .^ад би­
лан кушамиз:

1 _ _ 1  +  1  — 1  +  . . . .
2 4 6 8

Натижада ^адлари берилган 1̂ атор ^адларини 1/2 га кулайти- 
ришдан ^осил булган ^аторга эга. буламиз. Аммо 4 - § д а г и  
1-теорем ага кура бу 1̂ атор яцинлашувчи ва унинг йигиндиси

га тенг. Шундай 1̂илиб, катор хадларшшнг жойлашиш
тартибшш узгартйриш билангина унинг йигиндисини икки мар­
та камайтирдик.

12- §. Комплекс х,адли каторлар

К,аторлар н а з а р и я с и и и н г  к у п г и н а  масалалари д е я р л и  ?^еч 
^андай у з г а Р и ш л а р с и з  .^адлари к о м п л е к с  с о н л а р д а н  иборат. 
булган 1-^аторларга утказилади. Д астлаб

ги г2, . . . , гп----
комплекс сонлар кетма-кетлигининг лимита таърифини кири- 
тамиз, бунда:

*п~-ха -\-1уп, п== 1, 2 , 3 , .  . .

1 - т а ъ риф.  Агар хар 1̂андай е > 0  учун шундай N натурал сом­
ни таилаш мумкин булсаки, барча п >  N лар учун

К ~ 2о\< £
тенгсизлик бажарилса, у хрлда г0 =  а~\-1Ь комплекс сон гп =  хп-\- 
+  1уп комплекс сонлар кетма- кетлигининг лимиты дейилади.

г п — г о =  (х п ~  а) +  1 (Уп — ь) булгани учун \гп — го1 —
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—V й)2+  (yn—b)2. Шу сабабли lim zn =  г0 лимйтнинг мавжудлиги
П -> о о

хающий сонлар кетма- кетлигининг иккита лимита мавжудлигига тенг 
кучлидир:

lim хп — а  lim yn =  b. ( 12. 1)
П —*оо П — > со

Бу таъриф 1̂атор я^инлашишининг таърифини комплекс 
з^адли каторга з̂ еч бир узгаришсиз утказиш имконини беради. 
Комплекс сонлардан иборат.

w1 +  w2 Jr . . . + w n + . . .  (12.2)

каторни тузамиз, бунда

Wn =  Un +  ivn< я =  1 , 2 , 3 , . . .

Бу каторнинг дастлабки я та 'з а̂ди йигиндисини караймиз, уни 
Sn билан белгилаймиз:

S n =  w í  +  w 2 +  • • ■ +  W n’

Sn — комплекс сон:

Sn — iui +  u 2 ~Ь • • • ~Ь +  i (i\ +  v2 +  . . . +  vn). (12.3)

2 - т а ъ р и ф.  Агар (12.3) каторнинг Sn хусусий йигиндилари кет­
ма-кетлигининг лимита

lim Sn =  «S =  A - f  iB
П-+ОО

мавжуд булса, у холда (12.3) комплекс з^адли 1̂ атор яцинла- 
шувчи цатор, S эса унинг йшчмдиси дейилади.

( 12. 1) га асосан ( 12.2) ^аторнинг якинлашувчи эканидан з а̂- 
кккий коэффидентли иккита

А — uí +  Щ +  • • • ~Ь ип ~Ь ••• ,

В =  v1 +  v2 - f  . . .  +  vn - f  . . .

каторнинг якинлашувчи экани келиб чи^ади.
3 - т а ъ р и ф .  Агар lim Sn мавжуд булмаса, у холда комплекс

П -± о о

з а̂дли ( 12.2) ь̂ атор узо^лашувчи цатор дейилади.
( 12.2) каторнинг я^инлашишини текширишда ушбу теорема 

жуда муз^имдир.
Т е о р е м а .  Агар

K l  +  K l  +  ■ • • . +  K l

бунда \wn\ =  } / '  и2п + v 2n щтор якинлашувчи булса, у .\олда (12.2) 
цатор хам якинлашувчи булади.

И с б о т и .  Мусбат з а̂дли

• | ш х| +  K l  +  . . . +  |ш „|  +  . . .



каторнинг якинлашувчанлиги ва

К\ <  y r  ul  +  vl  =  к\< íyJ  <  V и1 +  К  =  K I
шартлардан, мусбат хадли каторларни такдослаш аломати асосида 
(6-§ , 1- теорема)

l“ il +  W2I■ + . . . +  |«„| +  . . . , ..
N  +  N  +  . . .  + K I +  . . .

цаторларнинг якинлашувчанлиги келиб чикади. (12.4) i-^атор- 
ларнинг я^инлашишидан 11-§ даги теорема асосида

Wj +  и2 +  . . . +  ип +  . . . ,

vx +  v2 -г  . . . +  vn +  . . .

^аторларнинг я^инлашиши, ва демак,
Wi +  w2 +  . . . +  wn +  . . .

каторнинг хам яцинлашиши келиб чикади, шуни исботлаш та- 
лаб ^илинган эди.

Исботлангаи теорема комплекс ^адли ^аторларнинг я^ин- 
лашишини текшириш учун мусбат хадли каторлар яцинлашиши- 
нинг барча етарлилик аломатларини цулланиш имконини бе- 
ради.

4 - т а ъ р и  ф. Агар комплекс ^адли каторнинг ^адлари мо- 
дулларидан тузилган цатор я^инлашувчи булса, бу комплекс 
^адли к;атор абсолют яцинлашувчи цатор дейилади.

Комплекс ^адли абсолют я^инлашувчи ^аторлар хщиция 
хадли абсолют яцинлашувчи ^аторларнинг ^амма хоссаларига 
эга.

, л г х cós 1 -f- í sin 1 1 c o s 2  +  ¿ s i n 2  , ,
1- ми с о л. Ушбу --------! ! ------------ h • ■ . +J 12 22

. COS п  +  í sin ti ,+  ------------------------ f- . . . ^атор аосолют якинлашади, чунки унинг
n2

хадлари модулларидан тузилган

12 22 п*

1̂атор я^инлашувчидир.

У  з- у з и н и т е к ш и р и ш . у ч у н  с а в о л л а р

1. Ишоралари навбатлашувчи катор деб ^андай каторга айтилади? Узгарув- 
чан ишорали 1̂ атор деб- чи?

2. Ишоралари навбатлашувчи ^атор учун Лейбниц аломати нимадан иборат? 
Исботланг.

3. Ишоралари навбатлашувчи цатор цолдири ^андай ба^оланади? Мисол- 
лар келтиринг.

4. Узгарувчаи ишорали ^атор учун я^инлашишнинг етарлилик шарти нима? 
Исботланг.

5. Абсолют якинлашувчи ва шартли якинлашувчи ^аторларнинг таърифини 
беринг. Мисоллар келтиринг.
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6. Абсолют яцинлашувчи ^аторларнинг хоссасиии ифодаланг.
7. Абсолют я^инлашувчи ^аторнинг я^инлашиши хакида! и теоремани исбот- 

ланг.
8. Комплекс сонлар кетма- кетлигининг лимита таърифини ва комплекс ; а̂д- 

ли яцинлашувчи катор таърифини беринг.
9. Комплекс хадли каторларнин;- яхиплэлпиши кандац текширилади?
30. 2790 — 2801- масалаларни ечиир.

13-§ . Функционал каторлар. Я^инлашиш со^аси

Дадлари функциялардан иборат булган каторларни караш- 
га утамиз:

+  щ{х) +  . . .  ип{х) +  • • • (13.1)

Бундай каторлар ф у н к ц и о н а л  ц а т о р л а р  д е й и л а д и .  и \ ( х ) ,  щ (х),
. .. функцияларнинг ^аммаси бирор чекли ёки чексиз интервал- 
да анш утнгаи ва узлуксиз.

Функционал ^аторнинг ^ади, хусусан, узгармас булиши хам 
мумкин. Бундай холда функционал катор сопли цаторга айла- 

х нади. Шуидай ^илиб, сонли к;атор функционал ^аториинг хусу- 
сий ^оли экаи.

(13.1) ифодада х  узгарувчига баъзи х 0, х ь  . . .  ^ийматларни 
бериб, у ёки бу сонли к;аторга эга буламиз:

и 1 (А'о) +  и 2 (А'о) + . . • + « „  (¿о) +  . . .  , .

Щ (х г) +  и 2 {х й  +  • • • +  ип (х \) +  - ■ •
ва х. к.

х  узгарувчининг оладиган кийматига караб (13.2) 1̂ атор 
якинлашувчи ёки узо^лашувчи булади.

х  узгарувчининг (13.2) сонли к,атор якинлашувчи буладиган 
1̂ иймати (13.1) ф у н к ц и о н а л  ц а т о р н и н г  я ц и н л а ш и ш  н у ц т а с и  де­
йилади. х узгарувчининг (13.2) сонли 1̂атор узо^лашувчи бу­
ладиган ^иймати (13.1) ф у н к ц и о н а л  к^ат орнинг у з о ^ л а ш и ш  нуц- 
т а си  дейилади.

Т  а ъ  р и ф. х узгарувчининг (13.2) цатор якинлашувчи бу­
ладиган ^амма к;ийматлари туплами (13.1) функционал ^атор- 
иинг я щ н л а ш и ш  с о ^ а с и  дейилади.

Агар д: узгарувчининг х0 1\иймати (13.1) функционал катор- 
иинг я^инлашиш со^асига тегишли булса, у х;олда бу 1̂ атор- 
нинг х = х 0 ну^тадаги й и р .и н д и с и  ^а^ида гаиириш мумкин:

5  (х0) =  и х (х0) +  и.г (х0) +  . . . + и п (х0) +  . . .

Шуидай ^илиб, функционал 1̂ атор й и р и и д и с и н и н г  ^иймати х  
узгарувчининг ^ийматига богли^. Шу сабабли функционал ^а- 
торнинг й и р и н д и с и  унниг я^инлашиш со^асида х нинг бирор 
функцияси булади ва 5  ( х )  билан белгилаиади.

1- м и с о л. Ушбу

1 +  х +  х2 +  . . , +  х 1 -Ь . . .
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функционал ^аторнинг ^адлари махражи q =  х га тенг булган гео- 
метрик прогрессия ташкил килади. Демак, унинг яцинлашиши учун 
|х| <  1 булиши . керак ва (— 1, 1) интервалда каторнинг шриндиси
— га тенг. Щундай ^илиб, (— 1, 1) интервалда берилган л^атор

S(x) = 1 —- X

функцияни ани^лайди, бу эса каторнинг йириндисидир, яъни 

1-[-Х-т"Х2 - [ - . . . - { - Х  . .
1 — X

2 - м и с о л .  Ушбу

1
2 -j- sin л: 3 +  sin х  п  -f- 1 +  sin х

функционал к;атор л: нинг хар цандай цийматида узоцлашувчи. 
^акш^атан, барча х лар учун— l ^ s i n x ^ l ,  шунйнгдек, цатор- 
нйнг хадлари барча х лар учун мусбат. Шу сабабли мусбат 
^адли маторларнинг тавдослаш  аломатини цуллаймиз, берил- 
ган каторни

1 +  ~  +  — +  — +  Н— 1-2 3 4 п

гармоник цатор билан тавдослаймиз. Берилган каторнинг хад ­
лари гармоник ^аторнйнг мое ^адларидан (учинчи ^адидан 
бошлаб) кичик эмас, гармоник ^атор эса, маълумки, узо^ла- 
щувчи. Д емак, берилган цатор х нинг ^ар кандай ^ийматида 
узоцлашувчи, шуни исботлаш талаб ^илинган эди.

(13.1) ^аторнйнг дастлабки п та ^ади йириндисшш S„(x) 
билан белгилаймиз. Агар бу ^атор х  нинг бирор ^ийматида 
якинлашса, у ^олда

5 (х )  =  Sn(x) +  г„(х) 

булади, бунда 5  (х) — ^аторнйнг ййрйндиси,

Гп М  =  Un+ 1 ( Д‘)  +  и п -[-2 W  +  • • •

гп(х) мивдор (13.1) щторнинг цолдиги дейилади. х нинг барча 
цийматлари учун цаторнинг я^инлашищ сохасида

lim Sn(x) =  5  (х)
П~+оо

муносабат уринли, щу сабабли lim (5  (х) —  5 ге(х)) =  0 ёки lim rn (x) =
П—>оо М—>оо

=  0, яъни я^инлашувчй каторнинг цолдиги я ->■ с» да нолга интила- 
ди,
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13-§ да биз якинлашиш сохасида lim гп(х) =  0 эканйни аникла-
П—>оо

дик. Бу ихтиёрий кичик г >  0 сон учун е ва х га борли^ шундай 
N (е, х) сон топилиб, барча я >  N (е, х) ларда \гп (х)] <  s тенгсизлик 
бажарилишини билдиради.

Функционал каторларнинг шундай синфи мавжудки, бу каторлар 
учун ю^оридаги тенгсизлик ^аторнинг якинлашиш сохасига тегишли 
барча х лар учун п >  N булиши билано^ бажарилади, бу ^олда N 
факат е нинг узига боглш<;, яъни N =  N (е). Бу ^аторлар текис якйн- 
лашувчи ^аторлар деб аталади.

Т а ъ р и ф .  Агар ихтиёрий исталганча кичик е > 0  сон учун 
фа1\ат е га богли^, шундай N (в) сон топилиб, барча t i^ N  да 
курсатилган co la ra  тегишли х лар учун

М *)1  < е
тенгсизлик бажарилса,

и± (х) -\-и2(х) +  . . .  +  ип (х) +  . . .
функционал цатор курсатилган со^ада текис ящнлашувчи ца- 
тор дейилади.

К,атор текис якинлашишининг амалда i-^улай булган етарли- 
лик аломатини исботлаймиз.

В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и .  Агар
ui (х) +  и 2 (х) +  • • • +  ип (х) +  • • . (14.1)

функционал цаторнинг цадлари бирор [a, b] cocada абсолют 
щймати буйича бирор ящнлашувчи мусбат ишорали

сх +  с2 +  . . . + с п +  . . . (14.2)

щторнинг мос х1адларидан катта булмаса, яъни
| ип (х) | <  сп (14.3)

булса (бунда п — 1, 2, . . . ) ,  у холда берилган функционал катор 
курсатилган [а, Ъ] cocada текис якинлашади.

И с б о т и .  (14.2) катор йигиндисини а билан белгилаймиз:
а  =  сх +  с2 +  . . . +  сп 4- . . . ,

у холда а =  ап +  гп, бунда ап —  п- хусусий й и р и н д и ,  гп эса бу 
каторнинг п- цолдиги, яъни

е п =  Сп+1 +  Сп+ 2 +  • • • О 4 -4 )

(14.2) ^атор якинлашувчи булгани учун lim ап =  о  ва, демак,
П—>оо

lim еп =  0.00
(14.1) функционал 1<атор йигиндисини

5  М  =  S n W  +  Гп ( * )  

куринишда ёззмиз, бунда

1 4 -  § .  Т еки с якинлаш иш . В ей ерш трасс алом ати
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5„(х) =  и±{х) +  . . . + и п(х),

Гп (■'■) =  ип+\ ( 4  +  ип+ 2 (ж) +  • • •

(14.3) шартдан

\ип+1^)1 ^  Сп+1> ^  Сп+-2> • • •

зкани кслнб чикади ва шу сабабли (14.4) дан ^аралаётган 
ссхапинг барча х лари учун

1Гп (Х)1 < Е п
тенгсизлик бажарилади. Бу эса (14.1) ^.атор [а, Ъ] да текис 
я^инлашишини курсатади. Шуни исботлаш талаб цилинган 
эди. Л V '

1- м и С О л. Ушбу
в т ! 2 *  , 5 т  22 х  . . з т  п2х .

т "  “I------- -------- г  •
12 23

функционал катор х нииг барча х;акш^ий ^ийматлари учун те­
кис якинлашади, чуики барча х ва п ларда

[эхп п2х1 ^  _1_

I п 2 | Ф  ’
ушбу

¡2 ' 2« па

катор эса, маълумки, яцинлашувчи, чунки бу курсат.кичи 
р — 2 > 1  булган умумлашган гармоник катордир.

Текис я^инлашувчи функционал ^аторлар учун функция- 
лар чекли й и р и н д и с и  хоссаларини татбик 1̂ илиш мумкин.

1- т е о р е м а. Агар
и 1 (х) +  Щ (х) +  . . .  +  ип (х) +  . . .

функционал щторнинг щ р  бир щ ди  [а, Ь\ кесм ада узлуксиз 
булиб, бу функционал щтор {а, Ь] да  текис ящ нлаш увчи бул- 
са, у %олда цаторнинг йигиндиси 5 (х )  %ам шу кесм ада у злу к-' 
сиз б у л ад  и .

2 - т е о р е м  а (^аторларни ^адлаб интеграллаш ^а^ида).
Агар

и 1 (х) 4- Щ (х) -г  цп (х) - { - . . .  
функционал цаторнинг %ар бир щ ди  [а, Ь] кесмада узлуксиз 
булиб, бу функционал щтор [а, Ь] да  текис я^инлашувчи б$л- 
са, у \олда

ь ь ь
У «1  (х) с1х + 1 и,, {у) ах -Г . . .  + |  Ы„(х) йх +  . . .
а а а

Ъ
щтор х1ам якинлашувчи булади ва унинг йыриндиси [ 5  (х) ах га

а
тгнг булади.
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Юкрридаги теоремаларнинг исботини келтирмаймиз.
2- м и с о л. У .'лбу

1— •х2 +  х4 — ... . . + ( — \)пх2п +  . . .

функционал катор |х) <  1 да текис якинлашувчи ва унинг йигиндиш 
(каралаётган катор хадлари геометрик прогрессия ташкил ¡^илади)
5  (х) =  эканини куриш осон. Берилган каторни-0 дан бирор

х <  1 гача хадлаб интеграллаймиз, натижада

А'3 * *  , / х2п+ 1
х _ _ _  +  _ -------------. .  . + ( - 1 )

каторга эга буламиз, бу катор \х\ <  1 да текис якиплашади ва унинг 
йигиндиси куйидагига тенг:

X. X
| 5  (х) йх — [  --- - — агс ; агс tg х.

. 0  О

Шундай цилиб, \х\ <  1 да текис якинлашувчи
X3 X5 г 2п+1

агс!§ х =  х д Ь ~~= • • + ( - 1) +  . .  .

каторга эга булдик.
3 - т е  о р е м а  (каторларни хадлаб дифференциаллаш ^ак;ида). Агар

иг (х) +  и2 (х) +  . . . +  ип (х) +  . . .

функционал цатор бирор [а, Ь] со^ада якинлашувчи ва 8 (х )  
йигиндига эга булса, шу билан бирга унинг уадлари илу сохада  
у'злуксиз хосилаларга эга булса щ м да

и[ (х) +  и2 (х) +  . . . +  ип (х) +  . . . .

цатор [а, 6] да текис якинлашувчи булиб, о(х) йигиндига эга бул­
са, у хсолда берилган катор текис якинлашувчи булади ва Б' (х) — 
=  о (х) булади.

Бу теореманинг исботини хам келтирмаймиз:
3 -м  и с о  л,- Шу параграфдаги 2 - мисолни караймиз:

Бундан
¿2п4-2

x■arctgx =  x2----- +  . . . -Ь (— 1)п .; п 1 +  . . . (И .5 )

экани келиб чикади. Бунда унг томонда бирор 1̂ атор турибдн. 
Шу ^аторни ^адлаб дифференциаллаб, ^уйидагинй топамиз: ’



Бу ^аторга Даламбер аломатини ^уллаймиз:

Нгп
11—+ОС |

1 и п + ]

2ге +  2 2/1+1

=  Нш 2 п 4- 1
| ип П—юо 2 п л;2*“ 1

2 п —  1
п-~+оо (2  и  4 *  1 ) 2  п

Шундай цилиб, 1̂ атор абсолют я^инлашувчи ва барча |л:(<11 
лар учун эса текис я^инлашувчи булади.

Д емак, ^осилаларнинг ёзилган ^атори (14.5) 1̂ атор й и р и н - 
дисидан олингаи хосилага я^инлашади:

■ 4 х3 п (2 п -4-2)
агс(8 х + п - ; г - 2 ^ - — +  . . . + ( - 1  ) " £ ь Ш * _ +  . .  . 

Бу якйнлашиш барча \х\ <  1 да текисдир.

У з - у з и  ни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Кандай цатор функционал 1̂ атор дейилади?
2. Функционал 1̂ аторнинг я^инлашиш со^аси деб нимага айтнлади?
3. Кандай функционал *;атор текис яцинлашувчи цатор дейилади?
4. Функционал ь;аторнинг текис яцннлашицнГнинг Вейерштрасс аломати 

нима?
5. Текис я^инлашувчи ^аторларнинг хоссаларини санаб чи^инг. Мисолл*ап 

келтиринг.
6. 2802—2820- масалаларни ечинг.

15-§. Даражали каторлар

Т а ъ р и ф .  Даражали фтор  деб

а  ̂+  а^ х — х0) +  а2(х —  х0)2 +  . . .  +  ап(х — х0)п 4- • • • (15.1)

куринишдаги функционал каторга айтилади, бунда а0, а а п, . .  . 
узгармас сонлар даражали щторнинг ксэффщигнтлари дейилади.

Хусусий ^олда, агар х0~ 0  булса, у ^олда биз ^адлари х 
иинг даражалари буйича жойлашган

а0 +  а1х +  а2х * +  . . . +  апхп + . . . (15.2)

даражали ^аторга эга буламиз.
Биз бундан кейин (15.2) куринишдаги дараж али ^аторлар-1 

ни урганамиз, чунки бундай к;а тор х '= х — х0 алмаштириш билан
(15.1) куринишдаги ^аторга келтирилади.

Р^улайлик учун апхп хадни, унинг (п 4- 1)- уринда туришига ка- 
рамай, каториинг п- хади дейилади. Каторнинг озод хади а0 цатор- 
нинг но линчи %ади дейилади.

Д араж али ^аторнинг я^инлашиш сохаси х;ар доим бирор йн- 
тервалдан иборат, бу интервал, хусусий холда ну^тага айла- 
ниб колиши мумкин. Бунга ишонч ^осил 1̂ илиш учун д ар аж а­
ли ^аторлар назарияси учун му^им булган куйидаги теорема­
ми исботлаймиз.
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1. А б е л ь  т е о р е м  а с  и. Агар

а0 4- а хх 4- а2х2 4- • • • 4- ап хп 4- • • ■ (15.2)

даражали катер х0-¥= 0 нуктада якинлашеа, у х1олда бу катор х 
нинг |я\ <  |jc0| тенгсизликни каноатлантирадиган барча кийматла- 
рида абсолют яцинлашади, яъни (— |х0|, |дг0!) интервалда якинла- 
шувчидир.

И с б о т и. Теореманинг шартига кура

-•'о 4~ aixo +  а2хо 4- • • • 4-я„^о 4- • •
сонли катор якинлашувчи, шу сабабли унинг умумий ^ади нол- 
га интилади:

üm anxnQ =  О,
П—> оо

шунга кура бу ^аторнинг ^амма ^ади чегараланган, яъни шун- 
дай М > О  узгармас мавжудки, барча п ларда

\апх0 < М

тенгсизлик уринли булади. 1
(15.2) т^аторни ^уйидагича курииишда ёзамиз:

t ) + ° гХ» ( f  Т + ■ • ■ + -v ‘ L .
Шундан кейин бу катор хадларининг абсолют ^ийматларидан

а®

(15.3)

(15.4)

Hol ' И л 4 - 4- . . .  4 - 1апх0\п
X
— I
х 0

+  . . .  .(15.5) 

— ва бирин-каторни тузамиз ва шунингдек, хадлари ^гахражи q ■■

чи хади М га тенг булган геометрик прогрессиянинг ^адларидан 
иборат каторни караймиз:

4- . . .  4- ММ 4- М ■М (15.6)

Агар q ■ <  1 ёки \х\ <  |x0j булса, у холда (15.6) ^атор якинла-

шади. Шу сабабли абсолют ^ийматлардан иборат (15.5) ^атор хгм 
якинлашувчи, чунки унинг хадлари (15.3) тенгсизликлар туфайли 
(15.6) якинлашувчи каторнинг мос хадлари дан кичик. У  холда (15.4) 
ёки (15.2) каторнинг узи х,ам абсолют якинлашади.

Шундай цилиб, агар берилган катор х =  х0 Ф  0 да якинлашувчи 
булса, бу катор \х\ <  \х0\ учун абсолют якинлашувчи булади. Шуни 
исботлаш талаб килинган эди.

Н а т и ж а .  Агар (15.2) даражали катор х — х0 да узоклашувчи 
булса, у холда бу катор х нинг \х\ >  |д-0| тенгсизликни каноатлан- 
тирувчи хар кандай кийматида узоклашувчи булади.

И с б о т и .  1\атор бирор ¡.г̂ ) >  |х0| да якинлашувчи деб фараз Ци- 
лайлик, у холда Абель теоремасига биноан у \х\ <  \х±\ тенгсизликни
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¡имui,/i;urni|)yivii[ л; лпрда, хусусан x = xa да, абсолют якиплащувчи, 
у «га iii.ipri а аид. Демак* фаразимиз нотурри, бу эса натижанинг 
|и пи и тугрмлигипи билдиради.

I И ' л а т м а .  Комплекс узгарувчининг

aQ +  a Lz +  rt2z2 +  • • • Jr an2'1 +  • • ■ (35-7)

/i i| 1/1.али к;атори учун Абель теоремаси туррилигича крлади, бунда
„Я1 ............. ап, . . . комплекс сонлар —  каторнинг коэффициентлари.
Дигль тсоремасига кура (15.7) каторнинг бирор га нуктада якинла- 
шуг.чаилигидан унннг

12 1 <  |z0|

гичччшикларни ^аноатламтирувчи барча 2 ларда абсолют яциилаши- 
iiftt келиб чицади.

2. ^а^икии хадли цаторлар учун якиняашиш доираси, интерва- 
лип в я радиуси. Даражали каторнинг яь^инлашищ сохасини аншушшга 
киришамиз: Абель теоремаси даражали каторнинг я^инлашиш ва узо^- 
лашищ пукталарининг жоилашишлари хасида мулохаза юритиш имко- 
itинн берадк. Хрцщатан, агар х0 я^инланшш ну^таси булса, у хрлда 
( — |х0| |х0|) интервалнинг '^аммаси абсолют яр;инлашиш нуцталари 
билап т у л д и р и л г а н .  Агар х1 ну^та узоклашиш нуктаси булса, у хрл- 
да |xj дан унгдаги чексиз ярим турри чизикнинг ва— ¡x j дан чапдаги 
чексиз ярим турри чизикнинг хаммаси узоклашиш'ну^тасидан иборат 
булади (5-шакл). Бундан шундай R  сон мавжуд эканлиги ва \х\ ■ R 
да абсолют я^инлашиш, \х\ > R да эса узоклашиш нук;таларига на 
булишимиз келиб чикади. Шундай ^илиб, даражали каторнинг яцин 
лсиииш сохаси маркази координаталар бошида булган иитерпа.инаи 
иборат.

2- т а ъ,р и ф. #o +  a i »• • +  #/? хп . • . оарсююали i\<i
торнинг щинлаишш сохаси  деб шундай (— R, R) интерна н а  
айтиладики, бу интервалнинг ичидаги ^ар цандаи х пук,тн.аа 
^атор íщинлашади  ва шу билан бирга абсолют я^инлатаап.  
ундан танщарида ётувчи х ну^таларда 1̂ атор узоцлатадп I ’ 
сони даражали каторнинг якинлашиш радиуси дспилади (<■ 
ш а к л ).

И н т е р в а л н и н г  четки нукталарида, яънн x =  R na х А’ му, 
таларда б е р и л г а н  цаторнинг я^инлашишн ёки уашуиатшпи 
м асаласи 1̂ атор учун ало^ида ^ал килинади.

Баъзи каторлар учун якинлашиш ннтервали ну гага а ил л
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!\amop абсолют 
як,цнлашади

К ат ар  
узоцлашади,

/ ? \ ^  К,агпор у 
узок,лашади

6- шакл.

ниб цолади, у холда Я =  0 булади; баъзилари учун эса бутун 
Ох у^ини й^амраб олади, яъни Я =  оо булади.

Д араж али катор якинлашиш радиусини аницлаш учун фор  ̂
мула чи^арамиз. Яна '

й0 -Ь й±х й2х2 -¡- . . . япхп “г  • • • (15.2)

^аторни караим::.?. Унинг хадларининг абсолют ^ийматларидан 
^атор тузамиз:

Ы  +  М  +  \агх2\ +  . . .  +  \а/\ +  . . .  (15.8)

муобат ^адли каторга эга буламиз, (15.8) цаторнинг я^инла- 
шишини аниклаш учун Д аламбер аломатини ^уллаймиз.

хп+хП т
П ->  оо

ип+\ — п т
П~*  оо

лп-1-1 ■ Нт
Я -> оо

ип+ 1 \х\ =  I ■ Щ

лимит мавжуд булсин. У  холда Даламбер аломатига кура 
(15.8) катор, агар I- \х\< Г, яъни \х\ < у  булса, я^инлашувчи, агар

|
/•|х|>1, яъни \х\> — булса, узоклашувчи булади.

1 1 Демак, (15.2) ^атор |х| <  ~  да абсолют я^инлашади ва \х\ >  —

да узоклашади.
• / 1 1  

Юкоридагилардан | — —, —

шиш интервали экани келиб чикади, яъни

интервал (15.2) каторнинг я^инла-

Я — =  П т
I п-+оо 3я+1

(15.9)

Якинлашиш интервалини аниклаш учун шунингдек Коши 
аломатидан ^ам фойдаланиш мумкин, у ^олда

7 ™ т Ь = Г -  (15.10)
Ь  ш у \ а п \ '

Я

2 - э с л а т м а .  (15.9) ва (15.10) формулалардан г^атор ^ад- 
лари тула, яъни катор коэффициентлари нолга айланмайдиган 
^олларда якинлашиш радиусларини тониш учун фойдаланиш



м \ м к и и Л i'll р i.,.im|i фацат жуфт даражаларнп <ки ф.п м 
,nii|i;i/Kii.ii;ipun \ i ичига олоа еки даражалари карраш 
<•¡1 на \ к,, у у>. и,а яцшиииииш иитервалини топиш учуй ■ . 
с т а  ДаламОор nui Киши аломатидан, (15.9) ёки (IÜ.I0) t 
мулаларии чикаришм.а 1\пл11пгамидек фойдаланиш ксрак 

Л '» с л а I м а, УтОу

"» I ч, (.V v„) I п„ (х Х0У-1- . . ,.-\-ап(х — х0)п +  . . .
кур)...... и,м,a in I. а | > а а.а.ш цаторлар учун щ ор и д а айтилгаи. а л р -
ппиг ха мм аса у а кучида цолади, бунда фарц шундан иборат- 
ки, энди яцпплаампм марками х- •() нуцтада эмас, балки х =  х0 
иуцтада ётади. До мак, и^иилашиш иитервали (,r0— R, x0-f  R) 
интервалдан иборат буладн, бунда R (15.9) ёки (15.10) фор- 
мулалар бупича ашщлааади,  т у  билаи бирга 2- эслатма бу 
^аторлар учуй уз кучида цолади.

4 - э с л а т м а .  Юцорида айтилгаилариинг ^аммаси комплекс 
узгарувчили

даражали катор учун ^ам уз кучини са^лайди. Бу каторнинг 
аницланиш со^аси z комплекс узгарувчи текислигидаги марка­

ми координаталар бошида булган доирадан иборат. Бу дойра 
я^инлашиш доираси дейилади. Яцинлашиш доираси ичида ё т -  
ган иу^таларда (15.11) к;атор абсолют яцинлашади. Я^икла- 
шиш доирасининг радиуси дараж али ^аторыинг я^инлашиш ра- 
диуси дейилади. Демак, я^инлашиш со^аси радиуси R бул­
ган доирадан иборат булади: \z\ < R , бунда (15.11)  цатор аб­
солют я^инлашади (7- ш акл ).

1- м и с о  л. Д араж али ^аторнинг я^инлашнш иитервалини 
тойинг:

(15.31)

у

7- шакл. Н шакл

2 х _ _  (2 x)2 (2 х)3
1 2 3
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Е ч и ш .  Бунда

«п =  ( - 1Г +1^

Шу сабабли
п  ’ а,г+ 1 =  ( - 1)

ге'+2
2«+1 

я -4- 1

/? =  П т
П'-̂ -сС

а„

ап+1
=  П т ? " (п+ Ц  = 1  П т  Я + 1

«•2п+ ‘ 2 /2—> да /1

Демак,

1х =  — да
2

.1 + 1
2 3

ниц аломати буйича яцинлашувчи. х — — — да

. . . ^аторга эга буламиз, бу кдгор Лейб- 

1
1 1 _ _ 1  _

2 3
каторга эга буламиз, бу ^атор гармоник 1̂атор сифатида узо^лашувчи. 

2- м и с о л .  ^аторнииг якинлашиш интервалини аникланг:

х — 1 . (* — I)2 , (х— I)3
1.2 а2-23 

Е ч и ш .  Бунда а п ■■

Я  =  Пгп

3* 23

п -2 п ’ 0,1+1 ~  ( п + 1 ) 2 п+ 1 

(п +  1)-2'г+| _
«•2"■'«+1 I

п т
П—г оо

П'2п

, шу сабабли 

1=  2 П т =  2.
/г-» со • Я

Якинлашиш интервалининг маркази х =  1 нук;тада, шу сабабли 
{ — 1, 3) интервал ^аторнинг якинлашиш интервали булади. х =  — 1
да — ! +  — —  -г +  . . . цаторга эга .буламиз, бу цатор Лейбниц

^  О

аломатига кура якинлашувчи, х =  .5 да И ------- 1------- Ь . . . ^аторга2 3
эга буламиз, бу катор гармоник цатор сифатида узоцлашувчи.

3- м и с о л. К,аторнннг якинлашиш доирасини топинг:

+> + 22 ■21+  "Л АЫ

Ечиш.1Бунда_а„ =  1 ,*'ал+1 =  1, Я П т
“л+ 1

=  1. Демак, ра­

ди уси Я =  ¡^маркази координаталар бошида булган дойра якинла­
шиш доираси булади, яъни |г| <  1 дойра якинлашиш доираси булади. 
Бу доирада ^атор абсолют якинлашади (8- шакл).

4 - ми с о л .  1\аторнинг якинлашиш доирасини топинг:

1
г — 1 (г — I)2

1 ! 2 !
•(2- 1)"

П\

Ь ч и ш .  Бунда а„ =  —
п!

1
(« +  О!

, шу сабабли
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R — lim =  lim '■■■- lini (n -|- 1) =  00.
rt-yoo I n —>00 n! n •

Демак, яярилашйш доираси бутун комплекс текисликдан иборат 
булади.

16-§ . Даражали ^аторнинг текис яцинлашиши хасида 
теорема. Дараж али ^аторларнинг хоссалари

Якинлашиш радиуси R га тенг булган
5  (х) =  а0 +  aLx +  а2х2 +  . . . - f  anx!l +  . . . (16.1)

lyiTopmi 1ч.ipai'iMiii. I jy ^аторга нисбатан 11 - §  даги натижаларни
.... ...... ......in учу» цуппдяги теоремани исботлаймиз.

Г I' о р с м а. Д араж али цатор якинлашиш интервалы ичида 
ётган %ар цандай  [■ Ь, Ь | орам щ да текис яцинлашувчидир.

И с б о т и. х0 нуцтапи /><хqi-'R тонгсизлик уринли булади- 
ган цилиб танлаймиз ( 9 - шакл) .  1 >у нук/га якинлашиш интер- 
вали ичида .ётади, шу сабабли Абель теоремаспга биноан

а0 +  ахх0 +  а2х20 +  . . . +  апхп0 +  . . .

сопли катор абсолют яцинлашувчи булади. Ихтиёрий х £ [— Ъ, Ь] 
пуктл y/iyn |jf| <  |jf0l теигсизлик уринли, шунга кура

\а , А  <  К * о  I-
яъии ихтиёрий х | Ь, Ь | иу^та учун

К А < К А  I
теигсизлик уринли, боцщащ айтгапда, (16.1) цаторнинг хадлари яцин- 
лашувчи мусбат ^аторнинг х^адларидаи кичик. Демак, Вейерштрасс 
теоремасига кура (14-§) барча х £ [ — Ь, 6] лар учун (16.1) катор 
якинлашувчи. Шу теоремага асосан, шувингдек, текис яцинлахцувчи 
к(аторларшшг хоссаларига биноан даражали ^аторларнинг ^уйидаги 
хоссалари Уринли.

I. Йигиидипипг у:$луксизлиги. Даражали ^аторнинг йигин- 
дпсп шу клторппш' яцпплашиш иптерналида узлуксиз.

2. Даражали цаторларни интеграллаш. Даражали 1\аторни 
уаппппг яциплашиш иптерналида з^адлаб интеграллаш мум- 
кии.

X X X  X
[ S (х) dx =  f а0 dx - f  f aLxdx +  . . . -j- f anxn dx +  . . . =
0 ö 0 ö

=  aQx - f  ~2 x2 -f- . . . +  j  xn11 +  . . . , x ‘£  (— R, R )r ■

, 3. Даражали каторларнидиф-
,~b ______°l . ференциаллаш. Даражали катор-

- r  о ■ xg R x ни узининг якинлашиш интер-
валида ихтиёрий сон марта ^ад-

9-шакл. лаб дифференциаллаш мумкин:
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5  (х) — ах -¡- 2 а.2х 4- 3 а3х2 папх 1 1 4* . . . , х £ (—Я, Я). 

Б" (х) =  2 а2 +  3 • 2 а3х 4- . . .  +  п (п — 1) апх ~ 2 +  . . . , 

х £ ( - Я ,  Я)
ва х. к,

У з-у з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. ^андай цатор даражали 1̂ атор дейилади?
2. Абель теоремасини ифодаланг ва исботланг.
3. Д аражали ^аторнинг Я1ушлашиш радиуси ва иитервалини аии^ланг.
4. Даражали 1\аторнинг я^инлашиш радиусини >;исоблаш формуласини 

чи^аринг.
5. Комплекс узгарувчи даражали цаторининг лпутлашиш радиуси ва до- 

ираси р;андай аншуганади?
6. Д аражали ^аторнинг текис я^инлашиши з^а^идаги теоремани исбот­

ланг.
7. Даражали ^аториинг хоссаларини айтинг.
8. 2878— 2889- масалаларни ечинг.

17-§. Тейлор катори

З-бобнинг 21-§ида (Олий математика, 1-жилд. 21-§.) п + 1- 
тартиблигача хамма хосилаларига эга булган / (х) функция учун 
х — а ну^та атрофида

¡{х) =  /(а) +  Х~ ~  Г (а) +  • • • +  Г  (а) +  Яп(х) (17.1)

Тейлор формуласи уринли экани курсатилган эди, бунда ^олдик хад 
деб аталувчи Яп(х) кад

=  ( 1 7 .2 )

формула буйича хисобланади, бу ерда а < \ < .х  ёки х <  £ <  а  
(10- шакл).

Агар / (х) функция х =  а  иу^та атрофида хамма тартибли хоси- 
лаларга эга булса, у з^олда Тейлор формуласида п сонини исталганча 
катта килиб олиш мумкин. К,аралаётган атрофда

Н т Яп{х) — 0
П—> со

деб фараз ^илайлик.
У холда (17.1) формула да п-*- оо да лимитга утиб, унгда чек- 

сиз каторга эга буламиз.
Т а ъ р и ф .  ¡(х) функцкянинг

/(*) =  / (а) +  ^  Г (а) +  . . . +  -£= 41/ < ">  (а )+  . . .  О ™ ) 

куринишдаги ифодаси бу функция-
нинг Тейлор щтори дейилади. *  *  у

Охирги' тенглик я -+ о о  да -
Яп (х* -> 0 булсагина уринли. Бу ~  " Т
хрлда унг томондаги катор я^инла- 
щутвчи ва унинг йигиндиси берилган 10- шакл.
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/ (х) функцияга тенг. Шуни курсатамиз. ^а^икатан з̂ ам, / (л-) =  
=  Рп(х) +  Rn(x), бунда

P n (x) =  f (a) +  ^ ~ r ( a ) +  . . .  + / w ( a) .

Аммо шартга кура, lira Rn(x) =  0, у холда /(x) =  lim Рп(х). Бирок
п->оо п-*  оо

(х) (17.3) каторнинг п- хусусий йигиндиси, унинг лимита (17.3) 
нинг йириндисига тенг. Демак, бу (17.3) тенглик уринли.

Шундай килиб, lim Rn(x) =  0 булгандагина Тейлор катори берил-
П—>со

ган функцияни йфодалайди.
1. Даражали ^атор ёйилмасининг ягоналиги хацидаги тео­

рема. }^ар кандай функция >̂ ам Тейлор 1\аторига ёйила бермай- 
ди. Аммо функцияни бирор дараж али цаторга ёйиш мумкин 
булса, бу ёйилма Тейлор ^атори буйича ёйилма булади.

1- т е о р е м а .  Агар

f(x) =  a0 +  a1(x — a ) + . . . + a n(x — a)n+  . . .  (17.4)

булса, унгда турган Kflmop х £ [ а  — R, а  +  R] лар учун /(х) функ­
цияга яцинлашади, шу сабабли бу цатор Тейлор ^атори буладиг 
яъни

_  /<">(а)
« п\

бунда п =  0, 1, 2, . . .  .
И с б о т и. (17.4) тенгликка дараж али каторларни п марта 

з^адлаб дифференциаллаш хоссасини куллаймиз. Н атижада к;у- 
йидагиларга эга буламиз:

/' (х) =  ах +  2 а2 (х — а) +  . . .  +  пап (х — а)п~ х +  . . . 

f"  (х) — 1 • 2 а2 -f- 3 • 2 • а3 (х — а) +  . . .  4- п(п  —  1) ап (х — а)п~2

f n\x) =  п\ап 4- . • .
Агар бу тенгликларда х = а деб олинса, у з̂ олда биринчиси- 

дан боища з^амма кушилувчилар нолга айланади ва биз
/' (а) ==11 a lt f" (а) =  2! аг, . . .  , f n) (а) =  п\ а,Л»

тенгликларга эга буламиз, бундан п — 0, 1, 2, . . . булганда

=  ( |7-5)

тенгликка эга буламиз.
Бу теоремадан / (х) функциянинг битта соханинг узида иккита

f(x) =  a0 + a L(x — a ) +  . . .  4- ап(х — а)п +
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ва .. . .

/ (х) =  Ь0 +  Ь1 (х — а) т- . . . +  Ьп (х — а)'1 +  . . .

каторга ёйилмаси булса, у холда бу иккала катор битта Тейлор ка- 
торининг узи булиши ва шу сабабли улар бир хил булиши, яъни

а0 =  Ь0, аг — Ьъ  . , .  , ап — Ьп, . . .

экани. келиб чикади.
2. Функциянинг Тейлор каторига ёйилишининг етарлилик 

шартлари. Функциянинг Тейлор ^аторига ёйилишининг куйида- 
ги аломати амалий кулланишлзр учун цулайдир.

2 - т е о р е м а. Агар ¡(х) функция х =  а ну^танинг бирор ат- 
рофида абсолют щймати буйича айнан бир соннинг узи билан 
чегараланган исталганча юцори тартибли цосилаларга эга бул­
са, у \олда бу функция курсатилган х =  а нуцта атрофида Тейлор 
цаторига ёйилииш мумкин.

И с б о т  и. Биз х =  а  атрофнинг хамма нукталари учун л->~со да 
Яп колдик даднинг нолга интилишини исботлашимиз керак. Теорема- 
нинг шартига кура шундай мусбат узгармас сон М >  о мавжудки, 
курсатилган атрофдаги барча х лар учун

|/(й+1)(*)1
тенгсизлик бажарилади. У  холда (17.2) шарт буйича ?(х) функция­
нинг Тейлор ёйилмасидаги Йп(х) колдири учун ушбуга эга буламиз:

(х —  a)n+l (17.6)
(га + 1)!( л +  1)!

Бундан, х =  а  атрофнинг ба'рча нукталари учун lim \Rn(x)} = 0 ,
П—>оо

\к — а\п+Х А ...  \х — a f +1 л 
чунки /И lim '------- 1— =  0, ( l im ------- -— - =  0 якинлашувчи каТ0Рнинг

/г->оо ( « +  1) !  П—>оо ( п  +  -1) !

умумий х;ади сифатида, 15- § даги 4-мисолга каранг). Теорема исбот- 
ланди.

Í8- §. ех, sin ж, cos ж, 1п(1+ж), (1+ж)“ функцияларни ж нинг дара- 
жалари буйича ёйиш. Купинча функцияларнинг х нинг даражалари 
б}гйича ёйилмаларидан фойдаланилади. Бу. холда (17.3) форму лада 
а — 0 деб олиб, ушбу каторга эга булинади:

/ W = f ( 0 )  +  7 ? / ' ( 0 ) +  . . .  + ^ f n)( 0 ) +  . . .  ( 1 8 .1 )

Бу катор Тейлор цаторипйнг хусусий ^олидир, у Маклорен каТ0Ри 
деб аталади.

Элементар функцияларни Маклорен каторига ёйишни куришга ута-
миз.

!. ех функциянинг ж нинг даражалари буйича ёйилмаси. /(х) == 
=  ех функциями (18.1) Маклорен каторига ёямиз. f\x) =  f"(x) —
— =  f n) (х) — ех булгани учун х =  0 нуЦада
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/ (0) =  /' (0) =  . . .  =  f n\ (0) — e° =  I
тенгликларга эгамиз. [— N, N] орали^ни караймиз, бунда N — их- 
тиёрий тайинланган сон. х нинг бу интервалдаги барча кийматлари 
учун

f n\x) =  ex < e N =  M > 0 .

Демак, бу оралиеда хосилалариинг [хаммаси битта М =  eN соннийг 
узи билан чегараланган ва исботланган теоремага кура

lim Rn{x) =  0.
П—> оэ

Аммо фаразга кура N исталган сон, демак, f  (х) =  е* функция х 
нинг камма кийматларида, яъни Ох укининг хамма ерида Маклорен 
Каторига ёйилади.

Шундай килиб,

ех =  1 +  х +  . . . +  А - +  . . .  , х £ ( —  с о ,  о о ) .  ( 1 8 . 2 )

2. sin ж функцияни х  нинг даражалари буйича ёйиш. f(x) =  sinx 
функциями (18.1) Маклорен каторига ёямиз.

/' (х) =  cos х =  sin ¡x +  ~  j , 

f" (х) =  —  sinх =  sin (x +  2 •

n
2

f"  (x) — —eos X == sin (X +  3

f  (x) — sin [x +  n ■ -y 

булгани учун x ='0 нуктада куйидагиларга эга буламиз:

/(0) =  0, Г  (0) =  i, Г (0) =  0, г (0) — - 1, Г  (0) =  о
ва х. к.

Хрсилаларнинг кийматлари такрорланади ва
0, 1, 0, - 1, 0, I, 0, - 1, .  . .

такрорланувчи кетма-кетликни косил килади. sinx  функциянинг ис­
талган хосиласи камма х лар учун абсолют киймати буйича 1 дан 
катта булмайди, яъни

I/(п)(х)| =  ¡sin (х +  п • — ) <1 ва lim Rn(x) — 0.
\ 2 / /г->х)

Демак, / (х) =  sin х функция сонлар тугри ч и з и р и н и н г  камма нук- 
таларида Маклорен каторига ёйилади:

s in X =  X -----g j-+  . . . + ( — i) ^ -ZTiyj +  • • ■ . х £ ( — оо, оо). (¡8 .3 )
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s i n x  toi  ̂ функция, каторда x нинг toi  ̂ даражалари катнашади.
3 . cos ж функцияни х  нинг даражалари буйича ёйиш. Бу ёйил- 

мани sinx функцияни ^аторга ёйишда кулланилган усулнинг узи би- 
лан хосил цилиш мумкин. Ammo sinx функцияиинг (18.3) ёйилмаси 
ладма-^ад дифференциалланса, cosx функция ёйилмасини осонрок 
олиш мумкин (даражали каторларнинг хоссаларига асосан):

' /  х3 V  , 1 /  v2'1“ 1 V
(sin +  . . .

Демак,

c o s x  =  1 —  +  . . . +  ( —  1) ' ; ' +  ■■■■,  < » ) .

cosx жуфт функция, каторда х нинг жуфт даражалари катнашади.
4. In (1 +  х) функцияни х  нинг даражалари буйича ёйиш. /(х) =  

=  In (1 -г  х) функцияни Маклореи ^аторига ёйиш учун чексиз камаюв- 
чи

П П
-х  +  х2 -  . . . +  ( - 1) *  +  х € ( - 1, 1)

геометрик прогрессияиинг йигицдиси формуласидаи фойдаланамиз. 
Даражали ггорларии якинлашиш интервалида интеграллаш хоссаси- 
дан фойдаланамиз:

X X X [X X

j Т~~. — — J xdx +  j x2dx — . . .  +  (•— 1)” | xndx +  . .  .
О О О О  , 0

Буидан

In (1 - J - +  —  . . .  + ( — 1)п+1 - ~ 1 +

+  . . . ,  * е ( - 1, о .

5, (1 + х ) а функцияни х  нинг даражалари буйича ёйиш. /(х )  — 
=  (1 + х ) “ функцияни Маклореи каторига ёямиз, бунда а  —  ихтиёрий 
хакикий сои. Бу ерда Rn (х) крлдик хадни бахолаш бирмунча мурак- 
каблик ^илади, шу сабабли берилгаи функцияни ёйишда бошкачарок 
йу'л тутамиз. /(х )  ри диффереициаллаймиз. Куйидагиларга эга була- 
миз:

f'(x) =  a (  1 + х ) “-1 ,

Г  (х) =  а  (а  —  1) (1 +  х)а~2,

f n) (х) =  а  (а —  1) . . . (а  — п +  1)(1 +  х)а~п- 
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х =  0 да

7(0)== 1, Г  (0) =  «, Г (  0 ) = а ( а - 1 ) ,  . . .  , Г ( 0 )  =
== а  (а  -— 1) . . .  (а — п -j- 1) 

ларга эга буламиз. Хосилаларнинг топилган ^ийматларини (18.1) фор- 
мулага ^уямиз, натижада (1 +  х)а функцияиинг Маклорен ^аторига 
эга бу'ламиз:

l + i x + 2 f c i а  * > + . . , +

к  (я —  1) . . . ( «  —  п  - f  1) п
(18.4)

Бу ^атор биномиал 1̂атор дейклади. Шу ^аторнинг якинлашиш ин- 
тервалини топамиз:

R  =  lim
П -+ Э С Л-f- 1

=  lim
. П—ЮС'

а (а — 1) . .  . (а — п 4- 1) (« 4- !) !
п\ а (а — 1) . . . (ос — п 4- 1) (а — п)

п +  1
■ lim
П-+00 ОС — fl

Куриб турибмизки, биномиал катор (— 1, 1) интервалда абсолют 
я^инлашар экан.

Крлдик; ^адни бахолашга киришамиз, бунда 0 <  л: <  1 х;ол билац
а —п—1 1

чекланамиз. Бу интервалда ( 1 4 - х )  =  --------n-i«,—в ' <~' 1 (барча
(  ̂ 4~

п >  а  — 1 лар учун) ва шу сабабли

|/<л+1) (х)| =  ¡а (а  — 1) . . . (а  —  п) (1 4~ х)а~п~1{ <  \а (а  —
—  1) . . . ( а  —  п)\.

Бу ерда функцияни Тейлор ^аторига ёйишнинг етарли шар-' 
ти хакидаги теоремадан (17-§, 2 - теорема) фойдалана олмай- 
миз, чунки ^осила учун топилган чегара п  га богли^. Шу са ­
бабли (17.6) тенгсизликни ^уллаймиз:

| а д <
а (а  — 1) . . .  (а — п) п+ 1

X
(«4-1)!

Тенгсизликнинг унг кисми |х| <  1 да як;инлашувчи (18.4) даражали 
катор (п 4 -  1)-хадининг абсолют крйматидан иборатдир, айтилган к;а- 
торнинг якинлашишини ¡ррзиргина ю'^орида исботладик. Демак,

lim Rn (х) =  0.
гг-т->оо

Шундай ^илиб, (18.4) биномиал катор (— 1, 1) да (1 4- х)а функ­
цияни ифодалайди:

о  .+ * ) •  =  i + - ? - * + . . .  +  ? ( * - ' >  v + . . . ,
1! п\
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* € ( - 1 ,  D-
а  нинг турли кийматлари учун биномиал каторларнинг бир 

нечта ху,сусий куринишларини .^осил киламиз:
Iа) Агар а  =  — булса; у, холда биномиал катор бундай ёзиладм:

л/~\— ;—  i 1 1 о i . / 1-3- . . .  ■ (2п— 3) ,У  1 +  х =  I -i—  х ---------х2 — ■ ■ ■ +  (— 1)  '------- - хп +2 2 -4  . 2-4- . . .  -2л 
+  А< [ - 1 ;  1].

Ди:

б) Агар а  =  — у  булса, у ;>олда биномиал катор бундай ёзила- 

= 1— í-jc-F —  л*— . . . +  (— 1) . 1^ - • •(2п, - .1)х» +
]/■] - j - x  2 2 -4  ■ 2 - 4 -  2п

+  • • • , х£ (— 1 ; 1].

У з-у з и ни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. f(x)  функциянинг Тейлор ^атори деб нимага айтилади? Тейлор цатори- 
нинг колдн^ з^ади деб нимага айтилади?

2. Функциянинг даражали ^аторга ёйилмасининг ягоналиги хацидаги те- 
оремани исботланг.

3. Функциянинг Тейлор цаторига ёйилмасининг етарлилик шарти ^а^ида- 
ги теоремани исботланг.

4. е х функцияни даражали цаторга ёйинг ва ^олди^ з^ад ёрдамида з^осид 
булган цаторнинг берилган функцияга я^инлашишини исботланг.

5. cos х функцияни даражали ^аторга ёйинг ва з^осил булган ^аторнииг 
берилган функцияга яцинлашишини цолди^ з а̂д ёрдамида исботланг.

6. sin х функцияни даражали ^аторга ёйинг ва з^осил булган ^аторнинг 
берилган функцияга ягушлашишини 1̂ олди^ з а̂д ёрдамида исботланг.

7. In (1 + х )  функцияни даражали каторларни интеграллаш з^а^идаги 
теоремадан фойдаланиб цаторга ёйинг.

8. { l + x f  функцияни даражали цаторга ёйинг ва хосил булган цаторнинг 
якинлашиш интервалини топинг.

9. 2 8 4 1 -2 8 6 8 -  масалаларни ечинг.

19- §. Дифференциал тенгламаларни ечишга даражали  
каторларни татбиц ^илиш

Функцияларни дараж али цаторларга ёйиш ёрдамида хар 
хил дифференциал тенгламаларни такрибан интеграллаш мум- 
кин. М ураккаб назарий тасаввурларга берилмасдан, хусусий 
ечимни топишнинг иккита усулини -^араймиз.

Биринчи усул. Дифференциал тенглама ва хусусий ечимни 
ани^ловчи бошлангич шартлар берилган булсин. Тенгламанинг 
ечимини бошлангич шартлар берилган х0 нукта атрофида 
(х— х0)нинг даражалари буйича жойлашган каторга ёйиш мум- 
кин:

у =  а0 +  аг (х — х0) +  а2 (х — х0)2 +  . . .  +  ап (х — х0)п 4- . . . 

}^озирча номаълум коэффициентли бу ^аторни тенгламанинг
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тартиби к,андай булса, шунча марта дифференциаллаймиз. 
Шундан кейин тенгламада номиълум функция ва унинг' х,оси- 
лалари урнига тегишли ^аторларни ^уйиб, айниятга эга була- 
миз, ундан р^аторнинг номаълум коэффициентларини аник- 
лаймиз. Бунда каторнинг дастлабки коэффициеитлари (улар- 
нинг сони тенглама тартибига тенг) бошланрич шартлардан 
ани!\ланади. Айникса чизшуш тенгламаларни бундай усул би- 
лан ечиш кулай.

1 - м и с о л .  Иккинчи тартибли чизшуш у" — ху дифференциал 
тенгламани у\х==0== 1, у' 1̂  =  0 бошланрич шартларда ечинг.

Е ч и ш.  х0 =  0 булгани учун ечимни х нинг даражалари буйича 
тузилган ^атор куринишида излаймиз:

Бошланрич шартлардан фойдаланиб, х = 0  ^ийматни (19.1) ва
(19.2) каторларга ^уйиб, дастлабки коэффициентларни топа-
миз:

Шундан кейин берилган тенгламадаги у ва у"  лар урнига 
уларнинг (19.1) ва (19.3) ёйилмаларини ^уйиб

I • 2а2 +  2 • За3х +  . . .  +  п(п — 1) апхп~2 +  . . . =

=  <з0х +  . . .  +  апхп+1 +  .

айниятга эга буламиз. х нинг бир хил даражалари олдидаги 
коэффициентларни тенглаб, топамиз:

(п — 1)пая =  ап_  3.

Бундан ав =  1, а 1 =  О эканини ^исобга олиб, куйидагиларни куриш 
осон:

у — а0 +  а1 х +  а2 ха +  . . .  + а пхп +

Б  у каторни икки марта дифференциаллаймиз: 

у' — а, 2а2х +  . . . +  паг1хп~1 +  . . . 

у"  =  1 • 2а2 -|- . . .  -р II (п — 1) а,п хп~2 -Ь . . .

(19.2)

(19.3)

(19.1)

а0 =  1, а х =  0.

1 -2 а2 == 0,
2  • 3<2д =  йф,

3- 4 а4 =  а 1

й4 =  й7 =  а

Бошкача айтганда (19.1) к;аторда
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. 1 1-4 1- 4- 7.  . . . .  (Зл — 2) 
а п =  1,  си =  — , а я =  — , . . . .  й о „ = ---------------------- ----------- ,

0 . 3! 6! (Зл)!

бу каторнинг долган коэффици ентлари эса нолга айланади.
Шундай 1<̂ илиб, биз тенгламанинг катор куринишидаги ечи- 

мига эга буламиз:

У =  1 +  ^  +  +  • • • + Ь 4 - 7 . . . , . ( 3 , , :^ )  
и 31 6! (Зл)!

Бу 1̂ атор х  нинг хар к а н д а й  ^ийматида я^инлашувчи эканини 
Д аламбер аломати ёрдамида курсатиш мумкин. Шуни кайд ци- 
ламизки, тенгламанинг тартиби уни катор ёрдамида ечиш усу- 
лига х4еч бир таъсир этмайди.

Иккинчи усул. Агар тенглама чизи^ли булмаса, у хрлда у 
урнига унинг каторга ёйилмаси

у =  а0 +  а { {х —  х0) +  . . . +  а п(х — х0)п. +  . . . (19.1)

ни 1̂уйиш номаълум коэффидиентларни аницлаш учун мурак- 
каб тенгламаларга олиб келади. Бундай ^олларда дуйидагича 
иш куриш фойдали. Тенгламада у ни х  нинг функцияси деб ^а- 
раб, уни бир неча марта дифференциалланади. Тенгламанинг 
узида ва унинг ^осилаларида х = х 0 (х0 учун бошлангич шарт- 
лар берилган) деб олиб ва бошлангич шартларни инобатга 
олган ^олда (19.1) цатор коэффициентлари кетма-кет топилади.

2- м и с о л .  у" =  х2 +  у2 тенглама ечимининг даражали каторга 
ёйилмасининг бир неча хадини у  | _ж==1 =  1, у' 1Х=\ =  0 бошлангич 
шартларда топинг.

Е ч и ш .  Ечимни
у =  а0 +  а 1(х — \ )+  . . . +  а п(х —  1)л +  . . .

к;атор куринишида излаймиз. Маълумки, бу каторнинг коэф­
фициентлари Тейлор коэффициентларидир, улар у функция- 
НШ1Г х =  1 ну^тадаги ^осилалари орцали ^уйидаги формулалар 
билам ифодаланади:

Оо= г/(1), а ^ у ' О ) ,  а2 =  , • • • , ап =  . . . (19.4)

Бунда ушбу белгилашлар киритилган: у(\) =  у\ х=1, у’ (\) — у' \ х=
. . . , у(,!> (1)== у{п) \ х=и . . . Берилган тенгламани бир неча марта диф- 
ференциаллаймиз ва хосилаларнинг х =  1 ну^тадаги кийматларини 
хисоблаймиз. Шундай килиб:

у " = х *  +  у\ у ( 1) = 1,
у " '= 2 х  +  2у-у', у! (1) =  О,

у™ =  2 +  2у'2 +  2уу", 

Уу =  Ьу'у" +  2уу"\

У " {  0  =  2,
У’" (  0  =  2, 
*/1У( 1) =  6,

у 4 (1) =  ■ 4
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ва к.
Досилаларнинг топилган ^ийматларини катор коэффициент- 

ларининг (19.4) формулаларига к;уямиз. Куйидагк кийматлар 
хосил булади:

, п 2 , 2 1 6 1 а0 — 1, йл — и, о.п — — 1, (Хч — ■ — , а л — — *
2! 3! з  4 41 4

_  Л_ _  1
5 ~  5? “  3 0 ’

Шундай ¡^илиб, тенгламанянг

{ ( х - ! ) 3 +  4  ( * • - ! ) 4 +  ~ ( Х ~  I )5 +  . , .о 4 ои

^атор куринишидагй ечимига эга буламиз. Ечишнинг бу усулини 
хар ^андай тартибли тенгламага «¡уллай оламиз.

20- §. Та^рибий ^исоблашлар
Та^рибий ^исоблашларда >;ам дараж али ^аторлардан фой- 

даланилади. {(х )  функция цийматини х = х 0 да берилган ани^- 
ликда хисоблаш талаб ^илинсин, дейлик. Функциями (а— Я, 
а  +  Я) интервалда Тейлор цаторига ёйиш мумкин ва х = х 0 ну^- 
та берилган интервалга тегишли деб фараз ^иламиз. У х.олда 
¡(х )  функциянинг бу ну^тадаги ани^ циймати Тейлор ^атори 
буйича, тацрибий киймати эса шу цаторнинг хусусий йигинди- 
си буйича х.исобланиши мумкин, бошкача айтганда;

!(х 0) ¡V Бп (х0).

п нинг катталашиши билан бу тенгликнинг аншушги орта 
боради. Бу такрибий тенгликнинг абсолют хатоси катсо. ^олди-
РИНИНГ

17 (*о) — 5„(х0)| =  1г„(Хо)|
модул и га тенг.

Агар { (х 0) функция цийматини е > 0  аницликкача хисоблаш 
талаб ^илинса, у холда биз шундай дастлабки х.адлар йигин- 
дисини олишимиз керакки, •

| / ( * о ) - 5 „ М  =  К К ) 1с е  
тенгсизлик уринли булсин.

К*атор ^олдиги мусбат ишорали ^аторларга тааллу^ли
(19.2) интеграл аломат буйича ёки ишоралари навбатлашувчи 

, каторларга тааллукли (10.4) Лейбниц аломати буйича ба^ола- 
нади.

Пайдо булган хатони Тейлор ^аторининг колдик хади билан ба- 
з^олаш мумкин. Бу холда абсолют хато, яъни | / (х0) — 5 га (х0) | Тей­
лор ^аторининг ^олди^ хади модули га тенг:
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¡ / (x0) -  5 n (x0) 1 =  ! Rn (xQ) 1 =  I (x0 -  af+\  I,

оунда t  киймат а  билан x орасида ётади.
Крлдикни ба^олаш усули ашщ холга караб ¡^лланади.
1-м  и с о л , е сонини 0,001 гача аншушкда хисобланг. 
Е ч й ш .  Маълумки, е*нинг х дараж алари бз/йича ^аторга

Г'Нилмаси ^уйидагича куринигага эга:

г2 хп ■ '
e * = i + x-}-  - ■ + . . . +  —  +2! я!

бу дар кандай х учун уринли. х =  1 да .

■ е = Л - Ы  + - +  .......+  -  +  . . .2! я!
булади.

Дастлабки (п +  1) та хадни олсак,
1 '1 е & 2  +  - + . . .  + • -  

2! я!

такрибий тенгликка эга буламиз. Я^инлашиш хатосини Маклор.ен на­
тори ^олдик; хади ёрдамида бахрлаймиз. ¡{n+l) (х) =  ех булгани учун 
к;олдик> ^ад

Rn (х) =  — —  xn+'
n W  (я + 1 )!

е1
га тенг бÿлaди, бунда 0 <  I <  х. х =  1 да Rn (1) =  " , бунда 0 <

yl~v •
< Ê <  1.

ё- <  е <  3 эканини хисобга олиб,

тенгсизликка эга б;уламиз. Талаб килинаётган аншушкка эришмо^ 
учун п — 6 деб олиш етарли-эканини текшириш осон, яъни Rÿ(l) <  
<  0 ,001.

Шундай к^либ, 0,001 аникликдаги
о . 1 ,1  , 1  -е ä/ 2 -f".— -I--------Ь . . .  4—2! 3! 6!

такрибий тенгликка эга буламиз. Брз йул куйган хатога куши- 
лувчиларни яхлитлашда яна хато кушилмаслиги учун хар к,ай- 
си к^шилувчини биттадан э^тиёт ра^ам билан ёзамиз:

е »  1,0000 - f  1,0000 +  0,5000 +  0,1667 +  0,0417 +  0,0083 +
+  0,0014 =  2,7181.

Демак, е 0,001 гача ани^ликда 2,718 га тенг, яъни ё « .2 ,7 1 8 .
2 - м и с о л .  sin 18° ни 0,0001 гача аникликда хисобланг.
Е ч и ш .  sin X учун х нинг хар кандай кийматида тугри булган

„ X нинг даражалари буйича ушбу ёйилмага эгамиз:
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18° ни радианларда ифодалаймиз: л '=  —. Демак,
10

I qo •  ̂ . íX Л11 н
sin 18 =  sin — = -------------- - +  . . .

10 10 ю з-3!
Хдцлари абсолют ^иймати буйича камаювчи ва умумий хадя нолга 
йнтилувчи ишоралари навбатлашувчи ^аторга эга булдик. Lily сабаб- 
ли, ^аторнинг колддаи (10.4) нинг ташлаб юборилган биринчи хади-
дан катта булмайди. ------- -> 0 ,0 0 0 1 , — — < 0 ,0 0 0 1  булгани са-

10 3- 3! 10°- 5!
бабли 0,0001 гача аншушкда

1 О  О ^sin 18 «  — ■10 1О3•3!
та^рибий ^ийматга эга буламиз. ^исоблашларгшнг ^аммасиня бятта 
ортик ракам билан <бажарамиз:

я  W 3 ,14159; 31,00620,
,оо 3,14159 31,00620 ППП Е|7  а оАо а  аsin 18 «  ------------- -------------- »  0,31416 — 0,00h l7  »  0 ,30699 .

10 6000 ’

Шундай 1̂ илиб, 0,0001 гача ани^ликда sin 1 8 ° «  0,3090. 
Баъзан дараж али ^аторлар ёрдамида аник; шггегралларни 

дисоблаш мумкин, бу интеграллар ю^ори чегаранинг функ- 
цияси сифатида охир-окибатда элементар функциялар билан 
ифодаланмайди. Бир нечта мисол ^араймиз.

Я
3- м я с о  л. Ушбу i е~х'~ dx ингегрални .^исобланг.

Ó :S
Е ч и ш.  е~х2 нинг бэшлангич функцияси элементар функция эмас. 

Бу интегрални хисоблаш учун интеграл остидаги е~х‘ функциям 
^аторга ёямиз, ех нинг (18.2) ёйилмасида х ни (—• х1) билан алмаш- 
тирамиз:

,-2 yl W2п
е-" 1 =  1 (—  1)'г —

и- 2! v ' п\

Бу тейгликнинг иккала кисмини 0 дан а гача чегарада интеграллаб, 
^уйидашни топамиз:

“ fe v2«+í
,e-*2d x =  I - ----- —  —  . . . - И -  1)« *1 11 O OI с  ̂ 31!*3 2 ! .5  ' /г!(2/г+ 1)

о

 ̂  ̂  ̂  ̂ п "

Бу тенглик ёрдамида ^ар к;андай а  да берилган интегралня исталган

Л  а ” j _  а ° I (__ П я д _L_
1 1!-3 1 2 ! .5  ■ ' ' п \ (2 п +  1) 1 ' ' '



1/3

д.чражада ани^ликда хисоблаш мумкин. Масалан, f e~xl dx интеграл*
ó'

iík 0,001 гача аникликда хисоблаш керак. Изланаётган интеграл 
н шора лари навбатлашувчи ^атор йигиидисига тенг:

1/3

е“ *2 áx -------- - +  1
Í 3 1!3•3 215-35
о

1 1 —:—г  <  0 ,0 0 !, - — з >  0,001 булгани учун ишоралара навбат-
2 ¡ 5 * 3° 3"* 1! 3

лашувчи ^олида хатоликни бахолаш ^оидаси асосида 0,001 гача 
акшушкда куйидагига эга буламиз:

1/3

Í
г - * ’  d x f v - -------- i »  0 ,3 3 3 3 — 0,0123 =  0,3210.3 з-з3

Шундай ^илиб,
1/3

С e - * d x t t  0,321.

а

4 - м и с о л .  I dx ни хисобланг.
X ■О

sin X - •
Е ч и ш .  Интеграл остидаги' — -  функцияни каторга еямиз

sin х =  -  -  -  + . . . + ( — 1)»+! ~  +  . . .
II 3! v (2я— 1)!

текгликдан барча х. ларда якинлашувчи
у2 х̂ П ^

1 —  — +  • • • 1)”+ 1 -  г- +  • • ■ ■
х 3! (2й— 1)!

каторга эга буламиз. Х,адлаб интеграллаб, куйидагига эга буламиз:

 ̂ • 2п_I
Г х „ а" i i ( l\n+l а __  4-

J  ~ ' а Х ~ а  Ж  ' (2п— 1 )!(2 я — 1)
■о

Катор йигиндиси хар кандай а  да исталган аникликда осон 
^исобланади.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дифференциал тенгламаларни даражали ¡^аторлар ёрдамида интеграл* 
д а т  усули нимадан иборат? Мисоллар келтиринг.

2*. Функциялар ^ийматларини ^аторлар ёрдамида тацрибий хисоблаш усу­
ли нк баён дилинг. Мисол келтиринг.

3. Интеграллар ^ийматларини ^аторлар ёрдамида та^рибий хисоблаш 
усулини баён дилинг. Мисол келтиринг.
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4. К,аторлар ёрдамида функцияларни интеграллаш усулини баён дилинг. 
Мисол келтиринг.

5. 2894— 2914, 2920—2938, 4109—4116, 4246—4 2 5 0 -масалаларни ечинг.

21- § .  Фурье ^атори. Фурье коэффициентлари

Энди амалий фанларнинг ва математиканинг турли масала- 
лари келтириладиган ^аторлар синфини ташкил этувчи Фурье 
Каторларини ÿpraHiimra киришамиз.

Ушбу

~  +  (a¡ cos х +  b¡ sin х) -f . . . +  (ап cos пх +  bn sin пх) +  • • • =
СО

=  — +  'V  (a cos пх +  b n sin пх) (21.1)'
2 ¿ a J

п =  1

куринишдаги катор тригонометрия катор деб аталади, бунда ас,, аъ  
Ьи . . . , ап, Ьп, . . .  — ;узгармас сонлар, булар каторнинг коэффи­
циентлари дейилади.

Тригонометрик каторлар иккинчи му^им функционал ка- 
торлар синфини ташкил килади (дараж али каторлар синфи би- 
ринчи синф ^исобланади).

(21. 1) катор х га каррали аргументларнинг сицуслар ва ко-’ 
синусларини ÿ3 ичига олганлнги учуй улар 2я  га тенг умумий 
даврга эга-булади. Агар бу 1̂ атор я^инлашувчи катор деб фа- 
раз килинса, у холда унинг йигиндиси дам даври 2л га тенг 
булган даврий функция булади.

Ушбу масалани 1$ я м и з: даври 2л га тенг бÿлгaн берилган 
f (x)  функция учун шу функцияга якинлашувчи тригонометрик 
катор тузинг.

Олдиндан бир неча ёрдамчи формулаларни аниклаб оламиз. 
Хар кандай п ф 0 да куйидагиларга эгамиз:

Я
с  i  п  v* Я

о.
J

, sin п х  п 
cos nxdx = --------

л
я п

cos пх
(21.2)

Í
sin nxdx —- =  0 ,

— Я

я я

eos2 nxdx = -  i (1 +  cos 2 nx) dx =  я,

(21.3)

sin2 nxdx-- ■- - j  J  (1 — cos 2 nx) dx =  я .

Тригонометриянинг маълум ушбу

cos a  cos (i = (cos (oc +  j5) +  cos (a— ¡5)),
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бш а  з1п (3 =  (соэ (а  — (5) — соз (а  +  Р)),

вш а соэ р = —  (э1п (а + Р) + эт (а — §))

формулаларига биноан, шунингдек (21.2) ва (21.3) формула- 
ларга биноан, ихтиёрий мусбат п ва  т  лар учун цуйидагилар 
урин ли булади:

г . ( О, агар т ф п  булса,
]  соз пх соз т х с 1 х = { щ ^  п==т
- Я

г . . , Г0, агар т ф п  булса, 
} 5111 пх 8Ш и  агар т  =  п булса,

(21.4)

Г*1э т  /гх соэ тх (1х — 0.

Куйилган м асалага  кайтамиз.
Даври 2 я  га  тенг б.улган !  (х) даврий функция ;узига (— я ,  

я )  интервалда я^инлашувчи тригонометрик к;атор билан тасвир- 
лаиадиган булсин, дейлик, яъни шу тригонометрик ^атор йи- 
гиндисидан иборат булсин, дейлик:

00
1{х) =  ~  +  (ап соъ пх +  Ьп Э1П пх). (21.5)

и=\
Бу катор х£ [— я ,  я] лар учун я^инлащувчи ва уни хадлаб инте- 
граллаш мумкин деб фараз ^илайлик. Бундан щ  коэффициент»!! хи- 
соблаш учун фойдаланамиз. (21.5) тенгликнинг иккала кисмини — я  
дай я  гача интеграллаймиз:

Я  Я  „о Я  Я

| ¡(х)йх =  ^  Г а0 (1х +  V  (ап |соз пхс1х +  Ьп ^ ¡ п  пхйх).
—я —я п=1 —я —я

(21.2) формулаларга биноан йдаиндч белгиси огтидаги интеграл- 
ларяинг хаммаси нолга тенг. Демак,

Я
I" / (х) (1х =  па0,

—Я
бундан

' я

а0 =  1 | / ( х ) ^ .  (21.6)
—Я

■к Ф 0 нинг бирор ани^ кийматида ак коэффициент!« топиш учун
(21.5) тенгликнинг иккала ^исмини соз кх га кунайтирамиз ва ^осил 
булган ифодани — я  дан я  гача ^адлаб интеграллаймиз:
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(21.2) га (21.4) формулаларни эътиборга олсак, унг томондагн ак._ 
коэффициентли интегралдан бош^а хамма интегралларнинг нолга тенг 
эканини курамиэ.

Демак,
Я  Я

I’ f (х) cos kx dx =  ak I cos2 kx dx — akn,

я
\

бундан

ak~ ~~ I / (x) cos kx dx. (21.7)
— Я

bk коэффициентни топиш учун (21.5) тенгликнинг иккала кнсми- 
ни sin kx га купайтирамиз ва хосил булган тенгликни — я  дан я  
гача интеграллаймиз:

Я  Я

| [ (х) sin kxdx =  ^  I sin kx dx +
— Я  —*Я

со  . Я  Я

(ап j  cos пх sin kx dx +  bn j sin nx sin kx dx).
í ! = l  — Я  —Я

(21.2) ва (21.4) формулаларни хисобга олсак, унг томондага'£й 
коэффициентли интегралдан бощца хамма интегралларнинг нолга тенг 
эканини курамиз,

Шундай к,илиб,
Я  Я

j  f (х) sin kx dx — bk j  sin2 kx dx — bk я ,
— Я  — Я

бундан
Я

bk=  | f{x) sin kx dx. (21.8)
—Я

(21.6), (21.7) ва (21.8) формулалар буйича аниклангае ко- 
эффициентлар f(x) функциянинг Фурье коэффициент лари дейи-’ 
лади. Шундай коэффициентли (21.1) тригонометрик ^атор эса 
/ (х) функциянинг Фурье цатори дейилади.

Досил ^илинган тригонометрик ^атор берилган f (х) функ-



цияга я^инлашиши масаласи  х^али аникланмагани учуй биз 
бу Фурье ^атори f (х) функция ёрдамида в уж уд га  келтирилган 
Дея оламиз, холос. f (x) функция билан у ^осил цилган Фурье 
катери орасидаги богланиш бундай белгиланади:

(ak cos kx +  bk sin kx),
k=\

бунда a0, ak, bk лар (21.6), (21.7) ва (21.8) формулалар буйича хи- 
собланади.

Бундай ёзув f (х) функцияга унг томонда ёзилган Фурье на­
тори мос келишинигина билдиради. Биз цаторнинг я^инлаши- 
шини ва унинг йигиндиси f (х) га тенглигини исботлаганимиз- 
дан кейингина ~  белгини = белги билан алмаштириш мум-
кин.

Бу масалани ^ал цилишдан олдин «уртача якинлашиш» ту- 
шунчаси билан танишамиз.

22- §. Уртача якинлашиш. Фурье коэффициентларининг 
минималлик хоссаси

Агар бирор функция чексиз 1̂ атор шаклида тасвирланса, у 
^одда ^аторни п- х^дида узиш натижасида ^осил булган чек- 
ли йиринди ёйилаётган функциянинг тащрибий ифодаси дейи- 
лади. п нинг етарлича катта  цийматини танлаш йули билан 
уни исталганча ани^ликда .^осил ^илиш мумкин.

Даври 2 я  га тенг f(x) даврий функциями
П

Тп (х) =  ^  ^  (ak cos kx +  sin kx)
*=i •

ti- тартибли тригонометрии купхад билан тацрибий тасвирлаш- 
д а  хато улчови учун

Я
=  J  ( f ( x ) - T n(x)fdx  (22.1)

—Я
тенглик билан анн^ланувчи, урта квадратик четлашиш деб аталувчи 
бI олинади. f (х) функциянинг Тп (х) тригонометрик купхад билан 

бундай я^инлашиши уртача (ёки урта маънода) якинлашиш дейилади, 
бунда хато улчови учун Ь2п уртача квадратик четлашиш олинади. Баъзи 
Тг (х) тригонометрик куп^адлар учун 6\ жуда катта булади ва 
бу хрлда Тп(х) купхад f(x) функциями та^рибий тасвирлашга яра- 
майди, баъзи Тп(х) лар учун у  жуда кичик булади. Энди 
хато энг кичик буладиган Тп (х) тригонометрик купхадни излаш ма­
саласи ^уйилади, яъни шу купхаднинг а а, а , ,  $ , . . . .  ос..
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козффициентларини топит талаб кюшнади. Масала 2 я  4 -1  та а 0, c£¡, 
P¡, . . . , а п, узгарувчига 6 о р л щ  булган функция минимуми- 
ни топишга келтирилади.

Бу экстремал масаланинг ечилиш натижаси куйидаги теоремадан 
иборат булади.

Т е о р е м а ,  ti-тартибли  тригонометрии купхадлар ичида 
(—л, л) интервалда f(x) узлуксиз функцияга энг яхши дртама 
якинлашиш берадигани

S n (х) =  у  +  (ak cos kx +  bk sin kx) (22.2)
*=i

тригонометрии купхаддир, бунда aQ, ak, bk — Фурье коэффициент- 
лари.

РаЕшанки, бу купхад Фурье ^аторининг п- хусусий йигиндисйдир. 
Айни шу S n(x) купхад f(x) функциядан энг кичик уртача квадратик 
четлащишга эга булади; бу четлашишнинг катталиги ^уйидагига тенг 
эканини исботлаш мумкин; . *

71 о  П

1 Г «  /.л . . .  . 1 I а0%п 2я
—Я &=1

О п лai

п катталашгани сари б  ̂ нинг микдори камая боради, чунки унинг 
(22.3) ифодасида янги манфий кугшлувчилар душила боради. Шу 
сабабли п катталашгани сари (22.2) S n купхад ^аралаётган f(x) 
функцияга шунча «уртача» я^ин боради (бу (22.1) дан келиб чи^ади).

(22.3) тенгликдан мудим натижа келиб чи^ади. 6* >  0 булган» 
учун хар кандай п да:

j  + ^ ( а 1  +  Ь% <~  j > M  dx. (22.4)
£=1 —л

Бу тенгсизликнинг унг к;исми п га', богли^ эмас, демак, каторнинг

4  + T ] (‘l | + 4 )  k=\

хусусий йигиндилари п->оо да чегараланганлигича колади. Бу 
катор мусбат ишорали булгани учун у якинлашувчи булади. 
Шундай килиб, узлуксиз функция Фурье катори коэффициент- 
лари квадратлари дар доим якинлашувчи катор хосил килади. 
Хусусан, бундан п->оо да узлуксиз функция учун доим куйи- 
дагига эгамиз:

l im а„ =  0, lim b„ =  О
/2~>оо П - У О О

Энди (22.4) тенгсизликни бундай ёзиш мумкин:
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af + S ' { a l+ bl) ^  *  î 1/г W  ***• (22'5)fc=l — я
l iy муносабат Бессель тенгсизлиги дейилади.

23 -§ .  Фурье тригонометрик цаторларининг уртача 
як,инлашиши ва  ну^тада я^инлашиши ^а^ида теорема

Энди f(x) функциянинг Фурье катори яцинлашувч'и булиши 
lia бу ^аториинг йигиндиси айнан шу функцияга тенг булиши 
учун f(x)  функция цандай хоссаларга эга булиши керак экан- 
лиги ^ацидаги масалани караймиз.

Бу хоссалар келтирилган теореманинг ифодасини баён ки- 
лишдан олдин баъзи таърифларни киритамиз.

1 - т а ъ р и ф .  Агар х0 ну^тада f (x) функциянинг чап ва  ÿnr 
лимитлари м ав ж уд  бу-лса-ю, (чекли сонлар) аммо \7заро тенг 
булмаса, яъни

f(x0 — 0)¥=f(x0 +  0), бунда f(x 0 — 0) =  lim f(x),
Х-+Хь
х<х0

f(xо +  0) =  lim f{x)
X-+X ,
x>x0

булса, у  >;олда х0 ну^та ¡(х)  функция учун биринчи тур узилиш 
нуцтаси дейилади (1 1 -ш акл ) .

2 -т  а ъ р  и ф. Агар ¡(х)  функция [а, Ь] кесмада факат чекли 
сонда биринчи тур узилиш ну^таларига эга булса, у хрлда !(х )  
функция шу кесмада булакли узлуксиз функция дейилади.

1 2 -ш аклда тасвирланган функция графиги иккита биринчи 
тур узилиш ну^тасига эга.

3 - т а ъ  р и ф. Агар /(х) функция [а, Ь) кесмада биринчи ^о- 
силаси билан биргаликда узлуксиз булса, у  зрлда бу функция 
шу кесм ада силлиц функция дейилади.

Геометрик ну^таи назардан бу уринманинг эгри чизик буй- 
лаб силжиши-да уринманинг йуналиши сакрашларсиз узлуксиз
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13- ш акл.

узгаришини билдиради. Силлиц функция графиги бурчак ну^- 
талари булмаган текис эгри чизи^дан иборат (1 3 -ш акл) .

4 - т а ъ р и ф .  Агар [а, Ь) интервални чекли сондаги кисм- 
интервалларга булиш мумкин булиб, бу цисм интервалларнинг 
хар бирида функция силли^ функция булса, у холда бу функ­
ция шу интервалда булакли силлиц, функция дейилади.

Булакли силли^ функциянинг графиги чекли сондаги силли^ 
ёйлардан иборат ва у  чекли сондаги биринчи тур узилиш нуц- 
таларига эга булиши мумкин (1 4 -ш акл) .

Фуикцияни Фурье каторига ёйишнинг мумкинлиги ¿{ацида- 
ги теоремани ифодалаймиз.

У р т а ч а  я р н л а ш и ш  ^ а р д а г и  т е о р е м а .  (—я , п) 
интервалда булакли узлуксиз f(x) функциянинг Фурье ца- 
тори уни вужудга келтирган f(x ) функцияга уртача ящнлаша- 
ди, яъни Фурье цаторининг

S n (Х)  =  ^  (a k C0S kx  +  b k Sin k x )
ft=l

хусусий йигиндилари n—>-oo da f (x) функцияга уртача квадра­
тик четлашиш маъносида интилади, бунда

2 то Л

Y  +  +  [/•(*) dx
k=l ' - я
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формула уринли, б у формула Л я­
пунов— П арсеваль тенглиги дейи- 
лади (бу ёрда а0, ак, Ь — }(х) функ- 
циянинг Фурье коэффициентлари).

Н у ^ т а д а  я к и н л а ш и ш 
\ а 1̂  и д  а т е о р е м а .  (—л, л) 
интервалда булакли силлиц. / (х) 
фунщиянинг Фурье катори шу 
интервалнинг %ар бир нуцтасида 
яцинлашувчи. Шу билан бирга,
¡(х ) функция учун Фурье цато- 
рининг йигиндиси Б(х) булса, у 15-шакл.
,\олда бу функция узлуксиз бу-
ладиган ну^таларнинг х1аммасида 5 ( х )= 1(х ) , I тур узилишга 
яга булган нуц,таларнинг хаммасида зса

3(х) =  ~ и ( х - 0 )  +  Цх +  0)).
Бундан ташкари

5  (я) =  Я ( -  я )  =  ^  (/ (я  -  0) +  / ( -  я  +  0)).

Бу теорема Дирихле теоремаси дейилади. Бу теореманинг 
шарти — функция булакли узлуксиз булиши кераклиги ушбу 
иккита шартга тенг кучли: функция чегараланган ва булакли 
монотон булиши. керак.

Охирги шарт функция ^аралаётган интервални чекли сон- 
даги интервалларга булиш ва бу интервалларнинг 5 а̂р бири- 
да  функция монотон булиши кераклигини билдиради.

Шундай 1̂ илиб, агар / (х) функция (—я , я )  интервалда бу­
лакли монотон булса, у  .^олда бу функция учун нуцтада якин- 
лашиш теоремаси уринли. Бу шартлар Дирихле шартлари д е ­
йилади.

М асалан , г/=х функция (—я, я )  интервалда Дирихле шарт- 
ларини ^аноатлантиради, чунки у  чегараланган ва монотон 
(усувчи) (15 -ш акл ) .

24- §. Ортонормалланган система, системанинг тулалиги 
тушунчалари, тула  система буйича ёйиш

ь
1- т а ъ р и ф .  Агар | <р;! (х) ц>т  (х) йх =  0 (бунда п ф т )  булса,

а
функциялариинг ф0 (х), ср, (х), . . . , срп (х) , . . .  чексиз системаси [а, Щ 
кесмада ортогонал система дейилади.

Биз тригонометрик функциялариинг
1, соэх, бшх, . . . , соъпх, Бш/гх, . . .

системаси билан иш курган эдик ■ бу система [— я , я] кесмада орто­
гонал эди, чунки
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V, ш
Я

агар т Ф  п  булса, j1 s ¡n пх sjn тх ¿ x _
—я

агар т Ф  п  булса, j cos пх cos тх ¿ x _
~П

' Я

^ар ^андаи т  ва п  учуй j sin пх  cos тх dx =  0.
—я

Бу (21.4) дан келиб чи^ади. Бош^а тригонометрик функдияларнинг 
^ам бртогоналлигини исботлащ мумкин-

1, cos х, cos 2х, • • • , cos пх, . . .  [0, л] кесмада, 
sin х, sin 2х, . . . , sir¡ пх, . . .  [0, л] кесмада,

-¡i ТСХ . TÍX Tin y ттл V
cos7 ’ Sm Т ’ ’ ’ ' ’ ~7~’ s’n —̂ Í. Л кесмада.

2 -т а ъ р и ф . Агар
ь
] (p l (x )dx =  Í
а

булса, функцияларнияг

Фо(Х)> Ф1 (*), . . . , ф„(х), . . .
чексиз системаси [а, &] кесмада нормаллангая  с и ст ем а  дейилади. 
Функдияларнинг >$р к;андаи орторонал системасияи нормаллаш мум­
кия. Бунинг маъноси ^уиидаГИдек: хар доим ^  ^ ____^  . . .
узгармас сонларни

ИоФо М> M-i9i0í), . . . , (1пф„(х), . . .

функцнялар системаси аввалгидек ортогонал, шу билан бирга, 
энди нормаллангая буладиган килиб танлаш  м ум ки н ..

Х аадатан , агар J  ф̂  (х) dx =  ¿2 (бунда \  Ф  0) булса, у. з̂ о л да
а

Ii  - -  — . Шундан кейин

Ь | Ь

К  фI (Х) dX =  j ¡ r  Г ф2 (х) dx =  4 г  К  =  1 
Í К~п

теягликка эга буламиз. Микдорни Ф„(х) функциянинг нормаси деб 
атаймиз ва II фп II куринишда белгилаймиз. Шундаи ^илиб,

] / Л| ф  »W  dxI! Ф« П =  1/ ( Ф*(*)<&.
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Amp- система нормалланган булса, у  холда равшанки, || ф \\ == 1 
Г|у,иаДИ.

3- т а ъ р и ф.. Агар функцияларнинг
ФоМ, Ф] (*), • • • , ц>п (х), . • ■

мгкснз системаси ортогонал ва нормалланган булса, бошкача айтган- 
1.1. агар

J  <р„М<е„ j W

iiv.iica,' у  хрлда система [а, Ь] кесмада ортонормалланган система 
и Гшлади. Масалан, функцияларнинг 1, cosx, sinx, . . . , cos пх, 
ni их, . . . системаси [— я , я ] кесмада ортогонал, аммо нормалланган
i.uao, чунки

Я  Я

[ COS2 «X CÍX =  Я, £ sin3 пх CÍX =  я ,
- я

«¡V чар кандай п Ф 0 да (21.3) дан келиб чш^ади. Бу системани нор-
пллаш учун ундаги функцияларнинг хар бирини ]/ я  га булиш ке-

рак. Фуикциялар системасининг [— я ,  я ]  кесмада ортонормалланган
1 ' ■ 1 1 . ! 1 .. - ,  —Г=- COS X, —  Sin X, . . : COS пх, -7= . sin пх, . . .

[ л  'у п у  я  / я  ’« / я

i luчемасига эга буламиз.
Пхтиёрий [а, Ь] кесмага кайтамиз. Бу кесмада функцияларнинг 

Онрор
Фо (•’•). ф|(*), ■ • • , Ф„(х), . . . (24.1)

пртогонал системаси берилган булсин дейлик. Ма^садимиз [а, Ь] кес­
мада ани^ланган / (х) функцияни (24.1) система функциялари буйича

/ (*) -= с 0%'(х) +  c ¡Ф[ (х) +  . . .  +  с п<рп (х) +  . . .  (24.2)

|.\ |)ииишдаги '^аторларга ёйишдан иборат. Бу ёйилманинг коэффи- 
мппггларини ани^лаш учун биз хусусий х;олда (21 - § да) цилгани- 
мпадек ёйилманинг иккала кисмини <.pk(x) га куйайтириб, уни хадлаб 
иптеграллаймиз: -

Ь оо Ь
í  / М  Фк (*) ^  2  Í Фп И  ф* (*) dx-
а п = 0 а

(24.1) система ортогонал булганлиги сабабли, унгдаги интеграл- 
ларпинг биттасидан бошка хаммаси нолга тейг булади ва

Ck =  — --------— / (х) ф,. (х) dx (24.3)
| Ф/е (-*-). dx а 
а

)к я м и осонгина топилади.



Коэффициентлари (24.3) формулалар буйича тузилган
(24.2) ^атор берилган ¡(х)  функдиянинг умумлашган Фурье 
щтори, коэффициентларнинг узи эса функцияларнинг

Ф0 (*)> Ф[ ( V), • ■ • , ф„ (х), . . .
системасига нисбатан умумлашган Фурье коэффициентлари дейила- 
ДК. '

(21.6), (21.7) ва (21.8) формулалар (24.3) формулаларнинг хусу- 
сий холлари ^исобланади. Ортонормалланган система хрлида (24.3)

Ь
формулалар айникса содда булади:  ̂ф| (х) йх =  1 булганда, ск —

аЬ
=  | ¡(х )у к{х) с1х булади.

а
2 1 -§  даги муло^азаларни такрорлаб, умумлаш ган  Фурье 

катори учун уртача квадратик четлашиш куйидаги куринишга 
эга эканини курсатиш мумкин:

Ь п
8п =  [ /2 (*) — 2  СЬ 11 512- (24-4^

а к=О
Бу ■ ифода, п катталашгаии сари 6;г мивдор мусбатлигича цолиб, 
факат камайиши мумкин эканини, яъии п нинг ортиши билаи Фурье 
каторииинг хусусий йигиндилари / (х) функдиянинг аницро^ т а л и ­
бы! тасвирини беришини курсатади. >  0 булгани учун (24.4) дан

2  ск 1! 11 2 ^  ] /2 (х ) Ак 
к=д а

п
экашг келиб чи^ади. Бунда ^  с \ Й Ф* И 2 йиринди со да чекли

&=0 ь
лимитга эга, чунки у  унгдан п га боглщ булмаган [  /2 (х) йх мик-

а
дор билан чегараланган. Шунишг учун

со

2  °1- 11 Чь 112
ь=о

•^атор я^инлашувчи ва Бессель тенгсизлигига эга буламиз:

2  4 . 1! Ф* II2 <  Ах.
к=0 а

Биз бу тенгсизликнинг хусусий холи булган (22.5) тенгсизликни
з^осил ^илган эдик.

4 - т а ъ р и  ф. Ага_р квадрати билан интегралланувчй ихтиёрий
¡(х)  функция учун Бессель тенгсизлиги урнига



jp ( x )  dx =  2  4 ^ k V  (24.5)
о fc=0

'Ю11ГЛИК уринли булса, [a, b] кесмада ортогонал булган

ф0М> <M*). ■ ■■. <p„ (*).•■  • (24-6)

функциялар системаси ту ла  система дейилади. Бунда ск — / (х) 
функциявинг Фурье коэффидиентлари ((24.3) формула).

(24.5) тенглик (24.6) системанинг тулалик шарти деб ата- 
лади. Бу шартни унга тенг кучли булган

П т  ( j>
П«оо \ а

тенглик билан алмаштирамиз. Агар (24.4) формула хисобга Ълннса, 
охирги тенгликни Нтб^ =  0 куринишда ёзиш мумкин.

/г—»оо
Шундай 1̂ илиб, (24.6) функциялар системаси [а, Ь] д а  т^ла 

булса, у  холда Фурье ^атори f(x)  га  уртача я^инлашади д е ­
йилади. 1

Шуни 1̂ айд 1̂ илиш керакки, (24.6) функциялар системаси 
тула булишига карамай , Фурье цаторининг узини в уж уд га  кел- 
тирган функцияга оддий ну^тавий я^инлашиши ^ар доим урин­
ли булавермайди. Шунга карамай , тула системалар учун ур ­
тача яцинлашиш j^ap доим уринли. Бизнинг таъкидимиз уртача 
я^инлашиш тушунчасининг ишончли эканини яна бир марта 
курсатади.

У з - у з  и н и  т ё к ш и  р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. К,андай ^атор тригонометрик ¡^атор дейилади?
2. Д аври  2 ít га  тенг даврий функциянинг Ф урье коэффидиентлари учун 

формула чи^аринг.
3. У ртача янинлашиш нима? Уртача квадр ати к  четлашиш нима?
4. Тригонометрик кугц адл ар дан  цайсиниси функцияга энг яхши язугала- 

шишни беради?
5. Тригонометрик ^аторларнинг я^инлашиши (уртача ва  н у^тада  я^ишза- 

шиш) ^а^идаги  теоремани ифодаланг.
6. Ф ункцияларнинг цандай системаси ортогонал система дейилади? Ф унк­

цияларнинг ^андай  системаси нормалланган, ^андай  системаси ортонормал- 
ланган  система дейилади?

7. Ф ункцияни ортогонал система буйича като рга  ёйиш масаласи  нимадан 
иборат? Ёйилма коэффидиентлари цандай изланади?

8. Ф ункцияларнинг 1̂ андай системаси т ул а  система дейилади? Функциями 
т^ла система буйича ^аторга ёйишнинг хусусияти  нимадан иборат?

9. Системаларнинг ортогоналлигини исботланг:
1, cos х , cos 2х, . . . , cos пх, . . . нинг [0 , я ]  кесмада, 
sin  х, sin  2х, . . . , sin пх, . . . нинг [0 , я ]  кесмада.

Ш у системаларни ортонормалланг.
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25- § . (—я , it) имтервалда берилган жуфт ва ток функцияларни 
Фурье тригонометрик цаторларига ёйиш

1. Жуфт ва  ток функциялар. /(х) функция сонлар укининг 
хам м а ерида ёки координаталар бошига нисбатан симметрик 
булган бирор интервалда аницланган булсин. Ток; ва  жуфт 
функциялар таърифларшш эслатиб утамиз.

Агар ^аралаётган  ^амма х лар учун /(—х) —f(x) тенглик 
уринли булса, у  ^олда f (х) функция жуфт функция дейилади.

Жуфт функциянинг графиги ординаталар укига  нисбатан 
симметрик (1 6 -ш акл) .

У 1
у={(*2̂ -

-х ^ / |  frx j

- а о л  с ■ :х

16- шакл. 17- ш акл.

Агар ^аралаётган ^ийматларнинг ^аммасида /(—x ) = —f(x) 
тенглик уринли булса, /(х) функция то^ функция дейилади.

Тоц функциянинг графиги координаталар бошига нисбатан 
симметрик (1 7 -ш акл) .

Иккита жуфт функциянинг ёки иккита toi  ̂ функциянинг ку- 
пайтмаси жуфт функция, жуфт ва toi  ̂ функцияларнинг купайт- 
маси toi  ̂ функция.

Агар /(х) функция [—а, а\ кесмада интегралланувчи булса, 
У ^олда :

а 0 а

\f(x)dx= \f(x)'dx+ \f(x)dx. (25.1)
—а —а О

Аммо х ни — х  билан алмаштиришда унг кисмдаги биринчи 
интеграл бундай ёзилади:

0 0 d o

[ f{x) dx=  j  /(— x) d( — x) =  — | f(— x) dx =  j* f( — x) dx.
— a a a 0

Бунинг ^ийматини (25.1) га ^уйсак,
-f-a а
[  /(х) dx =  j  [f(x) +  /( — >')] dx,

бундан
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—а
G

f f(x) dx— 0 — ток функдмялар учун,
a
a a
I f(x)dx ----- 2 j f(x)dx — жуфт функциялар учун.

- a  a
Бу натижадан  Фурье коэффициентларини хисоблашда фой- 

даланамиз.
2. Жуфт ва тощ функциялар учун. Фурье катори. f(x) функ­

ция даври 2л, [— я ,  и] кесмада Дирихле шартларини ^аноат-' 
лантирадиган жуф т функция булсин. Унинг Фурье к;атори ко- 
эффициентлари учун ^уйидаги формулаларни топамиз:

Я  Я

а0 =  ~  j  f(x) dx= ~  J  f(x) dx,
- я  о

Я  Я

ak =  —  j  f(x) cos kx dx .= —   ̂f(x) cos kx dx,
— я  0

я

bk=  —  j  f(x) sin kx dx =  0.
— Я

Шундай кил и б, жуфт функциянинг Фурье цаторида синусли 
хадлар катиашмайди, жуфт функциянинг Фурье к;атори факат 
косинусларни уз  ичига оладн ва бундай куринишда булади:

со

/(-)=  Y  +  ^  a k cos kx, (25.2)

бунда
Я

=  —  Г f{x) dx,
0

Я

■ j f(x)coskxdx._2_

я

Энди f(x) даври 2я, í — я ,  я ] кесмада Дирихле шартларини ка- 
ноатлантирадиган ток функция булсин. Унинг Фурье катори коэф- 
фицие'нтлари учун куйидаги формулаларни топамиз:

Я
I

ак=

о =  —  i f(x) dx =  0,Я ,)
—Я

Я

— ~  I í(x) cos dx =  0,я  j
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ЭИ. Jit

—  j f(x)s'mkxdx — —  j /(x)sin kxdx.

Шундай килиб, toi^ функдиянинг Фурье ^аторида озод ^ад  ва 
косинусли ^адлар цатнашмайди. Toi^ функдиянинг Фурье ка­
терн фацат синусли хадларни уз ичига олади ва бундай кури- 
нишда булади:

/(х)= 2  bk Sin be,
*= 1

бунда

(25.3)

sin kxdx.

Чи^арилган формулалар, аслида ^ар цандай даврий функ­
ция хам жуф т ёки то^ функция йулавермаслигн равшан бул- 
са-да, жуф т ва то^ функцияларнинг Фурье коэффициентлари- 
ни хисоблашни соддалаштириш имконини берадн.

1- м и с о л. Даври 2 я  булган

!(х)=
р, Л- £ (—я , 0),

х е (о, л)

функцияни Фурье каторига ёйинг.
х =  я п (бунда п £ Z) ну^таларда f(x) =  0 булади, деб фараз ¡ и̂- 

ламиз (18-шакл).
Функция ток, Дирихле шартларини ^аноатлантиради, шунга курз

(25.3) тенглик асосида ^уйидагига эга буламиз:
я  я

COS kx IЬк =  —  Г —  sin kxdx =  —  Г sin kxdx =  * я J 4 2 J 2k
0

cosO—cos nk 1 ,  144,
------ 5 ------ =  a (1

— , агар k ток булса, 
k

0, агар k жуфт булса.

Демак,

У {

— т.... i..........
У‘ ?(х)

О я j 2ft /

— 1, b-2 — 0 ,  h3 — , 

64 - 0 ,  . . .

Изланаётган ёйилма 

f{x) =  sin x +  ~  sin 3x •+•О
1

+

18- шакл.
+ г2л —  1

sin (2n — l)x-f-
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Д|м иборат. Бундан л: да

~т+т
-1- ( - 1 ) '

п+1

/(*) [х =

2га—г 1
2 -м и с о л .  Даври 2я  га тенг

’ — х, агар х £ ( — я , 0) булса, 
х, агар х£ [0 ,  я) булса

функцияни Фурье каторига ёйинг (19-шакл).
Равшанки, /(лг) функция жуфт, Дирихле шартларини цаноатлан- 

тиради, шу сабабли (25.2) муносабатга асосан

2 Г , 2 х*ап =  •—  \ хах— --------
0 п . л 2

«1
— Г;Я

х соэ Их Лх - х ъ т к х  . соэ кх----------- --------
к ¿3

—  —  (соэ я  к — соэ 0) — —  — ( ( — 1)* — 1) — 
я л 4*

-  агар & ток булса,
0, агар к жуфт булса.

4 _4
Демак, ах = ------- , аг — 0, а3 =  — , а* =  0, . . .

я  9л
Изланаётган ёйилма куйидагидан иборат:

4 2 л 
+  ' 1

СОБ X Ч------соэ Зх +  . . .  +
32

соб(2п — 1)х +  . . . ].
(2/г — I)3

Бундан, хусусий холда х = 0  булганда цуйидаги тенглик келиб чи^адн:

0

бундан

л
2

+  —  +  •32 +
I

■* =  1 + - 1 +  . . .  
8 32

(2/г— I)« 

1
(2/1 — 1)з

Бу катор йигиндисини билган холда 

5 = 1  +  —  +  —  +
2* 32

нк топиш осон. ^акикатан,

. _}— _ +  
п3



+  • • •  + ^ +

Демак,

Бундан 5  =  яъни

=  - ^ + - 1 - 5 .

5 - — + - 5 - 3 .

Я2
6

=  ^ ^ = = 1 + _ 1 +  + ±  
2 и  « 2 22 ' ф
п=  1

26- § . [—/, /] кесмада берилган функцияларни Фурье 
цаторига ёйиш

Энди ихтиёрий 21 даврли, Дирихле шартларини ^аноатлантирувчи 
¡(х) даврий функцияни ^араймиз. х = . —  { урнига к;уйиш бизни 2я

Я
д а в р л и ф у н к д и я г а  олиб келади, бу функцияни Фурье като-п
рига ёямиз:

во

 ̂(~Г1 ) = ^2 +  2  008 Ы +  Ьк ̂  к{)'
я

бунда а0 =  ~  ]  ) <#>
— Я

а‘ = Т  | ? ( т ' ) С05ЙЛ-
—  Я

я

Ьи — —  | (П.

К,аторда ва Фурье коэффициентлари формулаларида яиги I узгарувчидан 
зеки х узгарувчига 1̂ айтиб ва / =  ~ х ,  сН — -ус1х: эканини ^исобга 

олиб, ^уйидагига эга буламиз:

/(*)= - у  +  ^  ( ак соэ 2 у  +  Ьк бш ? у - (26. 1)

бунда
^ = 1

74



*

j  / М с1х,
— I

[ ¡{х)соъ~-йх, (26.2)
-I

■ | Ы  51
-I

т.кх_,бш — ах. 
I

К'оэффициентлари (26.2) формулалар билан аник;ланадиган
(26.1) катор ихтиёрий 2 1  даврли /(х) функция учун Фурье к а̂- 
тори дейилади.

21 даврли жуфт функция учун ^амма 6А =  0 булади, демак, 
Фурье ^атори факат косинусларни уз ичига олади:

оо
п/гхак соб -

I (26.3)

бунда
к=\

я!гх ,
с о б -----ах.I

!/ даврли ток функция учун эса хамма ак =  0 ва ад = 0  була-
ди, демак, Фурье катори факат синуеларни уз ичига олади:

оо
пкх

/(*) = Ькь\п'
I (26.4)

*•=1
бунда

[■/(*)

Купинча [0,/] кесм ада берилган /(*) функцияни синуслар 
буйича ёки косинуслар буйича каторга ёйиш масаласи талаб  
этилади.

?(х) функцияни косинуслар буйича цаторга ёйиш учун функ­
ция жуфтлигича [0, /] кесмадан [—I, 0] кесм ага  давом этти- 
рилади (2 0 -ш ак л ) .  У з^олда «давом эттирилган» жуфт функ­
ция учун Фурье катори фацат косинусларни уз ичига олади. 
Агар /(х) функцияни ^аторга синуслар буйича ёйишни истасак, 
у  холда функцияни то^лигича [0, /] кесмадан [—I, 0] кесмага 
давом  эттирамиз, бунда / (0 )= 0  деб олишимиз керак  (21- 
ш акл) .

«Д авом  эттирилган» то^ функция учун Фурье катори фа- 
1̂ ат синуеларни уз ичига олади. Аслида кесмадан кесм ага
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20- ш акл.

давом эттиришни ам алга  оширмаса ^ам б^лади, чунки 
коэффициентларини хисоблаш формулаларида жуфт ёки ток; 
функция ^олида f(x)  функциянинг [0,/] кесмадаги ^ийматлари 
^атнащади.

1-м  и с о  л, f ( x ) = x 2 функцияни [0,/] кесмада синуслар 6у- 
йича ^аторга ёйинг.

f(x) функцияни [—I, 0] кесмага то^ давом эттириш ва ун- 
дан кейинги даврий давом эттириш графиги 22- ш аклда кур- 
сатилган.

Функция тощ ва  у Дирихле шартларини каноатлантцради. 
Шу сабабли к(уйидагига эгамиз: 

i
Ь'к =  

212

I
о
nkx

п kx 

I
I

nk-x“ cos -nkx j I 
l о +

-------x sm —
(nk)2 I

i . 2I3 nkx4-------cos — •
о (nk)3 I

/3
—  cos nk 4- 
. jiA

+
2 P  

(nk)3
(cos nk — 1) 1 } .

Изланаётган ёйилма ^уйидаги куринишга эга: 
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‘.I- м и с о л. ¡(х) =  эш х функциями о
’ 2

кесмада косинуслар

(.уГшча каторга ёйинг.
Жуфт давом эттириш ва ундан кейинги даврий давом эттириш 

г.унича графикни ясаймиз (23-шакл). Функция жуфт функция, Ди­
рихле шартларини каноатлантиради. Бунда / : 

1,1 биноан ^уйидагига эгамиз;

Шу сабабли, (26.3)

й0 =  2-
л /2 ^  я /2

хАх =  — ( — соэ х)п
_4_

к

я/2 л/2

—  ( ь т  х соь 2 Их с1х= —  I —  ( з ш (2 & + 1 )х —
я  J  л  ,) 2

— \ )х)'йх]~ 4 1 1

1
2й— 1 

Демак,

соб(2 й —  1)х

л  - 2 \ 2/г +  1
я/2 2 / 1 1

ССб(2& +  1)х]+

п \26 + 1  2* —
I

/(*) = я  я  \ 3 
ж =  0 да ^уйидагига эгамиз:

. 2

соэ 2х+  ^гсоэ 4х +  соэ 6х +  . . .
15 35

0 =
л

Бундан

со

—  ±  V
л

к=\

П
4*2—1

со
1 , 1 , 1



У з - J  з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Функциянинг бирор координаталар бошига нисбатан симметрик ин 
тер валдаги  ж уф тлик ёки тотушк хоссаси нимадан иборат?

2. [—я, я] кесм ада ж уф т функциянинг Ф урье коэффициентлари учун фор- 
м ул алар  Ч1щаринг.

3. [— я, я] кесм ада ток; функциянинг Ф урье коэффициентлари учун фор- 
м ул алар  чик;аринг.

4. 4372, 4376, 4378- масалаларни  ечинг.

2 7 -§ .  Фурье интеграла

f{x) функция х Р (— оо, оо) да [аншушнган ва шу интервалда аб­
солют интегралланувчи булсин, яъни

^[f(x)\dx=Q (27.1)

хосмас интеграл мавжуд булсин. К,аралаётган функция шундай бул- 
синки, у  ихтиёрий ( — I, /) ораливда Фурье ^аторига ёйилсин:

а0 +
k= 1

nkx , , . Tlkx a, eos------ h b. sin —k .... i к , (27.2)

бунда
: =  y  \ f  (0 eos Щ. dt, 6 * =  y  j Д(0 sisin y  di (27.3)

~i -1
(агар ak нинг формуласида k — 0 деб олинса, a0 коэффициент хосил 
булади). Коэффициентларнинг (27.3) ифодаларини (27.2) ^аторга 
^уйиб, цуйидагини топамиз:

I ос I

/ ( 4 =  +  7 S (  Í К ^ т ^ Ь т  +
- I  k=l - I

V ¡  ( f  /(/)sin k- f  d¿) sin *5? =  i  J  f( 0 Л  ++

+

¿=i - г  
i l

еки
*=1 - í

l

Г , /л / fortí /гяд: , . knt . knx\- | f(t) | eos y  eos y  +  sin y  sin y j [dt

f(x )=  y  j f ( 0^ +  t
- l  -/

f(/)cos ——y —— di. (27.4)

Энди / ни чексиз катталаштирамиз ва бунда (27.4) форму­
ла  нимага утишини тaйинлáнгaн л: да  ^араймиз. Шу ма^садда 
бундай ^илиб оламиз:
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п  2 л  k j t  a ne
a i == a 2 ~  — — , Aak — C6¿ — —  •

)1!ди бизни ^изиктираётган (27.4) йиринди куйидаги курийишни 
олади:

i оо I

f (х)= ( 7(0 d r +  ”  5  ( j  W) cos “ /$ ~ ~ Aocfe- (27 .5 ) 
—i k=i - г

Ну ифоданинг ÿHr ^исмидаги биринчи хад / ->  со да нолга интилади. 
,\авдатан ,

i
f / (0  л

/ оо
1 Г г / Л  »  <  J _  í\ Г , „  , , ,  1 Г, Г / л  , :Й 1

21 ' ' ' ' 2/
_г —*

( ¡ / ( / ) | л < ^  j I ДО ! л  =  Q->o,

бунда /(х) функциянинг абсолют интегралланувчи бу-лишининг
(27.1) шартидан фойдаланилган.

(27 .5) ифоданинг ÿHr ^исмидагй иккинчи ^ад а  га  борли^
i

—  j* / (0  cos oc(¿ —х) dt.
- 1

функциянинг [0, оо) орали^да тузилган интеграл йигиндисини 
эслатади. Шунинг учун / оо да (27.5) икки каррали интегралга 
утишини кутиш табиий:

оо оо

f(x) =  J  da  | / (0  cos сс (î — х) dt. (27.6)
О —оо

Бу формуланинг уиг ^исмида турган ифода f(x) функция учун 
Фурье интеграла дейилади. Бу тенглик f{x) функция узлуксиз 
6ÿjiraH ну^таларнинг ^аммасида уринли. Узилиш нуцталариДа 
эса

ЗХ
о

со

j da J  / (0 cos a{t — x) dt ■ f (x 4- 0) +  f{x — 0)

тенглик бажарилади, яъни унинг чап ва унг лимитининг урта ариф­
метик ^ийматига тенг булади.

Агар айирманинг косинуси формуласи

cos a  (t — х) =  cos at cos а  х +sin  a  t sin а  х
дан фойдаланилса, у  холда Фурьенинг интеграл формуласи (27.6) 
куйидаги куринишни олади:

ОО со

/(%)— ~  f   ̂ j" / (0  cos a  I dij cos ax da -j-
0 -»oo
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ео oo

еки

+  - ! ( ' (  j*/(t)sina tdt Js in a x  d a  (27.7)
d —со 

со

f(x)=  I (a(a)cosax +  b (a) sin ax) da, (27-8)

бунда 0 ■
со oo

a(a) — —  j ’ f  (i) eos a td t, b (a) — —  j  f  {t) sin at dt.
•— o o  — oo

Фурье к;атори билан ухшашликии пай^аш осон: йиринди 

белгиси интеграл белгиси билан алмашди, бутун сонли k пара­
метр урнига узлуксиз узгарувчи а  параметр келади, а (а) ва 
Ь (а )  функдиялар Фурье коэффициентларини эслатади.

f(x) функция жуфт ёки то^ булган холларда (27.7) Фурье 
интеграл формуласининг хусусий ^олларини ^араймиз. f(x) 
жуфт функция булсин, у ,%олда f(t) cosat хам  жуфт функция 
булади, / (¿)s ina/ эса то^ функция, биз ^уйидагига эга  була- 
миз:

00

 ̂ f (t) sin a  t dt =  О,
«—00

eo oo
j  / (/) cos a  tdt — 2 j / (t) cos a  tdt.

—со .0

(27.7) формула жуфт функция учун бундай куринишни олади:
00 00

/ (х) =  — j ( J  / (/) cosa/  dtj cosa xd a . (27.9)
o o

Энди f (х) — тоц функция булсин. Бу х;олда f  (t) cos a t  — тоц 
функция, / (t) sin a  t эса жуфт функция булади, биз ^уйидагига зга 
б'уламиз:

/ (t) eos a  t dt =  O, \ / (t) sin a  t dt =  2 j  / (t) sin a  t dt.
““oo ““00 O

Ток функция учун (27.1) формула бундай куринишни олади:
00 / 05

/ (х) — — I |j / (/) sin a/  rf/j sin axdos. (27.10) 
о о

28- §. Фурье интегралининг комплекс шакли
Фурье интегралини комплекс ш аклда ифодалаймиз. (27.8) 

ф ормулага кура :
со

f (х) =  \ (a (a) c o s a x  +  6 (a) sin а х )  da, (28.1)



г
Лунда

а (а) =  — I / (/) eos a  í dt,К .
(28.2)

со

fe (а) =  — ( / (0 sin а  ¿ dt.
я J

—  00

Эйлернинг тригонометрик функцияларни курсаткичли функ­
ция билан богловчи машхур формуласидан фойдаланамиз:

ег ф =  cos ф +  i sin ф, г2 =  — 1.
Бу айнйятдан осонлик билан

ei<P +  e-¿«P .
С03ф =  -------1--------  , Sin ф” --------- ;------

2 21

текгликларни х,осил килиш мумкин. Шу сабабли [бундай ёзиш мум- 
кин:

J  “  X I - Í  а  *
cos а  д: = --------- ----------- ,

sm ax =  ‘
2 i

Бул'арни (28.1) форму лага куйиш к;уйидагини беради:
(? / i а  х ,  — £ а х t a x _ — £ а  х ч

/(*) =  J  ( а  (а) ------------------- -ЬЬ(а) ----------~ — ) d a ^
О
со

=  у  j  (а (а) — ib (а )) elax  +  (а (а) +  ib (а)) ё~" ах) da . (28.3) 
о

Бундай белгилаймиз:
с (а) =  я  (а (а) — ib (а)).

(28.2) формулалар буйича а (а), b (а) лар учун

с [a)— j / (О (cosa t — г sin a/) dt =  j* f(t)e~ l a i dt (28.4)
—  CO — oo

ни топамиз. Шундан кейин с (a) кушма комплекс сонни топамиз: 

с (а) =  л  (а (а) +  ib (а)) =  f / (t) е: ° ; dt.
—оо

Агар с (а) —с (— а) деб белгиланса, у  холда (28.4) формула барча 
a  ларда, яъни мусбат а  ларда хам, манфий a  ларда хам с (а )  ни 
акиклайди. с (а) функцияни (28.3) Фурье интегралига к,уйиб, ^уйида- 
гини топамиз;

6 -2 6 4 0  8 Í



/(*)— I" ( с  ( а )  е1а 'г +  с ( —а) в 1 а*) й а е  Г с (а) е1аяс1а +
о о

+  —- [  С (— а) е~1 “ * ¿ а  =  —  Г с (а) ег’ * * с1 а +2 Я 2 з% ^
о о

“—00 оо
+ ~- I С (а) е аА ¿1 (—а) = 1  с(а) е1”  ¿ а  +2 я J 2 я  J

о о
о

+  2~  [  с (а) е1 “ х (I а  =  [ с (а) е1 “ * ^ а.

Шундай к;илиб,

бунда

I (х) =  ~  [ с (а) е1а* с/а,

с  ( а )  =  |  / (/) е - 1'  “ ( сИ.

(28.5)

Охирида Фурье интеграли бундай куринишнй оладш

/ М 2 я
-С а  (¿— я) !  (О Л )  ¿ а .  (28.6)

(28.5) ва (28.6) формулаларнинг унг кисмлари комплекс шаклдаги 
Фурье интеграллари дейилади.

29-§. Фурье цатОрининг комплекс шакли

Фурье к;аторларини комплекс шаклда тасвирлаш хам Фурье ин- 
тегралларини тасвирлагандек амалга оширилади. / (х) функциянинг 
Фурье каторига эга булайлик: *

буида

/ (х) =  ~  (ак соэ кх +  Ьк ь'ткх),
к=1

л

ак— — ^  f (х) соз кх с1х,
— Л

Ьк= —'\ I (х) ¡ т  кх ¿х.л !

(29.1)

(29.2)
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' )йлервинг
gikx I e-*ikx gikz_

cos kx = ----- —------ , sir\kx -
2 2t

Формулалари буйича алмаштиришларни бажарамиз. Бу ^олда (29.1) 
пи бундай ёзамиз:

f w - f  ■+ 2 j \ ak / - - + » *  2 1  
k=i

i
=  1T + I  ^ кх(ак- Щ )  +  е - ш  iak +  ibk)). (29.3) 

*=i
ck =  ak — ibk белгилашни [киритамиз. У [^олда (29.2) формулаларга 
кура

я  я

ck =  — | / (х) (cos kx — i sin kx) dx =  ~  j' / (x) e~:kx dx. (29.4)
-—" я  *—Я

Агар (29.4) формулада k ни — k билан алмаштирилса, ундан

ck =  ak +  ibk

комплекс сон келиб чикади. Шу сабабли бундай белгилаш мумкин:
Я

~ск — c_k — | f (х) еШх dx. (29.5)
— П

Я

а0 =  — j* / (х) dx булгани учун уни k — 0 да ак нинг (29.2) форму-
— Я

ласидан топиш мумкин. Шу сабабли а0 =  с0 деб ёзиш мумкин. Ки-у 
ритилган алмаштиришларни дисобга олиб (29.3) з^аторни ушбу

/ « - 4  « . + , 4  ( 2  е* е" ' + 2Л ^ Ч - !  М=1
ёки киск,арок

1 _ос_
Лкх

* = - о  ,
я

куринишда ёзиш мумкин, бунда сА =  — J  'f (х) г 1кх dx. Шунинг узи
— Я

Фурье каторининг комплекс шаклидир.
Топилган иатижани комплекс шаклдаги Фурье интеграли била: 

тавдослаймиз. Ун да ck сонлар
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функция билан алмашинади, бу функция а  билан биргаликда узга- 
ради,

ск е

йирииди эса куйидаги.

l a «  jе а  а

интеграл билан алмашинади. 
Комплекс шаклдаги интеграл

t а  х ,е а а

еки киск;а

f  (х) =  j  с (а) е1ах d a ,

1
бунда с (а) =  —  ( / (0 e~at dt, каби ёзилади. а  туллии сон дейи-

2 к  J
—  00

лади, у — оо дан +  оо гача хамма ^ийматларни цабул цилади. 
с (а) функция спектрал зиялик ёки спектрал функция деб аталади.

30- §. Фурье алмаштириши

f(t) функция берилган булсин.
СП

1
F (a)-

/ 2 я
f(t)e~ia t  d t (30.1)

функция 1(1) функциянинг Фурье алмаштириши дейилади. Агар 
/(х) функция учун комплекс ш аклда олинган Фурьенинг интег­
рал фо|рмуласи уринли булса, у  ^олда (28 .6)га  биноан:

/(*)■ 2 л
F (а) е ах da. (30.2)

Бу функция F{a) функция учун Фурьенинг тескари алмашти­
риши булади. F (а) функцияни (30.2) интеграл тенгламанинг 
ечими сифатида караш  мумкин (f (х) функция берилган, F (а) 
функция изланади).



! .  Фурьенинг синус ва косикус-алмаштиришлгри.
____  СО

Д. j / (t) sin a t  dt (30.3)
ó

функциями f (i) функция учун Фурьенинг синус- алмаштиришлари 
дейишга келишиб оламиз. <27.10) формуладан

оо -

¡ (*) =  | / / " j" ф (a) s i n a x d a ,  (30.4)
о

яъни f(x) функция уз навбатида Ф ( а )  функция учун синус- 
алмаштирищ булади. Бошкача айтганда / ва Ф функциялар 
узаро синус-алмаштиришлардир.

Шунга ухшаш,
___ со

F(a) =  j^/ 1  j  / (0 cos ос i dt (30.5)
o

функцияни f(t)  функция учун Фурьенинг косинус-алмаштириш- 
лари деймиз. Агар f(x) функция учун Фурьенинг интеграл 
формуласи уринли булса, у  ^олда (27.9) формуладан:

_____ _ 00

f (х) =  j /  — | F (a) cosaxd a, (30.6)
о

яъни f (х) функция уз навбатида F (а) учун косинус-алмашти-' 
риш булади. Боцщача айтганда f ва F функциялар узаро коси­
ну с-алмаштиришлардир. (30.3) функцияни (30.4) интеграл тенг- 
ламанинг ечимн сифатнда ^араш мумкин ( f ( x )— берилган, 
Ф ( а ) — изланади), (30.5) функцияни эса (30,6) интеграл тенгла- 
манинг ечими деб 1̂ араш мумкин (f (х)— берилган, F (а) — 
изланади).

2. Фурье алмаштиришларининг хоссаларн. Фурье алмашти- 
ришларининг бир нечта хоссасини таъкидлаб утамиз.

а) Агар f(x)  функция (—оо,оо) ораликда абсолют инте- 
гралланувчи булса, у  ^'олда F (х) функция барча х лар учун 
узлуксиз ва |;с|->оо да нолга интилади.

б) Агар x'l f(x) (neaN) функция ( — со, оо) ораликда абсо­
лют интегралланувчи булса, у ^олда F (х) нинг п марта ?^осй- 
ласи м авж уд , шу бил-ан бирга

сс

(Х) =  Г / (/) tke~itxdt, 6 =  17п 
у" 2 я  J

" “ СО

ва бу ^осилаларнинг ^аммаси |х|->со да нолга интилади.

Ф(а):
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в) Агар / (х) функция {— оо, ос) ораликда абсолют иитегралла
X

нувчи булиб, \х\-+со да [ f (/) clt->• 0 булса, у  ^олда
9

t

у 2 35
f  (a) d a )  е lxi dt — —  F (х).

г) Агар f(x) функция узлуксиз ва  |дг|->ео да нолга ин- 
тилса, f ' (х) эса (— с о , с о )  оралицда абсолют интегралланувчи 
булса, у  >;олда

— Г (t)e~“x dt =  — ~ F  (х).
У 2 л J 1

* CD

Охирги иккк формуладан куйидаги хулосани чи^ариш мум- 
кин:

f(x )  функцияни дифференциаллашга унинг алмаштирил-
X

ган F (х) функциясининг— -  га купайтирилгани жавоб беради,
интеграллашга эса унинг шу ми^дорга булингани ж авоб  бе­
ради.

Мисол сифатида Фурье алмаштиришларини баъзи интеграл- 
ларни хисоблашга куллаймиз.

1 -м и со л .  f(x ) =  e~ax (а >  0, х > 0 )  функция берилган булсин. 
Бу функция барча х >  0 лар учун интегралланувчи ва ^амма жойда 
>;осилага эга. Булаклаб интеграллаш ёрдамида Фурьенинг синус 
ва косинус-алмаштиришларини топамиз:

_ 00 — 
F (t) =  | /' — | е~аи eos tu da =  j / " -"

о
_ оо _

Ф (0  — |/ — j е~аи sin tu du =  j//"“
__ t_

a* + ¡
о

У хрлда (30.6) ва (30.4) формулалар ^уйидагиларни беради:

оо
2а  С costx2 а  ( со six  «. л=  —  ——  at, х >  0;
Я  J  t f  +  t*

о

“~ ах  =  -  Г Л ,  х  >  0 .



2- м и с о л.

/СФ

1, 0 < х  <  а  учун, 

1~, х =  а  учун,

О, х >  а учун

булсин. Фурьенинг косинус- алмаштириши цуйидаги куринишга эга 
зкани равшан:

а

О
бундан (30.6) га биноан

со
2 Г вта/сс«*/

СОЭ/ы йи

/ . М г ^

Хусусан, х  =  а  да

( 1, 0 <  х <  а учун,
1сИ — I —, х =  а 
2 ’
0, х  >  а

учун,

учун.

I

1 я  Г в т*  ,, а  — — деб олинса, у  ^олда — =  I ------ ш.
2 2  ̂ /

(И.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Ф урье интеграли деб нимага амтилади?
2. Функцияни Ф урье интеграли билан тасвирлаш  шартини курсатинг.
3. Ж уфт ва  тс»\ функциялар учун Ф урье интеграли ^андай ёзилади?
4. Ф урье интегралининг комплекс шаклини ёзинг.
5. Комплекс ш аклдаги  Ф урье цаторини ёзинг.
6. Ф урье алмаштиришларининг таърифини беринг.
7. Фурьенинг синус- ва  косинус-алмаштиришлари нима?
8. Ф урье алмаштиришларининг хоссаларини айтинг.



Икки улчовли интеграл D собаки цисмларга булиш усулига бог- 
ли^ булмаганлиги учун уни координаталар ук,ларига параллел тугри 
чизик;лар билан томонлари А xit А yi га тенг булган тугри туртбур- 
чакларга булиш мумкин (25- шакл), бунда

A S i =  Axi A y i.

Икки улчовли интегралнинг таърифига биноан:

f ( / (*, У) dS =  lim V  / (xit у ■) Axi А yt.
m axdiam 'AS/ -»-0 f  D * 1 i=\

Шунииг учун икки улчовли интегрални

( j  f (х, У) dx dy
D

каби белгилаш мумкин.
Шундай килиб,

П

Г Г ¡{х, у )dxdy =  lim У  f (xh yf) A xL А ус.
J maxdiam A S i ->-0 f 53“D 1 i= 1

dxdy ифода юзнинг декарт координаталаридаги элементи дейи- 
лади.

Икки улчовли интегралнинг геометрик маъносини ани^лаш. 
учун 1\уйидаги тушунчани киритамиз.

Т а ъ р и ф .  D со^а, тенгламаси z = f(x ,y )  дан иборат а  сирт, 
йуналтирувчиси z ^амда ясовчнлари Oz увда  параллел булган 
цилиндрик сирт билан чегараланган жисм цилиндрик жисм деб 
аталади.

Агар D сохада f(x, у ) ^ 0 булса, у холда )^ар бир 
/ (Рд А S L — / (xit у ¿ A S ;

кушилувчини асоси дан, баландлиги эса /(Р,.) =  f{xt, у£) дан 
иборат кичкина цилиндрик жисмнинг хажми сифатида геометрик тас- 
вирлаш мумкин (26-шакл). Бу хрлд,а

^  А 5 ‘i=i

интеграл йигинди курсатилган цилиндрик жисмларнинг ^аж м - 
лари йигиндисидан, бошкача айтганда, бирор зинапоясимон ци­
линдрик жисмнинг ^ажмидан иборат булади. f ( P ) —f(x, у) функ- 
циядаи D еоха буйича олинган икки улчовли интеграл ^уйидан 
D соха билан, клфридан э с а z = f(P )= f(x , у) сирт билан чега­
раланган цилиндрик жисмнинг V хаж м и га  тенг булади:



бунда В  со.^а г =  / (Р) =  / (х, у) 
сиртнинг Оху текисликдаги проек- 
циясидир. Икки улчовли интеграл- 
пинг геометрик маъноси шундан 
кборат.

Агар £> со^ада интеграл ости- 
даги функция !(Р )= }(х , у) = 1  
булса, у  холда икки улчовли 
интегралнинг ^иймати сон жи^ат- 
дан интеграллаш со^аси О нинг 
5  юзига тенг булади:

=  Я
(¡Б ёки 5  = (1хс1у.

26- шакл.
( 1-1)

Агар интеграл остидаги функ­
ция / (Р )= / (х ,  у) сох;ада масса 
та^симланишининг зичлиги булса, у  холда икки улчовли ин- 
теграл О пластинкага жойлашган модда массаси т  ни бе-
ради:

т =  / (Р) <&:=* Л  / (х, у ) ( 1-2)

Икки улчовли интегралнинг механик маъноси шундан ибо-
рат.

Икки улчовли интеграл ани^ интегралнинг хам м а  хосса- 
ларига эга, икки улчовли интеграл аник; интегралнинг бевосита 
умумлаш масидир. Икки улчовли интеграллар хоссаларининг 
исботи аниь^ интегралнинг мос хоссаларини исботлагандек ба- 
жарилади. Шу сабабли икки улчовли интегралнинг хоссалари­
ни, баъзи холларда геометрик интерпритациялаш билан чекла- 
ниб, исботсиз келтирамиз.

1 -хо С 'С а .  Узгармас куиайтувчини икки улчовли интеграл 
белгисидан таш^арига чи^ариш мумкин, яъни агар к — уз г ар ­
мас сон булса, у  ^олда:

[  | к !  (х, у) ¿ 5  =  к \ | / (х, у) ¿ 5 .
о “ д

2- х о с с а. Бир неча функциянинг алгебраик йигиндисидан 
олинган икки улчовли интеграл кушилувчилардан олинган ик­
ки улчовли интегралларнинг алгебраик йигиндисига тенг (ик- 
кита ^ушилувчи булган ^ол билан чекланамиз):

Л  а  (х, у )±  ф (X, у)) аБ =  И” / '(х, у) с13 ±' [  Г ф (х, у) <18.
о с  Ъ

3- х о с с а. Агар О интеграллаш со^аси бир нечта ^исмга 
булинса, у холда бутуи со^а буйича олинган икки улчовли ин­
теграл ^ар ^айси ^исмдан олинган икки улчовли интеграллар
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йигиндисига тенг (иккита ^исм 
булган .^ол билан чекланамн:)
27- ш а к л ) :

Я  Г(Х, у) dS =  | С /(х, у) dS +  

+  Я  / (*, ¿) ¿Я.
— °>
X 4 - х о с с а .  Агар интеграллаш 

сохасида интеграл остидаги функ­
ция уз ишорасини узгартирмаса,' у 
холда икки улчовли интеграл т у  

ишорани саклайди, бошкача айтганда, агар В  со^ада / (х, у) >  0 булса, 
у  холда (  ̂ / (х, у) dS >  0; агар О со^ада / (х, у) ^  0 булса, у  >:сл-

£

27- ш акл.

да
j j  f (х, у) d S < 0 .

5 - х о с с а .  Агар интеграллаш сохасида иккита функция бн- 
рор тенгсизликни каноатлантирса, у  ^олда бу функциялардан 
олинган икки улчовли интеграллар .^ам шу тенгсизликни кано- 
атлантиради, бошкача айтганда, агар D со^ада f(x ,y )^ (p {x ,y ) ' 
булса, у  хрлда

f j  f(x, У) dS >  j j  ф (x, у) dS.

У p т а р й м а т  щ а к  и д а т е о р е м а .  Агар f(x, у ) .функ­
ция ёпиц. чегараланган D cocada узлуксиз булса, у ,\олда бу со- 
щ да шундай Ро(х0,уо) нуцта мавжудки, D со^а буйича олинган 
икки улчовли интеграл интеграл остидаги функциянинг шу нуц- 
тадаги цийматини D интеграллаш соцасининг юзи S га купай- 
тирилганига тенг:

j j  f(x, у) dS =  f  (х0, у в) ■ S.

Бу теореманинг геометрик интерпритацияси ^уйидагидан 
иборат: агар D со^ада f ( x , y ) ^ 0 булса, у  ^олда цилиндрик 
жисмнинг хаж ми шундай цилиндрнинг ^ажмига тенгки, бу ци- 
линдрнинг асоси цилиндрик жисмнинг асоси D га, баландлиги 
эса интеграл остидаги f(x ,y )  функциянинг D со^анинг бирор 
Pq (ха> У о) нуктасидаги / (х0, у0) кийматига тенг. Функциянинг

J j  / (х, у) dS
!  (хе, уй) =  -

киймати /(х, у) функциянинг D сохадаги урта киймати дейилади 
(28 -шакл).
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И н т е г р а л ы  и н г  ч е г а р а л а н г а н л и г и ^ а ц и д  а т е о -  
|) с м а. Агар f(x, у) функция ёпиц, D сохада узлуксиз %амда М 
на т  — унинг шу со^адаги энг катта ва энг кичик цийматлари 
Силса, у \олда икки улчовли интеграл энг кичик $ийматнинг D 
интеграллаш соцаси S  юзига крпайтмаси билан энг катта ций- 
матнинг шу юзга купайтмаси орасида ётади (яъни функция 
чегараланган булса, икки улчовли интеграл ^ам чегараланган- 
ди р ) :

m • 5  <  | j" f (х, у) d S <  М ■ 3.
D

Бу теореманинг геометрик интерпритацияси бундай: агар
О сохада /(х, у ) ^ 0 булса, у  ^олДа цилиндрик жисмнинг хаж - 
ми асослари шу цилиндрик жисмнинг асоси й  га, баландлик- 
лари эса мос равишда Ь сохада энг кичик т  ва энг катта  М 
^ийматларга тенг булган цилиндрлар ^ажми орасида ётади 
(29- ш а к л ) .

М и  с о л. ^уйидаги  икки улчовли интегрални бахоланг:

Я  ¿з ,
о

бунда интеграллаш со.^аси И маркази координаталар бошида булиб, 
радиуси г — 1 га тенг доирадан иборат. Шунингдек, интеграл ости- 
даги г =  V 1 — х2—г/2 функциянинг О сохадаги урта киаматини то-
пинг .

Е ч и ш. Интеграл остидаги функция маркази координаталар 
бошида, радиуси г=  1 булган ю^ори ярим сфера шаклида гео­
метрик тасвирланади. Равшанки, бу сохада М =  1 ва т  =  Ога 
эгамиз. Интеграллаш со^аси D дойра булиб, бу доиранинг юзи
3  = яг2= п 12= л  (к в .  бирлик). Ба^олаш хакидаги  теоремани 
куллаб , ^уйидагини топамиз:
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0-яй£ ]/" 1 — л:2—у2 ¿ 5  <  1 • я]
Ъ

Демак, икки улчовли интеграл 
нинг киймати

0 <  [Г у "  1 —X2 — г/2 £¿5 <  л

тенгсизликни ^аиоатлантиради.
г =  ■/1 — х2 — г/2 функциянииг 

урта киймати з;а^идаги масалаин 
ечиш учун олдин маркази координя 
талар бошида, радиуси г =  1 бул- 
ган О доирада

30- ш акл. У / 1 -к) ’ - У2

интегралнинг ^ийматини топамиз.
Икки улчовли интегралнинг геометрик маъносидан бу кий- 

мат радиуси Г — 1 булган юкори ярим сферанинг ^ажмига теиг, 
шу сабабли

и :2 — у2 <¿5 — —я  (куб. бирлик).
3

Энди урта киймат хакидаги теоремани куллаб, функциянинг урта 
кийматини топамиз:

2— Я
3 2

/ (̂ 01 У о) :

Функция урта ^ийматларига эга  буладиган ну^таларни то- 
пиш ^ам 1̂ ийин эмас:

V I — х2 — у2 =  —, бундан х2 +  у2 — .

Шундай килиб, функция урта «¡ийматига

х2 +  у2 =  А 
* 9

айлана нуцталарида эришади (30-шакл).

2 -§ .  Уч улчовли интеграл ва унинг хоссалари

Уч улчовли интеграл ^ам икки улчовли интегралга ухшаш 
ани^ланади. Энди фазонинг бирор со со^асида ва шу со^анинг 
ст чегарасида ани^ланган учта узгарувчининг узлуксиз функ- 
цияси
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и — р(Р) ёки и =  / (х, г/, г)
цк цараймиз. К,уйидагиларн'и бажарамиз:

1) со со^ани хар хил сиртлар (хусусан бу сиртлар координаталар 
пжисликларига параллел текисликлар булиши мумкин) билая п та 
нхтиёрий жисмга буламиз:

Дсо„ Дю2, . . Дсол . . Дшя,

6у жисмларни биэ элементар ^ажмлар деб атаймиз ва тегишли жисм- 
ларнинг ^ажмларини х;ам_худди шундай белгилаймиз.

2) }^ар бир Д со,- ■({ =  1, л) элементар хажмдан биттадан Р4- (х(-, у£} 
г-) ну^та олиб, п та нуцтага эга буламиз:

Р 1 С̂ Ъ х̂), ^2 (̂ 2> У21 2г)) • • •>
Р{ (-̂ 1> У ¿У ¡̂), • ■ 'I Л , (*л>

3) Танлаб олинган нукталарда и — / (Р) =  [ (х, у, г) функдияшшг 
^ийматларини ^исоблаймиз:

/(Р1) =  /‘ (хь г/ъ 2,), / (Р2) --- / (х,, г/2, г2), . .
/(р.) =  /= (х., г/., 2,-), . . / (Р,г) =  / уп, гп).

4) Ушбу

 ̂(Рг) Ди£ =  /(Хг, 0*. Д®г
куринишдаги купайтмаларни тузамиз.

5) Бу ку'пайтмаларкинг, йириндисини хрсил киламиз:

у ,  / (р£) 2«-) Ло^
¿=! 1=1

Бу йириндини со сох,ада и =  / (Р) =  / (х, г/, г) функциялар учун ин­
теграл йиринди деб атаймиз. п нинг тайинланган кийматларида бу 
интеграл йиринди со со^ани Дсо(- ¡^исмларга булиш усулига ва хар 
бир бундай ^исм ичида Р{ (хс, ур ну^тани танлаш усулига бор- 
лщ . Шундай цилиб, тайинланган п да интеграл йириндилар кетма- 
кетлигига эга буламиз. Д сог- элементар хажмлар диаметрларининг энг 
каттаси (тахсНат Д сог-) п -> со да нолга интилади деб фараз циламиз 
(Д ©г- хажмнинг диаметри деб унинг чегарасидаги ну^талар орасидаги 
массфаларнинг энг каттасига айтилади). К^уйидаги тасдй^ уринли.

Т е о р е м а .  Агар и =  [(Р ) =  1 (х, у, г) функция ёпщ чегаралан- 
ган со со^ада узлуксиз булса, у х1олда б у сохани Дсо4- цисмларга 
булиш сонининг ортиши билан (п-*- со) элементар уажмлар диа­
метрларининг энг каттаси  нолга интилса,

2  /(р£) д®/ =  2  Пх^ ^  ^  Аю‘
1=1 £=!

куринишдаги интеграл йигиндиларнинг лимита мавжуд булади.



Бу лимит со сохани Дсог- кисмларга булши усулига хам, %ар би 
цисм ичидан Р ; нуцтани танлашга хам борлик эмас.

Бу лимит и =  / (Р) — / (х, у, г) функциядан со соха буйича олий 
ган уч улчовли интеграл дейилади ва бундай белгиланади:

Л ]  / ( Р )  Я  / (* »  У ' г )
<0

Шундай килиб, таъриф ва белгилашларга мос равишда уш б ул ар м  
эгамиз:

[  Г Г / (Р) а со == Нш V  / (Р) Д со,
мл а  <■ Л  1 ч  Л /.л I . Г)т » х  <Нат Д а ;  ->0 . ,

1 1 = 1

еки

| Г ( / (*, У, г) й(й =  Н т  V  / (* у  г ) д  со..
V* •' V1 т а х  Й1а т  Д о/-»-0

«о 4 г = 1

Бунда со — интеграллаш со^аси, / (Р) =  / (х, г/, г) — интеграл остида-1 
ги функция, !  {Р) й со =  / (х, у, г) ¿со— интеграл остидаги ифода, ¿1 м 
эса хажм элементи деб аталади.

Уч улчовли интеграл со сохани ^исмларга булиш усулига боглига 
булмагани учун уни икки улчовли интегралга ухшаш бундай белгм- 
лаш ^ам мумкин:

| / (х, у, г) йх йу йг,
€0

бунда йх ¿у ¿г ифода декарт координаталаридаги ^ажм элементи 
дейилади. Уч улчовли интеграл содда геометрик маънога эга эмас. 
Аммо интеграл остидаги функция со сохада / (Р) =  / (х, у, г) =  1 
булса, у  х;олда уч улчовли интегралнинг циймати со со^анинг V хаж- 
мига теиг булади:

У = Ш ^ с о  ёки V — ( Л  йхйуйг. (2.1)
СО СО

Агар интеграл остидаги / (Р )  —}(х, у, г) функция со сохада- 
масса та^симланишининг зичлиги булса, у  ^олда уч улчовли 
интеграл V ^аж м даги  модда массасини беради:

т

Уч улчовли интегралнинг механик маъноси ш-ундан иборат. 
Олдинги параграфда икки улчовли интеграл учун айтиб утил- 
ган хосеалар уч улчовли интеграл учун тулалигича кучирилади..

1 - х о с с а .  Узгармас купайтувчини уч улчовли интеграл бел- 
гисидан таш карига чи^ариш мумкин, яънн А узгармас соа 
булса, у ^олда:
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[ j  j  k f  (x, y, z) d a  =  k j  j  j  / (x, y , г) dco. 
*” № 0)

2- x о с с а. Бир неча ^ушилувчининг алгебраик йигиндисидан 
олинган уч улчовли интеграл ^ушилувчилардан олинган уч ул- 
човли интеграллар алгебраик йигиндисига тенг (иккита к;у- 
шилувчи булган ^ол билан чекланам и з) :

j  ( j  (/ (х, У, 2) ±  ф (х, у, z)) d со =  j j  j  f (х, у, z) dto ±
И и

± Ф (х, у, г) d со.
О)

3- х о с с а. Агар интеграллаш со^аси со бир неча к;исмга бу- 
линса, у  ^олда бутун со^а буйича олинган уч улчовли интеграл 
^ар ^айси ^исм буйича олинган уч улчовли интегралларнИнг 
йигиндисига тенг булади (иккита цисм булган зфл билан чек­
ланамиз) :

f J J / (х, У, z) d о  =  j  J j  / (x, y t z) d (o +  j  J J / (x, y, z) d to.
СО COj C02

4 - x o c c a .  Агар интеграллаш со^асида интеграл остидаги функция • 
уз ишорасини узгартирмаса, у  з^олда уч улчовли интеграл худди шу 
ишорани са^лайди, чунончи: агар со сохада f  (х, у, z) >  0 булса, у  
з^олда [  J  _[ / (х, у, z) d со >  0, агар со сохада / (х, у, г) <  0 булса, у

СО

^олда J  J J  / (х, у, z) d со <  0.
СО

5 - х о с с а .  Агар интеграллаш сохасида иккита функция бирор тенг- 
сизликни цаноатлантирса, у  холда бу функциялардан олинган уч ул­
човли интеграл з<;ам шу тенгсизликни ^аноатлантиради, ¡бош^ача айт- 
ганда, агар со сохада / (х, у, г) >  ф (х, у, г) булса, у  холда

J j j *  / (х, У, z) dio >  j  j  j  ф (х, у, г) dio.
со со

У р т а  к; и й м а т з ; а р д а г и  т е о р е м а .  Агар f(x, у, z) 
функция ёпиц, чегараланган со cocada узлуксиз булса, у хсолда  
бу cocada шундай Pq ( х0> у0, г0)нуцта мавжуд буладики, со сох1а 
буйича олинган уч улчовли интеграл интеграл остидаги функ- 
циянинг шу нуц,тадаги урта цийматини интеграллаш сох а̂си со 
нинг V %ажмига купайтирилганига тенг:

/Я  / (*> У> 2) dco =  f (хо, у0, 20) • V.
СО

Функциянинг

/ (х0, Уо> zo) = у  J j  J  / (*, У. 2) d(0
СО

^иймати / (х, у, z) функцияниннг со сохадаги урта киймати дейилади.
И н т е г р а л н и н г  ч е г а р а л а н г а н л и г и  ^ а ^ и д а  т е о -
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р е м а .  Агар f (х, у, г) функция ёпиц чегараланган со соцада 
узлуксиз %амда М ва т  лар функциянинг шу соцадаги энг кат- 
та ва энг кичик циймати булса, у %олда уч улчовли интеграл 
функциянинг энг кичик цийматининг интеграллаш соцасинши
V х(ажмига купайтмаси билан энг катта циймати М нинг уши 
%аэюмга купайтмаси орасида ётади (яъни функция чегаралап- 
ган булса, уч улчовли интеграл ^ам чегаралангандир):

m ■ V <  j  j ' j  f  (x, у, z) d& <  M • V.
m

У з - ^ з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у й  с а в о л л a  p

1. Берилган ф ункциядан берилган ссца буйича олинган икки улчовли 
интеграл деб нимага айтилади? Унинг геометрик ва  механик маъиоларини ту- 
шунтиринг.

2. И кки улчовли интегралнинг м авж удлиги  ^ацидаги теорема нимадгш 
иборат?

3. Ясси ш акл юзини икки улчовли интеграл ёрдам ида ^исоблаш форму- 
ласини асосланг.

4. И кки улчовли интегралнинг хоссаларини айтиб беринг.
5. И кки Улчовли интеграл учун ур та  ^иймат ^а^идаги  теоремани ва инте­

гралнинг чегараланганлиги  ^а^идаги теоремаларни ифодаланг, уларнииг 
геометрик маъносини курсатинг.

6. Берилган функциядан берилган со^а буйича олинган уч улчовли инте­
грал деб нимага айтилади? Унинг геометрик маъносини курсатинг.

7. Уч улчовли интегралнинг м авж удли ги  ^а^идаги  теорема нимадан ибо­
рат?

8. Жисм ^ажмини уч улчовли интеграл билан дисоблаш формуласини асос­
ланг.

9. Уч улчовли интегралнинг асосий хоссаларини айтиб беринг.
10. Уч улчовли интеграл учун ур та  ^иймат ^а^идаги в а  интегралнинг 

чегараланганлиги ^а^идаги  теоремаларни ифодаланг.
1 1 .3 4 6 6 —3476, 3513—3 5 1 6 -масалаларни ечинг.

3- §. Икки улчовли ва  уч улчовли интегралларни кетма-кет 
интеграллаш билан >;исоблаш

Икки улчовли ва уч улчовли интегралларнинг интеграл 
йигиндиларнинг лимитлари сифатида берилган таърифлари 
^исоблаш усулларини з^ам курсатади. Аммо бу л<араён ни^оят- 
д а  узундан-узо^ ва купгина кийинчиликлар билан боглиц. Ик­
ки улчовли ва уч улчовли интегралларни ^исоблаш масаласи 
ам алда  мос равишда иккита ва учта ани^ интегрални кетма- 
кет ^исоблашга келтирилади.

1 . Икки улчовли интегрални хисоблаш. Олдин икки улчовли 
интегрални ^исоблаш масаласини ^араймиз:

, П f (х, у) ах dy.
D

D со^ани ^уйидагича деб фараз ^иламиз: у  у=у\,(х), у =
— У2 (х) функцияларнинг графиклари ^амда х = а ва х = Ь тугри 
чизиклар билан чегараланган (3 1 -ш акл ) .  D со^анинг исталган
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ички нуктаси ор^али Оу у^ига параллел турри чизи^лар утка-  
замиз. Бу турри чизш^ D соханинг L чегарасини иккита Р ва  Q 
ну^тада кесиб утади. СРВ чегарани кириш, AQB чегарани эса 
чщиш чегараси деймиз.

Т а ъ р и ф .  Агар D со^а ушбу икки шартни каноатлантирса, 
яъни

а) унинг ички нуцтасидан утувчи Оу ув д а  параллел ^ар 
^андай турри чизик; L контурни икки ну^тада кесиб утса;

б) кириш ва чи^иш контурларининг ^ар бири ало^ида тенг- 
лама билаи берилса, бу со^а Оу уци йуналиши буйича мунта­
зам со%а дейилади.

Оу у^и йуналиши буйича м уятазам  булган со^а тенгламалар  
системаси билаи ^уйидагича берилиши мумкин:

31 -ш акл . 32 -ш акл .

Í а <  х <  Ь,
1 Ui (х) <У<У%  (•*)>

бунда
Уг (х) <  Уц (х). •

Ох у^и йуналиши буйича мунтазам  булган со^ани ^ам 
шунга ухшаш ани^лаш мумкин. Бундай со^а (32- шакл)

| с <  у  <  d,
\х1 ( у ) < х <  х2 (у) 

тенгсизликлар системаси билан берилиши мумкин, бунда 
*i (У) « S х2( у ) .

Агар таърифдаги шартлардан а^алли биттаси бузилса, у  
з^олда со^а у ёки бу йуналишда номунтазам сох1а  дейилади. 
Бундай ^олда со^ани Оу ёки Ох у^ига параллел турри чизик;- 
лар билан ^ар бири у  ёки бу йуналишга нисбатан мунтазам 
буладиган ^исмларга ажратиш мумкин.

33- ш аклда Оу ук;и йуналиши буйича номунтазам со^а ми- 
соли келтирилган, чунки бунда биринчи шарт бузилган: бунда 
сох;а чегарасини туртта ну^тада кесадиган Оу у^ига параллел 
турри чизи^ м авж уд . Бу со^ани Оу у^ига параллел турри чи­
зик. билан учта Dь D2, D3 мунтазам  -colara булиш мумкин.
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34- ш аклда Оу у^ига нисбатан номунтазам со^а мисоли бс 
рилган, чунки бунда иккинчи шарт бузилган: чик;иш чегарасп 
иккита тенглама билан берилган. Оу у^ига параллел турри 
чизик; билан со^ани^иккита Di ва  D2 мунтазам со^ага булиш 
мумкин. Ссца бнр йуналишда мунтазам , иккинчи йуналишда 
номунтазам булиши мумкин. ^ аР икки йуналишда мунтазам 
булган со^а турридан-турри мунтазам  соз^а дейнлади.

Энди икки улчовли

f J  / (х, У) dxdy
Ъ

интегралга ^айтамиз. D интеграллаш со^аси Оу уци йуналишп 
да  мунтазам деб фараз ^иламиз. Бундан таищари интеграл ости 
даги функция f(x, у ) > 0 деб фараз к;иламиз. Бу икки улчовли 
интегралнинг цилиндрик жисмнинг ^ажми сифатидаги геомст- 
рик мазмунидан фойдаланиш имконини беради, яъни

V =  J J  / (х, у) dx dy
D

тенгликдан фойдаланиш имконини беради.
Энди цилиндрик жисмнинг V ^ажмини кундаланг кесим 

лар усулидан ( 6 - боб, 2 1 -§ )  фойдаланиб ^исоблаймиз (35* 
ш а к л ) .

К,аралаётган цилиндрик жисмни Ох уцига перпендикуляр 
булган ихтиёрий х =  const (a^ .x^ .b )  текислик билан кесамиа. 
Кесимда MNQP эгри чизи^ли трапецияга эга буламиз, унипг 
5 ( х )  юзи х узгарувчининг функциясидир. Жисмнинг хажмп, 
маълумки,

ъ
V =  j  5  (х) dx

а

формула билан ифодаланади. Шу формулани биз цилиндрик 
жисм ^ажмини ^исоблашга ^уллаймиз. ¡Бунинг учун MNQP эгри 
чизицли трапециянинг юзи булмиш 5 ( х )  функция куринишинм 
ани^лаш 1̂ олади. М аълумки, бу юзни ани^ интеграл ёрдамида
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^исоблаш мумкин, бу интеграл- 
иииг интеграл ости функцияси 

=f(x, У) СИРТ билан х — const 
тскисликнинг кесишишидан з̂ о- 
сил булган MN чизи^ тенглама- 
гидан иборат булади, шу билан 
бирга у узгарувчи угзининг Р 
Нуцтадаги У\{х) ва  Q ну^тадаги 
//2(х) ^ийматлари орасида узга- 
ради:

Уг (*)

s  (х) =  [ / (х, у) dy,
У 1 (X)

бу ерда /(х, у) бир узгарувчи- 
нинг функдиясидир, чунки х =  const.

Х^осил ^илинган формула цилиндрик жисм кундаланг кеси- 
мининг 5 ( х )  юзини ифодалайди. Энди жисмнинг ^ажмини то- 
пиш мумкин:

Ь У г (х )
У =  J  ( J  / (х, У) dy) dx.

а У Six)

Аммо иккинчи томондан цилиндрик жисмнинг ^ажми икки ^л- 
човли интегралга тенг: V =  [ j  / (х, у) dxdy. Шу сабабли

Ъ

ёки
Ь У 2 (X)

/ (х, г/) ¿X ^  =  | ¿х  | / (х, г/) йу. (3.1)
а г/1 (х)

Ана шунинг узи икки улчовли интегрални ^исоблаш учун 
изланаётган формуладир. Унгда турган интеграл икки каррали 
интеграл дейилади, шу билан бирга

У2 (X)
| / (х, у) dy
У\ (X)

ички интеграл деб аталади, бунда х узгарм ас ^исоблана- 
ди, интеграллаш у буйича олиб борилади, интеграллаш чегара- 
лари эса умумий ^олда х нинг функциялари булади (узгарм ас 
булишлари ^ам мумкин). Ички интегрални ^исоблаш натижаси 
умумий ^олда х нинг функцияси булади. Бу натижа танщи ин­
теграл учун интеграл ости функцияси булади, ташци интеграл х 
узарувчи буйича а дан Ь гача чегараларда ^исобланади.

(3.1) формула £> со^ада на фа^ат ¡(х , у ) > О булгандагина,

И
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балки f ( x ,y ) < 0 булганда ^ам ёки f ( x ,y ) D со^ада уз ишо]>а 
сини узгартирганда ^ам тутрилигича ^олади.

1 - з с л а т м а .  Агар D интеграллаш со^аси Ох у щи йуналк 
ши буйича мунтазам булса, яъни уни

| с <  у  <  d, 
\х1 ( у ) < х ^  хг (у)

тенгсизликлар системаси билан бериш мумкин булса, у  ^олдм 
икки улчовли интегрални ^исоблаш учуй ^уйидаги формула гм 
з га  буламиз:

Л хг (у)
f (х, у) dx dy — Г dy I' / (х, у) dx. (3.2|

с Xt (У)
Бунда ички интеграллашда у  узгарувчи узгарм ас  деб хнсобла 
нади. Бу интеграллашнинг натижаси умумий ^олда у  узгаруп 
чининг функцияси булади, шундан кейин уни с дан d гача че 
гарада  у буйича интеграллаш керак.

2 - э с л а т м а .  Таищи интегралнинг интегралланиш чегара- 
лари доим узгарм ас  булади.

3 - э с л а т м а .  Агар D интеграллаш сох;аси номунтазам бул 
са, уни бир неча мунтазам  со^аларга булиш, бу со^аларнииг 
^ар бирида икки улчовли интегрални ^исоблаш ва шундан ке 
йин натижаларни ж ам лаш  керак. М азкур  бобнинг 1- § идаги
3- хоссага кура D со^а буйича олинган интеграл шу йигиндига 
тенг булади.

4- э с л а т м а. Агар интеграллаш со^аси D
а ^ х < :Ь ,  
с <  у <  d

тугри туртбурчакдан иборат булса, у  ^олда (3.1) ва (3.2) фор- 
мулалар ^уйидаги куринишларни олади:

ь d
J  | f (х, у) dxdy =  J' dx j  f (x, у) dy, (3.3)
D a с

d b
f (x,y) dxdy =  j  dy j  f (x, y) dx. (3.4)

c a
1 - м и с о л .  Агар p зичлик пластинканинг нсталган ну^та- 

сида р = х + у  формула билан берилган булса,
1 <  х <  2,
1 <  у < 3

тенгсизликлар системаси билан берилган пластинканинг т  
массасини ?;исобланг.

Е ч и ш. Икки улчовли интегралнинг механик маъносидан 
келиб чикилса, бу м асала р дан олинган икки улчовли инте- 
гралга  тенг ( (1.2) формула):
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т  =  [ | (х +  у) йх йу,
"о

I 'уида И — томонлари
х = \ ,  х =  2, у — \, у  =  3 

булган турри туртбурчак билан че- 
траланган со^а.

О интеграллаш со^асини тас- 
иирлаймиз, у  Ох ущя йуналиши 
буйича ^ам, Оу у^и йуналиши 
буйича ^ам мунтазам . Интеграл- 
пи ^исоблаш учун (3.3) форму- 
лани куллаймиз (3 6 -ш акл ) :

У = 3

У/% Х - 2

У -- 1

2 . 3 

36- ш акл.

т  =  Г Г (х +  у) йх йу =  [  (1х ( (х +  у) йу.
о Г I

Олдин ички интегрални ^исоблаймиз, унда х узгарм ас деб }уи- 
собланади:

3 3
| (х +  у) йу =  | (х +  у) й (х +  у) =  ~  (х +  у)2  ̂ =

Демак,

т

=  1  (х +  3)2- |  (х +  1 )2 =  2 (х +  2).

=  | 2 (х +  2). йх =  (х +  2)2 Г =  42 — З2 =  7.

Биз (3.4) формуладан фойдаланганимизда хам шундай нати- 
ж а га  эришган булардик:

3 2
т  =  (” йу j  (х +  у) йх — 7.

1 !
2 - м н е  о л. К^уйидаги сиртлар билан чегараланган жисм 

^ажмини топинг:
2 =  X2 +  У2, 2 =  0, у  =  X2, X =  у2.

Е ч и ш. Берилган жисм цилиндрик жисм: у  юкоридан 
г = х2 + у2 айланма параболоид,, куйидан 2 = 0 координаталар 
текислиги, ён томонлардан ясовчилари Ог у^ига параллел 
булган у = х2, х = у2 параболик цилиндрлар билан чегараланган. 
Унинг з^ажми V ушбу

У =  Г Г / (х, У) йх с1у
о .

формула буйича з^исобланади.
Жисмни юкоридан чегараловчи сиртнинг тенгламаси 

г —х2+ у 2 интеграл ости функцияси булади. О интеграллаш со­
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^аси эса 2 = 0 текисликдш и 
у = х 2 ва  х = у 2 параболалар Ли 
лан чегараланган шаклдан пои 
рат булади. Цилиндрик жиемии 
ю^оридан чегараловчи z = x 2 \ // ' 
параболоиднинг ^исми худди ту  
c o la r a  ироекцияланади (.47 
ш акл) .

D со^а мунтазам , уни rçyihi 
даги тенгсизликлар системаси о и 
лан бериш мумкин:

0 < г / <  1,
— еки

Шундай ^илиб,
F  =  J 7  (х* +  у*) á x d y

интегрални ^исоблаш учун (3.1) ва (3.2) формуладан исталга* 
нини щлллаш мумкин. (3.1) формулани ^ л л а й м и з :

Ух
V =  j  dx \ (х2 +  у2) dy.

Олдин ички интегрални ^исоблаймиз, уида х ÿ3rapM ac деб jyi 
собланади:

Vic
J  (*2 +  У2) dy = (х2г/ +  \  У
X2

Демак, V =  ( ^х5/2+ - у  х5,2—-х 1 —- - j  x 6̂ j dx

Yx 5/2 1 3/2 
=  X —  X - 

3
- X*--------- Xa.

=  ( 1  + i_ / / 2 _ _ L
I 7 15 5 21

l=  A  +  JL
o 7 15 21

_6_
35

Шундай щкппэ, берилган жисмшшг ^ажми: V =  —  (куб бирлик).
00

(3.4) формуладан фэйдаланилса з̂ ам шу натижага эришиш мум­
кин:

Уу
V =

3 -м и с о л .  Ушбу

J  dy j  (х2+г/2) dx =  - - .
О у2

/ =  J  j  f (x, у) dx dy
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нкки улчовли интегрални икки каррали интегралга келтиринг, 
бунда И — г/ = 0, у = х2, х-\-у = 2 чизи^лар билан чегараланган 
со^а.

Е ч и ш. И интеграллаш со^асини тасвирлаймиз (38-ш акл). 
Бу Ох ;у^и йуналишидаги мунтазам со^а, уни

1,
V у  < х < 2 — у

тенгсизликлар системаси билан бериш мумкин, шу сабабли 
,(3.2) формулага биноан: 1

¿//Л^х=2-у

—5*—
Л

38- ш акл. 39- шакл.

1 2 —у
I =  | ¿у  | / (х, у) Ах.

О УТ
Агар интеграллаш тартиби узгартирилса, у  ^олда натижа- 

ни бир интеграл куринишида ёзиб булмайди, чунки В со^а Оу 
ук;и йуналиши буйича номунтазам со^а (ОБА чи^иш чегараси 
х;ар хил цисмда ^ар хил тенгламага  э га ) .  Б со^ани иккита ва 
Г>2 мунтазам  со^аларга буламиз (3 9 -ш акл) :

( 0 <  х <  1, ^  ( 1 < х < 2 ,
£>1:1 о < г / < х 2 вг 10 <  у < 2  — X.

Натижада к;уйидагига эга буламиз:

I =  ( Г / (X, у) Ах Ау =  \ (X, у) Ах Ау +  [ Г / (х, у) Ах Ау =
6 Я. 'о г

1 л:2 2 2—х
=  Г Ах I (х, у) Ау +  | Ах [ / (х, у) ¿гг/.

0 0 1 0  
Бу мисол интеграллаш тартибини тутри танлаш ^анчалик му- 
^им эканини курсатади.

2. Уч улчовли интегрални ^исоблаш. Уч улчовли

/ (х, у, г) Ах Ау Аг
(О
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у) интегрални ^исоблаш учта а пив 
интегрални кетма-кет интеграл 
лаш га келтирилади. ю интеграл 
лаш со^аси пастдан г = г 1(х, //) 
сирт билан, юцоридан эса г 4  
= г 2(х, у) сирт билан чегаралан« 

(х.ё ган-деб фараз ^иламиз. БужисМ 
Оху текисликдаги О сохага про

казамиз (4 0 -ш акл ) .  У со жисм чегарасини иккита Р ва Q нук, 
тада  кесиб утади. Уч улчовли интегралнинг циймати

формула буйича ^исобланишини исботлаш мумкин.
Унгда турган интеграл уч каррали интеграл дейилади. Бу 

интегрални хисоблага учун олдин икки интегрални, х ва ц 
ни узгармас деб олиб, г  узгарувчи буйича интеграллаш керак, 
Дисоблаш натижаси х ва у га боглик; булган функциядир. Бу 
функция урта интеграл учун у буйича интеграл ости функция- 
си булади, бунда х у згарм ас  деб ^исобланади. Ни^оят, иккии 
чи интеграллаш натижаси фак,ат х га богли^ функция булади. 
Уни Ь дан а гача чегарада интеграллаб, уч улчовли интеграл­
нинг кийматини топамиз.

4- м и с о л. Ушбу

уч улчовли интегрални хисобланг, бунда со —• координата тс- 
кисликлари ва х + у + г =  1 теки ели к билан чегараланган жисм.

Е ч и ш. ю интеграллаш сохасини ва унинг Оху текисликда ­
ги О проекциясини ясаймиз (4 1 -ш акл ) .  со со^ада ушбу тенг- 
сизликларга эга  буламиз:

Шундай цилиб, уч улчовли интеграл уч каррали интегралга

о

40- шакл.

екциялансин. £> со^а у = у х (х) в| 
У У=У2 .(х) чизицлар билан (бунда 

У:(х)е^у2(х) ва х = а, х Ь 
(а>Ь) тугри чизиклар билан 
чегараланган булсин. со жиемнинг не 
талган ички ну^таси ор^али О-г 
укига иараллел тутри чизиц’ут-

а у 2 (х) г2 (*, у)
I  С [ / (х, У у 2) ¿X <1у йг =  [  ах йу [ / (х, у, г) йг

1 — Л  [ (х +  у  +  г) йх йу йг
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41- шакл.

1 1—х I —х—у
I =  Ах I" Ау  ̂ (х +  у - г  г) Аг

о б о
формула ор^али келтирилади. Ички интегрални хисоблаймиз, унда г 
интеграллаш узгарувчиси, х ва у узгармас деб ^исобланади:

1 —х—у

(х +  У +  г) Аг= — ( х + у  +  г)2
1—х—у 

О

=  -  (х +  У +  1 - Х  — у)2 — -  (х +  уУ =  -  (1—  (х +  у)2)-

Энди урта интегрални ^исоблаймиз, бунда у интеграллаш узгарув- 
ч̂иси, х эса узгармас деб ^исобланади:

1 — X

1 . Ь 1 / 1  з . 2----------X3 =  — ! — X — X -\------
3 3 /  2 \ 3  3

Нихоят, тацщи интегрални ^исоблаймиз:

/ =  Г — ( — х3 — х +  — \Ах — — {— х‘
2 I 3 3 2 112 4 - Т *2 +

1 2 \ 
+  т х )

1 =- 1  /-1-  _  1  +  = . 1 
п 2  V 12 2  3 1
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У з - у з и  н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. ^ ан дай  соз^а м ун тазам  со^а дейилади?
2. Икки улчовли интегрални м ун тазам  со^а буйича икки каррали ШПСЧ'ПШ 

ёрдам ида ^исоблаш формуласини чи^аринг.
3. Н омунтазам  со^а б улган да икки улчовли интеграл г^андай >;п<.'(>бли1||

ди?
4. Уч улчовли интеграл уч каррали интеграл ёрдам ида 1̂ андай з^псоОл.....|<

ди?
5. 3485—3497, 3506—3512, 3517—3 5 2 4 -масалаларни ечинг.

4 -§ .  Икки улчовли интегралда узгарувчиларни алмаштириш

Биз ани^ интегралларни ^исоблашда узгарувчиларни мл 
маштириш усули му^им эканини биламиз. Шу усул ёрдампди 
интеграл остидаги ифодани боища осон интегралланадигиИ 
ифода билан алмаштириш мумкин. Икки улчовли интегргшиф 
учун шундай усулни цараймиз.

г  = 1(х, у) функция бирор ёпи^ чегараланган О со^ада у  
луксиз булсин. Бундай функция учун икки улчовли

( \ / (х, У) йх йу (И )

интеграл мавж уд .
Интегралда

х =  х(и , V), у — у (и , V) (О )
формулалар ёрдамида янги и, V узгарувчиларга утамиз, (-1 
формулалардан и , V узгарувчиларни ягона усул билан топит 
мумкин булсин:

и =  и (х, у), V =  V (х, у).

42- шакл.

(4.3) формулалар ёрдамида О со^анинг ^ар бир Р (х ,у)  
ну^тасига (Оху координаталар текислигининг) я н ги ^ О ^ ш  
тугри бурчакли координаталар _системасидан бирор Р (и, V) 
ну^та мос келтирилади. ^ ам м а  Р (и , 1>) нуцталарнинг туиламм 
Ъ ёпи^ чегараланган со^ани ^осил цилади (4 2 -ш акл) . (4.2) 
формулалар координаталарни алмаштириш формулалари, (4.3) 
формулалар эса тескари алмаштириш формулалари дейилади.
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Агар (4.2) функциялар £> ссцада узлуксиз биринчи тартибли 
хусусий ^осилаларга эга  булса ва агар шу со^ада детерминант

дх дх

/ =  ди ди ф  О
ду ду 
да ди

(4.4)

булса, у  ^олда (4.1) интеграл учун узгарувчиларни алмаштириш 
формуласи уринли-.

( [  / (*, у) йхйу =  ^| / [х (и, V), у {и, и)) 1/| с1ис1ю. (4.5)

I детерминант х = х(и, о) ва у= у(и , и) функцияларнинг и ва 
о ^згарувчилар буйича функционал детерминанти дейилади. 
У шунингдек немис математиги Якоби номн билан якобиан деб 
з^ам аталади.

1-м и с о л. Ушбу

интегрални ^исобланг, бунда О ушбу
х +  у =  \, х у  =  2, 2х — у  — 1, 2х — у — 3

тугри чизицлар билан чегараланган соха.
Е ч и ш. Интеграллаш со^асини ^араймиз, у  Ох у^  йунали- 

ши буйича ^ам, Оу у^ йуналиши буйича ^ам номунтазам со^а. 
Шу сабабли интегрални ^исоблаш узундан узо^ булади, чунки 
О со^ани мунтазам  ^исмларга булиш (улар учта булади), 
сунгра эса шунга мос учта интегрални ^исоблаш керак булади. 
Агар соддагина

о

[ I" (2х—у) йх йу

(4.6)

V

и

43- шакл.
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алмаштиришлар бажарилса, интегрални хисоблаш анча осой 
лашади. Бундай алмаштириш асосида х + у =  1 ва х + у  = 2 ту| 
ри чизи^лар координаталарнинг янги 0\№ системасида и=\ || 
и = 2 турри чизи^ларга утади, 2х—у=  1 ва  2х—у = 3 турри чи 
зи^лар эса_и=1 ва у = 3 турри ч и зш утр га  утади. £> параллс 
лограмм О турри туртбурчак билан алмашади, бу зса соддм 
интеграллаш со^аси булади (43 -ш акл ) .

Энди I якобианни ^исоблаш ^олади. Б унии г учун х «а  // 
^згарувчиларни (4.5) формула буйича ифодалаймиз:

X {и +  у),

У (2 и —  ь).

и ва V узгарувчилар буйича хусусий ^осилаларни топамиз:
дх _ 1 дх __ 1

да ~  3 ’ ~до ~  3 ’

ду  2 ду_ _ ____1_
ди 3 ’ до 3 ’

уларнинг ^ийматларини эса (4.4) формулага ^уямиз:
_1_ ^
3 3 _ _ ___ 1___ __________ 1_
2 _ ____1_ 9 9 3 '

3 3

(4.5) формула буйича'*узил-кесил щшидагига эга буламиз:
2 з

Я  (2х — у) йхйу =  Я  V "  йи й'о =  ~  |" ¿и | ийи =

I =

йи =  ■ (9- 1) с1и =  — и 
6

К, у  т б к о о р д и н а т а л а р и .  х ва у  декарт координаталари
х  =  г  сое ф,

У — г  з т  ф
формулалар ёрдамида ^утб координаталари г ва ф билан ал 
машинадиган хусусий ^олни ^араймиз, бу амалий татбицляр 
учун му^имдир.

г ва ф узгарувчилар буйича хусусий ^осилаларни топаммпг 
дх дх



44- ш акл.
бундан

I =
■ rsin  ср

=  /-COS2 ф +  rs in 2 Ф =  г.
COS ф —

| sin ф rcos ф i
(4.5) формула куйидаги куринишни олади:

j  [  f  (х, у) dxdy =  j [ f (гсоэф, r s in ф) rdrdy. (4.7)

rdrdff ифода цутб координаталаридаги юз элемента дейилади.
(4.7) формула купинча D со^а маркази координаталар боши- 
да  булган

х2 +  г/2 <  а2
доирадан иборат булганда цулланилади (4 4 -ш аклда чапда) . 
Бу ^олда D со^а куйидаги

О <  г <  а,
О <ф <  2 л

тенгсизликлар билан аникланади. (4.7) икки улчовли интеграл- 
ни з^исоблаш г ва ф узгарувчилар буйича икки улчовли инте- 
грални ^исоблашга келтирилади (4 4 -ш аклда ун гда) .

^утб  координаталар системасида ^утбнинг жойлашишига 
борли^ ^олда интеграллаш чегараларини жойлаштириш ^ои- 
дасини курсатамиз.

а) О ^утб ф = а  ва ф =  |3 нурлар орасида жойлашган D со- 
^ада ётмасин, бунда ф = const координата чизи^лари чегарани 
иккита ну^тада кесиб утсин (4 5 -ш а к л ) .
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АЯВ ва  АО.В эгри чизш\.'Иф 
нинг ^утб тенгламалари мое |)й 
вишда г = г ! (ф )ва  г = г2(ф) буД 
син. Берилган интеграллаш счци 
си учун икки улчовли интегрпл 
ни ^исоблаш формуласи цуИпДи 
ги куринишни олади:

(’[ / ’ (/' СОБ ф, Г БШ ф) гйгй  ф •

47- ш акл. =  ] й?ф| / ( г с о Б ф ,  г ё 'т ^ г й г .  (4  I
IX Г1 (ф)

б) О ^утб О интеграллаш со^аси ичида ётсин ва ф==соиг*1 
координата чизи^лари чегарани битта ну^тада кесиб утсии, 
Чегаранинг 1̂ утб тенгламаси г = г ( ф) булсин (4 6 -ш акл) . Бе 
рилган интеграллаш со^аси учун икки улчовли интегрални \п 
соблаш формуласи цуйидаги куринишни олади:

[(‘ /’ (ГСОБф, г  БШ ф) гйгй  ф =  [ /(ГСОБф, г  БШ ф) Г(1г. (4.!))
Ь о о

в) О щутб О интеграллаш со^асининг чегарасига тегишли 
булсин, бунда О со^а ф = а  ва ф = (3 нурлар орасида ётсин 
(47- ш акл ) .  Чегаранинг ^утб тенгламаси г = г{ф) булсин. Бе­
рилган интеграллаш со^аси учун икки улчовли интегрални х,и- 
соблаш формуласи ^уйидаги куринишни олади:

[']■ / (г СОБ ф, Г БШ ф) гйгй Ф =  ]' й ф |  /(гсО Б ф , ГБШф)гС?Г. (4.10)

Чи^арилган (4.8), (4.9), (4.10) формулаларда ички интеграллаш 
узгарувчиси г, тапщи интегрални хисоблаш узгарувчиси зса ф.

2 -ми  с о л. Устки ярим сфера г =  ]/л4 — х2 — у 2 =  0 текислик 
ва х2 +  у2 — 2 у  =  0 доиравий цилиндр билан чегараланган жисм 
хажмини ^исобланг.

Ечиш.  Х*ажмини хисоблаш керак булган жисмни ва бу жисм 
проекцияланадиган интеграллаш со^асини тасвирлаймиз (48-шакл).

2я г (ф)

13 г (ф)

О а 0

2 У

О X

48- шакл.
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Изланаётган х^жм: V =  2 f j  У  4 — x2 — y2 dxdy. Бу интегралнп,
D

х ни гсоэф билан, у  ни г sin ф билан, dxdy ни rdrd ср билан алмаш- 
тириб, (4.7) формула буйича к*утб координаталарида ёзамиз:

V =  2 fj Y i  — г2 rdr б!ф.
D

Интегра л лаш соз^аси чегарасининг хг +  у2 — 2 у =  0 тергламаси 
^утб координаталар системасида r =  2sin(p куринишри олади. К*утб
Ф =  0 ва ф =  ~  нурлари орасида жойлашган интеграллаш со^аси-

нийг чегарасида жойлашганини пай^аган холда интегралга (4.10) 
формулани 1̂ уллаб ^исоблаймиз:

я/2 2 sin ф я/2 2 sin ф . 1

V =  2 j  d ф

v0 о
У  4 — г2 rdr I j d  ф |  (4 — г2) 2d (4 ■

Я
~2

- r 2) =  - j f ( 4 - r 2)
О

31/2 Т
=  ~"з j  4 ^  ~ sin2^

2 sin ф

О

Я/2

1] ¿ф

J 6
3

о
Я/2

i  2  
2 2

[(4 — 4 s in 2^) — 4 ]¿(p=

Л
2

- • 8 j  (eos3 ф — 1) d Ф =

Я/2

eos2 ф eos ф d ф — 1 d ф

—  Ф
я/2 _  16

0 3
sin ф ■ - sin3 ф • -Ф

16
3

Л/2

и  <■- 
0

-s in 2 ф ) d (sin ф ) -

Л/2
I _ 16 [\ J ____— \ —
1о 3 {  3 2 J

_16 / _2 
3 1з

ü  /£ 
3 V 2

ПГундай т^илиб, изланаётган з^ажм: V =  —  í — — —
3 \ 2 3

3 -ми с о л. Ушбу

(х2 +  У2)3 =  х4 +  у4
чизик; билан чегараланган шакл юзи- 
ни топинг.

Ечиш.  Чизи^ тенгламасида х 
ни гсоэф билан, у ни г э т ф  билан 
алмаштириб, цутб координаталарида 
ёзамиз:

(куб. бирлик).

г — У  3 +  eos 4 ф .
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Шу чизщ билан чегараланган сохани тасвирлаймяз (49-шакл) Щ 
соханинг симметриклиги х,амда (1.1) формулага биноан изданий1®  
юз бундай ифодаланади:

5  =  8 ff dxdy.

К,утб координаталарида dxdy =  rdrd ф, шу сабабли:

я/4 Y V3 +  cos 4 ф

5  =  8 Cj rdrd ф =  8 f d ф [ rdr =

I

D

1
- 2 V 3 • соч 1 ф

о

я
т

d ф =  4 j* . (3 +  cos 4 ф) d ф =

=  j (3 +  cos4 ф)d ф =  |3ф +  s in 4 фj
я
т  __ 3 

—  7  я. 
о 4

3 itШундай килиб, изланаётган юз 5  =  —  (кв. бирлик).

5-§ . Уч улчовли интегралда узгарувчиларяи аладшгириш

Уч улчовли интегралда узгарувчиларни алмаштириш ,\лм 
икки улчовли интегралдагидек ам ал га  оширилади. f ( x ,  у, „•) 
функция фазонинг бирор чегараланган ёпи^ со со^асида у зл у к ■ 
сиз булсин. Бундай функция учун уч улчовли

i | I f(x, У, z) dxdydz  (5.1)
(О

интеграл мавжуд. Ушбу
х =  х [и, v, и.'), у =  у (и, v, w), z =  z (и, v, w) (5.2)

формулалар ёрдамида интегралда янги и, v, w узгарувчилар- 
га  утамиз. (5.2) формулалардан и, v, w ларни ягона усул  би­
лан аншулаш мумкин булсин:

и =  и{х, у, z), v =  v (х, у, z), w — w (х, у z). (5.3)
(5.3) формулалар ёрдамида со соханинг jqap бир P(x,y,z) 

нуктасига координаталарнинг O^uvw системасидан бирор 
P (u ,v ,w ) ну^та мос ^уйилади. Д ам ма P (u ,v ,w )  нуцталарнинг 
туплами фазонинг чегараланган ёпик со со^асини ташкил ^и- 
ладн. (5.2) формулалар координаталарни алмаштириш форму- 
лалари, (5.3) формулалар эса тескари алмаштириш форму- 
лалари  дейилади. Шу фаразларда исботлаш мумкинки, агар
(5.2) функциялар со со^ада биринчи тартибли узлуксиз хусу- 
сий хосилаларга эга  булса ва бу со^ада детерминант
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ёх ёх ёх
Su ёV Sw

l a S.y ёу_
¿u bv ' ¿w
ёг ¿2 ёг
ёи ¿V dw

0. (5.4)

Лулса, у  холда (5.1) интеграл учун узгарувчиларни алмашти- 
[)иш формуласи уринли:

JJ j  f(x, У, z) dx dy dz —

=  fff f(x(u, v, w), у {a, v, w), z(u„v, w))-\I\dudvdw. (5.5)
CO

/ детерминант x= x(u ,v, w), y = y(u , v, w), z = z ( u ,v ,w ) 
функцияларнинг a, v, w узгарувчилар буйича функционал де­
терминанта ёки якобиан деб аталади.

1. Цилиндрик координаталар. Oxyz координаталар систе- 
масида М ну к/ra ни ^араймиз. Р ну^та М нинг Оху текисликда- 
ги проекцияси булсин. М ну^танинг фазодаги х.олатини Р нук;- 
танинг ^утб координаталарини Оху текисликда бериш ва М 
»уктанинг z аппликатасини бериш билан ани^лаш мумкин. Бу 
г, ф ва 2 сонлар (учта сон) М ну^танинг цилиндрик координа- 
талари дейилади. 50- шаклдан ну^танинг цилиндрик координа- 
талари унинг декарт  координаталари билан цуйидаги муно- 
сабатлар билан боглангани куринади:

(х =  г cos ф,
\У =  r sin ф, (5.6)
[г =  z,

бунда г > 0 ,  0 < ф < 2 я ,  — оо <  z <  оо. г, ф, z буйича хусусий 
хосилаларни топамиз:

ёх
ёг 
йУ _  
ёг

=  COS (

Sin Ф,

¿X
<5q>

ёу
Эф

ёх р,
- г sin  ф, —  =  0,

д  Z

=  Г COS ф,
ёг

0.

—  =  0, - -  =  0, —  =  1,
ёг ¿ш ёг

Г .

бундан:
[СОЭф — ГЭШф
|sin ф г COS ф 
| 0 0

(5.5) формула куйидаги куринишни 
олади:

f f(x, у, z) dx dy dz =  (5.7)
 ̂(0

=  J  I* \f(r соэф, r  sin ф, z) rdrdq> dz.

2

M
i

2
0 У

/  ~y

50- шакл.
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=  J J j  r2-r dr dq> dz

1 - мис ол .  Уч улчовли

( í  j  (x2 +  y2) dx dy dz 
<0

интегрални з;исобланг, бунда til 
co^a z =  x2 4- У2, параболоид и i 
z=  1 текислих билан чегаралашми 

Ечиш.  со интеграллаш со 
хаси ва унинг Оху текисликдат 
D проекциясини ясаймиз (51 
шакл).

Интегралда цилиндрик коорди 
наталарга утамиз: интеграл ости» 
даги f{x, у, z) =  х2 +  у2 функции 
/ (г cos ф, г sin ф, z) = r2 куринишни 
олади, со соха чегарасининг z=x~ I 
+ у 2 ва 2 = 1  тенгламалари бундай 
ёзилади: z =  r2 ва z =  1, D сс»;и 
чегарасининг х2 +  у2 =  1 тенгла- 
маси г =  1 булади. Шундай ци 
либ, уч улчовли интегрални ци 
линдрик координаталарда ёзпш 
ва (5.7) буйича хисоблаш мумкин:

I I I  (л:2 +  У2) dx dy dz =
СО

1 2jt 1 j 
f d ф j  dr f r3dz =  j  d ф j  (r3-z) >r dr =
2 n

2ít 1 

=  i d<pj'
r3 (l

2я

0 r z 
2Я

^  =  j ( f  
0
2Я

¿Ф  =
12

d(f> —

l l
6

2 я
Тг

d ф =
Jo

2. Сферик координаталар. Oxyz координаталар системасида 
M нуцтани караймиз. М ну^танинг фазодаги з^олати унинг коор­
динаталар бошигача булган масофаси (М нукта радиус-век- 
тори узунлиги), радиус-вектор билан Oz ущ орасидагн 0 бур- 
чак  з^амда ну^та радиус-векторининг Оху у в д а  проекцияси би­
лан Ох орасидаги ф бурчак ор^али ани^ланади. Бу учта г, ф, 0 
сон М нуцтанйнг сферик координаталари дейилади. 52- шакл- 
дан М ну^танинг сферик коо|рдинаталари унинг х, у, г декарт  
координаталари билан ^уйидаги муносабатлар ор^али боглан- 
ганлиги куриниб турибди':

X =  Г sin бсоэф,
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у =  г sin 0 sin ф,
2  =  Г COS 0,

бунда г >  0, 0 < ф < С 2 п ,  О < 0  
Алмаштириш якобиани

1 =  г2 sin О
эканини хисоблаш мумкин, шу са- 
бабли (5.5) формула куйидаги кури- 
нишни олади:

jj  j fix,  у, z)dxdydz  =
СО

=  |||/ (г sin Осоэф, г sin 0 sin ф, r c o s0 ) r a sin0aV6^£¿0. (6 .8)

2- м и с о л. Радиуси R га тенг шар з^ажмини з^исобланг.
Е ч и ш. (2.1) формулага биноан ва изланаётган з^ажми V 

га  тенг жисмнинг симметриклиги туфайли ^аж м  к;уйидаги фор­
мула буйича ^исобланади:

V*=8V =  & |||ii*iii/i/2 =  8 | | |  г2 sin 0 dr d ф d 0,
“ и

бунда V — шар хажмининг саккиздан бир кисми (53- шакл):
О <  г <  R,

0 < ф  < - .

Демак,
Я
Y

_я
2

V =  8 [ d ф j  d 0 f г 2 sin 0 dr

я/2 Я/2

я
2

== 8 у  d ф j  sin 0 • 
о о

я/2

- 1*1
do =

т Мо о
Я/2

Я3 sin 0 d 0  =

cos 0 d ф =  — у  R3 J  ^cos -----cos 0 j  d cp =
о

n/2

~ R 3 ( dq> =  ^-R3-q> I
o J  o If

: — xi R3. 
3

Шундай {^илиб, радиуси R га тенг шар хажми
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V =  — я  Я3 (куб бирлик)
3

дан иборат.

У з-у  з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Икки улчовли интегралда узгарувчи  г^андай алмаш тирилади? Алмнш 
тириш якобиани нима?

2. Икки улчовли интеграл цутб координаталарида 1̂ андай и ф о дал атди !1 
Д екар т  коордииаталарини цутб координаталарига алмаштириш якобиани мм 
м ага  тенг?

3. К,утб координаталарида икки улчовли интеграл икки каррали шпччр.н 
ёрдамида ^андай ^исобланади?

4. Уч ^лчовли интегралда узгарувчилар  ^андай  алмаш тирилади? Алмиш 
тйриш якобиани нима?

5. Уч улчовли интеграл цилиндрик координаталарга ^андай  алмаштиршш 
ди? Д екар т  координаталарини цилиндрик координаталарга алмаштириш яки 
биани нимага тенг?

6. Уч Улчовли интеграл сферик координаталарга ^андай  алмаш тирилади |> 
Д екарт  координаталари сферик координаталарга ^андай  алмаш тирилади 1' 
Д екар т  координаталарини сферик координаталарга алмаштириш якобиимн 
нимага тенг?

7. 3525—3540, 3 5 4 7 -3 5 5 8 -  масалаларни ечинг.
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1 1 - б о б

ЭГРИ ЧИЗИКЛИ ИНТЕГРАЛЛАР ВА СИРТ 
ИНТЕГРАЛЛАРИ

1- §. Эгри чизщли интегралларга олиб келадиган м асалалар

Интеграллаш со^аси бирор эгри чизи^ кесмаси булган ^ол 
учуй ани^ интеграл тушунчасини умумлаштирамиз. Бу турдаги 
интеграллар эгри чизицли интеграллар дейилади. Улар мате- 
матиканинг турли булимларида кулланилади. Эгри чизи^ли 
интегралларнинг икки тури фар^ ^илинади: биринчи турдаги 
ва иккинчи турдаги эгри чизш-уш интеграллар. Бу тушунчалар- 
га  келтирувчи масалаларни 1̂ араб чи^амиз.

1. Згри чизи^нинг массасини ^исоблаш хацидаги масала. Фараз 
^илайлик, бирор ЛБ.ясси эгри чизивда масса узлуксиз та^симланган 
булсин. Агар эгри чизицнинг хар бир М ну^тасидаги р зичлиги маъ- 
лум булса, яъни р =  р (М) булса (бунда р =  р (М) — М нукданинг 
берилган узлуксиз функцияси), АВ эгри чизи^нинг т  массасини топа- 
миз. Бунинг учун АВ эгри чизщни Аъ Л2, . . . , Лг-1, А1у . . . , Ап_ х 
ку^талар билан п та ёйга (кдсмга) ажратамиз (54-шакл). АВ эгри 
чизицни булиш натижасида хосил булган ёй узунлигининг энг кат- 
тасини с1 билан белгилаймиз ва булиниш диаметри деб атаймиз. Агар 
диаметр <¿->-0 булса, у холда ёйларга булиш сони п-+  оо булади.
Л{-_[Лг ёйларнинг ^ар бирида ихтиёрий равишда биттадан М£(х£, у£) 
нуцта танлаб оламиз ва унда эгри чизикринг зичлигини ^исоблаймиз:

р. =  р (М ; )  =  р(х; ,  щ).

Агар эгри чизикнинг хар бир кисмидаги ^амма нукталарда зичлиги 
узгармас ва унинг М£ ну^тадаги кийматига тенг булади деб фараз 
^илинса, у  холда хар бир ёйнинг 
пц массаси тащшбан куйидагига у 
тенг булади:

т 1 «  Р (Щ  А Ц =  р (хс, ~у() А1Ь
бунда А катталик Л£-_1Л1- ёйнинг 
узунлиги. )^амма ёйларнинг масса- 
ларини ¡^ушиб, АВ эгри чизи^ т  
массасининг та1фибий цийматини . 0 » (
г;осил ^иламиз: 54-шакл.
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п п

т  «  2  Р (Щ  А 11 =  2  р (**. Уд А /г (II)

Эгри чизи^ цанчалик кичикрок; булакларга ажратилса, бу тенглин 
шунчалик аниц булади. Моддий эгри чизи^нинг массаси бу,лишни 
диаметри й нолга интилганда (1.1) тенглик унг к;исмининг лимитны 
тенг булади, яъни

Шундай цилиб, эгри чизи^нинг массасини ^исоблаш масаласи (1,2) 
лимитни хисоблаш масаласига олиб келинди.

2. Кучнинг эгри чизиц буйлаб бажарган иши ^а^идаги мас.иш
Фараз ^илайлик, М  моддий ну^та АВ ясси эгри чизик; буйлаб ^арака I 
ланганда координата у^ларида узининг Р  ва С1 проекдиялари билан 

— —>-
берилган Я =  Р (х, у) куч таъсирида, яъни

кучиришда бажарган ишини топамиз. АВ  эгри чизицни А, . 1,, 
Л2, . . . , Лг-_,, Лг, . . . , Лл_[, В  ну^талар билан яна п та цисмм 
(ёйга) буламиз. Энг катта ёйнинг узунлигини е? билан белгилаймп I 
ва уни булиниш диаметри деб атаймиз. Дар ^айси ^исмда (ёйда) их
тиёрий М-1 (х(-, у1) нуцтани танлаймиз ва унда Р£ =  [Р£, фг-} кучнинг 
^ийматини топамиз, бунда

Куч ёйнинг. ну^таларида узгармас са^ланади ва унииг таъсирида 
нуцта ёй буйича эмас, балки бу ёйнинг ватари А 5 г =  Л ^ ,Л г-= {Д х^ 
А г/,-} буйлаб кучади деб фараз ^иламиз. Дфбир ёйдаги ишнинг так,-

рибий ^иймати куч вектори Р£ ва кучищ вектора Д 5 г нинг скаляр 
купайтмасига тенг (55- шакл):

Хрсил ^илинган к;исм ишларни жамлаб А В эгри чизик; буйлаб Р куч 
бажарган тули^ ишнинг та^рибий ^ийматини ^осил ^иламиз:

бунда
с1 = тах А /¿.

=  / у А  5 {- =  Р (Х{, у{) А х1 +  Q (х£, уь)  А у£.

П
(1 .4)
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55- ш акл. 56- ш акл.

Моддий ну^таии АВ эгри чизик; буйлаб кучиришда F куч бажарган 
иш учун d бÿлиниш диаметри нолга интилганда (1.4) йириндининг 
лимитини кабул циламиз, яъни

w  =  lim У , IP &i> Уд Axi +  Q(xi> Ид АУд■ ( L5)

Бу ерда хам кучнинг бажарган ишини хисоблаш масаласи (1.5) ли- 
митни хисоблашга келди.

Кейинчалик (1.2) ва (1.5) формулаларнинг ÿHr ^исмлари 
АВ  эгри чизи!^ буйлаб биринчи ва иккинчи тур эгри чизи^ли 
интеграллар зканини к)/рамиз.

2-§ . Биринчи тур эгри чизик,ли интеграл

1. Таърифи ва асосий хоссалари. Оху текисликда хар бир нуцтаси- 
да f (х, у) функция берилган бирор АВ силлиц эгри чизи^ни караб чица- 
миз. Бу эгри чизшуш А, А и А2, . . . , Лг_ ь Лг, . . . , Ап_ и В нуцталар 
билан п та булакка (ёйларга) ажратамиз ва хар бир ёйда биттадан 
M[{xh ~ÿd ну^та танлаб оламиз. Бу ну^таларда берилган f ix , у) 
функциянинг цийматларини ^исоблаймиз ва куйидаги йигиндини ту- 
замиз:

2 / ( ^ ) а ^  =  2 / ( ^ . ^ ) а ^  (2-1)
l'=l i= 1 

бунда А/£ катталик Лг-_,Лг- ёйнинг узунлиги (56- шакл). (2.1) куриниш- 
даги йириндилар fix , у) функция учун АВ ясси эгри чизиц буйлаб 
олинган биринчи т у р  интеграл йириндилар деб аталади.

Т а ъ р и ф. Бÿлиниш цисмларининг энг катта  Alt узунлиги 
(уни d диаметр деб атаймиз) нолга интилган-^ шартда (2.1) 
интеграл йириндининг лимита биринчи тур эгри чизицли интег­
рал  дейилади (ёки ёй узунлиги буйича эгри чизицли интеграл 
дейилади) ва

I  îix , У) dl
А В
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каби белгиланади. Шундай цилиб,

Г / (х, у) dl ■-= lim У  f (x-, y\) A/,-, (2.2)
a b  m

бу ерда A В эгри чизицни контур ёки интеграллаш йÿли деб ат.ш 
миз. Агар /(х, у) функция АВ контурнинг хамма нуцталарида узлу к 
сиз булса, бу лимит мавжуд булади. Биринчи тур эгри чизицли пн 
теграл АВ интеграллаш йулининг^й;уналишига боглиц булмайди, чу и 
ки A/г ёйнинг узунлиги Л(-_, ёки нуцталардан цайси бири ёйпшп 
боши учун ва цайси бири охири учун цабул цилинганига богли^ 
булмайди, яъни

[ f(x , У) dl =  Г /(x, y)d l.
À B  ВА

(2.2) ва  (1.2) формулаларни тацкослаб, зичлиги р {х, у) бул 
ган моддий АВ  эгри чизицнинг т  массаси р (х, у) зичликдап 
АВ  эгри чизик; буйича олинган биринчи тур эгри чизшуш пн 
тегралга тенг, яъни

т ~  j  р(х, у) dl (2.3)
А В

б)”лишини курамиз.
Агар АВ  контурнинг хамма нуцталарида интеграл остидаги 

f (х, у) =  1 булсг, у  ^олда биринчи тур (2.2) эгри чизшуш интег- 
ралнинг циймати сон жи^атдан АВ  эгри чизиЦнинг L узун- 
лигига тенг булади, яъни

L =  [d l.  (2.4)
À B

Агар АВ  эгри чизицнинг з^ар бир нуцтасида интеграл ости­
даги функция f ( x , y ) ^ 0 булса, у ^олда (2.2) эгри чизицли ин­
теграл сон жихатидан ясовчилари Oz ÿrçnra параллел булган 
цилиндрик сирт булагининг S  юзига тенг булади. Бу сиртнинг 
йз^налтирувчиси АВ  контур бу-лади, у  юцоридан z = f(x , у) сирт 
билан, пастдан z =  0 текислик билан чегараланган (5 7 -ш акл ) .  
Шундай цилиб,

s =  [  f(x, У) dl. (2.5)
А В

Ясси АВ  эгри чизиц 6ÿflii4a олинган эгри чизшуш интегралнинг 
геометрик маъноси ан а шундан иборат.

Эгри чизицли интегралнинг асосий хоссаларини биз санаб 
у-тамиз холос, чунки уларнинг исботи аниц интегралнинг мос 
хоссалари исботига у’хшашдир.

1 - х о с с а .  Узгармас купайтувчини эгри чизицли интеграл ' 
ишорасидан ташцарисига чикариш мумкин, яъни агар k ÿ3rap- 
мас сон булса,
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57- ш акл. 58- шакл.

[ k f ( x , y ) d l  =  k ( f(x , у) dl.
А В  АВ

2 - х о с с а .  Бир неча функциянинг алгебраик йигиндисидан 
олинган эгри чизицли интеграл цушилувчилардан олииган (ик- 
кита цушилувчи билан чеклаиамиз) эгри чизицли интеграллар- 
нинг алгебраик йигиндисига тенг:

[f{x, у) ±  9  (х, у)] d l=  f f(x , у) dl ±  [  ф (х , y)dl.
А В  А В  А В

3- х о с с а. Агар интеграллаш нули АВ  бир неча цисмга бу- 
линса, у  ^олда бутун йул б^йича олинган.эгри чизицли инте­
грал ^ар бир к;исм буйича (икки цисм билан чекланамиз) 
олинган эгри чизицли интеграллар йигиндисига тенг булади 
(58- ш акл) .

f / (х, у) d l— \ f ( x ,y ) d l  +  § f ( x ,y ) d l .
А В  А С  С В

Пировардида шуни цайд циламизки, агар АВ  фазсвий эгри 
чизиц ва унда f ( x ,y ,z )  функция аникланган булса, у  ^олда 
ясси эгри чизиеда ухшаш ^олда бу фазовий эгри чизик; буйлаб 
биринчи тур эгри чизицли интегрални аницлаш мумкин, у 
цуйидагича белгиланади:

\ f { x , y , z ) d l .  (2.6)
А В

2. Биринчи тур эгри чизи^ли интегрални ^исоблаш. [ f(x, у) dl
А В

эгри чизикли интегрални ^исоблаш аник; интегрални ^исоблашга. кел- 
тирилади. Фараз цилайлик, ясси силлиц АВ эгри чиаицнинг параметрик 
тенгламаси

( x =  x(t),
I У =  У (О

куринишда булсин, шу билан бирга х\, у\ узлуксиз ^осилалар мав- 
ж у д  булсин. Фараз ¡рлайлик, t параметр а  дан р гача узгарадиган 
булсин, шу билан бирга а  <  |3. У  ^олда ёйнинг дифференциали

dl =  V x i^ + y 7̂  dt.
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ва эгри чизик,ли интеграл апщ  интеграл орцали

J  f(x, у) di = \f(x(l), y(t))V x¡2 +  y¡2 dt (2,7)
A B

формула буйича ифодаланади. Жумладан, агар АВ силлиц эгри ми 
зиц у  =  у (х) ошкор тенглэма билан берилган булса (бунда a <  х < 
<Ь),

Ь
f f  (х, у) di -  \ f (х, у  (х)) У  \ + у ' 2 dx (2  Н)

Á B  a

булади.
(2.6) фазовий эгри чизик; буйича олинган биринчи тур эгри 

чизицли интегрални ^исоблаш техникаси ясси эгри чизик; буйи 
ча олинган интегрални ^исоблаш техникасидан фарц цилмаА- 
ди, хусусан:

f /(х, у, г) di =  j* / (ж (О, У (0. z {f))V  X? +  у ?  +  г'* dt, (2.9)
А В  a

бу ерда x — x(t), y  =  y(t), z =  z(t) тенгламалар АВ эгри чизицнинг 
параметрик тенгламалари, шу билан бирга t параметр a  дан Р гача 
узгаради (а  <  Р).

1 -м и со л .  Ушбу

f (х +  У +  z) di
А  В

интегрални хисобланг, бунда АВ — цуйидаги параметрик тенгламалар 
билан берилган винт чизик; урамининг ёйи:

х =  eos t, у  =  sin t, z — t, бунда 0 <  t <

Ечиш . (2.9) формулага кура цуйидагиларни топамиз:
П/2 __

I" (х +  у  +  z) d l =  I  (cos t +  sin /+/) У (— sin i f  +  (cos 0 2+ l 2 d t=
Á B  0

=  У 2  ( sin -j-— cos— +  —] — У  2 (sin 0 — cos 0 +  0) =
V 2 2 8 /

=  У 2 ( l  +  1 + ^ ]  =  K 2  Í 2 + " 2).

2 -м и с о л .  Интегрални хисобланг:

J  x2 dl,
A B

бунда А В — 1 < x < 2  булганда, y= \ n x  текис эгри чизик;нинг ёйи.' 
Ечиш . (2.8) формуладан фойдаланиб, хосил циламиз:



( V  dl — j* x2 ] / ” 1 +  f ^ j 2 dx =  j  х У г Ч + Г  dx =  1  j V x H T  ф '2+  
дя i i i

+ 1) = 7 • 4 (1 + *2)3/2 ] = i(53/2- 2 3/2) = { ( У Р - т
^ О 1 о о

3- §. Иккинчи тур эгри чизицли интеграл
1. Таърифи ва  асосий хоссалари. Ф араз цилайлик, Оху те- 

кисликда йуналтирилган AB  силлик; эгри чизиц берилган бул- 
син, унда унинг А боши ва В охири ^амда шу эгри чизицдаги 
Р (х ,у )  функция курсатилган булсин. Бу эгри чизицни

А, Л,, А2, . . . , At-_i, Л £, . . . , Ап_ у, В

Луцталар билан А дан В га караб йуналишда ихтиёрий узунликдаги 
п та булакка (ёйга) буламиз (59-шакл). Дар бир ёйда M i (xit y i ) 
цуцтани танлаб оламиз. Р(х, у) функциянииг шу нуцталардаги ций- 
матларики ^исоблаймиз. Дар бир ёй учун

Р  (х£> У() Ахг-

купайтмани ^исоблаймиз, бунда Дх(- — A i_ [ Лг- ёйнинг Ох укдаги Про- 
екцияси. Ёйнинг Ох уедаги проекцияси деганда бу ёй ватарининг Ох 
уцидаги проекцияси тушунилади, яъни

-X:

2 ________  2 2

АxL =  х£ • '■i—I >

бунда х£ ва x t_ x— Л£_ , Л£ ватарнинг Л£ охири ва Л£-1 бошининг 
абсциссалари. Досил Цилинган купайтмаларни кушамиз:

У р (х1 , y t) Ахс. 
i=i

(ЗЛ)

(ЗЛ) куринишдаги йигинди Р ( х ,у ) функция учун AB  эгри чи- 
з щ  буйича х координатага нисбатан иккинчи тур интеграл 
йигинди дейилади. Иккинчи тур (ЗЛ) интеграл й.игиндининг 
биринчи тур (2Л) интеграл йигиндидан фарци шундан иборат-' 
ки, у  ерда функциянинг циймати булиниш цисмининг узунли- 
гига купайтирилади, бу ерда эса \
бу цисмнинг Ох уцдаги проек- 
циясига купайтирилади.

Т а ъ р и ф. Энг катта  були­
ниш цисмининг узунлиги нолга 
интилганда (3.1) интеграл йигин- 
дининг лимита иккинчи тур эгри 
чизищли интеграл (ёки х коорди­
ната буйича эгри чизицли интег­
р а л ) дейилади ва бундай белги- 
ланади :

125



f P(x, у) dx
A B

Бу ерда AB  контур ёки интеграллаш йули дейилади ва А ну к, 
та  шу контурнинг бошлангич, В эса охирги нуцтаси дейилади.

(3.1) интеграл йигиндининг тузилишидан иккиичи тур эгрн 
чизшули интеграл уз цийматнни AB  интеграллаш йули узгар- 
ганда к.арама-царшисига алмаштнриши келиб чикади, яъни

Дацицатан х;ам, агар эгри чизицнинг йуналиши узгартирилса, у  ^ол- 
да (3.1) йигиндидаги Дх£ проекцияларнинг ишоралари хам узгаради. 
Демак, йигиндининг узи ва унипг (3.2) лимити ишорасини узгартп 
ради.

у  координата буйича иккинчи тур эгри чизицли интеграл 
^ам шунга ухшаш аницланади, у  бундай белгиланади:

(3.2) ва (3.4) эгри чизицли интегралларнинг йигиндиси ик­
кинчи тур умумий эгри чизицли интеграл (ёки координаталар 
буйича эгри чизицли интеграл) дейилади ва  бундай белгила­
нади:

Агар Р {х ,у )  ва  Q (x ,y ) — /•’ кучнинг координаталар уцидаги 
прсекцияси булса, у  ^олда (1.5) муносабатдан иккинчи тур 
умумий эгри чизицли интеграл шу кучнинг AB  йулдаги ишини 
ифодалаши келиб чицади. Иккинчи тур эгри чизшуш интеграл- 
нинг механик маъноси шундан иборат.

Иккинчи тур эгри чизицли интеграл биринчи тур эгри чи- 
зицли интегралнинг ^амма хоссаларига эга  булади, бундан щу- 
йидаги мустасно: интеграллаш контури йуналиши узгарганда

АВ В А

(ЗА)
А В

(3.5)
А В

интеграл (3.3) нинг ишора- 
си узгаради.

Агар контурнинг охирги 
В нуцтаси бошлангич А 
нуцтаси билан устма-уст 
тушса, АВ  эгри чизик; ёпиц 
булади (6 0 -ш акл ) .  Бу щол- 
да  (3.5) иитегралда АВ  
ёпиц контур з^ар доим мус- 
бат йуналишда айланиб 
утилади, бунда шу контур 
ичида ётувчи со^а айланиб
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утувчи нуцтага нисбатан чап томонда к;олади деб ^исоблай- 
мкз. Коитурни айланиб утишнинг к;арама-к;арши йуналишини 
манфий йуналиш  деб атаймиз.

Эгри чизицли интегрални Ь ёпиц контур буйича белгилаш 
учун

ф Р  (х, у) с1х +  0. (X, у) с1у (3 ^

белгидан фойдаланилади.
Пировардида, агар А В — фазовий эгри чизик; ва унда  

Р (х , у, г ) ,  (¿ (х , у, г ) ,  Я (х, у, г )  функциялар аницланган булса, 
исси эгри чизик; ^олига ухшаш бу фазовий эгри чизик; буйича 
олинган иккинчи тур эгри чизицли интегрални аницлаш мумкин. 
Интеграл бундай белгиланади:

]  Р (х, у, г)(1х +  0. (х, у, г) йу +  Я (х, у, г) йг.
А В

(3.7)

2. Иккинчи тур  эгри чизикли интегрални ^исоблаш. Иккинчи 
тур эгри чизшуга интегрални ^исоблаш хам аник; интегрални хисоб- 
лашга келтирилади.

Фараз цилайлик, А В силлик, ясси эгри чизик,
X — X (¿),

,У =  У ®
параметрик тенгламалар билан берилган булсин, бунда # параметр- 
пинг а  дан р гача узгаришига эгри чизиц буйлаб бошлангйч А нуц- 
тадан охирги В нуктага цараб х,аракат мос келади. Бу ерда а  шщ- 
дор р дан кичик булиши шарт эмас. У >̂ олда [Р(х, у) Ах эгри чизик;-

А В
ли интеграл

[ Р (х, у) йх =  | Р  (*(/), у (/))х'(/) (И (3.8)
А В  а

формула буйича аник; интеграл билан ифодаланади. [ 0. (х, у) Лу ин-
Ав

теграл учун хам худди шунга ухшаш формулани хосил киламиз. 
Шундай цилиб, иккинчи тур умумий эгри чизшуш интеграл цуйида- 
ги формулага кура аник, интеграл билан ифодаланади:

Г Р(х, у) с1х+0 (х, у) й у=  / [Р (х(0, У № '( 0  +
А В  . а

+  3(*(0, У « ) ) У ' т с и .  (3.9)
Агар ясси эгри чнзик; ушбу

у — у(х), а <  л: <  Ь 
ошкор тенглама билан берилган булса, у  ^олда (3.9) тенглик

I Р (х, у) йх+О. (х, у) с1у=[ [Р (х, у (х)) +  <2(х, у  (х)) у'(х)] Ах (3.10)
А В  а
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куринишни олади, бу ерда а ва Ь катталиклар АВ ёйининг А ва II 
учларининг абсциссалари. Иккинчи тур эгри чизшуга интегрални
(3.7) эгри чизиц буйича хисоблаш техникаси ясси эгри чизиц буйича 
интегрални ^исоблаш техникасидан фарц цилмайди:

АВ
\ Р (X, у, г)Ах +  0. (х, у ,  г) Ау+ Р (х, у, г) Аг =  | [Р{х{(), г/(/), г{{))х'(1)-\ 

+  Ч{Х (О, У (О, 2 (/)) у ’ (/) +  К (х (О, У (0? 2 (/)) г' (/)] Я ,  (3.11)

бу ерда х =  л; (о, У =  У (0, г=г(/) — ЛВ эгри чизицнинг параметрик 
тенгламалари, t параметр а  дгн |3 гача узгаради, бу эса эгри чизик, 
буйича А нуцтадан В нуцтагача йуналишга мос келади.

1-м и со  л. Интегрални ^исобланг:

Г (х +  у) Ах +  (х — г)Ау +  (у +  г) Аг,
А В

бу ерда АВ — тугри чизицнинг А ( — 1; 2; 0) нуцтадан В (3; 1; 2) 
нуцтагача ораликдаги кесмасй.

Ечиш . Аввал икки Л ва В нуцта орцали утувчи тугри чизик; 
тенгламасини тузамиз:

х-\- I __у  — 2 __  г

4 _  — 1 ~2~’
Бу эгри чизицнинг параметра тенгламаси куйидаги куринишга эга 
булиши равшан:

х  =  4/— 1, у  =  —/ +  2, г =  2/.

Бунда Л нуцта параметрнинг I =  0 цийматига мос келади, В нуцта 
эса параметрнинг /■ =  1 цийматига мос келади. Шундан сунг х’ (I) =  
=  4, у ’(1) = — 1, г'(/) =  2 ларга эга буламиз. (3.1) формуладан фой- 
даланиб, куйидагини топамиз:

[ (л: +  у)Ах +  (х — г)Ау +  (у +  г) Аг =  [  [(4^— 1—/ +  2)4 +  
а в  •  о

1
+  (4  ̂— 1 — 2/)( — 1) +  ( — ¿ +  2 +  20 2 ] Я  =  [ [(3* +  1)4 —

о1 1
— (И — 1) +  (г +  2 ) 2 ] Л  =  | ( Ш + 9 ) Я  =  (6Я +  9/) = 6 + 9 =  15.

с о
2 -м и с о л .  Интегрални ^исобланг:

| ху2 Ах +  х^у Ау,
к)

А В

бунда А В — у  =  х2 параболанинг Л(1; 1) пуктасидан В (2, 4) нуцта- 
сигача булган ёйидир.

Ечиш . х ни параметр учун цабул к;илиб, (3.10) формулага кура 
цуйидагини ^осил цнламиз:
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2 2 

А В  )

| XI/ Ах +  х2у  Ау =  | (х-х4 ~г х2- х22х)Ах =  3  ̂%5£?х

— — X'
2

2 _  63_
1 ~  2 '

3 -ми с о л. Ёпик контур буйича олинган куйидаги эгри чизикли 
интегрални хисобланг:

ф (х2 +  у 2) Ау,
ь

бунда /, — учларя Л(0; 0), В (2; 0), С (2; 4), £)(0; 4) нуцталарда жой- 
лашган (нуцталар айланиб утиш тартибида жойлаштирилган) туртбур- 
чакнинг контури.

Е ч и ш. L контурни айланиб утиш йуналиши шаклда курсатилгае 
(61- шакл).

Интеграллаш контури Ь ни турт цисмга булиб, цуйидагини до- 
сил киламиз:

(§ (х2 -Ь у2) Ау =  [ (х2 +  у2) Ау’-'г ( (х2 +  У2)АУ +  1" (х2 +  у2)Ау +
А в ВС со

+  | (х2 +  У2)АУ-

4

(х2 +  у 2) Ау =  | (4 +  у2)Ау =  (4г/+ у  У3)

п а

Досил булган ифоданинг унг томонидаги хар бир интегрални хисоб- 
лаб чик,амиз: (' (х2 Н- у2) А у  =  0, чунки АВ контурда у —0 ва Ау—0.

АВ
ВС контурнинг тенгламаси х =  2 булади, у  параметр 0 дан 4 гача 
узгаради, шунинг учун цуйидагини хосил циламиз:

^ 1 6 + ^ 1  =  И 2.
о 3 3

вс о

|'(л:2 +  у2)Ау — 0, чунки СО контурда у  =  4 ва Ау — 0. О А контур-
сх>
нинг тенгламаси х =  0 булади, у  параметр 4 дан 0 гача узгаради, 
шунинг учун цуйидагини хосил циламиз:

О п
| (х2 +  у 2)Ау =  | (0 +  1 /)А у =  ~ у э 4 ~ .

¿ А  4

Шундай килиб, натижада куйидагини досил киламиз:

<$(х* +  1 / )А у = 1- ¥ - ^ =  16.
I л- ■ л

Пировардида, биринчи ва иккинчи тур эгри чизшупи инте- 
граллар орасидаги богланишни курамиз.

АВ  эгри чизикка М (х, у) нуцтада утказилган  йуналтирил- 
ган уринманинг координата уцлари билан досил цилган бур-
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61- ш акл.

X Х*йХ

62- шакл.

чакларни а  ва ¡3 орцали белгилаймиз (уринманипг му« (ш 
йуналиши учун нуктанинг А дай В га цараб эгри чизт\ (>
лаб х аракат  йуналишини цабул циламиз) (6 2 -ш акл). 

Шаклдан
ах  =  cos а  ■ dl, dy =  cos р -dl

муносабатни досил киламиз. Иккинчи тур эгри чизшуш интегргиг 
да dx ва dy ни олинган муносабатлар билан алмаштириб, улл 
биринчи тур эгри чизшуш интегралларга алмаштирамиз:

f Р(х, y)dx= \ Р(х, y)cosadl, | Q(x, y)dtj =  \ Q(x, y)cos$d l, 
л'в АВ А  В А В

Р(х, y)dx +  Q(x, y)dy =  i  (P(x, у)cos a  +  Q(x, y)cos$)dl. (.'( Г.
А В  A  В ,

Шундай кил и б, биз биринчи ва иккинчи, тур эгри чизшущ 
интеграллар орасидагн богланишни ифодаловчи формулаларни 
хосил цилдик.

АВ  фазовий эгри чизнц булган хол учун .^ам шунга ухш.и 
формула уринли булади:

j Р (х, у, z)dx +  Q (х, у, z) dy +  R (х, у, z) dz =  j  [Р (х, у, z) cos а
А В А В

+Q(x, у, z) cos р +  Р(х, у, z) cosy]dl, (3 .1.'i)
бу ерда а, Р, у —- АВ эгри чизивда утказилган йуиалтирилган урин- 
манинг координата уцлари билан ташкил этган бурчаклари.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Эгри чизгщнинг массаси цандай аиикланади?
2. Н уктанинг куч  таъсирида эгри чизиц буйлаб ^аракатланиш ида бажм- 

риладиган иш цандай аницланади?
3. Берилган чизи^ буйича биринчи тур  эгри чизвдли интеграл деб  нимага 

айтилади?
4. Биринчи тур  эгри чизшуш интегралнинг хоссаларини санаб утинг.
5. И нтеграллаш  коитури йуналиши биринчи тур  эгри чизи^ли интеграл­

нинг катталиги га таъсир циладими, туш унтиринг.
6. Агар интеграллаш  контури тенгламаси  параметрик куриниш да берилган 

булса, биринчи тур  эгри чизшули интеграл цандай ^исобланади? Формуланн 
келтиринг.
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7. Агар интеграллаш  контури тенгламаси у = у  (х) ёки х=х (у)  куринишда 
ошкор берилган б улса, биринчи тур  эгри чизшуш интеграл ^андай хисобла- 
имдн? Мисоллар келтиринг.

8. Эгри чизиц буйлаб олинган иккинчи тур  эгри чизикли интеграл деб 
иимага айтилади?

9. И нтеграллаш  контури йуиалиши иккинчи тур  эгри чизшуш интеграл- 
иинг катталигига цандай таъсир кур сатади ?

10. И нтеграллаш  контури ёии^ булган ^олда айланиб утишиинг м усбат 
йуиалиши цандай белгиланади?

11. Агар интеграллаш  контури тенгламаси  параметрик куринишда берил- 
1.1Н булса, иккинчи тур  эгри чизшуш интеграл ^андай  ^исобланади? Форму- 
Ласини келтиринг.

12. Агар интеграллаш  контури тенгламаси у = у  (х) ёки х=х (у)  куринишда
.......юр берилган булса, иккинчи тур  эгри чизицли интеграл ¡^андай ^исоблана-
дн? Мисоллар келтиринг.

13. Биринчи ва  иккинчи тур эгри чизшуш интеграллар узаро кандай  бор- 
лапган?

14. 3770—3799, 3806—3821, 3869—3875- масалаларни ечинг.

4 -§ .  Грин формуласи

Бу параграфда ёпиц контур буйича олинган иккинчи тур эг- 
рн чизицли интеграл дамда шу контур билан чегараланган соха 
буйича олинган икки улчовли интеграл орасидаги богланишни 
курамиз.

Т е о р е м а .  Агар Р (х ,у )  ва С}(х, у) функциялар О сбхада 
узларининг биринчи тартибли хусусий уосилалари билан уз- 
луксиз булса, у  холда

ф Р (х, у)с1х+ 0. (х, у )й у  =  Л  АУ (4.1)
ь о

формула уринли булади, бу ерда Ь — £) соцанинг чегараси (Ь) 
буйича интеграллаш мусбат йуналишда амалга  оширилади).
(4.1) формула Грин формуласи дейилади.

И с б о т и. Ф араз цилайлик, L контур билан чегараланган 
О сода мунтазам  булсин (40- боб, 3 - § ) .  Бу соха цуйидан АМВ  
эгри чизиц билан (унинг тенгламаси у=у\ (х)) юдоридан АЫВ 
угри чизик; билан чегараланган (унинг тенгламаси у = у 2 (х)) 
булсин, шу билан бирга у \ ( х ) ^ у 2 {х) ва а ^ х ^ Ь  (63 -ш акл ).  
Бундай В  содани куйидаги тенгсизликлар системаси курини- 
шида ифодалаш мумкин:

Г а <  х <  Ь,
1//,(а') <  У <  Уо(х).

Иккала АМВ ва АМВ згри чизиклар биргаликда АМВЫА ёник 
контурни ташкил этади.

Я дР— Ах'йу икки улчовли интегрални караб чикамиз на 
ду

£>
уни эгри чизшуш интегралга алмаштирамиз. Бунинг учун уни икки 
каррали интеграл куринишида ифодалаймиз:
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63- ш акл.

ь у М

УМ

УА X)
ах ■■ [Р(х, у2(х))

уМ

—Р(х, y1(x))]dx=  j Р(х, y2(x))dx — | Р(х, уг(х))йх. (1."|
а а

(4.2) нинг унг цисмида турган интегралларнинг хар бири иккиичи 
тур эгри чизикли интеграл булиб, улар тегишли эгри чизщ, буймчл 
охинган:

ь
\ (Р(х, у 2 (х)) d x =  \ р  (xt У )  d x = — f Р (х, y)dx,

а Ä N B  -B N A

Ь

[р{х, y 1(x))dx= \ Р(х, у) dx.
а А М В

Шундай цилиб, (4.2) ифодани бундай ёзиш мумкин:

i r i d x d y *
D  

ЯЪНИ

Ушбу

Р (х, у) d x+  J Р (х, у) dx
B N A  А М В

=  — [  Р\(х, y)dx,
B N A M B

~ d x d y  =  — (j) Р(х, y)dx. (4.3)

j  f  'r~dx dy =  j)Q  (x, y) dy (4 .4)
D  ’ L

формула х,ам худди шунга ухшаш исботланади. Бу ерда L кон­
тур билан чегараланган D со^а (64-шакл) цуйидаги тенгсиз- 
ликлар системалари билан ифодаланади:

с <  у  <  d,
Ху ( у ) < х ^  х2{у).

(4.4) тенгликдан (4.3) тенгликни ^адма-з^ад айириб, изланаёт- 
ган (4.1) формулами з^оснл циламиз.

Грин формуласнни исботлашда биз D соз^ани мунтазам деб 
фараз цилган эдик. Бу формула чекли сондаги мунтазам со^а-
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ларга ажратиш мумкин булган ^ар цандай ёпиц D сох,а учун 
^ам уринли булиб цолади. 1

М и  с о  л. Грин формуласи ёрдамида цуйидаги эгри чизицли 
интегрални хисобланг: '

(j) (х — у) dx + ( х  + у )  dy,

бунда L — х2 +  У2 — R2 айланадир.
Е ч и ш. Р (х, у) =  х — у, Q{x, у) — х у  функциялар ва уларнинг

—  =  — 1, — =  1 хусусий хосилалари буту текисликда узлуксиз,
ду дх
демак, х2 +  уг <  R 2 ёпиц доирада хам узлуксиздир. Бинобарин, ис- 
ботланган теоремага кура Грин формуласи берилган интеграл да цул- 
ланилиши мумкин. Шунинг учун цуйидагига эга буламиз:

&(х — y)dx +  (х +  у) dy =  f j ( l  — ( — 1)) dxdy = .
L 'Ъ

= 2 j  [ dxdy — 2 - 5  =  2лR2,
ó

чунки j  (’ dx dy — ,S, бунда .S •— интеграллаш со^асиринг юзи. Бизнинг
D

з^олда бу доираня нг юзидир: 5  =  я R2.
Олинган натижани берилган интегрални бевосита хисоблаш 

билан текшириш мумкин. Бунинг учун айлананинг тенгламаси- 
ни (интеграллаш контурини) параметрик куринишда ёзамиз:

x =  R cost, y  =  Rs'mt,
бунда 0 <  t <  2 я .

(3.9) формула, буйича эгри чизикли интегрални хисоблаймиз:
2л

ф(х — y)dx +  (х +  у) dy — | [(i? cos t — R sin t) ( — Rúnt) +
L  О

2 Я

+  (R cos t +  R sin t) R cos t]dt =  R2 \ (—cos t sin t +  sin2/ - f
o

2я
+  cos21 +  sin t cos t) dt =  R2 j  dt =  2 zi R2.

5- §. Биринчи тур сирт интеграли

I. Сиртнинг юзи. Сирт интеграли деб аталувчи тушунчани 
киритишдан олдин о сиртнинг юзини ^исоблаш ^ацидаги маса- 
лани >̂ ал циламиз.

Фараз цилайлик, а  сирт z — z(x, у) тенглама билан берилган 
булсии, унинг Оху текисликдаги проекцияси а  соха булади. Бу со- 
^ада z =  z(x, у) функция узлуксиз ва z'Jx, у), zy(x, у) узлуксиз ху-
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65- ш акл. 66- шакл.

сусий хрсилаларга эга булсин. Сиртнинг юзини аншулаш . учун а 
собаки ихтиёрий Д 5 ;-, г =  1, п юзли п та кисмга буламиз.

Сиртнинг Оху текисликдаги проекцияси А 5 (- булган цисмини До) 
билан белгилаймиз (65- шакл). Шундай килиб, а сирт дам п та бу 
лакка булинган булади. Дар бир Д5(- цисмда биттадан ихтиёрпм 
(х£, I/,-) нукта танлаб оламиз, а  сиртда унга М ^х^у^  гг-) нукта мог 
келади, бунда г1 — г(х1, у с). /И£ нукта оркали сиртга уринма текис- 
лик утказамиз (7- бобдаги (9.4) формула) (66- шакл):

Ф р Уд (х — х,) +  г'£хь у\) (у — уЦ — (г — г,-) =  О,

бунда х, у, г — текислик исталган нуктасининг координаталари, 
Х 1 » У с ! 2; ~  г (Х1 > У г ) — уриниш нуктасининг координаталари,

п1 ~  {К(х1 ’ Уд’ гу(хр Уд< — 1} текисликка перпендикуляр вектор (шу
текисликнинг нормал вектори). Агар нормал п1 вектор билан Ог у\\ 
орасидаги бурчакни у (- билан белгиласак, у  холда маълум формулага 
куРа

ни хосил киламиз (соъ у1 > 0, чунки — уткир бурчак).
нуктадаги уринма текисликнинг Д5(- га проекцияланадиган 

цисмининг юзини Др£ билан белгилаймиз, у  холда

Хрсил цилинган юзларни к ушиб, уринма текисликларнинг хамма 
булаклари ташкил цилган сиртнинг юзини хосил циламиз:

соб7£ =
У  1 г[ -Д л7 - VI )|2г1 гк  Х1 > У1 )]I2

Д5£- == Др£ • соз у;,

бундан



^ У \  +  [ г х(х1, у ^ + \ г у(х1, у ^ . А 8 , (5.1)

Бу йигиндини а  еиртнинг юзига такрибан тенг деб хисоблаш мум- 
кин. а сирт юзининг аник киймати учун ясалган еиртнинг Д5,- 
юзчаларнинг энг каттЬ А диаметри нолга интилган шартдаги (5.1) 
юзининг лимита олинади. Агар бу юзнинг катталигини 5  билан бел- 
гиласак,

5  =  +  У/)]2+ К  (хл ^ ) ] 2 ' Д5 г-
1=1

га зга буламиз. Лимит белгиси остида турган йигинди

V 1 -\?[гх(Х, У )?+ Щ х, У)?

5  =  \ \ V 1 +  ( ф ,  У))2 +  (г у{х, у ) )2 Ах Ау. (5.2)

Шундай цилиб, (5.2) муносабат г — г(х, у) тенглама билан берилган 
еиртнинг юзи хисобланадиган формулаии ифодалайди. Бу ерда ®ху — 
бу еиртнинг Оху текисликдаги проекцияеи.

1 -м и сол . З хЧ- 2у  +  6г — 12 текиеликнинг биринчи октантда 
жойлашган кисмининг юзини хиеобланг.

Ечиш . К^уйидагига эгамиз (67-шакл):

67- ш акл.

г = ’

г =  —  (12 — Зх — 2 у),
6

Г , 2
- — — , г у —

1
о „ сода Ох, О у  координата уклари хамда у  — —  (12 — Зх) тутри

ху 2

чизиц билан чегараланган учбурчакдан иборат (68-шакл). Изланаёт- 
ган 5  юзни (5.2) формула буйича хисоблаймиз:

1+  -
1 \2

х̂у
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2. Биринчи тур сирт интегралининг таърифи ва асосий хосса- 
лари. Фараз цилййлик, силлик а  сиртда f(x, у, z) функция берилгап 
булсин (агар текисликнинг >̂ ар бир нуктасида вазияти нуктадан пу к, 
тага утганда узлуксиз узгарадиган уринма текислик мавжуд булса, 
сирт силлик, дейилади). Бу сиртни юзлари Асг(- га тенг булгап п та 
ихтиёрий цисмга буламиз. Дар бир кием сиртда ихтиёрий М £(х£, у-0 zf) 
нуцтани танлаб оламиз ва йигиндини тузамиз:

П .
2  f(xi> У Г zi)Aoi- (5.3)
i=l

(5.3) куринишдаги йигинди а  сиртда f(x , y ,z )  функция учуй 
биринчи тур сирт интеграли йигиндиси дейилади.

Т а ъ р и ф. А ю з ч а л а р н и н г  энг катта  d диаметрининг узуп 
лиги нолга интилгандаги (5.3), интеграл йш-индининг лимити 
f (х, у , z) функциянинг а  сирт буйича олинган биринчи тур 
сирт интеграли дейилади  ва бундай белгиланади:

. f \j{x,y,z)do,
*0

бунда or — интеграллаш сохаси.
Агар о сиртда f(x, г/, 2) 5=5 1 булса, у  холда

| | da =  S
О

булади, бунда 5  — ст сиртнинг юзи, яъни биринчи тур сирт 
интеграли ёрдамида сиртларнинг юзларини ^ис°блаш мумкин.

Бундан ташцари, улар ёрдамида сиртнинг m массасини 
аницлаш мумкин. Агар масса тацеимланишининг сирт буйича 
р = р (х, у, z) зичлиги маълум булса, у  ^олда

т== П р(Х’ y 'Z)do- (5.4)
0

Энди сирт интегралининг асосий хоссаларини исботсиз кел- 
тирамиз.

1 - х о с с а .  Доимий купайтувчини сирт интеграли ишораси- 
нинг таищарисига чицариш мумкин, яъни

{\ k  f(x, у, z) da =  k \  [  f(x, у, z)da,



бунда k —-узгарм ас  сон.
2- х о с с а. Бир нечта функция- 

нинг алгебраик йигиндисидан олин- 
ган спрт интеграли цушилувчилар- 
дан (икки кушилувчи билан чекла- 
намиз) сирт буйича олинган 
интегралларнинг алгебраик йигин- 
дисига тенг: 6 9 -шакл.

I* J  [/  (х. У, г) ±  ф (х , у, z ) ]  da == j  J  f(x, у, z)da ±  f  f  с р (х , у, z)da.
<т о о

3- х о с с а. Агар ст интеграллаш со^аси бир неча цисмга бу- 
линса, у ^олда бутун сирт буйича олинган сирт интеграли х;ар 
бир цисм буйича олинган (иккита цисм билан чекланамиз) сирт 
интеграллари йигиндисига тенг булади (69- ш а к л ) :

j  j  f(x, у, z)da =  f [ f(x, y, z)do +  f j  f(x, y, z)da.
a o, a 2

3. Биринчи тур сирт интегралини хисоблаш. Биринчи тур сирт 
интегралини хисоблаш уни каррали интегралга келтириш билан амал- 
га сширилади. а  сирт z =  z(x, у) тенглама билан берилган булсин, 
бунда z(x, у) финкциянинг узи ва унинг z'x(x, у), z'(x, у) хусусий >̂о- 
силалари а' ёпиц сохада узлуксиз булиб, бу со^а ст сиртнинг Оху 
текисликдаги проекциясидир. }(х, у, г ) функция а сиртнинг ^ар бир 
нуктасида узлуксиз булсин. Бу сиртни Aa¡, i =  1, п юзли ti та цисм- 
га буламиз. Бу булинишларни Оху текисликка проекциялаймиз. Мос 
лолда а  соханинг AS¿, i =  1, я  юзли п та’ булакка булинишини jqo- 
сил циламиз. (5.2) формул ага кура сиртнинг ^ар бир булагининг A 
юзи куйидагига тенг:

Аст.= f j у  Г Г \ф ,~у )?  +  Щ х , y)fdxdy.
Acr¿

Бу каррали интегралга урта киймат хацидаги теоремани кулланиб, 
ушбуни хрсил циламиз:

A a ~ V  1 +lz'x(xi, У¡)]2 +  [Zy(xit y¡^-AS¿, j (5.5)

бунда A S¿ — Ao¡ сирт цисмининг Оху текисликдаги проекциясининг 
юзи, x¿, yt — A сохадаги бирорта нукта. Act¿ кием сиртдаги х £, y¿, 
z¿ = ‘z(x¿, y¡) координатали нуцтани билан белгилаймиз, бунда 
(x¿, y¡) (5.5) формуладаги нуцта. а  сиртда f(x, у, z) функция учун 
интеграл йигиндини тузамиз:

ti

2  f(x¿> у г z№ i =  
i=i
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= 2 /К-> Vi* z{xi' у$ I l+K(*i> y$2+K(xi' y№ASi- (■'> !•)
Г 1

Бу аен глдам нг уь г  цисмида а  со.^ада узлуксиз булган

f(x, у, z(x, у ))/ \  +  [ ф ,  y ) f  +  \гу{х, у)Хг

фуикциядан олинган каррали интеграл учун интеграл йиринди ;>ki и 
лашган. Шунинг учун (5.6) тенглама унг кисмининг лимита бир шч i 
тур сирт интегралига тенг:

[ \f{x, у, z)do.
о"

БиноЗарин (5.6) теигликда Аст(- диаметрлардан энг каттасииииг 
нолга ингилгандаги лимитига утиб, цуйидагини хосил циламиз:

jJ i/(*, У. *№ -
О

=  [  I’ /(■*, У, *(х, У))\Г  1 +  Щ х, У)? +  Щ х, У)? dxdy.
аху

Бу формула о сирт буйича сирт интегралининг а  сиртнинг Оху текис- 
ликка аху проекцияси буйича олинган каррали интеграл оркали ифо- 
дасиии берэди.

ст сирт буйича олинган интегрални шу сиртнинг Oyz ёки Охг те- 
киеликларга ayz ёки ахг проекцияларл буйича олинган каррали интег- 
раллар орцали ифодаловчи формулалар хам худди шунга ухшаш 5̂ о- 
сил цилинади.

2 - ми со  л. Биринчи тур сирт интегралини хиеоЗланг:

J 1 (дс+г+1)*О
бунда а  сирт х  +  у +  z =  1 текисликнинг биринчи.октаитда жойлаш- 
ган цисми.

Е ч и ш. а  сирт
• 2 = 1 — х — у

II _______________________

70- шакл. ■ 71-шакл.
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тенглама билан берилган (70-шакл). Бундан г'х =  — 1, гу — — 1 га 
эга 65’ламиз. Ох, Оу координата уцлари ва у  — 1 — х тугри чизик 
билан чегараланган учбурчак а  интеграллаш сохаслд булади (71-шакл). 
Изланаётган интегрални (5.7) формула буйича хисоблаймиз:

Г Г __ й_? ...„ =  Г ^ .1~Н ~ ‘ 12± (~ Л ! ¿ хс1у =  | Аз  Г Г . =,),) (х+г+1)* (х+1_х_ у + 1). ихаУ ,!,! (2-у)*
V %  аху

-  * 4 «  Т й г  У Ч ^ С “ Х =  ^ Я Н г , -о о  о 0 о

- 4 * ! А = у з | ( + - | ) л = | з ( 1п ||+ , | -

3 -ми со л. Аггр
г2= х 2 +  у2 (0 <  г <  1) 

конуссимон сиртнинг зичлиги р сиртнинг хар бир нуцтасида бу нук- 
танш-гг конус уцигача масофасига пропорционал булса, шу коиусси- 
мон сиртнинг массасини топинг (72- шакл).

Ечиш . Конуснинг исталган М(х£, у£) ну^тасидан унинг укигача 
масофа ______

<1 =■■ У х 2 +  у2
формула буйича хисобланади, шунинг учун р зичлик

р =  к У х 2 4- у2
куринишда ёзилади, бунда й — пропорционаллик коэффициенти, дои- 
мий сон.

Шундай цнлнб, юцоридаги конуссимон сиртнинг т  массаси (5.4) 
формула, буйича хисобланади:

т  =  [  \ р(х, у, г)с1о =  | | /гУ х2 ~г У2 ¿о.
V

о конуссимон сирт
2 =  У х 2 +  у 2 

тенглама билан берилгани учун
х

2 =  -7 = = = , 2
у х2+У2 ’ у У**+У2 

га эга булэмиз.
Изланаётган интеграл (5.7) формула буйича хисобланади:

т -■= [ | 1гУх2 +  у 2 с!в =  Д  к У х 2 +  у2 У  1 +  +  щ ^ й х й у  =  
(У ху

— к | § У х 2 +  у'1 ■ У 2 й х й у = к У 2  [ ^ У х г +  у2 йхс1у,
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= 1
к: ^ Д —^

/ ——71

Ни// | 
1

1

к
72- ш акл.

бу ерда аху — радиуси 1 га тенг булган дойра (73-шакл).
аху соха буйича хосил цилинган каррали интегралда л; ни г соз ф 

га, у  ни г бш ф га, (1х ¿у  ни гйгйф га алмаштириб, к,утб коорди- 
наталарига утамиз. Шундай к,илиб, цуйидагини ^осил циламиз:

т =  & У  2 1 1 У х 2 +  у2 <1хйу — к У  2 г2соэ2 ф +  г ^ ¡п 2 ф гй гй ф
а ху °ху

2п 1 _  2л

=  Н У 2 г 2йгс1ф =  ¿]/"2 ]  | г2^г “  ^ I - г г  ^Ф=
О о 

2я

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Грин теоремасини ифодаланг ва  исботланг.
2. Каррали интеграл ёрдам ида сиртнинг юзини ^исоблаш формуласини 

келтириб чи^аринг.
3. Биринчи тур  сирт интегралининг таърифини айтинг.
4. Биринчи тур  сирт интегралининг хоссаларини санаб  утинг.

-5. Биринчи тур  сирт интеграли ^андай ^исобланади?
6. 3626—3639, 3822—3825, 3 8 7 6 -3 8 8 6 - масалаларни  ечинг.

6 §. Иккинчи тур сирт интеграли

1. Бир томонлама ва  икки томонлама сиртлар. Аввал сирт­
нинг томони тушунчасини киритамиз. а  силлиц сиртда ихтиёрий
М нуцтани оламиз ва ундан сиртга нормал килиб п векторни 
утказамнз. М нуцтадан утувчи ва сиртнинг чегаралари билан 
умумий нуцтага э га  булмаган бирор ёпиц контурни цараб чица-
миз. Агар М ну1\тани шу контур буйича п вектор билан бирга 
бу вектор а сиртга доим нормал буладиган цилиб (74- шакл) 
узлуксиз кучирилса, у  х(олда М йукта бошлангич вазиятига 
нормалнинг уша йуналиши билан ёки унга царама-царши йуна- 
лиши билан цайтиб келади.
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Биринчи хайда сирт икки то­
монлама сирт, иккинчи ^олда бир 
томонлама сирт дейилади. Текис- 
лик, сфера, эллипсоид, ва умуман, 
г  =  г(х, у) теиглама билан ифодалан- 
ган (бунда г(х, у), гх(х, у), г'(х, у) —
Оху текисликнинг бирор О со^аси- 
даги узлуксиз функциялар) истал- 
ган текислик икки томонлама сирт- 
га мисол булади.

Мёбиус япроги бир томонла­
ма спртга энг содда мисол бу­
лади. Бу сиртни ^осил цилиш учун А В С й  тугри туртбурчакда 
АВ  ва СО томонларни Л ва В нуцталар мос равишда, С ва О 
нуцталар билан устма-уст тушадиган цилиб елимланади (75- 
ш а к л ) .  Мёбиус япрогининг нормал вектори унинг урта ч и з и р н  
буйлаб айланиб чицишда йуналишини царама-каршисига уз- 
гартиради.

Бундан кейин биз фацат икки томонлама сиртларнигина ка- 
раймиз. Сиртнинг маълум томонини танлаш сиртни ориентация 
щлиил дейилади. Агар сирт ориентацияси танланган булса, у 
^олда сирт ориентацияланган дейилади.

Сирт чегарасининг ориентацияси тушунчаси сиртнинг томонн 
тушунчаси билан боглик. Агар с» — Ь контур билан чегаралан- 
ган ориентацияланган, узини кесиб утадиган нуцталари бул- 
маган сирт булса (76-ш акл), у  ^олда бу контурни айланиб чи- 
циш йуналишини мусбат деб ^исоблаймиз, агар бу контур бу- 
йича харакатланиш да о сирт айланаётган нуцтага нисбатан 
чап томонда цолса, юриш йуналишини мусбат деб ^исоблаймиз
(бунда п нормалнинг охиридан контурни айланиб утиш соат у 
милига царши кузатилади). Контурни айланиб утишнинг 
царама-царши йуналиши манфий йуналиш дейилади.

2„ Асосий таърифлар ва хоссалар. Энди иккинчи тур сирт и:г- 
тегралининг таърифига утамиз. Фараз цилайлик а — силлиц чегара- 
ланган ориентацияланган сирт булсин. Агар нормаллар Ог уки би­
лан уткир бурчаклар ташкил этса, у  хрлда сиртнинг устки томони 
танланган деймиз, агар утмас бурчаклар ташкил этса, сиртнинг ост-

75- шакл.
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77- ш акл.

и

ки томонй танланган деймиз. Ну 
сиртда Я(х, у ,г)  чекланган функция- 
ни караймиз (77- шакл). Бу сиртпи 
ихтиёрий п та Ао1 кисмларга ажра- 
тамиз ва Ааг- сиртнинг Оху теюк" 
ликдаги проэкциясининг юзппи 
(А.(Т1-) билам белгилаймиз. Х.ар бир
Аст(- цисм сиртда ихтиёрий М^Х/, 
г/(-, 2(-) нуцтани белгилаймиз, б у  ну|у 
таларда /?(%, у, г) фуикциясининг цчн 
матиии хисоблаймиз за цуйидаги 
йириндини тузамиз:

П
(6.1)

бунда агар а  сиртнинг устки томони танланган булса, (Ад/)ад 
ифода мусбат ишора билан олинади, агар сиртнинг остки томо­
ни танланган булса, у  >^олда бу ифода манфий.ишора билан 
олинади. (6.1) куринйшдаги йиринди о сиртда Я (х, у, г) 
функция учун иккинчи тур сирт интеграли йигиндиси дейнла- 

■ди. Иккинчи тур (6.1) интеграл йириндининг биринчи тур (5.3) 
интеграл йириндидан фарци шундаки, у  ерда функциянинг 
циймати цисмий сиртнинг гозига купайтирилса, бу ерда эса 
функциянинг циймати цисмий сирт юзининг Оху текисликдаги 
нроекциясига (мусбат ёки манфий ишора билан) купайтири- 
•лади.

Т а ъ р и ф .  (6.1) интеграл йириндининг Аа£ юзлар энг катга 
й диаметрининг узунлиги нолга интилгандаги лимита о сирт- 
нин-р танланган томони буйича х  ва у  координаталар буйича 
Я (х, у, г) функциядан олинган иккинчи тур сирт интеграли 
дёйилади  з^амда бундай белгиланади:

Р (х, у, г)  функциядан у  ва г  координаталар буйича олин­
ган ва 0  (х, у, г )  функциядан х ва  2 координаталар буйича 
олинган иккинчи тур сирт интеграли шунга ухшаш аникла- 
нади:

(6.2)
О

(6.3)
а а

Бу интегрзлларнинг

[ | Р(х, у, г) йу йг +  [ | 0.(х,у, г) с1г йх +  [ {Я(х, у, г) йх йу
а о о

йигандиси координаталар буйича иккинчи тур умумий сирт интеграли 
дейилади ва бундай белгиланади:



j  )P (x , у, z)dydz+Q{X, у, z)dzdx +

+  R (x ,y ,z )d x d y . (6.4)
Иккинчи тур сирт ннтеграли 
биринчи тур сирт ннтеграли 
эга булган хоссаларга эга, би­
рок биринчи тур сирт интег- 
ралидан фарцли равишда 
сиртнинг томони узгарганда/
(яъни ориентация узгарганда) 
у ишорасшш узгартиради.

3. Иккинчи тур сирт интег- 
,-ралларини ^исоблаш. Иккинчи тур 
сирт интгграллари каррали интег- 
ралларга келтирилиб хисоблаиади. Фараз килайлик ориентация ки- 
линган (устки томонини танлаб оламиз) о силлиц сйрт z - z(x, у) 
тенглама билан ифодаланган буксин, бу ерда г (х, у) функция аху 
ёпиц со^ада аникланган булсин, аху со^а о сиртнинг Оху текислик- 
даги проекцияси, ~R(x, у, z) эса шу сиртнинг хар бир нуктасидаги уз- 
луксиз функция (78- шакл).

0 сиртни ихтиёрий п та Да,- цисмга ажратамиз ва бу булинишни
Оху текиеликка проекциялаймиз. а соха мос ^олда A<St-, г =  1, /г 
юзли п та кисмга булниади. К,уйидаги интеграл йигиндини тузамиз.

2  Я (*,,  Vi, 
i=i

бунда ДS i: ифода — Да^ нинг Оху текисликдаги проекциясининг юзи. 
zt-= z(xi, у£) булгани учук

УЯ(Х;, yh zi)ASi =  V  R(xh ~yh г(хс, у])) Д S i (6.5)
г=I £=1

булади.
(6.5) тенгликнинг унг кисмида аху со^ада узлуксаз булган 

R (х, у, г(х, у)) функция каррали интегралининг интгграл йигандиси 
жойлашган, (6.5) да 0. да лимитга \тиб

j  j  R(x, у, z)dx dy =  f j  R(x, y, z(x,y))dx dy (6.6)
® °xy

формулани ^осил циламиз, бу формула х ва у  координаталар 
буйича иккинчи тур сирт интегралини каррали интеграл ор.ца- 
ли ифодалайди. Агар сиртнинг иастки цисми танланса, (6.6) 
нинг унг томонидаги интеграл олдида манфий ишора пайдо бу­
лади.
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К,уйидаги формулаларнинг тугрилиги ^ам худди шундай ис- 
ботланади:

| ]  Р(х, У, *) &У ] ]  Р(х{у,г), у, г) йу йг,
а о уг

\ ]  <2{Х, У, 2 ) йх йг =  ]  ] <2(х, у (х, г), г)йх йг,
о  хг

бу ерда 0  сирт мос равишда х =  х (у, г) ёки у  .=. у  (х, г) тенглама би- 
лан ифодаланган; оу ва охг— а сиртнинг Оуг ва Охг текисликлар- 
даги проекциялари.

1 -ми  со л. Интегрални хисобланг:

5 ] (у2 +  г2)йхйу,

бунда о ифодаларда г ---У  1—-х2 цилиндрнинг у — 0 ва у  =  1 текис- 
ликлар билан кесиб олинган устки томони (79- шакл).

Ечиш . Берилган о сиртнинг Оху текисликдаги о проекцияси

80- шакл.

( — 1 <  х <  1,
( 0 <  у  <  1

тенгсизликлар билан аникланувчн тугри туртбурчак булади (80- шакл).
(6.6) формула буйича цуйидагиларни топамиз:

11 (9»+  2 2) йхйу=  | \{у2 +  [V I= д )* \ й х й у  ==
°  аху

1 I
| | (у2 +  1 — X2) йх йу=  | йх I" (у2+  1 — х2)й у =
иху

2- м и с о л. Интегрални хисобланг:

| | хйу йг +  уйг йх +  гйх йу,
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бунда а  сирт x + z— 1 = 0  текис- 
ликнинг у — 0, у =  4 текисликлар 
билан кесиб олинган ва бирин- 
чи октантда ётган цисмининг 
устки томони (8 1 -ш акл ) .

Ечиш . Таърифга кура
I J  xdy dz +  у  dz dx +  2 dx dy—

81- ш акл.

' +  ( ( у  dz d x +  [ j  zdx dy.
О G

Унг томондаги интегралларнинг хар бирини хисоблаймиз (82, 83- 
шакллар):

4  1

[  §xdy dz=  f f ( 1 — z)dy dz— j dy^{ 1 — z)dz — 2.
о 0

‘77У7777Л
Y / -' ■Zv / /j '/. ..

82- ш акл. 83- ш акл.

f j  ydz dx — 0 ,
a

чунки cr сирт Oy ÿrçnra параллелдир;
1 \—X

\\zdxdy == [ 1( 1 — x)dxdy— \dy\ (1 — x)dx =  2.
0 0

Шундай щлиб, куйидаги хосил 
булади:

\ j  xdy dz +  у dx dz +  zdx dy =
О

=  2 +  0 +  2 =  4.
Пировардида биринчи ва иккинчи 

тур сирт йнтеграллари орасида 6 of- 
ланиш урматамиз.

84- шаклдан Ас cos 7 кушайтма 
Аа юзнинг Оху текисликдаги проек- 
цияси экани, яъни

А а — Аа cos 7
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келиб чицади. Шукга ухшаш:
Aа хг =  До cos Р, Д ауг — Да cos а ,

бу ерда Даед, Да^г, Да^г ифодалар Да юзчаиинг тегишлн коорди­
ната текислигидагп проекциялари. Олипган (6.4) формулалар асоси- 
да иккинчи тур сирт иптегралини биринчи тур сирт интеграли
шаклида' ёзиш мумкин:

| | Р (х, у, z) dy dz +  Q(x, у, z) dz dx +  R (x, y, z) dx d y=
,(J

— j j  (P (x, y, z) COS a  - f  Q(x, y, z) cos p +  R (x,y, z) cos y) do. (6.7)
О

У з - у з и  н и  т е к ш и  р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. К,андай сирт икки томонли сирт дейилади? ^ан дай лари  бир томонли 
сиртлар дейилади? М нсоллар келтиринг.

2. Снртнинг ориентацияси цандай аницланади?
3. Иккинчи тур  сирт интегралининг таърифини айтинг.
4. Иккинчи тур  сирт интеграли цандай ^исобланади?
5. Биринчи ва иккинчи тур  сирт интеграллари узаро  ^андай борланган?
6. 3887—3893- масалаларни  ечинг.



1 2 - б о  б

ВЕКТОР АНАЛИЗИ

1- §. Скаляр майдон

'Физикада, механикадаги купгина м асалаларда  скаляр ва , 
вектор катталиклар  билан иш куришга тутри кел ад и .^

Скаляр катталик узининг сон циймати билан тула ифода- 
ланади (масалан , хаж м , масса, зичлик, харорат ва хоказо- 
лар ) .

Т а ъ р и  ф. Фазонинг бирор киеми (ёки бутун фазонинг) 
хар бир М иу^тасида бирор и скаляр  мшуюрнинг сон киймлтл 
аницланган булса, бу мицдорнинг скаляр майдони берилган 
дейилади. М асалан , харорат майдони, бир жинслимас му.^итда 
зичлик майдони, куч майдон потенциали.

Агар и катталик / вацтга богли^ булмаса, бу катталик ста­
ционар (ёки баркарор) катталик  дейилади. Акс холда майдон 
ностационар (ёки баркарор булмаган) майдон дейилади;- Биз 
фа^ат стационар майдонларни к,араб чи^амиз. Шундай к(илиб, 
и скаляр катталик t ва^тга богли^ булмасдан, балки фак^ат М 
ну^танинг фазодаги урнига борлир; булади, яъни и катталик М 
ну^танинг функцияси сифатида царалади ва и = и(М ) кури- 
нишда белгиланади. Бу функцияни майдон функцияси деб 
атаймиз.

Агар фазода Охуг координаталар системасини киритсак, 
у  зеолда з^ар бир М нукта маълум х, у, г координаталарга эга 
булади ва и скаляр  функция шу координаталарнинг функцияси 
булади:

и =  и(х, у, г).
Шундай ^илиб, биз уч узгарувчили функциянйнг физик тал - 

КИПИГа келдик.
Текисликнинг цисмида (ёки бутун текисликда) аницланади- 

ган скаляр майдонни з^ам цараб чи^иш мумкин, унинг кар  
бир М ну^тасига и скаляр катталикнинг сон циймати мос ке- 
лади, яъни и = и(М ).

Агар текисликнинг Оху координаталар системаси киритил- 
са, у з^олда з^ар бир М ну^та маълум  х, у  координаталарга эга 
булади ва и скаляр функция _шу координаталарнинг функция- 
си булади:
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и =  и (х, у).
Скаляр майдонларнинг хоссаларини сатх сиртлари ёки сат^ 

чизи^лари ёрдамида урганищ мумкин, улар шу майдонларнинг 
геометрик тасвири ^исобланади.

1 . Сат^ сиртлари.
Т а ъ р и ф .  Скаляр майдоннинг са тх  сирти деб фазонинг 

шундай ну^талари тупламига айтиладики, унда майдон функ- 
цияси и = и (х, у, г) узгарм ас к;ийматга эга  булади.

Бу сиртлар
и (х, у ,г)  ^ С

тенглама билан ани^ланиши равшан, бунда С — узгарм ас  сон.
С га турли ^ийматлар бериб, сат>̂  сиртлари оиласини ^осил 

^иламиз. .Б у  сиртларда скаляр функция узгарм ас булиб к;о- 
лади.

Агар, масалан , майдон
и =  х2 +  у 2 +  г2

функция билан ифодаланган булса, у  з^олда маркази коорди- 
наталар бошида булган

х2 +  у2 +  г2 =  С (С >  0)
сфера сат^ сирти вазифасини бажаради .

2 . Сатх чизи^лари. Ясси скаляр майдон геометрик жи^атдан 
сатх чизицлари ёрдамида тасвирланади.

Т а ъ р и ф. Ясси скаляр майдоннинг сат% чизиги деб текис- 
ликнинг шундай ну^талари тупламига айтиладики, унда 
и = и  (х, у) майдон функциясп узгарм ас  ^ийматга эга  бу­
лади.

Бу чизи^лар
и(х, у) -С

тенглама билан аникланади, бунда С — узгарм ас сон.
С га турли цийматлар бериб, сат^ чизш утри  оиласини ^о- 

сил ((ИЛамиз. Бу чизи^ларда скаляр  функция доимий булиб 
цолади. Ш аклда сатх чизицларининг бир-бирндан тенг орали^- 
лардан кейин келаднган и нииг маълум  ^ийматларига мосла- 
рини чизиш кабул цилинган, масалан , и =  10, и = 15 , и =  20 ,

и — 25, и = 30, ы = 35 (8 5 -ш ак л ) .  
Сат^ чизик;ларй бир-бирига к;анча- 
лик я^ин ^илиб чизилган булса, и 
шунчалик тез у си б боради.

Агар, масалан , скаляр майдон- 
лар и = ху ёки и = х2 +  у2 функция- 
лар билан берилган булса, улар 
учун сат^ чизи^лари вазифасини 
мсс равишда гиперболалар ва кон- 
центрик айланалар оиласи баж ара-

85-шакл. ди (86 , 8 7 - ш акллар).
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86- шакл. 87- шакл.

2 -§ .  Берилган йуналиш буйича хосила

Скаляр  майдоннинг му^им тушунчаси берилган йуналиш 
буйича хосиладир. Ф араз ^илайлик, скаляр майдоннинг диф- 
ференциалланувчи функцияси и —и (х, у, z ) берилган бÿлcин. 

Бу майдондаги бирор М  (х , у, z ) нуцтани ва шу ну^тадан
чицувчи бирор I нурни цараймиз. Бу нурнинг Ох, Оу, Oz ÿiy ia- 
ри билан ташкил ^илган бурчакларинн а ,  р, у  ор^али белги-
лаймиз (88 - ш акл) . Агар /0 бирлик вектор бу нур буйича йу- 
налган 6ÿvica, у ^олда ^уйидагига эга буламиз:

Фараз- цилайлик, бирор Мх (х +  Ах, У +  Ау, z +  Дг) нукта шу 
нурда ётгаи булсин. М ва Мх нуцталар орасидаги масофэни Al би-

лаи белгилаймиз: Д/=  |М/И1|. Скаляр майдон функцияси к,ийматлари
айирмасини шу функциянииг /0 йуналишда шу ну^талардаги орттир- 
маси деб айтамиз ва Д/ и билан белгилаймиз. У холда

/0 =  i cos а  +  / cos р +  k cos у .

At u — и(М  j) — и(М) I
ёки

Д, и =  и (х +  Ах, у - f  Ay, z +
+  Дг) и (х, у, z).

Т а ъ р и ф . и — u (x ,y ,z ) функ-
цияларнинг / йуналиш буйича 
М (х, У, z,) нуктадаги уосиласи 
деб

lim
дг~>о Al 88- ш акл.



тезликшшг кат-

лимктга айтилади, бу лимит —  тарзида белгилапади. Щундай ки-
д1

либ,
ди , .  А,и—  =  iim 
dl Мч-о Al

Агар М пукта тайинланган булса, у холда хссиланинг катталиги 

фа кат I нурнинг йуналишигагина боглик булади.
I йуналиш буйича хосила хусусий хосилаларга ухшаш и функ- 

циянинг мазкур йуналишдаги узгариш тезлигики характерлайди. До-
силанинг I йуналиш буйича абсолют миадсри —

dl
талигини аниклайди, хосиланинг ишораси эса и функция узгариши-
нинг характерини аниклайди: агар •— >  0 - булса, у  холда функция

31
бу йуналишда усади, агар —  <  0 булса, камаяди.

dl
, Берилган йуналиш буйича хосилани хисоблаш куйидагн теорема 

ёрдамида амалга оширилади.
Т е о р е м а .  Агар и (х ,у ,г) функция дифференциалланувчи бул­

са, у холда. унинг ихтиёрий I йуналиш буйича хосиласи маежуд 
т  /{i/йидагига тен г:

du ии , du. п , ди. —  cos a  -I ■ — cos pH------cos 7 ,
dl дх du dz

бунда cos a ,  cos (i, cos 7 / векторнинг йС/налтирувчи косинус- 
лари.

Мс б о т  и. и функция теореманииг шартига кура дифференциал- 
лаиувчи булса, у холда унинг М (х, у, г) ну^тадаги А и орттирмасини

Д и =■■—  Дх - к —  Аг/ +  Аг +  е (2.1)
дх ' д у  dz v

куринишда ёзлш мумкин, бунда е катталик р--= У  (Дх)2 +  (Д y f +  (Az)2
га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик мицдор, яъни lirn — — 0

р ->о • р
(7- боб, 4- § га ка ран г).

Агар функция орттирмаси I вектор йуналишидаги нур буйлаб 
к(аралса, у  холда

Да =  Д( и, р =  А /,
Ах — Al cos а ,  Ai/ =  A/-cosp, Дг =  Д/-соэ7 

булиши равшан. У холда (2.1) теиглик буидай куринишни олади:

А,и =  —  Д/cos а  +  —  A/ cos 6 +  —  Al cosy+ 8 . 
дх д у  д  г

Тенгликнинг иккала кисмини Д / га буламиз ва Д/ —>- 0 да лимитга 
утамиз. Натижада
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01 дх д у  1 ‘ дг
чумки

lim —-  - l im  —  *= О, 
д i->o Л/ р-»о %р

ilu ди ди „ „ ,, — , —  хусусии ходилалар ва иуналтлрувчи косииуслар А/ r:i
Ох ду  дг
Гюглик булмайди.

Шуидай 1̂ илиб, теорема исботлапди. (2.2) формулада, агар / йуна- 
,||цш координаталар уцинипг йуналишларидан бири бмлан бир хил 
булса, у холда бу йуналиш буйича хосила тегишли хусусий хосила-

— Ч
га тенг, масалан, агар I =  i булса, у холда а  ~  0, |3 == у =  —  була- 

ди, шуиииг учуй coscc =  I, cosP =  cosy =  0 ва бииобарин,
ди ди 
д  I Щ дх '

(2 .2) формуладан куринадйки, I йуналишга царама-каршч Г 
—>•

иуиалиш буйича косила I йуналиш буйича тескари ишорз билан 
оликган хосиласига тенг.

Х^ци^атан бунда, а, ¡3, у бурчаклар л га узгариши керак, 
иатижада щ/йидагини ^осил киламиз:

—  =  —  cos (л +  а) +  —  cos (л +  Р) +  —  cos (л +  у) =
д1 дх д у  dz

ди 0 и г, ди ди
— -------- cos и — -  -  COS р -------— cos у  — -------- .

дх д у  dz д1
Бу йуналиш ^арама-царшисига узгарганда и функциянинг 

узгармш тезлигининг абсолют мицдори узгармайди, унинг фа- 
цат йуналиши узгаради  холос.

Агар, масалан, I йуналишда функция усса, у холда карама-кар-
—-ь

ши Г йуналишда у камаяди, ва аксинча.
Агар майдон текис булса, у холда / нурнинг йуналиши унинг

абсциссалар укига огиш бурчаги а  билап тула ангаутанади. I йуна­
лиш буйича ^осиЛа учуй формулани текис майдон холида (2.2) фор­
муладан олиш мумкин, бунда

Р Л  JX:••==------- а, у —
2 2

деб олинади. У холда
ди ди . ди .—  =  — c o s a 4 — - s i n  а . 
dl дх д у

М и с о л .  и =  xyz функциянинг М(— 1 ,2 ,  4) нуктада, шу в д т а -  
дан М±(—3 ,4 ,5 )  куртага томом йуиалишдаги хосидасини топшг.



м м [  =  (— 3 +  1)7 +  (4 — 2) 7 +  (5—4)1= — 27+2/ +k  
ва унга мос бирлик вектории ^ам топамиз:

Т  _  " д ш Г  — 2 ¿  +  2/ + Т  2  2  -+\ 1 ->
°  у л (— 2 ) 2 + 2 3 + 1'2 ~  з  г 1 з  з  k.

\ММХ\ у к á 0 6

Шундай килиб, /0 вектср цуйидаги йуналтирувчи косинусларга эга.
2---------------------------- 2  1 

c o s a = --------, eos В =  -— c o s v = — .
3 3 3

Энди хуг функциянинг хусусий ^осилаларшш топамиз: 
да ди да
---  — yz, —- =  xz, —  = ху
дх д у  дг

ва уларни М (— 1, 2, 4) куцтада хисоблаймиз:
ди • _g  ди j _  ^ ди

м ' д у  |м ’ дг

Е ч и ш .  М М j вектории топамиз:

дх =  —2 .
м '

Хусусий цосилаларнинг ва йуналтирувчи косинусларнинг 
топилган кийматларини (2 .2 ) формулага цуямиз:

Л  =  8 — 4 • J J -  (._.8 — 4 -- 1) =  — —  .
di \ 3 !  3 3 3 3

« —» шпора берилган йуналишда u = xyz функция камайиши- 
ни курсатади.

3- §. Скаляр майдон градиенти. Градиентни инвариант аницлаш
Г . .

Т а ъ р и ф :  и = и(х, у, z) диффереициаллаиувчи функция 
билан берилган скаляр майдоннинг М (х, у, г) нуцтадаги гради­
енти деб, g r a d и билан белгнланувчи векторга айтилиб, унннг 
проекциялари вазифасини шу функциянинг хусусий ^осилалари 
кийматлари бажарадн , яъни

, ди i ди^Т . ди~£ /о i\grada =  —  i + —  i +  — k. (3.1)
дх д у  dz

Градиентнинг прЬекциялари М (х, у, z) нуцтанн танлаш га бог- 
лиц булади ва шу нуцтанинг координаталари узгариши билан 
узгаради. Бинобарин, и (х, у, z) функция билан берилган с к а ­
ляр майдоннинг цар бир нуцтасига маълум  бир вектор — шу 
функциянинг градиенти мос цуйилади

Градиентнинг тгърифидан фойдаланиб, I йуналищ буйича цосила- 
ни ифодаловчи (2 .2) формулами куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

—  =  grad и • Тб, (3.2)

152



бунда /0 — eos а  • i eos (5 • j-'~ eos у ■ k —■ l йуналишдаги бирлик век­
тор. Демак, берилган / йуналиш буйича хосила функция градиенти
билан шу и йуналишнинг 10 бирлик вектори купайтмасига теиг. Ска­
ляр купайтма таърифидан фойдалэниб, (3.2) формулани

~ -= Igrad и | ■ | /0 1 eos ф
dl

куринишда ифодалаш мумкин, бунда ф — бирлик вектор /0 билан гра­
диент орасидаги бурчак (89- шакл). | /01 =  1 булгани учун

ди 
~М

| grad и | eos ф (3.3)

булади. Бундан йуналиш буйича цосила coscp == 1 булганда, яъни 
Ф == 0 да энг катта цийматга эришади. Шу билан бирга бу энг кат- 
та. циймат ¡ grad и | га тенг, яъни бу холда

1 - 1  ---! grad и\-- i í i  f-.

ди

max
V dl I

Шундай цилиб, I grad и | катталик
dl

dyj
(3.4)

хосиланинг M нуцтадаги

мумкин булган энг катта циймати булади, grad и пинг йуналиши эса 
М нуцтадан чикувчи шундай нурнинг йуналиши билан мое тушади- 
ки, у  буйлаб функция хаммасидан кура тезроц узгаради, яъни гра- 
диеятнинг йуналиши функциянинг энг тез ортишидаги йуналишидир. 
Бу юкррида келтирилган градиентнииг координаталар еистемаеидан 
фойдаланилган таърифи урнига энди бонда, координаталар система- 
сини танлашга борлиц булмаган инвариант таърифни беришга имкон 
беради.

Т а ъ  р и ф . и (х, у, г )  скаляр  майдоннинг градиенти деб, бу 
майдон узгаришининг энг катта  тезлигннн ифодаловчи векторга 
айтялади.

Агар cos ф= — 1 (ф = я )  булса, у хрлда йуналиш буйича хо- 
сила | grad и | га тенг энг кичнк циймат булади. Бу .йуналишда 
(карама-царши йуналишда) и функция хаммасидан тезрок ка- 
маяди.

Агар cos ф =  0 ( ф =  ±  —  булса, йуналиш буйича хосила кол-
V 2 /

ffnzc/ ц

да
С>1

89- шакл. 90- шакл.
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га тенг. Энди скаляр майдоиичнг градиента йуналиши билам сат^ 
сиртлари оркидаги богланишин урганамиз.

и = и (х, у, г) функциянинг майдоннинг цар бир нуцтасидаги 
градиентмнинг йуналиши шу нуктадан утувчи скаляр майдон­
нинг сатц текислигйга утказилган нормалнинг йуналиши бйлан 
мос тушишнни нсботланмиз. Бунинг учуй ихтиёрий М0(х0, у а, г 0) 
нуцтани танлаб оламиз (9 0 -ш акл ) .  Бу нуктадан утувчи сат^ 
сирти тенгламаси

и {х, у, г) .=. и0
куринишда ёзчлади, бунда и0 =  и(х0, у0, z0).

/Ио (х0, у0, г0) нуктадан шу текисликка утказилган нормалнинг тенг- 
ламасини тузамиз:

х —  Х0 ___ у —  у а __ г — г0
ди ди

"ду Мп
ди

дг

Бундан,
ди ди  I ди  I 
дх .И 0’ д у ' М 0' дг  ¡ М0

проекцияларга эга булган нормалнинг йуналтирувчи вектсри и(х, у, г) 
функциянинг М 0(х0, у0, z0) нуктадаги градиента булади.

Шундай килиб, хар бир нуцтадаги градиент ’ берилган нуцтадан 
утувчи сатх сиртига утказилган уринма текисликка перпендикуляр 
булади, яъни унинг текисликка прсекцияси нолга ,тенг. Демак, бе­
рилган нуктадан утувчи сатх сиртига уринма булг.'ш истаган йуна- 
лиш буйича ^осила нолга тенг. Яцколлик учун олинган натижани 
геометрик жихатдан тасвирлаймиз (91- шакл). Бунинг учун М 9(хе, 
у 0, zg) нуктада grad и векторни ва бу вектор диаметр буладиган сфе­
рами ясаймиз, М 0 нукта — и (х, у, z) — ип сатх; сирти билан уриниш 
нуктаси, Куйидагилар равшан:

Ф <
л

2
ди >булганда —  =  | grad и Jcos ф == | М0Мг

Ф == —  булганда 
2 д1

= 0 .

г

м,

'сирт  
тепглама

/ о
А

91- шакл.

чунки бу холда I йуналиш сатх сир- 
тига . утказилган уринманииг йунали­
ши билан мос тушади:

=  1 grad и |, бунда ф =  0 ,
д1

чунки бу холда I йуналиш нормал­
нинг ёки сат^ сиртига утказилган 
grad и нинг йуналиши га мос келади, 

Функция градиентининг баъзи хос- 
саларини курсатамиз:
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1) grad Cu -C  grad u, 6y iy a  C — y3rapMac KaTxa^HK.
2) grad («-[ +  « ,)  =  grad ux +  grad u,,
3) grad u, ■ u., =-- Uy grad u2 -f- u., grad ux\
4) grad j(u) =  f'(u) grad u
By xoccaJiap cj)yHKun5iHn'nr xociuiacHUH ion mu Koii^ajiapn 6 n- 

.;ian moc fyiiiiiLUH paBuian,
M i ic o j t .  u —]/ +  y* +  z2 c|)yKi<nHaHHiir M (x, y, z) HV^Taaara

i paflHenTHHH xnco6/ranr.
E m h !H. Abb3.i xycycHH ^ocHt'ia/rapHH xjico6;iaHMH3: 

du ?x x x .

dx 2 1 x* - f  y--\- г2 | x2 -j- i f 1 rf- г2 и
du _______ 2y_____ ___________ у_______ ____jt_

d y  2 1 л-2 +  i/2 - j - г2 | A'2 +  у 2 -j- г 2 ц
<Э/г 2 г  г  г

<3г 2 )  а-2 ; г *  | д ^ + г ^ + г 3 а

(3.1) формулага мувофиц ихтиёрий М (х, у, z) нуцтадаги 
градиентнинг ифодаси куйидагича булади:

grad и =  —  i +  -У- / +  —  k. 
и и и

Скаляр майдоннинг сат^ сиртлари концентрик сфералардан 
иборат булгани учун gradw унинг радиуси буйлаб йуналган 
булади, шу билан бирга

| grad «| =  у  £1  +. J L + 1 1
\  и 2 1 W2 t i ­ и и

яъни и функция усишининг энг катта  тезлиги 1 га тенг.

4- §. Вектор майдони
Куигина масалаларни ечишда скаляр катталиклардан таш- 

цари вектор катталикларга ^ам мурожаат цилишга тугри ке- 
лади. Агар скаляр катталик узининг сон циймати билан тула 
ифодаланса, вектор катталик учун бу етарли булмайДи. Уни 
ифодалаш учун яна бу катталикнинг йунал-ишини хам (маса- 
лан, тезлик, куч) билиш зарур. Скаляр майдон тушуичасига ух- 
шаш вектор майдон тушунчаси цам кирнтилади.

Т а ъ р  и ф. Хар бир М нуцтасига бирор а вектор мос цуйил- 
гаи фазанииг бирор цисми (ёки бутун фазо) вектор майдон де- 
йилади.

Куч майдони (огирлик кучи майдони), электр майдони, 
электромагнит майдон, оцаётган суюкликнинг тезликлари май­
дони вектор майдонга мисол була олади. Биз а вектор фацат М 
нуцтанинг вазиятига боглиц буладиган ва вацтга боглиц бул-
майдиган а = а(М ) .стационар майдонларни караб чикамиз.
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Агар фазода Oxyz координаталар системаси киритилса, у 
^олда цар бир М нуцта маълум  х, у, z координаталарга эга
булади ва  а вектор бу координаталарнинг функцияси булади,
яъни а =  а(х, у, z). а векторнинг координаталар уцидаги проек- 
цияларини Р, Q, R билан белгилаймиз. Улар хам координата­
ларнинг функциялари ^исобланади, яъни

Р =  Р(х, у, z), Q =  Q(x, у, z), R =  R(x, у, г).
Шундай килиб, бундай ёзиш мумкин:

а — а (М) =  а(х, у, z) =  Pi — Q j  +  Rk.
—• >■

Агар P, Q, R —  узгарм ас катталиклар  булса, у  холда а век­
тор узгарм ас булади, бундай вектор майдон бир жинсли де- 
йилади, масалан , огирлик кучи майдони бир жинслидир.

Агар майдон текисликда берилган булса, яъни унинг про- 
екцияларидан бири нолга тенг булиб, колган проекциялари эса 
тегишли координатага боглиц булмаса, у  цолда текис (ясси) 
майдонни цосил циламиз, масалан,

—>■ —V —>•

а(х, у) =  Р(х, y ) i+ Q  « У )/•
В е к т о р  ч и з и ц л а р .  В е к т о р  н а й ч а л а р и .

—У~
Т а ъ р и ф .  а(М ) вектор майдоннинг вектор чизиги деб 

шундай чизицца айтиладики, унинг ^ар бир нуцтасида уринма-
нинг йуналиши шу нуцтага мос келган а (М) векторнинг йуна- 
лиШи билан бир хил булади.

Аник; майдонларда вектор чизиклар маълум физик маъвога
эга булади. Агар а(М ) окаётган суюкликнинг тезликлари май­
дони булса, у  цолда вектор чизицлар суюцликнинг оциш чизиц- 
лари булади, яъни сугоцликнинг заррачалари царакатланаётган  
чизицлар булади.

Агар а (М ) электр майдон булса, у  цолда вектор чизиЦлар 
бу майдоннинг куч чизицлари булади (9 2 -ш акл ) .

а  сирт булагининг нуцталари орцали утувчи х.амма вектор 
чйзицлар туплами вектор найчалари дейилади.

Вектор чизицлар тенгламасини келтириб чицарамиз.
Фараз цилайлик, вектор майдон

а — а (М) =  Р i +  Qi +  R k

функция билан аницланган бул- 
син, бунда Р, Q, R лар х ,'у , z 
координаталарнинг функцияла- 
ри. Агар вектор чизик ушбу

x = x ( t ) ,  у  =  y{t), z =  z(t)
параметрик тен гл ам ага -э га  бул­
са, у холда бу чизикца утка-92- шакл.
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зилган уринманинг йуналтирувчи вектори проекциялари х '(1), 
//'(/), г' (/) хосилаларга ёки йх, ёу, йг дифференциалларга 
пропорционал булади.

а (М ) векторнинг ва вектор чизицка уринма цилиб йунал- 
тирилган векторнинг колленеарлик шартини ёзиб, цуйидагини 
,\осил киламиз:

—  — —  =  — (4 1)
Р ~  Я '

(4.1) тенгламалар системаси а(М ) майдоннинг вектор чи- 
зицлари оиласи дифференциал тенгламалари системасини ифо- 
далайди.

Шундай цилиб, а(М ) майдоннинг вектор чизицларини то- 
пиш цацидаги м асала (4.1) системадаги интеграл эгри чизиц- 
ларни топишга тенг кучли.

(4.1) тенгламалар а (М) майдонинг вектор чизицлари диф­
ференциал тенгламалари  дейилади.

М и с о л .  Майдоннинг вектор чизицларини тоиинг:
—>■ —> —> — > 

с(/И) — XI -г- /// -| • я/г.
Е ч и ш. Вектор чизгщларнинг дифференциал тенгламалари 

бундай куринишга эга:
йх (1у_ ¿г 
х у  г

ёки
йх _
X У

с}х йг
. х 2

Бу систёмани интеграллаб, хосил циламиз:
1п ] у\ =  1п 1 л: ( +  Ь С ц  
1п | г | == 1п | х | +  1п С2>

бундай:
у  — С̂ Х, 2  С^х,

бунда С3, С2— ихтиёрий доимийдир.
Координаталар бошидан чицаётган нурлар вектор чиз.ид- 

лари булиши равшан. Бу чизицларнинг кононик тенгламалари 
бундай куринишга эга :

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. С каляр  майдон деб нимага айтилади?
2 . С ат^  сирти, сат^  ч и зи ри  деб нимага айтилади?
3. И уналиш буйича ^осила учун формулани келтириб чи^аринг.
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4. С каляр  майдон градиентининг таърифини координата ш аклида нфода- 
ланг.

5. йуналиш  буйича хосила градиент орцали ^андай лф одалан ади?
6. Градиентнинг инвариант таърифини айтинг.
7. Градиентнинг хоссаларини санаб  утннг.
8. Вектор майдон деб нимага айтилади?
9. Вектор чизиц деб нимага айтилади? Вектор найча деб нимага айтила­

ди?
10. Вектор чизи^ларнинг дифференциал тенгламаларини келтирнб чи^а- 

рииг.
11. 3439—3444, 3451—3459, 4401—4 4 0 4 -масалаларни  ечинг.

5- §. Си,рг оркали утадиган вектор майдон 
окими. Унинг тезликлар майдонидаги физик маъноси

Фараз цилайлик, Охуг фазонинг V со^асида

а (М) =  Р (х, у, z) i -I- Q(x, у , z) j  +  R (x,' y, z)k
вектор майдон берилган булсин, бунда Р (х; у, z), Q(x, у, z), 
R(x, у, z ) — шу соха да узлуксиз булган функциялар.

Бу сохада ориентирланган ст сиртни оламиз, унинг хар бир 
нуктасида нормалнинг мусбат йуналиши

—>- —> —*■ —> 
nñ — cos a - i  +  co sß7  +  cos у ■ k 

бирлик вектор орцали аниклансин, бунда а ,  ß, у — нормал
п0 нинг координаталар уцлари билан ташкнл цилган бурчак- 
лари.

Т а ъ р и ф .  а(М )' векторнннг а сирт орцали утувчи П оци- 
ми деб цуйидаги иккинчи тур сирт интегралига айтилади:

П =  j" j  Р(х, у, z) dty dz +  Q(x, у , zjdz dx +  R(x, y, z)dxdy. (5.1)
CT

11-бобдаги (6.7) муносабатнч хисобга олиб, (5.1) формулами 

П =  j" IJР(х, у, z) cos а  +  Q (х, у, z) cos ß +  R(x, у, z) cos y \da
'o

куринишда ёки янада соддарок

П =  \ j a  ■ n0da (5.2)
ö

•—> —>
куринишда ёзиш мумкин, чунки P c o s a  +  Qcosß +  ^ c o s y  = í?-n0.
Бу ерда da ифода а сирт юзининг элементи. (5. 2) формула а век- 
торнинг /7 оцимини вектор ёзувида ифодалайди.

Вектор майдон оцимининг физик маъносини аниклаймиз.
Ф араз цилайлик, а(М ) вектор оцаётган суюкликнинг тезлик- 
лари майдонини а сирт орцали аницласин. Бу тезлик вектори 
^ар бир М нуцтада суюцлик заррачаси интилаётган йуналиш, 
вектор чизицларп эса суюкликнинг оким чизицлари булади 
(93 -ш акл ) .  а  сирт орцалн вацт бирлиги ичида оциб утадиган
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93- ш акл. 94- ш акл.

сугоклик микдорини хисоблаймиз. Бунинг учун сиртда М нук- 
тани ва сиртнинг do элементини кайд циламиз.

В акт  бирлигида бу элемент орцали оциб утган суюцлик
м'икдори асоси do ва ясовчиси а булган цилиндрнинг цажми 
билан аницланади. Бу цилиндрнинг баландлиги унинг ясов-
чисини п0 нор мал бирлик векторига проекциялаш йули билан 
хоскл цилпн ад  и.. Шунинг учун цилиндрнинг хажми

a -n 0 do
катталйкка  тенг булади. Ва^т бирлиги ичида бутун о сирт бу- 
йича о ц и б утган суюкликнинг тулиц цажми ёки суюцлик мик- 
дори о буйнча ннтеграллаш натйжасида хреил булади:

Í \ а ■ n0do.
6

Бу натижани (5.2) формула билан таццоелаб, бундай хулоса
чицарамиз: о сирт орцали утаётган  а тезлик вектори П оцими 
шу сирт орцали вацт бирлиги ичида сирт орнентацияланган 
йуналишда оциб утган суюцлнк мицдоридир. Векторлар оцими- 
нинг физик маъноси ана шундан иборат. о сирт фазонинг би- 
рор сохасини чегараловчи ёпик сирт булган цол айницеа катта
кизициш уйготади. Бу холда п0 нормал векторини доим фазо- 
нинг ташци цисмига йуналтиришга шартлашиб оламиз (94- 
ш акл ) .  Нормал томонига цараб х аракат  сиртнинг тегишли 
жойида суюцлик ю со^адан оциб чнкишини англатади, нормал- 
нинг царама-царши томонига караб  ^аракат  эса суюцлик сирт­
нинг тегишли жойида шу соцага о^иб кириишни англатади. о 
ёпиц сирт буйнча олинган интегралнинг узи эса

П =  (J)(j) a-n 0do
* о'

куринишда белгиланади ва щ сиртдан оциб чицаётган суюцлик 
билан унга  оциб кираётган суюцлик орасидаги фарцни беради.
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Бунда, агар Д  = О булса, а> сохага ундан канча суюцлик окиб 
чицйб'кетса, шунча суюклик оциб киради.

Агар Я>О булса, у холда со соцадан унга оциб кирадиган 
суюкликдан купроц сув оциб чицади.

Агар Я  <  0 булса, бу хрл цурдум (сток)лар борлигини курсатади, 
яъни суюклик окимдан узоклашадиган жойлар борлигини курсатади

(масалан, бугланади). Шундай килиб, | I а п 0йа интеграл манбалар-
* а /

иинг ва курдумларнинг умумий цувватини беради.

6- §. Вектор майдоннинг ёпиц сирт буйича 
окимини >^ажм буй. ча олинган интеграл орцали 
ифодалаш хацидаги Остроградский теоремаси

ёпиц сирт буйича олинган сирт интеграли (вектор майдон 
оцими) хам да  шу сирт билан чегараланган фазовий соха бу­
йича олинган уч каррали интеграл орасидаги богланишни атщ -  
лаймиз.

Т е о р е м а .  Агар

а (М )=  Р (х , у, г)/ +  <3 (х, у, г) / +  Я (х, у , г) 1

вектор майдон проекциялари со со^ада узининг биринчи тар - 
тибли хусусий %осиласи билан бирга узлуксиз булса, у  х1олда  о
ёпиц. сирт орщ ли  а вектор окимини шу сирт билан чегаралан. 
ган со %ажм. буйича уч каррали интегрални цуйидаги формула 
буйича шакл алмаштириш мумкин:

фф Р(х, у, г)Ау Аг +  (¿(х, у, г) Аг Ах +  Я(х, у , г)АхАу =

<6Л)О)

бу ерда интеграллаиг о сирт- 
нинг ташци томони буйича 
ам алга оширилади (сиртга ут- 
казилган нормал фазонинг 
ташци ц.исмига йуналган).

(6.1) формула Остроград­
ский формуласи дейилади.

И с б о т  и. Фараз цилай- 
лик. О соха — сг сиртнинг (ва 
со соцанинг) Оху сиртдаги 
проекцияси булсин, г = г 1(х ,у )  
ва 2 =  2, (х ,  у) эса шу сирт­
нинг <?! пастки ва а2 юцо- 
ридаги цисмларининг тенгла- 
масн булсин (9 5 -ш акл) . Ушбу
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ш—  йхЛу йг 
дг

уч каррали интегрални си|рт интегралига алмаштирамиз.
Бунинг учун уни икки каррали интегралга келтирамиз ва 

г  буйича интеграллаймиз. Бундан:

ш
г^х.у)

г,(х,у) \ , , их йу
*1(.Х,у)

й хауй г  — и  ^ -й г^ й х й у = ^ [Я (х , у, г)
а £> г,(х,г/) О

=  [  | Я (х, У, г2 (х, г/)) йх йу— 11 Я(х, у, гх{х, у)) йх йу. (6.2)
Ь 16

О соха цам о\ сиртнинг, ^ам а 2; сиртнинг Оху текисликдаги 
проекцияси булгани учун (6 .2 ) формуладаги икки каррали ин- 
тегралларни улар га  тенг булган 1 1 -бобдаги (6 .6 ) сирт инте- 
граллари билан алмаштириш .мумкин. Н атиж ада  куйидагини 
цбсил циламиз:

J  | j  ~  й х й у й г=  1 1 Д (х, у, г) йх йу— 1 1  Я(х, у, г) йх йу.
{О а2 01

Иккинчи цушилувчида в\ сиртнинг ташци томонини ички- 
сига алмаштириб, цуйидагини цосил циламиз:

и  | ~  йхйуйг =  Д ^ '(л : ,  у, г)йхйу-\- Я(х, у, г) йх йу =
СО О 2 ^5

=  фф Я (х, у, г) йх йу, (6.3)
О

бу ерда а  ёпик сиртнинг т ащ и  томони олинади.
К>уйидаги формулалар хам худди шунга ухшаш >;осил цилинади:

] 1 ] Лх й у  ^  =  ^  Р ( -Х , у ’ ^  й у  й г ' (6,4^

— йх йу йг =  (5 (5  0, (х, у, г) йх йг. (6.5)
ду  Т  Т

(О о

(6 .3), (6 .4), (6.5) тенгликларни ^адма-цад кушиб, Остро- 
градскийгшнг (6 . 1) формуласига келамиз, шуни исботлаш та- 
лаб цилинган эди. Бу формула теореманинг шартини цаноат- 
лантирувчи сохаларга булиш мумкин булган исталган со фазо- 
вий соца учун тугри булади. Бу формула ёрдамида ёпиц сирт- 
лар буйича сирт интегралларини хисоблаш цулай булади.

М  и с о л. Интегрални хисобланп

уШ) хйу &2 +  У^г х +  г йх йу,с:
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бунда о цуйидаги
х — 0 , у  — О, 2 =  0 , х у  -f- z =  1 
текисликлар билап чегараланган 
пирамиданинг ташци томони 
(96-шакл).

Е ч и ш. Остроградский фор- 
муласидан фойдаланиб, • цуйида- 
гини цосил киламиз:
j* | x d y  dz +  у dz d x +  z dx dy =
<J

=  | | j (1 +  1 +  1) dx d'j dz —

=  3
1 l—x l—x—у

Í 0

1 I —x
dxdydz == 3 ( dx j  dy j  dz =  3 {dx J

l—x—у
dy =

i i - * i
3 j'dx J  ( l — x — y )d y  =  3 f (y — xy— -y~) f0 sdx

__ J L  í f i _x)2 dx =  ____— - —— f  =  —----- - =  —
~  2 . 2 3 2 3 2

7- §. Вектор майдон дивергенцияси 

Oxyz фазонинг со сохасида

а(М ) =  Р(х, у, z) i - f  Q (x, y, z ) i +  R{x, y, z)k
вектор майдон берилган булсин, унда Р(х, у, 2), Q(x, у, г), R(x, у, z ) 
функциялар дифференциалланувчи функциялар.

Т а ’ъриф. а (М) вектор ма.йдоннинг дивергенцияси (узоклашув-
чиси) деб М нуктанинг скаляр майдонига айтилади, у  d iv a  (/И) ку- 
ринишда ёзилади ва

, .  d P . d Q . d R  /7 пdiv a ( M ) = r r  +  -f -  + —  (7.1)
дх д у  dz

формула билан аницланади, бунда хусусий цосилалар М нуцта- 
да  хисобланади.

Дивергенциядан фойдаланиб, Остроградскийнинг (6.1) фор- 
муласини вектор шаклида цайта ёзиш мумкин:

^ ^ a n „ r f a =  J j  j  div a(M)cfc). (7.2)
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Уин бундай ифодалаш мумкин: ёпиц сирт орцали утувчи (бу
сирт ташци п нормали йуналишида ориентирланган) а вектор 
м;и"]дон окими шу сирт билан чегараланган цажм буйича май- 
дон дивергенцнясидан олинган уч каррали интегралга тенг.

Дивергенцияни хисоблашда куйидаги хоссалардан фойда- 
ляиилади:

1) d iv  (а(М) +  b (A í)) .= d iv а(М) +  div'fc(M);
Г—> ->

2) div  С -а(М) =  С áiv а (М), бунда С — у згаРмас COHi

3). d iv  и (М) ■ а (М) =  и (М) div а(М) +  а (М) grad и(М),

бунда и(М) — скаляр майдонни аникловчн функция.
1 . Дивергенциянинг инвариант таърнфи. Дивергенцияни

(7.1) формула ёрдамида анпклаш координата уцларини тан- 
лаш билан борлик;. Остроградскийнинг (7.2) формуласидан 
фойдаланиб., дивергенциянинг. координаталар уцларини танлаш 
билан боглиц булмаган бошца таърифини бериш мумкин.

Бу формуланинг унг цисмида уч каррали интеграл турибди. 
Урта циймат хацидаги маълум теоремага кура (1 0 -боб, 2-§) бу 
интеграл V х аж м  билан интеграл ости функциясининг со соца- 
нинг бирор М\_ нуцтасидаги киймати купайтмасига тенг. Шу- 
иинг учун (7.2) Остроградский формуласини цуйидагича ёзиш 
мумкин:

j  J anda =  V div а (Afx)
Ö

ёки
div а (Мх) =  -р- J j  а п da.

Агар © соца М нуцтага тортилса ёки У->-0 булса, у  х о л д а /^i 
нуцта М га интилади. Н ати ж ада  лимитга утиб, цуйидагини хр- 
сил циламиз:

lim div а  (Mi) =  lim — S)(V)a nda  
Mi-*m v->o V j  J

0
ёки

_► Г а и da
div а (M) =  lim -2—- — =  Iim —• • (7.3)

v-*o V v->o V / ■
Энди дивергенциянинг координата уцларини тан лаш /билан 

боглиц булмаган инвариант таърифини бериш мумкин.
Т а ъ р и ф .  М нуктада вектор майдоннинг дивергенцияси 

деб, М нуцтани ураб олган ёпик сирт орцали утувчи майдон 
окимининг шу сирт билан чегараланган цисмнинг V х.ажмига 
нисбатишшг бу хаж м  нуктага тортилгандаги, яъни V—>Q даги 
л и м и т н г а а й тил а д 11.
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2. Дивергенциянинг физик маъноси. (7.3) дивергенция ту- 
шунчасига физик талцин берамиз.

Ф араз цилайлик, о  соха да  оцаётган суюкликнинг тезликла­
ри майдони а (М). берилган булсин. 5 - §  да  а  (М) векторникг 
а  ёпик; сирт орцаЛи ташци нормал йуналишидаги П оцими шу 
сирт билан чегараланган вацт бирлиги ичида оциб кирган ва  
оккб чш дан суюцлик мицдорлари орасидаги айирмани ифода- 
лаши аницланган эди.

Ушбу

нисбат цажм бирлигига булинган суюцлик микдорини акнк- 
лайди, яъни манбанинг (/7>0 булганда) ёки курдум ( Я < 0 
булганда) уртача ^ажмий цувватини ифодалайди. Бу нисбат- 
нинг лимита

(j) ф a n d a

"div ^ (/И)
(7.3) дивергенция булиб, у  берилган нуцтадаги суюклик сар- 
фининг р ж м  бирлигига нисбатини ифодалайди.

Агар div а (М ) >  0 булса, суюцлик сарфл мусбат, яъни , 
М  нуцтани урзб олган чексиз кичик сирт орцали ташки нормал йума- 
лишида суклушк ощб кирганидан купрок окиб чициб кетади. Бунда 
М  нукта манба булади.

Агар div а (М ) <  0  булса, у  холда [М нукта курдум булади. 
div а(М ) катталик манбанинг ёки курдумнинг цувватини ифодалайди.

Агар div a(/VÍ) =  0 булса, у  холда М нуцтада на манба ва на 
курдум булади. (7.2) вектор шаклида ёзилган Остроградский теоре- 
маси оцаётган суюцликнинг тезликлари майдонида ёпик сирт орцали 
оцувчи суюцликнинг оцими хамма манбалар ва цурдумлар цувват- 
ларининг йигиндисига тенг булишини, яъни царалаётган соцада вакт 
бирлиги ичида пайдо буладиган суюцлик мицдорига тенг булишини 
ифодалайди.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у й  с а в о л л а р

1. Сирт ор^али утувчи вектор о р ;и м и  деб нимага айтилади?
2. Суюкликнинг тезликлари майдонида вектор о^имининг физик маъноси 

«¡андай?
3. О строградский теоремасини ифодаланг в а  исботланг.
4. Вектор майдон дивергендиясига координата ш аклида таъриф беринг.
5. Дивергенциянинг хоссаларини санаб ^тииг.
6. Дивергенциянинг физик маъноси 1̂ андай?
7. Д ивергенцияга инвариант таъриф беринг.
8. Остроградский теоремасини вектор ш аклида ифодаланг ва  унинг фи­

зик маъносини курсатинг.
9. 3896—2900, 4405—4408- масалаларни ечинг.
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8 - §. Соленоиде найчасимон майдонлар.
Соленоидли кайдоннинг таърифк на асосий хоссалари

~~У~ :—>- ,
7- § да истаган а вектор майдон (Ну а  ёрдамиДа скаляр майдоннк 

нуж удга келтириши анщланган эди.
Т а ъ р и ф .  а(М) вектор майдоннивг дивергенцияси со со^анинг х аР 

бир. нуктасида нолга тенг булса, яъни

булса , бу вектор  майдон ш у со^ада соленоидли (ёки найчаси­
мон) майдон дейилади .

Ш унинг учун  соленоидли майдон учун Остроградский фор- 
м ул аси га  к ур а

формулани з^осил циламиз, бунда а  — ёпиц сирт булиб, © со- 
ха'ни чегараловчи ташци нормал йуналишида ориентирланган. 
Б у майдонда бирор оо юзчани оламиз ва унинг чегарасининг 
х:ар брр нуцтасидан вектор чизицлар утказамиз (9 7 -ш ак л ) .  Бу 
чизиклар фазонинг вектор найча деб аталувчи (12- боб, 4 - § )
кисмиии чегаралайди. Агар а(М ) вектор окаётган суюцлик- 
нинг тезликлари майдонини ташкил этса, у  хрлда суюклик 
окиши давомида б ун д а !  найча буйлаб уни кесиб утмасдан  ха- 
ракатланади.

оо юзча бирор ©1 кесим ва найчанинг о ён сирти билан че* 
гараланган  шундай найчанинг бирор цисмини куриб чицамиз.
(8 .1 ) тенглик бундай ёпиц сирт учун цуйидаги куринишни 
олади:

а (М) =  О

а

(8.2)

бу «о— таш ки  нормал буйича й ун алган  бирлик вектор. 
Н айчанинг ён. сиртида нор-

булади ва (8.2) тенгликдаги учинчй 
цушилувчи нолга тенг:

Шунинг учун (8.2) формула бундай и 
куринишни олади:

маллар а векто р  м айдонига пер­
пендикуляр  булгани  учун

а -щ — О

97- шакл.



бундан

келиб чицади. а0 юзчадагк нормалнинг йуналишини танщидан ичкига 
алмаштириб,

муносабатни цосил циламиз. Бу солсноидли майдонда вектор 
найчанинг цар бир кесимидан утказилган  вектор чизицлар 
йуналишидаги векторлар оцими бир хил булади, яъни манба-
сиз ва  цурдумсиз майдонда (чунки d i v a ( M ) = 0 ) вектор найча­
нинг хар бир кесимидан бир хил мицдорда суюцлик оциб ута -  
ди. Соленоидли майдондаги вектор чизицлар цеч цаерда йуцол- 
майди ва  янгиси пайдо цам булмайди.

9- §. Вектор майдондаги чизицли интеграл. Куч майдони бажарган 
иш. Вектор майдони циркуляцияси

Фараз килайлик, со соцада вектор майдон

вектор орцали цосил цилинган булсин. Бу со^ада бирор L чи- 
зицни оламиз ва унда маълум  йуналишни танлаймнз.

Т а  ъ риф. Йуналган L чизик буйича олинган ушбу

интеграл а (М) векторнинг L чизш  ̂ буйича олинган чизщли интег­
рала дейилади (98- шакл).

—У- —
Агар а (М ) вектор куч майдони хосил цилса, а векторнинг L чи- 

зиц буйича чизицли интеграли маълум йуналишда L чизиц буйича 
бажариладиган ишга тенг булади.

—► —>• —> —*■ 

a (Ai) =  Р (х, у, z)i +  Q (х, у, г) / +  R (х, у, z)k

[  Р (х, у, z) dx +  Q (х, у, z)dy +  R (х, у, z)dz
L

иккинчи тур эгри чизицли интеграл ёки век гор шаклидаги

L

Т а ъ р и ф. Епиц L контур бу­
йича чизицли интеграл вектор 
циркуляцияси дейилади ва Ц би- 
лан белгиланади, яъни

L

98- шакл. +  Q (х, у, z)dy +  R (х, у, z) dz.
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11-бобдаги сирт интеграллари учун (4.1) Грин формула- 
сига ухшаш формула уринли булиб, интегрални а сирт буйича 
хисоблаш масаласини бу сиртйи чегараловчи L контур буйича 
пккинчи тур эгри чизицли интегрални цисоблашга келтиришга 
пмкоп беради.

Т е о р е м а .  Агар Р (х, у, z), Q(x, у, z), R (x, у, z) функция- 
лар узларининг биринчи тартибли хусусий %осилалари билан  
бирга а  сох1ада узлуксиз булса, у холда цуйидаги ф ормула урин­
ли булади:

j)P  (х, у, z)dx +  Q (х, у , z) dy +  R{x, у, z) dz =
L '

+ ( f - ( i o-'!

бу ерда to s a ,  cosß, cosy — бирлик вектор n0 нормалининг а  сиртга 
йуналтирувчи косинуслари, L — бу сиртнинг чегараси.

(10.1) формула Стокс формуласи дейилади (9 9 -ш ак л ) .  Бу 
формулада L контур буйича интеграллаш йуналиши а  сирт­
нинг танланган томони билан куйид а ги цоида буйича мослаш- 
тирилади: п0 нормалнинг охиридан контурни айланиб утиш со- 
ат милига царши йуналишда кузатилади (айланиб утишнинг 
бундай йуналиши 11 - бобдаги *6 - § д а  мусбат йуналиш деб атал- 
ган ).

И с б о т  и. а сирт хам м а  координата текисликларига бир 
цийматли проекдиялансин. Бу сиртнинг тенгламаси

z =  г (х, у),

бу ерда z(x, у) функция Di сохада дифференциалланувчи функ­
ция булиб, у  ö сиртнинг Оху те- 
кисликдаги проекцияси булади.

Di соцанинг чегарасйни Li би­
лан белгилаймиз, шу билан бирга 
Li контур L нинг Оху текислик- 
даги проекцияси булади.

о сиртнинг юцори томонини 
танлаб оламиз, буига мос холда 
ундаги ориентациями хам танлаб 
оламиз.

Ушбу

jjP (x , у, z)dx
L

эгри чизицли интегрални аввал

1 0 - § .  Стокс теоремаси

99- ш акл.
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L\ контур буйича, кейин эса Грин формуласидан фойдаланиб 
D l соха буйича каррали интегралга алмаштирамиз ва  ницоят, 
а  сирт буйича сирт интегралига алмаштирамиз.

Чегара о сиртга-тегишли булгани учун L контур нуцтала- 
рининг координаталари z = z(x, у) тенгламани цаиоатлантира- 
ди ва  бинобарин, Р (х, у, z) функциянинг L даги кийматлари 
Р (х, у, z (х, у ) )  функциянинг Ь\ даги мос цийматларига тенг.
L ва ¿ i  мос булинишларнинг Ох уцидаги проекциялари мос 
тушади, демак , L ва L\ контур буйича иккинчи тур эгри чи- 
зикли интеграллар учун интеграл йириндилар хам  мос туш а­
ди. Шунинг учун

§ Р(х, у, z) dx —■§ Р(х, у, z(x, y))dx.
L, L-i •

Бунинг унг цисмига 11-бобдаги (4.1) Грин формуласини 
ва  м ураккаб  функцияни дифференциаллаш цоидасини цул- 
лаб,

Dt

ни топамиз, dxdy ни dxdy =  cos у d a  формула буйича d a  сиртншг 
элементи орцали алмаштириб, Di соца буйича каррали интегралии * 
сирт буйича интегралга келтирамиз:

f P ( x ,  у, +  f  cos v i a .  (102)
О

Маълумки (7 -боб, 9- §),
дг  . д г  ~1~—  i i ------/ — k
дх д у  1

вектор z =  z(x, у) сиртга перпендикуляр, в а бинобарин, п0 нормал- 
нинг бирлик векторига коллинеар:

п0 — cos a  • i -f  cos р • / +  cos у  • k.
Шунинг учун бу векторларнинг коллинеарлик шартй бажарилиши ке- 
рак:

co sa  _ cos (5 _ cos 7
дг  дг
дх д у

Демак,
дг а—  cos у =  — cos р.
д у

Бу муносабатдан фойдаланиб, (10.2) ифодани бундай куршишда 
цайта ёзамиз:

(j) Р (х, у, z) dx =  f  Í-— cos p — ~~ cos y j d a. (10.3)
L a*”
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Куйидаги фсрмулалар шунга ухшаш цосил цилинадн:

' (j) Q(x, у , z) dy =  j l  cos у cos « ) d <*> О0-4)
L  с

(^)R(x, у, z)dz — J j  j~ ~ -co sa  — -~ -c o sp )d a .  (10.5)
L  О

(10.3), (10.4), (10.5) формулаларни цушиб, Стокс формуласига
келамиз:

-fdR _ _  

d y

do.  (10.6)

Р (х, у, z) dx +  Q (х, у, z) dy 4  R (х, у, z) dz =  J
L а

dQ ,— —— cosa -г l  dP dR\  Q , I dQ dP\
---- ----------- — -  COS +  — ---------------—  C ° s  Y

\ dz dx J \ dx dy  /dz
Уни куйидаги куринишда цайта ёзиш мумкин:

dR
ду

j )  р  (х, у, z) dx 4  Q (х, у, z)dy +  R{x, у, z)dz =  J j

— — ■') dy йг +■ (—  — d z d x Jr^ — -----—  ) dxdy. (10.7)
дг  )  У \ д г  дх ) \ дх д у ) *  '

Хусусан, агар о соца L контур билан чегараланган Оху те- 
кисликнииг сохаси булса, у  холда dzdx ва  dydz буйича интег- 
раллар . нолга айланадн ва Стокс формуласи (11-бобдаги)
(4.1) Грин формуласига утади.

Стокс формуласи эгри чизицли интегралларни ёпиц контур 
буйича сирт интеграллари ёрдамида хисоблашга имкон беради. 

М и с о л. Ушбу

а — х у1  4  у  г / +  хг к

вектор майдоннинг 2х—Зу + 4 г— 12 = 0 текисликиинг координа­
та текисликлари билан кесишнш чизиги буйича Ц циркуляция- 
сини хисобланг.

Е ч и ш .  о текисликиинг юцори томонини ш ун и н где^  шу 
томонга мос келган АВСА  берк контурни айланиб чицйш йуна- 
лишини цараб чикамиз (1 0 0 -ш а к л ) . Ушбуга эга  буламиз:

р  =  ху, < 3= уг, R =  хг,
хусусий хосилаларни топамиз:

р 'у = х ,  р,г  =  о, <з’ = о ,  < з ;= &  я;; = * ,  д ; =  о.
Бу ифодаларни (10.7) Стокс формуласига цуямиз:

Ц — ф ху йх -\- уг йу +  хг dz =  — [  ̂ydy dz 4  zdx йг 4 * хйх йу.
I. V

а  сирт буйича олинган интегрални бу сиртнинг координата те-
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100- ш акл. 101- шакл.

кисликларидаги проекциялари б;улган каррали интеграллар би- 
лан ифодалаймиз:

J J  у dydz  =  J  j ydydz  =  Г dz j  ydy  =  J
ABCO 0  4 2 — 12 0

dz =
4 г — 12

dz

27

— I  . I 4 2  Г(г — 3)2dz =
2 9 J

0

27  =  — 8 ( 101- шакл).

z dx dz
о АЛ BO6

6—X

- j  dx j z dz =  —  t
0 0  0

6 6—# 
2~ dx

— — 9 (102-шакл).

J   ̂X dx dy =   ̂ j X dx d y  =  j  dx j xdy =  j' xy 2x—12 dx
Д ACO 0  2  л: — 12

гх -12

102- шакл. 103- шакл.



x(2a' " 12̂  dx = —±  Г(2%2 — \2x)dx— —- — Í— х3 — 6 x 2
3 з J 3 V3o

= ------ (4 -3 6  — 36-6) =  4- - 36 • 2 =  24 (103-шакл).
3 3

o

i

Шундай цилиб,
ц  J ? _  ( _  Ц — 9 +  24) =  — 7.

11-§. Вектор майдон уюрмаси

Фараз цилайлик, Oxyz фазонинг «а сохаснда цуйидаги век ­
тор майдон берилган булсин:

а(М ) = Р (х , у, z) i +  Q(x, у, z) j  +  R (х, у , z) k.

Т а ъ р и ф . а (М) вектор майдоннинг уюрмаси (ёки ротора) деб ■ 
М нуктанинг [rot а (М) билан белгиланадиган ва

= (ил)

формула билан аникланадиган вектор майдонига айтилади, 
бунда хусусий хосилаларни М (х, у, z) нуцтада топамиз.

М и  с о л. Ушбу

7 (M ) =  z27  +  х27  +tf~k
вектор майдоннинг уюрмасини топинг.

Е ч и ш . Р  =  г2, Q =  х2, R — у 2 га эгамиз. Хусусий хосилаларни 
топамиз:

« . _ Í S .  =  2¡/, i — 2 * = 2 z ,д у  dz dz дх дх д у
Демак,

rot а =  2 у i +  2 z j  +  2 xk.
Уюрма тушунчасидан фойдаланиб, (10.7) Стокс формуласини 
вектор ш аклида кайта ёзиш мумкин:

(|) a d г =  j  ( п rot a d о  (И -2)
L  о

ва бундай ифодалаш мумкин: а векторнинг о  сиртни чегараловчи L 
контурни айланиб чицьшнинг мусбат йуналиши буйича циркуляцияси
rot а  векторнинг шу сирт орцали утадиган оцимига тенг.

Уюрманинг таърифидан фойдаланиб, цуйидаги хоссаларнинг турри 
эканига ишонч хосил цилиш мумкин:

1) rot (a - f  b) — ro ta  - f  rot b ;
2) rot (Ca ) =  С rot а , бунда С — узгармас скаляр.
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3) roí (ua )= ííro ta+ {grad  и )х а ,  бунда 
и — и (М) скаляр майдонни аницловчв 
функция. ;

1. Уюрманинг инвариант таърифи,
Уюрманинг юкорила берилган таъ- 
рифи координаталар системасини тан- 

'лашга борлик. Энди уюрмали майдон- 
т а  инвариант таъриф берамиз:

Фараз цилайлик, п — ихтиёрий белги- 
ланган бирлик вектор ва D эса М  нуц- 
тани уз ичига олган L чегарали ясси

—у .

шакл булиб, у  п векторга перпендикуляр 
булсин. (11.2) Стокс формуласини

куринишда ёзамиз, чунки п ■ ro ta  =  rotfla  (104-шакл).
У рта циймат хацидаги теоремага мувофиц:

ф a d  г = 5 rotnа (М2),
L

бундан rotna (А^) =  - j -  (j) a d r ,  бу ер да S  юз — D соханикг юзи?
L

М х — бу сохадаги бирор нуцта.
Охирги тенгликда D сохаки М  нуцтага тортиб (ёки 5  -> 0 да), 

лимитга утамиз, бунда М х нуцта М  нуцтага интилади:

lim rot а (Мх) =  lim —  (f) ad  г 
м,~>м s-+o S  j

L

ёки -

rot a  (М) =  lim —  (f) a d r  =  lim —  .
s~>o S  j  ■ s —-о S

L

Т а ъ р и ф .  Вектор майдон уюрмаси деб, шундай векторга 
айтиладики, унинг бирор йуналишга булган проекцияси шу 
йуналишга перпендикуляр булган D ясси юзнинг L контур бу- 
йича вектор майдон циркуляциясининг 5  юзнинг катталигига 
нисбатига тенг, бунда юзнинг улчамлари нолга интилади 
( S - * 0 ) ,  юзнинг узи эса нуцтага тортилади.

2. Уюрманинг физик маъноси. Вектор майдон уюрмаси тушун- 
часининг физик талцинини берамиз. Kai тик жисмнинг цузгалмас нуц- 
та атрофидаги царакатини цараб чикамиз. Кинематикада тезликлар
майдони V исталган моментда

' L

104- шакл.
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v =  со X г

формула билан ашщланади, бунда со
опий бурчак тезлик, г — жисмнинг их- 
гнёрий М нуцтасининг радиус- вектори 
! 105- шакл).

Агар

г =  x i  +  у  / - f  z k,

СО =  юх i +  0)у / +  С0г k

жашГмаълум булса, у  холда цуйида- 
гига эга буламиз:

i ¡  k
“ í, “ г 1 К г — й\ у )1 +  <ЧХ — / '+  Кг/ — с у )  л.

х у  z '

Энди rot v векторнинг проекцияларини топамиз: 

прж (ró tT ) =  К у  -  о у )  -  -£• (согх -  0V )  =  ^  +  ю, =  2 <ах, 

пр^ (rotrT) =  ~  ( о у  -  сйгу) — j -  (®ху  -  (£>уХ) -  сог +  соа =  2 со̂ ,

пр2 (rot V) — —  (согл: — со̂ г) 
ох

дх

д
ду1гХ ’ д х '  г *

Шундай цилиб,

rot и ==,2 сож ¿ +  2 ©у / -i- 2 со. 

эканини ^осил цилдик.

( о у  — (úzy) =  а г +  ©г =  2 Юг

2 ш

Демак, и тезлик майдони уюрмаси цаттиц жисм айланишининг 
оний бурчак тезлиги векторига коллинеар вектордир:

rot v — 2 <а.
У з - ^ з и н и  т е к ш и р и ш  у  ч у  н с а в о л л а р

1. К^андай майдон соленоидли майдон дейилади?
2. Соленоидли майдоннинг хоссасини ифодаланг.
3. Чизи^ли интеграл деб нимага айтилади?
4. Векторнинг циркуляцияси деб нимага айтилади?
5. Стокс теоремасини ифодаланг в а  исботланг.
6. Вектор майдон уюрмасини координата ш аклида таърифланг,
7. Вектор майдон уюрмасининг таърифини айтинр.
8. Стокс теоремасини вектор ш аклида ифодаланг.
9. Вектор майдон уюрмасининг физик маъноси цандай?
10. 3894—3895, 4 4 5 0 -4 4 6 5 - масалаларнн  ечннг.
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12-§. Чизикли интегралнинг интеграллаш 
йулига боглик; булмаслиги шартлари

Ф араз цилайлик, цуйидаги вектор майдон берилган булсин:

а =  Р(х, у , г)1 +С1(х, у, г)/ +  Я(х, у, г ) Г ,
Бундан кейин Р, (2, Я функдиялар узларининг биринчи тартиб- 
ли хусусий хосилалари билан бирга ёки Охуг фазонинг >̂ ам- 
масида, ёки фазонинг бирор со со^асида узлуксиз булади деб 
фараз к;иламиз.

Фараз килайлик А ва В ну^талар со со^анинг иккита их- 
тиёрий нуцтаси булсин. ш со^ада ётувчи ва А хам  да В ну1<;та- 
ларни туташтирувчи турли эгри чизицларни ^араб чикамиз 
(106-шакл). Агар

I Р (х, у, г)йх +  0. (х, у, г) <1у +  Я. (х, у , г) аг
ь

чизикли интеграл бу йулларнинг ихтиёрийси буйича айни бир 
хил кийматлар кабул 1̂ илса, у  интеграллаш йулига богли^ бул- 
майди дейилади.

Чизикли интегралнинг интеграллаш йулига борлиц булмас- 
лик шартлари ^уйидаги теоремалар билан берилади.

1 - т е о р е м а. Ушбу

3

106-ш акл . 107-ш акл.

I Р (х, у, г) Ах +  <2 (х, у, г) йу +  Я (х, у, г) Аг

чизикли интеграл бирор © сохада интеграллаш йулига богли/£ 
булмаслиги учун бу сохада ётган истаган ёпиц, контур буйича 
олинган интеграл нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

И с б о т и. Е т а р л и л и г и. Ф араз  килайлик, и сох,ада ётув­
чи истаган Ь ёиид контур учун

ф Р (х, у, г) йх +  (} (х, у, г) йу +  Я (х, у, г) йг =  О
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булсин. Чизицли интегралнинг интеграллаш йулига богли^ 
чмаслигиии курсатамиз.

Хдци^атан, А ва В ну^талар со со^ага тегишли булган нук- 
талар булсин. Бу ну^таларни а  со^ада ётувчи нккита турли 
/1 тВ  ва АпВ эгри чизик,iар билан туташтирамиз (107 -ш акл ) .  
Куйидагича булишини курсатамиз:

[ Р (х, у , z) dx +  Q (х, у, z) dy -Ь R (х, у , z) dz =  J  Р (х, у, z) dx 4-
Ä m B  А п В

+  Q(x, у, z) dy R (х, у, z) dz.

АтВ ва АтВ ёйлар АтВпА ёпи^ котурни хосил цилади. Эгри чи- 
зи^ли интегралларнинг хоссаларини хисобга олиб, ушбуни хрсил ^и- 
ламиз:

$  Р (х, У, г) dx +  Q (х, у, z) dy +  R (х, у, z) dz =  \ P( x, y, z) dx +
A'm Br.A A ^ B

+  Q (x, y, z) dy +  R (x, y, z) d z +  j  P (x, y, z)dx +  Q (x, y, z) dy +
B nA

+  R (x, y, z) dz =  j  P (x, y, z)dx +  Q (x, y, z) dy +  R (x, y, z) dz —
Am В

— j  P(x, y, z)dx +  Q (x, y, z)dy +  R(x, y, z)dz,
Ä n B

чунки

j  P(x, IJ, z)dx +  Q(x, y, z) dy +  R (x, y, z)dz =
\B n A

=  —j  P (x, y, z)dx +  Q (x, y, z) dy +  R (x, y, z) dz.
A n B

Бирок

j  P ix , IJ, z )d x + Q (x , y, z)dy +  R(x, y, z)dz =  0
A rnBnA

интеграл ёпик контур буйича олинган интегралдир. Демак,

] Р (х, у, z) dx +  Q (х, у, z) dy + R  (х, у, z) dz — J  P (x, y, z) dx +
Ä m B  Ä n B

+  Q(*, У, z)dy +  R{x, y, z)dz =  0.
Бундан

J  P (x, y, z) dx +  Q (x, y, z)dy +  R (x, y, z) dz =
AmВ

=  j  P(x, y, z)dx +  Q (x, y, z)dy +  R (x, y, z) dz
Ä n B

эканини ^осил 1\иламиз.



Щундай цилиб, чизицли интег­
рал интеграллаш йулига борлш^ 
булмаслигини исботладик.

З а р у р л и г и .  Фараз ^илайлик 
со сохада

j  Р(х, у, z) dx + Q (х, у, z)dy +
R(x, у, z) dz

чизшуш интеграл интеграллаш йу- 
108-шакл. лига борли^ булмасин.

Шу сохада ётувчи истаган епи^ 
контур буйича олинган интеграл нолга тенг булишини курса- 
тамиз.

Х акикатан  со сохада ётувчи ихтиёрий ёпик контурни цараб 
чи^амиз ва унда иккита ихтиёрий А ва В нуктани оламиз (108- 
ш акл) . У золда

$  Р  (х, у, z)dx +  Q (х, у, z)dy +  R (х, у, z)dz =  § Р  (х, у, z) dx+
А т В пА  А у;,н

+ Q {х, У, z)dy +  R (х, у, z) dz + J Р (х, у, z) dx +
B n Ä

+ Q (х, У, z)dy +  R  (х, у, z) dz = J Р  (х, у, z) dx -f Q (х, у, z) dy +
Á ín B

Л -R{x, у, z)dz — J P(x, y, z)dx +  Q(x, y, z)dy +
AriB

+  R (x, y, z) dz =  0,
чунки шартга кура

j  P(x, y, z)dx +  Q(x, y, z)dy +  R(x, y, z)dz =
A m B

=  \ P (x, y, z)dx +  Q (x, y, z)dy +  R (x, y, z) dz.
A n B

Шундай килиб, истаган ёпик; контур буйича олинган интеграл 
нолга тенг. Теорема исботланди.

Куйидаги теорема ам алда  ^улланиш учун ^улай булган 
шартларни беради, бу шартлар баж арилганда чизицли интег­
рал интеграллаш йулига б орлик, булмайди.

Теоремани ифодалашдан олдин фазода бир богламли со^а 
тушунчасини киритамиз.

Т а ъ  р и ф Агар со сохада ётувчи ихтиёрий L ёпи^ контур 
учун шу сохада ётувчи а  сирт м авж уд  булиб, унинг учун L 
контур чегара булса, фазонинг оз со^аси бир богламли со\а 
дейилади. Бу холда L контурга со c o la r a  тула тегишли булган
о сиртни тортиш мумкин дейилади. М асалан , куб, шар, бутун 
фазо бир богламли соха булади. Торнинг («теш кулча») ичи 
бир богламли булмаган со^а ^исобланди.
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2- т е о р е м а: а =  Р(х, у, г) i 4- Q (х, у, z) / +  R (х, у, z) k век­
тор- функциянинг

]Р (х , у, z)dx +  Q(x, у, z)dy +  R(x, у, z) dz (12.1)
L

чиз1щ ли интеграла бир богламли  ю сохада интеграллаш йулига 
боглик булмаслиги учун бу соханинг хамма жойида

rot а — 0 ( 12 .2)
булииш зарур ва етарлидир.

Етарлилигини исботлаш билан чегараланамиз.
И с б о т и .  Е т а р л и л и г и .
Фараз килайлик, ю сохада rot а =  0 булсин. 
о) сохада ётувчи исталган L ёпик контур буйича олинган 

ушбу чизи^ли интеграл нолга тенг булсин:

j) Р (х, у , z)dx +  Q (х, у, z) dy +  R (х, у, z) dz =  0.
L

© сохада L контур билан чегаралангаи о сиртни к;араймиз 
(соханинг бир борламлилиги сабабли бундай со?;а доим топи- 
л ади). Стокс формуласига кура

(j) a d г — J ] п rot a d <

со сохада, жумладан, а  сиртда ro ta  =  0 тенглик уринли була- 
ди. Шунинг учун

j J п ro ta  d o  =  О,
a '

демак,

(j) a  d r  =  О
L

ёки

'Р (х, у, z)dx +  Q{x, у, z)dy +  R (х, у, z)dz =  0.

Шундай ^илиб, со сохада исталган L ёпик; контур буйича олин­
ган чизи^ли интеграл нолга тенг. 1-теорем ага  асосан чизикли 
интеграл интеграллаш йулига боглик эмаслигини хулоса ^и- 
ламиз,

rot аГ== ( T + f — •— —  ) Т  +  ( ~\ д у  д г  )  \ дг д х )  \ дх д у  ) 
булгани учун 2 -теоремани ^уйидагича ифодалаш мумкин: ушбу

j  Р (х, у , z )d x + Q  (х, у, z)dy +  R (х, у, z) dz
L
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чизи^ли интеграл бар бог лам  ли сох1ада  интеграллаш йулига 
6 орлщ  булмаслиги учун шу со^анинг %ар бир ну^тасида

d R ^ d Q  _дР __ dR_ _dQ_ ^  дР_ ' ^
д у  дг  ’ дг  дх ’ дх д у

муносабат бажарилиши зарур ва етарлидир.
1 - м и с о л .  Ушбу

\ (2 ху  +  г2) dx +  ( г 2 +  г) dy +  (у +  2 xz) dz
L

чизикли интеграл интеграллаш йулига боглиц булиш-булмас- 
лигини текширинг.

Е ч и ш. 2 - теореманинг (12.2) ёки (12.3) шартларини тек- 
ширамиз. Бундан ^уйидагига э га  буламиз:

Р  =  2 ху +  г2, Q =  х2 +  г, R =  у  - f  2 xz.
Бундан

дР о dQ 0  dR „—  = 2 х ,  —- = 2 х ,  •----- = 2  г,
ди дх дх

^ = 2 2 , - * = 1, ^  =  1 . 
дг dz дг/

Бинобарин
^  _  dQ } дР_= Ы_= 2 г  dQ ... др 2 х 1
01/ <3г ' д г  дх ’ дх д у  ’ '

бундан
rot а  =  0 .

Шунинг учун берилган чизикли интеграл интеграллаш йулига 
боглик булмайди.

2-м и с о л .  Ушбу

[ ydx — xdy -f- zdz
L

чизикли интеграл интеграллаш йулига борли^ булиши ёки бул- 
маслигини текширинг.

Е ч и ш. ( 12 .2 ) ёки (12.3) шартларни текширамиз. Р = у ,  
Q = —х, R =  z га эгамиз. Бундан:

—  =  1, - ^  =  — I, — = 0 , 
д у  дх дх

Бинобарин,

—  =  о, —  =  0, —  =  0.
дг  dz д у

_№_ =  _а0_ =  0  дР_ =  dR_ = 0  дР ^  dQ 
д у  д г  ’ д г  дх ’ д у  дх

бундам ушбуга эга буламиз: 
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дх ду
Шунинг учун берилган чнзпкли интеграл интеграллаш йулига 
богли^ булади.

13-§. Потенциал майдон. Потенциаллик шартлари 

Т аъ р и ф . Агар

а (М) == Р(х,  у, z) i + Q { x ,  у, z ) i  +  R{x,  у,  z )k

вектор майдоннинг уюрмаси со солашшг хам м а нукталарида 
пол г а тенг булса, бу майдон шу сохада потенциал (ёки гради -  
диентли,  ёки ую рм а си з )  майдон  дейилади.

Потенциал майдоннинг таърифнга кура майдоннинг s;ap бир 
ну^тасп учун

ШдЯ dQ Щ  , / дР d R \ f  \
? Ы ~  1 Г ) 1 +

Ш="о (13.1)

(13.2)

д з  ) l 1

( dQ .дР ■
\ дх ду

булади, яъни куйидаги айниятлар уринли булади:

ЛИ  — =  dJL
ду  дг ' дг дх ’ дх ду

Шунинг учун ( 13.2) айниятларнинг бажарилиш и вектор 
майдоннинг потенциаллиги шарти булади.

Ш у айниятлар (12.1) чизицли интегралнинг L ёпи^ контур 
буйича нолга айланиши учун зарур ва етарлидир, шунингдек, 
унинг интеграллаш  йулига боглик булмаслигининг зарурий ва 
етарли шартидир. —>*

Т а ъ р и ф . Градиента а (х, у, z) скаляр  майдонни вуж уд га  
келтирувчи и(х, у, z) скаляр  функция шу вектор майдоннинг 
потенциал функцияси (ёки потенциалы) дейилади.

Шундай к^илиб, потенциал майдон

j  ди ~Т , ди , ди ~Т grad и =  - ^  i + —  } + - — k =  а 
дх д у  д г

муносабат билан ифодаланади, бунда

а — Р (х, у, z) i +  Q (х, у, z) j + R (x , у , z) k

булиб, шу билан бирга rot а =  0 ёки rot grad и =  0.
М и с о л . Ушбу

а =  (х2 — 2 yz) ■ I +  (у2 — 2 xz) ■ j  +  (z2 — 2 xy) k 
майдон потенциал майдон булиши ёки булмаслигини текширинг.



Е чиш . Р  — х2 — 2 г/г, <3 =  г/2 — 2 хг, Я =  г2 — 2 ху булганн учун 
ердан хусусий хосилаларни тспамиз:

ду
— — 2 у, ^ = - 2 * .  *

<3г дг  ду

Куйидагилар равшан,

=  - 2 2 ,  

= — 2 У,

—  ̂ — — 2 2, ^  =  — 2 у,
дх  дх

=  — 2 х .

НЕ =  =  _  9 г
д у  дг

—  =  =  — 2 у ,
дг дх

^ = ^ - = - 2 2 ,
ск д у

яъни (13.2) шарт бажарилади, шунинг учун берилган майдон потен­
циал майдондир.

14- §. Потенциал майдон ^олида чизи^ли 
интегрални ^исоблаш

Агар © фазовий соха бир богламли булса, у холда потен­
циал майдондаги чизикли интеграл интеграллаш  йулига бор- 
ли^ булмасдан , балки шу йулнинг бошланрич А х ам да охирги 
В ну^таларининг координаталарига борли^ булади ва и (х, 
у, г)  функциянинг шу ну^талардаги  орттирмасига тенг булади, 
яъни

I Р(х, у, 2) йх +  <2 (х, у, ¿)йу +  К(х, у, г)йг =
А В

м(л'в, у в, 2Д) и(хА, у^, 2 )̂, (14.1)
бу ерда АВ  йул — А (ха , уА, гА) ну^тадан В (хв, у в, гв) ну^тагача 
ихтиёрий интеграллаш йули. Одатда бундай йул тарзида АСОВ си­
ни^ чизи!  ̂ олинади, уиинг АС, СО ва ОБ буринлари координаталар 
ук;ига параллел (109-шакл). Бу хрлда потенциални хисоблащ форму- 
ласи куйидагй куринишга эга булади: 

в
и(х, у, г) = \  Р(х, у, г)йх +  0_{х, у , г)йу +  Р(х, у, г)с1г =

л у

=  ̂ Р(х, у0, 20) (1х+|<2(х, у, г0)йу+
X» Уаг

. +  | Я{х, у, г) Лг, (14.2) 

бунда
^  С̂о> Уо> о̂)> С (х, ¿/о? о̂)» 

0 (х ,  у, г0), В(х, у, г),

АС =  (х — х0) I , СО — (у — у 0) /,

ОВ =  (г — г0) /г .



Агар потенциал майдон куч майдони булса, у  >^олда бундай 
майдонда нуцтани кучиришда баж арилган  иш майдоининг бир 
.1 пуцтасидан иккинчи В ну^тасига кучириш йулига борли^ 
булмайди ва (14.1) формула буйича ^исобланиши мумкин.

Потенциал вектор майдонда бир борламли со^ада ётган  хар 
Гайдай Ь ёпиц эгри чизик буйича циркуляция нолга тенг. Куч 
майдони учун бу майдон кучларининг хар ^андай Ь ёпи^ эгри 
чнзиц буйича баж арган  иши нолга тенг булади.

М и с о л. Ушбу

а =  (х2 — 2 уг) г +; (г/2 — 2 хг) / +  (г2 — 2 ху) к

маидоннпнг потенциалини топинг.
Е ч и ш. Бу векторнинг майдони потенциал эканини курсат- 

ган эдик (1 3 -§  даги  мисолда).
и (х, у, z) потенциални (14.2) формула буйича топамиз:

У 2

и (х, у, z) =  j  (хА — 2 !/020) dx - f  j  ( if  — 2 хЩ) dy +  { (г2 — 2 xy) dz -
Xq у  о ао

=  — г 5
U

■2 y0z0x +  — у 3 — 2 xz0y +  i j z 3 ~ 2  xyz

2 y0z0 x — 2 xz0y  — 2 xyz 

l

-X3n +
+  2 г/0г0х0 — -  y\ +  2 xz0y0 — — z30 +  2 xyzQ (x3 + y's +

- f  г 3) — 2 xyz 2 (*o lA 1 2 х0у^0

У з-у  з и н и т  е к  ш и р и ш у ч у н  'с а в о л л а  р

1. Чизшуш интегралнинг интеграллаш йулига боглиц булмаслиги нимани 
билдиради?

2. Ч изщ ли интегралнинг интеграллаш йулига богли^ булмаслиги унинг 
исталган контур буйича нолга тенглигига эквивалент эканини курсатинг.

3. Чизицли интегралнинг интеграллаш йулига боглиц булмаслигининг за- 
рурий ва  етарли шарти з^а^идаги теоремани ифодаланг ва исботланг.

4. К,андай майдон потенциал майдон дейилади?
5. Майдон потенциаллигининг шартлари ^андай?
6. Потенциал деб нимага айтилади? У цандай хисобланади?
7. 4430—4437- масалаларни ечинг.

15-§. Гамильтон оператори 
(Набла оператори)

Вектор анализнинг grad, div, rot дифференциал амалларинн сим­
волик у  вектор ёрдамида (Набла-вектор — Гамильтон оператори) 
ифодалаш кулайдир:

д . д -г д Г*



Бу векторни у  ёки бу (скаляр ёки вектор) катталикка ^улланиш- 
ни бундай тушунмок; керак: вектор алгебра кридадарига кура бу век­
торни берилган катталикка купайтириш амалини бажариш лозим,
сунгра — , , —  символларнинг бу катталикка купайтиришни

дх д у  дг
тешили хосилани топиш сифатида ^араш керак.

Бу вектор билан амаллар бажариш ^оидаларини к;араб чи^амиз:
1. у  набла векторнинг и (М.) скаляр функцияга купайтмаси шу 

функциянинг градиентини беради:

у  и д ~Т . д . д да ~t .—  I -т------I -\------- - k \ U =  —  I +
дх ду 1 дг ) дх

, ди  ~f 
т  —  /

дУ.
Шундай килиб, у  и =  grad и.

2. у  набла- векторнинг

ди
дг

k — grad U.

а (М) =  Р (х, у, z) i +  Q (х, у, z ) j +  R(x, у, z)k

вектор функция билан скаляр купайтмаси шу функциянинг диверген- 
циясини беради:

V • а
д -*■ . d t .  д

— I +  ~  / +  —  kдх д у  дг
(Р(х, у, -г) i +

+  Q (х, у, z) / +  R (х, у, z) k) =
дР  . dQ , dR j .

=  —  + — ■ -i- =  d iv a.дх д у  дг

Шундай цилиб, v  ' a ■ — d 'v a ■
3. у  набла-векторнинг

a(M ) =  P(x, y, z) i +  Q(x, y, z) j  + R (x , y, z)k
вектор функцияга вектор купайтмаси шу функциянинг уюрмасини 
беради:

V X а =

i j  k
д_ _д д_

дх ди д г
Р Q R

dR 
дх

д у  дг)

Т + Щ —  f ) r = r o t “ -

Шундай килиб, V X а =  rota.

Градиент, дивергенция, уюрмани олиш амаллари биринчи 
тартибли дифференциал вектор амаллардир.
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16- §. Вектор майдонидаги иккинчи 
тартибли амаллар

Вектор майдонидаги иккинчи тартибли амалларни курамиз. Шуни
■ штпб утиш керакки, gradu, ro ta  амаллари вектор майдонларни ву-
жудга келтиради, d iv a  амали эса скаляр майдонни вуж удга келти- 
рлди. Курсатилган амалларнинг цуйидаги комбинациялари булиши
мумкин: d ivgradu , graddiva, rot rot a, div rot а, булар иккинчи тар- 
тпбли амаллар дейилади. Улардан энг мухимларини 1̂ араб чикамиз.

1. div rot a =  0.
Хающатан хам, агар вектор майдон

а — Р(х, у , z) ¿ +  Q (х, у, z) ¡  +  R (х, у, z) h  
булса, у  ^олда иккинчи тартибли аралаш ^осилаларнинг тенглиги учун

д
дх

d*R
\ ду  дг ) ' ду  \ дг  дх ) 

d2Q , д2Р d2R , d2QМ -  +
ду  дх дх дг

A  (HR.
дг  \ дх 

сПР
д г ду

дР
ду

■ о
дх ду  дх дг ду  дг 

булади. Шу натижанинг узини набла- оператор

div rot а =  V • (V х  а)
ёрдамида хам олиш мумкин, чунки бу ерда учта векторнинг аралаш
купайтмасини з^осил циламиз: у ,  у  ва а, буларнинг иккитаси бир хил. 
Бундай купайтма нолга тенг булиши равшан.

2. rot grad и — 0.
Дакикатан,

grad и ■■
да
дх

ди ~
ду 1

ди
дг

k

булгани учун иккинчи тартибли аралаш купайтмаларнинг тенглиги 
туфайл! :

rot grad ы== i

д_
дх

_д_ 
ду  

ди у  
дг / 
д 2и

/ ии \' ди 
\дг

f k

дЧ

д ди

_д_
дх

дг \ ду 
ди 
ду

1
д_
дг

ди \ 
дх )

_Э_

ду

ду дг дг ду  ). )+ ? (■
дги

I— V
\ дх ).
д-и

/ д2и d4i '
\ дх ду ду дх

дг дх дх дг

CL

Шу натижанинг узини у  набла- оператор ёрдамида хам хосил ^илиш 
мумкин:

rotgradи =  у х у ы  =  ( у х у )  и =  0,
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чунки бир хил векторлариинг вектор купайтмаси нол векторга тёнг. 

3. с!^гас1 и =

Хаки^атан хам,

О , ■ д2и , д'2и . д-и3. с ^ г а ё  и =  —  +  —  +  —
дх2 З//2 дг2

,  d u - t . d u ~ r . d u t  ёга<1гг =  —- I +  -— / +  —  /г 
а х  д у  дг

булгани учун

+  ^  ( • £ ) + £  а х  \ дх ) . д у  \ д у  ) д г  \ дг
д 2и д'2и д 2и (16.1)
дх2 д у 2 дг2 

булади.
(16 ,1 )  тенглшшияг ун-г.томони символик тарзда бундай белгила- 

нади:
.  _ д'ги , д-и д ги .

дх2 д у 2 1 дг2
ёки

А  /  5 2  I <5'2  . 3 2  \А й — --------- ¡ - --------- ---------и.
\ дх2 д у 2 дг2 )

Бунда
А =  —  +  —  +  —  ( 16.2)

дх2 Эг/2 дг2

символ Лаплас опера тори  дейилади:. Бу операторни у  векторнииг 
скаляр квадрати тарзида караш табиийдир.

Хакикатан хам

Шунинг учун (16 .2 ) тенглик у  оператор ёрдамида 
• <Пу §гас!и =  у  ( у  и) =  у 2 и 

куринишда ёзилади. Шуни айтиб утиш керакки,
А и =  О

тенглам а Л ап лас тенгламаси дейилади. Д а  —О шартни бажарув- 
чи и(х, у, г)  скаляр  майдон Л ап лас майдони ёки гармоник 
майдон дейилади.

17-§ . Лаплас операто.ри, унинг цилиндрик 
ва  сферик координаталарда ифодаланиши

Аввалги параграф да биз Л аплас операторининг декарт 
- кбординаталаридаги ифодасини ^осил цилган эдик:

с»2 , а2 , а2



I >у операторнинг цилиндрик координаталардаги ифодасини то- 
пампз:

х =  г cos ф, у  =  г sin ф, z — z.
Бунинг учун и = и(х, у, z) м ураккаб  функциядан (бунда 

' •■= гсоэф, t/ = rsimp, z = z )  эркли узгарувчилар буйича олинган 
(жринчи ва иккинчи тартибли хусусий хосилаларнн топамиз:

ди ди  i ди . / г r~j «у—  =  -— cos ф -г  э т ф ,  (17,1)
дг дх ду

ди ди • , д и  / 1 -г о\=  _  Г8Ш ф +  rc 0 S tpt (17,2)
оф дх ду

д2и д-и  ,  , д2и . , п д2и . „ ч■—  = ----cos-ф Н------- - sin ф  +  2 ----- cos ф  sin ф, (17.3)
дг* дх2 ду2 дх ду

д2и д 2и о - о  , д2и 0 о ди ди----- = -----г2 sin2 ф Ч— — Г- COS2 ф ---------Г COS ф — •—■ rsm ф —
д ф2 дх2 дг/2 дх ду

_ 2  _д__м_ г23щф соэф. (17.4)
дх ду

(17.3) ни г2 га купайтириб ва (17.4) билан кушиб,
, д 2и , д 2«  / д2и . д2и \ 9 I ди , диг2 ------- 1------- --- ----------1------- Г2 — Г ------  cos ф Ч------ sin

дг2 д ф2 \ дх2 ду2 ) V дх ду
ифодани ^осил циламиз, у  эса (17.1) ни кулланилгандан "сунг к,уйи- 
даги куринишни олади:

2 д2и . д2и . ди о [ д2и . д2и \
г2 —  +  — +/■ —  =  г2 —  +  т тдг2 1 д  ф2 дг \ дх2 ду2 / 

ёки
д2и , д2и __ д2и j д 2«  1 ди
дх2 ду2 дг2 1 л2 д ф2 * г  дг

Бундан,
д  _ д 2«  , д2и , д2и __ д-и , 1 ди , _1_ д2«  , д2и

дх2 ду2 д г2 д/-2 1 г  дг  г2 д  ф3 ‘ д гг

келиб чикиши равшан. Энди Лаплас операторнни цилиндрик коорди- 
наталарда ёзищ мумкин:

д = 1  +  1 1 + 1 1 + Д  (17.5)
д г2 г дг г2 д ф2 дг2

Худди шунга ухшащ Лаплас оператори учун ифодани сферик 
координагаларда келтириб чи^ариш мумкин:

х =  г sin 0 COSf, 
у =  r s in 0  s in f ,  

z — r cos 0.
a — и (x, y, z) м ураккаб  функциядан эркли узгарувчилар бу-] 

йича биринчи ва  иккинчи тартибли хусусий ^осилаларни то­
памиз:

ди ди . „ , ди . п • , ди „—  =  —  sin 0 cos ф -1----- sin 0 sin ф Ч--------cos 0 =
дг дх ду  дг.
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• а  1 ди . d u  . \ . du  n ,,,
sin 0 —  COS Ф - r ---  Sin cp N------COS0, (17.6)

дх dy  ) dz
du du . r. ■ . du . n—  = ------- rsin 0 sm ф -j-------- r  sin 0 cos <p=
d q> дх dy

=  r s in o (— ~  sinq> '+ -^ соэф|, (17.7}

du du n . d u  n . du . n—  =  •— r cos 0 cos ф -j------ r cos 0 sm ф — —  r sm 0 =
d 0 dx dy  dz

c\ l  du . d u  \ du . n / ^ о ч=  rco s0  I—  соэф-}----- sin ф --------- r sm 0 , (17.8)
\ dx dy  / - dz

d2u • о n / д2и о . d2u . 9 \ , d2u ,  n ,■-----=  sm 2 0 ------- cos“ cp i -------- sm2 ф -\-------- cos2 0 +
dr2 \dx2 dy2 j  dz2

r)%tj
+  2 sin2 0 sin cp cos cp--------- h 2 sin 0 cos 0 cos cp --------- H

dxdy dxdz
P)2U

+  2 sin 0 cos0 sin cp-------  (17 .9)
dydz

d2u ,  • о n / d2u . о , d2u=  r2 sin2 0 ( —  sin2 Ф +  COS2 ф ) —
■ \dx2 dy* J

— rs in O .i—  cos ф - f  —  sin cp ) — 2r2sin20s in cp co scp -^ -- (17.10) 
\ dx T dy  7 /  dxdy  v

d2u . n / du . du \ , d2u=  — r sm 0 I —  cos ф -j- —  sm ф I +  ■—  r2 sin2 1
d 02 \dx dy j  dz2

du „ , „ 9 _ / d2u „ , d2u . ,  \ .------ r cos 0 +  r2cos- 0 ------ COS2 ф--------- - sin- ф +
dz \ dx2 dy2 '

+  2 r 2 cos2 0 s in ф cos ф ----- 2 r 2 sin 0 cos 0 cos cp - d 11
dxdy dzdx

— 2 r 2cos0 sin 0 sin c p (17. 11)
dydz

(17.10) ни r2sin20 ra, (17.11) ни г2 га булиб, ва натижани (17.9) би- 
лан к,ушиб, куйидаги ифодани хосил киламиз:

д 2и 1 d2u , 1 d2u _ д 2и , д ги L d2u
д г 2 ' r 2s in 20 0 Ф 2 _Г  г2 d 02 дх2 "Т" dy2 ' dz2

• п I du du \ , п d u ' I
S in  0  ----- COS ф  -1--------S in  ф +  COS 0  —  —

1 дх д у  1 д г  1
1 /да  , диди , ди . \

—  СОЭф -------sin ф .
\ дх д у  }г sin В \дх д у

Бу ифода (17.6), (17.8) лар татби^ килингандан сунг 
д ги ^  1 д 2и I д 2и д 2и , 

дг2 ‘ r 2sin2 0 д  ф2 ' г2 д  02 дх2 1 
д 2ц I д 2и 2 ди_ ctg 0 du 
dy2 dz2 r dr г2 д  д

куринишни олади. Бундан
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кслиб чи^ади. Энди Лаплас операторини сферик координаталарда ёзиш 
мумкин!

А д 2  I 1 5 2  . 1 5 2  LД — -----  - I - ----------- v --------  -J- —  • — —
д г2 A2sin2 0 д  ф2 г 2 д  03

1 1 . J L  ■ ctg°  а .

г  д г  г г д  9

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Гамильтон оператори нима?
2. Гамильтон оператори билан ам ал  ^оидаларини кУрсатинг.
3. Иккинчи тартибли ^ам м а  мумкин булган дифференциал вектор амал- 

ларни санаб утинг.
4. Л ап лас  оператори нима?
5. Л ап л ас  операторининг цилиндрик координаталардаги ифодасини келти- 

рнб чицаринг.
6. Л ап лас  операторининг сферик координаталардаги ифодасини келтириб 

чи^аринг.



13- б о б

МАТЕМАТИК ФИЗИКА ТЕНГЛАМАЛАРИ

1- §. М атематик физика тенгламаларининг 
асосий турлари

М атем атик физиканинг иккинчи тартибли асосий диффе­
ренциал тенгламалари и.кки узгарувчили номаълум и(х, у) 
функция ва унинг хусусий ^осилаларига нисбатан чизицли бу- 
либ, бундай тенгламаларнинг умумий куриниши ^уйидагича 
булади:

А —  +  В —  + С — + 0  —  + Е  —  +  Ри =  1{х , у), (1.1)Ох2 дхду д у 2 дх д у  / \ \ 1
бу ерда А, В, С, В, Е ва Я лар ум ум ан  х ва у  л арга богли^ 
булиб, хусусан  узгарм аслардир , }(х, у)  эса берилган функция. 
Агар тенгламанинг унг ¡^исмидаги } (х ,у )  функция нолга тенг 
булса, у холда бу тенглама иккинчи тартибли бнр жинсли чи- 
зиклн хусусий хрсилали тенглама дейилади:

А —  + В  —  +  С ^ у + И  —  +  Е —  +  Ри<='0. (1.2)
■ дх2 дхду д у 2 дх д у

Агар (1.2) тенгламанинг берилган со^асида:
В2—4Л с> 0  булса, (1.2) тенглам а гинерболик,
В2—4АС = 0 булса, (1.2) тенглам а параболик,
В2—4/Ш <0 булса, (1.2) тенглам а эллиптик турга тегишли 

булади.
Торнинг кун далан г тебраниши, металл стерженнинг узуна- 

сига тебраниши, симдаги электр тебранишлар, айланувчи ци- 
линдрдаги айланма тебраниш лар, газнинг тебранишлари каби 
м асалалар  гиперболик турдаги энг содда туллии тенгламаси

д 2и „ д 2и ,, 0 ч-----=  а2 ------  (1.3)
й 2 дх2

га олиб келади.
Иссицликнинг тар^алиш  ж араёни , ровак мухитда сую клик 

ва газнинг оциши м асаласи , эх;тимоллар назариясининг баъзй 
м асалалари  параболик турдаги энг содда иссшушк тар^алиш  
тенгламаси (Ф урье тенгламаси)

— =  а 2 (1.4)
5/ дх*

га олиб келади.
Электр ва магнит майдонлари ха^идаги  м асалаларни, ста ­

ционар "иссицлик холат ^а^идаги м асалаларни, гидродинамика',
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пнффузия ва шунга ухшаш м асалаларни ечиш эллиптик тур- 
;Iгп Л аплас тенгламаси

^  +  ^ = 0  ■ (1.5)
дх2 ду*

!,■( олиб келади.
Биз (1 .3 ), (1.4) ва (1.5) тен глам аларда изланаётган функция 

а иккита узгарувчига. борли^ булган  холни келтирдик. Агар 
1м ланаётган  функция учта эркли узгарувчига борлик булса, 
тулкин тенгламаси :

^  =  1 ^  +  ~ \  (1.3')
З/2 \ д>? д у 2 /

ди ,  / д ги , д 2и \ л>\
- г г + —  • О - 4 )

мссиклик тар^алиш тенгламаси:
ди—  — а ,
3/ V дх2 д у 2

Лаплас тенгламаси эса:
—  + —  4-- —  =  0 (1.5')дх* д у 2 Зг2

курннишда булади. Умуман куп узгарувчили функция учун те- 
гишли булган тенгламаларни 1̂ араш мумкии.

Келтирилган (1.3) — (1.5) тен глам аларга нисбатан 1̂ уйила- 
дигаи масалаларнинг турлари, умумий ва хусусий ечимлари- 
нинг (м авж удлиги , ягоналиги, устворлнги) хусусияти, берила- 
диган бошланрич ва чегаравий шартларнннг мохиятлари ^уйи- 
д а  келтирилган иараграф ларда куриладиган м асалалар  орка- 
ли тушунтирилади.

2- §. Тор тебранишлари тенгламасини келтириб 
чщариш. Бошланрич ва  четки шартлар

Узунлиги / га тенг булган эгилувчан ва эластик ип (тор) 
берилган булиб, унинг учлари турри бурчакли декар т  коорди- 
н аталарида х =  0 ва х =  1 нуцталарга бириктирилган деб фараз 
1̂ иламиз. Агар таранг тортилган торни дастлабки  ^олатидан 
четлаштириб, сунгра уз ^олатига ^уйиб- юборсак ёки унинг ну^- 
талари га бирор тезлик берсак, у  х;олда торнинг ну^талари ^а- 
р акатга . келади, яъни тор тебрана бошлайди. Биз исталган мо- 
ментда тор шаклини ани^лаш ^ам да торнинг хар бир ну^таси 
в ак т га  6 орлрщ  равиш да р^андай ^онун билан харакатланиш ини 
аш-щлаш масаласинн курамиз.

Тор нук,талари бошлангич 
^олатидан кичик четланиш- 
л ар га  э га  деб к,араб, тор нук- 
таларининг ^аракати  Ох ув д а  
перпендикуляр ва бир текис- 
ликда вуж удга келади, деб 
ф араз киламиз. У з^олда тор- 
нинг тебраниш ж араёни битта 
и (х, /) функция орк;али ифода 
этплади, бунда х тор ну^та- ПО-шакл.
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сининг I моментдаги силжиш микдорини билдиради (110-ш акл). 
Хорнинг барча ну^таларида таранглик Т бнр хил деб фараз 
киламиз. Торнинг ММ' элементига таъсир этувчи кучларнинг 
Ои укдагн  проекцияси:

Т 51п (ф.+ Аф) — Т 8П1 ф л ; Т (ф +  А ф) — Т tg ф =

=  Т |' ди {х +  Д х, I) ди (х, 0 " ^  д2и (х +  0 Д х, ¿) л1 : — 1 ¿л X
I  дх дх ]  дх2

«  Т ~~и {х’ у)- Ах, 0 <  0 <  1 (2.1)
дх2 4 ■

(бу ерда бурчак ф кичик булгани учун tgф:=¿sinф ва квадрат 
кавсдаги ифодага Л агран ж  теоремасини татби^ этд и к ). З^ара- 
к ат  тенгламасини хосил ^илиш учун ММ' элементига ^уйилган 
таищи кучни инерция кучига тенглаш  керак. Торнинг ММ' эле- 
ментга / моментда тенг таъсир этувчи куч

р  ~  ё  (х, О М М' ж  £ (х, I) Ах. (2.2)

Бу ерда ММ' к , х2 — хх =  йх, g (х, /) — тор буйлаб узлуксиз таксим- 
ланган, Ои укига параллел кучлар зичлиги. Торнинг чизшум зичлиги
р булса, ММ' элементининг массаси р ММ' — рйх булади. Элемент- 

()2ц
нииг тезланиши —— га тенг. Демак, Даламбер принципига кура (2.1) 

дь2
ва (2.2) формулаларни ^исобга олиб, ушбу тенгликка эга буламиз:

р Ах ■ — Т Ах +  g (х, 0  Ах.
дР дх2

Ах га кис^артириб ва тенгликнинг иккала кисмини р га булиб хамда 
т
— ■= а2 деб белгилаб, ^аракатнинг ^уйидаги тенгламасига келамиз:
Р

д 2и 9 д 2и , 1 / /ч /о оч
— ■ =  ° 2 — - +  -  ё  (х, /). 2.3)дР дх2 р

Бу тен глам а торнинг мажбурий тебраниш тенгламаси  ёки бир 
улчовли ту лщ н  тенгламаси дейилади.

Агар g (x , /)г=0 булса, (2.3) тенглам а ташк;и куч таъсир 
этм аган даги  бир жинсли эркин тебраниш тенгламаси  дейи­
лади.

Оддий дифференциал тен глам аларда умумий ечимдан ху-
сусий ечимларни олиш учун ихтиёрий узгармасларни  ани^лаш
керак  эди. Бунинг учун бошлангич ш артлардан фойдаланар
эдик. Бу ерда хам  тор ^аракатини тула ани^лаш учун

д ги 2 <?2« ,п ..----= а2 —  (2.4)
дР дх2

тенгламанинг узигина етарли эм ас. Яна цушимча- иккита чега- 
равий (х = 0  ва х = 1) шарт хам да бошлангич (¿ = 0) моментда­
ги шарт берилиши керак. Чегаравий ва бошлангич ш артлар 

. туплами четки шартлар  деб аталади . М асалан , х = 0 ва х = 1 да
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торнинг учлари цузралмас булсин. У ^олда £ кандай  булганда 
\ам уш бу тенгликлар бажарилиш и керак:

и (0, 0  =  0, и ОI, /) =  6) (2.5)
Бу тенгликлар масаланинг чегаравий ш артларидир. Бошлан- 
гич момент (¿ = 0) да тор м аълум  ш аклга эга  булиб/.унинг з^ар 
бир нуцтаси тезлиги ани^ланган булсин, яъни

и (х, 0 )  == и ) =  / (х ) ,  
1=0

' / да

г=о

Бу ш артлар тенгламанинг бошланрич шартларидир.

3- §. Торнинг тебраниш тенгламасини 
Д алам бер  усули билан ечиш

Биз ю^орида торнинг учлари ^узралмас деб фараз ^илган 
эдик, яъни торнинг узунлиги чекланган эди. Энди торнинг 
узунлиги ж уд а  катта  булсин. Унинг уртасидан бирор тезлик 
берсак, унг ва чап томонга тул^инлар йуналади. Н атиж ада 
торнинг учларига турри тул^инлар бориб, сунг тескари тул- 
кинлар ^айтади. Биз аксланган  тескари тул^инларни з^исобга 
олмаймиз, яъни чексиз булган торнинг тебраниш масаласини 
курам из. Бир жинсли (2.4) тенгламани (2.6) бошланрич шарт- 
л ар да  ечамиз. Бу ерда ¡( х )  ва Р (х )  функциялар бутун сонлар 
уки да берилган. и(х, функция учуй чегаравий ш артлар бул- 
майди. М асалада ф а^ат бошланрич ш артлар берилса, бундай 
м асала Коши масаласи  дейилади. Уни Д алам бер  усули билан 
ечамиз. Тенгламанинг умумий ечимини иккита ихтиёрий функ­
циялар й и р и н д и с и  сифатида цидирамиз:

и (х, /) =  ср ( х  —  а/) +  ф (х  +  Ы). ( 3 .1 )

Б у ф ва ф функцияларнинг иккинчи тартибли ^осилалари 
. м авж уд  булсин. У ва^тда, кетм а-кет з^осилалар олсак,

их =  ф ' (х — ей) +  ф ' (х +  ей), ихх — ф" ( х  —  а1)+ ф "  ( х  +  ей),

и\ =  — а  ф ' ( х  —  а£) +  а  ф ' ( х  +  а1),

ии =  а 2 ф " (х —  й/) +  а- ф " ( х  4 -  а/ )

лар  ^осил булиб, натиж а (2.4) тенгламани ^аноатлантиради. 
Д ем ак , (3.1) функция умумий ечим булади. (2.6) бошланрич 
ш артлардан фойдаланиб, ф ва  ф номаълум функцияларни то- 
памиз:

Ь — 0 да
Ф  (х )  +  ф (х )  =  / ( х ) ,

-  а  ф ' (х )  +  а ф ' (х )  =  Р  (х )
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системага келамиз. Иккинчи тенгламани 0 дан х  гача булган 
орали^да интегралласак,

X
— а [ср (х) — ср (0)] +  а [ф (х) — -ф (0)] =  | В (х) Ах

еки

■ ф (х) +  -ф (х) =  -  1 Я (х) 
а .)

с1х “Ь С (3.3)

куринишдаги ифодага келамиз. Бу ерда С = —ф(0)+т{э(0) — 
узгар м ас сон. (3.2) ва (3.3) тенглам алардан  ф (я), гр(х) номаъ- 
лум функдияларни аниклаймиз:

1
2 а

Р (х) ¿х  — — ,

^ < х )
(3 4 )

Ах +  -

Бу формулаларда аргумент х ни х —■ ва х +  а/ ларга алмаштириб,
(3.1) формулага куйсак, и (х, /) функция топилади:

и

0

1 у

0

111- шакл.

и (х, 0  =  -  / (х — аГ)

X—<2*
_1_
2 а

| Т7 (х) Ах +  — / (х +  Ш) +

+ ¿ 1
__ / (х—аО~Ь/(х—а/

)+

+ 2а
J  Р  (х) Ах. (.3.5)
х—

Бу (3.5) формулага тор тебранищ 
тенгламаси учун Коши масаласининг 
Даламбер усули билан ечилиши 
дейилади.

Олинган (3.5) ечимнинг физик 
маъносири англаш учун и (х, О 
ечимга кирган ф (х — а/) па ф (х +  
а£) функцияларни ало^ида- ало^ида 
текширамиз. ф (х — а/) функцияни 
олиб, / га / =  ¿0) / =/ь  Г— /2 ва 
^оказб усувчи ^ийматларни бериб, 
унинг графигини ясаймиз (111-шакл).
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Шлклдан куринадики, иккинчи график биринчисига нисбатан 
м!11\дорга, учинчиси а/2 ва ^оказо микдорга унг томонга сурилган. 
Агар бу графикларнинг проекцияларини навбат билан экра'.га тушир- 
сак, гуё  уларнинг ю^сридаги биринчиси унг томонга «чопиб» утаёт- 
гаадек булади. Торнинг бундай четланиши ту.щин деб аталади. Тенг-

ламадаги а =  |^/ — ко зффициент зса тулкинларнинг таркалиш

тезлиги  дейилади. Энди ^(х-\-а{) функцияни курайлик. ¿ г а  /0
кнйматларни берсак, 111- шаклдаги графикларда биринчиси пастдагиси 
булиб, тулцин унгдан чапга а тезлик билан тар^алади. Энди Далам- 
бср формуласи (3.5) ёрдамида олинган ечимни текширамиз. Икки хол­
им курамиз. Биринчисида тср ну^таларининг бошлангич тезлиги нолга 
гонг булиб, тор бошлангич четлатиш хисобига тебрансин, яъни Б (%)= 

О деб олсак, (3.5) формуладан куйидаги ечимни хосил киламиз:

и (Ху { )  =   ̂ ( х~а 1)  +  }  ( х + а ^  (3.6)

Бу ерда / (х) берилггн функциядир. Фсрмуладан куринадики, ечим 
и (х, 0  и кк п а  тулкин йириндисидан иборат: биринчи / (х — а()т:ул-

к,ин а тезлик билан унг томонга, иккинчи у   ̂ (х +  а/) тулкин шу 

тезлик билан чап томонга таркаладиган тулкинлардир.
— / (х — а() турри тулкин, — / (х +  о/) зса тескари тулкин деб 
2 2

аталади. Бощланрич / =  О моментда ш кала тулкин профили устма-
уст тушади. Фараз ^иламиз, бошлангич моментда / (х) функция (— /,
I) интервалда нолга тенг булмасин хамда жуфт функция булсин.
112-шаклдаги чап устунда у  / (х +  £?/) тулкиннинг чап томонга тар-

цалиши, унг устунда эса ва^тнинг турли моментларида /~(х— а()

тулкиннинг унг томонга таркалиши, уртадаги устунда эса т улкин- 
лар йириндиси, яъни тор нукталари умумий четланиши курсатилган.
I <  — моментда иккала тулкинлар бир- бири билан устма-уст туша- 

а
ди; / =  — мом ентдан бошлаб бу тул^инлар устма- уст тушмайди ва 

а
турли томонга ^араб узо^лашади.

Энди иккинчи ^олни курам из. Торнинг бошлангич четлани­
ши нол булсин ва бошлангич моментда тор ну^талари бош- 
ланрич тезлик олиши натиж асида тебрансин. Бу з^олда тор буй- 
лаб импульс тулцинлар таркалади . (3.5) ф ормулага ^(л :)= 0ни 
цуйиб, и(х, I) функция учун куйидаги ифодани оламиз:

х-\-а1

ы (л:, /) =  ^  Т7 (х) Ах =  Ф (х +  а£) — Ф (х — а{), (3.7)
х—Ш
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112- шакл.

X

(3.8)

Бу формуладан куринадики, ечим ы (х, /) ю^оридаги каби, Tÿppa их=  
=  _  ф (x — at) ва тескари иг =  Ф (х +  аО тулкиплардан иборат 
экан. Бошланрич / =  0 моментда % =  — Ф (х), и2 =  Ф  (х) бÿлиб, 
и (Х) 0) =  0 булади. Агар F  (х) (— /, 0  интервалда атщланган 6ÿ- 
либ, F  (х) =  t»0 бошланрич узгармас тезликка эга булса, у  ва^тда

X  ,

Ф (х) =  —  í vn dx =  —  X булиб, бу ерда — / <  х <  I булади. 
2 a  J  2 а

о I
X >  / ^ийматларда Ф (х) =  - -  Г и0 dx =  =  — ва х <  — ,1 к,иймат-

2d J  2d 2
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Ъ01

булади. Бу ерда

/| : —  булиб, Ф (х) узлуксиз 
а

па то^ функциядир (113-шакл).

I  ф(х>
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113- шакл.
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Ч
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иакл.
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\
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Энди и (х, ¿) ечимнинг / нинг турли кийматларидаги графигини ясай- 
миз. 114- шаклда чап устунда тескари тул^ин м2 =  Ф (х +  а£) нинг 
турли моментдаги зрлати, унг устунда тугри тул^ин щ =  — Ф (х—а{) 
нинг графиги, урта устунда эса тор нуцталари умумий четланиш 
графиги келтирилган. Биринчи ^олдан фар^ли уларок^, / =  0 да 
и (х, 0) =  0 булиб, / катталашиши билан нук;та юкорига кутарилади,
чурки (3.7) формуладаги интеграллаш интервали кенгаяди. / --  —

а
булганда
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хосил булади. I >  — булганда ^ам и (О, ¿) — к булади, чунки (— /,
а

I) дан ташкарида Р (х) нолга тенг. Шунинг учун четлашиш функци- 
яси и (0, 0  шаклда узгармас булиб крлади. Мисол учун хг =  -~

булсин. У  холда / нинг —  дан кичик кийматларида тескари ва тур-
2 а

ри тулк;инларнинг биргаликда таъсири натижасида ну^та кутарилиб 
боради.  ̂>  ~  моментда тескари тул^ин четлашиши бу нук;тада до-

имий — га тенг булиб, ну^та турри тул^ин таъсирида ю^орига кута-
з Iрилишни давом этади. / >  —  моментда иккала тул^иннинг четланиши
2 а
¿1 функциянинг к;иймати к га тенг була­

ди. Шундай к;илиб, и (х , /) функциянинг графиги / нинг турли ^ий- 
матларида ^уйидагича булар экан: / =  0 да и =  О — турри чизи^;
РЧ »  /. о х
О <  / <  — да ч т щ  профили трапеция шаклида булио, уяинг ю^ори

а
асоси кутарилиб, катталиги камаяди; / =  — да профил учбурчак ва

1 >  — да профили кенгаядиган трапеция куринишда булади (114- 
а

шакл). Шундай килнб, торга берилган (— /, I) интервалдаги бошлан- 
рич тезланиш натижасида тор тебраниб, Н баландликка кутарилади 
ва ва^т утиши билан шу баландликда к;олади (силжишининг 1флдири). 
0x1 текислигини олиб, л; — а1 =  ±  I ва х -\ -а 1— ± 1 — характерис­
тик турри чизи^ларни ю^ори ярим текисликда чизамиз (115-шакл). 
Ф  (х) функциянинг ифодасидан фойдаланиб, тескари тулцин Ф (х+а()
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шшг П, IV ва VI зсналардаги четланиши узгармасга тенглиги ке-

диб чикдди. III, V ва VI зсналарда турри тул^ин — Ф ( х — о/) нинг 
Ичетланиши :к,ам — га  тенг. Шунинг учун VI зона силжиш цолдири-
2

дан иборат булиб, бу зонага мос келган функциямиз и (х, ¿) =  
Ф (х +  а/) — Ф (х — а/) =  к булади. IV зонада тутри тул^ин чет-

.паниши -— ^ га тенг; шунак^а четланнш V зонада тескари тул^инда

мавжуд. Шунинг учун IV ва V зоналар тор ну1\талари учун сокин 
•юналар булади. Ну^та текисликнинг IV зонасидан VI зонасига утганда

/г /гтугри тул!<иннинг четланиши дан — гача узгаради.

Шу муло^азалардан фсйдаланиб, х0 >  I булганда и (х0, функ- 
ииянинг цуйидаги ифодасини ёзамиз:

О, О <  / < х0—1

и (х„, 0 = -  1

1- м и с о л.

й
2

К

д2и

Х п — 1

тенгламани и ди
д1

=  0 булган
д*и __
дР дх2 М /=о

бошланрич шартларда ечинг:
Е чиш . Бу ерда а =  1, / (х) =  х2, Я (х) — 0 эканини ва (3.5) фор- 

мулани хисобга олиб ёзамиз:
ц ( х , 0 = 1 +  +  

аммо /(х) =  х2 булганлиги учун / (х — ¿) =  (х — /)2, / (х +  /) =  (х+О2

булиб, и (х, /) :
( х _/)2 +  (х +  /)а

=х2 +  ¿2 булади.

„ д2« . д2и2- м и с о л. ■— ■ =  4 —  тенгламани и 
дР дх2

0.
¿=о

'дм ! 
д1 ;(= 0

=  х шарт­

ларда ечинг.
Е чиш . Бу ерда а =  2, / (х) =  0, /7 (х) =  х эканини хисобга олиб, 

(3.5) формулани ёзамиз:
Х+Ы

и (х, £)
т | гйг 1

ж—2/

: !*+И 
\x-2t

=  — [(х +  2/)2 — (х — 2/)2] =  хА.

4- §. То.рнинг тебраниш тенгламасини узгарувчиларни 
ажратиш усули (Ф урье усули) билан ечиш

Виз икки томонидаи м а^кам ланган  торнинг эркин тебра­
ниш тенгламаси

(4.1)
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=  / ( * ) , - §  - F i x )  (4.2)
í=o dt í=o

ва четки шартлар
w,Uo"---°. и \хм  =  °  (4 -3)

берилгандаги хусусий ечимини топамиз. Бунинг учун Фурье 
усулидан фойдаланамиз. (4.1) тенгламанинг (айнан нолга тенг 
булм аган ) хусусий ечимини иккита Х (х) ва T(t) функциялар 
купайтмаси ш аклида ^идирамиз:

и (х, t) — X  (х)-Т (i). (4.4)
Бу ^ийматлардан з^осилалар олиб, (4 .1) тен глам ага ^уйиб, уш- 
буни ^осил ^иламиз:

X  (х) Т" (0 =  а2 X" (х) Т (О
ва бу тенгликнинг ^адлариня а2X T  га булиб,

=  ^  (4 5) 
а2 т  (1) X (х)

тенгликни хрсил ^иламиз. Бу тенглик узгар м ас сонга тенг бул- 
гандагина уринли булади. Уни — X билан белгилаймиз. Ш ун­
дай килиб,

Т" _  X" _  у 
а%Т X

Бу тенгликлардан иккита тенглама ^осил булад и:
Х" +  Х Х  =  0, (4.6)

Т" +  с?Х Т  =  0. (4.7)
Бу тенглам а л арнинг умумий ечимларини топамиз. Х арактерис­
тик тенгламанинг илдизлари комплекс булганлиги учун

X  (х) =  A cos Л  х +  В sin VX х, (4.8)

Т (/) =  С cos a VX t + D  sin а VX t (4.9)
ечимларга эга  буламиз. Бунда А, В, С, D — ихтиёрий узгар м ас  
сонлар. Х (х )  ва T(t) лар учун топилган ифодаларни (4.4) 
тенгликка ^уямиз:

и (х, t) =  (A cos VX х +  В sin VX х) (С cos а V X  t +

+  D sin а/А . i ) . ; (4.10)
Энди Л ва В узгармас соаларяи (4.3) шартларданЦфойдалаииб топа­
миз. (4.8) га х =  0 ва х =  / Цийматларна 1<;уйсак,

0 =  А ■ 1 +  В • 0, 0 =  A cos V X I - f  В sin VX I 
тенгламалар ^осил булиэ, биринчисидан \А =  0, иккинчисидан 
В sin /  X I =  0 эканЛиги келиб чякадя. В ф  О, пупки акс ^олда Х =  0 
булиб, и =  0 булиб к;олади. Бу шартга зад. Шунинг учун

нинг бошлангич шартлар
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оулиши керак, бундан VX  — [п =  1, 2, 3, . . .) хос ^ийматларни 

топамиз. Уларга мос келадиган хос фуккциялар

Х = В  s i n ^ x  (4.11)

тснглик билан ифодаланади. Топилган VX  нинг ифодасини (4.9) га 
цуйсак, у

Т (0 =  Ccos ^ - t  +  D sin HUIL t {n =  1 ,2 , . . .) (4.12)

куринишни олади. n и -tnr ^ap бир ^иймати учун топилган ифодаларии
(4.4) га к;уйиб, чегаравий шартларни каноатлантирувчи ип (х, i) ечим- 
ларни з^осил кцламиз:

/ ап л , , т-ч . апл ,\ . плUn (х, t) =  (C„ eos —  t +  D„ sin —  t j  -sin — x.

Тенглама чизицли в а  бир жинсли булгани учун ечимларнинг й и ринди - 
си ^ам ечим булади ва шунинг учун

и (х, 0  (Слсоз t +  D„ sin sin ^  x (4.13)
n= 1

^атор билан ёзилган функция >̂ ам (4.1) тенгламанинг ечими булади. 
Сп ва Dn узгармас сонларни аншуташ учун бешлаигич (4.2) шартдан 
фойдаланамиз. t — О булганда

í  (x) =  ^ C „ sm ^ x  (4.14)
Ln=l

булиб, / (х) функциянинг (О, /) интервалда Фурье ■ ^аторига ёйилмаси 
мавжуд деб фараз килсак,

i

С" ~  7  J f (х) sin ~  xdx (4.15)
О

га тенг булади. (4.13) тенгликдан t буйича ^осила олиб, i — О да
оо

г, , s rs апл ■ п лг  (х) =  ^  ----- sin  —  хw  '  > п i i

sin ' / % 1 =  0

п= 1
тенгликни хосил кдламиз. Бу [катернинг Фурье коэффициентларини 
аник/шймкз:

D =  -  Г F (х) sin —  xdx 
п l I J I

О
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еки

Dn =  —  f  F (x) sin —
n an л  J  w  I

xdx. (4 .16)

Шундай ^илиб, биз Cn ва Dn коэфряциентларяя аня^ладяк, демак че- 
гаравяй ва бошлангич шартларня ^аноаглангирувчи (4.1) тенглама- 
нинг ечями булган и (х, t) функциянл аншундяк. Фурье усули мате­
матик фиэяканяяг куп масалалариня ечишда ж уда к;ул келадя.

И зол;. Агар ю^оряда — А урнига +  А. =  kr ифздани олсак, тенг- 
ламанинг умумий ечимя (4.8):

Х  =  Ае'х + В е ~ кх 

булиб, чегаравяй (4.2) шартларни ^аноатлантирмайди.
Хое функцияни uk (х, t) =  ¡C n cos t +  Dn sin ^  sin k л x 

куринишда ^осил цялган эдик. Уня шаклан узгартирсак,
/

ик (х, i) =  F k sin k Л X
I

•sin k n a 
I

t ■ (4.17)

(4.17) 
kn a

куринишга келади. Бу ерда Fk =  V C l +  D\ ва tg cp/; =  — .
Dk

фэрмуладан курянадихя, торн лиг барча ну^талар i бяр хя ( со к =  

частота ва <pft фаза бялан гармэаих тебранар экая. ТеЗраняш ампля- 

кпх га танг буляб, у  х га бэ?л:-ц эхан. k — 1 бул-

I

тудаси Fk sin

ганда (4.17) фэрмуладан биринчя гармоника учун
л а
Т

I

{х, I) =  Fy sin — ■ sin / +  Ф1

формуланя ^огил ^яламиз. х =  0 ва х =  I булганда ^узгалмас нукг  
талар торнинг четларя буляб, х =  да торнияг четланяшя энг катта

булиб, Fx га тенг булади (116-шакл). /г — 2 булганда
2 п а/ i\ iп • 2 тс х .и2 (х, г) =  г 2 sin —— sin

I t +  ф2

булиб, ^узгалмас нук,та учта булади: 
х — 0 , х  =  —, х  =  1. Амплитуда энг

/катта цияматига иккита х — — ш х =

=
4

Умуман sin

нуктада эришади (117-шэкл).
к л  х

I
=  0 тенгламаиинг

илдизларя ^анча булса, [0, /] кесма- 
да шунча кузгалмае ну^талар булади
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и

о

о с I х

117- шакл. 118- шакл.

(улар тугун ну^талар дейилади). Тугун нук;талар орасида шундай 
битта ну^та мавжуд буладики, бу ну^тада четланиш максимумга 
эришади; бундай ну^талар «тутамлик» ду^талари дейиладн. Торнинг 
энг кичик уз частотаси

га тенг булади, бунда Т — тор таранглш  и,, р •— зичлиги.
(4.18) формуладан куринадики, таранглик Т к;анча катта  

булиб, тор цанча енгил (/ ва р лар кичик) булса, овоз шунча 
юцори булар экан. Крлган со* частоталарга мос келган овоз- 
лар обертон ёки гармоникалар дейилади.

1-ми с о л. Чет лари х =  0 ва х =  1 мз^камланган тор берилган 
булиб, тор ну^таларининг бошланеич тезлиги нолга тенг. Бошланрич 
четланиши учи (с, /г) ну^тада булган учбурчак шаклида булса (118- 
шакл), торнинг тебранидини топинг (Та — таранглик, р — зичлик вэ

Е ч и ш. I (х) =  и |<=0 функциянинг аналитик ифодаси берилган 
(118- шакл):

сан ечямда барча Ок коэффициентлар нолга тенг. Ск коэффициент- 
ларни (4.15) формула ёрдамида топамиз:

(4,18)

берилган).

Масаланинг шарти буйича Т7 (х) =  ^  | = 0 , демак (4.16) га асо-
дс ¡¿=э!'

с
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Хар бир кнтегрални булаклаб интеграллаймиз ва ушбу натижага ке- 
ламиз:

с
k я  х , lx k п х

х s i n ------ох — --------- COS --- -----I к л /
с . /2 . к я х -|-------- s in --------
О £2 л2 I О .

1с k n  с , /а . к и с= --------- c o s ----------1---------s i n --------,
к я I к2 я2 I

I
С ч . к к  х , 1(1 — с) к л с , /2 . k n  с  (/ — х) s i n ------ ах =  —1------ — e o s --------- i---------s in -------.
J l к я I k2 я г I

Шундай килиб,
„ 2ft/2 . Ь с  Ch = --------------- sin -

k2 я2 с (/ — c) /
эканини аницладик. Ck нинг ифодасини (4.13) форму лага *хУямиз ва 
ушбу ечимни оламиз:

со
, a 2/i/2 ! ■ к я  с  . k я х  kn  atи (х, г) = -----------  > , —  s m -----  s in ------ c o s ---------.

я2 с  (/ — с) k2 I I I
k=\

Агар торнинг уртасидан тортилган булса, яъни с == ~ булса, =
2 I

k ЗТ о I
Щ Y  булиб, k нинг барча жуфт ^ийматларида — нукта ^узгалмас 

ну^та булади. Шунинг учун ечимда то^ гармоникалар булади, яъни

u {x> t) =  ^ y sin (2га +  1) -eos (2» +  1 н  
я2 ^  (2п+1)2 / I

П— О
2 -ми с о л. Ю^оридаги 1 - мисол шартида торвинг бошлангич шак- 

ли парабола булиб, у  тор уртаси ~  га нисбатан симметрии ва макси-

мал четланиши h га тенг (119-шакл). Тор тебранишини аникланг. 
Е чиш . Параболанинг тенгламаси

f  (х)  =  j -  х  (/ — х )

булиб, (4.13) ф ормуладаги 
коэффидиектлардан D k = 0 , Ck 
эса куйидаги формула ёр да­
мида ^исобланади: 

i
8« ¡ /* \ ■ k п х i

с  к ==у ) х (1~~х) 5Ш —  dx-
о

Б у  интегрални икки м арта бу­
лаклаб  интеграллаймиз ва 
уш бу н ати ж ага келамиз:
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K k3 л3
Бундан куринадики k жуфт булса, Ck =  0. к =  2п — 1 ток, булса,

С9п+, =  — — -------; (я =  0, 1 , 2 , . .  .).
2я+1 (2п +  1)3. я 3 v .

Ечим эса цуйидаги курянишга эга булади:

и (х, ¡f) ¿  —  V  — -—  sin &IL±AJí1  c o s (2«+  
я® (2n+l)3 / l

n=  0

5- §. Торнинг мажбурий тебраниши

10корида курилган Ф урье усули торнинг мажбурий тебра- 
ниш тенгламаси (2.3) ни >̂ ам ечиш учун ^улай эканлигини ку- 
рамиз. Торнинг танщи куч таъсирида мажбурий тебраниши ма- 
саласи бир жинсли булм аган  тебранма ^ ар акат  тенгламасига 
олиб келган  эди (2- § ) :

д^и о 3 2u i /~< / i\ / c i \— - =  а- г—  +  G (х, t). (5.1)
dfi дх2

Бу ер да G (х, I) =  — g  (х, /) белгилаш киритдик.
(>

Бошлангич ва чегаравий шартларни торнинг эркин тебра- 
нишидаги каби кабул килам из:

и\ = / (х ) ,  f - l  ~ F  (х)
J=Q Ot ¡7=0

ва

« U o  =  “ U /  =  °-
Чизикли бир жинсли булмаган  иккинчи тартибли оддий диффе­
ренциал тенгламаларни ечишга ухшаш, (5.1) тенгламанинг ечи- 
мини иккита функциянинг йириндиси куринишда 1\идирамиз:

и (х, t) =  v (х, f)-\-w (х, t). (5.2)
Бу ердаги v (х, /) функцияня шундай танлаб оламизки, у  бир жинс 

d2v d2v dvл и -----=  а2 ------  тенгламани бошланрич v — f  (х), —  =  F (,t)
dt2 З*2 í=o 3/ /=о

ва чегаравий v |х=0 =  v \х_ г =  0 шартларда ^аноатлантирсин. w (х, i) 
функция эса бир’ жинсли эмас.

32ш ,  :d2w , „ , m
-— ■ =  а- —-  +  G (х, 0  (5.3)
З/з З*2 V '  V '

тенгламани ва кучшдаги бошланрич хамда чегаравий 
! dw



шартларни к,аноатлантирсин. v(x. i) торнинг зркин тебранишини ифода- 
лагани учун .унинг тенгламасини ю^оридаги бошланрич ва чегаравий 
шартларида ечишн i баён зтдик (4- § га царанг). Биз бир жинсли булма- 
ган тенгламадан w(x, t) функцияни ашщлашни курсатамиз.до(л;,i)  функ-
цияни бир жинсли масала ечимидаги хос sin —j~  функдиялар буйи- 

ча к,атор куринишда излаймиз.

W ^  =  ^  Ук ®  S'n (5 '4^
k = \

бу ерда yk (t) ^озирча номаълум t га бог л и к; функция, до (х, i) функ­
ция чегаравий шартларни цаноатлантиради. Хакикатаь, х =  0 да 
до (0, t) =  0. х =  I да >̂ ам до (/, f) =  0. Барча (5.4) даги хос функ- 
циялар нолга тенг булади.

Агар (5.4) ^аторда ук (0) =  0 ва y'k (0) =  0 булсин деб талаб Фи­
липса, w  (х, t) функция учун бошланрич шартлар хам бажарилади.

(5.4) к,атордан х ва t лар буйича икки марта хусусий ^осилалар 
олиб, (5.3) тенгламага 1̂ уямиз. Натижада

k=i
sin =  G (x, t). (5.5)

Энди G (x, í) функцияни (0, l) интервалда x аргументли синуслар 
буйича Фурье к,аторига ёямиз:

G(x, t) =  y , g k (t)s in ^ r x, (5.6)
k=i

бу ерда
i

2 f  . k п х
& ( 0 = 7  j G ( x , t ) s i n ^ ~ d x  (5.7)

ó
(интегралда t узгармас).

Агар G (х, t) =  G (х) булса, gk (,t) функция узгармас булади. Агар
G (х, f) — G (¡t) булса,

,,, 2G(t)C ■ knx , í G (/), k — toi^ булса, . 
gk (t) =  — si n —  d x=  А я  (5.8)

ó [0 , k — жуфт булса.

(5.5) ва (5.6) ёйилманинг хос функциялари олдидаги коэффи- 
циентларини тенглаш тирамиз ва номаълум yk(t) функциялар, 
учун уш бу тен глам аларга эга  буламиз:

т ; ( о + - ^ т * ( о = & ( » .  (5.9)

Бу тенгламани 
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бошланрич шартларда ечамиз. (5.9) га мос келган бир жинсли тенг- 
ламанинг умумий ечами

, k я  at , г, . k л at
A  cos — ;------Ь Bk^m - 7 -I С

куринишда булади. Бир жинсли булмаган (5.9) тенгламанинг хусу- 
сий ечимини gk (t) функцияга ^араб, танлаб олиш усули, яъни аник;- 
мас коэффициентлар усули ёки ;узгармасни вариациялаш усули ёрда- 
мида аниклаш мумкин. Натижада, бошланрич шартлардан фойдаланиб, 
ушбу ечимга эга буламиз:

У к (0 = T ~ \ ë k  (т) sin кПа (у - ~ -  d r .  (5.11)к я a J  I
о

Топилган yk (t) ларни (5.4) га vÿm.6, ^идирилаётган w (х, t) функция- 
ни ашщлаймиз.

1-м  и со  л. Орирлик кучи таъсирида торнинг мажбурий теб- 
ранишини топинг.

Е ч и ш. Бу ^олда G(x, t) = — g  буллиб, м асала соддалаш а- 
ди. (5.8) ф ормулага Kÿpa

y* (0) =  o, y;  (0) 4  о (5 .10)

8k

бундан

i
k n xГ sin *ü£- ¿х — — —  (1 — cos/e л), 

J I k n y '

S2n §2n+\ (2 n +  1) Я

:(5.9) тенглама иккига ажралади:
Жуфт индекслар учун

. (2п)2 я2 a2 n i  a ' i  а

У 2п  +  ------------------------ У 2п  =  0 , У 2 п  W o  =  0  ■в а  У 2 п  Ы о  =  ° -

Ток индекслар учун

у" (2/г я2 °2 у — _____ (5 i о1»
2п+| /2 2"+1 (2/г + 1 )  я'

Юкоридаги тенгламадаги у2п (/) функциянинг берилган бошланрич 
шарчлардаги ечими айнан нол бÿлaди. Иккинчи (5.12) тенгламанинг 
хусусий ечими

(2n-j-1)3 я3 а2
га , умумйй ечими эса

Л (2п  П Я C!t R  c i«  <2n +  Л a t AS 12
2n+l l 2n+1 l (2п+1)3 л3а*
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га тенг булади. (5.10) бошланрич шартлардан фойдаланиб, А2п+1 ва 
В2п+1 ларни тспамиз:

л — g  — о
2я+1 (2n+ l)s я 3 а2’ 2п+[ ' ■

Нат! жада у 2п+х (i) ушбу куринишни олади:

(5ЛЗ)
Топилган (5,13) ифодани (5,4) формулага ^уйсак, масаланинг жаво- 
бига эга буламиз:

/ А 4§1w (х, /) = я 3 а2 (2п+1)з
л=О

, Г(2п+1) яа/1 — COS -  • s i n  ( 2 я  + 1 )  Я Д !,

I

Ечимдаги айирув ишораси тебраниш бошланишида тор ну^талари 
пастга четланишини курсатади.

1 , 1  X =  — ва t =  — да
2 а

(2п “I- 1) я  /я / i \ „ (2/z “I" 1 ) гс о. I *sin -— ——  ■ —:=  (— I)4, cos -i— !—------ • — — — 1
I 2*  I a

эканлигини ^исобга олсак,

w , / .1 w I - ,  -2 a
( ••• 1)л _  8g/2 „з _  g/а

я 3 a2 (2n +  О3 я 3-a2 32 4a2n—0

^осил булади. Торнинг уртасида t — моментда энг катта четланиш
3/юз берар экан. Кейинги энг катта четланиш тор уртасида t =  —
a

моментда юз беради ва ^оказо.
2 -м и со л . Зичлик фуикцияси g (х, t) — А р sin со t. х га борлик; 

булмаган (р — торнинг чизи^ли зичлиги) текис та^симланган куч тор­
га таъсир этади. Бошланрич силжишсиз ва тезликсиз булган торнинг 
мажбурий тебранишини топинг.

Е ч и ш. G (х, t) =  =  A sin со t булиб, у  х га бор лик; бул-
Р

маганлиги учун (5.8) формуладан фойдаланамиз. У ^олда

й „  «  =  0, s¡ „ m í,

Юкрридаги биринчи мисол каби бу ерда хам y2n{ t ) = 0  булиб, 
у2п+\ (0 эса (5.11) qbopмyлага Kÿpa к,уйидагига тенг:



(2/г +  1) п а
------ ]--------=  ®2п+1 Део белгилаш киритамиз ва интеграллаш амалини
бажарамиз. У  вактда

2̂п+1 ( )  (2п+1)2 я2 а ®2л+1 — ш2

ифодага эга буламиз. Бу ерда барча я  лар учун со2п+1 ^  со (резонанс 
^олати цатнашмайди) деб фараз келамиз. у2п+х (0 нинг топилган ифо- 
дасини умумий формула (5.4) га ^уйиб, масала ечимига келамиз:

4/Л ~ уч  1 со2„+1 ш Ы - » 8ш В2л+ 1/ . кпх
ш (X, 0  =  —  >  ---- --------- ^ ------5— ----- 9 -ди~1 вШ —

я 2 а (2л+1)2 — со 1/1=0 “ '
Йигиндининг бирор /г ^ийматида частоталар со2А,+1 =  со га тенг бу- 
либ крлса, уша ^адни

21А <°2А+1* С05 <02А+1г‘ — 8‘пю2̂ +1 * __
пЧ (21г +  1)2 ш2й+1

21*А
(^1П СОпи I | I  I I  I  с о з  СО., . I ] / )л3а2 (2/г+1)3 2/г+' 2к+1 2^+1 '

^ад билан алмаштириш керак. М уста^ил текшириб куришни 
у^увчига хавола ^иламиз.

6- §. ^аршилик курсатувчи му^итда торнинг 
тебраниши

Ш у ва^тгача торнинг тебранишида атроф-му^итнинг ^арши- 
лигини ^исобга олмасдан келган эдик. Н ати ж ада сунмайдиган 
тебраниш лар ^осил булган эди. Энди торнинг ^аршилик кур ­
сатувчи му^итдаги тебранишини курайлик. К,аршилик кучи ^а- 
р акат  тезлигига нропорционал деб 1̂ абул дилам из. У вактда 
торнинг ММ' чексиз кичик булагига (2- §, П 0 -ш ак л га  ^аранг) 
таъсир этувчи ^аршилик кучи куйидаги куриниш да булади:

^карши =  а  ~  Лх, (6.1)

бу ерда а  — пропорционаллик коэффицненти. Бу ерда ^ам (2.3) 
тенгламани келтириб чи^аришдаги муло^азаларни такрорлаб, 
фак;ат карш илик кучини з^аракат йуналишига тескари йунал- 
ганлигини ^исобга олиб, уш бу тенглам ага келамиз:

д2и ,  д2и „  ди . 1 ,
■ 2/п —  Н------и{х1). (6 .2)

о/2 дх2 р

Бу ерда 2/п ==—  (долган белгилашлар (2.3) тенгламадагининг узи- 
Р

дир). Эркин тебранишлар билан чегаралансак, у  холда (6.2) тенгла- 
манинг куриниши куйпдап ча булади:
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дР ' dt дх2
Бошлангич ва четки шартлар аввалги куринишда цолади, яъни

дии =  f(x), мt= о dt t=о
F(x), и =  и

х~0 (6.4)

(6.3) тенгламанинг ечимини (6.4) ш артларда Фурье усули би- 
лан ^идирамиз. Тенгламанинг ечимини и(х, t ) —X (x) T (t) ку~ 
ринишда ёзиб, 4- § даги  каби амалларии баж ариб, уш бу тенг- 
ликка келамиз:

1 [ Т" +  2тТ' \ X"
cfi [ Т ) _  X ' (6 '5)

Бу ердаги Х(х) функция учун четки шартлар царшиликсиз мухитда- 
ги каби узгаришсиз ^олганлиги учун (6.5) тенглик уринли б^лиши
мумкин, агар икки томони — Ц  га тенг булса, демак Xk =  -~  (k ■=?

=  1, 2, А . )  хос сонларга мсс келган X k(x) хос функциялар (4.11) 
га кура (коэффициентлар бирга тенг деб олинди)]

ч/ / \ •’ • kjxxX k(x) =  s in —  (6 6)

формула билан аншуганади. Tk(t) функцияни аницлаш учун ушбу 
тенгламани ^осил ^иламиз:

¡knаХ* гг, п
Tk +ЪпТk + ( т j  П  =  °. (6 .7)

Унинг характеристик тенгламаси

г2:+  2 m r+  J  =  О

нинг илдизлари г 1>2.=  — m ± ”j/"m2 — булади. Иш^аланиш

коэффициенти етарлича кичик булганлиги учун [m <  ~ j  дискрими- 

нат манфий булади.
|'k^aj _  m<¡ _  ^  деб белгиласак, r ¡ 2 =  — т  ±  iqk булади. У  ва^т- 

да (6.7) тенгламанинг у  мумий ечими ^уйидагига тенг:

Tk{t) =  e~mt (ak eos qkt +  bk sin qkt).

Топилган X k{x) ва Tk (t) лардан хусусий ечимлар тузамиз:

uk(x, í) =  e~mt (akeos qkt +  bk sin qkt) sin

Бундан куринадики, хар бир тул^ин e~mt га купайтирилганлиги учун 
сунувчан булади. Хусусий ечимлар йигиндиси



и {х ,0  =  е т * ^ (акс о э ^ * +  Ькв т % 0 эш
й=1

ИИ о^амиз ва ак, Ьк коэффициентларни берилган (6.4) шартлардак 
ф< ||1даланиб аншугаймиз. / =  О булганда

<=о

.  ¿яд:

*= 1

Алл:

сл.шб, бу ердан

»иди —  хосилани хисоблаб, £ урнига нол ^уямиз:

я. =  —  /  (х) бш —  Ах.

ди
<Э/ (=0

( — так + Ьк дк) ип ~  ^  (х)
*=1

гулиб, бундан

булади Еа

—т а к + Ь кдк =  -у  | Т7( х ) э т у ^ х

, 2 с г м  . Ы х  , . т 
ьк = —  I ^ (*)эт  — Ах +  —  ак.

М и с о л. 4-§ даги 1-мисолни мухит ^аршилигини хисобга олиб
ечинг. Мисолни ечганда ишцаланиш коэффициента т = — <  —  бул-

Р I
син.

7П
Е чиш . Бошланрич тезлик Р(х) =  0 булганлиги учун Ьк— —  ак

____ _____  т/г
булади. Бу ерда ^  (-у ')  —т% • Энди ни ^исоблаймиз:

/ С
2 Г г /  \ • клх , 2 \ к С ■ клх , . ак =  —  / (х) вш —  ах =  —  —  хеш —  ах +
I J  I I \_ с J  /

о о
г

. А Г . ,  ч . Ы х  ,Н-------- \ (/ — х) эш —  ах .
1 - с . Г  I

Булаклаб интеграллаймиз. Натижада 
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2/1/2
■эт-Ы с

к* л 2  д (/ —  с) ~ I

Масаланинг ечими куйидаги^куринишга эга булади:

и(х, /)
2/1/2 , —т/

л 2с(/ — с)

1

*=1

. кпс . ктс! . , т  . ,\ э т  —  в т  —  (соэ +  —  э т  дк1

7 -§ .  Металл стерженда иссицлик тарцалиш тенгламаси

Узунлиги I га тенг бир жиясли металл стерженни к а̂рай- 
миз (120-шакл). Металл стерженнинг ён сиртя танщи му.^итга иссш^- 
лик утказмайди ^амда кундаланг кесиминяяг барча ну^таларяда яс- 
си^лик бир хил деб фараз к,иламиз. Абсцисса у^яяи металл стержея 
уки буйлаб йуналтирамиз. У холда и исстщлих х координата ва /
ва^тнинг функцияси булади. |—  хусусий ^оеила эса Ох буйлаб

дх
йуналган иссщлякнинг узгариш тезяигини билдиради. Абсцяссаларя 
хх ва х2 (х.2 — хх =  Ах) булган кесимлар орасидагя кичяк булагинч 
курамиз. хх кесимдан А/ ва^тда утадйган иссякших мявдоря:

\ , ди 1А <3, =  ■ 5А/.
дх  1 х=х1

х2*"абсциссали кесим^учун уша микдор.шнг уз I

А С} 2 и ди 
- к  —  

дх
5А /

х —х г

(7.1)

(7.2)

булади. Бу формула тажриба йули билан топилган булиб, унда к— 
иссшушк утказувчанлик коэффициенти, 5  — каралаётган металл стер- 
жен кундаланг кесими юзи.

А/ вак,тда металл стерженнинг Ах булагига о^иб кирган исси^ляк 
микдори АС^— А0_2 га тенг булади, яъня

— А С}2 , ди — к  — БА( __ —  | 5А/
дх Х— Х1 дх ) х=*2

■ к —  А х Б
дх2

(7-3)
дибу ерда - -  
дх

ди айярмага нисбатан Лагранж теорема-
Х = Х 2 дх | Х — Х !

сини цулладик). Шу А/ ва^т ичида металл стержен Ах булакчаси- 
нинг иссщлиги А и га кутарилади. Иссшугак оцими куйидагяга тенг:

А — А =  с рА х 5А и
ёки
А — АС}2 ■ срАх5 —  А (7.4)

Бунда с—металл стержен ясалган 
модданинг иссякли к сигимя, р—■ 
металл стержен ясалган модда-
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...... . зичлиги (рА х5 =  рА V — металл стержен элемектининг’| мас-
1Ж'1|).

(7.3) ва (7.4) формулаларни тенглаштириб, ушбуни хосил ^иламиз:

к д— Ах5Ы =  ср А х8  — А*
дх2 дt

»‘ИИ
(7.5)

<5/ дх2

Бу ерда а2=  — деб белгиланган. (7.5) тенглама бир жинсли
ф - кметалл стерженда иссщликнинг тар^алиш тенгламаси деиилади. Ьу

11 игламанинг ечими тула аник, булиши учун и(х, /) функция масала-
пинг физик шартларига мос четки шартларни ^аноатлантириши керак.
Четки шартлар турлича булиши мумкин. Масалан, 0 <   ̂<  Т учун
Сюшлангич шарт:

и(х, 0) =  и | г=0 = /(х). (7.6)

¡ ( х ) — берилган функция. Четки ш артлар х = 0  ва  х =  1 бул- 
ганда металл стержен учларида донмий ^арорат са^ланса:

и (0, ¿) =  и | х__0 =  и0, и 1 х_ 1  =  и̂  (7.7)

булади. «о ва  и1 лар берилган сонлар. Агар металл стержен уч­
ларида му^ит билан ^арорат алмаш иб турса, четки шартлар 
куйидагича булади:

, д и ¡г —
дх

h J  и I

, да -к —
дх

=  h,\ и
х=/ I (7.8)

бу ерда u0(t) , ut ( t)— таищи му^итнинг берилган х,ароратлари, 
h0 ва h t— танщи исси^лнк алмашиннш коэффициентлари. h0— 
металл стерженнинг чап охиридаги, h t — унг охирндаги коэффи- 
циентлар.

Агар металл стерженнинг баъзи булакларида исси^лик ^осил 
булса ёки исоиклик ютилса, у  ^олда металл стержен ичида 
исси^лик манбан м авж уд  булади. Иссик;лик ^осил булиши (ёки 
ютилиши)ни исси^лик манбаининг зичлиги F (x, t) ор^али ифо- 
далаш  мумкин, яъни кичик Дх булагидан  кичик At ва^т орали- 
гида ^уйидаги микдорда иссицлик ажралиб чикади:

F(x, t) Ах At. (7.9)
(А гар  F(x, t) < 0 булса, исси^лик ю тиладн). М асалан , металл 
стержендан донмий электр токи уткази лган да ундан иссиклик 
аж ралади  ва бу ^олда F (x, t) =  const = I2R. Бунда I— ток, R — 
м еталл стержен узунлик бирлигидаги дарш илик.

Ш ундай г^илиб, иссиклик тар^алиш  тенгламасини келтириб
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чн^аришда (7.9) ифодани ^ам хисобга олсак, курилаётган  
л акд а  исси^лик баланси тенгламаси ^уйидагича булади ((7 .5 ) г« 
^ а р а н г ) :

к —  А хSAt +  Б{х, ¿)АхА1 =  с р \ х в — А дх2 3^

Тенгликнинг и ккала к;исмини SA xAt га  булсак,

ди , 32ы . 1 л  ср —  =  к --------------Я х ,  /)3< 5x2 5  ̂ ’ >

хосил булади. Энди бу тенгликни ср га булиб, —  ¥ (х, 0  =  £ (х, О
ср5

деб белгиласак, бир жинсли булмаган
ди 9 32и . , ,ч

=  а2 - + £ М )  (7.Ю)
3^ Зх2

Iтенгламага келамиз. Бу ерда а =  ]/"-“ ■ —' ЛаР°Рат утказувчанлнк 
коэффициента.

8- §. Чегараланмаган металл стерженда иссик;лик 
тарцалиши

Ингичка, ён сирти иссикдан изоляцияланган, етарли дара- 
ж ад а  узун , иссиклик утказувчи  металл стержен тенгламаси, 
исси^лик манбаларисиз булган да, уш бу куринишга эга  бу­
лади:

—  = а 2—  • (8.1)
д( 3x2

Бу тенгламада фак,ат бошлангич шарт берилади:

“ 1 *=о =  №'■ ( 8 . 2 )

{(х) функция бутун сонлар у^ида (—оо< х< оо) ани^лан- 
гандир. и(х, I) функция учун четки шарт ^уйилмайди. (8 .1) 
тенгламани (8.2) ш артда ечиш масаласи  Коши масаласи  де- 
йилади ёки бошланрич шарти берилган м асала  дейилади.

(8.1) тенгламани соддалаш тирамиз. Бунинг учун t урнига 
янги узгарувчини киритамнз:

т =  аЧ. (8.3)
У  ^олда

д и _ ди йх _ 2 ди
3  ̂ Зт сИ дх

булади ва (8.1) тенглама ушбу куринишни олади:

* = * ! } .  (8.4)
Зг 3x2 4 ’
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|»у тенглама металл стерженнинг физик хоссасига богли^ эмас.
1 -0  булганда т = 0 булганлиги учун бошлангич шарт

« | ,=0 — /(*) (8.5)
г.улади. Бу тенгламани ечиш учун Фурьенинг узгарувчиларни 
вжратиш усули ва хусусий ечимлар суперпозициясидан фойда- 
лпиамиз. Б у усул  икки ^исмдан иборат. Аввал (8.4) тенглама- 
нипг ечимини Х (х )-Т (т) куриниш да ¡рдирам и з. Бу купайтма- 
дин хосилалар олиф, (8.4) тен глам ага  цуйсак,

Ш  =  Ш  га
Т (  т) Х(х) ( 8 -6 )

гсиглик ^осйл булади. Тенгликнинг унг ^исми т га , чап т^ис- 
ми х  га  борлик; булмагани учун бу тенглик узгар м ас с га  тенг 
оулганда уринли булади. У ^олда (8.6) тенглам а к;уйидаги 
иккита тен глам ага  ажраЛ ади:

^ = с ,  (8 7 )Т т  л и  ’
Пулардан биринчисининг умумий ечими:

Т(х) =  Сесх.
М еталл стерженнинг бирорта кесимида и(х, t) = Х (х) ■ Т (%) 

исси^лик чексизга ннтилиши (т->оо д а ) мумкип эмас. Шунинг 
учун С— —X2 деб оламиз:

Т {т)= С е~ Х2\
Иккинчи Х"(х) +  Х2Х(х) =  0 тенгламанинг умумий ечими

Х(х) =  A eos X х ■+ В sin X х.
Демак, (8.4) тенгламанинг хусусий ечими цуйидагига тенг:

и =  (a  eos Хх +  |3 sin Хх) е~А г . (8-8)
Бу ерда а = А С  ва  fi =  BC, X лар  ихтиёрий узгар м ас сонлар, 
(8 .8) формула X нинг аввалдан  берилган ^ар бир к,ийматида
(8.4) тенгламанинг ечими булади. Д ем ак , X нинг з^ар бир кий- 
матида турли а  ва  р ларни ани^лаш мумкин, яъни а  ва  р лар 
X нинг ихтиёрий функциялари а  =  а (Х), р = р(Х) булади. У ^ол- 
д а  хусусий ечимлар оиласи уш бу куринишни олади:

и^(х, т) =  [«(A,) eos Хх +  Р(А) sin Х(х)\

Бу ерда X параметр — оо дан -foo гача ^ийматларни олади. Шу ер­
да Фурье усулшшнг биринчи кисми ни^оясига етади. Фурье усули- 
нинг иккикчи цисми—хусусий ечимлар их(х, т) суперпозидняси куйи- 
дагидан иборат.

Берилган (8.4) тенглама чизикли 'ва бир жкнсли. Унинг чексиз 
куп хусусий ечимлари мавжуд ва бу ечимлар узлуксиз узгарувчи X 
параметрга бсрлкк зканини кдсрида курсатдик.
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их(х, т) — хусусий ечлмларнинг интеграли >̂ ам (8.4) теигламаити 
ечими булади.

оо оо

и(х, х)^= j  их(х, i)dX =  [ [a(X)cos Xx +  Р(А,) sin X х] е~^2х dX. (8.10)
-ОО —00

Бошлангич (8.5) шартдан фойдаланиб, номаълум а(Х) ва Р(Х) ларии 
ани^лаймнз:

оо

и ¡ =  j [a(X) cos Хх +  ¡3(X) sin X x]dX =  /(x). (8 .11)
—oo

Бу ерда берилган f(x) функцияни бутун Ох у^яда абсолют интеграл-
оо

ланувчи ва j' | f(x) | dx я^чнлашувчн де5 карат мумкин. (f(x) фуцк-
— оо

ция — исси^ликвинг бошлангич та^симоти.) Иккинчи талаб урин- 
ли, чунки стерженнинг исси^лик энергияси чекли, хосмас интеграл 
я^инлашувчи. У ^олда, f(x) функциянинг Фурье интеграли:

оо оо

f{x)— j dX | f (с) cos X (g — х) d i =  j j   ̂ j f{í)cosXldiyosXx-\ •
—oo —oo —oo — oo

+  ( f (?) sin XI d l j  sin Xx j dX.

Бу тенгликни (8.11) бнлан тавдослаб, ушбуня ^осил ^иламиз:
оо

а(Х) =  -4-, [ cos XI d i,
2л J . ;

(8 .12)

PM  =  j /Шsin ^  d%-
—оо

f(x) — чегараланган булганляга учуя а(А,) ва Р(Х) лар хам чега- 
раланган:

оо оо

|a(X)i<¿  í ' ü l m ' d l  
—оо —оо

(8.12) дан топнлган а(Х ) ва |3(Я) ларни (8.10) ечимга ^уй- 
сак, (8.4) тенглам а ва (8.5) бошлангич шартни ^аноатлантнрув- 
чи функцияни хоснл ^иламиз:

00 00

и(х, т )=  —  f dX i /(I) [соз А.л:соз X | +  sin Xx sin e~Vx dc, =
2я J J 

00

00  00

j  dX J  / (D cos X (x — 1) e~Vx d l  (8.13)

— CO —  00

00

2л
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Illy билан чегараланм аган  металл стерженда иссицликнинг тар- 
цллиш м асаласи  ечилади.

Энди (8.13) интегралларда иьтеграллаш тартибини ÿ3rap™paMH3: 
°0  0°

и(х, т) =  -И— | f(?)|  | е~хгх cos 7. (x — Qd dl. (8.14) 
— 00 — 00

Капа кавс ичидаги интегрални ^иссблаймиз: алмаштиряш ба-
х — Ежарамиз ва —^=?=со деб белгилаш киритамиз, натижада
У т

СО 00

j* е~кН cos Цх — E)dX =  | е“ °2 cos ста da =  /(со)
— ОО — 00

косил бу-лади. Бу ерда
00

I (со) == | е_ °2 cos ow do
_  СО

Op •

булиб, 7(0) — \ do = У п — Пуассон интегралидир. /(со) функ- 
__00

циядан косила олиб, интегрални булаклаб интегралласак, куйидаги 
дифференциал тенгламага келамиз: /'(©) = — —  /(со). Тенгламанинг

умумий ечими. /(со) =  Се га тенг б;улиб, ихтиёрий /(0)=1/Лзх=С уз-
(О 2

- —  ~Т
гармасни топиб, урнига к^йсак, /(со) = |^яе булади. Интеграл эса

|* е /Л cos Цх — t)dk =  —̂ :/(со) =  "|/ е

га тенг булади. Бу цийматни (8.14) формулага цуямиз:
ср

и(х, т) =  — 1— \f(£)e IX d l  (8.15)
' т  _х>

Энди т =  аН экакини ^исобга олсак,
00 _ <х—Е)*

1 Г  4 а2/
“(*. 0  =  ■ 2ау Ш - \ f© e dl~ (8.16)

бÿлиб, берилган =  а 2 1— тенгламанинг г ы | <=0 =  /(х) бошлангич 

шартни цаноатлантирувчи ечими булади.
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Агар | х — х0 1 <  е кийматда fv(x) =  и0 узгармас, | х  — х0 1 >  е д i 
О га тенг булса, яъни бошлангич йссшущк та^симоти иссщлик им 
пульсидан иборат булса, у  ^олда щ/йидаги интеграл хосил булади Щ 
унга урта циймат ?;а^идаги теоремана Цуллаб, ушбуга эга буламиз;

Хо+ S  ( * — £ )»  ( X - S ) 2

2ви0 е 4аЧ
2 aV  nt J  2 a\f n t

X o— s

(.r-1)2
30 1-  <’

Spc 2 а У  я/

Б у ерда I  xe — e <  E; <  x0 +  в иятервалдаги ихтиёрий ну^та (2вы0 =*j
0 \

=  —-— га тенг . Агар юборилган иесшугак мивдори 00 =  5,ос булса, 
Spc /

<*-1)г
1 4а2г

~  "агУ^лГе ■ <8 Л 7 >

е->0 да | —>■'х0 ва (8.17) ечнм ну^таля исащляк импульсига у та• 
ди, яъни параметр £ =  х0 ^ийматдаги фувдаментал ечамга айланади:

(X—Хр)г
. . .  1 ' 4аЧ

и(х, I) = -----7=г—е
2а}' Ш

Б у функциянинг графигини / нинг берилган турли мусбат ^ий- 
м атларида чизсак, Гаусс эгри чизи^ларини хосил к;иламиз 
(и (х, /) функция ва унинг графиги э^тимоллар назариясида 
мухим рол уйнайди).

1-м  и с о  л. Иссшушкнинг бошлангич та^симоти:
' ий, агар хг < х < х 2 булса,
О, агар х < х х ёки х >  х2 булса

(121-шакл).
(8.16) формуладан фойдалаииб, масаланинг ечимини ёзамиз:

" "  Л  (8.18)

/ м -

2 а У  n t

р - -------- !------
I I \I И Q I

Бу функцияни ^уйидаги эхтимоллар 
интеграла ор^аля ифодалаймяз (14- 
бобга ц.):

Z

=  (8Л9)

Хаки^атан, (8.18) ечимда —  J? = ц  
121-ш акл. 2ay t



алмаштиряш бажарамиз. <11= — 2а\/Г¿ ф  эканини ^исобга олиб, ушбу­
га эга буламиз:

х—х2
2аУТ

X — Х \

2а/<
и(х,1) =  - - у \  |  е ^ 1 * = ^ %  Це '-хгс 1п -~ ~  |  е г̂ф

*  — хг \

2аУ~? /

2 аУТ

щ
2

Ф х — хг\ ф  / х — х2 \
(8 .20)

Ф(г) функция учун махсус жадвал мавжуд. Унинг графиги 122- 
шаклда берилган.

2 -ми с о л. Иссшушкнинг бошлангич таксимоти:

Пх)

ы0^1— -у -] , 0 < х < / ,

Щ (2 

0,

123- шакл.

булсин (123-"шакл). У  ^олда (8.16) форму ладан:

О (х—Ъ)2 I (*—?,)’

—I о

?г =  [г, (Щ, — —’2а]//¿(х алмаштириш бажарамиз. Натижада ечим
2а]/Ч

^уйидаги куринишга келади:

*+<_ 
2а/г

“<*■'>= М ‘ + т ) г
2а/Г

« г ^ ф *  1 -
2а/г

.*-'1Г ф

х—1
1аУТ

217



+

X + l _

2aV  t

V i

2 aVt
я -1 r~  I .. Ц\ie d\i / =

Up
2

2 a Y t  

1 + ' ф / * + L
\ 2a\/1

Ф

x - l  
2 aYt 

x
2аЛ/t

Ф _Ф ( - —i  
2a Уt ]  \2a\/t

u ^ V S - i e

+  

(х+1)г 
4 aH 4a2t

X  —  I

4 a 4  4a2t
-e +  e Uo_ 

2 ' ХН Ш
2 т ф Ш ) - { 1 - т ) ф ( Ы ) } +

+  uo~J~ ]/

(*+/)* _  (x -l)2
4a*t ___ 2 e q 4a2i

9- §. Ф азода исси^ликнинг тарцалиши

Уч улчовли фазода нотекис ^издирилган жисм берилган бул- 
син. Унинг хар бир ну^тасидаги исси^лик t пайтда и(х, у, z, t) 
функция ор^али ани^ланади. Исси^лик майдони — скаляр  май- 
дон булиб, биз анализда унинг стационар майдон булган роли­
ки .курган эдик, яъни иссицлик. ва^ тга  боглик; эм ас эди. Бу ерда 
скаляр  майдон ностационар булган ^олни, яъни t г а ' 6 орли1< 
булган ^олни курамиз. Агар t нинг тайин ^ийматида и(х, у , z, t) 
исси^лик бир хил кийматларни ^абул к;илса, изотермик сирт 
(ю ксаклик сирти) хосил булади. Бу сирт ва^т узгариш и би- 
лан узгаради . Исси^лик и нинг энг катта  узгариш  тезлиги 
и функция градиенти йуналишида булади:

, du~t . ди ~t , ди~Тgrad и =  —  i +  —- ] +  —  k .
ox oy oz

Изотермик сиртнинг )^ap бир нуцтасида градиент шу сиртга 
утказилган  ва исси^ликнинг ортиб бориши томонига ^араб 
йуналган нормал билан устм а-уст туш ади ва унинг модули 
^уйидагига тенг булади:

| grad и. j =
an

Изотермик сиртнинг кичик 
утадиган  исси^лик о^ими

булаги Да дан At вак;т ичида
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AQ =  — k — Да ■ At
дп

I
(9.1)



формула билан ани^ланади: бунда £ = co n s t— каралаётган  му- 
,\итнинг исси^лик утказувчанлик коэффициенти (жисмни бир 
жинсли ва изотроп деб хисоблаймиз). Майдон назариясидан 
маълумки, нормал вектор йуналиши буйича олинган хрсила 
grad м нинг шу нормалга туш ирилган проекциясига тенг, яъни

ди .—  =  grad и - п .
дп

п — нормал буйича йуналган бир лик вектор. нинг ифодасинидп
(9.1) формулага 1̂ уйиб, ушбуни ^осил ^иламиз:

AQ =  — kn-graduA o-A t. (9 .2)

Бу формулада — k grad и — А деб олсак, Ап =  прга А =  — k п grad и 
булиб, иссицлик о^ими AQ =  A nAoAt булади. Жисм S  сирт билан 
чегаралаяган булса, ундан чи^аётган иссшуппс о^ими At вацтда 
^уйидагига тенг булади:

Q =  A t - ^ A nda,

бунда А п А векторнинг таищи нормалга проекдияси (124-шакл).
(9.3) ф ормуладаги сирт интегралига Остроградский — Гаусс 

теоремасини куллаймиз: 
г

Бу ерда V S  сирт билан чегараланган жисмнинг з^ажми ва div А =
и л -  л ,[д*и .д*и ,д*и \  ,  л А ¿»з л а  ¿2

=  —k divgrad«  = —k ----- ------- h —  — — kA u. A =  -  — |---------
6 \dx2 ду* dz* I dx2 dif- dz2

—Лаплас операторы дейилади.
V ^ аж м га  кирувчи Qi исси^лик мицдори бу х аж м даги  модда

^ароратини кутариш га кетади ((9 .3 ) ф ормуладаги Q нинг ишо-
расига тескари булади) ва уш буга тенг булади:

Qi =  j  J J k A u dV . ( 94)
v

Ф араз цилайлик, ж исмда исси^лик 
манбалари м авж уд  булсин. Уларнинг 
зичлиги F (х, у, г, t) булсин. У холда 
(t, t +  At) Оралицда жисмнинг ^арала- 
ётган цисмидан Q2 мивдорда исси^лик 
аж ралади  ва бу иссиклик (юкори тар- 
тибли чексиз кичик мивдор ани^лиги- 
д а ) .

Q, =  M ¡ ¡ ¡F ( x , y ,z , f ) d V  т
124- шакл.

219



формула ёрдамида ани^ланади. У ^олда АV ^аж м даги  иссщ лик 
ми^дори <31 + (32 йириндига тенг булади. Бу исси^лик мивдорм 
ни боищача йул билан ,-5  сирт билан чегараланган жисм пуц» 
тасидаги исси^ликнинг узгаришини ^исобга олган ^олда цисоО 
лаймиз. (х, у, г)  ну^тада Ы ва^т оралигида исси^лик куйидл- 
ги микдорга узгаради :

и (х, у, г, I +  АО — и (х, у , 2, /) == % А
ся

А Т/ элементар хажмни ^араймиз. А/ ва^тда ну^танинг ^ароратм 
— А/ га кутарилган булса, А]/ элемерт ^ароратини шу даражага ку-

-
таришга сарф булган иссщлик микдсри к;уйидагига тенг булишм 
равшан:

срА У  —  А/,
Ы

бунда с ■— модданинг солиштирма исси^лик с и р и м и , р — зичли- 
ги. V ^ аж м да ^арорат кутарилиш ига сарф булган исси^ликнинг 
умумий микдори бундай булади:

Q3 =  A t ^ ^ c p ^  dV =  Q1 +  Q2. (9.6)
V

Демак,

\ ^ с р ~  ^  =  к А и й У  +  ^ Р { х ,  у , 2, {)йУ.
V

Бундан

булиб,

Я ср ~  — к А и  — р \аУ =  0 (9.7)

с р ——— к А и  — Р — 0 (9 .8 )
дt х '

тенгламани ^осил ^иламиз. Икки „томонини ср га булиб юборамиз, 
У хрлда

—  = а 2Аы +  — Р (9.9)
Ы ср '  '

чизи^ли бир жинсли булмагдн исси^лик тар^алиш  тен глам аси га 
келамиз. Агар ж исмда исси^лик манбалари м авж уд  булм аса, 
Р = 0 булиб, тенглам а бир жинсли тен глам ага айланади:

да  „/ д2и , д ги . д2и\ /Г, .„ у—  =  а2А «  =  а2 ------- ---------------- . (9.10)
д(  V дх2 ¿>¿/2 №) К

Бу ерда а =  ~  — ^арорат утказувчанлик коэффициента. Бу 
тенгламанинг бошлангич шарти ,



и (X, у, Z, 0) -> и |#==0 =  / (х, У, z), (9 .! 1)

чегаравий шарти
— к — = h [u \  г — ¿Г]. (9.12)

дп г
куринишда булиши мумкин. Б у ерда Г — сиртнинг чегараси, 
h — исси^лик алмашиниш коэффициента, и — таищи му^ит ^а- 
рорати.

Агар жисм исси^ликдан изоляцияланган булса, /г = 0 булиб, 
чегаравий шарт

ди 0. (9.13)
дп г

Агар исощ лик алмашиниш коэффициента ж уд а  катта  булса 
(h-y-ooб ул са), (9.12) ф ормуладан

и\г — и (9.14)
келиб чи^ади, яъни жисм чегарасидаги  йсси^лик тапщи му^ит 
л;ароратига тенг булади.

(9.10) тенглам адан  ^арорат 2 га  богли^ булм аса, текислик- 
д а  исси^лик тар^алиш  тенгламаси ;

ди _/ д% , д2и \
di v дх2 дуг )

^осил булади. Агар и функция г  га  ^ам, у  га  з$ам богли!<; бул­
м аса, металл стерженда исси^лик тар^алиш  тенгламаси  ^осил 
булади :

ди 9 д2и
w  а2 dt дх2

10- §. Лаплас тенгламасига келтлриладиган 
м асалалар . Четки масалаларни ифодалаш

Б у параграф да
Ди =  0 (10.1)

Л ап л ас  тенгламасига келтириладиган баъзи м асалалар  ^арала- 
ди. Тенгламанинг декарт, цилиндрик ва сферик координатала- 
ридаги  куриниши куйидагича: '

. дги , д2«  , д*и п /1 ап \
Д и  = --------------------Ь - ------------------------------------- =  0 , ( 1 0 . 2 )

дх2 ду* <Эг2 
. 1 д ( ди \ , 1 д2и , Э2к „ , 1л п дД и = -------- [ г — И ----------------1— -— =  0, (Ю. 2)

г  дг \ дг )  г 2 д <р2 дг2
. 1 д ! <, ди\ . 1 д I . а диА и  =  —- -—  Г2 —  Н ---------- -- —~ Sin 0 ——г* дг \ д г ) г* sin  9 д 0 \ <5 0

1 д*и = 0 .  (Ю.2")
г2 sin3 0 д <р3
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Л аплас тенгламасини цаноатлантирувчи и функциялар гармо­
ник функциялар деб аталади .

I. Б и р  ж и н с л и  ж и с м д а  и с с и ц л и к н и н г с т а ц и о ­
н а р  т а  ц е л  м о т  и м а с а л а с и .  о сирт билан чегаралангии 
бир жинсли V ^ажмли жием берилган булсин. Жисмиинг турли 
нуцталарида иссицлик манбалари булм аса, Г = 0 булиб, (9.10) 
тенглама

ди  _ 2 / д 2и , д 2и , д 2и \

д1 ~  \ дх2 ду* д г 2 )
ни ^осил цилган эдик. Агар жараён стационар (урнашган) булса, яъни 
г;арорат вацтга бор лиц булмасдан, балки жисм нуцталарининг коор-
динаталарига борлиц булса, у  холда —  =  0 булади ва и харорат

с#
Лаплас тенгламаси

ти  +  Л 1  =
дх2 д у 2 д г 2 ■ '

ни цаноатлантиради. Бу (10.3) тенгламанинг четки м асаласида
о сиртдаги ^арорат берилиши керак :

и\ = / (М ).
|а

Ш ундай цилиб, V цажм ичида (10.3) тенгламани цаноатлан- 
тирувчи ва а сиртнинг цар бир М нуцтасида берилган

«I = / (М ) (10.4)
к

цийматни цабул килувчи и (х, у, г) функцияни топиш керак. Бу маса- 
ла Дирихле масаласи ёки (10.3) тенглама учун биринчи четки ма- 
сала деб аталади.

Агар сиртнинг хар бир нуцтасида царорат эмас, балки иссицлик оцими
берилган булиб, у  —-  (нормал вектор йуналишдаги хосила) га про- 

дп
порционал булса, сиртда (10.4) четки шарт урнига цуйидаги шартга 
эга буламиз:

“  = е< М ). (10.5)
дп  о

(10.3) тенгламанинг (10.5) четки шартни цаноатлантирувчи 
ечимини топиш масаласи  Нейман масаласи ёки иккинчи четки 
масала  деб аталади .

Агар иссицлик тарцалиши 2 га  борлиц булм аса, м асала те- 
кисликдаги Л аплас тенглам асига келади. Четки ш артлар текис- 
лйкдаги контурда бажарилади.

II. С у  ю ц л и к ё к и  г а з  н и н г  п о т е н ц и а л  о ц и м и .  
У з л у  к С и з л и к т е н г л а м а с и .  о сирт билан чегараланган  
Й цажм ичида суюцлик оцадиган булсин. р — суюцлик зичлиги 
буЛсин. Суюцлик тезлигини

V = ЬХ1 + у г к, (10.6)
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билан белгилаймиз, бунда ух, уу, ог — вектор V нинг координата уц- 
ларидаги компоненталари. О хажмдан я сирт билан чегараланган ки- 
чик со хажм ажратамиз. У холда Д / вакт ичидаги я сиртнинг хар
бир Дя элементи оркали ДQ =  p t ) nДs  Д / микдорда суюклик оциб 
утади. Суюцликнинг умумий Q мицдори цуйидаги интеграл билан 
ифодаланади:

<Э =  Д* (10.7)
Б

Бунда ¿¿я =  п с1э булиб, п — ташци нормал буйича йуналган бирлик 
вектордир. Иккинчи томондан / пайтда со цажмдаги суюцлик мицдо- 
ри бундай булади:

Ш  Р^со.
60

М  вацт ичида суюцлик мицдори, зичликнинг узгариш ига бино- 
ан, цуйидаги мицдорга узгаради :

<2 =  Д рс?со «  Д / ( 1 0  8)
СО со

(о х аж м д а  манбалар йук деб фараз цилсак, (10.7) ва (10.8) 
ифодаларни тенглаш  мумкин. М  га  цисцартириб, ушбуга эга 
буламиз:

pv йэ =  с1ю. (10.9)
5  СО

Тенгликнинг чап цисмидаги сирт интегралини Остроградский 
формуласига кура алмаш тирсак, (10.9) тенглик бундай кури- 
нишни олади:

еки

( — ----- <Ну(ри))<2(в =  0.
\ д(

СО

—  сПу  (р у) =  0 (10 .10)
д1

булиб, (Ну (р V) ни очиб ёзсак,
д  Р д  (р ух ) д ( р  уу ) д  (р уг ) =  п ( Ю 1 0 ' )  
д1 дх д у  дг

сициладиган ’суюцлик оцимининг узлуксизлик тенгламаси цосил була­
ди. V ни цуйидагича цабул циламиз:
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бунда р — босим, k — у тказУвчанлик коэффициента, да А, —
д t dt

I  — const. Буни (10.10) узлуксизлик тенгламасига цуйсак,

Л НЕ ^ ± 1 к *Е) +  ± ( к *Е) +  ± (
dt дх \ дх I ду V ду ] дг \

k ^ \  
дг

ни цосил циламиз. Агар k узгармас сон булса, тенглама

4 - Ч 4 " (10'П)
куринишни олади. Бу иссиклик утказувчанлик тенгламасига ухшай-
ди. (10.10) тенглама да суюклик сикилмаса, р =  const ва —  =  0 бу-

dt
либ, тенглама

di vy = 0

куринишни олади. Агар ц аракат потенциал булса,

v =  grad ф

булиб, (10.10) тенглама уш бу куринишни олади:
div grad ф =  0

еки

дх* ду* дг*

яъни v тезликнинг ф потенциал функцияси Лаплас тенгламасини 
каноатлантирар экан.

Купинча v тезликни v =  — kx grad р деб цабул кдлиш мумкин, 
бунда р — босим, — узгармас сон. У  хрлда р босимга нисбатан 
Лаплас тенгламаси хрсил булади:

+  * £ + * £ .  = 0 .  (10.13)
dx2 ду2 дг2

(10.12) ёки (10.13) тенгламалар учун четки ш артлар цуйида- 
гича берилиши мумкин:

1. о сиртда изланаётган р функциянинг цийматлари — бо- 
симлар берилади:

р \ = t mla
Бу Дирихле масаласи.

2. а сиртда —— нормал буйича цосила цийматлари берила-
дп \

ди — оцим сирт оркали берилади:%
dp



Бу Нейман масаласи.
3. о сиртнинг бир кисмида р — босимлар, яна бир кисмида х о си­

ла —  берилади. Бу Дирихле ■—• Нейман масаласи. 
дп
III. С т а ц и о н а р  э л е к т р  т о  к и ни н г п о т е н  д н а  л и. Бирор V 

хажмни тулдирувчи бир -жидели му хит дан цар бир нуктасидаги знч-
— >-

лиги I' (х, у, z) вектор булгаи электр токи утсин. Ток зичлиги вацт- 
га бор лиц эмас ва V хажмда ток манбалари йуц деб фараз циламиз.
У вацтда 1 векторнинг оцими нолга тенг булади:

<fcf> Y d s  = 0 .
' s

Остроградский формуласини цуллаб,

(()с|) I dS  == f f j  di v I dV = 0  дан di v/ = 0  (10.14)
\s ' V

деган хулосага келамиз. Агар мухитиинг утказувчанлигини Я деб,
электр кучини Е деб белгиласак, ток зичлиги умумлашган Ом цо- 
нунига кура:

7  =  КЕ (10.15)

булади. Жараён стационар булгани учун векторлар майдони Е уюр-
масиздир, яъни rot Е =  0, демак, векторлар майдони потенциал май- 
доидир. Шундай скаляр функция мавжудки, ушбу тенглик уРинли 
булади:

£  =  grad(p. (10.16)
(10.15) га (10.16) ифодани цуямиз:

/ == Я grad ср. (10.17)

(10.17) ни (10.14) га цуйиб,
A div (grad <j) =  0

ёки

^ + ^ £ + ^ = 0  (10.18) 
дх2 ду'2 д г ?-

Лаплас теигламасини хосил циламиз. Уни берилган четки шартларда
ечиб, ф скаляр функциями, сунгра (10.16) дан Е ни, (10.15) дан I ни 
топамиз.

11- § .  Дирихле масаласини х ал ка  учун ечиш

: х*+у* =5 R] ва k2 : х2 -+- у 2 =  Ю, айланалар билан чегараланган 
D соцада (^алцада) Лаплас тенгламасининг ушбу

и \ =  иъ (11-1)
\р 1
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чегаравий ш артлари берилгаидаги .ечимини топамиз, бунда и{ 
ва и-2 — узгар м ас сонлар.

Л аплас тенгламасининг цилиндрик координаталарда ёзилган 
(10. 2 ') тенгламасидан  2 ва ср л ар га  бог лиц булмаган  тенгла- 
мани ёзамиз:

д2и , 1 ди _  ф 
д г2 г дг

Бу тенгламани интеграллаб, ушбуни топамиз:
и =  с^п г +  с.2. (11.3)

(11.1) ва (11.2) чегаравий ‘шартларда с  1 ва с2 ларни топамиз:
Г«! =  сг !п /?! +  с2

— с, 1и Ц, — с.,.
~ По — Щ н, 1пй2— и, 1п Я,Системадан с1 — —4----- —> с.2 =  —------------ ------ - ларнинг цииматики

, /<2 , Я%1п ——• 1п —

(11.3) га куйиб, масаланинг ечимини цосид циламиз:
г г

и, 1п —'— — «х 1п —
*■ -  " . (11.4)

(15.2)

« я*1п —
Ях

12- §. Дирихле масаласини дойра учун ечиш

х2 + (/2 = /?2 дойра берплган булиб, унинг айланасида бирор 
!(ц>) функция берилган булсин (<р— цутб бурчаги).

Л аплас тенгламасини цутб координаталарида ((Г0.2Г) да 
2 = 0  деб) ёзамиз:

+  +  _1  =  0 . ■ (12.1) 
Зл2 1 г дг г* д ф2

Функциянинг дойра айланасидаги киймати берилган:
и I =  !(ц>)- (12.2)

1г=«
Ечимни

ы =  Ф (ф )-Я (г)' (12.3)
деб фараз цилиб, Фурье усулидан  фойдаланамиз. Хрсилалар 
олиб, (12.1) тен глам ага цуямиз:

г2 Ф (Ф) Я" (г) +  г Ф (Ф ) Я ' {г) +  Ф ; (Ф ) Я (г) =  0.
Узгарувчиларпи а жратамиз:

Ф" (Ф) ^  г 2 Я" (г) -г гЯ' {г) __ (12 .4)



Бундан иккита тенглама хосил булади:
ф"(ф) +  62Ф(ф) =  0, (12.5)

r2R” (r) +  rR ' ( г ) - т  (г) =  0. (12.6)
Биринчи (12.5) тенгламанинг умумий ечими:

Ф(ф) — A eos kq> + В  s in /гф, (12.7)

иккинчи (12.6) тенгламанинг ечимини R(r) =  г’п куринишда излаймвз. 
Бу ерда т  ни топиш керак. г п ни (12.6) тенгламага куйиб, ушбуни 
цосил циламиз:

г2т { т  — 1) г"1-2 +  rm r m~] — k2r m — 0 .
ёки

£ _£
Бундан m — ázk экани куринадн. Хусусий ечимлар г ва г бу­
либ, умумий ечим:

R =  Crk + D r~ k (12.8)
булади. (12.7) ва (12.8) ларни (12.3) формулага куйсак, ушбу хосил 
булади:

uk — (Ak eos k(f +  Bk sin k ф) (Ckrk +  Dkr~k). (12.9)

Биз доирада узлуксиз ва чекли ечимни излаймиз. г =  0 булганда 
(12.9) формуладг Dk= 0 булиши керак. Агар k =  0 булса, (12.5), (12.6) 
тенгламалардан:

Ф"(Ф) =  0, г R" (г) +  R' (г) =  0.
Буларки интеграллаймиз ва и0 =  (Л0 +  В0 ф) (С0 +  D0 1п г) ни хосил 
киламиз, (12.9) билан k =  0 да солиштириб, В0 =  0, D0 =  0 эканини
топамиз. У  вацтда и0 =  -у- булади. Бу ерда =  А йС0 деб белги-

ладик. k =  \, 2, . . . , п, . . . мусбат кийматлар билан чегараланамиз. 
Ечимлар йигиндиси яна уз навбатида ечим булгани учун

оо '
и (г, ф) =  ^  (ап eos п ф + b n sin п ф) гп. (12.10)

л=1
Бу ерда ап =  Сп • Ап, Ъп =  Сп ■ Вп деб белгилаш киритдик. Энди их- 
тиёрий ап ва Ьп узгармасларнй четки (12.2) шартдан топамиз: r  =  R 
да (12.10) дан

/ (ф) =  —  +  v 1 (ап eos п ф +  bn sin п ф) Rn. (12.11)
П=  1

Бу тенгликдан
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I / (0  соэ гй Л ,  Ьп
я  Я"

1(()&\пп1сИ ( 1 2 . 1 2 )

козффициентларни аницлаб, (12.10) га цуямиз. Тригон.ометрик алмаш- 
тиришни бажариб, ушбуни хосил киламиз:

« ( Л  Ф) 2 л
/ (/ )л  +

со зт

! V "  ! / (0  СОБ «(/ - -  (р) (К ( ~ -)П
п— 1 —л

л оо

¿ 1  г < о [ г + 2  У  ф)

2 у ^

Я
п- 1

’« (<—Ф) _ 4 _  *п (*—Ф)

л
I

2 я

/¡=1

V «

ДО 

1 +

1 +

оо

П=\

Я

г -  П()2 я  J

¿ ( 1 —<р) \п

/?

РО '

2Л=1

(<—ф)

сИ =

/?
_  - «< / -  ф) 
/?

1 _  Л - *■ (¿-ф)
/г

[ — —  р 
/г

-Л «—ф)
£Й =

2 я ДО

Г_\2

я"

1 - 2 ^ с о з ( / ~ Ф) + ( ^ )

2 яЛ  / (о — 2 /<У сое (/ — ф) -

л

(12.13)

Бу (12.13) формула П у а с с о н  и н т е г р а л а  дейилади. Дирихле- 
нинг дойра учун куйилган масаласининг и  (г ,  ср) ечими Пуассон 
интегралига келди. Бу формула (12.1) тенгламанй цаноатлан- 
тиради цамда г- уЯ  да и  (г,  ф)->-/ (ф) ,  яъни ечим булади.

У з - у  з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Иккинчи тартибли бир жинсли хусусий >;осилали тенгламаларнинг тур- 
ларини айтинг.

2. Бошлангач в а  четки шартлар нима?
3. Д аламбер  усулини баён цилинг.
4. Фурье усулини тушунтириб беринг. '
5. Тенглама учун Коши масаласини тушунтириб беринг.
6. Дирихле масаласини нфодаланг.
7. Нейман масаласи цаидай цуйилади?
8. Тенгламанй Фурье усули бнлан ечишда ечнм кандай куринишда бу­

лади?
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14- б о б

ЭХТИМОЛЛИК НАЗАРИЯСИ ВА МАТЕМАТИК 
СТАТИСТИКА

1 -§ . Додисалар алгебраси

Эхтимоллик назарияси асосида математиканинг бошка бу- 
лимларидаги каби бирор бошлангич туш унчалар ва таърифлар 
етади. Унда иш латмладиган асосий туш унчалардан бири цоди- 
садир.

Эхтимоллик назариясида ходиса деб сипов (таж ри ба) нати- 
ж аси да, яъни маълум  ш артлар маж муи ам ал га  ошиши нати- 
ж аси да руй бериши мумкин булган  цар цандай фактни айти- 
лади. Хрдисаларни одатда А, В, С ва к. царфлари билан 
белгиланади.

^оди саларга мисоллар:
1. Туидан бир м арта уц отишда нишонга теккизиш (таж ри ­

б а — уц отиш, ходиса — уцнинг нишонга тегиш и).
2. Тангани уч м арта таш лаш да икки м арта герб тушиши 

(таж риба — тангани уч м арта таш лаш , ходиса — икки м арта 
герб тушиши).

3. Бирор физик катталикни улчаш да берилган чегараларда 
улчаш  хатолигининг иайдо булиши (таж риба — физик к атта ­
ликни улчаш , ходиса — берилган чегараларда хатоликнинг юз 
бериш и).

Берилган таж ри бада руй бериши мумкин булган барча цоди- 
салар  туплами ходисалар мапдони 5  дейилади. 5  га  яна б.у 
таж ри бада мукаррар  руй берадиган I) ходиса ва бу таж рибада 
руй бериши мумкин булмаган V ходиса хам  кирнтилади. М аса- 
лан, битта уйин соцкасини таш лаш да и  кам нда бир очко 
чициши, V етти очко чициши.

А гар А цодиса руй берганида В цодиса муцаррар руй берса, 
А ^одиса В ходисани эргаш тиради ёки А дан В келиб чицади 
деб айтилади, бу факт бундай ,белгиланади:

А с :В . (1.1)

Тажриба 36 картали даетадан  битта цартани тортишдан 
иборат булсин. А цодиса «риштин» царта, В цодиса эса кизил- 
белгили цартанинг чикишидан иборат булсин. У цолда рав- 
шанки, А а В .
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Ага;р Л сгВ  ва бир вактда  В а А  булса, у  холда А  ва В цоди- 
салар эквивалент ёки тенг кучли деб аталади . Бу факт бундай 
белгиланади:

А = В. (1.2)

А ходисанинг руй бермаслигидан иборат ходиса ун га  тес- 
кари ходиса деб аталади  ва А билан белгиланади. А билан А 
з^одисалар царама-царши уодисалар  дейилади.

{^арама-царши цодисаларга мисоллар: уц узиш да иишонга 
теккизиш ва хато кетказиш , асбобнинг бирор вацт интервали 
ичида ишдан чйциши ва шу вацт интервалида бузилм асдан  
ишлаши. .

Ходисалар майдонида цушиш ва айириш ам аллари  аницла- 
нади. И ккита Л ва В цодисадан кам и да биттасининг руй бери- 
шидан иборат цодиса уларнинг йигиндиси деб аталади  ва 
Л + б  билан белгиланади.

Л ва В цодисаларнинг биргаликда руй беришидан иборат 
цодиса уларнинг купайтмаси деб аталади  ва АВ  билан белги­
ланади.

1 - м и  с о  л. Тажриба дастадан  битта цартанн тортиш ^оди- 
сасидан иборат. Л хс^йса «д ам а»  картасининг, В ходиса эса 
«чилдин» цартасининг чицишидан иборат булсин. У цолда 
С = А  + В цодиса чиедан царта «д ам а »  ёки «чилдин» булишини, 
Е = А В  эса чиццан царта «чилдин д ам а »  булишини билдиради.

125- шакл.

2 - м и с о л  (Вьенн ди агр ам м аси ). Тажриба квадр ат  (125- 
ш акл) ичида таваккал и га  нуцта танлашдан" иборат. Л орцали 
«танланган  нуцта чапдаги айлана ичида ётибди» хрдисасини, 
В оркали эса  «танланган  нуцта унгдаги  айлана ичида ётибди», 
цодисасини белгилаймиз. У холда А, А, В, В, А + В ва АВ  х;оди-

А + В
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салар  танланган нуцтанинг тегишли ш акллардаги  штрихлан- 
ган  сохаларга тушишини билдиради.

]^одисаларни цушиш ва купайтириш ам аллари  цуйидаги 
хоссаларга эга :

1) А + В - В  +  Л; Л В - В Л .
2) (А + В )  +  С =  А +  (В +  С); (АВ)С =  А (ВС).
3) А (В +  С) =  АВ + АС;
4) А +  V_— A; A-U== А.
5) А +  Л =  U; АА = V.
6) Л +  В  =  Л В\ АВ =  А + В .

Ш ундай цилиб, з^одисалар алгебрасида цушиш ва айириш- 
нинг одатдаги барча ,хоссалари баж арилади , шу билан бирга
нол ролини V мумкин булм аган  цодиса, бир ролини эса U 
муцаррар з^одиса баж аради .

1 - т а ъ р и ф .  5  цодисалар майдонидаги Л ва В цодисалар 
учун A B = V ,  яъни уларнинг бир вацтда руй бериши мумкин 
булм аса, улар  биргаликдамас %одисалар  деб аталади .

М и  с о  л. Тажриба уйин сокдасини таш лаш дан иборат. А цо- 
диса 4 очко чициши, В ходиса эса 3 га каррали очколар чики- 
ши булсин. Бу з^одисаларнинг биргаликдамаслиги равш ан.

2 - т а ъ р и ф.  Агар A1 + A . 2 + . . . + A n =  U, яъни бу тажрибада 
А ъ А2, . . .  , Ап, цодисалардан хеч булмаганда биттаси руй берса, бу 
ходисалар ходисаларнинг т у л а  гурухини %осил килади дейилади.

Хар иккитаси биргаликдамас ходисалар тула гуруздини, яъни 
Лх -1- Л2 +  . . • +  Ап — U, A iA¡ =  V (i ¥=. /) тенгликлар билан апик- 
ланадиган ходисалар гурухини энг куп текширишга тугри кела'ди.

2- §. Зз^тимолликнинг классик таърифи

Эхтимоллик назариясида ходисалар гурухидаги хар бир 
Л ходисага тайин Р (А )  сон бу ходиса руй бериш имко- 
нининг объектив дараж асини акс эттирадиган Л цодиса эхти- 
моллиги мос цуйилади. Эцтимолликлар S  дан  биргаликдамас 
ва тенг имкониятли Л ь Л2, . . А п цодисалар тул а гурухини 
ажратиш  мумкин булган  ва классик схема деб аталадиган  
холда энг оддий аш щ ланади. Тенг имкониятлилик шуни бил- 
дирадики, Л], Л2, . .  Л „ ходисаларнинг цеч бири руй беришда 
цолганларидан хеч бир объектив устунликка эга эм ас (м асалан , 
уйин соцкасининг симметрии; ва бир жинслигидан 1, 2, 3, 4, 5. 6 
очколардан исталганннинг чициши тенг имкониятлилиги келиб 
чикади). Айтилган А ъ Л2, . . . , Ап ходисалар тажрибанинг элементар 
натижалари (ёки имкониятлари, холлари) деб аталади.

Э х т и м о л л и к н и н г к л а с с и к  т а ъ р и фи .  Л цодиса Аи Л2,
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. . . , Ап лардан бирор т  таси амалга ошганида руй берсин. У хол- 
да

Р(А) т
(2 .1)п

сон А цодисанинг э^тимдллиги деб аталади . Бошцача айтганда, 
А цодисанинг эхтимоллиги тажрибаиинг цулайлик берувчи нати- 
ж алари сонини унинг барча натижалари сонига нисбатига тенг. 

Бу ердан, хусусан , исталган А ходиса учун

Бу. хоссаларнинг исботннп уцувчига маш к сифатида тавсия 
циламиз.

1 - м и с о л. И ккига уйр# соедаси таш ланади. Чиццан очко- 
лар сонннинг 7 га  тенг буллш эхтимоллиги цанча?

Е ч и ш. Уйин соццаси олтита турли усул  билан тушиши мум- 
кин. Уларнинг цар бири иккинчи соцца тушишидаги олтита 
усул  билан комбинацияланади. Ш ундай цилиб, ж ами  элементар 
натиж алар сони 6 -6  = 36 га тенг. А цодисага (очколар сони 7  га 
тенг) цулайлик тугдирувчи элементар натиж алар  сонини санай- 
миз. Агар биринчи ва иккинчи соццаларда мос равиш да 1 ва 6,
2 ва 5, 3 ва 4, 4 ва 3, 5 ва 2, 6 ва 1 очколар чицса, очколар 
й и р и н д и с и  7  га тенг булади, яъни А цодисага цулайлик тугди- 
рувчи ж ами 6 та натижа бор. Д ем ак , изланаётган  эхтимоллик 
цуйидагига тенг: Р (А )  =6/36= 1/6.

2- м и  с о л .  Танланма ха к и да м асал а . N та  буюмдан иборат 
партияда М та  стандарт буюм бор. П артиядан таваккал и га  п 
та буюм олинади. Бу п та буюм ичида роса пг та стандарт 
буюм борлигининг эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш. Тажрибаиинг мумкин булган элементар натижалари 
ж ам и  N та буюмдан п тасини олиш мумкин булган усуллар  
сонига, яъни N та элементдан п тадан гурухлашлар сони С" га 
тенг. Таваккалига олинган п та буюм ичида пг та стандарт буюм чи- 
циш ходисаскни А оркали белгилаймиз. Стандарт буюмлар М та бул- 
ганлиги учуй гп та стандарт буюмни олиш усуллари сони Спм га 
тенг. Долган п — пг та буюм эса нестандарт булиши лозим: п — пг 
та нестандарт буюмни N — М та ностандарт буюмлар ичидан эса 
Сп̂ м  усул билан олиш мумкин. Демак, А ходисага кулайлик туг- 
дирувчи натижалар сони ■ Сд.-л» га тенг. Шунинг учун изланаёт­
ган эхтимоллик куйидагига тенг:

0 < Р (Л ) <  1 (2.2 )
булиши келиб чикади ва, бундан таш кари, 

Р { Щ =  1; Р { У ) =  0. (2.3)

(2.4)
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3 - § .  Г е о м е т р и к  э х т и м о л л и к

Эхтимолликнинг классик таърифида элементар н ати ж алар  
сони чекли деб фараз цилинади. Амалиётд'а эса купинча мумкин 
булган натижалари сонм чексиз булган таж рибалар  учрайди. 
Бунда и холларда классик таърифни цулланиб булмайди. Бироц 
бундай цолларда баъзан эхтимолликни хисоблашнинг бошцача 
усулидан фойдаланиш мумкин булиб, бундаг цам аввалги дек 
баъзи х°ДнсалаРнинг тенг имкониятлилик туш унчаси асосий 
ацамиятга эга  булиб колаверади.

Эхтимолликнинг геометрик таърифи деб аталади ган  усулдан  
тасодифии нуцтанинг бирор соханинг исталган цисмига тушиш 
эхтимоллиги бу соханииг улчовига (узунлигига, юзига, хаж_ 
мига) пропорционал булиб, унинг шакли ва жойлашишига бог- 
лиц булм аган  холда фойдаланиш мумкин.

Аниклик мацсадида икки улчовли х°л билан чекланамиз. 
Текйсликда юзи 5 с га тенг бирор D соха берилган булиб, унда 
юзи Sd га  тенг d соха жойлаш ган булсин (1 2 6 -ш акл ). D сохага 
таваккал и га  нуцта таш ланади. Бунда бу нуктанинг D соханииг 
исталган кисмига тушиш эхтимоллиги бу соханииг юзига тугри 
пропорционал ва унинг ш акли, жойлашишига эса боглиц эм ас 
деб фараз цилинади. Бундай холДа бу нуцтанинг Sa сохага 
тушиш эхтимоллиги

формула билан аницланади.
1 - м и с о л .  К вадратга ички дойра чизилган. К вадр атга 

таваккал и га  таш ланган нуцтаиинг дойра ичига тушиш эхтимол­
лиги. цаича?

Е ч и ш. /■ орцали дойра радиуси узунлигини белгилаймиз. У хол- 
да унинг юзи 5 Д =  я г2 га, квадратиинг юзи эса S KB =  4 г2 га тенг. 
Изланлётган эхтимоллик эса Р  =  л/4 га тенг.

(3.1)

у

во

126- шакл. 127- шакл.
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2 - м и  с о л .  Учрашув цацидаги м асала . А ва В кишилар 
бирор жойда соат 12 билан соат 13 орасида учраш увга кели- 
шишди. Учрашув жойига келган  киши шеригини 15 минут даво- 
мида кутади , кейин эса кетиб цолади. Агар курсатилган  соат
давомида улардан  цар бирининг келиш пайтла^ри тасодифий 
ва борлицмас булса, яъни бирининг келиш пайти иккинчисй- 
ни'нг келиш пайтига таъсир этм аса , бу кишиларнинг учрашиш 
эдтимоллигини топинг.

Е ч и ш. А кишининг келиш вактини х  оркали, В кишинннг 
келиш вацтини эса у  орцали белгилаймиз. Учрашув булиши 
учун

\у — х | «5 15

булиши зарур ва кифоядир. х ва у  ни текисликда декарт коор- 
динаталари сифатида ифодалаймиз (1 2 7 -ш акл ), масш таб бир- 
лиги сифатида 1 минутни танлаймиз. Барча мумкин булган  
натижалар томонй 60 гг/ тенг квадратнинг нуцталари билан 
тасвнрланди, учраш увга цулайлик турдирувчи натиж алар эса 
ш трихланган соцада жойлаш ади. И зланаётган  эцтимоллик эса 
ш трихланган соца юзининг бутун квадр ат  юзига нисбатига 
тенг, яъни

С02 -2-0.5-452 = 0  43?5 
602

4- §. Д°Дисанинг нисбий частотаси

п та бир хил таж рибалар  кетм а-кет утказилган  булиб, улар- 
нинг хар бирида А-цодиса руй берган ёки руй бермаган булсин.

Т а ъ р и ф . А ходисанинг берилган таж рибалар  кетма-кетли- 
гидаги нисбий частотаси деб А цодиса руй берган таж ри балар  
сонининг утказилган  барча таж рибалар  сонига нисбати айти- 
лади.

А ходисанинг нисбий частотасини Р* (А) оркали белгиласак,

Р*(А) =  ~-  (4.1)
П

булади, бу ерда т  — шу А ходисанинг п та таж рибада руй бе- 
риш сони, п — ж ам и  таж рибалар сопи.

М и с о л .  Бую млар сифатини назорат цилиш учун партиядан 
таваккал и га  100 та буюм олинди, улар  ичида 4 та буюм яроц- 
сиз чицди. Яроцсизлик нисбий частотасини топинг.

Е ч и ш. А  орцали яроцсиз буюм чицишидан иборат ходи- 
сани белгиласак, цуйидагига эга буламиз: т  — 4, п = 100  ва 
Р* (А) = 0,04.

Нисбий частотанинг баъзи хоссаларини Йсботсиз келтириб 
утамиз:

1) И сталган ходисанинг нисбий частотаси бирдан ортиц 
булмаган  манфиймас сон, шу билан бирга Р * (и )  =  \, Р * (У ) = 0.
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2) Р*( А +  В) = Р * ( А )  -\-Р*(В), бу ерда А ва В — биргалик- 
д ам ас  ходисалар.

Ходисанинг таж рибадан  олдин аницланадиган эцтимоллиги- 
дан фарцли улароц ходисанинг нисбий частотаси таж ри бадан  
кейин топилади.

5- §. Эхтимолликнинг статистик таърифи

Айтайлик, бирор таж риба чекланишсиз такрорланади ва 
Хар бир таж ри бадан  сунг ц аралаётган  ходисанинг нисбий часто­
таси барча утказилган  таж рибалар  серияси буйича цисобла- 
кади. Бунда уш бу нарса пайцалади: бошида, уткази лган  таж р и ­
балар булганида, хаР бир тажрибанинг тасодифий натижаси 
Ходиса нисбий частотасини сезиларли узгартиради. Бирок; т а ж ­
рибалар сони ортиб бориши билан хар бир янги таж ри ба нати- 
жасининг таъсири к ам ая  боради. М асалан , мингинчи таж р и б а­
нинг натижаси нисбий частотани 0,001 дан кам га  узгартиради. 
Ходисанинг нисбий частотаси гуё  тасодифий булмай цолади ва 
бирор сон атрофида туррунлаш ади. Ана шу сонни царалаётган  
ходисанинг статистик эхтимоллиги деб аталади .

М асалан , агар  биз бир ёки бир неча оила ва хатто бирор 
цйшлоц ахолисини урганиш билан чекланадиган булсак, янги 
тугилган  чакалоцларш ш г жинси буйича тацсимоти хаР цаидай 
булиши мум-кин. Ахолиси куп булган катта ХУДУД™ ургани- 
ладиган  булса, иш бутунлай бошцача булади. Бунда циз ва 
урйл болалар тугилиши нисбий частотасининг туррунлиги тулиц 
намоён булади, шу билан бирга у  турли хУДУДлар учун бир хил 
булиб чицади.

Ш вед статистикаси ма.ълумотлари буйича 1935 йилда циз 
болалар тугилиши нисбий частотаси ойлар буйича уш бу ж ад-

валда  курсатилганидек тацсимланган.
Бу нисбий частоталар 0,482 сони 

атрофида тебраниб туради . Юцорида 
баён килинганига асосан 0,482 сонини 
циз болалар тугилиши статистик эхти- 
моллигн деб хисоблаш мумкин.

6- §. А м алда мумкинмас ходисалар
А малда мумкинмас х°Диса Деб, 

эхтимоллиги нолга аник; тенг булма- 
ган , бироц унга ж уд а  яцин булган 
х.одисага айтилади.

А м алда мумкинмас х°ДисалаР ЭХ* 
тимоллик назариясида катта  ахами- 
ятга эга, бу фаннинг барча амалий тат- 
бицлари ана ш уларга асослаиади, бун­
да амалйй ишонч принциии деган 
коидага ам ал килиниб, уни бундай 
таърифлаш мумкин :

Ой

Тугилган 
к;из бола­
лар нис­
бий час­

тотаси

Яквар 0 ,486
Фев рал 0 ,489
Март 0 ,490
Апрел 0,471
Май . • 0 ,482
Июн 0 ,478
Июл 0 ,462
Август 0 ,484
Сентябр 0 ,485
Октябр 0 ,491
Ноябр 0 ,4 8 2
Декабр 0 ,478

йил буйича 0 ,4826
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Агар А ходисанинг берилган таж ри бада эцтимоллиги ж уд а  
кичик булса, у холда бу тажрибани бир марта утказилганя- 
да А ходиса руй бермайди деб амалий ишонч хрсил килиш 
мумкин.

Бошцача аптганда, агар  А цодисанинг э.^тимоллиги берил­
ган таж ри бада ж уд а  кичик булса, бу тажрибани утказиш га 
кириш аётганда гуё бу ^одиса ум ум ан  мумкинмас деб, яъни 
унинг руй беришига куз тутмасдан  иш олиб боравериш ке- 
рак.

Амалий ишонч принципи м атем атика воситалари бйлан 
исботланишй мумкин эм ас; у инсониятнинг б-утун амалий тажри- 
баси билан тасдицланади.

Додисани ам ал да  мумкинмас деб цисоблаш мумкин булиши 
учун унинг эцтимоллиги канчалик кичик булиши керак деган, 
масалани цар бир алоцида. холда тадкикотчининг узи амалий 
мулоцазалардан  келиб чицлб цал цилади.

М асалан , отишда портлатгичнинг ишламай цолиш эхтимол- 
лиги 0,01 булса, биз портлатгичнинг ишламай цолишини ам ал да 
мумкинмас ходиса деб хисоблашимиз мумкин. Бирок; сакраш да 
парашютнинг очилмай цолиш эхтимоллиги хам  0,01 га тенг бул ­
са, биз уни ам ал да  мумкинмас ходиса деб царамаслигимиз 
лозим ва парашютни катта  ишончли цилишга хар акат  цилиши- 
миз зарур.

У з-у з и и и т е к ш и р и ш  у  ч у  н с а в о л л а р

1. Кандай ходисалар тасодифий, м укаррар  ва мумкинмас ходисалар деб 
аталадн?  Бундай ^одисаларга мисоллар келтиринг.

2. Ходисалар т^ла  гурух.и таърифини айтиб беринг ва -мисоллар кел­
тиринг.

3. Х °Д исаларнинг б и р гал и к д ам асл и к  таърифини айтинг в а  мисоллар кел­
тиринг.

4. К,андай ^одисалар эквивалент ходисалар деб аталадн?
5. Ходисаларнинг йигиндиси ва  купайтмасн деб нимага айтилади? Мисол­

лар келтиринг.
6. Вьенн диаграммасннн ифодалайдиган мисолни баён килииг.
7. Ходисаларни цушиш ва купайтириш амалларининг асосий хоссаларини 

курсатинг.
8. Эхтимолликнинг классик таърифини айтиб беринг. Унинг асосий хосса­

ларини ифодаланг.
9. Танланма ^акидагн масаланинг куйилишини таърифланг ва  бу масала- 

иинг ечимини берадиган формулани ёзинг.
10. Геометрик э?(тимоллик таърифини айтиб беринг.
11. Учрашув хакидаги  масалани баён дилинг ва унинг ечилиш усулйни 

курсатинг.
12. Ходисанинг нисбий частотаси деб нимага айтилади? Мисол келтиринг.
13. Нисбий частотанинг хоссаларини курсатинг.
14. Статистик э.\тимоллик тушунчаси кандай  киритилади?
15. Х°Дисаларнинг ам алда  мумкинмаслик принципу нимадан иборат? Ми- 

сол келтиринг.
16. Амалий ишонч принципи нимадан иборат? Мисол келтиринг.
17. 14.35— 14.41, 14.66— 14.159-масалаларни ечинг.
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7-s§. Биргаликдамас ходисалар учун э^тимолликни кушиш
теоремаси

1 - т е о р е м а .  Никита биргаликдамас А ва В уодиса ü u f u h - 
дисининг эутимоллиги бу цодисалар эутимолликлари йигинди- 
сига тенг, яъни

Р ( А + В )  =  Р(А) +  Р(В). (7.1)
Бу теоремами синовлар схемаси учун исботлаймиз. Тажри- 

банинг мумкин булган натижалари п та синовда келтирилсин, 
биз уларни яццол булиши учун а  та нуцта куринишда тасвир- 
лаймиз:

Á -0

Бу п та цолдан ш таси А ^одисага, k таем В цодисага кулай- 
лик турдпрсин.У  холда

Р ( А ) ^ — , Р{В) =  — .
п п

Л ва В цодисалар биргаликдамаслиги сабабли, бир вацтда Л 
ходисага цам, В цодисага цам цулайлик тугдирувчи доллар 
йуц. Д ем ак , А + В цодисага m + k та хол кулайлик турдиради ва

Р(А + В ) =  'Ü±JL =  ÜL +  А  =  р (Д)+р( В) ,
п п п

ана шуни исботлаш талаб  этилган эди.
1- м и с о л .  Агар кабул  килиш ш артларнга кура 50 та буюм- 

дан  купи билан битта буюм яроксиз булганда кабул  килиш 
мумкин булса, ичида 5 та яроксиз и булган 100 та буюмдан 
таваккал и га  ярми олиб текш ирилганда бу партиянинг хаммаси 
кабул  к ил и ниш эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш. Л орцали 50 та буюмни текш ирилганда битта хам 
яроксиз буюм чицмаганлиги цодисасини, В орцали эса фацат 
битта яроцсиз буюм чиццанлиги ходисасини белгилаймиз.

К,абул ш артларига кура, агар  А + В ходиса юз берса, буюм- 
лар партияси цабул цилинади. Л ва В ходисаларнинг бирга- 
ликдамаслигини хам да (2.4) формулани цисобга олсак, ц-уйида- 
гини хосил циламиз:

С 50 ("»49

Р  =  Р  (Л +  В) =  Р(А) +  Р (В) =  =  0,181.
Чоо Чоо

Ш ундай цилиб, кабул  ш артлари буйича бу буюмлар пар­
тияси 0,181 эхтимоллик билан цабул цилиниши мумкин.

1\ушиш теоремаси ихтиёрий сондаги биргаликдамас ходиса - 
лар булган  холга цам умумлаштирилиши мумкин.
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2 - т е о р е м а .  Агар А ъ А2, . . . , Ап цодисаларнинг %ар икки:па­
с и  биргаликдамас булса, у  холда ушбу формула уринли:

Р (А 1 +  А , +  . .  • + 4 )  =  Р(Л1) +  Р(Л2) +  . . . +  Р{Ап). (7.2)
И с б о т и. Учта биргаликдамас Ль Л2, Л3 хрдисани царай- 

лик. 1 -теоремага кура
Р  (Лх +  Л2 +  Л3) =  Р  ((Лх +  Л2) +  Л3) =  Р  (Лх +  Л2) +

+  Р(Л3) = Р(Л1) +  Р(Л2) +  Р(Л3>.
Умумий холда теорема математик индукция усули билан 

исботланиши мумкин.
1 -н ат и ж а . Агар Av Л2, . . . , Лп цодисалар хар иккитаси бир­

галикдамас ходисалар тула гурудини ^осил цилса, у холда улар 
эхтимолликлари йигиндиси 1 га тенг:

Р (А 1) +  Р (А 2) +  . . .  + Р ( Л п) = Г. (7.3)

И с б о т и. Бир томондан, Л1( А2, . . .  , Ап цодисалар гуру^и 
тула булганлиги учун

Р(ЛХ +  Л2 +  . . . + Л /г) - Р  (£ / ) - ! .

Иккинчи томондан, Л2, Л2) . . . , Ап цодисаларнинг хар иккитаси 
биргаликдамаслиги сабабли

Р (А 1 +  А 2+ . . .  +  Ап) =  Р  (Лх) +  Р (Л2) +  . . .  + Р ( А п).

Бу иккита формулани таццослаб,
Р (А 1) +  Р (А 2) +  . . .  +  Р(Л„) =  1

ни хрсил циламиз, шуни исботлаш талаб цилинган эди.
2- н а т и ж  а. ^арама-царши цодисалар эхтимолликлари 

йигиндиси 1 га тенг :
Р(Л) +  Р ( Л ) = 1 .  (9 А)

Бу натижа 1-натижанинг хусусий холи, дархацицат, Л ва Л ходи­
салар тула гурух хрсил килади ва биргаликдамас.

Э^тимоллик назариясининг амалий татбицларида 2- натижа 
муцим ацамиятга эга.

Амалиётда куиинча Л ходисанинг эхтимоллигини хисоблаш- 
дан кура Л ходисанинг эхтимоллигини хисоблаш осонроц була- 
ди. Бу цолларда Р  (Л) ни хисобланади ва

Р( Л)  = 1—Р( Л)  (7.5)
ни топилади.

2- м и с о л. 7 та оц ва 3 та цора шар солинган идишдан та- 
ваккалига 5 та шар олинади. Олинган шарлар ичида хеч бул- 
маганда битта цора шар булиш эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш. Л оркали олинган 5 та шар ичида хеч булмаганда 
биттаси цора шар булиши х о д и с а с и н и  белгилаймиз. У холда Л 
Ходиса олинган шарлар ичида битта х.ам цора шар йуклигини
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билдиради. Р(А ) ни топамиз. Мавжуд шарлар ичидан 5 та шарни 
С[0 та усул билан олиш мумкин. 7 та оц шардан 5 та шарни С57 та 
усул билан олиш мумкин. Шу сабабли

_  С5 '
Р (А ) =  7 ^  =  0,083, 

с ю
бундан Р(А) =  1 — Р(Л) = 0,917.

8- §. Биргаликда ходисалар учуй эхтимолликларни кушиш
теорем аси

Биргаликдамас ходисалар учун эхтимолликларни цушиш 
теоремасидан фойдаланиб, биргаликда цодисалар учун эцтимол- 
ликла'рни цушиш теоремасини исботлаймиз.

Т е о р е м а .  Иккита биргаликдаги цодисадан %еч булмаган- 
да  бирининг руй бериш эцтимоллиги бу ходисалар э%тимоллик- 
лари йириндисидан уларнинг биргаликда руй бериш эцтимол- 
лигини айирилганига тенг:

Р  (.4 В) -  Р (Л) Р (В) -  Р (,1В). (8.1)
И с б о т и. Л, В ва Л + В цодисаларни цуйидагича биргалик­

дамас цодисалар йигиндиси куринишида ифодалаймиз:

А — А(В В) =  АВ -¡-А В, В =  В ( А А )  =  АВ -\-А В, 

А +  В =  АВ +  А В  +  АВ.
Биргаликдамас ходисалар учун эхтимолликларни кушиш тео- 
ремасига кура

Р(Л) = Р(ЛВ) +  Р(ЛВ),

Р (В )= Р (А В ) +  Р(АВ), 
Р(А +  В) =  Р(АВ) +  Р(АВ) +  Р (АВ).

Бу учта тенгликдан (8.1) формулани осон цосил циламиз:
Р (А +  В) =  Р (АВ) +  Р (АВ) +  Р (АВ) =  Р (АВ) +  Р (АВ)]+ 

+  Р(АВ) +  Р(АВ) -  Р(АВ) =  Р(А) +  Р(В) — Р(АВ).
Теорема исбот Цилинди.
(8.1) формула содда геометрик тал- 

цинга эга (128-шакл).
Учта биргаликдамас цодиса йигин- 

дисининг эцтимоллиги ушбу. форму­
ла буйича цисобланади:

Р (А +  В +  С) =  Р (А) +  Р (В) +  
+  Р (С) — Р (АВ) — Р (АС) — Р (ВС) +  

+  Р(АВС). 128- шакл.
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Эхтимолликларни купайтириш теоремасини баён этишдан 
аввал богликмас ва боглиц цоднсалар хацидаги ушбу муцим 
тушунчани баёи этамиз.

1 - т а ъ р и ф .  Агар А ^одисанинг эхтимоллиги В ходисанипг  
руй берган ёки руй бермаганлигига боглиц булмаса, А уодиса  
В уодисага боглшумас дейилади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар А ходисанипг эхтимоллиги В ходисанипг 
руй берган ёки бермаганлигига оорлиц равишда узгарса, А %о- 
диса В уодисага богмщ  дейилади.

1- м и со  л. Омборда 500 дона лампа булиб, улардан 100 
таси бир заводда ва 400 таси бошца заводда тайёрланган. 
Биринчи заводда тайёрланган лампаларнинг 80 фоизи маълум 
стандартни цаноатлангирсин, иккимчи завод махсулоти учун бу 
60 фоиз булсии. А цодисанинг — омбордан тасодифий олинган 
битта лампаиинг стандарт шартларини цаноатлантириш эхтн- 
моллигини топинг.

Стандарт лампалар жами сони биринчи заводда тайёрлан- 
ган 80 та лампадан ва иккинчи заводда тайёрланган 400-0,60 = 
= 240 та лампадан иборат, яъни 320 га тенг, демак, Р( Л)  = 
= 320 : 500 = 0,64.

Дисоблашда олинган лампа кайси завод мацсул'оти экан- 
лиги цацидаги цеч цандай тахмин цилинмади. Агар бу хилдаги 
тахмин цилинса, у холда бизни кизицтираётган ахтимоллик 
узгаради. Масалан, олинган лампа биринчи заводда тайёрлан­
ган (В ходиса) деб фараз цилайлик. Бу цолда унинг стандарт 
булиш эхтимоллиги энди 0,64 эмас, балки 0,80 булади. Бундан 
А ходиса В ходисага боглик деб хулоса чикарамиз.

3- т а ъ р и ф. А  ^одисанинг В цодиса руй берди деган шарт- 
да хисобланган эхтимоллиги А %одисанинг В %одиса руй бериш 
шартидаги шартли эхтимоллиги деб аталади ва Р(А/В) бнл^н 
белгиланади.

Олдинги мисолда Р (Л )= 0,64 , Р(А/В) =0,80.
А хрдисанинг В ходисага борликмаслик шартини ушбу

Р ( А !В ) = Р ( А )  (9.1)

формула оркали, богликлик шартини эса

Р (А / В )Ф Р (А )  (9.2)

формула орцали ёзиш мумкин.
К у п а й т и р и ш  т е о р е м а с и .  А ва В уодисалар купайт- 

масининг эхтимоллиги бу ходисалардан бирининг эхтимолли- 
гини иккинчи х1одисанинг биринчи х^одиса. руй берди деган 
шартда шартли э\тимоллигига купайтмасига тенг:

Р (А В ) = Р (А )Р (В / А ) .  (9.3)
И с б о т и. Теоремани классик схема учун исбот киламиз.

9 - § .  Эхтимолликларни купайтириш теоремаси
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Биз уларни кургазмали булиши учун нукталар куринишида 
тасвирлаймиз.

« с « « « е в « • с е с • • « • « е

А ходисага m та хол, ß  ходисага эса k та хол кулайлик 
турдирсин. Бу А ва В ходисалар биц'рг'аликда деб фараз цилай- 
лик, демак,  у му .van айтганда,  А ходисага хам, В ходисага хам 
кулайлик тугдирадиган холлар бор. Бундай холлар сони I та 
булсин. У холда

Р(АВ) =  — , Р (Л) == — .
П  11

Р(В/А) ни, яъни В ходисапинг А ходиса руй берди деган 
шартдаги шартли эхтимоллппши хисоблаймиз.

Агар А ходиса руй бергаи б;улса, у холда илгариги мумкин 
булган п та ^олдан А ходисага цулайлик тугдирадиган фацат 
т  та хол колади. Улардан I та хол В ходисага кулайлик тур- 

диради. Демак,

Р(В[А)Ш Ш -пг

Энди теореманинг исботини якунлаймиз:

Р(АВ) Щ -  =  — - —  S  Р(А)Р(В/А).
п п т

Шуни исботлаш талаб цилинган эди.
И з о X- АВ = ВА эканини хисобга олсак, (9.3) формулани 

бундай куринишда. ёзиш х,ам мумкин:
Р(АВ) Р(В)Р(А:В). (9.4)

Кушайтириш теоремасидаи келиб чицадиган натижаларни 
келтирамиз.

1 - н а т и ж а .  Агар А  ходиса В ходисага боглиц бутшаса, 
у холда В ходиса хам А  ходисага боглиц булмайди.

И с б о т и. (9.3) ва (9.4) формулаларни таццослаб,
Р (А) Р (В/А) = Р (В) Р (А/В)

ни хосил циламиз.
Р (А/В) = Р  (А) эканини Хисобга олсак, бу ердан

Р(А)Р(В/А) = Р (В )  Р(А)
ни хосил циламиз. Бу тенгликдаи Р(А)¥=0  деб фараз килиб,

Р(В/А) = Р (В )
ни хосил циламиз, бу эса В ходиса А ходисага боглиц эмасли- 
гини билдиради.
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Бу натижадан ходисаларнинг биргаликда ва биргаликдамас- 
лиги узаро эквивалент эканлиги келиб чикади. Шу муносабат 
билан бундай таърифни киритамиз.

4 - т а ъ р и ф. Агар иккита цодисадан бирининг рун бериши 
иккинчисининг руй бсриш эхтимоллигини узгартирмаса, бу 
ходисалар боглицмас деб аталади.

2- н а т и ж а. Иккита боглицмас цодиса купайтмасининг руй 
бериш эхтимоллиги бу ходисалар э хти м о лл и к л а р и ни и г купайт- 
масига тенг:

Р (А В )= Р (А )Р (В ). (9.5)
И с б о т  и. Р(АВ) = Р(А)Р(В/А) = Р (А )Р (В ), шуни исбот- 

лаш талаб килинган эди.
Агар Л ва В ходисалар боглицмас булса, у холда э^тимол- 

ликларни цушиш умумий коидаси (8 -§  даги (8.1) формула) Л 
ва В ходисаларнинг йигиндиси эхтимоллигини бевосита А ва В 
ходисаларнинг эхтимолликлари оркали тогшш имкониыи 
беради:

Р(А  + В) = Р (А ) + Р ( В ) - Р ( А ) Р ( В ) .  (9.6)
2 - м и  с о  л. Иккита мерган бир-бирига боглицмас равишда 

битта нишонга царата уц узишмоцда. Нишоига теккизиш эхти­
моллиги биринчи мерган учун Р (А Х)=  0,9, иккинчи мерган 
учун Р (Л 2)= 0 ,8 . Агар нишоннинг яксои цилиниши учун битта 
укнинг тегиши кифоя килса, нишоннинг яксои цилиниш эхти­
моллигини тоиинг.

Е ч и ш. Л] ва Л2 х°ДисалаР (нишонни биринчи ва иккинчи 
мерган уриши) богликмас, шунинг учун изланаётган эхтимол- 
ликни хисоблашда (9.6) формулани цуллаймиз:

Р (Л [+ Л 2) =0,9 + 0 ,8 -0 ,9 -0 ,8  = 0,98.
Эхтимолликларни купайтириш теоремаси исталган сондагр 

эхтимолликлар учун умумлаштирилиши мумкин, чунончи ушбу 
теорема уринли.

1- т е о р е м а. ^уйидаги формула уринли

р ( л а  . . .  л„) = . р щ р { А М Р ( А Д ^ А ^ . . .
. . . Р{Ап1А,А2 . . . Ап_ ,). (9.7)

Теореманинг исботи математик индукция усули билан бажа- 
рилади.

3 - м и с о л .  100 та деталдан иборат гурух танлаима назорат 
килинмокда. Бутун гурухнинг яроцсизлик шарти текширилаётган 
бешта деталдан хеч булмаганда биттасииинг яроцсиз булиши- 
дир. Агар гурухда 5% яроцсиз детал 6o¡p булса, бу гурухнинг 
цабул цилинмаслик эхтимоллиги цанча?

Е ч и ш. Деталлар гуруцй кабул цилинишидан иборат цара- 
ма-карши Л х°Дисанинг эхтимоллигини тоиамиз. Бу х°Диса 
бешта хоДисанинг ' купайтмаси булади: Л = Л 1Л2Л3Л4Л5, бу
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ерда Аи (k — 1, 2, 3, 4, 5) текширилган k- детал сифатли экан- 
лигини билдиради.

Сунгра Р{А\) =95/100 га эгамиз, чунки барча деталлар 
100 та, яроцлилари эса 95 та, А\ ходпса руй берганидан сунг 
99 та детал колади, улар орасида 94 таси яроцли, шунинг 
учун P(/Í2/4i) = 94/99. Ш\гнга ухшаш, куйидагиларни топамиз: 
'Р(Л3/л А )  -  93/98, Р (Л4/Л И:Из) = 92/97 ‘ ва Р {АЬГАУА2АЯА4) =
-91/96 . (9.7) формуладан Р (А )=  ^  ^  ■ - §  ■ Ц - 0 , 7 7 .

Изланаётган эхтимоллик: р —Р(А ) =  1— Р (Л) =  0,23. Энди ушбу 
таърифни киритамиз:

5 - т а ъ р и ф .  Бир неча ходисалардан исталган бири колган- 
ларининг исталган тупламининг купайтмасига боглиц булмаса, 
бу ходисалар биргаликда борлщмас деб аталади.

Бу таърифга асосан (9.7) формуладан ушбу теоремани цосил 
циламиз:

2 - т е о р е м а .  Агар А ь А2, . . Ап %одисалар биргаликда 
боглщ мас булса, у холда бу ходисалар купайтмасининг эхти- 
моллиги улар эцтимолликларининг купайтмасига тенг:

Р (А ХА2 . . . А п) =  т ) Р ( 4 )  • • • Р(Ап). (9.8)

Хусусий холда, Ах, А2, . . . , Ап ходисалар бир хил р эхтимоллик- 
ка эга булганда (9.8) формула куйидагини беради:

Р(А,А2 . . . л п) =  р'\ (9.9)

10- §. Деч б у л м а га н д а  битта ходисанинг руй бериш э^тимоллиги

Бу эцтимолликни биз аслида (8.2) формула орцали цисобла- 
шимиз мумкин. Бироц цодисалар сони хали унча катта булма- 
гандаёц, бу формуладан фойдаланиш катта цисоблаш ишлари 
билан боглик. Шу сабабли бу эхтимолликни хисоблаш' учун 
бошка формуладан фойдаланилади.

Т е о р е м а .  Биргаликда богли^мас булган А ь А% . . Ап 
%одисаларнинг %еч булмаганда биттасининг руй беришидан ибо- 
рат А уодисанинг эцтимоллиги

Р (А) =  Р  (Ла +  Л2 - f  . . .  +  A J  =  1 — qxq.2 . . qn (10.1)

га тенг, бунда qi =  Р (A¡)
Ис бот и .  A = A 1+ A 2-t . . . +  Ап булганлкги учун А = А ХА2. .. Ап-

(7.5) ва (9.8) формулалардан фойдаланиб, цуйидагини цосил киламиз'- 
Р (А) =  1 — Р(А) =  1 -  Р(АХ Л2 . . . Ап) =  1 -  Р  ( 4 )  Р (Á¡). . . Р(Ап)=

=  1 — qxq2 . . .  qn. Шуни исботлаш талаб килинган эди.
Хусусан, Ах, А2, , Ап ходисалар р га тенг бир хил эхтимол-
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л'икка эга булса, у холда уллрдан хеч булмагамда б ггтаснн шг руй 
бериш эхтимоллиги

/' (1) I -V (у I Р) (10.2)
га тенг.

1-м и с о л .  Учта туп дан отишда нишонга текизиш э^тимол- 
лнги мос равишда р 1 = 0,4, р2 = 0,6, р3 = 0,7, нишон яксон цили- 
нйшй учуй битта укнинг тегнши кифоя цилса, учала ту ид ап. 
бир пула огншда иншошшнг яксон кплшшш эхтпмоллигпнн 
тон ИНГ.

Е ч и ш. А], А 2 ва Л3 ^одисалар нишонни мос равишда би- 
ринчи, иккинчи ва учинчи туплардан уришни билдирсин. Бу 
■Ходисалар биргаликда богликмаслиги равшан (^ар бир тупдан 
нишонга теккизиш эхтимоллиги бошка туплардан отиш натижа- 
ларига богли^мас). Сунгра </1 =  1— 1̂ = 0,6, д2= 1—Р2 = 0,4, 
цз= 1—р3 = 0,3. Изланаётган э.хтимолликнп (10.1) формуладан 
топамиз:

Р(А ) — 1 — ¡у, =  1 —■ 0,6 • 0,4 • 0,3 = 0,928.
2- м и с о л. Снстемада мухим курил \;а булиб, у п та эле- 

меитдан иборат ва уларнинг >.ар бирининг бузилмасдан ишлаш 
эхтимоллиги (ишончлилиги) р. га тенг. Агар бу элементлардан 
хеч булмаганда биттаси ишласа, ^УРилма ишлайди. Бу ^урил- 
манинг ишончлилиги берилган Р дан ортик; булиши учун у неч- 
та элементга эга булиши керак?

Е ч и ш. Бу хурилманинг фа^ат барча элементлари ишдан 
чикканидагина унииг бузилиши руй беради. Элементларнинг 
ишдан чпкишпнп боглпкмас ходисалар деб, п та элементнинг 
даммасини ишдан чпкиш эх ¡¡¡моллипши топамиз: у (1 — р)'1 га тенг. 
Шунинг учун курилманинг бузилмасдан ишлаш эхтимоллиги 
1 — (1 — р) га тенг. Энди масала 1—(1 — р)п >  Р тенгсизликни 1̂ аноаа'- 
лаптирадиган п сонни топишдан иборат, бу тенгсизлик

ЫОШ-.Р) п > ------
¡й;П — а)

га тенг кучли. Масалан, элементнинг ишончлилиги р = 0,8 га, сис­
тема хурилмасининг талаб килинаётган ишончлилиги эса 
Р=0,99 га тенг булса, у холда

1й 0.01 2 „
II >  —---------------------------- , ЯЪНЯ /7>3.

1  ̂0 ,2  А - 0,699

Шундай ^илиб, бу шартларда система учта элементга эга 
булиши кифоя.

У з - у з  и н и  т е к.ш и р и ш у  ч у  н с а в о л л а  р

1. Биргаликдамас ^одисалар учун эхтимолликларки купшш теоремасини 
таърифлаб беринг.

2. Биргаликдамас ^одисалар учун эхтимолликларин кушиш теоремасишшг 
асосий натижаларини айтиб беринг.
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3. Биргаликда ^одисалар учун э.угимолликларни ^у-шиш теоремасини таъ- 
рифлаб беринг.

4. Д однсанинг шартли эхтимоллнги деб нимага айтилади?
5. Иккита з^одисанинг богли^маслиги таърифини айтиб беринг. Кандай 

ход;:еалар биргаликда богли^мас деб аталади?
6 . Э ,\т ; ! м  о л л i : к . i а р h и купайтириш теоремасини айтиб беринг.
7. Купайтириш теоремасииинг натижасини айтинг ва мисол келтиринг.
8. Хеч булмаганда битта ходисанинг pÿft бериш э^тимоллигини >,,исоблаш 

^акидагп теоремани айтиб беринг. Мисол келтиринг.
9. 14.160-—14.224-масалаларни ечинг.

11-§. Тула ух/гимоллич формуласи

íj ¡pop А ходиса биргаликдамас ходисаларшшг тула гурухюш 
хосил циладиган H¡, Цг? . . . , Нп ходисаларнинг (улар гипотезалар 
деб аталади) бири билап руй бериши мумкин бужин. Бу гипотеза- 

. ларнинг эхтимолликлари маълум, яъна Р(Н,), Р (Н,), . . . , Р(Нп) бе- 
рилган. Бу гипотезалариинг хар бири амалга ошганида А ходчсанинг 
руй бериш шартли эхтимолликлари хам маълум, яъни Р(А/Н¡), 
Р (А/Н:), . . ., Р(А/Нп) эхтимолликлар берилган. А ходисанинг'эхти- 
моллигини х„исоблаш талаб -цчлийади.

Бу холда ушбу формула fpr-шли булишинн исботлаймиз:

. Р (А) = Р{Н,) Р(А III,) +  Р (Я2) Р (А/Нг)+  . . t  + Р  (Нп)Р(А/Нп). (11.1)

И с бот  и. Н„ Нг, . . . , Нп гипотезалар тула гурух булганта- 
ги учун А =  AU — А(Н, -г  Н2 +  ■ ■ • +  Нп) =  АН, +  АН., +  . . . -f

+  АНп. Н„ Нг, . . . , Нп гипотезалар биргаликдамас, шуниаг учуй 
АН,, АН2, . . . , АНп ходисалар хам биргаликдамас. Буларга кушиш 
теоремаси, кейин купайтириш теоремасини 1̂ >ллаб, куйидагини хосил 
киламнз:

Р(А) = Р (АН,) +  Р(ЛН2) +  . . .  +  Р (АН,)

Р (II,) Р (А; II,) г  . . . +  Р(Нп)Р(А./Нп),

ана шуни исботлаш талаб хилинган эди.
М и с о л .  Имтихон билетлари ичида талаба билмайдиганлари 

Хам бор. Кайси холда талаба учун у биладиган билетни олиши 
эхтимоллиги катта булади: у билетни биринчи б;улиб олгандами 
ёки иккинчи бу'либ олгандами?

Е ч и ш. п — барча билетлар сони ва k — талаба биладиган 
билетлар сони бÿлeин. А ор^али талаба угзи биладиган билетни 
олиш х°Дисасини белгилаймиз. Агар талаба билетни биринчи 
б;улиб оладиган булса, у х°лда бизни кизиктпраётгап эхтимол- 
лик P(A ) = k¡n га тенг.

Агар «бизнинг» талабамиз билетни иккинчи булиб оладиган 
6ÿ7ica, биз бу ерда табиий ушбу иккита гипотезани кчями.з:

Я, — биринчи талаба «бизнинг» талаба биладиган билетни 
олди.
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Я 2 — биринчи талаба «бизнинг» талаба билмайдиган билет - 
ни олди.

Бу гипотезаларнинг э^тимолликларини топамиз:

Р(НД =  — , Р{Н,) =  — .
п п

А ходисанинг ва Н2 гипотезалардаги шартли эхтимолликлари 

Р(А/Н1) =  — , Р(Л/Я2) =  —
п — 1 " п  — 1

га тенг. (11.1) формулага кура А ^одисанинг тула эхтимоллигини 
топамиз:

к й — ! п — к й кР(А)
п  —■ 1 п п  — 1

Щундай ^илиб, бизни кизиктираётган э^тимоллик иккала 
холда хам бир хил экан.

12-§. Гипотезалар теоремаси (Бейес формулалари)

М а с а л а н и н г  ц у й и л и ши .  Биргаликдамас Ни Н%, . . , Нп ги­
потезалар тула гуру^и берилган. Бу гипотезаларнинг хар бирянинг 
э^тимоллиги Р(Н 1), Р(Н2), . . . , Р(Нп) маълум. Тажриба уткази- 
лади ва унинт натижасида А >;одиса руй беради, бу ходисанинг х;ар 
бир гипотеза буйича эхтимоллиги, яъни Р(А/Нх), Р(А/Н2), . . . , 
Р(А/Нп) маълум. А ходиса руй бериши муносабати билан ги­
потезаларнинг эхтимолликларини кайта ба^олаш, бошкача айтганда, 
Р(Н1/А), Р{Н М ), . . . , Р(Нп/А) шартли э.^тимолликларни топиш 
талаб килинади.

Бу ^уйилган масалага ушбу гипотезалар теоремаси жавоб 
беради,

Г и п о т е з а л а р  т е о р е м а с и .  Масала шартларидаги сг£- 
новдан кейинги гипотезалар эхтимолликлари ушбу формулалар 
буйича %исобланади:

Р(Н:  )Р(А!Н: )
Р{Н[!А) =  -7— ■■■■ --------— . (¿' — 1, 2............л). (12.1)

У 1Р(Нк)Р(А /Нк)
к= 1

Ис бот и .  Купайтириш теоргмасидаи:
Р(АН-) =  Р (А) Р (Я;/Л) ва Р(ЛЯг-) =  Р(Яг)Р(Л/Я-).

Бу формулаларни таккослаб,
Р (Л) Р (Я£/Л) = Р (Яг) Р(Л/Я£) 

ни хрсил киламиз, бундан

п { Ч гъ  т п А1Ъ )Р ( Я £/Л)= — ^ — .
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Р(А) ни (11.1) тула эхтимоллпк формуласи ёрдамида ифодалаб, 
исботланаётган формулани хосил киламиз:

Я (//¡/.4) (/ =  1)2(

V  Р(Я,) Р(Л/Я,)
«=!

Хусусан, тажриба утказилишидан олдин барча гипотезалар тенг 
зхтимоллик, яъни Р(НХ) =  Р (Я 2) т= . . . = Р (Н п) булса, у  >:олда
(12.1) формула ушбу куринишни олади:

Р(Я,УЛ) =  . Р̂ ' .ИИ__ .
£чР (л/Я/;)

4=1
М и с о л .  Телевизорга урнатилган лампа иккита партиядан 

бирига Р) = 0,4 ва р2 = 0,6 эхтимоллик билан тегишли булсин. 
Лампанинг / соат давомида ишлаш ва^ти бу партиялар учун 
мос равишда 0,9 ва 0,7 га тенг. Телевизорга урнатилган лампа 
t соат бузи'лмасдан ишлаган булса, унинг биринчи партияга 
тегишли булиш э^тимоллигини топинг.

Е ч и ш. Иккита гипотезани ^араймиз:
Я , — лампа биринчи партияга тегишли;
Я 2 — лампа иккинчи партияга тегишли.
Тажрибадан олдин бу гипотезаларнинг эхтимоллик лари:

Р (Я,) =  0,4; Р  (Я2) = 0,6. ‘
Тажриба натижасида А ^одиса р;уй берган — лампа / соат 

бузилмасдан ишлаган. А ^одисанинг Нх ва Я 2 гипотезалардаги 
шартли э^тимолликлари ^уйидагига тенг:

Р (Л/Я,) =  0,9; Р (Л/Я,) = 0,7.
(12.1) формуладан Н\ гипотезанинг тажрибадан кейинги 

эхтимоллигини топамиз:
0 4 . 0 9

Р(Я ,/Л)=  ------ --------------- =  0,462.1 0,4-0,9 +  0,6-0,7

1 3 - § .  Б огликмас синовлар кетма-кетлиги.
Бернулли формуласи

Т а ъ р и  ф. Такрорланадиган синовлардан хар бирининг у 
ёки бу натижасининг эхтймоллиги бошка синовларда кандай 
натйЖалар булганлигига боглик; булмаса, улар богликмас си­
новлар кетма-кетлигини цосил цилади дейилади.

М и с о л .  Уйин со^касини ташлашдан иборат тажриба утка- 
зилмокда. )^ар бир ташлашда у  ёки бу сонда очколар чициш 
эхтимоллиги бошка ташлашларда кандай очко чицканлигига 
богликмаслиги равшан, бинобарин биз бу ерда богликмас синов­
лар кетма-кетлигига эгамиз.

Энди цуйидагича ^уйилган масалани царайлик: бир хил ша-
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роитда утказиладигаи п та борли^мас синовнинг хар бирида А 
ходиса Р (А )= р  э^тимоллик билан руй берса, унинг бу ti та 
синовда роса т  марта руй бсриш эхтимоллигини топинг.

Изланаётган эхтимолликни Рп(т) билан белгилаймиз. Масалан, 
P:¡ (2) — борлицмас 3 та синовда А ходиса роса 2 марта руй бериш 
эхтимоллигидчр. Бу эхтимолликни бевосита хнсоблаш мумкин:
Р3(2) = Р(ААА + АЛА+ЛАА --Р(АЛЛ) +  Р(ААА)+Р(ААА) =  3fq .  
У мумий холда Рп{т) эхтимоллик Бернулли формуласи деб аталади- 
ган ушбу формула билан хисобланади:

Pn{m) =  C™pmqn- m, (13 1)

бу ерда <7=1—р. Бу формулани исботлаймиз. '
я  та борлик;мас синовда А ходисанинг роса т  марта маълум 

тартибда, масалан,
АА ,._ А  А А : . .  А

Ш П — г/72

сомбинацияда руй бериш эхтимоллиги богликмас ^одисаларки 
купайтириш теоремасига кура pmqn~m га тенг. Равшанки, А 
ходисанинг яка т  марта, бироц бошкача тартибда руй бериш 
эхтимоллиги яна шундай булади. Á  ходиса т  марта турли 
тартибда учрайдиган бунта ухшаш комбинациялар сони гурух- 
лашлар сони С™ га тенг. Бйзни ^изицтираётган В ходиса —
А ходисанинг п та богликмас синовда роса т  марта руй бериши 
ажраладиган бу комГинацилларнинг хаммаси биргаликдамас 
ходисалардир. Шунинг учун биргаликдамас ходисаларни цу- 
шиш теоремаснга кура

Рп (т) = Р (В) =  С ;;1 р'п qn m, 

ana шуни исботлаш талаб ^илинган эди.
Хусусан, Рп(п) =  рп ва Рп(0) = q'\ буларни борлицмас ходисалар- 

ня купайтириш теоремасига кура хам бевосита хосил ^чляш мумкин 
эди.

1 - м и с о л .  Дар бир деталнинг стандарт булиш эхтимоллиги 
р ~ 0,8 булса, таваккалига олинган 5 та деталдан роса 2 таси- 
нинг стандарт булиш эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш. Изланаётган эхтимолликни п — 5, т  — 2, р — 0,8 ва 
q = 0,2 да Бернулли формуласидан тонамиз:

Р, (2) =  С: ■ 0,8- ■ 0,23 = —  ■ 0,00512 = 0,0512.о \ / о ’ ’ 3 ■ • 2!

2 - ми с о л .  Автобаза нормал ишлаши учун йулда камида 
8 та автомашина юриши керак. Базада 10 та машина бор. Дар 
бир автомашинанннг йулга чицмаслик эхтимоллиги 0,1 га тенг. 
Автобазанинг эртага нормал ишлаш эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш. Агар йулга 8 та машина (А ходиса), ёки тувдизта 
машина (В ходиса), ёки 10 та машина (С ходиса) чи^са, авто­
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база нормал ишлайди (Е ходиса). Эхтимолликларни кушиш 
теоремасига кура Р(Е) = Р(А + В + С) —Р(А) + Р{В ) + Р (С ). Дар 
бир кушилувчини Бернулли формуласи буйича топиб, натижада 
к,уйидагини хосил к;иламиз:

P(E) =  q 0 • 0,98 0,12 - f  C9i0 • 0,99 • 0,1 +  0,910 ==

= 0,1937 +  0,3874 +  0,3487 = 0,9298.
3- м и с о л .  Бирор корхонада битта деталнинг ну^сонли бу- 

лиш эхтимоллиги 0,005 га тенг. 10 000 та деталдан иборат пар- 
тилда: а) роса 40 та нуцсонли детал; б) Kÿrin билан 70 та нуц- 
сонли детал булиш эхтимоллиги канча?

Биринчи саволга бевосита Рп (т) - : С"' рт qn'~ri формула срк,али 
жавоб берилади ва бунда /7 = 0,005, ¿/=-0,995, п == 10 000, т  =  
= 40 деб олинади; демак, изланаётган эхтимоллик

р м = л »  ооо (40) = • ( о , т г  ■ (0,0995 г -

Иккинчи саволга жавоб бериш учун эхтимолликларни ^ушиш 
. теоремасидан фойдаланамиз. Изланаётган эхтимоллик ушбу 
йигинди билан ифодаланади:

Р (0< т  <  70) = Р (т  = 0) +  Р (т  =  1) +  - Р ( т  =  70) = ,
70 ■ 70

• ^  Л о о о о И  =  2  Ä o o ( 0 . 0 ° 5 ) m - ( 0 , 9 9 5 ) ' o o o o - m .
т=  о п>=0

Шундай цилиб, биз иккала саволга хам жавобни олдик. Би- 
porç бу ерда талаб цилинадиган хисоблашларни амалда бажа- 
риш жуда кийин. Бу ва бунга ухшаш масалалар Муавр — Лап- 
ласнинг локал ва интеграл теоремаларида бериладиган форму- 
лалар ёрдамида ечилади.

1 4 - § .  Муавр — Л ап ласнинг лимит теоремалари

М у а в р  — Л а п л а с н и н г  л о к а л  т е о р е м а с и. Агар 
А х^одисанинг руй бериш эхтимоллиги хар бир синовда узгар- 
Jtac ва р(0 < р < \ ) га тенг булса, у холда етарлича катта п лар 
учун

Р (/л) æ  —J =  ф (х), (14.1)
, У ИР-}

бу ерда
_'{___е~х2'2 - ,п~ пР
у" - 1 ’ у npQ

М у а в р  — Л а п л а с н и н г  и н т е г р а л  те  оре м а с и. Агар 
А ходисанинг п т а  богликмас синовда руй бериш эхтимол­
лиги узгармас ва р(0<р<.\) га тенг булса, у уолда етарлича 
к а т т а  п ларда А %одисанинг т { тадан т.2 тагача руй бериш эх­
тимоллиги Р ( т 1 <  т  <  т 2) такрибан

249



га тенг, бу ерда
X

Ф ( х ) = _ 4 -  Ге“ /2/2 Л, х, = 1 ^ ,  х2= •
/ 2 я  J  У 'ОТ (' прц

о
Бу иккала теоремани исботсиз цабул циламиз.
1 - из ох -  Синовлар сони цанчалик катта булса, (14.1) ва

(14.2) формулалар шунчалик яхширо^ я^инлашишлар берадй,
2 - и з о х- ср (х) ва Ф (х) функциялар учун жадваллар бор, 

лекин улар фацат аргументнинг мусбат ^ийматлари учун тузил- 
ган, чунки ф (х) Жуфт, Ф(х) эса то^ функциядир.

М и с о л .  (14.1) ва (14.2) формулалардан фойдаланиб, ол- 
динги параграф 3- мисолидаги э^тимолликни хис°бланг.

Ечиш.  Масаланинг биринчи кисми учун: /э =  0,005, <7 =  0,995, 
п =  10 000, т  =  40 га эгамиз. Шу сабабли

Упрд = V 1 о 0П 0-0,005-0,995 = 7,05; х = —-̂ Е- =
У

40 — 10 000-0 ,005  ■= --------------- —-----  =  — 1,42;
7,05

ф(—1,42) = ф (1,42) =  0,1456.
Шундай к(илиб,

Л о с о о ( 4 0 ) = ^  =  0,0206./,иэ
Масаланинг иккинчи кисми учун р =  0,005, <7 =  0,995, п =  10 000, 
т х =  0 , т.2 — 70 га эгамиз. Шункнг учун

Ущщ. =  7,05; хх =  т \ ~ 1р =  0-1Г..10000-0,005 =
У  npq 7,05

=  — 7,09; Хо =  = 2,84.
7,05

Шундай Щлиб,
Р (0 <  т  < 70) = Р10 000(0; 70) =  Ф (2,84) -  Ф ( -  7,09) =

=  Ф.(2,84) +  Ф (7,09) = 0,4977 +  0,5 = 0,9977.

15- §. Полиномиал схема

Полиномиал схема биномиал схеманинг (Бернулли схемасининг) 
умумлашмасидир. Агар Вернули схемасида 2 та ходиса: Л ва Л карал- 
ган булса, полиномиал схемада п та ходиса ^аралади.

М а с а л а н и н г  к у й  и лиши.  Тажриба шундан иборатки, узгар- 
мас шароитларда п та богликмас сиыов утказилади ва уларнинг ^ар 
бирида тула гурух хосил киладиган к та А х, Л2, . . . , Ак ^одиса- 
нинг факат биттаси руй бериши мумкин, бунда бу ходисаларнинг

Р (тх <  т  <  т 2)«  Ф (х2) — Ф (х^ (14.2)
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э.\тямолликлари маълум: рх =  Р{А^), р2 = Р(А.2), . . . , рп =  Р(Ап) . 
А,_ ходиса роса т 1 марта, Л3 хрдиса роса т ,  марта, . . . , Ак хрди- 
са роса т к марта руй бериш эхгимоллиги Рп{т 1, т 2, . . .  , т к) ни 
тоаинг, бунда пг1 +  т.2 +  . . .  +  т к =  п.

Ечиш.  А[ ^одиса /'- синовда (/ =  1, 2, . . .  , п) Л(-(г =  1,2,  ... ,п) 
^одиса руй беришини билдирсин. Бизнй цизи^тираётган В ходиса 
турли усуллар билан руй бериши мумкин. В ходисанинг руй бериш 
вариатларидан бири, масалан,

А \ А \  . . . + 1 . . . А% *+т* . . . А ^ + т*+ ■ ■ ■ + тк .

В ходиса руй беришининг барча вариантларини бу комбинациядан 
куйи индексларнинг барча мумкин булган урин алмаипиришларини 
бажариб хосил хилиш мумкин. Бундай комбинациялар сони
--------—--------  га тенг, улардан хар бирининг эхтимоллцги эса ку-
т 11-т2\ . . . т к \
пайтириш теоремасига кура р'*1 р2 г . . . ркк га тенг. Шунинг учун
биргаликдамас ходисаларнинг эхтимолликларини кушиш теоремасига
кура

Рп{ т ь т.2, . . . , т , )  =  — — -— —  р ^ р §  . . . р р  . (15.1)
• //¿2 • • •

Хусусий ^олддк =  2 булганда (13.1) формулани хосил циламиз. 

У з - у з и  н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тула  эхтимолликни ^исоблашда масаланннг вд/йилишини баён дилинг.
2. Тула  эхтимолликни хисоблаш учун формулани ёзинг. Мисол келтиринг.
3. Гипотезалар теоремаси масаласининг ^уйилишини баён дилинг.
4. Гипотезалар э^тимоллигини х ис°блаш  учун формулани ёзинг. Мисол 

келтиринг.
5. Гипотезалар теоремасининг натижасини айтиб беринг.
6. Бернулли формуласини ёзинг. Бернулли формуласи цандай масалалар- 

ни ечишда 1$ лл ан и л ади ?
7. М уавр  — Лапласнинг локал теоремасини таърифланг. Б у  теореманинг 

вазифаси нимадан иборат?
8. М уавр  — Лапласнинг интеграл теоремасини таърифланг. Унинг вазифа­

си нимадан иборат?
9. Полиномиал схемадаги масаланинг цуйилишини баён дилинг в а  тал аб  

к;илинадиган эхтимолликни хисоблаш учун формулани ёзинг.
1 0 .1 4 .2 2 5 — 14.256, 14.312— 14.316, 14.346— 14.351, 14.556— 14.570- масала- 

дарни ечинг.

16-§. Тасодифий ми^дорнинг таърифи

Тасодифий мивдор тушунчаси э^тимоллик назариясининг 
марказий тушунчаларидан биридир.

Т а ъ р и ф .  Тажриба натижасида олдиндан маълум мумкин 
булган цийматлардан бирини кабул киладиган микдор тасоди­
фий мицдор деб аталади. 1

Тасодифий мицдорлар одатда лотин алфавитининг бош 
харфлари X, У, . . .  билан, уларнинг мумкин булган ^ийматлари 
эса тегишли кичик харфлари х, у, . . .  билан белгиланади.
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Амалйётда дуч келинадиган тасодифий микдорлардан ушбу 
икки хилини ажратиш мумкин: дискрет тасодифий микдорлар 
ва узлуксиз тасодифий микдорлар.

Дискрет тасодифий микдор деб мумкин булган кийматлари 
чекли ёки чексиз соили кетма-кетликдан иборат микдорга айти- 
лади.

Дискрет тасодифий ми^дорларга мисоллар келтирамиз.
1. X тасодифий микдор—100 та буюмдан иборат гурухдаги 

ну^сонли буюмлар сони. Ву микдориинг мумкин булган киймат- 
лари бундай булади:

х, =  0 ,  х2 =  1. х3 — 2 ,  . . . , дг ,01 =  1 0 0 .

2. ¥ тасодифий микдор тангани турт марта ташлагандаги 
гербли томони тушиш ниобий частоталари. Унинг мумкин бул­
ган кийматлари бундай:

У\ =  0, у.2 =  0,25, у3 -  0,50, ух =  0,75, уь =  1.
3. 1  тасодифий микдор нишонга биринчи марта теккизиш- 

гача булган узишлар сони. Бу ерда мумкин булган киймат- 
лар чексиз сонли кетма-кетлик хосил килади: 21 = 1, 22 = 2, 
2 3 =  3, . . . .

Узлуксиз тасодифий микдор деб, мумкин булган кийматлари 
сон у^ининг бирор (чекли ёки чексиз) оралигини бутунлай 
тулдирадиган микдорга айтилади.

Келгусида биз бу таърифни бироз аницлаштирамиз.
Узлуксиз тасодифий мицдорларга мисоллар.
1. X тасодифий мицдор — бирор физик катталикни улчаш 

натижаси.
2. Т тасодифий микдор — асбобнинг бузилмасдан ишлаш 

вакти.
3. У тасодифий микдор — нишоннинг марказидан уц теккан 

жойгача масофа.

17-§. Дискрет тасодифий микдор эхтимолликларининг 
таксимот конуни

Дискрет тасодифий ми^дорни тавсифлаш учун энг аввало 
унинг барча мумкин булган кинматларини курсатиш лозим. 
Бироц X дискрет тасодифий микдор учун унинг фа^ат мумкин 
булган цийматлари х,, х2, . . .  нигина эмас, балки Х = Х\, Х = х2, 
. . . .  ходисаларнинг эхтимолликларини хам, яъни

р. = Р ( Х =  хс) (г =  1 ,2 ,  . . . , /г) ( 1 7 . ] )

ни курсатиш лозим.
1 - т а ъ р и ф .  Тасодифий микдорнииг кийматлари билан 

уларнинг эхтимолликлари орасидаги богланишни тасодифий 
мицдорнинг тащсимот цонуни деб аталади.

Тасодифий микдор таксимот цонунини ифодалаш усуллари 
ва шакллари турлича булиши мумкинлигини айтиб утамиз.
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X дискрет тасодифий 
мк^дор такси мот конуни бе- 
рилншининг энг содда шак- 
ли жадвал булиб, бу мик- 
дорнииг барча мумкин бул­
ган цийматлари ёзилган ва 
ул ар га  мос э.угимолликлар 
курсатилган булади:

| Х1 I Х2
Рг рп

(17.2)

. , хп, . . . кийматлар одатда ортиб бср;.ш таргибида 
ёзилади. Бундай жадвал тасодифий микдорнинг таксимот ^атори ио- 
ма билан юритилади Жадвалниаг юкори сатрида X  микдорнинг бар­
ча мумкин булган ^ийматлари ёзилганлиги ва X = x ¡( i=  1, 2 , ..., п , ...) 
ходисаларнииг хар икютаси бпргаликдамаслиги сабабли Р1 + Р 2 Л- 
+  • ■ • +  Рп =  '• j

Абсциссалар укида тасодифий микдорнинг мумкин булган 
кийматлари, ординаталар укида эса уларга мос эхтимолликлар- 
ни куйилади. (x¡, р¡), (х2, р2), . .  . пукталар-ни кесмалар билан 
туташтирилади. Бунда хосил булган шакл таксимот купбурчаги 
деб аталади (129-шакл).

Дискрет тасодифий ми^дор ва унинг та^симот конунига дойр 
бир неча мисол курамиз.

1-м и с о л .  Битта тажриба утказилади, унда А ^одисанинг 
руй бериш эхтимоллиги р га тенг, яъни Р (А )= р . Бу А ^одиса- 
нинг руй бериш еонидан иборат X тасодифий мик;дор ^аралади. 
Унинг такси мот каторини тузинг.

Е ч и ш. X М1щдор фак;ат иккита циймат i-^абул цилади: 0 ва 
1. А >;одиса р эхтимоллик билан руй берганлиги учуй X тасоди­
фий мивдор 1 га тенг кийматни уша эхтимоллик билан ^абул 
к;илади. ~А ходиса ва у билан бирга (X = 0) хрдиса q =  1 — р эхти- 
молликка эта. Шунинг учун X  микдорнинг таксимст ^онунй бундай 
булади:

X =

2- м и с о л. Идишда 10 та шар бор, улардан 3 таси оц. Идиш- 
дан таваккалига 3 та шар олинади. X тасодифий мицдор — 
олинган oi  ̂ шарлар сони. Унинг таксимот конунини ёзинг.

Ечиш.  X тасодифий микдорнинг мумкин булган кийматлари 
куйидагича: x¡ =  0, х2 = 1 ,  х3 =  2, х4 =  3. (2.4) формулага acocan 
X = 0 , X == 1, X = 2 ва X = 3 ходисаларнинг эхтимолликларнни 
топамиз:

0 1
я р



Р(Х = 2) = с з ^7 = ¿ 1 ,  Р (Х = 3) = 
120 Г 3 и ю 120*

Энди X микдорнинг таксимот катощни ёзишимиз мумкин:
0 1 2 3

X = 35 63 ,21 1
120 120 120 120

Т е к ш и р и ш: 35 ^  63 

120 120'
21

+  •. — =  1.120 120

2 - т а ъ р и ф. X тасодифий микдорнинг энг катта э^тимоллик 
^иймати унинг модаси деб аталади.

Биз курган 2 - мисолдаги тасодифий микдорнинг модаси 1 га 
тенг.

! 8 - § .  Дискрет тасодифий м и вдорлар  устида а м а л л а р

1. Т а с о д и ф и й м и к д о р н и н г  ф у н к ц и я с и. X тацси- 
мот ^онуни маълум булган тасодифий мивдор булсин:

X ( —
х 2

1 Р\ Рг •■• !  Рп
у =» ¡(х) зса бу микдорнинг барча мумкин булган кийматлари 

ётадиган со>;ада аникланган монотон функция булсин. У холда У =  
=  /(X) янги дискрет миедор булади, унинг мумкин булган киймат­
лари /(хг), /(х2), . . . булиб, шу 61-'лай бирга У тасодифий мивдор- 
нинг / (хг) кийматни кабул ^иладиган эхтимоллиги X тасодифий ми^- 
дорнинг Х £- кийматни цабул киладиган эхтимоллигига тенг. Шундай 
к;илиб, У = / (X) тасодифий микдорнинг таксимот кону ни бундай бу­
лади:

Г=/(Х)=

Агар X тасодифий

X

Кхп)
1 Рх Рг Рп

(18.1)

микдорнинг таксимот ^онуни1- ми со л.

булса, У — 4Х тасодифий микдорнинг таксимот цонунини ёзинг. 
Ечиш.  (18.1) формулага асосан куйидагига эгамиз:

Г  = 4Х =

\ - 1 0 1 3 5
1 0,1 0,2 0,3 0,15 0,25

| 4 0 4 | 12 20
1 0,1 0,2 0,3 | 0,15 0,25

Агар ¡(х )  номонотон функция булса, у холда у X нинг турли 
^ийматларида бир хил ^ийматлар 1̂ абул ^илиши мумкин. Бу 
>̂ олда олдин (18.1) куринишидаги ёрдамчи жадвал тузиб оли-
нади, кейин зса У тасодифий микдорнинг бир хил ¡шйматлари
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устунлари бирлашттирилади, бунда мое э^тимолликлар ^уши-
лади.

2- м и с о л. Агар X тасодифий ми^дорнинг таксимот ко- 
нуки

—3 —2 1 3
0,2 0,1 0,4 0,3X =

булса, У=Х2 тасодифий микдорнинг таксимот ^онунини ёзинг. 
Е ч и ш. У=Х2 учун ёрдамчи жадвал бундай бÿлaди:

Y ■ f 9 4 | 1 9
1 0,2 0,1 ! 0,4 0,3

Демак, Y =  X2 = ( 1 4
1 0,4 0,1 0,5

II. И к к и т а т а с о д и ф и й  м и к д о р н и н г  й и г и н д и с и  
в а к ÿ п а й т м а с и. Ушбу иккита тасодифий микдор берилган 
бÿлcин:

Х \ х 2 .1. . х п ва у  i Ух 1 Уг У-П

P i Рг р ,  U U , Яп

1- т а ъриф.  X ва Y тасодифий миадорларнинг üufuhôucu деб, 
zi . =  xi +  tJi куринишдаги кийматларни ptj =  Р (X =  х(, Y =  у.) эх- 

тимоллик билан к;абул кцладиган Z тасодифий микдорга айтилади.
Бунда рц =  Р (X — хъ Y — у.) ифода X микдор xt кийматни, У 

микдор эса у- ^ийматни кабул килиш эхтимоллигини, ёки бош^ача 
айтганда, X =  xi ва Y =  у. ходисаларнинг биргаликда руй бериш 
эхтимоллигини ифодалайди.

Шундай ^илиб, агар барча мумкин бÿлгaн -^ийматлар тур- 
лича булса, у холда Z=X+K  тасодифий мицдор ушбу куриниш- 
даги та^симотга эга булади:

Z=..X +  Y = f х \ +  Ух X, +  у2 Х‘1 +  Ух Х\ ~Ь У я Х2 “Ь У2
\ Рп Pli Pii Pu Pii

—  ( 18 .2 )

Агар бир хил цийматли йигиндилар бор булса, у холда (18.2) 
куринишдаги ёрдамчи жадвал тузиб олинади ва бир цийматли 
устунлар мое э^тимолликларни ^ушиш билан бирлаштирилади.

Тасодифий мивдорларнинг купайтмаси ^ушишга ухшаш 
ани^ланади, бирок бунда (18.2) жадвалнинг ю^ори сатрида 
йигиндилар урнида >юс купайтмалар туради.

2 - т а ъриф.  Агар X ва У тасодифий микдорлар учун исталган 
X == х1 ва У — у- додисалар жуфти богликмас булса, у  холда X ва 
У боглщмас тасодифий микдорлар деб аталади.

Узлуксиз X ва У тасодифий мш\дорларнииг богликмаслиги 
исталган Х < а  ва У<Ь ^одисалар. жуфтининг борликмаслигини 
билдирадн.

Агар дискрет тасодифий микдорлар борликмас булса, у  ^ол-
да эхтимолликларни купайтириш теоремасига асосан рц =  р1 ц., бу 
ерда р1 =  Р{Х  =  хг), =  Р (У =  у }).
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3 - м и с о л. U — X + Y  ва V—XY тасодифий микдорларнинг 
тацсимот конунла|рини тузинг, бунда X ва У богли^мас тасо­
дифий мивдорлар булиб, уларнинг та^симот конунлари ^уйи- 
дагича:

0,4
1

0,6
У

0.5
2 I 3
0,3 I 0,2

Е ч и. ш. Йипшди учун ушбу ёрдамчи жадвалпи тузамиз: 

U - 1 + 1 - 1 + 2 - 1 + 3 1 +  1 1+2 1 +  3
0,4-0,5 0,4-0,3 0,4-0,2 0,6-0,5 0,6-0,3 0,6-0,2

Бир хил ^ийматли нигиндилар турган устунларни бирлашти- 
риб, ва бунда мое эхтимолликларни ^ушиб, ушбу та^симот 
конунини хосил киламиз:

U =  X + У 0
\ 0,20 I 0,12 | 0,38 0,18

4
0,12

Т е к ш и р и ш: 0,20 +  0,12 Ц- 0,38 +  0,18 +  0,12 - 1 .  
Купайтма учун куйидагига эгамиз:

V -1 • 1 -1 -2 •3 Ы 1-2 1-3
0,6 -0,3 0,6-0,20,4-0,5 | 0,4 0,3 | 0,4 0,2 0,6-0,5

Бир хил кийматли купайтмалар турган устунларни бирлаш- 
тириб ва бунда мос эхтимолликларни i-^ушиб, куйидагини хо­
сил киламиз:

—3 —2 — 1 • 1 2 3
0,08 0,12 0,20 0,30 О Оо 0,12

Т е к ш и р и  ш: 0,С8 +  0,12 +  0,20 +  0,30 +  0,18 +  0,12 =  1.

19-§. Таксимот функцияси
Тасодифий мицдорнинг таксимот ^онуни хар доим хам (18.2) 

жадвал билан берилавермаслиги мумкин. Масалан, -узлуксиз 
тасодифий миадор учун унинг барча мумкин булган ;циймат- 
ларини санаб чициш мумкин эмас.

1 - т а ъ р и ф .  Дар бир х е ] —оо, +оо[ учун X тасодифий 
микдорнинг х дан кичик цандайдир циймат ^абул ^илиш эхти- 
моллигини берадиган

F (x)= P (X < x)  (19.1)
функция X тасодифий микдорнинг таксимот функцияси ёки ин­
теграл таксимот функцияси деб аталади.

Агар X тасодифий мивдорни Ох уцда тажриба натижасида 
у ёки бу вазиятни эгаллайдиган тасодифий нукта деб ^аралса, 
у холда F(x) таксимот функцияси х нинг хар бир аниц кий- 
мати учун тажриба натижасида А' тасодифий ну^танинг х ну^- 
тадан чапга тушиш эхтимоллигини билдиради (130-шакл).
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Таърифдан яна таксимот
функцияси узлуксиз тасодифий N._____
мицдорлар учун хам, дискрет д л X
тасодифий микдорлар учун хам
мавжудлиги келиб чи^ади. !30. Шакл.

Энди узлуксиз тасодифий 
мивдорнинг аниц таърифини 
берамиз.

2- т а ъ р и ф. Агар X тасодифий мивдорнинг таксимот функ­
цияси хамма ерда узлуксиз, бу функциянинг хосиласи эса истал- 
ган чекли ораливдаги чекли сондаги ну^таларни истисно зт- 
ганда, барча ну^таларда узлуксиз булса, X узлуксиз тасодифий 
ми^дор деб аталади. 1

Таксимот функциясининг умумий хоссаларини куриб чи^а- 
миз.

1 - х о с с а .  F (х) таксимот функцияси манфиймас функция 
булиб, унинг 1̂ ийматлари нол ва бир орасида жойлашган:

0 ^ f ( i ) < l .  (19.2)

Бу исталган х  ^иймат учун F (х) функция бирор эхтимол- 
ликни ани^лашидан келиб чицади.

2 - х о с с а .  X тасодифий микдорнинг [а, р [ оралш<ка тушиш 
э^тимоллиги таксимот функциясининг бу орали^даги орттирма- 
сига тенг, яъни

P (a < X < f> )  =  F(P) — F{ а). (19.3)

Исботлаш учун ушбу учта ^одисани ^араймиз: Тажриба на- 
тижасида X тасодифий миадор р дан кичик цийматни кабул 
^илишидан иборат, яъни Х<Р булган А ^одиса, Х < а  дан ибо- 
рат булган В ^одиса, а ^ А '< р  булган С ^одиса.

В на С ходисалар биргаликдамас ва А =  В +  С эканлиги равшан 
Кушиш теоремасига кура Р(А) == Р(В )+ Р(С ) ёки Р (Х < $ )  =
— Р(Х  <  а )  +  Я (а <  Х <  (3). Бундан куйидагини хосил киламиз: 
P (a  <  X < р) = Р(Х  <  Р) — Р(Х  <  а) =  Рф) — Fia).

1- н а т и ж а .  Таксимот функцияси камаймайдиган функция, яъни 
х2 >  x t булса, у холда F (x2)^ F  (x¡). Дацицатан, (19.3) форму.ладан 
F (х2) — F (Xj) =  Р (хх < Х2 <  х2) эканлиги келиб чикади, бундан эса 
F(x2) — F (х,) >  0 ёки F (х2) > /г(х1).

2 - н а т и ж а .  Узлуксиз тасодифий микдорнинг тайин ^ий- 
матни ^абул цилиш э^тимоллиги нолга тенг.

И с б о т и. Р(Х =  а) =  1 im Р  (а < X  <  Р) = lim {F (Р) — F(a)) =  О,
(5->а р-*а

чунки F(x) функция а  нуктада узлуксиз.
Бу натижадан куйидаги келиб чицади:

Р (а  <  X  <  Р) =  Р (а <  X  <  Р) =  Р (а  <  X  <  Р) =  Я (а  <  Х < р )  =

=  F(p) — Д а ) .  (19.4)

Масалан, Р (а <  X  <  р) =  Р(а <  X  <  Р) +  Р  (X =  Р) =  F (Р) —  F (а).
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3 - х о с с а. Та^симот функцияси —сю да 0 га тенг, +со да 
эса 1 га тенг, яъни

F (—оо) = 0; /7(+  00) =  1. (19.5)
Хакикатан, х нуцта чапга томон чексиз силжиганида X тасоди- 

фий ну^танинг х дан чапроеда тушиши мумкинмас х°Дисага айлана- 
ди, шунинг учун F (— 00) =  lim f i x )  =  0.

X—*— 00v
Шунга ухшаш, х нук.та унгга томон чексиз силжиганида X  тасо- 

дифий нуктанинг х дан ча прок ка тушиши мукаррар ходисага айла- 
нади. Шунинг учун|Я(+ 00) =  lim/7(x) == 1.

X- >-|-оо

1- мисол .  X тасодифий микдор ушбу та^симот функциясига
эга:

0, агар х < 0 булса,

— , агар 0 < х < 2 булса,

7 „  IIх -----—, агар 2 < х <  —  булса,

1 И - «1, агар х > —  булса.

а) Унинг графигини ясанг; б) X тасодифий мицдорнинг 
[1,6; 3J ораликда тушиш э^тимоллигини ^исобланг.

Ечиш. F(x) функциянинг графигини ясаймиз (131-шакл).
Изланаётган эхтимолликни (19.4) формула буйича хис°б- 

лаймиз:
/>(1,6 < Х < 3 )  =  Я(3) — F(l,6) =  1— (1,6)2/16 =0,84.

2 - мис ол .  X  дискрет тасодифий микдор

X =

F (х) =

—1 3 5
0,2 0,5 0,3

жадвал билан берилган. Унинг тацсимот функциясини топинг ва 
графигини ясанг.

Ечиш.  Равшанки, V х £ ] — оо; — 1 ] учун F(x) =  0, чунки бу
^олда X с  х ^одиса мумкин булмаган хрдиса булади. —• 1 < х <  3
булсин. У холда Y  —U3] учун F(x) р (X < х) = Р {X =  — 1) =  

=  0,2; 3 < х < 5 булсин, 
у холда Y  х61 3; 5] учун 
F{x) =  Р(Х<х) =  Р(Х  =  
=  - 1 )  + р  (X = 3 )  =  
=  0,2 +  0,5 =  0,7; х > 5  
булсин. У холда F (х)
— Р (Х<х) =  1 булади, 
чунки Y  х >  5 учун 
X < х ходиса мукаррар 
ходиса булади.
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F( X)

r(x)

1' •
f »

Э.1ди биз F (x) таксимот 
функциясининг аналитик ифо- 
дасини ёзишимиз ва унинг 
графигини ясашимиз мумкин 
(132- шакл).

О, х < — 1 да, г -
0,2, —1 < х < 3 д а ,  ~
0.7, 3 < х <  5 ¿а,
1, л: > 5 да. 132-шакл.

Курамизки, график псжонавий чизивдан иборат. х узгарувчи X 
узлукли мицдорнинг мумкин булган цийматларидан бири ор- 
^али утишида F (х) функция сакраб узгаради, бунда сакраш 
катталиги бу ^ийматнинг эхтимоллигига тенг.

20- §. Э^тимолликнинг таксимот зичлиги

X узлуксиз тасодифий мивдор булсин.
Т а ъ р и ф. X тасодифий мицдор эутимоллик тацсимотининг 

дифференциал функцияси деб,
f(x) =  F {x)  (20.1)

формула билан ани^ланадиган /(х) функцияга айтилади.
(20.1) форму ладан

f(x) =  lim = ]im t  ¡£ < Х  < X.±.M ,
A.v->o Ах д*->о А х

келиб чикади. Р (х  <; X < х +  Ах) сурат X  тасодифий микдор [х, х+
+  А х] ораликда ётган кийматни кабул килиш эхтимоллиги «масса-
сини» билдиради.

~ Р ( х ^ Х ^ х + А х )  , . . ,Демак, —------------------------ эхтимолликнинг [х, х +  Ах] ораликда-А х
ги уртача зичлигини, /(x) =  lim -Р~- — х — —  ■ эса X тасоди-

Ах->0 А X

фий микдорнинг х нуктадаги эхтимоллиги зичлигини билдиради. Шу 
муносабат билан таксимот дифференциал функциясини таксимот зич­
лиги, унинг графигини эса таксимот эгри чизиги дейилади. 

Таксимот зичлигининг асосий хоссаларини келтирамиз.
1- х о с с а. Таксимот зичлиги манфиймас, яъни

fix) >  0. (20.2)
Бу хосса f(x) камаймайдиган  F (х) таксимот функциясининг 
Хосиласи эканлигидан келиб чикади.

2 - х о с с а .  F(x) таксимот функцияси маълум булган f(x) 
тацсимот зичлигидан

*
F(x) =  I* / (/) dt (20.3)

—ос
формула буйича топилиши мумкин.
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Хакикатан хам, Нъютон—Лейбниц формуласига асосан:

| f(t)dt —F(t) L =  F(x) F ( ос) =  F(x).
—  00

3 - x o c c a .  Ушбу формула уринли:
P

P (a <  X <  p) =  \[(x) dx. (20.4)
a

Ис бот и .
P a f?

P ( a  <JC<P) =  i '(P ) — F(a) =  J f(x)dx— j f(x) dx-= j ’ f(x)dx.
OO ---- CO GC

Исботланган бу хосса, геометрик ну^таи назэрдан, X  тасодифий 
мивдорнинг [а, |3] кесмага тушиш эхтимоллиги сон жи хат дан Ох у^, 
та^симот эгри чизири ва х =  а, х =  р турри чизиклар билан чегара- 
ланган эгри чизи^ли трапеция юзига тенглигини билдиради (133-шакл).

4 - хос с а .  Ушбу формула уринли:
г  со

I  § ) dx =  1. (20.5)

[ сботи.  Нъютон—Лейбниц умумлашган форму ласига асосан
+ с о

f  (х) dx — F (х)
+ос

=  F ( +  o o )  — F ( — o o ) = l ,

ана шуни исботлаш талаб ^илинган эди.
И з о X. Агар X тасодифий ми^дорнинг мумкин булган  1̂ ий- 

матлари [а, Ь\ оралик булса, у ^олда (20.5) формула уш бу  
куринишни олади:

ь
\f(x)dx=  1. (20.6)

а

Бу формула геометрик нуцтаи назардан Ох ук, таксимот 
эгрн' чизири ва х= а , х=Ь  турри чизиклар билан чегараланган  
эгри чизшуш трапециянннг юзи 1 га тенглигини билдиради.

М и с о л: X тасодифий микдорнинг таксимот зичлиги
/ ( * ) - —£ -  Х2 + 1

булсин. а) А коэффициентам то- 
пинг; б) X тосадифий ми^дор 
] 0; 5 [ интервалдан к;иймат ^абул  
цилиш э^тимоллигини топинг. 

Ечиш.  А коэффициентни (20.5) 
+ 0 0

[' Adx _ ,
шартдан топамиз: \ х2 + 1 '

133- шакл. —00
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б) (20.4) формулага асосаи:
5 О

0 Я агс^ 5 «  0,437.

У з - у з  и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дискрет тасодифий миедор таърифини беринг. Мисоллар келтиринг.
2. Узлуксиз тасодифий микдор таърифини айтиб беринг. Мисоллар келти­

ринг.
3. Э^тимоллик таксимот 1\онуни деб нимага айтилади? Мисоллар келти­

ринг.
4. Таксимот купбурчаги нима?
5. Дискрет тасодифий микдорнинг функцияси нима ва  унинг таксимот цо- 

нуни ^андай ани^ланади? Мисоллар келтиринг.
6. Дискрет тасодифий мивдорлар учун 1$ ш и ш  ва  айириш амаллари к^ан- 

дай  таърифланади? Мисоллар келтиринг.
7. Тасодифий микдорларшчнг богликмаслик таърифини айтиб беринг,
8. Э^тимоллик та^симоти функцияси таърифини айтиб беринг.
9. Таксимот функциясининг асосий хоссаларини айтиб беринг.
10. Дискрет тасодифий микдор таксимот функцияси графигииинг хусусия- 

ти нимада?
11. Э^тимоллик та^симоти зичлиги деб нимага айтилади? Таксимот зич- 

лигининг механик маъноси в а  хоссаларини айтиб беринг.

2 1 - § .  Тасодифий микдорнинг сонли характеристикаларм  
хац и да  туш унча ва уларнинг вазифаси

X  тасодифий микдорнинг таксимот к;онунини билиш эхд-имол- 
лик ну^таи назаридан X микдор хасида тулик маълумот бе- 
ради. Амалиётда эса купинча бундан анча кам иарсани билиш 
кифоя ^илади, чунончи таксимотни тавсифлайдиган баъзи сон- 
ларнигина билиш кифоядир, булар тасодифий микдорнинг сонли 
характеристикалари деб аталади ва уларнинг вазифаси тасоди­
фий микдорнинг энг мухим хусусиятларининг киска шаклда 
ифодалашидир.

I. М а т е м а т и к  к у т и л и ш и и и г т а ъ р и ф и в а б е л- 
г и л а н и ш и.

Ушбу дискрет тасодифий миьдор берилган булсин:

1 - т а ъ р и ф. X дискрет тасодифий микдорнинг математик ку- 
тилиши (М (X) ёки т х билан белгиланади) деб, X  микдорнинг мум- 
кин булган кийматларини мос эхтимолликларга купайтмалари йигин- 
дисига тенг сонга айтилади, яъни

22- §. М атематик кутилиш

1 \ х г  ■■■ Хп

Рх I Ръ ■ ■ ■ Рп



М (X) = х1р1 +  л-.,/)2 +  +  хпрп =  2  х„/>£ (22.1)
¿=1

X тасодифий мик,дорнинг мумкин булган ^ийматлари соин 
чеке из, яъни X миздор

\ Х1 Х2 1 • ' • Хп

1 р1 Рч 1 ' ' Рп
тацеимотга эга булган >̂ олда унинг математик кутилиши

М(Х) =  х1р1 +  хгрг +  . . . +  хп рп +  . . . — ^\хкрк (22.2)
*=1

формула билан аникланади. Бунда (22.2) к;атор абсолют 
якинлашади деб фараз ^илинади. Акс ^олда бу тасодифий мик;- 
дор математик кутилишга эга булмайди.

Математик кутилиш тасодифий мицдор билан бир хил ул- 
човга зга булишини айтиб утамиз.

1-м и с о л .  Ушбу тасодифий ми^дорнинг математик кутили- 
шини топинг:

(= 2 Ц_| ■ 6
1.0,3 |0,2 !0,5

Е ч и ш. (22.1) формулага асосан М (X) = — 2 • 0,3 +  4 • 0,2 +
+  6 -0,5 = 3,2.

2- м и с о л. X — нишонга биринчи марта теккунга ^адар 
отиладиган у^лар сони, бундан бир у^ узишда нишонга тек- 
кизиш э^тимоллиги узгармас ва р га тенг, М(Х)ни топинг.

Е ч и ш. X тасодифий ми^дорнинг та^симот к;онунини ёзамиз:
1 2 3 • ■ • | п

Р РЯ РФ ■ ■
п

1 РЯ
(22.2) формулага кура

М (X) • - \-р -г 2pq +  3 +  . . . +  прдп~[ р (\ +  2q +

+  Зд- 4- . . . +  ги/:"] 4- . . .)  =  p(q +  q2 +  ■ ■ ■ +  дп +  . . . ) '  =
I я У * — я + ч * 1 

~ Р ' ( 1 ^ 9 ) а ~ Р ' Р3 “  Р '

2 - т а ъ р и ф .  Мумкин булган ^ийматлари (а, Ь) интервалга
тегишли булган X узлуксиз тасодифий мнкдорнинг математик 
кутилиши деб

ь
М(Х) =  | хЦх)йх (22.3)

а

ш щ  интегралга айтилади, бунда $ (х) — та^симот зичлиги. Бу 
формула (22.1) формуланинг интеграл шаклидир.
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Агар X микдорнинг мумкин булган цийматлари бутун Ох 
уЦни ^опласа, у холда унинг математик кутилиши ушбу фор­
мула билан ифодаланади:

\ +°°
\ Л) (Л) - -  f xf(x)dx. (22.4)

\\ __со

Бунда х'осмас интеграл абсолют я^инлашади деб фараз 
^илинади. Акс холда X микдор математик кутилишга эга бул- 
майди.

3- м и с о л. X тасодифий мицдор [0,1] кесмада f(x) = Зх2 
зичлик билаЦ' берилган, бу кесмадан ташкарида f(x )~  0. 
М (Х) ци топинг.

Е ч и ш. (22.3) формулага acocan
i . .

М (А> • Г х • 3хЧх =  0,75 х4 = 0,75.
J оо

II. М а т е м а т и к  к у т и л и ш н и н г  э х т и м о л л и к м а ъ* 
н о с и .  X тасодифий мицдор устида ti та синов утказилган бул- 
еин. Синов натижалари ушбу жадвалга  келтирилган:

Xi Х2 Хк

' h «3
Юкори сатрда X мивдорнинг кузатилган ^ийматлари» паст- 

ки сатрда эса мос ^ийматларнинг частоталари курсатилган, 
яъни масалан, щ сон ti\ та синовда X мивдор Х\ га тенг климат 
^абул ^илганлигини билдиради ва х-к.

X ор^али кузатилган барча цийматларнинг урта арифмети- 
гини белгилайлик, у  холда

—  .V; • /(1  - ] -  .Гп• X h ' П н
X. — п

ёки X  =  Xj —  +  х2 — +  хк —  — ххр\ 4 -Х2р2 +  . . +  xkp*k,
Т1 71 П

бу ерда р\, р2, . . .  , р1~ыос равишда хг , х2, . . . , хк вдйматларвинг 
нисбий частоталари. Синовлар сони етарлича катта булганда 
р \ ж р г, . . . , р*к х  рк булади. (Бу 33-§ да исботланади.) Шунинг 
учун

Хл; М{Х), (22.5)
яъни X тасодифий мивдорнинг математик кутилиши унинг куза- 
тиладиган цийматлари урта арифметигига та^рибан тент.

III. М а т е м а т и к  к у т и л и ш н и н г  х о с с а л а р и
1 - х о с с а .  Узгармас микдорнинг математик кутилиши шу 

узгармаснинг узига тенг, яъни
М (С) = С. (22,6)
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И с б о т и .  С узгармас мицдорни ягона С ^ийматни 1 га тенг 
эхтимоллик билан к;абул ^иладиган тасодифий мивдор деб ца- 
раш мумкин. Шу сабабли М(С) —С - 1 = С.

2- х о с с а. Чекли сондаги тасодифий ми^дорлар йириндиси- 
нинг математик кутилиши улар математик кутилишларининг 
йириндисига тенг, яъни

М(Х, +  Х2 +  . . . +  Х п) =  М (X,) +  М (X,) +  . . .  ± M X J : (22.7)

3- х о с с а. Чекли сондаги борликмас тасодифий микдорлар 
купайтмасининг математик кутилиши улар математик кутилиш­
ларининг купайтмасига тенг, яъни

М (Х,Х2 . . . Х„) = M(XJ М(Х2) . . . М(Яп). (22.8)

2- ва 3- хоссаларни исбогсгз кабул ^иламиз.
4- х о с с а. М(аХ +  b) =  аМ (X) +  b. (22.9)
Ис бот и .  Х4а^икатан, М (аХ +  b) — М (аХ) +  М(Ь) =М  (а)М(Х)-\- 

-+- b =  аМ (X)-j- Ь.
(22.9) формуладан, хусусан, ^уйидагини хрсил киламиз:

М (Х — С) =  М (Х )~ С  (22.10)
ва

М(Х~~М(Х)) =  0. (22.11)
Х = Х —М(Х) тасодифий мивдор X тасодифий мивдорни узининг 
математик кутилишидан четланиши ( о р иш и ) деб аталади.

Шундай 1̂ илиб, (22.11) формула ушбу фактни ифодалайди: 
тасодифий мивдорнинг узининг математик кутилишидан четла- 
нишининг математик кутилиши нолга тенг.

2 3 -§ .  Тасодифий миедорнинг дисперсияси.
Уртача квадратик четланиш

¡ . Т а ъ р и ф л а р  в а  б е л г и л а ш л а р .
Купчилик холларда тасодифий мивдорнинг узини билиш 

уни етарли дараж ада  тавсифлаш учун кифоя цилмайди.
Мисол келтирамиз. X ва У тасодифий микдорлар ушбу та^- 

сиыот конунлари билан берилган булсин:

Х  =
—0,1 —0,01 0 0,01| 0,1
0,1 0,2 0,4 0,2 | 0,1

У =  f —20 1—101 0
I. 0,3 I 0 , 1  0,2

10
0,1

20
0,3

М (Х) — 0 ва M (Y) = 0 эканлигини ^исоблаш осон. Биро^улар 
та^симотларининг мо^ияти турлича: X ми^дорнинг мумкин 
булган кийматлари унинг математик кутилишидан ^ам фарк; 
килади, шу билан бир вацтда У ми'цдорнинг ^ийматлари унинг 
математик кутилишидан жуда фар^ цилади. Жумладан икки 
жойда бир йил давомида ёкдан ёгиннинг уртача ми^дори бир 
хил булганлигидан бу жойлардаги икушм бир хил деб айтиб 
булмайди. Шунга ухшаш, уртача иш з^а^и ю^ори ва кам иш 
хаки олалиган ишчиларнинг сони х.акида фикр юритяш имко-



нини бермайди. Бонщача айтганда, математик кутилишни билиш 
ундан кандай четланишлар булиши мумкинлиги ^а^ида ^укм 
юритишга ^ам имкон бермайди.

X тасодифий микдор ^ийматларининг М (Х) математик кути- 
лиш атрофида сочилишни —• М (Х ) айирмалар тавсифлайди. 
Биро^ уларнинг уртача к;иймати (22.11) формулага асосан нол- 
га тенг. Шу сабабли бу четланишларнинг квадратлари ^арала- 
ди. Уларнинг уртача 1̂ иймати тасодифий микдор цийматларини 
узининг математик кутилиши атрофида сочилиш даражасини 
тавсифлаши равшан.

1 - т а ъ р и ф .  X тасодифий лищдорнинг дисперсияси (В(Х ) 
ёки ОХ орк^али белгиланади) деб, унинг математик кутилиши- 
дан четланиши квадратининг математик кутилишига айтилади, 
яъни

О (А) ••••• М (Х — М (Х))\ (23.1)
Дискрет тасодифий миадор учун (23.1) формула ушбу кури- 

нишни олади:

С(Х) = \ ( Х1- т ху--Р1, (23.2)
/=1

со

0(Х ) =  ^ ( Х[- т хГ-р,. (23.3)
1=1

Уздуксиз тасодифий микдор учун (23.1) формула ушбу ку- 
ринншни олади:

ь
О (X) =  1 (х — т х)2 / (х) йх. (23.4)

а

Дисперсиянинг улчови тасодифий миадор квадратининг ул-
чови билан бир хил булиши равшан.

2 - т а ъриф.  X тасодифий мшфорнинг уртача квадратик чет­
ланиши. (о(Х) ёки ох билан белгиланади) деб дисперсиядан олинган 
квадрат илдизнинг арифметик ^ийматига айтилади, яъни

а(Х) =  У й (Х ). (23.5)
1-м и со  л. Шу параграфнинг бошида ^аралган X ва У та ­

содифий ми^дорларнинг диснерсиялари ва уртача квадратик 
четл ан и ш л а р и н и топ и нг.

Е ч и ш ,  (23.2) формулага асосан,
О (X) =  ( - 0 ,1  — О)2 • 0,1 +  ( —0,01 — 0 )2 • 0,2 +  (0—О)2 • 0,4 +

+  (0,01 — О)2 • 0,2 +  (0,1 —О)2 • 0,1 = 0,00204;
' В ( У ) = ( —20 — О)2-0,3 + ( —10 — О)2-0,1 + (0 —О)2-0,2 +

+  (10—О)2-0,1 + (2 0 —О)2 0,3 = 260.
(23.5) формулага асосан:
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Шундай цилиб, математик кутилишлар бир хил булгани .^олда 
X мпкдорнннг дисперсияси анча кичик, У мшущрнинг диспер- 
сияси эса анча катта. Бу ю^орида уларнинг та^симотида курин- 
ган фаркнииг натижасидир. Умумий <\олда, агар X тасодифий 
мивдорнинг дисперсияси кичик булса, у ^олда (23.2) йигинди- 
нинг барча хадлари манфиймас булгани учун уларнинг хаммаси 
^ам кичик. Шу сабабли математик кутилишдан жуда фар^ 
1\иладиган к<ийматлар мавжуд булса-да, улар кичик эхтимол- 
ликдир. Агар дисперсия анча катта булса, бу нарса тасодифий 
микдорнинг математик кутилишдан катта четланадиган анча 
катта э.угимоллик ^ийматлари мавжудлигини курсатади.

2 - м и с о л .  Агар А ^одисанинг руй бериш эхтимоллити р га 
тенг булса, у х,олда А >;одисанинг битта синовда руй бериш 
сонининг математик кутилиши, дисперсияси ва уртача квадра­
тик четланишини тогшнг.

Е ч и ш. X тасодифий мшуюр А ^одисанинг бу синовда руй 
бериш сони булсин. У ^олда унинг тацсимот цатори ушбу кури- 
нишда булади:

а(Х) =  V 0,00204 =  0,04517, а(У) = У Щ  « 1 6 ,1 2 .

Шунинг учун
М (Х )= \ -р  +  0-д  =  р,

О(Х) =  (\ ~ p f-p  +  (0—р)2^  =  д2р +  Р2д =  <?/?((? +  р) = рд,'
а (х) =  У  рд.

Тасодифий ми^дорнинг дисперсияси унинг квадрата улчо- 
вига, уртача квадратик четланиши эса тасодифий микдорнинг 
улчовига эга булишини айтиб утамиз.

24- §. Дисперсиями хисоблаш  учун ф ормула

Дисперсияни ^исоблаш учун купинча ушбу формуладан фой- 
даланиш ^улай булади:

О (X) '= М (X2) — М2 (X), (24.1)
яъни дисперсия тасодифий миодор квадрати математик кути­
лиши билан унинг математик кутилиши квадрата орасидаги 
айирмага тенг.

Ис бот и .  0 ( Х )  =  М (Х — М (X))2 =  М (X2 — 2Х -М  (X) +
+  м 2 (X)) = М (Х-) — М (2Х-М  (X)) +  М (И 2 (X)) = М (X2) —
— 2 • М2 (X) +  М2 (X) =  М (X2) — М2 (X).

Исботда <̂ биз математик кутилишнинг хоссаларидан ^амда 
М(Х) ва М2(Х) нинг узгармас сонлар эканлигидан фойдалан- 
дик.

М и с о л .  X тасодифий микдорнинг дисперсиясини (24.1) 
формула буйича ^исобланг:
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X
4_|_6_ 

0,2 1 0,5'0,3
Ечиш.  М (А) = — 2-0 ,3 +  4 -0 ,2 +  6-0,5 = 3,2,

М (А'2) = 4-0,3 +  16-0,2 +  36-0,5 = 22,4,
О (А) =  М (А2) — /И2 (А) =  22,4 — 10,24 =  12,16.

Д и с  п е р с и я н и н  г х о с с а л а р и .
1 - х о с с а .  Узгармас микдорнинг дисперсияси нолга тенг, 

яъни
0 ( С ) = 0 .  (24 .2 )

И с б о т и .  С узгармас мицдорни 2 2 -§ даги каби С га тенг 
ягона ^ийматни 1 га тенг э.\тимоллик билан цабул к;иладиган 
тасодифий мшухор деб царанмиз. Унинг математик кутилиши 
узига, яъни С га тенг. Шу сабабли В(С ) = ( С — С) 2-1 = 0.

2 - х о с  с а. Узгармас купайтувчини квадратга кутариб дис­
персия белгисидан танщарига чицариш мумкин, яъни ушбу фор­
мула уринли:

£> (6 X) =  ¿ 2 £> (А). (24.3)
И с б от и: О (к X) =  М (кХ — М (к А))2 = М (кХ — кМ (А))2 = 

= М (к (А — М (X)))2 =  М (к2 (X — М (А))2) = №М (X — М (А))2 = 
=  кЮ (А).

3 -х  о с  с а. Чекли сондаги богли^мас тасодифий ми^дорлар 
йигиндисининг дисперсияси улар дисперсияларининг йигинди- 
сига тенг:

О (X, •+ А2 +  . . . +  Хп) =  (X,) +  О (Х2) +  . . . +  В (Хп). (24.4)
И с б о т н и иккита богли^мас X ва У тасодифий мивдорла(р 

учун утказамиз. (24.1) формулага асосан ва математик кути- 
лишнинг хоссаларидан фойдаланиб, к;уйидагини ^осил ^иламиз:

о  (X +  У) =  М (X +  К)2 — М2 (А +  У) =  М (А2 +  2ХУ +  У2) —
— (М (А) +  М (К))2 =М  (Х2)+  2М (А) М ( У ) + М  (К2) — /VI2 (А) —

— М2 (У) — 2 /И (А) М (К) = (/И (А2) — М2 (А)) +
+  (м  (К2) -  М 2 (К)) =  £> (А) +  О (К),

ана щуни исботлаш талаб цилинган эди.
4 -х  о с  с а. Богли^мас тасодифий мивдорлар айирмасининг 

дисперсияси улар дисперсияларининг йигиндисига тенг, яъни
О (А — У) =  О (А) +  £  (К). (24.5)

Ис бот и .  О (А — У) =  £> (А + ( — 1) У) = О (А) + С  ((— 1)У) = 
= О (А) +  ( -  I)2 О (К) = О (А) +  £  (У).

25 -§ .  Бошлангич ва марказий моментлар

1 - т а ъ р и ф. А тасодифий микдорнинг я- тартибли бошлангич 
моменти деб, А* микдорнинг математик кутилишига айтилади, яъни

а 5 =  М  (А5). (25.1)
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Дискрет тасодифий микдор учуп бу формула
П

« ,= = 2 ^ / 7 .  (25-2)
1=1

куринишда, узлуксиз тасодифий микдор учун эса
4-ОС

а ,  =  1* х* / ( а )  с1х  (25.3)
*—оо

куринишда булади.
Хусусан, а 1 = М [ Х ) ,  а 2 =  М (X“) ва, демак, (24.1) формула™ 

бундай ёзиш мумкин:
0 ( Х )  = а 2 — а\. (25.4)

Марказий момент таърифиии беришдан олдин яиги «марказланган 
тасодифий микдор» тушунчасинн киритамиз.

т х математик кутилишли X тасодифий микдор берилган булсик.
О

X тасодифий мивдорга мос марказланган X тасодифий микдор деб, 
X микдорнинг узииинг математик кутилишидан четлзиишига айтилади, 
яъни

Х = Х  — т х. (25.5)
О

М (X) =  0 эканипи таъкидлаб утамиз ((22.11) формулага каранг).
2 - т а ъриф.  X тасодифий микдорнинг ¡-тартибли марказий

О

моменти деб, марказланган X тасодифий микдорнинг 5-тартпбли 
бошлангич моментига айтилади, яъии

= М (Ху =  /И (X — т ху . (25.6)

Дискрет тасодифий микдор учун бу формула

^  =  2  ^  ~  р1 2̂5,7) 
¿=1

куринишни, узлуксиз тасодифий мивдор учун эса
Ч-сО "

(х— т хУ / (х) йх (25.8)
—оо

куринишни олади. Хусусан Эг == О, р.2 — И (X).
Рз марказий момент амалиётда асимметрияни тавсифлаш 

учун, р4 эса та^симотнинг «^иялигини» тавсифлаш учун ишла- 
тилади.

Бошлангич ва марказий моментларнн богловчи ушбу муио- 
сабатларни келтириб чицариш ^ийин эмас:

Р2 = а 2 — «1,
р3 =  а 3 — З а 2а , + 2 а ^  (25.9)
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Бу формулаларни келтириб чи^аришни машк; сифатида у^ув- 
чига тавсия киламиз.

И з о  х. Бу параграфда р;аралган моментларни кузатиш маъ- 
лумотлари буйича ^исобланган моментлардан (уларни эмпирик 
моментлар деб аталади) фар^ли уларо^ назарий моментлар деб 
аталади.

26- §. Биномиал та^симот

1. Агар X дискрет тасодифий мшуюрнинг та^симот 1̂ онуни

Р4 ~  а 4 —  3 а 3 а 1 +  6  а2 а2 —  За;

Х  =
_0_
я'1

1 . к п
прдп~1 скп рк чп~к Рп (26.1)

куринишда булса; X  биномиал крнун буйича таксймланган дейилади. 
дп +  прцп~1 +  Сп р дп~~к +  . . . +  рп =  (р +  ¿/)" =  1 булишшш 
айтиб утамиз.

Бернулли схемасида X  тасодифий микдор ^ар бирида А ходиса- 
нинг руй бериш э^тимоллиги бир хил ва р га тенг булган п та бор- 
ликмас синовда А ходисанинг руй беришлар сониии ифодаласип. Бу 
холда, илгари курсатилганидек, Р (X =  к) =  Ск рк дп~% яъпи X ми^- 
дор биномиал та^симотга эта.

1- мисол.  Нишонга карата учта у^ узилди. Битта ук; узишда ни- 
шонга теккизиш эхтимоллиги р = 0,4. X  тасодифий микдор — нишон­
га тегишлар сони. Унинг та^симот конунини ёзинг.

Е ч и ш. X тасодифий микдор биномиал такснмотга эга ва 
унинг мумкин булган цийматлари 0, 1, 2 ва 3. Шунинг учун 

Р {Х =  к) =  ' (0’4)* •(°’6)3̂ -
Бундан

Р (X =  0) == 0,216; Р ( X =  1) =  0,432; Р (X =  2) = 0,288;
Р (X =  3) =  0,064.

X  тасодифий миедорнинг та^симоти ушбу куринишда булади:
30

X =  ' 0,216 0,288 0,06410,432
II. А с о с и й с о н л и х а р а к т е р и с т и к а л а р и. Биномиал 

таксимланган X тасодифий мивдорни ^ар бирида А ходисанинг 
руй бериш эхтимоллиги р га тенг булган п та богли^мас си­
новда руй беришлар сони деб ^араш мумкин булганлиги учун 
уни богли^мас тасодифий мик,дорлар йириндиси куринишнда 
бундай ифодалаймиз:

х  = х |+ х 2 + . . . + х |г,
бу ерда Х(- — шу А ходисанинг г- синовда руй бериши сони
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(1 =  1, 2, . . ., п). Илгари бнз М (Х;) = р, О (X,) =  рд булишипи 
курсатган эдик. Шу сабабли

М (X) =  М (X, +  * 2 +  • ■ • +  *„) = М (X.) +  М (Х2) +
+  м  (Хя) = р +  /? +  . . .  р =  пр,

И (X) = О (Х| +  Х2 +  . . .  +  Хп) =  £> (X,) О (Х2) тЬ • • • "Ь ■■

+  О (Х„) = РЧ +  де +  • • • +  Р<7 = пРЯ, 

а (X) =  V прд .
Пировардида куйидагини исботсиз таъкидлаб угмиз: биномиал 

та^симланган тасодифий микдорнинг энг эхтимоллвк сони, агар пр +  р 
бутун сон булмаса, (х = [/гр +  р] га тенг; агар да пр +  р бучун сон 
булса, у холДа X тасодифий микдор ^уйидаги иккша энг эх гимо„7- 
лик кийматга (модага) эга: ¡.ц =  пр +  р ва и2 = — 1.

Масалан, /7 = 0,6 ва п =  10 булса, у холда пр +  р =  6,6, ¡а = 
=  [6, 6] =  6. Агар р — 0,5 ва п =  9 булса, у холда рп +  р — 5. Шу 
сабабли ¡я, _ = 5 ва ц2 = 4.

27-§. Пуассон та^симоти

I,. Агар X тасодифий микдор 0, 1 , 2 . . .  кийматларни

(27.1)

эхтимолликлар билан кабул килса, кыш унинг таксимоти

Рк =  Р ( Х  =  к) =  ^ -  е~х (А, >  0)

0 1 2 . . . к . . .

ке Я* -X. —  е
2! А!

X

курйнишда булса, у Пуассон конуни буйича таксимланган деб ата- 
лади.

Эхтимолликлар йиишдиси 1 га тенглигини текшириш кийин эмас:
—К | л —К | X- —Xе - - Ке -\------е

2 !

+  . . . + к\

„—а. ( 1 +  I  +  — +\ 912 !

= е ■е'- =

Куйидагини исботлаш мумкин: агар Бернулли схемасида 
синовлар сони /г етарлича катта, р эхтимоллик эса кичик 
(рг^0,1) булса, у холДа У1Ц0У тацрибий формула уринли:

Р (X =  к) «  —  е~\ бунда А, =  пр. (27.2)А!

Шундай ^илиб, биномиал та^симот синовлар сони катта бул- 
ганда Пуассон та^симотига я^инлашади.

М и с о л .  800 та урчу^нинг хар бирида т ва^т ичида ипнинг
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узилиш э^тимоллиги 0,005 га тенг. К урсатилган ва^т ичида роса
4 та ии узилиш э^тимоллигини топинг.

Е ч и ш. Бу масалани ечишда (27.2) формулани ^уллаш мум- 
кин: чунки /г = 800 сонини катта, р — 0,005 эхтимолликии эса 
кичик деб ^исоблаш мумкин. Бу формуладан фойдаланиб топа- 
миз, X = пр = 800X0,005 = 4;

Аник; формула буйича хисоблаш 0,1959 ни беради, демак, П уас­
сон формуласини цулланишдаги хатолик 0,0007 булади. Лаплас 
локал формуласи буйича хисоблаш билан эса 0,2000 ни х,осил 
^иламиз, демак хатолик 0,0051 булади, яъии Пуассон формула- 
сидан фойдаланилганидан кура 6 марта ортик; булади.

II.  А с о с и й с о н л и х а р а к т е р и с т и к а л а р и .

=  1е~1 (Хех-\- е1) =  А.2 +  X.

О (X) =  М (X2) — М2 (X) = (X* +  X) — X- — X, о (X) =  у Т .

Шундай килиб, М  (X) =  X, И  (X) =  X, а  (X) — V X .
Пуассон тацсимотида тасодифнй микдорнинг дисперсияси 

унинг математик кутилишига тенг.

1. Дискрет тасодифнй мицдор математик кутилишининг таърифини беринг. 
Мисол келтиринг.

2. Узлуксиз тасодифнй ми^дор математик кутилишининг таърифини бе- 
ринг. Мисол келтиринг.

3. М атематик кутилишнинг э^тимоллик маъносини айтиб беринг.
4. М атематик кутилишнинг асосий хоссаларини айтиб беринг.
5. Тасодифнй микдорнинг дисперсияси деб нимага айтилади? Унинг вази- 

фаси нимадан иборат?
6. Дисперсиянинг асосий хоссаларини айтиб беринг.
7. Уртача квадратик  четланиш деб нимага айтилади?
8. Дисперсияни хисоблаш формуласини ёзинг.

00 00 л /
* т = у р ( х  =  1) =  ^ ь | -  <? 1

сс ос

М (X2) = V /г2 ■ р (X = к) = V & ■
■тшл ¿шшв

—  е/г\

Х е-к У £ ( ( к -  1)+  1)
*=1

Со

( к - 1)!

/

У з-у  з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
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9. Биномиал тацсимот цонунини ёзинг ва  унинг асосий сонли характерис- 
тикаларини хисоблаиг. ! 1

10. К,андай эхтимолликлар та^симоти Пуассон таксимоти деб аталади  ва  
унинг асосий сонли характеристикалари нимадан иборат?

11. 14.258— 14.268, 14.317— 14.326, 14.352— 14-.355-масалаларни ечннг.

28- §. Тскис та^симот
I. Та ъриф.  Текис тацсимланган X узлуксиз тасодифий м щ - 

дор деб зичлиги бирор [а, Ь] кесмада узгармас ва 1/(6 — а ) га 
тенг, бу кесмадан таш^арида эса нолга тенг, яъни

' 0, агар х < а булса,

/ « агар а <  х <  Ь булса,
Ь — а
0, агар х > Ь  булса (134-шакл). 

булга и тасодифий мивдорга айтилади.
"Тоо

{ !  (х) с1х =  1 эканлигиня текшириш осон. ^акнкатан,

Н"ос
/ (х) с1х

Ь — а
йх ■(Ь — а) Щ 1.

Текис та^симот учун F (х) таксимот функциясини топамиз. Агар

(И ■

х — а

диб,
Равшанки, х ;<:■а да (х) 0, х >  Ъ да ^ (х) — 1. Шундай ^и-

1
Ь-а

/Iх)

134- шакл.

Р(х)

X

135- шакл.

0, агар х < а булса,

Ь — а
1, агар х> Ъ  булса (135-шакл).

II. Асосий сонли характерлстикалари:
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III. Пировардида айтиб утамизки, биз тек не таксимот билан 
улчаш амалиётида улчаш натижасини шкаланинг энг я^ин бу- 
тун булинмасига яхлитлашда дуч келамиз. Яхлитлашдаги хато- 
лик текис таксимланган тасодифий мивдор булиб, унинг мумкия 
булган к;ийматлари шкала булинмасининг —0,5 дан +0,5 гача 
оралигида жойлашган булади.

Текис таксимот яна тасодифий тебранишлар фазаси учун 
Хам хосдир. Амалиётнинг купгина масалаларида тасодифий 
амплитудали ва фазали гармоник тебранишларни урганишга 
турри келади. Бундай холлаРДа фаза тебраниш даври чегара- 
ларида текис таксимланган тасодифий ми^дор булади.

29- §. Курсаткичли таксимот

I. Т а ъ р и ф. Таксимот зичлиги

X е~х х, агар х >  0 булса,
0, агар х < 0 булса

куринишда булган X  тасодифий мйвдор курсаткичли таксимотга 
эга дейилади, бу ер да X — бирор тайин мусбат сон (136-шао).

4" со ' '

£ f (х) dx =  1 шартнинг бажарилишини текширамиз. ^а^икатан,
Со

Хе~Жха Ш — j‘ е~Хх d {— Хх) =  — е~%х |+да =  0 +  I = 1 
о о 1

курсаткичли таксимотнинг интегра п функцияси куйидаги куринишда 
эканлигини текшириш осон:

*
\ Хе %t dt — 1 — е Кх, агар х >  0 булса,

б
0, агар х < 0  булса (137-шакл).

II. Асосий сонли характеристикалари: а) математик кутилишни то- 
паМиЗ:

2 / 3

F(x) =



+со +  +оо

М (X) = | х f  (х) ¿¿х =  хХе~ lx dx — к j хе~х х dx.
со О О

Булаклаб интеграллаш коидасини татби^ эгиб ва и =  х, dv
— е /-A dx деб олиб, куйидагини хосил киламнз:

+ оэ
/И (X) = X (— е~%х) Г “ —  Г (— *) dx = 

lo J

1 3 6 -шакл. 13 7 -шакл.

о

е dx — —е X 
о

О _  \__
+ 0 0 ^  Г

Шундай килиб,
М (X) = 1 Д . (29.1)

б )  Дисперсияни е э  уртача квадратик четлашишни топамиз:
+ »  , (

D (X) = М (X2) — ml — i х2 Хе~ 'х dx — т 2 — — хё~кх ГГс0 +л ! х ОО
jt-

+  2 | хе dx — т 2х =  2 — — 
t)О

Шундай килиб,

I2 х я2

D (X) = 1/х'2, (29.2)

а (X) =  Y D (X) = 1Д. (29.3)
III, Бирор хурилманинг (элементнинг) бузилмасдан ишлаш 

вацтидан иборат тасодифий ми^дорни Т билан белгилаймиз. 
Ушбу

Д ( / ) = Р ( 7 > 0  (29.4)
формула билан ашщланадиган функция ишончлилик функцияси 
деб аталади.

Ишончлилик функцияси >̂ ар бир t ^иймат учун элементнинг 
t ва^т давомида бузилмасдан ишлаш эхтимоллигини беришини 
айтиб утамиз. Уни бундай ифодалаш мумкинлиги равшан: 
R(t) = l —P( T<t )  ёки



Амалиётда T тасодифий микдор курсаткичли та^симотга зга 
булган масалалар жуда куп учрайди. Бу холда ишончлилик 
функцияси бундаи куринишда булади:

R ( 0 =  1 — F (t) =  e~x t ( t>0) .  (29.6)
М и с о л .  Т тасодифий мицдор— бирор элементнинг бузил- 

масдан ишлаш ва^ти курсаткичли тацсимотга эга булсин. Агар 
элементнинг уртача ишлаш ва^ти 1000 соат булса, унинг ишлаш 
вэ^ти 800 соатдан кам булмаслик э^тимоллигини топинг.

Ечиш.  Масала шартига кура Т тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши 1000 соатга тенг, демак, А, 0,001, (/) =  е 0 001/ Щу. 
нинг учун изланаётган эхтимоллик куйидагига тенг:

Р (Т >  800) == е“ 0-001'800 = е--°-8 = о,45.

30-§. Нормал таксимот (Гаусс таксимоти)

1. Таъриф.  X тасодифий микдорнииг таксимот зичлига
(*—Д)*

f (х) = ----- ' е (а  >  °) (30.1)
а  у  2 я

куринишда булса, у нормал крнун буйича тацсимланган деб 
аталади.

f(x)  функциянинг мусбатлиги равшан. (26.3) шартнинг ба- 
жарилишини, яъни

, , (х — «)'
“ ТОО " Г  О О --------------С 1 Г 2 о*

/ (х) dx =  — \ е dx~  1
J  о у 2я  J
—  СО ОО

тенгликнинг тугрилигинн текширамиз. Бу интегралда узгарувчини 

t =  —— -- деб узгартирамиз. У ^олда х =  at  +  a, dx — adt

R(t ) - -=\— F(( ) .  (29.5)

} Г 2°г . 1 г 2 1 Г 2ва — —  \ е dx =  —— \ е dt — —  • 2 1 е dt —
о

а у,г 2 л J  V  2 я  J  у  2 я

- V t - V i
Нормал таксимланган X тасодифий микдорнинг таксимот 

зичлиги иккита параметр— а ва а га богликлиги (30.1) форму- 
ладан куриниб турибди.

f(x)  функцияни а  = 0 булганда хараймиз:

/ (*) =  — ;l— e -XI/2ot
О у  2 Я
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138- шакл. 139- шакл.

ва унинг асосий хоссаларини аниклаймиз (138-шакл).
J. Б у функция бутун сон укида аницланган, узлуксиз ва 

мусбат.
2. Бу функция жуфт ва, демак, Оу ук;ига' нисбатан симметрик.
3. О дан +оо гача камаговчи, оо дан 0 гача усувчи.
4. х —>■ ± оо да графиги Ох увда асимптотик я^инлашади.
5. х = 0 куктада функция 1/а У 2л га тенг бÿлгaн ягона м ак­

си м ум а  эга. а нинг ортиши билан максимумнинг киймати кама- 
яди, бу функция графиги ва абсциссалар ÿiyH билан чегаралан- 
ган юза 1 га тенг бÿлгaнлиги учун о ортиши билан зичлик эгри 
чизиги яссиланиб борадн, у аста-секин Ох ÿrçrça я^инлашади, о 
камайиши билан эса зичлик эгри чизиги Ох ;ук;нинг кичцк цис- 
мида }/зининг максимуми атрофида юцорига чÿзилaди, кейин эса 
унга (Ох ÿ^rça) тез тортилади.

6. Функция графиги х =  о ва х =  — а да бурилиш нукталарига 
эга эканлигини иккинчи хосйла ёрдамида аниклаш осон.

а Ф  0 б;улганда f (х) — —■--1-—  0)2/2 с‘ зичлик графиги юк;о-
&У2тх

рида ясалган графикдан, агар а > О бу'лса, а к;адар унгга, агар а < О 
булса, | а | кадар чапга суриш билан хрсил ^илинади.

а =  0 ва сг = 1  параметрли нормал таксимот нормаланган нормал 
таксимот деб аталади. Унинг зичлиги

(30.2)
у  2 я

га теиг. Бу функциянинг ^ийматлари жадвали тузилган.
II. f(x) таксимот зичлиги ва F (х) таксимот функцияси ора- 

сидаги богланишдан 1\уйидагига эгамиз:
X

F (х) =  Г е~ « - V 2/2 dt. (30.3)
о |/ 2 я J

---- СО

Нормаланган нормал таксимот учун F (х) функция ушбу курииишга 
эга:
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F0 (x) =  —̂ r. \ e 4'/2 dt — —-— I e 12/2 dt 
у  2 я J > 2 я J

CO oo

X

— j  e_<2/2 'dt =  0,5 +  Ф (x).
i 2 j/ я о 

Ушбу

у 2 я

функция Лаплас фунщияси деб аталади.
Куйидаги хоссаларни курсатиш осон (139-шакл):
1) бу функция бутун сон уцида аникланган ва узлуксиз;
2) бу функция toi ,̂ демак, унинг графиги координаталар 

бошига нисбатан симметрик;
3) функция бутун сон уцида усувчи;
4) lim Ф (х) = 0,5; lim Ф (х) =  — 0,5.

Х —> - \ - с о  х ~*— СО

Ф (х) функция кийматлари жадвали тузилган.
III. Асосий сонли характеристикалари.

+  Со + о о

М (Х )=  Г х f  (х) dx =  —- ^ r -  f xe“ <J£ “  n)V2 a2 dx =
J а j/' 2 я  J

=  | (x — a)/o = /, x =  a t -r a, dx =  о dt | =

ri (о / +  a) e_z‘/2 dt = —~z \ te~tlß dt +
J V 2 я J

•Cf
о у  2 я

СО — ОС

"Too

4— с~  \ ё~‘‘/2 dt — - 2 — (а 0 4  а \ 2 я) = а. 
у ‘2я.^ у '2 я—оо

Шундай килиб,
М (X) =  а. (30.5)

Сунгра

D [X) =  — 1 (х — fl)2 e~(* - a)2/2 °г dx =  а2. (30.6) 
ст /  2 я  J

Биз бу ерда £)(Х)ни хисоблашни келтирмасдан, уни муста- 
1̂ ил мапщ сифатида 1флдирдик.

о ( Х) = ]/D(X) булганлиги учун а ( Х ) = о , яъни X нормал тасо- 
дифий микдорнинг уртача квадратик четланиши а параметрга 
тенг.
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IV. Нормал таксимлаигаи X тасодифий мицдорнинг [к, [3] 
интервалдаги кийматни 1̂ абул 1̂ илиш э^тимоллигини ^ис°б- 
лаймиз:

(*  — О)*
2 а 2

е йх -

-— — = /, х а  / +  а, йх а й! X а Р |
/ (а—а)/(у (р — а)/о\

Р — «

А = Г °  . • /г/2л , - - ' = г  в- ^ л  +
2 я  ) | 2 л  1

п — й ( а —а)/а

(0—а)/а ф—а)/а {х—а)/а
± _  Г ги  _  1 С 2 Л/_____ ! _  (* е_ ‘ си.

о ’ " о
Ч---- *— •(  ̂ 1 сИ Щ —— | с с11------ :'=  |

» 2 я 5] • 2 я . / 2 я . ’
Узил-кесил цуйидагига эгамиз:

Р (сс <  X <  Р) = Ф - Ф ( Г£̂ - ) *  (30.7)

бу ерда Ф (х )— (30.4) формула билан ашщланадиган Лаплас 
функцияси.

V. Берилган четланишнинг э^тимоллигини ^исоблаш талаб 
килинсин, яъни нормал тацсимланган тасодифий мивдорнинг 
математик кутилмасидан четланиши абсолют циймати буйича 
бирор мусбат сондан кичиклиги эхтимоллигини ^исоблаш лозим 
булсин.

(30.7) формуладан фойдаланамиз.
Р  (| X -  а | < 6) = Р (а — 6 < X < а +  6) = Ф ] —

ф , _а----6----а_ V = ф / 6_.\ _  ф ./_ _6
<7

ч-ф ! - )  = 2 Ф  I -

Шундай килиб»

Р ( | X — а | < б) = 2 Ф ( А у  (30.8)

й = о/ деб оламиз. У холда (30.8) формуладан 
Р ( | X — а ! < а I) 2 (1) (/) 

ни хосил килам из. X усу сан / = 3 булганда

Р ( IX — а | < 3 а) = 2 Ф (3) = 2 • 0,49865 = 0,9973 (30.9)
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га эгамиз, яъни нормал та^симланган тасодифий микдор чет- 
ланишининг абсолют циймати буйича учланган уртача квадра­
тик четланишдан кичик булиш э,\тимоллиги 0,9973 га тенг. Д е­
мак, четланиш абсолют кийматининг учланган уртача квадратик 
четланишдан ортиц булиш эхтимоллиги 0,0027 га тенг. Бундай 
^одисаларни кичик э^тимоллик ^одисаларнинг мумкинмаслик 
иринципига acocan амалда мумкин булмаган ^однсалар деб 
^исоблаш мумкин. Бошцача айтганда, агар тасодифий микдор 
нормал та^симланган булса, у :\олда битта синов натижасида 
унинг четланишининг абсолют ^иймати уртача квадратик чет- 
ланишнинг уч баробаридан ортик; булмайди деб ишониш мум- 
кнн. Бу тасдик «уч сигма» цоидаси деб аталади.

У 3-у з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Текис та^симланган тасодифий микдор таърифини айтиб беринг.
2. Текис та^симланган тасодифий ми^дорнинг асосий сонли характерис- 

тикалари цийматларипи курсатинг.
3. Текис та^симланган тасодифий ми^дорларга амалий мисоллар келти- 

ринг.
4. К андай  та^симот нормал таксимот деб аталади?
5. Курсаткичли та^симотнинг зичлик ва таксимот функцияларининг гра- 

фикларини ясанг.
6. Курсаткичли та^симотнинг асосий сонли характеристикалари циймат- 

ларини курсатинг.
7. 14.282— 14.307, 14.361 — 14.377-масалаларни ечинг.
8. Ишончлилик функцияси таърифини айтиб беринг. Курсаткичли та^си- 

мотнинг ишончлилик функциясини ёзинг.
9. Кандай тацсимот нормал таксимот деб аталади?
10. Нормал та^спмот зичлигининг графигини ясанг ва  бу  зичликнинг асо­

сий хоссалариии курсатиб беринг.
11. Нормал таксимланган тасодифий микдор асосий сонли характеристи- 

каларининг ^ийматларини курсатиб беринг.
12. Нормал таксимланган тасодифий мккдорнинг берилгаи интервалга ту- 

шиш эхтимоллипши ^исоблаш учун формулаии курсатинг.
13. Бернлган четланиш э^тимоллигини х;исоблаш учун формулани ёзинг.
14. «Уч сигма» коидасининг мо^ияти нимадан иборат?

31-§. Чебишев тенгсизлиги

Оммавий тасодифий ^одисаларнинг тургунлик хоссаси инсо- 
ниятга ж уда ^адимдан маълум. У ^айси сохада намоён булма- 
син, м аз.му ни куйидагича: хар бир айрим ходисашшг ани^ 
хусусиятлари бундай >;одисалар мажмуинннг уртача натижасига 
деярли таъсир этмайди; уртача натижадан хар бир айрим ^о- 
дисада буладиган тасодифий четланишлар узаро йу^отилади, 
силликданади. Айни шу уртача натижалар тургунлиги кенг маъ- 
нода тушуниладиган ушбу «катта сонлар цонуни»нинг мазму- 
нини ташкил ^илади: катта сондаги тасодифий ^одисаларда 
уларнинг уртача натижаси тасодифийлигини йу^отади ва уни 
катта мукаррарлик билан башорат ^илиш мумкин.

Э^тимоллик назариясида «катта сонлар 1̂ онуни» дейилганда 
тор маънода бир 1̂ атор математик теоремалар тушунилади ва
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уларнинг хар бирида катта сон-
_____  даги тажрибалар уртача харак-

^  т х В теристикаларининг у ёки бу
шартларда бирор маълум узгар- 
мас мицдорларга я^инлашиш

140- шакл. факти белгиланади.
Катта сонлар цонуни э^тимол- 

лик назариясининг амалиётга 
татбнцлари учун назарий асос булади.

Ч е б и ш е в  т е н г с и з л и г и .  Чекли дисперсияга эга бул- 
ган исталган X тасодифий ми^дор учун %ар бир е > 0  да

Р ( \ Х  — т х\ > г (31.1) Х 82
тенгеизлик уринли булади.

И с б от и. А' тасодифий мивдор узлуксиз, } (х) унинг таксимот 
зичлиги булсин. Сонлар укида АВ =  [тх— е, т х- \ - оралиц ажрата- 
миз (140-шакл). У холда

В(Х) — I* (х — т_г)2 / (л.) ¿.х •--- \ | х — т х |2 / (х) (1х >
со

(х — т х)2 / (х) йх,
\ х—тх ]>е

бу ерда интеграл остидаги |х — т х\ > г  ёзув интеграллаш АВ кес- 
манинг ташки ^исми буйича бажарилишини билдиради. Интеграл ос­
тидаги (х — т х) ни е га алмаштириб, куйида гипи хосил к;иламиз:

0(Х) >  | е2 / (х) йх =  е2 | / (х) йх — е2 Р ( | X  — т х | >  е),
I ж—т ’д. I > е | х—тх ! к

бу ердан эса узлуксиз тасодифий микдор учун Чебишев тенг­
сизлиги келиб чи^ади.

Дискрет тасодифий микдор учун исбот шунга ухшаш булади. 
Мис ол .  Математик кутилиши т  ва дисперсияси о| булган X 

тасодифий миедор берилган булсин. X миедор узининг математик кути- 
лишидан камида 3 ах га четланиш эхтимоллигини юкоридаи бахоланг. 

Е ч и ш. Чебишев тенгсизлигида г == 3 ах деб оламиз:

Р (I А' --- т х \ >  3 ах) <  Г- (-Х) -■
* х 9о°х 9

Бу мисолдан куриниб турибдики, Чебишев тенгсизлиги анча 
к;упол ба.^о берганлиги учун унинг амалиёт учун а^амияти 
чекланган (нормал таксимот учун биз ю^орида ани^лаган 
э^тимоллик аслида 0,003 га тенг, яъни ж уд а  кичик).

Чебишев тенгсизлиги боищача шаклда — ^арама-^арши 
.ходкеага нисбатан хам ёзилиши мумкин: тасодифий микдорнинг 
математик кутилишидан четланишининг е> 0  дан кичик булиши
э,\тнмоллиги
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Р (  X- т х ! <  е) >  1 : (31.2)

32- §. Богликмас тасодифий мицдорлар учун катта  сонлар  
конуни. Чебишев теоремаси

Чебишев теоремасини куриб чи^ишдан олдин ушбу таъриф-
ни берамиз. '

Т а ъ р и ф. Агар исталган е> 0  (хатто исталганча кичик) учун 
Нш Р (|Х„ — а\< е ) =  1 (32.1)
П-*0о

тенглкк уринли булса, Х [у Х2, . . ., Х п, . . . тасодифий микдорлар 
кетма- кетлиги а узгармас микдорга эхтимоллик буйича якинлашади 
дейилади, яъни б > 0 сонни цанчалик кичик ки.тиб олин-ласин, шуи- 
дай N (е, б) сон топиладики, кетма- кетликнинг барча п >  N номерли 
з а̂длари учун

Р (\Хп — а\ < е ) >  1 - - б  (32.2)

тенгсизлик бажарилади.
Ч е б и ш е з н и н г  у м у м л а ш г а н  т е о р е м а с и .  Агар Х ъ Х.2,

. . X  , . . . кетма-кетлик хар иккитаси богликмас булган тасо­
дифий мщдорлардан иборат булиб, уларнинг дисперсияяари текис 
чегараланган, яъни шундай С сон мавжудки, О (Хл) <  С, £> (Х2) < 
<  С, . . £> (Хп) <  С, . . ., булса, у холда тасодифий мщдорлар

у  I V !  I У у  =  ,Л1_Т Л2 + . . . -гЛ„ ' п ... ^ 2___  (32 3)
п п

М (X,) +  М (Хг) +  . . . +  М (.Хп) кетма-кетлиги — сонга эхтимоллик
п

буйича якинлашади, яъни

Н т Р Хг +  Ао +  - - . + Х п М (А\)+М  (Х 2)+  . ■ +  м  ( х п)
п п ,

<

< е) =  1. (32.4)
Боыщача айтганда, теорема бундай даъво ^илади: дисперсия- 
лари текис чегараланган етарлича катта сондаги богликмас 
тасодифий мивдорлар учун бу тасодифий мицдорлар урта ариф- 
метигининг улар математик кутилишлари урта арифметигидан 
четланишининг абсолют 1̂ иймати истаганча кичик булишини 
амадда му^аррар ^одиса деб ^исоблаш мумкин.

И с б о т и. Богликмас тасодифий мицдорлар йигиндисининг 
математик кутилиши ва дисперсиясини топиш ^оидалари буйи­
ча ^уйидагиларни хосил ^иламиз:
м  (Г ) = М 1 х'+ * 2 + - • - + л,г ' -  М(Х1)+М(Хь) +  . ■ . +  М (Х п)

( у  ^ _и  ( +  ^ 2 +  ■ - • +  X п \ _  Р  (Х г)4 -  Р  (Хо) !- . ■ ■ -1- Р  (Хп) ^
п I п*
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<  С +  с +  . .  . +  с =  с
пг п

Чебишев тенгсизлигини Yп тасодифий ми^дорга татбик килиб, :

Р (| Yп М (Yn) | < е) >  1 ---- —
П с

ни хосил киламиз. Бу ерда э^тимоллик 1 дан катта була олмасли- 
гини хисобга олсак

М  ( X j ) 4  М  ( Л , )  -  . . . +  М  ( Х п) jХг Х2-\- ■ ■ + * п
п

lim Р
п~+со

< ej =  1 
булади. Теорема исбот ^илинди.

Чебишев умумлашган теоремасинннг таърифида биз тасо- 
дифйй мивдорлар, умуман айтганда турли математик кутилйшга 
эга деб тахмин ^илдик. Амалда эса купинча, барча тасодифий 
мивдорлар бир хил математик кутилишга ва текис чегаралан- 
ган дисперсияларга эга булади. Агар бу мивдорлардан ^ар 
бирининг математик кутилишини а билан белгиласак, у ^олда 
уларнинг математик кутилишларининг урта арифметиги ^ам, 
равшанки а га тенг булади. Энди биз хусусий Чебишев теоре- 
масини таърифлашимиз мумкин.

Ч е б и ше в  т е о р е м а с и .  Х {, Х2, . . ., Хп, . . .  хар иккитаси 
б of лик мае булган тасодифий мщдорлар кетма-кетлиги булиб, б ир- 
галикда чегараланган дисперсияларга (исшаган i учун D ( Xj) <  С) 
еа бир хил М (X,) = а математик кутилишларга эга булсин. У 
%олда е > 0 кандай булмасин

-  -----  -J- * п- — а <  еj  =  1 (32.5)

тенглик уринли.
Бу теорема махсус исботни талаб килмаслиги равшан.
(32.5) формуланинг мо^ияти цуйидагича: теорема шартларл 

бажарилганда етарлича катта сондаги боглицмас тасодифий 
миедорларнинг урта арифметиги тасодифий миадор характерини 
йу^отади ва «деярли» нотасодифий мивдор булиб кол ад и, чунки 
у а  га истаганча я^ин цииматларни мур;аррарликка як;ин эз;ти- 
моллик билан ^абул ^илади.

Пировардида бу хусусий Чебишев теоремасининг амалиёт 
учун фав^улодда мухимлигини таъкидлаб утамиз: у улчашлар 
назариясида доимо ишлатиладиган урта арифметик к.иймат 
коидасига асос булади. Бунинг маъносини тушунтирайлик. Би- 
pop физик катталикнинг ^а^и^ий циймати а ни (масалан, би- 
рор деталнинг улчамини) тоииш талаб килинаётган булсин. 
Бунинг учун бир 1̂ атор бнр-бирига богликмас улчашлар утка- 
замиз. Хар кандай улчаш бирор хатолик билан булади. Шунинг 
учун ^ар бир мумкин булган киймат Xi (i — улчаш номери)

lim Р
fl-  >со
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тасодифий ми^дордир. }^ар бир улчашда систематик хатолик- 
лар йук деб фараз циламиз, яъни а хаки кий цийматдан у  ёки 
бу томонга четланишлар тенг эхтимолликдир. Бу ^олда барча 
Х( тасодифий микдорларнинг математик кутилиши бир хил ва 
а га тенг, яъни М (Х (-)=а. Ни^оят, улчашлар бирор кафолатли 
аницлик билан утказилади, деб фараз ^иламиз. Бу барча улчаш­
лар учуй 0 ( Х / ) ^ С  демакдир. Шундай цилиб, хусусий Чебишев 
теоремаси шартлари бажарилади, шу сабабли агар улчашлар 
сони етарлича катта булса, у >;олда амалда мукаррарлик билан 
бундай тасдшугаш мумкин: улчаш натижаларининг урта ариф­
метик 1̂ иймати а ха^и^ий ^ийматдаи истаганча кам фарк 
цилади.

Я. Бернулли теоремаси катта сонлар цонунининг ж уда мухим 
ва тарихан биринчи шаклидир. У ^одисанинг нисбий частотаси 
билан унинг э^тимоллиги орасидаги борланишни аницлайди. 

Б е р н у л л и  т е о р е м а с и .  Бир хил шароитлардаги бог-
лшщас синовлар сони чексиз ортганида царалаётган А %оди- 
санинг р* нисбий частотаси унинг %ар бир айрим синовдаги 
эцтимоллиги р га эх1тимоллик буйича якинлашади, яъни

бу ерда р* = ------ шу А \одисанинг биринчи п т а  синовдаги нис­

бий частотаси.
Бошкача айтганда, етарлича катта п ларда кузатилган р* 

к,иймат р э^тимолликнинг такрибий ^ийматини говори даражада 
аниЦлик билан беради, деб амалда ишониш мумкин.

И с б о т и .  Ушбу тасодифий миадорларни киритамиз:
Х{ — к,аралаётган А ^одисанинг 1-синовда руй бериш сони;
Х2 — ^аралаётган А ^одисанинг 2- синовда руй бериш сони 

ва к- к. Бу тасодифий микдорларнинг ^аммаси бир хил такси- 
мот конунига эга булиб, у ушбу ь;атор куринишда булади:

бу ерда ц == 1 — р.
Уларпинг хар бирининг математик кутилиши р га тенг, диспер- 

сияси эса у р ц га тенг (23-§, 2-мисолга ^.). Сунгра
рц ■ р () -  • р) =  - { р 2 - р )  =  0,25 -  (р -  0,5)2 < 0,25,

яъни дисперсияларн чегараланган. Шу сабабли Чебишев теоремасига 
кура

33- §. Я. Бернулли теоремаси

Пт Р (|/7:р — р\ < е )  = 1, (33.1)

п

Пт Р П
. . +  х,п — р < е  =  1.
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р* — Xl ' 'Х' ' ■ ' ' Хп эканини хисобга олсак, lim Р( | р*—р | <.
П ‘ п~*оо

< £ ) =  1.
Теорема исбот ^илинди.

П у а с с о н  т е о р е м а с н .  Бог.ищмас синовлар утказилаёт- 
ган булсин ва А %оди.санинг i- синовда руй бериш э^тимоллиги 
Pi га тенг булсин. У холда синовлар сони чексиз ортганида 
А ходисанинг нисбий частотаси ри р2, . .  ., рп эцтимолликлар- 
нинг урта арифметигига эцтимоллик буйича ящнлашади, яъни 
ушбу тенглик уринли:

lim Р [
П —>со \ .

Бернулли теоремаси Чебишев хусусий теоремасидан кдндай 
келтириб чи^арилган булса, Пуассон теоремаси Чебишев умум- 
лашган теоремасидан шундай келтириб чицарилади.

М а р к а з и й  л и м и т  т е о р е м а .  Марказий лимит теоре- 
малар тасодифий микдорлар йш-индилари кетма-кетликлари- 
нинг едчон нормал та^симотга буйсунишини аницлаб берувчи 
теоремалардир. Улар бир-бирларидан йигиндини хосил киладн- 
ган тасодифий микдорлар та^симот ^онунларига ^уйиладиган 
шартлар билан фар^ цилади.

Бу ерда биз марказий лимит теореманинг энг содда шаклини 
таърифлаймиз, у ^ушилувчилар бир хил та^симланган хол учун 
хосдир.

Те о р е ма .  Агар Х ь Х2, . . ., Хп— борликмас тасодифий мик­
дорлар булиб, математик кутилиши т  ва дисперсияси а2 булган 
бир хил таксимот конунига эга булса, у холда п чексиз ортганида

П
"V X , —пт 
j- i  k
k~A ------  нинг таксимот крнуни математик кутилиши 0 еа

У па
дисперсияси 1 булган нормал тщ симотга якинлашади.

Муавр — Лапласнинг локал теоремаси бу теореманинг хусу­
сий холи эканини айтиб утамиз.

М и с о л. }^ар бири [0,4] кесмада текис та^симланган 75 та 
богликмас тасодифий микдорлар кушилмоцда. Бу тасодифий 
микдорлар йигиидисининг зичлиги учун такрибнй ифодани ёзинг 
ва йигинди 120 дан 160 гача ораликда булиш э^тимоллигини 
топинг.

75

Е ч и hi. X  =  ^  Х к, бунда Хк лар [0,4] ораликда текис та^сим- 
*=i

ланган тасодифий микдорлар. У холда

т ,  =  M(Xk) _  1 ± °  -  2, ЩХ,) _  =  ±.

Марказий лимит теореманинг шартлари бажарилмо^да. Шу-

Р 1 - Г  Р 2 + Рп < е
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пинг учун тасодифий микдор тацсимот зичлиги } (х) та^рибан 
пормал та^симот зичлигига тенг булади, яъни

(х— тх )2

1. К атта  сонлар конунинииг мохияти нимадан иборат?
2. Чебишев тенгсизлигини ёзинг.
3. Э^тимоллик буйича Я1\инлашиш таърифини айтиб беринг.
4. Чебишев умумлаш ган  теоремасини айтиб беринг. Уии исботланг.
5. Чебишев хусусий теоремасини айтиб беринг в а  унинг амалиёт учун фав- 

^улодда му^имлиги нимадан иборатлигини курсатиб беринг.
6. Бернулли теоремасини айтиб беринг. Уни исботланг.
7. Пуассон теоремасини айтиб беринг.
8. Марказий лимит теореманинг мазмуни нимадан иборат? Унинг энг сод- 

да  щаклини айтиб беринг.
9. 14.542— 14.572-масалаларни ечинг.

I. Эхтимолликлар назариясининг бир едтор амалий масала- 
ларида X тасодифий микдор билан богланган

тасодифий микдорни урганишга турри келади, бу ерда у = ц>(х) 
берилган функция. Масалан, автоматик системанинг чик;ишидаги 
сигнал бу система бирор параметри тасодифий ^ийматининг 
функцияси, квадратнинг юзи У —X2 (бунда X — квадрат томо- 
нини улчаш натижаси) — тасодифий функция.

П. X — дискрет тасодифий микдор булсин:

/ (X) = е

бу ерда
75

т (Х() =  75 • 2 = 150,

ва, демак,

!  (х) ~ -------—  « ■ ’
10 у  2 я

Энди изланаётган эхтимолликни ,%исоблаймиз:

— (х—150)2 
200

е *

120— 1504

= Ф (1) +  Ф (3) =  0,3413 +  0,49865 ж  0,84.

У з-у  з и н и т е к  ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

34-§. Тасодифий аргументнинг функцияси

У=<р( X)
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*1 X.2 I ’ ' • Хп

Pi Рл\ ■■ ■ ■ Ра
X

У ,\олда Y = cp(X) тасодифий ми к доркинг математик кутилиши 
ва дисперсияси ушбу формулалар билан аникланади:

т„ М (У) ; 3  (р W  pi’ 
i=i

(34.1)

D (У) =  М ( У  — myf  = ,V  (ф (х .) — p . .  (34.2)
£ =  I

узлуксиз тасодифий микдор булган холда эса У = ф(Х) 
тасодифий микдорнинг математик кутилиши ва дисперсияси уш­
бу формулалар билан аникланади:

т .. М
п̂ оо

('Y) = j  ф (л-) / (х) ¿г ,

I оо ■

D (Y) =  j  (ф (*) — т уУ / (х) с/х.

(34.3)

(34.4)

III. Амалиётнинг купгина масалаларида, айницса, математик 
статистикада, тасодифий аргумент функциясининг математик 
кутилиши ва дисперсиясини топишнинг узи купинча етарли 
булмайди, унинг та^симот цонунини кам топиш зарур булади. 
X аргумент дискрет тасодифий микдор булган ^олни 22- § да 
куриб утган эдик.

Бу ерда бундай масала ^уйилади: та^симот зичлиги маълум 
ва f(x) га тенг булган X тасодифий микдор берилган; болида Y 
тасодифий микдор у билан У= ср(Х) функционал богланиш 
оркалй богланган, бу ерда <р(Х)— шу X мицдорнинг барча мум- 
кин булган кийматлари жойлашган бирор ]а ,  Ь[ ораликда уз ­

луксиз функция (а =  —сю, Ь—+оо 
булиши истисно ^илинмайди). Y 
тасодифий мицдорнинг g (y)  так;- 
симот зичлигини топиш талаб 
килинади.

Бу масалани хал этишда ик- 
ки ^олни едраймиз:

1) М о н о т о н  ф у н к ц и я  
б у л г а н  х о л. Аввал <р(Х) 
функция ю^орида курсатилган 
ораликда монотон усувчи ва унта 
-ескари х = \\>(у) функция тегиш- 
ли ораликда монотон усувчи, 
узлуксиз ва дифференциалланув- 
чи функция булсин. Оу укда 
(у, у + Ау) интервални оламиз ва

141-шакл. уни х = \^(у) функция ёрдамида
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Ох уе д а  акслантирамиз: (х, х + Дх) интервални хосил ^иламиз 
(141- ш акл) .

(г; <  Y <  у +  А у) ьа (х <  X  < х +  А х) ходисалар эквивалент, 
яъни Р (у <  Y <  у 4- А у) — Р (х <  X <  х +  А х) ва, демак,

/ ч , • Р  (г/ <  Y <  у  +  Д (/) , .  Я (* <  X <  л: +  Ах)Я (i/) = lim ——---- -— -.....■-■■■ = l i m — ——;---------- 1--------—
А у ^-0  А У  А  л- > 0  А у

Д у-> 0 '

=  lim
Д*->0 
Д </—-о

/ Я {х <  К <  X +  Д х) Д х  \  г / , ' с / \ , г / \------------7-----------------—  ) =  f (х)-х = f  {х)-у (у).
\ Д X Д у } у

Агар / (х) функция монотон камаювчи булса, у холда юкрридаги му- 
ло^азалар каби

8  (y) =  f "ip (¿/) • I 4‘' (у) I
ни хосил «¡иламиз. Иккала холни бирлаштирамиз:

В(у) =  П * т \ * ' Ш -  (34.5)
я  я  ’ интервалда текис так-1-мисол.  X  тасодифий микдор , ^

симланган. У = sinX тасодифий микдорнинг g  (г/) та^симот зичлиги- 
ни топинг.

Е ч и ш. X  тасодифий мивдорнинг / (х) зичлигини тоиамиз. X мик-
1 я  я  Гдор I — —; — интервалда текис таксимланган, шунииг учуй бу ин­

тервалда

f (х) = я/2 — (—я/2) я
Л д

бу интервалдан ташкарида эса / (х) =  0. у — sinx — —, — интер­

валда усувчи ва, демак, изланаётган зичликни тогшш учун (34.5) фор- 
мулани кулланиш мумкин. \|э (у) =  arcsin у булганлиги учун (у)= 
=  1/» I — у2. Сунгра / (х) =  1 /л булгани сабабли f (i|) (у)) — 1/л.
(34.5) форму лага асосан у £ ] — 1, 1 [ интервалда

g {у) =  1/л г 1— у 1, 
бу интервалдан ташкарида g (у) — 0.

Текшириш: ( g (у) cly =  — \ == — 1 - =
J " J . / H 5 71 ■„ )Ai—i/2

2■ — arcsin уя

1 —1
1 __ 2 я  _  j
о я  2

2) Но м о н о т о н  ф у н к ц и я  б у л г а  и к о л. Зичлиги f(x) булган 
узлуксиз X тасодифий микдор ва у  = (р (х) функция X микдорнинг 
барча мумкин булган ^ийматлари жойлашган ]а, Ь[ орали^да диффе- 
рекциалланувчи ва булакли- узлуксиз булсин.

3а, x j ,  ]Xj, х2[, . . ., \xk_ x, Ь[шу (р (х) функциянинг монотонлик ора-
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лик;лари ва ij-'j (у) функция ср(х) функцияга ]а, х,[ ораликда тескари 
функция, \|)2 (у) функция ф (х) (функцияга ]хи х2[ ораликда тескари 
функция булсин ва ^оказо. У ^олда Y =  ф (X) тасодифий миедор- 
нинг зичлиги

(у) =  f (Ф1 (у)) IЧ) (y)i +  f №2 (У)) I ^2 (у) I

+  f (Ф„ (У)) 11|К (У) I (34.6)

формула буйича хисобланиши мумкин. Бу даъвони бнз исботсиз i\a- 
бул киламиз.

2 - ми со л. X  тасодифий мивдор т х ва ах параметрли нормал так;- 
симланган. Y =  X1 тасодифий миедорнинг зичлигини топинг.

Е ч и ш. Бу ^олда ф (х) = х2, а — — 00 , b =  4- оо. у  =  ф (х)=х2 
функция ]— оо; +  °°[ ораликда монотон эмас. Биро^ х£ ]— оо, 0[ 
ораликда камаяди ва ^  (у) =  — У  у_ тескари функцияга эга, ]0, +  oof 
ораливда эса усади ва г|:2 (у) =  У у тескари функцияга эга. X  тасо­
дифий микдорнипг зичлиги

/ (х) =
У 2 я

куринишда эканлигини хисобга олиб ва (34.6) формулани татбик этиб, 
^уйидагини хосил киламиз:

-  ( -  У у)2

ё  (У)
V 2 : 2 У  у

У 2 л у

У  2: 2 У у
_У

2
(у >  0).

35- §. Нормал тацсимланган аргумент чизщли  
функциясининг хусусиятлари

X  тасодифий микдор

f i x)

(х- , 1 1  х ) *
2

У  2 я

зичлик билан нормал та^симланган булсин, У тасодифий мш$- 
дор эса у  билан Y = aX + b  чизи^ли функционал богланиш билан 
борланган булсин. Y тасодифий микдорнинг таксимот конунини 
топиш талаб этилади. Ечимни ушбу жадвалда икки устунда 
жойлаштирамиз: чапдаги устунда масаланинг умумий ечимида 
кабул ¡^илкнган функциялар, унгдаги устунда эса ^аралаётган 
масалага мос аник функциялар жойлаштирилган.
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/ (л)

у  —  ф (х)

ЛГ =  1|5 { ¡/)

Ч>' (у)

14»' (у) I

§ (у) = / (Ч> Ш №' (у)\

(х—тх )2 
2 о?

ах 1^2 л 

у  =  а х  +  Ъ 

у —Ь

( У - Ь

2 О2

(У) = \а\ах У 2п

ё  (у) ифодани алмаштирамиз:
[у —(атх +£>)]*

2аг а
г ( у )  = |а| ах -/2п

Бу эса
т.. ■ а т х +  Ь

ау =\ а\ах (35.1)
параметрли нормал ^онуннинг узидир.

Шундай цилиб, нормал ^онунга буйсунадиган тасодифий 
аргументнинг чизи^ли функцияси ^ам (35.1) формулалар билан 
ани^ланадиган нормал ^онунга буйсунади.

36- §. Б огли^мас тасодифий мицдорлар йигандисининг
та^симоти

Илгари биз шу бобнинг 14- § ида иккита дискрет X ва У та-1 
содифий микдорнинг

г  =  х  +  у
й и р и н д и с и н и  урганиб, унинг та^симот цонунини топган эдик. 
Агар X ва У узлуксиз ва борлицмас тасодифий мивдорлар бу- 
либ, уларнинг зичликлари маълум ва мос равишда ¡[(х) ва 
/2(г/) га тенг булса, у  ^олда 2  = Х+У тасодифий миедорнинг 
ц(г)  зичлик.функцияси
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+  оо + О 0

г  (г) =  | /1 (х) /2 (г — х) с1х ёки g (г) =  | (г — у) /2 (у) (1у
—оо —со

формулаларнинг исталган биридан топилиши мумкин. Агарда 
Х. ва  У тасодифий ми^дорларнинг мумкин булган ^ийматлари 
манфиймас булса, у >̂ олда ¿ ( .г )  ни ушбу формулалар орк;али 
топилади:

2 г
g (г) =  | /г (х) /2 (г — х) (1х ёки g (г) =  | (г — у) /2 (у) йу. 

о • о
Богликмас тасодифий миадорлар йириндисининг та^симот зич- 
лигини та^симот цонунлари композицияси деб аталади.

Эхтимолликлар та^симот цонунларй композицияси яна фа^ат 
параметрлари билан фар^ланадиган уша ^онуннинг узи булса, 
бундай та^симот ^онуни туррун та^симот деб аталади. Нормал 
¡^онун туррунлик хоссасига эга эканлигини курсатиш 1̂ ийин эмас: 
нормал донунлар композицияси яна нормал та^симотга эга бу- 
ладн (бу композициянинг математик кутилиши ва дисперсияси 
к;ушилувчиларнинг мос равишда математик кутилишлари ва 
дисперсиялар йириндиларяга тенг). Масалан, X ва У борлик;- 
мас тасодифий мивдорлар булиб, нормал так;симланган камДа 
математик кутилишлари ва дисперсиялари мос равишда й[ = 2, 
а2 = 3, />1 = 1, /)2 = 1,5 булса, у  ^олда бу мивдорларнинг компо­
зицияси (яъни ¿  = Х + У  йириндининг таЦсимот зичлиги) хам 
нормал та^симланган, бунда композициянинг математик кути­
лиши ва дисперсияси мос равишда а = 2  + 3 = 5, £> = 1 + 1,5=2,5 
булади.

М и со  л: X ва У борли^мас тасодифий микдорлар курсат- 
кичли та^симот ^онунларига эга:

ГО, — оо <  х <  О,

Ш  =  Ь - Г  о < , <  +  „ :  Ш

О, — оо <  у  <  О, 
уI — т-

е , 0 <  у <  +  оо.
.4

Бу конунларнинг композициясини, яъни 7  = Х+У тасодифий 
мивдорнинг та^симот ^онунини ёзинг.

Ечиш.  X  ва У тасодифий ми^дорларнинг мумкин булган ^ий-

матлари манфиймас. Шу сабабли £ (г) =  | Гг (х) [2 (г — х) с1х =
о

{ ± е ~ -  ~ е~  <1х =  — е~г/4 Г е'тх112 йх =  <Гг/4 (1 -
3 3 4 12 J

_ Х

= П е"О о
Шундай ^илиб,

(О, -— оо <  2  <  О,
ё(г) = г/4(1 — е~т ), 0 < 2 < +  оо.
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У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тасоднфий аргументнинг функциясига дойр мисоллар келтиринг. ■
2. Тасодифий аргумент функциясининг математик кутилиши ва  дисперсия- 

си кандай  ани^ланади?
3. Битта тасодифий аргумент монотон функциясининг таксимот. зичлнги 

^андай топилади?
4. Бнтта тасодифий аргумент номонотон функциясининг тацсимот зичлиги- 

ни ёзинг.
5. Нормал та^симланган аргумент чизшуш функциясининг таксимот )^о- 

нуни к.андай?
6. И ккита богли^мас тасодифий микдор йигиндисининг таксимот зичли- 

гини ёзинг.
7. Таксимот ^онунининг тургунлик таърифини айтиб беринг.
8. 14.498— 14.511, 14.528— 14.536-масалаларни ечинг.

37- §. Тасодифий м икдор лар  системаси ^а^ида тушуича.
Икки улчовли дискрет тасодифий микдор э^тимоллигининг

таксимот цонуни

Шу вак;тга ^адар биз 5̂ ар бири битта сон билан ашщланади- 
ган тасодифий мивдорларни ургандик. Бундай микдорлар бир 
улчовли деб аталади: нуцсонли буюмлар сони, тешик диаметри, 
снаряднинг учиш узок;лиги ва бонщалар.

Бир улчовли тасодифий мицдорлардан тацщари, мумкин 
булган дийматлари иккита, учта, . . . ,  п та сонлар билан аникла- 
надиган тасодифий микдорлар хам урганилади. Бундай микдор­
лар мое равишда икки, уч, . . . ,  п улчовли тасодифий' микдорлар 
деб аталади.

Икки улчовли тасодифий мицдор (X, У) ор^али белгила- 
нади. X ва У ми^дорларнинг хар бири ташкил этувчилар (ком- 
понентлар) деб аталади. Бу иккала тасодифий микдор бир'вацт- 
да каралганида иккита тасодифий микдор системасини хосил 
килади. Шунга ухшаш, уч улчовли (X, У, Z) тасодифий 
микдор учта X, У , 2  тасодифий микдор системасини ашщ- 
лайди.

1- м и  со л. Станокда пулат цуймалар штампаланади. Агар 
назорат ^илинадиган улчамлар. унинг буйи X ва эни У булса, у 
холда икки улчовли (X, У) тасодифий ми^дорга, агар бунга 
^ушимча I  баландлиги х;ам назорат ^илинса, у ^олда уч улчов­
ли (X, У, 1 )  тасодифий микдорга эга буламиз.

Икки улчовли (X, У) тасодифий микдорни геометрик нук- 
таи назардан текисликдаги М(Х, У) тасодифий нуцта сифатида, 
яъни координаталари тасодифий нуцта сифатида талкин этиш 
мумкин.

Икки улчовли дискрет тасодифий мивдорнинг таксимот кону- 
ни деб, бу микдорнинг барча мумкин булган кииматлари ва
уларнинг эхтимоллари = Р (X =  хг-,. У = у), г =  1, 2, . . . ,  п, / =  
= 1, 2, . . . , т  руйхатига айтилади. Таксимот кону ни одатда жадвал 
шаклида берилади.
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(X =  x£, Y =  у )  i — 1, 2, . . . , n\ j  =  1, 2, . . . , m ходисалар 
одр иккитаси биргаликда булмаган ^одисаларнинг тула гуру^ини j ô- 
сил ц?лгани учун

ъ - 1-
Икки улчовли дискрет тасодифий мивдорнинг та^симот 

ь;онунини билган ^олда уни ташкил этувчиларининг ^ар бири- 
нинг тадсимот цонунини топиш мумкин. ^ацицатан,

{X =  x t  Y - y J ,  ( X = x v Y =  у2), . . . , (X =  Xl; Y =  ym) 
^одисалар биргаликда булмаганлиги учун ^ушиш теоремасига кура 

P&i) =  Р (Х  = х 1) =  Р (Х  =  х{, Y =  y j  +
+  P (X  =  x1- ,Y =  y2) + . . . + P ( X = x 1; Y  =  ym).

р(х2), р(хз), • ■ • , Р(хп) эх;тимолликларни ^ам шунга ухшаш ^исоб- 
лаймиз.

Y ташкил этувчининг таксимот конуни хам шунга ухшаш 
топилади.

М и  со  л. Ушбу жадвал билан берилган икки улчовли {X, Y) 
тасодифий миедорнинг X ташкил этувчисининг таксимот к;ону- 
нини топинг:

X
1 4- 7 8

0 0 ,10 0 ,0 5 0 ,10 0 ,1 5

— 1 0,07 0 ,  12 0 ,10 0 ,06

4 0 ,05 0 ,0 3 0 ,0 7 0 ,1 0

Ю^орида айтилганларга асосан X тасодифий мивдорнинг тац- 
симот цонуни бундай булади:

X.i 1 4 7 8

Pi 0 ,22 0 ,2 0 0 ,27 0 ,31

Текшириш: 0,22 +  0,20 +  0,27 +  0,31 =  1.
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38- §. Иккита тасодифий мивдор системасининг та^симот
функцияси

Т а ъ р  и ф. Икки улчовли (X, Y) тасодифий мик;дорнинг тац- 
симот функцияси деб, у ^ар бир (х, у) .сонлар жуфти учун X 
тасодифий мивдор х дан кичик кийматни ва бунда У тасодифий 
микдор у дан кичик кийматни дабул ^илиш з^тимоллигига 
айтилади, яъни

Е(х, у) =  Р ( Х < х ,  У с у )  (38.1)
Геометрик ну^таи назардан, F (х, у) функция ^ар бир (х, у) 

ну^та учун (X, Y) тасодифий мицдорнинг учи шу (х, у) ну^тада 
булган пастки чап квадрантга тушишини билдиради (142- шакл).

F (х, у) та^симот функциясининг асосий хоссаларини келти- 
рамиз.

1- х о с с а. О̂ LF (х, у,) ^ 1 .
Бу хосса F (х, у) функция ^ар бир (х, у) ну^та учун бирор 

э^тимолликни ифодалаши, э^тймоллик эса 0 ва 1 орасида були- 
шидан келиб чи^ади.

2 - х о с с а .  F( x , y )  функция аргументларнинг з а̂р бири буйи- 
ча камаймайдиган функция, яъни

Fix2, y ) ^ F ( x x, у), агар х2 > х 1 булса,
F(x, у2) >  F (х, уг), агар у2 >  ух булса.

Бу хосса геометрик нуцтаи назардан ж уда  аён. ^а^и^атан, х 
ортиши билан (квадрант чегарасининг унгга сурилиши билан) 
ёки у нинг ортиши билан (квадрант чегарасининг ю^орига сури­
лиши билан) (X, Y) тасодифий ну^танинг бундай квадрантга 
тушиш э^тимоллиги, яъни Р (Х < х ; Y < y)= F (x ,y )  эхдимоллик 
камаймайди.

3 -х  ос с а. Ушбу тенгликлар уринли:
F (— оо, у) =  О, F (х, — оо) = О, F{— оо, — оо) — 0.

Ха^и^атан ^ам, F {— оо, у) =  Р(Х  <  — оо, Y <  у) — 0, чунки 
(X  <  —оо) му.мкин булмаган ходиса булганлиги сабабли (X <  — оо, 
Y <  у) ^одиса ^ам мумкин булмаган ^одиса.

Долган икки тенглик ^ам шунга ухшаш исботланади.
4- х о с с а. Ушбу тенглик уринли:

F(-f- оо; +  оо) = 1.

Ха^икатан, (X <  +  оо, У <  +  оо) му 
к;аррар ходиса, шунинг учун

£ ( + оо; -)- оо) =  Р(Х  <  +  оо;
У <  +  оо) =  1.

5 -х о с с а .  Ушбу тенгликлар уринли:
F (х; +  оо) =  Fx(х), F ( +  оо; у) =  F , (у),

б у  ерда Fi (х) икки улчовли тасодифий

У

( х ,  у )

ts X

142- шакл.
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143- шакл.

мшуюр X ташкил этувчисининг та^- 
симот функцияси, F2(у) эса Y ташкил 
этувчисининг та^симот функцияси.

Х,акикатан хам, Y <  +  оо мукаррар 
ходиса. Шунинг учун

F(x, +. со) =  Р(Х  <  х; F  <  +  оо) =
=  P ( X < x )  =  F1(x).

Ю^оридаги тенгликларнинг иккин- 
чиси >̂ ам шунга ухшаш исботланади.

6 - х о с с а .  (X, Y) тасодифий ми^- 
дорнинг х= а , х=Ь, у —с, y — d турри 
чизиклар билан чегараланган турри 

туртбурчакка (143-шакл) тушиш эхтимоллиги

Р ( а < Х < Ь ; с < Y  <  d) — F (b, d) — F(a, d )~
— F(b, c )-r  F (a, с) (38.2)

формула ор^али х.исобланиши мумкин. '

39- §. Икки улчовли  узлуксиз тасодифий мивдорнинг
таксимот зичлиги

Тацсимот функцияси F(x, у) булган (X, Y) икки улчовли 
узлуксиз тасодифий миадорни царайлик.

Т а ъ р и ф. Ушбу

тенглик билан ани^ланадиган f(x, у) функция икки улчовли узлук­
сиз (X, F) тасодифий мивдор биргаликдаги та^симотининг зичлиги 
ёки (А, Y) система та^симотининг зичшк функцияси деб аталади.

Бунда F(x, у) функция иккинчи тартибли аралаш F"xy{x, у) ^оси- 
лага эга ва бу ^осила бутун Оху текисликда, чекли сондаги эгри 
чнзикдарни истисно этганда, узлуксиз деб фараз килинади.

Лагранж теоремасидан фойдаланиб, 
f  ( . .  _  j im  F j x + A x ,  y  +  Ay) — F(x, y +  A i / ) - F ( x +  A x, y ) +F ( x ,  y)

Ax->o AxAy  
Ay->0

эканини исботлаш ^ийин эмас. Шунинг учун (38.2) га асосан

f  (х, у) =  lim y<Y. <J±±y± . (39.1)
А х ^ -0  А х - А  у
Ау-> О

Шундай ^илиб, f(x , у) функция хар бир (х , у) нук;тада сон
жи^атидан (X, Y) тасодифий нуктанинг элементар турри турт­
бурчакка тушиш э^тимоллигининг унинг юзига нисбатини бу
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А

турри туртбурчак (х, у) нуктага 
тортидгандаги лимитига тенг (144- 
шакл).

(39.1) формуладан ^уйидагини хо- 
сил киламиз: (X, Y) тасодифий ну^та- у 
нинг учи (х, у) нуктада ва томонла- 
ри Ах, А у булган элементар турри 1 
•¡уптбурчакка тушиш эхтимоллиги ¡ 
бундам ёзилиши мумкин:
Р ( х <  X  <х-\- Ах; у < Y  <  у  А у)  =  144- шакл.

=  (/(х, у) +  е) Ах- А у, (39.2) X
бу ер да А х ->• О1 ва А у -> 0 да 8 ->■ 0.

Шунинг учун (X , Y) нуХтанинг Оху текисликдаги бирор D colara 
тушиш эхтимоллиги ушбу тенглик билан ифодаланади:

Р ((X, Y) G D) =  f [ f  (х, у) áxdy. (39.3)
D

(38.2) формуладан фойдаланиб ва F(x, у) функция бир 
(х, у)  нуктада (X, Y) тасодифий ну^танинг учи (х, у) нуктада 
булган пастки чап квадрантга тушиш э^тимоллигини беришини 
хисобга олиб, F(x, у) таксимот функциясини (f(x, у) таксимот 
зичлиги ор^али бундай ифодалашимиз мумкин:

F(x, у) =  Т j  f(u, v) dudv. (39.4)
—со —со

Энди иккита тасодифий мивдор системаси таксимот зичли- 
гининг асосий хоссаларини келтирамиз.

1 - х о с с а .  Таксимот зичлиги манфиймас функция, яъни
f(x, у ) >  0.

Бу (39.2) формуладан айнан куриниб турибди, чунки Ах>0, 
А у> 0, е->0, тенгликнинг чап томони эса манфиймас.

2 - х о с с . а .  Таксимот зичлигидан олинган икки каррали ин,- 
теграл бирга тенг:

-j-OO -j-OO ' ■
Í” \ f(x, y jd xd y  =  1.

"-—ОО —оо

Хрщщпан, (39.4) формулага асосан, ^уйидагига эгамиз:
—СО —1“ оо

j  j f(x, у) dxdy =  F (-fo o ;  + о ° )  =  1-
— со  — оо

Мис ол .  х2 +  у2 <  4 доирада таксимот зичлиги f(x, у) =  С (2 —
— Ух'2 +  у2 ) формула билан берилган; доирадан таш^арида f (х, у) =  
=  0. а) С узгармасни тонинг; б) {X, Y) тасодифий ну^танинг марка- 
зи координаталар бошида булган радиуси бирга тенг дойра ичига 
тушиш э^тимоллигини топинг.

Е ч и ш. а) Таксимот зичлигининг иккинчи хоссасидан фойдаланамиз:
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j  j C ( 2  — Vx* +  y* )dxdy =  1.
л:2+ д а<4

Бундан

j j  (2 — -/x* +  y 2) dx dy 
х 2+г/'2<4

Kj t 6  координаталарга утиб, ^уйидагини ^огил к;иламиз:

1 J_
8 я2я 2

]' d ф J  (2 — р) р d р

Шуидай ^илиб,

- ( 2 - У х * + У 2 ), х2 + у 2 <  4,- 
£(*, г/) =  Г я *2 +  у2 >4 .

: . б) Тасодифий ну^танкнг айтилган доирага (D со^а) тушиш э^ти- 
моллигини (38.3) формула буйича топамиз:

Р  ((X, У) е D) =  ~  | (2 — V-xz +  If )dx dy.
*2+4i2<l

Кутб координаталарга утиб, изланаётган эхтимолликни топамиз:
2Я  1

Р =  —
8 к j  d ф j" (2 — p) pdp =  -̂ -

(X, У) системанинг таксимот зичлигини билган х;олда ташкил этув- 
чиларнинг таксимот зичлигини топиш мумкин, чунончи:

-J-00  -fo o

/i(х) =  j  f{x, y)dy, /2(у) =  fix, y)dx,
— сю *•—со

бу ерда /X(x)— тасодифий X микдорнинг таксимот зичлиги, f2 (у) эса 
тасодифий У микдорнинг таксимот зичлиги.

Куйидагига эгамиз:
X +°°

F1(x) =  F(x, +  оо) =  j  j  f(u, v)dudv,
— со —оо

бундан

f i i x)=F[ ix)  =   ̂ fix, v)dv.
—оо

Иккинчи тенглик хам шунга ухшаш топилади.
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1. Тасодифий мшу;орлар системаси таърифини айтиб беринг. Мисоллар 
келтиринг.

2. Икки улчовли дискрет тасодифий микдорнинг тацсимот ^онунини ёзинг. 
Ташкил этувчиларнинг та^симот ^онунлари ^андай ёзилади?

3. Икки улчовли тасодифий микдорнинг тацсимот функцияси таърифини 
айтинг. У геометрик ну^таи назардан нимани англатади?

4. Та^симот функдиясининг асосий хоссаларини айтиб беринг. Уларни ис- 
ботланг.

5. Икки улчовли узлуксиз тасодифий микдорнинг таксимот зичлиги к;ан- 
дай таърифланади?

6. Икки улчовли узлуксиз тасодифий микдорнинг берилган соз^ага тушиш 
э^тимоллигини ^исоблаш формуласини ёзинг.

7. Таксимот функцияси зичлик функцияси ор^али цандай ифодаланади?
8. Икки улчовли тасодифий мивдор таксимот зичлигининг асосий хосса­

ларини айтиб беринг.
9. Икки улчовли узлуксиз тасодифий мивдор ташкил этувчиларидан ^ар 

бирининг зичлик тацсимоти цандай ашщланади?
10. 14.378— 14.382, 14.389— 14.399, 14.404— 14.413-масалаларни ечинг.

40- §. Икки улчовли тасодифий миадор ташкил этувчиларининг 
шартли таксимотлари

а) (X , У) таксимот цонуни маълум булган икки улчовли дискрет 

тасодифий миедор булсин:

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

Айтайлик, синов натижасида X  тасодифий миадор хг- ^ийматни 

^абул ^илган булсин; бунда У тасодифий миадор узининг мумкин 

булган у у 2, . . .  , ут едйматларидан исталган бирини бирор э^ти- 

моллик билан ^абул ^илиши мумкин. Бу э^гимоллик, умуман айт- 

ганда, р(у) =  Р {У =  У )  (бунда / =  1, 2, . . . , т) э^тимолликдан 

фар^ ^илади.
Купайтириш теоремасига кура:

Р (*г> У) =  Р{Х*= Ч  у  =  У/) =  Р ( Х =  •*«•) Р(У  =  у~! | X  =  хг) =

=  р  Р (У г I А'/),

бунда р (хг-, у.) —  шу X  =  хг- ва У =  г/г хрдисаларнинг биргаликда 

руй бериш эхлимоллиги, р (у ^ )  эса У  =  уг ^одксанинг X  =  х{ хо- 

диса кузатилгандаги шартли э^тимоллиги. Бу формуладан ^уйидаги- 

ни ^осил ^иламиз:
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P(yMi) =
P.(*t , y i) 

P(xt )J

Ушбу

У г/i Уг У т.

PíXlX ̂ X i ) Р (yi\x¡) Р (Уг\х1 ) Р (Ут\х1 )

Жадвал Y ташкил этувчининг X  =  x¿ даги шартли таксимоти 

деб аталади.

Шартли э^тимолликлар йигиндиси бирга тенглигини айтиб утамиз:

, , , , , . . , , , , , р(4, Vi) , Р(Ч  , Уг) ,
Р {Ух\*д +  Р {y¿x¡) +  . . .  + р  (yjx¿) =  —7—  +

р (ч )

P (*i . Ут) P (XI )

P (xi )

Р (Xi ) P (Xi )

Шунга ухшаш, X  миадорнинг тайинланган У =  y¡ (j =  1, 2, . 

^ийматдаги шартли та^симот ^онунларини к;арашимиз мумкин:

Р (Xi , у i )

; т)

p{xi\y)-
Р (у ; )

1-мисол. Икки улчовли (X, Y) тасоДифий мивдор берилган:

I 4 7 8

0 0 ,1 0 0,05 0 , 1 0 0,15

— 1 0,07 0 ,1 2 0 , 1 0 0,06

4 0,05 0,03 0,07 0 , 10

X  ташкил этувчининг Y ташкил этувчи Y =  4 киймат ^абул килди 
деган шартдаги шартли такримот ^онунини топинг.

Е ч и ш. р(у3) =  р {хъ у3) +  p (х2, у3) +  p (х3, у3) +  р (х4, у3) =
=  0,05 +  0,03 +  0,07 +  0,10 =  0,25.

P(Xi\y3) 

Р(х2\у3) 

Р [х3\Уз)

р(Уз) 10,25

_ р(х2, Уз) 0,03

Р (Уз) 0,25

р(х3, Уз) 0,07

Р(Уз) 0,25

_  Р(Х 4, Уз) _  0,10

0,20 ,

0 , 12,

: 0,28,.

* •’ Р(Уз) 0,25 

Т ек ш и ри ш : 0,20 +  0,12 +  0,28 +  0,40 =  1.



Ж а в о б и .

X 1 1 4 j 7 j 8

II><О
, 0,20 0,12 0,28 0,40

б) (X , У) икки улчовли узлуксиз тасодифий мивдор булсин. Ушбу 

f(x/y) =  lim f  <*.< *  < £ x A ^ L iL <  L < £ ±  è  У±
Длг-»0 А X
Aÿ-»0

формула билан аникланадиган f (xjí/) функцияни X  ташкил этувчи- 

нинг берилган Y =  у кийматдаги шартли зичлиги деб аталади. Унинг 

суратида X  тасодифий мивдорнинг Y мивдор ] у, г/ +  А г/ [ ораливдан 

^иймат ^абул ^илди деган шартда ] х, х +  Д х [ оралиеда ^иймат rça- 
бул ^илиш э^тимоллиги турибди.

Купайтириш теоремасига асосан:

f{x\y) =  lim P S * < x < x + b x\y<Y< y ±by) =
' ' дж-^о А X

hy-*0

=  ¡;!П P ( x ç X  С х +  Ах\ у < Y  с  у -г А у) =

Дх~>0 А х-Р {у С  Y  <  у - j- А у)
Д(/->0

=  |jm  Р ( х < Х < х +  А х; у <  У  <  уАг А у) _ __________ 1___________  _ _  f(x , у)

àx->o А х  & у P ( y < Y < y +  Ay) fa (у) 
Д^>0 ------------ ------------------ -

Щундай, ̂ илиб

/ (% )  =  /-~г7 - (40.1)
f i  (у)

Шунга ухшаш,

f(y\x) =  T 7Т  (40.2)
fi (*)

ни хрсил ^иламиз. Бу икки формуладан

fix, у) =  h(y) f (х\у),

fix, У) =  fx(x)fiy\x) (40.3)

муносабатларни хрсил ^иламиз.

Шартли зичлик шартсиз та^симот зичлигининг барча хос- 
саларига эга, хусусан,

-f-oo

fix\y)> 0 , j  f(x\y) dx =  1;
—00 

4-00
f{y\x) >  0, Г f {у\х) dy — \ .

__oo

Бу хоссаларнинг туррилигини текшириб куришни у^увчига тав- 
сия ^иламиз.



41- §. Б о р л щ  ва богли^мас тасодифий мицдорлар

Тасодифий мивдорларнинг борлшушк ва борли^маслик ту- 
шунчалари э^тимоллик назариясининг энг му^им тушунчалари- 

дан биридир.
Узлуксиз тасодифий микдорлар учун У нинг X га борли^- 

маслик шарти исталган у да

№ • ) -  / Ш  (41.1)

куринишда ёзилиши мумкин. Агарда У тасодифий мивдор X 
тасодифий мивдорга боглик; булса, у хрлда

!(у\х)Фк(у).

Тасодифий ■ ми^дорнинг боглицлиги ёки борлицмаслиги доимо 
узаролигини, яъни агар У микдор X га боглик булмаса, у ^олда 

X микдор У микдорга борлйкмаслигини (40.3) формулалардан 

фойдаланиб курсатамиз.
Хакикатан, У микдор X га боглик булмасин. У ^олда (41.1) 

тенглик уринли. Иккинчи томондан, (40.3) формулаларга асо- 

саи

1г{у)!\х\У)т:!Лх)!{у\х), 

буидаи, (41.1) ни эътиборга олсак,

ана шуни исботлаш талаб ^илинган эди.

Тасодифий микдорлар борлицмаслигининг содда аломатини 
келтирамиз, у ушбу теорема шаклида ифодаланади.

Т е о р е м а .  X ва У тасодифий мьщдорлар боглщмас булиши 
учун (X, У) системанинг тацсимот зичлиги таилкил этувчи тасо­
дифий мицдорлар зичликларининг купайтмасига тенг булиши 
зарур ва етарлидир:

Пх, У )=}Л х)-Ш -  (41.2)

И с б о т и . З а р у р л и г и . X  ва У  борли^мас тасодифий микдор­
лар булсин. У  халда

!(х, у) =  /, (х) ■¡(у\х) =  ¡х (х) ■ /2 {у).

Е т а р  ли лиги f(x, у) =  /х (х) /г (у) булсин. У х°АДа (40.1) ва
(40.2) тенгликлардан фойдаланиб куйидагини хосил ^иламиз:

к  {х) '■= ^  =  / (Х\у): п  (у) =  =  / (У\х).
¡2 {У) Ь М

Теорема исбот цилинди.
Н  а т и ж  а. Агар / (х, у) та^симот .зичлигини бири ф а^ат  

х га борли^, иккинчиси эса фа^ат у га борли^ иккита функция- 
нинг куиайтмаси куринишида ифодалаш мумкин булса, . у долда 

X ва У тасодифий микдорлар богликмасдир.

И сб о т и . / {х, у) =  а(х) ■ Р (у) булсин. У  ^олда
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+ G0 +00 -f-oo + CO

f  ( fix, y)dxdy =  f [ a(x)$(y)dxdy'=
— со — со 

-fee -f 00
=  ‘ a  (x) dx■ \ ß (y) dy -= 1;

+° —j— cO +«

f i  ix) =  \ f ix< y )dy-   ̂ a  ix) ß {у) dy =  a  (x) Г ß (y) dy,
— 00 

+ 00 +« + 00

fa (У) =  I” f <A */) rf* =  j  «  (л-) ß (г/) dx =  ß (г/) j  a  {x) dx.
--00 --  00 --СО

+ 00 +C0
Бундан /х (x) • / 2 (у) =  а  (*) Ij ß (г/) «¿г/ • ß (у) a (x) dx =

— со — со

+ 0 0  “Ь  00

~  а ix) 'ß iy) \ а  ix)dx-\ $(y)dy =  a(x)-ß(y) =  f {x, у).

oo .—oo

Шундай едлиб, биз f(x, у) =  f1ix) ■ f2(í/) ни хосил ^илдик, бу 
эса X  ва Y тасодифий мивдорларнинг борли^маслигини англатади, 
ана шуни исботлаш керак эди.

2-ми с о л. Икки ÿлчoвли (X, Y) тасодифий микдор ушбу

/ (х, у) = --------- !— — ——■
л « (1  +  л ;2+  у*+  Х*у2)

та^симот зичлиги билан берилган. X ва У тасодифий мивдор- 

ларнинг богли^ ёки борли^маслигини аник;ланг.
Е ч и ш. Бу та^симот зичлигини ушбу ку-иайтма куринишида 

ифодалаш мумкии:

fix, У) =  , ’ ■ • .. /  =  hix)-ftiy).
Я (1 + *2) я (1 + г/2)

У ^олда натижага асосан X ва У миедорлар борли^мас.

3-м и с о л. Икки улчовли дискрет (X, Y) тасодифий микдор 
берилган:

У
2 4 ( 5 

1

1 0,03 0,07 0,10

3 0,20 0,10 0,50

X ва У тасодифий мшуюрларнинг борлицмаслигини KÿpcaTnnr.

Е ч и ш . Х = 2, Х =  4, Х  =  5 ^одисаларнинг э^тимолликларини 

топамиз:

Р (X =  2; X  =  1) .
P(X =  2\Y =  ]) =

Р(У  — 1)

_______ 0Д)3_______

0 ,03+ 0 ,07  +  0,10
0,15,
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Р ( Г = 1 )  0 ,0 3 +  0 ,0 7 +  0,10

Олинган натижаларни ушбу жадвалга ёзамиз:

X | 2 4 5

Р ( Х  =  Х1) 0,23 0,17 0,60

Р ( Х  =  х£ | У = 1 ) 0,15 0,35 0,50

Жадвалдан куриниб турибдики, Р (Х  — х{) Ф  Р{Х = х £ | У  =  1).

Бу эса X ва У  тасодифий мщ дорлар борли^ деб хулоса чи^а- 

риш учун етарлидир.

42- §. Корреляция моменти ва корреляция коэффициента

Т а ъ р и ф .  X  ва У тасодифий мивдорларнинг корреляция 
моменти (ёки ковариацияси) деб, ^уйидаги соига айтилади;

Кху =  М ( (Х - т х) ( У - т у)). (42.1)

Дискрет X  ва У  тасодифий мивдорлар учун бу формула уш­

бу куринишни олади:

Ку  =  2  (Х1 ~  т х) (У/ -  ту) Рц- 
1> У

X  ва У  узлуксиз тасодифий микдорлар учун формула бундай 
+00 +00

булади: Кху=  | [ (х — т х)(у — т у)!(х, у) йх йу.

' 00 со

Корреляция моменти ифодаси математик кутилиш хоссаларв 

асосида бундай алмаштирилиши мумкин:

М  ((X —  т х) (У  —  т у)) =  М {X • У  —  т х ■ У  —  т у X  +  т х • т у) = .

=  М  (ХУ) —  М  (т хУ) -  М (туХ) +■ М (тх ■ т у) =  М  (X  • У) —

—  (У) —  ту ■ М (X) +  тхт у =  М  (ХУ) —  М „(X) АГ (У) —  .

—  М  (У) • М  (X) +  /И (X) • М  (У) =  /И (ХУ) — М (X) М  (У).

Шундай килиб,

=  М  (ХУ) —  М (X) • М  (У). (42.2)

К нинг маъноси ва вазифасини ойдинлаштирамиз. Кху кор­
реляция моменти X ва У тасодифий микдорлар орасидаги богла- 

нишни/гавсифлашини курсатамиз. Ш у ма^садда ушбу теореманв 

исботлаймиз.



Т е о р е м а .  Боглщм'ас тасодифий мицдорлар учун корреля­
ция мо мент и нолга тенг.

И с б о т  и. Борли^мас тасодифий ми^дорлар учун M(XY) — 

=M (X ).M (Y ) .эканлигини хис°бга оладиган булсак, теорема- 

нинг исботи (42.2) формуладан дархол келиб чихади.
Кху ми^дор X ва Y микдорларни ифодалайдиган улчов 

бирликларига боглих, шу сабабли унинг ^зи богланиш курсат- 
кйчи була олмайди. Ш у муносабат билан корреляция моменти- 

нинг бу михдорлар уртача квадратик четланишлари купайтма- 

сига нисбатидан иборат булган улчамсиз ми^дордан фойдала- 

нилади:

гху =  ■ (42.3)
• °у

Бу нисбат корреляция коэффициенти деб аталади.
Корреляция коэффициенти абсолют ^иймати буйича бирдан 

ортиь; булмаслигини, яъни

- 1 < г ад<:1 (42.4)

ни исботсиз келтирамиз.
Корреляция коэффициенти таърифидан ва олдинги теоре- 

мадан ушбу теорема келиб чихади.
Т е о р е м а .  Агар X ва У тасодифий михдорлар борлицмас 

булса, у ^олда уларнинг корреляция коэффициенти нолга тенг.
Бирох бунга тескари хулоса хилиш мумкин эмаслигини айтиб 

^тамиз: михдорлар хатто функционал богланган булса хам, 
лекин уларнинг корреляция коэффициенти нолга тенг булиши 

мумкин. Масалан, X  михдор тахсимоти ординаталар ;ухига нис' 
батан симметрии жойлашган булсин, демак, М (Х) =  0. Сунгра 
У =Х 2 булсин. У холда X нинг симметриклигига асосан,

М (УХ) =  М (X3) =  0 =  М  (X) • М (Y)

ва, демак, У михдор X  нинг функцияси булишига харамасдан, 

^ху =  0 Хамда гху =  0.
Т а ъ р и ф. Корреляция момента (ва, демак, корреляция 

коэффициенти хам) нолга тенг тасодифий михдорлар корреля- 
цияланмаган михдорлар деб аталади.

Cj/нгги теоремадан куринадики, тасодифий михдорларнинг 

борлихмаслигидан уларнинг корреляцияланмаганлиги келиб 
чихади, ундан кейин келтирилган мисолдан эса тескари тасдих-. 
нинг, умуман айтганда, турри эмаслиги келиб чихади.

Пировардида яна бир теоремани келтирамиз, у тасодифий 

михдорлар орасидаги борланишни тавсифлашда корреляция 

коэффициентининг ахамиятини яна хам батафсил ойдинлаш- 

тириб беради.

Т е о р е м а . Агар Y тасодифий мщдор X  тасодифий мщдорнинг 
чизикли функцияси, яъни Y ~  аХ-\-Ъ булса, у холда, агар а >  О 
булса, rxy— 1, агарда а <  0 б$лса, у холда гху =  —  1 булади.
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И с б о т и. Куйидаги га эгамиз: Кху =  М {{X — тх) (У —  т 1)) ■■ 

=  М ((X — тх) (аХ + Ь — атх —  Ь)) =  аМ ((X —  тх)2) =  аО(Х)\ "

£  (К) =  О (аХ +  Ь) =  о? I) (X) =  а2 а2; =  \а\ • ах.

Бу натижаларни (42.3) формулага ^уйиб, куйидагини оламиз:

1. Икки улчовли дискрет тасодифий ми^дор ташкил этувчиларининг шпр1

ли тацсимотлари 1̂ андай топилади? Мисол келтиринг.
2. Икки ^лчовли узлуксиз тасодифий ми^дор ташкил этувчиларшшш 

шартли та^симотлари ^андай топилади?

3. 1\андай тасодифий ми^дорлар богли^, ^андай тасодифий миедорлйр 
богли^мас деб аталади?

4. Узлуксиз тасодифий мицдорлар борли^маслигининг зарурий ва етарлн 
лик шартини ва ундан келиб чи^адиган натижани айтиб беринг.

5. Корреляция момента таърифини айтиб беринг. Корреляция коэффппи 
енти деб нимага айтилади?

6. Боглицмас тасодифий ми^дорлар учун корреляция коэффициента ми 
мага тенг?

7. Корреляция коэффициента ^айси чегараларда узгариши мумкинлигиии 
к^рсатинг. Чизшуш борли^ тасодифий мивдорлар учун корреляция коэффн 
циенти нимага тенг?

8. Кандай тасодифий мшудерлар корреляцияланмаган деб аталади? Тя 
содифий мшушрларнинг корреляцияланмаганлиги билан борли^маслиги ораеи 
да ^андай богланиш борлигини курсатинг.

9. 14.389— 14.403, 14.416— 14.422-масалаларни ечинг.

43-§. Марков занжирлари. Утиш э^тимолликлари

26-§ да боглщ мас синовлар кетма-кетлиги, хусусан Берну.и 

ли схемаси ва полиномиал схема ^аралган эди.
Энди богли^ синовлар кетма-кетликлари билан танишамил,
Ег, Е2, . . .  , Ек, . . . идишлар туплами берилган ва )^ар бир идшн 

га Еъ Е2, . . . , Ек, . . . белгили шарлар солинган булсин. /-идиш- 

дан Ек белгили шарни олиш э^тимоллиги р!к булсин.

Биринчи синовда битта идиш танланади. Е-ь идишни танланиш чх, 

тимоллиги Р1 га тенг. Биринчи танланган идишдан шар тасодифий 

олинади, агар бу шар Е. белгили булса, у ^олда кейнНги шар 

идишдан олинади ва ^оказо.

Равшанки, (Е^ Е^ . . . Ек ) идишлар кетма- кетлигининг паидо

булиш эхтимоллиги

Бу идиш моделини умумлаштирамиз. Синовнинг мумкин булган ни 

тижалари туплами Е1У Е2, . . . , Ек, . . . ни к,арайлик. Синов бошндм

а 1, а >  0 да, 

а с  0 да.

У  з-^з и ни  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
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I . . . , Ek, . . . натижаларнинг э^тимолликлари мос равишда p lr 

J|l , pk, • • • булсин.

I .1 i. p и ф. Бир жинсли Марков занжири деб, ^ар  бир нав­
и т  маги синовнинг натижаси факат ундан олдинги синовнинг 

■нп.кпсигагина богли^ булган синовлар кетма-кетлигига айти- 
ÿlllllll

Шуидай ^илиб, хар бир синовлар жуфти (E¿, Е к) га pik шартли 

■чимпллнк мос келади, яъни бирор синовда E k натижанинг олдин- 

|i> i шюпда Е ( натижа pÿfl берди деган шартда pÿfl беришининг шарт- 

Ли -.шмоллиги pik га тенг.

У \олда иккита, учта, туртта ва ^оказо синовлар мос нати- 

кстма-кетликларининг э^тимолликлари ушбу формулалар 
||1 ми берилади:

р {(Е Р Ek)) =  PiPik’

Р  {(Е{, Е р E k)} =  pt pt¡ p¡k, (43.2)

P  {(Ei, ' E }, E k, E r)} = Pi Pij p.k pkr,

E ii' ’ 1 ’ =  ph phii ‘ ' ‘ Pin—\,in ’

I M и с о л. Тасодифий ^ч и ш л ар . Тутри чизиеда иккала то- 
Мши а чсксиз давом этадигаи бутун ну^талар кетма-кетли- 
|н ,, 2, 1, 0, 1 ,2 ,... да кучишни ^арайлик. Бир к;адамда зарра 

*|чи, гг |^ушни бутун ну^тага ку'чиши мумкин бÿлcин. Бундай

и.....1,ифий кучиш М арков занжири бÿлaди, шу билан бирга

и 1.1 /.' ф  i  +  1 булса, pik =  0 .

\ы[) Еи. Е 2, , E k, . ... натижалар туплами Tÿfla гуру^ ^осил

Ц..... i, у ^олда биринчи синовда Е к нинг pÿfl бериш эхтимоллиги

унту и шртни ^аноатлантиради:

^  pk =  1, pk > 0  барча k лар учун. (43.3)
k

Агар бирор синовда E¿ натижа руй берган булса, у долда кейин-

...... .. Е ъ Е 2, . . . натижаларнинг исталган бири pÿfl бериши

i\ п ин, демак, p ix + Pi2 Jr . . .  + Pik +  . . . =  1, Pik>  0 , исталган

I Mil

Мумкшт булган E k натижалар одатда системанинг мумкин бу-лган 

у. i ai лари деб аталади. Агар n-синов натижасида E k руй берган бÿл- 

III. \ у>лда я-кадам E k ^олатга келтирди деб айтилади, p ik ̂э^тимол- 

HIK /■’. дан Ek га ÿram эхтимоллиги дейилади.

Ib i ал гам натижалар кетма- кетлигининг э^тимоллигини (43.2) фор­

мула пуппча ,^исоблаш учун э^тимолликларнинг бошлангич та^симоти 
fii lapiui на Е. з^олатдан E k хрлатга ÿraui э^тимолликлари pjk ларни 

пи пни лозим.
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р/к э^тимолликлар утиш эхтимолликлари деб аталади ва ушбу 

утиш эхтимолликлари матрицасини хосил килади:

Утиш эхтимолликлари матридаси квадрат матрицадир. Бу 
матрицанинг элементлари манфиймас хамда ^ ар ¿ ир сатрдаги 

элементлар йигиндиси (43.3) шартга асосан 1 га тенг.

Элементлари бу шартларни ^аноатлантирадиган матрица 

стохастик матрица деб аталади. Истаган стохастик матрица 
^тиш матрицаси булиб хизмат ^илиши мумкин.

2 - м и с о л . Система иккита холат: Ех ва Е2 дан ф а^ат  бит- 
тасини олиши мумкин булсин. Е { холатдан Е2 холатга утиш 

эхтимоллиги р га тенг, Е2 холатдан эса £1 холатга ;утиш эхти- 
моллиги д га тенг, у  холда утиш эхтимолликлари матрицаси

куринишда булади, чунки хар бир сатрдаги элементлар йигин- 
диси 1 га тенг булиши керак.

М азкур схема ушбу тасодифий кучишлар модели орцали 
амалга оширилиши Мумкин.

З а р р а  бирор тугри чизих буйлаб узгармас тезлик билан ха - 

ракатланади, бирох хаРакат йуналиши тусатдан узгариши мум­
кин, шу билан бирга агар зарра  унгга томон хаРакатланаётгаи 

булса, у холда хаРакат йуналишининг узгариш эхтимоллиги 

вахтнинг хаР бир моментида узгармас ва р га тенг. Агар зарра  

чапга томон хаРакатланаётган булса, у холда харакат йунали­
шининг узгариш эхтимоллиги вахтнинг хаР бир моментида # га 

тенг. Ш унга мувофих, харакат йуналишининг сахланиш эхти­
молликлари унг томон хаРакатда 1—  р га, чапга томон хаРакат- 
да эса 1— г/ га тенг.

3-мисол . Ютилишли тасодифий кучиш. £ 0, Е{, . . .  , Ек, . . . 

системанинг барча мумкин булган х°латлари булсин. £ 0 ва Еы х0_ 

латлардан ташкари исталган £ г х°латдан ё £ г+1 холатга р эхтимол- 

лик билан, ёки £ 1-_1 холатга 1 — р =  Ц эхтимоллик билан утиш 

мумкин.

Агар к ф 1  ± 1 булса, система Е-1 холатдан Ек холатга уга ол' 

майди.

Агар система £ 0 ёки Еы холатга тушган булса, у доимо узгар- 

май холади.

Бу холда утиш эхтимолликлари матрицаси хуйидагича булади:

(43.4)
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Бундай схема зарранниг [О, N] кесманинг ну^талари буйича 

кучиш модели орцали амалга оширнлади, бунда зарра  исталган 
ички нуктадан битта ^адамда факат душни нуцталарга кучиши 
мумкин, кесманинг охирларида эса зарранинг ютилиши юз бе- 
ради. Агар зарранинг харакати берилган k £ [О, N] ну^тада 

бошланса, у ^олда бошлангич эхтимоллик та^симоти ушбу кури- 
нишда булади:

P k= '[’ Pi;4= 0 , y f k .

Агар бошлангич холат тасодифий танланса, у холда бошлангич 

эхтимоллик та^симоти рк =  — ■—- формула билан бериЛади.

44-§. Лимит эхтимолликлар хакидаги теорема.

Стационар холатлар

Рц эхтимолликлар системанинг битта кадамда £ г- холатдан E-t хо- 

латга утиш эхтимоллигини белгилайди. Сиетеманинг 2?£- холатдан 

Ej холатга роса п та ^адамда утиш эхтимоллигини p{f> оркали бел- 

гилаймиз. У  холда ptff эхтимоллик системанинг бошлангич , холати 

E-l б^/лган шартида д-цадамда Е. холатга тунншининг шартли э?̂ - 

тимолидир.

Эхтимолликлар ни хушиш теорэмасига асосан р>Ц} эхтимоллик Е £ 

дан Ej га олиб борадиган барча п та цадамли йуллар эхтимоллик- 

лари йигиндисига тенг. Чунончи

Р1#  =  Pip

Р?/ =  Ра Pij +  Pi2 % + . . . +  Pik pk;+ . . .  + pin pn, =
N

=  2  PikPur

Математик индукция усули буйича ушбу умумий фзрмулани исбот 
^илиш мумкин:

'Z  Pik ft/- (44.1)
[*=i

Ана шу математик индукция усулидан яна бир марта фойдаланиб,



^ + т )= 2 ^ М ' ?  (44.2)
6=1

эканлигини исботлаш Мумкин. Бу тенгликни бундай тал^ин этиш 

мумкин: агар система, биринчи п та дадамдан сунг орали^ Ек з̂ олат- 

га эришган булса, у з^олда Ек з^олатдан кейинги Е/ з^олатга утиш 

эхтимоллиги Ек з^олатга ^андай эришилганлигига борли^ эмас.

Ушбу матрица хам стохастик матрица булади:

/  Щ  . . . р[% \

Р(п) =  \ . . . . . . . .  (44.3)

\ Рх1 РЁ  • • •  Р%  )

;{44.1), (44.2) ва (44.3) тенгликларни матрица шаклида ёзиб, ^уйида- 
гини оламиз:

Р(1) =  Р,
Р (2) =  Р-Р =  Р2

Р(п +  1) =  Р-Рп— Рп+\

Р(п +  т) =  РтРп =  Рп+т.

Р(п) =  Рп. (44.4)

1-те о р е м  а. Агар бирор п0 дан бошлаб Р п° матрицанинг 

на р\ 

мавжуд:

Шундай ^илйб,

барча р^°] элементлари мусбат булса, у %оада ушбу лимитлар

¿ Г * ’ (44.5)

(44.5) сонлар лимит эщимолликлар деб аталади.

2-т е о р е м а . ик лимит эцтимолликлар ушбу тенгламалар 

хистемасини цаноатлантиради;

N -

2 а = ! -
к= 1

N ____

*■=  (44-6)
■ 1=1

р )  Э сл ат м а . (44.6) тенгламалар матрица шаклида ушбу куриниш- 
та эга:

V =  и-Р, бу ерда и =  (и{, и2, . . . , и„), (44 .7)

Т аъ риф . ии и2, . . . , им э^тимолликлар та^симоти стационар 

тацсимот деб аталади.
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5-ми с о  л. ри . . . ,  рм бошланрич э^тимоллик та^симоти булсин,. 

яъни р[ —  нолинчи сиковда натижанинг э^тимоллиги. У  хрлда 

системанинг я-^адамда Ек долатга утишининг шартсиз эхтимоллиги 

тула э^тимоллик формуласига кура

■ N

<44-8>
¿=1

га тенг.

Жараён тайинланган Е{ хрлатдан бошланади деб дисоблаймиз, 

у ^олда Р1 =  1; рк — 0, & У  з^олда (44.8) формулага асосан 

РкП} =  Р{[к ■ п °РТИШИ билан бошланрич таксимотнинг таъсири сусайиб 

боришини сезиш мумкин. ^акдоатан дам, 1-теоремадаи ушбу лимит- 
ларнинг мавжудлиги келиб чикади:

}1т р ^  ■= 1\т р $  =  ик.
п-+ оо п~* оо

Бирор шартларда бошланрич такримотдан ^атъи назар Ек долатнинг 

эхтимоллиги ик га интилади.

Иккинчи томондан, агар бошланрич такримот стационар, яъни 

рк =  ик, £ =  1, N булса, у холда (44.8) дан

/4» =  ик ва р ^  =  ик

булиши келиб чикади.
Стационар жараённинг физик маъносини англаб олиш учун бир- 

хил турдаги тасодифий кучадиган N та заррачани тасаввур этайлик. 

я-^адамда [Ек долатда буладиган заррачалар уртача сони N ■ р ^  га 

тенг. Лимит теоремага кура я —>- оо да

N р(к] -> N ик.

Агар ва^тни дискрет ва 0,1,2, . . .  , п, . . . ^ийматларни кабул 

^илади деб дисобласак, у долда узок< ва^т утиши билан зарра- 

лар туплами мувозанат долатга келади, яъни хар бир алодида 
зарра  доимо кучиб турса-да ва бу якка тартибдаги жараён учун 

лимит теорема деч ^андай натижа бермаса-да, лекин дар бир 

дискрет ва^т моменти / да Ек долатларнинг дар бирида бул- 
ган зарралар сони амалда узгармас булади ва та^рибан Ыии 
га тенг.

6- м и с о л. Ютилишли тасодифий кучшпни ^араймиз. Утиш 

эдтимоллари матрицаси ушбу куринишда булади (3- мисол):

0 0 0 . . 0 0 °\
0 р 0 . . 0 0 0 \
<7 0 р . 0 0 0

О 0 0 .. • ч

. 
о

0 0 0 . . . 0 0 1 /
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Лимит теореманинг куллашпип: шарти //?.»> >  0 ни текшириш жуда 

цийин. Бирок бу.'царалаётган мисолда стационар эхтимолликларни 
топиш учун (44.6) тенгламаларни ошкор куринишда ёзиш мумкин. 
(44.7) формулага асосан £/ =  £/-Р, бу ерда Р — (44.9) матрица. 

Ушбу тенгламалар системасини хосил ^иламиз:

«1 =  их +  щиг, 

и.% —  с/ ■ и3,

%  =  риг +

иА' Р«д-_1 -)- Мдг,

N

2  Щ =  1. будганлиги учун бу система и  =  (щ, 0 , 0 , . . . ,  иы) ечим-

6=1 ; ■
га зга: щ ва %  лар и{ +  иы =  1 шартдан танланади. Шундай ^и- 

либ, ютилишли тасодифий кучиш албатта стационар долатга зга бу- 
лади.

Уз-Цзини текшириш учун саволлар

1. Бир жители М арков занжири таърифини айтиб беринг.
2. Утиш эз^тимолликлари матрицаси нимага тенг?
3. Бир жинсли М арков занжирига мисол келтиринг.

4. Стохастик матрица цандай анщланади?
5. Е I  холатдан п та цадамда Е /  з^олатга утиш шартли э^тимоллигини 

^исоблаш учун ф орм ул ам  келтиринг.

6. Лимит эхтимолликларнинг мавжудлиги ^ак;идаги теоремани айтиб бе­
ринг.

7. Кандай таксимот' стационар таксимот деб аталади?
8. Лимит эхтимолликларни хисоблаш ха^идаги теоремани айтиб беринг.
9. Бир жинсли М арков занжирининг бир. ^олатдан иккинчи з^олатга бир 

^адамда утиш э^тимолликлари матрицаси

/0 ,2  0 ,3  0 ,5\
Р =  0 ,3  0 ,2  0 ,5  

^0,5 0 , 3 '  0 ,2 '

булса, уни бир х.олатдан 2- з^олатга 4 ^адамда утиш эз^тимолликлари матрица- 

сини топинг.

45-§, Бош туплам. Танланма ва уни хосил ^илиш усуллари

Математик статистика —  статистик маълумотларни туплаш,' 
гурухларга ажратиш (агар улар жуда куп булса), уларни 

тадлил цили'щ уСулларини ишлаб чи^иш ва шулар асосида ху- 

лосалар чи^аришдан иборатдир. У  ёки бу ходисаларни (жа- 
раёнларни) математик статистика усуллари билан урганиш 

,фан ва техника илгари сурадиган жуда ку-п масалаларни хал 
этишда мухим омил булиб хизмат ^илади.
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Бирор аломатига кура текшириш лозим булган бир жинсли 
объектларнинг катта бир гурухини 1<;араймиз. Масалан, маъ- 

лум турдаги ма^сулот стандартликка текшириляпти. Равшанки,' 
назо.рат учун шу турдаги мадсулотнинг даммасини ёппасига 
текшириш куп долларда ма^садга мувофик; эмас, чунки тек­

шириш натижасида ма^сулот исроф булиши ёки яроксизлани- 
ши мумкин. Бошк;а бир мисол сифатида ахрлининг сони, улар- 

нинг ёши буйича таксимланиши, миллий таркиби тугрисида 

маълумотларни талаб килувчи ижтимоий-и^тисодий тадбир- 

ларни режалаштиришни олиш мумкин. Бу маълумотларни йигиш 
учун дар 10 йилда а^оли руйхатга олинади, яъни ялпи текши­
риш утказилади, колган ва^тларда эса зарур маълумотни 

йигиш учун танланма суровлар утказилади. . Текширишнииг. 

бундай усули танланма усул дейилади.
Текширилаётган аломат буйича урганиладиган барча объ- 

ектлар туплами бош туплам дейилади*. Бош тупламдаги объ- 
ектлар сони унинг %ажми дейилади. Бош тупламнинг хажми 

чекли ёки чексиз булиши мумкин.
Танланма туплам ёки танланма деб текшириш учун олин- 

ган объектлар тупламига айтилади. Танланмадаги объектлар 

сони унинг %ажми дейилади.
Агар танланма туплам бош тупламнинг деярли барча. хусу- 

сиятларини узида са^ласа, у долда бундай танланма репрезен- 
татив (ваколатли) танланма дейилади.

Катта сонлар в;онунидан танланма репрезентатив булиши 

учун у тасодифий булишлиги келиб чикади. Агар танланма 
репрезентатив булмаса, у долда танланма устида чи^арилган 

хулосани бош тупламга татби^ 1̂илиш нотугри хулосага олиб 

келиши мумкин.
Танланмалар тузилншига кура иккига булинади: такрорий 

ва нотакрорий танланмалар. Агар танланган объект кузатиш.ут- 
казилгандан сунг бош тупламга ^айтарилса, танланма так­
рорий танланма дейилади. Бунда дар бир танланган объект 

кейинги танлашда такрор иштирок зтиши мумкин.'
Агар кузатиш учун танланган объект бош тупламга кай- 

тарилмаса, танланма нотакрорий танланма дейилади.

Танлаш усулларига кура танланма тасодифий, механик, ти­

пик ва серияли танланмаларга булинади.
Бош тупламдан объектлар таваккалига битталаб олинади- 

ган танланма тасодифий танланма дейилади. Тасодифий тан- 

ланмани куйидагича х,осил килиш мумкин: агар бош туплам 

хажми чекли булса, унга кирувчи объектлар номерлаб чи^и- 
лади. Сунгра номерлар ёзилган карточкалар яхшилаб аралаш- 

тирилади, кейин таваккалига битталаб, п га карточка олинади, 
Бош тупламнинг танланган номерли дадлари тасодифий тан- 

ланмани ташкил этади.
Номерланган п та карточкани танлаш учун, шунннгдек, та­

содифий сонлар жадвалидаги кетма-кет келадиган п та сондан 

дам фойдаланиш мумкин.
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Бош тупламдаги объектлар механик равишда. бир нечта 

гурудга булиниб, сунгра дар бир гуру^дан биттадан объект 

олиш ор^али досил ^илинган танланма механик танланма де- 
йилади.

Механик танланма купинча репрезентатив булмайди. М а ­
салан, технологик жараённинг узига .хослиги туфайли дар бир 

унинчи деталь энг сифатсиз булса, у долда бош тупламдан 

олинган 10% ли механик танланма мазкур партиядаги яро^- 

сиз деталларнинг ани^ пропордиясини нотугри акс этти- 
ради.

Бош тупламдаги объектлар намунавий узаро кесишмайдиган 
«сериялар»га ажратилган булиб, дар бир сериядан тасодифий 

танланма олинган булса, бундай танланма намунавий танланма 
дейилади.

М асалан, пахта тозалаш заводига 100 та бригададан пахта 

келтирилади. Агар келтирилган пахтанинг сифатини текшириш 
учун ^ар  бир бригаданинг мадсулотидан таваккалига 5% дан 

олинса, биз намунавий танланмага эга буламиз.

.Бош тупламдаги объектлар узаро кесишмайдиган «серия- 

лар»га ажратилган булиб, танланма бир нечта сериялар- 
дан иборат булса, ундай. танланма серияли танланма дейи­
лади.

Масалан, ю^орида келтирилган. мисолда 5% бригада тан- 

лаб/олиниб, уларнинг ялпи мадсулоти текширилса, бунда се­
рияли танланмага эга буламиз.

46- §. Математик статистиканинг асосий масалалари

Айтайлик, бош тупламнинг X белгисини урганиш талаб к;и- 

линаётган булсин. Бу X  белги тасодифий мицдор сифатида 
тал^ин ^илинади. Агар ми^дорий белги урганилаётган булса, 
X тасодифий мицдорнинг ^иймати белги «¡иймати билан бир 

хил булади, агар сифат белгиси урганилаётган булса, X тасо­
дифий ми^дорнинг i-̂ иймати 0 ва 1 ^ийматларни ^абул ^илиши 
мумкин, масалан:

У _  Г 1, агар «сифатли» булса,
~  \ 0 , агар «сифатсиз» булса,

Фараз ^илайлик, X  белгили бош тупламнинг так;симот функция- 

си F(x) булсин. У  долда п улчовли (Х^ Х 2, . . . , Хп) тасодифий 

вектор п хажмли танланма булиб, унда Х (- тасодифий мяк;дорлар 

(купинча) узаро богли^мас ва бир хил F(x) тацсимотга эгадир. Тан- 

ланманинг тажрибада кузатилган ^ийматини (х,, х2, , хп) билан 

белгилаймиз.

Энди математик статистиканинг асосий масалалари билан тани- 
шиб чи^амиз.

1. (xlt х2, . . . , хп) танланманинг кузатилган ^ийматидан фой-
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I

даланиб, X  белгили бош тупламнинг номаълум так;симот функция- 

сини бадолаш.
Математик статистиканинг ушбу масалани ечиш билан шу- 

рулланувчи булими нопараметрик бацолаиг назарияси деб ата- 

лади.
2. Ф араз  ^илайлик, X белгили бош тупламнинг таксимот 

функцияси k та номаълум параметрга боглид. булган анир; ку- 

ринишдаги функция булсин. (хи хг, . . . ,  хп) танланманинг ку- 

.затилган кийматидан фойдаланиб, k та ноъмалум параметрлар- 

ни бадолаш математик статистиканинг навбатдаги масаласидир.
Математик статистикада бу масалани ечиш билан шугулла- 

нувчи булим параметрик бацолаш назарияси дейилади.
3. Ф араз  ^илайлик, баъзи мулодазаларга асосланиб X бел­

гили бош тупламнинг таксимот функциясини F (х) деб дисоб- 
лаш мумкин булсин, шу F (х) функция дакидатан дам X бел­

гили бош тупламнинг тадсимот функциясими ёки йукми деган 

савол статистик гипотеза дисобланади.
У  ёки бу гипотезани текшириш учун танланманинг куза- 

тилган (х1г х2, . . .  ,х п) кийматидан фойдаланилади. Агар олин- 

ган маълумотлар дадидатан хам назарий жидатдан кутилган 

маълумотлар билан мос келса, у ва^тда уша гипотезани 1̂ абул 
^илиш учун асос булади, акс холда гипотезани ^абул ^илишга 

а сос  булмайди.
Математик статистиканинг бу масалани ечиш билан шу- 

рулланувчи булими статистик гипотезалар назарияси дейилади.

47- §. Вариацион катор. Эмпирик таксимот функцияси

Фараз ^илайлик, X  белгили бош тупламнинг таксимот функцияси 

F(x) булиб, (хи х2, . . .  , хп) тупламдан олинган танланманинг куза- 

тилган ^иймати булсин. Кузатилган xt- ^ийматлар варианталар дейи­

лади. Усиб бориш тартибида ёзилган варианталар кетма-кетлиги

Х 1 ^  Х2 ^  Хп

вариацион ^атор дейилади.
Агар танланмада х1 варианта п, марта, х2 варианта п2 марта, 

Л  . , xk варианта nk марта (бу ер да я, +  п2 +  . . . +  nk =  п). куза­

тилган булса, у холда щ, п2, . . .  ,tik сонлар частоталар, W¿=  —  (i =

=  1, 2 , . . . , k) сонлар нисбий частоталар дейилади.
Танланманинг статистик ёки эмпирик та^симоти деб вари­

анталар, уларга мос частоталар ёки нисбий частоталар руйха- 

тига айтилади:

xi *1 х2 Ч xi х1 Х2 Xk

ni «1 пг Ч
еки

Wt W2
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1-мисол. Танланма частоталарининг эмпирик та^симоти берилган:

xi — 1 0 1 2

ni 5 3 7 5

Нисбий частоталар эмпирик таксимотини топинг.

Е ч и ш. л. =  /г2 — —f- =  5 — 3 — 7 — 5 =  20.

Wг -  0,25; W2 
1 20 20

=  0,15;
7

20
0,35; WA = — —0,25.

xi " - 1  0 1 2

Wt 0,25 0,15 0,35 0,25

Шу билан бирга
0,25 +  0,15 +  0,35 +  0,25 =  1.

Т а ъ р и ф. Варианталарнинг х сондан кичик булган ^ийматлари 

нисбий частотаси

п

эмпирик тацсимот функцияси дейиладй, бу ерда п —  танланманинг 
дажми, пх —  х дан кичик булган варианталар сони.

2-м исол . Рууйидаги эмпирик та^симот берилган:

xi — 1 0 1 2

W{ 0,25 0,15 0,35 0,25

Эмпирик та^симо? функциясини тузинг ва унинг графигини чизинг. 
Ечиш :

0 , агар — 1 булса,
0,25, агар —  1 < %  <  0, булса,

0,25 +  0,15=0,4, агар 0 < х <  1 булса,

0,25 +  0,15 +  0,35 =  0,75, агар 1 <  х <  2 булса,

0,25 +  0,15 +  0,35 +  0,25 =  1, агар х >  2 булса. 

Топилган кийматлар асосида графикни ясаймиз (145-шакл). 
Эмпирик так;симот функцияси X  белгили бош тупламнинг номаъ- 

лум F(x) та^симот функдиясининг тащжбий крймати сифатида кара- 
лиши мумкин.

Дацикатан хам, Бернулли теоремасига кура 

П ш ( Р ( | ^ ( х ) - £ ( х ) 1 < 8 ) = 1
/г-г>оо

экани келиб чи^ади.
Эмпирик та^симот функцияси, таксимот функдиясининг барча 

хоссаларига эга:

1. 0 < :F*n ( x ) ^ ] .
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Та (X)

-7 ------

-0,75 ■ -*•------- .

0,25

-2 ■ -7 О 7 2 X

145- шакл.

2 . Т7* (х) монотон камаймайдиган функция.

3. Агар х1 энг кичик варианта ва хк энг катта варианта булса, 

у  холда

р .  ( 0 , агар х <  ^  булса,

\ 1, агар х >  Хк булса
булади.

48- §. Полигон ва гистограмма

Частоталар полигона деб кесмалари (х*, пх), (х*2, л а), . . . , 

(х*к, п^ ну^таларни туташтирувчи сишц чизи^а айтилади. Частота­

лар полигонини ясаш учун абсциссалар у^ига х] ларни, орди- 

наталар у^ига эса уларга мос тг£ частоталарнн ^уямиз. Сунгра {х\, 

п{) ну^таларни кеша-кет туташгириб, частоталар полигонини хосил 

циламиз.

Нисбий частоталар полигона деб кесмалари (х\, (х'2, УР2),

. . . , (х*к, V?,) нукталарни туташтирувчи синик;. чизида айтилади. 

Нисбий частоталар полигонини ясаш учун абсциссалар у^ига х\ лар­

ни, ординаталар у^ига эса мос равишда нисбий частоталарнн цуя- 

миз. Сунгра (х *, №{. ) нукталарни кетма-кет туташтириб, нисбий час­

тоталар полигонини досил ^иламиз.

1-ми с о  л. Ушбу эмпирик тадсимотнинг нисбий частоталар по- 
лигонини ясанг:

Н — 2 0 1 3

0,1 0 ,3 0,2 0 ,4

Е ч и ш . Берилганларга асосланиб полигонни досил ^иламиз 
(146- шакл).

Кузатишлар сони катта булганда ёки X  узлуксиз белги булган-
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к-

------ 1-- :---- --- 1

- 2  . ;■ -7 О 7 2 5 Л-

146- шакл.

да гистограмма ясаш ма^садга Мувофикдир. Бунинг учун X  белги- 
нинг кузатиладиган кдйматлари тушадиган орали^ бир хил к узун- 

ликда-ги АI интёрвалларга булинади ва хар бир интервал учуй п£— 

А/ интервалга тушган варианталар сони топилади.

Частоталар гистограммаси деб асослари /г узунликдаги интер-

валлардан, баландликлари эса , г =  1, £ дан иборат булган тур-
к

ри туртбурчаклардан тузилган поронасимон шаклга айтилади.
Нисбий частоталар гистограммаси деб асослари /г узунликдаги

интерваллардан, баландликлари эса ^ ±- =  , г =  1, /г дан иборат
/г пк

булган турри туртбурчаклардан тузилган поронасимон шаклга ай­
тилади.

2-ми с о л. Ушбу танланманинг частоталар ва нисбий частоталар 
гистограммасини ясанг:

Л ( ¡(-20; - 1 5 )  

1

(- 1 5 ; — 10) (-10 . - 5 ) (- 5 ;  0) (0; 5) (5; 10) (10; 15)

Щ 2 8 17 24 26 13 10

V 1 0,02 7,08 0,17 0,24 0,26 0,13 0,1

Е ч и ш. /1 =  5

Л;
(- 2 0 ; ,- 1 5 ) (- 1 5 ; - 10 ) (— 10;— 5) (- 5 ;  0) (0; 5) (5; 10) (10; 15)

и±

к
0 ,4 1,6 3,4 4,8 5,2 2,6 2

к
0,004 0,016 0,034 0,048 0,052 0,026 0,020

Берилган танланмалар асосида частоталарнинг (147-шакл) ва нис­

бий частоталарнинг (148- шакл) гистограммасини хосил киламиз.
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n¡ ¡ h

г 5

-4

-20 -15 -10 -5

- 1

О 5 10 . 15

147- шакл.

VU
h

0,05

-20 -/5 -10 -5, О 5

148- шакл.

10 15

Таърифга кура нисбий частоталар гистограммасининг юзи

эканини курамиз. :

Равшанки, агар нисбий частоталар гистограммасининг учла- 
рини силлик; чизи^ билан туташтириб чи^сак, бу чизид та^ри- 

бан X  белгининг та^симот функциясига мос келувчи та^симот 
зичлигининг графигини акс эттиришини к;урамиз.

Агар танланма дажмини орттириб, интерваллар узунлиги 

h ни нолга интилтирсак, тацсимот зичлигининг графигига борган 
сари я^инлашамиз.
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1. Бош туплам нима?
2. Танланмага таъриф беринг.
3. Танланманинг ^андай турларини биласиз?
4. Вариацион цаторга мисол келтиринг.

5. Эмпирик тацсимот функциясига таъриф беринг.
6. Эмпирик тацсимот функциясининг графиги цандай куринишга эга?
7. -Полигон ва гистограмма цандай ясалади?
8. 15.1— 15.21- масалаларни ечинг.

49-§. Тацсимот функцияси парамет.рларининг ну^тавий
бадолари

Фараз ^илайлик, X  белгили бош тупламнинг та^симот функция­

си Б (х, 0) булиб, 0 -— номаълум параметр булсин. Х ъ Х 2, . . . ,  Хп 

шу бош тупламдан олинган танланма булиб, хи х2, . . . , хп тан­
ланманинг кузатилган киймати булсин.

Т а ъ р и ф . Танланманинг ихтиёрий Ь(Хх, Х2, . . . , Х п) функция­

си статистика дейилади.

Куйида кугь учрайдиган статистикаларга мисоллар келтирамиз.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1-м и сол . X  =  — танланманинг урта киймати.

¿=1
П

2-м исол . 5’2== —  ^ ^ ( Х (-— X )2—-тенгламанинг дисперсияси.

1=1
Ну^тавий бахолашда номаълум 0 параметр учун шундай 

L (Хх, Х 2, . . . , Х п) статистика ^идириладики, L (хъ х2, . . .  , хп) 

ни 0 параметр учун такрибий к;иймат деб олинади. Бу долда 

L (Х „ Х 2, . . . , Х п) статистика 0 параметрнинг бахоси дейилади.
П

3- м и с о л.- X  =  — Х £-— танланманинг урта диймати X  бел- 

г=1
гили бош туплам математик кутилиши а =  М  (X) нинг бадоси сифа- 

тида ^аралиши мумкин. Бу холда а нинг таедибий диймати снфатида
П

х =  —  олинади.

/=1

50-§. Ба^оларнинг асослилиги ва силжимаганлиги тугрисида

тушунчалар

Ц Х 1у Х2, . . . ,  Х п) статистика номаълум 0 параметрнинг бахоси бул­

син. Бундан маълумки, номаълум параметр учун купгина бахолар 
мавжуд экан. Бу ба^олардан ^айси бири 0 параметрга я^инрод эканини 
билиш учун бахоларнинг айрим талабларни ^аноатлантириши тек- 

ширилиши лозим.
1-т аъ ри ф . Агар М Ь(Хь . . . , Хп) =  0 шар г бажарилса, 

Ь(Х1У . . ., Х п) бадо 0 параметр учун силжимаган бах[о дейилади.
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Силжимаган бадо систематик хатолардан холи булишга кафолат 
беради.

П

1-т е о р е м а . Х  =  бадо X  белгили бош туплам матема-

i= 1
тик кутилишининг силжимаган бадосидир.

И е б о т и . М(Х) =  а булсин. Х г, Х 2, . .  . , Х п лар узаро боглид- 

мас ва бир хил тадсимлангаюшги учун М  (Х х) =  М  (Х2) = = . . . =  

=  М  (Хп) =  а булади.
Математик кутйлишиинг хоссаларидан фойдаланиб, куйи- 

дагига эга буламиз:

М{Х) =  М(2- > » = -  па =  а,
\ fl ¿ъягА J fl ¿тШЯ П fl

i= 1 i= 1 i= l 
■n

демак, M{X) =  а, яъии X  =  —  Х г- бадо а =  M{X) учун силжи-

*=>
маган бадо булади.

Силжимаган бадо бадоланаётган параметр учун дар доим 

хам яхши ядинлашишлар беравермайди. Шунинг учун бадога, 

шунингдек, асослилик ва самаралилик талаблари дам дуйи- 
лади.

2- т а ъ р и ф Агар L (Хъ Х2, . . . , Хп) 0 параметр учун бадо 

булса ва дар дандай е >  0 учун

lim  Р(\ЦХ1г . . .  , Хп) — 01 <  е) =  1 (50.1)
Ч—+ со

тенглик бажарилса, L (Хь Х 2 , . . , Х п) бадо 0 параметр учун асосли 

бщо дейилади.

2-т е о р е м а . L(Xlt . . . , Хп) ба\о 0 параметрнинг асосли ба- 

%оси б у лиши учун
М {L (Х1( . . . ,  , Хп)) =  0, ' (50.2)

1 im . D(L (Xv . . . ,  Хп) ) =  0 (50.3)
П~* оо

булиши етарлидир

Теореманинг иеботи Чебишев теоремасидан келиб чидади.

П

3-т е о р е м а . X  =  —  Х (- 6arto а =  М (Х ) учун асосли бахо

.t=i

булади.

И е б о т и . Юдорида 1- теоремада М(Х) =  а булишини курсатган 
эдик. Шундай дилиб, (50.2) шарт бажарилади. Сунгра, дисперсиянинг 

хоссаларидан фойдаланиб,
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ни хрен л ^иламиз.

Бу ердан I im D (X ) =  lim  -D ^  - О
TL—У оэ П—► со TL

п

экани келиб чицади, яъни Х =  — ба^о а =  М{Х) учун а соо

t=i
ли ба^одир.

3- т а ъ р и ф. Агар

lim  М (Ц Х г-----х„)) =  е
П-> 00

уринли булса, L (Хи . . . ,  Х п) бахр 0 параметрнинг асимптотик сил- 

жимаган ба^оси дейилади.
П

4-т е о р е м а . =  ~~~ — X f  ба%о X  белгили бош туп-

1=1
ламнинг дисперсияси учун асимптотик силжимаган ба\осидир.

И с б о т и . Хъ Х 2 , . . . , Х п тасодифий микдорлар узаро эркли 

ва бир хил та^симланган, яъни

М (Xi) =  а, D (X ,) =  а2, ¿ =  \,п

булгани учун ^амда математик кушлиш ва дисперсиянинг хоссалари- 

дан
П

M (S2) =  M (— V  (X: —  Х)А  =  о2 — —  =  Ö2 • (50.4)
\ П J П П

1=1

эканини, яъни S2 о2 дисперсия учун асимптотик силжимаган ба^о 

lim  М (S2) =  lim  —  о 2 =  о2
П—> оо fl—у со tZ

б^лишини курамиз.
4-таъ риф . 0 параметрнинг иккита силжимаган L1(X1, . . . ,Хп) 

ва Ь2(ХЪ . . . , Хп) ба^олари берилган булиб,

D(L1(X1, . . . .  Xn) )< D (L 2(Xu . . Ä'n))

тенгсизлик бажарилса, Lx(Хх, . . . , Х п) ба^о L2(XV . . Хп) бато­

га нисбатан самаралироц бахр дейилади.
Берилган п ^ажмли- танланмада энг кичик дисперсияга эга 

булган ба^о самарали ба\о дейилади.



51- §. Танланманинг тузатилган дисперсияси

П

Олдинги параграфнинг 4- теоремасида 5 2 =  —  (Х ;—  X )2 бахо

(=1
бош туплам дисперсияси учун асимптотик силжимаган бахо экани 

курсатилган зди.

У  ерда

М  (Т2) =  —  а2 
га

формула исботланган эди.

Бош туплам. дисперсияси учун силжимаган ба^они ^осил 

^илишда тузатилган танланма дисперсиядан фойдаланилади;

Л

5 2 =  ^ - У ( Х г. - Х ) 2. (51.1)
П— 1 лшЛ

( = 1

^а^и^атан хам

п

М (Б2) = М  (—^  • ~  V  ( Х ; - Х )5

М  - ^ - 5 2Ц — — -М(52) =

¿=1
п п —  1

га — . 1 ] п— 1 я—1 га

булади. Шунинг_учун 5 2 бахо ст2 параметр учун силжимаган ба^о 

булади. Худди 5 2 ба^о каби 5 2 ба^онинг хам а2 учун асосли бахо 
эканини курсатиш мумкин.

У з-у з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Ну^тавий батога таъриф беринг.
2. К,андай ба^о силжимаган бах;о дейнлади.
3. Силжимаган батога мисол келтиринг.
4. Асосли батога таъриф беринг.
5. Асимптотик силжимаган батога таъриф беринг.
6. Асосли батога мисол келтиринг.
7. Танланманинг тузатилган дисперсияси ^андай ани^ланади?
8. 15.24— 15.54-масалаларни ечинг.

52- §. Математик кутилиш ва дисперсия учун ишончли 
интерваллар ^акида тушунча

1. Ишончли интервал тушунчаси, Ну^тавий ба^о тегишли
параметрнинг танланма маълумотларига кура сонли циймати-
ни беради, лекин у мазкур ба^онинг ани^лиги ва ишончлилиги

тугрисида фикр юритишга имкон бермайди. Шунинг учун ба^о- 

нинг ишончлилиги тушунчасини киритиш матьнога эгадир.

(Х1( Х 2, . . . , Х п) X  белгили бош тупламнинг танланмаси булиб, 

унинг та^симоти бирорта 9 параметрга богли^ булсин.
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1 (Хг,Ха, . . Хп) 0 параметр учун ба^о булсин.

Т аъ р и ф . Агар исталган а  >  0 учуй шундай б >  0 топиш мум- 

кин булсаки, унинг учун

булса, у холда ] Z —  б, Е +  б[ тасодифий интервал 0 параметрнинг 
1— а ишончлилик даражали ишончли интервали дейилади

] 2 —  б, Z JгЬ[ ишончли интервал, шунингдек, ишончли ба^о деб 
_̂ ам аталади. б сон ба^онинг аншущги дейилади.

—  б, 2  +  б[ишойчли интервал 0 параметрни' 1— а  эхтимол 

билан к;оплайди деб айтилади.
Берилган а  учун б ^анчалик кичик булса, X ба^о шунчалик 

ани^ров; булади, а  ^анчалик кичик булса, бу ба^онинг ишонч- 

лилиги шунчалик катта булади.
2. Математик кутилиш а учун ишончли интервал. X белги- 

си нормал та^симланган бош тупламни ^араймиз, бу та^си- 

мотнииг о2 дисперсияси маълум булсин.
Бу та^симотнинг математик кутилиши а учун ишончли ин- 

тервални топамиз.

нормал таксимланган, шу билан бирга, X  учун параметрлар ^уйида- 

гича:

Нормал таксимланган тасодифий мивдорнинг берилган интер- 
валга тушиш э^тимоли цуйидаги формула билан ифодаланади^

Р(\Х — а\< б) =  2Ф(б/сг).

Бу формулани X  тасодифий микдор учун к;уллаб, топамиз:

Р(\г(Хъ Х2, . . .  , Хп) —  0 I <  б) =  1 —  а  (52.1)

Я

X  белги нормал таксимланган булгани

М(Х) =  а; й{Х) =  —
п

(52.2)

п ¿а
I =  —̂ —  деймиз, у холда б =  ■  ̂ •— булиб, (52.2) формула

Р(\Х — а\ < - ^ г )  =  2 Ф (0
у гп

еки

(52.3)

куринишга келади.
Шундай ^илиб, ишончли интервал

(52.4)
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дан иборат булади. Бу ердан X ---%=■, X  +  4=-1  тасодифий ин-
у п  у  п

тервал а параметрни 1 —  а  =  2Ф (/) э^тимол билан ° ■■ ани^ликда
у  п

цоплаши келиб чи^ади.
Досил ^илинган формулалар танланма ^ажми ортиши би: 

лан ба^олаш  ани^лиги ошишини курсатади. Бунда агар 1—а 
ишончлилик орттирилса, натижада \ параметр ортади ва де- 
мак, ба^олаш ани^лиги камаяди.

М и  с о  л. Нормал тацсимланган бош тупламдан олинган тан-' 
ланма берилган, бунда о =  1.

( Х1 Х1 1 ХС 1 Х1

1 —  1,90 9 0,40 17 0,98 25 — 0,32
2 1,37 10 0,69 18 —  1,38 26 — 0,42
3 — 0,89 11 - 0 ,9 0 19 1,48 27 0,77
4 — 0,13 12 0,15 20 — 0,65 28 0,08
5 0,15 13 0,90 21 1,10 29 0,17
6 — 0,79 14 0,82 22 0,30 30 0,87
7 — 0,96 15 1,53 23 — 0,13
8 1,55 16 - 0 ,3 4 24 —  1,90

Математик кутилиш учун а  =  0,04 ишончлилик даражали 
ишончли интервални топинг.

Е ч и ш. X  =  0,087 ни топамиз. 1 —  а  =  2 Ф  (/) тенгликдан Ф(/)— 
=  0,48 ни ^осил ^иламиз. Жадвал буйича: I — 2,06. Шунингдек, 
п =  30, а  =  1, у ^олда

б =  =  : 2^ -  =  0,376.
У  п  У 30

Шундай к;илиб, ишончли интервал ]— 0,289; 0,463 [ дан ибо-1 
рат. Бу —  параметрнииг ^а^и^ий циймати 0,96 э^тимол билан 
^осил ^илинган интервалда ётишини билдиради..

Агар бош туплам нормал та^симотга эга булмаса (52.3)! 

формула тутри булмай ^олади, биро^ п-^оо да марказий лимит
П

теоремага кура X  =  —  Х £ тасодифий миедор та^симоти Х [ нинр

*'=>

дисперсиялари чегараланган ва а2 га тенг булса, нормал та^симотга 

интилади, Б у — л катта булганда (52.4) ишончли интервал а матема­

тик кутилиш учун ишончли интервалнинг я^инлашиши булиб хиз- 
мат ^илиши мумкинлигини билдиради.

Агар а2 номаълум булса, п катта булганда (52.3) формула- 
ларда а2 ни унинг ба^оси 5 2 билан алмаштириш мумкин ва 
ишончли интервалнинг я^инлашиши сифатида

п̂— 1,а ̂  Х-|- П̂~

Уп Уп
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интервални ^араш мумкин, бу ер да tn_ Xлí Стъюдент тацсимотининг 

жадвалидан олинади.

53- §. Назарий та^симотни танлаш

Так;симот цонуни номаълум булган X белгили бош туплам- 

нинг етарлича катта п ^ажмли танланмаси берилган булсин.

Биз X белги билан бир хил тацсимланган узаро борлицмас 
компонентларга эга булган тасодифий вектор сифатида карала- 

ётган (Хх, Х 2, . . . , Х п) танланма назарий та^симотнинг матема­
тик кутилиши ва дисперсияси учуй ба^олар олишга имкон бе- 

ришини курсатган эдик. Умумий муло^азалардан фойдаланиб, 

назарий та^симотнинг куриниши туррисида фикр пайдо цили- 
шимиз керак.

Марказий лимит теорема X белгининг нормал та^симотга 
буйсуниши учун зарур буладиган шартларии таърифлашга им­

кон яратади, у ^олда бу крнунни тоииш масаласи иккита а  ва 

а иараметрни аншушш билан ечилади. Бу параметрлар учун 
танланманинг урта ^ийматини ва танланманинг тузатилган дис- 

персиясини 1̂ абул килиш мумкин.
Агар X белги фа^ат  мусбат бутун сон ^ийматларни к;абул 

_ к;илса, танланманинг урта 1̂иймати ва танланманинг тузатил­

ган дисперсияси бир-биридан унча ф ар ^  цилмаса, X тасоди­

фий ми^дор Пуассон крнуни буйича та^симланган деб ф араз 
^илиш мумкин, у битта К параметр билан ани^ланади. Бу 

5̂ олда X, учун танланманинг урта ^иймати X ни олиш керак.
Белги узлуксиз булган ^олда гистограммани ясаш  керак. 

Маълумки, у та^симот зичлиги згри чизиги тугрисида тушун- 

ча беради. Баъзан гистограмма назарий та^симот маълум бул­

ган ^онунларнинг бирортаси билан бир хил булади деб ф араз 

1̂илйшга имкон беради.

54- §. Эмпирик та^симотларни текислаш

X белгисйнинг таксимоти номаълум булган бирор бош туп- 
ламдан п ^ажмли танланма ажратамиз. X тасодифий мицдор' 
бирор ^ (х )  ^онун буйича та^симланган дейишга асос бор деб 

ф араз ^иламиз.

т 1 назарий частота деб X  =  хг-, / =  1, & хрдисанинг 

р1 = Р { Х - Х1)

э^тимоллик билан п та эркли синовларда руй бериш сонининг 

математик кутилишига айтилади.
Эркли синовлар (тажрибалар) схемасига кура тасодифий 

Х = х 1 ^одисанинг п та эркли синовларда руй бериш сони би- 

номиал ^онун буйича та^симланган, унинг математик кутили­

ши эса ^уйидагига тенг:
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т ъ т 2, т к частоталар назарий ёки текисловчи частоталар 

дейилади.
X белги узлуксиз булган ^олда белгикинг ^ийматлари узга- 

риш интервали узаро кесишмайдиган

[«1, P ji [®2> > • ■ • > Р/1 > • • • ’ Pfcl

интервалларга булинади. Мос холда

p. =  P ( a i < X < $ i)

деб белгилаймиз. Танланма олдингидагидек чекли ва п ^ажм- 

га эга булгани учун назарий частоталарни

Щ  =  n (F  (Pi) —  F  («/))

каби хисоблаймиз.
1- м и с о л. Бош тупламнинг X белгиси нормал та^симлан- 

ган деб ф араз килишга асос булсин. Текисловчи m-L частота­

ларни топиш талаб ^илинади.

Е ч и ш . Таърифга кура

Щ =  npL = Р {  aL< X <  pt).
Нормал та^симот учун тасодифий микдорнинг берилган ин- 

тервалга тушиш э^тимоли

Р; — а

т{ =  М (X) = прс.

Р (а1< Х < $ 1)= Ф Ф
а

формула билан хисобланади, а ва а  миедорлар номаълум булгани 

учун уларни мос равишда X  ва 5  ба^олар билан алмаштирамиз- 

Натижада узил-кесил цуйидагига эга буламиз:

( а,-—X
---- I _ _ гmi тип у Ф  ̂ — -—  j  —  Ф

Назарий частота т ( ларни топиш учун нормал та^симот- 

нинг зичлиги формуласидан фойдаланиш мумкин.

(х — а)г 

t ~ 2 в *

f (х) =  -- Г__  в ,
1 У ' a V  2л

У холда

Р(сх£ < Х <  pf) =  hf(xt), 

бу ерда xt —  i- интервалнинг урта ну^таси. У  холда ]

(x-L -  о)*

/(*,)==■
1 2 о2

оУШ~ е
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бу ерда а ва с  ларни мос равишда уларнинг танланма ба^олари 

X  ва S2 билан алмаштириб, ^уйидагига эга буламиз:

nhi
о -ф(«Д

бу ерда

U 2

2/ ч i cc/4-ßj—:2Х
Ф (Ц) — Tr¿=re' » «/ =

У  2л ’ г 2 S

2-ми с о л. Мингта хотин-^изнинг б;уйига кура та^симоти бе- 

рилган:

BÿÜH (см) Хотин-цизлар сони Буйи (см) Хотин-кизлар ç0HH

134— 137 1 155— 158 186

137— 140 4 158— 161 1 2 1

140-143 16 161— 164 53

143— 146 53 164— 167 17

146— 149 1 2 1 167— 170 5

149— 152 193 170— 173 1

152— 155 229 Жами 1 0 0 0

Та^симотнинг назарий цонунини танланг, унинг параметр- 

ларини топинг ва частоталарнинг назарий ^аторини ^исобланг.
Е ч и ш. Та^симотнинг гистограммасини ясаймиз (149- 

ш акл).
Белгининг киймати учун интервалларнинг ÿpтaлapини олиб, 

танланманинг уртача ^ийматини ^исоблаймиз:

Х  =  153,5; S2 =  28,1; 5  =  5,3.

п
149- шакл.

Берилган белги нормал 1\онун 6ÿfiH4a та^симланган деб на-1 
зарий частоталарни ^исоблаймиз:
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XI —X
Ф («¿)

пЧ  ,
Х1 П1 *1 ~ х

‘ 5

т . — ---  ф (и.)
1 з  1

135,5 1 — 18 — 3,4 0,0012 1

138,5 4 — 15 — 2,83 0,0073 . 4

141,5 16 —  12 — 2,26 0,0310 17

144,5 53 — 9 — 1,7 0,0940 53

147,5 121 — 6 - 1 ,1 3 0,2107 119

150,5 193 — 3 - 0 ,5 7 0,3410 193

153,5 229 0 0 0,3989 226

156,5 186 3 0,57 0,3410 193

159,5 121 6 1,13 0,2107 119

162,5 53 9 1 ,7 0,0940 53

165,5 17 12 2,26 0,0310 17

168,5 5 15 2,83 0,0073 4

171,5 1 18 3,4 0,0012 1

Эмпирик частоталар полигонини ва назарий нормал эгри 
чизи^ни ясаймиз (150-шакл).

Крралган мисолда эмпирик ва назарий частоталарнинг бир 
хил эмаслигиии курамиз.

Бу бир хил булмасликларнинг ^айси бирини музрм, ^айси- 
ларини муг;им эмас деб ^исоблаш керак?

Бунда мос келмаслик кузатиш натижаларининг тасодифий- 
лиги ёки назарий та^симотиинг танланиши билан тушунтири- 

ладими? Назарий та^симот крнуни тутри танланганлигини г̂ ан- 
дай текшириш мумкин?

Бу саволларга ^уйида жавоб беришга ^аракат циламиз,

55- §. Математик статистикада фойдаланиладкган 
та^симотлар

1. Озоддик даражалари к булган %2 таксимот.

Т а ъ р и ф. Агар £ та узаро бсрлш^мас нормаланган. X  тасодифий 
мивдорлар нормал та^симотга эга булса, у >рлда уларнинг квадрат-
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лари йириндиси у~ =  V  х\ нинг та^симоти озодлик даражалари Л 

{=1
булган х2 тацсимот дейилади. %2 та^симотнинг зичлиги:

р и (*) =

О, х <  0 да

х к__ ^

2 2
е ’ л: ~ , х >  0 да,

. 2 ^ 2 Г (А/2)

оо

бу ерда Г (х) — [ /х~ 1 —  гамма- функция,

о
к-^-оо да х2 так,симот математик кутилиши й ва дисперсияси 2^

булган асимптотик нормалдир. У  = — х2 тасодифий мивдорнинг та^-
£

симоти & ->■ оо да математик кутилиши ва дисперсияси — булган асим­

птотик нормалдир. У  =  1^2 х2 нинг та^симоти & оо да математик 

кутилиши У  2к— 1 ва дисперсияси 1 булган асимптотик нормалдир. 

Ха тацсимотнинг озодлик даражалари к <  30 булса, унинг циймат- 
ларй жадвалдан топилади, агар озодлик даражалари & >  30 булса, 
уни нормал к;онун билан етардича анжушкда алмаштириш мумкин.

2. Стъюдент тацсимоти. X —  нормаланган нормал та^сим- 

ланган тасодифий ми^дор, У эса озодлик даражалари й булган 

X2 та^симотга эга тасодифий мгщдор. Агар X ва У богли^мас 

булса, у ^олда

Т =  х

V г

тасодифий мицдор /- та^симот ( ёки /г озодлик даражали Стъю­
дент тацсимоти) га эга дейилади. / тацсимот к-+оо да асимпто­

тик нормалдир. t- та^симотнинг зичлиги:

к+1 .

РА х ) . Ы ± Ж ( 1 + ^  2
/ я А  Г (А/2) V к

3. Фишер тацсимоти. Агар X ва У —  богли^м.ас тасодифий 
мицдорлар булиб, улар ва /г2 озодлик даражали %2 ^онун бу- 

йича та^симланган булса, у ^олда

р  Ш х
У/к2

тасодифий ми^дор Т7 тацсимотга (ёки !г\ ва й2 озодлик д араж а­
ли Фишер та^симотига) эга дейилади. У7 так;симотнинг зичлиги:
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&1, &2 ( х )  =

бу ерда х >  0 да С0 =

О, х <  О,
х(*1—2)/2

° (А1л;+ 62)(*‘ +*г)/2 

к К!2 к кг/2

х >  О,

Г (*1/2) Г (¿*/2)

2 =  1с^  УТ" та^симот (къ ¿2) озодлик даражали г- тацеимот дейи-
лади.

56- §. Дисперсия учун ишончли интервал

Айтайлик, (Х ь Х2, . . .  , Хп) X белгили бош тупламдан олин- 

ган танланма булиб, номаълум о2 дисперсияли нормал та^си- 
мотга эга б^лсин.

Ушбу

2

тасодифий ми^дор (п— 1) озодлик даражали х2 та^симотга эга 

эканини, шу билан бирга бу тацсимот X тасодифий мивдорнинг 
математик кутилишига богли^ булмаслигини исботлаш мумкин.

Энди х2 та^симотнинг жадваллари буйича берилган а  ва 
озодлик даражалари сони п—-1 буйича шундай х ' ва х "  ларни 
топамизки:

п82
02

> х "  =

У  холда

пБ2 

а2
Сунгра ^уйидагига эга буламиз: 

Р [х' <  —  <  Л  =
02

<х '\ =\ — а.

. о
Р ---<  а2

(56.1)

(56.2)

пБ2

х

V
(56.3) дан а параметр

=  1 ■ а . (56.3)

ишончли интервалга

эга булиши келиб чи^ади, бу ерда х' ва х" лар (56.1) тенгликлардан 
ани^ланади.

Уз - у з и  ни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Ишончлилик интервалига таъриф беринг.
2. Назарий тещ си м о т  цандай танланади?
3. Назарий частоталар 1̂ андай ^исобланади?
4. Математик кутилиш учун ишончли интервални курсатинг.
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5. Дисперсия учун ишончли интервални курсатинг.
6. Назарий нормал эгри чизиц к,андай ясалади?
7. 15.151 — 15.205-масалаларни ечинг.

57- §. Гипотезаларни статистик текшириш

Купинча X белгили бош тупламнинг номаълум та^симот î o- 
нунини билиш керак булади. Агар так;симот цонуни- бирор та- 

йин F (х) куринишга эга деб тахмин килишга асос булса, у 

з^олда ^уйидаги гипотеза илгари сурилади: X белгили бош туп- 

лам аник; F(x) куринишли та^симот ^онунига эга.

Агар та^симот конунининг куриниши маълум, аммо унда 
номаълум параметр булса, номаълум 0 параметр тайин 0О 

цийматга тенг деган гипотезани цуТшш мумкин. Шундай ^илиб, 

бу гипотезада ran та^симотнинг номаълум параметри ^а^ида 
боради.

Статистик гипотеза деб номаълум та^симотнинг куриниши 
^а^идаги ёки маълум т.а^симотнинг номаълум параметрлари 

^а^идаги гипотезага айтилади. Нолинчи (асосий) гипотеза деб 

илгари сурилган Я 0 гипотезага, конкурент (зид) гипотеза деб 

эса нолинчи гипотезага зид булган Я[ гипотезага айтилади.

Асосий гипотеза тугри ёки нотугри булиши мумкин.
Статистик критерий деб нолинчи (асосий) гипотезани ^абул 

1уилиш ёки 1̂ абул ^илмаслик ^а^идаги ^оидага айтилади.
Бу 1̂ оида ^уйидагидан иборат. Бунинг учун цандайдир 

Z (X V Х „ ) статистика олиниб, унинг (аник ёки такрибий) 

та^симоти асосий гипотеза уринли булганда топилади. Сунгра 

статистиканинг кийматлар со^аси иккига ажратилади. Агар 
статистиканинг кузатилган Z(xh . . .  , х п ) киймати бу со^алар- 

нинг биринчисига тушса, Я 0 гипотеза кабул килинади, агар ик- 
кинчисига тушса Я 0 гипотеза к,абул ^илинмайди. Биринчи 

со^а гипотезанинг цабул цилиниш со^аси, иккинчиси эса критик 
со%а дейилади.

Z (XU . . . , Х п) статистиканинг кабул ^илиши мумкин булган 

барча ^ийматлари бирор интервалга тегишли булади. Ш у са- 
бабли критик со^а ва гипотезанинг 1̂ абул килиниш со^аси ^ам 

интерваллар булади. Уларни ну^талар ажратиб туради. Бу 
ну^талар критик нуцталар дейилади ва Z нр билан белгила- 

нади.
Критик со^алар куйидагича булиши мумкин:

а) унг томонлама критик со^а:

Z >  ZKp;

б) чап томонлама критик соха:

7  7  •

в) икки томонлама критик со^а:

[ Z  | >  Z K0.
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Z {X{, X2, . . X n) статистиканинг критик сохага тушиш эхтимоли 

а  унинг анщлилик даражаси дейилади.

Гипотезани статистик текшириш натижасида икки хил ха- 
тога йул куйиш мумкин.

Биринчи тур хато шуки, бунда тутри гипотеза рад этилади.1 
Иккинчи хато шуки, бунда нотугри гипотеза к;абул ^или- 

нади.
Критерийнинг щввати. деб конкурент гипотеза уринли бу- 

лиш шартида Z критерийнинг критик colara тушиш эх;тимоли- 
га айтилади. Критерийнинг ^уввати ^анча катта булса, иккин­

чи тур хатога йул ^уйиш эхтимоли шунча кичик булади.

58- §. Пирсоннинг мувофи^лйк критерийси ва унинг
цулланилиши

(Хъ Х2, . . .  , Х п ) танланма берилган булиб, унинг асосида 
бош тупламнинг F (х) таксимот функциясини ани^лаш керак 

булсин.
Мувофшушк критерийси деб таксимот функциясининг уму- 

мий куриниши ^ацидаги Н 0 гипотезани кабул ^илиш ёки рад 

этишга имкон берадиган критерийга айтилади.
Мувофшушк критерийларидан бири —  Пирсон критерийсини 

Куриш учун X белги кийматларининг узгариш со^асини Дь Д2 
. . . , А/г интервалларга буламиз.

— тасодифий миадор X  нинг A¿ интервалга тушишининг наза- 

рий эхтимоли булсин: р£ =  Р (Х£  Д(-). Бу эхтимол Нп гипотезадан 

келиб чивдан ^олда ^исобланади, яъни X  тасодифий мивдор F (х) 
таксимот функциясига эга деб' фараз к(илинади:

n¡ —  хажми п булган (X,, Х2, . . Хп) танланмада X  белгининг 

интервалга тушган цийматларининг сони булсин. Бунда

Р\'у Р2 '■'■■■ Ри = 1>

п\ +  п2 nk =  п- 

Мазкур ^олда п1 <\одисанинг, агар унинг эхтимоли р-ь га тенг 

булса, п та синовдаги частотасини билдиради. n¿ математик кутилиши 

пр£ ва дисперсияси пр£ q¿ =  npt (1 —  p¡) булган бйномиал ^онун буйи- 

ча та^симланган.

Агар танланманинг ^ажми етйрлича катта (я->30) булса, 

та^симотни тацрибан нормал таксимот деб олиш мумкин.
Ушбу

тасодифий ми^дорларни цараймиз.

Бу тасодифий мицдорлар асимптотик нормал та^симланган 
ва узаро куйидаги муносабат билан богланган:
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Куйидаги теоремани исбот ^илиш мумкин:
Т е о р е м а . Агар Я 0 гипотеза турри булса ва пр£>Ъ булса, у 

к
%олда%2 =  'У Ц  тасодифий микдор (/г— 1) озодлик Заражали х2

тацсимот буйича тацсимлангандир.
п-уоо да х2 та^симот асимптотик нормалдир.

Энди Пирсоннинг мувофи^лик критерийсини ^уйидагича 

таърифлаш мумкин.'
Бэрилган а  ани^лилик даражаси ва х2 таксимот учун жадиаллар- 

дан ха нинг

р  (х2 >  V  =  ®

буладиган критик цийматлари топилади. Танланма маълумот- 
ларига кура х2 критерийнинг кузатилган ^иймати ^исоблана- 

ди, агар у циймат ^абул килиш со^асига тушса, яъни %2< х а 
булса, Я 0 гипотеза 1̂ абул ^илинади ва бош туплам Р  (х) так;- 

симот функциясига эга деб ^исобланади, агар у?>ха булса; у 

холда Я 0 гипотеза рад этилади.
Агар и > 3 0  булса, ха критик к;иймат нормал та^симотдан

фойдаланиб топилади.
Э с л а т м а. Агар назарий частоталарни ^исоблашда а ва 

ст2 урнига уларнинг X ва 5 2 ба^оларидаи фсйдаланиладиган бул­

са, у ^олда

; (п-г-прй*

¿яА ПР1
1 = 1

статистика та^рибан (к— 3) озодлик даражали х2 таксимот 

буйича тацсимланади.

59-§. Колмогоров критерийси

X белгили бош туплам ва хажми п га теиг булган Х2, . . 
Х п) танланма берилган булсин.

Р* эмпирик таксимот функциями булсин.

Я 0 гипотеза бош туплам /г(х) таксимот функциясига эга 

деган гипотезадан иборат.
Куйидаги статистикани к,арайлик:

Оп =  шах |Р {х)— Р*п (х)|.
X

А. Н. Колмогоров исталган узлуксиз ^  (х) функция учун



К  (л) =  , V  (— \)к е~2к̂ \
¡1=  —* оо

Колмогоров критерийси ^уйидагича талби^ ^илинади:

К (А,) учун жадваллардан берилган а  ани^лилик даражасига мос 

шундай 1а лопиладики, унинг учун К (ка) =  1— а  булади. Сунгра 

танланма маълумотларига кура Оп нинг 1̂иймати топилади.

Яа
Агар Оп<  булса, Н0 гипотеза ^абул килинади.

у п
Ха

Агар Оп >  —^  булса, У7 (х)—  бош тупламнинг та^симот функ-

V п
цияси деган гипотеза рад этилади.

У з-уз и ни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Критерий тушунчасига таъриф беринг.
2. Гипотезаларни текшириш нимадан иборат?

3. Гипотезаларни статистик текширишда ^андай хатоларга йул ^уйиш 
мумкин?

4. Пирсоннинг мувофшушк критерийси нимадан иборат?
5. Колмогоров критерийси цандай таърифланади?
6. 15.296— 15.311-масалаларни ечинг.

60-§. Функционал ва статистик богланишлар

34-§ да тасодифий мицдорлар орасидаги функционал бог- 
ланиш ^аралган эди.

Амалда тасодифий миедорлар орасидаги цатъий функцио- " 
нал богланиш жуда камдан-кам ^олларда кузатилади, чунки 

тасодифий мшуторларнинг ^ийматлари купгина тасодифий 
омилларга боглшущр.

X ва У тасодифий микдорларга таъсир этадиган тасодифий 
омиллар ичида умумий омиллар булган доллар тез-тез учраб 
туради.

X  —  тасодифий омиллар: г,, г2,-. . гк, ии . : ип ларнинг функ- 

цияси, У эса гх, гг, . •. гк, о„ . . т;т тасодифий омилларнинг функ- 

цияси булсин, яъни

Х  =  / (г„ г2, . . гк, щ, . . ., ип)

У =  ё г2, гк, vl, . . г-т).

Бундай ^олда X ва У тасодифий ми^дорлар статистик (ёки 
стохастик) ботланган. дейилади.

Статистик богланишда тасодифий мшуторлардан бирининг 
узгариши бошка тасодифий микдор та^симот цонунининг узга- 

ришига олиб келади. Тасодифий мивдорлар орасидаги статистик 
богланишлар корреляция назарияси усуллари ёрдамида урга-

тенглик уринли булишини исбот ^илди, бу .ерд а
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нилади. Корреляция назариясининг иккита асосий масаласи 

бор.
1. Коррелядион борланиш шаклини ани^лаш.
2. Коррелядион борланишнинг зичлигини (кучини) аниц- 

лаш.
Хусусан, X тасодифий мшуюрнинг уртача кийматлари та^- 

симотини бо'Ш^а У тасодифий ми^дор к;ийматларига борлик; 

равишда урганиш ало^ида к^изи^иш уйротади.

61-§. Регрессия чизи^лари

Икки улчовли (X, У) тасодифий ми^дорни ^араймиз. Бир 
тасодифий ми^дорнинг бошка тасодифий мшуюрнинг узгари- 

шига таъсирини текшириш учун X тасодифий мицдор та^симо- 
тининг шартли ^онуниятлари У тасодифий микдорнинг тайин- 

ланган ^ийматларида ва аксинча, ^аралади.

(X , У) дискрет тасодифий миадор ушбу та^симот жадвали орк;а- 

ли берилган булсин:

X

У

X1 х2 . . . Х П 2  р<хг у4 
1=1

Ух Р (*1> Ух) Р (х2. Ух) • • ■Р (хп, Ух) Р (Ух)
г/з Р (■»!.• г/а) Р («2, г/г) • • • Р (хп, г/г) ' Р (г/г)

Ут Р (Хх, Ут) Р (*2. У;,г) ■ • • Р (хп, ут) Р (Ут)

т
^  Р (XI, У к) 
Ь=1

Р (Хх) Р (*г) . . . Р (хп)

Ягона X  = х£ ^ийматга мос р(Ух\х£)>•••> Р {ут х{) шартли э^ти-

моллар У нинг X  ■= х£ даги шартли тацсимоти дейилади.

р \Ук\ Х{) = р (у =  т = х >>= ( бы)
Н \х 1)

ва
т

У  Р (х[> У к) =  Р (*»)• (61-2)
Й=1

Шартли та^симотнинг энг мухим характеристикалари тайинланган 

х£, г =  1, п .да шартли математик кутилиш М (У\х1) ва шартли дис­

персия о2 (У\х{) дир.

ООЛ



У  холда

т

М = ^ уьр (уДъ ), I'-  1. я,
А= 1

а2 (У|х(-) =  М  ((У — /И (У|х,))*х,.). 

а2 (У|х£-) ни яна У нинг X  га ^олдщ дисперсияси деб ^ам атала- 

ди. х£ узгариши билан М  (У|хг-) хам узгаради, яъни у (х) =  УИ (У| х) 

функцияни ^араш мумкин, бу ерда X  аргумент х,, . . хп ^иймат- 

ларни ^абул к;илиши мумкин.

Бу функция У  нинг X  буйича регрессия функцияси дейилади.
(61.1) ва (61.2) формулалардан фойдаланиб, топамиз:

т

2  у* ^  с*- Ук>

У (*) -= --------- ■ (61.3)

3  р  (*’ УЬ> к = \

X  нинг У  га регрессияси _̂ ам худди шундай аншуинади:

П

2  V  (*г. у)

7  (у) =  '.И (Х| у)=  Ь 1 --------- . (61.4)

2  Р (х., у)

1=1

Узлуксиз тацсимотлар булган холда (40.1) ва (40.2) формулалар­
дан фойдаланиб, куйидагини лосил ^иламиз:

у (х) =  М (У| х) =  [ ур (у\ х) йу .=

00
СО

I «/ Р (х, у) Лу

= .— — --------(61.5)
00

]  р (* , г/) <1у 

--00

00

( хр (х, у) с1х

^(у) =  М(Х\у) = = £ ---------  . (61.6)
00

[  р (х, г/) ¿х

— 0°.

62- §. Регрессиянинг асосий хоссаси

Т е о р е м а . Лга/? (X , У ) — тасодифий вектор булиб, МУ2 <  оо 
булса, у %олда А =  М ((У — и (х))2| X) шартли уртача квадратик 
четланиш хакищй узлуксиз и (х) функциялар синфидаги энг ки-
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О)
д)

152- шакл.

в)

У нинг X га регрессия функдияси чизи^ли функция, яъни

у (х) =  ах +  Ь

деб фараз ^илишга асос булсин.
а ва Ь коэффициентларни энг кичик квадратлар усули бу- 

йича топамиз.

Ордината буйича (х{, у/;), г =  1 ,т; 6 = 1 ,/ координатали нуцталар- 

нинг тутри чизивдаги мос нукталардан четланиш квадратларининг йи- 

гиндисини караймиз:

т

Д (а, Ь) — У  (ах; +Ь — у,у п (63.2)

( - 1 , 1 
Д(а, 6 ) ни икки узгарувчининг функцияси сифатида ^араб , 

а  ва Ь учун шундай ^ийматлар топамизки, Д (а, Ь) нинг ^ийма- 

ти энг кичик булсин.
Бир неча узгарувчили функция учун экстремум мавжуд бу- 

лишининг зарурий шартлари унинг барча узгарувчилар буйича 
хусусий ^осилаларининг нолга тенг булишидан иборатдир. Бу 

шартни Д га ^уллаймиз:

~  2  2 К  +  ь -  Уд Х1 V  

1-1
т

(=1

(63.3)

(63.4)

Дар иккала тенгламани 2п га булиб ва а хамда Ь га 

эга ^адларни гуру^лаб, куйидагига эга буламиз:

т

2 Ч  пх1 
1=1

П

2 пх; 2 У1 пх.

+ ь
Ч1=1 _  1=1

т

2  А пх1 _  

а ----- [-ь1—

п

т

2  н пч

п

т

2  Х1 У1 пх1 
1=1

(63.5)

га
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Бизга маълумки,
т

— —  =  1, — ------=  *,
п п

т  т

2  У 1 П Х [  ____ 2  Х 1 П Х 1

Н ----  =  у , ----  =  X2, (63.6)

Ь  пх1 2л ч  пх,

У
1 — 1 V I  ■ “ I

-  >  У; пХ! =  - > , *  Пх;

I

Ук Щк

П ушак И . 0 4  1 «»••
г=1 1=1 1

(63.8)

, ^  2 2

ъ  *г' 2 Ук п^ - ±-±~а—  =  ху- (63-7)
1=1 <г-;

У хрлда (63.5) тенгламалар ушбу куринишга келади:

ах +  Ь =  у , 

ах2 +  Ьх =  ху.

Досил булган системани ечиб, ^уйидагини хосил циламиз:

У — У =  Рух (* — х), (63.9)

бу ер да р ^  =  - —  У  нинг X  га регрессия коэффициенте, —
°х

танланма уртача квадратик четланиши.
(63.9) тенглама У нинг X га регрессияси тугри чизигининг 

танланма тенгламаси дейилади.
X нинг У га регрессияси тугри чизигининг танланма тенг- 

ламасини худди шунга ухшаш ^уйидаги куринишда хрсил ^и- 
лиш мумкин:

х — х =  р х/!/{у — у), (63.10)

„ хи —  X ■ и —
бу ер да рх, - , ау —  танланма уртача квадратик четланиши.

°у _____

Курамизки, танланма регрессия тугри чизицлари (х, у) ко- 

ординатали ну^тадан, яъни массалар марказидан утади ва рег­
рессия коэффициентлари бир хил ишорага эга, бинобарин, тан­

ланма регрессия тугри чизи^ларининг бурчак коэффициент­
лари бир хилдир.

Илгари, корреляция коэффициентига таъриф берилган эди» 

шундан фойдаланиб танланма корреляция коэффициента ту- 
шунчасини киритамиз:



Танланма корреляция коэффициента гт корреляция коэффициента

М  (ХУ) —  М  (X) М  (У)
ху

нинг бахоси булишини исбот килиш мумкин. 

гт ни (63.9) ва (63.10) га ^уйиб,

Ру,* =  г т
О*

ва

■'х/у Г1

(63.11)

(63.12)

ларни топамиз.
У холда танланма регрессия тугри чизи^ларининг (63.11) ва

(63.12) тенгламаларини ^уйидаги симметрик шаклда ёзиш 

мумкин:

(63.13)

ва

у — у

о«
(63.14)

М и с о л .  Тугри туртбурчак плиткаларнинг узунликлари 

х(см) ва.массалари у{кг) буйича та^симоти ^уйидаги жадвал- 

да берилган:

6 8 10 12 14 пх

30 2 17 9 3 31

35. .— 10 17 9 — 36

40 — 3 24 16 13 56

. 45 — _ 6 24 12 42

50 —• — 2 11 22 35

П у 2 30 58 63 47 200

Регрессия тугри чизи^ларининг танланма тенгламаларини 

тузинг.
Е ч и ш. Агар формулаларда узгарувчиларни ^уйидагича 

алмаштирсак, барча коэффициентларнинг ^исобланиши анча 

соддалашади:

«£ =
Х1 ц  УI ^2

/¿1 1 1̂2 

ва С2—• мос равишда х ва у узгарувчиларнинг вариацион 

^аторнинг тахминан уртасида жойлашган ^ийматлари;
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hi ва h2 —  мос равишда х ва у ^згарувчиларнинг к;ушни ^ий- 
матлари орасидаги масофа.

Ci — 40, /îi =  5; С2=  10, h2 =  2 деб оламиз, натижада ^уйидаги 
жадвалга эга бу'ламиз:

—2 -1 0 1 2 пи

—2 2 17 9 3 31
— 1 — 10 17 9 .— 35

0 — 3 24 16 13 56

1 .— — 6 24 12 42
2 — -— 2 11 22 35

пи 2 30 58 63 47 N
D

О О II 3

Жадвал ёрдамида цуйидагиларни .хисоблаймиз:

— Ъи-пи _  — 2-31 — 1-36+ 0-56+ 1-42+ 2-35
и =

п 200

E w ij  - 2 - 2 — 1-30+ 0-58+ 1-63+ 2-47

200

=  0,07; 

=  0,62;

2  па

ои =  V  и2 — (и)2 =  1,3,

о v =• —  (и)2 =  1,67.

2  nuvuv йириндини хиссблаш учун ушбу хиссблаш жадвалини ту-

замиз:

— 2 — 1 0 1 . 2 V —2  unUZ/ u-V

—2
t í

2

-4|

1-17
17

—34)

l±

=ПП 9

ÜL
3

-6  !
— — 18 36

— 1 —

¡-10
___ 10
—loj

11
17

— 171

I l

=г| 9
— — 1 1

0 —
t í 3

3
0 1

' L±
24

0 1

! 16

- i  16 о 1

126 
1 3 "  

о 1
39 0

1 — —
UL

6
61

¡24

— I 2 4 “
24 1

124 
12 —

12!
, 48

. \
48

2 — + -
4 /

U l

-1 1122 1

144
_22

441
55 110

U =  2 uriuv —4 —44 -25 31 56 195

v-U 8 44 0 31 112 195
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Корреляцион жадвал хар бир катагининг юкрридаги унг бурчаги- 
га vnuv купайтмани ёзамиз. Катакнинг к;уйи чап бурчагига ипау ку- 

пайтмани ёзамиз.
Барча катакларнинг юкрридаги унг бурчагида ва ^уйидаги чап 

бурчагида жойлашган сонларни к^ушиб, V ва II =  ^ и п а7)

^ийматларни хосил т̂ йламиз. Барча иУ ва VII купайтмаларни з^исоб- 
лаб, натижаларни к>ушимча сатр ва устунга ёзамиз, бунда У>У и= '^иу  

купайтма назорат учун хизмат килади. У  холда

2 пввио--2 ^ы' =  2 £/о-

Ушбу формула буйича танланма корреляция коэффициентами хи- 

соблаймиз:

' __2  пт иу— пи V ___ 195 —  200-0,07-0,062 __0 43

ГТ~  п а и ~Оу ~  200.-1,3.1,67 “  ’

Энди регрессия тугри чизюуюрининг тенгламаларини тузамиз: 

~УХ— У =  Гт =*-. (х — х),
ОX

ху — х =  г1 {у — у).
СТУ

х ва у лар учун х =  ик1 +  Съ у =  и/г, +  С2 формулаларни осон- 

гина хосил ^илиш мумкин. Шунинг учун

7 = 0 ,0 7 - 5  +  40 =  40,35,

7=  0 ,62- 2+ 10=11 ,24 ,

Я  =  V *  =  6>5>

° У  =  Л 2а 0 =  3 >3 4 -

У  ^олда У  нинг X  га танланма регрессия тугри чизиги тенгламаси 

~у—  11,24 =  0,43 —  (х— 40,35)и х 6,5

ёки

~ух =  0,22х +  2,32

куринишда, X  нинг V га танланма регрессия тугри чизиги тенглама­

си эса

~ху =  0,84г/ +  30,94

куринишда булади.

У з-;у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. К,андай богланишлар функционал богланищлар дейилади?
2. 1\андай богланишлар статистик богланишлар дейилади?
3. Регрессия тугри чизиги ^андай топилади?
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4. Регрессиянинг асосий хоссаларини таърифланг.

5. Энг кичик квадратлар усулини баён дилинг.

6. Танланма регрессия турри чизири  коэффициентлари кандай аницлана-

Ди?

7. 15.322— 15.349-масалаларни ечинг.

64-§. Танланма корреляция коэффициентининг богланиш 
зичлигига таъсири

Танланма корреляция коэффициента ^уйидаги тенглик би- 
лан ани^ланади:

2  п. у,-— п х у
. . I, ]

бу ерда (х(-, у) —  белгиларнинг кузатилган кийматлари, п(-;—  (х(- у.) 

жуфтнинг частотаси, п — танланма хажми, ах, ау —  танланма уртача

квадратик четланишлари, х, у —  танланманинг урта циймати.
(64.1), шунингдек, (63.11) ва (63.12) ларни эътиборга олиб, 

ушбуни ^осил циламиз:

гт =  ± У р в/Х Рх/у . (64.2)

Т е о р е м а ,  г. =  ± 1 шартнинг бажарилиши уртача квадра­
тик регрессия тргри чизщлари устма-уст тушиши учун зарур 
ва етарлидир.

Исботи (63.13) ва (63.14) тенгламаларни царашдан келиб 
чи^ади.

Бу тенгликдан гт коэффициент ±1 га ^анчалик я^ин булса, 

X  ва У уртасида чизи^ли богланиш мавжудлигидан далолат 
беради.

Агар гт =  0 булса, X ва У орасидаги чизи^ли богланиш 'йуц- 
лиги з^ацида ф араз килишга асос булади.

Ю цорида агар X ва У лар боклицмас булса, у ^олда г=  О, 
агар г = ±  1 булса, X ва У чизи^ли борли^ булиши исбот ки- 
линган эди.

Танланма корреляция коэффициенти гт корреляция коэффи- 
циенти г нинг асосли бахоси булса-да, корреляция коэффици­

ентининг нолдан .фарцли булиши бош туплам корреляция ко­

эффициентининг нолдан фарцли булйшини билдирмайди. Бун- 

дай ^олда танланма корреляция коэффициентининг ^ийматли- 
лиги ^а-цидаги гипотезани текшириб куриш керак.

Агар корреляция коэффициентининг нолга тенглиги. ^ак;ида- 
ги гипотеза рад этилса, у .\олда X ва У микдорлар ко'рреля- 

цияланган ва танланма корреляция коэффициенти X ва У 

орасидаги богланиш улчови булиб хизмат 1\илади.
Бирга я\ин булган |гт | X ва У лар зич богланишини бил- 

дирса, 0 га як;ин булган |гт | X ва У лар ё жуда буш б.огла- 

нишини, ё бундай богланишнинг йуцлигини билдиради.
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65- §. Нормал та^симланган тасодифий мщдорларнинг 
корреляцияси

Айтайлик, икки улчовли (X, У) бош туплам нормал та^симлан- 
ган булсин. Бу тупламдан п ^ажмли танланма оламиз ва танланма 

корреляция коэффициента гт ни хисоблаймиз. Бу холда гт коэффици- 

■ентни (гжу, аг) параметрли (бу ер да гхд —  назарий корреляция коэф-

1_р- \
фициенти, ог ==__ нормал та^симланган дёб ^исоблаш мумкин.

V  п )

Назарий корреляция коэффициента гху учун ишончлилик даража- 

си ц% булган ишончли интервал куйидаги куринишга эга:

Г- / - 2 1- г 2г _ t т <Г" г <т Г / т
'т. Ьц ■ V—  ■■ ^ ' х у  7т ^

V п V п

бу ерда нормал та^симот жадзалидан топилади.
гт нолдан фар^ли булиб чи^син. гх нинг к;ийматлилиги хацидаги 

гипотезани текширамиз.
Нолинчи гипотеза ^уйидагича булсин:

Н о : ^  =  0-

У  холда конкурент гипотеза Н х: г'ху ф  0 булади. Агар нолинчи ги­

потеза рад этилса, яъни конкурент гипотеза цабул цилинган булса, 

бу танланма корреляция коэффйциейти ^ийматлялигини X  ва У ора- 

сидаги чизицли богланиш зичлигини ифодалаши мумкинлигини бил- 

диради.
Агар нолинчи гипотеза к,абул килинса, у холда X  ва К чизи^ли 

богланиш билан богланмаган.
Агар Н 0: гху =  0 гипотеза уринли булса,

ггУ п  — 2
Т =

\ 1 - г:

тасодифий мшуюр озодлик даражаси п —  2 булган Стъюдент тац- 

симоги билан та^симлангандир.
Берилган а  ани^лик даражаси вэ озодлик даражалари сони & =

— п —  2 буйича Стъюдент таксимоти критик ну ̂ талари жадвали 

ёрдамида икки томонли критик со.\а учун критик ну^та то­

пилади.
Агар \Т\<^ булса, нолинчи гипотезани рад этищга асог щЦ.

Агар ¡Г] >  булса, нолинчя гипотеза рад этилади.

Ми с о л. 63-§ даги мисолда топилган танланма гт корреляция 

коэффициентинйнг а  =  0,05 ани^лик даражасида ^ийматлилигини тек- 

ширинг.
Е чиш . 63-§ даги мисолда топилган гт корреляция коэффици­

ента 0,43 га тенг.
Критерийцинг. танланма цийматини топамиз:
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Берилган а  — 0,05 ани^лик даражаси ва 6 =  198 буйича =  

=  1,96 критик ну^тани топамиз. Т > ^ а булгани учун нолинчи гипо­
теза рад этилади.

Демак, бош тупламнинг корреляция коэффициента гху ф  0 экаи.

66-§. Чизщ ли булмаган корреляция

Тасодифий мицдорлар орасида чизицли булмаган корреля- 
цион богланишлар ^ам мавжуд булиши мумкин.

Иккита тасодифий мивдор орасида чизи^ли булмаган кор- 

реляцион богланиш мавжуд булганда чизи^ли булмаган рег­
рессия тенгламаси регрессия тугри чизи^лари тенгламасини 
излагандек изланади.

Икки улчовли (X, У) бош тупламдан п г;ажм.ли танланма 

■олинган булсин. Дар бир х£ учун шартли уртача у£ ларни ^и- 

соблаймиз (153-шакл).

{х(, у£) нук,талар тахминан парабола да жойлашган деб фараз ци- 

ламиз. У нинг X  га параболик уртача квадратик тенгламасини

у (х) =  ахг -\-Ьх + с
куринишда излаймиз.

а, Ъ, с коэффициентларни топиш учун энг кичик квадратлар 
усулидан фойдаланамиз.

А (а, Ь, с) = 2  {ах] +  Ьх£ +  с —  у$пх. (66 .1)

I
А д\ д& ЗА

булсин. А нинг экстремумини топиш учун —  —  ва — ■ ларни нол-
да ’ дЬ дс

га тенглаймиз. Гуру^лашлардан сунг куйидагиларни хосил ^иламиз: 

а2  п*с +  Ь 2  ̂  П*1 +  С 2  \ = 2 Л  П*С
I I I Ь

а2 х \ + ь 2  \  + с 2  *  %  =  2  х1ш
1 I ; /

2  ^  %  + ь 2  ̂  \  + с 2  ̂  п*1=  2  п\ ■

I

а

I

Досил ^илинган бу системани 
ечиб, А (а, Ь, с) четланишлар 
квадратларининг йигиндисига энг 

кичик к;иймат берадиган а, Ь, с 
коэффициентларни топамиз.

X  ва У орасидаги богланиш ма-

салан, у =  —- ёки у =  ах3 -\-Ьх2 +

У  7

*
%

153- шакл.



+ сх + d функциялар ор^али ифодаланади дейишга асос булган хол- 

ларда ^ам худди шундай йул тутилади.

67- §. Корреляцион богланиш туррисида тушунча

Чизшуш корреляцион борланишнинг зичлигини бахолаш 
учун корреляция коэффициента гху дан фойдаланилади.

Чизицли булмаган борланиш зичлигини бахолаш учун ушбу 
янги характеристикаларни киритамиз:

т| —  У нинг X  га корреляцион муносабати ва т)ху— X  нинг Y 

га корреляцион муносабати.

Бу курсаткичлар регрессиянинг у(х) ва х (у) эгри чизи^лари ат- 
рофида та^симланишнинг зичлигини ифодалайди.

Таърифга кура

бу ерда о* —  Y нинг дисперсияси, о2у/х ■= М (Y —  у (X )f шартли дис' 

персияларнинг уртачаси. У  холда (67.1) ва (67.2) ифодалар ^уйида- 

ги куринишга келади:

(67.3) ва (67.4) тенгликлардан кфреляцион муносабат цуйидаги 

тенгсизликларни каноат.тантириши келиб чгщади: ■

°1/х ~  0 булганда ва факат шундагина г^х — 1 булади, яъни бу- 

туи та^симот Y нинг X  га регрессия эгри чизигида туиланган, ва 

шундай дилиб, X  ва Y орасида функционал борланиш мавжуд.

Сунгра, <ггу/х =  а2 булганда, яъни М (У —  y{x)f =  М (Y— M(Y)f, 

яъни у (л:) =  М (Y) =  const булганда ва фак,ат шундагина г)2 =  О, 

яъни У нинг X  га регрессия чизиги га^симот марказидан утувчи 

горизонтал тугри чизиадан иборатдир. Бу ^олда X  ва У корреляция- 

ланмаган дейилади.
г| корреляцион муносабатнинг хоссалари хам худди шундай 

текширилади.

(67.1)

„2 =  М (х ( у )- М (У ) ) *  
*ху ------ 2------ (67.2)

Куйидаги айниятни исбот ^илиш мумкии:

а1 =  °1/х + М (у (х) — М(у))2,

(67.4)

(67.3)

О <  \у <  1. 

0 < V <  1.
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т]ху ва г\ух курсаткичлар узаро содда муносабат билан богланма- 

ган.

Агар г\ху =  г\ух — 1 булса, у холда У нинг X  га богланишини 

ифодаловчи функция тескариланувчи, ва демак, -монотондир. Доимо 
\гху\ <  г\ух эканини исботлаш мумкин. Агар т] -»-О булса, у холда 

сг2/д.->0, яъни шартли дисперсия нолга интилади, демак, У нинг X 

билан богланиши зичлашиб бориб,- т) =  1 да функционал богланиш- 

га утади.

Корреляцион муносабатнинг корреляция коэффициентам 
нисбатан афзаллиги ш-ундан иборатки, корреляцион муносабат 
^ар ^андай, шу жумладан, чизи^ли богланишнинг зичлигини 
бадолайди.

У з-уз и ни  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Танланма корреляция коэффициенти нимани ифодалайди?
2. Танланма корреляция коэффициентининг хоссаларини айтиб беринг.
3. Нормал таксимланган тасодифий ми^дор корреляцияси ^а^идаги теоре- 

мани баён дилинг.
4. Чизшуш булмаган корреляция тушунчасини таърифланг.
5. Корреляцион муносабат к;андай ашщланади?
6. Корреляцион муносабат нимани ифодалайди?
7. 15.267— 15.273- масалаларни ечинг.

68- §. Регрессия параметрларини танланма буйича аницлаш

Р е г р е с с и я  м а с а л а с и н и н г  цуй'илиши. У тасодифий ми^- 
дор А та х1У хг, . . . , хк узгарувчиларга боглик, булсин. хъ х2, . . ,,хк 

узгарувчилар, умуман айтганда, тасодифий миедорлар булмай, ку- 

затишларнинг ^ар бир сериясида олдиндан режалаштирилган ани^ 

к,ийматларни к,абул ^илишлари мумкин.
У тасодифий микдор х1У х2\ . . . , хк ларга богли^ булмаган ст2 

дисперсия билан нормал таксимланган деб фараз ^илинади. \
У тасодифий мшущрнинг математик кутилиши хъ х2, . . . , хк 

узгарувчиларга чизи^ли боглик;, яъни

М{У) = у = , а  + ^1х1 + . . . + р к3с* (68 .1)

деб фараз ^илинади.
Бундай холда х£ узгарувчилар У ни фа^ат уртача ани^лайди деб 

айтилади.
1-мисол . Техникада купинча

У =  а  +  р ! ̂  +  /2 +  . . . +  Р/г / +  2 (¿)

куринишдаги тасодифий мицдорлар учрайди, бу ерда / —  вакт, г(^) 

эса математик кутилиши а =  0 ва уртача квадратик четланиши а 
булган нормал та^симотга эга тасодифий функция. У холда х ~ Р  ,

г =  1, к ¿деб (68 .1) турдаги тасодифий миедорни ^осил ^иламиз.

347



2-м и с с  л. Купгина физик масалалар ушбу куринишдаги тасоди- 
фий мивдорларни урганишга олиб келади:

Y =  а  +  |3Х cos (kjt +  фх) +  v . . +  Р; cos (kLt +  фг-) +  г (/),

бу ерда t ва z(t) лар 1-мисолнинг шартларини к,аноатлантиради,. 
k фг- —  маълум сонлар.

хг-=  cos (Аг-г1 +  ф,:) деб, (68 .1) турдаш тасодифий мивдорни хо~ 

сил ^иламиз. Регрессия масаласи п та (yh хи, x2i, . .. ,xki), i =  1 ,п 

богли^мас синовлар сериялари ёрдамида (68 .1) муносабатга кирувчи 

номаълум а , . . . , Pfe параметрларни бахолашдан иборатдир.

Агар параметрларни ба^олаш масаласи ^ал этилса, хи х2г 
. . .  , хк номаълумлар узгариши билан Y тасодифий ми^дор- 

нинг тавсифини бирор ишончлилик билан олдиндан айтиб бе- 
риш имкони пайдо булади.

Масалан, M (Y )  математик кутилиш учун ишончли интервал- 
ни курсатищ мумкин булади.

Дастлаб битта омилга богли^ булган ^олни 1\араймиз.

Y тасодифий мицдор х аргументга «уртача» чизи^ли бог- 
лик; булсин, яъни

M(Y\x) =  a + $x. ■ (68.2)

х =  xlt х2, . . . , хп деб п та эокли кузатишлар утказамиз, на- 

тижада кузатилган п та у]г у2, уп ^ийматларни хоеил ^иламиз.

Чизиклиликдаи оришлар бъ 82, . . .  , 8п хатоликлар билан берилади 

деб хисоблаб,

у. =  м  (У>,-) =  а  +  р х( +  6t- (68 .3)

каби ёза оламиз

Улчаш хатоликлари б{- =  z/t- —  а  —  р х£ ушбу шартларга буйсунади 

деб, фараз ^иламиз:

1) М8£ =  0 , i — 1, п,

2) D =  М 8] =  а2, г =  1 ,о (X  га богли^ эмас),

3) 8г тасодифий микдорлар узаро богли.^мас ва нормал та^сим-

- ланган.

У холда бь ба, . . . , 8п тасодифий микдорлар системасининг 

та^симот зичлиги куйидаги куринишда булади:

_б_? __«[ __б* |  $
2ог - 2о2 20r _  t'~I

е е е ( 1 2°2
У  2л а У2л а У2л а '\У2к'а) е

Демак, кузатилган у£ микдорларнинг тацсимот зичлиги к>уйидагига 

тенг:
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>{хь х2, . . .  , хп, а, ß ,a2) =  ( j ÿ y ' t f  "

3 ,  «2£ 1 = 1
' 2 О2

п ■

V  2л
а п е

2  '-уi — ß*t )2
. г̂1___________

2а2
(68.4)

а , ß, а2 параметрларни ба^олаш учун ^а^и^атга энг катта 
ухшашлик усулидан фойдаланамиз.

Усул номаълум параметрларни бахолаш учун бу параметр- 

ларнинг ^а^и^атга ухшашлик функциясининг (68.4) максимум- 
га эриштирадиган ^ийматларидан фойдаланишдан иборатдир.

Яъни ст2 берилганда а  ва ß лар учун ба^они топишда

'£ -  =  о,
да.

др

öß
=  О

(68.5)

•системани ечиш керак.

Курсаткичли функция нолга айланмаганлиги учун ^уйида- 
ги тенгламалар системасини ^осил ^иламиз:

i=i (68 .6)

' 2 2  (yi — a — $ xùxi
i= i

Бу системанинг шаклини узгартирамиз: 

« • « — ß 2 ^- = 0 ’
i=i

п

¿=1
(68.7)

2 ^ - “ 2 ^ - р 2 X? =  0 .

1=1 £ - 1

(68 .7) системани ечишда^ xi =  0 деб, яъни х нинг ^ийматлари

í=i
системаси марказлашган деб фараз 1̂иламиз.

У  ^олда (68.7) тенгламалар цуйидаги куринишга келади:
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í «

2  y i =  n a '
i- 1

•x¡.
Z xi 

' i=i í=i

Бу ердан а  ва ß параметрларнинг бахоларини топамиз:

П П
У  х .у .

- 'i ^  • 1 11 1=1___ ft _  vsi_____
а  =  —̂  , Р — п

2 ^

п
2 *?

(68 .8)

г=1

Агар x¡ =  О шарт бажарилмаган булса, у ^олда а  ва ß бахо-

i= i
лар учун анча мураккаб ифодаларни хрсил к^иламиз.

2  ß2 *i 2  
~ г=1 *=' f t =  —________—

я " > Р « _а = (68.9)

2  ( x i- x f  
1= 1

Сунгра топилган а  ва ß ^ийматларда о2 нинг ба^оси 5  ни топиш 

учун (68 .4) ни о2 буйича дифференциаллаб, ^уйидагини ^осил ^иламиз;

nS2=Z {yi~  a ~~$Xi)2

еки

S2 =
П 

í=i

■ а  ■ ß%>2, (68.10)

бу ерда а  ва ß лар (68 .8) ёки (68.9) формулалар^буйича ани^ланада.
Энди а, ß ва а2 параметрларнинг (68.9) ва (68.10) бахрларининг 

аншушгн ва ишончлнлигини бахолаймиз.
П

Яна 2  x¿ =  0 булсин, у ?рлда - 

(=1
п п

у i =  2  (“  +  ^  ^  =  п а  2  s¿
Î=1 í=l г‘=1

ёки
п П

Х :> ‘ ~  ? ,  1 -  , v i .
а  =  — ---- = 1—  - а --- ¡ - V e , ,

П П ¿msd
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яъни

■ У ]  St,  (68.11)>B8SE t

Худди шундай топамиз:

а — а  =
п г-1

2 . S¿

■ <68-12) 

(68 .11) ва (68 .12) тенгликларнинг унг томонлари бир хил к;онун 
буйича нормал та^симланган тасодифий миедорларнинг чизи^ли функ-

дияларидан иборат, ва демак, а— а  ва р— ¡3 оришлар нормал та^- 
симланган.

69-§. Регрессиянинг умумий масаласи

У  тасодифий мик;дор k та х1, х2, . . . , хк параметрга «уртача» 

борли^ булсин, яъни

М  (У) =  а  +  PjXj +  . . . +  pft xk. (69.1)

а , Pj, Р2. ■ • ■ > Р/г параметрлар учун ба^оларни топамиз. хъ 

хъ . . .  у xk аргументлар ^ийматларининг п та системасини оламиз:

v(l) vd) v(D
л\ > л2 » ' ' ' > »
v(2) v(̂ ) у(2)1 ’ 2 »

х (п) х(п) у(п)Л1 » л2 i • • • .• .> •

Дар бир х(2‘\ . . . , xjp система учун У =  í/¿ тасодифий мш$- 

дорнииг ¡̂ ийматини улчаймиз.

Дисоблашларни соддалаштириш учун (69.1) муносабатни

y =  a-f|31(x —  хг) +  . . . +  РА(*Й.—  хА) (69.2)

куринишда ёзамиз, бу ерда —  xi НИНГ п та тажРиба-

даги урта арифметик ^иймати.

Олдинги параграфдаги мулохазалардан фойдаланиб, а  ва {5 пара- 
• метрларнинг бахоларини ^осил ^иламиз:

П
-i m  -

а==~ А 4  
/- '!

Куйидагича белгилаймиз:



п

I =  —  V  (х<;> —~хг) (х[1)— ~х3) ( к  г <  в <  %

1=1
шу билан бирга

' . г - т З У - ^
г = 1

Энди

1п /12 . . . 1[ь 

^  _  /21 /22 • • •

/̂¡1 ^2 • • •

булсин. 7 '—  I  дан в- устунни /01, /02, . . . , 10к з^адлар билан [(бу
П

ерда /08 =  —  (г/г- —  у)(х^ —  хх) алмаштиришдан хосил булган
5 П увал

1= 1
детерминант булсин. У  холда р параметр учун

р =
I

бахони >^осил ^иламиз.

У з-уз и ни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Регрессия масаласини таърифланг.
2. Чизщли регрессия ^андай аншуганади?
3. Тажриба маълумотлари буйича чизи^ли регрессия параметрларини то- 

пиш усулини курсатинг.
4. Умумий регрессия масаласини таърифланг.
5. 15.350— 15.384-масалаларни ечинг.

70- §. Тажрибани ортогонал режалаштириш. Икки ва уч омилли 
тажрибанинг режа матрицаси

Амалиётнинг купгина масалаларида царалаётган аломат 

(белги)га у ёки бу омил (фактор) нинг таъсири цанчалик му- 
^им эканлиги масаласи катта ахамиятга эгадир.

Бир нечта бир хил турдаги станок ва бир неча турдаги хом 

ашё бор деб ф араз к,илайлик. Турли станокларнинг ва турли 

партиялардаги хом ашё сифатининг ишлов бериладйган детал- 
ларнинг сифатига таъсири сезиларлими ёки йудми эканини 

ани^лаш талаб к;илинади.
Бу холда иккита омил —  станокларнинг таъсири ва хом 

ашёнинг таъсири текширилади, шу билан бирга омилларнинг 

^ар бири бир нечта даражаларга эга (яъни бир нечта станок 

ва хом ашёнинг бир неча партияси).

Омилларнинг текширилаётган белгига таъсирини текшириш 
ва ба^олаш учун п та кузатиш утказилади, уларнинг натижа- 

лари кузатиш матрицасига ёзилади.
т  дараж ага эга булган битта омил булган холда п та ку- 

затишлар натижаларини куйидаги жадвалга жойлаштириш 

мумкин:
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"— Кузатишлар 
номери

Р омил ^
Даражаси

2 . . . п

Рг * (1>
*1 . г(п> 

• *1

?2
4 » *(?> . г(п)

Р  т
х(1)лт ¿ 2  ■

К(п) • Ат

Энди иккита А ва В омил булган холни цараймиз.

В

А .
В. в 2 Въ

^1

„(1) „(2)х и , х и , . . . ,

*11

„(1) Л2)
12’ *12 > • • • ’

..('О
12

г(1> г(2>
*10’ л 1'0’ • • • >

„(я)
*1о

^2

х(1,>21 ’ 21 * * • ' ’

*й>

д.-(1> а-(2)*22’ *22’ • • • >

г(/г)*22

. . .

у(!) „(2)
20’ *20’ • • • >

„(«)
*20

■
•

-

Л г
. . . .

хп

у<2> 
г2 ’ г2 ’

и«)
• • ■ > *г2

Х(,) х (2)ЛГ1”

х{п) ■ ■ > •'то

Дар бир (г, /) ячейкага п та кузатишлар натижаларини 

жойлаштирамиз. Агар ячейкалардаги кузатишлар сони узаро 
тенг булса, бундай комплекс ортогоналдир.

Учта А, Б, Б  омил булган ^олда куйидаги, кузатишлар мат- 
рицасини тузиш мумкин:

Л А ^2

в Вх ^1 5 У 51

о

Ог *1и *101 *211 *201 *л11 *го1

А *112 *102 *212 ■̂2У2 *г!2 *Г02

*11* *10/ *21* *20* *гИ
. . .

*Г0/

Дар бир (г, }, к) ячейкага Хцк микдорни кузатиш натижаларини 

ёзамиз.
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71-§. Математик моделнинг айрим ташкил этувчиларининг 
^ийматлилигини ба^олаш

Бир вак/гда таъсир к;илувчи турлича омилларга богли^ бул- 

ган кузатишлар натижаларини та^лил к;илиш, знг му^им омил- 

ларни танлаш ва уларнинг таъсирини бахолашнинг статистик 
усули дисперсион таз;лил (анализ) дейилади.

Дисперсион та^лилнинг рояси тасодифий ми^дорнинг уму- 

мий дисперсиясини у ёки бу омилнинг, ёки уларнинг узаро 

таъсирини тасвирловчи богли^мас тасодифий ^ушилувчиларга 
ажратишдан иборатдир.

Масалан, X —  текширилаётган тасодифий ми^дор, А ва В —  

унга таъсир этадиган омиллар, х —  Хми^дорнинг уртача к;ий- 

мати булсин. X нинг четланишини куйидагича тасвирлаш мум- 
кин булсин: _

X  —  х +  сс "Ь Р -Ь Y> (7" 1.1)
бу ерда

а —■ А омил келтириб чи^арган четланиш, 

р — В омил келтириб чи^арган четланиш,
Y —■ бош^а сабаблар келтириб чицарган тасодифий четланиш. 

а , р, у лар борли^мас тасодифий микдорлар деб фараз киламиз. 
X, а, р, у ларнинг дисперсиялариии мос равишда а 2, а 2, а|, а 2 

орцали белгилаймиз. У  холда

= <  + °1 +  °У  (71.2)

°а> °1 лаРни °у билан такдослаб, А ва В омилларнинг таъсир 

даражасини хисобга олинмаган омилларга нисбатан аницлаш мумкин. 

° 2а, стр ларни бир-бири билан таедослаб, Л ва Б омилларнинг X  га 

таъсирини такдослаш мумкин.
Та^симот нормал деб фараз ^илинганда дисперсион тахлил тан- 

ланмалар асосида о2а, о£, о2 ларнинг ^ийматини ашщлашга, шунинг- 

дек, тегишли критерийлардан фэйдаланиб, уларнинг текширилаётган 
мивдорга таъсирининг му^имлигини ба^олашга имкон беради.

Л ва В  омилларга борлик X  тасодифий мивдор учун кузатишлар 

матрицаси мавжуд булсин. Соддалик учун ,хар бир ячейкада 

фа^ат битта кузатиш булган ^олни караймиз:

\  в
А \

Вх в2 ■ • в ,  ■ • ■ Bv x i*

Ах Х11 *12 ‘ ’ ■ ХЧ ■ xlv x J*

А3 *2 1 *22 ' ' *2/ X2V x 2*

A¿ ХЦ • хи •
xiv X

К xri *2 г • • • *r¡ ■ • * r j x r*

_ _ .__ _ —«

X * j X *1 X *2 * * ■ x , ¡  • * * X *£1 X
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Кузатишлар матрицасида г сатр А омилнинг г даражасига,

V устун эса В омилнинг V даражасига мос келади. (¿, /) ячей- 
кага А ва В омилларни мос холда ¿- ва /- даражаларда 

бнр вакдда текширишда хосил цилинган кузатишлар ёзи- 

ладн.
Дар к,айси устун ва сатр буйича урта циймат ва умумий ур- 

тачани ^исоблаймиз. Энди урта ^ийматларнинг сатрлар буйича 
тенглиги ва урта кийматларнинг устунлар буйича тенглиги ха- 

^идаги гипотезами текширамиз.

Айтайлик,

1 \ 1  1 " V

х ' п  >■ 2 и хи' 
;=1 1=1

1=1 /=)

У  холда Хп нйнг х дан четланиш квадратларининг йигиндисини то- 

памиз, яъни

3  ^  ^  - ~х)2 =  2  ] £  - "**/ +  *  +
ЛЬаВВ <втя№ ЛяВтъ1=1 /=1 1 = 1 /=1

V

+ х {, — х 4-х,. — х)2 =  и ^ ( х 1Ч — х )2 +
1=1

1> г у

+ г (х" ~  ^  ̂ — х =
/=1 1=1 /=1

=  С1+ <32+ С3- (71.4)

С?! кушилувчи сатрлар буйича урта ^ийматлар билан умумий 

урта ^ийматлар орасидаги айирмаларнинг квадратлари йигин- 

дисидан иборат булиб, X белгининг А омил буйича узгаришиии 
характерлайди.

Худди шунга ухшаш, <32 кушилувчи X белгининг В омил 
буйича дисперсиясини характерлайди. ф 3 цушилувчи квадрат- 

ларнинг колдиц йигиндиси дейилади ва ^исобга олинмаган 
омилларнинг таъсирини тавсифлайди.

Дисперсия учун куйидаги ба^оларга эгамиз:

I V I V I г г . .  "Т7\2 — а .

г0  ̂лззияк лап&А ги — 1
1=1 /= 1

¿=1
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52= _ 0^ _ ; 5 _ 0з----  (71 5)
2 V — 1 3 (Г — 1)(У — 1)

Маълумки, агар X тасодифий микдор нормал та^симланган 

булса, у холда танланма дисперсияларнинг нисбати Р та^си- 

мотга эга булади.
Шундай дилиб, танланма маълумотлари буйича хисоблаб

РА = --- ва Р „ =  ——
А с2 в с2

¿’З

дамда танланган ^ аниклик даражасида (Рд <  Рг_ {< (г_ , ) -<г ва 

Рв с  Ри-\,(г~\)(и-\уа Да) УРтача кийматларнинг тенглиги тутрисидаги 

нолинчи гипотеза рад этилмаслигини курамиз, яъни А ва В омиллар- 

нинг текширилаётган белгига таъсири катта эмас.
Иккита омилли дисперсион та^лилиинг умумий схемаси цу- 

йидаги жадвал куринишида берилиши мумкин:

Дисперсияиинг
компонентаси

Квадратлар (Озодлик даражаси 
ЙИРИНДИСИ сони

Дисперсияиинг ба/^оси

Сатрлар буйича
/•

=  " . 2  с* ~
г —  1 о 2 ^1

^  Г-1

Устунлар буйича
V

(¿2 =  Г2 ’ 1 ( *»/— 

- X ) *  '

V—  1

б 2 _ 0 - 1

Колдик Qз “  — 
¡' /

—  х1. — х >1+х)2

( г - 1 ) ( » - 1 ) о2 <?3

з (г_  1 Ко— I)

Т улиц Ч — Фг +  ФгЧ- Фз го —  1
0.

АО —  1

Щ%орида олинган натижалар X белгининг нормал та^си- 

мотга эга булишини талаб ^илишини эсда тутиш лозим.

У  з-;у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н с  а в о л л а р

1. Тажрибани ортогоыал режалаштириш ^андай амалга оширилади?

2. Иккита ва учта омилли кузатишлар матрицасини тузинг.
3. Дисперсион та^лил масаласини баён дилинг.
4. Умумий дисперсияиинг ташкил этувчилари ^андай ^исобланади?
5. Х,ар бир омилнииг X  белгига таъсири цандай бахоланади?

6. 15.284— 15.291-масалаларни ечинг.
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АСОСИЙ СО Н Л И  УСУЛЛАР

15- б о  б

1-§. Микдо.рларнинг тацрибий кийматлари

1. Хатоликлар. Хатоликларнинг манбалари. Микдорларнинг 

сонли 1̂ ийматларини ашщлашда купинча уларнинг такрибий 
цийматларигина топилади. Бунда агар х сон берилган микдор- 

нинг хаки кий ^иймати а га Я1\ин булса, х сон шу а микдорниег 

такрибий [^иймати ёки якинлашиши деб аталади ва бундай 
ёзилади: а «  х.

М асалан, т е «3 ,14159; е~ 2 ,71828; —  «:0,3333. К,искалик

учун микдорнинг такрибий киймати такрибий сон, унинг ха^и- 

¡̂ ий киймати эса аник сон деб аталади.

Такрибий сонлар одатда чекли унли касрлар куринишида 
тасвирланади.

Амалий масалаларни .^ал этишда пайдо буладигаи хатолик­
ларнинг ва, демак, такрибий сонларнинг ушбу асосий манба- 
ларини айтиб утамиз.

1. Моделнинг хатолиги —  моделлаштирилаётган х.одисага 

таъсир этаётгаи барча омил (фактор)ларнинг етарлича тула 
^исобга олинмаслнги. Бу омилларнинг хаммасини амалда х,и- 

собга олишнинг иложи йук; ва ма^садга мувофи^ хам эмас. 
Масалан, физик ходиса булган холда биз баъзан ишкаланиш, 

му^ит ^аршилигини, хароратни ва шунга ухшашларни эъти- 

борга олмаймиз, шу сабабли хам модель такрибий хатолик­
лар билан булади.

2. Бошлангич маълумотлардаги хатоликлар —  масала шар- 

тига кирувчи микдорлар (параметрлар)нинг кийматларини ул- 

чаш натнжасида хосил булади ва, демак, такрибий характер- 
да булади.

3. Услубий хатоликлар. Бу ^абул цилинган улчаш услуби 

натижаси булиб, унда одатда такрибий формулалардан 
фойдаланилади.

4. Амал хатоликлари —  булар фойдаланиладиган ^исоблаш 

воситалари билан боглик, хусусан, ЭДМлар чекли унли каср­
лар устида, демак, такрибий сонлар устида амаллар бажара- 

ди (маълумотлар ва оралик; амаллар натижалари яхлитлана-
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ди, бунинг натижасида у ёки бу д ар а ж а д а  хатоликлар тупла-
н ад и ) .

Тайин бир масалани ечишда у  ёки бу хатоликлар баъзан 
булмаслиги ёки уларнинг таъсири хаддан  зиёд кичик булиши 
мумкин. Биро1\ хатоликларни тула та^лил этиш учун уларнинг 
барча турларини тула ^исобга олиш лозим.

2. Абсолют ва  нисбий хатоликлар. Та^рибий сонларнинг 
асосий характеристикалари абсолют ва нисбий хатоликлардир. 
Бирор ми^дорнинг та^рибий киймати х, аник ^иймати эса а 
булсин.

1 - т а ъ р и ф .  а —х айирма х  та^рибий соннинг яцинлашиш  
хатолиги ёки хатолиги  деб аталадн.

Агар х < а  булса, х сон а соннинг ками билан олинган та^- 
рибий киймати деб аталади ва бу .^олда хатолик а —х > 0  бу- 
лади.

Агар х > а  булса, х сон а соннинг ортиги билан олинган та^- 
рибий ^иймати деб аталади ва бу холда хатолик а —х < 0  бу- 
ладн.'

1 - м и с о л .  У 2 сони учун 1,41 ками билан олинган, 1,42 эса 
ортиги билан олинган такрибий ^ийматлар булади, чунки 1,41 <  
<  1 2 <  1,42.

Агар х < а  булса, х сон а соннинг ками билан олинган та^- 
рибий циймати булади, чунки л > 3 ,1 4 . '

3- м и с о л. 2,72 сони е сонининг о р т и т  билан олинган тац- 
рибий ^иймати булди, чунки е<2,72 .

2- т а ъ р и ф. а ^ х  я^инлашишнинг абсолют хатолиги А деб, 
хатоликнинг абсолют цийматига айтилади, яъни

д  = [ а —х  |.

Бунда и а—х =Д ёки а х= - А эканлиги келиб чикади. яъни 
а =  х + Д  ёки а = х—Д. Бундай холларда ^уйидагича ёзилади:

а = х ±  Д.
а нинг та^рибий киймати купинча номаълум булганлиги са- 

бабли я^инлашиш хатолигини ба^олаш учун чегаравий абсо­
лют хатолик тушунчаси киритилади.

3 -т а ъ р и ф . а ж х  я^инлашишнинг чегаравий абсолют хатолиги 
деб, шундай мусбат Да сонни айт ила дики, Д абсолют хатолик ундан 
катта була олмайди, яъни

А =  \х — а\ <  Да.

«Чегаравий» сузи купинча тушириб колдирилади. Бу тенгликдан 
х — Да <  а  <  х +  Аа

булиши келиб чикади, демак, х — Да — ками билан якинлашиш, 
х +  Ас — ортиги билан якинлашиш.

Агар чегаравий абсолют хатолик Аа берилган булса, у  холда х
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ни а нинг Аа гача аникликдаги такрибий киймати деб аталади ва 
бундай ёзилади: а =  х ±  Аа.

Такрибий сонларни уларнинг куриниши абсолют хатоликни 
курсатиб турадиган килиб ёзиш 1\абул цилинган.

Унли каср куринишида ёзилган х такрибий соннинг раками 
а т х  якинлашишнинг А абсолют хатолиги бу ракам  турган 
хона бирлигидан орти^ булмаса, бу рацам ишончли ракам  деб 
аталади. Акс холда уни шуб^али ра^ам дейилади.

Барча математик ж ад вал л ар д а ,  физика ва техникада сон­
ларни фацат ишончли ракамлари билан ёзишдан фойдалани- 
лади (агар хатолик курсатилмаган булса, шундай келишил- 
ган ). Бу холда такрибий соннинг ёзувидан якннлашиш хато- 
лигини ани^лаш мумкин. М асалан , 3,1416 соннинг ёзуви унинг 
абсолют хатолиги 0,0001 дан ортикмаслигини курсатади. 370 
сони учун унинг абсолют хатолиги 1 дан орти^ эмас. Агарда 
бу сон 0,01 дан кичик абсолют хатоликка эга булса, уни энди 
бундай ёзиш лозим: 370,00. Шундай 1\ялиб, 370; 370,0; 370,00 
такрибий сонлар турли аншушк дараж асига  эга ; уларнинг че- 
гаравий абсолют хатоликлари 1; 0,1; 0,01 га тенг.

Агар бутун сон охирида нолларга эга булиб, улар ишончли 
ра^амлар  булмаса, бу нолларни 10" купайтувчи билан алмаш- 
тирилади, бунда п ■— шундай ноллар сони. М асалан , Ердан 
^уёш гача  булган масофа 1495•103 км такрибий сони билан 
ифодаланади, бу ерда биринчи туртта ра^ам ишончли, колган 
барча ноллар эса шубхали (чегаравий абсолют хатолик 
100 000 км ) .

Одатда ишончли ракамли такрибий сонларни стандарт 
ш аклда бундай ёзилади:

х =  . . . ак- 10я, бу ерда п £2, 1 <  а0 <  10,

бу ерда п — соннинг тартиби деб аталади.
Масалан, Аа =  100 булган 40000 сони стандарт шаклда бундай 

ёзилади: 4 ,0 0 -104.
Такрибий соннинг хатолигини у нечта ишончли цийматдор 

ра^амга эгалигини курсатиш йули билан ба^олаш мумкин.
4 - т а ъ р и ф. Соннинг унлик ёзувидаги нолдан фарк,ли би­

ринчи ра^аидан  чанда турган барча ишончли ра^амлар  к;ий- 
матдор ра^амлар деб аталади.

М асалан , ишончли ракам лар  билан ёзилган 0,002080 сони 
туртта кийматдор ракам ; 2, 0, 8, 0 га эга; 1 дюйм = 2,5400 см 
сони бешта цийматдор ра^амга эга ; 370,0 сони туртта киймат­
дор ра^амга  эга, 3,7• 102 сони иккита кийматдор рацамга эга.

Агар такрибий сон куп мшуюрда ^ийматдор ра^амларга 
эга булса, уларни яхлитлаш лозим.

Сонни яхл и тл аш — уни кам  ми^дордаги кийматдор ра^ам- 
лар билан ёзиладиган сонга алмаштирнш демакдир.

Такрибий сонни яхлитлашда ушбу яхлитлаш коидасига
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риоя ^илган холДа ортицча ёки шубхали рацамлар ташлаб 
юборилади:

— агар таш лаб юбориладиган ракамлардан  биринчиси 4 
дан кичик булса, у  ^олда охирги цолдириладиган ракам  узгар- 
тирилмайди.

— агар ташлаб юбориладиган ракамлардан  биринчиси 5 га 
тенг ёки ундан катта  булса, у холда ^олдириладиган охирги 
ракам  1 га орттириладн.

— агар фа^ат 5 раками ёки 5 билан ноллар ташлаб юбо- 
риладиган булса, у  хрлда цолдириладиган охирги рацам жуфт 
булса, узгартирилмайди, агар у тоц булса, 1 га орттирилади.

4 -м и с о л .  Агар Аа =  0,001 булса, х =  10,5478 ни 4 та ишонч- 
ли ра^амгача яхлитланг.

Е чиш . х =  10,548.
5 -м и с о л .  Агар Аа =  0,01 булса, х =  3,875 ни 3 та ишончли ра­

кам гача яхлитланг.
Е ч и ш. х  = 3,88.
Абсолют хатолик ^исоблаш аницлигини тавсифлай олмайди. 

Дисоблаш натижалари аницлигининг ха^икий курсаткичи унинг 
нисбий хатолигидир.

5- т а ъ р и ф. Берилган мицдор х  та^рибий ^ийматннинг б 
нисбий хатолиги деб, бу сон абсолют хатолигининг х такрибий 
циймат модулига нисбатини айтилади, яъни

х такрибий 1\иймат а дай кам  фарк килганлиги учун ама- 
лиётда бундай хам олинади:

Нисбий хатолик берилган я^инлашишнииг сифат курсатки­
чи булиб, уни купинча фоизларда ифодаланади.

6 -т а ъ р и ф . а ж х  якинлашишнинг чегаравий нисбий хатолиги 
деб, б нисбий хатолик катта була олмайдиган ба мусбат сонни ай­
тилади, яъни

б =  -А  <  б бу ерда А <  б |х|.
\х\

Шундай цилиб, чегаравий нисбий хатолик учун

Да = М Л
ни олиш мумкин. Демак, а  аник сонни бундай ёзиш мумкин:

а =  х  ±  \х\ 8а.

8 -м и с о л .  Ушбу тенгликлардан кайси бирининг аншушги катта: 

х =  1^46 =  6,78 ми ёки у  =  —  =  0,54 ми?
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Е ч и ш.
х =  )/ 46 учун Аа =  0,01; 6а -  =  0,0015 (=  0,15 %),

о, /О

у =  т7-  учун Аа — 0,01, вв =  - ^ 1 - 0 , 0 1 9  ( = 1 ,9 % ) .

0,15 % <  1,9% . Биринчи тенгликнинг аншушги ю^ори.
3. Такрибий сонлар устида амаллар.  Такрибий сонлар ус- 

тнда амаллар  натижаси яна тацрибий сон булади. Натижа- 
нинг хатолиги дастлабки маълумотларнинг хатоликлари ор^а- 
ли у шоу ^оидалар ёрдамида топилиши мумкин.

1. Алгебраик йириндининг чегаравий абсолют хатолиги ^у- 
шилувчиларнинг чегаравий абсолют хатоликлари йигиндисига 
тенг.

2. Алгебраик йириндининг нисбий хатолиги цушилувчилар- 
нкнг нисбий хатоликларидан энг каттасига тенг (^иймати бир- 
бирига як;ин булган сонлар айирмаси бундан мустасно).

3. Купайтма ва булинманинг нисбий хатолиги купайтув­
чиларнинг ёки мос равишда булинувчи ва булинманинг нис­
бий хатоликлари йириндисига тенг.

4. Такрибий сон п- даражасининг нисбий хатолиги асоснинг 
нисбий хатолигини такрибий соннинг д ар аж а  курсаткичига ку- 
пайтмасига тенг.

М асалан , та!фибий сонлар купайтмаси: х = 25,3-4,12 = 
= 104,236; купайтувчиларнинг чегаравий абсолют хатоликлари 
мос равишда 0,1 ва 0,01 га тенг. Купайтувчиларнинг барча 
ра^амлари ишончли деб олсак, чегаравий нисбий хатолик бун- 
дай булади:

6, =  =  0,0039 +  0,0024 =  0,0063.
“ 25 , 3  4 , 12

У холда купайтманинг чегаравий абсолют хатолиги куйидагича: 
д а =  ьа \х\ =  0,0063-104,236 =  0,657 <  1.

Д ем ак , ж авобда фа^ат учта ишончли ракамни ^олдириш лозим: 
25,3-4,12 = 104.

Амалиётда такрибий сонлар устида оммавий хисоблаш иш- 
ларида ушбу соддароц ^оидалардан фойдаланилади; улар иш 
^ажмини камайтириб, етарлича ани^ликка эришиш имконини
беради.

1. Унли касрларни ^ушиш ва айиришда унлик белгилари 
энг кам  булган сонда нечта унлик белги булса, натижада шун- 
ча унлик белги цолдирилади (соннинг унлик белгилари деб, 
вергулдан унгда турган барча рацамларни айтилади).

2. Бутун сонларни цушиш ва айиришда уларни стандарт 
ш аклда ёзилади ва уннинг энг юкори даражасини цавсдан 
таш карига чицариб, юцоридаги цоидадан фойдаланилади.

3. Такрибий сонларни купайтириш ва булишда энг к-ичик 
сонда нечта ^ийматдор ракам  булса, натижада шунча киймат- 
дор ракам  к;олдирилади.
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4. К вадратга  ва кубга кутаришда д ар аж а  асосида нечта 
кийматдор ракам  булса, натижада хам шунча кийматдор ра- 
цам колдирилади.

5. Квадрат ва куб илдиз чи^аришда илдиз остидаги ифо- 
дада  нечта кийматдор ракам  булса, натижада хам шунча кий­
матдор ра^ам цолдирилади.

6. Оралиц хисоблашларда юцоридаги коидаларда тавсия 
^илганидан битта ортик ра^ам ^олдирилади. Якуний натижада 
бу рацам яхлитланади.

7. Агар маълумотлар турли сондаги унлик белгиларга эга 
булса (щ/шиш ва айиришда) ёки турли сондаги кийматдор 
ракам ларга  эга булса (долган ам ал л ар да ) ,  уларни энг кичик 
аншушкдаги сонгача битта к,ушимча ра^ам билан яхлитланади, 
бу рацам якуний натижада яхлитланади.

У з-у  з и н и  т е к ш и р и ш  у  ч у  н с а в  о л  л  а  р

1. Хатоликларнинг 1̂ андай манбалари бор?
2 . Тацрибий сон деб нимага айтилади?
3. Я^инлашиш хатолигн деб нимага айтилади?
4. Я^инлашишнинг абсолют хатолиги деб нимага айтилади?
5. Я^инлашишнинг чегаравий абсолют хатолиги деб нимага айтилади?
6 . Якинлашишлар сифатини уларнинг абсолют хатоликлари бунича тац- 

^ослаш мумкинми?
7. Нисбий хатолик деб нимага айтилади? -
8 . Чегаравий нисбий хатолик деб нимага айтилади?
9. Ушбу улчаш натижаларидан цайсиниси аницро^? 0,0025 м ми ёки

0,372 м ми?
10. 1\айси яциилашиш аницрок: 2 ,56±0,01 ми ёки 376±  1 ми?
11. Тацрибий соннинг ^андай разами  ишончли рак.ам деб аталадн?  Шуб- 

^али рацам деб-чи?
12. Соннинг кийматдор разами деб нимага айтилади?
13. Соннинг унлик разами  деб нимага айтилади?
14. Тавдибий сонлар к;ачон ва цандай яхлитланади?
15. ^уй идаги  так,рибий сонларнинг ёзувида меча унлик белги бор: «  = 0,37; 

6 = 0,04551; с = 0 ,003072; ¿= 0 ,056890?  Уларнинг ^ар бирида нечта )ушматдор 
ра^ам бор?

16. Унлик белгилари сони: а) цийматдор ракамлари сонидан ортиц; 
б) цийматдор ракамлари соиидан кичик; в)  кийматдор ракамлари сонига тенг 
булган та^рибий соиларга мисоллар келтиринг.

17. Битта кийматдор рацамга, иккита кийматдор рацамга , учта киймат­
дор рацамга эга булган сонларнинг чегаравий нисбий хатоликлари цаича бу- 
лади?

18. 273,521, 0,03984, 1,0053 сонларини: а) иккита кийматдор ра^амгача ;
б) иккита унлик белгигача яхлитланг.

19. К,уйидаги сонларнинг чегаравий нисбий хатоликларини топинг: а) 2;
0,2; 0,02; б) 17; 1,7; 0,17; в) 3,71; 37,1; 371.

2- §. Тенгламаларни тацрибий ечиш
1. У мумий маълумотлар.  Ушбу

/ «  =  0 (2.1) 
тенгламани ечиш х аргументнинг (2.1) тенгламага  ^уйил- 
ганда уни тугри тенгликка айлантирадиган барча к,ийматлари- 
ни тоииш демакдир. х аргументнинг бу кийматлари (2.1) тенг- 
ламаичнг илдизлари ёки /(х) функциянинг илдизлари (нолла-
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ри) деб аталади. Бундай тенгламаларни ечишнинг ушбу уч 
усули м авж уд :  аналитик усул, график усул ва соили усул.

Аналитик усул дейилганда шундай формуланинг м авж уд- 
лиги тушуниладики, изланаётган илдизлар унинг ёрдамида 
(.2.1) тенгламанинг чаи томоиига кирадиган узгарм ас мицдор- 
лар (улар параметрлар деб аталади) орцали ифодаланади 
(бунга намунавий мисол — квадрат  тенглама илдизларииинг 
маълум  формуласи). Аналитик усулнинг асосий устунлиги 
шундаки, илдизлар бу курсатилган формула ор^али исталган 
аникликда ^исобланиши мумкин. Бироц мухандислик амалиё- 
тида учрайдигаи хамма тенгламалар хам аналитик усулда  ечи- 
лавермайди. Баъзан (2.1) тенгламани ёки яна хам умумийрок

f i (x)=f i (x)  (2.2)

тенгламани ечиш учун ушбу график усулдан фойдаланилади: 
текисликда У =f\(x) ва // = /2(- )̂ функцияларнинг графикларй 
ясалади , у холДа бу графиклар кесишиш нуцталарининг абс- 
циссалари ана шу (2.2) тенгламанинг илдизлари булади((2 .1 ) 
тенглама учун y —f 2(x) функциянинг графиги у =  0 абсциссалар 
ук;и булади).

Бу усулнинг ижобий томони унинг универсаллиги, исталган 
турдаги тенгламаларга 1̂ уллаб булишлиги ва кургазмалигидан 
иборат булиб, салбий томони эса анча сермехнат иш ва одат- 
да  ж у д а  кам аникликда булишидир.

Тенгламаларни сонли ечиш усуллари иккита ж у д а  му^им 
ижобий хоссага эга : улар график усул каби универсал ва аниц 
(яъни илдизларни исталганча юцори аницлик билан ^осил ки- 
лиш мумкин).

(2.1) тенгламани сонли ечиш асосий усулларининг хар бири 
ушбу иккита боскичга булинади:

а) илдизларни яккалаш , яъни f (х) нинг ани^ланиш соха- 
сига кирадиган .\амда битта ва фа^ат битта илдизни уз ичига 
оладиган [а, ß] кесмани ажратиш. Бундай кесма илдизнинг 
яккаланиш  оралиги деб аталади;

б) илдизларни ани^лаштириш, яъни илдизни исталганча 
говори аницлик билан хосил цилиш учун яккаланиш оралирини 
торайтириш.

Турли сонли усуллар бир-биридан иккинчи бос^ичда фар^ 
килади, биринчи босцич — илдизларни яккалаш  эса барча 
усуллар учун умумийдир.

2. Илдизларни яккалаш . Узлуксиз функцияларнинг хосса- 
ларидан келиб чи^адики, бундай функциянинг [а, ß] кесмада 
илдизи м авж уд  булиши шарти

f ( a ) - / (ß ) < 0

дан, яъни функция ишорасининг бу кесмада узгаришидан 
иборат: 154-ш аклда [ot, ß] кесма, 155-ш аклда [а ,  cti] ва 
[ßi ,ßj кесмалар.

363



У

с------1о

154- шакл. 155- шакл.
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О а

156- шакл. 157- шакл.

Бирок; бу шарт зарурий шарт эмас. Масалан, 156-ш аклда 
шарт бажарилмайди, биро^ функция [а, ß] кесмада илдизларга 
эга ва хатто [а , a i ]  кесмада иккита илдизга эга. Бундан таш- 
кари, бу шартнинг бажарилиши илдизнинг ягоналигига кафо- 
лат бермайди (1 5 7 -шаклдаги [a , ß] кесм а) .

[ a ,ß ]  кесма узлуксиз f(x ) функция илдизининг яккалаш  
оралири булиши учуй юцорида келтирилган f ( a ) - f ( ß ) < 0  шарт- 
дан ташцари бу функциянинг [a, ß] кесмада монотон булиш 
талаби бажарилиши, яъни дифференциалланувчи f (х) функ­
ция учун унинг ^осиласи [а, ß] кесмада ишорасини са^лаши ло- 
зим: 154- ш аклда [a , ß] кесма, 155- ш аклда j [a ,  а i] ва  |ßi, ß] 
кесмалар.

Бирок шуни айтпб утамизки, бу талаблар  хар доим хам ба- 
жарилавермайди: жуфт каррали илдизлар деб аталадиган 
шундай илдизлар м авж удки  (1 5 6 -шаклдаги g3 каби илдиз­
л ар ) ,  улар учун юцорида келтирилган иккала талаб  хам б а ж а ­
рилмайди. Мухандислик амалиётида жуфт каррали илдизлар 
ж уд а  кам учрайди.

Шундай хилиб, икки марта дифференциалланувчи f(x )  
функциянинг илдизларини ажратиш учун цуйидаги ишларни 
бажариш лозим:

а) [а, ß] кесмани топиш (масалан, график усул билан ёки 
куйида келтириладиган синов усули билан);

б) f' {х) хосилани ва унинг илдизларини (хосиланинг ишо- 
ра узгармаслик орали^ларини) топиш. Агар [а, ß] кесма хо_ 
силанинг ишора узгармаслик оралигида бутунлай жойлашган
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булса, у  холда J a ,ß ]  илдизнинг яккаланиш оралири бÿлади. 
Акс х°лда оралицни торайтириш лозим.

Энди та^рибий илдизнинг хатолиги бахосини берамиз. 
[се, ßj кесма / (х )= 0  тенглама илдизининг яккаланиш  оралири 

булсие: g бу тенгламанинг аник илдизи, л: эса та^рнбип 
илдизи, шу билан бирга /' (х) ва /" (х) ÿ3 ишорасини 
[a ,ß] кесмада сацласин хам да | / ' ( х ) | ^ т 1 бÿлcин (т 1 учун 
f' (х) нинг a ^ x ^ ß  даги энг кичик ^ийматини оламиз). Бу 
шартларда ушбу бахо уфинли:

1 "  ..  тх

Бу тенгсизликнинг туррилигини исботлаш учун Лагранжнинг [х, g] 
ёкк [g, х ]  кесмадаги чекли орттирмалар формуласи

f(x )  — f  (?) =  Г (с) ( X — g), бунда х < с <  I 
ни татби^ киламиз. Сунгра

íí W  — / (s)! ^  I/ (х )| > m1 1X — II,
бундан

\х — £| <  !((*>! , (2.3)
т 1

бу ерда m¡ шу f  (х) хосиланннг [a, ß] даги энг кичик ^иймати.
(2.3) формула якинлашищ аншушгининг бахосини беради.
1-м и со л. X 3 — З х —-6 =  0 тенглама илдизини ажратинг.
Е ч и ш. у  =  Xa — 3 X — 6 =  / (х) функцияни ^араймиз. Осонгина 

куриш мумкинки, / (0) =  — б <  0, f (3) =  12 >  0, яъни / (0) • f (3) <  0 
булганлиги учун [0; 3] кесмада илдиз бор. Досилани топамиз: у' =  
=  З х - — 3, унинг илдизлари х 1 =  1 ва ^  =  — 1. Куриш осонки, 
* € ( — !,  1) да у' <  0 ва xÇ {(— со, — 1) U (1, +  °о)} да у' >  0. 
Топилган [0, 3] кесма бу со^аларнинг х,еч бирига бутунлай кирмай- 
ди. Уни торайтирамиз: а  =  1 деб оламиз, у холда /(1) =  — 8 <  0 ва 
/ (3) =  i 2 >  0. [1, 3] кесма изланаётган илдизнинг яккаланиш орали- 
р и , бу ерда / ' ( х ) > 0  ва / ( l) - f (3 )  <  0.

2 -м и с о л .  x l g x = l  тенглама илдизининг яккаланиш оралигини 
топинг.

Еч и ш.  Бу тенгламани унга тенг кучли

lg x  =  —
X

тенгламага алмаштирамиз ^амда у  =  lg х ва у  =  — функцияларнинг

графикларини ясаймиз (158-шакл).
Изланаётган илдизнинг яккаланиш  оралиги [2 ,3 ] .  
Тенгламани тащжбий ечишнинг иккинчи босцичига— ил- 

дизни ани^лаштириш, яккаланиш оралигини торайтиришга 
утамиз. Синов усули, ватарлар , уринмалар ва итерациялар 
у с у л л а р и н и  ку'риб чи^амиз.
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158- шакл.

3. Ярмидан булиш (ёки синов) усули. Ушбу

f (х) = О
тенглама берилган б̂ л̂иб, [а, Р ]—-илдизнинг яккаланиш оралиги, 
яъни Р) <  0 ва /' (х) хрсила [а, р] да ишорзсини сактасин.
Равшанки, изланаётган £ илдиЗ

а  <  £ <  р
тенгсизликни ^аноатлантиради. Илдизнинг биринчи якинлашиши сифа- 
тида сонни, яъни [а, Р] кесманинг уртасини олиш мумкия.

Агар / ~  0 булса, | =  — изланаётган илдиз булади.

Агар f l - - ~
лшуирнинг кайси бйрининг охирларида функция карама- ^арши ишо- 
раларга эга булса, шунисини оламиз. Янги торайтирилган ораликни 
(уни [ а ъ PJ билан белгилаймйз) яна тенг иккига буламиз, яъни унинг 
уртасини топамиз ва жараённи шу тартибда даьом эттирамиз. Баъзан 
кесманинг уртасини эмас, балки илдизнинг яккаланиш оралигинннг 
бирор ихтиёрий нукдасини олиш цулай булади (уни танлашда f (х) 
функциянинг хусусиятлари хисобга олинади). Аниклик бахоси учун 
формула аввалгининг узи булади:

\х — Щ <  ^ (1)| ,тх
бу ерда т х — шу f ' (х) нинг энг кичик 1̂ иймати, х эса илдиз-

4. Ватарлар усули (чизикли 
интерполяциялаш усули). f (х) = 0
тенгламанинг илдизини ярмидан 
булиш усули билан ани^лашти- 
риш усулининг гояси оддий бул­
са хам , лекин у  мухим камчи- 
ликка эга: етарлича юцори да- 
р аж ад а  аншушкка эрншиш учун 
анча катта  сондаги ^адам  талаб  
этилади ва демак, ^исоблаш иши 
^ажми ^ам катта  булади. Ва-

нинг такрибий ^иймати.

0 булса, у  х,олда а , еки , р ора-
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тарлар усули эса одатда анча кам  сондаги цадамларни талаб  
этади.

Геометрик ну^таи назардан бу усул у =  [(х) функциянинг £ ил- 
дизининг [а, Р] яккаланиш оралигидаги графигини АВ  турри чизик, 
билап алмаштиришдан иборат (159шакл). АВ ватар тенгламасини 
А (а, /'(а)) ва В (р, /ф)) ну^талар оркали утадиган турри чизик; тенг- 
ламгси сифатида ёзамиз:

// — / (а )  _ х — а

/(Р) — /(а) Р —«
I илдизнинг биримчи яциилашиши сифатида а г ни — АВ  пинг Ох уц 
билан кесишиш нуктаси абсциссасини оламиз. Бу {а{, 0) нуктанинг 
координаталарини турри чизик, тенгламасига 1̂ уямиз:

бундан

0 —  /  (а )  _  ссх —  а
/ (Р) — / (а) Р — а  ’

/ (а) ф  — а )
а ,  =  а  •

/ (Р) — / (« )
а  =  а 0, Д а 0 =  а х — а 0 деб белгилаб, бу тенгсизликни бундай 

к;айта ёзиб оламиз:

д ао =  _ П ^ И Р г ^ о 1  .
/ (Р) — / (“ о)

Натижада биринчи якинлашиш учун
=  а 0 +  Д а 0

формулани хосил !^иламиз. [а1( Р] орэликда яна шу ватарлар усули- 
ни ^улланиб, биз илдизнинг ушбу иккинчи як;инлашишини хосил 
к;иламиз:

а ,  =  а 1 +  Д а 1, Д а ^ — —— .
 ̂(Р) — /(«О

Ватарлар усулини кетма-кет п марта такрорлаб, ушбу якинлашишлар 
кетма- кетлигини хосил ^иламиз:

а 0, а 1; а 2, . . . , , а я,

бу ерда
/ («*_!) (Р — а*_,)

**_! +  Д а й_р Д а ы  = / (Р) — / (<**_!)
Илдизнинг тацрибнй ^ийматларини берилган е аникликда хисоблашни 
иккита цушни якинлашиш орасидаги айирма модули буйича е дан 
ортик; булмаган захоти, яъни \ап — осл_,| <" е булгаи захоти тухтатиш 
мумкин.

5. Уринмалар усули (Ньютон усули). /(х) =  0 тенгламани урин- 
малар усули билан ечиш учун I илдизнинг яккаланиш оралдаи [а, р] 
да / (х) функция ушбу шартларни ^аноатлантиришини талаб ^иламиз-
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/ ( « ) 7  (Р) <  0; /' (х) ва (х) нинг 
ишоралари узгармасдан колсин. 
Сунгги шарт илдизнинг яккала- 
ниш оралирида функция графиги- 
н'инг букилиш нукталари йукли- 
гини билдиради (^авариклик ёки 
ботиь^лик йуналишининг узгар- 
маслиги).

Уринмалар усули геометрик 
нуцтаи назардан /(х) функция I 
илдизининг яккаланиш оралири 
[а, Р] да унинг графигини бу 
графикка р абсциссали нуктадан 

утказилган уринма билан алмаштиришни билдиради (160- шаклда бу 
В ну к/га).

Графикка В (р, /(Р)) ну^тада утказилган уринма тенгламасини В 
нуктадан утадиган ва к =  ¡' (р) бурчак коэффициентли турри чизиц 
тенгламаси куринишида ёзамиз:

у - ! №  = Г ( Р ) ( * - Р ) -
Н илдизнинг биринчи яцинлашиши сифатида ^  ни — уринманинг 

Ох щ  билан кесишиш нук,таси абсциссаеини оламиз. Бу (р1( 0) нуц- 
танинг коордикаталарини уринма тенгламаси га куямиз:

о - / ( Р  ) = /' (Р)(Р1— Р)-
Бу ердан

/' (Р)

га эга буламиз. Р — Р0 деб белгилаб, сунгги тенгликни бундай цай- 
та ёзамиз:

/(Р)
АРо

/' (Р)

Натижада биринчи яцинлашиш учун
Р 1 =  Ро +  А  Р 0

формулани ^осил киламиз. [а, РЛ ораликда яна шу уринмалар усули- 
ни татби^ ^иламиз ва ушбу иккинчи я^инлашишни ^осил киламиз.'

1Фг)
Рг =  Р 1 +  Д  Р ь  б У еРДа  А Р1 =  ■ /' (Рх)

Уринмалар усу лини кетма-кет п марта татбик килиб, ушбу я^ин- 
лашишлар кетма- кетлигини хосил ^иламиз:

Ро> Р и  Рг> • ■ • > Р * * • • • »  Р/1’

бу ерда
МР*-1)

Р* =  Р а-1  +  А Р * -1 . бУВДа  А Р * -1  =  —  VГ (Рл_1)
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161- ш акл .

Г'(Ю>0
Г"(Х)<0
ПИ)<0
П<л)>о

162- ш акл .

Г'(Х)>0
Г(Х)>0
((Ц)>о
ГМ<0

163- ш акл .

ТЫ < О 
/7х)>о 
f  (р )>0 
f(dL}<0

164- ш акл .

Ш < 0
^(Х)*0
Г(Р)<0

Илдизнинг такрибий кийматини берилган е аникликда хисоблаш- 
ни иккита к,ушни я^инлашиш орасидаги айирманинг абсолют киймати 
е дан кичик булган захоти, яъни [р(1— Р,,_ [ !< £  булганда тухтатиш 
мумкин.

6. Ватарлар ва уринмалар аралаш усули. Дх) =  О тенгламанинг 
изланаётган £ йлдизи [а, р] яккаланиш оралигида ётган булсин ва 
юкррида келтирилган илдизнинг яккаланиш шартлари бажарилсин, 
яъни / (а) • / (р) с  0; /' (х) ва Р  (х) нинг ишоралари бу ораликда узгар- 
майди. у — }{х) функция биринчи ва иккйнчи ^осилалари ишораларн- 
нинг барча мумкин булган комбинацияларини куриб чи^амиз (161 —
— 164-шакллар). 161 — 164- шаклларда бундан буён Р ор^али якка­
ланиш орал№ининг ¡(х) ва /"(х) бир хил ишорага эга буладиган 
охирини белгилаймиз. Бу охирда уринмалар усулини ^уллаймиз. Бу 
^олда у  =  / (х) эгри чизикда В (р, / (Р)) нукдадаги уринма Ох укни 
Р ну^та билап £ илдиз орасида кесиб утади, АВ ват ар эса эгри чи- 
зи^ни а  ну^та билан £ илдиз орасида кесиб утади. Ватар ва уринма- 
нинг Ох у\\ билан кесишиш нукталари а  ва р ларга Караганда ях- 
широ^ я^инлапшшни беради. Иккала усулнинг аралаш ишлатилиши 
илдизга яцинлашишни тезрок беради. а п ва рп якинлашищлар учун 
хисоблаш формулалари ушбу куринишда булади:

/(«„_,) (Р„_1

“ » = а - ' ~  +  4 ■
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Жараён пихоясига етганидан сумг g илдизнинг киймати сифатида ях- 
шиси cÿHiTH кийматларнинг урта арифметик кийматини олиш лозим:

£ =  \  («„  +  Р,,)-

Мисол сифатида 1-мисолда х3 — Зх  — 6 ==0 тенглама учун ^осил 
■^илинган илдизни аншугаштирамиз, яъни [1, 3] яккаланиш оралирини 
торайтирамиз. Шундай килнб, f ( x ) = x 3 — 3 х — 6, / ( 1 ) =  — 8 <  0, 
/ (3) =  12 >  0 ва [1, 3] яккаланиш оралдаида f'(x] =  3(x2— 1) >  0, 
яна шу ораликда f '  (х) =  6х  >  0. Р сифатида р - 3 ни оламиз, чун- 
ки f (3) >  0 ва /" (х) >  0 булгаилиги учун бу ораликда уринмалар 
усулини кулланиш мумкин. Дисоблашларни гокррида келтирилган 
формулалар буйича бажарамиз. Натижаларни жадвалга ёзамиз. Ил- 
диз 0,001 гача аншушкда топилади.

=:к _ s  3
Js 5

f  (х) — х 3 — 3 х — 6 |4 — а
/ -  - / ( а )

( р - а ) - / (  а )

/<Р)-/<а,

Д 0 = _ - Ш  
1 f  < г»

f'(x) — 3(х* -  1)
а + Д а
(Я-ЛРX х3 —Зх f(x) л:2 х 2—1 /' (*)

Ро
1

3
1

27
— 3 
— Э

— 8 
12

2
20

0 , 8
— 0 , 5 9  . 8 24

1 ,8
2 , 5

а 1
P i

1 ,8
2 , 5

5 , 8 3 2 0
15,6250

— 5 , 4  
— 7 , 5

—5,5680
2,1250

0,7
7,6930

+ 0 , 5 0 6 6  
— 0 , 1 3 4 9 6 , 2 5 5 , 2 5 1 5 ,7 5

2 , 3 0 6 6
2 ,3 6 5 1

р ;
2 ,3 0 5 6
2 ,3 6 5 1

12,272о! —6,919Sj —0,647;Sj 0,0585 
13,2297 —7,0953| 0,1344j 0,7822

0 , 0 4 8 4
— 0 , 0 0 9 8 5,5937 4,5937

—  [2 ,3 5 5 0  
13,7811 |2,3554

Рэ
2 ,3 5 5 0
2 , 3 5 5 5

0,0005

Изланаётган илдиз
2,3550 <  £ < 2,3555

интервалда ётади. Хисоблаш ¡Р3 — а 3| =  0,0005 <  0,001 булгаилиги 
сабабли тухтатилган. Илдиз 0,001 гача анщликда ^уйидагига тенг:

£ _  « з + Р 3 == 2 3552 ~  2,355.
2

7. Итерация усули. Тенгламаларни сонли ечишнинг энг 
му^им усулларидан бири итерация усули ёки кетма-кет я^ин- 
лашишлар усулидан иборат. Усулнинг мо^ияти цуйидагича.

1. Д и с о б л а ш  ф о р м у л а с и .  Ушбу тенглама берилган 
бу'лсин:

f (х) =  0, (2.4)

бу ерда f ( x ) — узлуксиз функция. Бу тенгламанииг з^а^и^ий 
илдизини топиш керак. (2.4) тенгламани унга тенг кучли
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тенглама билан алмаштирамиз. Бирор-бир усул билан илднз- 
нинг х0 тацрибий цийматини танлаймиз, уни (2.5) тенгламанинг 
унг томонига куйсак, бирор

xi =  cp(x0)
сонни х;осил киламиз. Сунгра (2.5) тенгламанинг унг томонига 
олинган х\ сонни куйсак,

X 2 =  ( f ( X i )

сонни хосил киламиз. Бу жараённи давом эттириб, 
xt =  ф (а'0) ,  х 2 =  ф ( х , ) ,  . . . , хп == ф (хп Л) 

сонли кетма- кетликни хосил киламиз. Агар бу

K  =  <P(*„_i)} (2-6)
кетма- кетлик якинлащувчи, яъни lim х,2 мавжуд булса, у  холда (2.6)

П—>оэ
тенгликда лимитга утиб (бунда ф(х) функция узлуксиз деб фараз 
к;илиб),

lim хп =  ф (lim хп_ {) ёки £ ¿= ф (£)
П—уоо П—> оо

ни топамиз. Шундай килиб, ё (2.5) тенгламанинг илдизи була- 
ди. У (2.6) формула буйнча исталган анш уш кда топилиши 
мумкин.

2. Г е о м е т р и к т а л ц и и и. Итерация усулини геометрик 
нуктаи назардан бундай тушунтирнш мумкин. Оху текисликда 
у = х ва у — ф(х) функцияларнинг графикларини ясаймиз. (2.5) 
тенгламанинг ^ар бир с, илдизи y = f(x )  эгри чизи^нинг у =  х 
тугри чизик билан кесишиш иу^таси М нинг абсциссаси була- 
ди. Бирор А 0(х0, у 0) ну^тани танлаб, А а В { А уВ 2А 2 синик чи- 
зикни («зинани») ясаймиз: унинг бугинлари Ох у^ка  ва О у 
уеда  параллел, А 0, А\, Л 2 . . . ,  учлари у  — ф(х) тугри чизи^да, 
В 1, В 2 , . . .  учлари эса у =  х тугри чизикда ётади. А\ ва В и А 2 ва

Х =  ср(х) (2.5)

165- шакл. 166- шакл.
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167- шакл. 168- шакл.

Во, . . . ну^таларнинг умумий абсциссалари эса | илдизнинг мос 
равишда кетма-кет х и х2, . . .  яцинлашшилари булади.

165-ш аклда эгри чизик ботик, яъни |ф'(х)|<1 ва итерация 
жараёни я^инлашади.

С инир  ̂ чизикнинг бошцача куриниши —«спирал» чизи^ хам 
булиши мумкин (166 -шакл.)

Чизмадан куриш осонки, ф '(х )> 0  булганда (1 6 5 -шакл) 
ечим «зина» куримишида, ф '(х )< 0  булганда эса (166- шакл) 
ечим «спирал» шаклида хосил булади.

Агар |ф'(*)|>1 булган ^олни (тик эгри чизик) г^арасак, 
итерация жараёни узо^лашиши мумкин, бу 167— 168- шакл- 
лардан куриниб турибди.

3. И т е р а ц и я  ж а р а ё н и н и н г  я ц и н л а ш у в ч а н л и- 
г и. Итерация усулининг ам алда  к.уллаиилиши учун итерация 
жараёни я^инлашишининг етарлилик шартларини келтирамиз.

Т е о р е м а ,  ф (х ) функция [ а ,  /;] кесмада анш\ланган ва диффе- 
ренциалланувчи, игу билан бирга унинг барча кийматлари [а, Ь] 
га тегишли булсин. У  холда шундай ^ тугри каср мавжудки, 
х £ [а, Ь] да

булса, у  холда:
а) хп =  ф (%п_¡)> п =  1 , 2 , . . .  итерация жараёни х0£ [а , Ь\ бош-

лангич киймат кандай булишидан катъий назар якинлашади.
б) £ =  П т хп киймат х  =  ф (х) тенгламанинг [а, Ь] кесмадаги

ягона илдизи булади.
1 - э с л а т м а .  <у сон сифатида хосила модулининг, яъни ф' (х) пинг 

х  £ [а, Ь] даги эиг кичик ^ийматини ёки ^уйи чегарасини олиш мум­
кин.

2 - э  с л а т м а. Агар ф ( х )  функция барча х е  ( — с о ,  + о о )  учун 
ани^ланган ва днфференциалланувчи ва бунда барча х лар 
учун (2.7) тенгсизлик бажарилса, теорема тутрилигича до­
дали.

3 - э с л а т м а .  Теорема шартлаоида итерация усули х0 бош-

ф' (х) <  д <  1 (2.7)
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ланрич киймат [а, Ь] дан хар кандай танланганида х,а.м якин- 
лашади, яъни хисоблашларда йул куйилгам [а, Ь\ дан четга 
чи^майдиган айрим хатолик якуний натижага таъсир этмайди, 
чунки хато кийматнн янги х0 бошланрич киймат деб к.араш 
мумкин, шу сабабли бу усул уз-узини туррилайдиган усулдйр, 
Бундай уз-узини туррилаш усули итерация усулининг энг 
ишончли ^исоблаш усулларидан бири эканлигин.й билди- 
ради.

4. Я р н л а ш и ш  а н и р и г и н и н г  б а ^ о с и. Ушбу 
теигсизлик туррилигини исботлаш мумкин:

\ 1 - х п\ < - ^ - ) х п- х п_ 1\, (2.8)
* ч

бу ер да £— (2.4) ёки (2.5) тенгламанинг илдизи, хп_ {, хп эса иккита 
якинлашиш, д эса |ср' (х)| нинг [а, Ь] даги энг кичик киймати.

Бу тенгсизликдан якинлашишни бахолаш учун фойдалана- 
миз.

Агар илдизни е анш уш кда хисоблаш талаб этилса, у холда 
равшанки,

II — х,г1 < е  ёки - Л — \хп — хя_ , ] < е ,

бундан

« (2.9)
Я

ни хосил киламиз. Демак, итерация жараёники иккита кетма-кет якин- 
лашиш хп_ х ва хп учун (2.9) тенгсизлик бажарилганига 1̂ адар давом

эттириш лозим. Хусусан, д булса, у  холда \хп — хл_,| <  е.

М и с о л .  х3 +  х =  1000 тенгламанинг энг катта мусбат илдизини
0,0001 гача ани^ликда топинг.

Е чиш . Аввал изланаётган £ илдиз ётадиган ораликни то- 
памиз. /(х) =  х3 +  х — 1000 деб белгилаймиз ва бу функциянииг кий- 
матини иккита ну^тада хисоблаймиз: / (9) =  — 262 < 0  ва /(10) — 
=  10 > 0 .  Равшанки, илдиз 16 (9 , 10) (Бу интервалнинг узини Оху 
текисликда у  =  х3 ва у  = 1 0 0 0  — х функцияларнинг графикларини 
ясаб >̂ ам топиш мумкин эди). Берилган тенгламани ушбу куринишда 
унга тенг кучли тенгламага алмаштирамиз:

х =  1000 — х3 — ср (х), ёки х =  ------ =  ф (х),
Х г  X

ёки

х =  у  1000 — х =  ф (х).
Биринчи ифодаланищ но^улай, чунки бу холда |ф' (х)| =  3 х2 >  1 

булиб, бундан барча х£(9 , 10) учун ф' (х) =  — Зх2 булади, бу эса 
итерация жараёнй узоклашишини билдираци.

Охирги ифодалаш кулайдир:
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чунки бу холда <р' (х) =  

валда к;уйидагига эгамиз:

1ф' М1 ;

х =  \ 1 ООО — х 
]

3 , (1000—х)2 

1

ф(х).

, бу ердан (9, 10) интер-

3 г- 73 , (1000—х)2
<

3 у 9902 300
=  Ц < \.

Теорема шартлари бажарилди, шу сабабли итерация жа- 
раённ я^инлашувчи. Кетма-кет як;инлашишларни

хп+1 =  V Ю00 — хп

формула буйича бигга к,ушимча 1̂ ийматдор рак.амни са^лаб хисоблаймиз.
з —

¿//г =  1000 — хп, хп . ,  : | уп деб белгилаб, натижаларни жадвалга 
ёзамиз:

п хп Уп

0 10 990
1 9,96655 990,03345
2 9,96666 990,03334
3 9,96667

^ ~  з5о" ^  ~2 бУлганлиги УЧУН \хп — хп-\\< г  да 6 =  0,0001 гача 
аникликда тенгламанинг \ илдизини

| =  х3 =  0,96667 «  0,9667
деб олиш мумкин.

Э с л а т м а .  Ушбу /(х) =  0 тенгламани (2.5) куринишдаги
х - ср (х) (2.10)

тенгламага келтириш учун (2.4) тенгламанинг чап ва унг ¡^исм- 
ларини ^озирча номаълум % сонга купайтириш ва хосил бул- 
ган тенгликнинг чап ва унг ^исмларига х ни ^ушиб, (2.4) 
тенгламани унга эквивалент

х =  х +  Л/(х) (2.11)
шаклда ёзиш кифоя. Энди <р (х) =  х +  А,/ (х) деб олиб, (2.10) дан 
х =  ф(х) га эга буламиз. X параметрни (2.11) функция итерация 
жараёнининг я^инлашиши учун етарли булган (2.8) шартни каноат- 
лантирадиган килиб, тогмш мумкин:

|ср' (х)| =  11 +  X /' (х)| < 1 .  (2.12)

Агар 1 -(-?>,/(х0) деб олинадиган булса, х0 якинлашиш а!рофида
(2.12) тенгсизлик уз- узидан бажарилади, бу ердан /' (х0) ¥= 0  булган-

1да X = ----- -— .
Г Ы
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1. Теыгламани ечиш нимани билдиради?
2. Тенгламанинг илдизи деб нимага айтилади?
3. Сизга тенгламаларни ечишнинг кандай  асосий усуллари м аъ л ум ?
4. Бу усулларнинг хар бирининг афзаллик ва камчилик томонлари нима- 

лардан иборат?
5. Илдизнинг яккаланиш оралири нима ва уни ^андай топилади?
6 . Сипов усули нимадан иборат?
7. Ватарлар  усули нимадан иборат?
8 . Ватарлар усулининг сннов усулидан афзаллиги нимадан иборат?
9. Уринмалар усули нимадан иборат?
10. Функциянинг илдизини топишда уринмалар усулини ^уллаш мумкин 

булиши учун бу функция унинг илдизини яккаланиш оралигида цандай шарт- 
ларни 1̂ аноатлантириши лозим?

11. Аралаш усулнинг ватар  усули ва  уринмалар усулидан афзаллиги ни­
мадан  иборат?

12. К,уйидаги тенгламалар ечимини 8 = 0,01 гача анш уш кда синов усули 
билан ечинг:

a) sin х  — х  +  1 — 0 ; б) 1п х  +  х  — 2 =  0 ; в) ln х =  sin х.

13. Ушбу тенгламаларнинг ^аци^ий илдизини 0,01 гача анш уш кда аралаш 
усул  билан топинг:

а) 2 л: — 1п х  — 4 =  0; б) х  1п х — 14 =  0; в) Ах — eos х  =  О,
бунда аввал  бу  илдизларнинг яккаланиш оралшумрини синов усули билан 
ёки график усул да  ажратинг.

14. Итерация усули нимадан иборат?
15. Итерация жараёнининг я^инлашиши учун етарлилик шартлари з^аки- 

даги теоремани айтиб беринг.
16. Итерация усулида эришиладиган аниклнкни ба.^олаш учун формулани 

ёзинг.
17. Ечилаётган тенгламани итерация жараёни албатта  якинлашадиган 

1̂ илиб цандай алмаштириш мумкин?
18. Нолинчи яцинлашишни график усул  билан топиб, ушбу тенгламалар- 

нинг ха^и^ий илдизларини е = 0,01 гача анш ушкда топинг:
а) х 3 — 2 х  1 =  0; б) х 1п х  — 15 =  0;
в) 3 х — 5 eos х — 0; г) ех +  х  =  0.

У з - ^ э и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

3- §. Чизикли тенгламалар системаларини ечиш усуллари

1. Умумий маьлумотлар.  Чизикли тенгламалар система­
ларини ечиш усулларини acocan икки гуру^га ажратиш мум ­
кин:

1) аник у с у л л а р — бу усулларга  олий математика курсидан 
маълум булган Крамер коидаси, Гаусс усули, тескари матри- 
цалар усули киради. Бу усуллар системаларни ечиш учун сис­
тема коэффициентларига боглик булган формулаларни ^осил 
1̂ илиш имконини беради;

2) итерацион усуллар  — улар  ^аторига итерация усули, 
Зейдель усули ва ^оказолар киради. Бу усуллар системанинг 
берилган аницликдаги ечимини топиш имконини беради.

2. Жордано — Гаусс усули. Чизикли тенгламалар система­
ларини детерминантлар ёрдамида сонли ечиш (Крамер коида-
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си) икки ва учта тенглама системаларини ечишда кулайдир. 
Катта сондаги тенгламалар системаларини ечишда эса Гаусс 
усулидан фойдаланиш анча цулайдир. М аълумки, бу усул но- 
маълумларни кетма-кет йу^отишдан иборатдир.

Жордано — Гаусснинг модификацияланган усули билан та- 
нишамиз. Муло^азаларнинг умумийлигига зарар етказмаган  
хрлда фа^ат турт номаълумли туртта тенглама системасини 
караш билан чекланамиз:

бу ерда хх, х2, х3, х<1 — номаълум сонлар, а1к(1 = 1 ,4  ва ¿ = 1 , 4 )  — 
система коэффидиентлари, с1ь с12, й3, с14 — озод ^адлар.

Т а ъ р и ф .  (3.1) системанинг ечими деб номаълумларнинг 
шундай цийматлари тизмасига айтиладики, уларни система 
тенгламаларига ^уйганда тугри тенгликлар ^осил булади.

(3.1) системанинг ечимини юпиш учун ^уйидагича иш тутамиз. 
Бирор ац( Ф 0 коэффициентни, масалаи, аи ф 0 ни танлаймиз. Уни 
щ л щлувчи элемент деб атаймиз. (3.1) системанинг биринчи тенг- 
ламасини а п га булиб, кейин хосил булган тепгламани кетма- кет 
йц (г = 2 ,4 )  ларга купайтириб ва (3.1) системанинг мос г-тенгламаси- 
ни айириб, биз биринчи тенгламадан ташкари, барча тингламалардан 
х, номаълумни йуьртамиз. Натижада (3.1) системага тенг кучли 1<̂ уйи- 
даги системага эга буламиз:

(3.2) системанинг а'  ̂(I =  1,4) коэффицеитларини хосил 1<;илиш
крйдасйни кейииро^ курсатамиз.

Агар а22 ф 0 булса, у холда жараён такрорланади, натижада биз
(4.2) системанинг биринчи тенгламасидан ташкари барча тенгламала- 
ридан х2 номаълумни йу^отамиз (Жордано усулининг Гаусснинг маъ- 
лум усулидан фар^и хам шундан иборат) ва (3.2) системага тенг 
кучли ^уйидаги системага эга буламиз:

(3.3) системанинг янги коэффициентларини ва озод ^адла-

&1 \Ху +  а 12х2 -(- 3х3 о,у̂ Х} — с1у,
] X у 2 £723X3 - ; Й24Х4 (3.1)

^"3 А  “ Ь  а з2Х 2 - Г  <2 3 3 X 3  - |  £234Х 4 —  ( ¿ 3 ,  

^ 4 1 Х 1 ^ 4 2 Х 2 ~Ь ^4 3 X3  1 \ Х  |

11-^1 “ 1"  ^ 12^*2 « 1 3 ^ 3  ^ 14Х 4 ^  1 ’
а!22х2 +  а2 3х3 +  а24х4 =  й'2,
а 32Х 2 “ I-  а ЗЗХ Э ^  а 34Х 4 ^ 3 ’ 

^ 4 9 X 9  4 “  ^43*^3 а 44Х 4 ^ 4  •

(3.2)

« 1 3 * 3  "I-  ° 1 4  Х 4 ^ 1 ’

(3.3)
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рийи ^осил килиш цоидасини параграфнинг охирида баён 1̂ ила- 
миз.

Жараёнии (я”3 ф 0 булса) шунга ухшаш давом эттириб, учинчи 
тенгламасидан ташкари барча тенгламаларидан х3 номаълум йукртил- 
ган тенгламалар системасини хосил киламиз:

Ва, ни^оят, (3.4) системанинг туртинчи тенгламасидан таш- 
т^ари барча тенгламаларидан х 4 номаълумни йуьртиб ^уйидаги 
системага эга буламиз:

Бу систсмадан х,, х2, хъ, х4 номаълумларнинг iy-шматлари топи- 
лади. Тенгламалар системасини ечишнинг номаълумларни кет- 
ма-кет йукртишга асосланган баён этилган мазкур усули Жор- 
дано — Гаусс усули деб аталади.

Бу усулни тенгламалар системасига эмас, балки шу систе­
манинг элементар алмаштиришлар ёрдамида диагонал кури- 
нишга келувчи кенгайтйрилган матрицасига кулланиш 1̂ улай-
р О ^ Д И р .

Шундай килиб, системанинг кенгайтирилган матрицаси цу- 
йидаги куринишга эга булсин:

Хал килувчи элемент сифатида бош диагоналда турган элемент ©ли- 
нади (аи, i =  1,4). Хал килувчи элементда кесишувчи сатр ва уступ 
мос равишда х(ал килувчи сатр  ва \ал цилувчи уступ  деб аталади.

Кенгайтирилган А матрицадан эквивалент матрицага утиш 
(яъни (3.1) системадан (3.2) системага утиш) учун

1) хал  ^илувчи элементни танлаш (масалан, а п Ф 0);
2) эквивалент матридада >̂ ал цилувчи сатрии узгаришсиз 

колдириш;
3) эквивалент матридада хал килувчи устунни (хал 1̂ и- 

лувчи элементдан ташкари) ноллар билан алмаштириш;
4) эквивалент матрицанинг колган элементларини эса «туг- 

ри туртбурчак» ^оидаси деб аталувчи коида буйича к;айта са- 
наш керак.

а"и ХА =  d\.

(3.4)

III Jltf
11 I -- 1 9".t llfli »jiff

377



Бу коида куйидагидан иборат: учида хал килувчи элемент 
жойлашган тугри туртбурчак тузамиз. Дал килувчи элементни 
а  билан, дастлабки матрицаиинг алмаштирилаётган элементи- 
ни а билан, >̂ ал килувчи сатр ва >̂ ал килувчи устунда жой­
лашган элементларни Ь ва с билан белгилаймиз. Янги а' эле­
ментни а, а, Ь, с элементлар буйича топиш схемаси куйидаги- 
ча булади:

Масалан, ушбу

А-

а =
а - а —6с

а

матридада хал килувчи элемент сифатида ап =  2 ни оламиз. У холда 
а „  элемент а ' элементга куйидаги формула буйича^алмаштирилади:

2 • 5 — 4 • 3
•*22 I.

а32 элемент а 32
2 • 1 - 3 - 3 — элементга алмаштирилади:

Агар хал килувчи элемент сифатида аяз =  — 1 олинса, у  хрлда
а22 элемент а22 5-(— 1) — 3 • 1 

— 1
8 элементга алмаштирилади:

2
5 2

/ 1 = 1  4 ш - гЗ1

V '
1
1— т



1-м  и с о  л. Чизицли тенгламалар системасини Жордано — 
Гаусс усули билан ечиыг:

2 х х-

■ ,3 х 3 +  2 х4 == 6,
— х4 =  — 6, 

*2 +  хз +  3 х4 =  16,
• 3 Х2 •; - 2 Хя = 6 .

Е ч и ш. Кенгайтирилган А матридани тузамиз, ва юкорида 
баён этилган ^оидалардан фойдаланиб, сатрлар устида эле- 
ментар алмаштиришларни ам алга  оширамиз:

1) Дал цилувчи элемент сифатида а п =  1ФО  ни оламиз. Дал 
^илувчи сатрни 1̂ айта ёзамиз, янги матрицанинг ^ал ^илувчи 
устунига эса (^ал 1\илувчи элементдан ташкари) нолларни цуя- 
миз Колган коэффициентларни «тугри туртбурчак» цоидаси 
буйича алмаштирамиз:

Л =

.1 ! 1 —3 2 6\ /
1 —2 0 — 1 —6 |
0 1 1 3 16
2 —3 2 0 6/ \

2) Иккинчи сатрни (— 3) га буламиз. Х,ал килувчи элемент 
фатида а22 =  1 =/= 0 ни оламиз ва жараённи такрорлаймиз:

си-

6 ч /1 0 —2 1

4 1
0 1 — 1 1

16 ~ 0 0 2 2
- 6  / \0 0 3 1

1 0  0 3
0 10 2
0 0 1 1
0 0 0 — 2

0 0 0 
0 1 0  0 

0 0 1 0
0 0 0 1

Натижада системанинг ^уйидаги ечимига эга буламиз: 
хх =  8, х2 =  6, х3 =  4, х4 =  2.

379



Жордано — Гаусс усулнни юкори тартибли детерминант- 
ларни хисоблашга кулланиш мумкин.

2 - м и  с о л .  Жордано — Гаусс усули ва шунингдек детерми- 
нантлар хоссасидан фойдаланиб детерминантни хисобланг:

1 3 2 4 
-1 3 2 1
4 —2 3 5
О 1 — 1 3

А =

Е ч и ш. Хал килувчи элемент сифатида ап  =  1 ни оламиз.

ш 3 2 4 1 3 2 4
— 1 3 2 1 0 6 4 5

4 —2 3 5 0 — 14 -- 5  — 11
0 1 - 1  3 0 1 - 1 3

(иккинчи ва туртинчи сатр элементларининг уринларини ал- 
маштирамиз ва (— 1) купайтувчини учинчи сатрдан таш карига 
чикарамиз).

1 3 2 4 1 0 5 — 5
0 ! 1 1 — 1 3 0 1 -- 1 3

0 1 4 5 11 0 0 Ш1 — 3 1

0 6 4 5 0 0 1 0 — 1 3

1 0 0
60 1 0 0 0
19

0 1 0
26

0 1 0 0
19 —

0 0 19 — 31 0 0 19 0

0 0 0 и63 1 0  0 0 63

т 1 19

63
1 - М 9 - - 63.

Ж ордано— Гаусс усулини, шунингдек, яна А хосмас 
квадрат  матрицага тескари матрицани топишга цуллаш м ум ­
кин. Бунда куйидаги ишлар бажарилади : А матрицага худди 
шундай тартибли Е бирлик матрицами бириктириш билан туг- 
ри бурчакли матрицани тузамиз:

(А\Е\.
Сатрлар устида элементар алмаштиришлар бажариш билан ту- 
зилган матрицани (£| В) куринишга келтирамиз. Агар А  — 
хосмас матрица булса (яъни унинг детерминанти нолга 
тенг булм аса) ,  буни ам алга  ошириш мумкин. У холда В = Л “ 1 
булади.

380



3 -м  и с о л .  Берилган матрицага тескари матрицами топинг:

/1 2 — 1\
/ 1 = 3  1 0 .

\4 5 —2/

Е чи ш . \А\ =  —-1 эканини текшириш осон. Ёрдамчи матрйцани
тузамиз:

/ 1X1 2 —  1
1 °  ° \ / ! 2 — 11 1 0  0

(Л]Е) == 3 1 0 0 1 0 - Л о — 5 3 — 3 1 0
V 4 5 —2 0 0 1/ \0 —3 2 1 —4 0  1 ;

а
3_
5

И_
15

1
~5
_3_
5
11

А"

4  0
-3 5

\ ( 1 0 0 2 1
~ 0 1 о ’ —6 —2

1 ' 0 0 1 — И —3

2 1 — 1 
—6 —2 3
— 11 —3 5

ш
Демак, ушбу

матрица берилган

матрицага тескари матрица экан.
3. Чизщли тенгламалар системасини ечишнинг итерация 

усули. Номаълумлар сони катта  булганда Гаусс усулининг 
ани^ ечимлар берувчи чизи^ли система схемаси ж уд а  мурак- 
каб булиб 1̂ олади. Бундай ^олларда система илдизларини то- 
ииш учун баъзаи так,рибий сонли усуллардан  фойдаланиш ку- 
лайдир. Шундай усуллардан бири итерация усулидир.

А й т а й л и к ,  цуйидаги тенгламалар системаси берилган булсин:
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а11х1 +  а 12х2 +  а 1Ях3 +  . . .  + а ыхп =  Ьи
@21Х1 " Ь  ^ 2 2 ^ 2  "Н  @23Х3 • • • _ 1~ ^ )ц  Хп ~  ^2>

(3.5)
, а п\х 1 +  а п2х г +  а , ,з * з  +  • • • +  а ппх п :

Куйидаги матрицаларни киритамиз:

/ А п «12 . • °1я\

А = <Ьл а22 ■ • О

\ ап\ ап2 ■ • апп)

Ь=г\

ь..

ь, \ 
ь2

К
У  холда (3.5) система матрица шаклида куйидаги куринишни олади:

Ах == Ь.
Дйагонал коэффициентлар поддан фарцли (яъни а п, а22, . . . , 

аппФ 0) деб фараз килиб, (5.1) системанинг биринчи тенгламасини 
х у га нисбатан, иккинчи тенгламасини х2 га нисбатан, учинчисини х3 
га нисбатан ечамиз. Натижада (3.5) системага тенг кучли куйидаги 
сйстемага эга буламиз:

х г =  Р1 +  0 +  а шх2 +  а 13л-3 +  . . . +  а ы хп,
Х% =  Р г  *%21Х1 “ Ь  0  ^23Х3 “ I-  • • • “Ь  п Хп'

Ушбу

Р П +  “ « 1 * 1  +  а « 2 * 2  +  • • • +  Хп - 1 +  ° -

''О а , ,  .

(3.6)

"1п •

а

ьэ О ■ а 2п 1 ва Р

'/71 а и2 ■ . . о
[

матрицаларни киритиш билан (3.6) тенгламалар системасини 
матрица ш аклида щйидагича ёзиш мумкин:

х —  ̂ +  а -х . (3.7)
(3.7) системани кетма-кет яцинлашишлар усули билан еча­

миз. Нолинчи я^инлашиш сифатида, масалан , озод ^адлар ус- 
тунини цабул ^иламиз.

х (0) =  Р-

х{0) ни (3.7) нинг унг томонига куйиб, х(1) биринчи я!\инла- 
шишга эга буламиз:

х(,) =  Р +  а х (0)-
Кейин х (1) ни (3.7) нинг унг томонига к$йиб, х{2) иккинчи якин- 
лашишга эга буламиз:

>  =  Р + - а / > . '
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Ждраённи такрорлаб

х{п~{) -  Г, •!• а х <п) (3-8)
формула буйича хосил килинувчи куйидаги я^инлашишлар 
кетма-кетлигига эга буламиз:

..(0) X) (2) Ап),
Л> у Л/ у Л/ J . . • 1 Л/

Бу кетма-кетликнинг лимита, агар у м авж уд  булса, (3.5) 
системанинг изланаётган ечими булади. п номаълумли п та 
тенглама системаси учун жараённинг я^инлашувчи булишининг 
етарлилик шартини исботсиз келтирамиз:

Т е о р е м а .  Агар келтирилган (3.6) система учун ушбу
П П

2 к ;.| <  1 (/ =  1, п) ёки <  1 а  =  1 ’ п)
1=1 1=1

шартлардан камида биттаси бажарилса, у х1олда  (3.8) итера­
ция оюараёни бу системанинг бошлангич я^инлашишни тан- 
лаш га борлик  ̂ булмаган ягона ечимига яцинлаилади.

Бу шартлардан келиб чш дан  з^олда ушбу натижани .%осил 
1\ИЛИШ мумкин.

Н а т и ж  а. Агар куйидаги тенгсизликлар бажарилса, (3.5) 
тенгламалар системаси учун итерация усули я^инлашувчи бу­
лади:

С п

1°и1 >  2  К\>
/=1

|а22| >  2  К | ,
/=1

Кп1 >  к,\,
/=|

яъни (3.5) системанинг .^ар бир тенгламаси учун диагонал ко- 
эффициентлар модули, озод ^адларни ^исобга олмаганда, тенг- 
ламанинг бош^а барча коэффициентлари модуллари йигинди- 
сидаи катта .

М и с о л. ^ч номаълумли учта тенглама системасининг ечи- 
мини топинг:

(4Х] + '0 ,24 х2— 0 ,08х3 =  8,
|0,09ха +  3л:2 — 0,15х3 =  9, сз д\
10,04^ — 0,08x2 +  4x3 =  20. '

Е ч и ш. Жараён я^инлашувчи булишининг сунгги шарти 
бажарилади :

|ап | =  4 >  |0,24| +  [ - 0 , 0 8 1 =  0,32,
|а22| =  3 >  |0,09| +  |-015| =  0,24,
|а33| =  4 >|0,041 +  |-0,08| =  0,12.

383



Шунинг учуй итерация жараёни якинлашувчи булади. (3.5) 
системани унга тенг кучли куйидаги система билан алмашти- 
рамиз:

(хг =  2 — 0,06 х2 +  0,02 х3,
х2 =  3 — 0 ,0 3 ^  +  0 +  0,05x3, (ЗЛО)
1х3 =  5 — 0,01 хх +  0,02 х2 +  0.

Системанинг матрица шаклидаги ёзуви ^уйидагича:

-  0,06 0,02 \ (х у 
О 0,05 х2 

Vз/ Ч--- 4,,4/Х 0,02 0 )  \х3
ёки х =  ¡3 +  а х ,  бу ерда

(  0 — 0,06 0,02 
а  М  — 0,03 0 0,05

ч51 V— 0,01 0,02 О

Нолинчи якинлашиш сифатида куйидагшш оламиз:

х(0) =  (3 =  Гз | ёки х(,0) =  2, х(20) — 3, х<0) =  5.
\5/

,(1) \

>с(0) ни (3.10) системанинг унг томонига к,уйиб, х(1) =  ( х(|М ®и-
х<'Ъ,х3 у

риичи якинлашишга эга буламиз:

х\1) =  2 — 0,06 • 3 +  0,02 • 5 =  1,92, 
х '° =  3 - 0 , 0 3 - 2 +  0,05-5 =  3,19, ёки х(,) =
4 °  =  5 — 0,01 • 2 +  0,02 ■ 3 =  5,04

х(1) ни (3.10) системанинг унг томонига. куйиб, иккинчи якикла- 
шишга эга буламиз:

х<2) =  1,9094,
4 2) =  3,1944, ёки х<2) =  I 3*1944 I 
х̂ 2) =  5,0446 \5,0446/

1,9094\

х(3) ни шуи га ухшаш топамиз: 

г<3) _  ! 00493
‘ /1,90923

х\ =  3,19495, ёки х( =  3,19495
х̂ 3) =  5,04485 \5,04485

Натижаларии куйидаги жадвалга ёзамиз:
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Я^инлашишлар XI хг х.,

0 2 3 5

1 1,92 3 ,19 5 ,04

2 1,9094 3 ,1944 5 ,0446

3 1,90923 3,19495 ) 5 ,04485

Шундай крлиб, илдизларнинг та^рибий кийматлари к(уйидагилар экан: 
% =  1,90923; Х-2 =  3,19495; х3 -  5,04-485.

У з - у з и  ни  т е к ш и р и ш  у  ч у  н с а в о л л а р

1. Тенгламалар системасининг ечими деб ним ага  айтилади?
2. Чизи^ли тенгламалар системасини ечишнинг Ж ор дан о — Гаусс усулини 

баён этинг.
3. Чизикли тенгламалар системасини ечишнинг итерация усулини баён 

этинг.
4. Чизшуш система итерация жараёнининг яцинлашиш шарти нимадан 

иборат?
5. К,уйидаги системани Жордано — Гаусс  усули билан ечинг:

а) (х1 -\-х2 — 2 х3 =  6 ,
<2 XI +  3 х2 — 7 х3 — 16, 
(б х 1 4 - 2 х2 +  х3 — 16;

б)

6 . К,уйидаги дйтерминантни ^исобланг:

[4 ху 4 х2 -[- 5 х3 -[- 5 х4 =  0,
12 ~] 3 х 3— х  ̂ -— 10,

Х1 + * ! —5*3 = --  10,
Зх2+ 2 х, = 1.

а) 3 — 2 — 5 1 б) ! 1 1 — 6 —
2 — 3 1 5 |3 — 1 — 6 —
1 2 0 — 4 2 3 9
1 — 1 — 4 9 [3 2. 3

К,уйидаги матрицага тескари Л-1  матрицани топинг:
/ 3 — 1 0 \ / 3 2а) / =  — 2 1 1 б) А =  1 3
\ 2 — 1 4 / \5 3

8 . ^уйидаги системани итерация усули билан ечинг:

(4 X] — 0 ,2  х 2 — 0 ,2  х'3 =  4,
1,0,2 Хд —- 4 Х2 "1~ 0 ,4  х^ — — 8 , 
| — 0 ,2  X] +  5 х3 — 0 ,1  х 4 == 5, 
|0,4 х 2 — 0 ,1  х3 -

4- §. Интерполяциялаш

1. Масаланинг куйилиши. Энг содда интерполяциялаш ма- 
саласи ^уйидагича ифодаланади:

[а, Ь) кесмада п +  1 та  нук.т;: берилган:

-̂ о> *1» 2̂» ■ * ■ > Х[> • ■ - , Xп,
бу ну^талар интерполяция тугунлари  деб аталади. Бирор ¡(х )  
функциянинг бу нукталардаги  ^иймати ^уйидагилар булади:
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/  О'о) =  ¿/о. f ( x  i )  =  У ь  / ( * 2)  =  У  г, • • • . / ( * ( )  $ > >  • • • - W  =  ¿k-

Маълум синфга тегишли булган ва интерполяция тугунларида 
f  (х) функция ^абул калган ^ийматларни, яъни

F  (-'•«) =  У о’ F  (x i )  =  Ух- ^  f e )  =  2/а..................^  Iх¿) -  ¿</---------» ^  ( * п)  =  Уп
J

кийм-атларни цабул килувчи F (x) функцияни (интерполяцияла- 
нувчи функцияни) ясаш талаб  этилади. Геометрик иу^таи 
назардан бу берилган ну^таларнинг ^уйидаги тизмаси оркали 
5'тувчи бирор маълум турдаги y  =  F (x)  эгри чизи^ни топишни 
англатади (169- шакл) :

169- шакл.

М0(хй, у 0), M 1 (xi , ÿj), М2(х.2, £/2Х • • • I У{), • • - , Мп(хп, Уп)-

М асаланинг бундай умумий ^йилиш и чексиз K ÿn  ечимга эга 
бу'лиши (айтиб )'тилган нуцталар оркали чексиз K ÿn  эгри чи- 
зик утказиш мумкин, 169-ш акл) ёки умуман ечимга эга  бÿл- 
маслиги мумкин.

Бирок;, агар ихтиёрий F (х) функция урнига ^уйидаги шартларни 
^аноатлантирувчи д-даражали Рп{х) к)'пхад изланса, бу масала бир 
^ийматли бÿлиб к;олади:

Fn(xo.)~Уо< Рп(х д—У1 > Fп (-'"г) ~У-1 ' ■ ■ ■ > Fn(xî) у . . . , P n(xrt) уп-

)^осил к>илинган интерполяция формуласи одатда берилган f(x) 
функциянинг х аргументнинг интерполяция тугунларидан фар^ли 
цийматларидаги ^иймдтларини та^рибий ^исоблаш учуй кулланилади. 
Бундай амал f(x) функцияни интерполяциялкш {х£[х0, хп\ булганда)
ва экстрополяциялаш (х £ [л:0, хп] булганда) деб аталади.

2. Чекли айирмалар. Интерполяция формулаларини тузиш
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ха ^ид аги масал ани м у ^ о ка м а  килишга утишдан олдин чекли 
а йи рм ал ар  тушунчаси билан танишиб чи^амиз.

Айтайлик, y = f{x) — берилган функция, аргументнинг Ах 
орттирМаси— тайинланган ми^дор булсин.

1- т а ъ  р и ф. Ушбу
А у  '==. / (х +  А х) — / (х)

айирма y —f ( x) функциянинг  биринчи чекли айирмаси (ёки 
биринчи тартибли чекли айирма) деб атал ад и.

Ю^ори тартибли чекли айирмалар хам шунга ухшаш таъ- 
рифланади:

А' V =  А (Д "" ! у), бу ерда п ==2, 3, . . .
1- м  и с о  л. Иккинчи тартибли чекли айирмани хисобланг :

Е ч и ш. Таърнфга к у р а  ку пи даги г а  э г а  буламиз :

Д2 у  =  д  (Д г/),— Д (/ (х +  А x) — f (х)) =  [f (х +  А х  +  А х) —
— / (х +  А х ) ] ...  ¡/ (х -г -А х )  - f  (х)] =  / (х +  2 А х) —

— 2./ (х +  А х) +  f (х).
Шундай килиб, иккинчи тартибли чекли айирма учуй куйи- 

да ги  формулага  э г а  буламиз :

А2 у  — / (х +  2 А х) — 2 / (х 4 -  А х) +  / (х).
Учинчн тартибли чекли айирмани хам  шунга  ух ш аш  хосил 

килиш мумкин:

А3У =  / (х - г  3 Ах)  —  3 / (х +  2  Ах)  -1- 3f (x +  Ах)  —  /(х) 
ва хоказо.

2- м и  со  л. Р(х )  =  х 3 функция учуй чекли айирмаларни тузинг, 
бунда А х =  1 деб хисобланг.

Е ч и ш .  Р (х )  =  х 3 га эгамиз, бундан
А Р (х) =  Z5 (х +  А х) — Р (х) =  (х +  А х)3 — х3 =  (х +  I)3 —

■— х3 =  3 х 2 4- 3 х  4- 1.
А2 Р (х) =  [3 (х +  А х)2 +  3 (х +  А х) +  1} —

— [3 х 2 +  3 х +  1] =  [3 (х +  1)2 +  3 ( х +  1 ) +  1] — [Зх2 +
+  3 х +  1] = . 6 х  +  6,

А3 Р (х) =  [6 (х +  А х) +  6] — [6 х  +  6] =  [6 (х +  1) +  6] —
— [6 х  +  6] =  6. в

А'1 Р(х) =  0 (барча п >  4 учун).
Учинчи д а р а ж а л и  купхаднинг  учинчи тартибли чекли айирмаси 
>̂ ар доим х  га богли^ булмаслигини т аъ к и д л аб  утамиз .  Учин­
чи д а р а ж а л и  ку п х ад л ар  учун тартиби учдаи ю^ори булган 
барча  чекли айи рм ал ар  эса  нолга тенг. В а  у м у м а н  куйидаги 
тасдиь;  уринли:

Т е о р е м а .  Агар Рп(х) п-даражали купхад булса, у хрлда унинг 
¡г- чекли айирмаси узгармас ва у куйидагига тенг:
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тартиби п дан катта  барча чекли айирмаларн эса нолга тенг 
(бу ерда Ах — узгармас, а0 — кутщаднинг бош коэффидиенти, 
п — кущ аднинг д ар аж а  курсаткичи).

2- т а ъ  р и ф. А орттирма символини y = f( x )  функциями унинг 
цуйидаги чекли айирма функциясига мое ^уювчи оператор си- 
фатида к;араш мумкин:

A y  =  f(x  +  Ax) — f(x),
бу ерда А х  — ÿ3rapMac.

Бу А оперзторнинг асосий хоссаларини текшириш осон:
1) А (и +  v) =  А и +  А V,
2) А (Си) =  С А и, С — const.
3) А т (Апу) =  Ат+пу,

бу ерда у, и, v — функциялар, т ,  п — номанфий сонлар, бунда 
д а у =  у  деб фараз килинаДи.

3. Чекли айирмалар жадвали. Тенг масофаларда ётувчи
*0’ *1» • • ■ » Xj, . . . , ХпУ . . .

(бу ерда х1 — х0 =  х2 — х1 — . . .  = h —■ const, h ни кадам деб атай- 
миз) нукталар учун ушбу

Уо> Ui> У%’ ■ • • > Uii ■ ■ • > У ■ ■ •

жадвал ^ийматлар билан берилгаи у  =  f(x) функциями ^араймиз, 
бунда

/ W - i / o ,  
f(x j= = f(x 0 +  h) =  y lt 

f(x 2) =  f(x0 +  2h) =  y 2,

А'1/3„(х) = а0-п\ (Ах)п,

f(x l) =  f(x0 +  ih) =  y i,

Чекли айирмалар ^уйидаги муносабатлар билан ашщланади:
А У о =  Ух — У о, А2 у0 =  А (А у 0) =  А (у1 — у0) =  А у 1 — А у0;

А3 г/0 =  А (А2 у0) =  А (А у, — А у ~)=  А2 у1 — А2 у0,
А Ух — у  2 2/i* А" Ух =  А (А у у) =  А (у 2 • у  j) — А у2 ■ A y v 

А3 ух =  A (A2 yi) =  А (А г/2 — А г/х) =  А2 у 2 — А2 у },
А У2 — У3 У2 А у3 А у2, А у2 А у3 А у 2,

А У; У; Уi> A i/j- ■ - А г/г+! А г/{-, A' y-t А Уц_\ А г/г-
к 11 \ \П—1ва хрказо A у-ь =  А г//+1— Д yL.

Турли тартибли чекли айирмаларни икки хил куринишдаги 
ж адвал л ар  шаклида жойлаштириш 1̂ улай: айирмаларн го- 
ризонтал ж ад вал л ар  (1 ва 2 - ж ад вал л ар )  ва айиришлари диа- 
гонал ж ад вал л ар  ( 3 - ж ад в ал ) .
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1- ж а д  б ал

X У А у А*  у Д а у А 4 г/

х0 Уо А Уп А2 у  а А3 г/о А4 г/о

X I У1 А У1 Аг (/1 А3 г/х А1 1/1

*2 У2 А У2 А2 г/г А3 й А4 г/г

* 3 Уз А Уз А2 Уз А3 Уз А 4 Уз

Д-4 У4 А У, А2 </4 А3 г/4 А 4 г/4

Ж адвални тулдириш п- чекли айирмалар узгарм аслар  бу- 
либ цолгунча ёки улар бир-биридан абсолют цийматлари бу- 
йича е дан ^ам кичик сонга фар^ ^илгунича давом эттирилади, 
бу ерда в — берилган аншушк.

3 - м и  с о л. Ушбу
у = 2 х 3 — 2 х 2 +  3 х  — 1

функциянинг чекли айирмалар жадвалини бошланрич х0 =  О киймат 
буйича ва цадамни Н =  1 деб к,абул килиб тузинг.

Е ч и ш. х0 =  0, хх =  1, х2 =  2 деб фараз к>илиб, функциянинг 
мос ^ийматларини топамиз: у0 =  •— 1, у х =  2, г/2'= 13. Берилган функ­
ция учинчи даражали купхад булгаии учун учинчи чекли айирма уз- 
гармас ва А3 у  =  2-3! /г3 =  12 га тенг, юцори тартибли барча чекли 
айирмалар эса нолга тенг. Чекли айирмалар жадвалини тузамиз:

2- ж а д  в а л

д: * Д у А* у А 'у Д* у

0 — 1 2 — (— 1)= 3 1 1 — 3 =  8 12 0
1 2 13 — 2 =-. 11 20 | 12 0
2 13 31 | 32 12

• 3 44 ^ 63 44
4 107 107
5 214

Ж адвални бундан буён тулдиришни энди цушиш ёрдамида 
ам алга  ошириш мумкин.

Тузилган жадвални диагонал ш аклда ^ам ёзиш мумкин:
3- ж  а д  в а л

X У А у Д2 1/ Д*!/ Д ‘ у

0
1
2
3
4
5

—  1 
2 

13 
44 

107 
214

3
И
31
63

107

8
20
32
44

12
12
12

0
0 -
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4. Умумлашган д ар аж а .  Келгу.сида бизга умумлашган да- 
раж а тушунчаси зарур булади. Шу тушунча билан танишамиз. 
х ва /г берилган булсйн.

3- т а ъ  р и ф. х сонининг умумлаш ган  п- дараж аси  деб би- 
ринчиси х га тенг булиб, хар бир кейингиси увидан олдингисидан 
h 1̂ адар кичик булган п та купайтувчининг купайтмасига ай- 
тилади:

х[/1] ==.х(х  — h) (х — 2 h) . . . (х — (п — 1) К),

бу ерда хw  умумлашган л-даража. x[0i =  1 деб фараз килинади. 
h =  0 булганда умумлашган даража одатдаги даражага мос ке-

f/2-1 Плади: х1 =  х .
А х =  h деб фараз ^илиб, умумлашган даражалар учун чекли 

айирмаларни хисоблаймиз.
Бирпнчи айирма учун ^уйидагига эгамиз: у — х^‘\

A y —A x {'^~ (x+ h)[n] — xln]= (x + h )x (x —h)(x—2 h) . . .  (х—(п—2) К)—
— х (х — /г)(х — 2/г) . . . (х — (п— 2)h)(x — (п — 1 )h) =

=  х (х — К) (х — 2 К) . . . (х — (я — 2) К) (х +  h — х +  (я — 1) Н) =

■ " =  х[п_1] -nh,

яъни A xw  =  n h  x i,!_l
Иккинчи айирмани хисоблаб, ь;уйидагига эга буламиз:

A2 x[n] =  A (nh -х1-"-11) =  nh A xt,l~13 =

— n-h-(n  — 1) hx[n~2̂  — п(п — 1) h2x[n~2\
яъни

A2 xw  =  п (п — 1) hrx[ri~^- 
Амалларни такроран бажариб, ^уйидаги натижани оламиз:

Akxin  ̂— hkn (n — I) . . .  (п — к +  1)х1п~к]-

Хусусан к =  п булганда Ая хм  =  п\ h‘l; к > п булганда А^х^ =  
=  0 булади.

5. Ньютоннинг биринчи интерполяция формуласи. Айтайлик, 
у  — f  (х) функциянинг эркли узгарувчининг тенг узо^ликда ётувчи 
х0, хъ х2, . . хп (бунда Xj =  х0 +  /г, х2 =  х0 +  2/г, . . ., хп =  х0+ яй  
ва h — интерполяциялаш радами) цийматлари учун ушбу

i/o’ У 1> У 2' ■ • ’’ У а 

кийматлари берилган булсин. xt- ну^таларда

y i ■== ( * i )  ( г‘ =  °>га)  ( 4 Л )

кийматлар и;абул килувчи даражаси я  дан катта. булмаган Рп (х) 
купхадни танлаш талаб этилади.
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(4.1) шарт куйидагига эквивалент:

Ат  Рп (х0) =  Ат ,у0 ( т  =  0,/г). (4.2)

Купхадни куйидаги куринишда излаймиз:
Рп (х) =  а0 +  ах (х — х0) +  а2 (х — х„) (х — х2) +

■ \ &3 (х - х„) (х х Е) (х Х2) (х Х0) (х

— Х'О (х — х2) . . . (х — Х,_;).

Умумлашган даражадан фойдаланиб (4.2) ифодани бундай ёзамиз 

1Рп М  +  ах (* — хо)[1] +  а 2 (х — х0]С2] +  а3 (х — х0)[3] +

+  . . . +  ап (х — х0)['1]. (4.3)

Масала Рп (х) купхаднинг а0, а 1У а2, . . ., ап коэффициентларини то- 
пишдан иборат.

(4.3) тенгликда х — х0 деб фараз килиб, куйидагига эга буламиз:

ЕРп (хо) =  Уо =  а о> бундам а0 =  у0.
ау коэффициентни топиш учун Рп (х) купхаднинг биринчи чекли: 

айирмасини тузамиз:!

А Рп (х) =  а,Н -г а2 ■ 21г (х — х0)[1;1 +  За31г (х — х0) [~3 +

-|- ап пк (х — х0)1п~х\

Бу ерда х =  х0 деб фараз килиб, куйидагига эга буламиз:

А Рп (х0) =  А у0 =  а^г, бундан а г .

а2 коэффициентни топиш учун иккинчи чекли айирмани тузамиз: 

А2 Рп (х) =  а2 • 2! /г2 +  а3• 3! • /г2 (х — х0)с'3 +  а 4• 4• 3 ■ /12 (х — х0)12} +  

+  . . . + а п-п (п — 1) /12 (х — х / 1--’3. 

х =  х0 деб фараз килиб, ушбуга эга буламиз:

А2 Рп (х0) =  А2 У о =  а2-2\ к\ бундан аг =

Жараёнии кетма-кет такрорлай бориб, бнз

_  ■ а  — о /г) 
г г !  /й 4 7

эканини топамиз, бу ерда 0! =  1 ва А°у 0 =  у0 деймиз.
а0, аъ а2, . . ап коэффициентларининг топилган дийматларини

(4.3) ифодага куйиб, Ньютоннинг интерполяция купхадини хосил ки- 
ламиз:

Р п  М  =  у 0 +  (X -  х / 3 +  ^  (X -  Х0][2] +  . . . +
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(4.4) купхад куйилгап масаланинг талабларини бутуилай каноат- 
лантиради. Ньютоннинг (4.4) интерполяция формуласини амалда 1̂ ул-
лаш учун у  янги (/ =  д.....д" узгарувчини киритиш билан шаклан ал-

к
маштирилган курйнишда ёзилади. У >;олда
(х — л-0!Гг) _х  — х0 х — х п— к х  — Хд — 2к х —  л:0 — (¿'— !) /г

А! к к к к

=  7 (¿7 — 1) (д — 2 ). . . (</ —-!' +  1), бу ерда г =  0,п.
Бу ифодани (4.4) га куйиб, куйидагига эга буламиз.

Р„ и  -  у ,  +  , Д у , +  Д>у , +  « < « - ' > ( » - «  Д> » „ + . . .  +

+  „ ( , - ! )  < , - 2 ) . . . | , - П+ 1) д  (45 ) 
п\

бу ерда q =  —■■■■■ х° х0 ну^тадан чи!\иб .V нуктага етгунча зарур бул-

ган кадамлар сонини ифодалайди. (4.5) формула Ньютоннинг якуний 
биринчи интерполяция формуласидир. Бу формуладан функцияни бош- 
лангич х0 кийматнинг атрофида интерполяциялашда фойдаланиш к;у- 
лай, бу ерда д — абсолют ^кймати буйича-кичик сон.

п — 1 булганда чизикли интерполяциялаш формуласига эга була­
миз:

Л  (х) =  Уо +  Я А Уо- 
п — 2 булганда параболик ёки квадратик интерполяциялаш фор­

муласига эга буламиз:

Рг (х) = У а +'Я А У о + А2
4 -ми со л. Жадвалда берилган у  =  / (х) функция учун Ньютон 

формуласини ёзинг:

X.1 0 1 2 3 4 5

»1 5,2 8 10,4 12,4 14,0 15,2

Е ч и ш. Чекли айирмалар жадвалини тузамиз:

у А У А'-у А» у

0 5 ,2 2 ,8 —0 ,4 0
1 8 2 ,4 - 0 , 4 0
2 10,4 2 —0,4 0
3 12,4 1,6 - 0 , 4
4 14,0 1,2
5 15,2



Жадвалдан фойдаланиб, Ньютоннинг (4.5) формуласини тузамиз: 

Рп (х) '= 5,2 +  <7-2,8 +  ( - 0 ,4 ) ,

)с — Обу ерда <7 =  — —̂ =  х. Натижада ^уйидагига эга буламиз:

Рп (х) =  5,2 +  2,8л:— — } 0,4.

Изланаётган функциянинг якуний куриниши куйидагича:
Р 2 (х) =  5,2 +  Зх— 0,2х2.

Э с л а т м а .  у ■ • /' (х) функциянинг х нуктадаги ^ийматини^Тали­
бан дисоблаш учун у л* Рп (х) деб фараз ^илинади, бу ерда х нукта 
х0 га я кин нукта.

6. Ньютоннинг иккинчи интерполяция формуласи. Ньютоннинг 
биринчи интерполяция формуласи функциями бошл'шгич х0 нукта га 
як^ин нуцталарда интерполяциялаш учун кулай, лекин ох ирги хп нук- 
тага якип нукдаларда эса ноЦулайдир. Бундай холларда, одатда, Нью­
тоннинг иккинчи интерполяция формуласи куллани чади.

Функциянинг аргументнииг тенг масофаларда ётувчи

х0, хх =  х0 +  /г, х2 =  х0 +  2Л, . . ., хп =  х0 +  пН

(бу ерда /I — интерполяциялаш калами) ^ийматлари учун ^уйидаги 
^ийматлари системасига эга булайлик:

У о =  / (*о). Ух ;#  / (&),■ • ■ Уп =  /  (л'д)-

Ингерполяцияланувчи купхадни ^уйидаги куринишда ёзамиз:

(*) =  а о +  (* — А«) +  Я2 (* — *„) ( V— Х„_ ¡Н~ • • • +
+  ап (х — хп) (х — х„_,) . . . (х- -х ,) . (4.6)

Олдинги банддагига ухшаш амалларни такрорлаб, а0, а и . . ., 
коэффиииентларни топамиз. (4.6) купхаднинг топилган коэффициент- 
лар билан якуний ёзилиши ^уйидаги куринишга эга:

+  +  ( * — 1с.^>1!1 +

+  Т Й Г  +  V • +  (4.7)

Янги <7 =  ■■ ■■■ , ' "  уз.гарувчини киритамиз ва (4.4) формулани кай- 

та ёзамиз:

Р п (х) =  Уп +  Ц г 1  ч  +  +  д ( я + \ ) { д  +

+  2) +  . .  . <? (<? - г  1) (? +  2) +  . . . (г/ - {- /г — 1). (4.8)
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(4.8) формула Ныотоннинг иккинчи интерполяция куп^адидир.
5 - ми с о л. У =  1§х функциянинг кийматлари жадвали берил-

ган:

X 1000 1010 1020 ¡030 1040 1050

У 3,00000 3,00432 3,00860 3,01283 3,01703 3,02119

1044- ни топинг.
Ечиш.  Чекли айирмалар жадвалини тузамиз:

X * А у А2 у Д5 у А* у §  А '■у

1000 3,00000 0,00432 - 0 , 0 0 0 0 4 —0,00001 0,00003 - 0 , 0 0 0 0 6
1010 3,00432 0,00428 —0,00005 +  0,00002 —0,00003 .
1020 3,00860 0,00423 —0,00003 —0,00001
1030 3,01283 0,00420 —0,00001
1040 3,01703 0,00416
1050 3,02119

х - - хп _  1044— 1050

у ж  3 ,0 2 !  1 9 -т- ° - ° ^ 16 ,(— 0 , 6 ) — (— 0, 6)  (— 0 , 6 +  ] ) — .

—  0 ,00001  • - -М н . .  Ь : °'6 ± .2). — , . , да 3 ,0 18 70 .
3!

7. Лагранжнинг интерполяция формуласи. Нвютоцнинг интерпо­
ляция формулалари фак а̂т тенг масофаларда ётувчи интерполяциялаш 
тугуилари холи учун ярокли. Ихтиёрий равишда берилган шперпо- 
ляциялаш тугунлари учун Лагранжнинг интерполяция фэрмуласи деб 
аталувчи анчагина умумийроЦ' булг<.п форму ладан фойдаланилади. 

Айтайлик, аргументнинг п +  1 та турли

х0, А',, Хф . . ., хп 

^ийматлари ва / (х) функция учун маълум булган унга мос 

/ (*о) =  У* I (ч) =  Уъ / (Ч ) - У ъ  (Хп) =  Уп
кцйматлар берилган булсин. Даражаси п дан юкрри булмаган ва бе­
рилган хг- тугун ну^таларда / (х) функция кабул килган ^ийматларга 
эга булгац, яъни

1 пАхд  =  ,Л  ( ¿ 7=0 ,/г) 
булган Ьп (х) кугцадни ясаш талаб этилади.

Лагранжнинг изланаётган Ьп (х) купхадини келлириб чщармасдан 
цабул к;иламиз:
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п

1 п
(х - х 0) (дс—* 1) (*—х 2) . . . (х— х ^ )  (х— х1+ [) . . ,(х —х„)
77(х— х 0) (Хг~хх) (Х г-ьц  . . . (х -ггх ^ д  (х с -х 1+1) . . . (х ~ х п)

1=0
(4.9)

Агар интерполяция тугунлари тенг масофаларда ётса, у  холда 
Лагранжнинг (4.9) интерполяция формуласи Ньютонпипг интерполя­
ция формуласи билан устма- уст тушади.

Хусусан, (4.9) формула

п =  1 булганда (х) =  у„ х-— ^  +  у г х ~
л 0 — XI  —  Х0

п -  2 булганда Ц  (*) -  а , +
(х0 — X,) (х0 — х2) (хх — х 0) (Хх — Хг)

4 -  „  ( х — х0) (х — х,)
2 (х -2 — х0) (х2 — х х)

куринишни олади.
8 .  Лагранж коэффициентларини хисоблаш. (4.4) формулани сод- 

далаштирамиз. Бундай белгилаш киритамиз;

Пп+[ {х) =  (х — х0) (Х —  Хх) . . . (х — хп). (4.10)

З^осилани топамиз:
п 'п + 1 (х) = { х — х1) . . . (х — хп) + ( х  — х0) (х — х2) . . . (х — хп) +

+  (х — х0) ( Х  — Х х)  (х — хд) . . . (х — хп) +  . . .

\ + (х  — ха) (х — х г) . . . (х —  х ^ )  (х— х 1+1) . . . ( * — ■*„) +

+  . . . Ц -(х  —  х 0) ( х — Хх) . . ■ {х —  * „ _ , ) .

Бу"ерда х = х ^  I = 0 ,  п деб хисоблаб, куйидагига эга буламиз: 

П'п+Х (//) (х1 - -х 0) (х̂  Х[) . . . (х1 —  * ,_ , )  ( * , —

— х1+х) . . . (х-— хп). (4.11)

(4.10) ва (4.11) ифодаларни (4.9) формулага 1̂ уямиз:

К  И  -  V  ■ —  -  (4.12)
^  Пп+, (хр ( х - х $
1=0

(4.12) формуладаги у1 'лар олдидаги коэффициентлар Лагранж 
коэффициентлари деб аталади ва куйидагича белгиланади:

I Ш / \ ^п+\ (х)1<‘> (х)
П,г+\ (Ч) (х хд

Бунда Лагранжнинг (4.12) формуласи цуйидаги куринишга ;эга бу- 
лади:
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К  W  -  2  у, Ч ?  <*)■
1=0

Лагранж формуласини куллаш учун х£-— хй айирмалар жадвалийи 

тузамиз:

0 0 1 2 3 i n D Уо ylD

0 х—х0 Х0 -V] Xq х2 х0—х3 X0—Xi Xq Xn Do Уо Уо[ Do
1 0 *1'гч а;—Хд Хд ха Хд х3 X j X i Xi xn Dx Ух УхШх
2 х2—х0 х2—Яд X;--Х2 х 2—х3 Xo—Xi X2 %n D-2 2/2 У г' D%
3 % —*о А'з—Хд х% X—х3 X3—Xi *3 —*n D3 Ун У г ^ 3

г х-—х 0 X— Хд х —хг X;—Х3 X—Xi Xi—X n Di \  ' У- J  Di

п х0 х;г х х Xn X<i х „ - - х 3 Xn—Xi X X ft Dn Dn y j D n

Жадвалда D0, Dx, D2, . . Du —мос сатрлар купайтмаси:

Di =  (xi ~ xo) (xi ~ x i) (*f — *2) • ■ • (* “ хд  ■ ■ • (xi — xJ -  
Пп+\ (x) — остнга чизилган диагонал купайтувчилар купайтмаси:

Пп+1 (х) =  (х — х0) (х — х}) . . . (х — х£) . . . (х — хп).

Демак,
Я  м  (х) ------

W ( x ) =  J}£ —  , i  =  0 , n  
ui

ва коэффицнентлар топилди.
Демак,

Ln (x) =  n n+{( x ) ' y i ^ - ,
t=о г

V ' l  У'бу ерда \  . — =  —-жадвалнинг охирги уступи йириндиси. Шун- 
iiiiirf D̂(=о

дай килиб,

¿ „ W  =  ^ 1+i W V i -
6 -ми со л. / (х) функцияиинг килмдглари жадвали бзрилган:

X 81 85 87 88 89 90

У 0,012346 0,011765 0,011494 0,011364 0,011236 0 ,01)111

/ (84) ни топинг.
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Е ч и ш .  Ж адвал тузамиз.

i Ч Xl — х 0 \х £  — vtjj xi  — х » x i  — х . х с — х 4 Х~ Х  5 Di VI . Vi / Di

0 81 3 —4 —6 —7 —8 —9 —36288 0,12346 - 0 , 3 4 0 2 2 3 - 1 0 - “

1 85 4 — 1 —2 —3 — 4 — 5 —480 0 ,11765 —2 4 ,5 1 0 4 1 6 .1 0 - «

2 87 6 2 —3 — 1 2 —3 216 0,11494 53 ,21296 -10—в

3 88 7 3 1 —4 ! —2 — 168 0,011364 - 6 7 ,6 4 2 8 5 7 -  lO—o

4 89 8 4 2 1 —5 —  1 320 0,011236 35,1125- Ю-о

5 90 9 5 3 2 1 - -6 — 1620 0,011111 - 6 , 8 5 8 6 4 2 -  Ю-о

Я а , з - (— 1) • (—3) • (—4) • (—5) • (—6)= — 1080 5,1 =  У  Us ID; =
_ _  Уг' "i ■

1 =  0
-11,036678•10 0

f (84) «  П6 ■ S 6 =  — 1080 • (— 11,036676) ■ 10^6 ^  0,011920.

9. Интерполяция формулалари хатоликларини ба^олаш. Виз х0,
xv х2, . . хп нуцталарда берилган у0, y lt у2, . . уп цийматларни 
кабул килувчи (бунда у0 =  f (х0), у х ■ f (х,), . . ., уп -  / (x j) f (х) 
функция учун Лагранжнинг Ln (х) интерполяция купхадини туз- 
дик. Тузилган куп^ад колган нукталарда / (х) функцияга канчалик 
якинлашади, яъни Rn {x) =  f(x) — Ln (х) колдик хад канчалик катта? 
Бу саволга ^уйидаги теорема жавоб беради.

Т е о р е м а .  Агар у — f (х) функция узининг (n -f- 1)-тарти б- 
гача ((n +  1)- тартиблиси %ам) барча хосилалари билан бирга 
узлуксиз булса, у холда Лагранжнинг 1\олди^ хади куйидаги кури- 
нишга эга булади:

R j x ) ~ ]z r ~ w n ~+'{x)’ . <413>
бу ерда с — ха ва ха ну^талар ораеида жойлашган ну^та,

Пп + 1 (х) =  ( х - - х 0) (х. А']) . . . (х - -хпУ

Агар [х0, хп] кесмада М == max |^п+1) (х)\ деб белгиласак, у  хол- 
да Лагранжнинг интерполяция формулаепнинг абсолют хатолиги учун 
куйидаги бахога эга буламиз:

М - П  , , (л:)

^ и 1 < - 5 + 5 Г - -
Агар х0, xv  х2, . . ,, хп интерполяциялаш тугунлари тенг масс- 

фаларда жойлашган ва бунда хг- — х(- =  h булса, у  холда (4.13)

ласянинг колдик хадига эга буламиз:

формулада —-—~ =  q деб фараз к<илнб, Ныотоннинг биринчи форму-
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бу ерда х0 <  I <  Щ
Шунга ухшаш, (4.13) формулада ¿/= , -----— деб фараз -талиб,

Ньютоннинг иккинчи формуласининг црллщ  хади га зга буламиз:
р  /г \ _ип~Н Я (Я~г О ♦ • • (я~г п) ¿(л-Н) /*\

> (х )^  ;  (ъ);
Исботлаш мумкинки,  аг ар  интерполяциялашда интерполя- 

диял аш  ту гун лар и  х нинг зарур к;йймати атрофида етарлича 
зич танланса ,  у  ^олда  интерполяция фо рмулалари дан  олинган 
цийматлар ,  ж а д в а л  м аъ л ум о тла р  неча хонага  зг а  булса ,  шун- 
ча аииц хона бирлигига э г а  булади.

У з-у  з и н  и т е к ш и  р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. Интерполяцнялаш масаласи нимадан иборат?
2 . 1-, 2-, п- тартибли чекли айирма деб нимага айтилади?
3. Чекли айирмалар ж ад вал и  кяндай тузил иди?
4. Умумлаш ган  д а р а ж а  деб нимага айтилади?
5. Ньютон формулалари ва  Л агр ан ж  формуласи ^ачон ^улланилади?
6 . Ньютоннинг биринчи интерполяция формуласининг хулосасини келти- 

ринг.
7. Куйндаги ж а д в а л  куринишида берилган функция учун Ньютоннинг 

иккала  интерполяция куп^адини ва Л агр ан ж  куп^адиви тузинг. Купдадлар- 
ни таккосланг:

а)
X 0 1 2 X 0 1 3 4

У 1 1 3 ’ У 0 2 0 1

х 0 1 2 3

У 1 —2 0 3

8. 7- саволдаги б) ж а д в а л  учун Ньютоннинг интерполяция купхадйни ту- 
зиш мумкинми?

5“' §. Биринчи тартибли оддий дифференциал тенгламалар 
учун Коши масаласини ечишнинг такрнбий усуллари

1. М асаланинг ^уйилищи.  Биринчи тартибли уш бу  диффе­
ренциал тенгламани караймиз :

УГЩ , У ) .  (5.1)
Бу  тенгламанинг  ечими деб,  уни тугри тенгл икка  айлайти-  

р.увчи исталган у -у(х) функция га  айтилишини эслатиб у та • 
миз. Бу  ечимни топиш жараёиин и дифференциал тенгламани 
интеграллаш деб а та г ан  эдик.  Ечимнинг графиги интеграл эг- 
ри чизик булади.

Техникага  оид купгина м а с а л а л а р  бошлангич шар тл ар  деб 
: ат алувчи берилган ушбу

У\х-х.^Уо У(х<!)~Уо (5.2)
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шартларни ^аноатлантирувчи ечимларни топиш керак булган- 
да (5.1) тенглама учун Коши масаласш-ш ечишга келтирилади. 
Геометрик ну^таи назардан бу берилган у0) нуцтадан утув- 
чя г/ = ср(х) интеграл эгри чизикнн топиш кераклигини англа- 
тади. Лекин ихтиёрий дифференциал : тенгламанинг бундай 
ечимнки топиштшнг '/мумий усули м авж уд  змас.  Одатда бун­
дай ечншни факат тенгламанинг баъзи хусусий холлари учуй 
(масалан,  бизга маълум булган чизщли, бир жннсли, Бернул­
ли ва  баъзи бошка тенгламалар учун) топиш мумкин булади. 
Шуиинг. учун му^андислик амалиётила Коши масаласини ечиш- 
иинг такрибий усулларига м урож аат  этилади.

Улар тан асосийларини икки гуру^га ажратиш мумкин.
1) аналитик якинлашиш ус ул л ар и — бунда ечим такрибий 

формула куринишида хосил булади (масалан, ^аторлар ёрда- 
мида).;

2) сонли щинлащищ. усуллари — бунда хусусий' ечимлар- 
нинг такрибий кдшматлари ж адвали  тузи л а ди (масалан, Эйлер 
усули, Рунге — Кутта у с ул и ) .

Энди бу усулларни батафсил баён этишга утамиз.
2, Дифференциал тенгламаларни ^аторлар ёрдамида ин- 

теграллаш. Айтайлик, ушбу

бошланрич шартларни ^аноатлантирувчи ечимини топиш талаб 
этклаетган булсин.

г/ =  у(х) ечим м авж уд  ва х—х0 нинг дараж алари  буйича 
жойлашган Тейлор ^атори куринишида ифодаланган деб фараз
килайлик:

1\аторнинг коэффициеитларини топиш учун бундай иш тутамиз. 
у (х 0) нинг цйййатй бизга (5.4) шартдан маълум . у' (х0) ни 

топиш учун (5.3) тенгламанинг унг томокида х ва у нинг ур- 
нига уларнинг х = х0 булгандаги цийматларини Л^уямиз. Натп- 
ж а д а  куйидагига эга буламиз: у ' (х0) =/ (хш у0) .

у" (хо) ни топиш учун дастлаб у ни х нинг функциясп деб 
караб, (5.3) тенгламанинг иккала томонини х узгарувчи буйича 
дифференциаллаймиз:

кейин эса  хосил булган (5.6) ифодата у ва у' нинг х = х0 бул­
гандаги ^ийматларнни цуямиз. I l ly  билан у" (х0) топилади;

(5.6) тенгликни х буйича яка  бир марта дифференциаллаб

дифференциал тенгламанинг щийдаги

=  Уо ёки W o Ш- у °

(5.3)

(5:4)

(5.5)
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ва ^осил булган ифодага у, у', у" ларнинг х=^х0 булгандаги 
цийматлариии 1̂ уйиб, у'" (х0) ни топамиз ва хоказо. Досилалар- 
нинг ^осил ^илинган кийматларини Тейлорнинг (5.5) цаторига 
цуямиз. У х нииг бу ^атор яцинлашувчи булган цийматлари 
учун (5.1) тенгламанинг ечимини ифодалайди.

Бу усул исталган тартибли тенгламани такрибан ечиш учун 
яроцлидир.

1 - м и с о л .  Ушбу
У'=ху* + 1 (5.7)

тенгламанинг
У( 1) = 0  (5.8)

бошлангич шартни ^аноатлантирувчи ечимини топинг.
Е ч и ш. Бу тенгламанинг ечимини Тейлор цатори курини- 

шида излаймиз:

У =  У( 1) +  Х ^ - ( х - 1 )  +  ^  ( х -  I)2 +

+  ^ - ( * - 1 ) 3 +  • • • (5-9)

г/(1) коэффициент (5.8) бошлангич шарт билан берилган, ик- 
кинчи у ' ( 1) коэффициентни топиш учун берилган (5.7) тенг­
ламанинг унг ва чап томонларига х —1 ва г/(1)=0 кийматлар- 
ни 1̂ уямиз. Н атиж ада у ' (1 )  = 1 га эга буламиз. 1\олган к.оэф- 
фйциентларни топиш учун олдин (5.7) тенгламани х буйича 
бир неча марта дифференциаллаймиз:

У" =  У2 +  2 хуу',' 
у ’" #=2уу' +  2уу’ +  2ху'2 +  2хуу" =  4 у у ’ + 2 х у '2 +  2хуу",

у™ =  4 у'2 +  Ауу" +  2 у'2 +  4 у'у"х +  2 у у" +  2 ху'у" +  2 х у  у'" =
=  6 у'2 +  6 у у" +  6 ху'у" +  2 хуу"' ва х. к.

Энди бу тенгликларга у , у ’ , у", у'"  ларнинг х ! булгандаги 
кийматларини кетма-кет вдйиб, цуйидагиларга эга буламиз:

у”{  1) =  0, у " ' (1 ) = 2 ,  у 1У( 1) =  6 ва хоказо.
Коэффициентларнинг топилган кийматларини (5.9) каторга ^уя- 

миэ:
(х— I)3 , (х— I)4 ,

2- ми со л. Ушбу
у" — 2 ху' +  4 у

тенгламанинг
У (0) = 0, у’ (0)= 1 

бошлангич шартларни ^аноатлантирувчи ечимини топинг.
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Е ч и ш .  Тенгламанинг ечимини Маклорек ¡^атори курнинши- 
да  излаймиз (чунки д:0 = 0):

у  =  у ( и  +  у Ж х + у ^ х* +  0 5 , .  +  . . . .
1! 2! 3!

К,аторнинг дастлабки иккита коэффициента бошлангич шарт- 
ларда берилган: г/(0)=0, г/'(0) = 1. Учинчи у" (0) коэффициент' 
ни берилган тенглама ва бошланрич шартлардан топамиз: 
у" (0 )= 0 .  Долган козффициентларни, берилган тенгламани ол- 
дин бир неча марта дифференциаллаш билаи топамиз:

у"' =  2 у' +  2 ху" +  Ау' =  6 у' +  2 x if,
IV 6 у" +  2 ху'" +  2 у" = 8  у" +  2 ху'

/  =  8у'"  +  2 у'" +  2 xyw =  10//" +  2 xyiv,
VI , A IV I о  IV I Г. V , г, IV , „  Vу  = 1 0  у  + 2  у 2ху ".! 2 у + 2  х у ,  

уУП =  14 уУ +  2 ху'*1 ва ^оказо.
}узсилалар учун топилган ифодаларга у, у , у", у"', . . . ларнинг 

х =  0 булгандаги ^ийматларини цуямиз. Натижада цуйидагиларга 
эга буламиз

у"'(0) =  6; i/iv(0) =  0; / ( 0 )  =  60; у х\0) =  0; / П(0 )= 6 0 -14 ва х. к.
Топилган козффициентларни Маклорен каторига куйнб, ечимга: 

эга буламиз:

, —  4 -  —  Ш —  I I 1 4 -У - Х +  1! +  2 !  +  з ,  +  . . . + _ j-  +  • • •

3. Эйлер усули. Бу усулнинг мохияти ^уйидагидан иборат. Бе­
рилган [х0, хп] кесмада биринчи тартибли

У '=  fix , У) (5.10)
дифференциал тенгламанинг

У W  У о (5.П)
шартни каноатлантирувчи ечимини топиш талаб  этилаётган 
булсин. Геометрик нуцтаи назардан бу (5.10) дифференци­
ал тенглама учун М (х0, у0) ну^тадан утувчи у = у (х )  интеграл 
эгри чизи^ни ясаш кераклигини англатади. [х0,х п\ кесмани п 
та тенг ^исмга буламиз (170 -ш акл ) ,  ха< хг< х 2<  . <ха б^ли- 
ниш нукталари булсин. Бу ну^талар оркали Оу укига  парал- 
лел турри чизицлар утказамиз. М аълумки, (5.10) тенглама 
Оху текисликда йуналишлар майдонини аниклайди, яъии
(5.10) тенгламанинг хар 1̂ айси интеграл эгри ч и з и р и  унинг 
исталган ну^тасида бурчак коэффициенти k булган уринмага 
эга. k нинг ^иймати f {х, у) функциянинг шу нуцтадаги кий- 
матига тенг, яъни

k = f(x , у).
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Шунинг учун изланаётган ^усусий ечимга мое келувчи ин­
теграл эгри чнзикни та^рибан ясаш учун бошлангич М (х0,у0) 
ну'^та ор^али к =  1(х0,Уо) бурчак коэффициентли тугри чизик; 
утказамиз ва уни х = х 1 тугри чизи^ билан кесишгуича давом 
эттирамиз. У ^олда у х ординатасини ^уйидаги муносабатдан 
топиш мумкин булган М . (хь у }) нуктага  эга буламиз:

Ух -~Уо Ч  (хо> у о) (хх — х0). (5.12)
Кейин М х(хь У\) ну^та ор^али й = /(х1,г/! ) бурчак коэф- 

фициентли тугри чизи^ утказамиз ва уни х = х 2 тугри чизик
билан кесишгуича давом эттирамиз. Бундан у 2 ординатасини 
куйидаги муносабатдан топиш мумкин булган М2(х2, у 2) ну^- 
тага  эга буламиз:

Уг У\ Нхх, Ут) ( х 2 хд- (5.1 о)
Шунга' ухшаш, М2 (х2, у2) нуктанинг коордннаталарини бил- 

ган хрлда М3(х3,у3)  нуктанинг координаталарини топамиз ва 
хрказо. Шундай килиб, х  узгарувчининг >;ар бир кичик ора- 
лиадаги узгариши тугри чизи^ (уринма) кесмаси билан ал- 
маштирилади. Н атижада интеграл эгри чизшуни таь;рибан ал- 
маштирувчи ва Эйлер синик; чизиги деб аталувчи синик; чизи^- 
ка эга буламиз.

Эйлер синик; чизигидаги исталган МДх£, \у{) иуцтанииг щ орди­
натасини (5.12) ва (5.15) мунссабатларга ухшаш ушбу

Щ — У{ -1 =-/(*,:_!- у1 — х1 - 1) (5Л4)
муносабатдан топиш мумкин. [х0, хп] кесма тенг кисмларга ажратил- 
ганлиги Чучун хх— х0 =  х2 — хх — . . . •=-(*/— =  А, бу ер да 
к — бирор доимий сон. У хрлда М(х^  г/£) нуктанинг х{ абсциссаси- 
ни куйидаги

х1 -=х0 +  Ш (5.15)

формула буйича, изланаётган хусусий ечимнияг у и г а мое та^- 
рибий ^ийматини
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У( — У [ - 1 + /(хг-_,, /I (5.16)
формула буйича ^исоблаш мумкик.

Натижаларни ж ад вал га  ёзамиз. (5.15) ва (5.16) муносабат- 
лардаги /г доимий ж адвал  кадами деб аталади.

3- м и с о л. Эйлер усулидан фойдаланиб, ушбу
у' =0,5 л-// (5.17).

тенгламанинг [0,1] кесмада /г =  0,1 кадам билан
у( 0) =  1

бошлангич шартни цаноатлантирувчи хусусий ечимларанинг 
та!фибий кийматлари жадвалини тузинг.

Е ч и ш. (5.15) ва (5.16) формула буйича а, — 0,1 Еа у 1 = 1 
^ийматларни, кейин х2 ва у 2 ^ийматларни ва хоказо хисоблай- 
миз. Хисоблашлар иатижаларшш цуйидаги ж ад вал га  ёзамиз:

г н щ Дз-7 • У 0 . / (* (• У' )п

0 0 1 0 , 0
1 0,1 1 0 ,05 0,005
2 0 ,2 1,005 0 ,1005 0,0100
3 0 ,3 1,0150 0 ,1522 0 ,0152
4 0 ,4 1,0303 0,2061 0 ,0206
5 0 ,5 1,0509 0,2627 0,0263
6 0 .6 1,0772 0 ,3232 0,0323
7 0 ,7 1,1095 0 ,3883 0,0388
8 0 ,8 1,1483 0 ,4593 0,0459
9 0 ,9 1,1942 0,5374 0 ,0537

10 1,0 1,2479

Шундай килиб, у (  1 )=  1,2479. Та1у<оглаш учун аник ■ ечимни 
хам топиш крйин эмас ((5.17) тенглама — чизикли тенглама): у  = 

£! _2_ '
= е*  . Бу ердан у (  1)=е 4 =  1,2840.

4. Рунге — Кутта усули. Эйлер усули хисоблаш учун ж уд а  
осон, лекин камчиликка эга: а  иимг сезиларли узгаришларида 
у  нинг такрибин ^ийматлари анид ^ийматдан катта  фарк кили- 
ши мумкии, чунки хатолик ^ар бир ^адам да ортнб боради (170- 
ш аклга к .) .  Эйлер усулида цуйидагидан иборат тенглаштириш- 
ни куллаб , анча яхши натижаларни олиш мумкин. (5.16) фор- 
мулада хисоблангаи у1 ^ийматни у  '■ ор^али белгилаймиз ва 
бу кийматни куйидаги формула буйича аниклаймиз:

У Г  =  1 +  У-1-1) +  / ( * г , У р у)Я -  (5 -1 8 )

Топилган ^ийматни яна (5.18) муносабатга ухшаш куйидаги формула 
буйича аниь;лаш мумкин.
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ва хоказо. Бу жараённи берилгаи ани^лик чегараларида иккита кет- 
ма-кет хисоблашлар натижалари устма-уст тушгунча давом эттира- 
миз. Кейин шу усул билан yiM ни хисоблаймиз ва хоказо.

4- м и с о л. Рунге — Кутта усулидан фойдаланиб, 3- мисол- 
ни ечинг. Дисоблашларни 0,0001 гача аншушк билан баж а- 
ринг.

Е ч и ш. 3- мисолдаги ж адвалдан  фойдаланамиз. К,уйидаги- 
ларга  эга буламиз:

Уо ” Ь / (xot Уо) ~  0, 
у\[)=  1, /(л-1, М0) =  0,5 0,1 -1 =  0,05.

(5.18) формула буйича ^уййдагини топамиз:

i/f) =  Уп +  ~  If (А'о. У о) +  / (-Ь .'/i’OJ •« =

=  1 -j- 0 ,5(0 +  0,05)-0,1 =  1,0025.
Куйндагшш ^исоблаймйз: f ( xи у\2)) =  0,5-0,1 • 1,0025 =  0,0501. 

У  холда (5 19) формула буйича ушбуга эга буламиз:
, у<3> =  «0 +  0,5 [/(л-0, i/0) 4- f  W  У?Ш  =

=  1 + 0 ,5 (0  4-0,0501)-0,1 =  1,0025.
Шундай цилиб, 0,001 гача аник,ликда

м 2> — у¥ =  ь ° 025-
Хисоблашларпи давом эттирс.миз ва натижаларни куйидаги жадвалга 
езамиз:

У ?  =  У{_ I +  Y  [f (xi - \ ; «//_i) +  / (*f. У? ) ] !l  (5 .19 )

1 X ■ 1 yi /<v  v /<*/. )h ' * Г

0 0 ' Но — 1 0 0 1

! 0,1 </,2 ) = У? = •: = 1,0025 0,0501 0 ,0050 1,0025

2 0 ,2 №  = У ? 2/а ;= 1,0100 0,1010 0,0101 1,0100

3 0 ,3 № = Уз = 1,0227 0 ,1534 0 ,0153 1,0227

4 0 , 4 № = ■У*'= 1,0408 0,2661 0 ,0266 1,0645

5 0 ,5 i42) = 2/f>= 2/5 = 1,0646 0 ,3283 0 ,0328 1,0942

6 0 ,6 26̂ = 2/е = 1,0943 0,3283 0 ,0328 1,0942

7 0 ,7 ^ 2) = 2/Г»= 2/7 = 1,1305 0,3957 0 ,0396 1,1303

8 0 ,8 (2) _  
У8 ~ i/(3)8

= 2/8 = 1,1738 0,4695 0 ,0470 1,1735

9 0 ,9 2 ^  = 2/<;!>= 1,2248 0,5512 0,0551 1,2244

10 1,0 2/10 = 4 V 1̂0 ~~ 1,2845 1,2840
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Берилган у' =  0 ,5ху  тепгламанинг аник дийматиии топиш мум- 
кин (узгарувчилари ажрадган тенглама). У у  =  ех‘1А куринишга зга, бу 
фунйШянинг кийматлари тузилган жадвалнинг охирги устунига жой- 
лаштирилган. у-1 нииг иккала жадвалдагн кийматларшш (Зйлер усу- 
ли ва Рунге — Кутта усули) та^крслаб, Руиге — Кутта усули Эйлер 
усулига ^араганда яхширо^ натижа олишга имкон беради, деган ху- 
лосага келамиз.

У з-у  з  и н и т е к ш и р и ш  у  ч у н с а в о л л а р

1. Дифференциал тенгламанинг ечими деб нимага айтнлади?
2. Биринчи тартибли дифференциал тенгламалар учун Коши масаласи  

нимадан иборат?
3. Эйлер усулиии баён этинг.
4. Рунге  — Кутта  усулини баён этинг.
5. Эйлер ва Рунге — Кутта  усулларидан фойдаланиб, куйидаги тенглама­

нинг [0 , 1] кесмадаги 0,1 цадам билан хусусий ечимларининг такрибий ^ий- 
матлари жадвалини тузинг:

а) у' == х 2 — 0 ,3  у 2 у(0) =  0 
(0,01 гача аншушк билан);

б) у ' =  — 2 ху2, у  (0) =  !
(0,001 гача аниклик билан).
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