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ANNOTATSIYA (MUALLIFDAN)

Optimallashtirish ~ usullari ~ kursi ~ funksionallarning ~ minimumlarini
(maksimumlarini) topishning nazariyasi va usullarini o‘rganadi. Mazkur kursni
o‘rganish uchun kamida matematik analiz, analitik geometriya, oliy algebra va
differensial tenglamalar kabi fanlarga oid asosiy tushuncha va usullarni bilish kerak
bo‘ladi. Fanning maqgsadi - talabalarga cheksiz o‘lchovli fazolarda berilgan
funksionallarning shartsiz va shartli ekstremumlarini topish masalalarini yechish
hamda bunday masalalarni yechishning sonli usullarini qo‘llashni o‘rgatishdan iborat.
Fanning vazifalari.

- talabalarni, nazariy va amaliy masalalarni yechish uchun zarur bo‘lgan,
ekstremal masalalarning nazariy asoslari bilan tanishtirish;

- talabalarda Optimallashtirish usullari bo‘yicha o‘quv, ilmiy adabiyotlarni
mustaqil o‘rganish ko‘nikmalarini hosil qgilish;

- talabalarda mantigiy va algoritmik fikrlash qobiliyatini rivojlantirish;

- talabalarda oz fikrlarini abstraktlashtirish va xulosalarni lo‘nda (qgat’iy)
ifodalash ko‘nikmalarini tarbiyalash;

- talabalarda ekstremumga qo‘yilgan amaliy masalalarni matematik nuqtai

nazardan aniq ifodalash hamda ularni tahlil gilish ko‘nikmalarini hosil gilish.
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MA’RUZA MASHG'ULOTLARI

1-ma’ruza. Variatsion hisobning predmeti, funksional tushunchasi va klassik
masalalar. Asosiy funksional fazolar

Reja.
Variatsion hisobning klassik masalalari.
Variatsion hisob predmeti va uning rivojlanishidan gisga tarixiy ma’lumotlar.
Asosiy funksional fazolar.
Funksionalning variatsiyalari.
Funksionalning ekstremumi.
. Ekstremumning zaruriy va yetarli shartlari.

Tayanch iboralar. Braxistoxrona, geodezik chizig,izoperimetrik shart, funksional,
uzluksizlik, differensiallanuvchanlik, funksional fazo, norma, metrika, yaqinlik tartibi, &-
atrof, chizigli va kvadratik funksionallar, variatsiya,variatsion masala,
global va lokal ekstremumlar,ekstremumning zaruriy sharti,yetarli shart

o0k whE

Matematikada, tabiily va texnik fanlarda, iqgtisodiyotda va boshga sohalarda
uchraydigan ko’pgina amaliy masalalar cheksiz o’lchovli funksional fazolardagi ekstremal
masalalarga olib keladi. Bunday masalalar bilan klassik variatsion hisob va optimal
boshgaruv masalalari bo’limlarida tanishamiz.

Ushbu va bundan keyingi bir necha ma’ruzalarimiz variatsion hisob masalalariga
bag’ishlanadi.

1.Variatsion hisobning klassik masalalari . Variatsion hisob predmeti. Dastlab
variatsion hisob predmetini yaxshirog anglab olishga imkon beruvchi hamda matematikada
bu yo’nalishning paydo bo’lishi va rivojlanishida muhim ahamiyatga ega bo’lgan
masalalardan quyidagilarni keltiramiz.

Braxistoxrona haqidagi masala. 1696 yilda 1.Bernulli tomonidan go’yilgan bu
masalada bir vertikal to’g’ri chizigda yotmagan ikkita A va B nuqgtalarni tutashtiruvchi
shunday chizigni topish talab gilinadiki, material nugta 0’z og’irlik kuchi ta’siri ostida shu
chiziq bo’ylab harakat qilib, A nugtadan B nugtaga eng gisqa vaqtda yetib kelsin.(1-
chizma).

Masalaning nomi grekcha “braxistos” —eng qisga, “xronos” —vaqt so’zlaridan kelib
chiggan.

Braxistoxrona hagidagi masalani hozirgi zamon matematikasi tilida ifodalash
uchun to’g’ri burchakli Oxy kooordinatalar sistemasini 1-chizmada ko’rsatilganidek, ya’ni
Oy o’qni pastga yo’naltirib, garaymiz. A nugtani koordinata-lar boshiga joylashtiramiz. B
nuqtaning koordinatalari (x1,y) bo’lsin.

A(0,0) va B(x1,y1) nugtalarni ixtiyoriy y=y(x) sillig chiziq bilan tutashtiramiz.
Shu chizig bo’ylab og’irlik kuchi ta’sirida harakatlanuvchi material nugtaning massasi m
ga, t vagt momentidagi tezligi v ga teng bo’lsin. U holda, t vagtda harakatdagi nugtaning
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kinetik energiyasi K = m;’ , potensial energiyasi P=-mgy bo’ladi, bu yerda g=9.8 m/c?-erkin

tushish tezlanishi o’zgarmasi. Fizikadan yaxshi ma’lum bo’lgan energiyaning saglanish

gonuniga ko’ra,
2

=0

_mgy+ mv
2

tenglikni olamiz. Bu yerdan v =./2gy . Endi

=— ds_afdx +dy?,dy = y'dx

ekanligini hisobga olsak, dt = s _ /1+y dx bo’ladi.
Vv 29y

Demak, y(x) chiziq bo’ylab A nugtadan B nugtaga ko’chish uchun sarflangan T=T[y]

vagt uchun

X /2

TIyl=] [

dx (1)
o\ 20y

ifodaga ega bo’lamiz. (1) ko’rinishdagi T=T[y] miqdor y=y(x), xe[0,x1] uzluksiz
differensiallanuvchi funksiyalar fazosida aniglangan bo’lib, braxistoxrona hagi-dagi
masala esa, T[y] funksionalning, y(0)=0, y(x1)=y: shartlarni ganoatlantiruvchi uzluksiz
differensiallanuvchi funksiyalar to’plamida, minimumini topish masalasidan iboratdir. Bu
masala I.Bernulli, 1.Nyuton, G.Leybnislar tomonidan yechilgan bo’lib, eng tez o’tish
(sirpanish) chizig’i sikloida deb ataluvchi chizigdan iborat bo’lar ekan (bunga biz keyinroq
ishonch hosil gilamiz).

Geodezik chiziglar hagidagi masala. Masala quyidagicha qo’yiladi: Berilgan S sirtda
yotuvchi va sirtning Ao va hamda A: nugtalarini tutashtiruvchi eng gisga uzunlikka ega
bo’lgan chiziq topilsin (2-chizma).

Bunday eng gisga uzunlikka ega chiziglar geodezik chiziglar deb ataladi. Masalaning
matematik modelini tuzish uchun, S sirt ¢(x,y,z)=0 tenglama bilan berilgan, Ao va A:
nugtalarning koordinatalari, mos ravishda, (Xo,yo,zo0) Va (X1,y1,21) bo’lsin, deb faraz gilamiz.
Qaralayotgan nugtalarni tutashtiruvchi ixtiyoriy y=y(x), z=z(x), Xo<x<x1 silliq chizigni
garaymiz. Matematik analiz kursidan yaxshi ma’lumki, bu chizigning uzunligi

L:L[y,z]:j 1+y%+2z%dx (2)
Xo

formula orgali topiladi. Masalaning qo’yilishiga ko’ra,

y(xo) =Yo, Z(Xo) =1y, y(xl) =Y Z(Xl) = er(D(X’ y(x), Z(X)) =0, Xo S X=X (3)
munosabatlarga ega bo’lamiz. Shunday qilib, geodezik chiziglar hagidagi masala (2)
ko’rinishdagi L[y,z] o’zgaruvchi miqgdorni (3) shartlarni ganoatlantiruvchi uzluksiz
differensiallanuvchi, y=y(x), z=z(x), Xo<x=x1 funksiyalar to’plamida minimallash-tirish
masalasidan iborat. Bu masala, 1968 yilda Ya.Bernulli tomonidan yechilgan.



Klassik izoperimetrik masala. Bu masalada berilgan | uzunlikka ega bo’lgan barcha
yopiq chiziglar ichida maksimal S yuzani chegaralovchi chizigni topish talab gilinadi.

Bunday chizigning aylanadan iborat ekanligi gadimgi Yunonistonda ma’lum edi.
Izoperimetrik masala deb ataluvchi bu masalani xozirgi zamon matematikasi tilida
ifodalash uchun, yopiq chizig x=x(t), y=y(t), te[to,t1] parametrik tenglamalar bilan berilgan,
deb faraz gilamiz.

U holda, shu yopiqg chiziq bilan chegaralangan yuza,

SIx,y]= [y, (4)

to
formula orqali topiladi. Chizig uzunligi | ga tengligi va chizigning yopiqligini hisobga
olsak,
j X2 +y?dt=I (5)

izoperimetrik shartga va

X(t) = x(t), y()=y(t) (6)
chegaraviy shartga ega bo’lamiz. Shunday qilib, garalayotgan masala (4) ko’rinishdagi
0’zgaruvchi miqdorning, (5), (6) shartlarni ganoatlantiruvchi x=x(t),y = y(t),t, <t <t

uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to’plamida, minimumini topishdan iboratdir.

Yuqorida keltirilgan masalalarda (1), (2) va (4) ko’rinishdagi 0’zgaruvchi migdorlarga
ega bo’ldik. Ular funksional tipidagi o’zgaruvchi migdorlarga misol bo’la oladi.
Funksionallar esa, funksional analiz kursining asosiy tushunchalaridan biri bo’lib, berilgan
W funksional fazo V to’plamining har bir elementiga biror J(u) hagigiy sonni mos qo’yuvchi
akslantirishni bildiradi. Funksionallar, odatda, cheksiz o’lchovli funksional fazolarda
berilgan bo’ladi. Ularning eng katta (maksimal) va eng kichik (minimal) giymatlarini topish
hagidagi masalalar cheksiz o’lchovli ekstremal masalalar bo’lib, bunday masalalarni
o’rganish variatsion hisob predmetini tashkil etadi.

XVII asrning oxiridan XX asr o’rtalarigacha bo’lgan davr klassik variatsion hisobning
paydo bo’lishi va rivojlanishini 0’z ichiga oladi. Bu davrda dastlabki fundamental
tadgigotlar L.Eyler va J..Lagranj tomonidan bajarildi. XVIII asrning oxirlarida Eyler,
Lagranj va Lejandrlarning ilmiy tadgiqgotlari natijasida variatsion hisob birinchi variatsiyani
tekshirish gismi bo’yicha tugallangan shaklga ega bo’ldi.

XIX asrda esa, avval ma’lum bo’lgan variatsion masalalarni umumlashtirish
boshlandi va variatsion hisobning tadbiglari bo’yicha natijalar olindi (M.l.Ostrogradskiy
tomonidan 1834 yilda karrali integralli variatsion masalalar uchun zaruriy shartlar olindi,
variatsion hisobning mexanikaga tadbiqi garaldi).

XIX asrning ikkinchi yarmida funksionallar ekstremumlarining yetarli shartlari olindi
(K.Veyershtrass tomonidan, 1879 yilda).

XX asrda variatsion hisobning to’g’ri usullari yuzaga keldi. Ular variatsion
masalalarni taqribiy yechish uchun, hamda ularda yechimning mavjudligini isbotlash uchun
juda muhimdir.



XX asrning boshlarida matematikada yangi yo’nalish — funksional analiz yuzaga
keldi va aniq tabiatshunoslikning turli sohalarida, jumladan, kvant mexanikasida keng
go’llanila boshladi. Variatsion hisob «chizigsiz» funksional analizning tarkibiy gismiga
aylandi.

XX asrnig ikkinchi yarmiga kelib optimal boshgaruvning matematik nazariyasiga
asos solinishi va uning jadal rivojlanishi variatsion hisob taraggiyotida yangi davrni boshlab
berdi. Bu yangi yo’nalishda, sobiq Ittifogda akademik L.S.Pontryaginning «maksimum
prinsipi», amerikalik R.Bellmanning dinamik pogrammalashtirish usuli asosiy natijalar
hisoblanadi.

2. Asosiy funksional fazolar.

Bizga funksional analiz kursidan yaxshi ma’lum bo’lgan va variatsion hisob
masalalarini o’rganishda keng foydalaniladigan eng muhim funksional fazolarni eslatib
o’tamiz.

a) C[a,b] fazo. Bu fazo chizigli normalangan fazo bo’lib, u [a,b] kesmada aniglangan
uzluksiz funksiyalardan tashkil topgan. C[a,b] fazo f=f(x) elementining normasi,

| £]|=max | f (x)| (7)

a<x<b

formula bo’yicha aniglangan.
1-t a > ri f. C[a,b] fazodan olingan ikkita y1=y1(x) va y.=y2(x) funksiyalar orasidagi
nolinchi tartibli masofa deb,
Ry (Y1, ¥2) = max|y, (x) - ¥, (x)| )

tenglik bilan aniglanadigan Po songa aytiladi. Demak, ikkita funksiya orasidagi nolinchi
tartibli masofa — ular ayirmasining normasiga tengdir. (8) tenglik bilan aniglangan Po ga,
C[a,b] fazodagi metrika ham deyiladi. C[a,b] — metrik fazodir.
Nolinchi tartibli metrikaga asoslangan holda,
Vo (Yo, €) =1y € Cla,bl:} po (Yo, y) <&} 9)
tenglik orgali, markazi yoeCl[a,b] elemenitda bo’lgan nolinchi tartibli ¢ - atrofni garash
mumekin.

Markazi yo da bo’lgan nolinchi tartibli e-atrof, geometrik nuqgtai nazardan, shunday
y=y(x) funksiyalar to’plamidan iboratki, ularning grafiklari yo=yo(x) ni 0’zida saglovchi 2¢
kenglikdagi (vertikal bo’yicha) yo’lakning ichida to’la yotadi (3-chizma).

b) Cl[a,b] fazo. Bu fazo [a,b] kesmada o0’zining birinchi tartibli hosilalari bilan birga
uzluksiz funksiyalaridan iborat. Bu holda metrikani ikki xil yo’l bilan aniglash mumkin.

2-ta’rif. Ikkita yi=yi(x) vay.=Yy2(x) funksiyalar orasidagi birinchi tartibli masofa
deb, quyidagi

Pu(¥, ¥2) = max|y, (x) =y, (x)|+ max|y, (x) ~ y;/ (X) (10)
tenglik bilan aniglanadigan p, songa aytiladi.
Birinchi tartibli masofa tushunchasi orgali birinchi tartibli e- atrof ushbu
Vi(¥o. &) ={y €C[a,b]:} p,(Y,, V1) < €} (11)
tenglik yordamida kiritiladi, bunda yo — atrofning markazi.
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Birinchi tartibli atrofnig ta’rifiga ko’ra, bir vaqgtning 0’zida
V() - Yo ()| <& sa |y (X)-y, (9)|<e, a<x<b, tengsizliklar bajarilishi shart. Bu yerdan,

nolinchi tartibli ¢ — atrofning, birinchi tartibli ¢ — atrofdan kengroq ekanligi, ya’ni
Vi(Yo,€) =V, (Yo, €) (12)
mansublik o’rinli bo’lishi kelib chigadi.
CW[a,b] ham chizigli normalangan fazodir. Unda norma funksiya va uning hosilasi
modullari maksimumlarining yig’indisi kabi aniglanadi:
| f = max | f (x)|+ 22%| f (x)| (13)

c®[a,b] a<x<h
c) CW[a,b] fazo. Bu fazo [ab] kesmada aniglangan va o’zining n-tartibgacha
hosilalari bilan uzluksiz fuknsiyalaridan iborat (n>1).
C(M[a,b] fazodagi f=f(x) elementning normasi
[ gy = 2o max| £ () (14)
tenglik bilan aniglanadi. Bu fazoning ikki elementi orasidagi masofa deganda, ular

ayirmalarining normasini tushunamiz. Bu masofani n-tartibli masofa deb ataymiz va
pn(y1,y2) deb belgilaymiz:

P (v ¥2) = D max]y, (9~ () (15)

C(M[a,b] metrik fazo, pn - undagi metrikadir.
3. Chizigli va kvadratik funksionallar. Funksionalning variatsiyalari.

Funksionalning variatsiyasi ta’rifini berishdan oldin chizigli va kvadratik funksionallar
tushunchalarini eslatib o’tamiz.

Agar biror chizigli normalangan W fazoda aniglangan J[u] funksional bir jinsli va
additiv bo’lsa, ya’ni:

1) J[cu]=cJ[u], YueW, c-ixtiyoriy 0’zgarmas.

2) J[u, +u,]=J[u,]+I[u,], Yu,u, eW;
shartlar bajarilsa, J[u]-chizigli funksional deyiladi. Masalan, agar p(x) va q(x) lar [Xo,X1]
kesmada uzluksiz funksiya bo’lsa,

Jyl= f[p(X)y(X) +a(x)y'(x)]dx
Xo

tenglik orgali aniglangan J[y] funksional W=C*[xo,x1] da chizigli funksional bo’ladi.

W — chizigli normalangan fazo, J=J[u,v] funksional har bir 0’zgaruvchisi bo’yicha
chizigli bo’lsin. Agar u=v deb olsak, hosil bo’lgan J[u,u] funksionalga kvadratik funksional
deyiladi. Masalan, agar a(x)-[xo,x1] oraligda aniglangan uzluksiz funksiya bo’lsa,

J[u,v]= ja(x) u(x)v(x)dx

funksional W=C[xo,x1] fazoda har bir u=u(x) va v=v(x) elementlar bo’yicha chizigli
funksionaldir. Bu yerda u=v deb olib, C[xo,x1] da aniglangan
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J[u,u] = Xfa(x)uz(x)dx

kvadratik funksionalga ega bo’lamiz.

3-ta’rif. Agar J[y] funksional W chizigli normalangan fazoda berilgan bo’lsa,

Al =J[y+h]-J[y]l, hewW

ayirmaga J[y] funksionalning orttirmasi deyiladi.

4t a ’r i f. Agar W chizigli normalangan fazoda berilgan J[y] funksionalning
AJ orttirmasi uchun,

JIy+h]-J[yl=LLy,hl+ Bly.h] (16)

yoyilma o’rinli bo’lib, bunda L[y, h]-h ga nisbatan chizigli funksional, g[y,h] esa, |h|—0

da  Bly.h]/|h|—>0 munosabatni qanoatlantirsa , J[y]  funksional yeW nuqtada

differensiallanuvchi yoki birinchi variatsiyasiga ega deyiladi.

(16) yoyilmaning bosh gismidan iborat L[y,h] ga esa, J[y] funksionalning birinchi
variatsiyasi deyiladi va u §J =5J[y,h] kabi belgilanadi: 6J =L[y,5y].

Keltirilgan ta’rif bo’yicha variatsiyaga ega funksionallarga adabiyotlarda Freshe
ma’nosida (yoki kuchli ma’noda) differensiallanuvchi funksionallar ham deyiladi.

6-ta’rif W chizigli normalangan fazoning y elementi va uning ixtiyoriy hew
elementi uchun, funksionalning AJ orttirmasi,

1
Jly+h]-J[yl=Lly, h]+§ L[y, h]+B.(y.h) (17)
ko’rinishdagi yoyilmaga ega bo’lsin, bu yerda L[y,h]—h ga nisbatan chizigli funksional,

L,[y,h] esa, 5y ga nisbatan kvadratik funksional, g,(y, h)/||h||2 —0, ||h|—0. U holda, J[y]

funksional yeW nuqgtada ikkinchi variatsiyaga ega deyiladi. h ga nisbatan kvadratik
funksional LJ[y,h] esa, J[y] funksionalning ikkinchi variatsiyasi deyiladi hamda bu

variatsiya 6% = 6%J[y,h] kabi belgilanadi: §° =L,[y,h].
Misol. J[y]:jyz(x)dx bo’lsin.
Xo
Bu funksional uchun (17) yoyilma
Al = j 2y(x)hdx+1 j 2h2dx
Xo 2 X
ko’rinishda bo’ladi. Demak,yuqorida keltirilgan ta’riflarga ko’ra,
5 = j 2y(x)hdx, 5%) = j 2h2dx.
X X

Funksionalning Freshe bo’yicha kuchli ma’noda differensiallanuvchiligi Bilan bar
gatorda Lagranj bo’yicha kuchsiz ma’noda differensiallanuvchiligi tushunchasi ham
mavjud.
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W chizigli normalangan fazoning biror V to’plamida aniglangan J[y] funksional
berilgan bo’lsin. V to’plam yoki M(y)={heW :y+heV} to’plam W ning chizigli gism
fazosi bo’lsin.

7-ta’rif. J[y] funksionalning y eW nuqtadagi Lagranj bo’yicha birinchi variatsiyasi
deb, ¢(a)=J[y+ah] funksiyaning « =0nuqtadagi hosilasiga aytiladi:

, d
<DJ=(p(0)=d—J[y+ah]
(04

a=0
o(a) funksiyaning o =0 nuqgtada ikkinchi tartibli hosilasiga esa, J[y] funksionalning
Lagranj bo’yicha ikkinchi variatsiyasi deyiladi:

5?1 =¢'(0)= ddoc2 J[y +ah]
Misol. J[y]l= f[yz(x)+ y'%(x)]dx
Xo

Bu funksional =~ W=C![xo,x1] da aniglangan. Uning Lagranj bo’yicha birinchi va
ikkinchi variatsiyalarini hisoblaymiz.

o(a) =J[y+ah]= f[(y+o¢h)2 +(y' +ah’)’Jdx
Xo
Demak, ta’rifga ko’ra

6J :iJ[y+ah]
da

= I (2y(x)h—2y'h")dx,
Xo

a=0

= j (2h? — 2h'?)dx

a=0 X

5%) = d” J[y+ah]
da?

Funksionalning Freshe bo’yicha dfferensiallanuvchiligidan, Lagranj bo’yicha ham
differensiallanuvchiligi kelib chigadi va bunda mos variatsiyalar o’zaro tengdir

4. Funksionalning ekstremumi. Ekstremumning zaruriy va yetarli shartlari.
Yugorida ta’kidlaganidek, funksionallarning eng katta yoki eng kichik giymatlarini topishga
keltiriluvchi amaliy masalalar juda ko’p uchraydi va matematikaning bunday masalalarni
o’rganadigan bo’limi — variatsion hisobdir.

Endi funksionalning ekstremumi tushunchasining anig matematik ta’rifini keltiramiz va
funksional variatsiyasidan foydalanib, ekstremumning umumiy ko’rinishidagi zaruriy
hamda yetarli shartlarini bayon gilamiz.

Cheksiz o’lchovli W fazoning biror V to’plamida aniglangan J[y] funksional berilgan
bo’lsin.

8-ta’rif. Adgarixtiyorty yeV uchun J[y*]1<J[yl(J[y*]1=J[y]) tengsizlik bajarilsa,
y eV nugta J[y] funksionalning V to’plamidagi global minimum (maksimum) nugtasi,
J[y*].esa funksionalning minimal (maksimal) giymati deyiladi:

J[y*]= T!v” Iyl QLy*]= rry]gva[y])

Funksionalning minimum va maksimum nugtalarini, umumiy nom bilan, ekstremum
nugtalari deb ataymiz.
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Masalan, W=C[0,1] da aniglangan
IDy]= - y(9Fax

J[y]=0=J[y*], VyeC[0]].
Endi W - chizigli normalangan fazo, J[y] funksional V cw to’plamda aniglangan
bo’lsin deb faraz gilamiz.
9-ta’rif. Agar biror ¢ >0son topilib, |y—y*|, <& shartni qanoatlantiruvchi barcha

yeV nugtaga J[y"]<J[y] (J[y"123[yD) tengsizlik bajarilsa, y*eV nuqtaga J[y]
funksionalning V to’plamdagi lokal minimum (lokal maksimum) nuqtasi deyiladi.

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan funksionalning global ekstremumi uning lokal
ekstremumi ham bo’lishi kelib chigadi. Bu tasdigning aksinchasi esa, to’g’ri emas.

Misol. J[y]= j y'’?(y*> —1)dx, funksionalni garaymiz. U, W=C'[0,1] da aniglangan.
X0

Shu funksional V={yeC![0,1]: y(x)=0} to’plamda global maksimumga ega emas:
sup J[y]=+o0. Hagigatan ham, agar y,=nx, n=0,1,... (yn€V) funksiyalarni garasak,

J[yn]:J'nz(anz —1)dx=%n“—n2 — 400, N >0,
%

Ammo, y*=0 funksiya, J[y] funksional uchun lokal maksimum nugtasi bo’ladi.
Hagigatan ham: J[y"]=0, /ly-y*/lcioy1<e (0<e<1) bo’lganda, y?-1<0, shuning uchun,

Jyl=y?*(y*-Ddx<0=J[y]. WyeV.
J[y] funksionalning cheksiz o’lchovli W fazoning V gism to’plamidagi minimumini

(yoki maksimumini) topish hagidagi masala, cheksiz o’lchovli ekstremal masaladir. Bu
masalani variatsion masala deb ataymiz va

J[y] > min (max), yeV (18)
yoki

J[y] — extr, yeV
ko’rinishda belgilaymiz.

Keyingi ma’ruzalarda garaladigan variatsion masalalarda J[y] funksional, W fazo va
uning V to’plami aniglashtiriladi. Odatda, V to’plam funksiyalar (yoki ularning geometrik
talgini sifatida chiziglar, sirtlar) to’plamidan iborat bo’ladi.

Shuning uchun, (18) ekstremal masalada V to’plam elementlariga joyiz funksiyalar
(chiziglar, sirtlar) deb ataymiz.

Chizigli normalangan W fazoning biror V to’plamida aniglangan J[y] funksional
berilgan bo’lsin (V=W bo’lishi ham mumkin). V — chizigli qism fazo yoki biror y, eV
uchun qurilgan M(yo)={h eW: y+h eV} to’plam chizigli qism fazodan iborat bo’lsin.

Shu farazlarda, (18) masalalarda ekstremumning zaruriy va yetarli shartlari quyidagi
teoremalarda ifodalangan.
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1-teorema. Agar y, eV nugta J[y] funksionalning lokal minimum (maksimum)

nugtasi bo’lsa va shu nugtada §J birinchi variatsiya hamda 62J ikkinchi variatsiya mavjud
bo’lsa,
53 =0 523 >0(5%3 <0) (19)
shartlar bajariladi.
I s b oti. Isbotni minimum uchun keltiramiz. Maksimum uchun ham shunga o’xshash
isbotlanadi.
J[y] funksionalning yo€V nugtada §J variatsiyaga ega ekanligidan,
J[y, +th]-J[y,]1=t83[y,, h]+O(t), teR (20)
tenglik bajariladi, bu yerda O(th—0. t—>0. y,- lokal minimum nugtasi

bo’lganligidan, yetarli kichik t > 0 uchun, (20) dan,
0J +$20
yoki t—+0 da limitga o’tib, & >0 munosabatni olamiz. Xuddi shuningdek, (20)
yoyilmadan vyetarli kichik t<O uchun foydalanib, 5J <Omunosabatni olamiz. Demak,
0J =0.
Endi J[y] funksionalning yo nugtada §°J ikkinchi variatsiyasining mavjudligini va
birinchi variatsiya §J =0 ekanligini hisobga olib,

J[yo+th]—J[yO]:%62J[yo,h]+0(t2), teR (21)

yoyilmaga ega bo’lamiz, bu yerda O(t*)h* -0, t—0,y,—lokal minimum nugtasi
bo’lganligi uchun, (21) dan,
152\] + 0(22)
2 t
tengsizlik o’rinli bo’lishi kelib chigadi. Bu tengsizlikda t -0 da limitga o’tib, §°J>0
munosabatni olamiz. Teorema isbotlandi.
2-teorema. Agar J[y] funksional yoeV nugtada birinchi va ikkinchi variatsiyalarga
ega bo’lib, ular
8J, 83 >ah® (83 <-ah?®), YheW (22)
(bu yerda a>0 — biror o’zgarmas) shartlarni ganoatlantirsa, yo — lokal minimum (lokal
maksimum) nugtasi bo’ladi.
Isboti. (22) munosabatlardan va ikkinchi variatsiya ta’rifidan foydalanib,

>0

1
Iy, +h1- [y, 1= E52J +o(|h[f) = %||h||2 +
(23)
o(lh[")
+o(Jhl) = || 15+

2 |nf°

]

munosabatni olamiz.

2
SR
|l
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bo’lgani uchun, >0 ni hisobga olib, (23) dan, yetarli kichik |h| larda,

JIYo +hl-J[y,1>0
munosabatga ega bo’lamiz. Demak, yo — lokal minimum nugtasidir. Teorema isbotlandi.
1-ma’ruza bo’yicha savollar

=

Funksional deb nimaga aytiladi?

Funksional aniglangan funksiyalarning yaqinlik tartiblari hagida bilganlarinigizni
yozing.

Funksionalning uzluksizligi ta’rifini keltiring.

Funksionalning orttirmasi ta’rifini keltiring.

Fuksionalning variatsiyasi (Lagranj bo’yicha) ta’rifini bering

Chizigli funksionalning ta’rifini bering va misollar keltiring.

Kvadratik funksionalning ta’rifini bering va misollar keltiring.
Differensiallanuvchi funksional tarifini keltiring.

. Funksionalning global maximumi (minimumi) ta’rifini bering.

10 Funksionalning lokal maximumi (minimumi) ta’rifini bering.

11. Funksionalning ekstremumini zaruriy sharti nimadan iborat (teoremani keltiring).
12. Variatsion masalaning qo’yilishini keltiring.

A

© oo N Ok w

Masalalar.
1. Quyidagi y;(x)=x? va y,(x)=x® funksiyalar orasidagi masofani: a) C[0,] fazo
normasida, b) Cl[O,l] fazo normasida hisoblang.

2. C01] fazoda aniglangan
1

= [ly-y*hox
0

funksionalning C1[0,1] fazo normasida y,(x)= x> funksiyada uzluksizligini ko’rsating.

3. Ushbu
1

J(y):j 1+ y/2dx
0

funksional Cl[O,l] da aniglangan bo’lIsin. Uning yo(x)=0 funksiyada: a) C[0,1] normasi
bo’yicha uzluksizlikka tekshiring.
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2-ma’ruza. Funksionalning variatsiyasi, ekstremumi. Variatsiya terminidagi

ekstremum shartlari

REJA:
1. Masalaning qo’yilishi. Kuchli va kuchsiz lokal ekstremumlar.
2. Asosiy lemmalar (Lagranj, Dyubua-Reymon lemmalari).

1. Masalaning go’yilishi. Quyidagilar berilgan bo’lsin:

a) Q — R?® dagi biror ochiq to’plam (soha);

b) s={x y)eR?: (x,y,z)eQ}-Q to’plamning R? ga proyeksiyasi;
V) P,(%,, Y, ) P(x,y,)—S to’plamning belgilangan nugtalari, x, < x;;

g) F(x,y,2): Q= R* —uzluksiz funksiya.
C'[x,,x, | fazoning

V ={y()eClx ]t y(%)= Yo ¥00) =¥, (% ¥(x), y'(x) eQxelx, x ]} @)
to’plamida aniglangan,

3[y]= [F(x,y, y)dx )

funksionalning ekstremumini topish masalasini garaymiz. Bu masalaga variatsion hisobning
asosiy masalasi deyiladi va u

Jy]= I F(x,y,y)dx— min(max), y(x,)=Y,, ¥(x)=V,, ¥(x)eC'[x,,x]  (3)

ko’rinishda belgilanadi. (1) ko’rinishdagi to’plamga (3) masalaning joyiz funksiyalari
(chiziglari) to’plami deyiladi. (3) masalada joyiz chiziglarning uchlari berilgan Py va P1
nuqtalarda mahkamlangan, ya’ni go’zg’olmasdir.

Variatsion hisobning asosiy masalasi - chegaralari qo’zg’olmas eng sodda variatsion
masaladir.

Qaralayotgan (3) masalaning yechimi — (2) funksionalning (1) to’plamdagi global
ekstremum nugtasidan iborat. Yechimni aniglashda esa, lokal ekstremum tushunchasi ham
muhim rol o’ynaydi, chunki ular uchun funksional variatsiyasidan foydalaniladigan zaruriy
va yetarli shartlar mavjud (1-ma’ruzaga g.).

(2) funksional garalayotgan C*[x,,x, ] fazoda funksiyaning nolinchi va birinchi tartibli

atroflari tushunchalaridan foydalanib, lokal ekstremum nugtalarini ham, shularga mos
holda, aniglash mumkin.

1-ta'rif. y°=y°(x) - joyiz funksiya bo’lsin (y° eV).Agar y°® ning shunday V,(y°, )
nolinchi tartibli ¢ - atrofi mavjud bo’lib, shu atrofga tegishli barcha y=y(x) joyiz
funksiyalar uchun,

Iy’ l<afyl  Qly*]=9ly)
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munosabat bajarilsa, y°(x) funksiya - (2) funksionalning kuchli lokal minimum
(maksimum) nugtasi deyiladi.

2-ta’rif. Agar y° = y°(x) joyiz funksiyaning shunday V,(y°,&) birinchi tartibli & -
atrofi mavjud bo’Isaki, J[y°|<J[y] (3[y°]= I[y))

vy eV,(y°,&)NV munosabat bajarilsa, y°(x) funksiya (2) funksionalning kuchsiz lokal

minimum (maksimum) nuqtasi deyiladi.

(2) funksionalning kuchli (kuchsiz) lokal ekstremum nuqtalariga variatsion hisob asosiy
masalasida kuchli (kuchsiz) ekstremallar ham deyiladi.

Demak, agar y°(x) -- kuchli ekstemal bo’lsa, bu funksiya, unga fagat giymatlari
bo’yicha yaqin bo’lgan barcha joyiz funksiyalar ichida, funksionalga minimal (yoki
maksimal) giymat beradi. y°(x) -- kuchsiz ekstremal bo’lganda esa, bu funksiya, unga
nafagat giymatlari, balki hosilasining giymatlari bo’yicha ham yaqin bo’lgan joyiz
funksiyalar ichida, funksionalga ekstremal qiymat beradi.

Nolinchi tartibli atrofning birinchi  tartibli  atrofdan  kengrogligini, ya’ni

vl(y°,g)cv0(y°,g) ekanligini hisobga olsak, yuqoridagi ta’riflardan har bir kuchli
ekstremalning kuchsiz ekstremal ham bo’lishi kelib chigadi. Bu tasdigning aksi esa, to’g’ri
emas.

Misol Jy]= I yz(l— y'z)dx — min
¥(0)=y(z)=0, y(x)eC'[0, ]
Ravshanki, y° = yO(X)E 0 funksiya bu masalada kuchsiz minimal bo’ladi. Hagigatan
ham,
HY—YOH=Hy cios] <€ (0<e<1)

shartni ganoatlantiruvchi har bir y = y(x) e C*[0, 7] funksiya uchun
[y'(x)<1] xelo,7], bo’lganligidan,

J[y]:fyz(l— yz)dXZO: J[yo,]
0
=yl < v6)= ) -0
munosabat bajariladi. Ammo y°(x)-- kuchli minimal bo’la olmaydi. Hagigatan ham, &€ <0

istalgancha kichik bo’lganda ham, y =Yy, (X):i sin nx joyiz funksiya yetarli katta n

Jn

< & shartni ganoatlantiradi, ammo

lar uchun, |ly, —y°

c'o,x]

J(yn):%isin2 nx(1— ncos’ nx) dx :%Tsin2 nx dx —
0 0

_lﬁ in? :i—z = 0
n!sm 2nx dx on g <0 Iy°] n>a.
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Variatsion hisob asosiy masalasida yechimning mavjudligini tekshirishda quyidagi
yetarli shartdan foydalanish mumkin. Biz bu tasdigni isbotsiz keltiramiz.

Faraz gilaylik: 1) F(x,y,z)eC"; 2) F(x,y,z) funksiya z bo’yicha gavariq (botig); 3)
F(x,y,2)>®(z)  (F(x,y,2)<®(2)), ®(z)/z—>+0, z—>oo bo’lsin. U vaqgtda,
shunday y°(x), xe[x,,x] absolyut uzluksiz funksiya mavjudki, u y°(x,)=y,.
yo(xl)zyl shartlarni ganoatlantiradi va bu funksiyada (2) funksional kuchli minimum
(maksimum) ga erishadi.

2. Asosiy lemmalar. Avvalgi ma’ruzamizda funksional ekstemumining zaruriy sharti —
birinchi variatsiyaning ekstremum nuqtasida nolga teng bo’lishi ekanligi ko’rsatildi. Ushbu
ma’ruzada shu natija asosida variatsion hisob asosiy masalasida eksremumning birinchi
tartibli zaruriy sharti aniglashtiriladi.

Dastlab, variatsion hisobning asosiy lemmalari deb ataluvchi, ba’zi yordamchi
tasdiglarni keltiramiz.

1-1 e m m a (Lagranj). Agar a(x) funksiya [xo,xl] kesmada aniglangan va uzluksiz

bo’lib, shu [x,,x,] da uzluksiz differensiallanuvchi hamda h(x,)=h(x,)=0 shartni
ganoatlantiruvchi barcha  h(x) funksiyalar uchun,

X

[a(x)h(x) dx =0 @)

tenglik bajarilsa, [x,, X, ] kesmada a(x)=0 bo’ladi.

I s b oti Lemmaning tasdig’i o’rinli bo’lmasin, deb faraz gilamiz, ya’ni gandaydir
X" €[x,,x ] nugtada a(x*)=0 bo’lsin. a(x) funksiyaning uzluksizligidan foydalangan
holda, X° nugtani kesmaning ichki nugtasi deb hisoblash mumkin. Aniglik uchun,
a(x')>0 deb olamiz. a(x) funksiyaning uzluksizlik xossasiga ko’ra, X nugtaning
shunday (x" —&, X" +¢) (¢>0) atrofi topiladiki, unda a(x) funksiya o’z ishorasini
saglaydi, ya’ni musbat bo’lib gola veradi. Endi h(x) funksiyani quyidagicha aniglaymiz:

h(x):{(g-l-x*—X)(&‘—X*-l-X),XE[X*—&‘,X*+8] (5)

0, xg[x* -, X +¢

(5) funksiya uchun,

I a(xh(x )dX—I a(x)(e —x* +x)dx >0,

X" —¢

ya’ni (4) ga zid munosabat bajariladi. Olingan garama-qgarshilik lemmani isbotlaydi.

2-1 e m m a (Dyubua-Reymon). Faraz gilaylik, a,(x) va a,(x) funksiyalar [x,,x]
kesmada uzluksiz bo’lsin. Agar h(x,)=h(x,)=0 shartni ganoatlantiruvchi barcha
h(x)e C'[x,,%,] funksiyalar uchun
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X1

J26(x)n(x)+a, (x)n'(x)px = 0 (6)

tenglik bajarilsa, a,(x) -uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo’ladi va barcha x e[x,, x, |
nuqtalarda

a0 (x) - a,(x)=0 @)

munosabat o’rinli bo’ladi.
I sboti. Quyidagi,
p(x)= J'ao (t)dt +c, c=const,
funksiyani garaymiz. Bu funksiya [x,,x,] kesmada uzluksiz differensiallanuvchidir.
O’zgarmas c sonni shunday tanlaymizki,

X

[ plxkix=] a,(x)x -

tenglik bajarilsin. Endi dp(x)=a,(x)dx ekanligini va h(x,)=h(x,)=0 shartni hisobga olib,
(6) tenglikni quyidagicha yozamiz:

X

0000+ 2, (oGl = | (G | x)ap(=

(9)

Xy X

— [ Ta.00)- PO G+ () 2= fTau(x) - PO (e =o.

Xo Xo

[%,, %, | kesmada uzluksiz differensiallanuvchi
X1
h(x) = [[a,(t) - p(t)lt (10)
X0

funksiyani garaymiz. Bu funksiyaning aniglanishidan, h(x,)=0 ekanligi ravshan. (8) ni

hisobga olsak, h(x,)=0 ekanligini ko’ramiz. Demak, (10) funksiya lemmaning barcha
shartlarini ganoatlantiradi. Bu funksiya uchun, (9) shart,

Xq 2

Jla(x)= p(x)] dx=0

ko’rinishni oladi. Bu yerdan, a,(x)= p(x), ya’ni a,(x)e C*[x,,x,] ekanligi hamda
d
ao(x)_&al(x): 0, vx &[x,,x]

tenglik kelib chigadi. Lemma isbotlandi.

Isbotlangan lemmadan a,(x)=0 bo’lganda quyidagi natijada ega bo’lamiz.

3- 1 e mm a Agar a(x) funksiya [x,,x Jkesmada uzluksiz bo’lib, h(x,)=h(x,)=0
shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy h(x)e C*[x,,x,]| funksiya uchun,
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X1

ja(x)ﬁ'(x)dx =0

bo’lsa, a(x)=const, x €[x,,x,] bo’ladi.
Bu tasdiq ham, ba’zi adabiyotlarda, Dyubua-Reymon lemmasi deb yuritiladi.
Mustagqil ishlash uchun savollar.
1. Variasion hisob asosiy masalasi ganday qo’yiladi?

2. Funksionalning kuchli lokal minimumi (maksimumi) deb ganday nugta (chizig, sirt

va h.k) ga aytiladi?

3. Funksionalning kuchli lokal minimumi (maksimumi) deb ganday nuqta (chiziq, sirt

va h.k.) ga aytiladi.

4. Variasion hisob asosiy masalasida yechim mavjud bo’lishining yetarli sharti nimadan

iborat?
5. Variasion hisobning asosiy lemmalar; Lagranj lemmasini yekltiring.

6. Variasion hisobning asosiy Lemmalari Dyuba-Riman lemmasini yekltiring.

3-ma’ruza. Variatsion hisobning asosiy masalasi. Kuchsiz ekstremumning

birinchi tartibli zaruriy sharti, Eyler tenglamasi. Eyler tenglamasining xususiy

hollari

Reja:
Eyler tenglamasi.
Eyler tenglamasining xususiy hollari

Gilbert teoremasi
Eylerning integro-differensial tenglamasi

~wnh e

1. Eyler tenglamasi. Ushbu va bundan keyingi ma’ruzalarimizda,

funksiyaning xususiy hosilalari uchun, quyidagi belgilashlardan foydalanamiz:
F_F g F
ax y ay y 8y'

_O°F . 0°F . O°F . _O°F

ny' - axayl’ 1 ayZ ! " = ayayl’ vy T ayuz

F(x.y.y")

Awalo, F(x,y,y)eC? (Q), y°(x)eC? [x,,x], deb faraz gilamiz va y°=y°(x)eV

nugtada (2) funksionalning birinchi variatsiyasini hisoblaymiz. Buning uchun,
M(y")=theClx,x ]:y* +heV}={heC¥[x,x]:h(x,)=h(x)=0j

to’plamni garaymiz. Bu to’plam, C®[x,,x,] fazoning chizigli gism fazosi bo’lgani uchun,

variatsiyaning ta’rifiga ko’ra,
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& :%J[yo +ah|, . heM(y®).
QcR®— ochig to’plam, F(xy,y)eC?(Q) bo’lgani uchun, F(x,y°(x)+ah(x)
y*'(x)+ah'(x) ) funksiya {(x,a):xe[x,,x ]jo| <&} to’plamda (bu yerda &>0) - etarlicha
kichik « bo’yicha uzluksiz xususiy hosilaga ega, shuning uchun,

p(a)=3]y" +an]= [F(x,y*(0)+ah(x), y(x)+ah'(x))x
funksiya o =0 nuqta atrofida uzluksiz differensiallanuvchidir. Shunday qilib,
X1
& = §DI(O‘) a=0" I% F(X' yo(x)+ ah(X), yo(x)"' ah'(x))dx a=0"
X0
(11)

TIF, (50 v 0]+ F, 100y

F(xy,y)eCP(Q) y°(x)eC ] borlgani uchun, . (x y(x). y"(x) funksiya [x,,x.]
kesmada uzluksiz differensiallanuvchi va

% F (Y (0 (%)= Fyy (6 y° () ™ ()™ (x)+
+Fy (0 (), Y (0 (%) + By (6, y° (), v (%)

tenglik o’rinlidir. Endi (11) dagi ikkinchi qo’shiluvchini bo’laklab integrallab va
h(x, )= h(x,)=0 shartni hisobga olib,

0 = [ by 0,700 by 0. y7(6) | 3

(12)

formulaga ega bo’lamiz.

Faraz gilaylik, y°=y°(x)-(3) masalada kuchsiz ekstremal bo’lsin. U vaqtda,
ekstremumning zaruriy shartiga ko’ra, shu nuqtada hisoblangan birinchi variatsiya nolga
teng, ya’ni (13) ga asosan,

X1

I 7y 00y 00)- L, by (0.0 | e =0 (14

bo’ladi. Hosil gilingan (14) munosabatga Lagranj lemmasini go’llaymiz va (12) ni hisobga
olib, y°(x) funksiya uchun,

Fry (6 Y000y (0)+ ¥ (3)+ By (6 y (), y* ()" (0)+

+Fy (Y (0 y* (0)) = Fy (e, y* (0 y™ ()= 0
tenglik, barcha xe[x,,x ] nugtalarda bajarilishini ko’ramiz. Shunday qilib, quyidagi
tasdigga ega bo’ldik.

1-teorema. F(xy,y)eC?(Q) bo’lsin. Agar y°(x)e C®[x,,x ] (3) masalada kuchsiz
ekstremal bo’lsa, u
F,Y'+F,y+F, —F, =0 (15)

tenglamani ganoatlantiradi.
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Hosil gilingan (15) differensial tenglamaga, Eyler tenglamasi deyiladi.

Shunday qilib, ekstremumning zaruriy sharti bo’lgan (15) Eyler tenglamasi odatdagidan
kuchliroq talabda, ya’ni F(x,y,y') funksiya va y°(x) ekstremalga ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchilik sharti qo’yilganda keltirib chigarildi. Ammo variatsion hisob asosiy
masalasining qo’yilishida y(x) joyiz funksiyalarni C"[x,,x,] sinfdan deb va F(x,y,y')
funksiyani esa fagatgina uzluksiz deb hisoblaganmiz, xolos. Shuning uchun ekstremumning
zaruriy sharti bo’lgan Eyler tenglamasini F(x,y,y') integrantga va y°(x) ekstremalga
kuchsizroq talab go’yilgan hol uchun umumlashtirish muhimdir.

2-teorema. F(xy,y)eC?Q) bo’lsin. Agar y°(x)eCY[x,,x,] joyiz funksiya (3)
masalada kuchsiz ekstremal bo’lsa, u

F, (% y,y)- % F.(xy,y)=0 (16)

tenglamani ganoatlantiradi.
| s b oti. Funksionalning variatsiyasi uchun yuqorida hosil gilingan (11) formuladan
foydalanib, ekstremumning zaruriy sharti 8J =0 ni yozamiz :

TIF, (0 v 00, y° 006+ F, 6,2y () 0) e =0,

bu yerda h(x)eC XExo,x ]l h(x,)=h(x,)=0.
Endi a,(x)=F,(x, y°(x). y*'(x)) a(x)=F,(x y°(x)y*(x), deb olsak, (17) dan Dyubua

— Reymon lemmasiga ko’ra,
d
R0y (x> (00)= o B by ()" (0) =0, wxelio ]

munosabatni olamiz, ya’ni y°(x) ekstremal (16) tenglamani ganoatlantiradi. Teorema
isbotlandi.

F(x,y,y)eC?(Q) bo’lganda (16) differensial tenglama (15) ko’rinishni oladi.
Ekstremumning zaruriy sharti sifatida olingan (16) tenglama ham, Eyler tenglamasi deb
ataladi.

3-t a ’ r if. Eyler tenglamasini ganoatlantiruvchi y=y(x) joyiz funksiyalarga (2)
funksionalning joyiz stasionar funksiyalari deyiladi.

Yugorida isbotlangan teoremalarga ko’ra, (2)  funksionalning joyiz stasionar
funksiyalari ekstremumga shubhali funksiyalardir.

Jly]= i(y'2+4xy)dx —> extr

1
y1)=0, y(2)=-
masalani garaymiz. Uning uchun Eyler tenglamasini tuzamiz:

Misollar. 1)

F=y“+4xy, F, =4x, F =2y, %Fy. =2y"

d (N}
F, —&Fy. =4x-2y"=0.
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Demak, Eyler tenglamasi y"-2x=0 tenglamadan iborat. Bu tenglamaning umumiy
yechimi

X3
y=y)=" rexse,
ko’rinishda bo’ladi. y(1)=0, y(2)=-1 chegaraviy shartlarga ko’ra,
11

C, +C, =—%, 2c, —¢, =3

3

Bu yerdan, c, = —%, ¢, =3. Shunday qilib, y :%—%X+3 funksiya — yagona joyiz

stasionar funksiyadir.

2z
2 Jy]= !(y'z—yz)dx—thr
y(0)=1 y(2r)=1
masalani garaymiz. Unda F =?-y?, F =2y, F,=2y". Demak, (16) tenglama y'+y=0
ko’rinishda bo’ladi. y=c,cosx+c,sinx funksiya hosil gilingan Eyler tenglamasining
umumiy yechimidir. y(0)=y(2z)=1 chegaraviy shartlarga asosan, y =cosXx+ csinx

funksiyaga ega bo’lamiz, bu yerda ¢ — ixtiyoriy 0’zgarmas. Demak, garalayotgan masalada

cheksiz ko’p joyiz stasionar funksiyalar mavjud.
3

3) Jy]= .!(3X — y)ydx — extr

y1)=1 y@3)=4
Bu masalada F =(3x—y)y, F, =3x—2y, F, =0. Eyler tenglamasi, F, =0 tenglamadan

iborat. Bu yerdan y=3?x. Bu funksiya, y(@)=1 y(3)=4 chegaraviy shartlarni

ganoatlantirmaydi. Qaralayotgan funksional joyiz stasionar funksiyalarga va, demak,
ekstremumga ham ega emas.
2.Eyler tenglamasining xususiy hollari. F(x,y,y) integrant 0’z argumentlarining

«to’lig» funksiyasi bo’lmagan hollarda Eyler tenglamasini soddalashtirish yoki uning
birinchi integralini aniglash mumkin.

a) F funksiya fagat y'ga bog’lig, ya’ni F =F(y') bo’lsin. Bu holda Eyler tenglamasi
d

&Fy.(y')zo yoki F,. =0 bo’ladi. Bu yerdan y'=0 yoki F,. =0 bo’lishi kelib chigadi.

Agar y"=0 bo’lsa, y=C,x+C, ikki parametrli to’g’ri chiziglar oilasiga ega bo’lamiz. Agar
Fy.y.(y')zo tenglama bir yoki bir necha y'=k; ildizga ega bulsa, y=k.;x+C bir parametrli
to’g’ri chiziglar oilasiga ega bo’lamiz. Shunday qilib, F=F(y) bo’lganda Eyler
tenglamasining yechimlari y =C,x+C, chizigli funksiyalardan iboratdir.

b) F=F(xy'), ya’ni F funksiya fagat x va y' larga bog’liq bo’lsin. Bu holda F, =0

bo’ladi va Eyler tenglamasi %Fy. =0 Kko’rinishni oladi. Bu yerda uning Fy..(x, y')=C
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birinchi integraliga ega bo’lamiz. Bu olingan tenglama Eyler tenglamasiga teng kuchlidir.
Uni y' ga nisbatan yechish yoki biror parametr kiritish yo’li bilan integrallash mumkin.

c) F fagat y va y'ga bog’liq bo’lsin: F=F(y,y'). Bu holda F eC? deb faraz qilib,
(15) Eyler tenglamasini yozamiz: F,.y"+F,..y-F, :o(ny. :0). Agar bu tenglamaning

ikkala tomonini y'ga ko’paytirsak, uni %(F—y'ﬁ.):O ko’rinishda yozish mumkin.

Natijada Eyler tenglamasi
F-y'F,=C (18)
ko’rinishdagi birinchi integralga ega bo’ladi. Eyler tenglamasining har ganday yechimi (18)
tenglamani ganoatlantirishi ravshan. Aksincha, agar (18) tenglama fagat chekli sondagi
nugtalarda hosilasi nolga teng bo’lgan y = y[x]e C®?'[x,, x,] yechimga ega bo’lsa, bu yechim
Eyler tenglamasini ham qanoatlantiradi. (18) tenglamani y'ga nisbatan yechish, yoki
parametr Kiritish yo’li bilan integrallash mumkin.
Misol sifatida, braxistoxrona hagidagi masalada hosil gilingan
j 1+y
Zgy

funksionalni garaymiz. Bu yerda F = /tgy fagat y va y'ga bog’lig. Demak, Eyler
y

tenglamasining birinchi integralini ((18) tenglama) yozamiz:
1+ y v 1

1/2gyi1+ y' 2)’ 1/2gyi1+ y' ) w/29yi1+ y'? )

1

y

=C.

O
~<

tenglamani olamiz. Endi

Bu vyerdan, y(1+y'2)=C1, Cl_iz, yoki y'=
2gc
y=Clsin2% almashtirish  olsak, dx=Clsin2%dt_%(1 cost)dx bo’ladi, Natijada:

x=C, +%(t —sint), y :%(t —cos t). Agar y(x) joyiz chizigning uchlari A(0,0) va B(x,,y,)
nugtalarda ekanligidan foydalansak, C, =0 bo’lishini olamiz.
X =%(t—sin t), y =%(t—cos t) tenglamalar sistemasi sikloida deb ataluvchi

chizigning parametrik shakldagi tenglamalaridan iborat. Demak, braxistoxrona hagidagi
masalaning yechimi fagat sikloida yoyidan iborat bo’la olar ekan.
3. Gilbert teoremasi. Yugorida ko’rsatildiki, agar F(x,y,z)eC® bo’lsa, Eyler

tenglamasi, y=y(x)eC® funksiyaga nisbatan ikkinchi tartibli differensial tenglamadan
iborat. Ammo, (3) masalada ekstremal C®[x,,x,] dan izlanadi. Shuning uchun,
ekstremalning C®[x,,x,] ga tegishli bo’lishini ta’minlovchi quyidagi tasdigning ahamiyati
kattadir.
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3-teorema (Gilbert). F(x,y,y)eC?(Q) bo’lsin. Agar (3) masalaning y°(x) kuchsiz
lokal ekstremali uchun F(x, y°(x), y°'(x))=0, x & [x,,x ] bo’lsa, y°(x)e C?[x,,x] bo’ladi.
I sboti. Quyidagi,
d(x,z)=F (x y°( JF t,y°(t), y*'(t))dt—C

Xo

funksiyani garaymiz, bunda C =const . 2-teoremaga ko’ra,

9 iy v )= F oy () v ) el )

dx
ya'ni F,(xy°(x) y*'(x) funksiya F,(xy°(x) y°'(x)) funksiya uchun boshlang’ich
funksiyadir. Shuning uchun,

(xy() IF t,y°(t), y*'(t)) dt +c, c=const.

Demak, z° = y°'(x), x € [X,, %] funkSIya uchun @(x,z°)=0.
Teoremaning shartiga ko’ra

<Dz(x, zo)

o = Fy.y.(x, yo(x), y°' (x) %0, xe[x,,x].

U vaqtda oshkormas funksiyaning mavjudligi hagidagi teoremaga asosan, ®(x,z)=0
tenglamaning z° = y°'(x) yechimi ®(x,z) funksiya 0’z argumentlari buyicha nechanchi
tartibli xosilaga ega bo’lsa, shunday tartibli xosilaga egadir. F(x,y,z)eC® bo’lgani uchun
®(x,z)eCY. Demak, z°'=y'"'eC[x,,x ], ya’ni y°(x)e C?[x,,x,]. Teorema ishotlandi.

4. Eylerning integro-differensial tenglamasi. Variatsion hisobning asosiy masalasi
silliq joyiz funksiyalar sinfida yechimga ega bo’Imasligi mumkin. Shuning uchun, V joyiz
funksiyalar to’plamini kengaytirib, uni quyidagicha aniglaymiz:

=1y = ¥(x) € DULx,x,]: y(%) = Yo, y() =y, (19)

Bu yerda D'[x,,, ]—[%,.x,| kesmada uzluksiz, hosilalari esa fagat chekli sondagi uzilish
nugtalariga ega y=y(x) funksiyalar to’plamidan iborat. Har bir joyiz funksiya uchun
y'(& +0)= y'(& —0) shartni ganoatlantiruvchi bir necha &, i =1,k nugtalar mavjud. Bunday
& nugtalarga bo’lakli — sillig joyiz funksiyaning egilish nuqtalari deyiladi.

Endi joyiz funksiyalari bo’lakli-sillig funksiyalar sinfidan olingan variatsion hisob
asosiy masalasini garaymiz:

= :EF(X, y, y')dx — min (max) (20)

Y(%)= Yo, ¥(%) = ¥1, ¥ = y(x) e DV[x, x,]
DW[x,,x,] dan olingan y=y(x) va y°=y°(x) funksiyalar orasidagi birinchi tartibli
masofani ham C*[x,, x, |dagi metrika kabi aniglash mumkin:

pulyy?)= max [y(0) - y"(x) +suply ()~ y*'(x),
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bu yerda Ac|[x,,x ] to’plam — y'(x) va y°'(x) hosilalar mavjud bo’lgan x € [x,, x,] nuqtalar
to’plamidir.

DW[x,,x,] dagi y° = y°(x) funksiyaning birinchi tartibli & —atrofini

Vi(y®2)=1ly € DV x5, ]: 1 (v, y° ) < 2 (21)

kabi aniglab, (2) funksionalning (19) to’plamidagi kuchsiz lokal ekstremumi ta’rifini berish
mumkin. Buning uchun, 2-ta’rifdagi V(y°,£) ni (21) dagi V,(y°,) bilan almashtirish
kifoya. Shunday aniglangan kuchsiz ekstremal uchun quyidagi teorema o’rinlidir.

4t eorema F(xyy)eC?@Q) bo’lsin. Agar y°(x)—(20) masalada kuchsiz
ekstremal bo’lsa, u quyidagi

Fo(xy.y)= f F,(t,y.y')dt+c, c=const (22)

tenglamani ganoatlantiradi.
I'sboti. 1-teorema isbotidagiga o’xshash mulohaza yuritib, funksional variatsiyasining
(11) ko’rinishdagi ifodasiga ega bo’lamiz:

&0 = [[F, by 00y GG + F, Gy )y () e

bu yerda h(x)eC*[x,,x] h(x,)=h(x,)=0. Integral ostidagi birinchi qo’shiluvchini
bo’laklab integrallaymiz:

FE, (o v 000y (e = T, 1 y°(6) v 0) e o)

X0 X0
—le leF( °(t))dx - h'(x dx—leleF( ' (t)) dx - b (x) dx.
X0 X0 X0 X0

U vaqtda, &3 =0 shart,

T F, (6 y° (x), YO'(X))—T F,(t y° (), y*'(t)dt |h'(x)dt = 0

Xo Xo

ko’rinishini oladi. Endi 3-lemmani go’llab,

X

Fy (X’ y°(x).y° '(X))Z I F, (t, y°(t), y°'(t)) dt+c

tenglikni olamiz, bu yerda x € [x,,x,] nugta y°'(x) hosila mavjud bo’lgan nugtadir. Shunday
gilib, y°(x) funksiya (22) tenglamani ganoatlantirishi ko’rsatildi. Teorema isbotlandi.

(22) ga Eylerning integro-differensial tenglamasi deyiladi.

Isbotlangan teoremadan ko’rinadiki, agar y°(x) ekstremal &, i=1k bukilish
nugtalariga ega bo’lsa, (23) ning o’ng tomoni (&, ¢&,,) oraliklarda uzluksiz
differensiallanuvchi, demak, y°(x) funksiya shu oraliklarda (16) Eyler tenglamasini

ganoatlantiradi. Joyiz funksiyalari silliq funksiyalar sinfidan olingan (3) masala uchun esa,
(22) tenglama, (16) tenglamaga teng kuchlidir.
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(23) tenglikning 0’ng tomoni barcha xe[x,,x ] nugtalarda uzluksiz. Demak, bu
tenglikning Fy.(x,yo(x),yo'(x) chap tomoni ham uzluksiz funksiyadir. Natijada, agar
& —y°(x) ekstremalning bukilish nugtasi bo’lsa,

F 0@y (6 +0)=F,(6,y°(€) vy (e -0) (24)
tenglik o’rinlidir. (24) ga Veyershtrass — Erdman sharti deyiladi. Bunday tipdagi shartlardan
yana biri,

H® = Flx,y° () y* (x)) -y (), (x, y° () y (x)
funksiyaning x =& bukilish nugtasida uzluksizligidir, ya’ni
H®(&+0)=H"(£-0) (25)
ko’rinishdagi Veyershtrass — Erdman shartining isboti optimal boshgaruv nazariyasi
natijalaridan kelib chigadi.
Ma’ruzamiz oxirida, yechimi bo’lakli-sillig funksiyalar sinfida bo’lgan variatsion
masalaga misol sifatida quyidagini keltiramiz.

1
Misol. J[y]= jyz(l— y')* dx — min, y(~1)=0, y(1)=1.
-1
Bu masalada joyiz funksiyalarni C'[-11] sinfidan olsak, inBJ[y]:O bo’ladi, silliq
yel

yechim mavjud emas. Hagigatan ham, agar

0, xe {—1&},
n
1 1

n 1)
vg}m@)(x+ﬁj XE(‘HfEﬁ}

x, xel[]
funksiyalar ketma-ketligini garasak, bu funksiyalar joyiz funksiyalar bo’ladi, ya’ni
y,(~1)=0, y,(1)=1. Bu y,(x) ketma-ketlikda |y,(x}<1 |y', (x} <1 bo’lgani uchun,

1

y(x) =

n

Jan 2
OSJUJZ_[Y%OQQ—YJ@de<—

N

n

0.

va limJ[y,]=0. Demak, J[y,]>0, VyeC!-11] ekanligini hisobga olsak, J[y]

Ammo, J[y]zo, y e C*[-11] bo’lishi uchun, y(x) funksiya [-11] kesmada yo aynan nolga
teng, yoki y=const bo’lishi kerak. Birog, bu funksiyalar, y(-1)=0, y(1)=1 chegaraviy
shartlarni ganoatlantirmaydi.

Bundan ko’rinadiki, garalayotgan masala, silliq joyiz funksiyalar sinfida yechimga ega
emas. Masalaning bo’lakli-sillig funksiyalar sinfida yechimi mavjud. Shunday yechim
sifatida,
0,xe(-10]

x, xe(01] "’

y%@={
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funksiyani olish mumkin (y e D*[-11] J|y°|=0). Bu funksiya uchun, & =0-burchak nugta
(bukilish nugtasi) bo’ladi. Ushbu burchak nuqtada Veyershtrass — Erdman shartlari
bajariladi.
Mustagqil ishlash uchun savollar.
1. Variasion hisob asosiy masalasi ganday qo’yiladi?
2. Funksionalning kuchli lokal minimumi (maksimumi) deb ganday nugta (chiziq,
sirt va h.k) ga aytiladi?
3. Funksionalning kuchli lokal minimumi (maksimumi) deb ganday nugta (chiziq,
sirt va h.k.) ga aytiladi.
4. Variasion hisob asosiy masalasida yechim mavjud bo’lishining yetarli sharti
nimadan iborat?
5. Variasion hisobning asosiy lemmalar; Lagranj lemmasini yekltiring.
6. Variasion hisobning asosiy Lemmalari Dyuba-Riman lemmasini yekltiring.
7. Variasion hisobning asosiy masalasida ekstremumning zaruriy sharti — Eyler
tenglamasi ganday ko’rinishga ega?
8. Eyler tenglamasining xususiy hollarini keltiring.
9. Gilbert teoremasini keltiring.
10. Eylerning integro-differensial tenglamasini yozing.

4-ma’ruza. Variatsion hisobning asosiy masalasida ikkinchi tartibli zaruriy
shartlar va yetarli shartlar. Ikkinchi variatsiyani tekshirish. Lejandr-Klebsh,

Yakobi shartlari. Ekstremumning yetarli sharti

Reja.
Ikkinchi variatsiyani hisoblash. Lejandr sharti.
Yakobi tenglamasi. Yakobi sharti.
Kuchsiz ekstremumning yetarli shartlari.
Kuchli ekstremumning zaruriy va yetarli shartlari.
Kvadratik funksional uchun natija.
Misollar.
Tayanch iboralar: ikkinchi variatsiya, Lejandr sharti, qo’shib olingan variatsion
masala, Yakobi sharti, kuchaytirilgan Yakobi va Lejandr shartlari, Veyershtrass funksiyasi,
\eyershtrass sharti, kuchli ekstremumning yetarli sharti, Veyershtrass-Erdman shartlari,
kvadratik funksionalning ekstremumi.
Avvalgi ma’ruzamizda variatsion hisob asosiy masalasi uchun ekstremumning birinchi
tartibli zaruriy shartlari bayon gilingan edi.
Bu yerda esa, shu masala uchun ekstremumning ikkinchi tartibli zaruriy shartlari va
yetarli shartlari garaladi.

o0k whE
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Iyl = j F (X, y,y')dx )

funksionalning
\ :{y = Y(X) € C(l)[XO,Xl] : y(xo) = Yo» Y(Xl) = yl} (2)

to’plamdagi ekstremumini topish masalasi, ya’ni variatsion hisob asosiy masalasi, berilgan
bo’lsin. Bu yerda F(x,y,y’) funksiyani R3® ning biror ochiq Q to’plamida aniglangan,
Po(Xo,yo) va Pi(x1,y1) nugtalarni esa, S={(x,y):(x,y,z) eQ} to’plamga tegishli, deb
hisoblaymiz.

1. Lejandr sharti. y°=y%(x) joyiz funksiya bo’lsin (y°€V). Shu nugtada (1)
funksionalning ikkinchi variatsiyasini hisoblaymiz. Ta’rifga ko’ra, bu variatsiya,

d2J[y° +ah
52\][y2,h] [dy > ] /

formula bo’yicha hisoblanadi, bu yerda
h=h(x) € C¥[x,,%,1,h(x,) =h(x,) =0 .

Agar F(x,y,y)eC®(Q) deb faraz gilsak, ¢(a)=J[y°+ah] funksiya a=0 nugta atrofida
uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega. Demak,

a=0 —

5230y =2
da’?

X1

J % F (.Y (9+ah(), y° (-+ah ()., -
oo’

X0

— IR, (6 Y00, Y° G2 (0)+ 2F, (%, Y (), y° (DMOON'(x) + 3)

+F (%, y° (), )/()'(X))h'2 (x)1dx, h=h(x) e Cxy, ], h(x,) =h(x;) =0
1-teorema (Lejandr). F(x,y,y)eC?(Q) bo’lsin. Agar y°(x) e CV[x,,x]1- @)

funksionalning 2 to’plamdagi kuchsiz minimali (maksimali) bo’lsa,

Frp (Y2 (0,¥° ()20 (£0), Vxe[xg,x,] (4)
tengsizlik bajariladi. (4) munosabatga Lejandr sharti deyiladi.
| s b oti. Faraz gilaylik, (4) bajarilmasin, ya’ni biror &e[xo,X1] uchun,

F (€ Y°(2).y° () <0 (5)

bo’lsin. Fy,y,(x,yo(x),yOI(x)) funksiyaning uzluksizligiga asosan, &Ee(xo,x1) deb olish

mumkin. Bundan tashqari, bu funksiyaning uzluksizligidan va (5) tengsizlikdan, shunday
>0 sonning mavjudligi kelib chigadiki,
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S Fyy (0Y°00Y° () =<0 Xe(E-sf+e)

(6)
bo’ladi. Quyidagi,

h (x) = Sinzw,Xe(é—e,éhe)

0, xg(E—g,E+e)
funksiyani garaymiz, bu funksiya C®[x,,x,] ga tegishli va
' —sin%,xdé—g,&a)
0, Xeg(E—¢g,é+e)
Endi (3) formulada h=h_(x),h" = hg'(x) deb olib, quyidagiga ega bo’lamiz:

E+e , B
52J[y0’hg]: I [FW(X’ yO(X),yO (X))Sin4w+

§-¢ &
+Fy (Y (%), y0 () Esin2 ZX = +8) G (X=o+e) |

€ 2¢ €
2
0 , ., w(X=&+¢)
Ry (Y0 00,y" (), —sin” = 25 Jdx <
Sgizgr ’B%zsinzw_kmpw‘(x, yo(x),yo’(x))sin2 ﬂ(x_2§+g)8in 7Z'(X—f+8) .
é-¢

+&F,, (% y°(X), y°’ (x))sin* W]dx
£

Bu yerdan (6) ni e’tiborga olib, yetarli kichik ¢>0 uchun  52J[y° h.]<0 tengsizlikni
olamiz. Ammo, lokal minimumning zaruriy shartiga ko’ra, 62J[y°,h ]>0 munosabat

bajarilishi kerak. Bu garama-qgarshilik, teoremani minimum uchun isbotlaydi. U maksimum
uchun ham, shunga o’xshash isbotlanadi.

2.Yakobi sharti. Yuqgorida isbotlangan Lejandr sharti, lokal minimum
(maksimum)ning,  funksional ikkinchi  variatsiyasi yordamida ifodalanadigan,i
5%J[y°,h1>0 (<0) shartidan foydalanib keltirib chigariladi. Funksional ikkinchi
variatsiyasining ekstremum nugqtasida ishorasini saglashini ifodalovchi bu shartdan yana
bitta ikkinchi tartibli zaruriy shart-Yakobi shartini keltirib chigarish mumkin.

F(x,y,y) € C?(Q) deb hisoblab, y°(x) joyiz funksiya uchun,

o(x,h,h) =F,, (% y" (), y° (x)h*+

2P, (0 Y° (0, y" (O + Fy (6, y° (0, y° ()
funksiyani garaymiz. U vaqtda, (3) formulaga ko’ra,
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X
523[y°,h ]=ja>(x,h,h’)dx )
X2
bo’ladi. Agar y°(x) kuchsiz minimal (maksimal ) bo’lsa, §2J[y°,h 1=0 (<0) shart barcha
h(x) € C®[x,, %], h(x,) =h(x,) =0 funksiyalar uchun bajariladi. h°(x)=0 uchun esa
52J[y°,h°1=0 bo’lishi ravshan. Demak, garalayotgan variatsion hisob masalasiga, qo’hib
olingan ekstremal masala deb ataluvchi,
523[y°,h] = j w(x, h,h")dx — min(max) @)
h(x,) =h(x,) =0, h(X) € C(l)[XO,Xl]
Masala, h°(x) =0 yechimga ega.
Faraz qilaylik, F(x,y,y)eC®(Q),y’(x)eC?[x,x,] - joyiz stasionar funksiya
Fyy (% y° (%), y°'(x) # 0 VX e[X,%,] bo’Isin. U vaqgtda, (8) masala uchun tuzilgan,
d
o, (X,h,h")——aw (x,h,h")=0
h ( ) i ( )
Eyler tenglamasiga, variason hisob asosiy masalasi uchun Yakobi tenglamasi deyiladi.
(X, h,h") funksiyaning ko’rinishini hisobga olib, Yakobi tenglamasini
A(X)h" + B(X)h' +C(x)h =0 (9)

ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli differensial tenglama ko’rinishida yozish mumkin, bu
yerda

A(X) = Fyy (%, y° (%), yol (x)), B() = % Fyy (XY (%), yo' (x)),

C(x) = % F, (% Y°(0,Y° ()~ F,, (x y°(%.y° ()

Differensial tenglamalar kursidan ma’lumki, (9) tenglama h(x,) =0, h'(x,) =1 chegaraviy
shartlarni ganoatlantiruvchi (aynan noldan fargli ) yagona yechimga ega. Shu yechimning Xo
dan fargli nollariga, xo nugtaga qo’shma nuqta deyiladi. Qo’shma nuqgtaga yana quyidagi
ekvivalent ta’rifni ham berish mumkin.

T a rif Agar (9) Yakobi tenglamasi  h(x,)=0,h(x')=0  x'=x, shartlarni
ganoatlantiruvchi trivial (aynan nol) bo’lmagan h(x), x&[Xo,x1] yechimga ega bo’lsa, X"
nuqgtaga y°(x) joyiz chiziq bo’ylab xo nugtaga qo’shma nugta deyiladi.

2-te orema (Yakobi). Faraz gilaylik:

a) F(x,y,y)eC®@Q), 6)y°(x) eC?[x,x,] - kuchsiz minimal (maksimal)

Fyy (X, y°(x),y°’(x))>0 (<0) Vxe[xx] bo’lsin. U holda, y°(x) funksiya Yakobi shartini
ganoatlantiradi: (xo,x1) intervalda y°(x) chiziq bo’ylab xo nugtaga go’shma bo’lgan nugta
mavjud emas.
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| s b oti. Teskarisini faraz gilamiz. y°(x), x€[xo,x1] joyiz chiziq bo’ylab xo ga
go’shma bo’lgan X"—=xe[xo,x1] nugta mavjud bo’lsin. h*(x)=0, xe[xo,x1] esa, Yakobi
tenglamasining unga mos yechimi bo’lsin, ya’ni

* *, d * *,

o, (X,h (X),h (X))——ow.(X,h (X),h (X))=0, WVxelX,,X

h (X, h"(x),h™ (X)) dxh( (x),h" (x)) [Xo.%,] (10)
h™(x,)=h"(x")=0
shartlar bajarilsin. Qo’shma nuqta ta’rifiga ko’ra, h*l(x* —0) = 0 shart bajariladi.Quyidagi
h™(x),x e[x., x*],
h(x) = (x) *[o ] 11)
0,xe(x,x.].

funksiyani tuzamiz.
Endi 2w(x,h,h") =ho, +h o, formulani, hamda (10), (11) larni hisobga olib, (8) dan
quyidagini olamiz:
52J[y° h]_ja)(x h,h")dx = ja)(x h, h)dx_—j(h w, +h” a)h)dx—
X0 X0 xo
=—j(h —wh+h a)h)olx_1 i(h o, )dx =
2 - dx

=2 L 0@, 0,000 () X =0.

Shunday qilib, (11) funksiya - (8) masalaning yechimidir. teng munosabatlar
ko’rsatadiki, h(x) funksiya uchun x* - bukilish nugtasidir. Natijida, x=x" nuqtada

@, ()| =0, (chh)] (12

Veyershtrass - Erdman sharti bajariladi. (X, h,h") funksiyaning ko’rinishini hisobga olib
,(12) tenglikni quyidagicha yozamiz:

[(IF,, (%, y° (9, Y° () + NOOF, . (6 YO (), y° OGN+ =

= INOF, (6, Y (0, ° (00)+WOOFy (%Y (0, Y° GO,
h(x"-0)=h(x"+0) =0 va F,,(x,y°(x), y°’(x)) uzluksiz bo’lgani uchun, (13) tenglik

[N(X" —0)—h'(X" +O)]F,, (", Y ('), ¥° (X)) =0 (14)

ko’rinishga keladi. Teoremaning shartiga ko’ra Fy,y,(x*,yo(x*),yo'(x*));to. U vagtda (14)

xx+0

(13)

dan h'(x"=0)=h'(x"+0)=0 bo’lishi kelib chigadi. Bu esa x" ning bukilish nugtasi
ekanligiga ziddir. Olingan garama-garshilik teoremani isbotlaydi.

3.Kuchsiz ekstremumning yetarli shartlari. Shunday qilib, variatsion hisob asosiy
masalasida ekstremumning birnchi tartibli zaruriy sharti - joyiz funksiyaning stasionarligi
(Eyler tenglamasining bajarilishi) bo’lsa, Lejandr va Yakobi shartlari —ikkinchi tartibli
zaruriy shartlardir.
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Sodda misollar ko’rsatadiki, bu uchala shartning birortasi ham alohida olganda
ekstremumning yetarli sharti bo’la olmaydi. Ammo ular birgalikda kuchsiz ekstremumning
yetarli shartiga yaqginroqdir.

Quyida Lejandr va Yakobi shartlarini kuchaytirish natijasida kelib chigadigan yetarli
shartlarni keltiramiz.

3-te orema. Faraz gilaylik:
a) F(x,y,Y)eC®@Q),y’(x) e C?[x,x,] -joyiz stasionar funksiya bo’lsin;
b) kuchaytirilgan Lejandr sharti bajarilsin:
Foy 00, () >0 (<0) Vxe[xx];
c) kuchaytirilgan Yakobi sharti o’rinli bo’lsin: y°(x) joyiz chiziq bo’ylab (xo,x1] da xo
nuqtaga go’shma bo’lgan x: nugta mavjud emas.

U holda, y°(x) - variatsion hisobning asosiy masalasida kuchsiz lokal minimal
(maksimal) bo’ladi.

I s b o ti. Funksionalning ikkinchi variatsiyasi uchun hosil gilingan (3) formuladagi

ikkinchi go’shiluvchini bo’laklab integrallaymiz:

X1 X1 d X1

[2hh'F dx =[F,, —~h%dx=F h?(x) [ —[h® —Fdx=
o vy o yy dX vy 0 o dX vy

T Le d
=—|h°—F, dx
[0 (15)

u(x) e C?,u(x) > 0,x e[x,,%]
(16)

shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy u(x) funksiyani garaymiz. Bu funksiya uchun,
X d ur ul )
I&(U Fy’yhz)dXZUFy’yh2 0=0 (17)

Xo

munosabat bajariladi. Endi (15) ni hisobga olib, (3) va (17) dan,

01r.,0 _Xl d d u’ 2
5°3[y°,hl= Xj{[FW = Py = () P I e
. (18)
u ! !
- Z[U F,, Ihh’" +[F,, Jh"*}dx

tenglikni olamiz. u(x) ,xe[x,, %] funksiyani shunday tanlaymizki, (18) dagi integral
ostidagi ifoda h va h”ga nisbatan to’la kvadrat bo’lsin. Buning uchun, quyidagi:

u’ ) d d u
[U Fo 1" =1F,, - dx Fyy — dx (U Fyy IRy (19)
ayniyatning bajarilishi zarur va yetarli.
d u’ uu—u'? u' d
dx (U Fyy) = (u—z) Fyy + U dx Fyy
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bo’lgani uchun, (19) ayniyatni,

14 ! d d
F,,{-U"F, —u i F, +(F, e F,)u}/u=0 (20)
ko’rinishda yozish mumkin. Teoremaning shartiga ko’ra,

Fy =Fy (6 Y (%), y° (X)) %0, x €[y, %,]. Demak, (20) dan ko’rinadiki,u(x) funksiya,
(AX)U"+B(X)u"+C(x)u)/u=0
tenglamani ganoatlantirishi kerak, bu yerda A(x),B(x),C(x)- (9) Yakobi tenglamasidagi kabi
aniglanadi.Teoremaning c) shartiga ko’ra,
A(X)u"+B(X)u’+C(x)u=0 (21)
Yakobi tenglamasi, u(x,)=0, u(x’)=0, xe[x,,%] shartlarni ganoatlantiruvchi trivial
bo’lmagan yechimga ega emas. [x,,x,] ning kompaktligi va differensial tenglama
yechimining boshlang’ich shartlaridan uzluksiz bog’ligligi hagidagi teoremadan, shunday
yetarli kichik ¢£>0 sonning mavjudligi kelib chigadiki, (21) tenglamaning
u(x, —€) =0, u'(x, —&) =1 boshlang’ich shartlardagi yechimi [x,,x] da musbat bo’ladi.
Shunday qilib (16), (19) shartlarni ganoatlantiruvchi u(x) funksiya mavjud. Shu funksiya
yordamida, (18) ifodani,

1 = d d u’ -
5%J[y°,h]= x_[{[Fy,y,]Zh -[F,, —&Fw, _&(U F,, )12 hZdx (22)
ko’rinishda yozamiz:

(22) dan ko’rinadiki, barcha h(x) e C%x e[x,,x],h(x,) =h(x;) =0, funksiyalar uchun
5%J[y°,h"]1>0bajariladi. Agar biror h™(x) = 0,x [x,,%] funksiya uchun &2J[y°,h"]=0
deb faraz gilsak, (22) dan

o d d u o
[Fyy12h (X)=[Fw—& FWV—&(UFW)]Zh (x) VxelXx,x]
bo’lishi kelib chigadi. Bu yerdan h'(x,)=0, F, |,_,>0 shartlarni hisobga olib,

X=XQ
h(x,)=0 ga ega bo’lamiz. Ammo h’(x) funksiya (8) minimallashtirish masalaning
yechimi bo’lgani uchun, §%J[y°,h"]=0, (9) Yakobi tenglamasini ganoatlantiradi va
h*(xo)=h"1X0)=0 boshlang’ich shartlardan, h*(x)=0, xe[Xo,x1] bo’lishi kelib chigadi. Bu
olingan garama-garshilik ko’rsatadiki, barcha  h*(X)z 0, Xxe&[Xo,X1], h(Xo)=h(x1)=0
funksiyalar uchun, §2J[y,h]>0 bajariladi.
Endi quyidagi funksionalni garaymiz:
X
CD(yO,h):SZJ[yO,h]—%Ihz(x)dx, q>0 . (23)
X0
Bu funksional uchun Eyler tenglamasi,
(A(X)—q)h" + B(x)h' + C(x)h =0 (24)
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ko’rinishda bo’ladi. A(X) =F,, (X, y°(x),y° (X) >0, X €[X,,%].bo’Igani uchun, shunday
g>0 topiladiki, - A(x)q >0, x e[x,,%,] bajariladi. Farazga ko’ra, (9) Yakobi tenglamasining

h(x0)=0, h{xo0)=1 (25)
boshlang’ich shartlardagi yechimi ( Xo,X1) intervalda nolga aylanmaydi.

Differensial tenglamalar yechimining parametrdan uzluksiz bog’ligligi hagidagi
teoremaga ko’ra, (24) tenglamaning (25) shartlardagi yechimi ham, shunday xossaga ega
bo’ladi. (23) funksional uchun yuqoridagi kabi mulohaza yuritib,

d(y°,h) >0,vh(x) e CPx,, %], h(X,) =h(x)=0
munosabatni olamiz. Bu esa, (23) ga ko’ra,

5 I[y°,h] z%jhz(x)dx (26)
tengsizlik bajarilishini bildiradi.

h(x) = jh'(t)dt bo’lgani uchun, Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini go’llab, quyidagini
X0

olamiz;

h?(x) = (_X[h'(t)dt)z <(x- xo)leh'z (t)dt < (x, — xO)leh'z (t)dt. xe[A Al

X0 X0

jlhz(t)dt < (X, —X%,)? jlh'2 (t)dt.
X0 X0
Natijada, (26) tengsizlikdan,
X1
523[y°,h]1> — 3 [h2(x)dx (27)
2(X1 - X0)2 >Z£
tengsizlik kelib chigadi.
Ikkinchi variatsiya ta’rifiga ko’ra,

2
AJ[y°]=J[y°+gh]—J[y°]=g6J[y°,h]+%52J[y°,h]+O(y°,gz//h//z) (28)

tenglik bajariladi,bu yerda
O(Y,.£” I1hII*)

2
&
y°(x)- E yler tenglamasini ganoatlantirgani uchun, §J[y°,h]=0 bo’ladi. U vaqtda, (28)

dan,

—0,e6—>0 (29)

2 2 2
AJ[yO]:%[52J[y01h]+o(y01‘22”h” )] (30)
kelib chigadi.
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Endi (27) va (29) ni hisobga olgan holda, (30) munosabatdan shunday & >0 sonning
mavjudligi kelib chiqadiki, barcha 0<e<g, va h(x) ec<1>[xo,x1],jh2(x) dx < @ <+
Xo

uchun, AJ[y°]1=>0 bo’ladi, ya’ni y°(x) kuchsiz lokal minimaldir. Teorema isbotlandi.

4. Kuchli ekstremumning zaruriy va yetarli shartlari. Bu yerda kuchli
ekstremumning zaruriy va yetarli shartlarini isbotsiz keltirish bilan cheklanamiz (isbotlarini
,masalan [2] dan garash mumkin).

Q=SxR?,S cR? berilgan ochiq to’plam, F(x,y,y") eC'(Q) bo’lsin.
Quyidagi

E( Y, Y, u) =FXy,u)=FXy y) = Uu-y)F. Xy y),(xyy,u) e QxR (31)
funksiyani garaymiz. E(x,y,y',u) funksiyaga Veyershtrass funksiyasi deyiladi.

4- 't e o r e m aAgary’(x)=D'[x,x]- (1) funksionalning
V = {y(0) € DD, %15 Y(%) = Yo, YOU) = V.
to’plamdagi kuchli lokal minimum (maksimum ) nugtasi bo’lsa, y°(x) mavjud bo’lgan
barcha x e[x,,x] nugtalarda

E(x y°(x),y*'(x),u)>0 (£0) VueR' (32)
Veyershtrass sharti bajariladi. y°(x) ning & burchak nugtalarida esa, (32) shart,
E(E Y°(£),y'(££0),u) >0(<0)VueR (33)

ko’rinishda bo’ladi.
5-te o re ma. Quyidagi shartlar bajarilsin:
1). F(xy,y)eC?(Q),Q=SxR",
2). Fy(xy.y)20 (<0), V(xYy,y)eQ;
3). Y'(X)eC¥[x,x]- (1) funksionalning joyiz stasionar funksiyasi;
4). y°(x) funksiya uchun kuchaytirilgan Lejandr va Yakobi shartlari o’rinli.
U holda, y°(x)- (1) funksionalning (2) to’plamdagi kuchli lokal minimum (maksi-mum)
nuqtasi bo’ladi.
Bu yerda shuni ta’kidlash joyizki, yugorida keltirilgan Veyershtrass shartidan muhim

natijalar olish mumkin. Shulardan biri, avvalgi ma’ruzamizda aytib o’tilgan, Veyershtrass-
Erdman shartlarining ikkinchisidir. Hagigatan ham, \eyershtrass-Erdman shartlarining

birinchisiga ko’ra, y°(x) kuchli ekstremalning & burchak nugtasida.

F o€ y° (€)Y (E-0) =F, (& y° (), y"(§+0) (34)
bajariladi. (33) Veyershtrass shartida u = y* (£ ¥0) deb olsak,
E Y°(€),y"(E£0),y*'(§F0))>0 (35)

tengsizlik bajariladi. Endi Veyershtrass funksiyasining (31) ko’rinishini hisobga olib, (35) ni
gayta yozsak, va bunda (34) dan foydalansak,

FEY° (€)Y (E-0) -y (E-0F, (&Y’ (). Yy (¢ -0) =

36
=F(&Y° ()Y (€ +0) -y (€ +0)F,. (£, Y’ (£),y*' (£ +0)) %)
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munosabatni olamiz. Bu esa, Veyershtrass-Erdman shartlarining ikkinchisidir.
\eyershtrass-Erdman shartlarini gisgacha

Fy x=£+0 J(F-y Fy') x=E-0 (F- y’Fy’)
ko’rinishda yozish mumkin.
5. Kvadratik funksional bo’lgan hol. Faraz gilaylik, (1) funksional quyidagi

3= [ POOY? +2000w +r()y? e (37)
X0

xee0=Fy X=£+0 )

ko’rinishdagi kvadratik funksionaldan iborat bo’lsin. Bunday funksional ekstremumining
zaruriy va yetarli shartlari quyidagi teoremadan aniglashtiriladi.
6-teorema.

P(x) € Clxo, % Ja(x) € C'[xg, %1, 7(X) € C'[%,, %], 1(X) > 0(< 0) Vx € [ %, x]
bo’lsin. Agar Yakobi sharti bajarilmasa, u holda,
inf J[y]=—oo(sup J[y] = +o0),

ueV

ya’ni (37) funksionalning (2) to’plamda global ekstremumi mavjud emas.Agar
kuchaytirilgan Yakobi sharti bajarilsa, (37) funksionalning yagona joyiz stasionar funksiyasi
mavjud va bu stasionar funksiya funksionalning global minimum (maksimum ) nugtasi
bo’ladi.

6. Misollar.

1).t|).(y'2—y2 +2ysin x)dx — min, y(0) =0, y(b) =1. (38)

F(X,V,Y)=y?2—y2+2sinx, F =-2y+2sinx, F, =2y’

Eyler tenglamasini yozamiz:
y'+y—sinx=0

Bu tenglamaning umumiy yechimi y=—1 XCOS X +C, COSX +C, sinx ko’rinishda bo’ladi.
2

y(0)=0, y(b)=1
shartlardan foydalanib c; va c2 0’zgarmaslarni topamiz:

1+9cosb

c,=0, ¢c,=—2 — b=rkk=12,..
sinb

Demak, b=nk, k=1,2,.. bo’lganda,
y°(x)=—Excosx—Msinx,XE[0,b] (39)
2 2sinb
Funksiya (38) masalada yagona joyiz stasionar funksiyadir. Agar b=7k, k=1,2,.. bo’lsa,
masalada stasionar funksiyalar yo’q. Demak, bu holda ekstremum mavjud emas.

F,, =2>0 ,demak, kuchaytirilgan Lejandr sharti bajariladi.

Yakobi tenglamasini tuzamiz: A(x)=F,, =2>0,
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d d
B() 5 Fiy =0.C(0 - Fy —F, =2,

yy

h*+h=0 - Yakobi tenglamasi, h(x)=7y,cosx+y,sinx— uning umumiy yechimi. Demak,
X"=z nugta Xo=0 nuqgtaga qo’shma nugtadir. (0,7) oraligda Xo=0 ga gqo’shma nugta yo’q.
Shunday qilib, b<z bo’lganda Yakobi sharti, b<z bo’lganda esa kuchaytirilgan Yakobi
sharti bajariladi. b>7z bo’lganda esa Yakobi sharti bajarilmaydi. 5-teoremaga ko’ra, O<b<zn
bo’lganda (39) formula bilan aniglanuvchi y°(x) funksiya (38) masalada kuchli minimal
bo’ladi.

2) F=F(y)=y°-3y” (40)

bo’lgani uchun Eyler tenglamasi (y'-1)y"=0 ko’rinishda bo’ladi. Bu yerdan y=x+c va
y=cix+cC2 ko’rinishdagi yechimlarga ega bo’lamiz. y=x+c funksiya chegaraviy shartlarni
ganoatlantirmaydi. y=cix+c. funksiya uchun y(0)=y(2)=0 chegaraviy shartlardan ci=c>=0
bo’lishi kelib chigadi. Demak, y°(x)=0,x[0.2] garalayotgan masalada yagona silliq
joyiz stasionar fnksiyadir.

Fy (Y (X)) =6(y” (x)—1) =6, ya’ni kuchaytirilgan Lejandr sharti bajariladi. Endi
Yakobi tenglamasini tuzamiz:

F,=0.

vy

A(X) = F

y' |y:y

d d
=6, B(X)=—Fyyl, ,=0,C(x)=—F,

h"=0 - Yakobi tenglamasi, h(x)=yXx+y,— uning umumiy  yechimidir.
h(0) =0,h(x") =0,x >0 shartlardan h(x)=0 bo’lishi kelib chigadi. Demak, [0,2] da Xo=0
nuqtaga qo’shma nugta mavjud emas, ya’ni kuchaytirilgan Yakobi sharti bajariladi. Demak,
3-teoremaga ko’ra, y°(x)=0 kuchsiz lokal maksimal bo’ladi.

Ammo y°(x) =0 uchun Veyershtrass sharti bajarilmaydi, ya’ni

By, y” u) =F Oy, u) = F Oy, y") —(u=y")F, (x, y°, y*) =u® - 3u?
funksiya ishorasini o’zgartiradi. 4-teoremaga asosan, y°(x)=0- kuchli lokal maksimal bo’la
olmaydi.

Mustaqil ishlash uchun savollar.
1. Variatsion hisobning asosiy masalasida ikkinchi variatsiyani hisoblash. Lejandr
sharti.
2. Yakobi tenglamasini keltirib chigarish. Yakobi sharti.
3. Kuchsiz ekstremumning yetarli shartlari hagidagi teorema.
4. Kuchli ekstremumning zaruriy sharti (\eyershtrass sharti) va yetarli shartlari.
5. Kvadratik funksionalli variatsion hisob masalasi. Ekstremum shartlari.
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5-ma’ruza. Variatsion hisob asosiy masalasining umumlashmalari. Eyler

tenglamalari sistemasi, Eyler-Puasson tenglamasi

REJA:
1. Bir necha funksiyalarga bog’liq bo’lgan funksionalning ekstremumi.
a)Masalaning qo’yilishi. Kuchli va kuchsiz ekstremallar.
b)Eyler tenglamalari sistemasi. Stasionar funksiyalar.
2. Yuqori tartibli hosilalarga bog’liq funksionalning ekstremumi.
a)Kuchli va kuchsiz ekstremumlar. Eyler-Puasson tenglamasi.
b)Ekstremumning yetarli shartlari. Misol.
3. Bir necha o zgaruvchili funksiyalarga bog'liq funksionallarning ekstremumi.
Tayanch iboralar. Vector funksiya,Cnl[xo,xl] fazo, Eyler tenglamalari sistemasi, kvadratik

forma, Eyler —Puasson tenglamasi.
1. Bir necha funksiyalarga bog’lig bo’lgan funksionalning ekstremumi.

Variatsion hisob asosiy masalasining umumlashmasi sifatida, dastlab, bir necha,
Y, = ¥, (X),...., ¥, =V, (x) funksiyalarga bog’lig funksionalning ekstremumi hagidagi masalani
garaymiz.

Faraz gilaylik, Q e R*"* — biror ochiq to’plam (soha), F(X,V,,....Y,Z;,....2,)—Q da
aniglangan uzluksiz funksiya, P(Xy, Yo1s-- Yon) va P(X;, Yy1sees Yan) lar,
S ={(% Y1 ¥n) i (X Yy Vi Zy5ee 2,) € Q- tO’plamning  belgilangan nugtalari, x, < x,
bo’lsin.

Qabul gilingan belgilashlar asosida, quyidagi

I Y1 = [F X Vi Yoo Vit ¥y X > minma) (1)

Y1(Xo) =You Y2 (Xo) = Yoz1-1 Y (Xo) = Yon:
yl(xl) =Y Y, (Xl) = Yis Y (Xl) = Yons
(X Y1(X)1es ¥ (%), ¥ (%), ¥ (X)) € Q X € [Xg, X ]
Y, (X) € C'[X,, %, 1,i =1,2,..,n.
ekstremal masalani garaymiz.
Qaralayotgan masalani ixchamrog shaklda yozish uchun quyidagi belgilashlarni

kiritamiz:  y = (y;,0 Yo ) V= ' Yo' )s Yo = Yo Yon)s €07 D%, %] = [%5,%]  kesmada
uzluksiz differensiallanuvchi y(x) = (y,(x),...,y, (x))—n— vektor funksiyalar fazosi. U holda
(2), (2) masalani

()

J[y]= TF(X, y, y")dx — min(max), (19

Y(Xo) = Xg, Y(%;) = Xy, Y(X) ECn(l)[XO,Xl] (2/)
ko’rinishda yozish mumkin. (2/) munosabatlarni ganoatlantiruvchi y(x) = (y,(X)...., y, (X))
funksiyalarga (1)-(2) masalaning joyiz funksiyalari (chiziglari) deyiladi. Qaralayotgan
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masalada joyiz chiziglarning uchlari R™ fazoning P,(x,.Y,)Vva P/(x.,y,) nugtalarida
mahkamlangan.

Biz C,“[x,,x]bilan bir gatorda, [x,,x,] kesmada uzluksiz y(x)—n-vektor
funksiyalar fazosi C.[%.,x] dan ham foydalanamiz. Ma’lumki, C,[x,,x,] va
C,'[x,.x,] fazolar chizigli normalangan fazolar bo’lib, ularda normalar, mos ravishda,

”y”Cn[xo,xl] = max’ max |yi(x)|’

1<i<n xe[xg,% ]

I¥le g = M| max |y, ]+ max ]y, (<)

1<i<n | xe[Xg,%] Xe[Xg,% 1
kabi aniglanadi. Shuning uchun, y°(x)=(y,"(X)....,y,’(x)) joiz chizigning nolinchi va
birinchi tartibli e— atroflarini , mos ravishda , quyidagicha aniglaymiz:

Vo(y®,e) = {y(x)ecn[xo,xllzuy— Yl s <s}= {(yl(x),..., Ya09): [y, - v’

<g, i:L2,...,n};

Calxo. %]

Vi(y© )= {y(X) eC. %o 1y -° <&,i=12,., n};

1-ta’rif. Agar y°(x) joiz funksiyaning shunday V,(y°,&)nolinchi tartibli - atrofiga

Ci'l%0.%] Co'lxo.%]

tegishli barcha y = y(x) joiz funksiyalar uchun

e l=alyl @ly°]=aly) (3)
munosabat bajarilsa, y°(x)funksiya (1) funksionalning kuchli lokal minimum (maksimum)
nuqtasi deyiladi.
2-ta’rif. Agar (3) munosabat y°(x) joiz funksiyaning biror V,(y°,&) birinchi tartibli e-
atrofiga tegishli y=y(x) joiz funksiyalar uchun bajarilsa, y°(x)— (1) funksionalning
kuchsiz lokal minimum (maksimum) nuqtasi deyiladi.

Demak, (1),(2) masala uchun kuchli va kuchsiz ekstremumlar variatsion hisobning
asosiy masalasidagiga 0’xshash aniglanadi.

Keltirilgan ta’riflardan ravshanki , kuchli ekstremum nugtasi kuchsiz ekstremum
nuqtasi ham bo’ladi. Buning teskarisi esa, to’g’ri emas. Shuning uchun, avvalo, kuchsiz
ekstremumning zaruriy shartlarini keltiramiz.

1t e 0o r e m_a F(x,y,y)eC*(Q) bo’lsin. Agar (1) funksional

YO (¥) = (v, (X, ¥, " (X)) € C,P[x,, %] joyiz funksiyada kuchsiz lokal ekstremumga erishsa,
[%,,%,]kesmada

d o
F by (y? (x))—& Foby 00y @)= =10 @
tengliklar bajariladi.
| s b oti. (1) funksionalning y°=y°(x) nuqtadagi birinchi variatsiyasini

hisoblaymiz:
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% h]_ J[y +ah] :—IF(X y® +ah,y” +ah')jx‘ =
a=0

= f%F(x,y1°(x)+ah1(x),-.-,yn°(x)+ahn(x),y1°'(x)+ahl'( b Yo' (X)+ 0, )dx

XI n

= I3[R, 6 y° () y® (Do) + Fy (6, y° () Gy (),
X0 i=1
bu yerda h,(x)e C*[x,, %} h(x,)=h,(x,)=0, i=1,n.
Funksional ekstremumining zaruriy shartiga ko’ra, N[y°,h]=0,
vheC, '[x,, %} h(x,)=h(x)=0, ya’ni

X1 n

J 2[R B yo 6y G0+ By 06y () v OB () =0, i =1, (5)

X0|_
h,(x) € C[%,,% ], i=1,m, funksiyalar sistemasining 0’zaro bog’lanmaganligini hisobga

olib, (5) dan

X1

[F,, G y2 (), y® (DR(x)+ Fy (x, v '(x)kix=0, i= (6)

X0
tengliklarga ega bo’lamiz. Endi Dyubua-Reymon lemmasini qo’llab, (6) tengliklardan, talab
gilingan, (4) tengliklar sistemasini olamiz. Teorema isbotlandi.

Isbotlangan teorema ko’rsatadiki, (1), (2) masalada y°(x)=(y,’(X).... y, (X)) Kkuchsiz
ekstremallar,

F, (Y, y')—% Fe (Y, ) =0, i=1n, (7)

Eyler tenglamalari sistemasini ganoatlantirar ekan.

Bu yerda, hususiy holda, n=1 bo’lganda variatsion hisobning asosiy masalasi uchun
olingan natija, ya’ni Eyler tenglamasiga ega bo’lamiz.

Agar F(x,y,y)eC?(Q) bo’lsa, (7) dan

SF. (X,y,y')yj"+i_leiy,.(X,y.y')yj'+FWi,(x,y,y')—Fyi(x,y,y')=0, i=Ln (8)

=i

sistemaga ega bo’lamiz. Bu esa, n noma’lumli ikkinchi tartibli n ta differensial

tenglamalar sistemasidir.
Bundan buyon quyidagi belgilashlardan foydalanamiz:

Favi = Fuy, (x, Y2 (X YOO VS (K)o yS'(X)),

Fav =F, (X yP (X),..., yo (x), ¥y (X),---,y‘:’(x)),

(%200 VE 00 (¥ () 1 =T
)

lardan tuzilgan nxn matrisani F; () deb belgilaymiz. Faraz

y|yJ B Y| Yj
Elementlari FJ, (x

gilaylik, F(x,y,y)eC®(Q) bo’lsin. Agar y°(x) = (y,’(X).....y,”(x)) kuchsiz lokal ekstremal
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uchun detF° (x)=0, Vxe[x,,x] bo’lsa, y°(x) funksiya [xo,x1] kesmada (8) tenglamalar
sistemasini ganoatlantiradi.

3-t a’ r i f. Eyler tenglamalar sistemasini ganoatlantiruvchi y(x) = (y,(X),...,y, (X)) joyiz
funksiyalarga (1) funksionalning stasionar funksiyalari deyiladi.

T

2
Misol.  Jy,.y,]=[[yz+y2+2y,y, ix — min(ma)
0

¥1(0)=0, y,(0)=0,
T T
Y: (E) =1, Y, (E) =-1.

Bu masalada F=y7+y5+2y,y,, F, =2y,, F, =2y, F.=2y,' F _=2y," va Eyler
tenglamalar sistemasi ikkita tenglamadan iborat bo’ladi:

d 1
Fyl ™ Fyl, =0<vy,-y, =0,

d ]
F —&Fyz. =0ey,-y, =0

Y2

bu yerdan
Y2 =¥:" Vi — Y1 =0
sistemaga kelamiz. Hosil gilingan sistemaning umumiy yechimi
y, =C,e* +C,e " +C;C0SX+C, SinX,
y, =C,* +C,e " —C,;C0S X —C, Sin X
ko’rinishda bo’ladi. Chegaraviy shartlardan foydalanib, C,=0,C,=0, C,=0, C, =1
ekanligini topamiz. Demak, garalayotgan masalada joyiz stasionar funksiya
y2(X) =sinXx, y;(X)=-sinx
bo’ladi. Lejandr sharti kuchaytirilgan shaklda bajariladi:
Fy1'y1' Fyl'Yz'
F, = (Fyzw Fyz'yJ >0 (13)
Yakobe tenglamalar sistemasi esa Eyler tenglamalar sistemasi kabi bo’ladi:
h,"~h, =0, h,"-h, =0.
Uning umumiy yechimini yozamiz:
h, =y,e" +y,6 +y,00sX+y,sinXx,
h, =y,e* +y,e —y,c0sx—y,sinx

h,(0) =0, h,(x.) =0, 0 < X. s% chegaraviy shartlardan y, =y, =y, =y, =0, ya’ni

h,(x)=0, h,(0)=0 bo’lishi kelib chigadi. Demak, Yakobi sharti kuchaytirilgan shaklda
bajariladi. Shunday qilib, kuchsiz lokal minimumning yetarli shartlari bajariladi. Bundan
tashqari, (13) shart Fp.(x,y,y')>0 V(xy,y)eR® ekanligini bildirganligidan, 4-

teoremaga ko’ra y°(x) = (sin x,—sin x) joyiz funksiya kuchli minimal ham bo’ladi.
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2. Yugori tartibli hosilalarga bog’lig bo’lgan funksionalning ekstremumi.

Faraz gilaylik, Q = R"* berilgan ochiq to’plam (soha),
S={xY.2,2,4): (X ¥,2,....2,)€Q}, F(X,V,2,,....2,)—Q sohada uzluksiz funksiya,

PO=(x0,y00,y01,...,yoln,l), l(Xl,ylo,yll,...,ylyn,l)—S to’plamning belgilangan nugtalari
X, < X, bo’lIsin.
Quyidagi

Iyl= TF(X, Yo' oo Y™ Jx —> min(ma) (14)

y(Xo) = Yoo yl(xo) = Yorreen y(n_l) (Xo) = Yon-1
y(xo) = Yo yl(xl) = Yo y(n_l)(xl) = Yinao (15)
V() =€ C"x %] (% Y00y (1) y" () € Q, X [xg%,]
ekstremal masalani garaymiz.
Yuqori tartibli hosilalar gatnashgan (14), (15) masala ham chegaralari qo’zg’olmas
variatsion masaladir. Bu masalada joyiz funksiyalar (chiziglar) (15) shartlar bilan
aniglanadi, ya’ni ularning uchlari berilgan Po va P1 nuqgtalarda mahkamlangan.

5-ta’rif. Agar biror £>0 son topilib, |y-y°| <€ shartni ganoatlantiruvchi

c™[x
barcha y=y(x) joyiz chiziglar uchun J[ ]s JIyl ( [ ]z J[y]) tengsizlik bajarilsa, (14)
funksional y°=y°(x) joyiz chiziqda kuchsiz lokal minimumga (maksimumga) erishadi,
deyiladi. Bunda y°(x) - (15) masalaning kuchsiz minimali (maksimali) deyiladi.

Keltirilgan ta’rifda C™[x,,x,] fazodagi norma o’rniga C"V[x,,x,] fazodagi
normadan foydalansak, kuchli ekstremal ta’rifiga ega bo’lamiz. Avvalgi garalgan variatsion
masaladagi kabi bu yerda ham har bir kuchli ekstremalning kuchsiz ekstremal bo’lishi
ravshan.

Kuchsiz ekstremumning birinchi tartibli zaruriy sharti quyidagi teoremada berilgan.

6teorema. F(xyz,..,2,)eC™(Q) bo’lsin. Agar yo(x) — (14), (15) masalada
kuchsiz ekstremal bo’lsa, barcha x e [x,, x,] uchun

d d? d"
Fyo(x)—&Fy (x)+d—2F (x)— ...+(—1)OIXn Fin(x)=0 (16)
tenglik bajariladi, bu yerda
, (n) . —
Fy(i)(x): Fy(i)(x, yo (%), y? (x),..., y° (x)) i=0,n. (17)

I sboti. (14) funksionalning y°=y°(x) nugtadaga birinchi variatsiyasini hisoblaymiz:

a][y h]— J[y +ah]a0:—j (xy +ah, Yy’ +ah',.. ,y "+ ah” )dao

a=0

_jz[p %,y (), Y (3))-... y" ()R ()i, (18)

bu yerda h=h(x)eC™[x,,x,], h¥(x,)=h"(x)=0, i=0,n-1
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(18) dagi qo’shiluvchilarning ikkinchisini (i =1) bir marta, uchinchisini (i =2) ikki
marta, va h.k, oxirgisini (i =n+1) marta bo’laklab integrallaymiz.
h®(x,) =h"(x,) =0, i =0,n—1 shartlarni hisobga olib,

I F o (Y (X). y*" () (x)x =

2 d - (n) . =
=(-1) j@Fy(i)(x,y‘)(x) ..... y* (x)h(x)dx, i=1n (19)
X0
tengliklarga ega bo’lamiz. Endi (18) formulada (19) tengliklarni va (17) belgilashlarni

e’tiborga olib, ekstremumning zaruriy sharti bo’lgan, & [y°,h]= 0 munosabatni
X1 d d 2 d n
I[F 00~ R0+ L2044 0. RS, (0 k= o

ko’rinishda yozamiz, bu yerda h(x) uzluksiz differensiallanuvchi funksiya, h(x,)=h(x,)=0.

Bu oxirgi tenglikka Lagranj lemmasini(2-ma’ruzaga q.) qo’llaymiz va natijada (17) ni hosil
gilamiz. Teorema isbotlandi.
Noma’lum y = y(x)e C™[x,, x,] funksiyaga nisbatan
d d? d"
Fy —& Fy‘ + W Fyo +...+ (—1)W Fyo(n,l) =0 (20)
tenglamaga Eyler—Puasson tenglamasi deyiladi. F(x,y,z,..,z,) eC™?(Q), bo’lganda

Eyler-Puasson tenglamasi 2n- tartibli oddiy differensial tenglamadan iborat.

6-t a ’ r i f. Eyler-Puasson tenglamasini ganoatlantiruvchi y°(x) joyiz funksiyaga (14),
(15) masalaning stasionar funksiyasi deyiladi.

Endi garalayotgan masala uchun ekstremumning ikkinchi tartibli zaruriy shartlari va
yetarli shartlarini gisgacha bayon gilamiz.Ular to’g’risida to’liq ma’lumotni[2,3] lardan
olish mumkin.

Agar F(xY,2,,..2,)eC?(Q) bo’lsa, (14) funksional har bir y° =y°(x)eC™[x,,x,]
nuqtada ikkinchi variatsiyaga ega va bu variatsiya,

523[y".h]= | > F o, 00:h () (x)ex, (21)

Xolyj:]-

h=h(x)eC™[x,,x,], h¥(x,)=h"(x,)=0, i=0,n-1.
formula bo’yicha hisoblanadi, bu yerda

h=h(x) ga bog’liq (21) funksional uchun tuzilgan Eyler-Puasson tenglamasiga (14), (15)
masala uchun Yakobi tenglamasi deyiladi.

7-t @’ r i f. Agar Yakobi tenglamasi h®(x,)=h®"(x.)=0, i=0,n—1, shartlarni
ganoatlantiruvchi trivial (aynan nol) bo’Imagan yechimga ega bo’lsa, x. nugta- y°(x) joyiz
chiziqg bo’ylab x, nugtaga go’shma nugta deyiladi.
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7-teorema. F(xY,2,..,2,)eC™?(Q) bo’lsin. Agar y°(x)eC®[x,,x,] (14), (15)
masalada kuchsiz minimal (maksimal) bo’lsa, quyidagi shartlar bajariladi:
a) Lejandr sharti: F{, ., (x)>0 (<0), Vx € [Xg, X, ]

b) Yakobi sharti: (x,,x,) intervalda y°(x) chizig bo’ylab x, nuqgtaga go’shma nugta
mavjud emas.

8-teorema. Agar:

a) F(x,¥,2,,...2,) eC™?(Q), Q=SxR, ScR"-ochiqto’plam;

b) Fy?n)y(n) X, Y,24,..,2,) 20 (£0), V(X, ViZy5n 2, ) eQ;

c) y°(x)eC®|x,,x,] joyiz stasionar funksiya;

d) kuchaytirilgan Lejandr sharti bajarilsa: F, ., (x)>0 (<0), Vxe[x,x];

e) kuchaytirilgan Yakobi sharti bajarilsa: [x,,x,] oraligda y°(x) chizig bo’ylab x,
nugtaga go’shma nugta mavjud emas. U holda, y°(x) — (14), (15) masalada kuchli lokal
minimal (maksimal) bo’ladi.

Endi (14) funksional

~ SRl 00F o (22

Xp 1=0
ko’rinishdagi kvadratik funksionaldan iborat bo’lsin. U holda, Yakobi tenglamasi,

n L |

2 (1) 5 (Reon") -
ko’rinishda bo’ladi.

9-te orema. Faraz gilaylik, P(x)eC"[x,,x], P,(x) >0 (<0), ¥x & [x,,x ] bo’lsin.

Agar Yakobi sharti bajarilmasa, (22) funksional uchun inf J[y]=—co (supJ[y] = +) bo’ladi.
Agar kuchaytirilgan Yakobi sharti bajarilsa, (22) funksional uchun yagona joyiz stasionar
funksiya mavjud, bu funksiya funksionalga global minimum (maksimum) beradi.

= [(y"2-16y?*)dx — min,

0
¥(0)=0, y'(0)=0, y(x)=0, y'(z)=
Bu masalada gatnashayotgan hosilalarning yugori tartibi n=2 bo’lgani uchun, (20)
tenglama,

Misol.

2
F, —iF +d—F =0
dx dx?

ko’rinishda yoziladi. F =y"*-16y?, F=-32y, F, =0, F,. =2y" bo’lgani uchun, Eyler-
Puasson tenglamasi,

2
—32y+§—2(2y")20 < yY -16=0
X

ko’rinishida bo’ladi. Uning umumiy yechimi,
y =c,e* +c,e?* +c, cos 2x + ¢, sin 2X.
Chegaraviy shartlardan
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1 1 1+e”

1

O o1 T 2imen) U oero1) T2
bo’lishi kelib chigadi. Qaralayotgan masaladagi funksional (22) ko’rinishdagi kvadratik
funksionaldir: n=2, P,(x)=-16, P(x)=0, P,(x)=1. Uning uchun Yakobi tenglamasi
h" —16h =0 bo’ladi. Bu tenglamaning umumiy yechimi

h=y,e™ +y,e ™ +y,c0s2X + ¥, sin 2x.
uchun h(0)=0, h(x.)=0, h'(x)=0, h'(x.)=0, x. >0 shartlardan h(x)=0 bo’lishi kelib
chigadi, ya’ni kuchaytirilgan Yakobi sharti bajariladi. F,.. =2>0- kuchaytirilgan Lejandr
sharti ham bajariladi. 9-teoremaga asosan,
2x —2X 2n

yo(x)= 2(92" _1)+ 2(1e_e_2n)— Ztet"e—l)cos 2x+%sin 2X

funksiya masalaning global yechimidir.

Mustaqil ishlash uchun savollar.
1. Bir necha funksiyalarga bog’lig bo’lgan funksionalning kuchli va kuchsiz
ekstremallari. Eyler tenglamalar sistemasi. Statsionar funksiyalar.
2. Yuqori tartibli hosilalarga bog’liq funksional ekstremumi. Kuchsiz ekstremumning
birinchi tartibli zaruriy sharti. Eyler-Puasson tenglamasi.

6-ma’ruza. Variatsion hisob asosiy masalasining umumlashmalari. Bir necha
o‘zgaruvchili funksiyalarga bog‘lig funksionallarning ekstremumi. Eyler-
Ostrogradskiy tenglamasi

Reja:
1.Masalaning qo’yilishi
2. Funksionalning birinchi variasiyasini topish.
3. Ekstremumining zaruriy sharti. Eyler-Ostrogradskiy teglamasi.

1.Masalaning qo’yilishi. Soddalik uchun , ikki o’zgaruvchili funksiyaga bog’liq funksional

uchun qo’yilgan,
o0z oz
J[z(x, y)]_J.IS[F(x, y,z,&,a)dxdy (23)
funksionalning ekstremumini, C*(D) sohada aniglangan (uzluksiz va 0’zining har bir argumenti
bo’yicha uzluksiz birinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo’lgan) va
Z(X1 Y) a— f (X’ y) (24)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi z(x, y) joiz funksiyalar sinfida, topish haqgidagi
variatsion masalani garaymiz, buyerda 6D — D sohaning chegarasi, f(x, y)- berilgan funksiya.
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Integral tagidagi F(x,y,z, p,q) funksiya(integrant) o’zining z, p,q argumentlari
bo’iyicha ikkinchi tartibgacha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lsin, deb faraz
ilamiz.
| 2. Funksionalning birinchi variasiyasini topish. Bu yerda ham yuqoridagi shatlarda (23)
funksionalning birinchi variatsiyasi uchun formula keltirib chigaamiz. Buning uchun,
variatsion hisob asosiy masalasidagiga o0’xshash,

2(x,y,a)=z(x,y)+a%(x,y)0<a <1 (25)

bir parametirli sirtlar oilasini garaymiz va unda aniglangan

o . oz aj

0z
Iz(x, y,a)]= ﬂ F(x, Y,z +a52,&+a&5z,5+a552 (26)

funksionalni garaymiz.
z=12(x,y)— (23) funksionalga kuchsiz ekstremum beruvchi sirt bo’lsin.

Quyidagi,

0z 0z 0 oh 0 oh
—=p,—=q,oz=h(X,y))—d0=—=h,—d=—=h 27
o= Py T (oy)— e =— v vill 27)
belgilashlarni  kiritamiz va
0
8[z(x, y)]= e Iz(x,y,a)] (28)

ifodani hisoblaymiz. Farazimizga ko’ra, (4) funksionalda integrallash va «  parametr
bo’yicha diferensiallash amallarining o’rnini almashtirish mumkin bo’lganligidan, birinchi
variatsiya formulasi,

S[z(x, y)]= [ [F, -h+F, -h, +F, -hyldxdy (29)

ko’rinishni oladi, h=h(x,y) - z(x,y) funksiyaning variatsiyasidir
3. Ekstremumining zaruriy sharti. Eyler-Ostrogradskiy teglamasi.
Ma’lumki, agar z(x,y) funksiya ekstremal bo’lsa, ixiyoriy h=h(x,y) variatsiya uchun,
Az(x N]=0s [[[F, -h+F, -h, +F, -h, Jdxdy =0 (30)

munosabat o’rinli bo’ladi. Oxirga munosabatning chap tomonidagi ikkinchi va uchunchi
go’shiluvchilarning shaklini o’zgartiramiz. Buning uchun,

0 0 5 5
E[Fp.h]:&{Fp}.h+Fp.hx, Fp'hx:&[Fp'h]—&{Fp} h
ifodalardan

0 0 5 5
5[ ! .h]:a{Fq}.h+Fq -h, F,-h, :E[Fq -h]— {Fq} h

ifodalarni olamiz va (30) munosabatga keltirib go’yamiz:
0 0 0 0
g{pz -2R)-2H }]hdxdy+ g{&[pp L, .h]}dxdy “o.

Oxirgi munosabatdagi ikkinchi integralda ikki karrali integralni egri chizigli integral orqali
ifodalash formulasi- Grin formulasi

_U (% - %}dxdy = ff Px +Qdy (31)

dan foydalanib va (24) chegaraviy shartlardan, h[(x, y)]aD =0 ekanligini hisobga olib, (30)
shartni,

0 0
J.DI{FZ —&{Fp}—a{ﬁ }}h(x, y)dxdy =0 (32)
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ko’rinishda yozamiz. Bunda h(x,y) variatsiyaning ixtiyoriyligidan, Lagranj lemmasining, ikki
karrali shitegral uchun umumlashmasi barcha shartlari o’rinli bo’lganligidan, (32) ifodaning
chap tamonidagi o’rta gavs ichidagi ifodaning D to’plamning barcha nugtalarida aynan
nolga teng bo’lishini olamiz. Demak ,(23) funksional ekstremumga erishadigan  z = z(x,y)
funksiya quyidagi,

0 0
P~ o Fol=, 1R =0 (33)
tenglamani ganoatlantirishi zarur. (33) tenglama, Eyler — Ostrogradskiy tenglamasi deyiladi va u
ikkinchi tartibli xususiy hosilali diffe

rensial tenglamadan iborat,bunda

0 0 op oq
&{Fp}=& {E(X’ .z p’q)}: Fo+Fp P+Fy, '&+ qu&’
0 0 op aq
5{&}:@{&()(’ Y.z, p,q,)}= Fyo+Fq-a+ qua"‘ qug’

p _ 0%z aq _ 0%z
oy oydx' ox  oxoy
Matematik fizika tenglamalari kursida (33) tenglamaning (24) chegaraviy shartlarni
ganoatlantruvchi echimini topish masalasi —Dirixle masalasi deb ataladi.
Funksional uch yokiundan ko’p o’zgaruvchili funksiyaga boglig bo’lganda ham Eyler- O

strofadskiy teglamasini keltirib chigarish mumkin .
3.4. misol. Ushbu

J[z]= J] (sz + zyz)jxdy
D
funksional uchun Eyler-Ostrogradskiy tenglamasini yozing.
E chilishi. Berilgan funksional ikki o’zgakuvchili funksiyaga bogliq bo’lib,
undaF = F(p,q) = p> + p> bo’lganligidan, F, =0,F, =2p,F, =2q va Eyler-Ostrogradskiy
tenglamasi

P P
9oty fgl=o,
aq{ p}+aD{q}

yoki, z°x+2°y =0<>Az=0 Laplas teglamasidan iborat. Ma’lumki, uning echimlari
garmonik funksiyalar deb ataladi.

Mustaqil ishlash uchun savollar.
1. Bir necha funksiyalarga bog’liq bo’lgan funksionalning kuchli va kuchsiz ekstremallari.
Eyler tenglamalar sistemasi. Statsionar funksiyalar.
2. Lejandr va Yakobi shartlari. Yetarli shartlar.
3. Yugori tartibli hosilalarga bog’liq funksional ekstremumi. Kuchsiz ekstremumning birinchi
tartibli zaruriy sharti. Eyler-Puasson tenglamasi.
4. 1kkinchi tartibli zaruriy shartlar.
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7-ma’ruza. Chegaralari go‘zg‘aluvchan variatsion masalalar. Transversallik

shartlari.
Reja
1. Masalaning go’yilishi.
2. Eyler tenglamasi, transversallik shartlari.
3. Transversallik shartlarining xususiy xollari.
4. Misol.
Tayanch iboralar: joiz chiziq, qo’zg’oluvchan chegaralar, funksional-ning birinchi
variasiyasi, Eyler tenglamasi, transversallik shartlari.
1. Masalaning qo’yilishi. Quyidagilar berilgan bo’lsin:
a) Q—R* dagi biror anig to’plam (soha);
V) S ={(x, y)eR?; (x, y,z)eQ}—Q to’plamning R? da proyeksiyasi;
S) (%o, ¥(%,)) (%, y(x,))eS'; buyerda x,, x, lar oldindan berilmagan;
d) y(x) funksiyalar uzluksiz differensiallanuvchi, ya’ni y e C*[a,b], bo’lib,

yA

(p(xo’yO):O\ V/(X111y1):0

v

5.1-chizma

X, % € (a,b)

ve) o(x,y), w(x,y) - uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar;

f) F(x,y,2); Q> R" - uzluksiz funksiya.

CW[x,,x,] fazoning
V ={y(x) e Chx, %] 9%, (%)) =0, w3, ¥(3%,)) =0, (%, y(x), y'(x)) € Q. x €[5, %]}
to’plamida aniglangan
I(y)=[Fxy,y)x

funksionalning ekstremumini topish masalasini garaymiz.

Bu masala chegaralari qo’zg’oluvchan variasion masala deyiladi va u

J(y)= _[:1 F(x, y, y')dx — min(max), (5.1)

(D(meo):Q l//()(11)’1)201 yeC(l)[a,b] (5.2)
ko’rinishda belgilanadi, bu yerda y, = y(x, ), y, = y(x,).
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—izoh. (5.2) shartlar go’zg’oluvchan chegaralarni aniglaydi (5.1-chizma). Shunday
gilib, go’yilgan masalada ekstremum, uchlari ¢(x,,y,)=0 (chap uchi uchun), w(x,,y,)=0

(0’ng uchi uchun) tenglamalar bilan aniglanadigan berilgan chiziglar bo’ylab siljiydigan
sillig chiziglar sinfida izlanadi.
Qo’yilgan masalaning quyidagi xususiy hollarini ajratish mumkin.
1) Joiz chiziglarning uchlari x=x,, x=x, tenglamalar bilan aniglanadigan ikkita
berilgan vertikal to’g’ri chiziglar bo’yicha siljiydi (5.2-chizma):
2) Joiz chiziglarning uchlari
1 y=p(x) y=9(x (5.3)
tenglamalar bilan ifodalanadigan ikkita berilgan

)oi chiziglar bo’ylab siljiydi. Bu holda chizma 5.1-
i y°(x) chizma kabi bo’ladi.Qaralayotgan holda berilgan

, chiziglar abssissalar o’qiga parallel y=vy,, y=y,
Q x | X1 . e . . .

! to’g’ri chiziglardan iborat masalani alohida

i ajratish mumkin (5.3-chizma):
! \

5.3-chizma

2-izoh. Qo’yilgan masalada y°(x) chizigni izlash
bilan birga xJ va x} giymatlar ham tanlanadi

yA
(5.1, 5.2-chizmalarga q.), ya'ni  (y°(x),x%,x) X=X,
uchlik izlanadi. Bunda uning birinchi tartibli ¢ -

atrofi (&>0)

1Y =¥ gy <8 o =] <0 po =] <&
shartlarni  ganoatlantiradigan (y(x), %, X,)

uchliklar orkali hosil gilinadi. 404" - |x

(5.1) funksional anigroq ko’rinishda
Iy, %0, %)= [T F(x v, y)x

kabi yoziladi.
Agar (5.1) funksional uchun ( °(x), x ) uchlikning birinchi tartibli & - atrofida

3(y° ()6, )S 3(y, %o, %)
tengsizlik bajarilsa, funksional ( °(x), x 0) uchlikda kuchsiz minimumga erishadi,

5.2-chizma

deyiladi.
2. Eyler tenglamasi. (5.1), (5.2) masalaning yechimini izlash uchun funksional
ekstremumining birinchi tartibli zaruriy sharti § J =0 dan foydalanamiz.

Faraz gilaylik, (y°(x), xg,xf) uchlikda (5.1) funksional ekstremumga erishsin. U holda
joiz chiziglar

y(x)=y°(x)+ah(x), y'(x)=y* (x)+ah'(x)
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munosabatlar bilan aniglanadi, bu yerda o eR- parametr, h(x)—tanlangan variasiya;
integrallash chegaralarining joiz giymatlari esa,
X, = Xg +adKy, X =X+,
formulalar bilan aniglanadi.
Funksionalning birinchi variasiyasini topamiz. Ta’rifga ko’ra,
d exXP+asg

&N =— F(x, y? +ah, y°'+ah')dx

da Ix8+ad,

a=0

ni topish uchun, ushbu

9% (1)t =jv(“)Mdt+
do Jul«) u@) oo

; f(v(a),a);i—;— f (u(cr), a)g_;

integralni  parametr bo’yicha differensiallash formulasidan foydalanamiz. U holda
quyidagiga ega bo’lamiz:

53— {J-xfm&l[aF(x, y° +ao;/h, yOI_HXhl)h(X)—i— aF(x, y° +§h’ y0'+ahl)h'(x)}dx+

5 5X1 — F(X, yO +ah, yO I+ahl1 X=x3 +a 5XO ]a—o B

X3 +a s,

+ F(x, y° +ah, y°'+ah'}xzxo+a

Lj[Fyh(x)+ F, ()t -+ F(x?, yo (60 ) y (6 o, — F (xS, v (xC )y (x8 o,

Integralda ikkinchi  go’shiluvchini  bo’laklab integrallab (2-ma’ruzaga q.),
ekstremumning zaruriy shartini
X d X
&=, {Fy - Fy}h(x)dXJFFy.h(x)‘Xg +F|, o —F[,_, 5 =0 (5.4)

ko’rinishda yozamiz.
(5.4) shartdan go’rinadiki, funksionalning birinchi variasiyasi §J tanlangan x; va x’

giymatlarda h(x) joiz chiziq variasiyasi bilan aniglanadigan integral gismdan hamda

integrallash intervali C

uchlarining &, ox T4 D

variasiyalari va ekstremal

uchlarining X=X7, X=X/

dagi h(x) variasiyalariga

bog’lig uchta i
go’shiluvchidan iborat (5.4- !
chizma). s . i |

5 J =0 shartdan ikkita P X, i 5
tenglllI kelib chigadi: X, i x
X n 0 0 0 0
TS TR

5.4-chizma
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ya’ni (5.1), (5.2) masalaning y°(x) ekstremali

d
Fy_&Fy' :0

Eyler tenglamasining yechimi bo’lishi zarur (2-ma’ruzaga q.).
2. Fy.h(xjj +F| o —F|_ =0 (5.5)
Bunda h(x) ., #h(x,). h(x),_. = h(x,) ekanligini ta’kidlash lozim (5.4-chizma).

& 4-chizmada BD =h(x)| ., FC=h(x) DE=a,
EC ~y'(x’)%, BD=FC-EC,
ya’ni
h(x)1,_e= h(x )~ y'(x0)- &, (5.6)
Bu yerdagi taqribiy tenglik yugoriroq tartibli cheksiz kichik migdorlar anigligida o’rinli
ekanligini ta’kidlab o’tamiz.
Xuddi shunga o’xshash,

(1)1~ hix, )~y (xE ok
Shuning uchun, (5.5) tenglikni,
Fy () +[F = y'F, 1,006 —F, ‘ h(x,)~[F = y'F, 1, 0% =0 (5.7)
ko’rinishda yozish mumkin.

(5.5) ni (5.7) ga almashtirishni hisobga olsak, funksionalning variasiyasi va (5.4)
ekstremumning zaruriy sharti

X0 d
& = |[F, -—F, Ih(x)dx+Fy"| ,h
i[y o P NG+ By, hx)+ 58)
+[F - y’Fy,]X:Xlo & —F, | g (x)-[F - y’Fy,] | & =0
ko’rinishda yoziladi.
(5.2) chegaraviy shartlarga asosan, h(x, ) va &(x,), hamda h(x,) va 5(x, ) variasiyalar
bog’langan:

0 0
8 =L ) B+ 221 1) hl,) =0, (5.9)

_ o
% = o bt O *

lekin h(x,) va &(x,) variasiyalar, h(x,) va 5(x,) variasiyalar bilan bog’lanmagan. Shuning
uchun, (5.7) tenglikni,
Fy/ |X:x0 h(xl)+[F - y/Fy/]X:XO o =0
1 o (5.10)
Fy/ |X:Xg h(Xo)"'[F -y Fy ]X:Xg X, =0

ko’rinishda yozish mumkin.
(5.9 va (5.10) shartlar transversallik shartlari deyiladi.
Keltirilgan natijalarni quyidagi tasdiq ko’rinishida ifodalaymiz.
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1-teorema(ekstremumning zaruriy sharti). (5.1) funksionalning (5.2) chegaraviy
shartlarni ganoatlantiruvchi y°(x)e C%[a,b] kuchsiz ekstremali:

a) F, :%Fy, =0 Eyler tenglamasini;

b) (5,9), (5,10) transversallik shartlarini ganoatlantiradi.
3.Transversallik shartlarining xususiy hollari.
1) Agar joiz chiziglarning bir uchi mahkamlangan bo’lsa, bu uch uchun
transversallik shartlari yozilmaydi, variasiyalar nolga teng.
2) Adgar joiz chiziglarning uchlari ikkita ikkita berilgan x=x,, x=x, Vvertikal
to’g’ri chiziglar bo’ylab siljiydigan masalalar berilgan bulsa, uning uchun
&, =0, &, =0 bo’ladi.
Demak, (5.10) transversallik shartlari
Foloe.=0 F, |x:xg =0 (5.11)
ko’rinishga ega bo’ladi.
(5.9) shartlar bajariladi, chunki berilgan to’g’ri chiziglar tenglamalarini
(P(Xo): Xo _Xg =0, l//(Xl): Xy _Xlo =0
ko’rinishda yozish mumkin.
3) Agar joiz chiziglarning uchlari berilgan ikkita y=¢(x), y=w(x) chiziglar
bo’ylab siljisa, (5.2) shartlarni
(P(XOYO): Yo _(D(Xo)z 0, l//(xlf Y1)= Y _l//(x1 )= 0
ko’rinishda yozish mumkin. Bu holda (5.9) dan
_¢/(Xo)5xo +1 h(X0)= 0,
_l///(xlo)éxl +1- h(xl): 0
tengliklarga ega bo’lamiz yoki:
h(xo ) =9 (Xg )SXO’ h(xl) =9 (Xf )5)(1
U holda (5.10) dan
F+lly' -y )F, 10 =0
F +[((p’ - y’)Fy,]X:Xg X, =0
tengliklar kelib chigadi. éx, va &x, variasiyalarning ixtiyoriyligidan, bu hol uchun
F+l' -y )1 =0
[F +((p’ - y’)Fy,]X:XéJ =0
transversallik shartlariga ega bo’lamiz.
Agar

(5.12)

Y=Y = (D(X) =const, y=Y,= W(X) = const
ko’rinishdagi chiziglar garalsa, y’(x)=0, w'(x)=0 bo’ladi va (5.12) shartlar soddalashadi:
[F+y’Fy,]X:X{J =0, [F +y’Fy/]|X:X8:O. (5.13)
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4) Agar (5.2) shartlar gatnashmasa, h(x,), o, h(x,), o, Variasiyalar ixtiyoriy
bo’ladi. U holda (5.10) dan
F ol =0 [F-y'F,]_,=0

(5.14)
F,l,e=0 [F- y/Fy,]szg =0

kelib chigadi.

5) Agar (5.2) shartlar y(x,)=y, Yy(x,)=y, ko’rinishda yozilgan bo’lsa, ya’ni
chegaralari qo’zg’olmas masala garalsa, o, = o, =h(x,)=h(x,)=0 bo’lgani
uchun, (5.10) transversallik shartlari bajariladi, Eyler tenglamasining umumiy
yechimidagi ixtiyoriy o’zgarmaslar esa, chegaraviy shartlardan aniglanadi.

1-misol. Chap uchi 4(0;0) nuqtada mahkamlangan, 0’ng uchi esa x=x =2 to’g’ri

chiziqda yotuvchi sillig chiziglar ichida (5.5-chizma)

2
3(y)= [ 120y +yy' + ' Jox
funksionalga ekstremum beruvchi chizik topilsin.
Yechilishi. Eyler tenglamasini tuzamiz:

F=2xy+yy' +y?, F =2x+y/, Fy,,:y+2y’, diFy,:y’+2y”
X

bo’lgani uchun, Eyler tenglamasi
2x+y —y'=2y" =0  yoki y"=x
ko’rinishga ega bo’ladi. Uni ketma-ket ikki marta integrallab, umumiy yechimini topamiz:
2
/
y :?+c,
X3
y= €+ C;X+C,.
Joiz chiziglarning chap uchi maxkamlangan, o’ng uchi esa x=2 vertikal chiziq bo’ylab
siljigani uchun, chap uch uchun chagaraviy shart va o0’ng uchi uchun (5.11) transversallik
shartini yozamiz.
y(0)

0
Fy/ |x1:2: (y+ 2y/)|xl:2: y(2)+ 2y’(2): 0

Endi C, va C, o’zgarmaslarni topamiz.

y(0)=C, =0, y(2)+2y’(2):%+2C1+CZ +4+2C, =0.

3

Bu yerdan C, =0, C, = %. Natijada, y°(x)= %—4—; ekstremalga ega bo’lamiz (5,5-

chizmaga q.).
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5.5-chizma

8-ma’ruza. Shartli ekstremumga qo‘yilgan variatsion masalalar. Lagranj

ko‘paytuvchilar goidasi

Reja
1. Bog'lanishlari chekli bolgan variatsion masalalar
1) Masalaning goyilishi.
2)Masala yechimini izlash tartibi(sxemasi).
3). Masalada shartli ekstremumning zaruriy shartini qo'llash algoritmi.
2. Differentsial bog’lanishlari bo’lgan shartli ekstremum masalalari
1). Masalaning go’yilishi
2). Masala yechimini izlash tartibi (sxemasi).
3). Masalada ekstremumning zaruriy shartini go’llash algoritmi.

Tayanch iboralar, Vektor funksiya, C '[x,,x,] fazo, masala yechimini izlash tartibi,

Lagranj funksiyasi, Lagranj ko'paytuvchilari, Eyler tenglamalari sistemasi, umumiy yechim,
chegaraviy shartlar, bog’lanishlar tenglamalari.

1. Bog lanishlari chekli bo’lgan variatsion masala.
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1.1. Masalaning qo'yilishi. Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi  joiz
y(X) = (¥,(X),..., ¥, (X)) vektor funksiyalar to'plami M ni garaymiz:

a) vy;(x) funksiyalar [x,,x,] kesmada aniglangan va uzluksiz differensiallanuvchi bo’lsin,
ya'ni y,(x) € CY[x,, %], i=1n, X, X, - berilgan;
b) y.(x) funksiyalar
Vi (%) = Yo i () = Y i =11 (1)
chegaraviy shartlarni ganoatlantirsin, ya’ni y,(x) egri chiziglarning har biri mahkamlangan
(9o’zg olmas) chegara nugtalardan o'tadi, y.,,y,, i =1,n , berilgan sonlar;
c) v.(x) funksiyalar barcha x e[x,,x] lar uchun

;% Y1), Yo () =0, j=1m, m<n, (2)
chekli bog'lanishlarni ganoatlantiradi., bunda y;(X,y;, ;... Y,). | =1m funksiyalar barcha

0 zgaruvchilari bo'yicha uzluksiz differensiallanuvchidir.
(2) tenglamalar o’zaro bog lanmagan, ya’ni

op, %
o, o,
rang| ....ccoeeeeeeens =m,
oLl
oy, oy,

hamda (2) bog lanishlar (1) chegaraviy shartlarga muvofiglashtirilgan.
Oxirgi jumlaning ma’nosi shundan iboratki, chegaraviy nugtalar (2) tenglamalarni x = x,

va x = x, bo’lganda ganoatlantirishi shart.
M to’plamda

30V Yoo Yol = [F O Vi Yo Va3 Vo e Y )X (3)

funksional berilgan, bu yerda F(X,Y,,. Vs YisY,0enY,) funksiya o’zining barcha
argumentlari bo’yicha ikkinchi tartibgacha uzluksiz xususiy hosilalarga ega, deb faraz
gilinadi.

M  to’plamga tegishli  joiz  y(x) vektor funksiyalar ichida shunday
y*(X) = (Y, *(X),.... ¥, *(x))*  vektor funksiyani topish kerakki, unda (3) funksional
ekstremumga erishsin, ya’ni

0V * (0, * (), Yo * (0] = extr fF(x, Yiseees Yoo Ya s Yz vevs Yo )X 4)

y(x)eM

bo’lsin.
Qo’yilgan masala, funksionallarning shartli ekstremumini topish hagidagi masalalar
sirasiga kiradi.
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1.2. Masala yechimini izlash tartibi (sxemasi). Sxema ekstremumning zaruriy
sharti, birinchi variatsiyaning ekstremum beruvchi funksiyada nolga tengligiga, ya’ni 8 =0
shartga tayanadi.

Ma’lumki, (4) masala, bir o'zgaruvchili bir necha funksiyalarga bog liq
funksionalning ekstremumi hagidagi masaladan (4-ma’ruzaga ¢.) fagat (2) chekli
bog lanishlar mavjudligi bilan farq qiladi. Shuning uchun, funksionalning birinchi
variatsiyasi uchun,

X

& = [YIF, ——F 1 (x)dx ©)

Xll

ifodadan foydalanamiz.
Modomiki, y,(x) funksiyalar (2) chekli boglanishlarni ganoatlantirishlari shart ekan,

op; = Z[ 1o (X)=0,j = Lm, (6)

i=1 5}/
bu yerda y*(x) - funksional ekstremumga erishadigan egri chiziq bolib, dy; variatsiya

xning [x,, %] oraligda tanlangan giymatida hisoblangan.

Shunday qilib, &y,(x) variatsiyalarning fagat n—m tasini ixtiyoriy deb hisoblash
mumkin (masalan, oy, ,(x).,...,dy,(x) larni), golganlari esa, (6) shartlardan aniglanadi.
Endi (6) tenglamalarning har birini gandaydir 2,(x) funksiyaga hadma-had ko paytirib va
X, dan x, gacha bo’lgan chegaralarda integrallab,

X1 n o0. __
[ Aj(x);ﬁéyi(x)dx:o, j=1m (7)

munosabatlarni olamiz.
(5) va (7) munosabatlarni hadma-had qoshsak,

Xln

I3, + 2, (x)g——F 18,(9dx =0 ®)
hosil bo'ladi.
Agar
F'(xy,y)=F(xy, y')+ili,-(x)¢j(x, y) 9)

belgilashni kiritsak, bunda F’(x,y,y) - Lagranj funksiyasi, Aj(x),jzl,_m - Lagranj
ko'paytuvchilari deb ataladi, oxirgi tenglamani,

X1 n

IZ[ : ——F 16y, (x)dx =0 (10)

Xo | =1
Ko rinishda yozish mumkin.
mta A(xX),...4,(x) ko paytuvchilarni shunday tanlaylikki, ular y"(x) egri chiziqg bilan
birga m ta
d « N

F, —&Fyi. =0, i=1m (12)
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Eyler tenglamalari sistemasini ganoatlantirsin.
Bunday qilishning imkoniyati bor, chunki (11) sistema, (9) belgilashni hisobga
olganda,
op; d . —

F_+ml. X)———F . =0, 1=1m
Yi JZ:;J()ay dX Yi

ko rinishni oladi.
Ravshanki, (11) sistema A4,(x) larga nisbatan chizigli va uning determinanti noldan
fargli (masalaning qo'yilishidagi c¢) bandga ko'ra), demak, u
A (X)se1 2y (X)
yechimga ega.
A (X),...,4,,(x) ko’paytuvchilar yuqoridagidek tanlanganda, (10) shart, quyidagi,

>R - 9 18y, (x)dx = 0 (12)
Xoi=m+1 I dX Vi

ko’rinishni oladi, bunda d&y,,,(x),...,dy,(x) variatsiyalar o’zaro bog’lanmagan. U holda,

variatsion hisobning asosiy masalasiga asosan (uni go’llash uchun variatsiyalarning navbat
bilan bittasini ixtiyoriy deb, golganlarini nolga teng deb olish mumkin),
F, —%Fyi,* =0, i=m+1.n (13)
munosabatlarga ega bo’lamiz.
Nihoyat, (11) va (13) larni hisobga olib, y(x) egri chiziq va Lagranj ko’paytuvchilari
F, —%Fyi,* =0, i=1n (14)
Eyler tenglamalari sistemasini ganoatlantirishi zarur, degan xulosa gilish mumkin.
Shunday qilib, 2n ta (1) chegaraviy shartlarni hisobga olgan holda, n+m ta (14) va
(2) tenglamalardan y*(x) = (y, *(X),....y, *(x))* vektor funksiya va 4(x),...,4,(x) Lagranj
ko’paytuvchilari topiladi.
Bayon gilingan natijani quyidagicha ifodalaymiz.
1-t e o r e m a((4) masalada ekstremumning zaruriy sharti). Agar (1) cheegaraviy
shartlarni va (2) chekli bog’lanishlarni ganoatlantiruvchi y*(x) = (y, *(x),....y, *(x))" vector

funksiyada, bunda y,(x) e C[x,x],i=1n,  (3) funksional ekstremumga erishsa,
Y, *(X),..., ¥, *(x) funksiyalar.

X0 X0
funksional uchun tuzilgan
Fy_*—iF "=0, i=1n
i dX Yi
Eyler tenglamalari sistemasini ganoatlantiradi.

Izohlar.
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1. 1- teoremaga asosan, shartli ekstremumga qo'yilagan (4) masalani yechish
bog’lanishlar gatnashmaganda J'[y,,...,y,] funksionalning ekstremumini tekshirishga

keltiriladi.

2. Bog lanishlardan qutilishning keltirilgan usuli, funksiyalarning shartli ekstremumini
topishdagi Lagranj ko paytuvchilari usuliga o’ xshashdir.

3. (2) bog'lanishlar mexanikada golonom bog lanishlar deyiladi.

4. Umumiy holda

F (xy.y)=F(xy,y) + z 2,99, (%, y)

umumlashgan Lagranj funksiyasidan foydalaniladi. Bunda A,(x)=0 va  A,(x)#0

hollar alohida garaladi.
1.3. (4) masalada shartli ekstremumning zaruriy shartini qo’llash algoritmi.

1 F (xy.y) = F(x., y)+§;z,-(x)(p,-(x, y)

Lagranj funksiyasini tuzish, A (x),...,4,,(x)- Lagranj ko paytuvchilari.
2. (14) Eyler tenglamalari sistemasi va (2) bog lanishlar shartlarini yozish:
F,’ —%Fyi,* =0, i=1Ln
@ (% Yo V) =0, j=1m.
3.Eyler tenglamalari sistemasining
Yi(X) = ¥ (X,€,Cpes Gz, 1 =110,
umumiy yechimini va 4,(x),...,4,(x) Lagranj ko paytuvchilari uchun ifodalarni topish.

4. c,c,,...,C,, 0 zgarmaslarni
Yio = yi(xoicl’czi'-wCZn)’ [ :]-,_n
yil = yi(xoicl’cz!"-!CZn)’ [ ::L_n
chegaraviy shartlardan topish va y=*(x) = (y,*(x),....y, *(x))" ekstremal uchun ifoda yozish

(ekstremalni yozish).
1-misol. Ushbu

w2

e yl= [I6°+v, -y -y, Idx
0
Funksionalning
T T
yl(o) = 1-y2 (O) =-1, yl(E) =1 Y> (E) =1

chegaraviy shartlarni va
y,—Y,—2c0sx=0
bog lanishlarni ganoatlantiradigan ekstremalini toping.
Y echilishi. 1. Lagranj funksiyasini tuzamiz. Modomiki,

Fovi+v,2-y, =y, y%y) =Y, — Yy, —2c0sx, m=1
ekan,
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F = F+ 400,060 = %' + ¥, =¥ =¥, + 400y, - Y, —2¢08]
boladi.
2.Eyler tenglamalari sistemasi va bog lanishlar tenglamasini yozamiz. Buning

uchun,
d

Py =20+ 400, F - =-2n, = F . =-2y,
— N ) d . .
Fyl =2y, = A4(X), Fyz' =-2Y,, &Fyz‘ =2y,
ifodalardan foydalansak, quyidagi
< od o« .
F, r Fyi‘ =2y, +A4(X)+2y, =0
« d

F

Yoi

—F =2y, + A, (x)+2y, =0
dX Y2

y,—Y,—2cosx=0
munosabatlarni hosil gilamiz.
3. Sistemaning umumiy Yyechimini topamiz. Sistemaning birinchi ikkita
tenglamasini hadma- had qoshib,
20y, +Y, ) +2(y, +Y,) =0
ekanligini olamiz. Yangi, z =y, +y, belgilash kiritib,
z+2=0
tenglamani hosil gilamiz. Uning xarakteristik tenglamasi
k?+1=0
Bo'lib, u k,, = +i ildizlarga ega ekanligini hisobga olsak,
z(X) =c,cosx+c,sinxX =Yy, +VY,
Bo'ladi.
Ikkinchidan, hosil gilingan sistemaning uchinchi tenglamasidan
2c08X=Y,—Y,
Bo'lishi kelib chigadi. Oxirgi tenglamalarni qo shib,

2y, =C,COSX+C,sinx+2cosx Yoki y,(x) =%cosx+c—225inx+cosx

ekanligini olamiz. U holda
Y, (X) =y, (x) —2cos X,
24(%) = 2y,(X) + 2, (X)
Bo'lishi kelib chigadi.
4. ¢ vac, ixtiyoriy o'zgarmaslarni chegaraviy shartlardan topamiz:

%(0)=2+1=1

c

L2 4
2

T
yl(E) =

61



Y, (X) =y, (X) —2cost = sin X — cOs X,
A (X) = 2sinx—2cosx —2sinx+2cosx =0
bu yerdan ¢, =0, ¢, =2 va y, (X) =sinx+cosXx,
Shuni e’tirof etish kerakki, masalada chegaraviy shartlar va bog lanishlar tenglamalari
muvofiglashtirilgan, chunki
¥1(0) - ¥,(0) —2cos0 =0,

%:(5) = 2(5) ~2c08 7= 0.
Bu faktni masalani yechishdan oldin tekshirish lozim. Shunday gilib, masalada

y, (X) =sinx+cosx, y, (X) =sinx—cos x
ekstremal topildi.

2. Differensial bog’lanishli variatsion masalalar.

2.1. Masalaning qo’yilishi.  Quyidagi shartlarni  ganoatlantiruvchi  joiz
y(X) = (¥,(X),..., ¥, (X)) vector- funksiyalar to’plami m ni garaymiz:

a) vy,(x) funksiyalar [x,,x,] kesmada aniglangan va uzluksiz differensiallanuvchi
bo'lsin, ya’ni y,(x) e C[x,,x].i=1n, x,,%_lar berilgan;

b) y.(x) funksiyalar,

Yi(%) = Yier ¥i(%) =Yy, i=1n (15)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi, bunda v.,,y,, i=1n sonlar berilgan, ya’'ni egri
chiziglarning har biri ikkita mahkamlangan(gqo zg olmas) chegara nuqtalardan o"tadi;

c) y;(x) funksiyalar barcha x e[x,,x] lar uchun

@i(X, Yorees Yor Yo ¥ ) =0, j=Lm; m<n (16)

differensial boglanishlarni ganoatlantiradi, bunda, @, (X, V... Vo, Y1 ¥, ) funksiyalar

barcha o' zgaruvchilari bo’yicha uzluksiz differensiallanuvchidir.
Bundan tashqari, (16) tenglamalar o"zaro bog lanmagan, ya’ni

oo o0
o, oy,
(=19 To R S =m
00n 09y
o; oy,
M to’plamda
IV Yo Yol = IF(X, Yirreos Yoo Yo Yo veves Y )X (17)

Xo
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funksional berilgan, bu yerda  F(X, Y, Voo Vi1 Ya v ¥s ) funksiya 0’zining barcha

argumentlari bo’yicha ikkinchi tartibigacha (birinchi va ikkinchi tartibli) uzluksiz xususiy
hosilalarga ega deb faraz gilinadi.
M to’plamga  tegishli  joiz  y(x) vector funksiyalar ichida shunday

y*(X) = (Y, *(X),.... ¥, *(x))*  vector funksiyani topish kerakki, unda (17) funksional
ekstremumga erishsin, ya’ni

IV 00, Y, * (Ko Yy ¥ (T = € [E(X, Yoo Yoo ¥i Yy s Y )X (18)

bo'lsin.
Bu masala - Lagranj masalasi deb ataladi.
2.2. Masala yechimini izlash tartibi (sxemasi).

Sxema ekstremumning zaruriy sharti, birinchi variatsiyaning ekstremum beruvchi
funksiyada nolga tengligiga, ya’ni & =0 shartga tayanadi. (18) masalaning (4) masaladan
asosiy fargi shundaki, undagi (16) bog'lanishlar tenglamalarida hosilalar gatnashmoqda.

Bu yerda ham, xuddi (4) masaladagi kabi, funksionalning birinchi variatsiyasi ifodasi

X1 n

3 = [YIF, ——F 1y (x)dx (19)

Xo =1
ko'rinishda bo’ladi, bunda (16) differrensial bog lanishlar qatnashganligidan, &y, (x)
variatsiyalar ixtiyoriy bo'la olmaydi. Shu sababli, bu bosgichda variatsion hisobning asosiy
lemmasini qo’llash mumkin emas.

dy;(x) variatsiyalar orasidagi t

Sp, = Z[ q"]

Y (x)+z[ ]\5y () =0,j=1m, (20)

bu yerda xususiy hosnalar a7 funksmnal ekstremumga erishadigan y*(x) egri chizigda
hisoblanadi.
(20) tenglamalarning har birini hadma-had hozircha noma’lum bo’lgan A,(x)

ko’paytuvchiga ko’paytiramiz va x, dan x, gacha bo’lgan oraligda integrallab,

j;t (X)Z—éyI (x)dx + fl 002553’- (x)dx=0, j=1m (21)

i=1

munosabatlarnl hosil qllamlz.
(21) munosabatlardagi ikkinchi integralning har bir go’shiluvchisini bo’laklab integrallab
va 8. (0) = 8.(x) =0, i =1,m ekanligini hisobga olib (chunki chegaralar qo’zg’almas),

Xln

1204 )W——w)ay]}ayxx)dx 0, j=Lm (22)

bo’lishini ko’ramiz.
Endi (22) va &3 ning (19) ifodasidagi &J =0 shartlarni go’shib,

Xl n

IZ{FyI+ZA (x)ay —X 2/1 (x)ay]}éy(x)dx 0, (23)

XOI =1
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tenglamani hosil gilamiz. Agar

FU 09 Y) = FOY.Y) + 24 (00 (%Y, Y) (24)
j=1
belgilashni kiritsak, bunda F(x,y,y)- Lagranj funktsiyasi deyiladi, (23) tenglama,
f i[Fyi - % Fyi,*](Syi (x)dx =0, (25)
X, i=1

ko'rinishda yoziladi.
m ta A,(x),...4,(x) ko'paytuvchilarni shunday tanlaymizki, ular y"(x) egri chiziq bilan
birga m ta
Fyi*—%Fyi.*=O, i=1m (26)
Eyler tenglamasini ganoatlantirsin.
Agar tenglamalarni kengaytirilgan holda yozsak, ular  4(x),...,A.(x) larga nisbatan

chizigli differrensial tenglamalar sistemasidan iborat bo’ladi va masalaning qo'yilishidagi c)
bandga asosan, yechimga ega.
Lagranj ko'paytuvchilari yuqgoridagi usul bilan tanlanganda (25) shart

f | Z [F, - % F, 16, (\)dx =0 (27)

XOl:m+l

ko'rinishni oladi, bunda ¢y, ,(x)....,dy,(x) variatsiyalar (0'zaro) bog'lanmagan.
Oxirgi tenglikda  oy,,.,(%),...,0y,(x) variatsiyalardan bittasini ixtiyoriy, golganlarini nolga

teng deb olib, hamda variatsion hisobning asosiy lemmasini tadbiq qilib,
« d * .
F, —&Fyi. =0, i=m+1n (28)

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz.

(26) va (28) larni hisobga olib, y"(x) egri chiziq va Lagranj ko'paytuvchilari

* d * . P
F, —&Fyi, =0, i=1n (29)

Eyler tenglamalari sitemasini ganoatlantirishi zarur degan xulosa gilishimiz mumkin.

Shunday qilib, n+m ta (29) va (16) tenglamalar va ta (15) chegaraviy shartlardan

y* (%) = (¥, * (¥, Yo * (X))
vector- funksiya va 4,(x),...,4,,(x) Lagranj ko’paytuvchilari topiladi.

2-te o re ma ((18) masalada ekstremumning zaruriy shartlari).  Agar (15) chegaraviy
shartlar va (16) differensial bog’lanishlarni  ganoatlantiruvchi y*(x) = (y, *(X),..., ¥, * (X))*

vector funksiyada (17) funksional ekstremumga erishsa, y, *(x),...,y, *(x) funksiyalar,

X0
X1 , . m , .
= I [F(X! y1!"'l ynlyl yreey yn )+le (X)yj (X, yl!"'! yn!y1 yreny yn )]dX
j=1

X0
funksional uchun tuzilgan,
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FyA*—iF,*=O, i=1n
i dX Yi
Eyler tenglamalari sistemasini ganoatlantiradi.

Izohlar: 1. 2-teoremaga asosan, shartli ekstremumga go’yilgan (18) masalani yechish -
bog’lanishlar gatnashmaganda J7[y,,...,y,] funksionalning ekstremumini tekshirishga

keltiriladi.

2. Mexanikada (16) ko’rinishdagi bog’lanishlar golonom bo’lmagan bog’lanishlar
deyiladi.

3. Umumiy holda umumlashgan Lagranj funksiyasidan foydalaniladi.

2.3. (18) masalada ekstremumning zaruriy shartini go’llash algoritmi.

L F 00 Y) = FO0Y )+ D400, (60Y.)

Lagranj funksiyasini tuzish, bunda A (x),...,4,,(x) - Lagranj ko’paytuvchilari.
2. (29) Eyler tenglamalari sistemasi va (16) bog’lanishlar tenglamalarini yozish:
F,’ —%Fyi,* =0, i=1n
;0% Yyreo Yo Yoo ¥, ) =0, j=1m
3. Eyler tenglamalari sistemasining y,(x) =V, (X,¢,,C,,..,C, ), i=1,_n, umumiy
yechimini hamda 4,(x),...,4,,(x) Lagranj ko paytuvchilari uchun ifodalarni topish.

4. c,c,,..,C,, 0 zgarmaslarni
Yio = yi(XO’Cl’CZ""’CZn)! [ :]-,_n,
Yi = yi(XO’Cl'CZ""’CZn)’ [ ::L_n
chegaraviy shartlardan topish va  y*(x) =(y,*(X),... ¥, *(x))" ekstremal uchun ifoda

(ekstremalni) yozish.
2-misol . Ushbu

teoo 2 ' 2
Y 1= IV + Y, =¥ =Y, I
0

funksionalning
yl(o) =2, Yo (0) =0, yl(l) = 2chl, Y, (l) =2shl
chegaraviy shartlarni va

Y=y, =0
differensial boglanishni ganoatlantruvchi ekstremalini toping.
E ch I | I sh I. 1.Lagranj funksiyasini tuzamiz:
FOGYY) =Y +¥, i) y,¥)=yy=-y,, m=1

bo’lganligidan,

Fr oy y) =y 4+, 40y - v..
2.Eyler tenglamalari sestemasini va boglanishlar tenglamasini yozamiz;
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* * " d * "
F, =0.F, =2y, +ﬂq(x),&|:y11 =2y 1+4(X)

* * " d * n
F Y2 =_/FL1(X)!Fy12 :2y2 !&F v =2y2

ekanligini hisobga olsak,

) . —2y,"-4, (x) =0
FY1 _iFyH :O:{ yl 1( )
dx —A4(X)-2y, =0
Fy*—iF S =0=
Podx
yll_yz_o

bo’ladi.
3. Hosil gilingan sistemaning umumiy echimini topamiz. Sistemaning daslabki
ikkita tenglamalaridan,

W) =-2y," 2 () =-2y" 2y, =-21() =2y,
ekanligini olamiz, uchinchi tenglamadan esa,

Vi=Yo Y =Y,
bo’lishi kelib chigadi. U holda, 2y, =2y, =2y, yoki Y, =Y, =0
bo’ladi. Oxirgi tenglamaning A* -2 =0,,A(x* -1) =0 xarakteristik tenglamasi
A =1x, =-1 A, =0 ildizlarga ega, shuning uchun,

Y, (X) =cie” +c,e7" +c,
Yy, (X) = j Y,(X)dx =ce* —c,e” + X+ ¢y,

() = =2, (X).

4.  ¢,¢,,05,0,, 0’zgarmaslarni chegaraviy  shartlardan  topamiz;

V1(0)=¢; —c, +¢, =2

Y,(0)=c¢, +c, +¢c; =0,

-1
V(D) =ce- cze’l +cy+c, =chlchl= €+e ,
-2 e—et
y,() =c,e+c,e +c, =2shl,shl=
Buerdan ¢, =1¢,=-Lc,=c¢,=0 bo’lishi kelib chigadi.

Natijada, y"(x) = (y"1(X),y"2(x))" ekstremal, y*1(x) =e* +e7*;y"2(x) =e* —e~*
ko’rinishda bo’ladi va A (x) = -2y 2(x) =—2e* +2e7.
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9-ma’ruza. lzoperimetrik masalalar
Reja
1. Lagranj funksiyasi. Lagranj ko’paytuvchilari goidasi.
2. Ikkinchi tartibli zaruriy shartlar va yetarli shartlar.
Tayanch iboralar. 1zoperimetrik masala, izoperimetrik shart, funksiya,C 1[x0,x1] fazo, kuchsiz va

kuchli ekstremumlar, Lagranj funksiyasi, Lagranj ko'paytuvchilari, Eyler tenglamasi, Lejandr va
Yakobi shartlari.

Q — R®-ochig to’plam, S ={(x,y):(x,y,2)eQ}, F.(x,y,2), i =0,m, funksiyalar Q da uzluksiz,
P,(X,, Yo ) Pux.,y,)— S to’plamning belgilangan nugtalari, x, < x, bo’Isin.
Quyidagi:

34[51= [ Fulx. v,y = min(mx), a

Xo

3lyl= [Fxy.y)ix=a, i=1m, (a, =const) @
Y(%)=Yo, Y0x)=Ys, (% ¥(x)y'(x)eQ, xelx,x} y()eCVx,x] ()
ekstremal masalani garaymiz.
Bu masalaga izoperimetrik masala deyiladi. (2) shartlarga esa, izoperimetrik shartlar (bog lanishlar

) deyiladi. (2), (3) shartlarni ganoatlantiruvchi y(x)e C*[x,,x, ] funksiyalar izoperimetrik masalada
joyiz funksiyalar (chiziglar)dan iborat.
Kuchsiz va kuchli ekstremumlar ta’rifi variatsion hisobning asosiy masalasidagiga o’xshash
beriladi: agar y*=y*(x) joyiz funksiyaning biror V, (y*,g) nolinchi tartibli atrofiga tegishli
barcha joyiz funksiyalar uchun

3oy I3yl (@aly ]2 3lv) (@)
bajarilsa, y,(x) - izoperimetrik masalada kuchli lokal minimal (maksimal) dir; kuchsiz
minimal (maksimal) uchun esa, (4) munosabat y*=y"(x) joyiz chizigning biror Vl(y*,a)
birinchi tartibli atrofida yotuvchi barcha y=y(x) joyiz chiziglar uchun bajariladi.

Izoperimetrik masala shartli ekstremum uchun qo’yilgan variatsion masaladir. Bu masala
uchun ekstremum zaruriy shartlarini bayon gilishda,

LY,y A) =D AR (YY), A=(Ag Ay Ay) (5)

i=0
Lagranj funksiyasidan foydalanamiz. 2,,4,,...,4,, sonlarga Lagranj ko’paytuvchilari
deyiladi.

1-teorema. Faraz gilaylik, F.(x,y,y') eC®(Q), i=0,m, bo’lsin. Agar
y =y (x)eClxx] _ (1)-(3) masalada kuchsiz ekstremal bo’lsa, bir vaqgtda nolga teng
bo’lmagan shunday A%, 11,...,A'm sonlar topiladiki, y*(x) funksiya,
L(x,y,y',A) (A" =(X0,A'1,.... A'm)) Lagranj funksiyasi uchun tuzilgan,
d
L~ Ly =0 (6)
Eyler tenglamasini ganoatlantiradi. Agar
. « » d x » R
G (x)=F, (%, y ()Y (%)= Fy ey () y (o) i=1m (7)

funksiyalar chizigli bog’langan bo’lsalar, y*=y*(x) bo’ladi.
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Isboti. Berilgan

= J'Fi (x,y,y)dx, i=0,m,
funksionallarning y"=y*(x ) nugtadagi variatsiyalarini hisoblaymiz.
Ta’rifga ko’ra,

&, [y*’ h]: % Ji [y* + ah]a=o = T[Fi; (x)h(x)+ Fy (x)h'(x)}ix,

i=01..,m,

bu yerda Fy(x)=F, (xy" () y ()} Fy(x)=Fy. b0y (x)y" (x).

CW[x,, %] fazoning C¥[x,,%]= fh(x)e C¥[x,, % ]: h(x,) = h(x, )= 0} gism fazosini R™*
fazoga akslantiruvchi

An=(83,[y".h|&,[y".h]...a3,[y".h)

chizigli akslantirishni garaymiz.
Bu yerda ikki hol bo’lishi mumkin:

A akslantirish C,"[x,,x,] ni R™? ga to’la akslantiradi, ya’ni A akslantirishning obrazi
ImA=R™" (regulyar hol).

A akslantirish Co(l)[xo,xl] ni R™1 ning gismiga akslantiradi (aynan bo’lgan hol).

Dastlab teorema tasdig’ining aynan bo’lgan holda to’g’riligini ko’rsatamiz.

Ma’lumki, chizigli akslantirishda chizigli fazoning obrazi chizigli gqism fazodan iborat
bo’ladi. Demak, aynan bo’lgan holda, A akslantirishning obrazi ImA=R™"* fazoning hos
gism fazosi bo’ladi. U holda funksional analizdan ma’lum faktlarga ko’ra[a , b], bir vaqtda
nolga teng bo’Imagan shunday A%,21,...,A'm sonlar topiladiki,

(8)

Zm:lfzizo, Vz=(24,2,2,) € IMA

tenglik bajariladi. Endi A operatorning aniglanishi va a]l[y*, h] variatsiya uchun (8)
ifodalarni hiasobga olib,

j(Zz (F: (0n()+ E () (x))jdx 0, wh(x)eClfx,.x]
tenglikka ega bo’lamiz. Dyubua-Reymon lemmasiga ko’ra, bu yerdan

Sie -2 SAR 0] el ©

munosabatnl olamlz, ya’ni y*(x) kuchsiz ekstremal (6) tenglamani ganoatlantiradi.
Hosil gilingan (9) munosabatni (7) belgilashlarda

> 4G (K)=0  ¥xelx,x]

ko’rinishda yozish mumkin. Bu yerdan esa, G(x) funksiyalar chizigli bog’lanmagan holda,
Ay # 0 ekanligi kelib chigadi.

Endi regulyar holni garaymiz va bunday hol bo’lishi mumkin emasligini ko’rsatamiz.
Shunday h,(x)e C,"[x,, %} j=0,m fun  ksiyalarni olamizki, Ah, =e, bo’lsin, bu yerda
e, =(10,..,0), e, =(010,..,0), e, =(00,..1)— R™" dagi kanonik bazis. R™** dagi nol
nugtaning atrofini yana R™! ga F akslantirishni garaymiz:

D(B)=(0o(Bo: Brreens B ) @0(Bos Burvers B hees @ (Bos Broves Bn) )
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bu yerda

Bu ¢, funksiyalar uzluksiz differensiallanuvchi va bunda

Li i
00 _ 5 Iy .h]=s, = {"_ I o<, j<m,
B, 0,i#]

(p( )_(aO’al ----- am):Z*’ a0=‘J0[y*]
Teskari funksiyaning mavjudligi hagidagi teoremaga ko’ra [a,b], shunday @! sillig
akslantirish va k>0 o’zgarmas mavjud bo’ladiki, yetarli kichik z-z* uchun

@' (z) <k|z-77|
tengsizlik bajariladi. Hususiy holda, modul bo’yicha yetarli kichik ¢ son uchun shunday
Ble)=(B,(e), B,(£)..... B, (¢)) vektor topiladiki, B(s)=D'(a, +¢,a,,...,a, ) tenglik bajariladi,
ya’ni

ool o) =y e & J{y*+jz”_”;ﬁj<s>hj}=ao[y*]+g,

va bunda
1B(e) =D (a, +£,ay,...,a,)<kle].
Shunday gilib, y*(x) joyiz funksiyaning ixtiyoriy V,(y",) birinchi tartibli atrofida shunday

y(x) =y (x)+ iﬁj (e)h;(x) joyiz funksiya mavjudki, uning uchun
=0

3oly]-oly'|=¢

bajariladi. Bu yerda ¢ ning moduli bo’yicha yetarki kichik har xil ishorali giymat gabul
gilishini hisobga olsak, y” ning lokal ekstremal ekanligiga zid xulosaga kelamiz. Olingan
garama-qarshilik A akslantirish uchun regular hol bo’Imasligini ko’rsatadi. Teorema
isbotlandi.
Isbotlangan teoremaga, izoperimetrik masala uchun Lagranj ko’paytuvchilari goidasi
deyiladi. Agar y*(x) ekstremalga A, = 0 Lagranj ko’paytuvchisi mos kelsa, 4, =1 deb olish
mumekin.
8-ta’rif. L(x, Y, y',/l*) (/1* =X 0, A1,0 A m) ¢0) Lagranj funksiyasi uchun tuzilgan (6) Eyler
tenglamasini ganoatlantiruvchi y*(x) joyiz funksiyaga (1)-(3) masalaning shartli- stasionar
funksiyasi deyiladi.
Ma’ruzamiz so’ngida izoperimetrik masala uchun ikkinchi tartibli zaruriy va yetarli shartlar
hagida gisgagina to’xtalib o’tamiz. (to’liqgroq ma’lumot uchun masalan [6] ga garang).

Faraz gilaylik, F,(x,y,y") eC*(Q), i=0,m, y'(x)eC?[x, x| joyiz stasionar funksiya,
A =(A0,A1,...,Am) ungamos Lagranj vektori, A, =0 bo’lsin. U vagtda

Jly]= TL(X, Y,y A Jdx = T[FO +§:17Fi jdx

funksional y* nuqte:da 0
62J[y*,h]:xfl[A*(x)h'2+C x)hh'+B* (x)h? kix

X0
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ko’rinishdagi ikkinchi variatsiyaga ega, bu yerda
A () =Ly, (Y (0 Yy ()2) € (})=Lyy (xy"(x)y" (x).2)
B"(x) =L, (%, y () y"(x).4")
Quyidagi
523y h]= [ [A" (0 ?+2C" (x)hh=+B" (h? kb —> min(max ),

&,y h]= :‘l|:Fiy (Y (x)y"(x)- % Fy (0 y (%) y” (X))}h(X)dx =0,i=1m
h(x,)=0, h(x)=0

izoperimetrik masalani garaymiz. h(x)=0 funksiya bu masalaning yechimidir. Shu masala

uchun Lagranj ko’paytuvchilari qoidasini qo’IIab
d

—&(A*(x)h' +C"(x)h)+C"(x)h+B"( Z/,t, (x)= (10)
tenglamaga ega bo’lamiz, bu yerda G;(x ) funksiya (7) tenglik bilan aniglanadi. (10)

tenglamaga y“(x) stasioanar funksiyaga mos keluvchi Yakobi tenglamasi deyiladi.
o-ta’rif. Agar (10) Yakobi tenglamasi

jG x)dx=0, i=1m, h(x,)=h(£)=0

shartlarni qanoatlantlruvchi trivial (aynan nol) bo’Imagan yechimga ega bo’lsa, & nuqta x,
nuqtaga go’shma nugta deyiladi.

Agar G;(x), i=1m funksiya [x,,&] x, <&, <& <x, kesmalarda chizigli bog’lanmagan
bo’lIsalar, go’shma nugtalarni quyidagicha aniglash mumkin: faraz gilaylik, h,(x) bir jinsli
(ya’ni g, =0, i=1,m) Yakobi tenglamasining h,(x,)=0, h,'(x,)=1 shartlarini
ganoatlantiruvchi yechimi bo’lsin; h,(x)- bir jinsli bo’lmagan (u; =1, =0, i=j)
Yakobi tenglamasining h;(x,)=0, h,'(x,)=0, j=1m shartlarini ganoatlantruvchi yechimi
bo’lsin; u vaqtda & nugta fagat va fagat

h§0(§) ............ - h, (&)
[heG,dx ... [h, G dx
H(E)=|

matrisa maxsus bo’lgan holdagina (det H(&)=0)  x,nugtaga qo’shma nugta bo’ladi.
2-teorema. Faraz gilaylik, F (x,y,y)eC®(Q), i=0,m, y'(x)eC?[x,,x,] kuchsiz

minimal (maksimal), " = (120, 41,..,4 m) —Uunga mos Lagranj vektori bo’lsin va

G, (x), i=1m funksiyalar ihtiyoriy & e(x,,x,) uchun [x,,&] [&, x,] kesmalarda chizigli

bog’lanmagan bo’lsin. U holda quyidagilar bajariladi:

a) Lejandr sharti: L,..(x,y"(x)y"(x))>0 (<0)

b) Yakobi sharti: (x,,x,) intervalda x, nugtaga qo’shma nuqta mavjud emas.
3-teorema. Faraz gilaylik, quyidagilar bajarilsin:
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1) Q=SxR, ScR?-ochiqto’plam;
2) L=F, +§m:zi F,, LeCcY(Q)
i=1

3) Ly, (xy(x)y(x)2)=0 (<0), V(xy,y)eSxR;

4) y"(x)e C?[x,,x,] shartli stasionar funksiya;

5) kuchaytirilgan Lejandr sharti: L,..(x, y"(x),y"(x) ) >0 (<0),

6) kuchaytirilgan Yakobi sharti: (x,,x,] oraligda x, nugtaga go’shma nugta mavjud emas.

U vagtda y*(x) - izoperimetrik masalada kuchli lokal minimal (maksimal) bo’ladi.
4-teorema. Faraz gilaylik, (1)-(3) masalada J, — kvadratik funksioanal, ya’ni

X

Jilyl= [ (a (x)y+b, (x)y)dx, i=1m
X0
bo’lsin, bu yerda A,(x),a(x)....,a, (x) funksiyalar [x,,x, ] kesmada uzluksiz

differensiallanuvchi, B,(x),b,(x)....,b, (x) funksiyalr esa uzluksiz. Bundan tashqari

A (x)>0(<0), Vxelx,,x] shartbajarilsin. U holda, agar Yakobi sharti bajarilmasa
izoperimetrik masalada inf J,[y]= —co, (supJ,[y]=+ew) bo’ladi. Agar kuchaytirilgan Yakobi
sharti bajarilsa, shartli stasionar funksiya mavjud, yagona va unda J, funksional global

minimum (maksimum) ga yerishadi.
Misol.

0 1
J‘(y'2 —yz)dx—>min, jydx:o, y(0)=y(@)=0.
0 0
Lagranj ko’paytuvchilari qoidasini go’llaymiz.

F=y%-y F =y, C*1=Fly—i|: =1.

dx
Demak, L =A,F, + 4, F, Lagranj funksiyasida A, =1 deb olish mumkin. Qulaylik uchun
A=A, deb belgilab, L =F, + AF, = y*~y® + Ay Lagranj funksiyasi uchun Eyler tenglamasini

yozamiz:
d d . " A
L, —&Ly. =0 —2y+/l—&(2y)=0 =N +y—5=o.
Tuzilgan tenglamaning umumiy yechimi
y(x)=c,sinx+c, cosx+%.
bo’ladi. Chegaraviy va izoperimetrik shartlardan foydalanib, c,, ¢, 2 o’zgarmaslarni

topamiz. y(0)=0 = % =—¢, = y(x)=c,sinx+c,(cosx-1).

1)=0

v <:>clsin1+ c,(cos1-1)=0 ¢, =0,
J.ydx =0[ ¢(1-cosl)+c,(sin1-1)=0/ "¢, =0.
10

Demak, y(x)"=0 yagona shartli - stasionar funksiyadir.
Kuchaytirilgan Lejandr sharti bajariladi, ya’ni L,,. =2>0. Yakobi tenglamasini tuzamiz.
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A'=L,, =2 B =L,=-2 C =L, =0, G=G1=1

d (s, ~+ oy o . d . N u
——(A"h+Ch)+Ch+B"h+ 1,G" =0=>—2h——(2h)+ u=0=h"+h-L - 0=
dx dx 2
:>h"+h—;=0,ﬁ=%.

Tuzilgan Yakobi tenglamasiga mos h'+h =0 bir jinsli tenglama h(0) = 0,h'(0) =1 shartlarni
ganoatlantiruvchi hy(x)=sinx yechimga ega. Bir jinsli bo’lmagan h'+h+1=0 tenglama
esa, h(0) = h'(0) =0 shartlarni ganoatlantiruvchi h,(x)=cosx -1 yechimga ega. H(&)
matrisani tuzamiz.

h(e) h(¢)
!

siné cosé -1
H(S)= jihodx ihldx J

1-cos¢é sing—-¢

Demak, x, =0 nuqtaga go’shma nugtalar quyidagi tenglamaning yechimidir:
_sing cos&-1| ~ P B i
oletH(g)_l_COde Sine—¢ =2-200s& —EsinE =02(1-cos&)—-Esiné =0

S S cne S S S S S S

= 2sin” 2 —&£sin2¢0s2 =0 = sin2| 2sin2 -2¢0s2 |=0=>sin2 =0, tgéz—
2 2 2 2 2 2 2 2

>
tg%:% tenglamaning ildizi £ >1 bo’ladi, chunki agar & <1 bo’lganida edi, tg % >%

bo’lar edi. Ammo {O%} oraligda tgx<x, demak tg % < %; & =1 ekanligi ham ravshan.

sin% =0 tenglamaning eng kichik musbat ildizi esa, &*= 2z bo’ladi. Shunday qilib, [0,1]

da x, =0nugtaga go’shma nugta mavjud emas, ya’ni kuchaytirilgan Yakobi sharti bajariladi.
13-teoremaga ko’ra, y“(x)=0- berilgan masalaning global yechimidir.

Mustaqil ishlash uchun savollar.
1. lzoperimetrik masala. Lagranj ko’paytuvchilari goidasi.
2. lzoperimetrik masalada Lejandr va Yakobi shartlari.
3. Ekstremumning yetarli shartlari.

10-ma’ruza. Optimal boshgaruv masalasi. Optimal boshgaruv masalasining

umumiy qo‘yilishi, asosiy muammolar

Reja.
1.0ptimal boshgaruv masalasiga sodda misol.
2.0ptimal boshgaruv masalasining umumiy qo’yilishi.
3.0ptimal boshgaruv masalasining asosiy tiplari.
4.0Optimallikning zaruriy sharti (maksimum prinsipi).
Tayanch iboralar: Boshgariluvchi obyekt, boshgaruv, tezkor harakat bo’yicha
boshqarish, joyiz boshqarish, joyiz trayektoriya, optimal boshqarish, optimal trayektoriya,
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terminal boshgaruv masalasi, go’shma sistema , Gamilton-Pontryagin funksiyasi,
maksimum sharti, maksimum prinsipi va uning chegaraviy masalasi.

XX asrning ikkinchi yarmiga kelib hozirgi zamon fan va texnikasi masalalari bilan
bog’liq holda variasion hisobning yangi tarmog’l - optimal boshgaruv nazariyasi vujudga
kelib intensiv rivojlanmoqda [1,2,3].

1.0ptimal boshgaruv masalasining qo’yilishi. Avvalo optimal boshgaruv amaliy
masalalaridan birini keltiramiz:

vo boshlang’ich tezlikka ega bo’lgan birlik massali material nugtani modul bo’yicha
birdan oshmaydigan kuch ta’sirida gorizontal to’g’ri chiziq bo’ylab A nugtadan B nuqtaga
shunday ko’chirish talab gilinadiki, bunda material nugta B nuqgtaga v tezlik bilan eng gisga
vagtda yetib kelsin.

Qo’yilgan masala tezkor harakat bo’yicha optimal boshgaruv masalasidan iborat. Uning
matematik modelini tuzamiz.

Ox o’qda A(e) va B(p) nuqtalarni olaylik. Material nugta t=to boshlang’ich vaqtda A
nugtada, t=t1(t1>to) vaqgtda esa B nugtada bo’lsin.
T= t1-to material nugtaning ko’chish vaqtidan iborat.

Vo V1
— —>
v |
i
u |
o > p | R
X »
A > B X
vP

x=x(t)-material nugtaning t vaqtda bosib o’tgan yo’li, u=u(t) material nugtaga t vaqt
momentida ta’sir etayotgan kuch miqdori bo’lsin.
2

. dx : : .., dx . :
U vaqgtda X:E:V - material nuqgtaning tezligi, X= e =a material nugtaning

tezlanishi bo’ladi.
Nyutonning ikkinchi gonuniga ko’ra ma=u tenglik o’rinli, bu yerda m -—material
nuqtaning massasi m=1,a = X ekanligini hisobga olsak,
X=u (1)
tenglamaga ega bo’lamiz. Masalaning qo’yilishiga ko’ra,
X(t,)=a, Xx(t,)= Vo}
x(t)=p xt)=v
shartlar kelib chigadi. Bundan tashqari, u(t) kuchga
lu@) <t, teft,t] (3)
boshqarish funksiyasi (gisgacha, boshqgarish) deyiladi. Odatda u, bo’lakli-uzluksiz

funksiyalar sinfidan deb garaladi. Bunday funksiyalar joyiz boshgarishlar sinfini tashkil
etadi.

()
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Shunday qilib, go’yilgan masalaning matematik modeli quyidagicha:
shunday |u”(t), te[t,,t;] joyiz boshgarishni topish talab gilinadiki, (1) tenglamaning unga
mos keluvchi x*(t) yechimi (2) shartlarni ganoatlantirsin va bunda ko’chish vaqgti T =t, —t,

minimal bo’lIsin.
X, =X, X, =X 0’zgaruvchilarni kiritib, bu masalani

T(u)=t —t, > min,
X, =X,, X, =U,

Xl(to):uixl(tl):ﬂ’ (4)
X, (to) =Vp, X, (tl) =V,
lul<l
ko’rinishda yozish mumkin.
XoA A(a,Vo) XoA Xn
« TN
B(B,v1) Xn+1
0 X 0 X

(4) masala geometrik tilda {xi,x2} tekislikda shunday x*(t)={xl* (t),x;(t)} trayektoriyani
qurishni bildiradiki, u eng gisqa T =t, -t, vaqtda A={a,v,} nuqtadan B={B3,v,}
nuqtaga ko’chib o’tadi.

Endi optimal boshgaruv masalasining umumiy go’yilishiga o’tamiz. [3,5,6].

Biror boshqariluvchi obyekt (jarayon)

% = £, (X0 X, Uy U 1), i =10 (5)
differensial tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo’lsin, bu yerda t-vagt, xi,...,Xn-
obyektning faza koordinatalari, ui,..., um -boshgarish parametrlari. Obyektning holati
vektori X=(Xu,...,Xn), boshqarish vektori u=(us,...,um) va f=(f,...,fn) vektor yordamida (5)
sistemani

x= f(x,u,t) (6)
vektorli differensial tenglama ko’rinishida yozamiz.

(6) boshgariluvchi obyektning faza koordinatalari x=x(t) ko’rinishdagi t vaqgtning biror
[to,t1] oraliqdagi funksiyasi sifatida aniglanishi uchun boshlang’ich to vaqtda boshlang’ich
X(to)=x? shartni va boshqgarish parametrlarini t vaqtning u=u(t) funksiyasi ko’rinishida
aniqglash kerak.

U vaqgtda x=x(t) faza koordinatalari
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%(t) = F{x(),u(t),th t, <t <t,
} (7)

X(t,) = x°
Koshi masalasining yechimi sifatida aniglanadi. u(t) boshgarish ma’lum uzluksizlik
shartlarini ganoatlantirishi zarur. Ko’pgina amaliy masalalarda boshqgarishlar sifatida
bo’lakli-uzluksiz funksiyalar olinadi. Ba’zi amaliy masalalarda u(t) ning uzluksizligi,
ba’zan esa u(t) ning bo’lakli-silligligi talab qilinadi. Nazariy tadgiqotlarda
boshqgarishlarning kengroq sinflari, masalan chegaralangan o’lchovli funksiyalar fazosi
yoki L7[t,,t,] fazolar garaladi.

Biz quyidagi asosan bo’lakli-uzluksiz boshqgarishlar sinfidan foydalanamiz.

Shunday qilib, biror x° e R" nugta va u=u(t) bo’lakli uzluksiz boshgarish berilgan
bo’lsin. U vaqtda (7) Koshi masalasining yechimi x=x(t) deb,

X(t):j.f(X(T),U(T),T)dT-I—XO, t, <t<t (8)

tenglamaning uzluksiz yechimini tushunamiz.

Bu yechimni x(t,x°,u) deb belgilaymiz. x(to,x°,u)- obyekt trayektoriyasining chap uchi,
X(t1,x%,u)- trayektoriyaning 0’ng uchi deyiladi.

Agar f,(x,u,t),i=1n funksiyalar barcha xeR",ueR"te[t,t,] bo’yicha 0’zining

f; (x,u,t), Xususiy hosilalari bilan uzluksiz bo’lsa, (8) tenglamaning
X(to)=x? shartni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud va yagonadir.

Biror VcR™ to’plam berilgan bo’lsin. Shu V to’plamdan giymatlar gabul giluvchi
u=u(t), telt,,t;] bo’lakli-uzluksiz boshqgaruvlarni joyiz boshqaruvlar deb ataymiz va

bunday boshgarishlar to’plamini U deb belgilaymiz.
Boshgaruv masalalarida boshgarish parametrlari bilan bir gatorda obyektning faza
koordinitalariga ham cheklashlar go’yiladi. Bunday cheklashlar

X(t) = x(t,x°,u) e G(t), t, <t<t, (9)
ko’rinishda yoziladi, bu yerda G(t) = R" (9) ko’rinishdagi cheklashlarga faza cheklashlari
deyiladi.

Trayektoriyaning chap va o’ng uchlari ganoatlantirishi zarur bo’lgan shartlar hagida
ham to’xtalib o’tamiz. Faraz qilaylik, S,(t,)<cR" va S;(t;) = R" to’plamlar berilgan
bo’lsin. U vaqgtda trayektoriyaning uchiga qo’yilgan shartlar

X(t,) € Sy(ty),  Xx(t,) € S,(t,), (10)
kabi yoziladi. S,(t,) va S,(t,) to’plamlar, odatda
S,(t,) ={y:yeG,(t,) h(y,t,) <0, i=1..myh(yt,)=0i=m, +1...,&}, (12)
S,(t) ={x:xeG(t),q,(x,t)<0,i=1...m,g,(xt)=0,i=m, +1...,&}, (12)
shaklda beriladi, bu yerda h.(y,t,), g, (x,t;) ma’lum funksiyalar.
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0, c R',0, c R* to’plamlar berilgan, inf 6, <sup@, bo’lsin. t, €6,,t, €0,, u=u(t) -
joyiz boshgarish, x(t,x°,u) unga mos joyiz trayektoriya bo’lsin. Har bir shunday joyiz
(x°,u,x,t,,t,) daaniglangan

J(x°,u,x,t,,t,) = t[ f, (x(t),u(t)t)dt + g, (x°, x(t,),t,,t,) (13)

t
funksionalni garaymiz.
J. =inf J(x°,u,x,t,,t,)
deb belgilaymiz, bu yerda quyi chegara barcha joyiz (x°,u,x,t,,t,) bo’yicha olinadi.

Agar J(X!,u.,X.,t;,t;)=J. bo’lsa, joyiz (x°,u.,x.t;,t;) ga optimal boshgaruv
masalasining yechimi, u. =u.(t) optimal boshqarish, x.=x.(t) optimal trayektoriya
deyiladi.

Qo’yilgan optimal boshgaruv masalasini

J= T fO(x(t),u®)t)dt + g, (x°, x(t,),t,,t,) = inf (14)
X(t) = f(x(t),u(t),t),t, <t <t
X(t) eG(t), t, <t <t

X(ty) = XO,X(tO) € So(ty), x(t,) € S, (t,)
t,€6,.t, €0,,u(t)eV, t, <t<t
ko’rinishda belgilaymiz.

Agar G(t)=R" bo’lsa, (14),(15) masala faza koordinitalariga cheklashlar qo’yilmagan
optimal boshgaruv masalasi deyiladi. Agar So(t) (Su(t)) to’plam vaqtga bog’liq bo’Imasa va
yagona nugtadan iborat bo’lsa, (14),(15) masalada trayektoriyalarning chap uchi (o’ng
uchi) mahkamlangan deyiladi.

Agar So(t) (yoki Si(t)),to<t<t; to’plam R" fazo bilan ustma-ust tushsa, optimal boshqgaruv
masalasida trayektoriyalarning chap (o’ng) uchi bo’sh (erkin) deyiladi. Agar
So(t),S1(t),to<t<t;, R" da biror sirt yoki chiziqdan iborat bo’lsa, optimal boshgaruv
masalasida trayektoriyalar chap (0’ng) uchi go’zg’oluvchan deyiladi.

(14),(15) masaladan optimal boshgaruv masalasining asosiy tiplariga ega bo’lamiz:
a) Tezkor harakat bo’yicha optimal boshgaruv masalasi. Agar f,=1, g, =1 to-

(15)

berilgan (ma’lum) , ti-noma’lum (izlanayotgan ) bo’lsa, tez harakat bo’yicha optimal
boshgarish masalasiga ega bo’lamiz. Bu masalada kriteriy J=T(u)=t1(u)-to bo’ladi.
b) Terminal boshgaruv masalasi. Bu masala (14), (15) masaladan, f,=0,t,,t,lar

belgilangan, Si(t)=R"to<t<t;, bo’lgan holda olinadi. Terminal boshgaruv masalasida kriteriy
J=go(x(t1)) ko’rinishda bo’ladi.

2. Pontryaginning maksimum prinsipi. Maksimum prinsipi —optimal boshgaruv
masalalarida optimallikning asosiy zaruriy sharti hisoblanadi. Bu natija XX asrning 50-
yillari ikkinchi yarmida akademik L.S.Pontryagin boshchiligidagi sovet matematiklari
tomonidan olingan.
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Quyidagi:
J(u,x) :tj. f, (x(t),u®)t)dt + g, (x°, x(t,)) = inf (16)

X(t) = f(x(t),u(t),t),t, <t<t,
X(t,) = x%,9,(x(t)) <0, i =1...k,
g, (x(t,))=0,i=k+1,...,s
u=u() eV,
optimal boshgaruv masalasini garaymiz.
Bu masalada to,t1 vagt momentlari belgilangan (0’zgarmas), x°-berilgan boshlang’ich

(17)

nuqta. (16), (17) masala (14), (15) masaladan
G(t) =R",S,(t,) ={*%,}.S,(t,) ={y € R": g,(y) <0,i =1k, g,(y) <0,i =k +1,5,} bo’lgan holda
kelib chigadi.

Faraz qilamizki, f(x,u,t)=(f,(x,u,t),...., f.(x,u,t)) vektor - funksiyaning f, (xu,t)
komponentalari va f,(xu,t), g,(x) funksiyalar x bo’yicha uzluksiz xususiy hosilalarga
ega bo’lsin.

Maksimum prinsipini bayon qilish uchun Gamilton-Pontryagin  funksiyasi deb
ataluvchi,
H(x,ut,y,a,) =—a,f,(x,u,t)+y, f,(x,u,t)+...+yw, . (x,u,t) =
=-a, f,(x,u,t) +y ' f(x,u,t) (18)
funksiyani garaymiz, bu yerda v = (v,,....w,), @, = const
u=u(t) joyiz boshgarish, x(t)=x(t,u,x°) unga mos joyiz trayektoriya, [to,t1] oraligda
aniglangan bo’lsin. (u(t),x(t)),(to<t<t:) juftlikka mos ravishda v =w(t) = (w,(t),...v, (1)),
0’zgaruvchilarga nisbatan

V() = oH (x,u,t,w(t),a,) _

0%, -
n u=u(t) (19)
= a, o, (XO.UD) — X5 O T (KOO, (t <t<H,)

x=x(t)

sistemani garaymiz. Unga go’shma sistema deyiladi. (19) go’shma sistemani vektor shaklda
w(t)=—H, (x(t),u(),t,w(t),a,), t, <t<t (20)
kabi yozish mumkin, bu yerda H, =(H, ,...H, )
Agar (6) sistema x,u ga nisbatan chizigli, ya’ni
X(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + f (t),(t, <t <t)
ko’rinishda bo’lsa, H(x,u,t,w,a,)=—-a,f,(x,u,t)+yw'(Alt)+B(t)u+ f(t)) va (20)
go’shma sistema
Y/ (1) = a, T, (X(),U(D), 1) - Ay (1), (1, <T<T,)
kabi bo’ladi, bu yerda *- transponirlash belgisi.
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(20) go’shma sistema —chizigli differensial tenglamalar sistemasidan iborat bo’lib, u
w(t,) =y, boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yagona yechimga ega.

1-teorema. Agar (x(t),u(t)), t, <t<t, (16)-(17) masalaning yechimi bo’lsa, shunday
ay,a,,..,a, sonlar va y(t) = (w,(t),..,.v,(t).t, <t<t vektor-funksiya mavjud bo’ladiki,
quyidagilar bajariladi:
1) a=(a,a,,--a,)#0, a,>0,..,a, >0;
2) w(t) funksiya - (20) gqo’shma sistemaning (x(t),u(t)) ga mos keluvchi yechimidan iborat;
3) u(t) optimal boshqgarishning barcha te[to,t1] uzluksizlik nuqgtalarida H(x(t),u,t,w(t),a,)
funksiya u=(us,...,um) 0’zgaruvchi bo’yicha V to’plamda aniq yuqori chegarasiga u=u(t)
bo’lganda erishadi, ya’ni

sUpH (X(1), Uty (1), 3) = HX®,u(®) L (), 8,), (t, <t <t)  (21)
4) v, (t,) =—ZslajgjXi (x(t,),i=12,...,n (22)
a,9,(x(t,)) =0, j=12,..k (23)

(22) shartlarga transversallik shartlari deyiladi. (21) maksimum shartlari 1-teoremada
markaziy o’rinni egallaydi. Shuning uchun uni va quyida Kkeltiriladigan 2-teoremani
maksimum prinsipi deb atash gabul gilingan.

Endi boshlang’ich yoki oxirgi vagt momentlari belgilangan quyidagi :

J(u,x,t,,t,) =]£ fo (x(t),u(t)t)dt + g, (x(t,),t,,t,) > inf (24)
X(t) = f(x(t),u(t),t),t, <t <t
X(t,) = x°, g, (x(t),t,,1,) <0, i =1,...k,
g; (x(t,),t,,t,)=0,i=k +1,...,s
u=u()eV,t, <t<t

optimal boshgaruv masalasini garaymiz.
Bu vyerda f=(f,f,..,f) f,.0, funksiyalarni 0’z aniglanish  sohalarida

(25)

fi 9k, 95, 9y, Xususiy hosilalari bilan birga uzluksiz deb faraz gilamiz.

2-teorema. Agar (x(t),u(t),t,,t;) -(24)(25) masalaning yechimi bo’lsa, shunday
a,a,,..,a, sonlar va y(t)=(y,(),...w, () t, <t<t, vektor-funksiya mavjud bo’ladiki,
ular 1-teoremaning 1)-3) shartlarini va quyidagi transversallik shartlarini ganoatlantiradi:

w(t)= _Zaj 9 (x(t,),to.t,) (26)
j=0
max H (X(t). Ut (t),80) = =22, 0, (X ot)  (27)
j=0
(agar to belgilangan bo’lsa, (27) shart gatnashmaydi );
max H (x(t,), U,y (6),30) = D2, 9, (X(t).to, 1) (28)
j=0
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(agar t1 belgilangan bo’lsa, (28) shart gatnashmaydi);
a;g; (x(t),t,,t,) =0, j=12..,k (29)
3. Maksimum prinsipining chegaraviy masalasi. Maksimum prinsipidan amaliyotda
ganday foydalanish mumkinligini ko’rib o’tamiz.
H(x,u,t,w,a,) funksiyani u=(u,u,,..,u,), 0’zgaruvchining funksiyasi deb garaymiz

va har bir belgilangan (x,t,i,a,) da

H(x,u,t,y,a,) —>sup,ueV (30)
maksimallashtirish masalasini yechamiz.
u=u(xty,a,) eV (31)
shu masalaning yechimi bo’lIsin, ya’ni
H(x,u(xt,w,a,)t,w,a,) =supH(x,u,t,w,a,) (32)

ueV
tenglik bajariilsin. Agar optimal boshgaruv masalasi yechimga ega bo’lsa, maksimum
shartiga ko’ra (31) funksiya aniglangan bo’ladi. Ko’p hollarda (31) funksiyani oshkor
ko’rinishda yozish mumkin bo’ladi. Masalan, agar

foout) =2t +> f2(xu, j=12..,n
i=1

V={u=(u,..,u,)eR" a <u, <p, i=12..,m}
( o, B;, -berilgan sonlar) bo’lsa,

H(x,u,t,y,a,) = —a, fy (x,t) + ZW,‘ fjo (x,1) +Z§0i (X, ty,a,)u;
j=1 j=1
bo’ladi, bu yerda
0, (L, 8g) = -8, T2 (6 )+ Dy F2(x ), i=12,..m
=1

U vaqtda (30) masala yechimiu(x,t,y,a,) ning koordinatalari

Bi.oi (X ty,a,)>0

u=u.(xty,a,) = .
(L3, {ai,goi(x,t,t//,ao)<0, i=1..m

ko’rinishda  bo’lishi  ravshan.  Xususiy holda, agar «,=-18 =+1 bo’lsa,

u, =signe, (x,t,w,a,),i =12,...,m bo’ladi.
Agar V to’plam

m 1
v :{u eR™Jul=(Q uf)? < r}
i=1
ko’rinishda bo’lsa, (31) funksiyani oshkor shaklda

p(x,t,y,a,)
ltl ] =1 -, .
1Oty 20) ||§0i (X ty,a, )”

kabi yozish mumkin, bu yerda ¢ = (¢,,...,9,),

Faraz qilaylik, bizga (31) funksiya ma’lum bo’lsin. U vaqtda x,y o’zgaruvchilarga
nisbatan quyidagi 2n ta differensial tenglamalar sistemasini garaymiz:
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X = f(xu(x,t,y,a,),t) } (33)

v =—H,(x,u(x,t,y,a,),t,y,a,),t, <t <t

Differensial tenglamalar kursidan yaxshi ma’lumki, (33) tenglamalar sistemasining

umumiy yechimi 2n ta ixtiyoriy parametrlarga (masalan,
X(t,) = (X (ty), o X, (t,)), w(ty) = (wy(t)n, (1)) boshlang’ich  shartlarga) bog’liq
bo’ladi.

Bundan tashgari, maksimum prinsipidagi a,,a,,...,a, parametrlar ham noma’lum
bo’lganligidan,ularni aniglash uchun yana s+1 ta shart kerak bo’ladi. Shunday qilib,
noma’lum 2n+s+1 ta parametrlarni aniglash uchun 2n+s+1 ta shart zarur. Ularni
maksimum prinsipidan, masalan, 1-teoremadagi (22),(23) shartlar hamda

g;(x(t;))=0, j=k+1..s (34)
shartlarni olamiz. Bu shartlar jami 2n+s ta tenglamalarni beradi. Yetishmayotgan yana bitta
tenglamani olish uchun H(x,u,t,y,a,) funksiyaning v, v,,..v,,a, 0’zgaruvchilarga

nishatan chizigli va bir jinsli ekanligini, ya’ni H(x,u,t,ay,aa,) =aH(x,u,t,i,a,),vaeR*
ekanligini hisobga olamiz. U vaqtda (32) shartdan

u(x,t,ay,aa,) =u(xtw,a,), va>0 (35)
ekanligi kelib chigadi. Demak, maksimum prinsipida a,,a,,...,a,, y,,...y, 0’zgaruvchilar
musbat ko’paytuvchi anigligida topiladi. Demak,

S
|l -2’ -1 (36)

deb olish mumkin. Agar ap>0 ekanligi ma’lum bo’lsa, (36) shart o’rniga ao=1 deb olish
ham mumkin. (22),(23),(34),(36) tenglamalar sistemasini yechganda
a,>0,a >0,..,a, >0, g,(x(t)t,t)<0, i=1..k (37)

shartlarning bajarilishi hisobga olinadi. Shunday qilib, maksimum prinsipi asosida (32)
maksimum shartidan, (33) tenglamalar sistemasi va (22),(23),(34),(36),(37) shartlardan
iborat maxsus chegaraviy masalaga ega bo’ldik. Bu masalaga maksimum prinsipining
chegaraviy masalasi deyiladi.

Agar x(t), w(t),a,a,,...,a,,,- maksimum prinsipining chegaraviy masalasi yechimidan
iborat bo’lsa, ularni (31) ga qo’yib,

u(t) =u(x(t),t,w(t),a,) t, <t<t, (38)

funksiyani hosil gilamiz. Agar bu funksiya [to,t1] oraligda bo’lakli-uzluksiz bo’lsa, u
optimalikka shubhali boshgarish bo’ladi. Agar optimal boshgarish masalasining yechimi
mavjud va maksimum prinsipi chegaraviy masalasi yagona yechimga ega bo’lsa, (38)
bo’lakli-uzluksiz funksiya optimal boshgaruvdan iborat bo’ladi.

1-misol. J(u) = ti(uz(t) +x2(t))dt — inf

to

() =u(t),0<t <t
x(0) =x(t,) =0 }
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Bu yerda t:>0 vaqt momenti berilgan, boshgarishlar to’plami V=R'.Bu masala sodda
bo’lib, uning yechimi (u(t)=0,x(t)=0),(0<t<t,) juftlikdan iborat. Shu yechimni
maksimum prinsipi (1-teorema) dan foydalanib topish mumkin. Hagigatan ham, Gamilton-
Pontryagin funksiyasi H(x,u,t,w,a,) =-a,(u*+x*)+ywu  yordamida go’shma sistemani
yozamiz:

v (t) =—H, =2a,x
Agar ao=0 bo’lsa, H=yu funksiya V=R! to’plamda yuqori chegarasiga fagat y=0
bo’lganda erishadi. Ammo ap=y=0 shart maksimum prinsipiga ziddir. Demak, ac>0 . U
vaqtda ao=1 deb hisoblash mumkin. Bu holda H =u? —x? +yu funksiya u bo’yicha R* da

yuqori chegarasiga u =% nuqgtada erishadi. U vaqgtda maksimum prinsipining chegaraviy

masalasi

x:%, W =2x, 0<t <t,,x(0) = x(t,) =0

ko’rinishda yoziladi. Bu masalaning yagona yechimi (x(t) =0,y (t)=0),(0<t<t,) bo’ladi.
U vaqtda (u(t) =0,w()/2=0),(0<t<t,) -bubizga ma’lum optimal boshqgarishdir.

t
2-misol. J(U) = [ @) = x* ®)dt — inf
to
X(t)=u(t),0<t<t;
X(0) =x(t,)=0,t > O}
Gamilton-Pontryagin funksiyasi
H=-a,(u*-x*)+wu
ko’rinishda bo’ladi. Qo’shma sistemani tuzamiz:
y(t)=—H, =-2a,x
Agar ao=0 bo’lsa, H=yu funksiya u bo’yicha aniq yuqori chegarasiga V=R!
to’plamda fagat w=0 bo’lganda erishadi. Bu esa, maksimum prinsipiga ziddir. Demak,
a0>0 ya’ni ap=1 deb olish mumkin. U vaqtda H =u?-x*+yu  funksiyaning ueV=R!

bo’yicha aniq yuqgori chegarasiga u:% nugtada erishiladi. Maksimum prinsipining

chegaraviy masalasi

x:%, y =—2x 0<t<t,,x(0) = X(t,) =0

bo’ladi. Bu yerdagi differensial tenglamalar sistemasining umumiy yechimi

X(t) =c,sint+c, cost, w(t)=2c, cost+ 2c, sint
ko’rinishda topiladi, bu yerda ci,c. -ixtiyoriy o’zgarmaslar. x(0)=0 shartni hisobga olib
c2=0 ekanligini topamiz. U vaqtda  x(t) =c,sint, w(t) =2c, cost,x(t,;) =0  shartdan
c,sint, =0 tenglikni olamiz. ti#7k(k=1,2,...) bo’lganda, bu yerdan, c:=0 bo’lishi kelib
chigadi va maksimum prinsipi chegaraviy masalasi yagona (x(t)=0,y(t)=0),(0<t<t))
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yechimga ega, optimallikka shubhali boshgaruv esa, u=%=0 bo’ladi. Agar

ti=nk(k=1,2,...) Dbo’lsa, maksimum prinsipi chegaraviy masalasi cheksiz ko’p yechimga
ega: x(t) =c,sint, w(t) =2c, cost, , bu yerda si-ixtiyoriy 0’zgarmas. U vaqtda optimallikka
shubhali boshgarish ham cheksiz ko’p bo’ladi:
(u(t) =c,cost (0<t<t)).
Topilgan boshgarish optimal bo’ladimi? Bu savolga javob ti ning giymatiga bog’lig.
t1>7 va O<ti<zbo’lgan hollarni garaymiz.
1) ti>nbo’lsin. U vagtda inf J(u) = —o ekanligini ko’rsatamiz. Buning uchun

u =u_(t)=""cos™ boshqarishlar ketma-ketligini va ularga mos
1 1

X, =X, (t) = msintE (0<t<t,m=12,..) trayektoriyalar ketma-ketligini garaymiz. U vaqtda
1

b 2
Iuy) = [ 2O -x2 O)et =%t1m2(7tt—2—1) s —oo,M >
t0

Demak, t1>7bo’lganda garalayotgan optimal boshgaruv

masalasi yechimga ega emas. Maksimum prinsipi chegaraviy masalasi esa yuqorida

ko’rsatildiki, 17k bo’lganda yagona yechimga ega, ti=7zk bo’lganda esa, cheksiz ko’p

yechimga ega.

2) O<ti<z bo’lsin. Shunday bo’lakli-uzluksiz  v(t) funksiyalarni qgaraymizki,
X(t) =v(t) (0<t<t,x(0)=x(t)=0 masala yechimga ega bo’lsin. U vaqtda shu x=v(t)
funksiyalar uchun quyidagi munosabatga ega bo’lamiz:

t t Y
J(v) = j(v2 —x%)dt = .[(vz +x%ctg °t — x* sin t)dt =I (v? + x*ctg *t — 2xxctgt )dt =

to ty to

t1
= j (v(t) — x(t)ctgt)>dt > 0
)
t1<z bo’lganda u(t)=0 va ti=x bo’lganda u(t) =c, cost (c, =const) funksiya uchun J(u)=0
bo’ladi. Demak, ti<z bo’lganda garalayotgan optimal boshgaruv masalasi yagona
ut)=0(0<t < t1) yechimga ega, ti=n Dbo’lganda esa cheksiz ko’p
u(t)=c,cost,(0<t<t, c,- ixtiyoriy o’zgarmas ) yechimga ega.

Mustagqil ishlash uchun savollar.
1. Optimal boshgaruvning amaliy masalalariga misollar.
2. Optimal boshgaruv umumiy masalasining qo’yilishi. Optimal boshgaruv masalasining
asosiy tiplari.
3. Pontryaginning maksimum prinsipi va uning go’llanilishi.
4. Maksimum prinsipining chegaraviy masalasi va uni yechish orgali optimal boshgarishni
topish.
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11-ma’ruza. Terminal boshgaruv masalasida Pontryaginning maksimum
prinsipi
REJA
1.Terminal boshgaruv masalasining qo’yilishi. Maksimum prinsipi.
2. Funksional orttirmasi uchun formula.
3. “Ignasimon” variasiya. Trayektoriya bahosini aniglash.
4. Maksimum prinsipining isboti.
5. Ekstremal boshqarishlar.
6. Chizigli terminal boshgaruv masalasi.

Tayanch iboralar: terminal funksional (kriteriy), joyiz boshqarish, joyiz trayektoriya ,
funksional ottirmasi, funksional orttirmasi uchun formula, boshgarishning “ignasimon”
variatsiyasi, trayektoriya orttirmasi, maksimum sharti, ekstremal boshqarish, go’shma
sistema, optimal boshqarish, optimal trayektoriya, chizigli terminal boshgaruv masalasi,
optimallikning zaruriy va yetarli sharti.

1. Terminal boshgaruv masalasi. Maksimum prinsipi.
Boshgarish obyekti

x=f(xu,t), teft,t] (1)
vektorli differensial tenglama bilan berilgan bo’lsin, bu yerda
X=X X, ) U=(Uyty) F=(f,.. f) fi(xut) funksiyalarni  f,(x,u,t) hususiy
hosilalari bilan birga uzluksiz deb hisoblaymiz. Joyiz boshqarishlar [t,.t,] oraliqda

aniglangan bo’lakli uzluksiz va V < R™ to’plamdan giymatlar gabul giluvchi u=u(t) m-
vektor funksiyalardan iborat. (1) tenglamaning har bir u=u(t) joyiz boshgarishga mos
x = x(t) joyiz trayektoriyasi

X(ty) =x° )
shartni ganoatlantiradi. Qaralayotgan obyektni boshgarish
I(u)=o(x(1)) 3

terminal kriteriy orgali sifat jihatidan baholanadi, bu yerda ¢(x)-R" da uzluksiz
differensiallanuvchi funksiya. Shunday u’(t) boshgarishni topish kerakki, J(u”)=inf J(u)

ueU

bo’lsin, bu yerda U- barcha joyiz boshqgarishlar to’plami. Shunday qilib, quyidagi

( )=0(x(t,)) - inf
=f(xu ) teft,t] 4)
<>=  u=u(t)ev

terminal boshgaruv masalasini garaymiz. Bu masalada trayektoriyalarning chap uchi
mahkamlangan ((2) shartga g.), 0’ng uchi esa, erkin (x(tl)e R”).

(4) masala avvalgi ma’ruzamizda garalgan optimal boshgaruv umumiy masalasining
xususiy holi bo’lib, Pontryaginning maksimum prinsipi bu masala uchun quyidagicha
bo’ladi.
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1-teorema. Agar u’(t) telt,,t,] — optimal boshqarish, x'(t), telt,,t,] optimal
trayektoriya bo’lsa,,
H( 0" (Ou" ()t)= max HC Oy Out) teltt] ©)
maksimum sharti bajariladi, bu yerda

H(x,w,u,t)=y" f(x,u,t)= Zil:y/j f,(x,u,t),

w'(t), telt,.t,] funksiya

g _oH (x*(t)g)/(/,u*(t),t) ©)
)26 @)

go’shma sistemaning yechimidir.

2. Funksional orttirmasi uchun formula. Teoremaning isbotiga o’tishdan oldin,
funksionalning orttirmasi uchun formula keltirib chigaramiz.

u=u(t), T=u(t)+Au(t), telt,t] joyiz boshqarishlar, x=x(t), X=x(t)+Ax(t),
telt,,t,], ularga mos joyiz trayektoriyalar bo’lsin.

AJ(u)=3@0)-J3(u)
ayirmaga (3) funksionalning u =u(t) boshgarish bo’yicha orttirmasi deyiladi.
(3) funksionalning aniglanishidan va ¢(x) funksiyaning differensiallanuvchiligidan,

~ op'(x(t
A= ol() - olxtt )= 228D st off o, ) ®
kelib chigadi.
w =w(t) ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya uchun o’rinli bo’lgan quyidagi
ayniyatni qaraymiz:
l//'(tl )Ax(tl)_ l//'(to )Ax(to ) = I‘//l (t)AX(t)dt + _[‘//I(t)Ax(t)jt )
Trayektoriyalarning chap uchi mahkamlangan, ya’ni x(t,)= X(t,)=x° bo’lgani uchun,
AX(t,)=0.
a(P(X(t1)) (10)

deb olamiz. (9) va (10) larni hisobga olgan holda, (8) dan

AJ() =~y (Oax(e)t [y (At + ofl () (1)

tenglikni olamiz. (11) dagi ikkinchi integralni garaymiz. Tushunarliki, Ax(t,)=X(t,)—x(t)
funksiya, quyidagi,
AX(t)= f(x(t)+ Ax(t), u(t)+Au(t),t)— f(x(t)u(t)t)
differensial tenglamani ganoatlantiradi. Shuning uchun,
H(x,w,u,t)=y" f(xt,u) (12)
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Gamilton—Pontryagin funksiyasi yordamida quyidagini yozamiz:
t t
Il//'(t)AX(t)dt = I(H (X+ AX,p, U + Au,t)— H(x,p,u,t))dt =

) t

= T(H (X%, u+Au,t)— H(x,p,u,t))dt = ]1-6H (X’Wé)l: - Au"[)Ax(t)dt + (13)
+ j of|Aax(t) )t
Faraz gilaylik, v =w(t) funksiya
V)(t): ]1'8H (X(t),l//(t),U(t),t)dt (14)

OX

t
go’shma sistemaning (10) boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi bo’lsin. (14)
differensial tenglama chizigli, ya’ni
oy ref(x(t)u(t)t)
t)= | ——2—wlt
o= [

ko’rinishda bo’lgani uchun, w(t) funksiya [t,,t, ] oraligda bir giymatli aniglangandir.
(13) va (14) ni (10) ga keltirib go’yib, funksional orttirmasini quyidagicha yozamiz:

AJ(u)= [ AsH (xE)y 0) e et + 7 (15)

to

buyerda A; H(x,w,u,t)=H(x,w,T,t)—H(xw,u,t)

n=n+n,+n; M= (“Ax(tl)D’ n, = _]l‘ olq|AX(tl|)dt,
G RO "

Hosil gilingan (15) formulaning ba’zi xususiy hollarini garab chigamiz.
a) Agar ¢(x) qavariq funksiya bo’lsa, 7, >0 bo’ladi; agar ¢(x) chizigli funksiya
bo’lsa, n, =0 bo’ladi.
Hagigatan ham, differensiallanuvchi ¢(x) funksiya

@(X+AX)—§09X26¢T(X)AX

tengsizlikni ganoatlantirganligi uchun, == bajariladi. == chizigli bo’lgan holda esa ==
bo’lishi ravshan.
b) Adgar (1) sistema x bo’yicha chizigli bo’lsa, n, =0 bo’ladi. Hagigatan ham, agar
(1) sistema
x=A(u,t)x+b(u,t)
ko’rinishda bo’lsa, H (x,w,u,t)=y'[A(ut)+b(ut)]  funksiya x bo’yicha chizigli va
shuning uchun o, (jAx])=0 bo’ladi.

v) Agar (1) sistema, x va u o’zgaruvchilar ajralgan, ya’ni,
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x = f(x,t)+b(u,t)

ko’rinishda bo’lsa, n,=0 bo’ladi. Hagigatan ham, bu holda
Ay H(x,w,u,t)=y'[b(d,t)-b(u,t)]. Shuning uchun, éA,H /ox =0.
Agar
J(u)=p(x(t,))—>inf,
x=A(

t)x+b(u,t), teft,t]
X(t,)=x", u(t)eV.

masalada ¢(x) gavariq funksiya bo’lsa, yuqoridagi a), b), v) natijalarga ko’ra, (15)
formula,

AJ(u)> —}AUH (x(t),w (t),u(t),t)dt = tjl//'(t)[b(u(t)JrAu (t),t)=b(u(t).t)]dt (17)

f
ko’rinishni oladi.
3. “Ignasimon variatsiya”. Berilgan u = u(t) boshqaruvni o’zgartirib,
U(t)::{u(t), te[0,0+¢),
v, tel[0,0+¢)
boshgaruvni garaymiz, bu yerda 6 t,,t,), €>0, O+¢<t, veV (1-rasmgaq.) G(t)- joyiz
boshgaruvdir.

(18)

AU 4

>
I <

tou 0 O+¢ t1

1-chizma.

u(t) boshgaruvning A,,u(t)=0(t)-u(t) ko’rinishdagi variatsiyasiga “ignasimon”
variatsiya (Maksheyn variatsiyasi) deyiladi. Bu variatsiya 0,¢,v parametrlarga bog’lig
bo’lib,

0, tel[o,0 ,
au(t)=]> tel0re)
v-u(t), te[d,0+¢)

ko’rinishga ega.

(19)
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4. Trayektoriyaning “ignasimon” variatsiyaga mos orttirmasi. Agar u=u(t)
boshgaruvga (19) ko’rinishdagi A, u(t) “ignasimon” variatsiya berilsa,  x=x(t)
trayektoriyaning A, x(t) orttirmasi ganoatlantiradigan

= f (x+Ax0,t)— f (x,u,t), Ax(t,)=0
tenglama, quyidagi ikkita tenglamaga ajraladi:
AX = f (x+Ax,u,t)—f(xut), Ax(t,))=0
t,<t<h, O+e<t<t
AX = f(x+Axv,t)—f(x,ut), O<t<O+¢ (21)
AX(t,)=0 bo’lgani uchun A, x(t,)=0, t,<t<6 funksiya (50) tenglamaning [t,,6]

oraligdan yagona yechimidir. Shunday qilib, (21) tenglama uchun boshlang’ich shart
A, X(0)=0, bo’ladi. Shuning uchun (21) tenglama integral tenglama shaklida quyidagicha
yoziladi:

(20)

=j)'[f(x+Ax,v,r)—f(x,u,r)]dr (22)

f(x,u,t) funksiyaning x(t) trayektoriya biror A— atrofidagi Lipshis 0’zgarmasi L = L(A)
bo’lsin, ya’ni
Hf (X+Ax,v,t)— f (x,u,t)”ﬁ L[Ax| (23)
tengsizlik bajarilsin. U vaqgtda (22) tenglamadan

HAx(t)H < j”f (x+Ax,v,7) - f (x,u,r)Hdr <
(24)

1

Hdr+LjHAx (z)de]

0
kelib chigadi, bu yerda A, f(x,u,z)= f(x,v,r)— f(x,u,7).

(1) tenglamaning o’ng tomoniga qo’yilgan shartlardan va x(t) trayektoriyaning
uzluksizligidan kelib chigadiki, yetarlicha kichik £ >0 uchun L o0’zgarmas ¢
ga bog’lig bo’Imaydi.

Quyidagi

)dz,  w=ax| (25)

belgilashlardan foydalansak, (24) tengsizlik ko’rinishda yoziladi. Bu yerdan,

0

w(t)<c+ L_ﬂc+ Lj;w(s)ds}dr =c+Lc(t-0)+ sz(t—r)w(r)dr <

sc+Lc(t—9)+cL2(tTe)+L3J‘ jw .. < (26)

J— k p— _
S{“ L(t-0) L(t-0)  L(t-0) +..}—ceL(“’)
1! 21 k!

kelib chigadi. (24) belgilashni hisobga olib, (25) tengsizlikdan
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el e o o

tengsizlikni olamiz. Bu yerdan

O+¢

fxol<( T

0

A, f (x,u,t)||dt]e“’", te[0,0+¢] (27)

kelib chigadi. A, f(x(t)u(t)t) funksiya fagat v va t ga bog’liq va t bo’yicha bo’lakli
uzluksiz bo’lgani uchun,

k(v)= max AT (x(t),u(t).t) (28)
mavjud. Shunday qilib, (26) va (27) dan
|Ag. | <ke, O<t<O+e (29)

kelib chigadi, bu yerda k, =k(v)e“*.
Yendi A, x(t) funksiyani [0+e,t, ] oraligda garaymiz. Bu yerda u (20) tenglamani va
(29) ga ko’ra,

HAQVE (0+ E)H <ke (30)

boshlang’ich shartni ganoatlantiradi. Soddalik uchun,(22) dagi L Lipshis o’zgarmasidan
foydalanib va (19) ni integral shaklda yozib, quyidagiga yega bo’lamiz:
lax(t)| < [x(6 + &) + I|f(x+Ax,u,r)— f(xu,rfdr <ke+L _[

O+¢ O+e

Bu ham (24) ga o’xshash tengsizlikdir. Shuning uchun, bu yerda ham (26) tipidagi
tengsizlik o’rinli. Demak,

|A g X (1)] < ke ),

|Ax(r)|dr

Bu yerdan

|Ap. X (1) <kse, O+e<t<t (31)

Ove
tengsizlikni olamiz, bunda k, =k(v)"“* o’zgarmas ¢ ga bog’liq emas.

k =k()-“" bo’lsin. k, <k, k, <k ekanligi ravshan. U vaqtda A, x(t)=0 telt,.0],
(29), (31) munosabatlarni birlashtirib, [t,,t,] oraligda x(t) trayektoriyaning “ignasimon”
variatsiyasiga mos orttirmasi,

JAgx()] < ke (32)
kabi baholanishini ko’ramiz, bu yerda k o’zgarmas ¢ ga bog’liq emas.

5. Maksimum prinsipining isboti. Endi 1-teorema isbotini keltiramiz. u™(t) telt,.t,]

optimal boshgaruvning (18) ko’rinishdagi ignasimon variatsiyasidan foydalanamiz, ya’ni

a(t)= u'(t), tel[0,0+¢),
- v, telf8,0+¢)
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ko’rinishdagi joyiz boshqaruvlarni garaymiz, bu yerda 0 €lt,,t,] 6+&<t, >0, veV.

U vaqtda,
J(@)-3(u")=0 (33)
funksionalning orttirmasi uchun hosil gilingan (14) formulaga ko’ra, (33) munosabat,
O+¢
0<AJ( j AH (X (1), (1), u" (1), t)dt+7,, (34)

ko’rinishida yoziladi, bu yerda

o =0(] 0 >iol< S
|

7% OAH (X y 7 Ut
_£ dX AGV.SX

(32) munosabatni hisobga olsak, (35) dan 7,, =o,(¢) ekanligi kelib chigadi.

(35)

A H(X"(®),w " (t)u” (t),t) funksiya t =6 nugtada 0’ngdan uzluksiz bo’lganligi uchun,
O+¢
[ AH(XC(t),p7 (1),u"(1),t)dt=AH (X (0),y"(0).u"(6),0)c +0,(5)  (36)
0
tenglik bajariadi. Shunday qilib, (36) ni hisobga olgan holda, (35) dan
~AH (X (0).7(0),u"(0),0)e+0,(£)20 (37)
munosabatni olamiz (o,(¢)=o0,(g)+0,4(¢)). (37) ni >0 songa bo’lib va ¢ -0 da limitga
o’tib,
AH (X (0),y(0),u
tengsizlikni olamiz, ya’ni
H(x"(0).y"(0),v.0)<H (X (0).w"(6),u"(0).6), WveV. (38)

(0).0)<0

Bu munosabat (4) tenglikning 6 €elt,,t;] nuqtada o’rinli ekanligini bildiradi. u"(t)
boshqgarishni 6 =t, nuqgtada uzluksiz deb hisoblash mumkin. U vaqtda (38) munosabatda
0 —t, da limitga o’tsak, uning 6 =t, nugtada ham o’rinli ekanligini ko’ramiz. Teorema

isbotlandi.
6. Ekstremal boshgaruvlar. Agar x=x(t), v =w(t), u=u(t), funksiyalar [t,,t,]

oraligda asosiy va go’shma sistemani hamda maksimum shartini ganoatlantirsa, ya’ni

GH(X(t),l//(t),u(t),t),

x(t)= ow X(ty)=x", (38)
- PO OLOY - oot) )

H(x(t),z//(t),u(t),t):nv]ng(x(t),y/(t),v,t), teft,t,] (40)

munosabatlar bajarilsa, u(t) joyiz boshgaruvga ekstremal boshgaruv deyiladi.
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Maksimum prinsipi optimallikning zaruriy shartidan iborat, ya’ni ekstremal
boshgaruvlar orasida optimal bo’lmaganlari ham topiladi.

1-misol.
X, (1) — min,
X =u, X, ==X, %(0)=x,(0)=0, te[0,1], (41)
lu|<1.
Bu masala (4) ko’rinishdagi terminal boshgarish  masalasidir:  f =(f,, f,),

f=u, f,=-x° x°=(00) t,=0, t, =1 o(X)=x,, x=(x,X,).
Gamilton-Pontryagin funksiyasini tuzamiz:

H(Xy,u)=yu—y,x°.

Qo’shma sistemani tuzamiz:

i = = 2y,
X%,
V=5 =0
Bu sistemaning
) (1)2_5(/)(;1(1)):0, . (1):—”2:2(1))}1

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi,

vi)=-1 te0a] v,(0)=-2[x (e

1
bo’ladi. Qaralayotgan masala uchun (4) maksimum sharti,

l//1('[)u(t) = maXl/fl(t)U

|u<t

ko’rinishga keladi. Demak, har bir

u(t)=signy, (t), te[0,1] (42)
joyiz boshqaruv — ekstremal boshgaruv bo’ladi.
u(t)=1 te{o,%j, u(t)=—1, teE,l} (43)
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ko’rinishdagi boshgaruv ham ekstremal boshqgaruv bo’ladi, chunki unga mos keluvchi
trayektoriyaning birinchi komponentasi

x (t)=t, te{o,ﬂ, xl(t):—t+§, te{%,l},
bo’lib,
1 % 1
y/l(t)=2.[xl(r)drz2-|.Xi(r)dr+2£X1(f)dr:é_t220, te{O,%}

h A 2 4. 1 1
l//l(t)=2.!.X1(T)dT:2.!.[—'[4‘5)(1'[ =t2 —§t+§S0, t€|:§,1:|,

ya’ni (42) shart bajariladi. (43) boshgaruv ekstremal boshgaruv bo’lsa-da, optimal

boshgaruv emas. Hagigatan ham, G(t)=1, t<[01] joyiz boshgaruv uchun J(U):—%, (43)

uchun esa, J(u)=—2—17, ya’ni J(@)< J(u).

Ekstremal boshgaruvlarning muhim xossalarini quyidagi teoremada keltiramiz.
2-teorema. u(t) telt,,t,] — ekstremal boshgaruv bo’lsin. U vaqtda:
1) H(x(t)w(t)u(t)t) funksiya t €[t,,t,] oraligda uzluksiz,
2) u(t) ning har bir t t,,t, ] uzluksizlik nugtasida

dH (x(t). (£),u(t) 1), _ aH (x(t).w (t).u(t).t) (44)
dt ot

tenglik bajariladi.
Isboti. Teoremaning birinchi tasdig’i isbotini keltiramiz. (40) munosabatga ko’ra, t va
t =t + At vaqt momentlari uchun,

Olingan (45) tengsizlikning chap va o’ng tomonlari At —0 da nolga intiladi. Demak,
H(f)— H(t), At —0. Bu esa, H(t) funksiyaning ixtiyoriy t <[t,,t,] nugtada uzluksizligini

ko’rsatadi.
Teoremaning ikkinchi tasdig’i isbotini adabiyotlardan ([6] dan) garash mumkin.

7. Chizigli terminal boshgarish masalasi. Chizigli boshgarish masalasi uchun
chizigli terminal kriteriyli quyidagi masalani garaymiz:
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c'x(t,)
<= A(t)x+b(t,u), te[t,t] (46)
X

bu yerda xeR", ueR", V cR", At) — nxn —matrisa-funksiya,
b(t,u)= (b, (t,u)...,b,(t,u)), ceR", x°eR".
A(t) matrisaning elementlari [t,,t,] da uzluksiz, b, (t,u), i =1n ,funksiyalar [t,,t,|xV da

uzluksiz deb faraz gilamiz.
(46) masala uchun quyidagi teorema o’rinlidir
3-teorema. u=u(t)  telt,, t,] bo’lakli-uzluksiz funksiyaning (46) masalada optimal

boshgaruv bo’lishi uchun,

maxv ' (t)b(t.v) =y (t)b(tu(t)), telt,t] (47)
veV
shartning bajarilishi zarur va yetarlidir, bu yerda w(t)t €[t,,t, | funksiya
=AWy, v(t)=c (49)

go’shma sistemaning yechimidan iborat.

Isboti. H(x,w,u,t)=w[Alt)x+b(t,u)] Gamilton-Pontryagin funksiyasi yordamida (47)
shartni (40) maksimum sharti ko’rinishida yozish mumkin. (48) sistema esa, (39)
ko’rinishda yoziladi. Demak, (47) shartning zaruriyligi 1-teoremadan kelib chigadi. Shu
shartning u(t) optimal boshgaruv bo’lishi uchun vyetarliligi (16) munosabatdan kelib

chigadi, chunki ixtiyoriy T = y(t) joyiz boshgaruv uchun,
3(u)-3(u)= [y (t)[b(t.a(t))-b(tu(t))]dt =0

bajariladi. Teorema isbotlandi.

J(u) =x,@D +x, (1) - min,
2-misol. X, =X,,X, =X +U,
%,(0) = %,(0) =0,Ju <Lt e [0,1]
Bu masala (46) ko’rinishdagi masaladir:

01
x=(x,%,), A= (O Oj,b(t,u) = (b, (t,u),b, (t,u)),b, (t,u) =0,

b, (t,u) =u,c =(c,,c,) = @),V =[-11]
(47) maksimum sharti,
maxy (Ob(t,v) = maxy, (ut) =y, ()
ko’rinishda bo’ladi, bu yerda w(t)= (v, () w,(t))

YV, (t) =Y, WV, = _V/l(l) =-1 v, (1) =-1
go’shma sistema yechimidan iborat. Demak, optimal boshgaruv

u(t)=signy,(t), te[0]]
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ko’rinishda bo’ladi. Qo’shma sistemaning yechimi
wi(t)=—"", yha(t)=—e""
bo’ladi. Shunday gilib, optimal boshqgarish
u”(t)=signy "2 = sign(— e ): -1, te[0]]
formula bilan aniglanadi. Optimal trayektoriya esa,
X =Xy, X, +U"(t)
sistemaning  x,(0)=x,(0)=0shartni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat. Bu sistemani

yechib,
N 1 1 . 1 1
X (t)=1-=e' —Ze™, x/(t)=—=e'—Z¢e™
[B)=1-Te e, x()=—Z¢' -
optimal trayektoriyani topamiz. Funksionalning minimal giymati
miUnJ(u)zJ(u”)=xf(1)+x§(1)=1—e bo’ladi.

Mustagil ishlash uchun savollar

1. Terminal boshgarish masalasining qo’yilishi.Asosiy va qo’shma
sistemalar,maksimum sharti.

2. Funksional orttirmasi uchun formulani keltirib chigaring.

3. Boshgaruvning <<ignasimon>> variatsiyasi va unga mos trayektoriya
orttirmasini baholash.

4. <<lIgnasimon>> variatsiyadan foydalanib, maksimum shartini isbotlang.

5. Ekstremal boshgaruvlar va ularning xossalari.

6. Chizigli terminal boshgarish masalasida maksimum shartining optimallik uchun

zarur va yetarli ekanligini ko’rsating.

12-ma’ruza. Chizigli sistemalarni optimal boshgarish. Boshgarishning sintezi

Reja.

1. Chizigli boshgaruv sistemasi va uning erishish to’plami. Ekstremal prinsip.

2. Chizigli sistemaning regulyarligi va normalligi.

3. Chizigli tezkor masala. Optimallikning zaruriy va yetarli shartlari.

4. Pontryaginning maksimum prinsipi.

5. Chiziqli stasionar tezkor masala. Optimal boshgarishning sintezi.

Tayanch iboralar: Chizigli boshgaruv sistemasi, yechimlarning fundamental
matrisasi, Koshi formulasi, erishish to’plami, ekstremal prinsip, regulyar chizigli
sistema,normal chizigli sistema, optimallikning zaruriy shartlari, optimallikning yetarli
shartlari, maksimum sharti, maksimum prinsipi, chizigli statsionar tezkor masala, optimal
boshgarishning sintezi.
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1. Chizigli boshgaruv sistemasi. Ekstremal prinsip. Boshqgarilayotgan obyektining
harakati (jarayon),

X=A({t)x+B(t)u, t>t,, ueV Q)
vektorli chizigli differensial tenglama bilan berilgan bo’lsin, bu yerda x=(x,,...,x,) holat
vektori , u=(u,,..,u,) boshqgaruv vektori, V < R™ boshqgaruvlar to’plami, t-vaqt, to-

boshlang’ich vaqt momenti.
(1) tenglamada nxn o0o’lchovli A(t) matrisa va nxm o’lchovli B(t) matrisa
elementlarini t>t, nuqtalarda uzluksiz deb faraz gilamiz. V boshqaruvlar to’plamini R™

ning bo’sh bo’lmagan gavariq kompakt to’plami deb hisoblaymiz.

Odatdagidek, (1) boshgaruv sistemasi uchun joyiz boshqarishlar sifatida, V
boshqarishlar to’plamidan giymatlar gabul giluvchi bo’lakli-uzluksiz u=u(t), t [t,,t,],m-
vektor-funksiyalarni garaymiz va bunday boshqarishlar to’plamini U deb belgilaymiz.

Differensial tenglamalar kursidan yaxshi ma’lumki, har bir u=u(t), te[t,,t,], - joyiz
boshqarishga va

X(ty) = X° 2)
boshlang’ich shartga (1) tenglamaning [t,,t,],- oraliqda bo’lakli-silliq x(t) = x(t,u, x°), -
yechimi mos keladi hamda bu yechim

x(t) = F(t,t,)x° +jF(t,T)B(r)u(r)dT, telt,,t,] (3)
)
Koshi formulasi [2] orqali ifodalanadi, bu yerda F(t,z)— (1) tenglamaga mos
X = A(t)x 4)
bir jinsli tenglama yechimlarining fundamental matrisasidan iborat, ya’ni F(t,z)—nxn -
o’Ichovli matrisa bo’lib, uning i- ustuni (4) tenglamaning x(z) =e' (e'-E birlik matrisaning i-
ustuni) boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi x'(t,z) yechimidan iborat.

(3) formulaga ko’ra , x(t)=x(t,u,x%), trayektoriyaning t=t; vaqt momentiga mos
nuqtasi,

X(t,) = F(t,,t)x° +TF(t1,t)B(t)u(t)dt, (5)

to
ko’rinishda bo’ladi. Barcha u(t) eU boshqarishlarga mos (5) ko’rinishdagi nugtalarni
garaymiz. Ular R" da gandaydir Q(ty) to’plamni hosil giladi. Shu to’plamni (1),(2)
boshgaruv sistemasining t: vaqt momentidagi erishish to’plami deb ataymiz. Demak,
ta’rifga ko’ra,

Q(t) ={xeR":x=F(t,t,)x° +tj.F(tl,t)B(t)u()dt, u()eU}.

to
Q(ty) to’plam elementlarinig (5) ko’rinishda ifodalanishidan va V boshqgarishlar
to’plamining qavariq kompaktligidan, Q(t:) to’plamning ham chegaralangan gavariq
to’plam ekanligi kelib chigadi.
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Endi Q(t1) to’plamning yopiqgligini ta’minlovchi shartni keltiramiz. Bu shart (1)
sistemaning regulyarlik xossalari orgali ifodalanadi.

Awvvalo V boshgarishlar to’plamining k-0’ Ichamli yoqi tushunchasini keltiramiz.

Agar ScV gism to’plam V to’plamga o’tkazilgan, normallari chizigli bog’lanmagan m-
k ta tayanch tekisliklar kesishmasiga tegishli bo’lsa, S to’plam,

V ning k-0’Ichovli yoqi deyiladi. V to’plamning o’zini esa, m-o’lchovli yoqgdan iborat deb
hisoblaymiz.

Agar ixtiyoriy ceR",c=0 vektor va ixtiyoriy [t,,t;] kesma uchun c'F(t,,t)B(t)
funksiya V to’plamning har bir k- o’lchamli yoqiga [t,,t,] oraligning chekli sondan ko’p
bo’lmagan nugqtalari yoki kesmalarida ortogonal bo’lsa, (1) sistema regulyarlik shartini
ganoatlantiradi, deyiladi.

Quyidagi tasdiq o’rinli:

1-lemma [2]. Agar (1) sistema regulyarlik shartini ganoatlantirsa, Q(t1)- yopiq,
chegaralangan, gavariqg to’plam bo’ladi.

Chizigli boshgaruv sistemalarini o’rganishda, ekstremal prinsip deb ataluvchi, quyidagi
tasdigdan keng foydalaniladi.

2-lemma. Faraz qilaylik, (1) sistema regulyarlik shartini ganoatlantirsin. U vaqtda har

bir ceR",c=0 vektor t,>t,va son uchun Q(t:) to’plamning shunday x chegaraviy
nuqgtasi mavjul bo’ladiki, unda

C'X = max c'X (6)
xeQ()

munosabat bajariladi. (6) tenglikning o’rinli bo’lishi uchun, shunday u(t) eU boshgarish
topilib,

X =F(t,t,)x° + j F(t,,t)B(t)u(t)dt, (7)
C'F(t,, t)B(t)u(t) = max ¢'F (t,, )B(t)v, telty ] (8)

tengliklarning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Isboti. 1-lemmaga ko’ra Q(t1) to’plam kompakt bo’lganligi uchun, \Veyershtrass

teoremasidan, uzluksiz f(x)=c’x funksiyaning Q(t:) da global maksimum nugtasi x
mavjudligi kelib chigadi, ya’ni (6) tenglik bajariladi. Bu nugta x to’plamning chegaraviy
nugtasi bo’ladi. Hagigatan ham, agar x e intQ(t,) deb faraz gilsak, yetarli kichik >0 uchun
x+eeQ(t,) bo'ladi va c'(x+ec)=cx+e ||c||’ >c'x, ya’ni (6) ga zid munosabat
bajariladi.

Q(t1) to’plamning aniglanishiga ko’ra, x nugta, biror u(t) eU boshqarish yordamida,
(7) formula bo’yicha hosil gilinadi. Endi (6) shartni c'x>c'x, Vx € Q(t,) ko’rinishda yozib
va bu yerga x nugtaning (7) ifodasini va x € Q(t,) nugtaning, Koshi formulasi orqali,

X = F(t,t,)x° +TF(t1,t)B(t)u(t)dt, ut)e U

to
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ifodasini gqo’ysak, quyidagi

[IeF (6, HBOU® - ¢ F(t, HBEU®IE >0 9)
munosabatni hosil gilamiz. Bu tengsizlik ixtiyoriy u(t) eU boshgaruv uchun, jumladan,
u(t), te (0 —¢,6l,
u(t) = 10
® {V, te(0—-¢,0], (10

ko’rinishdagi boshgarish uchun ham bajariladi, bu yerda 6 e (t,,t,],veV, ¢ >0 -yetarli
kichik (t, <0 —& <t,) . Agar (10) boshqgarishni (20) ga qo’yib, uni ¢>0 ga bo’lsak va e—0
da limitga o’tsak,

lim j.[c’F(tl,t)B(t)a(t) —C'F(t,,1)B(t)v]dt =

=c'F(t,,0)B(O)u(f) —c'F(t,,0)B(O) v=0
tengsizlikni hosil gilamiz. Bu esa, v eV vektorning ixtiyoriyligiga ko’ra,
c'F(t,,0)B(O)u(d) = max c'F(t,,0)B(O)v (11)

tenglikning bajarilishini ko’rsatadi. Shunday qilib, (8) tenglik barcha 0 e(t,,t;], uchun
bajarilishi ko’rsatildi. Agar u(t) boshqgarishning bo’lakli uzluksizligini hisobga olsak, uni
t=to nuqtada chapdan uzluksiz deb hisoblashimiz mumkin. Natijada, (11) da 0 —»t, da
limitga o’tsak, uning 6 =t, nugtada ham o’rinli ekanligini ko’ramiz. Shunday qilib, (8)
tenglikning barcha t e[t,,t,],- uchun to’g’riligi ko’rsatildi. Lemma isbotlandi.

Keltirilgan ekstremal prinsip sodda geometrik ma’noga ega.Ekstremal prinsipga ko’ra,
(8) shartni ganoatlantiruvchi boshqarishlar (ularni ekstremal boshgarishlar ham deb
ataydilar ) va fagat shu boshgarishlargina chiziqli sistema trayektoriyasinii erishish to’plami

chegaraviy nuqtasiga o’tkazadi. (8), (7) formulalar bo’yicha u(t) boshgarishni va x e Q(t,)

nugtani hosil giluvchi c#0 vektor esa, Q(t1) to’plamdagi x nugtaga o’tkazilgan tayanch
tekislikning normalidan iborat (1-rasm).

1-pacm

Yugorida ta’kidlanganidek, chizigli sistema uchun regulyarlik sharti erishish to’plamining
yopigligini ta’minlaydi. Endi erishish to’plamining yopigligi bilan bir gatorda uning gat’iy
gavariqgligini ham ta’minlovchi yana bir shartni keltiramiz. U normallik sharti deyiladi.

(2) chizigli sistema uchun normallik sharti, har bir c£0 va ti>tg da (8) maksimum
shartidan u(t) bo’lakli-uzluksiz funksiyaning [to,t1] dagi barcha uzluksizlik nuqgtalarida bir
giymatli aniglanishini ifodalaydi.
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Normallik sharti, regulyarlik shartidan kuchliroq talabdir, chunki normallik shartiga
ko’ra, ixtiyoriy c#0 va ti>to uchun c¢'F(t,,t)B(t) funksiya V to’plamning yoqglariga [to,t1]
oraligning fagat alohida olingan nugtalaridagina ortogonal bo’lishi mumkin, ya’ni [to,t1]
ning gism intervallarida ortogonallik garalmaydi.

3-lemma. Agar (1) chizigli sistema normal bo’lsa va V boshqarishlar to’plami bittadan
ko’p elementli bo’lsa, ixtiyoriy (2) boshlang’ich shart va ti>to uchun Q(t1) erishish to’plami
gat’iy gavariq bo’ladi.

Lemmaning isbotini [2] dan garash mumkin.

2.Chizigli tezkor masala. Optimallikning zaruriy va yetarli shartlari. (1) sistema
uchun ikki nugtali tezkor masalani garaymiz: shunday u®(t)eU boshgarishni topish talab
gilinadiki, unga mos x*(t) trayektoriya, to,t1 vaqt momentlarida berilgan x°,x! nugtalardan
o’tsin, ya’ni

X (t)=x°,x{t)=x"  (x°=x)
shartlar bajarilsin va ti-to 0’tish vaqti minimal bo’lsin. Bunda u”(t) ga optimal boshgarish,
X"(t) ga optimal trayektoriya, t; ga optimal vagqt momenti (tezkor moment) deyiladi.
(u™(t),x"(t),t;) esa masalaning yechimidir. Qaralayotgan masalani , gisgacha,
t, —t, &> min
X = A(t)x +B(t)u, t e[t,,t,]
X(t,) = x°, x(t) = x*,
u)eu
ko’rinishda belgilaymiz.
Quyidagi funksiyani kiritamiz:

(12)

t
p(t) = min{c’F(tl,t)xo + I max c'F(t,7)B(r)udr - c’x}, t>t,
to

Jef=L

Bu funksiya barcha to>t1 nuqtalarda uzluksizdir.
1-teorema. Faraz qilaylik, (1) sistema regulyarlik shartini ganoatlantirsin.

(u™(t),x"(t),t;) - (12) masalaning yechimi bo’lsin. U vaqtda:
1) t, optimal vagt momenti

0 (13)

t
min{c'F (t,t,)x° + I max c'F(t,7)B(r)udr — c'x}
t

Jef=2

tenglamaning minimal ildiziga teng;

2) u“(t) optimal boshqarish,

c*'F(tl*,to)B(t)u*(t) = max c'F(t,,t,)B(t)u, t, <t <t/ (14)

maksimum shartini ganoatlantiradi, bu yerda ¢" eR", ¢ #0 vektor t=t, bo’lganda (13)
ning chap tomonidagi ifodaning ixtiyoriy minimum nugqtasidir;

3) x“(t) optimal trayektoriya

X = A)X +B(tu’(t), x'(t,)=x° (15)

munosabatlarni ganoatlantiradi.
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Isboti.1) x* € Q(t,) munosabat p(t,) >0 ga teng kuchlidir. Shuning uchun t,” optimal
vagt momenti
t, =min{t, : p(t,) >0, t, >t,},
ya’ni p(t,)>0 bajariladi. p(t) funksiyaning uzluksizligidan va t; ning optimalligidan
p(t;)) >0 bo’la olmasligi kelib chigadi. Demak, p(t;)=0 va t; -(13) tenglamaning eng
kichik ildizidan iborat.
2) u”(t) optimal boshgarish bo’lgani uchun, Koshi formulasiga ko’ra,

b
X' = F(t] to)x° + [ F(t;, )B(U" (), (16)
t
bajariladi. Endi (13) tenglikda t=t, deb uni ceR",|c|=1 bo’yicha ixtiyoriy ¢* minimum
nugtasi uchun yozamiz:

c*,F(tf )X + fmavx c*’F(tf,t)B(t)u*(t)dt —c*’xl =0,
Bu tenglikda x* o’rniga uning (16) dagi ifodasini keltirib qo’yib, quyidagi
jl[mavx c*, F(t,,t)B(t)u— c*' F(t,,t)B(t)u”(t)]dt =0,

tenglikni olamiz. Bu oxirgi tenglikda integral ostidagi funksiya manfiymas va t bo’yicha
bo’lakli-uzluksiz bo’lgani uchun undan talab gilingan (14) munosabatni hosil gilamiz.
3) x*(t) optimal trayektoriya (15) munosabat orgali bir giymatli aniglanadi.
Teorema isbotlandi.
2-teorema. Faraz qgilaylik, (1) sistema normallik shartini ganoatlantirsin. Agar u*(t)
boshqarish, x*(t) trayektoriya va t;  vaqt momenti 1-teoremadagi 1)-3) shartlarni
ganoatlantirsa, (u”(t),x (t),t;) -(12) tez harakat masalasining yechimi bo’ladi.
Isboti. p(t) funksiyaning ta’rifi va uning uzluksizligidan
t, =min{t, 1 p(t,) =0, t; >},
ekanligi kelib chigadi, ya’ni (13) tenglamaning minimal ildizi optimal vagt momentini
aniglaydi. x*(t) optimal trayektoriya (15) tenglik orgali bir giymatli aniglanganligi uchun,
u“(t) boshgarishning optimalligini ko’rsatsak, yetarli bo’ladi.
(13) tenglikda t=t; deb uni ceR",|c|=1 bo’yicha ixtiyoriy s* minimum nugqtasi
uchun yozamiz:

’ tl ! 1 !’
0=c F(t, t,)x° +Irrv]%x ¢ F(t,,0)B(t)udt —c” x* =c" F(t, t,)x° +
)
tl ! ! ! ! (17)
+ ¢ P, HBMU @)dt—c” x* =¢” x"(t,) —¢” x*

to
Ekstremal prinsipga (2-lemma) va u’(t) boshgarish hamda x*(t) trayektoriyalarning
aniglanishiga ko’ra,
¢ (X=X (1)) =0 (18)
tekislik Q(t1) erishish to’plamining x*(t1) nugtasiga o’tkazilgan tayanch tekislik bo’ladi.
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(17) tenglik ko’rsatadiki, x! nugta (18) tayanch tekislikda yotadi. t; -tezkor moment
bo’lgani uchun x'eQ(t;) bo’ladi. Agar x'(t;) = x* bo’lsa, [xl,x*(tf)] kesma Q(t1) ning
chegarasiga tegishli bo’lar edi. Ammo 3-lemmaga ko’ra, Q(t1) gat’iy gavariq to’plam
ekanligidan, bunday bo’lishi mumkin emas. Demak, x'(t;)=x' ya’ni u’(t), telt,,t,]
optimal boshgarish bo’ladi.

Teorema isbotlandi.

Optimallikning zaruriy va yetarli shartlarini ifodalovchi 1-2-teoremalarga qo’shimcha
gilib shuni aytish mumkinki, normallik sharti bajarilganda optimal boshgarish (va demak,
optimal trayektoriya ham ) yagona bo’ladi. Bu tasdig (14) maksimum shartidan osongina
kelib chigadi.

3. Tezkor masala uchun Pontryaginning maksimum prinsipi.

Optimal boshqaruv ~ nazariyasida optimallikning zaruriy sharti Pontryaginning
maksimum prinsipi ko’rinishida ifodalanadi. Quyida 1-teoremada keltirilgan zaruriy
shartlarni maksimum prinsipi shaklida yozish mumkinligini ko’rsatamiz.

Quyidagi

y (1) =F(t.1)c (19)
funksiyani kiritamiz va (14) shartni

v BOU" @) =maxy” HBOU, t, <t<t, (20)
ko’rinishda yozamiz. (19) funksiya

y=-A®y.wt)=c (21)
go’shma sistemaning yechimidir. Agar
H(X,w,u,t) =w TA(t)x + B(t)u]

Gamilton-Pontryagin funksiyasidan foydalansak, x*(t) ning (15) ni, u”(t) ning (14) ni va
w"(t) ning esa, (21) ni ganoatlantirishini,

X'(t)=H, (X @),y (t),u"1),1) (22)
y (1) =—H, (X )y [©),u"(0),1) (23)
HOXC ) 0.0 0.0 =max H @),y O.ub),  teltt] (24)
ko’rinishda yozish mumkin. Agar bu sistemani yana bita,
HX )y (). (t),1) >0 (25)

munosabat bilan to’ldirsak, tezkor masala uchun quyidagi maksimum prinsipiga ega
bo’lamiz.
3-teorema (maksimum prinsipi). Faraz gilaylik, (1) sistema uchun regulyarlik sharti
bajarilsin. Agar (u”(t),x"(t),t;) (12) masalaning yechimi bo’lsa, shunday trivial (aynan nol)
bo’Imagan " (t) vektor funksiya topiladiki, (22)-(25) shartlar bajariladi.
Mustagqil ishlash uchun savollar.

1. Chizigli boshqgarish sistemasi erishish to’plamining xossalari (qavariglik, kompaktlik,

ekstremal prinsip).

2. Chizigli boshqgarish sistemasi uchun regulyarlik va normallik shartlari. Bu shartlar

erishish to’plamining ganday xossalarini ta’minlaydi?
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3. Chizigli tez harakat masalasi uchun optimallikning zaruriy va yetarli
shartlari. Pontryaginning maksimum prinsipi.

13-ma’ruza. Chizigli tezkor masala, chizigli tezkor masala yechimining
mavjudligi. Chizigli tezkor masalada optimallikning zaruriy shartlari

4. Chizigli statsionar tezkor masala. Quyidagi
t, —t, — min, X = Ax+ Bu, x(t,) = x°, x(t,) = X",
u=u(t)eV,telt, t],
tezkor masalani garaymiz, bu yerda A-nxn- matrisa va B-nxm- matrisalar o’zgarmas,

V < R™ gavarig kompakt ko’pyoqglidan iborat.
4-lemma [2]. Agar V ko’pyoqlining istalgan girrasiga parallel bo’lgan w vektor uchun
rank{Bw, ABw,..., A"*Bw}=n (27)
bo’lsa, (26) sistema uchun normallik sharti bajariladi.
Yuqorida keltirilgan natijalar (26) statsionar tezkor masala uchun quyidagi teoremada
aniglashtiriladi.
4-teorema. Faraz qgilaylik, (26) sistema uchun (27) shart bajarilsin. U vaqgtda:
a) chizigli statsionar tezkor masalaning (u”(t),x"(t),t;) yechimi uchun shunday y"(t)
funksiya mavjud bo’ladiki,

(26)

X' (1) =H, (X' Q. .U O)y O =-H X 0.y 0.u W) (28)
HOX @) 0.0 O) =max HX @y ()u),  t <t<t]] (29)

shartlar bajariladi va u*(t) boshqarish [t,,t;] da bo’lakli 0’zgarmas bo’lib, uning giymatlari
V ko’pyoqglining uchlaridan iborat (bu yerda H(x,w,u) =y TAx+Bu]).

b) agar V ko’pyoglining u! ichki nugtasi uchun Ax*+Bu'=0 shart bajarilsa va
u (t),x (t),w (t) funksiyalar (28),(29) shartlarni va x(t,;)=x" tenglikni ganoatlantirsa,
u”(t)- optimal boshqarish, x*(t)- optimal trayektoriya. t, - optimal vagt momenti bo’ladi.

¢) optimal boshgarish yagonadir.

Isboti. Teoremaning a) tasdig’i 3-teoremaning natijasidir. b) tasdiq esa, 4-lemmani
hisobga olgan holda, normallik shartidan va (29) maksimum shartidan kelib chigadi. b)
tasdigni (26) masalaning xususiy holi bo’lgan,

t, > min, X = AX+Bu,x(0) = x°, x(t,) =0, |u[<1 (30)
masala uchun isbotlaymiz, bu yerda A-nxn matrisa, B € R™,u- skalyar boshgaruv parametri.
(30) sistema uchun (27) shart,
rank{B, AB,..., A"'B}=n (31)
ko’rinishda bo’ladi.

Asosiy va go’shma sistemalardan iborat,
X = A(t)x+Bu, v =—-A'(t)y

100



sistemani ganoatlantiruvchi ixtiyoriy  u(t), x(t),w(t), t >0 funksiyalar uchun u(t) ning
uzluksizlik nugtalarida quyidagi

%v/’(t)X(t) =y (OX() +y " (OX() =y () A () +y'(t) Ax(t) +
+y/'(t)bu(t) = y'(t)bu(t)
tenglik bajariladi. Bu tenglikni [ o, 7] oraligda integrallab,
y'(0)X(7) —y'(0)x(o) = jw’(t)bU(t)dt (32)

tenglikni hosil gilamiz.

Faraz gilaylik, u*(t)- boshgarish va unga mos x"(t),»"(t) funksiyalar [0,t;] oraliqda
(28),(29) hamda x (0)=x°, x'(t;)=0 shartlarni ganoatlantirsin, ammo u”(t) optimal
bo’lmasin. U holda, shunday u°(t),te[0,t°] boshqgarish mavjudki, unga mos  xo(t)
trayektoriya x°(0) = x°, x°(tY) =0 shartlarni ganoatlantiradi va t <t; tengsizlik bajariladi.
(32) munosabatdan foydalanib, quyidagiga ega bo’lamiz:

v EXE) = v X ) KO- G-y 000 |-
T , (33)
= I [W* ®bu™(t) —y” (t)buo(t)}dt
0
Teoremaning shartiga ko’ra, u°(t),te[0,t°], boshgarish maksimum prinsipini ganoatlantiradi,
ya’ni
v (Obu"® 2y Obu° ), telot]so]
tengsizlik bajariladi. Shuning uchun, (33) dan, 1//*’ t))x" () > 0 tengsizlik kelib chigadi.
Ikkinchi tomondan, maksimum shartiga ko’ra,

v (Dbu’(t) = T\a_lx v (bu, te[0,t]

bo’lgani  uchun, u*(t)=sigm//*,(t)b ko’rinishda bo’ladi. (31) shartdan

w*'(t)b;to, t [0,t;], bo’lishi kelib chigadi. Shunday qilib, t? <t, ekanligini hisobga olsak,
(32) ga asosan,

!/ ! ! t; ’ t; !
' X ) =y @)X ) -y €)X (1) =—[y" ®bu"E@)dt=—[]y" ®)b]dt<0
t? t?

munosabat bajariladi. Olingan garama-garshilik, u (t),t €[0,t;] boshgarishning
optimalligini ko’rsatadi. Teorema isbotlandi.
Optimal boshgarishlarni qurishda quyidagi natija ham muhim ahamiyatga ega [2,3].
5-teorema (n intervallar hagida) [2]. Faraz qilaylik, (25) statsionar tezkor masala
uchun (27) shart bajarilsin, V:{VERm v <1, izl,_m} va A matrisaning barcha xos
giymatlari hagigiy bo’lsin. U vagtda u’(t) = (u, (t),...,u_ (t)) ekstremal boshgarish har bir
u; (t) koordinatasining 0’zgarmaslik intervallari soni n tadan oshmaydi.
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Misol. (30) masalada n=2,x°:(xf,xg),xlz(o,O),Az(g 8) bzﬁ)j bo’lsin. Bu

holda 5-teoremaning barcha shartlari bajarilgan bo’ladi, shuning uchun ekstremal
boshqarish, u=+1 va u=-1 giymatlar gabul giladi va o’tish nugtasi bittadan ko’p emas,
ya’ni o’zgarmaslik oraliglari soni ikkitadan oshmaydi.

u=#1 bo’lganda xo=#1 nugtaning harakat tenglamasi -=-=-= ko’rinishda bo’ladi. Bu
yerdan
2
Lo Xy, % = +%2 4 const (34)
dx, 2

bo’lishi kelib chigadi. ularga mos harakat trayektoriyalari 2-3-chizmalarda keltirilgan.

- -

A P

[ ¢ £ -, - BN } } ) -

2-rasm. 3-rasm.

Koordinatalar boshiga kelib tushuvchi AO,0OV trayektoriyalarni ajratamiz (4-5-
chizmalar).

Agar boshlang’ich x° nugta AO yoki OV yoy ustida yotsa, maksimum prinsipini
ganoatlantiruvchi jarayon topilgan hisoblanadi. Aks holda (34) trayektoriyalar ichidan AO
yoki OV orgali o’tadiganini aniglaymiz. Natijada koordinata boshiga olib keluvchi va faza
tekisligini to’ldiruvchi egri chiziglar oilasini quramiz

(6-chizma). * £

Bu chiziglar oilasiga tegishli har bir egri chiziq :
(34) parabolalarning ikki bo’lagidan iborat bo’lib, ular 0 e VRl IS R T
maksimum prinsipini ganoatlantiradi. 4-teoremaga — A

ko’ra, bu trayektoriyalar optimaldir. Koordinata
boshiga yo’nalgan optimal harakat quyidagicha
amalga oshadi:

e {— 1, aeap X° 6ouwnanzuunyxma AOBuuzuxoaniokopu

+1, aeap X° Gownanzuunykma AOBuusuxoanxyiiuoaéku OB éii yemuoa émca.

- ™ -

4-pacwm. 5-pacm.
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chiziqga (yoki koordinitalar boshiga ) tushguncha saglab golinadi. x =(x;,x,) nuqgta AOV
chizigga tushgan vagt momentida boshgarishning giymatini -1 dan +1 ga yoki aksincha
0’zgartirib, x nugta koordinata boshiga tushguncha saglab golinadi. Boshgaruvning
giymatlari o’zgaradigan AOV chiziq, o’tish chizig’i deb ataladi.

Endi v(x°) deb, (35) formula bilan aniglanuvchi funksiyani belgilaymiz. U vaqgtda
optimal boshgarish u=v(x°) qoida bo’yicha hosil gilinadi. x° nugta ixtiyoriy bo’lgani
uchun, bu qoida optimal boshqarishni barcha x=(x;,x,) nuqgtalarda u=v(x) formula
bo’yicha quradi. Ana shunday qoida bo’yicha optimal boshgarishni qurishga uning optimal
sintezi deyiladi. Demak, (35) formula garalayotgan misolda optimal boshgarishning
sintezini beradi. Optimal trayektoriya esa,

X, =Xy, X, =V(X)
sistemani integrallash orqali quriladi.

Mustaqil ishlash uchun savollar.
1. Chizigli boshgarish sistemasi erishish to’plamining xossalari (qavariqlik, kompaktlik,
ekstremal prinsip).
2. Chizigli boshqarish sistemasi uchun regulyarlik va normallik shartlari. Bu shartlar
erishish to’plamining ganday xossalarini ta’minlaydi?
3. Chizigli tez harakat masalasi uchun optimallikning zaruriy va yetarli
shartlari. Pontryaginning maksimum prinsipi.
4. Chizigli stasionar tez harakat masalasida optimallik shartlari va ulardan foydalanib
optimal boshgaruvni qurish. Optimal boshgaruvning sintezi.

14-ma’ruza. Chizigli stasionar tezkor masala. Holatning umumiylik sharti
(lemma). Chizigli stasionar tezkor masalada yechimning mavjudligi va
yagonaligi (teorema). N intervallar haqgidagi teorema

Reja:

1. Optimal boshgaruv masalalari hagida.

2. Sodda tezkor masalaning go’yilishi va uning matematik ifodasi.

3. Tezkor masala va braxistoxrona hagidagi masala orasidagi bog’lanish.

4. Tezkor masalaning umumiy umumiy go’yilishi.

5.Tezkor masala yechimining mavjudligi.

6. Tezkor masala garalganda kelib chigadigan muammolar.

1.0ptimal boshgaruv nazariyasi- variatsion hisob rivojlanishining hozirgi bosgichini
ifodalab, u yangi texnika rivojining sohalarida amaliyot tomonidan go’yilgan masalalar
bilan bog’liq holda XX —asrning o’rtalarida paydo bo’ldi.

Optimal boshgaruv matematik nazariyasining asosida, optimallikning zaruriy shartidan

iborat Pontryaginning maksimum prinsipi va optimallikning yetarli shartidan iborat
Bellmanning dinamik programmalashtirish usuli yotadi.
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2. Bu masala avtomatik boshgaruv bo’yicha mutaxasislar tomonidan qo’yilgan
daslabki optimal boshgaruv masalasi bo’lganligi uchun, uni optimal boshgaruvning
asosily masalasi deb ham atashadi. Uning mohiyatini quyidagi eng sodda misolda
tushuntirishga harakat gilamiz.

m massali aravachani, moduli L dan oshmaydigan u gorizontal kuch yordamida,
gorizontal to’g’ri chiziq bo’ylab (ishgalish hisobga olinmagan holda), 17; tezlikga ega
bo’lgan boshlang’ich A holatdan, berilgan 1; tezlikka ega bo’ladigan oxirgi B holatga
minimal vagtda o’tkazish talab gilinadi(1-chizma).

\Y;
Vo — \%
: E u : E
o a ~y) e
0 a B X
X

mg

1-chizma.

Masalaning matematik qo’yilishini boshgarish obyektining matematik modelini
tuzishdan boshlaymiz. Nyutonning ikkinchi qonuniga binoan, aravachaning harakati
mi =u (8.1)

d2x(t)
Fra
tezlanishi, © = u(t)- boshqgarish obyektiga £ vagt momentida ta’sir etuvchi kuch migdori.

tenglama orqgali ifodalanadi. Bunda ¥ = % (t) = — aravachaning t vagt momentidagi

Masalaning fizik qo’yilishidan, aravachaning x(t) holati hamda x(t) = % tezligi
uchun boshlang’ich (t =0) va oxirgi (tf =t") momentlarida quyidagi shartlar kelib
chigadi:

x(0)=a x(0)=vy; x(t7)=pF; x(t*)=v,. (8.2)

Farazimizga ko’ra, aravachaga ta’sir etuvchi u  kuchning giymatlari ham

chegaralangan:
lu(t)| = L, te[0,t7]. (8.3)

Optimal boshgaruv masalasining dastlabki qo’yilishlarida muhandislar tomonidan, u
kuch o’zgarishi  mumkin bo’lgan u(t),t =0 qonunlarni  bo’lakli-uzluksiz
u(t),t € [0,t7], funksiyalar orqgali ifodalangan, deb faraz gilishgan.

Shunday qilib, garalayotgan masalaning matematik modeli shunday t*° moment va
(8.3) bog’lanishni ganoatlantiruvchi u®(t), t€ [0,£°*] bo’lakli-uzluksiz funksiyani
topishdan iboratki, (8.1) tenglamaning mos x°(t), t € [0,t%*] yechimida (8.2) chegaraviy
shartlar bajariladi va o’tish jarayoni ¢ *? vaqti minimal bo’ladi.

Endi tezkor masalaning variatsion hisobda ko’rib o’tilgan braxistoxrona hagidagi
masala bilan taggoslaymiz .
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Buning uchun, (8.1)-(8.3) masalada x; =x, X, =X faza o0’zgaruvchilariga
(boshgaruv ob’yektining (x;,%:) holat 0’zgaruvchilariga) o’tamiz. Unda yugoridagi masala

X, = X5, x,(0)=ea, x,(t)=48,
6= 0 (0) =7y, () =, (6.4)
lu(t)| = L, te[0,t7];
t* = min.

ko’rinishni oladi.

(8.4) masalaning geometrik talgini quyidagicha: Xx;,X,; o0’zgaruvchilarning faza
tekisligida (8.4) sistemaning shunday x°(t) = (x2(¢),x3(t)),t = 0, trayektoriyasini
qurish kerakki, u bo’ylab harakat gilganda faza nuqtasi A(«, v7,) holatdan B (8,1, ) holatga
eng gisga t*? vagtda o’tsin (2-chizma).

4

X2

X1

2-chizma.

3.Bunday talginda garalayotgan tezkor masala variatsion hisobdagi braxistoxrona
hagidagi masalaga o’xshashdir. Tezkor masalaning braxistoxrona haqgidagi masaladan
muhim fargi unda (8.3) tengsizlik gatnashganligida va shuning uchun uni yechishda
variatsion hisobda go’llanilgan usullar va natijalardan foydalanish mumkin bo’Imaydi.

4n —o’Ichovli R™ faza fazosida harakati

X =fxuw (8.5)

oddiy differnsial tenglama orgali ifodalangan obyektni garaymiz. Bunda

x = x(t) = (x,(t), ..., x,(t)) —ob’yektning £ vagt momentidagi  holati;
¥ =x(t) = % —uning tezligi u = u(t) = (u,(t),...,u.(t)) —r —o’Ichovli
boshgarish ta’sirining € vagt momentidagi giymati.

Faraz qgilaylik, 7 —o’Ichovli R™ fazoda U € R™ to’plam berilgan bo’lsin.
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1-tarif. U to’plamdan giymatlar gabul giluvchi bo’lakli uzluksiz w(t), t = 0 funksiya,
ya'ni u(t) € U, t = 0 munosabatni ganoatlantiruvchi funksiya, qulay boshqarish ta’siri
deb ataladi.

Qo’shimcha ravishda har bir qulay boshqarishga (8.5) vektor tenglamaning

x(0) = x,,
boshlang’ich shartni ganotlantiruvchi yagona x(t), t = 0, yechimi mos keladi, deb
hisoblaymiz.

2-tarif. Agar berilgan X3, X,, € R™ lar uchun u(t), t = 0, qulay boshgarish ta’siriga
mos x(t), t = 0 trayektoriya gandaydir 0 < t* = t*(w) < oo vaqt momentida

X(B) = Xp; x(txj = Xox
shartlarni ganoatlantirsa, bunday u(t), t = 0, qulay boshgarish ta’siri programma deb
ataladi.

Endi tezkor masalaning umumiy qo’yilishi quyidagi ko’rinishni oladi: programmalar
ichida shunday u°(t), t = 0, (optimal) programmani topish kerakki, uning uchun o’tish
vagti t* = t%(u®) minimal bo’lsin.

Bu masala yechimining  mavjudligi hagida teoremani isbotsiz  keltiramiz
(A.F.Filippov, 1959).

1-teorema . Faraz qilaylik, X-chegaralangan to’plam; X € R™; f(x,U) e C,x € X,
u € V; (5) sistemaning har xil programmalarga mos trayektoriyalari to’plami bo’sh
bo’Imagan va chegaralangan (x(t) € X, t = 0); har bir x € X uchun
fU) ={f(x,u),u €Uj
tezliklar to’plami gavarig kompaktdan iborat bo’lsin.U holda tezkor masala o’lchovi
boshgarishlar ta’sirlari sinfida yechimga ega bo’ladi.

Bundan buyon qulay boshgarishlar ta’sirlari sifatida bo’lakli uzluksiz funksiyalarni
garaymiz .
O’Ichovli funksiya ta’rifini keltiramiz.
3-ta’rif. Agar ixtiyoriy € > 0 uchun shunday u,(t),teT, funksiya topilib, u
berilgan u(t),teT, funksiyadan uzunliklari yig’indisi £ dan oshmaydigan @ © T
oraliklar to’plamida farq qgilsa, u(t),teT,- 0’Ichovli funksiya deyiladi.

Shuni e’tirof etish kerakki, optimal boshgaruv nazariyasining matematik modellariga
boshgaruvga bog’liq bo’lmagan ko’plab ekstremal masalalar ham keltiriladi. Bunday
masalalarda optimallashtirish ob’yektlari statik ( dinamik xarakterga ega bo’lmagan )
bo’lishi ham mumkin .Variatsion hisobning har bir masalasini optimal boshgaruv
nazariyasi masalasiga keltirish mumkin. (F(x,y,¥') da ¥ '=u deb olinadi) .Shu
sababli, optimal boshgaruv nazariyasi klassik bo’lmagan variatsion hisob deb ham
yuritiladi.

Optimal boshgaruv nazariyasida klassik variatsion hisob masalalari ~ uchun
an’anaviy bo’lgan muammolarga ( mavjudlik , yagonalik, yechimlarning uzluksiz
bog’ligligi , optimallikning zaruriy va yetarli shartlar va h.k) qo’shimcha ravishda, unda
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garalmaydigan ( stabilizatsiya, boshqgariluchanlik, kuzativchanlik , optimal boshgarishning
sintezi va h.k) muammolar ham tahlil gilinadi.

Optimal boshgaruv masalalari ularda ishtirok etayotgan funksionallarning
ko’rinishlariga bog’lig bo’lgan holda tiplarga bo’linadi.

Agar masalaning sifat kriteriysi — funksional integral ko’rinishida berilgan bo’lsa
(ya’ni integrant gatnashsa), masala Lagranj tipidagi masala deyiladi. Agar masalaning sifat
kriteriysi tezkor masaladagi kabi fagat oxirgi vagt momentida trayektoriyaning qiymatiga
bog’lig funksiyaning giymati orgali ifodalansa (ya’ni terminant gatnashsa), bunday masala
Mayer tipidagi masala yoki terminal boshgaruv masalasi deyiladi.

Agar optimal boshgaruv masalasining sifat kriteriysi — integral funksional bilan
terminatning yig’indisidan iborat bo’lsa, bunday masalaga Bolts masalasi deyiladi.
Takrorlash uchun savollar.

1. Sodda mexanik harakatni boshgarish masalasi —sodda tezkor masala ganday

go’yiladi?

2. Tezkor masalaning umumiy qo’yilishini keltiring.

3. Tezkor masalani variatsion hisobdagi braxistoxrona hagidagi  masala bilan

tagqoslang.

4. Optimal boshgaruv masalalari garalganda paydo bo’ladigan muammolarni sanab

bering.

5. Optimal boshgaruv masalalarining bir necha tiplarini yozing.

15-ma’ruza. Dinamik programmalashtirish usuli va uning optimal boshgaruv
masalalariga qo’llanilishi

Reja:
1. Masalaning qoyilishi
2. Masalaning yechilishi

1. Masalaning qo'yilishi.  Matematik programmalashtirishning quyidagi

u:;fi(xi)—>max, ;aixis(z)b,ai>0,xi20,i=ﬁ, @

masalasini garaymiz. Bu masalaning o°ziga xos hususiyati shundan iboratki, uning magsad
funktsiyasi separabeldir, ya’ni bir o’zgaruvchili f,(x),i=1n, funktsiyalar yig indisidan
iborat.

Bir gator igtisodiy masalalarni (1) masala ko'rinishida matematik modellashtirish
mumkin. Shunday masalalardan biri-resurslar taqsimeti haqgidagi masaladir. Bizga b
miqdordagi xomashyo (resurs) va n -ta texnologik jarayonlar berilgan bo’lsin; agar
xomashyoning x miqdorini  -chi texnologik jarayonda foydalansak , fi(x) migdordagi
foyda olinishi ma’lum bo’lsa, maksimal umumiy foyda olish uchun xomashyoni jarayonlar
0 rtasida ganday tagsimlash kerak?
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Agar xi deb 1 -chi jarayon uchun ajratilgan resurs migdorini belgilasak,
u:ifi(xi) -jami foyda, ixi —b, . >0i=1n, bo'ladi. Natijada resurslar

tagsimoti hagidagi masala quyidagicha matematik modellashtiriladi:

ifi(xi)—>max, ixi:b, X; =0,i=1,n. ()

2. Masalaning yechilishi. Amerikalik olim R. Bellman tomonidan asoslangan
sxemaga ko'ra, (1) masalani dinamik programmalashtirish usuli bilan echish quyidagi
bosgichlarda amalga oshiriladi.

Birinchi bosgichda (1) masalani unga o xshash masalalar oilasiga invariant
Kiritamiz, ya’ni

n k N
u=> fi(x)omax > ax <Eyx>0i=1k  1<k<n0<y<b (3

i=1 i=1
masalalar oilasini garaymiz. (3) masala magsad funktsiyasining optimal giymatini Bk(y)
deb belgilaymiz:

Bk(Y):maXifi(Xi)1Zk:aiXi =(®@Y. X >0,i=1k. (4)

Bk(y) - Bellman funktsiyasi deyiladi.
Ikkinchi bosgichda rekurrent
B, (y) = rna>§[fk(z)+ B, ,(y—a,2)], k=2,n, 0<y<b 3)
0<z<—

A

Bellman tenglamasidan va b,(y)= max f,(z) (asosiy boglanish tenglik

0<z<yla;

shaklda bo’lgan holda b (y)=f,(y/a) boshlang’ich shartdan foydalanib ketma-ket
B,(Y),B,s(Y),...,B,(y) funktsiyalarini topamiz.

Oxirgi, uchinchi bosgichda (1) masalaning  {x°,x2,...x¢} echimini quramiz: x’
ni f.(z2)+B,,(b—a,z),0<z<b/a, funktsiyaga maksimum beruvchi nuqta
sifatida aniglaymiz, ya’ni
fn(x2)+Bn_l(b—anxr?):Osrll%n[fn(zhBn_l(b—anz), x, ni  ham shunga o0 xshash

foy (Xr?—l) +B, (b, — an—lxr?—l) = max [f _,(2)+B, (b -a,,2)]

O<z<h/a,
shartdan  aniglaymiz, bu erda b=b-a,x? . Shunday davom etib,
x%,,i=23,..,n-2

nugtalarni

foi(xa)+ B u(b —a, X ,) = Ogg]?én 1[ fi(2)+B, (b —a,2)

shartdan topamiz, bu erda

i—1
by=b->a, %, ,.,i=23..,n-2.
k=0
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X' ni esa, f.(x))= max f,(2) shartdan topamiz (asosiy bog lanish tenglik

0<z<b,_, /&
ko rinishda bo"lganda esa ,
XS=(b—§)an,kXS,k)/bl bo'ladi). (1) masala magsad funktsiyasining maksimal giymati

Bn(b) gateng.

1-Misol. Resurslar tagsimoti haqgidagi (2) masalada
n=3b=4,f(x)=x f,(xX)=x*+X, f;(x) = x> — x> +24x
bo’lsin. Demak, quyidagi masala berilgan:

3
DU () =X + X2+ X, + X5 +24X; >max, X, +X, +X; =4, X =0,i=12,...
i=1

Unga uxshash masalalar oilasi quyidagicha boladi:

k K -
D Uf(x) > max, D x, =y, X =20,i=Lk, k=123, 0<y<A4a.
i=1 i=1

Bellman funktsiyasi
B, (y) = maka: f,(X,), ixi =y, X, =0,i=1k, k=123, O<y<a.
Uchun Bellman tenglamasini yozamiz:
B, () = max[f, (2) +B,(y-2)] k=23 0<y<a.
<7<y
Bu tenglama uchun boshlang'ich shart B,(y) = f,(y)=y bo'ladi. Bellman tenglamasidan
ketma-ket B,(y) va B,(y) funktsiyalarni topamiz:

Bz(y)=Qgrz'g[fz(ZHBl(y—Z)]=Qﬂa><[Z2 +z+y-z]=y’+y

<z<y

B,(y) = max|1(2) + B, (y ~2)] = max|z® ~2° + 242+ (y - ) + y 2]

Endi optimal tagsimoti aniglaymiz.
By(4) = max|z” —2° + 242+ (4-2)" + 4 - 2= max[22” — 2° + 152+ 20 = 56

0<z<y
bu erda maksimumga z=3 daerishiladi. Demak, b, =b-x? =1, B,(1) = m%[zz +1]=2,
bu erda maksimumga z =1 da erishiladi. Demak, x%= 1.U vaqtda x? =4-x{ -x? =0.
SHunday qilib, optimal tagsimot quyidagicha bo’ladi: x°1=0, x%= 1, x°%= 3 : maksimal
foyda B,(4) =56 ga teng.
Mustaqil ishlash uchun savollar
1. Dinamik programmalashtirish masalasi ganday jarayon uchun qo‘yiladi?

2. Dinamik programmalashtirish masalasini necha bosgichda yechish mumkin va ularni
keltiring?
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16-ma’ruza. Differensial o’yinlar hagida asosiy tushunchalar
Reja:
1. Matrisaviy 0’yin. O’yining quyi va yuqori baholari.
2. O’yinning egar nugtasi. Sof strategiyalar.

Tayanch so’z va iboralar: pozitsion o’yinlar, normal o’yinlar, matrisali o’yinlar, differensial
o’yinlar, strategiya, konfliktli vaziyat, optimal strategiya, sof strategiya, egar nuqgta,
0’yinning quyi va yugori baholari, to’lov matritsasi, 0’yinning sof bahosi.

1. Matrisaviy 0’yin. O’yining quyi va yuqori baholari
Ikkita A va B o’yinchilar gatnashgan antogonistik o’yinni garaymiz. O’yinchilar
garama-garshi magsadni ko’zlaydi. Biri gandaydir yutuqga ega bo’lsa, ikkinchisi shu
miqdorda yutgazadi. Demak A o’yinchining yutug’i B o’yinchi yutug’ining garama-garshi
ishora bilan olinganiga teng bo’lgani uchun, bu o’yinda A o’yinchining yutugini tahlil
qilish yetarli.
A o’yinchi (biz uni | 0’yinchi deymiz) Mta APy A strategiyalariga, B o’yinchi

(biz uni 11 0’yinchi deymiz) Nta B,.B,....B, strategiyalarga ega bo’lsin. Bunday 0’yinga
MX>N g’Ilchamli 0’yin (ba’zan gisgacha M>N-qg’yin) deyiladi.

| 0’yinchi 0’zining mumkin bo’lgan strategiyalaridan biri A ni, i=12,...m, I1 0’yinchi
esa, | 0’yinchining tanlash natijasidan bexabar holda, B, strategiyani (1=12,...,n)

tanlangan bo’lsin. Strategiyalarni tanlash natijasida | o’yinchining yutug’i Wi (A, Bj)
W, (A, BJ') bo’lsa, ular Wi (A, BJ) +W, (A, BJ) =0 munosabatni

ganoatlantiradi. Agar WA B)) =Wi(A.B)) jop grsak Wa(A:B))=-W(A,B))

bo’ladi. W(A.B;) =3 deb belgilaylik. Bu giymatlarni satrlari I 0’yinchining

strategiyalariga, ustunlari esa Il 0’yinchining strategiyalariga mos keladigan jadval (1-
jadval) ko’rinishida yozamiz. Bunday jadval to’lovlar matrisasi deb ataladi.
1-jadval

va ll

o’yinchining yutug’i

Bl BZ Bn
A
A &y CP: &,
A2 a‘21 a22 a‘2n
Am aml amz amn

To’lovlar matrisasining har bir musbat % elementi mos strategiyalar qo’llanilganda |
o’yinchining yutug’i (yoki Il o’yinchining yutgazig’i) migdorini bildiradi. Matrisaning har
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bir manfiy % elementi esa mos strategiyalar go’llanilganda I 0’yinchining yutgazig’i (yoki
I1 0’yinchining yutug’i) miqdorini bildiradi. Ikkala o’yinchining ham magsadi — 0’z
yutug’ini maksimallashtirishdan (yoki 0’z yutqazig’ini minimallashtirishdan) iborat.
1-misol. O’yinda | va Il o’yinchilar ishtirok giladilar. O’yinchilardan har biri boshgasidan
bexabar holda 1, 2 yoki 3 ta barmog’ini ko’rsatishi mumkin. Agar | va Il o’yinchilar
ko’rsatgan barmoglar soni o’rtasidagi ayirma musbat bo’lsa, 1 0’yinchi shu sonlar ayirmasi
gadar ochko yutadi va aksincha, agar ayirma manfiy bo’lsa, Il 0’yinchi shuncha yutadi.
Agar sonlar o’rtasidagi ayirma nol bo’lsa, 0’yin durang bilan tugaydi.

O’yinda har bir 0’yinchining uchtadan shaxsiy yurishi bor. | 0’yinchi strategiyalari: A _ 1
ta barmoqni ko’rsatish, A, _ 2 ta barmoqni ko’rsatish, A _ 3 ta barmoqni ko’rsatish. 11

o’yinchining (ya’ni, |1 o’yinchi ragibining) strategiyalari esa, B, _ 1ta, B, _ 2 ta, B, _ 3ta
barmoqgni ko’rsatishdan iborat. O’yinchilarning ular tegishli strategiyalarni go’llaganlardagi
yutuglarini to’lov matrisasi (2-jadval) ko’rinishida yozib go’yamiz.

2-jadval
: I Bl BZ BS
A |0 -1 -2
A |1 0 -1
A, |2 1 0

Bu matrisa elementlari ganday hosil gilinganligini ko’ramiz. Agar | 0’yinchi A

strategiyasini, Il 0’yinchi B strategiyasini qo’llasa, u vaqtda | o’yinchi ikki ochko
yutgazadi. Bu yutgazish to’lov matrisasida birinchi satr va uchinchi ustunlar kesishishidagi

(1;3) katakka yozilgan (a13 - 2). Agar | 0’yinchi A, strategiyasini, ragib esa B,
strategiyani qo’llasa, u holda I o’yinchi bir ochko yutadi. To’lov matrisasida bu yutuq (2;1)

katakka musbat ishora bilan yozib qo’yilgan (a21 - 1). Jadvalning boshga elementlari ham
shu tariga hosil gilingan.

To’lov matrisasi 1-jadvalda keltirilgan M>N — o’yinni garaymiz. Masala ARy Ay

strategiyalar orasidan | o’yinchining eng yaxshi strategiyasini, B,.B,....B,
strategiyalardan esa Il 0’yinchining eng yaxshi strategiyasini topishdan iborat. Bu masalani
yechishda o’yinda ishtirok etuvchi ragiblar bir xil agl-idrokka ega va ulardan har biri 0’z
magsadiga erishish uchun hamma chora-tadbirlarni ko’radi deb hisoblaymiz. Bu tamoyildan
foydalanib | 0’yinchining eng yaxshi strategiyasini topamiz. Buning uchun uning hamma

strategiyalarini ketma-ket tahlil gilamiz. | o’yinchi 0’zining A strategiyasini tanlaganda biz
unga Il o’yinchi 0’zining | 0’yinchi yutug’ini minimallashtiruvchi B, strategiyasi bilan

javob beradi deb hisoblashimiz kerak. Shunga ko’ra to’lov matrisasining har bir satridagi
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% sonlardan minimalini topamiz va uni a;,1=1 m, bilan belgilab, to’lov matrisasining
yonida qo’shimcha ustunga yozib qo’yamiz:

a; =ming;,i=12,..m

)
%i sonlarni bilgan | 0’yinchi 0’zining strategiyalaridan shundayini tanlaydiki, bu unga eng
o = MaAXq;
katta yutuq bersin. Bu maksimal yutugni & deb belgilaymiz, ya’ni i=Lm  Shunday
o =maxmin a;
qgilib, (1) ni hisobga olsak, I=Lm =L hosil bo’ladi.

@ soni | 0’yinchining kafolatli yutug’i bo’lib, 0’yinning quyi bahosi (maksimini) deb
ataladi. O’yinning quyi bahosi & ni ta’minlovchi strategiya maksimin strategiya deb ataladi.
Agar | 0’yinchi 0’zining maksimin strategiyasiga amal gilsa, 11 0’yinchi ganday yo’l
tutishidan ga’tiy nazar, unga & dan kam bo’Imagan yutuq ta’minlanadi.

I1 0’yinchi 0’z yutqazig’ini kamaytirishga, ya’ni | 0’yinchi yutug’ini minimumga
aylantirishga harakat giladi. Shu sababli 0’zining eng yaxshi strategiyasini tanlab olish
uchun u to’lov matrisasi ustunlarining har biridagi maksimal sonni topishi va bu giymatlar
orasidan eng kichigini tanlab olishi kerak.

B

Har bir ustundagi maksimal elementni ) deb belgilaymiz va bu elementlarni 3-jadvalning

go’shimcha satriga yozib qo’yamiz. 'BJ lar orasidan eng kichik giymatlisini B deb

B = minmaxa;
belgilaymiz. B . 0’yinning yugori bahosi (minimaksi) bo’lib, u J=tni=tm = formula
bo’yicha topiladi.
Il 0’yinchiga B “yutugni” ta’minlaydigan strategiya uning minimaks strategiyasi deb
ataladi. Agar 11 o’yinchi 0’zining minimaks strategiyasiga amal gilsa, har ganday holda ham

uning yutgazig’i B dan oshmaydi.

3-jadval

B B, | B B, |«

A

A ay | A A, | X

A, dy | Ay A | Ay

A, A | Ao Ay | Ay
o

B; Bo | B | | B | B

max min a; < min max a;
O’yinning quyi va yugori baholari uchun <i=misi<n I<jsnlsism = tengsizlikning

hamisha o’rinli, ya'ni ¢ <p ekanligini ko’rsatish mumkin.
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2. O’yinning egar nuqtasi. Sof strategiyalar

Quyi va yugori baholari o0’zaro teng, ya'ni ¢ = B bo’lgan o’yinlar mavjud. Bunday o’yinlar
egar nugtali o’yinlar deb ataladi. Egar nuktali o’yilarda yugori va quyi baholarining umumiy

B.
giymati 0’yining sof bahosi, bu giymatga erishishni ta’minlovchi A' va | strategiyalar
esa optimal strategiyalar deyiladi.

A.,B. . . . - .
Optimal strategiyalarning ( ' = 1) jufti matrisaviy 0’yinning egar nugtasi (muvozanat

_— : . a..= _
vaziyati) deb ataladi. To’lovlar matrisasida shu egar nugtaga mos '! 4 element bir
vagtning o’zida 1 - satrda minimal, ) - ustunda maksimaldir.
2-misol. To’lov matrisasi 2-jadvalda keltirilgan o’yinning yechimini topamiz. Shu jadvalga

mos %i va ﬂj larning kiymatlarini topib, ular yordamida 4-jadvalni hosil gilamiz.
4- jadval

:I B, B, B, &
A1 0 -1 -2 -2
A 1 0 1 1
A 2 1 0 0
] 2 1 0

O’yinning quyi bahosi
o =maxe; =max(—2;-1,0)=0, a=a,

O’yinning yuqori bahosi
B=ming; =min(2;1,0)=0, B=p,
J .

a=p bo’lgani uchun 0’yin egar nugtaga ega. O’yinning sof bahosi 7 = O. Optimal

strategiyalar: | 0’yinchining A, strategiyasi va Il 0’yinchining B

esa (4, Bs) boladi.
3-misol. To’lov matrisasi 5-jadvalda keltirilgan o’yinning yechimi topilsin.

3 strategiyasi. Egar nugta

%i va ﬂj larning giymatlarini topamiz va ularni 5-jadvalga kiritamiz.
5- jadval

B, |B,|B,]B,|q

A 6 |5 |8 |5 |5
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A, 6 |5 |7 [5 |5
B, 715 |8 |5

O’yinning quyi va yuqori baholarini topamiz:
o =maxe; =max(525)=5, a=a, =a; =5

B=ming; =min(7;5:8)=5, f=p,=P,=5
i :

o va P ning giymatlaridan ko’rinib turibdiki, 0’yinda optimal strategiyalarning AB,,
AiB4, A3BZ, AB, juftlariga mos to’rtta egar nugta mavjud. O’yinning sof bahosi ¥ = 5

Muammoli masala va topshiriglar

O’yin vaziyatini sifat jihatidan aks ettiruvchi masalani qo’ying va uning matematik
modelini tuzing.
1-topshirigda qo’yilgan 0’yin masalasida tomonlarni, ularning sonini, 0’yin xarakterini va
o’yinchilar strategiyalarini aniglang.
O’yinda I va Il o’yinchilar ishtirok giladilar. O’yinchilardan har biri boshgasidan bexabar
holda 1, 2 yoki 3 ta barmog’ini ko’rsatishi mumkin. Agar | va Il o’yinchilar ko’rsatgan
barmogqlar soni yig’indisi juft bo’lsa, 1 0’yinchi shu yig’indiga teng ochko yutadi va
aksincha, agar yig’indi toq bo’lsa, 11 0’yinchi shuncha ochko yutadi.Shu o’yinda:
a) tomonlarning strategiyalari va ularga mos yutuglarini aniglang;
b) o’yinchilarning minimaks va maksimin strategiyalarini toping.
To’lovlar matrisasi H quyidagicha bo’Igan 0’yinda quyi va yugori baholarni toping va egar
nuqta (muvozanat vaziyati) mavjudligini tekshiring:

9 -5 2 6 -7

-1 5 8 -2 4
H=

5 7 -5 0 5

6 1 -2 3 8

Mustagqil ishlash uchun savollar
1. O’yinlar nazariyasi nima bilan shug’ullanadi. O’yinlarning turlari.
2. Nol yig’indili 0’yin. Strategiya, optimal strategiya tushunchalari.
3. Matrisaviy 0’yin, to’lovlar matrisasi, minimaks va maksimin strategiyalar.
4. O’yinning quyi va yuqori baholari, sof baho, sof optimal strategiyalar.
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AMALIY MASHG'ULOTLAR

1-amaliy mashg‘ulot. Variatsion hisobning predmeti, funksionalning ekstremumi.

Funksionalning variatsiyasi, ekstremumi. Variatsiya terminidagi ekstremum shartlari

1. Funksional tushunchasi.

Faraz qilaylik, y(x) funksiyalarning gandaydir M sinfi berilgan bo‘Isin.

Agar har bir y(x)eM funksiyaga gandaydir gonun bo‘yicha biror anig v son
mos qo‘yilgan bo‘lsa, u holda M sinfda v funksional aniglangan deyiladi va u
V =V (y) kabi yoziladi.

V(y) funksional aniglangan, y(x) funksiyalarning M sinfi funksionalning
berilish (aniglanish) sohasi deyiladi. v (y) funksionalning giymatlari taggoslanadigan
y(x) funksiyalar (egri chiziglar) joiz egri chiziglar yoki tagqoslanadigan egri
chiziglar deyiladi.

V(y) funksional argumenti y(x) ning OY variatsiyasi yoki orttirmasi deb, tanlangan
M sinfga mansub y(x) va y,(x) funksiyalar orasidagi ayirmaga aytiladi:
Oy =y(x) — ¥, (x) .
Funksionallarga misollar garaymiz:

1). M =C[01]- [01] kesmada uzluksiz bo‘lgan barcha y(x) funksiyalardan iborat
bo‘Isin va

V() = [ y0d (0 n

bo‘Isin. U holda V(y) — y(x) ning funksionalidan iborat, chunki har bir y(x) eC[0]]
funksiyaga V(y) ning aniq giymati mos keladi. (1) ifodada y(x) ning o‘rniga aniq
funksiyalar qo*yib, V(y) ning ularga mos giymatlarini hosil gilamiz. SHunday qilib,

1
agar y(x)=5 bo‘lsa; V(5) = j5dx -5
0

1
agar y(x)=cosrx bo‘lsa,  V(cosnx) = [ cos mxdx =0.
0

2). M =C'[a,b] —[a,b] kesmada birinchi tartibli hosilalari bilan birga uzluksiz
funksiyalar sinfi bo‘lsin va V(y)= y'(x,), X, €[a,b]. Ravshanki, V(y)- ko‘rsatilgan
funksiyalar sinfida aniglangan funksiyalardan iborat; bu sinfdan aniglangan har bir
funksiyaga aniq son - bu funksiyaning tanlangan x, nuqtada hosilasining giymati mos

keladi.
Agar, masalan, a=1 b=3va x, =2 bo‘lsa, y(x)=x* funksiya uchun

V(x*)=2X,,=4
y(x) = Inx funksiya uchun
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1 1
VIinx]=—|, .=
3). M =C?[a,b] bo‘lsin. U holda
b
VIyl= [V1+y?(x)dx @

M da aniglangan funksiyalardan iborat bo‘ladi. (2) funksionalning geometrik
ma’nosi - uchlari A(a,y(a)) va B(b,y(b)) nugtalarda bo‘lgan y=y(x) egri chizigning
uzunligini bildiradi.

2. Egri chiziglarning yaqinligi.

1- ta’rif. Agar [a,b] kesmada berilgan y=y(x) va y=y,(x) funksiyalar
uchun, oldidan berilgan = >0 son va barcha x<[a,b] larda |y(X) -y, (X)| < &

tengsizlik bajarilsa, bu funksiyalar nolinchi tartibli yaginlik ma’nosida yagin
funksiyalar deyiladi.
2-ta’rif. Agar [a,b] kesmada berilgan y=y(x) va y=y,(x) funksiyalar uchun,
oldindan berilgan ¢ >0 son va barcha x [a,b] larda
YOO -y.(¥)|<e va [y()-yi(¥)|<e
tengsizliklar bajarilsa, bu funksiyalar birinchi tartibli yaqinlik ma’nosida yagin

funksiyalar deyiladi.
3-ta’rif. Agar [a,b] kesmada berilgan y=y(x) va y=y,(x) funksiyalar uchun,

oldindan berilgan & > 0 son vabarcha X =e[a,b] larda

YO -y, <e, [Y )=y (9| <e, ... |y () -y <e
tengsizliklar bajarilsa, bu funksiyalar k - tartibli yaginlik ma’nosida yagin
funksiyalar deyiladi.

4-ta’rif. [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lgany=y(x) va y=y,(x) funksiyalar
orasidagi masofa deb, [a,b] kesmada |y(x)-y,(x)) migdorning maksimumiga teng
nomanfiy p, songa aytiladi:

Po = poly (), ¥1(x)]= max |y (x) - y, (X)

Faraz qilaylik, y=y(x) va y=y,(x) funksiyalar [a,b] kesmada n-tartibgacha
uzluksiz hosilalarga ega bo‘Isin.

5-ta’rif. y=y(x) va y=y,(x) funksiyalar (egri chiziglar) orasidagi n-tartibli
masofa deb, quyidagi

YOO = Y2 00L [y 09 = ¥ 00|y 00 = 1, (%)
miqgdorlarning [a,b] kesmadagi maksimumlarining eng kattasiga aytiladi.
Bu masofa,
Pn = PalY(X), ¥, (X)]=max max

1<k<n as<x<b

Y909 -, ()
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kabi belgilanadi.
6-ta’rif. y=y(x) egri chizigning (funksiyaning) n-tartibli ¢- atrofi deb, shunday
y=y,(x) egri chiziglar to‘plamiga aytiladiki, ularning y=y(x) egri chizigdan n-
tartibli masofasi ¢ dan kichik bo‘ladi:
Po =Py, y; (¥)] < &.
7-ta’rif. y=y(x) funksiyaning nolinchi tartibli ¢- atrofi uning kuchli ¢ -atrofi
deyiladi.

3. Funksionalning uzluksizligi

8-ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢ >0 son uchun shunday § son mavjud bo‘lib § =6(¢)),

YOO = .00 <8, ]y 00 = Yo (0] < 8,0, [y () =y ()| < 8
shartlarni ganoatlantiruvchi barcha y = y(x) joiz funksiyalar uchun
VIyl-vly,]<e
tengsizlik bajarilsa, y(x) funksiyalarning M sinfida aniglangan V[y] funksional
y =Y, (x) funksiyada n-tartibli yaqinlik ma’nosida uzluksiz deyiladi.
n-tartibli yaqinlik ma’nosida uzluksiz bo‘lmagan funksional ko‘rsatilgan
yaginlik ma’nosida uzilishga ega deyiladi.
M —y(x) funksiyalarning chizigli normalangan fazosi bo‘lsin.
9-ta’rif. Agar M fazoda aniglangan L(y) funksional:
1) bir jinsli, L(cy)=cL(y), c-ixt. 0‘zgarmas son;
2) additiv, L(y,+vy,)=Ly,]+L[y,], v,(x)eM,y,(x)eM bo‘lsa, u chizigli
funksional deyiladi.

Misollar.

H 2
1-misol. y(x)=""X

, n-etarli katta son, va y,(x)=0 funksiyalar [0,7] kesmada

nolinchi tartibli yaginlik ma’nosida yaqin ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi. Berilgan funksiyalar ayirmasining modulini baholaymiz:
sinn’x| 1

<=
n

yO) -y, (%) =

ya’ni [0,7] kesmaning barcha nugtalarida bu ayirma modul bo‘yicha (etarli katta n lar
uchun) etarli kichikdir.

Bu funksiyalar uchun birinchi tartibli yaginlik yo‘q, chunki
‘y'(x)—yl'(x)‘:n‘cosnzx‘, va masalan, X:ZT7r nugtalarda ‘y'(x)—yl‘(x)‘:nbO‘IiShini

olamiz va demak, ‘y'(x)—yl'(x)‘ miqdor, etarli katta n larda juda katta gilinishi

mumkin.
sin nx
I,.]2

2-misol. y(x)= , n-etarli katta son, va yi(x) =0 egri chiziglar [0,r]

kesmada birinchi tartibli yaginlik ma’nosida yaqin ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi. Modomiki,
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s% lar etarli kichik miqgdorlar

sinnx| 1 COS NX
| <5 Baly' () -/ ()] =
n n n

ekan, berilgan egri chiziglar birinchi tartibli yaqginlik ma’nosida yaqin egri chiziglar
bo‘ladi.

3-misol. [0,7] kesmada y=x va y=x’ egri chiziglar orasidagi masofani (p,)
toping.

Echilishi. Tarifga ko‘ra,

MOESAWIE

= max(x—xz),
0<x<1

2
= max X~ - X
Ijo 0<x<

[0,1] kesmaning chetlarida y=x-x? funksiya nolga aylanadi. max (x-x?) ni hisoblaymiz.

Ravshanki, y'=1-2x, x:% bo‘lganda y =0 bo‘ladi, demak,

1

—(y_ x2 _=
= (X=x%) .1 7

Do = max [x? - x

0<x< X =

4.Funksionalning variatsiyasi.

V[y] funksional y(x) funksiyalarning M to‘plamida berilgan bo*Isin.

10-ta’rif. v[y] funksionalning &y argument orttirmasiga mos kelgan orttirmasi
deb,

AV = AV[y(x)] =VLy(X) + Sy ()] - VLy(x)] 4)

( Sy(x) =y(x)-y(x), bunda y(x)eM,y(x)eM ) miqdorga aytiladi.

11-ta’rif. Agar V[y] funksionalnnig Av=v[y(x)+dy(x)]-V[y(X)]
orttirmasini,

Av = LTy (x), &1+ B(y(x), ) /5]

ko‘rinishda tasvirlash mumkin bo‘lsa, bu erda L[y(x),8y]- &y ga nisbatan chizigli
funksional va |8y -0 da B(y(x),6y) —>0, funksional orttirmasining &y ga nishatan
chizigli gismi, ya’ni L[y(x),dy] funksional, V[y] funksionalning birinchi variatsiyasi
deb ataladi va u ov kabi belgilanadi. Bu holda V[y] funksional y(x) nugtada
differensiallanuvchi deyiladi.

12-ta’rif (funksional variatsiyasining ikkinchi ta’rifi). V[y] funksionalning
y=y(x) nuqtadagi variatsiyasi deb, V[y(x)+ady(x)] funksionaldan « parametr
bo‘yicha hosilaning « =0 dagi giymatiga aytiladi:

& = %—“V[y(x) ady(x)])/a =0 (5)

Shuni e’tirof etish kerakki, agar funksionalning variatsiyasi uning orttirmasidagi
bosh chizigli gism sifatida mavjud bo‘lsa, « parametr bo‘yicha hosilaning « =0 dagi
giymati shaklidagi variatsiya ham mavjud bo‘ladi va ular o‘zaro ustma-ust tushadi.

5. Funksionalning ekstremumi.
13 -ta’rif. Agar V[y] funksionalning y=yo(x) egri chizigga yaqin bo‘lgan ixtiyoriy
egri chizigdagi giymati, uning V[y,] giymatidan katta bo*‘lmasa, ya’ni
AV =V[y]-V[y,] <0
bo‘lsa, V[y] funksional y=y,(x) egri chizigda maksimumga erishadi, deyiladi.
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Agar AV <0 bo‘lib, fagat y=y,(x) bo‘lganda Av =0 bo‘lsa, y=y,(x) da gat’iy

maksimumga erishiladi, deyiladi.
Minimumga erishiladigan y=y,(x) egri chiziq shunga o‘xshash aniglanadi.Bu
holda, y=y,(x) egri chizigga yaqin barcha egri chiziglarda av >0
bo‘ladi.
6. Kuchli va kuchsiz ekstremumlar.
14-ta’rif. Agar V[y] funksional aniglangan sohadan olingan, y=y,(x) egri

chizigning nolinchi tartibli & -atrofida yotuvchi barcha joiz y=y(x) egri chiziglar
uchun V[yl<VIy,] tengsizlik bajarilsa, V[y] funksional y=y,(x) egri chizigda kuchli
nisbiy (lokal) maksimumga erishadi, deyiladi.

Funksionalning kuchli nisbiy (lokal) minimumi shunga o‘xshash aniglanadi.

15-ta’rif. Agar V[y] funksional aniglangan sohadan olingan, y=y,(x) egri
chizigning gandaydir birinchi tartibli ¢ -atrofida yotuvchi barcha joiz y=y(x) egri
chiziglar uchun V[y]<V[y,] tengsizlik bajarilsa, Vv[y] funksional y=y,(x) egri
chizigda kuchsiz nisbiy (lokal) maksimumga erishadi, deyiladi.

Funksionalning kuchsiz nisbiy (lokal) minimumi shunga o*xshash aniglanadi.

V[y] funksionalning (kuchli va kuchsiz) maksimum va minumumlari uning
ekstremumlari deyiladi.

Har ganday kuchli ekstremum bir vagtda kuchsiz ekstremum ham bo‘ladi, lekin
uning teskarisi o‘rinli emas.

V[y] funksionalning, u aniglangan barcha funksiyalardagi ekstremumi absolyut

(global)  ekstremum deb ataladi. Har ganday absolyut (global) ekstremum bir
vagtning o‘zida kuchli va kuchsiz nisbiy (lokal) ekstremum ham bo‘ladi, lekin har
ganday nisbiy (lokal) ekstremum absolyut ekstremum ham bo‘lishi shart emas.
7. Ekstremumning zaruriy sharti.
Teorema. Agar V[y] differensiallanuvchi funksional y=y,(x) da ekstremumga

erishsa, bu yerda y,(x)-funksional aniglangan sohaning ichki nuqtasi, y=y,(x) da

funksionalning (birinchi) variatsiyasi nolga teng bo*ladi, ya’ni
N[y, (x)]=0.
&V =0 shartni ganoatlantiruvchi funksiyalar statsionar funksiyalar deyiladi.
Misollar.
1-misol.  Agar  y(x)=x vy, (x)=x* bo‘lsa, C[01] da aniglangan

V[y] =jy(x)y'(x)dx funksionalning orttirmasini toping.
0
Yechilishi. (4) formuladan foydalanamiz:
AV =V[x*]1-V[x] :'|.x22xdx—'fxldx=.f(2x3 —X)dx=0.
b
2-misol. C[a,b] fazoda aniglangan V[y]:jy(x)dx funksionalning shu fazodan

olingan har bir y(x) nugtada differensiallanuvchiligini ko‘rsating.
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Yechilishi. (4) formuladan

AV =V[y+8y1-VIyl = [[y() +y(x)]dx - [ y(x)dx = [ y(x)ex,

b
ya’ni AV = [ 8y(x)dx

ekanligini olamiz. Bu esa, &y(x) ga nisbatan chizigli funksionaldir. Berilgan holda
funksionalning Av orttirmasi sy(x) ga nisbatan chizigli funksionalga keltirildi.

Demak, garalayotgan V][y] funksional har bir y(x) nugtada
differensiallanuvchi va uning variatsiyasi

b
= Iéy(x)dx ekan.

b
3-misol. C[a,b] da aniglangan ~ V[y]=] y*(x)dx

funksionalning har bir y(x) nugtada differensiallanuvchi bo‘lishini ko‘rsating.
Yechilishi 4) formuladan orttirma

AV = j[y(x)+6y(x)]2dxj yA(x)dx= j 2 y(x) y(x)dx+ j (y()*dx  (6)

kabi |fodalan|sh| kelib chlqadl
(6) ning o‘ng tomonidagi birinchi integral har bir tanlangan y(x) funksiya

uchun &y(x)ga nisbatan chizigli funksionaldan iborat. (6) ning o‘ng tomonidagi
ikkinchi integralni baholaymiz:

f (Sy(x)*dx = II5Y(X)| dx<(max |y ()| )IdX (b-a) | y()I*=((b-a)ll sy(x) I | y(x) | Ra

a<x<b
vshankl, |8y ||—0 da (b—a)| Sy(x)|— o, demak, funksionalning AV orttirmasi L[y,éy]
va | dy|lga nisbatan ikkinchi tartibli kichik go‘shimchaning yig‘indisi shaklida
bo‘lishi  mumkin.  Tarifga ko‘ra, berilgan funksional y(x) nugtada
differensiallanuvchidir va uning variatsiyasi

oV = 2]1 y(X)oy(x)dx .

b
4-misol. V[y]:_[yz(x)dx funksionalning variatsiyasini  ikkinchi tarifdan

foydalanib toping.
Yechilishi. Qaralayotgan funksionalning variatsiyasi birinchi tarif bo‘yicha

hisoblanganda, ov :2} y(X)Sy(x)dx ekanligini  ko‘rdik (3-misolga q). Endi
funksionalning variatsiyaasini ikkinchi tarifdan foydalanib topamiz. Ravshanki,

VIy(x) +ady(x)] =T[y(><)+065y(><)]20|X :
U holda , a
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b
9 iy +20]=2 [ (y+ady)oydx
da A
va demak,
d b
& = VIy+ad]l,o=2] y)& (x)dx
a a

Buerda funksionalning birinchi va ikkinchi tariflar manosidagi variatsiyalari
ustma-ust tushadi.
5-misol. Ushbu

VIyl= [ f(xy,y)dx (7)

funksionalning variatsiyasini toping.
Yechilishi. Variatsiyaning ikkinchi ta’rifi bo‘yicha

b
o =Lty rady, yrady x|,
dor s

Bu erda ¢&y'-y(x)argumentdan olingan y'(x) hosilaning variatsiyasi. V[y]
funksionalning « parametr bo‘yicha hosilasini hisoblasak,

j.[ f, (X y+ady,y+ady)oy+ (X, y+ady, y'+as')dy'ldx

bo‘ladi. a=0 deb olib, (7) funksionalning variatsiyasini topamiz,
b

N = j(fy5y+ f,.dy")dx (8)

a

6-misol. V[y]=j(x2+y2)dx funksional y=0 egri chizigda gat’iy minimumga
0

erishishini ko‘rsating.
Yechilishi. [01] kesmada uzluksiz ixtiyoriy y(x) funksiya uchun,
V[y]l= J.(xz + yz)dx—J.xzdx :J.yzdx >0,
0 0 0

bo‘ladi, bunda tenglik fagat y(x) =0bo‘lganda o‘rinli.

Mustaqil yechish uchun masalalar.
1- masala
Quyidagi egri chiziglarning yaginlik tartibini toping.

1. [0,27] da y(x) = CCZS nX
n°+1

2.[0,z] da y(x):8i$ va y,(x) =0 egri chiziglar.

va vy, (x)=0 egri chiziglar.

3.[0,1] da y(x):sin% va y,(x)=0 egrichiziglar.

4.[0,2r ] da y(x):% va y,(x) =0 egri chiziglar.
+
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5.[0,1] da y(x):cosg va y,(x)=0 egrichiziglar.
Quyidagi egri chiziglar orasidagi p, masofani ko‘rsatilgan oraliglarda toping.

6.y(x)=xe™, y,(x)=0, xe€[0,2]; 7.y(x)=sin2x; y,(x)=sinXx, XE[O,%];

8.y(x)=x, y,(x)=Inx, xel[e™,e]. 9.y(x)=cos2x; y, (x) =cos X, XE[O,%];

10.[e*,e] oraligda y(x)=Inx, y,(x)=x funksiyalar orasidagi p, masofani
toping.

11. [0,%] oraligda y(x)=x va y,(x)=sinx funksiyalar orasidagi p, masofani

toping.

12. [0,%] oraligda y(x)=x Vva y,(x)=—cosx funksiyalar orasidagi p, masofani
toping.

13. [01] oraligda y(x)=e* va y,(x)=x funksiyalar orasidagi  p,,, masofani
toping.

Quyidagi funksionallarni  y(x)=0 to‘g‘ri chizigning: a) kuchli atrofida; b)
kuchsiz atrofida uzluksizlikka tekshiring.

Vg 2
14. v [yl=[y"dx 15. V [y]=]|y]dx
0 1

16.V[y] = T\/1+ y dx. 17.V[y]= f(1+ 2y" Ydx.

18. Quyidagi y;(x)=x? va y,(x)=x3 funksiyalar orasidagi masofani: C[0/]
fazo normasida hisoblang.

19. Quyidagi y;(x)=x? va y,(x)=x> funksiyalar orasidagi masofani: C*[01]
fazo normasida hisoblang.

20. C1[01] fazoda aniglangan J(y)= }(y— yl)dx
funksionalning y,(x)=x® funksiyada uzluk(;izligini ko’rsating.

21. C'[0]] fazo normasida J(y)=Jl'(y— yl)dx
funksionalning y,(x)=x® funksiyada uzlouksizligini ko’rsating.

2 —masala. Quyidagi funksionalning birinchi variatsiyasini toping.

1 1
L) =]y —y? +5pC)dx 2. 3(y) = [(v° —4yy' +y e )dx
0 -1

V3 1
3. J(y)= J‘(y’2 —4y? +3y'Sinx)dx 4.J(y) = J'(y2 +3y"% + yx*)dx
0 0
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5. J(y) = j.(3y2 +2yy' —y?e¥)dx 6. J(y) = T(Zy'2 +y? + y'Sin3x)dx
a1
7..3(y) =j(2y2 —4y” +yx)dx 8. J(y)= I(y —5yy’ — y"?e™)dx
0
9. J(y)= T(y’2 +3y* +y'Sin2x)dx  10. J(y) = I(yz +7y"% —2yx*)dx
0 0
11. J(y) = j-(yz +2yy' +5y%eN)dx 12. J(y) = ]z'(Zy'2 —6Yy® — y'Sinx)dx

1390 = j(y +2y”" +3yc)dx 14 3(y) = f(5y -3y’ +y'%e™)dx

2 1
15. J(y) = J‘(y'2 —4y? +y'cos2x)dx  16. J(y) = j(3y2 —y'? +5yx*)dx
0

2

2
17. 3(y) = j(y +4yy'+3y"%e™)dx 18. J(y) = j(y'2+2y2—5y'cosx)dx

2

1 1
19. J(y) = J‘(y2 —2y"* +6yx*)dx 20. J(y) = J‘(4y2 +2yy' + y'?e*)dx
0 -1

2-amaliy mashg‘ulot. Variatsion hisobning asosiy masalasi. Kuchsiz ekstremumning

birinchi tartibli zaruriy sharti, Eyler tenglamasi. Eyler tenglamasining xususiy hollari.

1. Masalaning qgo’yilishi.
)=

= () e Cx,x ] v(%)= Yo, Y06 ) =y, (% ¥(x), y'(x) € Q. xex,, x. ]} (2)
To plamida aniglangan,

Jyl= I F(x,y,y")dx )

funksionalning ekstremumini topish masalasini garaymiz. Bu masalaga variatsion
hisobning asosiy masalasi deyiladi va u

J[y]=TF(X,y,y')dX%min(maX), y(%,)=Yo ¥(x)=Y,, Y(x)eC'[x,.x] ()

1-ta’rif y°=y°(x) —joyiz funksiya bo'Isin (y° eV ). Agar y° ning shunday Vv, (y°, &)
nolinchi tartibli & — atrofi mavjud bo’lib, shu atrofga tegishli barcha y=y(x) joyiz

funksiyalar uchun,
Iy ]<alyl - (ly’]=3ly)
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munosabat bajarilsa, y°(x) funksiya - (2) funksionalning kuchli lokal minimum
(maksimum) nugtasi deyiladi.

2-ta’rif Agar y®=y°(x) joyiz funksiyaning shunday Vl(y",g) birinchi tartibli
¢ - atrofi mavjud bo'lsaki, J|y°|<3[y] (3[y°]=3[y])) VwyeV,(y".e)nV munosabat
bajarilsa, y°(x) funksiya (2) funksionalning kuchsiz lokal minimum (maksimum)
nuqtasi deyiladi.

3. Eyler tenglamasi.

F(x,y,y") funksiyaning xususiy hosilalari uchun, quyidagi belgilashlardan
foydalanamiz:

=L =L F T
OX oy oy'
F:fazF, . =62F, F:aZF1 £ _OF
voooxoy' Y oy? W oyay' T oy
0 = [ by?(0h 7)., b0 7)o (13)

formulaga ega bo lamiz.

y° =y°(x)-(3) masalada kuchsiz ekstremal bo’lsin. U vaqtda, ekstremumning
zaruriy shartiga ko'ra, shu nugtada hisoblangan birinchi variatsiya nolga teng, ya’ni
(13) ga asosan,

X

[, 50057 00)- L7, 2001y - 14

% dx
1-teorema. F(xy,y)eC?(Q) bo'lsin. Agar y°(x)eC®[x,,x,] (3) masalada kuchsiz
ekstremal bo’lsa, u
F.,Yy'+F,y+F, —F =0 (15)
tenglamani ganoatlantiradi.

Hosil gilingan (15) differensial tenglamaga, Eyler tenglamasi deyiladi.
2-teorema. F(xyy)eC?Q) bo’lsin. Agar y°(x)eC®[x, x ] joyiz funksiya (3)
masalada kuchsiz ekstremal bo’lsa, u

d
Fy (v, Y= Fy(xy,y)=0 (16)
tenglamani ganoatlantiradi.

3-ta ’rif. Eyler tenglamasini ganoatlantiruvchi y = y(x) joyiz funksiyalarga (2)
funksionalning joyiz stasionar funksiyalari deyiladi.

2

Misollar. 1) J[y]:!(ylz”xy)dx—thr

y(1)=0, y(2)=-1
masalani garaymiz. Uning uchun Eyler tenglamasini tuzamiz:
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F = y2+4xy, F,=4x, F, =2y, %Fy' —2y"

d (N}
F, —&Fy. =4x-2y"=0.

Demak, Eyler tenglamasi y"-2x=0 tenglamadan iborat. Bu tenglamaning

umumiy yechimi
XS
y = y(x)=?+c1x+c2

ko'rinishda boladi. y(1)=0, y(2)=-1 chegaraviy shartlarga ko'ra,
c, +cC _ 1 2c, —C __u
1 2 3’ 1 2 3 )

10 - x> 10 :
Bu yerdan, Q=3 G =3. Shunday qilib, y:?—§x+3 funksiya — yagona

joyiz stasionar funksiyadir.

2

)

2 ]

y(0)=1 vy(2r)=1
masalani garaymiz. Unda F="-y*, F, =2y, F,=2y". Demak, (16) tenglama
y'+y=0 ko’rinishda bo’ladi. y=c,cosx+c,sinx funksiya hosil gilingan Eyler
tenglamasining umumiy yechimidir. y(0)=y(2z)=1 chegaraviy shartlarga asosan,

y =cos x+csinx funksiyaga ega bo'lamiz, bu yerda ¢ — ixtiyoriy o0'zgarmas. Demak,
garalayotgan masalada cheksiz ko p joyiz stasionar funksiyalar mavjud.

3
Iy]=[(Bx—y)ydx — extr
3) f
yO=1 y@)=4
Bu masalada F=(3x-y)y, F,=3x-2y, F,=0. Eyler tenglamasi, F, =0

y

I
SN— P —

(y'z—yz)dx —>extr]

12

tenglamadan iborat. Bu yerdan y:3—2X. Bu funksiya, y(l)=1 y(3)=4 chegaraviy

shartlarni ganoatlantirmaydi. Qaralayotgan funksional joyiz stasionar funksiyalarga
va, demak, ekstremumga ham ega emas.
Eyler tenglamasining xususiy hollari
Eyler tenglamasining umumiy ko’rinishi quydagicha hosil gilgan edik
d
POy, y)= Fy(xy,y)=0
Endi uning xususiy hollarini ko’rib chigamiz
a) F funksiya fagat y' ga bog’lig, ya’ni F =F(y') bo’lsin. Bu holda Eyler tenglamasi
%Fy.(y')=0 yoki F,.=0 bo’ladi. Eyler tenglamasining yechimlari y=Cx+C,
chizigli funksiyalardan iboratdir.
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b) F=F(x,y'), ya'ni F funksiya fagat x va y' larga bog'liq bo’lsin. Bu holda F, =0
bo'ladi va Eyler tenglamasi %Fy. =0 ko'rinishni oladi. Uni y' ga nisbhatan yechish

yoki biror parametr Kiritish yo'li bilan integrallash mumekin.
c) F fagat y va y'ga bog’lig bo'lsin: F=F(y,y). Bu holda Fec® deb faraz gilib,
(15) Eyler tenglamasini yozamiz: F,,.y"+F,,y-F, =0 (F,. =0). Agar bu tenglamaning
ikkala tomonini y' ga ko paytirsak, uni %(F -y Fy.):o ko rinishda yozish mumekin.
Natijada Eyler tenglamasi

F-yF,=C (18)
ko rinishdagi birinchi integralga ega boladi.

5. Gilbert teoremasi.

3-te orema (Gilbert). F(x,y,y)eC®(Q) bo’lsin. Agar (3) masalaning y°(x)
kuchsiz lokal ekstremali uchun F, (x, y°(x), y° (x)) = 0, x € [x,,x,] bo’lsa,
y°(x)eC?[x,,x] boladi.

Mustaqil ishlash uchun misollar
1 — masala. Quyidagi variatsion hisob asosiy masalasida Eyler tenglamasini
tuzing.

L (y) = T(y'z —yy'+9y*)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y e C®[0;2]

o

2. 3(y) = il(y’2 —9y2 + 2yx? Jdx — min; y(-1) = 0, y(1) =1 y e CV[-11]
3. J(y) = j.(y“ —5ye” kix — min; y(0) = 0, y(1) =1y e C¥[01]

4. 3(y)= j(y’z +3yy’ +4y*)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y € C*[0;2]
5. J(y) = jl(y'2 -y’ + 6yx3)dx —min; y(-1)=0,y@1) =1,y e C?[-11]
6. J(y) = j(y’?’ - yezx)dx — min; y(0) =0,y(1) =1,y e C®[01]

7.3(y) = i(4y’2 +5yy’ — y?)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y e C®[0;2]
8. J(y)= jl(y'2 —4y? +3yx2)dx —min; y(-1) =0,y1) =1,y e C?[-11]

1

L J(y) = j(y'3 + 6yex)dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C®[0:1]

0

(o]

2
10. J(y) = I(y'2 —2yy' —4y?)dx — min, y(0) =0, y(2) =1, y € CP[0;2]
0
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

217.

28.

J(y) = jl(y'2 +2y% + 3yx3)dx —min; y(-1) =0,y@1) =1,y e C?[-11]
I(y) = j(y“ +3ye? Jdx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C¥[01]

J(y) = T(y'z —3yy'+8y*)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y e C®[0;2]
J(y) = _jl(y'2 —6y? + yx2)dx —min; y(-1) =0,y(1) =1,y e CO[-11]
I(y) = j(y'3 — 4ye* + x)dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C¥[0;1]
J(y) = i(y'z +4yy' - y*)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y e C*[0;2]
I(y) = jl(y'2 +y? —4yx° Jdx — min; y(-1) = 0,y(1) =1y e C¥ [~ 1]
I(y) = j(y’s’ + ye* +2x)dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y € C®[0;1]
J(y) = j(y’z —6yy' +3xy*)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y e C®[0;2]
390 = [l -2 +3y)x > mins () =0,y -1y e -1

2
J(y) = I(y’2 —5yy’ +4y*)dx — min, y(0) =0, y(2) =1 y € C¥[0;2]
0

N

J(y) = (y _yrsinx)dx—>min;y(%):l,y(%):o,yeca){%;%}

J(y) (y’2 + 3x2y)dx — min; y(0) =0, y(1) =2,y e C®[071]

Il
Ol OV O N[Ny O N O N[Ny

J(y) (y'z—xyy')dx — min; y(0) =0,y(2) =1,y e C?[0;2]

J(y) (yrz —4y'sin 2x)dx — min; y(%) =1y(r)=0,ye C(1)|:%;7[:|

J(y)

(y’2 - 2x2y')dx — min; y(0) =0, y(1) =2,y e C®[01]

J(y)

(y'2—18xyy')dx — min; y(0) =0,y(2) =1,y e C?[0;2]

J(y)

(y'2 - 3y’Cosx)dx — min; y(0) =1, y(1) =0,y e C®[0:1]
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29. J(y) = Jl'(y’2 - 7x3y)dx — min; y(0) =0, y(1) = 2, y e C®[0:1]

fn
30. J(y) = J.(y +16xyy’ )dx—>m|n y(0) =0, y(~/27) =0, yeC(l’[O \/_71]

2 — masala. Quyidagi variatsion hisob asosiy masalasida joiz statsionar funksiyani
toping.

1.J(y) = j(y'z—Swy')dx — min; y(0) =0,y(2) =1,y € C®[0;2]

2.J(y) = j(y'z + 2y'Cosx)dx — min; y(0) =1, y(z) =0,y e C®[0; 7]

3. J(y)= j(y’z +12xy Jdx — min; y(0) = 0, y(1) = 2,y e C®[071]
4 j%( )d ol %

- JI(y) = 4 0)=0, eCW|o;

(y) £y+xyy X —> min; y(0) = y(J—) 1y { ﬁ}

5. J(y)= T(y - y’Cost)dx — min; y(0) =0, y(%) =0,yeCH® {o;%}
6. 3(y) = j(y’z ~6xy")dx — min; y(0) = 0, y(®) = 2,y e C®[0]
7.3(y)= T(y +2xyy’dx —> min; y(0) =0, y(%) =lyeC® [o;ﬂ
8. J(Y)=T( — y'sin xJdx — min; y( y=1y(Z =0 yeC(l)L 2}
9. 3(y)= i(y’2 ~9y2 +2yx? Jdx — min; y(-1) = 0, y(1) =1y e C¥[- 1]

10. J(y) = J. y'® —5yex)dx — min; y(0) =0,y(1) =1,y e C®[071]
0
2

11. J(y) = I(y’2 +3yy' +4y*)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y e C¥[0;2]
.

12. J(y) = f(y'2 —yZ+ 6yx3)dx —min; y(-1) =0,y1) =1,y e C?[-11]
a
1

13. J(y) = I(y’?’ - yezx)dx — min; y(0) =0,y(1) =1,y e C®[01]
0

2
14. J(y) = J'(4y'2 +5yy'— yH)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y e C¥[0;2]
0
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

217.

28.

29.

30.

J(y) = j(y'2 —4y? +3yx2)dx —min; y(-1) =0,y@1) =1,y e C?[-11]

J(y) = j.(y'3 + 6yex)dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C®[0:1]

I(y) = jl'(y’2 +3xyJdx - min; y(0) =0, y(1) =2,y « C¥[01]
J(y) = I (y'z—xyy')dx — min; y(0)=0,y(2) =1,y e C?[0;2]

309 = {7 =y’ sin2x)x - min; y(7) =1 y(m) =0,y £ €| 75

I(y) = j(y'2 ~2x?y'Jdx — min; y(0) = 0, y(1) = 2, y e C¥[071]
J(y) = j(y'2—18wy')dx — min; y(0)=0,y(2) =1,y e C®[0;2]
J(y) = j.(y'z - 3y'Cosx)dx — min; y(0) =1, y(1) =0,y e C®[0:1]

3(y) = [ (2 = 7y Jax — min; y(0) = 0, y(1) = 2,y € C®[01]

V2
J(y) = I(y'2+16xyy’)dx — min; y(0) =0, y(~27) =0,y e C® [O; \/Ezz]

0

0
3(y) = [y ~By'Cos2xkix — min; y(-1) = 0,y(0) =L y e C¥[- 0]
e

J(y) = Jl‘(y’2 + 2x3y')dx — min; y(0) =0, y(1) =2,y e C®[01]

0

J(y) (y‘2+3x2y’)dx — min; y(0) =0, y(2) =1,y e C?[0;2]

Il
DY Ot==—m O

J(y) (y’2 +y'sinx+ yy')dx — min; y(0) =1, y()) =0,y e C®[1;3]

I(y)= J(y'2+8xyy')dx — min; y(0) =0, y(%) =1ye cﬁo; ﬂ

0

J(y) = f(y'2 +y? —4yx3)dx — min; y(-1) =0,y(1) =1,y e C®[-11]

Eyler tenglamalarni hususiy hollari bilan yeching.

2
1.3(y) = I(y’z —yy'+9y%)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y € C®[0;2]
0
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2

2.3(y)= I(y’2 +3yy’ +4y?)dx — min, y(0) =0, y(2) =1 y e C®[0;2]
0
2

3. J(y) = [ (4y” +5yy' — y*)dx — min, y(0) = 0, y(2) =1,y € C¥[0;2]
0
2

4. 3(y) = [ (y”* —2yy' - 4y*)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y e C®[0;2]
0

2
5.J(y)= J.(y’2 —3yy' +8y*)dx — min, y(0) =0,y(2) =1,y e CP[0;2]
0

2
6. J(y)= I(y'z +4yy' — y?)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y € C”[0;2]
0

2
7. 3(y) :'[(y'2 —5yy’ +4y*)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y e C®[0;2]

1

8. J.y,/1+y dx— min, y(0)=0,y(2)=1yeC®[0;2]
0
1

9. J(y)= J'( 2 7y)dx—>min;y(0)=0,y(1)=2,yeC(l)[O;l]

0

10.J(y) = f(y’2 +y? —4yx3)dx — min; y(-1) =0,y(1) =1,y e C¥[-11]
a

11.

I(y) = j(y’2 +3%2 Jdx — min; y(-1) =0, y(1) =1, y e C¥[- 1:1]

12. J(y) = j(y’3 + 6e” )dx — min; y(0)=0, y(1) =1,y e C®[07]

=

13. J(y) :J‘(y’2 +3x2 )dx —min; y(0)=0, y(1) =2,y eC®[07]

N O

14. J(y) I( —xy')dx—>min;y(0)=0, y(2)=1yeC®[0;2]

o

N

15. J(y):'[( 2 4y’sin2x)dx—>min;y(%)=1, y(ﬂ)=0,y6C<1)[%;ﬂ}

16. J(y) ( 2 2x2y')dx — min; y(0) =0, y(1) =2,y e C®[01]

17. 3(y) = [ (y’>~18xy'Jdx — min; y(0) =0, y(2) =1,y e C?[0;2]

18. J(y) ( 2 3y'Cosx)dx — min; y(0) =1, y(1) =0,y e C®[0:1]

Il
o'—.r—\ Ot O =N O~ Ny

19. J(y)= (’2 7x3)dx—>min;y(O):O,y(l):2,yeC(1)[O;1]
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J2x
20. J(y)= J'(y +16xy’ )dx—>m|n y(0) =0, y(~/2r) =0, yeC(l)[O \/_ﬂ']

21. J(y) = I y'’? - 5y’Cost)dx — min; y(-1) =0, y(0) =1,y e C?[-1,0]
1

2

22.3(y) = [ (y*-8y'Jix — min; y(0) =0, y(2) =1,y e C*[0;2]

T

23.J(y) = I(y’z + 2y’)dx —min; y(0) =1, y(z) =0,y e C®[0; z]

24. J(y) :Jl‘(y’2 + y)dx — min; y(0)=0, y()) =2,y eC®[07]
25 J(y)=§?(y2+4y’)dx—>min'y(O):o y( ) =1, yec@{o L}
: | : Y =
26. J(y)=i( 2 _ y'Jdx — min; y(0) =0, Y(g)=0,yec(”{ %}
27, J(y)=j( 'z —6y')dx—>min; y(0)=0,y(1) =2,yeC®[01]
28.3() =i(y +2y'Jix — min; y(0) =0, y(%) =1, yeC(l){O;%}
29. J(y):i( 2 y)dx—>m|n y( ) 1y( ) OyeC(l’[% %}
30. J(y)= j.( 2 _ %2 Jdx — min; y(-1) =0, y(1) =1, y e C®[- 111]

3-amaliy mashg‘ulot. Variatsion hisobning asosiy masalasida ikkinchi tartibli zaruriy
shartlar va yetarli shartlar. Ikkinchi variatsiyani tekshirish. Lejandr-Klebsh, Yakobi
shartlari. Ekstremumning yetarli sharti.

1. Masalaning go’yilishi.
= y()eC %, ] y(%,)= Yo, Y06)=¥, (6 y(x), y' () €Qxe[x,x ]} (1)

To plamida aniglangan,
I[y]=[F(xy,y)dx 2

funksionalning ekstremumini topish masalasini garaymiz. Bu masalaga variatsion
hisobning asosiy masalasi deyiladi va u
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Iy]= Xj F(x,y,y')dx — min(max), y(x,)=Y,, y(x.)=Y,, y(x)eC*[x,,x] (3)

2. Lejandr sharti.
X
I0y1= [ Foxy,yax 1)
X0

funksionalning
V ={y = y(x) e COxo, x,]: (%) = Yo, Y(x,) = V1} ()
to’plamdagi ekstremumini topish masalasi, ya’ni variatsion hisob asosiy
masalasi, berilgan bo’lsin.

yo=y%(x) joyiz funksiya bo’lsin (y°€V). Shu nugtada (1) funksionalning ikkinchi
variatsiyasini hisoblaymiz. Ta’rifga ko’ra, bu variatsiya,
2 0
52J[y2,h]:d ‘][y :'Olh]
da

/a:O_

formula bo’yicha hisoblanadi, bu yerda

h=h(x) e CP[x,,%],h(X,) =h(x) =0 .
Agar F(x,y,y)eC?(@Q) deb faraz qgilsak, ¢(a)=J[y’+anh] funksiya a=0 nugta
atrofida uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega. Demak,

d 22 I F (%, y°(x) +ah(x), yo, (X) +ah'(x))dx|,_, =

523[y°,h]=
[y, h] i

- O F(x,y°(0) +ah(x),y° () + ah' () |, =
oo

X0

= I[FW(X, y°(x),y° )h? () +2F,. (%, y° (x), y° ())h()h'(x) + 3
+Fyy (% Y (%), )’°I(><))h'2 ()ldx, h=h(x) e CPx,,x,], h(xo) =h(x;) =0
1-teorema(Lejandr).  F(x,y,y)eC?®(Q) bo’lsin. Agar y°(x)eC®[x,,%]-()
funksionalning (2) to’plamdagi kuchsiz minimali (maksimali) bo’lsa,
Fi (06Y (x), Y7 (0) 20 (<0), Vxe[x;,x] (4)
tengsizlik bajariladi. (4) munosabatga Lejandr sharti deyiladi

3.Yakobi sharti.
F(x,y,y) €C®(Q),y°(x) e CPx,x%,] - joyiz stasionar funksiya

Fyy (X, Y° (%), yol(x) # 0 VX e[x,%] bo’Isin. U vaqgtda, (8) masala uchun tuzilgan,

o, (x,h, ") —%a)h, (x,h,h") =0

132



Eyler tenglamasiga, variason hisob asosiy masalasi uchun Yakobi tenglamasi
deyiladi. o(x,h,h") funksiyaning ko’rinishini hisobga olib, Yakobi tenglamasini

A(X)h" +B(X)h'+C(x)h=0 9
ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli differensial tenglama ko’rinishida yozish mumkin,
bu yerda

AKX = F,y (Y (x),Y° (), B(X)= % F oy (6 Y° (%), Y (),

d ! !
C(x) = ™ Fiy (62 (), y" (0) = F,, (%, y° (%), y° (X))
(9) tenglama h(x,) =0, h'(x,) =1 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi (aynan noldan
fargli ) yagona yechimga ega. Shu yechimning xo dan fargli nollariga, xo nugtaga
go’shma nugta deyiladi.
T a r i f. Agar (9) Yakobi tenglamasi h(x,)=0,h(x")=0  x"=x, shartlarni
ganoatlantiruvchi trivial (aynan nol) bo’Imagan h(x), x €[xo,x1] yechimga ega bo’lsa,
X" nugtaga y°(X) joyiz chizig bo’ylab Xo nugtaga go’shma nugta deyiladi.
2-te orema (Yakobi). Faraz gilaylik:
a) F(x,y,y)eC®@), 6)y°(x) e C?[x,x] - kuchsiz minimal (maksimal)

Foy V() Y° (X)) >0 (<0) Vxe[xx] bo’lsin. U holda, y°(x) funksiya Yakobi
shartini ganoatlantiradi: (Xo,x1) intervalda y°(x) chizig bo’ylab xo nugtaga go’shma
bo’lgan nugta mavjud emas.

3.Kuchsiz ekstremumning yetarli shartlari.
3-teorema.
a) F(x,y,y)eC®@Q),y°(x) e C?[x,x,] -joyiz stasionar funksiya bo’lIsin;
b) kuchaytirilgan Lejandr sharti bajarilsin:
Fy (6 Y°00,¥° (0)>0  (<0) Vxe[xx];
c) kuchaytirilgan Yakobi sharti o’rinli bo’lsin: y°(x) joyiz chizig bo’ylab (xo,x1] da
Xo hugtaga qo’shma bo’lgan x; nugta mavjud emas.
U holda, y°(x) - variatsion hisobning asosiy masalasida kuchsiz lokal minimal
(maksimal) bo’ladi.
Eyler tenglamasi,
(A(X)—q)h” + B(x)h' +C(x)h =0 (24)

ko’rinishda  bo’ladi.  A(X) = F,, (%, Y°(X),¥° (X) >0, x[%,,%].bo’lgani  uchun,
shunday q>0 topiladiki, -A(x)q>0, xe[x,,%] bajariladi. Farazga ko’ra, (9) Yakobi
tenglamasining ,
h(x0)=0, h(xo)=1 (25)

boshlang’ich shartlardagi yechimi ( Xo,x1) intervalda nolga aylanmaydi.

4. Kuchli ekstremumning zaruriy va yetarli shartlari.
Q=SxR? S cR? berilgan ochiqg to’plam, F(x,y,y")eC'(Q) bo’lsin.
Quyidagi

E(x Y,y u)=Fy,u)—=F(xy,y)-U-y)F.(xy,y). (X Y,y ,u) e QxR’ (31)

funksiyani garaymiz. E(x,y,y’,u) funksiyaga Veyershtrass funksiyasi deyiladi.
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4-teorema. Agar y°(x) = D'[x,, % ]- (1) funksionalning

V = {y() € DD, 15 Y(%0) = Yo, (%) = Vi
to’plamdagi kuchli lokal minimum (maksimum ) nugtasi bo’lsa, y°(x) mavjud
bo’lgan barcha x e[x,,x] nuqtalarda

E(x,y°(x),y”'(x),u)>0 (<0) VueR' (32)
Veyershtrass sharti bajariladi. y°(x) ning & burchak nugtalarida esa, (32) shart,
E(£ y"(£),y"(££0),u)>0(<0)VueR (33)

ko’rinishda bo’ladi.
5-te or e ma. Quyidagi shartlar bajarilsin:

1). F(xy,¥)eC®(Q),Q=SxR,
2). F(%y,y)=0 (<0), V(x,y,y)eQ;
3). Y'(X)eC¥x,x]- (1) funksionalning joyiz stasionar funksiyasi;
4). y°(x) funksiya uchun kuchaytirilgan Lejandr va Yakobi shartlari o’rinli.
U holda, y°(x)- (1) funksionalning (2) to’plamdagi kuchli lokal minimum (maksi-
mum) nuqtasi bo’ladi.
\eyershtrass-Erdman shartlarini gisgacha
F, e (F=Y'F)eeo=(F-YF))
ko’rinishda yozish mumkin.

5. Kvadratik funksional bo’lgan hol
, (1) funksional quyidagi

3= [[POOY? + 2000w+ F(x)y? ox (37)

wz-0= Fy X=E+0 1

ko’rinishdagi kvadratik funksionaldan iborat bo’lsin.
6-teorema.
P(X) € Clx, % 1A(X) € CTXp, X1, F(X) € C'[%g, 1,7 (X) > 0(< 0) Vx € [ %5, X,]
bo’Isin. Agar Yakobi sharti bajarilmasa, u holda,
Inf J[y] =—oo(sup J[y] =+e0),

uev

ya’ni (37) funksionalning (2) to’plamda global ekstremumi mavjud emas.Agar
kuchaytirilgan Yakobi sharti bajarilsa, (37) funksionalning yagona joyiz stasionar
funksiyasi mavjud va bu stasionar funksiya funksionalning global minimum
(maksimum ) nuqgtasi bo’ladi.

Misollar.

1-misol

b
I(y'z—y2 +2ysinx)dx — min, y(0) =0, y(b) =1.
0

F(xy,y)=y? -y +2sinx, F,=-2y+2sinx, F, =2y’

Eyler tenglamasini yozamiz:
y'+y-sinx=0

Bu tenglamaning umumiy yechimi y =—%xcosx+clcosx+czsin x ko’rinishda bo’ ladi.
y(0)=0, y(b)=1
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shartlardan foydalanib c; va c; 0’zgarmaslarni topamiz:

1+Ecosb

- b #rk,k=12,..

sinb

Demak, b=zk, k=1,2,.. bo’lganda,

2+bcosb
2sinb
Agar b=7k, k=1,2,.. bo’lsa, masalada stasionar funksiyalar yo’q. Demak, bu holda

ekstremum mavjud emas.

F,, =2>0 ,demak, kuchaytirilgan Lejandr sharti bajariladi.
Yakobi tenglamasini tuzamiz: A(X)=F,, =2>0,

y°(x)=—%xcosx— sinx, x €[0,b]

d d
B() 5 Fiy =0.C(0 - Fy —F, =2,

vy
h"+h=0 - Yakobi tenglamasi, h(x)=y,cosx+y,sinx— uning umumiy yechimi.
Demak, x"=z nuqgta Xo,=0 nuqtaga go’shma nuqtadir. (0,7) oraligda x,=0 ga
go’shma nugta yo’q. Shunday gilib, b<z bo’lganda Yakobi sharti, b<z bo’lganda
esa kuchaytirilgan Yakobi sharti bajariladi. b>z bo’lganda esa Yakobi sharti

bajarilmaydi. 5-teoremaga ko’ra, 0<b<r bo’lganda formula bilan aniglanuvchi y°(x)
funksiya masalada kuchli minimal bo’ladi. F=F(y)=y?-3y?* bo’lgani uchun
Eyler tenglamasi (y'-1)y"=0 ko’rinishda bo’ladi. Bu yerdan y=x+c va y=cix+c;
ko’rinishdagi yechimlarga ega bo’lamiz. y=x+c funksiya chegaraviy shartlarni
ganoatlantirmaydi. y=cix+c, funksiya uchun y(0)=y(2)=0 chegaraviy shartlardan
c1=c»=0 bo’lishi kelib chigadi. Demak, y°(x)=0,x €[0.2] garalayotgan masalada
yagona silliq joyiz stasionar fnksiyadir.

Fy (Y7 (X)) =6(y” (x) 1) =6, ya’ni kuchaytirilgan Lejandr sharti bajariladi. Endi
Yakobi tenglamasini tuzamiz:

d d
A(X) = FY'Y' |y:yO = _6’ B(X) = & Fy’y' |y:y0 = 01 C(X) = & Fy’y’ - Fyy = 0 .

h"=0 - Yakobi tenglamasi, h(x)=yx+y,— uning umumiy Yyechimidir.
h(0)=0,h(x)=0,x >0 shartlardan h(x)=0 bo’lishi kelib chigadi. Demak, [0,2] da
Xo=0 nugtaga qo’shma nuqgta mavjud emas, ya’ni kuchaytirilgan Yakobi sharti
bajariladi. Demak, 3-teoremaga ko’ra, y°(x)=0 kuchsiz lokal maksimal bo’ladi.

Ammo y°(x)=0 uchun Veyershtrass sharti bajarilmaydi, ya’ni

E(x, Y%y, u)=F(x y",u)=F(x ¥, y") = (u-y°)F, (x y°, y") =u - 3u*
funksiya ishorasini o’zgartiradi. 4-teoremaga asosan, y°(x)=0- kuchli lokal maksimal
bo’la olmaydi.

1
2-miso|J(y):j(y’3+5xyy’—x2y)dx funksionalning  ikkinchi  variatsiyasini
-1

hisoblang.
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Yechilishi: Funksionalning ikkinchi variatsiyasi
b
5%3(y,h) = j [F,,h%(x) +2F, h(x)h'(x) + F,.,h* (x)]dx

formula yordamida topiladi. Ikkinchi variatsiyani topish uchun integral ostidagi
funksis F =y°+5xyy'-x*y dan y bo’yicha ikki marta xususiy hosila olamiz va bu
hosilalar F, =5xy'-x?>, F, =0 larga teng bo’ladi. Bundan keyin y bo’yicha olingan
xususiy hosiladan y' bo’yicha xususiy hosila olib, F, =5x ga ega bo’lamiz. Endi
integral ostidagi funksiyadan y' bo’yicha ikki marta xususiy hosila olib,
F, =3y”+bxy, F,, =6y ega bo’lamiz. Natijada berilgan funksionalning ikkinchi
variatsiyasi quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

523 (y,h) = j.[leh(x)h'(x) +6y'h? (x)]dx.

3
3-misol _J(y)= j(y'2 —2y' x)dx — min; y(0)=0,y(3) =1,y eC®[0;3] masalaning joiz
0

statsionar funksiyasida Lejandr shartining bajarilishini ko’rsating.

Yechilishi: Eyler tenglamasini tuzamiz:Fy—diFy. =0. Integral ostidagi funksiya
X

F=y?-2y'’x dan y va y' bo’yicha xususiy hosilalar olib, F,=0 va F, =2y-2x larga
ega bo’lamiz. F, =2y-2x funksiyadan x bo’yicha to’la hosila olib, diFy. =2y"-2 ega
X
bo’lamiz. Bu funksiyalarni yuqgoridagi tenglamaga keltirib qo’yib,
2y"-2 =0 yoki y"=1
Eyler tenglamasiga kelamiz. Bu tenglamaning ikkala tomonini x bo’yicha ikki marta
integrallab, Eyler tenglamasining quyidagi:
y'=X+C¢,

X2
y:7+C1X+C2

umumiy yechimiga ega bo’lamiz. Endi yugoridagi chegaraviy shartlardan
foydalanib, c, va c, larni topamiz:

2
y(O):O—+clo+02:0 ¢, =0 c, =0 c,=0
22 = 9 = 7T =

3, =1-= 3, =——
y(3) :3?+301 +c, =1 “ 2 “ 2

2
Demak, joiz statsionar funksiya y = X?—éx ko’rinishda bo’ladi.

Endi F, =2y-2x funksiyadan y' bo’yicha xususiy hosila olib, F,,. =2 ifodaga
ega bo’lamiz. F,, =2>0 bo’lgani uchun kuchaytirilgan Lejandr sharti bajariladi
(kuchsiz lokal minimum uchun).

1
4-misol. J(y) = I(y'2 +9y? + ye™ )dx —min; y(0)=0,y(1) =1y eC®[0;1] masalada
0

y°(x)=x joiz funksiyalar bo’ylab Yakobi tenglamasini tuzing.
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Yechilishi: Yakobi tenglamasi A(x)h"'+B(x)h+C(x)h = 0 ko’rinishda bo’lib, bu

d d

yerda A(x)=F,,| BX) = F COY= Fy F,|,-y, - BU tenglamani

y=Yo '’ y'y" y=Yo '’
tuzish uchun integral ostidagi funksiya F = y?+9y* + y'e” dan y va y' bo’yicha

xususiy hosilalar olamiz va bu hosilalar F, =18y, F, =2y+e® lardan iborat bo’ladi.

Bundan keyin F, =18y dan y va y' bo’yicha xususiy hosilalar olamiz: F, |, =18,

d

F, =0. Bundan ™ =0. Endi F, dan y' bo’yicha xususiy hosila olib,
X

Fyy" Y=Yo
F,, =2ga ega bo’lamiz. Bu funksiyadan x bo’yicha to’la hosila olsak,
% Fyy| -, =0 bo’ladi. Natijada, A(X)=2, B(x)=0, C(x)=-18
va berilgan masala uchun y, bo’ylab Yakobi tenglamasi,
2h"-18h =0
h"-9h =0
ko’rinishda bo’ladi.

1
5-misol. J(y) =J‘(y’2 +4y* —3y’x*)dx — min(max), y(0) =0, y(1) =1 masalada
0

kuchsiz lokal ekstremalni toping.

Yechilishi: 1) Avvalo joiz statsionar funksiyani, ya’ni

d
Fy_&l:y' :O

Eyler tenglamasining masaladagi chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy
yechimini topamiz.
F=y” +4y? —3y'x?
bo’lgani uchun, F =8y, F, =2y -3x%, di F, =2y" —6x va Eyler tenglamasi
X

8y —2y" +6x=0
yoki
y" —4y =3x
ko’rinishga ega bo’ladi. Uning umumiy yechimini y=y, +y ko’rinishda izlaymiz,
bunda y, - mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi, y esa garalayotgan
tenglamaning birorta xususiy yechimi. Endi
Y1//_4y120-

bir jinsli tenglamani garaymiz.Bu tenglamaning yechimini vy, =e® ko’rinishda
izlaymiz:

APe™ —4e™ =0,

P —-4=0
Ay, =42,
Demak, y,(X) =c,e? +c,e? bo’ladi. § ni ¥ =ax+b ko’rinishda izlaymiz. " =0
0—4(ax+b) = 3x.
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~ 3 . . . -
Bundan a:—%, b=0. Demak, Yy :_ZX va Eyler tenglamasining umumiy yechimi

y(X) =c,e”* +c,e —%x

bo’ladi. y(0)=0, y(1)=1 shartlarga ko’ra,
cl+c2—0 c,=—C,

c,e’+c,e’’ 17 et —ce 1:> c, (e’ -e?)=—

=

c = e 2
7 er —2x
Demak, y°( 4 ; _ZX joiz statsionar funksiya bo’ladi.
e? —e™?

2) y°(x) bo’ylab Lejandr shartini tekshiramiz: F,.[ =2>0, xe[oa].

y=y°
Demak, y°(x) bo’ylab kuchsiz minimum uchun kuchaytirilgan Lejandr sharti
bajariladi.

3) Endi y°(x) bo’ylab Yakobi shartining bajarilishini tekshiramiz. Buning
uchun, oldin A(x)h"+B(x)h' +C(x)h =0 Yakobi tenglamasini tuzamiz:

. =2, B(X) = %(Fy'y')

C(x)=(iF -F j

dx

:O,

y=y°

A(x)=F

2%

:—8,

y=y°

Natijada Yakobi tenglamasi
2h"-8h=0, h"—-4h=0.

ko’rinishda bo’ladi. Uning yechimi h =e** ko’rinishda izlanadi va h" = x%**. U holda
et —4e"* =0
,u2 -4=0
u==2.
Shunday qilib, Yakobi tenglamasining umumiy yechimi
h(x)=d,e* +d,e "
ko’rinishga ega.Boshlang’ich shartdan, d, =0 bo’lganda
h(0)=0= d,+d, =0=>d, =—d, =h(x)=d, (> —e > )=0,
bo’lishi kelib chigadi.
Agar h(x')=0 desak, u holda
e —e? =0, ¥ =e?, x.=0.
Demak, y°(x) bo’ylab (01] kesmada nol nugtaga go’shma nuqta yo’q, ya’ni
kuchaytirilgan Yakobi sharti bajariladi.
Shunday gilib, y°(x) - kuchsiz lokal minimal bo’ladi.
Mustagqil ishlash uchun misollar
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1 — masala. Quyidagi funksionalning ikkinchi variatsiyasini hisoblang.

1. J(y)= i(y’z +3y* -y (y+x*)dx 2. J(y) = jl(y“ —6xyy")dx
3. J(y)= T(y'z +3y(y'+2yCosx))dx 4. J(y)= j(y’z +y? =2y'(y +x%))dx
x 0
5. J(y)= j.(y'3 +3x%yy")dx 6. J(y)= T(y'2 — y(y' +5yCos2x))dx
5 x
7.3(y) = j(y’z —4y* —y(y+2x*))dx 8. J(y) = j(y’s —2xyy" + x°)dx
0 3
9. J(y)= T(y'z +2y(y' —ysinx))dx  10.J(y) = j(y’z —3y* — y(2y'+x*))dx
x 0
11. J(y) = j(y’s +3xyy’ —ye¥)dx 12, J(y) = ij(y'2 —5y(y’—2ysin 2x))dx
3 x
13.3(y) = j(y’z —5y* +2y'(y+x))dx  14. J(y) = j(y“ —4xyy' +y'x*)dx
0 e
15. J(y) = T(y'2 +3y(y' —4yCos2x))dx  16.J(y) = j‘(y'2 +3y? + 2y(y'—x*))dx
x 0
17. J(y) = j.(y’3 —3xyy’ +4x3dx 18, J(y) = Zf(y’2 +4y(y' +3ysin 2x))dx
5 n

1 1
19.3(y) = [(y? = y* = yy'@+x*)dx  20. I(y) = [(y" +2xyy’ — y*)dx
0 -1

2 — masala. Quyidagi variatsion masalaning kuchsiz lokal ekstremalida Lejandr
shartining bajarilishini ko’rsating.

|

CJ(y) = Js'(y’2 —3y’Cosx)dx —min;y(1) =0,y(3) =1y e CY[1;3]

2. 3(y) =y 7xy)dx — min; y(0) =0,y(1) =2,y e C®[0:1]

O'—.H

3. J(y)=j (y2+5yy’Jdx — min; y(0) = 0,y(2) =1y e C¥[0;2]

4. J(y) :j (y'? =5y'Cosx)dx — min; y(1) = 0, y(3) =1y e C¥[13]
5. J(y)=j (y'2 +2x2y Jdx — min; y(0) = 0, y(1) = 2, y e C®[0;1]
6. J(y) = j (y2+3xy"Jax — min; y(0) = 0, y(2) =1,y e C®[0;2]

3
7. J(y) = j y'? + y'Cosx + y)dx—>m|n y@) =0,y(3) =1y e CY[1;3]
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8. J(y)=

9. J(y)=

10.

11.

12.

13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

(y’2 —6y? + y'xz)dx — min; y(-1) =0,y(1) =1,y e C®[-11]

y'? —4ye* +x Jix - min; y(0) =0, y(®) =1 y e C®[07]

Ot——r | t—p

I(y) = i(y’z +3yy’ - y*)dx — min, y(0) =0,y(2) =1,y e C®(0;2)
J(y) = _jl(y'2 +y? —4yx? Jix — min; y(-1) =0, y(1) =1,y e C¥[-11]
I(y) = j(y’z — ye* + 2x)dx — min; y(0) = 0, y(1) =1,y e C¥[0]
I(y) = i(y’z —6yy'+3xy)dx — min, y(0) =0,y(2) =1 y € C¥(0;2)
J(y) = z(y'2 —2Xy + 3y)dx —min; y(-1) =0,y@1) =1,y e C®[-11]
J(y) = j(y'2 +3y% + y'e“X)dx — min; y(0) =0, y()) =1,y e C®[0:]

J(y) = I(y'z —4yy' +9y® — yxs)dx — min(max), y(-1) =0, y(1) = -1,y e C?[-11]

2r

J(y) = j(y'z +2y'(y —cos x))dx — min, y(z) =-1,y(27) =1,y e C¥[r;27]

v

1
3(y) = [ y? ~4y? - y'e? Jix — min; y(0) = 0, y(@) =1,y « C[01]
0

1

3(y) = [ (y2 +3yy +16y* — 2yx° Jdx — min(max), y(-1) =0, y(1) = -1,y e C¥[-11]
1
27

J(y) = J‘(y'2 +3y'(y + Sin2x))dx — min, y(z) =-1,y(27) =1,y e C®[r;27]

T

1
J(y) = j(y’2 —6y%+ y'ex)dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C®[0:1]
0

J(y) = I(y’2 —5yy' —4y? — yx Jdx — min(max), y(-1) =0, y(1) = -1,y e C¥[- 1]

J(y) = 2f(y’2 —4y(y' —cos 2x))dx — min, y(z) =-1, y(27) =1,y € C¥[z;27]

1
3(y) = [(y® - y2 +2y'e™ dx — min; y(0) = 0, y@®) =1,y « C®[01]
0

1
J(y) = j(y’z —6yy' + 4y +3yx° Jdx — min(max), y(~1) =0, y(1) = -1,y e CV[-11]
-1
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26.3(y) = i(y'2+8xyy’)dx — min; y(0) =0,y(2) =1,y e C?[0;2]
I(y) = T(y'z —2y'Cosx)dx — min; y(1) = 0,y(3) =1y e CP[1:3]
27. 3(y) = j(y'2 +12xy Jdx — min; y(0) = 0, y(1) = 2,y e C®[01]
28. J(y) = i(y’z —5yy’+4y?)dx — min, y(0) =0,y(2) =1,y e C?(0;2)
29. J(y)= jl(y'2 —9y? + 3yx2)dx —min; y(-1) =0,y@1) =1,y e C¥[-11]

30. J(y) = j[(y'z —5yex)dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C®[071]

3 — masala. Quyidagi variatsion masalaning y°(x)=x joiz funksiyalar bo’ylab
Yakobi tenglamasini tuzing.

2
1. J(y)= I(y'2 +9y2 +3y'(y + Sinx))dx — min, y(z) =-1,y(27) =0,y € C®[r;27]

T

1
2. J(y) = I(y'z + 2y’x2)dx — min, y(0) =0,y(1) =1,y e C®[0:1]
0

3. J(y) = j.(y'z +y? +4y(y' - xs))dx — min, y(0) =1, y(1) =0, y e C®[0:1]

2r

4. J(y)= _[(y'z +y2 —y'(y+cos x))dx — min, y(z) =1, y(27) =0,y € C®[r;27]

T

1
5. J(y) = I(y'z + 4y'x2)dx — min, y(0) =0,y(1) =1,y € C®[0:1]
0

6. J(y)= j(y’2 +9y? —3y(y' - x3))dx — min, y(0) =1, y(1) =0, y e C®[071]

7. 3(y) = J.(y'2 +4y? —5y'(y —cos x)dx — min, y(z) =-1,y(27) =0,y € C®[z;27]

8. J(y)= j(y'2 - 5y'x2)dx — min, y(0) =0, y(1) =1y e C®[0]
0
9. J(y)= j(y'2 ~16y% +2y(y' + x3))dx — min, y(0) =1, y(1) =0, y e C®[071]

10. J(y) = j(y'z +9y% —4y'(y —cos x))dx — min, y(z) =-1,y(27) =0,y € C®[z;27]

v

1
11. J(y) = J.(y'z —9y? + 2y'ex)dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C®[0:1]
0
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

217.

28.

29.

30.

() = [(y? -3yy' +4y* - yx Jax — min(max), y(-1) =0, y(1) = -1 y e C¥[-11]

2r

J(y) = I(y’2 —2y'(y + Sinx))dx — min, y(z) =-1,y(2z) =1,y € C?[r;2x]

T

1
J(y) = J.(y’2 +y? + y'ezx)dx — min; y(0) =0,y(1) =1,y e C®[071]
0

1
J(y)= I(y'z +yy +4y° — 2yx3)dx — min(max), y(-1) =0, y(1) = -1,y e C?[-11]
-1

2r

J(y) = I(y’2 +4y'(y - Sinx))dx — min, y(z) =-1,y(2z) =1,y € C?[r;27]

v

1
J(y) = I(y'2 +9y? + y'e3x)dx — min; y(0) =0, y(1) =1y e C®[0]
0

J(y) = I(Y’Z — 2y’ + y? =3y Jdx — min(max), y(-1) =0, y()) = -1 y e C¥[-11]

2
3(y) = [(y* -3y'(y +cos xJdx — min, y(z) =1, y(27) =1,y € C¥[r;27]

T

1
J(y) = I(y'2 +3y% + y'e“x)dx — min; y(0) =0, y(1) =1y e C®[0:]
0

J(y) = I(y'z —4yy' +9y® — yxs)dx — min(max), y(-1) =0, y(1) = -1,y e C?[-11]

2r

J(y) = j(y'z +2y'(y —cos x))dx — min, y(z) =-1,y(27) =1,y e C¥[r;27]

v

1
3(y) = [ y? ~4y? - y'e? Jix — min; y(0) = 0, y(@) =1,y « C[01]
0

1

3(y) = [ (y2 +3yy’' +16y* — 2yx° Jdx — min(max), y(-1) =0, y(1) = -1,y e C*[-11]
1
27

= (y2 +3y'(y + Sin2x) Jdx — min, y(z) = -1, y(27) =1,y € C¥[r;27]

T

1
I(y) = [y ~6y? + ye* Jix > min; y(0) =0, y(®) =1,y e ¥ [011]
0

J(y) = I(y’2 —5yy' —4y? -y Jdx — min(max), y(-1) =0, y1) = -1,y e C¥[- 1]

J(y) = 2f(y’2 —4y(y' —cos 2x))dx — min, y(z) =-1, y(27) =1,y € C¥[z;27]

1
3(y) = [(y® - y2 +2y'e™ Jdx — min; y(0) = 0, y@®) =1,y « C®[01]
0

1
J(y) = j(y’z —6yy' + 4y +3yx° Jdx — min(max), y(~1) =0, y(1) = -1,y e CV[-11]
-1
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4 — masala. Quyidagi variatsion masalada kuchsiz lokal ekstremalni toping.

1.

(o]

10

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

J(y) = j(y’z —4y? 4 2y(y' - x?’))dx — min, y(0) =1, y(1) =0,y e C®[0:1]

2

CJ(y) = j(y'z +y? =3y (y+ Sinx))dx — min, y(z) =-1,y(27) =0,y e C¥[r;27]

T

BIOE j(y’2 - 6y’x2)dx — min, y(0) =0,y(1) =1,y e C®[0;1]

I =[y? - y* =3y(y' = x) Jix - min, y(0) =1, y@) = 0,y € C*[07]

2z

CJ(y) = j(y'2 +4y? —y'(y+ Sinx))dx — min, y(z) =-1,y(27) =0,y € C¥[z;27]

v

L J(y) = j(y'z + y’xz)dx — min, y(0) =0,y(1) =1,y € C®[01]

CJ(y) = I(y’2 —9y? +y(y' — x?’))dx — min, y(0) =1, y(1) =0, y e C®[0:1]

2r

CJ(y) = j(y'z +16y% —5y'(y + Sinx))dx — min, y(z) =-1,y(27) =0,y € C®[z;27]

T

J(y) = j(y'2 - 3y'x2)dx — min, y(0) =0, y(1) =1y e C®[0:]

0

[

CJ(y) = j'(y’z +4y? —2y(y'+ x3))dx — min, y(0) =1, y()) =0,y e C®[011]

27
J(y) = I(y’2 +9y2 +3y'(y + Sinx))dx — min, y(z) =-1,y(27) =0,y € C®[r;27]

v

J(y) = j(y'2 + 2y’x2)dx — min, y(0) =0,y(1) =1,y e C®[0:1]

J(y) = J.(y'z +y? +4y(y - x3))dx — min, y(0) =1, y(1) =0, y e C®[0:1]

2z

J(y) = I(y'2 +y2 —y'(y+cos x))dx — min, y(z) =-1,y(27) =0,y € C® ;27 ]

T

J(y) = j'(y'z + 4y’x2)dx — min, y(0) =0,y(1) =1,y e C®[0:1]

J(y) = J(y’2 +9y? —3y(y' — x3))dx — min, y(0) =1, y(1) =0, y e C®[071]

J(y) = J.(y'2 +4y? —5y'(y —cos x)dx — min, y(z) =-1,y(27) =0,y € C®[z;27]

v

J(y) = j(y'2 —5y’x2)dx — min, y(0) =0, y(1) =1,y e C®[0]
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19. J(y)= J.(y'2 ~16y% +2y(y' + x3))dx — min, y(0) =1, y()) =0,y e C®[01]

27
20. J(y) = J‘(y’2 +9y® —4y'(y —cos x))dx — min, y(z) =-1,y(27) =0,y € C®[z;27]

T

21. J(y) = j.(y’z + 2x2y)dx — min; y(0) =0, y(1) =2,y e C®[01]

o

2
22. J(y) = I(y'2+3xy’)dx — min; y(0) =0,y(2) =1y e C®|[0;2]
0
3
23. J(y) = j(y’z +y'Cosx + y)dx —min; y(1) =0,y(3) =1y e C®[1;3]
1
1

24. J(y) = I(y’2 —-6y? + y'xz)dx — min; y(-1) =0,y(1) =1,y e C®[-11]
I

25. J(y) = j(y'z —4ye* + x3)dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y € C®[0;1]
0

26. J(y) = JZ'(y’2 +3yy’'— y?)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y € C®(0;2)
0

27. J(y) = j(y’2 +y? —4yx2)dx — min; y(-1) =0,y(1) =1,y e C®[-11]
a

28. J(y) = j(y’2 —ye* + 2x)dx — min; y(0) =0, y(1) =1,y e C®[0:1]
0

29. J(y) = JZ'(y’2 —6Yyy' +3xy)dx — min, y(0) =0, y(2) =1,y e C¥(0;2)
0

30. J(y) = j‘(y'2 — 2%y + 3y)dx —min; y(-1) =0,y@1) =1,y e C®[-11]

4-amaliy mashg‘ulot. Variatsion hisobning asosiy masalasining umumlashmalari.

Eyler tenglamalari sistemasi, Eyler-Puasson, Eyler-Ostrogradskiy tenglamalari

2. Bir necha funksiyalarga bog’lig bo’lgan funksionalning ekstremumi.
Variatsion hisob asosiy masalasining umumlashmasi sifatida, dastlab, bir necha,
Y, =Y. (%),... ¥, =Y, (x) funksiyalarga bog’liq funksionalning ekstremumi hagidagi

masalani garaymiz.

IYyen Yol = 'fF(x, Yiees Yoo Yi'eenr Yy )X — min(max) (1)

Xo
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Y1(Xo) =Yoo Yo (Xo) = Yoz1ee0 Yn (Xo) = Yons
yl(xl) =Y Y, (Xl) = Yi21een Yn (Xl) = Yons (2)
(X Y1000 Yo (%), Y1 ()0 Y, (X)) € QX €[ X4, X,]
y,(X) € C'[Xy, %, 1,i =1,2,...,n.
ekstremal masalani garaymiz.

Quyidagi belgilashlarni Kiritamiz:
Y= ¥o) Y= Yo ) Yo = Yo Yo ) Co %00 X ]— [%0, %] kesmada  uzluksiz
differensiallanuvchi y(x) = (y,(x),..., y,(x))—n— vektor funksiyalar fazosi. U holda (1),
(2) masalani

Jyl= 'fF(x, y, y')dx — min(max), (1

Xo

Y(Xo) = Xo, Y(¥,) = X;, Y(X) €C, %), %] 2)

1-ta’rif. Agar y°(x) joiz funksiyaning shunday V,(y°,¢)nolinchi tartibli e- atrofiga
tegishli barcha y = y(x) joiz funksiyalar uchun

yel<alyl Gh°l=alv) (3)
munosabat bajarilsa, y°(x)funksiya (1) funksionalning kuchli lokal minimum
(maksimum) nuqtasi deyiladi.

2-t a’ r i f. Agar (3) munosabat y°(x) joiz funksiyaning biror V,(y° ) birinchi
tartibli ¢- atrofiga tegishli y=y(x) joiz funksiyalar uchun bajarilsa, y°(x)— (1)
funksionalning kuchsiz lokal minimum (maksimum) nugtasi deyiladi.

1-teorema. F(x,y,y)eC'(Q) bo’lsin. Agar (1) funksional

v ) = (v, (¥, ¥, 2 (X)) € C Y%, %] joyiz funksiyada kuchsiz lokal ekstremumga
erishsa, [x,,x,]kesmada

by 0?0 R oy o) 1T @

tengliklar bajariladi
3-t a’ ri f. Eyler tenglamalar sistemasini gqanoatlantiruvchi y(x) = (y,(x),..., y,(x)) joyiz
funksiyalarga (1) funksionalning stasionar funksiyalari deyiladi.
2-teorema. F(xy,y')eC?@Q) bo’lsin. Agar (1) funksional y°(x) e C}[x,,x, ] joyiz
funksiyada kuchsiz lokal minimum (maksimum) ga erishsa, quyidagi:

Foy(X)=0 (<0), VX e[X,,%] (10)
Lejandr sharti bajariladi.
F(x,y,y)eC®@Q), y°(x)eC?[x,,x] deb hisoblab, shu kvadratik funksional uchun
Eyler tenglamalari sistemasini yozamiz:

n n I d n ‘ . . -
ijzz:le?yj ()h; +§Fy?yj-(X)hj " jZziFy?.yj.hj +JZ=;FY?'VJ' (X)h,}ZO, i=1n. (11)

(11)-(1), (2) masala uchun Yakobi tenglamalari sistemasi deyiladi.
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4t & r i1 f Agar (11) sistema h(x,)=h(x.)=0, i=1n, shartlarni
ganoatlantiruvchi trivial (aynan nol) bo’lmagan yechimga ega bo’lsa, x. nugtaga
y°(x) joyiz chizig bo’ylab x, nugtaga go’shma nugta deyiladi.

4-te orema. Quyidagi shartlar bajarilsin:

1) F(xy,y)eC?@Q); 2) y°(x)eC?[x,,x,] — joyiz stasionar funksiya; 3)
Kuchaytirilgan Lejandr sharti: F.(x) >0 (<0) ¥xe[x,,%]; 4) Kuchaytirilgan Yakobi
sharti: (x,,x,] intervalda x, nugta bilan go’shma bo’lgan x. nugta mavjud emas. U
holda (1) funksional y°(x)da kuchsiz lokal minimum (maksimum)ga erishadi.

5teorema p;(x)eCxxl q;X)eCX,x]r;X)eCx:,x], ji=Ln
r(x):(rij(x),i,jzﬁ)>o (<0) vxe[x,,x] bo’lssin. Agar Yakobi sharti bajarilmasa,

inf J(x) = —oo(supJ (x) = +0), ya’ni masala yechimga ega emas. Agar kuchaytirilgan
Yakobi sharti bajarilsa, yagona stasionar funksiya mavjud va bu funksiya (12)
funksional uchun global minimal (maksimal) bo’ladi.

T

2
Misol. Jy,y,]l= ”y'f+y‘§+2y1y2]dx—> min(max),
0
yl(o) =0, Y, (O) =0,
T T
=1 y,E)=-1.
yl(2) y2(2)

Bu masalada F=y{+y3+2y,y,, F, =2y,, F,_=2y,, F =2y’ F,_=2y," va Eyler
tenglamalar sistemasi ikkita tenglamadan iborat bo’ladi:

d :

FYl —&Fyl. =0 Y. =Y, =0,
d :

Fy2 _&Fyzl :0<:> y2 _yl :0

bu yerdan
Y. =¥" Vi % =0
sistemaga kelamiz. Hosil gilingan sistemaning umumiy yechimi
y, =C,e* +C,e " +C;C0SX+C, SinX,
y, =Ce* +c,e —C,Cc0sX—C,Sinx
ko’rinishda bo’ladi. Chegaraviy shartlardan foydalanib, C,=0,C, =0, C,=0, C, =1
ekanligini topamiz. Demak, garalayotgan masalada joyiz stasionar funksiya
y(X) =sinx, ya(X)=-sinx
bo’ladi. Lejandr sharti kuchaytirilgan shaklda bajariladi:
FY1'Y1' FY1'Y2'
F, = (Fyzw Fyz'sz >0 (13)
Yakobe tenglamalar sistemasi esa Eyler tenglamalar sistemasi kabi bo’ladi:
h"~h, =0, h,"-h, =0.
Uning umumiy yechimini yozamiz:
h =y.e*+y,e” +y,Cc0sX+y,sinx,

h, =y.e*+y,e” —y,C0sX—y,sin X
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h,(0)=0, h,(x.)=0, 0<x. s% chegaraviy shartlardan y, =y, =y, =y, =0, ya’'ni

h(x)=0, h,(0)=0 bo’lishi kelib chigadi. Demak, Yakobi sharti kuchaytirilgan
shaklda bajariladi. Shunday qilib, kuchsiz lokal minimumning yetarli shartlari
bajariladi. Bundan tashgari, (13) shart F..(x,y,y)>0 V(xy,y)eR® ekanligini
bildirganligidan, 4-teoremaga ko’ra y°(x) = (sinx,—sin x) joyiz funksiya kuchli minimal
ham bo’ladi.

2. Yuaqori tartibli hosilalarga bog’lig bo’lgan funksionalning ekstremumi.
Quyidagi

J[yl= TF(X, VoY y ™ )dx — min(max), (14)

Y(Xo) = Yo yl(xl) = Vi y(nil)(xl) =Yina (15)

ekstremal masalani garaymiz.

5t a’ r i f. Agar biror £>0 son topilib, [y-y°| |<e shartni

C(”)[XO,Xl
ganoatlantiruvchi barcha y=y(x) joyiz chiziglar uchun J[y°|<Jry] (3]y°]=Jry1)
tengsizlik bajarilsa, (14) funksional y°=y°(x) joyiz chizigda kuchsiz lokal minimumga
(maksimumga) erishadi, deyiladi. Bunda y°(x) - (15) masalaning kuchsiz minimali
(maksimali) deyiladi.

6teorema. F(xv.z,.2,)eC™(@Q) bo’lsin. Agar y°(x) — (14), (15)
masalada kuchsiz ekstremal bo’lsa, barcha x [x,, x,] uchun

R0~ LR+ o Re (- () LR (=0 (16)
tenglik bajariladi, bu yerda
Fy(i)(x): Fy(i)(x, yo (%), y7 (X),..., yo(n)(x)) i=0,n. (17)
Noma’lum y = y(x)e C™[x,,x, | funksiyaga nisbatan
F —iF,+ d F —...+iwa:0 (20)

Codx U odxt ax’
tenglamaga Eyler—Puasson tenglamasi deyiladi. F(x,y,z,..,z,) e C™?(Q), bo’lganda
Eyler-Puasson tenglamasi 2n— tartibli oddiy differensial tenglamadan iborat.
6-t a ’ r i f. Eyler-Puasson tenglamasini ganoatlantiruvchi y°(x) joyiz funksiyaga (14),
(15) masalaning stasionar funksiyasi deyiladi.

-t @’ r i f. Agar Yakobi tenglamasi h®(x,)=h"(x.)=0, i=0,n—1, shartlarni
ganoatlantiruvchi trivial (aynan nol) bo’Imagan yechimga ega bo’lsa, x. nugta- y°(x)
joyiz chizig bo’ylab x, nugtaga qo’shma nuqta deyiladi.

7-teorema. F(xy,z,..,2,)eC™(@Q) bo’lsin. Agar y°(x)eC®[x,,x ] (14),
(15) masalada kuchsiz minimal (maksimal) bo’lsa, quyidagi shartlar bajariladi:

a) Lejandr sharti: F{, ., (X) >0 (<0), vxe[x,x]
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b) Yakobi sharti: (x,,x) intervalda y°(x) chiziq bo’ylab x, nugtaga go’shma
nugta mavjud emas.

8-teorema. Agar:

a) F(x,Y,2,...,2,) eC™?(Q), Q=SxR, ScR™-ochigto’plam;

b) Fluym (6 Y.20,:,2,) 20 (£0), Y(X,Y,2,,..,2,)€Q;

c) y°(x)e C®[x,,x ] joyiz stasionar funksiya;

d) kuchaytirilgan Lejandr sharti bajarilsa: F7,, .,(x)>0 (<0), ¥xe[x,x];

e) kuchaytirilgan Yakobi sharti bajarilsa: [x,,x,] oraligda y°(x) chizig bo’ylab
X, nugtaga go’shma nuqta mavjud emas. U holda, y°(x) — (14), (15) masalada kuchli

lokal minimal (maksimal) bo’ladi.
Endi (14) funksional

Ilyl= [Py () dx (22)
X, 1=0
ko’rinishdagi kvadratik funksionaldan iborat bo’lsin. U holda, Yakobi
tenglamasi,
S0 9 b apiy -
2 1) 7 (ROONY) =0

ko’rinishda bo’ladi.

9-te orema. Faraz qgilaylik, P(x)eCV[x,,x,], P,(x) >0 (<0), Vxe[x,,%] bo’lsin.
Agar Yakobi sharti bajarilmasa, (22) funksional uchun infJ[y]=-
(supJ[y]=+w)bo’ladi. Agar kuchaytirilgan Yakobi sharti bajarilsa, (22) funksional

uchun yagona joyiz stasionar funksiya mavjud, bu funksiya funksionalga global
minimum (maksimum) beradi.

Iy]=[(y"?-16y?)dx — min,
0
¥(0)=0, y'(0)=0, y(x)=0, y'(z)=1.
Bu masalada gatnashayotgan hosilalarning yuqori tartibi n=2 bo’lgani uchun,
(20) tenglama,
F —iF.+d—2F..:0
y dX y dXZ y
ko’rinishda yoziladi. F=y"-16y?, F=-32y, F, =0, F,.=2y" bo’lgani uchun, Eyler-

Puasson tenglamasi,

Misol.

2
—32y+3—2(2y")=0 < yY -16=0
X

ko’rinishida bo’ladi. Uning umumiy yechimi,
y =c,e” +c,e " + ¢, cos 2X + ¢, sin 2X.
Chegaraviy shartlardan
1 1 1+e™ 1
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bo’lishi kelib chigadi. Qaralayotgan masaladagi funksional (22) ko’rinishdagi
kvadratik funksionaldir: n=2, P,(x)=-16, P(x)=0, P,(x)=1. Uning uchun Yakobi
tenglamasi h" —16h =0 bo’ladi. Bu tenglamaning umumiy yechimi

h=y,e* +y,e ™ +y, 082X + ¥, sin 2x.
uchun h(0)=0, h(x.)=0, h'(x)=0, h'(x.)=0, x. >0 shartlardan h(x)=0 bo’lishi kelib
chigadi, ya’ni kuchaytirilgan Yakobi sharti bajariladi. F,.. =2>0- kuchaytirilgan
Lejandr sharti ham bajariladi. 9-teoremaga asosan,

2x —2X

o(x)= & e 1+e®
Yo ) e ) e -
funksiya masalaning global yechimidir.
3.Ekstremumining zaruriy sharti. Eyler-Ostrogradskiy teglamasi.
,agar z(x,y) funksiya ekstremal bo’lsa, ixiyoriy h=h(x,y) variatsiya uchun,
[z(x,y)]=0 [[[F, -h+F, -h +F, -h, kixdy =0 (30)
munosabat o’rinli bo’ladi. Oxirga munosabatning chap tomonidagi ikkinchi va
uchunchi qo’shiluvchilarning shaklini o’zgartiramiz. Buning uchun,

y

COS 2X + 1sin 2X
1) 2

0 0 0 0

a[Fp 'h]:&{Fp}'h—’_ Fy-hy, F,-h, :&[Fp 'h]_&{Fp}'h
ifodalardan

0 0 0 0

5[Fq'h]:5{Fq}'h+Fq'hy Fq'hyza[Fq'h]_a{Ft}}'h

ifodalarni olamiz va (30) munosabatga keltirib go’yamiz:
0 0 0 0
g{pz 22 H }]hdxdy+ g{&[pp L, .h]}dxdy “o.

Oxirgi munosabatdagi ikkinchi integralda ikki karrali integralni egri chizigli
integral orgali ifodalash formulasi- Grin formulasi

AN gy =
J.DI (ax ayjdxdy i Px + Qdy (31)
dan foydalanib va (24) chegaraviy shartlardan, h(x,y)l., =0 ekanligini hisobga
olib, (30) shartni,

| {FZ -, }—g{a }}h(x, y)dudy =0 (32)
funksional ekstremumga erishadigan z=12(x,y) funksiya  quyidagi,
0 0
z_&{Fp}_a{Fq}_o (33)
tenglamani ganoatlantirishi zarur. (33) tenglama, Eyler — Ostrogradskiy tenglamasi
deyiladi
bunda
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0 0 op aq
X {Fp}z_ax {E(X' Y. p'q)}: FotFp P+Fy, ‘_33+ qu&’
0 0 op aq
_9 {Fq}:_a, {Fq(x’ ¥:Z, p’q')}: Fya+Fq 0+ Fp _9., + Fyq _5"., :

o _0°z oq _ 0z
oy oydx ox  oxoy
3.4. misol. Ushbu

J[z]:ﬂ(zzx + zyz):ixdy
funksional uchun Eyler-Ostrogradskiy tenglamasini yozing.
Yech i | i shi. Berilgan funksional ikki o’zgaruvchili funksiyaga bogliq
bo’lib, undaF =F(p,q)=p?+p> bo’lganligidan, F, =0,F, =2p,F, =2q va Eyler-
Ostrogradskiy tenglamasi

o o
2o % gloo,
aq{ p}+aD{q}

yoki, z°«+z'y=0<Az=0 Laplas teglamasidan iborat. Ma’lumki, uning
echimlari garmonik funksiyalar deb ataladi.
Misollar

1
1-misol. J(y,.v,) :j(y{Z +y.2 =3yly! +4y12)dx—> min,
0

%0)=1, v,(0=1, v,1)=0, y,(1)=-1, v,,y, C¥[0:1].
masala uchun Eyler tenglamalari sistemasini tuzing.

Yechilishi: Bu masala funktsionali uchun Eyler tenglamalari sistemasi
d

Fyl _&Fy'l =0
d
FYz _&FYZ' = O

ko’rinishda bo’lishi kerak. Integral ostidagi funksiya F =y +y?—3yly,+4y?. Bu
funksiyadan vy,, y,' va x lar bo’yicha hosilalar olib, quyidagilarga ega bo’lamiz:

’ ’ d 14 14
F, =8y, F,=2y;-3y,, ax F, =2y -3y, .
Bundan vy, bo’yicha Eyler tenglamasi 8y, —2y;—3y, =0 ko’rinishga keladi.
Endi integral ostidagi funksiyadan y,, y', va x lar bo’yicha hosilalar olib,
’ ! d " ”
Fy2 =0, Fy'2 =2y, -3y, &Fy’z =2y, -3y,

larga ega bo’lamiz. Bundan vy, bo’yicha Eyler tenglamasi -2y;+3y/=0 yoki
2y, -3y, =0 ko’rinishda bo’ladi. Natijada, Eyler tenglamalari sistemasi,
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{Zyi’—8y1—3y§ =0
2y, -3y =0
ko’rinishda bo’ladi.
2-
misol.Ushbu

1
I(y) = [y +y? - 2y%*Jdx > min, y,(0)=0, y;(0)=0, y,0)=1, y;(1)=-1,
0

yeC®[0:1],
variatsion masala uchun Eyler — Puasson tenglamasini tuzing.
Yechilishi: Eyler — Puasson tenglamasi
2 n
F, —% F, +;?Fy°.. +...+(—1)% Fy°(n) =0
tenglamadan iborat. Integral ostidagi funksiya F =y"* +y"> —2y’x>. Bu funksiyadan
y bo’yicha xususiy hosila olamiz: F,=0. Endi integral ostidagi funksiyadan y'

bo’yicha xususiy hosila olib, F,=2y'-2x° ifodaga ega bo’lamiz. F, =2y'-2x°
funksiyadan x bo’yicha to’la hosila olib, %Fy, =2y"—6x* ifodaga ega bo’lamiz. Endi
integral ostidagi funksiyadan y" bo’yicha xususiy hosila olib, F,. =2y"ifodaga ega
bo’lamiz. F,=2y" funksiyadan x bo’yicha hosilalar olib, %szzw va

2
%Fw, =2y" ifodalarga ega bo’lamiz. Bu olingan hosilalarni yuqgoridagi tenglamaga

keltirib go’yib,
—2y"+6x>+2y" =0
yoki
y|V _ y”+3x2 — O
Eyler — Puasson tenglamasiga ega bo’lamiz.

2 2
3-misol. J[z(x, y)]—ﬂ[(%) —(%j ]dxdy funksional uchun Eyler - Ostrogradskiy

tenglamasini tuzing.
Yechilishi: Funksionalning ifodasidagi funksiya:

F(x,y,2,p,0) = p* -0’
ko’rinishda bo’lganligidan, Eyler - Ostrogradskiy tenglamasi,
0 0
- —(@2p)-=—(-29)=0
ax( p) 8y( q)
yoki

¥z o
aXZ ayZ
ko’rinishni oladi.
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Mustagqil ishlash uchun misollar
1 — masala. Quyidagi variatsion masala uchun Eyler tenglamalari sistemasini

tuzing.
L. 3(y.2)= 2y z-y*+2*~2ye Jix yy((g
(©

2. J(y,2)

(2y'z'+y2+zz—zsinx)dx;

Il
ek O Ot O O OF - o -

_

3.3 (v.2) (Zy'z‘+y2 -z° +22cosx)dx;

=0; ;(0):1; |

4. 3(y.2) .

y(0)
27242y 7'+ ye” [x;
b vzl y(@)

5. J(y.2)

y2+4yz+2°+y?+2% +2ze* )dx;

_—

6. 3(y.2)=[((y+2)* +y?+2? +2ysinx)x

7.3 (y, Z) (y—Z)2 +y'?—2""42zc0s x)dx;

8. J(y.z) (2)"2'—)/2 +z° —2ycosx)dx;

1
- y(1)=0;

(2y‘z'+y2+zz+22e*)dx; y

L L — e o

9. J(y.2)=

10. J(y.2)

Il
L —
N
<—
N—
+
<
N
|
N
o
|
N
N
K,
=]
>
hend
x
<

1
: y(1)
11. J (y2+22—2y'z'—ycos x)dx; yy(l)

(&
—
<
N
~
Il
L —

12. 3(y.2)

I
—

Y2 +4yz+2°—y? -2 +2ye ™ Jdx;
(

13. J(y.2)

=
<
+
N
SN—
N
[
<
N
N
R
+
N
&
=
x
<

2 ; 1
: y)=0; z(1)=2;
1

14. 3(y.2)=[(y-2) +y-z2+2ny ix: y(@) ;;

—

L L L

15. J(y.2) (Zy‘z'—y2 +22+2ysin x)dx;

16. J(y.2)

(2y‘z'+y2 +2%+2zc0s x)dx;

17. 3(y.2) (2y'z'+y2—22+22ex)dx;

Il
Ot N O N O N O, N O e N O e ) O = N

18. J(y.2) (y2+zz+2y'z‘+zsinx)dx; y)z

2)=—1;
y(0)=1 2(0)=-2;
y(2)=-1 2(2)=1
y(0)=1  2(0)=-2;
y2)=-1 2(2)=1

2,02 a2 2 . (O):l; Z(O):—Z;
((y—z) +y? -z 4x z)dx, y)EZ):—l; 22)1

19. J(y.2)

(y2+4yz+22 -y -27+26% Jox;

20. J(y,z) ((y+2)2—y‘2—z'2+2yezx)dx;

21. J(y.2)
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22.

23.

24,

25.

26.

27. 3

28. 3

29. 3

30.

3y.2)=[layz-y* 2tz Jix
I(y.2)=
I(y.2)=
I(y.2)
I(y.2)

(y.2)

N'—"" L=

(2yz+y —z2+2ye* )dx

(y +22-2y'7'+2ze" )dx

(2yz+y +223|nx)dx

(y +2%4+2y'7'- ycosx)dx

L= N'—;N LN Le—m i L e N'—;N

=]y’
(y+z
((y 2f+y?- 22+4xy)dx

Iy.2)=

2 —masala. Quyldagl variatsion masala uchun Eyler — Puasson tenglamasini

tuzing.
1.

2.

3.3

8.

9.

10.

11.

12.

13.

. J(y)
. J(y)

J(y) (y 2y 2 +y2—2ye” )dx
3(y)
3(y)

(y)

(0)
y(@ )

(y —y?+2ysin x)dx

Il

=
(™=

(y +4yy+y —2ye* )dx

= =
I

(y"2—y'y"+y?—2ye" )dx

_.-
T

(y —y —4ye” )dx y

(y2—y2+yy—yxix; y

(y 2yt 4yi42ye” )dx

(y)
(y)

_y?2 X -
(y y-+ye ﬁx, y _

/-\
<
Il
Ot Ot O O O Ot Ot b O e O ey

(y +3y'y"+y' +2xy)dx y

J(y)= I(y —4y'y"+y' +2ysmx)dx

y(0)=2;
1) y(0)=1
3(y)

I(y)

(y -y 242ye” )dx

e O = O

(y —y'2+4yy'+2ye’x)dx;

Le—r o

(y —2y'"%+y? +2ysinx)dx;
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14. J(y)=jl(y —y?+2ycos x)ix; (1)"]“ y(1):;
20 s an e % T
R oY
L7 300 flroy o y<( e
18. 3 for e 7 O
1020w ol
20, 30)-fly e O O

21. 3y )=E(y +3y'y"y? +aye” Jix: ;’83 yy((zz)):l
Y
o wrjeroo v B

R 528322 o
2520 v o i
26. J(y)=i(y 2_ay'y"ry?+2ysinxdx z((oo))::zl y%’((ll):ol
2 a0 5
sl 12
R e v(<_ 11)):_1:1"_ i(ff)ii
30. 3 iy avmenis (7 T

3 —masala. Quyidagi funksional uchun Eyler - Ostrogradskiy tenglamasini
tuzing:

_ 2 2 . - |0=x=2; _)(2 y2
1. J(z)_.[)j(zx+zy+2xyz)ds, D: {Ogysl; Z'°‘%+ﬁ‘

0<x<y 2
2. J(z)=”(zf+22§+Zzsin7zxsinﬂ)d8; D: X z|.= Xy
D 2 0<y<2; 50 100

<X<2; 2
3.7 =ij(z +322+2yz)dS; D: {Syg 2lo=10s 53:)
0<x< 2
4. =sz +4z2 +2yzsmx)dS D: {OSySl, lc:l)é)_0+5_):)'
0<x<2; 2
5. (z =_"D.[(zx+52y+2yzsmx)ds {OZXZ L lC_ZX_OO_ﬁ'
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1<x<I; x2 Yy

<y<i; 2le= 100 200°
<x<£

6. J(z):_[;[(225+zj+2yzcosx)d8; D: {0
- [0=x<2; , X2y
T |-<y<l

1. J(z)=”(32§+z§+2xzcosy)d8; le= 200" 100"
D

D
8. J(z)=”(4zf+z§+2xyz)d8; D: {—1st:|f Z|c=ﬂ-
D

0<y<2; 100
9. 3(2)= ”(522+22+2 Ws; D 0SXSZ ) _x+y
' y PRSP qey<r HleT 00
0<x<2; 2
10. 3(2)=[[(2z2 +322 +2x*yzJis; D {O<X<2 Z|c=ﬁ+2yﬁ.o'
5 sYse,
0<x<2; x2+y?
_ 2_,2 - B
11. 5 _.[D(sz zy+2xyz)dS, D: {Ogysl z|c 100
0<x<1; 2_
12. 3 =”(32 —z§+225in7rxsin%jds; D: {0< X<2 Z|C=XT§V,
5 2Yse,
0<x<2; x*+y
_ 22 . . _
13. 3 _D.[(sz zy+yz)dS, D: {Ogygr zlc 100
0<x<2; 2
14. 3(2)= J'( z —z§+2yzsinx)dS; D: {0<X<L z|cz%+5—)(’).
5 sysd
. 0<x<2; X2
15. 3(2)=([(z2-222 +2xzsinny)ds; D: D ogl=2 Y
DI( ' K 0<y<t ‘7200 50
~1<X<L; 2
16. J(2)= J(z 32§+2yzcosx)d8; D: X<k z|C=X—+l.
) 0<y<l; 100 50
0<x<2; 2
17. ” 322472 +2xzcosy)dS D: X z|C:X——L.
) _1<y<lL: 200 100
—-1<x<1 x? y?
18. 3(2)=([(522-422+2 S; D: o=t
@) JDI( -4z 20 o<y<2 271007200
0<x<2; X y?
19. 3(2)= ij(4z 527 +2xyz [dS; D: {_Kyﬂ_ Zlo= oot o
0<x<2; X y?
20. J(2)= 222—322+2x2 S; D: Z|o =t
@) Lf -8z +2x ) 0<y<2 750780
0<x<2; x> y?
_ 2,52 . . _ §
21. 3 —_LJ(ZZ z,+z2 +2xyz)dS, D: {O<y<ZL' Z|. 100+160'
0<x<1; 2
22. 3(2)= j —22+22+223in7zxsinﬂ ; X zczx——i.
5 y 2 0<y<2; 200 120
(f(4g2— o J0sx=z X4y
23. 3] _J; (42X 25+ +2yz)dS : {Ogygl; lc= 00 "
0<x<2; 2
24, 3 :_[ (52 22+22+2yzsinx)d8; D: X z|.= X Y
s Y 0<y<y; 200 100
. 0<x<2 X2y
25. 3(2)=([(z2-22% +z2 +2xzsinny [dS; o=
@) DI( ' Ay o<y<t 27200 80
-1<x<1 2
26. J(z2)= _[(sz+zz+zz+2yzcosx)d8; D: == L
5 y 0<y<1l 100 60
0<x<2; 2
27. 3 = z, +22 +224+2xzcosy dS; X z _X Y
C
D -1<y<1, 100 60
—1<x<1; 2oy
28. J(2)=([(z?+322+2%+2 S; | o=t .
(@) DJ( y w2k 0<y<2 2°=200"100
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Ctiln , ) ~ | 0=x<2, _
29-3@)1ﬂ@x+4%*1 +2Aabs, D: {4Sysr Z|c= 100

] ~|0=x<2, Xy
30. J(z):jj(z§+5z§+zz+2x2yz)ds, D: {0§y§2; 2=y Y

D

5-amaliy mashg‘ulot. Chegaralari qo‘zg‘aluvchan variatsion masalalar.
Transversallik shartlari

1.Chetlari go’zg’oluvchan variatsion masalalar.
Endi variatsion hisob asosiy masalasidagi

JO) = [ F(xy,y dx (1)
funksionalning ekstremumini, chetki nuqtalari A(x,y, ) va B(xyy, ) lar, mos
ravishda,

y=9x), y=9) )
sillig egri chiziglarda yotadigan v(x) € C*[x, x, ] egri chiziglarda topish masalasini
garaymiz. (2) shartlardan y, = @(x,), v; = ¥ (x1) munosabatlarni olamiz. Bunda
A va B nugtalarning absissalari x, va x, oldindan tanlanmagan bo’lib, ularni
aniglash talab gilinadi.
Masalaning go’yilishi va unda hosil bo’ladigan ekstremumning zaruriy
shartlari hamda transversallik shartlari ma’ruzada (5-ma’ruza) keltirilgan edi.
Ekstremumning zaruriy shartini qgayta keltiramiz: berilgan ikkita silliq egri
chiziglar
y=9x), y=9(x)
ning nuqtalarini tutashtiruvchi barcha y(x) € C*[x x,] egri chiziglar ichidan
olingan y = ¥(x) egri chiziq (1) funksionalga kuchsiz eksemum berishi uchun:
1) ¥y =79(x) (1) funksional uchun tuzilgan Eyler tenglamasning yechimi
(ekstremal) bo’lishi ;
2) v=79(x) ektremalningy =¢@(x), v =1v(x) egrichiziglar bilan
kesishish nugtalari A(x,v, ), B(x,y; ) larda
[F+(@ —y)Fy]| _ =0

)
[F+@ —y)Ey]|_ =0
transversallik shartlarining bajarilishi zarur .

Izohlar .1. (3) transversallik shartlari Eyler tenglamasini yechishda paydo
bo’ladigan x4,x; larni aniglash uchun yetarli emas va ularga ikkita

Vo) = @(x), 7)) = P(xy), (4)
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tabily shartlatni go’shish zarur .
2. Agar chetki nugta (masalan , B nugta) x = x; vertikal to’g’ri chiziq
bo’ylab o’zgarsa (bunda ¥’ = o0), transversallik sharti
F |H1 =0 (5)
ko’rinishni oladi.
3. Agar chetki nugta (masalan, Anuqta) v =y o(¢" = 0) gorizantal to’g’ri
chizig bo’ylab o’zgarsa, (3) transversallik sharti
F— y’F},:L_x =0 (6)
ko’rinishni oladi. i
4. Agar chetki nugtalardan biri go’zg’olmas (masalan, A nugta) ikkinchi
chetki nugta (B)

y =y(x)
egri chiziq bo’ylab o’zgarsa, (3) transversallik sharti
[F+@ —y)F]|_ =0 (7)

va tabiiy chegaraviy shart
Y1 =P(x1) (8)
ko’rinishni oladi.
5. Agar chetki nugtalardan biri  (masalan, B nuqgta) qo’zg’olmas, ikkinchisi
(A nugta)

y=@(x)
egri chizig bo’ylab o’zgarsa, (3) transversallik sharti
[F+(@ —y)Fy]| _ =0 9
tabiiy chegaraviy shart
Yo = @(Xq)

ko’rinishni oladi.
1-misol . y=x?> parobola va y=x-5 to’g’ri chiziq orasidagi masofani toping

Yechilishi. Masalaning yechimi, y=y(x) egri chizigning uzunligini ifodalovchi

JO) = [ }1+y7dx 1)

funksionalga minimum beruvchi ¥(x) egri chizigdan iborat bo’ladi. Bunda
ekstremalning chap cheti ¥ = @(x) = x* parabola bo’ylab, 0’ng cheti esa,
vy =4(x) =x—5 to’g’ri chizig bo’ylab o’zgaradi.

(1) funksional uchun Eyler tenglamasi

}JII — D (2)
bo’ladi( Eyler tenglamasining 1- xususiy holi ) va uning umumiy yechimi
y=Cx+G (3)

ko’rinishni oladi. Uni
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[V1+y2+Q2x—v") ’2]|x xﬂzD
' =0C) (4)
[V1+y2+(1—-y") = r2]|x=x1 =0

transversallik shartlariga va ekstremalmng y—x2 va y=x-5 chiziglar bilan
kesishish shartlariga keltirib go’yish zarur :

Cixg+ C, = x5

()
Cix; +C,=x,—5
(4), (5) tenglamalar Cy,C;, x,, x4 parametrlarni aniglash imkonini beradi:
3 28
G=-1G=3 %=5; x=7
Shunday qilib, ekstremal
y=—x +§ to’gri chizigdan iborat, berilgan parabola va to’g'ri chiziq orasidagi
masofa
_ % |l,l—2 _ 19\.‘15
i—J; Vit (-D?dx=—
ekan . ?
2-misol . Ushbu
J) = [ A y) T+ ydx ©)
ko’rinishdagi funksional uchun transversallik shartining ko’riinishini toping .
Yechilishi. Bu holda (ekstremalning chap cheti y = ¢(x) egri chizigda
yotganda) transversallik sharti
F+ (¢ —y)Fy=0
quyidagi
Al y)(1+¢'y")
= (7)
J1+y'?
ko’rinishda bo’ladi. Bundan A(x,y) # 0 shartda
14 @'Y |z, =0 (8)
ekanligini topamiz, yoki
yqplx x.:,__l' (9)
Bu esa, berilgan (6) funksional uchun trasversallik sharti
' 1
y = (10)

ortoganallik shartidan iboratligini ko’rsatadi.
Agar ekstremalning o’ng cheti ¥ =1(x) egri chizigda yotishi ma’lum
bo’lsa, (9) ga o’xshash shart
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1+ y’qp’|x=x1 =0

ko’rinishida bo’ladi.
1-misolda Eyler tenglamasining umumiy yechimi y = C;x + G ning Cy, G5
koeffisientlari hamda  x, va x; nugtalarni topish uchun bu misolda topilgan
shartlardan foydalansak, ushbu
1+y' @ |ym, =1+C *2x,=0
1+y'@'|ymp, =1+C,+1=0
Cixy + C, = x,°

Cix;, +C,=x,—5
sistemada ega bo’lamiz .Bu sistemadan, yana avvalgiga garaganda tezroq
C,=-1; xcr:éx (" :zi f"271:23_3
ekanligini olamiz. Shunday qilib, berilgan funksional ko’rinishini hisobga olish
C;,C;  va  xg, x;y larni aniglash uchun sodda ko’rinishidagi (11) sistemani
olish imkonini berdi.

3 —misol. Ushbu

(11)

J(y)=xf140|\/l+y7 X
0

funksional y(0) =0 chegaraviy shartda:
a. (x,,y;)nugta y=x-5 to'grichiziq bo ylab 0 zgarganda;
b. (x.,y,) nugta (x-9)*+y? =9 aylana bo’ylab 0°zgarganda;
ekstremumga ega bo"lishi mumkin bolgan egri chiziglar topilsin.

Yechilishi. Bu holda integrant F =F(y,y") =T ko rinishda, Eyler-Lagranj

tenglamasi esa,

d
Fy _&Fyr :O

dan iboratdir. Tenglamada gatnashayotgan xususiy hosilalarni topamiz:

F, = y2
yr
Fy' - 2
yyl+y
yrry 1+y12_yr yr 1+yr2+y yy
- 1+y”
dx y y2(1+ yrZ)

va ularning giymatlarini tenglamaga keltirib go yamiz
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d JIHy? Yy -y P A+ y?) Ry
Fy——F, =~ 2 =0,
dx y YL+ yP)1+ Y
—@ry?)?-lyy-y?-yt]=o,
—1-2y"” -y —yy+y"? +y" =0,
vy +y'? =1
Oxirgi tenglama
(yy) =-1
shaklda yozilishi mumkin. Uni bir marta integrallab,
Y =-X+¢
tenglamaga kelamiz.
Endi oxirgi tenglamani
ydy = (=x+c,)
o0 zgaruvchilari ajraladigan tenglama ko rinishida yozib, integrallaymiz:
1 y? = X +C,X+C
2 2 1 21
y? =—x? +2¢,X+2c,.
Agar berilgan y(0) =0 chegaraviy shartdan foydalansak,= c, =0 bo’ladi.
a. Bu holda transversallik sharti, ¢'=1 bo’lganligidan,

[F+a-y)F,] =0,

X=X;

[\/1+ y*© L a-y)y ]

y yAl+ Yy

=0,

X=X

=0.

X=X

@+y*+y =y
Buyerdan,
=1+y'(x)=0=y'(x)=-1.
Modomiki, y? =-x* +2¢,x ekan,
2yy' =-2x+2c,.
U holda x =x, bo’lganda
2y(X1)y'(Xl) = _2X1 + 2C1'
—2(%, —5) =-2x, +2¢,,
=, =5.
Demak,
y? =-x* +10x yoki y = +4/10x — x°.
b. Bu holda ¢’ 0°g'ma
(x-9)2+y*=9
aylanada hisoblansa,
2(x—9)+2yy’' =0,
yy'=—(x-9)
munosabat hosil bo ladi. U holda x =x, bo lganda,
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X -9

y(x)

Endi yechimni esga olsak, x=x, bo'lganda y(x,) uchun
y(x,)? = _X12 +2¢,X,

ifodani hosil gilamiz. Shuningdek, berilgan aylanadan

@'(%)=-

(X1 _9)2 + y(X1)2 =9

ifodani hosil gilamiz. Buyerdan,
— %7 +2c,x, =9—(x, —9)?
= %, +2¢,% =9—x," +18x, —81,
= ¢, X, = 9%, —36.(%)
Olingan ifodalarni
[F+('-y) Fy,]xle =0
transversallik shartiga keltirib qo ysak,
1+9'(x)y' (%) =0,
X =9 =X +¢ _o,
y(x)  y(x)
1+ (Xl _92)()(1 _Cl) -0.
y ()

Buyerdan,
y2 (Xl) + (Xl - 9)(X1 - Cl) =0
bo'ladi va y(x,)* =9-(x, —9)* ekanligini hisobga olsak,
9- (Xl _9)2 + (Xl _9)()(1 _Cl) =0,
9—(x, —-9)[x -9-x +c,]=0.
Oxirgi tenglamani (*) bilan birgalikda yechsak,

¢, =9->2,
Xl

9-(x, ~9)(->) =0,

1

9+36=9'36,
Xl
xlzﬂ:x1:§:>01:9—5:4,
45 5
=y’ =—x* +8x.

2.Chetlari erkin variatsion masalalar.
Yugorida ko‘rib o‘tilgan variatsion hisobning asosiy masalasidagi

I(y) = [F(x,y,y )x
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funksionalning ekstremumini Y =C'[x,,x ] fazoda izlash masalasini garaymiz.

Buyerda, chetlari go‘zg‘olmas variatsion masaladan fargli ravishda, izlanayotgan

funksiyaning oraligning chetidagi qiymatlari hagida hech ganday ma’lumot

berilmagan. Shuning uchun, bu masala, chetlari erkin variatsion masala deb ataladi.
Bu masalani, biz simvolik ravishda ,

T F(x, Y,y )dx — min(max) (12)
Xo

ko‘rinishda yozamiz.
Chetlari erkin masalaning yechimidan iborat y,(x) funksiya mavjud bo‘lsin. U

holda, ekstremumning zaruriy shartiga asosan,
A(y,,h)=0 VvheY,

yoki

3 (Yo,h) = [IF, (6 Yo, Yo N+ F, (X, Yo, Y6 )N Tdx =0 WheY =C'[x,,x]. (13

bo’ladi
Oxirgi tenglikning ikkinchi integralini bo‘laklab integrallasak, ushbu

X, . d ‘ '
I[Fy(x’ Yo: Yo )h __F'(X’ Yo: Yo )h ]dX+
dx ’

[F, (X, ¥, ¥, )Nl —[F, (%, Yo, Yo )1, =0VheY =C'[x,,x]
Chap tomondagi birinchi go‘shiluvchi aynan nolga teng , chunki y, Eyler
tenglamasini ganoatlantiradi. Shuning uchun,

Fy‘ (Xl’ Yo (Xl)’ yov (X1))h(x1) - Fy' (X1’ Yo (Xl)’ yO'(Xl))h(XO) =0 VheY= Cl[xo ' X1]

Bu ayniyatga h(x)=——> va h(x) =~ ifodalarni keltirib qo’ysak,
X =X X =X
Fy' (X01 Yoo yol)‘xzx =0; Fy‘ (Xl’ Yo yol)‘x:X =0 (14)

ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
Shunday qilib, agar y,eC'[x,%] -chetlari erkin variatsion masalaning yechimi
bo‘lsa, u

F (% YY) Fy (10%,Y) =0 (t5)

=0; (16)

Foooyy) =00 Fowy)|
chegaraviy masalaning yechimidan iborat bo‘lar ekan.

(16) chegaraviy shartlar — tabiiy chegaraviy shartlar deb ataladi.

(15), (16) chegaraviy masalaning yechimlari chetlari erkin masalaning
ekstremallari deb ataladi.

4-misol. Ushbu
[I(y")? + (12x — 6) y]dx — min(max)
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masalaning ekstremallarini toping.
Yechilishi. Modomiki,
F =12x-6; F = 2y
ekan , Eyler tenglamasi va tabiiy chegaraviy shartlar, mos ravishda,
y'=6x—-3
y'(©0)=0, y'(1)=0
ko‘rinishni oladi. Eyler tenglamasining umumiy yechimi

3
y(x) = x* —Exz +Cix+ C,

bo‘ladi. v'(x) =3x%*—3x+ C, bo‘lganligidan, chegaraviy shartlardan, C; =0
ekanligini olamiz.
Shunday qilib, masaaning ekstremallari
3
y(x) = x* —Exz +C
egri chiziglar oilasidan iborat bo‘lar ekan.

5 - misol. Ushbu kvadratik funksional uchun go’yilgan.

chetlari erkin masala uchun chegaraviy masalani yozing.
Yechilishi. Bu masalada

1
Foy,y) =5 [pCay” + a@y*] - F)y
Fo Gy, y) =a(x)y—£(); F,(xy,y) = p(Xx)y’
bo‘gani uchun, Eyler tenglamasi

d dy
1)y -+ (PO ) = FG

ko‘rinishda, tabiiy chegaraviy shartlar
P(x)y' () =0 pxy)y'(x,) =0
munosabatlardan iborat bo*ladi.
Mustaqil yechish uchun amaliy topshiriglar.
1-masala. Agar egri chiziglarning chap cheti v(x) = @(x) = ax*+ 2 egri
chizigning, o*ng cheti esa, y(x) = ¥(x) = a,x egri chizigning nugtalarida yotishi
ma’lum bo‘lsa , ular ichida

J(y) = f 1+ y"2dx

funksional ekstremumga erishadigan egri chizigni toping.
Variantlar

var | a| a,|var a| a,|var| a| a,|var| al| a;| var| al| a,

1 2| 1| 6 Yo 2| 11 2 2| 16| 1/2 -1 21 1 3

2| 3| 2| 7 2| Y| 12| -2 2| 17| -1| 1/2| 22 2 3

3| -1 -1| 8 1] %| 13 2| -2| 18 2| -1/2| 23 3 2
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4 1 -1 9 Yo -1 14| -1 2| 19 2 -1

24

5 -1} 1|10 -1 -1/2| 15 2| -1| 20 3 1

25

2 — masala. Quyidagi

J(y) = Jl'(x2 + y? + y'?)dx — min(max)

y(=D=1

chap cheti go‘zg‘olmas, o°ng cheti esa, jadvalda berilgan v = ¥(x) funksiya bo‘ylab

0‘zgaradigan variatsion masalaning eketremalini toping.

Variantlar
Var | Y(x) Var | P(x) Var | Y(x)
1 e =2 8 e* -5 15 |10-¢*
2 2% _ 9 —e* 16 N
e” -9 e +5 50— o2
3 X 10 | 26 -2 17 | 10-2e**
e -3
4 e -10 11 | 2-¢* 18 | 50-¢*°
S | 2-¢f 12 | 3¢ 19 | 2+e*
6 x+l 13 —e* 20 2 _
07 o 4-e e S.
7 — % 14 | g—g* 21 | e¥* 5.

3 —masala. Quyidagi

J(y) = j(xz +y? + y'?)dx — min(max)

y@® =1

0‘ng cheti go‘zg‘olmas, chap heti esa, jadvalda berilgan y = ¢@(x) funksiya bo‘ylab

o‘zgaradigan variatsion masalaning eketremalini toping.

Variantlar

Var | P(x) Var | P (x) Var | P(x)

1 ef -2 8 e* -5 15 | 10-¢*
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2 2x _ 9 —e* 16 1y
e” -9 e +5 50— o2

3 X+= 10 2e2x 2 17 10 — Zex—Z
e 2-3

4 | e*-10 11 | 2-e* 18 | 50 —-¢**®

S | 2-¢f 12 | 3¢ 19 | 2+e”

6 X+= 13 4 - ex 20 EZX—Z - 5
e 2-2

7 — g0 14 | g—g* 21 | e*' -5

4- masala.Quyidagi chetlari erkin variatsion masala uchun chegaraviy masalani
tuzing va yeching.

Variantlar

Var | F(xy,y) %% [Var | F(X YY), X%, % Var | F(G YY) Xon X,
1 | (y*-1y?;23. 8 y?; 0,1 15 | 6y”—y"“+yy"; 0,2.
2 | 2y—-x’y?ile. 9 x*y?+12y%; 1,2. 16 | xX’y—y+xy*y"; 0,2.
3 y?y'?;0,1. 10 | y?+3yy'+24x%y; 01. | 17 | 6X*y'+y'?; 0,1
4 y2+yy'+12xy; 01. |11 | 3y?+5yy'+12y; 01. |18 | xy"“-2yy*®; 1,2.
5 Xy +yy': 1e. 12 | xy'-y?;0,2. 19 | (y)?+yy'+y?; 0,1

2\ ,12 2. n?2 i .
6 x*y'?+12y?; 0,1. 13 4y2 B y'2+8y; O,% 20 | x(y)?—yy'+y;01.
T xy-y"ioL. 401 4, 21 1 (y)* +4xy'13.

y'

1’ — masala. (1) masalada integrant F(x,v,v’) va xp,x; lar berilgan. Uning
uchun (15), (16) chegaraviy masalani yozing va ekstremallarini toping.

Var | F(x,y,y") X, Xy Var | F(x,v,y") X, Xy
1 }J’E — }J‘E 0 1 11 V— x:}flz 1 e
2 }J’z — Xy 0 1 12 Iz:}flz 1 2
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3 y'?—x2y 0 1 13 | xy"2 + 2y*+ 2xy 1 e
4 xy’g 1 € 14 :}!2 + :}112 + Zj’Ex -1 1
5 xy'? + 2y 1 e 15 y'? 4+ yy’ — 16y2 1
6 |(1+x)7? 0 1 [16 |y 1 |2
x—?
7 xy't + 2y 1 e 17 1+ y? 0 1
}”2
8 |y (1+x2y) |1 |3 |18 |y2+y'2+ 2ye 1 |1
9 xy' +y'? 0 1 19 | yZxy'? 0 1
10 | /T+y7? 0 1 20 2y — x*y'? 1 e
y

6-amaliy mashg‘ulot. Shartli ekstremumga go‘yilgan variatsion masalalar. Lagranj
ko*paytuvchilar qoidasi

F' (%, y.y) = F(XY.Y) +ilxj(x)(p,-(x, y) @)

belgilashni kiritsak, bunda F*(x,y,y) - Lagranj funksiyasi, 1,(x),j=Lm - Lagranj
ko'paytuvchilari deb ataladi, oxirgi tenglamani,

X . d .

on 2R, g B 1 00dk =0 @

Ko rinishda yozish mumkin.
m ta  A(X)...4,(x) ko paytuvchilarni shunday tanlaylikki, ular y“(x)egri chiziq
bilan birga m ta

~ d

F, &Fyi.* 0, i=1m (3)

Eyler tenglamalari sistemasini ganoatlantirsin.

y(x)eM

1-teoremally,*x),y,*(X),..Yy,*(x)] = extr jF(x, Vi Yor Y10 Yo o ¥, )X Masalada

ekstremumning zaruriy sharti). Agar v.(x,) =V, Y;(x) =Yy i=1n chegaraviy
shartlarni va @; (X, Y1(X),-, Yo (X)) =0, j = L,m m<n chekli bog’ lanishlarni
ganoatlantiruvchi y*(X) = (¥, * (%), Y, * (X)) vektor funksiyada, bunda

Vi) €CDGXL =10 0¥ Yoren Yol = [F (X Yoo Yo Vi Yo voee Y )X funksional
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X0

X , , X1 ‘ . m
I [areens Yol = [FOG Yoo Yo Yo veees Yo )X = [IF QG Yo Vi Vi oo Yo )+ 20 245 0005 (%, Yisoves ¥ )X
X0 j=1
funksional uchun tuzilgan
Fyi*—iF =0,

i=1n
dX Yi
Eyler tenglamalari sistemasini gqanoatlantiradi.

1. (1) masalada shartli ekstremumning zaruriy shartini go'llash algoritmi.
L FT 00y, y) = FOGY )+ 24, (00, (X, Y)
j=1

Lagranj funksiyasini tuzish, A,(x)....,4,(x)- Lagranj ko paytuvchilari.

2. (14) Eyler tenglamalari sistemasi va (2) bog'lanishlar shartlarini yozish:
F _9¢ U =0,

ax i=1n
X

0 (% Yo ¥2) =0, j=1m
3.Eyler tenglamalari sistemasining

Yi(0 = ¥i(X,€, G100 C), =100,
umumiy yechimini va 4(x),..,4,,(x) Lagranj ko paytuvchilari uchun ifodalarni topish
4. c,c,,.,C,, 0zgarmaslarni

Vio = ¥ (X0,C1 CpreensCyr ), i =10

Vi = ¥i(%,C.,CpyeisCyp), ~-1n
chegaraviy shartlardan topish va y*(x) = (y,*(x)
yozish (ekstremalni yozish).

..... y. *(x))* ekstremal uchun ifoda
1-misol. Ushbu

w2

J[Yp yz] = J[ylz + y22 - yllz - yzlz]dx
0
Funksionalning

%.0) =1y,(0) =Ly () =Ly, () =1
chegaraviy shartlarni va
y,—Y,—2cosx =0
bog lanishlarni ganoatlantiradigan ekstremalini toping.

Yechilishi. 1. Lagranj funksiyasini tuzamiz. Modomiki,
ekan,

F=y +y, =Y, =Y, Y,(Xy)=y,—y,—2cosx, m=1

Fr =F+400%00) =% +Y, ~ Y —Y, +A()[y,~Y, ~2c08X]
boladi.
2.Eyler tenglamalari sistemasi va bog'lanishlar tenglamasini yozamiz. Buning
uchun,
* * od N "
Py =20+ 400, F - =-2n, = F =2y,
— . } d N .
Fyl =2y, = A4(X), Fyz' =-2y,, &Fyz' =2y,

167



ifodalardan foydalansak, quyidagi

o d s .
F, —&Fyi‘ =2y, +A4(X)+2y, =0

~ d

F -
dx

v~ F =20+ (0 +2y, =0
y,—Y,—2cosx =0
munosabatlarni hosil gilamiz.
3. Sistemaning umumiy yechimini topamiz. Sistemaning birinchi ikkita
tenglamasini hadma- had go shib,
2(y1” + yzu) + 2(y1 + yz) =0
ekanligini olamiz. Yangi, z =y, +vy, belgilash kiritib,
z+2=0
tenglamani hosil gilamiz. Uning xarakteristik tenglamasi
k*+1=0
Bo'lib, u k,, = +i ildizlarga ega ekanligini hisobga olsak,
Z(X) =c,COSX+C,SiNX =Y, + Y,
Bo'ladi.
Ikkinchidan, hosil gilingan sistemaning uchinchi tenglamasidan
2C0SX =Y, -V,
Bo'lishi kelib chigadi. Oxirgi tenglamalarni goshib,

2y, =, €S X +C,sinx+2cosx YoKi vy, (x) =%cosx+c—225inx+cosx

ekanligini olamiz. U holda
¥2(X) = y1(X) — 2cos X,
24(%) = 2,(X) +2Y, (X)
Bo'lishi kelib chigadi.
4. ¢ vac, ixtiyoriy o'zgarmaslarni chegaraviy shartlardan topamiz:

%(©0)=2+1=1

T, G,
—_— :—:1
yl(z) 5

Y, (X) =y, (X) - 2cost = sinx —cos X,
A (X) =2sinx—2cosx —2sinX+2cosx =0
bu yerdan ¢, =0, ¢, =2 va y, (x) =sinx+cosXx,
Shuni e’tirof etish kerakki, masalada chegaraviy shartlar va bog lanishlar

tenglamalari muvofiglashtirilgan, chunki
y,(0) - v,(0) —2cos0 =0,

%:(5) = ¥2(5) - 20087 = 0.
Bu faktni masalani yechishdan oldin tekshirish lozim. Shunday qilib, masalada
y, (X) =sinx+cosXx, y, (x) =sinx—cos x

ekstremal topildi.
Differensial bog’lanishli variatsion masalalar.

168



Masalaning qo’yilishi.  Quyidagi shartlarni  ganoatlantiruvchi  joiz
y(X) = (Y,(X),..., ¥, (x)) vector- funksiyalar to"plami m ni garaymiz:

a) Y (X) funksiyalar [x,,x] kesmada aniglangan va uzluksiz
differensiallanuvchi bo’lsin, ya’ni y,(x) € Ci[x,,x].i =1n, x,,x,_lar berilgan;
b) y.(x) funksiyalar,

V(%) = Yior %i(%) =Yy, i=1n (4)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi, bunda y,,,y,, i=1n sonlar berilgan, ya’ni egri
chiziglarning har biri ikkita mahkamlangan(go zg olmas) chegara nugtalardan o tadi;

) v;(x) funksiyalar barcha x e[x,,x] lar uchun

@56 Yyreoss Yo Yoo ¥ ) =0, j=1m; m<n (5)

differensial bog lanishlarni ganoatlantiradi, bunda, ¢,(x,v;..... ¥, .- ¥,) funksiyalar

barcha o zgaruvchilari bo yicha uzluksiz differensiallanuvchidir.
Bundan tashqari, (16) tenglamalar o zaro bog lanmagan, ya’ni

o .20
o, oY,
rang< ....cccoeeeevernen. =m
o0, 9,
!
M to’plamda
Y2 Yars Yl = [FO6 Vi Yo V2 Y e Vi JOIX (6)

funksional berilgan
(6) funksional ekstremumga erishsin, ya’ni

I * (Y2 * ()1 Yy * (0] = € [F (X Yoo Vs Y Vg e Y )X ()

bo'lsin.
Bu masala - Lagranj masalasi deb ataladi.
Masala yechimini izlash tartibi (sxemasi).
funksionalning birinchi variatsiyasi ifodasi

X1 n d
& = j 2R, — g P 000 ®)
ko rinishda bo’ladi
2-te o r e ma ((7) masalada ekstremumning zaruriy shartlari).  Agar 4
chegaraviy shartlar va (5) differensial bog’lanishlarni ganoatlantiruvchi

y*(X) = (v, *(X),... ¥, *(x))* vector funksiyada (6) funksional ekstremumga erishsa,
Y, *(X),..., ¥, *(x) funksiyalar,
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X]_ ) )
I DY Yl = [F7(X Vi Vs Vi veves Y JAX =

X0

x| . , m , .
= TR Yyreens Yoo Yo s Yo ) D0 A (XY (0 Yoo Y Yy eeer ¥ V10X
j=1

X0
funksional uchun tuzilgan,

Fy_*—iF.*=o, i=1n
bodx i
Eyler tenglamalari sistemasini gqanoatlantiradi.

3. (7) masalada ekstremumning zaruriy shartini qo’llash algoritmi.
L F Xy y)=F&Y,y)+D 4,(Xy;XxY.y)
j=t

Lagranj funksiyasini tuzish, bunda ,(x),..,4,(x) - Lagranj ko’paytuvchilari.
2. Eyler tenglamalari sistemasi va (5) bog’lanishlar tenglamalarini yozish:
Fy_*—iF 7=0, i=1n
bodx o
@5 (X Yyseens Ys Yoo Yo ) =0, j=1m

3. Eyler tenglamalari sistemasining y,(x) = y,(x,c,,C,,...C,,), i=Ln umumiy

yechimini hamda 4,(x),..., 4, (x) Lagranj ko paytuvchilari uchun ifodalarni topish.
4. c,cC,,...,C,, 0 zgarmaslarni

Yio = i (X5:€1,Cprees Cyp), :ﬁ,
Yy = Vi (%,,C,Cy,...,Cop), 1=10
chegaraviy shartlardan topish va  y*(x) = (y, *(x)...., ¥, *(x))* ekstremal uchun ifoda

(ekstremalni) yozish.
2-misol . Ushbu

fro2 2 ' 2
J[y1,Y2]:I[y1 +Y, =Y —Y, Jdx
0

funksionalning
yl(o) =2, Y> (O) =0, yl(l) = 2chl, Y> (1) = 2shl
chegaraviy shartlarni va

y1=Y, =0
differensial boglanishni ganoatlantruvchi ekstremalini toping.
Eechilishi. 1.Lagranj funksiyasini tuzamiz:

FOCYY) =Y, +Y, Yk y,y)=yi-y, m=1
bo’lganligidan,

Fr oY) =y, +y, + 40 -y ).
2.Eyler tenglamalari sestemasini va boglanishlar tenglamasini yozamiz,

* * " d * "
Fyl =o,,|:yll =2yl +%(X),&Fy1l =2y1+ﬂ41(X)

* * " d * "
Fry, ==4(0.F, =2y, ,&F vt =2Y,
ekanligini hisobga olsak,
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—2v."— -0
Fyl* _iFyll* :0:{ yl il (X)
dx -4 (X)-2y, =0
F, L =0
Podx %
Y=Y, =0
bo’ladi.
3. Hosil qilingan sistemaning umumiy echimini topamiz. Sistemaning

daslabki ikkita tenglamalaridan,
() =-2y," 4 () =-2y" .2y, =—21(x) =2y,
ekanligini olamiz, uchinchi tenglamadan esa,
Yi=YoYs =Y,
bo’lishi kelib chigadi. U holda, 2y," =2y, =2y," yoki y, =Y, =0
bo’ladi. Oxirgi tenglamaning 2°-21=0,, A(x*-1) =0 xarakteristik tenglamasi
A =1x,=-11,=0 ildizlarga ega, shuning uchun,

Yo (X)=ce" +c,e7 +cy,
y,(X) = J. y,(X)dx =c,e* —c,e + X+ ¢y,

ﬂ’l(x) = _2y2“ (X)

4. ¢,c,,c5C4, 0’zgarmaslarni chegaraviy shartlardan topamiz;

¥,00)=c,—c, +c, =2

Y,(0)=¢, +¢c, +¢; =0,

-1
y,()=ce-c,et+c,+c, =chlchl= e+e
-2 e—et
y,(1) =ce+c,e” +c,; =2shl shl=
Buerdan ¢, =1c,=-Lc,=c,=0 bo’lishi kelib chigadi.

Natijada, y*(x) = (y"1(x),y"2(x))" ekstremal, y"1(x) =e* +e7;y"2(x) =e* —e™*
ko’rinishda bo’ladi va 4, (x) = -2y 2(x) = —2e* +2e™".

Mustagqil ishlash uchun misollar

1-misol. Ushbu
1
Iy v:] = J. [}11: + ﬂf}’22 - b}rlfz +}’2f2] dx
o

funksionalning
%:(0) =1Y,(0) =Ly, () =1y,(3) =1
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chegaraviy shartlarni va
}Fl _}Fg +2.5'Il-ﬂ{x =0

bog lanishlarni ganoatlantiradigan ekstremalini toping.

a vab lar quyidagi jadvalda keltirilgan

var a b | var a b | var a b | var a b | var

N
w
N
\l
N

12| 12| -2 2| 17| -1| 1/2| 22

-1 -1 8 1] 1/2| 13 2| -2| 18 2| -1/2| 23

9| 1/2| -1| 14| -1 2| 19 2 -1 24

ol EEN w
=
1
[N

-1 1| 10 -11-1/2| 15 2| -1 20 3 1| 25

2-misol . Ushbu

1
Iy y:]1= J. [A}H2 + }’22 -y + B}Er:] dx

-1
funksionalning

(1) =1y-1)=0,y0)=2,,1)=1
chegaraviy shartlarni va
y,-Y, =0

differensial boglanishni ganoatlantruvchi ekstremalini toping.

A va B lar quydagi jadvalda berilgan.

| N W W

var| A| B |var A Bivar| A Bj|var| A B | var
1] 2| 1| 6| 12 21 11| 2| 2| 16| 1/2 1) 21 3
2| 3| 2| 7 2| 12|12 -2| 2| 17| -1| 12| 22 3
3| -1| -1| 8 1( 12| 13| 2| -2| 18| 2| -1/2| 23 2
4 10 -1 9| 1/2 -1 14| -1 2| 19 2 -1 24| -2 1
5/ -1 1|10 -1 -1/21 15 21 -1| 20 3 11 25 1| -2
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7-amaliy mashg‘ulot. I1zoperimetrik masalalar
1. Lagranj funksiyasi. Lagranj ko’paytuvchilari qoidasi.

Q < R*- ochiq to’plam, S={(x,y):(x,y,z)eQ}, F(xy,z), i=0,m, funksiyalar Q da
uzluksiz, P,(x,,y,). P.(x.y,)—S to’plamning belgilangan nugtalari, x, < x, bo’lsin.
Quyidagi:

34[y1= [ ol v, y)ix - min(max) @

Jjﬂ:TFAx%y%M:awisz,Qi:amﬁ) (2)
Y%)= Yo Y0) = ¥or (% Y)Y () Q. xeltox] yX)<C¥xpx ] (3)
ekstremal masalani garaymiz.

Bu masalaga izoperimetrik masala deyiladi. (2) shartlarga esa, izoperimetrik shartlar
(bog’lanishlar ) deyiladi. (2), (3) shartlarni ganoatlantiruvchi y(x)e C'[x,,x,]
funksiyalar izoperimetrik masalada joyiz funksiyalar (chiziglar)dan iborat.

Yechish goidasi.

1. Lagranj funksiyasini tuzamiz:

L= L(t,x,X,/l)zzm:A,, ft,x %), A=A, A, Ay)

i=0
2. L Lagranj uchun ekstremumning zaruriy sharti-Eyler tenglamasini yozish:
d - ~ d (& LI
LG IORCESA P RROIES SANORTS
dt dt | < _
3. Joiz ekstremalni topish, ya’ni L Lagranj uchun (yozilgan) Eyler tenglamasining,
Lagranj ko’paytuvchilari vektori 2 nulga teng bo’lmaganda, joiz yechimlarini

topish. Bunda 4,=0 va 4,=0 bo’lgan hollarning har birini alohida garab chigish

foydali bo’ladi.

4. Topilgan jioz ekstremallar ichida yechimni izlab toppish yoki yechim mavjud

emasligini isbotlash.

1-misol.
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1 1
Ixzdt —> extr; _[xdt =0, x(0)=0, x@)=1.
0

0

1. Lagranj funksiyasi:

L = A %2 + AX.

2. Zaruriy shart- Eyler tenglamasi:

—%Lx(t)+ L,(t)=0< —24,X+A1=0.
3. Agar A,=0 bo’lsa 1=0 - barcha Lagranj ko’paytuvchilari nollardan iborat
bo’ladi. Bu holda joiz ekstremallar yo’q. A,=1/2 deb olamiz . U holda, %=1 va
umumiy yechim x=Ct*+C,t+C, dan iborat. Umumiy yechimdagi noma’lum

C, C,, C, o’zgarmaslarni , oraligning chetlaridagi shartlar hamda izoperimetrik

shartlardan topamiz.

x(0)=0<«C, =0,

x1)=1<C,+C, =1, < C, = 3,
L 1 c, = 2.
jxdt=o©J’(clt2+czt)dt=o@%+%=o 2
[0} (0} J

Masalada yagona joiz ekstremal %=3t> -2t mavjud.

4. R(-) funksiy funksionlga absolyut mimimum berishini ko’rsatamiz. Hagigatdan ,

x(-) jioz funksiyani olamiz, u holda, x()-%()=h()eC3([0,1]) va J'h dt=0. So’ngra,
Ix() = IRE) = [ (&R + B dt — [£2 = [ 2% dt + [R2dt = 2] % dt.

Bo’laklab integrallab,

xh dt = [xdh =X (O)h(t)[;—[ Xhdt = —6j‘hdt =0.
(0]

O'—.l—‘

ekanligini olamiz. Shunday qilib, ixtiyoriy joiz x(-) funksiya uchun, J(x(-))>J(x(") ,

1 1 . L . L
Smin = | X? dt = [(6t—2)°dt =4 bo’lishini olish giyin emas.
0 0
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Javob: x=3t>-2t funksiya masalada absolyut minimum beradi, masalaning gqiymati

S.i, =4 ravshanki S __ =-+o.

2-misol.
0 1
J‘(y'2 —yz)dx—>min, jydx:o, y(0)=y(@)=0.
0 0
Lagranj ko’paytuvchilari qoidasini go’llaymiz.

. x d
FO :yz_yZ, Fl =Y, Ci.:= Fly _&Fly =1.

Demak, L= 4,F, + A F, Lagranj funksiyasida A, =1 deb olish mumkin. Qulaylik uchun
A =2, deb belgilab, L=F, + AF, = y*~y* + Ay Lagranj funksiyasi uchun Eyler

tenglamasini yozamiz:

d d, ., WA
L, —&Ly. =0<:>—2y+/l—&(2y)=0 =y +y—5=o.

Tuzilgan tenglamaning umumiy yechimi
y(x)=c,sinx+c, cosx+%.

bo’ladi. Chegaraviy va izoperimetrik shartlardan foydalanib, c,, c, 2 0’zgarmaslarni
topamiz. y(0)=0= % =—c, = y(x)=c,sinx+c,(cosx-1).
1)=0
v ¢, sinl+c,(cos1-1)=0 ¢, =0,
= . =
.[ydx =0| ¢,(1-cosl)+c,(sin1-1)=0/ "c,=0.
10

Demak, y(x)*=0 yagona shartli - stasionar funksiyadir.

Mustagqil yechish uchun misollar.
Ushbu

(y)= j.(xz +y’+y*? )dx; {Y(—l):l;

a y(1)=2.

funksionalning quyidagi izoperimetrik shartni ganoatlantiruvchi joiz ekstremalini
toping.
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X5

6. I(x+ y)dx=4

18 T(x2+y)dx=4

Xp

20 [(sinx+y)dx=5

el X

o1 ]g(sinx+y)dx:5 - T(x2+y)dx=8

5. | (y+y)ix=3 on [ (y+y)dx=3

176



X2

- [(y+y)dx=16 s | (X+y+y')dx=8

X1

S s ey +ykin=s
29, T(sinx+ y+y')dx=10 20 T(sinx+y+ y)dx=8

8-amaliy mashg‘ulot. Optimal boshgaruv masalasi. Tezkor masalaga doir soda
misol. Optimal boshgaruv masalasining umumiy gqo‘yilishi, asosiy muammolar

1.0Optimal boshgaruv masalasiga sodda misol.
Avvalo optimal boshgaruv amaliy masalalaridan birini keltiramiz:

Vo boshlang’ich tezlikka ega bo’lgan birlik massali material nugtani modul
bo’yicha birdan oshmaydigan kuch ta’sirida gorizontal to’g’ri chiziq bo’ylab A
nugtadan B nugtaga shunday ko’chirish talab gilinadiki, bunda material nugta B
nugtaga v; tezlik bilan eng gisga vagtda yetib kelsin.

Qo’yilgan masala tezkor harakat bo’yicha optimal boshgaruv masalasidan iborat.
Uning matematik modelini tuzamiz.

Ox o’qda A(a) va B(p) nugtalarni olaylik. Material nuqgta t=t, boshlang’ich vaqtda
A nugtada, t=t;(t;>to) vaqtda esa B nugtada bo’lIsin. (1-rasm)

T= t1-tp material nugtaning ko’chish vaqtidan iborat.

Vo Vi

l

v

l
w _"""—1

1-rasm.

x=x(t)-material nugtaning t vaqtda bosib o’tgan yo’li, u=u(t) material nugtaga t vaqt
momentida ta’sir etayotgan kuch miqdori bo’lIsin.
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2

. dx . . .o, dox i .
U vagtda X T =V - material nugtaning tezligi, X= e a material nugtaning

tezlanishi bo’ladi.
Nyutonning ikkinchi gonuniga ko’ra ma=u tenglik o’rinli, bu yerda m —material
nugtaning massasi m=1,a = X ekanligini hisobga olsak,
X=u 1)
tenglamaga ega bo’lamiz. Masalaning go’yilishiga ko’ra,
X(t)) =a, X(t,)= Vo}
X(t) =B, )=V,
shartlar kelib chigadi(2-rasm).

(2)

X4 A(a,Vo) XoA Xn

X(t) M\

B(B,Vl Xn+1

v

2-rasm.
Bundan tashgari, u(t) kuchga

lu@) <t, teft,t] (3)
boshgarish funksiyasi (gisqacha, boshgarish) deyiladi. Odatda u, bo’lakli-uzluksiz

funksiyalar sinfidan deb garaladi. Bunday funksiyalar joyiz boshqarishlar sinfini
tashkil etadi.

Shunday qilib, go’yilgan masalaning matematik modeli quyidagicha:
shunday |u”(t), te[t,,t; ] joyiz boshqgarishni topish talab gilinadiki, (1) tenglamaning
unga mos keluvchi x*(t) yechimi (2) shartlarni ganoatlantirsin va bunda ko’chish
vaqgti T =t, —t, minimal bo’Isin.
X, =X, X, =X 0’zgaruvchilarni kiritib, bu masalani
T(u) =t —t, > min,
X =Xy, X, = U,

Xl(to):u1xl(t1):ﬂf (4)
Xz(to) :VO’XZ(tl) =V,
lul<l

ko’rinishda yozish mumkin.
Endi yuqorida ko’rsatilgan differensial bog’lanishlar gatnashmagan optimal
boshgaruv masalasini garaymiz. Bunday masalalar optimal boshgaruvning elementar
masalalari deyiladi.

Masalaning qo’yilishi. Optimal boshgaruvning elementar masalasi deb,
boshqgarish funksiyasiga bog’lig funksionalning minimumini, fagat boshgarishga
go’yilgan bog’lanishlar gatnashganda topish masalasiga aytiladi.
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Quyidagi, dinamik bog’lanishlar gatnashmagan, ushbu

Ju) = J':lh(t,u(t))dt —sinf (1)
funksionalning minimumini, boshgarishga
ut)eU()c R telt,,t]=1, (2)

bog’lanishlar qo’yilganda topish haqidagi ekstremal masalani garaymiz.
Bunda u(t): 1 - R" - | dabo’lakli uzluksiz, U(t) esa, ixtiyoriy tel lar uchun R*
fazoning kompakt gism to’plamidan iborat. h(t,u):1xR" — R funksiya t
bo’yicha o’Ichovli va u eU(t).bo’yicha uzluksiz funksiyadir.
Teorema(minimumning zaruriy va yetarli sharti). a(t),t el funksiya (1),(2)

masalaning yechimi bo’lishi uchun, u 0’zining barcha uzluksizlik nugtalarida
h(t,u(t)) = minht.u) tel, (3)

ueU (t)
minimum shartini ganoatlantirishi zarur va yetarli.
1-misol. Ushbu

I (u) :Tf(u2 +tu)dt,

funksionalning minimumini, boshgarishga
u@)|<Lte[0T}T >2

bog’lanish gatnashganda toping.

Yechilishi. Qaralayotgan misolda h(t,u) =u® +tu ekanligini hisobga olib,
(3) minimum prinsipini yozamiz:

U2(t) +tu(t) = ﬂﬂiT (u® +1tu).
Bu prinsipga binoan, har bir tayinlangan t [0,2Juchun quyidagi
u? +tu —inf,u[ <1

chekli o’lchovli optimallashtirish masalasini yechish lozim bo’ladi.

Quyidagi

) =u®+tu
belgilashni kiritamiz. Bu funksiyaning hosilasini olib va uni nolga tenglashtirib, ¢(u)

funksiyaning minimumini topamiz, unga t(t) =—% nuqgtada erishiladi. |u(t)/ <1
bog’lanishni hisobga olib,

t
0o = —E,t e[o,z]’
~1te[2,T)

optimal boshgarishni hosil gilamiz.
Endi funksionalning minimal giymatini hisoblaymiz:

2 t2 tZJ T T2 8
Ju)= (——— dt+[@A-t)dt =T —— -2,
! 4 2 ! 2 12

2-misol. Ushbu
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I(u) = j'(uf +uZ)dt,

funksionalning minimumini, boshgarishga
u, 21 vte[01] u, R
bog’lanishlar gatnashganda toping.
Yechilishi. Bu masalada h(u) = u/ +uZ. Uning uchun (3) minimum
prinsipini yozamiz:
U2 +0; =maxUs +uz) =maxu: + maxu: -

Ravshanki, buyerda optimal boshqarish [0,1] kesmaning barcha nugtalarida
0, (t)=1 T,(t)=0 qiymatlarni gabul giladi. Funksionalning minimal giymati
esa, I (o) =1.
3-misol. Ushbu
I(u) = jOT (4u, +3u,)dt

funksionalning minimumini
u?+u?<1tel0,T]
bog’lanishlar gatnashganda toping.
Yechilishi. Bu masalada h(u) =4u, +3u,. Uning uchun (3) minimum prinsi-
pini yozamiz:
0, (t) +30, (t) = min (4u, +3u,),t[0,T]

uZ+ui<t
Boshqarishning joiz giymatlari to’plami (u,,u,) tekislikda radiusi 1 ga teng bo’lgan
doiradan iborat. Optimal boshqarish chekli o’Ichovli ekstremal masalaning
yechimidan iborat. Yechimning geometrik talginidan foydalanib, u quyidagi
4u, +3u, =c,

{uf +u?-1=0.
algebraik tenglamalar sistemasini ganoatlantirishini olamiz. Bu sistemadan u, ni
yo’qotib,

25 , 8 c?

—u; ——cu, +—-1=0,
9 ' 9 ' 9

kvadrat tenglamani hosil gilamiz. Uning diskriminanti
16 , 25, 25 1, 25
=—C ——C ' +—=——C"+—.
81 81 9 9 9
Kvadrat tenglama yagona yechimga ega bo’lishi uchun, D=0 bo’lishi zarur. Bu hol,
fagat c¢* =25 bo’lganda yuz Beradi. I1zlanayotgan migdorning giymati minimal

bo’lishi kerakligidan,
c=-5 u =—ﬂ, u, =—§.
5 5
munosabatlarni hosil gilamiz. Minimallashtirilayotgan funksionalning giymati

J(u)=-5T.
Mustagqil yechish uchun misollar.
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1-misol. Optimallikning zaruriy va yetarli shartlaridan foydalanib, optimal
boshgaruvning quyidagi elementar masalasini yeching.

1. J) = f:(uz + t2u)dt — inf
BE=u=A.

2. Jw)= f:(casu + @(tu)dt — inf
BE=u=A.

3. Jw) = f:(msu—i— @(u)dt — inf ,
|lu| = A.

4.  J) = f:uluzdt — inf

u,+u, = A
5. J@w) = [, uyu,dt — inf,

u, =0, u, =0.

6. J(w) = f:ulugdt — inf,
u, =a;,l=1,2.

7. J@ = [ e®usudt ~inf,
ui +ui =A, @) =0.

8. J(uw) = f_ll[uzt— ut?)dt — inf ,

lul =1
10. J(w) = [, (u} + 2tu; — t?u,)dt - inf
D=u, =1, lu,|=1.

11. J(w) = f; costu,u,dt — inf ,
u; =1,i=12; u+us =9.

12. J(u) = f_lfﬂ tu,u, dt — inf ,
S<u tu, <2,

13. Jw) = [, (t — Duyu,dt — inf,

ui +us =1.
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14. J(u) = f;(uz — t3u)dt — inf

0=u<s1,

15. J(u) = f;“(uz + costw)dt — inf,

1
IHI = 5
16. J(u) = [ (u? +sin4tu)dt — inf
1
IHI = E
17.  J(u) = f;n(uﬁ — costu, +us — costu,)dt — inf,
|u1.|523, i=172.
18.  J(u) = f;rr(uﬁ — costu, +us — costu,)dt — inf
O<u<:, i=12.
19.  Jw) = f_zz [u? — tu? +ui — tu2ldt — inf,
|u1.|523, i=12.
20.  J(uw) = _}'_11[1“21/&2 — tu, +u; — |uylldt = inf,
<4, i=1,2.
21.  J(u) = f;[ui — tuy, + u3 — tu,]dt — inf
uz:_:: D_, IEHIE—Z
22 Jw) = [, [u? +In(t + Duldt - inf ,
lul =2 .
23.
.
lul =1 .

2

9-amaliy mashg‘ulot. Terminal boshqgarish masalasida Pontryaginning maksimum

prinsipi

1.Terminal boshgaruv masalasining gqo’yilishi. Maksimum prinsipi.

Boshga

vektorli

1)

bo’lsin,  bu yerda

rish obyekti
x=f(xu,t), teft,t]
differensial  tenglama  bilan  berilgan
GX ) u=(Uyauy ) f=(fL. f) fi(xut) funksiyalarni - f(x,ut) hususiy
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hosilalari bilan birga uzluksiz deb hisoblaymiz. Joyiz boshgarishlar [t,,t,] oraligda
aniglangan bo’lakli uzluksiz va v < R™ to’plamdan giymatlar gabul giluvchi u=u(t)
m- vektor funksiyalardan iborat. (1) tenglamaning har bir u=u(t) joyiz boshgarishga
mos x = x(t) joyiz trayektoriyasi

X(ty) =x° (2)
shartni ganoatlantiradi. Qaralayotgan obyektni boshgarish
J(u)=¢(x(t)) (3

terminal kriteriy orqali sifat jihatidan baholanadi, bu yerda ¢(x)-R" da uzluksiz

differensiallanuvchi  funksiya. Shunday u"(t) boshgarishni topish kerakki,

3(u”)=inf I(u) bo’lsin, bu yerda U- barcha joyiz boshqarishlar to’plami. Shunday
ueu

qgilib, quyidagi
J(u)=p(x(t,))—> inf
x=f(xu,t), teft,t] (4)
X(t,)=x°, u=u(t)eV

terminal boshgaruv masalasini garaymiz. Bu masalada trayektoriyalarning chap uchi
mahkamlangan ((2) shartga g.), 0’ng uchi esa, erkin (x(t,)e R").
(4) masala avvalgi ma’ruzamizda garalgan optimal boshgaruv umumiy masalasining
xususiy holi bo’lib, Pontryaginning maksimum prinsipi bu masala uchun quyidagicha
bo’ladi.

1-teorema. Agar u’(t) telt,,t,] — optimal boshgarish, x'(t) telt,.t,] optimal
trayektoriya bo’lsa,,

HUC " w0 = max HCOW Out) teftot] (5)

maksimum sharti bajariladi, bu yerda
H(x,w,u,t)=y" f(x,u,t)= Zn:y/j f,(x,u,t),
j=1

w'(t), telt,.t,] funksiya

g _oH (x*(t)g)/(/,u*(t),t) (6)
_ 8(0(X*(t1))
W(tl)— - x (7)
go’shma sistemaning yechimidir.
1-misol.
X, (1) — min,
X =u, X, ==X, %(0)=x,(0)=0, te[0,1], (8)

lu|<1.
Bu masala (4) ko’rinishdagi terminal boshgarish masalasidir: f =(f, f,),
f=u, f,=-x° x°=(00) t,=0, t, =1 o(X)=x,, x=(x,X,).
Gamilton-Pontryagin funksiyasini tuzamiz:
H (X, u) =yyu -y, x>
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Qo’shma sistemani tuzamiz:

__0H _,

V= ox, =2y%
oH
¥, ox,
Bu sistemaning
op(x(1)) o0 (x(1)

1)=— =0 1)=- =-1

Wl( ) ox, l//2( ) o,

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi,
w,t)=-1, teod] w,(t :—2jx2

bo’ladi. Qaralayotgan masala uchun (4) maksimum shartl,
l//1('[)u(t)= maXl/fl(t)U

|uj<t

ko’rinishga keladi. Demak, har bir

u(t)=signy, (t), te[0,1] 9)
joyiz boshgaruv — ekstremal boshgaruv bo’ladi.
u(t)=1 te{O,%j, u(t)=-1, teE,l} (10)

ko’rinishdagi boshgaruv ham ekstremal boshgaruv bo’ladi, chunki unga mos keluvchi
trayektoriyaning birinchi komponentasi

1 2 1
x (t)=t, te[o,é}, xl(t)——t+§, te{g,l},
bo’lib,

1 % 1
1 . 1
:2}[x1(r)d722-t|.Xi(r)dr+2}'[xl(r)dr:§—t >0, te{O,é}

:2.!.x1(r)d2'=2.!.(—r+§jdrzt2—%t+%£0, te|:%,l:|,
ya’ni (9) shart bajariladi. (10) boshgaruv ekstremal boshgaruv bo’lsa-da, optimal
boshgaruv emas. Hagigatan ham, G(t)=1 te[01] joyiz boshgaruv uchun J(U)=—%,
(10) uchun esa, J(u)=—2— ya'ni J(@)< J(u).

2. Chizigli terminal boshgaruv masalasi.
Chizigli boshgarish sistemasi uchun chizigli terminal kriteriyli quyidagi masalani
garaymiz:

( )=c'x(t,) > min,
= A(t)x+b(t,u), tet,t] (11)
x(to):x°, u=u(t)eV, te[t,t]
bu yerda xeR", ueR", V cR", A(t) — nxn —matrisa-funksiya,

b(t,u)= (b, (t,u)....b,(t,u)), ceR", x°eR",
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A(t) matrisaning elementlari [t,,t,] da uzluksiz, b(t,u), i=1n ,funksiyalar
[t,.t,]xV da uzluksiz deb faraz gilamiz.

(11) masala uchun quyidagi teorema o’rinlidir
2-teorema. u=u(t) telt,t,] bo’lakli-uzluksiz funksiyaning (11) masalada

optimal boshgaruv bo’lishi uchun,

maxv '(H)b(t.v)=w (t)b(tu(t)), teft,t] (12)
shartning bajarilishi zarur va yetarlidir, bu yerda w(t)t €[t,.t, | funksiya
y=-A(t)y, y(t)=-c (13)

go’shma sistemaning yechimidan iborat.
J(u) =x,@D +x, (1) > min,
2-misol. X, =X,,%, =X, +U,
x,(0) = %,(0) =0, <Lt e [0,1]
Bu masala (14) ko’rinishdagi masaladir:

01
x=(x,%,), A= (O O],b(t,u) = (b, (t,u),b, (t,u)),b, (t,u) =0,

b, (t,u) =u,c =(c,,c,) = @),V =[-11]
(15) maksimum sharti,

maxy (0B(LY) = maxy, (D) = v, ()
ko’rinishda bo’ladi, bu yerda w(t)=(w, () w,(t))

Vi (t) =V Vo = _‘//1(1) ==L v, (1) =-1
go’shma sistema yechimidan iborat. Demak, optimal boshgaruv

u(t)=signy,(t), te[0]]
ko’rinishda bo’ladi. Qo’shma sistemaning yechimi
wi(t)=—e"", yha(t)=—e""

bo’ladi. Shunday qilib, optimal boshqarish

u”(t)=signy "2 = sign(— e ): -1, te[0]]
formula bilan aniglanadi. Optimal trayektoriya esa,

X =Xy, X, +u’(t)

sistemaning x,(0)= x,(0)=0shartni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat. Bu sistemani

yechib,
* 1 1 _ . 1 1 _
Xl(t)zl—zet—ze t, Xl(t):—zet—zet

optimal trayektoriyani topamiz. Funksionalning minimal qiymati
min I()=3(u")=x@O)+x;@0)=1-e bo’ladi.

Mustaqil yechish uchun misollar.

1-masala.Terminal boshgaruv masalasida Gamilton - Pontryagin funksiyasi, go’shma

sistema, optimallik shartini ganoatlantiruvchi boshgarishning ko’rinishini toping.
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J(U) = %) + X, L) > min, X, = X,, X, ==X +U,
%,(0) = %,(0) =0, ju(t) <L teT =[0]]
J(U)=x."@A) + x, (1) > min, X, =2x,, X, =X, +U,
%, (0) =x,(0) =0, |u(t) <2,teT =[0]]
J(Uu)=2x,@) - x,° (1) > min, X, =X, — X,, X, =X, +U,
" x,(0)=x%,(0)=0,]u(t) <3 teT =[0]]
JU) =x M)+ x,°@A) —» min, X, = x° —2u, X, = X, + 2X,,
x,(0) = %,(0) =0, ju(t)| < 4, t e T = [0]] '
5. J(U) = % (@) + X, (1) X, (1) = min, X, = X, + Xy, X, =X — X, —U, |
%,(0) = %,(0) =0, [u(t) <5, t e T =[01]
J(u) =3%,(2) = x,(2) > min, X, ==X, —U, X, =X, +X,,
" %,(0) =%,(0) =0, u(t)|<LteT =[0,2]
J(U) = 2%, (2) +3x%,(2) — min, X, = X2 + X,, X, ==X, +U,
" x(0)=%,(0)=0,u®)|<2,teT =[0.2]
J(U) = %,(2) +2%,°(2) & min, X, ==X, +X,", X, = X, + 2U,
" %(0)=x,(0)=0,Ju(t) <3, teT =[0.2]
J(U) = -2x2(2) + x,°(2) — min, X = X, —3U, X, ==X, + X,,
" %(0)=x,(0)=0,|u(t)| <4,teT =[0,2]
J(U) =3%.(2)%,(2) — x,°(2) = min, X, = 2%, —X,, X, = X,> —2U,
" %,(0)=%,(0)=0,u®)|<5,teT =[0,2]
J(U) =%, (3) +2%,(3) = min, X, = X, +2U, X, ==X, +X,,
" %(0) = %,(0) =0, ju®)| <L teT =[03]
J(U) = 2%, (3) — X,(3) = min, X, = 2X, + X,, X, = X,* +2u,
" %(0)=x,(0)=0,Ju(t)|<2,teT =[03]
J(U) =% (3) +4x,°(8) > min, X, = X —2X%,, X, = X + X, —U,
" %(0)=x,(0)=0,|u(t)| <3,teT =[03] '
J(u) = x”(3) +3x,°(3) > min, X, = 2x, — X2, X, = 3%, +U,
" %(0)=x,(0)=0,Ju(t) <4,teT =[03]
J(u) = 5% (3)%,(3) = min, X, = X, — X, +3u, X, = —X°,
" %(0)=x,(0)=0,|u(t) <5 teT =[03]
J(U) = 4x,(4) — X, (4) = min, X, =—x +2u, X, = X +3X,,
" %(0) = %,(0) =0, |u(t)| <L teT =[0,4]
J(U) = 2%, (4) + 2%, (4) = min, X, = X,” —U, X, = =X, + Xy,
" %(0)=x,(0)=0, ut) <2 teT =[04] '
J(u) =3%,(4) — x,°(4) — min, X, = X +2X%,, X, = X, +3U,
" %(0) = %,(0) =0, |u(t) <3, teT =[0,4]
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J(U) = % (4) +4x,°(4) - min, X, = x° = X,, X, =—X,” +2U,

" %(0)=x,(0)=0,|u(t)| <4,teT =[0,4]
J(U) = % (4) + %, (4)%,(4) — x,° (4) = min, X, = X, —2u, X, = x* +3X,,

" %,(0)=x%,(0)=0,|u®)|<5,teT =[0,4] '
J(u) = x,(1) —5%,(1) = min, X, = X, + X,, X, ==X’ +U,

" %,(0)=x%,(00=0,u®)| <L teT =[0]]

Yechilishi: HOow0) = Fout) =3y (. b)

i=1
n=2, f(xut)=x+x, f,(x,ut)=-x +u bo’lgani uchun,
Gamilton — Pontryagin funksiyasi H(x,y,u) =y, (x +%,) +v,(x’ +u) bo’ladi.
U holda qo’shma sistema ¢1=—2X—H=—y/1+3xfw2, v, =—27H=—w1 ko’rinishda
1 2
bo’ladi. o(x(2)) =x (1) -5x,(1) bo’lgani uchun go’shma sistema uchun boshlang’ich
shartlar

1//1(1)=—W=—1, w2(1)=—W=5 ko’rinishga ega. Maksimum shartini

yozamiz:
H(x®,w° u’t) = r‘n‘a}lx H(x®w°, u,t)

l1//10 (Xlo + Xzo) + Wzo (_X103 + UO) = nLElX(l//lo(Xlo + Xzo) + V/ZO (_X103 + U))

Bu yerdan wu’ = max wiu. Demak, optimal boshgarish
i 1, °>0
u® = signy? = azapl//20>
-1, aeapy, <0

ko’rinishga ega.

10-amaliy mashg‘ulot. Chizigli sistemalarni boshgarish. Boshqarish sintezi

1. Chizigli terminal boshgaruv masalasi.
Chizigli boshgarish sistemasi uchun chizigli terminal kriteriyli quyidagi masalani
garaymiz:

J(u)=c"x(t,) > min
x=A(t)x+b(t,u), teft,t] (11)
X(t,)=x", u=u(t)eV, teft,t]
bu yerda xeR", ueR", V cR", A(t) — nxn —matrisa-funksiya,

b(t,u)= (b, (t,u)....b,(t,u)), ceR", x°eR",
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A(t) matrisaning elementlari [t,,t,] da uzluksiz, b(t,u), i=1n ,funksiyalar
[t,.t,]xV da uzluksiz deb faraz gilamiz.

(11) masala uchun quyidagi teorema o’rinlidir
2-teorema. u=u(t) telt,,t,] bo’lakli-uzluksiz funksiyaning (11) masalada

optimal boshgaruv bo’lishi uchun,

maxv '(H)b(t.v)=w (t)b(tu(t)), teft,t] (12)
shartning bajarilishi zarur va yetarlidir, bu yerda w(t)t €[t,.t, | funksiya
y=-A(t)y, y(t)=-c (13)

go’shma sistemaning yechimidan iborat.
J(u) =x,@D +x, (1) > min,
2-misol. X, =X,,%, =X, +U,
x,(0) = %,(0) =0, <Lt e [0,1]
Bu masala (14) ko’rinishdagi masaladir:

01
x=(x,%,), A= (O O],b(t,u) = (b, (t,u),b, (t,u)),b, (t,u) =0,

b, (t,u) =u,c =(c,,c,) = @),V =[-11]
(15) maksimum sharti,

maxy (0B(LY) = maxy, (D) = v, ()
ko’rinishda bo’ladi, bu yerda w(t)=(w, () w,(t))

Vi (t) =V Vo = _‘//1(1) ==L v, (1) =-1
go’shma sistema yechimidan iborat. Demak, optimal boshgaruv

u(t)=signy,(t), te[0]]
ko’rinishda bo’ladi. Qo’shma sistemaning yechimi
wi(t)=—e"", yha(t)=—e""

bo’ladi. Shunday qilib, optimal boshqarish

u”(t)=signy "2 = sign(— e ): -1, te[0]]
formula bilan aniglanadi. Optimal trayektoriya esa,

X =Xy, X, +u’(t)

sistemaning x,(0)= x,(0)=0shartni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat. Bu sistemani

yechib,
* 1 1 _ . 1 1 _
Xl(t)zl—zet—ze t, Xl(t):—zet—zet

optimal trayektoriyani topamiz. Funksionalning minimal qiymati
min I()=3(u")=x@O)+x;@0)=1-e bo’ladi.

Mustaqil yechish uchun misollar.

1-masala.Terminal boshgaruv masalasida Gamilton - Pontryagin funksiyasi, go’shma

sistema, optimallik shartini ganoatlantiruvchi boshgarishning ko’rinishini toping.
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J(U) = %) + X, L) > min, X, = X,, X, ==X +U,
%,(0) = %,(0) =0, ju(t) <L teT =[0]]
J(U)=x."@A) + x, (1) > min, X, =2x,, X, =X, +U,
%, (0) =x,(0) =0, |u(t) <2,teT =[0]]
J(Uu)=2x,@) - x,° (1) > min, X, =X, — X,, X, =X, +U,
" x,(0)=x%,(0)=0,]u(t) <3 teT =[0]]
JU) =x M)+ x,°@A) —» min, X, = x° —2u, X, = X, + 2X,,
x,(0) = %,(0) =0, ju(t)| < 4, t e T = [0]] '
5. J(U) = % (@) + X, (1) X, (1) = min, X, = X, + Xy, X, =X — X, —U, |
%,(0) = %,(0) =0, [u(t) <5, t e T =[01]
J(u) =3%,(2) = x,(2) > min, X, ==X, —U, X, =X, +X,,
" %,(0) =%,(0) =0, u(t)|<LteT =[0,2]
J(U) = 2%, (2) +3x%,(2) — min, X, = X2 + X,, X, ==X, +U,
" x(0)=%,(0)=0,u®)|<2,teT =[0.2]
J(U) = %,(2) +2%,°(2) & min, X, ==X, +X,", X, = X, + 2U,
" %(0)=x,(0)=0,Ju(t) <3, teT =[0.2]
J(U) = -2x2(2) + x,°(2) — min, X = X, —3U, X, ==X, + X,,
" %(0)=x,(0)=0,|u(t)| <4,teT =[0,2]
J(U) =3%.(2)%,(2) — x,°(2) = min, X, = 2%, —X,, X, = X,> —2U,
" %,(0)=%,(0)=0,u®)|<5,teT =[0,2]
J(U) =%, (3) +2%,(3) = min, X, = X, +2U, X, ==X, +X,,
" %(0) = %,(0) =0, ju®)| <L teT =[03]
J(U) = 2%, (3) — X,(3) = min, X, = 2X, + X,, X, = X,* +2u,
" %(0)=x,(0)=0,Ju(t)|<2,teT =[03]
J(U) =% (3) +4x,°(8) > min, X, = X —2X%,, X, = X + X, —U,
" %(0)=x,(0)=0,|u(t)| <3,teT =[03] '
J(u) = x”(3) +3x,°(3) > min, X, = 2x, — X2, X, = 3%, +U,
" %(0)=x,(0)=0,Ju(t) <4,teT =[03]
J(u) = 5% (3)%,(3) = min, X, = X, — X, +3u, X, = —X°,
" %(0)=x,(0)=0,|u(t) <5 teT =[03]
J(U) = 4x,(4) — X, (4) = min, X, =—x +2u, X, = X +3X,,
" %(0) = %,(0) =0, |u(t)| <L teT =[0,4]
J(U) = 2%, (4) + 2%, (4) = min, X, = X,” —U, X, = =X, + Xy,
" %(0)=x,(0)=0, ut) <2 teT =[04] '
J(u) =3%,(4) — x,°(4) — min, X, = X +2X%,, X, = X, +3U,
" %(0) = %,(0) =0, |u(t) <3, teT =[0,4]
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J(U) = % (4) +4x,°(4) - min, X, = x° = X,, X, =—X,” +2U,

" %(0)=x,(0)=0,|u(t)| <4,teT =[0,4]
J(U) = % (4) + %, (4)%,(4) — x,° (4) = min, X, = X, —2u, X, = x* +3X,,

" %,(0)=x%,(0)=0,|u®)|<5,teT =[0,4] '
J(u) = x,(1) —5%,(1) = min, X, = X, + X,, X, ==X’ +U,

" %,(0)=x%,(00=0,u®)| <L teT =[0]]

Yechilishi: HO0w.0) =y Fout) = Y fi(xu)

n=2, f(Xut)=x +X,, le(=>l<,u,t)=—xf+u bo’lgani uchun,
Gamilton — Pontryagin funksiyasi H(x,y,u) =y, (x +%,) +v,(x’ +u) bo’ladi.
U holda qo’shma sistema l/}1=—%|_1=—l//1+3xlzl//2, v, =—g—:=—wl ko’rinishda
bo’ladi. o(x(2)) =x (1) -5x,(1) bo’lgani uchun go’shma sistema uchun boshlang’ich
shartlar

1//1(1)=—W=—1, w2(1)=—W=5 ko’rinishga ega. Maksimum shartini

yozamiz:
H(x®,w° u’t) = r‘n‘a}lx H(x®w°, u,t)

l1//10 (Xlo + Xzo) + Wzo (_X103 + UO) = nLElX(l//lo(Xlo + Xzo) + V/ZO (_X103 + U))

Bu yerdan wu’ = max wiu. Demak, optimal boshgarish
i 1, °>0
u® = signy? = azapl//20>
-1, aeapy, <0

ko’rinishga ega.

11-amaliy mashg‘ulot. Optimal boshqgarishning sintezi masalasi. Sodda aperiodic va

tebranma sistemalar uchun sintez masalasini yechish

1. Pontryaginning maksimum prinsipi. Maksimum prinsipi —optimal
boshgaruv masalalarida optimallikning asosiy zaruriy sharti hisoblanadi. Bu natija
XX asrning 50-yillari ikkinchi yarmida akademik L.S.Pontryagin boshchiligidagi
sovet matematiklari tomonidan olingan.

Quyidagi:
J(u,x) = Jl. f, (x(t),u®)t)dt + g, (x°, x(t,)) = inf %)

190



X(t) = f(x(t),u(t),t),t, <t<t
X(t,) = x°, 9, (x(t)) <0, i=1..,Kk,
g,(x(t))=0,i=k+1,...,s (6)
u=u() eV,
optimal boshgaruv masalasini garaymiz.
1-teorema. Agar (x(t),u(t)), t, <t<t, (5)-(6) masalaning yechimi bo’lsa, shunday
a,,d,,...,a, sonlar va w(t) = (w,(t),....v, ().t, <t <t, vektor-funksiya mavjud bo’ladiki,
quyidagilar bajariladi:
1) a=(a,a,,.,a,)#0, a,>0,..,a, >0;
2) w(t) funksiya - (20) qo’shma sistemaning (x(t),u(t)) ga mos keluvchi yechimidan
iborat;
3) u(t) optimal boshgarishning barcha te[to,ti] uzluksizlik nugtalarida
H(x(t),u,t,w(t),a,) funksiya u=(us,...,um) 0’zgaruvchi bo’yicha V to’plamda aniq
yugori chegarasiga u=u(t) bo’lganda erishadi, ya’ni

supH (x(t),u, t,w (1), 8,) = H (x(1), u(t),t,y (1), a,), (t, <t <t,) (7)
4) Vi) =-D 8,0, () =12, ®)
a,0,(x(t) =0, j=12,..k 9)

(5) shartlarga transversallik shartlari deyiladi.
Endi boshlang’ich yoki oxirgi vagt momentlari belgilangan quyidagi :

I, Xty t,) =tjl £, (X(1), u@O)dt + gy (X(L,),ty, t,) — inf (10)

x(t) = f (x(t),u(t),t),t, <t <t
X(t,) = x°, 9, (x(t,),t,,1,) <0, i =1,....k,
g; (x(t,),t,,t,)=0,i=k +1,...,s
u=u()eV,t, <t<t
optimal boshgaruv masalasini garaymiz.
Bu yerda f=(f,f,..f) f,.0, funksiyalarni 0’z aniglanish sohalarida
fix,195, 9595, Xususiy hosilalari bilan birga uzluksiz deb faraz gilamiz.
2-teorema. Agar (x(t),u(t)t,,t;)) -(10)(11) masalaning yechimi bo’lsa, shunday
a,a,,..,a, sonlar va y(t) = (v, (t),....v, (t),t, <t <t  vektor-funksiya mavjud bo’ladiki,

ular 1-teoremaning 1)-3) shartlarini va quyidagi transversallik shartlarini
ganoatlantiradi:

(11)

y(t)= _gaj 9 (x(t,).t, 1) (12)
max H (x(t), Ut (1), 80) = -2 8,0, () tot)  (13)

(agar to belgilangan bo’lsa, (13) shart gatnashmaydi );
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max H (), .8,/ (4), 30) =32, (X(), . t,) (14)

j=0
(agar t; belgilangan bo’lsa, (14) shart gatnashmaydi);
a;g;(x(t)t,t,)=0, j=12..k (15)

2.Maksimum prinsipining chegaraviy masalasi. Maksimum prinsipidan
amaliyotda ganday foydalanish mumkinligini ko’rib o’tamiz.
H(xutw,a,) funksiyani u=(uyu,,.,u,), 0’zgaruvchining funksiyasi deb

garaymiz va har bir belgilangan (x,t,y,a,) da

H(x,u,t,w,a,) > sup,ueV (16)
maksimallashtirish masalasini yechamiz.
u=u(xtw,a,) eV (a7)
shu masalaning yechimi bo’lsin, ya’ni
H(x,u(x,t,y,a,),t,w,a,) =supH(x,u,t,w,a,) (18)

ueV
tenglik bajariilsin. Agar optimal boshgaruv masalasi yechimga ega bo’lsa, maksimum
shartiga ko’ra (17) funksiya aniglangan bo’ladi. Ko’p hollarda (18) funksiyani oshkor
ko’rinishda yozish mumkin bo’ladi.

1-masala. Quyidagi optimal boshgaruv masalalarida Gamilton-Pontryagin
funksiyasini tuzing va optimal boshgarishni toping.

1. .T[uzdt—>inf,
X=u, 0x(O):xo, X(T) = X.
2. .T[uzdt+lx2(T)—>inf,
X=U, 0>'<(0)=x°.
3. .T[uzdt—>inf,

0

X=x+u, x(0)=x°, x(T)=x.

4, j (L—u)/xdt — inf,

0
x=uvx-ux, UL x(@) =%, Xx(T)=x.
T

5. | bt i
+ 1+U?

a) x=u, u(t)=0, x(0)=¢, x(T)=¢,
b) x=u, x(0)=0, x(T)=¢&.

6. I =x,(1) —inf,

X =U, X, =-UX, u@)<1,

a) Xl(o) =0, X, (0) =0,

b) x(0)=0, x,(0)=0, x(@)=2.
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)
7. % [ O, — x,u,)dt — inf,
0

a) X =U, X =a+u, (U12)+(U2)23Ug

b) X1(0)=07 X2(0)=0, Xl(T)=O’ Xz(T)ZO-
T2

8. [X% i,
) 2

x=1-ux, [u<A x0)=q,

1
9. jxdt —>sup,
0

X=U,

u<1  x(0)=0, x@)=0.
10, [+ W)Y o

S (2(u1)2 + 2(”2)2)E —U
X, =u, 1=12,
x(S;)=%;, j=01 i=12

inf,

11. j.t(xz +u?)dt — inf,
X:ax+0bu, X(0) = X,,

12, [pidt i,

X 4 UX :00, luj < A,

x(0)=0, x()=0, x(0)=1.

13. jtledt—nnf,
Xlzxziuz, X, =u, x(0)=1.
14, .T[(uzx)dt — inf,
X=u, 0x(0)=0, u[<1.
15. j.xdt—>inf,
X=u, 0—1§u§2, x(2)=0, x(2)=0, x(0)=0.
16. j‘xzdt —> max,
<1, Ox(0)=o.
17. j[uzdt — inf,
0

=X, X =U, Ju<A
Xl(o) = 50! X, (0) = 51’ Xl(l) =0, X, (1) =0,
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1
18.  [|u[dt — inf,

<A x=u, x(0)=¢&,
x(0)=¢&, x(1)=0, x()=0.

1
19. szdt —> sup,
0
X <1, x(0)=0, x(1)=0.

4
20. Ix\/1+ u?dt — inf,

t

X=u, Ju<A x(t)=x, i=01
t1

21. j(t2u2+/1x2)dt—>inf,
t,

X=u, x()=¢, 1=01

22. 1 =xX(T)— max

% (0) =u, cosu,, X, =u,sinu, —10,

X3 =X, X=X,

x(0)=0, x,(0)=0, x,(0)=0, x,(0)=0.

23. ]T.((u, u) — (x, x)dt — inf,
X = Bu,0 x(0)=0, (x(x),x(r))=1.

24. J(u) = Ji(u2 (t) — x*(t))dt — inf
X(t; =u(t),0<t<t;
x(0)=x(t,)=0,t, >0

Yechilishi. Gamilton-Pontryagin funksiyasi (gamiltonian)
H=-a,(u*-x*)+wu
ko rinishda bo’ladi. Qo shma sistemani tuzamiz:
w(t)=—H, =-2a,x
Agar a,=0 bo’lsa, H=yu funksiya u bo’yicha aniq yuqori chegarasiga V=R!
to'plamda fagat w=0 bo'lganda erishadi. Bu esa, maksimum prinsipiga ziddir.
Demak, ap>0 ya’ni ap=1 deb olish mumkin. U vagtda H =u® -x*> +yu  funksiyaning

ueV =R'. boyicha aniq yugori chegarasiga u :% nugtada erishiladi. U vagtda
maksimum prinsipining chegaraviy masalasi,
x:%, W =2x, 0<t <t,,x(0) = x(t,) =0

ko'rinishda yoziladi. Bu masalaning yagona yechimi (x(t)=0,y(t)=0),(0<t<t,)
bo’ladi. U vagtda (u(t)=0,w(@)/2=0),(0<t<t,) -bu bizga ma’lum optimal
boshqgarishdir.
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12-amaliy mashg‘ulot. N intervallar hagidagi teorema. Feldbaum teoremasi.

Misollar

Tezkor masala. n intervallar hagidagi teorema. Obyekt chizigli bo’lganda
tezkor masalani garaymiz:

X; :Zn:aikxk +Zr:bijuj, i=12,..,n; (12a)
k=1 =
a;<u;<B;, a;<0, B;>0, j=12..,r; (12b)
X (t,)=x", x(t))=0, i=12,..,n; (12v)
J=t, —t, - min. (129)

Bu masalaga chizigli tezkor masala deyiladi. Obyektning tenglamalari vektor
shaklda
X=Ax+Bu
ko’rinishda yoziladi. Bu tenglamalar, odatda, chetlanishi mavjud tenglamalar- dan
iborat, va, shu sababli, obyektni o’tkazish kerak bo’lgan oxirgi holat, koordinatalar
boshidan iborat: (x(t;)=0).
Pontryagin funksiyasi
H=y' (Ax+Bu) = ZWi (kZ:aika +Zbijuj)v
i=1 =1 j=1
ko’rinishda bo’ladi , buyerda v = (ww,...v,) ushbu
.+ ©OH
L
go’shma tenglamani ganoatlantiradi.
Maksimum prinsipiga asosan, optimal boshqgarish
max H = Zn:y/izn:aikxk +max zn:z//izr:bijuj,
i= k=1 Y =

uel

yoki
Tixzujzbijl//i zzmix(ujzbijl//i)v
=1 =l j=1 i=1
shartdan aniqlanadi, buyerda

U={u:a;<u;< j=12,....,r}.

j’
Agar, normallik sharti deb ataladigan, shart bajarilsa (uni quyida kelti-ramiz), u
holda Z?zlbijy/i yig’indi fagat ajralgan nugtalarda nolga aylanadi. Bu holda oxirgi

ayniyatdan u”(t) optimal boshgarishning u; (j=1....,r) koordina-talari bo’lakli
o’zgarmas bo’lishi va «; yoki g, chetki giymatlarni qabul gilishi kelib chigadi:
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aj;, Zbijl//i <0,
u. = = j=1,2,,|’

B;, ZbijWi>O’
i=1
B; =—o; bo’lgan xususiy holda,
U} = By by, §=12..1
i=1

bo’lishini olamiz.

Chizigli tezkor masala uchun maksimum prinsipi, normallik sharti bajarilganda,
optimallikning zaruriy va yetarli shartidan iborat bo’ladi. Bu tushunchani aniglash
uchun, quyidagi

N[j]=[B'(AB)'...(A""B)],
(nxn)— matrisalarni garaymiz, buyerda B’,(AB)’,....,(A"'B)’ — mos ravishda,
B,AB,...,A"'B matrisalarning j-ustunlaridan iborat.

Normallik sharti. Agar N[j] matrisalar maxsusmas ,ya’ni
detN[j]#0 (j=12,...,r)bo’lsa, x=Ax+Bu obyekt uchun normallik sharti yoki
holatning umumiylik sharti bajariladi, deyiladi.

Ravshanki, boshqarish skalyar skalyar bo’lgan holda, normallik sharti
boshgariluvchanlik sharti bilan ustma-ust tushadi. Normallik sharti baja-rilgan
obyekt, normal obyekt yoki normal boshgariluvchan sistema deyiladi.

8- misol. Ushbu obyekt uchun normallik shartining bajarilishini tekshiring:

X =X, +U;, X, =U +U,.

Yechilishi. Berilgan misolda

{o 1 F o} [1 1
A= . B= . AB= .
00 11 00
N1_11 N2_o 1
[1]= 1 ol [2]= 1 ol

ko’rinishga ega va ular maxsusmas matrisalardan iborat. Demak, normallik sharti
bajariladi.

Optimallikning zaruriy va yetarli sharti. Agar chizigli tezkor masalada obyekt
normal bo’lsa, (u”(t),x"(t)) joiz juftlik uning yechimi bo’lishi uchun, u maksimum
prinsipini ganoatlantirishi zarur va yetarli.

Chizigli obyektlar uchun tezkor masalaning optimal boshgarishida  uj(t)

N[j] matrisalar

funksiyalar, agar obyekt normal bo’lsa, Amatrisaning ixtiyoriy xos giymatlarida,
fagat chegaraviy giymatlarni gabul giladi. Umumiy holda bu funksiyalar ixtiyoriy
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sondagi o’tishlarga -bitta chegaraviy giymatdan boshgasiga o’tish nugtalariga ega
bo’ladi. Xususiy holda quyidagi teorema o’rinli.
n intervallar hagidagi teorema . Agar chizigli tezkor masalada obyekt normal
bo’lib,
det(A—-AE)=0
xarakteristik tenglama fagat haqiqiy ildizlarga ega bo’lsa, u holda optimal
boshgarishning u;(t) (j=12..,r) komponentalari bo’lakli o’zgarmas bo’ladi, fagat

chetki giymatlarni gabul giladi hamda n tadan ortiq bo’Imagan o’zgarmaslik
intervallariga ega bo’ladi, yoki n—1 tadan ortiq bo’Imagan o’tishlarga ega bo’ladi.
Masalalar
19. Quyidagi optimal boshgaruv masalalarida u”(t) programm optimal

boshgarish va x”(t) optimal trayektoriyani toping:
1) % =%, % =U, u<L x(0)=0, x(t;)=10, X,(t;)=0, J=t, —>min.

2) X, =%, X,=U, Ju<L x(0)=0, x(t;)=10, J=t, — min.

3) %, =%, X%=u, <l x(0)=0, x(t;)=10, x(t;)=5 J=t; —>min.

4) % =%, %=U, U<l x(0)=0, x,(0)=5 x(t;)=10, X(t;)=0, J =t; — min.
5) %, =X, %=U U<l x(0)=5 x0)=0, x(t)=10, x(t;)=0J=t, —>min.
6) %, =%, %=u-1 [u<2, x(0)=0, x(t;)=10, X,(t;)=0,J=t, —min.

7) X =%, X%=u-1 <2, x(0)=0  x(t;)=10, J =t, — min.

8) %, =X, % =u-1 Ju<2 x(0)=0, x,(0)=0, x(t;)=10, X,(t;)=5J =t, —min.

9) % =%, % =u-1 |u<2 x(0)=0, x,(0)=5,x(t;) =10, X,(t;) =0, J =t, —>min,

10) %, =X%,, %, =u—1 [u<2, x(0)=5, x,(0)=0, x(t;) =10, %,(t;)=0, J =t, —min.

13-amaliy mashg‘ulot. Dinamik programmalashtirish usulining optimal boshgaruv
masalalarida go‘llanilishi

1.Dinamik programmalashtirish usuli (resurslarni tagsimlash masalasi).

Dinamik programmalashtirish deb, matematik modellari ko’p bosqichli va dinamik
jarayonli xarakterga ega bo’lgan chizigli bo’lmagan programmalash-tirishning
maxsus masalalari va optimal boshgaruv masalalarini yechishning hisoblash usuliga
aytiladi. Bu usul jarayonlarning ketma-ket tahliliga asoslangan bo’lib, ekstremal
masalalarni yechishda amerikalik olim R. Bellman tomonidan XX asrning 50-

197



yillaridan boshlab dastlab sistematik va prinsipial keng go'llanila boshlandi. Mazkur
bobda bu usulning asosiy qoidalari chizigli bo’Imagan programmalashtirishning gator
maxsus masalalari uchun bayon qilinadi. Dinamik programmalashtirishning optiml
boshgaruv masalalariga ba’zi tatbiglari hagida ham so "z yuritamiz.

Resurslarni tagsimlash masalasi. Aytaylik,c haymli xomashyo va n ta
texnologik jarayon mavjud bolsin. Agar xomashyoning x migdorini i — texnologik
jarayonda sarflansa, () foyda olinadi. Maksimal foyda olish uchun xom ashyoni

jarayonlar o’rtasida ganday tagsimlash kerak?
Faraz gilaylik, x,— i-jarayon uchun ajratilgan xomashyo migdori bolsin. U holda

go yilgan resurslarni tagsimlash masalasining matematik modeli

T H(x)o>max, Yx=c %20, i=Ln (1)

i=1 i=1
ko rinishni oladi.
(1) chizigli  bo'lmagan programmalashtirish ~ masalasining 0’ziga xosligi
shundan  iboratki,  uning  magsad  funksiyasi ~ f(x) va  asosiy

bog lanish funksiyasi g(x) separabeldir, ya’ni ular bir o’zgaruvchili funksiyalar
yig indisi shaklida ifodalangan.

Ekstremal masalani dinamik programmalashtirish usuli bilan
yechishning  birinchi  bosgichi —  berilgan  masalani unga 0 xshash
masalalar oilasiga invariant turkumlashdan iboratdir.

Bu bosgich ma’lum ma’noda san’at bo'lib, har bir muayyan
holda tadgigotchining tajribasi, sezgisi va mahoratiga bogligdir. U (1) masala uchun
ixtiyoriy k, 1<k<n sondagi texnologik jarayonlarga
va y, 0<y<c xomashyo g'amlamasiga ega bolgan resurslarni tagsimlashning
ushbu

ifi(xi)—>max, ixi:y, x>0, i=1k (2)
i=1 i=1

masalalarini garashdan iboratdir. k=n, y=c bo'lganda (2) masalalar oilasidan

boshlang ich (1) masala olinadi.
(2) masalalar oilasidan olingan ixtiyoriy masala magsad funksiyasining
optimal giymati B, (y) Bellman funksiyasi deyiladi:

Bk(Y):maXZ::fi(Xi)’ Zklxi:)’v X; 20, i=Lk . (3)

Masalani dinamik programmalashtirish usuli bilan yechishning ikkinchi bosgichi —
Bellman funksiyasi uchun tenglamani olishdan iboratdir. Bu bosgichda Bellmanning
optimallik prinsipi umumiy holda go’llaniladi. . 1, 2, ... ,k—1 nomerli jarayonlar
uchun esa, y—z miqdordagi xomashyo qoladi. Aytaylik, bu xomashyo golgan
jarayonlarga optimal tagsimlangan bo’lsin. (3) ning aniglanishiga ko'ra, k-1 ta
jarayondan keladigan foydaning maksimal migdori B, ,(y—z) ga teng bo’ladi.
Shunday qilib, k jarayonga z migdorda xomashyo ajratilganda barcha k jarayonlar
va y xomashyo g amlamasidan
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fi(2)+Bu(y-2) (4)
foyda olamiz.
z migdorni 0<z<y chegarasida o’zgartirib, (4) umumiy foyda maksimal

bo'ladigan xJ(y) (k- jarayon uchun xomashyoning optimal miqgdori) giymatni
topamiz:

fE ) Baly ()= max(f(2)+Bu(y-2]1  (5)

Ikkinchi tomondan, (3) ga asosan, xomashyo miqgdori y bo’lganda k ta jarayondan
olinadigan maksimal foyda Bk(y) ga tengdir. Bu giymatni (5) ifodaning o ng

tomoniga tenglashtirib, B, (y) funksiya uchun
Bk(y):ggg[fk(z)"i' B..(y-2z)], k=1n, 0<y<c (6)

tenglamani olamiz. Bu Bellman tenglamasi deb ataladi. (6) tenglama B, (y)

funksiyaning k argumentiga nisbatan rekurrent bo lganligidan uni yechish uchun
boshlang ich shart berilishi kerak. Uni (3) dan k =1 bo’lganda topish mumkin:

B,(y)=max fl(xl)v X, =Y, X, =20.

Shunday qilib, (6) Bellman tenglamasi uchun boshlang ich shart

B.(y)= fi(y)
ko rinishga ega bo"ladi.
1-misol. Resurslar tagsimoti hagidagi

Zn:fi(xi)—>max, Zn:xi:b, X, 20,i=1n. (2)

i=1
masalada
n=3b=4,f(x)=x f,(X)=x*+x, f,(X) =x*—x*+24x bo’lsin. Shu masalani
yechamiz.

Demak, quyidagi masala berilgan:

3
DR() =X XS+ Xy + XS+ 24X, > MaX, X +X, +X, =4, X 20,i=12,...
i=1

Unga o’xshash masalalar oilasi quyidagicha bo’ladi.
k k N
D fi(x)omax, > x =y, X >0i=1Lk, k=123, 0<y<4.
i=1 i=1

Bellman funksiyasi

k k I
B (Y) =max > fi(x), D.x =y, x=0i=1k k=123 0<y<4.
i=1 i=1

uchun Bellman tenglamasini yozamiz.
B (y) =max[f, () + B, (y-2)} k=23 0<y<a.
<z<y

199



Bu tenglama wuchun boshlang’ich shart B,(y)=f,(y)=y bo’ladi. Bellman

tenglamasidan ketma-ket B,(y) va B,(y) funksiyalarni topamiz.

B, (y) = max[f,(2) + By(y - 2)] max|z® +z+y—z]=y* +y

=O§z§y
By (y) = max[f4(2) + B, (y - 2)] = Qg;’g[zz 2+ 242+(y-2)" +y 1]

Endi optimal tagsimotni aniglaymiz.
By (4) = max|z2” —2° + 242+ (4-2)° + 4— 2] = max|22° — 2° +157 + 20|~ 56

0szy
bu yerda maksimumga z = 3 da erishiladi. Demak,
b =b-x{ =1 82(1)=22%[22+1]=2,

bu yerda maksimumga z = 1 da erishiladi. Demak, x%= 1 . U vaqgtda
x) =4-x-xJ=0.

Shunday qilib, optimal tagsimot quyidagicha bo’ladi. x°=0, Xx%= 1, x%= 3 :
maksimal foyda B,(4) =56 ga teng.

Mustaqil yechish uchun misollar.

Dinamik programmalashtirish usulidan foydalanib, quyidagi masalalarni yeching.

1) xf+x§+%x2+4x3—>max, 2X, + X, + Xy =11, X >0,i=123;
2) %xf+3x2+x§—x§—>max, X +2X,+X =9 X >0,i=123
3) X2 +2x2 +2x3 — X, — max, X, +2X, +3x, =10, X >0,i=123;

4) 2x? +%x§ +10x, — max, 3%, + X, + Xy =12, X >0,i=123;

5) 1xf +lx22 +iX§ — max, 3%, +2X, +4x, =16, X, >0,i=123;
4 6 12
6) e +x;+5x; — max, X, +3X, +2X, =14, x. >0,i=123;
7)) 2%%5 + %2 — X, — max, 3%, + X, +3X, =16, X, >0,i=123,
8) %xf +e* —x, +8x, — max, X, +4X, + X, =15, X, >0,i=123;
1) 2X1+%x§+4x§+%xj—>max, X, +2X, + X, +3X, <10, x, >0,i =14;
2) €M +2x2 +3%x) — X, + X2 — max, 2X, + X, + X, +2X, <10, x, >0,i=14;
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3) 5xf+3x;‘—3x22+x32+%xf—>max, X, +3X, +2X, + X, <9, x, >0,i=14;

4) %xf—x1+3X2+2x§+9x4—>max, X, +X, 3%, +X, <10,  x, >0,i=14;
5) 3x? +2x2 +€% —6X, + X2 >max, X, +2X, +3X, +4x, <8, X >0,i=14
6) 4xf+5x§+x§+%xj—>max, 2%, +3X, + X, +X, <10, X, =0,i=14
7) 6x7 +12x, +e* +Xx7 > max, X, +X, +2X; +X, <9, X >0,i=1,

1 .
8) Exf+x§+x§+x3+7x4—>ma>g X, +2X, +3%X, +4x, <8, x >0,i=14

Terminal boshgaruv masalasini dinamik programmalshtirish usuli bilan

yechish.
Terminal boshgaruvning eng sodda masalasi quyidagi ko rinishda go’yilgan edi:
X = f(x,u,t),X(t,) = X, ut) eU,teT =[t,,1,], @)

I(u) =p(x(t,)) > min.
Bu masalani skalar r va n vector x parametrga bog'lig bo'lgan,

x= f(xu,t),x(z) = xu(t) eU,teT. =[r,t,],

| (u) = p(x(t,)) - min (8)
masalalar oilasiga turkumlaymiz.
_B(x7) . B(x1)
P rrvle!Jn & f(x,v,7). 9)

Bellman tenglamasi.

Optimallikning yetarlilik sharti. Oldingi bandda (9) tenglamadan Pontryaginning
maksimum prinsipi ancha kuchli talablarda olindi. Hozirgi ishlarda (9) tenglamadan,
odatda, optimallikning zaruriyliki shartlarini emas, balki yetarlilik shartlarini
ifodalash uchun foydalaniladi.
Teorema. Aytaylik, B(x,t)-(9) Bellman tenglamasining

B(x,t,) =@(X)+2'9(x)(1 =0) (10)
chegaraviy shartli sillig yechimi u(x,t) quyidagi

w (Y0400 = min % F(x,Us1) (11)

shartni ganoatlantiruvchi boshgarish gonuni bo’Isin.  Agar
X = f(x,u(xt),t),x(t,) = X%,
tenglama shunday x(t),t eT yechimga ega bo’lsaki, u yechim bo’ylab u(t) =u(x(t),t)
bo lakli-uzluksiz va
g(x(t,)) <0,49(x(t,)) =0 (12)
bo'lsa, u(t),t eT boshgarish

1(U) = o(X(t,)) = min, x = f (x,u,t), (13)
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X(t,) =X, u(t) eU,teT,g(x(t)) <0
masalada optimal bo’ladi.
1- misol. Bog’lanishlar gatnashmagan bir o’lchovli masala. Optimal boshgaruvning
quyidagi masalasini qaraymiz:

ﬁ = ult), t € [0,T],

dt
x({]) = xﬂ!

T

J(x,u) = f u? (t)dt + px*(T) - min,

0
Bunda x(t) € E*,u(t) -bo’lakli uzluksiz skalyar funksiya, x,,»,T berilgan sonlar

va  p = 0. Shu masala uchun Bellman usulini qo’llaymiz.
Faraz gilaylik, y(y, 1) — garalayotgan masala uchun Bellman funksiyasi
bo’lsin. Bu funksiya uchun Koshi-Bellman masalasini yozamiz:

fi) r a r
min{ wE},TJu+ wQ,T)+u2}:D
u 8_}’ art
v, T) =py”.
Quyidagi belgilashni Kiritamiz:
_oYpQy,T)  oY(yT) |,
R(yv,u, 1) = 3y u+ e + u®.

Bu funksiya belgilangan v,z lar uchun skalyar u o’zgaruvchining funksiyasidan
iborat. Modomiki, boshgarishga bog’lanioshlar qo’yilmagan ekan, R(y, u, T)
OR (y,u,T)

Funksiya minimumga erishadigan nuqtani topish uchun, P hosilani
nolga tenglashtirish kerak bo’ladi, ya’ni
a
vo) +2u =0,
dy
Bu yerdan
__ 1d¢(y)
u= > oy (1)
Ekanligini olamiz. Hagigatan bu nugta minimum nuqtasi bo’ladi, chunki
ZRyut)
3z 2>=0.

R(y, u, T) funksiyaning minimumini hisoblaymiz:

minRy,u ) = —3 (awa(i TJ) D 1 (awgﬂ)
__1(®w@D) 0G0
T4\ oy at

Shunday qilib, ¥({,7) Bellman funksiyasi uchun quyidagi masalani hosil gilamiz:
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1 (a0 | ) _
_4( ay ) T o1 =0
Y, T) =py? ®3)
Y(y,t) funksiyaniy ga nisbatan ko’phad ko’rinishida izlaymiz, ya’ni
YO, =9 @+ o@Dy + o, @y%4  (4)

Bo’lsin deb faraz gilamiz, bu yerda  ¢,, @;,¢, lar aniglanishi kerak bo’lgan
noma’lum funksiyalar. Bu funksiya ifodasini (2), (3) larga keltirib go’yib,
ko’phadlar uchun quyidagi tengliklarni olamiz:

de, | do, de,

1
—— +2 N2+ + r + 2 =0
4(401&) @, (1)y) o i s

@o (1) + o1 (Dy + ¢, (Dy?* = py*.
y ning bir xil darajalari oldidagi koeffisiyentlarini tenglashtirib, quyidagi 3ta
differensial tenglamalardan iborat sistema va boshlang’ich shartlarni olamiz:

(@)

P2 00 =p, ©)
o fpl(r) 0, (1) =0, (6§
dj" -9 (@ =0, 7)
qu (Tj - J (8)
@,(T) =0, (9)
@o(T) = 0. (10)

(1) tenglamani integrallaymiz va quyidagiga ega bo’lamiz:

de,

P @3 (1),
yoki
d 1
;Pz = dr, ——=1+C
@; () P2
Bu yerdagi C ixtiyoriy o’zgarmasni (7) shartdan topamiz:
T)=—— —
@2{: j T"' C p!

Bu yerdan

_ 1+Tp

P
Demak,
I p B P

2(T) = T+ C _p(T—T] -1 p(T—-1)+1
@, (t) funksiyani topish uchun (6), (9) Koshi masalasiga ega bo’lamiz. Bu

tenglama nolga teng bo’lgan bosslang’ich shartli bir jinsli diferensial tenglamadan
iborat, shu sababli ¢, (r) =0 shunga o’xshash (7), (10) lardan ¢, (7) = 0.
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ekanligi kelib chigadi. Topilgan «,, @, @, larni (4) tenglikka keltirib go’yib,
garalayotgan masala uchun Bellman funksiyasini olamiz:
py*
Yoo = p(T—1)+1
v = x, bo’lganda bu formula sifat kriteriysining minimal qiymatini beradi. (1) dan
foydalanib, optimal boshgarishni topamiz.
10Y(o,D) P
2 dy  p(T-D+1
Mustagil yechish uchun misollar.
Quyidagi terminal boshgaruv masalalarida Bellman funksiyasini aniglab, Bellman

tenglamasini yozing.

u(t) = —

I ()= x2(T ) — max,

X, =U,Ccosu,, X, =u,sinu, -10,

X3 =X, X, =X,,

x(0)=0, x,(0)=0, x(0)=0, x,(0)=0.

() = %, (T ) — inf,
X =-U, X =-U+2, X5 =-U,,
2. X, =—U,+2, X5 =-UXX, —U,X;X, +U,,
x(0)=0, i=1..,3
u <1, i=12

(@)= x?(2)+4x2(2) — inf,
X =1+XU, X,=-XuU,
u<2, teft2]

x@1) =0, x,(1)=1.

(@) = %, (T)— inf,
te [O,T],
4, X, =-U, X =-U+2, X =-U,,
X, ==U,+2, Xg=—-UXX, —U,XX;+Uj,,
u<10, =12, x(0)=0, i=1..5.
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I (@) = X,(1) > max,
5. X =—UX +UX,y, X, = UyX —3U’X,,
lul<1, =12 x(0)=1 x,(0)=0.

I (@) = %,(T) > max,
X =X, X2=U_X21 X; =U,
X3
6. te[0,T] O<u<A
x(0)=9, %(0)=3, %0)=m;, X (T)=m,,

9,m,,m,, A—const.

I (@) = %,(T) - max,

2
; . u—x; .
X=X, X=—2  X,=U, u=0,
7. 1 2 2 X3 3
x0)=0, x0)=8, x0)=1 x,(T)=m,
m, 9 —const.

(@)= x2(2)+ x2(2) - inf,
X =14+X,U, X, =-tXu,

5 u[<1 tel1,2]
xD =1 x,2)=5.
(@)= x,(1) - inf,

9 X =Uu, X,=-UxX],

"~ a)x(0)=0, x,(0)=0,
0)%(0)=0, x,(0)=0, x1)=2.

N .
10. l(w)=>"" x?(0) — inf,
x=tqu?, Ju|<1 i=12.

11. | =x,(1) —inf,

% =U, X, =-UX, u@)<1,

a) Xl(o) =0, X, (0) =0,

b) x(@0)=0, x,(0)=0, x @) =2
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T —>inf,
12. <2, x(-1)=1 x(T)=-1,
x(-1) =0, x(T)=0.

T —>inf,
13.  -1<x<3, x(0)=1 x(T)=-1,
x(0)=0, x(T)=0.

T —inf,

B <1 x0)-g. K0)-5, «(T)-0

14-amaliy mashg‘ulot. Differensial o‘yinlar hagida asosiy tushunchalar
1. Matrisaviy 0’yin. O’yining quyi va yuqori baholari

Ikkita A va B o’yinchilar gatnashgan antogonistik 0’yinni garaymiz. O’yinchilar garama-garshi
maqsadni ko’zlaydi. Biri gandaydir yutugqga ega bo’lsa, ikkinchisi shu migdorda yutgazadi. Demak
A o’yinchining yutug’i B 0’yinchi yutug’ining garama-garshi ishora bilan olinganiga teng
bo’lgani uchun, bu 0”yinda A o’yinchining yutugini tahlil gilish yetarli.

A o’yinchi (biz uni | 0’yinchi deymiz) Mta ARy A strategiyalariga, B o’yinchi (biz uni
11 0’yinchi deymiz) Nta B,B,,.... B, strategiyalarga ega bo’lIsin. Bunday 0’yinga M= N
o’Ilchamli 0’yin (ba’zan gisgacha M >N -g’yin) deyiladi.

i1=12,...,

| 0’yinchi 0’zining mumkin bo’lgan strategiyalaridan biri A ni, m, o’yinchi esa, |

o’yinchining tanlash natijasidan bexabar holda, Bj strategiyani (1=12,...,n) tanlangan bo’lsin.

Strategiyalarni tanlash natijasida | 0’yinchining yutug’i Wi (A, Bj)
W, (A B;) bo’lsa, ular Wi(A.B;) +W,(A,B;)=0 munosabatni qanoatlantiradi. Agar

W(Ai’Bj):\Nl(Aiij) deb olsak, WZ(A17Bj):_W(A1’Bj) bo’ladi. W(Ai’Bj):aij deb

belgilaylik. Bu giymatlarni satrlari | o’yinchining strategiyalariga, ustunlari esa Il 0’yinchining
strategiyalariga mos keladigan jadval (1-jadval) ko’rinishida yozamiz. Bunday jadval to’lovlar
matrisasi deb ataladi.

va Il 0’yinchining yutug’i

1-jadval
A Bl Bz Bn
A1 a;, a, o a,
Az ay ay, e a,,
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Am aml amZ e amn

To’lovlar matrisasining har bir musbat " elementi mos strategiyalar qo’llanilganda I 0’yinchining

yutug’i (yoki Il 0’yinchining yutgazig’i) migdorini bildiradi. Matrisaning har bir manfiy %
elementi esa mos strategiyalar qo’llanilganda I 0’yinchining yutqgazig’i (yoki Il 0’yinchining
yutug’i) migdorini bildiradi. Ikkala o’yinchining ham magsadi — 0’z yutug’ini
maksimallashtirishdan (yoki 0’z yutgazig’ini minimallashtirishdan) iborat.

1-misol. O’yinda I va Il o’yinchilar ishtirok giladilar. O’yinchilardan har biri boshgasidan bexabar
holda 1, 2 yoki 3 ta barmog’ini ko’rsatishi mumkin. Agar | va Il o’yinchilar ko’rsatgan barmoglar
soni o’rtasidagi ayirma musbat bo’lsa, 1 0’yinchi shu sonlar ayirmasi gadar ochko yutadi va
aksincha, agar ayirma manfiy bo’lsa, 11 0’yinchi shuncha yutadi. Agar sonlar o’rtasidagi ayirma nol
bo’lsa, 0’yin durang bilan tugaydi.

O’yinda har bir 0’yinchining uchtadan shaxsiy yurishi bor. I 0’yinchi strategiyalari: A _ 1ta

barmoqgni ko’rsatish, A, _ 2 ta barmogni ko’rsatish, A _ 3 ta barmoqni ko’rsatish. 11 0’yinchining

(ya’ni, 1 0’yinchi ragibining) strategiyalari esa, B _ 1 ta, B, _ 2 ta, B, _ 3 ta barmogni

ko’rsatishdan iborat. O’yinchilarning ular tegishli strategiyalarni qo’llaganlardagi yutuglarini to’lov
matrisasi (2-jadval) ko’rinishida yozib qo’yamiz.

2-jadval
: ! Bl BZ BS
A 0 -1 -2
A, 1 0 -1
A, 2 1 0

Bu matrisa elementlari ganday hosil gilinganligini ko’ramiz. Agar | 0’yinchi A strategiyasini, 11

o’yinchi B, strategiyasini qo’llasa, u vaqgtda | o’yinchi ikki ochko yutgazadi. Bu yutgazish to’lov

matrisasida birinchi satr va uchinchi ustunlar kesishishidagi (1;3) katakka yozilgan (a13 =2 ). Agar

| 0’yinchi A, strategiyasini, ragib esa B, strategiyani qo’llasa, u holda I 0’yinchi bir ochko yutadi.
To’lov matrisasida bu yutuq (2;1) katakka musbat ishora bilan yozib qo’yilgan (a21 - 1).
Jadvalning boshga elementlari ham shu tariga hosil gilingan.

To’lov matrisasi 1-jadvalda keltirilgan M>N _ o’yinni garaymiz. Masala ARy Ay

strategiyalar orasidan I 0’yinchining eng yaxshi strategiyasini, B,B,,.... B, strategiyalardan esa
I 0’yinchining eng yaxshi strategiyasini topishdan iborat. Bu masalani yechishda o0’yinda ishtirok
etuvchi ragiblar bir xil agl-idrokka ega va ulardan har biri 0’z magsadiga erishish uchun hamma
chora-tadbirlarni ko’radi deb hisoblaymiz. Bu tamoyildan foydalanib | o’yinchining eng yaxshi
strategiyasini topamiz. Buning uchun uning hamma strategiyalarini ketma-ket tahlil gilamiz. |

0’yinchi 0’zining A strategiyasini tanlaganda biz unga 11 0’yinchi 0’zining | o’yinchi yutug’ini

minimallashtiruvchi Bj strategiyasi bilan javob beradi deb hisoblashimiz kerak. Shunga ko’ra

o, i=1m

to’lov matrisasining har bir satridagi " sonlardan minimalini topamiz va uni , bilan

belgilab, to’lov matrisasining yonida go’shimcha ustunga yozib qo’yamiz:
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LLE |J’

o, =mina,,i=12,...m
J=Ln

= 1)
%i sonlarni bilgan I 0’yinchi 0’zining strategiyalaridan shundayini tanlaydiki, bu unga eng katta
a =maxae;
yutuq bersin. Bu maksimal yutugni & deb belgilaymiz, ya’ni i=Lm Shunday qilib, (1) ni
o =maxmina;
hisobga olsak, I=Lm =10 hosil bo’ladi.

& soni | 0’yinchining kafolatli yutug’i bo’lib, 0’yinning quyi bahosi (maksimini) deb ataladi.
O’yinning quyi bahosi & ni ta’minlovchi strategiya maksimin strategiya deb ataladi. Agar |
o’yinchi 0’zining maksimin strategiyasiga amal gilsa, 11 0’yinchi ganday yo’l tutishidan ga’tiy
nazar, unga & dan kam bo’lmagan yutuq ta’minlanadi.
Il 0’yinchi 0’z yutgazig’ini kamaytirishga, ya’ni | 0’yinchi yutug’ini minimumga aylantirishga
harakat giladi. Shu sababli 0’zining eng yaxshi strategiyasini tanlab olish uchun u to’lov matrisasi
ustunlarining har biridagi maksimal sonni topishi va bu giymatlar orasidan eng kichigini tanlab
olishi kerak.

B

go’shimcha satriga yozib go’yamiz. ﬁj lar orasidan eng kichik giymatlisini B deb belgilaymiz. B
B =minmaxa;
- 0’yinning yugori bahosi (minimaksi) bo’lib, u J=Lni=1m = formula bo’yicha topiladi.

Har bir ustundagi maksimal elementni ”} deb belgilaymiz va bu elementlarni 3-jadvalning

Il 0’yinchiga B “yutugni” ta’minlaydigan strategiya uning minimaks strategiyasi deb ataladi. Agar

Il 0’yinchi 0’zining minimaks strategiyasiga amal gilsa, har ganday holda ham uning yutgazig’i B
dan oshmaydi.

3-jadval
8 B, [B, |~ |B, |a
A A, |, ||, |
A, Ay | Ay [ | 8y | A
Am aml amZ e amn an,
a
B B | B |~ | B | B

max min a; < min max a;

1<i<ml1<j<n ) 1<j<n1<i<m

O’yinning quyi va yugori baholari uchun , tengsizlikning hamisha

o’rinli, ya’ni asp ekanligini ko’rsatish mumkin.

2. O’yinning egar nuqtasi. Sof strategiyalar

Quyi va yugori baholari 0’zaro teng, ya’ni a=p bo’lgan o’yinlar mavjud. Bunday o’yinlar egar
nugtali o’yinlar deb ataladi. Egar nuktali 0’yilarda yugori va quyi baholarining umumiy giymati

. B.
0’yining sof bahosi, bu giymatga erishishni ta’minlovchi A' va ! strategiyalar esa optimal
strategiyalar deyiladi.
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A.,B.
Optimal strategiyalarning ( ' ! ) jufti matrisaviy 0’yinning egar nuqtasi (muvozanat vaziyati)

a..= i
deb ataladi. To’lovlar matrisasida shu egar nugtaga mos ' 4 element bir vagtning o’zida ! -
satrda minimal, ) _ ustunda maksimaldir.

2-misol. To’lov matrisasi 2-jadvalda keltirilgan 0’yinning yechimini topamiz. Shu jadvalga mos i

va ﬁj larning kiymatlarini topib, ular yordamida 4-jadvalni hosil gilamiz.

4- jadval
:I B, B, B, &;
A 0 1 2 2
A, 1 0 1 -1
A, 2 1 0 0
ﬂj 2 1

O’yinning quyi bahosi
o =maxe; =max(—2;-1,0)=0, a=a,
I .

O’yinning yugori bahosi

B=ming; =min(2;1,0)=0, B=p,
j

o = ﬂ , . - g = . . )/ :O . . .
bo’lgani uchun o’yin egar nugtaga ega. O’yinning sof bahosi . Optimal strategiyalar:

| 0’yinchining A, strategiyasi va Il 0’yinchining B, strategiyasi. Egar nugta esa (AS, B3) bo’ladi.
3-misol. To’lov matrisasi 5-jadvalda keltirilgan o’yinning yechimi topilsin.

@i va ﬁj larning giymatlarini topamiz va ularni 5-jadvalga kiritamiz.

5- jadval
| B | B,| By| B,| ¢
A 6 |5 [8 |5 |5
A, 7 13 (2 |3
A, 6 |5 |7 |5 |5
ﬁj 7 |5 [8 |5

O’yinning quyi va yugori baholarini topamiz:
o =maxe; =max(525)=5, a=a;,=a; =5
1

B=minB; =min(7;5;8)=5, B=4,=B,=5
J .

a va p ning qiymatlaridan ko’rinib turibdiki, 0’yinda optimal strategiyalarning AB;, AiB4,
ASB?, A;B, juftlariga mos to’rtta egar nugta mavjud. O’yinning sof bahosi y =3

Muammoli masala va topshiriglar
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O’yin vaziyatini sifat jihatidan aks ettiruvchi masalani qo’ying va uning matematik modelini tuzing.
1-topshiriqda go’yilgan o’yin masalasida tomonlarni, ularning sonini, 0’yin xarakterini va
o’yinchilar strategiyalarini aniglang.
O’yinda I va Il o’yinchilar ishtirok giladilar. O’yinchilardan har biri boshgasidan bexabar holda 1, 2
yoki 3 ta barmog’ini ko’rsatishi mumkin. Agar | va Il o’yinchilar ko’rsatgan barmoglar soni
yig’indisi juft bo’lsa, 1 0’yinchi shu yig’indiga teng ochko yutadi va aksincha, agar yig’indi toq
bo’lsa, 11 0’yinchi shuncha ochko yutadi.Shu o0’yinda:
a) tomonlarning strategiyalari va ularga mos yutuglarini aniglang;
b) o’yinchilarning minimaks va maksimin strategiyalarini toping.
To’lovlar matrisasi H quyidagicha bo’lgan 0’yinda quyi va yugori baholarni toping va egar nugta
(muvozanat vaziyati) mavjudligini tekshiring:

9 -5 2 6 -7

-1 5 8 -2 4

5 7 -5 0 5

6 1 -2 3 8

H =

Mustaqil ishlash uchun savollar

O’yinlar nazariyasi nima bilan shug’ullanadi. O’yinlarning turlari.

Nol yig’indili 0’yin. Strategiya, optimal strategiya tushunchalari.

Matrisaviy 0’yin, to’lovlar matrisasi, minimaks va maksimin strategiyalar.

O’yinning quyi va yugori baholari, sof baho, sof optimal strategiyalar.

Quyidagi to’lovlar matritsasi bilan berilgan 0’yinda muvozanat vaziyati (egar nuqta) bor yoki
yo’qgligini tekshiring, bor bo’lsa egar nugtani va maksimin, minimaks strategiyalarni toping.

435 6 325 6
1) H=[2 17 8] 2 H=[10 6 7
617 9 515 4
415 8 1205
3) H=|0 1 6 5| 4 H=1 467
3243 2 579
1 3 45 2 56 7
5 H=|4 2 53| ¢ H=[36 7 8
6 3 7 8 4 4 5 6
5 1 4 8 50 3 7
n H=[4 2 53| g H=[3 1 4 2
5 4 3 7 3 2 4 5
4 2 5 3 310 5
9 H=[3 11 4| 15 H=/4150
5 0 4 3 6 2 2 3
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